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∂H(x, t)

∂t
= −α R(θ − θn)

∂R(x, t)
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Ê���É«� È Æ¬Ë�Æ �
� ��Ë�Ë�Æ,Ë��ÄË�����¡¢��Æ�©�Á0¤ÕÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç"Ë�¤ÕÆ�Ë�ÇQÊ�É � Ê�����Ô$Ö×Æ�Ç2Ô�Ç¨� � ÔIØ Ë���É"� È Æ¬����Ë�Ç�� È�� Æ¬��Æ¬Ù km� � � É�Ëz¡¢��Æ � � ¯ ����Ç�Æ
��É"��Æ �¨¯ ��Ç�Æ È ¤ÕÆ�Ë�ÇQ¡¢��Æ%��Æ$Ã�Ú�Å�Å m ©�ÁC�:Â�����É�Æ�Ã�©ÄÃ�Ã¬Æ�Ë�Ç2� È Æ,Ê ¯�� Ç � ��É���Ê ¯ ��Æ��Æ� ¤Õ�®�� � � È��¨¯ Æ2���N� � � � �ÄÆ
ÉwÛ ¯ Æ
É���� ÈhÑ Æ ÈNÜ � ��Ë Ï � Ñ ��Ô � � Æ È��¨¯ Ô
Æ�Æ ��� ÆQ����Ë�Ë��ÒÊ���É � È ÆË�Æ �
� ��Ë�Ë�Æ¬Ë���Ë����Ä¡¢��Æ�©
ÁC�$����Ë�Ç¨� È�� Æ%Ê���É ��� ��É���Æ%Ê���É � ¤¦Ô ��� � � Æ���Æ È Ç"Ë�Æ�� £ � Æ%¥�Ç�É�Æ%Æ�ÝGÆ � Ç��¼�Æ���Æ È Ç2Ç�É�§
ËQ��É�� È ��Æ�©
Þ �A�ß���f�®àA���âákà�ãä��å��®�I�f���f�æ�V��ç`�f����è�ã

Ü Â È ��Æ%¡¢��� È Ç��¼Â�Æ
É � �$����Ë�Ç¨� È�� Æ¬�h¤Õ��É�É�¥�Ç Ñ � Æ
Ë"��Ô � Ê ¯�é Ë�� � ��Æ È Ë � � � � � � Æ È Ç2Ë � ���Æ È Ç � Æ¬É���Ê�Ê � É�Çz��Æ� � ¯ ����Ç�Æ
��É���Æ �¨¯ ��Ç�Æ H Ê���É � � � ��È ����Æ
��ÉÊ���É �
� ��É���Æ L ©Gê�Æ
���â��Ô�Â È �ÄÇ�� ��È Ë�Ë ��È Ç�Ê � Ë�Ë��Ä£ � Æ�Ë$Ö� � ��ÉÂ�����É�ÆâÃ�©ÄÃ�Ú�Ø�©ìë È ÊæÆ���Ç$��Æ
Ë���É�Æ�É � �.��Ô È �Ä�Æ � Ô�Æ Hmax
Æ È Ç�É�Æ � ÆNÊ � � È Ç � Æ�Ê � ��Ë ¯ ����Ç ��Æ � ¤¦Æ
��Ê�� � Æ Ì

��Æ È Ç,� È �¼Ç��í� � Æ�Ç � Æ$Ê � � È Ç � ÆV£���Ë%��Æ � ¤¦Æ
��Ê�� � Æ
��Æ È Ç�Â È � � ©CêÆ���¥
��Æ Ñh��È ��Ô�Â È � Lmax
��� ����Æ � �

���ÄË�Ç¨� È�� Æ�Æ È Ç�É�Æ � Æ,Ê � � È Ç � Æ,Ê � ��ËQÆ È ��� ��È Ç��Æ � ¤¦Æ
��Ê�� � Æ
��Æ È Ç2� È �¼Ç���� � Æ�Ç � Æ,Ê � � È Ç � Æ,Ê � ��ËQÆ È �I�� �
��Æ � ¤ÕÆ���Ê�� � Æ���Æ È Ç0Â È � � ©�ê�� È Ë � Æ�Ç�Ç�Æ�Æ���Ê � Ë�Ô È�� ��Ë È�� Ç�Æ�É ��È Ë α

� Æ�É���Ê�Ê � É�Ç ��Æ � Æ�Ëz��Æ���� � ��È ����Æ
��É�Ë
α = Hmax/Lmax

©�Á0¤Õ����Ç�É�Æ��Ô�Â È �¼Ç�� ��È�����È Ë���Ë�Ç�Æ�°,��Æ�Ë���É�Æ
É � Æ
Ëw���ÄË�Ç¨� È�� Æ�Ë ¯�� É�� ����È Ç¨� � Æ2Æ�Çw�Æ
É�Ç�� � � � Æ
Ê���É �
� ��É���Æ%Ê���É � Æ � Æ È Ç�É�Æ%��Æ%��É��If�¼Ç�Ô¬������� � �ÄÆ
��Æ È Ô �
� � � Æ���Æ È Ç
©Òë È�È�� Ç�Æ H Æ�Ç L � Æ
Ë2���ÄË�Ç�� È�� Æ�Ë
Æ�Ç β

� Æ���É%É���Ê�Ê � É�Ç®©Aî«©CÁuÆ
��É � Ë���É�Ô � Æ�����Æ È Ç�Ê���£ � ��ÔV� È ��É�Ç�� � � Æ�ÖbÁuÆ
��É � Ë Ñ Ú�Å�Å�Ú�Ø���� È Ë � Æ�¡¢��Æ � � �
Æ���Ê � ��¡¢��Æ�Ê � ��É�¡¢� � � � Æ ��� Æ�ï � ��Æ È Ç β Æ
Ë�Ç!Ê � ��ËWÊæÆ�É�Ç�� È Æ È ÇN¡¢��Æ α © ��� Æ�Ë�Ç!Æ È Æ�ÝæÆ�ÇNÊ � ��Ë È ��Ç���É�Æ ��h¤¦Ô�Ç�������Æ�É � �¬Ê � Ë��ÄÇ�� ��È ��� � Æ È Ç�É�Æ��Æ����Ë�Ë�Æ�©�Û���É � Æ"Ç�Æ
É�É���� ÈhÑ � Æ � � � � � � ��Æ β Ë
¤Õ�®�§�É�Æ�Ê � ��É�Ç¨� È ÇwÊ � ��Ë���¼ï � � � Æ:¡¢��Æ � Æ � ���ì��Æ α � ��É¬� � Ó×����Ç%� � � É�Ë��Ô�Ç�Æ
É���� È Æ
É � Æ
Ë¬É�Ô�Ê���É�Ç��ÄÇ�� ��È Ë � � ������¡¢��Æ�Ë�� È �¼Ç���� � Æ�ËÆ�Ç
Â È � � Æ
Ë`��Æ�Ë ��É���� È Ë0¡¢���ÒË�ÆQË ��È ÇwÆ�ÝæÆ � Ç��Ä�Æ
��Æ È Ç Ô �
� � � Ô�Ë
©fð � ��É � Æ�Ç�Ç�Æ2É����ÄË ��ÈhÑ � ��Ê � ��Ê���É�Çw��Æ�Ë É�Æ � Æ��Ô�Ë
��Ô � � � ����¡¢��Æ
Ë"Ë ��È ÇQ��Æ
Ë2��Æ
Ë���É�Æ
ËQ��Æ α ©��� Æ
Ë�Ç�Ë � ���Æ È Ç �
��È Ë�����Ô
É�Ô�¡¢��Æ!Ë�� α < 0.2 Ñ � � � É�Ë � ¤Õ�®�� � � È��¨¯ ÆWÆ
Ë�ÇN° � ��È ����ÆWÊ � É�Ç�Ô�Æ!Æ�ÇV¡¢��Æ
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É2Û ¯ Æ
É���� È Æ È.Ü � ��Ë Ï �
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@BA/CED Ã�©¼Ã�Ú F�Û �¨¯ Ô
���$Æ�Ç È�� Ç���Ç�� ��È Ë"Ê � ��É � Æ
Ë"��Æ
Ë���É�Æ
ËQ��Æ¬Ç�Æ�É�É���� È

� ¤¦Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç�Æ�Ë�Ç%� È�� É���� � Æ
��Æ È Ç � ��£�É��ÄÂ�ÔNÖ ªz����Ê�£±Æ �Ä� Ñ ÃIÙ���Ù�Ø�©�� � ��Ë¬� �Ä� ��È Ë2Ê�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Æ�É � Æ
ËÉ�Ô�Ë�� � Ì
Ç¨��Ç�Ë�Ê���£ � �ÄÔ
ËQ��� È Ë � � � �¼Ç�Ç�Ô�É���Ç���É�Æ,��� È Ë��C¡¢��Æ � Æ
ËQ���ÄÝæÔ
É�Æ È Ç�Æ�Ë�Ç ¯ Ô � É���Æ
ËQ¡¢��� ��È Ç�Ô�Ç�Ô �®�� È�� Ô
Æ
Ë�Ê � ��É
Æ���Ê � ��¡¢��Æ�É � � ������� È ��Ç�� ��È ���.Ó�É � Ç�Ç�Æ
��Æ È Ç2Æ�ÝæÆ � Ç��¼Óì��Æ�Ë��®�� � � È��¨¯ Æ�Ë° � ��È ����Æ¬Ê � É�Ç�Ô
Æ�©
� �f�®àA���f��áA�â�®�f����}�è×�

î«©±ÁuÆ
��É � Ë Ö×ÁuÆ
��É � Ë Ñ Ú�Å�Å�Ú�Ø"��É���Ë�Ë�Æ
� £ � Ô���� È Ë�Ë ��È ��É�Ç�� � � Æ¬��Æ
Ë� ��È�È Ô�Æ
Ë��Ë�Ë���Æ
Ë��Æ È�� � £�É�Æ
���
��É�Ç�� � � Æ�Ë Ö������Ê�Ç ��È Æ�ÇV� � © Ñ ÃIÙ�Ù������ � � Æ�Ç�Ç Æ�Ç$� � © Ñ Ã®Ù�Ù�Ã�� � �Æ�É�Ë ��ÈhÑ ÃIÙ�Ù���� � �Æ
É�Ë ��È Æ�Ç$� � © Ñ Ã®Ù�Ù����
Áu��Ê���� È Æ�Çß� � © Ñ ÃIÙ������� ��� Ð Æ È Æ�Ç ��� � � ÈhÑ ÃIÙ���Ù�!� � Ç ¯ Æ
Ë.Æ�Çâ� � © Ñ Ã®Ù�Ù���2Ûf��Æ
£±Æ[Æ�Ç�� � © Ñ Ã®Ù�Ù�Ú��
Û��ÄÆ
£±Æ
É�Ç Ñ Ã®Ù���"¢Ø ©ìðk��É����wÇ � ��Ç�Æ
Ë � Æ
Ë � ��È�È Ô
Æ�Ë ÑmÈ�� ��Ë$�® ��È Ë$É�Æ�Ê�É�Ô�Ë�Æ È Ç�Ô.Ë���É � �.Â�����É�ÆßÃ�©¼Ã$# � Æ �Ä� Æ�Ë
��Ë�Ë���Æ�ËC�h¤ÕÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç�Ë � £�Ç�Æ È ��ËCË���É&%AÆ
É�É�Æ0�N����Ëh�h¤Õ����Ç�É�Æ�ËuÔ�Ç�����Æ
ËA� ��È Ç�É�Æ È Çh��Æ
ËC� ��È�È Ô
Æ�ËAË������ � ����É�Æ
Ë
Ê � ��É � Æ�Ë"Ô ��� � � Æ���Æ È Ç�Ë2Ë � ��Ë�����É�� È Ë"Æ�ÇQ����É�Ç���Æ È Ë
©Òë È  � �¼Ç2¡¢��Æ%Ê � ��É"��Æ È�� � £�É�Æ
���!Ô �
� � � Æ���Æ È Ç�Ë
Ö � Æ
ËzÊ � ��Ëz � � ����� È Æ
����Ø Ñ � ���� � Æ
��É«��Æ α Æ
Ë�Ç2Ç�É�§�ËzÓ×����£ � Æ�©�ª«Æ � �hË�Æ�� £ � Æ¬� ��È�� � È ����¡¢��Æ�Éz¡¢�h¤¦� � Æ ����Ë�Ç�Æ
��Æ�Ë��®�� � � È��¨¯ Æ
Ë�®�Æ � � È Ó�É � Ç�Ç�Æ���Æ È ÇQÆ�ÝGÆ � Ç��¼ÓkÇ�É�§�ËQÓ×���Ä£ � Æ�©(' È ����Ç�É�Æ%É�Ô�Ë�� � Ç¨��ÇQ���*)�Æ
��É2f�ÄË���£ � Æ�Ë���É
� Æ�Ë���Æ
Ë���É�Æ
Ë¬Æ�Ë�Ç�¡f��Æ � Æ,É���Ê�Ê � É�Ç��h¤Õ��Ë�Ê±Æ � Ç α ������� È ��Æ��I�Æ � � Æ� � � ����Æ�Ç � Ç¨� � ��Æ � ¤Õ�®�� � � È��¨¯ Æ V ©ë È  � �ÄÇ`Æ È Æ�ÝGÆ�Ç Ë���É � ��Â�����É�Æ%Ã�©¼Ã$#¬¡f��Æ � Æ
Ë0�� � Æ���É�Ë � Æ
Ë`Ê � ��Ëw£���Ë�Ë�Æ
Ëw��Æ H/L Ë ��È Ç ��Ç�Ç�Æ
� È Ç�Æ
Ë`Ê � ��É
��Æ�Ëz � � ����Æ�Ë«Ç�É�§
Ë"�Ä��Ê � É�Ç�� È Ç�Ë�©�Á0¤¦� È Ë�Æ
É�Çz� ��È Ç�É�Æ � Æ
Ëz��¥
��Æ
Ëz� ��È�È Ô�Æ
Ë2Æ È Ô �¨¯ Æ ��� Æ � � ����É��¼Ç ¯ ����¡¢��Æ�©
ÁC� �
� É�É�Ô � ��Ç�� ��È Æ È Ç�É�Æ α Æ�Ç V ��Ê�Ê���É��,+�Ç"� � � É�Ë Ç�É�§
Ë � � ���ÄÉ�Æ
��Æ È Ç
©�ª«Æ¬Ê ¯ Ô È�� ��§ È Æ¬Æ
Ë�Ç È�� ����Ô�Æ�ÝGÆ�Ç
 � � ����Ô�Ç�É���¡¢��Æ�©

ê�� È Ë � Æ
Ë,���¼ÝGÔ�É�Æ È Ç�Ë�Ç�É��®������ � �ÄÇ�Ô
Ë�Ê�É�Ô � Ô
��Æ
����Æ È Ç Ñ � Æ
Ë:����Ç�Æ���É�Ë �
��È Ë�����§
É�Æ È Ç$Ë � ���Æ È Ç$¡¢�h¤¦� �
� � �¼Ç¬Æ����ÄË�Ç�Æ�É%� È ��Ô � � È �ÄË���Æ Ë�Ê±Ô � �ÄÂ�¡¢��ÆV¡¢���`��Ê�Ê���É��-+ÄÇ¬��� È Ë � Æ
Ë%�®�� � � È��¨¯ Æ
Ë¬Ç�É�§
Ë¬ � � ����� È Æ
��Ë�Æ
Ë
©
� � ��ËQ��Ê�Ê � É�Ç�Æ
É ��È ËQ��� �¨¯ ��Ê��¼Ç�É�Æ�� � È Æ%Æ ��Ê � � � ��Ç�� ��È Ë��Ä��Ê � Æ���Æ � � ��Ô � É � �ÄË�Ë�� È�� Æ,��Æ α �®�Æ � V ©
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ê�ÆÇ�É�§�Ë È�� �:£�É�Æ���Ë�Æ�Ë ¯�é Ê � Ç ¯ §
Ë�Æ
Ë ��È Ç Ô�Ç�Ô��®�� È�� Ô�Æ
ËzÊ � ��ÉwÆ���Ê � ��¡¢��Æ
É � Æ�Ë«�®�� � � È��¨¯ Æ
Ë«° � ��È ����Æ

Ê � É�Ç�Ô
Æ�© � ��� Æ
Ë,Ë ��È Ç�É�Ô�Ë�����Ô
Æ�Ë ��� È Ë � ¤Õ��É�Ç�� � � Æ$��Æ�É�Æ����Æ>Ö Û ¯ � ��� Æ
É%Æ�Ç Û����ÄÇ ¯�Ì Û ¯ � ��� Æ
É Ñ ÃIÙ�Ù���Ø�©Cð � � Ì
Ë��ÄÆ
��É�Ë ¯�é Ê � Ç ¯ §
Ë�Æ
ËVÔ� � ¡¢��Æ È Ç � ¤¦� È; ��Æ È�� ÆN�h¤¦� È9; ���Ä��ÆNÇ�Æ � ¡f��Æ � ¤Õ����É Ñ � ¤¦Æ®��� Ñ ��Æ�Ë:���ÊæÆ���É�Ë:Æ�Ç$��� �
 � � � � È ��¡¢��Æ�Ë � � Æ È��
� É�Æ�� È Æ!Ë���Ë�Ê±Æ È Ë�� ��È ��Æ�Ê � ����É�ÆWÂ È Æ�©=<¬Æ È ÇâÖ><%Æ È Ç Ñ ÃIÙ�����Ø:�>Ê�É � Ê � Ë�Ô!¡¢��Æ
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@<A/CED Ã�©¼Ã$#GF!ê ��È�È Ô�Æ
Ë���Æ%Ç�Æ
É�É���� È � ��È Ç�É�� È Ç � � ��� É�É�Ô � ��Ç�� ��È Æ È Ç�É�Æ � Æ¬É���Ê�Ê � É�Ç α Æ�Ç � Æ� � � ����Æ���Æ� ¤Õ�®�� � � È��¨¯ Æ V

� ¤Õ���ÄÉ � ��É � � � � È Ç!����Ë�Æ
� È ��Æ � ¤¦Ô ��� � � Æ
��Æ È ÇNÊ�����Ë�Ë�Æ ; �������ÄË�Æ
É � Æ���� � ��Æ��h©wÛ ¯ É�Æ��Æ Ö Û ¯ É�Æ��Æ Ñ ÃIÙ�������
Û ¯ É�Æ��Æ Ñ ÃIÙ�����£�Ø�� Ë�������Ô
É�Ô ¡¢�h¤¦� È Æ �
� � �¨¯ Æ��h¤Õ����É�Ê�����Ë�Ë�Æ ¥�Ç�É�Æ Ê��ÄÔ
��Ô�Æ Ë � ��Ë � ¤¦Ô �
� � � Æ���Æ È Ç
©2ÁuÆ
��� � �ÄÆ
�4Ë
¤¦Ô ��� � � Æ
É����ÄÇ!� � � É�Ë�Ë���ÉN� È ¯�é Ê � Ç ¯ Ô�Ç��Ä¡f��Æ �
� ��Ë�Ë�� È �h¤Õ����É�Ê � ��Ç���Ç�¡¢��Æß�h¤¦¥�Ç�É�Æ ; �������ÄË�Ô.��Æ� ¤¦� È Ç�Ô
É��ÄÆ
��É�© �Ë��TÖ>�Ë�� Ñ ÃIÙ�����Ø��âË�������Ô�É�ÔW¡¢��Æ � �âË�Æ�� � ÆNÊ�É�Ô�Ë�Æ È�� Æ!�h¤¦� È Æ!Ê � ����É�ÆNÂ È Æ>Ö×Æ�Ç È Ô
� � � Ì
��Æ
� È Ç � ¤Í���ÄÉ¬��� £��í� È Ç Ø�Ê�����Ë�Ë�Æ � É�Ô�Æ
É,� È�È ������Æ���Æ�Ê�Ë�Æ
��� ��Ì ��� � Æ�Ç ; �������ÄË�Æ � ÆV��� � ��Æ
�>��É�� È � � ����É�Æ�©
ê�� È Ë � Æ�É�Ç���� È Ë�Ô ��� � � Æ���Æ È Ç�Ë� � � � � È �Ä¡f��Æ
Ë Ñ � � ; ���Ä����Ë���Ç�� ��È Ê���É,Ô
����Ë�Ë�� ��È ��Æ���� �  � � � � È ��¡¢��Æ
Ë:�
Ô�Ç�Ô�Ô� � ¡f��Ô
Æ�Ê���É�� � �Ä� ¯ Ç¬Ö�� � ��� ¯ ÇwÆ�Çz� � © Ñ ÃIÙ���#�Ø�©
	 � ����Æ � Ö�	 � ����Æ � Ñ ÃIÙ�����Ø0��Ë�������Ô�É�Ô�¡¢��Æ � �¬���Ê ��Ì
É��ÄË���Ç�� ��È ��Æ � ¤ÕÆ
���N° � �¬£���Ë�ÆQ��Æ
ËwÔ ��� � � Æ���Æ È Ç�ËwÊ�����Ë�Ë�ÆQÊ�É � �����ÄÉ�Æ"� È ÆË���É�Ê�É�Æ
Ë�Ë�� ��È Æ
Ë�Çz��� È Ë���É�Ô
������É�Æ� Æ�Ó�É � Ç�Ç�Æ
��Æ È Ç���Ê�Ê���É�Æ È Ç®©� ��¯�È Ë ��È Ö�� ��¯�È Ë ��ÈhÑ ÃIÙ�����ØQ�W�h¤Õ��� �Ä� Æ
��É�ËQ���ÄË�Æ È Ô�f����Æ È�� Æ � ��Ê�É�Ô�Ë�Æ È�� Æ
�h¤¦� È Æ �
� � �¨¯ ÆLË���Ç���É�Ô�Æ Æ È Æ
��� ° � ��£���Ë�Æ[��Æ � ¤Í�®�� � � È��¨¯ Æ[Î � � �¨Ï¢¯ �®Ð Ï ©�� � ¤ � Ê�Ê � Ë�Ô Ñ �G¤Í����Ç�É�Æ�Ë
Ç ¯ Ô � É���Æ
Ë ��È Ç�Ç�Æ È Ç�ÔN�h¤ÕÆ ��Ê � �Ä¡f��Æ
É � ¤ÕÆ ����Ë�Ç�Æ È�� ÆN�h¤Õ�®�� � � È��¨¯ Æ
Ë:° � ��È ����Æ�Ê � É�Ç�Ô�ÆNÊ���É���Æ�Ë Æ�ÝæÆ�Ç�Ë:Ê�� Ì
É�Æ���Æ È Ç���Ô � � È �Ä¡f��Æ
Ë Ñ`� ¤ÕÆ�Ë�Ç Ì ° Ì ����É�Æ!Æ È �Ä� È�� É�� È Ç � �>Ê�É�Ô
Ë�Æ È�� Æ��h¤¦� È Ô��Æ È Ç���Æ � ; ���Ä��Æ�� È Ç�Æ�É�Ë�Ç��ÄÇ���Æ � ©
ðì��É���� � Æ �Ä� Æ�Ë Ì�� � ��È Ç Ç�É � ���Æ � � ; ���Ä����Ë���Ç�� ��È � �
� ��Ë�Ç��Ä¡¢��Æ Ö���Æ � � Ë ¯GÑ ÃIÙ���Ù�Ø Ñ � ¤¦Ô�Ç�� � Æ���Æ È Ç`��Æ
ËwÔ �
� � � Æ Ì
��Æ È Ç�ËkÉ���Ê��Ä��Æ
ËzÖbê��®f��Æ�Ë Ñ ÃIÙ���Ú���ÛfÇ�É�����£ Ñ Ã®Ù�Ù���Ø Ñ � È Æ«Ê�Ë�Æ
��� � ����Ç ��Ì � ��£�É��¼Â � ��Ç�� ��È Öbªz����Ê�£æÆ ��� Ñ Ã®Ù���Ù�
ª � Æ
��É é Æ�Ç¬ªz����Ê�£±Æ �Ä� Ñ Ã®Ù�Ù�#�±ÛfÇ�É�����£ Ñ ÃIÙ�Ù���±Û¢Ç�É�����£ Ñ ÃIÙ�Ù���Ø,Ö  � �ÄÉ2Ê���É�����É���Ê ¯ Æ�Ë����Ä�� È Ç¨Ø"Æ�Ç � ¤ÕÔ�Ç¨� Ì� Æ���Æ È Ç$�h¤¦� È É�Ô
������ÆW� È Ç�Æ�É���Ô
��������É�Æ�Æ È Ç�É�Æ � Æ
Ë$É�Ô�������Æ
Ë�Ó�É�� � Ç�� ��È�È Æ � Ë:Æ�Ç �
� �Ä� �ÄË�� ��È Æ � ËNÖbªz����Ê�£æÆ ���
Æ�Ç � � © Ñ ÃIÙ�Ù���Ø�©Cê:¤Õ����Ç�É�Æ�Ë � � ��§ � Æ
Ë ��È Ç�Ô�Ç�������Ô � ��¡¢��Æ
Ë�Ç�� ��È Ê���É,� È ÆN��Ê�Ê�É ���¨¯ Æ���ÆVÇ é Ê±ÆN��� � ��Æ����
�
��È Ç�� È ��ËVÆ È ��Ç�Ç�É��Ä£���� È Ç����f�4��� � �ÄÆ
��� ��É�� È � � ���ÄÉ�Æ�Ë ��Æ
ËVÊ�É � Ê�É���Ô�Ç�Ô
ËVÉ ¯ Ô � � � ����¡¢��Æ�Ë Ç�Æ ��� Æ�Ë$¡¢�h¤Õ� È Æ
f��Ë �
� Ë��ÄÇ�Ô¬Æ�ÇQË�� È Ë"Ó×���ÄÉ�Æ��G¤ ¯�é Ê � Ç ¯ §�Ë�Æ,Ë���É � Æ�Ë"��Ô � � È ��Ë���Æ
Ë"��� � É � Ë �
� Ê���¡¢��Æ
Ë,Ö�� � ��� ¯ ÇzÆ�Ç� � © Ñ Ã®Ù���#�
� � � Ð Æ È Æ�Ç ��� � � ÈhÑ ÃIÙ���Ù�� � � Ð Æ ÈGÑ Ã®Ù���Ù��ê�����Æ�Æ�Ç ���Ê�ÊæÆ�É�Ç Ñ ÃIÙ�Ù���Ø�©�ê�Æ
Ë2� � ��§ � Æ�Ë«Ê�É�Æ È � È ÇzÆ È
�
� ��Ê�Ç�Æ � �V���É��í��Ç�� ��È ��Æ��N��Ë�Ë�Æ,��Æ � ¤Õ�I�� � � È��¨¯ Æ%Ê±Æ È ��� È Ç � ¤¦Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç$Ö�Ê���ÉQÔ
É � Ë�� ��È ��Æ � �V£���Ë�Æ
� �V��Ô�Ê � Ë��ÄÇ�� ��È �h¤¦� È Æ"Ê���É�Ç���Æ"��Æ�Ëw��É���� È Ë¨Ø ��È Ç`Ô�Ç�Ô"Ê�É � Ê � Ë�Ô�Ë�Öbªz� È�È���È Æ�Ç«Û��®�����Æ Ñ Ã®Ù������	,��Ë�Ë�Æ È Æ�Ç
ª«É�����Æ ÈhÑ ÃIÙ���Ù��� � ��� ¯ Ç0Æ�ÇzÛ � ��Ë�� Ñ ÃIÙ�Ù�" ���� È ��É`Æ�Ç � �� È Ë Ñ ÃIÙ�Ù���Ø�©�Û�� � Æ�É�Ç���� È Ë0��Æ � Æ
Ë`��Ô � � È ��Ë���Æ�Ë
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 ���

��È Ç�Ê�� ) � ��Æ
É� È É � � Æ,����Ê � É�Ç¨� È ÇQ��� È Ë�¡¢��Æ � ¡f��Æ
Ë¬Ô��Ô È Æ���Æ È Ç�Ë¬��Ô � � � ����¡¢��Æ
ËÊ���É�Ç�� � � � �ÄÆ
É�Ë Ñ ��� � � È
È ¤¦Æ
Ë�ÇzÉ�Æ �
��È�È � �
� ����Æ2� È Ê ¯ Ô È�� ��§ È ÆQ� È �Ä�Æ
É�Ë�Æ � Æ�Ç � ÆQ��Ô
£���Ç«Ë���É � Æ
Ëw�®�� � � È��¨¯ Æ
Ë«° � ��È ����Æ2Ê � É�Ç�Ô
È ¤¦Æ
Ë�Ç�Ê���Ë � � � Ë
©
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ê�Æ
ËwË��Ä� � � ��Ç�� ��È Ë È ����Ô
É���¡¢��Æ
Ë ��È ÇwÔ�Ç�ÔÉ�Ô®� � ��Ë�Ô
Æ
Ë0Ê���É ªz����Ê�£æÆ ��� ��Â È �h¤¦Ô�Ç������ÄÆ
É � Æ�Ë`�I�� � � È��¨¯ Æ�Ë
° � ��È ����Æ`Ê � É�Ç�Ô�Æ�Öbªz����Ê�£æÆ ��� Æ�Çì� � © Ñ ÃIÙ�Ù ��Ø�©®ÁA�Q��Ô�Ç ¯�� ��Æ`��ÆwË��Ä� � � ��Ç�� ��È Æ
Ë�Ç � Æ ��� Æw��Æ � �"� éfÈ �����Ä¡f��Æ
� � � Ô � � � ����É�Æ¬��Æ Ë�Ê ¯ §
É�Æ
Ë¬� � ��� Æ
Ë:Ö×��Ô � É��¼Ç�Æ:��� �¨¯ ��Ê��ÄÇ�É�ÆVÚ���Æ � Æ�Ç¬Æ���Ê � Ë�Ô®Ø�©uÁC�NË���� � � ��Ç�� ��È Æ
Ë�Ç¬£�� Ì
���Ä��Æ È Ë�� ��È�È Æ ��� Æ�Æ�Ç � ÆV��� � ��Æ
�â� ��È���Ì ���ÄË�Ê±Æ
É�Ë�Æ�© ' È ÆV����Ë�Ë�Æ���Æ���É���� È Ë�Æ
Ë�Ç �
	 �¨¯ Ô
ÆVË���É�� È ÆVÊæÆ È Ç�Æ
Ö×� È�� � � È Ô�Æ"° 45◦ ��� È Ë � ��Ê � ��Ê���É�Ç`��Æ�Ë Æ ��Ê±Ô
É���Æ È�� Æ�Ë¨Ø�©�ÁuÆ
Ë`��É���� È Ë0Ë�¤ÕÔ �
� � � Æ È Ç«�®�� È Çw��Æ2Ë�¤Í��É�É�¥�Ç�Æ
É`Ë���É� È ÆVË���É�Ó×� � Æ ¯�� É�� �
��È Ç�� � Æ�©uê�� È Ë%Ë ��È ��É�Ç�� � � Æ Ñ ª�©Aªz����Ê�£±Æ �Ä� È ÆVÊ�É�Ô � ��Ë�ÆVÊ���Ë � � È ��Ç���É�ÆV���[Ó ��È � Ñ
Æ�ÇQÆ È Ê���É�Ç�� � � � ��Æ
É Ë
¤¦� � Æ�Ë�Ç � ��Ë�Ë�Æ � �.É�������Æ
�f�G©±ÁC� �
��È Â�����É���Ç�� ��È Æ
Ë�ÇÊ�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Ô
Æ�Ë���É � �:Â�����É�Æ�Ã�©¼Ã�"�©
ê�� È Ë Ë�Æ
Ë«Ë���� � � ��Ç�� ��È Ë Ñ ª�©�ªz����Ê�£±Æ ��� �,��Ç�� � ��Ë�Ô«Æ È Ç�É�Æ�"�Å%Å�Å�Å%Æ�ÇÃÅ�Å�Å%Å�Å�Å%Ê���É�Ç�� � � � Æ�Ë0Æ È ����É���� È Ç
Hmax

�
��È Ë�Ç¨� È Ç�Æ�©

40 000 1 000 000

45o

@<A/CED Ã�©¼Ã�"�F.Û �¨¯ Ô
������Æ�Ë2Ë����:� � ��Ç�� ��È Ë«É�Ô
� � �ÄË�Ô�Æ
Ë"Ê���Éª�©±ªz����Ê�£±Æ �Ä� Ö ªz����Ê�£±Æ �Ä� Ñ ÃIÙ���Ù�Ø

ª«Æ
ËQË��Ä� � � ��Ç�� ��È Ë ��È ÇQÊ±Æ
É�����Ë"��Æ,É�Æ�Ç�É � ���Æ
É � � ���Ä��� È ��Ç�� ��È ���.É���Ê�Ê � É�Ç2�h¤Õ��Ë�Ê±Æ � Ç α Ö�Ë � ���Æ È Ç
È�� ����Ô ��� Æ�ï � ��Æ È Ç«��Æ�Ó�É � Ç�Ç�Æ
��Æ È Ç«Ô�¡¢���Ä�� � Æ È Ç Øw�I�Æ � � ÆQ � � ����Æ��Æ � ¤ÕÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç®©fð � ��É � ��Ë���� � Ì� ��Ç�� ��È ��Æ:Ã¬Å�Å�Å�Å�Å�Å:��ÆÊ���É�Ç�� � � � Æ�Ë Ñ � �%�� � Æ
��É ��Æ α Æ
Ë�ÇzÇ�É�§
Ë«Ó×����£ � ÆQÆ�Çz�����Ç«Æ È f��É ��È Å�©¼Ã�"�©�ÁCÆQÓ×���ÄÇ
¡¢��Æ � ��Ë��Ä� � � ��Ç�� ��È É�Æ�Ê�É � �����ÄË�Æ � ��É�Æ � ��Ç�� ��È Æ È Ç�É�Æ α Æ�Ç � Æ" � � ����Æ"��Æ � ¤Õ�I�� � � È��¨¯ Æ"Ë�Æ
� £ � Æ2� È ����¡¢��Æ
É
¡¢��Æ � ¤ÕÆ�ÝGÆ�Ç� � � ����Ô�Ç�É���¡¢��Æ,Æ
Ë�Ç¬�h¤ � É��Ä��� È Æ,Ê���É�Æ���Æ È Ç���Ô � � È �Ä¡¢��Æ�© �0È Æ�ÝæÆ�Ç Ñ � ¤Õ���ÄÉQÆ�Ë�Ç%��£�Ë�Æ È Ç���Æ � �
Ë��Ä� � � ��Ç�� ��ÈhÑh� ÆW¡¢��� � È �� � ����Æ � Æ
Ë ¯¢é Ê � Ç ¯ §
Ë�Æ�Ë$��Æ � ��£�É��ÄÂ � ��Ç�� ��È Ê���É:� È Æ �
� � �¨¯ ÆW�h¤Õ���ÄÉ � ���h¤Õ� È Æ
; ���Ä����Ë���Ç�� ��È Ê���ÉwÔ ��� � � Æ���Æ È Çz�h¤Õ����Éw����Ë�Æ�� È ��Æ � ¤¦Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç®©fê�Æ��¥���Æ Ñ ��� È Ë � �,Ë���� � � ��Ç�� ��ÈhÑ � Æ�Ë
��É���� È Ë È Æ � ��Ë�Ë�Æ È ÇzÊ���Ë«Æ�Ç È ÆÓ ��È ��Æ È ÇzÊ���Ë
©�ë È Ê±Æ
��Ç«� ��È�� Ô
��� � Æ
��Æ È ÇwÔ � ��É�Ç�Æ
É � ¤ ¯�é Ê � Ç ¯ §�Ë�Æ�h¤Õ� È Æ� ��£�É��¼Â � ��Ç�� ��È Ê���É,Ó���Ë�� ��È ��Æ � �!É ���¨¯ Æ�° � ��£���Ë�Æ���Æ � ¤¦Ô ��� � � Æ���Æ È Ç®©&� � Ç ��È Ë%Ç � ��Ç,��Æ���¥
��ÆV¡¢��Æ
� Æ�Ë«���¼ÝGÔ�É�Æ È Ç�Ë ��Ô � � È �ÄË���Æ
Ë ��È ÇwÊ�� ) � ��Æ
Éw� È É � � Æ"��� È Ë � Æ
É�Ç¨��� È Ë Ô �
� � � Æ
��Æ È Ç�Ë ��Ô � � � ����¡¢��Æ�Ë
©¢Û�� È Ë
Ô� � ¡¢��Æ�É�� È ��Ô � � È �ÄË���Æ%Ê���É�Ç�� � � � �ÄÆ
É Ñ�È�� ��ËQÊ�É � Ê � Ë�Æ
É ��È Ë���� �¨¯ ��Ê��ÄÇ�É�Æ �V� È Æ,Æ���Ê � � � ��Ç�� ��È Ë�����Ê � Æ
��Æ � � ������� È ��Ç�� ��È ��Æ α �®�Æ � � Æ� � � ����Æ�©
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' È É�Ô
���Ä��Æ2�h¤¦Ô ��� � � Æ
��Æ È ÇzÉ���Ê�����Æ�,Ô�Ç�Ô���Ô � É��¼Ç«��� È Ë � � � �ÄÇ�Ç�Ô
É���Ç���É�Æ�Ö ªz����Ê�£±Æ �Ä� Ñ ÃIÙ���Ù�fª � Æ
��É é

Æ�Çßªz����Ê�£±Æ ��� Ñ ÃIÙ�Ù�#�QÛfÇ�É�����£ Ñ ÃIÙ�Ù���2ÛfÇ�É�����£ Ñ ÃIÙ�Ù���Ø ©2ê�� È Ë � ÆLÉ�Ô�������Æ Ñ � Æ
Ë���É���� È Ë�Ë
¤¦Ô ��� � � Æ È Ç
° ��É�� È ��Æ�f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�ÆßË���ÉN� È Ë ��� � Æ�É�������Æ
���æ©"Û � ��Ë � Æ
É�Ç¨��� È Æ
Ë �
��È ���ÄÇ�� ��È Ë���Æ�f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�Æ Ñ � È�� � � È ���ÄË ��È
� ��É�Æ
Ë�Ç��ÄÇ���Ç�� ��È ��Æ
Ë ��� ��� ��Ë�� ��È Ë Ñ � � Ë�ÆâÓ � É���Æß° � � £���Ë�Æß��Æ � ¤¦Ô �
� � � Æ���Æ È ÇN� È Æ ��� � �¨¯ Æ � ��Ë���� �Ä� Ô�Æ Ñ
��� � ��Ô�Æ.Æ�Ç!�����ÄÇ�Ô�Æ�© ª«Æ�Ç�Ç�Æ �
� � �¨¯ ÆâÆ
Ë�ÇWË���É�� ��È Ç�Ô�Æâ�h¤¦� È Æ ����È Æ.��Æ È Ë�Æß¡¢���QË
¤¦Ô ��� � � Æ�Æ È £ � �f� ©`ÁC�
Â�����É�Æ¬Ã�©¼Ã ��� ��È Ç�É�Æ"� È Ë �¨¯ Ô
���,��Æ � Æ"É�Ô�������Æ Ñ�È�� ����ÔzÉ�Ô
���Ä��Æ«Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô�©¢ÁC�¬� éfÈ ������¡¢��Æ"�G¤Í��É�É�¥�Ç
��Æ�ËÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç�Ë2��� È Ë � Æ%É�Ô�������Æ�Ë�Æ�É��VÔ�Ç�������Ô�Æ%Æ È ��Ô�Ç���� � Ë"��� �¨¯ ��Ê��¼Ç�É�Æ���©

@<A/CED Ã�©ÄÃ ��F!Û �¨¯ Ô��N�����.É�Ô
������Æ¬�h¤ÕÔ �
� � � Æ
��Æ È ÇË���Ê�Ê � É�Ç�Ô�© ��� Æ ����Ë�Ç�Æ%� È Æ �
� � �¨¯ Æ:£���Ë�� � Æ�Ó � É�Ç�Æ�� Ì
��Æ È Ç � ��Ë���� �Ä� Ô�Æ Ñ ��� � ��Ô
Æ¬Æ�ÇQ�����ÄÇ�Ô
Æ¬¡¢���uË���Ê�Ê � É�Ç�Æ,� È Ô �
� � � Æ
��Æ È ÇQ��Æ È Ë�Æ,Æ È £ � �f� ©

Á0¤Í��É�Ç�� � � Æ2��Æ�ª�©�ªz����Ê�£æÆ ��� Öbªz����Ê�£æÆ ��� Ñ ÃIÙ���Ù�ØìÊ�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Æ � Æ
ËwÊ�É�Æ
����Æ
É�Ë`É�Ô
Ë�� � Ç���Ç�ËwË���É � ÆQÉ�Ô
���Ä��Æ
Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô�©"ÁC°�Æ È��
� É�Æ Ñ � � Ë��Ä� � � ��Ç�� ��È Ô�Ç�������Ô
ÆâÆ
Ë�Ç�£�� Ì ������Æ È Ë�� ��È�È Æ ��� Æ!Æ�Ç � Æâ��� � ��Æ
� ��É�� È � � ���ÄÉ�Æ
� ��È���Ì ����Ë�ÊæÆ�É�Ë�Æ�©0ÁuÆ
ËV��É���� È Ë$Ë ��È ÇNÊ � � � Ô
Ë$��� È Ë�� È Æ � Æ �Ä� � � ÆWÊæÔ�É�� � ���Ä¡¢��ÆLÖ� � ��É �¨¯ ��Ê��ÄÇ�É�Æ�ÚßÊ � ��É
Ê � ��Ë`��Æ��Ô�Ç¨��� � Ë�Ø0�I�Æ � � È Æ2��¼Ç�Æ�Ë�Ë�ÆQ� È �ÄÇ���� � Æ � È �¼Ó � É���Æ�©¢ê�� È Ë � Æ
É�Ç¨��� È Æ
ËwË��Ä� � � ��Ç�� ��È Ë Ñ � � � Æ ��� � � Æ"Æ
Ë�Ç
� È�� � � È Ô
Æ2�h¤¦� È � È � � ÆQ��Æ 40◦ � � � É�Ë`¡¢��Æ���� È Ë«�G¤Í����Ç�É�Æ�Ë¬Öbª � Æ®��É é Æ�Ç"ªz����Ê�£æÆ ��� Ñ ÃIÙ�Ù�#�Ø � � � Æ ��� � � Æ2Æ
Ë�Ç¯�� É�� ����È Ç¨� � Æ�©uª«Æ�Ë:����Ç�Æ���É�Ë ��È Ç,� ��È Ç�É�Ô$¡¢��Æ � Æ$É�Ô
���Ä��Æ:Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô�Æ�����Ë�Ç�ÆVÔ
��� � Æ
��Æ È Ç¬��� È Ë � Æ � ��Ë
�h¤¦� È ��Ô � � È ��Æ�Ó � É�Ç�Æ���Æ È Ç Ê � � é�Ì ����Ë�Ê±Æ
É�Ë�Æ�©mÛæ©mÛfÇ�É�����£4� � ��� ����Ë�Ë��zÔ�Ç������ÄÔ � Æ�É�Ô
������Æ�Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô!°� ¤Õ���Ä��Æ ��Æ"Ë����:� � ��Ç�� ��È ËìÚ�ê�ÊæÔ�É�� � ���Ä¡f��Æ
Ë"ÖbÛfÇ�É�����£ Ñ ÃIÙ�Ù�����ÛfÇ�É�����£ Ñ ÃIÙ�Ù���Ø�©�ª«Æ�Çw����Ç�Æ���É0��� ��È Ç�É�Ôz¡¢��Æ� ¤¦Æ����ÄË�Ç�Æ È�� Æ,���.É�Ô�������Æ¬Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô,��Ô
Ê±Æ È �ß��Æ � ¤¦� È Ô � ��Ë�Ç�� � �ÄÇ�Ô���Æ�Ë ��� ��� ��Ë�� ��È Ë Æ È Ç�É�Æ���É���� È Ë
©ÒÁ � É�Ë�¡¢��Æ
� Æ ��� Æ Ì�� �¬Æ
Ë�Çâ�Ä��Ê � É�Ç�� È Ç�Æ Ö � ¤¦Æ
Ë�Ç Ì ° Ì ����É�Æ � � É�Ë�¡¢��Æ � �sÊæÆ�É�Ç�Æ �h¤¦Ô È Æ
É�����ÆLÆ
Ë�Ç�����Ê � É�Ç�� È Ç�Æ[° �¨¯ ��¡¢��Æ
�
� ��� �ÄË�� ��È Ø Ñ � Æ¬É�Ô
������Æ¬Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô È Æ%ÊæÆ���ÇQÆ�����Ë�Ç�Æ�É
©

ÁuÆßÉ�Ô�������Æ�Ë���Ê�Ê � É�Ç�ÔâÉ���Ê�Ê±Æ ��� Æ � ÆâÊ ¯ Ô È�� ��§ È Æâ��Æ � � � Ô�Ó×� � Ç�� ��È Ö � � ²�¿��	�f¿�´�
 ·¨³IÀ�¹$¿���¿¨½�¹�Ø�©«ª«Æ
Ê ¯ Ô È�� ��§ È ÆN��Ê�Ê���É��-+ÄÇ � � É�Ë�¡¢�h¤¦� È ÆN� � ��Ç�Ç�Æ���Æ � ��¡¢������Æ�Æ�Ë�Ç��Æ
É�Ë�Ô�ÆWË���É,� È Æ�Ë���É�Ó×� � Æ�Ç�É�§
Ë �¨¯ ������Æ�©
ÁuÆ � ��¡¢������ÆÆ ÈW�
��È Ç�� � Ç2�®�Æ � � �%Ë���É�Ó×� � Æ�Æ
Ë�Çz���Ê � É���Ë�ÔÆ�Ç � �,� � ��Ç�Ç�ÆË�Æ�É�Æ�Ç�É � ���Æ¬Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô�Æ�Ê���É � È
�
� ��Ë�Ë�� È ��Æ,��� � ©±ÁA��� � ��Ç�Ç�Æ,Ë�Æ���Ô
Ê � � � Æ�� � � É�Ë2É���Ê�����Æ���Æ È ÇË�� È ËQÓ�É � Ç�Ç�Æ
��Æ È Ç���Ê�Ê���É�Æ È Ç
©hë È Ê±Æ
��Ç
Æ È Ó×����É�Æ � ¤¦Æ���Ê±Ô
É��ÄÆ È�� Æ�Æ È )�Æ�Ç¨� È Ç«¡f��Æ � ¡¢��Æ�Ë2� � ��Ç�Ç�Æ
Ë �h¤¦Æ®����Ë���Éz� È Æ�Ê � ¥ � ÆQÇ�É�§
Ë �¨¯ ������Æ � �W£���Æ È Æ È
Ê�É�Æ È � È ÇQ¡¢��Æ � ¡¢��Æ
ËQ� � ��Ç�Ç�Æ�Ë"�h¤Í� �
� Ç�Æ � ��¡¢���Ä��Æ���� È Ë � � Ê�������Æ¬��Æ � � �N��� È ©�ÁA�:Â�����É�ÆVÃ�©¼Ã$� � ��È Ç�É�Æ
� È Æ%Ê ¯�� Ç � ��É���Ê ¯ ��Æ¬�h¤¦� È Æ%� � ��Ç�Ç�Æ%�h¤¦Æ®����Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô
Æ%Ê���É2� È Æ ��� � �¨¯ Æ,��Æ¬���ÊæÆ���É
©
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@<A/CED Ã�©¼Ã$� F�ð ¯�� Ç � ��É���Ê ¯ �ÄÆ����.Ê ¯ Ô È�� ��§ È Æ,��Æ � � � Ô�Ó×� � Ç�� ��È Ê � ��É"� È Æ%� � ��Ç�Ç�Æ¬�G¤ÕÆ
���

ð0����Ë�¡f��Æ � Æ.É�Ô�������Æ�Ë���Ê�Ê � É�Ç�ÔâÊ�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Æ>�h¤¦Ô�Ç ��È�È � È Ç�Æ
ËWË������ � �ÄÇ�����Æ
ËV�®�Æ � � Æ.Ê ¯ Ô È�� ��§ È Æ���Æ
� � � Ô�Ó×� � Ç�� ��ÈhÑ � � Æ�Ë�Ç È ��Ç���É�Æ � ��ÆWË�ÆN��Æ
��� È ��Æ�É:Ë�� � Æ�Ë:Ô �
� � � Æ
��Æ È Ç�Ë�Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô�Ë �
��È ������Ë�Æ È ÇV°â� È Æ
É�Ô���� � Ç�� ��È ����Ó�É � Ç�Ç�Æ���Æ È Ç!��Ê�Ê���É�Æ È Ç®©zª�©2ªz����Ê�£±Æ ��� Æ�Ç!ðk©"ª � Æ®��É é Ë�Æ>Ë ��È Ç�� È Ç�Ô
É�Æ
Ë�Ë�Ô
Ë�° � Æ�Ç�Ç�Æ
¡¢��Æ
Ë�Ç�� ��È Ö ªz����Ê�£±Æ �Ä� Ñ ÃIÙ���Ù��uª � Æ
��É é Æ�Ç%ªz����Ê�£æÆ ��� Ñ ÃIÙ�Ù�#�Ø�© ��� Ë�Ê���É � Æ È Ç¬��Æ�ÀI¿�² 
 ¶�² ¸��
· � �z½�º�¹	� ³�´ ��Æ�Ë
Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç�Ë��N����Ë È ¤Õ�®�� È�� Æ È ÇN��� � � È ��É�������Æ È Ç �
��È ���� È ¡¢��� È Ç�Æ È Ó×�I�Æ
��É��h¤¦� È Æ.������� È ��Ç�� ��È
Æ�ÝæÆ � Ç��¼�Æ�����Ó�É � Ç�Ç�Æ
��Æ È Ç«��Ê�Ê���É�Æ È Ç
© ��� Ëw� � ��Ô � �ÄË�Æ È Ç � ÆQÉ�Ô�������Æ2Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô�Ê���É � Æ � ��Ë Ç�É�§
Ë Ë�����Ê � �ÄÂ�Ô
�h¤¦� È Æ�Ë�Æ
� � Æ:Ê���É�Ç�� � � � Æ%Ê���Ô���Ô
Æ,Æ È Ç�É�Æ:��Æ
���âÊ � ��¡f��Æ
ËQÉ�������Æ
��Ë�Æ
Ë¬ÁC��Ê � ��¡¢��Æ,���ß£���Ë�Æ
Ë�ÇÂ���Æ:Æ�Ç ��È
����Ê � Ë�Æ�° � �ßÊ � ��¡¢��Æ���� ¯ ����Ç�� È Æ.� � Ç��ÄÇ�����Æ!Æ�Ç�� È Æ.f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�Æ �
��È Ë�Ç¨� È Ç�Æ�Ö  � �ÄÉ Â�����É�Æ Ã�©ÄÃ*��Ø�© ��� Ë

U

H

@<A/CED Ã�©ÄÃ*�<F�Û é Ë�Ç�§���Æ Ô�Ç�������ÔwÊ���Ékª�©�ªz����Ê�£æÆ ��� Ö ªz����Ê�£±Æ �Ä� Ñ Ã®Ù���Ù�ØGÊ � ��É���Ë��Ä� � � Æ
É�� � Æ
ËAÊ�É � Ê�É���Ô�Ç�Ô�Ë
��Æ�ËÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç�Ë2Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô
Ë

� ��È Ç�É�Æ È Ç2¡f��Æ,��� È Ë � Æ�Ç�Ç�Æ,Ë��ÄÇ�����Ç�� ��ÈhÑ � Æ ��� Æ�ï � ��Æ È Ç2��Æ%Ó�É � Ç�Ç�Æ
��Æ È Ç2Æ�ÝæÆ � Ç��¼ÓzÖ�¡¢��� È ¤¦Æ
Ë�ÇQÊ���Ë"��Ô�Â È �
� � ����É�Æ
��Æ È Ç Ø"���Ä��� È ��Æ � � É�Ë�¡¢��Æ � Æ:��������§�Ç�É�Æ���Æ � ¤¦� È �Ä¡f��Æ:��É���� È Æ
Ë�Ç�ÊæÆ�Ç��ÄÇ��Æ��� È Ç � ��É���� � Ë��ÄÇ�Ô���Æ�Ë
Ê���É � ��Ë�©kª«ÆNÉ�Ô�Ë�� � Ç¨��Ç�Æ
Ë�Ç ���ÄË � ��Ç¨��£ � Æ � ��É���� È Ë � Æ
Ë,� � ��§ � Æ�Ë���Æ�Ó � É � Æ
Ë � � ��Ë�Ë��Ä¡¢��Æ
��Æ È Ç�Æ
��Ê � �Ié Ô�Ë
Æ È � éfÈ ������¡¢��Æ2� � � Ô � � � ����É�Æ Ñ � ¤¦� È Ô � ��Ë�Ç�� � �ÄÇ�Ôz��Æ
Ë �
� ��� �ÄË�� ��È Ëì��Ô
Ê±Æ È �W��Æ
Ëw���í����§�Ç�É�Æ�Ë0��Æ
Ë ��É���� È Ë
©�ÁCÆ�Ë
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����Ç�Æ
��É�Ë È Æ,Ê�É�Ô � �ÄË�Æ È Ç�Ê���ËQË
¤¦� � Ë ��È ÇQÊ�É���ËQË � � È ��Æ�� � ���ÄÂ�Æ�É � Æ,� � ��§ � Æ¬��Æ%Ó � É � Æ:��Â È ��Æ,Ê�� � ��Æ
É � Æ
Ê�É � £ � §���Æ�©�ê:¤Í����Ç�É�ÆzÊ���É�Ç Ñ ��¥���ÆwË�� � Æ�ËmÉ�Ô�Ë�� � Ç¨��Ç�ËìË ��È Çì�� � ����Æ
Ë Ñ���È ÊæÆ���ÇmË�Æz��Æ
��� È ��Æ
Éì��� È Ëì¡¢��Æ ��� Æ
��Æ
Ë���É�Æ � �QË��ÄÇ�����Ç�� ��È Ç�É�§�ËìË�����Ê � �¼Â�Ô
Æ`�h¤¦� È Æ � È ��¡¢��Æ Ê���É�Ç�� � � � Æ`Æ�Ë�Ç0É�Æ
Ê�É�Ô
Ë�Æ È Ç¨��Ç��Ä�Æ«��Æ
ËkÔ �
� � � Æ���Æ È Ç�Ë
Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô�Ë
© �`È Æ�ÝæÆ�Ç Ñ ��� È Ë � ÆQÉ�Ô�������Æ2Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô Ñ � Æ
Ë �
� �Ä� ��Ë�� ��È Ë0Æ È Ç�É�Æ���É���� È Ë`Ë ��È Ç È�� � £�É�Æ
��Ë�Æ
Ëz���
Ë�Æ�� È ��Æ � � �
� � �¨¯ Æ:£���Ë�� � Æ%��� � Æ
��Ë�Æ:Æ�Ç � �$��¼Ç�Æ�Ë�Ë�Æ,��Æ�Ë���É���� È Ë È ¤ é Æ
Ë�Ç�Ê���Ë� È �ÄÓ � É���Æ�©(' È Ë é Ë�Ç�§
��Æ
�
��È Ë�Ç��ÄÇ���Ô¬�h¤Õ� È Æ%� È ��¡¢��Æ¬Ê���É�Ç�� � � � Æ È Æ¬Ë�����É����ÄÇ"� ��È�� Ë��Ä� � � Æ
É ��� É�É�Æ � Ç�Æ
��Æ È Ç � Æ¬É�Ô
���Ä��ÆË���Ê�Ê � É�Ç�Ô�©
ê�Æ$Ê � ��Ë Ñ � Æ�Ë�Ê � Ë��ÄÇ�� ��È Ë���Æ�Ë¬Ê � ��¡¢��Æ�Ë�É�������Æ
��Ë�ÆVÔ�Ç�� È Ç¬Â���Ô
Æ
Ë Ñ � ��Ê�Ë�Æ���� ��Ì Ô
Ê����ÄË�Ë�Æ
��É%��Æ � � �
� � �¨¯ Æ
��� � Æ
��Ë�Æ�Æ�Ë�Ç ����Ê � Ë�Ô
Æ�©�ð � ��ÉwÇ � ��Ç�Æ�Ë � Æ
Ë É����ÄË ��È Ë Ñ�È�� ��ËwÆ
Ë�Ç��Ä� ��È Ëw¡¢��Æ � �¬Ë��ÄÇ�����Ç�� ��È Ë�����Ê � Æ"Ô�Ç�������Ô�Æ
Ê���É"ª�©Òªz����Ê�£æÆ ��� Æ
Ë�ÇQÇ�É�§�Ë"Ô � � ��� È Ô�Æ����!É�Ô
���Ä��Æ�Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô¬Æ�Çz¡f�G¤Í��� � � È Æ%Ê�É�Æ
���Æ%�h¤Õ� È Æ¬�Ô
É��ÄÇ���£ � Æ� ��£�É��¼Â � ��Ç�� ��È ��Æ
Ë.Ô �
� � � Æ���Æ È Ç�Ë�Ë���Ê�Ê � É�Ç�Ô
Ë È ¤Õ� Ô�Ç�Ô ��Ê�Ê � É�Ç�Ô
Æ�© �0È Ó×���ÄÇ Ñ«È�� ��Ë�� ��È Ç�É�Æ
É ��È Ë.���
�¨¯ ��Ê��ÄÇ�É�Æ �$¡¢��Æ � ¤Í��Ê�Ê���É��ÄÇ�� ��È �h¤¦� È Æ �
� � �¨¯ Æ:£���Ë�� � Æ � ��Ë���� ��� Ô
Æ Ñ ��� � ��Ô�Æ,Æ�Ç������ÄÇ�Ô
Æ È Æ ����È �����ÄÇQÊ���Ë°
� È Æ � ��£�É��¼Â � ��Ç�� ��È ��Æ � ¤¦Ô ��� � � Æ
��Æ È ÇwÆ�Ç ¡f��Æ � ÆQ��Ô � � È ��Ë���Æ Ñ ��¥���Æ2Ë
¤¦� � Æ�Ë�Ç«� È Ç�Ô�É�Æ
Ë�Ë�� È Ç Ñ�È ÆQË�Æ�� £ � Æ
Ê���Ë2Æ ��Ê � ��¡¢��Æ�É � Æ�Ê ¯ Ô È�� ��§ È Æ���Æ�ËQ�I�� � � È��¨¯ Æ�ËQ° � ��È ����Æ�Ê � É�Ç�Ô�Æ�©
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��� Æ�����Ë�Ç�Æ,��Æ¬Ç�É�§
Ë È�� � £�É�Æ
��Ë�Æ
ËQ��Ô�Ç ¯�� ��Æ�ËQ��Æ,Ë���� � � ��Ç�� ��È Ë È ����Ô�É���¡¢��Æ�Ë2��Æ�����Ç�Ô
É��������N��É�� È � Ì� ����É�Æ�Ë�Ö:9 � � Ó Ñ ÃIÙ�Ù���Ø�© ' È ÆN��Ô�Ç ¯�� ��Æ�Ë��Ä��Ê � Æ�°â��Æ�Ç�Ç�É�Æ�Æ È<; ��fÉ�ÆWÆ
Ë�Ç � Æ ��� Æ���Æ�Ë$����Ç � ����Ç�Æ�Ë � Æ � Ì� � � ���ÄÉ�Æ
Ë�©�ê�� È Ë � Æ%Ç é ÊæÆ���Æ:� � ��Ô � ��Ë���Ç�� ��ÈhÑ � Æ%Ë é Ë�Ç�§
��Æ �
��È Ë���Ë�Ç�Æ,Æ È ��Æ
Ë � Æ �Ä� � � Æ
Ë2¡¢��� �
��È Ç��ÄÆ È�È Æ È Ç

� È Æ � �WÊ � ��Ë��ÄÆ
��É�Ë«Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë«Æ�Ç � ¤ ��È Ë�Æ�� ��È�È Æ���Æ�ËzÉ�§�� � Æ�Ë«Ê � ��ÉwÓ×����É�ÆÔ� � � ��Æ
É � ¤ÕÔ�Ç¨��Ç ���!Ë é Ë�Ç�§���Æ�©
ª«Æ:� � ��§ � Æ��VÊ���ÉQÆ���Æ���Ê � Æ:Ô�Ç�Ô���Ê�Ê � ��¡¢��Ô�° � �$Ë�Ô
��É�Ô
����Ç�� ��È �����í� � Æ¬�h¤¦� È ��� � �ÄÆ
�!£��Ä����Ë�ÊæÆ�É�Ë�Æ���� È Ë
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ÆÊ � ��É � ¤¦Æ È Ë�Æ
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É�Æ:Ô�Ç¨��ÊæÆ �G¤Õ� È Ê�É � ��É�������Æ:��ÆVê � �
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Ñ � È � � ��Æ È Ç��h¤Õ� È Æ
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Ë�Ë�Æ$��ÆÇ�É�� È Ë � ��Ç�� ��È V α
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i
� È �ÄÇ��í���f� Ñ���� α ��Ô�Ë��Ä� È Æw� È Æ �
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É � Æ
Ë,��É���� È Ë
��� È Ë�� È É�Ô
Ë�Æ
��� � ��£��Ä¡f��Æ�© ª«Æ�É�Ô
Ë�Æ®��� Æ
Ë�Ç�Ó � É�Ç�Æ���Æ È ÇV� È Ë�Ç���£ � Æ!Æ�Ç�Ë
¤¦Æ�Ý ��È ��É�Æ�É���Ê��Ä��Æ
��Æ È ÇVË�� È Ë� ����Ë�Ë�Æ
Éì��� � � È ÆzÇ�É�� � Æ"��Æ � ��Ë�Ç�É�� � Ç���É�Æ"� È �¼Ç���� � Æ�©�ª � ����Æ È�� ��Ë`� �Ä� ��È Ë � Æw � �ÄÉmÊ � ��Ë � � � ÈhÑ � Æ�Ëìf�ÄÇ�Æ�Ë�Ë�Æ
Ë
È Æ�Ë ��È Ç"Ê���Ëz° Ê�É � Ê�É�Æ
��Æ È Ç"Ê���É � Æ
É«��Ç�� � Æ
ËwÊ � ��É � ¤¦� È Ç�Ô
��É���Ç�� ��È ��Æ
ËzÔ�¡f����Ç�� ��È Ëz���!� � ���Æ
��Æ È Ç"Ê���É� ����Ô�Ç ¯�� ��ÆN��Æ �`Æ
É � Æ�Ç!Ö� � ��É:Ë�Æ � Ç�� ��È Ú�© ��©ÄÃ�Ø Ñ ° � ¤ÕÆ � � Æ
Ê�Ç�� ��È ��Æ
Ë f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ
Ë$� È �ÄÇ��í� � Æ
Ë�©Cê�� È Ë � Æ�Ç�Ç�Æ
��Ô�Ç ¯�� ��Æ Ñ���È ��Ç�� � ��Ë�Æ � Æ�Ë"Ê � Ë��ÄÇ�� ��È Ë2������� È Ë�Ç�� È Ç�Ë t Æ�Ç t − dt Ñ ��� È Ë��u¡¢��Æ � �$É�Ô
Ë�� � Ç¨� È Ç�Æ%��Æ
Ë2Ó � É � Æ
ËÆ�Ç���Æ
Ë¬� � ��Æ È Ç�Ë�Ê � ��É � � � � � � Æ
É � Æ
Ë�Ê � Ë��ÄÇ�� ��È Ë�° � ¤¦� È Ë�Ç¨� È Ç t + dt © � � ¤¦� È Ë�Ç¨� È Ç�� È �¼Ç���� � Ñ���È>�¨¯�� ��Ë��
� ��È�� � È Æ2Ê � Ë��ÄÇ�� ��È xi(t = 0) Æ�Ç`� È Æ2Ê � Ë��ÄÇ�� ��È Â � Ç��¼�Æ xi(t = 0−dt) ≡ xi(t = 0)−dt V x

i (t = 0) ©ª«Æ�Ç�Ç�Æ��Ô�Â È �ÄÇ�� ��È Æ
Ë�Ç«� È Æ���Ê�Ê�É � ��������Ç�� ��È ��É � Ë�Ë��Ä§
É�ÆQ��Æ � �¬Ê � Ë��¼Ç�� ��È xi(t = −dt) Æ�ÇwÊ � ��É�É����ÄÇ`¥�Ç�É�Æ����Ô � � � É�Ô
Æz������Ë � Æ � � È ÆÊ�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Æ�É����¼Çw¡f��ÆÊ±Æ
���h¤¦� È Ç�Ô�É�¥�Ç ��� È Ë � �¬Ê�É �f� Ô�����É�Æ2�h¤¦� È �ÄÇ���� � �ÄË���Ç�� ��È ©�ÁCÆ�Ë
É�Æ��N��É�¡¢��Æ
ËÓ×���ÄÇ�Æ
Ë�� � �kÊ � ��É � ����¼Ç�Æ�Ë�Ë�Æ:��Æ Ç�É�� È Ë � ��Ç�� ��È Ë ��È Ç%Ô
��� � Æ���Æ È Ç�� � ��£ � Æ
ËQÊ � ��É � ��f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ
��Æ%É � Ç¨��Ç�� ��È ©
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É���� È Æ
É � Æ�Ë�¡¢��Æ �Ä� Æ�Ë
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��È Ç�� � Ç
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��È Ë��ÄË�Ç�Æ2°Æ�������� È Æ�É � ¤¦Æ È Ë�Æ
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Ë N (N−1)/2 Ê����ÄÉ�Æ
ËÊ � Ë�Ë���£ � Æ
Ë�Æ�Ç¬��Æ � � � � � � Æ�É � �����ÄË�Ç¨� È�� Æ Æ È Ç�É�Æ � Æ
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Ë��Ä��Ê � ��Ë�Ç�Æ È Ô � Æ
Ë�Ë��ÄÇ�ÆQ� ��È�� � È Ç�Æ���Ê�Ë`��Æ � � � � � � Ê�É � Ê � É�Ç�� ��È�È Æ � ° N2 Ñ Ê � ��É N ��É�� È �h©�� � ��Ëw� �Ä� ��È Ë
��Ô�Ç¨��� ��� Æ�ÉhÊ � ��Ë��ÄÆ
��É�ËAÇ�Æ �¨¯�È �Ä¡¢��Æ
Ëk¡f���fÊ±Æ
É���Æ�Ç�Ç�Æ È Çì��Æ ����� È Æ
ÉC� È Ç�Æ���Ê�Ë ����È Ë��Ä��Ô
É���£ � Æw��� È Ë � Æ � � � � � �
��Æ�ËQÓ � É � Æ�Ë
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Ë Ñ � Æ
Ë2� È Ç�Æ
É�� � Ç�� ��È Ë"Ë�Æ¬Ó ��È Ç
� È �Ä¡¢��Æ
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Ê���É�Ç�� � � � Æ i � È Æ � ��Ë�Ç�Æ Li
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��Æ È Ç�Ë:��Æ � � � ��Ë�Ç�Æ���Æ
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Ë�Ç"Ë��¼Ç���Ô�Æ¬°:� È Æ�����Ë�Ç¨� È�� Æ�� È Ó�Ô
É��ÄÆ
��É�Æ�° RV erlet

©�ª«Æ�Ç�Ç�Æ¬Ô�Ç���Ê±Æ �
� ��Ç�Æ�� È Ç�Æ
��Ê�Ë ��Æ
� � � � � � ��Æ È N2 ��©CÁC� � ��Ë�Ç�ÆV��Æ �`Æ
É � Æ�Ç � Æ
Ë�Ë�ÆW�h¤¦¥�Ç�É�ÆV�� � ��£ � Æ$��§�Ë�¡¢�h¤¦� È Æ�¡f��Æ � ����È ¡¢��Æ�Ê���É�Ç�� � � � Æ j
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Ë
¤¦Æ
Ë�Çz��Ô�Ê � � � Ô
ÆQ�h¤¦� È Æ����Ë�Ç¨� È�� Æ ∆j > ∆update ≡ 1/2 RV erlet −Rmax � Ñ¢��� Rmax
Æ
Ë�Ç � Æ2�N�����Ä� ���

��Æ�ËNÉ�� é���È ËN��Æ�Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë�© �0È Æ�ÝæÆ�Ç Ñ Ë��"Ç�Æ � Æ
Ë�Ç � Æ � ��Ë Ñw� Æ�Ç�Ç�Æ�Ê���É�Ç�� � � � Æ j Ê � ��É�É����¼Ç�Æ È Ç�É�Æ
É�Æ È
�
� ��� �ÄË�� ��È �®�Æ � � È Æ�Ê���É�Ç�� � � � Æ i � � � É�Ë"¡¢��Æ j /∈ Li

Ñ Æ�ÇQ¡¢��Æ j È ¤¦Æ
Ë�Ç�Ê���ËQ�Ä��Æ È Ç��ÄÂ�Ô�Æ ��� ����Æ ����È Ç¨� � ÇÊ � Ë�Ë���£ � Æ�© ��� Ó×����Çm� ��È�� � � Ç���� � ��Ë�Æ
ÉCÇ � ��Ç�Æ
Ë � Æ
Ë � ��Ë�Ç�Æ�Ëì��Æ��`Æ
É � Æ�Çì��§
Ëm¡¢�h¤¦� È Æ"Ê���É�Ç�� � � � ÆwË
¤¦Æ
Ë�Çm��Ô
Ê � � � Ô�Æ
�h¤¦� È Æ,����Ë�Ç¨� È Ç�Æ¬Ë���Ê±Ô
É���Æ
��É�Æ�° ∆update

©±ª«Æ � �CÊ±Æ
É���Æ�Ç2��Æ%Ê�É � Â�Ç�Æ
ÉQ���.����Æ
�f�!��Æ � � � ��Ë�Ç�Æ���Æ �`Æ
É � Æ�Ç
Æ È � �¬É�Ô
� � Ç���� � ��Ë�� È Çw���N� � ��Æ È Ç � Ê�Ê � É�Ç�� È ©¢ÁC�,É�Æ �¨¯ Æ�É �¨¯ Æ���ÆQ � ��Ë�� È Ë`Ê���É���� � � � �ÄË�Ç�Æ Li

�
� ��Ç�ÆQ� È
Ç�Æ���Ê�ËÊ�É � Ê � É�Ç�� ��È�È Æ � ° N ©±ÁC���� � Æ
��É2��Æ RV erlet

� � �ÄÇ2¥�Ç�É�Æ �¨¯�� �ÄË���Æ%��Æ%Ó×�8? ��È Ê�É�Ô � ��Ë�Æ�© �`È Æ�ÝæÆ�Ç Ñ
Ë�� RV erlet

Æ�Ë�ÇVÇ�É � Ê4����Ê � É�Ç¨� È Ç Ñ � �[É�Æ �¨¯ Æ�É �¨¯ Æ���Æ �
��È Ç�� � Ç�Ë���� È Ë � Æ
Ë � ��Ë�Ç�Æ
Ë$Ê�É�Æ È ��É��[£æÆ
��� ��� ��Ê
��Æ Ç�Æ
��Ê�Ë � ��É � Æ ��� Æ�Ë Ìä� � ����È Ç��ÄÆ È ��É ��È Ç%£æÆ
��� ��� ��Ê>��Æ$Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë�© � � ¤Õ� È �Æ
É�Ë�Æ Ñ Ë�� RV erlet

Æ
Ë�Ç¬Ç�É�§�Ë
Ê±Æ�Ç��¼Ç Ñ � � Ó×������É���� � Ç���� � �ÄË�Æ
É � Æ
Ë � �ÄË�Ç�Æ�Ë"Ç�É � Ê.Ó�É�Ô
¡¢��Æ
����Æ È Ç®©±ê�� È Ë � Æ
Ë �
��È ���ÄÇ�� ��È Ë"Ê���É�Ç�� � � � ��§�É�Æ�Ë"��Æ
È�� Ë`Ë���� � � ��Ç�� ��È Ë Ñ � ���� � Æ
��É � Ê�Ç������ � Æ ��Æ RV erlet

Æ
Ë�Ç«��Æ � ¤ � É���É�Æ"��ÆQ¡¢��Æ � ¡¢��Æ
ËwÉ�� é���È Ë
© �0È É�Ô
Ë�����Ô Ñ� Æ�Ç�Æ
��Ê�Ë2��Æ � � � � � � ��Æ
Ë2Ó � É � Æ
Ë Tforces
Ë����ÄÇ2� È Æ � � � �

Tforces = αN2 + βN

ÁuÆ«Ê�É�Æ
����Æ�ÉAÇ�Æ
É���Æ ��� É�É�Æ
Ë�Ê ��È �$° � � � É�Ô®��Ç�� ��È ��Æ
Ë � ��Ë�Ç�Æ�Ë Ñ � Æ ��Æ
�����Ä§
��Æz° � �É�Æ �¨¯ Æ�É �¨¯ Æ"��Æ�Ë �
��È Ç�� � Ç�Ë
��� È Ë � Æ�Ë � ��Ë�Ç�Æ
Ë�©�ÁuÆ�Ë �
� Æ�ï � ��Æ È Ç�Ë α Æ�Ç β ��Ô�ÊæÆ È ��Æ È Çz��Æ RV erlet

©' È Æ � Ê�Ç��Ä���ÄË���Ç�� ��È ��Æ � Æ��Æ
É È ��Æ�É
� � �¼Ç � ��È��!�
��È ������É�Æ�°ß� È ÆW�� � Æ
��É ��Æ α Æ��fÇ�É�¥
��Æ
��Æ È Ç�ÊæÆ�Ç��¼Ç�ÆW��Æ��� È Ç β ©më È  � �ÄÇ � Æ
Ê±Æ È ��� È Ç��Ê�Ê���É��-+ÄÇ�É�Æ � Æ�Ë � �Ä���¼Ç�Æ�Ëw��Æ � �:��Ô�Ç ¯�� ��Æ���Æ � � � �ÄË�Ç�Æ��Æ �`Æ
É � Æ�Ç ��Ê � ��É ��Æ
Ë2Ë é Ë�Ç�§
��Æ
Ë ����È Ç�Æ È � È ÇQ� È
È�� �:£�É�Æ�Ç�É�§
ËQ����Ê � É�Ç�� È Çz��Æ%Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë Ñ � Æ�Ç�Æ���Ê�ËQ��Æ � � � � � � É�Æ
��Æ���ÄÆ È ÇÊ�É � Ê � É�Ç�� ��È�È Æ � ° N2 ©
� �������f~b~×àA~×�f�

ÁC�.��Ô�Ç ¯�� ��Æ���Æ
Ë � Æ �Ä� � � Æ
Ë ����È Ë��ÄË�Ç�Æ�°����¼��ÄË�Æ�É � ¤ÕÆ�Ë�Ê�� � ÆVÆ È � Æ �Ä� � � Æ
Ë�f��É�Ç���Æ ��� Æ
Ë¬��Æ$Ç¨��� ��� Æ RcellÖ� � ��ÉÂ�����É�ÆEÚ�© Ú�Ø�©uÛf� ��È Ê�É�Æ È �[Ë � � È ��Æ �¨¯�� ��Ë���É�Ê � ��É Rcell
� È Æ �� � Æ
��É�Ë���Ê±Ô
É���Æ���É�Æ$° Rmax

Ñ � �
Ë���ï�ÇQ��Æ%É�Æ �¨¯ Æ�É �¨¯ Æ�É � Æ
Ë �
��È Ç�� � Ç�Ë2��� È Ë � Æ�ËQÚ�� � Æ ��� � � Æ
Ë �
��È Ç��Ä������Ë
© � �¨¯ ��¡f��Æ�� È Ë�Ç�� È Ç Ñ���È ��É�Æ
Ë�Ë�Æ
Ê � ��É �¨¯ ��¡¢��Æ � Æ ��� � � Æ � � � �ÄË�Ç�ÆW��Æ
ËVÔ � Ô
��Æ È Ç�Ë$¡f�G¤ÕÆ ��� Æ�Ë �
��È Ç���Æ È Ç
©0Á � É�Ë$��� � � � � � � ��Æ
Ë$Ó � É � Æ�Ë$¡f���
Ë
¤¦Æ���Æ�É � Æ È ÇVË���É,� È Æ�Ê���É�Ç�� � � � Æ Ñ � � Ë���ï�Ç:�h¤¦����Æ È Ç��ÄÂ�Æ�É � � � Æ �Ä� � � Æ�° � ��¡f��Æ ��� ÆVÆ ��� Æ���Ê�Ê���É�Ç��ÄÆ È Ç,Ê � ��É
Ç�É � ���Æ
É � Æ�Ë ����È Ç¨� � Ç�Ë2Ê � Ë�Ë���£ � Æ
Ë
©

ÁC����Ô�Ç ¯�� ��Æ«��Æ
Ë � Æ ��� � � Æ�ËìË�Æ�� £ � Æ«Æ�ï � � � Æ � ��ÉìÆ �Ä� Æ ��Æ
��� È ��Æ«� È Ç�Æ���Ê�Ëì��Æ � � � � � � Ê�É � Ê � É�Ç�� ��È�Ì
È Æ � ° N ©fª«Æ
Ê±Æ È ��� È Ç Ñ Æ ��� ÆzÊ±Æ
��Çw¥�Ç�É�Æ2Ç�É�§
Ë �
� ��Ç�Æ
��Ë�ÆQÆ È ��Ô
� � �ÄÉ�Æ � Æ¡¢����É�� � Æ È Ç�� � Æ"Ê�É � ��É�������ÆzÆ�Ç
È Ô � Æ
Ë�Ë��¼Ç�Æ:��Æ
Ë � É���� È ��Ç�Æ���É�Ë������Ê�Ç�Ô�Ë
©±ÁuÆ,Ç���£ � Æ
���.¡f���kÉ�Ô
Ê±Æ
É�Ç � É��ÄÆ � Æ
Ë2Ô � Ô
��Æ È Ç�Ë���Ê�Ê���É�Ç�Æ È � È Ç������
���¼ÝGÔ�É�Æ È Ç�Æ
Ë � Æ ��� � � Æ�Ë�Æ
Ë�Ç%� È Ç¨��£ � Æ
���[° "!������Æ È Ë�� ��È Ë � %ì��£ � Æ [Nbx

cell][Nby
cell][Nbz

cell][Nbpart.]
Ñæ���

Nbα
cell

É�Æ
Ê�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Æ � Æ È�� � £�É�Æ���Æ � Æ ��� � � Æ�Ë¬��� È Ë � �!���ÄÉ�Æ � Ç�� ��È α Æ�Ç Nbpart.

� Æ È�� � £�É�ÆV����������� �
��Æ$Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë��� È Ë¬� È Æ � Æ �Ä� � � Æ�©æÁuÆ È�� � £�É�Æ ��Æ � Æ �Ä� � � Æ
Ë�Æ�Ë�Ç%� ��È�È Ô$Ê���É Nbα

cell ≈ Lα/Rcell
Ñæ���

Lα Æ�Ë�Ç � �NÇ���� �Ä� Æ:����Ë é Ë�Ç�§
��Æ���� È Ë � �W����É�Æ � Ç�� ��È α Æ�Ç Nbpart. ∝ R3
cell
©Aë È Ê � ��É�É����¼Ç¬¥�Ç�É�Æ$Ç�Æ È Ç�Ô

��Æ �¨¯�� ��Ë��ÄÉ�� È Æ���É�� È ��Æ:�� � Æ���É�Ê � ��É Rcell
��� È Ë � Æ £���Ç���Æ$������� È ��Æ�É � ��Ç¨��� ��� Æ����>Ç���£ � Æ
���ß������Ë� Æ�Ë � Æ �Ä� � � Æ
Ë �
��È Ç��ÄÆ È ��É����ÄÆ È Çz� � � É�Ë £±Æ®��� �
� ��ÊNÊ � ��Ë ��Æ�Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë Ñ¢� Æ�¡¢��� � �Ä���¼Ç�Æ�É����¼Ç � ¤¦Æ�ï � � � �¼Ç�ÔQ��Æ

� Æ�Ç�Ç�Æ,��Ô�Ç ¯�� ��Æ�©
� �������f~b~×àA~×�f� ~×è��¢�f�

��� Æ ����Ë�Ç�ÆN� È Æ����É���� È Ç�Æ�Ô � Ô
��� È Ç�Æ���Æ � �.��Ô�Ç ¯�� ��Æ���Æ
Ë � Æ �Ä� � � Æ
Ë,¡¢��� É�Æ
��Ô
���ÄÆN�����LÊ�É � £ � §���Æ�Ë
��Æ���Ô�� � �ÄÉ�Æ�Ë¬Ô� � ¡¢��Ô
ËV����Ê���É�����É���Ê ¯ Æ�Ê�É�Ô � Ô���Æ È Ç7� � ¤¦Æ
Ë�Ç � ����Ô�Ç ¯�� ��Æ���Æ
Ë � Æ �Ä� � � Æ
Ë � �ÄÔ
Æ�Ë
©&� � ��Ë
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@<A/CED Ú�©ÍÚ F�ÁC����Ô�Ç ¯�� ��Æ���Æ
Ë � Æ ��� � � Æ
Ë � � ¤¦Æ
Ë�Ê�� � Æ�Æ
Ë�Ç����Äf�ÄË�Ô,Æ Èß� Æ ��� � � Æ�ËQf�ÄÉ�Ç���Æ ��� Æ
Ë�©æÁuÆ�Ë �
��È Ç�� � Ç�Ë
È Æ%Ê±Æ
���Æ È Ç�Æ ����Ë�Ç�Æ
ÉQ¡¢�h¤ÕÆ È Ç�É�Æ,Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë"��Æ � Æ ��� � � Æ�Ë �
��È Ç���������Ë

� �Ä� ��È Ë«�h¤Í��£ � É���Ê�É�Ô�Ë�Æ È Ç�Æ
É � ¤Í� � � � É��ÄÇ ¯ ��ÆQ�®�� È ÇQ��Æ � ¤¦� ��� ��Ë�Ç�É�Æ�É«Ë���ÉQ� È Æ ��Æ���Ê � Æ%Ë��Ä��Ê � Æ�©
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ÁC�Â�����É�Æ2Ú�© #�Ê�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Æ2� È � ��ËmË��Ä��Ê � Æw��Æ N I ÙÊ���É�Ç�� � � � Æ�Ëm°:ÃIê�©�ë È ��Ê�Ê � ��¡¢��Æ � Æ Ê�É � ��É�������Æ� � Ì ��Æ�Ë�Ë���Ë
© %A��Á Ö×Ê � ��É %"¥�Ç�Æ¬��Æ¬Áu��Ë�Ç�ÆIØ`Æ
Ë�Ç"� È Æ � ��Ë�Ç�ÆQ��Æ " Ô � Ô
��Æ È Ç�Ë%Ö×�b©ÕÆ�© � Æ È�� �:£�É�Æ��Æ � Æ ��� � � Æ�Ë¨Ø �
Áu��Æ È Ë2Æ
Ë�ÇQ� È Æ � ��Ë�Ç�Æ���Æ N I Ù�Ô � Ô
��Æ È Ç�Ë
©FTë È � È �¼Ç���� � �ÄË�Æ %k��Á �

Ó � É"� I Ã�©Ä©ÕÙ%A��Á"J¦�LK I ÅF � ��Ë2� I Ã��È Ç�É � ���Æ � � � ��Ë�Æ:° � ��¡¢��Æ �Ä� Æ � � Ê���É�Ç�� � � � Æ¬��Ê�Ê���É�Ç���Æ È Ç �� � Æ ��� I Ö×� È Ç¨Ø¬Ö xi/Rcell
Ø I #� ��Æ È Ë�J ÃMK I %A��Á"J #�K I Å%A��Á"J #�K I Ã
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8149 5 376

Rcell

2

cellule 1 cellule 2 cellule 3 cellule 4

@BA/CED Ú�© #GF ���Ä� ��Ë�Ç�É���Ç�� ��È ��Æ � �$��Ô�Ç ¯�� ��Æ¬��Æ
Ë � Æ ��� � � Æ�Ë � ��Ô�Æ
Ë"Ë���É2� È�� ��Ë2Ê���É�Ç�� � � � �ÄÆ
É«°�Ã®ê

F � ��Ë2� I ÚN©Ä©¼©¼©F � ��Ë2� I �� � Æ ��� I Ö×� È Ç¨Ø¬Ö xi/Rcell
Ø I #� ��Æ È Ë�J ��K I %A��Á"J #�K I Ã%A��Á"J #�K I �

F � ��Ë2� I �W©Ä©¼©¼©F � ��Ë2� I �� � Æ ��� I Ö×� È Ç¨Ø¬Ö xi/Rcell
Ø I #� ��Æ È Ë�J ��K I %A��Á"J #�K I �

%A��Á"J #�K I �F � ��Ë2� I ÙW©Ä©¼©¼©

ë È�� £�Ç���Æ È ÇQ��� È Ë�� � Æ�Ë2É�Ô
Ë�� � Ç���Ç�Ë"Ë����Ä�� È Ç�Ë �
%k��ÁHJ #�K I �� �ÄÆ È ËMJ ��K I �
� �ÄÆ È ËMJ ��K I Ã� �ÄÆ È ËMJ¼ÃMK I Å
Á � É�Ë�¡f��Æ � ¤ ��ÈN�¨¯ Æ
É �¨¯ Æ � Æ�Ë  � ��Ë�� È Ëw��Æ � ��Ê���É�Ç�� � � � Æ,Ã Ñ���È Ç�É � ���Æ��h¤Í��£ � É�� � � � Æ ��� � � ÆQ° � ��¡¢��Æ �Ä� Æ

Æ �Ä� Æ$��Ê�Ê���É�Ç���Æ È Ç�Ö � Æ ��� � � Æ #���� È Ë È�� Ç�É�Æ$Æ���Æ���Ê � ÆIØ ©Aë È É�Æ
����É���Æ$Æ È Ë����¼Ç�ÆV¡¢��Æ �Ä� Æ$Ê���É�Ç�� � � � Æ Æ
Ë�Ç �
°� �%Ç�¥�Ç�Æ �Q��Æ � Æ�Ç�Ç�Æ � Æ ��� � � Æ�Ö��QÆ®����ë�Ókª«Æ ��� ØQÖ×Ê���É�Ç�� � � � Æ �:� � � Ø�© ��� Ë���ï�ÇzÆ È Ë����ÄÇ�Æ���Æ���Ô
É � � � Æ�É � � � �ÄË�Ç�Æ
��Æ�Ë�Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë � ��Ô�Æ
Ë Ê���É � � � �ÄË�Ç�Æ �
Áu��Æ È Ë��WÊ � ��É$����Æ È Ç��¼Â�Æ
É Ç � ��Ç�Æ�Ë � Æ�Ë$Ê���É�Ç�� � � � Æ�Ë$��Æ � � � Æ ��� � � Æ
�
��È Ë��Ä��Ô
É�Ô
Æ�©æë È É�Æ �
� ����Æ È�� Æ%Æ È Ë����¼Ç�Æ � ¤ � Ê±Ô
É���Ç�� ��È Ê � ��É � Æ�Ë � Æ �Ä� � � Æ
Ë« � ��Ë�� È Æ�Ë
©

ª«Æ�Ç�Ç�ÆV��Ô�Ç ¯�� ��Æ ����È �����ÄÇ%°W� È ����� È ��Æ Ç�Æ
��Ê�Ë ����È Ë��Ä��Ô
É���£ � Æ Ê����ÄË�¡¢��Æ$¡¢�h¤¦Æ ��� Æ ��Ç�� � �ÄË�Æ,� È Ç¨� Ì
£ � Æ®��� ° #>������Æ È Ë�� ��È Ë�Ö ����È Ç�É�Æ "[Ê�É�Ô � Ô
��Æ�����Æ È Ç Ø Æ�ÇV� È Æ � �ÄË�Ç�ÆN��Æ N Ô � Ô
��Æ È Ç�Ë�© Ü Ê�É�§
Ë��® � �ÄÉ� ��È ��Ç�Æ���Ê�Ë��Ç�� � ��Ë�Ô � ����Ô�Ç ¯�� ��Æ:��Æ � � � ��Ë�Ç�Æ,��Æ �`Æ�É � Æ�Ç Ñ±È�� ��Ë��® ��È Ë�� È Ç�Ô���É�Ô � �V��Ô�Ç ¯�� ��Æ:��Æ
Ë � Æ � Ì� � � Æ
Ë � ��Ô�Æ
Ë"��� È Ë È�� Ç�É�Æ¬Ê�É � ��É�������Æ�©



� � ���>����
����� �(���0
?� ��� �(�$
 �:!�#�!"��� ,'� 
��(����#)%(� %���!��6� 
��(���*� �:� ,	� ���/�6
?���*%��*#���
	�����#*� �:�7� �'#

.z_ .z_�� � jwv 6æy�v 1�eud��¨o0g 6æeud
Ü Ê�É�§
Ëk�® � �ÄÉh����Æ È Ç��ÄÂ�Ô � Æ
Ë � � È ���Ä����Ç�ËAÊ � Ë�Ë���£ � Æ
ËuÊ � ��É � Æ
Ë ��� ��� ��Ë�� ��È Ë Ñ���È��¨¯ Æ�É �¨¯ Æw��� È Ë � Æ�Ç�Ç�Æ � �ÄË�Ç�Æ� Æ�Ë�¡¢��Æ � Ë"Ë ��È ÇQÆ È�����È Ç¨� � ÇQ�I�Æ � � È Æ¬Ê���É�Ç�� � � � Æ �
��È Ë��Ä��Ô
É�Ô
Æ�©Òð � ��É � Æ � � Ñ���È É�Æ�����É���Æ¬Ë�� � � ����Ë�Ç�� È�� Æ

¡¢����Ë�Ô
Ê���É�Æ � Æ
Ëk��Æ
���:Ê���É�Ç�� � � � Æ
ËAÆ
Ë�Çm� È Ó�Ô�É���Æ���É�Æ ° � �Ë � ����Æw��Æ � Æ
��É�ËìÉ�� é���È Ë
© Ü Ê�É�§
Ë0�® � ��ÉA����Æ È Ç��ÄÂ�Ô� Æ�Ë �
��È Ç¨� � Ç�Ë Ñ � � Ó×����Ç � � � � � � Æ�É � �zÓ � É � Æ`��Æ`É�Ô�Ê�� � Ë�� ��È ¡¢����Ë
¤¦Æ���Æ�É � Æ«Æ È Ç�É�Æ � Æ
ËCÊ���É�Ç�� � � � Æ�Ë
©$� � ��Ëk� ��� ��È Ë
��É�Æ
Ë�Ë�Æ
Éw� È Æ � �ÄË�Ç�Æ È���È Æ�� ¯ ����Ë�Ç��¼�ÆQ��Æ
Ë`���¼ÝGÔ�É�Æ È Ç�Ë0Ç é Ê±Æ
Ëw��Æ"Ó � É � Æ
Ë`Æ�Ç`��Æ � Æ
��É�Ëm���É���� È Ç�Æ�Ë
©¢ÁC��Ó � É � Æ
Ë�Æ:��Ô ��� ��Ê � Ë�Æ:Æ È � È Æ:Ó � É � Æ È�� É���� � Æ È�� Ç�Ô
Æ −→F n

ij
Ñ ���ÄÉ��Ä��Ô
Æ,Ë�Æ � ��È � Æ,�Æ � Ç�Æ
��É È�� É���� � ��� ����È Ç¨� � Ç

−→n ij ≡ −→r ij/rij
Ö −→r ij

Æ�Ë�Ç � Æ0�Æ � Ç�Æ���ÉmÉ�Æ � ��� È Ç � Æ � Æ È Ç�É�Æ«��Æ j ° � Æ � ���¢��Æ i Ø Ñ Æ�Çk� È ÆwÓ � É � Æ Ç¨� È ��Æ È Ç���Æ �Ä� ÆÈ�� Ç�Ô
Æ −→F t
ij
Ñ ����É�����Ô�ÆQË�Æ � ��È � Æ2�Æ � Ç�Æ
��É Ñ Ç�� È ��Æ È Çz��� �
��È Ç�� � Ç Ñ ��Ô�Â È �±Ê���É −→t ≡ −→

V s
ij/V

s
ij
Ñ���� −→V s

ij
Æ
Ë�Ç� �:f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�Æ,��Æ%� � �ÄË�Ë�Æ
��Æ È Ç2��Æ i Ê���É"É���Ê�Ê � É�ÇQ° j ©±ª«Æ�Ç�Ç�Æ¬��¼Ç�Æ�Ë�Ë�Æ,Æ
Ë�ÇQ��Ô�Â È ��Æ%Ê���É �

−→
V s

ij ≡
−→
V i −

−→
V j − −→n ij [(

−→
V i −

−→
V j).

−→n ij] − (Ri
−→ω i + Rj

−→ω j) ∧ −→n ij

ÁC� Â�����É�Æ:Úf© "V� ��È Ç�É�Æ¬� È Æ,f��Æ%Ë �¨¯ Ô
����Ç��Ä¡¢��Æ%�h¤Õ� È Æ ��� ��� ��Ë�� ��È Æ�ÇQ��Æ
Ë2�Æ � Ç�Æ
��É�Ë −→n Æ�Ç −→t ©

@<A/CED Úf© "�FWê���É�Æ � Ç�� ��È Ë È�� É��N� � Æ�Æ�Ç2Ç�� È ��Æ È Ç���Æ ��� Æ � � É�Ëz�h¤¦� È Æ �
� �Ä� ��Ë�� ��È

ÁC�NÓ � É � Æ È�� É��N� � Æ�Ë�Æ$��Ô ��� ��Ê � Ë�Æ Æ �Ä� Æ Ì ��¥
��Æ,Æ È � È Æ ��� ��Ê � Ë�� È Ç�Æ Ô � ��Ë�Ç���¡¢��ÆWÖ×�b©ÕÆ�©GÉ�Ô�Ê�� � Ë�� ��È
Æ È Ç�É�ÆâÊ���É�Ç�� � � � Æ
Ë�Ø Æ�Ç�� È Æ�Ó � É � Æ����ÄË�Ë���Ê���Ç��Ä�Æ.¡¢���2É�Æ
Ê�É � �����ÄÇ � ¤¦� È Ô � ��Ë�Ç�� � �ÄÇ�ÔW��Æ�Ë ��� ��� ��Ë�� ��È Ë�© � � ��Ë
� �Ä� ��È ËQ��Ô�Ç¨��� ��� Æ�É � Æ
Ë���ÄÝæÔ
É�Æ È Ç�Ë¬� � ��§ � Æ�Ë���Æ�Ó � É � Æ Ê�É � Ê � Ë�Ô
Ë���� È Ë � � � �¼Ç�Ç�Ô�É���Ç���É�ÆNÖ Û �¨¯�� Ó�Æ
É¬Æ�Ç%� � © Ñ
ÃIÙ�Ù���Ø�©
��å±���0å±�
}��æ�I� ��~�}����Iè	�hàC��áA�>~�}[ãäåÒ�����ß�Cå±����}�~×�
� �>��å±�æ�I}�����áC��
��¢�I��
�Æ�É�Ç � Ö>�Æ
É�Ç ��Ñ Ã$����Ú�Øæ�2Ô�Ç¨��£ � � � � � � ��� ��È�È � È Ç � �«Ó � É � Æ0¡¢����Ë
¤¦Æ���Æ
É � ÆwË���ÉC� È ÆwË�Ê ¯ §�É�Æ`��Ô�Ó � É�����£ � Æ

Æ È��
� �Ä� �ÄË�� ��È �I�Æ � � È Ê � � È ©fª«Æ�Ç�Ç�Æ � � ��ÊæÆ���Ç«Ë�¤Í������Ê�Ç�Æ
Éz��� � ��Ë �G¤Õ� È Æ �
� ��� �ÄË�� ��È Æ È Ç�É�Æ��Æ
����Ë�Ê ¯ §
É�Æ
Ë
i Æ�Ç j ©hª«Æ�Ç�Ç�Æ$Ó � É � Æ$Ë
¤¦Æ���Ê�É��Ä��Æ:Æ È Ó ��È�� Ç�� ��È ��Æ
Ë%É�� é���È Ë Ri

Æ�Ç Rj
��Æ�Ë¬Ê���É�Ç�� � � � Æ�Ë¬��� È Ë��ì¡¢��ÆV��Æ�Ë

Ê���É�����§�Ç�É�Æ
Ë"���.����Ç�Ô�É��í��� �

F Hertz
ij =

2 Y

3 (1 − ν2)

√

Reff
ij δ

3/2
ij ≡ κn δ

3/2
ij ,
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��� Y Æ�Ç ν Ë ��È Ç � Æ
ËQ� � ��� � Æ
Ë"��Æ = � � È ��Æ�Ç��Æ�ð � �ÄË�Ë ��È ���â����Ç�Ô�É��í��� Ñ Reff
ij

� Æ¬É�� é���È Æ�ÝæÆ � Ç��ÄÓkÇ�Æ �
¡¢��Æ 1/Reff

ij = 1/Ri + 1/Rj
Æ�Ç δij

� Æ¬É�Æ �
� ��fÉ�Æ
��Æ È ÇQ��Ô�Â È �CÊ���É � δij = Ri + Rj − rij
©

� }�~�å±è«áC� 
�åhåÒ�Ò�
Î«��Æ È ¡f��Æ � �âÓ � É � Æ!��Æ �QÆ
É�Ç � Ë � �¼Ç � �ßÊ � ��Ë ��� É�É�Æ � Ç�Æ�Ê � ��É ��Ô � É��ÄÉ�Æ � Æ
Ë ����È Ç¨� � Ç�ËVÆ È Ç�É�Æ���Æ
���

Ë�Ê ¯ §
É�Æ
Ë Ñ � � � � �`��Æ � �f��Ï Æ�Æ
Ë�Ç �
� ��É�������Æ È Ç���Ç�� � �ÄË�Ô�Æ�©Aª«Æ�Ç�Ç�Æ � � �0Ê±Æ
��Ç:Ë
¤¦Ô � É���É�ÆN��Æ � ��Ó×� ? ��È Ë���� Ì
�� È Ç�Æ�Ö>%"�Ä� � Ë ¯ Æ È�Ï�� Æ�Ç 	 ��� ����Æ�É Ñ ÃIÙ���Å�Ø �

σx = εx Y ,

��� σx
Æ�Ë�Ç � � ����È Ç�É���� È Ç�Æ È�� É��N� � Æ Ñ εx

� �!��Ô�Ó � É�����Ç�� ��È>È�� É��N� � Æ Æ�Ç Y
� ÆV� � ��� � Æ �G¤ = � � È ��©Aë È

�¨¯�� �ÄË��¼Ç2� ��È�� �h¤¦��� È�� É�Æ�É � �$��Ô � ��Ô�Ç�É���Æ�Ê���É�Ç�� � � � ��§�É�Æ���Æ�Ë2Ë�Ê ¯ §�É�Æ�Ë�Æ�Ç ��È�����È Ë��Ä��§
É�Æ%¡f��Æ � � Ó � É � Æ¬��Æ
É�Ô�Ê�� � Ë�� ��È Ë�¤ÕÔ � É��ÄÇ �

F Hooke
ij = kn δij ,

��� kn
Æ
Ë�Ç!Ó ��È�� Ç�� ��È ��Æ
Ë!É�� é���È Ë!��Æ�Ë!��É���� È ËNÆ�Ç!��� � � ��� � Æ��h¤ = � � È ��©«ð`����Ë�¡¢��Æ>£±Æ®��� �
� ��Ê ��Æ

Ë��Ä� � � ��Ç�� ��È Ë`��Æ¬ê � Ë ��È Ç"É�Ô
� � �ÄË�Ô�Æ
Ë"�®�Æ � � È ��� � ��Æ
��� ��È�� ����Ë�ÊæÆ�É�Ë�Æ � �NÓ×���Ä£ � Æ���Æ È Ç«Ê � � é ���ÄË�Ê±Æ
É�Ë�Æ Ñ� � ����È Ë�Ç¨� È Ç�Æ,��Æ%É�������Æ���É kn
Æ
Ë�Ç � ¤Í� È � � � ����Æ����.� � ��� � Æ��h¤ = � � È ��©

ÁC�>Ó � É � Æ!��Æ � ����Ï Æ!Ê�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Æ.� È �®�� È Ç¨����ÆWÇ�Æ �¨¯�È ��¡¢��Æ��Ä��Ê � É�Ç�� È Ç Ë���É � Æ �Ä� ÆW��Æ �Æ
É�Ç � � � �
����É�Ô
Æ���Æ
Ë �
� ��� �ÄË�� ��È Ë ∆tcoll Æ
Ë�Ç:� È ��Ô
Ê±Æ È ��� È Ç�Æ���Æ
Ë%f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ
Ë���Æ
Ë,Ê���É�Ç�� � � � Æ�Ë,�I�� È Ç � Æ �¨¯��f� ©kë�É Ñ
��Â È ��ÆÇ�É����¼Ç�Æ�Éw�G¤ÕÔ��Æ È Ç���Æ �Ä� Æ
Ë �
� �Ä� �ÄË�� ��È Ë0� � � Ç���Ê � Æ
Ëì��ÆÓ×�8? ��È Ë���Ç��ÄË�Ó×���ÄË�� È Ç�Æ Ñ � � Ó×����Ç �¨¯�� ��Ë���É`� È Ê���Ë
��ÆNÇ�Æ
��Ê�Ë dt Ç�É�§
Ë$� È Ó�Ô
É���Æ���É:° ∆tcoll Ö Ç é Ê���¡¢��Æ���Æ È ÇV� Ès� Æ È Ç���§
��ÆIØ ©ìÁuÆ �¨¯�� �¼���h¤¦� È � � ��§ � Æ���Æ
Ó � É � Æ � � È Ô
����É�Æ¬Æ È δij

��Ë�Ë���É�Æ:� ��È�� ¡f��Æ � Æ,Ê���Ë��Æ�Ç�Æ
��Ê�Ë�É�Æ
Ë�Ç�Æ:Ë���ï�Ë�������Æ È Ç�Ê±Æ�Ç��ÄÇÊ � ��ÉQÇ � ��Ç�Æ�Ë� Æ�Ë �
� �Ä� ��Ë�� ��È Ë
©0ª�¤¦Æ
Ë�Ç � �>É����ÄË ��È Ê � ��É � ��¡¢��Æ ��� Æ � Æ!Ç é ÊæÆ.��Æ�Ó � É � Æ.Æ�Ë�Ç � ��É���Æ
��Æ È ÇVÆ���Ê � �Ié Ô�£���Æ È
¡¢��Æ � � � � �z��Æ �Æ�É�Ç �.����È f��Æ È�È Æ����ÄÆ
���s����� � ��ËV��Æ���Æ
�f� Ë�Ê ¯ §�É�Æ�ËßÖ 	,� �Ä� ��Ë�Æ�Ç�� � © Ñ ÃIÙ�Ù�Ú�������Ý
Æ�Ç 9 Æ
É È Æ
É Ñ ÃIÙ������CÛ �¨¯�� Ó�Æ�É%Æ�Ç 9 � � Ó Ñ ÃIÙ�Ù ��� %ì����� �¨¯ � Ñ ÃIÙ�Ù�Ú�� % ¯�� ��Ê�Ë ��È Æ�Ç 	%É�Æ
Ë�Ç Ñ ÃIÙ�Ù�Ã�� � ¯ � È �
Æ�Ç�ªz����Ê�£±Æ �Ä� Ñ ÃIÙ�Ù�Ú�Ø�© � � Ç ��È Ë¬¡¢��Æ$��� È Ë � Æ � ��Ë���Æ � ��Ó � É � Æ$��Æ �QÆ
É�Ç ��Ñ � �N����É�Ô
Æ$�h¤¦� È Æ ��� ��� ��Ë�� ��È
Æ
Ë�Ç2Ê�É � Ê � É�Ç�� ��È�È Æ ��� Æ° V

4/5
i

©(' È Æ¬Æ
Ë�Ç��Ä�N��Ç�� ��È ��Æ
Ëzf�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ
ËQ��� È Ë � �:Ë���� � � ��Ç�� ��È Ê±Æ
É���Æ�Ç"� ��È�� ��Æ
��Ô�Â È ��É"� È Ê���ËQ��Æ%Ç�Æ
��Ê�Ë �
� É�É�Æ � Ç®©

��å±���0å±�
}��æ�I�ßákè×�®�®è �k}���è�|±�.áC�>~×}[ãäåÒ�����ß�CåÒ����}�~��
ÁuÆ
Ë �¨¯��f� ËWÆ È Ç�É�Æ � £ )�Æ�Ç�ËWÉ�Ô�Æ � ËNË ��È Ç!� È Ô � ��Ë�Ç���¡¢��Æ
Ë Ñ � ¤ÕÆ�Ë�Ç Ì ° Ì ����É�Æâ¡¢�h¤¦� È Æ>Ê���É�Ç��ÄÆâ��Æ � ¤ÕÔ È Æ
É�����Æ

Æ
Ë�Çâ����Ë�Ë���Ê±Ô
Æ[��� �
� ��É�Ë��h¤¦� È Æ �
� �Ä� �ÄË�� ��È ©«ÁC�sÂ�����É�Æ Ú�© ��� ��È Ç�É�ÆL� È ��������É�������Æâ��ÆL��Ô�Ó � É��N� Ì
Ç�� ��È�������È Ç�É���� È Ç�Æ"Ç é Ê��Ä¡f��Æ�©�Á0¤¦Ô È Æ�É����ÄÆ����ÄË�Ë���Ê±Ô
ÆQÊæÆ È ��� È Ç � � ��� ��� ��Ë�� ��È W =

∫

Fn dδ �
� É�É�Æ
Ë�Ê ��È �!°
� ¤Õ���ÄÉ�Æ ¯ � �¨¯ ��É�Ô
Æ�Ë���É � Æ�Ç�Ç�ÆÂ�����É�Æ�©�ë È ��Ô�Â È � � Æ �
� Æ�ï � �ÄÆ È Çz��Æ�É�Æ�Ë�Ç��ÄÇ���Ç�� ��È�È�� É���� � � en ≡ V f

n /V i
n
Ñ

��� V i
n
Æ�Ç V f

n
Ë ��È Ç � Æ
Ë ��� ��Ê � Ë�� È Ç�Æ
Ë È�� É��N� � Æ
Ë¬��Æ � �!f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�Æ��®�� È Ç,Æ�Ç ��Ê�É�§
Ë � Æ �¨¯���� ©kêÆ
Ë:Æ � Ì

Ê±Ô
É��ÄÆ È�� Æ
Ë ��È Ç$� ��È Ç�É�ÔW¡¢��Æ � Æ ��� Æ�ï � ��Æ È Ç ���É��ÄÆNÊ±Æ
� �®�Æ � � Æ
Ë:f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�Æ�Ë�� È �ÄÇ��í� � Æ
Ë�©CÁCÆ�Ë$� � ��§ � Æ
Ë
��Æ:Ó � É � Æ�Ë����ÄË�Ë���Ê���Ç��Ä�Æ
Ë�� � �Ä�Æ È Ç¬� ��È��:�
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Ë
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F visqueuse = −γn
dδ

dt

Ü Ë�Ë �f� �ÄÔ
Æ"°�� È Æ«Ó � É � ÆzÔ � ��Ë�Ç���¡¢��Æ � � È Ô
����É�Æ ÑI� Æ�Ç�Ç�ÆzÓ � É � Æ �
��È �����¼Ç`°�� È Æ"Ô�¡¢����Ç�� ��È � � È Ô
����É�Æ ���$Ë�Æ ����È �
� É���É�Æ%¡¢��Æ � ¤ ��È Ë����¼Ç2É�Ô�Ë � ����É�Æ%Æ���� � Ç�Æ
��Æ È Ç �

meff
d2δ

dt2
+ γn

dδ

dt
+ knδ = 0

�0È É�Ô
Ë � � �� È Ç � Æ�Ç�Ç�Æ:Ô�¡¢����Ç�� ��È.��È Ê±Æ
��ÇÆ���Ê�É�����Æ
É � �$����É�Ô
Æ���Æ
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� Æ�ï � �ÄÆ È Ç��Æ
É�Æ�Ë�Ç��ÄÇ���Ç�� ��È en

�

∆tcoll = π

√

meff

kn

(

1 − γ2
n

4 meff kn

)− 1

2

en = exp(− γn

2 meff
∆tcoll)

ë È Ê±Æ
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Æ�Ç γn
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Ê � ��É � Æ:Ê�É � £ � §
��Æ�©æë ÈâÈ�� Ç�Æ
É���¡¢��Æ £���Æ È ¡¢�h¤Í� é � È Ç¬É��*) � ��Ç�Ô,� È Ç�Æ
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ÁuÆ!� � ��§ � ÆN��Æ+9�� � Ç ��È Ö 9�� � Ç ��È Æ�Ç�Î«É���� ÈhÑ ÃIÙ�����Ø,Æ
Ë�ÇV� È � � ��§ � ÆN��ÆWÓ � É � Æ � � È Ô
����É�Æ���� È Ë� Æ�¡¢��Æ �� � É�������Æ
��É�����É�Æ�Ë�Ë � É�Ç!��Ô
Ê±Æ È � ��Æ � ¤ÕÔ�Ç¨��Ç���Æ ��� ��Ê�É�Æ�Ë�Ë�� ��È ��Æ�ËWÊ���É�Ç�� � � � Æ
Ë
© Á � É�Ë���Æ � �

Ê ¯ ��Ë�Æ���Æ �
� ��Ê�É�Æ
Ë�Ë�� ��ÈhÑ¢��È ��Ë�Ë��Ä� È ÆQ� È Æ�� � Æ
��É k1
° � �%É����Ä��Æ
��É`Æ�Ç � � É�Ëw��Æ � �¬��Ô ��� ��Ê�É�Æ
Ë�Ë�� ��ÈhÑf��È� ������Ë�Ë���� È Æ2� È Æz�� � Æ���É k2 > k1

©�ÁC�¬Â�����É�ÆQÚf© ���¬É�Ô
Ë�����Æ � Æ�Ç�Ç�Æ2����Ô�Æ�©�ÁuÆ �
� Æ�ï � �ÄÆ È Çw��Æ"É�Æ�Ë�Ç��ÄÇ���Ç�� ��È
Ë
¤¦Ô � É��¼ÇQ� � � É�Ë � en =

√

k1/k2
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δ δ
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��É¬��Æ � �WÉ�������Æ���É k3

Öbð � ��É È � È
Æ�Ç� � © Ñ Ú�Å�Å�Ú�Øz��Â È ��Æ%É�� ���
� É���Æ
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¤¦Ô � É��ÄÇQ� � � É�Ë �
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√

k3(k2 − k1)2 + k2(k1 − k3)2 + 2 k3(k1 − k3)(k2 − k1)
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3

(3 η2 − η1)
2
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√
Reff

√
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Ê � ��É,� È Ç�Ô���É�Æ�É � Æ
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� � �ÄÇQ¥�Ç�É�Æ �¨¯�� �ÄË��ÄÆ
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É$¡¢��Æ � Æ�Ë �
��È Ç¨� � Ç�Ë È Æ!Ë�Æ�Ë��ÄÇ���Æ È ÇVË���É � ÆWÉ�� �
��� É��h©0ª«Æ�Ç�Ç�Æ � � �
É�Ô���� � ��É��ÄË�Ô
Æ"Æ�Ë�Ç Ô�f����Æ
��Æ È Ç«��� � ������Ê�Ç�Ô
ÆQ����� � ��Ë`Ë�Ç¨��Ç���¡¢��Æ�Ë � ��¡¢����Ë�� Ì Ë�Ç¨��Ç���¡¢��Æ�Ë`Ê�����Ë�¡¢��Æ � ��Ó � É � Æ
Ç¨� È ��Æ È Ç���Æ �Ä� ÆÆ
Ë�ÇQ� � � É�Ë È � ��� Æ�©�ÁCÆ¬� � ��§ � Æ�Ê�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Ô����!Ê���É�����É���Ê ¯ Æ¬Ë����Ä�� È Ç"Ê±Æ
É���Æ�Ç2��Æ¬É�Æ
��Ô
����Æ
É
° � Æ%Ê�É � £ � §���Æ�©
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Ft

Fn

Vs

Ft

Fn

Vs

µ

b)

µ

a)

@<A/CED Ú�© �+F>��Ø¬Á � �0��� Ó�É � Ç�Ç�Æ
��Æ È Ç,Ë � � ����Æ$��Æ Ü � ��È Ç ��È Ë Ì ª � � � � � £h©h£ÒØ¬Á � �0É�Ô
��� � ��É��ÄË�Ô�Æ�Ê���É%� È
Ë�Æ�����Æ È ÇQ��Æ%ÊæÆ È Ç�Æ γt

� åuá���~��ßáC� �:àA�káC}�~×~��màA�������
�
åÒ���V�I}�� �Ò�f�æ��è��f~
ê�� È Ë � � � � ����Æ�� ����Ï Æ Ñ � �2Ó � É � Æ È�� É���� � Æ`Æ
Ë�Ç0Ê�É � Ê � É�Ç�� ��È Æ ��� Æ`���:É�Æ �
� ���É�Æ
��Æ È Ç δij

©�ÁuÆ«� � ��§ � Æ
��Æ ª«� È ��� �Ä� Ö ª«� È ��� ��� Æ�Ç¬ÛfÇ�É�� �¨ÏÒÑ Ã®Ù���Ù�ØzÊ�É � Ê � Ë�Æ:�G¤Õ��Ç�� � ��Ë�Æ�É2� È Æ � � �uË��Ä��� � ���ÄÉ�Æ�Ê � ��É � Æ � � � � � � ��Æ� �:Ó � É � Æ¬Ç�� È ��Æ È Ç���Æ ��� Æ �

F ressort
ij = −min(|kt ut|, |µ F n

ij|)ÁuÆ%É�Æ ��� ��fÉ�Æ���Æ È ÇÇ�� È ��Æ È Ç���Æ � ut
Æ�Ë�ÇQ��Ô�Â È �C��� È Ë�� �

ut =

∫

traj.

−→
t .
−→
dl

ë È  � �ÄÇ,� � �0¡f��Æ � ��Ó � É � ÆV��Ô�ÊæÆ È ����Æ � ¤ ¯ ��Ë�Ç � �ÄÉ�Æ ��� �
��È Ç�� � Ç
©AÁ`¤Õ�®�� È Ç¨����Æ���Æ � Æ�� � ��§ � Æ$Æ
Ë�Ç
¡¢�h¤¦� � Ê�É � �����¼Ç�� È Æ�Ó � É � Æ:��Æ:Ó�É � Ç�Ç�Æ
��Æ È Ç È���È�Ì�È � �Ä� Æ,��� È Ë � Æ � ��Ë�Ë�Ç���Ç��Ä¡¢��Æ�© ��� �NÔ�Ç�Ô � ��È Ç�É�Ô:��� È Ë� � � �¼Ç�Ç�Ô�É���Ç���É�ÆV¡¢��Æ � ¤ÕÆ�Ë�Ç � Æ�É���Ê�Ê � É�Ç kt/kn

Ñ Æ�Ç È���È � Æ
Ë��� � Æ
��É�Ë:� È ���Äf�Ä����Æ �Ä� Æ�Ë,��Æ kt
Æ�Ç kn

Ñ ¡f���
� ��É�� � Ç�Ô
É���Ë�Æ � Æ �¨¯��f� ©fª«Æ2É���Ê�Ê � É�Çw�¬Ô�Ç�ÔQÆ
Ë�Ç��Ä��ÔzÊ���É`��Æ È�� � £�É�Æ
���V����Ç�Æ���É�ËÖbÛ �¨¯�� Ó�Æ�É Æ�Çw� � © Ñ ÃIÙ�Ù���Ø�©
Û�� � £±Æ
É�Ç"Ö Û�� � £±Æ
É�Ç0Æ�Çw� � © Ñ Ú�Å�Å�ÃIØ Ñ�È�� Ç¨������Æ È Ç Ñ Ê�É � Ê � Ë�Æ"��Æ �¨¯�� �ÄË���É kt/kn = 2/7 ©¢ª�¤¦Æ
Ë�Ç � Æ�Ç�Ç�Æ"�� � Æ���ÉÊ���É�Ç�� � � � ��§
É�Æ�¡¢��Æ È�� ��ËQ�® ��È Ë��Ç�� � ��Ë�Ô
Æ���� È Ë È�� Ë2Ë��Ä� � � ��Ç�� ��È Ë
©

ð � ��É �
��È�� � ��É�Æ � Æ�Ç�Ç�ÆzÊ���É�Ç��ÄÆ Ë���É � Æ � � � � � � ��Æ
ËìÓ � É � Æ�Ë Ñ���È Ê±Æ
��Ç È�� Ç�Æ�Éì¡¢�h¤¦� � Æ�����Ë�Ç�Æ«��Æ«Ç�É�§
Ë È�� � Ì
£�É�Æ
���:� � ��§ � Æ
ËA° � �QÓ � ��ËCÊ � ��É � Æ
Ë �
� ��Ê � Ë�� È Ç�Æ�Ë È�� É���� � Æ`Æ�ÇìÇ¨� È ��Æ È Ç���Æ �Ä� Æ�© ��� Æ�Ë�Ç0£���Æ È Ë���ÉkÊ � Ë�Ë��Ä£ � Æ
��Æ � Æ
Ë ��� � £�� È Æ
É º � � ´ �`´ � ¹×¸��$©GÁCÆ �¨¯�� �¼�â��Æ
Ë¬� � ��§ � Æ
Ë�Æ���Ê � �Ié Ô�Ë¬ÊæÆ���Ç%� ��È�� Ê���É��,+�Ç�É�Æ:���¼ï � � � Æ�©
ª«Æ
Ê±Æ È ��� È Ç Ñ Ë�� � Æ�É�Ç¨��� È ËwÇ é Ê±Æ
Ë ��Æ�� � ��§ � Æ
Ë`Ë ��È Çz°�Ô�f�¼Ç�Æ
Éw��� È Ë«��Æ�Ë«Ë��¼Ç�����Ç�� ��È Ë`Ê���É�Ç�� � � � �Ä§
É�Æ�ËQÖ � ��Ë
Ë�Ç���Ç��Ä¡¢��Æ«Ê���ÉkÆ ��Æ���Ê � ÆIØ Ñ � � Ë�Æ
�:£ � Æ ¡f��Æ«Ç � ��Ë �
��È �����ÄË�Æ È Çm°���Æ
ËìÉ�Ô
Ë�� � Ç���Ç�ËA¡¢��� � �ÄÇ¨��Ç��Ä�Æ
��Æ È ÇkÔ
¡¢���Ä�� Ì� Æ È Ç�ËmÊ � ��É � ¤ÕÔ�Ç�����Æz��Æ
ËìÔ �
� � � Æ���Æ È Ç�Ë0��É�� È � � ���ÄÉ�Æ
ËAË�Æ � Ë`Æ�Çm��Æ È Ë�Æ
ËÖ Ûf� � £±Æ
É�ÇìÆ�Ç`� � © Ñ Ú�Å�Å�ÃIØ�©�ê�� È Ë È�� Ë
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t
n

dl
t

n

@<A/CED Ú�©ÕÙ F � � ��§ � Æ:��Æ É�Æ�Ë�Ë � É�Ç�Ç�� È ��Æ È Ç���Æ � ��Æ$ª«� È ��� �Ä� ©æÁC��Ó � É � Æ�Ç�� È ��Æ È Ç���Æ ��� Æ,Æ�� � Æ
É � Ô
ÆVË���É � Æ�Ë
Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë"Æ
Ë�ÇQÊ�É � Ê � Ç�� ��È�È Æ ��� Æ����.É�Æ �
� ���É�Æ
��Æ È Ç2Ç¨� È ��Æ È Ç��ÄÆ � ut

©

Ë��Ä� � � ��Ç�� ��È Ë Ñ�È�� ��Ë`�® ��È Ë0Ç�Æ
Ë�Ç�Ô � Æ�Ë0� � ��§ � Æ
Ëk��Æ!�Æ�É�Ç��2Æ�Ç0��Æ!� �f��Ï Æ"Ê � ��É � ��Ó � É � Æ È�� É���� � Æ Ñ Æ�Ç � Æ�Ë
� � ��§ � Æ�Ëf��Ë�¡f��Æ
���ßÆ�Ç¬��Æ$ª«� È ��� �Ä� Ê � ��É � ��Ó � É � Æ,Ç¨� È ��Æ È Ç��ÄÆ ��� Æ�©æÁuÆ
Ë�É�Ô
Ë�� � Ç¨��Ç�Ë � £�Ç�Æ È ��Ë%�®�Æ �$� Æ�Ë
���¼ÝGÔ�É�Æ È Ç�Æ
Ë2Ó � É � Æ
Ë2Ô�Ç�����Æ È Ç"Ç � �,) � ��É�Ë2¡¢��� � �¼Ç¨��Ç��Ä�Æ
��Æ È Ç"Æ�Ç2Ê���É�Ó � �ÄË"¡¢��� È Ç��¼Ç¨��Ç��Ä�Æ���Æ È Ç2����Æ È Ç���¡¢��Æ�Ë
©

.z_ .z_�� � q l�tur0g�jml�npowq 1�eudstuxzyjml�npo`q�d 1y 4 o`yi`e&4 euqwl
ÁC� Ó � É � Æ%Ç � Ç¨� � Æ�¡¢�h¤¦Æ���Æ
É � Æ � �$Ê���É�Ç�� � � � Æ j Ë���É � � Ê���É�Ç�� � � � Æ i Ë�¤ÕÔ � É��¼ÇQ� ��È�� �

−→
F j→i = F n

ij
−→n ij + F t

ij

−→
t ij

ÁuÆ%� � ��Æ È Ç"��Æ � Æ�Ç�Ç�Æ%Ó � É � Æ%��� � Æ È Ç�É�Æ���Æ � � Ê���É�Ç�� � � � Æ i Ë�¤ÕÔ � É��ÄÇ �
−→
M j→i = Ri

−→
F j→i ∧ −→n ij

ë È��¨¯ Æ
É �¨¯ Æ������ È Ç�Æ È � È ÇQ°$É�Ô�Ë � ����É�Æ � Æ�Ë"Ô
¡¢����Ç�� ��È Ë2���.� � ���Æ���Æ È Ç �























mi
d
−→
V i

dt
=

∑

contacts{ij}

−→
F j→i + mi

−→g

Ii
d−→ω i

dt
=

∑

contacts{ij}

−→
M j→i
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ÁC��É�Ô
Ë � � ��Ç�� ��ÈâÈ ����Ô�É���¡¢��Æ ����È Ë���Ë�Ç�Æ�° � � � � � � Æ
É � Æ
Ë �
�f� É�� ��È�È Ô�Æ
Ë�Ö×Ê � Ë��ÄÇ�� ��È ËÆ�Ç,� È � � Æ
Ë�Ø X °� ¤¦� È Ë�Ç¨� È Ç t + dt °�Ê���É�Ç���ÉQ��Æ � Æ �Ä� Æ�Ë�° t Ö×Æ�Ç t − dt ��� È Ë � Æ � ��Ë���Æ � ����Ô�Ç ¯�� ��Æ,�h¤¦� È Ç�Ô���É���Ç�� ��È ��Æ
�`Æ
É � Æ�Ç Ø�©�Á`¤¦����Ô
Æ � � Ê � ��Ë"£���Ë���¡¢��Æ�Ö×Ê���É�Ó � �ÄË È�� ����Ô�Æ¬��Ô�Ç ¯�� ��Æ¬�h¤ � � � Æ�É¨Ø«Æ�Ë�Ç��Æ �
��È Ë�����Ô�É�Æ�ÉQ¡¢��Æ��

X(t + dt) = X(t) + dt ∂tX(t)

ÁC�.Ê�É�Ô � ��Ë�� ��È ��Æ � Æ�Ç�Ç�Æ���Ô�Ç ¯�� ��Æ�Æ
Ë�Ç���Æ � ¤ � É���É�ÆV��Æ o(dt) Ñu� Æ�¡¢��� È ¤ÕÆ�Ë�Ç:Ê���Ë%�Ô
É��ÄÇ���£ � Æ���Æ È Ç�Ë�� ÌÇ��ÄË�Ó×���ÄË�� È Ç
©�ÁuÆ
Ë«Æ
É�É�Æ
��É�Ë"� È Ç�É � �����ÄÇ�Æ
Ë«Ê���É � Æ�Ç�Ç�Æ¬��Ô�Ç ¯�� ��Æ�Ë�¤Í����Ê � �ÄÂ�Æ È Ç«��� ��� ��É�Ë"��Æ � �:Ë���� � � ��Ç�� ��È
Æ�Ç%Ê±Æ
���Æ È Ç �
��È �����ÄÉ�ÆV°W��Æ�Ë¬É�Ô
Ë�� � Ç���Ç�Ë¬Æ�É�É ��È Ô
Ë�© ��� Æ ���ÄË�Ç�Æ���Æ È�� � £�É�Æ
��Ë�Æ
Ë%����Ç�É�Æ�Ë%��Ô�Ç ¯�� ��Æ
Ë�¡f���
�
��È �����ÄË�Æ È Ç�°ß� È Æ!��Æ�� ��� Æ
��É�Æ�Ê�É�Ô � ��Ë�� ��È Ö Ü �Ä� Æ È Æ�Ç %"� � ��Æ�Ë � Æ é�Ñ ÃIÙ������kð0É�Æ�Ë�ËVÆ�ÇV� � © Ñ ÃIÙ�Ù�Ú�Ø�© � � ��Ë
� �Ä� ��È Ë«Ê�É�Ô�Ë�Æ È Ç�Æ
É � Æ
Ë2��Æ�����Ê � ��Ë �
��È�È ��Æ
Ë
©
� �¼}�~ �ÒåÒ��è����A����áA� �,�f��~����

Á0¤Í� � � � É��ÄÇ ¯ ��Æk��Æ �`Æ
É � Æ�ÇCÆ�Ë�Ç � ¤¦� È ��Æ
ËCÊ � ��ËCË�����Ê � Æ
Ëh������ËC����Ë�Ë�� � ¤¦� È ��Æ
ËAÊ � ��ËuÆ�ï � � � Æ
ËzÖbî�É�Æ È�Ï Æ �
Æ�Ç«Û����ÄÇ Ñ ÃIÙ�Ù���Ø�© ��� ��Ç�� � ��Ë�Æ � Æ�Ë0�� � Æ
��É�Ë0��Æ�Ë ����� É�� ��È�È Ô
Æ
Ë �����$� È Ë�Ç¨� È Ç�Ë t Æ�Ç t−dt Æ�Ç � �¬Ó � É � Æ f ¡¢���Ë
¤¦Æ���Æ�É � Æ,Ë���É � � Ê���É�Ç�� � � � Æ�©�ë È Ô � É��¼Ç"�h¤Õ��£ � É�� � Æ���Ô��Æ � � Ê�ÊæÆ���Æ È ÇQ��Æ %k� é � � ÉzÊ � ��É � � �
�f� É�� ��È�È Ô�Æ
x ������� È Ë�Ç¨� È Ç�Ë t + dt Æ�Ç t − dt �

x(t + dt) = x(t) + ∂tx(t)dt +
f

m

dt2

2
+ ∂3

t x(t)
dt3

3!
+ o(dt3)

x(t − dt) = x(t) − ∂tx(t)dt +
f

m

dt2

2
− ∂3

t x(t)
dt3

3!
+ o(dt3)

�0È Ë � ���N� È Ç � Æ
ËQÔ
¡¢����Ç�� ��È Ë ��È Ç�É � ���Æ �

x(t − dt) + x(t + dt) = 2 x(t) +
f

m
dt2 + o(dt3)

ë È Ê±Æ
��Ç�� ��È�� ��� È Ë�� � � � � � � Æ
É � � È�� ���Æ �Ä� Æ,Ê � Ë��ÄÇ�� ��È xnew
°�Ê���É�Ç��ÄÉ2��Æ
Ë�Ê � Ë��ÄÇ�� ��È Ë"Ê�É�Ô � Æ
��Æ È Ç�Æ
Ë xÆ�Ç xold

�®�Æ � � È Æ%Ê�É�Ô � �ÄË�� ��È ��Æ � ¤ � É���É�Æ¬��Æ dt4 �

xnew = 2 x − xold +
f

m
dt2

ð � ��É � � � � � � Æ
É � �:f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�Æ Ñ±��È ��Ç�� � ��Ë�Æ �

V x =
x(t + dt) − x(t − dt)

2 dt
+ o(dt)

� �¼}�~ �ÒåÒ��è����A���������fáAèb���I�fàC� � ��åÒ�����f���I�fàC�
ÁuÆ:Ê�É�� È�� ��Ê±Æ���Æ � ¤Õ� � � � É��¼Ç ¯ ��Æ�Ê�É�Ô
��� � Ç�Æ���É Ìä�
� É�É�Æ � Ç�Æ���É$Ö×î�É�Æ È�Ï Æ � Æ�Ç¬Û����¼Ç Ñ ÃIÙ�Ù���ØzÆ
Ë�Ç¬�h¤¦��Ç�� � ��Ë�Æ
É� Æ�ËCÊ � Ë��ÄÇ�� ��È ËuÆ�Ç � Æ
��É�Ë n ��Ô�É��¼�Ô
Æ�ËkÇ�Æ
��Ê � É�Æ �Ä� Æ
ËC���,Ç�Æ
��Ê�Ë t Ê � ��ÉAÊ�É�Ô
����É�Æ`��É 	 � Æ ���,��Ô��Æ � � Ê�Ê±Æ
��Æ È Ç��Æ %ì� é � � É � Æ���É�Ë��� � Æ
��É�ËW��� Ç�Æ���Ê�ËNË����Ä�� È Ç t + dt ©zª«Æ � � � � � � È ���bÓ �
��È �����ÄÇ�� È Ô�f�ÄÇ���£ � Æ���Æ È Ç°>��Æ
Ë�Æ
É�É�Æ���É�Ë�©«ë�É$� � Æ
Ë�Ç�Ê � Ë�Ë���£ � Æ!��Æ � � � � � � Æ
É � �ßÓ � É � ÆLÖ×� ©¦Æ�© � ¤Õ� �
� Ô � Ô�É���Ç�� ��È Ø�¡¢��Æ � �ßÊ���É�Ç�� � � � Æ

Ë���£��ÄÇ�° � �sÊ � Ë��ÄÇ�� ��È Ê�É�Ô
���ÄÇ�Æ�©ë È �
� ��Ê���É�ÆL� � � É�Ë � Æ�Ç�Ç�ÆL�� � Æ
��É.° � ¤Õ� �
� Ô � Ô�É���Ç�� ��È Ê�É�Ô
���ÄÇ�Æ[Ê���É� ÆN��Ô��Æ � � Ê�ÊæÆ���Æ È Ç���Æ %k� é � � É�©0Á0¤ÕÔ � ��É�ÇVÆ È Ç�É�Æ � Æ
ËV��Æ����s�� � Æ���É�Ë È�� Ç�Ô�Æ ∆x2
¡¢��� È Ç��¼Â�Æ � ¤¦Æ
É�É�Æ
��É
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ª ��È Ë�����Ô�É ��È Ë � Æ¬��Ô��Æ � � Ê�ÊæÆ���Æ È ÇQ��Æ %k� é � � É"��Æ x(t + dt) ° � ¤ � É���É�Æ " �

x(t + dt) = x(t) + ∂tx(t)dt + ∂2
t x(t)

dt2

2
+ ∂3

t x(t)
dt3

3!
+ ∂4

t x(t)
dt4

4!
+ o(dt4)

ë È ��Ç�� � ��Ë�Æ � Æ�Ë È�� Ç¨��Ç�� ��È ËzË����Ä�� È Ç�Æ�Ë �











































































x0(t) = x(t)

x1(t) = dt ∂tx(t)

x2(t) =
dt2

2!
∂2

t x(t)

x3(t) =
dt3

3!
∂3

t x(t)

x4(t) =
dt4

4!
∂4

t x(t)
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Ë«��É���� È Ë È Æ
Ë ��È Ç�Ê���Ë�Æ ÈL����È Ç¨� � Ç¬Æ�Ç ��È �W� ��È�� � ∂2

t x(t) = g Æ�Ç ∂3
t x(t) = ∂4

t x(t) = 0 ©æê�Æ Ó×�8? ��È ��Ô È Ô
É�� � Æ Ñ��È Ê�É�Ô
���¼Ç � Æ
Ëz�� � Æ
��É�Ë2° � ¤Õ� È Ë�Ç�� È Ç t + dt °$Ê���É�Ç��ÄÉ"��Æ � Æ �Ä� Æ�Ë2° � ¤Õ� È Ë�Ç�� È Ç t �



































































xpred
0 (t + dt) = x0(t) +x1(t) +x2(t) +x3(t) +x4(t)

xpred
1 (t + dt) = x1(t) +2x2(t) +3x3(t) +4x4(t)

xpred
2 (t + dt) = x2(t) +3x3(t) +6x4(t)

xpred
3 (t + dt) = x3(t) +4x4(t)

xpred
4 (t + dt) = +x4(t)

�â��� È Ç�Æ È � È Ç«¡¢��Æ � ¤ ��È �,Ê�É�Ô
���ÄÇ � Æ�Ë`�� � Æ
��É�Ë Ñ���È ÊæÆ���Ç � � � � � � Æ
É � ¤Í� ��� Ô � Ô
É���Ç�� ��ÈV�
� É�É��Ä��Ô
Æ2��Ô�Â È ��Æ2Ê���É� ¤Õ� ��� Ô � Ô
É���Ç�� ��È ° � � Ê � Ë��¼Ç�� ��È xpredit �

xcorrige
2 =

2

dt2
f(xpredit

0 , xpred
1 )

m
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2
©Òë È ��Ô�Â È �¼Ç � ¤ ¿�·�·�¿�¸f· �

∆x2 = xcorrige
2 − xpred

2

ë È �
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Ë!����Ç�É�Æ�Ë!��Ô
É��Ä�Ô
Æ
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Ë �
� Æ�ï � ��Æ È Ç�Ë È�� ����Ô�Æ
Ë ��� Æ�ï � ��Æ È Ç�Ë
	¬Æ®��É�©

xcorrige
2 = xpred

2 + Cn∆x2
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C0 = 19/120
C1 = 3/4
C2 = 1 Ö×£���Æ È Ë ��É¨Ø
C3 = 1/2
C4 = 1/12
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© �`È Ó×���¼Ç Ñ � � �
� � ��È�È Æ$Ë�Æ �
� ��Ê � É�Ç�Æ �
� ����Æ$� È Æ �¨¯ �-+ È Æ
�h¤ � Ë � � �Ä� ��Ç�Æ
��É�Ë ��� ��Ê � Ô
Ë,�N� � ��É�Ô � ��Ê�É�Ô�Ë�Æ È�� ÆW�h¤¦� È Æ�Ó � É � Æ�����Ë�Ë���Ê���Ç��Ä�Æ�© � � ��Ë:�® ��È Ë:�Ô
É��¼Â�Ô�Ê � ��É
Ê � ��Ë��ÄÆ
��É�Ëz�� � Æ
��É�Ë2��Æ
Ë2Ê���É�����§�Ç�É�Æ
Ë2¡¢��Æ � � f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ%���.Ë ��È Ë����¼Ç � � � � � � � ��Ë�Ë���¡¢��Æ��

c = d

√

kn

m

ÁuÆ
Ë$�� � Æ���É�Ë ��Æ
ËVÊ���É�����§�Ç�É�Æ
Ë ��Æ � �ßË��Ä� � � ��Ç�� ��È Ë ��È Ç�É�����Ë ��È�È ��£ � Æ�Ë:Ë�� � � � Ô � Ô�É��ÄÇ�ÔW���4Ë ��È c
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��� È Ë � Æ$��� � �ÄÆ
�ßÆ�Ë�Ç%Ç�É�§
Ë%Ë���Ê±Ô
É���Æ���É�Æ�° � �Nf�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ � ��É�� � Ç�Ô�É��ÄË�Ç��Ä¡¢��Æ d γ̇ Ñh� � γ̇ Æ
Ë�Ç � Æ � ��Ë���� �Ä� Æ���Æ È Ç
Ç é Ê���¡¢��Æ%���.����Ç�Ô�É��í���!Æ È Ô �
� � � Æ���Æ È Ç
©
' È ����Ç�É�Æ � É��¼Ç�§�É�Æ ¡¢��Æ � ¤ ��È ÊæÆ���Ç¬��Ç�� � ��Ë�Æ�ÉÆ�Ë�Ç%��Æ � � � � � � Æ
É � ����Ô�Ó � É�����Ç�� ��È Ö � ¤¦Æ
Ë�Ç Ì ° Ì ���ÄÉ�Æ � ¤¦� È�Ì

Ç�Æ�É�Ê±Ô È Ô�Ç�É���Ç�� ��È Ø���Æ�Ë���É���� È Ë
©Cë È ÊæÆ���Ç,Ê���É¬Æ���Æ���Ê � Æ � � � � � � Æ
É � �!��Ô�Ó � É�����Ç�� ��È �G¤Õ� È ��É���� È Ë � ��Ë
Ë ��È Ê�É � Ê�É�Æ$Ê � �Ä��Ë�Ö δ = m g/ kn

Ø � �[£���Æ È ��Æ
Ë���É�Æ�É � �W��Ô�Ó � É�����Ç�� ��È ����������� � Æ ��� �
� ��É�Ë¬��Æ � �
Ë��Ä� � � ��Ç�� ��È © ��� Ó×����ÇQ� � � É�Ë2������Ê�Ç�Æ
É kn

Ë�Æ � ��È ¡¢��Æ � ¤ ��È��¨¯ Æ
É �¨¯ Æ�°V� � ��Ô � ��Ë�Æ�Éz��Æ�Ë£�� ��� Æ�Ëz��Æ¬Ç�Æ È�È �ÄË
� ����Æ�Ë£�� ��� Æ
Ëz�h¤Õ� � ��Æ
É�©
.z_ba2_/. � eud�yQg�eud21�e r`g�j`q�1�euyQg�d 4 o67`euq�qtueud

Á � É�Ë��Æ � ¤ÕÆ ��Ô � ��Ç�� ��È ���ßÊ�É � ��É�������Æ ��È Ë������Æ
����É���Æ � Æ
Ë�Ê � Ë��ÄÇ�� ��È Ë2Æ�Çf�ÄÇ�Æ�Ë�Ë�Æ
ËVÖ���Æ:É � Ç¨��Ç�� ��È
Æ�Ç ��Æ2Ç�É�� È Ë � ��Ç�� ��È Øì°,� È Ç�Æ�É��� �Ä� Æz��Æ2Ç�Æ���Ê�Ë É�Ô
��� � ��Æ�É
©�' È ÆÓ � �ÄË0¡¢��Æ � ÆQÊ�É � ��É�������ÆzË�¤ÕÆ�Ë�Çz��É�É�¥�Ç�Ô Ñ¢��È
� È � � é Ë�Æ � Æ
ËAÉ�Ô
Ë�� � Ç���Ç�ËuÊ � ��ÉuÆ È ��Ô
������É�Æ`��Æ�ËC��É�� È ��Æ
��É�ËC� �Ié Æ È�È Æ�ËAÇ�Æ ��� Æ
Ëh¡¢��Æ � Æ
ËuÊ�É � Â � Ëu��Æ`f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�Æ Ñ
��Æ"f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ2��Æ"É � Ç���Ç�� ��ÈhÑ ��Æ �
� ��Ê�� � �ÄÇ�Ô Ñ � Æ
Ë ; � � Ç�����Ç�� ��È Ë0��Æzf�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ Ñ � Æ�Ë �
� ��Ê � Ë�� È Ç�Æ
Ë0���VÇ�Æ È Ë�Æ���É
��Æ�Ë ����È Ç�É���� È Ç�Æ�Ë Æ�Ç � ©�Û�� � �%Ê � ��Ê���É�Ç`��Æ�Ë«� ��é Æ È�È Æ
Ë Ç�Æ
��Ê � É�Æ �Ä� Æ�Ë � �NË�Ê���Ç��í� � Æ
Ë0Ê±Æ
���Æ È ÇzË�¤ÕÆ�ÝGÆ � Ç���Æ
É
È ���b�Æ���Æ È Ç Ñ � ÆÓ×���ÄÇ«��Æ¬� �Ié Æ È�È Æ�É2� È Æ¬��É�� È ��Æ���É"ÊæÆ���Ç2Ê���É�Ó � ��Ë �
��È ������É�Æ¬°$��Æ
Ë2��É�Ç�Ô�Ó×� � Ç�Ë"��� È Ë � �
��Æ
Ë���É�Æ:Ö�����Æ�Ç � � © Ñ Ú�Å�Å�"¢Ø ©�� � ��Ë � ��� ��È Ë0� �Ä� ��Ë�Ç�É�Æ�É � ÆQÊ�É � £ � §���Æ"Ë���É � �¬��Æ�Ë���É�Æ��Æ � ��Ç�Æ
��Ê±Ô
É���Ç���É�Æ
��É�� È � � ���ÄÉ�Æ�©hª«Æ�Ç�Ç�Æ Ç�Æ
��ÊæÔ�É���Ç���É�Æ$Æ�Ë�Ç%��Ô�Â È �ÄÆ$Ê���É¬� È � � � ����Æ��I�Æ �V� Æ ��� Æ ��Æ
Ë¬��� � Ñ � ©¦Æ�©u°WÊ���É�Ç��ÄÉ���Æ�Ë
; � � Ç�����Ç�� ��È Ë%��Æ$��¼Ç�Æ�Ë�Ë�Æ � T = 〈v2〉 − 〈v〉2 ©Aª ��È Ë�����Ô
É ��È Ë � Æ � ��Ë%Ë�����Ê � Æ �G¤Õ� È Ë é Ë�Ç�§
��Æ � ��Ë���� �Ä� Ô� È �¼Ó � É���Ô
��Æ È Ç"��� È Ë2� È Æ%���ÄÉ�Æ � Ç�� ��È �

V (x, y, z) = V (y) = γ̇ y

ê�� È Ë � Æ � ��Ë �Ä��Ô®� � Ñ � ��Ç�Æ
��Ê±Ô
É���Ç���É�Æ"��É�� È � � ����É�ÆzÆ
Ë�Ç È � �Ä� Æ�©�� � ��Ë � ��� ��È Ë È Ô
��� � � È Ë � � � � � � � � Æ�É
©
ð � ��É � £�Ç�Æ È �ÄÉ�� È Æß��Æ
Ë���É�ÆßÆ ��Ê � � �¼Ç¨��£ � Æ�� � Ó×����ÇN� �Ié Æ È�È Æ�É � Æ�ËN��É�� È ��Æ���É�Ë�©zÁ0¤ÕÆ�Ë�Ê�� � Æ>Æ
Ë�Ç!��� È Ë��
���¼��ÄË�Ô%Æ È Ç�É�� È��¨¯ Æ�ËQf�ÄÉ�Ç���Æ ��� Æ
Ë"�h¤¦Ô
Ê�����Ë�Ë�Æ
��É 2∆ ©±ªz� � � � � ��È Ë � � �� � Æ
��É"��Æ � � Ç�Æ���Ê±Ô
É���Ç���É�Æ%Æ È � È ÆÊ � Ë��¼Ç�� ��È y0

�

T (y0) =
1

2 ∆

∫ y0+∆

y0−∆

V (y)2 dy −
(

1

2 ∆

∫ y0+∆

y0−∆

V (y) dy

)2

T (y0) =
1

2 ∆

∫ ∆

−∆

(V (y0) + γ̇ y)2 dy − V (y0)
2

T (y0) =
γ̇2 ∆2

3ë È  � �ÄÇQ��� È Ë��G¡f��Æ � � � �Ié Æ È�È Æ,Ë���É2� È Æ%Ç�É�� È��¨¯ Æ ����È �����ÄÇQ°$� È ��É�Ç�Ô�Ó×� � ÇÊ � ��É � � ��Æ�Ë���É�Æ%��Æ� �NÇ�Æ
��ÊæÔ�É���Ç���É�Æ�©Cª«Æ�Ç,��É�Ç�Ô�Ó×� � Ç%����Ë�Ê���É����¼Ç�Ê � ��É¬� È ÆVÓ×����£ � Æ�Ç¨��� ��� Æ���Æ
Ë¬Ç�É�� È��¨¯ Æ�Ë,�����ÄË � Æ È�� � £�É�Æ
��ÆQ��É���� È Ë � �Ä���¼Ç�Æ � �¬É�Ô�Ë � � ��Ç�� ��È ��Æ � �,��Æ
Ë���É�Æ�© ��� Æ�����Ë�Ç�ÆQ�h¤Í����Ç�É�Æ
Ë«Æ�ÝGÆ�Ç�Ëw� È ��Ô
Ë��ÄÉ���£ � Æ
Ë`��Ô � É��ÄÇ�Ë`��� È Ë� � � �ÄÇ�Ç�Ô�É���Ç���É�ÆâÖbÎz��£���� Ñ ÃIÙ�Ù�#�Ø�© ��� �
��È f�ÄÆ È Ç$� ��È�� ��ÆW�Ô�É��ÄÂ�Æ
É � �â��Ô�Ç ¯�� ��ÆW��Æ!��Æ�Ë���É�Æ!�®�� È Ç ��Æ
���ÄË � ��Ç�Æ
É � Æ
Ë"É�Ô�Ë�� � Ç¨��Ç�Ë2¡f�G¤ÕÆ ��� Æ¬Ê�É � �����ÄÇ
©
.z_ba2_×a � owq 1�näl�npowqd4jwy�� vpn 4 näl�eud 8�thg�npo�1�npxzyeud

ê�Æ È�� � £�É�Æ
��Ë�Æ
Ë�Ë��Ä� � � ��Ç�� ��È Ë:��Ç�� � ��Ë�Æ È Ç$��Æ
ËNª ��È ���ÄÇ�� ��È ËV���f� Áu�����ÄÇ�Æ�Ë ðAÔ
É�� � ����¡¢��Æ
Ë�ÖbªzÁAðwØ ©
ÁuÆ:Ê�É�� È�� ��Ê±Æ �
��È Ë���Ë�Ç�Æ °�É�Ô�� È Ç�É � ������É�Æ,� È Æ�Ê���É�Ç�� � � � Æ Ñ ¡¢���kË � É�Ç���Æ � � � Æ �Ä� � � Æ,Ê���É� È Æ:Æ ��Ç�É�Ô����¼Ç�Ô Ñ
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@<A/CED Ú�©ÄÃ�Ã F[Û é Ë�Ç�§
��ÆN�®�Æ �N����È ���¼Ç�� ��È Ë � �Ä���¼Ç�Æ
Ë�ÊæÔ�É�� � ���Ä¡f��Æ
Ë�� � Æ�Ë,��Æ
��� Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë È�� �ÄÉ�Æ�Ë,Ë ��È Ç
Æ È.�
��È Ç�� � Ç

° � ¤¦Æ��fÇ�É�Ô
���ÄÇ�Ô � Ê�Ê � Ë�Ô
Æ�©Aª«Æ � �WÉ�Æ�f��Æ È Ç�°!����Ê � ��¡¢��Æ�É � Æ:Ë é Ë�Ç�§
��Æ���� È Ë � ¤¦Æ
Ë�Ê�� � Æ�©uÁuÆV£���Ç%��Æ � Æ�Ç�Ç�Æ
Ç�Æ �¨¯�È �Ä¡f��ÆwÆ�Ë�ÇA��Æ0Ë�¤Í��ÝæÉ�� È��¨¯ ��Éu��Æ
ËCÆ�ÝæÆ�Ç�ËA��Æ0£ � É���ËuÆ�ÇC��Æ`Ç�Æ È Ç�Æ�ÉC��Æ0Ë��Ä� � � Æ�ÉG� È Ë é Ë�Ç�§
��Æ`� È Â È ����� È Ë
� È Æ"����É�Æ � Ç�� ��È ©�ÁC��Â�����É�Æ2Ú�©¼Ã�Ã"� ��È Ç�É�Æ«� È Æzf��Æ"Ë �¨¯ Ô
����Ç��Ä¡f��Æ"�h¤Õ� È Ë é Ë�Ç�§
��Æ�®�Æ � ªzÁCðk©�ê�� È Ë � Æ�Ç
Æ���Æ���Ê � Æ Ñ � Æ
Ë0��Æ
��� Ê���É�Ç�� � � � Æ�Ë È�� �ÄÉ�Æ
ËìË ��È Ç`Æ ÈV����È Ç¨� � Ç®©¢ª«Æ � ��Ê±Æ
��Ç`� È �����ÄÉ�Æ ��Æ
Ë`Æ�ÝæÆ�Ç�Ë0� È ��Ô
Ë��ÄÉ���£ � Æ
Ë
Ë�� � � � ��È ����Æ���É�����Ë é Ë�Ç�§
��ÆWÆ�Ë�Ç Ê � ��Ë,ÊæÆ�Ç��¼Ç�Æ�¡f��Æ � � � ��È ����Æ���É,Ç é Ê��Ä¡¢��ÆN��Æ�Ë ��� É�É�Ô � ��Ç�� ��È Ë
©Cê�� È Ë
È�� ËË��Ä� � � ��Ç�� ��È ËQªzÁCð È�� ��Ë��® ��È Ë�Ë é Ë�Ç�Ô��N��Ç���¡¢��Æ���Æ È Ç�Ç�Æ�Ë�Ç�Ô Ê � ��Ë���Æ���É�Ë2Ç¨��� ��� Æ
Ë"Ê � ��É � Æ,Ë é Ë�Ç�§
��Æ
��Â È ��Æ¬�Ô�É��¼Â�Æ
É2¡¢�h¤¦� È Æ,Ê���É�Ç�� � � � Æ È Æ,Ê�����Ë�Ë�Æ%Ê���Ë2� È Ç�Æ
É�������É"�®�Æ � Æ ��� Æ Ì ��¥���Æ�©
' È � �Ié Æ È ��Ë�Ç�� � ��Æ
�f��Æ�Ç É���Ê�����Æ���Æ�Ë��Ä� � � Æ�É�� È Ë é Ë�Ç�§
��ÆWÊ±Ô
É�� � ����¡¢��ÆVÆ
Ë�Ç ��ÆWÉ�Ô
��Ô�Â È �ÄÉ � Æ
Ë:����Ë Ì
Ç¨� È�� Æ�Ë
©uë È>� � � � � � Æ,�h¤Õ��£ � É�� � �����ÄË�Ç¨� È�� Æ É�Ô
Æ ��� Æ,Æ È Ç�É�Æ Ê���É�Ç�� � � � Æ
ËÊ�����Ë ��È ��Ê�Ê � �Ä¡f��Æ � �VÓ ��È�� Ç�� ��È
Ë����Ä�� È Ç�Æ��

CLP (x) =







x + L Ë�� x < 0
x − L Ë�� x > L
x Ë�� È���È

��� Ë���ïVÇN� � � É�Ë$�h¤Õ��Ç�� � ��Ë�Æ
É � Æ�Ç�Ç�Æ���Ô�Â È �ÄÇ�� ��Ès�¨¯ ��¡f��Æ.Ó � �ÄË ¡¢��Æ � ¤ ��È �Æ���Ç � � � � � � Æ
É$� È Æ!����Ë�Ç�� È�� Æ �� �����ÄË�Ç¨� È�� Æ���� È Ë � �.����É�Æ � Ç�� ��È x Æ È Ç�É�ÆN��Æ�����Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë i Æ�Ç j Ë�Æ
É���� ��È�� CLP (xi − xj
Ø�©kê�Æ

Ê � ��Ë Ñ ° �¨¯ ��¡¢��Æ�Ê���Ë%��ÆVÇ�Æ
��Ê�Ë ��È ��Ê�Ê � ��¡¢��Æ � �WÓ ��È�� Ç�� ��È ªzÁCð ° � ¤ÕÆ È Ë�Æ�� £ � ÆV��Æ�Ë�Ê � Ë��ÄÇ�� ��È Ë¬��Æ�Ë
Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë � xi = CLP (xi

Ø�©�ÁuÆ%Ë é Ë�Ç�§
��Æ,Æ
Ë�Ç��� È Ë��h����Ç � �N��Ç���¡¢��Æ���Æ È Ç ��ÊæÔ�É�� � ���ÄË�Ô ��Ë�Æ � ��È x ©
.z_ba2_�� � owq 1�näl�npowqd28�j0g�l�n 6Gyv�n��hg�eud � q�o`dsdfn 4=yvpj0l�npo`q�d

ª � ����Æ È ? ��È Ë,Ê���É%� ��È�È Æ�É�¡¢��Æ � ¡¢��Æ�Ë � É���É�Æ�Ë���Æ���É�� È ��Æ���É�Ë�©AÁCÆ�Ë%Ë é Ë�Ç�§
��Æ
Ë:¡¢��Æ È�� ��Ë:�® ��È Ë
Ë��Ä� � � Ô
Ë ����È Ç��ÄÆ È�È Æ È Ç¬Æ È Ç�É�ÆWÃIÅWÅ�Å�ÅNÆ�Ç ��Å�ÅWÅ�Å�ÅNÊ���É�Ç�� � � � Æ
ËQÆ�Ç È Ô � Æ�Ë�Ë��¼Ç�Æ È Ç%Æ È Ç�É�Æ 106 Æ�Ç 107 Ê���Ë
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�h¤¦� È Ç�Ô���É���Ç�� ��È ©�ê�� È Ë � Æ � ��Ë0��Æ
Ë0Ë é Ë�Ç�§
��Æ
Ë � ���Æ
É�Ç�Ë Ñ ��Â È ��Æ"����� È Æ
Éì��� Ç�Æ���Ê�Ë Ñ � Æ�ËmÊ���É�Ç�� � � � Æ
ËìË ��È Ç
É�Æ ��éf� � Ô
Æ�ËzÆ È Ë � É�Ç���ÆQ����Ë é Ë�Ç�§
��Æ�Æ�Ç«É�Ô�� È )�Æ � Ç�Ô�Æ
Ë ��� È Ë � ÆQÉ�Ô�Ë�Æ
É� � �ÄÉ
©�ë È Ê±Æ
��Ç«��� È Ë�� � ���ÄË�Ë�Æ
É0Ç � ��É È Æ�É
� È ��¥
��Æ:Ê�É � ��É�������Æ ° � ¤Õ� È Â È �AÇ � ��Ç�Æ È ����É���� È Ç¬� È[È�� �:£�É�Æ É�����Ë ��È�È ��£ � Æ���Æ$Ê���É�Ç�� � � � Æ�Ë
©GÁCÆ�Ë
Ë��Ä� � � ��Ç�� ��È Ë ��È Ç�Ô�Ç�Ô�É�Ô
� � �ÄË�Ô�Æ
Ë,Ë���É,¡¢����Ç�É�Æ � É���� È ��Ç�Æ���É�Ë,� È ��Ô
Ê±Æ È ��� È Ç�Ë:Ô�¡f����Ê±Ô
Ë,��ÆNÊ�É ��� Æ
Ë�Ë�Æ
��É�Ë
Ü ��ê ��"�©CÛf��É � Æ�Ë,��� �¨¯ � È Æ
Ë Ñ � Æ:Ç�Æ���Ê�Ë¬��Æ � � � � � � Ê ¯¢é Ë���¡¢��ÆVÆ
Ë�Ç%��Æ � ¤ � É���É�Æ ��Æ$¡¢��Æ � ¡¢��Æ�Ë ¯ Æ���É�Æ�Ë
Ê � ��É � Æ�Ë2Ë é Ë�Ç�§
��Æ
Ë � Æ
Ë"Ê � ��Ë2Ê±Æ�Ç��¼Ç�Ë )���Ë�¡¢�h¤Í°�Ú$� � �ÄËzÊ � ��É � Æ�Ë2Ê � ��Ë"��É � Ë�©

ª � ����Æ È�� ��Ë:� ��� ��È Ë � ÆV � �ÄÉ�Ê���É � �.Ë����ÄÇ�Æ ÑAÈ�� ��Ë:�I ��È Ë Ô�Ç�������ÔNÊ���É:Ë���� � � ��Ç�� ��È[È ����Ô�É��Ä¡f��Æ� ¤¦� È�; ��Æ È�� ÆQ��Æ
Ë Ê���É � ��Ë � ��Ç�Ô
É�� � Æ�Ëw�G¤Õ� ÈN� � È � � Ë���É � Æ
ËwÊ�É � Ê�É��ÄÔ�Ç�Ô
Ëw��Æ
Ë Ô �
� � � Æ���Æ È Ç�Ë
©�ÁuÆ
Ë«Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë
Ë ��È ÇQ� � � É�Ë �
��È Â È Ô
Æ�Ë2Æ È Ç�É�Æ,��Æ
Ë2Ê���É � ��Ë ����È Ç�É�Æ � Æ
Ë�¡¢��Æ �Ä� Æ
Ë"Æ ��� Æ
ËzÊ±Æ
���Æ È ÇQÉ�Æ�£ ��È ����É�©�ÁuÆ
Ë �
� ��� �ÄË�� ��È Ë
�
��È Ç�É�Æ � Æ�Ë%Ê���É � ��Ë¬Ë ��È Ç%Ç�É����¼Ç�Ô
Æ�Ë¬��Æ � �W��¥
��Æ ��� È ��§�É�Æ ¡¢��Æ � Æ ��� Æ
Ë¬Æ È Ç�É�ÆVÊ���É�Ç�� � � � Æ�Ë
©Cë È ��Ç�� � �ÄË�Æ
� ��È�� � È ���¼ÝGÔ�É�Æ
����Æ È Ç � Æ�Ë%��¥���Æ�Ë¬� � ��§ � Æ
Ë¬��Æ$Ó � É � Æ�° � �!���¼ÝGÔ�É�Æ È�� ÆVÊ�É�§�Ë�¡¢��ÆV��� È Ë � Æ � ��Ë%��Æ�Ë
�¨¯��f� Ë �
��È Ç�É�ÆN� È ÆNÊ���É � � Ñ � ¤Õ� È Æ���Æ
Ë:��Æ
����Ê���É�Ç�� � � � Æ�Ë%Ê � Ë�Ë�§���ÆW� È Æ�����Ë�Ë�ÆNÆ�Ç�� È É�� é���È � È Â È �ÄË
©
� � Ç ��È Ë$¡¢�h¤¦� � Æ
Ë�ÇV£���Æ È Ë ��É$Ê � Ë�Ë��Ä£ � ÆN��Æ �¨¯ � È ��Æ
É � Æ�Ë$Ê�É � Ê�É���Ô�Ç�Ô�Ë ��� � É � ��Ô � � È ��¡¢��Æ
Ë:��Æ
ËVÊ���É � ��Ë
Ö�Ó�É � Ç�Ç�Æ
��Æ È Ç Ñ É�Æ
Ë�Ç��ÄÇ���Ç�� ��È ØWË�� È Ëâ��ÝGÆ � Ç�Æ�É � Æ �Ä� Æ
Ë.��Æ�Ë�Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë�©�ë È ÊæÆ���Çâ��� È Ë��¬Ê���É.Æ���Æ
��Ê � Æ
Ë��Ä� � � Æ
Éz��Æ�ËÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç�ËQ��Æ,��É���� È Ë«Ó�É � Ç�Ç¨� È Ç�Ë2��� È Ë2� È.� � È � � ������Ê���É � �ÄË È���ÈfÌ Ó�É � Ç�Ç¨� È Ç�Æ
Ë�©
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ê�� È Ë � Æ �¨¯ ��Ê��ÄÇ�É�Æ È�� ��Ë:� ��� ��È Ë%��Ô�Ç¨��� ��� Æ�É � Æ�Ë:� ��È Ç¨����Æ�Ë�Æ�Ç ��Ô�Ç ¯�� ��Æ
Ë,��ÆN��Æ
Ë���É�Æ�Æ
��Ê � �Ié Ô�Ë
��� È Ë � ¤¦Ô�Ç�����Æ ��Æ�Ë¬Ô �
� � � Æ���Æ È Ç�Ë¬��Æ$��É���� È Ë�©GÁC�WÊ�É�Æ
����§�É�Æ Ê���É�Ç��ÄÆ ����È�� Æ�É È Æ � Æ
Ë � � È �����ß�h¤¦Ô �
� � � Æ Ì
��Æ È Ç�£������Ä��Æ È Ë�� ��È�È Æ � ËzÆ�ÇÇ�É���������Æ È Ë�� ��È�È Æ � ©� � ��Ë é ��Ô�Ç¨��� ��� Æ
É ��È Ë � Æ�ËQ��Ô�Ç ¯�� ��Æ
ËQ��Æ,��Æ�Ë���É�Æ�Ê���É
Ë����Äf�m��Æ$Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë�Æ�Ç%Ê���É¬ðA© � © � ©Cê�� È Ë¬� È ÆV��Æ�������§���Æ$Ê���É�Ç��ÄÆ È�� ��Ë%Ê�É�Ô�Ë�Æ È Ç�Æ
É ��È Ë � Æ � ��È Ç¨����Æ
��Æ%��Æ È Ë��Ä��Ô�Ç�É��ÄÆ¬£���Ë�Ô
Æ%Ë���É � ¤Í��£�Ë � É�Ê�Ç�� ��È ��Æ%É�� é���È γ ©

� .10 � 	,7 	,9�� 3���B	� 6:9�
�; � ;27V@�3!; � 	¬@CBz? 5�	,9�� 8%? 	�7�9�
�	 5�?k;��

a2_�^`_�^ � jwqj`v��n 1�n 4 euq�dfnpo`q�q�euv
Ü Â È �h¤¦Ô�Ç�������Æ�É%Æ È ��Ô�Ç���� �m� Æ
Ë%Ê�É � Ê�É��ÄÔ�Ç�Ô
Ë¬Ê ¯�é Ë��Ä¡f��Æ
Ë:��Æ
Ë,Ô �
� � � Æ���Æ È Ç�Ë%��É�� È � � ����É�Æ
Ë Ñ � Æ$� ��È�Ì

Ç¨����Æ Æ ��ÊæÔ�É�����Æ È Ç�� � � � �¼Ç È�� ��Ë.ÊæÆ�É���Æ�Ç�Ç�É�ÆL�h¤Õ� �
� Ô
��Æ�Éß����� � ��É�� � Ç�Ô�É��ÄË�Ç��Ä¡¢��Æ
Ë.� È ���Äf������Æ ��� Æ
Ë!��Æ�Ë
Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë
© ��� É�Æ�Ë�Ç�Æ�Ç�É�§�Ë ��Ô � � � ��Ç,�h¤Õ��Ç�Ç�Æ
� È ��É�Æ � Æ
Ë���É�� È ��Æ
��É�Ë � ��É�� � Ç�Ô�É��ÄË�Ç��Ä¡¢��Æ
Ë,Ç�Æ �Ä� Æ�Ë�¡¢��Æ � �.f� Ì
Ç�Æ�Ë�Ë�Æ � � � � �
� ��Ê�� � �ÄÇ�Ô:���ßË�Æ
� È �G¤Õ� È Ô �
� � � Æ
��Æ È Ç%°�Ç�É � ��Ë�������Æ È Ë�� ��È Ë�©±ê�Æ
Ë¬��Ô�Ç ¯�� ��Æ
Ë�Æ ���ÄË�Ç�Æ È Ç
Ö×��� � É � Ç � � � É���Ê ¯ ��Æ � Ö 2� �¨¯ ��É�� Æ�Ç:� � © Ñ Ú�Å�Å�#�Ø Ñ Ê ¯�� Ç ��Ì Ô � ��Ë�Ç�� � �ÄÇ�Ô.Ö�� � Ð Æ �Ä� Æ�Ç$Î Æ ¯ É�� È ��Æ�É Ñ ÃIÙ�Ù�Ù�Ø Ñ
��� � É � Ë ��� Ê��ÄÆ �
��È Ó ��È�� � � ÆßÖ % � � é ��Æ�Ç:� � © Ñ Ú�Å�Å�"¢Ø�Ø�������Ë È ÆNÊ±Æ
���Æ È Ç Ë�¤Í��Ê�Ê � �Ä¡f��Æ
É,¡f�G¤Í���f� � ��Ë,Ë�Ç¨� Ì
Ç��Ä¡¢��Æ
Ë � �W¡¢����Ë�� Ì Ë�Ç¨��Ç���¡¢��Æ
Ë�© ��� Æ
Ë�ÇzÔ
��� � Æ
��Æ È ÇzÊ � Ë�Ë���£ � Æ��G¤Õ��Ç�� � ��Ë�Æ�É ��Æ
Ë«Ç�Æ �¨¯�È �Ä¡¢��Æ
Ë2�h¤¦��������Æ�É���Æ2Ê���É
É�Ô�Ë ��È�È � È�� Æ������ È Ô�Ç���¡¢��Æ�Ö � © %©��L© Ø0��� È Ë � ¤¦Ô�Ç�����Æ2��Æ�Ë«Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç�Ëw��ÆQ��É���� È ËQÖbð0É ���¨¯�È�� Ð Ñ Ú�Å�Å�Ú�Ø�©
� � ��ËV�I ��È ËVÉ�Ô
� � �ÄË�Ô�� È � ��È Ç�����ÆW�h¤¦Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç$£��Ä������Æ È Ë�� ��È�È Æ � ÑA� Æ!¡¢���zÊ±Æ
É���Æ�Ç ��ÆWf��Ë�� Ì� � � ��Ë�Æ
É � ¤¦Æ È Ë�Æ
� £ � ÆW��Æ�Ë���É���� È Ë
©ìÎ«��Æ È ¡¢��Æ � Æ
Ë$É�Ô�Ë�� � Ç¨��Ç�Ë � £�Ç�Æ È ��Ë È Æ!Ë � ��Æ È ÇV����§
É�Æ����ÄÉ�Æ � Ç�Æ���Æ È Ç

Ç�É�� È Ë�Ê � É�Ç¨��£ � Æ
Ë%��� � ��Ë%�h¤¦� È Ô �
� � � Æ���Æ È Ç¬Ç�É��Ä������Æ È Ë�� ��È�È Æ � Ñ � �W��Ô � ��Ô�Ç�É��ÄÆVÚ�ê Ê�É�Ô�Ë�Æ�É��Æ � ¤¦Æ
Ë�Ë�Æ È�Ì
Ç��ÄÆ � ��Æ�Ë Ê�É �f� Æ
Ë�Ë���Ë«Ê ¯�é Ë���¡¢��Æ�Ë«��Æ2Ç�É�� È Ë�Ó�Æ�É�Ç ��ÆQ� � ��Æ È ÇwÆ�Çw��ÆQ���ÄË�Ë��ÄÊ���Ç�� ��È �h¤¦Ô È Æ�É����ÄÆ� È Ç�Æ
É��Æ È � È Ç
��� È Ë � Æ
Ë0Ô �
� � � Æ
��Æ È Ç�Ë0��É�� È � � ����É�Æ
Ëk��¥���ÆzË�� � Æ�É�Ç���� È ËìÊ ¯ Ô È�� ��§ È Æ
Ë È ¤Õ��Ê�Ê���É����ÄË�Ë�Æ È Ç`¡¢��Æ2��� È Ë0��Æ�Ë
��Ô � ��Ô�Ç�É���Æ
Ë2Ç�É������Ä��Æ È Ë�� ��È�È Æ ��� Æ
Ë
©�ÁCÆ�� ��È Ç�����Æ���Ô�Ç�Ô ����È ?��>��Æ�Ó×�8? ��È °�������� È ��Æ�É � Æ
ËQÊ�É � £ � §���Æ�Ë
Ç�Æ �¨¯�È �Ä¡f��Æ
Ë � � ��Ë�Ë���¡¢��Æ���Æ È Ç�É�Æ È�����È Ç�É�Ô�Ë���� È Ë � ����Ô � ��Ô�Ç�É���Æ�Ú�ê �ÒÓ � É � Æ�ËÔ � Æ � Ç�É � Ë�Ç���Ç��Ä¡¢��Æ
Ë Ö×Æ È É�Æ Ì� ��� È Ç � Æ�� ��È Ç¨����Æ�°�� È Æ�Ê�É���Ë�ÆÇ�Æ�É�É�ÆIØwÆ�Ç"� È�; ��Æ È�� Æ���� ; ������Æ�� È Ç�Æ
É�Ë�Ç��¼Ç���Æ � Öb���ÄÉ¨ØQÖbê�É�� Ï Æ Ñ ÃIÙ�Ù�Ã�Ø�©fÁC�
Ë�Ç�É�� � Ç���É�Æ � ���Æ
É�Ç�ÆW��� � � È � � �h¤¦Ô �
� � � Æ���Æ È Ç:ÊæÆ�É���Æ�Ç�° � ¤Í����É¬��Æ�Ë
¤¦Ô �¨¯ ��Ê�ÊæÆ�É Æ�Ç���Æ�É�Ô
������É�ÆN��� È Ë��� ¤¦� È�; ��Æ È�� Æâ��Æ
ËWÓ�É � Ç�Ç�Æ���Æ È Ç�Ë�f�ÄË�¡¢��Æ
�f� ��Æ � ¤Í����É�Ë���É � Æ
Ë�Ê���É�Ç�� � � � Æ�Ë
© � � ��ËW�I ��È Ë ����È Ë�Æ�É��Ô[���
����Æ
�f� � Æ ����È Â È Æ
��Æ È ÇQ£������Ä��Æ È Ë�� ��È�È Æ � Æ È Ë�¤ÕÆ�Ý � É ?®� È Ç��Æ%�N��� È Ç�Æ È ��É Ê���É�� ��� § � Æ�Ë � Æ�Ë"Ê���É � ��Ë
©
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pastilles

réservoir

xfondrugueux

pastille

fondrugueux

plaque de verre
cale d’épaisseur

θ

réservoir
22001400

@<A/CED #�©¼Ã&F �`��Æ�Ë��Æ%Ó×� � Æ%Æ�Ç2��Æ%Ê�É � Â � ��Æ � � � Æ �Ä� � � Æ��h¤¦Ô ��� � � Æ���Æ È Ç

ÁuÆ
ËwÊ���É � ��Ë0��Æ � � � Æ ��� � � Æz�G¤ÕÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç Ë�Æ �
� ��Ê � Ë�Æ È Çw��ÆQ��Æ
�f��Ê � ��¡¢��Æ�Ë ��Æ2�Æ
É�É�Æ���Æ���Å�Å¬���
��Æ ¯ ����Ç�Æ
��É Ñ Ú�Ú�Å�Å!���E��Æ � ��È ����Æ
��É¬Æ�ÇVÃIÅ!��� �h¤¦Ô
Ê�����Ë�Ë�Æ
��É Ñ Æ
Ë�Ê�� � Ô�Æ
Ë,�h¤¦Æ È f��É ��È #�© #!���.© ' È
£ 	 Ç���Æ È � � ����� È �Ä��� � ��È Ç�ÔzË���Éw� È Ê � � È � È�� � � È Ô«� � Ç�� ��È�È ÔzÊ���É0� È �Ô
É�� ÈV¯¢é ��É���� � ��¡¢��Æ"Ë � ��Ç��ÄÆ È Ç � Æ�Ë
Ê � ��¡¢��Æ
Ë0��Æ �Æ
É�É�Æ�©¢ê�Æ
Ë0Ê���Ë�Ç�� ��� Æ
ËìË ��È Ç`Ë�Ç ���¨Ï Ô
Æ
Ë`��� È Ë � Æ É�Ô
Ë�Æ
É� � �ÄÉ0Ë���Ê±Ô
É���Æ
��É0��É 	 � Æ"°�� È ���ÄË�Ê � Ë��¼Ç��¼Ó
��Ô � � È ��¡¢��ÆV��ÆVÉ�Æ���Ê � ��Ë�Ë�����Æ�©uÁuÆ�Ê � � È Æ�Ë�Ç�� � � É�Ë¬� È�� � � È Ô$�h¤¦� È � È � � Æ θ Ê � ���� È Ç%���É��ÄÆ
É¬Æ È Ç�É�Æ 0◦Æ�Ç 55◦ ©æÁuÆ É�Ô�Ë�Æ�É� � ��É�Æ�Ë�Ç � ���Æ�É�Ç¬Æ È É�Æ�Ç���É�� È Ç�� È Æ:£�������Æ�Ç�Ç�Æ Æ�Ç � Æ�Ë�Ê���É�Ç�� � � � Æ
ËQË
¤¦Ô ��� � � Æ È Ç¬Ë���É�� ÈÓ ��È �)É�������Æ
��� Ö � Óp© Ê���É�����É���Ê ¯ Æ � � Ì ��Æ�Ë�Ë � ��Ë¨Ø © � � ¤¦��Ë�Ë���Æ.��� � � È � � Ñ � Æ
Ë�Ê���É�Ç�� � � � Æ�Ë�Ë�¤ÕÔ �¨¯ ��Ê�Ê±Æ È Ç� �Ä£�É�Æ���Æ È Ç`Æ�Ç Ë ��È Ç É�Æ � ��Æ
� ��� ��Æ
Ë0��� È Ëw� È É�Ô
Ë�Æ�É� � ��É�©�ÁC�¬Â�����É�Æ�#�©ÄÃQ� ��È Ç�É�ÆQ� È Ë �¨¯ Ô
������ÆÊ�É�� È�� ��Ê±Æ Ñ
Æ�Ç � �:Â�����É�Æ�#�© Ú � È Æ%Ê ¯�� Ç � ���.� ��È Ç�����Æ�É�Ô®� � ��Ë�Ô%��� � ��£ � É���Ç � ��É�Æ�©

ÁuÆz��� � �ÄÆ
�%��É�� È � � ���ÄÉ�Æ`Æ
Ë�Ç �
��È Ë�Ç��ÄÇ���Ôz�h¤¦Æ È f��É ��È ÃIÅ�Å�Å�ÅÊ���Ë�Ç�� ��� Æ�Ë ��é � � È ��É��Ä¡¢��Æ
Ëk��Æ«Ê � � é Ë�Ç é É�§ È Æ Ì
�¨¯��f� ��Æ����� ��Æ ���í����§�Ç�É�Æ`Æ�Ç #��� �h¤¦Ô
Ê�����Ë�Ë�Æ
��ÉkÆ�Çì��Æ«����Ë�Ë�Æ«Å�©ÄÃ$�Q��©�ê�Æ
Ëk�N��É�¡¢��Æ
ËkË ��È ÇkÇ�É�� � Ô
Æ�Ë
Ë���É � Æ�Ë�Ê���Ë�Ç�� ��� Æ�Ë���Â È ��Æ É�Æ
Ê±Ô
É�Æ
É � Æ
��É � É��ÄÆ È Ç¨��Ç�� ��È Æ�Ç���Æ ��Æ
Ë���É�Æ�É � Æ���Éf�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ ��Æ:É � Ç���Ç�� ��È ©ÒÁC�
Â�����É�Æ #�© #V� ��È Ç�É�Æ¬��Æ
Ë2f��Æ
ËQ��Æ¬Ó×� � Æ,Æ�Ç2��Æ � ��Ç�Ô%��Æ
ËQÊ���Ë�Ç�� �Ä� Æ�Ë
©

�,��å �A��è������f�$áAà �
åu��~��
ÁC�ßÉ���� � Ë��ÄÇ�ÔW���sË ��� � ÆW��Æ � ¤¦Ô �
� � � Æ���Æ È Ç Æ
Ë�ÇV� È Ê���É�����§�Ç�É�ÆN��Ô�Ç�Æ
É���� È � È Ç®©kê�Æ
ËVÔ�Ç�����Æ�Ë$Ê�É�Ô Ì

� Ô���Æ È Ç�Æ
Ë ��È Ç����ÄË¬Æ È Ô�f����Æ È�� Æ�Ë ��È � È; ��Æ È�� ÆßÖ×ð � � � ��¡¢��Æ ÈhÑ ÃIÙ�Ù�Ù�£ÒØ�©CÁuÆVË �f� � Æ�Æ�Ë�Ç��h¤Í��£ � É�� � È Æ
Ë � ��É � Æ���Æ$����Ë�Ë���Ê���Ç�� ��È �h¤¦Ô È Æ
É�����Æ$Ê���É �¨¯���� Ë¬� È Ô � ��Ë�Ç���¡¢��Æ�Ë�������ËÔ
��� � Æ
��Æ È Ç¬� È Æ$Ë � ��É � ÆV�h¤Õ�����¼Ç¨� Ì
Ç�� ��È Ç ¯ Æ
É����Ä¡f��Æ�© �0È Æ�ÝæÆ�Ç Ñ � Æ
ËzÊ���É�Ç�� � � � Æ
Ëz��Æ
Ë �
� � �¨¯ Æ
Ë2� È Ó�Ô
É���Æ
��É�Æ
Ë«��Æ � ¤¦Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç"Ë���£���Ë�Ë�Æ È Ç � Æ
É�Æ � �ÄÆ�Ów� ��� ����Æ È Ç�Ô ���LË ��� � Æ�©hÁC��Ç�Æ���Ê±Ô
É���Ç���É�Æ ��É�� È � � ����É�Æ Ñ � � �
� ��Ê�� � �ÄÇ�Ô � �>Æ È��
� É�Æ � ��f�ÄÇ�Æ�Ë�Ë�Æ$��Æ� ¤¦Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç¬Ê±Æ
���Æ È Ç,¥�Ç�É�Æ$� � ���¼Â�Ô
Æ�Ë
©hÁuÆ�Ë¬���ÄÝæÔ
É�Æ È Ç�Ë�Ó ��È ��Ë¬É�������Æ
���ß¡¢��Æ È�� ��Ë¬��Ç�� � ��Ë ��È ËË ��È Ç
Ê�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Ô
ËË���É � �:Â�����É�Æ�#�© "�©
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pastilles

vis de serrage

fond rugueux

@BA/CED #�©ÍÚ F�ªz� È � � �h¤¦Ô ��� � � Æ���Æ È Ç£������Ä��Æ È Ë�� ��È�È Æ �

@<A/CED #�© #HF�ê��ÄË�¡¢��Æ�Ë«��ÆÊ � � é Ë�Ç é É�§ È Æ Ìä�¨¯���� �¢Ô
Ê����ÄË�Ë�Æ
��É I #m��� Ñ ���í����§�Ç�É�Æ I �m���.©�ÁC������É�¡¢��Æ2Ë���É� � £�� ��� Æ�Ê±Æ
É���Æ�Ç2��Æ,É�Æ
Ê±Ô
É�Æ
É2Ë ��È.� É���Æ È Ç���Ç�� ��È ©



��� ���>�	��
;�$� � ��� � , �$�9��%��'#���1�� ,��.
7� �'!"�;�6����#

fond ordonné

fond désordonné

@BA/CED #�© "�F�Û �¨¯ Ô
����ËQ��Æ
Ë2���¼ÝGÔ�É�Æ È Ç�ËQË ��� � Æ�ËQ��Ç�� � ��Ë�Ô
Ë

ÁuÆ
ËA�N��Ç�Ô
É��í�����VÖbð �ª Ñ Ê � � é Ë�Ç é É�§ È ÆIØuÆ�Ç � Æ�ËAÊ�É �f� Ô
����É�Æ�Ëì��Ç�� � �ÄË�Ô�Æ
ËwÖ×��Æ
��� Ì Ê���Ë�Ç�� ��� Æ
Ë �
� �Ä� Ô
Æ�ËCÊ � ��É� Æ�Ó ��È �s��Ô�Ë � É�� ��È�È Ô Ñ ��Ô �
� ��Ê±Æ ¯ ����Ç�Æ Ì Ê�É�Æ�Ë�Ë�� ��È Ê � ��É � ÆNÓ ��È � � É�� ��È�È ÔIØ�Ê � ��É � Æ
��É�Ó×��£�É�� � ��Ç�� ��È
���É��ÄÆ È Ç%�h¤¦� È Ë �f� � ÆV° � ¤Õ����Ç�É�Æ�©uÁuÆVÓ ��È � � É�� ��È�È ÔVÆ
Ë�Ç,Ó � É���Ô$�h¤Õ� È ÆVË�� ��� Æ
Ë�Ë�� ��È ��ÆV��Æ���� Ì ���ÄË�¡¢��Æ�Ë
��Æ,��¥���Æ%��������§�Ç�É�Æ%¡f��Æ � Æ
ËQÊ���Ë�Ç�� �Ä� Æ
Ë,Ö>�����NØ Ñ É�Ô���� � ��§
É�Æ
��Æ È Ç2Æ
Ë�Ê�� � Ô
Ë���Æ:Ú$���.©Òð � ��É � Æ%Ó ��È �
��Ô�Ë � É�� ��È�È Ô Ñ�È�� ��Ë`�® ��È Ë`��Ô ��� ��Ê±Ô � ¤¦Æ
Ë�Ê�� � Æ"Æ È�� ��Ë�Æ�Ë`��Æ%Ã � � ��Æ � ��É���Æ
��É�©�ê�� È Ë �¨¯ � � � È Æ2��Æ
Ë � Æ�Ë
� ��Ë�Æ
Ë Ñ � È Æ$��Æ���� Ì Ê���Ë�Ç�� ��� Æ,Æ�Ë�Ç%Ê � � � Ô�Æ$��Æ Ó×�8? ��È � � Ô
��Ç � ��É�Æ,Æ�Ç%��Æ$Ë � É�Ç�Æ$¡¢�h¤¦Æ ��� Æ È Æ ����Ô
Ê���Ë�Ë�Æ �VÊ���Ë
��ÆË�� � ��Ë�Æ�© Ü � È Ë�� Ñ � Æ
Ëw��Æ����WË ��� � Æ�Ë ��È Çz� È Æ���¥
��Æ��Æ È Ë��ÄÇ�Ô Ö×� È Æ���Æ���� Ì Ê���Ë�Ç�� ��� Æ«Ê���É � Æ È Ç��Ä��§�Ç�É�ÆIØ�©

Ü � Ì ��Æ � °ß��Æ � ¤Õ��Ë�ÊæÆ � ÇV��Ô � ��Ô�Ç�É���¡¢��Æ Ñ � Æ�Ë � ��É�� � Ç�Ô
É��ÄË�Ç���¡¢��Æ
Ë$��Ô � � È �Ä¡f��Æ
Ë$��Æ�Ë$���ÄÝæÔ
É�Æ È Ç�Ë$Ó ��È ��Ë
Ê±Æ
���Æ È Ç���É���Æ�É
©�ð � ��É2¡¢��� È Ç��¼Â�Æ
É � Æ�Ë2Æ�ÝæÆ�Ç�Ë È�� ��ËQ�I ��È ËQÉ�Ô
� � �ÄË�Ô¬� È Æ%Ô�Ç�����Æ ��� ��Ê���É�Ô�Æ¬��� ��� Æ�ï Ì
� �ÄÆ È ÇQ��Æ%É�Æ�Ë�Ç��¼Ç���Ç�� ��È!È�� É���� � ��Ô�Â È �uÊ���É �

en =
V +

n

V −
n

��� V −
n
Æ�Ç V +

n
Ë ��È Ç � Æ�Ë�f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�Æ�Ë!Ë�Æ � ��È � � È�� É���� � Æ.��� �¨¯���� É�Æ
Ë�ÊæÆ � Ç��Ä�Æ���Æ È Ç��®�� È ÇNÆ�ÇW��Ê�É�§�Ë� ¤¦����Ê�� � Ç®©IÁ0¤¦����Ê�� � Çk�G¤Õ� È ÆzÊ���Ë�Ç�� �Ä� Æ0Ë���É � ÆwÓ ��È � Æ
Ë�ÇìÂ � ��Ô`Ê���Ék� È Æ � ����Ô
É��É���Ê�����Æ ��Â È ��Æ«��Æ
Ë���É�Æ�É� Æ�Ëzf�ÄÇ�Æ�Ë�Ë�Æ
Ë��®�� È Ç2Æ�Ç��Ê�É�§
Ë � ¤Õ�Ä��Ê�� � Ç®©

ÁC�LÂ�����É�Æ #�© �[Ê�É�Ô�Ë�Æ È Ç�Æ � Æ�Ë�É�Ô
Ë�� � Ç���Ç�Ë���Æ � Æ�Ç�Ç�Æ�Ô�Ç�����Æ�©«ë È é  � �ÄÇ�¡f��Æ � Æ�Ë �
� Æ�ï � �ÄÆ È Ç�Ë���Æ
É�Æ�Ë�Ç��ÄÇ���Ç�� ��È ��Æ�Ë���Æ
�f�âÓ ��È ��Ë�Ë ��È Ç�Ê�É �f�¨¯ Æ
Ë�Æ�Ç¬� È Æ � � �C�h¤Õ�*)���Ë�Ç�Æ���Æ È Ç � � È Ô®���ÄÉ�Æ%� ��È�È Æ � È Æ:�� � Æ
��É
��Æ en ' 0.4 ©kª«Æ�Ç�Ç�Æ��� � Æ
��É,Ó×���Ä£ � ÆV� È ����¡¢��Æ�¡¢��Æ � Æ
Ë%Ó ��È ��Ë���Ç�� � ��Ë�Ô
Ë%Ë ��È Ç�Ç�É�§
Ë ��£�Ë � É�£�� È Ç�Ë�©0ª«Æ � �Æ
Ë�Ç�Ê�É � £���£ � Æ���Æ È Ç$� � ���sÓ×���ÄÇ:¡f��Æ � Æ
Ë$Ë ��� � Æ
Ë$Ê±Æ
���Æ È Ç�f��£�É�Æ
É Ñ Ê � ��Ç ��Ç$¡¢�h¤Õ�����4Ê�É � Ê�É���Ô�Ç�Ô
Ë$��Æ�Ë
����Ç�Ô�É��í��������Ç�� � ��Ë�Ô
Ë�©æð0���ÄË�¡¢�h¤¦� � È ¤ÕÆ ����Ë�Ç�Æ$Ê���Ë¬��Æ:���ÄÝæÔ
É�Æ È�� Æ$�N�*)�Æ���É�Æ:Æ È Ç�É�Æ � Æ
Ë�Ê�É � Ê�É���Ô�Ç�Ô�Ë���Ô � � Ì
È �Ä¡f��Æ
Ë«��Æ
Ëz���¼ÝGÔ�É�Æ È Ç�Ë Ó ��È ��Ë«É�������Æ���� Ñ � �,Ë�Æ
� � Æ����¼ÝGÔ�É�Æ È�� Æ�Æ È Ç�É�Æ � Æ
Ë`Ó ��È ��Ë«Æ
Ë�Ç � �,É�Ô
Ê���É�Ç��¼Ç�� ��È ��Æ�Ë
��Æ���� Ì Ê���Ë�Ç�� ��� Æ�Ë
©
� ��}��I�I�f���f�æ�V��� �A}���}�~b~ �f~bè×�®���.áC�f� �A}���å±èb��~�}����¢��}�~×�f�
� ç`�����VáC�>~ � �f��}��I�I�f���f�æ�

ª � ����Æ È�� ��Ë � ¤Õ�® ��È Ë�� È ����¡¢��Ô�������Ô�£���Ç:��Æ � Æ �¨¯ ��Ê��ÄÇ�É�Æ Ñ � Æ�Ê���É�� ��� Ô � ��Ë���Æ ��Æ�Ë:Ê���É � �ÄË�) � ��Æ
� È É � � Æ!Ê�É�Ô�Ê ��È ��Ô
É�� È ÇN��� È Ë � ¤ÕÔ�Ç�����Æ���Æ�Ë�Ô �
� � � Æ
��Æ È Ç�Ë
© ë È �¨¯ Æ�É �¨¯ Æâ£���Æ È Ë ��ÉN° �
��È Ë�Æ�É��Æ�É � Æ
�
��È Â È Æ���Æ È ÇQ£��Ä������Æ È Ë�� ��È�È Æ � ��� È Ë � � � Æ �Ä� � � Æ�������Ë«��Æ
Ë2����Ê±Ô
É���Ç��ÄÓ�ËwÇ�Æ �¨¯�È ��¡¢��Æ�Ë È�� ��Ë � £ � ����Æ È Ç2°
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v−

v+

v+
v−

n

. n

. ne =

fond rugueux

bille
incidente

@BA/CED #�© � F�ª � Æ�ï � ��Æ È ÇQ��Æ%É�Æ�Ë�Ç��ÄÇ���Ç�� ��È Æ È f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�Æ È�� É��N� � Æ

������Ê�Ç�Æ�É � �Q��Ô � ��Ô�Ç�É��ÄÆ�© � ��Ô
� � Æ���Æ È Ç Ñ � ¤ÕÔ � ��É�ÇìÆ È Ç�É�Æ"Ê���É � �ÄËk��Æ�fÉ����¼Çm¥�Ç�É�ÆzÔ���� � ° � ¤¦Ô
Ê�����Ë�Ë�Æ
��Éì��Æ�ËmÊ���Ë Ì
Ç�� ��� Æ
Ë0������� � ��Æ�� ��É�� È � � ���ÄÉ�Æ"������Ë � Æ
Ëw��Ô�Ó×����Ç�Ëw��Æ
Ë Ê���Ë�Ç�� �Ä� Æ�Ë`��� È Ë���¡¢��Æ���Æ�Ë Ê � ��Ë�Ë��Ä§
É�Æ�Ë«� È Ç�É � �����¼Ç�Æ
Ë
��� È Ë � Æ � � È � � � É�Ô�Æ
É�����Æ È Ç«� � � É�Ë0��Æ�Ë Ê�É � £ � §
��Æ
Ë � � Æ
É�Ç¨��� È Æ
Ë`Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë`É�Æ�Ë�Ç�Æ
É�����Æ È Ç �
� � È�� Ô�Æ
ËwÆ È Ç�É�Æ� Æ�Ë�Ê � ��¡¢��Æ�Ë���Æ��Æ�É�É�Æ�©ìð � ��É�É�Æ
��Ô
����Æ
É,° � ÆNÊ�É � £ � §
��Æ Ñ � È Ô � ��É�Ç:Æ È Ç�É�ÆNÊ���É � ��Ë%Ê � ��Ë,����Ê � É�Ç¨� È Ç
¡¢��Æ � ¤¦Ô
Ê����ÄË�Ë�Æ
��É2��Æ�ËÊ���Ë�Ç�� ��� Æ
Ë"�$Ô�Ç�Ô �¨¯�� ��Ë�� ©�ÁuÆ
ËQÊ���É � ��Ë"��Æ%�Æ
É�É�Æ,Ë ��È ÇÔ � ��É�Ç�Ô�Æ
ËQÊ���É2��Æ�Ë � � � Æ�Ë"Æ È
� � ��Æ
É%��Æ #���� Ê � � � Ô�Æ
Ë,Ë���É � ÆVÊ � ��É�Ç � ��É%��Æ � � � Æ ��� � � Æ�©hÁCÆ�Ë:Ê���É � �ÄË,Ë ��È Ç�Â���Ô�Æ
Ë$° � ��Ë�Ç�É�� � Ç���É�Æ
�h¤Õ� � ����� È ����� ° � ¤Õ���Ä��Æ���Æ%Ë�� �Wf��Ë2��Æ¬Ë�Æ
É�É�����Æ%É�Ô
Ê���É�Ç��ÄÆ
Ë � Æ � ��È �V��Æ � � � Æ �Ä� � � ÆVÖ� � ��É � � Â�����É�Æ #�© Ú�Ø
Æ�Ç���Â È �G¤Í��������Æ È Ç�Æ
É � ¤¦Ô � ��É�ÇÆ È Ç�É�Æ Ê���É � ��Ë Ñ ��Æ
Ë�Ó�Æ���� �Ä� Æ�ËQ��Æ � ���ÄfÉ�Æ ��Æ Å�©¼Ã:��� �h¤ÕÔ�Ê����ÄË�Ë�Æ���É�Ë ��È Ç
� È Ç�Æ
É � � � Ô�Æ
Ë�Æ È Ç�É�Æ � Æ
Ë � � � Æ
Ë�Æ�Ç � Æ��Æ�É�É�ÆV��� È �¼�Æ®���>��Æ
Ë�f��Ë�© � � ��Ë¬�® ��È Ë �¨¯�� �ÄË��A� È Æ$Ô�Ê�����Ë�Ë�Æ���É e��Æ #�© #����.©æª«Æ�Ç�Ç�Æ ��Ô�Ç ¯�� ��Æ�Ê�É�Ô�Ë�Æ È Ç�ÆV��Æ
���â� È��
��È �Ô È ��Æ È Ç�Ë����*)�Æ
��É�Ë
©Gð0É�Æ
����§�É�Æ���Æ È Ç Ñ � ¤ÕÔ È Æ
É�����Æ
���ÄË�Ë��ÄÊæÔ�Æ$Ê���É � Æ
Ë �¨¯��f� Ë �
��È Ç�É�Æ � Æ�Ë¬Ê���É � ��Ë¬��������Æ È Ç�Æ ����È Ë��Ä��Ô
É���£ � Æ
��Æ È Ç,�®�Æ � � ¤ÕÔ � ��É�Ç�Æ
��Æ È Ç%��Æ�Ë
Ê � ��¡¢��Æ
Ë � ��É � Æ
Ë%Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë¬����� È Æ È Ç:� � � É�Ë�Æ È � �Ä£æÆ�É�Ç�Ô:��Æ�� � ���Æ
��Æ È Ç,Æ�Ç ��È Ç,� È Æ�Ê � ��Ë,��É�� È ��Æ
Ç�Æ È ��� È�� Æ�°%f��£�É�Æ
É«Æ È Ç�É�Æ � Æ�Ë Ê���É � �ÄË�Ö Ü �
� È �®� Ñ ÃIÙ�Ù���Ø�©fê�Æ�������§���Æ���Æ È Ç Ñ � ÆQË�Æ
É�É�����Æ���Æ�Ë f��ËwË���É � Æ�Ë
Ê � ��¡¢��Æ
Ëw��Æ2�Æ
É�É�Æ È Æ�Ë�ÆQÓ×���¼Ç`Ê���Ëw��ÆÓ×� ? ��È � È �¼Ó � É���Æ�©¢ÁuÆ
Ë �
��È Ç�É���� È Ç�Æ
ËwÆ���Æ�É � Ô�Æ
Ë"���� � ��Ë�� È ����Æ2��Æ�Ë
f��Ë0��Æ"Ë�Æ
É�É�����Æ"Ë ��È Ç`Ê � ��Ë0����Ê � É�Ç¨� È Ç�Æ
Ëì¡¢�h¤Õ��� ��� Æ���É�ËìÆ�Ç`��Ô�Ó � É���Æ È Ç � Æ
Ë0Ê � ��¡¢��Æ
Ë�© Ü � È Ë�� Ñ � � Æ�����Ë�Ç�Æ"��Æ�Ë
� � ����� È Æ
Ë%��� � � È � � �h¤ÕÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç ��� � ¤ÕÔ � ��É�Ç,Æ È Ç�É�Æ�Ê���É � �ÄË,Æ�Ë�Ç:Ê � ��Ë%�Ä��Ê � É�Ç�� È Ç%¡¢��Æ � ���� � Æ
��É
Ë � � ¯ ���¼Ç�Ô
Æ�©
� �f�®àA���>áC�>~ � ����}����®��� ���±�

e

� � ��Ë`�I ��È Ë0É�Ô®� � ��Ë�Ô«��Æ
Ë0��Æ
Ë���É�Æ�Ë0��Æ � ¤¦Ô � ��É�Ç�Æ
��Æ È Ç0��Æ�Ë0Ê � ��¡¢��Æ�Ë0��Æz�Æ�É�É�Æ2°�Ê � ��Ë���Æ���É�ËmÆ È ��É � �ÄÇ�Ë
��Æ � � � Æ �Ä� � � Æ�©Cð � ��É � Æ � � ÑAÈ�� ��Ë$�® ��È Ë:Ê�É � )�Æ�Ç�ÔW� È Ó×����Ë � Æ®��� � ��Ë�Æ
É,Æ È � È�� �Ä��Æ È�� Æ � £ � �Ä¡f��Æ�Ë���É � �
Ê�É�Æ
����§
É�Æ2Ê � ��¡¢��ÆQ��Æ2�Æ�É�É�Æ�© �0È É�Æ � Æ��� È Ç � �¬Ê � Ë��ÄÇ�� ��È ��Æ�Ë«É�� é���È ËwÉ�Ô ; Ô �¨¯ �ÄË«Ê���É � Æ
Ë`� È Ç�Æ�É�Ó×� � Æ
ËwË�� � Ì
� Æ�Ë�Ë��Ä�Æ�Ë«Æ�Ç Æ È ��Æ
Ë���É�� È Ç � ¤Õ� È � � Æz�h¤¦� È�� ����Æ È�� Æ Ñ�È�� ��Ë«�® ��È Ë Ê���Ô��� � ��Æ�É � ���� � Æ
��É0��Æ � ¤¦Ô � ��É�Ç�Æ���Æ È Ç
Æ È Ç�É�Æ�Ê���É � �ÄË
© � � ��Ëz�® ��È Ë �
��È Ë�Ç���Ç�Ô¡f��Æ � ¤¦Ô � ��É�Çw���É��ÄÆQ��ÆÓ×�8? ��È Ë�Æ È Ë��Ä£ � ÆQË�Æ � ��È ¡f��Æ � ¤ ��È Ë�Æ�Ê � � � Æ
���� � �ÄË�� È ����Æ:Ö e = 3.3 mm Ø � � � � � È Ö e = 3.6 mm Ø`�h¤¦� È Æ��ÄË
©fÁC�,Â�����É�Æ�#�© �,� ��È Ç�É�Æ� È Ë �¨¯ Ô
���
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e

d

2 d cos r 2 d cos r2 e cos i

i

r

air n = 1

n 1 = 1.5
verre

@<A/CED #�© �GF %AÆ �¨¯�È �Ä¡¢��Æ:��Æ%É�Ô ; Æ ��� ��È�Ì Ç�É�� È Ë�����Ë�Ë�� ��È � � � Ç���Ê � Æ
Ë

��Æ � �¬Ç�Æ �¨¯�È ��¡¢��Æ��ÆQÉ�Ô ; Æ���� ��ÈfÌ Ç�É�� È Ë����ÄË�Ë�� ��È � � � Ç���Ê � Æ
Ë0��Ç�� � ��Ë�Ô
Æ"Ê � ��É � �¬��Æ�Ë���É�Æ���Æ � ¤¦Ô � ��É�Ç�Æ
��Æ È Ç®©

�.è �k��}���è�å±�)áC�f� �A}����Ièb~×~×�f�
�0È Ô�Ç������í� È Ç � �2Ç�É��$)�Æ � Ç � ��É�Æ �G¤Õ� È ÆzÊ���Ë�Ç�� �Ä� Æ`Æ È:�¨¯ ��Ç�Æ � �Ä£�É�Æ`��� È Ë � � � Æ ��� � � Æ Ñ�È�� ��Ë È�� ��ËìË � ����Æ�Ë

��Ê±Æ
É ?
��Ë�¡¢�h¤Õ��� Ì ��Æ � °N�h¤¦� È Æ:�� � Æ
��É � É��ÄÇ��Ä¡¢��Æ���Æ � �V��¼Ç�Æ�Ë�Ë�Æ.Ö�Æ È f��É ��È Ú m.s−1 Ø � ��Ê���É�Ç�� � � � Æ,Ô�Ç����ÄÇ
£�É���Ë�¡¢��Æ���Æ È Ç¬Ó�É�Æ
� È Ô
Æ���� È Ë�Ë ��È � � ���Æ
��Æ È ÇVÖ  � �ÄÉÂ�����É�Æ #�©���Ø © ' È Æ Æ ��Ê � � � ��Ç�� ��È �NÔ�Ç�Ô:Ç�É � ���Ô�Æ
° � ÆâÊ ¯ Ô È�� ��§ È Æ�© � � ��ËN�I ��È Ë�Ê�� � £�Ë�Æ
É��Æ
ÉN��Æ
ËN���É��í��Ç�� ��È Ë$�h¤ � É���Æ È Ç¨��Ç�� ��È ��� È Ë � �[����É�Æ � Ç�� ��È
Ê±Æ
É�Ê±Æ È ��� � � � ���ÄÉ�Æ`���f�,Ê���É � ��ËuÆ È Ë����¼�� È Çì� È É�Æ ; Æ�ÇìÊ���É���Ë��¼Ç�Æ�© �0È Æ�ÝæÆ�Ç Ñ Ê�����Ë�¡f��Æ � ¤¦Ô � ��É�Ç�Æ
��Æ È ÇAÆ È Ç�É�Æ� Æ�Ë«Ê���É � �ÄË«Æ
Ë�Ç"Ë���ÊæÔ�É���Æ���É"° � ¤ÕÔ�Ê�����Ë�Ë�Æ���É«��Æ�Ë"Ê���Ë�Ç�� �Ä� Æ�Ë Ñ¢� Æ ��� Æ�Ë Ìä� �±ÊæÆ����Æ È Ç2Ë�¤Õ� È�� � � È Æ�É«��� È Ë � Æ � � È � � ©
ê�ÆVÊ � ��Ë Ñ � Æ
Ë¬Ê���Ë�Ç�� ��� Æ
Ë�Ê±Æ
���Æ È Ç�Æ È Ç�É�Æ
É%Æ È f��£�É���Ç�� ��È Ç�É�§
Ë%É���Ê�����Æ:Æ�Ç���� È Ë��ì����Ë�Ë���Ê±Æ
É¬� È Æ���É�� È ��Æ
Ê���É�Ç��ÄÆ$��Æ � Æ
��É¬Ô È Æ
É�����Æ�©kª«Æ�Ê ¯ Ô È�� ��§ È Æ�Ê±Æ
��Ç:Ô���� � Æ���Æ È Ç%Ê�É �  � ¡¢��Æ
É,��Æ�Ë ��Æ�� £ � ��Ç�Æ�� ��� ����Æ�Ë���Æ�Ç
£ � � ¡¢��Æ�É � ��É�� � Æ È Ç���Éz��É�Ç��ÄÂ � ��Æ �Ä� Æ���Æ È Ç � ¤¦Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç®©

ÁC��Â�����É�Æ #�© ��� ��È Ç�É�Æ%� È Æ��Ä�N����Æ¬£�É���Ç�Æ��G¤Õ� È Æ�Ê���É�Ç�� � � � Æ,��� È Ë��u¡¢��Æ � ¤Õ�Ä�N����Æ�Ë�Æ���� �Ä� Ô�Æ ��� É�É�Æ
Ë Ì
Ê ��È ��� È Ç�Æ�©kë È  � �ÄÇ�¡f�G¤Õ� � Æ ����Ë�Ç�Æ�� È É�Æ ; Æ�Ç:Ë���É � ÆV£ � É�� ��Æ � ��Ê���Ë�Ç�� �Ä� Æ$Æ�Ç�¡¢�h¤¦� � Æ
Ë�Ç:Ê � Ë�Ë���£ � ÆV��Æ� ¤¦��Ë � � Æ�É Ê���É«Ë�Æ
��� ��� ����Æ�©fÁC�:Ê � Ë��¼Ç�� ��È ��Æ � Æ¬É�Æ ; Æ�Ç"Æ�Ë�Ç"� È Æ¬� È ��� � ��Ç�� ��È ��Æ � ¤ � É��ÄÆ È Ç¨��Ç�� ��È Ê���É���Ë��¼Ç�Æ��Æ� � Ê���É�Ç�� � � � Æ�©

ë È �WÉ�Æ
Ê � É�Ç�Ô$Ë���É � ��Â�����É�Æ #�©ÕÙ � �WÊ � Ë��¼Ç�� ��È ���[É�Æ ; Æ�Ç%��� È Ë � Æ�É�Ô�Ó�Æ
É�Æ È Ç���Æ � ��Æ � ��Ê���Ë�Ç�� �Ä� Æ,Æ È
Ó ��È�� Ç�� ��È ���WÇ�Æ
��Ê�Ë
©�ÁuÆ
Ë«f��£�É���Ç�� ��È Ë ��Ê�Ê���É����ÄË�Ë�Æ È Ç«Ç�É�§
Ë � � ����É�Æ���Æ È Ç®©�ë È  � �¼Çz¡¢��Æ � Æ�� � ���Æ���Æ È Ç
É�� � Æ È Ç��ÄÇ Æ�ÇVÊ���Ë�Ë�Æ!�h¤¦� È Æ!Ó�É�Ô�¡¢��Æ È�� Æ��h¤ÕÆ È ��ÄÉ ��È ÃIÅ�Å � �!°>Æ È f��É ��È Ú�Å � ��© Ü Ê�É�§�Ë�Ê � ��Ë���Æ
��É�Ë:f� Ì
£�É���Ç�� ��È Ë Ñ � ��Ê���Ë�Ç�� ��� ÆVÉ�Æ
Ê�É�Æ È �sË���Ç�É��*)�Æ � Ç � �ÄÉ�ÆNÊ���É���£ � � ��¡¢��Æ�©CÁuÆ�Ë �¨¯��f� Ë Æ È Ç�É�ÆWÊ���Ë�Ç�� ��� Æ
Ë � ���®�Æ �� Æ�Ë �f� � Æ�Ê±Æ
���Æ È Ç,Æ
��� Ì ����Ë�Ë��ìÊ�É �  � ¡f��Æ
É¬��Æ�Ë�f��£�É���Ç�� ��È Ë
©æª«Æ Ê ¯ Ô È�� ��§ È Æ Ë�Æ�� £ � Æ:� È Ô � � � Ç¨��£ � Æ�© ���
Ó×����Çw� ��È�� �Æ
� ��� Æ
É0° È Æ2Ê���ËwÔ�Ç�������Æ�É`�h¤ÕÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç�ËwÉ���Ê��Ä��Æ
Ë`��� È Ë � ÆQË é Ë�Ç�§���Æ Ñ¢� ��É � ��f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�ÆQ� � �ÄÇ
É�Æ�Ë�Ç�Æ
É2� È Ó�Ô�É��ÄÆ
��É�Æ%°VÆ È ��ÄÉ ��È Ú m.s−1 ©
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@<A/CED #�© �&F %kÉ��*)�Æ � Ç � �ÄÉ�ÆQ�h¤Õ� È Æ�Ê���Ë�Ç�� ��� Æ�©¢ÁC��Ê���Ë�Ç�� ��� Æ2Æ�Ë�Ç"£�É���Ë�¡¢��Æ���Æ È ÇzÓ�É�Æ�� È Ô�Æ � � É�Ë�¡¢�h¤¦Æ �Ä� Æ��Ç�Ç�Æ
� È Ç
� È Æ¬f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ,�h¤ÕÆ È ��ÄÉ ��È Ú m.s−1 ©

@<A/CED #�© � F � �N����Æ
Ë:£�É���Ç�ÆNÆ�Ç:Ë�Æ���� �Ä� Ô
Æ��h¤¦� È ÆWÊ���Ë�Ç�� ��� ÆVÊ�É �f�¨¯ ÆN����Ë �f� � Æ�©kÁA��Ê���Ë�Ç�� �Ä� Æ$Æ
Ë�Ç$Ê±Æ
� È Ç�Æ
Æ È�È�� �ÄÉ Ñ Æ�Ç� È Æ,����É�¡¢��Æ%£ � � È��¨¯ Æ é Æ
Ë�Ç�Ê±Æ
� È Ç�Æ,Æ È £ � � È�� ©æÁuÆ%É�Æ ; Æ�Ç�¡¢���A��Ê�Ê���É��-+�Ç È Æ�Ç�Ç�Æ
��Æ È ÇÆ È
¯ ����Ç�°$��É � �ÄÇ�Æ¬��Æ � � Ê���Ë�Ç�� ��� Æ�� ��È�È Æ�� È Æ%� È ��� � ��Ç�� ��È Ë���É � ¤ � É���Æ È Ç���Ç�� ��È ��Æ � Æ ��� Æ Ì�� � ©
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@<A/CED #�©ÕÙGF �w��É�����Ç�� ��È ��Æ � �$Ê � Ë��¼Ç�� ��È Ë�Æ � ��È x ����É�Æ ; Æ�Ç®©

� ���ìè ����~�}L�
åÒ�I��è×��áAà���f�
�¢�I|±å±è×�
ª ��È Ç�É�����É�Æ
��Æ È Ç,°W� È Æ � � Æ
Ê�Ë é ��É�Æ Ñ ��� È Ë � ��¡¢��Æ �Ä� Æ � Æ É�Ô�Ë�Æ�É� � ��É �
��È Ç���Æ È Ç%� È � ��¡¢���Ä��Æ Ñ � Æ ��Ô
£��¼Ç

Æ
Ë�Ç �
��È Ë�Ç¨� È ÇQ��� È Ë � Æ � ��ËQ���.Ë���£ � ��Æ
É�©�ÁC� Â�����É�Æ #�©ÄÃ®Å � ��È Ç�É�Æ � Æ���Ô
£��¼Ç Q Æ È Ë � É�Ç���Æ¬����É�Ô�Ë�Æ�É� � ��É
Æ È Ó ��È�� Ç�� ��È ���LÇ�Æ
��Ê�Ë
©uë È  � �ÄÇ%¡¢�h¤¦� � É�Æ�Ë�Ç�Æ�°!Ê±Æ
�LÊ�É�§�Ë ����È Ë�Ç¨� È Ç )���Ë�¡¢�h¤Õ° � ÆV¡f��Æ � Æ$É�Ô�Ë�Æ
É� � �ÄÉ
Ë�Æ¬Ë � �ÄÇzÆ È Ç��Ä§
É�Æ���Æ È Ç"��Ä��Ô�©�ÁuÆ¬��Ô
£��¼Ç"��Ô�ÊæÆ È ����Æ � ¤ � ���Æ�É�Ç���É�Æ%° � �:Ë � É�Ç��ÄÆ�����É�Ô�Ë�Æ
É� � �ÄÉ"�N����Ëz����Ë�Ë��
��Æ�Ë ��È � È�� � � È ����Ë ��È ©¢ÁC��Â�����É�Æ #�©¼Ã�Ã�� ��� ��Ë�Ç�É�ÆQ� È � ��È Ç�����Æ ��� � ¤ � ���Æ
É�Ç���É�Æ�Æ
Ë�Ç2Ë � � �Ä�����ÄÉ�ÆQ��� � � È � � ©
�0È Ó×����Ë�� È Ç ���É��ÄÆ
É � ¤Õ� È�� � � È ����Ë ��È ��� � � È � � Ñì��È Ó×���¼Ç Ô���� � Æ���Æ È Ç ���É��ÄÆ
É � ÆW��Ô�£��ÄÇ$�G¤ÕÆ È Ç�É�Ô�Æ�©=� � ��Ë

@BA/CED #�©¼ÃIÅGF �  � � ��Ç�� ��È Ç�Æ
��Ê � É�Æ ��� Æ�������Ô
£��¼ÇQÆ È Ë � É�Ç���Æ¬����É�Ô
Ë�Æ�É� � ��É
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@<A/CED #�©¼Ã�Ã+F �w��É��í��Ç�� ��È ���4��Ô
£��ÄÇ��®�Æ � � ¤Õ� È�� � � È ���ÄË ��È ��� È Ë � Æ � ��ËV�h¤¦� È É�Ô�Ë�Æ
É� � �ÄÉVË � � �������ÄÉ�Æ����
� � È � �

�® ��È Ë�� ��È��:�¨¯�� ��Ë��ì��Æ,Ç � �*) � ��É�Ë�����É���Æ
É � ¤ � ���Æ�É�Ç���É�Æ ���âÉ�Ô
Ë�Æ
É� � �ÄÉ ¯�� É�� � ��È Ç�� � Æ�©æª«Æ � �ìÊæÆ�É���Æ�Ç��Æ
�
��È Ç�É � � Æ
É"Ê�É�Ô � ��Ë�Ô���Æ È Ç � Æ¬��Ô
£��ÄÇ2�h¤¦Æ È Ç�É�Ô
Æ�¡f��Æ ��� Æ¬¡¢��Æ%Ë � �¼Ç � ¤¦� È�� � � È ����Ë ��È ��� � � È � � ©

a2_�^`_/. � jwqj`y � l�g�n 1�n 4 euq�dfnpowqq�euvpd
� �f�®����è �C��è�åæ�

@<A/CED #�©ÄÃ�Ú FWð ¯�� Ç � ��É���Ê ¯ ��Æ�Ë2��Æ
Ë2���¼ÝGÔ�É�Æ È Ç�ËQ� ��È Ç¨����Æ
Ë2��Ç�� � �ÄË�Ô�Ë

� � ��Ëz�® ��È Ë �
��È Ë�Ç�É����ÄÇ ��Æ����W� � ��§ � Æ
Ëw��Æ � � È � � �h¤¦Ô ��� � � Æ���Æ È Ç«Ç�É������Ä��Æ È Ë�� ��È�È Æ � ©¢ª«Æ�Ë � � È �����
Ë ��È Ç��Æ%Ç¨��� ��� Æ�Ê � ��ËQ� � ��Æ
Ë�Ç�Æ,¡f��Æ È�� Ç�É�Æ � � È � � £��Ä������Æ È Ë�� ��È�È Æ � ©�ð � ��É � ¤Õ� È Ö Â�����É�Æ #�©¼Ã�Ú���Ø Ñ�È�� ��Ë
�® ��È Ë���Ç�� � ��Ë�Ô:��Æ
Ë,Ê � ��¡f��Æ
Ë%��Æ$�Æ�É�É�Æ��h¤¦� È Æ � ��È ����Æ
��É¬��Æ�Ã®Å�Å cm Ñ �G¤Õ� È Æ ¯ ����Ç�Æ���É%��Æ "�Å cm Æ�Ç
�h¤¦� È Æ2Ô
Ê�����Ë�Ë�Æ
��É ��Æ%ÃIÅ mm Ê � � � Ô
Æ�ËwË���É`� È Ë �f� � Æ"�G¤Õ� È�� � � È ���ÄË ��È É�Ô
� � ��£ � Æ�©�ê�� È Ë � ¤Õ����Ç�É�Æ"� ��È Ç¨����Æ
Ö�Â�����É�Æ #�©ÄÃIÚ�£ÒØ Ñ�È�� ��Ë`�I ��È Ëm��Ç�� � ��Ë�Ô ��Æ�Ë0Ê � ��¡f��Æ
Ëm��Æ �Æ
É�É�Æ � ��É�É�Ô
Æ
Ë0��Æ � ��È ����Æ
��Ék��Æ���Å cm Æ�Ç0�h¤¦� È Æ
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Ô
Ê�����Ë�Ë�Æ
��É«��Æ�ÃIÅ mm Ê � Ë�Ô�Æ
Ë Ë���É � È Ë �f� � ÆQÂ���Æ�©�Á0¤¦Ô � ��É�Ç�Æ
��Æ È ÇzÆ È Ç�É�Æ � Æ
ËwÊ � ��¡¢��Æ
Ëw���É���ÆQ��Æ�Ú mm°�Ã®Å cm ��� È Ë È�� Ë Æ���ÊæÔ�É��ÄÆ È�� Æ
Ë
©�Á0¤ � ���Æ
É�Ç���É�Æ����NÉ�Ô
Ë�Æ
É� � �ÄÉ«¡¢��Æ È�� ��Ë«�I ��È Ë �
��È Ë�Ç�É����ÄÇ � � �¼Ç«� ��È��
Ë
¤Õ������Ê�Ç�Æ�É���������¼�Æ
É�Ë�Æ�Ë � ��É���Æ���É�Ë"��� � � È � � ©
� ������}�� �f��è�}�à�� �Ò��}��hàA~�}�è×���f�$àu��èb~×è×�&�f�
� � ��Ë%�I ��È Ë%��Ç�� � �ÄË�Ô���Æ
���âÇ é ÊæÆ�Ë,��Æ$��É���� È ËVÖ  � �ÄÉ�Â�����É�Æ #�©¼Ã$#�Ø�©GÁuÆ Ê�É�Æ����ÄÆ
É�Æ�Ë�Ç%���[Ë���£ � Æ:��Æ

î ��È Ç¨��� È Æ
£ � Æ®���h©ìÁuÆ�Ë$��É���� È Ë Ë ��È ÇV��ÆWÇ¨��� ��� ÆV���É��í��£ � Æ>Ö �
� ��Ê�É���Ë�ÆNÆ È Ç�É�Æ>Ã ��Å µm Æ�Ç ��Å�Å µm Ø:Æ�Ç��Æ:Ó � É���Æ �
� ��Ê � Æ���Æ:£���Æ È ¡f��Æ � � � £�� � Æ���Æ È Ç�Ë�Ê ¯ Ô
É���¡¢��Æ.Ö�Ê���Ë��G¤Í� È ��Ë � Ç�É � Ê���Æ È Æ�Ç�Ç�ÆIØ © � � ��Ë¬�® ��È Ë
Ô
��� � Æ���Æ È Ç��Ç�� � �ÄË�Ô%��Æ�Ë�£�� ��� Æ�Ë2��Æ��Æ
É�É�Æ � Ö Â�����É�Æ #�©¼Ã$#�£ÒØ ©æª«Æ
Ë�£�� ��� Æ
Ë2Ë ��È ÇÇ�É�§�Ë�Ë�Ê ¯ Ô
É���¡¢��Æ�Ë¬Æ�Ç � Æ
��ÉÇ¨��� ��� Æ!Ö ��Å�Å ± ��Å µm Ø�Æ
Ë�Ç,����Æ���� � � � �Ä£�É�Ô�Æ$¡f��Æ�Ê � ��É � Æ$Ë���£ � ÆV��Æ�î ��È Ç���� È Æ
£ � Æ®���h©GÁuÆ
Ë,£�� �Ä� Æ
Ë��Æ�Æ�É�É�Æ:Ê�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Æ È Ç¬� È �®�� È Ç¨����Æ �
��È Ë��Ä��Ô
É���£ � Æ%Ë���É � Æ%Ë���£ � Æ�Ê�����Ë�¡f�G¤Õ� � Æ
Ë�Ç�Ê � Ë�Ë��Ä£ � Æ%° � ¤Õ������Æ¬�h¤Õ� È Æ
� ����Ô�É��$É���Ê�����Æ¬�h¤¦����Æ È Ç��¼Â�Æ
É �¨¯ � � � È ��Æ
ËQ��É���� È ËzÆ�ÇQ�h¤Í����Ç � É���Ë�Æ
É2��� È Ë�� � Æ¬Ë����¼f�u��Æ%Ê���É�Ç�� � � � Æ�Ë
©

@<A/CED #�©¼Ã$#4F ��Ø%ð ¯�� Ç � ��É���Ê ¯ ��Æ�������� � É � Ë ��� Ê±Æ�����Ë���£ � ÆN��ÆNî ��È Ç¨��� È Æ
£ � Æ®���G©A£�Ø�ð ¯�� Ç � ��É���Ê ¯ ��Æ
��Æ�Ë£�� ��� Æ
Ë«��Æ%�Æ
É�É�Æ�©

��å±�æ�I���±~×��áA�f����å±�káAè��Iè×å±�A�$áA�>~ � ��� ���¢��è��f�k���
��� Æ����ÄË�Ç�Æ%��Æ È�� � £�É�Æ
����Ê ¯ Ô È�� ��§ È Æ
Ë2Ê���É���Ë��¼Ç�Æ�Ë"¡f���uÊæÆ����Æ È ÇQÊ±Æ
É�Ç���É�£æÆ�É � Æ
Ë"��Æ
Ë���É�Æ�Ë"Æ���ÊæÔ�É�� Ì

��Æ È Ç¨� � Æ
Ë2Ë���É � Æ�Ë��� � ��Æ����W��É�� È � � ����É�Æ
Ë
©ÒÁuÆ�ËQ���É��í��Ç�� ��È Ë"��Æ,Ç�Æ
��ÊæÔ�É���Ç���É�Æ,Æ È Ç�É��-+ È Æ È Ç�� È Æ:��� � ��Ç�� Ì
Ç�� ��È�� �N� È Æ �
��È Ç�É�� � Ç�� ��È ��Æ�Ë«��É���� È Ë � Æ�¡¢���±ÊæÆ���Ç �¨¯ � È ��Æ�É � Æ
ËwÊ�É � Ê�É���Ô�Ç�Ô�Ë ���N�N��Ç�Ô
É��í���h©�' È Æ�ÝGÆ�Ç
£��ÄÆ È Ê � ��Ë�Ë�ÊæÆ � Ç¨� � � � ����É�Æ:Æ
Ë�Ç � Æ � ���A��Æ � ¤ ¯ ���������¼Ç�Ô%��Æ � ¤Í���ÄÉ���� £��í� È Ç
©±Á`¤¦Æ®���>Ë � ��Ë�Ó � É���Æ:��� ��Æ
��Ë�Æ
Ê±Æ
��Ç Ë�Æ �
��È ��Æ È Ë�Æ
É Æ È Ç�É�Æ��Æ�������É���� È Ë`Æ�Ç`Ó � É���Æ�É`��Æ
ËwÊ ��È Ç�Ë � ��Ê�� ��� ����É�Æ�Ë2Ö� � ��ÉmÂ�����É�Æ #�©¼Ã�"¢Ø ©fª«Æ�Ç�Ç�Æ
�
��¯ Ô
Ë�� ��È Æ È Ç�É�Æ � Æ�Ëw��É���� È Ë0��ÝæÆ � Ç�Æ2Ê�É � Ó ��È ��Ô���Æ È Ç � Æ �
� ��Ê � É�Ç�Æ
��Æ È Ç0� � � £�� � ���V��� � ��Æ�� ��É�� È � � ���ÄÉ�Æ
ÖbÎ ��� ¡f��Æ�Ç,Æ�Ç�� � © Ñ Ú�Å�Å�Ú�Ø ©uð � ��É,Ê�� � �ÄÆ
É � Æ
Ë,Ê�É � £ � §
��Æ
Ë ÑhÈ�� Ë%Æ ��Ê±Ô
É���Æ È�� Æ�Ë�Ë ��È Ç:��Æ È Ô�Æ
Ë%��� È Ë,� È Æ
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Ë�� ��� ÆQ� ��È Ç � ¤ ¯ �����Ä���ÄÇ�ÔQÆ�Ç � �,Ç�Æ���Ê±Ô
É���Ç���É�Æ�Ë ��È Ç �
��È Ç�É � � Ô
Æ�Ë
©�' È!� � ������Ç��ÄË�Æ���É0� � ��£ � Ô��G¤Õ� È £�É������ Ì
Ë���Ç�Æ
��ÉzÆ�Ç«�h¤Õ� È ��Ô
Ë ¯ �����Ä���ÄÂ � ��Ç�Æ���É«Ê±Æ
É���Æ�Ç�Ç�Æ È Çz��Æ�����É���Æ
É«� È Æ�Ç�Æ���Ê±Ô
É���Ç���É�Æ ����È Ë�Ç¨� È Ç�Æ�°$Ú�Ú C◦

Æ�ÇQ� È Æ ¯�é ��É � ��Ô�Ç�É���Æ �
��È Ë�Ç�� È Ç�Æ�° �����W©
Á0¤ÕÔ � Æ � Ç�É�� � �¼Ç�Ô�Ë�Ç¨��Ç���¡¢��ÆNÊæÆ���Ç$Ô
��� � Æ���Æ È Ç:� È ������É�ÆN��Æ�Ë �¨¯ � È ��Æ���Æ È Ç�Ë$��� È Ë � Æ ��� ��Ê � É�Ç�Æ���Æ È Ç

��Æ�Ë�����Ç�Ô�É�����������É�� È � � ����É�Æ
Ë.Ö Ü �®� È �®� Ñ Ã®Ù�Ù���Ø ©0ÁuÆ
ËVÓ � É � Æ
Ë�Ë���£��ÄÆ
ËVÊ���É � Æ
ËV��É���� È Ë$Ê±Æ
���Æ È Ç�¥�Ç�É�Æ
Ë���ï�Ë�� È Ç�Æ�ËQÊ � ��É � Æ
Ë«Ë � � � Æ��Æ
É � � � Æ
Ë ��� ��� Æ
É �����!Ê���É � �ÄË«Ê���ÉzÆ���Æ
��Ê � Æ�©�ª«Æ¬Ê ¯ Ô È�� ��§ È Æ¬Æ
Ë�Ç2Ê���É�Ç�� Ì
� � � ��§�É�Æ���Æ È Ç2�Ä��Ê � É�Ç¨� È Ç � � É�Ë�¡¢��Æ � ¤ ��È ��Ç�� � �ÄË�Æ���Æ
ËQ�N��Ç�Ô
É��í�����NÊ � ��Ë�Ç���¡¢��Æ
ËzÇ�Æ � Ë"¡f��Æ � Æ%ð �ª�©Gª�¤¦Æ
Ë�Ç
Ê � ��É�¡¢� � � È�� ��Ëz�® ��È Ë �¨¯�� ��Ë��±��Æ
Ëw£�� �Ä� Æ
Ë`Æ�Ç«��Æ�Ë Ê���É � �ÄË`��Æ�Æ
É�É�Æ�©�ê�Æ�Ê � ��Ë Ñ � Æ
Ë`Ê���É � ��Ë`����É�Ô�Ë�Æ
É� � �ÄÉ
Ë ��È ÇVÉ�Æ ��� ���Æ�É�Ç�Æ
Ë��h¤Õ� È Æ!Ó�Æ
��� ��� Æ���Æ���Ô�Ç¨� � É�Æ � �ÄÔ
ÆW° � �âÊ�É��ÄË�ÆWÇ�Æ
É�É�Æ�©`ª«Æ � �"Ê±Æ
É���Æ�Ç$�h¤¦Ô��� � ��Æ
É � Æ�Ë
�¨¯ ��É���Æ
ËQÊ���É���Ë��¼Ç�Æ�Ë
©

@<A/CED #�©¼Ã�"GFWÛ �¨¯ Ô��N�$�h¤¦� È Ê ��È Ç � ��Ê�� ��� ����É�Æ � � ¤ ¯ �����Ä���ÄÇ�Ô��Æ � ¤Õ����ÉwË�Æ �
��È ��Æ È Ë�Æ%Æ È Ç�É�Æ¬��Æ
�f��£�� �Ä� Æ�Ë
©

a2_�^`_×a � tGl �o�1�e 1�e dfy�n�i"n 1eud 8�j0g�l�n 6Gy�vpeud
�,��è×�A��è �0�

ÁuÆ.£���Ç���Æ � �ß��Ô�Ç ¯�� ��Æ���Æ�Ë����Äf�"��Æ
Ë�Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë$Æ
Ë�Ç���Æ�É�Æ ����È Ë�Ç��ÄÇ���Æ
É � Æ�Ë Ç�É��*)�Æ � Ç � �ÄÉ�Æ
ËV��Æ�Ë
Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë
© ��� Ó×����Ç�Ê � ��É � Æ � �N�Ä��Æ È Ç��¼Â�Æ
É �¨¯ � � � È Æ$��Æ�Ë¬Ê���É�Ç�� � � � Æ�ËË���É�� È Æ ��������Æ Ñ Æ�Ç�Ç�É � ���Æ
É�Ë��
Ê � Ë��¼Ç�� ��È Ë���É � ¤¦��������Æ�Ë����¼�� È Ç�Æ�©Cð � ��É%¡¢��Æ � Æ�Ç�Ç�ÆV��Ô�Ç ¯�� ��ÆVË � �ÄÇ%Æ�ï � � � Æ Ñ � � Ó×����Ç,¡f��Æ � Æ
Ë%��Ô�Ê � � Ì
� Æ���Æ È Ç�Ë$Æ È Ç�É�Æ!��Æ����4� È Ë�Ç¨� È Ç�Ë Ë�� �
� Æ�Ë�Ë��ÄÓ�ËVË � �ÄÆ È Ç Ç�É�§
Ë Ó×����£ � Æ
Ë!Ö Ç é Ê���¡¢��Æ���Æ È ÇVÊ � ��Ë:Ó×����£ � Æ�¡¢�h¤¦� È
É�� é���È ��Æ$��É���� È Ø © � � ��Ë%�® ��È Ë¬Â � ��Ô � Æ
Ë�Ô �
� � � Æ
��Æ È Ç�Ë�° � ¤Õ������Æ��h¤¦� È Æ � ����Ô�É��WÉ���Ê�����Æ��¬Ê � ���� È Ç
��Ç�Ç�Æ
� È ��É�Æ�� È Æ�Ó�É�Ô
¡¢��Æ È�� ÆW��Æ�ÃIÅ�Å�Å � ��©�� � ��Ë��® ��È Ë:��Ç�� � ��Ë�Ô � Æ � � ��� � ��Æ � ��Æ�Ç�É����¼Ç�Æ���Æ È Ç,�h¤¦��������Æ
���ÄË�� � � � r ©±ÁC� Â�����É�Æ #�©¼Ã � � ��È Ç�É�Æ%� È Æ���Æ
��Ê � Æ,�G¤Õ�Ä�N����Æ�Ç�É����ÄÇ�Ô
Æ�©ÒÁuÆ � � ��� � ��Æ � É�Ô���Ë�Ë��ÄÇ�°V�Ä��Æ È Ç��ÄÂ�Æ�É
Ç � ��Ç�Æ�Ë � Æ
Ë0Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë`° � ¤¦Æ�� � Æ
Ê�Ç�� ��È ��Æ � Æ ��� Æ
ËmË��ÄÇ���Ô
Æ
ËwÊ�É�§
Ë`��Æ
Ë`£ � É���Ë0��Æ � ¤¦��������Æ�©-' È Æ2Ó � ��Ëm¡¢�h¤ ��È
� È�� Ç�Ô � �VÊ � Ë��ÄÇ�� ��È �h¤¦� È ��É���� È Ë���É � ¤¦��������Æ n ÑÒ��Èâ�¨¯ Æ
É �¨¯ Æ � Æ,��É���� È � Æ,Ê � ��ËQÊ�É ���¨¯ Æ�Ë���É � ¤¦��������Æ
n+1 ©fÛ�� � ��Ó�É�Ô
¡¢��Æ È�� ÆQ�h¤Í� � ¡¢����Ë��ÄÇ�� ��È ��Æ � � � ����Ô�É��¬Æ
Ë�Ç ��Ë�Ë�Æ �QÔ � Æ��Ô�Æ Ñ¢��È Ç�É � ���ÆQ��� È Ë�� � � È�� ���Æ ��� ÆÊ � Ë��¼Ç�� ��È ���L��É���� Èß�
��È Ë��Ä��Ô
É�Ô�©Aª«Æ�Ç�Ç�ÆV��Ô�Ç ¯�� ��Æ$Ê±Æ
É���Æ�Ç È���È Ë�Æ�� � Æ���Æ È Ç%��ÆV��Æ�Ë���É�Æ
É%� È[�¨¯ ����Ê
��Æ¬f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ:������Ë«Ô
��� � Æ
��Æ È Ç2��Æ � � � � � � Æ
É � Æ
Ë2Ê�É � Â � Ë"��Æ �
� ��Ê�� � �ÄÇ�Ô¬Æ�ÇQ��Æ¬Ç�Æ���Ê±Ô
É���Ç���É�Æ�©ÒêÆ�Ê � ��Ë Ñ
��� È Ë � Æ � ��Ë,��Æ
Ë�Ô �
� � � Æ���Æ È Ç�Ë�£������Ä��Æ È Ë�� ��È�È Æ � Ë Ñ � Æ � � ��� � �ÄÆ � ����Ë�� � � � r È�� ��Ë�Ê±Æ
É���Æ�Ç���Æ�É�Æ
Ê±Ô
É�Æ�É� ¤Õ����Æ�Ê�É�� È�� ��Ê�� � �G¤Õ� È � � Ç��ÄÓC� È ��Ë � Ç�É � ÊæÆ�© �0È ��Ç�� � �ÄË�� È Çw� È Ô � � ����É�����Æ��Æ�Ó×� � Æ Ñ � � Æ�Ë�Ç2��� È Ë��æÊ � Ë�Ë��Ä£ � Æ
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�h¤¦��Ë � � Æ�É � Æ
Ë`Ç�É����ÄÇ�Ë`Ç�É�� � Ô�Ë«Ë���É � Æ
Ë«����Ë�¡¢��Æ�Ë¬Ö  � �ÄÉwÂ�����É�Æ�Ë�#�© #�Æ�Ç #�©¼Ã$��Ø ©�ë È Ê±Æ
��Ç"��� È Ë��Ò��Æ
Ë���É�Æ
É � Æ�Ë
Ê�É � Â � Ë"��Æ%f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�Æ,Æ�Ç2Ç�Æ���Ê±Ô
É���Ç���É�Æ¬��Æ%É � Ç¨��Ç�� ��È ©

@<A/CED #�©ÄÃ �HF � �N����Æ
Ëw�h¤¦� È Ô �
� � � Æ
��Æ È Çw£���������Æ È Ë�� ��È�È Æ � �f��Øm��������Æ«£�É���Ç�Æ Ñ £ÒØm��������ÆzÇ�É����¼Ç�Ô
Æ2�®�Æ �� Æ � � ��� � ��Æ � ����Ë�� � � � r

�,��f��è×�®è�åæ� áC�>~×}L���f�®àC���
ÁC�[��Æ
Ë���É�Æ!��Æ
ËVÊ � Ë��ÄÇ�� ��È Ë ��Æ
Ë � £ )�Æ�Ç�ËV��Ô�ÊæÆ È � ��Æ
ËVÊ���É�����§�Ç�É�Æ
Ë$��� � � ��� � ��Æ � ��ÆWÇ�É����¼Ç�Æ���Æ È Ç

�h¤¦��������Æ�Ë
© �0È Ê���É�Ç�� � � � �ÄÆ
É Ñ ��� �
� ��É�Ëz���NÇ�É����ÄÇ�Æ
��Æ È Ç Ñ¢��È Æ�Ë�Çz����Æ È Ô�°�£�� È ��É���Ë�Æ
É � ¤¦��������Æ Ñ�� ¤¦Æ
Ë�Ç Ì ° Ì
���ÄÉ�Æ%Ê���Ë�Ë�Æ
ÉQ�h¤¦� È Æ,��������Æ ��� ��Ô
Æ,Ë���ÉÚ���� È �¼�Æ®�����.��Æ%��É��ÄË2°�� È Æ��Ä�N����Æ�£�� È ����É�Æ Ñ�� ¤ÕÆ�Ë�Ç Ì ° Ì ����É�Æ¬Æ È
È�� �ÄÉ«Æ�Ç"£ � � È�� ©�Û�Æ � ��È � Æ�Ë«�� � Æ���É�Ë �¨¯�� ��Ë���Æ
Ë«Ê � ��É � Æ�ËzË�Æ���� � Ë«��Æ¬£�� È ��É���Ë���Ç�� ��ÈhÑ¢��È ÊæÆ���ÇzÇ�É � ���Æ
É"��Æ�Ë
É�Ô�Ë�� � Ç¨��Ç�Ë`���ÄÝæÔ
É�Æ È Ç�ËwÊ � ��É � Æ
Ë`Ê � Ë��¼Ç�� ��È Ë
©�ª«Æ � �æÆ�Ë�Ç Ê���É�Ç�� � � � �Ä§
É�Æ���Æ È ÇmfÉ���� � � É�Ë�¡f��Æ � Æ
Ë`Ê�É � )�Æ � Ç�Æ
��É�Ë
Ô � � ���ÄÉ�Æ È Ç � Æ � � È � � Æ È £��í���ÄË
©�Á`¤¦Ô � � ���ÄÉ�����ÆìÆ
Ë�Çk� � � É�Ëu��Ë é ��Ô�Ç�É��Ä¡f��Æ0Æ�ÇC� È%�¨¯ � È ��Æ
��Æ È ÇA��Æ � �w�� � Æ
��Éu���
Ë�Æ���� � Æ È Ç�É��,+ È Æ2� È Æ ��Ç�É�� È Ë � ��Ç�� ��È � � � £�� � Æ ��©�ª«ÆQÊ ¯ Ô È�� ��§ È Æ2ÊæÆ���Ç ¥�Ç�É�Æ2��¥ È � È Ç Ë�� � ¤ÕÔ � � ����É�����Æ È ¤¦Æ
Ë�Ç
Ê���ËV� È �ÄÓ � É���Æ�©mª«Æ�É�Ç¨��� È Æ�Ë�É�Ô
��� ��È Ë$��Æ � ¤Õ�Ä�N����ÆNË�Æ�Ç�É � ���Æ È Ç�� � � É�Ë$��É�Ç��¼Â � �ÄÆ �Ä� Æ
��Æ È Ç�Ç�É�� È Ë � ��Ç�Ô�Æ
Ë
©
� � ��Ë0�® ��È Ë0Ê��$Æ
Ë�Ç�����Æ
É � ¤¦Æ
É�É�Æ���ÉmÊ�É � �����ÄÇ�ÆwÆ È ��Ç�� � ��Ë�� È ÇìÊ � ��Ë��ÄÆ
��É�Ëk�� � Æ
��É�Ëm��ÆzË�Æ
��� � ©�Á0¤Õ� È�� Æ�É�Ç��¼Ç�����Æ
Ë���É � Æ
Ë2Ê � Ë��¼Ç�� ��È ËzË
¤Õ�®�§�É�Æ,¥�Ç�É�Æ¬Ó×����£ � Æ�Ê����ÄË�¡¢�h¤¦Æ �Ä� Æ������Ç2Æ È f�ÄÉ ��È 0.06d ©ÁC���Ô�Ç�Æ � Ç�� ��È ��Æ�Ëm���ÄË�¡¢��Æ
ËkÆ
Ë�ÇmÊ���É�Ó � ��ËC���¼ï � � � Æ`Æ�Ç � Æ � � ��� � �ÄÆ � � É�Ô
Æ«��É�Ç��ÄÂ � ��Æ ��� Æ���Æ È Çu��Æ
Ëk��Ô�Ó×����Ç�Ë�©
ë È  � �¼Ç�Ë���É � �âÂ�����É�Æ #�©¼Ã$��£4¡¢��Æ � Æ�É�Ç¨��� È ËV���ÄË�¡¢��Æ
ËVË ��È Ç�£�É���Ë�Ô
Ë�© ��� Æ
Ë�Ç � Æ�ÊæÆ È ��� È ÇVÇ�É�§
ËVÓ×� � � � Æ
�h¤¦Ô � ����� È Æ�É � Æ�Ë%��Ô�Ó×����Ç�Ë¬Æ È ��Æ
Ë���É�� È Ç � �NÇ���� �Ä� Æ,��ÆV��É���� È Ë�Æ�Ç%Æ È ����Ê � Ë�� È Ç¬� È Æ$Ç¨��� ��� Æ,��� È �Ä�N� � Æ
Æ�Ç ��� ������������� � ÆÊ � ��É � Æ
Ë � £ )�Æ�Ç�Ë2��Ô�Ç�Æ � Ç�Ô�Ë
©
�0È ) � ��� È ÇË���É � Æ�Ëz�� � Æ
��É�Ë2��Æ%Ë�Æ���� �Ä� ����Æ Ñ � � Æ
Ë�ÇQÊ � Ë�Ë��Ä£ � Æ¬�h¤¦����Æ È Ç��¼Â�Æ
É2Ê � ��É"� È Æ%��¥
��Æ¬��������Æ� Æ�Ëz���ÄË�¡¢��Æ
Ë2Æ�Ç � Æ�Ëz�N��É�¡¢��Æ
ËzÇ�É�� � Ô
Æ�ËQË���É � Æ
��� Ì�� � ©�ÁC�:Â�����É�Æ #�©¼Ã$� � ��È Ç�É�Æ�� È Æ¬�Ä�N����ÆÆ�Ç � Æ
Ë«��Æ
���
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@<A/CED #�©¼Ã$�=F � ������Æ�Ë«�h¤¦� È Æ���Ê�� � Æ���Æ È Ç £��Ä������Æ È Ë�� ��È�È Æ � ����Øw��������ÆQ£�É���Ç�Æ Ñ £ÒØ �Ä��Æ È Ç��ÄÂ � ��Ç�� ��È ��Æ�Ë
���ÄË�¡¢��Æ
Ë ÑÒ� Øz����Æ È Ç��ÄÂ � ��Ç�� ��È ��Æ
ËQ�N��É�¡¢��Æ
Ë

Ç é ÊæÆ�Ë`�h¤ � £ )�Æ�Ç�Ë �ÄË � � ��£ � Æ�Ë
©�ÁC�%��Ô�Ç�Æ � Ç�� ��È ��Æ�Ëw����É�¡f��Æ
Ë0Æ
Ë�Ç È Ô � Æ
Ë�Ë�����É�Æ2Ê � ��É � ¤¦Ô�Ç�����Æ"��Æ � ��É � Ç¨��Ç�� ��È
��Æ�Ë���É���� È Ë�©Gª«Æ�ÊæÆ È ��� È Ç Ñ � �VÇ¨��� ��� Æ Ñ � �VÓ � É���Æ,Æ�Ç � ��Ê � Ë��¼Ç�� ��È ��Æ�Ë�����É�¡¢��Æ�Ë�Ê±Æ
���Æ È Ç¬���É��ÄÆ
ÉQ�h¤Õ� È Æ
Ê���É�Ç�� � � � Æz° � ¤Õ����Ç�É�Æ�© ��� Æ�Ë�Çw��� È Ë���� È Ç�Ô�É�Æ
Ë�Ë�� È Çw��Æ ��� ��Ê���É�Æ�É � Æ�Ë0��Æ�Ë���É�Æ
Ë0��Æ�Ë0Ê � Ë��ÄÇ�� ��È Ëì��Æ�Ëw����Ë�¡¢��Æ�Ë
Æ�Ç���Æ
Ë�����É�¡f��Æ
Ë Ñæ� Æ ¡¢���k� ��È�È Æ � È Æ Æ�Ë�Ç�������Ç�� ��È ��Æ � Æ���É���Ô � � � ����Æ�© � � ��Ë¬�® ��È Ë¬��Æ�Ë���É�Ô � ¤¦Ô � ��É�Ç
� ��é Æ È Æ È �� � Æ���É���£�Ë � � ��Æ δ Æ È Ç�É�Æ � Æ�Ë:��Æ�����Ê � Ë��ÄÇ�� ��È Ë%Æ�Ç � Æ�Ë:É�Ô
Ë�� � Ç¨��Ç�Ë,Ë ��È Ç:Ç�É�§�Ë �
��È�� � ��� È Ç�Ë�©��� �����Ç¬Æ È f��É ��È δ = 0.1 d Ñ±� Æ$¡¢���ìÆ
Ë�Ç%��Æ ��¥���Æ � É���É�Æ ��Æ$��É�� È ��Æ���É�¡¢��Æ � ¤Õ� È�� Æ�É�Ç��¼Ç�����Æ:� È �����ÄÇ�ÆÊ���É � �¬�� � Æ
��É`��É�£��¼Ç�É�����É�Æ"����Ë�Æ
��� ��� ����Æz£�� È ����É�Æ�©¢Ûf� � ¤ ��È��¨¯ Æ
É �¨¯ Æ�°%��Æ�Ë���É�Æ
É � Æ
Ë`Ê � Ë��¼Ç�� ��È Ë Ñ f�ÄÇ�Æ�Ë�Ë�Æ
Ë
� � �
� ��Ê�� � �ÄÇ�Ô�Ë Ñ0� Æ�Ç�Ç�ÆâÊ�É�Ô � ��Ë�� ��È Æ
Ë�Ç � ��É���Æ
��Æ È Ç�Ë���Ç���Ë�Ó×����Ë�� È Ç�Æ�©=�Ô®� È � � � È Ë Ñ Ë�� � ¤ ��È �¨¯ Æ
É �¨¯ Æ>°
��Æ
Ë���É�Æ
É � Æ�Ë ; � � Ç�����Ç�� ��È Ë ��Æ�f�ÄÇ�Æ�Ë�Ë�Æ
Ë%Ö�� ©¦Æ�© � �%Ç�Æ
��Ê±Ô
É���Ç���É�Æ��É�� È � � ����É�Æ®Ø Ñ � ÆQÓ×���¼Çw¡f��Æ � Æ�Ë«����É�¡¢��Æ�Ë
Ë � ��Æ È Ç¬��Ô � Æ È Ç�É�Ô�Æ
Ë,Æ È � ��é Æ È�È Æ��G¤Õ� È Æ$����Ë�Ç¨� È�� Æ δ Ê±Æ
��Ç �
��È ������É�ÆV°W��Æ
Ë¬É�Ô
Ë�� � Ç¨��Ç�Ë¬Æ
É�É ��È Ô
Ë�Ö����Æ�Ç�� � © Ñ Ú�Å�Å�"�Ø�Ë�� ��È[� � � � � � Æ � Æ�Ë�Ç�Æ���Ê±Ô
É���Ç���É�Æ
Ë%Æ È ��Ç�� � �ÄË�� È Ç � Æ � Æ È Ç�É�Æ���Æ � �W����É�¡f��Æ���� � ��Æ��>��Æ
� Æ � ���u���.��É���� È ©(' È.� � � � � � Ë��Ä��Ê � Æ�� ��È Ç�É�Æ¬¡¢�h¤¦� � Ê±Æ
��ÇQ��Ê�Ê���É��-+�Ç�É�Æ¬� È Æ%Ç�Æ
��ÊæÔ�É���Ç���É�Æ%��É�Ç��¼Â � �ÄÆ �Ä� Æ�©
� � Ç ��È Ë x

� �,Ê � Ë��ÄÇ�� ��È ��� � Æ È Ç�É�Æ¬�G¤Õ� È ��É���� È Ë�Æ � ��È � ¤Í����Æ��� � � È � � Ñ X � Æ ��� Æ��Æ � �:�N��É�¡¢��Æ�Æ�Ç
θ Ë ��È�� É���Æ È Ç���Ç�� ��È ��Æ
Ë���É�Ô
Æ%Ê���É"É���Ê�Ê � É�ÇQ° � ¤Í����Æ x ©±ë È Ë���Ê�Ê � Ë�Æ%� � � Ñ Ê � ��É"Ë�����Ê � �¼Â�Æ
É Ñ ¡¢��Æ δ Æ�Ë�Ç�
��È Ë�Ç�� È Ç:Æ�Ç�¡¢��Æ � �!��É � �ÄÇ�Æ�) � ��� È � È Ç � Æ
Ë%��Æ���� � Æ È Ç�É�Æ�Ë�Ó×���¼Ç¬� È � È � � Æ θ �®�Æ � � ¤Í����Æ x ©kë È ÊæÆ���Ç� � � É�Ë"Ô � É��ÄÉ�Æ �

X = x + δ cos θ

�h¤ ��� �

〈X〉 = 〈x〉 + δ 〈cos θ〉 = 〈x〉
ÁC�$Ê � Ë��ÄÇ�� ��È � �Ié Æ È�È Æ È ¤ÕÆ�Ë�ÇQ� ��È�� Ê���Ë��ÝGÆ � Ç�Ô�Æ�©

ê�Æ,��¥���Æ Ñ

Ẋ = ẋ − δ θ̇ sin θ

� É Ñ θ̇ Æ�Ç sin θ È Æ,Ë ��È ÇQÊ���Ë �
� É�É�Ô � Ô
Ë2�h¤ ��� �

〈Ẋ〉 = 〈ẋ〉 − δ 〈θ̇〉 〈sin θ〉 = 〈ẋ〉
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ªz� � � � � ��È Ë"�N��� È Ç�Æ È � È Ç � �:Ç�Æ
��ÊæÔ�É���Ç���É�Æ%��É�� È � � ���ÄÉ�Æ��Ô�Â È ��Æ%Ê���É �

TX = 〈Ẋ2〉 − 〈Ẋ〉2

TX = 〈(ẋ − δ θ̇ sin θ)2〉 − 〈ẋ〉2
Æ È Ë���Ê�Ê � Ë�� È Ç�Æ È��
� É�Æ%¡¢��Æ ẋ Æ�Ç sin θ È Æ%Ë ��È ÇQÊ���Ë ��� É�É�Ô � Ô�Ë Ñ���È�� £�Ç���Æ È Ç �

TX = 〈ẋ2〉 − 2 δ 〈sin θ〉 〈ẋ θ̇〉 + δ2 〈sin2θ〉 〈θ̇2〉 − 〈ẋ〉2

TX = Tx +
δ2

2
〈θ̇2〉

ë ÈL� É�Ô�Æ$� ��È�� � È Æ Ç�Æ
��Ê±Ô
É���Ç���É�Æ$��É�Ç��ÄÂ � ��Æ ��� Æ Tartif = 1/2 δ2 〈θ̇2〉 ©hª«Æ
Ê±Æ È ��� È Ç Ñ Æ È ��Ç�� � �ÄË�� È Ç� Æ�Ëk�� � Æ
��É�ËkÇ é Ê���¡¢��Æ�Ë0��Æ
Ëk��¼Ç�Æ�Ë�Ë�Æ�Ë0Æ�ÇkÇ�Æ
��Ê±Ô
É���Ç���É�Æ
Ëm��� È Ë���¡¢��Æ � �Q�� � Æ
��Ék��Æ�Ë���É�Ô
Æz��Æ δ ��È Ç�É � ���Æ �
Tartif

Tx
= 10−5 〈θ̇2〉

�0È ����È Ë��Ä��Ô
É�� È ÇV¡¢��Æ.Ç � ��Ë � Æ
Ë$���ÄË�¡¢��Æ
Ë$Ç � ��É È Æ È Ç�° � �ß��¥���Æ���¼Ç�Æ�Ë�Ë�Æ Ñ � � Ó×����ÇV� ��È�� ¡¢��Æ � �
f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ���Æ�É � Ç¨��Ç�� ��È É�Æ�Ë�Ç�Æ�� È Ó�Ô
É��ÄÆ
��É�ÆV°!Æ È f��É ��È ÃIÅ�Å rad.s−1 Ñ �b©ÕÆ�©mÃ � tr.s−1 © Ü � Ì ��Æ � °!��Æ � Æ�Ç�Ç�Æ
�� � Æ���É � É��ÄÇ���¡¢��Æ Ñ � �s��Æ�Ë���É�ÆL��Æ � ��Ç�Æ
��Ê±Ô
É���Ç���É�ÆL��É�� È � � ����É�Æ>Æ
Ë�Ç.Æ�É�É ��È Ô
Æ Ñ Æ È ������Æ�Ç�Ç¨� È Ç�� È Æ
Ê�É�Ô � �ÄË�� ��È ��ÆVÃIÅ � Ñ ¡¢��� È � ��È ��Ç�� � ��Ë�Æ � Æ � Æ È Ç�É�Æ���Æ�Ë����É�¡f��Æ
ËQ��� � �ÄÆ
�!��Æ � Æ � ���u��Æ
Ë2Ê���Ë�Ç�� �Ä� Æ�Ë
©
{!àu�I���ß� �����CåuáC� �m~�} �

�
�

�
�

�

��� È ¤ÕÆ�Ë�ÇkÊ���ËCÇ � �*) � ��É�ËCÊ � Ë�Ë���£ � Æ`�h¤ÕÆ���Ê � �Ié Æ�É � �Q��Ô�Ç ¯�� ��Æ`��Æ`Ë����¼��¢��Æ�ËkÊ���É�Ç�� � � � Æ
Ë�©�ÁC�2Ó�É�Ô
¡¢��Æ È�� Æ
�h¤¦Æ È É�Æ
���ÄË�Ç�É�Æ
��Æ È Ç���Æ � � � ����Ô
É��VÊ±Æ
��Ç È Æ�Ê���Ë¥�Ç�É�Æ ��Ë�Ë�Æ ��Ô � Æ��Ô�Æ ��� È Ë � Æ � ��Ë��G¤ÕÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç�ËÉ�� Ì
Ê��Ä��Æ
Ë�© ��� Æ
Ë�ÇmÔ���� � Æ���Æ È ÇkÊ � Ë�Ë���£ � Æw¡f��Æ � �2��Ô�Â È �ÄÇ�� ��È ��Æ � � � ����Ô
É��QË � �ÄÇCÇ�É � Ê�Ó×����£ � ÆwÊ � ��ÉA��Æ�Ëì��É���� È Ë
��Æ�ÊæÆ�Ç��ÄÇ�Æ
Ë%Ç¨��� ��� Æ
Ë
© �`È Â ÈhÑ Ë�� � Æ���Ô � � È ��Æ�Æ�Ë�Ç�Ç�É � Ê�� È �¼Ó � É���Æ�Ö×��� Ë���£ � ÆN£ � � È�� Ê���É:Æ���Æ���Ê � ÆIØ¬� �
Æ
Ë�Ç �Ä��Ê � Ë�Ë���£ � Æ �h¤¦����Æ È Ç��ÄÂ�Æ
É � Æ
Ë,��É���� È Ë%��Æ�Ó×�8? ��È � È ���Äf������Æ �Ä� Æ�© ��� Æ�����Ë�Ç�ÆN� È ÆN��Ô�Ç ¯�� ��Æ��G¤Õ� È Ç�Æ
É Ì
�
� É�É�Ô � ��Ç�� ��È �h¤¦��������Æ
Ë�©AÁCÆNÊ�É�� È�� �ÄÊæÆ���Æ � Æ�Ç�Ç�Æ!��Ô�Ç ¯�� ��Æ ÑkÈ�� ����Ô
ÆNðk© � © �:©ìÊ � ��É ðk��É�Ç�� � � Æ � ������Æ
�`Æ � ��� ����Æ�Ç�É é�Ñ Æ�Ë�Ç � Æ�Ë����Ä�� È Ç$Öbê���Æ�É�É Ñ Ú�Å�Å�Å�Ø � ��È Ë � � ¯ ���ÄÇ�Æ ����È�È �-+ÄÇ�É�Æ � �Vf�ÄÇ�Æ�Ë�Ë�Æ$°�� È Æ Ê � Ë��ÄÇ�� ��È
� ��È�È Ô
Æ�©ìë È ����Æ È Ç��ÄÂ�Æ$Ê � ��É � Æ � ��� È � � �N��� È Æ$����Ç � ��É%��Æ � Æ�Ç�Ç�Æ�Ê � Ë��ÄÇ�� ��ÈhÑ Ë���ï�Ë�������Æ È Ç,��É�� È �
Ê � ��ÉN¡¢�h¤¦� � �
��È Ç���Æ È�È ÆßÊ � ��Ë��ÄÆ
��É�ËNÊ���É�Ç�� � � � Æ
ËW��Ê�ÊæÆ � Ô�Æ
ËNÇ�É�� � Æ
��É�Ë
©zê�� È Ë!��Æß£ ��È�È Æ
Ë ����È ���¼Ç�� ��È Ë Ñ� � �
��È Â�����É���Ç�� ��È ��Æ � Æ�Ë¬¡f��Æ � ¡¢��Æ�Ë%Ê���É�Ç�� � � � Æ�Ë�Æ
Ë�Ç%Ë���ï�Ë�������Æ È Ç%� È �Ä¡¢��Æ$Ê � ��É � �NÉ�Æ�Ç�É � ���Æ
É¬Ë���É� ¤¦��������Æ%Ë����Ä�� È Ç�Æ�©Cª«Æ�Ç�Ç�Æ$É�Æ �¨¯ Æ�É �¨¯ ÆVË�Æ Ó×���ÄÇ�Æ È Ç�É�� È Ë � ��Ç¨� È Ç � Æ:� � �N��� È Æ�Ë���É � ¤Õ�Ä�N����Æ�Ë����Ä�� È Ç�Æ$°
�¨¯ ��¡¢��Æ2Ê � Ë��¼Ç�� ��È Ê � Ë�Ë���£ � ÆzÆ�Ç Æ ÈV�
� ��Ê���É�� È Ç � � �
��È��
� É���� È�� ÆQ��Æ
Ë`��Æ
�f�V� � ����� È Æ
ËìÊ���É � ¤¦� È Ç�Æ�É���Ô Ì
��������É�Æ��h¤¦� È Æ Ó ��È�� Ç�� ��È ��Æ �
� É�É�Ô � ��Ç�� ��È.� � ��Ë�Ë���¡¢��Æ ��Æ�Ë È �Ä�Æ®���f�>��Æ ��É���Ë�©GÁC�NÊ � Ë��ÄÇ�� ��È É�Æ�Ç�Æ È ��Æ$Æ
Ë�Ç
� Æ ��� Æ"¡f����� ��È�È Æ � ����Æ�� ��� Æ
��É�Æ ��� É�É�Ô � ��Ç�� ��È ©�ë È ÊæÆ���Çw��� È Ë�� � � � � � � Æ�É0� ÈV�¨¯ ����Ê���Æ2f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�ÆQ°¬Ê���É�Ç���É
�h¤¦� È Æ���������Æ¬� È Æ���Ê � � �ÄÇ¨��£ � Æ�Ê���ÉË����Äf�C��Æ�Ê���É�Ç�� � � � Æ�© ��� Æ�Ë�ÇÊ � Ë�Ë��Ä£ � Æ,��Æ,É���ï È Æ�É � ��É�Æ �¨¯ Æ�É �¨¯ Æ:Æ È
����Ç � É��ÄË�� È Ç Ñ Æ È Ê � ��Ë`��Æ � �¬Ç�É�� È Ë � ��Ç�� ��ÈhÑ � �%É � Ç¨��Ç�� ��È Æ�Ç � �¬��� � ��Ç���Ç�� ��È ����� � ����� È Æ�©¢ª«Æ�ÊæÆ È ��� È Ç Ñ � �
É�Æ �¨¯ Æ
É �¨¯ ÆV��Æ�f�ÄÆ È Ç%� � � É�ËÊ � ��Ë � ��È ����Æ:Æ�Ç � Æ � � È Æ Ê�É�Ô
Ë�Æ È Ç�ÆV¡¢��Æ Ê±Æ
�>�h¤¦� È Ç�Ô�É�¥�Ç���� È Ë � ¤¦Ô�Ç�����Æ ��Æ�Ë
Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç�Ë2��É�� È � � ���ÄÉ�Æ�Ë
©
� � ��Ëì�® ��È ËìÊ�����Ç�� � �ÄË�Æ
É � �"��Ô�Ç ¯�� ��Æ`��ÆwË����¼��¢��Æ�ËìÊ���É�Ç�� � � � Æ
ËC��� È Ë � ÆwË é Ë�Ç�§���Æ £���������Æ È Ë�� ��È�È Æ �

��� È Ë � Æ
¡¢��Æ � �
� � � Æ È Ç � Æ�Ë%����Ë�¡f��Æ
Ë%��Æ � �NÂ�����É�Æ	#�© #���� È Ë��m¡¢��ÆV��� È Ë � Æ$Ë é Ë�Ç�§
��Æ�Ç�É���������Æ È Ë�� ��È�È Æ �
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Æ È ��Ç�� � ��Ë�� È Ç � Æ
Ë £�� �Ä� Æ�Ëw��Æ�Æ�É�É�ÆVÖ�Â�����É�Æ�#�©ÄÃ�#�£ÒØ�© � � ��Ëz�® ��È Ëz� �NÆ
��Ê � �Ié Æ�É � ����Ô�Ç ¯�� ��ÆQ��Æ�ðk© � © �:©
Ê � ��É � Æ!Ë���£ � Æ!��Æ.î ��È Ç���� È Æ
£ � Æ®��� Ö Â�����É�Æ #�©ÄÃ$#���Ø�©0ð � ��ÉV¡¢��Æ � Æ ����È Ç�É���Ë�Ç�Æ.Ë � �ÄÇ$Ë���ï�Ë�� È Ç Ñ`È�� ��Ë
�® ��È Ë��*) � ��Ç�Ô%���.Ë���£ � Æ¬£ � � È�� ¡¢��Æ � ¡¢��Æ
ËQ��É���� È Ë"Ê±Æ
� È Ç�Ë2Æ È.È�� �ÄÉ"��Â È ��Æ%É�Ô
� � �ÄË�Æ
É«��Æ
Ë2Ç�É�� � Æ���É�Ë�©

� . - � ;��C9W?ì; 3!; �«6 � < 	 �w@65�6�7 < 	¬?
γ �
� Bz@u? 5�;

a2_ .z_�^ � g�npq�6æn 8�e 1�eTvpj 4 eud�yQg�e
ÁC�.��Æ
Ë���É�ÆVÆ
Ë�Ç%Ó ��È ��Ô�Æ�Ë���É � ¤Õ��£�Ë � É�Ê�Ç�� ��È �h¤¦� È É�� é���È�È Æ
��Æ È Ç γ °WÇ�É��®�Æ
É�Ë � ¤ÕÆ���Ê�� � Æ���Æ È Ç Ñ±� Æ

¡¢���"Ê±Æ
É���Æ�Ç���Æ���Ô������ÄÉ�Æ � � ��� ��Ê�� � �¼Ç�ÔW��� È Ë � � � ��È Æ.��Æ.��Æ
Ë���É�Æ Ö  � �ÄÉ Â�����É�Æ #�©ÄÃ*��Ø�©`Û�Æ � ��È � �
�
� ��Ê�� � �ÄÇ�Ô¬������� � �ÄÆ
� Ñ � ¤Õ��Ç�Ç�Ô È ����Ç�� ��È ���.Ó×���ÄË � Æ®����Æ
Ë�Ç�Ê � ��Ë � ��� � � È Ë"����Ê � É�Ç¨� È Ç�Æ�©

@<A/CED #�©ÄÃ*� F!ð0É�� È�� ��Ê±Æ���Æ � �V��Æ
Ë���É�Æ%��Æ ��� ��Ê�� � �¼Ç�Ô�Ê���É��£�Ë � É�Ê�Ç�� ��È ��Æ%É�� é���È Ë γ

Á � É�Ë�¡f��Æ!��Æ
Ë$É�� é���È Ë γ Ç�É��®�Æ
É�Ë�Æ È Ç � ������Ç��Ä§
É�Æ Ñk�¨¯ ��¡¢��Æ!Ê ¯�� Ç ��È γ ÊæÆ���Ç$Ë � �ÄÇ È Æ!Ê���Ë � È Ç�Æ
É Ì
�����ÄÉzË � �ÄÇ"¥�Ç�É�Æ%��Ô�Â È �¼Ç��Ä�Æ
��Æ È ÇQÔ � ����� È ÔQ����Ó×����Ë � Æ®���.Ê���É2��£�Ë � É�Ê�Ç�� ��È�� �����¼ÝG��Ë�� ��È ©�ª«Æ � �CÆ È Ç�É��-+ È Æ
� È Æ���Ç�Ç�Ô È ����Ç�� ��È Æ���Ê ��È Æ È Ç���Æ ��� Æ2��Æ � ¤¦� È Ç�Æ È Ë��¼Ç�Ô2����Ó×����Ë � Æ®���W�®�Æ � � ¤Õ��������Æ È Ç���Ç�� ��È �h¤¦Ô
Ê����ÄË�Ë�Æ
��É ��Æ� ¤Õ��£�Ë � É�£�� È Ç®©Cª«Æ�Ç�Ç�Æ���Ç�Ç�Ô È ����Ç�� ��È Ê±Æ
��Ç�¥�Ç�É�Æ�� È Ç�Æ
É�Ê�É�Ô�Ç�Ô�Æ ��� ����Æ$� È Æ�Ê�É � £���£�� � �ÄÇ�Ô��h¤¦� È Ç�Æ�É�� � Ç�� ��È� � É�Ë���Æ � �VÇ�É��®�Æ
É�Ë�Ô
ÆV�h¤¦� È ����Ç�Ô�É��í���h© Ü � È Ë�� Ñ Ë��k� È Ó×���ÄË � Æ
���ß� È�� �Ä��Æ È Ç��G¤Õ� È Ç�Æ È Ë��ÄÇ�Ô I Ç�É��®�Æ
É�Ë�ÆV� È����Ç�Ô�É��í��� ¯�� � � ��§ È Æ¬�h¤ÕÔ�Ê����ÄË�Ë�Æ���É dx Ñ � �$Ê±Æ
É�Ç�Æ¬�h¤¦� È Ç�Æ È Ë��¼Ç�Ô%����Ó×����Ë � Æ®���.Æ�Ë�Ç� ��È�È Ô
Æ%Ê���É �

dI = −µIdx Ö�#�©¼Ã�Ø
ÁC� �
��È Ë�Ç�� È Ç�Æß��Æ.Ê�É � Ê � É�Ç�� ��È�È � � �ÄÇ�Ô µ Æ�Ë�Ç � Æs½¨³I¿�� ½�� ¿�´�¹ ��� º�¹×¹���´�¸�º�¹	� ³�´ ² � ´	��º � ·�¿.������ËVÆ ��� Æ

Æ
Ë�ÇVË � ���Æ È Ç���Ê�Ê±Æ � Ô
Æ ��� Æ�ï � ��Æ È ÇV�h¤Í��£�Ë � É�Ê�Ç�� ��È � � È Ô
����É�Æ�£��ÄÆ È ¡¢��Æ � �â���ÄÝæ��Ë�� ��È Æ�Ç � ¤Õ��£�Ë � É�Ê�Ç�� ��È
�
��È Ç�É��Ä£���Æ È Ç�° � ¤Í��Ç�Ç�Ô È ����Ç�� ��È ���sÓ×���ÄË � Æ
���h©:� � Ç ��È Ë$����Ë�Ë��"¡¢��Æ � ¤ ��È ��Ç�� � ��Ë�ÆNÆ È ��Ô È Ô
É�� �z� Æ ½¨³I¿�
 ¶
�z½�� ¿�´�¹ ��º�À¨À���

¸Ò¿ Ñ µ′ = µ/ρ ÑC��� ρ Æ
Ë�Ç � ���N��Ë�Ë�ÆV � � ������¡¢��ÆV��� ��� � ��Æ��ßÇ�É��I�Æ
É�Ë�Ô�© µ Ë�¤ÕÆ ��Ê�É�����Æ
��Ô È Ô
É�� � Æ���Æ È ÇwÆ È cm−1 Æ�Ç µ′ Æ È cm2.g−1 ©fª ��È�È ����Ë�Ë�� È Ç � � �
� ��Ê � Ë��¼Ç�� ��È �N��Ë�Ë��Ä¡f��Æ�����N��Ç�Ô
É��í���
Ö�Ó�É�� � Ç�� ��È Ë�����Ë�Ë���¡¢��Æ�Ë xi

Ø,Æ�Ç � Æ
Ë ��� Æ�ï � ��Æ È Ç�Ë$����Ë�Ë���¡¢��Æ
Ë���Æ �¨¯ ��¡f��Æ!Ô � Ô���Æ È Ç�Ö µ′
i
Ø Ñ � � Æ�Ë�ÇV� � � É�Ë

Ê � Ë�Ë���£ � Æ¬�h¤ÕÔ��� � ��Æ�É � Æ ��� Æ�ï � ��Æ È ÇQ����Ë�Ë���¡¢��Æ%���.�N��Ç�Ô
É��í���!Ê���É �
µ′ =

∑

xiµ
′
i

Ö�#�© Ú�Ø
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ð � ��É� È ��� � �ÄÆ
�W�G¤ÕÔ�Ê�����Ë�Ë�Æ���É"Ç � Ç�� � Æ L Ñ � ¤¦Ô
¡¢����Ç�� ��È Ö>#�©¼Ã�Ø«Ë
¤¦� È Ç�§���É�Æ%Æ�Ç�� ��È�È Æ � � � � �GÆ���Ê ��È Æ È�ÌÇ��ÄÆ �Ä� Æ�Ë����Ä�� È Ç�Æ Ñ ��Ê�Ê±Æ � Ô
Æ � � �G��Æ,Î«Æ�Æ
É Ì ÁC��� £±Æ
É�Ç �

I = I0e
−µL Ö�#�© #�Ø

a2_ .z_/. � owqwl�j`r`e
�GåæàC�����>áC�ß� �f�®è×àk�

ÁC� É�Ô
� � Ç�� ��È É������ � � � Ç��¼�Æ.��Ô È Ô�É���Ç�É�� � Æ.��Æ
ËWÊ ¯�� Ç ��È Ë γ Æ�Ë�Ç � � ��Ô
Ë�� È Ç�Ô
��É���Ç�� ��È ��� 137
55Cs Æ È

137
56Ba ©�ª«Æ�Ç�Ç�ÆQ��Ô
Ë�� È Ç�Ô���É���Ç�� ��È Ë�ÆÊ���Ë�Ë�ÆÆ È ��Æ
����Ô�Ç¨��Ê±Æ
Ë ��Ç�É�� È Ë��¼Ç�� ��È β− �Æ�É�Ë«� È Ô�Ç���ÇwÆ�� � �¼Ç�ÔQÊ����ÄË
É�Ô � É���� È ��Ë���Ç�� ��È ° � ¤¦� È Ç�Ô�É��ÄÆ
��Éz��� È��Ié ���âÆ�Ç��Ô
Ë�Æ � � �ÄÇ���Ç�� ��È �Æ�É�Ë � ¤ÕÔ�Ç¨��ÇzË�Ç¨��£ � Æ,�®�Æ � Ô����ÄË�Ë�� ��È �h¤¦� È
Ê ¯�� Ç ��È γ �h¤¦Ô È Æ
É�����Æ E = hν = 662 keV © ��� Ë
¤Õ�����¼Çz� ��È�� �h¤¦� È É�� é���È�È Æ���Æ È Ç2Ô � Æ � Ç�É � ����� È Ô�Ç���¡¢��Æ� � ��Ë�Ë���¡¢��Æz�����ÄËì° ¯ ����Ç�ÆzÔ È Æ
É�����Æ�©�Á0¤¦Ô
����Ë�Ë�� ��È Æ
Ë�Çw� � Ô
��Ç � �ÄÉ�Æ`Æ�ÇmË����¼Ç0� È Æ � � �f��Æ"ð � ��Ë�Ë ��È Ö�	%����Ç ¯ ��Æ�É Ñ
ÃIÙ���Å�Ø�©�ª«Æ«É�� é���È�È Æ
��Æ È Ç0� È Ç�Æ
É������ÄÇA�®�Æ � � �Q�N��Ç���§�É�Æ`Æ È f��É ��È�È � È Ç�Æ«Æ�ÇmË
¤Õ��Ç�Ç�Ô È ��Æ«Ê�É � ��É�Æ
Ë�Ë��¼�Æ
��Æ È Ç
©
Û�Æ � ��È � �V��������Æ%�h¤¦Ô È Æ�É����ÄÆ:��Æ�Ë�Ê ¯�� Ç ��È Ë�� È�� ����Æ È Ç�ËQÆ�Ç � �V��Æ È Ë��ÄÇ�Ô:���ß��� � ��Æ��WÇ�É��®�Æ
É�Ë�Ô Ñ � Æ
ËQ���ÄÝæÔ Ì
É�Æ È Ç�Ë«Ê�É �f� Æ
Ë�Ë���Ë �h¤¦� È Ç�Æ�É�� � Ç�� ��È Æ È f�ÄË�����Æ
��£ � Æ
ËwË ��È Ç � �¬���ÄÝæ��Ë�� ��È � � � Ô � � � ���ÄÉ�Æ%Ö�Æ�ÝæÆ�Ç � é � Æ���� ¯ Ø Ñ � �
���¼ÝG��Ë�� ��È ª � ��Ê�Ç ��ÈhÑ � ¤¦Æ�ÝæÆ�ÇQÊ ¯�� Ç � Ô � Æ � Ç�É��Ä¡f��Æ,Æ�Ç � �$Ê�É � ��� � Ç�� ��È ��Æ�Ê�����É�Æ�Ë�Ö×Æ�ÝæÆ�Ç��Æ,�N��Ç�Ô
É��í� � ��Ë�� Ì
Ç�� ��È Ø ©

@<A/CED #�©ÄÃ��&F$ð0É � £���£�� � �ÄÇ�Ô�Ëm��Æ�Ë«¡¢����Ç�É�ÆQÊ�É�� È�� �ÄÊ������ Ê ¯ Ô È�� ��§ È Æ
Ë �h¤¦� È Ç�Æ�É�� � Ç�� ��È ��Æ
ËwÊ ¯�� Ç ��È ËwÊ � ��É
� È Æ � ��£ � Æ�Æ È � � ����� È ����� Æ�Ç"Æ È Ó ��È�� Ç�� ��È ��Æ � ¤ÕÔ È Æ
É�����Æ��Æ
Ë"Ê ¯�� Ç ��È Ëz� È�� ����Æ È Ç�Ë�©�ð � ��É � Æ
ËzÊ ¯�� Ç ��È Ë
�h¤¦Ô È Æ�É����ÄÆ 662 keV Ê�É � �Æ È � È Ç%��� 137Cs Ñ±��È �Ô
É��¼Â�Æ £��ÄÆ È ¡¢��Æ � ¤¦� È Ç�Æ�É�� � Ç�� ��È Ê�É�Ô
� � ��� È � È Ç�Æ,Æ
Ë�Ç Ñ��Æ � � � ÈhÑ � ¤¦Æ�ÝæÆ�Çª � ��Ê�Ç ��È ©

ÁC�!Â�����É�Æ #�©ÄÃ�� �
� ��Ê���É�Æ � ¤¦����Ê � É�Ç¨� È�� Æ�É�Æ � ��Ç��¼�Æ���Æ � Æ�Ë,Ê�É �f� Æ
Ë�Ë���Ë%Æ È Ó ��È�� Ç�� ��È ��Æ � ¤ÕÔ È Æ
É�����Æ
����É�� é���È�È Æ
��Æ È Ç Ê � ��Éw� È Æ � ��£ � Æ"Æ È � � ����� È �����.©�ð � ��É � �¬Ë � ��É � Æ��Æ � Ô
Ë��Ä��� �h¤¦Ô È Æ�É����ÄÆ 662 keV ÑË�Æ�� � Ë � ¤¦Æ�ÝæÆ�Ç�Ê ¯�� Ç � Ô � Æ � Ç�É��Ä¡f��Æ!Æ�Ç � ¤¦Æ�ÝæÆ�ÇNª � ��Ê�Ç ��È Ê±Æ
���Æ È ÇW¥�Ç�É�Æ�Æ È f�ÄË�����Ô�Ë
© ê�Æ.Ê � ��Ë Ñ ��� È Ë � Æ
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� ��Ë"�h¤Õ� È ��� � ��Æ�� ����È Ë�Ç��ÄÇ���Ô¬�h¤¦Ô � Ô
��Æ È Ç�Ë � Ô
��Æ�É�Ë"� é � È Ç2��Æ
Ë È ����Ô
É � Ë2��Ç � ���Ä¡f��Æ
Ë Z � È Ó�Ô
É���Æ���É�Ë"° Ú�Å
�
� ����Æ � ¤Õ� � ����� È ����� Ñ � ¤¦Æ�ÝæÆ�Ç%Ê ¯�� Ç � Ô � Æ � Ç�É��Ä¡¢��ÆVÆ
Ë�Ç È � � © ��� É�Æ
Ë�Ç�Æ È Æ�Ç�Ç�Æ���Æ È Ç È Ô�� � �Ä��Æ®��£ � Æ ��Æ��� È Ç� ¤¦Æ�ÝæÆ�Çmª � ��Ê�Ç ��È Ç¨� È Çk¡¢��Æ Z ≤ 26 ©�ê�� È Ë È�� Ç�É�Æ«���ÄË�Ê � Ë��¼Ç��ÄÓ Ñ � Æ`Ó×����Ë � Æ®��� �
� ��� �Ä�N��Ç�Ô È ÆwÇ�É��I�Æ
É�Ë�Æz¡¢��Æ���W�Æ
É�É�Æ¬Æ�Ç«� È � ��� �í����Æ"�h¤Í� � ����� È �Ä���.©¢ª«Æ
Ë"����Ç�Ô�É�������� È Æ ����È Ç�Æ È � È Ç2¡¢��Æ���Æ�Ë"Ô � Ô���Æ È Ç�Ë � � Ô
��Æ�É�Ë �
Ö Z ≤ 20 Ø Ñ � ¤Õ� È Ç�Æ
É�� � Ç�� ��È É�� é���È�È Æ���Æ È Ç Ì ����Ç��Ä§
É�Æ�Æ�Ë�Ç � �����ÄÇ�Ô
Æ$° � ¤ÕÆ�ÝGÆ�Ç$ª � ��Ê�Ç ��È ©kª«ÆNÊ�É �f� Æ
Ë�Ë���Ë�
� É�É�Æ�Ë�Ê ��È �â°�� È Æ ��� ��� ��Ë�� ��È Ô � ��Ë�Ç���¡¢��Æ%Æ È Ç�É�Æ,� È Ê ¯�� Ç ��È � È�� �Ä��Æ È ÇQÆ�Ç� È Ô � Æ � Ç�É ��È ¡¢��Æ � ¤ ��È Ê±Æ
��Ç
�
��È Ë��Ä��Ô
É�Æ
É �
� ����Æ � ��£�É�Æ!Æ�Ç���� É�Æ�Ê � ËâÖ�Ë ��È Ô È Æ
É�����Æ���Æ � �í����Ë ��È ��� È Ë � ¤Í��Ç � ��ÆWÆ
Ë�Ç È Ô�� � �Ä��Æ®��£ � Æ
��Æ��� È Ç � Æ ��� Æ>���TÊ ¯�� Ç ��È Ø�© Ü Ê�É�§�Ë � � �
� �Ä� ��Ë�� ��ÈGÑ � Æ>Ê ¯�� Ç ��È Æ�Ë�Ç.���¼ÝG��Ë�ÔL�I�Æ � � È � È � � Æ ϕ Ê���É
É���Ê�Ê � É�Ç2°$Ë��$���ÄÉ�Æ � Ç�� ��È � È�� ����Æ È Ç�Æ�Ç�� È ���ÄË"¡¢��Æ � ¤¦Ô � Æ � Ç�É ��È Æ�Ë�Ç2Ô
����Ëz�I�Æ � � È � È � � Æ θ Ê���É"É���Ê�Ê � É�Ç° � Æ�Ç�Ç�Æ«��¥
��Æ`����É�Æ � Ç�� ��È ©�ÁC� �
��È Ë�Æ�É����Ç�� ��È ��Æ � ¤ÕÔ È Æ
É�����Æ`Æ�Çì��Æ � �2¡f��� È Ç��ÄÇ�Ô ��Æ«� � ���Æ���Æ È Çì� ��È Ç�É�Æ
¡¢��Æ � Æ¬Ê ¯�� Ç ��È ���ÄÝæ��Ë�Ô��$Ê±Æ
É����â��Æ � ¤ÕÔ È Æ
É�����Æ ��� � é �$� ��È��,�¨¯ � È ��Æ
��Æ È ÇQ��Æ � ��È ����Æ
��É"�G¤ ��È ��Æ%Æ È
Ó ��È�� Ç�� ��È ��Æ � ¤Õ� È � � Æ ϕ �

λ − λ0 = Λ(1 − cos ϕ) Ö�#�© "¢Ø

Λ Æ
Ë�Ç � � � ��È ����Æ
��É"�G¤ ��È ��Æ�ª � ��Ê�Ç ��È Æ�Ç2�����Ç Λ =
h

mec
= 0, 0243

◦Ü ©

� �f�®����è �C��è�åæ�
ÁuÆ � � È � � �h¤¦Ô �
� � � Æ���Æ È Ç«Æ
Ë�ÇzÊ � � � ÔQÆ È Ç�É�Æ � �,Ë � ��É � Æ���ÆÉ�� é���È γ Æ�Ç«� È ��Ô�Ç�Æ � Ç�Æ
��É�©�ÁuÆ�� ��È Ç¨����ÆÆ
Ë�ÇzÊ � � � ÔË���É � ÈW�¨¯ 	 Ë�Ë��ÄË«¡¢��Æ � ¤ ��È Ê±Æ
��Ç«��Ô
Ê � � � Æ�É ��� È Ë � Æ
Ë`Ç�É � ��Ëw������Æ È Ë�� ��È Ëw��Æ � ¤¦Æ
Ë�Ê�� � Æ���Â È ��Æ

��Ë � � È�È Æ
É�� � Æ ��� � �ÄÆ
�â��É�� È � � ����É�Æ�© ' È Æ$Ë � ��É � Æ$��Æ � Ô�Ë��Ä��� Æ È Ó�Æ
É���Ô
Æ$��� È Ë¬� È Æ �¨¯ ��ÊæÆ$��Æ$Ê � � �:£
Ô
��Æ�Ç�� È Ó×����Ë � Æ®���)��Æ�Ê ¯�� Ç ��È Ë��h¤ÕÔ È Æ
É�����Æ E = 662 keV �®�Æ � � È Æâ� � Ç��Äf�ÄÇ�Ô�Ç � Ç¨� � Æ!�h¤¦Æ È f��É ��È
330 mCi Ë � �ÄÇ 1, 22.1010 Bq Ö 400 mCi ���[� � ��Æ È Ç%��ÆVË ��È � �¨¯ ��Ç,� � é ��Ê�É�§
Ë,��Æ	��� È Ë�Ø�© Ü � �
Ë � É�Ç��ÄÆ���Æ � �:Ë � ��É � Æ Ñ�� Æ�Ó×���ÄË � Æ
���!Æ
Ë�Ç"��Æ�Ó � É���Æ �
��È ��¡¢��Æ¬�®�Æ � � È Æ � ���Æ�É�Ç���É�Æ¬�h¤¦Æ È f��É ��È 4◦ © ��� Æ
Ë�ÇÆ È Ë����¼Ç�Æ �
� �Ä� �Ä�N��Ç�Ô�° � ¤Õ���Ä��Æ¬��Æ¬Ç�É � ��Ë"£�É���¡¢��Æ�Ë��Æ%Ê � � � £!��Æ � � � �h¤¦Ô
Ê�����Ë�Ë�Æ
��ÉÆ�ÇÊ±Æ
É � Ô�Æ
ËQÆ È � Æ
��É
� Æ È Ç�É�ÆV�h¤¦� È Ç�É � � � ��É � � � ����É�Æ!Ö����í����§�Ç�É�Æ �N���NØ�©uª«Æ�Ë%£�É��Ä¡f��Æ
Ë%��Æ �
� ��� �Ä�N��Ç�� ��È Æ�Ç%��ÆVÊ�É � Ç�Æ � Ç�� ��È
��£�Ë � É�£±Æ È Ç Ñ Æ È ��Æ ¯�� É�Ëw��Æ�Ë Ç�É � ��Ë`��Æ������������Æ Ñ Ê � ��Ëw��Æ 99 % ��Æ�Ë«Ê ¯�� Ç ��È Ë ¡¢��� � Æ�Ë0Ç�É��®�Æ
É�Ë�Æ È Ç®©�ÁuÆ
Ë
��Æ����4Ê�É�Æ
����Æ
É�Ë �
� ��� �Ä�N��Ç�Æ
��É�Ë%Ë ��È Ç�Ê � � � Ô�Ë Æ È Ç�É�Æ � �âË � ��É � Æ�Æ�Ç � ¤ÕÔ �¨¯ � È Ç�� ��� ��È ©ìð � ��É$��Æ�Ë$É����ÄË ��È Ë
��Æ�Ë�Ô � ��É��¼Ç�Ô Ñ � Æ�Ê�É�Æ
����Æ�É�Æ�Ë�Ç$� �
�
� � Ô�° � �.Ë � ��É � Æ�Æ�Ç:Ë�Æ
É�Ç Ô���� � Æ���Æ È Ç:�h¤ � £�Ç���É���Ç�Æ
��É!Ö×� È Ô � Æ � Ç�É ��Ì
���Ä�N� È Ç �
� ����� È ��Ô2Ê���É � È � È Ç�Æ�É�É���Ê�Ç�Æ���É«Ê±Æ
É���Æ�Ç«��Æ��Ô
Ê � � � Æ
É � ��£�É���¡¢��ÆQÊ � ��É � ��fÉ��ÄÉ � ��Ó�Æ
É���Æ�É� Æ2Ó×���ÄË � Æ
���ÒØ ©�ÁuÆQÇ�É � ��Ë��Ä§
��Æ �
� �Ä� ������Ç�Æ
��ÉmÆ�Ë�ÇzÂ���Ô��Æ��� È Ç � Æ��Ô�Ç�Æ � Ç�Æ
��Éz��Æ���Æ
Ë���É�Æ�©�ÁuÆÓ×���ÄË � Æ®������Æ
��Æ
Ë���É�Æ"Æ
Ë�Ç`� ÈV� � È Æ"��ÆzÇ�É�§
ËmÓ×���Ä£ � Æ � ���Æ
É�Ç���É�Æ2Æ�Ç ��È ÊæÆ���Ç`� ��È�� � Æ ����È Ë�����Ô�É�Æ
É`°�£ � É���Ë0¡¢����Ë��Ä��Æ È Ç
Ê���É�� ��� § � Æ
Ë � � É�Ë�¡¢�h¤¦� � Ç�É��®�Æ
É�Ë�Æ � ¤ÕÆ���Ê�� � Æ���Æ È ÇQ��Æ�£�� �Ä� Æ�Ë
© ' È Æ £�É��Ä¡¢��Æ:Æ È � ��� �í����Æ¬�G¤Í� � ����� È �Ä��� Ö ��È� �$���ÄË�Ç�� È ����Æ¬Ë���É � �$Ê ¯�� Ç � ��É���Ê ¯ ��Æ¬��Æ � � Â�����É�Æ #�©¼Ã*��Ø«Æ�Ë�ÇÊ � � � Ô
Æ%��� È Ë � Æ�Ó×����Ë � Æ
��� Ñ ���.��Ô
£���ÇQ��Æ� � �¨¯ �-+ È Æ2��Æ ��� ��� ������Ç�� ��ÈhÑ Ê � ��É � ¤Í��Ç�Ç�Ô È ��Æ
É � Ô���§
É�Æ
��Æ È Çw��Â È �h¤¦Ô�f�ÄÇ�Æ
É � ��Ë���Ç���É���Ç�� ��È ���V��Ô�Ç�Æ � Ç�Æ���É
°�f����Æ ÑA� ¤¦Æ
Ë�Ç Ì ° Ì ����É�Æ�Æ È � ¤Õ��£�Ë�Æ È�� ÆW��ÆN£�� ��� Æ
Ë,��� È Ë � Æ � � È � � ©kª«ÆW��Ô�Ç�Æ � Ç�Æ���É Æ
Ë�Ç$� È Ë � � È Ç�� �Ä� ��Ç�Æ
��É
�
� ��Ê � Ô:°N� È Ê ¯�� Ç ��Ì � � � Ç���Ê � � � ��Ç�Æ���É
©�ÁuÆ:Ë��Ä� È � � ��Æ
Ë���É�Ô Æ�Ë�Ç�Ç�É����¼Ç�Ô,Ê���É�� Èß�
� ��Ê�Ç�Æ
��É¡f���ì� ��È�È Æ
���NÂ È � �±� Æ È�� � £�É�Æ���Æ �
� ��Ê�Ë � £�Ç�Æ È �!Æ�Ç � Æ2Ç�Æ���Ê�Ë ��Æ ��� ��Ê�Ç¨����Æ�©�ª«Æ�Ç�Ç�Æ �¨¯ �-+ È Æ���Æ���Ô�Ç�Æ � Ç�� ��È Æ
Ë�Ç
Ê�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Ô
Æ�Ê � ��Ë"Æ È ��Ô�Ç���� � � � Ì ��Æ
Ë�Ë � ��Ë�©
�h��èb�æ�Ièb~×~×}��I�fàA�

Á0¤Í��Ê�Ê���É�Æ�� �Ä� ����Æ��Æ,��Ô�Ç�Æ � Ç�� ��È Æ�Ë�Ç �
��È Ë�Ç��¼Ç���Ô%�h¤¦� È Ë � � È Ç�� �Ä� ��Ç�Æ
��É �
� ��Ê � Ô%°V� È Ê ¯�� Ç ��Ì � � � Ç��ÄÊ � � Ì
� ��Ç�Æ
��É Ñ Æ�Ç �G¤Õ� È Ë�Ê±Æ � Ç�É � ��§�Ç�É�Æ�� ��È���Ì�� � È � � Ö×� � ��§ � ÆNÛ � ð Ã$��Ú�Å���Æ��N��É�¡¢��Æ ��ë � � Á � ª"Ø�©ìÁuÆ



� � ���>�	��
;�$� � ��� � , �$�9��%��'#���1�� ,��.
7� �'!"�;�6����#

Ë � � È Ç�� ��� ��Ç�Æ���É0Æ
Ë�Ç«� È �N��Ç�Ô
É��í���V¡¢���±��Æ�f�ÄÆ È Ç ; � � É�Æ�Ë � Æ È Ç"Ê���Éw��£�Ë � É�Ê�Ç�� ��È �h¤¦Ô È Æ
É�����ÆQ� È�� ����Æ È Ç�Æ ÖbÛ�� Ì
� ��È�È Æ�Ç�Æ�Ç%ë�É���� Ñ ÃIÙ�Ù�Å�±Î � � È���Ñ Ã®Ù�Ù�#�Ø ©æð � ��É��Æ
Ë�Ê ¯�� Ç ��È Ë γ Ñ±��È ��Ç�� � ��Ë�Æ%� Èâ� É��ÄË�Ç�� � �h¤Õ� � ����É�Æ,��ÆË � ���Ä��� Ö NaI Øì� � Ç��¼�Ô"��� Ç ¯ � �Ä� ������©IÁuÆ"Ê�É�� È�� ��Ê±Æ ���V��Ô�Ç�Æ � Ç�Æ
��É`°�Ë � � È Ç�� �Ä� ��Ç�� ��È Æ
Ë�Ç � Æ Ë����¼�� È Ç ��� ÈÊ ¯�� Ç ��È � È�� ����Æ È ÇwÆ�Ë�Ç �
��È �Æ�É�Ç��æÆ È � È � ; ��Ë ¯ � � ����� È Æ
�f� Ñ�� ��Ë � � È Ç�� ��� ��Ç�� ��È Ö � Æ"Ç¨���f����Æ ����È �Æ�É�Ë�� ��È
Æ
Ë�Ç%��Æ � ¤ � É���É�Æ���Æ 4.104 Ê ¯�� Ç ��È Ë � ����� È Æ
����Ê � ��É�� È Ê ¯�� Ç ��È γ �G¤ÕÔ È Æ
É�����Æ 662 keV Ö���� é �*)������
Æ�Ç,� � © Ñ ÃIÙ�Ù�#�Ø�Ø ©uÁuÆ
Ë¬Ê ¯�� Ç ��È Ë � ����� È Æ
�f�>��� È Ë�� � É�Ô
Ô
Ë,Ë ��È Ç%Ç�É�� È Ë�Ó � É���Ô
Ë�Æ È Ô � Æ � Ç�É ��È Ë%��� ����È Ç¨� � Ç
�h¤¦� È ÆÊ ¯�� Ç ��� ��Ç ¯�� ��Æ Ñ Ê�����Ë � Æ�Ë«Ô � Æ � Ç�É ��È Ë Ë ��È Ç"� ��� Ô � Ô
É�Ô
Ë Æ�Ç«����Ê � �ÄÂ�Ô
Ë0Ê���É � Æ�Ë � é�È�� ��Æ�Ë«� � � Ç��ÄÊ � � Ì
� ��Ç�É�� � Æ�Ë�����Ê ¯�� Ç ��Ì � � � Ç��ÄÊ � � � ��Ç�Æ
��É�©�ÁuÆ,Ë���� È � � Ô � Æ � Ç�É��Ä¡f��Æ � £�Ç�Æ È �>Æ�Ë�Ç�� È Æ:�Ä��Ê�� � Ë�� ��È Ç�É�§
Ë£�É�§��Æ
� ��È Ç � ¤Õ����Ê � �ÄÇ�����Æ2����������� � Æ"Æ�Ë�Çz����É�Æ � Ç�Æ
��Æ È Ç"Ê�É � Ê � É�Ç�� ��È�È Æ ��� Æ2° � ¤¦Ô È Æ�É����ÄÆ���WÊ ¯�� Ç ��È � È�� �Ä��Æ È Ç®©
ª«Æ�Ë���� È � � Æ�Ë�Ç2� � � É�ËwÇ�É����¼Ç�ÔQÊ���É � Æ�Ë�ÊæÆ � Ç�É � ��§�Ç�É�Æ �f� È ����Ê � �ÄÂ � ��Ç�Æ���Éw°������ È ���É��í��£ � Æ2Æ�Ç"� È Ë�Ô � Æ � Ì
Ç�Æ���Éz�h¤Õ����Ê � �¼Ç�����Æ�Ê±Æ
É���Æ�Ç�Ç�Æ È Çz��Æ È Æ ��� ��Ê�Ç�Æ
É ¡¢��Æ � Æ�Ëz����Ê�� � Ë�� ��È Ë �G¤Í����Ê � �ÄÇ�����Æ ��� É�É�Æ
Ë�Ê ��È ��� È Ç
° � �W��������Æ Ê�É�Ô
Ë�Ô � Æ � Ç�� ��È�È Ô�Æ�©&' È � � ��� � Æ ��Æ �
� ��Ê�Ç¨����ÆV��ï �¨¯ ÆVË � �¼Ç � Æ È�� � £�É�Æ$�G¤Õ�Ä��Ê�� � Ë�� ��È Ë
� ��Ê�Ç�Ô�Æ
Ë ° � ¤ÕÆ È Ç�É�Ô�Æ���� � � ��� � Æ Ê±Æ È ��� È Ç�� È Ç�Æ
��Ê�Ë%� ��È�È ÔßÖ t ��� ��Ê�É���Ë%Æ È Ç�É�Æ 0, 01 s Æ�Ç 100 h Ø ÑË � �ÄÇ � Æ�Ç�Æ���Ê�Ë È Ô � Æ
Ë�Ë�����É�Æ,° � ¤ � £�Ç�Æ È Ç�� ��È �h¤¦� È�È�� � £�É�Æ¬� ��È�È Ô¬�h¤Õ�Ä��Ê�� � Ë�� ��È Ë�Ö N �
� ��Ê�É��ÄËzÆ È Ç�É�Æ$Ã
Æ�Ç 104 Ø�©

ÁC� � �����ÄÇ���Ç�� ��È ��Æ � � ��Æ�Ë���É�Æ>Ê�É � f��Æ È Ç���� Ç�Æ
��Ê�ËW��Æ>Ë � � È Ç�� �Ä� ��Ç�� ��È � � ��Ç�Æ
��Ê�Ë!� � É�Ç �.���
��Ô�Ç�Æ � Ç�Æ���É � � Æ«Ç�Æ���Ê�Ë τm

Ñ � È Ç�É�� È Ë�§
¡¢��Æ"���:Ë � � È Ç�� �Ä� ��Ç�Æ
��É Ñ Æ
Ë�Ç0Æ
Ë�Ç�����Ôz° 1, 6 µs Ê���É � Æ ����È Ë�Ç�É�� � Ç�Æ���É
©Á0¤ � £�Ë�Æ�É����Ç�� ��È �h¤¦� È Æ.����Ê�� � Ë�� ��È ° � ¤ � Ë � � ��� � Ë �
� ÊæÆW� ��È Ç�É�Æ�Æ�ÝæÆ � Ç��Ä�Æ
��Æ È ÇN¡¢��Æ τm ≈ 2 µs ©0ÁuÆ
ËÆ�ÝæÆ�Ç�Ë���ÆLÇ�Æ
��Ê�Ë�� � É�Ç.��Ê�Ê���É�����Ë�Ë�Æ È Ç � � É�Ë�¡¢��Æ � ¤¦� È Ç�Æ È Ë��ÄÇ�Ô>���TÓ×���ÄË � Æ
��� � È�� ����Æ È Ç.��Æ�f��Æ È Ç.Ç�É � Ê
����Ê � É�Ç�� È Ç�Æ�©�ÁCÆ%��Ô�Ç�Æ � Ç�Æ���É È Æ�Ê���É�f��Æ È ÇQÊ � ��ËQ°�Ë����ÄfÉ�Æ � Æ¬��Ô
£��¼ÇQ��Æ�Ê ¯�� Ç ��È Ë
©æë È � ��È Ç�É�Æ%¡f��Æ � �
��Æ
Ë���É�Æw�h¤Í� � Ç��¼f�ÄÇ�Ô`Ë�����Ë���ÆwÊ���É � Æ`��Ô�Ç�Æ � Ç�Æ���ÉmÆ
Ë�Ç � ��Ô�Æ ° � ¤Õ� � Ç��Äf�ÄÇ�Ô0� È�� ����Æ È Ç�ÆwÊ���É Ames =

Ainc

1 + τmAincÖ Û ¯�� ��� Æ È £±Æ
É���Æ
ÉmÆ�Ç«� � © Ñ ÃIÙ�Ù���Ø�©-%ì� È Çw¡¢��Æ Ainc
É�Æ
Ë�Ç�ÆQ� È Ó�Ô�É��ÄÆ
��É�Æ"° 3.104 Bq Ñ � ¤¦Ô � ��É�Ç`É�Æ � ��Ç��¼ÓÒÆ È Ç�É�Æ � ���Æ
Ë���É�Æ%Æ�Ç � �:�� � Æ
��É"É�Ô
Æ ��� Æ È Æ%��Ô
Ê���Ë�Ë�Æ�Ê���Ë 0, 5 % ©�ë È Ç�É��®���� ��� Æ�É��%Ç � �,) � ��É�Ë2��� È Ë � Æ�Ç�Ç�Æ,��������ÆÆ�Ç � ¤¦Æ
Ë�Ç:Ê � ��É � Æ�Ç�Ç�Æ�É�����Ë ��È ¡f�G¤Õ� È ÆN£�É���¡¢��ÆV�h¤Õ� � ����� È �����EÆ
Ë�Ç:� È Ç�Æ
É � � � Ô
ÆV��� È Ë � Æ$Ó×���ÄË � Æ®��� Ñ ��Â È

�h¤¦Ô�f�ÄÇ�Æ
É � � Ë���Ç���É���Ç�� ��È ���.Ë � � È Ç�� ��� ��Ç�Æ
��Éz° f����Æ�©
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ÁC�QÉ������ � � � Ç��Äf�ÄÇ�Ô È ��Ç���É�Æ ��� Æ �
��È Ë�Ç��¼Ç���Æw� È Æ`Ë � ��É � Æ �h¤¦� È�� Æ
É�Ç��¼Ç�����Æ`Ê � ��É � �"��Æ
Ë���É�Æ�©�ª«Æ
Ê±Æ È ��� È Ç Ñ
� � Æ
Ë�Ç¬Ç�É�§
Ë�Ó×� � � � Æ���Æ Ë�Æ$��Ô
£���É���Ë�Ë�Æ
É%��Æ � Æ$£�É����ÄÇ È ��Ç���É�Æ � Æ È � �Ié Æ È�È � È Ç � Æ
Ë���É�� È ��Æ
��É�Ë¬Ë���É�� È Æ� ��È ����Æ ����É�Ô�Æ�©Cê�ÆVÊ � ��Ë Ñ � ¤Õ� È Ç�Æ È Ë��ÄÇ�Ô ���L£�É����ÄÇ¬Æ�Ë�Ç%Ç�É�§
Ë�Ó×���Ä£ � Æ�Ê���É¬É���Ê�Ê � É�Ç,° � Æ ��� Æ$��Æ � �WË � ��É � Æ
��Æ � Ô
Ë������5��Ç�� � ��Ë�Ô�Æ2��� È Ë È�� Ç�É�Æ�� ��È Ç¨����Æ�©¢ÁuÆ����í����§�Ç�É�ÆQ��Ë�Ë�Æ ��Ô � Æ��Ô���� �
� �Ä� �Ä�N��Ç�Æ
��É"Ö��,��� ��� È Ë
È�� Ç�É�ÆQ� ��È Ç�����Æ®ØìÊæÆ���Ç ����È ������É�Æ°%� È ÆQÆ
É�É�Æ
��ÉwË é Ë�Ç�Ô
����Ç���¡¢��Æ���Ë�Ë�Æ ���¥ È � È Ç�Æ�©�Û�� � Æ
Ë0���É��í��Ç�� ��È Ëì��Æ
�
� ��Ê�� � �ÄÇ�Ô:Ë ��È Ç��Ä��Ê � É�Ç¨� È Ç�Æ�Ë�Ë���É¬� È Æ$���ÄË�Ç�� È�� Æ$��Æ �N��� Ñ � � � É�Ë � �W��Æ
Ë���É�Æ È ¤ÕÆ�Ë�Ç%Ê � ��Ë¬¡¢�h¤Õ� È Æ
� ��é Æ È�È Æ,Ë�Ê���Ç��í� � Æ�©�ª«Æ � �uÊ±Æ
��Ç2� È ������É�Æ���Æ
Ë"Æ�É�É�Æ���É�Ë2�Ä��Ê � É�Ç�� È Ç�Æ�Ë«Ë�� � ¤ ��ÈWÈ ¤¦Æ È Ç���Æ È Ç"Ê���Ë ��� ��Ê�Ç�Æ�©
ðì��ÉwÆ ��Æ
��Ê � Æ Ñ � � ��� ��Ê�� � �¼Ç�Ôz�h¤¦� È Æ
��Ê�� � Æ
��Æ È Ç0Ë�Ç¨��Ç���¡¢��Æ"Ê���Ë�Ë�ÆQ�h¤¦� È Æ"�� � Æ���É �
��È Ë�Ç¨� È Ç�Æ�Ö×É�� È � � �
� � � Ë�ÆQÊ�� �¨Ï � È �¢Ø °,� È ÆQ�� � Æ
��É È � �Ä� ÆQ��ÆÓ×�8? ��È � È Ë�Ç�� È Ç¨� È�È Ô
Æ�° � �,Ë���É�Ó×� � Æ��Æ � ¤ÕÆ���Ê�� � Æ���Æ È Ç®©¢ë�É Ñ Ë��� ¤ ��È Æ�ÝæÆ � Ç���Æ�� È Æ,��Æ�Ë���É�Æ:�®�Æ � � È Æ%Ç¨��� ��� Æ�����Ê � É�Ç¨� È Ç�Æ¬��Æ¬Ó×����Ë � Æ®��� Ñ���È Ç�É � ���Æ,� È Æ,������� È ��Ç�� ��È
Ê�É � ��É�Æ�Ë�Ë��Ä�Æ,��Æ � � ��� ��Ê�� � �¼Ç�Ô¬° � � Ë���É�Ó×� � Æ�©

ÁC� �
� ��Ê�� � �ÄÇ�Ô���Æ
Ë���É�Ô�Æ Ñ νmes(y) Ê±Æ
��ÇW¥�Ç�É�Æ � � � � � � Ô�Æâ�h¤Õ��Ê�É�§
Ë � �L�� � Æ���É���Æ � � �
� ��Ê�� � �ÄÇ�ÔÉ�Ô�Æ �Ä� Æ Ñ ν(y) �
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νmes(y) =

∫ y+R

y−R

g(y′) ν(y′) dy′ ,

��� g(y′) Æ
Ë�Ç2� È Æ�Ó ��È�� Ç�� ��È ¡¢���æ��Ô
Ê±Æ È ����Æ � �:��Ô � ��Ô�Ç�É���ÆQ��� �
� �Ä� ������Ç�Æ
��É�©�ð � ��É"� È!� É��¼Â � Æ � ��É � � Ì� ����É�Æ���Æ%É�� é���È R Ñ g(y′) Ë�¤ÕÔ � É��ÄÇ �
g(y′) =

√

R2 − y′2

ÁC����É�� È ��Æ���É2��Æ�Ë���É�Ô
Æ,Æ
Ë�Ç�� ��È�� � Æ¬Ê�É � �����¼Ç2��Æ �
��È  � � ��Ç�� ��È ��Æ � �$��É�� È ��Æ���É2É�Ô
Æ ��� Æ,Æ�ÇQ�h¤Õ� È Æ
Ó ��È�� Ç�� ��È ¡f���u��Ô
Ê±Æ È �.��Æ � �$��Ô � ��Ô�Ç�É���Æ�������Ô�Ç�Æ � Ç�Æ���É �

νmes = ν ∗ g��� Æ�Ë�Ç¬� ��È�� Ê � Ë�Ë���£ � Æ,��Æ É�Æ�Ç�É � ���Æ�É � � �
� ��Ê�� � �ÄÇ�Ô�É�Ô
Æ ��� Æ,Æ È ��Ô ����È  � � ��� È Ç � Æ,Ë��Ä� È � � ��Æ
Ë���É�Ô�©
ð � ��É � Æ � � Ñ � � Ó×����Ç � � � � � � Æ
É � ��Ç�É�� È Ë�Ó � É���Ô
Æ¬��Æ%î � ��É���Æ�Éz��Æ � �:Ó ��È�� Ç�� ��È g(y′) � ĝ(k) Æ�Ç � � � � � � Æ�É �

ν(y) = %2î −1( ν̂mes(k) / ĝ(k) )

ÁC�VÂ�����É�Æ #�©¼ÃIÙ$Ê�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Æ:��Æ
Ë2��É���Ê ¯ ��¡¢��Æ�Ë2��Æ
Ë2Ó ��È�� Ç�� ��È Ë g Æ�Ç ĝ ©ð � ��É.¡¢��Æ � Æ�Ç�Ç�Æ ��Ô�Ç ¯�� ��Æ>��Ô ����È  � � ��Ç�� ��È Ë � �¼Ç�Æ�ï � � � Æ Ñ � � Ó×����Ç.����Ë�Ê � Ë�Æ
É!��Æ È�� � £�É�Æ���Ë�Æ�Ë
��Æ
Ë���É�Æ
Ë¬Ë���É�� È Æ � ��È ����Æ
��É��Æ ������©Gª«Æ � �mÆ
Ë�Ç¬Ç�É�§
Ë ����È Ç�É������ È � È Ç�Æ�Ç%� � Æ�Ë�Ç¬Ê�É�Ô�Ó�Ô�É���£ � Æ Ñ ¡f��� È �
� ¤¦Æ
Ë�Ç�Ê � Ë�Ë��Ä£ � Æ Ñ �h¤¦��Ç�� � �ÄË�Æ
É�� È4� É��¼Â � Æ!Ê � ��Ë Ê±Æ�Ç��ÄÇ$Ê � ��É � ÆW��Ô�Ç�Æ � Ç�Æ���É���Â È ��Æ!Ë
¤Õ��ÝæÉ�� È��¨¯ ��É$��Æ � Æ
Ê�É � £ � §���Æ�©

@<A/CED #�©ÄÃIÙGF!î ��È�� Ç�� ��È g Æ�Ç2Ë��VÇ�É�� È Ë�Ó � É���Ô
Æ¬��Æ�î � ��É���Æ�É
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ê�� È Ë � Æ �¨¯ ��Ê��ÄÇ�É�Æ Ñ�È�� ��Ë«� ��� ��È Ëm���ÄË � ��Ç�Æ
É � Æ�Ë`É�Ô
Ë�� � Ç���Ç�Ë`Æ ��Ê±Ô
É�����Æ È Ç¨����� � £�Ç�Æ È ��ËwË���É � Æ�ËwÔ �
� � Ì� Æ���Æ È Ç�Ë%£���������Æ È Ë�� ��È�È Æ � Ë¬��Æ È Ë�Æ
Ë
© ' È Æ�Ê���É�Ç��ÄÆ$��Æ � Æ
Ë�É�Ô�Ë�� � Ç¨��Ç�Ë ��È Ç�Ô�Ç�Ô � £�Ç�Æ È ��Ë � � É�Ë%��Æ�� ��È
Ë�Ç�����ÆW��Æ�ê �0Ü © ��¤Õ���zÔ���� � Æ���Æ È Ç � È�� � ��Ë ��Æ
Ë$��Æ
Ë���É�Æ�Ë$É�Ô
� � �ÄË�Ô
Æ�Ë Ê���É 9=©mÎ«� � � É�Ë���Æ!Ë ��È Ë�Ô ) � ��É
Ê � Ë�Ç�� ��� Ç � É�� � ��� � ��£ � É���Ç � ��É�ÆV��Â È ��ÆN� ��È�È Æ
É�� È Æ���ÄË�� ��È Ê � ��Ë �
� ��Ê � §�Ç�ÆV��Æ�Ë � ��É�� � Ç�Ô
É���Ë�Ç���¡¢��Æ�Ë
��Æ�Ë,Ô �
� � � Æ
��Æ È Ç�Ë,Ú�ê:©uÁuÆ
Ë¬��� È �ÄÊ�� � ��Ç�� ��È Ë ��È Ç%Ô�Ç�Ô$Æ�ÝæÆ � Ç���Ô
Æ�Ë:�®�Æ � � È ��Ô � � È ��Æ � ��È�� ����Ë�ÊæÆ�É�Ë�Æ
��Æ����Ë�¡f��Æ
Ë«Â � ��ÔQÊ���É � ����Ô
É���É���Ê�����Æ Ö � Óp© �¨¯ ��Ê��¼Ç�É�ÆÊ�É�Ô � Ô���Æ È Ç Ø ©(� � ��Ë"� �Ä� ��È Ë`�h¤Õ��£ � É���Ô�Ç�������Æ�É � �
Ê�É � Ê�������Ç�� ��È ���:Ó�É ��È Çm��Æ«��É���� È Ëì¡¢�����®�� È�� Æz��� È Ë � Æ � � È � � ��Ê�É�§
Ëm¡¢��Æ � Æ É�Ô
Ë�Æ�É� � ��É0���ÄÇkÔ�Ç�Ô � ���Æ�É�Ç
©
ê�� È Ë� È Æ���Æ�������§���Æ,Ê���É�Ç���Æ Ñ�È�� ��ËQÊ�É�Ô
Ë�Æ È Ç�Æ
É ��È Ë � Æ
Ë2Ê�É � Ê�É��ÄÔ�Ç�Ô
ËQ��Æ
ËQÔ ��� � � Æ���Æ È Ç�ËQË�Ç¨��Ç�� ��È�È ���ÄÉ�Æ
Ë
Æ�Ç:Ô�Ç���£ � �ÄË
© �0È Â ÈGÑìÈ�� ��Ë:��Ô � É��ÄÉ ��È Ë:� È É�Ô
���Ä��Æ È�� ���Æ
���s¡¢���«��Ê�Ê���É��-+�Ç������LÓ � É�Ç�Ë���Ô
£��¼Ç�Ë,Æ�Ç:¡f���
��§ È Æ È ��Ç���É�Æ ��� Æ
��Æ È Ç2° � ¤¦Ô�Ç�����Æ%��Æ
Ë2Ô �
� � � Æ
��Æ È Ç�Ë2Ç�É������Ä��Æ È Ë�� ��È�È Æ � Ë�©
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ê�� È Ë � Æ�Ç�Ç�Æ Ê�É�Æ
����§�É�ÆmÊ���É�Ç���Æ È�� ��Ëk� ��� ��È ËG���ÄË � ��Ç�Æ�ÉA��Æ � �zÊ�É � Ê�������Ç�� ��È ���,����Ç�Ô
É������¬��É�� È � � ���ÄÉ�Æ
��� È Ë � Æ � � È � � � È �ÄÇ���� � Æ���Æ È Çf����Æ�© �0ÈL¯¢é ��É � � é�È �����Ä¡¢��Æ Ñu� Æ�Ê�É � £ � §
��Æ Æ
Ë�Ç �
��È�È �LË � ��Ë � Æ È�� �
��Æ�Ê�É � £ � §���ÆV��Æ�É���Ê�Ç���É�Æ���Æ�£���É�É�����Æ�©AÁC��Â�����É�Æ	"�©¼Ã�� ��È Ç�É�Æ���Æ
��� ��Ô � ��Ô�Ç�É���Æ
Ë � � ��Ë�Ë���¡¢��Æ���Æ È Ç
Ô�Ç������ÄÔ
Æ
Ë�©�ÁC��Ó � É���ÆzÆ�Ç � ��f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ"���$Ó�É ��È Çm��Æ
��Æ
��É�Æ È Ç`Ë��*)�Æ�Çw°���Ô�£���Ç`��¥
��ÆzË���Ê � ��Ë���Æ
��É�ËìÇ ¯ Ô � É���Æ�Ë
Ë��Ä��Ê � �ÄÂ�Ô
Æ
Ë ��È ÇÔ�Ç�Ô%Ê�É � Ê � Ë�Ô
Æ�ËÊ � ��É � Æ
Ë"��Ô � É���É�Æ�Ö>�� È Ç Ñ Ã®Ù�������î�É�� �
� ��É � �Ä� � Æ�Çªz��Ê���É�Ç Ñ Ú�Å�Å�Ú�Ø�©

Á � É�Ë�¡f��Æ � ¤ ��È[� ���É�Æ � ¤Í� � ����Æ È Ç���Ç�� ��ÈhÑ � Æ�Ë¬��É���� È Ë�Ç � � £æÆ È Ç���� È Ë � Æ � � È � � Æ�Ç Ñ Ê � ��É%� È � È � � Æ
Ë���ÊæÔ�É���Æ���É%° � ¤Õ� È � � Æ:��Æ$É�Æ
Ê � Ë Ñh�
� ����Æ È�� Æ È Ç%°!Ë
¤¦Ô ��� � � Æ�É
©Cª«Æ Ó�É ��È Ç¬��Æ$Ê�É � Ê�������Ç�� ��È Æ
Ë�Ç¬f��Ë��Ä£ � Æ
Ë���É � ��Â�����É�Æ "�©ÍÚ�©æð � ��É � £�Ç�Æ È ��É � Æ
Ë¬�Ä�N����Æ
Ë Ñ � � � ����Ô
É��!�WÔ�Ç�Ô$� È�� � � È Ô
Æ ° � ¤Í� È � � Æ,��� � � È � � ©æÁC�
Ó � É���Æ.���)Ó�É ��È ÇW������� � ��Æ�� ��É�� È � � ����É�Æ.Æ�Ë�Ç!¡¢��� � �ÄÇ���Ç��¼�Æ���Æ È Ç����¼ÝGÔ�É�Æ È Ç�Æß��Æ � Æ �Ä� Æ.�h¤¦� È � �Ä¡f������Æ
Ö� � ��É,Â�����É�Æ "�©¼Ã�Ø,Æ�ÇV�ß��Ô )�°âÓ×���ÄÇ � ¤ � £ )�Æ�Ç ��ÆWÊ � ��Ë��ÄÆ
��É�Ë:Ç�É��I����f� Ö×ð � � � ��¡¢��Æ ÈhÑ ÃIÙ�Ù�Ù��� Ü�È ��É�Æ � Ç�Ç��
Æ�Ç� � © Ñ Ú�Å�Å�Ú�Ø © 	¬É 	 � Æ%�����.��Æ
Ë���É�Æ
Ë2É�Ô®� � ��Ë�Ô�Æ
ËQ° � ¤Õ������Æ���Æ � � � ����Ô
É��$É���Ê��Ä��Æ Ñ�È�� ��Ë� ��� ��È Ëz��Ô � É���É�Æ� Æ �¨¯ ����Ê���Æ%f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ,����Ë�Æ
� È ���.Ó�É ��È Ç®©
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h0

h0

h(x,t)

h(x,t)

@<A/CED "�©ÄÃHF � ��Ê±Ô
É���Æ È�� Æ�Ë � � ��Ë�Ë���¡¢��Æ�ËQ��Æ,É���Ê�Ç���É�Æ%��Æ%£���É�É�����Æ ¯¢é ��É���� � ��¡¢��Æ

@<A/CED "�©ÍÚGFW��Ø �`��Æ,�G¤ÕÆ È Ë�Æ�� £ � Æ,��� � � È � � ©�£ÒØ �`��Æ%É���Ê�Ê �f�¨¯ Ô
Æ%����Ó�É ��È Ç2��Æ%Ê�É � Ê�������Ç�� ��È ©
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@<A/CED "�© #�F�ê�í����É�������Æ¬Ë�Ê���Ç�� ��Ì Ç�Æ
��Ê � É�Æ � ��Æ � ¤ÕÔ�Ê����ÄË�Ë�Æ���É2��Æ � ¤¦Ô �
� � � Æ���Æ È Ç h(x, t) É�Ô®� � ��Ë�Ô�° θ =
42◦ Æ�Ç Q I Ã�ÃIÅ�ÅVÊ���É�Ç � Ë

�Q_�^`_/. � npj`r0g�j 4 4 e d 8�j0l�npo BIl�e&4 8:o0g�euv
ÁC�ßÊ�É�Æ����Ä§
É�Æ���Æ�Ë���É�ÆW¡¢��Æ È�� ��Ë$�® ��È Ë$Æ�ÝGÆ � Ç���Ô
Æ!Æ�Ë�Ç � Æ ��� ÆN��Æ � ¤ÕÔ�Ê����ÄË�Ë�Æ���É ��Æ � ¤¦Ô �
� � � Æ���Æ È Ç

h(x, t) ©¢ÁuÆ
Ë`Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç�Ë Ú�ê ¡¢��Æ È�� ��Ëw�® ��È Ë � £�Ë�Æ
É��Ô�Ë«Ë ��È Ç`Ç � �,) � ��É�Ë0��Æ È Ë�Æ
Ë�© Ü Â È ��Æ2��Ô�Ç�Æ
É���� ÌÈ Æ�É � ¤ÕÔ�Ê����ÄË�Ë�Æ���Éu��Æ � ¤¦Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç h(x, t) Ñ � Æ � � È � � Æ�Ë�ÇCÂ � ��Ô0��� È ËAË ��È Æ È Ë�Æ
� £ � ÆÖ� � ��ÉhÂ�����É�Æ="�©ÍÚ���Ø�©Á0¤Õ�Ä�N����Æ�Æ�Ë�Ç%Æ È Ë����¼Ç�Æ$Ë�Æ
��� ��� Ô�Æ � Æ$¡f���mÊæÆ�É���Æ�Ç���Æ$��Æ�Ë���É�Æ
É � ¤ÕÔ�Ê�����Ë�Ë�Æ���É���Æ � ¤ÕÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç¬Æ È Ç � ��Ç
Ê � � È Ç���� � � È � � Æ�ÇV°�Ç � ��Ç � È Ë�Ç�� È Ç®©kÁC��Â�����É�Æ "�© #â� ��È Ç�É�Æ � Æ����í����É�������Æ�Ë�Ê���Ç�� ��Ì Ç�Æ
��Ê � É�Æ � ��Æ
h(x, t)/hmax

Ö ��� hmax
Æ
Ë�Ç � Æ���������:���5��Æ h(x, t)

� � É�Ë«��Æ � ¤¦Ô ��� � � Æ���Æ È Ç ØwÊ � ��É � È Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç
Ç é Ê���¡¢��Æ�Ö θ = 42◦ Æ�ÇQ��Ô�£��ÄÇ Q I Ã�ÃIÅ�Å$Ê���É�Ç � Ë¨Ø�©Û���É � Æ:��������É�������Æ ��È  � �ÄÇ� È Æ È Æ�Ç�Ç�Æ:���ÄË�Ç�� È�� Ç�� ��È Æ È Ç�É�Æ � Æ � � È � � f����ÆWÖ×Æ È �Æ
É�Ç¬� È �¼Ó � É���ÆIØ
Æ�Ç � ¤ÕÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç¬Ö×��Æ )���� È Æ¬°$É � ����ÆIØ ©�ÁC�:Ç�É�� È Ë��¼Ç�� ��È Æ�Ë�Ç È Æ�Ç�Ç�Æ%° � ����Ë�Æ¬��Æ � ��Ó � É���Æ ��Æ È ����É �¨¯ Æ
�h¤¦Æ
Ë � � � ��Æ
É �N���sÓ�É ��È Ç
©:' È Ê�É�Æ
����Æ
É:É�Ô
Ë�� � Ç���Ç$¡¢���zÊ±Æ
��ÇV¥�Ç�É�Æ!��Ô
�����ÄÇV���4��������É�������Æ�Æ
Ë�ÇV¡¢��Æ � �
f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ!���sÓ�É ��È Ç$Æ�Ë�Ç ����È Ë�Ç�� È Ç�Æ!Ê�����Ë�¡¢��Æ � ��Ç�É�� È Ë��ÄÇ�� ��È Æ È Ç�É�Æ � ÆN� � ����� È Æ��Æ
É�ÇVÆ�Ç � Æ�� � ����� È Æ
� É�� È ��ÔWÖ � ¤¦Æ
Ë�Ç Ì ° Ì ���ÄÉ�Æ,Æ È Ç�É�Æ � � È � � ��Ä��Æ:Æ�Ç¬Ê � Æ
� È Ø"Æ�Ë�Ç¬� È Æ ��É � �ÄÇ�Æ�©±ê�Æ Ê � ��Ë Ñ � ��ÊæÆ È Ç�Æ α ��Æ � Æ�Ç�Ç�Æ
��É � �ÄÇ�Æ �
��È Ë�Ç��ÄÇ���Æß� È Æß��Æ
Ë���É�Æâ��Æ � �L��¼Ç�Æ�Ë�Ë�Æ>����Ó�É ��È Ç vfront = 1/α ©«ê�� È Ë � ¤¦Æ���Æ���Ê � Æâ��Æ � �Â�����É�Æ "�© # � Æ�Ç�Ç�ÆQf�¼Ç�Æ
Ë�Ë�ÆQ�����ÇwÆ È f��É ��È vfront I Å�©ÕÙ�Ú�� � Ë
©fë È ÊæÆ���Ç  � ��É0Æ È Ë����ÄÇ�ÆQ��� È Ë � Æ"� � ����� È Æ��Æ � ¤¦Ô ��� � � Æ���Æ È ÇQÇ � ��Ç�Æ�� È Æ�Ë�Ô
É��ÄÆ���Æ � ��� È Æ�Ë2°�Ê±Æ
��Ê�É�§�Ë�Ê���É�� �Ä� § � Æ
Ëz��Æ ��� � � Æ���ÉQÊ � ��Ë"Ó ��È�� Ô
Æ�©hª«Æ�Ë� �Ä� È Æ�Ë �
� É�É�Æ
Ë�Ê ��È ��Æ È Ç�Æ È Ó×���ÄÇV°[��Æ�Ë�Ê±Æ
É�Ç���É�£���Ç�� ��È ËV��Æ � �[Ë���É�Ó×� � Æ.��Æ
ËVÔ ��� � � Æ
��Æ È Ç�Ë�© � �Ä� Æ
Ë$Ë�Æ
�
� ��Ê � É�Ç�Æ È Ç ��� ����ÆV� Ès� £ )�Æ�Ç ;�� Ç�Ç�� È Ç Ë���É ; Æ����Æ Ñm� ¤¦Æ
Ë�Ç Ì ° Ì ���ÄÉ�ÆNÆ���Ê � É�Ç�Ô�Ê���É � Æ ��� ��É�� È Ç$° � �
f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æß��Æ � �[Ë���É�Ó×� � Æ�©zÁC� Ê±Æ È Ç�Æ β ��Æ
Ë � Æ
ËN� � � Ç���Ê � Æ
Ë � ��� È Æ�Ë�Ê���É�� �Ä� § � Æ
Ë ����È Ë�Ç��ÄÇ���Æâ� ��È�� � È Æ
��Æ
Ë���É�Æ$���ÄÉ�Æ � Ç�Æ ��Æ � ��f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�ÆV° � ��Ë���É�Ó×� � Æ$��Æ � ¤¦Ô �
� � � Æ���Æ È Ç � Vsurface = 1/β ©hª«Æ�Ë � �Ä� È Æ
ËË ��È Ç
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� � � È Ë%� È�� � � È Ô�Æ
Ë%¡¢��Æ � Æ ��� Æ �
� É�É�Æ
Ë�Ê ��È ��� È Ç$° � ��Ê�É � Ê�������Ç�� ��È ��� Ó�É ��È Ç Ñ � È ����¡¢��� È Ç,� È Æ�f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ
Ê � ��Ë«Ô � Æ��Ô
Æ�©Òë È  � �¼Çz�h¤Õ��� ��� Æ���É�Ë`Ë���É � ÆQ��������É�������Æ2��Æ
ËzÊ±Æ
É�Ç���É�£���Ç�� ��È Ë ��É���Ç�Ç�É���Ê±Æ
É�� � ÆQÓ�É ��È Ç®©�ë È
Ê±Æ
��Ç¬Æ È Â È É�Æ
����É�¡¢��Æ�É�¡¢��Æ$Ë�� � ¤ ��È Ó×���ÄÇ���£�Ë�Ç�É�� � Ç�� ��È ��Æ�Ë�ÊæÆ�É�Ç���É�£���Ç�� ��È Ë���Æ:Ë���É�Ó×� � Æ Ñ � ¤¦Ô
Ê�����Ë�Ë�Æ
��É
��Æ � ¤¦Ô ��� � � Æ���Æ È Ç«��Ç�Ç�Æ�� È Ç � È É�Ô
���Ä��Æ"Ë�Ç¨��Ç�� ��È�È ����É�ÆQÊ�É�Æ
Ë�¡¢��Æ��Ä����Ô
������Ç�Æ���Æ È Ç`��Ê�É�§
Ë � Æ2Ê���Ë�Ë�����Æ���
Ó�É ��È Ç
© �0È Æ�ÝæÆ�Ç Ñ Æ È ��Æ
Ë�Ë � ��Ë%��Æ � � � ��� È Æ,��Æ:Ç�É�� È Ë��ÄÇ�� ��È Æ È Ç�É�Æ � Æ � � È � � f����Æ Æ�Ç � ¤ÕÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç Ñ � �
�
� � � Æ���É`Æ
Ë�Ç É���Ê�����Æ���Æ È Ç � È �ÄÓ � É���Æ�©�� � Ç ��È ËwÆ È Â È ¡¢��Æ � �%Ê���É�Ç���Æ"����� �¨¯ ÆQ���N���í����É�������ÆzÆ�Ë�Ç Ê � ��Ë
Ó ��È�� Ô
Æ%¡¢��Æ � Æ¬É�Æ�Ë�Ç�Æ�©±ª«Æ � �CË
¤¦Æ���Ê � �Ä¡¢��Æ%Ê���É2� È Æ � Ô���§
É�Æ¬Ë���É�Ô
Ê�����Ë�Ë�Æ
��ÉQÊ�É�§
ËQ��Æ � ¤Õ� � �Ä��Æ È Ç���Ç�� ��È ©

ð0����Ë�¡f�G¤Õ� È É�Ô
������Æ!Ë�Ç¨��Ç�� ��È�È ���ÄÉ�Æ!Ë�Æ�� £ � Æ.¥�Ç�É�Æâ��Ç�Ç�Æ�� È Ç )���Ë�Ç�Æâ��Ê�É�§
Ë � Æ�Ê���Ë�Ë�����Æ���� Ó�É ��È ÇNÆ�Ç
¡¢��Æ � �!Ó � É���Æ$��� Ó�É ��È Ç,Æ
Ë�Ç�� È ���É��í� È Ç�Æ Ñu��È ÊæÆ���Ç ����È Ë�����Ô�É�Æ
É,¡¢��Æ � �!��¼Ç�Æ�Ë�Ë�Æ���ÆVÓ�É ��È Ç�Æ
Ë�Ç:Ô���� � Æ
° � ��f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�ÆW� �Ié Æ È�È Æ!����Ë�Æ
� È ��Æ � ¤ÕÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç�Ë�Ç¨��Ç�� ��È�È ���ÄÉ�Æ�© �0È Æ�ÝGÆ�Ç Ñ Ê���É ����È Ë�Æ
É����Ç�� ��È ���
��Ô�£��ÄÇ Ñ � Æ�Ë���Æ����ßf�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ
Ë%� � �Ä�Æ È Ç%¥�Ç�É�Æ$����Æ È Ç���¡¢��Æ�Ë
© Ü Ê�É�§
Ë%��Æ�Ë���É�Æ Ñ � � Ë�¤Í�®�§
É�ÆV¡¢��Æ � ��f�ÄÇ�Æ�Ë�Ë�Æ$��Æ
Ë���É�Ó×� � Æ �����Ç¬Æ È f��É ��È � Æ:� � ��£ � Æ ��Æ � ��f�ÄÇ�Æ�Ë�Ë�Æ$���ßÓ�É ��È Ç � Vsurface ' 2 vfront

©hª«Æ�Ç�Ç�Æ$Ê�É � Ê�É��ÄÔ�Ç�Ô
É�Æ�Ë�Ç�Æ%�� � ��£ � ÆÊ � ��ÉzÇ � ��Ë � Æ�ËzÔ ��� � � Æ
��Æ È Ç�Ë"¡¢���hË ��È Ç2Ë�Ç���Ç�� ��È�È ���ÄÉ�Æ�Ë"��Ê�É�§
Ë � Æ�Ê���Ë�Ë�����Æ¬���!Ó�É ��È Ç Ñ Æ�Ç
Ô�Ç���£ � ��Ë0Æ È Ç�É�Æ � ¤Õ� � �Ä��Æ È Ç���Ç�� ��È Æ�Ç � Æ"Ó�É ��È Ç
©¢ª«Æ � �æÆ�Ë�Çw� È ÆQ� È ��� � ��Ç�� ��È Ö×�����ÄËmÊ���Ëw� È Æ2Ê�É�Æ
���ÆIØw¡¢��Æ � Æ
Ê�É � Â � ��Æ2��¼Ç�Æ�Ë�Ë�ÆÆ
Ë�Ç � � È Ô
����É�Æ�© �0È Æ�ÝGÆ�Ç Ñ Ë���Ç�Æ � Æ
Ë�Ç � Æ � ��Ë � �¬f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�ÆÆ È Ë���É�Ó×� � ÆÆ�Ë�Ç«£���Æ È � ÆQ� � ��£ � Æ
��Æ � �Wf�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ�� �Ié Æ È�È ÆN��Æ � ¤ÕÔ �
� � � Æ
��Æ È Ç®© ' È Ê�É � Â � Ë � ���Æ È Ç É�Æ È��
��È Ç�É�Ô���� È Ë � Æ�Ë%Ô �
� � � Æ���Æ È Ç�Ë
��É�� È � � ���ÄÉ�Æ�Ëm��Æ È Ë�Æ
ËwÆ
Ë�Ç � Æ � ����Ê�É � Ê � Ë�Ô2Ê���É`Îz��� È�� � �.ÖbÎz��� È�� � � Ñ ÃIÙ �-��Ø�©�ê�� È Ë � Æ2� � ��§ � Æ Ñ � Æ"Ê�É � Â �
��Æ¬f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ�Ë�¤ÕÔ � É��ÄÇ �

V (y) = Vsurface

[

1 − (1 − y

h
)3/2

]

ë È Ê±Æ
��Ç� � � É�Ë � � � � � � Æ
É � �:f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�Æ,� �Ié Æ È�È Æ%��Æ � ¤¦Ô ��� � � Æ
��Æ È Ç"��Ô�Â È ��Æ%Ê���É �

〈V 〉 =
1

h

∫ h

0

V (y)dy

ë È Ê±Æ
��Ç�� � � É�Ë"Æ ��Ê�É�����Æ
É"Ë�����Ê � Æ���Æ È Ç � � f�ÄÇ�Æ�Ë�Ë�Æ�����Ó�É ��È Ç:Ö�Ô
��� � Æ,° � � ��¼Ç�Æ�Ë�Ë�Æ,� ��é Æ È�È ÆIØ"Æ È
Ó ��È�� Ç�� ��È ��Æ � �:f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ���Æ,Ë���É�Ó×� � Æ��

vfront = 〈V 〉 =
3

5
Vsurface

� � ��ËW�® ��È ËW��Æ È Ç�� ��È�È Ô.Ê � ��Ë ¯ ����ÇW¡¢��Æ � Æ
Ë � ��� È Æ
Ë �
� É�É�Æ�Ë�Ê ��È ��� È Ç!����� Ê±Æ
É�Ç���É�£���Ç�� ��È Ë���Æ
Ë���É�Ó×� � ÆNË ��È Ç:°�Ê±Æ
� Ê�É�§�Ë�Ê���É�� �Ä� § � Æ
Ë�© �0È Ó×���¼Ç Ñ � Æ
��É,ÊæÆ È Ç�Æ���Ô
Ê±Æ È ����Æ � ¤Í����Ê � �ÄÇ�����Æ ��Æ�Ë�Ê±Æ
É�Ç���É Ì
£���Ç�� ��È Ë
© Ü � È Ë�� Ñ � �!��Æ
Ë���É�Æ�Ê�É�Ô � �ÄË�Æ���Æ Vsurface

Ë
¤Õ�®�§
É�ÆW¥�Ç�É�ÆV��Ô � � � ��Ç�Æ � ��É β È Æ�Ê�É�Æ È ��Ê���Ë,� È Æ
�� � Æ���É%� È �Ä¡f��Æ�© ��� Æ
Ë�Ç:� ��È�� ���Äï � � � Æ$��ÆVË�Æ���Ô � �Ä��Æ
É�°.Ê���É�Ç���É¬���L���í����É�������Æ ��Æ�Ê ¯ ��Ë�Æ�Ê � ��É � Æ
Ê�É � Â � ��Æ$f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ � � È Ô
����É�Æ � �LÊ � ��É � Æ$Ê�É � Â � Î«��� È�� � ����Æ ÈhÑG� ¤ÕÆ�Ë�Ç Ì ° Ì ����É�Æ$��Æ���Æ
Ë���É�Æ�É%� È É���Ê�Ê � É�Ç
��ÆVÃ � Ú � � # � ��©

ÁC�$Â�����É�Æ "�© "V� ��È Ç�É�Æ¬� È Ê�É � Â � ��Æ¬f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ �
� É�É�Æ
Ë�Ê ��È ��� È Ç��������í����É�������ÆË�Ê���Ç�� ��Ì Ç�Æ���Ê � É�Æ �
��Æ � �WÂ�����É�Æ	"�© #�©AÛ���É � Æ�Ç�Ç�ÆVÂ�����É�Æ ÑC��È  � �¼Ç,¡f��Æ � Æ�Ê�É � Â � ��ÆVf�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ�Æ�Ë�Ç���ÆVÇ é Ê±Æ�Îz��� È�� � ���ÄÆ È ©
� � ��Ë2É�Æ�f�ÄÆ È ��É ��È Ë2Ë���É � Æ,Ê � � È Çz��� È Ë � �$Ë����ÄÇ�Æ¬��Æ � Æ �¨¯ ��Ê��¼Ç�É�Æ�©
�Q_�^`_×a � lfg�y 6±l�yg�e n�qwl�ehg�q�e 1y ��g�owqwl 1�e 8g�o:8�j`r`jml�npo`q
� � ��Ë2� ��� ��È Ë«����� È Ç�Æ È � È Ç È�� ��Ë"� È Ç�Ô
É�Æ
Ë�Ë�Æ
ÉQ° � �:Ë�Ç�É�� � Ç���É�Æ¬� È Ç�Æ�É È Æ¬���!Ó�É ��È Ç Ñ�� ¤ÕÆ�Ë�Ç Ì ° Ì ����É�Æ¬�����

�¨¯ ����Ê�Ë���Æ�f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�Æ�© Ü Â È ��Æ���Æ�Ë���É�Æ
É � Æ�Ë �¨¯ ����Ê�Ë���Æ.��¼Ç�Æ�Ë�Ë�Æ Ñ È�� ��ËW�® ��È ËN�G¤Í��£ � É�� Â � ��Ô � �
Ê�É � Ê�������Ç�� ��È ����Ó�É ��È ÇQ��� È Ë � Æ%É�Ô�Ó�Ô�É�Æ È Ç���Æ � ��� � ��£ � É���Ç � ��É�Æ�© Ü ��� � ��Æ È ÇQ�h¤ÕÆ�ÝGÆ � Ç���Æ
É � Æ%Ë����¼f�u��Æ
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@<A/CED "�© " FVð0É � Â � ��ÆQf�ÄÇ�Æ�Ë�Ë�Æ���� È Ë � ¤¦Ô�Ç���Ç«Ë�Ç¨��Ç�� ��È�È ����É�ÆQ° θ = 42◦ Æ�Ç Q I Ã�ÃIÅ�Å�Ê���É�Ç � Ë
©fÁC� �
� ��É�£±ÆÆ
Ë�ÇQ� È Â�Ç�Î«��� È�� � ����Æ È � V (y) = Vsurface[1 − (1 − y

h
)3/2] ©

@<A/CED "�© ��F %AÉ��*)�Æ � Ç � ��É�Æ
Ë���Æ
ËQ��É���� È ËQ��� È Ë � Æ%É�Ô�Ó�Ô
É�Æ È Ç��ÄÆ �A� ��Ô%����Ó�É ��È Ç
©±ÁA� �
� � � Æ
��É ��� É�É�Æ
Ë�Ê ��È �â°� �:f�¼Ç�Æ
Ë�Ë�Æ%�Æ�É�Ç�� � � � Æ�©
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Ê���É�Ç�� � � � Æ
Ë ÑG��È É�Æ�Ç�É�� È��¨¯ ÆN°WÇ � ��Ç�Æ�Ë � Æ
Ë�f�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ
Ë � �Nf�ÄÇ�Æ
Ë�Ë�Æ�� �Ié Æ È�È Æ���Æ � ¤¦Ô �
� � � Æ���Æ È Ç%��Æ
Ë���É�Ô�Æ
Ë���É � Æ¬��������É�������ÆË�Ê���Ç�� ��Ì Ç�Æ
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 BT�>9HD � 72DH-6ZcDH-T+.BTDH-aDqp.=	GHBE?UZcDH1J@;/ 3 DH-aDl@1M+2ZcGHBT?RKM+2DH-IV<12),+2-L72?R-T9H+z@CDHBE),12-�72+�9H),Zc=d)>BE@CDIZ[DI1J@072+�@;/>+zp87�NOGI9;:</>1 
 D4DI1M@TBTD 3 DI-072DH+zp�=	),=2+ 3 / �@C?R),12- h(3 1.5<1�V<12)>+2-L72GH9IBT?UBE),12-L72DI-�)>1272DH-L72Db@TBC/W5<9aKM+2?�-ED6=.BT),=</ 
 DH1J@L7</>1.- 3 NOGI9H),+ 3 DHZcDH1J@LDl@ 3 DH+.B
3 ?RDH1�/��,DI9 3 DbZ[)�72� 3 Db�0� 0 3 -TDIBC/e72?U-E9H+.@TG h

� �H� �"���8� *c �¡�� ��¢$� �S�  
 ������� ���

£�DH-¤BTGH-E+ 3 @C/W@C-�Dqpz=dGIBT?UZcDH1J@C/>+zpa=2BEGH-EDH1J@CGI-f7</>1.-¤9ID�9;:</>=2?A@CBTD�),1J@¤GI@TG�),Q.@CDI1M+2-�DI16X¥/W?U-C/W1M@�-HNPGH9H)>+ �
3 DIB�-T),?A@�72+c-C/>Q 3 D072D � ),1J@;/>?R12DHQ 3 D�/>+kV>-T)>?R@�72DI-�Q.? 3U3 DH-�7.DL�>DHBEBTD�72D �>¦,¦ µm

72/>12-�+21c9�/>1</ 3 72),1J@ 3 DI-=</>BE),?U-f-T),1J@�X¥/>?A@CDH-f72DL72DH+zp]= 3 />KM+2DI-�72DS�,DIBTBED hM§ 1eBEGH-TDIBE�>),?UB�9I),1J@CB )>3 D 3 D�72GHQ2?A@�7�NPDH1J@CBEGHD�=</>B�+.12?R@TG72D 3 />B 
 DI+2B Q h £�NP?U1.9 3 ?R1</>?R-T),1 θ
DI@ 3 / 3 /WB 
 DI+2B W 72+�9�/W1</ 3 -E),1J@L9;:2),?R-T?UDI-S=</>B 3 NPDlpz=	GHBT?RZ[DI1J@;/W@TDH+2B h£�Da9;:</>=2?A@CBTDa¨e72Gl@;/>? 3U3 D 3 DI-0Z}/W@TGHBE?©/>+zp{+.@C? 3 ?R-TGH-�DI@ 3 DI-0Z[Gl@C:2)�72DH-L72DaZcDH-E+2BTDI-�DIZ[= 3 )ªm,GIDH-�?U9H? h
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3 	�,�	-, 465 � � 	�' ����������� ��7 /  	�� � ���"���������
8�1\BTGH/ 3 ?R-C/>1J@¤= 3 +.-T?UDI+2BT-¤Dlpz=	GHBE?UDH1.9HDH-f7</>12-�+21\9�/W1</ 3 7�NP?U129 3 ?U12/>?U-E),1 θ

Dl@�72D 3 />B 
 DH+2B W 5zp.GIDH-IV>? 3DH-`@S=	),-T-E?UQ 3 D*7kNO),Q.-TDHB`�,DIB0= 3 +2-E?UDI+2BT-�BTG 
 ?UZcDH-�DH1{9;:2/>1 
 DH/>1J@ 3 D�72GIQ2?R@ Q � �,)>?UB�5 
 +2BED �zh � � h 8�1{72D �$�7�NP+212D]�W/ 3 DI+2B�9IBT?R@T?UKM+2D\7.+g7.GHQ2?A@ � 12)W@CGHD Qc
�lV 3 NPGH9H)>+ 3 DIZ[DI1M@F-HNPD29dDH9l@C+2Dc72?UBEDH9l@CDHZcDH1J@a-E+2B 3 D_XY)>127BT+ 
 +2DH+�p�72+�9�/>1</ 3�� /J� h £�NOGI9H),+ 3 DHZcDH1J@\=	DH+z@ . @TBTD{+.12?RXY),BEZ[DWV¤/>9H9IG 3 GIBTG[),+�?U1.-E@;/WQ 3 D � @T+2BTQ2+ 3 DH1J@;�-TD 3 ),1 3 DI-*9I),1272?A@C?U)>12-L7�NO?R129 3 ?U1</W?U-T)>1�Dl@�72D472GHQ.?R@ h�: + � 72D 3 � 72D 3 /e�W/ 3 DH+2BL9IBT?R@T?UKM+2D Qc

Vs? 3 -ED4XY),BEZ[D+218DIZ[=2? 3 DIZ[DI1M@�-`@;/W@T?UKM+2D�DI18-T+2B`X¥/>9HD�7.+2KM+2D 3�3 DH- 
 BC/>?R12-�-HNPGH9H)>+ 3 DI1M@ � Q{DI@S9ª� h$; 18BTDI=2BT)�72+2?A@S/>?R12-T?
3 DI-]BTGI-T+ 3 @;/W@T-]),Q.@CDI1M+2- � XY)>BE@C-]7.GHQ2?A@C-e7</>12-]1.)>@CBED�-`m�-E@C�IZ[D�Q2?R72?UZcDH1.-T?U)>1212D 3�� �>),?UB\=2/>BC/ 
 BC/>=2:.D� h ¨J� h

<>=@?#A �zh ��BDC�:2)>@T) 
 BC/W=2:2?UDI-bBTGH/ 3 ?R-TGHDI-6/ª�>DH9c72+g-C/>Q 3 D]72D � ),1J@;/>?R12DHQ 3 D�/>+ 7</W12-a+21 9H/>1</ 3 7�NO?R129 3 ? �1</>?R-T),1
θ = 40◦

DI@F72D 3 /WB 
 DI+2B W = 10 mm h /J� Q = 3 g.mm−1.s−1 V	Qs� Q = 10 g.mm−1.s−1 V9ª�
Q = 15 g.mm−1.s−1

£�),BT-EK�+.D 3 DH- 
 BC/>?R12-�-T)>1M@�?R1 � DH9l@CGI-�7</>12- 3 DS9�/W1</ 3 7</W12- 3 DSBEG 
 ?RZ[D 
-
�. V,+212D0=</WBE@C?RD�7�NPDH1J@TBTDLDH+zp-HNPGH9I),+ 3 D4Dl@F+21.D4=</WBE@C?RDb9H),1J@TBT?UQ.+2D �e3 /]XY),BEZ}/W@T?U),1}72D 3 NODIZ[=.? 3 DIZ[DI1J@0-E@C/W@C?RK�+.D h�: =2BE�H-�+21�BEG 
 ?RZ[D@CBT/>12-E?R@C)>?UBTD � KM+2?J-EDHBC/LGI@T+272?RG �L3 /�5<1a72D�9HD�9;:</>=.?R@CBEDª�qV 3 D�-`m�-E@C�IZ[Do/W@E@CDH?R1J@�+216GI@;/^@ -E@;/^@C?U)>121</>?RBTD h £ /5 
 +.BTD �zh � Zc),1J@CBED072DH-�=2:2)>@T) 
 BT/>=2:2?RDH-�=2BE?U-TDI- � 72DI-o?R12-E@C/>1J@C-�BTG 
 + 3 ?UDHBE-�/>+c9H),+2BE-�72D 3 /�9HBE),?U-E-C/>129ID72D 3 NPDHZc=2? 3 DHZcDH1J@*DI@ 3 /}5 
 +2BTD �zh ¨{Zc),1J@CBTD]+.12De=2:2)>@T) 
 BC/W=2:2?UD_7�NO+.1 GI9H),+ 3 DHZcDH1J@672D]-C/WQ 3 D]7</W12-
3 D*BTG 
 ?UZcD 
-
/. -E@;/^@C?U)>121</>?RBTD hE; 1{�,)>?R@�@TBT�I-012DI@E@CDHZcDH1J@ 3 / - ),1.D�-E@C/W@C?RK�+.D�=</>B � 72DI-T-T+.- 3 />KM+2D 3R3 D 3 DI-
 BT/>?U12- -INOGI9H),+ 3 DH1J@ h £�NOGI=</>?U-E-TDI+2Bf72D 3 / - )>12D�-`@;/W@T?UKM+2D�72?UZc?U1M+2D 3 )>BT-TKM+�NP),14-TD�BT/>=2=2BE)z9;:.D�72D 3 /L-T),B`@C?RD72+]9H/>1</ 3ih £�NP?U129 3 ?U12/>?U-E),1 ϕ

7.D 3 /F-E+2BEX¥/W9HD 3 ?UQ2BED � Dl@�72),1.9S9HD 3U3 Do72D 3 NO?R1M@TDHB`X¥/>9HDoZ[),Q.? 3 D � -E@C/W@C?RKM+2Dª��DH-`@-T+.=dGIBT?UDI+2BTD � 9ID 3R3 DF7.+�9H/>1</ 3ih2§ 1{X¥/>?R@�BTDHZ[/>BEK�+2/>Q 3 D*DH-`@LK�+.D 3 /4�W/ 3 DI+2B�7.D ϕ
DH-E@LQ.?UDH18-E+2=	GHBT?RDH+2BED

/>+zp|/>1 
>3 DH-*:</>Q2?A@C+2D 3U3 DHZcDH1J@FBEDH129I),1J@CBEGH-a7</>12- 3 DH-FDHZc=2? 3 DHZcDH1J@C-�),+ GH9I),+ 3 DHZcDH1J@C-�7.D 
 BC/W?U12- h 8�1D29dDI@HV 3 NO/>1 
,3 D ϕ �W/>+z@oDI1J�z?RBT),1 57◦
-T+.B 3 /�5 
 +2BED ��h ¨.VJ9ID*KM+2?<DI-E@�@CBE�H-�-T+2=	GHBE?UDH+.B �a3 NO/>1 
>3 DS72D�BTDI=d)>-72+ -T/>Q 3 D_72D � ),1J@;/>?R12DHQ 3 D�/W+ � DI1M��?RBT),1 31◦

Vk-T/>12-�=</WBT),?R-;��)>+ �{3 NO/>1 
,3 D47�NO/��W/ 3 />1.9;:2D � ? h D hk3 Nw/>1 
,3 DZ[/^pz?UZ[/ 3 72D]-E@C/>Q2? 3 ?R@TGª�0K�+.?��>/W+.@bDH1J��?UBE),1 34◦
Vd-C/>1.-6=2/>BT),?R-FG 
 / 3 DIZ[DI1J@ h�j D\@CD 3R3 DI-�),Q2-EDHBE�W/W@T?U),1.-),1J@�72G � � Gl@CGa-T? 
 1</ 3 GHDH-072/>12- 3 / 3 ?A@T@TGHBC/^@C+2BED ��: Z}/>BE),+29;:2DI12DaDI@*/ 3ih V �>¦,¦ � � h

3 	�,�	�� � 	���� ��� ��� '�(�%��� �%�

n ),+.-�/��,)>12-oZcDH-E+2BTG 3 D�=.BT)>5 3 7.DL��?A@CDH-E-TD*/>+c-TDH?R1[7.D 3 NOGI9H),+ 3 DHZcDH1J@�=</>B�-E+2?R��?s72DL=</>B`@C?R9H+ 3 D � 9IX h9;:</>=.?R@CBED�¨J� h ��DI-oZcDH-E+2BTDI-o)>1M@�Gl@CG�D29dDH9l@C+2GIDH-�-T+2B�72DH-�Q2? 3U3 DH-�72D0�>DHBTBED*7.D �W¦,¦ µm
72DL72?U/>Zc�I@CBED h�Fu3
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< =@?#A �zh � B C�:2)W@C) 
 BT/>=2:2?RDH-L=2BE?U-TDI- � � s
7kNO?R1M@TDHB`�>/ 3U3 DF/>+�9H),+2BE-L72+�BEG 
 ?RZ[D*@CBC/W12-T?A@C),?RBTD

<>=@?#A �zh ¨)B�C�:2)>@T) 
 BT/>=2:2?RD�7�NP+21�GI9H),+ 3 DHZcDH1J@L72Da-C/WQ 3 Da7</>1.- 3 DbBTG 
 ?UZcD 
-
�.
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DH-`@FDI1|D29dDI@*= 3 +2-0X¥/>9H? 3 Db7�NP?U72DI1J@C?R52DHB�?U1272?A��?U72+2D 3U3 DHZcDH1J@072DI-*Q2? 3U3 DH-0-T=.:2GHBE?UKM+2DH-*KM+2D_72DI- 
 BT/>?U1.-072D-C/WQ 3 D h £�DSBTGI-T+ 3 @;/W@fDH-`@�=2BTGI-TDI1M@TGL-T+2B 3 /*5 
 +.BTD �zh � hWn ),+.-�/��,),12-�@TBC/>9IG 3 /L��?R@CDI-T-ED0-TD 3 ),1 3 /�72?UBEDH9l@C?U)>1=2BE?U129I?U=</ 3 D_72D 3 NPGH9H)>+ 3 DIZ[DI1M@ x
DI1 XY)>129I@T?U),1|7.D 3 /}=	),-T?A@C?R),1|ZcDH-T+.BTGHD]=	DHBE=dDI1272?R9H+ 3 />?UBEDHZcDH1J@ �{3 /-T+.BEX¥/>9ID 3 ?UQ2BED y h £�D�=2BT)>5 3 7.D���?A@CDH-E-TD�-TD�72GH9I),Z[=	),-ED�DI1 @CBE),?U-e=</WBE@C?RDH-e72?R-E@C?R129I@TDH- h C�BE�H-[72D 3 /-T+.BEX¥/>9ID 3 ?RQ2BTDWV 3 /6��?A@CDH-E-TD�DI-E@�?U1272GI=dDI127</>1J@TD�72D 3 /4=	),-T?A@C?R),1 y h ��DH9I?k9I),BTBEDH-T=	),127 � +212D*9H),+29;:.D�72DX¥/>?RQ 3 D]GI=</>?U-E-TDI+2B472/>12- 3 />KM+2D 3U3 D 3 DeZ[? 3 ?UDI+|DH-`@_@TBT�H-672? 3 +2G]Dl@ 3 DH-a9H) 3R3 ?R-T?U)>12-�-T)>1M@4Q2?R1</>?UBEDH- h ��DI@T@TD9H)>+29;:2D{-E+2=dDIBE5<9I?UD 3U3 Dc-TDIBC/�=2/>B 3 /�-E+2?R@TD{/>=2=	D 3 GHD[9H),+29;:.D 
 / - DH+2-ED h 
 ),+2-_9IDI@E@CD{9I),+29;:2D 
 / - DI+2-TDWV

3 NPGH9I),+ 3 DHZcDH1J@aDH-`@47.DH12-ED[Dl@ 3 D\=2BE)>5 3 72D]��?R@TDH-T-ED[7.DI��?UDI1M@6= 3 +2- 3 ?R12G�/W?UBTD h ��Dl@T@CD - ),12De9H),BEBTDI-T=	),127/>+zp 
 BT/>?U12-[DH1 Zc),+.�,DIZ[DI1J@8BC/>=.?U72D h 8�1.5<1kVS-T? 3 NO)>1�-HNPDH1.XY)>129HD 7</W12- 3 NPDHZc=2? 3 DHZcDH1J@�V 3 / ��?R@TDH-T-ED72GI9HBT) � @oBC/>=2?R72DHZcDH1J@o=d)>+2B�/^@T@CDI?U127.BTDF+.12D*�W/ 3 DH+2B�1M+ 3U3 D h ��DI@E@CD�7.DHBT1.?U�HBED - ),12DF9I),BTBEDH-E=d),1.7{72),129 �
3 NPDHZc=2? 3 DHZcDH1J@�K�+2/>-T? � -E@C/W@C?RKM+2Da/>+�-TDH?R1�72+2KM+2D 3 3 DbZ[),+z�,DHZcDH1J@�DH-`@�BC/>Zc=</>1J@ h

<>=@?#A ��h � B C�BT)>5 3 72Dc��?R@CDI-T-ED Vx
BTGH/ 3 ?R-TGc=d)>+2B47.DH-_Q.? 3U3 DH-b72Dc�,DIBTBTD{/ª�>DH9{+.12D 3 />B 
 DI+2Ba72D}9H/>1</ 3

W = 12.5 mm
DI@*+21�72GIQ2?R@

Q = 90 g.mm−1.s−1 h £�NP?U129 3 ?R1</>?U-E),1872D 3 /e-T+2B`X¥/>9HD 3 ?RQ2BTD��W/>+z@�/ 3 ),BT-
ϕ = 40.5◦ h

8�1{X¥/>?R@HV 3 /4��?R@TDH-T-ED�72GI9HBT) � @SDqpz=d),1.DH1J@C?RD 3U3 DHZcDH1J@S72/>12- 3 NODIZ[=2? 3 DIZ[DI1M@�-`@;/W@T?UKM+2D h ��DI@E@CD�72GI9HBE),?U- �-C/W129HD]/[72G � � X¥/W?R@ 3 NP),Q � DI@*7�NP+212D\Gl@C+27.D]/>=2=2BE)>XY),127.?UD ��� ),Z[/W@T-T+�Dl@b/ 3ih V �>¦,¦ � � h ��DH-�/>+.@CDI+2BT-F),1J@Zc),1J@CBTG4KM+2D 3 /[72?R-E@;/W129HD49�/>BT/>9I@TGHBT?R-E@T?UKM+2D_7.D 3 /c72GH9IBT),?R-T-T/>129HD_Dlpz=d)>12DH1J@C?RD 3R3 D6DH-E@�DH1J��?UBT)>1 � d Vs) +
d
DH-`@ 3 D472?©/>Zc�I@TBTD472DH- 
 BT/>?U1.- hdj />12-b12)>-�Dlpz=	GHBT?RDH129IDH-aBTGH/ 3 ?R-TGIDH-�/��>DH9e72DH-bQ.? 3U3 DH-�72D_�>DHBTBED>V�1.),+2-/��,),1.-S@CBT)>+.�,Gb+21.D 3 ),1 
 +2DH+2Bo9�/>BT/>9I@TGHBE?U-E@T?UKM+2D�7.D 3 NP),BT72BEDF72D ��h � d h'Fu3 Dlpz?R-E@CDF72),129b+21.D�@CBC/W12-T?A@C?U)>1Q2?RDH1}7.GI5<12?RDFDI1M@TBTD 3 /49I),+29;:2D�DI1{GH9I),+ 3 DHZcDH1J@�72/>12- 3 />KM+2D 3R3 D 3 D�=2BT)W5 3 7.D*��?R@TDH-T-EDFDI-E@L/>=.=</>BTDIZ[DI1J@
3 ?R12G�/W?UBTD�DI@ 3 NODIZ[=.? 3 DIZ[DI1J@�-`@;/W@T?UKM+2Db7</>1.- 3 DHKM+2D 3�3 D�=.BT)>5 3 72GH9IBT) � @LDlpz=	),12DH1J@T?UD 3R3 DIZ[DI1M@ h ��DI9H?�12)>+2-=	DHBTZcDI@*72D\7.GI5<12?RB*7.D4X¥/ � ),1|12),1�/>BTQ.?R@CBT/>?UBED 3 NPGH=</>?R-T-EDH+2B*72D 3 /c9I),+29;:2D\DI1 GH9I),+ 3 DIZ[DI1J@ h 8�1 =2BC/ �@C?RKM+2D>V^),1\=2BE) 3 )>1 
 D 3 /�@C/>1 
 DI1J@CD �*3 /*=2/>BE@T?UD 3 ?U1.G�/>?RBTD�72D 3 /*9I),+2BTQ	D>VW9>NPDH-`@ � ��� 72?RBTD�=2BT�I-�72D 3 /*-E+2BEX¥/>9ID
3 ?RQ2BTD � �>),?UBL5 
 +.BTD ��h �M� h £�NPGH=</W?U-T-EDH+2B h

DI-E@FZ[DI-T+2BEGHD\DI1M@TBTD 3 NO?R1J@CDHB`X¥/>9HD 
 / - �W3 ?RKM+2?U72DaDl@ 3 NP?U1J@TDHBT-EDH9 �
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@C?R),1c72DF9IDI@T@TDF72BE),?R@TD�/ª�>DH9 3 NO/^pzD y h�j />12- 3 D�9�/W-�72+[-C/>Q 3 D>V 3 /b@CBT/>12-E?R@C?R),1eDH1J@CBED 3 DH- - ),12DI-SBT)>+ 3 />1J@TDDI@�-E@C/W@C?RK�+.DFDH-`@�@TBT�H-�BC/>=2?R72D�9�/>B 3 D*72?©/>Zc�I@TBTDL72DI- 
 BC/W?U12-�DH-`@�X¥/>?RQ 3 D hMn ),+2-�/��,),12-�72),129*72GI@TDHBTZc?U1.G
3 NPGH=2/>?U-E-TDH+.B�7.D 3 NOGI9H),+ 3 DHZcDH1J@LDH1�=2BTDI121</>1J@*72DH-�?UZ[/ 
 DI-L/��,DH96+21�@CDHZc=2-L7�NPDlpz=	),-T?A@C?U)>1�7.D[� � ¨ ¦ s h£ / - )>12D]/>=2=2/>BC/>?R-T-T/>1J@F�<),+.D\DH-`@a/>-T-E?UZc? 3 GHD �}3 / - ),12D_7�NOGI9H),+ 3 DHZcDH1J@ h 8�1 BTGI-T+2ZcG>V 3 NPGH9H)>+ 3 DIZ[DI1M@-TD87.GH9H)>Z[=	),-TD8DI1 @CBT)>?U-\=2:2/>-TDI-��f+212D8=2:</W-TD�-T) 3 ?U72D[-T+2B 3 />KM+2D 3R3 D[-HNPGH9H)>+ 3 D�+212D8=.:</>-TD 3 ?UKM+2?R72D>VD 3R3 D � Z . ZcDF-T+.BTZc),1J@CGHDa7�NP+212Da5<12Da9I),+29;:2D 
 / - DH+2-ED h

� . ZcD�-T? 3 /�5 
 +2BED �zh ¨ 1�NPDH-`@}=2/>-]+212D8��+2D�7�NPDH12-EDHZ\Q 3 D�72+ 9H/>1</ 3 V�),1�=	DH+.@]m��>),?UB]KM+2D 3 /-T+.BEX¥/>9ID 3 ?RQ2BTDcDH-`@]BTDI9I@C? 3 ? 
 12D h 8fpz=dGIBT?RZ[DI1M@C/ 3 DIZ[DI1J@�V¤? 3 DH-`@\@CBE�H-_X¥/>9I? 3 D[72D 3 D[�>GHBE?R5<DIB\DH1�= 3 / � />1J@=</>BLDqp.DIZ[= 3 Db+212D6BT� 
,3 Db=2/>BC/ 3R3 � 3 DHZcDH1J@ �c3 /\-T+2B`X¥/>9HD 3 ?RQ2BTD h 8�1�X¥/W?R@�V.? 3 =	DH+z@FDqp.?R-E@TDHBL+212D - )>12Da72D@CBT/>12-E?R@C?R),1bDH1J@TBTD 3 NO/ 3 ?RZ[DI1J@;/W@T?U),1*DI@ 3 / - ),12D�72D�BTG 
 ?UZcD�GI@C/>Q 3 ?iVH) + 3 /L-E+2BEX¥/W9HD 3 ?RQ2BTD�=	DH+z@�1.D�=2/>- . @CBEDBTDI9I@T? 3 ? 
 12D h C¤),+2BS+.12D��W/ 3 DI+2B�72)>1212GHDF72+872GHQ.?R@�V 3 D*-Em�-E@T�HZcDb9;:2),?U-E?R@�+212D�?R129 3 ?U1</>?R-T),1cDI@S72),129�+.12D��?R@TDH-T-EDFZc)ªm,DH1.12D
V1

=	),+2B 3 NPGH9H)>+ 3 DIZ[DI1M@ hMj ),129WVz-E? 3 /a��?A@CDH-E-TD*7�Nw/WBTBT?A�,GID*72DI- 
 BT/>?U1.-o7</W12- 3 D*9H/>1</ 3
V0

DI-E@a= 3 +2-�X¥/>?RQ 3 D6KM+2D V1

Vk9HDH+�p � 9H?�72)>?R�,DI1J@6/>9H9IG 3 GIBTDIBbDI@a-T? V0
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 BT/>1272D07.DI�W/>1J@ 3 NPGH=</W?U-T-EDH+2B h h Fu3 X¥/>+.@�1.)>@CDIB�KM+2D 3 DS72?U/>Zc�I@CBED�72DI-
 BT/>?U12-*1�NP?U1J@CDIBE��?UDI1M@a=2/>-b72?UBEDH9l@CDHZcDH1J@b72/>12- 3 NPGHKM+</^@C?U)>1 
-
�. Z . ZcD\-T? 3 DI-b9H)�D � 9H?RDH1J@C- µw

DI@
µi72GI=dDI1272DH1J@FQ2?UDI1�-��2B*7.DH-�Z}/W@TGHBE?©/>+zp{+.@C? 3 ?R-TGH-�DI@*72),129WV<?U1272?RBTDI9I@CDIZ[DI1J@�V<72+�72?©/>Zc�I@TBTDb72DI- 
 BC/>?R12- h

8�1�7kNw/>+z@CBTDI-�@TDHBEZ[DI-HV 3 Db-EDH+ 3 BT/>=2=	),BE@L?RZ[=	),BE@C/>1J@SDI-E@ W/h
Dl@�12),1�=</>-

W/d h 
 NP? 3 DH-E@�9I),Z[Zc)�72D



� � � �E��� &%�@�$��� � � �>� & �� �
 � � & �,����� �,�)�����.�,� �,� ���3� �*�	� �%�������  ����$����� � � & � � �

<>=@?#A ��h �ª¨ B F 129 3 ?R1</>?U-E),1 ϕ
DH1gXY),129I@T?U),1 72+�BT/>=2=	),BE@

h/W
ZcDH-E+2BTGID{Dlpz=	GHBT?RZ[DI1J@;/ 3 DHZcDH1J@4/ª�>DH972DI-*Q2? 3U3 DH-�7kNw/>9I?UDIB�Dl@L72DH-�=</>BE),?U-07.D6= 3 Dlpz? 
,3 />-o=d)>+2BL= 3 +2-E?UDI+2BT-S�W/ 3 DH+2BE-072D 3 />B 
 DH+2B07.D69H/>1</ 3ih

72D6Z[DI-T+2BEDHB 3 / 3 />B 
 DI+2B072+�9�/>12/ 3 DH1�+212?R@TGb72D d
V<? 3 DI-E@�X¥/>+zp�72Da9I),12-T?R72GHBEDHB�KM+2D4-E? W/d

DI-E@L@CBE�H-

 BT/>127 � =</WB�DlpzDHZc= 3 DL/��>DH9�72DH-�Q2? 3U3 DI-f72Da� mm

7</>12-�+21c9�/>12/ 3 72Da� m 7.D 3 />B 
 Dª�lV>/ 3 )>BT- 3 DH-�=</>BE),?U-1�NP),1J@a/>+29I+212D\?R1.�<+2DI129HD h £�D\-TDI+ 3 BT/>=2=	),BE@*�W/ 3 ?R72D4=	),+2B*Z[DI-T+2BEDHB 3 NOD19kDl@b72DI-�=</>BE),?U-*DH-E@�9HD 3 +2?¤72D
3 / 3 />B 
 DH+2B0-E+2B 3 NPGH=</>?R-T-EDH+2B07�NPGH9I),+ 3 DHZcDH1J@ h
n )>@T),12-0@C)>+.@�72DaZ . Z[DbKM+2D69HDl@T@CD4/>1</ 3 m�-TDb72)>?R@ . @TBTDaBTDl��+2D472/>12- 3 Db9�/W-�=2/>BE@T?U9H+ 3 ?UDIBS) + W/dDH-`@[@TBT�I-[X¥/>?RQ 3 D � @um�=2?UKM+2DIZ[DI1M@ W/d < 5

� h�j /W12-}9ID�9H/>-HV�72DI-}=2:2GI12),Zc�H12DI-}7�NO/>BE9;:2DH-[=dDI+.�,DI1M@�,DI12?UB�Q 3 )zKM+2DIB 3 DH- 
 BT/>?U12-�Dl@�),1c12D*=dDI+.@�= 3 +2-�9H)>12-T?R72GHBEDHB�K�+.D 3 D�Zc? 3 ?UDI+]DH-E@o9H)>1M@T?U1M+ h�j D*= 3 +2-IV 3 DI-XYBT)W@T@CDIZ[DI1J@C- D29dDH9l@C?RXY- -E),1J@fZc)z7.?R5<GI- � 9H/>+2-EDo72DI-�9;:2/>1 
 DIZ[DI1M@T-�72/>12- 3 DH- ?R1M@TDHBT/>9I@T?U),12- 
 BC/>?R1 ��
 BT/>?U1DI@ 
 BT/>?U1 � =</>BT)>? h,n ),+2-o/��,),12-oBTGH/ 3 ?R-TGL72DH-�Dlpz=	GHBE?UDH1.9HDH-S/ª�>DH9*+212DL@CBT�I-oX¥/>?RQ 3 DS�W/ 3 DH+2B�72D W/d = 3.2DH1c+.@T? 3 ?R-C/>1J@�7.DH-�Q2? 3R3 DH-f7�Nw/W9H?UDIB�DI@�72DH-�=</>BE),?U-�7.D*= 3 Dlpz? 
>3 />-E- h £ /b5 
 +2BED �zh ��¨aZc),1J@CBED 3 DH-�BEGH-T+ 3 @;/^@C- h£�DH-*9H),+2BEQdDI-
W = 12.5 mm

Dl@
W = 6.65 mm

-ED_BT/>-T-EDHZ\Q 3 DH1J@*-T+2B*+212D_Z . ZcDa72BT)>?R@CD � 9H),ZcZ[D-T+.B 3 /a5 
 +2BTD�=2BTGI9HGI72DH1J@CD��oZ[/>?U- 3 / 3 ),?<7�NPGH9;:2D 3U3 D�12DLXY),129l@C?U)>1212D�= 3 +2-�=	),+2B W = 3.2 mm = 3.2 d hn )W@C),12- 9IDH=	DH127</W1M@�KM+2D 3 DI-¤=	),?R1M@T-�),Q.@TDH1M+2-¤=d),+.B W = 3.2 mm = 3.2 d
-TD�-T?R@T+2DH1J@ -E+2B�+.12D�72BT),?A@CD

� 9IDHB`@CDH-672? 9kGIBTDH1J@TD[72De9ID 3U3 De),Q.@CDI1M+2D[=	),+2B W = 12.5 mm
DI@

W = 6.65 mm
� h ; 1�ZcDH-T+.BTD 3 DI-�W/ 3 DI+2BT-L-E+2?R�W/>1J@CDI- �<=d),+.B W = 12.5 mm

DI@
W = 6.65 mm

V
µw = tan 22.8◦

Dl@
µi = tan 31.4◦

V
=	),+2B

W = 3.2 mm
V
µw = tan 12.5◦

DI@
µi = tan 32.6◦ h ; 1 �>),?R@a72)>129e/>=2=</WBC/ � @CBTD 3 DH- 3 ?UZc?R@TDH-72Da12)>@TBTDaZc)z72� 3 D h

� ��� �(�
 '���� � �*%��� �(' 
 �S� �& '���� !	� ��
 �������
 ������� � � ��� ������� �
! #$���%
 �& '��

£�DH-�-E?UZ\+ 3 /W@T?U),12-�=.BTGH-EDH1J@CGIDH-07</W12-�9IDI@T@TDF-EDH9I@T?U),1[-T),1J@�Q</>-TGIDH-S-E+2B 3 /aZ[Gl@C:2)�72D�72DF7.m�1</WZ[?RK�+.DZc) 3 GI9H+ 3 />?UBED � �>),?UB�9;:2/>=2?R@TBTD � � hMn ),+.-o/��>),12-�X¥/>?R@��W/>BE?UDIB�72DL12),Z\Q.BTDH+�pe=</>BT/>Z[�l@CBEDH-�Z}/W?U-�9IDHBE@C/>?U1.--T)>1M@e?R72DH1J@T?UKM+2DH-_=d),+.B_@C),+z@CDH- 3 DH-4-T?UZ_+ 3 /W@T?U),1.- h¤n ),+.-e/ª�>),12-e/>?R12-T?�+.@T? 3 ?R-TG � d = 8 mm
VfZ[/>-E-TD



�	� ���������	��
� ���-����������������������������� �������	�! #"��$���%�����$&'�)(���&*�+�,
-���	� �%�.�-/0�1�2���

m = 0.16 g
V
kn = 40000 N/m

V
kt = 2/7 kn

V
γt = 5000 kg/s

V
dt = 2.10−7 s

DI@b-T/>+.XoZ[DI1J@C?U)>1
9H)>1M@TBC/>?RBTD �

γn = 1 kg/s
9HD6KM+2?�9H),1.72+2?R@ � +21�9H)�D � 9I?UDH1J@�72DaBTDI-E@T?R@C+z@C?U)>1 en = 0.4 h

3������ , � � � &������������ �#� ��� � � ��� � �"&
'�� 	%�

<>=@?#A �zh ���)B 
 ?RZ\+ 3 /W@C?R),12-�=d),+.BS72?R�>DHBE-TDH-S�W/ 3 DH+2BE-S72+�72GIQ2?R@�DI@L72D 3 / 3 /WB 
 DI+2B�72+�9H/>1</ 3ihEF Z[/ 
 D*72D

 />+.9;:2D � W = 10 d

V
L = 100 d

DI@
N = 50000 h F Z[/ 
 Dc72D[72BT),?A@CD�� W = 5 d

V
L = 500 d

DI@
N = 300000 h

n ),+.-b/��,),12-FBTG�/ 3 ?U-EG47.DH-�-E?UZ\+ 3 /W@C?R),12-01M+2ZcGHBE?UKM+2DH-F7�NODIZ[=.? 3 DIZ[DI1J@C-�7.m�1</>Zc?UKM+2DHZcDH1J@F-E@;/WQ2? 3 ? �-TGI-SDH1[+.@C? 3 ?R-C/>1J@ 3 /aZ[Gl@C:2)�72D�72D j mz12/>Z[?RKM+2D � ) 3 GI9H+ 3 />?UBED�7.GH9HBE?R@TDF/>+[9;:</>=2?A@CBED �zh £ /65 
 +2BTD �zh �H�Zc),1J@CBTD�72DI-}?RZ}/ 
 DH-e?U-E-T+2DI-[72D�12),-c-T?RZ\+ 3 /^@C?U)>12- h�0 />=.=dD 3 ),12-eQ2BE?U�l�,DHZcDH1J@}K�+.D�9HDl@T@TD�ZcGI@T:2)z7.D@CBT/>?R@TD 3 DH-*9;:2)�9H-FDI1J@CBTD_=</>BE@T?U9I+ 3 DI-*-E=2:2GHBE?UKM+2DI-�72GIXY)>BTZ[/>Q 3 DI- h £�DH-*9H) 3R3 ?U-E?U),1.-0-T),1J@�?R12G 3 />-E@T?UKM+2DI-*Dl@
3 DI-o9I),1J@;/>9l@C-�XYBT)>@E@;/>1J@C-�=	DH+.�>DH1J@0?U1.72+2?UBEDL+212DFBE)>@;/^@C?U)>1[72DI- 
 BT/>?U1.- h £�DF9H/>1</ 3 DH-`@�@TBT?U7.?UZcDH12-E?U),121.D 3DI@¤9I),Z[=	),B`@CD�72DI-�=2/>BT),?R- 3 /^@CGHBT/ 3 DI-�BT? 
 ?U7.DH- h £ DI- -TDH+ 3 DH-�XY),BE9HDI-¤=.BTGH-EDH1J@CDI-f7</W12- 3 /0-T?RZ\+ 3 /^@C?U)>1F-T)>1M@ 3 /
 BT/ª��?A@CG0DI@ 3 DH-�XY),BE9HDH-�72DL9I),1J@;/>9l@ 3 ),BT-f7�NO+.12D*9I) 3U3 ?U-E?U),1_/ª�>DH9�7�NO/>+.@CBEDH-�=</>B`@C?R9H+ 3 DH-HV 3 D0-T)�9 3 D0BT+ 
 +2DH+zp),+ 3 DI-*=</WBT),?R- h Fu3 1�N m�/c7.),1294/>+29H+.1�D29dDI@*G 3 DH9l@CBT)>-E@;/^@C?UKM+2DaDl@F),1�12G 
,3 ? 
 D�@C)>@C/ 3 DIZ[DI1J@ 3 NP?U1.�<+.DH129ID7�NP+21|Gl�,DH1J@T+2D 3 �<+.?U72D6?U1J@CDIBT-`@C?R@T?UD 3�h £�DH- 
 BC/>?R12-*-E),1J@ 3 />129HGI-F7</W12- 3 D_9�/W1</ 3 /ª�>DH9\+.12D4��?R@TDH-E-TD\=	DHB �=	DH1272?R9H+ 3 />?UBED�/>+}-E)z9 3 D h £�DH-�72?UZcDH12-E?U),1.-�7.+ � DI@o?U12?A@C?U/ 3 DI@ 3 /b��?R@CDI-T-ED�7�NP?U1 � DI9I@C?R),1c9H),1J@CB ),3 DI1J@S72),1.9
3 D�72GIQ2?R@�7�NODI1J@CBTGID h : ?U12-E?�V 3 /6-T?RZ\+ 3 /^@C?U)>1c1kNw/_=2/>-�72D*�,GHBE?R@C/>Q 3 D�BTGI-TDIBE�,)>?UBSZ[/>?U-�+21[�<)>@S9I),1J@C?R1�+}72D=</>B`@C?R9H+ 3 DSDH1J@CBT/>1J@�7</>12- 3 D09�/>12/ 3�hWn )>@T),12-�KM+2DL9H)>Z[ZcDS7</>1.- 3 NPDlpz=dGIBT?RDH129ID>V 3 DS72GHQ.?R@�DH-`@ 3 ?RQ2BTDIZ[DI1M@9;:2),?R-T?dDI@012DF72GH=	DH127�=</W-S72DH-09I),1272?A@C?R),12-�7kNOGI9H),+ 3 DHZcDH1J@07</W12- 3 D*9�/>12/ 3�h £�DH- 
 BT/>?U12-�@CBT/ª�>DHBE-TDH1J@ 3 D9�/W1</ 3 DI@L9;:M+.@TDH1J@ 3 ?UQ2BEDHZcDH1J@ �]3 /]-E),BE@T?UD h£ /�5 
 +.BTD ��h � � =2BEGH-TDI1J@CD 3 NOGl�,) 3 +.@C?R),1g@TDHZc=d)>BTD 3R3 D]72+ 12),Z\Q.BTD}7.D 
 BT/>?U1.-47</W12- 3 D[9H/>1</ 3ih ��D12),Z_Q2BTD4/>+ 
 ZcDH1J@TD>V<9HD4KM+2? 9H),BEBTDH-E=d)>127 �c3 /]9HBE),?U-E-C/>129ID47.D 3 NODIZ[=2? 3 DIZ[DI1M@S-E@;/^@C?UKM+2DWVsDI@�5<12?R@�=</WB-TDa-`@;/>Q2? 3 ?R-TDHB h ; 1��,),?A@L72),129aKM+2D 3 Db-`mz-`@C�IZ[D4/W@T@TDH?R1M@L+.1�Gl@;/W@L-`@;/W@T?U),1212/>?UBED h£ /[5 
 +2BED �zh ���[Z[),1J@TBTD_7.DH+zp�DlpzDHZc= 3 DH-F7.D\-T?RZ\+ 3 /^@C?U)>12-L/��,DH9_72DH- 3 ),1 
 +.DH+2BE-FDI@ 3 />B 
 DH+.BT-�72D9�/W1</ 3 72?�9dGHBEDH1J@CDI- h £�DI-�9H),+ 3 DH+.BT-�BEDH=2BEGH-TDI1J@CDH1J@ 3 /c��?R@TDH-T-ED � BE),+ 
 D���BC/>=2?R72D>V � />+21.D	��-E@C/W@C?RK�+.Dª� h £ /5 
 +.BTD�Z[),1J@TBTDL@CBT�I-�9 3 />?RBTDHZcDH1J@ 3 NODqp.?R-E@TDH129IDF7�NPDHZc=2? 3 DHZcDH1J@C- � -E@;/WQ2? 3 ?R@CG�7.m�1</>Zc?UKM+2D h ��DH9I?d9I),12-`@C? �
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 � � & �,����� �,�)�����.�,� �,� ���3� �*�	� �%�������  ����$����� � � & � � �

<>=@?#A ��h � � B n ),Z\Q2BEDo72D 
 BC/W?U12- 7</>1.- 3 D�9�/W1</ 3 DH1_XY)>129I@T?U),1472+_12)>Z\Q2BTD�72Do=</>-f7.Do@CDIZ[=.-�D19kDI9I@C+.GH-=	),+2B
W = 5 d

V
Q = 9000

=</>B`@ � s V 3 DI-*9I)zD � 9I?UDI1M@T-F72D6XYBT)>@E@CDIZ[DI1M@ 
 BT/>?U1 � =</>BT)>?U- µG/P = 0.8
DI@


 BT/>?U1 �U
 BC/>?R1 µG/G = 0.8 h

@C+.D67.G � � +21�BTGH-E+ 3 @C/W@0?RZ[=	),BE@C/>1J@0=2+2?R-TKM+�NP? 3 =.BT),+.�>DaK�+.D 3 DH-0D19kDl@C-�=</>BC/W-T?R@TDH-09I),Z[ZcD 3 NOG 3 DH9l@CBE?U9H?A@CG-E@C/W@C?RKM+2DF),+ 3 NP:�+.Z[?R72?R@TG�7.D 3 NO/>?UB�12D � ),+2DH1J@0=2/>-�+218B ),3 D�72Gl@CDHBEZ[?R1</>1J@S72/>12- 3 NODqpz?U-E@TDH129ID�72DI- 
-
�. h£ /�5 
 +2BTD �zh � � DI-E@6+212De��+2D}7.Dc9 ) @CGc7�NP+212Dc-T?RZ\+ 3 /^@C?U)>1|@CBT?R72?UZcDH1.-T?U)>1212D 3R3 D h ; 1 m �,),?A@b@CBT�I-12Dl@T@CDIZ[DI1J@ 3 / - )>12D0-E@C/W@C?RK�+.D0-T+2BEZ[),1J@TGHD07�NP+21eGH9I),+ 3 DIZ[DI1J@�+212?RXY)>BTZcD hWj DH-�ZcDH-T+.BTDH-�= 3 +2-�=2BEGH9I?U-TDI-12),+.-4),1J@4=dDIBTZc?U-a72De�,GIBT?R52DHB6K�+.D 3 /{��?R@TDH-E-TD}Zc)ªm,DI1212D}Dl@ 3 NOGI=</>?R-T-TDI+2Ba72D 3 NOGI9H),+ 3 DHZcDH1J@6BTDI-E@TDH1J@D29dDH9l@C?A�,DHZcDH1J@*9H),1.-E@;/W1M@TDH-L@C),+z@�/>+ 3 ),1 
 72+�9�/W1</ 3�h
�������� � ���

h
� �

ϕ

C�),+.BS9HD 3 /.VM? 3 X¥/>+z@�ZcDH-E+2BTDIB 3 NPGH=2/>?U-E-TDH+.B�72D 3 NPGH9H)>+ 3 DIZ[DI1M@oDI@ 3 NP?U129 3 ?R1</>?U-E),1]72D 3 /4-E+2BEX¥/W9HD 3 ?UQ2BED h£�NOGI=</>?R-T-TDI+2B
h
DH-`@FZcDH-E+2BTGID472D 3 /]Z . ZcD�X¥/ � )>1�KM+2D67</>12- 3 DI-LDlpz=dGIBT?RDH129IDH-HV	9>NPDH-`@ �+�U� 72?RBTD � =</>B`@C?UB72+�=2BE)>5 3 72D���?A@CDH-E-TD � �>),?UBo5 
 +2BED �zh ��� � h £�NP?U1.9 3 ?R1</>?R-T),1[DH-E@�9H/ 3 9I+ 3 GID � =</>B`@C?UB�72D 3 /_7.?UBTDI9I@T?U),1872DI-��?R@TDH-T-EDH-\7.DH- 
 BT/>?U1.- h ; 1�+.@C? 3 ?R-TDe?U9I? 3 DH-49H)�),BT72)>1212GHDI- � X DI@ Y

�6/^@T@;/W9;:2GHDI-]/>+�-E)z9 3 D}7.+�9�/>12/ 3�h
� BT),?R-�72Gl5<12?R@T?U),1.-�),1J@0Gl@CGb+.@T? 3 ?R-TGIDH-�=	),+2B 3 /_ZcDH-E+2BTDF1�+.Z[GIBT?UKM+2DF72D ϕ h.n ),+2-S/ª�>),12-09H/ 3 9I+ 3 G*=d),+.B9;:</>KM+2D 
 BC/>?R1 αi = arctan(VY /VX)

DI@F12),+2-FDH1 /��,),1.-b72GH72+.?R@
ϕ1 = 1/N

∑

i

αi

Zc)ªm,DI1212G\-E+2B
= 3 +2-T?RDH+2BE-�?R12-E@C/>1J@C- hMn ),+2-�/��,)>12-oG 
 / 3 DHZcDH1J@�72GH9I),+2=	G 3 NODI-T=</W9HDLDH1[9�/>-EDH-��z?RBE@T+2D 3R3 DH-�7.DL@C/>? 3R3 D*� h � dDI@fZ[DI-T+2BEG 3 DH-f9I),Zc=d),-T/>1J@CDI-f72D 3 /���?A@CDH-E-TDSZc)ªm,DI1212GHD�7</>12- 3 D�@CDHZc=2- h>n ),+2-�/��,)>12-�DH1.-T+2?A@CD�9H/ 3 9I+ 3 G
3 / Z[)ªm,DI1212D -E=</W@C?U/ 3 D�72D ϕ2 = arctan(〈VY 〉/〈VX〉) h 8�1.5<1kVS12),+2-{/ª�>),12-8G 
 / 3 DIZ[DI1J@8+.@C? 3 ?R-TG �
ϕ3 = arctan(1/N

∑

i

V i
Y /V i

X) h £�DH-4@TBT),?R-a72GI5<1.?R@C?R),12-672),121.DH1J@\72DI-_BEGH-T+ 3 @;/^@C-a@CBT�I-_=2BE)z9;:.DH-\Dl@
?U1.72?UKM+2DI1M@L+.12D4?R129HDIBE@T?R@C+.72Db72D

1◦ h



� � ���������	��
� ���-����������������������������� �������	�! #"��$���%�����$&'�)(���&*�+�,
-���	� �%�.�-/0�1�2���

<>=@?#A �zh � � B ��+2D 72D 9 ) @CG 7�NP+212D -E?UZ\+ 3 /W@C?R),1�¨ j_h £�DH-89I),+ 3 DI+2BT-8BEDH=2BEGH-EDH1J@CDI1M@ 3 DI-{��?R@CDI-T-ED 72D@CBT/>12- 3 /W@T?U),1 �WBE),+ 
 D���BC/>=2?R72D>V^Q 3 DH+ ��-E@C/W@C?RKM+2D h £�DH-�9I),1272?A@C?R),12-¤-T),1J@ � W = 5 d
V
Q = 9000

=</WBE@ � s V3 DI-�9H)�D � 9H?RDH1J@C-¤72D�XYBT)W@T@CDIZ[DI1J@ 
 BC/>?R1 � =</WBT),?R- µG/P = 0.8
Dl@ 
 BC/>?R1 ��
 BT/>?U1 µG/G = 0.8 h ; 16)>Q2-TDIBE�,DKM+2D

ϕ = 59◦ ± 1◦ h

3������ � � � � &������������	� '�
�� ����������������#����& 7 � � �����
�� �  	���� ��������
���� � � ���

n ),+.-�/��>),12-¤G 
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j />12-F12),-FDqpz=dGIBT?UDI129HDI-bDI@F-T?UZ_+ 3 /W@T?U),1.- 3 NO?R129 3 ?U1</W?U-T)>1872+|9�/W1</ 3 θ DH-`@F@C)>+ � ),+2BE-F9;:2),?R-T?RD_-T+.=dG �BT?RDH+2BED � 30◦
DI@ 3 NP?U129 3 ?U12/>?U-E),1\72D 3 /a-T+2B`X¥/>9HD 3 ?RQ2BTDL12D�72GH=2/>-T-ED�=</>- 60◦ h £ /67.?�9dGHBTDI129HD ϕt − θ

BEDH-`@CD
72),1.96@T),+ � ),+2BE-L?U1.XYGIBT?UDI+2BTD � 30◦

DI@*),1�=dDI+.@�9H),1.-T?U7.GHBTDIB*KM+2D
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At = A∞ (1 − e−
t
τ )

/ª�>DH9 �
A∞ =

L2
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(ϕ∞ − θ)

τ =
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 12D'= 3 DH?R12D � L = 1 m, W = 5 mm, Q = 2.4 g.s−1.mm−1 V 3 ? 
 1.D�=d)>?U1 �@C? 3U3 GHD � L = 1 m, W = 10 mm, Q = 11.1 g.s−1.mm−1 h Qs� -T?RZ\+ 3 /W@C?R),12- h*3 ? 
 12D = 3 DH?U1.D �
L = 200 R, W = 10 R, Q = 225 part.s−1.mm−1 V 3 ? 
 1.D =	),?U1J@T? 3U3 GHD � L = 200 R, W =
20 R, Q = 650 part.s−1.mm−1 h £�DH-c?U12-EDHB`@C-e=2BTGI-TDI1M@TDH- 3 DH-eZ �HZcDH-e72),121.GHDH-[-T),+.- 3 / XY),BEZ[D �
(A∞ − At)/A∞

DH1�XY),129I@T?U),1�72+8@TDHZc=2-LDH1�GH9;:2D 3U3 Da-EDHZc? �u3 ) 
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72? 9kGIBTDH1J@T-�7.GHQ2?A@C-LDI@ 3 /WB 
 DI+2BT- h Qs� 3 DI-LZ��IZ[DI-072),1212GIDH-�-T),1J@L@CBT/>9HGIDH-�DH1�9�/ 3 9H+ 3 />1J@ γ Dl@ h h
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 +2DI-*KM+2?�BEDHZc),1J@CDI1M@ 3 /]=	DH1J@CD h ��DH-�),1272DI-*-E),1J@�/>=.=dD 3 GHDI-L),1272DI-*72Da@CBT/W5<9a9�/WB�D 3U3 DbBC/>=2=	D 3R3 DI1M@
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 D7</>1.- 3 /]72?UBEDH9I@T?U),1�?R1M�>DHBE-TD672D49ID 3R3 Db72+�9H),+.BC/>1J@ h £ /]5 
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h�; 1�=	DH+.@]G 
 / 3 DHZcDH1J@]ZcDH-T+.BTDHB 3 DH+.B

3 )>1 
 +2DI+2Ba7�NO)>1272D λ
DI@ 3 DI+2Ba=dGIBT?U)�72D T

Dl@_)>1�/�Q2?UDI1 -��2B �
vup = λ/T h £�DcX¥/>?A@bKM+2D 3 DH- 3 /WB 
 DI-Q</>1.72DH-�-T),?RDH1J@�),Q 3 ?UKM+2DI-f/ 3 ),BE-¤KM+2D 3 DI- 3 ? 
 12DI-¤5212DH-�-T),1J@�=.BTDH-EKM+2D��,DIBE@T?U9�/ 3 DH-�?U127.?UKM+2D�KM+2D 3 /0��?R@TDH-T-ED72D{-E+2BEX¥/W9HD{DI-E@]-E+2=dGIBT?RDH+2BED ��3 /��z?A@CDI-T-TD}72DH-\)>1272DH-]7.D}@CBT/W5<9 h �z+2B 3 /�5 
 +2BTD �zh ¨>¨�),1�ZcDH-E+2BTD��

vsurf = 0.82 m/s
DI@

vup = 0.12 m/s h £ /\��?R@TDH-T-ED vup

DH-`@*7.),129aQ2?UDI1�= 3 +2-SX¥/>?RQ 3 DFK�+.D vsurf
h

��/>=2=	D 3 )>12-0?U9I?�KM+2D 3 D�Zc)z72� 3 Da�0��� 8'=2BE),=	),-TD �
∂H

∂t
= Γ(ϕt − ϕ∞) ,
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/��,DI9
Γ = α h

DI@
α
+212D09H)>12-E@C/>1J@CD0=	),-T?A@C?R�>D h>§ 12DS�W/>BE?©/>1J@CDS/FDH12-E+2?R@TD0GI@TG0=2BT),=	),-EGHD0=</>B���),+.@TBTDH+�pDI@�/ 3�� �o),+.@CBEDH+zp{DI@L/ 3�h Vk�ª�,� � � h ��DH-�/>+.@TDH+2BE-0-T+ 
#
 �HBEDH1J@LKM+2D 3 D*@TDHBEZ[D�7kNOGI9;:</>1 
 Da72Da�S���-8~72),?R@

�I@TBTDaZc)z72?A5<G�=	),+2B072DI-*GI9H),+ 3 DHZcDH1J@LGI=</>?U- � @umz=.?UKM+2DHZcDH1J@ h > 5 d �.: BC/W72?©/>1�Dl@�/ 3�h V��ª�,�>�J�T� hj />12- 3 DeZc)z72� 3 Dc�0��� 80V 3 DH-4/>+.@TDH+2BE-_Zc),1J@CBTDI1J@_KM+2D 3 De@;/>+�pg7�NOGI9;:</>1 
 D Γ
V DH1�= 3 +2-67�N �I@CBED=2BE),=d)>BE@C?R),12D 3���3 NPGH=</>?R-T-EDH+2B6BT),+ 3 />1J@CD h

V�DI-E@]=2BE),=	),BE@T?U),12D 3b��3 /���?R@CDI-T-ED{7�NP+212D{=	DHB`@C+2BEQ</W@C?R),1�-ED=2BE),=</ 
 DH/>1J@ � 9H),1J@TBTD � 9H),+.BC/>1J@ h ��),+.@TBTDI+zp DI@}/ 3�h -T+ 
I
 �HBEDH1J@{KM+2D 3 D8@;/>+�p'7kNOGI9;:</>1 
 D �I-C/W@T+2BTD �=	),+2B 3 DH-oGH9H)>+ 3 DIZ[DI1M@T-SGH=2/>?U-oDI@0KM+2D�-EDH+ 3 D 3 /6=2BT)>=d),B`@C?R),1</ 3 ?R@CGL/��>DH9 3 /a��?R@CDI-T-ED�72DH-�=dDIBE@C+.BC/>Q.@T?U),1.-BTDIZ[)>1M@C/>1J@CDI-4BEDH-E@TD[�W/ 3 ?U72D h £�Dc@C/>+zp 7�NPGH9;:2/>1 
 D Γ
-HNPGH9HBE?R@4/ 3 ),BT- � Γ = β vperturb

V )��
β
DH-`@_+.12D

9H)>12-E@C/>1J@CD\Dl@
vperturb

3 /c��?R@TDH-E-TD\7�NP+212D_K�+.D 3 9I),12KM+2D\=	DHB`@C+2BEQ</W@T?U),1 h £ /[12/W@C+2BED_72D49HDI-�=dDIBE@T+2BTQ</ �@C?R),12-01�NPDH-`@�=d),+.BE@;/W1M@�=</WB09 3 /W?UBTDIZ[DI1J@072GI5212?UD h
n ),+.-{/��,),1.-}ZcDH-T+.BTG 3 / ��?A@CDH-E-TD�72DH-[),1272DI-}72D�@CBT/W5<9�Z}/>?R-e12),+2-[1�Nw/��>),12-}=2/>-}),Q.-TDHB`�,G�72DBTD 3 /W@T?U),1 -E?UZc= 3 DeDH1J@TBTD vup

DI@
Γ h C 3 +2-T?RDH+2BE-_9H)>129 3 +2-T?R),12-6-T),1J@\=	),-E-T?UQ 3 DH- h C�BEDHZc?U�IBTDHZcDH1J@HV¤1.)>@CBEDZc)z72� 3 D41�NODI-E@6=</>-b?R72DH1J@T?UKM+2De/>+ Zc)z7.� 3 D\�0���-8�),BT? 
 ?U12/ 3�h�Fu3 DI-E@a72),1.9]=d),-E-T?RQ 3 D\KM+2De12)W@CBTD4�,DHB �-T?R),1�=2BT)�72+2?R-TDb72DI-LBTGH-E+ 3 @C/W@C-L72? 9kGIBTDI1M@T-L72Da9HDH+�p�72+�Z[)�72� 3 D�),BE? 
 ?R1</ 3�h £ /]72DH+�p.?R�HZcDaDlpz= 3 ?R9�/W@T?U),1=	),-T-E?UQ 3 D0DH-E@oKM+2D 3 DH-�),1.72DH-�72D0@CBT/W5<9LKM+2D*1.),+2-�),Q2-TDIBE�>),12-�-E),1J@�72DH-�=2:2GI12),Zc�H12DI-oQ	D�/>+.9H),+2=[= 3 +.-9H)>Z[= 3 DlpzDH-�KM+2D 3 /F-T?RZ[= 3 D�=	DHB`@C+2BEQ</W@T?U),1\-EDL=2BT),=2/ 
 D�/W1M@f�,DHBE- 3 NO/>Z[)>1M@�72D 3 NOGI9H),+ 3 DHZcDH1J@�DI1M��?R-C/ 
 GID=</>B_��),+.@TBTDI+zp�Dl@e/ 3F� ��)>+.@CBEDH+zp�DI@\/ 3�h V��ª�,� � � h ��)>Z[ZcD[)>1 3 Dc�,),?A@_-E+2B 3 D[72?©/ 
 BC/>ZcZcD]-T=</W@T?U) �@CDIZ[=	),BED 3 V 3 DH-�),127.DH-�-E),1J@�@TBT�H-�BTG 
 + 3 ?U�HBEDH-IVJ9>NPDH-E@ � �U� 72?UBED*KM+�NPD 3R3 DI-o=	),-T-E�H72DI1J@S+212D 3 ),1 
 +2DH+.B�7kNO),1.72DDI@L+.12Da=dGIBT?U)�72DF@TDHZc=d)>BTD 3R3 D*Q2?UDI1872GI5<1.?UD h ; 1�=	),+2BTBT/>?R@�DH1�9H)>129 3 +2BTDbKM+�NP? 3 1.DaX¥/W+.@0=</>-0?R72DH1J@T?R5<DIB

3 DI-S��?R@CDI-T-EDH- vup

DI@
vperturb

h 8�1.5<1�V<+21.D69I),129 3 +2-E?U),18=	),-T-E?UQ 3 D�DH-`@�K�+.D 3 /4�,DIBT-E?U),1�72Da��),+z@CBTDI+zp�Dl@/ 3f� ��)>+.@CBEDH+zp}DI@S/ 3�h Vs�ª�,� � ��72+{Zc)�72� 3 DF�0��� 8 1�NPDH-E@S=</>-��W/ 3 ?U72D hMn ),-SZcDH-E+2BTDI-S?U1.72?UKM+2DI1M@�KM+2D 3 D@;/W+zpe7�NPGH9;:</W1 
 D Γ
BTDH-`@CD�=2BT)>=d),B`@C?R),1212D 3=� h

DI@�9HDI9H?s=d)>+2B�72DH-�GH9I),+ 3 DIZ[DI1J@C-�@CBE�H-�GH=</>?R- � h = 50 d
�

DI@�12)>+2-L1�Nw/��>),12-�=2+�Gl@;/>Q 3 ?UBS/>+29H+.12D 3 ),?�-E?UZc= 3 DFDH1J@CBED Γ
DI@

vup
h





� �������	��
�� �

� 
�� ��
���������� ���	� �	
�� "����� �	����� 
������������

����� �"!$#%!'&(��) *,+.-/#�� 021 �3�546460�� �879+.1 : *;#<-=4;#<�=)>-?02) -/*679+.7<�8: #<�"7$!<021 4;#<@A#<�B+.�"!$02�>C(�>7<�<Ds£E#$�=-?7$�?1 4GF
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� 021>�3��464;02� �8:>*6�?!$1>+.#$-": #<�")>-?02) -/*679+.7<�":>#<�"7<!$021 4;#<@A#<�B+.�"#$���/1 -/WX�5!<#%:�YZ1 �[#<@A) *64;#<@A#<�B+ � �\+'��]>*646*,+.7:>^Q�(��@A*6PL1 #5V�!�YZ#<�\+/F � F_: *;-?#`: #$�N) -?0�C 46�%: #MaQ*;+?#<�/�?#�V�+?#<@A)b7$-.�5+?1 -?#5V�!<0�@O)(�5!<*;+?7�V��>02@M] -/#`@O0c^2#$�d: #
!<0��L+.��!$+?�e#9+K: #"af*,+.#$�?�?#3: #g-?05+'�5+?*602�`: #$� 
 -.��*;� �<D�Ch4;1>+ �5+hPQ1>#i: #3) -/7<�/#<�B+.#$-e1 �A!j�H+'��4;0 
 1 #": #3�/*6@M1fF4k�H+.*60�� �<VQ� 021 �3�ja�02� �"!'& 02*;�?*�:>#%: 7<!$-?*6-/#�#<�[: 79+'��*;46�=4;#<�=-/7<�/1 4;+.�5+.�=:lYm1 �>#n�/*6@M1>4k�5+?*602�APL1 *�#<�\+jV � � 0��^2#$1fobV>!<��-.��!9+.7$-?*6�\+.*;PQ1>#p: #$�87<!$021 4;#<@A#<�B+.� �
� ��qra202*;-sC 
 1 -/# � D,tvu9D F 4w�?#$-.�M��*;� �?*(WX��!$*64;#g:>#i!$02@O) ��-?#$-
46#$��: * 9l7$-?#<�B+?��) -?05C(46�$Dk£sYZ#9of)b7$-?*;#<� !$#`�Q1>@O7$-?*6PL1 #IPQ1>#`� 021 �%�ja�02� �%!'& 02*;�?*;#M�U: #$�%!<02�>: *;+?*602� �p��1fo
46*;@O*,+.#$�%)b7$-?*60Q: *;PQ1>#O#9+`)b0��?�?T$: #S4;#<�I) ��-.��@AT$+?-?#$�I�?1>*;a5���B+.� �

d = 8 mm
V
W = 20 d

V
L = 25 d

V
ϕ = 45◦

V
N = 60000

V
µG/G = 0.8

V
µG/G = 0.8

V
m = 0.16 g

V
kn = 40000N/m

V
γn = 1.kg/s

V
γt = 5000kg/s

Vf!<#NPL1 *x!<02�>: 1 *;+ � en = 0.4
D

<>=@?#A � D,t B F @O� 
 #$�p: #I4k�O�/*6@M1>4k�5+?*602�[: 02�B+%4;#<�i-?7<�/1 4;+.�5+.�i�?02�B+%)>-?7<�/#<�B+.7$�N:(��� ��!$#$+/+.#M)(�5-/+.*;#�D	£x�
!<0�1 46#$1 -"-?#$) -?7$�?#<�B+?#I4k�MaQ*;+?#<�/�?#OqX-/021 
 # � -?��) *6:>#�V ] 4;#<1 � �/+.�5+.*;PL1 #cuyD
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 � `<#<1>�?#3PL1�Y �5*6464;#<1 -/�3q a�02*6- y = 125d
u

@O��*6�=@ e<@A#%:(���>�g!$#N!j���$V(4k�MaQ*;+.#$�?�/# �51�!$#<�B+.-/# #$�/+3+.-/T<�3) -?0Q!'& #N: #N4k�MaQ*;+?#<�/�?# � 46�M)(��-/02* D
�f1 -e4k�%C 
 1 -/# a>D76I� 0�1 �=�ja20�� �8-/#<) -/7<�?#$�B+.7%4k�%aQ*;+?#<�?�/# Vx

#$�UW 02� !9+.*60��O: #
y
#$+e: #

z
D�0��S)w#<1>+ �� 021fa2#j�51Oa20�*6-sPL1 #g4k��aQ*;+.#$�?�/#p��1 
 @O#$�B+.#g�ja2#<!

y
#9+KPQ1lYm#$4646#3#$�/+K467 
 T<-/#<@A#<�B+K) 461 �RWX�5*6] 4;#3��1foJ)(�5-?02*;�

PL1�Ym��1�!$#<�B+.-/# :>1�!<���(��4 D

0�1324198 :<;  �>=@? 698 �

����� �8!<#�)(�5-.� 
 -?��) & #i� 021 �=��464;02� �K) -?7$�?#<�B+?#<-": #$�=) -?05C(46�e: #p!$02@O) ��!<*,+.7p4;0f!<��46#
ν
DDf8#<4;46#yF_!<* #$�/+

: 79C(� *6# !<02@A@A# 46�AW -.�5!$+.*;02�[a2024;1 @O*;PL1 # 0Q!<!$1 )w7<#M)(�5-p46#$� 
 -.��*;� �i: ��� ��1 ��a2024;1 @O#N+.#$�/+<D<f802@A@O#
+.0�1>+.#$�R46#$� 
 -.�5� : #<1>-?�s*6�/�?1 #$�s: #=46�p�?*;@M1 4k�H+.*60��n)w7<-/*60Q: *6PL1 #5V546�p!<0�@O)(�5!<*;+?78#$�/+s*;� : 7<)w#<�>:(���B+.#": #

x
D

�i0�1 �g��464;02� �=:�Ym��]w02-?:[79+.1 : *;#<-"�/#<�3a��5-?*k�H+.*60�� �8)w#<-/)b#$� : *6!$1 4k�5*6-?#$@O#$�B+3��1fo[) ��-?02*;�=4k�H+.7<-?��46#$�NqX�/#<4;02�
z
u=) 1 *;�3)b#$-?)w#<� : *;!<1 46��*6-/#<@A#<�B+ � 4k�M�/1 -/WX�5!<#n46*6]>-?#Jq �?#<4;02� y

u9D
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g	hMibjUa>D76 l *p*;+.#$�?�/# Vx

#<�[W 02� !$+?*602� :>#
y
#$+

z

� ?\Y[XDV*K O�XTL\K]AUV H=V	� A�
����H=O IUHd?NL\K�� XDE]H=O
^x� C 
 1 -/# a>D � � ) -/7<�?#$�B+.# 4 YZ7$a�02461f+.*60���: # 46� !<0�@O)(�5!<*;+?7��/#<4;02� 4k� : *6-/#<!$+?*602�

z
Dbf8# )>-?0�C(4p�

7$+?7 @A0c^2#<�>� 7 #<�B+?-?# 4;#<�O��4;+?*;+.1>: #<�
y = 100 d

#9+
y = 120 d

Vh!�YZ#<�\+/F � F_: *;-?#�:(��� �O4k�d!<021 !'&># #<�
7<!$021 4;#<@A#<�B+jD�^x� 4k��- 
 #<1>-I: 1 !<���(��4e#<�\+

W = 20 d
Vx!5Ym#$�/+/F � F_:>*6-?#OPL1 #S46#$�I)(�5-?02*;� �/02�B+`�?*,+.1 7$#<� �

z = 0
#$+

z = 20 d
D!0%� -?#<@O��-/PQ1>#I: #$1fo�!'& 02�?#$�%�?1 -i!<# ) -?0�C 4 DU^x�O) -/#<@A*6T<-/# #$�/+pPQ1>#M�?* 4 YZ02�[WX��*;+

g	hMibjDa>D � l �Bu	f802@O) ��!<*,+.7
ν(z)

@A#<�/1 -?7$#�)w#<-?)w#<�>: *6!$1 4k��*;-?#$@O#$�L+8��1foS)(��-/02*6�e4k�5+?7<-.�546#<�$DL] u�� -.��� � F
W 02-/@O7$#%: # � 0�1 -?-/*6#<-8: #

ν(z)
D
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��] �\+.-?��!$+?*602� : #<� 02�?!$*64646�5+.*;02� �$Vj4k�3!<02@A)(��!$*;+?7e-/#<�/+?#8!$02� �/+.���B+.#=�/#<4;02�
z
D�^x�i: #$1fof*6T<@A#8-/#<@O��-?PL1 #K#<�\+

PL1�YZ*64w#9of*6�\+.#p:>#<�80��?!<*;4646�5+.*;02� �R+.-/T<�e� #$+/+.#<�8: #p46� !<0�@O)(�5!<*;+?7i)>-?T<�e: #<�8)(��-?0�*6�K4k�5+?7<-.�546#<�$Dd^sYm*;�L+?#<� �/*;+?7
: #$�U!<#$�O0��?!<*;4646�5+.*;02� �M: *;@O*;�L1 #[��1 W 1 -O#9+ � @A#<�?1>-?#�PQ1>#�4 Ym02� �<YZ7<4;02* 
 � #[: #<�A)(��-/02*6�J@O��*6�`-/#<�/+?#
aQ*6�/*6] 4;#�D��p*;� �?* Ve@ e<@A# �51 @O*;46*6#$1 : 1 !j��� ��4i0�� 02] �?#$-/a�# #<� !$02-?# :># )b#9+.*,+.#<�O02�?!$*64;4k�5+?*602� �$D f8#<!$*
+.-?��: 1 *,+n46#`WX��*;+NPL1 #O4 YZ7<!$021 46#$@O#$�B+ #$�/+I02- 
 �5� *6�/7A#$� !$021 !'& #$�Ia2#$-/+.*;!j��4;#<�$D�^x��) -?7$�?#<�>!<#U:>#U)(��-/02*6�
46*;�?�/#<�A*6� : 1>*;+`W 02-/!<7<@A#<�B+O1 � #��/+.-/1 !$+?1 -.�H+.*60�� : #�4 YZ7<!$021 46#$@O#$�B+U�51fo )(��-/02*6�J@O��*6�J02� a202*,+U�51 �?�/*
PL1 #I4 Ym7$!<021>46#<@A#<�B+i#<�\+��/+?-?1 !9+.1 -/7I#$� !<021>!'& #<��) ��-/+?021>+i:(��� �i46#N!j��� ��4 D��8*;#<� ��� -<Vw!<#9+?+?#I�/+?-?1 !9+.1 -/#
��Ym��) )(�5-.���;+sPL1 #3�?1 -h46#$� 
 -.�5� : #<1>-?�h@O0c^�#<� � 7$#<��qX:(���>�s46#=+.#$@O)>�s#$+K:(��� �h4 Ym#$�?)(��!$#cuyD �>��1>Wb�?*(4 Ym02�`�/#
) 46��!<#=)>-?T<�s:>#<�s)(��-/02*6�$V�4;#<�R!$021 !'& #$�K�/02�B+h: 02� !")>461 �R1>� #=aQ1 #": #"4 YZ#<�/) -?*,+RPL1�YZ1 � #3-?7<��46*,+.7K) &B^Q�?*6PL1 #5D
^x�[C 
 1 -?#�a>D � ] @A02�B+.-/#J4k�S+.-?��� �/W 0�-?@A7<#J: # � 0�1 -?*;#<-%: #

ν(z)
D 0�� a�02*;+N1 � ) *6!`+?-?T<�n� #9+M��)QF

)(��-?���6+?-?#M#9+N02�d)b#$1>+N@A#<�?1>-?#<-n��*;� �?* 4k�S4;02� 
 1 #$1 -�:�YZ02� :>#A:>#<�N02�?!$*64;4k�5+?*602� �g: #
ν(z)

VE!�YZ#<�/+\F � F : *6-/#4 YZ7<) ��*6�/�?#<1>-K:>#<�K!<021 !'&>#<�<D�0��A+?-?021>a�#iPL1 #g!<#9+?+?#i7$)(��*6�/�?#$1 -Ka5��1f+e)>-?7<!$*6�/7<@A#<�B+
1 d

Ddcs�A!<02� !$461 �/*602�lV
� ) -?0jof*6@A*;+?7M: #$� )(�5-?02*;�%46#<� 
 -.��*;� �%�?02�B+n02- 
 ��� *;�?7<�N#$� !$021 !'& #$�na�#<-/+?*6!<��46#$�n:>*6�?)w02�/7<#<�N-/7 
 1 4;*6T$-?#9F@A#<�B+%+.021>�%46#<�`t

d
D f8#$+?+?#J�/+.-/1 !$+?1 -.�H+.*60�� �$Ym#$�/+?02@O)w#`#<�>�?1 *,+.#J#<�d�?#J-?��) ) -/0f!'&(�5�L+N:>1 @A*64;*6#<1�: 1

!j�5�(��4 D

>@?BADCFE"G�H � AUQRW*X � K L��

g	hMibj a>D a l �Bu m -?05C(4e:>#U!<0�@O)(�5!<*;+?7
ν(y)

#$� W 02� !9+.*;02� : #O4k��)b02�/*;+?*602�
y
D*^x� 4;* 
 � #J@A02�B+.-/#U1 �

� C + � : #J4k�OW 0�-?@A# )
ν(y) = ν0(1 − e(y−y0)/λ)

�ja2#<!
ν0 = 0.63

V
y0 = 122.4 d

#$+
λ = 18.2 d

Db] u
46�Eq?q

ν0 − ν)/ν0

u=#<�[W 02� !9+.*60�� : #
y
D40���@O#$�?1>-?#n��*6�>�?*E�ja2#$! )>-?7<!$*6�/*602�[46#$�=a5��46#$1 -?�3: #

y0

#$+
λ
D

�i021>�J�ca�02� �M+?-.��!$7S�?1 -I4k��C 
 1 -?#�afD a2��46#U)>-?0�C(4e: # !<0�@O)(�5!<*;+?7O@A0c^2#$� � 7<#[:(�5� �M4 YZ7<) ��*6�/�?#<1>-
q �5*6� �/*2PL1 #e�/#<4;02�

x
#$+ :(��� �x4;#h+?#<@A) �'uyD\^x�3!$02@A)(��!<*,+.7s-/#<�/+?# � )w#<1n) -?T$� !$02� �/+.���B+.#e��1n�?#<*;� :>#e4 Ym#$@JF) *;46#<@A#<�B+"PL1(�5�?*,F �/+.�5+.*;PQ1>#%#$+3�.�Ma5��4;#<1 -

ν0 = 0.63
!<02-/-?#$�?)w02� : � 46�M!<02@A)(��!$*;+?7�:�YZ1 ��#$@O)>*646#$@O#$�B+

��4;7j�5+?02*6-/#n:>#<� �/#�qX021
	�������������������������! �"#�$>u9D f8#<)w#<� :(�5�L+<V�4k�A!<02@A)(��!$*;+?7 : 7$!<-/0��6+p: 021 !$#<@A#<�B+
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:(���>�s4k� `<0�� #":�YZ7<!<0�1 46#$@O#$�L+<D cs464;#8)(���/�?#3: 02�>!"!<02�B+.*;� � @O#$�B+h: #
ν0

��� #<�B+.-/#"4 YZ#<@A) *64;#<@A#<�B+RPL1(�5�?*,F
�/+.�5+.*;PL1 # #9+p46�`�?1 -\WX��!<# 46*6]>-?#�D�^ �J46* 
 � #N@A02�B+.-?#N1 � � C + � : #n4k�`W 02-/@O# )

ν(y) = ν0(1 − e(y0−y)/λ)qX�/1 
I
 7$-?7J)(��- � D�^E021 
 #cuyD 0�� +?-?021>a�#O4;#<�%)(�5-.��@AT$+?-?#<�%�/1 *;a5���B+?� )
ν0 = 0.631

V
y0 = 122.4 d

#$+
λ = 18.2 d

D �f1 - 4k� C 
 1 -/#Za>D a�] �>021 �M�ja�02� �M-/#<) -/7<�?#$�B+.7S4;�xq?q
ν0 − ν)/ν0

un#<� W 02� !9+.*60�� : #
y
#<�

1>+?*646*;�.���B+
ν0 = 0.631

DD^E#<�i)b02*;�B+.�"W 02-?@A#<�B+g1 � #n]w#<464;#%: -?0�*;+.#N!$# PL1 *x!<0��>C(-?@A#n4 Ym��!<!$02-?:�#<�B+.-/# 4;#<�
: 02�>� 7<#$�s#$+h46# � C + � D2�p#8) 461 �$V�02�`)w#<1f+s@O#$�?1 -/#<-s) -/7<!$*6�?7$@O#$�B+s4k�p4;02� 
 1>#<1 - !j��-?��!$+?7<-?*;�/+?*6PL1 # λ

#$+s46�
)w02�?*,+.*60��S: #%4k�M�/1 -/WX�5!<#%46*;] -?#

y0

D �Q1 -"4k� C 
 1 -?# afD a�][02� +?-?021>a�#
λ = 18.2 d

D$5_4�#<�\+g*6�B+.7$-?#<�/�.���B+3: #
� 0�+?#<-gPL1 # !$#$+/+.#Na��546#<1>-g#$�/+i) -?0Q!'& #n: #n4k�`4k��- 
 #<1>-g:>1 !j�5�(��4

W = 20 d
DD�g021 �i�ja202� �ga27$-?*;C 7 PL1 #

!<#$!<*x-?#$�/+?#NaQ-?��*EPL1 #<4;46#%PL1 #N�?02*,+34k�Ia5��4;#<1 -": #
W

+'���B+gPL1 #N4 YZ7<!<0�1 46#$@O#$�L+3#$�/+g#<��-?7 
 *6@A# �
� �nD[^E#
� C + � PQ1>#n�>021 �g�ja202� �3) -/02)w02�?7Oq

ν(y) = ν0(1 − e(y0−y)/λ)
u8#<�\+i&>#<1 -/*6�/+?*6PL1 #5D �f02�[7<PL1(�5+?*602�[��YZ#<�\+

)(���O*6�/�?1 #�:�YZ1 �	!j�546!<1>43+?& 7<0�-?*6PL1 #�@O��*6�J� 021>�S�ja202�>�O+.0�1>+U�/*6@A) 46#$@O#$�B+J!<02� �\+'�5+?7 1 ��#9of!<#$4646#$�B+
��!$!<02-/: �ca�#<![46#$�M: 02�>� 7<#$�A�L1 @A7<-/*6PL1 #$��qX#$+M#9of)b7$-?*;@O#$�L+.��46#$�<V a202*;-M!'&(��) *,+.-/#S) -?7$!<7$: #<�B+yuyD 0���#<�
: 7$: 1 *;+3:>02� !NPL1 # 46�M!<02@A)(��!$*;+?7%�?1 *,+34 YZ7<PL1(�5+?*602� : *.-l7$-?#$�L+?*6#$4646# )

∂ν(y)

∂y
=

1

W
(ν0 − ν(y))

5_4(� 021>�K�/#<@M]>46#3*6@A)b0�-/+'�5�L+ : #3!<02@A) -/#<� : -/#3)b021>-?PL1 02*(02�A02] �/#<-\a2#g!<#$+/+.#g4602*f#9of)w02� #<�B+?*6#<4;46#"#9+e!$#<!$*
: #9af-?��*;+"WX�5*6-?#%4 Ym0�] �/#$+3:�YZ1 � #N79+.1 : # ��) )>-?0�W 02�>: *6#5D

0�13241�� � ;��
	���:� : ? ;��	8 = ? 8T;

g hMibjUa>D�� l �g02@M] -/#%@O0c^�#<��: #N!<02�B+'�5!$+.�g)(��-") ��-/+?*6!<1>46#%#<�[W 02� !9+.*;02� : #
y

5_4L#<�/+ +.-/T<�xWX��!<*;46#R: ��� � 4k�"�?*;@M1 4k�H+.*60��%: #e@A#<�/1 -?#$-x46#h� 02@M]>-?#h@O0c^�#<�I:>#e!$02�B+'��!9+.� )(��-x)(��-\+.*6!$1 46#
nc

D�0��O!<02@A)>+.#34;#g�>02@M] -/#g:>#i)(�5-/+.*;!<1 4;#<�hPL1 *(+.021>!'& #<�B+e!'&(��!<1>� #p: #$�8)(�5-/+.*;!<1 4;#<�gq : 7$C(�>*6#g!<02@A@O#
46#$� ) ��-/+?*6!<1>46#<� PL1 *Q#9of#<-/!<#<�B+s1>� #8W 02-/!<#K�?1 - 4k�3)(��-/+?*6!$1 46#h!<0�� �?*;: 7<-/7<#cu ) 1 *6� 02� : *;aQ*6�/#e) ��- 4;#e�>02@M] -/#
+.05+'��4(: # 
 -.�5*6� �h#$+e02�O@O0c^2#$� � #i:(��� �K46#3+.#$@O) �$D=^ �NC 
 1 -/# afD��%) -?7$�?#$�L+?#�46#g) -/0�C(4 : # nc

@A0c^2#<�>� 7
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:(���>�i4 Ym7$)(��*6�/�?#$1 -<Dw�����>�p4 YZ#<@A) *;46#<@A#<�B+"PL1(�5�?*,F �/+.�5+.*;PQ1>#�V 46#N� 02@I] -?#N: # !<02�B+'�5!$+.�3a5��1>+i#<�BaQ*6-/02� a>V
� 4 Ym#yof!<#<)f+.*60�� : 1 a202*;�?*;�(� 
 #J: 1 �?0Q!<46#A: #A4k�[!<#$46461>46#`0�� *64R](�5*6�?�/#U4;7 
 T$-?#<@A#<�B+n)w021 -n: #<�n-.��*;�?02�>�
:�YZ#<� !$02@M] -/#<@A#<�B+N�/+?7<-/*6PL1 #�D m 461 ��0�� �?#M-?��) ) -/0f!'&>#`: #M4k�A�?1 -\WX��!<#`4;*6] -/#�V ) 4;1 �

nc

#$�/+%)w#$+?*;+<Vb!$# �PL1 02* 02� )w021>a5��*;+g�$Y �5+/+.#$� : -?#M��1 aQ1 : 1 ) -/0�C(4 : #I!$02@O) ��!<*,+.7�D f8#<)w#<�>:(���B+jVb*64x#<�\+%*6�B+.7$-?#$�?�.�5�L+�: #
!<0�� �/+.�5+.#$-iPL1 #

nc
: 7<!$-?02*,+3) 461 �3-?��) *6:>#<@A#<�B+gPQ1># 46�M!<02@A)(��!$*;+.75DDcs� #�-l#9+jV � y = 75 d

V
nc

�A: 7�� �: *;@O*;�Q1>7=: #g@O02*,+.*;7%q
nc = 3

uR��4;02-?�sPL1 #g4k�%!<0�@O)(�5!<*;+?7=#<�\+8#$� !<0�-?#i���?�/#�`g) -?0Q!'& #3: #
ν0

q
ν = 0.58

uyD
�p#S@ e<@A#�V � y = 100 d

Vx46#A� 02@M] -/#U: #O!<02�B+.��!$+`@A0c^2#$� #<�\+I+.-/T<�IWX�5*6] 4;# q
nc = 0.5

un�54602-/� PL1 #
4k� !$02@O) ��!<*,+.7`a5��1>+ #<� !$02-?#

ν = 0.44
D*f8#9+?+.#A!<0�@O)(�5-.��*;�?02� �?021>46* 
 � #`46#`WX��*,+NPQ1lYm1 �>#O+.-/T<�nWX��*6] 4;#

a5��-?*6�5+.*;02�S: #
ν
�?* 
 � *;C #%1 ��*;@O)w02-\+'���B+8!'&(��� 
 #$@O#$�B+p:(�5� �34k�M�/+?-?1 !9+.1 -/# :>#n4 Ym7$!<021>46#<@A#<�B+<D

^sYm79+.1 : #g: 1A) -?05C(4(: #
nc

)b#$-?@A#$+K7 
 �546#<@A#<�B+h: #"a�02*6-sPL1�YZ*64(#yo>*;�/+?#i: #$�sa��5-?*k�H+.*60�� �R*6@A)w02-/+.���B+.#<�
��1 �/#<*6�[: #%4 Ym#$@O)>*646#$@O#$�B+8PL1(���/*,F �/+'�H+.*6PL1 #5D��f*b4 YZ02� -?# 
 ��-?:>#%46#�) -/0�C(4�:>#�af*,+.#$�?�?#5V *64b#<�\+i� �5+.1 -/#<4b: #)w#<� �/#<-%PL1 #M46�AW -?0��L+?*6T$-?#I#$�B+.-?#`4 Ym#$@O)>*646#$@O#$�B+i�\+'�5+?*6PL1 #M#9+�4 Ym7$!<021 4;#<@A#<�B+��/#M�?*,+.1 # a2#<-/�

y = 75 d
D

�p1>!<1 � #na5��-?*6�5+.*;02� : #n4k�MaQ*;+.#$�?�/#I��YZ#<�\+p#$� #�-b#$+gaQ*6�/*6] 4;#N�ca5���B+
y = 75 d

D!0�-<V(0���a�02*;+g!<46��*6-/#<@A#<�B+
�?1>- 46� C 
 1 -?#JC 
 1>-?# a>D��[PL1 #O46#`� 02@I] -?#A: #A!<02�B+'�5!$+n!'&L1>+.#O] *6#$� �ja5���B+

y = 75 d
#$+ PL1�YZ*64Ra5��1>+

�?#$1 46#$@O#$�B+
nc = 3

)w021 -
y = 75 d

D=f8#<!<*w@A02�B+.-?# � PQ1>#<4w)b02*;�B+e46�%:>^Q�(��@A*6PL1 #g:(��� �K4 YZ#<@A) *64;#<@A#<�B+
PL1(���/*,F_�\+'�5+?*6PL1 #%��YZ#<�\+p) ���=C 
 7$# #9+ � PL1 #$4E)b02*;�B+34k�I+.-?��� �/*;+.*;02� #<�B+?-?#N4k� `<0�� #N�/+'�H+.*6PL1 #%#9+g4k� `<0�� #
:�YZ7<!$021 46#$@O#$�B+i:>7$C(� *;# 
 -
	�!$#N��1�) -?0�C 4�: #Naf*,+.#$�?�?#N#$�/+i��-?]>*;+.-?��*6-/#�D

g	hMibj[a>D�� l f802@A)(��!$*;+.7p#<�[W 02� !$+?*602�[: 1�� 02@I] -?#%@A0c^2#<��: #N!<0��L+.��!$+?�i) ��-")(��-\+.*6!$1 46#

5_4 #$�/+%7 
 ��4;#<@A#<�B+p*;�B+.7<-/#<�/�.���B+�:># +.-?��!<#$-p46�O!<0�@O)(�5!<*;+?7N#<� W 02� !9+.*;02��:>1 � 02@M]>-?#I:>#I!<0��L+.��!$+?�
q C 
 1 -?#/a>D��2�Bu9D 0�� a�02*;+n+.0�1>+I:lY ��]w02-/: PL1�YZ1 � #UWX��*;] 46#`a5��-/*k�5+?*602�d: #O4k�[!<02@A)(��!$*;+.7O��1>+?021 -n: #U�?�
a5��46#$1 -N@U�vo>*;@U�546#M!$02-?-/#<�?)w02� : � 1 � #JW 02-\+.#Ja��5-?*k�H+.*60�� :>#

nc
D��g021 � �ja202� �I7 
 ��4;#<@A#<�B+N+.-?��!<7A46#$�

: 02�>� 7<#$� #$� 7$!'& #<4;46#J�?#$@O*GF_460 
 ��-?*,+.& @A*6PL1 #OqrC 
 1 -/#�afD��](u9D 0�� a�02*;+n�54602-/�N��) )(��-?���6+?-?#M1>� -/7<�?1>4;+'�H+
*6�B+?7<-?#$�?�?���B+ )R4k� !$02@A)(��!<*,+.7O#<�/+J1>� #UW 02� !9+.*;02��#9of)w02� #<�B+?*6#<4;46#O: #

nc

#$+M*648#yof*6�/+?#S: #$1fo -?7 
 *6@A#<�
: *;�/+.*;� !$+?�<D 0���a20�*;+OPQ1># 4k� +.-?��� �?*,+.*;02��� 46*6#$1 )w021 -A4k�da5��46#$1 -

nc = 1
D	f8#$+?+?# a5��46#$1 -A#<�/+O+.-/T<�

)(��-\+.*;!<1 4;*6T<-/#M!j�5-%#<464;#`: 7<4;*6@A*;+?#I46#I-?7 
 *6@A#`:(��� �N46#$PL1 #<4s4;#<�%!<0��L+.��!$+?� �/02�B+n)b#$-?�?*;�/+.���B+.�<D�cs� #�-b#$+<V
�?*

nc < 1
V !<#$4k�J�?* 
 � *;C(#NPL1�Y � 1 ��*6� �\+'���B+i: 02� �>7�V #<��@O0c^2#$� � #5Vb4;#<� 
 -.��*;� �3�?02�B+i#<��!<02�B+'�5!$+p�ca�#<!
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g	hMibj[a>D�� l � #$@O)w7<-?�5+.1>-?#<� 
 -?���L1 4k�5*6-?#$�=#<�[W 02� !9+.*;02�[: #
y
#$+

z

@A02*6� �l:�Ym1>�na�02*6�/*6��D���4 Ym*;�Ba2#<-/�?#5Vc�?*
nc > 1

Vc��460�-?�E46#$� 
 -.�5*6� ���/02�B+ #<�n@O0c^2#$� � #s+.0�1 �/021 -/� #$�N!<02�B+'�5!$+
�ja2#$!%��1U@A02*;� �h1 � ��1>+?-?# 
 -.��*;��D�5_4w-?#<�\+.# � �.�ja�02*6-e�?*w!<#$+/+.#g+.-.�5� �?*,+.*60��O#$�/+=1>� #p) -/02) -/*67$+?7 
 7<� 7$-.��4;#: #g4k�%-?#$4k�5+?*602�`#$�B+.-?#

ν
#$+

nc
0�1O] *;#<�A�?*(#$4646#"#$�/+e)(��-\+.*6!$1 46*;T<-/# � �>0�+.-/#g-/7 
 *;@O#":lYm7$!<021 4;#<@A#<�B+ � ���nD

0�13241�� � : �
	�� � = 8� ��:
m ��-���� ��460 
 *6# �ja�#<! 4k� ) &B^Q�?*;PQ1># �\+'�5+?*6�/+?*6PL1 # 02� )w#<1>+[:>7$C(� *;- 4k� +.#$@O)w7<-?�5+.1>-?# 
 -?���L1 4k��*;-?#
 - 	�!<#J��1Qo �(1 !9+.1(�5+?*602�>��: #`aQ*;+.#$�?�/# )

Tx = 〈V 2
x 〉 − 〈Vx〉2

q #$+N: #`@ e<@A#M)w021 -
Ty

#$+
Tz

u9D<f8#$+?+?#
+.#$@O)w7<-?�5+.1>-?# 
 -?���L1 4k�5*6-?#OPL1(���B+.*,C(# ��*;� �?*e4 Ym� 
 *;+.�5+.*;02� : #<� 
 -?��*6�>�I+.021f+`!<02@A@A#U4k��+.#<@A)w7<-.�H+.1 -/#
:�YZ1 � 
 � `pPL1(���B+.*,C(#g4 Ym� 
 *;+.�5+.*;02�`: #i�?#<�8@O024;7<!$1 46#$�<D m 021>-84k�N@A#<�?1>-?#<-$Vf*;4(WX��1>+e:�Y �5]b02-/:U: 79+.#$-?@A*6� #$-
46#e!'&(��@A)`: #<�RaQ*,+.#<�/�?#$�s@O0c^2#$� � 7$#<�h:(��� � 46#e+?#<@A) �<D m 1>*6�<V502�M-/#$+.-?��� !'& # � 46�gaQ*;+?#<�/�?#"*6�>�/+'�5�L+.��� � 7$#: #%!'&(�5PQ1># 
 -?��*6� 46� aQ*;+?#<�?�/# @A0c^2#$� � 7<#%+?#<@A)b02-/#<4;46#<@A#<�B+ � 46�I)w02�?*,+.*60�� : 1 
 -.��*;��V �ja5���B+3:�YZ7<4;#$a2#$-46#e+.021>+K�51A!<��-?-/7"#$+h: #"@A0c^2#$� � #<-$D�0��A!<��46!$1 46#8: 02� !�)

Tx = 〈(Vx−〈Vx〉)2〉 V2!<#"PL1 *(#$�/+h7$PQ1>*;a5��46#$�B+� 4k�J: 7$C(�>*;+.*;02��) -?7$!<7<:>#<�B+.#5D ^E#<�g: 02� �>7<#<�i02]>+?#<�L1 #<�p�?02�B+i) -?7$�?#<�B+?7<#<�%�/1 -g4k�MC 
 1 -/#$afD��>D+0��[a202*,+
PL1 #346#$� +.-/02*6� +?#<@A)b7$-.�5+?1 -?#$�s02�B+h46#=@ e<@A#=!$02@O)w02-\+.#<@A#<�B+sPL1(�546*;+.�5+.*,W )246�i+.#$@O)w7<-?�5+.1 -/#3��1 
 @A#<�B+?#
�ja2#$!

y
PQ1>#<46PL1 #A�?0�*;+

z
#$+n#$4646#I#<�/+n) 4;1 �%7<4;#$a�7<#A��1fod) ��-?02*;�%PL1�Y �51 !$#<�B+.-/#A:>#A46�S!<#$46461>46#MPL1 #$46PL1 #

�?0�*;+
y
D ch�O!<02�>!<461>�?*60���VB4 Ym� 
 *,+'�5+?*602�I#<�/+8: #g) 461 �h#$�U) 4;1 �h*6@A)b02-\+'���B+?#"4602-/�?PL1 #gPQ1lYm02�O�?#g-.��)>) -?0Q!'& #

: #J4k�S�/1 -/WX�5!<#A46*6]>-?#M#9+N#<464;#`#<�\+ :lY ��1f+'���B+n) 461>� 
 -.���>: #`PL1 #O4 Ym0�� #<�/+ ) -/0f!'& #J:�YZ1 � #J)(�5-?02* D 5_4R#<�\+
� �>0�+.#$- PL1 #S!$#<� -?7<�/1 4;+.�5+.�n�?0��L+I: *3-b7<-/#<�B+.� : #<� 7<!$021 46#$@O#$�B+.�I�/1 - W 0�� : -/* 
 *;: #J:(��� �n46#$�?PL1 #<4;�I46�-?1 
 02�?*,+.7": 1A�?0Q!<4;#3)b#$1>+K*6� : 1>*6-?#"1>� #"W 02-/+?#3+?#<@A)b7$-.�5+?1 -?# � 4k��] ���?#g: #34 YZ7<!$021 46#$@O#$�B+iq��%:D_"F���*k�i* V
� � � 6Lu9D

0�� )w#<1>+i7 
 �546#<@A#<�B+379+.1 : *;#<-g4 Ym��� *;�?0�+?-?02) *;#�: #n4 Ym� 
 *,+'�5+?*602�S#$� !$02@O) ��-.���B+34;#<�3a��546#<1>-?�3: #
Tx

V
Ty

#9+
Tz

D �f1 -�46�OC 
 1>-?# a>D,t � �>021 �%�ja20�� ��+.-?��!<7M4;#<�i-.��) )w02-\+.�
Tx/Ty

V
Tx/Tz

#9+
Tz/Ty

D 0%��a202*,+
PL1�YZ*64w#9of*6�\+.#�1 �>#%��� *;�?0�+?-?02) *;#i*;@O)w02-\+'���B+.#g#<�B+?-?#�46� : *;-?#<!9+.*;02�

x
#$+=46#<�e: *6-/#<!9+.*60�� �

y
#9+

z
D �i1 �?#$*6�

: #M4 Ym7$!<021>46#<@A#<�B+<Vb46�A+.#$@O)w7<-?�5+.1>-?#
Tx

)w#<1>+ e9+.-/# �/1 �?PL1�Y � aOW 02*;�p) 4;1 � 
 -.��� :>#MPL1 # Ty

021
Tz

Db�p#
) 4;1 �<V�!$#$+/+.#A��� *;�?0�+?-?02) *;#`��1 
 @O#$�L+?#`PL1(��� : 02�d�?#J-.�5) ) -?0Q!'& #`: #J46�S�?1 -\WX��!<#J46*;] -?#I021d: #<�N)(��-/02*6�
4k�H+.7<-?��46#$�<D@0���a20�*;+A)(��-`!$02�B+.-?#�PL1 #�4 Ym��� *6�/0�+.-/02) *;#U-?#$�/+?#�WX��*;] 46#U#<�B+.-/#�4;#<�J: *;-?#<!9+.*;02� �

y
#9+

z
D@5_4

�?#$@M] 4;#IPL1 #
Tz > Ty

@U��*;�i!$#<!$* ��YZ#<�\+%PL1�YZ1 � #M*;@O) -/#<�/�?*60���D m -/T<��:>#I4k�J�?1>-/WX��!$#M46*;] -?#N02� :>*6�?)w02�/#
: #3@A02*6� � : #3�/+'�H+.*6�\+.*;PQ1>#"#$+K*64>��) )(��-?���6+R: #<�K) *6!$�<Ddcs�J@O0c^�#<� � #5VL46#"-.�5) )b0�-/+

Tz/Ty

-?#<�\+.#"+.0�1 �/021 -/�



����� � �������	��
��
���������
��������������� !����"�"$# �����

g	hMibjUa>D;t �@l _g��) )w02-/+=: #<�3+.#$@O)w7<-?�5+.1 -/#<� 
 -?���L1 4k��*;-?#$�=#<�[W 02� !9+.*60���:>#
y
#$+

z

) -/0f!'& #N: #Jt2D

0�13241�� � ; 8 = 8T6 ;��
�i021>�i�546460�� �=@O��*6�B+.#$�(���B+37$+?1 : *;#<-"4k�MaQ*;+?#<�/�?#N: #N-?0�+.�5+.*;02� : # 
 -?��*6� � −→ω #$+3#$��) ��-/+?*6!<1>46*6#$-=�?#$�

!<0�@O)w02�.�5�L+?#<�
ωy

#9+
ωz

!j��-g4k�J!<02@A)w02�.���B+?#
ωx

#$�/+p#<� @A0c^2#$� � #I�L1 4;46#nPL1 #<4;PQ1>#I�?0�*;+g4k�J)b0��?*;+?*602�
q
y, z

u9D�^x� 
 -?�jaf*,+.7i#$+346#$�=)(��-/02*6�84k�5+?7<-.�546#<�K: 02*,a2#$�L+3*;� : 1 *;-?#i: #<�3-?05+'�5+?*602� �e�?#$4602� y
#$+

z
@O��*6�K-?*;#<�

� #N: 02�>� #N1 ���/#<� �g) -/7$W 7<-/#<�B+.*;#<4 � 4k�M-/0�+'�5+?*602�[�51>+.021>-": #N4 Ym�Hof#
x
D

/ AUQRW AUO�XDVkLNH
ωy

�i021>�3�ca�02� �3:�Ym��]w02-?: !'& #$-?!'& 7 � �?�ca�02*6-8!<02@A@O#$�B+
ωy

a5��-/*6#��/#<460��
z
DD^x�IC 
 1 -/# a>D,t2t%) -/7<�?#$�B+.#+.-/02*6�g) -/0�C(46�

ωy(z)
0�]>+.#$�Q1>� � : *3-b7<-/#<�B+.#$��)w02�?*,+.*60�� �

y
D�0%��a202*,+�PL1 #M!'&(�5PQ1>#`!<021 -/]b#I#<�/+��/^Q@O7yF

+.-/*6PL1 #N)(��-3-?��) )w02-/+g��1�!<#$�B+.-?# : 1�!j���(�54 D[^x�JaQ*,+.#<�/�?#n: #N-?0�+.�5+.*;02�[#<�\+p) 4;1 �37<4;#$a27$#I�51fo[)(��-/02*6�3#9+
�?0�� �?* 
 � #A!'&(��� 
 #O:�YZ1 � #S)(�5-?02* � 4 Y �51>+.-/#�D�f8#<!$*K+?-.��: 1>*;+ 46#JWX��*;+nPL1 #U4;#<� 
 -.�5*6� �n-?021>46#<�B+ �?1 - 46#$�)(��-/02*6��)(4;#�W -?0�+/+.#$@O#$�L+3�/1 -346#$�g) ��-?02*;�"#<�B+.-?���k�>#n1>� #N*6@A)b02-\+'���B+?#�-?0�+.�5+.*;02� : 02�B+g4k�`: *;-?#$!$+.*;02� #<�\+
] *;#<�U��� -80�) )b0��?7<#i�?1 -e46#$�e: #$1foO)(��-/02*6�$Df�i#p) 4;1 �<VL) 4;1 �e0��U�?#i-.��)>) -?0Q!'& #p:>#p4k�N�?1>-/WX��!$#p46*;] -?#5VB) 461>�
4k� aQ*;+?#<�?�/#U: #A-?05+'�5+?*602�d) -/T<�I:>#O46��)(�5-?02*s: #9aQ*6#<�B+I7<46#9a27$#�DFf8#<!<*K#<�\+M4;*67 � 4 Ym��1 
 @A#<�B+'�H+.*60�� :>#O46�
aQ*;+?#<�?�/# :>#N+?-.���>�?4k�H+.*60��S: #<� 
 -?��*6� �84602-/�?PL1 # y

��1 
 @O#$�B+.#�D
5_4�#<�\+[*6�B+.7$-?#$�?�.�5�L+[:># !<02@A)(��-/#<-S46� aQ*;+.#$�?�/# : #<� 
 -?��*6� � Vx

#9+[4k� aQ*,+.#<�/�?# : # -/0�+'�H+.*60��
ωy

D
m -?#$� 02� �N4 YZ#9of#$@O) 4;#`: 1 ) -?0�C 4

y = 100 d
: #J4k�UC 
 1>-?# a>D,t2t2D<^x�UaQ*;+?#<�?�/#O:>#A-/0�+'�H+.*60�� � 4k�S)(��-/02*

#<�\+
ωy = 290 rad/s

#$+ 4k� af*,+.#$�?�?#U: #O+?-.��� �/4k�5+?*602�
Vx = 4.75 m/s

qra202*;-nC 
 1 -?#�a>D('Bu9D 0�� )w#<1>+
: 02�>!M!j��4;!<1 4;#<-i4k�OaQ*;+?#<�/�?#`: # 
 4;*6�/�?#<@A#<�B+p: 1 !<02�B+.��!$+N�/#<460��

x
:>7$C(� *;#M)(��-

V g
x = Vx − d/2 ωy

#9+
02��+.-?0�1>a2# )

Vg = 3.6 m/s
DU^x�AaQ*,+.#<�/�?#M:># 
 4;*6�?�/#<@A#<�B+i#<�/+p: 02� ! 4602*;�[:�Y e9+.-/#M� 7 
 46* 
 #j��] 4;#�V !$#IPL1 *�?* 
 � *,C(#OPL1 # 4;#<� 
 -.��*;� � 
 46*;�?�?#$�B+ � 46��)(��-/02* D�f8#9+?+.#Oa��546#<1>-I#<�\+M+.-/T<�M)>-?0Q!'& #S: #S46��a5��4;#<1 -n: #S46�

aQ*;+?#<�?�/#�D=�i0�1 �K�ca�02� �K-?#$) -?7$�?#<�B+?7p�?1>-e46�pC 
 1 -/# afD;t 'N46#")>-?0�C(4(:>#3aQ*,+.#<�/�?#g: # 
 46*;�?�/#<@A#<�B+ � 46��)(��-/02* D
0���a�02*;+3PL1 #N!$#$+?+?#naQ*,+.#<�/�?#n-?#$�/+.#%+?021 �/021 -/�"+.-?T$�3) -?0Q!'& #N: #N4k�MaQ*;+?#<�?�/# � 46�M)(��-?0�* V !$#nPL1 *E*;� : *;PQ1>#PL1 #p@O��4 
 -?7346#$�KaQ*,+.#<�/�?#$�=: #p-/0�+'�H+.*60��A*;@O)w02-\+'���B+.#$�<VB4;#<� 
 -.��*;� � 
 46*;�?�?#$�B+ � 4k�N)(��-?0�*w#9+=�/02�B+=#<�AWX��*;+
���/�?#�`n460�*6� : #N4k�M!$02� : *,+.*;02� : #N� 02� 
 46*;�?�/#<@A#<�B+nq

V g
x = 0

u9D
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�i021>� �ja20�� ��#$� �?1>*;+.# +?-.��!$7 4;# ) -?0�C 4%: #
ωy

#$� W 0�� !$+?*602� : #
y
)w021 -[46#$�[: #<1Qo ) -?#$@O*;T<-?#$�

!<0�1 !'& #<�$D�^E#$�K!$021 !'& #$�e�/02�B+K: 7$C(�>*6#<�h!$02@O@A#"46#$� 
 -.�5*6� �s: 0��L+K4;#"!<#<�B+?-?#g#<�/+K�/*;+.1>7 � z < d
qX!$021 !'& #

tvup#9+N!<#<1Qod)b0�1 -%46#$�?PL1 #<4;�
d < z < 2d

qX!<0�1 !'& # � ui#$+n!$02-?-/#<�?)w02� :>#<�B+ ��1fo :>#<1fod)>-?#<@A*6#$-?�%) *;!<�
: #J!<0�@O)(�5!<*;+?7`: #J4k�SC 
 1>-?# a>D��fD<^x�[C 
 1 -?# a>D,t � ) -/7<�?#$�B+.#A46#<�N-/7<�?1>4;+'�H+.�<D 0��da202*,+%+.021f+N:�Y �5]b02-/:
PL1 #n)b021>-"4k�`!<021>!'& #Ot�V

ωy
��1 
 @A#<�B+?# �ja�#<!

y
!<0�@O@A#%� 021 �34 Y �ja20�� �3: 7 � � �?* 
 �(��4;7�#<��7$+?1 : *k�5�L+346�

C 
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 �546#<@A#<�B+%*;�B+.7<-/#<�/�.���B+N:�YZ7$+?1 : *6#$-%46# -.��) )w02-\+%: #<��a5��4;#<1 -/��@A0v^�#<� �>#<�N: #<�%!$02�B+.-?��*6�B+.#$�
� 02-/@U�546#<�%#9+ +.��� 
 #$�B+.*6#$464;#<�N��1fo ) ��-?02*;�<D��g021 �Na2#<�>02� �I:>#Aa�02*6-NPL1 # ) 〈Ft/Fn〉 = µG/P
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D ^x� 46* 
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g	hMibj=a>D;tPa l m -?05C(46�s: #"aQ*;+?#<�/�?#g02]>+.#$�L1 �e)w021 - W = 20 d
V
ϕ = 40◦

V
N = 10200

V
µG/G = µG/P =

0.3

g	hMibjDa>D,t � l/m -?#$�?�?*;02�[� 02-/@U��4;#p#yo>#$-?!$7<# � 4k�I) ��-?02*b4k�5+?7<-?��46#i#$+3) -/#<�?�/*602� &B^Q: -/02�/+.�5+.*;PQ1>#n#$�SW 02� !yF
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g	hMibj a>D,t � l�� 02-?!$# +'�5� 
 #<�B+?*6#<4;46# Ft

#$� W 02� !9+.*60�� : #M46�JW 0�-?!<#I� 02-?@O��4;#
Fn

)w021 -i!'&(��PL1 #M!$02�B+'��!9+

 -?��*6�	�H)(��-?0�*

a5��46#$1 -g: #
µ∗ ≡ ||〈−→F t〉||/||〈

−→
F n〉||

)w#<1>+ e9+.-/#I: *.-l7$-?#<�B+?#M: #
µG/P

D ^E# ) -?0�C 4 : #
µ∗ #<�\+%) -/7<�?#$�B+.7

�?1>-M4k� C 
 1 -/#�a>D,t �>D 0�� ^da202*,+MPL1 #
µ∗ -?#$�/+.#U!<02� �\+'���B+`: ��� �I46� `$02� #S:�YZ7<!$021 4;#<@A#<�B+[qX�ca�#<!S1>� #

a5��46#$1 -") -/0f!'& #N: #
µG/P

u=�ca5���B+g: #N!'&L1>+.#$-i: ��� �34 YZ#<@A) *64;#<@A#<�B+=�\+'�5+?*6PL1 #5D
�i021>�N�ca�02� ��aQ1d) 461>�p&(��1f+%PL1 #M+.021>�%46#<�i!<02�B+.��!$+?� 
 -.��*;�	�5)(�5-?02*x�?0��L+N)>46#<*;� #<@A#<�B+p@O02]>*646*;�?7$�<D

^x�S: *6@A*6�L1>+?*602��: #
µ∗ ��YZ#<�\+n: 02� !`)(�5��: 1 # � 1 � #`:>*6@A*6�L1>+.*;02��: 1d-.��) )w02-\+ 〈Ft/Fn〉

D<^x�S-.�5*6�?0��
: #A!<#9+?+.#A: *;@O*;�Q1f+.*60�� #<�\+I#$� WX��*,+ � !'& #$-?!'& #$-I:(�5� � 4 Ym0�-?*6#$�B+'�5+?*602� : #$�na�#<!9+.#<1>-?� −→

Ft
D ���5� � �>0�+.-/#

@A0f: T$46#A: #UW 02-/!<#5V 46#Aa2#$!$+.#$1 - −→
Ft

#<�\+`02) )w02�/7 � 4k��af*,+.#$�?�?#U: 1 
 46*;�?�/#<@A#<�B+M: 1�!$02�B+'��!9+`#<�B+?-?#S46�
)(��-\+.*;!<1 4;#M#$+n4k� )(�5-?02* D �i05+.02� �N*;!<*

α
4 Y ��� 
 46#MPL1 #JWX��*,+%!<#9+?+.#JaQ*;+?#<�?�/#A�ca�#<!O46#`�?0Q!<4;#`: #J4k� !<#$464;1 46#

)w7<-?*;0f:>*6PL1 #Aq a�02*6-eC 
 1 -/#�afD � � u9DD^x�`W 02-?!$#�+'��� 
 #<�B+.*;#<464;#��<YZ7<!$-?*,+i:>02� ! )

−→
Ft = µG/P Fn

(

cos α
−→
i + sin α

−→
j

)

�i0�� �8�546460�� �R�?1>) )b0��?#<-ePL1 #i4 Y �5� 
 46# α
#9+

Fn

� #3�?02�B+e)(���K!<02-/-?7$467<�$DL�p#g) 461 �$VB@�e$@O#3�/*(4k�%: *6�\+.-/*6] 1fF
+.*;02�U:>#

α
#<�/+=*6� !$02� �L1 #�VQ02�O)b#$1>+=-?��*6�/02� �(��]>46#<@A#<�B+e)b#$� �?#$-=PL1 # 〈α〉 � � VL)(�5-e�\^f@A7$+?-?*;#�D&0%�U)b#$1>+

: 02�>! �5*6� �/*�!j��4;!<1 4;#<-"46�M@O0c^2#$� � #n: # −→
F t

�/1 -31 � #%+.-?��� !'& #N& 0�-?* `$02�B+'��4;#�: #n)(��-/02* � 4 Ym��4;+?*;+?1 : # y
)

〈−→F t〉 = µG/P 〈Fn〉 〈cosα〉−→i

^E#I-?��) )w02-/+
µ∗ #<�\+%#<� WX�5*;+i1 � #M@A#<�/1 -?# : #

µG/P 〈cos α〉 #$+p: 02� �>#M: 02� !I1 � #M*;� : *6!<�5+.*;02�[�?1 -p4k�
: *;�/+.-/*6] 1f+.*60��I: #=4 Ym0�-?*6#$�B+'�5+?*602�n: #<� W 02-?!$#<�R+'�5� 
 #<�B+?*6#<4;46#$�<D �p*;� �?* V546�i: *;@O*;�Q1f+.*60�� : #

µ∗ 02] �/#<-/a�7<#"�/1 -
4k�SC 
 1 -?# a>D,t � *6� :>*6PL1 #`PL1 # 〈cos α〉 : *;@O*;�Q1>#�V�!5Ym#$�/+/F � F_:>*6-?#`PL1 # −→

Ft

: #9aQ*6#<�B+ ) 461>�%*6�?05+.-?0�)b#`:(�5� �
4 YZ#<@A) *;46#<@A#<�B+8PQ1 ���?*GF_�/+.�5+.*;PL1 #N��460�-?�"PL1 #N:(��� �34 Ym7$!<021 4;#<@A#<�B+jV −→

Ft

#$�/+g+.021 �/0�1 -?�")(�5-.��4;46T<4;# � −→
i
D
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y

α
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g hMibjUa>D � ��l �f!'& 7<@O�J#$+3� 0�+.�5+.*;02� �")w021 -"46�`aQ*,+.#<�/�?#N: # 
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0�1 8�152 � ���  : � ? :
 : � = ��:<; 8�698� 8T6 ;��  :<; ? ; ��� 6 ;=6 ;�� ;
����� �i4k�J�?*;@M1 4k�H+.*60�� *64E#<�\+�)w02�?�/*6] 4;#N: #nWX�5*6-?#%a5��-/*6#<-3: # � 02@M]>-?#<1Qo�)(��-.�5@OT9+.-?#$�<DU�i0�1 ���ja20�� �

-?7<��46*;�?7A: #<1Qo��?*;@M1 46�5+.*;02� �%: 02�B+`46���/#<1 4;#S: *3-b7<-/#<� !$#S#<�\+`46#A!<0Q# �A!$*6#<�B+`:>#S-?#$�/+.*,+.1>+?*602�lD �p��� �M46�
) -/#<@A*6T<-/#[�?*6@I1 4k�5+?*602�lV

en = 0.4
qX�/02*;+A4k� a5��4;#<1 -J1>+?*646*;�?7$# �/1 �?PL1�Y�� ) -/7<�?#$�B+S:(���>�O!$#�!'&(�5) *;+?-?#cuyV

#$+M:(��� �M46��: #$1fof*6T$@O#5V
en = 0.9

D�^E#<�M) -/0�C(4;�M: #UaQ*;+?#<�/�?#S#9+`� 02@M]>-?#S@A0c^2#<��:>#S!<02�B+.��!$+?�M�?02�B+
) -/7<�?#$�B+.7<�8�?1 -K4k��C 
 1>-?# a>D � t2D 0��Oa�02*;+h+.0�1>+K:�Y �5]b02-/:OPL1 #g46#3) -/0�C(4 : #3� 02@I] -?#g@O0c^�#<�U:>#g!$02�B+'��!9+
��YZ#<�\+�PL1(���/*6@A#<�B+g)(���g@O0Q: *;C 7�D[^x�A!$02@A)(��!<*,+.7OqX�>02��-/#<) -/7<�/#<�B+.7$#`*6!<*ku8-?#$�/+.#n#<4;46#n��1 �/�?* *6� !'& ��� 
 7$#460�-?�?PL1 #I4 YZ02� WX��*,+ia5��-/*6#<-

en

D���1(���B+N��1 )>-?0�C(4 : #IaQ*,+.#<�/�?#5V�*64 -?#$�/+.#`*;� !'&(��� 
 7I:(�5� ��4 YZ#<@A) *;46#<@A#<�B+
PL1(���/*,F_�\+'�5+?*6PL1 #h@O��*6�x1 � #K: *.-l7$-?#<�>!<#=�5) )(��-?���6+x) -/T<� : #846�"�?1 -\WX��!<#e46*6]>-?#�DP^ �3aQ*;+.#$�?�/#8#<�\+ )>461 � 7<4;#$a27$#
460�-?�?PL1 #p46#�!$0f# �O!$*6#$�L+3:>#�-?#$�/+.*,+.1>+?*602�U#<�/+3)>461 �=7$46#9a27�DDf8#$+?+?#N: *;a�#<- 
 #<� !$#%*6�B+.#$-/aQ*6#$�L+=: 02� !%4;02-?�/PQ1>#4 YZ7<!$021 4;#<@A#<�B+=: #9aQ*6#<�B+=+?-?T$�=: *64;1 7�Df�����>�=!<#9+?+.# `$02� #5V>46#$�8!$02464;*6�?*;02� �h�?0��L+=: #�) 4;1 �=#<� )>461 �e�?021>a�#<�B+
] *;�(��*6-/#<� #$+s4;#8!$0f# �O!$*6#$�L+ : #=-/#<�/+?*;+?1>+.*;02� �/021>#=1 �M-��246#e*6@A)b02-\+'���B+<Dv����� �R4;#<��`<02� #$�s) 461>� : #$� �?#$�s0��
46#$�e!$02�B+'��!9+.�e�?02�B+=)w#<-/�?*;�/+'�5�L+?�<VQ46#g!<0Q# �A!<*;#<�B+=:>#p-?#$�/+?*;+.1f+.*60��O#�-l#$!$+.*,WE: 1O@O*;46*6#$1`+.#<�>:U-.�5) *6: #$@O#$�B+
a2#$-?� `$7<-/0 D�0��I)w#<1f+R-?#$@U�5-?PL1 #<- PL1 #=) 1 *;�?PL1 #=46�g:>*;a2#$- 
 #$� !<#8: #<�R:>#<1foI) -?05C(46� *6�B+.#$-/aQ*6#$�B+s��4;02-?� PL1 #4k��!$02@A)(��!<*,+.7"#$�/+K+.-?T$�sWX��*6] 4;#�V546#": 7$] *;+h#$�/+e*6: #$�L+?*6PL1 #":(�5� �e4;#<�s: #$1foA�?*;@M1 46�5+.*;02� �<D cs�O!$02� !$461 �/*602��V
4k�Sa5��4;#<1 -%: 1 !<0Q# �A!$*6#<�B+ : #J-?#$�/+.*,+.1>+?*602�d� #A@A0f: *,C(#M4;#<�N) -?0�) -?*;7$+.7$�NPQ1>#O:�YZ1 � #A!<0�1 !'& #A�?1 )w#<-\C>F
!<*;#<4;46#=: #34 Ym7$!<021 4;#<@A#<�B+jDd^E#$�K)>-?0�C(4;�h�?02�B+K*6: #$�B+.*6PL1 #$�h� 02�A�?#<1>46#<@A#<�B+KPL1(��4;*;+'�H+.*;a�#<@A#<�B+h@O��*6�s�51 �?�/*
PL1(���B+.*,+'�5+?*;a�#<@A#<�B+3�?1 -346�J@O� �/#$1 -?#%)(�5-/+.*;#%: #N4 YZ7<!$021 46#$@O#$�B+jD

0�1 8�198 � ;��� � 6 ;T;=:
�i021>� ��464;02� �J@O��*6�B+.#$�(���B+A#9o>��@A*6� #$-O4 Ym*;���(1 #$� !<#�: # 46� �(�H+.1 -/# : 1�W 0�� :��/1 -S4 YZ7<!$021 4;#<@A#<�B+jD

m 0�1 -�!<#$4k�>Vb*64 #<�\+N� 7<!$#<�?�?��*6-/#`: #`�?#`)>4k��!$#<-p: ��� �%1 � -/7 
 *;@O# 0�� 4 YZ7<!$021 46#$@O#$�B+�02)wT<-/#M:(��� ��+?021>+?#
4 YZ7<) ��*6�/�?#<1>-Iq :(��� �g46#%-/7 
 *;@O# ����� V 46#�W 0�� :��lYm#yo>#$-?!$#M��1 !$1 � # *6���(1>#<� !$#cu9DU^x�MC 
 1 -/#$afD � � @A02�B+.-/#
: #$�n*;@U� 
 #<�i02]>+.#$�L1 #<�n�ja2#$!A1>� �/0f!$46#M-/1 
 1 #$1fo qX�Bui#$+N1>� �/0f!$46#M4;*6�/�?#[q ] u9D 0�� a20�*;+%: *;-?#$!$+.#$@O#$�B+
�?1>-"4k� C 
 1 -?#%PL1 #N46#$�=*6@O� 
 #$�8�/02�B+3�?#<@I] 4k��]>46#<�8@�e$@O#��/*�4k�naf*,+.#$�?�?#N#$�/+3) 4;1 �"7<4;#$a27$#N�ja2#<!N4;#��?0Q!<4;#
46*;�?�/#�D ^x�pC 
 1 -?#�a>D � '�@A02�B+.-/#=46#$�s) -?0�C 46�R: #=aQ*,+.#<�/�?#3#$+R: #"!<02@A)(��!$*;+?7=)b0�1 -R46#$�s: #<1Qo`7<!$021 4;#<@A#<�B+.�$D
^x� : *.-l7$-?#<�>!<#S) -/*6� !$*6)(�546#A#<�/+MPQ1lYm*;4e#yo>*;�/+?#S1 � 
 4;*6�?�/#<@A#<�B+M�/1 -M4;#O�/0f!$46#U: ��� �M4;#U!j�5�M:�YZ1 ���?0Q!<4;#
46*;�?�/#�D=^x�naQ*;+?#<�?�/#�: # 
 46*;�?�?#$@O#$�B+e#$�/+8:�Ym#$�Baf*;-?02�,6

m/s
D��i02-/@O*;�h!<#$+/+.#i: *3-b7<-/#<� !$#�VQ46#<�e: #<1QoU)>-?0�C(4;�

: #IaQ*,+.#<�/�?#`�/02�B+%�?*;@O*;4k��*;-?#<�$D[cs� WX��*;+<Vw�/* 4 Ym02��+.-.�5� �?46�5+.# 46#<�p) -?0�C 46�p:>#IWX� �<0����OWX��*6-/#I!$0�� � !$*6: #$-p46�
)w02�?*,+.*60�� : #`4k�O�?1 -\WX��!<#J46*;] -?#SqX)(�5-�#9of#<@A) 4;#cu9V���4602-/��46#$��) -/0�C(46�p�?02�B+n) -.�H+.*6PL1 #$@O#$�B+%�?1 )w#<-/)b0��?7<�$D
^E#<�n) -?05C(46�N: #O!<02@A)(��!$*;+.7`�/02�B+I#$1fo PL1(���?*;@O#$�B+ !$02�>W 02�>: 1 � q �.��1fW���46� ](���?#O: #A4 YZ7<!<0�1 46#$@O#$�L+'u9D
cs��!$02� !$461 �/*602��V>46#�W 02� :[4;*6�?�/#%*6� :>1 *;+"�/#<1 4;#<@A#<�B+g1 � 
 46*;�?�?#$@O#$�B+��J46�M](���/# : #N4 Ym7$!<021 4;#<@A#<�B+"@O��*6�
� #N) -/0va�0fPL1 # ��1 !$1 ��!'&(��� 
 #$@O#$�B+iW 02�>:(��@A#<�B+'��4 D

0�1 8�1�� : = ; �&; 8 = 8T6 ;�� 	 � ; �  �<:
5_4e#$�/+I7 
 ��4;#<@A#<�B+ )b02�/�?*;] 46#A:�YZ7$+.1>: *6#$-I)(��-n�?*;@M1 46�5+.*;02�d�Q1>@O7$-?*6PL1 #O: #<� �?*,+.1(�5+?*602�>� � 0�� ) &B^BF

�?*;PL1 #<�$D�0���)b#$1>+g)(��-g#9of#<@A) 46#N] 4;0fPL1 #$-34k�`-?0�+.�5+.*;02�[: #<� 
 -?��*6� �$DUf8#<!$* #$�/+i� 02��) &B^f�/*6PL1 # @U��*;�"*64
#<�\+=*;�L+?7<-/#<�?�?���B+":�YZ7$+?1 : *6#$-e!$#p!<���8)(�5-/+.*;!<1 4;*6#$-h�5C(�S: #i!<02@A) -/#<� : -/#i�/*b46�n-/0�+'�H+.*60��O: #$� 
 -?��*6�>� �/021>#1 �O-!�24;#i*;@O)w02-/+.���B+jD ^x�NC 
 1 -/# a>D � 6 @O02�B+?-?#g: #<1foO*;@U� 
 #<�h02]>+?#<�L1 #<�=�ca�#<!i4k�N�?*6@I1 4k�5+?*602�J021fa2#<-\+.#5D
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 1 -?# a>D,t3)b021>-: #$1fo[a5��46#$1 -?�": 1�!<0Q# �A!$*6#<�B+g: #N-?#$�/+?*;+.1f+.*60��

g	hMibj@a>D � � l 5_@O� 
 #$� :lYm7$!<021 4;#<@A#<�B+.�d02]f+.#<�L1 � �ja2#$! 1 � �?0Q!<4;# -?1 
 1>#<1fo !$02� �/+?*;+?1 7�: # : #<@A*,F
!$^Q4;*6� : -/#<�3: #N: *6��@OT9+.-/#

d
:>*6�?)w02�/7<�"+.021>�g4;#<�Nt2D � �

d
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g	hMibj<a>D � ' lJm -/0�C(46�i: #IaQ*;+?#<�/�?#[qX�Bui#$+p!<02@A)(��!$*;+?7 qX](ug02]>+?#<�L1 �%)w021 -i46#<�p: #<1fo �?0Q!<4;#<�Jq -?1 
 1 #<1fo#$+g4;*6�?�/#<�.u/�ja2#$! 1 ��!<0Q# �A!$*6#<�B+g: #%W -?05+?+.#$@O#$�B+ 
 -.��*;�	�5�/0f!$46#�*;: #<�B+.*;PL1 # � µG/G

^x�%) -?#$@O*;T<-?#8*6@O� 
 #8#$�/+h!$#<464;#=: #34k�i�?*6@I1 4k�5+?*602� !<46���?�/*6PL1 #�V�4k��: #$1fof*6T<@A#"!<#$464;#=: #"4k���/*6@M1>4k�5+?*602� 0��
4k�O-?0�+.�5+.*;02� : #$� 
 -?��*6� �i#<�\+N] 460QPL1 7<#5D 0�� a202*,+�PL1 #`4;#<�p)>-?02) -/*679+.7<�p: #M4 YZ7<!$021 4;#<@A#<�B+��/02�B+%W 02� :(�HF
@A#<�B+'��4;#<@A#<�B+=@A0Q: *;C(7$#<�e4602-/�?PL1 #�46�I-?0�+.�5+.*;02�U#$�/+"]>460QPQ1>7<#�D�cs�SWX��*;+<Vf4;#<� 
 -.��*;� �802�B+"]w#j�51 !<021>) : #
@O��4��M�$Ym7$!<021>46#<-": ��� �"46#i!j��� ��4�#$+=)b#$1>a2#$�L+g-/#<�/+?#<-"!$02*6� !$7<�"#$�L+?-?#%4;#<�=)(�5-?02*;�<DDf8#%-/7<�/1 4;+.�5+=@A02�B+.-/#
�`PL1 #<4x)w02*6�B+34k�M-/0�+'�H+.*60�� : #<� 
 -?��*6� �"#$�/+g1 ��*6� 
 -?7<:>*6#<�B+3#$�?�?#$�B+.*6#$4x: #N4k�M�?*;@M1 46�5+.*;02��D
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0�1 ��152 ����: 8 ;  � � :<; : �
	 6 � : � : �	8T;������
�i021>�i�ja�02� �37$+.��] 46*l��1[!'&(��) *,+.-/#�) -?7$!<7$: #<�B+iPQ1>#n4;#pW -?05+?+.#$@O#$�B+g��1fo ) ��-?02*;� �/021 #%1>��-��246#p) -?7yF

)w02� : 7$-.���B+i:(��� �g4k�J�/+.��] *64;*;+?7�: #<�i#<@A) *64;#<@A#<�B+.� ����� D!5_4E#<�\+�: 02�>! )(�5-/+.*;!<1 4;*6T$-?#<@A#<�B+3*;�L+?7<-/#<�?�?���B+
:�YZ7$+?1 : *6#$-=46#g!j�5�=0�� 46#$�8)(�5-?02*;�e46�5+.7$-.��4;#<�K�?02�B+"� 0��SW -?0�+/+'���B+.#$�<D$5_4b#$�/+=+?-?T<�eWX��!<*;46#g: #�-?7<��46*;�?#$-e!$#$+?+?#
�?*,+.1(�H+.*60�� :(�5� �I46���?*;@M1 46�5+.*;02�d!j��- *64s�?1	�A+M: #U!'& 0�*6�?*;-

µG/P = 0
D*^x��C 
 1 -/#Za>D � �[@O02�B+?-?#A1 � #

*6@O� 
 # 02]>+?#<�L1 #A�ja2#<!J: #$�N)(��-?0�*6��� 0��dW -/0�+?+.���B+.#$�%7<!j�5-/+.7$#<�n: #
W = 20 d

D ^sYZ*6� !$46*;�(��*6�/02� !'&>02*6�/*6#
ϕ = 20◦

#<�/+p]b#<��1 !$021 ) ) 4;1 �3WX��*6] 4;#NPQ1>#I:(���>�p46#$�i!<���g) -?7$!<7<:>#<�B+.�%!<��-i46� 
 �5@O@A#%:�Ym��� 
 4;#<�g)b021>-46#$�?PL1 #$46�A46# -?7 
 *6@A# #<�\+U�\+'�5+?*602�>�(��*6-/# : *6@A*6�L1 # PL1(�5� :�4;#SW -?0�+/+.#<@A#<�B+O��1fo ) ��-?02*;�`: *6@A*6�L1 #5D ^x�
) -/#<@A*6T<-/#I!'& 0��?#MPL1 #M4 Ym0�� 02] �/#<-/a�#`�?1 -p4k�AC 
 1 -?#$a>D � �O#<�\+%PL1 #M4 Ym#$� �?#$@M] 46# : 1 @A*64;*6#<1 
 -?���L1 4k��*;-?##<�\+=!$*6�.�5*6464;7�D�5_4w�lYZ^O� ) ���e:># `<0�� #iPL1(�5�?*,F �/+.�5+.*;PQ1>#i021O: #g460Q!j��4;*6�.�H+.*60��M: 1U!$*6�?��*64;46#<@A#<�B+<Ddf8#<!$*b-/#<�/+?#
aQ-.��*x)w021 -g: #<�i7<!$021 46#$@O#$�B+.�i+?-?T$�p7<) ��*6�$Dk�g021 �i�ja202� �p02]>+.#$�L1 �p: #$�p7$!<021 4;#<@A#<�B+i:�Ym1>� #I7$)(��*6�/�?#$1 -
:�YZ1 � #O!<#<�B+.��*6� #A: # 
 -.�5*6� �N#$+ 4 YZ#<�>�?#<@I] 46#J: 1 @U�5+?7<-/*k��1d7$+.��*;+N!$*6�?��*64;467�D ch� WX��*;+<V�PL1 #<4;PL1 #U�/02*;+n46#
� 02@I] -?#�: # 
 -?��*6�>�O*;�L+?-?0Q: 1 *,+.�A:(��� �O4k� �/*6@M1>4k�5+?*602��V 02�	��YZ02] �/#<-/a�# �?��@O��*6�J: # 460Q!j��4;*6�.�H+.*60���: 1
!<*;�.��*;464;#<@A#<�B+jD�cs��:�Ym��1>+?-?#<�J+.#$-?@A#<�$Vs*64=#$�/+O*6@A)b02�/�?*;] 46#S:lYm02]f+.#<�>*6-J: #<�A#<@A) *;46#<@A#<�B+?� � �\+'��]>*646*,+.7
:>^Q�(��@A*6PL1 #i�ja2#$!p: #$�8)(��-/02*6�h46�5+.7$-.��4;#<�s� 02�AW -?0�+/+'���B+?#<�<DTf8#$!<* af*;#<�B+=!$02�>C(-/@O#$-h46#<�K!<0�� !<4;1 �?*;02� �K: 1
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(a)
(b)

g	hMibj"afD � 6 l �Bu *h1 #�:>#�46� �/*6@M1 46�5+.*;02� 021fa2#<-\+.#�)b021>-
W = 5 d

V
Q = 9000 part/s

V
µG/G =

µG/P = 0.8
Dw](u �f*;@M1 46�5+.*;02� :(��� �i46#$�g@ e<@A#<�g!<0�� : *;+?*602�>�gPL1 # )b0�1 -MqX�Bu"@U��*;�":(��� �i46#n!j���g0���4k�

-?05+'�5+?*602� : #$� 
 -.��*;� �"#<�\+g] 460QPL1 7<#5D

g	hMibjUa>D � � l 5_@O� 
 #%:�YZ1 ��7<!$021 46#$@O#$�B+i�/1 -"W 02� :�-?1 
 1 #<1fo #$+3W -?0�+/+'���B+3#$�L+?-?#n: #<�3)(�5-?02*;�"4k�5+?7<-.�546#<�
� 02�QF W -?05+?+'�5�L+?#<�nq

W = 20 d
V
ϕ = 20◦

V
N = 10200

V
µG/P = 0.8

#9+
µG/P = 0

u

!'&(��)>*;+.-/#`) -?7$!<7$: #<�B+n�?1 -%4;#M-!��46#M) -/*6@A02-?:>*k��4��/021 7I)(��-�4;#IW -?0�+/+.#$@O#$�L+n�51fo )(�5-?02*;�p4k�H+.7<-?��46#$�p:(�5� �
46#$�"7<!$021 46#$@O#$�B+.� � ���nD



��� ����� �� ����� �+�������	��
 � 
��>�&��� ����� �������� !� � ��� � � ����3� � � �

g hMibjka>D � a lZm -/0�C(4;�": #%af*,+.#$�?�?#n#$+g!$02@O) ��!<*,+.7�)w021 -"4 Ym7$!<021 4;#<@A#<�B+3: #N4k�MC 
 1 -?#%) -/7<!$7<: #$�L+?#

0�1 ��198 � ��;�� �  :��b698T:<;T;=: : 8 ? ;��
	 = ? 698��
�f1 -n4k� C 
 1 -/#/afD � a[� 021>�I�ja20�� � +?-.��!$7O4;#<�n) -?0�C 46�N: #Jaf*,+.#$�?�?#O#$+ : #A!<02@A)(��!$*;+.7J@A#<�/1 -?7$� �/1 -

4k���?*6@I1 4k�5+?*602� : #S46��C 
 1 -/#-a>D � �fD 0�� a�02*;+`PL1�YZ*64;�M�?0��L+`W 0�� :(��@A#<�B+'�546#<@A#<�B+I: *3-b7<-/#<�B+.�`: # !$#<1fo
: 7$!<-?*,+.� �/1 �?PL1�Y��U) -/7<�?#$�B+jD<^E#I)>-?0�C(4x: #naQ*;+.#$�?�/#M#<�\+�!<0��La�#9of#J��4;02-?�gPL1�Ym*;4 #$�/+p!<02� !<�ja2#M:(�5� �p4;# !<���
: #`)(�5-?02*;�iW -?05+?+'�5�L+?#<�$D 0�� a202*,+%*6!$* +.-/T<��!$4k��*;-?#$@O#$�L+pPL1 #`46#M@A*64;*6#$1�#$�/+N!<*;�.��*;464;7 :(�5� �%�.�U+?0�+'��4;*;+?7�D
cs� WX�5*;+jVw46#`)>-?0�C(4 �?1 *,+n���?�/#�`J] *6#$�d4k�S460�* : # �=� 
 � 024;: : 02�B+n*64R� : 7��!� 7$+.7`PL1 #$�/+?*602� ��1d!'&(��) *,+.-/#
6 D�^x��!$02@A)(��!<*,+.7`#$�/+ #<464;#A��1 �?�/*sW 02� :(��@A#<�B+.��46#$@O#$�L+n@A0f:>*;C(7$#�D 0�� 0�] �?#$-/a2#O1 � #A�/+?-?1 !9+.1 -?�5+.*;02�
) -/T<�": 1[�?0Q!<4;#�: #%46�I!<#$46461>46#g)b7$-?*60Q: *;PQ1>#�@U�5*6�K4k�Ia5��46#$1 -8@A0c^2#$� � #%-?#$�/+?#n) ��-/WX��*,+.#$@O#$�L+8!<02�>�/+'�5�L+?#
��1S�/#<*;� : #p4 Ym7$!<021 4;#<@A#<�B+"�ja5���B+": #i!'&L1>+.#$-"] -?1>+.��46#$@O#$�B+ �I46� �?1>-/WX��!$#�46*;] -?#5DT^x�I!$02@A)(��!<*,+.7i)(���?�/#
��*;� �?*w: #p�?� a5��46#$1 -K!<02� �\+'���B+?# ��`<7$-?0`�/1 -81 �>#�: *6�\+'���>!<#p:>#p4 YZ02-/: -?#i:�Ym1>�S: *k�5@OT9+.-?#g: # 
 -.��*;�S��4;02-?�
PL1 #�:(�5� �84;#i!<���=: #i)(��-?0�*6�hW -?0�+/+'���B+.#$�<VQ4k�n: 7<!$-?02*;�?�.�5� !<#�#$�/+8!<02�B+.*;�L1 #�#$+8�?#gWX��*;+e�?1 -e1 � #�:>*6�/+.��� !$#
: #MPL1 #$46PL1 #$��: * `<��*6�>#<�p:>#M: *k�5@OT9+.-?#$�i:># 
 -.�5*6� �$D f8#$�%-?#$@U��-/PL1 #<���/02�B+�:�Ym��*;4646#$1 -?�3aQ*6�/*6] 4;#<�g�?* 4 Ym0��
!<0�@O)(�5-?#%46#$�"C 
 1 -/#<� a>D � � #$+ a>D � �fD
cs�	-?7$�?1 @A7�VK4k�daf*,+.#$�?�?#��?1 *,+U46� 4;02*": # �8� 
 � 024;: q

V (y) = Vmax(1 − (1 − y/h)3/2)
uJ#9+S46�

!<0�@O)(�5!<*;+?78#$�/+s!$02� �/+.���B+.#3��1I�?#<*;�`: #=4 Ym7$!<021 4;#<@A#<�B+jD�f8#<�s!<��-.�5!$+.7$-?*;�/+.*;PL1 #<�R0��L+R: 7 �!�p79+.7=0�] �?#$-/a27$#<�
)(��- �f*64;]b#$-/+g#$+���4 D q �f*64;]b#$-/+g#$+���4 D,V � � � tcu": ��� ��4;# !<���p:�YZ1 � #I�?*6@I1 4k�5+?*602�[] *GF_)w7<-/*60Q: *6PL1 #5V !�YZ#<�\+/F �vF
: *;-?#J)b7$-?*;0f: *;PL1 #`:(��� �n46#$�N: *6-/#<!$+?*602�>�%: #O4 Ym7$!<021>46#<@A#<�B+N#9+I: #A4k�Sa�02-/+?*6!<*,+.7�qra202*;-NC 
 1 -?# a>D � �2u�#9+
� D m -?0Q!'& � 0�� :(�5� �h1 � #g�?*6@I1 4k�5+?*602�I] *6: *;@O#$� �?*;02� � #$464;#%q m -/0f!'& �>0��NV � � � � u9D 5_4(��YZ^A�N: 02�>!g) ���h: #
)(��-/02*6�s46�5+.7$-.��4;#<�s:(�5� �e!$#$+/+.#g�?*6@I1 4k�5+?*602�lD ^E#<�K) -?05C(46�h: #"aQ*;+?#<�?�/#<�e02]>+.#$�L1 �8:(�5� �e�>0�+.-/#g�/*6@M1>4k�5+?*602�
�ja2#$!�:>#<�`)(��-/02*6�I� 02� W -?05+?+'�5�L+?#<�`�/02�B+J7$+.0�� � #<@A#<�B+J�/*6@A*64k�5*6-?#$� � !<#<1Qo 02]>+?#<�L1 �J)(��- �Q*646]w#<-\+M#9+
��4 D f8#[-?7$�?1 4,+'�5+J#$�/+A�?1 -/) -?#$�(���B+O!j��-`�/*"46#SW -?05+?+.#$@O#$�B+A��1fo )(�5-?02*;�M#<�\+O�L1 4 Vs4 YZ7<!$021 46#$@O#$�B+`��YZ#<�
-?#$�/+?#M)(���i@O02*;� �3!<02�fC(� 7M46�5+.7$-.��4;#<@A#<�B+jD �i*6� �/* 0�� 02] �/#<-/a�#`#<� !$02-?# 4k�A�/+.-/1 !$+?1 -.�H+.*60�� #<� !<021 !'&>#<�
a2#$-/+?*6!j�546#<� : 7<!$-?*;+?#"�?1 -s46�iC 
 1>-?#�a>D����>D cs�A!$02� !$461 �/*602��V546#8W -/0�+?+?#<@A#<�B+h��1QoM)(�5-?02*;�R4k�5+?7<-?��46#$� �?#$@M] 4;#
e$+?-?#J1 �d)(��-?��@AT$+.-/#`!<-/1 !<*6��4R)w021 -%46#$�%) -?0�) -?*;7$+.7$�%: #<�N7$!<021 4;#<@A#<�B+.�N!$02�>C(� 7$�<D*�i0�� �/#<1 4;#<@A#<�B+n*64
��1 
 @O#$�L+?#`4k�U�\+'��]>*646*,+.7 : #<�%#$@O) *;46#$@O#$�L+?��@O��*6�i*64 @A0Q: *;C(# ) -?05W 02� : 7$@O#$�L+N4;#<��)>-?0�C(4;�%: #MaQ*;+?#<�?�/#
#$+3!$02@A)(��!<*,+.7i: #<�"7$!<021 4;#<@A#<�B+.�"!$02�>C(�>7<�<D[^E#�!$02�>C(�>#<@A#<�B+��M) -?0�) -?#$@O#$�L+3) ��-?4;#<-=� #p�?#<@I] 46#%)(�5�
�/021 #$-p: # -!�24;# !<��-p4;#<�g) -?0�) -?*;7$+.7$�p: # � 0�+?-?#I�/*6@M1>4k�5+?*602���O) ��-?02*;�i�>02� W -?05+?+'�5�L+?#<�i�?02�B+��/*6@A*646��*6-/#<�
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g	hMibjba>D � � l 5_@O� 
 #$�U#$+S) -?0�C 46�S02]f+.#<�L1 � ) ��- �f*;46]w#<-/+O#$+ ��4 Dpq �f*;46]w#<-\+U#9+[��4 D,V � � � tvuA�ja2#<! 1>� #
�?*;@M1 46�5+.*;02�S] *GF_)w7<-?*;0f:>*6PL1 #

0�1 ��1�� � � �>;��
	���: ; = � ;  6 � : � ;=6 ;�� 	 ;  � ��� : ��: 8  :<; 	 = �&;465;
�i021>� �ja20�� � aQ1nPQ1>#�VH�?#<4;02�n46#<�x) -/02) -/*67$+?7<�x: #hW -?0�+/+.#$@O#$�L+ ��1Qon)(��-?0�*6�<V<*64B#<�\+ )w02�/�?*6]>46#s:�YZ02]>+?#<� *;-

: #$1fod-?7 
 *6@A#<��+?-?T$�%: *3-b7<-/#<�B+.�n�ja2#$!O4;#M@�e$@O#`@O�5+?7<-?*6��1 
 -?���L1 4k�5*6-?#5D ^E02-/�?PL1 #J46#IW -/0�+?+?#<@A#<�B+N#<�\+
*6@A)w02-/+.���B+jVH4k��!<0�@O)(�5!<*;+?7=: 7$!<-?0��6+s4;#<�B+.#$@O#$�L+e��1`�/#<*;�O: #"4 Ym7$!<021>46#<@A#<�B+s#9+h�?*(4;#=� 02@M]>-?#": # 
 -?��*6� �#<�\+3�?1 �A�?��@O@A#<�B+ 
 -.��� :lV>�?#$1 46#p1 � #%!<0�1 !'& #%�?1>)b#$-/C(!$*6#<4;46#i�<YZ7<!<0�1 46#%#$� �?1 -\WX��!<#%:�YZ1 �[#<@A) *;46#<@A#<�B+
PL1(���/*,F_�\+'�5+?*6PL1 # qX02� ) ��-?4;#<-.��: #U-/7 
 *;@O# � ���pu9D � 4 YZ*6�Ba�#<-?�/#�V �?*K46#<� )(��-/02*6� �?02�B+M�>02� W -?0�+/+'���B+?#<�<V
4k��!<02@A)(��!$*;+.7U-?#<�\+.#[!<0�� �/+.���B+.#[��1 �?#$*6� : # 4 Ym7$!<021 4;#<@A#<�B+`#9+`46# @A*64;*6#<1 #<�\+J)(��-\+.021>+J!$*6�?��*64;467�Vx#9+
!<#$!<*E@ e<@A#�)w021 -": #$�"7<!<0�1 46#$@O#$�L+?�"+.-?T$�"7<)(�5*6�nqX0���) ��-?4;#<-.�I��4602-/�=: #N-?7 
 *6@A# �8� 
 � 024;: u9D�0���)w#<1f+
: 02�>!A) ���?�/#<-N: 1 -?7 
 *6@A# � ������1d-?7 
 *6@A# �=� 
 � 024;: #<� : *6@A*6�L1(���B+%4;#`!<0Q# �A!<*;#<�B+N: #`W -?05+?+.#$@O#$�B+

 -?��*6�	�H)(��-?0�* µG/P

@O��*6�O*64i#9of*6�\+.#d:�Ym��1>+.-/#<�SWX� �$02� �[: # )(�5�?�?#$-[:�Ym1>� -/7 
 *;@O# � 4 Y �51>+.-/#�D �i*6� �/* V
) 4;1 � 46#$��) ��-?02*;�S�?0��L+�7$!j��-\+.7<#$�<V3@A02*6� � 4;#<1 - *;���(1 #$� !<#d#$�/+ 
 -.�5� : #�D�^E#d� 02@I] -?# : # 
 -?��*6�>� NqX* Dm#5Dl4;# � ���!��� ��� �����
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 =<08AB=$+?-?5J.k[+5J;+5:AB./(+*65608(F(+./9J9:.@&H�3(w;F. 
 & 
 (+.<-'.>( +P.>AO4+*-;+.t,/&)9:,>7+9]Q
^�./* 
 -P&)5J(+*y*?08(B+<5J( �6./,9+P=/*{./(�4	.<-6A�&H(+./(+,>. �`7F(+.vUE5;+?./*?*6.v7+(F5:CR7+. V0

�`9�Mq.>(B+.-?=>.';�MN7+( � ,/&)(3&)9	1 02-65��
`<0)(L+P&)9 � X),)MN./*\+6� ���o;+5;-?.YCR7+.I9�Mq=>,<087+9J./AB./(B+~nk./*/+y;+.=+onE4	.<[b0)7+,21 08(�Qdcl(^*?0�-/+P5J.)XH9:./* 
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 -P&)(F;+. UE5;+P.>*?*6.S;sMq5J( �6./,9+P560)( a V0 =
100 m/s

4b087>-L,>.$+/+P.@5:AO& 
 .Kf{9]MN./,$087+9:.>AO.>(B+I(+.@4}.>7>+g-?./*\+P.$-L;F./(+*6.)Q

;+5:&)AO_9+.-6. AA0 n)./( ;+.>* 
 -P&H5:(+* d = 4 mm
X{AO08AB./(B+�;�Mq5J(+.<-\+P5J. AA0 n)./(

I = 1.024 10−9 kg.m2 X
kn = 4000 kg.s−2 X γn = 0.04 kg.s−1 X γt = 5 kg.s−1 X	43&)*v;sMq5J(L+?= 
 -?&5+P5;08( dt = 15. 10−6s

.$+'7F(+.
4w089JnE;+5J*?4	.<-?*65;+?=';+. ±20%

.>(�+P&)5:9J9:.-;+. 
 -P&)5J(�Q
m 7+5:*6CE7F.B9J./*',21>0p,>*D*?08(B+@;+5J*?*?5J43&5+?5Jcb*L.$+@CR7+.�9:.k,K&)(3&H9r./*\+@1 02-65 `<0)(L+P&)9]X	9]MN=/,$087+9J./AB./(B+'.>*/+DU20)7+=

�O9�M &5-?- e9+KQ %'&H(+*v7+( ,K&)(3&H9z5J(F�3(+5JAO.>(B+-9;08( 
 X +?087+*L9:.>*-=>,<087+9J./AB./(B+P*-*/Mq&�-?-3e$+?./(B+'CR7+.>9:9:.0CR7+.k*/085;+L9:&UH&)9:.>7 -I;+.
V0

Q 5o9j*6.0c 02-6AO.@&H9602-6*<7+(�c -/08(B+-;sM &�-/- e9+vCR7+5x-?.>AO0)(L+?.@;3&)(+*L9:.@,K&H(3&)9�.$+IUE5:.>(B+v[w087+,21+.$-
9]Mq&)9J5:AB./(B+2&5+?5608(�;sMq.>(L+?-?=>.)QD^j&k*65:At7+9:&5+P5;08(B./*/+<&)9602-6*�&5-?- e9+P=>.)Q+%v&)(+*<7+(�,/&)(3&)9};+.'9;08( 
 7+.>7 -m�3(+5:. L

X
5:93.>*/+�4b08*6*?5J[+9:.L;�Mq&5+?+?./5:(F; -?.L7+(S-6= 
 5JAO.I*/+P&5+P5;08(+(3&H56-?.HQdcl(�.�-}.$+/Xp*65 L .>*/+Y*67 �B*P&)ABAB./(B+�4	.$+?5;+?.)XR9:.>*
 -?&)5:(+*L(�MZ08(B+v4+&)*v4	.<-6;+7 +.0)7>+P.09:.>7 -LUE5,+P./*6*?.t.>(w&5+/+P./5 
 (3&)(B+L9T&^*?0�-/+P5J.)Q45o9z./*/+v; 08(+,`4b0)*?*?5J[+9:.@;3&H(+*,/.@,/&)*/X3;�MZ08[>+?./(+5;-I;+./*I4 -/0)�39:*<AA0gn8.>(+*-.9+L;�Mq=9+P7+;F5:.<-<9J./*I;+5.-s=$-?./(B+?*g-6= 
 5JAO.>*/Q
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*E]H=QRH=VkL\O G*K]E 
 �=O
%'&)(+*�9:& *?7F5;+P.�;+.�,/.�,21+&)4+5;+?-?.�(>087+*�( 087F*t5:(B+P=$-?.>*?*?0)(+*B&)7pxV=/,<0)7+9:.>AO.>(L+?*t4w087 -/+?087>+�;F./(+*6./*

087�43&�-/+?5:.>9:9:.>AO.>(B+D;+./(F*?./*>Q 5o9lc�&)7>+0,>./4	./(+;3&H(L+k*?5 
 (3&)9J.<-@CR7+.O;+&)(+*k9J.^,K&)*0;�MN7+(\=/,$087+9J./AB./(B+N+.-?_>*-P&H4+5:;+.HXl5:9<4	./7>+B.�xF5J*/+?.<-B7+(�-6= 
 5JAO.�,$08AO4F9:_$+?./AB./(B+B;+5:9J7+=)Q ^z&w� 
 7>-?. �pQJe�AA08(B+.-?.Z7+( .hxp./AB4+9J.
;�MN7+( +P.>9p-?= 
 5:AB.)Q"f�.w,K&H*�43&�-/+?5:,>7+9:5J.<-B./*/+[0)[>+P.>(E7 .>( 5J( �6./,9+2&)(B+�;F./* 
 -?&)5:(+*
� 
 -P&)(F;+. UE5;+?./*?*6.a
V0 = 100 m/s

fhQR%'&H(+*�,>.i-6= 
 5JAO.HX|9:./*y,<0)9:9:5J*?5;08(+*~*/08(B+8-?&�-?.>*�.$+{9:.>*K+?-P& �6.>,$+?0856-6./*m*?08(B+�[3&)9:5J*/+?5:CR7+./*>Q
� � A�
*E]H=QRH=VkL\O W*X�?NLNA�
<L/G�H=V�O�HTO
^E02-?*6CE7F.L9J./* 
 -P&)5J(+*~*?0)(L+m5J( �6./,9+P=>* �@7F(+.YUE5;+P.>*?*6.L4F9:7+*rc�&H5:[+9J.)X�9]MN=/,<0)7+9:.>AO.>(L+~./*/+m4+&�-/+?087>+l;+.>(+*?.HQ

^j&w,<08AB43&),>5;+P=U-?./*\+P. �w4}.>7 4>-?_/*^,$08(+*/+P&)(B+P.�&)7!*?.>5:(!;+7 A�&5+?=<-65T&)7�.>( =>,<087F9:./AB./(B+O&)9;02-?*tCR7�MN5:9
-P&H9:./(B+?5;+KQU^j&�� 
 7>-?. �pQ � &�AA08(B+.-6.k7+(F.�5:AO& 
 .05:*?*67+.t;�MN7+(+.k*?5:Ak7+9T&5+?5608(�-?=/&)9:5J*?=>.t&KU8.>,�7+(+.tUE5;+?./*?*6.
;�MN./(B+.-6=/.

V0 = 6 m/s
XF7+(F.'=/43&H5:*?*6./7 -<;sMq.>(L+?-?=>.

h0 = 30 d
a�*/085;+ ' � ,<0)7+,21+./*Pf�.$+<7F(+.D9608( 
 7+./7>-�;+.,K&H(3&)9

L = 1250 d
&)4 -6_/*@'

s
;+.�*?5:Ak7+9T&5+?5608(sQ\^j.>*~,<0)7+9:.>7 -?*R-6./4 -6=/*6./(B+P.>(L+y9:&-UE5;+P.>*?*6.<;+.8+.-?&)(+*69T&5+?5608(

9:.-9608( 
 ;+7�,/&)(3&)9�Q�^j&@� 
 7 -6.��pQ � [�&k=9+P=';+5J9T&5+?=/.L*?.>9608(�9:&`;+5;-?.>,$+P5;08(OU).<-\+P5:,/&)9:.L4w087 -�7F(+.'AB./5:9J9:.>7 -?.
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g	hMibj��pQ � l _L= 
 5:AB.�;sMq=>,<087+9J./AB./(B+�43&5-/+.0)7>+�;+.>(+*?.Z&)4>-?_/* ' s
;+.�*65:At7+9:&5+P5;08(�Q�^�./*�4+&�-P&)AB_$+?-?.>*

*?7F5JUH&)(B+P*308(B+L=$+?=07f+P5:9J5:*6=/*Y4w087 -<,>.$+?+?.`*65:At7F9T&5+?5608( )
V0 = 6 m/s

X
h0 = 30 d

.$+
L = 1250 d

Q

UE5:*673&)9:5J*P&5+?5608(sQ}%v&)(+*@9:.>*D,<08(+;F5;+P5;08(+*';F.�,/.$+/+P.^*?5JAt7+9:&5+P5;08(�X 9:.M-6= 
 5JAO.k*/+2&H+P560)(+(3&)5;-?.k(sMq.>*/+ �?&)AO&)5:*
&5+/+P./5J(B+KQD^�./* 
 -?&)5:(F*<*/Mq&�-?-3e$+P.>(B+v.9+Lc 0�-?AB./(B+I7+(Z[b0)7+,21 08(�CE7F5E-?./AA08(B+P.D;+&)(+*I9:.D,/&)(3&)9�Q
^j&@� 
 7 -?.��pQ('0.>*/+Y7F(�`$0f08A ;F.-9�Mq5JA�& 
 . �pQ � &@;3&)(+*y9T& `<08(F.i0��B9]MN=/,$087+9J./AB./(B+y./*/+{9:.I4+9J7+*m=/43&H5:*/Q

0'(�n�U20)5;+<,>9T&)5;-?./AB./(B+�CE7F.09J.'AB5:9:5J./7O./*/+I;F./(+*6.04+&�-/+?087>+L&)7�*6./5:(Z;+.D9�Mq=>,<087F9:./AB./(B+/Q+%v.>*LAB./*67 -?.>*
4+9J7+*@4 -?=>,/5:*6./*@AA08(B+.-?.>(B+`CR7+.B9T&�,$08AB43&),/5,+P=�.>*/+`./(Wc�&)5;+D9J= 
 _$-?.>AO.>(L+04+9J7+*'c�&)5J[+9:.t;+&)(+*@9T& -?= 
 560)(*?7F4}=$-?5:.>7 -?.N0���9T&kUE5,+P./*6*?.0./*\+-4F9:7+*<=>9:.>U)=/.�a �p5J9:[	.<-\+<.$+-&)9�QJX � � � e f�Q
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^j&�� 
 7 -?. �pQ76|&�AA08(B+.-?.D7F(+.`5JA�& 
 .v;�MN7+(+.0*?5JAt7+9:&5+P5;08(U08[f+P./(R7+.`&KU8.>,`7+(F.0=>43&)5J*?*?.>7 -I;�MN./(B+.-6=/.
h0 = 30 d

ab5]QN.)Q4' � ,<087+,21F./*2f�Xs7+(F.`UE5;+?./*?*6. V0 = 16 m/s
.9+v7+(F.k960)( 
 7+.>7 -I;+.k,/&)(3&)9 L = 1250 d

Q
^j&@� 
 7 -?.��pQ768[�AA08(B+.-6.I9T&DA�e>AO.I5JA�& 
 .<;+5:9:&5+P=>.YU8.<-\+P5J,K&)9J./AB./(B+y4b087>-y7F(+.vAB./5J9:9:.>7 -?.�,<08AB4 -?=>1+./(E�*?5;08(�Q�f�./*<5:AO& 
 .>*�,$02-?-6./*?4w08(+;F./(B+��t7+(Z=$+P&5+<*/+P&5+P5;08(+(3&H56-?.L;+7Z*6nE*\+P_/AB. )F9J./* 
 -P&)5J(+*Y*?0)(L+Y5:( �6.>,$+P=>*./(Z4	.<-6A�&)(F./(+,>.D;3&)(+*I9:.v,K&)(3&H9s.$+I.>([-?./*6*?02-\+P.>(L+v&)4 -6_/*I&KU20)56-Y4	.<-6;+7Z7+(+.@43&�-\+P5:.v;+.D9:.>7 -Y=/(F.<- 
 5:.)Q
^�./*m;+=>[+5;+?*y;sMq.>(L+?-?=>.-.9+{;F.L*/02-/+?5:.<*/08(B+{;>08(+,I5:;+.>(B+P5:CR7+.>*/QE%'&)(F*y,>.$+y=$+P&5+y*/+P&5+P5;08(+(3&)5;-?.HX�08(J08[+*6.<-uU8.
4+9J7+*?5J./7 -6*K-6= 
 5;08(+* )|4 -6_/*y;+.I9]MN./(B+.-6=/.L;+7O,/&)(3&)9�X|9:.>*h+?-P& �6.>,$+?0856-6./*m*?08(B+y43&�-?&)[w089:5JCE7F./*/Q m 7F5:*/XR9�Mq=>,<087p�9:.>AO.>(B+0c 0�-?AB.B7F( -?.>*?*?&)7>+t1|nE; -?&)7+9:5JCR7+.�&H4 -?_>*t&KU2085;- � -?.>[b08(F;+5 � *?7 -09:.^*/0p,>9:.)Q*cl(F�3(sXG;3&H(+*`7F(+.
-?= 
 560)( CR7+5z*/MN=$+P.>(+;W;�MN./(|UE56-?0)( 9T&BAO085,+P5J= �67+*?CR7�Mq&)7w[w087>+-;+7w,K&)(+&)9]X 9]MN=/4+&)5:*6*?./7>--;+.k9]MN=/,<0)7+9:.>AO.>(L+
./*\+ ��4}.>7S4>-?_/*@7+(F5Jc 02-6AO.HQ fvMN./*\+`,>.$+/+P.^;+.<-6(+5:_$-?.`-6= 
 5;08(wCR7+5l( 087+*D5J(B+P=<-6./*6*?.)Q�_L&)4+4	./9;08(+*'CR7+.^9:&UE5;+?./*?*6.`(F.04	./7f+-4+&)*be$+?-?.@7+(+5�c 02-?AB.D9:.D9;08( 
 ;+7�,K&)(+&)9�,K&5-L9J./* 
 -?&)5:(F*"-P&)9J./(B+P5J*?*?.>(B+-.>( &KUH&)( �/&)(B+KQ
^j&B� 
 7>-?. �EQ �^AO08(B+?-?.07+(+.`UE7+. -P&)4F4 -?0E,21+=/.`;+.k9�Mq=>,<087F9:./AB./(B+-;3&)(+*-,/.9+?+P. -?= 
 5608(sQ!0D(�n�U2085,+7+(+.`,<087F,21+.k;+5J9:7+=>.@*?7 -6AO08(B+?=/.k;sMq7+( =/,<0)7+9:.>AO.>(L+-;+.>(+*?.HQ ^j&BUE5,+P./*6*?.`;+./* 
 -P&)5J(+*I;3&)(+*-9T&^,<087F,21+.;+5J9:7+=>.{.>*/+l4+9J7+*jc�&)5:[+9J.mCE7F.Y;3&)(+*G9T&L,<087+,21F.Y;+./(F*?.<AO&)5:*j9]Mq& 
 5,+2&5+?5608('n0.>*/+l4+9J7+*r=>9:.hU8=/.DabU20)56-z*?./,9+P5;08(

�pQ � Q � fhQ[f�.9+?+?.0,$087+,21+. 
 &�`>./7+*6.`*67+4+4w02-/+?.0&)5:(+*65�7+(�=/,$087+9:.>AO.>(B+-;F./(+*6.k&KUH&)( �/&)(B+-.>(�[F960E,)Q
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g	hMibj �EQ ' l *m7+.N-P&)4F4b0E,21+=/.@;+.@9�Mq5JA�& 
 . �pQ � &

g	hMibj �pQ76 l _I= 
 5JAO.r;�Mq=>,<087F9:./AB./(B+z*?7F4+4b0�-/+P=h08[f+P./(R704b0)7 - V0 = 16 m/s
X
h0 = 30 d

.9+
L = 1250 d
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5o9j./*/+L5J(L+?=<-6./*?*?&)(B+v=9+P7+;F5:.<-I9�Mq=hU2089J7>+P5;08(Z*?43&5+?560H� +P.>AO4w02-?.>9:9J.-;+. 
 -?&)(+;+.>7 -?*3+P.>9:9:.>*<CR7+.`9�Mq=>(+.<- 
 5:.,/5J(+=$+?5:CR7+.�0)7�9T&0UE5,+P./*6*?.DAA0gn8./(F(+.)Q[^j&`� 
 7 -?.��EQ atAA08(B+.-6.'9:.>*�4 -/0)�39:*�;�Mq=>(+.<- 
 5:.v,/5:(F=$+P5JCR7+.'9:.-9608( 
;+7^,K&H(3&)9]Q�^�./*l4 -/0)�39:* -?=K&H9:5:*6=/* �D;+5�U8.$-?*l5:(F*/+2&H(L+?*l*?08(B+m;+=>,K&)9J=/*~U).<-/+?5:,/&)9:.>AO.>(L+m4w087 -r7+(+.<AB./5:9J9:.>7 -?.

UE5:*673&)9:5J*P&5+?5608(sQ 0D(k4}.>7>+l&)5J(+*?5RUE5:*673&)9:5J*?.$-G;+5;-?.>,$+P.>AO.>(B+l9]MN=>U�089:7>+?5608(0*?4+&5+P5;0H� +?./AB4b02-6./9J9:.l;+.Y9�Mq=>(+.<- 
 5:.,/5J(+=$+?5:CR7+.HQ	^lMN=/43&H5:*?*6./7 -B;�MN./(B+.-6=/.�.$+O9T&w9608( 
 7+./7>-B;F7�*6nE*\+P_/AB. */08(B+�5J;+./(B+?5:CR7+./*B;3&)(F*O9J./*B;+./7px*?5JAt7+9:&5+P5;08(+*^a
h0 = 30 d

.9+
L = 1250 d

f-A�&H5:*D9:.>*DUp5,+P.>*?*?.>*k;�MN5:( �6./,$+?5608(W;+5.-s_$-?.>(L+�a
V0 = 4 m/s*?7>-t9T&Z� 
 7 -6.�& .$+ V0 = 16 m/s

*?7 -k9T&�� 
 7 -?.�[ fhQ�^j& 4 -?.>AO5J_<-6.OUH&)9:.>7 -k,$08(+;+7F5;+ ��7+( -?= 
 5:AB.43&�-\+.087f+v;+.>(+*?.t&)9602-6*-CR7+.`9T&^;+./7ExF5J_/AB.k,$08(+;+7+5,+ �B7+( -6= 
 5JAO.0*?7+4F4b02-\+P=`43&�-/+?087>+-;3&)(+*-9:.0,K&)(+&)9]Q%'&)(F*B9J.�4 -6./AB5:.<-k,K&)*>XR08(�U2085,+�CR7+.Z9:.�c -/08(B+^;+.�4 -/0843& 
 &H+P560)(\*/Mq&�-?-3e$+?.�&H7 AB5:9J5:.>7V;+7!,K&H(3&)9Y.9+�3(+5,+�4+&�-{;F5:*?4+&�-P&��;+.-6.)QR%'&)(F*�9:.I;+.>7pxp5:_>AO.-,K&)*>XE9J.Lc -/08(B+�*6.v4 -/0843& 
 . �67+*6CR7�M �`9T&@*?02-\+P5:.L;+7O,K&)(3&H9}.9+9]MN=/,$087+9J./AB./(B+G&5+?+?./5:(B+G7+(k=9+2&5+G*/+P&5+P5;08(+(3&H56-?.l;+&)(+*r9J./CR7+.>9E9�Mq=>(+.<- 
 5:.y,/5J(+=$+?5:CR7+.y;+=/,$-?0 �;+z9:5:(F=K&)5;-?./AB./(B+&KU8.>,�9T&O4w08*65;+P5;08(�;3&)(+*'9J.`,/&)(3&)9
x
Q 0'( -6./AO&�-?CR7+.kCE7F.t;3&)(+*v9:.0,K&)*D&8fhX	9:.04 -?0)�+9r;�MN=/(+.$- 
 5J.k(�MN./*\+
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 5JAO.^;�MN=/,$087+9:.>AO.>(B+t;+=>4}.>(+;Vc 02-\+P./AB./(B+`;+.B9T&Z9608( 
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L
.>*/+v&�-?[F5;+.-?&)56-6.)QFii087+*-&KU208(F*v; 08(F,0;F=/,/5J;+=0;+. -6=K&)9J5:*6.<-<;+.>*-*65:At7+9:&5+P5;08(+*

&KU8.>,0,$08(+;+5,+P5;08(+*Y9J5:AB5;+P.>*{4	=<-6560E;+5:CR7+.>*<;3&)(+*<9:&t;+56-6./,9+P560)(�;+.D9]MN=/,$087+9:.>AO.>(B+0abU�0856-Y,21+&)4+5;+?-?. � fY&��3(
;+.D*>M &�-b-P&H(+,21+56-�;+.D,/.D4 -/08[+9J_/AB.)Q��v5:(F*?5]XF&)7�9:5J./7�;F.D*?7+5�Uf-6.'9]MN=>U�089:7f+P560)(�*?43&H+P5T&H9:.v;F.D9]MN=/,<0)7+9:.>AO.>(L+
;3&)(F*�7+(S-6= 
 5JAO.L*/+P&5+P5;08(+(3&H56-?.308(O=$+?7+;+5:.-9]MN=>U�089:7>+?5608(J+P.>AO4w02-6./9:9J.<;�MN7+(�=/,$087+9:.>AO.>(B+�5J(RUH&�-65T&)(B+{*?.��960)(

x
Q 5o9p.>*/+�-( 0�+?.<-zCR7+.�9:&L*65:At7+9:&5+P5;08(@4}=$-?5;0p;+5JCR7+.m4b087>-?-P&H5;+z4 -?0E;+7+5;-?.m;+.>*r*?0)9:7>+?5608(+*z4	=<-?5;0p;F5:CR7+./*

AO&)5:*-CE7F.t( 087+*D(sMq.>(�&KU�08(+*D43&)*p08[+*?.$-6U)=)Q � 087>+P.>*D( 08*'AB./*67 -?.>*%08(B+DAA08(B+.-?=kCE7F.�9:./*v4 -?084>-?5:=9+P=>*

g	hMibj �EQ � l *m7+.N-P&)4F4b0E,21+=/.@;+.@9�Mq5JA�& 
 . �pQ76|&
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g	hMibj �pQ a l c~U20)9:7>+?5608(�*643&5+P5;0H� +?./AB4b0�-?./9J9:.y;+.I9]MN=/(+.$- 
 5J.Y,/5J(+=$+?5:CR7+.<AA0gn8./(F(+.I43&�- 
 -?&)5:(�;3&H(+*m9:.Y,/&)*;�MN7+(Z=/,$087+9:.>AO.>(B+I43&�-/+?087>+<;F./(+*6.0CR7+5s*/Mq&�-?-3e$+P.Oa�&|f{.$+I;+&)(+*<9:.v,K&)*<;�MN7+(Z=/,$087+9J./AB./(B+I*?7+4F4b02-\+P=D.9+
*/+P&5+P5;08(+(3&H56-?.�a�[ f

;+.>*-=>,<087+9J./AB./(B+P*I*/08(B+LUQ-?&)5:AB./(B+<5J(RUH&�-65T&)(B+?./*<*?.>9608(
x
Q

�^� � +���' #-%��D���>��(�� �L� ��! !{�$(-���h���h��(�� %���' �h�����
	��Y��>� ������#����
� 1 8�152 � :<; ? ��6 	 8T6 ;��  : � = ;=6 �  � = 8�6 ;��
ii087F*�&H9:960)(+*�AO&)5:(B+?./(3&)(B+�4>-?=/*6./(B+P.$-�9:&V*?5JAt7+9:&5+P5;08(#&KU8.>,�,$08(+;+5,+P5;08(+*�9J5:AB5;+?./*B4}=$-?560E;+5JCE7F./*/Q

^�.w,K&)(+&)9'./*\+�,<08(+*\+P5,+P7+=w;�MN7+(+.W,>./9:9J7+9:.�;+.W9608( 
 7+./7>- L = 25 d
Q�^E02-?*6CR7�Mq7F( 
 -?&)5:( */02-/+Z;F.w9T&,/.>9:9J7+9:.�43&5-B9:&w; -?085,+P.HX~5:9Y.>*/+O-?=>5:( �6.>,$+P=�43&�-^9:& 
 &)7+,21+. �S9:&wA�e>AO.Z&)9,+P5,+P7+;+.�.9+O&gU)./,�9T&wA�e>AO.UE5;+?./*?*6.�a U2085;-O,213&H4+5;+?-?. � *?7>-�9:.>*OAB=$+?1 0E;+./*O(E7FAO=$-?5:CR7+.>*�4w087 -B4+9:7F*O;+.�;+=$+P&)5:9J*2f�Q4^j.�*6nE*/+?_/AB.

-?.>*/+?.k[+5J;+5:AB./(+*65608(F(+./9�.9+L9:.@*?0E,/9J.`.>*/+-5:;+.>(L+?5:CR7+. �B,>./9J7+5j;+7 *unp*\+P_>AO. 087FU8.$-/+-4 -?=>*?.>(L+?=�&)7�;+=/[F7>+
;+.�,>.�,213&)4+5,+.-?.HQ �F&H7Fcy;3&)(+*D9J.t,K&)*�+?-?_>*@&�-/+?5J�3,>5:./9z;�MN7+(+.�,>./9:9J7+9:.`;+.I+P&)5:9J9:.n-?=/;F7+5;+?.Za +onE4+5JCE7F./AB./(B+
L < 10 d

fD9:.>*I-6=/*?7F9;+2&H+P*k(F.�;+=/4	./(F;+./(B+^43&)*k;+.�9:&�960)( 
 7+.>7 - L
,21 085J*?5J.)Q 5o9yc�&)7f+t./(\c�&H5;+0CR7+.

L*?0)5;+-*?7+4	=<-65:./7>-?.��O9T&^9608( 
 7+./7 -3+onE4+5:CR7+.k;+./*-,<02-/-?=/9:&5+P5;08(+*-&)7 *6./5J( ;+.k9�Mq=>,<087F9:./AB./(B+ta m 087+9:5JCR7+./(�X
� � � 6RfhQ
^�./* 
 -?&)5:(F*�*?0)(L+Y5:(+5,+P5T&H9:./AB./(B+m4+9:&),/=>*Y;3&)(F*Y7+(S-6=/*?./&)7Z,K&�-/-?=-CE7F5�-?.>AO4+9J5;+y9T&0,/.>9:9:7F9:.L*?7 -8+?087>+?.

*P&t9;08( 
 7F./7 ->Q 0'(�9:.>7 -<&5+/+.-?5J[+7+.-7+(+.'UE5;+?./*?*6.D1 02-65 `<0)(L+P&)9:.-7+(+5�c 02-?AB. V0

Q�^�.'AB5:9J5:.>7O*67+[+5;+Y;�M &H[b02-6;
7+(+.0,<0)AO43&H,$+P5;08(�*?0)7+*-9�Mq.�-s.9+L;+.@9T& 
 -P&KUE5;+?=)Q �-7�,$087 -?*L;+.@9]MN=>U�089:7f+P560)(�X+9:.>* 
 -P&)5J(+*"-P&H9:./(B+?5:*?*6./(B+��,K&H7+*?.@;+7Zc -?0�+/+P.>AO.>(L+I.>(B+.-?. 
 -?&)5:(F*Y.$+I;+.@9�Mq5J(+=/9:&)*/+?5:,/5,+P=L;+./*I,$089:9J5:*?5;08(+*{.$+<�3(+5J*?*6./(B+L43&�-<*/Mq&�-/- e$+?.<->Q
cl(S7f+P5:9J5:*?&)(B+-9:&�*?5JAt7+9:&5+P5;08(�4	=<-6560E;+5:CR7+.HX 08( -?.9+.-?0)7FU8.�9J./*v;F53-}=<-?.>(B+P*%-?= 
 5:AB./*g08[+*6.<-uU8=/*@;3&H(+*9T& *65:At7F9T&5+?5608( 0)7FU8.$-/+P.HQ ^z& � 
 7 -?. �pQ�� AO08(B+?-?.Z&)5J(+*?5Y;F./*^5:AO& 
 .>*�;+.�*?5JAt7+9T&H+P560)(+*t4	=<-?5;0p;F5:CR7+./*
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�� � �$� ���&����� � � �

g	hMibj �EQ�� l ^�.>*-;+5.-s=$-?.>(L+?*i-6= 
 5JAO.>*308[+*?.$-6U)=/* )	&|fd43&�-/+?087>+L;+.>(+*?.�a h0 = 30 d
.$+

V0 = 1 m/s
f�X3[ f

*?7F4+4b0�-/+P=Oa
h0 = 30 d

.9+
V0 = 16 m/s

fhXp,gf 
 &�`>./7pxSa h0 = 5 d
.$+

V0 = 100 m/s
f

-?=/&)9:5J*?=>./*v4w087 --;+5JU).<-6*?./*'UH&)9J./7 -6*v;+.>*vUE5;+?./*?*6./*D.9+'=/4+&)5:*6*?./7>-?*D5:(F5;+P5:&)9:.>*/Q40'( -6.$+?-?087FU).�9:.>*p-?= 
 5:AB./*43&�-\+.087f+l;+./(F*?./*>X|*?7+4F4b02-\+P=>*y.9+l;+5J9:7+=>*/Q8ig087+*m&)9J9608(F*rAO&)5:(B+P.>(3&)(B+~=9+P7+;F5:.<-l4F9:7+*~.>(^;+=$+P&)5:9E9:.=-6= 
 5JAO.*?7F4+4b0�-/+P=HQ

� 1 8�198 � ��;�� � ;  :���6 8T:<;=;T:�� ? ;��
	 =@? 698�� : 8 8T: �
	�� � = 8� ��: ��� = �  � = 6 ��:

%'&)(+*B9:.�*unE*/+P_>AO.�087FU).<-\+KXm9:.>* 
 -P&)(F;+./7 -6*O4	./7pU8./(B+�e$+?-?.�AO0gn8.>(+(+=>./*B;3&)(+*^9:. +?./AB4+*�./( 7+(
4w085:(B+��Fxp.�&)9602-6*�CR7+.�;+&)(+*B9:.�*6nE*\+P_/AB.�4}=$-?560E;+5JCE7F.)Xl./9J9:.>*�*?08(B+OAO0gn8.>(+(+=>./*B*?./9;08( 9T&w;+56-6./,9+P560)(
;+.�9�Mq=>,<087F9:./AB./(B+

x
Q �-7+*?*65]Xr&H�3(\;�MZ08[>+?./(+5;-k;+.>*tAA0 n)./(+(F./*t*?&5+P5J*6c�&)5J*P&)(B+P.>*/Xz9:.>*kAB./*?7>-?./*I08(B+t=$+?=

-?=/&)9:5J*?=>./*�*67 -�7F( *6nE*/+?_/AB. ;+. 9:&�- 
 .>7 - L = 250 d
Q4^�./*�4 -?0)�+9:*�;F.�UE5;+?./*?*6. *?.>9608(�9T&�;F56-?.>,$+?5608(

x
X<;+.w,$08AO4+&),/5,+P=w.$+Z;F.d+?./AB4}=$-P&5+?7 -?. 
 -P&)(R7+9:&)56-6. *?.>9608( x

*?08(B+�4 -?=>*?.>(L+?=/*�*?7 -Z9T&V� 
 7 -?. �EQ�FQ
^j&�,$087+,21+.�[3&)*P&H9:.Z;+5:9J7+=/.�&)4+4+&�-P&��;+`+.-6_/*�(F.$+?+?./AB./(B+O*?7 -O,213&),/7F(#;+.�,/./*�4 -?0)�+9:*/Q4^�.�4 -?0H�39I;+.
UE5;+?./*?*6.^AO08(B+?-?.t7+(W,>5:*P&H5:9:9J./AB./(B+g+.-?_>*D5:AB4b0�-/+2&H(L+-4 -6_/*@;+7W*?0E,/9J.)Q 0'( -6./AO&�-?CR7+.�= 
 &)9:.>AO.>(B+DCR7+.9T&BUp5,+P.>*?*?.�;F./* 
 -?&)5:(+* ��9]Mq&)9,+P5;+?7+;+. y = 0

(�Mq.>*/+@43&H*'(R7+9:9J.)Xs,HMq.>*/+u� ��� ;+56-6.kCR7�MN5:9r.�xp5:*/+?.t7+(+.tUE5,+P./*6*?.

 9J5:*?*6./AB./(B+B*?7 -O9:.�*?0E,/9J.)Q ^j&SUE5;+?./*?*6. .>*/+�7F(+5Jc 02-6AO.�&)7 *?.>5:(�;F. 9T&W,<0)7+,21+. ;+.>(+*?.HX{,HMq.>*/+u� ��� ;+56-6.CR7�MN./9:9J.�,$087+9:.O./(�[+9;0p,O43&�-d�o;+.>*?*?7F*�9T&�,$087+,21+.�;F5:9:7F=/.�.9+^& 
 5,+P=>.)Q�^z&�;+5:*\+P5:(F,$+P5;08(V.>(B+.-?.�9:./*k;+./7px,<0)7+,21+./*�./*\+ = 
 &)9:.>AO.>(B+�+?-?_>*�(+.9+?+?.�*67 -�9J./*�4 -?0H�39:*Z;+.S,<08AB43&),>5;+?=w4+7+5:*6CR7�Mm0)( n 08[+*6.<-uU8.V7F(+.
-P&H4+5:;+.`;+=/,$-?085J*?*?&)(+,/.�9;02-?*6CR7�Mm0)(w*/Mq&)4+4 -/0p,21+.�;F.�9T&O[+&)*?.�;+.k9]MN=/,<0)7+9:.>AO.>(L+/Q 0'( U�085;+D.>(F�3(wCR7+.�9:&
+P.>AO4	=<-?&5+P7>-?. 
 -?&)(R7+9T&H56-?.`./*\+n+?-?_>*D=/9:.hU8=>.B;+&)(+*D9T&O,<087+,21F.B[+&)*P&)9J.)X�,HMq.>*/+u� ��� ;+56-6.tCR7+.�9:.>* 
 -P&)5J(+*vn*?0)(L+kc 02-/+?./AB./(B+t& 
 5;+?=/*/Q�^lMq=>,<087F9:./AB./(B+k4}.>7>+t; 0)(+,Ze$+?-?.BUp7�,$08ABAO.B7+(+.O,<087+,21F.�9:5:CR7+5J;+.�abU�0856-6.*?0)9:5:;F.gf{,$087+9T&H(L+I.>(�[F960E,D43&�-u� ;+./*6*?7+*L7+(+.@*67 -6c�&),>. 
 &�`/.>7+*?.Dc 02-\+P./AB./(B+L,/5J*P&)5J9:9J=/.v.9+-& 
 5;+?=/.HQ
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g	hMibj �pQ�� l m -?0H�39:*l;+.YUE5,+P./*6*?.LAO0gn)./(+(+.`a�&|fhX8,$08AB43&),/5,+P=@ab[ fr.$+s+?./AB4}=$-P&5+?7 -?. 
 -P&)(R7+9:&)56-6.@a�,Kfr4b087>-
V0 = 16 m/s

.$+
h0 = 30 d

&)4 -6_/* �
s
;�MN=/,$087+9J./AB./(B+KQ



% � � "$� ����� � ����� �� � ���� ���  +� � ����� &� � �3� �9� ��� � 
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� 1 8�1�� � �@; �  8T6 ;�� 8T: �
	 ;���: ��� :  : ��� � ? ;  � : � : �	8
5o9I./*/+�4b0)*?*?5J[+9:.Z;�MN.hxp4+9;085;+?.<-B9:.>*B4>-?0)�39J*O4>-?=/,>=/;+.>(B+P*�4w087 -B;+=>�+(+56-B9]MN=/43&H5:*?*6./7 -^;+.�9T&W,<087F,21+.

;+5J9:7+=>.)Q 5o9|.>*/+G4+9:7+*z&)5J*?=l;�MN7>+?5:9:5J*?.$-�9:.l4 -/0)�39|;+.y,<0)AO43&H,/5;+?=l,K&�-�;+&)(+*z9T&b`<08(F.y;F./(+*6.{;+.y9]MN=/,$087+9J./AB./(B+KX
9T&^,<0)AO43&H,/5;+?=k&J+.087 �/087 -?*L7+(+.0UH&)9:.>7 --4>-?0E,21+.k;+. � Q�� a �{5:;+./&)7 .9+'&)9�QJXje � � a|fhQ!0'( -6.$+?-?087FU).k,>.$+?+?.A e/AB.tU)&H9:./7>-@&)7�*6./5J(�;+.^9:&-`$08(+.B;+./(F*?.BCE7F./9:9J.�CR7+.O*/085;+@9:&�Up5,+P.>*?*?.HQ 5o9l*?7 �J+k&)9602-6*D;+.`+.-/087FU8.$-
9]Mq&)9,+P5;+?7+;+. �@9:&)CR7+./9J9:.{9T&',<0)AO43&H,/5;+?=<;+=>UE5J.<;+.I,/.$+/+P.<UH&)9:.>7 -/Q �-(+.<c�& �$08(^;+.<4 -?0E,/=>;+.<-m.>*/+y;+.I,21 085J*?56-
&�-6[+5;+?-P&)5;-?./AB./(B+`7+(+.�UH&)9:.>7 -

νc

;F.�9T& ,$08AO4+&),/5,+P=�4>-?0E,21+.ZA�&)5J*k5J(Fcb=<-65:./7>-?.
� � Q�w.$+t;+.S+.-/087FU8.$-
9]Mq&)9,+P5;+?7+;+.

hc

�B9:&)CR7+./9J9:.',>.$+/+P.@U)&H9:./7>-<./*/+v&5+/+P./5J(B+P.)Q+ii087+*-&KU208(F*-,21 0)5:*?5
νc = 0.75

AO&)5J*Y;�Mq&)7>+.-6./*
UH&)9:.>7 -?*"0)(L+L=9+P=%+P.>*/+P=>./*ka � Q���.$+ � Q a �8f�.9+i0)(L+L,$08(+;+7+5,+���;+./*g-?=>*?7+9,+2&5+?*<*?5:AB5:9:&)56-6./*>Q

g	hMibj �pQ � l c~U�089:7>+?5608( +?./AB4b0�-?./9J9:.`;+.^9]MN=/43&)5J*?*6./7 -D;+.�9:&�,<087F,21+.^[3&)*P&H9:. hc

a�&|f-.9+`;F.�9T&�UE5;+?./*?*6.
AA0 n)./(+(F.t;+./* 
 -P&H5:(+*ka�[ fI4b0)7 - V0 = 50 m/s

.9+
h0 = 60 d

QU^lMq5J(+*/+P&)(B+'&)7FCE7F./9r9:&B,$087+,21+.k[3&)*P&H9:.
;+5J*?43&�-?&��6+Y./*/+L( 05+P=

t∗
.9+L9T&kUE5;+?./*?*6.`,$02-?-6./*64b08(F;3&)(B+P.

V ∗ Q

�p7 -Y9:&0� 
 7 -?.��EQ��8&0( 087+*Y&gU�08(+*=+?-P&),>=v9]MN=>U�089:7f+P560)(O+P.>AO4w02-6./9:9J.I;+.'9]MN=/4+&)5:*6*?./7>-
hc

;+.v9:&k,<087F,21+.
[3&)*?&)9:.-4b0)7 -�7+(�=/,<0)7+9:.>AO.>(L+Y;+.vUE5;+?./*?*6.'5:(F5;+P5:&)9:.

V0 = 50 m/s
.$+Y;sMq=>43&)5:*6*?.>7 -Y5:(F5;+P5:&)9:.

h0 = 60 d
Q

�v4>-?_/*k7+(�-?= 
 5:AB.A+?-P&)(F*?5;+?0856-6.)X
hc

&5+/+P./5J(B+t7+(+.OU)&H9:./7>- � 4	./7�4>-?_/*k,<08(+*\+2&)(B+?.�&KU)&H(L+t;+.�,21R7>+P.$-
[ -67>+2&)9J./AB./(B+ � `/=<-/0+Q f�.>4}.>(+;3&)(B+/X~,/.9+�5:(+*\+2&)(B+�(F.�,<02-/-?.>*?4w08(+;�43&)*�� 9]Mq&�-?-3e$+k;+.�9]MN=/,$087+9J./AB./(B+KQ
cl( c�&H5;+KXr9:./* 
 -?&)5:(F*�*/MN=/,<0)7+9:.>(L+O./(F,<02-6.�9;08( 
 +?./AB4+*^&)4 -6_/*^CR7+.�9:&w,<087+,21F. [3&)*?&)9:.Z&H5;+^;+5J*?43&�-67+.)Q
^lMq=>,<087F9:./AB./(B+�43&)*?*6.v; 0)(+,v[ -67+*?CR7+.>AO.>(B+<;�MN7+(S-?= 
 5:AB.L*?7+4+4w02-\+P= �07+(S-6= 
 5JAO.I43&�-\+.087f+�;+.>(+*?.'&)7,<0)7 -?*I;+.@*?0)(�=hU2089J7>+P5;08( +P./AB4w02-?.>9:9:.HQ
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ii087F*�&KU20)(+*O= 
 &)9J./AB./(B+J-?.>4 -?=>*?./(B+?= 9]MN=>U�089:7f+P560)(�;+.Z9T& UE5;+P.>*?*6.�AA0gn8./(F(+.�4+&�- 
 -P&H5:( Vx
*67 -

9T&^� 
 7 -6. �pQ �)[�Q f808ABAO.0AB./(B+P5;08(+(+=`,/5�� ;+./*6*?7+*>Xs9�Mq5J(+*/+P&)(B+p0�� 9T&O,$087+,21+.k;+5:9J7+=/.0*/MN=/,$-?087+9J.t(+.`,<02-d�-?.>*?4w08(+; 43&)* �w9]Mq&�-/- e$+^,/&�-�9T& UE5,+P./*6*?.Z(�MN./*\+O4+&)*^(E7F9:9:.
�W,>.$+B5:(F*/+2&H(L+/Q �-( -6=/*?7F9;+2&H+^5:AB4b02-\+2&)(B+
./*\+ICR7+.@9:.',$08AO4w02-\+P./AB./(B+<;F.D9]MN=/,<0)7+9:.>AO.>(L+Y,213&)( 
 .@9;02-?*6CE7F.D9]MZ08(�43&)*6*?.@;+7[-?= 
 5:AB.'*67+4+4w02-/+?=@&)7-?= 
 5:AB.I43&�-\+.087>+{;+.>(+*?.HQ�cl(�.�-s.9+KXE9T&DUp5,+P.>*?*?.-;+=/,$-?0 �;+�9J5:(+=/&)56-6./AB./(B+y&KU8.>,v9:.3+P.>AO4F*{;3&H(+*�9J.g-6= 
 5JAO.*?7F4+4b0�-/+P=HXR,/.LCE7F5	(sMq.>*/+{4+9:7+*m9J.<,K&)*y;3&)(+*y9:."-6= 
 5JAO.<4+&�-/+?087>+y;+./(F*?.)QT^�.3-?= 
 5:AB.<*?7+4+4w02-\+P=L4b08*6*?_>;+.; 08(F,�7+(F.�;pnp(+&)AO5JCR7+.Z;�M &5-?- e9+wab*?085,+^9T& c�& �$08( ;>08(B+O5J9"-P&)9J./(B+P5Tf`;+5.-s=$-?./(B+?.�;+.Z,>./9:9J.Z;+7 -6= 
 5JAO.43&�-\+.087f+I;+./(+*6.)Q
� 1 8�1�� � �@; �  8T6 ;�� ; 	 = 8T6 ;��N8T: �
	 ; ��: ��� :  : � = �b698T:<;=;T: : 8  : ��� � � : � �46 : ? 6��

� � 8T6 �  :
%'&)(+*�9:.W,K&H*�4	=<-6560E;+5:CR7+.HXY9T&�4w08*?5,+P560)( *6./9;08(

x
;+./* 
 -P&)5J(+*�(�Mq& 43&H*�;+.W*65 
 (+5��3,K&H+P560)(�Q 0'(4	./7>+�,>./4	./(+;+&)(B+O;F=>�3(+5;-t7+(+. 
 -P&)(+;F./7 -t7f+P5:9J. )G9T& ;+5J*/+P&)(+,/.�AO0gn8.>(+(+.�43&5-?,<0)7 -?7+.

D(t)
;F=>�3(+5J.

,<0)AOAB.^9]MN5:(B+P= 
 -P&)9J.�;+.B9T&�Up5,+P.>*?*?.O;+./* 
 -P&H5:(+*0&)7S,<087>-?*k;F.O9�Mq=hU2089J7>+P5;08( +?./AB4b0�-?./9J9:.t;F7\*6nE*/+?_/AB.-P&H4+4b0�-/+P=>.v&H7�( 08At[>-?.L;+. 
 -?&)5:(F*/Q=cl9:9:.I,$02-?-6./*?4w08(+;�; 08(+, �`9T&@;+5J*/+2&H(+,/.-AO0gn8.>(+(+.-43&�-?,$087 -67+.v43&5-
,213&)CR7+. 
 -?&)5:(sQ�cl(�c�&)5,+KXE9T&k;+5J*/+P&)(+,/. D(t)

AO.>*?7 -6=/.D;3&)(F*<9T&k*65:At7+9:&5+P5;08(B4}=$-?560E;+5JCE7F. �/087+.v7+([-!�89J.
=/CR7+5�UH&)9:.>(L+ �I9T&<4w08*?5,+P560)(09J.l9608( 
 ;F7k,K&H(3&)9B087FU).<-\+ x

Q\^j&L;F5:*/+P&)(+,>.
D
./*\+r7+(F. 
 -?&)(+;+.>7 -z4}.$-/+P5J(+./(B+?.,K&5-/X~;3&H(+*�9:.S-6= 
 5JAO.O*?7+4F4b02-\+P=HXl./9:9J.�,$02-?-6./*?4w08(+;�U)=<-?5,+2&)[F9:./AB./(B+ �w9:& ;+5:*\+2&)(F,/.�43&�-6,<087>-?7+.�43&5-9T&�4+9:7+4+&�-/+�;F./* 
 -P&H5:(+*>Q cl(!.�-}.$+KXr9:./* 
 -P&)5J(+*t;+.�9:&J`<0)(+.�;+./(F*?.Z./(!=/,$087+9J./AB./(B+^*?7 -�9:& ,<087F,21+.[3&)*?&)9:.D;F5:9:7F=/.D,<0)7+9:.>(L+L.>(�[+9;0p,HQ+%v.04+9J7+*/X+9J./* 
 -?&)5:(+*<;F.09:&t,<087F,21+.`;F5:9:7F=/.D*?0)(L+L[	.K&)7F,<087+4�AA085:(+*

( 08Ak[ -?.>7px`CE7F.�9:.>*r&H7>+.-6./*r.9+~,$08(B+.-?5J[+7+.>(L+~&)5:(F*?5R4}.>7 �-9:&L;F5:*/+P&)(+,>.
D
Q 5o9R./*\+~5:(B+?=<-?.>*?*?&)(B+l;�MN=$+P7F;+5:.$-

9]MN=>U�089:7f+P560)( +P.>AO4w02-?.>9:9J.`.9+ � *?4+&5+P5:&)9:. � a�5�Qq.HQs9T&BU)&5-?5T&H+P560)( &KU8.>,
D
f-;+.�9:&OUE5;+P.>*?*6.BAA0gn8.>(+(+.�.$+';+.

9]MN=/(F.<- 
 5:.D,/5J(+=$+?5:CR7+.D;+.%+?-P&)(+*69T&5+?5608(�AA0gn8.>(+(+.)Q

g	hMibj �EQJe ��l %v5J*/+2&H(+,/.0AO0gn)./(+(+.@43&5-?,<0)7 -?7+.
D
./(Zc 08(+,9+P560)(�;+7�+?./AB4+*

%'&)(+*�,>. 43&�-?& 
 -?&)4+1+. (>087+*�&)9J9608(F*O;+5J*?,>7>+P.$-�;+. -?=>*?7+9,+2&5+?*S08[>+?./(R7+*Z&KU8.>,
V0 = 50 m/s

.$+



% � � "$� ����� � ����� �� � ���� ���  +� � ����� &� � �3� �9� ��� � 
�� � �$� ���&����� � � �

h0 = 60 d
XR,)MN./*/+u� ��� ;+56-6.';3&)(F*Y9:.>*�A e/AB./*Y,$08(+;+5,+P560)(+*�CR7+.',>./9J9:./*�;+.'9T&@� 
 7 -6.��pQ �FQ�^�.>*=-?.>A�&�-6CR7+./*c�&)5,+P./*y*?7>-�,/.-,K&)*{43&�-\+P5:,>7+9:5J.<-l*/08(B+Y./(Oc�&)5;+mUH&)9T&H[+9:.>*y4w087 -h+.0)7+*�9J./*y=/,<0)7+9:.>AO.>(L+?*�*67+4+4w02-/+?=/*/Qpii0)7+*

&KU208(F*e+.-?&),/=L*?7>-�9T&'� 
 7 -?.��pQ�e � 9:&@;F5:*/+P&)(+,>. D
./(Oc 0)(+,$+?5608(B;+7O+?./AB4+*/Q=^lMN5:(+*\+2&)(B+

t∗
&`=9+P=LAO.>*?7 -6=

*?7>-k9T&Z� 
 7 -6. �pQ �8&�.$+`,<02-/-?./*64b0)(+; ��9�Mq.�-l08(F; -?.>AO.>(L+k;+.�9:&�,$087+,21+.�[3&)*P&H9:.B;+5:9J7+=/.HQ�^j& ;F5:*/+P&)(+,>.,<0�-?-?.>*?4w08(+;3&H(L+?.`.>*/+-( 0�+?=/.
D∗ Q+0'(�U�085;+I.>(+,<02-6.k7+(F.@c 0)5:*ICR7+.`9�Mq5J(+*/+P&)(B+ t∗

(+.0,<0�-?-?.>*?4w08(+;�43&)*��
9]Mq&�-/- e$+'4+7+5:*6CR7+.^9T&�;+5J*/+P&)(+,/.^,$08(B+P5:(R7+.�;sM &)7 
 AO.>(B+P.<-@&H4 -?_>* t∗

Q�ii0�+?08(+*DCR7+.^9]Mq&�-?-3e$+v,<08AB4+9:.9+D./*\+
&5+/+P./5J(B+L&)4 -?_>*I./(|UE56-?0)(�e 6

s
Q

g	hMibj��pQ�e8e l c~U�089:7>+?5608( +P./AB4w02-?.>9:9:.B;+.>*tUp5,+P.>*?*?.>*�.$+�=>(+.<- 
 5:.>*t,/5J(+=$+?5:CR7+.>*tAO0gn)./(+(+.>*^43&�- 
 -P&)5J(4w087 -
V0 = 50 m/s

X
h0 = 60 d

.9+
L = 500 d

^j&vUp5,+P.>*?*?.IAA0gn8./(F(+.<43&�- 
 -?&)5:(k.$+l9�Mq=>(+.<- 
 5:.Y,>5:(+=9+P5JCE7F.YAO0gn)./(+(+.I43&5- 
 -P&H5:(t*>M &KU8_$-?.>(L+	e$+?-?.<;+.>*
 -?&)(+;+.>7 -?*N+.-6_/*07>+P5J9:./*>Q 0'(�4	./7>+ -?.>4 -?=>*?.>(L+?.<-`9:./7>-0=hU2089J7>+P5;08(W*?085,+N+P./AB4w02-?.>9:9:.HXs*/085;+ � *643&5+P5:&)9:. � X./( +.-?& �K&)(B+09:.>* 
 -P&)(F;+./7 -6*`.>(Sc 0)(+,$+?5608(W;+. D(t)
Q�^�./*0;+53-}=<-6./(B+P.>*`,$087 -6[}.>*`*/08(B+k4 -6=/*6./(B+P=>./*k*67 -

9:.>*v� 
 7>-?./* �EQJe8ek.$+ �pQ�e � Q �p7 -'9:&�4 -6./AB5:_<-6.`� 
 7 -?.M0)( U2085,+'CR7+.�9T&O;FnE(3&)AB5:CR7+.k;F.�9]MN=/,<0)7+9:.>AO.>(L+,213&)( 
 . �09]MN5:(+*\+2&)(B+ t∗
,<0)AOAB.I( 087+*{9]Mq&gUE5;08(+*m;+= �!�0*?5 
 (3&)9J=-&H7�43&�-?& 
 -?&)4+1+.L4 -?=>,/=>;+./(B+KQ�^j&0UE5;+?./*?*6.;+=>,<-?0��6+`9:5:(F=K&)5;-?./AB./(B+0;3&)(F*k9:.A-?= 
 5:AB.^*?7+4F4b02-\+P=�AO&)5J*04+&)*k;3&H(+*k9J.O-6= 
 5JAO.B43&�-\+.087>+`;+.>(+*?.HQ ^j&UE5;+?./*?*6.wAO0gn)./(+(+.w;F./* 
 -?&)5:(+* �\9]MN5:(+*\+2&)(B+ t∗

./*/+�( 0�+P=>.
V ∗

x

Q�f�.$+?+?. UE5;+P.>*?*6.w./*/+�7+( 43&�-P&HAO_9+.-?.
5:AB4w02-/+P&)(B+�,/&�-Y,)MN./*\+I./9J9:.LCE7F5�;+=$+?.<-6AO5J(+.v9�Mq5J(+*/+P&)(B+<&)7+CR7+.>9�9T&0,<087F,21+.D[3&)*?&)9:.';F5:*?4+&�-P&��;+KQ=cl(�.�-}.$+/X
5:9�*6./At[F9:.0CE7F.t4b0)7 --7F(+.`=>43&)5J*?*?.>7 -

h0
;>08(+(+=>.)X	9]MN.�-b08(+; -6./AB./(B+'&H5;+3+.087 �/087 -?*L9:5J./7�&)7>+?087 -L;�Mq7F(+.

A e/AB.kUH&)9:.>7 -
V ∗

x

.$+@,>./,/5mCR7+.>9:9:.kCE7F.B*/085;+@9:&�UH&)9:.>7 -';+.
V0

Q 5o9~*?.$-P&)5,+@5:(B+P=$-?.>*?*P&H(L+0;+.�U)=<-?5��3.<-D,>.
c�&)5,+�.9+I;�Mq=9+P7+;F5:.<-�7+(�=>U)./(B+P7+.>9�4+1+=>( 08AB_/(+.D;�MN1|nE*/+P=$-?=>*?5:*I;3&H(+*Y9T&n+.-P&H(+*?5,+P560)(�&)7>+?087 -Y;F.'9T&`UH&)9J./7 -
,<-65;+?5:CR7+.

V ∗
x

XF,/.0CE7F.0(>087+*I(�Mq&gU�08(+*L43&)*I4+7Zc�&)56-6.'c�&)7>+?.D;+.%+P./AB4+*>Q
^j&0� 
 7>-?.��pQJe � AA08(B+.-6.-9:&DUE5,+P./*6*?.-.$+{9]MN=/(+.$- 
 5J.L,>5:(+=9+P5JCE7F.-.>(Oc 08(+,9+P5;08(O;F.v9T&D;+5J*/+P&)(+,/.L43&�-6,<087E�-?7F.
D
Q$0'(OU�085;+yCR7+.-,/.$+/+P.Lc 085:*>X|9]MN=/(+.$- 
 5J.L,>5:(+=9+P5JCE7F.L.>*/+�7+(+.Ic 08(+,$+?5608(B9:5J(+=K&H56-?.>AO.>(B+m;+=/,$-?085J*?*P&H(L+?.;+.L9T&';+5J*/+P&)(+,/.

D
Q _L&)4+4	./9;08(+*m5:,>5+CR7+.L,/.g-?=/*67+9;+P&5+{&D=$+P=g08[+*6.<-uU8=v4w087 -m7+(A-?= 
 5:AB.<*?7F4+4b0�-/+P=I;3&H(+*



� � � ����� �+� � ��� % ���  ����� � � � <�&�>� � ���� � � ��� ��
�� �  �� �����>
������ ����� �� !� � � � �+�������

g	hMibj �pQJe � l c~U20)9:7>+?5608( � *643&5+P5:&)9:. � ;+./*^UE5;+?./*?*6./*B.$+B=/(F.<- 
 5:./*^,>5:(+=9+P5:CR7+.>*^AO0gn8.>(+(+.>*�43&�- 
 -P&)5J(4w087 -
V0 = 50 m/s

X
h0 = 60 d

.9+
L = 500 d

Qd^lMN5:(+*6.<-/+{./*\+Y7+(/`<0Q08A ;+.v9:&@c 0)(+,$+?5608(
Ec(D)

&)4 -6_/*
9T&I+?-P&)(F*?5;+?5608(

D∗ Q

9T&�*65:At7+9:&5+P5;08(S087pU8.<-\+P.HX	,>.`CR7+5�+?./(+; ��AO08(B+?-?.<-ICR7+.09:.>*<;+./7px�*unp*\+P_>AO.>*ta 087FU8.$-/+-.$+L4	=<-?5;0p;F5:CR7+.gf
*?0)(L+I=>CR7+5JUH&)9J./(B+P*>Q �p5}9T& +?-P&)(+*65;+?5608(O*?7+4+4w02-\+P= ��43&�-/+?087>+<;F./(+*6.D./*/+I(F.$+?+?.D*?7 -�9T&k,$087 -?[	.

Vx(t)
XF.>9:9J.

./*\+@[}./&)7+,$087+4WAO0)5:(+*LUp5J*?5J[+9:.`*?7 -D9:&�,<087>-?[	.
Ec(D)

,/&�-'./9J9:.t5J(B+P.<-uUE5:./(B+D4w087 -v7+(+.tUH&)9:.>7 -vc�&)5J[+9:.
;+.

Ec

Q45o9j./*\+'.>( .�-}.$+v;+5
�B,>5:9:.D;F.k;+5J*/+P5J( 
 7+.$-I7+(+.0CE7F./9:,$08(+CR7+.`;+53-}=<-6./(+,>.k;+.0,<08AB4w02-/+?./AB./(B+L./(;+.>*?*?0)7+*-;F.09:&kUH&)9:.>7 -
E∗

c

QD^lMN5:(+*6.<-\+I;+.@9T&k� 
 7>-?. �pQ�e � AO08(B+?-?.D7+( `<0Q08A ;F.0,>.$+/+P.Dc 08(+,9+P560)(Z&)4 -?_>*
9T&I+?-P&)(F*?5;+?5608(sQ�^j&�9:5 
 (+.v4w085:(B+?5:9:9J=/.-AO08(B+?-?.D9:. � � + � 9J5:(+=/&)56-6.'5:*6*?7Z;+.@9T& `$08(+.@*?7+4F4b02-\+P=>.)Q!0'(�U2085,+
,/9:&)56-6./AB./(B+<CR7+.

Ec(D)
(�MN./*\+L4+9:7+*I7+(F.@c 0)(+,$+?5608(�9J5:(+=$-P&)5;-?.)Q

�^� � � � ���b%���� �@���h�$( 	��@��# ( 	��@����(  �r�@��� ��(��
� 1 ��152 :<;b:�� ? 6 : �	8  :�� ��; 8d8T: � : �	8 : �$: ? 8T6��
cl( -6=/*67+AO=HX~;3&)(F*B9J.U-6= 
 5JAO.�*67+4+4w02-/+?=�9T&�UE5,+P./*6*?.Z;+=>,<-?0��6+�9J5:(+=/&)56-6./AB./(B+k;+&)(+*�9:.O+P./AB4+*�.9+

9]MN=/(F.<- 
 5:.0,/5:(F=$+P5JCR7+.`;F=/,<-/0 �6+v9:5J(+=K&)5;-?.>AO.>(L+L&KU)./,t9:&O;+5J*/+2&H(+,/.`AO0gn8.>(+(+.`43&�-?,$087 -67+.
D
Qkf�./,>5r(�MN./*\+

4+9J7+*'UH&)9T&)[F9:.�&)4>-?_/*@9�Mq.�-l08(F; -?.>AO.>(L+@;F.�9T&�,<087F,21+.^[3&)*P&H9:.)Xs,)MN./*/+u� ��� ;+56-6.�;3&)(+*@9J.M-?= 
 5:AB.t43&�-\+.087f+;+.>(+*?.HQ+ii05+.08(+*yCR7+.v9:&0;F./7pxp5:_>AO.i-?.>9T&5+?5608(^;+.-9:5:(F=K&�-65;+P=�4}.>7>+�e9+.-?.-;+=/;F7+5;+?.-;+.-9T&@4 -?.>AO5J_<-6.L*65}9�Mm0)(
*?7F4+4b0)*?.0CE7F. )

Etot
c ≡

N
∑

i=1

1

2
mi V

2
i =

1

2
mtot V 2

x



% � ��� �$�&
�� �3� � ����� � � � �  � � � �3 � �����	� �  !� � � �

f�.$+/+P. -6./9T&H+P560)(�./*\+�[+5J./( * �>-�c�&)7+*?*6.w./( 
 =>(+=<-?&)9vAO&)5J*�./9J9:.�./*/+�(+=K&)AA085J(+*OUH&)9J5:;+.�;3&)(+*�9J. ,/&)*
43&�-\+P5J,/7+9J5:.<-`;+.Z( 0�+?-?.Z*?5JAt7+9T&H+P560)(�QFcl( .�-}.$+/X �W4+&�-/+^9J./*^CR7+./9JCE7F./* 
 -P&)5J(+*t;+.Z9:& ,<087+,21F.�[3&H*P&)9J.& 
 5,+P=>.)XL+.087>+?./*Y9J./*{43&�-/+?5:,>7+9:.>*808(B+YCR73&H*?5:AB./(B+<9:&`A e/AB.-UE5;+?./*6*?.)Q�cl(�9T&`,$08(+*65:;+=$-P&)(B+<,$08(+*/+P&)(B+P.HX+5:9./*\+L; 08(+,@4w08*?*65:[+9J.D;+. � *?02-\+P5;- � 9T&tUE5;+?./*6*?.@;+.@9T&�*?0)AOAB.)Q
%p08(+, )

dEtot
c

dD
=

dEtot
c

dt

dt

dD
= 〈mtot〉Vx

dVx

dt

1

Vx

= 〈mtot〉
dVx

dt
= µ 〈mtot〉 g

%kMZ0�� )
Ec = E0 − µ 〈m〉 g D(t)

f�./*%-6=/*?7F9;+2&H+P*^ab9:5:(F=K&�-65;+P=@;+.
V (t)

.$+
Ec(D)

fL*/08(B+D5:;+.>(B+P5:CR7+.>* ��,/.>7px ;�Mq7F(S4+&5+P5J( ;+.tAO&)*?*6.
m 
 9J5:*?*?&)(B+v*67 -v7F(+.k*67 -6c�&),>.kc -?05+?+2&H(L+?.)Q}%'&)(+*-,/.t,/&)*v*65:AB4+9:.HX39:.@c -?0�+/+P.>AO.>(L+v./*\+';+.n+onp4	.t*/089:5J;+.)X,)MN./*\+6� ���o;+5;-?.`CE7F.�9T&Oc 02-6,/.I+P&)( 
 .>(B+P5:.>9:9J.`;+.`c -?0�+/+P./AB./(B+D.>*/+D4>-?084w02-/+?5608(F(+./9J9:. ��9T&Oc 0�-?,/.k( 02-?AO&)9J.)Q
^j&B,$08(+*\+2&)(B+P.0;+.04 -?0)4b02-\+P5;08(+(3&)9J5;+?=

µ
./*/+v&)4+4	./9J=/.@,<0E. �B,>5:./(B+-;+.@c -?0�+/+P./AB./(B+/Q!0D(�08[>+?5:.>(L+-&)9;02-?*

;+.>*i-6./9T&H+P560)(+*Y*?5JAO4F9:./*�./(B+.-6.`9:&kUp5,+P.>*?*?.0.$+I9�Mq=>(+.<- 
 5:.D,>5:(+=9+P5JCE7F.D.$+L9T&�AO&)*?*6. m
;+7�43&5+?5:( )

Vx(t) = Vx(t = 0) − µ g t

Ec(D) = Ec(D = 0) − µ m g D
cl(S,$08(+,>9:7+*65608(�X};3&)(+*v9:.M-6= 
 5JAO.`*?7+4+4w02-\+P=Zab.$+@7+(+5JCR7+./AB./(B+D;3&H(+*D,/.`-6= 
 5JAO.KfhX	9]MN=/,<0)7+9:.>AO.>(L+*?.0,<0)AO4w02-/+?.D,<08ABAB.D7+( 43&H+P5:(Z*/089:5J;+. 
 9:5J*?*?&)(B+I*?7 -L7+(+.0*?7 -uc�&),/.@c -?05+?+2&H(L+?.)Q 5o9�.>*/+-; 08(+,04b0)*?*?5J[+9:.;+.I;+=h�3(+56-l7F(B,$0p. �B,/5:.>(B+{;F.Ic -/0�+?+?./AB./(B+m.�-}./,9+P5�c

µeff

,$08(+*/+P&)(B+KX �D43&�-\+P5;-~;+.I9T&'4	./(B+P.I;+.>*m; -?085,+P.>*
Vx(t)

0)7
Ec(D)

)

µeff ≡ 1

m g

∂Ec

∂D0��
m
./*/+k9T&ZA�&H*?*?.O;�MN7+( 
 -?&)5:(�Q 0'(�4}.>7>+M-6./AO&�-?CR7+.$-`CR7�MN./(�7>+?5:9J5:*P&H(L+@9J./* 
 -P&)(F;+./7 -6*t&);F5:AB./(p�*?5;08(+(+=>./*

Ẽc ≡ Ec/(m g d)
.9+

D̃ = D/d
X�9:.B,<0E. �B,/5J./(B+t.�-s.>,$+?5Jc<.>*/+t;F56-?.>,$+?./AB./(B+k9:&�4	./(B+?.�;+.

Ẽc(D̃)
Q

� 1 ��198 � �&; 8d8T: � : �	8 : ��: ? 8T6 ��: 8 � �&; 8d8T: � : �	8 � 6 ? �&;�� � ?�= � 6 �  :
�p5<9]Mq&)(3&H960 
 5J.�&KU)./,�7+(!43&5+P5J(�c -?0�+/+2&)(B+�.>*/+B4}.$-/+?5:(+.>(L+?.)Xl5J9{c�&)7>+^,>./4	./(+;+&)(B+�( 05+P.<-�CR7+.Z;3&H(+*( 08*y*?5JAt7+9:&5+P5;08(+*/XH9]MN=/(+.$- 
 5J.I./*/+{;+5J*?*?5J4}=>.-(>08(�*6./7+9J./AB./(B+�4+&�-m9:.<c -?0�+/+P.>AO.>(L+{./(B+?-?. 
 -P&)5J(+*-a�&KU8.>,v9:&,<0)(+*/+P&)(B+P.L;+.Yc -?0�+/+P.>AO.>(L+yAB5:,$-?08AB=/,/&)(+5:CR7+.

µmicro)
AO&)5:*r= 
 &)9J./AB./(B+m960�-?*l;+.>*y,21>0p,>*{5J(+=/9:&)*/+?5:CR7+./*./(B+?-?.�9J./* 
 -P&)5J(+*/Q 5o9E(+.yc�&)7>+G; 08(+,y43&)*G5:;+.>(L+?5J�3.$-G9J.{,$0p. �B,/5:.>(B+~;+.yc -?0�+/+P./AB./(B+G.�-}./,9+P5Jc µeff

;+=h�3(+5 �
43&�-\+P5;-G;+.�9T&-4	.<-\+P.Y;sMq=>(+.<- 
 5:.{,/5:(F=$+P5JCR7+.Y.$+r9:.{,<0E. �B,/5J./(B+ µmicro

5JAO4w08*6={;3&H(+*~9T&L*?5JAt7+9T&H+P560)(�Qgii0)7+*
&KU208(F*~AO.>*?7 -6=Y9:.>*GUH&)9J./7 -6*G;+.

µeff

4w087 -z;+53-}=<-6./(B+P.>*rUH&)9:.>7 -?*G;+.
µmicro

;3&)(+*~9J./*GA�e>AO.y,<08(F;+5;+?5608(+*
5:(F5;+P5:&)9:.>*Da

V0 = 10 m/s
.9+

h0 = 30 d
fhQ�^j.>*3-?=/*67+9;+P&5+P*I*/08(B+-4>-?=/*6./(B+P=>*v*67 -I9T&k� 
 7>-?. �pQ�e 'FQ

0'(@U�085;+j.>(@.�-}.$+jCR7+.m9:.l,$0p. �O,>5:.>(L+j;F.mc -/0�+?+?./AB./(B+�.�-s.>,$+P5�cF(sMq.>*/+z43&)*j&)*6*?5JAO5J9T&)[+9J.r&H7D,<0E. �B,/5J./(B+
µmicro

Q�cm(�c�&)5,+KX
µeff

(+.D;+=/4	./(F;�CR7+.Dc�&)5J[+9:.>AO.>(L+�;+.
µmicro

QDcl(Z;+.>1 02-?*I;+7Z,/&)*"+.-?_>*<43&�-\+P5:,>7+9:5J.<-
.$+Y( 08(Z4+1|nE*?5:CR7+.

µmicro = 0
X
µeff

-6./*/+?.D,<08AB4 -65:*�.>(B+.-?. � Q(' �`.9+ � Q76��`CR73&)(+; µmicro

UH&�-65:.';F. � �e8QE%v.'4F9:7+*>XEA e/AB.L;3&)(+*{9:.L,K&)*e0��
µmicro

./*\+Y(R7+9]X
µeff
&`7+(+.LUH&)9:.>7 -{(>08(�(R7+9:9J.`a � Q � �8f�Q&0'(�4	./7f+; 08(F,D,<08(+,>9:7 -6.@CE7F.09:&k,<0)(L+?-?5J[+7>+P5;08(�;+.>*Ic -/0�+?+?./AB./(B+P*IAB5:,$-?08AB=/,/&)(+5:CR7+.>* ��9T&t;F5:*?*65:43&H+P560)(U+.0�+P&)9:.



� � � ����� �+� � ��� % ���  ����� � � � <�&�>� � ���� � � ��� ��
�� �  �� �����>
������ ����� �� !� � � � �+�������

g	hMibj �pQJe ' l ,<0E. �B,/5J./(B+`;+.�c -?0�+/+P./AB./(B+0.�-}./,9+P5�cY./(Sc 08(+,9+P560)(S;F7V,<0E. �B,>5:./(B+`;+.�c -?0�+/+P.>AO.>(L+0AB5��,<0�-?AB=/,K&H(+5:CR7+.@4w087 -
V0 = 10 m/s

.$+
h0 = 30 d

./*\+Ic�&)5:[+9J.)Q�f�./,/5z&�;+=��!�^=9+P=N08[+*6.<-uU8=k;+&)(+*I;+./*I*65:At7+9:&5+P5;08(+*{;�Mq=>,<087F9:./AB./(B+?*-,>5:*P&H5:9:9J=/*e-?=K&H9:5:*6=/.>*I&)7
^lQ fvQ m Q fvQ�;+. ��&�-?(+.��o9:&�� *y&)9J9:=>.�a �@;�_<����5T%v5�X � � � 6Rf�Q�%v.�4F9:7+*>Xs9T&OA�&)*6*?.I+?0�+2&H9:.k;F.�9]MN=/,<0)7+9:.>AO.>(L+*?.>At[+9J.�(sM &KU20)56-B&)7+,>7+(+.�5:(��37F./(+,>.)Qyii087F*�&KU20)(+*BUH&�-65:=Z9T&wAO&)*?*6.Z./(�,21+&)( 
 ./&)(B+�9J.�( 08At[ -6.Z;+.
 -?&)5:(+*<.9+I( 087+*-&KU208(F*g0)[>+P.>(E7�;+./*<UH&)9J./7 -6*LCR73&H*?5�� 5:;+.>(B+P5:CR7+.>*<;+. µeff

Q

�^��� � 	�	-%���� �D���>��( ��#�� ���{�$#�%	��' ��(^� � ( �D�*#��
�b%��
� 1 � 152 � � : �  	 ��6 � ?+= 8�6 ;��  : ��� � ? ;  � : � : �	8��
^�.M-?= 
 5:AB.`;sMq=>,<087+9J./AB./(B+'*67+4+4w02-/+?=M-P&H4+4}.>9:9J.`9J.k4+1+=>( 08AB_/(+.k;+.k,/&)9:=hc�&),$+?5608(\aX087 ��� " ��� ��� ���	�

��� �!�	�',21+.�`^9:./*0&)( 
 96084F1 08(+.>*2fhQ<f�.B4F1+=/( 0)AO_>(+.^,<08(+*65:*\+P.^./(S9]Mq&)4+43&5-?5;+?5608( ;�Mq7F(+.^,<087+,21F.O;+. 
 & `960�-?*?CR7�MN7+(+. 
 087f+?+P.@;+.09:5JCR7+5:;+.D.>*/+LU8.$-?*?=>.t*?7>--7+(F.`*67 -6c�&),>.`;>08(B+v9:&`+?./AB4}=$-P&5+?7 -?.@.>*/+-[+5:.>( *?7F4}=��-?5J./7 -6. ��9T& +P.>AO4	=<-?&5+P7 -6.O;sMq=>[+7+9:9J5;+?5608(�Q ^z& 
 087>+/+P.B./*\+�&)9;02-?*@9:5,+?+?=<-P&H9:./AB./(B+@*67+4+4w02-/+?=/.�4+&�-`7F(+.,<0)7+,21+.D;+. 
 &�`'.$+Y(�Mq.>*/+ �?&)AO&)5J*{.>(�,<08(B+2&H,$+I&KU8.>,@9T&`*67 -6c�&H,/.D,213&)7F;+.)Q�5o9}./( -6=/*?7F9;+P.v7+(S+.-6_/*Yc�&)5J[+9:.
c -?05+?+P.>AO.>(B+@./(B+.-6.�9T& 
 087f+?+P.�.9+@9T&�*67 -6c�&),>.)Q�f�1+&),/7+(�&�UE7S;F./* 
 087>+/+P.>*D;�Mq./&)7d+.08At[	=/.>*D*?7 -D7F(+.
4+9:&)CR7+.O,21+&)7&-s&)(B+P.�*6.�;+=>4+9T&H,/.<-N+.-6_/* -P&)4+5J;+./AB./(B+0*P&H(+*t&)7F,/7+(Sc -?0�+/+P./AB./(B+k&)4+43&5-?./(B+/Q 0'(V4	./7f+
= 
 &)9:.>AO.>(L+I.>(�c�&)5;-?.D9�Mq.�xF4	=<-65:.>(+,/.0./(�U8.<-6*P&)(B+-7+(+. 
 087>+/+P.@;�Mq&�`<05+P.09:5:CR7+5J;+.';3&H(+*-9:&�43&)7+AB.@;+.`*?&AO&)5:(�Q45o9z./*\+D; 08(+,k(3&5+P7>-?./9z;+.t*6.t;+.>A�&)(F;+.<--*?5r9J.I-6= 
 5JAO.@*?7F4+4b0�-/+P=k4b087>-v9:.>*v=>,<087+9J./AB./(B+P* 
 -P&��(R7+9T&H56-?.>*D*?.>,/*04}.>7>+@,<08(F;+7+56-6. �Z7F(+.J-?=/;F7+,$+?5608(W;+7S,<0E. �B,/5J./(B+0;+.�c -?0�+/+P.>AO.>(L+@.�-s.>,$+?5JcdQ 5o9~.�xp5:*/+?.
;3&)(F*O9:& (3&5+P7>-?.�;+./*B=/,$087+9:.>AO.>(B+P*^;+.�-?0E,21+./*BCR7+5<*?.>At[+9:.>(B+�*6.�4 -/0843& 
 .<-�*?7>-O;+.[+.-6_/*^960)( 
 7+.>*;+5J*/+2&H(+,/.>*ka U2085;-Y,213&)4F5;+.-6.�e fhQ�f�./*I=/,$087+9J./AB./(B+P*<*/08(B+-CR73&H9:5J�+=/*Y;�Mq&KUH&)9T&)(F,21+. ��9608( 
 7+.'4w02-/+?=/.)X>087
�����$�� �� � � ��� ������� �� � � �!�hQT^z&�CR7+.>*/+P5;08(Z./*\+I; 08(+,@;+.D*?&gU�0856-<*65�9:.p-?= 
 5:AB.'*?7+4F4b02-\+P=D4	./7>+30)(�(>08(&)4+4w02-\+P.<-L7+(+.`.hxp4+9J5:,K&H+P560)(�.9+v4 -/084w08*?.$-v7+( AB=/,/&)(+5J*?AB.0;F.k9:7F[ -?5��3,K&5+?5608(Z4w087 -L9:.>*v&KUH&)9T&H(+,21+./* �
960)( 
 7+.D4w02-/+?=/.HQ
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ii08*B*?5JAt7+9:&5+P5;08(+*M08(B+O=$+?=�.�-s.>,$+P7F=/./*�&gU)./,�7+(+.ZU)&H9:./7>-J+?-?_>*O5JAO4w02-/+P&)(B+P.�;+7 ,<0E. �B,/5J./(B+O;+.
-?.>*/+?5;+P7f+P560)(�X

en = 0.9
XF,>.DCR7+5�,<0�-?-?.>*?4w08(+; �t;+./*<[F5:9:9J./*{;�M &H,/5:.$-/QF%'&)(+*I9:.>*Y=/,$087+9J./AB./(B+P*<(3&H+P7 -6./9:*>X

9:.>*�,$089:9J5:*?5;08(+*m*?.-c 08(B+Y./(B+?-?.';+.>*Y[+9;0p,>*�;+.�-/0p,21F.'.$+
en

.>*/+<4+9J7+*�c�&)5J[+9:.ICR7+.';+&)(+*Y9J.v,K&H*Y;+.v9�M &H,/5:.$-/Q
%v.`4+9:7+*>X 9:./*L[+9;0p,>*L4	./7pU8./(B+D*6.`c -?&),$+?7 -?.$--.>(w&)[+*/02-?[3&H(L+-7+(+.`43&�-\+P5:.@;+.`9]MN=/(+.$- 
 5J.@;+7 ,21 0E,)Qkf�./9:&,<0)(L+?-?5J[+7+.'; 0)(+, �t;+5JAO5J(R7+.<-y9T&@U)&H9:./7>-�;+.

en
Q&0%->XpA e/AB.v.>(�7>+P5J9:5J*P&)(B+y9T&`UH&)9J./7 -y=/9J.>U)=/.

en = 0.9
X

µeff

-?.>*/+?.N+?-?_>*<=/9:.hU8=Oa�&H7>+.087>-<;+. � Q76�;�M &H4 -?_>*L9:&k� 
 7 -6. �pQ�e '|fhQ&5o9�&)4+43&5-P&��;+Y; 08(F,DCE7F.09�Mq.�xp5:*/+?./(+,>.;�MN7+(+.t,$087+,21+.k[3&)*P&H9:.k;F5:9:7F=/.0(+.t4 -/0 U�0pCR7+.t&)7+,/7F(+.t9:7F[ -?5��3,K&5+?5608(�;3&)(F*v( 0�+?-?.`*6nE*/+?_/AB.)Q �-5:(+*65]X 5:9
*?.>At[+9J.BCR7+.^,>.O-6= 
 5JAO.t(F.B4F7+5:*6*?.B43&)*@.hxp4+9J5:CR7+.<-D9�Mq.�xp5:*/+?./(+,>.O;sM &KUH&)9T&H(+,21+./* �Z9608( 
 7+.�4w02-/+?=/.)Q 5o9c�&)7+;>-P&)5,+m,/./4	./(F;3&)(B+<,<0)(F�(-?AB.<-m,>.$+?+?.v,$08(+,/9J7+*?5;08(B./(�c�&)5J*P&)(B+mUH&�-?5J.<-m9:.>*m;+53-}=<-6./(B+P*{43&�-P&HAO_9+.-?.>*m;+.
9T&t*65:At7F9T&5+?5608(Wab43&�-<.�xF.>AO4F9:.)X39:&M-?.>*/+P5,+P7>+?5608(

en

fhQ

� 1 � 198 � :<;� ��:<;  : 8�: � � = 6 ��� ��� : �$: 8 �@; �  � � 8 ��6 �  :
ii087F*k&KU20)(+*`UE7\&H7�43&5-P& 
 -?&)4+1+.B4 -6=/,/.>;+./(B+kCE7F.�9:.^,$0p. �O,>5:.>(L+`;+.^c -?0�+/+P.>AO.>(L+0.�-s.>,$+P5�cY(�MN./*\+,<0)(+*/+P&)(B+OCR7+.Z;3&H(+*^9:. -?= 
 5:AB.�*67+4+4w02-/+?=)Q � 087>+P.hc 085:*>X~9:.>* 
 =<0)4+1|np*65:,>5:./(F*OCR7+5<=9+P7+;+5J./(B+^9:.>*B&gUH&��9T&H(+,21+./*m;+.g-?0E,21+.>*K0)(L+y,$087>+P7FAO.I;+.IAB./*?7>-?.<-y9:."-?&)4+4w02-/+m;F.L9:&D13&)7>+?./7 -m;+.I,21R7>+P.-*?7 -m9:&@;F5:*/+P&)(+,>.

1 02-65 `$08(B+2&)9J.04+&�-?,$087 -?7F. )
β ≡ H/L

QU^z&^� 
 7 -6. �pQ�e 6B5:9J9:7+*\+.-?.D,>.$+/+P.kAB./*67 -?.HQ 0'(�4}.>7>+v,21>085:*656-I;+.AB./*?7>-?.<-�9T&`1+&)7>+P.>7 -�.9+<9T&0;+5:*\+2&)(F,/.v1>02-?5 `<08(B+2&H9:.L;+7�,/.>(L+?-?.';F.'A�&H*?*?.-;+7�AO&5+P=$-?5T&H7OCR7+5}*/MN=/,<0)7+9:.HQ
ii05+.08(+*kCE7F.�9T& ;+=9+P.$-?AB5:(3&5+?5608(�4 -P&H+P5:CR7+.O;+./*�,>./(B+.-6./*^;+.�AO&)*6*?./*�.>*/+`+?-?_/*k;+=/9J5:,K&H+P.�,/&�-t5J9yc�&)7f+
( 08(Z*6./7+9J./AB./(B+I5:;+.>(B+P5J�+.<-Y9J.'A�&H+P=<-65T&)7OCR7+5�*/MN./*\+I.�-}./,$+?5JU)./AB./(B+L=/,<0)7+9:=DAO&)5:*�&)7+*6*?5�,$08(+(3&��;+.-6.'9:.>*
-?=>43&�-\+P5;+?5608(F*'5:(+5,+P5:&)9:.0.$+D�3(+&)9:.HQ 0'(S4	./7f+`= 
 &)9J./AB./(B+DAB./*?7>-?.<-@9:&�13&)7>+?./7 -@AO&�xp5:AO&)9:.0.$+@9:&�9608(p�
 7+.>7 -�AO&�xp5:AO&)9J.<43&�-?,$087 -67+.'43&�-{9:.>* 
 -?&)5:(+*>XR,/.'CR7+5}./*/+�[}./&)7+,$087+4�4+9J7+*{c�&),>5:9J.L.>(�4 -P&H+P5:CR7+.-.$+808(;+=h�3(+5;+I9J.%-P&)4F4b02-\+

α = Hmax/Lmax

abU�0856-<,213&H4+5;+?-?.^e fhQ

Bx

x A

L

H

g	hMibj �EQJe 6 l �E,21+=/AO&-;�MN7+(t=>,<087F9:./AB./(B+G(3&5+?7 -?.>9p&KU)./,Y9J./*z4b08*65;+?5608(+*�5J(+5;+?5T&)9J.~.$+z�3(3&H9:.m;+7tAO&5+P=$-?5:&)7�Q
^�./*{4b085J(B+P* � .$+���AO&�-?CR7+.>(L+�9:.L,/.>(L+?-?.';F. 
 -?&gUE5,+P=g-?./*64}.>,$+?5JU8.>AO.>(B+L&gUH&)(B+{.$+Y&)4 -?_>*Y9]Mq&KUH&)9T&)(F,21+.)Q

%v./*0AB./*?7>-?./*0;+.`+P.$-?-?&)5:(WAA08(B+.-?.>(B+`CR7�MN5:9l.�xp5:*/+?.^7+(+.B,<02-/-?=/9:&5+P5;08(w./(B+?-?.
α
.$+09T&�AO&)*?*6.�a�5]QN.)Q
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9:.@U20)9:7+AB.gfYCR7+5r*>Mq.>*/+v=/,<0)7+9:= )	4F9:7+*L9T&BA�&)*6*?.0./*\+ 
 -?&)(+;+.HX}4+9J7+* α
.>*/+'4	.$+?5;+tabU�0856-L,213&)4+5,+.-6.Oe 087

� 
 7>-?. �pQ�e �8fhQ!0'(Z./( &B;>08(+,@,<08(F,/9:7�CR7�MN7+(+.0A�&)*6*?.@5:AB4w02-/+P&)(B+P.'.>*/+-7+(+.0,<08(+;F5;+P5;08(�(+=>,/./*6*P&)5;-?. �9T&�;F5:AB5:(R7>+P5;08( ;F7Wc -/0�+?+?./AB./(B+D.�-s.>,$+P5�c�;F./*0&KU)&H9T&)(+,21F./*D.$+ ��9�Mq.�xF5J*/+?./(+,>.�;�M &KUH&)9:&)(+,21+.>* ��9;08( 
 7+.4w02-/+?=/.)QGii0)7+*`4>-?084w08*?0)(+*k5J,/5m7+(+.B.hxp4+9J5:,K&H+P560)(�*65:AB4+9:. ��9:&�;F=/,<-/085:*6*P&)(F,/.�;F.
α
./(�c 0)(+,$+?5608(�;+7

U20)9:7+AB.�+.0�+P&)9�;+.@9�M &KUH&)9T&H(+,21+.)Q

g	hMibj��pQ�e � l %i08(+(+=>./* 
 =$08960 
 5:CR7+./*0;+7�-?&)4+4w02-/+
α = Hmax/Lmax

./(\c 08(+,9+P5;08(\;+7\U�089:7+AB.B;+.
9]Mq&KUH&)9T&)(F,21+.)Q�f�./*`; 08(+(F=/./*k4 -?0gUE5:.>(+(+./(B+k;�Mq=>,<087F9:./AB./(B+?*`U20)9:,K&H(+5:CR7+.>*k.$+`( 08(E� U20)9:,K&H(+5:CR7+.>*`;3&H(+*
9]Mq&5+?AO08*64+1+_$-?.Sa ^�. 
 -?08*>X � � � � f�Q ^lMq5J(+*?.$-/+B4 -6=/*?.>(B+P. 9J./*^A e/AB./*^; 08(+(F=/./*O./( =/,21+.>9:9J.�9;0 
 � 960 
 Q�^j&;+=>,<-?0)5:*?*?&)(+,>.`;+.

H/L
&KU8.>,`9J.vU20)9:7+AB.D;+.@9]Mq&KU)&H9T&)(+,21F.D./*/+3+?-?_/*L(+.9+?+P.HQ

� 1 � 1�� � � : :�� 	 � 6 ?+= 8�6 ;�� 	 ;  � � � : ��: 8 �@; � �� � 8 ��6 �  :
�-�3(O;�MN.hxp4+9:5JCR7+.<-m9T&';F5:AB5:(R7>+P5;08(t;+.

α
&KU8.>,-9J.YU2089J7+AO.I;+.I9�Mq=>,<087+9J./AB./(B+

V
X|(>087+*{&gU�08(+*y.�-}./,��

+P7F=k;+.>*v*?5JAt7+9:&5+P5;08(+*<(R7+AB=<-?5JCR7+./* � %�*?5JAO5J9T&)5;-?.>* ��,/.>9:9J./*L;+. fY&)AB4+[	./9J9�4 -?=>*?./(B+?=/./*0&)7�,213&)4+5,+.-6.
eDa fY&)AB4+[}.>9:9|.9+l&)9�QJXRe � � �8fhQ\^j&L� 
 7 -?. �pQ�eNa-AA08(B+.-6.{7+(`*?,21+=>A�&-;+.�( 0)*r*?5JAt7+9:&5+P5;08(+*/QP^j.{AO5J9:5J./7D./*\+
9:= 
 _<-6./AB./(B+{4b089�nE;+5:*64}.$-?*?.-.$+�9:./*y*?0E,/9J./*{;+.v9�Mq=>,<087+9J./AB./(B+'a�5:(F,/9:5J(+=I.$+�1 02-?5 `<08(B+P&)9 f~*?0)(L+�,<08(F*/+P5,+P7+=>*;+. 
 -P&)5J(+*`5JAOAA08[+5J9:.>*%-?= 
 7+9:5J_<-?.>AO.>(B+k;+5J*?4w08*?=>*I+.0)7+*k9J./*�e)Q � � d

Q�^�.>* 
 -P&H5:(+*`*?08(B+t9 	),21+=>*t;�MN7+(+.13&)7f+P./7>-k;+.�e � � � ;�Q�^j.O( 08At[>-?.B;+. 
 -?&)5:(F* N
UH&�-?5J.B;F. � � � � � �SeZa � � � � � Q�^�.>*k,21 0E,/*`*?08(B+;+5J*?*?5J43&5+?5Jcb*l.$+{9:.I,$0p. �O,>5:.>(L+�;+.g-?./*\+P5,+P7>+?5608(^./*\+Y5J,/5+�Fxp=��

en = 0.9
Q=^j.>*{4+&�-P&)AB_$+?-?.>*{*67+5JUH&)(B+P*K08(B+

=$+?=/*<7>+?5:9J5:*?=>*>)
g = 9.81 m.s−2 XFAO&)*?*6.DAO0gn)./(+(+.D;F./* 
 -?&)5:(+* m = 160 10−6 kg

XE;+5:&)AO_9+.-6.vAA0 n)./(
;+.>* 
 -P&)5J(+* d = 4 mm

XrAA08AB./(B+k;sMq5J(+.<-\+P5:.OAO0gn)./(
I = 1.024 10−9 kg.m2 X kn = 4000 kg.s−2 X

γn = 0.04 kg.s−1 X γt = 5 kg.s−1 X}43&)*D;�MN5:(B+P= 
 -P&H+P560)( dt = 15. 10−6s
.$+@7+(F.�4b089�nE;+5:*64}.$-?*?5,+P=`;+.

±20%
./(S+P&)5:9J9:.L;+. 
 -P&H5:(�Q�f�.$+/+P.D.hxp4	=<-65:./(F,/.D(R7+AB=<-?5JCR7+.%-P&)4F4}.>9:9:.-9:.>*Y4 -?0)[+9:_>AO.>*Y;+.%-?7F4>+P7 -6.';+.[3&�-/-P& 
 .k.$+@;F.t,<089J9T&)4F*?.k;sMq7+(F.�,<089;08(+(+.`;+. 
 -?&)5:(+*v;3&)(+*'9J./*6CE7F./9:9J./*';F./*�-6=/*?7F9;+2&H+P*'*65:AB5:9T&H56-?.>*308(B+=$+?=308[+*?.$-6U)=/*va��D.<-6* �{./9:9�X � � � 6�� ^j& �6.>7+(+./*6*?.L.$+y&)9�QJX � � � 6�� ^�7+[}.<.9+y&)9]Q�X � � � 68[���^�7+[}.I.9+y&)9]Q�X � � � 6|&��

�Q+P&�-?08(Z.9+ �L5:(+,21sX � � � ����^j&�-?-65:./7Z.9+v&H9]Q�X � � � �8fhQ
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45o

N=1 000 000

N=40 000

g	hMibj �EQJeNa l �p,21+=>A�&^;+.>*-*65:At7+9:&5+P5;08(+* � % CE7F.`( 0)7+*L&gU�08(+*g-?=/&)9:5J*?=/.>*

ii087F*�&KU20)(+*{AB./*67 -?=L;3&)(F*y,>.$+/+P.L*?5:Ak7+9T&5+?5608(k9:./*m;+.>7pxO-P&)4F4b02-\+P*m;�Mq&)*?4	./,9+
α
.9+

β
Q ^�.>*yUH&)9J./7 -6*

CR7+.D( 087F*=08[>+?./( 08(F*Y(+.'*/08(B+<43&)*<&H7+*?*65sc�&)5:[F9:./*yCR7+.',>./9:9J./*{;+. fY&)AB4+[	./9:9	AO&)5:*y,/.>,/5�.>*/+<4 -/08[3&)[F9:.h�
AB./(B+D;+7S&)7 c�&)5,+'CR7+.^9:.k*?0E,/9:.k;+.t*?.>*@*?5:Ak7+9T&5+?5608(F*-.>*/+@9:5J*?*6.)Q�ig08*D*?5JAt7+9:&5+P5;08(+*L*?08(B+@(+=/&)(+AA085:(+*
,K&H43&)[+9J./*@;+.J-?.>4 -?0E;+7+5;-?.�9T&�;+=>,<-/085:*6*P&)(+,>.O;F.

α
ab.$+

β
fD&gU)./,B9:.tU�089:7+AB.�;+.^9]MN=/,$087+9J./AB./(B+Oa�5J,/5l9:.

( 08Ak[ -?.D;+. 
 -?&)5:(+*Pf'abU�0856-Y� 
 7 -?. �pQ�e �8f�Q

g	hMibj �pQJe�� l ��.>*?7 -6./*v(R7+AB=<-65:CR7+.>*L;F./*g-P&)4+4w02-\+P* α = Hmax/Lmax

.$+
β = H/L

.>(�c 08(+,9+P5;08(�;+.
U20)9:7+AB.<;+.<9]Mq&KUH&)9T&)(F,21+.0a�5�Qq.HQ89:.<( 0)At[ -?.<;F. 
 -P&)5J(+* N fl.>(O=>,21+./9J9:.<9J5:(+=/&)56-6.�.$+m*6./AB5�� 960 
 &5-?5;+?1+AB5:CR7+.

^E02-?*6CE7sMq7+(S43&5+?5:(w.>*/+09 	),21F=�;+7W13&)7>+@;�MN7+(+.�4	./(B+?.)X�9T&�UE5,+P./*6*?.^CR7�MN5:9~&Z&),>CR7+5:*6.�./(S[3&)*D;+.�9:&
4	./(B+P.�(F.�;+=/4	./(F;�43&)*t;+.�*P& AO&)*?*6.)Qr%v.�4+9J7+*/XG9T&�;F=/,/=>9:=$-P&5+?5608(�;�Mq7F(�43&5+P5J(�&Kn|&)(B+�7F(+.�UE5;+?./*?*6.
5:(F5;+P5:&)9:.^*67 -�7+(+.�*67 -6c�&),>.�1 02-65 `<0)(L+P&)9:.O./*\+O(>08(�*?.>7+9:.>AO.>(L+^,$08(+*\+2&)(B+P.�&)7�,$087 -6*�;+.�9]Mq&�-?-3e$+�a�5]QN.)Q
5:(F;+=/4	./(+;+&)(B+P.v;F.-9:&@UE5;+?./*6*?.vAA0gn8.>(+(+.v;F.-9�Mq=>,<087+9J./AB./(B+�f~AO&)5:*m.>9:9:.<.>*/+�= 
 &)9J./AB./(B+y5:(+;F=/4	./(+;3&H(L+?.;+.09T&^A�&H*?*?.`;+.09]MN=/,<0)7+9:.>AO.>(L+/QUf�./*';F./7px�4 -/084 -?5J=$+?=/*L*?5:( 
 7+9:5J_<-6./*I*?08(B+Lc�&)7+*6*?./*v;3&)(+*L9:.0,K&)*L;�MN7+(
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=/,$087+9J./AB./(B+ 
 -P&)(R7+9:&)56-6.L;F./(+*6.)Q�cl(�.�-s.9+KXR5:9 .�xF5J*/+?.v7+(+.i-?_ 
 9:.3+.-6_/*y*?5:AB4+9J. )E4+9J7+*{9�Mq=>,<087F9:./AB./(B+y./*\+=/4+&)5:*>X}4+9J7+*v5J9G.>*/+%-?&)4+5J;+.)Q��v5J(+*?5�X	;+&)(+*'9:&O,<0)(F� 
 7 -?&5+P5;08( ;+.k9T&B� 
 7 -?. �pQ�eNaFX	9T&BUE5,+P./*6*?.�AA0gn8./(F(+.
CR7+.w9:.>* 
 -?&)5:(+*U08(B+Z&),/CR7+5J*?.w.>( [+&)*�;+.w9T&�4}.>(L+?.w./*\+Z;�M &H7>+2&)(B+Z4+9J7+*�5JAO4w02-/+P&)(B+P.�CE7sMq5J9:*�*/08(B+
( 08Ak[ -?.>7px}Q m 087>-09J.t4 -/087FU8.$-@( 087+*@&KU20)(+*@AO.>*?7 -6=�9T&�UH&)9:.>7 -'AO&�xp5:AO&)9:.0;+.�9:&�Up5,+P.>*?*?.^AA0gn8./(F(+.
43&�- 
 -P&H5:( 〈v〉max

&5+/+P./5J(B+P.v9;02-?*y;+.'9�Mq=>,<087F9:./AB./(B+/Q�f�.9+?+P. 
 -P&)(F;+./7 -{; 08(+(F.'7+(+.'5J;+=/.-;+.'9:&0UE5;+?./*?*6.CR7+.B9:./* 
 -?&)5:(F*%08(B+k&H,/CR7+5:*6.O9;02-?*6CR7�Mq5J9:*D&H+?+P.>5 
 (F./(B+09:.�[3&)*0;+.^9T&�4	./(B+P.HQzii087+*`&KU208(F* -6./4 -6=/*?.>(B+P=*?7>-<9T&0� 
 7 -?. �EQJe � 〈v〉max

./(�c 08(F,$+P5;08(�;+7�U�089:7FAO.g+.0�+P&)9s;+.v9]Mq&gUH&)9:&)(+,21+.HQ 0'(�U20)5;+YCR7+.D9:&`UE5;+?./*?*6.
AA0 n)./(+(F.k;+.>* 
 -?&)5:(F*L.>*/+v;�M &H7>+2&)(B+L4+9J7+*-5JAO4w02-\+2&)(B+P.DCR7+.`9]MN=/,$087+9:.>AO.>(B+-.>*/+LU2089J7+AB5:(+.>7px}X3,/.0CE7F5,<0)(F�(-?AB.�CR7+.<9J./*G=/,<0)7+9:.>AO.>(L+?*~=/4+&)5:*G*?.<4 -/0843& 
 .>(B+~4+9J7+*rUE5;+?.)Q�f�./4	./(+;3&H(L+m9:&LUE5;+?./*6*?.<(�Mq&)7 
 AB./(B+?.43&)*y*?4	./,9+2&),>7+9T&H56-?.>AO.>(B+Y&KU8.>,'9:.<U�089:7+AB.)Q=cl(B+.-6.

N �
6 � � � � .$+ N �

e a � � � � � X 〈v〉max

43&)*?*6.';+. �
m/s

�te � Q76 m/s
XH*?085,+~7+(+.I&H7 
 AB./(B+2&5+?5608(k;+. ' ��� Q ^�.YAO&�xp5:At7FA ;sMq=>(+.<- 
 5:.<,>5:(+=9+P5:CR7+.�AO0gn8.>(+(+.

&)7 
 AO.>(L+?.�&)5J(+*?5z;+.t4 -6_/*D;+. � ��� Q 0�-/X},<08ABAB. 08(w9J.`U�085;+v*?7 -'9:&O� 
 7>-?. �pQ�e �FX Lmax

&)7 
 AB./(B+?.;+.L4 -?_>*{;F.>' � ��� Q=^lM &H7 
 AB./(B+2&5+?5608(�;F.-9:&DUE5,+P./*6*?.v&gU)./,L9:.<U20)9:7+AB.I;+.I9]Mq&gUH&)9:&)(+,21+.I(+.I*67 �J+Y; 08(F,43&)*���.hxp4+9J5:CR7+.$-L9J./*YUH&)9J./7 -6*L5JAO4w02-\+2&)(B+P.>*Y;+.
Lmax

Q
�p5 
 (3&)960)(+*�5:,>5<CE7F. ;3&)(F*O( 0)*O*65:At7+9:&5+P5;08(+*>Xr9:.Z,>./(B+.-6.�;+. 
 -?&gUE5,+P=Z5:(+5,+P5:&)9�.>*/+O;�M &H7>+2&)(B+O4+9:7F*13&)7f+@CE7F.O9J.�( 08At[ -6.�;+. 
 -P&H5:(+*'.>*/+ 
 -?&)(+;�Q �-5:(+*65]Xs4w087 - N = 45000

Xs9J.�,/./(B+?-?.^;+. 
 -P&KUE5;+?=�./*\+*?5,+P7+= �O7F(+.`1+&)7>+P.>7 -v;F.Oe �EQ �
m
&)960�-?*<CR7+.k4w087 -

N = 1600000
X35:9�./*\+'*65;+P7F= �Ze �

m
QU^lMN=/(+.$- 
 5J.4w0�+P.>(L+?5:.>9:9:.`&)7 
 AO.>(L+?.k; 0)(+,�&KU8.>, N

Q f�./4	;+./(F;3&)(B+KX�,>.$+/+P.�&)7 
 AO.>(B+2&5+?5608(�./*/+vc�&)5:[+9J.@.$+D(+.k4}.>7>+43&)*I.�xF4F9:5:CR7+.$-I9]Mq&)7 
 AB./(B+2&H+P560)(�;�MN=/(+.$- 
 5J.D,/5:(F=$+P5JCR7+.0&),/CR7+5J*?.@./(�[3&)*I;+.@9T&t4	./(B+?.)Q

g	hMibj �pQJe � l � &�xp5:Ak7+A ;+.^9T&�UE5;+?./*6*?.�AA0gn8.>(+(+.B43&�- 
 -P&H5:( 〈v〉max

./(Sc 08(+,$+?5608(W;+7SU2089J7+AB.�;+.
9]Mq&KUH&)9T&)(F,21+.

N

%'&)(+*-9:.>*L=>,<087F9:./AB./(B+?* 
 -?&)(R7+9T&)5;-?.>*<;+./(+*6./*>Xs9T&^4	.<-/+?.`;sMq=>(+.<- 
 5:.0,/5J(+=$+?5:CR7+.@43&�-L7+(+5,+P=@;+.09608(p�
 7+.>7 -@(�MN./*/+`43&)*�� 	 � " � � "-,$08(+*/+P&)(B+P.HQ�cl9J9:.�(+.B;+.>UQ-?&)5;+043&)*@( 0)(�4+9J7+* e$+?-?.B5:(+;+=>4}.>(+;3&)(B+?.O;+.^9:&AO&)*?*6.�;+.Y9�Mq=>,<087F9:./AB./(B+/Q)ig087+*~&KU�08(+*R+.-?&),/={*?7 -r9T&L� 
 7 -?. �pQJe��-9T&L;+5:*\+2&)(F,/.Y1 0�-?5 `$08(B+2&)9J.m43&�-?,$087 -67+.43&�-{9]MN=/,$087+9:.>AO.>(B+
Lmax

.>(�c 08(+,9+P5;08(�;+7�( 08At[ -6.v;+. 
 -P&H5:(+*>QTcl(B+.-6. N = 45000
.9+

N = 16000009T&@;+5J*/+2&H(+,/.-&)7 
 AB./(B+?.-;+. ' � ��� &)960�-?*lCR7+.v9�Mq=>(+.<- 
 5:.I(�Mq&k&H7 
 AB./(B+P=LCR7+.v;+.�� ��� QTf�.>,/5}&)4+4w02-/+?.
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9T&D4 -6./7FU).'CR7+.L;3&)(+*y9:.I,K&H*{;+.>*�=>,<087+9J./AB./(B+P* 
 -?&)(R7+9T&)5;-?.>*/X|9T&D4	.<-\+P.L;�Mq=>(+.<- 
 5:.L(�MN./*\+�43&H*{5J(+;+=/4	./(E�;3&)(B+?.L;F.L9:&'A�&H*?*?.I;+.I9�Mq=>,<087+9J./AB./(B+ )|.>9:9:.�;+5:AB5:(R7+.<&KU)./,L9T&'AO&)*?*6.L;F.<9]MN=/,<0)7+9:.>AO.>(L+/Q cl(O;sM &)7f+.-?.>*
+P.$-?AB./*>X �^7F(+.DUp5,+P.>*?*?.0; 08(F(+=/.HX	4F9:7+*<5J9snZ&�;+./* 
 -?&)5:(F*/X+4+9J7+*I9T&t;+5J*/+P&)(+,/.@;�Mq&�-/- e$+L.>*/+ 
 -P&H(+;+.)Q

g	hMibj �pQ�e � l %v5:*\+2&)(+,>.�A�& xF5JA�&H9:.�43&),$087 -67+. Lmax

./(\c 08(F,$+P5;08(V;F7\U2089J7+AO.O;+.�9�M &KUH&)9T&H(+,21+.B./(
=/,21F./9:9J.@9:5:(F=K&)5;-?.v.9+L*?./AB5�� 960 
 &�-?5,+P1+AB5:CR7+.

cl(�,<08(+,>9:7+*65608(sXH( 0)*~*?5JAt7+9T&H+P560)(+*j5:(+;+5JCR7+./(B+lCR7+.Y9�Mq.�-s.9+~U20)9:7+AB=$+?-?5:CR7+.{4}.>7>+ e9+.-6.Y.hxp4+9J5:CR7+=Y43&5-
;+.>*�5:;F=/./*{*?5JAO4+9J./*>QR%'&)(+*{9:./*y*?5JAt7+9:&5+P5;08(+*~;+.-9 	),21F.<-y;�Mq7F(+.vAO&)*?*6.)XE( 087+*y(�Mq&KU208(+* �?&)A�&H5:*s08[+*6.<-uU8=
;+. -6= 
 5JAO.�*?7F4+4b0�-/+P=HQ �'7+.>9:CR7+./*�*?085J./(B+�9J./*�,$08(+;+5,+P5;08(+*B;+. 9T&S*?5JAt7+9T&H+P560)(�Xl9]MN=/,$087+9:.>AO.>(B+U-6./*/+?.
;+.>(+*?.HQ 5o9<(�MN./*\+�;>08(+,�43&)*^(+=/,>./*6*P&)5;-?. ;sMq=hU20ECE7F.<-�;F./*BAO=>,K&)(+5J*?AB./*^,<0)AO4+9J.hxp./*^4w087 -^.hxp4+9J5:CR7+.$-
9]MN.�-}.$+<U�089:7FAO=9+.-?5JCR7+.)Q

� 1 � 1�� � 6 ; ?  ;T;=6 ;��
��9:&tUp7F.`;+.0( 08*g-?=>*?7+9,+2&5+?*/X(08(�4	./7>+-*?.04b0)*?.<-L9T&�CR7+.>*/+P5;08( ;F.0*?&KU2085;--*65z9J./*3-P&H4+4b0�-/+P*

α
.$+

β,<0)(+*/+?5;+P7F./(B+y;+./*mAB./*?7>-?./*m4	.<-\+P5:(F./(B+P.>*y;+&)(+*l9]MN=$+?7+;+.<;+.>*m=/,<0)7+9:.>AO.>(L+?* 
 -P&)(R7+9:&)56-6./*>Q f�./*h-?&)4+4w02-/+?*CR73&)(B+P5��3./(B+@9:&O;+5J*?*?5J43&5+?5608( &)7w*?.>5:(w;+.t9�Mq=>,<087F9:./AB./(B+DAO&)5J*-= 
 &)9:.>AO.>(B+'9]MN=$+P&)9:.>AO.>(B+';+.t9:&�AO&)*?*6.*?7>-{9:&@*67 -6c�&H,/.L1 02-?5 `<08(B+P&)9:.HQ��v5J(+*?5�X208(O4}.>7>+y*?.L;+./AO&)(+;+.$-m*/MN5:93./*\+ �67F;+5:,>5:./7Ex^;�Mq&)*?*65:AB5:9:.$-r,>./*e+P&)7px
;+.-;+5:*6*?5:4+&5+P5;08( �`;+./*{,<0E. �B,/5J./(B+P*Y;F.vc -?0�+/+P.>AO.>(L+{.�-}./,9+P5�cb*/Qpi-.-c�&H7+; -P&H5;+6� 5:9+4+&)*�4+9J7>+��5+�,21+.$-?,21+.$-��
AB./*?7>-?.<-�7+(+.'UE5:*6,<08*65;+P= � 5oAO& 
 5J( 08(+*y7+(+.D.�xF4	=<-65:.>(+,/.D*65:AB5:9T&H56-?.��`,/./9J9:.-;+.D9T&@� 
 7 -6.��pQ�eNaM-?=/&)9:5J*?=/.&KU8.>,<;+.Y9]MN.K&H7�XH4+&�-~.hxp.>AO4+9J.�9:&p-?7+4f+P7 -6.Y;�MN7+(�[3&�-/-P& 
 .HQ10'(�,$08( �<0)5;+l&H5:*?=>AO.>(B+~CR7+.<4+9J7+*r9J.�[3&�-/-P& 
 ../*\+�U2089J7+AB5:(+.>7px}XG4+9J7+*k9�Mq./&)7�*?.�4 -?084+& 
 .<-?& *?7 -k7+(+.�960)( 
 7+.O;+5:*\+2&)(+,>.)Q 0D(�,21F.<-?,21F.<-P&H5;+^&)9;02-?* �AB./*?7>-?.<-I9:&kUp5J*?,$08*?5,+P=D;+7 �37+5J;+.D.$+L( 08(Z43&H*L7F(�,$0p. �O,>5:.>(L+L;+.Dc -/0�+?+?./AB./(B+ICR7+5�(�Mq&)7 -P&H5;+<CR7+.04}.>7
;+.-*?5 
 (+5J�3,/&5+P5;08(�4+1|nE*?5JCE7F.)Q �E5}9�Mq.�-s.9+yU�089:7FAO=9+.-?5JCR7+.-*6.v4 -/08960)( 
 .)X|,HMq.>*/+u� ��� ;+56-6.L*65}9�Mm0)(O08[f+P5:.>(B+�;+.>*
UH&)9:.>7 -?*g+.-6_/*'c�&)5J[+9:.>*-;+.

α
.$+

β
4w087 --;+./*D=>,<087F9:./AB./(B+?*p+.-6_/*vU�089:7+AB5:(F./7px}X	5:9jc�&)7+; -?&�*?.t4w08*6.<-'9:&

CR7+./*\+P5;08(�;+.L9T&@4	.<-/+?5:(+.>(+,/.L;+.>* 
 -?&)(+;+.>7 -?* α .$+ β
Q�5o93c�&)7F; -P&)5,+y&)960�-?*h-?.>AO.9+?+.-6.-.>(�CR7+.>*/+P5;08(�9�Mq5J;+=/.

A e/AB.L;sM &KUH&)9T&H(+,21+./* �`9;08( 
 7F.L4w02-\+P=/.L4+7+5J*?CR7+.-,/./9J9:.>*u�o,>53*?08(B+{;+=>�+(+5:.>* �@43&�-/+?56-m;+.>*yUH&)9J./7 -6*{;+. α
Q
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^�./*z&KUH&)9T&)(F,21+./*�;+5,+P.>* �Y9;08( 
 7F.l4b02-\+P=>.l4b087>-?-P&H5:./(B+j&H5:(+*658(�M e$+.-6.mCE7F.y;F./*z&KU)&H9T&)(+,21F./*�U2089J7+AB5:(+.>7+*?.>*-?= 
 5;+I4+&�-<9:.>*<96085J*Y,/9:&)*?*65:CR7+./*I;+.>*-=>,<087F9:./AB./(B+?*L;F./(+*6./*/Q
f�.$+/+P.';+5J*?,>7+*?*65608(�.>*/+�[+5:.>(�* � -{*?4	=/,>7+9T&5+?5JU).v.$+�;+.>UQ-?&)5;+	e$+?-?.v=9+2&Kn8=>.D43&�-y;+.v(>087FU8.>9:9J./*�*65:At7F9T&��

+P5;08(+*>Q15o9+*?.$-P&)5,+m4 -?5JAO0�-?;+5:&)9R;+.I*?5:Ak7+9:.$-r;+.>*y*unE*/+P_>AO.>*K+?-?_>*mU�089:7FAO5J(+./7pxk4w087 -l./*64}=$-?.$-e08[f+P./(F56-~;+.>*
UH&)9:.>7 -?*Lc�&)5:[F9:./*-;+.

α
.$+

β
Q f�./4	./(+;3&H(L+/X�4b0)7 -v;+.>*�-P&H5:*?0)(+*';+.I+?./AB4+*'.9+D;+.t,/&)43&),>5;+P=`;+.t,/&)9:,>7+9]X

( 087F*L(sM &KU20)(+*-4+&)*I4+7�AB./(F.<-��`+P.<-6AO.D,>.@4 -?0 �6.9+KQ
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�v7�,<087>-?*I;+.@,/.�+?-P&KUH&)5:9�(>087+*I&KU208(F*-=9+P7+;+5J=D9:.>*<=/,<0)7+9:.>AO.>(L+?* 
 -P&KUE5;+P&)56-6./*Y;+.@AO&5+P=$-?5:&)7px 
 -P&��(R7+9T&H56-?.>*/Q f�.$+?+?.^=$+P7F;+.^&�=$+P=�AB./(F=/. ��9T&�c 0)5:*v.�xp4}=$-?5:AB./(B+P&)9:.>AO.>(L+^a�43&�-DAB=$+?1 0E;+.t;+.�*67+5JUE5~;+.>*
43&�-\+P5J,/7+9J./*Y.9+<;+./(F*?5:AB=$+?-?5J.h�

γ
fm.$+I(R7+AB=<-65:CR7+./AB./(B+0ab43&�-Y*65:At7F9T&5+?5608(O;+.D*?4+1F_<-?.>*IAO089J9:.>*{.>(�;pnp(+&��

AB5:CR7+.DAA089:=>,/7+9:&)56-6.gfhQ
ii087F*I&gU�08(+*=+?087>+Y;sM &)[w02-6;�4 -?=>*?./(B+?=0;F./*=-6=/*?7F9;+2&H+P*=08[f+P./(R7+*<;+&)(+*<7+(�*unp*\+P_>AO. � %`Q�^j&t*/+?-?7+,��

+P7>-?.t5J(L+?.<-6(+.t;+7wc -?0)(L+v;+.�4 -/0843& 
 &H+P560)(�a�9;02-?*6CR7+.t;+.>* 
 -P&)5J(+*v*/08(B+@9 	),21F=/*';3&H(+*D7+(w,K&H(3&)9 fL&�=$+?=.hxF&)AB5:(F=/.)Q ig087+*L&KU208(F*-&H5:(+*65�AO08(B+?-?=DCR7+.09:.'c -?0)(L+I*6.`,$08AB4b08*6.D;�MN7+(�U�02-/+?.hx�*65:AB4+9:.'.9+LCE7F.`*/08(
AA087FU8.>AO.>(B+{.>*/+�&)(3&)9;0 
 7+. �0,>./9:7F5+;�MN7+(+.L,21+./(+5J9:9J.<;+."+.-P&H,$+P.>7 -/Qd^�.>*{4 -/0)�39J*l;+.<Up5,+P.>*?*?.L.$+y;+.I,$08A^�43&),>5;+?=I08(B+D= 
 &)9:.>AO.>(B+'=$+?=tAB./*?7>-?=/*>Q ^j&�960)5z4>-?084w08*?=>.t43&�- �Y& 
 ( 0)9:; 4w087 --9:.>*'4 -?0H�39:*-;+.kUE5;+?./*?*6.;+=>,<-?5,+ +?-?_>*k�3;+_>9:./AB./(B+`( 08*`AO.>*?7 -6./*t.�xF4	=<-65:AB./(B+2&H9:./*>Q*^mMN5:(��37+./(F,/.�;+.O9T&[-?7 
 08*?5,+P=B;+7Vc 08(+;V;+7,K&H(3&)9�;�MN=/,$087+9J./AB./(B+-&^=9+P=@[ -65:_>U)./AB./(B+L;+5:*6,/7>+?=/.HQ ii087+*L&KU20)(+*-=9+P7+;F5:=D9:.D4F1+=/( 0)AO_>(+.@;+.@,<-?5J*/+P&)9��
9:5J*P&5+?5608( &)7W*?./5J(W;�Mq7F(�=>,<087+9J./AB./(B+@AA08( 0E;+5:*64}.$-?*?.�;F. 
 -P&)5J(+*D.$+@AA08(B+.-6=�CR7�Mq5J9~.hxp5J*/+P.^;+.>* `<08(+.>*
;�MZ02-?;>-?.kA e/AB.0;3&)(+*-7+( AB5:9:5J./7�,>5:*P&H5:9:9J=)QDcl(F�+(�Xs( 0)7+*'&KU20)(+*';+=>,<-?5,+v7F( -?= 
 5:AB.@;3&)(+*-9:./CR7+.>9G7F(+.
`<0)(+.@*/+2&H+P5:CR7+.@*6.@c 0�-?AB. �^9:&t[3&)*6.`;+.@9�Mq=>,<087+9J./AB./(B+KQ
^�./*y4 -?084>-?5:=9+P=>*y;F.L,>.i-6= 
 5JAO.0abCR7+.I( 087+*{&KU208(+*y( 08ABAB=<./AB4+5:9J./AB./(B+ �D*/+P&)[+5:9J5;+?=Y;FnE(3&)AB5:CR7+.Kf*?0)(L+@=9+P7+;F5:=/.>*D;3&)(+*D9J.t,K&H*�'8%�&)7+*6*?5~[+5J./(w.�xF4	=<-65:AB./(B+2&H9:./AB./(B+DCR7+.�(R7+AB=<-65:CR7+.>AO.>(L+/Q�%'&)(F*D7+(

4 -6./AB5:.<-O+P./AB4+*>XY( 087+*Z&KU�08(+*Z.hxp4w08*?=w9J./* 08[+*6.<-uU)&H+P560)(+*�.hxp4	=<-65:AB./(B+2&)9J./*�.9+Z./( 43&�-\+P5:,>7+9:5J.<-B9:.>*
UH&�-?5:&5+P5;08(+*t;F.�9�M &)( 
 9:.�;�MN5:(F,/9:5J(3&)5J*?08(�;+.�9T&w*67 -6c�&),>.�9J5:[ -6.Z&KU8./,�9:.Z;+=>[+5;+B;+.�9]MN=/,$087+9:.>AO.>(B+KQmii0)*.hxp4	=<-65:./(F,/./*K08(B+mAB5:*r.>(O=hUE5:;+.>(+,/.I9:.8-!�89J.YA�& �6./7 -l;+7�c -/0�+?+?./AB./(B+m&)7px�43&�-?0)5:*~;3&H(+*l9:.>*l4 -?084>-?5:=9+P=>*
;+.>*�./AB4+5:9J./AB./(B+P* � */+2&H[+5:9J5;+P=B;FnE(3&)AB5:CR7+.HQ �-(�AA0E;+_/9J.�*?5JAO4F9:.�& =9+P=�4>-?084w08*?=�.9+�4 -6=/*?.>(B+P.�7+(
[w08(Z&),/,$02-?;Z&KU)./,@9:.>*Y; 08(+(F=/./*I.�xF4	=<-65:AB./(B+2&H9:./*�.$+<(R7+AB=<-65:CR7+./*>Q3%v.>7px +onE4}.>*<;+.D*?5JAt7+9:&5+P5;08(+*K08(B+
./(F*?7+5,+P. =9+P= ;F=/,<-65;+?*/Q{%'&)(+*�7F(#,K&)*>X{9J. *unp*\+P_>AO. .>*/+U087FU8.$-/+�.9+S-6./4 -/0p;+7F5;+O7+(#,K&H(3&)9-&gU)./, 7F(+.
&)9J5:AB./(B+2&5+?5608(Z.9+D7+(+.t*/02-/+?5:.HQs%'&H(+*'9]Mq&)7>+?-?.0,K&)*>Xs9:&�,/.>9:9:7F9:.@;�MN=/,<0)7+9:.>AO.>(L+'./*/+'4}=$-?560E;+5JCE7F.�ab,)MN./*/+u�
��� ;+56-6.`5J(F�3(+5JAO.>(L+-;+7+4F9:5:CR7+=>.gf�Xs,/.kCE7F5 -?.>4 -?0E;+7+5,+v7F(w=/,<0)7+9:.>AO.>(L+'5:(F�3(F5:AB./(B+v9;08( 
 Q	ig087+*D&KU20)(+*AA08(B+.-?=-CR7+.D9:.>*�;+.>7px�*65:At7+9:&5+P5;08(+*m*?0)(L+Y=/CR7+5JUH&)9J./(B+P.>*Y.$+YCE7sMq.>9:9:.>*=-?.>4 -?0E;+7+5J*?.>(L+Y9:./*e08[+*6.<-6UH&5+?5608(F*
.hxp4	=<-65:AB./(B+2&)9J./*>Q<cl(F�3(�Xj9T&�,$-?085J*?*?&)(+,/.^;+.>*`.>AO4F5:9:.>AO.>(B+P* ��*/+P&)[+5J9:5;+?=t;FnE(3&)AB5:CR7+.^&�=9+P=B=$+P7F;+5:=>.
./(�;F=$+2&H5:9:*>QTf�.%-?= 
 5:AB.g+?-P&)(+*65;+?0856-6.L4	.<-6AO.9+<;+.'AB5:.>7pxB,<0)AO4 -6./(+;>-?.'9J./*YAB=/,/&)(+5:*6AO.>*�;�MN=<-/08*?5;08(�.9+;�Mq&),/,$-?=9+P560)(\CR7+5808(B+k9:5:.>7�9;02-?*6CR7�Mq7F(�A�&5+?=<-65T&)7 
 -P&H(E7F9T&)5;-?.^*/MN=/,$087+9:.�*?7 -`7+(�*?7+[F*/+.-?&5+t;F.�A�e>AO.(3&5+?7 -?.HQ �L(�AO0E;+_>9:.3+P1+=$02-?5JCE7F.v5:(F*?4+5;-?=L;+7�AO0E;+_>9:. �bf�_ c!&k=9+P='4>-?=/*6./(B+P=HQD^�.v[w08(�&),>,<02-6;�;+.v,>.
AA0p;+_>9:.k&gU)./,�9J./*'AB./*67 -?.>*D.hxp4}=$-?5JAO.>(L+P&)9:.>*v.9+D(R7+AO=$-?5JCE7F./*D4	.<-?AB.$+';+.tAB./*?7>-?.<-v;+56-6./,$+?./AB./(B+@9:.
+2&H7px�;�Mq=>,213&)( 
 .�./(B+.-6.t9:.>*v4w084+7+9:&5+P5;08(+*IAO0)[+5:9J./*I.$+v*/+2&H+P5:CR7+.>*/Q cm(p�3(�Xs(>087+*'&KU�08(+*D.hxF&)AB5:(F=`;+.>*
08(+;F./*�;F.-*67 -6c�&),>.-CR7+5	*?.L4 -/0843& 
 .>(B+ �0,<08(B+.-6.h� ,<087 -?&)(B+�.9+�9J./7 -m9J5:./(O&KU8.>,v9:.IAA0p;F_/9:. ��f�_ c�.$+{*?.>*
UH&�-?5:&)(B+P.>*I&B=9+P=@;+5:*6,/7>+?=)Q
^�./*Y4 -/084 -65:=$+?=/*{;+./*{=/,<0)7+9:.>AO.>(L+?*Y,<0)(F�3(+=>*=08(B+Y.>(+*?7+5,+P.-=$+P=v=$+P7F;+5:=>./*/XE4 -65:(+,>5:43&)9J./AB./(B+y43&�-{*?5��
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At7+9:&5+P5;08(@(R7+AO=$-?5JCE7F.)QB^�./*r4>-?0)�39J*G;F.{UE5;+?./*?*6.)XH,<08AB43&),>5;+P=HXg( 08At[>-?.yAO0gn8.>(t;+.{,<08(B+2&H,$+P*>XH+?./AB4}=$-P&��
+P7>-?.)XHUp5,+P.>*?*?.I;+."-/0�+2&H+P560)(t.$+m,$08(B+.-P&H5:(B+P.>*l( 02-?AO&)9J./*r.9+s+2&)( 
 ./(B+P5J./9J9:./*�'9T&v43&5-?085J*R08(B+m=$+?=<,K&)9J,/7+9J=/*/Q
^j&`*65:At7+9:&5+P5;08(�(R7+AB=<-?5JCR7+.v4	.<-6AO.9+�;+.-;+=$+?.<-6AO5J(+.<-y,213&),>7+(+.';+.-,/.>* 
 -?&)(+;+.>7 -?* �`(�MN5:AB4b0�-/+P.ICR7+.>9./(F; -?085,+D;+7W,K&H(3&)9]Q ^�./*@*?5JAt7+9T&H+P560)(+*-4	.<-6AO.9+?+?./(B+@= 
 &H9:./AB./(B+D;F.tc�&)56-6.kUH&�-?5J.<-';+.M+?-?_>*D( 08At[ -6./7px43&�-?&)AB_$+.-6./*>Xy,>.�CR7+5I.>*/+A+.-?_>*O;F5
�B,/5J9:./AB./(B+J-6=K&)9J5:*P&H[+9:.�.�xF4	=<-65:AB./(B+2&H9:./AB./(B+/Qmii087+*O&KU208(F*�&)5J(+*?5
c�&)5,+DU)&5-?5:.$-@9:.B,�2 �B,/5:.>(B+k;+.O-?.>*/+P5,+P7>+?5608(W;+.>*k,$089:9J5:*?5;08(+*D.9+kAA08(B+.-6=BCR7+.O*P&ZU)&H9:./7>-05JAO4w02-\+P.^4}.>7
4w087 -<9:.>*Y=/,$087+9J./AB./(B+P*I;+.>(+*?.>*LAO&)5J*YCR7�Mq.>9:9J.'AO0E;+5��3.'9:.>*Y4 -/084 -?5J=$+?=/*<;�MN7+(�=/,<0)7+9:.>AO.>(L+Y;+5:9J7+=)Q�^j.>*
,K&H*-43&5-/+P5J,/7+9J5:.$-?*Y;�MN7+(�c 08(+;�9:5:*6*?.@.$+L;�MN7+(+.0*?5JAt7+9:&5+P5;08(�;3&)(F*-9:&)CR7+./9J9:.'9:&J-/0�+2&H+P560)(�;F./* 
 -P&)5J(+*<./*\+[+9;0pCR7+=>.`08(B+@=$+P=�=9+P7+;F5:=/*>Q<cl(F�3(�X�(>087+*@&KU208(F*n-6=K&)9J5:*6=k;+.>*0*65:At7F9T&5+?5608(+*L./(S5:AB4w08*P&)(B+v7+(wc -?0�+/+P.h�
AB./(B+t(R7+9�&)7pxV43&�-?0)5:*k9:&5+P=$-P&)9J./*>Q�^�.>*t4 -?0)4 -?5J=$+P=>*t;+.>*t=/,$087+9:.>AO.>(B+P*Zab( 0�+2&HAOAB./(B+`9:./*`4 -?0H�39:*`;+.
UE5;+?./*?*6.`.9+v;F.`,$08AO4+&),/5,+P=gf�*/08(B+'&H9602-6*<*?5:AB5:9:&)56-6./* �B,>./7px�08[f+P./(R7+*-*P&)(F*-43&5-?085J*/X+.9+v,>./,/5jAO&)9 
 -?=D9:.,<0)(F�3(+.>AO.>(L+/Q<f�.>*%-?=/*67+9;+P&5+P*-( 087+*p08(B+D&)AB./(+=>* ��4 -/084w08*?.$-v7+(w( 0)At[ -?.`*P&)(F*';+5:AB./(F*?560)(�UE5:*?&)(B+
��CR73&)(B+P5��3.<-I9]MN5:(��37+./(F,/.@;+7Zc -?0�+/+P./AB./(B+L&)7ExZ43&�-/085:*Y9:&5+P=$-P&)9J./*>Q
cl(F�3(�XG;+./*t*65:At7F9T&5+?5608(+*@(R7+AB=<-65:CR7+./* � % 08(B+t=9+P=O-?=K&H9:5:*6=/.>*k4w087 -k;F./*t=>,<087+9J./AB./(B+P* -P&)4F5:;+.>*

*?7>-�c 08(+; -67 
 7+.>7px}Q<ii087F*�&KU208(+*�AA08(B+.-6= CR7�MN5:9-4}.>7>+�.hxp5J*/+P.$-��V9:&V[3&)*6. ;+. 9�Mq=>,<087+9J./AB./(B+�7F(+.
,<0)7+,21+.w,/5J*P&)5J9:9J=/.)Xl;F5:9:7F=/. .9+Z& 
 5,+P=>.�CR7+5'*67+4+4w02-/+?. 7+( =>,<087+9J./AB./(B+�.>( [+960E, ;F./(+*6.)Q�f�. -6= 
 5JAO.;�MN=/,$087+9:.>AO.>(B+�.>*/+�(>08AOAB=[-?= 
 5:AB.Z*?7+4+4w02-\+P=)Q	^ ��.>(+,<02-6.)Xy( 087+*O&KU208(F*S-?=/&)9:5J*?=Z;+./7Ex +onE4	./*O;+.
*?5JAt7+9:&5+P5;08(+* )�7F(+.^*?5:Ak7+9T&5+?5608( 087FU8.$-/+?.O.9+`7F(+.^*?5:Ak7+9T&5+?5608( 4}=$-?560E;+5JCE7F.)Q<^�./*@4 -/0)�39J*0;F.^UE5,+P./*6*?.HX
,<0)AO43&H,/5;+?=v.9+=+P.>AO4	=<-?&5+P7 -6.�08(B+<=9+P=D,K&H9:,/7F9:=/*{.$+308(B+<4	.<-6AO5J*�;+.v;+=>�3(F56-Y9�Mq=>43&)5:*6*?.>7 -Y;+.D9:&k,<087F,21+.
[3&)*?&)9:.k;+5:9J7+=/.t.9+0& 
 5,+P=/.HQ<^j&�;FnE(3&)AB5:CR7+.�;�Mq&�-/- e$+@;F./*D=/,$087+9J./AB./(B+P*@;3&)(F*D9:.M-6= 
 5JAO.t*67+4+4w02-/+?=^&=$+?=D=$+?7+;+5:=>.'.$+Y( 087+*I&KU20)(+*<AO0)(L+?-?=-CE7F.D,/.%-?= 
 5:AB.L(+.D*?.>At[+9:.v43&)*Y,$08(+;+7+5;-?. �t7F(+.'9:7F[ -?5��3,K&5+?5608(;+.>*O=>,<087+9J./AB./(B+P*>Q f�.�-6= 
 5JAO.�(F.�*6./At[F9:.Z43&)*^4w087FU20)56-^.hxp4+9J5:CR7+.<-^9�M &)4F43&�-?.>(B+P.Z;+5:AB5:(R7>+?5608(V;+7c -?05+?+P.>AO.>(B+O;F./*�&KUH&)9:&)(+,21+.>* �S9608( 
 7+.�4w02-/+?=/.)Qy%v.>*U08[F*?.<-uUH&5+P5;08(+* 
 =<0)960 
 5JCR7+./*^AA08(B+.-?.>(B+OCR7�MN5:9
.hxp5J*/+P.L7+(+.-,<02-/-?=>9T&5+?5608(�.>(L+?-?.-9:.<U2089J7+AB.L;F./*Y&KUH&)9:&)(+,21+.>*{.9+�9:&@;F5:*/+P&)(+,>.-CR7�MN./9J9:./*K08(B+{43&�-?,$087 -67+. )
4+9J7+*O9�M &KUH&)9:&)(+,21+.�.>*/+�U�089:7FAO5J(+./7+*6.)Xl4+9J7+*B./9:9J.�*?.�4 -?084+& 
 .Z96085J(�Qlig08*O*65:At7F9T&5+?5608(+*k(E7FAO=$-?5:CR7+.>*-?.>4 -?0E;+7+5J*?.>(L+y,>.$+y.�-}.$+mU20)9:7+AB=$+?-?5:CR7+.�4b087>-l;+./*y=/,$087+9:.>AO.>(B+P*m;+. 
 -P&H(E7F9T&)5;-?./*r*?./,>*{.9+m;+./(F*?./*>Q�f�.>*-?=>*?7+9,+2&5+?*O5J(+;+5JCE7F./(B+BCE7sMq5J9L(sMq.>*/+O43&)*B(+=/,>./*?*?&)56-6. ;�MN=>U�0pCR7+.$-�;+.>*OAB=/,/&)(+5:*6AO.>*^,<08AB4+9:.�xp./*B4b087>-
,<0)AO4 -6./(+;>-?.@9]MN.�-}.$+<U�089:7+AB=$+?-?5JCE7F.)Q

F

f�.`+.-P&KUH&)5J9 087FUQ-6.B;F.B(>08At[ -6./7+*6./*04}.$-?*?4	./,9+P5�U8./*>Q*cm(W,>.BCR7+5l,$08(+,>.<-?(F.O9J./*D=/,$087+9J./AB./(B+P* � %kX
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Understanding the dynamics of segregation bands

of simulated granular material in a rotating drum
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PACS. 45.70.Mg – Granular flow: mixing, segregation and stratification.
PACS. 83.10.Mj – Molecular dynamics in rheology.

Abstract. – Axial segregation of a binary mixture of grains in a rotating drum is studied
using Molecular Dynamics (MD) simulations. A force scheme leading to a constant restitution
coefficient is used and shows that axial segregation is possible between two species of grains
made of identical material differing by size. Oscillatory motion of bands is investigated and the
influence of the frictional properties elucidated. The mechanism of bands merging is explained
using direct imaging of individual grains.

Introduction. – Among the many puzzling phenomena exhibited by granular media, axial
segregation [1] aka. banding is one of the least understood. Due to the fundamental interest
as well as the numerous industrial applications [2], a great deal of both experimental [3–7] and
theoretical [7–10] work has been devoted to the topic, but full understanding is still lacking.
Molecular Dynamics simulation provides new insights in the understanding of the phenomenon
since it allows one to vary all parameters and measure any physical property. The only large
scale numerical study of axial segregation [11] reports remarkable results but interactions
between grains are derived from the Lennard-Jones potential, which is not well-suited for
granular material. Our simulation uses a modified spring-dashpot force scheme leading to a
restitution coefficient independent of the species of grains colliding. Here we show that axial
segregation is possible between two species of grains made of identical material differing by
size. We observe that a difference in the frictional properties of the two species of grain is
not necessary to the onset of banding but does triggers oscillatory instabilities. Finally, the
mechanism of bands merging is elucidated using direct imaging of individual grains. We also
propose under which conditions coarsening may stop or slow significantly.

Simulation Methods. – This letter presents results based on the Molecular Dynamics
method (MD), a.k.a. Discrete Elements Method (DEM). This method deals with soft (but
stiff) frictional spheres colliding with one another. Although not flawless, this method has
been widely used in the past two decades and has proven to be very reliable. The drum is
partially filled with a mixture of small and large beads (with respective radius RS = 2.4 mm
and RL = 2RS). The total volumes of small and large grains are equal. The number of grains
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varies from 5 × 104 to 5 × 105. The length of the drum, l, varies from 200 RS (' 50 cm) to
1000 RS (' 250 cm) and its radius is set to 40 RS ' 10 cm. The density is the same for both
kinds of beads: ρ = 0.6 g/cm3. The rotation speed is set to 0.5 rot.s−1.

The force scheme used is a dashpot-spring model for the normal force, F n
ij , and a regularized

Coulomb solid friction law for the tangential force [12], F t
ij : F n

ij = kn
ijδij − γn

ij δ̇ij , F
t
ij =

min(µijF
n
ij , γ

tvs
ij) where δij is the virtual overlap between the two particles in contact defined

by: δij = Ri + Rj − rij . The force acts whenever δij is positive and its frictional component
is oriented in the opposite direction of the sliding velocity. kn

ij is a spring constant, γn
ij a

viscosity coefficient producing inelasticity, µij a friction coefficient, γt a regularization viscous
parameter and vs

ij is the sliding velocity of the contact. If kn
ij and γn

ij are constant, the
restitution coefficient, e, depends on the species of the grains colliding. In order to keep
e constant the values of kn

ij and γn
ij are normalized using the effective radius Reff defined

by 1/Reff = 1/Ri + 1/Rj : kn
ij = kn

0 R0/Reff and γn
ij = γn

0 R2
eff/R2

0. The particle/wall
collisions are treated in the same fashion as particle/particle collisions, but with one particle
having infinite mass and radius. The friction coefficient µαβ can take five different values
corresponding to collisions between the small grains, the large ones, and the wall (α, β ∈
[S, L, W ]). The following values are used: R0 = 4 mm, kn

0 = 400 N.m−1, γn
0 = 0.012 kg.s−1

(leading to e ' 0.9), γt = 6 kg.s−1 and 0.1 < µαβ < 1.
The equations of motion are integrated using the Verlet method using a time step dt =

1/30 ∆t, where ∆t is the duration of a collision (∆t ≈ 10( − 3)s). The simulations are
typically run for 107 time steps, corresponding to a few hundred rotations. The drum is filled
by randomly pouring grains from above all the way along the drum axis, z. Rotation of the
drum is started after the grains have settled. The drum is always less than half-filled (filling
fraction between 20% and 50%) in order to speed up the dynamics.

Axial Segregation. – Prior to discussing any results on axial segregation, let us mention
that radial segregation [13] is observed throughout the length of the drum after only a few
rotations. This type of segregation is of great importance for axial segregation since the latter
can be seen as a fluctuation of the inner core, made of small grains in most cases. Some
previous experimental work [4,5] showed that the inner core is still present in the final steady
state as some others [14,15] showed that the core disappears meaning that the bands are pure.
Both situations were observed in our simulation, depending on the size of the drum, the filling
fraction and the material properties.

Fig. 1 – (in color online) a) Space-time plot for run A showing regions of high small-bead concentration.
b) Snapshots of the drum during the coarsening of run A.
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A wide range of parameters (drum length, radius, filling fraction, friction coefficients etc)
was investigated and showed that our results are robust with respect to these parameters. In
this letter, our goal is not to present a catalog of runs but to discuss the main features of the
dynamics of axial segregation. Therefore, we would like to present only a limited number of
runs which are in our opinion representative of many others.

The first run we would like to discuss consists of roughly 50,000 grains, with drum length,
l=160 cm (run A). All the friction coefficients used for this run are equal (µαβ = 0.5). This
means that the two species of grains made of identical material differ by size and not by
frictional properties nor restitution coefficient. Figure 1a is a space-time diagram showing
the evolution of this system. The drum is virtually divided in thin cylindrical slices per-
pendicular to the rotation axis, each one corresponding to one pixel on fig. 1a. The pixel is
black if the concentration in small beads is higher than its average value (i.e. #beads in slice
> NS/#slices). The space-time plot shows a rich dynamics with bands appearing shortly
after the rotation starts, with bands disappearing and merging with one another. The system
seemingly reaches a steady state consisting of bands somewhat regularly spaced. The simula-
tion was run for much longer than shown on fig. 1a and no evolution was observed. However,
it is well-known that coarsening can take place over several thousands of drum rotations. Let
us mention here that the dynamics changes drastically when the seed of the random function
is changed. The evolution shows the same features (banding, merging...) but can lead to a
different meta-stable state. Figure 1b shows snapshots of the drum at different times during
the coarsening. The birth and merging of bands can be clearly seen. The last snapshot corre-
sponds to the final steady state and shows 5 bands of large grains (L-bands), and 4 of small
grains (S-bands). A plot of the concentration in small beads shows that in this final state,
the bands are pure, i.e. the radial core has disappeared. Let us mention that the bands next
to the walls are always S-bands in our simulations.

The first conclusion that can be drawn is that segregation by size only (with constant
density ρ) is possible. Since the micromechanical properties of grains may depend on their
size, it is very difficult to experimentally study segregation by size only. As discussed below, a
difference in frictional (or collisional) properties can affect the dynamics of segregation. Yet,
our simulations show that such a difference is not necessary for axial segregation.

Let us now define a segregation function with the aim of quantifying the degree of axial
segregation, regardless of the radial segregation. Our definition is similar to that of [16] :

∆seg(t) =
1

l

∫ l

0

| cs(z, t) − cs |

cs

dz

where cs(z, t) is the local concentration in small beads along the axis (i.e. the number of
small beads per unit of length), and cs ≡ Ns/l the average value of cs(z, t). When the
two types of grains are mixed together, the concentration of small beads is uniform in the
z direction, meaning that ∆seg(t) = 0, whereas if the grains are segregated in any number
of pure bands (i.e. no radial core), ∆seg(t) = 1. Figure 2 is a plot of ∆seg(t). The degree
of segregation increases steadily until it reaches a plateau when two L-bands merge into one
(i.e. disappearance of one S-band). The transition between the growth and the plateau is
very sharp, meaning that the dynamics freezes. This shows that if further coarsening exists,
it must occur on a much longer time-scale.

Oscillations. – In this section we will discuss the sideways oscillatory motion of bands
described several times in the literature( [3,6] with binary mixtures, [5] with ternary mixtures)
but never explained. Such oscillations are observed in a wide range of drum lengths and radii
but a drum shorter than that of run A is used here with the aim of saving computation
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Fig. 2 – Degree of segregation, ∆seg , vs. time, for run A.

time. Another advantage of a shorter drum is that there are fewer bands interacting with one
another, making it easier to study their dynamics. The results presented here remain valid
for longer drums. Two runs are presented in this section: run B and C. Both systems consist
of 13,000 grains in a drum whose length is l = 40 cm. In run B, all friction coefficients are
identical (µαβ = 0.6) whereas in run C they differ (µSS = 0.3, µLL = 0.6, µSW = µLW =
0.5 and µSL = (µSS + µLL)/2).

Figure 1a is a binary space-time plot: black and white represent regions of high small-bead
and large-bead concentration respectively. To allow for a finer study of the dynamics one can
plot the space-time evolution of the concentration cs(z, t) itself (using a gray scale). Figure 3
shows the space-time plots of runs B and C. The dynamics of the two runs are similar although
not identical. They both start with the birth of 3 L-bands and 2 S-bands. After a transient,
the 2 S-bands merge into one, leading to 2 L-bands and 1 S-band. We would like to emphasize
that except for the friction coefficients, the parameters of runs B and C are identical in every
point, including the random seed. This explains why they exhibit the same general features.

Fig. 3 – Space-time plot of cs(z, t) for runs B(left) and C(right).

However, there exists a striking difference between the two runs: the space-time plot of run
B seems to be smoother than that of run C. The fluctuations visible on run C are not noise
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but correspond to actual oscillations of the bands. This can be confirmed by performing a
2D-Fourier transform of fig. 3: there exists a neat peak for run C and none for run B. We
find the position of a L-band to oscillate as the width remains constant, whereas the position
of a S-band remains constant as its width oscillates (as described in [5]). Moreover, two
neighboring bands of a kind (i.e. separated by a band of the other kind) are out of phase
(see fig. 4b). The absence of oscillations in run B shows that the oscillatory motion originates
from the difference of frictional properties between species: when µαβ is independent of the
species, the oscillations disappear.
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Fig. 4 – a) Segregation function ∆seg vs. time for runs B and C. b) Partial segregation functions
∆seg

left and ∆seg

right vs. time for run C.

Figure 4a is a plot of the segregation function for runs B and C. It shows a two-step
dynamics: after a rapid increase the function reaches a first plateau which is succeeded by
a second plateau due to the merging event. Moreover, the oscillations mentioned above are
clearly visible. In order to study the oscillations of only one S-band at a time, one can define
a partial segregation function ∆seg

left(t) using the same definition as ∆seg(t) but integrating

from 0 to only l/2 (∆seg
right(t) being the integral on the [l/2, l] interval). Figure 4b presents the

evolution of ∆seg
left(t) and ∆seg

right(t) for run C prior merging and shows very clear oscillations.
The inset is a closer view of these functions just before the merging of the two S-bands. One
can see that the oscillations of the two S-bands are out of phase, which as been observed
experimentally [5].

Merging. – In this last section we would like to discuss the mechanisms of merging.
When a band disappears, what becomes of its grains ? Are they distributed to the neighboring
bands or do they merge with only one of their neighbors ? The simulation is a powerful tool
to address these questions. Indeed, most experiments focus only on the free surface of the
media, which is not satisfactory. It is experimentally possible (but difficult) to measure the
subsurface concentrations using MRI [4] or optical techniques [6]. It is however impossible to
identify the original location of a grain (i.e. no particle tracking is possible). For the same
reason, the space-time plots are of little help in understanding the mechanisms of merging.
Moreover, the apparent mass (or width) of a band on a space-time plot is not a reliable source
of information. For instance, the mass of the final S-band on fig. 3 (for both runs B and C)
seems to be much larger than the total mass of the bands it originates from, which is absurd.
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Fig. 5 – (in color online) a) Snapshots of the large beads in run C. The color of each grain is chosen
according to the position at t=40 rot. b) Schematic cross sections showing a typical merging event.

Figure 5a presents three snapshots of run C, before, during and after merging (respectively
t = 40, 75 and 110 rotations). For clarity, the small grains are not shown on these snapshots,
but would fill in the voids left by the L-bands. Note that radial segregation still exists at time
t = 40 rot. (see fig. 3), i.e. a core of small beads runs through the middle L-band. The color
of each grain is chosen according to its position at time t = 40 rot. (yellow for the left band,
blue for the middle one and gray for the right one). The origin of each grain is then visible
throughout the duration of the run. The composition of the two final L-bands is surprising.
The left L-band in the final state is made of almost exclusively yellow beads whereas the right
L-band is a well-mixed combination of blue and gray beads. More than 99% of the middle
(blue) particles choose the right side. Conversely, less than 1% of the yellow particles are
dragged to the right. The initial middle and right L-bands merge together as the left one is
completely ignored.

This tendency for a L-band to merge with only one of its neighbors holds in longer systems
(such as run A). In run C, there exist only 2 S-bands before merging. Therefore, the outcome
of the merging for those is clear: the 2 bands must mix. Using longer drums (as in run
A), we found that during a merging event, a S-band splits and feeds both the left and right
neighboring S-bands. This is of course possible only if the S-band is not located next to a
wall (like for run C). To summarize, a merging event consists of the loss of one band of each
kind, but with two distinct mechanisms. Two neighboring L-bands collapse, ignoring all the
others as one S-band splits and feeds its neighbors on both sides.

Figure 5b is a schematic view of a typical merging event, showing a cross section of the
granular media. In the initial state (i), there are 3 S-bands connected through a radial core.
As the middle S-band shrinks its grains are shared between the two other S-bands (ii). From
the large particles standpoint, this means that the two central L-bands merge together (iii).
The left and right S-bands form insurmountable obstacles for the large grains. The evolution
can either stop in the state (iv), where radial segregation still exists or continue and lead to
a state where radial segregation has disappeared. Let us mention that as suggested by recent
experiments [17], the radial core could possibly reform but this was never the case in our
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simulations. In run A, the death of the radial core coincides with the sudden arrest of the
evolution (fig. 2). This suggests that the exchanges between S-bands are possible only if the
latter are connected through a radial core. Whenever this communication line is broken, the
S-bands cannot interact and the evolution stops.

Conclusion. – In this letter granular axial segregation is numerically studied using 3D
molecular dynamics simulations. We show that this type of segregation can occur in a mixture
of two species of grains differing by size only (i.e. equal densities, frictional properties, Young
modulus etc). Although a difference in frictional properties between the two species is not
necessary to observe axial segregation, it leads to the onset of oscillations in the band position
or width. This suggests that the oscillations observed in experiments may originate from
a difference in the frictional properties between species of grains. The mechanisms of band
merging are elucidated by tracking the positions of individual grains during a merging event.
They consists of two complementary events. On one hand, the disappearance of one S-band :
its grains are shared between the two neighboring S-bands through the radial core, on the other
hand, the collapse of two L-bands : the two L-bands surrounding the decaying S-band mix
together and are oblivious to the other L-bands. Finally, we introduce a segregation function
that measures the degree of axial segregation in the medium. This function is a powerful tool
to study the dynamics of banding. It allows for precise measurement of the period of band
oscillations and shows that the coarsening process can stop or slow dramatically when the
radial core breaks.
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Volume fraction profile in channeled granular flows down an erodible incline

M. Y. Louge
Sibley School of Mechanical and Aerospace Engineering, Cornell University, Ithaca, NY 14853 USA
A. Valance, N. Taberlet, P. Richard & R. Delannay
Groupe Matière Condensée et Matériaux, UMR CNRS 6626, F-35042 Rennes cedex, France

We use a momentum balance to interpret numerical simulations of dense, steady, fully-developed inclined gran-
ular flows of spheres on an erodible base confined between flat frictional side walls. We observe an exponential
profile of mean volume fraction in the direction perpendicular to the base and suggest a scaling for its charac-
teristic length. We also predict volume fraction and mean velocity profiles in the ballistic region above the free
surface.

1 INTRODUCTION
Taberlet et al. (2003) recently reported experiments
in which grains poured in a channel confined by flat,
frictional side walls establish a rectilinear flowing
layer of fixed height above a deep static heap. Because
the flow inclination is considerably larger than the an-
gle of repose, they referred to this phenomenon as a
“Super Stable Heap” (SSH). In a companion paper ap-
pearing elsewhere in these proceedings, Taberlet et al.
(2005) describe numerical simulations revealing de-
tails that the physical experiments could not record.
Beside reproducing already identified features of the
phenomenon, the simulations prove that the mobi-
lized layer is steady and fully-developed (SFD). In
this article, we interpret the new results with a mo-
mentum balance that is informed by the simulations.
We also outline a theory for the dilute surface layer
where grains undergo ballistic trajectories with rare
collisions. We begin with a summary of observations.

2 OBSERVATIONS
Figure 1 shows simulation profiles for the volume
fraction ν and the streamwise velocity ux/

√
gd made

dimensionless with the gravitational acceleration g
and the spherical grain diameter d from Taberlet et
al. (2005). These variables are averaged in the direc-
tion z perpendicular to side walls separated by a width
W . Their profiles are shown along the downward di-
rection s perpendicular to the free surface. In SFD
flow, all flow variables are independent of the stream-
wise direction x, and the free surface and erodible
base form a common angle α with the horizontal. In
the simulations, the Coulomb friction coefficient of a
sphere with another sphere or with the side walls is µ.

We locate the free surface where the velocity pro-

Figure 1. Profiles of dimensionless mean velocity and volume
fraction. Conditions are µ = 0.8, W/d = 20, α = 45◦. We find
νs ∼ 0.62, ν0 ∼ 0.08 and sm/d∼ 48. Flow regions are separated
by vertical dashed lines. The slanted line determines the intercept
h/d ∼ 26. The dashed curve is the model of Eq. 23 for s < 0.
The insert shows a detail of ν near the free surface, with the
superimposed prediction of Eq. 19.

Figure 2. − log
10

[(νs − ν0)/(νs − ν)] vs. s/d with conditions of
Fig. 1. We find `/d ∼ 17.
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file exhibits a sharp change in slope. We place the
origin of our coordinate system (x, s, z) there and on
the centerline of the channel. Above the free surface,
grains are thrown upwards in ballistic trajectories to a
dilute region experiencing rare collisions. In this bal-
listic layer where s < 0, ux/

√
gd varies little and ν de-

creases away from the free surface with d2ν/ds2 > 0.
Below, the mean volume fraction rises exponen-

tially from the volume fraction ν0 at the free surface
to the random loose packing νs ≈ 0.62 on a character-
istic length scale `

ν = ν0 + (νs − ν0)[1− exp(−s/`)] (1)

Here, d2ν/ds2 < 0. In this region, the profile of
ux/

√
gd also resembles an exponential decay along

s with characteristic length h (Komatsu et al. 2001),
which provides a convenient measure of depth of
the mobilized layer in physical experiments (Taber-
let et al. 2003). At s = sm where most grains are no
longer mobilized, we expect that the volume fraction
is ν = νm ≈ 0.59 i.e, just above the glass transition for
hard spheres νglass ∼ 0.58. This value of νm is also
the largest volume fraction that Silbert et al. (2001)
observed in their own simulations.

Taberlet et al. (2003) invoke a force balance assum-
ing constant volume fraction and constant wall fric-
tion to explain their empirical observation of

tanα = µm + µw(h/W ). (2)

They then interpret µw as an effective friction coeffi-
cient at the side walls that accounts for rolling or slid-
ing contacts. Thus, because such interactions produce
a ratio of tangential to normal force no greater than µ,
these authors expect µw ≤ µ. Simulations confirm the
trends predicted by Eq. 2 (Taberlet et al. 2005). Next,
we refine the force balance by incorporating new in-
formation on the volume fraction profile.

3 MOMENTUM EQUATIONS
We consider the regime in which side walls affect the
flow. Taberlet, et al. (2005) suggest that this is where
ξ ≡ (hµw)/(Wµm) ≥ 1. The momentum balances for
this two-dimensional SFD flow are

∂τxs

∂s
+
∂τxz

∂z
= −ρsgν sinα (3)

along x and, assuming that the s-component of the
contact forces between particles and side walls are
negligible (no “Janssen effect”),

∂τss
∂s

= +ρsgν cosα (4)

along s. In these Eqs., τij is the stress tensor along i
on surfaces of normal j, and ρs is the material density
of the grains. We invoke the following assumptions:
the normal stress is isotropic, τss = τzz; ν = ν(s); the

flow surface is flat and perpendicular to s; τ xs depends
only on s; and side walls are identical. We define the
ratio µτ(s) of shear to normal stress at the walls such
that τxz ≡ ∓µτ (s)τzz ≡ ∓µτ (s)τss at z = ±W/2.

Integrating Eq. 3 along z and Eq. 4 along s yields

dτxs

ds
= −ρsgν sinα+ 2µτ

τss
W

(5)

and
τss = ρsg cosα

∫ s

−∞
νdθ. (6)

Substituting in Eq. 5, integrating further along s, and
dividing by Eq. 6, we find the effective friction on
surfaces at constant s

µeff ≡ −τxs

τss
= tanα− σµ

W
, (7)

where we define the “friction depth” as

σµ(s) ≡ 2

∫ s
−∞ µτ(ζ)dζ

∫ ζ
−∞ νdθ

∫ s
−∞ νdθ

. (8)

Comparing Eqs. 2 and 7, we identify

µm ≡ µeff(s = sm) (9)

and
hµw ≡ σµ(s = sm). (10)

We evaluate the integrals in Eq. 6 and 8 to estimate
µw. To that end, we invoke further simplifying as-
sumptions. First, because volume fractions are small
in the rarefied ballistic layer, we ignore the contribu-
tion of s ∈] − ∞,0] to these integrals. Second, we
take the point of contact at the wall to be engaged in
gross slip throughout the mobilized depth with con-
stant µτ (s) = µτ ,∀s ≤ sm, from which we expect
µτ ≤ µ. Third, we simplify Eq. 1 using ν0 � νs. Ac-
cordingly,

σµ ≈ sµτ

[

1− 2(`/s) + 2(`/s)2(1− e−s/`)

1− (`/s)(1− e−s/`)

]

(11)

for s ≤ sm. Remarkably, σµ is nearly linear in s,
and thus the effective friction decreases with distance
from the free surface. Expanding Eq. 11 near s/`∼ 0,

σµ =
2

3
µτ s

[

1 +
1

12

(s

`

)

− 1

180

(s

`

)2

+O
(s

`

)3]

(12)

with relative error from Eq. 11 < 0.5% at s/` ≤ 5.
Thus in general, σµ depends weakly on `, νs or ν0.
Combining Eqs. 10 and 11 with ν = νm at s = sm,

hµw

`
= µτrm

[

1− (2/rm) + (2/r2
m)(νm/νs)

1− (νm/νs)(1/rm)

]

, (13)

where rm ≡ ln νs − ln(νs − νm). Thus, comparing
the measured value of hµw/` with the predictions of

2
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Figure 3. Bottom: Profiles of ux/
√

gd and ν for the conditions
shown. We find νs ∼ 0.63, ν0 ∼ 0.09, sm/d∼ 28, h/d∼ 16, and
`/d ∼ 15. Lines and symbols, see Fig. 1. Top: tanα vs. h/W .
The filled circle refers to conditions of the bottom graph. We find
µw ∼ 0.4 and µm ∼ 0.21.

Eq. 13 lets us relate µτ to µ. We expect µτ ∼ µ for
W/d � 5. However, we find sharp reductions in µτ
when W/d ≤ 5 (Taberlet et al. 2003). For example,
we find µτ ∼ 0.18 � µ with W/d = 5 (Fig. 3), which
may betray the presence of rolling contacts at the side
walls, or fluctuations in the direction of the contact
velocity leading to a smaller projection along x of the
average friction force.

We now discuss the origin of the intercept µm

in Eq. 2. To that end, we first refer to experiments
(Pouliquen 1999) and simulations (Silbert et al. 2001)
for inclined flows on a bumpy base without side walls.
Those SFD flows only exist above a minimum inclina-
tion tanαmin, which Louge (2003) calculated using a
SFD energy balance of fluctuation energy in the core,

−∇ · q + τ :∇u− γ = 0, (14)

where the gradient of the fluctuation energy flux q
is negligible compared with the working of the shear
stress τ through the velocity gradient ∇u or with the
volumetric dissipation rate of fluctuation energy γ.
Louge (2003) then expressed tanαmin in terms of the
internal friction µE of the granular assembly and co-
efficients of the dense kinetic theory that appear in
the granular viscosity, a1 = 8(1 + π/12)/(5

√
5); in

the volumetric dissipation rate of fluctuation energy,
a3 = (12/

√
π)(1− e2), where e is a restitution coeffi-

cient; and in the equation of state, a4 = 4,

tanαmin =
µE

1 +
µ2

E
a2

4

4a1a3

. (15)

Figure 4. Granular temperature in the x-direction made dimen-
sionless with

√
gd vs. s/d for conditions of Fig. 1. Simulations

of Taberlet, et al. (2005).

In the absence of side walls, the effective friction on
planes parallel to the base is constant, µeff = tanα
(Louge 2003). As Eq. 7 shows, the side walls mod-
ify the force balance by subtracting the friction depth
σµ, which is roughly proportional to s. Thus, the side
walls progressively reduce the effective friction from
tanα at the free surface down to the minimum value
µm at which the flow begins to be mobilized. In this
light, our conjecture is that µm is nearly given by
Eq. 15,

µm ∼ tanαmin. (16)

However, µm may be somewhat smaller. The reason
is that, while the term −∇q ∼ 0 in the core of a flow
without side walls, it is positive near s ∼ sm in the
SSH, −∇q ∝ d2T/ds2 > 0, as Fig.4 suggests. Thus,
the flux gradient term in Eq. 14 may contribute to
grain mobilization at effective friction < tanαmin.

4 BALLISTIC LAYER
The steep inclination of SSH flows produces an agi-
tated free surface from which spheres are ejected to
a “ballistic” layer where they undergo mostly inde-
pendent trajectories. Our objective is not to calculate
boundary conditions for momentum and energy at the
interface between a dense collisional flow and a re-
gion of freely flying grains (Jenkins & Hanes 1993).
Here, we seek profiles of volume fraction and mean
velocity in the ballistic layer. To model the latter, we
ignore collisions and assume that the free surface has
a number density n0 = 6ν0/πd

3 with Maxwellian ve-
locity distribution M0

M0 =
n0

(2πT ′
0)

3/2
e
−

u′2

0x

2T ′

0 e
−

u′2

0y

2T ′

0 e
−

u′2

0z

2T ′

0 (17)

such that the average of a quantity ψ is

< ψ >=
1

n

∫ ∫ ∫

ψM0du
′
0xdu

′
0ydu

′
0z (18)

In these expressions, x, y ≡ −s, z represent the three
cartesian directions, and the subscript 0 indicates con-

3
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ditions at the free surface. For convenience, we sub-
tracted the mean velocity u0 of the free surface to find
M0. Our objective is to derive the corresponding dis-
tributionM at a distance η from that surface. To reach
such distance, spheres must have u0y ≥ √

2gη cosα.
Primes in Eqs. 17 denote velocities and temperature
made dimensionless with

√
gη cosα and gη cosα, re-

spectively. Thus, the number density at η is

n =
∫

+∞

√
2

n0

(2πT ′
0)

1/2
e
−

u′2

0y

2T ′

0 du′0y =
n0

2
erfc

(

√

1

T ′
0

)

(19)
We relate the dimensionless velocities at the free sur-
face to those at the distance η using ballistic relations

u′0x = u′x −
2 tanα

u′y +
√

u′2y + 2
(20)

and
u′0y =

√

u′2y + 2. (21)

We then carry out the change of variables in Eqs. 17
and 18 and normalize the result to find

M(η) =
n

(2πT ′
0)

3/2
exp[− 1

T ′
0

]
1

erfc(1/
√

T ′
0)

×

exp
[

− u′2x
2T ′

0

]

exp
[

+
(2 tanα/T ′

0)u
′
x

u′y +
√

u′2y + 2

]

×

|u′y|
√

u′2y + 2
exp

[

− 2 tan2α/T ′
0

(u′y +
√

u′2y + 2)2

]

×

exp
[

− u′2y
2T ′

0

]

exp
[

− u′2z
2T ′

0

]

. (22)

From the first moment of this distribution, we calcu-
late the mean velocity in the x-direction at y = η,

< ux >√
T0

=

√

2

π
tanα

exp[−gη cosα/T0]

erfc
(
√

gη cosα/T0

) , (23)

to which we add the mean velocity u0x of the free
surface that we omitted from Eq. 17. Although the
corresponding momentum per unit volume decreases
as exp[−gη cosα/T0] from the free surface, Eq. 23
predicts a slight increase in the mean velocity. We
plot the corresponding predictions for ν and ux in
the ballistic layer in Fig. 1 using T0/gd ∼ 4.5 (Fig 4)
and ν0 ∼ 0.08 (Fig. 1) from simulations. Despite in-
evitable discontinuities at the free surface, both pre-
dictions agree reasonably well with data, although it is
unclear whether the actual velocity remains constant
or increases slightly with η as this model predicts.

5 CONCLUSIONS
We have begun to refine the momentum balance of
the “Super Stable Heap” of Taberlet et al. (2003). In
doing so, we pointed out the exponential form of the
volume fraction profile in the depth, and related its
characteristic length to that of the velocity profile. We
also proposed a simple model for the ballistic layer
above the flow. It remains to explain why the volume
fraction exhibits this behavior, to check the predic-
tions of Eqs. 13 and 16 with additional simulations,
and to predict profiles of velocity and temperature in
terms of particle properties.
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�]Do�x*wD|8N��d�%fg��' C*iC �
Z8G"5%���1W��7D%�;��Pn3*5 Wq7����`I���eC�;��L�243*I]G*5�687����%�*��9:�;���sW >����W3< "��>n�?& ? � � C ) � eb���-W�²�/��2����3*I�©X5�3E�/�;� Wo-8Gd�����24�����/� G"��3*C�q3*���\-�I]G*�;W/���jGJI.vLK���MON!Pd�g���U�C¨C� � ' � C � C �
Z8G"5 W I/��5b+C��g����1Wn��� P@����������� 	����nP:�J&�'Att f ) ��eb59I�-R3E6��:Y�G'-O��GE- 
 I/3*�X5�W3*I�24�¥+ W/59I/��� .Hc8� 
 �����1Iq3*[9I�����6���[�����O3*���\2�������2F3EU2�G.������?�%��G�I.vAK��	��]�o�x*wD|8N!������' ? t _ �
Z8G"5 W I/��5b+C�qg��D�sW���� P����%������� 	����nP:� &(''tt j*) �T~sW83*���2���� WT�� 5����:243*I�687�� ��� �/3*���� .D��$[9ING"���¯�24���5��/����3��q� ª ��M���¢�|/x=c=����|!aR�gGjx*oa�K!�U¬l�l �� i _ �
Z8G"5 W I/��5b+C��g��l�1WO����P�������������	����nP:�g&(''tt i ) �7L INI��sW,�� 5���~�61G"5����2���� W 
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Z8G"5 W I/��5b+C�pg��U�1W <�3*[�7�3*��S��=���&�''tt i ) �TS�ING"2 Wq7���� W]G�W/7���6bE 
 I/3*�X5�W3*IO��59I�-R3*6��BY�G'-O��.pg�7��B�NW]G"[Y�G'- [�I]G"�����2���GJI.vLK���MON!Pd�����l l´�� j f O _ �
Z8G"5 W I/��5b+C�g��;� <,3E[�7�3*��S�R=O�;�"�sWJ���aP������������ 	�� � P��%&�''t*t i ) ��eb59I�-R3E6��jY�G'-O�:G*- 
 I/3*�X5�W3*I�2F3+Wq�`I��W3*�� .L¤2 G.���;�����§[���61W/59I/�T-�GI W/7���6bEu3A0E3*�3*��687������jGJI.vLK���MON!Pd�g���U l´�� O f t ? �
Z8I������W3*� W]GL0U���B�;�aeb[�3*7����TS����8>,�`InWq���/687��^D%�;�j�1W�	��"�/687���S�Tg��@&(''tt f ) � F G.����T-�GIF6`G"�������UG"�%�4���


 I/3*�X5�W3*I 
 3*�/������GJI.vLK��gMON!Pd�����U l¬�� _*Ci ? �
Z8ING�-O�D�3<n� �}���sW <O��687�3*I/������D%�  ��&�'At j � ) �?G?oazwD|!a�m p({,G�p���c.N!o���N8|8I%x*w�aS|8K!� 	��1I 
 3E2 G"�D�
 3*2�[��U�����  �%&�''t i t ) � g�7����NW]I/�����KWq�����]G*I�-�GIg�/��24[%��J�/7���3*IgY�G'-O�KG*-l3 
 Iq3E�.5%W3*Ig243RWq�1I/�W3ES�%�%�;]J^`_.aRc��N8|8I%���l���C¬�� OO t ± O;j C �
 3*2�[��U�����  ���  ��<3RI� "� 	��;�%�sWT> G"[9EX��������F���&�''t*t _ ) � �g3*I 
 �!�²�/6<3E���W3*���%�/��������/��2$5�W3RW/�UG"�%� . 
  G"��3*���!-�GI/243RWq� G"���.0"�� Gb6�� W/�����j3*������3*�q3E�-�I/��6sWq� G"�����%�j¸,N8p8m�I.vAK��gMON8K����geX�U��� i?*f j ± i? j C �
 3*����G"���HeU�C�sWQe%3<0E3 
 �E�pY¤�H&�''t i*i ) � L�243*�/�(�1687�3E� 
 � 2�Gb�%���-�GI^W/7��$���NW/��243RWq� G"� GE-J�����9I����(�²Y�G'-

I/5%�9G"5�W��O�%�?¸,N8pd^;���U£l��� ?? ' ±�?? j �
 3*[�G"���1I/�S�KF��;� # G*5�3*�% *� eC�;�7Sl3*5%0*�*�:eU�����1W �g3*INGb687��E�  ��&�''tt _ ) �¦#, .��3*2���6���G*-,3<0*3EW3*��687%��� ���3 I]GRW83RW/��� 
 6� .��������`I�� c1�"P�5�3*���������S��=��D�sW/@ 
 �`I�� �}�;�D���%� W G*I/������p*r�az^�N,m%x*oQRaS|!_b^;x*Q1N$K!vAK!Q(N!t$K!�CC ' ± Cff �%>��5 -?�1IaL�6<3*����24��6
	}5�������/7��1I��
 7��!0G"� I��lS?�}�1W�<aG"5b+C� D%���}����� W]GI/��& ? � � � ) � ª pd^z^�p�k�_�N m�I.vAK!aRk�_lNVN!QntF�8|/x*w�aRk�_�N�c.N8K\t�x*Q1�!o!aRx*_E®�*o�x*w�_b^;x*azoqN8K�� ³�x=r!pdo�x*Q1pdazo8N ª N!w�Q�o�x*^�c.N8KTGOpdw�QzK:N!Q ª I%x*_=K8KA�8N8K!�
 ���3*I� *� 	��*�1W  3*2�[��U�����  �U&(''tt C ) ��eb���-W�1�5��9I���6<3+Wq�UG*�n-�GI} G"� 
 � I/5���G"5�W �3*�������������� .*�!+%3*2�����3RW/�UG"��= \6`G"2�[�5�W/�`I�����2 5��3RWq� G"�������%�j¸,N8p8m�I.vLK���M�N8K����U£l´�� ? 'At%'"' ±�? ''t ? O �
 G"5� G"2 ���  ��L$�g&(' jj C ) ��¢T|/x=c=��M�����|!aR����N!t����Zx*Q I%��GJI.vAK��Um%x*o��@azP*N!oqK��Cx*Pdx*w�QzK!�C¨C� C O C �
 5�����3*��� 	��9L$���sW^e�W I/3*6bEl�3@ ��#$� �J��&�''t j t ) ��L ������6`I��1Wq���X5�2��`I���6�3*D2�Gb�%��C-�G*I 
 Iq3E�.5%W3*I?3*�/����2:�����������@¸,�8pdQ(N8|8I.w�aRk�_�N!�l�l£�� O;j �
��3  I/5��E��S?��& ? � � OX) �?�O|8pd_.^�N!tFN!w�Q K$c.N��*o�x*azw%KTKAN8|8K �b{oqpdQRQ(N!tFN!w�Q�N!Q�r�^�pA|/xA�.N!� 	}7�# Wq7����/����� �}6`G"����3RW/�UG"��3*��T�%�n[�G"� Wq�O�sW,687�3*5��/��~������
#T3*�%�*�9Y¤���1W^>�5�[�[U�`INW��3>B��&(''tt i ) � �HG"� 
 � I/5���G"5�WaI]G.6bE=-R3*������¸,N8pd^�p/�*vd�l�l��� i � CL±�i � f �
#T3*�1I]I���L$��& ? � � � ) �!�@vdwUx*t:aRk�_lNBc.N8Knx*Pdx*^;x*wD|8I�N8K!� 	}7�# W/7����������3k,���;0"�`I��/�BWq~ 	H3*I���� j �
#T3<0.�������7g��j&�''t i? ) �)eb[9I/��3*����� 
 G*-aINGb6bE�3<0*3EW3*��687%�F�����9I/��� �= �2���687�3E����6�3*�Y�5%�������<3RW/�UG"���VMOpA|�"��N8|8I%����e. ��3t ±�? O �
��� Zj3*I]I�~ eb3*��� W�� MJ����3E�;W�� L$�C&�' i _ � ) ��F���2�G"� I/�O�/59I�������-�GI/2$5��������G"5%0"��������[pG"5�I��3n�NG"�5�W/�UG"�������[9ING"���¯�24���TI/��W3RW/��- ��3*5.+\�<3*5.+\6`G"5�Iq3*� Wq����� ª �gMT��¢T|/x=c=����|!aR��G�x*oa�K!��e.¬�� ?*iC �
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����P������%����� 	��J&(''tt i ) �Q<��!Y���6sWq� G"���VG"�)W/7��:24��687�3*����6�� GE- 
 Iq3*�X5��3*I�243RW]W/�`I��:GJI.vAK!aS|/xF¢��g�l��el�?*f j ±�? t C �
��� P����%������� 	����nP:� &(''tt _ ) �T#� b��3*24��©X5�� �/5%[C�1I���6��������B�� 5%�Z2F3RW/~`I��W3*5 
 Iq3*�X5��3*�UI��*� ª �}MT��¢�|/x=c=���|!aR�gGjx*oa�K!�U¬l�ge�� _ � '"�
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 ��/����� W I�5�2 D*5����687��
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# GING 
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# G"5�3*�% "�:eC����L�����I/�`GRW]Wq���7Z��;� #�3*�`INI��KLB�����1W  �3*��~*� 	���& ? � � ' ) �)g�7%�u-�G"59I$-�ING"� Wq�:3*�%�$Wq7���Wo- G3<0E3*W3*�%687������ O*O CL± OO f � �������/�E��e�-?�sWq�,3*�����D���BWq���� 
 �1I��
# I/3*E*�E�Hg��J&�''t*t%' ) �/PVIq3E�.5%W3*I�Y�G'- .C[�7= b����6�3*}�!+b[U�`I/��24��� Wq��3*�%� W/7���� IT��2�[����6<3+Wq�UG*���j-�GIT2���61I]GE��NW]I/5�6sWq59I/3*qWq7%�`GI�������������]}^`_baRc���N8|8I%���l�l�l ���' ? '"�
��5 	�G"� W<��eC�  �;��PQG"�%�9I/�sW<� 	��;� 	��1I]I/������Z��;���1W�<,3*��3*5�����F���& ? � � C 3 ) ��PQI/3*�X5�W3*I@3<0E3*�3*��687����B���Y�5��������jGJI.vAK��gMON!Pd��³�N!QRQS���U£l���
��5 	�G"� W<�HeU�  �;�HPVG"���9I��1W<� 	��;� 	��`I]I������XZ��;�C�sWQ<,3E��3*5����qF��}& ? � � C � ) � Y 3*���s0D��61W/�VG"� 
 I/3*�X5�W3*I7���3*[��nW83*�%����BW1 "����_.oqp8m�I.vLK��g³gN!QRQ²���C��e�� O t ? �
#�59I/3*����D%��&(''ttt ) � �Cx*wUc�� GOp���c.N!oqKBx*wUc¦¸jo�x*azw%K!�leb[9I���� 
 �`I�� MJ�`I�W3 
 �
#�59I� "�  ��F��;�9<O���nW G'-@�9P:��>B�;��F G*�/���9D%� �}�;�%�sW���3REE3 
 3A-j3%��F���&�''tt i ) ��Z8G*5�����3*I� F�s0D��61W/� G"� Wq7%�3*� 
 ��VG*-�I/��[pG"���@��� I]G*Wq3RWq��� 
 6� .��������1I/���?G�I.vAK���MON!Pd�g���U C¨D� O*O t%' ± O*O t j �
=}�[U�`I������Ag��L�sW�M��UEX7�3*���NEX�S�'L$�b&(''tt i ) �;PVIq3*�X5��3*I�Y�G'- ���n3 I]G*Wq3RWq��� 
 6� .������9I���6<3E"�9I/5%2��%��_.o8p8m�I.vAK��³gN!Q�QS����fC��� f ''t%�
= 0"���/©X5��*� 	��?�1W <,3���687%���X��3*687�� D%�T&�''t ii ) �  3*Iq3*6sWq~1I/���/3RWq� G"���� 3<0E3*W3*�%687����§���¦������������3*�%�§5��6� .������9I�� W G"5�I/��3*� W�� ª ��M���¢�|/x=c=����|!aR�gGjx*oa�K!�l¬��D¨D� ?*?*C �
SH~���;+C�7P�� �sW�g�79G"243*���J�n�O& ? � � OX) �$<���W3RW/�UG"� �U�1Wo-������ �9I� 
 Iq3*�X5��3*I$Y�G'- I/� 
 ��2�����3*����2�GI��[�79G*UG 
  "G*-�����[pG*�/� W/� .�-�GI�2F3+Wq�UG*� G*-O���0"����������[X �INGb6�W3*�nWq��6F����[�G"�/�BWq��� �jx*oQzI�G�^;x*wDN!Q²� ��|��³gN!Q�QS�
S�Iq3*6�6<3*ING"� G�� �}� �1W  3*[�3*InW<�7>n��& ? � � ? ) � <�����243*��� -?3<0"�\�����/6`I���[�W/�UG"� G*-��`I]G*�/�UG*��3*?��3*2��²�9I/��3*EY�G'-O���O��pd_bowUx*^�p({T]}^`_baRc���N8|8I%x*w�aS|8K!��fC��e���' iC �
S�I/���9E*��S�l#$���sW e.24�BW<�9Z,�g&�''t*t f ) �:L�6�3*����24��6
	 I��������
P@3*��3*���3D%��L$�  �;�X>��`INI/243*�����p>B�pD%�;�C�sWQe GERG"UG'-O�NE.���peC� &(''tt ? ) �  G"�=0"��61W/�UG"�V6�����������0.���9Iq3RW/��� 

 I/3*�X5�W3*I?24�����W3%��G�I.vAK���MON!Pd��³gN!Q�QS���U�l£���' C j '"�
P@3*�/��������Y¤� M ���sW  I/5��������l#$�g&(''t i t ) �KF G"2���� Wq5�2 W Iq3E����- �1IO3*��� Wq7%�T-�I/��6sWq� G"�u��� W/7��������9I/��� G*-

I]G.6bEu�3*����������%����� ª x*wU�?¸,N8pdQ(N8|8I%���%���U�l��� f ?*CA± f ?*i �
P@3*5�Wq7%���`I��  �T&(''t j � ) ����mUQRazt:a�K�x*QRaSpdw c.N8K�tFN8K!_boqN8K¦c.N�o�x*vXpdw�wDN!tFN!w�Q@«n¢?m=mU^`aS|/x*Q�aSpdw x*_E® tFN!«K!_.o8N8Kuc.N8K4t�xdK8KAN8K4P*pd^`_bt:aRk�_�N8K!�h<,3E[�[pG*INWB��� Wq�1I/���4��5 �g3*��GIq3RW]G"�UI��  ��� W I/3*?�%��� 	�G"� Wq� �sW 7�3*5%�/�/~������
P���<�� F��W#,�J& ? � � OX) �:@��\�������/� 
 I/3*�X5�W3*IjY9G�-O���j�?_.oqp*��GJI.vLK����%�����ge=f�� C O ' ± C*f _ �
P����������3Z��D�sW  G"�NW/�*�  � & ? � � C ) � ��G'-j�S-�I/��©X5�����6� V�C��7�3<0b� GI G*-J�U�<3E���T6`G*���NW]Iq3*������� G"�¹34W3RWNWq��6��*�GJI.vLK���MON!Pd�g³gN!QRQ²���U£�����' jRO C � ? �
PVG 
 5���S�KD%��&�'At j i ) � ��|/x*^�N!«�c.N1m�N!wUc.N!w�Q,oqpA|�"AK!^`aRc.N8K4tFN8|8I%x*w�a�K!t$K�� �}azQzI N!t�m�I%xdK!a�K\pdw QzI�NFo8pd^�N�p({m�pdoqN��?_.aRcFPdx!m�pdoa
	Ax*Q�aSpdw�� f t CL± j � _ �:=}��/��0.���`I��
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PVIq3*���/�������.9:�l�sW >��`INI/243*������>B��D%��&(''tt j") � @��hWq7��B3*� 
 ����TGE- �9I� 
 Iq3*�X5��3*IO7��<3E[����OG�I.vAK!aS|/x�¢@���fC��� C � ' ± C ' ? �
PVIq3< "��D%��& ? � � ' ) � PQI/3*�X5�W3*ITY9G�- ���¹[�3*InWq�W3E�� ��������¹��UG'-O� (I]G*Wq3RWq��� 
 �9I/5�2����\�%��]J^`_.aRc\��N8|8I%���flf�el��'*�
>�3+0H� 	�� >:���1W Y��`I����`I��:Z���g���&�'At if ) �  G"2�[�5�Wq�1I �/��2 5��3RWq� G"�JGE-TWq7��u2���687�3*����6�3*?�NGINW/��� 
 G*-


 I/3*�������?GOp���c.N!ou¡CN8|8I.wDpd^�p/�*vd�%fC´�� ?*C t ± ? O _ �
>�3E24[�W]G"���XF��;� �����E�q>B�;�D�sW
�HGb6�3RW<�XD%�}&(''tt f ) �Ve.5���243*I/�����$�3*����������%�����@MON!PAaSN �¤p({u¸,N8p8m�I.vLK!aS|8K!�¬�fg� CCL±�_ tb�
>�3E����sW]W��X<@���XZ?5����/687��g#$�;�XL,�����1I/�]G*����D%�;�q=}W3*�D�X<@���C�1W/e.6<3*����G"���*�q<n� &�''ttb' ) � P@�1G"UG 
  "�l-R3*���59I/�6`G*����� W/�UG"�%���<3E���@��2�[����6<3RW/�UG"���3G*-.��������2 G 
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