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Notations

: intersection.

: union.

: contenu (contenu ou égal).
: appartient.

: n’appartient pas,

: il existe,

: quel que soit.

- il n’existe pas.

: espace R".

6
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R : espace des matrices réelles de dimension 7 % m.
C : ensemble des nombres complexes.
Re(z) : partie réelle d’un nombre complexe.
Im(z) . partie imaginaire d’'un nombre complexe.
T ;1M élément du vecteur z.
x| : vecteur composé des valeurs absolues des éléments du vecteur z.
r - (=, <,X)y : inégalités élément i élément.
diag(x) : matrice diagonale générée 4 partir du vecteur z.
Ag : i®™ ligne de la matrice A.
AT : transposée de A.
Ker A : noyau de A.
rang(A) : rang de A.
Ai(A) : 1*™¢ valeur propre de A.
Amaz(A) : valeur propre maximale de A.
o(A) : spectre de A.
A> (=)0 : matrice (semi) définie positive.
A> (>)B : matrice A — B (semi) définie positive.
[| Al : norme euclidienne de A.
k
114; : produit quelconque de k matrices A;, 4; € =.
I, : matrice identité d’ordre n,
1, : vecteur de dimension n avec tous les éléments égaux & 1.
Croem : matrice de dimension n * m avec tous les éléments égaux a 0.
Gy, : vecteur de dimension n avec tous les éléments égaux i 0.
oD : frontiere de D.
int(D) : intérieur de D.

Cof{-} : enveloppe convexe.






Introduction Générale

La théorie de la commande moderne se développe dans le but d’expliquer et
de résoudre des problemes qui émanent de I'environnement industriel. Des raisons
économiques et de sécurité, conduisent 3 la recherche de lois de commande de plus en
plus performantes afin de garantir efficacité et rendement de production d’une part
et d’assurer la sireté et fiabilité des équipements industriels et de consommation
d’autre part. Pour cela il est important de comprendre et de prendre en compte
toutes les particularités d’un systéme de commande.

En particulier, au cours de ces derniéres années, la théorie de la commande des
systemes linéaires a permis, & partir d’outils mathématiques relativement simples,
le développement de techniques et de stratégies de commande pour traiter des pro-
blémes jusque la impossibles & résoudre avec la théorie de la commande classique.
Dans ce sens, dans le cadre des systémes multivariables, il existe aujourd’hui des
méthodes de détermination de lois de commande assurant, par exemple, la garan-
tie de certains niveaux de performance, de robustesse vis-a-vis des incertitudes de
modélisation, de rejet de perturbation, de découplage et de décentralisation. D’une
maniere générale, ces lois de commande sont congues sans considérer, a priori, de
contraintes sur I'amplitude de la commande et/ou des états.

Néanmoins, & cause des limitations physiques et technologiques, les actionneurs
ne peuvent fournir que des signaux de commande appartenant & un certain inter-
valle d’amplitude. En outre, pour des raisons de sécurité, les états d'un systéme
doivent, en général, rester confinés dans un ensemble spécifique de I’espace d’état.
Quelques exemples de ces limitations sont : des vannes qui présentent, une ouverture
maximale et une ouverture minimale; des amplificateurs électroniques qui doivent
opérer dans des frontiéres d’alimentation en tension ; des actionneurs de chauffage ou
de refroidissement, dont la puissance fournie ou retirée du systéme ne peut pas dé-
passer certaines limites; des convertisseurs de puissance électriques, qui ne peuvent
actionner des machines que dans les limites de puissance pour lesquelles ils ont été
congus; des contraintes sur le couple moteur et la vitesse des machines électriques.



2 INTRODUCTION GENERALE

Nous pouvons donc conclure que le probleme de saturation des commandes et /ou
des états est présent dans pratiquement tous les systémes de commande.

L’application de lois de commande congues sans prendre en compte la possibilité
de saturation peut avoir des conséquences indésirables ou méme catastrophiques.
Si le systéme de commande en boucle fermée est congu d'une facon linéaire pour
satisfaire certains objectifs de commande, 'apparition imprévue de la saturation
peut alors dégrader la satisfaction de tels objectifs. Par ailleurs, lc systéme en boucle
fermée peut présenter des points d’équilibre parasites et/ou des cycles limites, ou
méme devenir instable & cause de la caractéristique non-linéaire de 1a saturation.

Ce sont de ces problémes issus de la pratique que sont nés la motivation ot
Pintérét pour I'analyse et la synthése des systémes de commande soumis 4 la satu-
ration. Ces deux problémes ont attiré 'attention de plusieurs automaticiens durant
les dernieres années. Concernant le probleme de la saturation des commandes, une
intéressante revue bibliographique chronologique a été faite par par Berstein et Mi-
chel dans [6]. Si 'on considére la saturation des états nous pouvons citer 'ouvrage
de Liu et Mitchel [66] et ses références.

Dans cette thése, nous nous intéressons, en particulier, 4 'étude du probléme de
la stabilité et de la stabilisation locale des systémes linéaires avec saturation
des commandes. Notre but est de proposer de nouvelles méthodes et techniques
pour:

1. la détermination de régions de stabilité pour le systéme en boucle fermée avec
les commandes saturés;

2. la détermination de la loi de commande en prenant en compte, a priori, la
possibilité de saturation des commandes.

Dans ce sens, la thése est organisée en trois parties.

La premiere partie correspond a la présentation de certains concepts de base et
a une étude de I'état de I'art concernant le probléme de commande des systémes
linéaires avec saturation des commandes. Dans le chapitre 1, nous présentons tout
d’abord les concepts d'invariance positive et de contractivité. Ensuite, nous faisons
un rappel des résultats sur la théorie de la stabilité de Lyapunov. Ces concepts
et résultats serviront de base pour le développement des résultats présentés dans
le parties 2 et 3 de la thése. Dans le chapitre 2 nous définissons tout d’abord les
probleémes d’analyse et de synthése que 'on souhaite aborder concernant les systémes
linéaires avec saturation des commandes. A partir de cela, nous faisons une bréve
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étude bibliographique concernant ces deux types de problémes. Nous présentons les
principaux résultats existants dans la littérature dans trois contextes de stabilité -
globale, semi-globale et locale.

La deuxiéme partie est dédiée & la détermination des régions de stabilité locale
de type polyédral pour des systémes linéaires avec saturation des commandes. Cette
approche est liée & la détermination de fonctions de Lyapunov du type polyédral
pour un systéme avec saturations des commandes. Les résultats établis sont basés
sur deux types de représentation du systéme saturé. Dans le chapitre 3 nous consi-
dérons la représentation par régions de saturation. Par cette approche, nous divisons
Pespace d’état en régions de saturation. Dans chaque région de saturation le systeme
saturé est représenté par un systéme linéaire avec une perturbation additive. Basée
sur cette représentation nous proposons des conditions nécessaires et suffisantes pour
invariance et la contractivité de domaines polyédraux par rapport au systeme sa-
turé. Ces conditions permettront de garantir la stabilité asymptotique du systeme
saturé dans des domaines polyédraux. Dans le chapitre 4 nous considérons la repré-
sentation locale du systéme saturé par un systéme polytopique. A partir de cette
représentation nous formulons des conditions suffisantes pour I'invariance positive,
la contractivité et la stabilité asymptotique des trajectoires du systéme dans des
ensembles polyédraux. Les conditions établies & partir de ces deux représentations
nous permettront la formulation d’algorithmes, basés sur des schémas de program-
mation linéaire, pour 'expansion homothétique et non-homothétique d’ensembles
polyédraux contractifs dans la région de comportement non-linéaire du systéme en
boucle fermée. Ces algorithmes serviront ainsi pour la détermination de régions de
stabilité asymptotique locale pour des systémes linéaires avec des commandes sa-
turantes. Pour terminer la partie 2 une comparaison entre les résultats obtenus en
considérant les deux représentations est faite.

Dans la troisieme partie, 'analyse et la synthése de lois de commande du type
retour d’état saturant sont abordées en considérant des fonctions de Lyapunov du
type quadratique. I’analyse est menée dans le chapitre 5. Dans ce chapitre, nous
considérons la détermination de régions de stabilité locale de type ellipsoidal. Nous
formulons des conditions suffisantes pour la contractivité d’ellipsoides par rapport au
systeme saturé. Ces conditions sont présentées sous la forme d’inégalités matricielles
linéaires (LLMIs). Ainsi, & partir de ces conditions nous proposons un algorithme basé
sur des schémas d’optimisation convexe pour la détermination d’approximations de
la région d’attraction de 'origine & travers des ellipsoides contractifs. Le chapitre
6 est consacré 3 la synthese de lois de commandes du type retour d’état saturant.
Etant donné un ensemble de conditions initiales admissibles X}, nous proposons tout
d’abord des conditions suffisantes, également sous la forme de LMIs, permettant la
détermination d'un retour d’état saturant garantissant la stabilité asymptotique
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vers 'origine de toutes les trajectoires initialisées dans Xj. Ensuite nous soulignons
le compromis entre performance, tolérance A la saturation et taille du domaine &
stabiliser. Enfin, nous appliquons la méthode de synthése proposée an cas de la
stabilisation semi-globale et & la détermination de lois de commandes de type multi-
modes.

Enfin une annexe sur les ensembles polyédraux et ellipsoidanx est proposée. L’ob-
jectif de cette annexe est de rappeller de maniére succincte quelques définitions et
propriétés qui sont utilisées dans ce mémoire concernant ces deux types d’ensembles.



Premiere partie

Etude bibliographique






Chapitre 1

Concepts de base

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous rappelons quelques concepts de base sur la stabilité des
systemes dynamiques qui sont fondamentaux pour la présentation des chapitres
suivants.

Le chapitre est organisé de la maniére suivante:

Tout d’abord nous donnons les définitions d’ensembles contractifs et positivement
invariants pour un systéme dynamique. Ensuite, nous rappelons brievement la notion
de stabilité au sens de Lyapunov ainsi que les principes de la deuxiéme méthode de
Lyapunov. A partir de cela, nous donnons les concepts de région d’attraction et de
région de stabilité d’un point d’équilibre asymptotiquement stable. Nous terminons
par la présentation de quelques résultats concernant en particulier la stabilité des
systemes linéaires.

Les définitions et résultats présentés dans ce chapitre sont assez classiques et
peuvent, sauf référence explicite, étre trouvés dans des ouvrages traitant des sys-
témes non-linéaires. Ainsi, pour les démonstrations de ces résultats nous pouvons
citer, par exemple, les ouvrages de Khalil [57], Slotine et Li [83] et Vidyasagar [97).
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1.2 Invariance positive et contractivité

Soit le systeme dynamique autonome obéissant A I'équation aux différences:

2(k+ 1) = fla(k) (1.1)

avec f:R™ — R

En considérant une condition initiale 2 = z(0) € R", la solution ou la trajectore
du systeme (1.1) correspondant & z(0) est notée o{k, 2(0)).

Nous présentons maintenant deux concepts concernant le comportement de tra-
jectoires ¢ (%, z(0)) du systéme (1.1) dans un ensemble M de Iespace d’état.

Définition 1.1 : L’ensemble M C R est positivement invariant par repport au
systéme (1.1) si
Ve(0) € M= ok, z(0)) e M |, VE2>0

Définition 1.2 : L’ensemble M C R" est contractif par rapport au systéme (1.1)
siVx(k) € BOM, B < 1, il existe 0 < fpyy < By tel que z(k + 1) € By 10M.

Ainsi, d’apres la définition 1.1, dire qu’un ensemble M est positivement invariant
par rapport au systeme (1.1) signifie que pour toute condition initiale prise dans M,
la trajectoire respective reste confinée dans M.

D’autre part, d’apres la définition 1.2, la contractivité représente un cas particu-
lier d’invariance positive dans le sens ofi toute trajectoire du systéme (1.1) initialisée
dans M évolue toujours vers I'intérieur de I’ensemble. Autrement dit, si & I'instant k,
z(k) appartient & la frontiere d’'un homothétique intérieur de M, i.e., z(k) € 8,0M,
Br < 1, a I'instant suivant 1’état appartient & Vintérieur de I’ensemble S, M, c’est-
a-dire, x(k + 1) € Bx110M avec Biy1 < Py En particulier si Gp < pufy, Yk, avec
0 < p < 1, le domaine M est p-contractif.

Notons qu’un ensemble contractif est toujours positivement invariant mais la
réciproque n’est pas vérifiée. La figure 1.1 schématise une trajectoire possible dans
un ensemble positivement invariant et dans un ensemble contractif.

Dans la section suivante, nous allons voir que les concepts d’ensembles positi-
vement invariants et contractifs sont liés au concept de domaines de stabilité d’un
systeme dynamique.
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(a) (b)

F1G. 1.1 - {a) Invariance Positive; (b) Contractivité

1.3 Stabilité au sens de Lyapunov

Considérons le systeme (1.1) avec f : U — ®R* étant une fonction localement
Lipschitz dans le domaine U C ®™,

On dira que 7. est un point d’équilibre (ou point singulier) du systéme (1.1) s’il
satisfait :

Te = f(ze) (1.2)

Dans cette section et les suivantes notre but est de caractériser et d’étudier
la stabilité d'un point d’équilibre x.. Désormais, par simplicité et sans perte de
généralité, nous considérons z. = 0. En effet, comme le systéme est autonome nous
pouvons toujours translater le point d’équilibre & l'origine & partir d’un changement
de variable du type:

Fe =10 — X (1.3)

Ainsi, en considérant que f(z(k)) satisfait f(0) = 0 nous allons étudier la stabilité
de l'origine relativement aux solutions {ou trajectoires) ¢(k, z(0)) du systéme (1.1).

Nous présentons maintenant ce que ’on appelle la stabilité au sens de Lyapunov,
Définition 1.3 : Le point z = 0 pour le systéme (1.1) est:

e stable, si pour chaque € > 0, il existe § = §(¢) tel que

|z(O)]] < 6= lla(k)l| <€, VEk>0
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¢ asymptotiquement stable, s’il est stable et § peut étre choisi de facon ¢
avoir:

[|[z(0)]| < 6 = Jim (k) =0

o instable, s’ n'est pas stable.

Ainsi, la notion de stabilité au sens de Lyapunov est basée sur le concept de
voisinage d’un point. Rappelons que le voisinage I/(z} d’un point z est un ensemble
contenant x dans son intérieur. Alors, d’apres la définition 1.3, Vorigine (z = 0) d’un
systeme dynamique est stable si pour un voisinage quelconque de = = 0, U;{0, €),
il existe un voisinage U;(0,6(¢c)) tel que pour toute condition initiale prise dans
Us(0,5(€)) la trajectoire reste dans U;(0,€). En plus, si dans le voisinage U, (0, €)
la trajectoire tend vers x = 0 lorsque £ tend vers l'infini, I'origine est dite asymp-
totiquement stable. D’autre part, dirc que = = 0 est instable signifie qu’il existe
un voisinage de Porigine U} (0, ¢), tel que pour tout voisinage Uz (0,48(¢)) C U, (0, ¢),
il existe au moins une trajectoire ¢(k, x(0)), avec z(0) € U(0,8(c)), qui n’est pas
contenue dans Uy (0, €).

L’application directe de la définition 1.3, pour conclure sur la stabilité¢ de I'origine
par rapport aux trajectoires du systéme (1.1), suppose la connaissance explicite de
celles-ci. Cependant, la détermination des solutions analytiques de (1.1) peunt étre
difficile, voire impossible. Dans ce cas, on peut utiliser la notion de fonction de
Lyapunov et appliquer ce que l'on appelle la seconde méthode de Lyapunov.

1.3.1 Stabilité par la seconde méthode de Lyapunov

L’objectif de la seconde méthode de Lyapunov est d’étudier le comportement
des solutions (trajectoires) au voisinage d’un point d’équilibre sans la connaissance
explicite de ces derniéres. Cette méthode est basée sur Dutilisation de fonctions
auxiliaires possédant certaines propriétés de positivité, et permet de conclure sur la
stabilité d’un point équilibre par 1’étude de 'évolution de telles fonctions le long des
trajectoires du systéme,

Relativement aux systémes du type (1.1), le théoréme suivant donne des condi-
tions pour la stabilité autour de Vorigine.

Théoréme 1.1 :[Stabilité Locale] Soit l'origine (x = 0} un point d'équilibre de
(1.1). Soit V : U — R une fonction continue et définie dans le voisinage U C R" de
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=0, et soit AV(z(k)) = V(z(k +1)) — V(x(k)). Si:

(i) VIO)=0etV(z)>0,Vz #£0, 2€ U.

(i) AV{(xz(k)) <0, Vz(k) € U, alors origine est stable.
St de plus:

(i) AV (x(k)) < 0, Vz(k) € U\{0}, alors Uorigine est asymptotiquement stable.

Définition 1.4 :

* La satisfaction de la propriété (1) du théoréme 1.1 indique que la fonction Vi)
est une fonction définie positive dans U. Par contre, si on a V(0) =0 et
V(z) >0, Vz # 0, V() est une fonction semi-définie positive.

¢ D’autre part, une fonction est dite définie (semi-définie) négative si —V (x)
est définie (semi-définie) positive.

Définition 1.5 : Une fonction V(x) définie positive satisfaisant les conditions (21)
ou (i) du théoréme 1.1 est appelée fonction de Lyapunov.

Notons que le théoréme 1.1 garantit la stabilité dans un sens local, c’est-a-dire,
la stabilité n’est assurée que dans un voisinage de l'origine contenu dans ’ensemble
U pour lequel la fonction V(z) vérifie les conditions (4) et (i) ou () et (242).

Supposons maintenant, qu'un systéme présente la propriété suivante : pour toute
condition initiale dans l'espace d’état , i.e., ¥2(0) € R", la convergence des trajec-
toires vers l'origine est garantie. Dans ce cas, la stabilité asymptotique du systeéme
est obtenue dans un sens global.

Définition 1.6 : Si pour tout £(0) € R", la trajectoire respective d(k,z(0)) du
systéme (1.1) converge vers l'origine quand k — oo, alors Uorigine est dite globa-
lement asymptotiquement stable.

Il est donc intéressant d’établir sous quelles conditions on peut initialiser le sys-
teme aussi loin que I'on veut et garantir que la trajectoire converge vers l'origine.

L’idée immédiate serait d’utiliser le théoréme 1.1 en considérant I7 2 R». Cependant,
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cela n’est pas suffisant. En fait, il est nécessaire aussi que V() soit une fonction
radialement non-bornée (condition (ii) ci-apres). Ces conditions sont exprimées dans
le théoréme suivant:

Théoreme 1.2 : Soit Uorigine (x = 0) un point d’égquilibre du systeme (1.1). Soit
la fonction V : R — R une fonction continue dans R™. 5i:

(1) V{0) =0 et V(z) >0, Vo #90,
(it} ||z]] = o0 = V(z) — oo,

(iii}) AV{(x(k)} = V{z(k + 1)) — V(z(k)) <0, Vz(k) € R", z(k) # 0,

alors Uorigine est globalement asymptotiquement stable.

Une interprétation géométrique des théorémes 1.1 et 1.2 peut étre donnée & partir
du concept de surfaces de Lyapunov.

Définition 1.7 : Soit V(z) une fonction de Lyapunov. La surface définie dans Ues-
pace d’'état par:

{z eR*; V(z)=c}

est appelée surface de Lyapunov ou surface de niveau.

La condition AV (x(k)) < 0 implique que si 2(k) € U et V(z(k)) = ¢, z(k + 1)
appartient & Pintérieur de ’ensemble

Qe={zeR"; V(z) < c}

Autrement dit, la trajectoire du systéme (1.1} évolue vers une surface de Lyapunov
intérieure V(z) = ¢;, ¢1 < ¢. Alnsi, & mesure que le temps progresse, la surface
sur laquelle est x(k) se contracte vers I'origine, ce qui montre que I’état du systéme

s’approche asymptotiquement de 1’origine. Ce raisonnement est illustré par la figure
1.2.

La fonction de Lyapunov est associée 4 une distance généralisée entre I'état du
systéme (1.1) & l'instant k et P'origine. Si cette distance n'augmente pas i l'ins-
tant k£ + 1 alors le systéme est stable. De plus, si elle diminue alors le systéme est
asymptotiquement stable.
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Fi1G. 1.2 - Contractivité des trajectoires

I est important de remarquer que le théoréme 1.1 fournit une condition suffisante
pour la stabilité. Par conséquent, si nous ne sommes pas capables de trouver une
fonction de Lyapunov nous ne pouvons rien conclure sur la stabilité de Porigine par
rapport aux trajectoires du systéme (1.1).

La difficulté majeure de la deuxiéme méthode de Lyapunov réside dans le choix de
la"bonne” fonction. Malheureusement, il n’existe pas de méthode systématique pour
la détermination de fonctions de Lyapunov. En général, le choix de la fonction fait
appel a Pexpérience du concepteur. Dans des cas particuliers {systémes mécaniques
et/ou électriques, par exemple), on peut faire appel & I'interprétation physique du
théoréme de Lyapunov et choisir des fonctions représentant I’énergie du systéme.
Dans ce cas, si 'énergie est dissipée le Jong des trajectoires du systéme, la fonction
sera potentiellement une fonction de Lyapunov.

1.3.2 Principe d’invariance de LaSalle

Si la fonction de Lyapunov choisie est telle que AV (z(k)) < 0 le long des tra-
Jectoires du systéme (1.1}, on ne peut rien affirmer sur la stabilité asymptotique de
l'origine & partir de I'application du théoréme 1.1 (ou 1.2). Cependant, si on peut
garantir qu’aucune trajectoire ne peut rester aux points ot AV (x(k)) = 0, & lex-
ception de x = 0, alors la convergence des trajectoires vers lorigine sera certaine.
Ce résultat, connu comme le principe d’invariance de LaSalle, est donc ”plus fort”
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que les théorémes 1.1 et 1.2. Il est énoncé de la maniére suivante:

Théoréme 1.3 : Soient:

o U un ensemble compact positivement invariant par rapport au systéme (1.1)

o V:U — R" une fonction telle que AV (xz(k)) < 0 dans U.

E Uensemble de tous les points de U vérifiant AV (z(k)) = 0.

e M le plus grand ensemble invariant contenu dans E.

Alors, toute trajectoire initialisée dans U converge vers M quand k — co.

Ainsi, lorsque AV{z(k)} < 0 pour prouver que lorigine est asymptotiquement
stable on doit montrer que le plus grand ensemble invariant contenu dans E est
Porigine {z = 0). Cela est établi en montrant qu’aucune trajectoire ne peut rester
indéfiniment dans F sauf la trajectoire triviale ¢(k,0) = 0. Dans ce cas on peut
formuler les deux corollaires suivants permettant de conclure sur la stabilité asymp-
totique de Porigine.

Corollaire 1.1 : Soient:
e z =0 un point d’équilibre du systéme (1.1}

e V :U — R une fonction continue et définie positive dans un voisinage U de
Dorigine telle que AV (x(k)) < 0 dans U.

o S={zeR"; AV(z(k)) = 0}.

Supposons qu’aucune trajectoire ne peut rester dans S sauf la trajectoire triviale
#(k,0) = 0. Alors Uorigine est asymptoliquement stable.

Corollaire 1.2 : Soient:

o 1 =0 un point d’équilibre du systéme (1.1).
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o V: R® = R une fonction continue, définie positive, radialement non-bornée
et telle que AV{(z(k)) <0, Vz(k) € R™.

o S={zcR"; AV(z(k)) =0}.

Supposons qu’aucune trajectoire ne peut rester dans S sauf la trajectoire triviale
#(k,0) = 0. Alors lorigine est globalement asymptotiquement stable.

1.3.3 La région d’attraction de ’origine

En général, il n'est pas suffisant de déterminer si Porigine du systéme est asymp-
totiquement stable. En effet, lorsque I'origine est asymptotiquement stable, on s’in-
téresse souvent & savoir quel est le plus grand domaine dans espace d’état dans
lequel toute trajectoire qui y commence converge vers Porigine. Cette question nous
amene 4 la définition de la région d’attraction de Uorigine.

Définition 1.8 : Soit ¢(k,z(0)) la trajectoire qui part, & Uinstant k = 0, de ['état
z(0). La région d’attraction de ’origine est définie comme l'ensemble de tous
les points © de Uespace d’état tels que pour x = z(0) on a limg_o ¢(k, z(0)) = 0.

Le domaine d’attraction de lorigine est donc I’ensemble:

R.2 {z(0) € R™; ¢(k,z(0)) — 0 quand k — oo} (1.4)

Remarquons que si le systéme est globalement asymptotiquement stable, alors
la région d’attraction de 'origine est tout espace d’état, i.e., Ry = R".

La détermination exacte de la région d’attraction de l'origine d’une facon analy-
tique est une tache en général difficile, voire impossible [57], 86]. Cependant, on peut
déterminer des approximations de la région d’attraction, c’est-a-dire, on peut déter-
miner des régions de 'espace d’état oi la convergence asymptotique des trajectoires
vers |'origine est garantie.

Définition 1.9 : Une région R, de l'espace d’état est une région de stabilité
asymptotique par rapport & Vorigine du systéme (1.1) si pour toute condition
initiale z(0) € Ry on a limg_, o, ¢(k, 2(0)) = 0.
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En particulier, il est toujours possible de déterminer des régions de stabilité
asymptotique a partir des domaines de Lyapunov et d’ensembles positivement inva-
riants [57]. En fait, si P'on considere une fonction de Lyapunov telle que A1 (z) < 0
le long des trajectoires du systéme dans une région :

Sc={zeR"; V(iz) <c}
on garantit que toute trajectoire initialisée dans S, y reste et converge vers 'origine
quand k — oo. D’autre part, d’aprés le principe d'invariance de LaSalle, si le co-

rollaire 1.1 s’applique en considérant un ensemble M positivement invariant, nous
pouvons conclure sur la stabilité asymptotique dans cet ensemble.

1.4 Stabilité des systémes linéaires

Considérons maintenant un systéme linéaire a temps discret décrit par 'équa-
tion :

2(k +1) = Ax(k) (1.5)

Les états d’équilibre de ce systéme sont les points x, vérifiant;
T = Ax,
Remarquons que I'origine est toujours un point d’équilibre du systéme (1.5}, mais
ce point d’équilibre n’est pas forcément unique.

La stabilité de 'origine du systéme (1.5), ou tout simplement la stabilité de ce
systeme, peut étre caractérisée de deux manieres:

1. a partir des valeurs propres de la matrice A.

2. a partir de I'application de la deuxiéme méthode de Lyapunov.

1.4.1 Caractérisation & partir des valeurs propres de A

1l est bien connu (voir, par exemple [62]) que la stabilité du systeéme (1.5) est
caractérisée par le spectre de la matrice A selon la définition suivant :
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Définition 1.10 : Le point d’équilibre z = 0 du systéme (1.5) est :

(i) asymptotiquement stable si |\ (A4)| <1, Vi=1,... n.

(i) critiquement stable si [M(A) < 1, Vi = 1,....n et la multiplicité géo-
métrique de chaque valeur propre Ai(A) telle que |M\(A)| = 1 est égale & sa
multiplicité algébrique.

(4i) critiquement instable si |\;(A)| <1,Vi=1,...,n et la multiplicité géome-
trique d'au moins une valeur propre A;(A) telle que |\(A)| = 1 est différente
de sa multiplicité algébrique.

(iv) instable s'il existe au moins une valeur propre de A, M\;(4), telle que

A A > 1.

Remarque 1.1 : Pour une valeur propre donnée, Ai(A), la multiplicité algébrique
correspond a4 la multiplicité de celte valeur propre en tant que racine du polyndéme
caractéristique de A ; la multiplicité géométrique de cette méme valeur propre est le
nombre de vecteurs propres de A linéairement indépendants associés & Xi(A) [26].
Ainsi, dire que le systéme (1.5) (ou la matrice A) est critiquement stable stgnifie
que les blocs de Jordan correspondant auz valeurs propres de module égal 6 1 sont
bloc-diagonauzr ou semi-simples [62].

A partir de cette définition, la stabilité d’un systéme lindaire se caractérise par
la localisation des valeurs propres de A par rapport au cercle de rayon unité du plan
complexe: si toutes les valeurs propres sont contenues dans le cercle on a la stabilité
asymptotique; s’il existe des valeurs propres sur le cercle le systéme sera critiquement
stable ou critiquement instable ; 'existence d’au moins une valeur propre en dehors
du cercle caractérise l'instabilité.

1.4.2 Caractérisation A partir des fonctions de Lyapunov

Etant donné que le systéme (1.5) correspond & une classe particuliére de systémes
du type (1.1), on peut utiliser des fonctions de Lyapunov afin de caractériser sa
stabilité.

Nous avons remarqué dans la section 1.3.1 que d’une part, la détermination
d’une "bonne” fonction de Lyapunov n'est pas toujours évidente et, que d’autre
part, les conditions données par I'application des théorémes de Lyapunov ne sont
que suffisantes. Néanmoins, dans le cas des systémes linéaires, la stabilité implique
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obligatoirement I'existence d’une fonction de Lyapunov. Autrement dit, si le Sys-
teme est stable, il est toujours possible de déterminer des fonctions de Lyapunov
particulieres, & savoir: fonctions quadratiques et fonctions polyédrales.

Fonctions de Lyapunov quadratiques

Le théoréme suivant garantit I'existence de fonctions de Lyapunov quadratiques
pour tout systeme linéairc asymptotiquement stable.

Théoréeme 1.4 : [56] [62] Le point d’équilibre x = 0 du systéme (1.5) est asymp-
totiquement stable, i.e., |N(A) < 1, Vi = 1,...,n, si el seulement si, pour toute
matrice symétrique et définie positive (), il existe une matrice symétrigue et définie
positive P solution unique de I’équation de Lyapunov:

ATPA-P=-Q (1.6)

A partir de ce théoréme la fonction quadratique définie comme::
V(z) = 2" Pz (1.7)
satisfait les conditions du théoréme 1.1 avec
AV (z(k)) = —z(k)"Qz(k) <0 , V(k) ¢ ®*, (k) #£0

Ce type de fonction est associé & des domaines de Lyapunov de type ellipsoidal. En
fait, si V(x) = T Pz est une fonction de Lyapunov pour le systéme (1.5), alors les
ellipsoides (voir annexe A):

El)={zeR"; 2'Pz<e} , ¢>0

sont des domaines contractifs pour ce systéme.

Fonctions de Lyapunov polyédrales

Un résultat analogue a celui du théoréme 1.4 qui concerne des fonctions de
Lyapunov de type polyédral est donné par le théoréme suivant établi par Molchanov
et Pyatnitskii [73],[74)].
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Théoréme 1.5 : Le point d’équilibre z = 0 du systéme (1.5) est asymptotiquement
stable si el seulement s'il existe un indice m > n, une matrice L € R™" ¢f une
matrice U € R™™ tels que:

(i) TL =LA

(%) ||Tlloc <1 ou de maniére équivalente Jnax Zh <1

Dans ce cas, la fonction de Lyapunov est définie comme :

Viz) = max (Ll (1.8)

Les domaines de Lyapunov associés 4 (1.8) sont des polyedres symétriques du
type:
S(Lyrlp,rlp) ={z € R"; ~rl, <Lz <rl,)}

avec r > 0. Ces domaines sont, par conséquent, des domaines d’invariance quand
e Z"T inl < 1 et des domaines contractifs dans le cas ol cette inégalité est
1=m
venﬁec strictement.
L’équation (i) du théoréme 1.5 peut étre considérée comme une relation de si-
milarité généralisée entre les matrices A ot I’ [89] ou une équation de projection
canonique quand rang(L) < n [98],[40]. Dans [73], les auteurs donnent une solution

a cette équation, lorsque toutes les valeurs propres de la matrice 4 sont réelles,
distinctes et telles que |\;(4)] < 1.

Un résultat similaire & celui du théoréme 1.5, en considérant la relation (i1) avec
une norme quelconque, est établi dans [58].

D’une fagon plus générale, si I'on considére un polyedre
SGuwy={zecR; Gzxw} , GeR"™, weh?
on peut toujours associer & S(G,w) une fonction polyédrale du type :
Gyx
Viz) = max{ bl ad } (1.9)
i w(i)

Lorsque S{G,w) est compact et contient origine dans son intérieur, la fonction
(4.19) est appelée fonctionnelle de Minkowski [28]. Dans ce cas, si S(G, w) est posi-
tivement invariant et/ou contractif par rapport au systeme (1. 5) il est possible de
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démontrer que la fonction (1.9) est une fonction de Lyapunov pour le systéme (voir
par exemple [9],[88],(13],{92]).

Remarque 1.2 : La stabilité asymplotique d’un systéme linéaire est toujours dans
un sens global. En effet, si les fonctions (1.7) et (1.8) vérifient, respectivement, les
conditions des théorémes 1.4 et 1.5 elles vérifient aussi les conditions du théoréme
1.2

1.5 Systémes linéaires variables

Nous rappelons, dans cette section, un résultat di & Opoitsev [75] concernant une
classe particuliére de systémes variants dans le temps. Si 'on considere le systéme
(1.5) pour lequel la matrice A varie & chaque instant & et appartient de plus & un
ensemble compact W, c’est-a-dire:

{ z(k +1) = A(k)z(k) (1.10)

avec A(k)e W, Vi

nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 1.6 : [75] Pour la stabilité asymptotique du systéme dynamique (1.10),
il est nécessaire et suffisant qu’il existe dans R™ une norme || - ||. telle que :

HA(R)z(R)l]. < pllz(k)]], , Vo(k) € R, A(k)e W (1.11)

avee p € [0, 1.

Ainsi le théoréme 1.6 indique que V(z) = {|z(k)||+ est une fonction de Lyapunov
puisque elle est définie positive, et de plus, concernant la décroissance AV (z(k)), on
a:

AV{(z(k) = |lz(k + ). — llz(k)[ < pllz(®)ll - [kl & AV (z(K) < dlz(k)]].
avec —1 < ¢ = pu —1 < 0. Done, d’aprés le théoréeme 1.1, on obtient la stabilité

asymptotique du systéme (1.10). Ceci signifie également qu’il ¥ a contraction stricte
de la norme Vz(k) € ®*, VA(k) € W.
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1.6 Conclusion

Tout d’abord nous avons donné les définitions d’ensembles positivement inva-
riants et contractifs. Ensuite, nous avons donné un rapide apercu des résultats re-
latifs & la stabilité des systémes dynamiques. Dans un premier temps, nous avons
rappelé les résultats classiques de la théorie de Lyapunov concernant la stabilité
dans un sens local et dans un sens global. Dans le cas de la stabilité asymptotique
locale, nous avons défini la région d’attraction de l'origine (d’un point d’équilibre).
Puisque cette région en général n’est pas analytiquement déterminable, nous avons
vu qu'il est toujours possible de déterminer des régions de stabilité asympiotique &
partir de fonctions de Lyapunov. Ces régions peuvent donc étre considérées comme
des approximations de la région d’attraction de Porigine. Ensuite nous avons pré-
senté quelques résultats classiques relatifs & la stabilité des systémes linéaires. Nous
avons rappelé que la stabilité d'un systeme linéaire peut étre caractérisée par les
valeurs propres de la matrice dynamique du systéme aussi bien que par la deuxienic
méthode de Lyapunov. En particulier, quand le systéme linéaire est stable il est
toujours possible de déterminer une fonction de Lyapunov soit quadratique, soit po-
lyédrale. Enfin, nous avons présenté un résultat concernant la stabilité d’une classe
particuliere de systémes linéaires variants dans le temps.

Ces résultats et définitions serviront ainsi de base, directement ou indirectement,
pour I'étude de la stabilité et de la stabilisation des systémes lindaires avec saturation
de la commande qui sera menée dans cette thése.
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Chapitre 2

Systémes linéaires avec saturation
des commandes

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré & la présentation de la problématique de la commande
des systemes linéaires avec contraintes d’amplitude sur les signaux de commande.

Premiérement, nous définissons la loi de commande saturante et le systéeme non-
lindaire en boucle fermée qui seront les objets d’étude de cette thése, En fonction de
ces définitions deux problémes génériques sont formulés : le probléeme d’analyse de 1a
stabilité du systéme en boucle fermée avec saturation des commandes et le probleme
de synthése d’une loi de commande qui prend en compte, a priori, la possibilité de
saturation des commandes.

Ensuite, nous passons & une bréve étude bibliographique sur le sujet. Notre ob-
jectif est de donner une vision globale des approches et méthodes existantes dans la
littérature concernant, la stabilité et la stabilisation des systémes linéaires avec com-
mande saturante. Ces résultats seront présentés dans trois contextes de stabilité -
global, semi-global et local.
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2.2 Le systeme saturé

Soit un systéme linéaire, 4 temps discret, invariant dans le temps, déerit par
I’équation suivante:
z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) (2.1)

oit z(k) € R™ est le vecteur d’état, u(k) € R™ est le vecteur de commande, A et B
sont des matrices réelles de dimensions respectives n = n et 1 * m.

Considérons que la commande est une fonction lindaire de I'état, ¢’est-a-dire. le
systeme est bouclé par un retour d’état du type:

u(k) = Fz(k) (2.2)
avec F' ¢ R™n,

Si aucune contrainte d’amplitude n’est présente sur les états ou sur la commande
du systeme {2.1), le systéme en boucle fermée est donné par 'équation linéaire
classique::

ok +1) = (A + BF)x(k) (2.3)

Dans ce cas, d’aprés ce qui a été présenté dans la section 1.4.1, la stabilité du
systéme en boucle fermée est caractérisée par les valeurs propres de (A + BF). Si
le systéme (2.1) est stabilisable, la matrice F' peut &tre choisie telle que toutes les
valeurs propres de {A + BI") sont dans le cercle unité. La stabilité asymptotique du
systeme linéaire (2.3) est alors garantie dans un sens global.

.

Supposons maintenant que la commande u(k) soit soumise & des contraintes
d’amplitude, c’est-a-dire, chaque composante uy)(k), 1 = 1,...,m, du vecteur de
commande est comprise entre une valeur maximale et une valeur minimale. Autre-
ment dit, & chaque instant & le vecteur de commande u{k)} doit appartenir & un
ensemble polyédral §2 défini dans lespace de commande par:

2= {’U, i Tt Umaa:} (2.4)
avee Umin(i), Umaz(s) > 0, pour i =1,...,m.

Ainsl, en considérant le retour d’état (2.2), si la valeur de Fi;z(k) est supérieure

& Umaa(s), |2 commande restera bloquée sur w,,4.¢;). De la méme fagon, si Fiyyz(k) est

inférieure & —Umin(;) la commande restera bloquée sur —Umin(i)- Dans ce cas, on dit

qu'il v a saturation de la commende. La loi de commande effectivement appliquée
au systeme (2.1) est donc:

u{k) = sat(Fz(k)) (2.5)
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avec chaque composante uy(k), i = 1,..., m, définie par:

—Umin(i)  S1 Fyya(k) < —tmingy
tt(i)(k) = (sat(Fx(k)))(.;) = F(i}x(k:) si — umm(i] S F(i)fb‘(k) S umm(i) (2.6)
YUrnar(i) si F(L}J:(k) > Umaz(i)

La loi de commande (2.5) est appelée dans la littérature refour d’état saturé ou retour
d’état saturant. La fonction saturation u(k) = sat{Fz(k)) que nous considérons est
décrite par la courbe montrée dans la figure 2.1.

Fic. 2.1 — Fonetion saturation

Le systéme en boucle fermée, obtenu par Papplication du retour d’état saturant
au systéme (2.1), est le systéme non-linéaire suivant :

z(k + 1) = Az(k) + Bsat(Fz(k)) (2.7)

Désormais, nous appellerons le systéme le (2.7) systéme en boucle fermée avec satu-
ration des commandes, ou, tout simplement, systéme saturé.

Si I'état du systéme (2.7) est tel que la valeur de Fiyyx(k) est comprise entre
Umin(i) €6 Umaz(s), VI = 1,...,m, les commandes ne sont pas saturées. L ensemble
des états ayant cette propriété est appelé région de linéarité du systeme (2.7). Cette
région est donc définie par:

D[ = S(Fs umimuma:c) é {:L' = i — Umin Fx = '“'ma.x} (28)

Dans cette région polyédrale, on dit que le systéme saturé (2.7) admet un modele
localement linéaire. En effet, si 2(k) € S(F, umin, Umaz), 2(k+1) peut dtre déterminé
en utilisant 'équation linéaire (2.3). Néanmoins, il est important de remarquer que le
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fait d’avoir x(k) € S{F, Umin, Umas) n'implique pas z(k+1) € S(F, Umin, Umas ). Alnsi,
méme si les valeurs propres de (A + BF') sont placées dans le cercle unité, on ne peut
pas conclure, a priori, que toute trajectoire qui est initialisée dans S{#) Upin, Umas )
converge vers l'origine. Pour cela il faut considérer le comportement non-linéaire du
systéme (2.7).

Remarque 2.1 : Nous avons considéré par simplicité comme loi de commande sa-
turée un retour d’état. Cependant, I’étude de la stabilité d'un systéme avec saturation
des commandes considérant une loi du type retour d’état linéaire est assez générique.
En fait, st Uon s’intéresse a des lois de commande du type retour de sortie linéaire
saturé on peut toujours écrire le systéme en boucle fermée sous la forme (2.7). Dans
ce cas, si l'on considére que la sortie du systéme est donnée par

y(k) = Cn(h) 2.9)
avecy € P et O € 7", il suffit de redéfinir la loi de commande saturée et lu région

de linéarite de la maniére sutvante :

o cas statique: Soit K € RP*™ la matrice de gain statique appliquée sur la sortie
du systéme. Alors on a:

u(k) £ sat(Ky(k)) = sat(KCx(k))
et la région de linéarité est donc décrite par:
D, 2 {zeR"; —tpmin R KC2 < oz} = S(KC, Unnin, Umaz )
e cas dynamique: Soit le compensateur dynamique d’ordre n, décrit par:

(k+1) = Mn(k) + Ny(k)
{ Z(k) = sat(K g(k) + Di’<k)) (2.10)

Si U'on définit :

Loy o | z(k) _oon A (k) }
k = k =
CRIEAIETC e
le systéme en boucle fermée peut étre écrit comme [55]:

{ 2k +1) = Az(k) + Ba(k)
glk) = Ci(k)
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T wk) ][ satIDC K]E(k))
k) = [n(kﬂ) ] = [ INC M]i(k)

Dans ce cas la région de linéarité est donc définie par [34]:

D2 {E RN — < [DC K2 = ]

2.3 Les problemes d’analyse et de syntheése

En considérant un systeme linéaire du type (2.1) sur lequel on applique une loi de
commande du type (2.5) deux types de problémes peuvent étre formulés, & savoir:
un probleme d’analyse et un probléme de synthese.

I} existe aujourd’hui dans la littérature de nombreuses techniques et méthodes
permettant la détermination de lois de commande linéaires pour un systéme li-
néaire du type (2.1). En général, ces lois de commande sont concues sans prendre
en compte explicitement les limites sur la commande. Autrement dit, on suppose
qu’il n’existe pas de contraintes sur la commande et on détermine une matrice F,
telle que le systeme linéaire {2.3) soit asymptotiquement stable et, en plus, qu’il
satisfassc des spécifications de commande supplémentaires, par exemple, des spéci-
fications de performance et de robustesse. Dans ce cas, suivant on le systéme est
initialisé, la trajectoire correspondante peut ne pas étre contenue dans la région de
linéarité du systéme saturé (2.7). La saturation de la commande peut ainsi amener
le systeme en boucle fermée a présenter un comportement instable ou encore pro-
voquer la convergence des trajectoires vers des points d’équilibre parasites ou des
cycles limites.

Ainsi, a partir de la loi de commande déterminée sans considérer les contraintes
d’amplitude, le concepteur doit analyser la stabilité du systéme en boucle fermée
avec saturation (2.7). Autrement dit, il doit déterminer des régions de stabilité
asymptotique pour le systéme (2.7) et vérifier si cette région "englobe” toute la
région dans laquelle le systéme peut étre initialisé ou dans laquelle I'état du systéme
peut étre amené par I'action d’une perturbation temporaire. Dans ce cas on pent
dire que 'on garantit la streté de fonctionnement du systéme en boucle fermée en
présence de la saturation.

En résumé, le probléme d’analyse se pose de la fagon suivante :
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Probleme 2.1 : Etant donnée une matrice F telle que (A + BF) est asymptoti-
quement stable, déterminer des régions dans espace d’état ot la convergence des
trajectoires du systéme saturé (2.7) vers origine est garantie.

L’autre type de probleme qui peut étre formulé est celui de la synthése de lois
de commande en considérant, lors de P’étape de conception, les contraintes sur la
commande et la possibilité de saturation. Dans ce cas, on peut considérer comme
donnée du probleme la région dans I'espace d’état oil le systéme doit étre stable,
c’est-a-dire, ol 'application de la loi de commande saturée doit étre capable d’as-
surer la convergence asymptotique vers l'origine de toute trajectoire initialisée dans
une telle région. Cette région est donc considérée comme une région d’états initiaux
admissibles dans laquelle le systéme en boucle fermée peut étre initialisé ou encore
I'état du systéme peut étre amené lors de I’action de perturbations temporaires,

Le probléme de synthése s'énonce donc de la manidre suivante :

Probleme 2.2 : Etant donné un domaine d’états initiaur admissibles Dy, détermi-
ner une matrice I’ telle que toute trajectoire du systéme (2.7) commengant dans Dy
converge asymptotiquement vers l'origine.

Nous allons présenter maintenant une rapide revue bibliographique concernant
ces deux types de probleme dans trois contextes de stabilité : global, semi-global et
local.

2.4 Stabilité globale

Le probléme de la stabilisation globale d'un systéme linéaire soumis & des con-
traintes du type saturation sur la commande a requ 'attention de plusieurs cher-
cheurs durant les derniéres années. Nous pouvons tout d’abord citer les travaux de
Sontag et Sussmann [84] et de Yang et al. [101] pour le cas des systémes continus et
le travail de Yang [100] considérant des systémes discrets. Ces travaux conduisent
au résultat suivant:

Théoréme 2.1 : Le systéme (2.1) soumis da des contraintes sur la commande du
type (2.4) est globalement stabilisable si et seulement si

() la paire (A, B) est stabilisable,
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(ii) les valeurs propres de la matrice A ne sont pas strictement instables.

La condition (if) du théorgme 2.1 signifie:

* dans le cas continu: toutes les valeurs propres commandables de la matrice A
sont contenues dans le demi-plan gauche fermé du plan complexe (i.e., 'axe
imaginaire y compris).

e dans le cas discret : toutes les valeurs propres commandables de la matrice A
sont contenues dans ou sur le cercle unité.

En fait, le résultat établi dans le théoreme 2.1 est facile & Jjustifier d’unc facon
intuitive: si le systéme est instable en boucle ouverte et la commande est bornée,
on ne disposera pas ”d’énergie” de commande suffisante pour ramener & 'origine un
état trop éloigné.

Si I'on suppose que les conditions (i) et (4) du théoréme 2.1 sont satisfaites, une
question qui se pose naturellement est la suivante:

Est-ce qu’il est toujours possible de déterminer une loi de commande du type
(2.5) qui stabilise globalement le systéme (2.1)?

Autrement dit, sous les conditions (i) et (#) du théoréme 2.1 est-il toujours
possible de déterminer une matrice F' telle que le systéme (2.7) soit globalement
asymptotiquement stable?

La réponse négative & cette question a été tout d’abord donnée dans [35] puis
dans [87] et [68]. Dans [35] et [87], il est prouvé dans le cas des systémes continus
que pour une chaine d’intégrateurs d’ordre n > 3 avec saturations, il n'existe pas
de controleur linéaire assurant la stabilité globale. Dans [68], un resultat identique
est démontré dans le cas des systémes discrets. C’est pourquoi, dans le cas général,
sous les hypotheses du théoréme 2.1, il est nécessaire d’utiliser une loi de commande
non-linéaire, c’est-a-dire,

ugy (k) = sat(uy(x(k)))

ol ;) (z(k)) est une fonction non-lindaire de I’état 3 I'instant k. Ce type de lois de
commande est étudié dans [101] et [94] pour le cas des systémes continus.

Cependant, dans les cas spécifiques ot le systéme en boucle ouverte est asymp-
totiguement ou critiquement stable, Burgat et Tarbouriech [18],[19],[89] ont montré
qu’il est toujours possible de trouver une loi de commande du type (2.5) qui stabilise
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le systeme (2.7) globalement. Pour cela, il suffit de déterminer la matrice F de la
fagon suivante:

F=D(B)BTPA

ol D(/3) est une matrice diagonale telle que 0 < J;y < m, Vi=1,...,m ct
P = PT > 0 cst solution de I’équation de Lyapunov:

ATPA~P=—-Q avec Q=0 >0

Dans le cas ot la matrice A est asymptotiquement stable, ils ont montré qu'il
est toujours possible de choisir la matrice @ = Q7 > 0 permettant d’obtenir une
vitesse de convergence a Porigine pour le systeme en boucle fermée (2.7) plus rapide
que celle du systéme en boucle ouverte.

2.5 Stabilité semi-globale

En pratique, Pévolution d’un systeme est plutt restreinte & une région spécifique
de l'espace d’état dans la mesure ol 'on ne souhaite pas que I'état du systéme puisse
avoir une norme trop grande et presque infinie. C’est pourquoi l'intérét pratique de
la stabilité globale peut étre remis en cause. Par ailleurs, en général, les lois de
commande globalement stabilisantes n’améliorent pas réellement la dynamique du
systéme en boucle ouverte, voire la dégradent dans certains cas.

Alnsi, une approche alternative & la stabilisation globale du systéme saturé (2.7)
est la stabilisation dite semi-globale. Ce concept a été introduit dans la littérature
presque simultanément par Lin et Saberi [63],[64] et Alvarez-Ramirez et al. [1]. A
partir de ces travaux, la stabilisation semi-globale d’un systéme linéaire soumis &
des contraintes sur la commande peut étre définie comme :

Définition 2.1 : [Stabilisation semi-globale] Un systéme linéaire soumis @ des con-
traintes de type saturation sur la commande est semi-globalernent stabilisable, st pour
un ensemble borné quelcongue Dy € R*, contenant DUorigine et aussi grand que 'on
veut, il existe une loi de commande du type u(k) = sat(Fz(k)) telle que:

e [e systeme en boucle fermée est localement asymptotiquement stable.

o Dy est contenu dans la région d’attraction du systéme en boucle fermée.
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D’apres cette définition, on peut dire que la stabilité semi-globale se situe 4 mi-
chemin entre les concepts de stabilité globale et stabilité locale. En fait, comme D,
peut étre aussi grand que ’on veut, on peut supposer Iy —> R™ et on retombe sur le
cas d’une stabilisation globale. Par ailleurs, comme la stabilité asymptotique n’est
garantie que pour les états appartenant a I3y, la stabilisation scini-globale peut étre
considérée comme une stabilisation locale.

Une condition nécessaire et suffisante pour la stabilisation semi-globale [63] [1] est
que la paire (A, B) soit stabilisable et les valeurs propres commandables de la matrice
A soient asymptotiquement ou critiquement stables ou critiquement instables. Cette
condition implique done, dans le cas discret, que les valeurs propres de A soient
contenues dans ou sur le cercle unité. Il a été aussi montré dans les travaux cités
ci-dessus que, dans ce cas, on peut toujours déterminer la matrice F de facon 2
éviter la saturation de la commande pour toute trajectoire du systéme initialisée
dans Dy, ¢’est-a-dire, F" est telle que:

e (A + BF') est asymptotiquement stable.
. DO g S(F1 Umin, uma:n)-

b ’E(k) € S(F: umin:“mam): vk 2 0, V!L‘(O) = DO.

On rencontre dans la littérature principalement deux approches pour la concep-
tion de lois de commande qui stabilisent le systéme (2.7) semi-globalement : I’ap-
proche par placement de pdles et I'approche par équation de Ricatti.

2.5.1 Approche par placement de pdles

Cette approche a été proposée dans [64] pour le cas des systémes discrets et dans
[63] et [1] pour des systémes continus. La méthode pour le cas discret consiste tout
d’abord & déterminer une transformation de similarité T', telle que les matrices 4 et
B solent mises respectivement sous la forme suivante:

[ A Ay A 0] [ B 0 ... 0 x|
0 A, Ay 0 0 B, 0
THAT = ¢ s s T B=| 2 P
0 0 ... 4 O 0 0 B,
0 0 0 0 A ] ' By B By * |

ol chaque matrice A4; est sous la forme canonique commandable [26], chaque B; =
0 17 et (A,, B,) représente la partie non-commandable de la paire (A4, B).

[0 0
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Ainsi, il est possible de déterminer pour chaque paire (4;, B;}, i = 1,...,¢ un gain
"découplé” Fi{e) tel que:

|A(Ai + BiFi(e))] = (1 - )| AM(A))]
avec 0 < e < 1.

En appliquant cette procédure a chaque paire (A;, B;), i = 1,..., g, on obtient
un retour d’état paramétrisé en e:

u(k) = l: diag{Fi{e}) 0 :| T"I.’L'(k)
0 0

On démontre alors qu’étant donné un ensemble quelconque borné Dy contenant
Iorigine, il est possible de déterminer une borne supérieure pour e, notée €*, telle
que Ve € (0,¢*] Pinclusion Dy C S(F(€), tmin, Umaz) €5t satisfaite ct Yz(0) € Dy la
trajectoire du systeme reste confinée dans S(F (), wmin, Umaz)s Cest-a-dire, les com-
mandes ne saturent pas. Cette borne ¢* ne peut malheurcusement étre determiner
que par simulation.

2.5.2 Approche par équation de Riccati

Cette approche a été proposée par Lin et Saberi dans [65] pour des systémes
discrets (pour le cas continu nous pouvons citer [79]).

L’approche est basée sur la solution d’une équation de Riccati paramétrisée en
€, €>0:

P(e) = ATP(e)A + eI, — ATP()B(BTP(e)B + I,) ' BT P(e) A (2.11)
A partir de cette équation on démontre qu’étant donnée une région quelconque
bornée, Dy € R*, contenant l'origine, il est toujours possible de déterminer un €*

tel que Ve € (0, ¢*] Péquation (2.11) posséde une solution P(e) telle que la loi de
commande définie par:

u(k) = —(BTP(e)B + I,) ' BT P(e) Az (k) = Fle)z(k)

stabilise le systéme pour toute condition initiale choisie dans Dy sans saturation de
la commande.
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2.6 Stabilité locale

Lorsque le systéme en boucle ouverte est strictement instable, ni la stabilité
globale, ni la stabilité semi-globale ne peuvent étre envisagées lorsque la commande
est contrainte. Par ailleurs, méme si le systéme est stable, la satisfaction d’autres
spécifications de commande (comme par exemple, performance, découplage entre
modes, rejet de perturbations) peut ne pas étre possible en utilisant des lois de
commande qui stabilisent le systéme de fagon globale ou semi-globale. Dans ce cas,
on est amené a raisonner en termes de stabilité locale.

Ainsi, d'un point de vue d’analyse, il est intéressant de déterminer la région
d’attraction de l'origine du systéme saturé (2.7). Malheurcusement la détermination
analytique d’une telle région est en général difficile, voire impossible [86). Dans ce
cas, nous nous intéressons a fournir des approximations de la région d’attraction i
partir de la détermination de régions dans 'espace d’état ol la stabilité asymptotique
du systéme en boucle fermée est garantie.

Considérant le probléme de la synthése, on s’intéresse & la détermination d’une
loi de commande saturante de facon i assurer la stabilité asymptotique dans une
certaine région de I'espace d’état contenant I'ensemble des états initiaux admissibles.

Dans ce contexte, plusieurs travaux ont été proposés dans la littérature. Parmi
eux, on peut identifier deux axes de recherche: le premier consiste & déterminer des
régions et/ou la loi de commande de facon a éviter la saturation de la commande ;
le deuxiéme considére la saturation effective de la commande et, par conséquent, le
comportement non-linéaire du systéme en boucle fermée.

2.6.1 Stabilisation locale sans"saturation

Le but dans ce cas est d’éviter la saturation de la commande. Etant donnée une
reégion d’états initiaux admissibles Dy, la philosophie de cette approche consiste &
déterminer une loi de commande u(k) = Fz(k) et/ou une région S positivement
invariante par rapport au modele linéaire en boucle fermée (2.3) telles que [47]:

e les valeurs propres de la matrice (A + BF) soient contenues dans le cercle
unité,

e S contienne la région d’états initiaux admissibles et soit contenue dans la
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région de linéarité du systéme saturé (2.7), c’est-a-dire:

DyCSC S(F, “mimumam) (2~12)

Alnsi, si la relation (2.12) est vérifiée et & est positivement invariant par rapport
au systéme (2.3), toute trajectoire initialisée dans Dy (ou S) est telle que (k) €
S{F, Umins Umaz), Yk > 0, et, par conséquent, les commandes ne saturent pas. En
plus, comme [A(A+ BF)| < 1,V¥i=1,...,n, la convergence de ces trajectoires vers
Porigine est garantie. La figure (2.2) illustre I'inclusion (2.12).

S(F,umin,umax)

=
e

FI1G. 2.2 - Dg C 8 C S(F, Usnin, Umaz)

Dans la littérature, deux types de domaines invariants sont plus particuliérement
utilisés: des domaines ellipsoidaux et des domaines polyédraux.

Domaines ellipsoidaux

Un systéme linéaire stable quelconque admet des ensembles positivement inva-
riants associés & des fonctions de Lyapunov quadratiques (voir théoréme 1.4):

V(z) = 2T Pz
AV(z) <0

Dans ce cas, une condition nécessaire et suffisante pour que 'ensemble ellipsoidal

Ele)={zeR"; 7Pz < ¢}
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soit positivement invariant par rapport au systéme linéaire {2.3) est donnée par la
proposition suivante:

Proposition 2.1 : L'ellipsoide £(c) est positivement invariant par rapport an sys-
téme linéaire (2.3) si et seulement si:

(A+ BF)'P(A+BF)-P <0 (2.13)

Ainsi, étant donné un domaine de conditions initiales admissibles Dy, il suffit de
déterminer une matrice F et une matrice P vérifiant 'inégalité (2.13) telles que:

Dy C E(c) C S(F, Umin, Umaz) (2.14)

Ce type de solution a été proposée par Gutman et Hagander [47]. Dans ce papier, la
détermination de F' et £(c) est faite en utilisant une méthode de ”trial and error”
qui consiste & jouer avec les matrices de pondération d’un probléme LQ classique.
En fait, on détermine F' et J” satisfaisant (2.13) et on vérifie 8'il existe ¢ tel que la
relation d’inclusion (2.14) est vérifiée.

D’autre part, dans un probleme purement d’analyse ol le but est de déterminer
des domaines de stabilité pour une matrice de retour d’état F donnée, ces domaines
peuvent étre obtenus a partir d’une matrice P solution de I’équation de Lyapunov :

(A+BF)TP(A+BF)—P=-Q avec Q=07 >0

Dans ce cas, on peut toujours déterminer |’ellipsoide maximal associé & la matrice
P contenu dans S(F, wmin, Umaz) en faisant [47]:

u2‘ i uz .
o . 7 _ R min(i) A maz{i)
€= mEaS(FI,E:z?mumar){m P} izrﬂ-l-?m{ Fo Pty " Fy PTUE }

Domaines polyédraux

Dans ce cas, il s’agit de trouver un polyedre invariant S(G,w):
S(Gwy2{z R Gz <uw) , GERT | we R
et une matrice £ telles que:

DO g S(Ga ’w) g S(F, Urnin, umax) (215)
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Comme nous 'avons vu dans la section 1.4.2, un systéme linéaire stable admet
toujours des polyedres invariants associés a des fonctions de Lyapunov de type poly-
édral (voir théoréme 1.5). Dans ce cas les domaines de Lyapunov sont des polyedres
compacts.

La propriété d’invariance dans un sens plus générique, ¢’est-a-dire, considérant
des polyedres non-bornés et méme des cones polyédraux, a été étudiée par plusieurs
auteurs. Nous pouvons citer, par exemple, [9],[49],[51] et [4] pour le cas discret et
[10],[23],[24] et [90] pour le cas continu. En particulier, si I'on considere le systéme
linéaire discret (2.3), la condition d’invariance positive polyédrale générique est ex-
primée par la proposition suivante,

Proposition 2.2 : Le polyédre S(G,w) est positivement invariant par rapport au
systéme (2.3} si, el seulement si, il existe une matrice H, & éléments non-negatifs,
telle que :

HG = G{A+ BF) (2.16)
Hw < w (2.17)

Ce résultat a été démontré de différentes maniéres dans les travaux cités ci-dessus.
Notons que les relations (2.16) et, (2.17) peuvent étre vues comme une généralisation
des relations du théoreme 1.5.

Remarque 2.2 : [ est important de faire les remargues suivantes :

1. La relation (2.17) implique que HfBw < fw, V3 > 0. Cela signific que tous
les ensembles homothétiques ¢ S(G,w) sont aussi positivement invariants par
rapport au systéme linéaire (2.8).

2. St on s’intéresse & la stabilité de Dorigine, il faut que le polyédre S(G,w)
contienne l'origine, c’est-d-dire, on doit avoir wyy >0, ¥i=1,...,9.

3. Si le polyedre est non-borné, linvariance de S(G,w) n'est pas suffisante pour
conclure sur la stabilité du systéme dans S(G,w) [53].

En considérant 'approche polyédrale, on peut classer les travaux existants dans
la littérature pour résoudre les problémes de synthése et d’analyse de lois de com-
mande non saturantes selon trois axes principaux:
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A) Placement de structure propre

En prenant en compte que la région de linéarité S{F, Umins Umaz) €st un ensemble
polyédral, un probléeme qui a été étudié a la fin des anuées &0 a 6té celui d’établir
sous quelles conditions ensemble S(F 1, Umaz) €36 un cnsemble invariant et /ou
contractif pour le systéme (2.3).

Benzaouia et Burgat dans leur papier [4] montrent qu'une condition nécessaire
pour cela est de satisfaire:

F(A+ BF :

mng[ ( I3 ) ] =m (2.18)

Un peu plus tard, Hennet et Castelan dans article [53] ont montré que la relation
(2.18) est équivalente & I'(A + BF)-invariance de Ker F et, par conséquent, a ef-
fectuer un placement partiel de structure propre. Antrement dit, F doit étre telle
qu’an moins (n — m) valeurs propres en boucle ouverte soient maintenues en boucle
fermée. Dans ce cas il est possible de déterminer F telle que S(F, tin, Usnaz) SOIt
positivement invariant par rapport au systeme {2.3) si et seulement si le nombre de
valeurs propres instables en boucle ouverte, r, est tel que » < m. A partir de eela,
dans ce méme papier, une méthode fondée sur le placement de structure propre est
proposée et permet de déterminer F. Dans le cas olt v > m, il est toujours pos-
sible, également par placement de structure propre, de déterminer F' et un polyedre
contenu dans S{F, Umen, Umaz) ayant des facettes communes avec ce dernier.

En suivant cette meme idée, Bitsoris et Vassilaki [11] et Benzaouia [3] ont pro-
posé plus récernment des résultats similaires & ceux trouvés dans [53]. D’autre part,
il a ét¢ proposé par Castelan et al. [22] une méthode qui permet de déterminer
des polyedres invariants contenus dans S(F), ti;n, Umaz) A partir des techniques de
placement partiel de structure propre en utilisant un systéme d’ordre réduit.

B) Programmation linéaire

Un autre type de probléme traité dans la littérature considére Dy = S{G, w).
Dans ce cas il s’agit de déterminer une matrice £ telle que la matrice (A + BFY) soit
stable et admette S(G,w) comme polyedre invariant. Puisque les relations (2.16)
et (2.17) sont lindaircs en H ot F si (G est donné, on peut les considérer comme
contraintes dans un programme linéaire. Dans ce cas il suffit d’ajouter aussi une
contrainte, qui s’écrit sous une forme linéaire, garantissant l'inclusion $ (G,w) C
S(F, Uppin uma:r:)-

Ce type de formulation a été présenté initialement par Vassilaki ct al. [96] en
considérant une condition suffisante pour la relation d’inclusion de § (G, w) dans
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S(F, Umin, Umaz). Hennet et Béziat [51] proposent une méthode permettant de dé-
terminer F', a partir de schémas de programmation linéaire, dans le but de rendre
S(F, Umin, Umez) Positivement invariant. Cette méthode, ne pouvant étre appliquée
que dans le cas ou la matrice B est carrée, a été généralisée dans [22].

D’une maniere générale le probleme de programmation linéaire se pose de la

facon suivante:
Min €

sous
(1) HG=G(A+ BF)
(i1) Hw < ew

(si) [ F = re

-F
(iv) Rw < me }
(v) 0<egl

avec H et It étant des matrices & éléments non-négatifs. Les contraintes (4i7) - (iv) re-
présentent 'inclusion S{G,w) C S(F, tmin, Umaz)- Cette formulation a été proposée
dans [8] & partir de 'application directe du lemme de Farkas étendu, proposé dans
[49]. Cette contrainte d’inclusion peut aussi étre exprimée en fonction des sommets
de S(G,w) [95]. La minimisation de € implique la minimisation du rayon spectral
de (A + BF) et, par conséquent, la maximisation de la vitesse de convergence des
trajectoires du systéme (2.3) vers Vorigine.

D’antres travaux qui utilisent des schémas de programmation linéaire dans ce
contexte sont, par exemple, [52] et [72]

C) Détermination de I'ensemble maximal invariant contenu dans S(F, tmin, Umaz )

En considérant le probléme d’analyse 2.1, dans le but d’éviter la saturation, on
cherche & déterminer des régions invariantes contenues dans S(F, tn, tsmaz ). Dans
ce cas, les questions suivantes se posent naturellement :

1. Sous quelles conditions est-il possible de déterminer I’ensemble invariant maxi-
mal contenu dans S(F, Umin, Umaz) ?

2. Comment déterminer un tel domaine?

Des réponses a ces question ont été données initialement par Gilbert et Tan [37].
Dans ce papier, les auteurs considérent un systéme linéaire discret et un ensemble
Y défini par

YE{zeR"; fi(z) <0, i=1,...,p}
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ou la fonction fi(z) : B” —» R est continue et f;(0) < 0. Tls établissent des conditions
pour que 'ensemble invariant maximal contenu dans Y soit déterminable de manisre
finie. A partir de ces conditions un algorithme basé sur des schémas d’optimisation
est donce proposé pour calceuler cet ensemble maximal.

Par ailleurs, en considérant un systéme lincaire plus général, ¢’est-a-dire, avee des
incertitudes de modeéle et soumis & des perturbations additives, Blanchini propose
dans [13] une méthode permettant de déterminer Pensemble j-contractif maximal
contenu dans un ensemble convexe et compact.

Lapplication de ces deux méthodes au probleme de la détermination de Pen-
semble invariant maximal contenu dans S(F7, 14,4, Umar) o5t directe. Dans o cas,
sous 'hypothese que (F, A) est observable, Pensemble maximal est polvidral ot dé-
terminable de manicre finie. Nous avons développé dans [42] wn algorithme pour
déterminer un tel ensemble, basé sur des schémas de programmation lindaive.

Il est important de remarquer que ces approches concernent. los systémes linéaires
discrets dans le temps. Pour les systemes a temps continu le probleme reste ouvert : il
est seulemient possible pour le inoment, d’obtenir des approximations de U'ensemble
maximal {37],[16].

Dlautres travaux qui peavent étre cités dans ce contexte sont: [61], [14] et [31].

Extensions

Toujours dans le but d’éviter la saturation, nous pouvons encore citer quelgues
extensions des travaux présentés dans cette section telles que: lois de commande du
type retour de sortie, systémes linéaires incertains ot systémes linéaires soumis & des
perturbations additives.

e Retour de sortie: [25], [91], [46] et [34].

e Systémes linéaires incertains: [88] et [72].

* Systémes linéaires soumis & des perturbations additives: [12], [80], [90] et [71]

2.6.2 Stabilisation locale avec saturation

Dans ce type d’étude, le comportement non-linéaire du systéme (2.7) est pris
en compte. La loi de commande est congue ou analysée en considérant V'appari-
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tion effective de la saturation. Dans un cadre de synthése, cela permet en général
de stabiliser des domaines d’états initiaux admissibles plus grands sans une dégra-
dation importante de la performance du systéme en boucle fermée. D’un point de
vue analyse, la prise en compte de la saturation permet de déterminer des régions
de stabilité asymptotique locale non contenues dans la région de linéarité du sys-
teme saturé et, par conséquent, d’avoir des approximations de la région d’attraction
beaucoup moins conservatives. Autrement dit, la région oit nous pouvons garantir
un comportement "slir” pour le systéme saturé est forcément plus grande que celle
obtenue lorsque 'on évite la saturation.

Nous présentons maintenant quelques travaux existants dans la littérature qui
considerent effectivement la saturation et le comportement non-linéaire du systéme
(2.7). Nous divisons la présentation en deux approches selon le type de région de
stabilité ou fonction de Lyapunov utilisée: approche ellipsoidale et approche poly-
édrale.

Approche ellispoidale

A) Synthese

Concernant le probléme de synthése nous pouvons citer la méthode proposée par
Gutman et Hagander [47). Etant donné un domaine d’états initiaux admissibles Dy,
cette méthode peut étre décomposée en trois pas:

1. Déterminer une matrice F) telle que (A + BF}) soit asymptotiquement stable
et DO g S(Fla Umin, umaa:)-

2. Trouver une fonction de Lyapunov quadratique V(z) = 27 Pz pour le systeme
linéaire z(k +1) = (A+ BFi)x(k) telle qu’il existe un domaine ellipsoidal £(c)
associé a cette fonction satisfaisant: Dy C £(¢) C S(F1, timin, Umasz)-

3. A partir de la matrice P de la fonction de Lyapunov, déterminer un gain

F>(P, K') qui est fonction de P et d’une matrice K contenant des paramétres
d’ajustement.

La loi de commande effectivement appliquée au systéme a la forme suivante:

u(k) = sat((Fy + Fo(P, K))z(k)) (2.19)

Les auteurs montrent que cette loi de commande stabilise asymptotiquement le
systéme pour toutes les conditions initiales appartenant 4 Dy. Dans ce cas, la satu-
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ration est utilisée pour rendre la réponse temporelle du systéme en boucle fermée
plus rapide. Cela est fait en jouant avec la matrice des parametres d’ajustement Iy
Le principal inconvénient de cette méthode est qu’il n’y a pas un procédé systé-
matique pour déterminer la matrice £ telle que les étapes 1 et 2 soient satisfaites.
D’autre part, pour le cas discret multivariable la méthode n'est pas générique. Dans
ce cas la loi de commande (2.19) n’est pas toujours stabilisante, c’est-a-dire, d’autres
conditions, plus restrictives, doivent étre vérifices.

B} Analyse

Dans un contexte d’analyse, nous pouvons citer le travail de Dolphus et Schini-
tendorf [29], les travanx de Burgat et Tarbouriech [20], [93]. [19] et encore le travail
de Kim et Bien [59].

Dans [29], en considérant donnée une loi du type (2.19), le compromis entre la
taille du domaine de conditions initiales et Pamplitude des bornes de commande est,
étudié. Les anteurs définissent un coefficient d’homothétie v, pour uu ensemble de
conditions initiales Dy {sous la forme ellipsoidale ou polvédrale) et un coelficient
d’homothétie 7, pour 'ensemble ) des contraintes sur la commande. Ils proposent
donc un algorithme pour déterminer deux régions dans le plan 7, x 7, on le com-
portement asymptotiquement stable du systeme cn boucle fermée, par rapport aux
ensembles v, Dy et 7,82, peut étrc garanti. Dans une premiere région, la stabilité
asymptotique peut étre obtenue sans saturation. Dans la deuxiéme région, pour ob-
tenir la région v, Dy comme région de stabilité avec les contraintes sur la commande
définies par v,£2 la commande doit forcément saturer. La détermination de telles
régions pour un systéme incertain est aussi abordée. Il faut remarquer que cette
analyse est assez restrictive dans le sens ol elle s’applique seulement & des lois de
commande du type (2.19) obtenues par la méthode de Gutman et Hagander [47].

Dans [20], étant donnée une matrice /7 telle que le systéme linéaire (2.3) est
asymptotiquement stable, les auteurs proposent un algorithme permettant de déter-
miner des régions de stabilité asymptotique pour le systéme saturé (2.7} a partir de
Vutilisation des fonctions de Lyapunov du systeme (2.3). Pour cela, le comportement,
non-linéaire du systéme saturé est représenté par celut d'un systéme polytopique.
La méthode peut étre décomposée en deux étapes:

e Déterminer une fonction de Lyapunov générique V(z) pour le systéme linéaire

(2.3) et associer & cette fonction les domaines de Lyapunov D(V, ;1) & {z €

R V{z) <p, pu>0}

e En considérant pu > B, = max{8 ; D(V,3) C S(F, Unin, Umaz)} €t la repré-
sentation polytopique du systéme saturé, le scalaire maximal pi,,,, cst déter-
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miné tel que dans ensemble D(V, fine;) la fonction V(r) satisfaisse V(z) < 0
le long des trajectoires du systeme saturé (2.7).

L’ensemble D(V, fimqz) ainsi obtenu est un domaine de stabilité asymptotique lo-
cale et de comportement non-linéaire pour le systéme (2.7). En particulier, dans [93]
cette méthode cst appliquée en considérant des fonctions de Lyapunov ellipsoidales
et, par conséquent, des régions ellipsoidales de stabilité sont obtenues.

Enfin, dans [59}, en considérant le cas des systémes continus dans le temps, une
autre méthode intéressante pour déterminer des régions de stabilité asymptotique
pour le systéme saturé (2.7) est proposée. En utilisant deux types de décomposition
pour le terme de saturation, la méthode consiste & déterminer des régions de stabilité
ellipsoidales & partir de la résolution interactive d’une équation de Riccati modifiée.
Le cas des systémes avec incertitudes non-structurées est également considéré dans
ce papier.

Approche polyédrale

A notre connaissance, il n’existe pratiquement pas de travaux dans la littérature
concernant, des régions de stabilité asymptotique locale et de comportement non-
linéaire du type polyédral pour un systéme du type (2.7). Nous pouvons, cependant,
citer la these de master de Rocha [77] et le récent travail de Romanchuk [78].

Dans [77], basée sur une représentation du systéme saturé par régions de satu-
ration, une condition nécessaire et suffisante pour la contractivité d’un polyédre &
facettes paralléles par rapport au systéme saturé & temps discret est proposée. Cette
condition présuppose le test de la décroissance d’une fonction de Lyapunov poly-
édrale en un nombre fini de peints de I'espace d’état. I’inconvénient majeur de cette
condition est justement la détermination de cet ensemble de points 4 tester. En effet,
pour déterminer ces points, une explosion combinatoire pratiquement, ingérable d’un
point de vue algorithmique apparait.

Dans [78], une méthode est proposée permettant I'approximation de la région
d’attraction d’un systéme du type (2.7) 4 temps continu & travers des polytopes.
Un algorithme, assez compliqué d’un point de vue mathématique, est formulé pour
des systemes du deuxiéme ordre. La généralisation de la méthode & des systémes
d’ordre supérieur, comme souligné par I'auteur, présente une complexité mathé-
matique beaucoup plus grande et des problémes algorithmiques qui restent encore
ouverts.
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord défini les problames d’analyse et de
synthése pour les systémes linéaires avec saturation des commandes. Puis nous avons
fait une bréve revue bibliographique des méthodes et approches existantes dans la
littérature pour résoudre ces deux types de problémes.

Nous avons vu qu’une condition nécessaire pour la stabilisation globale du sys-
teme saturé est que le systeéme en boucle ouverte ne soit pas strictement instable. En
particulier, il faut que le systéme soit stable pour pouvoir le stabiliser globalement
a partir de Papplication d’un retour d’état linéaire saturant. Dans ce cas, le retour
stabilisant confere, en général, une faible performance au systéme en boucle fermée.

Lorsque nous nous intéressons au comportement du systeme en boucle fermée
autour d’une voisinage de Porigine Dy, dans le cas o le systéme n’'est pas strictement
instable, il est toujours possible de stabiliser le systéme semi-globalement. Dans ce
contexte, des méthodes proposées dans la littérature permettent la conception de lois
de commande linéaires garantissant la convergence vers origine de toute trajectoire
du systéme initialisée dans Dy sans saturation de la commande. A notre avis, ces
lois de commande ne permettent pas une grande amélioration de la performance du
systeme en boucle fermée, surtout quand la taille du domaine Dy cst importante.
Dans ce cas, nous pensons que l'utilisation de la saturation permet d’obtenir des
réponses temporelles plus rapides.

Lorsque le systéme en boucle ouverte est strictement instable et/ou nous avons
d’autre spécifications de commande A satisfaire, la stabilisation globale ou semi-
globale du systéme n’est pas envisageable. Nous devons alors penser en termes de
stabilisation locale. Dans ce contexte, nous avons vu qu’il existe deux approches
pour traiter le probleme.

La premiere approche consiste a éviter la saturation. L’idée centrale de cette
approche consiste & déterminer une loi de commande et /ou un ensemble positivement
invariant qui contient le domaine d’états initiaux admissibles et est contenu dans la,
région de linéarité du systéme saturé. D’un point de vue d’analyse, cette approche est
conservative puisqu’elle permet seulement la détermination de régions de stabilité
qui sont contenues dans la région de lindarité du systéme saturé. Pour le probleme
de synthése, si 'ensemble Dy est assez ”grand”, le probleme peut ne pas avoir de
solution. Par ailleurs, nous pensons que ce type d’approche a atteint sa maturité et
est un sujet de recherche pratiquement fermé.

La deuxiéme approche dans le contexte de la stabilisation locale, considére la
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saturation et le comportement non-linéaire du systéme en boucle fermée. En com-
paraison avec la premiére approche, la quantité des travaux rencontrés dans la litté-
rature est plus restreinte. Nous remarquons que la majorité des travanx utilisent des
fonctions de Lyapunov quadratiques. Dans ce cas, les méthodes de synthése propo-
sées ne sont pas assez systématiques et génériques, surtout dans le cas des svstdmes
discrets. Certes, les méthodes d’analyse permettent de déterminer des régions de
stabilité et de comportement non-linéaire du type ellipsoidal. Cependant, dans ce
cas, les méthodes proposées sont attachées au choix, a priori, de la fonction de Lya-
punov ce qui peut amener & des régions de stabilité qui sont des approximations trés
conservatives de la région d’attraction de l'origine ou qui peuvent ne pas contenir
Pensemble des états initiaux admissibles. Enfin, concernant les domaines de stabi-
lité polyédraux la quantité de travaux publiés est encore plus réduite. En plus les
methodes proposées pour la détermination de régions polyédrales de stabilité et de
comportement non-linéaire sont assez complexes d’un point de vue algorithmique.
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Chapitre 3

Approche par régions de
saturation

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons utiliser une modélisation pour le systeme saturé
qui nous permettra d’énoncer des conditions nécessaires et suffisantes pour garantir
Pinvariance positive et la contractivité de domaines polyédraux. L’analyse de ces
propriétés et, par conséquent, de la stabilité locale du systéme saturé sera faite 3
partir d’une division de I'espace d’état en régions de comportement non-linéaire ap-
pelées régions de saturation. Dans chacune de ces régions, 'évolution des trajectoires
du systéme saturé sera déterminée par l'utilisation d’un systéme linéaire avee une
perturbation additive [77].

Le chapitre est organisé de la maniére suivante. Tout d’abord, nous définissons
les régions de saturation et la modélisation du systéme saturé. A partir de cette re-
présentation, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour l'invariance
positive d’une région polyédrale quelconque. Nous verrons que ces conditions sont
une genéralisation des relations classiques d’invariance positive obtenues pour des
systemes linéaires en boucle fermée non-saturés [9],[51],/49]. Puis, en considérant des
polyedres compacts, nous formulons une condition nécessaire et suffisante pour la
contractivite de ce type d’ensembles. A partir de ces conditions, nous proposons un
algorithme pour calculer ’ensemble contractif maximal homothétique a un polyedre
donné. Le polyédre compact ainsi obtenu sera aussi un domaine de stabilité locale
pour le systéme saturé, Ensuite, nous donnons des conditions supplémentaires pour
garantir la contractivité et la stabilité locale dans des polyédres non-bornés.
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3.2 Modélisation du systéme saturé

Considérons le systéme en boucle fermée:

z(k +1) = Az(k) + Bsat(Fz{k)) (3.1)

3.2.1 Les régions de saturation

Définissons un vecteur £ € R™ dont chaque composante &), i = 1,...,m, peut
prendre les valeurs 1,—1 ou 0 selon que la composante de la commande est saturée
4 la borne supérieure, saturée i la borne inférieure ou est non-saturée. Autrement
dit, on a:

o Si 1y (k) = Umany alors £y = 1, Cest-a-dire, x(k) est tel que Foolk) >

Upnga(i)-

o Si ugy(k) = Fyyx(k) alors &y = 0, cest-a-dire, (k) cst tel que —Upan(s) <
Fayz (k) £ tmasi)-

o Siugy(k) = —Umin) alors ;) = =1, c'est-a-dire, z(k) est tel que Foya(k) <
—Umin(i)-

Chaque vecteur £ ainsi construit représente une combinaison possible entre en-
trées saturées et non-saturées. II est possible de construire 3™ vecteurs £. Pour
chacun de ces vecteurs, que I'on note & € R™, j =1,...,3™, le vecteur d’état, z(k),
appartient & une région bien définie dans R™ qui sera appelée région de saturation.
Chaque région de saturation est donc déterminée par U'intersection de demi-espaces
du type Fiye < dg;) ou —Fyyz < dyy, diy pouvant &tre (Umin) 6y, — (Ymin) (), (tmaz ) )
ou _(umaz)(i)-

Par exemple, si on considére un systéme avec deux entrées tel qu’a U'instant & la
premiere entrée est saturée a (Umag )1y et la deuxitme entrée n’est pas saturée. Ceci
correspond & un vecteur £ =[1 0] et on a

A _F(l) —Umax(1)
‘T(k) € S(R, d) = {3’ e R" F(Z) T X Umax(2) }
_F(Z) Umin(2)

S(R,d) est donc la région de saturation associde au vecteur £ =1 0]T.
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D’une maniere générale, chaque £, , j =1,...,3™, cst ainsi associé 4 une région
polyédrale du type:
S(Rj,dj) = {.’L" e R ; ij = dj} (32)
olt d; € RY est un vecteur composé & partir des composantes de Usnazs —Usmars Umin
et —Umin, et R; € RL*™ est une matrice formée A partir des lignes de F' et —F.

Notons que la région qui correspond & Eiy = Oy, Vi =1
de linéarité du systéme en boucle fermée :

oty est la végion

S(Fa Umin, uma:c) - {r eR"; — Umin = o = “mm} (33)
Dans les autres régions de saturation il y a au moins une entrée qui est saturée.
3.2.2 Le modéle dans chaque région de saturation

Considérons 'exemple précédent dans lequel on avait £ =1 0]Y. Si & I'instant
k I'état du systeéme appartient & la région associée & £, x(k + 1) est donné par:

. AL Urnaz(1)
z(k+1) = Az(k) + B [ Feayr(k) ] (3.4)
ou de maniére équivalente :
rlk +1) = Az(k) + B {8 ?}Fw(k)JrB [ “Wé’(” ] (3.5)

sk + 1) = Ax(k) -I—Bdiag({ } ] - { : ])Fz(k) +B [ ezt ] (3.6)

Ainsi, dans chaque région de saturation, S(R;,d;), I'évolution des trajectoires
du systéme (3.1) peut étre déterminée & partir de Péquation suivante :

z(k +1) = (A + Bdiag(1,, — ) F)x(k) + Bu(g;) (3.7)
ol
—Umin(s) S &) = —1
u (&) = 0 st &y = 0 (3.8)

Uman(iy S &y = 1

Pour tout z(k) € S(R;,d;) le vecteur x(k + 1) est donné d’une facon générique par
un systéme linéaire avec une perturbation additive:

z(k +1) = Ajz(k) + p; (3.9)

avec A, 2 A4 Bdiag(ly, — |&))F et p; = Bu(&;).
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3.3 Invariance positive

Considérons un ensemble polyédral dans I'espace d’état
S(G,w) = {z € R*; Gz < w} (3.10)
avec G € RI™ et w € NI,
Dans cette section, nous allons étudier les conditions pour que le polyddre S(G,w)
soit positivement invariant par rapport au systéme saturé (3.1). Pour cela nous al-

lons utiliser la représentation du systéme saturé par régions de saturation définic
dans la section 3.2.2.

Définissons tout d’abord I'ensemble polyédral S(D;, s;) comme Vintersection du
polyedre S(G, w) avec la j°™€ région de saturation:

S(D;,8;) 2 S(G,w) N S(Ry, d;) (3.11)

Notons que par définition S(Dj,s;) est inclus dans S(G,w). Clest pourquoi
S(Dy, sj) peut étre représenté sous la forme générique :

S(Dj, Sj) = {.L' € R, DJ'IL' = .S’j} (312)
avec _
2| G A | W
DJ-—[Rj]etst [ de

G; € R9*™ ¢t 15; € R% correspondent & des facettes de S{G,w) qui ont une in-
tersection non-vide avec S(R;,d;), autrement dit, Gy < wj(;) est une contrainte
commune a S(G,w) et S(Dy, s;).

La figure 3.1 illustre les régions de saturation S(R;,d;) (notées R;) et les do-
maines S(D;,5;) (notés D;) pour un systéme d’ordre 2 avec deux entrées.

Considérons I'ensemble d’indices J 2 {i; S(Dj,s;) # 0}. Nous pouvons main-
tenant énoncer une condition nécessaire et suffisante pour I'invariance positive de
Pensemble S(G, w) par rapport au systéme saturé (3.1).

Théoréme 3.1 : [45] L’ensemble polyédral S(G,w) est positivement invariant pour
le systéme (3.1) si et seulement si, pour chaque région S(Dy, s;) non-vide (5 € J),
il existe une matrice H; € R99+0) 4 éléments non-négatifs telle que

H,D, — GA; (3.13)
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x2
A
S(G, ﬁ\ =
Dl
. D3
- " D8
x1 DO
R4 D
D7
S(F,umin,umax) Fi D5
-~ N

S(F,umin,umax)

Fi1c. 3.1 - Les domaines S(R;,d;) et S(D;, s;).

Démonstration:

Nécessité : Une condition nécessaire pour P'invariance positive de S(G,w) est
Gz(k+1) 2w Vz(k) € S(G,w)
ou, d'une fagon équivalente, Yz(k} € S(D;,s;) , Vi € J on doit avoir:
Guz(k +1) = Gy(Ajzlk) +p)) Swyy , Vi=1,....g (3.15)
Définissons les programmes linéaires suivants :
Yii = mg,x G(Z)AJ.TJ + G(;)pj
P1;: soumis & t=1,...,4. {3.16)
Dz < s,
Notons que chaque P1; détermine la valeur maximale de Guz(k + 1) étant donné
que z(k) € S(Dy, s;). Puisque S{D;, 5;) a été supposé non-vide, on a an moins une
solution admissible pour P1,.

D’aprés les résultats de dualité en programmation linéaire [67], le programme P1;
est équivalent au programme:

Ysa = I 255 55+ G
P2 soumis & i=1,....q. (3.17)
Zj,,;Dj = (GAJ)(E)
Zj,i >" 0
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avec z;, € R Ainsi, si 2* est la solution optimale de P1; (primal) et zf; est
la solution de P2; {dual), d’aprés (3.15) une condition nécessaire pour Uinvariance
positive de S{G, w) est:

Wii = Z;-:ﬁ-Sj + G(i)pj - G(,;)Aj.ili* + G(i)})j < Wy 7= 1, s g. (318)

A partir de la formulation de P2; et d’aprés (3.18), si on considere z;; comine la

e - . . L N .. . .
i ligne de la matrice Hy, c’est-d-dire, H;,y = 2;,, alors une condition nécessaire

pour I'invariance positive de S{G,w) est Vexistence d’une matrice Hj, & éléments
non-négatifs vérifiant les relations (3.13) et {3.14) pour chaque j € 7.

Suffisance : Supposons que z(k) € S(G,w). En particnlier, supposons que x(k)
appartient & une des régions S(Dj, 5;), j € J. Alors, si la relation (3.14) est vérifiée,
Vj € J, avec une matrice H; a éléments non-négatifs, on a:

I{]DJ.’L'(R) j Hjb’j < w— Gp]
En outre, si (3.13) est aussi satisfaite, V5 € 7, on a:
H;D;z(k) = GAjz(k) = w - Gp;
G(Aju{k) +p;) < w
Gulk+1) X w

Puisque ce raisonnement peut étre appliqué Vo (k) € S(G, w) la suffisance est prou-
vée.

O

Remarque 3.1 : Aucune hypothése n’a été faite sur la matrice G et le vecteur w.
Le théoréme 3.1 est donc complélement générique dans le sens qu’il s’applique & tous
les types d’ensembles polyédrauz, y compris auz cénes el aux polyedres non-bornés.

Remarque 3.2 : Les relations classiques d’invariance positive pour le cas linéaire,
c’est-a-dire, quand S(G,w) est contenu dans la région de linéarité (3.8) du systéme

(3.1) [9].[51].(49]
HG = G(A+ BF) {3.19)
Hw =< w (3.20)

peuvent éire considérées comme un cas particulier des relations (3.13) et (3.14).
En fait, 51 S(G,w) C S(F, thmin, Umaz), la seule région de saturation non-vide est le
propre polyedre S(G,w). Dans ce cas on a: A; = (A+ BF), p; =0, D, = G et
S = w.
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Les conditions données par le théoréme 3.1 garantissent que toutes les trajectoires
qui sont initialisées dans S(G, w) ne quittent pas le polyédre. Cependant, ce fait n'est
pas suffisant pour conclure & la stabilité du systéme saturé dans S (G, w). En effot,
il est nécessaire d’éliminer la possibilité d’existence de cycles limites et/on points
d’équilibre parasites dans S(G, w). Les points d’équilibre parasites du systeme saturé
peuvent ¢tre déterminés facilement en résolvant, pour chaque région de saturation
S(Liy,d;), 'équation suivante [89]:

r, = Aj.?l’ie -+ Py

Sir. € S(Ry,d;) alors il est effectivement un point d’équilibre du svstéme satué.
Par contre, la condition d’existence dun cycle limite n'est pas si évidente A tester
[571,[83]. Cependant, si Pon est capable d’assurer que le polytdre est aussi contractif
cette possibilité est éliminée. C’est pourquoi, nous donnons maintenant des condi-
tions pour la contractivité d’un domaine polyédral par rapport au systome saturé.

3.4 Contractivité et stabilité asymptotique

Nous basant sur la représentation locale du systéme dans les régions de satu-
ration, nous allons maintenant énoncer une condition nécessaire et suffisante pour
la contractivité d’un domaine polyédral. Ce résultat suppose la connaissance des
sommets du polyédre S{G,w) et s'applique en particulier au cas des polytopes,
1.e., des polyédres compacts®. Par conséquent, ce résultat assure aussi la stabilité
asymptotique dans le domaine.

Considérons donc I’hypothése suivante

Hypothese 3.1 : Le polyédre S(G, w) est un polyédre compact contenant Uorigine.

Soit V' I'ensemble des sommets de S(G, w):

V=A{v1,...,0}

Soit V; I'ensemble des n,, sommets de S{G,w) qui appartiennent & la 2™ facette

de S(G,w), notée 3,5(G, w):

V 2 fveV; Guv= wey }

1. Dans la section 3.6 nous allons voir que cette hypothése peut étre relachée dans certains cas.
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Définissons le cone polyédral généré par la facette 8,5(G,w):

Ty,

- A .
Ki={zeR" o= Z’ym , wev,, w>0} (3.21)
=1
Pour chaque j € J définissons I'ensemble des indices i correspondant & tous les
cones K; qui ont unc intersection non-vide avec la région S(R;,d;):

o g
Iy = {is KinS(Ry,dy) # 0}
D’aprés ces définitions nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 : [{5] Considérons la description (3.9) du systéme (9.1) dans la
région de safuration j. Pour chaque ¢ € T; définissons les programmes linéuirves
suivants :

w

Yis = max (GpA; - w(_i Gz + Guyp;
2
soumis a

z € (KN SRy, dy) N S(G,w))\{0}

i=1,...,9. (3.22)

et soit
yi =max{yuq; 1€, I=1,...,9}

Le polyedre S{(G,w) est contractif par rapport au systeme (8.1) si et seulement
st pour chague région de saturafion 7, j € J, on a:

yi <0

Démonstration :

Suffisance : Pour tout z € S(G,w), x # 0 il existe un coeflicient v € R, v < 1,
tel que x appartient &, au moins, une facette de S{G,w/v). Autrement dit,

mEBiS(G,w/v)é{mEW‘; Guz =wy/v, G <wy/v,Vl#4i,1=1,...,9}

En plus, z appartient & une des régions de saturation S(R;,d;) et, par conséquent,
on a:

(Kin S(R;,d;))\{0} # 0
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3:5(G,wiv) C (Kin S(R;,d;) N S(G,w))

Supposons donc qu’a U'instant k, z(k) € 6,5(G,w/v).
Siy; <0,¥j€ T, 0ona:

w (

(GwA; -

l: Gm)l‘(k) + G(z)pj <0,V¥Vl=1,...,9

W

G(;)I(k +1) < %G(i)m(k} = w([)/u Vi=1,...,¢
(&

et donc
Grk+1) < w/v
Ainsi, il existe un réel 8, 0 < § < 1, tel que z(k + 1) € B0S(G,w/v), ic., z(k +

1) € intS(G,w/v). Comme ce raisonnement peut étre appliqué Vo € S(G,w), la
contractivité de S((, w) est garantie si y; < 0, Vj € J.

Nécessité : Supposons que S(G,w) est contractif et qu’il existe 5 € 7 tel que
y; = 0. Cela veut dire que pour un j € 7. il existe 7 € Z; and [ tels que y;q: > 0.
Alnsi, il existe z € (K; N S(Ry,d;) N S(G, w))\{0}, en particulier, x € 8,S(G, w/v),
avec ¥ < 1, tel que:

— w
(GuyA; — ;U%G(i))iv‘" +Guyyp; > 0 (3.23)

Supposons qu'a l'instant k, z(k) = 2. Puisque z € 8;S(G,w/v) on a Gz(k) =
w;)/v et en substituant cela dans (3.23) on obtient :

Guy(A;z(k) + pj) — wy /v
G(;)E(k + I)

0 (3.24)

2
> wy /v (3.25)

Alors x(k + 1) € S(G,w/v\), v1 < v, ce qui contredit 'hypothése de départ. La
nécessité¢ de la condition est donc prouvée.

Considérons maintenant la propriété suivante.

Propriété 3.1 : 5i un polyédre compact S(G,w) contient l'origine dans son inté-
rieur (wuy > 0, Vi =1,...,¢) alors pour chaque z € S(G,w), x # 0, il existe
toujours au moins une composante du vecteur Gx qui est positive.
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Démonstration:

Si0 € Int S(G,w) alors w = 0. Considérons un vecteur z sur la frontidre de
S(G,w), x € 8S(G, w), alors il satisfait :

(G = Gz = wg _
(Go)yy = Gz Swyy 5 L#1
Et done (G;L')(i) = W > 0.
Sil’on considére un vecteur x appartenant a l'intérieur de S(G, w), x € Int S{G, w),

on peut faire le méme type de raisonnement en considérant que xz est sur la frontiere
d’un domaine S(G,vw), 0 < v < 1.

O

Etant donné que S(G, w) est compact et contractif, il est possible de lui associer
une fonction de Lyapunov polyédrale. Cette fonction est strictement décroissante le
long des trajectoires du systeme (3.1) dans S(G, w). Ce résultat est synthétisé daus
le corollaire suivant :

Proposition 3.1 : [45] Si les conditions du théoréme 3.2 sont satisfaites alors :

(i) Le systeme (3.1) est localement asymptotiquement stable dans S(G, w).
(ii) La fonction polyédrale V(z(k)) = max{ %}%"ﬂ } est une fonction de Lyapu-

nov strictement décroissante pour le systéme (3.1) dans S(G, w).

Démonstration:

(1) D’apres le théoreme 3.2, si 2(k) € S(G,w/wg), (k) # 0, vy > 1, alors
z(k + 1} € S(G,w/vpq1) avec vgy > 1. Ainsi, lorsque £ — oo on a aussi v, — 0o
et, par conséquent S(G, w/vy) — {0}, ¢’est-a-dire, klim z(k) = 0, vz(0) € S(G,w).

—00

(#2) Puisque S(G,w) est compact on a Ker G = {0}. Ainsi d’aprés la propriété
3.1 on a V(z(k)) > 0, Vo(k) # 0 et V(z(k)) = 0 si et seulement si z = 0. D’aprés
te théoreme 3.2, Vz (k) € S(G,w/vg), vy > 1, 0on a V(xz(k)) = 1/vp et V(z(k +1)) =
1/vgy1 avee vy > v et, par conséquent, V(z(k + 1)) — V(z(k)) < 0, Va(k) €
S(G,w), x(k) #0.
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3.5 Détermination du coefficient maximum d’ho-
mothétie

Pour un systeme linéaire en boucle fermée sans contraintes sur les commandes,
les conditions (3.19) et (3.20) garantissent que tous les ensembles homothétiques de
S(G,w) sont aussi contractifs (invariants) (voir remarque 2.2). Par contre, quand
la commande est contrainte, les conditions (3.19) et (3.20) ne garantissent que la
contractivité (I'invariance) des homothétiques contenus dans Ia région de linéarité.
Autrement dit, il existe un scalaire f,., tel que S(G, Brnarw) S S(E, tprin, thmar) ot
tous les ensembles S{G, fw), avec 0 < 8 < Bz, sont aussi contractifs (invariants).
Cependant, si 6 > S04, Lo, S(G,dw) € S(F, Unin, Yinag), Tien ne pent étre garanti
a priori.

Nous considérons maintenant un polyedre S(G,w) contractif (et/ou invariant)
pour le systeme saturé, contenu ou pas dans la région de linéarité. A partir de
cet ensemble S(G,w) nous allons proposer un algorithme, basé sur les conditions
données dans le théoréme 3.2, qui permettra de déterminer le coefficient maximal
d’homothétie, .., pour lequel I'ensemble S (G, O1neew) préserve la propriété de
contractivité (invariance),

Le principe de I'algorithme est le suivant :  chaque itération on fixe un coefficient
d’homothétie, &, ensuite on teste si S(G, Sw) satisfait les conditions du théoreme 3.2,
si oui on augmente 4 sinon on le diminue. Ainsi, & chaque ittération on s’approche
de Pensemble maximal homothétique contractif de S(¢, w). On s'arréte lorsqu’une
précision de calcul pré-établie est atteinte.

Les tests des conditions du théoréme 3.2 sont mis en oeuvre 3 partir de la résolu-
tion des programmes linéaires (3.22). Pour cela, il faut d’abord représenter d’une ma-
niére convenable 'ensemble des vecteurs z, appartenant 3 (KinS(Ry, d;)NS(G, sw)).

Remarquons que le ¢one K; peut aussi étre défini de la manidre suivante -
Ty,

ot U est la matrice génératrice du céne K; et ERT‘ est orthant positif d’ordre
., - Les vecteurs colonnes de U; définissent les vecteurs extrémaux du céne K; La
matrice U; peut done étre construite & partir des n,, sommets de 1a facette 0:8(G, w),
c’est-a-dire, chaque vecteur colonne de U; est un sommet de &S(G,w).

Ainsi, si « € K, par définition il existe un vecteur ¥ E ERT”, c’est-a-dire, Y6y =
0, Yi=1,...,n,, tel que:
I = Ui
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St on considére un changement de variable, Vintersection entre K;, S(R,,d;) et
S(G, éw) peut donc étre exprimée en fonction de la variable v de la maniére suivante :

T R j
(Ki N S(Ry, dy) 0 S(G,0w)) & {7 € RT™ [ c } Viv < [éffu ]}

Le critere 5 maximiser devient alors:

w

max (G(J)A_j — Gu)Uiy + Guyp;

’IU(T;)
Nous pouvons ainsi formuler I'algorithme suivant.

Algorithme 3.1

e Pas 0 -
— Initialiser: 6 = dy.
— Choisir la précision de calcul désirée.

e Pas 1 -

— Déterminer les sommets de S(G, w).

—~ Pour chaque facette 3;S(G, w) déterminer la matrice U; qui génére le cone
K.

e Pas 2 -
— Déterminer J and I; par rapport 4 S(G, dw).

— Pour chaque j € T et i € I;, résoudre les programmes linéaires suivants
SR U)
Yias = max (Gud; — —=Gu)Uiv + Gup;
T w{,)
soumMLs d I=1,...,9 (3.26)

R |, d;
\ Y 2 0 ’ U’!.’-Y 7& 0

e Pas 3:

— Déterminer y; = max{y;us; 1 €Z; , l=1,...,9}.
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— Siy; < 0,Vj €T, aller au pas 5, sinon aller au pas 4.

e Pas 4: Diminuer é et retourner au pas 2.

e Pas 5: 05ila différence entre le scalaire § de cetle itération et celui de 'ité-
ration précédente est plus grande que la précision choisic au pas 0 alors aug-
menter §, stnon S, = 6. FIN.

Remarquons que S(G, mapw) est effectivement le plus grand ensemble contrac-
tif homothétique & 5(G,w) par rapport au systéme (3.1) parce que les conditions
du théaréme 3.2, utilisées pour le déterminer, sont nécessaires et suffisantes. Ftant
donné que S{G,dmew) est compact il est done le domaine maximal de stabilité

. . : Gyiclk
asymptotique engendré par la fonction de Lyapunov V{(z(k)) = maxi{ __%"i)(_) }
i
Ainsi, S(G, dmesw) peut étre considéré comme une approximation de la région d’at-
traction de lorigine associée au systeme (3.1). Cette approximation peut étre amé-
liorée si on considere, par exemple, 'union de différents polyédres obtenus i partir
de l'algorithme 3.1. Dans ce cas, le domaine résultant peut étre non-convexe.

Remarque 3.3 : D'aprés la démonstration du théoréme 3.2, si nous voulons ga-
rantir la p-conlractivité du domaine S(G,dw), i suffit de remplacer le critére du
programme linéaire (3.26) par:

W

7

Vit = max (G d; — p—="Gyy Uiy + Guyp;

Remarque 3.4 : Dans le cas ol nous nous intéressons uniquement & la détermina-
tion du plus grand ensemble invariant homothétique 6 S(G, w), nous powvons utiliser
le méme algorithme. Pour cela il suffit de substituer les programmes lindaires (3.26)
par les programmes linéaires (8.16) ou (3.17) et tester si

max{yj,i} S ’LU(,‘), Vi = ]_, ey 4, V_} “ j

Remarque 3.5 : Notre hypothése de départ présuppose la connaissance ou la dé-

termanation d’un ensemble S(G,w) contractif (ou invariant). Il faut remarguer que
la détermanation d’un polyédre contractif pour le systéme saturé directement & partir
des conditions du théoréme 3.2 n’est pas une tdche facile.
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Cependant, nous avons vu dans la section 2.6.1 qu’il est toujours possible de
déterminer des ensembles polyédraux invariants et contractifs, contenus dans la ré-
gion de comportement linéaire du systéme (8.1). Par ezemple, les méthodes propo-
sées dans [13] et [37] permettent de déterminer le plus grand ensemble invariant et
contractif contenu dans la région de linéarité S(F, Wnin, Umaz ). D autre part, il existe
des techniques permettant la détermination de tels domaines a partir de la structure
propre de (A + BF) [54],[50]. Nous pouvons aussi citer les techniques basées sur
le placement de structure propre [4],[53], qui permetient de calculer de fagon simul-
tanée une matrice F et un polyédre invariant S{G,w) C S(F, Upin, Umez), €t les
techniques basée sur la programmation lincaire [51],/96] qui permettent de calculer
F' de fagon d rendre un polyédre donné S(G,w) invariant pur rapport au systéme en
boucle fermée sans saturation.

Ainsi, nous pouvons toujours déterminer un polyédre invariant et/ou contractif
pour le systeme saturé en construisant tout d’abord un polyédre S(G,w) contenu
dans S(F, Umin, Umaz) G partir des techniques mentionnées ci-dessous el, ensuite, en
appliquant Ualgorithme 3.1 d’ezpansion homothétique

3.6 Polyedres non-bornés

Des conditions pour la stabilité asymptotique locale d’un systéme saturé ont
été proposées dans le cas de polyedres compacts. L'hypothése de compacité a été
considérée afin que la fonction polyédrale V(z) soit une fonction de Lyapunov locale
pour le systéme saturé et ainsi que nous puissions garantir que toutes trajectoires
initialisées dans le polyédre considéré convergent asymptotiquement vers 'origine.

Nous allons voir maintenant que, sous des hypothéses complémentaires, il est pos-
sible de garantir la stabilité asymptotique locale du systéme saturé pour une classe
de domaines polyédraux non-bornés. Pour cela considérons I’hypothése suivante.

Hypothése 3.2 : S(G,w) est un polyédre non-borné et il eziste v > 1 tel que
S(Gv 'LU/I/) g S(Fa Umin, uma:v)-

Pour que I'hypothése 3.2 soit satisfaite il faut que Ker ¢ C Ker F. Ainsi, la
clagse de polyedres que Pon considére correspond & celle des polyedres non-bornés
dans les directions associées a Ker F.

Avant de donner une condition nécessaire pour qu'un polyédre respectant I'hy-
pothése 3.2 puisse étre un domaine contractif pour le systeme saturé, rappelons que



3.6. POLYEDRES NON-BORNES 61

dans la région S(F, tmin, Umaez) Vévolution du systéme saturé (3.1) est donnée par le
modele linéaire ;

o(k+1) = (A + BF)z(k) (3.27)

Proposition 3.2 : Pour que le polyédre non-borné S(G,w), satisfaisant Uhypotheése
3.2, soit contractif par rapport au systéme saturé (3.1), il est nécessaire qu’il soit
ausst contractif par rapport au systéme linéawre (3.27).

Démonstration :

Si S(G, w) est contractif pour le systéme (3.1), par définition, tous les homothé-
tiques S(G,w/v), avec v > 1, sont aussi contractifs pour le systéme (3.1). D’aprés
Ihypothese 3.2, il existe v > 1 tel que S(G,w/v) C S{F, Umin, tmaz) €t, par consé-
quent, S{G,w/v) est forcément contractif par rapport au systéme (3.27).

Corollaire 3.1 : Une condition nécessaire pour que le polyédre non-borné S(G,w),
satisfaisant Uhypothése 3.2, soit contractif (positivement invariant) par rapport au
systeme saturé (3.1) est que Ker G soit A — invariant.

Démonstration :

Drapres la Proposition 3.2 pour que S(G,w), satisfaisant I'hypothese 3.2, soit
contractif pour le systeme (3.1) il faut que Péquation HG = G(A+ BF) soit vérifiée.
Une condition nécessaire et suffisante pour cela est que Ker G soit (A + BF) —
invariant (23]. Comme par hypothése nous avons Ker G C Ker F , cela implique
que Ker G est A — invariant.

O

Soit rang(G) = r < n, alors la dimension de Ker G est (n — r). Nous pouvons
donc définir une matrice Q =] [ Q. Q] ou:

.. Jay
* Qy € R est une base associée au sous-espace S, = Ker G.

o (), € R" est une base pour le sous-espace S, complémentaire de Ker G.
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A partir de la matrice () définissons le changement de base suivant:

T=Qz=[Q, QTJ[?] (3.28)

T

En considérant que Ker G est A — invariant, le systéme (3.1) s’écrit dans la base
définie par la matrice () comme:

z(k+1) | | Ro Re zo(k) B, o 2o(k)
ou

Bo Ra| _goigg. [Bo]oo- o
* |:0r*(nr) Ri]_QiAQ’ [BT:I_QIB etF[Qo 62?‘] = [Fo Fr}

e z, € R"" est la projection de z sur S, le long de S,; et z, € R est Ia
projection de x sur S, le long de S,

Comme (), est une base pour Ker G et puisque Ker G C Ker F, on a F, =
FQ, =0 et le systeme (3.29) s'éerit :

Zo(k+1) = Roz,(k) + Roz, (k) + B,sat(F,z(k)) (3.30)

2z (k+1) = Rz (k) + Bsat(F,z (k) (3.31)

Notons que Péquation (3.31) ne dépend pas de z,, autrement dit, z, est complétement
découplé de z,.

Le polyedre S(G, w) s’écrit dans la base @ comme:
S(Gow)={2eR"; GQ, QJz<w}={2€R"; Opin-ry Gylz <w} (3.32)

et donc la projection de S(G,w) sur S, le long de S, est donnée par le polyadre
suivant :

S(Gr,w) 2 {2, €R; Grzy < w) (3.33)
avec G, € 9", Remarquons que comme Ker G, = {0} et S(G,w) € S(F, timin, tmaz )
S(G,,w) est compact.

A partir de cette représentation dans la base @, nous pouvons énoncer, d'une
maniére similaire & ce qui a été fait dans [22] et [32] pour des systémes linéaires sans
saturation des cominandes, la propriété suivante.

Proposition 3.3 : Le polyédre S(G, w), sous Uhypothése 3.2, est un ensemble contrac-
tif pour (9.1) si et seulement si Ker G est un sous-espace A —invariant et S(G,,w)
est contractif pour le systéme d’ordre réduit (8.81).
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Démonstration:
Rappelons que S(G,w) est contractif pour le systéme (3.1) si et seulement si
z(k) € 0S(G,w/v) = Gk +1) <w/v Yv>1 (3.34)

Dans ce cas, d’apreés le corollaire 3.1, Ker (7 doit étre A — invariant. Donc on peut
écrire le systéme dans la base Q. La condition (3.34) devient alors:

z(k} € 0S(GQw/v) = GQz(k +1) < w/v , Yu>1
ou de maniére équivalente :
2(k) € 05(G Qo @ ) w/v) = G[Q, Q,z(k + 1) <wj/v , Yv>1

Compte tenu du fait que Q, est une base pour Ker G, la condition (3.34) est équi-
valente a:

z(k) € dS(Gr w/v) = Grz(k+1) < w/v |, Yv>1 (3.35)

Cette implication représente la condition nécessaire et suffisante pour la contractivité
de S5(G,,w) par rapport au systéme (3.31).

J

1l est important d'insister sur le fait que la contractivité de S(G,w) n’est pas
suffisante pour garantir la stabilité asymptotique du systéme dans ce domaine. En
effet, il peut exister des directions d’instabilité associées & KCer G. Ce fait est illug-
tré par la figure 3.2. Ainsi nous avons besoin d'une condition supplémentaire pour
pouvoir assurer la stabilité asymptotique dans S(G,w).

Proposition 3.4 : Supposons que S(G,w) soit un polyédre non-borné pour lequel
Uhypothése 3.2 est satisfaite. Alors S(G, w) est un domaine de stabilité asymptotique
pour le systéme saturé (3.1) si les trois conditions suivantes sont vértfies :

(1) Ker G est A — invariant.

(i) S(Gr,w) est contractif par rapport au systéme rédust (5.31).

(111) Les valeurs propres de la matrice R, sont a intérieur du cercle unité, c’est-
a-dire, sont asymptotiquement stables.
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hx2

F1G. 3.2 — Instabilité dans des polyédres contractifs non-bornés

Démonstration:

Comme S(G,,w) est compact, s’il est contractif par rapport au systéme d’ordre
réduit (3.31), d’aprés la proposition 3.1 il est aussi un domaine de stabilité locale
pour ce systéme et donc:

z(k) = 0 quand £ —» co , Vz.(0) € S(G,,w)

Ainsi si toutes les valeurs propres de R, sont asymptotiquement stables, d’apreés le
théoréme 1 (p.15) dans [101], on peut conclure que:

Zo(k) = 0 quand k — oo , Vz,(0) € R*7 |, Vz, € S(G,,w)

Ceci implique que z(k) — 0 quand &k — oo, Vz(0) € S{GQ, w), ou d’une manitre
équivalente, z(k) — 0 quand k£ — oo, Vz(0) € S(G,w).

En résumé:
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Sous I'nypothese 3.2 nous pouvons conclure que la contractivité et la stabilité
asymptotique dans le polyedre non-borné S(G, w) peuvent étre analysées en consi-
dérant un systéme d’ordre réduit qui décrit Pévolution des trajectoires du systeme
saturé dans le sous-espace complémentaire de Ker G. Dans ce cas, il suffit de vé-
rifier la contractivité de S(G,, w) par rapport au systeme (3.31). Comme S(G,.w)
est compact, cela peut étre accompli en appliquant le théoréme 3.2. En outre, 1’al-
gorithme 3.1, qui permet de déterminer I'expansion homothétique d'un polyédre
contractif dans la zone de comportement non-linéaire, peut étre appliqué en consi-
dérant S(G,,w) et le systéme (3.31).

Remarque 3.6 : Considérons I'équation (8.29). Si Ker G C Ker F, ona F, = (
et le systeme en boucle fermée dans la région de linéarité est donné par :

2k +1)] [ Ro Ros+B,Fr ]| 2(k)
l:Zr(k+1) } N [ 0 RT+B,FTJ [ zp (k) }

Ainsi, nous pouvons conclure que satisfaire simultanément ’A-invariance de Ker G,
et Ker G C Ker F implique un placement partiel de structure propre, autrement
dit, F' ne déplace qu'une partie des valeurs (vecteurs) propres de A. Notons que
les valeurs (vecteurs) propres de A associées au sous-espace S, sont aussi valeurs
(vecteurs) propres de A+ BF, ¢’es-d-dire,

(3.36)

o(A+ BF}yno(A) =o(R,)

En fait, 'A-invariance de Ker (G dans ce cas est équivalente & Uezistence d’une
matrice H telle que Uéquation HG = G(A + BF) est satisfaite. Il a été montré
dans [39],[40] que lorsque Ker G C Ker F Uéguation HG = G(A + BF) peut étre
considérée comme une équation de projection canonique [98] et est équivalente & un
placement partiel de structure propre.

La construction de polyédres S(G,w) et de la matrice F satisfaisant ces condi-
tions a €té étudiée dans (53], [21]. Dans ce contexte, une méthode utilisant un sys-
téme d’ordre réduit a éié proposée dans [22] et [39)].

D’autre part, le probléeme du calcul d’une matrice de retour F' qui modifie seule-
ment les poles instables de la boucle ouverte est relié au probléme de minimisation
de Uénergie de la commande (voir par exemple [86] et ses références).

Remarque 3.7 : La base Q = [Q, Q. peut étre obienue & partir du calcul des
vecteurs propres de A ou en utilisant des transformations orthogonales. D’un point
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de vue numeérique, ['utilisation de transformations orthogonales est préférable (voir
[76], page 13). Ainsi, la base Q peut étre générée d’une fagon efficace & partir d’'une
décomposition de Schur de la matrice A suivie, si nécessaire, d'un ré-arrangement
des blocs de Schur [(30],{38].

Remarque 3.8 : 51 Ker G est un sous-espace A —invariant contenu dans Ker F,
les paires (F, A) et (G, A) sont forcément non-observables. Alors la condition (iii)
de la proposition 3.4 est équivalente a la détectabilité de la paire (G, A) [98].

3.7 Exemple numérique

Considérons I'exemple académique étudié dans [77]. Le systéme (2.1) est décrit

par:
12 0 1 0
A_[O.fl 0.5] ’ B_[O 0,5]
Les commandes du systéme sont bornées de la facon suivante:
2 2
— <
HESH

Une matrice F' qui stabilise le systéme linéaire est donnée par:

=09 0
F_{ 2.2 0.3]

Considérons le polyédre S(G, w) défini comme:

$(G,uw) = {z € B ; —[4?5}5[(1) ?}xﬁ[iﬁ,]}

ce polyedre est positivement invariant par rapport au systéme linéaire en boucle
fermée (3.27).

La matrice F et les contraintes sur la commande définissent neuf régions de satu-
ration. Etant donné que les polyedres S(G, w) et S(F, Upin, Umaz ) SONt Symétriques,
il suffit d’analyser cinq de ces régions.
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Région 1 (£ =[0 0]F < Région de Lindarité }:

_ 025 0 0 I
AI—A+BF—|:15 065] splh[o] )Rl"[_“FW} ’dl“*

R N ]

Région 2 (&, = {1 1]7):

] 2 095 0]  , [-2
AQ_AJPQ_‘:2] ) RQ"_I:_2.2 _0‘3:] id'z*“[_éljl

Région 3 (&5=1[0 1]7):

o2 0 0
&‘[u4m]’m_b}’&*

Région 4 (¢4 =[-1 1))

0.95 0
—0.95 0 ; ds

~2.2 0.3

I
| ae—
|
[ S I
S

i o _[-2] ., _[-095 0] . [-2
Afl"‘Aa p4_|: 2] s R4—|: —929 __“03:! + d4“]:__4:|

Région 5 (65 = [-1 0]T):

5 1.2 0 —2
&:hﬁﬁﬁ]’%“[OJ’mz
L’ensemble V' des sommets de S(G,w) est donné par:

v=s] B (D] [

Comme S(G, w) a quatre facettes, il existe quatre cones polyédraux qui sont générés
par les matrices suivantes :

-1 1 IR . ro-1] [ -1 1
U“:{4545}’l&=[45-45]’lk‘[—45-45]’[h‘[—4545}

—0.95 0 —2
22 03] ; ds=| 4
—22 —0.3 4



68 CHAPITRE 3. APPROCHE PAR REGIONS DE SATURATION

L’application de l'algorithme 3.1 nous donne 6., = 9.99 (avec une précision
de 0.01). S(G, dmasw) est done I'ensemble maximal homothétique & S(G,w) pour
lequel la contractivité par rapport au systeme (3.1) est assurée. Compte tenu que le
domaine est compact, d’aprés la proposition 3.1, il est aussi un domaine de stabilité
asymptotique. Il est important de remarquer que l’ensemble maximal homothétique
a S(G,w) contenu dans la région de linéarité S{F, tmin, Unae) €5t obtenu pour § =
1.1268. La figure 3.3 dépeint les domaines S(G, w), S{F, Umin, Umazx)s S{G, Onazv),
et les régions de saturation (R;).

L’ensemble maximal homothétique & S(¢Z, w) pour lequel l'invariance positive
est garantie, ¢’est-a-dire, les conditions (3.13) and (3.14) sont satisfaites, est obtenu
pour 6 = 10. Dans ce cas, la contractivité n’est plus satisfaite parce qu'il existe
des trajectoires qui, initialisées a la frontiere du domaine, y restent. Ce fait est
di a Pexistence de points d’équilibre parasites sur la frontiere de S(G,10w) (¢, =
[10 12]7, e; = [—10 —12]7 ). Pour § > 10 il existe des trajecioires instables qui
partent du domaine. Ces deux situations sont montrées dans les figures 3.4 et 3.5.

50+

a0l ¢ R2

153
=3
T
T

10k el

N

x2
[=]

e2

=15 ~10 -5 ] 5 10 15
x1

FI1G. 3.3 - a. S(G,w); b. S(F, Umin, Umaz); ¢ S(G, Fmazw)

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons développé des outils théoriques pour 'analyse des
systémes lindaires avec saturation de commandes. Pour cela nous avons modélisé
localement le comportement du systéme saturé. L'espace d’état est divisé en régions
appelées régions de saturation. Dans chacune de ces régions e systéme saturé est
représenté par un systéme linéaire avec une perturbation additive.
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50 ™ T r

401
o1

A
1
20f X
I
]
b
i

o : . i -1

50 T T

40+

0

201

o - 1.3 x1

-15 =10 -5 [} 5 10 15

Fi1G. 3.5 - 6 = 10.001

Cette représentation a permis tout d’abord la formulation de conditions néces-
saires et suffisantes pour l'invariance positive d’un ensemble polyédral quelconque
par rapport au systeme saturé. Ensuite, nous avons donné des conditions également
nécessaires et suffisantes pour la contractivité de polyedres compacts par rapport au
systeme saturé. Dans ce cas, nous avons montré que le polyédre contractif est associé
a une fonction de Lyapunov polyédrale pour le systéme saturé et est un domaine
de stabilité et de comportement non-linéaire pour un tel systéme. A partir de ces
conditions nous avons proposé un algorithme qui permet de déterminer le plus grand
ensemble homothétique & un polytdre contractif (ou seulement positivement inva-
riant) pour lequel la contractivité (ou 'invariance positive) est garantie par rapport



70 CHAPITRE 3. APPROCHE PAR REGIONS DE SATURATION

aux trajectoires du systéme saturé,

Les résultats ont été présentés en considérant un systéme A temps discret et une
loi de commande du type retour d’état. Nous avons établi des résultats similaires
dans [43] et [44] en considérant des syst®mes & temps continu. D’autre part, I'exten-
sion de cette méthode d’analyse au cas d'un retour dynamique est immédiate. Pour
cela il suffit de redéfinir les régions de saturation et le moddle linéaire dans chacune
de ces derniéres en fonction de la loi de commande appliquée {voir remarque 2.1).
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Chapitre 4

Approche par polytope de
matrices

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, le comportement non-linéaire du systéme saturé est pris en
compte a partir de I'utilisation d’un modeéle polytopique. Ce type de modélisation,
proposé initialement dans [73] et [74] dans un contexte plus général de systemes
non-linéaires a été particularisé dans [20] et [19] pour le cas des systémes linéaires
avec saturation des commandes.

Nous montrons tout d’abord comment obtenir un tel modéle. Ensuite, la validité
du modéle et les conditions pour qu’il représente vraiment le comportement du
systeme saturé sont discutées.

A partir de ces considérations nous énoncons des conditions pour Iinvariance
positive et la p-contractivité de domaines polyédraux par rapport au systéme sa-
turé. Etant donné un ensemble polyédral invariant et contractif contenu dans la
région de linéarité en boucle fermée (i.e., ol les commandes ne saturent pas), ces
conditions sont utilisées pour formuler une méthode d’augmentation de ce domaine
polyédral dans la zone de comportement non-linéaire. Cette méthode peut &tre dé-
composée en deux parties: la premiére correspond 4 une expansion homothétique et
la deuxiéme consiste & déterminer le plus grand domaine p-contractif contenu dans
le domaine de validité du modéle polytopique. L’ensemble polyédral ainsi obtenu est
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donc un domaine y-contractif pour le systéme saturé et, sous certaines hypothéses
complémentaires, un domaine de stabilité asymptotique locale.

4.2 Modélisation du systéme saturé

Considérons la loi de commande du type retour d’état saturé u(k) = sat(Fz(k)).
Le systéme en boucle fermée est:

z(k + 1) = Az(k) + Bsat(Fz(k)) (4.1)

Chaque composante du vecteur de commande peut étre redéfinie comme

u(k)(i) == S(Lt(F(i)I(k)) = (]f(l‘(fc))(i)F(i)(C(k) (4.2)
ol
= Umin(i) .
—= 85 Frpyzl(k) < —Umint
Faa(k) we(k) ()
a(m(k))(t-) = ?:Al.v, si —Umin() < F(i).ﬁl:(k) < Upnaz(s) (4.3)
rmar(i}

.Fi-' k maz(i
F(i)fL‘(k‘) sl ()E( )>u (4)

avec 0 < afz(k))y < 1,i=1,...,m.

Le coefficient a(z{k));;) nous donne une idée du degré de saturation de la ;"™
composante du vecteur de commande. Autrement dit, plus a(z(k));) est petit plus
le vecteur d’état se trouve éloigné de la région de linéarité du systéme (4.1). Notons
que o{x(k))(y dépend de la valeur de I’état & instant k. Toutefois, afin de simplifier

la notation nous considérons désormais a(k) 2 a(z(k)) .

En dénotant le vecteur des coeflicients a(k);), ¢ = 1,...,m, par a(k), définissons
la matrice D{a(k}) € R™™ comme suit :

O:(k)(l) 0 e 0 ce 0 1
0 a(k)(g) 0 : :
Dia(k) =| . b S, | T diaglak) (1)
L 0 0 0 a(k)(m)




4.2. MODELISATION DU SYSTEME SATURE 73

En prenant en compte les définitions précédentes, le systéme (4.1) peut aussi
g’écrire comme :

z(k+1) = (A + BD(a(k)) F)z(k) (4.5)

z{k + 1) = Ala(k))z(k) = Avz(k) (4.6)

A chaque instant & la matrice Ay est une fonction de a{k) et, par conséquent, dépend
de la valeur de z(k).

Considérons un ensemble &y dans U'espace d’état. Si Sy est compact ou non-borné
seulement le long des directions associées 4 Ker F, nous pouvons définir une borne
inférieure pour le terme de saturation a (k) :

(Ctmin)i) = min{o(z (k) : z(k) € So} (4.7)

(Ctmin )iy Sera appelé coefficient de saturation de la i¥™ composante du vecteur de
commande dans S;. D’apres cette définition on a

(amin)@y < alz(k))m <1 . Va(k) € S
Considérons maintenant toutes les combinaisons vectorielles d’ordre m of1 1a 2™
composante de chaque vecteur peut prendre la valeur 1 ou (Gimin)5)- On a un total

de 2™ combinaisons possibles. A chacune de ces combinaisons nous associons un
vecteur v;, j = 1,...,2™, et nous définissons les matrices suivantes:

Dj(Cmin) = D(v;) £ diag(v;)

Ainsi, si on a par exemple deux entrées de commande (m = 2), nous obtenons:

’712[1 l]T = AI:A+BD('}’1)F———A+BF

Yo = []- (C‘fmm)(z)]T = Ay=A+ BD(’yQ)F

Ya = [(@mn)y 1T = As= A+ BD(v)F
® Y4 = [(Cmin)() (Cmin)2}” => Ais=A+BD(u)F

D’apres la définition des matrices A; on peut conclure que Vz(k) € Sy on a:

A € Co{d; ; j=1,...,2™) (4.9)



74 CHAPITRE 4. APPROCHE PAR POLYTOPE DE MATRICES

autrement dit, Ay appartient 4 un polytope de matrices dont les sommets sont les
matrices A;.

De ce faif, le systéme (4.1) peut étre représenté localement par le systeme poly-
topique suivant :

o(k+1) ZA, kA (k) (4.10)
i=1
2m
avec Z)‘J}k =1, Ajx 2 0. Ainsi, & chaque instant &, la matrice 4, peut étre
j=1

déterminée comme une combinaison linéaire convexe des matrices A

Le modéle polytopique (4.10) a été défini & partir des coefficients de saturation
dans ensemble &. Par conséquent, ce modele ne sera valable que dans une région
de Pespace d’état ou le vecteur d’état est tel que: (Cmin )iy < alk)y < 1.

D’apres la définition de a(k) (équation (4.3)), cette région est polyédrale et
définie comme :

S(F’ u?]’lln’ uzlal’) = {w e §RTL ; - mzn j FI —< u'ﬂ’n.ﬂ:x} (4'11)
N A Umgn(s) . A Umaz(s)
ouu, ., = ——7~ et u N =
min(i) (amin)(i) moz(i) (amm)(i)

Ainsi, le systéme (4.10) représente le systeme (4.1) & linstant % seulement si
2() € S(F, 08,10, W),
Remarquons que le domaine S(F,u2,,,u% ) contient forcément 'ensemble S,.
Néanmoins, si on considére que z(k) appartient 4 Sp, on ne peut pas garantir que
z(k + 1) € 80 En effet, pour pouvoir utiliser le modéle polytopique afin de conclure
quant a la stabilité locale du systéme saturé (4.1), il faut étre capable de garantir que
toutes les trajectoires qui émanent de &; v restent. Une maniére d’assurer cela est
de considérer Sy comme un domaine positivement invariant pour le systome (4.10).
Par conséquent, & sera aussi un domaine positivement invariant pour le systeme
saturé (4.1) et ainsi, dans Sy, le modele (4.10) peut &tre utilisé pour représenter le
comportement du systeme (4.1).

Remarque 4.1 : Ce type de représentation est utilisé pour lu modélisation de cer-
tains systemes linéaires tncertains (voir par exemple [7]). Dans ce cas, la matrice

aynamique est fonction d'un vecteur r(k) € R™ qui représente les variations para-
métriques, ¢’est-a-dire,

z(k+1) = M(r(k))z(k) = Myz(k) (4.12)
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Ainst, $i Toin 2 7(k) 2 Tings, le systéme ({.12) peut étre représenté par le modéle
polytopique

g9

zlk+1) = Z BipM;z(k) (4.13)
j=1

ow les matrices M; sont obtenues a partir de rp,;, et Tmaz- Dans ce cas, on suppose

que (k) peut prendre n’importe quelle valeur dans Uintervalle (Tmins Tmaz) - Ainsi, il

y o une parfaite équivalence entre les systémes (4.12) et (4.13), i.e., toute trajectoire

possible pour le systéme incertain est aussi une trajectoire possible pour le systéme

polytopique et vice-versa.

Toutefois, il est important de remarquer que dans le cas du systeme saturé ['équi-
valence entre ({.1) et (4.10) n'est pas satisfaite. En fait, toutes les trajectoires pos-
stbles pour le systéme saturé contenues dans S{F,u®, Ui ae) SONE aussi trajectoires
possibles du systéme polytopique mais le contraire n'est pas vrar. Celte différence par
rapport au cas des systémes incertains s’ezplique par lo dépendance de A, avec x(k)

Ainst, par ezemple, les trajectoires produites par
r(k +1) = Mez(k) = Mz(k)  Vk>0 (4.14)

seratent des trajectoires possibles pour un systéme incertain. Par contre les trajec-
totres générées par

z(k+1) = Awz(k) = Ajz(k)  Vk >0 (4.15)

ne seront jamais des trajectoires du systéme saturé (4.6) puisque A, varie obliga-
toirement d chaque instant avec x(k).

Em conclusion, on peut dire que la représentation polytopique est une représenta-
tion conservative pour le systéme saturé. Cela permet d’ezpliquer la nature suffisante
des résultats qui seront établis le long de ce mémoire 4 partir de cette représentation.

4.3 Domaines de stabilité locale

Dans cette section, nous proposons une méthode pour déterminer des zones de
stabilité asymptotique, de type polyédral, qui ne sont pas contenues dans la région
de linéarité du systéme en boucle fermée. Autrement dit, nous voulons déterminer
des zones de comportement non-linéaire, dans lesquelles la stabilité asymptotique
du systéme (4.1) est garantie.
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Pour cela, nous allons d’abord formuler des conditions qui garantissent |'inva-
riance et la contractivité de domaines polyédraux par rapport an systéme saturé a
partir de la représentation polytopique définie dans la section précédente. Ainsi, le
premier probléme que nous traitons est le suivant:

Probléme 4.1 : Etant donné un ensemble polyédral
S(G,p) ={z € NGz < p}, GeR™™ p» 0, (4.16)

tel que S(G, p) & S(F, Umin, Umaz), exprimer des conditions afin que:

1. L'ensemble S(G, p) soit positivement invariant et contractif par rapport au
systéme (4.1).

2. La stabilité asymptotique de l'origine soit garantie dans S(G, p).

A partir des conditions établies comme solutions du probléme 4.1, nous passons a
la formulation d’une méthode pour déterminer des régions de stabilité asymptotique
locale de type polyédral pour le systéme saturé (4.1).

Etant donnée une matrice F telle que les valeurs propres de (A+ BF) sont conte-
nues dans le cercle unité, le point de départ de notre méthode est la détermination
d’un ensemble polyédral positivement invariant et contractif S{G,w) contenu dans
S(F, Umin, Umaz)- NOUs supposons que cette étape peut étre mende i bien par 'appli-
cation d’une des techniques mentionnées précédemment dans la remarque 3.5. Ainsi,
I’hypothese suivante est considérée.

Hypothése 4.1 : Le polyédre S(G,w) est contenu dans S(F, Upin, Umez) €t est €
-contractif par rapport au systéme linéaire x(k + 1) = (A+ BF)z(k).

Notons que cette hypothése implique que si S(G, w) est un polytdre non-borné,
les directions ofl il est non-borné doivent étre contenues dans Ker F. Ainsi, par
exemple, nous ne considérons pas le cas ou S{(,w) est un coéne polyédral. L’hy-
pothése 4.1 garantit aussi que tous les homothétiques de S(G,w) contenu dans
S(F, Umin, Umaz) SONt aussi eg-contractifs par rapport au systeme z(k + 1) = (4 +
BF)z(k). En fait, il existe un scalaire positif B,q. tel que S{G, fna.tw) est le plus
grand ensemble homothétique de S(G,w) contenu dans S(I, thin, Umas)- Comme
nous avons dejd remarqué dans la section 3.5, si 'on considere un scalaire § > [0,
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on a S(G,0w) ¢ S(F, Umin, Umaeg) €t, sans des conditions supplémentaires, on ne
peut pas garantir que S{G, dw) est contractif par rapport au systeéme {4.1).

Le deuxiéme probléme que nous allons traiter peut donc étre énoncé de la maniére
suivante:

Probléme 4.2 : Sous 'hypothése 4.1 et considérant les conditions délterminées comimne
solutions du probléme 4.1, déterminer le coefficient mazimum d’homothétie, &
tel que S(G, dmasw) est pg-contractif, g > eq, par rapport au systéme (4.1).

maer:

Ce probléme est donc un probléme d’expansion homothétique. Considérant le
cas ol S(G, b,azw) est compact notre objectif sera ensuite d’essayer d’augmenter Ia
région polyédrale de stabilité d'une facon non-homothétique. Le dernier probléeme
que nous allons aborder est donc:

Probléme 4.3 : Considérons que S(G, dmazw) est compact et py-contractif par rap-
port au systéme saturé (4.1). A partir des coefficients de saturation de Uensemble
S(G, bmacw), déterminer, pour le systéme saturé (4.1), le plus grand ensemble yi-
contractif (> po) contenu dans la région de validité du modéle polytopique associé
qui satisfait les conditions établies dans le probléme 4.1.

4.3.1 Invariance et contractivité

Dans cette section nous traitons le probléme 4.1. Nous présentons tout d’abord
une proposition permettant d’établir une condition suffisante pour l'invariance posi-
tive du poly&dre S(G, p) par rapport au systéme (4.1) représenté par un systéme du
type (4.10). Cette condition garantit aussi la non-croissance, le long des trajectoires
du systéme saturé, d’une fonction polyédrale non-négative. Des résultats similaires
pour un systeme non-saturé sont présentées dans [9] et [5].

Considérons les coefficients de saturation associés au polyedre S (G, p) et définis-
sons les matrices A; & partir de ces derniers comme dans équation (4.8)

Proposition 4.1 : [92] §il exisie des matrices H; € R9*? ¢ éléments non-négatifs
telles que :
H,G = G4 (4.17)
Hp < p (4.18)
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pour j =1,...,2™, alors

(i) Le polyedre S(G, p) est positwement invariant par rapport au systéme (4.1) ;
(11) La fonction

V(a:(k))émax{ G(T’J:(@} L i=1,...,g (4.19)
: (0

est non-croissante le long des trajectoires du systéme (4.1).

Démonstration :

(i) - S(G, p) est positivement invariant par rapport au systéme (4.1) si
Vz(k) € S(G, p) = z(k + 1) € S(G, p)

En considérant les coefficients de saturation dans S(G, p) et la définition des matrices
Aj a partir de ces derniers, si z(k) € 5(G,p), z(k + 1) peut étre déterminé par le
systeme polytopique (4.10). Alors pour tout z(k) € S(G, p), c’est-a-dire, pour tout
z(k) tel que Gz(k) < pon a:

2m 2"".
j=1 j=1
Si les relations (4.17) et (4.18) sont satisfaites Vj = 1,...,2™, on a:
2m 2771
2 AikGA(k) = 3 NuHGa(k)
=1 j=1
27]']
=2 NwHip
j=1
2771
= ZAj’kp (4.21)
71=1
2'”1.
Comme 3 X;; = 1 on obtient Gz(k + 1) < p et 'invariance de S(G, p) par rapport
=t

a (4.10) et, par conséquent, par rapport au systéme (4.1) est prouvée.

(ii) - On a:
2m
Gayr(k + 1 Gy S A Ak
Viz(k +1)) :m:fi.x{ ——{)Ip(()—) }:m;cmx ()g sy (k) {(4.22)

P
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Si I'équation (4.17) est vérifiée on peut écrire:

om
Vlalh+ 1) = ma (j;)\j,kHj)(i)Gﬂf(k) (4.23)
i)
Puisque ’on a
m?x{ C;(;))I } > % , Vi e Vi) > G’;(:j)x
et puisque p; > 0, Vi, on a
V(z)p > Gz
Donc on peut écrire:
2m am
V(a(k + 1)) < max jzl)\j,kHj(i)V(SE(k))P — Via(h)) ma EAj,kHj(i)p
) )
gm
Alors, si la relation (4.18) est satisfaite on a Y A xHjup < P et, par conséquent,
j=1

V(z(k+1)) < V(x(k))

La non-croissance de V(z(k)) le long des trajectoires du systéme (4.1} est donc
prouvée,

a

Ce résultat est analogue & celui présenté dans [72] en considérant des systémes
linéaires incertains. Dans ce cas, les condition (4.17) et (4.18) sont aussi nécessaires.
Cependant, d’aprés la remarque 4.1, les conditions (4.17) et (4.18) ne peuvent étre
que suffisantes pour le cas des systémes saturés,

Dans le chapitre 3, nous avons insisté sur le fait que la garantie de I'invariance po-
sitive d’un ensemble par rapport au systéme saturé n’est pas suflisante pour pouvoir
conclure sur la stabilité locale dans ce dernier. Un moyen de garantir la conver-
gence asymptotique vers 'origine des trajectoires initialisées dans S(G, p) est donc
d’assurer que ’ensemble considéré est aussi contractif.
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Proposition 4.2 : [92] 8%l existe des matrices H; € R9*9 & éléments non-néqatifs
telles que :

Hip < p (4.25)

pour g =1,...,2™, alors

(i} Le polyédre S(G, p) est contractif par rapport au systéme (4.1);

(1) La fonction

V(m(k))émiax{ G—‘;i(—k)} L (i=1,...,9) (4.26)

est strictement décroissante le long des trajectoires du systéme (4.1).

Démonstration :

Ston prend en compte la définition de la contractivité et I'inégalité stricte (4.25),
la démonstration de cette proposition suit les mémes lignes que celle de la proposition
4.1.

]

L’interprétation géométrique de la condition (ii) de la proposition 4.2 est la
suivante: considérons qu’a Uinstant k, V(z(k)) = A avec Ay < 1. Cela implique que
z(k) appartient & la frontiére d’un domaine homothétique S(G, Axp). Si maintenant
V(z(k)) est décroissante le long des trajectoires du systéme (4.1) on obtient V(z(k +
1)) = Agy1 < A, ce qui veut dire que z(k+1) appartient A la frontiere de S(G, Agy1p)
et, par conséquent, a l'intérieur de S(G, Axp). Ainsi, & chaque instant la trajectoire du
systéme se contracte a l'intérieur du polyédre. Cependant, notons que ce résultat ne
nous permet pas de conclure sur la stabilité du systéme saturé car aucune hypotheése
n’a été faite sur la matrice G. En effet, si Ker G # {0}, S(G, p) est non-borné
et, d’aprés ce que nous avons vu dans la section 3.6, il peut exister des directions
d'instabilité dans S{G, p), V(z(k)) étant décroissante. Ceci signifie que V(z(k)) n’est
pas nécessairement une fonction de Lyapunov.
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Remarque 4.2 : Notons que les conditions de contractivité pour le systéme linéaire
r(k+1) = (A+ BF)z(k)

HG = G(A+ BF) (4.27)
Hp < p {4.28)

sont des conditions nécessaires pour la contractivité du polyedre S(G, p) € S{F, upin,
Umaz) PAT rapport av systéme saturé puisque v; = 1,,, impligue A; = (A+ BF).

Remarque 4.3 : 5i S(G, p) vérific la relation (4.17) ou ({.24) alors Ker G est
Aj-invariant.

4.3.2 Stabilité asymptotique locale

Nous venons d’insister sur le fait que l'invariance posttive et la contractivité
ne sont pas suffisantes pour garantir le comportement asymptotiquement stable du
systéme saturé dans un ensemble polyédral. Nous allons donc fournir des conditions
supplémentaires qui nous permettront de conclure quant a la stabilité asymptotique
locale du systéme saturé.

Proposition 4.3 : /98] 8i S(G, p) est compact et contient I'origine (piiy >0, Vi=
L,...,9), le systéme (4.1) est asymptotiquement stable dans le domaine S{G, p) s’il
existe des matrices H; € 99 4 éléments non-négatifs vérifiant les relations {4.24)

et (4.25).

Démonstration:

En considérant les démonstrations des propositions 3.1 et 4.1 la preuve est im-
médiate.

a

Considérons un scalaire €, 0 < € < 1. Si les relations (4.24) et (4.25) de la
proposition 4.2 sont substituées par:

H,G = GA; (4.29)
Hp < e (4.30)
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nous dirons que I'ensemble S(G, p) est € — contractif par rapport au systéme (4.1).
Ce scalaire € correspond & un indice de vitesse de convergence a Porigine ou encore
a un indice de contraction. Cela équivaut a dire que la fonction V(x(k)) déeroit avec
un taux plus grand ou égal & e, c’est-a-dire, V(z(k + 1)) < eV{z(k)}.

En considérant la remarque 4.3, si le polyedre S(G, p) est non-borné® nous pou-
vons, a partir des résultats présentés dans la section 3.6, énoncer le corollaire suivant.

Corollaire 4.1 : Soit S(G, p) un domaine non-borné satisfaisant les relations ({.24)
et (4.25). Si les valeurs propres assocides & la restriction de la matrice A dans le
sous-espace Ker G sont asymptotiquement stables, alors S(G, p) est une région de
stabulité asymptotique du systéme saluré (4.1).

4.3.3 Expansion homothétique

Dans cette section, nous allons étudier le probleme 4.2. A partir des résultats
présentés dans la section précédente, nous proposons maintenant une méthode pour
calculer le coefficient maximal d’homothétie, d,0, > Gnae, pour lequel on garantit
la satisfaction des relations (4.24) et (4.25) ({(4.17) et (4.18)) et, par conséquent, la
contractivité (I'invariance positive) du polyédre S(G, Smazw) par rapport au systéme
(4.1).

D’apreés la proposition 4.1, on doit d’abord, pour un scalaire § candidat, déter-
miner les matrices A; associées au domaine S(G, dw). Dans une deuxiéme étape, on

doit vérifier Pexistence des matrices H; qui satisfont les relations (4.24) et (4.25)
(ou (4.17) et (4.18)).

Alnsi, on peut chercher itérativement le plus grand &, pour lequel on est capable
de trouver les matrices H; satisfaisant (4.24) et (4.25) (ou (4.17) et (4.18)).

Procédure pour déterminer les matrices A;

D’aprés (4.8), afin de déterminer les matrices A;, on doit déterminer les scalaires
{(¥min)@), = 1,...,m, en considérant les états qui appartiennent a S(G, dw).

1. Rappelons que pour utiliser la représentation polytopique pour conclure sur 'invariance po-
sitive et/ou la contractivité de S{(, p) lorsque il est non-borné, il doit &tre non-horné sculement
dans les directions associées a Ker F.
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Par définition, le scalaire (Cmin)(iy €st obtenu pour le maximum Fyx(k) ou le
minimum F;)z(k) dans S(G, dw). Considérons donc les deux programmes linéaires
suivants:

Ymaz; = mgx F{i)x . Ymin; = Il’lrin F(i)J: (4 31)
sous Gz < dw sous Gr = Sw '
Alors, on a (Qmin) ) 2 min{ min{i) , maz(i) }’ Wi=1,... m.
ymini ymazi

On peut donc donner une interprétation géométrique pour (min)@) ou plutdt
pour son inverse () = (amm)(’i)l : Gy est le coefficient d’extension de la 4™ facette
du polyedre S(F, tmin, tmaz) pour lequel cette facette est "tangente” au polyedre
S{G, Sw). Ceci est illustré par la figure 4.1.

x2

S(F, & umin, & umax)

S(G, 8 w)
81 S(F, Lu)

x1

F1c. 4.1 - S(G, dw), S(F, (u), S(F, Stmin, Stimas)

Définissons le polyedre S(F,Cu) = {z ¢ ®* ; — Cayttminy < Fiz < Coyttmantsys
t=1,...,m}. Ainsi, puisque nous supposons que S(G,w) satisfait ’hypothese 4.1,
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la condition d’inclusion suivante est satisfaite -

S(G, dw) C S(F, Cu) C S(F, Stmin, Sttnay) (4.32)

Dans cette approche, pour chaque 4, on doit trouver le polyedre S(F, Cu) qui est
“tangent” a S(G,dw). Cela peut étre fait & partir de la solution des programmes
linéaires (4.31). Cependant, il n’est pas nécessaire de faire ce caleul a chaque instant.
Pour cela considérons les programmes linéaires :

Yomax; = m::six F(z)T Yomin; = mmin F(?‘)-T" (4 %3)
sous Gr < w ’ sous Gir < w -
Définissons
“Uminii]  Urnaz(s
0, & min{ mint) | Zmasty) } (4.34)
Yormin, Yomaz;
Notons que puisque S(G,w) C S(F, U, Umaz), O0 & &; > 1.
Considérons maintenant le polyedre
S(F, ﬂma:uﬁmm) = {1,‘ i ﬂmam} (4-35)

one _ -1 = _ g1
AVCC Upin(r) = 91' Umin{i) et Umax(i) = 81; Urpgx(i)-

Ainsi le polyédre S(F, tinaz, Tmin) est “tangent” au domaine S((, w). Par consé-
quent on peut appliquer le méme coefficient d’homothétie § et donc satisfaire :
S(Gr 5’LU) g S(F) 5‘&’""!1'”’ 5ﬂmax) = S(F> U’ﬁ'bin? u?na.m) (436)

avec N
(@) min)) = (6:/8) 5 i=1,....m (4.37)

Procédure pour déterminer les matrices H;

D’aprés la proposition 4.2 s'il existe pour chaqgue j, J=1,...,2" au moins
une matrice H; a éléments non-négatifs vérifiant les relations (4.24) et (4.25) alors
S(G, bw) est contractif par rapport au systéme (4.1). On peut formuler le programme
linéaire suivant pour trouver les matrices H. IR

Min ¢

S0Us
H,G = GA, (4.38)
H;bw < edw
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Sivj, il existe 0 < € < 1, alors I'ensemble S(G, dw) est contractif pour le systéme
(4.1). Sinon, nous devons “diminuer” le scalaire 4.

Algorithme pour calculer 4,,,,

Basé sur ce que nous venons de présenter précédemment, en considérant un
scalaire j1y > €9, nous proposons maintenant un algorithme pour obtenir le coefficient
maximal d’homothétie, dmqz, tel que S{G, 8nepw) est ug-contractif par rapport au
systeme (4.1).

Algorithme 4.1

e Pas 0 - Initialisation: § = &, précision, dif = do/2

® Pas I - Déterminerlest; (i=1,...,m)

» Pas 2 - Déterminer les matrices A; (7 =1,...,2™) & partir des ((8)mmin) (o)
1 =1,...,m, calculés par ['éguation (4.37)

e Pas 3 - Pour chaque j =1,...,2™, résoudre le programme linéaire (4.58).

- Sie < o, Vi =1,...,2™, alors aller au pas /.
- 5t non faire:

hd d-a.mﬁ =4
©d =08 |dif|/2
L] dzf:rf—éam

e Retourner au pas 2

e Pas 4 -

- 5% dans toutes les itérations précédentes on a obtenu € < fo, Vi =1,...,2™
alors faire :
® dgny = 0
e 5=4%2
. de =6~ 5ant
e Retourner au pas 2
- St non faire:
-8i ( précision < dif ) faire:
® dang =104
o § =05+ |dif|/2
o dif =8 — S
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e Retourner au pas 2
-Stnon :
® Opaz = 0

o FIN

Si ensemble de départ S(G,w) est compact et contient Torigine, d'apres la
proposition 4.3 'ensemble pp-contractif S(G, d,.2w), obtenu & partir de lapplication
de l'algorithme 4.1, est un domaine de stabilité asymptotique et de comportement
non-linéaire pour le systéme saturé (4.1}).

Remarque 4.4 : La modélisation du systéme saturé par un systéme polytopique
a permis de formuler des conditions uniquement suffisantes pour Uinvariance posi-
twve et la contractivité de domaines polyédrouz. D’aprés la remarque 4.1, le systéme
polytopique est une représentation conservative pour le systéme saturé. Ainsi, si on
considére un polyédre S(G,w), Uensemble S(G, §parw), déterminé a partir de Uappli-
cation de Ualgorithme 4.1, n'est pas forcément l'ensemble homothétique maximal de
S(G,w) qui préserve la propriété de contractivité (invariance). En effet, S(G, bpaptw)
est seulement Uensemble homothétique mazimal de S(G, w) qui satisfait les relations
(4.29) et (4.30) avec € = pq.

Remarque 4.5 : Puisque ['ensemble de départ S{(G,w) est par hypothése ey-contractif,
el puisque nous supposons Ly > €g, la convergence de Ualgorithme 4.1 est garantie.
En fait, dans le pire des cas on obtient dmur = Bmas €F o = €.

4.3.4 Expansion non-homothétique

Maintenant nous abordons le probléeme 4.3. La méthode proposée dans la sec-
tion 4.3.3 fournit un coefficient 8,,,, qui résout le probleme 4.2 , c’est-a-dire, elle
donne le coefficient maximal d’homothétie pour lequel 'ensemble S(G, 6,,,,w) est
po-contractif pour le systéme (4.1). En considérant ce coefficient maximal d’homo-

thétie on obtient les coefficients de saturation (cmin)(i), V¢ = 1,...,m, par rapport &
S(G, dipazw). Considérons le polyédre S(F, us,,, u2,.) obtenu 3 partir de ces coeffi-

cients. Nous nous intéressons donc a déterminer le plus grand ensemble p-contractif

(1 > pp) pour le systéme (4.1) vérifiant les relations (4.29) et (4.30) et contenu dans
S(F UG i Uz )-

min?
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Les résultats théoriques, qui sont présentés dans ce qui suit, sont basés sur les
travaux de Gilbert et Tan [37] et Blanchini [13],{15] relatifs & la détermination d’en-
sembles maximaux d’invariance et de contractivité pour des systémes linéaires. Nos
résultats peuvent étre considérés comme une extension de ces travaux au cas des
systémes polytopiques et, par conséquent, au cas des systémes saturés. Nous allons
montrer que sous 'hypothese d’observabilité de la paire (F, A), I'ensemble maximal
p-contractif pour le systéme (4.1), vérifiant les relations (4.29) et (4.30) et contenu
dans S(F, ufp,, t,s), est borné et déterminable en un nombre fini de pas. Ces
résultats nous permettront ensuite de formuler un algorithme.

La méthode

L’idée centrale de la méthode est d’ajouter, & chaque itération, des faccttes an
polyédre déterminé dans I'itération précédente de facon & s’approcher de I'ensemble
cherché.

Considérons un ensemble S(G, p) qui contient I'origine et qui est un ensemble
compact et pp-contractif pour le systéme saturé (4.1). A partir des coefficients de
saturation (@min)(s), 4 = 1,...,m, que nous obtenons par rapport & S(G, p), définis-
sons:

© = £ {A1,..., Apm}: lensemble des matrices A; = A + BD;(amin)F, j =
1,.

oM,

o S{F, ugn, uS,.): la région de validité du modele polytopique associée au vec-
teur g

L’ensemble de départ est noté S(Fy, ¢g) et correspond au polyedre S(F, UG s U
Ainsi, procédons a quelques définitions préliminaires:

S(FPo,00) = {x €R"; Pox < o}

F ug’mm
PD:I:—-—F:I,{’OO_[UQ :|

min

A A fay
Tg:PO,T'{):(,OQ,m022m

L’ensemble d’indices Zg 2 {1,...,mg} correspond au nombre de lignes de T}.

L'ensemble d’indices J 2 {1,...,2™} correspond au nombre de matrices Aj

).
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Considérons maintenant les programmes linéaires suivants :

Yo,u,5 = I’HIBIX TD(E)AJ.L
PLy(i,j) - soumis & i€ly, jcd (4.39)
z € S(Fy, )

A partir des programmes linéaires PLy(z, j) définissons:

e L’ensemble d’indices Jp; 2 {jeT; Yo, > urg(i)}
A
o S(Th,m)iy = {zr € R"; Ty Ajz < progsy}

. S(leTl)i—é— ﬂ S(Tl,ﬁ)i,j

JE€ET,q

o S(Ty,r) = ) S(Th, 1)

€T

Ainsi, a partir de la résolution des programmes linéaires PLy(%, j), nous déter-
minons quelles sont les contraintes Ty A; < prog qui ne sont pas satisfaites et,
ensuite, nous les groupons en définissant ’ensemble S(Ty, 7). Autrement dit, nous
verifions si pour tout xz(k} € S(Fp, o) on a z(k + 1) € S(Fs, @) et en plus s'il
contracte vers U'intérieur du domaine avec un taux de contraction an moins égal A ju.
Une maniére de vérifier cela est d’analyser si toutes les contraintes Ty (k + 1) sont
plus petites ou égales & prg(;). Puisque z{k + 1) est donné par le modéle polytopique
(4.10}, cela peut étre fait en testant, pour chaque matrice Aj, st Ty Ay < progyy,
Vi € Ty, Vz(k) € S(Py, o). Sl existe des contraintes qui sont violées, elles doivent
donc étre considérées dans la prochaine itération afin de limiter le domaine de re-
cherche. Ainsi, I’ensemble qui doit étre considéré dans 'itération suivante sera:

S(PL, 1) 2 S(Py, @) NS(T, 1) = {2 € R* ; Piz < ¢} (4.40)

avec Plé{;S};ng[ff:lyjﬂleﬁml*ny T1€§le.

Si on continue avec ce méme raisonnement, une série de polytopes S( P, ;) peut
étre définie. Le premier élément de la série est S(Pp, o) et le k¥ élément est défini
génériquement par:

A
S{ Py, i) =

avec I, 2 { Py } POk 2 [ (’D?’f"l
k

S(Pkflaq:'kfl) 0 S(Tk:Tk) = {33 € R* ; Prr < ‘Pk} (4-41)

T, [Ty € R7™, By € Ribetn 1y € R, oy, € ook,
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Le (k + 1) élément peut donc étre déterminé en considérant les programmes
linéaires suivants:

Yrig = max Ty Az
PLi(1,7) - soumis & iel,,jeJ (4.42)
T e S(Pk, gok)

et en définissant

Fay
Ik = {1,...,mk}.

Fa¥ .
Tei =45 €T 5 Unig > Ue) )

A
¢ S(Thsr,Thi1)ig = {x € R ; T4z < KT ki) }

A
S(Tepr,mat1)i = [ ST, g )i
J€ET i

S(Ter1,mr41) 2 () S(Tht1, Tha1 )i

icT),

*

Ainsi, S(Py 1, Pks1) est défini par:

S{Pet1s Pic+1) = S(Py, ok) N S(Tkt1,Tev1) (4.43)

ou de fagon équivalente par:

S(Pyst, k1) = {2 € S(Poor) s TewyAjz < priy; Vi€ Lo s Vi€ J) (4.44)

Résultats Théoriques

Remarquons que, par construction, on a S{Pyi1,¢e1) © S(P, ). En outre,
s'il existe k* tel que Ji.; = @, Vi € Ty on a S( By, o) = S(Pis, o+ ), VE > k>

Nous allons maintenant démontrer que s’il existe un tel indice &*, le polyédre ob-

tenu S( P, i) vers lequel la série converge est p-contractif par rapport au systéme
(4.1) ou (4.10).

Proposition 4.4 : [92] 57l existe k* tel que Jiw; = B, Vi € Iy, alors le polyédre
S(Per, px+) est p-contractif pour le systéme (4.1) ou (4.10).
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Démonstration:

Considérons Ie programme dual du programme linéaire (4.42):
Yy = TAX Ck i 0k
LD
DLP(i, §) : Souns a (4.45)

5P = Ty Aj
Chgi 2 0

ou le variable d’optimisation est ¢y ;.
Soit maintenant les matrices H1;, et H2,; dont chaque ligne est définic, avec i €

Iy, 7€ J, comme:

A
- Hl k(i) — P4
e 5i Yegi S UTk(s) alors k() A Ok,
H2j ki = Omy

A
1.2
® Siypjs > preg) alors { s A Ot
sz»k(i) = Imk+1(“

ol ! correspond & la 1°™€ ligne de la matrice Ty, 1, laquelle est donnée par TiyA;.
A partir de la définition ci-dessus, si y;x; < g les relations suivantes sont satis-
faites:

P
[H1 k) Omm][ TkL ] = Twn4, (4.46)
(H1; k0 Omk+1]|: Tf_fl ] < Pk (4.47)
d’autre part, si yx ;; > pryg on vérifie
P ]
*
*
. P, |
On, 00...1...00] . :A =0, )] [ Tkil ] = Tid; (4.48)
k() 415
*
* -




4.3. DOMAINES DE STABILITE LOCALE 91

%)
[Un!pk ITTI;C_'_l(l)] [ b

rEet ] = Tk+1(!) = ,‘er(i) (—149)

Ainsi, pour chaque k& définissons la matrice Hip:

A Hj,k—l Onlpk*m.k+1
Hl],k HQj\k_

Ik

. e Hip S
En remarquant que si k = k*, H2j - n'est pas définie et Hj . = [ HJIA ) ", 4 apreés
I

la définition de Hj, donné en (4.50), il existe des matrices Hj i+, j € J qui satisfont

[ |
—

Hjp-Pyo = DA, (4.

Hipeppe =2 o (4.52)

Ainsi, selon la proposition 4.2, la py-contractivité de S (Pi+, @r+) PAr rapport au sys-
teme (4.1) (ou (4.10)) est garantie.

T

]

Maintenant, nous montrons sous quelles conditions I"ensemble S(Pyr, 0p) ost
déterminable en un nombre fini de pas. Pour cela il nous faut présenter quelques
résultats préliminaires.

G i . .
Lemme 4.1 : Soit V(z) = max{i} une fonction de Lyapunov pg-contractive
t 3]
commune & un ensemble de systémes du type

2k +1) = Ajz(k) A; €2 (4.53)

Siz e S(G,np), >0, alors®

k
(ITA5)z € ugS(G,np) = S(G, uknp) (4.54)

Démonstration:

k
2. Rappelons que | | A; dénote un produit quelconque de k matrices A;, A; € =
P J iy Ay
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Six € S(G,np),n > 0, alors V(z) < n. En outre, comme V() est une fonction de
Lyapunov pp-contractive pour tous les systemes (4.53) on a V{(A4;z) < 1oV(2) < pony,
Vj = 1,..,2™ Cela implique que A;x € pS{G,7p). Puisque ce raisonnenient peut

k

étre appliqué d'unc fagon récursive on a (J[A;)z € pbS(G,np) = S(G, pinp).

0

: Guyz : :
Corollaire 4.2 : S5iV(x) = m_ax{p(—l)} est une fonction de Lyapunov py-contractive
H ('l;
commune auz systémes (4.53) alors:

k
(i) (IIA)z - 0 quand k — co,Vz € R™.

(ii) V(z) est une fonction de Lyapunov ug-contractive pour le systéme polytopique
(4.10) avec A; € E.

Lemme 4.2 : Si la paire (F, A) est observable alors les paires (F, A;) sont aussi
observables VA; € E.

Démonstration:
Par définition [26], si (F, A) est observable on a
T FTOATFT . (A)TFT | =0

si et seulement si z = 0.
Supposons maintenant que la paire (F, 4;) = (F, (4 + BD(v;}F))} n'est pas obser-
vable. Alors dx # 0 tel que:

F
FA+BD)F) | .
P(A+ BD(y;)F)™ !

ceci implique que
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ce qui représente une contradiction par rapport & ’hypothése d’observabilité de la
paire (F, A).

d

Lemme 4.3 : 5ila paire (F, A) est observable, alors le plus grand ensemble polyédral
p-contractif pour le systéme (4.10) contenu dans S{F, u® ul ..) est borné.

min?®

Démonstration:

Si rang(F) = n le polyédre S(F,ug, ,u®, ) est borné et, par conséquent. tous
les ensembles invariants qu’il contient sont aussi bornés.
D’autre part, si rang(F) < n on a Ker F # {0} et donc S(F, Ugins Uenap) €SL DION-
borné dans les directions de Ker F. Une condition nécessaire pour qu'un polyddre
non-borné contenu dans S(F, ug,,, u%,,) soit invariant pour le systéme (4.10) est
qu’il existe un sous-espace non vide Aj-invariant, Y7 = 1,...,2™, contenu dans
Ker F (23],[22]. Pour cela il faut que toutes les paires (£ Aj) soient non-observables.
Cependant, sous I'hypothése d’observabilité de la paire (F, A), d’aprés le lemme
4.2 cela n’est pas possible et, par conséquent, Ie plus grand ensemble polyédral pu-
contractif contenu dans S(F, u2;,, u2, ) est forcément borné.

min
]

. , Gy

Théoréme 4.1 : [92] Si la paire (F, A) est observable et V(z) = max{ﬂ} est
! P(ay

une fonction de Lyapunov po-contractive pour le systéme polytopique (4.10) alors si

on considére 1 > g

(i) Il existe k* tel que S(P, ¢p) = S(Pigs,ope ), Yk > k>,
(1) S(Pr+, @e-) est le plus grand ensemble p-contractif contenu dans S(F,ul,,,us ).

(#3) S( Py, @r-) est borné.

Démonstration :

(¢) Considérons les poly&dres suivants:

Fay
S(Qja‘?min:Qma:c) == {-7; S §Rn v Qmin j ij j erm:r} (456)
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a a
Urnin r “’mm;
o
N Fliin o FAJ 1 “‘m,a.r
aved gmin = . 1 Qj = . et Gmax =
n—-1,a n—1 n—1,,c
[ Vol FA; A T

Puisque (F, A) est observable, d’aprés le lemme 4.2, la paire (I, A;) est aussi obser-

vable et, par conséquent, 5(Q;, ¢min; @mas) €5t un polyddre borné. Par construction,
on a

S(Pn—la (:On—l) g S(Qj: Omin Qmax)

cette inclusion implique qu’il existe k& < n — 1 tel que S(F;, ¢z) est borné.

Puisque V() est une fonction de Lyapunov, S(G, p) est un polyadre compact. Alors,
il existe v > 0 tel que S(FP, ;) € S(G,vp). Le domaine S(G, vp) est le plus petit
domaine homothétique & S(G, p) qui contient S(FP, o5).

D’aprés le lemme 4.1 et comme p > pg, il existe k* tel que:

k' 41
(IT 4)S(G.vp) € g T S(Govp) € W S(F Uy ) (457)
k41
Comme S( Py, ) C S(P, ) € S(G, vp) . Celaimplique que ¥z € { {] 4,)9(Per, e)
ona:
ﬂk‘.{.l [o% j F.T <Mk +1 ()t

min ma:z:

Autrement dit on a, Vi=1,...,m:

k‘+1

max Apz < el
TES(Prr o) I) H # maa:(z)

et
k* 41

min Az > —pF Tz,
TES(Pyxopr) 1)(]‘_‘[ Hrmin(s)

Alors, par construction,

S(Pie g1, @rr41) = S(FPre, p+)
et donc S(Pk, (pk) B S(Pkt,(pkt), Yk 2 k*.
27’71.

(44) En considérant toutes les combinaisons possibles de A;x {avec Y A x =1 et

i=1
0< M\e <1, Vi=1,...,2™ Vk), Péquation

o) = (3 Asuhy)a(0) (458)



4.3. DOMAINES DE STABILITE LOCALE 95

permet d’cngendrer toutes les trajectoires possibles pour le systéme polytopique
(4.10), ou de manibre équivalente, permet de déterminer toutes les valeurs possibles
pour I'état & I'instant £ & partir d'une condition initiale z(0).

Par construction, S(FPy., @4 ) peut étre défini par:

k
S(Pk'a (Pk‘) % {:L S ) (HAJ)‘T € H‘kS(F! ufc:rin’u?nam): vk 2 k’*} (459)

D’apres (4.58) et (4.59) nous pouvons conclure que:

2"71
(P one) £ {2(0) € B'; (k) = (X" MiaA)) z(0) € pES(F,ul ulhos). Wk > k)
j=1

(1.60)
Supposons maintenant que S(Pg., pg-) n'est pas le plus grand ensemble p-contractif
pour le systéme polytopique (4.10) contenu dans S(F,u&,;,,u2, ). Considérons que
M est cet cnsemble. Ainsi 3z(0) € M et (0) ¢ S(Pi, ). Puisque M ¢
S(F Unin: Umag)» Z(0) € M implique que x(k) € p*S(F, v, u® ). Alors d’apros

(4.60) £(0) € S( Py, ), ce qui représente une contradiction.

(¢47) D’apreés le lemme 4.3 le domaine S(P., ) est borné puisque {F, A) est
observable.

O

Comne S( P, gx-) est le plus grand ensemble contractif contenu dans S(F, u®.
pour le systéme (4.10), nous pouvons établir le théoréme suivant.

G N

Théoréme 4.2 : [92] Si la paire (F, A) est observable et V(z) = max{—@i} est
" 21

une fonciion de Lyapunov pg-contractive pour le systéme polytopique (4.10) alors :

() S(Pre,0x+) est le plus grand ensemble u-contractif (u > jto) pour le systéme
saturé (4.1) qui est contenu dans S(F,ul,,u..) et satisfait les relations

(4.24) et (4.25).

(1) S(Pe+, or+) est une région de stabilité asymptotique pour le systéme saturé.

Démonstration:

En considérant la remarque 4.1, la preuve est immédiate & partir des démons-
trations de la proposition 4.4 et du théoréme 4.1.
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Algorithme pour déterminer S(P., ;)

Supposons qu'a partir d’un ensemble S(G,w) compact satisfaisant Uhypothese
4.1 nous avons déterminé S(G, 6,,.,w) & partir de P'algorithme 4.1. Alors la fonetion

G O .
V(z) = max{ @) }, avec p = dmazw est une fonction de Lyapunov ug-contractive
¢

pour le systeme saturé. Comme S(G, w) satisfait Phypothése 4.1 et est compact, la
paire (F, A) est observable. Nous pouvons ainsi déterminer S{ Py, vr+) en utilisant
Palgorithme suivant.

Algorithme 4.2 :

¢ Pas 0. Initialisation: To = Po; ro = @o; o =2m; Ty = {1,...,mg}.
e Pas 1. Pouri € I et § € J, résoudre les programmes linéaires (4.42).

Pas 2 : Définir

= Toi = {3 € T3 Uiy > pregy}
- {=1

e Pas 3
- 57 Jk,i = @, Vi € Iy, alors:

o S(Py, k) est le plus grand ensemble p-contractsf

o FIN

— Sinon, aller au pas 4.

Pas 4 : Pour chaque j € J, pour i = 1 jusqu’d i = my, faire

— 517 € Ty
o Tiviy = Try A4

® Tr41(l) = HTk(:)
o [ =[+1

e Pas 5:
~ Définir

B
.Pk+l:1iT:+1:|;(Pk+1:|:(pk :l

Thkt+1
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e M= nombre de lignes de la matrice Ty,
e k=Fk+1

— Retourner au pas 1

4.4 Exemple numérique

Considérons le systéme étudié dans [96] ; il est décrit par:
0.8 0.5 0
A‘{—%}A 1.2] ’B_[l]

Les contraintes sur la commande sont définies PAr Umin = Umar = 7.

La matrice A est instable puisque o(A) = {1 + ;0.4}.

La matrice ' = [ 0.2888 —1.8350 ] est déterminée dans [96] dans le but de
stabiliser le systéme et de rendre le polyédre S(G,w) défini par:

1 9 5
~15 2 10
G -1 2| YT | 5
1.5 —2 10

positivernent invariant et contenn dans S(F, umin, Urnax ) -

En choisissant pg = 0.998 et en appliquant P'algorithme 4.1 pour déterminer §,,,,
on obtient

0=1; dpnoz = 1.8629 ; qpp, = 0.5368

Si maintenant on choisit g = 0.999, Papplication de Valgorithme 4.2 nous donne
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S(Pma,zu (pmaa:) = S(Pk*a ‘Pk*) défini par.

0.2888 —1.8350 " 7.0000

0.4351  1.3006 6.9930

0.6806 —0.2501 6.9930

0.6057  0.2865 6.9790

| 05723 04991 | | 6.9790
maz = | g 9geg  1.8350 | ' Y™ T | 7.0000
—0.4351 —1.3096 6.9930

~0.6806  0.2501 6.9930

—0.6057 —0.2865 6.9790

| —0.5723 —0.4991 | | 6.9790 |

La figure 4.2 dépeint les différents domaines.

-10 L 1 1 ! 1 t 1 1 1
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Fic. 4.2 - a. S(G, ’LU) y b. S(G: 6ma.zw); C. S(Pma:m meam) ; d. S(F> uminaumaz)

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une technique pour la détermination de
domaines polyédraux de comportement non-linéaire pour le systéme saturé dans les-
quels la stabilité asymptotique du systéme est assurée. Le comportement non-linéaire
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du systéme avec saturation des commandes est pris en compte par 'utilisation d’un
modele polytopique. Ce modéle permet de représenter toutes les trajectoires du
systéme saturé dans un certain ensemble de Pespace d’état. Sur la base de cette mo-
délisation, nous avons formulé des conditions suffisantes pour Pinvariance positive,
la contractivité et la stabilité asymptotique dans des ensembles polyédraux.

A partir de ces conditions nous avons proposé une méthode basée sur des schémas
de programmation linéaire pour la détermination de régions de stabilité asympto-
tique. En supposant qu'un polyédre contractif S{G,w) contenu dans la région de
linéarité du systéme saturé ait été déterminé en utilisant unc des techniques exis-
tantes dans la littérature, la méthode proposée peut étre décomposée en deux gtapes
principales

* Une expansion homothétique de S(G, w) dans la zone de comportement non-
linéaire.

¢ La détermination de 'ensemble p-contractif maximal par rapport a la repré-
sentation polytopique du systéme saturé.

Cette méthode d’analyse peut étre étendue directement au cas ou des incertitudes
sur le modele linéaire ou des perturbations additives sont présentes. Tl est clair que,
dans ce cas, nous allons obtenir des solutions plus conservatives. Par aillenrs, méme
si nous avons présenté la méthode en considérant un retour d’état, son application
au cas d’un retour dynamique suit les mémes étapes, moyennant la re-définition de
la région de linéarité.
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Conclusion de la partie 11

Le principal avantage de I'approche par régions de saturation par rapport a
celle par polytope de matrices est la nature nécessaire et suffisante des conditions
établies. Cependant, ces conditions sont plus complexes & vérifier ¢t demandent une
quantité de calculs nettement supérieure a celle établie & partir de la représentation
polytopique. Cela vient du fait qu’il faut, d’abord, déterminer les sommets d’un
polytope et, ensuite, pour chacune des régions de saturation, résoudre g * dim(ZI,)
programmes linéaires. Sachant que I'on a 3™ régions de saturation, si le polvedre
S(G,w) a une intersection non-vide avec toutes les régions de saturation, on aura.
au minimum, 3™ % g programmes linéaires  résoudre. D’autre part, le nombre de
sommets et la complexité pour les calculer augmentent avee Pordre du systéme et la
quantité de contraintes qui définissent le polyedre, c’est-a-dire, le nombre de lignes
de . Cependant, aujourd’hui il existe des algorithmes efficaces pour le caleut des
sommets d’un polytope (voir par exemple [69] et [70] et leurs références). Par ailleurs,
le temps de calcul n’est pas critique sachant que seule I'analyse du systeme avec des
saturations cst envisagée et que les algorithmes sont basés sur la programmation
linéaire (ce qui, en général, ne pose pas de problémes d’ordre numérique). Clest
pourquoi, nous pensons que l'approche par régions de saturation peut parfaitement
étre mise en oeuvre avec les ressources informatiques actuelles.

Les tests des conditions formulées avec Papproche par polytope de matrices sont
moins complexes. Par conséquent, la mise en oeuvre des algorithmes formulés &
partir de cette approche est plus facile et directe. En effet, il n’est pas nécessaire
de calculer les sommets du polyédre et on a seulement 2™ (le nombre de matrices
A;) programumes linéaires & résoudre. Par contre, comme les conditions obtenues par
cette approche ne sont que suffisantes nous pouvons obtenir des expansions homo-
thétiques conservatives. Ce fait est bien illustré, pour le cas d’un systéme continu,
dans [44]. Néanmoins, nous considérons que le point fort de I’'approche par po-
lytope de matrices est la possibilité de réaliser une expansion non-homothétique,
c’est-a-dire, aprés I'expansion homothétique on peut déterminer le plus grand en-
semble contractif contenu dans la région de validité du modele polytopique vérifiant
les conditions suffisantes données. Avec 'approche par régions de saturation cette
expansion non-homothétique reste pour le moment un sujet de recherche ouvert.

Les deux approches ayant, a la fois, des avantages et des inconvénients, nous
pouvons essayer de les combiner afin de profiter de leurs points forts et d’éviter (ou
minimiser) les problemes associés & chacune d’elles. Ainsi, nous proposons mainte-

nant deux maniéres alternatives de combiner les deux approches.
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Premiére proposition

Etant donné un polyédre S(G,w) contractif et contenu dans S(F, Uin, tmazr)s
nous commengons par une expansion homothétique en utilisant 'algorithme 4.1 basé
sur Papproche polytopique. Soit 8y, le coefficient d’homothétic maximal vérifiant
les relations (4.24) et (4.25). Considérons un polyedre S(G, (Simaz +€)w), avec € — 0,
¢’est-a-dire, ¢ est un scalaire positif aussi petit que 'on veut.

Ensuite, nous pouvons vérifier si S(G, (6maz + €)w) est positivement invariant
pour le systéme saturé en utilisant les relations (3.13) et (3.14) basdes sur Iapproche
par régions de saturation. Ainsi, si ces relations ne sont pas vérifiées, on peut conchire
que S(G, ez w) est le plus grand domaine engendré par la fonction de Lyapunov
G(‘).’E

.

V(z) = max; { TRy } Cela est formalisé dans le corollaire suivant.

Corollaire 4.3 : Supposons que 6pqs est le coefficient mazimal pour lequel les re-
lations de contractivité ({.24) et (4.25) sont satisfaites. Si le polyédre S(G, (84 +
e)yw), avec e — 0, n'est pas positivement invariant par rapport au systéme (3.1), alors
le domaine S(G, dmagw) est le domaine contractif mazimal homaothétique 4 S(G, w)
pour le systéme (3.1).

De cette fagon, si la condition du corollaire 4.3 est satisfaite pour un domaine
S(G,w) compact, nous pouvons conclure que S (G, bmazw) est le domaine maximal
engendré par la fonction V(z) sans avoir besoin de calculer les sommets du poly-
edre. Dans le cas olt (G, (6mas + €)w) est positivement invariant, on peut conclure
que 'expansion homothétique est conservative. Alors on peut appliquer 'algorithme
3.1 pour continuer 'expansion et obtenir un domaine plus grand. En outre, si nous
voulons garantir un certain taux de contractivité y, alors au lieu des relations d'in-
variance (3.13) et (3.14) il faudra utiliser la condition donnée dans le théoréme 3.9.

Deuxiéme proposition

Supposons que nous avons obtenu une expansion homothétique ¢t ensuite une
expansion non-homothétique en utilisant les algorithmes 4.1 et 4.2 basés sur la re-
présentation polytopique. Soit S(P*, ¢*) = S(Prmaz, ¥mae) 'ensemble ainsi obtenu.
Nous pouvons alors appliquer sur cet ensemble I'algorithme 3.1, basé sur les régions
de saturation, afin de vérifier si S(Prras, ¥mas) peut encore atre augmenté homothé-
tiquement en gardant la propriété de contractivité par rapport au systéme saturé.
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Chapitre 5

Analyse

5.1 Introduction
Dans ce chapitre nous nous intéressons i la détermination de domaines de sta-
hilité de type ellipsoidal pour le systéme saturé:
x(k + 1) = Az(k) + Bsat(Fx(k)) (5.1)
Pour cela nous utilisons la représentation polytopique du systéme saturé décrite
dans le chapitre 4. A partir de cette représentation nous formulons d’abord des condi-
tions sous la forme d’inégalités matricielles linéaires (LMIs) pour la contractivité
d’un ensemble ellipsoidal par rapport aux trajectoires du systeme saturé. Ensuite,
ces conditions sont utilisées pour présenter un algorithme, basé sur la résolution

de problemes d’optimisation convexes, permettant la détermination de régions de
stabilité cllipsoidales.

5.2 Stabilité asymptotique locale

Considérons un ensemble ellipsoidal centré 4 I'origine (voir annexe A).

Elc) 2 {ze®; sTPr <) (5.2)

avecce R, c>0et Pe ™, P = PT 5,
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Dans cette section nous donnons une condition suffisante pour la garantie de la
stabilité asymptotique locale du systeme saturé (5.1) dans des domaines ellipsoidanx
du type (5.2).

Considérons les matrices A; définies & partir des coefficients de saturation asso-
ciés & un ensemble Sy (voir section 4.2). Supposons que £(c) C ;.
Proposition 5.1 : 5i Iinégalité matricielle

ATPA; - P <0 (5.3)

est satisfaite V3 = 1,...,2™, alors Uellipsoide E(c) est un domaine contractif de
stabilité asymptotique pour le systéme (5.1).

Démonstration :

Supposons que z(k) € £(c). En particulier, z(k) € 8€(c)), ¢1 < ¢, cest-a-dire,
(k)T Pz(k) = ¢,. Soient les coefficients de saturation, {Cmin) (), dans 8. Puisque

E(c) € &, I'état & l'instant (k + 1) peut étre déterminé comme une combinaison
linéaire convexe des matrices A;:

2m
j=1
27)1
avec Z /\j,k = 1, /\j,k >0
=1

D’apres le complément de Schur, I'inégalité (5.3) est équivalente & 'inégalité

P AT
J =4
[ 4, P ] >0 (5.5)
Considérons que 'inégalité (5.3) est satisfaite Vj = 1,...,2™. Par convexité on a:

2 P AT
ZAj,k([Aj PEI:])>0

j=1

ou de maniere équivalente

2m 2m
Qo MiwAN)TPQS A pAy) — P <0 (5.6)
=1 =
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L’inégalité (5.6) implique que:
gm gm
s(k)T (3 Xiwds) TP Awdp)a(k) — o(k)T Pa(k) <0 Valk) # 0 (5.7)
i=1 iz

Ainsi, d’apres (5.4) l'inégalité (5.7) signifie que:
2(k+ )T Pr(k + 1) — z(k)" Pa(k)<0 Va(k) # 0 (5.8)

c’est-a-dire,
z(k+ DT Pz(k + 1)<c,

Donc on obtient x(k + 1) € nt€(c;), ce qui montre que £(c) est un ensemble
contractif. Puisque I'ensemble est aussi compact, la stabilité asymptotique locale du
systéme saturé (5.1) dans £(c) est garantie.

.

Dans la proposition 5.1 nous associons au systéme saturé une fonction de Lya-
punov quadratique

V(z) = 2T Pz (5.9)

et sous la condition (5.3), cette fonction est strictement décroissante pour tous les
¢tats appartenant & £(c). Autrement dit, cette proposition garantit la stabilité du
systéme saturé dans un contexte lacal. Cette proposition peut étre vue comme une
application du théoréme 1.1 au systéme saturé (5.1) en considérant V : I/ — R avec

U2 £(c) et V définie par (5.9). Dans ce cas, comme £(c) est aussi un domaine de
Lyapunov, la convergence asymptotique vers 'origine de tous les états appartenant
a ce domaine est garantie, c’est-a-dire, £(c) est une région de stabilité asymptotique
pour le systéme (5.1).

Il est important de remarquer la différence de ce résultat, qui consideére le com-
portement d’un systeme saturé, par rapport au résultat classique (voir par exemple
dans [17]) considérant des systémes linéaires avec des incertitudes du type polyto-
pique (comme nous 'avons défini dans la remarque 4.1). Pour ce type de systémes,
nous pouvons montrer que la condition (5.3) est une condition suffisante de stabilité
asymptotique globale, c’est-a-dire, la fonction V(z)} vérifie les conditions du théoréme
1.2.

Par ailleurs, la condition (5.3) est seulement suffisante pour garantir la contracti-
vité d’un ensemble £(c) contenu dans un ensemble S; par rapport au systéme saturé
alors que cette condition est aussi nécessaire si 1'on considére un systeéme incertain
(voir remarque 4.1).
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5.3 Détermination de régions de stabilité asymp-
totique

Supposons que la matrice F' ait été calculée pour satisfaire des objectifs de com-
mande prédéterminés et que cette matrice soit telle que toutes le valeurs propres
de (A + BF) sont contenues dans le cercle unité. De la méme facon que dans les
chapitres 3 et 4, nous nous intéressons dans cette section 4 la détermination de ré-
gions de I'espace d’état pour lesquelles le comportement asymptotiquement stable
du systéme en boucle fermée peut étre garanti par application de lois de commande
du type sat(Fz(k)).

Nous étudions plus particulicrement des domaines de tvpe ellipsoidal. Dans cc
contexte, nous proposons deux méthodes de détermination de régions de stabilité
asymptotique locale pour le systeme saturé (5.1). La premiere est analogue a 'expan-
sion homothétique présentée dans la section 4.3.3 pour des domaines polyédraux. La
deuxiéme consiste & résoudre itérativement deux problémes d’optimisation convexes
afin d’obtenir un ellipsoide maximal selon un certain critére géométrique.

5.3.1 Méthode 1: expansion homothétique

Cette méthode consiste & appliquer 'algorithme générique proposé dans [20] en
considérant une fonction de Lyapunov quadratique. Ceci a été présenté pour le cas
continu dans [93] et [60]. L’extension au cas discret est immédiate. Dans ce cas les
étapes & suivre sont données par I'algorithme suivant :

Algorithme 5.1 :

e Pas 0: Choisir une matrice Q@ = Q7 > 0 et la précision de calcul désirée.

¢ Pas 1: Déterminer P vérifiant I’équation :

(A+ BFY'P(A+BF)— P =—(Q

e Pas 2: Déterminer:

M = max 27 Pz
- sous t=1,...,m
“Umin() < FlnT < timaa(s)
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(miin{umin(i) » Umaz (i) })2

FoPm1EG)

- = mz.in{m} =
e Pas 3:

— Résoudre les problémes suivants, i=1,...,m:

Ymaz, = ;ngx Fax ; Ymin, = ;rgn Foz (5.10)
sous v’ Pxr = p sous x* Pr = p
— Déterminer - 0, = Il'lll'l{ — Umin(z) Umazx(i) — min{_umm(i)) u"ma;z:(i)}

Ymin,; ’ Ymax; \/#F(i)P_l}?(?)

e Pas 4:

= Déterminer a(d) = (%i), i=1,...,m

— A partir des a(6)) déterminer les matrices Aj.
e Pas 5: Tester ATPA; ~ P, j=1,... 2™

- 5 A?PAJ- —~ P >0 alors: faire 84y = 6 ; diminuer § ; retourner au Pas
4.

- Sinon

* 51 |0 —8gni| > précision alors : faire §,,; = & ; augmenter ¢ ; retourner
au Pas 4.

* Sinon ¢ = §%u. FIN

Ainsi, d’apres la proposition 5.1, £(c), avec ¢ = &*p, est ellipsoide maximal
associ¢ a la fonction de Lyapunov V(z) = 27 Pz pour lequel la relation (5.3) est
vérifiée, Vj = 1,..., 2™,

L’inconvénient majeur de cette méthode, que I'on retrouve aussi dans le cas
des ensembles polyédraux, est que 'on fixe dés le départ la forme du domaine de
stabilité. En effet, dans ce cas, le choix de la matrice @ fixe la matrice P et, par
conséquent, la forme de I'ensemble ellipsoidal. De cette facon, si on fait le “hon”
choix, on va obtenir un ensemble ellipsoidal de stabilité asymptotique relativement
“grand”. Autrement dit, I’ellipsoide ainsi obtenu sera une bonne approximation de
la région d’attraction de Vorigine. Par contre, si le choix est “mauvais”, I'axe majeur
de D'ellipsoide peut, par exemple, coincider avec la direction le long de laquelle le
domaine d’attraction est plus “étroit”. Dans ce cas, 'ellipsoide obtenu sera une
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CC: x NG
C ' VA

Fic. 5.1 — Approzimation de la région d’attraction

approximation tres conservative de la région d'attraction de lorigine. La Figure 5.1
illustre ce fait.

Ainsi, il est intéressant de déterminer un ellipsoide qui “colle” de la meilleure
fagon possible & la région d’attraction. Pour cela il faut laisser le choix de P libre
afin de satisfaire un critére relié a la maximisation en termes de “taille” du domaine
ellipsoidal final. Dans le but d’atteindre cet objectif nous proposons la méthode
suivante.

5.3.2 Meéthode 2: optimisation convexe

Pour simplifier, considérons que les contraintes sur la commande sont symé-
triques, c’est-a-dire:

—p=xuk)=Xp, peR™ , p=10

Soit e = {ey1) ... @m)]” un vecteur de coefficients de saturation. A partir de ces

coefficients de saturation nous pouvons déterminer les matrices A; = A + D;(a)F
(voir section 4.2) et représenter le comportement du systéme saturé dans I'ensemble

S(F,p/o) = {z e R ~p/a=<Fr=pla} (5.11)

par un systéme polytopique. Par conséquent, le domaine ellipsoidal contractif que
nous allons déterminer, en utilisant cette représentation polytopique, doit étre contenn
dans S(F, p/a). Ainsi, nous sommes intéressés tout d’abord par la détermination de
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conditions garantissant I'inclusion d’un ellipsoide dans un polyédre symétrique. Pour
cela considérons les ensembles :

Eln™) & {zreR; TPz <t}

et
S(G,w,w) é{xe?R”‘ —w =Gz < w}

U P eR™ P=PT >0,nc R, n>0,Gc R, weRetwyy >0,Vi=1,...,¢.
Le lemme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que l'ellipsoide
E(n~") soit contenu dans le polyadre S(G, w, w).

Lemme 5.1 : [{1] [3{]E(n™") C S(G,w,w) i et seulement st Uinégalité matriciclle

Pﬁl (G(i)Pfl)T
_ > 0 5.12
(CwP™  md, |7 (5.12)

est satisfaite Vi=1,...,¢g

Démonstration :
A partir du complément de Schur, 'inégalité (5.12) est équivalente &
T =GP Y i Gy P 2 0
P > P~ IC;'(I)C;' P 'U)(_,l)z'r]_—l (5.13)
En multipliant par P2 les deux cotés de I'inégalité (5.13) on obtient

I,
=4 wa)

v

1/ZGT)G'(, P22 )n
Amaa(1P) PG, G iy (nP) ™1 2)

& wfy = maxl|Go(nP)” 1/2y|!2*ﬁa§1HG1)(nP) Yyl (519)

v

Considérons maintenant le changement de variable suivant :
z = (nP)"M%y
Alors I'inégalité (5.14) est équivalente &

2 > a Gzl 5.15
RCE G (5:15)
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En prenant en compte que

[|(77P)1/2$|| <le TPz <l e ' Pr <p!

Iinégalité (5.15) équivaut &

2, > AT 2

oz mas Gl
& why 2 {Guz)? Ve e E(n )
= —wey < Gpr < wg Ve e &(n )

ce qui prouve que 'inégalité (5.12) est équivalente & 'inclusion £(3~Y) © S{G, w. w).
a

Soit maintenant f(£{n™')) une fonction convexe associée  la région ellipsoidale
que nous voulons déterminer. Nous supposons que la minimisation de cette fonction
implique la maximisation, dans un sens géométrique, d'une caractéristique de la
région, par exemple: le volume, la longueur de ’axe mineur de Uellipsoide ou encore
Vextension de I'ellipsoide le long de certaines directions.

Considérons le probleme d’optimisation suivant :

y=min f(£(n1))

soumis a
. W WA + BD.(a)F\T . N
¥ [(A+BDj(a)F)W ( WJ() Y j=1,...,2 (5.16)

W W FL ev;
(1)) >0 =1
i1 > i=1,....,m
( ) [ Oz(,-)} (i)” W(ﬂ(i))z

ot W=WT>0,0<ay <1etn>0sont les variables du probléme.

Proposition 5.2 : Chaque solution admissible (W, a,n) de (5.16) est telle que el-
lipsoide

Em Y E{zer; Wz <y}

est un domaine de stabilité asymptotique pour le systéme saturé (5.1).

Démonstration:
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Considérons une solution admissible (W, «, n) de (5.16). A partir du complément
de Schur, I'inégalité (i) nous donne:

WATW AW - W <0 V¥j=1,... 2" (5.17)

avec A; = (A + BD;(a)F). Les scalaires Gy, = 1,...,m sont les coefficients de
saturation associés & P'enscmble S(F, p/a).
En multipliant Pinégalité (5.17) & gauche et & droite par P = W~ on a-

D’aprés le lemme 5.1, I'inégalité (41) garantit que E(n') C S(F, p/a). Ainsi, dapres
la proposition 5.1 la stabilité asymptotique pour le systeme (5.1) est assurée dans
I'ellipsoide €(n1).

Ainsi, la solution optimale de (5.16) fournit un domaine ellipsoidal de stabilité
asymptotique pour le systéme (5.1) qui est maximal par rapport a la caractéristique
géométrique décrite par la fonction f(£(n=1)).

Notons que les inégalités (i) et (ii) sont non-linéaires en W et « ce qui rend le
probléme d’optimisation (5.16) difficile 4 résoudre. Toutefois, nous pouvons découper
ce probléme en deux autres problémes convexes avec des contraintes sous la forme
d’inégalités matricielles linéaires (LMIs) et les résoudre d’une fagon itérative. En fait,
nous proposons P'utilisation d’un schéma de W — « itération analogue a la méthode
de D — K itération utilisée pour résoudre des problemes de p-synthése (voir par
exemple, [85] et [2]). La méthode est décrite par Palgorithme suivant -

Algorithme 5.2 :

» Pas 0: Fizer ag),i=1,...,m, la précision de caleul désirée, k = 1.
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e Pas 1:

— Résoudre le probléme d’optimisation convere suivant :

ue = min f(E(1))

soumis 4
0 Wi WA+ BD; ()P ] _
Y| (A4 BDj{a)F)W, Wy

(m‘){ v et
gy iy Wi o) -

(it) Wy =WI >0
— 81 |yx — yx—1| < précision alors

* Wi = Wrina
+* FIN

~ Sinon aller au Pas 2.

e Pas 2:

— A partir de la matrice W obienue dens le Pas 1, résoudre le probléme

d’optimisation conveze suitvant:

min 7
Qi Mk
soumis a
(Z) Wk Wk(A + BDJ (O!;C)F)T
(A—{—BDJ(ak)F)Wk VVk

0 i1=1,...,m

.. [ Wi Wy F(IT) k(s
11 o >
arnFaWe e

(1) O<app <1,i=1,....,m ; m >0

— ™ Q¥

— Retourner au Pas 1

> 0

(5.19)
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Remarquons que dans le pas 1 de ’algorithme 5.2 la seule inconnue est la matrice
Wy et dans le pas 2 les inconnues sont les scalaires 7, et iy, o= 1,...,m (ie.
le vecteur ay). Notons aussi que dans le pas 1 de I’algorithme nous considérons
n = 1. En fait, cela est possible, sans perte de généralité, puisque si W, est une
solution admissible du probléme d’optimisation (5.18), alors 1, /4 Pest aussi, ¥n > 0.
Ainsi, pour le vecteur oy solution optimale de (5.19), il existe au moins une solution
admissible pour le probléme (5.18).

En résumé:

Dans le pas 1, nous fixons le vecteur o des coefficients de saturation et nous
déterminons une matrice W, telle que l'ellipsoide

E)={ze®R; z"TW 'z <1} (5.20)

est un domaine de stabilité asymptotique pour le systéme (5.1). Dans le pas 2,
nous fixons W en laissant « libre de facon a déterminer le coefficient d’homothétie
maximal 7~! pour lequel de £(n!) est encore un domaine de stabilité asymptotique.
Ensuite nous retournons au pas 1, avec le nouveau a afin d’essayer de trouver une
nouvelle matrice W telle que le critére choisi soit encore amélioré. Dans le pire des
cas nous trouverons comme solution la matrice W /n;.

Quant au critere f(£(n~')), il doit, comme nous 1’avons mentionné précédem-
ment, étre relié & la taille ou la forme du domaine ellipsoidal. Nous détaillons dans
la suite l'utilisation de trois critéres, lorsque nous considérons l’ellipsoide centré i
lorigine et normalisé défini par (5.20).

Maximisation du volume de Pellipsoide

Comme le volume de 1’ ellipsoide est proportionnel & y/det(W), si nous minimi-

sons log(det(W~!)) (voir annexe A), nous maximisons le volume de £(1) [17]. En
outre, le probleme d’optimisation (5.18) avec

FEM™) = log(det(W ™))
est un probléme convexe.

Il est important de remarquer que, méme si la matrice W, solution de (5.18)
donrne un ellipsoide de volume maximal, celui-ci peut ne pas étre un ellipsoide sou-
haitable. Par exemple, la maximisation du volume peut conduire & un ensemble trés
allongé le long de certaines directions et aplati le long d’autres directions. Ceci veut
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dire que la matrice Wy est mal conditionnée. Cet inconvénient peut étre contourné,
si on considere des contraintes supplémentaires sur le conditionnement de W qui
s'écrivent trés simplement sous forme de LMIs [17].

Maximisation de I’axe mineur de D’ellipsoide

La longueur de I'axe mincur de Pellipsoide (5.20) est proportionnelle A Arin (117)
[17]. Ainsi, en maximisant la plus petite valeur propre de W, nous maximisons Ia
longueur de I'axe mineur de lellipsoide défini dans (5.20) [17].

Si nous considérons donc
f(g(ﬂ—l)) - _)\min(w/k)

(5.18) est un probleme de valeur propre (EVP) et est équivalent au probleme convexe
suivant [17]:

= max A
Yk o

soumis &
. W,'c VVk(A+BDJ(O£)F)T . m
(2) [(A+BDj(a)F)Wk W, >0 j5=1,...,2

Wk WkF('{)a(i)

(i) [ 5 =0 i=1,...,m
i) Fiay Wy PGy

(4) Wi > I

Maximisation de ’ellipsoide le long de certaines directions

Dans le cas ol nous connaissons des directions préférentielles ol le systéme va
étre initialisé ou ou P’état va étre amené par des perturbations temporaires, il est
intéressant, d’essayer de maximiser ellipsoide le long de ces directions.

Soit D l'ensemble des directions le long desquelles Pellipsoide (5.20) doit étre
maximisé:

DE{d,...,d}
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avecd; € R*, Il =1,...,s

Nous devons donc pour chaque dy, { =1, ..., s, satisfaire
Bdf Wl < 1

avec un scalaire positif §; le plus grand possible.

Ainsi, dans le pas 1 de l'algorithme 5.2 la maximisation de Iellipsoide, dans
les directions données par D, peut étre accomplie si nous considérons le probleme
convexe suivant au lieu de (5.18) :

Yk = mex > b

[
soumis a
. Wk Wk(A + BD](O!)F)T . om
2) (A+ BD;(a) )W, A >0 =12
J

.. Wk WkF(T)a(,-) ] .

1] ; 20 1=1,...,m
®) [ FaWew o -

1 Bdf

: > =1,...
(237) [ ad, w, | = 0 I[=1,...,s

(Z’U) WkIIVE>O ., B>

ou le scalaire p; correspond au poids de la maximisation dans la direction d;.

5.4 Ellipsoides non-bornés

La condition pour la stabilité asymptotique dans des ensembles ellipsoidaux don-
née par la proposition 5.1 suppose que la matrice P est symétrique et définie positive.
Lorsque la matrice P est symétrique et semi-définie positive I'ellipsoide £(c) est non-
borné dans les directions associées 4 Ker P et a la forme d’un cylindre de section
ellipsoidale (voir annexe A). Dans ce cas, en utilisant le méme type de raisonnement
que dans la section 3.6, sous certaines conditions supplémentaires nous pouvons
assurer que £(c) avec P = PT > ( est un domaine de stabilité pour le systdme
saturé.

Considérons Phypotheése suivante :
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Hypothése 5.1 : L'ensemble £(c) = {z € R* ; 2T Pz < ct avec P=PT >0 cst
tel que:
(i) Ker P C Ker F.

(it) Ker P est un sous-espace A — invariant,

Considérons que rang(P) = r < n, alors la dimension de Ker P est (1 —r). Soit
Q £ [ Q. @ ] une base orthonormale (@7 Q = QQT = I,,) ofl

- ., A
e (0, € ™77 ogt une base associée au sous-espace S, = Ker P.

e (), € " est une base pour le sous-espace S, complémentaire de Ker .

Solent les matrices A; définies & partir des coefficients de saturation dans £(e).
L’hypothese 5.1 implique que Ker P est un sous-espace A, — invariant, ¥j —
1,...,2™. Alors, dans la basc ) on a:

Aj:QTA:'Q:[% gzj] etp:QTPQ:[g JH

ot R; € R™ et P, € R™" avec P, = PT > 0.
Supposens maintenant que 'inégalité suivante est vérifiée Vj = 1,...,2™:
ATPA; - P <0

Cette inégalité est équivalente a:

QT 0 P AT ¢ 0
1% @ ln A0 8]
e ATPA, P<0
00 0 0
= [0 RZ;PTR,,J]_[D p|=°

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant, analogue a celui de la proposition

34:
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Proposition 5.3 : Supposons que Uensemble ellipsoidal non-borné &, satisfasse
Uhypothese 5.1. Alors Eny est un domaine de stabilité asymptotique pour le systéme
soturé (5.1) si les deuz conditions suivantes sont vérifides Vi = 1,... 2™

(i) RLP.R,; — Pr < 0.

(1) Les valeurs propres de la matrice R, sont & Uintérieur du cercle unite, c'est-
a-dire, sont asymptotiquement stables,

Démonstration:

Puisque Ker P C Ker F et Ker P est un sous-espace A — invariant le svstdme
saturé (5.1) s’écrit dans la base @ comme:

2ok +1) = Ryzo(k) + Raz (k) = Bosat(Fyz, (k) (5.21)
z(k+1) = Ryz.(k)+ Bsat(F,z(k)) (5.22)

En considérant que R,; = R, + B.D;(a)F,, si la condition (1) de la proposition est
vérifiée, d’aprés la proposition 5.1, ellipsoide &,(c) 2 {z: € R™ 5 2T Pz, <} est
un ensemble compact et contractif pour le systéme (5.22). Alors en considérant que
la condition (#7) est vérifiée la preuve est identique & celle de la proposition 3.4.

Remarque 5.1 : Lorsque la paire (F, A) est non-observable, il existe un sous-espace
A—invariant contenu dans Ker F. Ce fait, comme nous avons vu dans la remarque
3.6, équivaut 4 dire que I place partiellement le poles de (A + BF). Dans ce cas, si
les valeurs propres du systéme associées 4 Ker F (i.e., communes ¢ A et (A+ BF))
sont asymptobiquement stables, nous pouvons toujours déterminer des régions non-
bornées de stabilité asymptotique du type cylindriques pour le systéme saturé. Pour

cela i suffit d’ appliquer les techniques présentées dans la section 5.3 au systéme
d’ordre réduit (5.22).

5.5 Exemple numérique

Soit le systéme traité dans I'exemple du chapitre 3.
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A cet exemple nous appliquons I'algorithme 5.2 en prenant comine critere d’op-
timisation la maximisation de I’axe mineur du domaine ellipsoidal.

En considérant une précision de 0.01, Palgorithme converge apres 11 itérations.
Les valeurs finales obtenues sont :

99.9959 12.4073] _ ﬁ[o.msa}

W = =1

—12.4073 1.45585 x 108 0.00064

La figuire 5.2 dépeint ’évolution des domaines cllipsoidaux au cours du Processis
itératif.

~1.5 L z ] L L L L L L
-10 -8 -6 -4 -2 o] 2 4 6 8 10
x1

F1G. 5.2 - Application de Ualgorithme 5.2 ellipsoides générés itérativement

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la stabilité asymptotique locale des systémes
linéaires avec saturation des commandes en considérant des régions de stabilité el-
lipsofdales.

A partir de la représentation du systéme saturé par un moddle polytopique,
nous avons établi des conditions suffisantes pour la contractivité d’un ellipsoide par
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rapport au systéme saturé. Dans ce cas, D'ellipsoide contractif est associé 4 une
fonction de Lyapunov quadratique pour le systeme saturé.

Ensuite, nous avons présenté deux méthodes pour déterminer des régions de sta-
bilité ellipsoidales. La premiere méthode consiste dans une premiere étape a déter-
miner un ellipsoide contractif pour le modele du systéme dans la région de linéarité.
Cela est fait en résolvant une équation de Lyapunov quadratique. Dans une deuxitme
étape, nous procédons & une expansion homothétique de cet ensemble dans la région
de comportement non-linéaire du systéme en boucle fermée. La deuxieme méthode
est basée sur la résolution de problemes d’optimisation convexes. Les conditions
pour que lellipsoide devant étre obtenu soit une région de stabilité asymptoticque
sont exprimées sous la forme d’inégalités matricielles lindaires (LMIs). Ces conditions
sont donc considérées comme contraintes des programmes d’optimisation convexes
qui permettent d’obtenir un domaine de stabilité maximal selon des critbres géomé-
triques. Dans ce sens, nous avons proposé trois critéres: maximisation du volune de
Iellipsoide, maximisation de la longueur de 'axe mineur de Pellipsoide et maximi-
sation de l'ellipsoide le long de certaines directions.

A notre avis, la deuxiéme méthode que nous avons proposée, est plus puissante
dans le sens que nous ne fixons pas la forme de Pellipsoide de départ. En effet, nous
cherchons le “meilleur” ellipsoide satisfaisant un critére géométrique et les conditions
suffisantes de contractivité.
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Chapitre 6

Synthese

6.1 Introduction

Les systémes de commandes sont, en général, congus d'une fagon linéaire. La
théorie moderne de la commande linéaire fournit en effet des techniques et des
méthodes qui font appel 4 des outils mathématiques relativement simples. Dans cc
contexte on peut citer, par exemple, le cas de I'approche quadratique qui permet
de déterminer des lois de commande garantissant la stabilité du systéme en boucle
fermée avec la satisfaction de spécifications de performance et de robustesse.

Cependant, en général, ces techniques et ces méthodes, ne prennent pas expli-
citement en compte les limitations sur les signaux de commande. Ainsi, comine la
loi de commande stabilise et satisfait les spécifications dans un contexte linéaire, la
saturation non prévue de la commande peut amener le systéme en boucle fermée a
un comportement instable. Il est donc impoertant de s’intéresser a un autre aspect de
la stabilité dite “robuste” : la loi de commande doit étre capable d’assurer la stabi-
lité du systéme en boucle fermée lorsque les actionneurs saturent. Autrement dit, la
robustesse de la stabilité, vis-a-vis des limites de la commande, doit étre considérée
lors de la conception de la loi de commande.

Nous avons vu dans le chapitre 2 que la stabilisation globale des systémes linéaires
avec saturation des commandes, peut étre accomplie seulement lorsque le systéme en
boucle ouverte est asymptotiquement ou critiquement stable ou encore critiquement
instable. Dans ce cas, la solution obtenue peut conduire 4 des lois de commande qui
conférent une performance non satisfaisante autour de I’origine. Pour contourner ce
probléme on peut toujours penser a construire des lois de commande du type multi-
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modes [89]. Néanmoins, la détermination de bonnes surfaces de commutation n’est
pas un probleme trivial. En outre, lorsque un systéme linéaire a été obtenu a partir
de la lin¢arisation d’un systeme non-linéaire, le concept de stabilisation globale n’a
pas de sens réellement physique. Ainsi, & notre avis, les notions de stabilisation locale
et semi-globale ont un intérét nettement plus pratique.

Dans ce chapitre, nous allons donc étudier la stabilisation locale et semni-globale
d’un systéme avec saturation des commandes relativement & un domaine de condi-
tions initiales admissibles Ay préalablement donné. Nous considérons, en particulier,
la synthese de lois de commande du type retour d’état. A partir de la représenta-
tion du systéme saturé par un systeme polytopique, présenté dans le chapitre i,
nous proposons des conditions sous la forme de LMIs. Ces LMIs peuvent étre in-
corporées facilement dans des problémes d’optimisation convexes dont le but est la
détermination d'une matrice de retour d’état F garantissant : non sculement la sta-
bilité asymptotique pour toutes les trajectoires initialisées dans Xy mais aussi une
certaine performance pour la réponse temporelle des trajectoires contenues dans la
région de linéarité du systéme saturc.

6.2 Le probleme de synthese

Considérons le systéme en boucle ouverte suivant :

xw(k + 1) = Az(k) + Bu(k) (6.1)
Pour ce systéme nous supposons que les hypotheses suivantes sont respectées.

Hypothese 6.1 : La commande est soumise & des contraintes de type polyédral

N

symétrique, c’est-a-dire, u(k) doit appartenir ¢ une région S0 définie dans l'espace
de commande comme:

Qé{ugé}%”"; -p=2u=<p} (6.2)

avee p = Opy,.
Hypothése 6.2 : La paire (A, B) est contrélable.

Hypotheése 6.3 : L'ensemble d’états initiauz admissibles pour le systéme (6.1) est
connu el noté Ay,
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A partir de ces hypothéses, le probléme que nous allons traiter est le suivant.

Probleme 6.1 : Déterminer une matrice F telle que:

(i) la loi de commande u(k) = sat(Fz(k)) garantisse la convergence vers Uovigine
de toute trajectoire du systéme (6.1) initialisée dans X,.

(it) un certain niveau de performance soit garanti pour le systéme en boucle fermée
dans la région de linéarité, c’est-a-dire, dans la région ot les commandes ne
saturent pas.

Ainsi, ce probléme peut étre interprété comme:
e un probiéme de stabilisation locale si aucune hypothese de stabilité n’est faite
sur la matrice A.

e un probléme de stabilisation semi-globale si la matrice A est asymptotiquement
stable, critiquement stable ou critiquement instable et si ’ensemble X, est aussi
grand que ’on veut.

De la méme maniére, dans ces deux cas nous devons déterminer une matrice F de
fagon & ce que Ay soit contenu dans la région d’attraction du systéme saturé:

z(k 4+ 1) = Az(k) + Bsat(Fz(k)) (6.3)
De plus, étant donné que dans la région de lindarité
S(F,p)g{meé}‘t”; —p=Fz =p} (6.4)

une certaine performance, dans le sens temporel, doit étre assurée, nous pouvons
par exemple chercher une matrice F' qui place les péles de (A+ BF) dans une région
pré-spécifiée contenue dans le cercle unité.

Pour traiter ce probleme nous allons utiliser la représentation polytopique du
systéme saturé (6.3) présentée dans le chapitre 4. Rappelons qu'en considérant un

vecteur & = [aq) ... a(m)]T des coefficients de saturation et les matrices A; =
(A + BDj{a)F) associées A ce dernier, si I’état du systéme (6.3) appartient a

S(F,pla)={z € R"; —p/a = Fzx=p/a} (6.5)
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alors z(k + 1) peut étre déterminé par le modele polytopique

oL

ok+1) = Z A edja(k) (6.6)
i=1

27”.
avec ZAJ:'C - 1, )\j,k 2 0.

gt

6.3 Stabilisation asymptotique locale

6.3.1 Relations d’inclusion

Pour résoudre le probléme 6.1, en utilisant la représentation polytopique du sys-
teme saturé, on doit étre capable de déterminer une matrice F et un ensemble
contractif pour le systéme saturé. Cet ensemble doit étre contenu dans la région de
validité du modele polytopique et doit contenir ensemble des conditions initiales
admissibles Aj. Dans ce chapitre nous allons utiliser plus particuliérement unc ap-
proche basée sur des fonctions de Lyapunov quadratiques et, par conséquent, nous
sommes concernés par des ensemble contractifs de type ellipsoidal. En résumé, pour
résoudre le probléme 6.1, nous cherchons un ellipsoide contractif £ et une matrice
F tels que:

Xo CE CS(F, p/ar) (6.7)

Il est donc important d’établir les conditions qui doivent étre vérifiées afin de
satisfaire la relation d’inclusion (6.7).

Une condition pour que £ C S(F,p/a) est obtenue & partir de 'application
directe du lemme 5.1.

Nous allons maintenant présenter des résultats concernant 'inclusion de X, dans
£. En particulier, nous considérons A comme étant un polytope ou un ellipsoide.
Ainsi, nous donnons d’abord une condition pour Vinclusion d’un polytope, décrit par
ses sommets, dans un ensemble ellipsoidal. Ensuite, nous présentons une condition
pour l'inclusion d’un ellipsoide centré a Porigine dans un autre ellipsoide centré aussi
& lorigine.

Considérons 'ensemble ellipsoidal

E(c) 2 {z e R 2"Pr < ¢}
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avec P=Pl > 0et¢c>0.
Soit un polytope Z dans R représenté par ses sommets -

Z =Co{v,..., v} (6.8)
Lemme 6.1 : [17] L’ellipsoide £(c) contient le polytope Z si et sculement si

T
{; ;420 Vr=1,... 1, (6.9)

Démonstration:

Une condition nécessaire et suffisante pour que Z soit inclus dans £ (c) est que
chaque sommet de D soit contenu dans £(¢), c’est-a-dire

U:{P‘UT <c¢ Vr=1,...,n, (6.10)

Alors, & partir du complément de Schur I'inégalité (6.10) s’écrit comme linégalité
(6.9).

1
Considérons maintenant l’ensemble
Efe) 2 {z e 2Pz < ¢} (6.11)
avec P1:Pf>0etcl>0.
Lemme 6.2 : [99] £,(c)) C £(c) si et seulement si
A_P., (6.12)
C1 C

Démonstration:
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Pour avoir &1(e1) € £(c) il est nécessaire et suffisant que pour chaque x € 9E(c),
ie., ol Px = ¢, il existe un scalaire 3, 0 < 8 < 1, tel que B27 Pz = ¢;. Alors on
peut écrire 7 T =1 et 272y = L. Par conséquent ;

s 4]

PP 1
¢] & {

C

Désormais, nous considérons que Pensemble Xj est déerit par Punion d'un poly-
tope du type (6.8) et de n, cllipsoides du type (6.11), c’est-a-dire;

Ao=2Z U (UE(e)) (6.13)

ou &(cy) = {zreRr; 2" Pa <c,}, P, = PT>0,¢,>0.

6.3.2 Résultats de base

Nous présentons maintenant quelques conditions qui serviront de base pour ’al-
gorithme de synthése que nous allons proposer dans la suite.

Considérons un vecteur donné, o = laqy @) ...a(m)}"ﬂ, des coefficients de
saturaticn.

La proposition suivante donne une condition qui permet de calculer une matrice
F de retour d’état, telle que la stabilité asymptotique locale du systéme saturé (6.3)
dans une famille d’ellipsoides est garantie avec le coefficient de saturation minimale
ag;y pour chaque entrée de commande.

Proposition 6.1 : 5%l existe une matrice W = W7 > 0, W € ™ et une matrice
Y € R™" telles que:

% WAT + YT D) BT - m
AW + BD,(a)Y W >0 Vi=1,...,2 (6.14)

Alors, pour F & YW1, il existe un scalaire positif eomes, tel que les ellipsoides

E(c) 2 {fxe®R; 2TWlz <}, avee ¢ < Cnaz, sont des domaines dans lesquels la
stabilité asymptotique du sysiéme (6.3) est garantie.
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Démonstration:

D’apreés le complément de Schur, les inégalités {6.14) sont équivalentes i :

(WA + Y'Di(a)BTYW HAW + BD(a)Y) - W <0 Vj=1,. . . 9™ (6.15)

*

En multipliant I'inégalité (6.15) & gauche et & droite par W' on obtient :

(A" + W YTD{)BYW A+ BD,(0)YW™) Wl <0 Vj=1, . o
(6.16)
En définissant F 2 YW, nous savons que le domaine S(F, p/a) est le domaine
maximal de validité du modele (6.6). 1l existe donc un ellipsoide £ (Cinax) tel que
E(tmaz) C S(F,p/a). Alors, d’aprés la proposition 5.1, les ellipsoides £(c), avec
C = Crag, sont des domaines de stabilité asymptotique pour le systeme saturé (6.3)
& -1
avec FF =YWL

[l

Sila LMI (6.14) est vérifiée, Vj = 1,...,2™, alors la matrice F = YW ! ost telle
que le systeme polytopique (6.6) défini & partir du vecteur a admet V(z) = TPz
comme fonction de Lyapunov et est donc asymptotiquement stable dans un sens
global. Autrement dit, £(c) est contractif par rapport & (6.6). Comme le systéme
polytopique représente le systéme saturé (6.3) seulement pour les états appartenant
a S(F, p/a), V(x) est une fonction de Lyapunov localement valable dans S (¥, p/a)
pour ce systeme. Il existe ainsi un scalaire ¢y, tel que £(cmes) C S (F,p/a) et, par
conséquent, tous les ellipsoides &€(c), avec ¢ < ¢pas, sont des domaines contractifs
pour le systéme saturé.

Puisque nous sommes attachés A la résolution du probléme 6.1, nous nous inté-
ressons & la détermination d’une matrice F' garantissant la stabilité asymptotique
pour un ensemble donné de conditions initiales admissibles & du type (6.13). Ainsi,
parmi les matrices F = YW ™! avec W et Y vérifiant les inégalités matricielles {6.14)
et les familles d’ellipsoides correspondantes, nous devons pouvoir déterminer celles

qui garantissent Xy C £(¢mas ). La proposition suivante donne une condition dans ce
sens.

Proposition 6.2 : 87l existe une matrice W = W7T > 0, W € R™ une matrice
Y € R™™" et un scalaire ¢ > 0 tels que

. w WAT + ¥TD,(a) BT _ m
(%) AW + BD;(a)V W >0 Vi=1,...,2
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W \ENEW
iy _ mi >0, Vi=1,...,m.
(i) Iy Y ¢ Hpw/aw)? | ~
r T
C v
r | s ~
('EZZ) | UT I/T//' — 0 3 VT 13 ) n'U
| {(P/es)e 1
> ;=
(tv) A W >0, ¥s=1,...,n

A vrrrs
Alors la commande uw = sat(Fx(k)), avec F = YW assure la convergence asymp-
totique des trajectoires du systéme (6.3) pour toute condition initiale x{0) € Aj.

Démonstration:

St on définit F 2 YW1, alors, d’apres le lemme 5.1, la condition (i) implique
que £(c) € S(F,p/a). D'apres la proposition 5.1, les conditions (i) et (#) garan-
tissent la stabilité asymptotique du systéme saturé dans £(c). D’apros les lemmes 6.1
et 6.2, les inégalités matricielles de (4i:) et (iv) impliquent que 'ensemble X;, défini
par (6.13), est contenu dans £(c). Par conséquent, toutes les trajectoires du systéme
(6.3) avec F 2 yw-! qui sont initialisées dans Xy convergent asymptotiquement
vers |'origine.

6.3.3 Performance temporelle autour de Porigine

D’apres la formulation du probleme 6.1, la matrice F que nous cherchons doit
garantir un certain niveau de performance temporelle pour le systéme en boucle
fermée autour de lorigine. En considérant que dans un voisinage de Porigine la
commande ne sature pas, les spécifications sur la réponse temporelle du systéme
peuvent, en général, étre satisfaites si on place les pdles de la matrice (A + BF)
dans une région particuliere du plan complexe contenue dans le cercle unité.

Le probléme du placement de péles dans une région spécifique du plan complexe
a été initialement étudié par Gutman et Jury [48]. Dans ce travail, i} est montré
que le placement de podles dans des régions de type polynémial est équivalent &
la vérification d’une équation de Lyapunov généralisée. Plus récemment, Chiali of
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Gahinet [27] ont donné une condition, assez géndrique, pour que les valeurs propres
d’une matrice A soient contenues dans une région (ou une intersection de régions)
décrite sous la forme d'une LMI. Cette condition est elle aussi exprimée comme une
LMI, ce qui permet facilement son intégration & des problémes convexes avec co type
des contraintes. Comme notre objectif est d’intégrer le probléme du placement de
poles de (A+BF) dans une région au résultat de la proposition 6.2 dans un probleme
convexe avec des contraintes LMIs, nous sommes particuliérement intéressés par
Papproche développée dans [27].

Considérons tout d’abord la définition de la D-stabilité.

Définition 6.1 : Soit D une région du plan compleze. Un systéme dynamigue
z(k+1) = Ax(k) (6.17)
est dit D-stable si toutes les valeurs propres de A sont contenues dans D.

Soient maintenant les matrices H,Q € R et un nombre complexe z, z étant
son conjugué. Définissons la fonction suivante :

Fay - -
fo(z) = H+2Q +2Q7 = [Hujy + Qup? + QuijyZlicij< (6.18)

Considérons une région du plan complexe définie de la facon suivante:
DE{zeC ; fp(z) <0} (6.19)
Cette région est appelée génériquement région LMI [27].

Le théoréme suivant donne une condition pour que les péles du systéme (6.17)
soient dans une région du type (6.19).

Théoréme 6.1 : [27] Le systéme (6.17) est D-stable si et seulement sl eziste une
matrice symétrique et définie positive W telle que:

Mp(A, W) = [Hu )W + Quy (AW) + Q) (AW T1ijer < 0 (6.20)

Le corollaire suivant donne une condition pour que les valeurs propres de A
soient dans une région résultant de l'intersection de deux ou plusieurs régions du
type (6.19).
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Corollaire 6.1 : [27] Etant données deuz régions LMI, D, et Dy, la matrice A est
simultanément Dy et Dy-stable si et seulement sl existe une matrice W =1W7T >0
telle que

Mp, (AL W) <0 et Mp,{AW)<0

Le corollaire suivant donne une condition constructive dans le but de déterminer
une matrice F' qui place les pdles de (A + BF') dans une région LMI D.

Corollaire 6.2 :(27] S’il existe des matrices W = W7T > 0 ot ¥ felles que
[HupW + Qs (AW + BY) + Quj (AW + BY ) i¢ij < 0

alors F'= YW ™" place les poles de (A + BF) dans la région D.

6.3.4 Synthése de retour d’état saturé a partir de la solution
de LMIs

D’apres les résultats présentés dans les sections précédentes, nous proposons dans
cette section une solution pour le probléme 6.1 basée sur la satisfaction d’'inégalités
matriciclles linéaires. Ces résultats sont analogues & ceux presentés dans [41] pour
le cas des systémes continus.

Nous nous intéressons donc A la détermination d’une matrice F' qui garantisse
la stabilité asymptotique locale du systéme (6.3) par rapport & un ensemble donné
de conditions initiales admissibles. Cette matrice F doit aussi placer les poles de
(A+ BF) dans une région D afin d’assurer une réponse temporelle satisfaisante pour
les trajectoires initialisées dans un voisinage de 'origine, contenu dans la région de
linéarité du systéme (6.3). Dans ce but nous supposons donnés:

e X, : un ensemble de conditions initiales admissibles du type (6.13).
e D: une région LMI du type (6.19).

® «: un vecteur de coefficients de saturations, représentant une spécification sur
la “tolérance” a la saturation pour chaque composante du vecteur de com-
mande.

La proposition suivante donne une solution au probleme 6.1.
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Proposition 6.3 : S'il eriste des matrices W = WT > 0 et V satisfaisant les
inégalités matricielles linéaires suivantes :

(Z) [H(i,j)W + Q(i,j)(AW -+ B}') -+ Q(i’j)(AVV + B},)T]lgi,jgl <0

) W W AT + YT D;(a)B" o L
(i) |iAVV+BDj(a)Y W >0 Vi=1,...,2"
W yTIr,
(4) > _
(1it) {fm(z‘)y (proy e )? >0, Vi=1l,...,m
T
(iv) [ul,, U”r/ >0, Vr=1,...,n,.

(v) [(PSI/CS) ;;';}ZO , Vs=1,...,n,

alors F =YW ™! résout le probléme 6.1 et Vellipsoide E(1) £ {z € " ; 2" W1z <
1} est un domaine de stabilité asymptotique pour le systéme saturé (6.3).

Démonstration:

Elle est immédiate & partir des résultats de la proposition 6.2 et du corollaire
6.2.

O

Puisque les conditions sur les matrices W et ¥ sont sous la forme de LMIs, elles
peuvent étre directement considérées comme contraintes d'un probléme d’optimisa-
tion convexe. Dans ce cas, comme nous ’avons mentionné nrécédemment, il existe
des méthodes numériques et des logiciels qui permettent de résoudre ce type de pro-
bleme d’une manitre efficace (nous pouvons citer, par exemple, [36] et [33]). Ainsi,
'ensemble de LMIs (é)-(v) peut &tre considéré comme un “framework” basique pour
la synthese de lois de commande du type retour d’état saturant.

Remarque 6.1 : La LMI (i) représente l'exigence de performance temporelle, que
nous satisfaisons avec un placement de péles dans une région D convenable. H est
important de remarquer que cette spécification concerne seulement le comportement
du systéme dans la région de lindarité. Lorsque {’état du systéme est en dehors de la
région de linéarité, c’est-d-dire, quand la commande est saturée, notre seul objectsf
est de ramener I’état asymptotiquement & Dorigine.
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6.3.5 Le compromis entre D, A et «

Les choix de D el « représentent un compromis entre performance ot tolérance a
la saturation. En général, plus stricte est la spécification sur la performance (traduite
en termes de placement de poles dans une région particuliere), plus “élevé” est
le gain de retour d'état pour la satisfaire et, par conséquent, plus petite est la
région de linéarité. Autrement dit, la commande sature plus facilement. D autre
part, plus “petits” sont les coefficients de saturation (i.e., les composantes du vecteur
@), plus ”grande” est la région de comportement non-lindaire et, par conséquent, la
performance générale du systéme saturé peut étre dégradée. Ceci permet toutefois
de considérer la stabilisation de domaines de conditions initiales admissibles plus
grands.

Prenant en compte ce comproinis, nous proposons maintenant un algorithme
pour déterminer une matrice I solution du probleme 6.1. Pour cela considérons ey,
un vecteur dont chaque composante est le coefficient de saturation minimal toléré
pour 'entrée de commande correspondante.

Algorithme 6.1 :

e Pas 0: Fizer D, Xy el vy
e Pas 1: Faire o = 1,,.

e Pas 2: Résoudre un probléme de faisabilité en W et Y en considérant les
LMIs (i)-(v) de la proposition 6.5.

— S%l n'existe pas une solution admissible pour ce probléme alors diminuer

les composantes du vecteur .
— Sinon déterminer F =YW ~!. FIN

e Pas 3:

— St o > oy aller au pas 2.

— Sinon, il n'est pas possible de trouver une solution pour le probléme 6.1
avec les données fournies en utilisant la meéthode proposée.

Remarquons que 'on commence 'algorithme avec o = 1,,. Cela veut dire que
nous essayons, dans un premier temps, de résoudre le probléme linéairement, c’est-
a-dire, sans permettre la saturation. En effet, nous vérifions s’il existe une matrice
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F' et un ellipsoide contractif £ associé qui soit contenu dans la région de linéarité
du systeme (6.3). Dans ce cas, la matrice F garantit sans saturation la stabilité
et la spécification de performance temporelle pour toute trajectoire initialisée dans
Ap. Cependant, ce type de solution n'est pas toujours atteignable pour D, A} et qyy
donnés. Ainsi, on doit essayer de trouver une solution permettant ia saturation. Dans
ce cas, on diminue les oy, 1 = 1,..., m, et on vérifie s'il existe une solution. Lorsque
pour le triplet de spécifications (D, Xy, cup) on ne trouve pas de solution admissible,
on peut relacher soit la spécification de performance, c’est-a-dire, modifier P, soit
la tolérance & la saturation en considérant un a,, plus petit. Néanmoins, il est
important de tenir compte de deux choses :

1. La condition donnée par la proposition 6.3 est seulement suffisante. Autrement
dit, st nous ne trouvons pas une solution & partir de cette méthode, on ne peat
pas garantir qu’il n'existe pas une solution pour le probleme.

2. L’ensemble A peut ne pas étre dans la région commandable de I'espace d’état,
car la commande est contrainte. Dans ce cas, il n'existe effectivement pas de
lois de commande permettant de résoudre le probleme 6.1.

Parfois, il est possible d’évaluer a priori si nous pouvons obtenir une solution
pour le probleme 6.1 en utilisant le résultat de la proposition 6.3. Nous illustrons
cela avec deux cas particuliers.

Cas 1 : Considérons que la région D dans laquelle nous voulons placer les poles de
la boucle fermée est un cercle centré & 'origine avec un rayon § < 1. Pour vérifier si
cette spécification peut étre satisfaite avec o et X, donnés, nous pouvons considérer
le probleme d’optimisation suivant :

min 4
WY
sous
( W WAT +yTRgT >0
AW + BY 5154

(6.21)

LMIs (i), (¢i2), (iv) et (v) de la proposition 6.3

| W =WT>0

Ce probleme est un probléme de valeur propre généralisée (GEVP) [17]. Dans ce
cas, il est important de remarquer qu'il existe des routines spécifiques pour résoudre

ce type de probléeme (nous pouvons citer, par exemple, la fonction gevp du LMI
Control Toolbox pour Matlab [36]).
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La solution optimale ¢* de (6.21) représente ainsi le rayon minimal du cercle
déerit par D pour lequel les LMIs (7) - (¢} de Ia proposition 6.3 sont satisfaites avec
a ¢t Ay donnés.

Cas 2: Considérons que Ay = Co{vs, ..., v,, }. Etant donnés la région LMI D et
le vecteur v, nous pouvons déterminer I’ensemble homothétique maximal de A pour
lequel il est possible d’obtenir une solution admissible pour les LMIs (¢) — () de la
proposition 6.3. Pour cela considérons le probleme d’optimisation convexe suivant :

max B
SOUS
4 1 T ‘
[ﬁv- ﬁ;’/ >0, Vi=1,...,m,
550 (6.22)

LMIs (i), (#4) et (zit) de la proposition 6.3

| W =wT>0

Ainsi, le coeflicient d’homothétie maximal est donné par 8*, solution optimale de
(6.22). Cela signifie que I'ensemble maximal des conditions initiales homothétique A
Ay gque Von peut stabiliser en utilisant le résultat de la proposition 6.3 est 5*X;.

6.3.6 Exemple numérique

Nous prenons comme exemple le modele simplifié de la dynamique d’un hélicop-
tere dans le plan vertical emprunté & [81]. En considérant une période d’échantillon-
nage de 0.001s les matrices A et B du systéme sont donndes par:

(0.9964 0.0026 -0.0004 -—-0.0460 0.0444  0.0167
A= (0.0045 0.9038 —0.0188 —0.3834 . B 0.2935 —0.7252
0.0097 0.0263  0.9379  0.1223 ’ —0.5298  0.4726
0.0005 0.0014  0.0968  1.0063 —0.0268  0.0241

Notons que la matrice A est instable (ses valeurs propres sont 1.0284 + 0.0098:,
0.9672, 0.8203).

Nous supposons que les commandes du systéme sont bornées de la facon suivante

2]}
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c’est-a-dire, p = [3 2]T.

L’ensemble des conditions initiales admissibles est considéré comme un hyper-
cube dans R*:

Xo={zeR'; ~1<zy <1, Vi=1,.. 1}

Nous considérons la région D, dans laquelle les poles de (A -+ BF) doivent étre
placés, définie par:

D={2€C; Re{z} 20} N{z€C; (Re{z})? + Im{z})* < V5, & < 1}

ce qui représente un demi-cercle de rayon & centré & l'origine. Remarquons que &
représente le rayon spectral maximal désiré pour {A+ BF). Plus petit est 8, plus les
poles de (A + BF') sont a lintérieur du cercle unité et, par conséquent, la réponse
temporelle du systéme tend & étre plus rapide. Ainsi, la spécification de § peut étre
vue comme une spécification de performance.

Avant d’analyser quelques résultats obtenus, considérons un ensemble homothé-
tique a Ap, noté S, et un vecteur de coefficients de saturation défini par a = ¢l
avec oy € R, c’est-a-dire, nous considérons une saturation homogeéne.

my

En considérant plusieurs valeurs de o et de 8, le tableau 6.1 montre la valeur
maximale du coefficient 8 pour lequel il est possible d’obtenir une solution pour
le probléme de synthése & partir de 'application de la proposition 6.3. Ces valeurs
sont obtenues a partir de la solution d’un probléme d’optimisation convexe du type
(6.22). Nous pouvons constater que, pour un ¢ fixe, les coefficients 3 obtenus sont
plus grands & mesure que 'on diminue a@,. Cela montre qu'en permettant plus de
saturation (i.e., a; plus petit) nous arrivons & stabiliser des domaines de conditions
initiales plus grands. D’autre part, la réduction de § implique une réduction de §.
Ce fait montre le compromis entre exigence de performance et taille du domaine
de conditions initiales que on peut stabiliser en utilisant la méthode proposée. Le
symbole * dans le tableau signifie qu'il n’existe pas de solution faisable pour le
probleme d’optimisation avec le «, considéré.

Dans le tableau 6.2 sont montrées les valeurs minimales de & pour lesquelles il est
possible d’obtenir une solution pour le probléme de synthése & partir de I’application
de la proposition 6.3, en considérant plusieurs valeurs de «; et de 8. Ces données
sont obtenues & partir de la solution d’un probléme d’optimisation convexe du type
(6.21). Nous remarquons que pour 8 fixé, la valeur minimale de & tend & diminuer
avec la réduction de «;. Cela illustre le fait que, pour un ensemble donné de condi-
tions initiales, I'utilisation de la saturation permet de placer les péles de (A+ BF)
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oy | 6=07 | 6=086=0916=095
1 | 0.0795 | 0.3287 | 0.9347 | 2.9766
0.9 | 0.0883 | 0.3653 | 1.0386 | 3.3073
0.8 ] 0.0993 | 0.4109 | 1.1684 | 3.7207
0.7 1 0.1058 | 0.4673 | 1.3353 | 4.1211
0.6 | 0.1070 | 0.4869 | 1.4631 | 4.1708
0.5 01078 | 0.4996 | 1.5585 | 4.2373
0.4 * 0.5097 | 1.6634 | 4.3352
0.3 * 0.5195 | 1.7734 | 4.4870
0.2 * * 1.8818 | 4.7466

TaB. 6.1 - Compromis entre performance et taille de Ay

g

3=0.25

B=05] =1

1

0.7829

0.8377 | 0.9051

0.9

0.7762

0.8213 | 0.8973

0.8

0.7685

0.8126 | 0.8881

0.7

0.7618

0.8043 | 0.8753

0.6

0.7605

0.8016 | 0.8649

0.5

0.7598

0.8001 | 0.8582

0.4

0.7596

0.7990 | 0.8521

0.3

0.7790

0.7982 | 0.8477

0.2

0.8577

0.8565 | 0.8608

0.1

0.9509

0.9523 | 0.9539

TaB. 6.2 — Compromis enlre tolérance d la saturation et performance

plus & l'intérieur du cercle unité. Nous notons aussi qu’a partir d’une valeur de «;
(notamment a; = 0.2), la valeur de ¢ pour un § fixé commence & remonter. Cela
s’explique probablement par le fait que les contraintes qui correspondent a la stabi-
lisation du systéme polytopique deviennent trés restrictives a partir d’une valeur de

e assez petite.

Enfin, nous fixons 3 = 1 et nous comparons les réponses temporelles du systéme
en considérant le retour d’état obtenu pour trois valeurs de a;:

(a) ay =1= F, =

—1.417
—0.5095

—0.03592
0.01408

0.252  0.9252
—0.1483 —0.2523
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[ ~4.344 -0.2679 0.5643  3.077
Oy en=06=F=| 15108 01504 —0.4237 —1.401}

() an=03= F— | ~2507 —0.1141 02699 1497
@ =0 °= | 1107 004011 —0.218 —0.3811

La figure 6.1 dépeint la réponse temporelle des quatre états du systéme pour
ces trois cas (F,: trace cont.; Fy: - - - [7,: --+). Nous remarquons que ntilisation
de la saturation permet d’obtenir des réponses plus rapides. Cependant, quand «a
est plus petit nous obtenons des amplitudes maximales plus grandes pour deux des
états (zy et z3). Cela peut représenter un nouveau compromis lorsque ’on a des

contraintes sur l'amplitude des états. La figure 6.2 présente la réponse temporolle
des commandes dans les trois cas.

o8}

0.6}

X1

0.4}

0.2 \

0 50 100 ¢ 50 100

0 50 100 0 50 100

FIG. 6.1 — Réponse temporelle des états
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_3 1 L . 1 1 I 1 1 £
0 10 20 30 40 50 60 70 80 80 1G0
k
1 T 1 T T T T T T T
0.5¢ 7
5L 1
2 . 1 1 I 1 1 1 1 ] !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 a0 100
k

F'1G. 6.2 — Réponse de temporelle de la commande

6.4 Stabilisation semi-globale

6.5 Résultats de base

Dans cette section nous ajoutons aux hypothéses 6.1 et 6.2 1’ hypothése suivante
sur le systéme en boucle ouverte (6.1):

Hypothese 6.4 : Toutes les valeurs propres commandables de A sont ¢ Uintérieur
ou sur le cercle unité.

Nous avons vu dans la section 2.5 que si le systéme (6.1) satisfait les hypotheses
6.1, 6.2 et 6.4, il est toujours possible de stabiliser le systéme semi-globalement.

1. Ici la commandabilité de la paire (A, B) peut étre substituée par sa stabilisabilité.
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Plus spécifiquement, étant donné un ensemble borné &, de conditions initiales ad-
missibles, aussi grand que 1'on veut, on peut déterminer une loi de commande du
type retour d’état ou retour de sortie dynamique telle que tous les états appartenant
a Xy sont amenés asymptotiquement A Porigine sans saturation des commandes [64].

En particulier, dans [65], en considérant une équation de Riccati parametrisée
en e, e >0:

P(e) = ATP(e)A + eI, — ATP(e)B(BTP(e)B + I,) "' BT P(e) A (6.23)

le résultat suivant a été démontré.

Théoréme 6.2 : [65] Considérons que le systéme (6.1) vérific les hypothises 6.1,
6.2 et 6.4,

Etant donné un ensemble borné de conditions initiales admissible X, quelcongue.
il existe €*, tel que Ve € (0,¢*], la loi de commande par retour d’état

u(k) = —(BTP(€)B + I,,) ' BTP(e) Az(k) (6.24)

o P(e) est la solution unique de I'équation (6.23) associée & ¢, garantit la conver-
gence asymptotique vers lorigine de tous les états qui appartiennent ¢ Xy sans sa-
turation des commandes.

En fait, d’aprés la démonstration de ce résultat, quel que soit le domaine Ap et le
vecteur p (borne sur le vecteur de commandes définie en (6.2)) il existe toujours une
matrice P solution de (6.23) et un scalaire positif ¢ tels que Iellipsoide £(c) = {z ¢
R* ; xT Pz < ¢} est contractif et positivement invariant pour le systéme en boucle

fermée avec u(k) donné par (6.24). De plus, les relations d’inclusion suivantes sont
satisfaites:

X% C £(c) C S(F,p) (6.25)
avec F = —(BTPB +1,,) 'BTPA.

A partir des résultats présentés dans la section 6.3 et le théoréme 6.2, nous
pouvons énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 6.3 : Considérons le systéme (6.1) satisfaisant les hypothéses 6.1, 6.2
et 6.4. Soit Xy un ensemble borné quelconque de conditions initiales admissibles du
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type (6.13). Alors:

(a) Il existe toujours une matrice W = W7 > 0 et une matrice Y qui vérifient les
LMIs suivantes :
i) W WAT+YTBT
AW + BY W

[ W Y’TIT )

m) >0 Wi=1 ;

i3 . >0, Vi e, T
( ) L JTm(z)) (p(z))z :]

1 W
(1ii) 0 I/f/' >0, YVr=1,...,n,
(iv) (PSI/CS) II/{} >0, ¥s=1,....,n,

n

(b} Etant donnée une paire (W,Y) solution admissible pour les LMIs (1) — (iv),
la loi de commande u(k) 2 Fz(k) = YW™'z(k) guarantit la convergence
asymptotique vers Uorigine de toute trajectoire du systéme (6.1) initialisée
dans Xy sans saturation des commandes.

Démonstration:

(@) - Si le systéme (6.1) satisfait les hypothéses 6.1, 6.2 et 6.4, d’apres le théoréme
6.2, il existe toujours un scalaire ¢ et une matrice P(¢) solution de I'équation (6.23)
pour lequelle il existe un scalaire ¢ > 0 tel que la relation d’inclusion (6.25) est
satisfaite avec £(c) = {z € R*; z7P(e)z < c} et F = —~(BTP(e)B+1,,) "' BTP(e) A.
Par conséquent, si 'on considere des matrices W(e) et Y{e¢} définies de la manitre
suivante

(P(e)/e)™"
—¢(BTP(e)B + I,) ' BTP(e)AP{e) !

=1

I'existence d’au moins une matrice W et une matrice Y vérifiant les LMIs (4) — (wv)
est toujours garanti.

(b) - A partir de la condition (a) et de la proposition 6.3 la démonstration est
directe.
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Le théoreme 6.3 peut étre considéré comme une généralisation du résultat du
théoréme 6.2. En effet, toutes les solutions pour le probléme de stabilisation semi-
globale du systéme (6.1) obtenues & partir du théoréme 6.2, vérifient les conditions
du théoréme 6.3, mais le contraire n’est pas vrai.

A notre avis, le principal avantage de I'utilisation des conditions LAfIs du théo-
reme 6.3 est qu’elles permettent d’explorer un ensemble de solutions pour le probléme
de stabilisation semi-globale plus grand que celui obtenu par 'approche par équation
de Riccati. En outre, la formulation LMI admet la prise en compte immédiate de la
saturation. Ce fait permet unc utilisation plus effective des limites sur la commande
afin d’obtenir une convergence plus rapide des trajectoires vers l'origine, Ceci est
traité avec plus de détails dans la section suivante.

6.6 Stabilisation semi-globale avec saturation

Supposons donnés:

¢ A;: un ensemble de conditions initiales admissibles du type (6.13).

e «: un vecteur de coefficients de saturation, représentant une spécification sur
la tolérance a la saturation.

Considérons le probléme d’optimisation suivant :

min 4
5WY
sous
( W WAL + YTBT -0
AW + BY W

(6.26)
LMIs (42), (i7), (iv) et (v) de la proposition 6.3

| W=WT>0

Notons que ce probléme est un GEVP identique au probléme 6.21. La minimisa-
tion de § implique la minimisation du rayon spectral de (A+ BF) avec FF = YW !,
En fait, la satisfaction de la premiére LMI du probléme signifie un placement de
poles dans un cercle centré & l'origine et avec un rayon 4. A partir des LMTs (i7)
et (#4) de la proposition 6.3, la saturation est autorisée avec le vecteur o spécifié.
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L’idée dans ce cas est d’obtenir, en autorisant la saturation, un retour ¢’'état plus
performant dans le sens d’optimiser ou d’améliorer la vitesse de convergence des
états vers l'origine.

6.6.1 Exemple Numérique

Considérons le systeme discret (6.1) avec les donnés suivantes [64]:

o 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A=l9 o 0o 1 s D=1
~1 2/(2) 4 2/(®) 1

avec des contraintes sur la commande du type (6.2) avec p = 4.

Ce systéme satisfait les hypothéses 6.1, 6.2 et 6.4 et, par conséquent, peut étre
stabilisé semi-globalement.

Dans [64], en considérant un domaine de conditions initiales défini par un hy-

A . ) .
percube Xy = {z € R* ; |z| € 10,7 = 1,2,3,4}, les auteurs ont déterminé la
matrice de retour d’état suivante:

Fin = [0.0394 —0.0840 0.0796 — 0.0283)

Avec u(k) = Funz(k), la convergence asymptotique vers P'origine sans saturation de
la commande de toutes le trajectoires initialisées Ay est garantie.

En utilisant le probleme d’optimisation (6.26) avec o) = 0.6, Vi = 1,...,m,
nous obtenons la matrice F suivante:

Fim; = [0.1534 —0.3328 0.3207 — 0.1161]

D’aprés la proposition 6.3, la loi de commande u(k) = sat(Fipnxz(k)) garantit aussi
la stabilité asymptotique du systeme en boucle fermée pour tout z(0) € Aj.

Les figures 6.3, 6.4, 6.5 illustrent respectivement la réponse temporelle des états
avec u(k) = Finz(k) et u(k) = sat(Fnz(k)), et la réponse temporelle des deux lois
de commande. Nous pouvons remarquer que la loi de commande saturante permet
d’obtenir des réponses qui convergent plus rapidement vers I'origine avec 'amplitude
des oscillations plus petite. Cela est dii au fait que 'on utilise mieux la disponibilité
de la commande.
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3000 3000
2000 2000
1000 ‘ 1000
= 0 .,LI»Iln‘fi‘!‘ i ' ¥ 0
~1o00} ~1000
-2000+ ~2000
~3000, 200 400 goo 2000, 200 400 500
k k
3000 3000
2000 2000
1000 1000
2 0 T o
-1000 -1000
-2000 -2000;
~3000, 200 ] 400 goo 0% 200 ] 400 600

FI1G. 6.3 -- Réponse temporelle des états avec u(k) = Fnx(k)

6.7 Synthese de commandes du type multi-modes

Dans la section 6.3.5 nous avons insisté sur le compromis entre la performance du
systeme en boucle fermée et la taille du domaine des conditions initiales admissibles
devant étre stabilisé. En général, lintuition physique se confirme: plus “grand” est
I'ensemble des états & stabiliser, moins performante sera la commande. A partir de
cette constatation pratique, on rencontre parfois dans industrie Papplication de ce
que I'on appelle la commande par mode-dual. Cette approche, assez intuitive, consiste
a appliquer un gain “faible” F} sil'état est loin du point d’équilibre et un gain “fort”
Fy lorsque 1'état est suffisamment proche du point d’équilibre. Le changement d’un
gain & l'autre est fait sur une surface de commutation qui quantifie la notion de
“proche” du point d’équilibre. Ainsi, étant donné un ensemble X, de conditions
initiales & stabiliser, si on considére une commande par retour d’état, le systéme en

boucle fermée sera décrit par:
z(k + 1) = Az(k) + Bsat(Fz(k)) (6.27)

F sl m(k) €& D X

avec £y = { Fy si z(k)e &,
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1000 1000
500 500
= 0 N 0
-500 500
1000, 200 400 soo %% 400 600
k k
1000 1000 .
500
] ¢
-500 ~500
1000, 200 ) 400 soo % ] 400 600

I1G. 6.4 — Réponse temporelle des états avec u(k) = sat(Fyx(k))

T T T T T

[] - N w3
1

Fiin.x(k))

u(k)=
A

]
e
1

) . :
300 400 500 600

g
g

y I I
O 100 200 300 400 500 600

Fi1g. 6.5 - Comparaison entre les deur commandes
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Le choix de la surface de commutation 88, joue un role crucial dans cette ap-
proche. Si, par exemple, on choisit une surface qui n'est pas contenue dans la région
d’attraction de 'origine associée & la commande plus “forte” F,, on peut provoquer
'apparition d’un cycle limite et/ou d’un point d’équilibre parasite [89]. C’est pour-
quoi, il est important de choisir une surface de commutation qui définisse une région
de stabilité asymptotique pour le systéme en boucle fermée lorsque le gain Fy est
appliqué.

Ce type d'approche peut étre généralisée en considérant plusieurs gains Fy et des
surfaces de commutation associées 98,. Cette généralisation est appelée commande
multi-modes. Un travail intéressant, qui utilise ce type d’approche dans le cas de
systemes continus, a été présenté dans [99]. Dans ce travail les gains F, et les surfaces
de commutation sont déterminés & partir de la solution d’équations de Riccati.

L’objectif principal de 'approche multi-modes est d’accélérer la convergence des
trajectoires du systeéme en boucle fermée en explorant, d'une facon optimale ou quasi-
optimale, les limites de la commande. Dans ce but, nous pProposons maintenant une

méthode de conception de lois de commande multi-modes basée sur les formulations
LMIs présentées dans les sections précédentes.

6.7.1 Meéthode basée sur la solution de LMIs

Considérons donnés:

® Xy: un domaine de conditions initiales sous la forme (6.13).
® (- Ul vecteur contenant les coefficients de saturation minimaux admissibles.

e N: le nombre de surfaces de commutations devant &tre utilisées.

La méthode que nous proposons pour construire une loi de commande du type
retour d’état multi-modes est décrite par les pas suivants

1. Considérons N ensembles homothétiques & Ay, tels que:
Xo=08X , 0<B,<1 ¢g=1,...,N

XNCXN_lc...CX1CX0

Pour chaque &, associons un vecteur Clg = iy
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2. Résolvons les problemes d’optimisation suivant, pour ¢ =10,..., N :
min 4,
(VVCI i},fJ 1‘5(1)
SOUS
. 0, W, W, AT + Y1 BT
O\ aw, 1 BY, g ] >0
L q q 9"y
! W, W, AT + Y Di(a,) BT .
i . g A =0 Vi=1,...,2"
WV Aw, + BDj(ay)Y, W, J
[ W, v,
(iii) e e >0, Vi=1,...,m
| T Ya (P /o)

. 1 Bl
r r > =1 ... .
(1\) L Buvs W, } 0, Vr=1, , Ty

(v) (PS/CS) In :I>0 , VS:]_,_,_,‘TEE

L W, 1 =
(vi) Wy =W >0, §,>0
3. Pour ¢ = 0 définissons: Fy = YoW;!
Pour g =1,..., N définissons:
- La matrice de retour d’état: F, = Y, W

- La surface de commutation: 88; = {xr € R* ; "W 'x =1}

D’aprés la proposition 6.3, chaque surface de commutation dS, correspond & une
région de stabilité asymptotique S, 2 {z e " ; $TW;1$ < 1} pour le systéme

z{k + 1) = Az(k) + Bsat(Fyz{k)) (6.28)

Alnsi, en considérant qu’il est possible de trouver un gain initial Fy & partir des don-
nées fournies, la convergence asymptotique vers 'origine de toutes les trajectoires du
systeéme (6.1) qui partent de A est garantie par 'application de la loi de commande
définie de la facon suivante:

sat(Fox(k)) st x(k) € Sy, z(k) & {51,82,...,8n}

sat(Fiz(k)) si z(k) e Sy, z(k) € {52, 8s,...,8n}

(k) = (6.29)

sat(Fyz(k) si z(k) € Su

Nous avons utilisé comme critére d’optimisation la minimisation du rayon spec-
tral de la matrice (A+ BF,). Ainsi, & mesure que la trajectoire s’approche de I'origine
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nous appliquons des gains F; qui placent successivement les poles de (A + BF,) plus
a U'intérieur du cercle unité. Par conséquent, la vitesse de convergence vers l'origine
tends a étre améliorée. Cependant, d’autres critéres peuvent étre envisagés.

Remarque 6.2 : Nous n’avons considéré aucune hypothése sur la nécessité d’avoir
Sy C 8,1 {6.30)

En effet, dans le cas discret cela n'est pus nécessaire lorsque Uon est capable de
mettre en oeuvre un schéma de priorité, ¢’est-a-dire, si a Uinstant k, (k) appartient
G plusieurs Sy, la matrice F, active doit éire celle pour lequel 3, est plus petit.

Par contre, pour le cas des systémes continus ce type de schéma est plus difficile,
voire impossible, 4 mettre en veuvre. Dans ce cas, nous pouvons imposer Uinclusion
(6.30). Dans le probléme d’optimisation, ce type de contrainte peut éire facilement
exprimé sous la forme d’une LMI en considérant le résultat dy lemme 6.2,

Remarque 6.3 . Pour la détermination de chague paire (Fy, 8;) nous avons consi-
déré que la commande pouvait saturer. Si l'on désire éviter des solutions ot la com-
mande sature effectivement, il suffit de firer oy = 1. Cependant, si la matrice A
est instable, nous serons vraisemblablement obligés de considérer la saturation pour
powvoir obtenir le gain initial Fy et une région de stabilité asymptotique S contenant
Xy. Les autres surfaces de commutation et les gains associés pevvent alors étre dé-
terminés, de fagon & éviter la saturation. Lorsque la matrice A est asymptotiguement
ou critiquement stable ou encore critiquement instable, une solution sans saturation
des le gain Fy peut étre envisagée.

6.7.2 Exemple numérique

Considérons le modele linéaire d’un pendule étudié dans [99]. En considérant une
periode d’echantillonnage de 0.001s les matrices du systéme sont données par:

A_

0.9995 0.0100 | | 0.0000
| —0.1000 0.9995 |

| 0.0100
La commande est contrainte dans l'intervalle [—5; 5], ¢’est-a-dire, p = 5.

L’ensemble d’états initiaux admisssibles Xy, est un cercle de rayon égal 4 1 centré
a lorigine.
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Nous voulons déterminer une loi de commande multi-modes qui stabilise le sys-
téme asymptotiquement pour toute condition initiale appartenant & Ay. Pour cela
nous appliquons la méthode proposée dans la section 6.7.1 & deux cas en considérant :

e 3 surfaces de comnmutation, ¢’est-a-dire, N = 5.

o 51 =1, 3, =08, 33 =06, 3, =04, 35 =02

Dans un premier cas nous considérons o, = 1, Vg = 1,...,5, c'est-a-dire, e
probleme est résolu sans saturation. Dans ce cas nous obtenons les matrices de gain
suivantes :

Fy = [ 0.0022 -1.5214] C Py = [ —0.0806 —1.8688 | ; Fiz=[ —0.4223 —2.4065

Fly = [ ~1.6125 —3.3355 ] . Fls = [ —7.3020 —5.3756 ]

chague matrice I, = 1,...,5 est associée a une surface de commutation 98, =
1gs 3 ) q
{z e R ; 2T Pz = B3,}. Les matrices Py, obtenues sont :

po_ [ 00926 00755 ] [ 15478 01434 [ 2.7369 0.3157
70,0755 0.0985 | 0 T2 T 01434 0.1521 | 7 TR T | 0.3157  0.2595

P14:[

6.1142 0.8760 | P 24.3971 3.7447
0.8760 05178 | @ 1 3.7447 1.3653

Dans un deuxiéme cas nous considérons o, = 0.6, Vg = 1,...,5, c’est-a-dire, le
probléme est résolu en permettant la saturation dans toutes les régions les S,. les
matrices de gain F,, et les matrices P, qui définissent les surfaces de commutation
obtenues dans ce cas sont:

Fy = [ ~0.4062 ~24064 | ; Fp=[ —0.9649 —2.8880 | ; Foy = [ —2.2507 —3.6029]
Foy = [ ~5.2998 —4.7812 }  Fys = [ —16.1831 —7.2972 ]

P - 0.9852 0.1138 | P 15290 02011} [ 2.7083 0.3976
270 001138 0.0035 | 7 T T 0.2011 01376 F 7 TP T | 0.3976  0.2173
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p, _ | 60954 09473 ] P | 245113 3.3788
“7 ] 0.0473 03800 | C BT 33788 0.9030

La figure 6.6 montre la trajectoire de 1'état pour la condition initiale 2(0) =
(1 0]” en considérant: 'application de la loi ulk} = Fuz(k) (-+4) qui permet de
stabiliser 'ensemble des conditions initiales X, sans saturation de la commande ;
Papplication de la loi de commande multi-modes sans saturation {matrices [,)
définie dans le premier cas ci-dessus (- - -); Papplication de la loi de commiande avee
saturation définie (matrices Fy,) dans le deuxiéme cas ci-dessus (tracé continu). Nons
remarquons que la vitesse de convergence vers lorigine est nettement améliorée
avec la loi de commande multi-modes saturante. La figure 6.7 montre la réponse
temporclle de la commande dans les trois cas. La figure 6.8 illustre les surfaces de
commutation pour le cas de la commande multi-modes saturante.

N " L . L L
-1 08 068 D4 -0z Q [}-4 a4 06 08 1
xt

F1G. 6.6 — Trajectoire de Uétat
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ufk)

-3 L L . S ke [ —

FiG. 6.8 — Surfaces de commutations

6.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié le probléme de la synthése de lois de com-
mandes du type retour d’état linéaire pour des systemes linéaires, en prenant en
compte, a priori, la possibilité de saturation de la commande.

L'utilisation de la représentation polytopique du systéme avec saturation des
commandes, nous a permis de formuler des conditions constructives pour la stabi-
lisation locale du systeme en boucle fermée. A partir de ces conditions nous avons
proposé un “framework” de conditions, sous la forme de LMIs, permettant la déter-
mination d’une matrice F' de retour d'état qui garantit:

e La stabilisation pour un ensemble donné de conditions initiales admissibles,
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en considérant une certaine tolérance 2 la saturation des commandes.

» Le placement des valeurs propres de la matrice (A+ BF) dans une région LMI
du plan complexe. Ce placement ayant pour but la satisfaction d’une certaine
spécification de performance temporelle dans la région de linéarité du systéme
saturé.

Y

Le compromis entre la taille du domaine de conditions initiales, la tolérance A
la saturation et I'exigence de performance en boucle fermée a été souligné. Dans ce
sens, nous avons montré, & travers quelques exemples, que pour stabiliser un certain
domaine de conditions initiales et/ou garantir une certaine performance pour la
réponse temporelle, I'utilisation effective de la saturation est parfois nécessaire. La
méthode proposée permet donc de gérer ce compromis d’une fagon systématique.

Etant donné qu’il existe aujourd’hni des logiciels, basés sur des algorithmes nu-
mériques extrémement efficaces, qui permettent de résoudre des problémes d’opti-
misation convexes avec des contraintes sous la forme de LMIs, nous pensons que
cette méthode représente une maniére intéressante de considérer la saturation lors
de I'étape de conception de la loi de commande.
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Conclusion générale

La présence, dans la pratique, de contraintes d’ordre physique et/ou de sécurité
empéche 'application de signaux de commandes d’amplitude illimitée. La négligence
de ces bornes sur la commande et, par conséquent, la possible saturation de la
commande peut étre source d’instabilité ou provoquer des effets indésirables sur le
systeme en boucle fermée. C'est pourquoi nous considérons comme majeurs, sur les
plans théorique et pratique, les deux problémes suivants :

e L’analyse du comportement du systéme en boucle fermée lorsque la commande
sature, afin de valider la loi de commande.

e La synthése de lois de commande prenant en compte explicitement la possibi-
lité de saturation.

Dans ce sens, la contribution de notre thése a porté sur I'étude de la stabilité et
de Ja stabilisation locale des systémes linéaires avec saturation des commandes. Plus
particuliérement, nous nous sommes intéressés, d’une part, 3 la détermination de
régions de comportement non-linéaire en boucle fermée ot la stabilité asymptotique
de lorigine est garantie, et, d’autre part, & la détermination de lois de commande
prenant en compte, lors de 'étape de conception, la possibilité de saturation des
commandes,

Notre travail étant basé sur la théorie de Lyapunov, nous avons proposé, dans un
premier temps, un bref rappel des principaux concepts et résultats associés & cette
théorie. Nous avons insisté sur le fait que, pour un systéme non-linéaire, la détermi-
nation analytique de la région d’attraction de l'origine est, en général, impossible.
Cependant, il est toujours possible d’obtenir des régions de stabilité asymptotique
locale a partir d’ensembles contractifs et invariants associés 4 des fonctions de Lya-
punov.

Ensuite, nous avons donné un apercu rapide des travaux traitant du probleme de
commande des systémes linéaires avec saturation des commandes. Nous avons vu que
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la stabilisation globale et semi-globale peuvent étre cnvisagées seulement lorsque le
systeme cn boucle ouverte n’est pas strictement instable. Par ailleurs. les méthodes
proposées dans la littérature concernant ces deux type d’approche ne permettent pas
de grandes améliorations de la performance du systémes en boucle fermée. Ainsi,
la stabilisation locale nous semble plus pratique pour gérer le compromis eutre la
performance et la stabilité du systéme saturé.

Notre contribution correspond aux résultats présentés dans les parties I1 et 111
du mémoire.

Dans la deuxieme partie nous avons considéré Uanalyse de la stabilité du sys-
teme saturé par une approche polyédrale. Les résultats que nous avons obtenus par
cette approche sont basés sur deux types de modélisation du systéme saturé: par
régions de saturation et par modéle polytopique. A partir de la modélisation par ré-
gions de saturation nous avons donné des conditions ndécessaires ¢t suffisantes pour
Vinvariance positive et la contractivité de domaines polyédraux par rapport au sys-
teme saturé. Avec la modélisation par polytope de matrices nous avons pu proposer
seulement des conditions suffisantes pour 'invariance et la contractivité. Cela s'ex-
plique par le fait que cette modélisation représente le comportement du systéme
saturé d’une maniére conservative. Les conditions de contractivité obtenues avec los
deux approches nous ont permis de formuler des algorithmes d’expansion homothé-
tique d’ensembles contractifs sur la région de comportement non-linéaire du systéme
en boucle fermée. Ces algorithmes sont basés sur des schémas de programmation li-
néaire. En particulier, en utilisant 'approche polytopique nous avons formalisé théo-
riqguement une procédure permettant I’'obtention d’expansions non-homothétiques
lalgorithme résultant est aussi basé sur des schémas de programmation linéaire.
Nous avons montré que lorsque le polyédre contractif est compact, nous pouvons as-
socier a cet ensemble une fonction de Lyapunov polyédrale strictement décroissante
et conclure sur la stabilité asymptotique locale du systéme saturé, Nous avons mon-
tré également que, sous des hypothéses complémentaires, il est possible de conclure
sur la stabilité locale dans des polyédres non-bornés. A la fin de la partie II nous
avons indiqué comment combiner les résultats obtenus a partir des deux types de
modélisation afin d’obtenir des régions de stabilité asymptotique plus grandes. Nous
pouvons dire que 'inconvénient majeur de cette approche réside dans le fait que les
régions de stabilité obtenues dépendent du domaine de départ utilisé. Cependant,
en considérant le caractere nécessaire et suffisant des conditions obtenues avec la
modélisation par régions de saturation, la possibilité d’obtenir des expansions non-
homothétiques & partir du modele polytopique et le fait que les algorithmes, basés
sur des schémas de programmation linéaire, sont de faible complexité, nous pensons
que cette approche polyédrale est assez intéressante pour 'analyse de systémes avee
saturation des commandes.
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Approche Points Forts Points Faibles
e complexité
Polyédrale e CNS algorithmique
- reg. saturation e prog. linéaire e fixe domaine
de départ
Polyédrale ® expansion (L * G5 .
- mod. polytopique non—hgn{ot.llethue e fixe dlomame
¢ prog. linéaire de départ
e pas de domaine
Ellipsoidale de départ o S
o LMI

TAB. - Comparaison entre les approches d’analyse

Dans la troisieme partie de la thése nous avons proposé quelques résultats concer-
nant 'analyse et la synthése de lois de commande saturantes en utilisant des do-
maines contractifs de type ellipsoidal et la représentation polytopique du systeme
saturé. Cette approche est donc lide & la détermination de fonctions de Lyapunov
quadratiques localement valables pour le systéme saturé.

Tout d’abord, dans le chapitre 5 nous avons proposé des conditions suffisantes
sous la forme d’inégalités matricielles linéaires (LMIs), pour la contractivité d'un
ellipsoide par rapport au systéme saturé. A partir de ces conditions nous avons pré-
senté un algorithme, basé sur la solution itérative de deux problémes d’optimisation
convexes, dans le but de déterminer des régions ellipsoidales de stabilité asymp-
totique pour le systéme avec les commandes saturantes. Le critere d’optimisation
utilisé dans 1’algorithme est 1ié & la maximisation d’une caractéristique géométrique
de la région ellipsoidale. Nous pouvons dire que le principal avantage de cette ap-
proche par rapport & Papproche polyédrale est que nous n’avons pas besoin d’un
ensemble de départ. En effet, la région de stabilité obtenue tend & étre maximale
selon le critére géométrique choisi. Comme inconvénient majeur de cette approche
nous pouvons citer la nature suffisante des conditions, ce qui peut amener 3 ’obten-
tion de domaines de stabilité conservatifs. Dans le tableau ci-dessus nous résumons
les points forts et les points faibles des trois approches d’analyse que nous avons
proposées dans ce travail. Il est important de remarquer que nous pouvons toujours
combiner ces trois approches afin d’obtenir des régions de stabilité plus grandes.
Ainsi, par exemple, nous pouvons déterminer d’abord un ensemble ellipsoidal maxi-
mal selon un certain critére géométrique, ensuite déterminer 'ensemble polyédral
maximal contenu dans la région de validité du modale polytopique et, enfin, utiliser
la condition nécessaire et suffisante de contractivité polyédrale pour essayer de faire
encore une expansion homothétique.
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Enfin, dans le chapitre 6, nous avons considéré le probléme de la synthese de lois
de commande saturantes. Nous avons proposé une méthode basée sur la sohution
d’un ensemble de LMIs. Cela permet de déterminer conjointement unc matrice de
retour d’état et un ellipsoide contractif par rapport au systéme saturé. Cet ellip-
solde contlent une région d’état initiaux donnée, A}, et est contenn dans la région
de validité du modele polvtopique associée 4 un vecteur de coefficients de saturation
v, également donné. A notre avis, un des points forts de cette méthode réside dans
le fait qu’elle permet facilement de combiner le probleme de stabilisation sous satu-
ration avec d’autres spécifications ou objectifs de commande. En particulier, nous
avons considéré le probleéme de placement de poles du systeme saturé lorsque il évo-
lue dans la région de linéarité. En considérant que le placement de poles dans une
région spécifique du plan complexe représente une spécification de performance au-
tour de l'origine, nous avons souligné le compromis entre I'exigence en performance.
la taille du domaine A}, et la tolérance a la saturation représentée par «v. Nous avons
montré, a travers des exemples, qu'il est possible de stabiliser des domaines d'états
initiaux plus grands et d’obtenir des réponses temporelles plus rapides en permet-
tant la saturation de la commande. Comme il existe aujourd’hui des algorithines et
des logiciels extrémement efficaces pour la résolution des LMIs, nous pensons que
la méthode proposée fournit une procédure systématique pour maitriser les effets
indésirables de la saturation et pour utiliser la saturation dans le but, d’une part,
de stabiliser des régions d’états initiaux plus grandes et, d’autre part, d’améliorer
la performance temporelle du systeme en boucle fermée. Néanmoins, nous devons
reconnaitre, d'une part, que les conditions établies sont seculement suffisantes et,
d’autre part, que les résultats sont basés sur la détermination d'un retour d’état,
limitant ainsi leur application pratique.

Ainsi, en considérant les résultats proposés dans cette these, nous pouvons citer
quelques problémes qui restent ouverts et méritent une étude plus approfondie tels
que:

e L’obtention d’un algorithme d’expansion non-homothétique a partir de la re-
présentation par régions de saturation.

o L’application des conditions de contractivité d’'un polyédre pour la synthese
des lois de commande.

o L’obtention d’une condition nécessaire et suffisante pour la contractivité ellip-
soidale.

L’extension de la méthode de synthése au cas du retour de sortie.
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En conclusion, nous pensons que les résultats qui nous avons obtenus jusqu’a
présent peuvent étre appliqués, étendus ou encore servir de base, dans un futur
proche, pour traiter les problémes suivants:

e Commande des systémes & retards avec saturation des commandes.
¢ Commande des systémes bilinéaires avec saturation des commandes.

o Poursuite avec saturation des commandes.
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Annexe A

Polyedres et ellipsoides

Dans cette theése nous nous intéressons 4 la détermination de régions de stabilité
asymptotique pour des systémes linéaires avec saturation des commandes. Fn par-
ticulier, nous considérons deux types de régions: polyédrales et ellipsoidales. Ainsi,
nous sommes concernés par I’étude des propriétés d’invariance et de contractivité
d’ensembles polyédraux et ellipsoidaux par rapport au systéme saturé. Il est donc
utile de préciser quelques définitions et propriétés relatives 4 ces deux types d’en-
sembles.

A.1 Ensembles polyédraux

Un ensemble polyédral est défini par Pintersection d’une famille finie de demi-
espaces dans R". Ces demi-espaces sont définis & partir d’hyperplans du type ¢z = r
avec ¢ € R et r € R. Autrement dit, un domaine polyédral est un ensemble de
points T £ [£1 22 ... z,]% dans R" qui satisfont un systéme fini d’inégalités du
type:

gy + 12z + ..o+ Qe <1

Ge1¥1 + GgaZp + ... + GgnTyn < Ty

Ainsi, nous pouvons définir un ensemble polyédral générique de la fagon suivante :

Définition A.1 : [82] Considérons une matriz Q € RI™ et un vecteur r € R9. Un
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ensemble polyédral quelconque dans R™ est donc défini par:

S@ry={zch"; Qz<r}
A partir de cette définition, il est facile de démontrer les proprietés suivantes :
Proprieté A.1 :

(i} Les ensembles polyédrauz sont toujours des ensembles converes et fermes.
(i1) L’intersection d’une famille finie d'ensembles polyédraux est aussi un enscmble

polyédral.

Notons que Uintersection entre deux polyedres peut étre représentée de la fagon
suivante:

sQuns@um 2 e |3 les[ 1]y

D’autre part, remarquons que si rgy > 0, Vi = 1,..., g, alors le polyedre S(Q,r)
contient 'origine. En particulier, si an moins une des composantes de r est nulle

(r(;) = 0) alors P'origine est sur la frontiere de S(Q, 7).

La définition suivante donne la notion d’homothétie polyédrale.

Définition A.2 : La famille des ensembles homothétiques 4 S(Q,r) est définie par
des ensembles du type .

S(Q,nr) =nS(Q,r) 2 {z e R*; Qr = nr}

ou 1} est un scalatre positive.

Passons maintenant 4 la définition de quelques ensembles polyédraux particuliers.

A.1.1 Polyédres non-bornés

Soit. une demi-droite dans ’espace ™ définie par:

LT ={ag+Ay; A >0} (A.1)
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ol zg,y ER" et y #0, A € R.

Définition A.3 : Un polyédre S(Q,r) est dit non-borné s'il contient des demi-
droites du type (A.1).

L’identification d’'un ensemble non-borné & partir de cette définition n'ost pas
évidente. Par contre, dans le cas particulier on rang(@Q) < n, Cest-d-dire, Ker ) #
{0}, le polyédre est non-borné puisqu’il contient des droites du type:

L = {zo + Ay}
avee 79 € S(Q,7) et y € Ker Q. En effet, dans ce cas on a:
Qro+My) =Quo+0=<r , VAR
Dans ce cas le polyédre contient un sous-espace, notamment égal & Ker ().
La figure A.1 illustre deux types de polyédres non-bornés. Notons que le polyoedre

(a) ne contient pas un sous-espace alors qu'il existe un sous-espace contenu dans le
polyedre (b).

Ay
Ly Q
% x(0)
0 Ay,

{a} )

Fia. A.1 - Polyédres non-bornés

A.1.2 Cénes polyédraux

Les cénes polyédraux constituent une classe particuliere d’ensembles polyédraux
non-bornés. Ils sont définis de la facon suivante:

Définition A.4 : Considérons une matrice ) € R9*™. Un ensemble dans lespace
R™ défini par:
K@ 2{ze®; Qr=0)

est appelé un cone polyédral.
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Ainsi, un cone polyédral cst défini & partir d’hyperplans contenant Uorigine.
Par ailleurs, si on considére un ensemble de points {y1, 42, ..., v,}, un cone A
peut étre défini a partir d'une combinaison linéaire non-negative de ces points, ¢’est-
a~dire, tout « € K peut étre exprimé comme:
I = /\11«’1 + /\'2?)"2 +...+ )\Uy'u
ol A; > 0,Vi=1,...,v. De cette inaniére, un céne K peut aussi étre génériquement.
défind par:
R P 13 Y]
K =YR
ol Y est une matrice ayant comme colonnes les vecteurs y; et 1Y, est lorthant positif
de M¥. La matrice Y est ainsi appelée générateur du cone K et les y; sont appelés

les wecteurs extrémaunz de K.

La définition suivante concerne un céne polyédral translaté.

Définition A.5 : Elant donné un vectenr b € R", la translation du cone K(Q))
selon b est définie par:
KQ+bE{zeRa=y+b, Vye K(Q))

ou de fucon éguivalente:

K@) +b={zeR"; Qu = Qb

A.1.3 Polyedre a facettes paralieles

Un polyvedre défini par des paires d’hyperplans paralleles est décrit génériquement
dans la définition snivante:

Définition A.6 : Soient une matrice ¢ € R et deur vecteurs ri,r2 € RY. Len-
semble défini par:

S(Q,TL,T‘Q) = {7 ceRW . or < Qx < 7-2}

est un polyédre a facettes paralléles.
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Dans le cas ot 7} = —7y, le polyédre est symétrique et contient forcément Iori-
gine. Remarquons que S(Q, 7, r,) peut toujours étre écrit sous la forme standard :

S@Q.7) ={zeR"; Qz <7}
avec :[_QQ}ct'F=l:_ri J

A.1.4 Polytopes

Définition A.7 : Un polytope est un ensemble polyédral compact, c¢’est-i-dive.
borné et fermé.

Une condition nécessaire pour qu'un polyedre S{@Q,r) soit un polytope est que
rang(Q) = n. Dans le cas particulier ot on a un polyedre & facettes paralleles
S(Q, 71, 72) cette condition est aussi suffisante.

Par ailleurs, toute enveloppe convexe d’un nombre fini de points dans Iespace
d’état définit un polytope. Ainsi, nous pouvons toujours représenter un polytope S
& partir de la connaissance de ses sommets notés UL, Vg, ..., Uy, Clest-a-dire:

52 Co{vy,vy,...,v,}

autrement dit, un point quelconque r € S » peut &tre déterminé comme une combi-
naison linéaire convexe des sommets de S.

A.2 Ensembles ellipsoidaux

Nous donnons maintenant, comme dans [17], deux définitions pour un ensemble
ellipsoidal, ou tout simplement, un ellipsoide dans I'espace R".
Définition A.8 : Soit T(2) une fonction quadratique dans R™ :
T(z)=z"Av+ 2270+ ¢
ot A=A">0et (BTAD—¢) > 0 L'ensemble défini par -
ES{zeR"; T() <0} (A.2)

est un ellipsoide dans ’espace R".
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Définition A.9 : Soient P une matrice symétrique définie positive et un point x, €
R, Lensemble:

L fwewr; (x—2)TP Ha—u) <1}
{reR"; Pr+ua., ||zl <1} (A.3)

définet un ellipsoide dans Pespace d’état.

Les deux définitions précédentes sont complétement équivalentes. La représenta-
tion {A.2) peut étre rééerite sous la forme (A.3), & partir des relations suivantes:

P=yiTA-Ih—c ATV2 o g =—A1

D’autre part, pour passer de la représentation (A.3) A la représentation (A.2), il
suffit de considérer:

A=P2 , b=—-P%. . c=aP % 1

C

A partir des parameétres A, b, ¢, P, z. nous pouvons déterminer le volume et e
diameétre de Uellipsoide £ :

e le volume de £ est donné par:

vol(€) = 1/Adet({b" A-1b — ) A1)
ou [ est un scalaire qui dépend de Ia dimension de 2, ¢’est-a-dire, de n.

o le diameétre de £, c’est-a-dire, deux fois la longueur du demi-axe majeur est
calculé par:

diam(€) = 2¢/(BT A0 — ¢) Aman (A
La figure A.2 montre un ensemble ellipsoidal générique dans R?.
Nous présentons maintenant deux types particuliers d’ellipsoides.
A.2.1 Ellipsoides centrés a P’origine

Il est facile de remarquer que I'ensemble € défini par (A.2) (ou (A.3)) est centré
A Dorigine si b = 0 (ou x, = 0). D'une facon générique on a la définition suivante:
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\C

Fi1G. A.2 — Ensemble ellipsoidal

Définition A.10 : Soient P une matrice symétrique définie positive et un scalaire
¢ 2 0. L’ensemble défini par

Ele)={zeR"; 2TPz < ¢}

est un ellipsoide dans R" centré & origine.

A.2.2 Cylindres de section ellipsoidale centrés 2 Porigine

Lorsque la matrice P = PT > 0, on a la définition suivante :

Définition A.11 : Soient P une malrice symétrique semi-définie positive et un
scalaire ¢ > 0. L’ensemble défini par

Enplc) ={zeR*; 2¥Pz < c}

est un cylindre de section ellipsoidale dans R" centré a Uorigine.

Dans ce cas I'ensemble £,,(c) est non-borné dans les directions associées & Cer P.
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Thése de Monsieur Jodo Manael GOMES DA SILVA Jr.

Sur la stabilité locale de systémes linéaires avec saturation des commandes

Cette thése a pour but I'étude de la stabilité asymptotique locale des systémes lindaires & temps discret dont
les commandes sont soumises & des saturations. L'étude est développée & partir de deux représentations du
systéme saturé en boucle fermée : par régions de saturation et par modéle polytopique. L’analyse de la sta-
bilité du systéme saturé en boucle fermée ainsi que la synthese de la loi de commande saturante avec I'objectif
de garantir la stabilité d’un domaine d’états admissibles, sont basées sur le concept d’ensembles contractifs.
Dans ce contexte, des résultats sont obtenus en considérant deux approches distinctes, La premiére approche
considere des ensembles polyédraux. Des conditions pour la contractivité des trajectoires du systéme en boucle
fermée dans un polyédre sont étudiées : d'une part, des conditions nécessaires et suffisantos sont établies a
partir de la représentation par régions de saturation et, d’autre part, des conditions suffisantes sont obtenues
a partir de la représentation par modele polytopique. Ces conditions permettent de formuler des algoritlnnes,
basés sur des schémas de programmation linéaire, ayant pour objectif la détermination de régions polyédrales
ol la stabilité asymptotique locale du systeme en boucle fermée est garantie méme si la commande sature. La
deuxieme approche considere des ensembles ellipsoidaux et la représentation polytopique du systéme saturé.
Des conditions suffisantes pour la contractivité d’ellipsoides par rapport an systéme saturé sont établies sous
la forme d'inégalités matricielles linéaires (LMIs). A partir de ces conditions, un algorithme basé sur des sché-
mas d’optimisation convexe est proposé pour la détermination d’approximations de la région ’attraction de
V'origine & travers des ellipsoides contractifs. D’autre part, pour un ensemble donné de conditions initiales 7,
des conditions sont formulées, également sous la forme de LMIs, pour permettre la détermination 'une loi de
commande saturante garantissant la stabilité asymptotique vers Porigine de toutes les trajectoires initialisdes
dans Aj.

Mots-clés : stabilité locale, systémes lindaires, commande, saturation, fonctions de Lyapunov, programmation
linéaire, inégalités matricielles lindaires.

On the local stability of linear systems subject to control saturation

The aim of this thesis is the study of the local asymptotic stability of discrete-time linear systems subject to
control saturation. The work is developed by using two representations of the closed-loop saturated system,
namely by regions of saturation and by polytopic model. The analysis of the stability of the closed-loop sat-
urated system as well as the synthesis of saturating control laws are based on the concept of contractive sets.
In this context, new results are proposed by considering two distinct approaches. The first one deals with
polyhedral sets. The contractivity of the trajectories of the saturated system in polyhedral sets is studied. By
considering the representation by regions of saturation, necessary and sufficient conditions are stated for the
polyhedral contractivity with respect to the trajectories of the saturated system. From the representation by
polytopic model only sufficient conditions are stated. The conditions obtained with both approaches lead to the
formulation of algorithms to determine polyhedral domains of asymptotic stability and non-linear behavior for
the closed-loop system. These algorithms are based on linear programming. The second approach deals with
ellipsoidal sets and considers the polytopic representation of the saturated system. A sufficient condition for
the contractivity of ellipsoids with respect to the trajectories of the closed-loop system are formulated in terms
of linear matrix inequalities (LMIs). From this condition, an algorithm to compute approximations of the basin
of attraction of the origin of the closed-loop system is proposed. This algorithm is based on the solution of
convex optimization problems. On the other hand, given a set of initial admissible conditions g, an LMI-based
framework is proposed to compute saturating control laws that ensure the asymptotic convergence to the origin
of all the trajectories emanating from Xj.

Keywords: local stability, linear systems, control, saturation, Lyapunov functions, linear programining, linear
matrix inequalities.



