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Largeur de seuil dans les lois du Zéro-Un

Résumé : Ce travail de these prolonge les développements récents, diis a Talagrand, Friedgut
et Kalai de 1’étude des conditions générales assurant I’existence d’un phénomene de seuil.
Dans une premicre partie, nous apportons une contribution a I'unification du cadre théo-
rique des phénomenes de seuil, d’une part en reliant rigoureusement le cadre originel des
“fonctions seuils” introduit par Erdos et Rényi, celui des travaux de Friedgut et Kalai et la
concentration du temps d’atteinte de la propriété qui suit le phénomene de seuil ; d’autre
part en initiant une recherche sur la stabilité des phénomenes de seuil par trois types d’opé-
rations : ’'union, I’intersection et le produit tensoriel. On obtient ainsi un moyen simple de
construire des largeurs de seuil d’ordres variés. Dans une seconde partie, on optimise la ma-
joration générale de la largeur de seuil d’une propriété croissante et symétrique, a 1’aide de
I’inégalité de Sobolev logarithmique sur I’hypercube discret.
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Threshold width in Zero-One laws

Abstract: This thesis further develops some recent results due to Talagrand, Friedgut and
Kalai on the study of general conditions under which threshold phenomena occur. In a first
part, we contribute to the unification of the general framework of the threshold phenomena,
firstly by connecting the original setting of the “threshold functions” due to Erdos and Ré-
nyi, the one of Friedgut and Kalai’s work and the concentration of the hitting time of the
property for which the threshold phenomenon holds ; secondly, by originating a research on
the stability of threshold phenomena under three kind of operations : union, intersection and
tensor product. We obtain thus a simple way to construct threshold widths of various orders.
In a second part, we optimize the general upper bound on the threshold width of a monotone
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Chapitre 1

Introduction.

A I’échelle microscopique, la matiere a un comportement essentiellement aléatoire. Or le
monde tel que nous le percevons est, a bien des égards, déterministe, prédictible. Le mouve-
ment désordonné des molécules de gaz ne nous empéche pas de mesurer des températures ou
des pressions. Malgré 1’agitation moléculaire, nous sommes capables de prévoir la quantité
de combustible nécessaire pour chauffer une piece connaissant son volume, ou la puissance
transmise par un piston a de I’air comprimé. Quel miracle fait que, en passant de 1’échelle
microscopique a I’échelle macroscopique, ce qui était aléatoire devient déterministe ? Un(e)
probabiliste a une réponse en téte : la “loi des grands nombres”.

La loi des grands nombres dit qu’une moyenne de variables indépendantes est “essentiel-
lement constante”. On peut définir rigoureusement cette notion, en décidant qu’une suite de
variables aléatoires (X,,) est essentiellement constante si elle est équivalente a la suite des
espérances (E[X,,]), a savoir si Prob] X,, < cE[X,,] ] converge vers 0 pour ¢ < 1, vers 1 pour
c > 1. Linégalité de Bienaymé-Chebyshev fournit une condition pour qu’il en soit ainsi : il
suffit que I’écart-type de X,, soit petit devant son espérance.

>6:|:0,\V/€>0.

) Var[X,] _ X,
1 ~ - = 1 Prob —1
ntoo  E[X,] 0 = lim Pro HE[Xn]

Pour une somme de n variables indépendantes, 1’espérance est proportionnelle a n, 1’écart-
type & y/n, et ce critére s’applique. Mais ceci n’est qu’un cas particulier d’une démarche tres
générale, qui est commune non seulement a tous les probabilistes, mais aussi a bon nombre
de physiciens, chimistes, biologistes, informaticiens . .. Devant un phénomene aléatoire par-
ticulier (variable ou processus), on commence par se placer a son échelle de localisation (son
espérance). Il y a “loi des grands nombres” si a I’échelle de localisation (macroscopique) le
phénomene est essentiellement déterministe. On se place ensuite autour de I’espérance, a
1I’échelle des fluctuations, donnée par 1’écart-type. A cette échelle (microscopique), le phé-
nomene est bien aléatoire, et on peut chercher a démontrer, dans le meilleur des cas, une
convergence en loi. Par exemple, dans le cas des sommes de n variables indépendantes, la
localisation est en O(n), les fluctuations en O(+/n) et la limite en loi est gaussienne : c’est
le théoreme central limite ([28], p. 258). Mais bien d’autres comportements sont possibles.
Lorsqu’on étudie le supremum de n variables aléatoires indépendantes et de méme loi, on
peut avoir essentiellement trois types de comportements a I’échelle des fluctuations, et toutes
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sortes d’échelles de localisations ([25]). L’informatique, aussi, fournit un catalogue particu-
liecrement riche et varié de ces comportements asymptotiques (voir le livre de Flajolet et
Sedgewick [58]).

L’apparition du déterminisme dans le monde réel peut étre modélisée, pour un probabiliste,
par I’existence d’une loi des grands nombres pour chaque grandeur déterministe qu’il ob-
serve. Ce déterminisme n’est pas pour autant immuable, et une méme matiere peut avoir
deux comportements déterministes fort différents. Prenons I’exemple de 1’eau. A chaque
température fixée, I’eau est relativement prévisible. Lorsque la température dépasse 100°C,
le comportement de I’eau change radicalement, méme s’il reste prévisible. L’eau est passée
d’un état a un autre, et ce changement s’est fait a une température précise, déterministe :
100°C. En physique, on appelle cela une transition de phase, et le parametre qui la régit est
la température. Nous utiliserons le nom de loi du 0-1 pour définir cette évolution brutale
entre deux états radicalement différents comme le sont O et 1, ou I’eau et la vapeur d’eau. Le
sujet central de cette these est un modele mathématique de transitions de phases (que nous
appellerons donc lois du 0-1) que I’on peut décrire de la maniere suivante : un grand nombre
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, dont la loi commune dé-
pend d’un parametre de contréle. On pourrait assimiler ce parametre a la température, mais
on préferera prendre comme image celle du temps. Les problemes d’apparition d’une phase,
lorsque le parametre de controle (le “temps”) évolue, seront qualifiés de temporels, tandis
que les propriétés de dispersion des variables aléatoires, a un temps donné, seront qualifiées
de spatiales. Prenons un exemple pour éclaircir nos buts, le modele le plus simple de graphe
aléatoire (voir [10] par exemple), sur lequel on reviendra plus longuement dans le chapitre 4.

Définition 1.0.1 Soit p un élément de [0, 1] et n un entier naturel non nul. On appelle graphe
aléatoire, et on note G ou G(n, p), lavariable aléatoire & valeurs dans I’ensemble des graphes
non orientés d’ensemble de sommets {1, ...,n}, telle que I’aréte {7, j } existe avec probabi-
lité p, ces événements étant indépendants.

Considérons le probleme de savoir si le graphe contient ou non des triangles, et combien. Il
est clair que lorsque p augmente de 0 a 1, il y a de plus en plus de chances que le graphe
contienne des triangles, et il en possedera de plus en plus en moyenne.

La question “le graphe contient-il un triangle” est une question temporelle, au sens ou, si
I’on se fixe un seuil €, on pourra y répondre de la maniere suivante : “Tant que p est plus
petit qu’un certain p., la probabilité que le graphe contienne un triangle est moindre que ¢,
et des que p est supérieur a un certain p;_., cette probabilité est plus grande que 1 — €”. La
largeur de I’intervalle [p., p1_.] quantifiera la qualité du “déterminisme des triangles”, c’est
I’échelle des fluctuations de la propriété “contenir un triangle”, tandis que p 1 sera considéré
comme I’échelle de localisation de cette propriété. Il y aura loi du 0-1 étroite si cette échelle
de localisation est petite devant 1’échelle des fluctuations.

Remarquez que le fait de contenir un triangle dans un graphe ayant un treés grand nombre
de sommets s’apparente intuitivement a une propriété microscopique, et ne devrait donc pas
étre qualifié de déterministe ... Nous verrons dans I’exemple 15 que le fait de contenir un
triangle ne suit pas une loi du 0-1 étroite.

D’un autre co6té, la question “Combien le graphe contient-il de triangles” est une question
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FIG. 1.1 — Probabilité que le graphe aléatoire a 10 sommets contienne un triangle, en fonction
de p.

plutdt spatiale. On pourra y répondre, pour tout p fixé, en donnant un résultat de concentra-
tion pour la variable aléatoire qui compte le nombre de triangles contenus dans G(n, p) : “La
probabilité que le nombre de triangles contenus dans G(n,p) soit plus grand que m(p, ¢)
et plus petit que M(p,e) est supérieure a 1 — £”. L’échelle de localisation du nombre de
triangles contenus dans le graphe est la moyenne de ce nombre, tandis que 1’échelle des
fluctuations est la longueur de I’intervalle [m(p, ), M (p, €)].

En fait, les deux types de questions ne sont pas sans rapport. L”approche classique consiste
méme a déduire de résultats de concentration, ou méme de limite en loi, les résultats
temporels (cf. I’article fondateur de Erdos et Rényi [26]). Un tres grand nombre de résultats
a ainsi été obtenu, et on peut avoir maintenant une assez bonne idée du comportement du
graphe aléatoire G(n, p) lorsque p évolue de 0 a 1 (voir, outre I’article précédemment cité,
les livres de Bollobés [10], Spencer [61], Janson, Luczak et Rucinski [40]).

En 1996 parait un article de Friedgut et Kalai qui détone dans le paysage des graphes aléa-
toires. Cet article, intitulé “Every monotone graph property has a sharp threshold” ([32]),
et basé sur des techniques d’analyse harmonique dans (Z/Q Z)n donne une majoration tres
générale de I’échelle des fluctuations des propriétés. De plus, son cadre n’est pas limité a
celui du graphe aléatoire, mais est étendu a de nombreux cadres ol s’exprime une certaine
symétrie. L’inégalité obtenue est, de surcroit, non asymptotique. Il faut considérer que cet
article est a la base du travail de recherche présenté ici. C’est notamment I’étonnement
suscité par I'utilisation de 1’analyse harmonique et par le caractere général du résultat
obtenu qui nous a amené a améliorer ces preuves et a chercher les liens qui unissaient ce
résultat aux techniques plus classiques des probabilités, en I’occurence au corpus sans cesse
grandissant de travaux réalisés sur le theme de la concentration de la mesure.

Dans cette these, on s’intéressera aux questions temporelles concernant les propriétés dites
“croissantes”, mais dans un cadre plus large que celui du graphe aléatoire G(n,p). Le
chapitre 2 sera réservé a des préliminaires. Nous y donnerons la définition de la croissance,
la définition précise d’une loi du 0-1 et de ses caracteres (étroite, grossiere ...). Nous
introduirons notamment deux définitions nouvelles qui concerneront ce que nous avons
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décidé d’appeler ’homogénéité d’une loi du 0-1. Cette homogénéité est la condition
essentielle pour avoir une certaine stabilité de la loi du O0-1 par tensorisation, ainsi que nous
le verrons dans le chapitre 3. Le modele choisi étant tres large, nous donnerons un ensemble
varié de cadres qu’il englobe. Ces exemples ont en commun une symétrie qui sera détaillée
dans la section 2.2, et qui sera une hypothese essentielle dans les résultats du chapitre 5.
Dans le chapitre 3, nous aborderons la question de la stabilité de la notion de loi du 0-1 par
trois types d’opérations : 1’union, I’intersection et le produit tensoriel. Notre apport pour
I’union et I’intersection consiste uniquement a écrire proprement ce qui était déja connu. Le
résultat concernant le produit tensoriel de deux propriétés, c’est a dire la conservation de la
loi du 0-1 correspondante est nouveau.

Les problemes spatiaux ne nous intéresseront que dans la mesure ou ils peuvent nous donner
des renseignements sur des problemes temporels. Dans le chapitre 4, nous discuterons de
ces liens, notamment par le biais des méthodes du premier et deuxieme moments et des
approximations poissonniennes, qui forment la culture nécessaire a la compréhension du
type de transition de phase qui nous occupe.

Les approches spécifiquement temporelles seront I’objet d’étude du chapitre 5, qui forme le
ceeur de cette these. Apres avoir exposé le résultat fondateur de Kahn, Kalai et Linial (section
5.2), on explicitera I’approche de Friedgut et Kalai par I’analyse harmonique (section 5.3).
C’est dans la section 5.4 que se trouve l’essentiel des nouveautés que nous apportons,
dans le but d’optimiser le résultat de Friedgut et Kalai. Nous commencerons par obtenir
une valeur explicite, en suivant leurs idées, de la constante intervenant dans leur inégalité.
Puis nous insisterons sur les liens qui unissent leur approche avec le concept d’inégalité de
Sobolev logarithmique, outil tres utilisé actuellement dans une certaine présentation de la
concentration de la mesure (cf. notamment [50, 47, 48]). Ceci nous permettra de trouver
une ligne de preuve nouvelle et prometteuse, exposée dans la section 5.4.3, conduisant a
une inégalité presque optimale (section 5.4.4). On finira cette partie par une discussion des
limites du nouveau résultat ainsi obtenu (section 5.5).

Enfin dans la partie 6, on montrera pourquoi tous les problemes considérés dans les chapitres
précédents peuvent €tre vus sous 1’angle de la concentration d’un certain temps d’atteinte
d’un ensemble par un processus croissant sur {0, 1}". Cette section a un role d’ouverture,
on ne fait qu’y offrir un changement de perspective qui nous semble pouvoir jouer un role
fécond.



Chapitre 2

Cadre géneral.

Notre étude ne se limite pas au cadre du graphe aléatoire exposé dans I’introduction. Plu-
tot, nous allons nous placer dans un cadre tres large, recouvrant notamment celui du graphe
aléatoire G(n, p), mais aussi bien d’autres modeles. Ce cadre est celui de ’espace {0, 1}"
muni d’une probabilité a un parametre telle que toutes les coordonnées soient indépendantes
et uniformément distribuées. Apres avoir énoncé les définitions nécessaires a notre étude des
lois du O-1 pour les propriétés croissantes de cet espace (section 2.1), nous énumérerons un
certain nombre de cadres et de propriétés qui peuvent étre vus sous cet angle (section 2.2).

2.1 Notations et définitions de base.

Soit F/ un ensemble fini. On appelle configuration sur £ une application de £ dans I’en-
semble a deux états {0, 1}. L’ensemble des configurations est donc {0, 1}¥. On peut définir
sur cet ensemble une probabilit€ 1, telle que chaque élément de £ soit dans 1’état 1 indé-
pendamment des autres, avec probabilité p. On a alors, en notant b, la mesure de Bernoulli

sur {0, 1} :
v € {0,137, up,p(n) = [T s (ne)) -

eeE

Ou, ce qui revient au méme :
i € {0,137, ppp(n) = prece (1 — p)2ece=1)

Les résultats étudiés dans cette these prennent la plupart du temps leur sens lorsque le cardi-
nal de £ est grand. On considérera souvent une bijection privilégiée (mais rarement explicite)
de E dans {1,...,n}, ot n est le cardinal de E, et on utilisera alors ({0,1}", 1, ,) au lieu
de ({0,1}”, pg,), avec la définition suivante, pour tout p € [0, 1] et tout n € N,

Vo € {0,137, pinp(z) = pXi=1¥i(1 — p)im =) (2.1.1)

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on utilisera la notation /i, au lieu de iy, ;.
L’espace {0, 1}" est muni de 1’ordre coordonnée par coordonnée < :

Va,y € {0,1}", 2 2y <= (Vi, z; < ;) . (2.1.2)

13
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Dans cette these, nous nous intéresserons aux transitions de phases des propriétés croissantes
pour ’ordre < :

Définition 2.1.1 Soit A C {0, 1}"™ une propriété. On dit que A est croissante si sa fonction
indicatrice est une fonction croissante pour < :

Ve,y € {0,1}", (r€ Aetz <y) = (y € A) .

En d’autres termes, si une propriété croissante est vraie pour une configuration, elle reste
vraie quand on remplace des 0 par des 1.

Remar que:

Une propriété croissante A est entiérement déterminée par ses éléments mini-
maux. En effet, notons M la collection des éléments minimaux de A pour I’ordre
<:

M={meAtqQ.Ve e A, z <m=x=m} .

L’ensemble M est une famille d’éléments de {0, 1} deux a deux non compa-
rables, et A peut s’écrire :

A={x€{0,1}"tq. Im e M,m <z} .

Il est clair qu’une propriété décroissante va de méme étre déterminée par ses
éléments maximaux. Donc, pour une propriéteé croissante A, si on note M’ I’en-
semble des éléments maximaux de A, ona:

A°={z €{0,1}"tq. Im' e M',m' = z} .

Lorsque la propriété A est croissante, la fonction p +— p, ,(A) est croissante, comme le
montre le lemme 2.1.3, et méme strictement croissante lorsque la propriété considérée n’est
pas triviale au sens suivant :

Définition 2.1.2 Soit A C {0, 1}", on dira que A est trivial Si A = @ ou A = {0, 1}".

Lemme 2.1.3 Soit A une propriété croissante, alors p — ., ,(A) est une fonction crois-
sante. De plus, si A n’est pas trivial, p — p,, ,(A) est strictement croissante.

Démonstration :

Pour montrer la propriété de croissance annoncée, on définit sur {0, 1}" un
processus croissant qui a pour loi /i, , au temps p. Soit U = (UZ’)Z-:LM,” un
échantillon de la loi uniforme sur [0, 1]. Les coordonnées U; sont des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. La loi du vecteur U est la
loi uniforme sur [0, 1]”. Pour touti = 1, ..., n et pour tout p € [0, 1], on définit

X(n,p) = (Xi(p))i=1,..n »
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ot X;(p) = Iy (U;) (1si U; < p, 0sinon). Il est facile de voir que la loi de
X(n,p)estlaloi p,,, etona:

VO<p<p <1, X(n,p) 2X(np).

Donc si A est une propriété croissante, vraie pour X'(n,p) avec un certain p,
alors elle est aussi vraie pour X' (n, p), pour tout p’ > p. D’ou le résultat. Pour
la croissance stricte, on se reportera a la démonstration du lemme 5.1.3.

O

Par conséquent, pour un ensemble croissant, et non trivial, p +— i, ,(A) est une bijection
croissante de [0, 1] dans lui-m&me. Pour tout ¢ fixé, il y a exactement une seule “montée” de
eal—e (cf. figure 2.1). L'intervalle sur lequel s’effectue cette montée sera appelé la fenétre
de transition, et sa largeur, la largeur de seuil. L’instant ou la probabilité de A vaut % sera
appelé probabilité critique.

Définition 2.1.4 Largeur de Seuil.

Soit A C {0, 1}"™ un ensemble croissant non trivial, et o« < /3 deux réels de |0, 1[. On appelle
fenétre de transition pour A de « a 3, et on note F (A, «, 5) I’intervalle [p,, pg| ou p. est
défini pour tout e de [0, 1] par :

iy (A) = €.

Pour tout e de ]0, 5], on appelle largeur de seuil de niveau e pour A, et on note 7(4, ¢), la
longueur de F(A,e, 1 —¢):

T(A7€> =P1— — DPe,

enfin, on appelle probabilité critique pour A le nombre Py

FIG. 2.1 — Exemple de seuil.
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Jusqu’ici, on a considéré dans chaque définition un unique sous-ensemble A de {0, 1}".
En général, on s’intéresse plutdt a des propriétés définies comme des sous-ensembles
de TT,en{0, 131%™, ot a(n) est une suite d’entiers naturels strictement croissante. Par
exemple, posons a(n) = (3) = n(n—1)/2. Quitte & numéroter toutes les arétes pos-
sibles de 1 a a(n), I’ensemble des arétes .4 d’un graphe a n sommets peut étre identi-
fié 2 une configuration de {0,1}*™ et I’espace probabilisé G(n,p) peut étre assimilé a
(10,1} 114y ) - Par exemple, la propriété de connexité pour le graphe aléatoire G(n, p)

n(n—
2

peut s’écrire A = (A, )neny o0 A, C {0,1} . désigne I’ensemble des graphes connexes
ayant {1,...,n} pour sommets. Par commodité, on commettra I’abus de notation consistant
a écrire A C {0,1}* au lieude A = (An)nen C [Lenf0, 13, ian)p(A) au lieu de
La(m)p(An) et T(A, €) au lieu de 7(A,, ). On dira également que la propriété A C {0, 1}
est croissante si tous les A,, sont croissants.

Nous arrivons maintenant a la définition de ce qui sera 1’objet principal de cette these : les
lois du O-1.

Définition 2.1.5 Loi du 0-1.
Soit (av,),, UNeE suite strictement croissante d’entiers naturels non nuls. Soit A c {0, 1}
une propriété croissante. On dit que A suit une loi du 0-1 Si :

1
Ve €]0, 5], T(Ae) —— 0.

n—-+o00

SOitp% la probabilité critique de A. On dit que A suit une loi du 0-1 étroite Si :

1, 7(A¢)

Ve €]0, =
£ ]72]7 p% 400

0.

Enfin, on dit que A a un seuil grossier si elle ne suit pas de loi du 0-1 étroite, c’est a dire, s’il
existe ¢ dans 0, 5[ tel que :

A
lim sup 7(4.¢)
n—oo  P1/2

>0.

Remarquez que si la localisation de la propriété A tend vers 1, c’est a dire, si p1 tend vers 1

2
lorsque n tend vers I’infini, il faut remplacer dans les définitions ci-dessus T(;l’a) par Tl(_A[;i).
2

7(A€)
p1(1-p1)
préféré ne pas changer les habitudes, d’autant que la totalité des exemples évoqués dans cette
thése n’ont pas une localisation qui tend vers 1.
Nous ferons parfois usage du petit lemme suivant, qui exprime un condition équivalente pour
que A suive une loi du 0-1 étroite.

. Nous avons

On peut obtenir une définition qui recouvre les deux cas en utilisant

Lemme 2.1.6 La propriété croissante A C {0, 1}~ suitune loi du 0-1 étroite si et seulement
si, pour tout ¢ de |0; 2], ona:

P1—¢
— 1.
p(S n—-4oo
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Démonstration :

La propriété A étant croissante, on a :

1
Veé}osi} ) P1—e Z P12 Pe -
Ainsi,
P1—¢ De 0 = P1—e — D¢ 0 :
py moo Pi—e  ntoo
O 1,
P1—e n—otoo
= P1—¢ 1 :
Pe notoo
- Pi—e — Pe 0,
pe n—-4oo
= P1—¢ De 0
p% n—-+00

L’ équivalence est démontrée.
0J

Lorsqu’on est en présence d’une loi du 0-1, il est tres fréquent que I’intervalle de seuil soit

homogene, au sens ou tous les sous-intervalles de la fenétre de transition se réduisent a la
méme vitesse. L’'intérét de cette homogénéité est que 1’on peut alors parler de 1’ordre de
grandeur de la fenétre de transition, celui-ci ne dépendant plus du niveau € de cette fenétre.
De méme, cette homogénéité de la largeur du seuil s’accompagne fréquemment de 1’homo-
généité de la localisation du seuil, qui correspond au fait que tous les instants qui constituent
la fenétre de transition sont également du méme ordre de grandeur. Nous donnons dans le
second énoncé qui suit une définition rigoureuse de ces deux idées. Pour parler des ordres de
grandeurs nous utiliserons les notations suivantes :

Définition 2.1.7 Notations des ordres de grandeur.
Soient (ay,), o et (by),,cy deux suites de réels.
On note a,, = o(b,,) Si :

Ve >0, IN €N, Vn > N, |an| < ]b,] .

Onnote a,, ~ b, Si :

On note a,, = O(b,,) si :
3C >0, dANeN, Vn > N, a, < Cb, .

On note a,, = O(b,,) si :
a, = O(b,) etb, = O(a,) ,

ou de maniére équivalente, si :
3Cy > Cy >0, AN e NVn > N, Cib, < a,, < Cy, .
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Définition 2.1.8 Homogénéité.

Soit A C {0, 1}~ une propriété croissante et non triviale, (a,),,c\ €t (by)
réels strictement positifs, (b, ), .y admettant 0 pour limite.

On dit que A posséde une localisation de seuil homogene d’ordre a,, Si et seulement si tous
les p. sont du méme ordre :

Ve €]0;1], pac =0©(a,) etl —ps. =0 (1 —ay,) .

»en deux suites de

On dit que A suit une loi du 0-1 de largeur d’ordre b,, Si pour tous « et 3 de |0, 1] tels que
a<pona:

pas —Paa=O(by) .
On dit que A suit une loi du 0-1 de largeur homogene d’ordre b,, Si pour tous « et 3 de |0, 1]
telsquea < fona:

Pap —DPaa=O(b,) .

Nous aurons besoin dans la section 3.2 d’une notion un peu plus forte de loi du 0-1, qui
conserve 1’homogénéité lorsqu’on autorise les niveaux de seuil a dépendre de n.

Définition 2.1.9 Homogénéité forte.

Soit A C {0,1}* une propriété croissante et non triviale, et (b,), . une suite de reels
strictement positif admettant O pour limite.

On dit que A suit une loi du 0-1 de largeur fortement homogene d’ordre b,, si elle suit une
loi du 0-1 de largeur homogene d’ordre b,, et si, pour toutes suites (5,),,cy €t (1n),cy telles
que

neN

Je€]0, 1, VneN, e< g, <1 <1l—¢,
ona:
Parn — Pag, = O((4n — Ba)bn) -

Nous verrons dans le chapitre 4.1 que les notions de loi du 0-1 de localisation homogene et de
loi du O-1 étroite de seuil et largeur homogenes correspondent respectivement a I’existence
d’une fonction seuil et d’une paire de fonctions de seuil étroit, au sens usuel, défini par Erdos
et Rényi dans le cadre du graphe aléatoire (cf. [26]).

On termine cette section avec un résultat qui nous sera utile a plusieurs occasions. Ce résultat,
intitulé I’inégalité FKG (cf. [30] ou [3], p.75), du nom de ses inventeurs, dit en substance que
deux fonctions croissantes sur ({0, 1}", <) sont toujours positivement corrélées, pourvu que
la mesure sur {0, 1}" vérifie la condition FKG que nous allons définir. Remarquez que toute
partie non vide de {0, 1}" est majorée et minorée, et admet un plus petit majorant et un plus
grand minorant, qu’on appelle respectivement borne supérieure et borne inférieure. Si x et
y sont deux éléments de {0, 1}", on note = U y la borne supérieure de {z,y} et z Ny la
borne inférieure du méme ensemble. Ces notations coincident avec les notations usuelles
d’union et d’intersection lorsqu’on identifie tout élément = de {0, 1}"™ avec le sous-ensemble

de {1,...,n},{itqa; = 1}.
Définition 2.1.10 Condition FKG. Soit 1 une mesure de probabilité sur {0, 1}™. On dit que
 satisfait la condition FKG si :

Va,y € {0,1}", plz Uy)u(z Ny) > u()p(y) - (2.1.3)
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Proposition 2.1.11 Inégalité FKG. Soit 12 une mesure de probabilité sur {0, 1}™ vérifiant la
condition FKG. Soient f et g deux fonctions croissantes de ({0, 1}", <) dans R. On a alors :

E.(f9) = Eu(/)Eu(g) -

Pour la démonstration, voir [30] et [38].
Remar que:

La mesure ., , vérifie I’inegalité FKG :

p\zHIy\(l — p)2n—|x|—\y| 7

= Hnp (x):“n,p (y) -

2.2 Exemples de cadres particuliers.

Méme si les ensembles A,, sont croissants, non triviaux, rien ne permet d’assurer qu’il y
ait réellement une loi du 0-1 au sens de la définition 2.1.5. En effet, soit A,, I’ensemble des
éléments x de {0, 1}" telsque 1 = 1:

A, ={re{0,1}"tqa, =1} .

Cet ensemble est croissant, non trivial, et vérifie ,ump(An) = p. On peut difficilement avoir
une progression plus réguliere de 0 a 1! S’il n’y a pas de saut du tout, c’est certainement
parce que I’ensemble A, dépend exclusivement d’une coordonnée. Un probléme qui nous
occupe est donc de chercher des conditions les plus naturelles possibles sur A,,, ensemble
croissant non trivial, pour pouvoir assurer un controle de sa largeur de seuil qui implique une
loi du 0-1. Dans cette section, nous allons présenter un certain nombre d’exemples qui seront
autant de reperes dans la quéte de majorations générales des largeurs de seuil. Ils partagent
la propriété de respecter une certaine symétrie, au sens défini comme suit :

Définition 2.2.1 Soit A C {0, 1}™ une propriété. On dit que A est symétrique Si A est inva-
riante par I’action d’un groupe G de permutations des coordonnées agissant transitivement
sur{1,...,n}:

Vi,j=1,....n, JoeG,o(i)=7j,

et:
Vo e G, (ﬂfi)z‘e{l,...,n} €cEA= ($o(z'))z‘e{1,...,n} cA.

Au premier abord, cette définition peut paraitre surprenante. En fait, une telle condition est
assez naturelle. Donnons quelques exemples.
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Exemple 1 Symétrie totale

Quelles sont les propriétés A C {0, 1}", monotones, et invariantes sous 1’action du groupe
des permutations S,, tout entier (on dira d’une telle propriété qu’elle est totalement symé-
trique) ? Un instant de réflexion permet de se convaincre que ce sont les propriétés qui s’ex-

priment sous la forme
n
. {zxm} ,
i=1

pour un certain entier £ € {0,...,n + 1}. Une majoration de la largeur du seuil se déduit
dans ce cas trés simplement de la concentration de la variable aléatoire S,, = > | x;. Pour
préciser le comportement de .S,, a I’échelle des fluctuations (I’echelle de localisation, est
bien sir %), nous utiliserons le résultat suivant qui se déduit des inégalités de Chernov ou de
Hoeffding (voir, par exemple, [59]).

Théoréme 2.2.2 Pour tous n, p et pour toutc > 0ona:

finp(Sn — np > cv/n) < exp(—2¢?) , (2.2.4)
finp(Sn — np < —cyv/n) < exp(—2¢%) , (2.2.5)

et donc :
finp(|Sn — mp| > ev/n) < 2exp(—2c?) . (2.2.6)

Le théoreme 2.2.2 va nous permettre d’obtenir un contréle indépendant de k, pour les lar-
geurs de seuil de toutes les propriétés Ay ,,. Dans la proposition 2.2.3, n et k sont quel-
conques.

Proposition 2.2.3 Pour tout e €]0,1/2[,ona:

. V/2log(1/e)
T(Akma ) S —\/ﬁ .

Démonstration :

Fixons € entre 0 et 1/2, et posons ¢ = %, de sorte que exp(—2c¢?) = €. Si

pe est tel que (i, .. (Ax) = €, alors k ne peut pas étre trop loin de np.. L’inégalité
(2.2.4) permet d’affirmer que k est inférieur a np. + \/nlog(1/c)/2. Posons
alors ¢ = p. + 24/log(1/¢)/(2n). Par I'inégalité (2.2.5) appliquée a ng, on
obtient ji,, ,(Ax) > 1 — ¢, etdonc ¢ > p;_, d’ou le résultat.

Exemple 2 Graphe aléatoire G(n, p)
Revenons sur I’exemple développé dans I'introduction. Posons a(n) = () = n(n—1)/2.
Nous avons déja noté que 1’ensemble des arétes A d’un graphe a n sommets peut étre iden-

tifié a une configuration de {0, 1}0‘(”), et que le modele de la définition 1.0.1 revient a mettre
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la probabilité fin(n), sur {0, 1} Notons que ce modele est différent de celui initiale-
ment proposé par Erdos et Rényi [26], qui considéraient I’équiprobabilité sur I’ensemble des
graphes ayant un nombre fixe d’arétes. En fait, dans de nombreux cas, les deux modeles ont
les mémes propriétés asymptotiques (cf. par exemple, [10] théoreme 3 p.36).

Il est alors naturel de dire qu’un sous-ensemble de {0, 1}*™ est une propriété de graphe
s’il est invariant par tout automorphisme de graphe. Ceci revient a dire que A C {0, 1}
est une propriété de graphe lorsque A est invariante sous I’action de S,, (permutations de
sommets) sur les arétes :

Vo € 8y, Vi# j, 0.(i,) = (o), 0(5)) -

Les graphes considérés ne comportant pas de boucle, ’action de S,, sur {1,...,a(n)} est
transitive. On verra dans le chapitre 4 quelques calculs de localisation et de largeur de seuil
pour diverses propriétés de ce graphe aléatoire. Remarquons également qu’on peut adapter
ce modele aux sous-graphes d’un graphe dont le groupe d’automorphisme est transitif sur
les arétes. Nous allons présenter plus précisément deux propriétés du graphe cyclique a n
sommets dans les exemples 3 et 4.

Exemple 3 Stabilité
Considérons d’abord la propriété S definie comme suit.

Définition 2.2.4 On munit {1,...,n} de la structure de graphe cyclique non orienté dont
I’ensemble d’arétes est :

C’n:{{l,n},{i,i+1},i:1,...,n—1}.

Une configuration, identifiée & un sous-ensemble de {1,...,n} est dite stable si elle est un
sous-ensemble stable pour le graphe cyclique :

r=(r;)eS <= Wi,jtel,, z,=1=2;=0). (2.2.7)
Le graphe cyclique aléatoire, de loi s, , sera noté C(n, p).

En d’autres termes, une configuration est stable si elle ne comporte pas deux 1 voisins. Nous
notons .S la propriété de stabilité. La négation de S, S¢ est croissante, et invariante par le
groupe des permutations cycliques, qui est bien transitif sur {1, ..., n}. La propriété de sta-
bilité est donc symétrique au sens de la définition 2.2.1. On peut calculer la fonction géné-
ratrice des ensembles stables pour de nombreux types de graphes (voir [29]). Dans le cas
du graphe cyclique a n sommets, elle est particulierement simple. Notons s, , le nombre de
stables a £ sommets dans le graphe cyclique a n sommets. On a :
a v (1=VT+4\" [(1+yT+4z\"
gn(2) = ;skmz = ( 5 ) + ( 5 ) :

Il est facile d’en déduire 1’expression explicite de i, ,(5).

un,p(S)Z(l—p)"gn( P ) :

I—-p



22

- Chapitre 2 - Cadre général.

Pour toute valeur strictement positive de p, 1, ,(S) tend vers 0 quand n tend vers I’infini.
Pour p = p(n) tendant vers 0, on vérifie facilement que s, ,(S) est équivalent & exp(—np?).
L’ échelle de localisation de S (ou de S¢) est 1/4/n. L’échelle des fluctuations est aussi 1/1/n.

Exemple 4 Runs de longueur «logn

Considérons a nouveau le graphe cyclique a n sommets. Notons M, la variable aléatoire
égale au nombre maximal de 1 consécutifs dans la configuration aléatoire X,,. Soit R, la
propriété d’avoir au moins un “run” de 1 consécutifs de longueur u logn, avec v > 0 fixé.
La propriété R, s’identifie également a un sous-ensemble croissant de {0, 1}, invariant sous
I’action du groupe cyclique. La distribution des “runs” dans une configuration aléatoire cy-
clique a souvent été étudiée (voir par exemple [33]). On démontre que la variable aléatoire
M,, est localisée en O(log(n)), avec des fluctuations d’ordre O(1), sans qu’il y ait conver-
gence en loi a I’échelle des fluctuations. Le résultat suivant, di a Erdos et Révész [27], est
démontré dans [46] (voir aussi [34, 45] et [37] pour une généralisation).

Théoréeme 2.2.5 Posons :

B M N log(n) B log(n)
o= ety % 4= gty |

ou |- | désigne la partie entiere. Notons Ry, la propriété :

R, ="M, —a(n) <Ek”.
Quand n tend vers I’infini :

finp(Ry) = exp(—p" ") + o(1) .

De maniere générale, toute propriété de graphe cyclique est symétrique au sens de la défini-
tion 2.2.1. Par “propriété de graphe cyclique”, on entend une propriété telle que des que deux
configurations sont isomorphes, soit elles vérifient toutes les deux la proprié€té, soit aucune
des deux ne la vérifie.

Nous reviendrons sur le graphe cyclique dans le chapitre 4.

Exemple 5 Images aléatoires

Nous utiliserons ici les images aléatoires comme un autre moyen de visualiser la concentra-
tion de la mesure dans un espace produit. Nous ne considérons que des images carrées n X n,
binaires, pour lesquelles les pixels sont noirs avec probabilité p ou blancs avec probabilité
1—p, indépendamment les uns des autres.

Définition 2.2.6 On appelle image aléatoire, et on note Z, ou Z(n, p), la matrice aléatoire
de taille n x n, dont les coefficients, indépendants, valent 1 avec probabilité p et 0 avec
probabilité 1 —p.

C’est une nouvelle variante du modele de Bernoulli : I’espace est identifiable a {0, 1}”2 etla
loi d’une image al€atoire est fi,,2 .

L’idée des images aléatoires est de fournir une base quantitative a I’intuition qui consiste
a dire que I’ceil voit dans une image ce qui est inhabituel, qui tranche sur un bruit de fond,
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bref, qui est improbable. Les algorithmes de détection cherchent donc les groupes de pixels
qui seraient de probabilité faible dans une image aléatoire (voir [23]).

On peut convenir qu’une propriété d’image doit €tre invariante par 1’action sur les pixels
du groupe engendré par les deux translations élémentaires :

i (67) = (i +1,7),

Th - (Z7]) = (Z7]+1) )

N . e 1 . N 2 o .
ou on identifie ’ensemble des pixels a (Z/n Z) (conditions de bord toriques). Le groupe
de permutations ainsi obtenu agit bien transitivement sur I’ensemble des pixels. Pour des
résultats sur la localisation des seuils d’apparition de sous-images particulieres, voir [16].

Exemple 6 Systemes Paralléle-série et Série-paralléle en fiabilité

Les deux exemples que nous allons introduire sont issus de la fiabilité (voir par exemple
[5]). IIs sont tres importants d’un point de vue théorique du fait de leur grande simplicité
calculatoire. Nous ne faisons ici que les définir, et nous reviendrons dessus dans le chapitre
54.4.

Imaginons un systeme électrique constitué de m blocs en série, chacun des blocs contenant &
composants élémentaires en parallele qui sont en panne indépendamment les uns des autres
avec probabilité p. En posant n = mk, on peut assimiler I’ensemble des états possibles des
n composants a {0, 1}", ol 0 correspond a un état de marche, et 1 a un état de panne. On
définit alors P.S,, comme étant le sous-ensemble de {0, 1}"™ des états de panne du systeme.
Appelons S; I’ensemble des transformations qui permutent les composants du ¢-€éme bloc,
et 75 la transformation qui échange les composants du j-¢me bloc avec ceux du k-cme, et
notons G le groupe engendré par les éléments des S; et les 7, pour ¢, j, k € {1,...,n}. 1l
est facile de voir que G agit transitivement sur les composants. P.S,, est clairement invariant
par I’action de ce groupe, donc symétrique, et est également croissant. On a :

Hp(PS,) =1 — (1— by

On peut aussi observer un systeme Série-paralléle sur le méme modele : il sera constitué de
m blocs en prallele, chacun des blocs contenant &£ composants élémentaires en série qui sont
en panne indépendamment les uns des autres avec probabilité p. On définit alors S P,, comme
étant le sous-ensemble de {0, 1}" des états de panne de ce systeme. S P, est également un
ensemble croissant et symétrique, et on a :

pp(SPy) = (1= (1 —p)*)/*.

Remar que:

Utiliser le langage de la fiabilité nous sert surtout a avoir une autre maniere de
nous représenter les sous-ensembles croissants de ({0, 1}, u,, ;). En effet, un
tel sous-ensemble peut toujours étre considéere comme I’ensemble des états de
panne d’un certain systeme cohérent. Le qualificatif “cohérent™ renvoie juste-
ment a cette croissance de I’ensemble des états de panne : si un systeme est en
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panne et qu’un composant tombe en panne, le systéme reste en panne.

Dans [32], la propriété PS,, est appelée “the tribes example”, I’exemple des
tribus, en référence au fait qu’on y observe des tribus indépendantes. Elle joue
un réle d’optimalité qu’on retrouvera dans la section 5.4.4.

Exemple 7 Formules croissantes de clauses

On se donne un ensemble de n variables logiques booléennes, x1,...,z,. Une clause de
longueur % est une disjonction de k de ces variables, affirmées ou niées. Par exemple, z;, V
—x;, V x;, est une clause de longueur 3. Il y a (Z) ensembles de k variables possibles, et une
fois choisies les k variables, chacune peut apparaitre affirmée ou niée dans la clause. Il est
donc possible de former a(n, k) = 2F (Z) clauses de longueur k sur n variables. Notons C,,
I’ensemble des clauses. Choisissons d’ordonner les clauses de C a Cy(y, 1), €t identifions,
grice a cet ordre, les sous-ensembles de C,, . a {0, 1}2(*)_ En suivant I’exemple du graphe
aléatoire G(n, p), on définit une formule aléatoire comme suit.

Définition 2.2.7 On appelle formule aléatoire, et on note F(n, p), une variable aléatoire a
valeurs dans {0, 1}(™*), telle que chaque clause apparait dans la formule avec probabilité
p, indépendamment des autres.

La loi de F(n, p) est donc fiq(n,k),p- Choisissons maintenant une phrase logique ® a a(n, k)
variables booléennes y;, avec uniquement les connecteurs “‘et” et “ou”, et des parentheses,
bien siir (pas de négation). Par exemple,

D(y1, -5 y8) = (Wi A (Y2 Vys)) V(ys Ays) -

Siv:A{l,...,n} — {Vrai, Fauz} est une affectation booléenne de x1, ..., x,, et F' une
formule, on notera F' o ¢ le «(n, k)-uplet dont la coordonnée de la clause C est “Vrai”
lorsqu’elle est absente de F' (i.e coordonnée F» égale a 0) ou lorsque cette clause est vraie
sous I’affectation v, et “Faux” sinon. On notera

Ag = {F € {0,1}°"0 tels que I : {1,...,n} — {Vrai, Faux}, ¢(F orp) = Vraz'} ,

I1 est facile de voir que A4 est nécessairement décroissante (mais peut étre triviale), et donc
Aj§ est croissante. Considérons maintenant deux types d’action sur les clauses. Tout d’abord,
I'action de chaque €lément o de S,,, qui consiste a remplacer chaque variable z; par z,;
dans les clauses. Ensuite, les transformations 7, qui consistent a échanger xj, et —xj. Voici
deux exemples pour des clauses de longueur 3 :

(145).(mxy Va6 V 5) = (—25 V 236 V 24)

7'4.(_|I5 V Te V I‘4) = (_|ZE5 V T vV _|LT4) .

Le groupe engendré par ces éléments agit transitivement sur ’ensemble des clauses de
longueur k, et on le fait agir par I’intermédiaire des clauses sur I’ensemble des formules
{0,1}%(*)_ On peut voir également que pour toute phrase ®, Ag est invariante par 1’action
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de ce groupe.
Remarquons que ce cadre recouvre le célebre cas de la k-sat pour un choix particulier de P.
En effet, il sufit de prendre pour ® la conjonction de toutes les clauses :

(I)(yla S 7yoz(n,k)) =y AN Ya(n,k) -

N N

L’ensemble Ag est alors identifiable a celui des formules a n variables qui sont k-
satisfaisables. Ce sont les formules de clauses de k variables, toutes les clauses devant étre
satisfaites simultanément.

Ce probleme particulier a été intensément étudié ces dernieres années, par des physiciens,
des informaticiens et des mathématiciens. On ne sait toujours pas calculer rigoureusement
I’échelle de localisation de ce phénomene, mais un grand pas a été fait par Friedgut en 1998
([31], publié en 1999). Nous aurons I’occasion de revenir plus longuement sur ce probleme
dans I’exemple 14 et dans le chapitre 5.5.2.

Remarquez enfin qu’on peut s’intéresser a d’autres types de clauses. Au lieu de relier les
variables par un “ou”, on peut les relier par un “ou exclusif”, par exemple. En prenant encore
pour ¢ la conjonction de toutes les clauses, on retrouve le probleme de k-XORSAT, étudié
notamment par Creignou, Daudé, Dubois et Mandler (voir notamment [24], [20]). D’autres
types de clauses sont encore possibles. On renvoie a [21] pour un exposé général dans le cas
d’une conjonction de ces clauses.






Chapitre 3

Combinaisons algébriques de seuils.

A partir de deux propriétés croissantes et symétriques, il est naturel de se demander si, en
les combinant d’une certaine maniere, on peut dire quelque chose de la taille du seuil de la
nouvelle propriété ainsi formée. Dans cette section, on apporte des éléments de réponse pour
trois types de combinaisons distinctes : I’union, I’intersection et le produit tensoriel.

Il est facile de voir que la propriété de loi du O-1 se conserve par union et intersections finies,
mais pas par union ou intersection quelconques. Il en est de méme pour le caractere grossier
d’une propriété (cf. section 3.1).

Les lois du 0-1 se comportent donc de maniere assez médiocre vis-a-vis de 1’union et de
I’intersection. Il y a néanmoins une combinaison pour laquelle la loi du 0-1 se comporte
tres bien. Cette combinaison, dont 1’idée vient de la fiabilité, est le produit tensoriel de deux
propriétés. Elle nous permettra de construire dans la section 3.2 des largeurs de seuils tres
variées a partir de deux ensembles de base.

3.1 Union et intersection d’un nombre fini de propriéteés.

Mettons-nous un instant en téte I’idée qu’une loi du 0-1 correspond a 1’approximation
d’une propriété qui asymptotiquement a pour probabilité O ou 1. Si A et B sont deux éve-
nements dont les probabilités valent O ou 1, alors A U B et A N B ont pour mesure 0 ou 1.
De plus, si A et B sont croissants, A U B et A N B sont croissants. On peut donc avoir en
téte les schémas de la figure 3.1. Ces schémas ne sont pas faux, mais présentent la situation
asymptotique. Nous allons voir dans la section 3.1 ce qu’il advient des largeurs de seuil des
points de vue asymptotique et non asymptotique dans le cas de I’'union et de I’intersection.
En utilisant les relations simples :

ACAUB,
BCAUB,

pp(AU B) < pp(A) + py(B)

on peut facilement donner un premier encadrement de la largeur de seuil de I’union de deux
propriétés.

27



28 - Chapitre 3 - Combinaisons algébriques de seuils.

11p(A) 1p(B)
1 1
° 0 pA,% 1p ° 0 pBé 1p
pp(AU B) pp(AN B)
1 I
0 P 0 P
® PauB,i ! 0 PanB,L !

F1G. 3.1 — Stabilité de I’'union et I’intersection pour les lois du 0-1.

Proposition 3.1.1 Soient A et B deux propriétés croissantes de {0, 1}™. On a, pour tout ¢
de [0, 1],

inf {pAé;pB,%} < PAUBe S inf {pA,aapB75} .
Par conséquent, pour tout ¢ de |0, 5[, ona :

T(AU B, ¢) Ssup{T <A,i> ,T(B,%)} .

Démonstration :
Pour minorer p g, il suffit d’utiliser le fait que :
pp(AU B) < 1, (A) + p1p(B) -
Ainsi, A U B étant croissante,
pauBe > Inf {pAg,pB,g} .
Pour la majoration, on utilise :

pp(AU B) > sup {p,(A), pup(B)}

Par conséquent,
PAUBe S inf {pA75>pB,£} .
Pour la largeur du seuil, on écrit :

T(A U Bv E) inf {pA,l—EapBJ—E} — inf {pA,%apB7%} s

sup {pA,1_e —PAL, PAL— — pA,g} )

an{-(4.5).7(5.5))

IN A

IN
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O

Pour obtenir une minoration utile, il est nécessaire d’utiliser 1’'inégalité FKG (cf. proposition
2.1.11).

Proposition 3.1.2 Soient A et B deux propriétés croissantes de {0, 1}™. On a, pour tout ¢
de [0, 1],

inf {py1_ 1= Pp1_viz} < Pavpe < inf{pac,pp.} -
Par conséquent, pour tout e de ]0, 3, ona:

inf {7(A,V2),7(B,Ve)} <7(AUB,e) <sup {r (A4, 1-V1—-¢),7(B,1-V1—¢)} .

Démonstration :
La mesure j1,, , satisfaisant I’inégalité FKG (voir remarque 2.1), on peut écrire :
tp(A N B) = 1, (A) pip(B) -

Donc :
1p(AU B) < py(A) + pp(B) — p1p(A)pp(B) -

Posons p = inf {ZMJ—@WBJ—E}-
Supposons, par exemple, que p, 1 1= < pp;_1=z- Onaalors :

Posr re(B) S iy, (B)=1—V1-¢.

Donc :

NP(A) + NP(B) - NP(A)NP(B) = NP(A) + NP(B) (1-— NP(A)> )

< 1—V1-e+(1—-V1—-e)Vl—¢,
= 67
et donc :
fp,, n—(AUB)<e.
De méme, 8ip,y 1=z = Pp1_1- ON trouve :
Mpy, 4—(AUB) <e.

Par conséquent,

DAUB,e = inf {pA,l—\/l—aapB,l—\/l—e} .

Et ainsi,

T(A U B7 5) inf {pA,l—\ﬁapB,l—\/g} — inf {pA75>pB,5} )
inf {pa1_z — PAcPB1_E — DB}

inf {pA71_\/g —PaEPB1—E T pB,\/E} :

AVAR VARV

Ce qui nous donne la minoration attendue de la largeur de seuil de A U B. La
majoration se montre de maniére analogue, a partir de I’encadrement de p 4up ..
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O
On peut tout de suite déduire de la proposition 3.1.2 le résultat suivant :
Corollaire 3.1.3 Toute union finie de propriétés croissantes admettant un seuil grossier ad-
met elle-méme un seuil grossier.

De méme, toute union finie de propriétés croissantes suivant une loi du 0-1 (resp. une loi du
0-1 étroite) suit elle-méme une loi du 0-1 (resp. une loi du 0-1 étroite).

Démonstration :

Montrons d’abord que toute union finie de propriétés croissantes admettant un
seuil grossier admet elle-méme un seuil grossier. Par une récurrence élémentaire,
il suffit de démontrer le résultat pour I’'union de deux propriétés croissantes A
et B de {0, 1}™ admettant un seuil grossier. D’apres la proposition 3.1.2, on a,
pour tout € de ]0, i [

T(AUB,e) > inf {7 (A,Ve),7 (B.Ve)} ,

et également :
Paup, < inf {PA,%,PBé} :

Par conséquent :

7(AUB,e) 2inf{T(A,\/a T(B,\/E)}

)
1 1 1
PauB,L DPal P}

et ainsi,

lim inf AU Bye) > inf {lim inf M, lim inf M} ,

n—oo pAUB,% n—oo pAé n—oo pB’%

Les propriétés A et B admettant un seuil grossier (cf. définition 2.1.5), on en
déduit :
AUB
lim inf u

n—00 DPauB,i

>0,

et AU B admet un seuil grossier.

Il est tres simple de voir que la proposition 3.1.1 implique que toute union finie
de propriétés croissantes suivant une loi du 0-1 suit elle-méme une loi du 0-1.
Montrons que toute union finie de propriétés croissantes suivant une loi du 0-1
étroite suit elle-méme une loi du 0-1 étroite. Par une récurrence élémentaire, il
suffit de démontrer le résultat pour I’union de deux propriétés croissantes A et
B de {0, 1}™ admettant un seuil étroit. Dans ce cas, on peut écrire, toujours a
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I’aide de la proposition 3.1.1,

| < PABI-c  _ inf{pai_c,PB1-c}

= pause — nf{pac,ppz}
I f —€ —€ I f —&9 —€
= sup m {pA,l PB }7111 {pA,l bBa } 7
Pat PB,s

< PAi1-c PBj1—e

e — Sup ) )
Pas  DPBg
PA1-2 DPBj1-=%

< sup = 25
Pas  DPBg

Or, A suivant une loi du 0-1 étroite, on a, d’apres le lemme 2.1.6,

Pa1-=£
2 1 7
pAé n—-4o00

et
£
PB1-5 1
PB,g notoe
Ainsi,
PAUB1—¢
L,

PAuBe Tt
ce qui donne le résultat attendu, toujours a 1’aide du lemme 2.1.6.

O

On peut immédiatement traduire les résultats relatifs a ’'union en des résultats relatifs a
I’intersection. En effet, on aurait pu définir, comme dans la définition 2.1.4 une largeur de
seuil pour des propriétés décroissantes non triviales. Or (A N B) = (A°U B°), et si A et
B sont croissantes, A° et B¢ sont décroissantes, et corrélées positivement. On a alors les
résultats suivants :

Proposition 3.1.4 Soient A et B deux propriétés croissantes de {0, 1}™. On a, pour tout ¢
de [0, 1],

sup {pA,aapB75} < PANB,e < sup {pA,\/E>pB,\/E} :
Par conséquent, pour tout ¢ de |0, 1, ona:

inf {7(A,V2),7(B,Ve)} <7(ANB,e) <sup {r (A4, 1-V1—-¢),7(B,1-V1—¢)} .

Corollaire 3.1.5 Toute intersection finie de propriétés croissantes admettant un seuil gros-
sier admet elle-méme un seuil grossier.

De méme, toute intersection finie de propriétés croissantes suivant une loi du 0-1 (resp. une
loi du 0-1 étroite), suit elle-méme une loi du 0-1 (resp. une loi du 0-1 étroite).
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3.2 Produit tensoriel de deux propriétes.

A partir de deux propriétés croissantes et symétriques, on peut construire une nouvelle
propriété croissante et symétrique en effectuant ce qu’on appellera le produit tensoriel des
deux propriétés. Cette nouvelle propriété appartient a un nouvel espace, qui correspond
effectivement a un produit tensoriel usuel, si on identifie {0, 1}" au Fy-espace vectoriel

(ZRz)".

Définition 3.2.1 Soient A C {0,1}" et B C {0,1}™. On note A ® B la propriété de
({0,1}")™ définie par :

neA@B‘:}(]nleA,7 ]lnmeA)EB,

n=(m,....,nm) et ¥je{l,....m}, n; € {0,1}".

Cette construction, qui peut sembler abstraite, se représente bien avec le langage de la fia-
bilité. Si A désigne ’ensemble des états de panne d’un circuit A et B désigne 1’ensemble
des états de panne d’un autre circuit B, alors A ® B désigne I’ensemble des états de panne
d’un circuit obtenu en remplacant les composants élémentaires de 3 par m copies du circuit
A. On peut par exemple obtenir les systemes Parallele-série et Série-Parallele évoqués dans
I’exemple 6 a partir de briques élémentaires en série ou en parallele (cf. figure 3.2). Ce jeu de
construction peut se continuer ainsi indéfiniment, en emboitant des circuits dans les autres
(cf. figure 3.3).

On peut facilement calculer la probablité de A ® B en fonction de celles de A et B, et égale-

Aok ASHSF

Ensemble de pannes A, Ensemble de pannes A ® B,
Circuit parallele. Systeme Parallele-série.
—
B: — — —
—
Ensemble de pannes B, Ensemble de pannes B ® A,
Circuit série. Systeme Série-Parallele.

FI1G. 3.2 — Les systemes Parallele-série et Série-parallele s’obtiennent par tensorisation.

ment obtenir un résultat d’invariance sur A ® B en fonction des invariances de A et B. Dans
la suite, sin = (91, ..,7Nn) estun élément de ({0,1}")™, avec n; € {O, 1}" pour tout j, on
noteran; = (1;)i=1..r» N:; valant 0 ou 1. On identifie ainsi ({0, 1}")™ & {0, 1 }{L-rhx{Lem}

Proposition 3.2.2 Soient A C {0,1}" et B C {0,1}™. Alors:
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Ensemble de pannes A. {E]_E}

. | — T—H =+
—L ==y

e Ensemble de pannes A ® B.
—

Ensemble de pannes B.

F1G. 3.3 — Un exemple de tensorisation de deux ensembles de pannes en fiabilité.

1. Pour tout p de [0, 1],
Mmr7p(A ® B) = Iu’my/Jfr,p(A) (B> ’

2. Si A et B sont croissantes, alors A ® B est croissante.

3. Si A est invariante par un sous-groupe G de S, et B par un sous-groupe H de S,,,
alors A ® B est invariante sous I’action du sous-groupe G x H des permutations de
{1,...,7} x{1,..., m} définie par :

Vie {1,r}, Vj € {1,m}, (¢.h).G,5) = (g.i, h.j) .

Démonstration :

Si (m,...,nm) sont indépendantes et distribuées selon la loi i, ,, alors
(Lyea,..., I, ca) est distribué selon la 10i fiy, (). Ce qui prouve le pre-
mier point.

Prouvons la deuxieéme assertion. Soient 7 et ¢ deux éléments de ({0,1}")™ tels
que n < (. Alors,
Vi € {1,...,m}, i SCZ .

Comme A est croissant, on a :

( ][771€A’ ey ][nmeA) j ( ][CleA7 ey ][CmeA) . (3.2.1)



34

- Chapitre 3 - Combinaisons algébriques de seuils.

Supposons que 7 € A ® B. On a donc :
(Lyea,..., L,,ca) €B. (3.2.2)

Comme B est croissant, on déduit de (3.2.1) et (3.2.2) que ¢ € B, ce qui montre
la croissance de A ® B.
Prouvons le dernier point. Prenons n € A ® B, (9,h) € G x H et notons

¢(=1(g,h)m.Ona:
Gij = M(g,h).(i.) = Ng.ishj >
c’est a dire :
C=(9Mm1,y-9Mhm) -
D’autre part,
n= (1, 0m)
avec 7); € {0,1}". Et aussi :

(][7716147“‘7 ]IWMGA) € B .

Par conséquent,
( Lyoyens - - ][g(nm)eA) €B.

Et donc :

h. ( Lyyeas - ][g(nm)GA) €B,
ce qui signifie :

( Ly yens - ][g(nh.m)GA) €B.
Donc ( € A® B.

OJ

La propriété 3.2.2 permet d’obtenir un résultat de stabilité de la loi du O-1 sous certaines
hypotheses d’homogénéité (cf. définitions 2.1.8 et 2.1.9). Nous aurons aussi besoin que 1’une
des deux propriétés ait son seuil loin de O et de 1, ce qui se traduit, dans la proposition
suivante, par un “seuil d’ordre %”. Notez bien que ce seuil peut donc se situer en n’importe
quel o €]0, 1]

Proposition 3.2.3 Soient (r,),en €t (m,)n,en deux suites strictement croissantes d’entiers
naturels. Supposons que A C {0, 1}™ suit une loi du 0-1 de largeur fortement homogéne
d’ordre a,, et B C {0,1}™ suit une loi du 0-1 de localisation (homogéne) d’ordre % et
de largeur homogéne d’ordre b,,. Alors, il existe o appartenant a 0; 1| tel que A ® B C
{0, 1}~ suive une loi du 0-1 de localisation p, ,, et de largeur d’ordre a,,.b,. Si, de plus,
A admet une localisation homogéne, alors la localisation de A ® B est homogene, d’ordre

1.
Pal

Démonstration :
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Soit ¢ un réel de ]0, [. Dapres la proposition 3.2.2, on a :

/’Lmnrnyp(A ® B) = Iu’mnyﬂ'rn,p(A) (B) )

Donc,
Hrnpagp,e (A) = PBe -
puis :
PA®B,e = PApg,. -
pA@B,l—& - pA@B,& - pA,pB_rl,s - pA,pB}s .

La propriété B suivant une loi du 0-1 de localisation d’ordre I et de largeur

2
homogene d’ordre b, on a :

PB1—-¢ — PBe = @(bn) 5

et
Ja €]0,1], Vn e N, a <pp. <pp1--<1l—a.

On peut alors utiliser le fait que A suive une loi du 0-1 de largeur fortement
homogene d’ordre a,, (cf. définition 2.1.9) pour écrire :

pA7pB,l—5 - pAJ?B,s =0 ((pB71—E - pB7E) a’ﬂ) = @(anbn) .
Pour la localisation, remarquons qu’il existe une constante o €]0, 1] telle que :

Ve €]0,1], pp. —— .

n—---—+o0o

Supposons maintenant que le seuil de A soit un seuil de localisation homogene.
Soit £ €]0, 1[. On peut alors remarquer que :

IN €N, Vn > N,

| Q

SpB,E S 20{,

donc :
IN €N, Vn > N, pae < pagpe < Paga -

Orp A,2 et Paoq sont du méme ordre que p Al lorsque n tend vers ’infini, par

conséquent, pour tout ¢ de |0, 1], pag B, est de I’ordre de p AL CE qui acheve la
démonstration.

O

Les conséquences de la proposition 3.2.3 sont théoriques, mais d’importance. En effet, ce
résultat nous permet, a partir d’exemples de bases, élémentaires, dont on connait les seuils et
les largeurs de seuils, de construire d’autres exemples ayant de nouvelles largeurs de seuil.
Nous en donnons une illustration dans I’application qui suit.
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Exemple 8 Construction d’un seuil de largeur © (W) pour o €]0, 5.
On considere A C {0, 1}", défini par (voir I’exemple 1) :

Puis on considere un systeme Parallele-série B, a |7 ] blocs en série de |logn] compo-

sants en parallele (pour la définition, voir I’exemple 6). Posons N =n x [ - ].[logn|.

On peut voir (cf. exemples 1 et 6) que A admet un seuil localisé en % de largeur fortement ho-

mogene in et que B suit une loi du 0-1 de localisation homogene en é de largeur homogene

1
logn
admet un seuil de localisation homogene située en 2, de largeur homogene d’ordre ——L—.
v/nlogn
La largeur de seuil est donc d’ordre ————.
N17log N
De la méme maniere, pour tout o € ]0, % [ on peut construire des propriétés sur {0, 1}V

munies d’un seuil ayant une largeur d’ordre WlogN' En effet, il nous suffit de considérer la

. Par conséquent, la proposition 3.2.3 nous assure que la propriété A, ® B, C {0, 1}V

nT logn

propriété C,, = A{ %J ® B, C {0,1}",avec N = Ln%J =% | |logn]. On peut alors

déduire de | ition 3.2.3 C', admet il de | —1 Or
éduire de la proposition que C, admet un seuil de largeur == T,

N =0 (nﬁ> ,
donc :
n=0 (N2
donc :
nTE =0 (N°)
et
logn = ©(N) .

s 2oz N . ’ 1
La propriété C, posseéde donc un seuil de largeur d’ordre Nolog N



Chapitre 4

L’approche classique et les liens
temps-espace.

En 1960, dans leur article fondateur [26], Erdos et Rényi donnaient déja une description
fine du comportement du graphe aléatoire en dépeignant les changements radicaux qu’il subit
lorsqu’on fait évoluer p de 0 a 1. D’une soupe primordiale composée de petites composantes
connexes en arbres, de taille au plus de I’ordre de log n, on passe, lorsque p franchit %, aun
graphe avec une composante géante, d’une taille lin€aire en n. Un peu plus tard, le graphe
devient brutalement connexe lorsque p franchit @, les fluctuations de cette propriété étant
de 'ordre de O(1/n) autour de la localisation. On a méme une fonction de répartition de
seuil étroit qui est celle de la loi de Gumbel (voir aussi [60] p. 303). Ces résultats étaient
obtenus essentiellement avec les méthodes dites du premier et deuxiecme moments et d’ap-
proximation poissonnienne. Depuis, une importante littérature s’est développée, empruntant
les mémes méthodes.

La présentation des phénomenes de seuil a évolué entre I’article d’Erdos et Rényi [26] et
celui de Friedgut et Kalai [32]. Le but de cette évolution est notamment de pouvoir parler de
majorations non asymptotiques de la largeur de seuil. Il nous a donc paru opportun de relier
les définitions modernes aux anciennes dans la section 4.1.

Nous exposerons les méthodes du premier et deuxieme moments (section 4.2). Suivront cer-
taines de leurs applications, qui donnent une culture essentielle du comportement asympto-
tique du graphe aléatoire ou d’autres objets introduits dans la section 2.2.

Pour finir, nous présenterons un résultat d’approximation poissonnienne dii a Janson (section
4.3) dont nous donnerons une application a un contrdle non asymptotique de la largeur de

seuil.

4.1 Les définitions des fonctions seuils.

Dans cette section, nous présentons les définitions usuelles des fonctions seuils, telles
qu’elles ont été utilisées notamment dans 1I’étude du graphe aléatoire. De plus, nous relierons
ces définitions a celles que nous avons mises en place dans le chapitre 2.1. En fait, dans
I’article fondateur sur le graphe aléatoire [26], les auteurs considerent un modele légerement
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différent et nous adaptons ici leurs définitions au cadre introduit dans la section 2.1 (voir
également le cours de Saint-Flour de Spencer [60]).

Dans toutes les définitions suivantes, (), .y désigne une suite strictement croissante d’en-
tiers naturels non nuls.

Définition 4.1.1 Soit A c {0,1}*™ une propriété croissante. On dit que (s(n))

€
neN*
[0, 1] est une fonction seuil pour la propriété A si :

Tim % =0 = m piag) ) (4) = 0,
i == (4= 1.
Tim 1 :ZEZ; =0 = im pragypey(A) = 1,
INE R

Cette définition correspond, dans le langage du chapitre 2.1 a une localisation homogene
d’ordre s(n). On a le résultat suivant :

Proposition 4.1.2 Soit A C {0, 1}*(™ une propriété croissante. Les deux affirmations sui-
vantes sont équivalentes.

1. Lapropriété A possede une localisation homogéne d’ordre s(n).

2. La propriété A admet s(n) pour fonction seuil.

Démonstration :

Supposons que A posséde une localisation homogéne d’ordre s(n) :
Ve €]0; 1], pac =0 (s(n)) etl —pa. =0 (1—s(n)) .

Supposons que :
)
oo 5(n)

=0.

Soit v €]0,1[. On a :

AC >0, Vn € N, p, > Cs(n) ,

Donc :
IN €N, Vn > N, p(n) < pa,
et alors,
Vn > N, ,up(n)(A) Sa.
On a donc :

Va €]0,1[, 3N € N, Vn > N, p,m)(A) < a,
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ce qui revient a dire
lim Ha(n),p(n) (A) =0.

De la méme fagon, supposons que :
p(n)

li = :
dn sy

Soit v €]0,1[. On a :

C >0, Vn € N, p, < Cs(n),

Donc :
AN €N, Vn > N, p(n) > pa ,
et alors,
Vn > N, ppmy(A) > o,
On a donc :

Va €]0,1[, 3N € N, Vn > N, p,m)(A) > a,

ce qui revient a dire
lim Ha(n),p(n) (A) =1.

n—oo

Supposons maintenant que :

Soit v €]0,1[. On a :

3C >0, ¥n €N, 1 —p, > C(1—s(n)),

Donc :
AN eN, Vn >N, 1—p(n)<1-—p,,
et alors,
Vi > N, iy (4) > a,
On a donc :

Va €]0,1], 3N € N, Yo > N, pym)(A4) > o,

ce qui revient a dire
lim :U/a(n),p(n)(A) =1.

n—oo

Enfin, supposons que :
]_ _
lim 2P
n—oo | — s(n)
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Soit a €]0,1[. On a:
3C >0, VneN, 1 —p, < C(1—s(n)),

Donc :
ANeN, Vn>N, 1—pn)>1-p,,
et alors,
Vi > N,y (4) < a,
On a donc :

Vo €]0,1[, IN €N, Vn > N, pipm)(A) <
ce qui revient a dire
Tim fia ), piny (A) = 0

Démontrons maintenant la réciproque. Supposons que la propriété A admette
s(n) pour fonction seuil. Soit o €]0, 1[. Montrons par I’absurde que p,, est né-
cessairement du méme ordre que s(n). Supposons le contraire. Il existe une suite
d’entiers k(n) strictement croissante telle que :

VC >0, ¥n € N, parm) > Cs(k(n)),

ou
VC >0, Vn e N, s(k(n)) > Cpam) -

C’est a dire qu’on peut extraire deux sous-suites p, k(n) et s(k(n)) telles que :

Pa,k(n)
lim
n—o0 $(k(n))

= +o00 .

ou »
lim o k(n)

w0 s(k(n))

Par conséquent, A admettant s(n) pour fonction seuil, on en déduit :

lim i, .,y =1ou0,

n—oo

Ce qui donne une contradiction, puisque (i, , . = & €)0, 1].

Définition 4.1.3 Soit A C {0,1}*™ une propriété croissante. On dit que (s(n)), . €
[0, 1] est une fonction de seuil régulier pour la propriété A si c’est une fonction seuil pour
A, et s’il existe une fonction de répartition F telle que pour tout 2 € R*. point de continuité
de F', on ait :

)

n_)rgo w =r = nh_r)go Ma(n),p(n)(A) = F(-r) .

Dans ce cas, F est appelée la fonction de répartition de seuil de la propriété A.
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Exemple 9 Nous verrons, grice au théoreme 4.3.2 que % est une fonction seuil pour la pro-
priété “contenir un triangle” concernant le graphe G(n, p). La fonction de répartition de seuil
correspondante est

w

T

Fz)=1—e"7c .

Définition 4.1.4 Soit A C {0,1}*(™ une propriété croissante. On dit que (s;,sy) €
([0, 1]N*)2 est une paire de fonctions de seuil étroit pour la propriété A si :

tim 220 _
. p(n) —s1(n) .
lim == — 00— lim fram)pm)(A) =0,
nl_g)lo 32(n) 0 nl—{go'u (n),p( )( )
et:
L p(n) = si(n)

= 400 = lim Ha(n),p(n) (A)=1.

La suite s, sera appelée une largeur du seuil (pour la propriété A).

Remar que:

Il est clair que si (s, s2) est une paire de fonctions de seuil étroit pour une pro-
priété A, alors, s; est une fonction seuil réguliére pour A, avec comme fonction
de répartition dégénereée :

F(ZE) = ]x>1 .

On peut voir facilement que 1’existence d’une paire de fonctions de seuil étroit correspond
a I’existence d’une loi du 0-1 étroite de localisation homogene et de largeur homogene.

Proposition 4.1.5 Soit A C {0, 1}*(™ une propriété croissante. Les deux affirmations sui-
vantes sont équivalentes.

1. La propriété A suit une loi du 0-1 étroite de localisation homogéne d’ordre s;(n) et
de largeur d’ordre sy(n).

2. La propriété A admet (s1(n), s2(n)) pour paire de fonction de seuil étroit.

Démonstration :

On prendra «(n) = n dans la définition 4.1.4 pour simplifier les notations. Sup-
posons tout d’abord que la propriété A suit une loi du 0-1 étroite de localisation
homogene d’ordre s1(n) et de largeur d’ordre s9(n), et montrons que 1 = 2.
D’apres la définition 2.1.8, on a :

p1 =0 (s1(n)) et7(A,e) = O (s2(n)) .
Comme A suit une loi du 0-1 étroite, on a :

7(4,¢)
Py

=o(1),
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donc

So(n) 0
s1(n) n—too

Maintenant, prenons p(n) tel que :

L P = i)

= —00
n—oo sp(n) ’

c’est a dire :
VK >0, ,dN € N, Vn > N, p(n) < s1(n) — Ksy(n) .
Soit € € }0, % [ D’apres les définitions d’une localisation homogene et de la
largeur de seuil, on a :
pr =0 (s1(n)), etpr —pe = O (s2(n)) .

1
2

Donc il existe deux constantes C'; et Cy strictement positives telles que :
YK >0, 3N €N, ¥n > N, p(n) < Cip; — KCy <p% —pg) .

Le choix de K = sup{%, c%} donne :

AN € N, Vn > N, p(n) < p. .

On adonc:
Ve >0, IN €N, Vn > N, p(n) < p. ,

ou encore :
Ve >0, AN €N, Vn > N, i,m)(A) <e.

Ce qui donne
lim Ma(n),p(n)(A> =0.

n—oo

De la méme maniere, on montrerait que :

L P = si(n)

=400 = lim pam)pm(A) =1.
= T f1an) peny (A)

Supposons désormais que la propriété A admet (s1(n), sy(n)) pour paire de
fonctions de seuil étroit, et montrons que 2 = 1.

D’apres la proposition 4.1.2, A suit une loi du 0-1 de localisation homogene
d’ordre s;(n). Supposons qu’il existe v et 5 dans |0, 1], avec a < [ tels que
Pg — Do e soit pas un O (s2(n)). On peut alors trouver une suite strictement
croissante d’entiers k(n) telle que :

Pk(n), — Pk(n),a
S9 (k;(n)) n—-+4o00
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On a alors :
Pk(n),8 — sl(k(n)) 81(k5(7l>) — Pk(n),a
+ +00
s2(k(n)) s2(k(n)) n—+o0
Donc :
Prny.p — $1(k(1)) - 51(k(n)) = Prn).a
+00 ou bien +00
32(k(n)) n—+0o0 Sg(l{i(n)) n—-+00

Supposons d’abord que :

Pr(n).8 — $1(k(n))
Sg(k’(n)) n—-+oo

“+00 .

Alors, d’apres la définition d’une paire de fonctions de seuil étroit :

:upk(n),g(A> —1 ’

n—-+00

mais /i, ., (A) = 8 €]0, 1]. C’est une contradiction. Supposons alors que

P(n) 8 — 51(K(n))

“+00 .
so(k(n)) n—+00
Ona:
pk(n)pc Sl(k(n))
_m s
so(k(n)) n—-+00
et donc :

lupk(n),a (A> 0 )

n—-+o0o

mais 4, ., ,(A) = a €]0, 1[. C’est encore une contradiction. Donc :

ps — Pa = O (s52(n)) ,

Et comme s, est négligeable devant s1, on a bien une loi du 0-1 étroite de largeur
d’ordre ss.

Remar que:

En fait, lorsqu’on est dans un de ces deux cas équivalents, tous les p. ne sont pas
seulement du méme ordre, ils sont tous équivalents a s;(n). En effet, supposons
le contraire, c’est a dire supposons qu’il existe e, une suite strictement croissante
d’entiers k(n) et deux constantes C; > 1 et Cy < 1 tels que :

Pk(n)e

s1(k(n))

Pk(n)e

s1(k(n))

> (' ou bien < (Cy.
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Si on est dans le premier cas, alors :
s1(k(n))

S92 (k:(n)) n— 400

Pr(n).e — s1(k(n))
sa(k(n))

> (Cy—1)

Donc :

n—-4oo

Mais 1, ., .(A) = €, et e €]0, 1], ce qui donne une contradiction. Supposons
alors qu’on soit dans le second cas :

Pk(n)e < 02

s1(k(n)) —

avec Cy < 1.0Onaalors:

Pr(n).c — S1(K(n)) L si(k(n)
s2(k(n)) < (@ 1)82(k(n)) P00
Donc :
Hoprn) e (A> — 0.

n—-4oo

Mais 1, ., .(A) = &, et e €]0, 1], ce qui donne encore une contradiction. Par
consequent, tous les p. sont équivalents & s;(n).

Définition 4.1.6 Soit A < {0,1}*(™ une propriété croissante. On dit que (si,sy) €
([o, 1]1\‘*)2 est une paire de fonctions de seuil étroit régulier pour la propriété A si c’est
une paire de fonctions de seuil étroit pour A, et s’il existe une fonction de répartition G telle
que pour tout y, point de continuité de G,

o P0) = s1(0)

= li a(n n A — .

Dans ce cas, G est appelée la fonction de répartition de seuil étroit de la propriéte A.

Exemple 10 On peut voir (cf. Spencer [60] p.303) que (105 o %) est une paire de fonctions
de seuil étroit régulier pour la propriété de connexité du graphe aléatoire G(n, p). La fonction

de répartition de seuil étroit est alors celle de la loi de Gumbel :

Lorsqu’une propriété dispose d’une fonction seuil régulicre et non dégénérée, celle-ci donne
I’échelle de localisation du seuil et 1’échelle des fluctuations a la fois. Lorsqu’une propriété
dispose d’une paire (s, s2) de fonctions de seuil régulier étroit et non dégénéré, s; donne
I’échelle de localisation du seuil et so, la largeur de seuil, donne 1’échelle des fluctuations.
Celle-ci n’est également qu’un ordre de grandeur. Nous commettrons 1’abus de langage
consistant a parler de la fonction seuil ou de la largeur du seuil. Dans la section 6, on mon-
trera 1’équivalence entre 1’existence d’une paire de fonctions de seuil étroit régulier et la
convergence en loi du temps d’atteinte d’un certain processus sur {0, 1},
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4.2 Les methodes des deux premiers moments.

La propriété P.S,, de I’exemple 6 montre qu’il existe des cas ou on peut facilement calcu-
ler exactement la probabilité d’un ensemble croissant et non trivial. En fait, cet exemple est
a peu pres le seul ol I’on peut effectivement calculer cette probabilité. Sa particularité réside
dans le fait qu’il peut s’exprimer comme une union d’événements simples (des cylindres) et
indépendants, car ses éléments minimaux sont disjoints. Comme 1’indique la remarque 2.1,
on peut toujours exprimer une propriété croissante en fonction de ses éléments minimaux, et
également en fonction des éléments maximaux de son complémentaire. Mais ces éléments
minimaux (ou maximaux) ne sont pas disjoints en général, rendant ainsi le calcul exact de la
probabilité de cette propriété trop délicat.

Bien siir, I’espérance et la variance se comportent bien vis-a-vis des sommes de variables
aléatoires. Les méthodes du premier et deuxieme moment consistent a essayer de ramener
I’étude d’une propriété a I’étude d’une fonction somme, c’est a dire une fonction qui compte
un nombre d’éléments présents. La plupart du temps, on compte le nombre d’éléments mi-
nimaux (ou d’éléments maximaux) présents, mais il y a bien d’autres possibilités.

En effet, si A C {0, 1}" est une propriété et X une fonction de {0, 1}" dans N telle que
A C {X > 1}, on peut majorer la probabilité ,,(A) a I’aide de 1’espérance de X sous p,
(qui est facile a calculer si X est une somme de fonctions simples). Si A C {X = 0}, on
peut la minorer a 1’aide de la variance de X sous p,,. Ces inégalités, pourtant tres frustres,
permettent dans un grand nombre de cas d’obtenir le bon ordre de grandeur de la localisation
du seuil d’une propriété, et méme celui des fluctuations, c’est a dire la largeur du seuil. C’est
I’utilisation de ces bornes que 1’on appelle traditionnellement les méthodes du premier et du
second moment.

Lemme 4.2.1 Soit X : {0, 1}" — N une fonction, et A C {0, 1}".
1. SiAcC{X >1},ona,pourtoutp € [0,1] :
pp(A) < By, (X) .
2. Si A©C {X =0},ona,pourtoutp e [0,1]:

Var,, (X)

E, (X)? < pp(A)

Hp

Démonstration :

La majoration est simplement 1’application directe de 1’inégalité de Markov :

pp(A) < pp (X >1)

< E(X)
Pour la minoration, on écrit :
1p(A°) < pp(X =0) = g, (X = E,, (X) < ~E,, (X))
< (X =B, (X)]? > E, (X)?)
< Var,, (X)
- IEZHP(X)2 ’
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la derniere égalité étant a nouveau une conséquence de 1’inégalité de Markov.
OJ

On appliquera généralement ce lemme avec une somme d’indicatrices X. Si X =

Y ier Ly, ona:
= P(A)

Var(X) =Y P(A) —P(A)° + > P(ANA)—PA)P(4)) .
1€l 1#jEL

Pour utiliser le lemme 4.2.1, il faudra minorer la variance. Plus précisément, il faudra arriver
a montrer que la variance est négligeable devant E(X)?2. En général, chaque P(A;) sera un
o(1), et donc P(A;)? sera négligeable devant P(A;). Dans de nombreux cas également, on
sera dans une situation ot P (4; N A;) est grand devant P(A;)P(A;) sauf si A; et A; sont
indépendants, auquel cas, les deux termes sont égaux. On pourra donc utiliser la minoration
suivante :

Var(X) <> P(A)+ Y P(AN4), (4.2.1)

i€ i~jeT

ou la notation ¢ ~ j signifie que ¢ et j sont distincts, et que A; et A; ne sont pas indépen-
dants.
Une propriété A étant donnée, on peut trouver beaucoup de fonctions X telles que A C
{X > 1} ou A° C {X = 0}. Remarquons deux choix que 1’on pourrait qualifier de “ca-
noniques” lorsque A est croissante. On a dans ce cas une collection d’éléments minimaux
M C {0,1}", 2 a2 non comparables, telle que :

A={z e {0,1}"tqIm e M, m <z},

et on peut poser :

= Ly (4.2.2)

meM

Alors A = {X > 1}. On a également une collection d’éléments maximaux M’ C {0, 1}",
2 a 2 non comparables, telle que :

A°={z€{0,1}"tqIM e M', z < M} ,

et on peut poser :

— Z | MY (4.2.3)

MeM’
Alors A = {Y = 0}. On peut affirmer, & I’aide du lemme 4.2.1, que :

pp(A) < E, (X) 4.2.4)
. Var,, (X)
pp(A°) < m 4.2.5)

p(A) S E,, (V) (4.2.6)
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Varﬂp (Y)

pp(A) < T, (V) (4.2.7)

Toutefois, ces choix de fonctions ne sont pas forcément les meilleurs, ni les plus aisés a ma-
nipuler (voir le cas des graphes non équilibrés dans I’exemple 11).
La suite de cette section est consacrée a des exemples d’application du lemme 4.2.1. Nous
présentons deux illustrations dans le cas du graphe aléatoire, une dans le cas du graphe cy-
clique (cf. exemple 2) et une dans le cas de la k-sat (cf. exemple 7). Aucune des démonstra-
tions correspondantes n’est nouvelle (2 part, peut-€tre, celle concernant le graphe cyclique),
elles sont I’ceuvre de Spencer pour le graphe complet, Creignou et Daudé pour la k-sat,
mais nous avons éprouvé le besoin de les faire figurer, afin de les adapter a nos besoins, les
commenter, les prolonger et parfois les compléter legerement. A travers ces exemples, nous
voulons avant tout expliquer les méthodes des deux premiers moments, et les caractéristiques
qui les font marcher, ou non. Il faut noter que les méthodes des deux premiers moments ont
surtout été utilisées pour découvrir les échelles de localisation, et nous évoquerons ce qu’elle
peuvent apporter comme majoration de la largeur de seuil.
Cette présentation est pour nous 1’occasion de souligner deux traits des lois du 0-1 qui sont
a nos yeux fondamentaux :

— le role que joue la taille des éléments minimaux.

— le role que joue la géométrie du modele.
Les différences de comportement entre le graphe aléatoire complet (exemples 11 et 12) et le
graphe cyclique (exemple 13) illustrent le role de la géométrie du modele. La présence d’une
loi du 0-1 grossiere dans I’exemple 11 et d’une loi étroite dans ’exemple 12 témoigne du
role de la taille des éléments minimaux dans la largeur de seuil. Enfin, nous ne manquerons
pas I’occasion de montrer les limites de la méthode du second moment dans 1’exemple 14.
La présence de la k-sat est également destinée a exposer un probléme difficile, ou bien des
choses restent a découvrir.

Exemple 11 Apparition de sous-graphes

Etant donné un graphe /1 fixé, quelle est la fonction seuil et la largeur de seuil de la propriété
d’apparition de ce graphe comme sous-graphe de G(n, p) ? Le probleme de la fonction seuil
est résolu dans I’article d’Erdos et Rényi [26]. Celui de la largeur de seuil sera traité dans
la section 4.3. Dans ce qui suit, nous exposons le travail de [60], en insistant sur les points
évoqués plus haut.

Considérons, la propriété A(H ), pour G(n, p), de posséder H comme sous-graphe. Notons
Xy la fonction qui compte le nombre de copies de H dans le graphe aléatoire G(n, p). Soit
v le nombre de sommets de H, e le nombre de ses arétes et Aut(H) son groupe d’automor-

phismes. On a :
n v!
E(Xy) = — "
00 = ()

Sip<n =+, B(Xyg) ——0,

n—-+o00

Par conséquent,

Sip>»n¢, E(Xyg) —— +0.

n—-+o00
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Il 'y a donc un seuil critique pour I’espérance, qui est, a n fixé, une fonction croissante de <.
Lorsque E(X ) tend vers 0, le lemme 4.2.1 implique que 11,(A(H)) tend également vers 0.
Il est naturel de se demander si n~< n’est pas la fonction seuil de A(H). Autrement dit si,
des que E(X ) tend vers I’infini, la probabilité de A(H) tend vers 1. Nous allons voir que ce
n’est pas automatique. En effet, considérons un graphe H, a v sommets et e arétes, contenant
un sous-graphe H; a v; sommets et e; arétes. Supposons que % soit strictement supérieur a
<. On a alors la situation suivante :
Sip<n ¢, E(Xyg) —— 0et E(Xp,) —— 0,

n—-400 n—-4o00

Sin"r <p< n_‘%, E(Xy) —— +ooet E(Xy, ) —— 0,

n—+00 n—+o00
Sip> n_%, E(X#) —+> +oo et E(Xg,) —+> +o0

Remarquons maintenant que si G(n, p) contient une copie de H, il contient nécessairement
une copie de H;. Par conséquent, A(H) C A(H;),etona:

pp(A(Hr)) — 0 = pp(A(H)) — 0.

Ainsi, lorsque n™ ¢ < p < n”, on aa la fois E(Xpy) — +ooet p,(A(H)) — 0! Ce
contre-exemple justifie I’introduction de la définition suivante.

Définition 4.2.2 Soit H un graphe a v sommets et e arétes. On appelle densité de H et on
note p(H) le rationnel €. Si, pour tout sous-graphe H' de H, on a p(H') < p(H), on dit
que H est un graphe équilibré. On dit qu’il est strictement équilibré si ces inégalités sont
strictes.

FIG. 4.1 — Un exemple de graphe non équilibré.

Lutilisation de la méthode du second moment va permettre de résoudre notre probleme.
Résolvons d’abord le cas de 1’apparition d’un sous-graphe équilibré :

Théoréme 4.2.3 Soit H un graphe équilibré, et A(H) la propriété pour G(n, p) de posséder
H comme sous-graphe. Alors, p(n) = n” 707 est la fonction seuil de A(H).

En termes plus imagés, si on fait évoluer p de 0 a 1, tant que p est inférieur a n "o le graphe
G(n, p) ne possede pas H comme sous-graphe (en fait a une chance infime de le posséder),
alors que lorsque p est supérieur a n_ﬁ, vous pouvez parier qu’il possede une copie de H
comme sous-graphe.

Démonstration :
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°
Fic. 4.2- Un exemple de graphe Fic. 4.3- Un exemple de graphe équilibré,
strictement équilibré. mais non strictement équilibré.

Notons v le nombre de sommets de H et e le nombre de ses arétes. Nous pour-

rions appliquer le lemme 4.2.1 avec la fonction Xy décrite plus haut. On préfere
ici suivre I’exemple de Spencer (cf. [60]) pour des raisons de clarté. Pour tout
sous-ensemble de sommets S C {1,...,n}, notons Ag 1’événement “G contient
H comme sous-graphe, avec S pour ensemble de sommets”. Pour tout graphe
H’, notons Aut(H’) le groupe des automorphismes de H’, V(H') I’ensemble de
ses sommets et |H'| le nombre de ses arétes. On a :

v! ’ v(v—1) ’
P(As)= 3 o pll(1 — p) R
HCH

V(H")=S

On voit donc que :
p" <P(As) <olp®,

et aussi, si p = o(1), que P(Ag) est équivalent a

v!
= JlH]
[Aut(H)|"

Notons alors g la fonction indicatrice de ’ensemble Ag, et X la somme de ces
indicatrices, de sorte que A(H) = {X > 1}.Ona:

et donc :

500 =0 ( (1) o) =00,

Sip < ne,alors E(X) —— 0, et on retrouve donc que :

pp(A(H)) —— 0,

n—-+00
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d’apres le lemme 4.2.1.
Supposons maintenant que p >> n "<, et tournons nous vers 1’examen de la va-

riance de X. On peut effectuer le méme raisonnement qui aboutit a I’expression
4.2.1. En effet,

Var(X)= Y E(s)-E(Is)*+ > E(sly) —E(s)E(Is) .
Sc{l,...,n} S#£S'c{1,...,n}
|S|=v [S]=[S'|=v

Or, si S et S’ ont moins de 2 sommets en commun, le nombre E(/g/g) —
E(Is)E(Is ) estnul. Notons alors S ~ S’ si S et S’ sont deux sous-ensembles de
{1,...,n} de cardinal v, distincts et ayant au moins deux sommets en commun :

Var(X) < E(X)+ Y E(sly),

S~S'c{1,...n}
|S|=[S"|=v

E(Isls)
Sc{L,...n} S'~SC{1,.in) o
5|0 157 |=v

par symétrie, en fixant un ensemble de sommets quelconque Sy de cardinal v.
Maintenant,

Y P(AglAg) = Z > P(As|Asg)

S§'~Soc{1,...,n} 1=2 |S'NSo|=1
|S/|=v |S!|=v

C’estici que la géométrie du graphe complet joue un role important. L’ ensemble
So étant fixé, il y a (V).("~%) = @( ~*) choix d’ensembles S’ tels que |S" N
So| = . Fixons Sy et 5", ily a |Aut( 7= O(1) copies possibles de H avec S’
comme ensemble de sommets. Considérons le sous-graphe J d’une telle copie
ayant pour ensemble de sommets les ¢ sommets communs a Sy et S’. C’est un
sous-graphe de H, or H est équilibré, donc le nombre e; d’arétes de J vérifie :
= < ¢. Donc:

Ainsi,
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et donc :

d’apres le lemme 4.2.1. On a bien prouvé que n "« est la fonction seuil de A(H).
Pour ce qui est de la largeur du seuil, on peut évidemment dire qu’elle est au plus
du méme ordre que la fonction seuil ! On verra dans la section 4.3 que c’est en
fait le bon ordre de grandeur. On n’a donc pas affaire a une loi du 0-1 étroite.

OJ
La solution générale de 1’apparition d’un sous-graphe particulier est alors donnée par le
théoreme suivant (cf. [60]).

Théoreme 4.2.4 Soit H un graphe quelconque, fixé, et H; un sous-graphe de H de densité
1
maximale p(H;). Alors, p(n) = n~ »@ est la fonction seuil pour A(H) (et pour A(H,)).

On trouvera dans le tableau 4.1 un résumé du comportement de la probabilité d’apparition
d’un graphe et du nombre moyen de copies de ce graphe.

ploO G n e
E(Xy) —— 0 | EXg) —— +oo | EXy) —— oo
tp(Amr) m 0 tp(Asr) m 0 tp(Amr) m 1
E(Xp) —— 0 | E(Xp) —— 0 E(Xm) ——— +o0
tp(Am,) — tp(Amr,) —= Y 1ip(Am,) o !

TAB. 4.1 — Asymptotique de la propriété “contenir une copie de A, pour un graphe H et
sous-graphe H; de H de densité maximale.
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Exemple 12 Apparition du lien social
Dans cet exemple, nous nous intéressons a la propriété de G(n, p),

A = {aucun sommet n’est isolé} .

Le travail exposé est inspiré de Spencer (cf. [60]). Un sommet est dit isolé lorsqu’il n’est relié
par une aréte a aucun autre sommet. La propriété A est croissante. Il est assez naturel, ici,
d’étudier la fonction qui compte le nombre de sommets isolés. Pour tout i de {1,...,n}, on
note X; la fonction indicatrice de I’événement {i est isolé}, et on note X la variable aléatoire
qui compte le nombre de sommets isolés :

X=) X;.
=1
On a bien sir A = {X = 0}. Calculons I’espérance de X :
— > B(X) =n(l-p)
i=1

Si p > 8% E(X) tend vers 0, et donc j,(A°) = p,(X > 1) aussi. Calculons la variance
de X :

Var(X) = Y E(X) —E(X;)*+2 > E(X,X;) - E(X)E(X;) .

i=1 1<i<j<n
= n(1-p" ' =1 -p’" V) +nn-1)(1 (=2 (1 - p)*nh)
= EX)(1-(1-p)" " +(n-1)(1-p"? (1—19)" 1)) :
= EX)(1-(1-p)" "+ -1p1-p"7) ,
= E(X)(1+(1—-p)"3*np—-1)),
etsip =p(n) < log” , cette quantité est de I’ordre de p(n)E(X)?, ainsi VJE(;) tend vers 0, et
logn

d’apres le lemme 4. 2 1, p1,(A°) tend vers 1. On a donc montré que est la fonction seuil
pour A. Maintenant, plagons-nous dans ’intervalle critique. Soit € € [0 1], et p. = p:(n) tel
que ji, (A) = ¢. Alors :

_ Var, (X)

E, (X)? < pap (A°) < Ep(X) .

Ainsi :

ce qui nous donne :

)
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d’ou:

logn  loge logn 108;%5
Bl g g =
n n n n

De cela, on déduit que la largeur de seuil de niveau ¢ pour A, 7(A, ¢) est au plus de ’ordre
de L. Onaen effet :

2log L
Pi—e — D¢ ,S — .
n
Cela implique :
Pi—e — Pe 0.
p% n—-—+00

La propriété A suit donc une loi du 0-1 étroite.

Remar que:

Nous I’avons déja dit, il y a toujours une somme d’indicatrices X “canonique”
qui est telle que A = {X > 1}, c’est la fonction qui compte le nombre d’élé-
ments minimaux de A contenus dans G(n, p). Pour autant, rien ne nous assure
que ce soit un choix judicieux. Dans cet exemple, il est assez délicat d’essayer de
prouver la loi du 0-1 en utilisant cette fonction. En effet, ces éléments minimaux
sont de sortes tres diverses : ils ne sont pas tous isomorphes. Par contre, la fonc-
tion étudiée ici, celle qui compte le nombre de sommets isolés dans G(n, p), n’est
autre que la fonction qui compte le nombre d’éléments maximaux de A conte-
nus dans G(n, p), c’est I’autre choix *““canonique” décrit a I’équation 4.2.3.
D’autre part, remarquez que les éléments minimaux de A ont une taille d’au
moins [%], et que A suit une loi du 0-1 étroite. Au contraire, dans I’exemple
11, A(H) suit une loi du O-1 grossiere, et ses éléments minimaux sont de taille
bornée. Nous verrons dans le corollaire 5.1.4 qu’une propriété disposant d’élé-
ments minimaux de taille bornée ne peut avoir un seuil étroit. La question de
savoir si une propriété admet un seuil étroit des que la taille de ses éléments
minimaux n’est pas bornée sera abordée dans la section 5.5.2.

Exemple 13 Dans cet exemple, on s’intéresse a 1’analogue de 1’exemple 11 pour le graphe
cyclique. Les résultats qui suivent se généralisent sans effort au cas du tore, et méme aux di-
mensions supérieures. On choisit de rester dans le cadre du graphe cyclique pour des raisons
de simplicité de notation.

Soit [ un entier non nul, et H € {0,1}’. Pour la définition du graphe cyclique aléatoire
C(n, p), on se référera a I’exemple 3. On dit que le graphe cyclique contient le motif H si la

configuration du graphe cyclique, z € {0,1} Tz est telle qu’il existe j € Z/p, 7 tel que
xjy; = H; pourtouti = 1,....1. On note A(H) la propriété, pour le graphe cyclique a n
sommets, de contenir le motif H. Notons k le nombre de 1 dans H. On a le résultat suivant :
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Proposition 4.2.5 La propriété A(H) admet pour fonction seuil :

Démonstration :

Considérons Xy la fonction comptant le nombre d’éléments minimaux inclus
dans le graphe cyclique C(n, p). Le nombre d’éléments minimaux est un ©(n)).
Nous pouvons évaluer I’ordre de E(X ) :

E(Xy) = O(np*) .

Par conséquent, si p < n~ %, E(X}) tend vers 0, et P(A(H)) aussi. Supposons
maintenant que p > n~*. En fixant un élément minimal my, on peut écrire (voir
I’équation (4.2.1)),

Var(Xy) < E(Xp) [1+ ) P(m=C(n,p)lme 3C(n,p)) | |

m tq mn~mg

= EXp) [1+ ), P(m\mg=C(np) | .

m tq mn~mg

= E(Xy) |1+ Z plm\mol

m tq m~mg

= E(Xu)(1+0(1)),

car pour un élément minimal m, donné, il n’y a qu’un nombre fixé, borné (par
3k) d’éléments minimaux m tels que m ~ mg. Comme E(X ) tend vers ’infini
lorsque p > n~*, on déduit du lemme 4.2.1 que la probabilité de A(H) tend
vers 1.

O

Pour ce qui est de la largeur de seuil, on peut voir, a ’aide des méthodes de la section 4.3,
qu’elle est du méme ordre que la localisation. On a donc affaire a un seuil grossier.

Notons pour finir que ce résultat s’applique a la propriété de contenir un run de & 1 consécu-
tifs, avec k£ fixé, indépendant de n. La localisation du seuil est alors noF.

Remar que:

Dans la démonstration précédente, on s’apercoit que la situation est tres diffé-
rente de celle du graphe aléatoire G(n, p). En effet, dans celui-ci, selon que le
graphe est équilibré ou non, le terme de covariance est petit ou non. Cette diffé-
rence tient essentiellement aux différences de topologies entre G(n, p) et C(n, p).
En effet, dans G(n, p), le nombre de voisins d’un sommet quelconque est n — 1,
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alors que dans C(n, p), il y en a deux. Or, si H et H' sont deux éléments mini-
maux tels que H ~ H’, ils sont nécessairement a distance bornée I’un de I’autre,
indépendamment de n. Ceci limite le nombre de choix possibles a un O(1) dans
le cas du graphe cyclique, contre un nombre de choix de I’ordre de n" dans le
casde G(n,p).

Si I’on espére obtenir des résultats a la fois généraux et fins pour la majoration
des largeurs de seuil, il faut nécessairement tenir compte de la géométrie du
modéle. Nous discuterons dans la section 5.5.1 le travail de Bourgain et Kalai
qui va dans ce sens.

Exemple 14 Examinons le cas de la k-sat défini dans 1’exemple 7. Dans toute la suite, on
supposera k > 2. On peut naturellement associer a une formule aléatoire F le nombre d’as-
signations qui la rendent vraie. On s’intéresse donc, en assimilant {Vrai, Faux}t-m} a
{0,1}", ala variable aléatoire suivante :

Y = Z ][wo]::Vrai .
$e{0,1}"

On notera A;.,; ’ensemble des formules satisfaisables. C’est un ensemble décroissant. La
quantité Y est la fonction qui compte les éléments maximaux de Ay,,; comme le démontre
le lemme suivant.

Lemme 4.2.6 Le nombre d’assignations satisfaisant une formule F est égal au nombre
d’éléments maximaux M de Ay, telsque M < F.

Démonstration :

Quels sont les éléments maximaux de Ay,,; ? Ce sont les formules satisfaisables
telles que si on rajoute une clause de plus, n’importe laquelle, alors la formule
n’est plus satisfaisable. Nous allons voir que cet ensemble est en bijection avec
I’ensemble des affectations. Soit ¢ € {Vrai, Fauz}{’ " une affectation. Si
L est une formule logique, on dira que ¢ satisfait £ lorsque ¢ o F = Vrai. Pour
tout k-uplet de variables donné, il existe une seule clause de ces k variables que
1) ne satisfait pas, et 2¥ — 1 clauses que 1 satisfait. En effet, prenons par exemple
k = 3, et telle que :

(1) = Vrai, ¢(2) = Fauzx, ¢ (3) = Faux .

Alors, la seule clause faisant apparaitre x1, x5 €t x3 qui ne soit pas satisfaite par
1 est ~xy V 29 V x3. Pour toute assignation v, notons I, la formule contenant
exactement les (2F — 1) (Z) clauses satisfaites par v, et aucune autre. Cette for-
mule est bien entendu satisfaisable par v, et uniquement par v, et c’est la seule
formule qui ait cette propriété. De plus, cette formule est maximale. En effet,
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on ne peut plus I’augmenter que d’une des (Z) clauses que 1) ne satisfait pas.
Ainsi, ¢ — [ est une application injective de I’ensemble des assignations vers
I’ensemble des éléments maximaux de Ay,,;. Pour voir la surjectivité de cette
application, prenons F' une formule maximale de Aj,,;. Comme F' est satisfai-
sable, notons 1) une assignation qui la satisfait. On a alors /' < F};, puisque les
seules clauses qui ne sont pas dans [, sont les clauses qui ne sont pas satisfaites
par . Et comme [ est maximale, on a [ = F), et la surjectivité de ¢ — F}, est
démontrée. Il est clair maintenant que compter le nombre d’éléments maximaux
qui contiennent la formule aléatoire F revient a compter le nombre d’affecta-
tions qui satisfont F.

O

La fonction seuil de la k-sat peut étre calculée a I’aide de la méthode du premier moment,
en utilisant les inégalités 4.2.4 et 4.2.6 (cf. [21]). Nous insisterons surtout sur le fait que la
méthode du second moment, appliquée a Y, ne marche pas du tout.

Proposition 4.2.7 La fonction seuil de la k-satisfaisabilité est ﬁ ou n est le nombre de
variables booléennes.

Démonstration :

Etudions le premier moment de Y. On peut écrire :

Y = Z H Lre)=o -

¥e{0,1}" clauses ¢ tq
poF=Fauzx

Or, pour une affectation ) donnée, le nombre de clauses qui ne sont pas satis-
faites par ¢ est (Z) On a donc :

E(Y) = 2'(1-p),
_ 6n10g(2)+(2) log(1—p) '

Sip> ﬁ E(Y) tend vers 0, et la probabilité que F soit satisfaisable aussi.
On peut méme étre plus précis. Si p > —=, avec a > k!log 2, alors E(Y') tend
vers 0, et la probabilité que F soit satisfaisable aussi.

I1 est naturel de se demander si la méthode du second moment, appliquée a Y,
nous assurerait que # est une fonction seuil pour Ay,,:. Nous allons voir que

cette méthode échoue dans ce cas précis. Calculons le moment d’ordre 2 de Y :

Y2 - Z H ][]:(C):() .

¥, v'e{0,1}™ clauses c tq
YoF=Fauz
ou ¢/ o F=Faux

Fixons deux affectations 1) et ¢/’, et notons [ le nombre de variables auxquelles
1 et ¢ affectent la méme valeur booléenne. Alors, le nombre de clauses qui ne
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sont satisfaites ni par ) ni par ¢/’ sont au nombre de (]i) En effet, les variables
constituant une telle clause sont a choisir dans les variables auxquelles 1) et 1)’
donnent la méme affectation, sous la forme niée si cette affectation est Vrai,
sous la forme affirmative si cette affectation est F'aux. Par conséquent :

Ecﬂyzwﬁé(?y1_m%®%0,
On adonc: Var(y n_
ar 1 n (!
Top = (1) (-0 -1)

Posons alors p = —#2+. On a, en utilisant la convexité de & — ——— pour a > 0,

o)
g 2ol

s 1500

)
L ()

Ce dernier terme est un ©(na,,). Ainsi, tant que p est au moins de ’ordre de
nik, la variable aléatoire Y n’est pas concentrée : son €cart-type n’est pas petit
devant son espérance. Donc la méthode du second moment ne permet pas de
montrer que ﬁ est la fonction seuil de la k-sat.

Donc :

En fait, il y a un moyen simple de trouver la fonction seuil de Ay, c’est
d’appliquer la méthode du premier moment a la fonction X qui compte le
nombre d’éléments minimaux de Af_ . Le probleme, a premicre vue, est que
ces €léments ne sont pas aussi faciles a caractériser que les éléments maximaux
de Apsqe- 1l revient a Creignou et Daudé (cf. [21]) d’avoir compris la caracté-
ristique suffisante de ces éléments pour minorer de maniere efficace 1’espérance
de X, et ce, pour une classe de problemes de satisfaisabilité bien plus large
que k-sat. Cette caractéristique essentielle est une majoration du nombre de va-
riables intervenant dans une formule minimale de Aj..,; en fonction du nombre
de clauses présentes.

Lorsque k est supérieur ou égal a 3, on peut ainsi prouver 1’existence de deux
constantes o < [ telles que :

Sip= 1 avec an < a, alors fi,(Aksat) — 1, (4.2.8)
et 3
apzﬁg,wmm>ﬁﬁm$%mm@_jﬂ1. (4.2.9)
n n—-+4o00

Ce qui implique bien siir que # est une fonction seuil pour la k-sat.
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O

Evidemment, un tel comportement suggere fortement de s’intéresser a ce qui se passe
entre « et 3. Pour un grand nombre de raisons, la plupart des chercheurs travaillant sur la
k-sat pensent que le seuil de cette propriété est étroit et n’oscille pas, c’est a dire que la lo-
calisation est €quivalente a un certain —=. Le fait que le seuil soit étroit a €t€ démontré par
Friedgut (cf. [31]) a ’aide de techniques d’analyse harmonique sur lesquelles nous revien-
drons dans la partie 5. Le fait que la localisation n’oscille pas n’a pas encore été démontré
pour k supérieur ou égal a 3. Cependant, un certain nombre de simulations numériques, ainsi
que des techniques empruntées a la physique des verres de spins (cf. les travaux de Monas-
son et al.[53]) semblent indiquer qu’il existe une localisation précise en —=, c’est a dire
que I’on peut prendre « = (3 = c¢ dans les énoncés (4.2.8) et (4.2.9). Précisons enfin que
pour k = 2, le probleme de la localisation et de la largeur de seuil a été résolu en détail par
Bollobas, Borgs, Chayes, Kim et Wilson [11], grace a une structure spécifique du cas £ = 2
permettant de le voir sous I’angle d’un probleme d’apparition de cycles particuliers dans un
graphe aléatoire orienté.

4.3 Approximation poissonienne.

Pour ce qui est du comportement asymptotique du graphe aléatoire vis-a-vis d’une pro-
priété donnée, 1’objectif ultime est d’obtenir une paire de fonctions de seuil (ou seuil étroit)
régulier, avec la fonction de répartition de seuil (ou seuil étroit) correspondante. Dans les ré-
sultats précédents on a déduit un comportement d’une propriété A de 1’étude d’une variable
aléatoire X a valeurs entieres qui lui est reliée : en 1I’ocurrence, une variable qui compte des
éléments dont la présence est équivalente au fait que A soit vérifiée. Dans cet esprit a été dé-
veloppé, notamment par Bollobds, Spencer et Janson (voir [10], [60] et [40]) le “paradigme
poissonien”, qui permet notamment d’atteindre dans certains cas 1’ objectif ultime mentionné.
Si on dispose d’une variable X qui compte le nombre de sous-graphes (ou plus généralement
d’éléments de {0, 1}™) d’un certain type contenus dans G(n, p), X s’écrit comme la somme
d’un grand nombre d’indicatrices. On sait que si ces indicatrices sont indépendantes, et que
I’espérance de la somme est maintenue constante, alors X est proche d’une variable de Pois-
son, dont le parametre est E(.X'). Donc, si ces indicatrices ne sont pas trop corrélées, on peut
s’attendre a ce que X se comporte de la méme maniére, et obtenir : P(X = 0) ~ ¢ (%) Sj
A = {X > 1}, on dispose alors d’une approximation de la probabilité que A soit vérifiée.
C’est ce phénomene qui s’est produit dans les exemples 11, 12, et 13 ci-dessus. Pour démon-
trer une approximation poissonienne, on peut montrer la convergence de tous les moments.
Notre but, dans cette section, est plutdt d’insister sur les précisions que ce phénomene peut
apporter a I’étude de la largeur de seuil. Nous allons donc utiliser un autre résultat, tres €él1é-
gant, di a Janson ([39]). Il a I’avantage d’€tre non-asymptotique, et nous utiliserons cette
caractéristique dans 1’étude des petits sous-graphes (cf. proposition 4.3.3). Il faut apprécier
également sa simplicité d’utilisation. Avant d’énoncer le résultat de Janson, introduisons
quelques notations.

L’espace {0, 1}" est muni de la probabilité ;i,,. Soit M un ensemble de parties de {1, ..., n}.
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Pour tout m € M, on note I,,, la fonction définie sur {0, 1}" par :

Im(x) = ][{mjx} 5

X:Ej%.

meM
En d’autres termes, si on pense aux éléments de M comme a des éléments minimaux d’un
ensemble croissant (pour I’ordre <), X (x) compte le nombre de ces éléments minimaux qui
sont inférieurs a . Comme dans la preuve du théoreme 4.2.3, on notera :

et

m~m <= (m#m)et(mnNm' #0).

Notons également :

Pm = E(]m) )
A=E(X)= Y EL).
meM

et
1
5:X2%M%%m
Dans [39], Janson démontre le théoréme suivant. Il trouve la majoration en effectuant un
travail simple et élégant sur la transformée de Laplace de X. La minoration est simplement
la conséquence de 1’inégalité FKG (cf. proposition 2.1.11).

Théoréme 4.3.1 Ona:
eXmenm ~loe(1=Pm) < P(X = () < e T

Ce résultat a de nombreuses applications dans 1’étude des graphes aléatoires. On peut éga-
lement sortir du cadre du graphe aléatoire comme nous le montrerons dans I’exemple 16.
Des que ¢ et tous les p,, tendent vers 0, alors que I’espérance \ reste constante, on aura
une approximation poissonienne, au sens ol P(X = 0) = e~*!*°()) Dans la suite de cette
section, nous commengons par reprendre les deux exemples 11 et 13 de la section 2.2.

Exemple 15 Approximation poissonnienne et sous-graphes.

On peut facilement prouver un résultat d’approximation poissonienne dans le cas des graphes
strictement équilibrés (cf. définition 4.2.2), comme cela a été découvert par Erdds et Rényi
[26] (voir aussi [9]). Lorsque le graphe H n’est pas strictement équilibré, les expressions
asymptotiques de la probabilité que G(n, p) contienne une copie de H sont plus complexes,
en général. Toutefois, lorsqu’il y a un seul sous-graphe de densité maximale, tout se passe
comme si la présence de H était équivalente a la présence de ce sous-graphe (cf. [10], p.83).

Théoréme 4.3.2 Soit H un graphe contenant un unique sous-graphe H; de densité maxi-
male. Soit v le nombre de sommets de H;, e son nombre d’arétes, et a le cardinal de son
groupe d’automorphismes. Soit ¢ > 0 une constante, et A(H) la propriété que G(n,p)
contienne une copie de H. Alors, pour p = cn”"c,0na:

P(A(H)) ——— 1 — e .

n—s--+oo
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Remarquez qu’un tel résultat implique nécessairement que la loi du 0-1 correspondante est
grossiere, et que la largeur du seuil de A(H) est d’ordre n .

En fait, le résultat de Janson permet également de contrdler, de maniere non asymptotique, a
quel point la probabilité de contenir une copie d’un graphe strictement équilibré est proche
de 0 ou 1 lorsque le parametre p s’écarte de la probabilité critique.

Proposition 4.3.3 Soit H un graphe équilibré a v sommets, e arétes et a automorphismes.
_1
Notons p(n) = ((?)%) *.Onaalors:

v/ a

1. Si H est strictement équilibré,

2. Sip <p(n),

3. Sip>p(n),

Démonstration :

Le premier point est une tres légere variante du théoreme 4.3.2. Soit Xy la
fonction qui compte le nombre de copies de H dans G(n, p). On peut I’obtenir
ainsi : notons M I’ensemble des éléments minimaux de la propriété A(H). On
a:

Ve 0,1}, Xp(a) = Y Lne. .
meM

Le cardinal de M est (Z) %' Remarquez que p(n) est choisi de telle sorte que
E,n)(X#) = 1. On peut appliquer le théoréme 4.3.1 :

A

eXmem ~le1=) < P(X = 0) < 7T

On a bien stir P(X = 0) = p, (A(H)°). Choisissons d’abord un réel p de
10, p(n)][. On a donc :

i (A(H)) > o) 1os0=0)
Or la convexité de la fonction = — log(1 — z) nous permet d’écrire :

elog(l B p(n)e) )

log(1 —p°) >p p(n)°



8 4.3 Approximation poissonienne.

61

Ainsi, en utilisant e > 1 + z :

1 _p® 1
6_(:)% p<pn)‘3 log T3y ,

pup (A(H)) =
e log T re
= 6_(ﬁ) ?)g) 5
¢ log
21_<p) o)
p(n) p(n)°

D’ou la premiere inégalité.

Supposons maintenant que p soit supérieur a p(n) et étudions & =
£ > om E(L 1 ). Notons, pour tout élément minimal m, V() 1’ensemble
de ses sommets. On peut écrire :

Z E(ImIm/) = Z Z E([mUm’)a

m~m/ m~m’

V(m)nv(m’)|=j

_ XU: Z p|mﬂm’|7

/

V(m)Ov(m") =]

v

— 2e—|mnm’|
=2 2 v ,
Jj=2

m~m/

V(m)nv(m’)|=j

Le graphe H étant équilibré, on est slir que lorsque m ~ m’ et |V(m)NV(m')| =
J:
/ .€
lmnm'| <j—.
v

D’autre part, le nombre de couples (m, m’) de M? vérifiant m ~ m’ et |V (m) N
V(m')| = jestinférieuran(n —1)...(n —2v+ j + 1). Ainsi,

veY Y e
=2 m~m’
7 Wm)ml=

-3 T
=2

m~m/

[V(m)nv(m’)|=j

v

szen(n— D...(n—2v+j+1)p7v,
=2

IA

Remarquons également que :

nn—1)...n—20+j+1D]"<[nn—1)...(n—v+1)]*7 .
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Donc :

v
2v—7g

Ao < sze[n(n—1)...(n—v+1)]+p_j5,

=2

2e 2U :
- p[Mn—1%~0%—“+”]Ez(mm~4>~«n—v+1ﬂ¢)

j=2

< ks

Remarquons que :
n(n—1)...(n—v+1)]p° :v!<n)pe =AXa > 1,
v

puisqu’on a supposé que p > p(n). En minorant grossierement chaque terme de
la somme par le premier terme, on obtient :

wog =)o 0 ) ()

= (N> i(v—1).
Donc : ,
§ < (aN)' " valv—1),
et donc, d’apres le théoreme 4.3.1,

A

ip (ACH)®) < e v Fawmn

2 PR N
Comme (a))'~va est supérieur a 1, on conclut :

>
SN

[N

iy (A(H)) < e

La deuxieme inégalité en découle.
OJ

Pour illustrer la proposition 4.3.3, prenons I’exemple du carré. Des que n est supérieur a 10,
le terme log Tl(n)e /p(n)¢ est inférieur 2 1 + 3.107%, et lorsque n grandit, il se rapproche de
1. Pour les calculs numériques, on peut prendre ce terme égal a 1. La proposition 4.3.3 nous
assure alors le résultat suivant :
— Lorsque p < ap(n), avec a < 1, le graphe aléatoire ne contient pas de carré, avec une
probabilité supérieure a 1 — o*.
— Lorsque p > (Gp(n), avec ﬁ2 > 1, le graphe aléatoire contient un carré, avec une proba-

bilité supérieure 2 1 — e~ 16,
Exemple 16 Approximation poissonienne pour les motifs du graphe cyclique. Il est aisé

de prouver un résultat d’approximation poissonienne pour les propriétés étudiées dans
I’exemple 13.
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Proposition 4.3.4 Soit H un motifa e arétes. Sip = <, ona:

U A()) ——— 1"

n—---—+o00

Démonstration :

¢
1
e

Posons p = 5. D’une part, pour n assez grand, on a :

n

E(Xy) =np® — °,

n—s—+oo

et d’autre part, en fixant un élément minimal my :

0 = > P(m=C(np)me=Cln,p) ,

m tq m~mg

= il

m tq m~mg

3kp
o(1),

De plus,

ermem ~log(l=pm) __ ,—c°

n—--—+00
Le théoreme 4.3.1 nous donne alors, pour n assez grand :

e

(1—p°)" < P(A(H)®) < e 5

Et notamment :

P(A(H)) —+> 1-— 6_66 .
Ceci nous assure notamment que la largeur du seuil de A(H) est d’ordre % La
propriété A(H ) suit donc une loi du 0-1 grossiere. I est tout a fait aisé d’obtenir

une proposition analogue a la proposition 4.3.3 pour A(H).

Remar que:

Il est possible d’appliquer ce type de résultats au débruitage d’images. En effet,
on peut prendre pour modele d’images aléatoires I’analogue du graphe cyclique
en dimension 2, c’est a dire le tore. Remarquez que les résultats obtenus ici se
généralisent sans difficulté au cas du tore, ou méme des dimensions supérieures.
Nous avons choisi de rester en dimension 1 pour des raisons de simplicité de
notation.

Dans [18], Coupier, Desolneux et Ycart établissent le résultat analogue a la
proposition 4.3.4 sur les images, puis I’appliquent au débruitage. Leur démons-
tration utilise une technique différente de celle présentée ici, puisqu’ils montrent
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la convergence de tous les moments de la variable X vers ceux de la loi de
Poisson. Ainsi, la démonstration présentée ici est nouvelle, peut se généraliser
a la dimension 2 et I’analogue de la proposition 4.3.3 que I’on peut démontrer
pourrait avoir un intérét particulier dans le débruitage d’images.

Remarquons enfin que Coupier [17] généralise ces résultats d’approximations
poissoniennes au modele d’Ising sur les images.



Chapitre 5

Les approches spécifiguement
temporelles.

En 1982, Russo [57], ayant en vue des applications dans le domaine de la percolation,
utilise la notion d’influence pour montrer ce qu’il appelle une “loi du 0-1 approchée”, tres
proche des résultats qui nous intéressent ici. L’étude des influences, notamment le lemme
traditionnellement appelé “lemme de Russo”, est au ceeur des approches spécifiquement tem-
porelles que nous présenterons ici. Nous les introduirons dans la section 5.1.

Dans un article de 1988 [41], Kahn, Kalai et Linial montrent qu’il existe nécessairement une
influence plus grande que ck’%, ou c est une contante. C’est dans cet article qu’apparaissent
pour la premiere fois les idées d’analyse harmonique dans le calcul des influences. On pré-
sentera leur travail dans la section 5.2.

Quelques années apres, dans le but d’améliorer et de simplifier le résultat de Russo sur les
influences, Talagrand [62] généralise le résultat de Kahn, Kalai et Linial a un p quelconque.
Puis Friedgut et Kalai [32] montrent I’intérét particulier qu’a ce type de résultat dans un
certain nombre de cas ou intervient une symétrie sur les coordonnées. Ces développements
feront I’objet de la section 5.3.

Intéressés par ce résultat tres général, nous avons travaillé pour obtenir une preuve plus
simple et un meilleur résultat en termes de constantes dans la section 5.4. Nous commengons
par obtenir une valeur explicite et nouvelle, en suivant les idées de Friedgut et Kalai, de la
constante intervenant dans leur inégalité (section 5.4.1). Puis nous insistons sur les liens qui
unissent leur approche avec le concept d’inégalité de Sobolev logarithmique (section 5.4.2).
Ceci nous permet de trouver une ligne de preuve nouvelle et prometteuse, exposée dans la
section 5.4.3, conduisant a une inégalité presque optimale (section 5.4.4).

Enfin, nous présenterons dans la section 5.5 les suites logiques a donner a ce travail, en
suivant les travaux de Bourgain, Friedgut et Kalai [15] et [32].

5.1 Les bases.

Dans cette section nous allons donner les bases de 1’approche spécifiquement temporelle
en introduisant notamment la notion d’influence et en démontrant le lien qui existe entre les

65
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influences et la largeur de seuil, notamment avec le lemme de Russo.
Une premicre remarque importante consiste en effet a préciser 1’idée selon laquelle la proba-
bilité de A passera d’autant plus rapidement de 0 a 1 que le graphe de la fonction p — 1, (A)

aura une pente plus raide pres du seuil. On cherchera donc a montrer que d“g—;’” est grand
devant 41,(A) lorsque p1,(A) < 3, et grand devant 1 — 4,,(A) lorsque p,(A) > 3. Cela re-
dpp (A4)

vient au méme de montrer que == est grand devant f,(A)(1 — p,(A)). On peut donner
une formulation précise avec le lemme suivant.

Lemme 5.1.1 Soit A un sous-ensemble croissant, non trivial de {0, 1}"™ et a un réel stricte-
ment positif. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Vp € [0,1], 2 > a1, (A)(1 — p,(A)) .

- l—«
(i) Vo < B €]0,1[, ps — pa < £log 2= -

En particulier, le lemme 5.1.1 implique que :

1 2 1 —
v€€:|07_:|’p1_5_p8§_10g 6'
2 P g
Démonstration :
o i) 4
Hp L
& > q = M >a.
pp(A) (1 = pp(A)) — dp >
Ce qui implique (77) en intégrant entre p,, et pg. Réciproquement,
o B(l—a)
(i) = Ya<pB€0,1], a< —20
Pg — DPa
log Ka(A)(—pp(A))
— Vp<qe0,1], a < — W0
q—p

ce qui implique (1) en passant a la limite, ¢ tendant vers p.
OJ

La deuxieme remarque fondamentale est que la dérivée d"g—ff‘) s’exprime a I’aide de la
somme des influences des coordonnées, que 1’on peut voir comme une mesure de la frontiere
de A. Ce fait est bien connu en théorie de la percolation sous le nom de “lemme de Russo”.
Pour I’énoncer précisément, nous avons besoin de quelques définitions. Désignons par §7 A,
pour tout £k = 1,...,n I’ensemble des points de A tels que le changement de la k-ieéme
coordonnée les en fait sortir :

SpA={x € Atq Ti(z) € A},

ol Ty (x) est la configuration y telle que y; = x; pour i # k et y, = 1 — x;. L’ensemble
61 A apparait comme la frontiere intérieure de A relative a la k-ieme coordonnée. De méme,
définissons une frontiere extérieure par :

SFA={x € A°tq. Ty(x) € A},
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et la réunion de ces deux frontieres :
A =6FAUGSA .

L’influence de la k-iéme coordonnée est une mesure de la frontiere relative a la k-i€me coor-
donnée, et donc apparait logiquement comme une mesure en dimension n — 1.

Définition 5.1.2 Influence.
Soit A  {0,1}". Pour tout w € {0,1}"~*, on note :

lk(u) - {(ub sy Ug—1, O,Uk, s 7un—1> ) (ub sy Ug—1, ].,Uk, s 7un—1)} .
On appelle influence de la k-iéme coordonnée sur A et on note 74(k) le nombre :
La(k) = pn—1, ({v € {0,1}"" t.q. 14 n’est pas constante sur i, (u)}) .

Ou, de maniere équivalente,

La(k) = pnp(50A) -

Remar que:

Lorsque A est un ensemble croissant, on peut remarquer que I4(k) =
1p(6A) = 15 11,(5f A). Montrons cela pour & = 1

Mp(élﬁA) = Z ()
ze{0,1}" tq
zcA et T (z)gA

= Z fip(T)

T€EA tq
z;=1 6t Ty (z)gA

_ Z pp(l, o, .. xy)

(22,...,xn)€{0,1}7 1 tq
(1,z2,....xn)€A Bt (0,20,....zn)ZA

=p Z pp(z2, .o xy)

(22,...,n )€{0,1}7 1 tq
(1,z2,...,xn)EA et (0,z2,...,xn)ZA

= ppn_1p, ({u € {0,1}" 7" t.q. 1, n’est pas constante sur l;(u)}) ,
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De la méme facon,

(0 A) = > mle),
ze{0,1}" tq
zeAc et Ty (z)eA

= Z pp(T)

zgA 1Q
z;=0 6t Ty (z)cA

- S mOmem),

(z2,..xn)€{0,1}"~1 1Q
(1,z9,....xn)€A Bt (0,20,....zn)ZA

- (1—}?) Z Mp(x2>--->xn)>

(z2,..1n)€{0,1}"~1 1Q
(1,z9,....xn)€A Bt (0,20,....zn)ZA

(1 —p)pn_1,({u € {0,1}" ' t.q. 1, n’est pas constante sur I, (u)}) ,
(1 =p)la(1).

Le lemme de Russo montre que la dérivée de y,(A) est égale a la somme des influences
(voir [35], p. 35, théoreme 2.25). Nous allons en profiter pour donner un résultat un peu plus
général. Notons, pour toute fonction f de {0, 1}" dans R, pour touti de {1,...,n}, et tout x
de € {0,1}",

Vlf(a:) = f(.flfl, R i 17l'i+1, Ce ,.fl?n) — f(l’l, Ce ,.Ti_1,07l'i+1, Ce ,.fl?n) . (511)

En fait, il est plus simple de dériver séparément pour chaque coordonnée. Introduisons donc
d’autres notations : dans toute la suite, p, py, ..., p, étant des réels de |0, 1, on notera p =
(p1,---,Dn), b, 1a mesure de Bernoulli de parametre p sur {0, 1}, et

:up:@bz
=1

Enfin, pour tout n-uplet (y1, . . ., y,), on conviendra de noter :

y(l) = (yh‘ s Yi—1, Y1, - - 7yn) .

Lemme 5.1.3 Pour toute fonction f de {0,1}" dans R,
9 [ fdup
———— = [ Vifdu,,
Opi / I dip

et par conséquent :

dffd:ull’: /Vfdup,

et, si A est un ensemble croissant :

d,up Z ]A
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Démonstration :

Notons
P = (p1,- -, Pic1: D) Pit1s - -+ Dn) 5
.T@OZ - (xl,...,xi_l,O,le,...,xn) 3
et
xr D ]-z = (flfl,...,l’i_l,l,(l}i_,_l,...,an) .
Ona:
[ t@du (@)~ [ @)dofa
= [ ([ 5@ vt - [ 110 dbpxxz-)) o 0,
~ [bireo)+ - mioo)
D@D 1) — (1 p) (2 ® 0] diago (a)
— W= p) (1) - 12 00) duyo o).
et donc,

[ f@)dpy (z) — [ f(z) dup(a
pi Di

/sz(x) dﬂp(x) )

ce qui donne le résultat en faisant tendre p vers p;. Lorsque A est croissant, on
a, en appliquant ce résultata f = 14,

vk e {1, n}, /ka(x) dpio () = Ta(k)

En effet, montrons le pour £ = 1.

/Vlf(x) dup(z) = Z tp(T2, . -, Tn)

(z2,,20)€{0,1}"1 Tq
(1,z2,...,z)EA €1 (0,22,...,x1)ZA

= pin—1, ({v € {0,1}"~" t.q. 14 n’est pas constante sur l;(u)}) ,
= 14(1) .

Remarquons que si A est croissant et non trivial, ;" V; I 4 est toujours posi-
tive, et non nulle en au moins un point de {0, 1}". Or p, charge tous les points

de {0,1}", pourvu que p soit différent de 0 et 1. Donc si A est croissant et
d#p( )

non trivial, est strictement positive pour tout p de |0, 1[. Par conséquent,
la fonction p — p,(A) est strictement croissante sur [0, 1], résultat qui était

annoncé dans le lemme 2.1.3.
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O

Une conséquence immédiate de ce résultat et de la remarque 5.1 est qu’une propriété crois-
sante dont la taille des éléments minimaux est bornée a nécessairement un seuil grossier.

Corollaire 5.1.4 Soit A une propriété croissante dont les éléments minimaux sont de taille

inférieurea K.On a:
pl—a - pa 1 l 1 — &
_— — 10 .
De K & 15

Notons h 4 la fonction qui compte, pour les éléments de la frontieére intérieure
de A, le nombre de coordonnées k par lesquelles on peut “sortir” de A.

v

Démonstration :

ha(e) =Y Tepia -
k=1

D’apres la remarque 5.1 et le lemme 5.1.3,

dpp(A) 1 /
————= = — [ ha(x) dpy(x) .
22 == [ ha@) dina)
Soit z un élément de 6} A. La coordonnée k appartient nécessairement 2 1’inter-
section de tous les éléments minimaux de A contenus dans z. Par conséquent, le

nombre de coordonnées k telles que z puisse appartenir a 67 A est inférieur 2 K.

Ainsi : Ay (A) %
i
2 S _,up(A) )
p p
et donc :
1 duy(A) < K
pp(A) dp T p’
D’ou, en intégrant I’égalité précédente entre p. et py_. :
1-— _
log < < Klog Pi-e
€ Pe
1
P1—¢ 2 (1 - 5) : :
De €
1
_ A\ %
P1-c De 2 (1 5) 1 7
Pe €
e — De 1 1-—
Pe—pe oo 1 6) '
De K €

O

On retrouve avec ce résultat que les seuils des propriétés étudiées dans les exemples 11 et
13 sont nécessairement grossiers.



8 5.2 Analyse harmonique sur (Z/z Z>n . le travail de Kahn, Kalai et Linial.

71

5.2 Analyse harmonique sur (Z/Q Z>n . le travail de Kahn,
Kalai et Linial.

Les influences (cf. définition 5.1.2) interviennent dans de nombreux domaines : en in-
formatique théorique [44], mais aussi en percolation [7, 8], en théorie du choix, [43] (voir
également I’article de revue [42]), en fiabilité (voir la discussion sur le facteur d’influence de
Birnbaum dans [54]), etc. Dans un article de 1988, Kahn, Kalai et Linial [41] montrent que
S0uS [, 1, il existe toujours une influence de 1’ordre de 1°g “ au moins, tant que la probabl—
lité de 1’ensemble concerné n’est pas trop proche de 0 ou 1 C’est dans ce travail qu’appa-
rait I’idée d’utiliser I’analyse harmonique sur (Z/Q Z) pour étudier le probleme de la plus
grande influence.

Cette section est consacrée a la démonstration de leur théoréeme (cf. [41]) :

Théoreme 5.2.1 Onnotera y = [ la mesure uniforme sur {0, 1}". Il existe une constante
universelle C telle que pour tout sous-ensemble croissant A de {0,1}", on ait :

ZIA 5 AL = p(A) P log’n

n

Y

et donc :

o Tyt > AL n(A) logn

ke{l...,n} - n

Déemonstration :
On peut identifier {0,1}" 2 (Z/27)", muni de I’addition et la multiplication
canoniques. La transformation de Fourier sur les groupes finis (voir par exemple
[56]) établit alors un isomorphisme entre {0, 1}" et son dual, que I’on décrira
avec les parties de {1,...,n}. Pour S C {1,...,n},

us:{ o — C (5.2.2)

T — (—1)21'65552‘ ,

est un caractere, c’est a dire un morphisme de groupe de {0, 1}" dans C. On
peut ainsi identifier le dual de {0, 1}" a I’ensemble des parties de {1,...,n},
I’addition correspondant alors a la différence symétrique A, et la multiplication
a I’'intersection. Un résultat classique de la théorie des caracteres conclut qu’ils
forment une base de I’ensemble des fonctions de {0, 1}" dans C, orthonormale
pour le produit scalaire :

<fg >=/fgdu.

L’espace vectoriel des fonctions de {0,1}" dans C ayant pour dimension
[{0, 1}"| = 2™, on a obtenu tous les caracteres en (5.2.2). On notera «g le coef-
ficient de Fourier de f en ug :

ag =< f,lL5> .
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Exprimons tout d’abord la somme des influences 74(k) en fonction des coeffi-
cients de Fourier de f := 1 4. On définit pour cela :

Je(T) := f(T) = [(TA{KY)
ou T'A{k} est défini comme suit :
Vi#k, (TA{k}), =T, et (TA{k}), =1—-1T.

Les fonctions f caractérisent les ensembles sur la frontiere de A : f7(T) = 1
ssi f(T) # f(TA{k}).Onaen fait [4(k) = || fx||3. Or,

agp =< fk,uS >=2"" Z fk(x)us(x) ,

z€{0,1}"

— 2 N (o) — f(Ty(a) (1) s

ze{0,1}"
=2 Z f(x)((_l)z;iesxi — (—1)Zies(Tk(z))i) 7
xe{0,1}n

=2ags Ijes .

L’ égalité de Parseval donne alors :

el =4 aF,

S>3k

et:

Y Latk) = Ifllz=4> > ok,
k=1 k=1

k=1 S>3k

1Y Y,

Se{0,1}" k=1

:42\5\0%.
S

Maintenant, comme 3¢ 4% = p(A)(1 — p(A)), si cette somme n’est pas
portée principalement par les ag pour |S| petit, alors la somme des [4(k) va
étre significativement plus grande. Cela pourra étre montré pour les f;, qui ont
un support petit, mais non vide : elles sont trop irrégulieres pour que o gy, soit
toujours petit quand | S| est grand. On voudrait donc avoir des bornes supérieures
pour des sommes du type Z| S|<b a%. On s’en approche grice a un lemme di
indépendamment a Bonami et Beckner [6, 1]. Au lieu de majorer » | I 5|§boz%,
ce lemme va nous permettre de majorer > 6°la2, pour § < 1: 6/l sert de poids
approchant 1g<y.
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Lemme 5.2.2 L’application :

2
L1+a L2

P :
T Y agug — > eflagug ,

estdenormelsi0<e < 1.

En appliquant le lemme 5.2.2 & f, et en notant § = €2, on a:
3
2/S| 2
<Z € | IaSJs) )
2
=) S
Is+6 Z Zé' ‘OéSk )

4 Z 65102 .

Sok

v

I fe Ml14e2

Donc :

2
s
Vv

4y 6880z |
S

> 48" |S|ag

|S|<b
b 2 2
> 45 Zozs—oz@ ,
|S|<b

ou b est a choisir, et ay = ,u(A)Q. Par ailleurs,

D Ialk)=4) |S|ag >4b > " af .

|S|>b

Donc :

570N (k) b7 La(k) > 4 (Z a2 — ,u(A)2> = 4u(A)(1— p(A)) .

(5.2.3)
On pose = > ke La(k)2.
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
> Ia(k) < A (5.2.4)
k=1

Par ailleurs, I’'inégalité de Jensen permet d’écrire :

2 L
vr€|l, 2], <ZIA ) < ﬁZIA(k)Q
k=1
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On adonc:

> Ia(k)TE < At (5.2.5)

On choisit maintenant b =

‘ : m de telle sorte que (5.2.3) et (5.2.4)
impliquent :

bZIA k)T > 2u(A)(1 — p(A)) . (5.2.6)

Sid = 3, (5.2.5) et (5.2.6) donnent, en notant que 241(A)(1 — u(A)) < 1:

omma I AE > 203 p(A)(1 — p(A)),
2 TR =AY ( A )% > n3
WA —pA)) ="
em(log%i-%) > ns :
Az Cu(A) (1 —p(A))logn,
avec C' = 310@;#%4‘
Finalement,

ZIA s - AL = p(A) logln

Il existe donc ¢ tel que :

5.3 La généralisation de Talagrand et les remarques de
Friedgut et Kalai.

Pour obtenir une généralisation du théoréme 5.2 avec une mesure /i, au lieu de la mesure
uniforme, I’essentiel est de généraliser le lemme de Bonami et Beckner (lemme 5.2.2). Ta-
lagrand [62] introduit la base orthonormée (rs)scq1,..»} de L*({0, 1}, ), définie comme
suit. Remarquons que dans le cas p = % on retrouve les caracteres de la section 5.2 :

1-p

Vo € {0,1}, r(x) = Vo

1L si =0
-Pp

si x=1

Ve e 0,1}, rg(z) = Hr(xz-) .



8 5.3 La généralisation de Talagrand et les remarques de Friedgut et Kalai.

75

Remarquons que :

VS cA{l,...,n}, /rgdb x;))= 0sii €S, (5.3.7)
rgsii & S

Pour obtenir 1’analogue des fonctions f; de Kahn, Kalai et Linial, Talagrand introduit I’opé-
rateur A; défini par :

—pV.f(x) siz; =0, ’

Grace a un argument de symétrisation, Talagrand obtient ensuite une généralisation du
lemme de Bonami et Beckner. Précisément, il obtient le résultat suivant :

Aif () :{ (1= p)Vif(z) sizi=1, (5.3.8)

Lemme 5.3.1 Pour tout nombre ¢ > 2, pour tout p € [0, 1] et toute famille (ag)|sj<x, 0N a:

k
qg—1
> asrs|| < ( m) D asrs
q;Hp

S|<k
‘ |_ 27#1’

Remar que:
En fait, ce résultat n’est pas optimal, comme on le verra dans la section 5.4.2.
Puis, il en déduit le théoréeme suivant.

Théoréme 5.3.2 1l existe une constante K universelle telle que pour tout p € [0, 1] et tout
ensemble croissant A C {0,1}", on ait :

A)(1— pp(A))1l
sup IA(kf) 2 K,Up( )( :up( )) ogn )
ke{l...n} np(1 —p) log -

Si on suit sa démonstration, la constante /X obtenue (qu’il ne s’est pas du tout préoccupé
d’optimiser) est en fait tres mauvaise : elle est inférieure a %

A partir de ce résultat, Friedgut et Kalai font la remarque élémentaire que si toutes les in-
fluences sont égales, la dérivée d“g—;’” est alors supérieure a une constante fois y,(A)(1 —
pp(A))logn, ce qui donne, par I’'intermédiaire du lemme 5.1.1 une largeur de seuil de niveau

ou C' est une contante. Ils ne cherchent pas a calculer cette constante,

mais elle est reliée a K par la formule C' = 2;‘}58. Dans leur article [32], ils donnent une

collection d’exemples ou les influences sont effectivement égales, en commengant par le cas
des graphes aléatoires. Ils font notamment la remarque que cette égalité aura lieu, pourvu
qu’on demande a A d’étre symétrique, au sens de la définition 2.2.1. Ils obtiennent alors le
résultat suivant :

e d’au plus Crle

logn ’

Théoréme 5.3.3 Soit A une propriété croissante de {0, 1}", symétrique et non triviale. 1l
existe une constante universelle C’ telle que pour tout € €]0,1/2], on a:

Ce résultat découle directement du théoreme 5.3.2 a travers les lemmes 5.1.1 et 5.1.3.
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5.4 A larecherche de la meilleure constante.

Le but de cette section est de présenter le résultat qu’on a obtenu en vue d’accéder a la
meilleure constante possible dans le théoreme 5.3.3. Dans I’article de Friedgut et Kalai [32],
la valeur ou une majoration de cette constante C’ n’est pas donnée. Le but de cette section
est de montrer une autre voie pour obtenir le résultat de Friedgut et Kalai, avec une bien
meilleure constante que celle que 1I’on peut obtenir en suivant leur démonstration.

L’objet de la section 5.4.1 sera d’obtenir une premiere valeur en suivant une démonstration
postérieure de Bourgain et Kalai [15], analogue a celle de Friedgut et Kalai. Il n’est pas dit
qu’on ne puisse obtenir mieux avec ces méthodes, mais en fait, on verra qu’elles ne sont pas
aisées a optimiser en ce qui concerne la valeur de la constante.

Dans la deuxieme partie 5.4.2, on présentera les liens étroits entre le phénomene d’hypercon-
tractivité qui est au cceur de la preuve de Friedgut et Kalai, a travers I’extension par Talagrand
du lemme 5.2.2, et I’'inégalité de Sobolev logarithmique qui forme le noyau de la nouvelle
démonstration.

Le développement de cette dernicre fera I’objet de la section 5.4.3.

Enfin, dans la section 5.4.4, on se posera la question de la constante optimale que I’on peut
espérer obtenir.

5.4.1 Une premiéere valeur.

Dans cette section, on va s’attacher a donner une premiére valeur pour la constante C” du
théoreme 5.3.3. Pour cela, on suivra les idées de Bourgain et Kalai [15], en les précisant.

Théoréme 5.4.1 Soit A une propriété croissante et symétrique. Pour tout a € [0, 1], notons
po la valeur de p telle que i, (A) = c. Il existe une constante universelle C' < 7.03 telle
que pour tout e €]0,1/2],0na:

log %

Pi—e — Pe S C 1
ogn

Démonstration :
Le noyau dur de cette preuve est toujours le lemme 5.3.1. Dans la suite, on
notera :
p =3 0k = m(A)(1 = pylA)
570
Soit 3 € [0, 1], et K, dépendant de 3, défini comme suit :

K =inf< j€{l,...,n}tq. Z a% > pB

0<|5|<j

qg= Z agrg .

0<|S|<K

On définit :
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Nous allons utiliser les opérateurs A; définis en (5.3.8). Remarquons que :
Airs =15 Lies
On a alors :

pﬁS Z |S|Oé% - Z |S| <f,7"g> <97TS>

0<|S|<K SeEn

= Zz<f7 TS><g7TS>

k=1 S>3k

= D> (Aifirs) (Arg,rs)

= Z(Akﬂ AkQ) .

k=1

On utilise alors I’inégalité de Holder avec deux exposants conjugués g et ¢’, tels
que g €]1,2]:

pB < Z HAkaqHAkqu’ .
k=1

On peut choisir de fixer ces exposants, par exemple en prenant % et 4. En fait,
n’importe quel choix conviendrait, tant que ¢ €]1, 2[. Avec le choix indiqué, on
obtient :

08 < S IS5l Arglls
k=1

On peut comparer les normes, dans L?(,) et L?(u,) de Ax f pour une fonction
indicatrice croissante f a 1’aide du lemme suivant :

Lemme 5.4.2 Si f est une fonction de {0, 1}" dans R, et g € N,

/ ALfI? dpy = ({1 — p)? + (1 — p)p?) / V1 disp

Par conséquent, si f est une fonction indicatrice croissante, on a :

/IAkf\q dpp = (1 =p)T™ +p71) / A fI? dpy - (5.4.9)
De I’égalité (5.4.9), on déduit :

1 1.3 3 2
1A flls = ((1=p)3 +p3)3|AflIZ < V2IAF3 -

3

D’autre part, le lemme 5.3.1 implique :

[Akglls < CF || Argll
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ou :

On a alors :
n 3
pB < V2O A3 1Akl
k=1

1 — 3 1
< V20f max||Akgll3 Y 1A 1Akgll3 -

k=1

L’inégalité de Holder entraine alors :

pi < V20 max|Avgl3 ZIIAkfIIS) (ZHAkgH%)
k=1 k=1

3

N

4

V2 CH max|| Al %:\S\a%) PONELH

ISISK

IN

< Vactmlsu (5ot

< \/§Cf( m]?XHAkgHS ka(A)p(l -p).
k=1

Or, A étant symétrique, les normes ||Ayg||o sont toutes égales :

gl = 50 S o

j=1 S3j
ISI<K

= 3 sl

IS|<K

IN
|
e

On en déduit :

(5.4.10)
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D’un autre c6té, on a :

I(Ap(l—p) > K> o}

0<|S|<K -1
Compte tenu de la définition de K :
I(A)p(1—p) > Kp(1—-p) . (5.4.11)
Fixons maintenant 7 €]0, 1], et choisissons :

(1— T)logn *
ﬁ . 2log p(l )

n4

Jot

On a alors deux cas possibles :

e Si K > ;Tw alors d’apres (5.4.11),
( —

I(A)p(1—p) = p

. 1-7)1
e Si K < élcygﬂ alors on remarque que I’application z +— a:40w est
p(1-p)

croissante pour x > 0 (car C; > v/12), et donc en utilisant (5.4.10),

(—=7)logn logn 3
2flog p(l )
(I =7)logn logn
2flog

Par exemple, si I’on prend 7 = 2, on obtient que 7 < 0.289 (le maximum est
atteint pour n = 22026), et on a alors :

I(A)p(1—p) =

p(l )

logn
p(l - p) log p(lg_p)

I(A) = Cy

Y

avec Cy = £=222_ Or pour tout p € [0, 1] :

3 log(12)
p(l—p)lo < :
(1-7) Sl p) 4

Donc, dans le premier cas, on a :

1-10.289

I04) 2 = oy (A)(1 = (4)
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Dans le second cas, il suffit de majorer p(1 — p) log zﬁ pour obtenir :

1
I1(A) > ——— lognu,(A)(1 — A)) .
(4) 2 s ogn i (A)(1 ~ m(4)
Or % < 1 —10.289. On obtient donc, dans les deux cas possibles :

logn
I1(A) > ———
(4) 2 \/§log12'up

En utilisant le lemme 5.1.1, on conclut donc :

(A1 = pp(A))

1 log 1==
V5 6]07_] ) pl—a_pagc s £ )
2 logn

avec C' = 2\/§log 12 < 7.03.
O

Cette démonstration n’est pas aisée a optimiser. Elle laisse pourtant le choix, notamment,
des exposants ¢ et ¢’, et il n’est pas impossible que des exposants judicieux ménent a de
meilleures valeurs pour la constante C'. Nous allons néanmoins découvrir un chemin bien
plus pratiquable pour obtenir I’amélioration recherchée.

Remar que:

Dans leur article sur la percolation de premier passage [8], Benjamini, Kalai et
Schramm améliorent le résultat principal de Talagrand dans [62] dans le cas ou
p= % Il est facile de généraliser leur résultat a un p quelconque, en utilisant la
bonne constante d’hypercontractivité qui découle de la proposition 5.4.11. On
peut alors obtenir une version du theoréme 5.4.1 ou la constante C' vaut 2. Dans
les chapitres suivants, nous montrons comment obtenir une meilleure constante.
Remarquons que la preuve de Benjamini, Kalai et Schramm est plus simple que
celles de Friedgut et Kalai, ou Bourgain et Kalai, mais qu’elle utilise toujours
la décomposition de Iindicatrice de A sur labase (rs)gcg; -

5.4.2 Hypercontractivité et inégalité de Sobolev logarithmique.

Dans cette section, on introduit les notions d’hypercontractivité et d’inégalité de Sobolev
logarithmique. Ces deux notions sont liées entre elles, comme le montre le théoreme 5.4.8.
De méme que le lemme de Bonami et Beckner, qui est un résultat d’hypercontractivité, est
au cceur de la preuve des théoremes 5.2.1 et 5.3.3, I'inégalité de Sobolev logarithmique
correspondante est au cceur de notre nouvelle démonstration (cf. section 5.4.3).

Rappelons la définition générale d’un semi-groupe et du générateur associé (voir [4] ou [67]).
Pour cela, on se donne un espace topologique mesuré (2, F, i), et un espace vectoriel normé
complet de fonctions continues bornées de €2 dans R, que 1’on notera (B, ||.||). Par exemple,
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pour © = {0,1}", B pourra étre I’ensemble des fonctions de (2 dans R, muni de la norme
|.]lso- Cest le cas qui nous intéressera. On pourra prendre aussi 2 = R", et B = C,(R", R),
muni encore de la norme ||.|| . On supposera toujours que la fonction I, constante égale a
1, appartient a B.

Définition 5.4.3 On dit qu’une famille (S;);<o d’opérateurs linéaires sur B est un semi-
groupe de Markov Si :

(Z) SO = Id

(74) pour toute fonction f € B, t — S, f est continue sur R* ,

(14i)  pourtouss, t > 0,S;.s = S;0S;,

(iv) Sidg = dgetS,f >0pour f>0,

(v pour toute fonction f € B, ||S:f|| < |||l -

Définition 5.4.4 Lorsque la fonction % (S.f — f) admet une limite dans B lorsque ¢ tend
vers 0, on note L f cette limite. On appelle alors générateur infinitésimal I’opérateur L ainsi
défini.

On définit alors I’hypercontractivité de la maniere suivante :

Définition 5.4.5 Etant donnée une fonction strictement croissante ¢, de R* dans [¢(0), +oo],
on dit qu’un semi-groupe (.S;):<o est hypercontractif de fonction de contraction ¢, Si pour
toute fonction f de B3, et tout ¢t > 0,

HStqu(t) < ||f”q(0)

Cela revient donc a dire que S; est une contraction de L9©) () B dans La® () B. Evidemment,
une telle définition n’est intéressante que si L?® (B n’est pas vide. Elle traduit alors une
certaine capacité du semi-groupe a “lisser” les fonctions.

La propriété d’hypercontractivité d’un semi-groupe a un un lien étroit avec 1’existence d’une
inégalité de Sobolev logarithmique. Pour définir ce qu’on entend par 1a, commengons par
définir I’entropie d’une fonction relativement a une mesure /.

Définition 5.4.6 Soit (E, F, i) un espace probabilisé. On appelle entropie d’une fonction f
mesurable, par rapport a p, la quantité, toujours positive, suivante :

Ent,( /f )log f(x) du(x /f du(x log/f du(z

Une inégalité de Sobolev logarithmique est alors définie par une certaine majoration de 1’en-
tropie.

Définition 5.4.7 Soit L un générateur infinitésimal de mesure invariante x (c’est a dire que
1 est invariante par le semi-groupe de Markov associé a L). On dira que y satisfait a une
inégalité de Sobolev logarithmique de constante c si, pour toute fonction f € D(L),

Ent,(f%) < c/—fo dpu .

Le terme [ —fLf du est appelé I’energie de f associée au générateur L.
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Le lien étroit entre hypercontractivité et inegalité de Sobolev logarithmique est donné par le
théoréme suivant, dii a Gross [36].

Théoreme 5.4.8 Soit (.S;):>0 un semi-groupe de Markov admettant ;. pour mesure réversible
(cf. [66] p. 121). Alors, les deux propositions suivantes sont vérifiées :

(i) S’il existe une constante ¢ > 0 telle que le semi-groupe (.S;);>o Soit hypercontractif de
fonction de contraction ¢(t) = 1 + e, alors, la mesure ;. satisfait & une inégalité de
Sobolev logarithmique de constante c.

(if) Si p satisfait a une inégalité de Sobolev logarithmique de constante ¢ > 0, alors pour
tout ¢(0) > 1, le semi-groupe (S;);>o est hypercontractif, de fonction de contraction

a(t) = 1+ (q(0) — Dt

Si on repense maintenant a la démonstration du théoréeme 5.2.1, on s’apercoit que la suite
d’opérateurs (F:).,,; définie dans le lemme 5.2.2 forme un semi-groupe de Markov, de
mesure stationnaire y, si on le reparametre en temps ¢ = log % Nous allons construire 1’ana-
logue de ce semi-groupe pour tout p € [0, 1]. On définit le semi-groupe (7}),-, sur {0,1}
d’un processus Markovien de saut binaire, qui passe de 0 & 1 avec taux p et de 1 4 0 avec
taux 1 — p. Son générateur est le suivant (voir par exemple [66]) :

_ [ 0-pUO —f) siz=1,
it ={ o ™ 5220 G412

L’opérateur T} est égal a exp tH, et on peut ainsi exprimer le noyau de transition de (77),-.
Pour toute fonction f de {0, 1} dans R,

Tf(x) = Y fWKiz,y),

y€{0,1}

avec :
Ki(z,z)=e"+ (1 —e")by(x),

Ki(z,y) = (1 —eb(y)siz #y.

Il est facile de voir que b, est une mesure symétrique et invariante pour ce semi-groupe, c’est
a dire que :

¥f.g. [T b= [ Tig av,.
Puis, on obtient le semi-groupe (7},),-, sur {0, 1}", obtenu a partir du précédent “par ten-
sorisation”. Si on note L; le générateur associé au semi-groupe (7});>o agissant seulement

sur la i-eme variable des fonctions de {0, 1}" dans R, on prend pour générateur de (7, +)
I’opérateur L défini comme la somme de Kronecker des L; (cf. [66]) :

L:éLi.
i=1

t>0
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Ainsi, (T;):>0 a pour noyau de transition :

Kn,t((‘rla ceey xn), (?/1, ces 7yn)) = H Kt(xiayz’) )

et on a, pour toute fonction f de {0, 1}" dans R,

ntf Z f ntxy)

y€{0,1}n

Nous réunissons dans la proposition suivante les propriétés immédiates des opérateurs L; et
L. Lorsqu’une fonction f est décomposée sur la base (rg), on voit notamment apparaitre le
rapport entre I’énergie de f associée au générateur L et la quantité ) ¢ |.S |a%, fondamentale
dans les théoremes 5.2.1 et 5.4.1.

Proposition 5.4.9

1. Le générateur L; est décrit par :

—(1=p)Vif(x) siz;=1,
Lif(w) = { pvif(ag siz; = 0.

2. Le générateur L, est décrit par :

(7= [rante)

3. Le générateur L possede une base orthonormée de L*({0,1}", u,) de fonctions
propres qui est constituée des fonctions r g définies par :

I 5i z=1

Ve € {0,1}, r(x) = SV _
% si =0
Vo € {0,1}", rg(x) = [[ (=) .
€S

La fonction propre r¢ est associée & la valeur propre |.S|.
4. Pour toute fonction f = > g agrg de {0,1}" dans R, I’énergie de f associee a L

vérifie I’égalité :
(—fLf) = Z |S]ag .

Démonstration :

1. C’est immédiat, vue la définition du générateur H en 5.4.12.
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2. Montrons celapourz =1.0na:

—f(L,xe,...,zn)) — (L =p)(f(x) — f(0,29,...,2,)) ,
— f(1, 29, ..., 2,)) L=

—1=p)(f(x) = f(O,22,...,25)) Lpy=1
= —p(f(z) = f(T1(2))) Loy=o — (1 = p)(f(2) — f(T1(2))) Loy=1 ,
= Lif(z),

d’apres le premier point.

3. Grace au deuxieme point, on peut voir facilement que :
Lirs = — Licsrs -
Et donc,

n n
LTS: E LZ"FSZ— E ][Z'GSTS:—|S|7’5.
i=1 i=1

Le fait que les fonctions rg forment une base orthonormée de
L% ({0,1}", p,) se vérifie aisément, et a déja été évoqué au début de la
section 5.3.

4. D’apres le dernier point, on a, si f s’écrit ) g agrg,

E(-fLf) = (Zasrs X Z|5|Ozs7’s) :
Comme les fonctions g forment une base orthonormée de L? ({0, 1}", p,,),

on obtient :
(—fLf) = Z |S|a% .

O

Dans le cas ou f est I’indicatrice d’un ensemble croissant, la propriété 5.4.9 nous permet de
relier I’énergie de f associée a L et la dérivée d“g—;A).

Lemme 5.4.10 Si f = 1,4, ou A est un sous-ensemble croissant de {0, 1}", on a, pour tout
ide{l,...,n}:

- [t dn=p1-p) [ Vif d.

A
—/fo dup:pa—p)d“g—;),

[ iy =p(t =) [ Vit du.

et
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Démonstration :

D’apres la proposition 5.4.9 :

- [, = ([0 P50 LAV dut)
— [ 510 LTt (@) dinta))
Or, f étant une fonction indicatrice croissante, on peut voir facilement que :

Ve € {0,1}", f(z) L Vif(z) = L,z Vif(2) ,

et:
Ve € {0,1}", f(z) I;,=0Vif(z) =0

En observant que V; f(x) ne dépend pas de la coordonnée z;, on obtient :

— [ it dny=p =) [ Vs dy

Ensuite,
— [ 11 dy = /vadup

Donc, d’apres le lemme 5.1.3,

~ [ 11 =1 -y 22

Pour la derniere égalité, c’est immédiat, en notant que pour une fonction f crois-

sante, V,;f = (V).
0

Ainsi, une inégalité de Sobolev logarithmique appliquée a f = 1,4 donnerait directement
une minoration de d“fl—;A). On a justement une telle inégalité pour le semi-groupe de généra-
teur L :

Proposition 5.4.11 Soit p €]0, 1], et f une fonction de {0, 1}" dansR. On a :

/f2 log f* du, — (/ f? dup) log/f2 dp, < CLS(p)/—fo dpy, (5.4.13)

ou :
log(1—p)—logp Slp#
2

CLS(p):{ PP,

QSIp——
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CLs (p)

48

4.4

4.0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIG. 5.1 — Valeur de la constante de Sobolev logarithmique ¢, 5(p) en fonction de p.

On trouvera un graphe de la fonction p — c¢ps(p) a la figure 5.1. Pour démontrer la propo-
sition 5.4.11, il suffit d’utiliser deux résultats dont on pourra trouver une démonstration, par
exemple, dans [4]. Le premier résultat est I’obtention de 1’équation (5.4.13) pour n = 1. Le
second résultat est la propriété 5.4.12, connue sous le nom de “tensorisation de 1’entropie”.
Cette propriété permet sans effort de passer du cas n = 1 au cas général lorsque L est une
somme de Kronecker, comme c’est le cas ici.

Proposition 5.4.12 Soient (E;, F;, ;i = 1...,n) n espaces de probabilité et (E™, F", u})
I’espace produit muni de la tribu produit 7™ et de la mesure produit " = 1 ® ... ® pi,,. ON
aalors:

Ent,.(f) < ZEM(Entm(f)) :

ou la notation Ent,,, (f) signifie que seule la :*"¢ variable est concernée par les intégrations.

La minoration obtenue en appliquant directement la proposition 5.4.11 a f = 1(A) n’est
pas intéressante, et pour tirer pleinement parti de 1’inégalité de Sobolev logarithmique, on
peut écrire f— [ f dp, comme une somme d’accroissements de martingale (pour la filtration
naturelle sur {0, 1}™), et appliquer la proposition 5.4.11 a chaque accroissement.

5.4.3 Une meilleure constante.

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que la largeur de seuil d’une propriété crois-
1—¢

t t 41 t -, log - N ( ) td + .
sante€ €t symeirique €st majoree par eI ou s(n) est donnee par :

(108 w2
$(2)"

e

4

e

s(n) =logn — sup [} log , 2log (logn) p . (5.4.14)
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Remarquez que pour n assez grand (supérieur a 275), on a :
4
s(n) >logn — | 3+ - loglogm .

Bien sir, on a également :
s(n) ~logn ,

ce qui, asymptotiquement, fait passer la constante de Friedgut et Kalai de 7,03 a 1.
Précisément, nous démontrons le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.13 Soit A une propriété croissante de {0, 1}"™, symétrique. Pour tout n. > 2,

d,up(A) NP(A)(l - NP(A)>
dp p(1 —p)ers(p)

Vp €]0, 1], > s(n)
Si en plus, A n’est pas trivial, ona :

Ve €]0,1/2], 7(A,¢e) <

Un graphe de p — p(1 — p)cps(p) est donné a la figure 5.2. D’autre part, on trouvera dans
les tableaux 5.1 et 5.2 des valeurs de la largeur de seuil maximale donnée respectivement par
le théoreme 5.4.1 et par le théoreme 5.4.13, pour différentes valeurs de ¢ et de n.

p(1 —p)ers(p)

05

FIG. 5.2 — Graphe de p — p(1 — p)cps(p).
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n 103 10? 10° 1010 10%0 10%0
e=0.1 |2.2356 | 1.6767 | 1.3414 | 0.6707 | 0.3353 | 0.2236
e=0.05 |2.9959 | 2.2469 | 1.7975 | 0.8988 | 0.4494 | 0.2996
e =0.005 | 5.3857 | 4.0393 | 3.2314 | 1.6157 | 0.8079 | 0.5386

TAB. 5.1 — Largeurs de seuils maximales données par le théoreme 5.4.1

n 103 10* 10° 1010 10%0 10%0
e=0.1 [0.7457 | 0.6784 | 0.5397 | 0.1921 | 0.0714 | 0.0425
e=0.05 [0.9993 | 0.9091 | 0.7232 | 0.2575 | 0.0957 | 0.0569
e =0.005 | 1.7964 | 1.6344 | 1.3001 | 0.4628 | 0.1721 | 0.1023

TAB. 5.2 — Largeurs de seuils maximales données par le théoreme 5.4.13

Demonstration :
Soit f = > agrg de {0, 1}™ dans R. On note :

Vie{l,....,n}, V; =E[f|(x1,...,2;)] — E[f|(z1,...,2j-1)] ,

De sorte que :
f-Elf]=)_V;.
j=1

A I’aide de I’identité (5.3.7), on obtient le développement de V; sur la base (7).

Gréce au point (2) de la proposition 5.4.9, on peut également écrire :

Appliquons I'inégalité de Sobolev logarithmique a chaque V :

cLs(p) Z Slag = Ent,, (V)

= /VJ2 long2 dpy — /VJ2 d,uplog/Vf dpiy -
Puis, sommons ces inégalités pour j allant de 1 a n. On obtient :

n n 1
crs(p) Y 1]k > Z/Vf log V” dpy+ > || V5 |3 log TV
S j=1 j=1 !

-~

) 2)
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Notons :
=Y I8la3 = [ ~7Lf d,.
s
D’apres le lemme 5.4.10,

dpip(A)
I =p(1—p)L22L, 5.4.16
p(1—p) i ( )
Supposons désormais que f est une fonction symétrique. On peut alors
minorer le terme (2) comme suit (la premiere inégalité est 1’application de I’in-

égalité de Jensen a la fonction convexe = — |x]) :
IVille < Lz,

1 & )
= 3 ILSIE,
7j=1

1
= -
n

Y

N

d’ou :
- 1 - n
@ =21V [Blog gz = DIV 3log T,
VB = &

= Var(f)log 7 . (5.4.17)

Découpons maintenant chaque terme de la somme que représente le terme (1)
de la fagon suivante :

/ VZ1og V7 du, = / VilogV; 2o, dpy + / VilogV; Ly2sy dpyy -

- 7

(1a) (10)

Remarquons que la fonction x — x log x est décroissante sur [0, é] Supposons
quet < eig On peut alors écrire :

(1a>:/2\vj| < [Villog [Vi| Tyac, dty > \/Elogt/w Loc dity

Vitogt [ V] duy.

Vv

car v/t logt est négatif.
Supposons désormais que f est I’indicatrice d’un ensemble symétrique
croissant. D’apres (5.4.15) et I’inégalité de Jensen, on a :

/M\ dpy < /|Ljf\ diy

= 2p(1—p)/\ij| dpip 5
. / CFL S dpy
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la derniere égalité résultant du lemme 5.4.10, en utilisant I’hypothése que f est
une fonction indicatrice croissante. D’un autre coté, la fonction log étant crois-
sante,

(1b) > 1ogt/vj2 dpt,, .

En sommant les minorations obtenues, on trouve :

n

1) = 2Vilogt Y [ sl duy+los) Y [ V2 di
j=1 '

Jj=1

= 2IVtlogt + Var(f)log(t) .

On aimerait choisir ¢ de sorte que cette expression soit maximum. Il est plus
simple d’égaler les deux termes dont elle est constituée. On aimerait donc choi-

sir : ,
L Var(f)
S\ 2r ’
Mais il faut également garantir que ¢ soit inférieur a e% Or, pour I’instant, on ne
sait qu'une chose :

]ZZ@%:Var(f).

S#0

Var(f) )2+%
e s |S]ad '

En regroupant les minorations de (1) et (2), obtenues en 5.4.17 et 5.4.18, on

obtient :
v 2+4
varies ((c5) )

nVar(f)“i)

o2+ ([)3+§

On choisit donc :

Ainsi,

(1) > Var(f)log ( (5.4.18)

v

cLs(p)l

> Var(f)log (

La fonction f étant une indicatrice, on peut écrire :
1> 4Var(f)
D’ou :

(5.4.19)

cs(p)] = Var(f) log (M) .

o2+ ([)3+§
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Deux cas se présentent alors :

e Soiton a:
crs(p)l = Var(f) logm ;
e Soiton a: n
crs(p)I < Var(f) logm ;
alors, d’apres 5.4.19,
Anepg(p)3te

crs(p)l > Var(f)log

Dans tous les cas,

: n
cLsp) !l > min ¢ Var(f) logm

Remarquons que ¢zs(p) > 2. Donc :

crspd > min ¢ Var(f)log

= Var(f).s(n).

Rappelons maintenant (cf. 5.4.16) que :

I=p(l—

n
(logn)?’

) e
e2te <log Ln)Q)

(log

, Var(f)log

Var(f)log

p dyip(A)

el

Y

4
dners(p)te

4 n
e+ (log o)

4

e

4n23+e

2t (log 2 e
& Tlogn)?
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On obtient ainsi la premiere assertion du théoreme. Pour la deuxieme asser-
tion, remarquez que s(n) (définie en 5.4.14) est positive pour tout n > 2 et que
p(1 —p)eps(p) < 1 (cf. figure 5.2). Le résultat découle alors du lemme 5.1.1.

5.4.4 Optimalité ou sous-optimalité ?

Pour étudier I’optimalité de la minoration obtenue dans la section 5.4.3, on reprend
I’exemple 6 de fiabilité défini dans le chapitre 2.2.

Exemple 17 Paralléle-série
L’ensemble des états de panne B,, est bien croissant, et symétrique, et on a :

dpp(Bn) k=1 (1 _ o kyk !
7dp =np (1 D ) .

Fixons € €]0, 5]. Supposons que # o oo etque p(By) reste dans |e, 1 — ¢[. Alors,

nécessairement (p étant lié a n) :

n—-+oo
Et donc :
n_q
(1=p")" " =1 p(Bn) +0(1)
n 1
—p" = log +o(1
; By W
Ainsi : (B,)
dpy (B k (k)
= —(1 — pp(By)) log +ol~—
Et encore :
1
klog (—) = log ] z — +o(1)
p klog 1= 55
Donc :
log —
B klo % 1 1 n
d,uz( n) _ 8 1=y (Bn) (1 . Mp(Bn)) 10g : - o og k
P plog (%) — tp(Bn) plog <%>

Si on suppose, en plus, que log k = o(logn), on a alors :

dp,(By) logn 1 logn
il = 1 (1 _Np(Bn))logl_i(B) +o —
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Remarquons que lorsque p tend vers 0, p(1 — p)cps(p) est équivalent a plog }D. Dans cet
exemple, si on prend k = o(logn), alors p tend vers 0 si j1,,(B,,) reste dans |e, 1 —¢[. On aura
donc, tant que p,,(B,,) reste dans e, 1 — [,

dpy(Bn) logn B o 1 ) logn
b i pesm) B! ST (B (p(l —p)cLs(p)) '

Exemple 18 Série-paralléle
L’ensemble des états de panne B,, est bien croissant, et symétrique, et on a :

Lpd(f") =n(l-p) (1-(1-p)*) "

De la méme maniere que pour le cas Parallele-série, on fixe ¢ €]0, %], et on suppose que
p(By,) reste dans |e, 1 — ¢[. Alors, on montre que, si logk = o(logn),ona:

du,(By) _ logn
dp (1—-p)log (rlp

logn

(1—p)log (ﬁ)

) tip(By) log m +o

Remarquons que lorsque p tend vers 1, p(1 — p)cps(p) est équivalenta (1 — p) log l%p. Dans
cet exemple, si on prend k£ = o(logn), alors p tend vers 1 si i, (B,,) reste dans |e, 1 — . On
aura donc, tant que 1,(B,,) reste dans |e, 1 — ¢,

dpy(Bn) logn o 1 . logn
i - pesm P LBy G oem)

Au vu de ces deux exemples, on se rend compte que le théoreme 5.4.13 est assez fin. Il est
assez difficile de comparer de facon générale ce résultat avec les exemples 17 et 18, puisque
les formes des dérivées au niveau du seuil ne sont pas identiques. En effet, la forme du
théoreme 5.4.13 est en p,(A)(1 — p,(A)), alors que les deux exemples ci-dessus sont en

1 N

p(A) log T o (1 — pp(A))log m. On peut tout de méme comparer les dérivées a

probabilité 1,,(A) fixée. Posons :

dp, (A
I,(¢) = inf {p(l — D)CLS(p) MZ](o ) tq A C {0,1}", Asymétrique, et p1,(A) = 5} :

Le théoreme 5.4.13 affirme que :
I,(e) > spe(1—¢),

avec s, équivalente a log n. Les deux exemples ci-dessus nous disent que :

1 1
I,,(¢) < log(n) min {510g -, (1 —¢)log . } .
£ —€
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].35;
].3];
].27;
].23;
1.194
1.15;
l.ll;
o]

1.03—

09+—¥F———1———1——+—7—— 77—

min{a log %, (1—¢) log ﬁ}

FIG. 5.3 — Graphe de la fonction € — =(1=2)

Le terme min {elog 2, (1 — ¢)log 1=} est toujours supérieur ou égal 2 £(1 — £). On a tracé

min{&log %7 (1—e¢) log 1—;}

=9 en fonction de €. Le maximum est

dans la figure 5.4.4 le quotient

atteint en 3 et vaut 2log(2).

La question de I’optimalité reste donc en suspens. Nous n’avons pas réussi a trouver de

propriété A telle que p(1 — p)cLS(p)d“fl—z(fl) soit équivalente a (logn) ., (A)(1 — p,(A))

dans ’'intervalle de seuil.
Remar que:

Les calculs développés plus haut pourront étre étendus au cas d’une approxima-
tion poissonienne plus générale. En effet, suppososons qu’il existe une variable
aléatoire X a valeurs entieres telle qu’on ait, dans I’intervalle critique :

fp(A) ~ 1 — e F) )

Supposons de plus, pour simplifier, que X s’écrive :

X:Z ]mjm7

meM
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ou les éléments de M ont tous le méme cardinal k. On pourra écrire en genéral :

dpip(A) ~ e EX) dE(X)

dp dp
~ EE(X)Q—E(X)

p

k
~ ];(1—up(z4))10g

Y

1 — p1p(A) 7
|M]

logE— 1

X)

1—pp(A))log ——— .
plog1 (Tt loB T

Ceci donne un seuil de I’ordre de L puisque dans I’intervalle critique,

log |[M
plog &

E(X) reste bornée (on a supposé que p,(A) = 1 — e E),

5.5 Deux voies a explorer.

Enong¢ons maintenant deux critiques a I’encontre du théoreme 5.4.13. Premiérement, le
théoréme ne tient pas compte de la taille, ou d’autres spécificités, du sous-groupe de S,, par
lequel une propriété symétrique A est invariante. Pourtant, nous avons vu dans I’exemple
1 que si ce sous-groupe est S, tout entier, la largeur de seuil est nécessairement d’ordre
inférieur a ﬁ Nous avons également vu que dans le cas du groupe produit Siogp X Sﬁ
(cf. exemples 18 et 17), I’ordre de largeur de seuil @ peut étre atteint. 11 est alors tentant de
chercher un résultat semblable au théoreme 5.4.13, mais qui tienne compte du sous-groupe
d’invariance de A. Un début de réponse est apporté par le théoreme 5.5.1, di a Bourgain et
Kalai [15], résultat présenté dans la section 5.5.1.

La deuxieme critique que I’on peut faire au théoreme 5.4.13 est qu’il est souvent incapable
de détecter un seuil étroit. En effet, dés que la probabilité critique p 1 d’une propriété A est au
plus de I’ordre d’une puissance négative de n, la minoration de la dérivée obtenue ne permet

pas de conclure que % tend vers O dans I’intervalle de seuil. Une premiere réponse

2
a ce probleme est apportée par le théoreme 5.5.4 di a Friedgut, présenté dans la section 5.5.2.

5.5.1 Le travail de Bourgain et Kalai.

Cette section est destinée a présenter le résultat suivant de Bourgain et Kalai [15] qui
relie les largeurs maximales de seuil a une caractéristique du groupe d’invariance, définie
comme suit. Soit G un groupe de permutations agissant transitivement sur {1, ..., n}. Pour
tout k£ € {1,...,n} définissons ¢(k) par :

6(k) = d6(k) = _min _log, ([{o(5) ta.o € G}) |
|S|=k
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ou log, désigne le logarithme en base 2. Pour tout 7 > 0, posons alors :

a-(G) = sup {¢(k) t.q. p(k) > k'"*7} .

Théoréme 5.5.1 Soit G un groupe de permutations agissant transitivement sur {1,...,n}.
Pour tout 7 > 0, il existe une constante ¢, > 0 telle que, pour toute propriété monotone A
de {0, 1}™ invariante sous G :

d,up(A>
dp

pourvu que p(1 — p) reste éloigné de 0 au sens ou :

> crar (G)up(A)(1 = pp(A))

1
log <7) < C*loglogn .
p(1—p)

Par conséquent, la largeur du seuil pour une telle propriété A est au plus :

2log %
cra(G)

Ce résultat leur permet, dans le méme article [15], de garantir des largeurs de seuil un peu
plus fines que @ a partir de considérations algébriques sur le groupe . Par exemple, on

obtient, dans le cas des graphes, que pour tout 7 > 0, il existe une constante C'; > 0 telle
que pour toute propriété de graphe croissante, la largeur du seuil soit majorée par CTI(len’f;,,.
Ceci est presque fin pour ce qui concerne les graphes, puisqu’on peut montrer que la propriété
de contenir une clique (graphe complet) de taille |logn| admet un seuil de largeur m.
Néanmoins, ce résultat n’est pas toujours fin. En effet, pour le groupe de permutations S,,
tout entier, il donne une largeur de seuil maximale de I’ordre de w, pour M quelconque,
mais fixé. La largeur de seuil maximale est pourtant de 1’ordre de in

Dans I’article déja cité [15], il est fait mention d’une certaine optimalité du théoreme 5.5.1.
Nous voudrions ici préciser un peu ce point. Pour cela, il faut commencer par remarquer qu’il
existe toujours une propriété invariante par G et dont le seuil soit d’ordre ﬁ Remarquez
que le théoreme 5.5.1 n’est pas valable lorsque 7 = 0. Plus précisément, on a le résultat

suivant (qui corrige une preuve de 1’article original) :

P1—e — De S

Proposition 5.5.2 Pour tout sous-groupe de permutation G, il existe une propriété A inva-

riante par GG et dont la largeur de seuil est d’ordre plus grand que Wl(e)

Démonstration :
Soit S un élément de {0, 1}" qui vérifie :

G(S) = min _[G(T)], et log, |G(S)| = |S] . (5.5.20)
T tq |T|=|5]

et qui soit de taille maximale pour cette propriété :

logy |G(S)] < [9]
vs' € {0,1}", |9'] > |S| = { ou
|G(S")] > ming tq (=5 |G(T)]
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Remarquons que I’élément (1, . . ., 1) ne vérifie pas ’équation (5.5.20), et donc :
S| <n—-1.
Soit S’ un élément de {0,1}" tel que |S’| = |S| + 1 (il en existe d’apres la

remarque précédente) et dont le cardinal de I’orbite sous GG soit minimale parmi
les éléments de cardinal |S| + 1. D apres la propriété de maximalité de S, on a :

log, |G(S')] < 1S = 1=[S] <log, |G(S)] .
Considérons la propriété :
A={re{0,1}"tqIT € G(S"\T =< z} .

Notons X la fonction qui associe a « le nombre d’éléments minimaux de A qu’il

contient.
X(z) = Z Ir<,
TeG(S")
Ona:
pi(A) < Ei(X).
= G271,
1
< 3 ’
-2
ol on a utilisé que log, |G(S")| < |S’| — 1. Par conséquent,
S 1
pr = 9
On peut alors appliquer le lemme 5.1.4 :
dp,(A S’
D) I 0,
Donc : dyi(A)
Hp /
Vo2 py, T <28y (4)
Or|S'| = |S|+ 1 <log, |G(S)| + 1. Donc
dp,(A
2 by, 2 < 2t 60| + Diy(4).

D’ou, en intégrant entre p1 et p;_.,
2

o1 1
> (2(1 — ¢))2Me CEFD > 2o, GO 1) log (2(1 —¢)) .

P1—e — D

N|=

Et donc :
1

= 2(log; [G(O)] + 1)

T(A,¢€) log (2(1 —¢)) .
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O

La proposition 5.5.2 ne donne pas toujours une minoration fine de la plus grande largeur de
seuil pour un groupe donné. Par exemple, dans le cas du groupe symétrique tout entier, on

aog(G) = sup {log2 <Z), ktqO <k <net log, (Z) > k;} )

Or, en utilisant la formule de Stirling,

1
log, (Z) =n-3 log, 2 4 o(1)
2

ce qui est supérieur a 7 pour n assez grand. Donc, pour n assez grand,
1
ag(G) =n — 5 log 2mn + o(1) .

La proposition 5.5.2 donne alors une minoration de la largeur de seuil maximale qui est de
I’ordre de % ce qui est beaucoup trop petit.
Par contre, dans le cas du groupe cyclique, on obtient quelque chose de fin. En effet, remar-

quons que
|G((1,0,...,0)] =n,

et pour tout élément S de {0, 1}",
log |G(9)| < log|G| =logn .

Donc, on obtient :
V1 >0, ao(G) = a.(G) =logn .

D’autre part, on sait que la largeur de seuil peut étre de I’ordre de @, notamment dans le
cas des runs de logn “1” consécutifs (cf. exemple 4).

En fait, il est montré dans I’article de Bourgain et Kalai que la minoration de la proposition
5.5.2 est “assez fine” pour tous les groupes primitifs, sauf pour A,, (le groupe alterné) et S,,.
Les groupes primitifs sont les groupes de permutations G transitifs sur {1,... ,n} tels que
les seules partitions de {1,...,n} qui soient laissées invariantes par GG sont les partitions
triviales (I’ensemble des singletons et {{1,...,n}}). Précisons ce qu’on entend par “assez

fine”. Notons, pour ¢ dans ]0, 1] :

T(G,e) =sup{7(A,¢) tq A soit G — invariante} .

Le théoreme 5.5.1 et la proposition 5.5.2 impliquent que :

C 1
T >T(G,e) > .
CLT(G> B ( ) - 3&0(G>
Pour plusieurs groupes primitifs, Bourgain et Kalai montrent que a, ne dépend pas de 7. Pour

tous les autres (sauf A,, et S,,), ils trouvent des majorations de a, et des minorations de a trés
proches 1’une de 1I’autre. Sans rentrer dans le détail, ces minorations sont du type ao(G) <

V1 >0,
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© ((log n)H%) eta.(G) > O <(log n)”l%-T) , ol 7 est un entier naturel. Ils obtiennent ainsi
une description assez complete des plus grandes largeurs de seuil possibles pour un groupe
primitif donné.

Une question, principalement, demeure posée. Est-il possible d’améliorer le théoreme 5.5.1
de manieére a recouvrir de maniere fine le cas des groupes An et S,, ? Peut-étre les techniques
mises en ceuvre dans la preuve du théoreme 5.4.13 peuvent-elles nous-y aider.

5.5.2 Le travail de Friedgut et Bourgain : comment caractériser les
seuils étroits a partir des éléments minimaux ?

Revenons au seul résultat général relatif aux seuils grossiers dont on dispose. Le corollaire
5.1.4 dit en substance qu’une propriété dont les éléments minimaux sont de taille bornée
indépendamment de n a un seuil grossier. La premiere idée naive qui vient a I’esprit est que
ce sont les seules propriétés ayant un seuil grossier, et que des que les éléments minimaux
d’une propriété ont une taille tendant vers I’infini, cette propriété a un seuil étroit. Un moment
de réflexion permet de se rendre compte que cette idée est un peu hative. En effet, il y a
beaucoup de propriétés grossieres dont le seuil se déclenche a un endroit ou la taille des
éléments est grande, autrement dit, des propriétés A de {0,1}", avec N = N(n), pour
lesquelles Np. tend vers I’infini. Notons alors a,, une suite qui tend vers 1’infini et qui est
négligeable devant Np.. La concentration de la mesure jix, permet en général de dire que
la nouvelle propriété B = {x € Atq |z| > a,} aun seuil de méme nature que celui de A , et
situé essentiellement a la méme localisation. Donc B aura un seuil grossier, et ses éléments
minimaux ont une taille qui tend vers I’infini.

Pour préciser cela, prenons 1’exemple de la propriété A ="contenir un triangle” du graphe

aléatoire G(n, p). Notons a(n) = @ le nombre d’arétes du graphe complet. Nous avons
vu dans le chapitre 4.3 que :

_.3

Ve € R+, flam),c(A) —— €78

c
n n——4o00

Ainsi, la transition de A se “déclenche” lorsque p est de 1’ordre de % A ce moment-la, le

nombre moyen d’arétes de G(n, p) est de I’ordre de n. Posons alors :
B ={x € Atq|z| > logn} .

Ona:

a(n)

pp(A) = p1p(B) = pp(A) — pip | > s <logn
i=1

Lorsque p = =, la concentration de la mesure ji,, o(») implique que le dernier terme de I’équa-
tion ci-dessus est négligeable. Pour préciser cela, utilisons une version fine de I’'inégalité de
déviation classique pour les binomiales (cf. [59], p. 854) :
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Proposition 5.5.3 Soit X une variable aléatoire de loi binomiale B(N, p), Y = Xgﬁ"p, et A
un reéel positif. Alors :

PY > \) < e~ N9(P) (5.5.21)

P(Y < —)) < e X90-p) (5.5.22)
avec g(p) = g log = si0<p<y,
2p(11p) Sléépgl'

On a alors, pour p = % en utilisant I’équation 5.5.22 :

o) o) ¢ — a(n a(n ogn
le<logn = /@(Zi:l ;(n)( >p<—<c (n) _ log ))

< e 25(1-%) ,
o(1) ,
puisque i(n) — L. Ainsi, B et A ont les mémes transitions.

Néanmoins, Friedgut a pu démontrer un résultat qui prend en compte ce genre de cas “ar-
tificiels” (théoreme 1.1 dans [31]). Dans cet énoncé, on appelle graphe minimal d’une pro-
priété B,, un élément minimal de B, c’est a dire un graphe qui la satisfait et dont aucun
sous-graphe ne la satisfait. On notera || B,,|| la plus grande taille (i.e. le plus grand nombre
d’arétes) des graphes minimaux de B,,.

Théoréme 5.5.4 1l existe une fonction k(J, ¢), telle que pour tout ¢ > 0, pour tout entier
n, toute propriété de graphe A, telle que pd“”(;") < ¢, pour tout 6 > O, il existe une

propriété de graphe croissante B,, telle que || B, || < k(d, c) et u,(A,AB,,) < § (A désigne
la différence symétrique).

Pour relier ce résultat a la définition 2.1.5, il suffit d’observer que la dérivée de 11,(Ax) est
I’inverse de la dérivée de la fonction réciproque, qui a y associe p.. Majorer ]0M revient

1 dp’y

donc a minorer -7, ce qui entraine un seuil grossier.
Y

Plus précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 5.5.5 Soit A C {0, 1}"™ une propriété croissante.
(i) Si A admet un seuil grossier, alors il existe un rang N, une constante ¢ > 0, un reel
e € ]0, 5[ et une suite (p;,),,>, tels que :

Vn > N, p:} S [paapl—a]ﬂ

et

dp,(A
Yn > N, p;, M2;>

Dr,
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(if) Si il existe ¢ > 0 et un entier N tel que :

dp,(A
Vn > N, Ve €]0,1], p. w <c,
P DPe
alors A admet un seuil grossier.
Démonstration :
Notons tout d’abord que :
dp,(A 1
Ve E]O, 1[7 Iupcg N> = 4
P De dLﬂ’/\/

Pour démontrer le point (7), remarquons que si A posséde un seuil grossier, alors,
il existe un rang /N, une constante C' > 0, et un réel € € ]0, % [ tels que pour
tout n supérieur a NV,

A e
7(4,¢) >C'.
Py
D’ou:
p1—€ - p€ > C ,
Py
p1—€ - p€ > C ,
De
P1—¢ > 14 C :
De
P _ 1 ’
P1—¢ I+ C
P1—e — Pe 1
e s - —
P1—¢ 1+ C
P1—e — Pe > C ’
P1—¢ 1+ C

D’apres I’inégalité des accroissements finis,

dp
7(A,e) < (1—2¢) sup ——
v€E[e,1—¢€] dfy

Donc :
1
T(Ae) < (1—2¢) sup

PE[pPe,p1—c] M
dp
Pe
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Ainsi, pour tout n supérieur a N, il existe un nombre p* € [p., p1_.| tel que :

dp,(An) (1—-2e)(1+C)
dp oz p1-C 7
1+C
S C

Iy, I _ CH1
ce qui démontre le point (i) avec ¢ = ~Z=.

Pour démontrer le point (7i), supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que :

dp,(A
Ve €]0, 1], p. dpy(Ay) <c
dp
Pe
Alors,
= 1
d
Ve €]0,1], —e > =
Pe C
Or, d’apres I’inégalité des accroissements finis,
1 dp
Vee |0,=|, proe —pe = (1 —2 in —".
e } 2[ Pie = D= > ( dwgggddv
Ainsi,
1
Ve e}o,—[, Pre—p. > (1—2) min 2
2 v€le,1—¢] C
= (1-2)
c
Donc, pour tout ¢ de }0, % [
Pi—e — Pe > 1_257
De C
P1—¢ Z 1+ I —2¢ :
Pe c
R 1
P S 1—2¢
P1—¢ 1+ —
Pi— — D¢ 2 1— 11 =
P1—¢ 1 + _TE
Pi— — D¢ %
Y 2 T i
P1—¢ 1+ —
Pi— — D¢ > 1—2e ’
V2! — c+1—-2¢

La derniére inégalité est due au fait que A est croissante, et donc p 1 est plus

. L . NI |
grand que p. lorsque ¢ est inférieur a 3.
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O

Un résultat en tout point analogue (le théoreme 5.1 de I’article [31]) peut €tre démontré
pour les propriétés concernant les formules de la k-sat (cf. ’exemple 7 du chapitre 2.2). Il
permet de prouver que le seuil de la k-sat est fin, en montrant que la propriété de ne pas étre
satisfaisable ne peut pas étre approchée de la maniere décrite dans le théoreme 5.5.4.

Une question notamment reste en suspens : peut-on quantifier a ’avance le quotient de la
largeur de seuil par I’échelle de localisation, par exemple en fonction de certaines caractéris-
tiques fondamentales des éléments minimaux, ne se limitant pas a leur seule taille ?






Chapitre 6

La concentration du temps d’atteinte.

On peut diviser I’étude de la concentration d’une variable aléatoire en deux parties. La
premiere est le calcul de 1’échelle des fluctuations, la deuxieme est la forme de la distri-
bution a I’échelle des fluctuations, ou de maniere plus réaliste, un contrdle de cette forme.
L’objet de ce chapitre est de lier un résultat de loi du 0-1 pour une propriété A a la concen-
tration d’une variable aléatoire, a savoir le temps d’atteinte de A par un certain processus.
Lorsqu’on dit, dans le théoreme 5.4.13 que, essentiellement, la largeur de seuil de toute

log 1;5

logn

propriété croissante symétrique est plus petite que , cela contient une information

1
> logn

asymptotique de la forme de ces fluctuations, log % Ces informations se traduisent en
des informations sur I’ordre de grandeur des fluctuations du temps d’atteinte correspon-
dant, et un contrdle de la forme de ces fluctuations. Or dans le domaine du contréle non
asymptotique de la forme des fluctuations, les probabilistes possedent de nombreux ré-
sultats, maintenant sous des hypotheses tres générales, notamment grace aux travaux de
Talagrand, puis Ledoux, Boucheron, Lugosi, Massart et bien d’autres (voir notamment
[65, 63, 64,47, 48, 22, 49, 13, 14, 12]). Ce sont les fameuses “inégalités de concentration”.
Vue la richesse du corpus de résultats dans ce domaine, et la pauvreté du corpus de résultats
généraux analogues dans les lois du 0-1, nous pensons qu’il y a 1a une voie a explorer.

Dans la section 6.1, nous présenterons le lien entre la largeur du seuil d’une propriété A et la
dispersion du temps d’atteinte de A.

Dans la section 6.2, nous montrerons 1’équivalence entre 1’existence d’un seuil régulier et la
convergence en loi du temps d’atteinte.

sur 'ordre de grandeur des fluctuations de la propriété , et donne un contrdle non

6.1 Loidu 0-1 étroite et concentration du temps d’atteinte.

On peut voir facilement que 1’étude de la loi du 0-1 d’une suite de propriétés (A,,),cn est
liée a I’étude de la concentration du temps d’atteinte de A,, dans le processus (X'(n, p))o<,<;
défini comme suit (voir [10], p.38-39).

Definition 6.1.1 Soit U = (U;);=1,... », un échantillon de la loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout
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i=1,...,netpourtoutp € [0, 1], on définit

X(n,p) = (Xi(P))i=t1,...n »
ou X;(p) = Ao (Us) (1siU; < p, 0sinon).
Soit A C {0,1}". On définit :
7 (A) = min {p tels que X' (n,p) € A} .
On a le résultat élémentaire suivant :

Lemme 6.1.2 Soit A un sous-ensemble croissant de {0,1}"™. Soient & < [ deux réels de
0, 1]. Alors :
P(T(A) € T(A,a,0)) = —a.

Démonstration :
Dans la suite, on supposera que A est croissant. Ainsi,
P(T(A)>p) = PNu<p, X(n,u)¢A),
= P(X(n,p) ¢ A).

Et donc,
P(7(A) <p) = pnyp(A) -

O

Notons alors M la collection des éléments minimaux de A, de sorte que A peut s’écrire
(voir la remarque 2.1) :

A={xe{0,1}"tqIm e M, m <z} .
Pour tout m de {0, 1}", nommons alors C'(m) ’ensemble des éléments supérieurs a m :

C(m) ={x €{0,1}"tqm <z} .

Ainsi :
A= c(m),
meM
T(A) = nzré%l T7(C(m)) .

En reprenant les notations de la définition 6.1.1, on a donc :
(4) = min sup {U;, itgm; =1}

Les lois des variables aléatoires sup {U;, i tq m; = 1} sont faciles a déterminer, mais bien
stir, elles sont tres corrélées (positivement) entre elles, en général. Nous avons cherché a
obtenir directement des inégalités de concentration pour 7 (A), ou au moins, des majorations
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de sa variance, afin d’en déduire des résultats sur la largeur de seuil. Nous n’avons pas été
en mesure de concrétiser cet espoir. Au lieu de ¢a, le seul résultat que 1’on est en mesure de
donner sur la concentration de 7 (A) consiste en une traduction du résultat obtenu dans le
théoreme 5.4.13. Posons, pourn > 2 :

— o5(n) — i
Tn — € — Imin l . 3+%7 (10gn)2
( 08 (1ogn)2)

Proposition 6.1.3 Soit A un sous-ensemble symétrique et non trivial de {0, 1}", avec n > 2.
Soit M la médiane de 7 (A) (elle est unique). Alors :

1
> <
P(T(4) > M +0) < e
P(T(A) < M —z) < —
142

On peut également relier la notion de loi du 0-1 étroite a celle de concentration de maniere
plus précise grace a la proposition suivante :

Proposition 6.1.4 Si I’écart-type de 7 (A) est petit devant sa médiane M, c’est & dire si :

Var(7T(A))

M? n—-+400

alors la propriété A suit une loi du 0-1 étroite.

Démonstration :

Supposons que 7 (A) soit petit devant sa médiane M. Notons F' la fonction
de répartition de 7 (A). Elle est continue et strictement croissante (cf. lemme
5.1.3). On a, d’apres le lemme 6.1.2 :

Ve € [0;1], p. = F'(e) .
Remarquons que :

Var(T(A)) = /0 = L P aF ).

_ /01/1 (F1(8) = F())? Tacs da df .

0

(P - F@)Y
/0/0< A ) I,<p dadp n_)+000.

Donc
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Par conséquent, pour presque tous « et 3, on a :

F'(8) = F'(a)
M Locs 0 V-

-1 _rr—1 . P
Or pour tout « fixé, § +— W est croissante, et pour tout ( fixé, o —
—1/9\_ —1 . . .
FZB)=F7 (@) ot décroissante. Par conséquent,

M
F(3) - F (o)
Va < B €10;1], i — 0.
Et ainsi,
1] F'(1—¢e)—F (e
v€€:|0,§:|, Wi oo 0.
1 =
v€€:|0;_:|7p15 Pe 07
2 p% n—-+00

ce qui finit de démontrer la proposition.
O

Nous ne savons pas démontrer la réciproque de cette propriété. En fait, nous doutons méme
du fait qu’elle soit juste, mais sans disposer de contre-exemple.

6.2 Seuils réguliers et convergence en loi du temps d’at-
teinte.

Dans cette section, on montre I’équivalence entre les notions de fonctions de seuil régulier
introduites dans les définitions 4.1.3 et 4.1.6, et la convergence en loi du temps d’atteinte
7 (A) défini dans la section précédente.

Proposition 6.2.1 Soient A un sous-ensemble de {0,1}", s une suite de réels strictement
positifs, et G une fonction de répartition. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. La suite s est une fonction de seuil régulier pour la propriété A, et F' est la fonction
de répartition de ce seuil.

2. Laloide % converge vers une variable aléatoire de fonction de répartition F.

Démonstration :

Rappelons tout d’abord que pour toute suite de variables aléatoires X,,, toute
suite €,, de limite 0, pour toute fonction de répartition F’' et pour tout point de
continuité x de F,

PX, <z) —— F(z) P(X, <z+4+¢e,) —— F(z).

n—-+00 n—-+o0o
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Montrons tout d’abord que 1 = 2. Supposons que Z((;?)) converge en loi vers une

variable aléatoire de fonction de répartition £'. On a donc, pour tout z point de
continuité de F’,

Soit p(n) tel que :

Notons ¢, = ’LZ; — x. D’apres le lemme 6.1.2,0on a :

s(
T(A)
s(n)

Dans ce qui suit, z désigne un point de continuité de F'. Comme ¢,, tend vers 0,
la remarque précédente nous permet d’affirmer que :

/me(n)(A) =P ( <z+ &Tn) .

IP’(T(A) Sx—i—an) — F(2),
s(n) n—+00
Ce qui revient a :

fimp(n) (A) —— F(x) .

n—-—+00

Montrons que 2 = 1. Soit p(n) = xs(n). On a bien sir :

)
s(n) n—+oo

Donc, d’apres la définition de la fonction de seuil régulier,

fnpn)(A) —— F(z) .

n—-+o00

Donc, d’apres le lemme 6.1.2 :

(S =) e

Ce qui signifie que la loi de % converge vers la loi de fonction de répartition

F.

On montre d’une maniere tout a fait analogue la proposition suivante.
Proposition 6.2.2 Soient A C {0, 1}", s; et s, deux suites de réels strictement positifs, et G
une fonction de répartition. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. La paire (s1(n), s2(n)) est une paire de fonctions de seuil étroit régulier pour la pro-
priété A, et GG est la fonction de répartition de ce seuil étroit.
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2, Tz converge en loi vers une variable aléatoire de fonction de répartition G.

s2(n)

Nous avons considéré ici une dynamique trés simple sur {0, 1}", croissante de maniere dé-
terministe. Il semble tout a fait probable qu’on puisse étendre les propositions 6.2.1 et 6.2.2
au cas de dynamiques stochastiquement croissantes, si I’on conserve 1’indépendance des
coordonnées et que I’on dispose d’un contrdle suffisant des taux de transitions sur chaque
coordonnée. Un tel travail a déja ét€ mené par Paroissin et Ycart en regardant des propriétés
croissantes et totalement symétriques [55].
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Conclusion et perspectives.

L’étude des phénomenes de seuil est un chantier en pleine expansion, aux multiples fa-
cettes : étude classique “a la Erdos-Rényi”, introduction d’outils de la physique statistique en
percolation, dans la k-satisfaisabilité, entre autres, développement des inégalités de concen-
tration ... Nous avons voulu dans cette these apporter notre contribution a 1’unification du
cadre théorique ou ces phénomenes se manifestent. Pour cela, nous avons pris le temps de
relier rigoureusement le cadre originel d’Erdos et Rényi [26], celui des travaux “a la Fried-
gut et Kalai” [32], et la concentration du temps d’atteinte de la propriété qui suit la loi du
0-1. Nous avons €également obtenu des résultats élémentaires mais d’un type nouveau sur la
stabilité de la notion de loi du 0-1 par trois types d’opérations : 1’'union, I’intersection et le
produit tensoriel. Nous avons surtout apporté une nouvelle preuve du résultat de Friedgut et
Kalai qui majore toute largeur de seuil d’une propriété symétrique. Cette nouvelle preuve est
plus simple, donne un résultat plus précis, et met en jeu une inégalité de Sobolev logarith-
mique sur {0, 1}", ce qui jette un nouveau pont avec la concentration de la mesure, ce type
d’inégalité étant tres utilisé pour obtenir certains résultats de concentration.

De nombreuses perspectives s’ offrent a la suite de ce travail.

Dans un avenir assez proche, il nous semble réalisable d’étendre la minoration générale de
Friedgut et Kalai d’une part (que I’on a améliorée dans le théoreme 5.4.13), et le travail de
Friedgut appliqué a la k-sat d’autre part, a un cadre plus général ou les coordonnées restent
indépendantes, mais ne sont pas nécessairement identiquement distribuées. Ce travail pour-
rait alors permettre d’apporter une contribution a I’étude de (2+ p)-sat (voir notamment [51],
[52] et [2]).

Dans un avenir proche également, nous pensons pouvoir adapter le résultat sur la concentra-
tion du temps d’atteinte de la proposition 6.2.1 a une dynamique Markovienne a coordonnées
indépendantes et identiquement distribuées.

Les perspectives plus lointaines ne manquent pas. D un point de vue théorique, comme nous
I’avons souligné dans le chapitre 6, il serait tres satisfaisant, et certainement instructif, de
parvenir a des résultats généraux comme le théoreme 5.4.13 a partir d’un résultat de concen-
tration du temps d’atteinte de A par le processus décrit dans la section 6.1. Néanmoins, la
simple retranscription de ce théoreme en terme de concentration d’un infimum de variables
aléatoires tres corrélées entre elles (proposition 6.1.3) suggere 1’existence d’une nouvelle
source d’inégalités de concentration, taillées pour ce type d’infimum, et provenant de ré-
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sultats plus précis que le théoreme 5.4.13. 1l s’agit maintenant d’établir ces résultats, avec
comme guide les travaux de Bourgain, Friedgut et Kalai.

Au vu des généralisations des lois du 0-1 logiques et des approximations poissonniennes
obtenues par Coupier, Doukhan et Ycart (voir [17] et [19]), on peut aussi espérer généraliser
les résultats de minoration générale de la largeur du seuil a des cas de dépendance faible
comme le modele d’Ising.
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