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Introduction

Ce travail de recherche, de nature essentiellement numérique, porte sur la
modélisation de problemes aux frontiéres libres en mécanique des fluides a tra-
vers deux exemples : la déformation de gouttes viscoélastiques et la dynamique
de vésicules sous cisaillement. Ces deux systémes possedent suffisamment de
richesses pour faire ’objet d’une étude spécifique: le premier pose le probleme
de I'influence de polymeres sur la dynamique de rupture de gouttes soumises a
une élongation, le second est un systéeme modele pour les globules rouges. Bien
que tres éloignés au premier abord, ils sont tous les deux caractérisés par la
présence d’une interface libre, susceptible d’évoluer au cours de la dynamique.
Ce type d’étude constitue en fait une premiere étape vers la modélisation et la
compréhension du role des interfaces dans le comportement mécanique des li-
quides diphasiques (tels que les mélanges de polymeres ou le sang), qui sont tres
fréquemment rencontrés en mécanique des fluides, géophysique, biomécanique
ou dans de nombreux systémes industriels (par exemple dans I'industrie plas-
turgique, ’agroalimentaire, les moteurs a injection, mais aussi dans les circuits
de refroidissement secondaires des réacteurs nucléaires a eau bouillante...).

D’un point de vue fondamental, il est clair que la présence d’interfaces
libres dans un liquide complique singulierement sa description mécanique glo-
bale: méme dans le cas tres idéalisé d’un mélange de deux liquides A et B
simples, immiscibles, et aux propriétés physiques identiques (méme densité,
méme viscosité, etc...), la réponse a une contrainte appliquée ne sera pas sim-
plement la superposition des réponses des deux liquides pris isolément. Lors
du mélange de deux liquides par exemple, la “quantité d’interface” produite
par I’écoulement peut devenir tres importante, et par conséquent de fortes
non linéarités sont susceptibles de se développer. Par ailleurs, méme si les
deux liquides en présence sont purement visqueux, la tension de surface va
permettre un stockage d’énergie élastique qui va provoquer ’apparition d’un
comportement viscoélastique global. Les interfaces peuvent également étre le
lieu de phénomenes spécifiques: transition de phase liquide-vapeur au niveau
des bulles dans un liquide en ébullition, échanges de matiere et d’énergie au
niveau de la membrane des cellules, etc...

Pourtant, d’un point de vue physique et mathématique, le probleme est tres
bien posé. Connaissant le coiit énergétique d’une déformation infinitésimale de
I'interface, ainsi que sa configuration spatiale, il est possible d’écrire propre-



4 INTRODUCTION

ment les conditions aux limites appropriées pour les deux liquides A et B, et
ainsi assurer ’existence et I'unicité d’une solution aux équations bien connues
de NAVIER-STOKES. Naturellement, la résolution effective de ces équations
n’est pas nécessairement simple, méme si 'interface était figée. Or il n’en est
rien, puisque les contraintes appliquées vont modifier sa position. Cette ca-
ractéristique, couplée au cotlit énergétique lié a la déformation de I'interface,
va précisément se traduire par ’apparition de non linéarités au niveau global.

Ainsi, pour parvenir a une description unifiée de la dynamique des liquides
diphasiques, il est nécessaire de comprendre la dynamique d’objets isolés,
bien controlables d’un point de vue expérimental. La modélisation numérique
joue alors un réle important, aussi bien dans le cadre d’études fondamentales
comme c’est le cas dans ce travail, que dans la résolution de problemes
industriels appliqués. La premiere partie de cette thése sera ainsi consacrée
a une présentation des aspects numériques mis en ceuvre dans ce travail. La
résolution numérique de problémes aux frontieres libres dans le cas de grandes
déformations, qui tienne compte naturellement des possibles réorganisations
topologiques au sein du mélange, reste en effet un véritable défi. Dans
cette theése, nous utilisons préférentiellement une méthode basée sur une
régularisation de l'interface et un suivi implicite de sa position. Le caractere
singulier du probleme est alors supprimé. Naturellement, cela n’est pas sans
conséquence sur la dynamique elle méme, surtout aux petites échelles de
longueur, et nous nous sommes efforcés de porter systématiquement un regard
critique sur nos résultats. Une telle méthode, héritée de la modélisation de la
croissance cristalline, initiée il y a une quinzaine d’années (et pour laquelle
elle commence seulement & donner des résultats réellement quantitatifs), est
encore & un stade de développement dans la communauté de la mécanique des
fluides. Le premier chapitre de cette partie sera consacré a une présentation
générale de cette méthode. Ses avantages ainsi que ses inconvénients seront
discutés spécifiquement tout au long du texte. Le second chapitre sera pour
nous ’occasion de présenter succintement 1’algorithme de résolution. En effet,
un algorithme de résolution efficace a d’ores-et-déja été mis en oceuvre dans
le cas des vésicules et des gouttes newtoniennes [18], et l'un des objectifs
de ce travail est de valider systématiquement le modele de champ de phase
lui-méme par I’étude de I'influence des parametres intrinseques au modele sur
les résultats, avant d’étendre 1’étude a des situations plus complexes. Dans cet
optique, nous avons choisi d’utiliser les méthodes de résolution numérique les
plus robustes et les plus simples. Nous illustrerons cela par quelques exemples
simples. Bien siir, pour des applications plus systématique il est préferable
d’utiliser des méthodes numériques moins onéreuses, et en particulier d’utiliser
des grilles adaptées aux interfaces, qui focalisent la précision du calcul dans
ces régions seulement, et non pas dans tout ’espace, comme c’est le cas dans
cette these.
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La deuxiéme partie de ce travail est ainsi consacrée a la déformation et
a la rupture de gouttes viscoélastiques. Le premier chapitre de cette partie
est consacré a une présentation de résultats bien connus sur la dynamique
de solutions de polymeres, aussi bien d’un point de vue expérimental que
théorique. En particulier, le modele d’OLDROYD B est détaillé, et son origine
microscopique justifiée. Bien que ce modele soit largement utilisé par la com-
munauté des rhéologues, il nous a semblé important d’inclure un tel chapitre
dans ce travail. Le deuxieme chapitre est davantage centré sur nos résultats
obtenus pour la morphologie de gouttes viscoélastiques sous élongation.
Apres une confrontation des prédictions de notre modele numérique avec les
résultats analytiques bien connus dans le régime newtonien, nous montrons le
role de la viscoélasticité sur le développement d’une instabilité de courbure
caractéristique au niveau de la pointe de la goutte. Enfin, le troisieme et
dernier chapitre de cette partie est consacré a l’étude du comportement
dynamique des gouttes dans les régimes instationnaires. L’influence de la
viscoélasticité sur la perte de stabilité en élongation ainsi que sur la rupture
de gouttes initialement allongée puis laissées libre de relaxer, est étudiée
numeériquement.

La troisieme partie est centrée sur la dynamique de vésicules sous cisaille-
ment, que nous pensons étre de bons modeles pour les globules rouges. Le
premier chapitre est consacré a la description mécanique de la membrane de
ces objets. Nous montrons clairement que ces propriétés sont tres différentes
et beaucoup plus complexes que celles des gouttes. Nous présentons également
quelques résultats en situation dynamique. Plus précisément, une transition
dynamique sous cisaillement, controlée par le taux de dégonflement et le
rapport de viscosités entre l'intérieur et I'extérieur de la vésicule est mis en
évidence et caractérisé. Le savoir-faire accumulé dans notre groupe depuis le
travail de these d’Isabelle CANTAT en terme de modélisation des vésicules
par la méthode des intégrales de frontieres, nous a permis une confrontation
directe et une validation de notre méthode numérique de champ de phase.
Une comparaison avec un modele analytique simple pour les globules rouges
est également présentée. Le second chapitre est plus spécifiquement consacré
a une étude de la force de portance au voisinage d’un substrat déformable.
Nous montrons alors I'existence d’'un maximum, et le calcul numérique est
supporté par une approche analytique de lubrification, pour les vésicules non
dégonflées. Une telle étude, méme si elle possede un intérét propre, est justifié
par l'existence d’une couche de gel déformable sur la paroi des capillaires
sanguins, le glycocalyx. Enfin, le troisieme chapitre de cette partie nous
permet de poser la question de la pertinence du modele des vésicules pour les
globules rouges. Une étude des nombres sans dimension caractéristiques nous
permet de conclure par ’affirmative. Un lien entre notre modele pour la paroi
déformable et les parametres mécaniques du glycocalyx est également établi.
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Avant de conclure ce document, une courte partie consacrée a la prise en
compte des effets collectifs dans les liquides diphasiques est présentée. 1l s’agit
davantage d’une illustration qualitative de la capacité du modele a prendre
en compte de tels phénomenes, et aucune prétention d’exhaustivité n’est ici
revendiquée.



Premiere partie

Aspects numériques






Chapitre 1

Modélisation numérique

Dans ce chapitre, nous allons nous focaliser sur la méthode numérique uti-
lisée de facon privilégiée dans ce travail pour la modélisation des interfaces.
Deux grandes classes de méthodes existent pour décrire numériquement les
problemes aux frontieres libres, suivant la technique utilisée pour localiser I'in-
terface. La premiere, Lagrangienne, repose sur un suivi explicite de la po-
sition de I'interface, ce qui permet une prise en compte précise des conditions
aux limites. La seconde, Eulérienne, est basée sur une méthode de capture
de front : la position de I'interface est déterminée implicitement grace a une
variable scalaire supplémentaire, dont la dynamique est étendue a tout le vo-
lume de résolution. L’avantage de cette deuxieme approche, dont la méthode de
champ de phase est un bon exemple, réside dans sa simplicité d’implémentation
(voir chapitre suivant) et dans la prise en compte naturelle des processus de
réorganisations topologiques (fragmentation ou coalescence).

Dans un premier temps, nous rappelons les équations générales de I’hydro-
dynamique que nous sommes amenés a résoudre, ainsi que les conditions aux
limites appropriées.

Ensuite, nous présentons rapidement les méthodes d’inspiration Lagran-
gienne, basées sur une discrétisation de 'interface et un suivi explicite des
points de ce maillage. Ces méthodes sont parfois désignées par 1’expression
“front tracking” dans la littérature anglo-saxonne. Il s’agit de techniques va-
lables aux bas nombres de REYNOLDS, quand l'inertie peut étre négligée. Il
est surtout question ici des intégrales de frontieres (BEM), dont le domaine
d’application peut étre étendu aux rhéologies non newtoniennes (voir cha-
pitre 1, partie IT). Nous présentons également le cas newtonien, que nous uti-
lisons par la suite pour valider la méthode du champ de phase dans le cas des
vésicules sous cisaillement (voir partie III). Le développement de I’algorithme
de résolution utilisé est directement hérité du travail de these d’Isabelle CAN-
TAT [26], et n’entre pas directement dans le cadre de cette these. Cependant, il
nous a semblé important de rappeler ici le principe de la méthode pour pouvoir
mieux mettre en valeur les avantages d’une approche de type champ de phase.
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A ce titre, la méthode du champ de phase est ensuite plus longuement
présentée. Dans cette approche, 'interface est capturée par la dynamique
(“front capturing” en anglais). Cette méthode s’est déja averrée capable de
traiter certains problémes aux frontiéres libres en mécanique des fluides [24, 61],
et un algorithme de résolution simple et robuste (présenté dans le prochain
chapitre) a d’ores-et-déja pu étre mis en ceuvre dans le cas des vésicules et des
gouttes newtoniennes [18]. Il reste & valider systématiquement les équations de
ce modele, ce qui constitue un des objectifs de ce travail.

1.1 Formulation générale du probleme

De facon tres générale, notre probleme est le suivant: un écoulement est
appliqué a I’infini sur un liquide diphasique, composé de deux phases que nous
désignerons par les exposants 1 et 2 (voir figure 1.1). La généralisation & un
nombre plus important de phases est immédiate.

—

Fi1c. 1.1 — Schéma général du systéme considéré.

Dans chaque fluide, la conservation de la quantité de mouvement et de
la masse doit étre vérifiée. Dans le cas de fluides incompressibles, nous avons
donc:
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Fluide (1):
vy =0

p? (0v® + v .Yv?) = v.T® — vpQ)
Fluide (2):
Vv® =0

Le tenseur T(1?) est le tenseur des contraintes du liquide considéré. Dans
le cas de liquides simples, il est donné par 2n(H2 D, avec n(h?) la viscosité du li-
quide et D le tenseur de taux de déformation local. Pour les liquides complexes,
I’équation constitutive reliant les taux de déformations aux contraintes n’est
plus simplement linéaire, comme nous le verrons dans la partie consacrée aux
gouttes viscoélastiques (partie IT). Toutefois, & ce niveau, il n’est pas nécessaire
de préciser davantage la nature physique du liquide considéré. Par souci de
simplicité, nous supposerons que les deux fluides ont la méme densité: nous
pouvons donc négliger la poussée d’ARCHIMEDE. Dans la suite de ce travail,
la gravité n’interviendra d’ailleurs jamais, sauf dans I’étude de la force de por-
tance sur les vésicules, dans le chapitre 2 de la partie III.

La vitesse est imposée sur les parois du domaine, ou a l'infini dans le cas
de systemes non confinés:

v (jr| = o0) = u. (1.2)

Dans les cas qui nous intéressent par la suite, il s’agit soit d’un écoulement
de cisaillement, soit d’une élongation. Enfin, il convient de préciser les condi-
tions aux limites au niveau de I'interface 0S. Si la configuration énergétique
de l'interface peut étre décrite par une fonctionnelle £, alors la force associée
a une déformation infinitésimale ér de 'interface est simplement donnée par
f = —0&/or. La somme des forces sur chaque élément de surface est nulle, ce
qui se traduit par:

n. (T® (r) — PU (r)I) = n. (T@ (r) - PP (r)I) + f (1.3)

avec r € 05, n la normale au point considéré et I le tenseur unité. Enfin,
la continuité des vitesses au niveau de l'interface se traduit par:

v (1) = v (r) = vps (r) (1.4)

avec vyg la vitesse de l'interface.

La difficulté apparait alors nettement, puisque d’une part toute la phy-
sique des interfaces est contenue dans un espace de mesure nulle au sens
mathématique (une surface pour un probléme a trois dimensions ou une ligne
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dans une géométrie bidimensionnelle), et que d’autre part cette interface se
déplace a une vitesse qui dépend implicitement de sa configuration, par le biais
de la force qu’elle exerce sur le fluide environnant. Par ailleurs, la topologie
de l'interface n’est pas nécessairement conservée au cours de I’évolution dyna-
mique du systéeme. Des phénomeénes de reconnection ou de rupture peuvent
apparaitre. Numériquement, il s’agit d’une difficulté supplémentaire puis-
qu’immeédiatement apres la reconnection, des singularités de courbure peuvent
apparaitre, qui nécessitent une description locale tres fine. Mais déja du point
de vue physique, les difficultés sont importantes puisque la reconnection ou
la séparation d’interface fait intervenir des phénomenes a 1’échelle moléculaire,
pour lesquels la description en terme de milieu continu utilisée pour les liquides
en présence n’est plus nécessairement valide. Enfin, ces phénomeénes sont en
général tres rapides [53] au regard de I’écoulement environnant. Les échelles de
temps et de longueur qui interviennent dans le probleme sont donc dispersées
sur plusieurs ordres de grandeur.

Il s’agit donc d’un probleme tres singulier, non linéaire et aux frontieres
libres, comme nous l’avons mentionné dans l'introduction. La modélisation
numérique de tels phénomenes est difficile, et plusieurs stratégies ont été en-
visagées.

1.2 Approche Lagrangienne : suivi d’interface

Cette approche est basée sur une discrétisation explicite de l'interface, qui
apparait nettement comme une frontiere entre deux sous domaines traités
séparément. Dans le cas d’écoulements aux bas nombres de REYNOLDS, pour
lesquels l'inertie peut étre négligée, 1’écoulement est décrit par une formula-
tion intégrale. Pour les liquides newtoniens, nous verrons que l’intégrale est
limitée & 'interface. Dans ce cas, cette méthode peut s’avérer tres efficace. En
effet, si la discrétisation du volume dans chaque direction nécessite N points,
alors le domaine de calcul contiendra N? points. Si 'interface n’est pas trop
déformée, alors N? points seulement seront nécessaires pour la décrire. Dans
le cas contraire, I'efficacité peut étre sensiblement diminuée.

1.2.1 Intégrales de frontieres (BEM)

L’expression générale du champ de vitesses est donnée dans les références
[75, 165]. Dans le cadre de I’approximation de STOKES, les effets inertiels sont
négligeables et la dynamique est déterminée par:

nAv — VP = —-v.T") (1.5)
avec T%}i) les éventuelles contributions non newtoniennes (voir chapitre 1,
partie II), traitées ici comme des termes sources dans I’équation de STOKES.
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La représentation intégrale de la vitesse dans tout le domaine est alors donnée

par!:

P ey; (r) = _/ 0T (') Jir (r = v') dr'+
Vv

n2 [ K (r— ") v (r') nj (') dS + / Jig (r —7') f; (v') dS

as as
(1.6)
Dans cette expression, les coefficients ¢;; sont donnés par:
0; si xeV
Cik = %5119 si x € 0S (17)
0 sinon
Les noyaux J et K sont quant a eux donnés par:
3 Tﬂ‘j?”k
= 1.8

et
1 51 TiTk>
Jeg=—|—+—"3]. 1.9
k 87T <|r| ‘r|3 ( )

Pour information, nous donnons également les expressions bidimension-
nelles de ces quantités:

1 rrarg
K =_-YJ 1.10
et
2D 1 Tz"f‘j
4 T

Si le régime considéré est newtonien, la contribution volumique de
Péquation générique (1.6) disparait, et les intégrales restent bidimension-
nelles. En pratique, ces méthodes ont été appliquées dans le cas de gouttes
viscoélastiques dans une matrice newtonienne [75]. Dans ce cas, la contribu-
tion volumique est limitée a l'intérieur de la goutte, ce qui rend les calculs plus
accessibles numériquement. La difficulté est néanmoins importante, puisque la
relation pour le champ de vitesses (1.6) n’est pas explicite.

1. Dans toute la suite de ce document, la notation 9, désigne une dérivation par rapport
a la variable en indice. Ici, 9; représente une dérivation dans la direction i.
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1.2.2 Application au cas newtonien

La richesse de cette approche s’est surtout révélée dans le cas purement
newtonien [37, 120] et nous sera utile pour I’étude des probléemes de dynamique
de vésicules (chapitre 2, partie III) [12, 13, 26]. Il est alors possible d’obtenir
la relation suivante pour la vitesse de la membrane [12]:

) )
uvas = / J(r—7)f(r)dr
2 95

(1.12)
+ (n = @) /%v )K(r—7)n(r')dr'+u

Cette fois encore, la relation est seulement implicite. Néanmoins, I'intégrale
qui apparait dans (1.12) est purement bidimensionnelle?. Les temps de cal-
cul sont alors relativement faibles, ce qui fait 'intérét de cette méthode. Par
ailleurs, I'incompressibilité des liquides est prise en compte de fagon auto-
cohérente dans I’équation (1.12).

1.2.3 Avantages et inconvénients

L’avantage majeur de cette approche réside dans la prise en compte précise
des conditions aux limites. En effet, la seule limitation est liée au degres de
raffinement du maillage de l'interface. Par ailleurs, dans le cas newtonien en
tout cas, les temps de calcul restent ici tres raisonnables, y compris dans le cas
de relations implicites en présence de contraste de viscosités.

Par contre, ces méthodes sont limitées aux faibles déformations des inter-
faces. Dans le cas contraire en effet, la densité de points sur I'interface diminue,
et la précision du calcul en est sensiblement affectée. Des méthodes de re-
maillage existent qui permettent de conserver une densité de points constante
[37], mais dans ce cas, les temps de calculs ne sont plus nécessairement avan-
tageux.

Enfin, les réorganisations topologiques sont difficiles a implémenter, et
nécessitent l'introduction de régles ad hoc pour les mécanisme de rupture et
de coalescence.

1.3 Approche Eulérienne: capture d’interface

Dans cette approche, aucune information explicite sur la position de I'in-
terface n’est nécessaire. La position de la surface libre est obtenue par la lo-
calisation d’un isocontour d’un champ annexe régulier (en général il s’agit de
'isocontour de valeur 0).

2. Et méme unidimensionnelle si nous nous plagons dans un domaine de calcul bidimen-
sionnel.
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Le point de départ consiste & exprimer les équations de conservation (1.1)
dans tout le domaine, défini comme la réunion des deux sous-domaines limités
par l'interfaces 0S. Considérons alors un élément de volume €2 occupé par les
deux fluides, et 02 sa frontiére. Nous supposons que l'interface 0S entre les
deux liquides est comprise a 'intérieur de 2. Les sous-volumes occupés par les
fluides sont alors QM) et Q) avec QD UOQR = Q et QM NQP = 9S. Le taux
de variation de la quantité de mouvement du liquide dans chaque sous-volume
est alors donné par?:

/ p1:2 (8tv(1’2) + v(1’2).Vv(1’2)) dVv (1.13)
01,2)

La densité peut subir des discontinuités & la traversée de I'interface*. Cette
variation est provoquée par les forces exercées par le liquide environnant :

/ (T2 — pOAT) ndS + / (T — p21) n(24s (1.14)
0(1,2) s

avec n) = —n® la normale & linterface entre les deux sous-domaines.
Nous pouvons alors écrire :

/ p(Ov+v.Vv) = / p) (atv(l) + v(l).Vv(l)) + (1.15)
Q Q)
/ AP (0 4 v .9v)
02

= / (T® — POT1) .nMdS + / (T® — P@1) .nMds
anM) 0 (2)

+/ (T® — T®) nMds — / (PY — PO 1.nWdS
oS

= / (T - PI).n™ dS+/ (T® — T®) nMds
o0 as

— / (PY — P@) L.nWds.
oS

Les champs de vitesse v et de contrainte T sont définis dans tout le volume,
et leurs restrictions & Q) (resp. Q) coincident avec v(") et T() (resp. v®
et T(?). L'intégrande des deux derniéres intégrales n’est rien d’autre que le
saut de contraintes a la traversée de I'interface 0S. Il est donné par la force

3. Cette dérivation s’inspire du cours de DEA de Georges-Henry COTTET (“Modeles et
calculs d’interfaces” [36]) et de la référence [30].

4.71 est en effet possible de définir une densité dans tout 1’espace de la facon suivante:
p=pWHss + pP (1 — Hss) avec Hyg la distribution de HEAVISIDE centrée sur la position
de linterface.
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f exercée par l'interface sur les liquides environnants (voir relation (1.3)). La
derniere étape consiste alors a utiliser le théoreme de STOKES pour étendre
les intégrales de surface a l’ensemble du volume. La seule difficulté concerne
la contribution de I'intégrale sur 0S5 qui est singuliere. Il est toutefois possible
d’obtenir la relation suivante [36, 142]:

p(0v+v.Vv)=V.T — VP + {is5 (r) (1.16)

avec dyg (r) la distribution de DIRAC portée par U'interface. La nature sin-
guliere du probleme devient alors explicite, par le biais des distributions de
DirAC et de HEAVISIDE. Le principe fondamental des méthodes de champ de
phase (et de “level set”) consiste alors & régulariser I'interface.

1.3.1 La méthode du champ de phase

Le développement de cette méthode est relativement récent, et trouve son
origine dans la thermodynamique hors équilibre et les transitions de phase.
Les premiers modeles ont été développés pour I'étude de la solidification d’une
substance pure. Les équations de base sont alors similaires a celles des modeles
continus développés dans les années 70 pour étudier les transitions de phases
du second ordre. Nous pouvons ainsi citer les travaux sur la croissance cris-
talline de COLLINS et LEVINE en 1985 [35], puis plus récemment par KARMA
et PLAPP [82] et PIERRE-LoOUIs [117]. Elle a été ensuite été appliquée au
probléeme de la croissance dendritique par KOBAYASHI [86] puis par KARMA
et RAPPEL [81]. Plus récemment encore, cette approche a été appliquée a
I’étude de I'instabilité de GRINFELD qui apparait a la surface d’un solide en
compression uniaxiale [84]. En hydrodynamique, cette approche est encore a
un stade exploratoire, mais a déja été appliquée a différents problémes, I'insta-
bilité de HELE-SHAW [61], la convection par effet MARANGONTI [24], la rupture
de gouttes newtoniennes [19] ou la dynamique de vésicules [12]. Dans la suite
de ce travail, nous présentons d’ailleurs une contribution a certains de ces
résultats.

1.3.2 Principe de base

L’idée fondamentale s’inspire des modeles thermodynamiques simples pour
la coexistence de deux phases (liquide-liquide ou liquide-gaz). L’équilibre des
deux phases est décrit par un parametre d’ordre noté #. Ce parametre vaut
par exemple -1 dans le liquide 1, a grande distance de 'interface, et +1 dans le
liquide 2°. La forme précise de I'interface est alors obtenue par la minimisation
fonctionnelle d’'une “énergie libre” de type GINZBURG-LLANDAU [140]:

5. Ici, par “grande distance”, nous entendons “tres supérieure aux longueurs de corrélation
dans le liquide”, qui sont en général de ’ordre de quelques dizaines de nanometres pour les
liquides simples.
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2
Flo) = / [W ) + 62@ dr (1.17)
v
Avec un potentiel en double puits:
1 "
W (0) = 1 (1—6%) (1.18)

et les conditions aux limites appropriées ( lirin 6 (r) = +1) il est facile de
T— 100

montrer que I’on obtient un profil en tangente hyperbolique a une dimension :

6 (r) = tanh (L) (1.19)
V2

La quantité e dans la fonctionnelle (1.17) peut donc étre assimilée a la
largeur de l'interface. Dans le modele de GINZBURG-LANDAU, le parametre
d’ordre a une signification physique (densité par exemple), et la fonctionnelle
F [0] est bien homogene & une énergie (’échelle caractéristique d’énergie a ce
niveau est donnée par kgT'). Dans ce cas, un exceés d’énergie peut étre calculé
du fait de la présence de l'interface: il s’agit bien entendu de la tension de
surface. Il est intéressant de rappeler que cette quantité est directement pro-
portionnelle au parametre e (avec nos notations, nous aurions ¥ =e2V2 /3).
Nous avons donc une “tension de surface” effective directement proportionnelle
a la largeur de l'interface. En d’autres termes, la description de l'interface par
un tel champ implique ’existence d’une force normale a I'interface, proportion-
nelle a sa courbure locale et a son épaisseur, qui va influencer la dynamique
de 0, et donc de l'interface. Nous reviendrons par la suite sur ce point délicat.
A partir de ces résultats, il est possible de construire une régularisation de
I'interface grace au champ 6. Ce dernier est naturellement appelé “champ de

phase”, et sera soumis a une équation de transport du type:

o0 +v.Vl = —F‘l(;’—;: (1.20)

avec I' un parametre homogene a un temps, qui controle la vitesse de re-
laxation du champ de phase vers le profil qui minimise la fonctionnelle F. Tous
calculs faits, nous obtenons finalement :

00 +v.VO=T""(0(1—6% +A0) (1.21)

Le membre de droite traduit le transport du champ, et donc de I'interface,
par I’écoulement, alors que le membre de gauche agit comme une force de rappel
vers un profil en tangente hyperbolique. Ce second membre est essentiel et
garantit la stabilité numérique de ’équation. La vitesse de relaxation du champ
de phase vers le profil minimal est gouvernée par le parametre I', homogene a
un temps. En pratique, les valeurs de ce parametre sont totalement découplées
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des échelles de variations typiques de ’écoulement : I" est ajusté de fagon a ce
que le profil du champ de phase reste bien défini tout au long de la dynamique.

Le probleme du suivi explicite de l'interface est ainsi remplacé par ce-
lui, plus simple, de la résolution d’une équation d’advection-diffusion, avec un
“terme source” en ['"10 (1 — #?) et un coefficient de diffusion en ¢?T'~!. Nous
avons représenté sur la figure 1.2 la forme du champ de phase. L’interface est
localisée au niveau de la zone de variation rapide du champ.

Champ de phase

F1c. 1.2 — Champ de phase 6 (cas bidimensionnel)

La définition de la viscosité ou de la densité peut alors étre étendue a tout
I’espace :

1—6 1+6
AN OB S N )
n= g+
(1.22)
1-6 1+6
— 7o (2)
p=——P"+—=p

La distribution de DIRAC est quant & elle remplacée par V6| /2, qui possede
les bonnes propriétés de normalisation puisque:

+o0o
/ @dr =1. (1.23)

Enfin, toutes les quantités géométriques liées a l'interface peuvent étre
définies a partir du champ de phase, dans tout 1’espace:

—0o0

‘ Vecteur normal ‘ Courbure ‘

| n=V0/|VO| [¢c=-V.n]|




1.3. APPROCHE EULERIENNE: CAPTURE D’INTERFACE 19

Le liquide peut alors étre traité dans son ensemble, la contribution de I'in-
terface étant localisée au niveau de l'interface par la distribution de DIRAC
régularisée.

1.3.3 Avantages et inconvénients

Les inconvénients principaux sont liés a la largeur non nulle de l'inter-
face, liée a la régularisation par la fonctionnelle de GINZBURG-LLANDAU. Cette
épaisseur finie va agir sur la dynamique du champ de phase, et donc indirec-
tement sur 1’écoulement (I’équation de NAVIER-STOKES contient en effet plu-
sieurs termes qui dépendent de #: les contrastes de viscosités et de densités,
ainsi que la distribution de DIRAC régularisée d55). En fait, la fonctionnelle de
GINZBURG-LANDAU contient implicitement la notion de tension de surface:
en ’absence d’écoulement imposé, la forme du champ de phase va toujours
tendre vers la sphere.

Dans le cas d’une interface “simple” entre deux liquides immiscibles, que
I’on peut décrire a I’aide d’un seul parametre (la tension de surface), nous pour-
rions utiliser cet effet avec profit. La force f associée a I’'interface serait alors
donnée par f = cX V0 avec & = €21/2/3. Le paramétre d’ordre 6 est ici dimen-
sionné correctement pour que f soit bien homogene & une force (en pratique,
cela revient a utiliser kg7 comme échelle d’énergie au niveau microscopique).

Mais nous sommes alors confrontés a un probleme essentiellement tech-
nique. En effet, le parametre €, qui doit étre interprété comme la largeur de
I'interface, peut étre estimé a quelques nm pour les interfaces usuelles. Pour
modéliser des gouttes de 10 pum, il faudrait alors des grilles de 10® points & deux
dimensions, et 10° & trois dimensions! Naturellement, ceci est totalement pro-
hibitif du point de vue numérique. En d’autres termes, la régularisation de I'in-
terface que nous utilisons “mélange” deux échelles de longueurs (ou d’énergie)
tres différentes : pour ’hydrodynamique, nous sommes autour du pm, alors que
pour Uinterface, il s’agit plutét du nm. Les limitations techniques (temps de
calcul, mémoire, etc...) nous obligent en quelque sorte a surestimer la tension
de surface dans le systeme. De plus, certaines interfaces demandent une des-
cription plus sophistiquée, notamment celles des vésicules sur lesquelles nous
reviendrons dans la partie III°.

Il est donc préférable d’utiliser une force f correctement dimensionnée,
pertinente au niveau hydrodynamique (en choisissant par exemple des valeurs
réalistes pour 3, indépendantes de la largeur du champ de phase). Par contre,
il est alors nécessaire de s’affranchir de la “tension de surface” implicitement
contenue dans I’équation du champ de phase. Il est alors intéressant d’estimer
la contribution de la largeur non nulle de I'interface, associée a notre procédé
de régularisation, en effectuant un calcul perturbatif en puissances de e.

6. En particulier, la forme d’équilibre des vésicules n’est pas sphérique.
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Un tel calcul devrait en principe nous permettre d’éliminer ordre par ordre
les effets liés a la largeur du champ de phase, au moins dans ’équation (1.21)7.
Cette idée a été initialement proposée par FOLCH et collaborateurs dans la
référence [61]. Dans ce travail, les auteurs étudient numériquement l'instabilité
de HELE-SHAW dans un régime de lubrification (la dynamique du fluide est
alors simplement gouvernée par la loi de DARCY). Le résultat principal consiste
A ajouter un terme correctif en I'"*e?c|V6| dans 1’équation d’advection de 6
qui devient alors:

00 +v.VO=T""(0(1—6%) + € (A0 +c|VH])) (1.24)

L’influence de € est alors supprimée jusqu’a I'ordre 1. Ainsi, la relaxa-
tion vers la forme sphérique sera ralentie, mais non totalement supprimeée.
Néanmoins, aux échelles de temps qui nous intéressent dans ce travail, cette
correction est amplement suffisante.

Par contre, des effets non négligeables (et non triviaux) sont toujours
présents dans les autres équations dynamiques, notamment 1’équation de
STOKES. Nous aurons l'occasion d’y revenir lors de 1’analyse critique de nos
résulats. Une version simple du calcul est présentée dans ’annexe B.

Par ailleurs, le champ de phase n’est pas une quantité conservée par la
dynamique. En effet, I'intégrale

/V 0dV (1.25)

n’est pas constante au cours du temps, comme cela apparait clairement a
partir de ’équation (1.24). Une premiere source d’imprécision est liée a I'erreur
systématique introduite dans le calcul du gradient (dans le terme d’advection).
Nous avons pu réduire I'importance des dérives liées a ce terme en utilisant
des opérateurs différentiels isotropes a l'ordre 2 , ou calculés dans l'espace
de FOURIER (voir chapitre suivant et annexe C). Mais méme en l'absence
d’écoulement, une dérive (et donc une variation du volume de la particule)
apparait. En effet, le profil en tangente hyperbolique minimise la fonctionnelle
(1.17), si les conditions aux limites imposent une variation entre -1 et +1. Au
voisinage de l'interface, un profil en tangente hyperbolique correspond donc
bien a un minimum, mais a un minimum local. D’un point de vue global par
contre, le minimum de la fonctionnelle correspond en fait 4 # = + 1. En d’autres
termes, les interfaces ne sont pas isolées, (voir figure 1.2), et le systéme finira
toujours par relaxer vers le minimum global. Naturellement, plus la largeur de
I'interface est grande, plus cet effet sera rapide. En pratique, ceci se traduira
par une disparition d’un des deux liquides. Le terme correctif de FOLCH va
naturellement ralentir la dynamique, mais ne ’empéchera pas tout-a-fait (voir

7. En pratique, les calculs deviennent vite inextricables, et nous nous contentons des
corrections au premier ordre.
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figure 1.3). Aux échelles de temps considérées dans la suite de ce travail, nous
avons vérifié que les pertes de volume (ou de surface & deux dimensions) reste
limitées & 2-3 % dans les régimes les plus contraignants.

t=100I" t=200I' t=300I' t=400I' t=500I"

F1c. 1.3 — Evolution temporelle du champ de phase, avec une morphologie ini-
tialement elliptique. Seule I’équation du champ de phase est résolue. La partie
supérieure (1) montre I’évolution du champ de phase avec une dynamique de
GINZBURG-LANDAU, sans terme correctif. Les effets liés a la valeur finie de €
sont doubles : tout d’abord, la forme elliptique n’est pas conservée, du fait de la
tension de surface effective évoquée dans le texte. Ensuite, la surface de la zone
bleue n’est pas conservée et tend a disparaitre. Dans la partie inférieure (2),
le terme correctif de FOLCH a été introduit. Cette fois, la forme et la surface
sont bien conservées, du moins sur [’échelle de temps considérée ici.

En pratique, nous ajustons le paramétre I' pour que les pertes en volume
(ou en surface & deuzr dimensions) soient suffisamment faibles au cours de
la dynamique. Nous parvenons a limiter les pertes 4 8 % dans les cas les
plus pénalisants. La solution la plus efficace consiste néanmoins a remplacer
la dynamique de GINZBURG-LANDAU par celle de CAHN-HILLIARD qui est
conservative par construction. L’évolution de € est alors déterminée par une
équation de flux:

8,0 +v.Vo=—-V.J (1.26)

avec J un flux diffusif, donné par:

J=T7'V(6(1—-6%) +¢€(A0+c|V0)). (1.27)

Le terme de FOLCH est toujours présent, ce qui a pour effet ici aussi de
ralentir la relaxation vers les formes sphériques. Dans ce cas, des dérivées
d’ordre 4 apparaissent, qui rendent plus difficile la mise en ceuvre numérique.
Toutefois, des études sur la déformation et la rupture de gouttes purement
visqueuses [19] ou la convection MARANGONTI [24] (sans le terme correctif de
FoLcH) ont pu étre effectuées avec cette approche. Il faut noter cependant
que des dérives (tres lentes) sont toujours présentes, du fait des imprécisions
commises sur I’évaluation du terme d’advection. Nous utiliserons cette équation
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dans la derniere partie de ce document, consacrée a une description qualitative
des effets rhéologiques dans les liquides diphasiques.

Les avantages de la méthode du champ de phase sont par contre multiples.
Tout d’abord, les phénomeénes de réorganisation topologiques vont pouvoir étre
pris en compte naturellement. Ceci sera important dans la partie consacrée a la
rupture des gouttes, ainsi que dans I’étude des effets collectifs qui font interve-
nir de nombreuses coalescences et fragmentations. Par ailleurs, cette méthode
permet la prise en compte de phénomenes rhéologiques non triviaux, grace a
I’introduction de lois constitutives adéquates pour le tenseur des contraintes.
Enfin, si nous nous sommes limités ici au régime de STOKES, la prise en compte
des effets inertiels est possible [24].

Une confrontation directe des méthodes d’éléments finis et d’intégrales de
frontiere est réalisée dans la référence [75], dans le cas de gouttes viscoélastiques
en élongation dans un liquide lui aussi viscoélastique. Une description plus
complete des aspects de modélisation par la méthode VOF (“Volume Of Flui-
d”) peut étre trouvée dans la revue de SCARDOVELLI et ZALESKI [142]. Enfin,
pour la méthode du “level set”, proche dans I’esprit de la méthode du champ
de phase, une revue dédiée pourra étre trouvée dans [148], par SETHIAN et
SMEREKA, ou par PESKIN dans [113].
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Chapitre 2

Algorithme de résolution

Ce chapitre vise a donner les grandes lignes de 1’algorithme de résolution
utilisé pour la résolution des systéemes d’équations que nous avons été amenés
a traiter dans cette these, avec la méthode du champ de phase. Les aspects
plus techniques sont rejetés dans I’annexe C, ol plusieurs tests de validité sont
présentés (influence du maillage et du calcul des opérateurs différentiels sur la
dynamique de gouttes newtoniennes en élongation). Nous présentons également
un certain nombre de tests directs dans quelques cas simples, notamment en ce
qui concerne le calcul de la courbure, crucial pour les études ultérieures (aussi
bien pour les gouttes que pour les vésicules).

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante: dans un premier temps,
nous présentons la discrétisation spatiale utilisée (maillage et opérateurs
différentiels). Le probléeme du calcul de la courbure est ici discuté. Nous
évoquons alors plus rapidement la discrétisation temporelle, puis enfin 1’al-
gorithme de résolution a proprement parler, notamment pour 1’équation
d’advection-diffusion du champ de phase et pour I’équation hydrodynamique.

2.1 Discrétisation spatiale

Le premier aspect important concerne la discrétisation spatiale du
probleme, et nous précisons tout d’abord le maillage utilisé, puis la
discrétisation des opérateurs différentiels.

2.1.1 Maillage

Pour '’ensemble des calculs de ce travail, nous utilisons un maillage struc-
turé a mailles carrées. La nécessité de capturer précisément les petites échelles
associées aux variations rapides du champ de phase dans la zone interfaciale
nous conduit a utiliser un maillage extrémement dense et serré, y compris dans
les zones ou la variation des parametres dynamiques, notamment le champ
de vitesses, est plus lente. Dans ces conditions, les éventuels écarts que 1’on
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peut observer entre I’approche de type champ de phase et les résolutions plus
précises comme la méthode intégrale ne dépendent que des parametres in-
trinseques au modele, et ne dependent que tres peu du maillage: c’est pour-
quoi nous préférons nous focaliser davantage sur ces parametres plutét que sur
I'influence du maillage dans la suite de ce travail.

Concrétement, nous utilisons des grilles dont les dimensions sont 9 a 20
fois plus grandes que la taille typique des objets que nous étudions (gouttes
ou vésicules), et la largeur des mailles est telle que plusieurs pas de grille sont
contenus dans la zone de variation rapide du champ de phase. typiquement,
nous avons € = h pour les gouttes, et € = 1,1h pour les vésicules, la lar-
geur effective du champ de phase pouvant étre estimée a 3e. Notons d’ailleurs
que certains auteurs utilisent des valeurs plus faibles, dans des situations bien
particulieres (e = h/3, dans la référence [86]). Nous sommes donc amenés a
travailler avec des grilles de 3002 jusqu’a 1600*250 nceuds.

2.1.2 Discrétisation des opérateurs différentiels

Deux aspects doivent étre pris en compte a ce niveau. Le premier concerne
la précision du calcul, le second l’isotropie.

Dans 'espace réel, nous utilisons bien entendu un schéma aux différences
finies pour évaluer les opérateurs différentiels. En pratique, nous utilisons un
schéma d’ordre 2 en h (avec h le pas du réseau carré sous jacent). Dans les
phases préliminaires du développement de I'algorithme, nous avons utilisé des
schémas d’ordre 4, sans que cela ait une influence mesurable sur les résultats.
Par contre, il est clair que cette précision accrue a un prix puisque le nombre de
points de calculs pour évaluer un opérateur donné en un point est beaucoup
plus important dans le cadre d’un schéma d’ordre 4 que d’ordre 2. Mais de
facon générale, nous avons préféré utiliser I'espace de FOURIER pour évaluer
nos opérateurs différentiels, notamment pour évaluer le terme d’advection de
I’équation du champ de phase. Nous revenons sur cet aspect dans le paragraphe
2.3.1. D’un point de vue pratique, nous avons bénéficié pour cela des librairies
de transformées de FOURIER rapides [59].

Pour ce qui concerne l'anisotropie, nous utilisons des schémas isotropes
d’ordre 2 en h (schéma & 6 points pour les gradients, voir annexe C). Dans
les phases initiales, nous avons essayé un maillage hexagonal, plus symétrique,
mais plus contraignant pour la résolution de I’équation hydrodynamique (en
particulier pour la contrainte d’incompressibilité). L’isotropie est cruciale pour
le calcul de la courbure, qui intervient dans le calcul de la force associée
aux déformations de l'interface, que ce soit pour les gouttes ou les vésicules.
Une anisotropie trop importante dans le calcul de cette quantité se traduira
nécessairement par un “effet de maillage” : la sphéricité des gouttes a ’équilibre
ne sera ainsi pas respectée.

Pour illustrer cet aspect, nous allons nous focaliser sur le calcul de la cour-
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bure. Nous I’avons vu dans le chapitre précédent, elle est donnée par le gradient

du vecteur normal :
\Y’)
=-V.| — . 2.1
=V (wm) z1)

Le calcul dans I'espace de FOURIER est plus précis, mais introduit des in-
stabilités caractéristiques aux faibles longueurs d’ondes, qui sont rapidement
amplifiées et qui peuvent destabiliser complétement le systeme. Nous utilisons
donc préférentiellement les shémas d’ordre 2, dans I’espace réel. Nous nous pro-
posons d’engendrer un champ de phase bidimensionnel, de forme cylindrique.
L’isocontour de valeur nulle est un cercle de rayon unité. Compte-tenu de ce qui
précéde, la courbure, définie dans tout ’espace, doit varier en !, avec r la dis-
tance au centre. En pratique, nous utilisons un masque qui permet de réduire
le domaine de variations de ¢ & un voisinage de I'interface. Nous voyons sur la
figure 2.1 qu’une discrétisation anisotrope de la divergence conduit & une forte
anisotropie de la courbure (figure de gauche). L’utilisation d’une divergence
isotrope a 'ordre 2 (figure de droite) permet de supprimer cet effet.

Fi1ac. 2.1 — Influence de l’isotropie de la discrétisation sur le calcul de la cour-
bure : & gauche, version anisotrope de la divergence (schéma usuel & 4 points),
a droite, version isotrope (schéma d 8 points, voir annexe C). Le rayon de
l’objet est normalisé a 1, et nous utilisons un masque pour ne représenter la
courbure qu’au voisinage de l'interface.

Plus précisément, nous avons représenté sur les figures 2.2 et 2.3 la valeur de
la courbure dans deux directions: suivant un des axes du maillage, et suivant
un angle de 45 degres, avec une discrétisation anisotrope. De facon générale,
nous observons un bon accord avec I’expression analytique, mais des différences
assez marquées apparaissent entre les deux directions que nous présentons.

Sur les figures 2.4 et 2.5, nous avons les mémes quantités, cette fois avec
une discrétisation isotrope. Cette fois, I’accord est indépendant de la direction,
comme cela était suggéré sur la figure 2.1.
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Fi1ac. 2.2 — Courbure et gradient du champ de phase dans une direction prin-
cipale du maillage, et a 45 degrés. Les opérateurs différentiels sont ici aniso-
tropes, et évalués dans ’espace direct.
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Fic. 2.3 — Zoom sur la figure précédente.
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Fi1c. 2.4 — Courbure et gradient du champ de phase dans une direction prin-
cipale du maillage, et a 45 degrés. Nous utilisons ict une version isotrope a
Vordre 2 pour le calcul de la divergence (courbure). Le gradient est estimé dans
l’espace de FOURIER.
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FiG. 2.5 — Zoom sur la figure précédente.
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Nous représentons également sur ces figures la norme du gradient du champ
de phase, dont la forme analytique est donnée par:

V6| = % (1 — tanh (%)j . (2.2)

Sur les figures 2.2 et 2.3, ce gradient est calculé dans ’espace réel. Nous
voyons que l'accord avec la forme analytique est satisfaisant, mais que le maxi-
mum est légérement sous estimé. Par contre, I’anisotropie n’est pas mesurable
pour cette quantité. Sur les figures 2.4 et 2.5, le gradient est estimé dans l’es-
pace de FOURIER, et cette fois le maximum est bien mieux capturé. Nous ver-
rons dans le paragraphe 2.3.1 comment utiliser cette propriété pour améliorer
la précision du calcul, notamment en ce qui concerne ’estimation du terme
d’advection de I’équation du champ de phase (ce qui a un impact - faible - sur
la conservation globale du volume de la particule considérée).

Notons également que le masque évoqué précédemment prend une valeur
nulle quand le gradient du champ de phase est lui-méme nul. Or, nous verrons
par la suite que c’est la quantité ¢ |V6| qui intervient en fait dans les différentes
expressions de la force associée a I'interface (voir parties IT et III) : le masque
n’a donc a priori d’influence sur la dynamique. Nous avons également vérifié
que la propriété intégrale:

+oo
/ @dr =1 (2.3)

o0

est bien vérifiée, indépendamment du choix effectué pour le calcul des
opérateurs différentiels.

2.2 Discrétisation temporelle

Le second point important de I’algorithme concerne la discrétisation tempo-
relle. Nous avons utilisé successivement des algorithmes d’EULER, de RUNGE-
KutTA d’ordre 4 et enfin un prédicteur-correcteur d’ ADAMS-BASHFORD a pas
variable [46]. Nous avons vérifié que les résultats obtenus ne dépendent pas du
schéma choisi. Nous avons finalement retenu 1’algorithme de RUNGE-KUTTA,
plus stable que le prédicteur-correcteur et plus rapide en général que l’algo-
rithme d’EULER, pour une précision au moins équivalente.

Le pas de temps est choisi de maniére a limiter les temps de calcul, tout
en assurant une bonne stabilité numérique. Pour capturer 1’essentiel de la dy-
namique, il faut que le pas de temps soit petit devant les échelles de temps en
jeu dans le systeme. Pour les gouttes de la premiere partie par exemple, les
échelles de temps caractéristiques (temps capillaire, taux d’élongation, temps
de relaxation viscoélastique, etc...) sont de ’ordre de 'unité, et le pas de temps
est typiquement fixé a 0,01, dans les mémes unités.
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Ainsi, pour achever un calcul (par exemple pour obtenir une configuration
stationnaire pour une goutte newtonienne axisymétrique en élongation), le
temps de calcul est de 'ordre de quelques heures sur PC. Une parallélisation
est envisageable, mais nous avons pu constater que cette technique n’était
pas tres adapté a notre architecture, notamment a cause des non localités
introduites par les transformées de FOURIER: les temps de communications
entre processeurs sont trop longs pour permettre une parallélisation réellement
efficace.

2.3 Algorithme de résolution : champ de phase
et hydrodynamique

Comme nous ’avons précisé dans le chapitre précédent, les équations que
nous sommes amenés a résoudre sont des équations d’advection-diffusion. Nous
pouvons ainsi utiliser des méthodes de calcul simples et robustes, bien connues
par ailleurs, que nous allons néanmoins préciser ici.

2.3.1 Equation du champ de phase: cas non conservatif

Plusieurs termes apparaissent dans cette équation. Le premier est le terme
diffusif, avec un coefficient de diffusion en €2I'"!. Le laplacien est évalué dans
I’espace de FOURIER, ce qui garantit une meilleure précision.

Le second terme est dérivé du potentiel en (1 — 02)2. Ce terme ne pose pas
non plus de probléme particulier (il ne fait pas intervenir les dérivées spatiales
de ), il est traité explicitement.

Enfin, il reste le terme d’advection en v.Vf. Nous utilisons
préférentiellement 1’espace de FOURIER pour calculer le gradient du
champ de phase qui intervient ici. Plus précisément, nous montrons dans
cette annexe des résultats (élongation et volume) relatifs a la déformation de
gouttes newtoniennes en élongation. Pour ne pas alourdir le texte, nous nous
contentons de préciser ici les conclusions de cette étude:

e les pertes en volume sont dans tous les cas limitées a quelques pour-
cents (2 a 2,5 en 3D axisymétrique). S’agissant d’un point important,
nous y revenons dans 1’étude consacrée aux gouttes viscoélastiques, dans
la partie suivante. Ces pertes, qui sont aussi présentes dans le cadre
d’une dynamique conservative a deux dimensions, sont dues aux erreurs
systématiques commises dans le calcul du gradient de 6. Le calcul de ce
terme dans I'espace de FOURIER réduit légérement ces pertes, qui sont
dans tous les cas treés faibles aux échelles de temps considérées (suffisantes
pour observer un état stationnaire).
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e la déformation de la goutte est tres peu affectée par le choix de la méthode
de calcul du terme d’advection (espace réel ou réciproque). Les variations
relatives de ce paramétre sont limitées &4 moins de 0,1 %.

e un maillage trop fin provoque ’apparition d’instabilités numériques si le
gradient est calculé dans I’espace de FOURIER. Ces instabilités sont liées a
I’amplification des modes de petites longueur d’onde par les transformées
de FOURIER. Le maillage résulte donc d’un compromis entre précision et
stabilité.

e les pertes sont un peu plus importantes en régime axisymétrique, du fait
des erreurs commises dans 1’évaluation du laplacien (au niveau de ’axe de
symétrie) et dans le calcul du champ de pression. Il est toutefois difficile
de quantifier I'importance relative de ces deux effets, car ils restent de
toute facon tres faibles.

2.3.2 Equation du champ de phase: cas conservatif

Dans ce cas, nous avons un terme en laplacien carré a la place du terme
diffusif, et le terme en 6 (1 — 6?) devient A (6 (1 — 6?)): I'équation d’advection
du champ de phase s’écrit en effet (voir équation (1.27), page 21):

@9+mva=—%[A@(L—W)+qvmy+A%y (2.4)

Le terme d’ordre 4 est traité implicitement (dans 'espace de FOURIER

afin de stabiliser I’algorithme (le traitement implicite des termes d’ordre pair

est inconditionnellement stable). Le laplacien qui intervient dans le second

terme est calculé lui aussi dans I'espace de FOURIER, de méme que le terme
d’advection.

2.3.3 Equation hydrodynamique

L’équation de NAVIER-STOKES est résolue par une méthode semi-implicite
classique (voir annexe C). En effet, en présence de contraste de viscosités, nous
voyons apparaitre un terme en:

V.[n(Vv+v")] (2.5)
avec:
1-6 140
n=——n"+—"n" (2:6)

Ce terme peut se décomposer en :

V. [0 (Vv +v")] = e AV + (7 = Tas) AV + (Vv +v7) .V (2.7)
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avec 7Mmqer la valeur maximale de la viscosité dans le systeme. Ainsi, le
premier terme en 7,,,Av est traité de fagon implicite, et les autres de fagon
explicite. Ceci nous permet d’utiliser des pas de temps raisonnables, puisque
la partie implicite est inconditionnellement stable. La limitation supérieure est
quant a elle liée (entre autre) a la nécessité de prendre en compte correctement
les phénomenes dynamiques transitoires, comme nous l’avons mentionné plus
haut.

Le point délicat concerne essentiellement les non-linéarités dues au terme
d’advection d’une part, et d’autre part la contrainte forte d’incompressibilité.
Nous avons pu nous affranchir des probléemes liés au terme en v.Vv puisque
les échelles de temps et de longueur en jeu dans nos systemes permettent de
négliger I'inertie devant la dissipation visqueuse : le nombre de REYNOLDS est
en effet typiquement de I’ordre de 1072,

Pour ce qui concerne la contrainte d’incompressibilité, nous avons tiré parti
a la fois du maillage structuré et des conditions aux limites périodiques pour
utiliser une méthode spectrale basée naturellement sur les transformées de
FOURIER [95]. Le principe est tres simple: la condition de divergence nulle des
vitesses, qui exprime pour les liquides incompressibles la conservation de la
masse, devient dans I’espace de FOURIER :

Vv=0&kv,=0 (2.8)

avec vy la k-ieme composante de FOURIER du champ de vitesse. Des lors,
il suffit de résoudre I’équation de NAVIER-STOKES sans la contrainte d’incom-
pressibilité, et de projeter ensuite le champ de vitesses obtenu sur 'espace
normal a k grace a l'opérateur suivant :

kok
k2

Ainsi, il n’est pas nécessaire de résoudre le champ de pression, puisque
seul son gradient apparait dans I’équation dynamique pour la vitesse. Ce gra-
dient de pression étant colinéaire a k, il sera systématiquement absorbé dans
I’opération de projection. Le calcul des transformées de FOURIER étant parti-
culierement optimisé dans les librairies FF'TW, cette partie est la plus rapide
du programme.

En régime axisymétrique, il est possible de travailler dans un espace de
dimension deux. Toutefois, la contrainte d’incompressibilité s’écrit de facon
plus complexe qu’a deux dimensions, puisque c’est bien le volume du liquide
qui est conservé, et non la surface (une déformation a surface constante d’une
particule de fluide dans le plan de symétrie du systeme peut étre associée a
une variation de volume causée par les déformations dans la troisieme direction
d’espace). Nous utilisons alors une méthode de relaxation pour le champ de
pression, décrite dans I’annexe C. Dans tous les cas, la contrainte d’incompres-
sibilité est tres bien vérifiée par notre algorithme, puisque la valeur moyenne

I (2.9)
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relative de la divergence des vitesses est inférieure a 0,001. Nous montrons
dans 'annexe C que nos résulats ne sont pas modifiés si le critere d’arrét de la
routine de calcul de la pression est divisé par 10.

Par ailleurs, le domaine de résolution étant nécessairement fini, la ques-
tion des conditions aux limites est légitime. Pour limiter les effets de taille
finie, nous avons choisi d’imposer des conditions aux limites périodiques. Un
tel choix est toujours possible aux bas nombres de REYNOLDS, puisque la
linéarité des équations dynamiques pour le champ de vitesses nous permet
de séparer les contributions périodiques des contributions non-périodiques, is-
sues de I’écoulement imposé (cisaillement ou élongation). La périodicité s’ap-
plique donc au contre-écoulement causé par la présence d’une particule dans
le systéme (goutte ou vésicule).
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Chapitre 1

Rhéologie des solutions de
polymeres

Dans ce premier chapitre, nous voulons rappeler les principales ca-
ractéristiques rhéologiques des solutions de polymeres en écoulement. Dans
un premier temps, nous rappellerons les résultats classiques essentiels sur les
polymeres gaussiens, puis nous présenterons quelques expériences illustrant
comment 'ajout d’une fraction volumique méme infinitésimale de polymeéres
peut profondément modifier le comportement dynamique des solutions. Nous
introduirons ensuite I’équation constitutive d’OLDROYD B que nous utiliserons
dans toute la suite de cette partie. Deux approches coexistent et se completent,
la premiere, macroscopique, se base sur des considérations d’objectivité
des contraintes que nous présenterons succintement. La seconde est micro-
scopique, et nous insisterons davantage sur ce point qui nous permettra de
relier les différents parametres de I’équation constitutive a des quantités telles
que la concentration en polymeres ou la longueur des chaines. Nous introdui-
rons alors deux nombres importants, le nombre de DEBORAH! et le nombre
de WEISSENBERG. Nous terminerons alors ce chapitre par une présentation
rapide et non-exhaustive d’autres modeles, basés sur celui d’OLDROYD.

1.1 Les polymeres gaussiens

Un polymere est une macromolécule de masse molaire souvent tres élevée
(jusqu’a 10% g.mol=' [23, 44]). Ces molécules consistent en une répétition
a lidentique de N monomeéres, N pouvant aller jusqu’a 10°. Parmis les
plus communs, on peut citer le polyéthylene (C'Hj)y ou le polystyréne, dont
I’élément de base contient un noyau aromatique.

1. DEBORAH est une prophétesse de I’Ancien Testament, qui a affirmé que “les montagnes
coulent devant les seigneurs”. Ce nombre joue un réle important dans la caractérisation des
échelles de temps en rhéologie...
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Les solutions de polymeres sont tres fréquemment rencontrées, aussi bien
dans la vie quotidienne que dans I’industrie. Les premieres applications connues
des polymeres sont tres anciennes, puisque les égyptiens utilisaient déja la
gomme arabique pour stabiliser les peintures et les encres qu’ils utilisaient?...
L’industrie plasturgique consomme chaque année plusieurs millions de tonnes
de plastiques [28], dont la production dépasse celle des métaux. On congoit
alors que la compréhension du comportement dynamique des solutions de po-
lymeéres puisse avoir un role important a ce niveau.

D’un point de vue fondamental, les solutions de polymeéres sont
intéressantes également puisqu’elles combinent des effets dissipatifs (par vis-
cosité) et élastiques. L'un des rdles majeurs de la rhéologie est d’ailleurs de
décrire ces phénomenes couplés. Nous verrons par la suite quelques études
expérimentales et modeles théoriques qui permettent de comprendre au moins
en partie ces phénomenes. Par ailleurs, la longueur parfois trés importante des
chaines de polymeres peut induire des effets complexes en situation confinée.
Ces effets dépassent largement le cadre de cette these, mais il faut mention-
ner un certain nombre d’études expérimentales sur molécules uniques sous
cisaillement, qui révelent une grande richesse de comportements statistiques,
caractérisés par une compétition entre les composantes élongationnelle et ro-
tationnelle de I’écoulement imposé [50, 154]. Cette compétition est d’ailleurs
assez semblable a celle qui provoque la transition de bascule des vésicules, sur
laquelle nous reviendrons dans la troisieme partie de ce manuscrit. Certaines
approches numériques tiennent compte a la fois des effets turbulents dans le
liquide et de la déformation des chaines de polymeres, dans la limite des faibles
concentrations [164]. Ces polymeres provoquent une diminution de la trainée
turbulente sur laquelle nous allons revenir a la fin de ce paragraphe.

Physiquement, les polymeéres peuvent exister sous 3 formes différentes [44]:

e liquide & haute température

e vitreuse en dessous d’une température critique appelée précisément
température de transition vitreuse. C’est précisément cette phase
qui est utilisée dans I'industrie plastique pour I'emballage par exemple.

e cristalline a basse température. En général la cristallisation n’est que
partielle : des nodules cristallisés apparaissent ainsi au milieu d’une ma-
trice amorphe

Les chaines de polymeres sont rarement simplement linéaires et présentent
des ramifications nombreuses. D’autres polymeres dits “copolymeres di-
blocs” sont composés d’une alternance de blocs de monomeres différents:
[A...A] [B...B],,;- Ces polymeres se placent préférentiellement a I’interface
entre les phases liquides de A et B, et réduisent ainsi considérablement la
tension de surface.

2. En Doccurence, c’est bien l'adsorption de chaines de polymeres sur les particules
colloidales qui stabilise le systéme en écrantant les interactions & courte portée [140].
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F1a. 1.1 — Configuration typique d’un polymére gaussien (marche aléatoire,
10000 pas).

La description statistique la plus élémentaire d’un polymere isolé est due
a KUHN [93]. Cette approche consiste & assimiler la conformation moléculaire
typique de la chaine & une marche aléatoire tridimensionnelle (voir figure 1.1).
Classiquement, si on appelle Ng le nombre de pas dans la marche aléatoire et
b leur longueur, la distance moyenne entre les deux extrémités sera donnée par
by/Ng. Connaissant le rayon de gyration moyen Ry = (Rz)(l)/ % du polymere3,
ainsi que le nombre | de monomeres et leur longueur P, les parametres du
modele de KUHN seront choisis de maniere a avoir:

bQNK = Rg

(1.1)
bNy = IP

La quantité b dépend de la flexibilité de la chaine, ou plus précisément de
sa longueur de persistance, définie comme la longueur effective au-dela de
laquelle deux portions peuvent étre considérées comme indépendantes. Pour les
macromolécules flexibles traditionnelles, cette longueur correspond a quelques
monomeres (5 a 10) [93], mais peut devenir trés importante pour les molécules
les plus rigides, comme I’ADN ou le virus de la mosaique du tabac, plutot
assimilable a un batonnet rigide.

A D’équilibre, la probabilité ¥y (R)dR de trouver une extrémité de la chaine
entre R et R+dR est simplement donnée par une distribution gaussienne [49] :

To(R) = (%)3 e PR (1.2)

3. La notation (-- - ), désigne une moyenne pondérée par la distribution de probabilités &
I’équilibre, que nous allons introduire par la suite.
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avec 32 = 3/(2Ngb?). Un polymere qui obéira a une telle statistique sera dit
gaussien. Remarquons d’ores-et-déja qu’une difficulté essentielle surgit avec
cette relation, qui semble autoriser des extensions infinies pour la chaine. Nous
aurons plusieurs fois I’occasion de revenir sur ce point important dans la suite
de ce chapitre.

Il est alors possible d’exprimer 1’élasticité de la chaine. Plus précisément,
le nombre €2 de configurations qui correspondent a un vecteur bout-a-bout R
est simplement proportionnel a ¥y(R)dR. Des lors, I'entropie de la molécule
sera donnée par S = kgln(:

S =kpg [—ﬁQRQ +31In (%) + cste] (1.3)

avec kg la constante de BOLTZMANN. L’énergie libre sera alors simplement,
F = =TS, et la force F nécessaire a une augmentation dR de la longueur de
la chaine sera égale a:

F = —-VF = 2kgTB’R (1.4)

(T est la température). On obtient donc une relation linéaire entre la force
et la déformation, et ainsi, les polymeres gaussiens se comportent comme des
ressorts linéaires. Nous verrons que cette relation (1.4) sera importante dans la
dérivation microscopique des équations constitutives (voir paragraphe 1.3.2).

1.2 Les solutions de polymeres

Les effets les plus spectaculaires des solutions de polymeres sont dyna-
miques. Sans chercher 'exhaustivité, nous en avons regroupé ici quelques-uns
qui illustrent bien certaines propriétés rhéologiques marquantes.

1.2.1 Les fonctions rhéologiques

Nous l'avons dit, I'une des vocations principales de la rhéologie consiste a
relier les contraintes o aux taux de déformation appliqués, caractérisés par le
tenseur D :

D= % (Vv +Vvh). (1.5)

Les liquides dits simples sont tres bien décrits par une relation linéaire
o = 2nD, avec 7 la viscosité. Cette relation traduit une dissipation instantanée
de énergie apportée par I’écoulement [91]. Le cas des liquides de polymeres
est naturellement plus complexe. Deux effets se combinent alors et donnent
lieu a une grande richesse de comportements. Le premier effet est purement
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dissipatif. Il est essentiellement associé a la présence de solvant dans la so-
lution, et ne differe pas du cas newtonien. Le second est d’origine élastique,
et trouve son origine dans ’élasticité des chaines de polymeres qui a été in-
troduite de fagcon élémentaire dans le paragraphe précédent. De fagon imagée,
quand la solution sera mise sous contrainte, une partie de 1’énergie va étre
instantanément dissipée sous forme visqueuse, et l'autre partie sera stockée
sous forme élastique (la part d’énergie stockée dépendant notamment de la
concentration en polymeres). Les chaines vont alors pouvoir se réorganiser
pour permettre la relaxation de ces contraintes. Ce processus sera associé a
une ou plusieurs échelles de temps de relaxation caractéristiques*. Nous
verrons par la suite que les effets les plus spectaculaires apparaissent quand le
temps typique de sollicitation est comparable a ces temps de relaxation.

En fait, une telle échelle de temps peut étre définie pour tous les liquides,
méme simples. Les temps caractéristiques sont alors trés courts (de l'ordre de
la picoseconde), et sont difficilement accessibles expérimentalement. L’intérét
des solutions de polymeres est d’introduire des échelles de longueur et de temps
facilement accessibles aux sollicitations usuelles®. Si les fréquences de sollici-
tations sont faibles, il convient de parler de régime newtonien.

Expérimentalement, les principales mesures rhéologiques sont effectuées
dans des écoulements de cisaillement :

D= (1.6)

1
2

o RO
o O 2
o O O

avec 7 le taux de cisaillement appliqué. On montre que dans ce cas, la forme
la plus générale que peut prendre le tenseur des contraintes est [23]:

o1 o012 0
Oy = 0921 09292 0 (17)
0 0 033

Pour les fluides incompressibles les termes diagonaux ne sont définis qu’a
une constante isotrope prés (la pression), c’est pourquoi on ne mesure en
général que leurs différences. En supposant que le tenseur o, est symétrique,
les fonctions rhéologiques caractéristiques du fluide sont au nombre de 3:

e la viscosité effective , ou viscosité de cisaillement, notée 7., et
définie par:

4. En général, plusieurs temps apparaissent. En effet, si on assimile la molécule & une
chaine de ressorts, les modes propres sont en nombre infini. A la limite, il vaudrait mieux
parler du spectre de relaxation.

5. D’autres liquides, dits complexes, présentent un tel intérét. On peut citer par exemple
les cristaux liquides, les mousses ou encore les émulsions (dont nous reparlerons dans la
derniére partie de ce manuscrit)
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Dans le cas newtonien, cette viscosité s’identifie bien a la viscosité dyna-
mique usuelle.

e la premieére et la seconde différence de contraintes normales,
définies par:

N (’V) = (‘711 - 022) /’3/2

N, (’V) = (‘722 - 033) /’3/2

En général, la premiere différence de contraintes normales est essentiel-
lement constante et positive. Ny est plutot négative, et le rapport No/Ny
vaut environ —1/10 [93].

(1.9)

A priori, ces fonctions dépendent du taux de cisaillement appliqué. Si-
gnalons simplement que la majorité des solutions de polymeres présente un
comportement rhéofluidifiant, c’est-a-dire que la viscosité effective est une
fonction décroissante du taux de cisaillement appliqué. Cet effet est intime-
ment lié a 'orientation des chaines de polymeres dans 1’écoulement. Dans le
régime newtonien, les contraintes normales sur un élément de fluide sont liées
a la pression, donc isotropes. Par conséquent, N; et N, sont alors simplement
nulles. En présence de polymeres au contraire, I’alignement des chaines va pro-
voquer 'apparition d’une certaine anisotropie dans 1’écoulement, et N1 et Ny
ne seront alors pas nécessairement nulles.

Une derniere grandeur nous sera utile par la suite dans le cas d’écoulements
élongationnels, caractérisés par un tenseur de taux de déformation :

0 0
D=0 —5/2 0 (1.10)
0 0 —5/2

avec 7 le taux d’élongation. La viscosité élongationnelle est alors définie
par:
. 011 — 022
Mt (V) = B (1.11)

Dans le cas newtonien, cette quantité vaut 7, = 37 (regle de TROUTON).

1.2.2 Phénoménologie

En présence de polymeres, certains écoulements développent des instabilités
de nature élastique, ces effets étant particulierement marqués en présence d’une
frontiere libre [150]. Nous avons voulu en illustrer quelques-uns ici.
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L’effet Weissenberg

Une premiere expérience intéressante consiste a placer un cylindre en rota-
tion dans une solution de polymeres. Dans le cas d'un liquide newtonien, les
forces centrifuges tendent a expulser le liquide vers I'extérieur, et 'interface
se creuse au niveau de I'axe de rotation. Si quelques ppm de polymeéres sont
ajoutées dans la solution, I'effet s’inverse, et il est beaucoup plus marqué: le
liquide tend cette fois & remonter le long de I’axe (figure 1.2). C’est la force de
gravité qui va alors permettre ’apparition d’un état stationnaire.

Fic. 1.2 — Le phénoméne de “rod climbing”. Sur la figure de droite, nous
voyons comment [’étirement des polymeres le long d’une ligne de courant se
traduit par Uapparition d’une force nette orientée vers l’axe de rotation.

143

Ce phénomene est connu sous le nom d’effet WEISSENBERG, ou de “rod
climbing”. On peut le comprendre assez intuitivement en remarquant que
le taux d’élongation tangentielle dans le liquide® provoque D'apparition de
contraintes fortes sur les polymeres, le long des lignes de courant. Nous avons
donc une force nette orientée vers I’axe de rotation, qui provoque un mouve-
ment du liquide vers I'intérieur. Ce mouvement est permis dans la mesure ol
I’interface séparant le liquide du milieu environnant est libre: 'incompressibi-
lité du liquide se traduit alors par une montée du liquide, nettement visible
sur la figure 1.2.

Le “die swell”

Le second effet est observé a I'extrusion d’un filament liquide en dehors
d’un capillaire. Dans le cas d’un liquide newtonien, le diametre du filament
sera sensiblement égal au diametre de l'orifice (voire méme inférieur au grands

6. donné par la vitesse de rotation de 'axe
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nombres de REYNOLDs”). Dans le cas viscoélastique au contraire, ’augmen-
tation de diametre peut atteindre 400 % [23] (voir figure 1.3).

Sharkskin Flow ==

,

F1G. 1.3 — Le phénomeéne de “die swell” (a gauche) et Uinstabilité “peau de
requin” (4 droite, d’aprés hitp://www.ecs.umass.edu/mie/faculty/rothstein et
http://polymers.msel.nist.gov/highlights/Sharkskin.html).

Cet effet illustre une fois encore la présence d’effets élastiques dans le li-
quide. Un élément de volume va étre étiré en passant du réservoir au capillaire.
Si la traversée du tube est suffisamment courte (capillaire court ou débit im-
portant), les contraintes n’auront pas eu le temps de relaxer et il aura tendance
a retrouver sa forme initiale a la sortie. Ceci va se traduire par une dilatation
du jet.

Au niveau de linterface entre le fluide et l'air, une instabilité peut
également se développer, qui est bien connue dans l'industrie textile car elle
peut provoquer la rupture des fibres (voir figure 1.3). Cette instabilité se tra-
duit par ’apparition de modulations au niveau de l'interface, au-dela d’un
débit critique [116, 131]. L’origine de cette instabilité est longtemps restée in-
comprise. En effet, ’écoulement de POISEUILLE qui se développe a l'intérieur
du capillaire est linéairement stable. Il était alors difficile de comprendre par
quel biais les modulations d’interface pouvaient apparaitre a la sortie. Mais
récemment [102], certains auteurs ont pu montrer que 1’écoulement de PoOI-
SEUILLE présentait une faible instabilité non linéaire (qui n’apparait dans les
calculs qu’au troisieme ordre de perturbation), causée essentiellement par des
effets de contraintes normales, donc, cette fois encore, élastiques.

7. Dans la limite purement inertielle, on sait que dans le tube, la pression est abaissée par
Veffet BERNOULLI [91]. A la sortie, c’est donc la pression atmosphérique qui va provoquer
un amincissement du liquide - jusqu’a 13 % [23].
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Inhibition de la turbulence

L’ajout de polymeres dans un liquide a aussi des effets dans les écoulements
turbulents. L’effet le plus connu est 'effet Toms [169] : 'ajout de quelques ppm
de polymeres se traduit par une réduction trés importante de la force de trainée
turbulente [164], qui peut étre utilisée par exemple pour augmenter la portée
des lances a incendie (voir figure 1.4).

Fi1c. 1.4 — Lllustration de l’effet ToMS. Dans les 2 cas présentés ici, le débit
imposé est le méme. Au premier plan, le liquide est simplement de [’eau, et
3 pompiers sont nécessaires pour maintenir la lance a incendie. Au second
plan, quelques ppm de polymeres ont été ajoutés, et non seulement la portée
est sensiblement améliorée, mais 2 pompiers suffisent a maintenir la lance...

Expérimentalement, les effets de la présence de polymeres dans un
écoulement turbulent bidimensionnel ont pu étre mis en évidence récemment
dans des films de savon en circulation autour d’un réseau de cylindres [5]. Cu-
rieusement, ’ajout de polymeres se traduit essentiellement par une inhibition
des transferts d’énergie aux grandes échelles, c’est-a-dire par une stabilisation
des vortex a une échelle de I'ordre du cm.

Formation de filaments

Un dernier effet sur lequel nous reviendrons par la suite concerne la forma-
tion de filaments dans les systémes de gouttes pendantes [4, 32]. Dans le cas
newtonien, I’amincissement du col reliant la goutte a son support obéit a une
loi de puissance en (t — ¢,)%? avec t. le temps auquel la goutte se détache®.
Dans le cas d’une solution de polymeéres (oxyde de polyétylene (PEQO) dans la
référence [4]), le comportement est radicalement différent (voir figure 1.5).

Aux temps courts, la dynamique est toujours autosimilaire, mais laisse
place ensuite a un comportement exponentiel caractérisé par un seul temps
caractéristique. La transition a lieu quand le taux d’élongation dans ’amin-
cissement devient comparable au temps caractéristique de relaxation du
polymere. Finalement, les auteurs ont mis en évidence le fait que I'ajout de
quelques ppm de macromolécules pouvait suffire a inhiber la rupture de la

8. Ce type de comportement est connu sous le nom de “singularité en temps fini”.
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F1G. 1.5 — Détachement d’une goutte d’eau (& gauche) et d’une solution de
polymeére (100 ppm PEO, a droite). D’apres [4].

goutte, en tout cas aux échelles de temps accessibles en laboratoire®. Ainsi,
des filaments de plusieurs cm de long ont pu étre observés, avec une largeur
de lordre du pm [53].

D’un point de vue théorique, il est clair que la simple relation de proportion-
nalité qui relie les contraintes aux taux de déformation dans les liquides new-
toniens doit étre abandonnée. Une échelle de temps (au moins) doit étre intro-
duite dans I’équation constitutive afin de tenir compte des effets élastiques. Le
prochain paragraphe va nous permettre d’introduire I’équation la plus simple
qui réponde a cette exigence, I’équation d’OLDROYD B.

1.3 Le modele d’Oldroyd B

L’une des premieres tentatives de décrire la rhéologie des écoulements
de polymeres remonte & MAXWELL [23, 131]|. L’idée trés simple consiste a
superposer linéairement un comportement élastique (relation linéaire entre
les contraintes et les déformations) a un comportement visqueux (relation
linéaire entre les contraintes et les taux de déformation). Dans I’hypothese
d’un seul temps caractéristique de relaxation 7,, nous aurons donc:

7,Dio, + 0 = 21,D (1.12)

9. Dans le cas présent, la principale limitation était la hauteur maximale accessible
expérimentalement, puisque c’est la gravité qui provoque I’élongation de la goutte.
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avec 7), la viscosité de la solution (D, représente la dérivée hydrodyna-
mique classique). Aux temps longs devant 7,, le premier terme est négligeable,
et la solution se comporte comme un liquide newtonien, alors qu’aux temps
courts, ce terme domine au contraire, et on retrouve bien un comportement
élastique. Les contraintes viscoélastiques ainsi déterminées sont alors intégrées
dans I'équation de NAVIER-STOKES qui, en ’absence de forces volumiques
extérieures, s’écrira :

n(ow +v.Vv)=V. (o, + 2n,D) — VP (1.13)

avec 7, la viscosité du solvant (newtonien) dans lequel évoluent les po-
lymeres. L’essentiel des phénomenes semble étre capturé, mais nous allons voir
que ce modele contient un certain nombre de pathologies mathématiques.

Avant cela, il nous faut mentionner I’approche de BOLTZMANN qui suppose
une relation linéaire entre les contraintes et les taux de déformation, mais non
locale en temps:

t
o(xt) = 2 / G(t — )D(x,5)ds. (1.14)
La fonction G(t) est appelée module de relaxation, et on vérifie fa-
cilement que si cette fonction s’écrit G(t) = n,e~™", alors on retrouve bien
la solution de 1’équation (1.12). Toutefois, cette derniére approche présente
I’avantage de pouvoir inclure tout un spectre de temps de relaxation.

1.3.1 Approche macrocopique

L’équation (1.12) n’est pas satisfaisante car elle ne répond pas au principe
d’objectivité des contraintes [23, 93]. Ce principe préconise I'indépendance
de la relation entre les contraintes et les taux de déformation vis-a-vis de
tout changement de référentiel. Par ailleurs, on ne s’attend pas a ce que les
propriétés intrinseques du liquide dépendent de I'état de rotation du référentiel
d’observation. Or I’équation de MAXWELL (1.12) appliquée & un cisaillement
linéaire dans un référentiel en rotation uniforme nous permet de conclure que
la viscosité intrinseque du liquide, c’est-a-dire en I’absence de cisaillement,
dépend de la vitesse de rotation, ce qui est bien sir tout-a-fait inacceptable
[23].

OLDROYD fut le premier a poser les principes de base auxquels doit
répondre toute équation constitutive [108, 115]. En particulier, une telle
équation doit étre locale, et basée sur I’histoire du tenseur de taux de
déformation de la particule de fluide considérée. Enfin, elle doit étre basée
sur un systéeme de coordonnées convectées, c’est-a-dire transportées avec la
particule et se déformant avec elle. Ce dernier point est directement relié a la
notion d’objectivité. Le cas le plus général proposé par OLDROYD, que nous
ne présenterons pas ici, est une équation non linéaire a 8 constantes [23].
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A partir de ces considérations macroscopiques, il est possible de modifier
I’équation de MAXWELL pour obtenir [23, 93]:

Tp g'p +o, = 21,D, (1.15)

connue sous le nom d’équation d’OLDROYD B. Dans cette expression, la

. /7 V / rd . rd . rd .
quantité o, représente la dérivée convective supérieure:

g'p: oop+v Vo, —Vvlio,—0,Vv (1.16)

et c’est elle qui garantit 'invariance par rotation du tenseur des contraintes.
Cette équation repose également sur une base microscopique, que nous allons
détailler maintenant.

1.3.2 Approche microscopique

Plusieurs niveaux d’approximation sont envisageables pour obtenir une des-
cription rhéologique des liquides de polymeres a partir de considérations mi-
croscopiques [45, 49, 131]:

e les modeles de réseaux, dans lesquels les polymeres sont traités comme
des ressorts liés entre eux par des liaisons fragiles. Le couplage avec
I’écoulement résulte d’'une modification dans la configuration des jonc-
tions.

e les modeles dilués, dans lesquels les macromolécules sont traitées
séparément. Le couplage avec I’hydrodynamique se fait cette fois par
le biais d’une friction visqueuse.

e les modeles de reptation, qui traitent les polymeres de facon indi-
viduelle. Mais dans ce cas, le mouvement du polymere est contraint
latéralement par les autres molécules, qui définissent un “tube” effec-
tif a l'intérieur duquel le polymere peut se déplacer. Ces modeles sont
surtout utilisés pour les polymeres fondus, donc assez concentrés.

Le modeéle de Rouse

Le modele le plus simple auquel nous allons nous limiter ici consiste a
assimiler le polymere a un ressort connectant 2 billes de rayon a, plongées
dans un solvant de viscosité 7, [93, 131]. Ces billes peuvent étre interprétées
comme deux parties non déplides du polymere!?. La force associée au ressort
sera simplement donnée par la relation linéaire (1.4). Au niveau des billes,
nous aurons donc 3 forces: la force de rappel due au ressort, la friction
avec le liquide environnant, et un terme stochastique causé par le mouvement

10. parfois désignées par le terme de “blob”.



1.3. LE MODELE D’OLDROYD B 47

brownien. Dans la limite diluée, il suffit de considérer une chaine isolée, et la
force de friction aura la forme suivante :

f; = —C (i; — v(r;)) (1.17)

avec I; la vitesse de la bille (: =1 ou 2) et v(r;) la vitesse locale du fluide.
¢ est donné en premiere approximation par la formule de STOKES { = 671;a.
Le mouvement de chaque bille est donc donné par:

—C (1'1 — V(I‘l,t)) + QkBTﬁQR = Al
(1.18)
—C (1'2 — V(I‘Q,t)) — QkBTBQR = A2

avec A; la force brownienne sur la bille 7. Aux temps longs, I'inertie peut
étre négligée dans ces équations dynamiques [93]. Le vecteur R est simple-
ment donné par ro — r;. Une approximation supplémentaire est faite alors en
linéarisant 1’écoulement au niveau de la chaine, ce qui se traduit par:

v(re,t) = v(ry,t) + R.Vv. (1.19)

Dés lors, en soustrayant les 2 équations (1.18) on obtient une équation
stochastique de type LANGEVIN:

¢ (R . R.Vv) 4 4ks TR = A (1.20)

avec A = A, — A,. La distribution de probabilités pour la longueur
des chaines n’est plus donnée par Wy(R) puisque nous sommes en dehors de
Péquilibre. A partir de ’équation (1.20), il est possible d’obtenir une équation
pour cette nouvelle densité de probabilité que nous noterons W(R,t). Il s’agit
d’une équation de FOKKER-PLANCK donnée par:

%\I!(R,t) =~V (a(r)T(R2)) + %A (b(r)T(R2)). (1.21)

a(r) est la fonction de dérive, définie a partir du champ de forces appliqué
sur la particule (ici, la force de rappel due aux ressorts et la friction visqueuse),
et b(r) est la fonction de diffusion, liée au terme brownien de I’équation de
LANGEVIN. Pour aller plus loin, nous pouvons raisonnablement assimiler A a
un bruit blanc:

(A(t)A(t)) = K8(t, — ). (1.22)

K est une constante qui est déterminée a partir de ’équation de diffusion
pour la densité de probabilité ¥(R,t), en ’absence de force supplémentaire.
Dans ce cas, nous obtenons alors d’un processus de WIENER défini par:

0 K 62

o B =550

- T(R,1). (1.23)
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La relation d’EINSTEIN nous permet alors d’écrire K = 4kgT /(. On montre
enfin que la fonction de dérive s’écrit (il suffit de moyenner I’équation de L AN-
GEVIN sur un intervalle temporel petit [100]):

Ak 5T B
a(r) =R.Vv — BTﬁR (1.24)
et finalement :
T Ak T B> 2%k T
%—t +V. |[RVVU — %R\If - k? VU | =0. (1.25)

La résolution complete de cette équation est tres complexe, méme si
quelques progres ont été faits dans ce sens (voir [131] et les références internes).
En pratique, la stratégie consiste a ne résoudre qu'un systeme d’équations ne
faisant intervenir que les premiers moments de la fonction ¥(R,t), dans le cadre
d’approximations de fermeture adaptées. Ce sujet dépassant largement le cadre
de cette these, nous n’insisterons pas davantage, d’autant plus que nous allons
voir qu’il n’est pas nécessaire de résoudre explicitement (1.25) pour obtenir les
contraintes dans le liquide.

Des densités de probabilités aux contraintes

En effet, si on désigne par v la densité de chaines dans un élément de fluide,
alors V(R )dR sera le nombre de chaines ayant un vecteur bout-a-bout R. Le
nombre de chaines qui traversent une face d’un élément de volume sera donné
par (n.R) v¥(R)dR, avec n le vecteur normal & la face considérée '*. Des lors,
puisque la force exercée par les chaines sur la face de 1’élément de fluide peut
s’écrire o,.n avec o, le tenseur des contraintes, nous aurons finalement :

o, = 2kgTvp? / R®RY(R)dR (1.26)

(nous avons utilisé la relation (1.4) pour la force associée aux chaines de po-
lymeres). Ainsi, les contraintes viscoélastiques dépendent bien de I'orientation
des chaines de polymeres, ainsi que nous avons déja eu ’occasion de le men-
tionner dans le paragraphe précédent. Nous pouvons alors obtenir une relation
sur la moyenne [ R® RU(R)dR en multipliant (1.25) par R@ RU(R). Apres
quelques intégrations par partie, et en utilisant le fait que la probabilité d’avoir
une molécule infiniment étirée est tres faible (¥(R) — 0 quand |R| — +00),
meéme en dehors de I’équilibre, on obtient I’équation suivante pour le tenseur
des contraintes o :

2
% o, +0, = vksTs (1.27)
B

11. n.R est la longueur de la chaine projetée dans la direction n, et s’identifie avec la
probabilité d’intersection dans la limite n.R < 1 [93]
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v
avec 0 le tenseur unité. En remarquant que = —2D, on obtient facilement
I’équation d’OLDROYD B (1.15), avec:

S €.

P 8kgT P8

En supposant une relation de STOKES pour le coefficient de frottement

(¢ x nsB) et en assimilant § au rayon de gyration moyen Ry du polymeére, on
obtient :

. (1.28)

s Rg

kgT

avec 7, la viscosité du solvant. La limite newtonienne correspond alors soit
a 7, — 0, soit a n, — 0. Pour une température 7" donnée, le premier cas
correspond & un rayon de gyration négligeable (la taille des polymeres tend
vers 0: ils ne sont alors plus discernables de molécules “traditionnelles”), alors
que le second correspond & une fraction volumique qui tend vers 0 (Riv —
0). Ces deux conditions sont donc d’origines physiques différentes. En d’autres
termes, le temps de relaxation des polymeres n’est pas la seule caractéristique
de la viscoélasticité. La fraction volumique des macromolécules est également
importante. Notons également qu’il est possible d’obtenir une expression pour
la valeur moyenne de R? [23]:

Tp X et mp, =mnsRov (1.29)

<R2> :1+Tp7(77p+773)rﬁ(0_ )
<R2>0 3nyp P
La trace du tenseur des contraintes o, est donc une mesure directe de
I’élongation locale des chaines dans la solution. Pour finir, notons que les
équations (1.15) que nous venons d’écrire décrivent la contribution des po-
lymeéres aux contraintes dans le liquide. Si on tient compte du solvant, que
nous supposerons newtonien, alors les contraintes totales s’écriront plutot :

(1.30)

oc=0,+0; (1.31)

avec o, = 2n;D. 1l est possible d’obtenir une équation dynamique pour ce
tenseur o & partir de (1.15), et on montre facilement que:

v
T o +o = 2n (D + 7, D) (1.32)

avec 1 = 15 + 1, la viscosité totale du liquide et 7, = n,7,/n. Les équations
(1.15-1.31) et (1.32) sont completement équivalentes.

A partir du temps de relaxation 7, et de la fréquence typique de sollicita-
tion 7, il est possible de construire un nombre sans dimension qui va quantifier
I'importance des effets élastiques dans le liquide. Il s’agit du nombre de WEIS-
SENBERG W7 défini par:
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Wi = 1,7. (1.33)

Si ce nombre Wi est tres faible, alors les effets élastiques seront négligeables,
et le liquide pourra étre considéré comme newtonien. Au contraire, si ce nombre
devient de ’ordre de 1'unité ou supérieur, alors les effets élastiques seront do-
minants. En ’absence de forcage extérieur, comme ce sera le cas dans notre
étude consacrée a la rupture de gouttes viscoélastiques en relaxation, les ef-
fets non newtoniens seront plutét quantifiés par un nombre de DEBORAH
De = 7,/Tintr avec Tiny un temps intrinseque au systeéme (typiquement, dans
le cas des gouttes, il s’agira du temps capillaire nR/X). Sans contrainte ap-
pliquée, des effets viscoélastiques peuvent bien siir apparaitre, mais le nombre
de WEISSENBERG est nul. Ce n’est pas le cas alors pour celui de DEBORAH.

1.3.3 Prédictions rhéologiques

La confrontation directe avec les résultats expérimentaux peut se faire en
cisaillement. Dans I’état stationnaire, il est possible de résoudre analytique-
ment I’équation (1.15) et d’obtenir les résultats suivants:

e viscosité effective: 7.; = 7,. Aucun comportement rhéofluidifiant n’est
a attendre dans ce cas.

e premiere différence de contraintes normales: N, = 2,7,
e deuxiéme différence de contraintes normales: Ny = (

Expérimentalement, nous I’avons vu, on s’attend en général a observer un
comportement rhéofluidifiant, et un rapport No/N; de 'ordre de —1/10. Tou-
tefois, certains fluides, dits de BOGER, sont assez bien décrits par un modeéle
d’OLprOYD B [150]. Il s’agit en général de solutions de polymeres de haut
poids moléculaire, en solution dans un solvant trés visqueux (les temps de re-
laxation typique seront alors de 1’ordre de la seconde). Par exemple, il pourra
s’agir de polyisobutyléne (PIB) dans du polybuténe (PB). La concentration
en polymeres est suffisamment élevée pour que les interactions soient bien
présentes en écoulement.

En dessous d’une centaine de H z, la viscosité effective peut étre considérée
comme constante [150]. N; est constante entre 0,1 et 10 Hz, puis décroit
algébriquement comme 4~* avec « compris entre 1/3 et 1. Enfin, Ny est tres
faible sur toute la gamme de fréquences comprises entre 0,1 et 100 Hz.

Il faut néanmoins souligner un point important. Dans un écoulement
d’élongation, la viscosité élongationnelle prédite par le modele d’OLDROYD
B est donnée par:

21 Tl
= — 4+ - 1.34
et =1_ 21,7 1+ 775 (1.34)




1.4. VERS UNE COMPLEXITE CROISSANTE DES MODELES 51

avec v le taux d’élongation appliqué. Une divergence est clairement iden-
tifiable pour ¥ = 1/(27,). Physiquement, un tel comportement est patholo-
gique, méme si d’un point de vue théorique, il est possible de montrer qu’un
écoulement stationnaire peut présenter de telles divergences localisées [128].
En effet, si en ces points la divergence de la contrainte est nulle, 'effet sur
I’écoulement sera nul lui aussi. L’origine de cette singularité est liée a la den-
sité de probabilité ¥o(R) pour la conformation du polymere gaussien, exprimée
par la relation (1.2), page 37 [23]. Comme nous I’avions déja mentionné a ce
niveau, cette probalitité n’est pas nulle pour une chaine infiniment étirée : au-
dela d’un certain seuil d’élongation, les polymeres deviennent infinis. Signalons
enfin que numériquement, cette divergence peut étre a l'origine de difficultés
sérieuses. Il conviendra donc d’étre prudent au moment de I’interprétation des
résultats obtenus avec un tel modele.

1.4 Vers une complexité croissante des
modeles

Naturellement, la description rhéologique des liquides viscoélastiques ne se
limite pas a I’équation d’OLDROYD B. De nombreux autres modéles existent,
et nous voulons en présenter quelques-uns ici.

1.4.1 Dérivées convective inférieure et de Jaumann

A partir des considérations macroscopiques évoquées dans le paragraphe
1.3.1, il est possible d’obtenir 2 autres équations qui ne different de celle
d’OLDROYD B que par la forme de la dérivée temporelle.

La dérivée convective inférieure

L’équation constitutive est donnée par:

A
T, 0p +0, = 21,D, (1.35)
A
Cette équation est connue sous le nom d’OLDROYD A. La quantité o, est
définie par:
A
op= 0,0, +v.Va,+ Vv.o,+ 0, Vv’ (1.36)

Cette équation n’est pratiquement jamais utilisée, parce qu’elle ne possede
pas de base microscopique, et qu’elle présente le méme type de pathologie que
celle ’OLDROYD B.

La dérivée de Jaumann
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Cette fois, I’équation constitutive sera donnée par:

7, 0y +0, = 21,D, (1.37)

avec

ao'pz dop +v.Vo, + (w.o,) + (w.o,) . (1.38)
’ . o v A
En d’autres termes, nous avons simplement 2 o,=0, + o,. Dans cette
dérivée, connue sous le nom de dérivée de JAUMANN, la quantité w représente
la vorticité locale dans le fluide:

w = % (Vv —Vv7). (1.39)

Cette expression apparait naturellement dans la description rhéologique du
sang [51] ou d’une vésicule isolée soumise a un cisaillement [105].

Nous avons regroupé dans le tableau 1.1 les différentes prédictions de ces
3 modeles en cisaillement, avec Wi le nombre de WEISSENBERG que nous
avons déja introduit.

\ Parametre \ OLDROYD A \ OLDROYD B \ JAUMANN \
Viscosité Neis = Tlp Neis = Tp Neis = 7711/(1 + WzQ)
Nl N1 = 27]p7'p N1 = 277pr N1 = 2inp/(1 + W’LQ)
N2 NQ = —27']pr N2 = 0 N2 = —’I']pr/(l + WZQ)

TAB. 1.1 — Prédictions rhéologiques des modéles d’OLDROYD A et B, et de
JAUMANN, en cisaillement stationnaire.

En élongation, nous aurons plutot :

e OLDROYD A:

21, Tp
= ) 1.40
T = s T g (1.40)
Cette fois, la divergence a lieu en 4 = 1/7,.
e OLDROYD B:
2
Nt Ty T (1.41)

T 1204 l+1y

avec une divergence déja évoquée en § = 1/(27,).
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e JAUMANN:

Tel = 37']p (142)
On retrouve ici la regle de TROUTON.

Le modele d’OLDROYD B est réaliste pour décrire les propriétés
rhéologiques de certains liquides, et comme il repose également sur une base
moléculaire, il est généralement utilisé comme point de départ pour les études
numériques sur les liquides viscoélastiques. C’est donc ce modele que nous
utiliserons par la suite. Certaines approches, que nous allons présenter main-
tenant, permettent de remédier aux divergences pathologiques de ce modele.
Toutefois, il était plus raisonnable de notre point de vue de commencer ces
études avec une équation constitutive simple.

1.4.2 Développements perturbatifs

A partir des équations viscoélastiques de type OLDROYD B, il est pos-
sible d’obtenir une relation entre o, et les puissances du tenseur D de taux
de déformation. Ce développement est exact dans la limite De — 0 et peut
s’écrire, a 1’ordre 3 [23]:

oy = 0'5)0) + Dea'z(,l) + De2a'§)2) + O (De?) (1.43)
avec:
(oY) = 2D (contribution newtonienne)
(W) _ _91)
 op = —2D —4b;:D.D (1.44)

@) vV vV Vv
Op = 2b3 D +4b12 D. D+D .D + 8[)1;11 (D . D) D
\
avec bz, b1, byo et by.11 des constantes déterminées a partir des parametres
rhéologiques du liquide: by; = —2N, /Ny, etc... La rhéofluidité est déterminée
par bis — by.11 [23], et n’apparait donc pas a l'ordre 2.

1.4.3 Réponse non linéaire des chaines élastiques

La réponse linéaire que nous avons utilisée pour la dérivation du modele
d’OLDROYD B est valable pour les faibles déformations des chaines. Une ex-
pression plus générale serait [128] :

FR)= %L‘l (%) R (1.45)
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avec b la longueur des monomeres et Nk leur nombre, au sens de KUuHN
(voir page 37). L(x) est la fonction de LANGEVIN:

1
L(x) = coth (z) — - (1.46)
Avec cette relation, les extensions sont nécessairement inférieures a Ngb, la
longueur étendue de la chaine. Une autre relation plus simple consiste a écrire :

R

1 — (R/Ngb)®

qui a le méme effet mais en ayant ’avantage de la simplicité. Dans les
deux cas, 'effet escompté est bien obtenu, puisque les extensions infinies des
chaines de polymeres sont supprimées. De telles chaines sont souvent désignés
comme des ressorts “FENE”, pour “Finite Extendable Nonlinear Elastic”. In-
jectés 