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plus particulièrement Christophe Desceliers pour les innombrables services rendus, pour sa sympathie
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3.2 Transformée de Fourier discrète . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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leurs propres pour une structure à symétrie cyclique . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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3.1 Modèle matriciel élément fini moyen de l’aube � . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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2.2 Caractères des représentations irréductibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

3. Projecteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

8



TABLE DES MATIÈRES
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Introduction générale

1. Contexte du sujet

Les modélisations déterministes des systèmes mécaniques possédant une forte complexité structurale
s’avèrent généralement insuffisantes pour effectuer des calculs prévisionnels en dynamique des struc-
tures. Dans certains cas, la présence d’incertitudes au niveau de la structure (dues principalement aux
tolérances géométriques, aux tolérances de montage ou à la dispersion des matériaux utilisés...) peut
altérer la prévision de la réponse dynamique du système mécanique. Il est donc nécessaire de tenir
compte de ces incertitudes en construisant des modèles probabilistes d’incertitudes pour accroı̂tre la
robustesse des prévisions de la réponse dynamique.

Les systèmes physiques possédant des symétries s’avèrent extrêmement sensibles à la présence de per-
turbations, que ce soit en physique atomique [23], en physique du solide [1] ou bien en dynamique
des structures périodiques ou cycliques [50, 81, 51, 5]. Concernant cette dernière thématique, les indus-
tries aéronautiques et énergétiques s’intéressent de près à ce type de problématique, notamment dans le
cadre de modèles prédictifs de tenue à la fatigue des structures dont la symétrie cyclique est détruite. Les
champs d’applications concernés sont les turbomachines et les rotors dont les constituants essentiels sont
des roues aubagées, c’est à dire des structures à géométrie cyclique.

Dans la présente recherche, nous nous intéressons à la dynamique linéarisée des structures tournantes
à géométrie cyclique en présence d’incertitudes aléatoires, rompant la géométrie cyclique. Nous nous
limitons au problème de la réponse forcée harmonique dans le domaine des basses fréquences, pour
des excitations harmoniques cycliques déterministes. La classe de structures étudiée concerne les roues
aubagées constituées d’un disque et de plusieurs aubes.

2. Positionnement de la recherche

Une structure de roue aubagée accordée (ou encore structure accordée) correspond au cas idéal d’une
structure ayant une symétrie cyclique. La théorie de la dynamique des structures à symétrie cyclique
(par exemple [101, 47, 103, 10, 11, 108, 55, 76]) peut dans ce cas être utilisée afin d’effectuer l’analyse
dynamique de la réponse forcée linéarisée du système mécanique. La modélisation d’un seul secteur
générateur de la structure suffit pour reconstituer la dynamique de la structure complète. Les prévisions
de la réponse forcée d’une structure à symétrie cyclique soumise à une excitation cyclique montrent que
l’énergie vibratoire est uniformément distribuée sur toute la structure [101]. Autrement dit, toutes les
aubes de la roue aubagée accordée ont la même amplitude de réponse forcée et ne diffèrent que par un
déphasage constant d’une aube à l’autre. Toutefois, les phases de fabrication et d’assemblage des aubes
induisent d’inévitables irrégularités sur les propriétés géométriques et mécaniques de la structure. Ceci
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détruit la cyclicité de la structure, lui conférant un certain degré de désordre appelé désaccordage. Malgré
la cyclicité de l’excitation, l’énergie vibratoire peut se concentrer sur une région localisée de la structure
pour certains cas de désaccordage. Ce confinement d’énergie a pour effet d’augmenter considérablement
les amplitudes des vibrations dans cette zone. Ainsi, la réponse forcée de certaines aubes d’une roue
aubagée pourra être très amplifiée par rapport à la réponse forcée prédite par l’analyse dynamique de la
structure accordée. Le désaccordage peut donc fausser les prédictions de résistance et de durée de vie
des aubes de roues aubagées.

Les premières recherches effectuées sur ce sujet ont exhibé le phénomène d’amplification dynamique
pour des modèles simples (voir par exemple [106, 35]) et au travers de travaux expérimentaux [36, 37].
Etant donné le caractère aléatoire du phénomène de désaccordage, des approches probabilistes ont été
développées sur des modèles mécaniques constitués de chaı̂nes d’oscillateurs linéaires couplés. Ces ap-
proches modélisent le module d’Young de chaque aube par une variable aléatoire de loi donnée (par
exemple uniforme ou Gaussienne) et utilisent comme méthode de résolution des équations avec opérateur
aléatoire, la méthode de simulation numérique de Monte-Carlo (voir [44, 3]), des techniques analy-
tiques de perturbations (voir par exemple [89, 69, 64, 71]) ou encore (voir [90]) des méthodes utilisant
des représentations sur les chaos [43]. Avec ce type de modèle probabiliste, des analyses de sensibi-
lité sur la réponse libre ou sur la réponse forcée ont permis de conclure que les paramètres pilotant
le désaccordage sont le taux d’amortissement de la structure, la raideur de couplage entre les aubes et
le taux de désaccordage appliqué à la structure (voir par exemple [104, 77, 63, 64, 100, 67]). Si ces
modèles mécaniques simplifiés génériques suffisent pour comprendre les mécanismes qui régissent le
désaccordage, ils se révèlent insuffisants pour prévoir le comportement des structures réelles telles un
fan de compresseur.
Sur le plan prévisionnel des structures réelles tridimensionnelles, les modèles éléments finis doivent être
utilisés. La prise en compte du désaccordage sur de tels modèles éléments finis ayant plusieurs centaines
de milliers de degrés de liberté (DDLs) est difficile, compte-tenu de la taille des systèmes d’équations
stochastiques. Ainsi, de nombreux travaux ont été développés pour construire des modèles réduits (voir
par exemple [19, 7, 111, 85, 40, 78]) utilisant des techniques d’analyse modale et de sous-structuration
dynamique.
Des méthodes numériques concernant l’identification des paramètres responsables du désaccordage à
partir de mesures expérimentales effectuées sur des roues aubagées ont été en outre développées [70, 79,
72, 82, 41, 42].

Ces recherches ont utilisé des approches probabilistes paramétriques pour modéliser les incertitudes
aléatoires de désaccordage des aubes. Cependant, ces recherches ont été conduites sous un certain
nombre d’hypothèses simplificatrices concernant le modèle probabiliste paramétrique employé.

La modélisation probabiliste paramétrique est une approche probabiliste permettant de prendre en com-
pte les incertitudes sur les données. Elle modélise les paramètres physiques incertains du modèle méca-
nique choisi. Les études du désaccordage sont menées en supposant les incertitudes statistiquement
indépendantes d’une aube à l’autre. Par conséquent, la structure est décomposée en sous-domaines et il
est nécessaire de construire un modèle probabiliste pour une aube générique. Ce modèle est ensuite utilisé
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pour toutes les aubes de la roue aubagée. Dans un premier temps, les paramètres physiques incertains du
modèle mécanique de l’aube générique doivent être identifiés. Ces paramètres sont la densité volumique
de masse, les composantes du tenseur d’élasticité, les caractéristiques géométriques, les conditions aux
limites. Dans un deuxième temps, ces paramètres physiques incertains sont modélisés par des variables
aléatoires (et pourraient être éventuellement modélisés par des champs stochastiques). Pour obtenir une
description probabiliste complète de ces paramètres aléatoires, des essais expérimentaux doivent être mis
en œuvre. Enfin, les transformations donnant les matrices de masse, d’amortissement et de raideur en
fonction des paramètres incertains doivent être construites. Le système matriciel d’équations aléatoires
est alors résolu par des méthodologies adéquates.

Cette approche probabiliste paramétrique présente cependant l’inconvénient d’avoir à construire le mo-
dèle probabiliste de chaque paramètre. Cette construction est d’autant plus difficile à mettre en œuvre que
le nombre de paramètres incertains est grand, ce qui s’avère être le cas dans le contexte du désaccordage.
Il est à noter que l’état du système étant une fonction non linéaire des paramètres incertains, les lois
de probabilité des paramètres incertains sont absolument nécessaires. Par exemple, la modélisation des
champs stochastiques représentant les incertitudes de géométrie nécessite d’identifier expérimentalement
une très grande quantité d’information liée aux systèmes de lois marginales. Pour ces raisons, les re-
cherches menées jusqu’à présent sur le désaccordage des roues aubagées avec les méthodes probabilistes
paramétriques se sont limitées à la seule prise en compte d’incertitudes sur les modules d’Young des
matériaux considérés comme isotropes. Cela revient à considérer la rigidité de l’aube comme fonction
d’un unique paramètre incertain. Une telle modélisation implique que les fréquences propres de chaque
aube (à interface de couplage fixe ou libre) sont des variables aléatoires statistiquement dépendantes.
Une amélioration de cette modélisation probabiliste a consisté à modéliser chaque fréquence propre
d’aube à interface de couplage fixe (au niveau de sa matrice de rigidité généralisée) par une variable
aléatoire. De cette manière, les fréquences propres des aubes sont statistiquement indépendantes dans
leur ensemble. Néanmoins, ces modélisations probabilistes n’induisent pas d’incertitudes sur les vecteurs
propres, laissant les formes modales de l’aube inchangées par rapport au cas accordé. La terminologie
de désaccordage fréquentiel est alors employée. Il est à noter que les multiples sources d’incertitudes
(géométrie, jonction, loi de comportement) induisent des incertitudes sur les formes modales.

Les recherches précédemment mentionnées montrent que les modèles probabilistes des incertitudes
doivent être améliorés afin d’obtenir des modèles qui prennent en compte toutes les incertitudes, ce qui
permet de générer des incertitudes sur les modes propres de vibration. Une telle approche probabiliste
doit être ”réaliste” sur le plan de sa mise en œuvre et sur le plan du problème inverse pour l’identifica-
tion. Cette approche probabiliste doit aussi conduire à un modèle cohérent en particulier pour les valeurs
propres aléatoires et les vecteurs propres aléatoires.

Dans ce travail de recherche, nous présentons une approche probabiliste non paramétrique qui essaye de
satisfaire à l’ensemble de ces conditions.
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3. Objectifs de la recherche

Ce travail de recherche est dédié d’une part, aux aspects probabilistes de modélisation des incertitudes
aléatoires conduisant au désaccordage des structures tournantes à géométrie cyclique, d’autre part, à
l’analyse du désaccordage induite par ces modèles, et enfin, au problème inverse consistant à déterminer
les tolérances d’usinage des aubes pour obtenir un niveau de réponse donné de la structure désaccordée.
L’approche probabiliste proposée permet de modéliser le désaccordage en fréquence et le désaccordage
en mode de manière cohérente. Celle-ci est basée sur l’utilisation d’un modèle probabiliste non pa-
ramétrique des incertitudes récemment développé en élastodynamique linéaire [93, 94]. La modélisation
probabiliste non paramétrique est une approche probabiliste globale tenant compte à la fois des incerti-
tudes de données et des incertitudes de modélisation. Les incertitudes de modélisation appartiennent à
la classe d’incertitudes ne pouvant pas être modélisées compte-tenu des approximations géométriques
et cinématiques (souvent de nature simplificatrice) introduites dans le modèle mécanique choisi pour
représenter la structure réelle. L’approche probabiliste non paramétrique diffère de l’approche probabi-
liste paramétrique car elle ne requiert pas la connaissance de tous les paramètres incertains. En effet,
l’aléa est directement introduit sur les matrices généralisées résultant de la construction d’un modèle ma-
triciel réduit moyen. Pour le problème traité ici, le modèle probabiliste des matrices aléatoires considé-
rées est un modèle probabiliste pour les matrices aléatoires symétriques réelles définies positives cons-
truit par le principe du maximum d’entropie [88, 56, 57] avec la seule information disponible [93, 94]
cohérente avec la dynamique des structures linéarisée.

Le présent travail de recherche propose une extension de l’approche probabiliste non paramétrique
adaptée au contexte du désaccordage des structures tournantes à géométrie cyclique. Une telle approche
permet d’analyser avec précision les conséquences du désaccordage sur la réponse forcée et a fait l’objet
de publications dans [14, 16]. Par ailleurs, une difficulté majeure consiste à spécifier le taux acceptable
de désaccordage pour que l’amplification de la réponse forcée du système désaccordé par rapport à
la réponse forcée du système accordé n’excède pas une certaine valeur. De plus, nous proposons une
méthodologie s’appuyant sur l’approche probabiliste non paramétrique pour résoudre le problème in-
verse de tolérances d’usinage défini précédemment. Les premiers résultats concernant ce problème in-
verse ont fait l’objet d’une publication dans le cas d’un exemple numérique simple [13, 15] et dans le
cas d’un modèle industriel de roue aubagée [18, 17]. Dans ce travail, seul le désaccordage des aubes
est considéré, comme dans les travaux de ce domaine publiés jusqu’à ce jour. En effet, le disque, de
géométrie plus simple que les aubes, est plus facile à usiner, ce qui justifie qu’aucune incertitude aléatoire
ne soit introduite à cet endroit.

4. Stratégie de la recherche

Pour des modèles de roues aubagées où les aubes sont montées une à une sur la partie disque de la roue,
il est légitime de supposer que les incertitudes aléatoires sont statistiquement indépendantes d’une aube
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à l’autre. Au contraire, dans le cas de roues monoblocs, appelées ”blisks”, il existe une dépendance sta-
tistique entre les aubes.

Dans ce travail de recherche, on s’intéresse au cas des roues aubagées dont les aubes sont montées.

L’hypothèse d’incertitudes statistiquement indépendantes d’une aube à l’autre nécessite de décomposer
la roue aubagée en sous-structures, dans le but d’implémenter le modèle probabiliste pour chaque aube.
Comme l’approche probabiliste non paramétrique nécessite la construction d’un modèle matriciel réduit
moyen pour chaque sous-structure incertaine, nous utilisons une technique de sous-structuration dyna-
mique.
Dans cette recherche, comme les aubes sont des sous-structures en présence d’incertitudes aléatoires, un
modèle matriciel réduit moyen est construit pour chaque aube par la méthode de Craig . Bampton [27].
Le modèle matriciel aléatoire de chaque aube est ensuite construit en implémentant le modèle probabi-
liste non paramétrique des incertitudes sur le modèle matriciel réduit moyen de l’aube.

Le modèle stochastique ainsi obtenu reste généralement de grande dimension. Il est donc intéressant de le
réduire pour diminuer les coûts numériques. Pour cela, on peut faire appel aux nombreuses techniques de
réduction en dynamique des structures. Dans cette recherche, nous nous sommes limités à deux méthodes
de réduction.

(1) La première méthode consiste à assembler les matrices aléatoires issues du modèle matriciel réduit
aléatoire non paramétrique de chaque aube avec les matrices déterministes issues du modèle matriciel
élément fini moyen du disque. On a ainsi un modèle réduit stochastique dont les inconnues sont les
coordonnées généralisées des aubes et les DDLs physiques du disque (interface et internes). Puis on
réduit ce modèle réduit stochastique. Une base modale déterministe est construite en calculant les modes
propres du modèle réduit moyen associé au modèle réduit stochastique. Les inconnues du modèle réduit
stochastique sont projetés sur cette base modale. On obtient alors un modèle réduit stochastique dont les
inconnues sont de nouvelles coordonnées généralisées.

(2) La seconde méthode consiste à réduire les DDLs du disque sur une base modale du disque. Dans une
première phase, une base modale du disque est construite avec la méthode de Benfield et Hruda [6] ap-
pliquée aux roues aubagées. Les matrices issues de la condensation statique de chaque aube déterministe
sur son interface de couplage sont assemblées avec les matrices issues du modèle matriciel élément fini
moyen du disque. Les modes propres du modèle élément fini moyen de disque ainsi obtenu (disque à
interface de couplage chargé) constituent une base modale du disque. Dans une deuxième phase, on as-
semble les matrices aléatoires issues du modèle matriciel réduit aléatoire non paramétrique de chaque
aube avec les matrices déterministes issues du modèle matriciel élément fini moyen du disque (voir
première méthode). Dans une dernière phase, on projette les DDLs du disque (interface et internes) sur
la base modale construite dans la première phase. On obtient un modèle réduit stochastique dont les in-
connues sont les coordonnées généralisées des aubes et les coordonnées généralisées du disque.

Les équations aléatoires issues de ces deux stratégies sont ensuite résolues. Nous nous intéressons par-
ticulièrement aux statistiques de réponse forcée sur une bande d’analyse fréquentielle concernant l’aube
possédant l’amplitude maximale de la réponse forcée. Trois paramètres scalaires de dispersion (issus du
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modèle probabiliste non paramétrique) relatifs aux matrices de masse, de dissipation et de rigidité de
chaque aube, permettent de contrôler les niveaux d’incertitudes de chaque matrice.

Le modèle probabiliste non paramétrique permet de résoudre le problème inverse de détermination des
tolérances d’usinage, pour un niveau donné d’amplification de la réponse forcée de la roue aubagée
désaccordée. La méthodologie est constituée de trois étapes. La première consiste à identifier les pa-
ramètres de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique comme une fonction des paramètres
de tolérances. Pour cela, un modèle probabiliste de géométrie d’aube représentatif de l’aube manufac-
turée est construit a priori. Néanmoins, ce modèle probabiliste n’est pas utilisé pour analyser la réponse
forcée du système désaccordé. Son unique rôle est d’estimer la valeur des paramètres de dispersion
du modèle probabiliste non paramétrique. La procédure d’identification de ces paramètres de dispersion
nécessite de construire des indicateurs de dispersion à partir des matrices aléatoires issues de chacune des
modélisations probabilistes et exprimées dans une base commune de réduction. Par conséquent, les in-
dicateurs de dispersion ainsi obtenus sont comparables et sont égalisés afin de construire la relation liant
les paramètres de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique aux paramètres des tolérances. La
deuxième étape consiste à utiliser le modèle probabiliste non paramétrique pour construire le graphe
de la réponse forcée en fonction des paramètres de dispersion. La dernière étape consiste à combi-
ner les résultats intermédiaires obtenus aux deux étapes précédentes pour résoudre graphiquement le
problème inverse sur les tolérances d’usinage. Se fixant un niveau de la réponse forcée désaccordée, le
graphe construit à la deuxième étape permet de lire directement les valeurs des paramètres de disper-
sion correspondantes. De même, la relation établie à la première étape permet de trouver les valeurs
des paramètres de tolérances qui conduisent aux valeurs des paramètres de dispersion du modèle proba-
biliste non paramétrique précédemment déterminées. Par conséquent, il est possible de caractériser les
tolérances d’usinage optimales de l’aube pour un niveau maximal donné de la réponse forcée de la roue
aubagée désaccordée.

5. Plan de la thèse

Le manuscrit s’organise de la manière suivante.

Le chapitre I présente le problème aux limites d’une structure tournante de géométrie quelconque ainsi
que la forme faible associée. Le chapitre II prend en compte la géométrie cyclique de la structure. En par-
ticulier, les propriétés de symétrie cycliques sont utilisées pour formuler le problème d’élastodynamique
et le problème généralisé aux valeurs propres de la structure sur son secteur générique. Ces deux problè-
mes sont considérés dans le cas des milieux continus et dans le cas des milieux discrétisés par la méthode
des éléments finis. Le chapitre III concerne la construction du modèle matriciel réduit moyen de chaque
aube et présente deux méthodes pour construire le modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée.
Dans le chapitre IV, les fondements de la théorie probabiliste non paramétrique sont synthétisés. La
construction détaillée des équations aléatoires de la structure est présentée. Le chapitre V décrit la
méthodologie de résolution des équations aléatoires obtenues au chapitre IV. Le chapitre VI est dédié

16



INTRODUCTION GÉNÉRALE

au problème inverse sur les tolérances géométriques de l’aube. Il développe la méthodologie concernant
l’identification des paramètres de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique, par rapport aux
paramètres des tolérances de l’aube.

Dans le chapitre VII, un exemple numérique simple est présenté. Le désaccordage de la structure est
modélisé par l’approche probabiliste non paramétrique des incertitudes et par l’approche probabiliste pa-
ramétrique usuellement employée dans la littérature pour cette problématique. Les réponses forcées ob-
tenues pour ces deux approches probabilistes sont analysées et comparées. Le chapitre VIII propose une
validation de la méthodologie du problème inverse développée au chapitre VII sur l’exemple numérique
simple introduit au chapitre VII. Enfin, le chapitre IX est dédié à un modèle industriel de roue aubagée
et permet de valider la méthodologie du problème inverse de détermination des tolérances de l’aube sur
une structure ”réaliste” de roue aubagée.
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Chapitre I

Dynamique des structures tournantes

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème de la dynamique d’une structure tournante de
géométrie quelconque. La cyclicité sera introduite au Chapitre II. La structure considérée est détermi-
niste. Dans le paragraphe / , on formule le problème aux limites de la structure dans sa configuration de
référence tournante. Il s’agit du problème aux limites moyen. Dans le paragraphe 0 , on écrit la forme
faible issue de ce problème aux limites moyen.

On introduit les notations suivantes :
On note 1�23 �54�� l’ensemble des matrices carrées symétriques réelles de dimension 6 .
Soient u 78��9;:�<�=�=�=$<�9 3 � et v 7>��?@:�<�=�=�=$<�? 3 � deux vecteurs de A 3 . Le produit scalaire hermitien de u
par v est noté u B v 7C9ED ?FD en utilisant la convention de sommation sur les indices muets.
Soient a et b deux tenseurs euclidiens réels du second ordre et soit G un tenseur euclidien réel du qua-
trième ordre. On note H a B b I�JLK�7 aJNM b MOKP< a Q b 7 aJNM b M J et H�GRQ a INJNKS7TGFJLKUM�V a MOV .
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CHAPITRE I. DYNAMIQUE DES STRUCTURES TOURNANTES

2. Problème aux limites moyen pour une structure tournante

L’espace physique 4XW est muni d’un repère cartésien Y � fixe défini par ��Z[< i � < j � < k � . La structure est
modélisée par un milieu viscoélastique sans mémoire supposé nonhomogène et anisotrope et occupant
un domaine borné de l’espace physique. La structure est en rotation autour d’un axe d’origine Z et de
vecteur directeur unitaire k, avec une vitesse de rotation constante et égale à \ . Le repère cartésien tour-
nant Y]: est alors défini par ��Z[< i :�< j : < k � (voir figure I.1).

R 0

R 1

0
j

1i

1
j

0Ok i

Ψ

Ψ

Figure I.1 – Repère tournant Y�: et repère global Y � .
Tout d’abord, nous nous intéressons à l’équilibre de la structure tournante sous l’action de champs
volumiques et surfaciques stationnaires et exprimé dans le repère tournant Y^: . Cette configuration
précontrainte est prise comme configuration de référence [30, 31]. Nous nous intéressons donc aux vi-
brations linéaires de la structure tournante exprimées dans le repère tournant Y^: autour de cette confi-
guration de référence tournante. Il est à noter que la configuration de référence choisie ne coı̈ncide pas
avec la configuration naturelle de la structure au repos généralement utilisée en dynamique des structures
comme configuration de référence. Cette configuration de référence s’avère être en fait la plus adaptée
au cas des structures tournantes [30, 31].

Comme nous nous intéressons au problème de réponse forcée harmonique pour une excitation harmo-
nique, nous introduisons la bande d’analyse fréquentielle _`7a� ' min b ' max 	 avec ced�' min df' max.

Soit � un ouvert borné de 4XW occupé par la structure tridimensionnelle dans sa configuration de référence
tournante. Le bord gh� 7 ikjml du domaine � est supposé suffisamment régulier et est tel queionplq7 r . La normale unitaire extérieure à gs� est notée n. Le mouvement de rotation de corps
rigide induit par la rotation de la structure et exprimé dans le repère tournant YR: se traduit par une condi-
tion de Dirichlet d’encastrement sur la partie i du bord gs� . Une schématisation de la structure dans sa
configuration de référence est présentée à la figure I.2
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Γ

Ω
f
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=0

n

u  
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vol

γ

Figure I.2 – Structure dans la configuration de référence.

Soit u � x b ')� le champ de déplacement des vibrations linéarisées par rapport à la configuration de ré-
férence et défini en tout point x de � . On a donc pour tout ' fixé dans _

u � x b ')�t7uc <wv x x^i = (I.1)

La structure est soumise à un champ de forces surfaciques x yz fsurf � x b ')� défini sur la partie l du
bord g�� et à valeurs dans A W . La structure est également soumise à un champ de forces volumiques
x yz fvol � x b ')� de � dans A W . Les équations linéarisées harmoniques du problème de la dynamique de la
structure tournante, par rapport à la configuration de référence dans le repère tournant s’écrivent :

pour tout ' fixé dans _ , trouver u � x <5')� tel que

div {k| fvol � x b ')�t7T}E� x �~� ��	 ! u � x ')��|f/���'�}E� x �~� ��	 u � x b ')����' ! }E� x � u � x b ')��<ev x x���< (I.2){�B n 7 fsurf � x b ')��<ev x x�lt< (I.3)

u � x b ')��7^c�<ev x x�i,< (I.4)

où la masse volumique de la structure x yz�}~� x � est définie et bornée de � dans 	�c�<E|��^� et où � ��	 est la
matrice des vitesses de rotation telle que

� ��	s7 ��� c ��\ c\ c cc c c
���� < � ��	s7��,� ��	�� = (I.5)

Les termes du second membre de l’équation (I.2) sont associés successivement au champ d’accélération
centrifuge, au champ d’accélération de Coriolis et au champ d’accélération relatif de la structure. Le
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CHAPITRE I. DYNAMIQUE DES STRUCTURES TOURNANTES

tenseur réel symétrique du second ordre des contraintes { s’écrit

{�� x ��7 grad � u B s � x ��|�G;� x �)Q��E� u ��|���'��h� x �)Q��E� u � = (I.6)

Le tenseur symétrique du second ordre s � x � correspond au tenseur des précontraintes. Le tenseur symé-
trique linéarisé des déformations de Green-Lagrange �E� u � s’écrit

�~� u �X7T�/ � grad � u | grad � � u � < (I.7)

Les tenseurs du quatrième ordre de rigidité élastique G;� x � et de dissipation �h� x � vérifient les propriétés
de symétrie GFJLKUM�V � x �¡7TG¢K�JNM�V � x �X7£GFJNK¤VPM�� x ��7£G¥M�V�JNK¦� x � < (I.8)�§JLKUM�V � x �¡7¨�©K�JLMOV � x �©7R��JNK¤VPMª� x ��7«�XMOV�JNK¦� x � < (I.9)

et les propriétés de définie-positivité suivantesGFJNKUM�V�¬JLK;¬¦M�V�®°¯E¬�JLK;¬±JNK < ¯s²³c < ¬�x�1 2W �54�� < (I.10)��JNKUM�V�¬JLK;¬¦M�V�®°´©¬JNK�¬JLK < ´¡²³c < ¬�x�1 2W �54X� = (I.11)

3. Forme faible des équations du problème aux limites moyen
pour une structure tournante

Ce paragraphe rappelle la forme faible du problème aux limites défini par les équations (I.2), (I.3) et (I.4)
et tiré de [30]. L’espace des fonctions admissibles noté µX�#�¶� est défini par

µ��#�¶�t7·H u x�H$¸ : �#�¶�LI W < u 7�ce<�v u xRi;I < (I.12)

où ¸ : �#�¶� décrit l’ensemble des fonctions définies de � à valeurs dans A de carré intégrable et dont les
dérivées partielles premières sont de carré intégrable. Le produit scalaire sur µ��#�¶� est

� u <¹� u �t7»º@¼ u B � u ´ x |�º�¼ grad � � u Q grad � � u ´ x = (I.13)

La norme associée est ½�½
u

½�½ 7a� u < u � :¿¾ ! = (I.14)
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La formulation faible du problème aux limites moyen, défini par les équations (I.2) à (I.4) s’écrit, en
tenant compte des équations (I.6) à (I.9) :

pour tout ' fixé dans _ , trouver u �(')� dans µX�#�¶� tel que, v~� u x&µX�#�¶� on ait :

�À' ! º ¼Á} u B � u ´ x |]��'�Â º ¼�/�}[Ã¹� ��	 u Ä&B � u ´ x | º ¼�Ã¦�h� x �PQÅ�E� u �5Ä�QÀ�E� � u �@´ x Æ
| º ¼�Ã�G;� x ��QÇ�E� u ��ÄÈQ��E� � u �@´ x | º ¼s},Ã¹� ��	 ! u Ä&B � u ´ x | º ¼ s Q Ã grad � � u B grad � � u ÄÉ´ x
7 º¦Ê fsurf B � u ´@Ë � | º ¼ fvol B � u ´ x = (I.15)

On introduit les formes sesquilinéaires et les opérateurs linéaires suivants.

(1) La forme sesquilinéaire de masse Ì � u <L� u � , définie sur µX�#�¶��ÍÎµX�#�¶� est telle queÌ � u <L� u �¡7 º ¼ } u B � u ´ x < (I.16)

et a les propriétés de symétrie hermitienne et de positivitéÌ � u <L� u ��7 ÌÈ�#� u < u � < Ì � u < u �Ï²Ðc = (I.17)

L’opérateur linéaire de masse M est alors défini parÑ M u <L� u ²u7TÌ � u <L� u � < (I.18)

et a les propriétés

M 7 M � < Ñ M u < u ²R²qc = (I.19)

(2) La forme sesquilinéaire de couplage gyroscopique ¯ � u <L� u � , définie sur µX�#�¶��ÍÎµX�#�¶� est telle que¯ � u <L� u �¡7 º@¼ /�}[Ã¥� ��	 u Ä�B � u ´ x < (I.20)

et a les propriétés d’antisymétrie hermitienne¯ � u <L� u ��7Ò� ¯��#� u < u � = (I.21)

L’opérateur linéaire de couplage gyroscopique C est alors défini parÑ C u <L� u ²T7»¯ � u <L� u � < (I.22)

et a les propriétés

C 7�� C � = (I.23)

(3) La forme sesquilinéaire de dissipation ´ � u <L� u � , définie sur µX�#�¶��ÍÎµX�#�¶� est telle que´ � u <L� u ��7·º�¼ Ã �¶� x ��QÀ�E� u � Ä QÀ�E� � u �@´ x < (I.24)
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et a les propriétés de symétrie hermitienne et de positivité´ � u <L� u ��7 ´ �#� u < u � < ´ � u < u �]²qc = (I.25)

L’opérateur linéaire de dissipation D est alors défini parÑ D u <L� u ²T7»´ � u <L� u � < (I.26)

et a les propriétés

D 7 D � < Ñ D u < u ²R²Ðc = (I.27)

(4) La forme sesquilinéaire de raideur élastique Ó Ô±� u <L� u � définie sur µX�#�h�)ÍÎµX�#�h� est telle queÓ Ô � u <L� u ��7 º@¼ ÃÕG;� x ��QÀ�E� u ��Ä�QÀ�¹� � u �@´ x < (I.28)

et a la propriété de symétrie hermitienne et de positivitéÓ Ô�� u <L� u �¡7 Ó Ô±�#� u < u � < Ó Ô±� u < u �]²qc = (I.29)

L’opérateur linéaire réel de raideur élastique K Ô est défini parÑ K Ô u <L� u ²»7»Ó Ô � u <L� u � < (I.30)

et a les propriétés

K Ô�7 K � Ô < Ñ K Ô u < u ²«²qc = (I.31)

où Ñ B�<�B¢² représente le crochet d’antidualité entre µ§Ö#�#�¶� , antidual de µ��#�¶� et µX�#�¶� .
(5) La forme sesquilinéaire de raideur centrifuge Ó ×�� u <L� u � définie sur µ��#�¶��Í�µ��#�¶� est telle queÓ × � u <L� u ��7·º ¼ } Ã � ��	 ! u Ä B � u ´ x < (I.32)

et compte-tenu de l’équation (I.5), a la propriété de symétrie hermitienne et de négativitéÓ ×�� u <L� u ��7 Ó ×��#� u < u � < Ó ×U� u < u �]d³c = (I.33)

L’opérateur linéaire réel de raideur centrifuge K × est défini parÑ K × u <L� u ²»7»Ó × � u <L� u � < (I.34)

et a les propriétés

K ×�7 K � × < Ñ K × u < u ²«d³c = (I.35)

(6) La forme sesquilinéaire de raideur géométrique Ó ØF� u <L� u � , définie sur µX�#�¶��ÍÎµX�#�¶� est telle queÓ Ø � u <L� u ��7·º�¼ s Q Ã grad � � u B grad � � u Ä ´ x < (I.36)
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et a la propriété de symétrie hermitienneÓ Ø � u <L� u �¡7 Ó Ø �#� u < u � = (I.37)

L’opérateur linéaire réel de raideur géométrique K Ø est alors défini parÑ K Ø u <L� u ²Ù7uÓ Ø � u <L� u � < (I.38)

et a la propriété

K Ø 7 K� Ø = (I.39)

(7) La forme sesquilinéaire de raideur globale Ó � u <L� u � , définie sur µ��#�¶��Í&µ��#�¶� est définie parÓ � u <L� u �t7uÓ Ô � u <L� u ��|mÓ × � u <L� u ��|mÓ Ø � u <L� u � = (I.40)

L’opérateur linéaire réel symétrique de raideur globale K est alors défini par la relation

K 7 K Ô[| K × | K Ø = (I.41)

Bien qu’aucune signature ne soit attaché à l’opérateur K, on se restreindra à la classe des opérateurs
symétriques définis positifs qui correspond à un système mécanique stable, c’est à direÑ K u < u ²R²Ðc <wv u x&µ��#�¶� = (I.42)

(8) Pour tout ' fixé dans _ , on définit la forme antilinéaire d’excitation Ú��#� u b ')� définie sur µX�#�h� telle
que Ú��#� u b ')�t7»º Ê fsurf � x b ')�,B � u � x �@´¦Ë � |fº@¼ fvol � x b ')�,B � u � x �@´ x = (I.43)

Le vecteur complexe d’excitation f �(')� est alors défini par :Ñ f �(')�N<L� u ²S7TÚ��#� u b ')� = (I.44)

(9) La forme sesquilinéaire de raideur dynamique Û � u <L� u b ')� définie sur µ��#�¶�ÇÍ&µ��#�¶� pour tout ' fixé
dans _ est alors introduite telle queÛ � u <L� u b ')��7��À' ! Ì � u <L� u ��|���'�Ã#´ � u <L� u � |�¯ � u <L� u �5Ä�|mÓ � u <L� u � = (I.45)

La forme faible définie par l’équation (I.15) se réécrit alors :

pour tout ' fixé de _ , trouver u �(')� dans µ��#�¶� tel que, pour tout � u dans µ��#�¶� on aitÛ � u <L� u b ')�t7TÚ��#� u b ')� = (I.46)

En terme d’opérateurs, la forme faible définie par l’équation (I.46) se réécrit doncÃ ��' ! M |���'�� C | D �Á| K Ä u �(')�t7 f �(')� = (I.47)
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Chapitre II

Dynamique des structures tournantes à symétrie
cyclique

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons un certain nombre de résultats généraux concernant la dynamique des
structures tournantes à symétrie cyclique [101, 47, 103, 108, 55, 76]. Il est à noter que ces résultats sont
issus de recherches théoriques [87, 2], trouvant leur application en physique [105, 65], ou en dynamique
des structures [39, 10, 45, 46, 11, 73].

Concernant le problème d’élastodynamique en symétrie cyclique, la méthode de résolution consiste à
formuler et résoudre le problème d’élastodynamique sur le secteur générateur de la structure, et à recom-
poser ensuite la réponse forcée sur la structure par une transformation linéaire. Dans cette recherche, nous
utiliserons cette méthode afin de calculer la réponse forcée de référence de roues aubagées à symétrie cy-
clique. De la même manière, nous nous intéresserons aux méthodes de résolution du problème généralisé
aux valeurs propres en symétrie cyclique. Dans cette recherche, nous utiliserons cette méthode pour cal-
culer les bases modales nécessaires à la construction de modèles réduits de roues aubagées.

Dans le paragraphe / , on décrit la structure à symétrie cyclique dans sa configuration de référence
tournante. Dans le paragraphe 0 , on introduit tout d’abord quelques propriétés algébriques concernant
les structures à symétrie cycliques. Puis, on énonce la transformée de Fourier discrète du champ de
déplacement admissible. Ensuite, on écrit les expressions des formes sesquilinéaires relatives à la struc-
ture. Le paragraphe Ü concerne les formulations du problème d’élastodynamique et du problème généra-
lisé aux valeurs propres pour les structures à symétrie cyclique. Dans un premier temps, le problème
d’élastodynamique de la structure à symétrie cyclique sous l’effet d’un chargement extérieur cyclique est
considéré dans sa configuration de référence tournante. On montre que le problème d’élastodynamique
de la structure équivaut à, (1) résoudre un ensemble de problèmes d’élastodynamique définis sur le sec-
teur générateur de la structure, (2) restituer la réponse forcée physique à partir des solutions de ces
sous-problèmes. Dans un second temps, on s’intéresse au problème généralisé aux valeurs propres de la
structure dans sa configuration de référence tournante. On montre que le problème spectral de la struc-
ture nécessite de, (1) résoudre un ensemble de problèmes spectraux définis sur le secteur générateur de la
structure, (2) restituer les déformées modales de la structure à partir des solutions de ces sous-problèmes.
Dans le paragraphe Ý , la structure à symétrie cyclique est discrétisée par la méthode des éléments fi-
nis. On décrit les propriétés des matrices éléments finis de la structure à symétrie cyclique. On écrit
la discrétisation éléments finis du problème d’élastodynamique et du problème généralisé aux valeurs
propres de la structure, reformulés au paragraphe Ü dans le cadre de la symétrie cyclique.
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2. Description d’une structure à symétrie cyclique

On considère la structure tournante définie au chapitre I, dont la configuration de référence dans le repère
tournant Y�: est le domaine � . L’axe de rotation de la structure tournante est ��Z[< k � . Le domaine � de
bord g¹�°7Tl£jÞi possède une symétrie cyclique d’ordre - et d’axe ��Ze< k � (voir figure II.1), tel que�>7¨j�ß � :V)à � � V = (II.1)

u ákâã
n

fvol

fsurf

ä

å
i :

j :

Y :
k
O

Figure II.1 – Structure à symétrie cyclique dans sa configuration de référence pour une symétrie cyclique
d’ordre -u7^0
Dans l’équation (II.1), le domaine � � est le secteur générateur du domaine � . Chaque secteur � V est
déduit du secteur � � par Ì rotations successives d’angle /æ;ç¤- et d’axe ��Z[< k � . Il est à noter que l’axe
de rotation de la structure est supposé confondu avec l’axe de la symétrie cyclique de la structure.

2.1 Définition des repères locaux

Soit è V l’opérateur de rotation d’angle é V 7u/�æÁÌ�ç¤- et d’axe ��Z[< k � défini sur � � . Sa représentation
matricielle dans 4XW est la matrice orthogonale de rotation � ê V 	 définie par

� ê V 	�7 ëìí5îUïñð �Õé V �ò� ðôóöõ �Õé V �qcðôóöõ �Õé V � îUïñð �Õé V � cc c �
÷ùøú < (II.2)
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et qui vérifie les propriétés usuelles � ê V 	 � : 7Ò� ê V 	 � <¥û¢ü�ý;� ê V 	s7 � .
Pour tout Ìux�H$c�<�=�=�=�<ô-�� � I , on introduit le repère local tournant Y�þªÿ associé au secteur � V et défini
par ��Ze< e � ÿ < e � ÿ < k � (voir figure II.2). En particulier, le repère local tournant YÏþ�� coı̈ncide avec le repère
tournant Y�: .

O

� V
e � �

e � ÿ
e � �

Y þªÿ
Y þ��hápY :

� V
k

e � ÿ

Figure II.2 – Définition des repères locaux tournants YÈþ ÿ
2.2 Structure à symétrie cyclique

Chaque secteur � V de la structure de domaine � est donc défini par

� V 7·H x V x�� ½
x V 7Cè V x � < v x � xo� � I = (II.3)

Le bord gs� V du domaine � V est tel que

gE� V 7 � �V j �P�V jÎl V j¡i V < (II.4)

où
� �V et

� �V sont les bords droit et gauche du secteur � V (voir figure II.3). Le bord l V est la partie de
bord définie par

l V 7»g¹� V nÎl < l V 7 H x V x l ½
x V 7Tè V x � < v x � x l � I = (II.5)

Le bord i V est la partie de bord sur laquelle est appliquée la condition de Dirichlet (I.4) ; il est défini par

i V 7»g¹� V n�i < i V 7·H x V x&i ½
x V 7Cè V x � < v x � xÎi � I = (II.6)
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u á�âã
n
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Y : Y�M ÿ

Figure II.3 – Structure à géométrie cyclique - Secteur de la structure

De plus, les propriétés mécaniques des matériaux de la structure obéissent aux propriétés de symétrie
cyclique suivantes

s VD J � x V ��7 s
�D J � x � � < x V 7Cè V x � < v x � x � � < (II.7)G VD JLK	� � x V ��7»G �D JLK	� � x � � < x V 7Cè V x � < v x � x�� � < (II.8)� VD JLK	� � x V ��7�� �D JNK	� � x � � < x V 7Cè V x � < v x � x � � < (II.9)}~� x V ��7»}E� x � � < x V 7Tè V x � < v x � x�� � < (II.10)

où G VD JNK
� � x V � , � VD JNK	� � x V � et s VD J � x V � sont les composantes des restrictions des tenseurs G , � et s au
secteur � V exprimées dans le repère local Y�þ ÿ .

3. Propriétés des structures à symétrie cyclique

3.1 Notations et propriétés algébriques

Dans ce paragraphe, on précise quelques propriétés algébriques.

Soit u un champ défini sur � à valeurs dans 4 W dont les composantes 9���<ñ
 x`H � <L/@<L0¦I sont exprimées
dans le repère tournant Y³: . Soit u V la restriction du champ u au secteur � V dont les composantes9 V� <�
«x`H � <L/@<L0¦I sont exprimées dans le repère local tournant Y�þ ÿ .
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Soit a un tenseur réel du second ordre défini sur � dont les composantes a �� <ÉH�
;<��¦Iux H � <L/@<L0¦I !
sont exprimées dans le repère tournant Y : . Soit a V la restriction du tenseur a au secteur � V dont les
composantes a V�� <�H�
;<��¦IÈx H � <L/@<L0¦I$! sont exprimées dans le repère local tournant YÈþ ÿ .
Soit G un tenseur réel du quatrième ordre défini sur � dont les composantes G ������ <ÉH�
;<��@<�è±<LË�I xH � <L/@<L0¦I�� sont exprimées dans le repère tournant YÞ: . Soit G V la restriction du tenseur a au secteur� V dont les composantes G V������ <~H�
;<��@<�è±<LË�I xTH � <L/@<L0¦I�� sont exprimées dans le repère local tournantYÙþªÿ . On a les relations suivantes9 � 7Ð� ê V 	 � D±9 VD < (II.11)

a�� 7Ð� ê V 	 � DÅ� ê V 	  J a VD J < (II.12)G ������ 7Ð� ê V 	 � DÅ� ê V 	  J � ê V 	 � K)� ê V 	 � M�G VD JLKUM < (II.13)

où � ê V 	 est la matrice orthogonale de rotation définie par l’équation (II.2).

En utilisant la propriété d’orthogonalité de la matrice � ê V 	 , on obtient les propriétés suivantes9 � ? � 7Ò� ê V 	 � D�9 VD � ê V 	 � J 9 VJ 7T9 VD ? VD < (II.14)G������� a�� a ���Î7Ò� ê V 	�� D � ê V 	� J � ê V 	 � K)� ê V 	 � MF� ê V 	����P� ê V 	 ��� � ê V 	�� × � ê V 	 �� G VD JNKUM a V ��� a V × � <7TG VD JNKUM a V K¤M a VD J < (II.15)

a�� b �� c ��� 7Ò� ê V 	 � D�� ê V 	  J � ê V 	  K�� ê V 	 � MF� ê V 	 ��� � ê V 	 ��� a VD J b V K¤M c V ���7 a VD J b VJLM c V M D (II.16)

3.2 Transformée de Fourier discrète

Soit x V défini par x V 7uè V x � <ev x � x � � . En utilisant la théorie des représentations linéaires des
groupes cycliques d’ordre - , dont les principaux résultats sont exposés dans l’Annexe A, on écrit

u V � x V ��7 ß � : 3 à � ! 3#" V%$u 3 � x � � < (II.17)

où

u V est la restriction du champ u au secteur � V et exprimé dans le repère local tournant YSþ ÿ = (II.18)

Dans l’équation (II.17), ! 3&" V est tel que

! 3&" V 7Cü	'�( /±�ªæ~Ì&6- = (II.19)
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L’équation (II.17) est une transformée de Fourier discrète [92, 76]. Les $u 3 � x � � sont les composantes
complexes harmoniques d’ordre 6 définies sur le secteur � � . Elles appartiennent à l’espace admissible)� 3 défini dans le paragraphe 0 de l’Annexe * .

3.3 Expression des formes sesquilinéaires de la structure à symétrie cy-
clique

En utilisant les propriétés (II.10) et (II.14), la transformée de Fourier discrète (II.17) et la relation d’or-
thogonalité (A.11), la forme sesquilinéaire de masse définie par l’équation (I.16) se réécritÌ � u <L� u ��7¨º ¼ }E� x � u � x �+B � u � x ��´ x <

7 ß � : V�à � º�¼ ÿ }E� x V � u � x V �,B � u � x V ��´ x V <
7 ß � : V�à � º ¼ ÿ }E� x V � u V � x V �+B � u V � x V ��´ x V <
7 ß � : V�à � º�¼ � }~� x � � Â ß � : 3 à � ! 3&" V+$u 3 � x � � Æ B Â ß � : 3-, à � ! 3-,." V � $u 3/, � x � � Æ ´ x � <
7 ß � : 3 à � ß � : 3-, à � � ! 3 ½ ! 3 , �@-aº@¼ � }~� x � � $u 3 � x � �,B � $u 3 , � x � ��´ x � <
7u- ß � : 3 à � º�¼ � }E� x � � $u 3 � x � �+B � $u 3/, � x � �Å´ x � = (II.20)

On en déduit

Ì � u <L� u �X7^- ß � : 3 à � Ì � � $u 3 <L� $u 3 � < Ì � � $u 3 <L� $u 3 �X7 º�¼ � }~� x � � $u 3 � x � �+B � $u 3 � x � �@´ x � < (II.21)

où Ì � � $u 3 <L� $u 3 � est la forme sesquilinéaire de masse définie sur
) � 3 Í ) � 3 .
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En utilisant les propriétés (II.7) à (II.9) et (II.14) à (II.16), la transformée de Fourier discrète (II.17) et la
relation d’orthogonalité (A.11), on obtient

Ó Ô � u <L� u ��7»- ß � : 3 à � Ó Ô � � $u 3 <L� $u 3 � < (II.22)

Ó ×�� u <L� u ��7»- ß � : 3 à � Ó × � � $u 3 <L� $u 3 � < (II.23)

Ó Ø � u <L� u ��7»- ß � : 3 à � Ó Ø � � $u 3 <L� $u 3 � < (II.24)

´ � u <L� u ��7»- ß � : 3 à � ´ � � $u 3 <L� $u 3 � < (II.25)

¯ � u <L� u ��7»- ß � : 3 à � ¯ � � $u 3 <L� $u 3 � < (II.26)

où Ó Ô � � $u 3 <L� $u 3 � , Ó × � � $u 3 <L� $u 3 � , Ó Ø � � $u 3 <L� $u 3 � , ´ � � $u 3 <L� $u 3 � et ¯ � � $u 3 <L� $u 3 � sont les formes sesquilinéaires
définies sur

)� 3 Í ) � 3 telles queÓ Ô � � $u 3 < )� u 3 ��7 º ¼ � Â�G � � x � �ÎQÀ�E� $u 3 �wÆ QÇ�E� � $u 3 �@´ x � < (II.27)

Ó × � � $u 3 <L� $u 3 ��7 º@¼ � }E� x � �©Â¦� ��	 ! $u 3 � x � �@Æ�B � $u 3 � x � �@´ x � < (II.28)

Ó Ø � � $u 3 <L� $u 3 ��7·º@¼ � s
� � x � ��Q Â grad � �-0 $u 3 B grad �10 � $u 3 Æ ´ x � < (II.29)

´ � � $u 3 <L� $u 3 ��7 º@¼ � Â�� � � x � ��Q��E� $u 3 �wÆSQ��E� � $u 3 �@´ x � < (II.30)

¯ � � $u 3 <L� $u 3 ��7·º@¼ � /�}E� x � � Â � ��	 $u 3 � x � � Æ B � $u 3 � x � �@´ x � = (II.31)
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Les opérateurs linéaires M � < K Ô � < K × � < K Ø � < D � et C � relatifs au secteur générateur de la structure à
symétrie cyclique sont alors définis parÑ M � $u 3 <L� $u 3 ²u7uÌ � � $u 3 <L� $u 3 � < (II.32)Ñ K Ô � $u 3 <L� $u 3 ²u7¨Ó Ô � � $u 3 <L� $u 3 � < (II.33)Ñ K × � $u 3 <L� $u 3 ²u7¨Ó × � � $u 3 <L� $u 3 � < (II.34)Ñ K Ø � $u 3 <L� $u 3 ²u7¨Ó Ø � � $u 3 <L� $u 3 � < (II.35)Ñ D � $u 3 <L� $u 3 ²u7»´ � � $u 3 <L� $u 3 � < (II.36)Ñ C � $u 3 <L� $u 3 ²u7»¯ � � $u 3 <L� $u 3 � < (II.37)

et possèdent les mêmes propriétés algébriques que les opérateurs M < K Ô < K × < K Ø < D et C relatifs à la
structure entière, et définies au paragraphe 0 du chapitre I. On définit l’opérateur de rigidité globale K � ,
supposé symétrique défini positif, par

K � 7 K Ô � | K × � | K Ø � = (II.38)

L’introduction de cette hypothèse correspond à un système mécanique stable.

4. Construction du problème d’élastodynamique et du pro-
blème généralisé aux valeurs propres pour une structure à
symétrie cyclique

4.1 Expression du problème d’élastodynamique de la structure à symétrie
cyclique

Dans ce paragraphe, le problème d’élastodynamique défini par l’équation (I.46) est formulé en exploitant
les propriétés des structures à symétrie cyclique. Ceci permet d’étudier la réponse forcée de la structure
complète en formulant le problème d’élastodynamique sur le secteur générateur � � du domaine � .

4.1.1 Expression de la forme antilinéaire d’excitation

Les champs de forces surfaciques et volumiques sont supposés cycliques. Soient f Vvol et f Vsurf les restric-
tions des champs fvol et fsurf au secteur � V et exprimées dans le repère local tournant YÈþªÿ . Ils s’écrivent
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sous la forme

f Vvol � x V b ')��7 ß � : 3 à � ! 3&" V $ fvol " 3 � x � b ')� < (II.39)

f Vsurf � x V b ')��7 ß � : 3 à � ! 3&" V $ fsurf " 3 � x � b ')� < (II.40)

où pour tout 6 x H$c�<�=�=�=�<ô-m� � I , les champs x � yz $fvol " 3 � x � b ')� et x � yz $ fsurf " 3 � x � b ')� sont donnés. En
utilisant l’équation (II.14), la transformée de Fourier discrète (II.17) et la relation d’orthogonalité (A.11),
la forme antilinéaire d’excitation définie par l’équation (I.44) se réécritÚ��#� $u b ')��7 º Ê fsurf � x b ')�[B � u � x ��´¦Ë � | º�¼ fvol � x b ')�,B � u � x �@´ x <

7 ß � : V)à � 2 º Ê ÿ fsurf � x V b ')�,B � u � x V ��´@Ë �43 | º�¼ ÿ fvol � x V b ')�,B � u � x V �@´ x V65 <
7 ß � : V)à � 2 º Ê ÿ f Vsurf � x V b ')�,B � u V � x V �@´¦Ë �13 |>º@¼ ÿ f Vvol � x V b ')�,B � u V � x V ��´ x V75 <
7 ß � : V)à � �� º Ê � Â ß � : 3 à � ! 3#" V $fsurf " 3 � x � b ')�@Æ�BÁÂ ß � : 3-, à � ! 3&" V � $u 3 � x � ��Æs´@Ë � 0 |
º ¼ � Â ß � : 3 à � ! 3&" V $fvol " 3 � x � b ')�@ÆuBsÂ ß � : 3 , à � ! 3&" V � $u 3 � x � ��Æs´ x � �� <

7 ß � : 3 à � ß � : 3-, à � � ! 3 ½ ! 3-, �w- 2 º Ê � $ fsurf " 3 � x � b ')��B � $u 3 � x � ��´¦Ë � 0 |
º ¼ � $ fvol " 3 � x � b ')�U� x � b ')��B � $u 3 � x � ��´ x � 5 <

7¨- ß � : 3 à � 2 º Ê � $ fsurf " 3 � x � b ')�,B � $u 3 � x � �@´@Ë � 0 | º ¼ � $fvol " 3 � x � b ')�,B � $u 3 � x � ��´ x � 5 =(II.41)

On en déduitÚ��#� $u b ')��7»- ß � : 3 à � $ Ú � �#� $u 3 b ')� < (II.42)

$ Ú � �#� $u 3 b ')��7 2 º Ê � $ fsurf " 3 � x � b ')��B � $u 3 � x � ��´¦Ë � 0 | º@¼ � $ fvol " 3 � x � b ')��B � $u 3 � x � ��´ x � 5 = (II.43)

Le vecteur force $ f � " 3 est alors défini parÑ $f � " 3 �(')�N<L� $u 3 ²u7 $ Ú � �#� $u 3 b ')� = (II.44)
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4.1.2 Expression de la relation de contrainte entre les bords inférieur
� �� et supérieur

� ��
du secteur générateur

ã �
Soit x � un point du bord

���� du secteur générateur � � . Le point x V défini par x V 7 è V x � peut être
considéré comme un point du bord

� �V du secteur � V ou comme un point du bord
� �V � : du secteur� V � : . Le champ de déplacement au point x V et exprimé dans le repère tournant Yf: peut s’écrire in-

différemment, d’après les équations (II.11), (II.17), (II.19) :

u � x V �³7 � ê V 	 ß � : 3 à � ! 3#" V $u 3 � x � � < (II.45)

u � x V �³7 � ê V � :�	 ß � : 3 à � ! 3#" V � : $u 3 ��è x � � < (II.46)

où � ê V 	 est la matrice orthogonale de rotation définie par l’équation (II.2). En écrivant l’égalité des
équations (II.45) et (II.46), on obtient les relations de contraintes, définies pour tout x � de

� �� et pour
tout 6 dans H$c�<�=�=�=�<ô-°� � I $u 3 ��è x � �t7 ! 3#" : � ê : 	 $u 3 � x � � = (II.47)

4.1.3 Formulation du problème d’élastodynamique

Soit
)8 3 l’espace des fonctions admissibles défini par

u x )8 3 7 H u x )� 3 < u ��è x � �t7 ! 3&" : � ê : 	 u � x � �¹<�v x � x �P�� I < (II.48)

et soit
)8 3 l’espace des fonctions admissibles défini par

u x )8 3 7 H u x )� 3 < u ��è x � �t7 ! 3&" :;� ê�:�	 u � x � �¹<�v x � x � �� I = (II.49)

En utilisant les équations (II.21) à (II.38), (II.42), (II.44) à (II.48), la forme faible du problème d’élas-
todynamique donnée par l’équation (I.47) est remplacée par - sous-problèmes découplés notés 9 3 avec6 dans H$c�<�=�=�=�<ô-C� � I . Chaque problème 9 3 d’inconnue $u 3 est formulé sur le secteur de référence � �
et s’écrit :

pour tout ' fixé dans _ , trouver $u 3 dans
)8 3 tel que

A � �(')� $u 3 �(')�t7 $ f � " 3 �(')� < (II.50)

où A � �(')� est l’opérateur de rigidité dynamique défini par

A � �(')�e7 ÂÀ��' ! M � |���'Ù� C � | D � ��| K � Æ (II.51)

36



CHAPITRE II. DYNAMIQUE DES STRUCTURES TOURNANTES À SYMÉTRIE CYCLIQUE

La réponse physique u V est ensuite reconstituée sur le secteur � V en utilisant la transformée de Fourier
discrète (II.17).

4.2 Expression du problème généralisé aux valeurs propres de la struc-
ture à symétrie cyclique

Dans ce paragraphe, le problème généralisé aux valeurs propres est formulé en exploitant les propriétés
des structures à symétrie cyclique. Ceci permet de calculer les modes propres de la structure complète
en formulant le problème aux valeurs propres sur le secteur générateur du domaine � .

4.2.1 Formulation du problème aux valeurs propres

Le problème aux valeurs propres associé au système mécanique défini par l’équation (I.47), conservatif
et homogène, s’écrit :

trouver ��: <�; � avec ; dans µ��#�¶� tel que

Â K |��=< : C �>: M Æ ; 7uc = (II.52)

Lorsque les forces de couplage gyroscopiques, représentées par le terme ��' C u �(')� , peuvent être négli-
gées, le problème généralisé aux valeurs propres est réécrit

trouver ��: <�; � avec ; dans µ��#�¶� tel que

Â K �>: M Æ?; 7Tc = (II.53)

Il est à noter que les opérateurs M et K étant symétriques définis positifs, on a: ²³c = (II.54)

Les valeurs propres positives : @ <¢éT7 � <L/@<�=�=�= , sont ordonnées par valeurs croissantes indicées en é .
Les vecteurs propres ; @ associés aux valeurs propres : @ vérifient les propriétés d’orthogonalitéÑ M ; @ <A; B¡²S7T� @ B < Ñ K ; @ <A; B�²Ù7C: @À� @ B = (II.55)

En utilisant les équations (II.21), (II.22) à (II.24), (II.32) à (II.35), (II.47) et (II.48), le problème spectral
généralisé donné par l’équation (II.53) est remplacé par - sous-problèmes aux valeurs propres découplés
notés D 3 avec 6 dans H$c�<�=�=�=±<ô-T� � I . Chaque problème D 3 d’inconnue $; 3 est formulé sur le secteur

37



CHAPITRE II. DYNAMIQUE DES STRUCTURES TOURNANTES À SYMÉTRIE CYCLIQUE

de référence � � et s’écrit :

trouver ��: 3 < $; 3 � avec $; 3 dans
)8 3 tel queÂ K � �>: 3 M � Æ $; 3 7Tc = (II.56)

Il est à noter que les opérateurs M � et K � étant symétriques réels définis positifs, on a: 3 ²Þce<�v¹6Sx�H$c�<�=�=�=±<ô->� � I = (II.57)

Pour 6 fixé, les valeurs propres : 3&" @ <¢é 7 � <L/@<�=�=�= associées aux vecteurs propres $; 3&" @ sont ordonnées
par valeurs croissantes indicées en é . Les vecteurs propres $; 3&" @ associés aux valeurs propres : 3&" @
vérifient les propriétés d’orthogonalitéÑ M � $; 3#" @ < $; 3&" B ²Ù7u� @ B < Ñ K � $; 3&" @ < $; 3#" B ²Ù7C: 3#" @ � @ B = (II.58)

4.2.2 Résolution du problème aux valeurs propres

Soit EGF et EIH les ensembles définis parEJF 7Tc si - impair <KEJFo7 H$c�< ß ! I si - pairEJH`7·H � <�=�=�=�< ß � :! I si - impair <KEJH`7·H � <�=�=�=�< ß ! � � I si - pair
(II.59)

Soit 6 dans EJF . D’après les équations (II.19) et (II.48), les vecteurs propres solutions des problèmes D 3
avec 6 dans E F sont réels.

Soit 6 dans EIH . D’après les équations (II.19) et (II.48), les vecteurs propres solutions des problèmes D 3
avec 6 dans L�H$c�<�=�=�=�<ô-T� � INMOEJF+P sont complexes. Soit D 3 le complexe conjugué du problème D 3 .
Le problème D 3 s’écrit :

trouver ��: 3 < $; 3 � avec $; 3 dans
)8 3 tel queÂ K � �J: 3 M � Æ $; 3 7Tc < (II.60)

où
)8 3 est l’espace admissible défini par l’équation (II.49) et où $; 3 est le complexe conjugué de $; 3 .

En utilisant les équations (II.19), (II.48), (II.49) et (II.56), on s’aperçoit que les problèmes D 3 et D ß � 3
sont équivalents. On en déduit : 3 7Q: ß � 3 < $; 3 7 $; ß � 3 = (II.61)

On obtient des valeurs propres de multiplicité / dont les vecteurs propres associés sont complexes
conjugués. Il n’est donc pas nécessaire de résoudre tous les problèmes D 3 avec 6 dans LÅH$c�<�=�=�=�<ô-�� � IRMEIF P . Il suffit de résoudre les problèmes D 3 avec 6 dans ESH et de déduire les solutions des problèmes
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En résumé, le problème spectral de la structure de domaine � nécessite de résoudre

les problèmes réels D 3 <©6 dans EJF
les problèmes complexes D 3 <X6 dans E H =

4.2.3 Restitution des modes physiques de la structure

Soit Y 3±3/, le problème défini par :

trouver $ T 3/, dans
)8 3 , tel queÃ K � �>: 3 M � Ä $ T 3 , 7Tc < : 3 valeur propre solution de D 3 = (II.62)

On déduit des relations (II.61) que la solution $ T 3/, du problème Y 3�3-, s’écrit$ T 3/, 7CU 3 $; 3 � 3±3 , < si 6 dans EJF < (II.63)$ T 3 , 7CU 3 $; 3 � 3±3-, |VU ß � 3 $; 3 � ß � 3#" 3-, < si 6 dans E H < (II.64)

où U 3 et U ß � 3 sont des constantes arbitraires.

La restitution des vecteurs propres physiques s’effectue en utilisant la transformée de Fourier discrète
(II.17) décrite pour les $ T 3 , .
Soit é un entier positif fixé. Deux cas sont à considérer :

– Si 6 est dans EIF , la valeur propre : 3#" @ solution de l’équation (II.56) est de multiplicité � . Elle est donc
associée à un unique vecteur propre physique ; :3&" @ qui s’écrit sur le secteur � V d’après les équations
(II.17), (II.63) ; V " :3&" @ � x V �t7 ! 3&" V $; 3&" @ � x � � avec U 3 7 � = (II.65)

– Si 6 est dans EIH , la valeur propre : 3#" @ solution de l’équation (II.56) est de multiplicité / d’après
l’équation (II.61). Elle est donc associée à deux vecteurs propres physiques ; : 3&" @ et ; !3#" @ , s’écrivant
d’après les équations (II.17) et (II.64) :; V " :3&" @ � x V �t7QW /YX Ã ! 3&" V $; 3#" @ � x � � Ä avec U 3 7ZU ß � 3 7 �W / < (II.66); V " !3&" @ � x V �t7QW /\[ Ã ! 3&" V $; 3#" @ � x � � Ä avec U 3 7��]U ß � 3 7�� �W / < (II.67)

où ; V " :3&" @ (ou ; V " !3#" @ ) est la restriction du vecteur propre ; :3&" @ (ou ; !3&" @ ) au secteur � V et exprimé dans
le repère local tournant YSþªÿ . Il est à noter, compte-tenu des relations (II.58), que les choix de U 3 et
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CHAPITRE II. DYNAMIQUE DES STRUCTURES TOURNANTES À SYMÉTRIE CYCLIQUEU ß � 3 permettent de reconstituer les vecteurs propres physiques réels vérifiant les conditions d’orthogo-
nalité (II.55).

Les vecteurs propres d’une structure à géométrie cyclique d’ordre - peuvent être décrits en fonction
de l’ordre 6 de l’harmonique qui leur est associée. A chaque harmonique correspond un nombre de
diamètres nodaux, représentant le nombre de lignes diamétrales de la structure, pour lesquelles le mode
considéré ne vibre pas. Les équations (II.65) à (II.67) montrent que pour 6 fixé dans E^Ftj_EGH , le mode; :3&" @ (ou ; !3&" @ ) diffère d’un secteur à un autre d’une phase constante ` 3 7 /�æÁ6§ç¤- , et possède 6
diamètres nodaux.

5. Discrétisation par la méthode des éléments finis

Les ensembles matriciels suivants sont introduits. On désigne par 1 V " 3 �54�� l’ensemble de toutes les
matrices ��Ì»ÍÎ6§� rectangulaires réelles. Par abus de notation, l’ensemble de toutes les matrices ��6SÍ�6§�
réelles est noté 1 3 �54�� avec 1 3 �54��+7»1 3#" 3 �54�� . Soient alors 1]a 23 �54��N<�1 23 �54��N<�1 � �3 �54�� et 1 �3 �54�� , les
ensembles de toutes les matrices ��6+Íh6§� réelles antisymétriques, réelles symétriques, réelles symétriques
semi-définies positives, réelles symétriques définies positives tels que

1 �3 �54��cb«1 � �3 �54X�cb 1h23 �54��cb«1 3 �54�� < 1 a 23 �54X�cb 1 3 �54�� = (II.68)

5.1 Modèle matriciel élément fini moyen

Le domaine � est discrétisé par la méthode des éléments finis [53, 112, 28, 4]. Une approximation du
champ de déplacement est obtenue en construisant un projecteur qui projette l’espace vectoriel admis-
sible µX�#�¶� sur le sous-espace vectoriel  µX�#�¶� de dimension finie 6 ��� M tel que  µX�#�¶�dbuµX�#�h� . On a alors

u e 3/f�f�g D à :ih D1jFD < (II.69)

où j : <�=�=�=�<�j 3-f�f�g sont les fonctions polynômiales d’interpolation des éléments finis qui engendrent l’espa-
ce vectoriel  µX�#�h� , et où h : <�=�=�=�< h 3-f�f�g sont les degrés de liberté (DDLs) du système mécanique.

La discrétisation de l’équation (I.47) donne le modèle matriciel élément fini moyen de la structure. La
symétrie cyclique de la structure n’est pas exploitée dans ce paragraphe. L’équation matricielle de la
dynamique s’écrit, pour ' fixé dans _ ,

� * �(')�ª	 u �(')�t7 F �(')� = (II.70)
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Le vecteur u �(')� à valeurs dans A 3 f�f�g est le vecteur des DDLs de la structure. Le vecteur F �(')� à valeurs
dans A 3-f�f�g est le vecteur des chargements externes, résultant de la discrétisation élément fini de la forme
antilinéaire d’excitation, définie par l’équation (I.43). La matrice � * �(')�ª	 à valeurs dans 1 3-f�f�g ��Ah� est la
matrice de rigidité dynamique définie par

� * �(')�ª	s7��Ç' ! � k 	)|��ñ' Ã �ml 	À|u� n 	 Ä |u� o 	 < (II.71)

où les matrices � k 	 , �ml 	 , � n 	 et � o 	 sont la matrice de masse à valeurs dans 1 �3/f�f�g �54X� , la matrice de
couplage gyroscopique à valeurs dans 1 a 23-f�f�g �54�� , la matrice de dissipation à valeurs dans 1 �3/f�f�g �54�� , la
matrice de rigidité globale supposée à valeurs dans 1 �3-f�f�g �54�� . Ces matrices sont issues de la discrétisation
élément fini des formes sesquilinéaires de masse, de couplage gyroscopique, de dissipation et de rigidité
globale définies par les équations (I.16), (I.20), (I.24) et (I.40).

5.2 Propriétés des matrices de la structure à symétrie cyclique

Dans ce paragraphe, on exploite la symétrie cyclique de la structure pour décrire les propriétés du modèle
matriciel élément fini moyen.

5.2.1 Structure des matrices du modèle matriciel élément fini moyen

Le maillage de la structure complète est supposé identique et compatible d’un secteur à un autre de telle
manière qu’il puisse être généré à partir du maillage d’un seul secteur. Par conséquent, chaque matrice du
modèle matriciel élément fini moyen de la structure se découpe naturellement en -�Í,- blocs matriciels
de dimension � 6ÈÍ 6§� avec 6�7£6 ��� M(ç¤- . Les vecteurs u et F s’écrivent

u 7 ëììí u
�
...

u ß � :
÷ùøøú < F 7 ëììí F

�
...

F ß � :
÷ùøøú < (II.72)

où u V et F V <�Ì8x H$c�<�=�=�=$<ô-·� � I sont les vecteurs des DDLs et des chargements externes à valeur
dans A 3 relatifs au secteur Ì et exprimés dans le repère local tournant YÏþªÿ . On entend par DDLs relatifs
au secteur � V les DDLs internes et de frontière du domaine � V à l’exception des DDLs situés sur la
frontière

� �V (voir figure II.3).

La matrice élément fini � p 	 , où � p 	 représente la matrice � k 	 , �ml 	 , � n 	 ou � o 	 , s’écrit

� p 	s7 ëììí � p 	 ��� B�B�B � p 	 �Aq ß � :�r
... B�B�B ... B�B�B ...� p 	 q ß � :�r � B�B�B � p 	 q ß � :�r q ß � :�r

÷ùøøú < (II.73)
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où � p 	 V©V ,D J , avec H��ô<ª��I dans H � <�=�=�=$< 6�I ! et avec H�Ì�<�Ì Ö I dans H$c�<�=�=�=±<ô-a� � I ! , est l’élément de la
matrice � p 	 situé à l’intersection de la ligne � et de la colonne � de la matrice bloc � p 	 V©V , . Exprimée
dans les repères locaux tournants Y�þ ÿ relatifs au secteur � V , la matrice � p 	 possède une structure de
matrice circulante par blocs [29]. Puisque chaque secteur � V est adjacent au secteur � V � : et au secteur� V � : , chaque bloc � p 	 VPV , s’écrit

� p 	 V©V , 7 � p a 	��¤V " V , |�� p s�	�� �mt V � : t vu " V , |^� p H 	�� �mt V � : t vu " V , < (II.74)

où � ½ Ì]| �
½ 	 ß est le reste de la division de Ì]| � par - . Dans l’équation (II.74), le bloc � p a 	 représente le

bloc � k a 	 , �ml a 	 , � n a 	 ou � o a 	 , le bloc � p s§	 représente le bloc � k s§	 , �ml s�	 , � n s�	 ou � o s�	 , le bloc � p H 	
représente le bloc � k H 	 , �ml H 	 , � n H 	 ou � o H 	 . Les blocs � p a 	 , � p s�	 et � p H 	 sont trois blocs matriciels
de dimension � 6ÈÍ 6§� dont les expressions seront données par la suite.

On a donc

� p 	E7 ëìììììììììììí
� p a 	Ð� p s 	 �mw¥	 =�=�= �mw¥	 � p H 	� p H 	 � p a 	Ð� p s§	 . . . �mw¹	�mw¥	 . . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . �mw¹	�mw¥	 . . . . . . . . . . . . � p s 	� p s 	 �mw¹	 B�B�B �mw¥	q� p H 	Ð� p a 	

÷ùøøøøøøøøøøøú
= (II.75)

5.2.2 Expression des blocs matriciels des matrices élément fini de la structure

Soient � k � 	�<$� n � 	 et � o � 	 les matrices de masse, de dissipation et de raideur globale, issues de la discré-
tisation élément fini du secteur générateur de la structure à symétrie cyclique. Les matrices sont décompo-
sées en 0�Í�0 blocs, relatifs aux 6 V DDLs situés sur la frontière

�À�� , relatifs aux 6�D DDLs internes du
domaine � � et DDLs de la frontière l � j�i � et relatifs aux 6 � 7 6 V DDLs situés sur la frontière

� �� .
Soit � p � 	 , représentant la matrice � k � 	 , � n � 	 ou � o � 	 . On obtient alors la décomposition bloc suivante

� p � 	s7 ëìí � p VPV 	 � p V D 	 �mw¥	� p V D 	 � � p DùD 	 � p D � 	�mw¥	 � p D � 	 � � p ��� 	
÷ùøú = (II.76)

La matrice � p 	 du modèle matriciel élément fini moyen est obtenue en assemblant les matrices issues de
la discrétisation élément fini de chaque secteur de la structure à symétrie cyclique. Les blocs matriciels� p a 	 , � p s�	 , � p H 	 de la matrice � p 	 , définie par l’équation (II.75), s’écrivent :

� p a 	s7 x � p V©V 	@|R� ês	 � � p ��� 	¦� êÁ	Ò� p V D 	� p V D 	 � � p D D 	4y <§� p s 	s7 x �mw¹	 �mw¹	� p D � 	¦� ês	q�mw¹	zy <§� p H 	s7a� p s 	 � < (II.77)
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où � ês	 est la matrice � 6 V Í 6 V � définie par

� êÁ	s7 ëìììììí
� ê©:�	a�mwE	�B�B�B �mw¹	�mw¥	 . . . . . .

...
...

. . . . . . �mw¹	�mw¥	 =�=�= �mw¥	 � ê : 	
÷ùøøøøøú = (II.78)

Soit �ml � 	 , la matrice de couplage gyroscopique issue de la discrétisation élément fini du secteur gé-
nérateur de la structure à symétrie cyclique. En tenant compte de la propriété d’antisymétrie (I.23), on
obtient la décomposition blocs suivante

�ml � 	�7 ëìí �mwE	 �ml V D 	 �mwE	�+�ml V D 	 � �mw¹	 �ml D � 	�mwE	 �+�ml D � 	 � �mwE	
÷ùøú = (II.79)

La matrice �ml 	 du modèle matriciel élément fini moyen est obtenue en assemblant les matrices issues de
la discrétisation élément fini de chaque secteur de la structure à symétrie cyclique. Les blocs matriciels�ml a 	 , �ml s 	 , �ml H 	 de la matrice �ml 	 , définie par l’équation (II.75), s’écrivent :

�ml a 	�7 x �mw¥	 �ml V D 	�+�ml V D 	 � �mw¹	 y < �ml s�	Á7 x �mw¹	 �mwE	�ml D � 	¦� êÁ	Ò�mwE	 y < �ml H 	s7��+�ml s§	�� = (II.80)

5.2.3 Discrétisation élément fini de la transformée de Fourier discrète

L’équation matricielle donnant la discrétisation de la transformée de Fourier discrète (II.17) du champ
de déplacement s’écrit

u 7a���R	 $u < $u 7 { $u � <�=�=�=�< $u ß � :�| � < (II.81)

où $u 3 , avec 6 dans H$c�<�=�=�=$<ô->� � I , est le vecteur des composantes complexes des harmoniques d’ordre6 , et où ���R	 est la matrice ��6 ��� M�Í&6 ��� M(� définie par

���R	s7 ëììììí ! � " � � } 3 	 ! � " :$� } 3 	 =�=�= ! � " ß � :�� } 3 	! : " � � } 3 	 ! : " : � } 3 	 =�=�= ! : " ß � : � } 3 	...
... =�=�= ...! ß � : " � � } 3 	 ! ß � : " :$� } 3 	 =�=�= ! ß � : " ß � :�� } 3 	

÷ùøøøøú = (II.82)

La matrice ���R	 est une matrice inversible, telle que$u 7Ò���R	 � : u < (II.83)
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avec ���R	 � : 7 �- ���^	.~ < (II.84)

où ���^	 ~ désigne la matrice transconjuguée de ���^	 .
5.2.4 Expression des blocs matriciels

Soient � 1 	 , ��A 	 , ��� 	 et ��� 	 les matrices définies par� 1 	�7a���R	 � : � k 	¦���R	 < ��A 	s7a���R	 � : �ml 	¦���R	 < (II.85)��� 	s7a���R	 � : � n 	¦���R	 < ��� 	�7a���R	 � : � o 	¦���R	8= (II.86)

En utilisant l’équation (II.75), la matrice ��� 	 , où ��� 	 représente � 1 	 , ��A 	 , ��� 	 ou ��� 	 , se découpe en -kÍ�-
blocs matriciels de dimension � 6�Í 6§� s’écrivant :

��� 	 3�3 , 7 ß � : V)à � ß � : V , à � �- ! 3#" V ! 3#" V , Â¦� p a 	(�¤V©V , |^� p s 	(� �mt V � : t  u " V , |^� p H 	(� �mt V � : t  u " V , Æ < (II.87)

où � ½ Ì³| �
½ 	 ß est le reste de la division entière de Ì³| � par - . En utilisant les propriétés (A.13) à (A.16)

et le produit scalaire défini par (A.11), on obtient

��� 	 3±3 , 7a� ! 3 ½ ! 3-, � Ã � p a 	�|�� p s 	 ! 3#" : |^� p H 	 ! 3#" : Ä = (II.88)

Par conséquent, la matrice ��� 	 est une matrice diagonale par blocs. En utilisant l’expression (II.77), la
matrice ��� 	 , désignant � 1 	 , ��� 	 ou ��� 	#I se réécrit

��� 	 3±3 7 x � p V©V 	Å|^� ês	 � � p ��� 	¦� ês	q� p V D 	�|R� ês	 � � p D � 	 � ! 3&" :� p V D 	 � |R� p D � 	¦� ês	 ! 3&" : � p DùD 	 y = (II.89)

En utilisant l’expression (II.80), la matrice ��A 	 se réécrit

��A 	 3±3 7 x �mw¹	 �ml V D 	¥�£� ês	 � �ml D � 	 � ! 3&" :�,�ml V D 	 � |��ml D � 	¦� êÁ	 ! 3#" : �mw¹	 y = (II.90)

5.3 Stratégie de résolution du problème d’élastodynamique pour la struc-
ture à symétrie cyclique

Ce paragraphe correspond à la discrétisation élément fini du problème d’élastodynamique défini dans le
paragraphe ÜÅ= � .
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En effectuant le changement de base défini par l’équation (II.81), et en prémultipliant l’équation de la
dynamique (II.70) par la matrice ���^	 � : , on obtient

� � �(')�ª	 $u �(')�t7 $F �(')� < (II.91)

avec $F �(')� le vecteur des composantes complexes harmoniques des forces, et � � �(')�ª	 la matrice de rigidité
dynamique exprimée dans la base des composantes complexes harmoniques tel que$F 7q���^	 � : F < (II.92)� � �(')�ª	�7a�À' ! � 1 	@|]�#'eÂ¦��� 	�|R��A 	�Æ�|^��� 	8= (II.93)

Dans l’équation (II.92), les matrices � 1 	 , ��A 	 , ��� 	 et ��� 	 sont les matrices diagonales blocs, dont les blocs
diagonaux sont données par les équations (II.89) et (II.90).

Le problème d’élastodynamique défini par l’équation (II.70) et de dimension ��6 ��� M¥Ít6 ��� M(� , est remplacé
par - sous-problèmes de dimension � 6�Í 6§� , notés � 3 , avec 6 dans H$c�<�=�=�=�<ô-°� � I , et s’écrivant :

pour ' fixé dans _ , trouver $u 3 dans A 3 tel que

� � �(')�ª	 3�3 $u 3 �(')��7 $F 3 �(')� = (II.94)

La solution physique du problème d’élastodynamique est reconstruite par l’équation (II.81).

Il est à noter que les problème � 3 correspondent à la discrétisation élément fini des problèmes 9 3 définis
par l’équation (II.50).

5.4 Stratégie de résolution du problème généralisé aux valeurs propres
pour la structure à symétrie cyclique

Ce paragraphe correspond à la discrétisation élément fini du problème généralisé aux valeurs propres
défini dans le paragraphe ÜÅ=O/ .
En négligeant les forces de couplage gyroscopiques �ñ'Ù�ml 	 u �(')� , le problème généralisé aux valeurs
propres associé au système mécanique conservatif et homogène s’écrit :

trouver ��: <	� � avec � dans 4 3 f�f�g tel que

Â�� o 	¶��: � k 	$Æ�� 7uc = (II.95)

Il est à noter que les matrices � k 	 et � o 	 étant symétriques définies positives, on a: ²³c = (II.96)
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Les valeurs propres positives : @ <¢éT7 � <L/@<�=�=�= , sont ordonnées par valeurs croissantes indicées en é .
Les vecteurs propres associés vérifient les propriétés d’orthogonalité� � @ � k 	4� B 7^� @ B < � � @ � o 	4� B 7�: @ � @ B = (II.97)

Le problème aux valeurs propres défini par l’équation (II.95) et de dimension ��6 ��� M¹Í¡6 ��� M�� est remplacé
par - sous-problèmes de dimension � 6�Í 6§� notés � 3 avec 6 dans H$c�<�=�=�=±<ô-C� � I , et s’écrivant :

trouver ��: 3 < $� 3 � avec $� 3 � dans A 3 , tel que

ÂF��� 	 3±3 �J: 3 � 1 	 3�3 Æ $� 3 7Tc = (II.98)

Pour 6 fixé, les valeurs propres : 3#" @�<¥é�7 � <L/@<�=�=�= associées aux vecteurs propres $� 3&" @ sont ordonnées
par valeurs croissantes indicées en é . Les vecteurs propres $� 3#" @ associés aux valeurs propres : 3&" @
vérifient les propriétés$� ~3#" @Á� 1¶	 3�3 $� 3&" B 7»� @ B < $� ~3&" @Á���;	 3±3 $� 3#" B 7�: 3#" @À� @ B < (II.99)

Il est à noter que les problèmes � 3 correspondent à la discrétisation élément fini des problèmes D 3
définis par l’équation (II.60). La résolution des problèmes � 3 et la restitution des modes s’effectue de
manière similaire à la stratégie proposée dans les paragraphes ÜÅ=O/@=O/ et ÜÅ=O/@=O0 .
En particulier la résolution numérique du problème aux valeurs propres nécessite de résoudre
– les problèmes � 3 , avec 6 dans ESF , qui font intervenir des matrices � 1 	 3�3 et ��� 	 3±3 réelles de dimension6�Í 6 . Ces problèmes sont calculés directement.
– Les problèmes � 3 , avec 6 dans EJH , qui font intervenir des matrices � 1 	 3±3 et ��� 	 3±3 complexes de
dimension 6]Í 6 . Pour le calcul numérique, ces problèmes sont dédoublés en décomposant l’inconnue
complexe en partie réelle et en partie imaginaire.

Soit 6 dans EJF . On note � :3&" @ 78��� � " :3&" @ <�=�=�=�<	� ß � : " :3#" @ � le vecteur propre physique associé à la valeur
propre : 3&" @ de multiplicité � . On a alors d’après l’équation (II.65)� V " :3&" @ 7 ! 3#" V $� 3&" @ = (II.100)

Soit 6 dans EIH . On note � :3#" @ 7 ��� � " :3#" @ <�=�=�=�<	� ß � : " :3&" @ � et � !3#" @ 7 ��� � " !3#" @ <�=�=�=�<	� ß � : " !3&" @ � les vec-
teurs propres physiques associés à la valeur propre : 3&" @ de multiplicité / . On a alors, d’après les équa-
tions (II.66) et (II.67) � V " :3&" @ 7 W /\X�H ! 3&" V $� 3#" @¹I < (II.101)� V " !3&" @ 7�W /�[hH ! 3&" V $� 3#" @ I = (II.102)
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Chapitre III

Construction du modèle matriciel réduit moyen de
la roue aubagée par deux méthodes utilisant la
sous-structuration dynamique

1. Introduction

Dans cette recherche, nous nous intéressons au désaccordage dynamique des roues aubagées. La struc-
ture étudiée est une roue aubagée constituée de -�| � sous-domaines ( � disque et - aubes). Nous
rappelons que cette recherche concerne la modélisation probabiliste non paramétrique du désaccordage
des roues aubagées. Nous supposons que le disque est une sous-structure à symétrie cyclique et nous
considérons les aubes comme des sous-structures en présence d’incertitudes aléatoires. Les incertitudes
sont supposées statistiquement indépendantes d’une aube à l’autre. Comme le modèle probabiliste non
paramétrique est implémenté à partir de matrices généralisées, la construction d’un modèle matriciel
réduit moyen pour chaque aube est donc requise afin de modéliser les incertitudes par l’approche pro-
babiliste non paramétrique. Ce modèle matriciel réduit moyen est construit par des techniques de sous-
structuration dynamique.

Les techniques de sous-structuration dynamique ont été initialement introduites afin d’effectuer l’ana-
lyse dynamique de structures complexes. La structure complexe est subdivisée en un ensemble de sous-
structures dont le comportement dynamique est projeté sur des vecteurs de base. Le choix des vecteurs
de base et les procédures d’assemblage des sous-structures définissent les nombreuses techniques de
sous-structuration, (voir par exemple [52, 27, 6, 66, 48, 83, 53, 24, 58, 25, 38, 59, 26, 75, 76, 102]).
Ces techniques ont été plus particulièrement utilisées pour modéliser le comportement dynamique des
structures à symétrie cyclique [54, 102]. Dans le cas de roue aubagées désaccordées, la symétrie de la
structure n’est plus exploitable et la structure complète est modélisée. Des modèles réduits adaptés à ce
type de problématique ont été construits par sous-structuration [19, 110, 7, 8, 85, 86] afin d’effectuer une
analyse probabiliste paramétrique du désaccordage.

Ce chapitre propose deux méthodes permettant d’obtenir un modèle matriciel réduit moyen de la roue
aubagée compatible avec la modélisation probabiliste non paramétrique des incertitudes.
(1) La première méthode consiste à construire le modèle matriciel réduit moyen de chaque aube par
la méthode de Craig et Bampton [27, 76]. Cette méthode consiste à construire une base de projection
en utilisant un nombre fini de vecteurs propres de l’aube à interface de couplage fixe complétés des
relèvements statiques liés à cette interface de couplage. Les modèles matriciels réduits moyen de chaque
aube sont ensuite assemblés avec le modèle matriciel élément fini moyen du disque. On obtient ainsi un
modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée dont les inconnues sont les coordonnées généralisées
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des aubes, les DDLs internes du disque et les DDLs de l’interface de couplage disque-aubes.
(2) La seconde méthode consiste à construire le modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée
par la méthode de Benfield et Hruda [6]. Cette méthode constitue une réduction supplémentaire du
modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée obtenu avec la première méthode. Considérant le
modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée dont les inconnues sont les coordonnées généralisées
des aubes, les DDLs internes du disque et les DDLs de l’interface de couplage disque-aubes, on ex-
trait alors le sous-système relatif aux DDLs internes du disque et aux DDLs de l’interface de couplage
disque-aubes. Le problème généralisé aux valeurs propres de ce sous-système est ensuite résolu. Comme
le sous-système est à symétrie cyclique, le problème généralisé aux valeurs propres est résolu par la
méthodologie présentée au paragraphe ÜÅ=O/ du chapitre II. Les DDLs internes du disque et les DDLs
de l’interface de couplage disque-aubes sont alors projetés sur la base modale tronquée précédemment
calculée. On obtient un modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée dont les inconnues sont les
coordonnées généralisées des aubes et les coordonnées réduites du disque.
La première méthode permet d’implémenter le modèle probabiliste non paramétrique pour modéliser
le désaccordage des roues aubagées. Cette méthode est adaptée aux modèles éléments finis possédant
un faible nombre de degrés de liberté. Elle sera utilisée dans les chapitres VII et VIII, qui concernent
un exemple numérique simple. Toutefois, le modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée a pour
inconnues les DDLs physiques du disque. Cette méthode n’est donc pas appropriée pour les modèles
éléments finis comportant un grand nombre de degrés de liberté, car elle s’avère trop coûteuse en terme
de calcul numérique.
La seconde méthode est une méthode permettant de modéliser le désaccordage par la modélisation pro-
babiliste non paramétrique des gros modèles éléments finis de roue aubagée. Il est à noter qu’une telle
méthode est reconnue comme efficace [85] vis à vis de la convergence des paramètres de réduction du
modèle. Cette méthode sera utilisée pour construire le modèle matriciel réduit moyen du modèle indus-
triel de roue aubagée considéré au chapitre IX.

On introduit au paragraphe / la structure de roue aubagée qui est décomposée en - sous-structures aubes
et en une sous-structure disque. Le paragraphe 0 décrit le modèle matriciel élément fini moyen de chaque
sous-structure. Dans le paragraphe Ü , on présente la méthode de Craig et Bampton pour chaque aube per-
mettant de construire le modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée par la première méthode.
Dans le paragraphe Ý , on expose la seconde méthode de construction de modèle réduit moyen de la roue
aubagée, basée sur la technique de Benfield et Hruda. Enfin, le paragraphe � synthétise les résultats des/ méthodes dans l’hypothèse où les forces de couplage gyroscopique sont négligées.
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2. Description des sous-structures

La structure étudiée est une roue aubagée. Le domaine � occupé par la structure dans sa configuration de
référence tournante est décomposé en un sous-domaine � � représentant le disque, et en - sous-domaines� J , pour tout � dans H$c�<�=�=�=±<ô->� � I , représentant les - aubes (voir Figure III.1 pour -u7^0 ).

�J��

�

���� � ���
� � � �� � � �

Figure III.1 – Décomposition de la structure en sous-structures

On note u � , f �vol, f �surf (ou uJ , fJvol, fJsurf), les restrictions des champs u, fvol et fsurf au domaine � � (ou au
domaine � J ), et exprimés dans les repères locaux tournants associés. On donne une description détaillée
des champs de forces extérieurs et des conditions aux limites pour chaque sous-domaine sur la Figure
III.2.
Le domaine � � est soumis au champ de forces volumique f �vol. Le bord gs� � du domaine � � est tel quegs� � 7°i � jÇl � j6� , avec i � la partie de bord encastrée où u � 7Tc , avec l � la partie de bord sur laquelle
est appliquée le champ de force surfacique f �surf, et avec � , l’interface de couplage disque-aubes, soumise
au champ de forces surfacique de couplage f �coup. Pour � fixé dans H$c�<�=�=�=�<ô-·� � I , le domaine � J est
soumis au champ de forces volumique f Jvol. Le bord g�� J du domaine � J est tel que gs� J 7ul J j_� , avecl J la partie de bord sur laquelle est appliquée le champ de force surfacique f Jsurf, et avec � J , l’interface
de couplage aube � - disque, soumise au champ de forces surfacique de couplage f Jcoup. On a la relation��7·jXß � :J¤à � � J .
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f�surf

u �����
f�vol

f �surf

f�coupf �vol

f �coup

Figure III.2 – Description des champs de forces extérieurs et des déplacements imposés appliqués à
chaque sous-structure

3. Définition du modèle matriciel élément fini moyen des
sous-structures

On discrétise chaque sous-structure par la méthode des éléments finis. On suppose les maillages de
chaque sous-structure compatibles sur l’interface de couplage.

3.1 Modèle matriciel élément fini moyen de l’aube �
Soit � fixé dans H$c�<�=�=�=±<ô-¨� � I . L’équation matricielle de la dynamique pour l’aube � s’écrit, pour '
fixé dans _ , � * J �(')�ª	 uJ �(')�t7 FJ �(')� < (III.1)

où uJ �(')� et FJ �(')� sont les vecteurs à valeurs dans A 3�� constitués respectivement des 6 J DDLs et des
forces nodales issues de la discrétisation élément fini des chargements extérieurs f Jvol, fJsurf et fJcoup. La
matrice de rigidité dynamique � * J �(')�ª	 à valeurs dans 1 3 � ��A¶� s’écrit

� * J �(')�ª	Á7��Ç' ! � k J 	@|���'����ml J 	�|�� n J 	���|u� o J 	 < (III.2)

où les matrices � k J 	 , �ml J 	 , � n J 	 et � o J 	 sont respectivement la matrice de masse à valeurs dans 1 �3 � �54�� ,
la matrice de couplage gyroscopique à valeurs dans 1 a 23 � �54X� , les matrices de dissipation et de rigidité à
valeurs dans 1 � �3 � �54�� pour l’aube � à interface de couplage libre.

Les DDLs de chaque sous-structure sont partitionnés en 6 J D DDLs internes et en 6 J   7 6 J �Ï6 J D DDLs
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d’interface tel que

uJ 7 x uJ D
uJ   y < FJ 7 x FJ D

FJ   | FJcoup y < (III.3)

où uJ D est le vecteur des 6 J D DDLs internes et où u J   est le vecteur des 6 J   DDLs d’interface de couplage.
Les vecteurs forces FJ D et FJ   sont issus de la discrétisation éléments finis des chargements extérieurs ap-
pliqués à l’aube � . Le vecteur force FJcoup résulte de la discrétisation éléments finis des forces de couplage
agissant sur l’interface de couplage de l’aube � . La décomposition par bloc issue de l’équation (III.3) per-
met d’écrire les matrices � k J 	 , �ml J 	 , � n J 	 et � o J 	

� k J 	s7 x � k J D D 	 � k J D   	� k J D   	 � � k J  ¡  	 y < �ml J 	Á7 x �ml J D D 	 �ml J D   	�,�ml J D   	 � �ml J  A  	 y < (III.4)

� n J 	s7 x � n J D D 	 � n J D   	� n J D   	 � � n J  A  	zy < � o J 	�7 x � o J D D 	 � o J D   	� o J D   	 � � o J  A  	zy < (III.5)

On obtient alors la décomposition par blocs de la matrice � * J �(')�ª	 avec� * J D D �(')�ª	�7a�À' ! � k J D D 	�|���'ÏÃ¥�ml J DùD 	�|u� n J D D 	(Ä�|u� o J D D 	 (III.6)� * J D   �(')�ª	�7a�À' ! � k J D   	�|���'ÏÃ¹�ml J D   	�|u� n J D   	(Ä¡|u� o J D   	 (III.7)� * J   D �(')�ª	�7a�À' ! � k J D   	 � |���' Ã �Þ�ml J D   	 � |u� n J D   	 � Ä |u� o J D   	 � (III.8)� * J  A  �(')�ª	�7a�À' ! � k J  A  	�|��ñ' Ã �ml J  ¡  	)|»� n J  A  	 Ä |u� o J  A  	 (III.9)

3.2 Modèle matriciel élément fini moyen du disque

L’équation matricielle de la dynamique pour le disque s’écrit, pour ' fixé dans _ ,

� * � �(')�ª	 u � �(')�t7 F � �(')� < (III.10)

où u � �(')� et F � �(')� sont les vecteurs à valeurs dans A 3 f constitués respectivement des 6 � DDLs et des
forces nodales issues de la discrétisation élément fini des chargements extérieurs f �vol, f �surf et f �coup. La
matrice de rigidité dynamique � * � �(')�ª	 à valeurs dans 1 3 f ��A¶� s’écrit

� * � �(')�ª	Á7��À' ! � k � 	@|]��'S���ml � 	�|�� n � 	���|u� o � 	 < (III.11)

où les matrices � k � 	 , �ml � 	 , � n � 	 et � o � 	 sont respectivement la matrice de masse à valeurs dans 1 �3 f �54�� ,
la matrice de couplage gyroscopique à valeurs dans 1 a 23 f �54X� , les matrices de dissipation et de rigidité à
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valeurs dans 1 �3 f �54�� pour le disque à interface de couplage libre.

Les DDLs de chaque sous-structure sont partitionnés en 6 �D DDLs internes et en 6 �   7�6 � �]6 �D DDLs
d’interface tel que

u � 7 x u �D
u �   y < F � 7 x F �D

F �   | F �coup y < (III.12)

où u �D est le vecteur des 6 �D DDLs internes du disque et où u �   est le vecteur des 6 �   DDLs d’interface
de couplage disque-aubes. Les vecteurs forces F � D et F �   sont issus de la discrétisation éléments finis des
chargements extérieurs appliqués au disque. Le vecteur force F �coup résulte de la discrétisation éléments
finis des forces de couplage agissant sur l’interface de couplage du disque. La décomposition par bloc
issue de l’équation (III.3) permet d’écrire les matrices � k � 	 , �ml � 	 , � n � 	 et � o � 	

� k � 	s7 x � k �D D 	 � k �D   	� k �D   	 � � k �  ¡  	 y < �ml � 	s7 x �ml �D D 	 �ml �D   	�+�ml �D   	 � �ml �  ¡  	 y < (III.13)

� n � 	s7 x � n �D D 	 � n �D   	� n �D   	 � � n �  A  	 y < � o � 	�7 x � o �D D 	 � o �D   	� o �D   	 � � o �  A  	 y < (III.14)

On obtient alors la décomposition par blocs de la matrice � * � �(')�ª	 avec� * �D D �(')�ª	�7a�À' ! � k �D D 	�|���'ÏÃ¥�ml �DùD 	�|u� n �D D 	(Ä�|u� o �D D 	 (III.15)� * �D   �(')�ª	�7a�À' ! � k �D   	�|���' Ã �ml �D   	�|u� n �D   	 Ä |u� o �D   	 (III.16)� * �   D �(')�ª	�7a�À' ! � k �D   	���|���'ÏÃ��Þ�ml �D   	���|u� n �D   	��§Ä¡|u� o �D   	�� (III.17)� * �  A  �(')�ª	�7a�À' ! � k �  A  	�|��ñ'ÏÃ¥�ml �  ¡  	)|»� n �  A  	(Ä¡|u� o �  A  	 (III.18)

4. Première méthode pour construire le modèle matriciel ré-
duit moyen de la roue aubagée

Le modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée est ici obtenu (1) en construisant un modèle matri-
ciel réduit moyen pour chaque aube par la méthode de Craig et Bampton, (2) en assemblant les modèles
matriciels réduits moyens de chaque aube avec le modèle matriciel élément fini moyen du disque. On ob-
tient ainsi un modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée, dont les inconnues sont les coordonnées
généralisées des aubes, les DDLs physiques de l’interface de couplage disque-aubes et les DDLs phy-
siques internes de disque.
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4.1 Construction du modèle matriciel réduit moyen pour l’aube �
On rappelle que la méthode de sous-structuration dynamique de Craig et Bampton [27, 76], appliquée
à l’aube � , consiste à décomposer l’espace µX�#� J � du champ de déplacement admissible pour l’aube � à
interface de couplage libre, comme la somme directe de deux sous-espaces notés µ � �#� J � et µ rel �#� J � tels
que µX�#� J ��7°µ � �#� J �£¢Ïµ rel �#� J � < (III.19)

où l’espace vectoriel µ � �#� J � est l’espace du champ de déplacement admissible pour l’aube � à interface
de couplage � J fixe, et où l’espace vectoriel µ rel �#� J � est l’espace des champs de relèvements statiques
admissibles de l’interface de couplage � J .
On se place désormais dans le cadre de la méthode des éléments finis. La méthode de Craig et Bampton
nécessite de résoudre le problème généralisé aux valeurs propres de l’aube à interface de couplage � J
fixe, et de construire la matrice des relèvements statiques associés à cette interface de couplage.

4.1.1 Construction de la base de projection

Soit � fixé dans H$c�<�=�=�=$<ô-�� � I . Le problème généralisé aux valeurs propres pour l’aube � à interface de
couplage fixe, s’écrit ÃL� o J D D 	¢�J: J @ � k J D D 	(Ä¤; J @ 7uc = (III.20)

Les valeurs propres : J @ sont telles que c Ñ : J : d¥: J ! dR=�=�= ; les vecteurs propres ; J @ associés vérifient les
propriétés d’orthogonalité � ¦ J 	 @ B 7C; J @ � � k J D D 	§; J B 7¨� @ B < (III.21)� ¨ J 	 @ B 7C; J @ �¡� o J DùD 	§; J B 7C: J @Ç� @ B = (III.22)

Soit - JS© 6 J D . Les vecteurs propres associés aux - J plus petites valeurs propres : J @ , avec é dansH � <�=�=�=±<ô- J I , constituent les colonnes de la matrice �mª J 	 de dimension 6 J D Í�- J .
Le problème élastostatique pour l’aube � , soumis à des déplacements imposés uJ imp sur son interface de
couplage � J s’écrit x � o J D D 	 � o J D   	� o J D   	 � � o J  ¡  	 y x uJ D

uJimp y 7 x c
RJimp y < (III.23)

où RJimp est la force de réaction due au déplacement imposé u Jimp. On déduit de l’équation (III.23) les
relations

uJ D 7a� � J 	 uJimp <£� � J 	E7o�Ï� o J D D 	 � : � o J D   	 de dimension ��6 J D Í&6 J   � < (III.24)

RJimp 7a� o J   	 uJimp <£� o J   	~7`� o J  ¡  	¢�Þ� o J D   	 � � o J D D 	 � : � o J D   	 de dimension ��6 J   Í&6 J   � =(III.25)
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En utilisant l’équation (III.24), on obtient la relationx uJ D
uJimp y 7 x � � J 	� } 3 � « 	 y uJimp < (III.26)

où la matrice � } 3 � « 	 est la matrice identité de dimension ��6 J   Í^6 J   � .
La décomposition de Craig et Bampton pour - J modes à interface de couplage fixe s’écritx uJ D

uJ   y 7Ò� ¸ J 	¬x qJ
uJ   y < (III.27)

avec � ¸ J 	E7x �mª J 	 � � J 	�mw¥	 � } 3 � « 	 y de dimension ��6 J Í�Ì J � < (III.28)

où Ì J 7�- J |�6 J   et où qJ 7��®� J : <�=�=�=�<�� J ß � � est le vecteur des coordonnées généralisées de l’aube � à

valeurs dans A ß � .
4.1.2 Equation matricielle réduite moyenne pour l’aube �
En multipliant à gauche l’équation (III.1) par � ¸ J 	 � et en utilisant la relation (III.27), on obtient

� * Jred �(')�ª	 x qJ �(')�uJ   �(')��y 7 x ¯ J �(')�¯ J   �(')��| FJcoup �(')��y < (III.29)

où � * Jred �(')�ª	 est la matrice réduite de rigidité dynamique de l’aube � définie par� * Jred �(')�ª	~7o�À' ! � k Jred 	@|]�#'h���ml Jred 	@|R� n Jred 	���|^� o Jred 	8< (III.30)

et où ¯ J �(')�¡7Ò�mª J 	 � FJ D �(')� < (III.31)¯ J   �(')�¡7Ò� � J 	 � FJ D �(')� | FJ   �(')� = (III.32)

Les matrices � k Jred 	 , �ml Jred 	 , � n Jred 	 et � o Jred 	 sont les matrices réduites de masse, de couplage gyrosco-
pique, de dissipation et de rigidité à valeurs dans 1 �V � �54�� , 1 a 2V � �54�� , 1 � �V � �54X� et 1 � �V � �54�� de l’aube �
telles que � k Jred 	�7Ò� ¸ J 	 � � k J 	¦� ¸ J 	8< (III.33)�ml Jred 	�7Ò� ¸ J 	 � �ml J 	¦� ¸ J 	 < (III.34)� n Jred 	�7Ò� ¸ J 	 � � n J 	¦� ¸ J 	8< (III.35)� o Jred 	�7Ò� ¸ J 	 � � o J 	¦� ¸ J 	 = (III.36)
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4.1.3 Expression des blocs des matrices réduites

La décomposition par blocs par rapport au vecteur des coordonnées généralisées qJ et par rapport au
vecteur des degrés de liberté sur l’interface de couplage uJ   permet d’écrire

� k Jred 	Á7 x � ¦ J 	 � k J ×�	� k J × 	 � � k J   	 y <¶�ml Jred 	E7 x � µ J 	 �ml J ×�	�+�ml J × 	 � �ml J   	 y < (III.37)

� n Jred 	E7 x � ° J 	 � n J ×�	� n J × 	 � � n J   	 y <h� o Jred 	E7 x � ¨ J 	 � o J ×�	� o J × 	 � � o J   	 y = (III.38)

avec � ¦ J 	s7Ð�mª J 	���� k J D D 	¦�mª J 	8< (III.39)� µ J 	s7Ð�mª J 	 � �ml J D D 	¦�mª J 	 < (III.40)� ° J 	s7Ð�mª J 	���� n J D D 	¦�mª J 	8< (III.41)� ¨ J 	s7Ð�mª J 	���� o J D D 	¦�mª J 	8< (III.42)� k J × 	s7Ð�mª J 	 � � k J D D 	¦� � J 	�|��mª J 	 � � k J D   	8< (III.43)�ml J × 	s7Ð�mª J 	 � �ml J D D 	¦� � J 	Å|^�mª J 	 � �ml J D   	8< (III.44)� n J × 	s7Ð�mª J 	��P� n J DùD 	¦� � J 	@|^�mª J 	��¡� n J D   	8< (III.45)� o J × 	s7Ð�mw¥	8< (III.46)� k J   	s7Ð� � J 	 � � k J D D 	¦� � J 	)| Ã � � J 	 � � k J D   	)|u� k J D   	 � � � J 	 Ä |^� k J  ¡  	 < (III.47)�ml J   	s7Ð� � J 	 � �ml J DùD 	¦� � J 	�|aÃô� � J 	 � �ml J D   	¥�Þ�ml J D   	 � � � J 	(Ä)|^�ml J  A  	 < (III.48)� n J   	s7Ð� � J 	 � � n J D D 	¦� � J 	�| Ã � � J 	 � � n J D   	@|^� n J D   	 � � � J 	 Ä |�� n J  A  	 < (III.49)� o J   	s7Ð� o J  ¡  	¢�Þ� o J D   	 � � o J D D 	 � : � o J D   	 = (III.50)

En utilisant l’équation (III.30) et la décomposition bloc définie par les équations (III.37) et (III.38), la
matrice de rigidité dynamique � * Jred �(')�ª	 s’écrit

� * Jred �(')�ª	s7 x � ± J �(')�ª	 � * J ×$�(')�ª	� * J � �(')�ª	 � * J   �(')�ª	 y < (III.51)
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avec � ± J �(')�ª	Á7Ò�À' ! � ¦ J 	�|���'ÏÃ¹� µ J 	�|u� ° J 	�Ä¡|u� ¨ 	8< (III.52)� * J × �(')�ª	Á7Ò�À' ! � k J × 	@|]��' Ã �ml J × 	�|u� n J × 	 Ä |^� o J × 	8< (III.53)� * J � �(')�ª	Á7Ò�À' ! � k J ×ô	 � |]��' Ã �£�ml J ×5	 � |»� n J ×ô	 �§Ä |^� o J ×5	 � < (III.54)� * J   �(')�ª	Á7Ò�À' ! � k J   	�|���'ÏÃL�ml J   	À|u� n J   	(Ä = (III.55)

4.2 Construction du modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée

Comme les aubes sont des sous-structures identiques, leur maillage est identique. On pose, pour tout �
dans H$c�<�=�=�=$<ô-C� � I 6 � 7C6 J <X6 �D 7C6 J D <�6 �   7T6 J   <�Ì � 7CÌ J <³² � 7T- J = (III.56)

En particulier, on pose 6   7C6 �   7T- 6 �   .

De plus, l’aubage constitue une sous-structure à géométrie cyclique ; les matrices élément fini de chaque
aube sont identiques car les déplacements sont exprimés dans les repères locaux tournants qui leurs sont
associés.

L’assemblage des sous-structures s’effectue en tenant compte des conditions de couplage sur l’interface.
L’équilibre des forces internes de couplage et la continuité des déplacements sur l’interface de couplage� s’écrit

F �coup �(')�É| F �coup �(')�t7uc < (III.57)

u �   �(')��7 u �   �(')�t7 u   �(')� < (III.58)

avec F �coup 7 � F �coup <�=�=�=�< F ß � :coup � et u �   7 � u �   <�=�=�=�< u ß � :  � . En utilisant les équations (III.27), (III.28)
et (III.58), le modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée s’écrit

ëìí u �D �(')�u   �(')�
u �D �(')�

÷ùøú 7 ëìí � } 3 f ´ 	 c cc � } 3 « 	 cc � � � 	 �mª � 	
÷ùøú ëìí u �D �(')�u   �(')�

q � �(')�
÷ùøú < (III.59)

où u �D 7 � u �D <�=�=�=$< u ß � :D � et q � 7 � q � <�=�=�=$< q ß � : � sont les vecteurs des - ÍÈ6 �D DDLs internes de
l’aubage et des ->Í�² � coordonnées généralisées de l’aubage. Dans l’équation (III.59), les matrices � � � 	
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et �mª � 	 sont définies par

� � � 	s7 ëìììììí
� � � 	 �mw¹	 =�=�= �mwE	�mw¹	 � � : 	 . . .

...
...

. . . . . . �mwE	�mw¹	 =�=�= �mw¹	Ò� � ß � : 	
÷ùøøøøøú < �mª � 	s7 ëìììììí

�mª � 	 �mw¥	 =�=�= �mwE	�mwE	 �mª : 	 . . .
...

...
. . . . . . �mwE	�mwE	 =�=�= �mw¥	q�mª ß � : 	

÷ùøøøøøú < (III.60)

où � � � 	 JLK et �mª � 	 JNK sont les matrices bloc �FÓ définies par

� � � 	 JNK 7a� � J 	���JNK < �mª � 	 JNK 7a�mª J 	���JNK = (III.61)

Le vecteur du second membre de l’équation (III.59) est solution de l’équation matricielle

ëìí � * �D D �(')�ª	 � * �D   �(')�ª	 �mw¥	� * �   D �(')�ª	q� * �  A  �(')�ª	�|^� * �   �(')�ª	8� * �� �(')�ª	�mw¥	 � * �× �(')�ª	 � ± � �(')�ª	
÷ùøú ëìí u �D �(')�u   �(')�

q � �(')�
÷ùøú 7 ëìí F �D �(')�

F �   �(')��| ¯ �   �(')�¯ � �(')�
÷ùøú < (III.62)

où les vecteurs ¯ �   et ¯ � sont tels que ¯ �   7 � ¯ �   <�=�=�=�< ¯ ß � :  � et ¯ � 7 � ¯ � <�=�=�=�< ¯ ß � : � . Les
matrices � * �� �(')�ª	 , � * �   �(')�ª	 , � * �×¦�(')�ª	 et � ± � �(')�ª	 sont telles que� * �� �(')�ª	 JLK 7a� * J � �(')�ª	���JNK < � * �   �(')�ª	 JNK 7a� * J   �(')�ª	���JNK < (III.63)� * �× �(')�ª	 JLK 7a� * J × �(')�ª	���JNK < � ± � �(')�ª	 JLK 7a� ± J �(')�ª	���JNK = (III.64)

Le modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée ainsi construit est approprié pour modéliser les
incertitudes de désaccordage par l’approche probabiliste non paramétrique. Il est particulièrement adapté
aux modèles éléments finis de roues aubagées possédant un petit nombre de degrés de liberté, car le
vecteur des coordonnées réduites comporte les DDLs physiques du disque. Ce modèle sera utilisé aux
chapitres VII et VIII, traitant un exemple numérique simple.

5. Deuxième méthode pour construire le modèle matriciel
réduit moyen de la roue aubagée

Dans ce paragraphe, le modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée est obtenu par la méthode de
Benfield et Hruda. Sa construction nécessite (1) de construire le modèle matriciel réduit moyen de la
roue aubagée défini par les équations (III.59) et (III.62), (2) d’extraire le sous-système associé aux DDLs
internes du disque et aux DDLs de l’interface de couplage disque-aubes, (3) de résoudre le problème
généralisé aux valeurs propres associé à ce sous-système à symétrie cyclique, par la méthodologie expli-
citée dans le paragraphe ÜÅ=O/ du chapitre II, (4) de projeter les DDLs internes du disque et les DDLs de
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l’interface de couplage disque-aubes sur la base modale précédemment calculée. On obtient un modèle
matriciel réduit moyen de la roue aubagée dont les inconnues sont les coordonnées généralisées de l’aube
et les coordonnées réduites du disque.

5.1 Extraction du sous-système associé aux DDLs physiques du disque

On extrait la sous-matrice � * � " × �(')�ª	 , associée aux DDLs internes du disque et aux DDLs de l’interface
de couplage disque-aube, de la matrice réduite de rigidité dynamique décrite dans l’équation (III.62). La
matrice � * � " × �(')�ª	 s’écrit

� * � " × �(')�ª	s7 x � * �D D �(')�ª	 � * �D   �(')�ª	� * �   D �(')�ª	a� * �  A  �(')�ª	�|R� * �   �(')�ª	 y = (III.65)

5.2 Problème généralisé aux valeurs propres

Le problème généralisé aux valeurs propres, s’écrit, lorsque les forces de couplage gyroscopiques sont
négligées,
trouver ��: � " ×@ <�; � " ×@ � avec ; � " ×@ dans 4 3 f tel que

Ã � o � " × 	¢�I: � " ×@ � k � " × 	 Ä ; � " ×@ 7Tc < (III.66)

où les matrices de masse � k � " × 	 et de rigidité � o � " × 	 sont définies par

� k � " × 	~7 x � k �D D 	 � k �D   	� k �D   	 � � k �  A  	@|^� k �   	 y < � o � " × 	~7 x � o �D D 	 � o �D   	� o �D   	 � � o �  A  	@|^� o �   	 y < (III.67)

avec � k �   	 JNK 7 � k J   	���JNK et � o �   	 JLK 7 � o J   	���JLK , où � k J   	 et � o J   	 sont définies par les équations
(III.47) et (III.50). Il est à noter que le sous-système considéré est à géométrie cyclique. Par conséquent,
le problème généralisé aux valeurs propres est résolu par la méthodologie explicitée dans le paragrapheÜÅ=O/ du chapitre II. Soit - � 7�-µ² � © 6 � . Les - � vecteurs propres correspondent aux ² � plus petites
valeurs propres obtenues en résolvant chaque sous-problème D 3 , avec 6 dans H$c�<�=�=�=±<ô-�� � I , défini
par l’équation (II.98). Les valeurs propres sont telles que c Ñ : � " ×: d¶: � " ×! dk=�=�= . Les vecteurs propres
associés ; � " ×@ vérifient les propriétés d’orthogonalité� ¦ � 	 @ B 7C; � " ×@ � � k � " × 	§; � " ×B 7»� @ B < (III.68)� ¨ � 	 @ B 7C; � " ×@ �¡� o � " × 	§; � " ×B 7C: � " ×@>� @ B < (III.69)

et constituent les colonnes de la matrice modale �mª � " × 	 de dimension 6 � Í�- � . Soient �mª � " ×D 	 et �mª � " ×  	 les
matrices issues la décomposition bloc de la matrice �mª � " × 	 selon les DDLs internes du disque et selon les
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DDLs d’interface de couplage disque-aubes. On a la relation

x u �D �(')�
u �   �(')� y 7 x �mª � " ×D 	�mª � " ×  	 y q � �(')� = (III.70)

5.3 Construction du modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée

5.3.1 Equation matricielle réduite de la dynamique

Les DDLs du disque sont ensuite projetés sur la base modale solution de l’équation (III.66). En utilisant
les équations (III.62) et (III.70), l’équation matricielle réduite de la dynamique s’écrit

� * red �(')�ª	·x q � �(')�q � �(')�	y 7x ¯ � �(')�É| ¯ �   �(')�¯ � �(')� y < (III.71)

où le vecteur force généralisé ¯ � �(')� est défini par l’équation (III.31) et où les vecteurs ¯ � �(')� et ¯ �   �(')�
sont définis par ¯ � �(')��7q�mª � " ×  	��¡� � � 	�� F �D �(')�;|^�mª � " ×D 	�� F �D �(')� < (III.72)¯ �   �(')��7q�mª � " ×  	 ��Ã F �   �(')��| F �   �(')� Ä = (III.73)

La matrice � * red �(')�ª	 est la matrice réduite de rigidité dynamique de la structure est définie par

� * red �(')�ª	~7o�À' ! � k red 	@|]�#'h���ml red 	@|R� n red 	���|^� o red 	8< (III.74)

où les matrices � k red 	 , �ml red 	 , � n red 	 et � o red 	 sont les matrices réduites de masse, de couplage gy-
roscopique, de dissipation et de rigidité à valeurs dans 1 �ß q ² f � ²¹¸ r �54X� , dans 17a 2ß q ² f � ²¹¸ r �54X� , dans1 �ß q ² f � ² ¸ r �54X� et dans 1 �ß q ² f � ² ¸ r �54�� .
5.3.2 Expressions des blocs des matrices réduites

La décomposition par blocs relative aux composantes du vecteur des coordonnées généralisées q � et q �
permet d’écrire � k red 	E7 x � ¦ � 	 � k × 	� k ×w	 � � ¦ � 	 y < �ml red 	~7 x � µ � 	 �ml × 	�+�ml ×w	 � � µ � 	 y (III.75)

� n red 	~7x � ° � 	 � n ×w	� n × 	 � � ° � 	zy < � o red 	~7ºx � ¨ � 	 � o ×¿	� o × 	 � � ¨ � 	�y = (III.76)
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Les blocs matriciels � ¦ � 	 , � µ � 	 , � ° � 	 et � ¨ � 	 sont définis par les équations (III.39), (III.41), (III.40) et
(III.42), et les blocs � ¦ � 	 , � µ � 	 , � ° � 	 , � ¨ � 	 , � k × 	 , �ml × 	 , � n × 	 , � o × 	 sont tels que,� ¦ � 	s7Ð�mª � " × 	 � � k � " × 	¦�mª � " × 	 < (III.77)� µ � 	s7Ð�mª � " × 	 � �ml � " × 	¦�mª � " × 	8< (III.78)� ° � 	s7Ð�mª � " × 	 � � n � " × 	¦�mª � " × 	8< (III.79)� ¨ � 	s7Ð�mª � " × 	���� o � " × 	¦�mª � " × 	 < (III.80)� k × 	s7Ð� k �×�	¦�mª � " ×  	8< (III.81)�ml × 	s7Ð�ml �× 	¦�mª � " ×  	8< (III.82)� n ×w	s7Ð� n �×�	¦�mª � " ×  	8< (III.83)� o × 	s7Ð�mw¥	8= (III.84)

Dans le cas général, les blocs matriciels � ¦ � 	 , � ¨ � 	 , � ¦ � 	 et � ¨ � 	 sont diagonaux compte tenu des
propriétés d’orthogonalité (III.68), (III.69), (III.21) et (III.22). Toutefois, les blocs matriciels � ° � 	 et� ° � 	 , ( � µ � 	 et � µ � 	 ) sont des matrices symétriques (antisymétriques) pleines.

5.3.3 Modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée

En résumé, le modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée s’écrit

x � ± � �(')�ª	 � * × �(')�ª	� * � �(')�ª	 � ± � �(')�ª	 y x q � �(')�
q � �(')� y 7 x�¯ � �(')��| ¯ �   �(')�¯ � �(')� y < (III.85)

où le bloc matriciel � ± � �(')�ª	 est défini par l’équation (III.64) et où les blocs matriciels � ± � �(')�ª	 , � * × �(')�ª	
et � * � �(')�ª	 s’écrivent � ± � �(')�ª	�7a�Ç' ! � ¦ � 	À|���'ÏÃ¥� µ � 	�|u� ° � 	�Ä�|»� ¨ 	8< (III.86)� * ×��(')�ª	�7a�Ç' ! � k ×w	@|]��' Ã �ml ×w	)|u� n ×w	 Ä < (III.87)� * � �(')�ª	�7a�Ç' ! � k × 	 � |]��'�Ã~�Þ�ml × 	 � |¨� n × 	 � Ä < (III.88)

Le vecteur des DDLs physique de la roue aubagée est reconstitué d’après les équations (III.59) et (III.70)
par

ëìí u �D �(')�u   �(')�
u �D �(')�

÷ùøú 7 � ¸ 	cx q � �(')�
q � �(')� y < � ¸ 	E7òëìí �mª � " ×D 	 �mw¹	�mª � " ×  	 �mw¹	� � � 	¿�mª � " ×  	a�mª � 	

÷ùøú < (III.89)
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où � � � 	 et �mª � 	 sont les matrices définies par l’équation (III.60). Le modèle matriciel réduit moyen de
la roue aubagée ainsi construit est approprié pour modéliser les incertitudes de désaccordage par l’ap-
proche probabiliste non paramétrique. Il est particulièrement adapté aux modèles éléments finis de roues
aubagées possédant un grand nombre de degrés de liberté, car le vecteur des coordonnées réduites ne
comporte aucun DDLs physiques de la roue aubagée. Ce modèle sera utilisé au chapitre IX, traitant un
modèle élément fini industriel de roue aubagée.

6. Modèles matriciels réduits moyen de la roue aubagée
lorsque les forces de couplage gyroscopiques sont négligées

Dans cette recherche, nous ne prendrons pas en compte les effets du couplage gyroscopique. Il est à
noter que cette approximation n’est plus valable lorsque l’on étudie la dynamique d’ensemble des rotors
[61, 62].
Les matrices de rigidité dynamique de chaque sous-structure sont donc symétriques et l’on a� * �   D �(')�ª	È7 � * �D   �(')�ª	 � < � * �   D �(')�ª	Á7Ò� * �D   �(')�ª	 � < (III.90)� * �� �(')�ª	È7 � * �× �(')�ª	 � < � * � �(')�ª	s7Ò� * ×��(')�ª	 � < (III.91)

6.1 Modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée obtenu par la
méthode de Craig et Bampton

L’équation matricielle réduite de la dynamique s’écrit

ëìí � * �D D �(')�ª	 � * �D   �(')�ª	 �mw¹	� * �D   �(')�ª	 � � * �  A  �(')�ª	�|R� * �   �(')�ª	q� * �×F�(')�ª	 ��mw¥	 � * �× �(')�ª	 � ± � �(')�ª	
÷ùøú ëìí u �D �(')�u   �(')�

q � �(')�
÷ùøú 7 ëìí F �D �(')�

F �   �(')�É| ¯ �   �(')�¯ � �(')�
÷ùøú < (III.92)

et la relation permettant d’exprimer les DDLs physiques de la roue aubagée en fonction des coordonnées
réduites du modèle matriciel réduit moyen s’écrit

ëìí u �D �(')�u   �(')�
u �D �(')�

÷ùøú 7 ëìí � } 3 f ´ 	 c cc � } 3 « 	 cc � � � 	 �mª � 	
÷ùøú ëìí u �D �(')�u   �(')�

q � �(')�
÷ùøú = (III.93)
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6.2 Modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée obtenu par la
méthode de Benfield et Hruda

L’équation matricielle réduite de la dynamique s’écrit

x � ± � ')�ª	 � * ×��(')�ª	� * ×��(')�ª	 � � ± � �(')�ª	 y x q � �(')�
q � �(')� y 7 x ¯ � �(')�;| ¯ �   �(')�¯ � �(')� y < (III.94)

et la relation permettant d’exprimer les DDLs physiques de la roue aubagée en fonction des coordonnées
réduites du modèle matriciel réduit moyen s’écrit

ëìí u �D �(')�u   �(')�
u �D �(')�

÷ùøú 7 ëìí �mª � " ×D 	 �mw¹	�mª � " ×  	 �mw¹	� � � 	¿�mª � " ×  	Ò�mª � 	
÷ùøú x q � �(')�

q � �(')��y = (III.95)
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Chapitre IV

Modélisation non paramétrique des incertitudes
aléatoires pour le désaccordage des roues aubagées

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons une structure de roue aubagée en présence d’incertitudes aléatoires
de désaccordage. L’approche probabiliste non paramétrique est utilisée pour modéliser le désaccordage
de la roue aubagée. A la différence des approches probabilistes paramétriques, la modélisation probabi-
liste non paramétrique tient compte des incertitudes de données et des incertitudes de modélisation. Elle
consiste à introduire directement l’aléa à partir des matrices généralisées d’un modèle matriciel réduit
moyen. Cette approche s’appuie sur l’utilisation d’un modèle probabiliste pour un ensemble de matrices
aléatoires symétriques définies positives dont la distribution de probabilité est construite à partir du prin-
cipe du maximum d’entropie [88, 56, 57] et de la seule information utilisable.

Il est à noter que les champs d’application de cette approche sont très larges puisque la théorie probabi-
liste non paramétrique peut être appliquée aux problèmes de réponses forcées linéaires sur une bande
d’analyse fréquentielle du domaine basses fréquences [93, 99] ou moyennes fréquences [97] et aux
problèmes de réponses transitoires linéaires [94] et non linéaires [95, 32] de structures en présence
d’incertitudes. De plus, la robustesse d’une telle approche a été validée théoriquement [96, 98], et
expérimentalement dans le cas de structures complexes en présence d’incertitudes non homogènes [21,
33, 34, 22].

Concernant la problématique du désaccordage des roues aubagées, les forces de couplage gyroscopique
sont négligées. Les incertitudes aléatoires de désaccordage ne concernent que les aubes. Le niveau d’in-
certitudes est homogène sur l’aubage, et les incertitudes sont statistiquement indépendantes d’une aube
à l’autre. Il faut donc implémenter l’approche non paramétrique sur chaque aube. Comme une telle ap-
proche probabiliste nécessite de construire un modèle matriciel réduit moyen pour chaque sous-structure
en présence d’incertitudes, l’utilisation de la sous-structuration dynamique pour construire le modèle
matriciel réduit moyen de chaque aube, décrit par les équations (III.27) à (III.29), est parfaitement jus-
tifiée. Le modèle probabiliste est alors implémenté directement à partir des matrices issues de ce modèle
matriciel réduit moyen. Il s’agit d’un modèle probabiliste pour les matrices symétriques définies posi-
tives, construit à partir du principe du maximum de l’entropie avec l’information disponible concernant
le modèle matriciel réduit moyen de la sous-structure. Il est à noter que les modèles matriciels réduits
moyens de la roue aubagée, proposés au chapitre III, sont compatibles avec l’approche probabiliste non
paramétrique. Selon les cas d’études envisagés, ils sont utilisés pour implémenter le modèle probabiliste
des matrices aléatoires soit sur la totalité des matrices réduites de chaque aube, soit sur leur partie dy-
namique. Dans un souci de clarté de présentation, on limitera la construction du modèle probabiliste au
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cas d’incertitudes affectant la totalité des matrices du modèle matriciel réduit moyen de chaque aube.
L’extension au cas d’incertitudes affectant la partie dynamique des matrices du modèle matriciel réduit
moyen de chaque aube ne pose aucune difficulté.

Le paragraphe / concerne la construction du modèle probabiliste non paramétrique des incertitudes pour
chaque aube. Les équations aléatoires pour chaque aube sont présentées. La normalisation des matrices
aléatoires est introduite et les propriétés des matrices aléatoires sont décrites. Dans le paragraphe 0 , les
principaux résultats concernant le modèle probabiliste pour les matrices aléatoires réelles symétriques
définies positives sont rappelés [93, 94]. Enfin, le paragraphe Ü présente plusieurs modèles matriciels
aléatoires pour la roue aubagée désaccordée, obtenus par la modélisation probabiliste non paramétrique
des incertitudes.
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2. Construction du modèle probabiliste non paramétrique
pour chaque sous-structure aube

2.1 Equations aléatoires pour chaque aube

Soit � fixé dans H$c�<�=�=�=�<ô- � � I . On considère l’aube � de domaine � J en présence d’incertitudes
aléatoires. Soit UJ le vecteur aléatoire à valeur dans A 3 ¸ et constitué des 6 � DDLs de l’aube. Le vecteur
UJ s’écrit :

UJ 7 x UJ D
UJ   y < (IV.1)

où UJ D est le vecteur aléatoire à valeurs dans A 3 ¸ ´ constitué des 6 �D DDLs internes de l’aube et où U J   est
le vecteur aléatoire à valeurs dans A 3 ¸ « constitué des 6 �   DDLs d’interface de l’aube. Le vecteur aléatoire
QJ à valeurs dans A ß � des coordonnées généralisées est introduit tel que

x UJ D
UJ   y 7a� ¸ J 	¬x QJ

UJ   y < (IV.2)

où � ¸ J 	 est la matrice de passage définie par l’équation (III.28). Les vecteurs Q J et UJ   vérifient l’équa-
tion aléatoire �AJred �(')�ª	 x QJ �(')�UJ   �(')��y 7 x ¯ J �(')�¯ J   �(')��| FJcoup �(')��y < (IV.3)

où les vecteurs ¯ J et ¯ J   sont les vecteurs définis par les équations (III.31) et (III.32). Le vecteur F Jcoup

est le vecteur aléatoire des forces de couplage sur l’interface de couplage � J . La matrice aléatoire réduite
de rigidité dynamique �Ared �(')�ª	 est telle que

�AJred �(')�ª	Á7��À' ! �MJ
red 	)|���'Ù�DJred 	)|»�KJred 	8< (IV.4)

où �MJred 	 , �DJred 	 et �KJred 	 sont les matrices aléatoires de masse, de dissipation et de rigidité de l’aube � .
Le modèle probabiliste non paramétrique est construit de telle sorte que les matrices aléatoires possèdent
les propriétés suivantes » H¦�MJ

red 	#Ip7 � k Jred 	8< (IV.5)» H¦�DJred 	#Ip7 � n Jred 	8< (IV.6)» H¦�KJred 	#Ip7 � o Jred 	8< (IV.7)

où

»
est l’espérance mathématique.

65
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De plus, comme aucune condition limite n’est appliquée pour l’aube à interface de couplage libre, le
respect de la signature des matrices aléatoires par rapport à celle des matrices déterministes impose :�MJred 	 est à valeurs dans 1 �V ¸ �54�� < (IV.8)�DJred 	 est à valeurs dans 1 � " �V ¸ �54�� < (IV.9)�KJred 	 est à valeurs dans 1 � " �V ¸ �54�� = (IV.10)

2.2 Normalisation des matrices aléatoires réduites

La normalisation des matrices aléatoires �M J
red 	 , �DJred 	 , �KJred 	 est construite de manière à ce que la

valeur moyenne de chaque matrice aléatoire normalisée soit la matrice identité. Une telle construction
requiert la factorisation des matrices � k Jred 	 , � n Jred 	 , � o Jred 	 . Puisque � k Jred 	 est une matrice de 1 �V ¸ �54�� ,
sa factorisation de Cholesky s’écrit :

� k Jred 	s7a� ¼ J � 	 � � ¼ J � 	8< (IV.11)

où � ¼ J � 	 est une matrice de 1 V ¸ �54�� triangulaire supérieure.
Puisque � n Jred 	 et � o Jred 	 sont des matrices de 1 � �V ¸ �54�� de même noyau, la factorisation est obtenue en
résolvant le problème spectral de chaque matrice et s’écrit :� n Jred 	�7 � ¼ J ½ 	��¡� ¼ J ½ 	8< (IV.12)� o Jred 	�7 � ¼ J � 	 � � ¼ J � 	8< (IV.13)

où � ¼ J ½ 	 et � ¼ J � 	 sont des matrices de 1¬¾V ¸ " V ¸ �54�� , où  Ì � est le rang des matrices � n Jred 	 et � o Jred 	 .
Les matrices aléatoires de masse, de dissipation et de rigidité s’écrivent alors�MJred 	�7 � ¼ J � 	 � �GJ � 	¦� ¼ J � 	 < (IV.14)�DJred 	�7 � ¼ J ½ 	 � �GJ ½ 	¦� ¼ J ½ 	 < (IV.15)�KJred 	�7 � ¼ J � 	��Î�GJ � 	¦� ¼ J � 	8< (IV.16)

où �GJ � 	 , �GJ ½ 	 et �GJ � 	 sont des matrices aléatoires à valeurs dans 1 �V ¸ �54X� , 1 � ¾V ¸ �54X� et 1 � ¾V ¸ �54�� dont la
valeur moyenne est égale à la matrice identité.

Comme les matrices aléatoires �M J
red 	 , �DJred 	 et �KJred 	 possèdent des blocs relatifs à des quantités de

nature différente (DDLs physiques d’interface, coordonnées généralisées), le modèle probabiliste non
paramétrique introduit des matrices aléatoires normalisées.
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2.3 Information utilisable pour les matrices aléatoires normalisées

Le modèle probabiliste des matrices aléatoires normalisées est construit à partir de l’information utili-
sable définie par :

1. Les matrices �GJ � 	 , �GJ ½ 	 et �GJ � 	 sont des matrices aléatoires à valeurs dans l’espace des matrices
symétriques définies positives �GJ � 	+x�1 �V ¸ �54�� < (IV.17)�GJ ½ 	+x�1 � ¾V ¸ �54�� < (IV.18)�GJ � 	+x�1 � ¾V ¸ �54�� = (IV.19)

2. D’après les équations (IV.5) à (IV.7) et (IV.11) à (IV.16), les valeurs moyennes des matrices
aléatoires �GJ � 	 , �GJ ½ 	 et �GJ � 	 sont telles que» H¦�GJ � 	#I�7q� } V ¸ 	 < (IV.20)» H¦�GJ ½ 	#I�7q� } ¾V ¸ 	 < (IV.21)» H¦�GJ � 	#I�7q� } ¾V ¸ 	 < (IV.22)

3. Comme les matrices aléatoires �G J � 	 , �GJ ½ 	 et �GJ � 	 sont définies positives, elles sont donc inver-
sibles presque sûrement. Toutefois, cela n’implique pas l’existence des moment d’ordre / de leurs
inverses. Les contraintes suivantes sont alors introduites» H ½�½ �GJ � 	 � : ½�½ !¿ I Ñ | � < (IV.23)» H ½�½ �GJ ½ 	 � : ½�½ !¿ I Ñ | � < (IV.24)» H ½�½ �GJ � 	 � : ½�½ !¿ I Ñ | � = (IV.25)

avec

½�½ � *¶	 ½�½ ¿ 7 Ã tr ��� *¶	¦� *¶	 � � Ä :¿¾ ! . Cette troisième contrainte est indispensable pour que la solu-
tion du problème de dynamique aléatoire de la structure soit du second ordre [94].

Les paramètres de dispersion � J � , � J ½ et � J � permettant de contrôler le niveau de dispersion des matrices
aléatoires �M J

red 	 , �DJred 	 et �KJred 	 , sont introduits et définis par

� J � 7ÁÀ » H ½�½ �GJ � 	¶�C��� J � 	 ½�½ !¿)I½�½ ��� J � 	 ½�½ !¿ Â :¿¾ ! < (IV.26)

� J ½ 7ÁÀ » H ½�½ �GJ ½ 	¶�C��� J ½ 	 ½�½ !¿)I½�½ ��� J ½ 	 ½�½ !¿ Â :¿¾ ! < (IV.27)

� J � 7 À » H ½�½ �GJ � 	¶�°��� J � 	 ½�½ !¿)I½�½ ��� J � 	 ½�½ !¿ Â :¿¾ ! < (IV.28)
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et sont indépendants de la dimension de la matrice aléatoire. Le modèle probabiliste de ces matrices
aléatoires est alors construit par le principe du maximum d’entropie en utilisant les contraintes définissant
l’information utilisable.

3. Construction du modèle probabiliste pour les matrices
aléatoires normalisées

Les principaux résultats concernant le modèle probabiliste pour les matrices aléatoires réelles symétri-
ques définies positives, construit dans [93, 94] à partir du principe du maximum d’entropie et de la seule
information utilisable, sont résumés dans ce paragraphe. Soit �G 	 la matrice aléatoire réelle symétrique
définie positive représentant �G J � 	 , �GJ ½ 	 ou �GJ � 	 , de dimension ��6�Í,6§� où 6 représente Ì � ,  Ì � ou  Ì �
et de paramètre de dispersion � représentant � J � , � J ½ ou � J � . La distribution de probabilité de la matrice
aléatoire �G 	 est notée ê � �� 7k
 � �� ������	��X ´Å� < (IV.29)

où 
 � �© ������	�� est la fonction de densité de probabilité définie par1 �3 �54��Î�¹z 4 � <���s	«yz 
 � �© �����s	�� < (IV.30)

définie par rapport à la mesure  ´Å� sur 1�23 �54�� telle que ´@�·7u/=Ã�ÄmÃ§Å&Æ.ÇÈ É:&ÊPD�Ê J Ê 3 ´E����	öD J = (IV.31)

Les équations (IV.17-IV.25) constituant l’information utilisable se réécrivent pour �G 	�G 	 est à valeurs dans 1 �3 �54�� < (IV.32)» H¦�G 	#IS7a��� 	~7 � } 3 	8< (IV.33)» H ½�½ �G 	 � : ½�½ !¿ I Ñ � = (IV.34)

3.1 Définition du principe du maximum d’entropie

L’entropie de Shannon [88] est une mesure quantitative de l’incertitude associée à la fonction de densité
de probabilité d’une variable aléatoire. Le principe du maximum d’entropie établi par Jaynes [56, 57]
permet de déterminer la fonction de densité de probabilité d’une variable aléatoire pour laquelle un
certain nombre de contraintes décrivant l’information utilisable sont imposées [60, 93]. Parmi toutes
les distributions de probabilités qui satisfont ces contraintes, on choisit la densité de probabilité dont
l’entropie de Shannon est la plus importante.
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3.2 Modèle probabiliste de la matrice aléatoire ËG Ì
Dans le cadre d’une matrice aléatoire �G 	 à valeurs dans 1 �3 �54�� , l’entropie de Shannon associée à la
fonction de densité de probabilité 
�� �©�������	�� est définie parÍ �Õê � �� �e7a� º#ÎOÏÃ q�Ð r 
 � �© ������	��+Ñ õ � 
 � �© ������	����� ´Å� = (IV.35)

Les contraintes satisfaites par la densité de probabilité 
 � �© ������	�� sont successivement décrites afin de
construire le modèle probabiliste de la matrice aléatoire �G 	 .
La fonction de densité de probabilité vérifie la condition de normalisation

º&ÎiÏÃ qmÐ r 
 � �© ������	��� ´¢�»7 � < (IV.36)

D’après l’équation (IV.33), la fonction de densité de probabilité est telle que

º Î ÏÃ q�Ð r �G	�
 � �© ������	��X ´Å�¨7a� } 3 	8< (IV.37)

Il peut être montré que si la fonction de densité de probabilité est telle que

º&ÎOÏÃ q�Ð r Ñ õ �ÕûÅü�ý��G 	��$
;� �©�������	��� ´¢�»7CÒ < ½ Ò ½ Ñ � < (IV.38)

alors la contrainte définie par l’équation (IV.34) est satisfaite.

Soit alors Ó l’espace des fonctions �G 	EyzT
 � �© ������	�� définies sur 1 �3 �54�� et à valeurs dans 4 � et satisfai-
sant les équations (IV.36-IV.38). Le principe du maximum d’entropie appliqué à la fonction de densité
de probabilité 
 � �© �����s	�� de la matrice aléatoire �G 	 à valeurs dans 1 �3 �54�� et tel que les équations (IV.36-
IV.38) soient satisfaites s’écrit

Trouver 
 � �© ������	�� dans Ó tel que
Í �Õê � �© �t7 ð�Ô (�1Õ ÖA× q � Ø© r§Ù Ó Í �Õê � ÚX � = (IV.39)
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3.3 Expression de la densité de probabilité ÛÝÜ Þ_ß	à�Ë.áGÌãâ
La méthode des multiplicateurs de Lagrange est utilisée pour résoudre le problème d’optimisation sous
contraintes défini par l’équation (IV.39). Il est alors montré [93, 94] que la fonction de densité de proba-
bilité 
 � �© ������	�� par rapport à l’élément de volume  ´@� défini par l’équation (IV.31) s’écrit


;� �©#�����s	��t7Cä Î ÏÃ qmÐ r �����s	��ÎÍål+æ�Íp�ÕûÅü�ý±������	���� q 3 � :�r Ä�Æ�Å1ç�è�Çè ç è Í " � ÄmÃ Ï Æ.Çè ç è tr
q � æ  r < (IV.40)

où ûÅü�ý est le déterminant, tr la trace. La fonction indicatrice ä ÎiÏÃ q�Ð r ���O��	(� est égale à 1 si ���s	 est dans1 �3 �54�� et est égale à 0 sinon. La constante l7æ est la constante positive de normalisation telle que

l+æ`7 �#/æ;� � 3 q 3 � :�r(¾ �ÙÃ 3 � :!�é è Ä 3 q 3 � :�r q !�é è r ÅêÆë 3JNà : lP� 3 � :!�é è | : � J! � < (IV.41)

avec lP�®ì@� la fonction gamma définie pour tout ìe²³c par

l)�®ì¦��7 º *� í�î � : " �Aï ´ í = (IV.42)

L’équation (IV.40) montre que les éléments de la matrice aléatoire �G 	 sont des variables aléatoires
dépendantes. Cette équation montre également que la fonction de densité de probabilité de la matrice
aléatoire �G 	 de dimension 6 est paramétrée par un unique scalaire, le paramètre de dispersion � .
3.4 Propriétés de la matrice aléatoire ËG Ì
Il peut être montré [94] que le paramètre de dispersion � défini par

�S7ñð » H ½�½ �G 	Ç�°��� 	 ½�½ !¿ I½�½ ��� 	 ½�½ !¿ ò :¿¾ ! < (IV.43)

doit être choisi tel que c Ñ � Ñ�ó 6¡| �6¡|�Ý < (IV.44)

et est indépendant de la dimension 6 .

Par ailleurs, le tenseur de covariance l æJNK " J , K , 7 » L ���G 	 �¦Óe�Þ��� 	ùJLK��U���G 	 J , K , �£��� 	 J , K , � P s’écrit

l æJNK " J , K , 7 ��!6�| � L � J , K � JLK , |f� J¿J , � KUK , P = (IV.45)
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La variance de la variable aléatoire �G 	�JNK est alors donnée parô æJNK 7 � !6¡| � � � |���JNK±� = (IV.46)

3.5 Représentation algébrique de la matrices aléatoire ËG Ì
La représentation algébrique suivante de la matrice aléatoire réelle symétrique définie positive �G	 permet
de définir une procédure de simulation numérique de Monte Carlo. La matrice aléatoire �G 	 [94] s’écrit

�G 	s7a�L æ 	��Î�L æ 	8< (IV.47)

où �L æ;	 est la matrice aléatoire à valeurs dans l’espace des matrices ��6oÍ£6§� réelles triangulaires
supérieures construite par une factorisation de Cholesky et telle que

(1) les variables aléatoires H¦�L æ;	 JwJ , <ª�¡dÏ� Ö I sont indépendantes ;

(2) pour � Ñ � Ö , la variable aléatoire �L æ;	 J¿J , à valeur réelle s’écrit

�L æ;	 J¿J , 7õ` 3 h JwJ , avec ` 3 7R�¦��6�| � � � :¿¾ ! < (IV.48)

où h JwJ , est une variable aléatoire Gaussienne à valeur réelle centrée et de variance unité ;

(3) pour �[7�� Ö , la variable aléatoire �L æ;	 J¿J à valeur réelle positive s’écrit

�L æ;	 JwJ 7õ` 3 < / ô J < (IV.49)

où ` 3 est défini par l’équation (IV.48) et où
ô J est une variable aléatoire Gamma à valeur positive dont

la fonction de densité de probabilité 
¤ö � ��?�� par rapport à la mesure de Lebesgue ´ñ? sur 4 s’écrit :


÷ö � ��?���7øä Ð Ï ��?Å� �lP�Õé 3#" J � ? @ Ã§ù � � : " �Aú < é 3#" J 7 6�| �/�� ! | � �Ù�/ = (IV.50)

La représentation algébrique peut être réécrite en fonction d’un germe Gaussien. En effet, la variable
aléatoire

ô J peut s’écrire comme une fonction d’une variable aléatoire Gaussienne centrée et de variance
unité et notée h JwJ ô J 7ZÓ � :@ Ã�ù �üû E � " :§� h J¿J � < (IV.51)

où Ó @ Ã�ù � est la fonction de répartition de la loi Gamma de paramètre é 3&" J et où E � " : est la fonction de
répartition de la loi Gaussienne centrée de variance unité. Soit alors X le vecteur aléatoire à valeurs dans
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4Oý défini par X 7ÒH h JwJ , I :&Ê J Ê J , Ê 3 avec Ò&7R6©��6¡| � ��ç/ . La matrice aléatoire �G 	 s’écrit comme une
fonction de la variable aléatoire X tel que

�G 	s7a� þ~� X �ª	 < (IV.52)

où les composantes � þ~� X �ª	�KUM sont telles que

� þE� X �ª	�KUM¹7  J Ê K÷ÿ J Ê M Ú JNK¦� X �@Ú JNMª� X � < (IV.53)

où Ú JNK¦� X � est définie pour �fdÞÓ par

Ú JNK¦� X ��7 ` 3 Ã h JNKP� � �Ï��JLK��| � /YÓ � :@ Ã§ù � û E � " :;� h JNK����JNK�Ä = (IV.54)

3.6 Cas d’un ensemble de matrices aléatoires

Soient �G : 	�<�=�=�=$<$�G ý�	 , Ò matrices aléatoires à valeurs dans 1 �3 �54�� . L’information utilisable pour chacune
de ces matrices est définie par les équations (IV.32) à (IV.34). En appliquant le principe du maximum
d’entropie sur l’ensemble de ces matrices, on peut montrer [93] que la distribution conjointe des matrices
aléatoires 1 �3 �54���Í�=�=�=EÍ`1 �3 �54����Ez 4 �H¦��� : 	�<�=�=�=$<$��� ý 	#I�yz 
 � � Æ  "������ " � ���� ����� : 	�<�=�=�=$<$��� ý 	�� < (IV.55)

définie par rapport à la mesure  ´Å�,:�Í�=�=�=¹Í° ´@� ý sur 1 23 �54��ÎÍ�=�=�=¥Íp1 23 �54�� s’écrit


 � � Æ  "������ " � � �  ����� : 	�<�=�=�=$<$��� ý 	���7 ýÉJNà : 
 � � �  ����� J 	�� < (IV.56)

ce qui signifie que les matrices �G : 	�<�=�=�=$<$�G ý$	 sont des variables aléatoires indépendantes dans leur
ensemble.

72
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4. Modèles matriciels réduits aléatoires de la roue aubagée
obtenus par le modèle probabiliste non paramétrique des
incertitudes de désaccordage.

4.1 Implémentation du modèle probabiliste non paramétrique

Concernant la problématique du désaccordage, l’implémentation de l’approche probabiliste non para-
métrique s’effectue à partir du modèle matriciel réduit moyen de chaque aube. D’après le paragraphe0@=�� , les matrices aléatoires normalisées �G J � 	 , �GJ ½ 	 et �GJ � 	 , pour tout � dans H$c�<�=�=�=�<ô-k� � I , dont l’in-
formation utilisable est définie par les équations (IV.17) à (IV.25), sont des variables aléatoires statistique-
ment indépendantes dans leur ensemble. Ces matrices aléatoires sont construites en utilisant les résultats
développés dans le paragraphe 3. Les paramètres de dispersion � J � , � J ½ , � J � des matrices aléatoires �M J

red 	 ,�DJred 	 et �KJred 	 , définis par les expressions (IV.26) à (IV.28), sont choisis de manière à vérifier la condition
(IV.44). Deux cas sont envisagés pour implémenter le modèle probabiliste non paramétrique à partir des
matrices issues du modèle matriciel réduit moyen de chaque aube. En effet, celui-ci peut être implémenté
soit
(1) sur la totalité des degrés de liberté associés aux matrices � k Jred 	 , � n Jred 	 et � o Jred 	 . Dans ce cas, en
utilisant la décomposition bloc des équations (III.37) et (III.38), les matrices aléatoires �M J

red 	 , �DJred 	 et�KJred 	 s’écrivent :

�MJ
red 	�7 x � � J 	 �MJ × 	�MJ × 	 � �MJ   	zy <¶�DJred 	s7 x � 	 J 	 �DJ × 	�DJ × 	 � �DJ   	zy <h�KJred 	�7 x ��
 J 	 �KJ × 	�KJ × 	 � �KJ   	zy = (IV.57)

Les blocs matriciels � � J �(')�ª	 , �AJ × �(')�ª	 et �AJ   �(')�ª	 sont alors définis par� � J �(')�ª	 7 �À' ! � � J 	�|���'�� 	 J 	�|u��
 J 	8< (IV.58)�AJ ×$�(')�ª	 7 �À' ! �MJ ×�	�|���'��DJ ×ô	)|u�KJ ×ô	8< (IV.59)�AJ   �(')�ª	 7 �À' ! � � J   	)|���'Ù� 	 J   	�|u��
 J   	8= (IV.60)

(2) sur la partie dynamique des matrices � k Jred 	 , � n Jred 	 et � o Jred 	 . Dans ce cas, seuls les blocs matriciels
relatifs aux matrices généralisées de l’aube à interface de couplage fixe sont aléatoires. Dans un souci de
clarté dans la présentation, les matrices aléatoires correspondantes sont notées �M J

red 	 , �DJred 	 et �KJred 	 , et
s’écrivent :

�MJred 	�7 x � � J 	 � k J × 	� k J × 	 � � k J   	zy <¶�DJred 	Á7 x � 	 J 	 � n J × 	� n J × 	 � � n J   	�y <��KJred 	s7 x ��
 J 	 � o J × 	� o J × 	 � � o J   	zy = (IV.61)

La démarche pour construire les matrices aléatoires � � J 	 , � 	 J 	 et ��
 J 	 est identique à celle des para-
graphes 2.2 et 2.3 de ce chapitre et n’est pas présentée dans cette recherche.
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4.2 Equations aléatoires de la roue aubagée

L’équilibre des forces aléatoires de couplage sur l’interface de couplage � s’écrit

F �coup | F �coup 7Tc < (IV.62)

avec F �coup 7`� F �coup <�=�=�=�< F ß � :coup � .
La continuité des déplacements aléatoires sur l’interface de couplage � s’écrit

U �   7 U �   7 U
  < (IV.63)

où U �   7 � U �   <�=�=�=$< U ß � :  � et où U �   est le vecteur aléatoire des A 3 « DDLs du disque. En utilisant
les modèles matriciels réduits moyens de la roue aubagée, présentés au paragraphe � du chapitre III, on
propose trois modèles matriciels réduits aléatoires.

4.2.1 Premier modèle matriciel réduit aléatoire pour la roue aubagée

Etapes de construction

On résume les étapes de construction de ce modèle matriciel réduit aléatoire.

Etape �
On construit le modèle matriciel réduit moyen pour l’aube 0. On déduit le modèle matriciel réduit moyen
de chaque aube car les aubes de la roue aubagée à symétrie cyclique sont identiques.

Etape /
On construit le modèle matriciel réduit aléatoire pour chaque aube. Pour cela, les incertitudes aléatoires
sont implémentées sur la totalité des DDLs des matrices aléatoires �M J

red 	 , �DJred 	 et �KJred 	 (voir équa-
tion (IV.57)).

Etape 0
On assemble les matrices du modèle matriciel réduit aléatoire de chaque aube avec les matrices élément
fini du disque à interface de couplage libre en utilisant les conditions (IV.62) et (IV.63). Le modèle
matriciel aléatoire de la roue aubagée ainsi obtenu s’écrit

ëìí U �D �(')�U
  �(')�

U �D �(')�
÷ùøú 7 ëìí � } 3 f ´ 	 c cc � } 3 « 	 cc � � � 	 �mª � 	

÷ùøú ëìí U �D �(')�U
  �(')�

Q � �(')�
÷ùøú < (IV.64)
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où U �D est le vecteur aléatoire des 6 �D degrés de libertés du disque et où Q � 7 � Q � <�=�=�=�< Q ß � : � . On a
alors :

ëìí � * �D D �(')�ª	 � * �D   �(')�ª	 �mwE	� * �D   �(')�ª	 � � * �  A  �(')�ª	Å|^�A �   �(')�ª	Ò�A �×F�(')�ª	 ��mw¹	 �A �× �(')�ª	 � � � �(')�ª	
÷ùøú ëìí U �D �(')�U

  �(')�
Q � �(')�

÷ùøú 7 ëìí F �D �(')�
F �   �(')��| ¯ �   �(')�¯ � �(')�

÷ùøú < (IV.65)

où les blocs matriciels � � � �(')�ª	 , �A �×¦�(')�ª	 et �A �   �(')�ª	 sont définis par � � � �(')�ª	 JLK 7a� � J �(')�ª	���JLK ,�A �× �(')�ª	 JNK 7q�AJ × �(')�ª	���JNK , �A �   �(')�ª	 JNK 7Ò�AJ   �(')�ª	���JNK .
Etape Ü
Pour améliorer les temps de calculs, on construit un modèle matriciel réduit aléatoire de la roue aubagée
par projection modale. Notant � 1 red 	 et ��� red 	 les matrices de masse et de raideur issues du modèle
matriciel réduit moyen de la roue aubagée donné par les équations (III.92) et (III.93), on considère le
problème généralisé aux valeurs propres2 ��� red 	¶�� @ � 1 red 	 5�� @ 7Tc < (IV.66)

et les vecteurs propres vérifient les propriétés d’orthogonalité� � B � 1 red 	 � @ 7u� @ B < � � B ��� red 	 � @ 7�� @ � @ B (IV.67)

Les vecteurs propres associés aux ² plus petites valeurs propres � @ <ôé«7 � <L/@<�=�=�= sont collectées dans
la matrice modale � � 	 de dimension �Å�Õ- ² � |Þ6 � �ÙÍ¶² � . Il est à noter que les matrices � 1 red 	 , ��� red 	
sont circulantes par blocs à une permutation indicielle des DDLs près. Par conséquent, le solveur cyclique
pour le problème généralisé aux valeurs propres explicité dans le paragraphe 5.4 du chapitre II est utilisé.

Modèle matriciel réduit aléatoire

Le modèle matriciel réduit aléatoire de la roue aubagée s’écrit

ëìí U �D �(')�U
  �(')�

U �D �(')�
÷ùøú 7 ëìí � } 3 f ´ 	 c cc � } 3 « 	 cc � � � 	 �mª � 	

÷ùøú � � 	-�Á�(')� < (IV.68)

où �Á�(')� est le vecteur des coordonnées généralisées à valeurs dans A ² , solution de l’équation matricielle
aléatoire de la dynamique

� � 	��eëìí � * �DùD �(')�ª	 � * �D   �(')�ª	 �mw¹	� * �D   �(')�ª	 � � * �  A  �(')�ª	�|^�A �   �(')�ª	Ò�A �×¦�(')�ª	 ��mwE	 �A �× �(')�ª	 � � � �(')�ª	
÷ùøú � � 	-���(')�N7�� � 	�� ëìí F �D �(')�

F �   �(')�É| ¯ �   �(')�¯ � �(')�
÷ùøú < (IV.69)

75
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Ce modèle matriciel réduit aléatoire sera utilisé pour l’exemple numérique présenté aux chapitres VII et
VIII.

4.2.2 Deuxième modèle matriciel réduit aléatoire pour la roue aubagée

Etapes de construction

Le principe de construction de ce modèle matriciel réduit aléatoire est identique au précédent. L’étape /
concernant l’implémentation du modèle probabiliste non paramétrique des incertitudes de désaccordage
est remplacé par l’étape / Ö .
Etape / Ö
Cette étape consiste à implémenter les incertitudes aléatoires sur la partie dynamique des matrices
aléatoires �M J

red 	 , �DJred 	 et �KJred 	 (voir équation (IV.61)).

Modèle matriciel réduit aléatoire

Le modèle matriciel réduit aléatoire de la roue aubagée s’écrit :

ëìí U �D �(')�U
  �(')�

U �D �(')�
÷ùøú 7 ëìí � } 3 f ´ 	 c cc � } 3 « 	 cc � � � 	 �mª � 	

÷ùøú � � 	-�Á�(')� = (IV.70)

où le vecteur aléatoire des coordonnées généralisées ���(')� est solution de l’équation matricielle aléatoire
de la dynamique

� � 	��[ëìí � * �D D �(')�ª	 � * �D   �(')�ª	 �mwE	� * �D   �(')�ª	 � � * �  ¡  �(')�ª	�|^� * �   �(')�ª	Ò� * �× �(')�ª	 ��mw¥	 � * �× �(')�ª	 � � � �(')�ª	
÷ùøú � � 	-���(')�N7�� � 	��]ëìí F �D �(')�

F �   �(')��| ¯ �   �(')�¯ � �(')�
÷ùøú < (IV.71)

Les résultats comparant ce modèle matriciel réduit aléatoire de la roue aubagée avec le modèle précédent,
pour un exemple numérique simple, seront présentés dans l’annexe C.

4.2.3 Troisième modèle matriciel réduit aléatoire pour la roue aubagée

Etapes de construction

La construction de ce modèle matriciel réduit aléatoire utilise les étapes � , / Ö et 0 . L’étape Ü est remplacée
par l’étape Ü Ö .
Etape Ü Ö
Cette étape nécessite le calcul de la matrice modale de disque �mª � " × 	 de dimension ��6 � Í¡- ² � � , solution

76
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du problème généralisé aux valeurs propres (III.66), et dont le calcul est effectué en utilisant le solveur
cyclique présenté au paragraphe 5.4 du chapitre II. Le vecteur aléatoire des DDLs du disque est ensuite
projeté sur cette base modale.

Modèle matriciel réduit aléatoire

On obtient un modèle matriciel réduit aléatoire de la roue aubagée de dimension �Õ-���² � | ² � �~Í -���² � |² � ��� , dont les inconnues sont les coordonnées réduites aléatoires Q � du disque et les coordonnées
généralisées aléatoires Q � des aubes. Ce modèle matriciel réduit aléatoire s’écrit :

ëìí U �D �(')�U
  �(')�

U �D �(')�
÷ùøú 7 ëìí �mª � " ×D 	 �mw¥	�mª � " ×  	 �mw¥	� � � 	¿�mª � " ×  	q�mª � 	

÷ùøú x Q � �(')�
Q � �(')��y < (IV.72)

où les vecteurs aléatoires Q � �(')� et Q � �(')� sont solutions de l’équation matricielle aléatoire de la dyna-
mique x � ± � ')�ª	 � * × �(')�ª	� * ×��(')�ª	 � � � � �(')�ª	 y x Q � �(')�

Q � �(')� y 7x ¯ � �(')��| ¯ �   �(')�¯ � �(')� y = (IV.73)

Ce modèle matriciel réduit aléatoire sera utilisé pour le modèle complexe de la roue aubagée présenté au
chapitre IX.
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Chapitre V

Méthodologie de résolution des équations aléatoires
pour l’analyse du désaccordage des roues aubagées

1. Introduction

L’objectif de ce chapitre concerne la résolution du système d’équations aléatoires présenté au chapitre
IV pour analyser la réponse forcée désaccordée de la roue aubagée.

Le paragraphe / est consacré au choix des observations aléatoires. Celles-ci doivent pouvoir rendre
compte du phénomène de localisation des déformées dynamiques et du phénomène d’amplification
généralement observé sur la réponse forcée de quelques aubes de roues aubagées. Les observations
choisies sont des facteurs énergétiques aléatoires d’amplification parce qu’ils permettent de quantifier
et comparer les conséquences du désaccordage indépendamment du design de la roue aubagée étudiée.
Le paragraphe 0 présente le système d’équations aléatoires. Dans le paragraphe Ü , une analyse de conver-
gence du système stochastique vis à vis des paramètres de réduction modale et vis à vis du nombre de
simulation de Monte Carlo est proposée. Le paragraphe Ý présente la construction des estimateurs des
grandeurs probabilistes étudiées.
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2. Définition des observations aléatoires

2.1 Quantités énergétiques déterministes

Soit � fixé dans H$c�<�=�=�=±<ô-u� � I . Les facteurs énergétiques d’amplification dynamique sont successive-
ment définis par rapport à l’énergie du signal ou par rapport à l’énergie élastique de l’aube � . L’espace
des déformées de corps rigides noté � est défini par� 7ºL u xp4 3 ¸ <;� o J 	 u 7Tc6P < (V.1)

où � o J 	 est la matrice de raideur du modèle élément fini moyen de l’aube � à interface de couplage libre.
L’espace des déformées élastiques � est alors introduit tel que�k7»A 3 ¸ M�� = (V.2)

2.1.1 Définition de l’énergie du signal pour l’aube �
L’espace � est muni du produit scalaire hermitien Ñ u < v ²�� , dont la norme associée s’écrit½�½

u

½�½
sig 7 W Ñ u < u ² � 7 ���� 3 ¸ K�à : ½ 9EK ½ ! = (V.3)

L’énergie du signal de l’aube � , à une fréquence angulaire ' fixée de _ , est notée " J sig �(')� et s’écrit

" Jsig �(')��7 �/ Ñ uJ �(')�¹< uJ �(')�)² � 7 �/
½�½
uJ �(')� ½�½ !sig = (V.4)

2.1.2 Définition de l’énergie élastique pour l’aube �
L’espace � est muni du produit scalaire hermitien�mÍ����¹z 4 �� u < v ��yz Ñ � o J 	 u < v ²�� < (V.5)

dont la norme associée s’écrit

½�½
u

½�½
elas 7 � Ñ � o J 	 u < u ² � .

L’énergie élastique de l’aube � à une fréquence angulaire ' fixée de _ est notée " Jelas �(')� et s’écrit

" Jelas �(')�t7 �/ Ñ � o J 	 uJ �(')�¹< uJ �(')�)²��Á7 �/ ½�½uJ �(')� ½�½ !elas = (V.6)
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2.1.3 Définition de l’énergie de référence pour le modèle matriciel moyen de la roue au-
bagée

Amplitude de réponse forcée sur les aubes pour une excitation cyclique

La réponse forcée u �(')� est la solution de référence du système moyen (roue aubagée accordée). Elle est
calculée en utilisant le solveur cyclique pour le problème d’élastodynamique des structures à symétrie
cyclique présenté au paragraphe 5.3 du chapitre II. Avec l’hypothèse des champs de forces surfaciques et
volumiques, donnée par les équations (II.39) et (II.40), on définit le vecteur des forces d’excitations par

F �(')�t7Cä��É�(')� g < (V.7)

où ä � �(')� est la fonction indicatrice de ' sur la bande d’analyse fréquentielle _ telle que ä � �(')�¡7 � si' dans _ et ä � �(')�Î7�c sinon. Soient ´F´FÚ Ô � × " � <�=�=�=$<ô´¦´FÚ Ô � × " ß � : les DDLs excités de la structure dont la
répartition spatiale est à géométrie cyclique.
Le vecteur g 7a�.þ : <�=�=�=$< þ 3 ��� M � est tel queþ K 7Tc�< pour tout Ó différent de ´¦´FÚ Ô � × " � <�=�=�=�<ô´F´FÚ Ô � × " ß � : < (V.8)þ ��� M �"!$# ù � 7u" è ´&% Ã �u < pour tout � dans H$c�<�=�=�=�<ô-°� � I < (V.9)

avec 6 dans H$c�<�=�=�=�<ô-�� � I . Il est à noter que le choix de 6 conditionne le type de modes excités. Ainsi,
seuls les modes de la roue aubagée possédant 6 diamètres nodaux seront excités.

En appliquant l’équation (II.92) au vecteur des forces d’excitations défini ci-dessus, on obtient, pour tout� dans H$c�<�=�=�=�< 6�I , avec 6 7C6 ��� M(ç¤- ,

� $F 3 �(')�ª	 J 7�ä � q(' r ��J " ��� M �"!$# ù � = (V.10)

et l’on a $F 3 , �(')��7 $F 3 �(')��� 3±3-, < pour tout 6 Ö dans H$c�<�=�=�=$<ô-C� � I < (V.11)

On déduit des équations (II.81) et (II.94) que la réponse forcée du modèle moyen de la roue aubagée
diffère d’une aube à l’autre d’un déphasage constant près. Par conséquent, on a½�½

uJ �(')� ½�½ sig 7 ½�½
u K �(')� ½�½ sig < v��*)7^Ó < � dans H$c�<�=�=�=�<ô-°� � I < (V.12)½�½

uJ �(')� ½�½ elas 7 ½�½
u K �(')� ½�½ elas < v��*)7^Ó < � dans H$c�<�=�=�=$<ô-C� � I = (V.13)
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Energie de référence

Les quantités énergétiques " sig " * et " elas " * sont alors introduites telles que" sig " * 7 �/ ½�½�½uJ ½�½�½ !sig < ½�½�½uJ ½�½�½ sig 7 ð�Ô (' Ù,+ ½�½uJ �(')� ½�½ sig < (V.14)

" elas " * 7 �/ ½�½�½uJ ½�½�½ !elas < ½�½�½uJ ½�½�½ elas 7 ð�Ô (' Ù,+ ½�½uJ �(')� ½�½ elas = (V.15)

Ces quantités définissent l’énergie maximale sur l’ensemble des aubes et sur la bande d’analyse fréquen-
tielle _ . Elles constituent les énergies de références par rapport auxquelles les facteurs aléatoires d’am-
plification dynamique sont définis.

2.2 Quantités énergétiques aléatoires

2.2.1 Energie du signal aléatoire pour l’aube � .
L’énergie du signal aléatoire pour l’aube � à une fréquence angulaire ' fixée de _ s’écritp Jsig �(')�t7 �/ Ñ UJ �(')�¹< UJ �(')��² � 7 �/

½�½
UJ �(')� ½�½ !sig = (V.16)

2.2.2 Energie élastique aléatoire pour l’aube � .
L’énergie élastique aléatoire pour l’aube � à une fréquence angulaire ' fixée de _ s’écritp Jelas �(')��7 �/ Ñ � o J 	 UJ �(')�¹< UJ �(')�)²��Á7 �/ ½�½UJ �(')� ½�½ !elas = (V.17)

En utilisant les équations (III.27), (III.28) et (III.36), l’énergie élastique aléatoire p Jelas �(')� se réécrit en
fonction des coordonnées réduites � Q J < UJ   � ,p Jelas �(')�t7 �/ 2 QJ �(')� ~X� ¨ J 	 QJ �(')�Á| UJ   �(')� ~X� o J   	 UJ   �(')� 5 < (V.18)

où � ¨ J 	 et � o J   	 sont les blocs matriciels définis dans l’équation (III.38) et où Q J �(')� ~ et UJ   �(')� ~ sont
les transconjugués des vecteurs Q J �(')� et UJ   �(')� .
En utilisant l’équation (V.18) avec la relation (IV.72), l’énergie élastique aléatoire p Jelas �(')� se réécrit en
fonction des coordonnées réduites � Q J < Q � � ,p Jelas �(')�t7 �/ 2 QJ �(')� ~ � ¨ J 	 QJ �(')� | Q � �(')� ~ �mª � " ×  � 	 � � o J   	¦�mª � " ×  � 	 Q � �(')� 5 < (V.19)

où �mª � " ×  � 	 est la restriction de la matrice modale �mª � " × 	 selon les DDLs sur l’interface de couplage � J .
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2.3 Définition des facteurs aléatoires d’amplification dynamique

2.3.1 Facteurs aléatoires d’amplification dynamique définis par rapport à l’énergie du si-
gnal

Pour ' fixé de _ , le facteur aléatoire d’amplification dynamique de l’aube � est défini par

% Jsig �(')�t7 ���� p Jsig �(')�" sig " * < (V.20)

où " sig " * et p Jsig �(')� sont définis par les équations (V.14) et (V.16).

Pour ' fixé de _ , le facteur aléatoire d’amplification dynamique sur l’ensemble des aubes est défini par

% sig �(')��7 p sig �(')�" sig " * < p sig �(')�t7 ð�Ô (J p Jsig �(')� = (V.21)

Le facteur aléatoire d’amplification dynamique sur l’ensemble des aubes et sur la bande d’analyse
fréquentielle _ est alors défini par

% sig " *Ò7 p sig " *" sig " * < p sig " *Ò7 ð�Ô (' Ù-+ p sig �(')� = (V.22)

2.3.2 Facteurs aléatoires d’amplification dynamique définis par rapport à l’énergie élas-
tique

Pour ' fixé de _ , le facteur aléatoire d’amplification dynamique de l’aube � est défini par

% Jelas �(')��7 p Jelas �(')�" elas " * < (V.23)

où " elas " * et p Jelas �(')� sont définis par les équations (V.15) et (V.17).

Pour ' fixé de _ , le facteur aléatoire d’amplification dynamique sur l’ensemble des aubes est défini par

% elas �(')��7 p elas �(')�" elas " * < p elas �(')�t7 ð�Ô (J p Jelas �(')� = (V.24)

Le facteur aléatoire d’amplification dynamique sur l’ensemble des aubes et sur la bande d’analyse
fréquentielle _ est alors défini par

% elas " *Ò7 p elas " *" elas " * < p elas " *Ò7 ð�Ô (' Ù,+ p elas �(')� = (V.25)
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L’équation (V.17) montre que l’énergie aléatoire p Jelas �(')� est définie par rapport à la matrice de raideur
du modèle élément fini moyen de l’aube � . Ainsi les numérateurs et dénominateurs des facteurs d’ampli-
fication % Jelas �(')�N<ô% elas �(')� et % elas " * sont issus de la même norme.

3. Résolution numérique du problème direct pour l’analyse
du désaccordage

3.1 Définition du système d’équations aléatoires

La représentation algébrique des matrices aléatoires normalisées décrite dans la section 3.5 du chapitre
IV est appliquée aux matrices aléatoires �G J � 	 , �GJ ½ 	 , �GJ � 	 , pour tout j dans H$c�<�=�=�=±<ô-R� � I . Soient X J � ,
XJ ½ et XJ � les vecteurs aléatoires de 4Yý ¸ , 4 ¾ ý ¸ et 4 ¾ ý ¸ , avec Ò � 7CÌ � ��Ì � | � ��ç/ et  Ò � 7  Ì � �  Ì � | � ��ç/ ,
dont les composantes sont des variables aléatoires Gaussiennes centrées, de variance unité, indépendantes
dans leur ensemble, et tels que

�GJ � 	Á7a� þE� XJ � �ª	 < �GJ ½ 	�7q� þE� XJ ½ �ª	 < �GJ � 	�7a� þ~� X J � �ª	8= (V.26)

Soit . le vecteur aléatoire à valeurs dans 40/ , / 721 ß � :JNà � Ò � |m/  Ò � défini par.�7�H X � � <�=�=�=�< X ß � :� < X � ½ <�=�=�=�< X ß � :½ < X � � <�=�=�=$< X ß � :� I = (V.27)

On choisit de représenter les variables aléatoires % Jsig �(')� , % sig �(')� , % Jelas �(')� , % Jelas �(')� définies pour ' fixé
de _ et les variables aléatoires % sig " * , % elas " * par la variable aléatoire %&�3.Ç� .
Les équations aléatoires permettant le calcul du facteur aléatoire d’amplification dynamique %&�3.Ç� s’écri-
vent de manière générale sous la forme� � red �3. b ')�ª	54 red �3.s<5')�t776 red �(')� < (V.28)4+�3. b ')�t7a�98 	54 red �3. b ')� < (V.29)_À�3.¶�t7;: � �<4[�3. b ')�Å� < (V.30)

où les équations (V.28), (V.29) représentent indifféremment les équations (IV.68), (IV.69) ou (IV.70),
(IV.71) ou (IV.72), (IV.73). Dans l’équation (V.30), l’application déterministe : � est construite à partir
des relations (V.14), (V.16) et (V.20) (ou (V.21), (V.22)) ou des relations (V.15), (V.17) et (V.23) (ou
(V.24), (V.25)). Il est à noter que la matrice aléatoire � � red �3. b ')�ª	 est inversible presque sûrement et
admet une unique solution 4 red �3.Á<5')� .
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3.2 Résolution numérique des équations aléatoires

Les équations aléatoires (V.28) à (V.30) sont résolues numériquement par la simulation numérique de
Monte Carlo [84].

Soient =¦:U<�=�=�=�<>= 3@? , 6 � réalisations obtenues par la simulation numérique de Monte-Carlo. Pour ' fixé de_ , une réalisation =�K du facteur d’amplification dynamique aléatoire % est notée %&�3.Á�"=¦K���� et est obtenue
par la relation %&�3.Á�"=±K���t7;: � Ã �98Ç	¦� � red �3. �"=�K�� b ')�ª	 � : 6 red �(')� Ä = (V.31)

4. Analyse de convergence du système stochastique

L’analyse probabiliste de la réponse forcée consiste à estimer la fonction de densité de probabilitéA yz 
 s � A � de la variable aléatoire % ainsi que la probabilité 9t�Õ%»² A � où
A

est un niveau d’amplifi-
cation de réponse forcée donné. Soit nred l’ensemble des paramètres contrôlant la dimension du modèle
matriciel réduit aléatoire de la roue aubagée. En particulier, on a nred 7·H-² � <ã²�I pour les modèles matri-
ciels réduits aléatoires construits aux paragraphes 4.2.1 et 4.2.2 du chapitre IV et on a n red 7aH-² � <ã² � I
pour le modèle matriciel réduit aléatoire construit au paragraphe 4.2.3 du chapitre IV. L’étude de conver-
gence du modèle aléatoire est limitée à la convergence en moyenne d’ordre deux du facteur aléatoire
d’amplification dynamique % car cela implique la convergence en probabilité et la convergence en loi
[92]. La fonction nred yz ½�½�½ % ½�½�½ est introduite telle que½�½�½ % ½�½�½ ! 7 » H$% ! I = (V.32)

L’estimateur de la norme

½�½�½ % ½�½�½ noté Conv ��6 � < nred � est défini par

Conv ! ��6 � < nred ��7 �6 � 3 ? K�à : % ! �3.��"=±K���� < (V.33)

où %&�3.Á�"=F:¤���N<�=�=�=�<ô%&�3.��"= 3B? ��� sont 6 � réalisations de la variable aléatoire % obtenues par la simulation
numérique de Monte Carlo. L’étude de la fonction ��6 � < nred �tyz Conv ��6 � < nred � permet de déterminer la
valeur optimale du paramètre nred contrôlant la dimension du modèle matriciel réduit aléatoire de la roue
aubagée et le nombre 6 � de simulations nécessaires pour observer la convergence en moyenne d’ordre
deux de la variable aléatoire % .
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5. Traitements statistiques

5.1 Estimation de la probabilité

Pour
A

fixé, la probabilité 9��Õ%�² A � est estimée par l’estimateur sans biais $� s � A � défini par

$� s � A �t7 �6 � 3@? KUà : ¸ � �Õ%&�"=�K��� A � < (V.34)

où ¸ � est la fonction définie par ¸ � �DC~��7 � si C ²³c et ¸ � �DC~��7Tc sinon.

5.2 Estimation des régions de confiance par la méthode des quantiles

Soit E s � A � la fonction de répartition de la variable aléatoire % . Pour c Ñ é Ñ � , la fonction quantileF s �Õé�� de la variable aléatoire % est définie parF s �Õé��¡7 óöõHG� E s � A �)®³é < (V.35)

Soient %&�"=F:N�N<�=�=�=$<ô%&�"= 3@? � , 6 � réalisations indépendantes de la variable aléatoire % . Soient  %&�"=ñ:N� Ñ=�=�= Ñ  %&�"= 3@? � la statistique ordonnée associée aux réalisations %Î�"=¢:N�N<�=�=�=$<ô%&�"= 3B? � . Un estimateur sans
biais de la fonction de répartition E s � A � est défini par$E s � A ��7 � � $� s � A � < (V.36)

où $� s � A � est défini par l’équation (V.34). Soit é fixé dans � c�< � 	 et soient % @ Ï et % @ Å les estimateurs dué -quantile et du � �]é quantile relatif à la variable aléatoire % . En utilisant les équations (V.34), (V.35)
et (V.36), on obtient % @ Ï 7  %&�"= � �Î<PÛf7 fix ��6 � é�� < (V.37)% @ Å 7  %��"= � �Î< A 7 fix ��6 � � � �ÈéX��� < (V.38)

où fix ��6§� est la partie entière de l’entier 6 . L’intervalle � % @ Å <ô% @ Ï 	 représente la région de confiance
pour un niveau de probabilité é de la variable aléatoire % .
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Chapitre VI

Méthodologie du problème inverse de
caractérisation des tolérances de l’aube

1. Introduction

Dans ce chapitre, on suppose que les incertitudes de désaccordage de la roue aubagée sont dues aux
incertitudes sur la géométrie des aubes.

On cherche à construire une méthodologie permettant de résoudre le problème inverse sur les tolérances
d’usinage des aubes. Ce problème inverse consiste à spécifier les tolérances géométriques des aubes étant
donné un niveau de probabilité sur le facteur d’amplification dynamique de la réponse forcée des aubes.

Dans le contexte du tolérancement géométrique des aubes, l’utilisation de méthodes probabilistes para-
métriques nécessiterait de modéliser les incertitudes de désaccordage par des champs stochastiques, dont
la description probabiliste, conditionnée par la connaissance complète du système de lois marginales, de-
vrait être identifiée expérimentalement. Comme la connaissance de ces données n’est pas accessible au
niveau expérimental, compte-tenu de la problématique étudiée, le modèle probabiliste non paramétrique
est le plus pertinent pour modéliser le désaccordage induit par les tolérances géométriques des aubes.

Comme le désaccordage est modélisé par l’approche probabiliste non paramétrique, il s’agit tout d’abord
de quantifier les paramètres d’entrée du modèle probabiliste non paramétrique par rapport aux tolérances.
Dans l’équation (IV.40), la distribution de probabilité d’une matrice aléatoire �G 	 modélisée par le
modèle probabiliste non paramétrique est paramétrée par le paramètre de dispersion � . Il faut donc
construire une relation permettant d’identifier les paramètres de dispersion de masse et de raideur de
chaque aube en fonction des tolérances sur chaque aube. Pour cela, un modèle probabiliste de la géomé-
trie de l’aube est construit a priori. L’objectif unique de ce modèle probabiliste de géométrie est d’es-
timer la valeur des paramètres de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique. On précise que
le modèle probabiliste de la géométrie de l’aube n’est pas utilisé dans l’analyse du désaccordage. Il est
utilisé pour définir des indicateurs de dispersion en fonction des tolérances de l’aube. De même, des
indicateurs de dispersion sont construits à partir du modèle probabiliste non paramétrique de l’aube.
Ceux-ci s’expriment analytiquement en fonction des paramètres de dispersion du modèle probabiliste
non paramétrique. Le critère d’identification consiste à égaliser les indicateurs de dispersion issus des
deux modélisations probabilistes. On construit ainsi la relation donnant les paramètres de dispersion du
modèle probabiliste non paramétrique en fonction des tolérances. Puis, le modèle probabiliste non pa-
ramétrique est utilisé avec les valeurs des paramètres de dispersion identifiées afin d’analyser le facteur
d’amplification de la réponse forcée de la roue aubagée. On réitère alors la méthode pour différentes
tolérances. En se fixant un niveau de probabilité du facteur d’amplification dynamique des aubes, on est
alors capable de caractériser les tolérances optimales de l’aube.
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Dans le paragraphe / , on explique le contexte probabiliste du tolérancement d’un point de vue technolo-
gique. Le paragraphe 0 présente la construction a priori du modèle probabiliste de la géométrie de l’aube.
Le paragraphe Ü est dédié à la procédure d’identification des paramètres de dispersion du modèle proba-
biliste non paramétrique. Le paragraphe Ý résume la stratégie générale de résolution du problème inverse.
Enfin, le paragraphe � propose une méthode pour vérifier a posteriori la pertinence du modèle proba-
biliste de la géométrie de l’aube construit a priori pour résoudre le problème inverse sur les tolérances
géométriques de l’aube.

Comme le raisonnement est identique pour chaque aube, on restreint l’analyse à une seule aube. Dans
tout ce chapitre, on omet l’exposant indiciel � dans les notations mathématiques.
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2. Contexte probabiliste du tolérancement

On introduit quelques notions sur le tolérancement [12]. L’aube nominale est définie comme l’aube
conçue par le constructeur. Elle est utilisée pour définir des tolérances sur certains paramètres géomé-
triques, appelés paramètres tolérancés. L’ensemble des tolérances permet alors de définir la marge de
fluctuation admissible de la géométrie de l’aube, permettant d’assurer un fonctionnement correct de la
roue aubagée.

Pendant le processus de fabrication des aubes, des imperfections sur les aubes manufacturées sont
inévitables, dues par exemple à la régularité de l’outil de coupe pendant l’usinage de l’aube ou aux
finitions des surfaces. Ainsi, toutes les aubes manufacturées d’une roue aubagée sont différentes les unes
des autres et sont différentes de l’aube nominale. Par conséquent, la problématique de tolérancement
s’inscrit dans un contexte probabiliste.

3. Construction du modèle probabiliste de la géométrie de
l’aube

Dans ce paragraphe, on construit un modèle probabiliste de la géométrie de l’aube qui sera utilisé pour
identifier les paramètres de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique.

Les problèmes d’identification nécessitent généralement des données expérimentales. Dans le contexte
de la recherche, on ne dispose pas de données expérimentales sur les aubes manufacturées. L’alternative
proposée est d’obtenir numériquement une base de donnée expérimentale des aubes manufacturées en
construisant un modèle probabiliste sur la position des nœuds du maillage élément fini de l’aube nomi-
nale. Pour cela, on définit le maillage de l’aube nominale comme le maillage relatif au modèle matriciel
élément fini moyen de l’aube. On suppose connaı̂tre les paramètres tolérancés définis par le constructeur
pendant la phase de conception des aubes. On dispose donc des données nécessaires pour construire le
modèle probabiliste de la géométrie de l’aube.
Soit I le vecteur de 4 3BJ

définissant un jeu donné de tolérances. Soit x le vecteur de 4 3 ¸ définissant la
position des nœuds du maillage de l’aube nominale. Soit alors x K le vecteur de 4 3 ¸ définissant la position
des nœuds du maillage d’une aube manufacturée. Dans le contexte probabiliste du tolérancement, le
vecteur x K est modélisé par le vecteur aléatoire X K à valeurs dans 4 3 ¸ et s’écrit

X K�7 x |ML X K < (VI.1)

où L X K est le vecteur aléatoire de 4 3 ¸ dont la fonction de densité de probabilité par rapport à la mesure
de Lebesgue ´NL x KÁ7^´OLPC-K " :�=�=�=L´OLPC-K " 3 ¸ sur 4 3 ¸ est notée 
,Q Ú J �RL x K�� .
Il est à noter que l’objectif de ce chapitre n’est pas de construire un modèle probabiliste exact de la
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géométrie de l’aube. On ne dispose d’ailleurs pas de l’information nécessaire pour le faire. Le modèle
probabiliste de la géométrie de l’aube est construit a priori tout en respectant certaines conditions
conduisant à des géométries représentatives des aubes manufacturées. Tout d’abord, le modèle proba-
biliste de géométrie doit être paramétré par les paramètres tolérancés. De plus, le modèle probabiliste de
géométrie doit respecter les limites admissibles imposées par les tolérances. Enfin, le modèle probabiliste
de géométrie doit garantir une certaine régularité sur la forme géométrique de l’aube.

Une construction détaillée du modèle probabiliste de la géométrie d’aube sera présentée dans les cha-
pitres VIII et IX concernant la validation de cette méthodologie sur un exemple numérique simple et sur
un modèle industriel de roue aubagée.

4. Construction numérique de la procédure d’identification
pour les paramètres de dispersion SUT et SWV

Dans ce paragraphe, on présente en détails la procédure d’identification des paramètres de dispersion
dans le cas où le modèle probabiliste non paramétrique est implémenté sur le bloc matriciel associé à la
partie dynamique du modèle réduit moyen de l’aube (voir équation (IV.61)).

4.1 Définition des indicateurs de dispersion X paraY et X paraZ du modèle
probabiliste de la géométrie de l’aube

La méthode des éléments finis est appliquée au maillage aléatoire de l’aube défini par l’équation (VI.1).
Soient � k para � X K �ª	 et � o para � X K �ª	 les matrices aléatoires de masse et de rigidité de l’aube à interface de
couplage fixe à valeur dans 1 �3 ¸ ´ �54�� . Les indicateurs de dispersion du modèle probabiliste de la géométrie
de l’aube sont définis par� para� 7 » H[: � � X Kñ� ! I < : � � X �t7 ½�½ � ¦ para � X K��ª	¶�C� ¦ 	 ½�½ ¿ < (VI.2)� para� 7 » H[: � � X Kñ� ! I < : � � X �t7 ½�½ � ¨ para � X Kñ�ª	h�°� ¨ 	 ½�½ ¿ = (VI.3)

Dans les équations (VI.2) et (VI.3), les matrices aléatoires � ¦ para � X K��ª	 et � ¨ para � X Kñ�ª	 sont définies par� ¦ para � X Kñ�ª	Á7q�mª 	 � � k para � X Kñ�ª	¦�mª 	8< (VI.4)� ¨ para � X Kñ�ª	Á7q�mª 	 � � o para � X Kñ�ª	¦�mª 	8= (VI.5)

90



CHAPITRE VI. PROBLÈME INVERSE

4.2 Définition des indicateurs de dispersion X Y et X Z du modèle proba-
biliste non paramétrique

De la même manière, on définit les indicateurs de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique
par ���ò7 » H ½�½ � � 	Ç�°� ¦ 	 ½�½ !¿ I < (VI.6)���u7 » H ½�½ ��
�	¶�°� ¨ 	 ½�½ !¿ I = (VI.7)

4.3 Expression de l’indicateur de dispersion X d’une matrice aléatoire
construite par le modèle probabiliste non paramétrique

On se place maintenant dans un cadre plus général. Soit � % 	 , une matrice � % 	 de 1 �V �54�� ou de 1 � �V �54�� et
une matrice aléatoire �B 	 à valeurs dans 1 �V �54X� ou 1 � �V �54�� dont la distribution de probabilité est issue de
l’approche probabiliste non paramétrique. On note 6p7 rg � % 	 le rang de la matrice � % 	 . En particulier,6 7CÌ si � % 	 est une matrice de 1 �V �54�� . D’après le paragraphe /@=O/ du chapitre IV, on a� % 	s7Ð� ¼ 	��¡� ¼ 	8< � ¼ 	�xÈ1 3&" V �54�� < (VI.8)�B 	s7Ð� ¼ 	 � �G 	¦� ¼ 	 < �G 	�xÏ1 �3 �54�� = (VI.9)

Soit � l’indicateur de dispersion défini par

� 7 » H ½�½ �B 	Ç�°� % 	 ½�½ !¿ I < (VI.10)

et soit � le paramètre de dispersion défini par

��7 \ » H ½�½ �G 	¢�Þ��� 	 ½�½ !¿©I½�½ ��� 	 ½�½ !¿ ] :¿¾ ! = (VI.11)

On cherche à exprimer analytiquement � en fonction de � . On a� 7 » H ½�½ � ¼ 	 � ���G 	Ç�Þ��� 	��~� ¼ 	 ½�½ !¿ I <7 » H  D " J " K " D ,z" J ,z" K , � ¼ 	��D J ���G 	 JNK��Þ��� 	 JNK�~� ¼ 	�K D , � ¼ 	��D , J , ���G 	��J , K �³��� 	��J , K , �~� ¼ 	�K , D I < (VI.12)

En utilisant la linéarité de l’espérance mathématique, et la propriété de symétrie de la matrice aléatoire�G 	 , on obtient � 7  D " J " K " D ,�" J ,�" K , � ¼ 	 � D J � ¼ 	�K D , � ¼ 	 � D , J , � ¼ 	�K , D Iil æJLK " J , K , < (VI.13)
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où l æJNK " J , K , est le tenseur de covariance de la matrice aléatoire �G 	 défini par l’équation (IV.45). On obtient
alors

� 7 ��!6¡| � x Â  D " J � ¼ 	 � D J � ¼ 	 J DÕÆ Â  D ,�" J , � ¼ 	 � D , J , � ¼ 	 J , D , Æ�|  D " D , Â  J � ¼ 	 � D J � ¼ 	 � D , J |  K � ¼ 	�K D , � ¼ 	�K D Æ y = (VI.14)

En remplaçant l’équation (VI.8) dans l’équation (VI.14), on en déduit

� 7 Â tr ��� % 	 ! �Á| tr ��� % 	�� ! Æ ��!
rg � % 	Å| � = (VI.15)

4.4 Expression analytique des indicateurs de dispersion X Y et X Z en
fonction des paramètres de dispersion ^ Y et ^ Z

On déduit de l’équation (VI.15) que les indicateurs de dispersion �f� et ��� s’écrivent

����7 ��!�é ! � < é � 7 ² � | �
tr ��� ¦ 	 ! ��| tr ��� ¦ 	�� ! < (VI.16)

����7 �$!�é ! � < é � 7 ² � | �
tr ��� ¨ 	 ! � | tr ��� ¨ 	�� ! < (VI.17)

4.5 Critère d’identification des paramètres de dispersion

Le critère d’identification des paramètres de dispersion �� et ��� consiste à égaliser les indicateurs de
dispersion � para� et � para� issus du modèle probabiliste de la géométrie de l’aube avec les indicateurs de
dispersion ��� et ��� issus de l’approche probabiliste non paramétrique. On a donc���ò7¨� para� < (VI.18)���»7¨� para� < (VI.19)

En utilisant les expressions (VI.2), (VI.3), (VI.16) et (VI.17), on en déduit�����9I ��7»é � � » H[: � � X KF� ! I < (VI.20)

���,�9I ��7»é � � » H[: � � X K�� ! I < (VI.21)

4.6 Remarques sur la définition des indicateurs de dispersion

La modélisation probabiliste non paramétrique impose de définir les indicateurs de dispersion à partir des
matrices réduites sur la base modale relative au modèle matriciel élément fini moyen de l’aube à interface
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de couplage fixe. Comme le critère d’identification est obtenu en égalisant les indicateurs de dispersion
issus de deux modèles probabilistes différents, il est nécessaire de définir les indicateurs de dispersion
dans une base commune de réduction, c’est à dire la base des modes propres du modèle matriciel moyen
de l’aube à interface de couplage fixe.

La définition des tolérances est spécifique à la géométrie de l’aube. Les indicateurs de dispersion doivent
donc contenir l’information concernant le design de l’aube. Comme le modèle nominal de l’aube est
défini comme le modèle matriciel élément fini moyen de l’aube, la base modale de réduction commune
aux indicateurs de dispersion contient implicitement l’information sur la géométrie nominale de l’aube.

La problématique de tolérancement ne fournit aucune hypothèse sur les valeurs moyennes de la matrice
de masse � k para � X Kñ�ª	 et de la matrice de raideur � o para � X K��ª	 . En particulier, leur valeur moyenne n’est
pas égale aux matrices � k 	 et � o 	 issues du modèle matriciel élément fini moyen de l’aube. En effet, la
problématique de tolérancement fournit seulement le support des paramètres tolérancés. Il n’y a aucune
raison physique pour que la valeur moyenne d’un ensemble d’aubes manufacturées corresponde à l’aube
nominale. Ceci est par ailleurs justifié par le fait que les matrices éléments finis de masse et de raideur
ne sont pas des fonctions linéaires des paramètres géométriques. Le biais introduit entre les valeurs
nominales des matrices et leurs valeurs moyennes est pris en compte dans la définition des indicateurs de
dispersion. En effet, la dispersion des matrices aléatoires est définie par rapport aux valeurs nominales
des matrices.

5. Stratégie générale de résolution du problème inverse

Dans un premier temps, on construit le modèle matriciel élément fini moyen de l’aube. On rappelle que
ce modèle correspond au modèle élément fini de l’aube nominale. On en déduit le modèle matriciel réduit
moyen de l’aube présenté dans le Chapitre III de ce manuscrit de thèse.

Dans un second temps, on s’intéresse au problème d’identification des paramètres de dispersion. Pour un
jeu donné I de tolérances, on définit tout d’abord le modèle probabiliste de la géométrie de l’aube. Une
simulation numérique de Monte Carlo est mise en œuvre. Soient = : <�=�=�=�<>= 3@_ , 6 ï réalisations. Pour chaque
réalisation =±D avec � dans H � <�=�=�=±<�6 ï I , on construit une réalisation `aKÅ�"=$Dª� du maillage aléatoire de l’aube.
En utilisant la méthode des éléments finis, on obtient les réalisations � k para �D`bKÅ�"=�D����ª	 et � o para �D`bK¢�"=$D����ª	
des matrices aléatoires de masse et de raideur de l’aube à interface de couplage fixe. Les réalisations: � �D`bKÅ�"=$Dª��� et : � �D`bK¢�"=$D���� s’écrivent d’après les équations (VI.2) à (VI.5): � �D`]�"=�D����¡7 ½�½ �mª 	 � � k para �D`]�"=�Dª���ª	¦�mª 	¢�Þ� ¦ 	 ½�½ ¿ < (VI.22): � �D`]�"=�D����¡7 ½�½ �mª 	��¡� o para �D`]�"=�Dª���ª	¦�mª 	¥�£� ¨ 	 ½�½ ¿ = (VI.23)
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Enfin, les estimateurs $ ��� et $ ��� des paramètres de dispersion �$� et ��� sont définis par$ �����9I ��7¨é � ���� �6 ï 3B_ D à : : � �D`bK¢�"=�D#��� ! < (VI.24)

$ ���[�9I ��7¨é � ���� �6 ï 3@_ D à : : � �D`bK¢�"=�D#��� ! < (VI.25)

En effectuant une analyse paramétrique sur le jeu de tolérances I , il est donc possible de construire
numériquement la relation donnant les paramètres de dispersion ��� et ��� en fonction de I .

Dans un troisième temps, on met en œuvre une seconde simulation numérique de Monte Carlo afin d’ana-
lyser la réponse forcée désaccordée de la roue aubagée. Le modèle probabiliste non paramétrique est in-
troduit sur le modèle moyen réduit moyen de chaque aube décrit par les équations (III.37) et (III.38). Les
matrices généralisées de masse, de dissipation et de rigidité sont remplacées par des matrices aléatoires
dont la dispersion est contrôlée par les paramètres de dispersion � J � , � J ½ , � J � . Pour un niveau d’incerti-
tudes homogène sur l’ensemble des aubes, ces paramètres sont tels que � J � 7ò���«<E� J � 7 ���Ï< pour
tout � dans H$c�<�=�=�=±<ô-·� � I . Par ailleurs, il est à noter que les incertitudes de géométrie de l’aube ne
sont pas de nature dissipative. On peut donc introduire indépendamment le paramètre de dispersion tel
que � J ½ 78� ½ < pour tout � dans H$c�<�=�=�=�<ô-·� � I . Le modèle matriciel réduit aléatoire de la roue au-
bagée est alors construit (voir paragraphe ÜÅ=O/ du chapitre IV). On met alors en œuvre la méthodologie
de résolution des équation aléatoires présentée au chapitre V pour chaque ' de la bande d’analyse
fréquentielle _ . Notons % * le facteur aléatoire d’amplification dynamique % sig " * ou % elas " * , définis
aux équations (V.22) et (V.25). Lorsque les 6 � réalisations %�*Î�"=F:¤�N<�=�=�=$<ô%Á*&�"= 3B? � sont calculées, on
estime la probabilité 9e�Õ% *ò² A × � , où

A × est un niveau d’amplification de réponse forcée donné. On
construit ainsi numériquement la relation donnant les niveaux de probabilités du facteur d’amplification
dynamique en fonction des paramètres de dispersion.

Le schéma de la figure VI.1 résume les trois étapes précédemment décrites.

Le problème inverse sur les tolérances est résolu en combinant les résultats numériques des deux pré-
cédentes étapes. On peut alors exprimer la probabilité 9��Õ%[*m² A × � comme une fonction des tolérancesI . Il est donc possible de déterminer les valeurs des tolérances de l’aube. Pour cela, on définit le critèreµdc de la roue aubagée par

µec`7a� A × <�
 × � < (VI.26)

où
A × est un niveau critique du facteur d’amplification dynamique de la réponse forcée et où 
 × est un

niveau de probabilité donné. En se donnant µ�c , on détermine graphiquement les tolérances optimales de
l’aube pour que l’on ait 9��Õ% *�² A × � Ñ 
 × .
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Figure VI.1 – Schéma illustrant la stratégie du problème inverse sur les tolérances d’usinage
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6. Analyse de sensibilité relative au modèle probabiliste de la
géométrie d’aube

Dans ce paragraphe, on analyse a posteriori la pertinence du modèle probabiliste de la géométrie de
l’aube vis à vis de l’identification des paramètres de dispersion. Tout d’abord, on étudie la sensibilité
des paramètres de dispersion à une perturbation aléatoire du modèle probabiliste de la géométrie de
l’aube. Puis, on explicite la stratégie numérique utilisée. Enfin, on analyse l’impact de la variabilité des
paramètres de dispersion sur la réponse forcée aléatoire de la roue aubagée.

6.1 Sensibilité des paramètres de dispersion à une perturbation aléatoire
de géométrie

On se donne un jeu de tolérances I sur l’aube. On suppose que le modèle probabiliste de la géométrie
d’aube est entièrement défini. Pour une meilleure lisibilité, on omet l’indice � dans les notations.

6.1.1 Position du problème

On rappelle que les paramètres de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique s’écrivent d’après
les équations (VI.1), (VI.20) et (VI.21)�����9I �¡7»é � � » H[: � � x |ML X � ! I < (VI.27)

���[�9I �¡7»é � � » H[: � � x |ML X � ! I < (VI.28)

On souhaite quantifier la sensibilité des paramètres de dispersion à une perturbation aléatoire de la
géométrie de l’aube. Celle-ci est modélisée par le vecteur aléatoire �f7q�"�¢:�<�=�=�=�<>� 3 ¸ � à valeurs dans4 3 ¸ , où les variables aléatoires � J , avec � dans H � <�=�=�=±<�6 � I sont indépendantes dans leur ensemble,
sont indépendantes de L X, et dont la distribution de probabilité est centrée et uniforme sur l’intervalle�ù�h" � <L" � 	ñ<¥c Ñ " � Ñ c�= � . Soient alors  � � �#" � � et  � � �#" � � les paramètres de dispersion définis par �����#" � ��7ué � � » H[: � � x |ML X =�� � |Þ�Å��� ! I < (VI.29)

 ���[�#" � ��7ué � � » H[: � � x |ML X =�� � |Þ����� ! I = (VI.30)

Dans les équations (VI.29) et (VI.30), on note L X =�� � |Î�Å� le vecteur aléatoire de 4 3 ¸ dont la composante� est définie par H[L X =�� � |Þ���LI J 7�LP` J � � |M� J � < (VI.31)
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On souhaite calculer les quantités sensi � et sensi � définies par

sensi �Ù�#" � ��7  �$!� �#" � ���Ï��!�` !Ô � < (VI.32)

sensi �,�#" � ��7  �$!� �#" � �§�Ï��!�` !Ô � < (VI.33)

où ` Ô � est l’écart type des variables aléatoires � J .
6.1.2 Développement de Taylor à l’ordre deux de � r !� nq� � p et � r !� nj� � p
Comme L X = � est une perturbation de x |�L X, une approximation analytique des fonctions sensi � �#" � �
et sensi � �#" � � peut être obtenue en effectuant le développement de Taylor à l’ordre deux des fonctions: � � x |�L X =�� � |«�����5! et : � � x |�L X =�� � |«�����w! autour du point x |�L X (correspondant au modèle
probabiliste de la géométrie de l’aube). On a donc: ! � � x |ML X =�� � |Þ�����\e�: ! � � x |ML X ��|m/ 3 ¸ J¤à :�� : � � y � g,: � � y �g�C J �������� à � � Q Ú � J Lb` J |

| 3 ¸ J¤à : 3 ¸ KUà : � : � � y � g¹!l: � � y �g�C J g�C¹K | g-: � � y �g�C J g,: � � y �g�C¹K � ���� � à � � Q Ú Lb` J LP`tK�� J �$K < (VI.34)

: ! � � x |�L X =�� � |£�����\e�: ! � � x |ML X �Á|m/ 3 ¸ J¤à :�� : � � y � g-: � � y �g�C J � ���� � à � � Q Ú � J LP` J |
| 3 ¸ J¤à : 3 ¸ KUà : � : � � y � g¹!l: � � y �g�C J g�C¹K | g,: � � y �g�C J g-: � � y �g�C¹K � ���� � à � � Q Ú LP` J Lb`tK�� J �$K = (VI.35)

En utilisant les propriétés d’indépendance des variables aléatoires � J <ª�tx�H � <�=�=�=$<�6 � I dans leur ensemble
et des variables aléatoires � J avec le vecteur aléatoire L X, on obtient

 � !� �#" � �¬e»� !� |�é !� ` !Ô � 3 ¸ JNà : » À � : � � y � g ! : � � y �g�C !J | 2 g,: � � y �g�C J 5 ! � ���� � à � � Q Ú LP` !J Â <(VI.36)

 � !� �#" � �¬e»� !� |�é !� ` !Ô � 3 ¸ J¤à : » À � : � � y � g¹!l: � � y �g�C !J | 2 g,: � � y �g�C J 5 ! � ���� � à � � Q Ú Lb` !J Â = (VI.37)

6.1.3 Introduction d’hypothèses simplificatrices

On s’aperçoit que les expressions (VI.36) et (VI.37) comportent des dérivées partielles des fonctions: � et : � exprimées au point x |�L X. Par conséquent, la simulation numérique de Monte Carlo est
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également effectuée sur les dérivées partielles. Soit 6 sim le nombre de réalisations nécessaires. Il faut
donc estimer 6 sim 6 � dérivées partielles du premier ordre et 6 sim 6 � dérivées partielles du second ordre.
Toutefois, les modèles éléments finis des aubes utilisés dans l’industrie aéronautique contiennent des
dizaines de milliers de DDLs (voir Chapitre IX). Ce calcul s’avère donc extrêmement difficile à mettre
en œuvre.

D’autre part, on cherche seulement à obtenir une estimation de la sensibilité des paramètres de dispersion.
On propose donc de simplifier l’approche pour estimer les fonctions sensi � et sensi � . La simplification
est motivée par les remarques suivantes :
D’après l’équation (VI.1), le vecteur aléatoire L X est une perturbation aléatoire du vecteur x. On a donc» H ½�½ L X

½�½ !±I½�½
x

½�½ ! © � = (VI.38)

Le vecteur aléatoire X = � est une perturbation de L X. On a donc» H ½�½ L X

½�½ ! I » H ½�½ � ½�½ ! I½�½
x

½�½ ! © � = (VI.39)

Par conséquent, on a encore » H ½�½ L X

½�½ ! IP� � |
» H ½�½ � ½�½ ! I±�½�½

x

½�½ ! © � < (VI.40)

c’est à dire L X =�� � |Þ�Å� © x presque sûrement = (VI.41)

L’idée simplificatrice consiste à effectuer le développement de Taylor autour du point x, et d’estimer la
sensibilité du paramètre de dispersion � au voisinage de c . En remarquant que les fonctions : � � x � et: � � x � sont nulles, puisque le modèle nominal de l’aube est défini comme le modèle moyen de l’aube,
on obtient les relations suivantes � !� �#" � � e¨� !� |�é !� ` !Ô � n ! � < n ! � 7 3 ¸ JNà : 2 g,: � � y �g�C J 5 ! ���� � à �

» H[LP` !J I < (VI.42)

 � !� �#" � � e¨� !� |�é !� ` !Ô � n ! � < n ! � 7 3 ¸ J¤à : 2 g-: � � y �g�C J 5 ! ���� � à �
» H[LP` !J I = (VI.43)

6.1.4 Expression des fonctions sensi � et sensi �
On obtient les expressions suivantes

sensi �87»é !� n ! � < (VI.44)

sensi �»7»é !� n ! � = (VI.45)
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Il est à noter que ces expressions sont valables uniquement pour des valeurs de tolérances conduisant à
des paramètres de dispersion � � et � � proches de c .
6.2 Mise en œuvre numérique du calcul des gradients

Le calcul des paramètres de dispersion  ���S�#" � � et  ���[�#" � � nécessite de connaı̂tre les quantités n ! � et n ! �
dont les expressions sont données par les équations (VI.42) et (VI.43). Il faut donc estimer toutes les
dérivées partielles au premier ordre des fonctions : � et : � au point x.

6.2.1 Discrétisation des dérivées partielles

L’expression des dérivées partielles au premier ordre des fonctions : � et : � au point x s’écrit par la
méthode des différences finies centréesg�: � � x �g�C J e : � � x |ML�� J ç/ñ����: � � x ��L�� J ç/ñ�� < (VI.46)g�: � � x �g�C J e : � � x |�L�� J ç/ñ����: � � x ��L�� J ç/ñ�� < (VI.47)

où L�� J est le vecteur de 4 3 ¸ dont les composantes sont définies par �RL�� J �wKS7 � ��JNK avec � un scalaire
réel positif définissant le pas du schéma aux différences finies.

6.2.2 Calcul numérique des dérivées partielles

Soit � fixé dans H � <�=�=�=�<�6 � I . Les matrices de masse � k para � x ��L�� J ç/ñ�ª	 et de raideur � o para � x ��L�� J ç/ñ�ª	
sont construites. Après avoir réduit ces matrices sur la base modale de projection �mª 	 , les fonctions: � � x ��L�� J ç/ñ� et : � � x ��L�� J ç/ñ� sont calculées et les dérivées partielles sont estimées par les
équations (VI.46) et (VI.47).

Toutefois, ce calcul s’avère difficile à mettre en œuvre pour des systèmes comportant de nombreux
degrés de liberté. L’alternative suivante est proposée. Soit � fixé dans H � <�=�=�=�<�6 � I . Soit � el " J , l’ensemble
des éléments contenant le DDL � et soit � J l’ensemble des DDLs relatifs aux éléments de � el " J .
On a les propriétés suivantesH¦� k para � x �ML�� J ç/ñ�ª	¥�Þ� k para � x �ª	#I �§ )7»c si � 
;<��ñ�)x�� J Í�� J <7»c sinon < (VI.48)H¦� o para � x ��L�� J ç/ñ�ª	E�Þ� o para � x �ª	#I��§�)7»c si � 
;<��ñ�)x�� J Í�� J <7»c sinon = (VI.49)

Soient x

½ � � , L�� J ½ � � les restrictions des vecteurs x et L�� J aux DDLs de � J . Soient � Ì para " �� � 	 , � Ì para " �� � 	 ,� Ì para " �� � 	 , � Ó para " �� � 	 , � Ó para " �� � 	 , � Ó para " �� � 	 les matrices de masse et de raideur générées à partir de la restriction
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du maillage aux DDLs de � J et définis par� Ì para " �� � 	É7 � k para �¿H x | L�� J/ I ½ � � �ª	 < � Ó para " �� � 	E7 � o para �¿H x | L�� J/ I ½ � � �ª	 < (VI.50)� Ì para " �� � 	E7 � k para � x ½ � � �ª	 < � Ó para " �� � 	~7`� o para � x ½ � � �ª	 < (VI.51)

� Ì para " �� � 	É7 � k para �¿H x � L�� J/ I ½ � � �ª	 < � Ó para " �� � 	E7 � o para �¿H x � L�� J/ I ½ � � �ª	 = (VI.52)

Soit �mª � � 	 la matrice modale définie comme la restriction de la matrice �mª 	 aux DDLs de � J . En utilisant
les propriétés (VI.48) et (VI.49), on en déduit: � � x | L�� J/ ��7 ½�½ �mª � � 	 � ��� Ì para " �� � 	¢�£� Ì para " �� � 	��~�mª � � 	 ½�½ ¿ < (VI.53): � � x � L�� J/ ��7 ½�½ �mª � � 	��¡��� Ì para " �� � 	¢�£� Ì para " �� � 	��~�mª � � 	 ½�½ ¿ < (VI.54): � � x | L�� J/ ��7 ½�½ �mª � � 	 � ��� Ó para " �� � 	¹�³� Ó para " �� � 	��~�mª � � 	 ½�½ ¿ < (VI.55): � � x � L�� J/ ��7 ½�½ �mª � � 	 � ��� Ó para " �� � 	¹�³� Ó para " �� � 	��~�mª � � 	 ½�½ ¿ = (VI.56)

Les dérivées partielles  ¢¡ £ q x r  � � et  ¢¡ ¤ q x r  � � sont alors évaluées par les équations (VI.46) et (VI.47).

6.3 Conséquences sur l’analyse du désaccordage de la roue aubagée

On rappelle que le facteur aléatoire d’amplification dynamique des aubes de la roue aubagée est très
sensible aux incertitudes de désaccordage. Le désaccordage est modélisé par le modèle probabiliste non
paramétrique et le niveau des incertitudes est contrôlé par les paramètres de dispersion. Il s’agit donc de
quantifier la sensibilité du facteur d’amplification sur les aubes par rapport à la fluctuation des paramètres
de dispersion induite par la perturbation aléatoire du modèle probabiliste de géométrie de l’aube. Dans
le cas où cette sensibilité s’avère négligeable, la pertinence du modèle probabiliste construit a priori est
montrée.
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Chapitre VII

Etude comparative des approches probabilistes sur
un exemple numérique simple

Dans les chapitres VII et VIII, pour simplifier l’analyse, on considère la vitesse de rotation de la roue
aubagée nulle. On ne modélise donc ni les opérateurs de rigidité K Ø et K × , ni l’opérateur de couplage
gyroscopique C. Il est à noter que la prise en compte d’une vitesse de rotation constante induirait des
caractéristiques modales différentes (en particulier une translation du spectre des fréquences propres de
la structure) mais ne modifierait aucunement la méthodologie d’analyse du désaccordage.

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthodologie probabiliste directe d’analyse du désaccordage sur un
exemple numérique simple. Les fonctions de densité de probabilité du facteur aléatoire d’amplification
dynamique des aubes sont analysées. Le paragraphe / décrit le modèle de la roue aubagée. Les princi-
pales caractéristiques de ce modèle sont mises en évidence et les paramètres numériques d’étude sont
définis. Dans le paragraphe 0 , on modélise le désaccordage de la roue aubagée par la méthodologie proba-
biliste non paramétrique décrite au paragraphe ÜÅ=O/@= � du chapitre IV. On met en évidence les phénomènes
d’amplification dynamique et de localisation spatiale induit par le désaccordage de la roue aubagée. Le
paragraphe Ü présente une approche comparative permettant de positionner l’approche probabiliste non
paramétrique au travers de l’étude de la sensibilité du facteur aléatoire d’amplification dynamique aux
incertitudes aléatoires sur les déformées modales des aubes.
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2. Description du modèle matriciel moyen

2.1 Définition du modèle matriciel élément fini moyen

L’exemple numérique considéré est un modèle élément fini simple de roue aubagée. Ce modèle élément
fini, dont le maillage est présenté à la figure VII.1, permet de mettre en œuvre les méthodologies proba-
bilistes construites dans ce travail de recherche.

Excitation

xO
y

i

j

0

0

O

Figure VII.1 – Maillage élément fini de l’exemple numérique simple - localisation de l’excitation ¥ .

Le modèle mécanique moyen est une roue aubagée plane située dans le plan � i � < j � � du repère global
cartésien défini par Y � 7q��Z[< i � < j � < k � . On étudie les vibrations de flexion de la roue aubagée. Comme
la vitesse de rotation de la structure est nulle, le repère global Y � et le repère local Yf: sont confondus
(voir chapitre I). La roue aubagée est fixée sur son bord interne.

Le modèle moyen de la roue aubagée est constitué d’un disque et de /±Ü aubes. Le disque est une cou-
ronne de rayon interne è D 7 c�=�cñ0�Ý�Ì , de rayon externe è Ô 7 c�= � Ì et d’épaisseur "£7 c�=�c�c � Ì . Le
matériau est supposé homogène et isotrope, de densité volumique de masse } � 7 ¦@§4�c�Ó&þ¹= Ì � W , de
coefficient de Poisson Ò`7 c�=O/�Ý et de module d’Young élastique p � 7 � =(§©¨ � c :�: -�= Ì � ! . L’aube est
de longueur ¼�7»c�=�c5¦§Ì , de largeur Ú+7uc�=�c�cª§�Ý�Ì d’épaisseur linéairement décroissante de c�=�c�cñÝ�Ì àc�=�c�c � Ì de la base de l’aube vers le bout d’aube. Le matériau est supposé homogène et isotrope, de den-
sité volumique de masse } � 7;¦@§4�c�Ó&þ¥= Ì � W , de coefficient de Poisson Ò³7uc�=O/�Ý et de module d’Young
élastique p � 7u/ � c :�: - = Ì � ! . L’amortissement est modélisé par un modèle d’amortissement structural
de facteur de perte � 7Tc�=�c�c�cÜ . La théorie des plaques minces de Kirchoff-Love est utilisée. Le modèle
élément fini est constitué d’éléments de plaque quadrangulaires à Ü nœuds. Ü5§ divisions angulaires etÜ divisions radiales sont régulièrement distribuées sur le disque. L’ensemble des données numériques
concernant le maillage de la structure est résumé dans la table VII.1.
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Sous-Structure Eléments Nœuds DDLs

aube 5 12 36

disque 192 240 576

secteur 13 25 66

roue aubagée 312 480 1296

Table VII.1 – Données numériques du maillage éléments finis

2.2 Choix de la bande d’analyse fréquentielle et du vecteur des forces
d’excitation

On suppose le vecteur des forces d’excitation cyclique. Pour plus de clarté, on analyse les harmoniques
d’ordre 6 individuellement. Le vecteur force d’excitation défini par les équations (V.7) à (V.9) permet
d’exciter l’harmonique d’ordre 6 . La réponse forcée de la roue aubagée ainsi obtenue ne contient que
la composante complexe harmonique d’ordre 6 . En revanche, lorsque le désaccordage est introduit, la
notion de symétrie cyclique et d’harmonique disparaı̂t et tous les modes de la structure sont excités. Par
conséquent, les bandes fréquentielles pour lesquelles la densité modale de la structure accordée est très
importante représentent des bandes de fréquences dangereuses pour les effets liés au désaccordage. La
figure VII.2 représente le graphe des fréquences propres de la structure accordée en fonction du nombre
de diamètres nodaux caractérisant les déformées modales qui leur sont associées.
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Figure VII.2 – Fréquences propres (Hz) de la roue aubagée accordée en fonction du nombre de
diamètres nodaux
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Ce graphe permet de mettre en évidence deux grandes familles de modes. Les familles de modes dont
les fréquences propres dépendent peu du nombre de diamètres nodaux correspondent à des modes de vi-
bration dont le mouvement est régi par les aubes. Au contraire, les familles de modes dont les fréquences
augmentent avec le nombre de diamètres nodaux correspondent à des modes d’ensemble de la structure.
La figure VII.3 illustre ces deux familles de modes.
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Figure VII.3 – Exemple de modes propres de la roue aubagée accordée : mode d’aube - mode d’en-
semble

La bande d’analyse fréquentielle choisie est _a7 � ¦±cÜñc b ¦/c�c±	$¸�ì . Dans cette bande, la densité mo-
dale est très importante. En particulier, un veering est observé pour l’harmonique d’ordre 6>7 Ü . Les
veering [74] correspondent à des familles de modes dont les fréquences se rapprochent fortement, avant
de se repousser pour s’éloigner. Ce veering est caractérisé par la présence de deux fréquences propres
doubles Ò@:�7«¦ ��� Ý�¸�ì et Ò ! 7¬¦ � 0ª¦�¸�ì issues de deux familles distinctes de modes, relatives à la
même harmonique 6q7 Ü et dont les valeurs des fréquences sont très proches. Il est à noter que le
critère de veering, consistant à exciter les modes de la structure accordée dont les fréquences propres
se situent dans une zone de veering, sont des cas particuliers favorables aux phénomènes de localisation
spatiale et d’amplification dynamique [80, 9]. Dans le cas présent, l’utilisation de ce critère de veering
est entièrement justifié. On montrera en effet dans ce chapitre que le critère de Whitehead [106], donnant
la borne supérieure du facteur d’amplification dynamique sous des hypothèses particulières, est presque
atteint.

Soient ´F´¦Ú Ô � × " � <�=�=�=�<ô´¦´FÚ Ô � × " ß � : les DDLs d’excitations et représentés par le symbole ¥ sur la figure VII.1.
Le vecteur des forces d’excitation s’écrit

F �(')�t7Cä � �(')� g < (VII.1)

où ä � �(')� définit la fonction indicatrice de ' sur la bande d’analyse fréquentielle _`7a� ¦±cÜñc�<d¦/c�c±	$¸�ì .
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Le vecteur g 7a�.þ : <�=�=�=$< þ 3 ��� M � est tel queþ K 7uc , pour tout Ó différent de �Õ´¦´FÚ Ô � × " � <�=�=�=�<ô´¦´FÚ Ô � × " ß � :N�þ ��� M �"!$# ù � 7u" è ´&% Ã �u , pour tout � dans H$c�<�=�=�=�<ô-°� � I <
avec - 7·/±Ü , le nombre d’aubes de la structure, 6 7uÜ , l’ordre de l’harmonique excitée. Il est à noter
que les DDLs d’excitations ´F´¦Ú Ô � × " � <�=�=�=�<ô´¦´FÚ Ô � × " ß � : sont situés en bout d’aubes de manière à exciter
tous les modes de la roue aubagée désaccordée.

2.3 Choix de l’observation pour la roue aubagée accordée

Pour ' fixé de _ , on s’intéresse au facteur d’amplification dynamique de l’aube � défini par rapport à
l’énergie du signal de chaque aube. Cette observation notée

A J
sig �(')� correspond à la valeur nominale de

l’observation aléatoire définie par l’équation (V.20) et s’écritA J
sig �(')�t7

½�½
uJ �(')� ½�½ sig
½�½�½

uJ ½�½�½ sig
< (VII.2)

où

½�½
uJ �(')� ½�½ sig et

½�½�½
uJ ½�½�½ sig sont définies par les équations (V.4) et (V.14). D’après l’équation (V.12), on

pose
A

sig �(')�t7 A J
sig �(')� .

2.4 Choix des paramètres numériques pour le modèle matriciel réduit
moyen de la roue aubagée

Le modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée utilisé est celui présenté dans le paragraphe Ü
du Chapitre III. On rappelle que cette stratégie consiste à utiliser la méthode de Craig et Bampton pour
chaque aube et à assembler les matrices réduites de chaque aube avec les matrices élément fini du disque.
Dans un premier temps, l’observation

A
sig �(')� est calculée à partir du modèle matriciel élément fini moyen

de la structure par le solveur cyclique présenté au paragraphe Ý@=O0 du chapitre II. Ce calcul constitue la
solution de référence.

Le calcul de l’observation
A �(')� par la méthode de sous-structuration dynamique nécessite de résoudre les

équations (III.92) et (III.93). Une étude de convergence du modèle matriciel réduit moyen est effectuée
en fonction du nombre ² � de modes propres de chaque aube à interface de couplage fixe.

La figure VII.4 représente le graphe ² � yz Ë�9F
 ' Ù � A
sig �(')� et permet de déduire qu’une bonne conver-

gence est obtenue pour ² � 7Z� .
Soit Òk7 ')ç��#/�æ;� la fréquence circulaire associée à la fréquence angulaire ' . La figure VII.5 montre
le graphe Ò`yz A

sig ��Ò¹� (trait noir interrompu) obtenu par sous-structuration dynamique et le grapheÒÈyz A
sig ��Ò¥� (trait gris continu) de la solution de référence. Les deux pics de résonances observés cor-

respondent aux deux fréquences propres doubles Ò¥:Þ7¦ ��� Ý�¸�ì et Ò ! 7¦ � 0ª¦�¸�ì relatives au vee-
ring observé pour l’harmonique d’ordre 6»7òÜ sur la figure VII.2. Ce graphe confirme que ² � 7��
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modes d’aubes permettent de représenter correctement la solution de référence dans la bande d’analyse
fréquentielle _ .
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Figure VII.4 – Etude de la convergence du modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée : graphe

de la fonction ² � yzaË�9F
 ' Ù � A
sig �(')�
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Figure VII.5 – Graphes des observations Ò¨yz A
sig ��Ò¥� (trait noir interrompu) obtenue par sous-

structuration avec le graphe ÒSyz A
sig ��Ò¹� (trait gris continu) de la solution de référence pour la bande

d’analyse fréquentielle _`7a� ¦±cÜñc�<e¦/c�c±	�¸�ì .
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3. Etude des phénomènes physiques liés au désaccordage

Dans ce paragraphe, on exhibe numériquement les phénomènes d’amplification et de localisation spatiale
obtenus par la modélisation probabiliste non paramétrique des incertitudes de désaccordage. Le modèle
probabiliste non paramétrique est implémenté sur chaque aube avec ² � 7 0c . Le niveau d’incertitudes
est considéré homogène sur l’ensemble des aubes. Comme les incertitudes aléatoires de désaccordage
sont statistiquement indépendantes d’une aube à l’autre, les valeurs des paramètres de dispersion de
raideur � J � , de dissipation � J ½ et de masse � J � sont telles que, pour tout ��<LÓ dans H$c�<�=�=�=$<ô-C� � I� J � 7»� K� 7¨���><)� J ½ 7u� K½ 7u� ½ <P� J � 7u� K� 7»��� < pour tout �*)7^Ó = (VII.3)

Les valeurs suivantes des paramètres de dispersion sont considérées

���ò7Tc < � ½ 7uc < ���T7uc�=�c � < (VII.4)
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Figure VII.6 – (1) Réponse forcée en déplacement (m) du système accordé en fonction de la

fréquence d’excitation ; graphe de Ò yz ½�½
u J ��Ò¥� ½�½ sig (trait noir pointillé). (2) Réalisation de la

réponse forcée aléatoire en déplacement (m) en fonction de la fréquence d’excitation ; graphes deÒ�yz ®�¯-' J Ù©° � "������ " ß � :&± ½�½UJ ��Ò b =¦� ½�½ sig (trait noir continu épais) et de Ò�yz ½�½
UJ ��Ò b =@� ½�½ sig pour ��xH$c�<�=�=�=±<ô->� � I (traits gris continu fin)

La figure VII.6 montre le graphe d’une réalisation = des réponses aléatoires des /±Ü aubes en fonction de
la fréquence. Le trait interrompu noir montre le graphe Ò�yz ½�½

u J ��Ò¹� ½�½ sig de la réponse forcée accordée
pour chaque aube. Les traits minces noirs montrent les fonctions Ò«yz ½�½

U J ��Ò b =¦� ½�½ sig et représentent
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une réalisation = de la réponse forcée aléatoire de chaque aube. L’enveloppe supérieure de ces réponses
forcées aléatoires Ò�yz²®³¯-' J Ù©° � "������ " ß � :&± ½�½UJ ��Ò b =@� ½�½ sig est représentée par le trait noir continu épais. Ce
graphe montre que l’amplitude de la réponse forcée de chaque aube est différente lorsque la symétrie cy-
clique est brisée. Le phénomène d’amplification dynamique est observé. Il est maximal pour la fréquenceÒ � 7 ¦ � cª¨�¸�ì . On remarque que cette fréquence ne coı̈ncide pas avec la fréquence de résonance
du système accordé. Cela souligne l’importance d’étudier le désaccordage dans une bande d’analyse
fréquentielle.
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Figure VII.7 – Réalisation du facteur d’amplification dynamique aléatoire % J �(' � b =ñ:N� pour toutes les
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Figure VII.8 – Répartition spatiale de l’amplitude de réponse forcée de la roue aubagée : Cas accordé
- Cas désaccordé pour ���»7Tc�=�c � <L� ½ 7uc�<L���ò7Tc .
La figure VII.7 montre la réalisation % Jsig �"= b ' � � du facteur aléatoire d’amplification dynamique de l’aube� , défini par l’équation (V.20) pour la fréquence Ò � 7´¦ � cª¨�¸�ì en fonction de l’aube � . Il est à noter
que dans le cas de la structure accordée, l’observation serait identique sur chaque aube et l’amplification
observée serait de � . Dans le cas de la roue aubagée désaccordée, le phénomène d’amplification est mis
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en évidence et le phénomène de localisation spatiale est observé sur les aubes ��� et � / .
La figure VII.8 montre la répartition spatiale de l’amplitude de la réponse forcée de la roue aubagée
pour le système mécanique accordé (figure de gauche) et pour une réalisation du système mécanique
désaccordé (figure de droite).

4. Etude comparative des résultats obtenus par différentes
approches probabilistes

Dans ce paragraphe, on souhaite positionner l’approche probabiliste non paramétrique par rapport à l’ap-
proche probabiliste paramétrique couramment utilisée pour modéliser les incertitudes de désaccordage.
Soit � fixé dans H$c�<�=�=�=±<ô-C� � I .
4.1 Critère pour positionner l’approche probabiliste non paramétrique

4.1.1 Description du modèle probabiliste paramétrique usuel

Dans l’approche probabiliste paramétrique usuelle (voir par exemple [19, 91, 69]), un seul paramètre
incertain est considéré : le module d’Young élastique de chaque aube. Par conséquent, la matrice de rai-
deur élastique est modélisée par une variable aléatoire à valeur scalaire. Soit �K J " para 	 la matrice aléatoire
élément fini de raideur élastique de l’aube � , obtenue par une telle approche probabiliste. Le modèle
probabiliste de la matrice aléatoire �K J " para 	 est défini par

�KJ " para 	�7q� � |¶µ J � �~� o J 	8< (VII.5)

où � o J 	 est la matrice de raideur élastique issue du modèle matriciel élément fini moyen de l’aube � . La
variable aléatoire µ J � est à valeur réelle, centrée, et de distribution uniforme. L’écart type ` J � est tel que� |·µ J � est positive presque sûrement. Ainsi, la matrice aléatoire �K J " para 	 est à valeurs dans 1 � �3 ¸ �54�� . On
a aussi » H¦�KJ " para 	#IS7a� o J 	8= (VII.6)

4.1.2 Définition du désaccordage fréquentiel

Soit ��: J @ <�; J @ � un couple solution du problème généralisé aux valeurs propres du modèle matriciel élé-
ment fini moyen de l’aube � � o J 	§; J @ 7�: J @ � k J 	§; J @ < (VII.7)
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et soit �"µ J @ <�; J @ � un couple solution du problème généralisé aux valeurs propres défini par

�KJ " para 	§; J @ 7¸µ J @ � k J 	§; J @ = (VII.8)

En utilisant les équations (VII.5), (VII.7) et (VII.8), on identifie; J @ 7Z; J @ < (VII.9)µ J @ 7�: J @ � � |�µ J � � = (VII.10)

L’équation (VII.9) montre que les déformées modales de l’aube en présence d’incertitudes aléatoires
ne sont pas sensibles au modèle probabiliste paramétrique introduit. Elles sont égales aux déformées
modales issues du modèle matriciel élément fini moyen de l’aube. L’équation (VII.10) montre que les
valeurs propres aléatoires H¹µ J : <�=�=�=�<>µ J 3 ¸ I sont des variables aléatoires dépendantes. On conclut que la
modélisation probabiliste paramétrique usuelle modélise le désaccordage en fréquences propres mais
exclut le désaccordage en modes.

4.1.3 Méthodologie de comparaison des approches probabilistes

La comparaison des approches probabilistes est limitée aux incertitudes sur la raideur élastique de chaque
aube. Par conséquent, les paramètres de dispersion de masse et de dissipation sont tels que � J � 7u� J ½ 7c . On définit l’indicateur de dispersion � J " para� par

� J " para� 7 » H ½�½ �KJ " para
red 	¶�°� o Jred 	 ½�½ !¿ I < (VII.11)

où �KJ " para
red 	 est la matrice aléatoire réduite de raideur de l’aube � à valeurs dans 1 � �V ¸ �54�� définie par

�KJ " para
red 	s7a� ¸ J 	 � �KJ " para 	¦� ¸ J 	8< (VII.12)

où � ¸ J 	 est la matrice de passage définie par l’équation (III.28). En utilisant l’équation (VII.5) et en
tenant compte des propriétés de symétrie de la matrice � o Jred 	 , on obtient

� J " para� 7 ` J � tr ��� o Jred 	 ! � = (VII.13)

De la même manière, on définit l’indicateur de dispersion � J� relatif au modèle probabiliste non pa-
ramétrique par � J� 7 » H ½�½ �KJred 	Ç�C� o Jred 	 ½�½ !¿ I < (VII.14)

En utilisant l’expression (VI.15), on obtient

� J� 7 �#� J � �w!W  Ì � | � 2 tr ��� o Jred 	 ! ��| tr ��� o Jred 	�� ! 5 < (VII.15)
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où  Ì � est le rang de la matrice � o Jred 	 .
Les deux approches probabilistes sont comparées en égalisant les indicateurs de dispersion � J� et� J " para� . Se fixant le paramètre de dispersion � J � de la matrice aléatoire �K Jred 	 issu de la modélisation
probabiliste non paramétrique des incertitudes, on calcule l’écart type ` J � de la variable aléatoire µ J �
pour que � J� 7¨� J " para� = (VII.16)

En utilisant les équations (VII.13) et (VII.15), on déduit que la valeur de l’écart type ` J � est

` J � 7 � J �W  Ì � | � Â � | tr ��� o Jred 	��w!
tr ��� o Jred 	 ! � Æ = (VII.17)

4.2 Analyse des résultats sur le facteur d’amplification dynamique des
aubes à une fréquence donnée

On effectue une analyse numérique permettant de positionner le modèle probabiliste non paramétrique
par rapport au modèle probabiliste paramétrique usuel. Les observations aléatoires issues de l’approche
probabiliste paramétrique usuelle sont différenciées des observations aléatoires de celles issues de l’ap-
proche probabiliste non paramétrique par l’exposant indiciel ”para”.

4.2.1 Choix des paramètres numériques

Le modèle matriciel réduit aléatoire pour la roue aubagée est celui décrit dans le paragraphe ÜÅ=O/@= � du
chapitre V. On s’intéresse aux observations % sig �(')� et % para

sig �(')� , définies d’après l’équation (V.21), qu’on
notera %&�(')� et % para �(')� . Les paramètres numériques, contrôlant la taille du modèle matriciel réduit
aléatoire de la roue aubagée sont nred 7 ��² � 7�§ b ²�7 � /cF� , où ² � est le nombre de modes propres
de chaque aube à interface de couplage fixe, et où ²`7 � /c est le nombre de modes propres du modèle
matriciel réduit moyen de la roue aubagée.
Pour ' fixé dans _ , les valeurs extrêmes d’échantillon sont notées % min �(')� et % max �(')� , et sont définies
par % min �(')��7 óöõ�GK Ù©°L: "������ " 3 ? ± %&�(' b =�K�� < (VII.18)% max �(')��7 ð�Ô (K Ù©°L: "������ " 3 ? ± %&�(' b =�K�� < (VII.19)

où %&�(' b =±K±� est la réalisation =�K de %&�(')� . Soit é , un niveau de probabilité. Les quantiles % @ � �(')� ,% @ � �(')� sont estimés par les équations (V.37) à (V.38).
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Niveau des incertitudes aléatoires de désaccordage

Se donnant pour paramètre de dispersion � J � 7 c�=�c � , la valeur de l’écart type ` J � identifiée à partir de
l’équation (VII.17) est ` J � 7 c�=�c�cñÝ4� . On rappelle que le niveau d’incertitude est supposé homogène
sur les aubes avec des incertitudes statistiquement indépendantes d’une aube à l’autre. On pose �¦� 7� J � <¥� ½ 7 � J ½ <E���q7 � J � et `E�Ð7 ` J � . On effectue une simulation numérique de Monte Carlo pour6 � 7CÜñc�c�c réalisations avec��� 7»c < � ½ 7Tc < ���u7Tc�=�c � (approche non paramétrique) <`E�T7uc�=�c�cñÝ4� (approche paramétrique) = (VII.20)

Fréquence d’excitation

Modélisation probabiliste non paramétrique

La figure VII.9 représente les graphes de la région de confiance du facteur aléatoire d’amplification
dynamique %&�(')� , obtenue pour un niveau de probabilité é�7·c�=(¨©¨ . La région de confiance correspond
à la zone grisée dont l’enveloppe est délimitée par ÒÈyz % @ Å ��Ò¥� et Ò]yz % @ Ï ��Ò¥� . La valeur moyenneÒ�yz » H$%&��Ò¥�LI est représentée par le trait interrompu fin. Les graphes des valeurs extrêmes d’échantillonÒ�yz % min ��Ò¥� et Ò�yz % max ��Ò¥� correspondent aux traits continus épais inférieur et supérieur. Enfin le
trait mixte épais représente Ò�yz A ��Ò¹� .
La fréquence pour laquelle les valeurs extrêmes d’échantillons sont maximales est Ò � 7 ' � ç��#/�æ;�]7¦ � cª§�¸�ì .
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Figure VII.9 – (1) Graphes de la région de confiance pour éC7Òc�=(¨©¨ :région grisée délimitée parÒ�yzÒ% @ Å ��Ò¥� et Ò¡yzÒ% @ Ï ��Ò¥� . Graphe de la moyenne Ò¡yz » H$%&��Ò¥�LI (trait interrompu fin). (2) Graphes

des valeurs extrêmes d’échantillon ÒSyzò% min ��Ò¥� et Ò�yzò% max ��Ò¥� (traits épais). (3) Graphe ÒSyz A ��Ò¥�
(trait mixte épais) relatif à la structure accordée.
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Modélisation probabiliste paramétrique

La figure VII.10 représente les graphes similaires obtenus par l’approche probabiliste paramétrique.
En particulier, la fréquence pour laquelle les valeurs extrêmes d’échantillons sont maximales est Ò para� 7' para� ç��#/�æ;��72¦ � cª§@=O/�¸�ì .
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Figure VII.10 – (1) Graphes de la région de confiance pour ék7·c�=(¨©¨ :région grisée délimitée parÒ�yz % para@ Å ��Ò¥� et Ò�yz % para@ Ï ��Ò¥� . Graphe de la moyenne Ò�yz » H$% para ��Ò¥�LI (trait interrompu fin). (2)
Graphes des valeurs extrêmes d’échantillon Ò�yz % para

min ��Ò¥� et Ò�yz % para
max ��Ò¥� (traits épais). (3) GrapheÒ�yz A ��Ò¹� (trait mixte épais) relatif à la structure accordée.

On choisit de s’intéresser aux variables aléatoires %&�(' � � et % para �(' para� � notées % � et % para� . On souhaite
estimer avec précision la queue des fonctions de densités de probabilité

A yz 
 s � � A � et
A yz 
 s para� � A � .

Analyse de convergence

Une analyse de convergence est effectuée a posteriori afin de vérifier que les valeurs des paramètres
numériques nred 7 ��² � 7¬§ b ²»7 � /cF� et 6 � 7òÜñc�c�c sont pertinents. Les figures VII.11 à VII.13
concernent la convergence des variables aléatoires % � et % para� en moyenne d’ordre deux (voir paragrapheÜ du chapitre V), par rapport à nred, contrôlant la dimension du modèle matriciel réduit aléatoire de la
roue aubagée et par rapport au nombre 6 � de réalisations utilisées dans la simulation numérique de Monte
Carlo. La figure VII.11 montre le graphe 6 � yz Conv ��6 � < nred � pour différentes valeurs de nred et permet
de conclure qu’une bonne convergence vis à vis du nombre de simulations est obtenue pour 6 � 7 � Ýc�c .
La figure VII.12 montre le graphe ² � yz Conv ��6 � 7 � Ýc�c�< nred � pour différentes valeurs de ² : ²o7�§c
(trait inférieur), ²q7 ¨c (trait du milieu), ² ® � c�c (traits supérieurs). Il est déduit que les valeurs
numériques nred 7a��² � 7�§ b ²o7 � /cF� permettent d’obtenir une bonne approximation.
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Figure VII.11 – Analyse de convergence du modèle probabiliste non paramétrique : graphes des fonc-
tions 6 � yz Conv ��6 � < nred � pour différentes valeurs de nred.
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Figure VII.12 – Analyse de convergence du modèle probabiliste non paramétrique : graphes des fonc-
tions ² � yz Conv ��6 � 7 � Ýc�c�< nred � pour différentes valeurs de ² : ²>7º§c (trait inférieur), ²>7»¨c
(trait du milieu), ²`® � c�c (traits supérieurs).
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La figure VII.13 montre le graphe 6 � yz Convpara ��6 � < nred � pour différentes valeurs de nred pour le
modèle probabiliste paramétrique. On en déduit qu’une bonne convergence est obtenue pour n red 7��² � 7;§)<=² 7 � /cF� . Par ailleurs, en comparant les figures VII.11 et VII.13, on observe que la conver-
gence vis à vis des paramètres de réduction modale est plus rapide pour la modélisation probabiliste
paramétrique.
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Figure VII.13 – Analyse de convergence du modèle probabiliste paramétrique : graphes des fonctions6¤�)yz Convpara ��6¤��< nred � pour différentes valeurs de nred.

4.2.2 Présentation des résultats numériques et interprétation

Comme on souhaite estimer avec précision les faibles niveaux de probabilité des variables aléatoires % �
et % para� , une simulation numérique de Monte Carlo est effectuée pour 6 � 7¼§XÝc�cXc�c�c réalisations. La
figure VII.14 montre une estimation des densités de probabilité

A yz¨
 s � � A � (trait noir) et
A yz¨
 s para� � A �

(trait gris).
Il est observé que le support de la fonction de densité de probabilité 
 s � � A � admet une borne supérieure.
Une estimation de cette borne supérieure est donnée par la statistique de la valeur maximale d’échantil-
lons notée % � "max et telle que % � "max 7 /@=(¨�0 . De même, on a % para� "max 7 /@=��4� . Soit % WHI

max 7 : �e½ ß! ,
avec - le nombre d’aubes de la roue aubagée, la valeur maximale du facteur d’amplification dynamique
obtenue théoriquement par Whitehead [106, 107]. Cette borne supérieure a été obtenue sous certaines
hypothèses sur un modèle mécanique constitué d’oscillateurs linéaires couplés avec � DDL par aube par
la modélisation paramétrique usuelle. Dans le cas de la modélisation probabiliste non paramétrique, la
valeur numérique obtenue pour % � "max est comparable à la borne théorique % WHI

max 7¨/@=(¨�Ý . Il est à noter
que des recherches récentes, proposant une modélisation du désaccordage conduisant à des fréquences
propres aléatoires d’aubes indépendantes dans leur ensemble, ont montré l’existence de réalisations pour
lesquelles cette borne maximale théorique est dépassée [109].
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Figure VII.14 – Fonction de densité de probabilité du facteur d’amplification dynamique aléatoire % �
et % para� en échelle semi-logarithmique : graphes des fonctions

A yz»
 s � � A � (trait noir) et
A yz»
 s para� � A �

(trait gris).

Les graphes montrent également que les modèles probabilistes non paramétrique et paramétrique ne
prédisent pas le même niveau d’amplification. Le support de la fonction de densité de probabilité 
 s � � A �
est plus large que celui de 
 s para� � A � . Il est de plus translaté vers des niveaux d’amplification de réponse
forcée plus importants. Pour les conditions numériques présentées, le modèle probabiliste non paramétri-
que prédit de plus larges amplifications dynamiques que celles obtenues par le modèle probabiliste pa-
ramétrique usuel.

4.3 Analyse des résultats sur le facteur d’amplification dynamique des
aubes sur une bande d’analyse fréquentielle

On s’intéresse aux observations % sig " * et % sig " * , définies d’après l’équation (V.22) dans la bande d’ana-
lyse fréquentielle _ , qu’on notera %+* et % para* .

4.3.1 Etude numérique de l’influence du niveau d’incertitudes de désaccordage

Une étude paramétrique est effectuée en fonction du niveau d’incertitudes de désaccordage pour chaque
modèle probabiliste. Dans ce paragraphe, les fonctions de densité de probabilité et les fonctions de
répartition sont étudiées pour cinq cas différents concernant les incertitudes de raideur. Le tableau suivant
résume les différents cas étudiés :
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Approche Approche
non paramétrique ��� paramétrique `~�

Cas 1 0.005 0.0028

Cas 2 0.01 0.0056

Cas 3 0.02 0.0112

Cas 4 0.03 0.0168

Cas 5 0.04 0.0224

Table VII.2 – Niveau d’incertitudes de désaccordage pour les approches probabilistes non paramétrique

et paramétrique

Les figures VII.15 à VII.19 montrent les graphes des fonctions de densité de probabilité
A yz 
 s-¾ � A �

(trait noir) et
A yz 
 s para¾ � A � (trait gris) obtenues pour 6 � 7 � Ýc�c réalisations. Les résultats obtenus

par les deux approches probabilistes sont différents. En effet, les figures VII.17 à VII.19 indiquent net-
tement, pour des niveaux de désaccordage �±� ² c�=�c � , que les maxima des fonctions de densité de
probabilité 
 s ¾ � A � et 
 s para¾ � A � ne se produisent pas pour la même valeur de

A
. Les fonctions de densité

de probabilité 
 s ¾ � A � sont translatées par rapport aux fonctions 
 s para¾ � A � vers des facteurs d’amplifica-
tion dynamique plus importants. De plus, bien que le niveau de dispersion des incertitudes aléatoires de
désaccordage introduit soit le même pour chacune des deux approches probabilistes utilisées, l’ensemble
des figures VII.15 à VII.19 montre que la dispersion de la variable aléatoire % * est plus forte que celle
de la variable aléatoire % para* . Par conséquent, le modèle probabiliste non paramétrique prédit des valeurs
extrêmes d’échantillon du facteur d’amplification dynamique beaucoup plus fortes.
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Figure VII.15 – Fonction de densité de probabilité du facteur d’amplification dynamique aléatoire %Á*
et % para* pour ��� 7 c�=�c�cñÝ et `¹� 7 /@=(§ � c � W : graphes des fonctions

A yz 
 s ¾ � A � (trait noir) etA yz°
 s para¾ � A � (trait gris).
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Figure VII.16 – Fonction de densité de probabilité du facteur d’amplification dynamique aléatoire %Á*
et % para* pour ��� 7 c�=�c � et `E� 7 Ý@=�� � c � W : graphes des fonctions

A yz 
 s ¾ � A � (trait noir) etA yz°
 s para¾ � A � (trait gris).

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

Figure VII.17 – Fonction de densité de probabilité du facteur d’amplification dynamique aléatoire %Á*
et % para* pour ��� 7 c�=�cñ/ et `¹� 7 � = � / � c � ! : graphes des fonctions

A yz 
 s,¾ � A � (trait noir) etA yz°
 s para¾ � A � (trait gris).
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Figure VII.18 – Fonction de densité de probabilité du facteur d’amplification dynamique aléatoire %Á*
et % para* pour ��� 7 c�=�cñ0 et `¹� 7 � =��©§ � c � ! : graphes des fonctions

A yz 
 s ¾ � A � (trait noir) etA yz°
 s para¾ � A � (trait gris).
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Figure VII.19 – Fonction de densité de probabilité du facteur d’amplification dynamique aléatoire %Á*
et % para* pour ��� 7 c�=�cÜ et `¹� 7 /@=O/±Ü � c � ! : graphes des fonctions

A yz 
 s,¾ � A � (trait noir) etA yz°
 s para¾ � A � (trait gris).
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Les figures VII.20 à VII.24 montrent les graphes des fonctions
A yz 9t�Õ%[* ² A � (trait noir) et

A yz9��Õ% para* ² A � (trait gris) en représentation semi-logarithmique afin de visualiser les valeurs extrêmes des
réalisations du facteur d’amplification dynamique correspondant à un faible niveau de probabilité. Les
niveaux de probabilité supérieurs à 
�7 c�=�c � sont représentés avec précision. Ces graphes permettent
de confirmer que pour un niveau de probabilité fixé suffisamment faible, l’approche probabiliste non
paramétrique prédit de plus larges amplifications que celles obtenues par la modélisation probabiliste
paramétrique usuelle. En comparant les figures VII.21 et VII.22, on remarque que les facteurs d’ampli-
fication obtenus par les deux approches probabilistes n’évoluent pas de la même manière en fonction du
niveau d’incertitudes introduit.
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Figure VII.20 – Graphe des fonctions
A yz 9��Õ%+* ² A � (trait noir) et

A yz 9t�Õ% para* ² A � (trait gris

continu) en représentation semi-logarithmique pour �±�u7Tc�=�c�cñÝ et `E�u7u/@=(§ � c � W .
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Figure VII.21 – Graphe des fonctions
A yz�9t�Õ%+*m² A � (trait noir) et

A yz9t�Õ% para* ² A � (trait gris) en
représentation semi-logarithmique pour �±�»7Tc�=�c � et `E�u7uÝ@=�� � c � W .
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Figure VII.22 – Graphe des fonctions
A yz�9t�Õ%+*m² A � (trait noir) et

A yz9t�Õ% para* ² A � (trait gris) en
représentation semi-logarithmique pour �±�»7Tc�=�cñ/ et `E�u7 � = � / � c � ! .
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Figure VII.23 – Graphe des fonctions
A yz�9t�Õ%+*m² A � (trait noir) et

A yz9t�Õ% para* ² A � (trait gris) en
représentation semi-logarithmique pour �±�»7Tc�=�cñ0 et `E�u7 � =��©§ � c � ! .
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Figure VII.24 – Graphe des fonctions
A yz�9t�Õ%+*m² A � (trait noir) et

A yz9t�Õ% para* ² A � (trait gris) en
représentation semi-logarithmique pour �±�»7Tc�=�cÜ et `E�u7u/@=O/±Ü � c � ! .

122



CHAPITRE VII. ETUDE COMPARATIVE DES APPROCHES PROBABILISTES

Soit é`7Tc�=(¨�Ý un niveau de probabilité fixé. On s’intéresse plus particulièrement à l’étude paramétrique
de la région de confiance du facteur d’amplification dynamique % * en fonction du niveau de désaccorda-
ge. En utilisant les équations (V.37) à (V.38), les estimateurs du é -quantile % * " @ Ï , de la médiane%Á* " V et du � � ��éX� -quantile %�* " @ Å relatifs à la variable aléatoire %+* sont calculés. La figure VII.25
montre les graphes de ces estimateurs en fonction du paramètre de dispersion �ñ� . Les traits noirs
épais correspondent aux fonctions �±�·yz %Á* " @ Å (courbe inférieure), �$� yz % * " :¿¾ ! (courbe du mi-
lieu) ���Òyz %Á* " @ Ï (courbe supérieure). Les traits gris correspondent aux fonctions ���Òyz % para* " @ Å ,����yz % para* " :¿¾ ! et ���myz % para* " @ Ï . Chacune de ces courbes possèdent un maximum local qui se produit
pour un faible niveau de désaccordage. Toutefois, ces maximums ne sont pas obtenus pour le même
niveau de désaccordage selon l’approche probabiliste utilisée.
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Figure VII.25 – Influence du niveau d’incertitude de désaccordage : graphes de �$�`yz F s ¾ � 
~� (trait
noir) et de ���oyz F s para¾ � 
~� (trait gris). Les courbes inférieures, du milieu et supérieures correspondent

à 
�7 � �Èé , 
�7 :! , 
�7Té .
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4.3.2 Etude numérique de l’influence du taux de dissipation de la structure

Une étude paramétrique est effectuée en fonction du taux de dissipation représenté par le facteur de perte� pour un niveau de désaccordage en raideur fixé. La plage de variation concernant le facteur de perte
de la structure est � � c � � < � =OÝ � c � ! 	 . Les quantités probabilistes estimées sont la moyenne et l’écart type
du facteur d’amplification dynamique %,* et leurs estimateurs sont notés Ì s ¾ et ` s ¾ . La figure VII.26
montre les graphes � yzòÌ s ¾ (trait noir) et � yz Ì s para¾ (trait gris) pour ���Ð7ac�=�cñ/ . La figure VII.27
montre les graphes � yz` s ¾ (trait noir) et � yz` s para¾ (trait gris) pour � � 7uc�=�cñ/ .
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Figure VII.26 – Influence du facteur de perte pour � � 7Tc�=�cñ/ . Graphes des fonctions � yz�Ì s ¾ (trait
noir) et � yz�Ì s para¾ (trait gris)
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Figure VII.27 – Influence du facteur de perte pour ��¨7»c�=�cñ/ . Graphes des fonctions � yzº` s-¾ (trait

noir) et � yz�` s para¾ (trait gris)

4.3.3 Conclusions de l’étude comparative entre les des deux approches probabilistes

La modélisation probabiliste paramétrique usuelle ne permet de prendre en compte que les incerti-
tudes de données concernant le module d’Young de chaque aube. La modélisation probabiliste non pa-
ramétrique inclut à la fois les incertitudes de données et les incertitudes de modélisation. Etant donné
que les origines du désaccordage sont multiples, l’approche probabiliste non paramétrique permet de
modéliser plus efficacement les incertitudes aléatoires induites par le désaccordage des aubes. D’après
les équations (VII.9) et (VII.10), la modélisation probabiliste usuelle ne prend en compte que les in-
certitudes sur les fréquences propres de chaque aube. L’approche probabiliste non paramétrique s’avère
plus complète car elle modélise toutes les sources d’incertitudes. En particulier, le désaccordage des
fréquences propres et des déformées modales qui leur sont associées sont pris en compte de manière
cohérente. En effet, les fréquences propres aléatoires et les déformées modales associées sont des va-
riables aléatoires dépendantes résultant d’un unique modèle probabiliste. L’influence du désaccordage
en modes est par conséquent étudiée au travers des différents résultats numériques. Les différences ob-
tenues montrent notamment que la prise en compte du désaccordage des déformées modales dans la
modélisation probabiliste prédit de plus forts niveaux d’amplification dynamique. Ces résultats vont
dans le même sens que ceux obtenus par Mignolet et al dans le cadre d’une identification expérimentale
utilisant le principe du maximum de vraisemblance et incluant ou non les déformées modales aléatoires
[72, 82].
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Chapitre VIII

Validation du problème inverse sur un exemple
simple

1. Introduction

L’objet de ce chapitre est de tester la méthodologie inverse présentée au chapitre VI sur l’exemple
numérique simple présenté au chapitre VII.

Le paragraphe / présente la construction a priori du modèle probabiliste de la géométrie de l’aube, uti-
lisé au paragraphe 0 pour identifier les paramètres de dispersion des matrices aléatoires de masse et de
rigidité. Dans le paragraphe Ü , on étudie la variabilité du facteur aléatoire d’amplification dynamique aux
paramètres de dispersion. Les résultats de ce paragraphe et du paragraphe 0 sont utilisés pour déterminer
les tolérances de l’aube correspondant à un niveau de probabilité donné du facteur aléatoire d’amplifica-
tion dynamique. Les résultats obtenus montrent la faisabilité de la méthodologie proposée.

Dans les paragraphes / et 0 , traitant de l’identification des paramètres de dispersion par rapport aux
tolérances des aubes, on restreint l’analyse à une seule aube et on omet l’exposant indiciel � dans les
notations mathématiques.
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2. Construction du modèle probabiliste de la géométrie de
l’aube

2.1 Définition des paramètres tolérancés de l’aube

Le modèle matriciel éléments finis de l’aube nominale est défini comme étant le modèle matriciel élément
fini moyen de l’aube. On utilise ce modèle pour définir les paramètres tolérancés. On rappelle que les
éléments finis utilisés sont des éléments finis de plaque mince (théorie des plaques de Kirchoff-Love)
à Ü nœuds. La figure VIII.1 donne une schématisation du plan moyen de l’aube nominale de forme
rectangulaire (trait noir continu épais) utilisé pour définir le plan moyen d’une aube manufacturée de
forme quadrangulaire (trait noir continu fin).

On suppose que les sommets supérieur et inférieur de la base de l’aube ne sont pas affectés par les
tolérances. Des tolérances sont définies sur le sommet supérieur (ou inférieur) de l’extrémité de l’aube.
La position du sommet supérieur (ou inférieur) de l’extrémité de l’aube est contrôlée par le paramètre
de longueur ´&¼ : (ou ´#¼ ! ) et par le paramètre angulaire ´Fé : (ou ´Fé ! ). Ces sommets définissent un
quadrilatère représentant le plan moyen d’une aube manufacturée. De plus, une tolérance sur l’épaisseur
de la plaque est ajoutée en introduisant le paramètre d’épaisseur ´@" défini à l’extrémité de l’aube.
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¿
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¿MÀ
�

¿
: � � :� � !
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Figure VIII.1 – Description des paramètres géométriques des tolérance de l’aube : (1) plan moyen de
l’aube nominale (trait noir continu épais) - (2) plan moyen de l’aube manufacturée (trait noir continu

fin).

Les paramètres ´#¼¶: , ´#¼ ! , ´Fé©: , ´Fé ! et ´¦" paramétrant les tolérances sont tels que´#¼Ç:ÇxÏ�ù�¶´&¼À: " V <¢´&¼À: " ��	 < ´&¼ ! xÏ�ù�¶´&¼ ! " V <¹´#¼ ! " ��	8< (VIII.1)´¦é : xÏ�ù�h´Fé : " V <¥´¦é : " � 	 < ´¦é ! xÏ�ù�h´Fé ! " V <¢´Fé ! " � 	8< (VIII.2)´¦" xÈ�ù�¶´¦" V <¢´@"$�¡	8< (VIII.3)

où ´&¼À: " V <ô´#¼Ç: " �Ù<ô´#¼ ! " V <ô´#¼ ! " � <ô´¦é�: " V <ô´Fé©: " �Ù<ô´Fé ! " V <ô´¦é ! " �Ù<ô´@" V et ´¦"�� sont des réels positifs, ca-
ractérisant les tolérances de l’aube.
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2.2 Modèle probabiliste sur la position des nœuds du maillage

2.2.1 Loi des variables aléatoires modélisant les tolérances

Le principe d’indépendance [12] est appliqué aux tolérances. Ce principe impose que les contraintes
définies par les équations (VIII.1) à (VIII.3) sont réalisées indépendamment les unes des autres. Par
conséquent, en se plaçant dans le contexte probabiliste du tolérancement des aubes, les paramètres
tolérancés ´#¼¶: , ´#¼ ! , ´¦é�: , ´Fé ! et ´¦" sont modélisés par les variables aléatoires L�¼s: , L�¼ ! , Leé©: , Lté !
et Lt" indépendantes dans leur ensemble. On note 
ÁQ�Â Æ �Õ´#¼Ç:¤� , 
,Q�Â è �Õ´#¼ ! � , 
-Q @ Æ �Õ´Fé©:¤� , 
-Q @ è �Õ´Fé ! � ,
-Q Ô �Õ´¦"�� leur fonction de densité de probabilité. En appliquant le principe du maximum d’entropie avec
les contraintes définies par les équations (VIII.1) à (VIII.3), on déduit que ces variables aléatoires sont
de loi uniforme avecH Supp 
 Q�Â Æ �Õ´#¼ : �LIs7 �ù�¶´&¼ : " V <ô´&¼ : " � 	]<�H Supp 
 Q�Â è �Õ´#¼ ! �LIs7 �ù�¶´&¼ ! " V <ô´&¼ ! " � 	8< (VIII.4)H Supp 
,Q @ Æ �Õ´¦é�:¤�LIs7`�ù�¶´Fé©: " V <ô´¦é�: " �¡	]<�H Supp 
,Q @ è �Õ´¦é ! �LIs7`�ù�¶´Fé ! " V <ô´¦é ! " �¡	8< (VIII.5)H Supp 
-Q Ô �Õ´@"��LI�7 �ù�¶´¦" V <ô´@"$�¡	8= (VIII.6)

2.2.2 Définition de la géométrie aléatoire de l’aube

La figure VIII.2 représente les nœuds du maillage de l’aube nominale (trait noir continu épais) et les
nœuds du maillage d’une aube manufacturée (trait noir continu fin). Ce maillage est constitué de Ý
éléments et de � / nœuds. On se place dans le plan ��Z[< i � < j � � du repère Y � défini au chapitre I.

O

x Ã x Ä x Å x Æ � x Æ�Æ x Æ è
x Æ èx Æ�Æx Æ �x Åx Äx Ã x è x Æ x È x Ç x Èx Æx Æ x è x Æ x È x Ç x È

j �
i �

Figure VIII.2 – Définition du maillage : (1) maillage de l’aube nominale - (2) maillage de l’aube ma-

nufacturée.

Soit x 7 � x : <�=�=�=�< x : ! � , le vecteur de 4 ! � définissant la position des nœuds du maillage de l’aube
nominale. On note x D 7a� x D " : < x D " ! � le vecteur de 4 ! des coordonnées du nœud � de l’aube. On définit de
même le vecteur x de 4 ! � définissant la position des nœuds de l’aube manufacturée. Les nœuds � , avec �
dans H � <�=�=�=�<��¦I (ou � , avec � dans HB¦¦<�=�=�=±< � /¦I ) sont situés sur le bord supérieur (ou inférieur) de l’aube.
On modélise le vecteur x � x par le vecteur aléatoire L X à valeurs dans 4 ! � . Au premier ordre, on a
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LP`eD " :¡7 �;� �Ý L�¼À:�<@v¹�©x�H � <�=�=�=�<��¦I < LP`eD " :�7 ����¦Ý L ¼ ! <@v¹��x�HB¦¦<�=�=�=±< � /¦I (VIII.7)LP`eD " ! 7 �§� �Ý ¼aLté�:�<@v¹�©x�H � <�=�=�=�<��¦I < LP`eD " ! 7 ����¦Ý ¼ÉLeé ! <Åv¹��x�HB¦¦<�=�=�=�< � /¦I (VIII.8)

Soient ü�Ñ#: , ü�Ñ ! , ü�Ñ W , ü�Ñ � et ü�ÑËÊ , les Ý éléments finis de plaque constituant l’aube numérotés de la base vers
le bout de l’aube. On attribue à chaque élément de plaque ü�ÑÍÌ une fluctuation d’épaisseur aléatoire notéep J et telle que p J 7 �ULt"Ý = (VIII.9)

3. Identification des paramètres de dispersion du modèle
probabiliste non paramétrique

Ce paragraphe a pour objectif de mettre en œuvre la stratégie d’identification des paramètres de dis-
persion du modèle probabiliste non paramétrique présentée au chapitre VI. Dans le chapitre VII, le
problème direct étudié utilise les équations aléatoires (IV.64) et (IV.65), tel que les incertitudes aléatoires
affectent la totalité des DDLs associés aux matrices réduites de chaque aube (voir équation (IV.57)). En
conséquence, la procédure d’identification des paramètres de dispersion est effectuée sur la totalité des
DDLs de chaque aube.

On choisit d’étudier le cas où les tolérances sont caractérisées par le paramètre scalaire � ²³c défini par� 7T´#¼©D " V 7T´#¼©D " � 7Z¼�´Fé§D " V 7C¼�´Fé§D " � 7T´¦" V 7T´@"$� < v¹��x�H � <L/¦I = (VIII.10)

Il est à noter que les variables aléatoires L�¼�: , L�¼ ! , Lté�: , Leé ! et Lt" sont des variables aléatoires
uniformes centrées.

3.1 Etude de convergence

On rappelle que l’identification des paramètres de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique est
effectuée par une simulation numérique de Monte Carlo, utilisant le modèle probabiliste de la géométrie
de l’aube. On cherche donc à déterminer le nombre 6 � de réalisations nécessaires pour observer la conver-
gence des estimateurs $ ��� et $ ��� des paramètres de dispersion de masse et de raideur. Pour � 7 � c�c�ÎÉÌ ,
la figure VIII.3 représente le graphe 6 � yz $ ��� et la figure VIII.4 représente le graphe 6 � yz $ ��� . Une
bonne convergence est obtenue pour 6 � 7·/c�c . Dans la suite, on note �$� et ��� les valeurs convergées
des estimateurs $ ��� et $ ��� .
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0 200 400 600 800 1000
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

Figure VIII.3 – Convergence de l’estimateur du paramètre de dispersion de masse : graphe de la
fonction 6 � yz $ ���
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Figure VIII.4 – Convergence de l’estimateur du paramètre de dispersion de raideur : graphe de la
fonction 6 � yz $ ��� .
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3.2 Résultats numériques concernant l’identification des paramètres de
dispersion

Dans ce paragraphe, on effectue une étude paramétrique des paramètres de dispersion en fonction de la
tolérance � . Les figures VIII.5 et VIII.6 montrent les graphes � yzq�� et � yzq��� .
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Figure VIII.5 – Identification du paramètre de dispersion de masse : graphe de la fonction � yz �±�
pour � x]� c�< � c�c±	lÎÉÌ obtenu par simulation numérique de Monte Carlo (symbole .) et par interpolation

linéaire (trait noir continu)
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Figure VIII.6 – Identification du paramètre de dispersion de raideur : graphe de la fonction � yz �±�
pour � x]� c�< � c�c±	lÎÉÌ obtenu par simulation numérique de Monte Carlo (symbole .) et par interpolation
linéaire (trait noir continu)
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On constate sur les figures VIII.5 et VIII.6 que la procédure d’identification conduit à des paramètres
de dispersion � � et � � proportionnels aux tolérances. On observe, pour une tolérance donnée, que le
paramètre de dispersion � � est plus petit que le paramètre de dispersion � � . La perturbation aléatoire de
la géométrie d’aube génère davantage d’incertitudes sur la raideur que sur la masse.

4. Résultats numériques concernant le problème inverse sur
les tolérances géométriques de l’aube

4.1 Données pour l’analyse probabiliste non paramétrique du
désaccordage

Dans ce paragraphe, on effectue une analyse probabiliste non paramétrique du désaccordage.

Les données du modèle moyen de la roue aubagée sont identiques à celle du paragraphe / du chapitre
VII, à l’exception que le facteur de perte � , résultant du modèle d’amortissement, est égal à � 7uc�=�c�cñ0 .
La bande d’analyse fréquentielle étudiée est _ 7 � �ª¦±c�c�<e¦@§c�c±	$¸�ì . Les observations choisies sont
les facteurs aléatoires d’amplification dynamique % elas �(')� et % elas " * , définis par les équations (V.24) et
(V.25), qu’on notera %&�(')� et % * .
On considère le cas d’incertitudes homogènes sur chaque aube et on pose, pour tout � dans H$c�<�=�=�=$<ô->�� I , ���ò7u� J� < � ½ 7u� J ½ < ���u7u� J� = (VIII.11)

Les figures VIII.5 et VIII.6 montrent que l’identification des paramètres de dispersion conduit à des
incertitudes sur la masse et sur la raideur de l’aube corrélées. Pour le cas considéré, on supposera que le
processus de fabrication de la roue aubagée nécessite d’assembler les aubes au disque, puis d’effectuer
un équilibrage dynamique de la roue aubagée. On supposera en outre que cet équilibrage dynamique,
consistant à confondre l’axe d’inertie de la roue avec son axe de rotation, est effectué en ajoutant ou en
retirant de la matière sur le disque. On négligera ces modifications sur le disque et on supposera que
l’équilibrage dynamique de la roue aubagée permet de négliger le niveau d’incertitude de la masse. On
attribuera ainsi la valeur nulle au paramètre de dispersion �� . On souligne que cette approximation ne
change rien à la méthodologie, et constitue uniquement une simplification de sa mise en œuvre, l’objectif
de ce chapitre étant de présenter un cas test-simple validant cette méthodologie inverse.
De plus, la problématique de tolérancement des aubes n’affecte pas la dissipation du système mécanique.
On a donc � ½ 7Tc .
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Le tableau suivant résume les différentes valeurs des paramètres de dispersion pour lesquels le problème
direct est présenté.

cas Ï cas Ð cas Ñ cas Ò cas Ó cas Ô cas Õ cas Ö cas × cas ÏuØ cas Ï[Ï cas ÏuÐ��� c c c c c c c c c c c c� ½ c c c c c c c c c c c c� � c�=�c�cñ/ c�=�c�cÜ c�=�c�c�� c�=�c � c�=�c � Ý c�=�cñ/ c�=�cñ0 c�=�cÜ c�=�cñÝ c�=�c�� c�=�cª§ c�= �
Table VIII.1 – Description des différents cas de désaccordage présentés

4.2 Analyse de l’observation aléatoire Ù àÛÚ â
Les figures VIII.7 à VIII.12 présentent la région de confiance de l’observation aléatoire %&�(')� , pour un
niveau de probabilité éa7 c�=(¨©¨ pour chacun des cas. La région de confiance correspond à la région
grisée dont les enveloppes inférieure et supérieure sont les quantiles exprimés pour les niveaux de proba-
bilité é`7Tc�=�c � et é`7Tc�=(¨©¨ (voir paragraphe Ý@=O/ du chapitre V). Le trait mixte correspond à la réponse
forcée normalisée du modèle moyen. Les enveloppes inférieure et supérieure sont les valeurs extrêmes
d’échantillon, et le trait interrompu est la valeur moyenne de la variable aléatoire.

Les figures VIII.7 à VIII.12 montrent des résultats très différents. Les régions de confiance sont donc
très sensibles au niveau d’incertitudes introduit. Pour des niveaux d’incertitudes tels que � � Ñ c�=�cñ/ , les
figures VIII.7 à VIII.9 montrent que la région de confiance suit les deux résonances de la réponse forcée
de la roue aubagée accordée. La région de confiance possède donc deux pics distincts. Lorsque le niveau
d’incertitudes augmente, la région de confiance s’élargit en s’étalant sur la bande d’analyse fréquentielle.
On constate sur les figures VIII.10 et VIII.11 un recouvrement progressif des deux pics, pour ne distin-
guer, sur la figure VIII.12 qu’un seul pic.

Par ailleurs, on remarque que le maximum des valeurs maximales d’échantillon croı̂t avec le niveau d’in-
certitudes pour atteindre des facteurs d’amplification supérieurs à /@=OÝ . On observe sur les figures VIII.10
et VIII.11 que ce maximum atteint un seuil limite. Ce phénomène s’accompagne d’un étalement progres-
sif de la région de confiance tendant à devenir une bande.
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Figure VIII.7 – (1) Graphes de la région de confiance pour ém7�c�=(¨©¨ :région grisée délimitée parÒ�yzÒ% @ Å ��Ò¥� et Ò¡yzÒ% @ Ï ��Ò¥� . Graphe de la moyenne Ò¡yz » H$%&��Ò¥�LI (trait interrompu fin). (2) Graphes
des valeurs extrêmes d’échantillon ÒSyzò% min ��Ò¥� et Ò�yzò% max ��Ò¥� (traits épais). (3) Graphe ÒSyz A ��Ò¥�
(trait mixte épais) Cas 1 - Cas 2.
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Figure VIII.8 – (1) Graphes de la région de confiance pour ém7�c�=(¨©¨ :région grisée délimitée parÒ�yzÒ% @ Å ��Ò¥� et Ò¡yzÒ% @ Ï ��Ò¥� . Graphe de la moyenne Ò¡yz » H$%&��Ò¥�LI (trait interrompu fin). (2) Graphes

des valeurs extrêmes d’échantillon ÒSyzò% min ��Ò¥� et Ò�yzò% max ��Ò¥� (traits épais). (3) Graphe ÒSyz A ��Ò¥�
(trait mixte épais) Cas 3 - Cas 4.
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Figure VIII.9 – (1) Graphes de la région de confiance pour ém7�c�=(¨©¨ :région grisée délimitée parÒ�yzÒ% @ Å ��Ò¥� et Ò¡yzÒ% @ Ï ��Ò¥� . Graphe de la moyenne Ò¡yz » H$%&��Ò¥�LI (trait interrompu fin). (2) Graphes
des valeurs extrêmes d’échantillon ÒSyzò% min ��Ò¥� et Ò�yzò% max ��Ò¥� (traits épais). (3) Graphe ÒSyz A ��Ò¥�
(trait mixte épais) Cas 5 - Cas 6.
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Figure VIII.10 – (1) Graphes de la région de confiance pour é 7Cc�=(¨©¨ :région grisée délimitée parÒ�yzÒ% @ Å ��Ò¥� et Ò¡yzÒ% @ Ï ��Ò¥� . Graphe de la moyenne Ò¡yz » H$%&��Ò¥�LI (trait interrompu fin). (2) Graphes
des valeurs extrêmes d’échantillon ÒSyzò% min ��Ò¥� et Ò�yzò% max ��Ò¥� (traits épais). (3) Graphe ÒSyz A ��Ò¥�
(trait mixte épais) Cas 7 - Cas 8.
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Figure VIII.11 – (1) Graphes de la région de confiance pour é 7Cc�=(¨©¨ :région grisée délimitée parÒ�yzÒ% @ Å ��Ò¥� et Ò¡yzÒ% @ Ï ��Ò¥� . Graphe de la moyenne Ò¡yz » H$%&��Ò¥�LI (trait interrompu fin). (2) Graphes

des valeurs extrêmes d’échantillon ÒSyzò% min ��Ò¥� et Ò�yzò% max ��Ò¥� (traits épais). (3) Graphe ÒSyz A ��Ò¥�
(trait mixte épais) Cas 9 - Cas 10.
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Figure VIII.12 – (1) Graphes de la région de confiance pour é 7Cc�=(¨©¨ :région grisée délimitée parÒ�yzÒ% @ Å ��Ò¥� et Ò¡yzÒ% @ Ï ��Ò¥� . Graphe de la moyenne Ò¡yz » H$%&��Ò¥�LI (trait interrompu fin). (2) Graphes
des valeurs extrêmes d’échantillon ÒSyzò% min ��Ò¥� et Ò�yzò% max ��Ò¥� (traits épais). (3) Graphe ÒSyz A ��Ò¥�
(trait mixte épais) Cas 11 - Cas 12.

136



CHAPITRE VIII. VALIDATION DU PROBLÈME INVERSE SUR UN EXEMPLE SIMPLE

4.3 Analyse de l’observation aléatoire Ù�Ü
Les figures VIII.13 à VIII.18 représentent les graphes

A yz 
 s ¾ � A � pour chacun des cas étudiés. Les
figures VIII.19 à VIII.24 représentent les graphes

A yz9t�Õ%,*�² A � en représentation semi-logarithmique
pour chacun des cas étudiés.
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Figure VIII.13 – Sensibilité de � � sur la réponse désaccordée de la structure : graphe de la densité de

probabilité
A yzT
 s,¾ � A � Cas 1 - Cas 2.
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Figure VIII.14 – Sensibilité de ��� sur la réponse désaccordée de la structure : graphe de la densité de

probabilité
A yzT
 s ¾ � A � Cas 3 - Cas 4.
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Figure VIII.15 – Sensibilité de ��� sur la réponse désaccordée de la structure : graphe de la densité de

probabilité
A yzT
 s,¾ � A � Cas 5 - Cas 6.
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Il est à noter que, dans le cas d’une modélisation probabiliste paramétrique usuelle des incertitudes de
désaccordage, les fonctions de densité de probabilité

A yz¨
 s para¾ � A � s’identifient avec une loi de Weibull
[67, 68]. Dans le cas présent, ce type d’identification pourrait être effectué.

4.4 Spécification des tolérances

On cherche à déterminer les tolérances optimales pour un niveau de probabilité fixé du facteur d’ampli-
fication dynamique % * . La figure VIII.25 montre le graphe de ��� yz 9t�Õ%Á*C² A � pour

A 7 � =O/ (trait
noir continu),

A 7 � =O0 (trait gris continu),
A 7 � = Ü (trait noir mixte),

A 7 � =OÝ (trait gris mixte),
A 7 � =��

(trait noir pointillé),
A 7 � =�¦ (trait gris pointillé) et

A 7 � =(§ (trait noir interrompu). Le critère de qua-
lité de la structure défini dans le paragraphe Ý du Chapitre VI est utilisé pour spécifier les tolérances de
l’aube. Soit µÁc`7a� A × <�
 × � un jeu de paramètres donné définissant la qualité de la structure. On cherche
à trouver les tolérances � tel que 9t�Õ%+*�²�
 × � Ñ A × . Le domaine de valeurs du paramètre de dispersion� � satisfaisant ce critère de qualité peut être directement lu à partir de la figure VIII.25. Les valeurs
des tolérances sont directement déduites de la figure VIII.6. On remarque sur la figure VIII.25 que la
fonction ���^yz 9t�Õ%Á*�² A × � admet un maximum. La présence de ce maximum global montre qu’il peut
exister un intervalle interdit de valeurs des tolérances noté � � min <>� max 	 . Si les tolérances sont telles que� Ñ � min, on en déduit que la fabrication de l’aube nécessite une très haute précision pour satisfaire le
critère de qualité. Au contraire, si � ²�� max, le critère de qualité est également vérifié. Pour certains cas,
il existe donc deux façons de spécifier les tolérances : une façon nécessite une haute précision dans le
processus de fabrication, l’autre façon correspond au désaccordage intentionnel [20]. On montre ainsi
que les aubes d’une roue aubagée, intentionnellement désaccordées en spécifiant les tolérances telles que� ²Ý� max, ou bien fabriquées avec des exigences très strictes telles que � Ñ � min, conduisent au même
résultat sur le facteur aléatoire d’amplification dynamique % * .
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Figure VIII.16 – Sensibilité de ��� sur la réponse désaccordée de la structure : graphe de la densité de
probabilité

A yzT
 s ¾ � A � Cas 7 - Cas 8.
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Figure VIII.17 – Sensibilité de ��� sur la réponse désaccordée de la structure : graphe de la densité de
probabilité

A yzT
 s,¾ � A � Cas 9 - Cas 10.
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Figure VIII.18 – Sensibilité de ��� sur la réponse désaccordée de la structure : graphe de la densité de

probabilité
A yzT
 s ¾ � A � Cas 11 - Cas 12.
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Figure VIII.19 – Sensibilité de ��� sur la réponse désaccordée de la structure : graphe de la fonctionA yz 9t�Õ%Á*�² A � en représentation semi-logarithmique Cas 1 - Cas 2.
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Figure VIII.20 – Sensibilité de ��� sur la réponse désaccordée de la structure : graphe de la fonctionA yz 9t�Õ%Á*�² A � en représentation semi-logarithmique Cas 3 - Cas 4.
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Figure VIII.21 – Sensibilité de ��� sur la réponse désaccordée de la structure : graphe de la fonctionA yz 9t�Õ%Á*�² A � en représentation semi-logarithmique Cas 5 - Cas 6.
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Figure VIII.22 – Sensibilité de ��� sur la réponse désaccordée de la structure : graphe de la fonctionA yz 9t�Õ%Á*�² A � en représentation semi-logarithmique Cas 7 - Cas 8.
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Figure VIII.23 – Sensibilité de ��� sur la réponse désaccordée de la structure : graphe de la fonctionA yz 9t�Õ%Á*�² A � en représentation semi-logarithmique Cas 9 - Cas 10.
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Figure VIII.24 – Sensibilité de ��� sur la réponse désaccordée de la structure : graphe de la fonctionA yz 9t�Õ%Á*�² A � en représentation semi-logarithmique Cas 11 - Cas 12.
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Figure VIII.25 – Spécification des tolérances : graphe de la fonction � yz 9t�Õ% * ² A � pour
A 7 � =O/

(trait noir continu),
A 7 � =O0 (trait gris continu),

A 7 � = Ü (trait noir mixte),
A 7 � =OÝ (trait gris mixte),A 7 � =�� (trait noir pointillé),

A 7 � =�¦ (trait gris pointillé),
A 7 � =(§ (trait noir interrompu).
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Chapitre IX

Validation du problème inverse sur une structure
complexe

Dans ce chapitre, on considère un modèle élément fini complexe de roue aubagée. Ce modèle est un
modèle industriel fourni par SNECMA MOTEURS. On considère que la vitesse de rotation de la struc-
ture est constante et non nulle. On ne modélise pas l’opérateur de couplage gyroscopique C.
La méthodologie du problème inverse de détermination des tolérances des aubes est appliquée sur le
modèle complexe de roue aubagée.

1. Introduction

Dans le paragraphe / , on présente le modèle moyen de la structure. Le paragraphe 0 est consacré à la
construction du modèle probabiliste de la géométrie de l’aube, utilisé pour identifier les paramètres de
dispersion du modèle probabiliste non paramétrique. Les résultats numériques concernant la définition
des tolérances sont présentés et analysés au paragraphe Ü . Enfin, on présente au paragraphe Ý une analyse
de sensibilité des paramètres de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique par rapport à une
perturbation aléatoire du modèle probabiliste de la géométrie de l’aube.
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2. Description du modèle moyen de la roue aubagée

2.1 Définition du modèle élément fini moyen

La structure considérée est un modèle tridimensionnel de roue aubagée modélisant le fan d’un moteur
aéronautique. La roue aubagée accordée est constituée de - 7 /�/ secteurs identiques. Le matériau est
supposé homogène isotrope et correspond à du titane, de masse volumique }�7CÜ�Üñc�c�Ó&þ¥= Ì � W , de coeffi-
cient de Poisson Ò£7¨c�=O0 et de module d’Young élastique pÒ7 � =O/�Ý � c :�: -�= Ì � ! . L’amortissement est
modélisé par un modèle d’amortissement structural de facteur de perte � 7uc�=�c�cñ/ . La structure est mise
en rotation avec une vitesse constante \»7CÜFÝc�c tours/min et génère un mouvement de corps rigide sur
le bord interne de la roue aubagée. Comme l’analyse dynamique s’effectue dans le repère tournant de la
structure, ce mouvement de rotation de corps rigide se traduit par une condition aux limites de Dirichlet
d’encastrement sur le bord interne de la roue aubagée.

Les maillages de la roue aubagée et d’un secteur de la roue aubagée sont présentés à la figure IX.1. Ce
modèle élément fini moyen est constitué d’éléments finis tridimensionnels héxaédriques à /c nœuds et
pentaédriques à � 0 nœuds.

Figure IX.1 – Maillage élément fini de la structure complexe : roue aubagée entière - secteur générateur.
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Les données numériques concernant le maillage de la structure sont résumées dans le tableau IX.1 :

Sous-Structure Eléments Nœuds DDLs

aube encastrée à l’interface de couplage 942 5510 16116

interface de couplage aube-disque 0 138 414

secteur de disque encastré à l’interface de couplage 504 2761 7797

secteur de roue aubagée 1446 8133 24327

roue aubagée entière 31812 168586 504174

Table IX.1 – Données numériques du maillage éléments finis.

Dans cette étude numérique, le vecteur des forces extérieurs correspond à une excitation cyclique et est
donné par les équations (V.10) et (V.11) avec - 7q/�/ et 6k7Ò0 . Un tel vecteur des forces extérieures
excite les modes de la roue aubagée à 6 7u0 diamètres nodaux. La bande d’analyse fréquentielle choisie
est _ 7Ò� Ü5¨�Ý@<LÝ�Ý�Ý�	$¸�ì . La figure IX.2 montre le graphe des fréquences propres de la structure accordée
en fonction du nombre de diamètres nodaux caractérisant les modes propres associés.
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Figure IX.2 – Fréquences propres (Hz) de la roue aubagée accordée en fonction du nombre de diamètres

nodaux.

Pour ' fixé de _ , on s’intéresse au facteur d’amplification dynamique de l’aube � défini par rapport à
l’énergie élastique de chaque aube. Cette observation notée

A J
elas �(')� correspond à la valeur nominale de

l’observation aléatoire définie par l’équation (V.23) et s’écritA J
elas �(')�t7

½�½
uJ �(')� ½�½ elas
½�½�½

uJ ½�½�½ elas
< (IX.1)

où

½�½
uJ �(')� ½�½ elas et

½�½�½
uJ ½�½�½ elas sont données par les équations (V.6) et (V.15). D’après l’équation (V.12), on

pose
A

elas �(')��7 A J
elas �(')� .
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Soit ÒÞ7°')ç��#/�æ;� , la fréquence circulaire associée à la fréquence angulaire ' . La figure IX.3 représente
le graphe ÒÙyz A

elas ��Ò¹� de la solution de référence calculée en utilisant le solveur du paragraphe Ý@=O0 du
chapitre II.
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Figure IX.3 – Solution de référence : graphe de l’observation Ò�yz A
elas ��Ò¥�

2.2 Modèle réduit moyen

Le modèle matriciel réduit moyen de la roue aubagée utilisé est celui présenté dans le paragraphe Ý du
Chapitre III. On rappelle que cette stratégie consiste à utiliser la méthode de Craig et Bampton pour
chaque aube, à assembler les matrices réduites de chaque aube avec les matrices élément fini du disque,
à extraire le sous-système relatif aux DDLs physique du disque afin de calculer le problème généralisé
aux valeurs propres associé à ce sous-système, et à projeter le vecteur des DDLs du disque sur la base
modale précédemment calculée.

Le calcul de l’observation
A

elas �(')� par la méthode de sous-structuration dynamique nécessite de résoudre
les équations (III.94) et (III.95). Une étude de convergence du modèle matriciel réduit moyen est ef-
fectuée en fonction du nombre ² � de modes propres de chaque aube à interface de couplage fixe et en
fonction du nombre ² � de modes propres du disque relatifs à chaque composante complexe harmonique
de la structure. La figure IX.3 représente le graphe ² � yz ð�Ô ( ' Ù � A

elas �(')� pour différentes valeurs de ² �
et permet de déduire qu’une bonne convergence est obtenue pour ² � 7 � c et ² � 7uÝ .
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Figure IX.4 – Etude de la convergence du modèle matriciel réduit moyen de la structure : graphe de la
fonction ² � yz ð�Ô ( ' Ù � A

elas �(')� pour différentes valeurs de ² � .
3. Identification des paramètres de dispersion du modèle

probabiliste non paramétrique pour la problématique de
tolérancement sur l’aube

3.1 Modèle probabiliste de la géométrie de l’aube

3.1.1 Description géométrique de l’aube nominale

La géométrie de l’aube est caractérisée par un ensemble de profils d’aube définis à différentes hauteurs
par rapport à la base de l’aube. Un profil d’aube est une section de l’aube par un plan parallèle à sa
base. Le contour géométrique défini par un profil d’aube donné se décrit de la manière suivante : le
bord d’attaque correspond au bord antérieur de l’aube, le bord de fuite correspond à son bord postérieur.
L’extrados est la surface supérieure de l’aube et l’intrados sa surface inférieure. Une caractéristique
essentielle d’un profil est la corde de l’aube définie par le segment joignant le bord d’attaque au bord de
fuite. Un schéma descriptif d’un profil d’aube est présenté à la figure IX.5.
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CHAPITRE IX. VALIDATION DU PROBLÈME INVERSE SUR UNE STRUCTURE COMPLEXE

Extrados

Intrados

Corde

Bord d’attaque (BA) Bord de fuite (BF)

Figure IX.5 – Description d’un profil d’aube.

3.1.2 Définition des paramètres tolérancés

On définit les paramètres des tolérances à partir de la géométrie de l’aube nominale. Pour un profil donné,
les tolérances sont paramétrées sur la corde du profil. On choisit d’étudier les tolérances sur la longueur
et sur la position de la corde. Le bord d’attaque du profil est supposé fixé. La position du bord de fuite
dans le plan du profil est contrôlée par un paramètre de longueur ´#¼ et par un paramètre angulaire ´¦é .
Les paramètres ´#¼ et ´Fé contrôlent les fluctuations de longueur et de torsion de corde telles que

´&¼�xk�ù�¶´&¼ V <¥´#¼)�t	 < ´Fé�xk�ù�h´Fé V <¥´¦é���	8< (IX.2)

où ´#¼ V , ´&¼ � , ´Fé V et ´Fé � sont les réels positifs caractérisant les tolérances de l’aube. Une schéma-
tisation du profil décrivant les paramètres géométriques des tolérances pour un profil d’aube est donné à
la figure IX.6.
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Figure IX.6 – Description des paramètres géométriques des tolérances pour un profil d’aube donné.
Corde du profil nominal (trait pointillé) - corde du profil manufacturé (trait continu) - localisation du

bord de fuite du profil de l’aube manufacturée (zone grisée).
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3.1.3 Construction du modèle probabiliste sur la géométrie de l’aube

Le maillage de l’aube nominale est donné par la figure IX.7. La disposition des nœuds du maillage
correspond à un ensemble de profils discrétisés.

Figure IX.7 – Maillage de l’aube nominale.

Définition des tolérances sur les nœuds du maillage

On s’intéresse au profil situé à l’extrémité libre de l’aube nominale. On se place dans le repère tournantY�: (voir chapitre I). On note x s ¿ et x s ¿ les coordonnées du nœud relatif au bord de fuite pour l’aube
nominale et pour l’aube manufacturée. Les valeurs de ´&¼ V , ´&¼P� , ´Fé V et ´Fé�� sont supposées fixées.
On a

x s ¿ xk� x s ¿ �Ï/ T V < x s ¿ |�/ T � 	 < (IX.3)

où T V 7Ò�âá V Æ <$á V è <$á V Æ � et T � 7q�âá � Æ <$á � è <$á � Æ � sont déduites des bornes ´#¼ V , ´Fé V , ´#¼ � et´¦é�� .

On cherche à construire une transformation simple permettant d’obtenir un maillage représentatif d’une
aube manufacturée à partir du maillage de l’aube nominale et des données sur les tolérances. Il est à
noter que le jacobien de la transformation géométrique recherchée n’est pas singulier de manière à ce
que les éléments finis associés au maillage de l’aube manufacturée possèdent une distortion acceptable
par rapport à ceux associés au maillage nominal de l’aube.
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Soit ãC7 H � <�=�=�=$<�ÒEI , l’ensemble des indices des Ò nœuds de l’aube pour lesquels une tolérance est
définie. Soit x 7 � x : <�=�=�=$< x ý � le vecteur de 4 W�ý définissant la position des nœuds du maillage de
l’aube nominale dans le repère Y : . On définit de la même manière le vecteur x 7ò� x : <�=�=�=�< x ý � de4 W�ý définissant la position des nœuds du maillage de l’aube manufacturée dans le repère Y�: .
Modèle probabiliste sur la position des nœuds du maillage de l’aube

Dans le contexte probabiliste du tolérancement, le vecteur x � x est modélisé par le vecteur aléatoire}
X 7a� } X :U<�=�=�=�< } X ý � à valeurs dans 4�W�ý tel que}

X 7 � @ à :Uä @ b @ < (IX.4)

où les vecteurs b @ , avec é dans H � <�=�=�=�<�è@I , sont è vecteurs de base déterministes de 4 W�ý et où les
variables aléatoires ä @ avec é dans H � <�=�=�=±<�è@I , sont è variables aléatoires indépendantes à valeur réelles.

Choix des paramètres du modèle probabiliste

Pour définir le modèle probabiliste, on considère que les tolérances de l’aubes n’affectent pas l’interface
de couplage aube-disque. Par conséquent, le modèle probabiliste est défini sur les nœuds internes de
l’aube de manière à ce que 04Ò`7Ò6 �D . Pour des raisons pratiques, les vecteurs de base b @ choisis pour
générer la géométrie aléatoire sont è]7¨Ü modes propres du modèle matriciel élément fini de l’aube
nominale à interface de couplage fixe. Pour tout é dans H � <�=�=�=�<�è¦I , la distribution de probabilité des
variables aléatoires ä @ est choisie uniforme de support �ù�ÇÌ <AkR	 . Les bornes Ì et k sont calculées de
manière à ce que, pour tout � de ã , le support de la distribution de probabilité de la variable aléatoire}

X D à valeurs dans 4XW , soit inclus dans �ù� T V < T � 	 .
3.2 Identification des paramètres de dispersion du modèle probabiliste

non paramétrique

Dans ce paragraphe, on identifie les paramètres de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique
par rapport au modèle probabiliste de la géométrie de l’aube. L’identification est effectuée par simula-
tion numérique de Monte-Carlo et nécessite de générer pour chaque réalisation les matrices élément fini
de masse et de raideur de l’aube. Pour diminuer le coût numérique, on souhaite réduire le nombre de
réalisations à convergence égale des estimateurs statistiques. On met en œuvre une méthode d’hétéro-
dynage pour réaliser les tirages des variables aléatoires génériques (les variables aléatoires ä @ ). On
présente ensuite les résultats concernant l’identification des paramètres de dispersion.
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3.2.1 Influence de l’hétérodynage des variables aléatoires sur la procédure d’identification

On étudie l’influence de l’hétérodynage des variables aléatoires ä @ sur les estimateurs des paramètres
de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique. Un rappel sur l’hétérodynage des variables
aléatoires est effectué dans l’Annexe % .

Le cas numérique présenté est le suivant :

Les valeurs des tolérances considérées sont telles que´#¼ V 7��¶c�=OÝ�Ý�Ì&Ì < ´#¼)�ò7Tc�=�¦Ý�Ì&Ì < ´Fé V 7��hc�=OÝ�Ý©å < ´¦é��ò7Tc�=OÝ�Ý©å�=
On note $ � 25æ� , $ � 2Oæ� les estimateurs des paramètres de dispersion de masse et de raideur du modèle pro-
babiliste non paramétrique obtenus sans hétérodynage des variables aléatoires. On note $ � a æ� , $ � a æ� les
estimateurs des paramètres de dispersion obtenus avec hétérodynage des variables aléatoires.

Une étude de convergence des estimateurs des paramètres de dispersion du modèle probabiliste non pa-
ramétrique est effectuée en fonction du nombre 6 � de réalisations. La figure IX.8 montre le graphe des
fonctions 6 � yz $ � 25æ� (trait interrompu) et 6 � yz $ � a æ� (trait continu). La figure IX.9 montre le graphe des
fonctions 6 � yz $ � 25æ� (trait interrompu) et 6 � yz $ � a æ� (trait continu).

La figure IX.8 montre qu’une bonne convergence est obtenue avec 6��¡7 � §c pour $ � 2Oæ� et pour $ � a æ� . De
même, la figure IX.9 montre qu’une bonne convergence est obtenue avec 6 � 7 0�Ýc pour $ � 25æ� et avec6 � 7u/c�c pour $ � a æ� . On conclut que l’hétérodynage des variables aléatoires accélère la convergence vis
à vis du nombre de simulations de Monte Carlo.

Dans la suite de ce chapitre, les variables aléatoires seront hétérodynées pour l’identification des pa-
ramètres de dispersion.
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Figure IX.8 – Influence de l’hétérodynage : convergence de l’estimateur du paramètre de dispersion de
masse. Graphe des fonctions 6i�Pyz $ � 2Oæ� (trait interrompu) et 6i�©yz $ � a æ� (trait continu)
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Figure IX.9 – Influence de l’hétérodynage : convergence de l’estimateur du paramètre de dispersion de

masse. Graphe des fonctions 6 � yz $ � 2Oæ� (trait interrompu) et 6 � yz $ � a æ� (trait continu)
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3.2.2 Résultats numériques concernant l’identification des paramètres de dispersion

Dans ce paragraphe, on présente les résultats concernant l’identification des paramètres de dispersion.
On caractérise la variabilité des paramètres de dispersion par rapport aux tolérances.

Dans un premier temps, les tolérances sur la longueur de corde sont fixées. On étudie alors les pa-
ramètres de dispersion de masse et de raideur comme une fonction des tolérances angulaires. Dans un
second temps, on réalise une étude du même type en fixant les tolérances angulaires et en faisant varier
les tolérances sur la longueur de corde de l’aube.

Les figures IX.10 à IX.13 caractérisent la variabilité des paramètres de dispersion en fonction des to-
lérances. L’obtention de ces graphes nécessite pour chaque jeu de tolérances étudié (1) d’utiliser le
modèle probabiliste défini au paragraphe 0@= � =O0ñ� pour générer les matrices élément fini aléatoires de
l’aube ; (2) de construire les estimateurs $ � a æ� et $ � a æ� des paramètres de dispersion. On note ��� et ��� les
valeurs convergées de ces estimateurs.

Présentation des résultats

Considérons le cas numérique où les tolérances sont définies par

´Fé V 7a�¶c�=OÝ�Ý©å�<¥´Fé��ò7Tc�=OÝ�Ý©å < (IX.5)

On effectue une étude paramétrique des paramètres de dispersion en fonction de la tolérance sur la
longueur ´#¼ définie par ´#¼]7 �¶´#¼ V 7�´&¼P� . Les figures IX.10 et IX.11 montrent les graphes ´#¼�yzÒ�±�
et ´#¼�yza� � .

Considérons le cas où les valeurs numériques des tolérances sont définies par :

´&¼ V 7��¶c�=OÝ�Ý�Ì&Ì <E´#¼ � 7Tc�=�¦Ý�Ì&Ì < (IX.6)

On effectue une étude paramétrique des paramètres de dispersion en fonction de la tolérance angulaire´¦é définie par ´¦é 7 �¶´¦é V 7>´¦é�� . Les figures IX.12 et IX.13 montrent les graphes ´Fé yz �±� et´¦é�yzq��� .
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Figure IX.10 – Identification du paramètre de dispersion de masse : Graphe des fonctions ´#¼ yz � �
pour ´#¼³xÏ� c�< � Ì&ÌÎ	
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Figure IX.11 – Identification du paramètre de dispersion de raideur : Graphe des fonctions ´&¼�yz8�±�
pour ´#¼³xÏ� c�< � Ì&ÌÎ	
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Figure IX.12 – Identification du paramètre de dispersion de masse : Graphe des fonctions ´¦é^yz � �
pour ´Fé]xÏ� c�< � = � å 	
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Figure IX.13 – Identification du paramètre de dispersion de raideur : Graphe des fonctions ´Fé³yz8� �
pour ´Fé]xÏ� c�< � = � å 	
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Analyse des résultats

Les figures IX.10 et IX.11 montrent que la variabilité des paramètres de dispersion par rapport aux
tolérances sur la longueur de corde est faible. Par contre, les figures IX.12 et IX.13 montrent que la
variabilité des paramètres de dispersion par rapport aux tolérances angulaire ´¦é est beaucoup plus forte.
La forme des courbes des paramètres de dispersion de masse et de raideur en fonction de l’angle ´¦é
est similaire et les paramètres de dispersion sont des fonctions quadratiques des tolérances angulaires de
l’aube. Pour les deux cas présentés, on observe que la valeur numérique du paramètre de dispersion sur
la masse est beaucoup plus faible (d’un facteur � c W ) que celle du paramètre de dispersion sur la raideur.
Par conséquent, les incertitudes générées par les tolérances affectent principalement la raideur de l’aube.

4. Résultats numériques concernant le problème inverse sur
les tolérances géométriques de l’aube

La problématique de tolérancement des aubes nécessite de considérer les incertitudes de la géométrie de
l’aube. Comme ces incertitudes sont de nature conservative, la procédure d’identification des paramètres
de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique ne concerne que les paramètres de dispersion de
masse et de raideur de chaque aube. L’analyse de la réponse forcée de la roue aubagée désaccordée est
effectuée en attribuant la valeur nulle au paramètre de dispersion de dissipation de chaque aube.

Dans l’annexe D, l’influence d’une incertitude additionnelle de dissipation sur le désaccordage dyna-
mique de la structure industrielle est analysée.

4.1 Analyse de convergence stochastique du modèle réduit aléatoire de la
roue aubagée

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au problème direct. Celui-ci consiste à analyser la réponse forcée
de la roue aubagée désaccordée pour des paramètres de dispersion du modèle probabiliste non pa-
ramétrique donnés. Le modèle matriciel réduit aléatoire de la roue aubagée considéré est celui donné par
les équations (IV.72) et (IV.73). On rappelle que les incertitudes aléatoires de désaccordage concernent
uniquement la partie dynamique des matrices aléatoires de chaque aube (voir équation (IV.61)). La
réponse forcée aléatoire est étudiée dans la bande d’analyse fréquentielle _`7a� Ü5¨�Ý)<EÝ�Ý�Ý�	$¸�ì . On étudie
les observations aléatoires % elas �(')� et % elas " * , définies par les équations (V.24) et (V.25), qu’on notera%&�(')� et %Á* . Les incertitudes aléatoires de désaccordage sont statistiquement indépendantes d’une aube
à l’autre, avec un niveau d’incertitudes homogène. On pose

���ò7u� J� < � ½ 7u� J ½ < ���u7u� J� < v���xSH$c�<�=�=�=�<ô-°� � I = (IX.7)
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Une étude de convergence stochastique du facteur aléatoire d’amplification dynamique sur l’ensemble
des aubes et sur la bande d’analyse fréquentielle _ est effectuée pour les valeurs des paramètres de
dispersion ���ò7Tc < � ½ 7uc < ���T7uc�=�cñÝ = (IX.8)

Cette étude permet de fixer les paramètres numériques nred 7 ��² � < ² � � contrôlant la dimension du
modèle réduit aléatoire et permet de déterminer le nombre 6 � de réalisations de la simulation numérique
de Monte Carlo. La figure IX.14 représente le graphe 6 � yz Conv ! ��6 � < nred � pour nred 7 ��² � 7/c�<ã² � 7 � cF� . Une bonne convergence vis à vis du nombre de simulations est obtenue pour 6 � 7 Ýc�c
réalisations. Pour 6 � 7 Ýc�c , la figure IX.15 montre le graphe ² � yz Conv ! ��6 � 7 Ýc�c�< nred � pour² � ®ç¦ (traits continus), ² � 7 Ý (trait noir mixte), ² � 7 Ü (trait gris mixte), ² � 7 0 (trait noir
pointillé), ² � 7u/ (trait gris pointillé). On déduit de ce graphe que les valeurs optimales des paramètres² � et ² � permettant d’analyser avec précision la réponse forcée désaccordée dans la bande d’analyse _
sont nred 7 ��² � 7»¦¦<ã² � 7»¦�� . Il est à noter que la taille du modèle réduit aléatoire ainsi obtenu est
environ � Ýc�c fois plus petite que le modèle élément fini de la roue aubagée.
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Figure IX.14 – Analyse de convergence du modèle réduit aléatoire de la structure : graphe de la fonction6 � yz Conv ! ��6 � < nred � pour nred 7a��² � 7u/c�<ã² � 7 � cF� .
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Figure IX.15 – Analyse de convergence du modèle réduit aléatoire de la structure : graphes des fonctions² � yz Conv ! ��6¤�s7kÝc�c�< nred � pour ² � ®è¦ (traits continus), ² � 7qÝ (trait noir mixte), ² � 7ÒÜ (trait
gris mixte), ² � 7u0 (trait noir pointillé), ² � 7u/ (trait gris pointillé).

Dans la suite, les valeurs de nred sont fixées par nred 7Ð��² � 7·/c�<ã² � 7 � cF� . Comme on est intéressé
par estimer les fonctions de densité de probabilité 
 s ¾ � A � de l’observation aléatoire % * , les simulations
numériques de Monte Carlo seront effectuées avec 6Y�¡7 � Ýc�c réalisations.

4.2 Cas de désaccordage induit par les tolérances sur la longueur de corde
des aubes

4.2.1 Cas de tolérances angulaires nulles

Considérons le cas où les tolérances géométriques sont définies sur la longueur de corde de chaque aube.
Il n’existe donc aucune incertitude sur la position angulaire de la corde. Ces tolérances sont telles que,

´#¼ V 7��¶c�=OÝ�Ý�Ì&Ì < ´#¼ � 7Tc�=�¦Ý�Ì&Ì < ´Fé V 7�c å < ´Fé � 7Tc å = (IX.9)

En utilisant les graphes des figures IX.12 et IX.13 issus de la procédure d’identification des paramètres
de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique, on attribue, pour l’analyse du problème direct,
les valeurs des paramètres de dispersion

���ò7 � =�� � c � Ê < � ½ 7Tc < ���u7»0@= �X� c � � = (IX.10)

La figure IX.16 montre le graphe de la fonction de densité de probabilité
A yz�
 s ¾ � A � . La figure IX.17

montre le graphe de la fonction
A yz 9t�Õ% *�² A � en représentation semi-logarithmique.
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Figure IX.16 – Influence des tolérances sur la longueur de corde : graphe de la densité de probabilitéA yz°
 s-¾ � A � pour ���ò7 � =�� � c � Ê <¹� ½ 7Tc�<¹���u7u0@= �X� c � � .
Le facteur aléatoire d’amplification dynamique %[* a une très faible dispersion. Les valeurs des réa-
lisations sont comprises entre � et � =�cñ0 . En comparant le cas présenté avec le cas de la roue aubagée
accordée, correspondant à des tolérances nulles, on conclut que l’observation aléatoire %¡* est peu sen-
sible à la variabilité de la longueur de corde de chaque aube.
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Figure IX.17 – Influence des tolérances sur la longueur de corde : graphe de la fonction
A yz�9t�Õ% * ²A � en représentation semi-logarithmique pour � � 7 � =�� � c � Ê <¥� ½ 7Tc�<¹� � 7»0@= �X� c � � .
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4.2.2 Cas de tolérances angulaires non nulles

On considère le cas où des tolérances géométriques angulaires sont définies. On souhaite analyser la
réponse forcée désaccordée en fonction de la variabilité des tolérances sur la longueur de corde. Les
tolérances sont telles que´Fé V 7��¶c�=OÝ�Ý å <©´Fé � 7Tc�=OÝ�Ý å <©´&¼ V 7Tc�Ì&Ì»<�´#¼ � 7Tc�Ì&Ì Cas 1 < (IX.11)´¦é V 7��¶c�=OÝ�Ý å <P´Fé��ò7Tc�=OÝ�Ý å <©´&¼ V 7 � � Ì&Ì»<�´#¼)�ò7 � Ì&Ì Cas 2 = (IX.12)

En utilisant les graphes des figures IX.10 et IX.11 issus de la procédure d’identification des paramètres
de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique, on attribue pour l’analyse du problème direct les
valeurs des paramètres de dispersion���ò7u/@=(§±Ü � c � Ê < � ½ 7Tc < ���T7uc�=�cñ0 � < (IX.13)���ò7u0@= � § � c � Ê < � ½ 7Tc < ���T7uc�=�cñ0±ÜFÝ = (IX.14)

La figure IX.18 montre le graphe de la fonction de densité de probabilité
A yz 
 s ¾ � A � pour le cas 1

(trait noir continu) et pour le cas 2 (trait gris continu). La figure IX.19 montre le graphe de la fonctionA yzñ9t�Õ% * ² A � en représentation semi-logarithmique pour le cas 1 (trait noir continu) et pour le cas 2
(trait gris continu).
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Figure IX.18 – Influence des tolérances sur la longueur de corde : graphe de la densité de probabilitéA yz 
 s ¾ � A � pour ��� 7 /@=(§±Ü � c � Ê <¥� ½ 7 c�<¹��� 7 c�=�cñ0 � (trait noir continu) et pour �$� 70@= � § � c � Ê <¥� ½ 7Tc�<¹� � 7Tc�=�cñ0±ÜFÝ (trait gris continu)
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Figure IX.19 – Influence des tolérances sur la longueur de corde : graphe de la fonction
A yz�9t�Õ%[*�²A � en représentation semi-logarithmique pour � � 7 /@=(§±Ü � c � Ê <¥� ½ 7 c�<¹� � 7 c�=�cñ0 � (trait noir

continu) et pour � � 7u0@= � § � c � Ê <¹� ½ 7Tc�<E� � 7Tc�=�cñ0±ÜFÝ (trait gris continu).

Les figures IX.18 et IX.19 montrent que la réponse forcée désaccordée diffère fortement de la réponse
forcée accordée. La dispersion du facteur aléatoire d’amplification dynamique %t* est très forte et l’on
constate l’existence de configurations géométriques pour lesquelles le facteur d’amplification dynamique
est supérieur à � =(§ . En comparant les densités de probabilité entre elles, la figure IX.18 montrent que la
différence observée n’est pas significative. La présence de tolérances sur la longueur de corde de l’aube
affecte peu la réponse forcée de la roue aubagée désaccordée. Ces résultats laissent penser que le facteur
aléatoire d’amplification dynamique %+* est beaucoup plus sensible aux tolérances angulaires qu’aux
tolérances sur la longueur de corde de chaque aube.

Dans la suite, on examine l’influence des tolérances angulaires sur la réponse forcée désaccordée.

4.3 Cas de désaccordage induit par les tolérances angulaires sur la corde
des aubes

4.3.1 Définition des niveaux d’incertitudes

Le cas considéré correspond aux tolérances suivantes´#¼ V 7��¶c�=OÝ�Ý�Ì&Ì < ´#¼)�ò7Tc�=�¦Ý�Ì&Ì < ´¦ép7��¶´¦é V 7T´Fé�� = (IX.15)

Une analyse du désaccordage est effectuée en fonction du paramètre angulaire ´¦é sur � c å < � = � å 	 . Les
valeurs numériques des paramètres de dispersion �� et ��� du modèle probabiliste non paramétrique
sont identifiés à partir des tolérances et sont déduites des figures IX.12 et IX.13. Les cas présentés sont
résumés dans le tableau IX.2
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´&¼ V ��Ì&Ì�� ´#¼P� ��Ì&Ì�� ´¦éÎ� å � ��� � ½ ���
cas 1 �¶c�=OÝ�Ý c�=�¦Ý c�= � � =(§±Ü � c � Ê c /@=O0 �¡� c � W
cas 2 �¶c�=OÝ�Ý c�=�¦Ý c�=O/ � =(¨4� � c � Ê c Ý@=(§ �¡� c � W
cas 3 �¶c�=OÝ�Ý c�=�¦Ý c�=O0 /@=�c�� � c � Ê c � = � c � c � !
cas 4 �¶c�=OÝ�Ý c�=�¦Ý c�= Ü /@= Üñc � c � Ê c � =(§�/ � c � !
cas 5 �¶c�=OÝ�Ý c�=�¦Ý c�=OÝ /@=��4� � c � Ê c /@=��©§ � c � !
cas 6 �¶c�=OÝ�Ý c�=�¦Ý c�=�¦ ÜÅ= � Ü � c � Ê c Ý@=O0©§ � c � !
cas 7 �¶c�=OÝ�Ý c�=�¦Ý c�=(¨ �@=OÝ±Ü � c � Ê c ¨@=(§�Ý � c � !
cas 8 �¶c�=OÝ�Ý c�=�¦Ý � = � §@=O0ª¦ � c � Ê c � =O/c � c � :

Table IX.2 – Description des différents cas de désaccordage présentés

4.3.2 Analyse de l’observation aléatoire xén"ê p
Dans un premier temps, on s’intéresse à l’observation %&�(')� . Une étude similaire à celle présentée dans le
paragraphe 0@=O/ du chapitre VII est effectuée. Les figures IX.20 à IX.23 représentent les graphes relatifs à
la région de confiance de %&�(')� obtenue pour un niveau de probabilité é 7uc�=(¨©¨ . On note Ò³7°')ç��#/�æ;�
la fréquence circulaire associée à la fréquence angulaire ' .
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Figure IX.20 – (1) Graphes de la région de confiance pour é>7Òc�=(¨©¨ :région grisée délimitée parÒ�yzÒ% @ Å ��Ò¥� et Ò¡yzÒ% @ Ï ��Ò¥� . Graphe de la moyenne Ò¡yz » H$%&��Ò¥�LI (trait interrompu fin). (2) Graphes
des valeurs extrêmes d’échantillon ÒSyzò% min ��Ò¥� et Ò�yzò% max ��Ò¥� (traits épais). (3) Graphe ÒSyz A ��Ò¥�
(trait mixte épais) Cas 1 - Cas 2.
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Figure IX.21 – (1) Graphes de la région de confiance pour é>7Òc�=(¨©¨ :région grisée délimitée parÒ�yzÒ% @ Å ��Ò¥� et Ò¡yzÒ% @ Ï ��Ò¥� . Graphe de la moyenne Ò¡yz » H$%&��Ò¥�LI (trait interrompu fin). (2) Graphes
des valeurs extrêmes d’échantillon ÒSyzò% min ��Ò¥� et Ò�yzò% max ��Ò¥� (traits épais). (3) Graphe ÒSyz A ��Ò¥�
(trait mixte épais) Cas 3 - Cas 4.

163
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Figure IX.22 – (1) Graphes de la région de confiance pour é>7Òc�=(¨©¨ :région grisée délimitée parÒ�yzÒ% @ Å ��Ò¥� et Ò¡yzÒ% @ Ï ��Ò¥� . Graphe de la moyenne Ò¡yz » H$%&��Ò¥�LI (trait interrompu fin). (2) Graphes

des valeurs extrêmes d’échantillon ÒSyzò% min ��Ò¥� et Ò�yzò% max ��Ò¥� (traits épais). (3) Graphe ÒSyz A ��Ò¥�
(trait mixte épais) Cas 5 - Cas 6.
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Figure IX.23 – (1) Graphes de la région de confiance pour é>7Òc�=(¨©¨ :région grisée délimitée parÒ�yzÒ% @ Å ��Ò¥� et Ò¡yzÒ% @ Ï ��Ò¥� . Graphe de la moyenne Ò¡yz » H$%&��Ò¥�LI (trait interrompu fin). (2) Graphes
des valeurs extrêmes d’échantillon ÒSyzò% min ��Ò¥� et Ò�yzò% max ��Ò¥� (traits épais). (3) Graphe ÒSyz A ��Ò¥�
(trait mixte épais) Cas 7 - Cas 8.
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Les graphes des figures IX.20 à IX.23 sont très différents, bien que le domaine de confiance englobe la
réponse forcée du modèle moyen de la structure. La réponse forcée de la roue aubagée désaccordée est
donc très sensible au niveau d’incertitudes induit par les tolérances angulaires.

Pour de faibles niveaux d’incertitudes, on constate sur les figures IX.20 et IX.21 que le domaine de
confiance de %&��Ò¥� suit la forme du facteur d’amplification

A ��Ò¥� . La dispersion du facteur aléatoire d’am-
plification %Î��Ò¹� s’accroı̂t autour de la fréquence de résonance de la réponse forcée du modèle moyen.

En analysant ®�¯-' ý Ù � » H$%Î��Ò¹�LI , définissant le maximum du facteur d’amplification dynamique moyen
sur la bande d’analyse fréquentielle _ , on constate sur les figures IX.20 et IX.21 que ce maximum s’ac-
croı̂t pour des niveaux d’incertitudes correspondant à des tolérances angulaires ´¦éÏdÞc�= Ü et qu’il décroı̂t
ensuite vers des amplifications inférieures à � . Par contre, les figures IX.20 et IX.23 montrent que la
dispersion associée à ce maximum s’accroı̂t fortement avec ´Fé et se stabilise.

De plus, les figures IX.22 et IX.23 montrent que la fréquence pour laquelle le facteur aléatoire d’am-
plification dynamique est maximum s’éloigne de la fréquence de résonance de la réponse forcée du
modèle moyen lorsque le niveau d’incertitudes croı̂t. Par ailleurs, on constate que pour de tels niveaux
d’incertitudes, la région de confiance ne suit plus la réponse forcée du modèle moyen mais s’étale pro-
gressivement sur la bande d’analyse fréquentielle _ . Pour de forts niveaux d’incertitudes, le domaine de
confiance est une bande. Les réalisations du facteur aléatoire d’amplification dynamique ont un maxi-
mum qui se produit sur l’ensemble de la bande d’analyse fréquentielle.

4.3.3 Analyse de l’observation aléatoire x *
Les figures IX.24 à IX.27 représentent les graphes

A yz 
 s ¾ � A � pour chacun des cas étudiés. Les fi-
gures IX.28 à IX.31 représentent les graphes

A yz 9t�Õ% * ² A � en représentation semi-logarithmique
pour chacun des cas étudiés.

On voit sur les figures IX.24 à IX.27 que toutes les configurations de géométrie aléatoire donnent des
réalisations du facteur d’amplification dynamique supérieures à � . En regardant les queues de distribu-
tion des figures IX.26 à IX.27 et IX.29 à IX.31, on constate que certaines configuration de géométrie
des aubes donnent des facteurs d’amplification dynamique supérieurs à � =(§ . De plus, en comparant les
figures IX.26 à IX.27, on constate que la probabilité d’occurence de niveaux d’amplifications supérieurs
à � =�¦ augmente puis diminue lorsque le niveau d’incertitudes de désaccordage croı̂t. Par conséquent,
on en déduit que des valeurs différentes de niveau d’incertitudes conduisent à une même probabilité de
l’observation aléatoire % * .
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Figure IX.24 – Influence des tolérances angulaires : graphe de la densité de probabilité
A yzu
 s ¾ � A � :

Cas 1 - Cas 2.

1 1.5 2 2.5
0

1

2

3

4

5

6

7

8

1 1.5 2 2.5
0

1

2

3

4

5

6

7

8

Figure IX.25 – Influence des tolérances angulaires : graphe de la densité de probabilité
A yzu
 s ¾ � A � :

Cas 3 - Cas 4.
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Figure IX.26 – Influence des tolérances angulaires : graphe de la densité de probabilité
A yzu
 s-¾ � A � :

Cas 5 - Cas 6.
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Figure IX.27 – Influence des tolérances angulaires : graphe de la densité de probabilité
A yzu
 s-¾ � A � :

Cas 7 - Cas 8.
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Figure IX.28 – Influence des tolérances angulaires : graphe de la fonction
A yz 9��Õ%,* ² A � en

représentation semi-logarithmique : Cas 1 - Cas 2.
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Figure IX.29 – Influence des tolérances angulaires : graphe de la fonction
A yz 9��Õ%,* ² A � en

représentation semi-logarithmique : Cas 3 - Cas 4.
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Figure IX.30 – Influence des tolérances angulaires : graphe de la fonction
A yz 9��Õ%,* ² A � en

représentation semi-logarithmique : Cas 5 - Cas 6.
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Figure IX.31 – Influence des tolérances angulaires : graphe de la fonction
A yz 9��Õ%,* ² A � en

représentation semi-logarithmique : Cas 7 - Cas 8.
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4.4 Spécification des tolérances

En combinant les résultats des deux paragraphes précédents, on conclut que la réponse forcée de la
roue aubagée désaccordée est beaucoup plus sensible aux tolérances angulaires sur la corde de chaque
aube qu’aux tolérances sur la longueur de corde de chaque aube. On fixe donc les tolérances ´#¼ V 7�¶c�=OÝ�Ý�Ì&Ì et ´&¼P� 7 c�=�¦Ý�Ì&Ì dont l’ordre de grandeur correspond aux tolérances utilisées pour la
construction du modèle. L’objectif est de déterminer les tolérances optimales pour un niveau de probabi-
lité fixé du facteur d’amplification dynamique % * .

Pour cela, on utilise les graphes des figures IX.12 et IX.13 donnant les valeurs des paramètres de dis-
persion du modèle probabiliste non paramétrique en fonction des tolérances angulaires. Pour chaque jeu
de tolérances, on peut donc effectuer une analyse du désaccordage de la structure par la modélisation
probabiliste non paramétrique. On est donc capable de construire numériquement le graphe donnant
les probabilités d’occurence de l’observation aléatoire % * en fonction des tolérances angulaires. La fi-
gure IX.32 montre le graphe de ´¦é�yz9t�Õ% *�² A � pour

A 7 � =O/ (trait noir continu),
A 7 � =O0 (trait gris

continu),
A 7 � = Ü (trait noir mixte),

A 7 � =OÝ (trait gris mixte),
A 7 � =�� (trait noir pointillé),

A 7 � =�¦
(trait gris pointillé).
L’allure des graphes est similaire aux graphes de la figure VIII.25 obtenu au chapitre VIII pour l’exemple
numérique simple. On observe que ces graphes possèdent un maximum.

Le critère de qualité de la structure défini dans le paragraphe Ý du Chapitre VI est utilisé pour spécifier
les tolérances de l’aube. Soit µ�cq7 � A × <
 × � un jeu de paramètres donné définissant la qualité de la
structure. On cherche à trouver les tolérances ´Fé tel que 9��Õ%[*�²�
 × � Ñ A × .
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Figure IX.32 – Spécification des tolérances : graphe de la fonction ´FéÞyz 9��Õ% * ² A � pour
A 7 � =O/

(trait noir continu),
A 7 � =O0 (trait gris continu),

A 7 � = Ü (trait noir mixte),
A 7 � =OÝ (trait gris mixte),A 7 � =�� (trait noir pointillé),

A 7 � =�¦ (trait gris pointillé).
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Trois cas illustrés par les figures IX.33 à IX.35 sont à considérer :

(1) Si la droite d’équation ëk7a
 × ne possède pas de point d’intersection avec la courbe représentant9��Õ%Á*�²�
 × � en fonction de ´Fé , alors le critère de qualité est toujours respecté.
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Figure IX.33 – Spécification des tolérances � A × 7 � =OÝ@<Õ
 × 7�c�=(§ñ� - cas 1.

(2) Si la droite d’équation ë³7k
 × possède un point d’intersection avec la courbe représentant 9��Õ%e*�²
 × � en fonction de ´Fé , on lit sur la figure IX.33 que la région de confiance définie par 9��Õ%t*�²�
 × � Ñ A ×
correspond à une tolérance ´¦é telle que ´Fé]d³´¦é min.
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Figure IX.34 – Spécification des tolérances pour � A × 7 � =OÝ@<Õ
 × 7�c�=O0ñ� - cas 2.
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(3) Si la droite d’équation ë 7 
 × possède deux points d’intersection avec la courbe représentant9��Õ% * ²·
 × � en fonction de ´¦é , on lit sur la figure IX.34 que la région de confiance définie par9��Õ% * ²Þ
 × � Ñ A × correspond à une tolérance ´Fé telle que ´Fé^d ´Fé min et ´Fé«®o´¦é max. On constate
que l’intervalle 	�´Fé min <¥´Fé max � correspond à une plage de valeurs interdites par les tolérances. Dans ce
cas, il existe deux manières de spécifier les tolérances. La spécification ´¦éfd�´Fé min nécessite de définir
des tolérances très faibles et requiert une forte précision dans le procédé de fabrication des aubes. Au
contraire, la spécification ´Fé�®>´¦é max permet de définir des tolérances plus grossières et impose des
contraintes moins importantes sur la fabrication des aubes.
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Figure IX.35 – Spécification des tolérances � A × 7 � =OÝ@<Õ
 × 7�c�=��ñ� - cas 3.

5. Analyse de sensibilité par rapport au modèle probabiliste
de la géométrie de l’aube

Dans ce paragraphe, on étudie a posteriori la pertinence du modèle probabiliste de la géométrie de l’aube
par rapport à l’identification des paramètres de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique. La
méthodologie décrite au paragraphe � du chapitre VI est mise en œuvre.

Le modèle probabiliste de la géométrie de l’aube construit au paragraphe 3.1 de ce chapitre est perturbé
aléatoirement. On cherche à quantifier l’erreur induite par cette perturbation aléatoire de géométrie sur
les paramètres de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique. On souhaite donc donner une
estimation des fonctions sensi � et sensi � définies par les équations (VI.32) et (VI.33).

On considère le cas où les tolérances sont données par´#¼ V 7��¶c�=OÝ�Ý�Ì&Ì < ´&¼P� 7Tc�=OÝ�Ý�Ì&Ì < ´Fé`7��¶´¦é V 7T´¦é�� Ñ c�= � å = (IX.16)

Les figures IX.12 et IX.13 conduisent aux valeurs des paramètres de dispersion �ñ� Ñ � =(§±Ü � c � Ê et��� Ñ /@=O0 �X� c � W . Le modèle de géométrie aléatoire perturbé de l’aube reste une perturbation aléatoire
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très faible du modèle de géométrie nominale de l’aube. Par conséquent, on utilise les expressions ap-
prochées (VI.44) et (VI.45) des fonctions de sensibilité sensi � et sensi � telles que

sensi ��7£é !� n ! � < sensi �^7�é !� n ! � < (IX.17)

où é � et é � sont définies par les équations (VI.16) et (VI.17). En utilisant l’équation (IX.4), les quan-
tités n ! � et n ! � définies par les équations (VI.42) et (VI.43) s’écriventn !� 7 » H ä ! I 3 ¸ J¤à : 2 g,: � � y �g�C J 5 ! ���� � à � 2 � @ à : A !@ � 5 < (IX.18)

n !� 7 » H ä ! I 3 ¸ J¤à : 2 g,: � � y �g�C J 5 ! ���� � à � 2 � @ à : A !@ � 5 < (IX.19)

où

» H ä !±Im7 » H ä !@ I car les variables aléatoires ä @ , éCxmH � <�=�=�=$<�Ü�I sont indépendantes et de même
distribution. Les dérivées partielles des fonctions : � et : � définies par les équations (VI.2) et (VI.3) sont
calculées au point x (correspondant à la géométrie nominale de l’aube) par la méthode des différences
finies centrées. Sachant que la distance moyenne entre / nœuds du maillage est de §�Ì&Ì environ, le pas� du schéma numérique est choisi tel que � 7Tc�=�cñ/�Ì&Ì .

La figure IX.36 montre le graphe ´Fé�yz sensi � et la figure IX.37 montre le graphe ´FéÞyz sensi � . On
observe sur ces graphes que

sensi � Ñ � < sensi � Ñ � = (IX.20)

On en déduit que les paramètres de dispersion sont peu sensibles à une perturbation aléatoire du modèle
probabiliste de géométrie aléatoire utilisé.

Il est à noter que le calcul exact des fonctions sensi � et sensi � consiste à estimer les paramètres de
dispersion ì��� et ì��� en utilisant les équations (VI.36) et (VI.37). Ces équations nécessitent de calculer
les dérivées partielles d’ordre un et d’ordre deux des fonctions : � et : � au point x |bL X (correspondant
à la géométrie aléatoire de l’aube). Ces dérivées partielles sont donc fonction du vecteur aléatoire L X et
sont par conséquent elles-mêmes des variables aléatoires. Dans ce contexte probabiliste, il faut construire
les réalisations de chaque dérivée partielle par la simulation numérique de Monte Carlo afin d’estimer
les moments des équations (VI.36) et (VI.37). Compte-tenu de la taille du modèle élément fini de l’aube
(environ 16116 DDLs), la mise en œuvre d’un tel calcul n’est pas possible.
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On suppose que la linéarité de la sensibilité par rapport à des tolérances telles que ´¦é Ñ c�= � å est valable
pour ´¦ékx�� c�< � = � å 	 . Ceci correspond à des paramètres de dispersion � � et � � tels que � � Ñ §@=O0ª¦ � c � Ê
et � � Ñ c�= � / . En effectuant cette hypothèse, on déduit de la figure IX.36 que

sensi � Ñ � < sensi � Ñ � < (IX.21)

et que les paramètres de dispersion sont peu sensibles à une perturbation aléatoire du modèle probabiliste
de géométrie utilisé.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4

5

6
x 10

−10

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

Figure IX.36 – Sensibilité des paramètres de dispersion vis à vis du modèle probabiliste de géométrie :
graphe de la fonction ´Fé�yz sensi � - graphe de la fonction ´Fé�yz sensi � pour ´¦é Ñ c�= �

Enfin, on analyse l’impact de la sensibilité des paramètres de dispersion sur le facteur d’amplification
dynamique. On considère par exemple le cas où ´¦ép7Tc�=�¦ å . Pour ce cas, il existe des configurations qui
conduisent à un facteur d’amplification de réponse forcée proche de / (voir figure IX.22). Les paramètres
de dispersion du modèle non paramétriques identifiés à partir des figures IX.12 et IX.13 sont tels que���ò7CÜÅ= � Ü � c � � <¥���»7Tc�=�cñÝ�0©§ =
En considérant que la perturbation aléatoire de géométrie est telle que ` Ô � 7 c�=�c�cñÝ , on déduit de la
figure IX.36 que ì� � 7TÜÅ= � Ü � c � � <�ì� � 7Tc�=�cñÝ±Ü =
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La figure IX.37 montre le graphe des fonctions
A yz�9e�Õ%,*m² A � pour ���ò7CÜÅ= � Ü � c � � <¥���T7uc�=�cñÝ�0©§

(trait noir continu) et pour � � 7 ÜÅ= � Ü � c � �©<E� � 7 c�=�cñÝ±Ü (trait gris continu). On observe que les
deux graphes sont quasiment confondus. On conclut que la sensibilité des paramètres de dispersion à
une perturbation aléatoire du modèle probabiliste de géométrie de l’aube n’affecte pas l’analyse de la
réponse forcée de la structure désaccordée.
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Figure IX.37 – Analyse de sensibilité : graphe des fonctions
A yz 9��Õ% * ² A � en représentation

semi-logarithmique pour �$� 7 ÜÅ= � Ü � c � �©<¥��� 7 c�=�cñÝ�0©§ (trait noir continu) et pour ��� 7ÜÅ= � Ü � c � �)<¥���u7Tc�=�cñÝ±Ü (trait gris continu).
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Conclusions

La thématique du désaccordage des structures tournantes à géométrie cyclique est une problématique
complexe, fréquemment rencontrée dans le secteur aéronautique.

Les apports

Au travers du travail présenté dans ce mémoire, nous nous sommes concentrés plus particulièrement sur
la modélisation probabiliste des incertitudes, conduisant au désaccordage des roues aubagées.

Concernant la théorie développée dans ce travail de recherche, nous avons tout d’abord proposé d’utiliser
une approche probabiliste non paramétrique des incertitudes pour le désaccordage des aubes, permettant
de prendre en compte les incertitudes de données et de modélisation. Cette approche est donc capable
de représenter de manière cohérente les incertitudes sur les valeurs propres des aubes et sur les vecteurs
propres associés, de façon à obtenir un désaccordage fréquentiel et un désaccordage en modes statisti-
quement dépendant.
Par ailleurs, nous avons présenté une approche probabiliste directe, basée sur la stratégie de construction
d’un modèle matriciel aléatoire de la roue aubagée. Cette méthodologie s’avère être un outil prédictif
efficace pour prévoir les probabilités d’occurence du facteur aléatoire d’amplification dynamique.
Enfin, nous avons construit une méthodologie probabiliste inverse, basée sur l’utilisation du modèle
probabiliste non paramétrique, et consistant à déterminer les tolérances des aubes pour une probabilité
donnée sur le facteur aléatoire d’amplification dynamique.

Les méthodologies directe et inverse ont été appliquées sur deux modèles numériques de roue aubagée.
Un exemple numérique simple a tout d’abord été considéré, afin de tester la faisabilité et la pertinence de
ces méthodes. Nous avons ensuite validé ces approches sur un modèle industriel de roue aubagée. Nous
avons montré que la complexité de la structure ne constitue pas un obstacle à la mise en œuvre numérique
des méthodologies directe et inverse proposées grâce à l’utilisation de modèles réduits efficaces.
Au travers d’une approche comparative, différant par le modèle probabiliste introduit, nous avons étudié
l’impact sur la réponse forcée aléatoire de la prise en compte des incertitudes de modélisation. Les
résultats obtenus diffèrent des prédictions traditionnellement issues de modèles probabilistes paramé-
triques ne représentant que le désaccordage fréquentiel. Nous avons montré que le facteur aléatoire d’am-
plification dynamique est sensible aux incertitudes sur les déformées modales des aubes. Les résultats
prédisent des niveaux d’amplification de la réponse forcée des aubes plus importants avec la métho-
dologie probabiliste proposée.
En ce qui concerne l’approche inverse, nous avons constaté que les paramètres de dispersion identifiés,
sont des fonctions monotones croissantes des tolérances de l’aube. Par ailleurs, l’étude de la variabilité
du facteur aléatoire d’amplification dynamique en fonction du niveau d’incertitudes introduit a révélé
que la probabilité d’occurence du facteur d’amplification dynamique n’est pas une fonction monotone
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croissante mais possède un maximum. Par conséquent, la relation construite entre le facteur d’amplifica-
tion dynamique et les tolérances n’est pas bijective. Pour certains cas, il existe deux plages distinctes de
tolérances respectant le critère de qualité spécifié par le constructeur. La partie croissante de la courbe
concerne la précision de fabrication requise et permet de déterminer les tolérances maximales respectant
ce critère de qualité. La partie décroissante de la courbe concerne le désaccordage intentionnel de la roue
aubagée et montre que des tolérances beaucoup plus grossières permettent d’obtenir le même résultat.
Nous avons également montré la pertinence de la méthodologie inverse proposée. En effet, nous avons
montré, pour un modèle probabiliste de la géométrie de l’aube donné, que l’erreur induite lors de l’iden-
tification du paramètre de dispersion par une perturbation aléatoire de ce modèle de géométrie est très
faible. Par ailleurs, les résultats obtenus montrent que le facteur aléatoire d’amplification dynamique
(obtenu par la modélisation probabiliste non paramétrique) par rapport aux paramètres de dispersion, est
plus faible que la sensibilité du paramètre de dispersion (obtenu par la procédure d’identification) à une
perturbation aléatoire du modèle probabiliste de la géométrie de l’aube.

Les perspectives

Dans ce travail de recherche, nous avons développé des méthodologies d’analyse permettant d’étudier
le désaccordage des structures tournantes à géométrie cyclique. Il est à noter que malgré la complexité
théorique des méthodologies proposées, la mise en œuvre numérique de ces méthodologies sur des struc-
tures complexes ne présente aucune difficulté majeure.

Une perspective de recherche consisterait à complexifier l’outil proposé en tenant compte des incertitudes
aléatoires sur les non-linéarités de contact entre les aubes ou sur la jonction aube-disque, induites par les
mécanismes de dissipation par friction. Ceci pourrait être modélisé en développant des méthodologies
probabilistes mixtes paramétrique et non paramétrique.

Une autre perspective de recherche serait d’étendre l’analyse au cas d’aubes constituées de matériaux
composites aléatoires dont les incertitudes seraient modélisées au niveau de leur microstructure par une
approche probabiliste non paramétrique.

Enfin, au niveau de la conception robuste des roues aubagées, il serait intéressant de trouver les zones de
design de l’aube qui soient peu sensibles aux incertitudes.
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[39] FÄSSLER, A. Application of group theory to the method of finite elements for solving boundary
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Annexe A

Théorie des représentations linéaires pour le
groupe cyclique d’ordre í
La théorie des représentations linéaires (voir par exemple [87, 65, 49]) est couramment utilisée pour
étudier des problèmes physiques possédant des symétries. Les résultats fondamentaux de la théorie des
représentations linéaires sont donnés dans le cadre de la symétrie cyclique d’ordre - .

1. Définition de la représentation linéaire

Soit l ß 7 H � <�è�<�è�!�<�=�=�=$<�è ß � : I le groupe de rotation cyclique dans 4©W d’ordre - fini qui laisse l’axe de
rotation �Õc�< k � invariant et qui conserve les distances et les angles. On a les propriétés suivantesè V x�l ß < pour tout Ì dans î < (A.1)è V è V , 7Cè V � V , < pour tout H�Ì�<�Ì Ö I dans î ! < (A.2)è V 7£è V , si et seulement si � ½ Ì Ö ½ 	 ß 7ÞÌ < pour tout H�Ì�<�Ì Ö I dans L H$c�<�=�=�=�<ô-C� � I+Í·î P <(A.3)

où � ½ Ì Ö ½ 	 ß est le reste de la division entière de Ì Ö par - .

Soit µ��#� � � l’espace vectoriel défini comme la restriction de l’espace admissible µ��#�¶� au secteur géné-
rateur � � . On définit alors le champ v V � x � � de µ��#� � � par la relation

v V � x � �t7 u V � x V �¹< x V 7£è V x � <Åv x � x � � = (A.4)

Soit è V yz8i���è V � l’application définie de l ß à valeurs dans l’espace des isomorphismes de µ��#� � � et
telle que

i���è V è V , �t7°i���è V �+BÉi���è V , � < pour tout H�Ì�<�Ì Ö I dans H$c�<�=�=�=�<ô-°� � I ! = (A.5)

On définit la représentation linéaire i de l ß dans l’espace de représentation µX�#� � � par

i���è V � v V � x � �t7 u
� � x � � < v x � x � � < pour tout Ì dans H$c�<�=�=�=±<ô-C� � I = (A.6)
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Comme l ß est un groupe d’ordre fini - , on peut montrer que la représentation linéaire i est une
représentation unitaire c’est à dire

iX��è V � ~ 7Þi � : ��è V � < pour tout Ì dans H$c�<�=�=�=�<ô-°� � I (A.7)

où i ~ désigne l’adjoint.

2. Décomposition de la représentation linéaire

2.1 Représentations irréductibles

Soit þ une représentation linéaire du groupe cyclique l ß dans l’espace de représentation µ��#� � � . La
représentation linéaire þ est une représentation irréductible s’il n’existe pas de sous-espace � non trivial
de µ��#� � � stable par l ß .

En utilisant la commutativité du groupe cyclique l ß , on peut montrer que,

µ��#� � �t7 ß � :ï3 à � )� 3 < (A.8)

où les espaces
)� � <�=�=�=�< )� ß � : sont des sous-espaces de µ��#� � � de même dimension dont les caractéris-

tiques seront définies au paragraphe suivant. La représentation linéaire i du groupe cyclique l ß dans
l’espace de représentation µX�#� � � s’écrit comme la somme directe de - représentations irréductibles
notées i � <�=�=�=�<5i ß � : et de degré (multiplicité) ´ � 7 =�=�=¢7R´ ß � :Ç7 � dans les espaces de représentation)� � <�=�=�=$< ) � ß � : .
2.2 Caractères des représentations irréductibles

Le caractère ! 3 de la représentation irréductible i 3 est défini par la fonction définie sur l ß et à valeurs
dans A telle que ! 3 ��è V �t7 tr �(i 3 ��è V ��� < è V dans l ß = (A.9)

L’ensemble des fonctions définies sur l ß et à valeur dans A définit un espace vectoriel noté AÁ�ml ß 	 . Soit� ! V ½ ! 3 � la quantité définie par

� ! 3 ½ ! 3-, �e7 �- ß � : V�à � ! 3 ��è V � ! 3-, ��è V � = (A.10)
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En utilisant le Lemme de Schur [87], on peut montrer que � ! 3 ½ ! 3 , � définit un produit scalaire sur A��ml ß 	
et l’on a � ! 3 ½ ! 3-, ��7u� 3�3-, = (A.11)

L’image de l ß par l’ensemble des applications ! 3 , avec 6 dans H$c�<�=�=�=$<ô- � � I définit la table des
caractères du groupe l ß . En utilisant la relation d’orthogonalité (A.11), on peut montrer que

! 3 ��è V ��7Cü	'ê( /±�ªæ~6ÉÌ- < pour tout H�6X<�ÌSI dans H$c�<�=�=�=�<ô-°� � I ! = (A.12)

Pour une meilleure lisibilité, le caractère ! 3 ��è V � sera noté ! 3&" V . Les caractères de l ß obéissent en
particulier aux propriétés suivantes : ! 3#" V 7 ! V " 3 < (A.13)! 3#" V � V , 7 ! 3&" V ! 3&" V , < (A.14)! 3#" V 7 ! 3&" � V < (A.15)! 3&" V � ß 7 ! 3&" V = (A.16)

3. Projecteurs

Soit æ 3 l’application linéaire définie par

æ 3 7 �- ß � : V)à � ! 3&" V i���è V � ~ = (A.17)

En utilisant les équations (A.5), (A.7),(A.14) à (A.16) et (A.11) on montre

æ 3 æ 3-, 7 �- ! ß � : V�à � ß � : V , à � ! 3&" V i���è V � ~ ! 3-,�" V , iX��è V , � ~ <
7 �- ! ß � : V , à � ! 3&" V ! 3-,�" V ß � : V , à � ! 3/,�" V � V , i���è q V � V , r � ~ <
7¨� 3�3-, æ 3 = (A.18)

On définit les espaces admissibles
)� 3 comme l’image de l’espace µX�#� � � par les applications æ 3 . L’é-

quation (A.18) montre que, pour 6 fixé dans H$c�<�=�=�=$<ô- � � I , l’application linéaire æ 3 est la pro-
jection orthogonale de µ��#� � � sur

)� 3 parallèlement à l’espace ð 3/,Rñà 3 )� 3-, ce qui est cohérent avec
l’équation (A.8).
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Soit un champ u
�

de µX�#� � � . On a d’après l’équation (A.8), pour tout x � de � �
u
� � x � �©7 ß � : 3/, à � $u 3/, � x � � < æ 3 u

� � x � �t7]< $u 3 � x � � < (A.19)

où le champ $u 3 � x � � appartient à l’espace
) � 3

4. Transformée de Fourier discrète

Soit x V défini par x V 7·è V x � pour tout x � de � � . En utilisant les équations (A.4), (A.5), (A.6) et
(A.18), et les propriétés des caractères (A.11), (A.14) à (A.16), on obtient la transformée de Fourier
discrète [92, 76]

u V � x V ��7Ti���è V � ~ ß � : 3 à � $u 3 � x � � <
7 �- iX��è V � ~ ß � : 3 à � ß � : V , à � ! 3#" V , i���è V , � ~ u

� � x � � <
7 �- ß � : 3 à � ! 3&" V ß � : V , à � ! 3#" V � V , i���è � q V � V , r � u � � x � � <
7 ß � : 3 à � ! 3&" V $u 3 � x � � = (A.20)
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Annexe B

Hétérodynage des variables aléatoires

Cette annexe rappelle la méthode d’hétérodynage des variables aléatoires utilisée pour réduire le nombre
de simulations numériques de Monte-Carlo. La méthode est présentée pour des variables aléatoires
indépendantes de loi uniforme.

1. Simulation des variables aléatoires sans hétérodynage

Soit X 7 �D`Î:�<�=�=�=�<Û` � � le vecteur aléatoire à valeurs dans 4 � dont les composantes ` @ , avec é dansH � <�=�=�=±<�è@I sont des variables aléatoires indépendantes de distribution uniforme de support � Û¹< A 	 .
Soient =F:�<�=�=�=�<>= 3 ? , 6 � réalisations obtenues par la simulation numérique de Monte-Carlo. Chaque réali-
sation `]�"=�Dª� , avec � dans H � <�=�=�=±<�6 � I est un élément de l’hypercube ò défini parò 7Ò� Û¥< A 	 � < (B.1)

où Û et
A

sont des réels donnés tels que Û Ñ A
.

2. Simulation des variables aléatoires hétérodynées

On partitionne l’intervalle � Û¹< A 	 en 
 intervalles réguliers de longueur nò7a� A �ÈÛÅ��çL
 .
Soit : une application bijective définie sur H � <�=�=�=�<Õ
�I � et à valeurs dans H � <�=�=�=�<Õ
 � I . Soit ����:�<�=�=�=$<ª� � � leè�� uplet à valeurs dans H � <�=�=�=$<Õ
;I . On note Ó l’image de : par ���¦:�<�=�=�=�<ª� � � et on définit l’hypercube òÏK
par ò�K�7 �É@ à : � Û�|Ino��� @ � � �N<ôÛ |In]� @ 	 = (B.2)

L’hypercube ò se décompose en 
 � hypercubes de même dimension tel queò 7¨j � K�à : ò�K = (B.3)

Soit Y K>7 �"óEK " : <�=�=�=�<>ó¹K " � � le vecteur aléatoire à valeurs dans òÏK dont les composantes ó~K " @ <ôéuxH � <�=�=�=±<�è@I sont des variables aléatoires uniformes de support � Û¥|_n ��� @ � � �N<ôÛ¥|Ýn�� @ 	 . Soient ì=ñ:�<�=�=�=�< ì= 3@_6 ï réalisations obtenues par la simulation numérique de Monte Carlo.
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Les réalisations óÉK¦� ì=±M(�¹<�v��#ÓE<ôÚ��)x�H � <�=�=�=$<Õ
 � I�Í H � <�=�=�=±<�6 ï I sont 6 ï éléments de chaque hypercube ò]K .
En posant 6 �¡7T6 ï 
 � , on obtient 6 � éléments de ò . On pose alors`��"=$Dª�t7�ó¹K@�©ì=�M(� < ��7 perm �#Ó�Ú�� < (B.4)

où perm est une permutation arbitraire de H � <�=�=�=$<�6Y��I .
L’hétérodynage des variables aléatoires permet d’obtenir une répartition régulière des réalisations des
variables aléatoires dans l’hypercube ò . Il est à noter que cette méthode nécessite de simuler au préalable
toutes les réalisations des variables aléatoires. Comme le nombre de réalisations requis est une puissance
du nombre de variables aléatoires, on voit que la procédure d’hétérodynage est aisée à mettre en œuvre
dans la mesure où le nombre de variables aléatoire est faible. Par contre, lorsque le nombre de variables
aléatoires est important, l’utilisation de la procédure d’hétérodynage n’est plus réaliste.
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Annexe C

Influence des stratégies d’implémentation du
modèle probabiliste non paramétrique sur la
réponse forcée désaccordée

Dans cette annexe, on s’intéresse à la modélisation probabiliste non paramétrique des incertitudes de
désaccordage pour l’exemple simple de roue aubagée décrit au chapitre VII. On compare la réponse
forcée de la structure désaccordée obtenue par l’approche donnant le système matriciel d’équations
(IV.68), (IV.69) avec celle définie par les équations (IV.70), (IV.71).

La première approche consiste à implémenter le modèle probabiliste non paramétrique sur la totalité des
matrices de masse, de dissipation et de raideur issues du modèle matriciel réduit moyen de chaque aube.
On rappelle que les matrices aléatoires données par l’équation (IV.57) sont telles que

�MJred 	s7 x � � J 	 �MJ × 	�MJ ×�	 � �MJ   	 y <h�DJred 	s7 x � 	 J 	 �DJ × 	�DJ ×�	 � �DJ   	 y <¶�KJred 	s7 x ��
 J 	 �KJ × 	�KJ ×5	 � �KJ   	 y = (C.1)

Dans la seconde approche, les incertitudes aléatoires ne sont implémentées que sur la partie dynamique
des matrices de masse, de dissipation et de raideur du modèle moyen réduit de chaque aube. On rappelle
que les matrices aléatoires données par l’équation (IV.61) s’écrivent

�MJred 	s7 x � � J 	 � k J ×5	� k J × 	 � � k J   	 y <h�DJred 	Á7 x � 	 J 	 � n J ×ô	� n J × 	 � � n J   	 y <¶�KJred 	s7 x ��
 J 	 � o J ×5	� o J × 	 � � o J   	 y = (C.2)

Les réponses forcées de la roue aubagée désaccordée obtenues par ces deux approches sont comparées
pour les cas suivants de désaccordage

cas 1 ���ò7uc < � ½ 7Tc�=�cñÝ < ���u7Tc�=�c � < (C.3)

cas 2 ���ò7uc < � ½ 7Tc�=�cñÝ < ���u7Tc�=�cª§ = (C.4)

La figure C.1 (ou C.2) analyse la réponse forcée de la structure désaccordée pour le cas 1 (ou cas 2).
Le facteur d’amplification dynamique aléatoire considéré est % sig " * défini par l’équation (IV.58) et noté% * . Le trait noir continu représente la fonction

A yz9t�Õ% * ² A � en représentation semi-logarithmique
obtenu en construisant les matrices aléatoires de chaque aube par l’équation (C.1). Le trait gris continu
représente la fonction

A yz 9t�Õ% * ² A � en représentation logarithmique obtenu en construisant les
matrices aléatoires de chaque aube par l’équation (C.2).
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Figure C.1 – Cas � de désaccordage : graphe des fonctions
A yz 9t�Õ%+*u² A � en représentation semi-

logarithmique : incertitudes sur la totalité des matrices (trait noir continu) - incertitudes sur la partie

dynamique des matrices (trait gris continu)
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Figure C.2 – Cas / de désaccordage : graphe des fonctions
A yz 9t�Õ%+*u² A � en représentation semi-

logarithmique : incertitudes sur la totalité des matrices (trait noir continu) - incertitudes sur la partie
dynamique des matrices (trait gris continu)

On observe de faibles écarts sur les niveaux de probabilité du facteur d’amplification dynamique %¡* ob-
tenus par ces deux approches. Pour les cas présentés, la réponse forcée de la roue aubagée désaccordée
s’avère donc moins sensible à la partie statique des incertitudes (affectant les DDLs de jonction aube-
disque) qu’à la partie dynamique des incertitudes. Pour l’exemple étudié, le choix de la modélisation
probabiliste non paramétrique affecte peu les résultats numériques concernant le facteur aléatoire d’am-
plification dynamique
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Annexe D

Influence des incertitudes de dissipation sur le
désaccordage dynamique du modèle industriel de
roue aubagée

Cette annexe constitue un complément du paragraphe 4.3 du chapitre IX pour lequel une incertitude addi-
tionnelle de dissipation est considérée sur chaque aube. On rappelle qu’on étudie le désaccordage induit
par les tolérances angulaires de chaque aube. Les incertitudes sur la géométrie sont d’origine conserva-
tive. Par conséquent, la procédure d’identification des paramètres de dispersion du modèle probabiliste
non paramétrique ne concerne que les paramètres de dispersion de masse et de raideur de l’aube. On
analyse la réponse forcée de la roue aubagée désaccordée lorsqu’on ajoute aux incertitudes induites par
les tolérances de chaque aube une incertitude non nulle sur la dissipation de chaque aube. Le problème
direct est alors résolu pour les cas suivants :´&¼ V ��Ì&Ì�� ´&¼P� ��Ì&Ì�� ´Fé&� å � ��� � ½ ���

cas 1 �¶c�=OÝ�Ý c�=�¦Ý c�=O0 /@=�c�� � c � � c � = � c � c � !
cas 1’ �hc�=OÝ�Ý c�=�¦Ý c�=O0 /@=�c�� � c � � c�=O/ � = � c � c � !
cas 2 �¶c�=OÝ�Ý c�=�¦Ý c�= ÜFÝ /@= Ü#� � c � � c /@=O/�/ � c � !
cas 2’ �hc�=OÝ�Ý c�=�¦Ý c�= ÜFÝ /@= Ü#� � c � � c�=O/ /@=O/�/ � c � !
cas 3 �¶c�=OÝ�Ý c�=�¦Ý c�=�� 0@= ÜF/ � c � � c ÜÅ=O/ � c � !
cas 3’ �hc�=OÝ�Ý c�=�¦Ý c�=�� 0@= ÜF/ � c � � c�=O/ ÜÅ=O/ � c � !

Table D.1 – Description des différents cas de désaccordage présentés

La figure D.1 (ou D.2 et D.3) représente le graphe de la fonction
A yz 9t�Õ%[*Ò² A � en représentation

semi-logarithmique pour le cas 1 ( ou cas 2 et cas 3) (trait noir continu) et pour le cas 1’ (ou cas 2’ et cas
3’) (trait gris continu).
On observe que la présence d’incertitudes sur la dissipation modifie peu les probabilités d’occurence du
facteur aléatoire d’amplification dynamique %,* .
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Figure D.1 – Influence des incertitudes sur la dissipation : graphe de la fonction
A yz�9t�Õ% * ² A � pour

le cas 1 (trait noir continu) et pour le cas 1’ (trait gris continu).

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

Figure D.2 – Influence des incertitudes sur la dissipation : graphe de la fonction
A yz�9t�Õ%t*�² A � pour

le cas 2 (trait noir continu) et pour le cas 2’ (trait gris continu).
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Figure D.3 – Influence des incertitudes sur la dissipation : graphe de la fonction
A yz�9t�Õ%t*�² A � pour

le cas 3 (trait noir continu) et pour le cas 3’ (trait gris continu).
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Résumé : L’objet de ce travail de recherche est de proposer de nouvelles méthodologies probabilistes
pour l’analyse dynamique basses fréquences du désaccordage des structures tournantes à symétrie cy-
clique. La classe de structure étudiée est la roue aubagée. Tout d’abord, un modèle probabiliste non
paramétrique récent est utilisé pour construire une approche probabiliste directe, permettant d’analyser
l’amplification dynamique de la réponse forcée des aubes, induite par le désaccordage. En particulier, une
telle approche permet de modéliser de manière cohérente le désaccordage en fréquences des aubes et le
désaccordage en modes des aubes. Ensuite, une approche probabiliste inverse, reposant sur une méthode
d’identification des paramètres de dispersion du modèle probabiliste non paramétrique, est construite
afin de déterminer les tolérances des aubes, conduisant à une probabilité donnée du facteur d’amplifi-
cation dynamique de la réponse forcée. Enfin, ces méthodologies sont mises en œuvre numériquement
sur un exemple numérique simple et sur un modèle complexe de roue aubagée. Les réponses forcées
désaccordées obtenues par le modèle probabiliste non paramétrique et par le modèle probabiliste pa-
ramétrique classiquement utilisé pour la problématique du désaccordage sont comparées. Par ailleurs, la
méthodologie du problème inverse permet d’optimiser les tolérances de l’aube pour réduire l’amplifica-
tion de la réponse forcée. L’analyse des résultats valide la pertinence des méthodologies proposées.

Title : Structural dynamics of rotating structures with cyclic symmetry in presence of random uncertain-
ties. Application to mistuned bladed disks.
Abstract : The objective of this research is to propose new probabilistic methodologies for the dyna-
mic analysis of the mistuning of rotating structures with cyclic symmetry in the low frequency range.
The structure under consideration is a bladed disk. Firstly, a recent nonparametric probabilistic model
is used for constructing a direct probabilistic approach, allowing the dynamic amplification of the for-
ced response on blades induced by mistuning to be analyzed. Particularly, such a probabilistic approach
allows the blade-eigenfrequencies mistuning and the blade-modal-shape mistuning to be modeled with
coherence. Secondly, an inverse probabilistic approach, based on an identification method of the disper-
sion parameters controlling the nonparametric probability model, is constructed in order to define the
blade tolerances yielding a given probability level of the dynamic amplification of the forced response.
Finally, both methodologies are numerically applied on a simple case and on a complex structure. The
mistuned forced response obtained with the nonparametric probabilistic model and with the parametric
probabilistic approach traditionally used in the mistuning context are compared. In addition, the inverse
probabilistic approach allows the blade tolerances to be optimized in order to reduce the amplifications of
the forced response. The analysis of these results validate the relevance of the proposed methodologies.

Discipline : Mécanique
Mots-Clefs : dynamique des structures, symétrie cyclique, sous-structuration dynamique, désaccordage
des roues aubagées, tolérances géométriques, incertitudes aléatoires, modèle probabiliste non paramétri-
que, problème inverse.
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