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Introduction générale

Lorsque deux surfaces solides en contact glissent 'une par rapport a 'autre, le
frottement (produit par la résistance des surfaces au mouvement) et 'usure (des-
truction du matériau résultant du frottement) se produisent. Ces deux phénoménes
sont nuisibles pour la majorité des mécanismes soumis au glissement (paliers en
particulier), ils peuvent étre presque entiérement éliminés si ’on empéche le contact
des surfaces en mouvement. Interposé entre deux surfaces frottantes, le lubrifiant
permet de réduire le coefficient de frottement et donc l'effort a produire. C’est le
domaine de la lubrification dont un des champs principaux d’applications est 1’étude
des mécanismes tournants : paliers, joints et engrenages.

L’histoire nous a montré que le développement de la lubrification est trés forte-
ment 1i¢ & celui des paliers (F1G. 0.1).

F1G. 1 — Palier graissé (1970).

Un palier poreux ou autolubrifié est constitué d’une bague cylindrique appelée
coussinet, faite d’'un matériau poreux, contenant dés sa fabrication une quantité d’un
fluide destiné a lubrifier la surface latérale intérieur pour l'isoler de I’arbre tournant
supposé imperméable (F1G. 0.2).



arbre tournant

coussinet

FiG. 2 — Palier poreux.

Ces paliers poreux, servent a maintenir 'axe de rotation des petits moteurs,
utilisés en particulier par les industries mécaniques et électromécaniques, telles que
I'électroménager et 'automobile (essuie glace, ventilation, démarreur, léve vitre, ...).

[.’étude des problémes de lubrification hydrodynamique remonte au célébre tra-
vail de Reynolds 34| publié en 1886. Il avait étudié, d’'une fagon plutot heuristique,
I’écoulement en film mince sans qu’il donne la relation entre son modéle et les équa-
tions de Navier-Stokes. Cette relation a été donnée formellement par H. G. Elrod
[22], G. Capriz [17] et G. H. Wannier [41].

La justification mathématique rigoureuse de 1’équation de Reynolds pour un
écoulement newtonien et approchant le systéme de Stokes, a été étudié par G.
Bayada et M. Chambat |5] et G. Cimatti [18]. Pour les équations de Navier-Stokes,
ce probléme a été abordé par beaucoup de chercheurs citons par exemple S. A.
Nazarov [31]; A. Assemien [2]; A. Assemien, G. Bayada et M. Chambat [3]; A.
Duvnjak et E. Marusi¢-Paloka [20]. Cependant, une approche plus réaliste prenant
en compte quelques propriétés du caractére non-newtonien du fluide a été étudié
sous un point de vue mécanique par G. M. Troianiello |40|; K. Zaheeruddin et M.
Isa [42]| et mathématique par G. Bayada et G. Lukaszewicz [6] ; M. Boukrouche [13];
M. S. Mostefai [30]; F. Boughanim et R. Tapiéro [11]; A. Mikeli¢ et R. Tapiéro [29|
et A. Duvnjak [21].

Des équations du type de Reynolds sont obtenues par G. Bayada, N. Benhabou-
cha et M. Chambat, lorsque I'on prend en compte pour décrire ce qui se passe au
voisinage de la paroi des conditions plus réalistes que les conditions usuelles d’adhé-
rence ; comme la présence d’un milieu poreux mince modélisant une microstructure
attachée a la paroi [7], la rugosité de la paroi [10] (chapitre 2, pp. 54-130) et aussi



I'interaction particule-paroi pour un écoulement micropolaire [8].

Tous ces travaux précédement cités concernent les modéles stationnaires de
Stokes ou de Navier-Stokes dans lesquels 1’épaisseur du domaine de I’écoulement
et les conditions aux limites ne dépendent pas du temps. Pour le probléme insta-
tionnaire de Navier-Stokes, I’étude du comportement asymptotique a été faite par
G. Bayada, M. Chambat et I. Ciuperca [9] pour des conditions aux limites en vitesse
et un nombre de Reynolds modéré. Cet étude a été étendue par K. Amedodji, G.
Bayada et M. Chambat [1| pour des conditions aux limites portant a la fois sur la
vitesse et la pression.

Le comportement asymptotique d'un probléme ou I’équation de mouvement est
couplée avec une équation de type Convection Diffusion et ou la viscosité du fluide
est donnée par la loi de puissance ou la loi d’Arrhenius, a été étudié par F. Bougha-
nim |[12].

Pour résoudre les équations de Stokes ou de Navier-Stokes, il est en général pos-
tulé que la vitesse du fluide au voisinage de la paroi solide est nulle. C’est la condition
classique de non glissement & la paroi. Cette hypothése repose sur de nombreuses
évidences expérimentales conduites sur des écoulements a 1’échelle macroscopique,
mais elle n’est pas réellement appuyée sur des arguments physiques forts aux échelles
microscopiques. Cette situation a été a I'origine de trés nombreuses recherches sur les
relations entre adhésion et frottement de molécules de liquide a la surface d'un solide,
depuis le travail de pionnier de Coulomb. Celui-ci, & partir d’expériences ayant une
faible résolution en distance depuis la paroi solide, avait conclu que la condition de
non glissement a la paroi devait étre vraie, méme au niveau microscopique. Plusieurs
indications, tant expérimentales que déduites des simulations de dynamique molé-
culaire suggérent cependant la possibilité de glissement a la paroi pour un liquide
simple sur une surface faiblement attractive. Connaitre et éventuellement controler
cette condition aux limites est de toute premiére importance pratique dans toutes
les situations ou un film fin de fluide est cisaillé entre deux solides, en lubrification
et particulierement en laminage a froid.

D’autres résultats en mécanique des fluides, voir par exemple [27, 28, 37, 38, 39,
indiquent que la condition aux limites d’adhérence de la vitesse sur la surface laté-
rale de I’arbre tournant d’un palier poreux (voir F1G. 0.2) n’est plus respéctée dés
que le taux de cisaillement devient assez important 107 s~ 1. Des études expérimen-
tales concernant ce phénoméne ont été faites par R. Pit [32, 33|, mais a ce jour elles
sont encore difficiles en raison de I’épaisseur du film fluide entre les surfaces qui
peut étre aussi petit que 50 nanométres. Dans telles conditions de fonctionnement,
la condition de non glissement est induite par les liaisons chimiques entre le lubri-
fiant et les surfaces environnantes et par 'action des efforts normaux, qui sont liés
a la pression intérieur dans ’écoulement. Au contraire, les efforts tangentiels sont
assez importants qu’ils ont tendance a détruire les liaisons chimiques et a induire
le phénoméne de glissement. Ce n’est rien d’autre qu’une transposition de la loi de
Coulomb bien connue entre deux solides a l'interface solide-fluide [19]. Voir égale-
ment |23, 24, 25, 26| pour des conditions aux limites semblables.



Bien qu’implicitement utilisée dans les procédures numériques du probléme de
la lubrification, ’équation de Reynolds en film mince tenant compte d’'un tel phé-
noméne de glissemnt semble ne pas avoir été étudiée dans un aspect quelque peu
mathématique jusqu’a récemment dans [4, 14, 15, 16|, ou l'effet de la température
était néglige.

Le but de cette thése est I’étude du cas d’'un fluide newtonien en film mince et
milieux poreux en présence de conditions non linéaires de types Tresca, Coulomb
sur une partie du bord du domaine, en tenant compte de I'effet thermique.

Dans le chapitre 1, nous rappelons les principes de base de la mécanique des
milieux continus a partir desquels nous déduisons les équations qui modélisent 1’écou-
lement non isotherme d’un fluide newtonien incompressible en régime stationnaire
dans un domaine ouvert de R3.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse & montrer un résultat d’existence et d’unicité
de la vitesse, de la pression et de la température solutions du probléme variationnel
couplé issu du probléme modélisé dans le chapitre 1 en présence d’'une condition
non linéaire de type Tresca sur une partie de la frontiére du domaine mince 2°. La
démonstration de ce résultat est basée sur le théoréme du point fixe de Banach. Pour
cela on considére deux problémes auxiliaires. Le premier est une inégalité variation-
nelle elliptique du second espéce en vitesse et pression dont leur existence et leur
unicité s’obtiennent comme dans [4]. La régularité de la vitesse dans (H?(2°))? et
de la pression dans H'(€) est obtenue comme dans [35, 36|, la différence est que la
viscosité du fluide n’est plus constante ; mais elle dépend de la température qui doit
étre dans CU*I(W). Le deuxiéme probléme est une équation variationnelle elliptique
non linéaire dont I'inconnue est la température. L’existence, 'unicité et la régularité
de cette température se démontrent par l'utilisation du théoréme du point fixe de
Banach en passant par la résolution du probléme linéarisé associé.

Le chapitre 3 est consacré a I’analyse asymptotique de ce probléme variationnel
défini sur Q°. Par la technique de changement d’échelle, on se raméne a un probléme
variationnel défini sur le domaine fixe {2 dont le petit paramétre ¢ apparait dans
les opérateurs. On établit des estimations a priori sur les solutions de ce probléme
et on montre que ces solutions admettent des limites fortes. Celles-ci vérifient ce
qu’on appelle le probléeme limite. On obtient ensuite une équation de Reynolds géné-
ralisée et on fini par démontrer le résultat d’unicité des solutions du probléme limite.

Dans le chapitre 4, I’étude numérique du probléme limite nécessite 'introduc-
tion d’un élément fini particulier adopté pour les opérateurs définis sur V. On définit
le probléme discret et on montre sa convergence vers le probléme limite. On s’inté-
resse ensuite a chercher les estimations de ’erreur d’approximation sur les solutions
en fonction du petit pas de discrétisation.

Dans le chapitre 5, on remplace la condition aux limites de Tresca par celle de
Coulomb dans I’étude précédente. On obtient ainsi des résultats similaires.



Bibliographie

[1] K. Amedodji, G. Bayada, M. Chambat, On the unsteady Navier-Stokes equations
i a time-mowving domain with velocity-pressure boundary conditions. Nonlinear
Analysis, vol. 49, no. 4, Ser. A : Theory Methods, pp. 565 587, 2002.

[2| A. Assemien, Comportement asymptotique des équations de Navier-Stokes pour
des écoulements de faible épaisseur. Thése, Université Claude Bernard, Lyon 1,
1993.

[3] A. Assemien, G. Bayada, M. Chambat, Inertial effects in the asymptotic behavior
of a thin film flow. Asymptotic Analysis, vol. 9, no. 3, pp. 177-208, 1994.

[4] G. Bayada, M. Boukrouche, On a free boundary problem for Reynolds equation
derived from the Stokes system with Tresca boundary conditions. Journal of Ma-
thematical Analysis and Applications, vol. 282, pp. 212 231, 2003.

[5] G. Bayada, M. Chambat, The transition between the Stokes equation and the
Reynolds equation : a mathematical proof. Journal of Applied Mathematics and
Optimization, vol. 4, pp. 73 93, 1986.

[6] G.Bayada, G. Lukaszewicz, On micropolar fluids in the theory of lubrication. Ri-
gorous derivation of an analogue of the Reynolds equation. International Journal
of Engineering Science, vol. 34, no. 13, pp. 1477-1490, 1996.

[7] G. Bayada, N. Benhaboucha, M. Chambat, Modeling of a thin film passing a
thin porous medium. Asymptotic Analysis, vol. 37, no. 3-4, pp. 227 256, 2004.

[8] G. Bayada, N. Benhaboucha, M. Chambat, New models in micropolar fluid and
application to lubrication. Prépublication de laboratoire MAPLY, 2003.

[9] G. Bayada, M. Chambat, I. Ciuperca, Asymptotic Navier-Stokes equations in a
thin moving boundary domain. Asymptotic Analysis, vol. 21, no. 2, pp. 117-132,
1999.

[10] N. Benhaboucha, Quelques problémes mathématiques relatifs a la modélisation
des conditions aux limites fluide solide pour des écoulements de faible épaisseur.
These, Université Claude Bernard, Lyon 1, 2003.

[11] F. Boughanim, R. Tapiéro, Derivation of the two-dimensional Carreau law for
a quasi-Newtonian fluid flow through a thin slab. Applicable Analysis, vol. 57,
no. 3-4, pp. 243 269, 1995.

[12] F. Boughanim, Etude des écoulements isothermes et non isothermes des fluides
non newtoniens. Loi de carreau, loi de puissance. Thése, Université Jean Monnet,
Saint-Etienne, 1996.

[13] M. Boukrouche, A Reynolds equation derived from the micropolar Navier-Stokes
system. The Navier-Stokes equations : theory and numerical methods (Varenna,



2000), pp. 1 18, Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics, vol. 223,
Dekker, New York, 2002.

[14] M. Boukrouche, G. Lukaszewicz, Asymptotic analysis of solutions of a thin film
lubrication problem with Coulomb fluid-solid interface law. International Journal
of Engineering Science, vol. 41, pp. 521 537, 2003.

[15] M. Boukrouche, G. Lukaszewicz, On a lubrication problem with Fourier and
Tresca boundary conditions. Mathematical Models and Methods in Applied
Sciences, Vol. 14, No. 6, pp. 913-941, 2004.

[16] M. Boukrouche, R. El Mir, Asymptotic analysis of a nonNewtonian fluid in a
thin domain with Tresca law. Nonlinear Analysis, Theory Methods and Applica-
tions, Vol. 59, Issues 1-2, pp. 85-105, 2004.

[17| G. Capriz, On the vibrations of shaft rotating on lubricated bearings. Annali di
Matematica Pura ed Applicata. Series IV, vol. 50, pp. 223-248, 1960.

[18] G. Cimatti, A rigorous justification of the Reynolds equation. Quarterly of Ap-
plied Mathematics , vol. 44, no. 4, pp. 627-644, 1987.

[19] G. Duvaut, Equilibre d’un solide élastique avec contact unilatéral et frottement
de Coulomb. Comptes Rendus des Séances de I’Académie des Sciences, Séries A
et B, Paris. vol. 290, no. 5, pp. 263 265, 1980.

[20] A. Duvnjak, E. Marusi¢-Paloka, Derivation of the Reynolds equation for lubri-
cation of a rotating shaft. Archivum Mathematicum (BRNO), vol. 36, no. 4, pp.
239 253, 2000.

[21] A. Duvnjak, Derivation of non-linear Reynolds-type problem for lubrication of
a rotating shaft. ZAMM Zeitschrift fiir Angewandte Mathematik und Mechanik,
vol. 82, no. 5, pp. 317-333, 2002.

[22] H. G. Elrod A derivation of the basic equations for hydrodynamic lubrication
with a fluid having constant properties. Quarterly of Applied Mathematics, vol.
17, pp. 349-359, 1960.

[23| H. Fujita, A mathematical analysis of motions of viscous incompressible fluid
under leak or slip boundary conditions. Mathematical fluid mechanics and mo-
deling (Kyoto, 1994), Surikaisekikenkyusho Kokyuroku, vol. 888, pp. 199-216,
1994.

[24] H. Fujita, H. Kawarada, Variational inequalities for the Stokes equation with
boundary conditions of friction type. Recent developments in domain decom-
position methods and flow problems (Kyoto, 1996 ; Anacapri, 1996). GAKUTO
International Series. Mathematical Sciences and Applications, vol. 11, pp. 15-33,
1998.

[25| H. Fujita, Remarks on the Stokes flow under slip and leak boundary conditions of
friction type. Topics in mathematical fluid mechanics, Quaderni di Matematica,
Dept. Math., Seconda Univ. Napoli, Caserta, vol. 10, pp. 73-94, 2002.

[26] H. Fujita, A coherent analysis of Stokes flows under boundary conditions of
friction type. Journal of Computational and Applied Mathematics, vol. 149, no.
1, pp- 57 69, 2002.

[27] B. O. Jacobson, B. J. Hamrock, Non Newtonian fluid model incorporated into
elastohydrodynamic lubrication of rectangular contacts. Journal of Tribology, vol.
106, pp. 275 284, 1984.



[28] B. O. Jacobson, At the boundary between lubrication and wear. First world
tribology conference, London, pp. 291 298, 1997.

[29] A. Mikeli¢, R. Tapiéro, Mathematical derivation of the power law describing
polymer flow through a thin slab. RAIRO Modélisation Mathématique et Analyse
Numérique, vol. 29, no. 1, pp. 3 21, 1995.

[30] M. S. Mostefai, Déduction rigoureuse de ’équation de Reynolds a partir d’un
systeme modélisant ’écoulement a faible épaisseur d’un fluide micropolaire, et
étude de deux problémes a frontiére libre. Hele-Shaw généralisé et Stefan a deux
phases pour un fluide non newtonien. Thése, Université Jean Monnet de Saint-
Ftienne, 1997.

[31] S. A. Nazarov, Asymptotic solution of the Navier-Stokes problem on the flow of
a thin layer of fluid. Siberian Mathematical Journal, vol. 31, no. 2, pp. 296-307,
1990.

[32] R. Pit, Mesure locale de la vitesse a linterface solide liquide simple : Glissement
et role des interactions. Thése Physique, Université Paris XI, 1999.

[33] R. Pit, H. Hervet, L. Léger, Mise en évidence directe d’écoulements avec glisse-
ment a la paroi a diverses interfaces hexadécane - solide. Revue de Métallurgie-
CIT, Science et Génie des Matériaux, pp. 169 174, Février 2001.

[34] O. Reynolds, On the theory of lubrication and its application to Beauchamp
Tower’s experiments. Phil. Trans. Royal Society, London, A 117, pp. 157-234,
1886.

[35] N. Saito, H. Fujita, Regularity of solutions to the Stokes equations under a cer-
tain nonlinear boundary condition. The Navier-Stokes Equations, Lecture Notes
in Pure and Applied Mathematics, Marcel Dekker, New York, vol. 223, pp. 73-86,
2001.

[36] N. Saito, On the Stokes equations with the leak and slip boundary conditions of
friction type : reqularity solutions. Publications of Research Institute for Mathe-
matical Sciences. Kyoto University, vol. 40, pp. 345 383, 2004.

[37| J. Serrin, Mathematical principles of classical fluid mechanics. In Handbuch der
Physik, vol. 8, no. 1, pp. 125 263, 1959.

[38] J. Shieh, B. J . Hamrock, Film collapse in ehl and micro-ehl. Journal of Tribo-
logy, vol. 113, pp. 372-377, 1991.

[39] J. L. Tevaarwerk, The shear of hydrodynamic oil films. Phd Thesis : Cambridge,
England, 1976.

[40] G. M. Troianiello, Elliptic differential equations and obstacle problems. The
University Series in Mathematics. Plenum Press, New York, 1987.

[41] G. H. Wannier, A contribution to the hydrodynamics of lubrication. Quarterly
of Applied Mathematics, pp. 1 32, 1950.

[42] K. Zaheeruddin, M. Isa, Micropolar fluid lubrication of one-dimensional journal
bearings. Wear, vol. 50, pp. 211-220, 1975.



Chapitre 1

Modélisation de I’écoulement non
1Isotherme des fluides newtoniens

Nous rappelons ici les résultats essentiels de la théorie des milieux continus. Ce
rappel portera sur les lois de conservation locales. Pour les références bibliogra-
phiques, nous avons consulté |1, 2, 3, 5.

A partir de ces lois nous chercherons les équations aux dérivées partielles mo-
délisant I’écoulement non isotherme d’un fluide newtonien incompressible dans un
domaine ouvert borné Q de R* pendant un intervalle de temps [0, T]. Ensuite, nous
donnons le modeéle stationnaire de cet écoulement qui sera le point de départ de
cette thése.

1.1 Equations générales de la mécanique des mi-
lieux continus

Les problémes en mécanique des milieux continus se modélisent d’une part par
les trois lois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’éner-
gie, qui forment les principes de base et d’autre part par les lois de comportement
spécifiques a chaque type de milieu continu.

Considérons un milieu continu qui occupe un domaine ouvert 2 de R* pendant
un intervalle de temps [0, 7).

i) La loi de conservation de la masse. Soit v(x,t) le champ des vecteurs vitesse a
I'instant ¢ € [0, 7| des points x = (21,29, 23) € Q du milieu continu en mouvement
par rapport au repére Oz. La forme locale de la conservation de la masse est

%+pdiv(1)) =0, (1.1.1)

olt p = p(x,t) est la densité du milieu continu au point z € Q a I'instant ¢ € [0, TY].

d
La dérivée particulaire ou la dérivée totale p7 est donnée par

d 0
% = &‘FU.V, (1.1.2)
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ou V est le vecteur gradient de composantes (1=1,2,3).

i

Avec la relation (1.1.2) I'équation (1.1.1) devient

0

a—§+v.Vp+pdiv(v) = 0. (1.1.3)
ii) La loi de conservation de la quantité de mouvement. Elle est déduite du

principe fondamental de la dynamique

dv i
p— =div(o) +p f, (1.1.4)
dt
ou le vecteur f, de composantes f; (i = 1,2,3), représente une distribution volu-
mique de forces extérieures. Le tenseur o, a pour composantes o;; (7, j = 1,2, 3), est
le tenseur des contraintes.

On remarque que l'équation (1.1.4) contient un terme non linéaire par rap-
port aux composantes de la vitesse. Les équations (1.1.4) sont connues sous le nom
d’équations du mouvement. S’il s’agit d’un probléme de statique le premier membre
des équations (1.1.4) est identiquement nul et on les appelle équations d’équilibre ;
elles sont alors linéaires par rapport aux composantes o;; du tenseur des contraintes.

En utilisant la relation (1.1.2) I'équation (1.1.4) s’écrit

p (% + 7).V1;> = div(o) +p f. (1.1.5)

iii) La loi de conservation de ’énergie. Elle est déduite du premier principe de
la thermodynamique. Elle est de la forme suivante :

de
pd—: =0 : D(v) —div(q) +r, (1.1.6)

ol

e est un scalaire qui désigne 1’énergie interne spécifique du milieu continu ;

r est un scalaire représentant l'apport d’énergie par unité de masse et de
temps;

— ¢, de composantes g;, est le vecteur transport d’énergie ;

— D(v) est le tenseur des taux de déformation, de composantes

1 /(0v; Ov;
dij(v) = = : ] 1<i,j<3: 1.1.7
J(U) 2 <8T7 + aTZ> ) =)= ) ( )

— 0 : D(v) est le produit dyadique de deux tenseurs o et D(v) défini par I'ex-
pression

(O D(?)) = Z ()'ijdij(v).

i,j=1
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En utilisant la relation (1.1.2), 'équation (1.1.6) s’écrit

p <% + v.Ve) =0 :D(v) —div(qg) + . (1.1.8)

Récapitulation
[’ensemble des lois de conservation nous a fourni trois équations scalaires et vecto-
rielle :

1. L’équation de continuité

%+U.Vp+pdiv(v) = 0. (1.1.9)

2. Les équations du mouvement

p <% + 7).V1;> = div(o) +p f. (1.1.10)

3. L’équation de l’énergie

p (%+1;.V6> =0 : D(v) — div(q) + r. (1.1.11)

Remarque 1.1.1. Le tenseur des contraintes o est symétrique.

Remarque 1.1.2. Les équations (1.1.9) (1.1.11) sont déduites des lois de conser-
vation sous des hypothéses de continuité.

Remarque 1.1.3. Les équations (1.1.9) (1.1.11) constituent au total cing relations
scalaires. Les fonctions inconnues sont au nombre de quatorze :
les siz composantes o, du tenseur des contraintes (symétrique) ;
— les trois composantes v; de la vitesse;
— la densité p, ’énergie interne e, les composantes q; du vecteur transport d’éner-
gie.
1l est donc évident, du point de vue mathématique et physique, qu’il est improbable
qu’avec cing équations on puisse déterminer quatorze fonctions inconnues. Les lois
de conservation sont donc insuffisantes a décrire les mouvements des milieux conti-
nus ; elles doivent étre complétées par d’autres relations que 'on appelle des lois de
comportement.

1.2 Cas des fluides newtoniens

Les équations fondamentales de la mécanique des fluides newtoniens sont celles
de la mécanique des milieux continus, avec une loi de comportement de fluide li-
néaire isotrope.

Nous établissons ici les équations gouvernées par 1’écoulement non isotherme

d’un fluide newtonien incompressible. Aucun principe nouveau n’est introduit, il ne
s’agit que de tirer des conséquences de la section précédente.

12



Le tenseur des contraintes o d’un fluide newtonien s’écrit
o =2uD(v) + [ATrD(v) — plI, (1.2.1)

ol
D(v) est le tenseur des taux de déformation ;
1 est la viscosité dynamique du fluide;
— X est un second coefficient de viscosité ;
— p est un réel appelé pression du fluide ;
I est la matrice identité de rang 3;
TrD(v) désigne la trace de D(v) définie par

TrD(v) = Zd”(z))
Si le fluide est incompressible, c’est & dire son taux de dilatation volumique est
nul, alors le tenseur des taux de déformation D(v) est soumis a la liaison interne
TrD(v) =0, (1.2.2)
ce qui est équivalent a la condition sur les vitesses
div(v) = 0. (1.2.3)
La loi de comportement (1.2.1) devient
o =2uD(v) — pl. (1.2.4)

Il est intéressant de remarquer qu’'un fluide newtonien incompressible n’a qu’un seul
coefficient de viscosité.

Comme le fluide est considéré non isotherme sa viscosité dynamique p est une
fonction de la température T°

= pu(T). (1.2.5)

La loi de comportement d’un fluide newtonien non isotherme incompressible est
donc (voir par exemple [2, 4, 6])

o=2u(T)D(v) — pl. (1.2.6)

Il est & noter que 'équation de la conservation de la masse (1.1.3) implique que
pour un fluide incompressible on a

3
dp _

. 1.2.
dt + Z 63:7 (1.2.7)

Par conséquent, la masse volumique d’une particule de fluide incompressible reste
constante au cours de ’écoulement ; elle est donc de plus indépendante des variables
d’espace si elle ’est & un instant particulier, ce que nous supposerons. Dans ces
conditions nous avons

p = py = constante. (1.2.8)
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Il est méme loisible de poser pg = 1, ce qui sera fait dans la suite, et revient simple-
ment & choisir I'unité de masse volumique.

En utilisant la loi de comportement (1.2.6) I’équation de mouvement (1.1.4)
devient

% = f+div(2u(1)Dv) ~ pI) = f + div(2u(1)D()) ~ div(pl).  (1.2.9)
On a donc q
d—: = f+ div<2,u(T)D(v)> —Vp. (1.2.10)

Le terme o : D dans (1.1.6), parfois appelé fonction de dissipation, est défini par
o1 D(v) = (Q,u(T)D(v) - p[) . D(v) = 2u(T)D(v) : D(v) — pTrD(v). (1.2.11)

Comme le fluide est incompressible (TrD(v) = 0)

o:D(w)=2u(T)D(v) : D(v), (1.2.12)
et 'équation de I'énergie (1.1.6) devient
de
d—‘: — 2u(T)D(v) : D(v) — div(q) + - (1.2.13)

On suppose que
I’énergie interne du fluide est donnée par la loi
de dT
> — C’U(T)_J
dt dt
ou C,(T) désigne la chaleur spécifique a volume constant ;
— l'apport d’énergie par unité de masse et de temps r dépend de la température

(1.2.14)

T
r=r(T); (1.2.15)
le vecteur transport d’énergie ¢ est donné par la loi de Fourier
qg=—K(T)VT. (1.2.16)

Elle est non linéaire du fait que la conductivité thermique K est une fonction
de la température 7.
Dans ces conditions I’équation de I’énergie (1.1.6) s’écrit

a,(T)% = 2u(T) D(v) : D(v) + div(K(T)VT) + r(T). (1.2.17)

Finalement, les équations générales de I’écoulement non isotherme d’un fluide
newtonien incompressible sont données par le systéme

(P +ov.Vu=f+ div<2,u(T)D(U)> — Vp,

ot
div(v) = 0,
oT :
L Cy(T) (E + 7).VT> =2u(T)D(v) : D(v) + d1V<K(T)VT> + (7).

14



e Si on néglige les termes de convection le systéme précédent devient

( % =f +div(2,u(T)D(7))) — Vp,

div(v) = 0,

2L — 2T Dw) - D) + div (K (T)VT T
| C.(1)5; = 2u(T)D(v) : D(v) + w( (T)V )+r( ).

e De plus, si on se place dans le cas stationnaire on obtient le systéme
( .
—div(20(T)D(w)) + Vp = f,

¢ div(u) =0,

div(K(T)VT) 4 2u(T)D(u) : D(u) + r(T) = 0.

\
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Chapitre 2

Existence et unicité des solutions
faibles

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude du probléme de I’écoulement non isotherme
d’un fluide newtonien incompressible en régime stationnaire dans un domaine mince
()¢ avec la condition non linéaire de Tresca sur une partie du bord.

Nous présentons d’abord dans la section 2.2 les équations gouvernées par cet
écoulement et les conditions aux limites.

Dans la section 2.3 nous donnons la formulation faible du probléme. Ce probléme
variationnel dont les inconnues sont le champ de vitesse, la pression et la tempéra-
ture du fluide est fortement couplé en vitesse et température. Pour son étude nous
considérons deux problémes intermédiaires, le premier avec une inégalité variation-
nelle en vitesse—pression tandis que le deuxiéme avec une équation variationnelle
non linéaire en température.

Dans la section 2.4 nous étudions le probléme en vitesse pression. Nous mon-
trons tout d’abord lexistence et I'unicité de la vitesse dans un convexe approprié
en utilisant la théorie usuelle des inégalités variationnelles de 26™€ espéce. Ensuite
nous montrons l’existence et I'unicité (& une constante additive prés) de la pression
en utilisant les résultats de I’analyse en optimisation convexe.

Mais pour étudier le probléme non linéaire en température nous sommes obligés
dans la section 2.5 de chercher la régularité (H?(€2°))* de la vitesse. Pour cela on
suppose d’abord que la température est donnée dans C%!(€¢) pour pouvoir utiliser
la méthode des translations de L. Nirenberg [31], cette régularité de la température
sera établie dans le lemme 2.6.1.

Dans la section 2.6 nous montrons tout d’abord un résultat d’existence, d’uni-
cité et de régularité de la température solution du probléme linéaire. Ensuite, nous
étudions le probléme non linéaire en température en utilisant le théoréme du point
fixe de Banach.
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En utilisant de nouveau le théoréme du point fixe de Banach nous montrons dans
la section 2.7 un résultat d’existence et d’unicité des solutions de la formulation va-
riationnelle du probléme couplé.

Enfin, dans la section 2.8 nous faisons une remarque concernant un résultat
d’existence établi par L. Consiglieri et J. F. Rodrigues dans |9]. Nous citons aussi
d’autres travaux qui traitent des problémes similaires.

2.2 Description du probléme

Soit w un domaine borné de R® d’équation 3 = 0. On suppose que w représente
la surface inférieure du domaine occupé par le fluide. La surface supérieure I'] est
définie par I'équation z3 = ¢ h(z'), o

— € est un petit paramétre destiné a tendre vers zéro (0 < e < 1);

h est une fonction définie sur w telle que

0 < h, <h(z')<h*, V('0)=(x1,22,0) €Ew .

On étudie I’écoulement non isotherme d’un fluide newtonien incompressible en
régime stationnaire et sans termes convectifs dans le domaine mince (voir F1G. 2.1)

O ={(2",23) eR* : (2",0)€w et 0<mz3<ch(a')}

de frontiére I'* =w UT; UTS, o I's est la surface latérale de QF.

T3

|
0 S —— —> 19

-_—l——_

€1

Fi1Gg. 2.1 Domaine de I’écoulement.

On note par u® = (uj, u5, u3) la vitesse du fluide et 0° le tenseur des contraintes
dont les composantes o;; (1 <i,j < 3) sont données par la loi de comportement
suivante (voir par exemple [12], [17], [23] et [36])

o5 = =P 05 + 207 (T7)dij(u"), 1 <4,j <3, (2.2.1)
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ou p° est la pression thermodynamique du fluide, T° est la température du fluide et
p° est sa viscosité. d;; désigne le symbole de Kronecker

5 1 si 1=y,
Yl 0 sioi#£ g
La loi de comportement (2.2.1) relie le tenseur des contraintes o° au tenseur sphé-

rique —p°I, de composantes —p°d;; (1 < 7,7 < 3) et au tenseur des taux de
déformation D*(u®) de composantes

£ g
ous  0u;

1
dii(uf) = = ZG) . i j=1,2,3.
) =5 (G + 52 ) i

La normale extérieure unitaire sur I'* est notée n = (ny,n9, n3). La normale uni-
taire sur w est le vecteur (0,0, —1).

La convention d’Einstein, qui consiste a effectuer la somme sur les indices répé-
tés, sera utilisée sauf mention contraire.

A 1 1 £ [N 3 3 £
On définit les composantes normales et tangentielles uj, et uj = (uj , uf,, u;,) de
la vitesse u® par

e _ & . E _ € _ €.
Uy, = utn = uing, U = Uy — U7y (2.2.2)

Pour les composantes normales et tangentielles o, et of = (o}, 07,,07,) du tenseur
des contraintes la définition est la suivante

o, = (0°.n).n =

€ € _ £, £,
oLniNg,  Op = 0ung — 0N, (2.2.3)
D’aprés le chapitre 1, les équations qui traduisent I’écoulement non isotherme en
régime stationnaire d’'un fluide newtonien incompressible dans €2° sont les suivantes :
I’équation de conservation de la quantité du mouvement
dos

—Hoy =0, i=1.,2.3 92.2.4
8m7+f1 b) 7 b) b) b) ( )

ou f¢ = (fr, f5, f5) représente une densité massique des forces extérieures;
la condition d’incompressibilité

div(u®) =0 ; (2.2.5)
I’équation de conservation de I'énergie

0 oTe
——— | Kf=— ) = 2p°(T%)d?,(u®) + r°(T°), 2.2.6
o (K5 ) = 2w Ty ) + () (226)
ou K = K°(2',x3) est la conductivité thermique du fluide, r* = r*(7°) est
I’apport d’énergie calorifique.
Les fonctions p®, f°, K° et r® sont connues. Contrairement au chapitre 1, la
fonction K¢ ne dépend pas de la température T°.
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Pour les conditions aux limites, soit g = (g1, g2, g3) € (H* (FE))3 telle que

/ gndo=0, ¢g3=0surl'}, g=0surl{ et g¢gn=0surw. (2.2.7)

D’aprés [18] (lemme 2.2, page 24), cette condition implique 'existence d’une fonction

G° = (G1,G5,GY) € (HI(QE))3 telle que
div(G®) = 0 dans ° et G° =g sur [ (2.2.8)
Cette fonction s’appelle le relévement de g sur °.

e Pour la vitesse, on suppose que :

u® =g sur 7, (2.2.9)
u® =0 sur 7], (2.2.10)
u*n =0 surw. (2.2.11)

La condition d’imperméabilité (2.2.11) signifie qu'il y a un effort tangentiel exercé
par la surface w sur le fluide. Cet effort tangentiel ne peut pas dépasser un certain
seuil. La loi de Tresca suppose que ce seuil est fixe et connu

loy| < k° sur w, (2.2.12)

ou k° est une fonction positive donnée appelée coefficient de frottement et |of| est
le module de la contrainte tangentielle définie sur w par (2.2.3).

Tant que la contrainte tangentielle oj n’a pas atteint le seuil £°, le fluide se dé-
place avec la vitesse donnée s, qui est la vitesse de la surface inférieure w (adhérence).
Lorsque le seuil est atteint, le fluide et la surface se déplacent tangentiellement 1'un
par rapport a 'autre et il y a glissement proportionnel. Ce qui peut se résumer
comme suit [10]

o] < k*=uj =s
; g ! s 2.2.1
0| = k= 3\ >0 tel que u; = s — Aoj. St ( 3)
ot le réel positif A est inconnu. On suppose en outre que
s=g¢g surw.
e Pour la température, on suppose que
T° =0 surI'; UTYT. (2.2.14)
oT*
K* = K°VT°n=60°(T°) sur w, (2.2.15)
n

ou #° est une fonction donnée sur R. Selon le signe de la fonction #°, on peut
distinguer les trois phénoménes physiques suivantes :
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si la fonction 6° est strictement négative, le gradient de la température est
orienté vers la zone fluide, d’ott I’échauffement ;

— si la fonction 6° est égale a zéro, pas d’échange de chaleur a travers w;

— si la fonction 6° est strictement positive, le gradient de la température est
orienté a l'extérieur de la zone fluide.

Remarque 2.2.1. Sur w la troisieme composante de la vitesse est nulle :
€ __
u; =0 surw. (2.2.16)

En effet, d’apres la condition (2.2.11) on a

ut.n = uing +usne +usng =0 sur w,
o n = (n1,n9,n3) = (0,0, —1) est le vecteur normal unitaire extérieur & w. Donc
uz; =0 surw.

Le probléme complet consiste donc a trouver le champ de vitesse u®, la pression p°
et la température T° vérifiant les équations et les conditions aux limites suivantes :

(0 op°
—f<2uE(TE)di'j(7LE)> + % =ff, 1=1,2,3 dans ),

div(u®) =0 dans QF,

TE
_ 0 Kfa— = 2u°(T%)d% (uf) + r*(T°) dans QF,

u® =g surl,
u*=¢g=0 surl},
u*.n =0 surw,

of| < k° = uj = s,
t . / . . sur w,
0| =k = 3\ > 0 tel que uf = s — Aoj.

T =0 surT5UTS,

K*VT in=6°(T°) sur w.

\

Pour la formulation variationnelle du probléme (P§), on aura besoin du lemme
suivant :

Lemme 2.2.1. La condition (2.2.13) est équivalente a la relation scalaire suivante :

(u; — s).oy +k°

=0 surw. (2.2.17)

£
U, — 8
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Preuve. (Adaptée de [22|, pages 19 20)

e Si |of| < k° alors uf = s, d'ou (2.2.17). Si |of| = k= alors il existe A > 0 tel
que u; = s — Aoy, d’out

(uf — 5).0f + k°|us — s| = —A|of|> + MoZ|* = 0.

e Inversement, on suppose que (2.2.17) ait lieu.

Si |of| = k*, alors
(u; = s).0p = =|ui = s |og],

donc il existe A > 0 tel que
u; — S = —\oj.
— Si |o5] < k°, alors

(uj — s).o; + kflu; —s| =0 > —|u; — s| |of| + k%|u; — 5]

= up = s| (k° = |oy])

>0
donc
13
|ut - S| =0,
soit
£ __
u; = s.
D’out le résultat. [
Remarque 2.2.2. Sur w, on a
u®.n =0,
donc d’apres (2.2.2)
u; = u.

Par conséquent, la relation scalaire (2.2.17) s’écrit
(u® — s).of + k°lu® —s| =0 surw. (2.2.18)

C’est cette relation que nous utiliserons pour formuler le probleme variationnel de

(P5)-

2.3 Formulation variationnelle du probléme
On introduit le cadre fonctionnel suivant :
V() = {gp € (HI(QE))3 =G sur ', UT;, @n=0sur w} :
Vi () ={p e V(Q°) : div(p) =0 dans Q°},
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qui sont des convexes fermés non vide de (H'(QF))’.
Vo(QF) = {go € (HI(QE))3 @ =0surI'; UT], ¢.n=0sur w} :

Voain (7)) = { € Vo(€2°)  : div(p) = 0 dans Q°}

: . 3
qui sont des sous espaces vectoriels de (H(92°))".

On note par L2(€2) le sous espace vectoriel de fonctions de L?*(2°) & moyenne
nulle :

LA () = {q c L) / qda'drs =0, ouds' = da;lde} :
et par Hj- r<(€2°) le sous espace vectoriel de H' () :

H%EUFE ) ={p e H() : ¢Y=0suwr;Ul7}.

On introduit également les notations suivantes :

a(T;u,v) = Z/ 2u° (T 2 dx'dxs
— Z/ u)d;;(v) dr'dus,

3
(q,div(v)) = /QE qdiv(v) dz'dzs = ;/E S;j da'dzs,

75 (v) = / k*lv — s| da,

3
(f5,v)= [ ffvdi'des = Z fiv;dx'dxs,
4: . Qs

J Qe

20T 0Q
b*(T = KeVTVQ dx'd. dz'dx
( 7Q) 0 Q T arz = Z 6[1)7 a[l), T ars,

¢ (u;T,Q) = Z/ ded:rg—l—/

i,5=1

Nous établissons de la formulation forte (P§) la formulation faible (2.3.1)-(2.3.2)
qui sera la base de notre étude théorique. Notons que le premier membre de ¢ (u; T, Q)

est bien défini pour u € V(QF) N (HQ(Qg))g.

r*(T)Q dx'dxs + / 6°(T)Q dx'.

e Jw
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Proposition 2.3.1. Siu®, p° et T sont des solutions réguliéres du probléeme (P§)
alors elles vérifient le probleme variationnel :

Trouver u® dans Vg, (2°) N (H2(QE))3, p° dans L3(Q°) N HY(QF) et T¢ dans
His s () N CY1(SXF) tels que

af (T% 0", — u®) — (p°, div()) + 7% () — 55 (u°) >
Z (fEJQO_uE)J VSO € V(QE)J (231)
O (T°,¢) = (usT%,¢), VY€ H]iurg(Qg)- (2.3.2)

Preuve.
e On multiplie I’équation (2.2.4) par ¢; — u$ ou ¢ € V(£27), on intégre sur Q° et on
utilise la formule de Green. On obtient :

0
/ 05— (i — ui) da'drs — / oing(pi — uj) do = fE( —uf)da'drs.  (2.3.3)
J Qe 87/‘7 JTe
D’aprés les conditions aux limites (2.2.9) et (2.2.10) on a

/ oing(pi — = /0 (i — ug) da',

or d'apreés (2.2.3) ona  oj;n; = o;. + o;,n; et donc

ij

/ opmi(p; — ug) do = / or (pi — ug) da' + / or (i — ui)n; da'.

Comme (@; — u5)n; = 0 sur w alors

/ o mi(p; — ug) do = / o;.(p —u®)dx'.

En revenant a (2.3.3) on obtient

[ oty datans ~ [ oo —wyar = [ file—uyastans 239
J Q= aT] Jw J Q=

Dans (2.3.4) on ajoute et on retranche le terme

[ Ko sl o s

on trouve
a € / € € ! £ /
0 (i —ui)da'drs + | k(o —s| — |u® —s|) da’ — [ of.(¢ —u®)dx’ —
QE al‘] w w
= [# o= sl = = s d' = [ g - ) da'den
Jw JQE
Posons

A= /Uf.((p—ug)dl"-F /k‘g(|g0—s|—u5—s) dx’
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En utilisant la remarque 2.2.2 le terme A devient

A= / (af.(cp —5) + kg — 9\) dx’

Il faut remarquer que
o (p—s) > =lof|le—s| = =Ko —s| surw,

donc
A>0.

On a alors I'inéquation suivante

9]
/QE Ufya—%(% —ui)da'drs + /k6 (lo —s| — |u® — s]) dz’ > /E fi(pi — ui) da'dxs.

On remplace o7; par son expression (2.2.1) et on trouve

a ! £ £ !
/ [QIU,E(TE)dij(UE)_pgéij}aT(@i_uj) da'dxs + /k‘ (lp —s| = Ju® —s|) da’ >

. /j

fi (i — ug) da'das,
€

soit encore

a ! £ 8 £ !
[ o)) = ) o' = [ 975 ) dad +

. /j

+/ E* (Jlo —s| — |u® — s|) dz’' > / [l — ui) da'dxs,

Qe

c’est a dire
a*(T%u", o — ) — (p°, div(p — 7)) +5°(p) = j°(u”) > (f, 0 —u®), Ve e V(D).

Comme div(u®) = 0 dans QF, alors

(p°, div(u®)) = / p°div(u®) da'dzsz = 0,
d’ou

af(T%5 0", ¢ —u') — (p°, div(e)) + j°(9) — 5°(u*) > (f, 0 — ), Ve V().

e On multiplie I'équation (2.2.6) par ¢ € Hliuri(QE), on intégre sur Q°, on utilise
la formule de Green et les conditions aux limites (2.2.14) et (2.2.15). On obtient :

3

o017 0 ,
Z arz ‘idx dry = Z / 205 (T%)d?, (u¥) o da' ds + /ETE(TE)w da'dzg +

=1
+/9€(T€)1/) da',

c’est a dire
U (T% ) = ¢ (u3T7,¢), Vb € Hps (). O
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Pour étudier le probléme couplé (2.3.1) (2.3.2), on considére les deux problémes
intermédiaires suivants :

Probléme en vitesse—pression :
Pour une température donnée T dans Hlsur?(QE) N C%Y(Qe), trouver le champ de
L

vitesse u® dans Vi, (2°) N (HQ(QE)){; et la pression p° dans L3(Q°) N H'(Q?) tels que

a*(T;u, p — ) — (p°, div(e)) + j°(¢) — j°(u°) >
> (f, 0 —uf), Ve V(). (2.3.5)

Probléme en température :
Pour un champ de vitesse donné u dans Vi, (2°)N (HQ(QE))3, trouver la température
T¢ dans HY- p-(9°) N COL(Qe) telle que

L 1

bE(TEa Zb) = CE(“‘; TEa 7/))’ vw € HlfLuri (Qﬁ) (236)

2.4 Etude du probléme en vitesse pression

Pour résoudre le probléme en vitesse—pression, nous montrons tout d’abord 'exis-
tence et l'unicité de la vitesse u® dans le convexe Vg, (Q°) vérifiant I'inégalité (2.4.1)

en utilisant la théorie usuelle des inéquations variationnelles du 26™€ espéce |4, 19].
Ensuite, nous montrons 'existence de la pression p° dans espace L2(2?) en utilisant
les résultats de I’analyse en optimisation convexe [11]. La régularité de (u°, p®) dans

(HQ(QE))3 x H'(€F) sera établi dans la section 2.5.

Si nous prenons les fonctions test de l'inéquation variationnelle (2.3.5) dans
Vain(€°), on obtient le probléme suivant :

Probléme en vitesse :
Pour une température donnée T dans HEUF?(QE) N C%'(QF), trouver le champ de

vitesse u® dans Vi, (2°) N (HQ(Qg))3 tel que
a® (T u, 0 —u®) + 55 (@) — 55 (u®) > (f,p —u), Vo € Vg (2F). (2.4.1)
Nous rappelons un théoréme abstrait d’existence et d’unicité pour les inéquations

variationnelles de 2°™€ espéce que nous appliquerons pour étudier le probléme en
vitesse (2.4.1).

Théoréme 2.4.1. Soit A un convezxe fermé non vide d’un espace de Hilbert 'V
muni de la norme ||.|v et soit a(.,.) une forme bilinéaire coercive de A X A dans
R, c’est a dire telle que

Jag >0, alv,v) > aljv||3 Vv € A,
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et continue, c’est a dire telle que
dag >0, |a(u,v)] < aql|u||v||v]|v VYu,v € A.

Soit j une fonctionnelle de A dans R convexe, semi-continue inférieurement et
propre, c¢’est a dire telle que

—00 < j(v) < +o0, pour tout v € A et j non identique a+ oo.

Alors pour toute forme linéaire L définie sur V, il existe un unique u dans A solution
de l'inéquation variationnelle

a(u,v—u)+j(v) —ju) > L(v —u), Vve A.
Preuve. Voir par exemple |4] et [19]. O

Pour le probléme en vitesse (2.4.1) on a le résultat suivant :

Lemme 2.4.1. Supposons que f* € (LQ(QE))3, k® € L>®(w), k* > 0 presque partout
sur w et qu’il existe deur constantes strictement positives ., et pu* telles que

0< e <pla) <p*, VYaelR (2.4.2)

Alors, il existe un et un seul u® dans Vg, (Q°) satisfaisant 'inéquation variationnelle
(2.4.1).

Preuve. Posons

V" =u® — G° € Vjain(€)°).
Alors de I'inéquation (2.4.1) on obtient

a® (T v°, v —v°) + jg(v) — jg(v°) >
> (ff0—2%) —a®(T; G, v —v°), Yv € Vjain(2°), (2.4.3)

ou
Jo(v) = / k*|v| da'.

e La forme bilinéaire a* (T .,.) est coercive sur Vi gin(2°) X Vi ain (€27). En effet, soit
v un élément de Vj 4;,(€2°). En utilisant 'hypothése (2.4.2) et I'inégalité de Korn on

obtient ,

a*(T;0,0) 2 202 ) |ldij(0) 5.0 = 2. Crel|v]3 -

i,j=1

ot C'xg > 0 est la constante de Korn.

e La forme bilinéaire a®(T'; ., .) est continue sur Vy iy (2°) X Vg 4in (€2°). En effet, soient
u et v deux éléments de V; 4;,(©2°). En utilisant 'hypothése (2.4.2) et l'inégalité de
Cauchy-Schwarz on obtient

0 (T u,0)| < 2u*<ZIIdu(U)|I3,m) (ZII%(U)II%,m)

ij=1 ij=1

IN

20 [ull o ol
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e La fonctionnelle j§ est convexe, propre et semi-continue inférieurement sur Vo 4i,, (£2°).
En effet, soient u et v deux éléments de Vj 4, (€2°). Puisque G* = g = s sur w, on a

/k6 (Ju| — |v]) da’

ou |w| désigne la mesure de w.
Comme I'application trace sur w définie sur H'(Q¢) dans L?(w) est continue, alors
il existe une constante positive C'(Q2°) telle que

176 (u) = Jg (v) | =

< / K] [ = vl da’ <[] {5 |ool [ = vllo -
w

N N 1 13 13
176 (w) — g5 (v)] < Jw[> COF) K [loo wllu — vll1 .0 -

Ainsi, j§ est lipschitzienne donc a fortiori semi-continue inférieurement sur Vg 4, (2°).

e La forme linéaire (f°,.) — a®(T;G",.) est continue sur Vjq;,(€2°). En effet, soit
v un élément de V4, (2°). D’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité

de a*(T;..) sur Vjgin () X Vo .4in (€27), o0 a
|(f%,0) = a*(T;G%,0) | < (Il + 20%(1G%[|1.07)

En appliquant le théoréme 2.4.1, on obtient alors I’existence et I'unicité d'un élément
v® dans Vj 4, (€2°) satisfaisant l'inéquation variationnelle (2.4.3), et par conséquent
'existence et I'unicité de u® dans Vy;, (Q2°) satisfaisant (2.4.1). O

|’U||1’Qs .

Théoréme 2.4.2. Sous les hypothéses du lemme 2.4.1, il existe une fonction u® dans
Vain (QF), et une seule, et une fonction p® dans L3(2°), déterminée de maniére unique
a une constante additive pres, satisfaisant 'inéquation variationnelle en vitesse
pression (2.3.5).

Preuve. Lelemme 2.4.1 donne I'existence et I'unicité de la vitesse u® dans Vy;, (27).
Il reste donc a montrer 'existence de la pression p® dans L3(€F°). Pour cela, on
utilise les résultats de dualité de I'optimisation en convexe [11]. Nous formulons pour
cela I'inéquation variationnelle (2.4.3) en utilisant la fonction indicatrice 1y, o) du
convexe V(Q7), définie par

'l/)VO(QE) : (LQ(QE))?) — R
0 siop e V()
o Yven)(e) = { +oo si @ & Vp(QF).

On définit aussi la fonctionnelle H par
H(g): L*(¥) — R

q +— ’H(q)—{ Vosa=

+oo si g #0.

Alors l'inéquation (2.4.3) équivaut a :

Pour T € Hl;urﬁ(Q) donné, on cherche v® € Vj 4i, (§2°) tel que

v

a(T;v%, @ — v°) + Jo () — Jo(v°) + Ypae) (©) — Prpas) (v°)
> (fp—0v) —a (T;G%, ¢ —v°), Yo € Viain(52°). (2.4.4)
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. . e o
On note que zbvo(gs) est convexe, propre et semi-continue inférieurement. j; +1/)V0(QE)
I’est aussi.

D’aprés le théoréme 2.4.1, le probléme (2.4.4) admet une unique solution v® dans
Vo.4iv(€27). Comme il est bien connu, le probléme (2.4.4) est équivalent au probléme
de minimisation

weVo(0e) | 2

: 1 £ £ € £ ~€ :
it {300 = (7.0) + 0 (1:6710) 55 (6) + H{av(2) + b ()
que 'on écrit sous la forme

inf {FW@—FQ@H@D}, (2.4.5)

PEVH(0F)

ol

F: Vo(F) — R
1
¢ — F(SO):§aE(T;so,30)*(ff,so)+aE(T;GE,so),

Ve V() — Y = L2(w) x L2(QF) x Vo(€)
= W) = (T, Uap, Us0) = (¢, div(e), ¢)
G:- Y — R
q +— G(q) = jo(q) + H(gz) + Yvy(as)(g3)-

Le probléme dual associé au probléme primal (2.4.5) est donné par :

Trouver p* € Y* = L*(w) x L?(2%) x Vo(Q°)* solution de

sup { = F*(Wg") - G*(—¢") }. (2.4.6)
q*GY*

ol

F*(U*¢*) = sup { < U g*, ¢ > —F(gp)}
PEVD(92°)

= sup <UL o >+ < Vg5, 0>+ < Uigr, o > *F(so)}
PEVH(92¢)

et

G (—q") = sup{ < —q5 1> *g(l)}

ley

= sup { < —qi,h > —jg(l])} + sup { < =@y, lo > —’H(lg)} +
heL?(w) I eL2(0F)

+ sup { < —qg,lj; > —'l/)VO(QE)(lg)}
l3eVh(02°)

D’aprés la définition de H, on a pour tout [ = (1, ls,(3) dans Y
G(~") > { < —at.bi > <3 } + { < gl > Va0 (1) }.
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La fonction G* est continue sur Y, les hypothéses du théoréme 4.1, chapitre II1 dans
[11] sont donc satisfaites. D’ou I'existence de p* € Y™* solution de (2.4.6), vérifiant
la relation d’extrémalité :

(PO + 6w )} + {Fwp) + 6 (=)} =0,
qui s’écrit encore sous la forme suivante :
{F(?)g) + Jo (U10°) + H(¥v°) + 1/)‘/0(96)(\1137)6)} + {F*(\Il*p*) + Q*(fp*)} = 0.
D’une part, d’aprés la définition de F* on a

F* (U p*) < Wipl, @ >+ < Wips, o > + < Wips, 0 > —F(p), Vo e V(@)

>
> < P Vi >+ < p5,Wap > + < p3, Uap > —F(p), Ve € V().
D’autre part,
G (—p*) >< —pi, 1 > —j°(L)+ < —p%, I3 > =ty (l3), Vi € L), 13 € Vo(X°).
Donc pour tout [ = Wp, ¢ € V5(2°) on a

F*(WPp*) + G*(=p") 2< 15, Vap > —jj5 (V19) — Yvpae) (Vap) — F(p).
En revenant a la relation d’extrémalité on obtient

F(UE) - F(@) + .78(‘1’1715) - .75(‘1’1%0) + ¢VO(Q€)(‘P3UE) - wvo(Qe)(‘I’:a(P) +
+ < ph, U > +H(Ty0°) <0,

donc
F(v°) — F(o) + o (U10%) — g (U19) + Yyy00) (P30°) — Yyy00) (Psp) —
—{< Wips, 0" > — < Wips o >} < — < ph, War® > —H(P¥y0%) < 0.
On a
£ 1 £ £ £ £ £ £ £ £ 1 £ £
F(U)—F((,O) - ECL(T,’U,U)_(f,U)‘i‘a(T,G,’U)—iCL(T,(,O,(,O)—i—(f,(10)—
—a*(T;G*, )
1
= 3 (aE(T; v, v%) — a* (T o, w)) — (f50° = @) +a* (T G*,v° — @),
or

0 < a*(T50" =, 0" = ¢) = a*(T50%,0%) = 2a°(T; 0%, @) + a* (T ¢, ),
d’ou
a*(T;0%,0%) — a* (T 0, 0) > 2[a”(T5 0%, ) — a* (T 0, 0)| = 2a°(T; 0, 0" — ).
Par suite
F(°) = F(p) > a*(T;0,0" — ) = (5, 0" —¢) + a" (T G",v° — o).
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Donc

aE(T; @, Ug - SO) - (fga UE - SO) + a’g(T; GE: Ug - (10) + 78(06) - 78(g0) +
vy 00 (W30°) — Yyyae) (W) — < Uops, v° — @ > <0, Vo € V5(QF),

soit encore

a*(T5 ¢, 0 — v°) + Jo (@) — Jo(v°) + Yrpoe) (U30) — Yryae) (Us0°) —
— < Wips, 0" —p > > (f,0—0") —a*(T; G, p —v°), Ve V(). (2.4.7)

En utilisant le lemme de Minty [11], I'inéquation (2.4.7) est équivalente a I'inéqua-
tion :

a*(T;v%, ¢ — v°) + jo () — Jo(v°) + Yvpae) (W) — Yyyas) (P30°) —
— < Wips, 0" —p > > (f,0—0") —a*(T; G, p —v°), Ve V(). (2.4.8)

Dans (2.4.8), si on prend ¢ dans V(€¢) on obtient

a* (Tsu, ¢ —u®) + 5°(¢) — 7 (u°)— < p,div(u® —¢) > >

> (f5,0—u®), Ve eV(Q). (2.4.9)
On choisit dans (2.4.9) ¢ =u® £ ¢, ot ¢ € (H&(QE)){; On trouve :
o (T ', 6)— < p,div(e) >= (f,0), Vo€ (Hy(2))",

en utilisant la formule de Green, on obtient

O _ 9 (20 (Tiy (1)) + 17 fout sur OF
= — Li4 (U - resque partout sur

et comme u® est unique dans V() on en déduit 'unicité (& une constante additive
prés) de ps dans L?(QF). O

Le lemme suivant donne une estimation a priori de (u®,p°) dans (H](Qf))3 X
L2(QF).

Lemme 2.4.2. Sous les hypothéses du lemme 2.4.1, on a
w100 + [ lo.0c < C (1 Nlo,0 + [|G[[1,09) (2.4.10)

ou C' est une constante positive qui dépend de la constante de Korn Cy, du domaine
QF de py et de p*.

Preuve. Prenons dans l'inéquation (2.4.3) v = 0 € Vj 4, (£27), il vient
a’(T;v%,0%) + jg(v°) < (f5,v°) — a®(T; G*,0v°).
De plus on a j§5(v°) > 0, d’on

a (T;v%,0%) < (f%,0°) — a®(T; G*, v°).
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En utilisant la coercivité de la forme bilinéaire a*(7’; .,.) sur Vg giy (Q°) X Vj 4o (€2°)
),

et la continuité de la forme linéaire (f,.) — a*(T; G®,.) sur Vj 4, (€2°), on obtient :
20.Cr[v [T e < (1 Mloe + 20" (|G%[[1,0) |07 1,00
soit encore
ol < 5ol o + |G e
’ 21,.Ck " 1O ’
Par conséquent,
[u][r0e < [[v°[[Los + (|Gl < ! 1/ N0 + <1 T ) 1G"[|100
’ ’ 7 20, Ck ’ 1.Cr ’
d’ou
llher < Co(lFlosr + G l.0v). (2.4.11)
avec

1 u
Cy = 1+ )
° s <2M*OK ,U/*CK>

Prenons dans (2.3.5) ¢ = u® £+ ¢, ot ¢ € (H&(QE)){; on obtient
e 7: € € € v\ 3
(v div(6)) = a* (T, 0) — (F°. ). Vo € (HH))" (2.4.12)
Comme p* € L§(€2), il existe x € (Hy(€F))* tel que [18] :
divx) =p° et [Ixllo < [P loa:

ot C" est une constante positive qui dépend du domaine °.

On prend ¢ = x dans (2.4.12), on obtient

1P 50 = (p°,div(x)) = a*(T;u", x) — (%, x)
< 2ptluf]lee + 11 o) Ixh 0
< O (2pt|ut1e + (15 o.e) 107

0,0
d’ou

1" llo.e < C" (207w [0 + [1£l0.02),
et en utilisant (2.4.11) on trouve

[p]0.0c < C" (21 Col| ¥ oo + 206 Co||G 1,00 + || [lo.02)-

Par suite
19 l0.0c < CL(I1F* lo.as + 1G¥[|1.0:), (2.4.13)
ouC, = (2/1*00 + 1) C" est une constante positive.

De (2.4.11) et (2.4.13), on en déduit (2.4.10) avec C' = Cy + C4. O

2.5 Régularité de u® et p°
Afin d’étudier le probléme en température (2.3.6) nous avons besoin d’établir un

résultat de régularité sur (u®, p®) solution du probléme en vitesse-pression (2.3.5).
Nous allons plutot travailler avec I'inéquation (2.4.3).
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On peut réécrire autrement 'inéquation (2.4.3) de la maniére suivante :

Etant donnée une température T dans H]ELUF?(QE) N C%(QF), on cherche le champ

de vitesse v¢ dans V() N (HQ(QE))3 et la pression p° dans L3(Q°) N H'(Q°) tels
que

a’(T; v, v —v°) — (pg, div(v — UE)) + jo(v) — 4o (v°) >

> (f50—0°) —a (T;G5 v —v%), Vv e Vp(QF), (2.5.1)
(g, div(v?)) =0, Vg€ Li(), (2.5.2)

ot
Jo(v) = / kf|v| dz!, Vv € (H%(w))‘g. (2.5.3)

Dans la suite de cette section, on va étudier la régularité des solutions v° et p®
du probléme (2.5.1) (2.5.2). L’étude de cette régularité est basée sur la méthode
de H. Brézis |6], qui consiste & approcher la solution (v¢, p®) de I'inéquation (2.5.1)
par (v5, p5) solution d’une équation obtenue en remplagant j§ par une fonctionnelle
réguliére j5 dans (2.5.1). Le résultat d’existence et d’unicité de (v§, p§) est donné par
le lemme 2.5.1. On étudie ensuite dans la proposition 2.5.2 la régularité de (v§, p5)
dans (HQ(QE))3 x H'(QF). Le lemme 2.5.4 donne I'ordre de convergence de (v, p§)

vers (v°, p°) dans (HI(QE))3 x L2(QF).

Soit 0 > 0 un paramétre de régularisation supposé petit, on introduit

N =

Js(v) = /kgp,;(v) dz', Vv e (H: (w))g,

ou ps désigne la régularisation Yosida de p(z) = |2] :

(2) = z| —6/2 siz| >0,
POV = 1212/(26) i |2] < 6.

On a les propriétés suivantes :
£ € 0 € L 3
Ji(0) = 50| < SR . Vo € (H (@) (2.5.4)
1
Png; [jg(v +tw) — 7§(v)] = / kas(v)wds', Yo,w e (H%(w))3, (2.5.5)
- w
ol ay est le sous différentiel de ps donné par

_ | z/lz] stz >0,
as(v) = dps(v) = { 2/8  silz| <6

Le probléme régularisé associé a (2.5.1) (2.5.2) est le suivant :

Etant donnée une température T dans H]ELUri (Q5)NC®' (), on cherche le champ de
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vitesse v§ dans Vo(2°) N (HQ(QE))3 et la pression p§ dans L3(Q°) N H'(QF) solutions
de

a® (T v5,v — vs) — (p5, div(v — v5)) + 45 (v) — js(v5) >
> (f50—05) —a™(T; G, v —vj), Vv e Vy(QF), (2.5.6)
(g, div(v;)) =0, Vg€ L(E). (2.5.7)

Le lemme suivant donne 'existence, I'unicité et I'estimation a priori de (v§, p5) dans

Vo(€27) x L§(€r).

Lemme 2.5.1. Sous les hypothéses du lemme 2.4.1, le probléeme (2.5.6) (2.5.7)
admet une unique solution (v:,p°) € Vo(QF) x L§(QF) caractérisée par

a*(T;v5,v) — pé, div(v) /k as(vs).vde' =
=(f%v)—a (T G, v), Vv e V,(Q), (2.5.8)

(g, div(v)) =0, Vg€ Ly(r). (2.5.9)

De plus, il existe une constante positive C qui ne dépend que de p,., p*, de la
constante de Korn Cy et du domaine Q¢ telle que

[v5llnes + 15 lloge < C (I loge + 15 [l + 1G[I1.02)- (2.5.10)

Preuve.

e La fonctionnelle j5 est convexe, semi-continue inférieurement et propre ; d’apres la
théorie standard de I'analyse convexe (voir par exemple [19]), le probléme de mini-
misation :

Etant donnée une température T dans H1?UF?(QE) N C%'(QF), on cherche le champ
de vitesse v§ dans Vj iy () solution de

Js(v5) =  min  J5(v), Ts(v)= %(J,E(T; v,v) — (f5,0) +a*(T;G*,v) + j5(v)

7’6‘/0,(11'1) (Qs)

a une unique solution v; caractérisée par

a®(T;v5,v — v5) + j5(v) — j5(v5) >
> (ffv—w5) —a*(T; G v —v5), Yv € Vjain(€2°). (2.5.11)

Comme dans [35], pour montrer I'existence de la fonction scalaire p5 telle que (v§, p5)

est solution de (2.5.6)—(2.5.7) on prend v = v5 £ t¢ dans (2.5.11) avec ¢ arbitraire
dans V 4;,(€2°), t > 0 et on fait tendre ¢ vers 0 on obtient

a* (T v5, ) + /ksa(g(v;).¢ di' = (f%,¢) — a"(T; G, ¢), Vv € Viuin(°). (2.5.12)
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On introduit la fonctionnelle linéaire définie sur V4(€2°) par

Fp) = a(T0 ) + / K aus (v5) ap d’ —

w

L) + (T3 G5, 0), Vb € Vi(€). (2.5.13)

Elle est bornée. En effet, par 'utilisation de (2.4.2), de I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

de la continuité de I'application trace sur w définie de (H' (QE))3 dans (L? (uj))3 et
du fait que |ags(v5)] < 1 on obtient, pour tout ¢ dans V4(Q°),

IN

FO| < (23l 00 + ol OO oo + 11 e + 261G )

Co( 105 I + 15 e + 1/ o0 + G 1107 ) 1410

[l1.00

IN

avec Cy = max (1,2,u*, w2 C’(QE)>, ou C(Q°) est une constante définie dans la

preuve du lemme 2.4.1 et |w| désigne la mesure de w.

On définit un opérateur linéaire B de L3(Q) dans V5(Q) par :
(Bq7 U)1 - (Bq7 U)(H1(Q€))3 = (q,div(v)), Vg € L%(QEL Vo € Vo(8°).

On a les deux propriétés suivantes concernant cet opérateur [32, 33| :
L’image R(B) de B est un sous espace fermé de V4(92°);
= Vo(§¥) = R(B) & Vo,ain (£2°)
La deuxiéme propriété qui est la décomposition orthogonale de V;(£27) est due es-
sentiellement a V. A. Solonnikov et V. E. S¢adilov [35].

En appliquant le théoréme de représentation de Riesz a F' sur le sous espace fermé
R(B), on en déduit I'existence et I'unicité de w € R(B) tel que

F(v) = (w,v);, Yv € R(B).

En outre, d’aprés la définition de B, découle I'existence et I'unicité de p§ dans L3 (2°)
satisfaisant

F(v) = (p;.div(v)), Vv € R(B).
Soit ¢ € V4(€2°). En utilisant la décomposition orthogonale de V5(£2%), on écrit
Yp=v4+¢, ouv e R(B) et ¢ € Vjain(Q2). En vertu de (2.5.12) et de (2.5.13) on a
F(¢) =0, dou
F(¥) = F(v) + F(¢) = F(v) = (p;, div(v)) = (p5, div(¢)).
c’est a dire (2.5.8).

e Pour montrer (2.5.10) on prend v = v5 dans (2.5.8), il vient

a’ (T v5,v5) — (p5, div(vs)) + /kgoz(;(vg).?); dr' = (f%,v5) — a°(T; G*, v5),

7w
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soit encore
a®(T;v5, v5) + /kgoz(;(vg).vg dr' = (f%,v5) — a*(T; G*, v5),
7w

puisque (pf;, div(vg)) = 0. D’on

€ 1 € € € € € % € €
2. Crc[|05117 0= = wl? C) 16 ool V511100 < [ lloe [[05 0 +207 | GZ |1, 0e V5 1.0
par conséquent
[05ll1.00 < Cr (16 [oow + 1" loas + 1G7[l1.09) (2.5.14)
C
ol Cl = 0 .
QN*CK

Puisque p§ est dans L3(QF), il existe un élément w dans V(QF) tel que [33]
div(w) = p5 et ||w|li0- < C'|p;lloo:,

ot C' est une constante positive qui dépend du domaine ©°. En prenant v = w dans
(2.5.8) on obtient

1P5l5.0- = @ (T;v5,w) + / kfas(vs).w da' — (f5,w) + o (T; G%, w)

w

IN

(26 1951, + ] €LY 1 oo + 11l + 268G 1,0 ) ] 0
< GO (Iuilluor + 1K e+ 15 oo + G 10 ) Il
en utilisant (2.5.14) on a
175 0.0 < Co (I oo + 1 £ o + G l1100) (2.5.15)
oun Cy =CyC' (1 + C]).
De (2.5.14) et (2.5.15) on en déduit (2.5.10) avec C' = C; + Cy. O

Remarque 2.5.1. Les deuz problémes (2.5.6)—(2.5.7) et (2.5.8)—(2.5.9) sont équi-
valents. En effet, si (vi,p5) est solution de (2.5.6) (2.5.7) alors d’aprés le lemme
2.5.1 (v§,p§) est solution de (2.5.8) (2.5.9).

Inversement, d’apres (2.5.5) et la convezité de la fonctionnelle j5 on a

/ksaa(UE)-(v —vf)dr’ < js(v) = js(v5), Ve (HY()),

d’ou (v, p5) est solution de (2.5.6) (2.5.7).
Nous allons donc travailler dans la suite avec le probléeme (2.5.8)—(2.5.9).

1
Pour établir la régularité de vj et pj, nous avons besoin de définir I'espace H,
ainsi ses propriétés.
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Définition 2.5.1. Soit A un domaine borné de R? de frontiére OA lipschitzienne.
La distance de z' € A a 0A le long de A est notée par d = dist(z"). Alors

1

Hip(A) = {ve H (A) © dive*(A)]

est un espace de Hilbert pour la norme

) ()2 17
1 d .
P+ [ g

Proposition 2.5.1. Soit Q = A x (0, R) un cylindre de R* avec R > 0. On pose

||U||00,A =

EQ)={ueH(Q) : u=0surdQ\A}.

1
Soient v € Hgy(A) et w son prolongement harmonique faible sur Q défini par

Aw = 0 dans @,
wy, = v.

Alors, on a les équivalences

|vlo0,.4 ~ inf{||u||],Q o u€ E(Q),uu = v} ~ [[Vwlg -
Preuve. Pour plus de détail, voir [26, 34]. Si u € F(Q) alors

1
v=u, € Hg(A) et [[v]loo,a < Cllullio-

1
Réciproquement, chaque fonction v € Hj(A) admet un prolongement u € E(Q)
telle que
u =v et |lullig < Cllvlooa

Ce qui achéve la preuve de la proposition 2.5.1. [

Lemme 2.5.2. Soient A et A, deux domaines bornés de R? de fronheres’ lipschit-
ziennes et supposons que dist(A, A;) > 0. Soient | un element de HOU(AI) et [ son
prolongement par 0 dans A. Alors, | est un élément de HUO(A) et

e = () H < C(A A o0a, pouri=1,2.

azi

0z Il H

1
Preuve. Il est évident que si [ est un élément de H3,(.A;) alors son prolongement
- 1
[ par 0 dans A est un élément de Hg(A).

Posons @1 = A; x (0, Ry), ot Ry € (0,R) et prenons une fonction réguliere w
définie sur @ telle que w = 0 sur Q) \ A. Soit w le prolongement de w par 0 dans

_ 0 _ _
. Donc 8—w (7 = 1,2,3) sont aussi réguliéres sur @) et valent 0 sur 0Q \ A. Par
Zj

intégration par parties on a

/curl v.Vwdz —/ (vga—w M 6w> dZ', Yve (E(Q))%
Q A 621 622
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En prenant dans cette égalité v = (0, ¢, 0), ot p € E(Q) on obtient

ow , Op Ow  Jp 0w
— dz = — — —— ] dz. 2.5.1
JA 821 (Z ’ 0) ‘ ,/ <8z] 823 823 821 > . ( ) 6)

Par argument de densité I’égalité (2.5.16) est valable pour tout
weEQ)={veH" (Q): v=0surdQ\ A}.

A ce stade, on suppose que w est le prolongement, harmonique faible de [ sur Q).

. 1
Le prolongement par 0 de [ dans A est noté par [. De plus, pour tout u € Hg,(.A)
arbitraire, soit p € E(Q) son prolongement harmonique faible dans Q). Donc (2.5.16)

implique
ol , dp Ow  dp w
—udz = ——  —— | dz.
A 82] Q 82] 823 823 82]
Maintenant, on définit — € H’%(A) par cette égalité et on obtient alors
21
ol , 1
5, 142 < IVulloolVelloe,  Vu € He(A).
Ja 02

Le cas de 7 = 2 se fait de la méme maniére. [

Notation. Nous rappelons la notation du quotient des différences finies.
Soient 17 € R et {e1, ey, e3} la base canonique de R?, on pose

! [sto(z) —v(2)].

spo(z) =v(z+ne;) et Djv(z) = Tl
Ui

Posons @y = Ay x (0, Ry), o Ay est un domaine borné de R? de frontiére lipschit-
zienne et Ry = R — e avec € = (R — Ry)/2.

Il est bien connu (voir par exemple [5|) que, pour 7,5 = 1,2 et n suffisamment
petit, on a

Dj(uv) = u(Dyv) + (Dyu) (sjv), u,ve E(Qy),

/ u.D’;nv dz :/ (D;u)v dz, wu,ve€ E(Q;)),
Q Q

|Dyullog < [|[Vullog, € E(Q)).

1
Lemme 2.5.3. Soient 0 <n < e eti=1,2. Supposons que l € Hy (A1), alors

/A (D) ¢

Preuve. Bien que I'inégalité (2.5.17) soit essentiellement prouvée par M. Gonzélez
Burgos |20[, nous donnons ici une autre preuve de cette inégalité. Nous prenons w le

< C(R)[[Ulo0,.4,IVellog, Ve € E(Q2). (2.5.17)

39



prolongement harmonique de [ dans ) et nous utilisons le méme symbole w pour
désigner le prolongement par zéro de w dans (). En écrivant

Dyt =1 [ siGe ) de

on obtient, pour tout ¢ € E(Q),

/A(Dnl)@(z’,O)dz’ - l/”/ <Siag(, )) i
//(gf ' >Sit90(2,,0)dz'.

. 1
Puisque s' ,p(2',0) € Hg,(A) on utilise le lemme 2.5.2, on a

/(Dnl)go(z',(])‘dz' <
J A

621 (2',0) ‘sﬂtgo(z',(])‘dz'

. ( /)H%

> ( )||l||00,A||V90||00,A .

||S f%0||00A

N

Ce qui achéve la preuve du lemme 2.5.3. [J

Proposition 2.5.2. Suppoeom que f¢ € (LQ(QE))3 ke € Hl( ), k° > 0 presque
partout sur w, g € (H (FE)) la fonction p® est lipschitzienne sur R de rapport C-
et qu’elle vérifie I’hypothese (2.4.2), IS et IS sont de classe C? et w est de classe Cg.
Alors la solution du probléme (2.5.8) (2.5.9) vérifie

v € Vo () 0 (H2())?, pf € L2() N H' ().

De plus, il existe une constante positive C' qui ne dépend que de ji,, p*, Cye, de la
constante de Korn Cyc, du domaine O et de ||T|co. e telle que

[v5llz.0c + 1510 < (1 loge + 151 0 + 1G%ll22)- (2.5.18)

Preuve. Nous traitons la régularité a 'intérieur de 2°; au voisinage de I'{, au voi-
sinage de I'7, au voisinage de ['] N ['7, au voisinage de w N ['; et au voisinage de w.

e La régularité a l'intérieur de Q°, au voisinage de I'{ et au voisinage de ['] est
bien connue; voir par exemple |7| et [21|. Plus précisément, si O est un ouvert de
Q° tel que

1. dist(O,T%) > ¢ > 0, on ( est constante; ou
2. ONT{#£0, 0N (5 Uw) =0, T§ est de classe C?; ou
3.0NTs #0,0N (I Uw) =0, T'% est de classe C? .

Alors, on a
g 3 £
u € (H*(0))", p" e H(0), |[wllaotllplho < C (e 1™, O, | Tllcon @) | f oo -
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e La régularité au voisinage de I'f N I['; et au voisinage de w N I['; s’obtient comme
dans [28, 29|, puisque les angles sont de mesure inférieure ou égale a 90 degrés.

e La régularité au voisinage de w.
Soit zp € w et Uy C R® un voisinage de zy. Soit § € C™(R?*) une fonction de
troncature telle que

0<0<1, suppf C Uy supp 0ﬂ(R3\§5) # 0.

Dans (2.5.8) et (2.5.9) on choisit v = 6%¢ et ¢ = 0*x, ou ¢ € V() et x € L3(2°),
on obtient

¢ (T305.60) = (5. div(670)) + [ (K )as(uf).0 ' =
= (0%f%,¢) — a*(T; G*,0°¢), V¢ € Vy(2), (2.5.19)
(0%x,div(v5)) =0, Vx € Lg(€r). (2.5.20)

Soit encore

a” (T3 0%, ¢) — (07p5, div(¢)) + / (0°k)ax(v5).¢ da’ =
= (02, 0) — a*(T; 0°G", ) + F*(¢), Vo € Vo(Q°), (2.5.21)

(x.div(°v5)) = G*(x), Vx € L§(), (2.5.22)
ou

06? 06?
F*(¢) = / M(T)< 5, + —.va)di_y-w)dx'dmg

0z ox;

00> 92 ,

/ ( z + 8—T¢]> dzy (7);) dx dﬂ?g —
92 62

/ (8 8 : ) dij(G®) dx'dxs +

06 ] 892 , 002
/ (—G 87"2 ) d,](¢) dx d!L‘3 + _/Ep(s(ﬁia—??i dx d.’L’f; s

. 0"
G'(x) = / XU g

Soient R un réel strictement positif, U un ouvert inclus dans Uy et ® = (D, Dy, D3)
une application de U dans U C R? vérifiant les propriétés suivantes (voir [32, 33] et
aussi [37]) :

1. ® est un diffécomorphisme de classe C?;
2. ®(xp) =0;
3.0 UNY)=Qr={2=(7,23) : |Z|<Ret0<23<R};
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4. d(UNw)=Sp={2=(2,23) : |Z|<Retzz=0};

(9(1)3 6<I>] 6@; .
e =——=0et — =—-1 Un -1,2);
a.’Ej allfg ¢ aZL'g st v (] ’ )7

6. ®:n(zx)—n(z) =(0,0,—-1) pourzx e UNw .
On introduit

={pe (H'Qr)* : ¢()=0pour||=R,z3=R} ;
EO(QR) ={p e V(Qr) : ¢3=0sur Sg} .

On écrit z = ®(z) = (®4(x), Py(x), P3(x)), on transporte H%v5 et 62p5 sur Qg ; en

posant
05(2) = (0%05)(x) et p5(2) = (67p5)(x).

Pour les données, on pose
T(z) =T(z), fi(z)=0f(x), k°(2)=0%k("), G°(z)=G"(z).
Pour tout ¢ € Ey(Qr) la fonction définie sur Q¢ par

o(x) = { $(z) sizeQr

0 sinon

est dans V5(Q7). Par conséquent, on obtient par (2.5.21) et (2.5.22)
@ (T 5, &) — b(o, 75) +/ kfo(55).0 d2’ =
Sk

= [ f*9|Jac ®|dz —a*(G",9) + F(9), Vo€ Vo(Qr),  (2.5.23)
Qr
b(35,%) = G(X), VX € L§(Qr), (2.5.24)

avec les notations suivantes :

& (T, 7%, 8) = /Q 201 (F) iy (55)dig ()

1 /00,0 0D, 0%\ [03,00; 0,00,
d?]({)g) 7](¢):Z< k OUs, + k 6]> ( l ¢ n lﬁ)}

8.%]- 8zk aTZ 8Zk aT] 8zl aTZ 8Zl

an _0,, D¢
= . ) :
b(9, X) /QR X o 920 | Jac @ dz;

£ ¢l e/ 2 a{jgl 7
H (T)azykvrs a M (T)agyl)c 02
J

“(T)a\V 55 6+

L)

- 0¢; o 6
+:U’ ( ) zyka 8 M (T)agyk

“(T)al; 3y Ggfiﬁy—i-a p5¢] [Jac @ dz;

G(x) = / a” x5 |Jac | dz,

Qr
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n 2 ) (4 (5)
Ol Gjips Gjips G5, @ et a,

que de 0 et V6.

sont des fonctions de classe C*(Qp) qui ne dépendent

Soient Ry € (0,R) et Ry = R — ¢, ot € = (R — Ry)/2. Pour simplifier les écri-
tures on pose

Q7:QR27 S,ZSRZ (221,2), Q:QR; S:SR
En rechoisissant la fonction de troncature 6 si nécessaire, on peut supposer que
~ 1
U5 € Eo(@1), k€ Hgy(5),

A ce stade, nous mentionnons que

~ 1 ~

k* € Hgo(S), [k loo,s < 1kl
Dans la suite de la preuve, on désigne par Cy (k > 0), toute constante positive qui

ok d
dépend de W
3

Soit 0 < 7 < €. On fixe i € {1,2} et on écrit Dy, = Di,. Alors D,o° € Fy(Q3) et
par suite D_, (D, 05) € Ey(Q1).
En choisissant ¢ = D_, D, 05 dans (2.5.23) on obtient

i (T; 95, D_,D,v5) — b(D_, D, 5, p5) + / kfa(05).D_ D, 05 d2' =

J Sk

= | f*D_,D,®|Jac ®| dz — a°(G*, D_,D,v5) + F(D_,D,5), (2.5.25)
Y Qr

Explicitant chaque terme de (2.5.25).
¢ Ona

o (55, Dy D) = | 20 (D)d(55)dsy(D-, Dy d: =
Q
= / 2D, (1 (T)di;(35))dij (Dy5) dz = @ (T; D, o5, D,v5) + K1, (2.5.26)
JQ
ol
Ki = / QDH(;L&(T))dij(s"ﬁg)d (D, 05) dz.
7 Q

En remplagant D, (,ug(T)) par son expression on obtient

K, = /Q [T ) = (T )y 5 (D5

comme p° est lipschitzienne sur R de rapport C)- et T e ¢! (@) alors

1, - 5 N
Ki| < 20, / W\T(Z+77) — T (2)| |dij(s,05)| |dij(Dy5)| dz

< / ‘d” 5,05 ‘ ‘d” (D, v§ ‘dz
< ||dzy(9n”6)||0,Q||dij(Dn“6)||0,Q
< oll051h.ellV=(Dno5)ll0.q (2.5.27)
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ol

On pose

sinon.

i(z) = { w(y) siy € Qr,
0
Donc w € V(QF) et =0 sur w\U. On a

/ 2u° (T)|di; () |* dz > 2p,C [ |[V)* da.

J Qe

Notons qu’il existe deux constantes c et ¢ telles que 0 < ¢ < Jac ® < ¢, donc

. _ ~ 0)Ow ow 0P, 0Py, dw, dw,,
205 (T)|d;;(0) P de < 2uf (T d
[ 2 masar < e[ o ) (g + G o BT g,

< eaf (T w,w),

|V |* doe > g/ |Vw|*dz,
Qe Qr

par conséquent,

a (T w, w) > Q/L*Cl/ Vwl’dz, Yw € B(Q),
Qr

pour w = D, 05 on a
i (T; D5, Dyis) > 20.C1 ||V (Dy55) 13- (2.5.28)
En injectant (2.5.27) et (2.5.28) dans (2.5.26) on obtient
@ (1555, Dy Dy5) = 2.1V (D, ~f>||3Q -
—2C, @1%5lh.elIV=(Dyt5) o (2:5.29)

¢ Posons &, = ‘Jac @‘8@,9/83:7;, d’une part on a

7 ~E ~E ~ 9 0
b(D_,D,v5.p5) = / p,;fika—D,nD s, dz = / (p(sfzk) D U5, dz
Qr Qr

= [ ) (gm0t ) et [ (i) (D) Dy 0
Qr Qr azk

= Il + IQ
et d’autre part, en prenant y = D_, D,pj dans (2.5.24) on obtient
I] - I3 + [47

ovs.
e o (5]

I - / B0y | Dy (a5, |Jac @])| a2
Qr

ou
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d’ou
b(D_yDyt5, B5) = I + I3 + I,

on a
|| < CallB5llo.a (155110 + 1V=(Dy5) [l0.0).

| 1s], | L] < CsllB5ll0.0 (175110 + [IV=(Dy5)l0.q).

ce qui nous permet d’obtenir

(D D55, 55) | < Callillo. (155110 + V= (Dy55) llo.o) - (2.5.30)

¢ Ona
/ ks (5).D_y D5 d2' = / Dy, (ks (05)) Dy d2' =
s s

- / (D, k) [sys(5)] Dy dz’ + /I}E [ Dyy5(05)] Dy, 05 d2'
Js Js
= .]1 + .]2.

La fonction as est croissante donc, pour tout z = (2/,0) € S et si 05(z + ne) # 05(z)
on a

Ul 1) 0Ty r
U5(z + ne) — v5(2)

par suite .J, > 0. Pour estimer J; on utilise le lemme 2.5.3 et le fait que |, (05)| < 1,

on obtient

[Dna{;(f)g)] Dyv;

Ji < 02||];E||00,5||Vz(Dn7~)§)||0,Qv

donc
| Fas#5).D-, Dy 42 < Cull a5 V- (D) o (2.5.31)
S

¢ On montre comme en |2]| et [15] que

< Ol FlloqI93lle + 11V:(Dy35) o). (2.5.32)

/ f2(D_,D,5) |Jac ®| dz
Q

¢ Ona o . .
a*(T; G°, D_,D,55) = a* (T; D,G*, D,55) + Ko,
ou
K, = / 2D (1 (7)) diy (5,G ) i (D, 55) .
Q
On a

@ (T; D,G°, Dy5)| < 21" C1|GE 2,011 V2 (Dy5) [l

comme pour la vérification de (2.5.27) on a

K| < 2C,

Gl Va(Dy55) o)
on en déduit donc que

|6°(T; G, D_,D,55) | < (20°C1|G7 |2, + 20, 2llGll)-
(195l + V= (Do J)HU,Q) (2.5.33)
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¢ Pour majorer F(D,nDnﬁg) on va traiter que les deux termes suivants :
- - 0
~c € 1
F (D, D,5) :/Q“ (T)al) 5, T (D_,D,55) dz,

0

FQ(D*U‘DW{);) = LM( ) 1]kGl€a (‘D D 1)5) dz.

Les autres termes de F(D,nan)g) ne posent aucun probléme pour les majorés. On
a

~ 0
F 7)5 / D ”kv(g ) 9 D,v;5. dz = Ly + Ly + L,
ou

- 0 0
L, = / uE(T)aE_;,anﬁgia—an)gi dz, Ly= /u (T)D, 057,19 Vs, ‘9 —D, 15, dz,
JQ 2k /Q

N 0
Ly = [ D,(p°(T)) sna(l-,)csnf); — D, 05 dz.
Y "0z !

on montre que
L] < w1l V= (D)o

|Ly| < 1 Col|5 0.0l V- (Dy55) o,
Ls| < C=Col| T o 155 10,011 V 2 (D 55) o.0-

Donc
Pi(D-yDy75)| < (1 Call .0 + Cue ol Tl ens 155 o0 ) 11V-(Dy )l
De méme on a
[Bs(D-yDy5)| < (1 Call &llsg + Cur CillTllos |G- lo@) V7= (D45l
Finalement, on obtient
[F(D-yDy55) | < G [I1F o + 1 (15 1.0 + 1550 + G 11.0) ] 1V (D45 o +
+C,i Cl|Tllcos gy (175 0.0 + 1G5 10.0) 1V (D45 oo (2.5.34)

En injectant les estimations (2.5.29) (2.5.34) dans (2.5.25), on en déduit que

IV (0,5)IB.g < CUIT e + 1500 + 15los + 1 7lng + 16 l20).
(I5lho + 19.(Dy75) o) (2.5.35)

oit C est une constante qui dépend de O*®/ox; (k=1,2,3), de p., de p*, de Cpe
et de ||T||C0 1(g)- L'inégalité (2.5.35) implique

IIVz(an)E) lo.e < C(I175111.0 + 175ll0.0 + 15 lo0.q + 1 llo.o + 1G7[l2.0).
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en passant a la limite sur n on obtient

2 || 020

i=1 j=1

IN

C(I55lh.q + 175 lloq + 1 lloo.q + 1/ llo.o + 1G7ll2.0)-

U7Q

<

On introduit ~
i avgz

] ) 7:’ ) = 1a 27
! 0zj | ’

par le théoréme de trace on obtient

18}l1.s < C(I155].@ + 15 l0. + 15 lloo.s + 1 /¥llo + 1G°ll2e), 45 =1,2.

ceci signifie en particulier que toutes les dérivées tangentielles de v5,, appartiennent
a H3(S). Donc s, € H3(S) et

175,512, < C(I15511.0 + 15500 + [15lloo,s + 11 Fllo + 1G]|20), 7= 1.2.

Par argument d’une partition de 'unité on a

105, ulls 0 < CUISlIgr + D5 logr + 15150 + 1 o0r + (G llagr), i = 1,2.

Par conséquent, en vertu du résultat de régularité de L. Cattabriga [7| nous avons

1050 + [1D5110r <
< (II5h.0r + Islloor + 1500 + 1K1y +11Ge N0 ), (2:5.36)

En utilisant (2.5.10) on obtient I'estimation (2.5.18). O

La question qu’on peut poser maintenant est de savoir comment (v§, p§) converge
vers (v°,p°), ou (v§, p5) et (v°, p°) sont respectivement les solutions de (2.5.6)—(2.5.7)
et (2.5.1) (2.5.2) 7 La réponse a cette question est donnée par le lemme suivant :

Lemme 2.5.4. Sous les hypothéses de la proposition 2.5.2, la solution (v°,p%) du
probléme (2.5.1)-(2.5.2) et la solution (v5,p5) du probléeme (2.5.8)—(2.5.9) satisfont
l’estimation )

v = o[las + 155 = P llos < OV K7 ), (2.5.37)

ot C' est une constante positive indépendante de §.

Preuve. On prend v = v§ dans (2.5.1) et v = v5 — v° dans (2.5.8) on obtient

0 (T8, 05— %)+ ja(v5) — Ja(v°) > (f%, 05 — v°) — a* (T3 G%, v — v°),

a*(T;v5, vy —v°) + / kfas(v5).(v5 — v°) da’ = (f%,v5 — v°) — a*(T; G, v — v°).

J W
Donc

& (T 05 — o, 0 — oF) < G(05) — Je(oF) + / Keaus (05).(v° — of) da.

Jw
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D’aprés (2.5.5) et en utilisant la convexité de j5 on obtient
[ Kas(ui) (67 = o) o’ < 55(07) = 55 05),
J W

d’ou
a(T; 05 — 0%, v5 = v°) < jg(v5) — J5 (05) + 75(0) = G5 (v°),
en utilisant 'inégalité de Korn et I'estimation (2.5.4) on trouve

200.Ccllvs — g < SI1E" 13-

donc 1 .
v = v°llior < (2pCk) 2V (K171 - (2.5.38)

Dans (2.5.1) on prend v = v° £+ ¢, ol p € (H&(Qf))3 on obtient

a”(T; 0%, ¢) — / prdiv(p) da'dey = (7, ¢) — a*(T;G", ).

En combinant cette égalité avec (2.5.8) on en déduit que
(T - o) = [ 05— p) div(e)dn, Vo€ (H)@). (2539

Puisque p§ — p° € L3(Q°) il existe ¢ € (H, (Qg))3, voir par exemple [33]; tel que

div(vs) =p5 —p° et [[¢slhio < C'p5 — p°llog,

ot C' est une constante positive qui dépend du domaine Q. En prenant ¢ = 1)
dans (2.5.39) on obtient

1p5 — P°ll5.0r = a° (T 05 — v°, 1h5)

20" [Jos — v l1.00 1951 00
2p7C () Jo5 — v [l0 195 — P7lloar,

donc d’aprés (2.5.38)

IN

21°C"||v5 — v° |10
1
2 C' (2p.C) VO 7 (2.5.40)

D5 — p°[[0,00

IN

De (2.5.38) et (2.5.40) on en déduit 'estimation (2.5.37). OJ

Théoréme 2.5.1. Sous les hypothéses de la proposition 2.5.2, le couple (uf,p°)

solution du probléeme en wvitesse—pression (2.3.5) vérifie u® € (HQ(QE)){; et p° €
H'(QF).
De plus on a

el + 157l < C (1 o + 15113+ 1G 00) (2.5.41)

ot C > 0 est une constante qui ne dépend que de ., p*, Cr, Cye, O et ||T||C0,1(§).
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Preuve. Soient 6 > 0 et (v5, pj5) 'unique solution du probléme (2.5.6) (2.5.7). Nous
avons montrer dans la proposition 2.5.2 que les suites (vj); et (p5)s sont respective-

ment bornées dans (HQ(QE))3 et H'(Q2¢) indépendamment de 4. Donc il existe une

sous suite §; > 0 qui converge vers 0 quand [ tend vers oo, v¢ € V;(€2°) N (HQ(Qg))3
et pS € H'(2°) telles que

v; v faiblement dans (H2(Q))”,
p(gsl — pi faiblement dans HI(QE)

En passant a la limite sur 6 dans (2.5.6) et (2.5.7) on obtient que (v, pS) est solution
de (2.5.1)(2.5.2) et

lolls.00 + Ip2ll0e < € (1 oo + 11y + G 1)

De plus du théoréme 2.4.2 la solution de (2.5.1)-(2.5.2) est unique, alors v = v° et
p. =p°+ AXavec A € R
On a donc

[l + 1T .0e < € (17 lor + 1l + 162 0

En écrivant u® = v® 4 G* et en utilisant cette derniére estimation on obtient (2.5.41).

O

2.6 Etude du probléme en température

Dans cette section nous étudions le probléme non linéaire (2.3.6). Nous mon-
trons tout d’abord l'existence et 'unicité de la solution du probléme linéarisé asso-
cié (2.6.1). Ensuite nous donnons un résultat de régularité de cette solution. Puis a
I’aide du théoréeme du point fixe de Banach nous montrons l'existence, 'unicité et
la régularité de la solution du probléme non linéaire (2.3.6).

Soient C' une constante strictement positive et By (0, C') une boule de (HQ(QE))3
définie par

By(0,C) = {v € (HQ(Qg))3 c v]laes < C’} :

Le probléme linéarisé associé au probléme non linéaire (2.3.6) est le suivant :

Etant données u € Vg, (%) N By(0,C) et T € H1iur§(95) N C%'(QF), on cherche
Q° dans Hlliurg(QE) N COL(Qe) telle que

b(Q W) = (s Ti), Vi € His e (), (2:6.1)

ol

co(u; Tiap) = /

. €

€

20 (T) i (u) ) da' dazs + /

ré(T) da'dxy + / 6°(T)y dx'.
Jo

Nous faisons les hypothéses de régularité suivantes sur les données :
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il existe deux constantes K,, K* > ( telles que
0< K, <K<K~ (2.6.2)
il existe une constante r* > 0 telle que
rf(a) <r*, Va€eR, (2.6.3)
— il existe une constante 6* > 0 telle que
6°(a) < 0*, VaeR (2.6.4)

Proposition 2.6.1. Sous les hypothéses (2.4.2) et (2.6.2)-(2.6.4), il existe un
unique Q° dans H%EI urs (§2°) wérifiant (2.6.1). De plus on a Uestimation suivante

1Q%]|1.0: < 70, (2.6.5)

avec Ty est une constante strictement positive donnée par :
=K. '(1+C2) [18 w2 C2 4 |QF |3 + 6% O () w3 | (2.6.6)

ot Cp, C(92°) et a désignent respectivement la constante de Poincaré, la constante de

la continuité de Uapplication trace sur w et la constante de la continuité de l’injection
compacte de H'(QF) dans L*(Q°). | X| désigne la mesure de X .

Preuve.
e La forme bilinéaire b°(.,.) définie sur HLLUFi(QE) X Hﬁiuri(Qf) est coercive. En
effet, en utilisant ’hypothése (2.6.2) et I'inégalité de Poincaré on obtient

€ K* €
b (Q,Q) > K. |[VQ|§qa > T+ (3 1QI70-s VQ € H]iuri(Q ),

ot Cp > 0 est la constante de Poincaré.

1im B0 £ ; 1 € 1 €
e La forme bilinéaire b°(.,.) est continue sur Hr. p-(Q°) X Hr. < (Q2). En effet,

soient () et R deux éléments de H%;urﬁ(ﬂs)- D’aprés 'hypothése (2.6.2) et I'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz on a

07(Q, R)| < K™ [[VQllo.0r

VR[oe: < K*[|Q1,0-

R|1 q:.

e La forme linéaire c§(u;T;.) définie sur H]EIUF?(Qg) est continue. En effet, pour
tout ¢ € Hy. - (€°) on a

3
co(u; T; ) = Z 07+ Iy + 1,

i,j=1

ol on a posé

. €

If’j:/ QNE(T)d?j(u)wdx’dxg, 122/ r (T da'dxy, Iy = /QE(T)¢d$,'
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D’aprés (2.4.2) et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

wHO,QEa

comme linjection compacte de H'(QF) dans L*(Q) est continue, il existe une
constante o > 0 telle que

)< 2 g ()] e

dij(u)|| 2oy < afldij ()10,

d’ou -
1) < 200 02 i (w) 2

Yllogs < 207 0 [Jull3 0

wHU,QEJ
et puisque u € B,(0,C) on a

1) < 24" 0 C* [0 < 24" 0” C 41

D’aprés (2.6.3) et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a
1 1
[T <7 |2 [[llo,e < 7™ [Q°[2 (|4},

ou |Q°| désigne la mesure de Q°.
De plus en utilisant (2.6.4) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve

1
3| <07 |w|? [[¥]ow,

comme Papplication trace de H'(Q?) dans L?(w) est continue il existe une constante
positive C'(£2°) qui dépend du domaine Q¢ telle que

[9llow < CO) 1Y lliae, VO € Hpe s ()

D’ou )
[13] < 0% C(°) |wl2 [[¢]|1,0--

Donc

5 (us T )] < (18 4% 0 C% 4 1% Q2 + 0" C () w2 | [l Vo € H e (0°).

En appliquant le lemme de Lax-Milgram on en déduit qu’il existe un unique )° dans
Hll;urg(Qg) vérifiant (2.6.1).

e On prend 1) = @)° dans (2.6.1) on obtient
b(Q°, Q%) = cj(u; T3 @),

e - e, ere L, . c 1 c 1 e
en utilisant la coercivité de la forme bilinéaire b°(.,.) sur Hy. e (€27) X Hpe e (€2°)
et la continuité de la forme linéaire ¢j(u; T .) sur Hlliuri (Q7) on obtient

K,
1+C%

112 0e < 181" 2 C2 41" [0°]F + 0" C(O) ] 1Q° 1.0
d’on

Q%0 < K.'(1+CF) {1811* o’ C? + 1" [OF |2 + 0 C () \wlﬂ 7. O
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Nous rappelons deux théorémes que nous appliquerons pour établir la régula-
rité. H3(Q¢) de I'unique solution ¢ du probléme linéaire en température (2.6.1).
Le premier théoréme concerne la régularité a l'intérieur du domaine de la solution
faible pour un probléme aux limites linéaire elliptique du second ordre, tandis que
le deuxiéme théoréme donne la régularité locale au voisinage de la frontiére du do-
maine de cette solution ; voir par exemple [16] et [30].

On se donne un opérateur L défini par
Lv = D; ((J,ij (z)Djv + bi(x)v) + ¢i(z)Dyv + d(z)v,

dont les coefficients a;;, b;, ¢;, d (i, j = 1,2, 3) sont des fonctions mesurables sur un
domaine borné € de R3.
On suppose que L est strictement elliptique dans €2, c’est a dire,

3
IN>0, ) ay(2)&E > MEP, VzeQ, VEER\{(0,0,0)}.
ij=1
On suppose aussi que les coefficients de L sont bornés, ¢’est a dire,

3 3
Ik e >0, Y (@) <k, Y (10i@)]” + lei@)]?) + 1d] < gy, Vo€ Q.

ij=1 i=1

Soit v € H'(€) une solution faible du probléme

Lv=F dans €2,

V=1 sur I'q,
ov

ajj=—mn; = vy sur 'y,
Oz

avec I'1 et I'y sont deux parties de la frontiére de 2 non nécessairement disjointes
R JE— 1 1
telles que 00 =T, Uy, F € L*(Q), vy € H 2([y) et vy € H 2(Ty).

Régularité a lintérieur :

Théoréme 2.6.1. Si les coefficients a;;,b; € C'! (Q), les coefficients c;, d € C_O’] Q)
et la fonction F € H'(Q). Alors v € H*(Q) pour chaque sous domaine Q' C Q' C Q
et on a l’inégalité

[ollsor < C(lvlhe +1Flh0)
ot C' est une constante qui dépend de A, de dist(2',09), de [|aij||c11 @), de [|billera @),
de ||cillcoa(m et de [|dl|corg)-
Preuve. Voir par exemple [16]| (théoréme 8.10, chapitre 8, pages 175-176). [

Réqgularité locale au voisinage de la frontiere :

Théoréme 2.6.2. Si les hypothéses du théoréeme 2.6.1 sont vérifies, 'y et I'y sont
de classe C*, vy € H>(Ty) et vy € H2(T'y). Soient y un point de la frontiere 0Q et
U son voisinage. Alors pour chaque compact K de U N €Y, on a

lells.xe < e(K) (IFllane + 01300 + o2l 2000 ) -
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Preuve. Voir par exemple [30] (théoréme 2.5, chapitre 4, pages 220 221). [J

Le lemme suivant donne la régularité de I'unique solution du probléme linéaire
en température (2.6.1) dans H?(QF).

Lemme 2.6.1. Supposons que les hypothéses de la proposition 2.5.2 sont vérifiées, la
fonction K¢ est dans CH1(QF), les bords T'5, TS et w sont de classe C*. Alors l'unique
solution Q° du probleme linéaire en température (2.6.11) appartient o H?(QF).
De plus, il existe une constante positive Ty qui dépend de p*, de C, de r*, de 0* et
de [|[K* |1 @m) telle que

1Q%[5.0: < To- (2.6.7)

Preuve. Nous appliquons les théorémes 2.6.1 et 2.6.2, avec

3
F=20(T) Y & (u) +1°(T),  ay = K°,

ij=1
bimc=0, d=0 v =0, v =0T

e La régularité a l'intérieur :

D’aprés (2.4.2), (2.6.3) et comme u € (HQ(QE))3 on en déduit que F € H'(QF).
De plus K¢ € CH(Q¢). En utilisant le théoréme 2.6.1 on obtient Q¢ € H3(A) pour
chaque sous domaine A C A C Q°.

e La régularité locale au voisinage de la frontiére I'] :

Soient y un point de I'f, U, un voisinage de y et K, un compact de U, N Q.

Nous avons de plus I'hypothése que T'§ est de classe C®. En utilisant donc le théo-
réme 2.6.2, on obtient que Q° € H*(K,).

e La régularité locale au voisinage de I'; et de w se démontre de la méme ma-
niére que celle au voisinage de I'].

En combinant ces résultats avec le théoréme des partitions de l'unité, on obtient
la régularité globale de Q° dans H?(Q°). O

Remarque 2.6.1. Nous avons montré que la solution Q° du probléme linéaire en
température (2.6.1) appartient a H*(QF) (lemme 2.6.1) et sachant que H?(Q°) s’in-
jecte dans C%'(Q) (voir par exemple 30|, théoréme 3.8, chapitre 2, page 72), alors
Q° appartient a CO(QF).

Pour résoudre le probléme non linéaire en température (2.3.6) on utilise le théo-
réme du point fixe de Banach. Pour cela on introduit I'application A définie par :

A HI]‘?UF?(QE) — H%;urﬁ(Qg)
T — NT)=0"

ol Q° € HIELUri (%) N C%(QF) est I'unique solution du probléme (2.6.1). On définit
une boule fermée B, (0, 7) de Hy. - (Q2°) par

Bi(0,7) = {v € Hl oy (¥) & o <7},

avec 7 est une constante strictement positive que 1’on précisera dans le théoréme
suivant :

23



Théoréme 2.6.3. Supposons que les hypothéses du lemme 2.6.1 sont vérifiées, les
fonctions p®, ¢, 0° sont lipschitziennes sur R de rapports respectifs Cy-, Cye, Cpe,
la constante K, est suffisamment grand telle que

K. > (1+4C2) [CTE +OR(Q) 005}, (2.6.8)

et que la constante C' vérifie ['inégalité

Ly 2\~ 20e :
0<C<Co=saCy [ (1+C2) —CTE—C(Q)CHE}. (2.6.9)

Alors, le probleme (2.3.6) posséde une unique solution T¢ dans By (0,7) N C%(Qe)
pour tout T > 1y, ol Ty est une constante strictement positive donnée par (2.6.6).

Preuve.
e Montrons tout d’abord que 'application A envoie la boule B; (0, 7) dans elle méme
pour un choix particulier de 7.

Soient T' € B (0,7) et Q° = A(T) € Hp- ;r-(2°) N CO1(QF) tels que

F(Q ) = 5 (s T5 ), Vb € Hye e (€0°).
D’aprés la proposition 2.6.1 on a
[AT) 100 = 1Q°[h 0= < 70,

ol

o= K14+ C3) [187 02 € 1 [0 + 07 C(0) ]
11 suffit donc de choisir 7 tel que 0 < 7 < 7 pour que A(B;(0,7)) C B;(0,7).

e Montrons que 'application A est strictement contractante sur H& UF?(QE) pour
un choix particulier de C' (et donc de 7).

Soient T et Ty deux éléments de H& ure (€27). Soient Q7 = A(Th) et Q5 = A(T>)
deux éléments de H. . (2°) N C'(2F) telles que, pour tout ¢ € H. . ()

/K€VQ§V1/)dx'dx3 - Z/ 205 (Ty) 2, )z/)dxdxg—l—/ (Ty )1 da'das +

i,j=1

+ / 07 (T1 ) da', (2.6.10)

VQ,Vdr'drs = Z / 205 (Ty)d;; (u) ) da'dzs + / e (Ty)e da'das +
€ QE

e ij=1

+ /ef(Tg)w da'. (2.6.11)
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On soustrait (2.6.11) de (2.6.10) on obtient

KV V(Q; — Q3) Vi da'dry = Z / E — 15 (Ty)| d2, () da'day +

i,j=1

+ / [r°(Th) — r*(13) ] da'dxs + / [0°(Th) — 0°(T3) ] da'.

Jw

On choisit ¢ = Q] — @5 on a

3
K°|V(Q5 — Q3) da'dws =Y _ i, (2.6.12)
Qs =1
ol

Ji = Z Ji g = / 2[pf(Ty) — 15 (Tv)] d2;(u) (Q5 — Q5) da'das,

4,7=1

n= [ 1) - )] @ - @) sty
Ty = / [6°(Th) — 0°(T»)] (QF — Q5) da'.
D’aprés la coercivité de la forme bilinéaire b°(.,.) sur Hllfuri(QE) on a

KoIV(Q5 — Q5) 2 da'des > K. (1+C2) Q5 — Q5] (2.6.13)

JQE

Puisque p° est lipschitzienne sur R de rapport € alors
TP <20 [ T B () Q5 - Q3] de'das,
J Qe

en utilisant 'inégalité de Holder on obtient

\I”\ <20,

dij ()70 Q7 — Q2 L3(a),

or I'injection compacte de H'(Q) dans L*(£2°) est continue, donc il existe une
constante positive a telle que

T2||L4 QE

NS 20" O Ty = Tl [ldig(w)]1F - 11QF — Qe
< 20'Cp T *T2||1,QE ull3 0-1Q5 — Q511,00
comme u € By(0,C) = {v € (H*(2))* : |Jv|lo.0c < C}, on trouve
| <20 C2 Oy |Th — Toll10: |Q5 — Q51,0
par suite
1] <18’ C? Cpe || Ty — Toll10-|Q5 — Q5 ]1.0-- (2.6.14)

Comme la fonction ¢ est lipschitzienne sur R de rapport C,- on a
1l < o [ 1T~ 1Q5 - Q5 ',
J Qe
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

Q7 — @3llog
Q7 — Q5100 (2.6.15)

| < O

Che

T, — TQHO,QE
T — TZH],QE

<
<

Puisque la fonction 6° est lipschitzienne sur R de rapport Cy- on a

| J3| < Cp- / Ty — Ty| Q] — Q3] da’,

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité de I’application trace de
H'(€¢) dans L?(w) on obtient

| 73] Co- [| Ty — Tal|0w||QT — @5/0w

C(Q°) Cp- || Ty — To||1,0:|QF — Q5]1.0¢ (2.6.16)

<
<

ou C(€2°) est une constante positive qui ne dépend que du domaine Q°.

En injectant (2.6.13) (2.6.16) dans (2.6.12) on obtient

Ko(1+C3)71Q5 = Qslliar < [1804 C2 Cpe + Cre + CHQ) Coe | I3 = Tall 10

Donc Dapplication A est lipschitzienne sur H'(QF) et a fortiori continue. Elle est
strictement contractante si on suppose que

K Y1+ C2) [18a4 C2 0, + Ce + C2(Y) 095] <1,

ce qui est satisfait par le fait que

1

O () 095} ’

1 B -1
0<C<Cy=c o °C [K*(1+C,2,)

avec la condition

K, > (1+C2) [Cre +O%(SY) 095]

Le théoréme du point fixe de Banach assure donc 'existence d'une unique solution
T° = A(T®) dans B, (0, 7) du probléme en température (2.3.6) pour tout 7 > 75 > 0,
ol 7y est une constante strictement positive donnée par la proposition 2.6.1. De plus,
onaTl® e H%?UF? ()N CoH (). O

2.7 Existence et unicité des solutions du probléme
couplé en vitesse-pression-température

On propose ici de montrer I'existence et 'unicité des solutions du probléme en
vitesse-pression-température (2.3.1)-(2.3.2) en appliquant de nouveau le théoréme
du point fixe de Banach. Pour cela on introduit I'application II définie par :

IT: Vdiv(QE) N BQ(O, C) — Vdiv(QE) N BQ(O, C)
v° — uf =TI(v%)
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ou u® € Vi, (Q°) N (HQ(Qg))3 est I'unique solution de I'inéquation variationnelle
0 (T5 0 — ) + 75(0) — 7(9) > (50— ), Y € Van(X),  (271)
avec T¢ € B1(0,7) N C%!(QF) est I'unique solution de I’équation variationnelle
b (T°,¢) = (v T%,¢), Yy e HI?UFEL(QE). (2.7.2)
Nous avons le résultat principal suivant :

Théoréme 2.7.1. Sous les hypothéses du théoréme 2.6.3,il existe une unique so-
lution (u®,p,T¢) du probléme en vitesse-pression-température (2.3.1) (2.3.2) telle
que

UE & Vdi,,,(QE) N BQ(O, C), \V/C E]O s HliIl(C[], 01, CQ)[,
p° € L3 N HY (),
T¢ € B(0,7) N C%(Qe), V7T > 15> 0,

avec

Cy = Vof?c MK, (14 C2) " = Che — CHQ)Cpe |

1++vV1—4ab

- 24
Cy = MEC;((BM*JFN*CK)*%CU,

o= K-'(1+C2) 18,u*a202+r*\/|95\+0*C’(QE)\/|M\},

ol a et b sont deux constantes qui ne dépend que de p., p*, Cx, Cpue, Q°, || f%]l0.0:,
||k5||%7w, |G#||2.0¢, ||K€||C1,1(§), w*, r* et de 0* telles que

ab < (2.7.3)

| =

Preuve.

e Montrons tout d’abord que A = V;,,(2°) N By(0,C) est un fermé au sens de la
| 3

norme (H'(€))".

Soit (vy)n>0 une suite d’éléments de A qui converge vers v. Puisque v, € B,(0,C)

et By(0,C) est une boule fermée dans (HQ(QE))3 C (H' (Qg))3, alors la limite faible

v de v, au sens de (HI(QE))3 reste dans By(0,C).

e Montrons que II1(B(0,C)) C B,(0,C).

Soient v° € By(0,C) et u® = I1(v°) 'unique solution de (2.7.1) avec T¢ est I'unique
solution de (2.7.2).

Dans la section 2.4, nous avons démontré que sous certaines hypothéses u® € (H?(Q2°))3

et que
||71 ||2 Qe < (I]HT ||C01 + b], (274)
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ol a; et by sont deux constantes qui ne dépend que de i, p*, Ck, Cpe, Q°, || f% |0,
[E4]]1 . et de (|G l2q-.

D’autre part, de la régularité de T° dans C%'(Q¢) on a
|75 lleos @) < aalv®ll5.0 + b2,

oll ay et by sont deux constantes qui ne dépend que de ||K€||cm(m), w*, r* et de 6%,
Comme v° € By(0,C) alors

1Tl co @m) < a9 C? + by. (2.7.5)
En injectant (2.7.5) dans (2.7.4), on obtient
[uf]2,0- < aC? 4, (2.7.6)

ota=ajay >0etb=a;by+b >0.
Pour que 'application II laisse la boule B¢ stable, il faut que

aC*+b—-C<0.

Ce qui nous donne

1+ V1 —4ab
0<C<C = % (2.7.7)

a condition que 1 — 4 a b soit positif. Ce qui implique

ab < (2.7.8)

ol e

e Soient v, v5 € Vi, (Q°) N By (0,C) et T5, Ts € By(0,7) telles que, pour tout
(NS H%ﬁur;(QE)

KEVTVY da'des = Z / 200° (T5)d3; (v da’ davs + / e (T da' day +
€ QE

i,j=1

+ / 6° (T5)e) da’, (2.7.9)

Qe

3
K VT Vi da'des = ) /

i,j=1

+/95(T§)¢ da. (2.7.10)

2 (T5) (13) ' + [ 0" (T5)0 di' o +

€ €

JQE

On soustrait (2.7.10) de (2.7.9) on obtient

KeV(T: — TSV da'dus = Z / (T5)d2 (v5) — pf (T5)ds, (v5)] ¢ da'dvy +

i,7=1

s [ b - e drdn + [ (67(00) - 0°(15) oo

Jw

Qe
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soit encore

KEV(T* — TE)Vi da'day = Z / 241 (T5) iy (07 + 05) iy (vF — v5)0) da’ s +
J s by
+ Z / 1 (T5) ] d2; (v5) e da'dacy + / [r°(T) — r°(T5)] ¢ da'dxs +

+/ 6°(T7) — 6°(T5)] 4 da'.

On choisit ¢ =T — Ts € H%EUrEL(QE) on trouve

KE|V(TF = T5)? da'das = ZAl, (2.7.11)

JQE

avec les notations suivantes :

3
A= S AY, A

[;:“)\

207 (T7)dij (vf + v5)dij (vy — v3) (Ty — T5) da'das,

iji=1
3

A= A, A”—/QQ 1 (T5)] 2, (05) (T — T) d'dizs,
i,5=1 €

Az = / [r=(T) — r*(T5)] (T7 — T5) da'das,
A= [ e - o) o - ) i
D’aprés ’hypothése (2.6.2) et 'inégalité de Poincaré on a

KeV(Ty = T5) P da'dey > K. (1+ C3) HTT — T3]3 e (2.7.12)
J Qe

En utilisant (2.4.2) et I'inégalité de Holder on a

dij(v7 — v5) o= |17 — T5 || Lagae
dij (03) || e | 1dig (07 — v35) lo,oe | T5 — T5 || ragor)

AV < 2p7|di (05 + 05)|| oo
< QM*[||dz’j(v]€)||L4(QE+

comme l'injection compacte de H'(Q°) dans L*(2°) est continue alors

A< 27 (g () s + i (v3) [h,oe) o7 — w310 ITF — T3 [ o
< 2w (|villz0 + [lvallz0e) 0T — v3lho: |77 = T5|v.0s
puisque v§ et v5 sont deux éléments de By (0, C) il vient
AY| < apraCOllof — gl lITT — T3l
d’ou
|Ay| < 36pa*Cllvf — v5ll o= IT5 — T5 |10 (2.7.13)
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Comme la fonction p° est lipschitzienne sur R de rapport C)- alors
|AY| < QCﬂE/ T — T5|? |dij(v5)|* da' das,
QE

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité de I'injection compacte

de H'(QF) dans L*(Q) on a

457 < 20, ITY = T5 1T a0y i (05) 1700
< 200 | TE — T |3 e i (v3) |12 o
< 208 Ce | T5 = T3] e 103115 0

comme la fonction v§ appartient a By(0,C) alors

Aé’j‘ < 20‘40;1502”T15 - Tf”%,asa

d’ou
|Ay| < 180*C-CP|| T — T5 ||} - (2.7.14)

Puisque la fonction r¢ est lipschitzienne sur R de rapport C,- alors

[ 4]

IN

Cpe | |TF —T5|?da'das = C,-
QE

Ts — T5 I3 o (2.7.15)

T = T3 50

< O,

En utilisant le fait que la fonction 6° est lipschitzienne sur R de rapport Cye on a

Ay < Cpe / |T¢ — T5|? da’ = Cy-

Tle o T;Hg,w?

d’apres la continuité de I'application trace de H'(Q2°) dans L?(w) on obtient

| Ay < C%(Q°)Cpe

Ty — T5 |7 o (2.7.16)

En injectant (2.7.12)-(2.7.16) dans (2.7.11) on obtient

K+ Ch) T = T5lR g < [180°C,0C? 4+ G+ CH(@)Co | |IT5 = T g +

+36u*a”C||v; — v5||1.0: |1 T5 — T5 1,00

d’ou

K.(1+C}) ! —18(14CHECQ—C’TE—C’Q(Qg)C’gs] T5 —T5 |10 < 36p*a”Cllvf —v5]h.0e,

soit encore
18a'Cy: (Cg — C*) |IT§ — Ts ||1.0- < 36p*a’C||v] — v5]|1,0-,

ot Cy est une constante strictement positive définie dans le théoréme 2.6.3.
Par conséquent,

o*Cye (Cg = C*) ||TF = T3 ll100 < 207 ClJvf — 31100
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D’aprés (2.6.8) et (2.6.9) on a 0 < C' < Cj, d’ou

€ € *  — — -1 € €
|77 = T5 l0- < 2ua*C (CF — C?)  Cllvf — v5]|1,0-- (2.7.17)

e Soient uf et u5 deux éléments de Vg, (Q°) N By (0, C) tels que
a’ (T7suf, o1 —uy) + 55 (p1) — 37 (u)) > (f 10 —ui), Voo € Vg (929),  (2.7.18)

a® (T35 uy, o2 — us) + j°(p2) — 3% (u5) > (f 2 —u3), Vo € Vi (927). (2.7.19)

ou 15 et TS satisfont respectivement les équations (2.7.9) et (2.7.10).
On prend ¢, = uj dans (2.7.18) et ¢y = uj dans (2.7.19) on obtient

0 (T — ) + 37 () — 37 (ug) > (%5 — ),

0f (T o — u) + 57 () — () > (f%, 05 — ).

Par addition on trouve
a® (T us, uy —uy) —a® (T uj, uy — ui) <0,
soit encore
a (Ty;uy — us,uy —ui) < a®(T7;us, ug — uj) — a(Ty; uf, ug — uf). (2.7.20)

D’une part, en utilisant la coercivité de la forme bilinéaire a(75; ., .) sur Vg, (Q°) x
Viain (€2°) on a

o (T5; ug — uf, us — u5) > 2p.Coc|lug — uf|f g (2.7.21)
D’autre part,
3
o (T5 5, us — uf) — a (T5;uf, uf — uf) = Y Ay,
i,7=1

ou
Aij = / 2[p"(T7) — p°(T5) ] dij (uf )iy (g, — uf) da'day,

comme p° est une fonction lipschitzienne sur R de rapport C- alors
|4i ] < QCuE/ T7 — T3\ \dij(ui)| |dij(us — uf)| da’das,
Qe

en utilisant I'inégalité de Holder, la continuité de l'injection compacte de H'(€F)
dans L*(QF) et le fait que u$ € By(0,C) on a

| Ai;

20, | Ty — T35 200
20°C e | T — T || 1.0
20°C e | TY — T |10 || 15 || 2,00

Q(XQC'HEC'HTf — T3 |1 00

dz‘j(“i — uj) ||0,QE

uj — us|1,00

dij(u3) || La(as)
dij(ui) 1,00

u§ — usll o

VAN VANRVANRVAN

ui — usl)1 0
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3
> Ay < 180°C,C||T5 — Tslvoellus — usl1,0e (2.7.22)
ij=1

De (2.7.20)-(2.7.22) on en déduit que

u§ — uhlli0e < 90°Cep, ' C'C|TE — Ty |10 (2.7.23)

En injectant (2.7.17) dans (2.7.23) on obtient

€ € *  — — -1 € €
Juf = ugll1.0- < 18, 'Ct (CF — C?) " C?|lo] — 3|10, (2.7.24)

on en déduit donc que 'application I est lipschitzienne sur (H] (Qf))3 et a fortiori
continue.

L’application II est strictement contractante sur (HI(QE))3 si
18, ' Ot (CF — €)' % < 1,
ce qui est assuré par I'hypothése 0 < C' < Oy, ou

Cy, = MEC?( (].SM* + M*C[()ig C[]
1 11 1 1 1

——a *uiCrC" (18p" + pCk) 2 [K*(l +C2) = Cpe — C%(Q°)Cye

3v2

L’application du théoréme du point fixe de Banach permet d’obtenir I’existence et

I'unicité de la solution (u®,7¢) du probléme (2.3.1)-(2.3.2) dans

(Vi (27) N B2(0, C)) x (B1(0,7) NC%' (©27)) lorsque les fonctions test de I'inéquation

varitionnelle (2.3.1) sont dans Vi, (27), ou C' €]0, min(Cy, Cy,Cy)[ et 7 > 19 > 0.

L’existence de p® s’obtient a l'aide de la méthode utilisée dans la démonstration
du théoréme 2.4.2. [
2.8 Remarque complémentaire

L. Consiglieri et J. F. Rodrigues ont montré dans leur papier [9] I'existence au
moins d’une solution (u,9) dans W,”(Q) x H'(Q), pour p > 2 du probléme

/,u(ﬂ)Vu.chdx:/fgod:r, Vi € Hy (), (2.8.1)
0 Q

K,/w.vw dr = /u(ﬁ)Vqub dx, Vi € H'(Q), (2.8.2)
JQ JQ

sous les hypotheéses que
— le domaine € soit un ouvert de R? ;
— la viscosité p soit dans C*(R) ;
il existe deux constantes strictement positives u, et p* telles que

0 < pe <pfa) <p*, VaeR;
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la conductivité thermique k soit une constante strictement positive ;
la force extérieure f soit dans L () avec r > 1.

[’argument utilisé pour démontrer ce résultat est basé sur ’application du théo-
réme du point fixe de Schauder. Avec le choix de f tel que f € L"(Q) — W14(Q)
pour ¢ > 2 = dim (), ils peuvent utiliser 'estimation de Meyers |27| dans (2.8.1), il
existe donc un réel p > 2 avec p < ¢ et une constante strictement positive C), qui
dépend seulement de p,, pu* et Q telle que

el ooy < Coll fllw- 1oy pour p > 2.

Ce qui leurs permet de résoudre (2.8.2) avec un second membre bien défini, car
I’estimation de Meyers implique ;(9)|Vu|> € L7(2) donc on peut choisir ¢ dans
W52 (Q).

Si dimQ = 3 on ne peut pas utiliser I'estimation de Meyers pour donner un
sens au second membre de (2.8.2). Dans ce cas on utilise ce que nous venons de
faire dans ce chapitre, on cherche d’abord la régularité de u dans H?(Q) solution de
(2.8.1) pour une température ¥ donnée dans C%'(9Q). Cette régularité nous permet
de résoudre (2.8.2) pour une vitesse u donnée dans H*({2). une fois ceci est fait, on
peut résoudre (2.8.1)-(2.8.2) par I'application du théoréme du point fixe de Banach.
Dans ce cas on aura l'existence et ['unicité des solutions sous certaines hypothéses
sur les données.

D’autres problémes similaires ont été étudier par S. Clain [8| et par R. Lewan-
dowski dans |24, 25|, voir également [1, 3, 13, 14].
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Chapitre 3

Analyse asymptotique du probléme
variationnel couplé

3.1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons montré ’existence et I'unicité de la solution pour
le probléme couplé (2.3.1)-(2.3.2) a ¢ fixé. Ici, nous étudions le comportement de
cette solution quand ¢ tend vers zéro.

Notre domaine Q° est variable en ¢, on se raméne & un domaine fixe € (indépen-
dant de €) par la technique de changement d’échelle que nous présenterons dans la
section 3.2 et qui a été utilisée dans beaucoup de travaux |1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10|.
Dans la section 3.3, nous donnons le probléme variationnel dans le domaine fixe
() ou le petit paramétre £ apparait dans les opérateurs. Dans la section 3.4, nous
établissons des estimations a priori sur les solutions du probléme variationnel (3.3.2)-
(3.3.2). Comme nous allons voir, les estimations a priori pour la vitesse et la pression
obtenues dans |2| peuvent étre améliorer en cherchant leur régularité. Dans la sec-
tion 3.5, nous donnons un théoréme de convergence quand ¢ tend vers zéro. Ensuite,
par passage a la limite sur £ nous obtenons dans la section 3.6 le probléme limite et
I’équation généralisée de Reynolds. Enfin, dans la section 3.7 nous étudions I'unicité
des solutions du probléme limite.

3.2 Changement du domaine de référence

Pour l'analyse asymptotique du probléme (2.3.1)—(2.3.2) différentes approches
sont possibles, elles sont citées par K. Lhalouani dans [13| (chapitre 0, section 3).

[’approche que nous avons utiliser ici, consiste a transposer le probléme initia-
lement posé dans un domaine 2° dépendant du petit paramétre £ en un probléme
équivalent mais posé sur un domaine fixe 2 indépendant de . Pour cela, nous
utiliserons la technique de changement d’échelle dans Q° sur la coordonnée x3, en
introduisant le changement de variable

y=—.
£
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Nous posons
Q={(="y)eR : (@0 €ew et 0<y<h(z)},
r=0Q=wuUl,Uuly.

|
|
|
I I'g
:h
|
| y= |
| ]
|
I :5h € !
|
| |
- T T T~ P i D
</ v ll \> /\w_y
Le domaine Q¢ Le domaine )

FiGg. 3.1 Passage de Q° a ().

A la suite de ce changement d’échelle, nous noterons 4%, p° et T° les inconnues
définies sur . Pour toute fonction v®(z', z3) définie sur Q¢ on notera o°(z',y) sa
correspondante définie sur (2.

On définit sur € les fonctions suivantes :

1

ui(x'yy) = ui(a' xg), 1=1,2; a5(z’,y) = lui(a’, x3),

ﬁa(ml’ y) = 52]95 (.’I)’, .773),

T (2, y) = T=(2', 23).
Pour les données, nous avons les relations suivantes :
[LZNE, k):&‘kg, f:52f57 g:ga
K = K¢, #=¢2e, 0 = =6°.
Soit G(z', 1) = (G’](m’,y),Gg(m’,y),ég(m’,y)) tel que :

div(G) = oG, + oG + 0Gs _ 0 dans Q, G =gsurl.
0, 09 dy

ainsi le relévement G° de g est définie par :

~

G2, x3) = Gi(2,y), i=1,2; Gs(2' x3) = 5(}'3(.7:',y).
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3.3 Formulation variationnelle dans )

Nous notons par V() et Vg, (€2) les deux convexes fermés non vide de (HI(Q)){;

définis par

V(Q) = {7) e (H'(Q)’

Viin(2) = {v € V()

par V5(Q) le

Vo(€)

div(v) = 0 dans Q},

sous espace vectoriel de (H'(£2))? défini par

—{ve (')’

et par Hp p (Q) le sous espace vectoriel de H'(€2) défini par

Q) ={y € H(Q) Y=0sur T UT}.

HllLul“l(

On introduit les notations suivantes :

2

OQu;  Ou;\ Ov;
/ T A = 2 T : ’ : d'/ld
a(T;u,v) Z /Q‘€ AT) <8m_7- + 8Tz> O T

4,j=1"

2
) ou; Ouz \ Ov; . ,
+§:1¥mm< +§a;>aym%y+
i=1 ’ ¢

dy
( , Ouz N %) Ovs
81:] dy ) Ox

- da'dy +

N au;a’l)g
22 (T) =2 =3
+/Qeu( )G G de'dy,

jwwz/kv—sd%

2
L(v) = Z / fivida'dy + /Qefgvg dx'dy,

oT 8Q oT 0Q)
§ : 2 i .2
WT.Q) = / K@ri 8.7"1 vy /K8 oy da'dy,
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v=0sur 'y Ul'y , wn=0sur w},

v=GsurI'yul'y ., wv.n=0sur w},

(3.3.1)



ou;
Oz

(T.Q) = 3 [ S (

t,j=1
aui

2
1
— | w(T
+;2./Qu( (5
2
1 “ 2871,3

+ /Q 2:2ji(T) <6“3

+£?

dy

811,_7-

2
) Q da'dy +

6U3

2
B, ) Q da'dy +

8 71,_7‘

2
dz'd
8y> Qdrdy +

2
) Q dx'dy +

+ /Q F(T)Q da'dy + /w 0(T)Q da'.

Avec le changement d’échelle défini dans la section 3.2, le probléme (2.3.1)-(2.3.2)

devient :

Trouver le champ de vitesse 1° dans Vg, (£2)
L2(Q) N HY(Q) et la température T¢ dans H{ o, ()

(T 05, ¢ — %) — (§°, div(@)) +

> L(¢ —af),

b(Tgﬂ Zg) - C(,I/)/E; Tg’ 17/;)’
Remarque 3.3.1.

N (H*(9)°,

VZ; € HI]‘LUIH (Q)

la pression p° dans

NCY(Q) tels que

J(@) — (@) >
Vo e V(Q),

(3.3.2)

(3.3.3)

En permutant les indices © et 7, on vérifie facilement que la

forme bilinéaire donnée par (3.3.1) peut s’écrire sous la forme suivante :

a(T;u,v) = 72/9%,&(T) <Egz; +e€ ZZZ> (62;); +e€ g:}:,) da'dy +
o3 (5 v 5) (5 -5z e
—l—jz:/ﬂéﬂ(T) <52% %) <62Z—Zj+aa—1;j> dz'dy +
—l—/QQ,u(T) 666—? 63@_1:(1 "dy (3.3.4)

3.4 Estimations

Nous allons établir des estimations sur la vitesse u°

la température T¢ solutions du probléme variationnel

3.4.1 Lemmes utiles

, sur la pression p° puis sur
(3.3.2) (3.3.3).

Nous présentons dans cette sous section trois lemmes qui seront utiles pour éta-
blir les estimations a priori sur les solutions du probléme (3.3.2) (3.3.3). Les deux
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premiers lemmes sont de type inégalité de Poincaré.

Dans la suite, nous posons

Lemme 3.4.1. Rappelons que h* = sup h(z'). On a :

0v;

0, < h*
oo < |5

. i=1,2,3. (3.4.1)

0,Q

Preuve. Fixons i entre 1 et 3. Pour tout 0 <y < h(z') < h*, on a

~ ' ha) 6{)7 ' ~ ' '
v; (2, y) = — 9 (2", &) d€ + v; (', h(2")),
Ty

~

et puisque u° = G' = 0 sur I'y, il vient

N hla") 6{)7 /
mmm——é S e

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

h(z")
mWwVSH/
0

et par intégration en y de 0 a h(z'), on obtient

h(z') h(z)
[ i ray <oy [
J0 J0

en intégrant cette fois sur w, on trouve

h(z") h(z") 0 2
[ [ raay <oy [ [ |56 dra
Jw J0 Jw J0 ay

c’est & dire

0v;

2

(', €)

00; ||2
5,112 o < (h* 2H_z _
ez < 09 2, .
Ce qui achéve la preuve du lemme 3.4.1. [J
Lemme 3.4.2. Ona : .
. oT*
T¢ <h* . 3.4.2
7loa < 17| 5, (342)
Preuve. Elle est similaire a la preuve du lemme 3.4.1. [
Lemme 3.4.3. Ona :
X || 0T
Tow < (h*)2 . 3.4.3
7l < 09} 5] (3.43)
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Preuve. Pour tout 2’ dans w, on écrit

: : o) g o) g
T¢(x',0) = T¢(2', h(2' / a', €)dE = / 2, &) dE,
WO =T - [ e ga = [ S

puisque T7¢ = 0 sur I';. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que
h(z") < h*, on obtient

‘T‘E(aj', 0)‘

AN
=
H\
N
=
H\

IN

h(z')
Vi /°
J0

en élevant au carré et en intégrant sur w, il vient

/\fo o\dx<h*//

Ce qui achéve la preuve du lemme 3.4.3. [J

aTE

e

Lemme 3.4.4. Soit 0 € (HI(QE))3 tel que v = 0 sur ', ULy et div(d) = 0 dans

Q. Ona:
2 2
00; 0v; 003 81;2 , / 90, 9
' dx'd 7' dy A I
l; /Q 0z, Ox; vay+ 121: /Q Oz, 8y Z Dy Oz, xay+
003 003

——dz'dy = 0. 3.4.4
/ dy Oy (3.4.4)

Preuve. Pour simplifier I’écriture, on pose pour tout v € (C Y (Q))2

2 2 2
Di; 0%, Diss 0, Div; s
1= 3 9V gt 39U td 905 9Y3 10 d
Z/ Dz, 0, " y+Z/ om0y " y*Z,/ oy oz, T
ij=1"% J i=1 79 j=1"9 J

By 2" dy.
En utilisant la formule de Green, on a
I=1, - I,
ou
2 0v; 2 003 . 2 0v; 003
I, = Z; /r 8.—m1)mj do + Zz]: /F 8.—m7)in3 do + ; /F 8—y7)3n_7- do + /. 8—y7)3773 do,
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81} 0% 81}
IQ_Z/aTaTZv,dde+Z/ 3v7dxdy+2/ vgda;du—i—

2
. 861)23 Us da'dy.

I est clair que I, = 0 puisque div(?) = 0 dans Q et C7° ,p, (Q2) dense dans Hp p (9).
Comme 0 =0 sur 'y UI';, on a

I, = Z / 87)7 7377% do + Z / 003 @,ng do + Z / 87)7 —03n; do + %'{)gng do.
i,j=1"
2

Sur w on a Y v;n; + v3n3 =0, d’'ou
J=1

soit encore

2 2

aﬁj 663 on ang

: = 0 0 : 0 =1,2
jz_; 0x; i+ ox; "3 Jz_: T O, % 0 r ! T
2

07, 03 . On;  0Ong

— = — 03— =0
Z ay J 0 3 Z J ay 3 8y )

puisque le vecteur normale n extérieur & w ne dépend pas de (z1, z9,y). Donc I; = 0.
On vient donc de montrer que I = 0. [

3.4.2 Premiéres estimations sur la vitesse et la pression

Nous commencons par établir les premiéres estimations a priori sur la vitesse.

Lemme 3.4.5. Supposons que f € (L2(Q))3, le coefficient de frottementl;: est une
fonction positive dans L™ (w) et qu’il existe deux constantes u, et p* telles que

0<pe <pifa) <p*, VYaeR (3.4.5)
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Alors, il existe une constante Cy > 0 indépendante de € telle que
2
ou ous ous (12
; *3 % 3
Z H&rj 72_; dy Z 63:7

Preuve. Dans (3.3.2) on prend ¢ = G, on obtient
a(T%; 05, G — 0°) — (5, div(Q)) + j(GQ) — j(a°) > L(G — i),

< Cop.  (3.4.6)

7

or
(5°, div(@)) =0, j(G)=0, j(a) >0,
d’ou
soit encore R o
a(T%0,0) < —a(T%; G, 0) + L(9),
avec 'inégalité 2ab < a? + b2, on a

1 ~ A A A
Ea(TE; 0,0) < —a(T%; G, G) + L(), (3.4.7)

DN | —

ou la forme bilinéaire a est donnée par (3.3.4).
En utilisant le fait que la fonction i est minorée par p,, on a

P 87)1 oV 81;2 5 0 2
a(T%;0,0) M*Z/ ( BTZ> +,u*2/ ( 87"?)

, 003 00, / o [ O3
* - - % 2 — ,
+HZ/ ( BT, 8y> +M,Qg dy

en développant le second membre, on obtient

7 ) 211 D0, |2 00; 4 2 003 ||2
(b > . Z i . i . :
500 = e ij—lHalL'j oo P ZH o "1 -Z_:HaxjHO’QJr
06 Ob: 00 av
9 j i 3 i
Hae Z_ /ani or, 1 Z/ da; Oy

41,67 0037
87), 81)3 0v3 O3
e Z/ oy 87"7 e’ ay By

v

et d’aprés le résultat du lemme 3.4.4,

2
fe a A 6@, 61)7
D LT S i
t,j=1 :

w5,

avg
R L
Hae Z Oz llog

0,0
De méme, on obtient

a(Tg;G’,G’ < u*eQZH

1,j=1

2 2 A
ox; MZ‘ dy 'ung&r-HOQ+
J i=1 j=1 3o

o QHBC?a

0,0
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Pour majorer £(0) on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 3.4.1, on a

2
(leﬁzllﬁ,g)
=1

1

2 2
(Z||@¢||§,Q> + £l fillo.el9s][o.0

=

2
. ; 00; || i 005
h (aninﬁ,g) (Z 15, ) el flos] 52
i=1
avec l'inégalité 2ab < a® + b2, on obtient
av, g2 Hx 0y ||2 (h*)? 1 22
o Z 15 ot S
En revenant a (3.4.7), on en déduit que
2 .
53 gl Ha“ 53 gl el <
622; Oz llog Z 28T7 0,9
( ) 2:“’ H 2 4# HaG’i
|| f||0 Q Z ax] Q 2 - Z ax] Q
S1E
0,0
comme 0 < e < 1,0na
D e I o o I M e L e
; dxjllog Z Z dxjllon 4 0,9 = o,
ol ¢, est une constante positive indépendante de £ donnée par :
(h*)* ¢ B o
o= S|l + S IVEIGe
avec par définition
0G5 |2 8G3
VGl = 3 52 |5 o e
IVGllia = Z aq«, Z Z 5 Lo
Par suite,
2
00; 00; 00 003 ||2
P) 7 7 3 3
3 <
T3] S {0 o LT R

olt ¢; = 4p; 'c;. En remplacant ¢ par 4° — G on obtient (3.4.6), ou la constante Cj
est donnée par
Co=Ap,'c1 + |[VGq -

Ce qui termine la preuve du lemme 3.4.5. []
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Lemme 3.4.6. Sous les hypothéses du lemme 3.4.5, on a les estimations suivantes :

<C;, i=1,2 (3.4.8)

H Ox; Ilu

\ap
0

ou Cy, Cy et C3 sont des constantes strictement positives indépendantes de €.

<eCy, (3.4.9)

Preuve. On désigne par < .,. > le produit de dualité entre H~'(2) et Hy(Q).
e Dans 'inéquation variationnelle (3.3.2) on choisit ¢ = (4] £ ¢, 45, 15), ol ¢ est un
élément de H}(Q). Ainsi, nous avons

) - e (330
_/Qﬂ(m <%_12+52sz> %dx'dy+/,fl¢dx'dy

= Z/eu g:;gﬁ ’dyZ/ﬁu T glg—id Yy —

G sy - [ ewff)g“?’ oo diy + [ fodrdy

En utilisant I’hypothése (3.4.5) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

N > o NY o :
(2.0 < (158 ) (S22
J= J=

9 (2 ;
”(zuaz: L) (512
a@y o5 H |22, )15 H i loaldlon
soit encore N
(55 8)) < (1@ + Villa) lolha
ol
_ ¢ (gHgZ; 279>2+5 (iugzl ) au1 aaé

Du lemme 3.4.5 on en déduit que

L(a°) < 2(c +1)C2 < 4C7,

d’on

(o ¢>‘ < (4G5 + 1 fillo) 6l
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donc

< C
HaT] b

1 .
ou Cy = 4p*Cy + || f1llo.o est une constante positive indépendante de «.

e Dans l'inéquation variationnelle (3.3.2) on choisit ¢ = (4§, 4§ + ¢, 45), on ¥ est
un élément de Hj(€2). Ainsi, nous avons

aﬁe ~ a auQ aﬁ? 61/) /
— = — [ p° dx'dy = TE — | —dx'dy —
<6:1:2’ ¢> 81:2 ey = Z/ =i <ax] 0y ) Oz, vy
— / ((T9) %Jre?a% a—dm’dy+ / Foth da'dy
9) dy Oxs ) Oy
2
e 0TS 81/) o a¢
- 2 Te i’ R Id _ / TE d d —
> [t =3 [t i

| e 0150 , e 015 0 , - ,
—/M(T)aQaw x'dy — /52M(T)a 3; dy+/fzwdxdy-

En utilisant I’hypothése (3.4.5) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

N N
(2] < e ()220, (zu% E

0
e (SIE) (1L, -
aUQ OQH aUHOQ 2 % OQH3UH09+||f2||079”¢“0’g’

soit encore

‘< 2 0)) < (w5l + 1alon) Iolho

) -

L(0°) < 2(e + 1)C¢ < 4C¢,

o
(5r, )

ol

2 ) 3 2
2 2
=c +e H
(Jz_; ‘ 0,9) (Jz_: ax2

Du lemme 3.4.5 on en déduit que

~NE
o0us
a.’L’j

NE
87/2 87/3

d’ou

1 ~
< (40°C5 + 1 Pollo) 101l

donc

OQa

H 87“2
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1 .
ot Cy = 4p*Cy + || f2]lo.o est une constante positive indépendante de «.

e Dans l'inéquation variationnelle (3.3.2) on choisit ¢ = (45, 45, u5 £ x), ol x est un
élément de Hj(Q2). Ainsi, nous avons

op° N, 6u3 ous\ Oy
P = [ 7D atay = (7°) 1) OX gty —
<6y’x> / dy = Z/E'u < 0z 61/)6:1: T
j j
/2 20 (T5)6u3% ,m'dy+/5fgxdx'dy
Q dy dy Q
2
L 0us Jyx 8)(
- _ 4 eNZ 3 “A ! _ : ! _
= ‘ /Qg (T )axj P, x'dy Z/ P, dx'dy
7=1

ou5 0 -
/25 ,u(TE) ;3 aXd 'dy—i—/sfgxdx'dy.
Q Q

En utilisant le fait que la fonction j est majorée par p* et I'inégalité de Cauchy-

Schwarz on obtient
p° ENTITRY :
< ay’X>‘ = M84 (;H&EE O,Q) (ZHax] )
) (12 -

* 2 (ZH@U
OQHa HOQ el fallo.llxllo.0 -

aug

* 2

+ue

soit encore

oy () 4 el 7
(3 ) < (1) +ellfilon) I

Voo

ol

~E
o || 05

o
2

= (S1280 ) e (S

Du lemme 3.4.5 on en deduit que

S ol

L(a°) < 2(e* + 8)00% < 4eC

Y

d’ou

< %Z; x| <2 (4G + 1 fallow) e
op°
‘ Ay

1 .
ou C5 = 4u*Cy + || f3]/o.o est une constante positive indépendante de €. [

donc
S 6C3a

Remarque 3.4.1. On trouvera des estimations a priori similaires auz précédentes
dans le papier de G. Bayada et M. Boukrouche |2| pour l’écoulement de Stokes avec
la loi de Tresca sur w. On peut améliorer ces estimations comme on va les faire dans
la sous section suivante pour le cas de [’écoulement non isotherme.
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3.4.3 Deuxiémes estimations sur la vitesse et la pression

Pour les estimations a priori sur la température nous avons besoin d’améliorer
'estimation (3.4.6).

Lemme 3.4.7. Supposons que f € (LQ(Q))3, la fonction k est positive dans H%(a}),

g € (H3/2(F))3, la fonction fi est lipschitzienne sur R de rapport Cy, et elle vérifie
Uhypotheése (3.4.5), Ty, et Ty sont de classe C? et w est de classe C3. Alors, il existe
une constante Cy > 0 indépendante de € telle que

© Z Hax] Z HZZ:
+Z H@TZ

Idée de la preuve. Comme la frontiére 0€2 de Q se compose de trois parties

réguliéres w, ['y et ['y, on utilise la théorie locale de régularité au voisinage de la

frontiére [14] (chapitre 4, section 2.9). Il existe donc une partition de I'unité 6, pour
= 0...,[ telle que

.
o || OUS

7

Cy. (3.4.10)

7

l 1
=) O,i° and = 0.5
m=0

m=0

On procéde en quatre étapes, comme dans la section 2.5, la différence ici est que le
domaine 2 est indépendant du petit paramétre £ mais les coefficients de la forme
bilinéaire a(Tg; .,.) dépendent de . Donc avec la méme méthode utilisée dans la sec-
tion 2.5 (voir aussi [11, 14, 15, 16]), et aprés des longs calculs on en déduit qu'il existe
une constante positive C' indépendante de ¢ telle qu’on a les quatre étapes suivantes :

e Etape 1 : Estimations a lintérieur de ).

ZH (0o i) ZH (Bous) 5| O(6p0i5)
ozr; e 1,0 0x; 1,9 oy e
d0(6op°) 1110(00p%) |2
+Z§;H Ox; oo EH dy oo —

e Etape 2 : Estimations au voisinage de I'j,. Pour tout m =1,...,m on a

2 2 110(Omia (0,5 A0, 1i5) ||2
m 5) 2 mUs
c Z; H 1,Q+;H ZH ox; ],Q+€ oy ],Q+
111 0(0mp°) |12
|| === <C
+ZH 83:7 0,0 8H oy 00~
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e FEtape 3 : FEstimations au voisinage I'y. Pour tout m =mq, +1,...,m9 on a

0(0,,13)

(™ (™ (™ K
c ZH E 1,0 ZH E 1,0 ZH 87"11 ],Q+€2 8y3 ],Q+

111 0(0mp°) |12
e o WS
ZH 83:7 HOQ £ dy 0,0
e Etape 4 : Estimations au voisinage de w. Pour tout m =mo +1,...,[ on a
2
(0 0s) 2 (Omas) o[ 00 15) |12
B, S
c Z; H 87"7 1,0 121: oy 1,0 Z or; 1,0 © oy 1,0
1 0(0,,0°) 12
Z H _H ") 1?0
83:7 0,0 € dy 0,0

Par addition sur m et en utilisant 'inégalité
! ! 2
Sz (Se)
=0 m=0

on obtient (3.4.10) avec Cy = 2 (I + 1) C est une constante positive indépendante de
e.

3.4.4 Estimations sur la température

Nous commencons par établir les premiéres estimations sur la température. Pour
cela, nous faisons les hypothéses de régularité suivantes :
— il existe deux constantes strictement positives K, et K* telle que

0< K. <K(2',y) <K*, V(a',y)€Q, (3.4.11)

— il existe une constante positive 7* telle que
r(a) < 7", Va€R, (3.4.12)

il existe une constante positive 6% telle que
0(a) < 60", VacR, (3.4.13)

Lemme 3.4.8. Supposons que les hypothéses du lemme 3.4.7 et (3.4.11)—(3.4.13)
sont vérifies. Alors, il existe une constante positive C's5 indépendante de € telle que

9 .
oT* oT*
2

3.4.14
oyl g s s

Preuve. Dans I'équation (3.3.3) on choisit ¢ = 7¢, il vient

3

(T, T°) =) A, (3.4.15)



ol

Z ous i . Z ou; — ,0u3\" .
A= ( 6:1:,) "+ / ( te 61;7) T+
+§2:/1ﬂ(T5)< aug+aa§> T5+/26Qﬂ@5) (a@)gﬁ

— o 2 ox; 0y Ja 0y ’

D’aprés ’hypothése (3.4.11), on a

2 ~
- a7+ |12
bT=,T7) > Koy H ~
i=1

H o1e

(3.4.16)

En utilisant I'hypothése (3.4.5) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
A < (@) T o

ou I(4°) est donné par

ous  0uf |2 2
(i) = = H +
(i) 2 Z 81:] oz; 83:7
i,j=1
2 X N N
+12‘623“5+%2 2%2
2 4 dx; Oy
7j=1
D’une part, avec U'inégalité ||a + b[|* < 2||al|* + 2[|b]|* on a
2 ~e 2 E
_ o |2 Z H% Bu 542 H811,3 H8u3
= Oz llLia P Ox; LA

] |

D’autre part, comme I'injection compacte de H*(Q2) dans L*(2) est continue, il existe
une constante positive C'(€2) indépendante de ¢ telle que
2
Lol

z 15l zHZﬁif

d’apreés le lemme 3.4.7, on a

LS

E
o || OU5

I(a°) <2C(22

1

.
o || O

S Ch:

3|5+

7

d’ou
I(u*) <20C,C(Q) ,
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par suite

A < 20 CL OO T o

donc, avec le lemme 3.4.2 on a

H or: (3.4.17)

‘A1‘ <2u*h*CyC

En utilisant ’hypothése (3.4.12), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 3.4.2,
on obtient

45| < #1907 |T%]00
oT*
0y

< #hTIQle

(3.4.18)

En utilisant ’hypothése (3.4.13), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 3.4.3,
on obtient

~ 1 ~
As| < 0 wlE [T g

NDRNTNEINIY./ A
< 0 (h")?|w|? 3.4.19
< )l |5 (3.4.19)
En injectant (3.4.16)—(3.4.19) dans (3.4.15), on obtient
aT* BTE aT*
Ket Y| H 3.4.20
c Z o o (3.4.20)

ou C' est une constante positive indépendante de £ donnée par
C=2u"h"C,C(Q)+7"h" \Q\z + 6 (h*) \w|2 :
De (3.4.20) on en déduit que

8T6

H oTe

d’ou

HaT < K] 'C.

De plus, en injectant cette derniére estimation dans (3.4.20) on obtient
) || 0T |12
coy|

d’ou (3.4.14) avec C5 = K 2C%. 0O

s K, 'C?,

H oT*

7

Pour le passage a la limite sur £ dans le probléme (3.3.2) (3.3.3) nous avons besoin
d’améliorer I'estimation a priori sur la température (3.4.12) comme nous avons fait
pour la vitesse. Ainsi, nous avons le résultat suivant
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Lemme 3.4.9. Supposons que les hypothéses du lemme 3.4.8 sont vérifiées et que
la fonction K appartient a C®'(Q). Alors, il existe une constante positive Cq indé-
pendante de € telle que

2 2

T
0 0 < C. (3.4.21)
1

0y

|
Q

1

2 ~
9 H are
=2
i=1
Preuve. Nous suivons la méme démarche utilisée dans la preuve du lemme 3.4.7
pour les équations variationnelles. []

)

3.5 Théoréme de convergence

Nous avons établi dans la section précédente des estimations a priori sur les solu-
tions du probléme (3.3.2)-(3.3.3). La question qui se pose naturellement est de savoir
quel sera le comportement asymptotique du fluide lorsque I’épaisseur du film mince
est tres faible 7. Mathématiquement, cela revient a savoir si le champ de vitesse u°,
la pression p° et la température T admettent une limite quand & tend vers zéro et
quel est le probléme vérifié par cette limite 7. Dans cette section nous répondons a
la premiére question et la réponse est donnée par le théoréme 3.5.1. La deuxiéme
question sera traitée dans la section 3.6.

Nous commencons d’abord par définir une classe de fonctions [9).

Définition 3.5.1. On dit que v = (v1,v3) € (L2(Q))2 satisfait la condition (D’) si

o0 a0
/ <vl— + vg—> de'dy =0, V0 e CF(w).
0

On introduit l'espace [12]
%:{UELQ(Q) . — € L*9Q), v=0sur Fl}
V, muni de la norme

1
dv 2 |2
2
Ity = (It |51

est un espace de Hilbert.

On introduit également les espaces

V={s= (610 € (H(®)

2

@:G’sur 'y, @=0sur F1},

d*v
Wy—{z)GVy . 6—1/26[/2(9)},
V,={peV,xV, : o satisfait la condition (D’) },
Wy ={veW,xW, : wvsatisfait la condition (D’) }.

Nous avons le théoréme suivant qui nous permettra de passer a la limite par la suite.
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Théoréme 3.5.1. Sous les hypothéses du lemme 3.4.9, il existe u* = (u}, us) dans
Wy, p* dans L3(Q), T* dans Vy, et une sous suite notée encore € qui converge vers ()
tels que

u; — uy  fortement dans Vy,, i=1,2, (3.5.1)
ou;
8“ — 0 fortement dans L*(Q), 4,7 =1,2, (3.5.2)
T
20U 2 -
&g 0 fortement dans L*(S2), i=1,2, (3.5.3)
i
6
U (), (3.5.4)
"y
ety — 0 fortement dans L*(S2), (3.5.5)
p° — p*  fortement dans L3(S2), (3.5.6)
T° = T* fortement dans Vi, (3.5.7)
aT6 9 :
€ 5n 0 fortement dans L*(2), i=1,2. (3.5.8)
i

Preuve.
e D’aprés l'estimation (3.4.6) il existe une constante positive C' indépendante de ¢

telle que
811

i=1,2,

en utilisant le lemme 3.4.1 on en dedult que
| lloo < h*C, i=1,2,

De plus, d’aprés I’estimation (3.4.10) il existe une constante positive C' indépendante
de ¢ telle que

HaQ 6

C, i=12,

c’est a dire que u; est borné dans Wy pour i = 1,2. Ce qui implique 'existence de
uy dans W, tel que 45 converge faiblement dans W, vers u* pour i = 1,2. Cette
convergence faible entraine la convergence forte dans V.

Montrons maintenant que (u},uj) satisfait la condition (D”). Soit 6§ € C§°(w),

puisque

ou;  0u;  0ug
+ 2+

8.%1 Bxg By

. _— o0 a0 ,
_/de(u )0 dz'dy = /( D +u28x2> dz'dy.

Comme 5 converge faiblement dans W, vers uy pour ¢ = 1,2, on obtient

00 00
/( 9 +u28T2> dz'dy = 0.
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e De 'estimation (3.4.10) on en déduit (3.5.2) (3.5.4).

e D’aprés 'inégalité de Poincaré (3.4.1) on a

~E
ous;

dy

leilon < 52,

o
5 3 converge fortement dans L?(€) vers zéro.
Y

e D’apreés le lemme 3.4.6 il existe une constante positive C' indépendante de ¢ telle
que

donc (3.5.5) découle du fait que €

V|| 1) < C,
en utilisant |17] (proposition 1.2, pages 14 et 15 ), on en déduit que

150 < C,

ot C' est une constante positive indépendante de . Donc il existe une sous suite p°
qui converge faiblement dans L?(2) vers p* et on a

19" ]lo. < liminf [|5*[j,0 < C".
e—0

Puisque p° est un élément de L3(Q) et L2(Q2) est un sous espace faiblement fermé
dans L?(Q) alors p* € L2(9).
De plus, du lemme 3.4.7 on en déduit 'existence d’une constante positive C' indé-

pendante de ¢ telle que

VDo, < C,
d’ou

19°[[1,0 < C,

donc la convergence de p° dans LZ(Q) vers p* est forte.

e D’aprés l'estimation (3.4.14) il existe une constante positive C' qui ne dépend
pas de ¢ telle que

H I
dy
en utilisant le lemme 3.4.2 on en déduit que

<C,

0,

1T]lo0 < h*C,

donc T¢ est borné dans Vy. Ce qui implique I'existence d’un élément 7™ dans V), tel

que T* converge faiblement dans V,, vers T™*.
De plus, d’apres (3.4.21) on a

H BQTE
0y?

<C,
0,9

ou C' est une constante indépendante de . Donc T¢ converge fortement dans V, vers
T*.

e De (3.4.21) on en déduit (3.5.8). O
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3.6 Probléme limite et I’équation généralisée de Rey-
nolds

Nous avons vu que la solution ( DS, Tg) du probléme variationnel couplé (3.3. 2)
(3.3.3) admet une limite forte (u*, p*, T*) quand £ tend vers zéro. Il nous reste qu’a
chercher le probléme variationnel vérifié par cette limite forte.

Théoréme 3.6.1. Sous les hypothéses du lemme 3.4.9, la limite (u*,p*,T*) satis-
fait :

p* = p*(a) presque partout sur w, p* € H'(w), (3.6.1)
s, ou? op* 4

Sy L — =12, dans LA(9Q), (3.6.2)
0 oy ox;

(
(f(aT*> - 22: (T (aaf) 2 +#(T*) dans L2(Q).  (3.6.3)

Preuve.
e On choisit dans I'inéquation variationnelle (3.3.2)

{@i—a;, i=1,2
Gy =15+ 0, ¢ HQ).

Ainsi, nous avons
2 005  0UC\ 0¢ diE O
2~ T& 3 ] da'd /2 2 T 3 Id -
Z/eu( )< 356g+31/>3 Ty+qu( )31/0?/ Y
0
- [y = [ choaray,
o Oy

soit encore

6u3 ' 811 3¢
r'd —L——da'd
> [ g i 3 [ G i
ous 0 0 .
/2 2,7 2% ¢ dr'dy — | 5722 dutdy — /5f3¢dm’dy. (3.6.4)
Ja dy Oy 8 Q
Comme pour tout j = 1,2, & EI converge fortement dans L*(2) vers zéro et que
X
la fonction fi est bornée sur R alors
2
. A7) , 0 2 99
lgra]z:/g ((T9)e 5r.° B dz'dy = 0. (3.6.5)

, 817’; ) ou , 0U;
Comme pour tout 7 =1, 2, ) converge fortement dans L*()) vers 6— alors 2 e
Y

converge fortement dans LQ(Q) vers zéro. De plus, la fonction fi est bornée sur R on
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a donc

S [ (1922599 gy o 3.6.6
EI_I}UIJZ;/QM( )Ea—ya—x]ﬂ"y* (3.6.6)
Comme & 223 converge fortement dans L?(€) vers zéro et que la fonction [ est
bornée sur R alors 9is 00
: ~ (e u “v / o
lgr(l) Q/L(T) 7 861/ dz'dy = 0. (3.6.7)
Comme p° converge faiblement dans L2(f2) vers p* alors
: 09 3¢
lli% Qp y da'dy = 8 dz'dy. (3.6.8)
Nous avons aussi
hm 5f3¢ dx'dy = 0. (3.6.9)

En passant a la limite sur £ dans (3.6.4) et en utilisant les limites (3.6.5) (3.6.9) on
en déduit que

/p*% da'dy =0, V¢ € Hy(),
Jo Oy
donc

op*

oy 0 dans H *(Q).

c’est a dire
p* ne dépend pas de la variable y.

e On choisit dans l'inéquation variationnelle (3.3.2)

{Qbi_77‘§i¢ia g€ HL(Q), i=1,2

— €
Pz = 5.

On obtient

€ au aﬁ; a¢7 ! € au 2 ¢7 !
Z/E“T <aqn7 axi>aa~7 d“Z/ (7°) < arz> oy W~
~E ¢’I
—Z/ ax7dxdu—2/f7¢7dxdu,

soit encore

0 8Z , 58 81 ,
Z/5M (11+8T>¢ dU+Z/ () u¢ da'dy +

i,7=1

+Z/ Ts 6U3a¢1 /d Z/ Aga¢1 dey_Z/fz¢szdy (3610)

88



S E

* converge fortement dans L?(Q) vers zéro et que

Comme pour tout 7,5 =1,2, ¢

aZL'j
la fonction fi est bornée sur R alors
. s 0us\ O¢;
lim (T° L) e—dz'dy = 0. 3.6.11
e—=0 Z; / ( 8T1> aT] Y ( )
Puisque Te converge fortement dans V), vers T™ alors Te converge presque partout
A~ *

dans ) vers T*. De plus, a—l converge fortement dans L?(Q) vers Bli pour tout
Y Y

1 = 1,2 et la fonction ji est continue sur R. On a donc

. 0us our
a(T° L o (T L =1, 2.
(T*) 5 (1) 5y b

NE

U=
5 * est borné dans L*(f2), ce qui implique donc
Y

De plus pour tout i = 1,2, ﬂ(TE)

que
O ou*
a(T*) i converge faiblement dans €2 vers M(T*)i i=1,2,
Ay Oy’
d’on

i . au 6@757 __ au 6@757
15%2/ (T%) dz'dy = Z/ ' dy. (3.6.12)

NE

3 converge fortement dans L?(€2) vers zéro et que

Comme pour tout i = 1,2, &2

L4
la fonction fi est bornée sur R alors
, 8713 8¢Z
llgaz / 3 dz'dy = 0. (3.6.13)

Comme p° converge faiblement dans L2(f2) vers p* alors

liféZ/*a@ da’ dy Z/ 8¢de’dy. (3.6.14)

En passant a la limite sur € dans (3.6.10) et en utilisant (3.6.11)—(3.6.14) on obtient

2
Z/ T* 811 a¢l ld Z/ a¢l ’dy:Z/ﬂ@dZB’d@/
i=1 78
Si ¢y =0 et ¢y € HI(Q) ou ¢y € HL(Q) et ¢y = 0 alors

ouf 0¢; 0¢; A )
T "y — | p* "dy = b, dx’ =1.2 6.1
/Qu( )a 9y dz'dy /Qp o, dz'dy /sz@ da'dy, 1=1,2, (3.6.15)

en utilisant la formule de Green on a

= fi, i=1,2 dans H }(Q). (3.6.16)

L) 2
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Dans (3.6.17) on prend ¢;(z',y) = y(y — h(z'))0(a'), ot § € H(w) (ce choix de ¢
est utilisé par exemple dans [3]).
Les dérivées partielles de ¢; sont les suivantes :

d;  Oh 00
0¢i

— (2y — h)#.
9 (2y — h)b

Ainsi, nous obtenons

2

dz'dy =

our 0 00
(T —L (29 — B0 da'd “y——@dr'dy — | py(y — h
'/Q/vc( )ay(y )0 dx y+/9pyami z'dy ./pr(y )ami

= / fiyly — h)6 da'dy. (3.6.17)
Q

Nous avons

ou*
/ﬂ(T*) Y9y — h)fda'dy = /Izﬂdm’,
JQ 8y Jw

ol h')
L) = [ A ey - w5y,
Jo Yy

comme p* ne dépend pas de y on a

oy g Oh [ L[ g0k
et

o0 90 h(z") 1 00
*y(y — h)— da'dy = | p* —h)dy | do' = —= | p*h*=da’
/pr(y )8% @' dy ./wp P (/0 y(y —h) u) T 6./wp 5,

on écrit également

/fiy(y h)0 dx'dy = /Jzﬂdm',
Ja Jw

ou

Donc I'égalité (3.6.17) devient

1 oh 1 06
! * 7.2 ! * 1.3 1 . ! 1
/wllﬂdx +§/wp h axiﬁdaﬁ +6/wp h om dx LJzﬁdm, Vo € Hy(w),

soit encore

1
/Iﬂdm'#—E /p*aa.(h‘%@) dr' = /Jzﬂdm', VO € Hy(w).

Jw ',I"Z Jw

En utilisant la formule de Green on obtient

1 *
./w[iadx’—awﬁ%@dx’:/w,]ﬂdx’, Vh € Hy(w),
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donc pour tout ¢ =1, 2,

1 ,0p*
L -3 = 5. dans H'(w). (3.6.18)

: up o, : :
Puisque pour tout i = 1,2, — et f; sont dans L*(Q2) on vérifie facilement que I; et

Ay
J; sont deux éléments de L?(w).
a *
De (3.6.18) on en déduit que pour tout i = 1,2, ai est dans L?(w).
T
Donc p* € H' (w).
D’autre part, d’aprés (3.6.16) on a

0 our
—(a(T*)=2) € LX), i=1,2
5, (ATNZE) € @), =12,

d’ont (3.6.2) est valable dans L?(9Q).

e Nous utilisons la formule de Green dans I'équation (3.6.20) du théoréme 3.6.2
nous obtenons, pour tout ¢» € Hy . (),

oT*

y

) oT* 2 our\
— | =K dx'd +/IA( na) do = / (T ( ’> dx'dy +
/Qay< ! )1/) y+ | K st z_; Qu( ) 5y ) vy

+ /Q F(T*) da'dy + /w 0(T*) da'.

*

ng = 6(T*). D’ou, pour tout ¢ dans

-0
Sur 'y, U Ty omauz/):O,etsurwonaKa
HllLUrl(Q)7

i (%

Par conséquent,

o ( .OT* 2 fou\? B
76_!1/ (K ay)—z,u(T)<ay> +7(T*) dans HI“L]Ul“l(Q)’

=1

Y

BT*>¢(] /d 22:/ A(T*) (87@)21/)(] /d +/ A(T*)'wd ld
v ay = )% LT ay r 1T ay.
dy i1/ dy Ja

ou Hy.! . (Q) est espace dual de H} . (€2).

*

2
u.
Comme [ et 7 sont deux fonctions bornées sur R et ( 5 7’) est un élément de
Yy

L*(Q) pour ¢ = 1,2, alors nous avons (3.6.3). []

Théoréme 3.6.2. Sous les hypothéses du lemme 3.4.9, les fonctions u*, p* et T*
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sont solutions du probleme limite :

e Our 0 N goz N ,
Z,/M(T)ﬁy ay( ) da'dy — Z/ dey+/kg05|dm -

i=1 70
— /l%u* — s|dx’ > Z / filgs —u) da'dy, VeV, (3.6.19)
Jw i=1 70
aT* 61/)
dr'dy — / T* wdrdy+/fT*¢dm’dy+
/ dy dy Z 9 )

—i—/H(T*)z/) dz', Vi € HY o (). (3.6.20)

Preuve.
e Soit ¢ € V(). On écrit I'inégalité variationnelle (3.3.2) sous la forme suivante :

4
Zlm( /k|u s| da' </l<;<p—s|d:r—2/ Aga%d:rdy—
i

m=0

/ﬁ‘?% dm'dyZ/f(gbi7lf)dm'dy/5f(g03u Ydz'dy, (3.6.21)
Q Y i—1 JQ

ol

ou:  ous\ 0
(1) (24 4 = 15— ;) da'd
Z /6 i (ar, aﬂ) o (1~ @0 da'dy,

zyl

au aag o
€ au? 877’; a ~E ~ i
I3(e) = Z/ e (T°) ( 6:1:] 7 > o, (U3 — $3) da'dy,

. ous 0
N = [ 22 G S i~ a) da'dy
Q dy Oy

En utilisant le fait que /i est une fonction bornée sur R et les limites (3.5.1) (3.5.4)
on a

lim 7 (¢) = lim I3(e) = lim I,(¢) = 0.

e—0 e—0 e—0

Pour déterminer la limite de Iy(e) lorsque € tend vers zéro, on écrit tout d’abord
I5(e) sous la forme

811 a Bug e ,
Z/ 81/ 67,1 S — i) dx dy—i—Z/ 83:7 aU(u ©;) da'dy.

. . . , o015
Puisque la fonction i est bornée sur R, et pour tout ¢ = 1,2, 628 2 converge
115 0
fortement dans L?(§2) vers zéro et — converge fortement dans L?(Q) vers —-, on
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. 0uf 0
limZ/eQﬂ(TE) 13 — (45 — ¢;) da'dy = 0.

e—0 — Ja a]}7 ay

Comme nous avons fait pour établir (3.6.12) on a

. 0u; 0 871
lim inf a(7) 2% 9 >
im in ;/u( )5y gy (B — ¢o) da'dy > Z/ )0 aU(u, i) da'dy,

2
hmlnflg ) > Z/ aau aa(u — @;) dz'dy.
— y Oy

Rappelons que la fonctionnelle j est semi-continue inférieurement sur V(). Cette

propriété nous permet d’obtenir

liminf/l%|7fs|dm' > /l%u*sdm'.
J W 7w

e—0

Comme p° converge faiblement vers p* dans LZ() alors

2 ~

. o 807 a@’i ’ 6g07 ’ 6@3 ’
| § i = E o -
51_1)1%[ / dxd?,H—/Q ay d:rdy] /pax.dxdy+/gp Dy dz'dy

i=1 70 :
2
0p;
= *— L da' dy,
MR

puisque p* ne dépend que de z’.

De plus, pour tout 7 = 1,2, la suite (4f). converge fortement vers u? dans L*(€) et
la suite (eu5). converge faiblement dans L?(2) vers zéro, on obtient

2
: ¢ ~E ! i —1
113%[5 / fi(soiu,;)dxder_/Qefz(e ©3 — dey] E /fz *) da'dy.

En passant a la limite sur € dans (3.6.21) et en utilisant les limites précédentes on
obtient I'inéquation variationnelle (3.6.19).

e Soit 1) € H} r, (€2) une fonction test dans 'équation variationnelle (3.3.3).
Te

R al‘,

fonction K est bornée dans €2 on a

Comme pour tout ¢ = 1,2, ¢ converge faiblement dans L?(Q) vers zéro et la

oT* oT*
converge faiblement dans L?(Q) vers
Ay dy

bornée dans (2 alors

0T 61/) , *8zb
li 2 dy K
20 Jo oy By / dy 8y

et que la fonction K est

Comme




N E
7

Comme pour tout 4,7 = 1,2, ¢ converge faiblement dans H'(2) vers 0 et que la
J
fonction ji est bornée sur R alors

2 ous 05\ 2
. (e i ) !y —
l%g /’U(T)<66xj+8axi> Yda'dy = 0.

ou; o2 o0t

our ous 05

5 L et 0, respectivement, alors B—Z + 528 3 converge faiblement dans H'(Q) vers
Y Y T

Oui

Ay

sur R, alors

2
o ous
li ~ € i
=1 Q

Comme pour tout i = 1,2, convergent faiblement dans H'(f2) vers

. De plus, 7¢ converge fortement dans V, vers T* et la fonction /i est continue

+52%>2¢dr’dy—§:/ﬂ(7“*) (aul*)deT'dy
o, 2" d 2, 5 2’ dy.

o
Comme £—> converge faiblement dans H'(€2) vers 0 et la fonction i est bornée sur
R, alors
lim [ (7<) (225 de 'dy = 0
m x'dy = 0.
e—0 Q'u ay y

Comme T° converge fortement dans V), vers T™ et la fonction 7 est continue sur R,
alors

lim [ #(T%)¢ da'dy = / #(T*) da' dy.

e—0 Q Q

Comme T* converge fortement dans V, vers T™ alors T7 converge fortement dans
w

L*(w) vers T . De plus, la fonction f est continue sur R, alors

lim é(TE)z/)dx’:/é(T*)wdx’.

e—0 w w

En passant a la limite sur £ dans ’équation (3.3.3) et en utilisant les limites précé-
dentes, on obtient (3.6.20). O

Rappelons que

u* =0 surly, (3.6.22)
T =0 surly, (3.6.23)
“ ot
—~K=—— =0(T*) sur w. (3.6.24)
dy
Dans la suite nous posons
* / * / * / 871/* / * / * /
s*(z') = u*(2,0), 7'(.’17):8 (',0) et ¢*(z') =T*(x",0).
Y



Théoréme 3.6.3. Sous les hypothéses du lemme 3.4.9, on a

/l;(hb + 5% —s| — |sF — s]) da’ /ﬂ(q*)T*zb >0, V¢e (L*(w))? (3.6.25)

J W

/l(q*)|7—*‘ < l;: :> S* = 37
: - P Sur . 3.6.26
/l(q*)|7-*‘ =k =3\ >0 tel que s* = s+ \T*. p. p. Sur w ( )

Preuve.
e Dans l'inéquation variationnelle (3.3.2), on choisit ¢ = (g1, @9, U5), o0 @; = U+ ¢;
avec ¢; € HY. p (Q). Ainsi, nous avons

2 A
0i; | Di 06, G ‘%
20(T¢ J L dr! TE K l -
Z/ A58¢Zdrdy+/k|¢+u - sl da’ /ku ~ sl da’ >Z/f¢ do'dy
> a 11 I

soit encore

2 2
. . . 0o,
klat — sldr’ < k uf — sl dx' — i da'dy — ' —L da'd
/wu s| dx /|¢+u s| dx Z/f¢Ty ;/Qpaxia"y+
0¢;
T6 dx'd
* Z/6 i (87"7 aq~1> oz, W F
ou;  ,0u; (]57
. 6.2
+Z/ < +e a:m) 5 1 (3.6.27)

En utilisant la semi-continuité inférieure de la fonctionnelle 5 on a

liminf/l%ﬁ,gsdx'> /l%|s*sdm'.
e=0  J, Jow

Comme @° converge fortement dans V), vers u* alors u°(z',0) converge fortement
dans L?(w) vers s*(z'), donc

lim/l;:|¢+@5—s|dx':/l%¢+S*—s|dx'.
e=0 J, w

En faisant tendre £ vers zéro dans (3.6.27) et en utilisant le théoréme de convergence
3.6.1 et les limites précédentes, on obtient

2
. . our 0¢;
kls* — slde’ < k s* — slda’ o(T™ ! L da'dy —
/w|e S| da /wd)“ S’T+Z/Qu( )G do'dy
=1
2 2
O .
- * TP gt dy — by da' dy,
;/ﬂpaxiﬂ"y ;/Qfaﬁﬂ"y
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soit encore

/l}(¢ + 5" — 5|~ |sF — s]) da’

v

Z/ T* 871 a¢z '(] +
0, ’
0 da'd s da' dy.
+;'/Qp 7, 0 y+;/ﬂf¢ 7'dy

En utilisant la formule de Green, on trouve

/A(|¢+S*—s| |s*—s|)dx’—/ﬂ(q*)7*¢d$'2Z/ﬁ:@dx'der
w i=1 79
ou op* ,
-3 [ {og (0 5E) + S

D’aprés (3.6.2) on en déduit que, pour tout ¢ € (Hyp  p (2))?,

/if(¢ + 5"~ s| — [sF — s])da’ — /ﬂ(q*)7*¢ dr' > 0. (3.6.28)

7w

L’inégalité (3.6.28) est aussi valable pour tout ¢ € (D(w))? et par densité de D(w)
dans L?(w), on obtient (3.6.25).

e Pour montrer (3.6.26), on prend ¢ = £(s* — s) dans (3.6.25). Ainsi, on a

/ [kls* = s| = p(g") (5" — 5)] da’ = 0, (3.6.29)

et si on prend dans (3.6.25) ¢ = x — (s* — s) avec y € (L*(w))?, on obtient

/ [kl — (g )] da’ > / [kls* — 5| — lq")r (5" — 5)] da,

7w

et d’apres (3.6.29), on en déduit que

[l = ity a0, vy () (3.6.30)

Dans (3.6.30), on prend x = (x1, x2) tel que x; > 0 pour tout i = 1,2. Ainsi, on
obtient

/ WX\ — i(g*) 7| x| cos(T*, x)] dz’ = /

w

[k — fu(q*)|7*| cos(r*, x)] x| dz’ > 0,

alors

~

a(g*) | cos(7*, x) < k presque partout sur w. (3.6.31)

Dans (3.6.30), on prend —x avec x = (x1, x2) et tel que x; > 0 pour tout i = 1, 2.
On obtient ainsi

[ T+ ity 7 eost 0} de? = [ [+ lar) 7 cos(e” 0] el aa” >

7w
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alors
i(q*) |7 cos(7*, ) > —k presque partout sur w. (3.6.32)

De (3.6.31) et (3.6.32), on en déduit que
i(¢*)|7*| < k presque partout sur w. (3.6.33)
De plus, on a
kls* —s| > i(g")|T*] |s* = s| > i(g")(7%).(s* — ) presque partout sur  w,

donc X
kls* —s| — a(g*)7*.(s* —s) > 0 presque partout sur w,

et d’apres (3.6.29), nous obtenons
k|s* — s| — i(g*)T*.(s* —s) =0 presque partout sur w. (3.6.34)
En appliquant le lemme 2.2.1, nous en déduisons la loi de Tresca sur w (3.6.26). O

Théoréme 3.6.4. Sous les hypothéses du lemme 3.4.9, on a la formulation faible
de l’équation de Reynolds

/ h (S* + ji(¢") AT + BVp* — C’) Vqdz' = / qgn, Vg€ H'(w), (3.6.35)

ow

ot les fonctions A, B et C' sont définies par

) = ————— dndy,
h(T’) Jo J 0 N(T*(T'J?))
a LMy
B(z") = / / ———— dndy,
@ = 5w L amwa

- LM )
e - —— 127 dfdndy.
¢(r) h(z") /0 /0 /o (T (', m)) iy
Preuve.

e En intégrant (3.6.2) de 0 & y on obtient, pour tout i = 1, 2,

(T ) G ) + A @) ) +

op* / Yo

T) = (', &) dE.
@) = [ A de
Puisque [ est une fonction strictement positive alors, pour tout i = 1, 2,

ouy @) o y o L Yo
T = —— 7"z _— () —— (' ) dt,
5y ) = R G o ) S y A

en intégrant a nouveau de 0 a y on trouve, pour tout 1 =1, 2,

*

dp

ui(a',y) = si(a') + (g (")) A(z', y) 7/ () + B(a', y) 9o,

(') — Ci(a",y), (3.6.36)
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ol

Az — S
(Tay) '/0 ﬂ(T*(ﬂ?I,’I]))’
) Y mdn
Bl(x — =7
(T7y) '/0 A(T*('/L‘I 7”))’

Cila'y) = // T*M dedn, =1,

Comme u}(z', h(z')) = 0, on obtient
s* + j(qg*)AT* + BVp* = C  presque partout sur w, (3.6.37)

avec la notation
F(2') = F(2', h(2")).

D’une part, en prenant la moyenne par rapport a y dans I'expression (3.6.36) on a

i (a') = 51(a) + i(q"(+")) Aa') 7 (2") + Bla @i” Cila),  (3.6.38)

avec la notation

. 1 h(z") ,
v(x') = W/ v(z',y) dy.
0

D’autre part, pour tout ¢ € H'(w) on a

/qdlv dxdy—Z/ ’d:rdy—l—/ 86113 dz'dy = 0,
Q Y

ceci implique

hiw ous M) §ag
q(a' Zdy da;'+/q:r' / S dy | da’ = 0.
/“</ Za Loy o

1

Comme 45 =0 sur " on a

/wq(x’) (/Ohm a;f ,)dw’:/wQ(x') [a5 (2", h(2")) — a5(2’, 0)] da’ = 0,

par conséquent,

Il faut remarquer que

" gas  BmA) oh  o(hY)
/ Sy = S5 i g = g,
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puisque 45 (x', h(z'")) = 0. D’ou

en utilisant la formule de Green, on en déduit que

Z/ Z/ hzjqcosnx, Z/ giq cos(n, x;),

Bq

ol o) )
gi(z') = /0 gi(',y)dy = h(z") 4(2"), Vi' e dw.

Comme ¢ converge faiblement vers u¥ dans V;, et donc dans L?(w), alors j converge
faiblement vers @ dans L?(w). Par suite,

Z/h *—d ' Z/ gigcos(n,z;), Vg€ H'(w). (3.6.39)

On remplace @} par son expression (3.6.38), on obtient la formulation faible de
I'équation de Reynolds (3.6.35). O

3.7 Unicité des solutions du probléme limite

Posons
0*v
Wy—{ve% a—y2€L2(Q)},
0
Bc—{vEWnyy : H—“ <(:},
. . v
Wy ={veW,xW, : wvsatisfait la condition (D) }.

Théoréme 3.7.1. Sous les hypothéses du lemme 3.4.7 et si K, est suffisammment
grand tel que

K, > [1+ (h*)?][C; + h* Cy], (3.7.1)

alors la solution (u*,p*,T*) du probléeme limite (3.6.19)-(3.6.20) est unique dans
(W, N B,) x (L3(Q2) N H'(w)) x V, pour tout 0 < ¢ < min(cy, 1), ol

w = (2F'C) K1+ )] = G- gy

-1
6 = (1+2u*u;152[1+(h*)g]) -
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Preuve. Supposons qu'il existe (u',p', T") et (u? p* T?) solutions du probléme
limite (3.6.19) (3.6.20).
e Pour tout ¢ € Hf r (Q2) on a

o1 0y _ S [ <6“]> da'd TV da'd
| K ey —;/QM(T) 5o ) wdrdy+ [ HTwda'dy+
+ [ 0(TY )y da, (3.7.2)
o1” 0y RN <6“2> da'd H(T2)y da'd
| K ey —;/Qu@) 5o ) wdrdy+ [ HTwda'dy +
+/§(T2)wd:r’. (3.7.3)

Par soustraction de (3.7.2) et (3.7.3) on a

0 o 2 oul \ 2 A

K=—(T' = T?) == dz'dy = / (T <—> —a(TH [ =) | Ydddy +
R v=3 [ | (G, ) - (5

+/Q [7(T) = #(T%)]4p da’dy +/ [0(T") — 6(T?)]4) da,

soit encore

~ 8 1 2 aw ! _ ~ 1 2 1 2 2 1.2 ,
QKa_y(T _T)a_ydxdy_;./ﬂﬂ(T)ay(ui+ui)ay(ui u: ) da'dy +
2 2
~ 1 ~ 2 Buf , . o ,
+;/Q[M(T)—M(T )] (a;,) wdxder/Q[r(T) P(T2)]4 da' dy +

En choisissant ¢ = T" — T? € Hy p, (Q) on obtient

2 4
> 1 2 / - E :
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En utilisant I'hypothése (3.4.11) et 'inégalité de Poincaré, on a

2

~ | 0 _
K ‘8—(7“ —T?)| da'dy > K. [1+ (0*)?] T — T?))%,. (3.7.5)
y Yy

En utilisant ’hypothése (3.4.5) et 'inégalité de Holder on a

7 *a
|R7j| < —( + u

u — U; ) ||T1 TQHL“(Q)

LA(Q Hay

comme l'injection compacte de V, dans L*(£2) est continue, alors il existe une
constante 5 > 0 telle que

0
a_y(“; + ;) VyHUE =l IT" =T,

<t B lui + g llw, llug — il 1T = T2y,

Ry < up

et puisque u' et u? sont deux éléments de B, alors

[’y <2p" B ellu; — willy, IT" = Ty,

2
en utilisant I'inégalité > a; < /2
i—1

pour a; > 0, on a

—
|MNJ
=
SN
.
NI

2
[Bi| < 27 BT = T2y, ) llui — willy,
1=

< W2 e =Ty,

9 3
St - umy]
=1

< WA BT - Tyl 2 (3.7.6)

Comme la fonction fi est lipschitzienne sur R de rapport C} alors

871

Ry < Cy /Tl T | =~ dm’dy,

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la continuité de l'injection compacte de
V, dans L*(Q) et le fait que u? appartient & B, on obtient

4 a
Ry < CallT' — T2y | =
1(Q)
f)?ti
< pre Tt =173, ay v
< BT - TF Nluf i,
< pre T -1,
d’ou
|Ro| <254 Cpc® ||T" = T2, . (3.7.7)
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Comme la fonction 7 est lipschitzienne sur R de rapport C; alors

|| < Gi IT" = T2|f5 0 < Ci || T = T2, - (3.7.8)
En utilisant le fait que 0 est une fonction lipschitzienne sur R de rapport C; on a

Rl < G| T" =173,
d’apreés le lemme 3.4.3 on obtient
|Ra| < h*Cy||T =TI}, . (3.7.9)
En injectant (3.7.5)-(3.7.9) dans (3.7.4) on a
KU+ 02 T =173 < [2 BYCh + Cr + b G| | T = T2, +
+2v2 7 e flu — WPy, 1T = T2y,

soit encore
[K41+Uffy4—254Qﬂ?—C¥—hﬂ%hﬂﬂ—Iﬂh;§2V§uﬁﬂcmﬂ—uwa%.
On suppose que

1
2

U+ (2] = G (3.7.10)

N[ =

O<ec<cg = (2540‘&)7

a condition que
K. > [1+(h*)?][C; + h* Cy), (3.7.11)

alors dans ce cas, on a
K14 ()] =28 Cac® = Co = h* Cy > 0,

d’ou
1T = T2y, < V2ur M (2~ ¢) ellul = u?[lv,xv,- (3.7.12)

e Nous avons aussi les deux inégalités suivantes :

Z/ 811 e ( b dey+Z/a oF —u,))da'dy +

+ / ko' — s| dx’ — /l%|u1 — s|dx’ > Z / filel —ul)da'dy, Vo' € V, (3.7.13)
Ja Ja — Jao

2
ou? 0
~ 2 )
ZZ]:,/QM(T)aya( —u? dey+Z/a 2 ul)da'dy +
+//%|g02 — s dz’ — /1511,2 — sldx’ > Z / filg? —u?)da'dy, V? € V. (3.7.14)
Jw Jw i=1 70

102



Comme chaque u € V), est limite au sens de la topologie de V,, d'une suite (p,)
d’éléments de V', voir pour cela le lemme 5.3 [9], on peut alors prendre ¢' = u? dans
(3.7.13) et p? = u' dans (3.7.14). On obtient ainsi

au J, 5
Z/ ayay(“ —u)da;dy+/

w

2
Z/ u; —u,) da'dy, (3.7.15)

klu? — s| da' — / klu' — s dz’ >

2

Z/Q/l(TQ)aaz; aay(u —u)da;d?,H—/

=1 w

> Z/Qﬁ:(uz1 — u;) da'dy. (3.7.16)
i=1

Par addition de (3.7.15) et (3.7.16) on a

871 5 ou; 0,
— T2 — >
5 / [ 9 8y(u u;) + fi )ay ay(u u; )} da'dy+ > 0,

soit encore

klu' — s| da’ — / klu® — s|dz’ >

2 2 2
0
(T | = (uf —u;)| da'dy <Y S, 3.7.17
> [y 5 = > (3.7.17)
ol 9 B
Si / (T — p(T?)] 2t 2 ui — u))dr'd
AT = AT 5 g ) da'dy

En utilisant ’hypothése (3.4.5) et 'inégalité de Poincaré, on a

> fur

* % =1
> 1+ () Znu = [+ ()R = ey, (3718)

2
>

(u? — u})
0,0

2 2 9
dz'dy > ., H— u? — !
y > p Z o (u; — u;)

Comme la fonction /i est lipschitzienne sur R de rapport €} alors

ou?| | 0
dy

dx'dy,

|5;~|<(,12/|T1T2 9z
Q

en utilisant I'inégalité de Holder, la continuité de I'injection compacte de V, dans
L*(Q) et le fait que u® € B, on obtient

S| < Gl = T

1%

u; —ul)H

LA(Q Hay 0,0

ou?

IN

B Cu|T" =Ty,

[ = uglly,
Y

B2 Cuc||T = T2y, [|uf = u]|ly,

N
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1
2 2 3
avec I'inégalité > a; < /2 [Z af} pour a; > 0 on a
i=1 =

3 S \/552 Cﬂ(j ||7ﬂ1 - T2||Vy||u2 - “‘1||Vy><Vy' (3719)

En injectant (3.7.18) et (3.7.19) dans (3.7.17) on obtient

[u? — v, v, < V2t B2C; [1+ (B2 || T = T2y, (3.7.20)

En revenant a (3.7.12) on obtient
=2 B 1+ ()] (2 - ) 02} T = 72|y, < 0. (3.7.21)
Si on suppose que
O<e<e =[14+2p ' 21+ (1)) &, (3.7.22)

avec la condition (3.7.11).
Alors,

12 B L ()] (- ) e > o,

par conséquent,
T~ T*|ly, =0

d’ou T* = T? presque partout dans V.
D’aprés (3.7.20), on en déduit que u' = u? presque partout dans V, x V.

e On prend ' = u' +¢ dans (3.7.13) et ¢* = u? — ¢ dans (3.7.14), ot ¢ € (H(Q))?.
Ainsi, nous obtenons

o e T

di'dy > Z | fouasay,

u? 9, 2L [ op? 2.
~ (T?) L da'dy — / sda'dy > — / fi da'dy.
Z/ 37/ 6 72_; q 0z; 72_1: Q

En additionnant ces deux inégalités il vient

2 0 2 du
2 1 ! ~ 1

§ p°—p ¢idmdy§§ /[HT

i_l/ani( ) 1 /0 (

soit encore

Z/pp ¢7(]Tdy<2/ 1—11)¢7d7"d+

+Z / — (T %“; %i;i d'dy, Vi € (HH(Q))?. (3.7.23)

' dy,

*ﬂ(T)

} 0¢i |

dy | dy
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Comme p' — p? alors il existe ¢ € (H,(Q2))? tel que div(y)) = p' — p? et
|1¥]l1.0 < Cllp' — p*[lo.a, ot C est une constante positive qui dépend du domaine €.
En choisissant ¢ = ¢ dans (3.7.23) nous avons

Ip' = P[50 < I+ 1, (3.7.24)
ou
- 0 Y ’ Ou; 0
I, = ~ Tl e . ) li I, = ~ Tl - TQ i i f
1 ;Am>wwm)dwm2 ;LW)M(H%%dd

En utilisant I’hypothése (3.4.5) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

1 1
2 2 /2 7
* 9, 4 NI Ha% 2
w (Sl ol) (S5
p{lut = [y, v, 19,0
p C llut = |y, v, Ip" = P*llo (3.7.25)

Comme la fonction fi est lipschitzienne sur R de rapport C; et I'inégalité de Holder
on a

|11

IN

<
<

2
ou?| | O,
L < O, / T — 7?2 ! L da'dy
o Ou? O,
< o, ST = 72,4 H i H i
B ”iz—l:H v dy vl 9y llog

et puisque 'injection compacte de V,, dans LY(Q) est continue et u?> € B, nous avons

auf
dy

|¥illLo

Vy|

2
| < B2CuY T =Ty,
i=1

2

< B Cuc|T' =Ty, Y illa
=1

< V28 Cic|T = T?|lv, |[¢]h.o

< V2820, Ce||T" — T2y, |Ip" — p*llo (3.7.26)

En injectant (3.7.25) et (3.7.26) dans (3.7.24) nous obtenons
I = ?lloq < @ Cllu’ = w?llv,xv, + V2B°CiCc| T = T?|ly,,
or
10" = P*loe > (h)? 110" — 0o
d’ou
19" = P?llow < Cillu' — w?llv,xv, + Col|T" = Ty, (3.7.27)
ou (' et (5 sont deux constantes positives données par

Cy = (h,) 2" C, Cy=+2(h,) 282C,Cc.

De I'unicité de u* et T* nous en déduisons que p' = p? presque partout sur w. [J]
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Chapitre 4

Approximation du probléme limite
par une méthode d’éléments finis

4.1 Introduction

Dans le chapitre 3, nous avons étudié le comportement asymptotique du probléme
tridimensionnel modélisant 1’écoulement non isotherme en régime stationnaire d’un
fluide newtonien incompressible en présence d’'une condition non linéaire de type
Tresca sur une partie du bord. Cette étude nous a permis d’obtenir a la limite un
probléme bidimensionel qui est d’une part non coercif au sens de H', et d’autre
part non linéaire. Ceci impose une discrétisation éléments finis particuliére pour la
résolution numérique de ce probléme.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la section 4.2, on commence par rap-
peler le cadre fonctionnel du probléme limite ; puis on présente dans la section 4.3,
un nouvel élément fini noté Fy; adapté a un opérateur non coercif du type de ceux
qui interviennent dans notre probléme. En choisissant ensuite des éléments finis de
type FPp,1 pour approcher la vitesse et la température, et les éléments finis classiques
notés P; pour approcher la pression. On présente dans la section 4.3, un résultat
d’existence et d’unicité des solutions pour le probléme discret. Dans la section 4.4,
on montrera la convergence des solutions du probléme discret vers les solutions du
probléme limite. Dans la section 4.5, nous donnerons les estimations de I'erreur d’ap-
proximation en fonction du pas de discrétisation.

Nous considérons le probléme limite suivant :
Trouver u* € V, NW,, p* € L§(Q) N H'(w) et T* € V, N CY1(Q) tels que

a(T*; u*, v — u*) + (Bp*, v — u*) + 5 (v) — j(u*) > (f,o—u*), Yve Vy,  (4.1.1)

b(T* ) = c(u T ¢), VeV, (4.1.2)
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ol
ou 0
a(T; u, v)=/ (T)au av dzdy, (0yp,v / ——v dxdy,

j(v) = / Fo— sldz,  (f,0) = / Fodudy,

b(T, ) = /KB_TB_@/) dxdy,
dy dy

ou A
c(wT,v) = [ (1) ( ay) pdady+ [ (D) dody + [ 6(T)0
Ja Q
Pour simplifier I’étude numérique du probléme (4.1.1) (4.1.2) on prend

=]0,1][, Q=wx]0,h*[, ouh* = sup h(zx).

z€]0,1]

['; est donc la surface d’équation y = h*.
On rappelle que

vy:{veLQ(Q) ? L*(), v=0sur Fl}
Y
ov
W, = {v € L*(Q) By (),
CoH(Q) = {v €cC'(Q) : Vrecw, sup v, 1/1) v(z, UQ)‘ }
y
Y17£Y2 |U1 _U2|

4.2 Un élément fini spécifique

Dans cette section, nous définissons un élément fini spécifique pour les problémes
posés dans un espace V,, ot {2 peut étre décomposé en un ensemble de rectangles. Cet
élément fini a été utilisé par K. Lhalouani dans |10 pour résoudre numériquement
un probléme limite dans le cas d’'un contact bilatéral avec la loi de Tresca entre un
matériau élastique et un joint moyennement “mou”; et aussi dans [1, 2| pour la réso-
lution d'un probléme de contact unilatéral avec frottement de Coulomb non local.

Dans la section 4.3, nous utiliserons cet élément fini avec ’élément fini classique
pour étudier le probléme limite (4.1.1)—(4.1.2).
On note : ' =w U, UT la frontiére de Q (voir F1G. 4.1).

4.2.1 Définition de I’élément fini spécifique

Pour tout Q' ouvert de €, on définit Py (€') 'espace des polynomes a deux va-
riables sur €)' de degré = 0 par rapport a x et de degré < 1 par rapport a .
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r
= !
r; 0 r;

0 w 1 x

Fi1G. 4.1 — Domaine d’écoulement du fluide.

Rappelons que V}, est un espace de Hilbert pour la norme ||. ||Vy qui est équivalente
a la norme

H@ Vv € V.

oy HO,Q’

C’est cette derniére norme que nous utiliserons par la suite.

On définit une discrétisation de I’'ouvert €2 en introduisant un pas h,, suivant ’axe
des abscisses, et un pas h, suivant I’axe des ordonnées. Soit X, ;, de coordonnées

(@fnmxffnw) i=1,..netj=1,..,m,

les points du maillage. ((¢ — 1)h,,0) (i = 1,...,n) sont les coordonnées des points
appartenant a w. Et soit K;; une discrétisation par une famille de rectangles (voir
FI1G. 4.2). On notera |h| = \/hZ + hZ. Le nombre de rectangles sur chaque verticale

t égale a m = —.
est égale a m n
Soit I'espace discret de dimension finie Vj; défini par
Vyh = {QO € LQ(Q) . Vx € [07 1]7 (;0(-’17, ) c CU([O7 h}>x<])7
P, € Poa(Kiz), ¢ =0sur Fl}_

Pour tout u € V,,, nous définissons m,(u) par :

Pour tout K; ; et pour tout X = (z,y) € K, ;,

T (u)(X) = aijy + by, (4.2.1)
ol
1 871,( ) dud (429)
ai = . ’Z‘7= x 7 L.
2] h/q;h/y Jx. ay Y Yy
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Xl.m [)an Xn,m [)%W
/[7 V]
X, [5s
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XLI )LJ’ XnJ )n}

FiG. 4.2 Rectangularisation du domaine €.

et b; ; est une constante choisie de maniére a assurer la continuité en y de 7 (u). De
plus, si K;,, N Ty # 0 alors b; i1 = —h*a;mar.

Proposition 4.2.1. m;, est une application de V,, dans Vyy,.

Preuve. Soit i un indice fixé tel que K;,, NIy # 0 et soit j un indice correspondant
a un rectangle K ;, alors la condition de continuité de 7, (u) entre K; ;1 et K; ; pour
1 <7 < m s’écrit

@i jYj+1 + bij = @ijq1Yj+1 + bijyr (4.2.3)
Ce qui permet de déterminer de maniére unique les b; ;11 a partir de b, ;, et donc
b;; de proche en proche a partir de b; ,;,+1 = —h*@;m41. Donce mp,(u) est bien définie,

continue par rapport a y, et sa restriction a chaque rectangle K;; appartient a
Poa(Kiy). O

4.2.2 Théoréme de convergence et résultat de trace

Nous allons montrer que la suite 7, (u) converge vers u en utilisant les propriétés
de , et la densité de H*(2) dans V, (voir [4]).

Lemme 4.2.1. 1l existe une constante C' > 0, indépendante de K, ;, i = 1,...,n;
j=1,..,m et de h, telle que pour tout u € H'(K; ;) avec

/ u(z,y) dedy =0,
JK

i,
on a
lullo,x;; < Chllully k-

i) —

Preuve. voir [6]. O
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Lemme 4.2.2. Soit u € V}, alors il eziste une constante C > 0 indépendante de u
et de h telle que

‘ @ _ a”h H Ou (4.2.4)
Si de plus — Ou e H'(Q) alors
ou
e — (), < ChH " (4.2.5)

Preuve. Soit i€ {1,...,n},j € {1,...,m}, d’aprés (4.2.1) on a

‘ ou 87Th Ou
- = - — ai ]
0,K; ; ay N 0,Ki;j
< 12+ Akl
- b by | A5 5
9 1 0
R A i
By 0,K; ; hzhy iyJ ay
S L T
oy o,k \/m Ki y

en utilisant ’inégalité de Cauchy-Schwarz au second terme on a

ou

‘@_871’}1

<25,

0,K

En faisant une sommation sur (7, j) on obtient la relation (4.2.4).
Supposons maintenant que u € H*(2), alors pour tout (7,7) € {1,...,n} x {1, ..., m},

Ou  Omp(u) |
gu H'(K,,).

De plus, d’aprés la définition de 7, (u)

ou Bwh(u)>
— — dxdy = 0.
/K, (ay dy Y

Donc d’apreés le lemme 4.2.1, il existe une constante C' > 0 telle que

du  Omy(u)
Ay

H ou 87rh ou H

ChH

Y| e, <5y
0.K; 1,K; 1LKi,
En faisant une sommation sur (4, j), on obtient (4.2.5). [J

Théoréme 4.2.1. Soit u €'V, alors

’lliir(l) | — 7y (u)ly, = 0.
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Preuve. Soit v € H*(Q) quelconque, nous avons

aﬂ'},
T R

N H Ou—v) Omp(u—v)
0,2 Jy Jy

‘ 81} 87rh (v)

0,0

Puisque u — v € V,, et v € H*(Q2), on a par (4.2.3) et (4.2.4)

Ha(uv) B 87rh(u7))H < CHB(UU)H
dy dy 0,0 oy 0,0
v 87r

|5 - 2 H < Chlfollzo
0,0
Donc 3

lu — () lv, < C o]0 +0HMH )
dy 0,0

Soit € > 0; puisque H*(Q2) est dense dans V,, il existe un élément v de H?(2) tel
que

Ha(uv)H <

% (4.2.6)

£
2C"

soit hg = , alors pour |h| < |hg| on a

£
2 Clolm
|lu —mp(u)lly, <e, Ve>0.

Ce qui démontre le théoréeme 4.2.1. [J

Le calcul effectif des éléments de 7, (u) dans une bande verticale permet d’obtenir
la caractérisation suivante des valeurs de 7y, (u) sur le bord inférieur.
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Si,m

K K7
X2 1 i

K K7
Xia L 0

F1G. 4.3 — Définition d’une bande verticale.

Proposition 4.2.2. Soit u € V. Pour tout1=1,...,n on a
1

mh(u)(X) = — /K u(x,0)dz, X =(z,0) € K;1 Nw.
i1MNw

hy

Preuve. Soit i € {1,...,n} un indice fixé, on a : K;; Nw # 0.
La bande verticale correspond a i est donnée par (voir F1G. 4.3)

m
Sim = U K;;
j=1

Calculons les b; j, 7 = 1, ..., m. Nous avons par (4.2.3)

bijwr — bij = (aij — aijp1)yjr, Yi=1,..,m.

En faisant une sommation sur j = 1, ..., m nous obtenons

m m m m

Y (bigar — big) =D (@i Gije)yie = > @il Y iy,

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

d’on

m

—bi1 + b1 = hy g @i+ bimis

Jj=1
soit encore

m

bi71 = —hy E Qg j-
j=1

Donc d’aprés (4.2.2) nous avons

(4.2.7)

1 du 1 [m+ o " ou 1 fmin
bi = — —_— d d = —— _ d d - 70 d .
o h‘:B . S-’ ay vy h:m ~/I- (,/0 ay U) t h’m L U(.’L’ ) x
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Ainsi pour X = (z,0) € K;; Nw nous avons
1 Tit1
mh(u)(X) =a;1.04+ by = h_/ u(z,0) du.

Ce qui achéve la preuve de la proposition 4.2.2. []

4.3 Approximation du probléme limite

Pour obtenir une approximation de la solution (u*,p*,7*) du probléme limite
(4.1.1) (4.1.2), nous utilisons la discrétisation élément fini spécifique définie dans
la section 4.2 pour la vitesse et la température, et la discrétisation éléments finis
classique pour la pression.

Les notations sont celles de la section 4.2. Pour numéroter les noeuds du maillage
dans le domaine €2, nous utiliserons la numérotation dite par ligne [12]. Ainsi nous
définissons la bijection :

{(4,7j), 1<i<net1<j<m} —{k 1<k<nm}
(t,j) —k=i+(—1)n

On notera alors : 7, = X; ; dans Q) et K, = K ;.

4.3.1 Discrétisation des espaces

On approche classiquement I'espace H'(w) par

Lﬂz{%éH%@ﬁ@@) [eaqajﬂm,nggn}

qh\[zk,zk+1

ol Gny, , désigne la restriction de g, a [Zy, Zx1[ et Py I'espace des polynomes
Tk kg1
de degré < 1.

Pour 'espace V,, 'approximation est la suivante
V= {e e LXQ) : Vre[0,1], e(x,.) €0, h)),
Pk, € Po1(Kg), V1 <k <nm, ¢=0sur F1}.
On approche aussi 'espace W, par
W@:{¢6L%m  Vre0,1], o(z,.) € C'([0,hY]),
P, € Po2(Ky), V1 <k < nm},

ot Pyo(Ky) est 'espace des polynéomes a deux variables sur Ky de degré = 0 par
rapport a = et de degré < 2 par rapport a y.
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4.3.2 Approximation de la fonctionnelle j

La fonctionnelle j de V}, — R définie par

j(v) :/I;'|v — sldx

est délicate a calculer méme si k est constante, ¢’est pourquoi on 'approchera par
une fonctionnelle j, obtenue par intégration numérique. On rappelle que w est défini

par
n—1

W = U[Xkan+l]-

k=1

En utilisant la formule du trapézes, pour tout v, € Vi,
X1
/ () on(2) — s da
Xk

sera approché par

2 RO on (3600 = 81+ Bl (Xei) = 5
donc o
o) = 5 3 [BO0I0n(Xe) = 5]+ i) on(Xi) = 5.

soit encore
, hy
inlvn) = = R on(X0) = | 4+ R(Xa)on(X,) = 8] +

—2
Z (X5)|vn(Xe) — s]]. (4.3.1)
k=1

Lemme 4.3.1. j, est conveze, propre, et continue de Vy, dans R.

Preuve. En utilisant la formule (4.3.1) on montre facilement que jj, est convexe,
propre et continue. []

On définit le probléme discret par :
Trouver uy € Vy, N Wyn, pr € LE(Q) N W), et T, € VN Cg’l(ﬁ) tels que

a(Th; vup, vp — up) + (0D, Vh — un) + Jn(vn) — Jn(un) >
> (f,vn —up), Yy € Vi, (4.3.2)

b(Th, ¥n) = c(un; Thy ), Yn € Vyp. (4.3.3)
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4.3.3 Résolution du probléme discret

Compte tenu de I’étude faite dans le chapitre 2 et le chapitre 3, on démontre
un théoréme d’existence et d’unicité des solutions du probléme discret analogue au
théoréme 3.7.1, d’ou le :

Théoréme 4.3.1. Supposons que f € L3(Q), ke L>®(w) N H%(w), k> 0 presque
partout sur w, g € H%(Q) 1l existe siz constantes p, pu*, K., K*, r* et 0* telles que

~

0 < ps <jfa) <p*, 7(a)<r*, 0Oa) <0, VaeR,
0< K, <K(zx,y) < K*, Y(x,y) €.

La fonction K appartient o C' (ﬁ), les fonctions fi, 7 et 0 sont lipschitziennes sur
R de rapports respectifs Cy, C; et Cy. On suppose aussi que K, est suffisamment
grand tel que

K, > h*[hC; + Gy, (4.3.4)

alors le probléme discret admet une unique solution (un, pn, Tn) dans
(Vyr N Wyn) x (Wi 0 L§(Q)) x (Ve NCY (). De plus, on a

[unllw, <c et |Thlly, <o,

ot 0 < ¢ < min(cy, ¢1) avec

0 = B2C, [ — (P = b Gy

o = (1+2u) * e

70 = To(c) = K [u h* B2 + 1 B QF + 07 ()7 |wl? }

Preuve. Pour un élément T}, donné dans (V,,NC)"' (Q)), la forme bilinéaire a(Ty; ., .)
est coercive et continue sur Vyh X V;/h, de plus la fonctlonnelle Jn est convexe propre
et continue sur Vyh. En appliquant le théoréme 2.4.1 on en déduit qu’il existe une

unique solution u;, € Vy;, de I'inéquation variationnelle

a(Th; up, vp — up) + Jn(ve) — ju(up) > (f, v —up), Yo € Vi, (4.3.5)
ol _
Vo = {vn € Vi vy, satisfait la condition (D')} .
On montre aussi, comme dans la section 2.5, que u, € Wy, C W,. Pour obtenir pj,
on utilise les résultats de dualité en optimisation convexe, comme dans la preuve du

théoréme 2.4.2 sauf que les espaces sont différents.
Posons

lvllw, = Hay‘ v, H HOQ
Y

Pour u, € (Vy, N W,y,) donné. L’appartenance de uy, dans Wy, et donc dans W,
implique I'existence d’une constante strictement positive c¢ telle que

[unllw, < c.
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On montre alors, par le lemme de Lax-Milgram, que le probléme linéaire associé a
(4.3.3) admet une unique solution 7Ty dans (V,, N CY'(Q)) et que

1T, < 0= Kot |t b* 3262 0" " Q) + 07 ()% ]3]

ot 3 est la constante de I'injection compacte de V,, dans L*(Q2). Ensuite, en utilisant
le théoréme du point fixe de Banach on démontre que le probléme non linéaire en
température admet une unique solution T, dans (V,, N C)'(Q2)) sous I'hypothese
(4.3.4) et pour tout 0 < ¢ < ¢y. De plus, on a

|Thllv, < 0.

Enfin, en utilisant & nouveau le théoréme du point fixe de Banach on obtient, comme
dans la preuve du théoréme 2.7.1, I'existence et 1'unicité des solutions du probléme
discret sous I’hypothése (4.3.4) et pour tout 0 < ¢ < min(cg, ¢;). O

4.4 Convergence des solutions approchées

La convergence de la solution approchée du probléme discret (4.3.2)—(4.3.3) vers
la solution du probléme limite (4.1.1) (4.1.2) est donnée par le théoréme 4.4.1 ci-
apres. La démonstration de ce théoréme repose sur les propositions suivantes :

Proposition 4.4.1. On peut trouver un espace U dense dans Vy tel que, pour tout
v € V), on puisse construire une suite (vy), d’éléments de Vi, avec vy, converge
fortement vers v dans Vy lorsque h tend vers zéro.

Preuve. Il suffit de prendre U = H?*(Q) puisque H?*(2) dense dans V, [4], et
vp, = mp(v) et d’utiliser le résultat du théoréme 4.2.1. OJ

Proposition 4.4.2. Si v, converge faiblement vers v dans V,,, alors

lim inf j, (vy) > j(v).
h—0

Preuve. Se référer a [7].

Proposition 4.4.3. Soit w € V,, et soit wy, la suite correspondante de Vy;, donnée
par la proposition 4.4.1, alors

lim jp, (wp,) = j(w).
h—0

Preuve. En utilisant la continuité de j et la convergence forte de wy, vers w dans V,,,
on en déduit que j(wp) converge vers j(w). Ainsi la preuve de ce lemme se raméne
a la preuve de la convergence de j,(wp) — j(wp) vers zéro. Cette convergence est
évidente grace au lemme 1.2, page 8, |9]. O

Proposition 4.4.4. On peut trouver un espace V dense dans H'(w) tel que, pour
tout ¢ € V, on puisse construire une suite q, d’éléments de Wy avec q, converge
fortement vers q dans H'(w) lorsque h tend vers zéro.
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Preuve. Puisque la frontiére dw de w est lipschitzienne, on a (voir [11])
C>(w) = H'(w).

II me semble naturel de prendre V = C*(w). On note ry(q) la projection de ¢ sur
W), suivant la norme standard de H'(w). On sait que (voir [3])

limr,(q) = ¢ dans H'(w) fort.
h—0

Ce qui achéve la démonstration de cette proposition en prenant g, = r,(q). O
Nous aurons besoin dans la suite d’utiliser le résultat de trace suivant.

Lemme 4.4.1. On a

lIshllow <2 (h*)%||uh||vy, ot sp(x) = up(x,0), Vrew. (4.4.1)
Preuve. On écrit
Y Ou
un(2,0) = — [ (2, £) d€ + un(,y),
Jo 0§

en passant a la valeur absolue on a

0 m
11h’1“0</ Uh ‘df+|7/h(ﬂ" y)</
Jo

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient
2 7
—(Taf) df) +|7//h(77,y)‘,

.
up(z,0)] < Vh* (/ o
0 ‘

avec l'inégalité (a + b)? < 2(a? + b?), a,b € R; on a

811h
3

%in . €)\ de + lun(z, ),

1
auh

h 8uh

2
a—g(m’ &) dé+ 2un(z,y)]%,

up (z,0)* < 2h,*/

0

en intégrant entre 0 et h* on obtient

h* h* Buh
/ up(x, 0)\2dy = h*|uy(z, 0)\2 <2 (h*)2/ —
0 o | 9&

et en intégrant sur w on a

2 h*
(2.6)| de+2 / un(z, )| dy,
0

auh

h*/w|uh(:r,0)|2dx§ 20 | |5

soit encore

i o) agdy+ 2 [ ) o,

Jsulf < 20|+ ol
sachant que
Jula < 02| o
alors au,, |
Isalloe < 4R o = 4™ |unll3,,

d’ou le résultat. [
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Théoréme 4.4.1. Sous les hypothéses du théoréeme 4.3.1, la solution (up, pp,Th)
du probléme (4.3.1) (4.3.2) converge fortement dans (V,NW,) x (L2(Q)NH' (w)) x
(V, N CY1(Q)) vers la solution (u*, p*, T*) du probleme limite (4.1.1)-(4.1.2).

Preuve. La preuve de ce théoréme se fait en trois étapes :
Etape 1 : estimations a priori sur uy, pp, et 1.
e En prenant v, = 0 dans (4.3.1) on a

a(Th; un, un) + jn(un) < (f,un) + (0apn, un) + n(0),

sachant que (9,pp, up) = 0, il vient

a(Ths un, up) + gn(un) < (f, un) + 71 (0),

or jp(up) > 0 d’ou
a(Ty; wn, up) < (f,un) + ja(0),
soit encore A
pellunlly, < BN flloallunlly, + 1i(0)].
D’apres la proposition 4.4.3, il existe une constante Cjy > 0 indépendante de h telle
que |jn(0)| < Cy. Donc
puellunll¥, < B7|[fllo.allunlly, + Co-

Ce qui implique que
[unlly, < Ch, (4.4.2)

ou C7 > 0 est une constante indépendante de h.

e Nous avons aussi la formulation faible de ’équation de Reynolds, a savoir

h* / (Sh + /l(qh);lhTh + Bthh — éh) Vay do = / qng-n, V(jh e Wy, (4.4.3)
Jw J Ow

ou

. 1 [ 1

Ap(z) = —/ / — dndy,
W= Ly Sy W)

- 1 [ oy n

By(z") = —/ / . dndy,
W)= ) AT )

1

— o f@ )
Onle) = 3 ). // AT, m) 1

h* /Bh Vpu|* do =) T, (4.4.4)

ol

I _/ phg'na I, = h*/Sthh d.’I/’,
ow w

Iy =—h" //l(Qh);lhTthh dv, Iy="h" /éthh da.
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En utilisant le fait que 4 < p* on vérifie facilement que

~ h* 2
Bh Z ( ) )
Opu*
d’ou, d’aprés I'inégalité de Poincaré
. N h* 3 h* 3
v [ Bownf ar> SRl > Choimli., @
w p ’ 611 ’

ot C' > 0 est une constante indépendante de h.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité de 'application trace de
H'(w) dans L?*(0w) on a

L] < {lpallo.gwllgllo.ow < Clw)l|gllo.oullpallw, (4.4.6)

ou C(w) > 0 est une constante indépendante de h.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 4.4.1 on a

|l < 1¥[snllo | Vorllow < 2(h°)2 funlly, [palh e

d’aprés (4.4.2) il vient
1Io| < 2(h")2C1|lpnllrw- (4.4.7)

Comme i > p, > 0 on vérifie facilement que

*

Ay <
h,_QM*J

d’ot1, en utilisant le fait que i < p* et 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

* h* 2 * h* 2
5 < o 9ol < S ol
or .
k
| < 0 presque partout sur w,
K4
donc .
Il < Lo
[
par suite,
'u*(h*)Z R
13] < WH"?HO,UJHPhHLw- (4.4.8)
On vérifie facilement que
- (h*)2 =
Ch| < . |f1,
d’on (h)’ ()’
1] < M—h*||f||0,w||VPh||0,w < W0 flloollml .- (4.4.9)

En injectant (4.4.5) (4.4.9) dans (4.4.4) on en déduit que

[Prll1w < Co, (4.4.10)
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ol

6" - 3 (h*)
—— |C w +2(h*)2C
(h*)‘%c’ (W)H,QHO,B + ( ) 1 + 2(,[1, )

est une constante strictement positive indépendante de h.

02 —

h*3
T
7

1" fllo.
*

e De la régularité de u, nous en déduisons qu’il existe une constante C3 > 0 in-
dépendante de h telle que
|unllw, < Cs. (4.4.11)

e On prend 1y, = T}, dans (4.3.2). Ainsi, on obtient

aT Aup \
K Th dxdy - /ﬂ(Th) 7 T, dmdy+/f(Th)Th drdy +
Q dy Q
+/é(Th)Th dz. (4.4.12)
Comme K > K, > 0 alors
2
drdy > K. || Ty}, . (4.4.13)

Posons

. u ) *
Q Y

En utilisant le fait que g < p*, I'inégalité de Cauchy-Schwarz, le lemme de Poincaré
et la continuité de I'injection compacte de V,, dans L*(2) on obtient

.|| Oup |12
AT s o1 Tillo
auh
< *h* 2 T,
S A
< b Bl I Tl
d’aprés (4.4.11) on a

\Ji| < pth BPC|| Thlly, - (4.4.14)

Posons

Q

Comme 7 < 7%, alors avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme de Poincaré on
a
Ak 1 Ak 1
Bl < 7 101 Thllon < 7 0° 1213 Tall,. (14.15)

Posons
J :/é(Th)Th da.
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En utilisant 'hypothese que 0(T},) < 6*, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité
(4.4.1) du lemme 4.4.1 on a

Ja| < 0 w2 | Tullow < 267 ()3 |w]2 || Talv, - (4.4.16)

En injectant (4.4.13) (4.4.16) dans (4.4.12) on obtient
K\ Tull}, < | b* B2 C3 + 7 h* Q= +260* ()2 |wlz| | Thlly,.,

soit encore
I Thllv, < Cu, (4.4.17)

ou Cy > 0 est une constante indépendante de h donné par
Cy= K" |w b B2C2 + 7 h* Q]2 + 26" (B*)2 w2 | .
e On montre également a partir de la régularité de T}, 'existence d’une constante
C5 indépendante de h telle que
[T lw, < Cs. (4.4.18)

Etape 2 : Convergence faible

Les relations (4.4.10), (4.4.11) et (4.4.18) impliquent que uyp, py, et T}, sont unifor-
mément bornées en h. On peut donc extraire de u, une sous suite uy,, de p, une
sous suite pp, et de T}, une sous suite T}, telles que

up, — u faiblement dans W, (4.4.19)
pn, — p faiblement dans H'(w), (4.4.20)
Ty, — T faiblement dans W,,. (4.4.21)

Soit (v,1) un élément de H?*(Q) x H?*(Q); alors pour tout h, (mv,m1)) est un
élément de Vi, x V,;, et puisque (up, pp, T1,) est solution du probléme (4.3.2)—(4.3.3)
on a

a(Th,;un,, up,) + jn,(up,) < a(Th,;up,, Th,0) + (Obh,, Th, v — Up,) +

~

+jn, (mp,0) — (f, 7,0 — up,), (4.4.22)

b(ThHﬂ-hiw) = C(uhi;Thiaﬂhﬂ/})' (4423)

D’apres les propositions 4.4.1, 4.4.3 et 4.4.4, et la convergence faible de uy,, pp, et
Th, on a

li}{n iglf[a(Thi; Uy uhi) + 7hl(uhz)] < a(T; u, U) + (ampa v = U) +
bi—>

+i(w) = (f,v—u), Yve H*(Q), (4.4.24)

b(T, ) = c(u; T,¢), Vip € H*(S). (4.4.25)
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Comme a(T;u,u) < liminfa(T},; up,, up,) et en utilisant la proposition 4.4.3 on

hiA)U
obtient
a(T;u,u) + j(u) < liminfla(Th,; un,, un,) + jn; (un,)]. (4.4.26)

hi—>0

D’aprés (4.4.24) (4.4.26), et en utilisant la densité de H*(Q2) on a

a(T;u,v —u) + (Dpp, v — u) + j(v) — j(u) > (f,v—u), Yve Vy, (4.4.27)

(T, ) =c(w;T,), Yy e, (4.4.28)

Ceci implique que (u, p, T) est solution du probléme (4.1.1) (4.1.2).
Par conséquent (u,p,T) = (u*,p*,T*) est I'unique solution du probléme (4.1.1)—
(4.1.2) et donc

up, — u* faiblement dans W, (4.4.29)
pn — p* faiblement dans H'(w), (4.4.30)
T, — T* faiblement dans W,. (4.4.31)

Etape 3 : Convergence forte
e D’apres la coercivité de a(Ty;.,.) dans V;, x V, et (4.3.1) on a

< a(Th;up — u*, up — u*) + jp(up)
< a(Th; un, up) — a(Thp; u*, up) — a(Th; up, u*) +
Fa(Th; u*, u*) + jn(un)

pallun — w5, + gn(un)

d’on, d’aprés (4.4.22)

pallun = w*|IY, + gn(un) < a(Th; un, ) + (Bapn, Thv — un) + jn(mhv) —
—(f, 70 — up) — a(Th: u*, up) — a(Th; up, u*) +
+a(Ty; u*,u*), Vv e H*(Q). (4.4.32)
Le second membre de I'inégalité (4.4.32) converge, lorsque h — 0, vers

a(T*; u*, v — u*) + (B,p*, 0 —u*) +j(v) — (f, o —u*), Yoe H*Q).

Donc on a

IN

m | li?_j(?f[u*ﬂuh - U*H%/U + jn(un)]

< limsuplpfup — w7, + jn(un)]
h—0 !
< a(T*ut, v —u) + (Oap* v — ut) + §(v) -

—(f,v —u¥), Yve H*Q). (4.4.33)
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Par densité de H*(2) dans V, on a

lim inf ji (up) < a(T% 0", 0 —u?) + (9p™, v — u*) +
L —>

+i(v) = (f,v—u*), Yve Vy. (4.4.34)
Remplacons v par u* dans (4.4.34) et utilisons la proposition 4.4.2 nous obtenons

() < Nioninf () < T sup{n un, — w3, + G ()] < ().

h— h—0

Ceci implique que
lim jp, (up) = j(u”),
h—0

et
}1711;((1) |lup — u*lly, = 0.
e Posons
X, =b(T, — T, T, — T™).
On a

Xn = b(Ty,Ty) = (T, T, — T*) — b(T),, T)
= C(U,h; Th, Th) — b(T*, Th — T*) — b(Th, T*),

en passant a la limite sur h on obtient

lim X, = c(u*; T T%) = b(T*, T*) = 0,
h—0

d’on
lim || T}, — T*||y, = 0.
h—0 ’
e Pour montrer la convergence forte de p;, vers p* dans H'(w) nous utilisons les

formulations faibles de I’équation de Reynolds dans le cas continu et le cas discret.
Pour cela on considére

Y, =h* /BhV(ph —p*) |2 da.
On écrit
Y, =h* /Bh|Vph2dx — h* / B, Vp,V(p, — p*) dz — h* /Bthth* de.
D’aprés (4.4.3) on a
Y, = /a prg.n — h* / (Sh + fi(qn) AnTy, — é’h) Vpy dx —
h*/BthhV(ph —pN)dx — h*/Bthth* de.
En passant a la limite sur A on obtient

limY), = / p*g.n — h* / (S* + ju(q*)AT* — C’) Vp*dx — h* / B|Vp*|?dz = 0,
J ow Jw Jw

h—0
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d’aprés (3.6.35) (avec ¢ = p*). Donc
li —p* =0.
lim [lpy, — p*[1. = 0
Ceci achéve la démonstration du théoréme 4.4.1. [

Remarque 4.4.1. On peut tirer les convergences fortes de la vitesse et de la tem-
pérature a partir de leurs convergences faibles dans W),,.

4.5 Estimations de ’erreur d’approximation en fonc-
tion de h
Dans la section précédente nous avons montré que la méthode des éléments finis

converge, il reste a étudier la rapidité de convergence de cette méthode lorsque h
tend vers zéro. Il faut alors chercher une majoration de I’erreur du type

Jup — w*[ly, < e h*, lpn = plliw < b, || T =Ty, < c3h*,

ol ¢, ¢9, c3 sont des constantes indépendantes de h et kq, ko, k3 sont des constantes
réelles strictement positives a déterminer.

Lemme 4.5.1. Sous les hypothéses du théoréeme 4.3.1, on a

|lup — u*||%,y < aqi||Ty — T*||%,y + ap||mpu* — uty, + CL3‘jh(7Thu*) —j(uh)], (4.5.1)

ot
3 ~
a = pCECE, ay=2p," /f‘01+(h*)502+h*||f||o,n}, az =2, ",

sont des constantes indépendantes de h.

Preuve. En choisissant v = u;, dans (4.1.1), ce qui est possible puisque V,, C V},;
il vient

a(T* 0% up — u*) + (8,p%, up — u*) + j(up) — j(u*) > (f, up — u*). (4.5.2)
Par addition de (4.3.2) et (4.5.2) on en déduit que

a(T* up — u* up — u*) + jp(ug) — j(up) <
ey Ouy, 0 N .
< /[N(T ) = i(Th)] = (up — u*) dwdy + a(Th; up, vy, — u*) +
Jo dy Oy

+(3m (p* — pn), un — U*) + (0uph, vn — u*) +

~

+in(vp) — j(u*) — (f,vn —u®), Vo, € Vi

(8 (p* — pn), un — u*) =0,
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et d’apres [9] (lemme 1.1, pages 7-8) on a j,(up) — j(up) > 0, d’ou

Juy, 0
i 9 (up, — u*) dzdy +
Y

+a(Th; up, vy — u*) + (Opph, vn — u*) +
+.jh(vh) - 7(U*) - (f: Up — U*), \V/Uh S Vyh-

En prenant v, = m,u* € V,;,, nous obtenons

a(T*;up —u*up —u*) < Xy + a(Ty; up, mpu” — u*) + (Oppp, Tpu™ — u*) +

in () = j(u*) = (f et =), (4.5.3)
ol S 5
. . Up
X /,uT* — i(Ty)|—=—=(up, — u*) dzdy
i) = i) S (o = )
En utilisant le fait que g > p, > 0,
a(T*;up — u* up — u*) > p |ju, — u*||%/y. (4.5.4)

Comme la fonction fi est lipschitzienne sur R de rapport Cj, alors en utilisant
I'inégalité de Holder on a

‘Xl‘ < /|T* T 8uh

H 8uh

uh—u)

< CullT* — Th|| e

4(Q)H“h —u"lv,,

on sait que l'injection compacte de V, dans L*(2) est continue, donc il existe une
constante 5 > 0 telle que

ou
‘Xl‘ < 62 C’I:LHCF* ThHVU 8yh ||Uh_u*||vy
Y
< B2CUT* — Tullv, lunllw, [Jun — u*||v,,

en utilisant 'inégalité (4.4.11) on a
Xi| < B2CL Cs | Ty — T*||v, |lun — w*]ly, - (4.5.5)
en utilisant le fait que 1 < p* et I'inégalité (4.4.2) on obtient
a(Th; up, mpu* —u*) < p* Oy ||mpu” — u*||y, . (4.5.6)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Poincaré on a

Opn Opn

|mhu” — u*|on <

|(Oppp, mpu™ — u*)| < H
0,0

[mnu” = u{ly,,

)

or d’aprés 'inégalité (4.4.10) on a

a 1 1 1
|5, < 03 < ()2 lpnll < ()3 o,

7l/.)

81% ‘
ox
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donc

3
|(Oppn, Tpu™ — u®)| < (B7)2C, ||mpu™ — u*]y, (4.5.7)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 1'inégalité de Poincaré on obtient
((f,mnu* — u®)| < B || flloollmau — u*|ly, . (4.5.8)

En injectant (4.5.4) (4.5.8) dans (4.5.3) et aprés avoir divisé par u, on obtient

lun = w5, < allTh = T*{v, lJun — u*[lv, + ayllmnu* = u*llv, + aj|jn(mau*) = 5(u”)],
ou
0 =1 B Cu Gy, ay= i |t Gy (0 Co | fon) s ah = ui
en utilisant I'inégalité 2ab < a® + b* on obtient (4.5.1). OJ
Lemme 4.5.2. Sous les hypothéses du théoréeme 4.3.1, on a
10 = P*llow < aallun — u*|ly, + aof [ Th = Ty, (4.5.9)
ol « et ay sont deux constantes positives indépendantes de h.

Preuve. On choisit v = u* + ¢ dans (4.1.1) et v, = u, + ¢ dans (4.3.2), ou
¢ € Hy(€2). Ainsi, on obtient

a(T*;u*, ) + (3.0%, ) = (£, ) = a(Th; un, @) + (Dupi, @),
soit encore
(00" —pn). ) = a(Th;un, ) — a(T* u*, )

= alTiun o)+ [T (TGS dedy. (45.10)
Q dy Ay

Comme p* — p;, € L2(Q) il existe un élément y € H/ () tel que [13
0

div(p* —pn) = x et |xlho <CQ) [p" = palho-
En prenant ¢ = x dans (4.5.10) on obtient

N . R e OUF OX
I palo = a0+ [ (T~ (TGS dedy. (0510
Q dy Oy

D’une part, en utilisant 'hypothése g < p* on a

a(Thyup — v, x) < p |lun —u*|ly, [[x|lv,
<t lun — vy, [[xlhe
< @ C() fJup — u*|lv, |p* — pallog- (4.5.12)

D’autre part, en utilisant le fait que j est une fonction lipschitzienne sur R de
rapport Cj; et la continuité de I'injection compacte de V, dans L*(2) on obtient
I’existence d’une constante positive § indépendante de h telle que

ou* Oy ou*
AT — (TN OX gedyl < CLIT, — T H
1T — G- Gl ety < Gl = Tlasi| 5 I
< B2CullTh — T, ||uw*llw, |10
< BPCLCQ) [Ty — Ty, 1w lw, Ip* = pallos
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et comme u* € B, et que ¢ est une constante qui ne dépend pas de h alors on a

) e OUF 0 . .
/[M(Th)—u(T )] o aX dady| < 52 Cp C(Q) ¢ ||Ty — T*|v, [[p* = palloo- (4.5.13)
JQ

En injectant (4.5.12) et (4.5.13) dans (4.5.11) on obtient
I = pullog < 1" C(Q) [Jun — u*|ly, + B° Ca C(Q) [Ty = Ty,
or, puisque p* — p, ne dépend pas de y
1%~ palloo = (1) 10"~ pallo.
d’on (4.5.10) avec «; et ay sont deux constantes indépendantes de h données par
ay =1t (B) 2 C(Q), ay=pF>(h") 2 C,C(Q). O
Lemme 4.5.3. On a

1T =TI, < ballun — w*|I¥, + bollmaT* = Ty, llun — u*[ly,, +
|| T = T3, (4.5.14)

ol
by =K. — B'CyCs — (h*)*C; — h*C;, by =8 (u*)* B C3 b7,
2
by =417 B2 Csbyt, by =2|K* + B*CLCE4 (h*)* Cy + h* C;| by,

Preuve. Posons x; = T}, — m,T*. Puisque V};, est un sous espace de V,,, I'élément
Xn appartient a Vy;, et donc a V.
On a d’aprés (4.1.2) et (4.3.3)

b(Th — T, xn) = c(un; Th, xn) — c(u™; T*, xn),
d’ou

b(Th — T*, Th, — T*) = b(Th — T*, 7ThT* — T*) + C(Uh; Th,; Th — T*) — c(u*; T*, Th — T*) +
+c(up; Tn,mpT* = T*) — e(u; T, T = T7).

Posons

Y = c(up; Ty, mpT* = T%) — c(u*; T, 7, T — T%),
Z = C(U,h;Th,Th —T* ) — (’( T* Th — T*)

on a
y /A(T*)a(w VL ) (ma T — T%) dardy +
= — U u —lu —u T — MHeA
.QM ay hay h h )

+ /Q [ﬂ(T*) - ﬂ(Th)] (%) 2 (mp, T* — T™) dxdy +

+/Q[f(T*)—r(Th)](7rhT* ™) dxdy—l—/ O(T*) — 0(T3)] (ma T* — T*) da,
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et

7z = / ﬂ(T*)g(u* + up) — 9 (u* — up) (T, — T*) dedy +
Jo Ay 9

n /Q [A(T*) — ATy)] <aal;”> (T, — T*) dady +

+ /Q [F(T*) — #(T3) | (Ty, — T*) dady + / O(T*) — 0(Ty)|(Ty, — T*) da.

<

Par suite
8
b(Ty, — T*, Ty — T*) = b(Ty, — T*, mT* — T*) + > _ A;, (4.5.15)
=1
ou
~ * a * a * *
A = /M(T )=—(u* + up)=—(u* —up) (T, — T*) dzdy,
0 dy dy
Jp— N oup, 2 *
Ay = | [T — W(Tw)] { | (Th — T%) dzdy,
9) dy
Ay = [ [ - #(0)) (@ - T dady
J Q)
A= [ e - i) - s

9]
a(T*) =—(u* + up) ay(u —uy) (T = T*) dady,

[A(T*) = A(Ty)] (%—;) (mp 17 = T7) dxdy,

[F(T*) = #(T3)] (mp T* — T*) dady,

[0(T*) — O(Ty)] (ma T* — T*) da.

>
I

Evaluons chaque terme de I'égalité (4.5.15).
En utilisant le fait que K > K, > 0 on a

(T, — T, T, —T*) > K, ||T), — T*||%/y. (4.5.16)
Comme K < K* alors
b(Ty — T, mpT* = T%) < K* || Ty, = Ty, ||mp 1" = Ty, . (4.5.17)

En utilisant le fait que g < p*, l'inégalité de Hdélder et la continuité de I'injection
compacte de V; dans LY(Q), on en déduit qu’il existe une constante 5 > 0 telle que

*

Ay 1

IN

9
5y 11,h)HL4(Q)||u* — unllv, ITh = Tl ey

< ut B lut + unllw, llw* = unlly, 170 = T*ly,
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avec l'inégalité (4.4.11) il vient
Ay <2p* B2 Cs [[u* — uplly, | Th — Ty, (4.5.18)

Comme la fonction /i est lipschitzienne sur R de rapport C, en utilisant la continuité
de l'injection compacte de V, dans L*(€2) et I'inégalité (4.4.11), on obtient

dup |2 * |2
[As] < G n L4(Q)||T"_T 1240
auh 2
< B'Cull—=—|| ITw—T"3
< G| 22| -7,
< B Collunlli, 1T = T*IIY,
< B G CT =T, (4.5.19)

Puisque la fonction 7 est lipschitzienne sur R de rapport C; et en utilisant I'inégalité
de Poincaré on a
*\ 2 2
[ A3| < (h°)* Ci | Ty — T3, (4.5.20)

Comme la fonction 6 est lipschitzienne sur R de rapport C; et en utilisant I'inégalité
de trace alors

[Au| < Gy | Ty — T|I5,. (4.5.21)
On montre aussi que
As| < 2p7 B2 Cs |lu* — uplly, [ mn T = Ty, (4.5.22)
Ag| < BYCLCHT, — Ty, |7 T — Ty, . (4.5.23)
A7l < (B2 C; || T — Ty, ||mp T — Ty, (4.5.24)
Ag| < RTCy||Ty = Ty, [|mp T = Ty, . (4.5.25)

De (4.5.15)—(4.5.25), on en déduit que

boll T = TS, < 01T = T*[ly, lmn T = Ty, + 05T — T*[ly, [lu* — ually, +

0| T* — T[]y, |u* = ually,,
ou
by = K, — f*C; C; — (h*)* Cy — h* C,
by = K*+ 3'C,C5 + (W) Cy + h* C;, by =2 " 57 Cs.

D’apres les hypothéses du théoréme 4.3.1 on a by > 0. En utilisant I'inégalité
1
ab < Za2 + b* on obtient (4.5.14). O

Lemme 4.5.4. Sous les hypothéses du théoréeme 4.3.1, on a

1
lun —w*llv, < allmT" =T |lv, + collmnu” — u*[|7, +

3l n(mnu®) — j(u)|2, (4.5.26)
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ou ¢1, ¢y et c3 sont des constantes indépendantes de h données par

1 1
o = al(bg + bg) = (03] 2 o — as 2
! 1-— albl ’ 2 1-— a1b1 ’ ’ 1-— albl )

Preuve. En injectant la majoration (4.5.14) du lemme 4.5.2 dans I'inégalité (4.5.1)
du lemme 4.5.1, on obtient

(1 —ab)lfun — w5, < arbal|mnT* = T*|v, l|un — w*[|v, + arbs||mT* — T*||7, +
Fag||mput — u*||y, + aslga(mpu*) — j(u*)].

D’apres les hypothéses du théoréme 4.3.1, la constante 1 — a;b; est strictement
positive de plus elle est indépendante de h. Soit M un majorant de |ju, — u*||y,.
Celui-ci vérifie la relation suivante

(]_ — (L]b])MQ — (l]b2||7ThT* — T*HvyM — (L]bg”ﬂhT* — T*H%/y —
—ag||mput — u*|ly, — asljn(mpu*) — j(u*)| =0,
le discriminant est donné par

A = aibp|lm T =TS 4+ 4(1 — arby)arbs||lm T — T|)7, +
+4(1 — arby)ag||mpu™ — u*||y, +4(1 — aiby)as|jn(mru™) — j(u”)|
> 0,

et comme M > 0 nous en déduisons que

. aleHﬂ'hT* — T*Hvy + \/Z
N 2(1 — albl) )

n

2
n
En utilisant U'inégalité Y z? < (Z TZ> pour n = 2 et n = 3 on obtient

= i=1
M < erllmT* = Ty, + eallmpu — w¥ll2, + esljn(mau®) — ()],
d’out le résultat. [
Lemme 4.5.5. Il existe une constante C > 0 indépendante de h telle que
[in(mu) = ()| < C (B3 + ) (4.5.27)
Preuve. On a
[gn () = 3 ()| < [gn(mnu®) — jlmau’)| + 1j(mau”) — j(u’)].

Daprés le Lemme 1.2, [9], page 8; il existe une constante C' > 0 indépendante de
h, k et mpu* telle que

i (mpe®) — j(maut)] < (c’ w|? ||/%||oo,w) AR (4.5.28)
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or la trace de l'interpolé m,u* est égale a 'interpolé de la trace et
[mnu*|l1e < el

ol ¢ > 0 est une constante indépendante de h. Donc
() — (i) < (€'l [[Ellaco ) 2 1 1o (4.5.29)
On a par ailleurs
) = )] < |l [Rlloowllmat = u*low,
D’aprés [3] il existe une constante C” > 0 indépendante de h et u* telle que

I = u{lo < C" B2 [Ju*||5 (4.5.30)

,w?

d’ou
. * ok " Lz ET
i) — ()] < (Ol [Ellos) BF ], (45.31)

De (4.5.29) et (4.5.31) on en déduit (4.5.28) avec
C = max (' [|u*]l10, C" u*l3,,) 0]} [Rlloeo O

Finalement, on a le résultat suivant

Théoréme 4.5.1. Sous les hypothéses du théoreme 4.3.1, il existe une constante
C > 0 indépendante de h telle que

up — u*|ly, < OV, (4.5.32)
lpn — p*l0w < CVh, (4.5.33)
T3, — T*|v, < CVh. (4.5.34)

Preuve. En utilisant la majoration (4.2.5) et le lemme 4.5.4 dans (4.5.26), on en
déduit (4.5.32). Ainsi, en revenant a (4.5.14) et en utilisant la majoration (4.2.5) en
remplagant u* par T* on obtient (4.5.34). En fin, en injectant (4.5.32) et (4.5.34)
dans (4.5.9) on obtient (4.5.33). O
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Chapitre 5

Probléme de ’écoulement non
1sotherme avec la lo1 de Coulomb

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude mathématique et asymptotique du probléme
de I’écoulement non isotherme en régime stationnaire d’un fluide newtonien incom-
pressible dans le domaine mince ¢ de frontiére I'* = WU TS UTS en présence cette
fois-ci d'une condition non linéaire de Coulomb sur w. Cette condition introduit la
dépendance entre le seuil de frottement et la composante normale de la contrainte.

Comme dans le chapitre 2 on montrera que le champ de vitesse u® appartient
a (HQ(Qg))3 et la pression p® appartient a H'(£2°). Ceci nous permet de définir la
composante normale du tenseur des contraintes of (T; u®, p°) comme une application
linéaire de (H2(QE))3 x H'(QF) dans L*(w) pour une température T fixée et donc le
terme correspondant au glissement de Coulomb dans la formulation variationnelle a
bien un sens. Contrairement au travail de M. Boukrouche et G. Lukaszewicz [2] ou
le cadre fonctionnel d’un probléme de Stokes avec la loi de Coulomb n’était pas bien
défini. Pour se placer dans un cadre mathématique correct, ces auteurs ont remplacé
cette condition locale de Coulomb par une forme régularisée qui est en fait la loi
non locale de Coulomb (voir aussi 1] et |3]).

Pour éviter toute répétition, nous démontrons seulement les nouveaux résultats
qui différent de ceux obtenus dans les chapitres 2, 3 et 4.

5.2 Formulation forte et faible du probléme

Considérons un fluide newtonien non isotherme incompressible occupant un do-
maine Q° C R?, on désigne par of = (afj)i,j le tenseur des contraintes et par
D*(u®) = (dij(u®));,; le tenseur des taux de déformations :

£ g
Qu; | 0uj

1
di' )= 3 '7':172737

ou u® désigne le champ des vitesses du fluide.
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La loi de comportement d’un fluide newtonien non isotherme est donnée par
O'E(TE; UE,pg) — _p€I _|_ 2M€(T5)D€(U€),
ol p° est la pression, T° est la température, p° est la viscosité et I le tenseur identité.

Nous considérons I'écoulement de ce fluide en régime stationnaire dans un do-
maine de faible épaisseur

C={r=("2)eR: 1'=(v1,1)€w et 0<mz3<ch(@)}

de frontiére T° =G UT; UT}, oit I'S est la surface latérale de Q°. le bord w est un
ouvert borné de R? de frontiére dw régulicre, et h est une fonction de classe C'(w)
vérifiant

0<h, <h(z')<h*, Vi'euw.

On cherche un champ de vitesse u°, une pression p° et une température T°
vérifiant le systéme des équations suivant

( 0 e . ape . . )
—Tj(?ﬁ‘ (T)dij(u )) t g, = 1=12.3 dans O,

(1)< div(u®) =0 dans Q°,

TE
9 <K56 > = 2p°(T°)dz;(u®) + r°(T°)  dans @,

ou f¢ = (ff, f5, f3), K¢ et r° représentent respectivement les forces extérieures, la
conductivité thermique et 'apport d’énergie par unité de masse et de temps.

Pour que le probléme soit complet, on ajoute au systéme (I) les conditions aux
limites suivantes

(uf=g¢g surl%,
u*=¢g=0 surlf,

ut.n =0 sur w,
(IT)

03] < KJog| = uf = 5 -
log| = k%|og| = 3N > 0 tel que uf = s — Aoj. e

Te=0 sur % UTE,

| K°VT*.n =6°(T°) sur w,

ot g = (g1, g2, g3) est une fonction qui vérifie la condition de compatibilité

/ gndo =0,
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la fonction k° représente le coefficient de frottement, s est la vitesse de cisaillement
de w et 6° est une fonction donnée.

Le probléme (I)—(II) est similaire au probléme (Pj) du chapitre 2 sauf que la loi
de Tresca est remplacée par la loi de Coulomb.

Rappelons le cadre fonctionnel suivant :
o V(Q°) et V4, (2°) sont deux convexes fermés non vide de (HI(QE))3 définis par

V(QE):{QOE(H](QE))3 =G sur I'; UTY, gp.nzOsurw},

Vi () = {p e V(Q°) : div(g) =0 dans Q°};

o L2(0F) et H%iurg(Qg) sont, respectivement deux sous espaces vectoriels de L?(€)F)
et de H'(Q¢) définis par

Ly (QF) = {q e L*(Qr) / qdx'drs =0, oudx' = d.m]da?Q} :

Hye pe () = { € H'(Q) : ¢ =0sur I3 UlT}.

On introduit les notations suivantes :

a(T;u,v) = Z / 2p°(T)d;(u) ax; dx'dx;

- Z/ 205 (T)dyj(u)d;(v) da'des,

igj=1"8°

3
, , , o; .,
(q,div(v)) = ./QE qdiv(v) da'dzs = ;] ./E qaxi dx'dxs,

F(Tiupo) = [ KTl o~ sl di'

ou
o5 (Tyu,p) = —p+2u°(T) 522 sur w,

81’3
3
(f5,v) = fevda'des = Z fivida'dzs,
s i=1 7 2°
3
, 0T 0 ,
b (T,Q) = / KeVTVQda'das = ; K o 6:?, da'das,

(u;T,Q) = Z / T)d;,(u) Qdm'dm3+/

i,5=1

r*(T)Q dx'dxs + / 6°(T)Q dx'.

€ Jw

La formulation variationnelle du probléme (I) (II) est donnée par :
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Probléme 5.2.1. Trouver u® dans Vg, (2°) N (HQ(Qg))g, p° dans L3(QF) N H'(QF)
et T° dans H%? ors (29) N COL(Q) tels que
a* (T uf o — u®) — (pE, div(gp)) +5°(T%u®, p% ) — 5°(T5u°, p%; u®) >
> (ff,p—u®), YepeV(r), (5.2.1)
b (T, ¢) = ¢ (u; T, ¢), Y e HI?UF?(QE), (5.2.2)

Remarque 5.2.1. Dans (5.2.1) le terme j°(T%; u®, p%; ) — j°(T°; u®, p°; u®) a bien
un sens car on montrera de plus que u® et p* vérifient la réqularité suivante

ut e (HA(X))?, p° e HY(Y).

Contrairement au travail fait par M. Boukrouche et G. Lukaszewicz dans |2|, ot u®

était seulement dans un convezxe fermé non vide de (HI(QE))3 de type V(Q°) et p°
dans L3(€F).

Pour étudier le probléme couplé (5.2.1) (5.2.2) on introduit les deux problémes
auxiliaires suivants :

Probléme 5.2.2. Pour une température donnée T dans HI?UF?(QE) N C%L(QF),

trouver le champ de vitesse u® dans Vi, (2°) N (HQ(QE)){; et la pression p° dans
LA(Q) N HY(QF) tels que

a* (Tyu, p —u) — (p°, div(p)) + j°(T;u, p%s ) — j°(T; 0", p"5 u°) >
2 (f57 2 U’E)a VQO € V(Qg) (523)

Probléme 5.2.3. Pour un champ de vitesse donné u dans Vg, (2°) N (HQ(QE))3,
trouver la température T° dans Hlliuri (%) N COL(Qe) telle que

O (T%, ) = ¢ (u; T%, ), Vb € Hpe e (). (5.2.4)

5.3 Théoréme d’existence et d’unicité des solutions
faibles

Nous étudions d’abord le probléme 5.2.2. L’étude du probléme 5.2.3 est déja faite
dans la section 2.6, nous rappelons seulement le résultat du théoréme 2.6.3. Ensuite,
nous utilisons le théoréme de point fixe de Banach pour montrer le résultat principal
de cette section concernant I'existence et I'unicité des solutions du probléme (5.2.1)
(5.2.2).

5.3.1 L’étude du probléme 5.2.2

L’étude du probléme 5.2.2 est, basée sur 'existence d’un point fixe de 'application
définie sur L% (w) = {l € L*(w) : 1> 0 p. p. sur w} dans L? (w) par

b Koy, (T up, p)
ou (uf,pj) est une solution du probléme intermédiaire suivant :
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Probléme 5.3.1. Pour T € Hl;urg(QE) NC1(QF) et | € L% (w), trouver le champ

de vitesse uj dans Vg, (2°) N (HQ(QE))3 et la pression p; dans L3(Q°) N H'(QF) tels
que

a*(Tyui, ¢ —up) — (p], div(e)) + 5i (¢) — ji (uf) >
> (fY o —up), YeoeV(), (5.3.1)

ol

jite) = [ 1o - sla
w
Pour ce probléme nous avons le résultat suivant combiné des sections 2.4 et 2.5.

Proposition 5.3.1. Supposons que f° € (LQ(QE))3, l € H2(w) N L®(w), [ > 0

presque partout sur w, g € (H%(FE))3. La fonction u® est lipschitzienne sur R de
rapport Ce et il existe deux constantes pu,, u* > 0 telles que p, < p® < p*. I'y et I']
sont de classe C? et w est de classe C3.

Alors, le probléme 5.3.1 admet une et une seule solution (uf,pj) dans (Vg (QF) N
(H2(Q))?) x (L3(Q2°) N H'(QF)). De plus, il eziste deuz constantes positives Cy et
Cy telles que

luillioe + Ipillocs < Cr(lf logs + G lla), (5-3.2)
[uillo.0 + 1pi e < Co(lf loge + M]3 + IG7[l2.0¢)- (5-3.3)

Preuve. Voir les sections 2.4 et 2.5. [J

Proposition 5.3.2. Sous les hypothéses de la proposition 5.3.1, 'application défi-
nie sur L2 (w) dans Vi, (QF) x L§(Q°) qui a | associe le couple (uf,p;) et vérifiant
linéquation 5.3.1, est lipschitzienne.

Preuve. Soient [y, I deux éléments de L% (w) et (uf,pj ), (uf,,p) les éléments
associés vérifiant 5.3.1. On a

a (Tiuj, o1 —uj,) — (pf,, div(er)) + i (e1) — i, (uf,) >
> (f5 01 —uj,), VYo e V() (5.3.4)

a* (T up,, 2 — uj,) — (P, div(ps)) + Ji, (w2) — di, (uj,) >
2 (fEa P2 — U‘i)a VQDQ € V(QE) (535)

. . e _ ¢ 1 : € € €
En choisissant ¢; = uj, et gy = uj et en utilisant le fait que uj ,uj, € Vi, (2°) on
obtient
€ . 13 € g NS g N € £ £ 13
a® (T uy ,up, —up) + gr (ug,) — gi, (ug) > (f5 ug, —ug),

a (T, uj, — ug,) + gp, (ug,) — Ji, (ug,) = (F% ug, — ug,).
En additionnant ces deux inégalités on a
0°(Tuf, — iy uf, i) <G ) i () + () — i ()

< /(z1 L) (a5, — 5| — |uf, — s]) da’
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D’une part, en utilisant I'hypothése que 0 < pu, < p° et I'inégalité de Korn on obtient
a* (T uj, — up,,uj, —up,) > 2, Ok |luf, — up,||f - (5.3.6)

ou Ck désigne la constante de Korn.
D’autre part, en utilisant I'inégalité

la|— \b|‘ < |a—b| et la continuité de I'application

trace sur w on obtient I'existence d’une constante positive C'(Q°) telle que

/(h o) (fug, — s| — Juj, — s|) da' < CEQ) ||l — Lllowllu;, — uf,ll10-.  (5.3.7)

De (5.3.6) et (5.3.7) on en déduit que

C(r)
2”* CK

s, — i ll0r <

11— b0 (5.3.8)

Comme on a besoin de majorer la norme
Jug, = ui, |00 + |0, — DL llo0r

dans 'espace (HI(QE))3 x L*(QF), il reste a estimer [|p;, — pj, [lo,0=. Pour cela, on
prend o1 = uf + ¢ dans (5.3.4) et ¢, = uj, + ¢ dans (5.3.5), ou ¢ € (Hy(22°))*; on
obtient

a* (T uj, @) — (p,, div(e)) = (f7,¢) = a* (T ui,, ¢) — (pj,, div(e)),
soit encore
(pf, — pi,, div(9)) = a*(T; uj, — uj,, ¢).

Comme p; — pj, € L§(2) il existe x € (Hy(Q2))? tel que div(x) = pj, — pj, et
Ixl1.0c < Csllpj, — i, llo,0s, 0t C3 est une constante positive qui dépend de €°. On
prend donc ¢ = x et on utilise la continuité de la forme bilinéaire a®(T};.,.) sur
V(€2) x V(€2°) on en déduit I'existence d'une constante positive C} telle que

195, — Py llo,0e < 20" Cs [lug, — uj, [0,
et d’aprés (5.3.8) il vient

p O(6r)

€ € 03
1, — il < o Cr 111 = L2]l0.w- (5.3.9)

De (5.3.8) et (5.3.9) on en déduit que

(L+2p"Cy) O(82)
2,“/* CK

s, — e + 195, — P, oo < I~ blow (5310

Ce qui veut dire que Papplication | — (uf,p]) est lipschitzienne de L2 (w) dans
Vdiv(QE) X Lg(QE) O

Théoréme 5.3.1. Sous les hypotheéses de la proposition 5.3.1 et s’il existe k* petit
tel que 0 < ||k%||oow < k*, alors le probléme 5.2.2 admet une unique solution.
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Preuve. Nous utilisons le théoréme du point fixe de Banach. Considérons donc
I’application ¥ par

YL (w) —
I — X(1) = k%ot (T uj, p)|,
et soit A la boule de L2 (w) définie par
A={lel2@)  lllow<c},
ol ¢ est une constante positive que 1’on précisera.
Comme u; € (HQ(QE)){; et pi € HY(QF), alors of(T;ul,pf) € H2(w) C L2(w).

Notons par C, la norme de I'application linéaire o définie de (HQ(QE))3 x H(F)

dans L*(w). On a
IEDllow < - loowllon (T ui, pi)llow
< Co 1k oo (llu 11,00 + 97 llo.02)
et d’aprés (5.3.2) on en déduit que
IEDlow < C1 Co 16 [[oow (1f[lo0e + IG5 |11 ,0:) = e
Donc 'application X est définie de A dans lui-méme.

Montrons maintenant que 'application X est strictement contractante sur Li (w).
Soient Iy et ly deux éléments de L7 (w), on a

13(0) = 2w < 1K o wllon(Ts uiy, piy) = 00 (T ugy, piy)llo.w
< Collk lloow (I, — v, l 0 + 197, — P, llo.0r)
en utilisant (5.3.10) on en déduit que

(1+2p"Gy) O(8F)
2,“/* CK

Co e
1E(h) = E(l2)llow < 1B ool = L2lo.-

L’application X est strictement contractante si

2 Mo CK
(1424 C3) C(Q2) Oy
En appliquant le théoréme du point fixe de Banach, on en déduit l'existence et

I'unicité de la solution du probléme 5.2.2. Ce qui achéve la preuve du théoréme
5.3.1. O

0 < ||k|oow < k™ =

5.3.2 L’étude du probléme 5.2.3

Soient C' et 7 deux constantes strictement positives. Définissons respectivement
2 £y)3 1 €
deux boules B,(0,C) de (H?(Q%))" et B1(0,7) de Hpe o () par

32(0,0):{7)6(#(95))3 : ||7)||2,ng0},

Bi(0,7) = {w € Hiy () ¢ Iwlio <7}

Vu de I'étude faite dans la section 2.6 on a le résultat suivant
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Théoréme 5.3.2. Supposons qu’il existe six constantes positives pi,, pu*, K, K*, r*
et 0 telles que

O<p, <ps <y, O0<K, <K<K r°<r* 0 <0

La fonction K¢ est dans CY'(Q), les bords T'%, T et w sont de classe C3, les fonctions
p, re, 0° sont lipschitziennes sur R de rapports respectifs Cye, Cye, Cye, la constante
K, est suffisamment grand telle que

K, > (1+C2) [C’rs () 005}, (5.3.11)

et que la constante C' vérifie ['inégalité

1

— e — CF(OY) C,,s} " (5.3.12)

1 PR 1
0<C<Cy=csa 20 [K*(lJrC,%)

Alors, le probleme 5.2.3 posséde une unique solution T¢ dans By (0, 7)NC% (QF) pour
tout T > 19, ou Ty est une constante strictement positive donnée par

To = K;l (1 +CI23) {18/1* aQ 02 4+ r* ‘QE|% + 0 C(Qg) ‘w|%} 7

avec Cp, a et C(§2°) sont respectivement la constante de Poincaré, la constante
de Uinjection compacte de H'(QF) dans L*(Q) et la constante de la continuité de
Uapplication trace sur w.

5.3.3 Le point fixe global

L’existence et I'unicité des solutions du probléme variationnel (5.2.1)-(5.2.2) se
démontrent par I'application du théoréme du point fixe de Banach. Pour cela on
introduit 'application = définie par :

= Vdiq,(QE) N BQ(O, C) — Vdiv(QE) N BQ(O, C)
v¢ or— uf = Z(v°)

o (u,p%) € [Vain(9°) N (HQ(QE))?’] x [L3(Q7) N H' ()] est 'unique solution de
I’inéquation variationnelle

a (T u, o —u) — (p°, div(e)) +5°(T%5u, p%5 ) — 57 (T u", pT5u) >
> (fS e —uf), VeeV(), (5.3.13)

avec T¢ € B1(0,7) N C%'(Q¢) est 'unique solution de I'équation variationnelle
O (T%, ) = ¢ (v5;T°,9), V4 € Hyeirs (2°). (5.3.14)
Nous avons le résultat principal suivant :

Théoréme 5.3.3. Sous les hypothéses du théoreme 5.3.2 et si K, est suffisamment
grand tel que

K, > (1+C2) [crs +OHQ) Cye |, (5.3.15)
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il existe une unique solution (u®,p*,T¢) du probléme variationnel (5.2.1) (5.2.2) telle
que

UE & Vdi,,,(QE) N BQ(O, O), \V/O E]O s HliIl(C[], 01, CQ)[,
pF € Ly(Q°) N H' (),
T¢ € B, (0,7) N C» (QF), V7T > 1 >0,

01
1 1 —1 3
Cy = _oﬂc;[m 14+C2) " = O — () Cpe |
0 3\/§ n ( P) ( ) 0
o = 1++vV1—4ab
1 — 2a )
c, — —ag—i—\/ag—l—élalag7
2&1
0 = K. '(1+C2) [18M*a202+r*|95\%+9*0(Q€)|w\% ,
avec
2000\
@ = 1807 C L+ O C() Cs K o] + =55

ay = CoO() |k 0.

a?Cpe A
" = e b
Moo= 2p,Ck — (1+2N*C3)C”C(QE) 15| o0 o5

Ao = 18a’C:[1+ C, C(Y) C3 ||| co] C + Co C(X) |57 0.0

a et b sont deur constantes qui ne dépend que de ., p*, Cg, Cue, Q°, || f%]l0.0:,
||k5||%7w, |G#||2.0¢, ||K€||C1,1(§), w*, r* et de 0* telles que

ab < -. (5.3.16)

| =

Preuve. Comme dans la preuve du théoréme 2.7.1, on montre que A = Vy;, (2°) N

B>(0,C) est un fermé au sens de la norme (H' (Qg))3 et qu’il existe une constante
strictement positive C'; donnée par

1+v1—4ab
O =—Y — %7 (5.3.17)
2a
oll a et b sont deux constantes qui ne dépend que de g, p*, Cx, Cye, 2, || f%]|0.0

1B 2 s 1GE 2,005 1K |lora ey, w75 7™ et de 67 satisfaisant la condition

ab < (5.3.18)

1
4’
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telle que =(B,(0,C)) C B2(0,C) pour tout C < C4.
Soient vS,v5 € Vi, (2°) N By(0,C) et T2, Ts € B1(0,7) N C(QF) telles que
bE(TlEJw) = CE(UT; TlEa 1/))7 vw € Hfl‘fuI‘?(QE) (5319)

bE(T2EJ w) = CE(U;; TQEJ 1/)), Vw € Hl?UFEL(QE)' (5320)

On soustrait (5.3.19) de (5.3.20), on choisit ¢ = T7 =T € H%EUrEL(QE) et en utilisant
les hypothéses sur les données on obtient, comme dans la preuve du théoréme 2.7.1,

|75 — T5|hor < 20*a 2Ct (C2 — C2) ' Ol — w30 - (5.3.21)
Soient maintenant (uf,p§) et (u5,p;) deux éléments de (Vi (€2F) N By(0,C)) X
(L3(Q27) N H' (7)) tels que
a (T55u5, o0 —ui) — (pf, div(en)) + 5°(TF; ui, s 1) — 57 (T5 us, s us) >
> (f5 01 —ui), Yo € V(Q), (5.3.22)
a® (T35 u5, 02 — u5) — (15, div(pa)) + 55 (15 us, p5; w2) — 57 (T5; us, pi; up) >
> (f5, 02 —uy), Voo € V(). (5.3.23)

ou 77 et T satisfont respectivement les équations (5.3.19) et (5.3.20).
On prend ¢, = uj dans (5.3.22) et ¢y = u] dans (5.3.23) on obtient

a® (Ty; uf, uy — uf) + 55 (T uf, pis us) — 55 (T7; uf, piiug) > (7, us — ul),
a® (T s us, ui — uy) + 55 (155 us, ph; u) — j°(Ty; uy, p5; us) > (f°, uf — uj).
Par addition on trouve
af (Ts; us, uy — uf) — o (T us, uy — ui) < J°(T7:us, pisug) — 55 (T uf, pis uf) +
+5°(T5 5 ug, p5; uy) — 55 (T 5 us, p5; us),

soit encore

a (T uy — us,uy —uj) < a* (17 uf,uy — ui) — o (Ty;us, u; — uj) +
+° (175 uy, pis ug) — 37 (175l pis ui) + 57 (T35 ug, p5; ui) — 57 (155 w5, ph; u5)- (5.3.24)

D’une part, en utilisant la coercivité de la forme bilinéaire a(7%; ., .) sur Vi, (Q°) x
Vi (£27) on a

af (T5; us — uf,us — uf) > 2, Cre [Jug — uf [} g (5.3.25)
D’autre part,
3
o (T3 05, g — uf) — o (T uf, 05— uf) = D Ay,
ij=1
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ou
Aij = / 2[p"(T7) — p°(T5) ) dij (uf)dij (u, — uf) da'day,
comme p° est une fonction lipschitzienne sur R de rapport C)- alors

MMSM%[jﬁ—ﬁ%M>¢mywammm

en utilisant I'inégalité de Holder, la continuité de l'injection compacte de H'(€F)
dans L*(92°) et le fait que u§ € B,(0,C) on a

[Aig| < 20 I1T7 = T3 syl (u) (e 1 iy (5 = 5) o 0
< 2 a2 C’us 17 — TQEHLQE dij(u;:)Hl,QE uj — u%HLQE
< 202 Cue | T7 — T3 |11 0e U [l 2,00 |1 — 15100
< 202C, C||Tf — T |lug: U5 — ul|1os
d’ou
3
Z Al <18 a? Cue C||TY — TS5 |1 o ||u] — us||i 0. (5.3.26)
ij=1
Posons

X = JUIT;us, P ug) — 55 (T ut, pis uh) + 57 (155 ug, pys ut) — 55 (155 ug, ph; ug)
——/Hhmmﬁﬂ)|ﬁ®mmmHMﬂ|mﬂM’
Jw
En utilisant I'inégalité ‘\a| - \b|‘ < la — b| et I'inégalité de Holder, on obtient
X < B Nloowllon (T73 i, p1) = 0, (T35 ug, p3) o wllug = o
comme 'application trace sur w est continue et
o7 (T s, p7) — 03 (T35 15, 93) low < Cor (1w —ui ll1,0e + 193 = Pilloor + 175 — T 1107)

on en déduit l'existence d’une constante positive C'(Q°) telle que

| X] < Co C(X) (A7 loo.o (11 = wi [l + 192 = Pilloos + 175 — Tillues) us — uillios

soit encore

X < Co O(Q) 1k Joowllus — uilli o +
+C C() 17 loc wllps — pillo.0r
+C C(O) [[E oo [[T5 = T 1,00

us — ufl|1,00 +
uy — uill1.oe- (5.3.27)

De (5.3.24) (5.3.27) on en déduit que

[2 pix Crc — Co C() [[F oo | Ui — w3]l1.00 < Co C(2) 1Ko wllps — Pillo.os +

+ [18a2 O C 4 Oy O(8) 1K oo | 175 — T2 10 - (5.3.28)
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On prend ¢; = u§ + ¢ dans (5.3.22) et @y = u5+ ¢ dans (5.3.23), ou ¢ € (H}(QF))?;
on obtient
(07 — 05, div(9)) = a*(T7; us, ¢) — a° (T5; us, ¢),

soit encore
(p7 =P, div(9)) = a”(T7; uf —u3, +Z / 1o (T5)) dij (u3) dig () da'devs.
i,7=1
Comme p§ — p; € L3(QF), il existe x € (H&(QE))3 tel que [4]
div(x) =p7 —p5 et |Ixllio- < Csllpf — pillo0s

ou (5 est une constante positive dépendant du domaine €2°. En prenant ¢ = x on
obtient

9 il = 0 (T ) + 3 () — )] i 05)dy )

i,j=1

On a

XHI,QE

a(Ty;uy —uy, x) < 2p" [|u] — usl1,0-
< P — P5ll0,0°

241" C [l — uj)

1,08

et on vérifie facilement, comme on a fait pour majorer A; ;, que

Z/ (TE)}dij(US)dij(x) dz'dzs| <

i,7=1

1802 Cy- C ||T5 — T%|];.0-
18a”C,: C3C ||T5 — T¥|

XHI,QE
pf - p;HO,QE

IN N

1,0¢
d’on
1P5 — Pilloas < 2p* Csl|uf — uslli0: +18° Ce C3C || T5 — T |lis - (5.3.29)
En injectant (5.3.29) dans (5.3.28) on obtient
Alluy = usllioe < Aof|T5 — T 100 (5.3.30)
ou
Moo= 2. Ck — (142" C3)Cp C(2°) 1Kl o
Ao = 18’ Ch[1 + Cp C() O3 ||k o] C + Cop C() |67 o0 -
D’apres le théoréme 5.3.1, on a

2/~L* CK
(1+2u C3) () Cy

0< HkEHOO,w <k'=
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d’ott \; est une constante strictement positive.
En utilisant la majoration (5.3.21) dans (5.3.30), on obtient

€ € * - - -1 - € €
Juf —u5ll100 <2p"a 2C (CF—C%) C A A o] — 5|00 - (5.3.31)

on en déduit donc que 'application = est lipschitzienne sur Vy;, (2°) N By(0,C) et a
fortiori continue.
L’application = est strictement contractante sur Vg, (©2°) N By (0, C) si

2t a 2O (C2 - C?) O <.
Cette condition s’écrit sous la forme
a1 C?*+a,C —a3 <0,
ol

OAQ Cﬂs )\1

a; = 18 CYQ Cﬂs [1 + CO’ O(QE) C’,; ||k8||007w] + QM*

ay = Co O() |k oo

az = azgisi)\lcg .
Soit M un majorant de C': C' < M. Celui-ci vérifie la relation
ar M?> +ay M — a3 =0 .
Le discriminant est donné par
A=a;+4ara3 >0

On a donc deux racines

—ay — VA — A
M]:L\/_’ Mg_%\/_
1

Comme M > 0, il vient

—ay+ VA  —ay+Jai+4a,a
M= 2 \/_: 2 5 13202.

20,] 20,]

[’application du théoréme du point fixe de Banach permet d’obtenir 1’existence
et l'unicité de la solution (u?,p®, T%) du probléme (5.2.1)=(5.2.2) dans (V, (%) N
By(0,C)) x (L(¥) N H' () x (B1(0,7) NC™ (). O
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5.4 FEtude asymptotique du probléme 5.2.1

Pour I'analyse asymptotique du probléme variationnel (5.2.1)-(5.2.2) on utilise
la technique de changement d’échelle introduite dans la section 3.2 sur la troisiéme
coordonnée spatiale x3 pour passer du domaine €2°, variable en £, & un domaine fixe

Q={(="y)eR : 2 ew, 0<y<h(a)},

ou la variable y est liée avec x5 par la relation suivante

y=—.
£

La frontiére ' de € est donnée par ' = wUT, UT; avec I';, est le bord latéral et 'y
est le bord supérieur d’équation y = h(z'), ou 2’ € w.
Les correspondances dans €2 pour les inconnues et les données sont définies dans la
section 3.2 sauf pour la fonction k£ qui devient

k(z') = e "k (o).

Avec le changement d’échelle le probléme variationnel 5.2.1 se transforme en :

Trouver le champ de vitesse u° dans Vg, (2) N (HQ(Q))?’, la pression p° dans
L2(Q) N HY(Q) et la température T¢ dans H p ()N C¥N(Q) tels que

a(T5 a8, ¢ — af) — (5%, div(@)) + §(T%; 05, 5% @) — j(T%; a5, p%; a°) >
> L(p— ), Ve V(Q), (5.4.1)
bD(T%, ) = c(is;T°,¢), Vo € HE (), (5.4.2)
ol
iTsupo) = [ Rei(Tsup) o - sl ds'
et 5
o:(T;u,p) = —p + 25211(T)$ sur w.
Y

5.4.1 Estimations a priori et théoréme de convergence

Les principaux résultats de ce paragraphe sont donnés par les théorémes 5.4.1
et 5.4.2. Le premier théoréme concerne les estimations a priori sur les solutions du
probléme variationnel (5.4.3) (5.4.4), tandis que le deuxiéme théoréme concerne la
convergence des solutions lorsque le petit paramétre £ tend vers zéro. Ces deux
résultats sont similaires a ceux démontrés dans les sections 3.4 et 3.5.

Théoréme 5.4.1. Supposons que f € (LQ(Q))3, la fonction k est positive dans

L®(w) N Hz(w), la fonction [i est lipschitzienne sur R et vérifiant Dezistence de
deux constantes p,, u* telle que

0<p. <ffa) <p', VaeR
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La fonction g appartient a (H3 (w))3 les bords 'y, T'y et w sont de classe C3, les fonc-

tions K 7 et O sont l7ps’('h7fz7€nn€9 sur R et vérifiant Dexistence de quatre constantes
positives K., K*, r* et 0% telles que

~

0< K, <K<K*surQ, r<r7"etf <6 surR
Alors, on a les estimations suivantes :

2 aaf
c ZHax] +;‘ dy

.
o || OUS

3|5+
+ZH8TZ

H oTe

7

<C, (5.4.3)

110p°
g‘ oy

C, (5.4.4)

7

1,0

2 ~
9 H ore
=2
; Ox; 1,
=1
ot C' désigne divers constantes indépendantes de c.
Preuve. Voir les lemmes 3.4.5-3.4.9. UJ

Théoréme 5.4.2. Sous les hypothéses du théoréme 5.4.1, il existe u* = (uf, u})
dans W, p* dans L3(Q), T* dans Vy et une sous suite notée encore € qui converge
vers 0 tels que

u; = u;  fortement dans V,, i=1,2, (5.4.5)
ous
8“ — 0 fortement dans L*(Q), 4,5 =1,2, (5.4.6)
Tj
5 0US 2 :
&5 — 0 fortement dans L*(2), i=1,2, (5.4.7)
T
aA
Q 5.4.8
ok @), (5.4.5)
et — 0 fortement dans L*(S2), (5.4.9)
p° — p*  fortement dans L3(S2), (5.4.10)
T° = T*  fortement dans Vi, (5.4.11)
8TE 9 .
o 0 fortement dans L*(S2), i=1,2. (5.4.12)
T

Preuve. Voir la démonstration du théoréme 3.5.1. [J
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5.4.2 Probléme limite et ’équation généralisée de Reynolds

Dans le paragraphe précédent nous avons vu que les solutions (ﬂg,ﬁf,ff) du
probléme (5.4.1)-(5.4.2) admettent une limite forte (u*,p*,T*) lorsque ¢ tend vers
zéro. Nous donnons ici le probléme limite ainsi que I’équation généralisée de Reynolds
vérifiés par cette limite.

Théoréme 5.4.3. Sous les hypothéses du théoréeme 5.4.1, la limite (u*, p*,T*) sa-
tisfait :

p* = p*(2') presque partout sur w, p* € H'(w), (5.4.13)
0 our op* A

_ 2 =f.  i=1,2, dans L*(Q 5.4.14
ay (,U/( ) ay ) 8771 fJ t ) 4 ans ( )7 ( )

90 (f(aT*> _ iﬂ(m (%’f)g 4 A(T*) dans LX(Q).  (5.4.15)

Preuve. Voir la preuve du théoréme 3.6.1. [

Théoréme 5.4.4. Sous les hypothéses du théoréme 5.4.1, les fonctions u*, p* et T*
sont solutions du probleme limite :

ou; agoz
T‘k ~No_ _ !
Z/ 67,1 aU( u?) dx'dy Z/ dz'dy +

/kp (1@ = s = |u* = s]) da’ >Z/f, pi —ul) da'dy, Yy eV, (5.4.16)

ooy . 811 o
/Kay 5y 7'y = Z/ (T%) )wdrdy+/(T)1/)dmdy+

+/§(T*)1/; da', Y € HY o (). (5.4.17)

Preuve. L’inégalité variationnelle limite (5.4.16) différe de celle obtenue dans le
théoréme 3.6.2 au terme correspondant au frottement. De (5.4.8) et (5.4.10) on
montre que ¢ (TE i, p°) converge fortement vers p* dans L?(w) et de la convergence
forte de u® vers u* dans Vy, on en déduit que

e—0

lim [j(T<; 0%, p%; @) — §(T°; 0%, % 7)) = / Elp|(1@ — s| — [u* — s]) da’
Comme pour l'obtention de I’égalité variationnelle (3.6.20), on montre (5.4.17). O

Théoréme 5.4.5. Sous les hypothéses du théoréeme 5.4.1, on a
//2;|p*|(¢+s* Lo s — 8] da! —//l(q*)T*w >0, Ve (PW)?  (5.4.18)

[(*) 7] < kp*| = s* = s,

. . p. . 5.4.19
a(gn)|m*| = k|p*| = 3N > 0 tel que s* = s + A1+, } b sure ( )
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Preuve. Similaire a la preuve du théoréme 3.6.3. [

Théoréme 5.4.6. Sous les hypothéses du théoréeme 5.4.1, on a la formulation faible
de ’équation de Reynolds

/ h (5* + ji(¢*) AT + BVp* — C’) Vqdx' = / qgn, Vg€ H'(w), (5.4.20)
Jw J Ow

ot les fonctions A, B et C sont définies par

7 = e dndy,
h(z') J o (T*(a',n))
1 M)y 1
‘B x’ = — /7 /“'T________dndyJ
@ = 5@ ) ) AT

W) = 5 [ % diddy.

Preuve. Similaire a la preuve du théoréme 3.6.4. [

5.4.3 Unicité des solutions du probléme limite

Aprés avoir obtenu le probléme limite (5.4.16)—(5.4.17) et I’équation de Reynolds
(5.4.20), on s’intéresse ici a la question de I'unicité de solutions limites.

Théoréme 5.4.7. Sous les hypotheéses du théoréeme 5.4.1, s’il existe k* petit tel que
0 < ||k]|lcow < k* et si K, est suffisamment grand tel que

K. > [1+(h*)?][C; + h* Cy). (5.4.21)

Alors, la solution (u*,p*, T*) du probleme limite (5.4.16)—(5.4.17) est unique dans
(W, N B,) x (L§(Q2) N H'(w)) x V,, pour tout 0 < ¢ < min(cy, 1), ot

w = (2F'Cy) K1+ )] -GG
A
1 = 1+AC[]7
avec
A = KK ()

N =

* - h'* * I
K= w0 () 0l

P\
1 — | Cllk|lscw]| -
+(5) cni ]

K, = V2p%C,
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Preuve. Supposons qu'il existe (u',p', T") et (u? p* T?) solutions du probléme
limite (5.4.16) (5.4.17).
e Pour tout ¢ € Hf r (Q2) on a

oT" O B 7 1
/Ka—ya—yd ‘dy = Z/ < ) wd:chJr/Q (T ) da'dy +
+/9(T1)¢ dx’, (5.4.22)

o729
/Ka—]?;a—zfd 'dy = Z/ (T?) < ) wdmy+/ﬂf(T2)wdx'dy+

+/ 0(T?)e) da'. (5.4.23)

Par soustraction de (5.4.22) et (5.4.23), et en choisissant ¢y = T' —T?, et en utilisant
les hypothéses du théoréme 5.4.1 ainsi que la continuité de I'injection compacte de
V, dans L*(9), on obtient comme dans la preuve du théoréme 77

1T = T2y, < V2ur O (2~ ¢) ellul = u?|lv,xv,, (5.4.24)
pour tout ¢ vérifiant
1 _ 1
0<c<c=(28'Cp) 2 [K*[lJr(h*)Q] e e

a condition que (5.4.21) soit réalisée.

e Nous avons aussi les deux inégalités suivantes :

: LWoul 9,
;/Q“(T)ay'a( D deerZ/a o) — u})da'dy +

+ / l%|p]|(|g01 — sl Ju' — s])dz’ > Z / file! —ul)da'dy, Vo' € V. (5.4.25)
Ja — Ja

[\

> [ atr)

i=1 79

b [ M == =) > Y [ =y, ¥ e V. (52
w i=1 Q

83(2—u)dxdy+2/ax P — ) da'dy +

Comme chaque u € V, est limite au sens de la topologie de V, d'une suite (¢,)
d’éléments de V, voir pour cela le lemme 5.3 [2|, on peut prendre ¢! = u? dans
(5.4.25) et ¢* = u' dans (5.4.26). On obtient ainsi

Z/ By ay(/Q—u ) da'dy + /kp [(|u® — s| — u' — s]) da’ >

Jw

> Z /in(vf — u}) da'dy, (5.4.27)
i=1"
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S [ A5l sy + [ R =]~ ) >

> Z/Qﬂ(u} — u?) da'dy. (5.4.28)
i=1

Par addition de (5.4.27) et (5.4.28) on a

ou; 0 ou? 0
(T -5 (uf — uy) + (T ’—U}—u?} da'dy +
Z/Q [u( )By By( ) )8y By( )
s LR 2) (12 = sl =t = o)) a2 0
soit encore
2 5 )
Z/ﬂ(Tl) o= (uf —uy)| da'dy < ZS +R, (5.4.29)
=1 Q aU i=1
ol o 9
Sz/ W(TY) — p(T? ﬂ—ul—u; dx'dy,
) [A(T") — (T?)] 5y 7y ) da’dy
et

Rzlk@ﬂ—ﬁ)ow—ﬂ—mﬂwomt

En utilisant I'hypothése que i > u, > 0 et 'inégalité de Poincaré, on a

* % =1
> p[1+ (h7) Z luf = w1V, = pe [1+ (07)7][Jw? = w7, sy, (5.4.30)

i=1

2
>

0,0

2 2 9
dz'dy > ., H— u? — !
y > p Z o (u; — u;)

(u? — u})

Comme la fonction fi est lipschitzienne sur R de rapport C}; alors
ou?l | o

Ll (g )

Iy

en utilisant I'inégalité de Holder, la continuité de l'injection compacte de V), dans

L* () et le fait que u? € B,, on en déduit I'existence d’'une constante positive 3 telle
que

|Sz| < Cﬂ / |T] - T2 dﬂ?ldy,
JQ

0
1Si| < Cul|T" — T?| 14 HL H (u? — u, )‘
41l dy "lon
ou?
< BPC|IT = T7|)y, 5y Jui — ujlly,
Yy vy
< FCue|T" =Ty, lluf — uilly,
2 2 3
avec l'inégalite - a; < /2 [Z af} pour a; > 0, on a
=1 =1
3 S \/552 Cﬂ(j ||T1 - T’QHVyHU2 - 11,] ||Vy><Vy' (5431)
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En utilisant I'inégalité ‘|a\ — |b\‘ < |la—bl|, 'inégalité de Holder et I'inégalité de trace
sur w, on obtient
IR < kllsowllp" = pllowllu’ = u?llow
< ()2l lcwllp’ =P lowllu = wllv, ;.
On montre comme dans la preuve du théoréme 3.7.1 que
10" Pl < (h)2u €l — vy, +
V2 (h) 282 C Ce||T" — T2y, (5.4.32)

D’ou

h* . -
R < (h—) 4 C lloosllt! — w22,y +

B\ 2 )
HVE (1) 8 G Ce bl T = T 0" — w2l (5433)

En injectant (5.4.30) (5.4.33) dans (5.4.29), on obtient
Ky |Ju' — u?|ly,xv, < Ko c||T" — T7||y,,

ol

* —1 h* % * 7.
Ky = p[l+(h*)?] (h—> 1" C [k oo

W\
1 — | Cllk|lsow]| -
+ (1) cll ]

On suppose qu’il existe une constante positive k* telle que

K, V230,

> T * — h* %
0 < ||k]loow < &* = " [1+ (h*)?] 1( > ;

u*C h*
ceci implique que la constante K est strictement positive ; Par suite
[u' = w?|lv,xv, < K" Koc||T" — 17|y, (5.4.34)
De (5.4.24) et (5.4.34), on en déduit que
_ . -1
1 - V2K, 'Ky p C "5 — %) (52} |u" — u?|lv, <y, <0. (5.4.35)
On suppose que
0<e< A (5.4.36)
c< = ¢ 4.
1 1 + A 05
ou ]
A== K Ky Cp(p) "

V2

1- \/inle*Cﬁj](cﬁ — 02)7102 > 0,
d’o I'unicité de u*. En revenant a (5.4.24) et en utilisant I'unicité de u*, on obtient
I'unicité de T™*.
De (5.4.32) et en utilisant I'unicité de u* et de T*, on en déduit I'unicité de p*. O

Dans ce cas
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