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Introdu
tion généraleLorsque deux surfa
es solides en 
onta
t glissent l'une par rapport à l'autre, lefrottement (produit par la résistan
e des surfa
es au mouvement) et l'usure (des-tru
tion du matériau résultant du frottement) se produisent. Ces deux phénomènessont nuisibles pour la majorité des mé
anismes soumis au glissement (paliers enparti
ulier), ils peuvent être presque entièrement éliminés si l'on empê
he le 
onta
tdes surfa
es en mouvement. Interposé entre deux surfa
es frottantes, le lubri�antpermet de réduire le 
oe�
ient de frottement et don
 l'e�ort à produire. C'est ledomaine de la lubri�
ation dont un des 
hamps prin
ipaux d'appli
ations est l'étudedes mé
anismes tournants : paliers, joints et engrenages.L'histoire nous a montré que le développement de la lubri�
ation est très forte-ment lié à 
elui des paliers (Fig. 0.1).

Fig. 1 � Palier graissé (1970).Un palier poreux ou autolubri�é est 
onstitué d'une bague 
ylindrique appelée
oussinet, faite d'un matériau poreux, 
ontenant dès sa fabri
ation une quantité d'un�uide destiné à lubri�er la surfa
e latérale intérieur pour l'isoler de l'arbre tournantsupposé imperméable (Fig. 0.2).
3



  arbre tournant

 coussinet Fig. 2 � Palier poreux.Ces paliers poreux, servent à maintenir l'axe de rotation des petits moteurs,utilisés en parti
ulier par les industries mé
aniques et éle
tromé
aniques, telles quel'éle
troménager et l'automobile (essuie gla
e, ventilation, démarreur, lève vitre, ...).L'étude des problèmes de lubri�
ation hydrodynamique remonte au 
élèbre tra-vail de Reynolds [34℄ publié en 1886. Il avait étudié, d'une façon plut�t heuristique,l'é
oulement en �lm min
e sans qu'il donne la relation entre son modèle et les équa-tions de Navier-Stokes. Cette relation a été donnée formellement par H. G. Elrod[22℄, G. Capriz [17℄ et G. H. Wannier [41℄.La justi�
ation mathématique rigoureuse de l'équation de Reynolds pour uné
oulement newtonien et appro
hant le système de Stokes, a été étudié par G.Bayada et M. Chambat [5℄ et G. Cimatti [18℄. Pour les équations de Navier-Stokes,
e problème a été abordé par beau
oup de 
her
heurs 
itons par exemple S. A.Nazarov [31℄ ; A. Assemien [2℄ ; A. Assemien, G. Bayada et M. Chambat [3℄ ; A.Duvnjak et E. Maru²i¢-Paloka [20℄. Cependant, une appro
he plus réaliste prenanten 
ompte quelques propriétés du 
ara
tère non-newtonien du �uide a été étudiésous un point de vue mé
anique par G. M. Troianiello [40℄ ; K. Zaheeruddin et M.Isa [42℄ et mathématique par G. Bayada et G. �ukaszewi
z [6℄ ; M. Boukrou
he [13℄ ;M. S. Mostefaï [30℄ ; F. Boughanim et R. Tapiéro [11℄ ; A. Mikeli¢ et R. Tapiéro [29℄et A. Duvnjak [21℄.Des équations du type de Reynolds sont obtenues par G. Bayada, N. Benhabou-
ha et M. Chambat, lorsque l'on prend en 
ompte pour dé
rire 
e qui se passe auvoisinage de la paroi des 
onditions plus réalistes que les 
onditions usuelles d'adhé-ren
e ; 
omme la présen
e d'un milieu poreux min
e modélisant une mi
rostru
tureatta
hée à la paroi [7℄, la rugosité de la paroi [10℄ (
hapitre 2, pp. 54�130) et aussi4



l'intera
tion parti
ule-paroi pour un é
oulement mi
ropolaire [8℄.Tous 
es travaux pré
édement 
ités 
on
ernent les modèles stationnaires deStokes ou de Navier-Stokes dans lesquels l'épaisseur du domaine de l'é
oulementet les 
onditions aux limites ne dépendent pas du temps. Pour le problème insta-tionnaire de Navier-Stokes, l'étude du 
omportement asymptotique a été faite parG. Bayada, M. Chambat et I. Ciuper
a [9℄ pour des 
onditions aux limites en vitesseet un nombre de Reynolds modéré. Cet étude a été étendue par K. Amedodji, G.Bayada et M. Chambat [1℄ pour des 
onditions aux limites portant à la fois sur lavitesse et la pression.Le 
omportement asymptotique d'un problème où l'équation de mouvement est
ouplée ave
 une équation de type Conve
tion�Di�usion et où la vis
osité du �uideest donnée par la loi de puissan
e ou la loi d'Arrhenius, a été étudié par F. Bougha-nim [12℄.Pour résoudre les équations de Stokes ou de Navier-Stokes, il est en général pos-tulé que la vitesse du �uide au voisinage de la paroi solide est nulle. C'est la 
ondition
lassique de non glissement à la paroi. Cette hypothèse repose sur de nombreuseséviden
es expérimentales 
onduites sur des é
oulements à l'é
helle ma
ros
opique,mais elle n'est pas réellement appuyée sur des arguments physiques forts aux é
hellesmi
ros
opiques. Cette situation a été à l'origine de très nombreuses re
her
hes sur lesrelations entre adhésion et frottement de molé
ules de liquide à la surfa
e d'un solide,depuis le travail de pionnier de Coulomb. Celui-
i, à partir d'expérien
es ayant unefaible résolution en distan
e depuis la paroi solide, avait 
on
lu que la 
ondition denon glissement à la paroi devait être vraie, même au niveau mi
ros
opique. Plusieursindi
ations, tant expérimentales que déduites des simulations de dynamique molé-
ulaire suggèrent 
ependant la possibilité de glissement à la paroi pour un liquidesimple sur une surfa
e faiblement attra
tive. Connaître et éventuellement 
ontr�ler
ette 
ondition aux limites est de toute première importan
e pratique dans toutesles situations où un �lm �n de �uide est 
isaillé entre deux solides, en lubri�
ationet parti
ulièrement en laminage à froid.D'autres résultats en mé
anique des �uides, voir par exemple [27, 28, 37, 38, 39℄,indiquent que la 
ondition aux limites d'adhéren
e de la vitesse sur la surfa
e laté-rale de l'arbre tournant d'un palier poreux (voir Fig. 0.2) n'est plus respé
tée dèsque le taux de 
isaillement devient assez important 107 s�1. Des études expérimen-tales 
on
ernant 
e phénomène ont été faites par R. Pit [32, 33℄, mais à 
e jour ellessont en
ore di�
iles en raison de l'épaisseur du �lm �uide entre les surfa
es quipeut être aussi petit que 50 nanomètres. Dans telles 
onditions de fon
tionnement,la 
ondition de non glissement est induite par les liaisons 
himiques entre le lubri-�ant et les surfa
es environnantes et par l'a
tion des e�orts normaux, qui sont liésà la pression intérieur dans l'é
oulement. Au 
ontraire, les e�orts tangentiels sontassez importants qu'ils ont tendan
e à détruire les liaisons 
himiques et à induirele phénomène de glissement. Ce n'est rien d'autre qu'une transposition de la loi deCoulomb bien 
onnue entre deux solides à l'interfa
e solide��uide [19℄. Voir égale-ment [23, 24, 25, 26℄ pour des 
onditions aux limites semblables.5



Bien qu'impli
itement utilisée dans les pro
édures numériques du problème dela lubri�
ation, l'équation de Reynolds en �lm min
e tenant 
ompte d'un tel phé-nomène de glissemnt semble ne pas avoir été étudiée dans un aspe
t quelque peumathématique jusqu'à ré
emment dans [4, 14, 15, 16℄, où l'e�et de la températureétait négligé.Le but de 
ette thèse est l'étude du 
as d'un �uide newtonien en �lm min
e etmilieux poreux en présen
e de 
onditions non linéaires de types Tres
a, Coulombsur une partie du bord du domaine, en tenant 
ompte de l'e�et thermique.Dans le 
hapitre 1, nous rappelons les prin
ipes de base de la mé
anique desmilieux 
ontinus à partir desquels nous déduisons les équations qui modélisent l'é
ou-lement non isotherme d'un �uide newtonien in
ompressible en régime stationnairedans un domaine ouvert de R3 .Dans le 
hapitre 2, on s'intéresse à montrer un résultat d'existen
e et d'uni
itéde la vitesse, de la pression et de la température solutions du problème variationnel
ouplé issu du problème modélisé dans le 
hapitre 1 en présen
e d'une 
onditionnon linéaire de type Tres
a sur une partie de la frontière du domaine min
e 
". Ladémonstration de 
e résultat est basée sur le théorème du point �xe de Bana
h. Pour
ela on 
onsidère deux problèmes auxiliaires. Le premier est une inégalité variation-nelle elliptique du se
ond espè
e en vitesse et pression dont leur existen
e et leuruni
ité s'obtiennent 
omme dans [4℄. La régularité de la vitesse dans (H2(
"))3 etde la pression dans H1(
") est obtenue 
omme dans [35, 36℄, la di�éren
e est que lavis
osité du �uide n'est plus 
onstante ; mais elle dépend de la température qui doitêtre dans C0;1(
"). Le deuxième problème est une équation variationnelle elliptiquenon linéaire dont l'in
onnue est la température. L'existen
e, l'uni
ité et la régularitéde 
ette température se démontrent par l'utilisation du théorème du point �xe deBana
h en passant par la résolution du problème linéarisé asso
ié.Le 
hapitre 3 est 
onsa
ré à l'analyse asymptotique de 
e problème variationneldé�ni sur 
". Par la te
hnique de 
hangement d'é
helle, on se ramène à un problèmevariationnel dé�ni sur le domaine �xe 
 dont le petit paramètre " apparaît dansles opérateurs. On établit des estimations a priori sur les solutions de 
e problèmeet on montre que 
es solutions admettent des limites fortes. Celles-
i véri�ent 
equ'on appelle le problème limite. On obtient ensuite une équation de Reynolds géné-ralisée et on �ni par démontrer le résultat d'uni
ité des solutions du problème limite.Dans le 
hapitre 4, l'étude numérique du problème limite né
essite l'introdu
-tion d'un élément �ni parti
ulier adopté pour les opérateurs dé�nis sur Vy. On dé�nitle problème dis
ret et on montre sa 
onvergen
e vers le problème limite. On s'inté-resse ensuite à 
her
her les estimations de l'erreur d'approximation sur les solutionsen fon
tion du petit pas de dis
rétisation.Dans le 
hapitre 5, on rempla
e la 
ondition aux limites de Tres
a par 
elle deCoulomb dans l'étude pré
édente. On obtient ainsi des résultats similaires.6
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Chapitre 1Modélisation de l'é
oulement nonisotherme des �uides newtoniensNous rappelons i
i les résultats essentiels de la théorie des milieux 
ontinus. Cerappel portera sur les lois de 
onservation lo
ales. Pour les référen
es bibliogra-phiques, nous avons 
onsulté [1, 2, 3, 5℄.À partir de 
es lois nous 
her
herons les équations aux dérivées partielles mo-délisant l'é
oulement non isotherme d'un �uide newtonien in
ompressible dans undomaine ouvert borné 
 de R3 pendant un intervalle de temps [0; Tf ℄. Ensuite, nousdonnons le modèle stationnaire de 
et é
oulement qui sera le point de départ de
ette thèse.1.1 Équations générales de la mé
anique des mi-lieux 
ontinusLes problèmes en mé
anique des milieux 
ontinus se modélisent d'une part parles trois lois de 
onservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l'éner-gie, qui forment les prin
ipes de base et d'autre part par les lois de 
omportementspé
i�ques à 
haque type de milieu 
ontinu.Considérons un milieu 
ontinu qui o

upe un domaine ouvert 
 de R3 pendantun intervalle de temps [0; Tf ℄.i) La loi de 
onservation de la masse. Soit v(x; t) le 
hamp des ve
teurs vitesse àl'instant t 2 [0; Tf ℄ des points x = (x1; x2; x3) 2 
 du milieu 
ontinu en mouvementpar rapport au repère Ox. La forme lo
ale de la 
onservation de la masse estd�dt + � div(v) = 0; (1.1.1)où � = �(x; t) est la densité du milieu 
ontinu au point x 2 
 à l'instant t 2 [0; Tf ℄.La dérivée parti
ulaire ou la dérivée totale ddt est donnée parddt = ��t + v:r; (1.1.2)10



où r est le ve
teur gradient de 
omposantes ��xi (i = 1; 2; 3).Ave
 la relation (1.1.2) l'équation (1.1.1) devient���t + v:r�+ � div(v) = 0: (1.1.3)ii) La loi de 
onservation de la quantité de mouvement. Elle est déduite duprin
ipe fondamental de la dynamique� dvdt = div(�) + � f; (1.1.4)où le ve
teur f , de 
omposantes fi (i = 1; 2; 3), représente une distribution volu-mique de for
es extérieures. Le tenseur �, a pour 
omposantes �ij (i; j = 1; 2; 3), estle tenseur des 
ontraintes.On remarque que l'équation (1.1.4) 
ontient un terme non linéaire par rap-port aux 
omposantes de la vitesse. Les équations (1.1.4) sont 
onnues sous le nomd'équations du mouvement. S'il s'agit d'un problème de statique le premier membredes équations (1.1.4) est identiquement nul et on les appelle équations d'équilibre ;elles sont alors linéaires par rapport aux 
omposantes �ij du tenseur des 
ontraintes.En utilisant la relation (1.1.2) l'équation (1.1.4) s'é
rit���v�t + v:rv� = div(�) + � f: (1.1.5)iii) La loi de 
onservation de l'énergie. Elle est déduite du premier prin
ipe dela thermodynamique. Elle est de la forme suivante :� dedt = � : D(v)� div(q) + r; (1.1.6)où � e est un s
alaire qui désigne l'énergie interne spé
i�que du milieu 
ontinu ;� r est un s
alaire représentant l'apport d'énergie par unité de masse et detemps ;� q, de 
omposantes qi, est le ve
teur transport d'énergie ;� D(v) est le tenseur des taux de déformation, de 
omposantesdij(v) = 12 � �vi�xj + �vj�xi� ; 1 � i; j � 3 ; (1.1.7)� � : D(v) est le produit dyadique de deux tenseurs � et D(v) dé�ni par l'ex-pression � : D(v) = 3Xi;j=1�ijdij(v):11



En utilisant la relation (1.1.2), l'équation (1.1.6) s'é
rit���e�t + v:re� = � : D(v)� div(q) + r: (1.1.8)Ré
apitulationL'ensemble des lois de 
onservation nous a fourni trois équations s
alaires et ve
to-rielle :1. L'équation de 
ontinuité ���t + v:r�+ � div(v) = 0: (1.1.9)2. Les équations du mouvement���v�t + v:rv� = div(�) + � f: (1.1.10)3. L'équation de l'énergie���e�t + v:re� = � : D(v)� div(q) + r: (1.1.11)Remarque 1.1.1. Le tenseur des 
ontraintes � est symétrique.Remarque 1.1.2. Les équations (1.1.9)�(1.1.11) sont déduites des lois de 
onser-vation sous des hypothèses de 
ontinuité.Remarque 1.1.3. Les équations (1.1.9)�(1.1.11) 
onstituent au total 
inq relationss
alaires. Les fon
tions in
onnues sont au nombre de quatorze :� les six 
omposantes �ij du tenseur des 
ontraintes (symétrique) ;� les trois 
omposantes vi de la vitesse ;� la densité �, l'énergie interne e, les 
omposantes qi du ve
teur transport d'éner-gie.Il est don
 évident, du point de vue mathématique et physique, qu'il est improbablequ'ave
 
inq équations on puisse déterminer quatorze fon
tions in
onnues. Les loisde 
onservation sont don
 insu�santes à dé
rire les mouvements des milieux 
onti-nus ; elles doivent être 
omplétées par d'autres relations que l'on appelle des lois de
omportement.1.2 Cas des �uides newtoniensLes équations fondamentales de la mé
anique des �uides newtoniens sont 
ellesde la mé
anique des milieux 
ontinus, ave
 une loi de 
omportement de �uide li-néaire isotrope.Nous établissons i
i les équations gouvernées par l'é
oulement non isothermed'un �uide newtonien in
ompressible. Au
un prin
ipe nouveau n'est introduit, il nes'agit que de tirer des 
onséquen
es de la se
tion pré
édente.12



Le tenseur des 
ontraintes � d'un �uide newtonien s'é
rit� = 2�D(v) + ��TrD(v)� p�I; (1.2.1)où � D(v) est le tenseur des taux de déformation ;� � est la vis
osité dynamique du �uide ;� � est un se
ond 
oe�
ient de vis
osité ;� p est un réel appelé pression du �uide ;� I est la matri
e identité de rang 3 ;� TrD(v) désigne la tra
e de D(v) dé�nie parTrD(v) = 3Xi=1 dii(v):Si le �uide est in
ompressible, 
'est à dire son taux de dilatation volumique estnul, alors le tenseur des taux de déformation D(v) est soumis à la liaison interneTrD(v) = 0; (1.2.2)
e qui est équivalent à la 
ondition sur les vitessesdiv(v) = 0: (1.2.3)La loi de 
omportement (1.2.1) devient� = 2�D(v)� pI: (1.2.4)Il est intéressant de remarquer qu'un �uide newtonien in
ompressible n'a qu'un seul
oe�
ient de vis
osité.Comme le �uide est 
onsidéré non isotherme sa vis
osité dynamique � est unefon
tion de la température T � = �(T ): (1.2.5)La loi de 
omportement d'un �uide newtonien non isotherme in
ompressible estdon
 (voir par exemple [2, 4, 6℄)� = 2�(T )D(v)� pI: (1.2.6)Il est à noter que l'équation de la 
onservation de la masse (1.1.3) implique quepour un �uide in
ompressible on ad�dt = ���t + 3Xi=1 vi ���xi = 0: (1.2.7)Par 
onséquent, la masse volumique d'une parti
ule de �uide in
ompressible reste
onstante au 
ours de l'é
oulement ; elle est don
 de plus indépendante des variablesd'espa
e si elle l'est à un instant parti
ulier, 
e que nous supposerons. Dans 
es
onditions nous avons � = �0 = 
onstante: (1.2.8)13



Il est même loisible de poser �0 = 1, 
e qui sera fait dans la suite, et revient simple-ment à 
hoisir l'unité de masse volumique.En utilisant la loi de 
omportement (1.2.6) l'équation de mouvement (1.1.4)devientdvdt = f + div�2�(T )D(v)� pI� = f + div�2�(T )D(v)�� div(pI): (1.2.9)On a don
 dvdt = f + div�2�(T )D(v)��rp: (1.2.10)Le terme � : D dans (1.1.6), parfois appelé fon
tion de dissipation, est dé�ni par� : D(v) = �2�(T )D(v)� pI� : D(v) = 2�(T )D(v) : D(v)� pTrD(v): (1.2.11)Comme le �uide est in
ompressible (TrD(v) = 0)� : D(v) = 2�(T )D(v) : D(v); (1.2.12)et l'équation de l'énergie (1.1.6) devientdedt = 2�(T )D(v) : D(v)� div(q) + r: (1.2.13)On suppose que� l'énergie interne du �uide est donnée par la loidedt = Cv(T )dTdt ; (1.2.14)où Cv(T ) désigne la 
haleur spé
i�que à volume 
onstant ;� l'apport d'énergie par unité de masse et de temps r dépend de la températureT r = r(T ) ; (1.2.15)� le ve
teur transport d'énergie q est donné par la loi de Fourierq = �K(T )rT: (1.2.16)Elle est non linéaire du fait que la 
ondu
tivité thermique K est une fon
tionde la température T .Dans 
es 
onditions l'équation de l'énergie (1.1.6) s'é
ritCv(T )dTdt = 2�(T )D(v) : D(v) + div�K(T )rT�+ r(T ): (1.2.17)Finalement, les équations générales de l'é
oulement non isotherme d'un �uidenewtonien in
ompressible sont données par le système8>>>>>>><>>>>>>>:
�v�t + v:rv = f + div�2�(T )D(v)��rp;div(v) = 0;Cv(T )��T�t + v:rT� = 2�(T )D(v) : D(v) + div�K(T )rT�+ r(T ):14



� Si on néglige les termes de 
onve
tion le système pré
édent devient8>>>>>>><>>>>>>>:
�v�t = f + div�2�(T )D(v)��rp;div(v) = 0;Cv(T )�T�t = 2�(T )D(v) : D(v) + div�K(T )rT� + r(T ):� De plus, si on se pla
e dans le 
as stationnaire on obtient le système8>>>>>><>>>>>>:

�div�2�(T )D(u)�+rp = f;div(u) = 0;div�K(T )rT� + 2�(T )D(u) : D(u) + r(T ) = 0:

15
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Chapitre 2Existen
e et uni
ité des solutionsfaibles
2.1 Introdu
tionCe 
hapitre est 
onsa
ré à l'étude du problème de l'é
oulement non isothermed'un �uide newtonien in
ompressible en régime stationnaire dans un domaine min
e
" ave
 la 
ondition non linéaire de Tres
a sur une partie du bord.Nous présentons d'abord dans la se
tion 2.2 les équations gouvernées par 
eté
oulement et les 
onditions aux limites.Dans la se
tion 2.3 nous donnons la formulation faible du problème. Ce problèmevariationnel dont les in
onnues sont le 
hamp de vitesse, la pression et la tempéra-ture du �uide est fortement 
ouplé en vitesse et température. Pour son étude nous
onsidérons deux problèmes intermédiaires, le premier ave
 une inégalité variation-nelle en vitesse�pression tandis que le deuxième ave
 une équation variationnellenon linéaire en température.Dans la se
tion 2.4 nous étudions le problème en vitesse�pression. Nous mon-trons tout d'abord l'existen
e et l'uni
ité de la vitesse dans un 
onvexe appropriéen utilisant la théorie usuelle des inégalités variationnelles de 2ème espè
e. Ensuitenous montrons l'existen
e et l'uni
ité (à une 
onstante additive près) de la pressionen utilisant les résultats de l'analyse en optimisation 
onvexe.Mais pour étudier le problème non linéaire en température nous sommes obligésdans la se
tion 2.5 de 
her
her la régularité (H2(
"))3 de la vitesse. Pour 
ela onsuppose d'abord que la température est donnée dans C0;1(
") pour pouvoir utiliserla méthode des translations de L. Nirenberg [31℄, 
ette régularité de la températuresera établie dans le lemme 2.6.1.Dans la se
tion 2.6 nous montrons tout d'abord un résultat d'existen
e, d'uni-
ité et de régularité de la température solution du problème linéaire. Ensuite, nousétudions le problème non linéaire en température en utilisant le théorème du point�xe de Bana
h. 18



En utilisant de nouveau le théorème du point �xe de Bana
h nous montrons dansla se
tion 2.7 un résultat d'existen
e et d'uni
ité des solutions de la formulation va-riationnelle du problème 
ouplé.En�n, dans la se
tion 2.8 nous faisons une remarque 
on
ernant un résultatd'existen
e établi par L. Consiglieri et J. F. Rodrigues dans [9℄. Nous 
itons aussid'autres travaux qui traitent des problèmes similaires.2.2 Des
ription du problèmeSoit ! un domaine borné de R3 d'équation x3 = 0. On suppose que ! représentela surfa
e inférieure du domaine o

upé par le �uide. La surfa
e supérieure �"1 estdé�nie par l'équation x3 = " h(x0), où� " est un petit paramètre destiné à tendre vers zéro (0 < " < 1) ;� h est une fon
tion dé�nie sur ! telle que0 < h� � h(x0) � h�; 8(x0; 0) = (x1; x2; 0) 2 ! :On étudie l'é
oulement non isotherme d'un �uide newtonien in
ompressible enrégime stationnaire et sans termes 
onve
tifs dans le domaine min
e (voir Fig. 2.1)
" = �(x0; x3) 2 R3 : (x0; 0) 2 ! et 0 < x3 < "h(x0)	de frontière �" = ! [ �"1 [ �"L, où �"L est la surfa
e latérale de 
".x3 x2x1
�"L"h�"1!
"0

Fig. 2.1 � Domaine de l'é
oulement.On note par u" = (u"1; u"2; u"3) la vitesse du �uide et �" le tenseur des 
ontraintesdont les 
omposantes �"ij (1 � i; j � 3) sont données par la loi de 
omportementsuivante (voir par exemple [12℄, [17℄, [23℄ et [36℄)�"ij = �p"Æij + 2�"(T ")dij(u"); 1 � i; j � 3; (2.2.1)19



où p" est la pression thermodynamique du �uide, T " est la température du �uide et�" est sa vis
osité. Æij désigne le symbole de Kröne
kerÆij = � 1 si i = j;0 si i 6= j:La loi de 
omportement (2.2.1) relie le tenseur des 
ontraintes �" au tenseur sphé-rique �p"I, de 
omposantes �p"Æij (1 � i; j � 3) et au tenseur des taux dedéformation D"(u") de 
omposantesdij(u") = 12 ��u"i�xj + �u"j�xi� ; i; j = 1; 2; 3:La normale extérieure unitaire sur �" est notée n = (n1; n2; n3). La normale uni-taire sur ! est le ve
teur (0; 0;�1).La 
onvention d'Einstein, qui 
onsiste à e�e
tuer la somme sur les indi
es répé-tés, sera utilisée sauf mention 
ontraire.On dé�nit les 
omposantes normales et tangentielles u"n et u"t = (u"t1 ; u"t2; u"t3) dela vitesse u" par u"n = u":n = u"ini; u"ti = u"i � u"nni: (2.2.2)Pour les 
omposantes normales et tangentielles �"n et �"t = (�"t1 ; �"t2 ; �"t3) du tenseurdes 
ontraintes la dé�nition est la suivante�"n = (�":n):n = �"ijninj; �"ti = �"ijnj � �"nni: (2.2.3)D'après le 
hapitre 1, les équations qui traduisent l'é
oulement non isotherme enrégime stationnaire d'un �uide newtonien in
ompressible dans 
" sont les suivantes :� l'équation de 
onservation de la quantité du mouvement��"ij�xj + f "i = 0; i = 1; 2; 3; (2.2.4)où f " = (f "1 ; f "2 ; f "3 ) représente une densité massique des for
es extérieures ;� la 
ondition d'in
ompressibilité div(u") = 0 ; (2.2.5)� l'équation de 
onservation de l'énergie� ��xi �K"�T "�xi � = 2�"(T ")d2ij(u") + r"(T "); (2.2.6)où K" = K"(x0; x3) est la 
ondu
tivité thermique du �uide, r" = r"(T ") estl'apport d'énergie 
alori�que.Les fon
tions �", f ", K" et r" sont 
onnues. Contrairement au 
hapitre 1, lafon
tion K" ne dépend pas de la température T ".20



Pour les 
onditions aux limites, soit g = (g1; g2; g3) 2 �H 12 (�")�3 telle queZ�" g:n d� = 0; g3 = 0 sur �"L; g = 0 sur �"1 et g:n = 0 sur !: (2.2.7)D'après [18℄ (lemme 2.2, page 24), 
ette 
ondition implique l'existen
e d'une fon
tionG" = (G"1; G"2; G"3) 2 �H1(
")�3 telle quediv(G") = 0 dans 
" et G" = g sur �": (2.2.8)Cette fon
tion s'appelle le relèvement de g sur 
".� Pour la vitesse, on suppose que :u" = g sur �"L; (2.2.9)u" = 0 sur �"1; (2.2.10)u":n = 0 sur !: (2.2.11)La 
ondition d'imperméabilité (2.2.11) signi�e qu'il y a un e�ort tangentiel exer
épar la surfa
e ! sur le �uide. Cet e�ort tangentiel ne peut pas dépasser un 
ertainseuil. La loi de Tres
a suppose que 
e seuil est �xe et 
onnuj�"t j � k" sur !; (2.2.12)où k" est une fon
tion positive donnée appelée 
oe�
ient de frottement et j�"t j estle module de la 
ontrainte tangentielle dé�nie sur ! par (2.2.3).Tant que la 
ontrainte tangentielle �"t n'a pas atteint le seuil k", le �uide se dé-pla
e ave
 la vitesse donnée s, qui est la vitesse de la surfa
e inférieure ! (adhéren
e).Lorsque le seuil est atteint, le �uide et la surfa
e se dépla
ent tangentiellement l'unpar rapport à l'autre et il y a glissement proportionnel. Ce qui peut se résumer
omme suit [10℄j�"t j < k" ) u"t = s;j�"t j = k" ) 9� � 0 tel que u"t = s� ��"t : � sur !; (2.2.13)où le réel positif � est in
onnu. On suppose en outre ques = g sur !:� Pour la température, on suppose queT " = 0 sur �"L [ �"1: (2.2.14)K"�T "�n = K"rT ":n = �"(T ") sur !; (2.2.15)où �" est une fon
tion donnée sur R. Selon le signe de la fon
tion �", on peutdistinguer les trois phénomènes physiques suivantes :21



� si la fon
tion �" est stri
tement négative, le gradient de la température estorienté vers la zone �uide, d'où l'é
hau�ement ;� si la fon
tion �" est égale à zéro, pas d'é
hange de 
haleur à travers ! ;� si la fon
tion �" est stri
tement positive, le gradient de la température estorienté à l'extérieur de la zone �uide.Remarque 2.2.1. Sur ! la troisième 
omposante de la vitesse est nulle :u"3 = 0 sur !: (2.2.16)En e�et, d'après la 
ondition (2.2.11) on au":n = u"1n1 + u"2n2 + u"3n3 = 0 sur !;où n = (n1; n2; n3) = (0; 0;�1) est le ve
teur normal unitaire extérieur à !. Don
u"3 = 0 sur !:Le problème 
omplet 
onsiste don
 à trouver le 
hamp de vitesse u", la pression p"et la température T " véri�ant les équations et les 
onditions aux limites suivantes :

(P"0)
8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� ��xj �2�"(T ")dij(u")�+ �p"�xi = f "i ; i = 1; 2; 3 dans 
";div(u") = 0 dans 
";� ��xi �K"�T "�xi � = 2�"(T ")d2ij(u") + r"(T ") dans 
";u" = g sur �"L;u" = g = 0 sur �"1;u":n = 0 sur !;j�"t j < k" ) u"t = s;j�"t j = k" ) 9� � 0 tel que u"t = s� ��"t : � sur !;T " = 0 sur �"L [ �"1;K"rT ":n = �"(T ") sur !:Pour la formulation variationnelle du problème (P"0), on aura besoin du lemmesuivant :Lemme 2.2.1. La 
ondition (2.2.13) est équivalente à la relation s
alaire suivante :(u"t � s):�"t + k"ju"t � sj = 0 sur !: (2.2.17)22



Preuve. (Adaptée de [22℄, pages 19�20)� Si j�"t j < k" alors u"t = s, d'où (2.2.17). Si j�"t j = k" alors il existe � � 0 telque u"t = s� ��"t , d'où(u"t � s):�"t + k"ju"t � sj = ��j�"t j2 + �j�"t j2 = 0:� Inversement, on suppose que (2.2.17) ait lieu.� Si j�"t j = k", alors (u"t � s):�"t = �ju"t � sj j�"t j;don
 il existe � � 0 tel que u"t � s = ���"t :� Si j�"T j < k", alors(u"t � s):�"t + k"ju"t � sj = 0 � �ju"t � sj j�"t j+ k"ju"t � sj= ju"t � sj (k" � j�"t j)| {z }>0don
 ju"t � sj = 0;soit u"t = s:D'où le résultat. �Remarque 2.2.2. Sur !, on a u":n = 0;don
 d'après (2.2.2) u"t = u":Par 
onséquent, la relation s
alaire (2.2.17) s'é
rit(u" � s):�"t + k"ju" � sj = 0 sur !: (2.2.18)C'est 
ette relation que nous utiliserons pour formuler le problème variationnel de(P"0).2.3 Formulation variationnelle du problèmeOn introduit le 
adre fon
tionnel suivant :V (
") = n' 2 �H1(
")�3 : ' = G" sur �"L [ �"1; ':n = 0 sur !o ;Vdiv(
") = f' 2 V (
") : div(') = 0 dans 
"g ;23



qui sont des 
onvexes fermés non vide de (H1(
"))3.V0(
") = n' 2 �H1(
")�3 : ' = 0 sur �"L [ �"1; ':n = 0 sur !o :V0;div(
") = f' 2 V0(
") : div(') = 0 dans 
"gqui sont des sous espa
es ve
toriels de (H1(
"))3.On note par L20(
") le sous espa
e ve
toriel de fon
tions de L2(
") à moyennenulle : L20(
") = �q 2 L2(
") : Z
" q dx0dx3 = 0; où dx0 = dx1dx2� ;et par H1�"L[�"1(
") le sous espa
e ve
toriel de H1(
") :H1�"L[�"1(
") = � 2 H1(
") :  = 0 sur �"L [ �"1	 :On introduit également les notations suivantes :a"(T ; u; v) = 3Xi;j=1Z
" 2�"(T )dij(u) �vi�xj dx0dx3= 3Xi;j=1Z
" 2�"(T )dij(u)dij(v) dx0dx3;(q; div(v)) = Z
" q div(v) dx0dx3 = 3Xi=1 Z
" q �vi�xi dx0dx3;j"(v) = Z! k"jv � sj dx0;(f "; v) = Z
" f "v dx0dx3 = 3Xi=1 Z
" f "i vi dx0dx3;b"(T;Q) = Z
" K"rTrQdx0dx3 = 3Xi=1 Z
" K" �T�xi �Q�xi dx0dx3;
"(u;T;Q) = 3Xi;j=1Z
" 2�"(T )d2ij(u)Qdx0dx3 + Z
" r"(T )Qdx0dx3 + Z! �"(T )Qdx0:Nous établissons de la formulation forte (P"0) la formulation faible (2.3.1)�(2.3.2)qui sera la base de notre étude théorique. Notons que le premier membre de 
"(u;T;Q)est bien dé�ni pour u 2 V (
") \ �H2(
")�3.
24



Proposition 2.3.1. Si u", p" et T " sont des solutions régulières du problème (P"0)alors elles véri�ent le problème variationnel :Trouver u" dans Vdiv(
") \ �H2(
")�3, p" dans L20(
") \H1(
") et T " dansH1�"L[�"1(
") \ C0;1(
") tels quea"(T "; u"; '� u")� �p"; div(')�+ j"(')� j"(u") �� (f "; '� u"); 8' 2 V (
"); (2.3.1)b"(T ";  ) = 
"(u";T ";  ); 8 2 H1�"L[�"1(
"): (2.3.2)Preuve.� On multiplie l'équation (2.2.4) par 'i � u"i où ' 2 V (
"), on intègre sur 
" et onutilise la formule de Green. On obtient :Z
" �"ij ��xj ('i � u"i ) dx0dx3 � Z�" �"ijnj('i � u"i ) d� = Z
" f "i ('i � u"i ) dx0dx3: (2.3.3)D'après les 
onditions aux limites (2.2.9) et (2.2.10) on aZ�" �"ijnj('i � u"i ) d� = Z! �"ijnj('i � u"i ) dx0;or d'après (2.2.3) on a �"ijnj = �"ti + �"nni et don
Z�" �"ijnj('i � u"i ) d� = Z! �"ti('i � u"i ) dx0 + Z! �"n('i � u"i )ni dx0:Comme ('i � u"i )ni = 0 sur ! alorsZ�" �"ijnj('i � u"i ) d� = Z! �"t :('� u") dx0:En revenant à (2.3.3) on obtientZ
" �"ij ��xj ('i � u"i ) dx0dx3 � Z! �"t :('� u") dx0 = Z
" f "i ('i � u"i ) dx0dx3: (2.3.4)Dans (2.3.4) on ajoute et on retran
he le termeZ! k" (j'� sj � ju" � sj) dx0;on trouveZ
" �"ij ��xj ('i � u"i ) dx0dx3 + Z! k" (j'� sj � ju" � sj) dx0 � Z! �"t :('� u") dx0 �� Z! k" (j'� sj � ju" � sj) dx0 = Z
" f "i ('i � u"i ) dx0dx3:Posons A = Z! �"t :('� u") dx0 + Z! k" (j'� sj � ju" � sj) dx0:25



En utilisant la remarque 2.2.2 le terme A devientA = Z! ��"t :('� s) + k"j'� sj� dx0:Il faut remarquer que�"t :('� s) � �j�"t j:j'� sj � �k"j'� sj sur !;don
 A � 0:On a alors l'inéquation suivanteZ
" �"ij ��xj ('i � u"i ) dx0dx3 + Z! k" (j'� sj � ju" � sj) dx0 � Z
" f "i ('i � u"i ) dx0dx3:On rempla
e �"ij par son expression (2.2.1) et on trouveZ
" h2�"(T ")dij(u")� p"Æiji ��xj ('i � u"i ) dx0dx3 + Z! k" (j'� sj � ju" � sj) dx0 �� Z
" f "i ('i � u"i ) dx0dx3;soit en
oreZ
" 2�"(T ")dij(u") ��xj ('i � u"i ) dx0dx3 � Z!" p" ��xi ('i � u"i ) dx0dx3 ++ Z! k" (j'� sj � ju" � sj) dx0 � Z
" f "i ('i � u"i ) dx0dx3;
'est à direa"(T "; u"; '� u")� �p"; div('� u")�+ j"(')� j"(u") � (f "; '� u"); 8' 2 V (
"):Comme div(u") = 0 dans 
", alors�p"; div(u")� = Z
" p"div(u") dx0dx3 = 0;d'oùa"(T "; u"; '� u")� �p"; div(')�+ j"(')� j"(u") � (f "; '� u"); 8' 2 V (
"):� On multiplie l'équation (2.2.6) par  2 H1�"L[�"1(
"), on intègre sur 
", on utilisela formule de Green et les 
onditions aux limites (2.2.14) et (2.2.15). On obtient :3Xi=1 Z
" K"�T "�xi � �xi dx0dx3 = 3Xi;j=1Z
" 2�"(T ")d2ij(u") dx0dx3 + Z
" r"(T ") dx0dx3 ++ Z! �"(T ") dx0;
'est à dire b"(T ";  ) = 
"(u";T ";  ); 8 2 H1�"L[�"1(
"): �26



Pour étudier le problème 
ouplé (2.3.1)�(2.3.2), on 
onsidère les deux problèmesintermédiaires suivants :Problème en vitesse�pression :Pour une température donnée T dans H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
"), trouver le 
hamp devitesse u" dans Vdiv(
")\ �H2(
")�3 et la pression p" dans L20(
")\H1(
") tels quea"(T ; u"; '� u")� �p"; div(')�+ j"(')� j"(u") �� (f "; '� u"); 8' 2 V (
"): (2.3.5)Problème en température :Pour un 
hamp de vitesse donné u dans Vdiv(
")\�H2(
")�3, trouver la températureT " dans H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
") telle queb"(T ";  ) = 
"(u;T ";  ); 8 2 H1�"L[�"1(
"): (2.3.6)
2.4 Étude du problème en vitesse�pressionPour résoudre le problème en vitesse�pression, nous montrons tout d'abord l'exis-ten
e et l'uni
ité de la vitesse u" dans le 
onvexe Vdiv(
") véri�ant l'inégalité (2.4.1)en utilisant la théorie usuelle des inéquations variationnelles du 2ème espè
e [4, 19℄.Ensuite, nous montrons l'existen
e de la pression p" dans l'espa
e L20(
") en utilisantles résultats de l'analyse en optimisation 
onvexe [11℄. La régularité de (u"; p") dans�H2(
")�3 �H1(
") sera établi dans la se
tion 2.5.Si nous prenons les fon
tions test de l'inéquation variationnelle (2.3.5) dansVdiv(
"), on obtient le problème suivant :Problème en vitesse :Pour une température donnée T dans H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
"), trouver le 
hamp devitesse u" dans Vdiv(
") \ �H2(
")�3 tel quea"(T ; u"; '� u") + j"(')� j"(u") � (f "; '� u"); 8' 2 Vdiv(
"): (2.4.1)Nous rappelons un théorème abstrait d'existen
e et d'uni
ité pour les inéquationsvariationnelles de 2ème espè
e que nous appliquerons pour étudier le problème envitesse (2.4.1).Théorème 2.4.1. Soit A un 
onvexe fermé non vide d'un espa
e de Hilbert Vmuni de la norme k:kV et soit a(:; :) une forme bilinéaire 
oer
ive de A �A dansR, 
'est à dire telle que9�0 > 0; a(v; v) � �0kvk2V 8v 2 A;27



et 
ontinue, 
'est à dire telle que9�1 > 0; ja(u; v)j � �1kukVkvkV 8u; v 2 A:Soit j une fon
tionnelle de A dans R 
onvexe, semi-
ontinue inférieurement etpropre, 
'est à dire telle que�1 < j(v) � +1; pour tout v 2 A et j non identique à+1:Alors pour toute forme linéaire L dé�nie sur V, il existe un unique u dans A solutionde l'inéquation variationnellea(u; v � u) + j(v)� j(u) � L(v � u); 8v 2 A:Preuve. Voir par exemple [4℄ et [19℄. �Pour le problème en vitesse (2.4.1) on a le résultat suivant :Lemme 2.4.1. Supposons que f " 2 �L2(
")�3, k" 2 L1(!), k" � 0 presque partoutsur ! et qu'il existe deux 
onstantes stri
tement positives �� et �� telles que0 < �� � �(a) � ��; 8a 2 R: (2.4.2)Alors, il existe un et un seul u" dans Vdiv(
") satisfaisant l'inéquation variationnelle(2.4.1).Preuve. Posons v" = u" �G" 2 V0;div(
"):Alors de l'inéquation (2.4.1) on obtienta"(T ; v"; v � v") + j"0(v)� j"0(v") �� (f "; v � v")� a"(T ;G"; v � v"); 8v 2 V0;div(
"); (2.4.3)où j"0(v) = Z! k"jvj dx0:� La forme bilinéaire a"(T ; :; :) est 
oer
ive sur V0;div(
")� V0;div(
"). En e�et, soitv un élément de V0;div(
"). En utilisant l'hypothèse (2.4.2) et l'inégalité de Korn onobtient a"(T ; v; v) � 2�� 3Xi;j=1 kdij(v)k20;
" � 2��CKkvk21;
" ;où CK > 0 est la 
onstante de Korn.� La forme bilinéaire a"(T ; :; :) est 
ontinue sur V0;div(
")�V0;div(
"). En e�et, soientu et v deux éléments de V0;div(
"). En utilisant l'hypothèse (2.4.2) et l'inégalité deCau
hy-S
hwarz on obtientja"(T ; u; v)j � 2�� 3Xi;j=1 kdij(u)k20;
"! 12  3Xi;j=1 kdij(v)k20;
"! 12� 2��kuk1;
"kvk1;
" :28



� La fon
tionnelle j"0 est 
onvexe, propre et semi-
ontinue inférieurement sur V0;div(
").En e�et, soient u et v deux éléments de V0;div(
"). Puisque G" = g = s sur !, on ajj"0(u)�j"0(v)j = ����Z! k" (juj � jvj) dx0���� � Z! jk"j ju�vj dx0 � j!j 12 kk"k1;!ku�vk0;! ;où j!j désigne la mesure de !.Comme l'appli
ation tra
e sur ! dé�nie sur H1(
") dans L2(!) est 
ontinue, alorsil existe une 
onstante positive C(
") telle quejj"0(u)� j"0(v)j � j!j 12 C(
") kk"k1;!ku� vk1;
" :Ainsi, j"0 est lips
hitzienne don
 a fortiori semi-
ontinue inférieurement sur V0;div(
").� La forme linéaire (f "; :) � a"(T ;G"; :) est 
ontinue sur V0;div(
"). En e�et, soitv un élément de V0;div(
"). D'après l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et la 
ontinuitéde a"(T ; ::) sur V0;div(
")� V0;div(
"), on a��(f "; v)� a"(T ;G"; v)�� � �kf "k0;
" + 2��kG"k1;
"�kvk1;
" :En appliquant le théorème 2.4.1, on obtient alors l'existen
e et l'uni
ité d'un élémentv" dans V0;div(
") satisfaisant l'inéquation variationnelle (2.4.3), et par 
onséquentl'existen
e et l'uni
ité de u" dans Vdiv(
") satisfaisant (2.4.1). �Théorème 2.4.2. Sous les hypothèses du lemme 2.4.1, il existe une fon
tion u" dansVdiv(
"), et une seule, et une fon
tion p" dans L20(
"), déterminée de manière uniqueà une 
onstante additive près, satisfaisant l'inéquation variationnelle en vitesse�pression (2.3.5).Preuve. Le lemme 2.4.1 donne l'existen
e et l'uni
ité de la vitesse u" dans Vdiv(
").Il reste don
 à montrer l'existen
e de la pression p" dans L20(
"). Pour 
ela, onutilise les résultats de dualité de l'optimisation en 
onvexe [11℄. Nous formulons pour
ela l'inéquation variationnelle (2.4.3) en utilisant la fon
tion indi
atri
e  V0(
") du
onvexe V0(
"), dé�nie par V0(
") : �L2(
")�3 �! R' 7�!  V0(
")(') = � 0 si ' 2 V0(
");+1 si ' 62 V0(
"):On dé�nit aussi la fon
tionnelle H parH(q) : L2(
") �! Rq 7�! H(q) = � 0 si q = 0;+1 si q 6= 0:Alors l'inéquation (2.4.3) équivaut à :Pour T 2 H1�"L[�"1(
) donné, on 
her
he v" 2 V0;div(
") tel quea"(T ; v"; '� v") + j"0(')� j"0(v") +  V0(
")(')�  V0(
")(v") �� (f "; '� v")� a"(T ;G"; '� v"); 8' 2 V0;div(
"): (2.4.4)29



On note que  V0(
") est 
onvexe, propre et semi-
ontinue inférieurement. j"0+ V0(
")l'est aussi.D'après le théorème 2.4.1, le problème (2.4.4) admet une unique solution v" dansV0;div(
"). Comme il est bien 
onnu, le problème (2.4.4) est équivalent au problèmede minimisationinf'2V0(
")�12a"(T ;'; ')� (f "; ') + a"(T ;G"; ') + j"0(') +H�div(')�+  V0(
")(')�que l'on é
rit sous la forme inf'2V0(
")nF (') + G�	(')�o; (2.4.5)où F : V0(
") �! R' 7�! F (') = 12a"(T ;'; ')� (f "; ') + a"(T ;G"; ');	 : V0(
") �! Y = L2(!)� L2(
")� V0(
")' 7�! 	(') = (	1';	2';	3') = �'j! ; div('); '�G : Y �! Rq 7�! G(q) = j"0(q1) +H(q2) +  V0(
")(q3):Le problème dual asso
ié au problème primal (2.4.5) est donné par :Trouver p? 2 Y ? = L2(!)� L2(
")� V0(
")? solution desupq?2Y ? n� F ?(	?q?)� G?(�q?)o; (2.4.6)oùF ?(	?q?) = sup'2V0(
")n < 	?q?; ' > �F (')o= sup'2V0(
")n < 	?1q?1; ' > + < 	?2q?2 ; ' > + < 	?3q?3; ' > �F (')oetG?(�q?) = supl2Y n < �q?; l > �G(l)o= supl12L2(!)n < �q?1 ; l1 > �j"0(l1)o+ supl22L2(
")n < �q?2 ; l2 > �H(l2)o ++ supl32V0(
")n < �q?3 ; l3 > � V0(
")(l3)o:D'après la dé�nition de H, on a pour tout l = (l1; l2; l3) dans YG?(�q?) � n < �q?1; l1 > �j"0(l1)o + n < �q?3 ; l3 > � V0(
")(l3)o:30



La fon
tion G? est 
ontinue sur Y ?, les hypothèses du théorème 4.1, 
hapitre III dans[11℄ sont don
 satisfaites. D'où l'existen
e de p? 2 Y ? solution de (2.4.6), véri�antla relation d'extrémalité :nF (v") + G(	(v"))o+ nF ?(	?p?) + G?(�p?)o = 0;qui s'é
rit en
ore sous la forme suivante :nF (v") + j"0(	1v") +H(	2v") +  V0(
")(	3v")o+ nF ?(	?p?) + G?(�p?)o = 0:D'une part, d'après la dé�nition de F ? on aF ?(	?p?) � < 	?1p?1; ' > + < 	?2p?2; ' > + < 	?3p?3; ' > �F ('); 8' 2 V0(
")� < p?1;	1' > + < p?2;	2' > + < p?3;	3' > �F ('); 8' 2 V0(
"):D'autre part,G?(�p?) �< �p?1; l1 > �j"(l1)+ < �p?3; l3 > � V0(
")(l3); 8l1 2 L2(
); l3 2 V0(
"):Don
 pour tout l = 	'; ' 2 V0(
") on aF ?(	?p?) + G?(�p?) �< p?2;	2' > �j"0(	1')�  V0(
")(	3')� F ('):En revenant à la relation d'extrémalité on obtientF (v")� F (') + j"0(	1v")� j"0(	1') +  V0(
")(	3v")�  V0(
")(	3') ++ < p?2;	2' > +H(	2v") � 0;don
 F (v")� F (') + j"0(	1v")� j"0(	1') +  V0(
")(	3v")�  V0(
")(	3')��f< 	?2p?2; v" > � < 	?2p?2; ' >g � � < p?2;	2v" > �H(	2v") � 0:On aF (v")� F (') = 12a"(T ; v"; v")� (f "; v") + a"(T ;G"; v")� 12a"(T ;'; ') + (f "; ')��a"(T ;G"; ')= 12�a"(T ; v"; v")� a"(T ;'; ')�� (f "; v" � ') + a"(T ;G"; v" � ');or 0 � a"(T ; v" � '; v" � ') = a"(T ; v"; v")� 2a"(T ; v"; ') + a"(T ;'; ');d'oùa"(T ; v"; v")� a"(T ;'; ') � 2�a"(T ; v"; ')� a"(T ;'; ')� = 2a"(T ;'; v" � '):Par suiteF (v")� F (') � a"(T ;'; v" � ')� (f "; v" � ') + a"(T ;G"; v" � '):31



Don
 a"(T ;'; v" � ')� (f "; v" � ') + a"(T ;G"; v" � ') + j"0(v")� j"0(') ++ V0(
")(	3v")�  V0(
")(	3')� < 	?2p?2; v" � ' > � 0; 8' 2 V0(
");soit en
orea"(T ;'; '� v") + j"0(')� j"0(v") +  V0(
")(	3')�  V0(
")(	3v")�� < 	?2p?2; v" � ' > � (f "; '� v")� a"(T ;G"; '� v"); 8' 2 V0(
"): (2.4.7)En utilisant le lemme de Minty [11℄, l'inéquation (2.4.7) est équivalente à l'inéqua-tion :a"(T ; v"; '� v") + j"0(')� j"0(v") +  V0(
")(	3')�  V0(
")(	3v")�� < 	?2p?2; v" � ' > � (f "; '� v")� a"(T ;G"; '� v"); 8' 2 V0(
"): (2.4.8)Dans (2.4.8), si on prend ' dans V (
") on obtienta"(T ; u"; '� u") + j"(')� j"(u")� < p?2; div(u" � ') > �� (f "; '� u"); 8' 2 V (
"): (2.4.9)On 
hoisit dans (2.4.9) ' = u" � �, où � 2 �H10 (
")�3. On trouve :a"(T ; u"; �)� < p?2; div(�) >= (f "; �); 8� 2 �H10 (
")�3;en utilisant la formule de Green, on obtient�p?2�xi = ��xj �2�"(T )dij(u")� + f "i presque partout sur 
";et 
omme u" est unique dans V (
") on en déduit l'uni
ité (à une 
onstante additiveprès) de p?2 dans L2(
"). �Le lemme suivant donne une estimation a priori de (u"; p") dans �H1(
")�3 �L2(
").Lemme 2.4.2. Sous les hypothèses du lemme 2.4.1, on aku"k1;
" + kp"k0;
" � C�kf "k0;
" + kG"k1;
"�; (2.4.10)où C est une 
onstante positive qui dépend de la 
onstante de Korn CK, du domaine
", de �� et de ��.Preuve. Prenons dans l'inéquation (2.4.3) v = 0 2 V0;div(
"), il vienta"(T ; v"; v") + j"0(v") � (f "; v")� a"(T ;G"; v"):De plus on a j"0(v") � 0, d'oùa"(T ; v"; v") � (f "; v")� a"(T ;G"; v"):32



En utilisant la 
oer
ivité de la forme bilinéaire a"(T ; :; :) sur V0;div(
") � V0;div(
")et la 
ontinuité de la forme linéaire (f "; :)� a"(T ;G"; :) sur V0;div(
"), on obtient :2��CKkv"k21;
" � (kf "k0;
" + 2��kG"k1;
") kv"k1;
" ;soit en
ore kv"k1;
" � 12��CK kf "k0;
" + ����CK kG"k1;
" :Par 
onséquent,ku"k1;
" � kv"k1;
" + kG"k1;
" � 12��CK kf "k0;
" + �1 + ����CK� kG"k1;
" ;d'où ku"k1;
" � C0�kf "k0;
" + kG"k1;
"�; (2.4.11)ave
 C0 = max� 12��CK ; 1 + ����CK� :Prenons dans (2.3.5) ' = u" � �, où � 2 �H10 (
")�3 on obtient�p"; div(�)� = a"(T ; u"; �)� (f "; �); 8� 2 �H10 (
")�3: (2.4.12)Comme p" 2 L20(
"), il existe � 2 (H10 (
"))3 tel que [18℄ :div(�) = p" et k�k1;
" � C 0kp"k0;
" ;où C 0 est une 
onstante positive qui dépend du domaine 
".On prend � = � dans (2.4.12), on obtientkp"k20;
" = �p"; div(�)� = a"(T ; u"; �)� (f "; �)� �2��ku"k1;
" + kf "k0;
"�k�k1;
"� C 0�2��ku"k1;
" + kf "k0;
"�kp"k0;
"d'où kp"k0;
" � C 0�2��ku"k1;
" + kf "k0;
"�;et en utilisant (2.4.11) on trouvekp"k0;
" � C 0�2��C0kf "k0;
" + 2��C0kG"k1;
" + kf "k0;
"�:Par suite kp"k0;
" � C1�kf "k0;
" + kG"k1;
"�; (2.4.13)où C1 = �2��C0 + 1�C 0 est une 
onstante positive.De (2.4.11) et (2.4.13), on en déduit (2.4.10) ave
 C = C0 + C1. �2.5 Régularité de u" et p"A�n d'étudier le problème en température (2.3.6) nous avons besoin d'établir unrésultat de régularité sur (u"; p") solution du problème en vitesse�pression (2.3.5).Nous allons plut�t travailler ave
 l'inéquation (2.4.3).33



On peut réé
rire autrement l'inéquation (2.4.3) de la manière suivante :Étant donnée une température T dans H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
"), on 
her
he le 
hampde vitesse v" dans V0(
") \ �H2(
")�3 et la pression p" dans L20(
") \ H1(
") telsque a"(T ; v"; v � v")� �p"; div(v � v")�+ j"0(v)� j"0(v") �� (f "; v � v")� a"(T ;G"; v � v"); 8v 2 V0(
"); (2.5.1)�q; div(v")� = 0; 8q 2 L20(
"); (2.5.2)où j"0(v) = Z! k"jvj dx0; 8v 2 �H 12 (!)�3: (2.5.3)Dans la suite de 
ette se
tion, on va étudier la régularité des solutions v" et p"du problème (2.5.1)�(2.5.2). L'étude de 
ette régularité est basée sur la méthodede H. Brézis [6℄, qui 
onsiste à appro
her la solution (v"; p") de l'inéquation (2.5.1)par (v"Æ ; p"Æ) solution d'une équation obtenue en remplaçant j"0 par une fon
tionnellerégulière j"Æ dans (2.5.1). Le résultat d'existen
e et d'uni
ité de (v"Æ ; p"Æ) est donné parle lemme 2.5.1. On étudie ensuite dans la proposition 2.5.2 la régularité de (v"Æ ; p"Æ)dans �H2(
")�3 �H1(
"). Le lemme 2.5.4 donne l'ordre de 
onvergen
e de (v"Æ ; p"Æ)vers (v"; p") dans �H1(
")�3 � L20(
").Soit Æ > 0 un paramètre de régularisation supposé petit, on introduitj"Æ (v) = Z! k"�Æ(v) dx0; 8v 2 �H 12 (!)�3;où �Æ désigne la régularisation Yosida de �(z) = jzj :�Æ(z) = � jzj � Æ=2 si jzj > Æ;jzj2=(2Æ) si jzj � Æ:On a les propriétés suivantes :��j"Æ(v)� j"0(v)�� � Æ2kk"kL1(!); 8v 2 (H 12 (!))3; (2.5.4)limt!0 1t hj"Æ (v + tw)� j"Æ (v)i = Z! k"�Æ(v):w dx0; 8v; w 2 (H 12 (!))3; (2.5.5)où �Æ est le sous di�érentiel de �Æ donné par�Æ(v) = ��Æ(v) = � z=jzj si jzj > Æ;z=Æ si jzj � Æ:Le problème régularisé asso
ié à (2.5.1)�(2.5.2) est le suivant :Étant donnée une température T dans H1�"L[�"1(
")\C0;1(
"), on 
her
he le 
hamp de34



vitesse v"Æ dans V0(
")\ �H2(
")�3 et la pression p"Æ dans L20(
")\H1(
") solutionsde a"(T ; v"Æ ; v � v"Æ)� �p"Æ; div(v � v"Æ)�+ j"Æ (v)� j"Æ(v"Æ) �� (f "; v � v"Æ)� a"(T ;G"; v � v"Æ); 8v 2 V0(
"); (2.5.6)�q; div(v"Æ)� = 0; 8q 2 L20(
"): (2.5.7)Le lemme suivant donne l'existen
e, l'uni
ité et l'estimation a priori de (v"Æ ; p"Æ) dansV0(
")� L20(
").Lemme 2.5.1. Sous les hypothèses du lemme 2.4.1, le problème (2.5.6)�(2.5.7)admet une unique solution (v"; p") 2 V0(
")� L20(
") 
ara
térisée para"(T ; v"Æ ; v)� �p"Æ; div(v)�+ Z! k"�Æ(v"Æ):v dx0 == (f "; v)� a"(T ;G"; v); 8v 2 V0(
"); (2.5.8)�q; div(v"Æ)� = 0; 8q 2 L20(
"): (2.5.9)De plus, il existe une 
onstante positive C qui ne dépend que de ��, ��, de la
onstante de Korn CK et du domaine 
" telle quekv"Æk1;
" + kp"Æk0;
" � C�kf "k0;
" + kk"k1;! + kG"k1;
"�: (2.5.10)Preuve.� La fon
tionnelle j"Æ est 
onvexe, semi-
ontinue inférieurement et propre ; d'après lathéorie standard de l'analyse 
onvexe (voir par exemple [19℄), le problème de mini-misation :Étant donnée une température T dans H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
"), on 
her
he le 
hampde vitesse v"Æ dans V0;div(
") solution deJÆ(v"Æ) = minv2V0;div(
")JÆ(v); JÆ(v) = 12a"(T ; v; v)� (f "; v) + a"(T ;G"; v) + j"Æ (v)a une unique solution v"Æ 
ara
térisée para"(T ; v"Æ ; v � v"Æ) + j"Æ(v)� j"Æ(v"Æ) �� (f "; v � v"Æ)� a"(T ;G"; v � v"Æ); 8v 2 V0;div(
"): (2.5.11)Comme dans [35℄, pour montrer l'existen
e de la fon
tion s
alaire p"Æ telle que (v"Æ ; p"Æ)est solution de (2.5.6)�(2.5.7) on prend v = v"Æ � t� dans (2.5.11) ave
 � arbitrairedans V0;div(
"), t > 0 et on fait tendre t vers 0 on obtienta"(T ; v"Æ ; �) + Z! k"�Æ(v"Æ):� dx0 = (f "; �)� a"(T ;G"; �); 8v 2 V0;div(
"): (2.5.12)35



On introduit la fon
tionnelle linéaire dé�nie sur V0(
") parF ( ) = a"(T ; v"Æ ;  ) + Z! k"�Æ(v"Æ): dx0 ��(f ";  ) + a"(T ;G";  ); 8 2 V0(
"): (2.5.13)Elle est bornée. En e�et, par l'utilisation de (2.4.2), de l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz,de la 
ontinuité de l'appli
ation tra
e sur ! dé�nie de �H1(
")�3 dans �L2(!)�3 etdu fait que j�Æ(v"Æ)j � 1 on obtient, pour tout  dans V0(
"),��F ( )�� � �2��kv"Æk1;
" + j!j 12 C(
") kk"k1;! + kf "k0;
" + 2��kG"k1;
"�k k1;
"� C0�kv"Æk1;
" + kk"k1;! + kf "k0;
" + kG"k1;
"�k k1;
"ave
 C0 = max�1; 2��; j!j 12 C(
")�, où C(
") est une 
onstante dé�nie dans lapreuve du lemme 2.4.1 et j!j désigne la mesure de !.On dé�nit un opérateur linéaire B de L20(
") dans V0(
") par :�Bq; v�1 = �Bq; v�(H1(
"))3 = �q; div(v)�; 8q 2 L20(
"); 8v 2 V0(
"):On a les deux propriétés suivantes 
on
ernant 
et opérateur [32, 33℄ :� L'image R(B) de B est un sous espa
e fermé de V0(
") ;� V0(
") = R(B)� V0;div(
") .La deuxième propriété qui est la dé
omposition orthogonale de V0(
") est due es-sentiellement à V. A. Solonnikov et V. E. �£adilov [35℄.En appliquant le théorème de représentation de Riesz à F sur le sous espa
e ferméR(B), on en déduit l'existen
e et l'uni
ité de w 2 R(B) tel queF (v) = (w; v)1; 8v 2 R(B):En outre, d'après la dé�nition de B, dé
oule l'existen
e et l'uni
ité de p"Æ dans L20(
")satisfaisant F (v) = �p"Æ; div(v)�; 8v 2 R(B):Soit  2 V0(
"). En utilisant la dé
omposition orthogonale de V0(
"), on é
rit = v + �, où v 2 R(B) et � 2 V0;div(
"). En vertu de (2.5.12) et de (2.5.13) on aF (�) = 0, d'oùF ( ) = F (v) + F (�) = F (v) = �p"Æ; div(v)� = �p"Æ; div( )�;
'est à dire (2.5.8).� Pour montrer (2.5.10) on prend v = v"Æ dans (2.5.8), il vienta"(T ; v"Æ ; v"Æ)� �p"Æ; div(v"Æ)�+ Z! k"�Æ(v"Æ):v"Æ dx0 = (f "; v"Æ)� a"(T ;G"; v"Æ);36



soit en
ore a"(T ; v"Æ ; v"Æ) + Z! k"�Æ(v"Æ):v"Æ dx0 = (f "; v"Æ)� a"(T ;G"; v"Æ);puisque �p"Æ; div(v"Æ)� = 0. D'où2��CKkv"Æk21;
"�j!j 12 C(
") kk"k1;!kv"Æk1;
" � kf "k0;
"kv"Æk1;
"+2��kG"k1;
"kv"Æk1;
"par 
onséquent kv"Æk1;
" � C1 (kk"k1;! + kf "k0;
" + kG"k1;
") ; (2.5.14)où C1 = C02��CK .Puisque p"Æ est dans L20(
"), il existe un élément w dans V0(
") tel que [33℄div(w) = p"Æ et kwk1;
" � C 0kp"Æk0;
";où C 0 est une 
onstante positive qui dépend du domaine 
". En prenant v = w dans(2.5.8) on obtientkp"Æk20;
" = a"(T ; v"Æ ; w) + Z! k"�Æ(v"Æ):w dx0 � (f "; w) + a"(T ;G"; w)� �2��kv"Æk1;
" + j!j 12 C(
") kk"k1;! + kf "k0;
" + 2��kG"k1;
"�kwk1;
"� C0 C 0�kv"Æk1;
" + kk"k1;! + kf "k0;
" + kG"k1;
"�kp"Æk0;
";en utilisant (2.5.14) on akp"Æk0;
" � C2 (kk"k1;! + kf "k0;
" + kG"k1;
") ; (2.5.15)où C2 = C0C 0 �1 + C1�.De (2.5.14) et (2.5.15) on en déduit (2.5.10) ave
 C = C1 + C2. �Remarque 2.5.1. Les deux problèmes (2.5.6)�(2.5.7) et (2.5.8)�(2.5.9) sont équi-valents. En e�et, si (v"Æ ; p"Æ) est solution de (2.5.6)�(2.5.7) alors d'après le lemme2.5.1 (v"Æ ; p"Æ) est solution de (2.5.8)�(2.5.9).Inversement, d'après (2.5.5) et la 
onvexité de la fon
tionnelle j"Æ on aZ! k"�Æ(v"Æ):(v � v"Æ) dx0 � j"Æ (v)� j"Æ (v"Æ); 8v 2 �H1(
")�3;d'où (v"Æ ; p"Æ) est solution de (2.5.6)�(2.5.7).Nous allons don
 travailler dans la suite ave
 le problème (2.5.8)�(2.5.9).Pour établir la régularité de v"Æ et p"Æ, nous avons besoin de dé�nir l'espa
e H 1200ainsi ses propriétés. 37



Dé�nition 2.5.1. Soit A un domaine borné de R2 de frontière �A lips
hitzienne.La distan
e de z0 2 A à �A le long de A est notée par d = dist(z0). AlorsH 1200(A) = nv 2 H 12 (A) : d� 12v 2 L2(A)oest un espa
e de Hilbert pour la normekvk00;A = �kvk212 ;A + ZA jv(z0)j2dist(z0) dz0�12 :Proposition 2.5.1. Soit Q = A� (0; R) un 
ylindre de R3 ave
 R > 0. On poseE(Q) = �u 2 H1(Q) : u = 0 sur �Q n A	 :Soient v 2 H 1200(A) et w son prolongement harmonique faible sur Q dé�ni par� �w = 0 dans Q;wjA = v:Alors, on a les équivalen
eskvk00;A � inf �kuk1;Q : u 2 E(Q); ujA = v	 � krwk0;Q :Preuve. Pour plus de détail, voir [26, 34℄. Si u 2 E(Q) alorsv = ujA 2 H 1200(A) et kvk00;A � Ckuk1;Q:Ré
iproquement, 
haque fon
tion v 2 H 1200(A) admet un prolongement u 2 E(Q)telle que ujA = v et kuk1;Q � Ckvk00;A:Ce qui a
hève la preuve de la proposition 2.5.1. �Lemme 2.5.2. Soient A et A1 deux domaines bornés de R2 de frontières lips
hit-ziennes et supposons que dist(A;A1) > 0. Soient l un élément de H 1200(A1) et l̂ sonprolongement par 0 dans A. Alors, l̂ est un élément de H 1200(A) et�l̂�zi 2 H� 12 (A) � �H 1200(A)�0 ; 


 �l̂�zi


H� 12 (A) � C(A;A1)klk00;A1 pour i = 1; 2:Preuve. Il est évident que si l est un élément de H 1200(A1) alors son prolongementl̂ par 0 dans A est un élément de H 1200(A).Posons Q1 = A1 � (0; R1), où R1 2 (0; R) et prenons une fon
tion régulière wdé�nie sur Q1 telle que w = 0 sur �Q1 nA. Soit ŵ le prolongement de w par 0 dansQ. Don
 �ŵ�zj (j = 1; 2; 3) sont aussi régulières sur Q et valent 0 sur �Q n A. Parintégration par parties on aZQ 
url v:rŵ dz = ZA�v2 �ŵ�z1 � v1 �ŵ�z2� dz0; 8v 2 �E(Q)�3:38



En prenant dans 
ette égalité v = (0; '; 0), où ' 2 E(Q) on obtientZA �ŵ�z1'(z0; 0) dz0 = ZQ� �'�z1 �ŵ�z3 � �'�z3 �ŵ�z1� dz: (2.5.16)Par argument de densité l'égalité (2.5.16) est valable pour toutw 2 E(Q1) = �v 2 H1(Q1) : v = 0 sur �Q1 n A1	 :A 
e stade, on suppose que w est le prolongement harmonique faible de l sur Q.Le prolongement par 0 de l dans A est noté par l̂. De plus, pour tout u 2 H 1200(A)arbitraire, soit ' 2 E(Q) son prolongement harmonique faible dans Q. Don
 (2.5.16)implique ZA �l̂�z1u dz0 = ZQ� �'�z1 �ŵ�z3 � �'�z3 �ŵ�z1� dz:Maintenant, on dé�nit �l̂�z1 2 H� 12 (A) par 
ette égalité et on obtient alors�����ZA �l̂�z1u dz0����� � krwk0;Qkr'k0;Q; 8u 2 H 1200(A):Le 
as de i = 2 se fait de la même manière. �Notation. Nous rappelons la notation du quotient des di�éren
es �nies.Soient � 2 R et fe1; e2; e3g la base 
anonique de R3 , on posesi�v(z) = v(z + �ei) et Di�v(z) = 1j�j�si�v(z)� v(z)�:Posons Q2 = A2 � (0; R2), où A2 est un domaine borné de R2 de frontière lips
hit-zienne et R2 = R� � ave
 � = (R� R1)=2.Il est bien 
onnu (voir par exemple [5℄) que, pour i; j = 1; 2 et � su�sammentpetit, on a Di�(uv) = u�Di�v�+ �Di�u��si�v�; u; v 2 E(Qj);ZQ u:Di��v dz = ZQ �Di�u�:v dz; u; v 2 E(Qj);kDi�uk0;Q � kruk0;Q; u 2 E(Qj):Lemme 2.5.3. Soient 0 < � < � et i = 1; 2. Supposons que l 2 H 1200(A1), alors����ZA �Di�l�'���� � C(R)klk00;A1kr'k0;Q; 8' 2 E(Q2): (2.5.17)Preuve. Bien que l'inégalité (2.5.17) soit essentiellement prouvée par M. GonzálezBurgos [20℄, nous donnons i
i une autre preuve de 
ette inégalité. Nous prenons w le39



prolongement harmonique de l dans Q1 et nous utilisons le même symbole w pourdésigner le prolongement par zéro de w dans Q. En é
rivantD�w(z) = 1� Z �0 sit�w�zi (z) dt;on obtient, pour tout ' 2 E(Q2),ZA(D�l)'(z0; 0) dz0 = 1� Z �0 ZA�sit�w�zi (z0; 0)�'(z0; 0) dz0= �1� Z �0 ZA��w�zi (z0; 0)� si�t'(z0; 0) dz0:Puisque si�t'(z0; 0) 2 H 1200(A) on utilise le lemme 2.5.2, on aZA ��(D�l)'(z0; 0)�� dz0 � 1� Z �0 ZA ���� �l�zi (z0; 0)���� ��si�t'(z0; 0)�� dz0� �1� Z �0 �


 �l�zi


H� 12 (A)ksi�t'k00;A� C(R)klk00;Akr'k00;A :Ce qui a
hève la preuve du lemme 2.5.3. �Proposition 2.5.2. Supposons que f " 2 �L2(
")�3, k" 2 H 12 (!), k" � 0 presquepartout sur !, g 2 �H 32 (�")�3, la fon
tion �" est lips
hitzienne sur R de rapport C�"et qu'elle véri�e l'hypothèse (2.4.2), �"L et �"1 sont de 
lasse C2 et ! est de 
lasse C3.Alors la solution du problème (2.5.8)�(2.5.9) véri�ev"Æ 2 V0;div(
") \ �H2(
")�3; p"Æ 2 L20(
") \H1(
"):De plus, il existe une 
onstante positive C qui ne dépend que de ��, ��, C�", de la
onstante de Korn CK, du domaine 
" et de kTkC0;1(
") telle quekv"Æk2;
" + kp"Æk1;
" � C�kf "k0;
" + kk"k 12 ;! + kG"k2;
"�: (2.5.18)Preuve. Nous traitons la régularité à l'intérieur de 
", au voisinage de �"1, au voi-sinage de �"L, au voisinage de �"1 \ �"L, au voisinage de ! \ �"L et au voisinage de !.� La régularité à l'intérieur de 
", au voisinage de �"1 et au voisinage de �"L estbien 
onnue ; voir par exemple [7℄ et [21℄. Plus pré
isément, si O est un ouvert de
" tel que1. dist(O;�") � � > 0, où � est 
onstante ; ou2. O \ �"1 6= ;, O \ (�"L [ !) = ;, �"1 est de 
lasse C2 ; ou3. O \ �"L 6= ;, O \ (�"1 [ !) = ;, �"L est de 
lasse C2 .Alors, on au" 2 �H2(O)�3; p" 2 H1(O); ku"k2;O+kp"k1;O � C���; ��;O; kTkC0;1(O)�kf "k0;O :40



� La régularité au voisinage de �"1 \ �"L et au voisinage de ! \ �"L s'obtient 
ommedans [28, 29℄, puisque les angles sont de mesure inférieure ou égale à 90 degrés.� La régularité au voisinage de !.Soit x0 2 ! et U0 � R3 un voisinage de x0. Soit � 2 C1(R3) une fon
tion detron
ature telle que0 � � � 1; supp � � U0; supp � \ �R3 n 
"� 6= ;:Dans (2.5.8) et (2.5.9) on 
hoisit v = �2� et q = �2�, où � 2 V0(
") et � 2 L20(
"),on obtient a"(T ; v"Æ ; �2�)� �p"Æ; div(�2�)�+ Z!(�2k")�Æ(v"Æ):� dx0 == (�2f "; �)� a"(T ;G"; �2�); 8� 2 V0(
"); (2.5.19)��2�; div(v"Æ)� = 0; 8� 2 L20(
"): (2.5.20)Soit en
ore a"(T ; �2v"Æ ; �)� ��2p"Æ; div(�)�+ Z!(�2k")�(v"Æ):� dx0 == (�2f "; �)� a"(T ; �2G"; �) + F �(�); 8� 2 V0(
"); (2.5.21)��; div(�2v"Æ)� = G�(�); 8� 2 L20(
"); (2.5.22)oùF �(�) = Z
" �"(T )���2�xj v"Æi + ��2�xi v"Æj� dij(�) dx0dx3 �� Z
" �"(T )���2�xj �i + ��2�xi�j� dij(v"Æ) dx0dx3 �� Z
" �"(T )���2�xj �i + ��2�xi�j� dij(G") dx0dx3 ++ Z
" �"(T )���2�xjG"i + ��2�xiG"j� dij(�) dx0dx3 + Z
" p"Æ�i��2�xi dx0dx3 ;G�(�) = � Z
" �v"Æi ��2�xi dx0dx3 :Soient R un réel stri
tement positif, U un ouvert in
lus dans U0 et � = (�1;�2;�3)une appli
ation de U dans ~U � R3 véri�ant les propriétés suivantes (voir [32, 33℄ etaussi [37℄) :1. � est un di�éomorphisme de 
lasse C3 ;2. �(x0) = 0 ;3. �(U \ 
") = QR � fz = (z0; z3) : jz0j < R et 0 < z3 < Rg ;41



4. �(U \ !) = SR � fz = (z0; z3) : jz0j < R et z3 = 0g ;5. ��3�xj = ��j�x3 = 0 et ��3�x3 = �1 sur U \ ! (j=1,2) ;6. � : n(x) 7! ~n(z) � (0; 0;�1) pour x 2 U \ ! .On introduitE(QR) = �� 2 (H1(QR))3 : �(z) = 0 pour jz0j = R; z3 = R	 ;E0(QR) = f� 2 V (QR) : �3 = 0 sur SRg :On é
rit z = �(x) = (�1(x);�2(x);�3(x)), on transporte �2v"Æ et �2p"Æ sur QR ; enposant ~v"Æ(z) = (�2v"Æ)(x) et ~p"Æ(z) = (�2p"Æ)(x):Pour les données, on pose~T (z) = T (x); ~f "(z) = �2f "(x); ~k"(z0) = �2k"(x0); ~G"(z) = G"(x):Pour tout ~� 2 E0(QR) la fon
tion dé�nie sur 
" par�(x) = � ~�(z) si z 2 QR0 sinonest dans V0(
"). Par 
onséquent, on obtient par (2.5.21) et (2.5.22)~a"( ~T ; ~v"Æ ; ~�)� ~b(~�; ~p"Æ) + ZSR ~k"�(~v"Æ):~� dz0 == ZQR ~f " ~���Ja
 ��� dz � ~a"( ~G"; ~�) + ~F (~�); 8~� 2 V0(QR); (2.5.23)~b(~v"Æ ; ~�) = ~G(~�); 8~� 2 L20(QR); (2.5.24)ave
 les notations suivantes :~a"( ~T ; ~v"Æ ; ~�) = ZQR 2�"( ~T ) ~dij(~v"Æ) ~dij(~�) dz;~dij(~v"Æ) ~dij(~�) = 14 ���k�xj �~v"Æi�zk + ��k�xi �~v"Æj�zk � ��l�xj � ~�i�zl + ��l�xi � ~�j�zl ! ;~b(~�; ~�) = ZQR ~���k�xi � ~�i�zk ��Ja
 ��� dz;~F (~�) = ZQR "�"( ~T )a(1)ijk~v"Æi � ~�i�zk + �"( ~T )a(2)ijk�~v"Æi�zj ~�k + �"( ~T )a(3)ij ~v"Æi ~�j++�"( ~T )a(1)ijk ~G"i � ~�i�zk + �"( ~T )a(2)ijk� ~G"i�zj ~�k + �"( ~T )a(3)ij ~G"i ~�j + a(4)i ~p"Æ ~�i# ��Ja
 ��� dz;~G(~�) = ZQR a(5)i ~�~v"Æi��Ja
 ��� dz; 42



où a(1)ijk, a(2)ijk, a(3)ij , a(4)i et a(5)i sont des fon
tions de 
lasse C1(QR) qui ne dépendentque de � et r�.Soient R1 2 (0; R) et R2 = R � �, où � = (R � R1)=2. Pour simpli�er les é
ri-tures on pose Qi = QRi ; Si = SRi (i = 1; 2); Q = QR; S = SR:En re
hoisissant la fon
tion de tron
ature � si né
essaire, on peut supposer que~v"Æ 2 E0(Q1); ~k" 2 H 1200(S1);A 
e stade, nous mentionnons que~k" 2 H 1200(S); k~k"k00;S � kkk 12 ;!:Dans la suite de la preuve, on désigne par Ck (k � 0), toute 
onstante positive quidépend de �k��xkj .Soit 0 < � < �. On �xe i 2 f1; 2g et on é
rit D�� = Di��. Alors D�~v" 2 E0(Q2) etpar suite D���D�~v"Æ� 2 E0(Q1).En 
hoisissant ~� = D��D�~v"Æ dans (2.5.23) on obtient~a"� ~T ; ~v"Æ ; D��D�~v"Æ�� ~b�D��D�~v"Æ ; ~p"Æ�+ ZSR ~k"�(~v"Æ):D��D�~v"Æ dz0 == ZQR ~f "D��D�~v"Æ��Ja
 ��� dz � ~a"� ~G"; D��D�~v"Æ�+ ~F �D��D�~v"Æ�; (2.5.25)Expli
itant 
haque terme de (2.5.25).� On a ~a"� ~T ; ~v"Æ ; D��D�~v"Æ) = ZQ 2�"( ~T ) ~dij(~v"Æ) ~dij(D��D�~v"Æ) dz == ZQ 2D���"( ~T ) ~dij(~v"Æ)� ~dij(D�~v"Æ) dz = ~a"� ~T ;D�~v"Æ ; D�~v"Æ) +K1; (2.5.26)où K1 = ZQ 2D���"( ~T )� ~dij(s�~v"Æ) ~dij(D�~v"Æ) dz:En remplaçant D���"( ~T )� par son expression on obtientK1 = ZQ 2j�jh�"( ~T (z + �))� �"( ~T (z))i ~dij(s�~v"Æ) ~dij(D�~v"Æ) dz
omme �" est lips
hitzienne sur R de rapport C�" et ~T 2 C0;1(Q) alors��K1�� � 2C�" ZQ 1j�j�� ~T (z + �)� ~T (z)�� �� ~dij(s�~v"Æ)�� �� ~dij(D�~v"Æ)�� dz� 2C�"k ~TkC0;1(Q) ZQ �� ~dij(s�~v"Æ)�� �� ~dij(D�~v"Æ)�� dz� 2C�"k ~TkC0;1(Q)k ~dij(s�~v"Æ)k0;Qk ~dij(D�~v"Æ)k0;Q� 2C�"k ~TkC0;1(Q)k~v"Æk1;Qkrz(D�~v"Æ)k0;Q (2.5.27)43



où k ~TkC0;1(Q) = supa;b2Qa6=b j ~T (a)� ~T (b)jja� bj :On pose ŵ(x) = � w(y) si y 2 QR;0 sinon:Don
 ŵ 2 V (
") et ŵ = 0 sur ! n U . On aZ
" 2�"(T )jdij(ŵ)j2 dx � 2��C Z
" jrŵj2 dx:Notons qu'il existe deux 
onstantes 
 et 
 telles que 0 < 
 � Ja
 � � 
, don
Z
" 2�"(T )jdij(ŵ)j2 dx � 
 ZQR 2�"( ~T )�a(0)kl �w�zk �w�zl + ��l�x� ��k�x�0 �w��zk �w�0�zl � dz� 
 ~a"( ~T ;w;w);et Z
" jrŵj2 dx � 
 ZQR jrwj2 dz;par 
onséquent, ~a"( ~T ;w;w) � 2��C1 ZQR jrwj2 dz; 8w 2 E(Q);pour w = D�~v"Æ on a~a"� ~T ;D�~v"Æ ; D�~v"Æ) � 2��C1krz�D�~v"Æ�k20;Q; (2.5.28)En inje
tant (2.5.27) et (2.5.28) dans (2.5.26) on obtient~a"� ~T ; ~v"Æ ; D��D�~v"Æ) � 2��C1krz�D�~v"Æ�k20;Q ��2C�"k ~TkC0;1(Q)k~v"Æk1;Qkrz�D�~v"Æ�k0;Q (2.5.29)� Posons �ik = ��Ja
 �����k=�xi, d'une part on a~b(D��D�~v"Æ ; ~p"Æ) = ZQR ~p"Æ�ik ��zkD��D�~v"Æi dz = ZQR D��~p"Æ�ik� ��zkD�~v"Æi dz= ZQR �D� ~p"Æ���ik ��zkD�~v"Æi� dz + ZQR �s� ~p"Æ��D��ik� ��zkD�~v"Æi dz;� I1 + I2et d'autre part, en prenant ~� = D��D� ~p"Æ dans (2.5.24) on obtientI1 = I3 + I4;où I3 = � ZQR ~p"ÆD�� ��D��ik��s� �~v"Æi�zk �� dzI4 = ZQR ~p"ÆD�� hD��a(5)i ~v"Æi��Ja
 ����i dz;44



d'où ~b(D��D�~v"Æ ; ~p"Æ) = I2 + I3 + I4;on a ��I2�� � C2k~p"Æk0;Q�k~v"Æk1;Q + krz(D�~v"Æ)k0;Q�;��I3��; ��I4�� � C3k~p"Æk0;Q�k~v"Æk1;Q + krz(D�~v"Æ)k0;Q�;
e qui nous permet d'obtenir��~b�D��D�~v"Æ ; ~p"Æ��� � C3k~p"Æk0;Q�k~v"Æk1;Q + krz�D�~v"Æ�k0;Q�: (2.5.30)� On a ZS ~k"�Æ(~v"Æ):D��D�~v"Æ dz0 = ZS D��~k"�Æ(~v"Æ)�D�~v"Æ dz0 == ZS �D�~k"��s��Æ(~v"Æ)�D�~v"Æ dz0 + ZS ~k"�D��Æ(~v"Æ)�D�~v"Æ dz0� J1 + J2:La fon
tion �Æ est 
roissante don
, pour tout z = (z0; 0) 2 S et si ~v"Æ(z+ �e) 6= ~v"Æ(z)on a [D��Æ(~v"Æ)�D�~v"Æ = �Æ(~v"Æ(z + �e))� �Æ(~v"Æ(z))~v"Æ(z + �e)� ~v"Æ(z) �D�~v"Æ�2 � 0;par suite J2 � 0. Pour estimer J1 on utilise le lemme 2.5.3 et le fait que j�Æ(~v"Æ)j � 1,on obtient J1 � C2k~k"k00;Skrz(D�~v"Æ)k0;Q;don
 ZS ~k"�Æ(~v"Æ):D��D�~v"Æ dz0 � C2k~k"k00;Skrz�D�~v"Æ�k0;Q: (2.5.31)� On montre 
omme en [2℄ et [15℄ que����ZQ ~f "�D��D�~v"Æ���Ja
 ��� dz���� � C1k ~f "k0;Q�k~v"Æk1;Q + krz�D�~v"Æ�k0;Q�: (2.5.32)� On a ~a"� ~T ; ~G"; D��D�~v"Æ) = ~a"� ~T ;D� ~G"; D�~v"Æ) +K2;où K2 = ZQ 2D���"( ~T )� ~dij(s� ~G") ~dij(D�~v"Æ) dz:On a ��~a"� ~T ;D� ~G"; D�~v"Æ)�� � 2��C1k ~G"k2;Qkrz(D�~v"Æ)k0;Q;
omme pour la véri�
ation de (2.5.27) on a��K2�� � 2C�"k ~TkC0;1(Q)k ~G"k1;Qkrz(D�~v"Æ)k0;Q;on en déduit don
 que��~a"� ~T ; ~G"; D��D�~v"Æ��� � �2��C1k ~G"k2;Q + 2C�"k ~TkC0;1(Q)k ~G"k1;Q�::�k~v"Æk1;Q + krz�D�~v"Æ�k0;Q� (2.5.33)45



� Pour majorer ~F�D��D�~v"Æ� on va traiter que les deux termes suivants :~F1�D��D�~v"Æ� = ZQ �"( ~T )a(1)ijk~v"Æi ��zk �D��D�~v"Æi� dz;~F2�D��D�~v"Æ� = ZQ �"( ~T )a(1)ijk ~G"i ��zk �D��D�~v"Æi� dz:Les autres termes de ~F �D��D�~v"Æ� ne posent au
un problème pour les majorés. Ona ~F1�D��D�~v"Æ� = ZQD���"( ~T )a(1)ijk~v"Æi� ��zkD�~v"Æi dz = L1 + L2 + L3;où L1 = ZQ �"( ~T )a(1)ijkD�~v"Æi ��zkD�~v"Æi dz; L2 = ZQ �"( ~T )D�a(1)ijks�~v"Æi ��zkD�~v"Æi dz;L3 = ZQD���"( ~T )�s�a(1)ijks�~v"Æi ��zkD�~v"Æi dz:on montre que ��L1�� � ��C1k~v"Æk1;Qkrz(D�~v"Æ)k0;Q;��L2�� � ��C2k~v"Æk0;Qkrz(D�~v"Æ)k0;Q;��L3�� � C�"C1k ~TkC0;1(Q)k~v"Æk0;Qkrz(D�~v"Æ)k0;Q:Don
�� ~F1�D��D�~v"Æ��� � ���C2k~v"Æk1;Q + C�"C1k ~TkC0;1(Q)k~v"Æk0;Q� krz(D�~v"Æ)k0;Q:De même on a�� ~F2�D��D�~v"Æ��� � ���C2k ~G"k1;Q + C�"C1k ~TkC0;1(Q)k ~G"k0;Q� krz(D�~v"Æ)k0;Q:Finalement, on obtient�� ~F �D��D�~v"Æ��� � C2 hk ~f "k0;Q + ���k~v"Æk1;Q + k~p"Æk0;Q + k ~G"k1;Q�i krz�D�~v"Æ�k0;Q ++C�"C1k ~TkC0;1(Q)�k~v"Æk0;Q + k ~G"k0;Q�krz�D�~v"Æ�k0;Q; (2.5.34)En inje
tant les estimations (2.5.29)�(2.5.34) dans (2.5.25), on en déduit quekrz�D�~v"Æ�k20;Q � ~C�k~v"Æk1;Q + k~p"Æk0;Q + k~k"k00;S + k ~f "k0;Q + k ~G"k2;Q�::�k~v"Æk1;Q + krz�D�~v"Æ�k0;Q� (2.5.35)où ~C est une 
onstante qui dépend de �k�=�xj (k = 1; 2; 3), de ��, de ��, de C�"et de k ~TkC0;1(Q). L'inégalité (2.5.35) impliquekrz�D�~v"Æ�k0;Q � ~C�k~v"Æk1;Q + k~p"Æk0;Q + k~k"k00;Q + k ~f "k0;Q + k ~G"k2;Q�;46



en passant à la limite sur � on obtient2Xi=1 3Xj=1 


 �2~v"Æ�zi�zj 


0;Q � ~C�k~v"Æk1;Q + k~p"Æk0;Q + k~k"k00;Q + k ~f "k0;Q + k ~G"k2;Q�:On introduit �ij = �~v"Æi�zj ����S ; i; j = 1; 2;par le théorème de tra
e on obtientk�ijk 12 ;S � ~C�k~v"Æk1;Q + k~p"Æk0;Q + k~k"k00;S + k ~f "k0;Q + k ~G"k2;Q�; i; j = 1; 2:
e
i signi�e en parti
ulier que toutes les dérivées tangentielles de ~v"Æi jS appartiennentà H 12 (S). Don
 ~v"Æi jS 2 H 32 (S) etk~v"Æi jSk 32 ;S � ~C�k~v"Æk1;Q + k~p"Æk0;Q + k~k"k00;S + k ~f "k0;Q + k ~G"k2;Q�; i = 1; 2:Par argument d'une partition de l'unité on akv"Æi j!k 32 ;! � ~C�kv"Æk1;
" + kp"Æk0;
" + kk"k 12 ;! + kf "k0;
" + kG"k2;
"�; i = 1; 2:Par 
onséquent, en vertu du résultat de régularité de L. Cattabriga [7℄ nous avonskv"Æk2;
" + kp"Æk1;
" �� C �kv"Æk1;
" + kp"Æk0;
" + kf "k0;
" + kk"k 12 ;! + kG"k2;
"� ; (2.5.36)En utilisant (2.5.10) on obtient l'estimation (2.5.18). �La question qu'on peut poser maintenant est de savoir 
omment (v"Æ ; p"Æ) 
onvergevers (v"; p"), où (v"Æ ; p"Æ) et (v"; p") sont respe
tivement les solutions de (2.5.6)�(2.5.7)et (2.5.1)�(2.5.2) ? La réponse à 
ette question est donnée par le lemme suivant :Lemme 2.5.4. Sous les hypothèses de la proposition 2.5.2, la solution (v"; p") duproblème (2.5.1)�(2.5.2) et la solution (v"Æ ; p"Æ) du problème (2.5.8)�(2.5.9) satisfontl'estimation kv"Æ � v"k1;
" + kp"Æ � p"k0;
" � CpÆ kk"k 12L1(!); (2.5.37)où C est une 
onstante positive indépendante de Æ.Preuve. On prend v = v"Æ dans (2.5.1) et v = v"Æ � v" dans (2.5.8) on obtienta"(T ; v"; v"Æ � v") + j"0(v"Æ)� j"0(v") � (f "; v"Æ � v")� a"(T ;G"; v"Æ � v");a"(T ; v"Æ ; v"Æ � v") + Z! k"�Æ(v"Æ):(v"Æ � v") dx0 = (f "; v"Æ � v")� a"(T ;G"; v"Æ � v"):Don
 a"(T ; v"Æ � v"; v"Æ � v") � j"0(v"Æ)� j"0(v") + Z! k"�Æ(v"Æ):(v" � v"Æ) dx0:47



D'après (2.5.5) et en utilisant la 
onvexité de j"Æ on obtientZ! k"�Æ(v"Æ):(v" � v"Æ) dx0 � j"Æ(v")� j"Æ (v"Æ);d'où a"(T ; v"Æ � v"; v"Æ � v") � j"0(v"Æ)� j"Æ (v"Æ) + j"Æ (v")� j"0(v");en utilisant l'inégalité de Korn et l'estimation (2.5.4) on trouve2��CKkv"Æ � v"k21;
" � Ækk"kL1(!):don
 kv"Æ � v"k1;
" � (2��CK)� 12pÆ kk"k 12L1(!): (2.5.38)Dans (2.5.1) on prend v = v" � ', où ' 2 �H10(
")�3 on obtienta"(T ; v"; ')� Z
" p"div(') dx0dx3 = (f "; ')� a"(T ;G"; '):En 
ombinant 
ette égalité ave
 (2.5.8) on en déduit quea"(T ; v"Æ � v"; ') = Z
"(p"Æ � p") div(') dx; 8' 2 (H10 (
"))3: (2.5.39)Puisque p"Æ � p" 2 L20(
") il existe  Æ 2 �H10 (
")�3, voir par exemple [33℄ ; tel quediv( Æ) = p"Æ � p" et k Æk1;
" � C 0kp"Æ � p"k0;
";où C 0 est une 
onstante positive qui dépend du domaine 
". En prenant ' =  Ædans (2.5.39) on obtientkp"Æ � p"k20;
" = a"(T ; v"Æ � v";  Æ) � 2��kv"Æ � v"k1;
"k Æk1;
"� 2��C 0(
")kv"Æ � v"k1;
"kp"Æ � p"k0;
";don
 d'après (2.5.38)kp"Æ � p"k0;
" � 2��C 0kv"Æ � v"k1;
"� 2��C 0(2��CK)� 12pÆkk"k 12L1(!) (2.5.40)De (2.5.38) et (2.5.40) on en déduit l'estimation (2.5.37). �Théorème 2.5.1. Sous les hypothèses de la proposition 2.5.2, le 
ouple (u"; p")solution du problème en vitesse�pression (2.3.5) véri�e u" 2 �H2(
")�3 et p" 2H1(
").De plus on aku"k2;
" + kp"k1;
" � C �kf "k0;
" + kk"k 12 ;! + kG"k2;
"� ; (2.5.41)où C > 0 est une 
onstante qui ne dépend que de ��, ��, CK, C�", 
" et kTkC0;1(
").48



Preuve. Soient Æ > 0 et (v"Æ ; p"Æ) l'unique solution du problème (2.5.6)�(2.5.7). Nousavons montrer dans la proposition 2.5.2 que les suites (v"Æ)Æ et (p"Æ)Æ sont respe
tive-ment bornées dans �H2(
")�3 et H1(
") indépendamment de Æ. Don
 il existe unesous suite Æl > 0 qui 
onverge vers 0 quand l tend vers 1, v"� 2 V0(
") \ �H2(
")�3et p"� 2 H1(
") telles quev"Æl * v"� faiblement dans �H2(
")�3;p"Æl * p"� faiblement dans H1(
"):En passant à la limite sur Æ dans (2.5.6) et (2.5.7) on obtient que (v"�; p"�) est solutionde (2.5.1)�(2.5.2) etkv"�k2;
" + kp"�k1;
" � C �kf "k0;
" + kk"k 12 ;! + kG"k2;
"� :De plus du théorème 2.4.2 la solution de (2.5.1)�(2.5.2) est unique, alors v"� = v" etp"� = p" + � ave
 � 2 R.On a don
 kv"k2;
" + kp"k1;
" � C �kf "k0;
" + kk"k 12 ;! + kG"k2;
"� :En é
rivant u" = v"+G" et en utilisant 
ette dernière estimation on obtient (2.5.41).�2.6 Étude du problème en températureDans 
ette se
tion nous étudions le problème non linéaire (2.3.6). Nous mon-trons tout d'abord l'existen
e et l'uni
ité de la solution du problème linéarisé asso-
ié (2.6.1). Ensuite nous donnons un résultat de régularité de 
ette solution. Puis àl'aide du théorème du point �xe de Bana
h nous montrons l'existen
e, l'uni
ité etla régularité de la solution du problème non linéaire (2.3.6).Soient C une 
onstante stri
tement positive et B2(0; C) une boule de �H2(
")�3dé�nie par B2(0; C) = nv 2 �H2(
")�3 : kvk2;
" � Co :Le problème linéarisé asso
ié au problème non linéaire (2.3.6) est le suivant :Étant données u 2 Vdiv(
") \ B2(0; C) et T 2 H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
"), on 
her
heQ" dans H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
") telle queb"(Q";  ) = 
"0(u;T ; ); 8 2 H1�"L[�"1(
"); (2.6.1)où 
"0(u;T ; ) = Z
" 2�"(T )d2ij(u) dx0dx3 + Z
" r"(T ) dx0dx3 + Z
 �"(T ) dx0:Nous faisons les hypothèses de régularité suivantes sur les données :49



� il existe deux 
onstantes K�; K� > 0 telles que0 < K� � K" � K�; (2.6.2)� il existe une 
onstante r� > 0 telle quer"(a) � r�; 8a 2 R; (2.6.3)� il existe une 
onstante �� > 0 telle que�"(a) � ��; 8a 2 R: (2.6.4)Proposition 2.6.1. Sous les hypothèses (2.4.2) et (2.6.2)�(2.6.4), il existe ununique Q" dans H1�"L[�"1(
") véri�ant (2.6.1). De plus on a l'estimation suivantekQ"k1;
" � �0; (2.6.5)ave
 �0 est une 
onstante stri
tement positive donnée par :�0 = K�1� �1 + C2P� h18�� �2 C2 + r� j
"j 12 + ��C(
") j!j 12 i ; (2.6.6)où CP , C(
") et � désignent respe
tivement la 
onstante de Poin
aré, la 
onstante dela 
ontinuité de l'appli
ation tra
e sur ! et la 
onstante de la 
ontinuité de l'inje
tion
ompa
te de H1(
") dans L4(
"). jXj désigne la mesure de X.Preuve.� La forme bilinéaire b"(:; :) dé�nie sur H1�"L[�"1(
") � H1�"L[�"1(
") est 
oer
ive. Ene�et, en utilisant l'hypothèse (2.6.2) et l'inégalité de Poin
aré on obtientb"(Q;Q) � K� krQk20;
 � K�1 + C2P kQk21;
"; 8Q 2 H1�"L[�"1(
");où CP > 0 est la 
onstante de Poin
aré.� La forme bilinéaire b"(:; :) est 
ontinue sur H1�"L[�"1(
") � H1�"L[�"1(
"). En e�et,soient Q et R deux éléments de H1�"L[�"1(
"). D'après l'hypothèse (2.6.2) et l'inéga-lité de Cau
hy-S
hwarz on ajb"(Q;R)j � K� krQk0;
"krRk0;
" � K� kQk1;
"kRk1;
":� La forme linéaire 
"0(u;T ; :) dé�nie sur H1�"L[�"1(
") est 
ontinue. En e�et, pourtout  2 H1�"L[�"1(
") on a 
"0(u;T ; ) = 3Xi;j=1 I i;j1 + I2 + I3;où on a poséI i;j1 = Z
" 2�"(T )d2ij(u) dx0dx3; I2 = Z
" r"(T ) dx0dx3; I3 = Z! �"(T ) dx0:50



D'après (2.4.2) et en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz on ajI i;j1 j � 2�� kdij(u)k2L4(
")k k0;
";
omme l'inje
tion 
ompa
te de H1(
") dans L4(
") est 
ontinue, il existe une
onstante � > 0 telle que kdij(u)kL4(
") � � kdij(u)k1;
";d'où jI i;j1 j � 2�� �2 kdij(u)k21;
"k k0;
" � 2�� �2 kuk22;
"k k0;
";et puisque u 2 B2(0; C) on ajI i;j1 j � 2�� �2C2 k k0;
" � 2�� �2C2 k k1;
":D'après (2.6.3) et en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz on ajI2j � r� j
"j 12 k k0;
" � r� j
"j 12 k k1;
";où j
"j désigne la mesure de 
".De plus en utilisant (2.6.4) et l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz on trouvejI3j � �� j!j 12 k k0;!;
omme l'appli
ation tra
e de H1(
") dans L2(!) est 
ontinue il existe une 
onstantepositive C(
") qui dépend du domaine 
" telle quek k0;! � C(
") k k1;
"; 8 2 H1�"L[�"1(
"):D'où jI3j � ��C(
") j!j 12 k k1;
":Don
j
"0(u;T ; )j � h18�� �2 C2 + r� j
"j 12 + ��C(
") j!j 12 ik k1;
"; 8 2 H1�"L[�"1(
"):En appliquant le lemme de Lax-Milgram on en déduit qu'il existe un unique Q" dansH1�"L[�"1(
") véri�ant (2.6.1).� On prend  = Q" dans (2.6.1) on obtientb"(Q"; Q") = 
"0(u;T ;Q");en utilisant la 
oer
ivité de la forme bilinéaire b"(:; :) sur H1�"L[�"1(
")�H1�"L[�"1(
")et la 
ontinuité de la forme linéaire 
"0(u;T ; :) sur H1�"L[�"1(
") on obtientK�1 + C2P kQ"k21;
" � h18�� �2C2 + r� j
"j 12 + ��C(
") j!j 12 ikQ"k1;
";d'oùkQ"k1;
" � K�1� �1 + C2P�h18�� �2C2 + r� j
"j 12 + ��C(
") j!j 12i = �0: �51



Nous rappelons deux théorèmes que nous appliquerons pour établir la régula-rité H3(
") de l'unique solution Q" du problème linéaire en température (2.6.1).Le premier théorème 
on
erne la régularité à l'intérieur du domaine de la solutionfaible pour un problème aux limites linéaire elliptique du se
ond ordre, tandis quele deuxième théorème donne la régularité lo
ale au voisinage de la frontière du do-maine de 
ette solution ; voir par exemple [16℄ et [30℄.On se donne un opérateur L dé�ni parLv = Di�aij(x)Djv + bi(x)v� + 
i(x)Div + d(x)v;dont les 
oe�
ients aij, bi, 
i, d (i; j = 1; 2; 3) sont des fon
tions mesurables sur undomaine borné 
 de R3 .On suppose que L est stri
tement elliptique dans 
, 
'est à dire,9� > 0; 3Xi;j=1aij(x)�i�j � �j�j2; 8x 2 
; 8� 2 R3 n f(0; 0; 0)g:On suppose aussi que les 
oe�
ients de L sont bornés, 
'est à dire,9�1; �2 � 0; 3Xi;j=1 jaij(x)j2 � �1; 3Xi=1 (jbi(x)j2 + j
i(x)j2) + jdj � �2; 8x 2 
:Soit v 2 H1(
) une solution faible du problème8>><>>: Lv = F dans 
;v = v1 sur �1;aij �v�xj ni = v2 sur �2;ave
 �1 et �2 sont deux parties de la frontière de 
 non né
essairement disjointestelles que �
 = �1 [ �2, F 2 L2(
), v1 2 H� 12 (�1) et v2 2 H� 12 (�2).Régularité à l'intérieur :Théorème 2.6.1. Si les 
oe�
ients aij; bi 2 C1;1(
), les 
oe�
ients 
i; d 2 C0;1(
)et la fon
tion F 2 H1(
). Alors v 2 H3(
) pour 
haque sous domaine 
0 � 
0 � 
et on a l'inégalité kvk3;
0 � C (kvk1;
 + kFk1;
) ;où C est une 
onstante qui dépend de �, de dist(
0; �
), de kaijkC1;1(
), de kbikC1;1(
),de k
ikC0;1(
) et de kdkC0;1(
).Preuve. Voir par exemple [16℄ (théorème 8.10, 
hapitre 8, pages 175�176). �Régularité lo
ale au voisinage de la frontière :Théorème 2.6.2. Si les hypothèses du théorème 2.6.1 sont véri�ées, �1 et �2 sontde 
lasse C3, v1 2 H 32 (�1) et v2 2 H 32 (�2). Soient y un point de la frontière �
 etU son voisinage. Alors pour 
haque 
ompa
t K de U \ 
, on akvk3;K � 
(K)�kFk1;
\U + kv1k 32 ;�1\U + kv2k 32 ;�2\U� :52



Preuve. Voir par exemple [30℄ (théorème 2.5, 
hapitre 4, pages 220�221). �Le lemme suivant donne la régularité de l'unique solution du problème linéaireen température (2.6.1) dans H3(
").Lemme 2.6.1. Supposons que les hypothèses de la proposition 2.5.2 sont véri�ées, lafon
tion K" est dans C1;1(
"), les bords �"L, �"1 et ! sont de 
lasse C3. Alors l'uniquesolution Q" du problème linéaire en température (2.6.11) appartient à H3(
").De plus, il existe une 
onstante positive ��0 qui dépend de ��, de C, de r�, de �� etde kK"kC1;1(
") telle que kQ"k3;
" � ��0: (2.6.7)Preuve. Nous appliquons les théorèmes 2.6.1 et 2.6.2, ave
F = 2�"(T ) 3Xi;j=1d2ij(u) + r"(T ); aij = K";bi = 
i = 0; d = 0 v1 = 0; v2 = �"(T "):� La régularité à l'intérieur :D'après (2.4.2), (2.6.3) et 
omme u 2 �H2(
")�3 on en déduit que F 2 H1(
").De plus K" 2 C1;1(
"). En utilisant le théorème 2.6.1 on obtient Q" 2 H3(A) pour
haque sous domaine A � A � 
".� La régularité lo
ale au voisinage de la frontière �"1 :Soient y un point de �"1, Uy un voisinage de y et Ky un 
ompa
t de Uy \ 
.Nous avons de plus l'hypothèse que �"1 est de 
lasse C3. En utilisant don
 le théo-rème 2.6.2, on obtient que Q" 2 H3(Ky).� La régularité lo
ale au voisinage de �"L et de ! se démontre de la même ma-nière que 
elle au voisinage de �"1.En 
ombinant 
es résultats ave
 le théorème des partitions de l'unité, on obtientla régularité globale de Q" dans H3(
"). �Remarque 2.6.1. Nous avons montré que la solution Q" du problème linéaire entempérature (2.6.1) appartient à H3(
") (lemme 2.6.1) et sa
hant que H3(
") s'in-je
te dans C0;1(
") (voir par exemple [30℄, théorème 3.8, 
hapitre 2, page 72), alorsQ" appartient à C0;1(
").Pour résoudre le problème non linéaire en température (2.3.6) on utilise le théo-rème du point �xe de Bana
h. Pour 
ela on introduit l'appli
ation � dé�nie par :� : H1�"L[�"1(
") �! H1�"L[�"1(
")T 7�! �(T ) = Q"où Q" 2 H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
") est l'unique solution du problème (2.6.1). On dé�nitune boule fermée B1(0; �) de H1�"L[�"1(
") parB1(0; �) = n 2 H1�"L[�"1(
") : k k1;
" � �o ;ave
 � est une 
onstante stri
tement positive que l'on pré
isera dans le théorèmesuivant : 53



Théorème 2.6.3. Supposons que les hypothèses du lemme 2.6.1 sont véri�ées, lesfon
tions �", r", �" sont lips
hitziennes sur R de rapports respe
tifs C�", Cr", C�",la 
onstante K� est su�samment grand telle queK� > �1 + C2P �hCr" + C2(
")C�"i; (2.6.8)et que la 
onstante C véri�e l'inégalité0 < C < C0 = 13p2��2C� 12�" hK��1 + C2P��1 � Cr" � C2(
")C�"i 12 : (2.6.9)Alors, le problème (2.3.6) possède une unique solution T " dans B1(0; �) \ C0;1(
")pour tout � � �0, où �0 est une 
onstante stri
tement positive donnée par (2.6.6).Preuve.� Montrons tout d'abord que l'appli
ation � envoie la boule B1(0; �) dans elle mêmepour un 
hoix parti
ulier de � .Soient T 2 B1(0; �) et Q" = �(T ) 2 H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
") tels queb"(Q";  ) = 
"0(u;T ; ); 8 2 H1�"L[�"1(
"):D'après la proposition 2.6.1 on ak�(T )k1;
" = kQ"k1;
" � �0;où �0 = K�1� �1 + C2P �h18�� �2C2 + r� j
"j 12 + ��C(
") j!j 12 i;Il su�t don
 de 
hoisir � tel que 0 < �0 � � pour que ��B1(0; �)� � B1(0; �).� Montrons que l'appli
ation � est stri
tement 
ontra
tante sur H1�"L[�"1(
") pourun 
hoix parti
ulier de C (et don
 de �).Soient T1 et T2 deux éléments de H1�"L[�"1(
"). Soient Q"1 = �(T1) et Q"2 = �(T2)deux éléments de H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
") telles que, pour tout  2 H1�"L[�"1(
")Z
" K"rQ"1r dx0dx3 = 3Xi;j=1Z
" 2�"(T1)d2ij(u) dx0dx3 + Z
" r"(T1) dx0dx3 ++ Z! �"(T1) dx0; (2.6.10)Z
" K"rQ"2r dx0dx3 = 3Xi;j=1Z
" 2�"(T2)d2ij(u) dx0dx3 + Z
" r"(T2) dx0dx3 ++ Z! �"(T2) dx0: (2.6.11)54



On soustrait (2.6.11) de (2.6.10) on obtientZ
" K"r(Q"1 �Q"2)r dx0dx3 = 3Xi;j=1Z
" 2��"(T1)� �"(T2)�d2ij(u) dx0dx3 ++ Z
" �r"(T1)� r"(T2)� dx0dx3 + Z! ��"(T1)� �"(T2)� dx0:On 
hoisit  = Q"1 �Q"2 on aZ
" K"jr(Q"1 �Q"2)j2 dx0dx3 = 3Xl=1 Jl; (2.6.12)où J1 = 3Xi;j=1J i;j1 ; J i;j1 = Z
" 2��"(T1)� �"(T2)� d2ij(u) (Q"1 �Q"2) dx0dx3;J2 = Z
" �r"(T1)� r"(T2)� (Q"1 �Q"2) dx0dx3;J3 = Z! ��"(T1)� �"(T2)� (Q"1 �Q"2) dx0:D'après la 
oer
ivité de la forme bilinéaire b"(:; :) sur H1�"1[�"L(
") on aZ
" K"jr(Q"1 �Q"2)j2 dx0dx3 � K��1 + C2P ��1kQ"1 �Q"2k21;
" : (2.6.13)Puisque �" est lips
hitzienne sur R de rapport C�" alors��J i;j1 �� � 2C�" Z
" jT1 � T2j jdij(u)j2 jQ"1 �Q"2j dx0dx3;en utilisant l'inégalité de Hölder on obtient��J i;j1 �� � 2C�" kT1 � T2kL4(
")kdij(u)k2L4(
")kQ"1 �Q"2kL4(
");or l'inje
tion 
ompa
te de H1(
") dans L4(
") est 
ontinue, don
 il existe une
onstante positive � telle que��J i;j1 �� � 2�4C�" kT1 � T2k1;
"kdij(u)k21;
"kQ"1 �Q"2k1;
"� 2�4C�" kT1 � T2k1;
"kuk22;
"kQ"1 �Q"2k1;
"
omme u 2 B2(0; C) = fv 2 (H2(
"))3 : kvk2;
" � Cg, on trouve��J i;j1 �� � 2�4C2C�" kT1 � T2k1;
"kQ"1 �Q"2k1;
";par suite jJ1j � 18�4C2 C�" kT1 � T2k1;
"kQ"1 �Q"2k1;
": (2.6.14)Comme la fon
tion r" est lips
hitzienne sur R de rapport Cr" on ajJ2j � Cr" Z
" jT1 � T2j jQ"1 �Q"2j dx0dx3;55



En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz on obtientjJ2j � Cr" kT1 � T2k0;
"kQ"1 �Q"2k0;
"� Cr" kT1 � T2k1;
"kQ"1 �Q"2k1;
" (2.6.15)Puisque la fon
tion �" est lips
hitzienne sur R de rapport C�" on ajJ3j � C�" Z! jT1 � T2j jQ"1 �Q"2j dx0;en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et la 
ontinuité de l'appli
ation tra
e deH1(
") dans L2(!) on obtientjJ3j � C�" kT1 � T2k0;!kQ"1 �Q"2k0;!� C2(
")C�" kT1 � T2k1;
"kQ"1 �Q"2k1;
"; (2.6.16)où C(
") est une 
onstante positive qui ne dépend que du domaine 
".En inje
tant (2.6.13)�(2.6.16) dans (2.6.12) on obtientK��1 + C2P ��1kQ"1 �Q"2k1;
" � h18�4C2C�" + Cr" + C2(
")C�"ikT1 � T2k1;
":Don
 l'appli
ation � est lips
hitzienne sur H1(
") et a fortiori 
ontinue. Elle eststri
tement 
ontra
tante si on suppose queK�1� �1 + C2P�h18�4C2C�" + Cr" + C2(
")C�"i < 1;
e qui est satisfait par le fait que0 < C < C0 = 13p2��2C� 12�" hK��1 + C2P��1 � Cr" � C2(
")C�"i 12 ;ave
 la 
ondition K� > �1 + C2P �hCr" + C2(
")C�"i:Le théorème du point �xe de Bana
h assure don
 l'existen
e d'une unique solutionT " = �(T ") dans B1(0; �) du problème en température (2.3.6) pour tout � � �0 > 0,où �0 est une 
onstante stri
tement positive donnée par la proposition 2.6.1. De plus,on a T " 2 H1�"1[�"L(
") \ C0;1(
"). �2.7 Existen
e et uni
ité des solutions du problème
ouplé en vitesse-pression-températureOn propose i
i de montrer l'existen
e et l'uni
ité des solutions du problème envitesse-pression-température (2.3.1)-(2.3.2) en appliquant de nouveau le théorèmedu point �xe de Bana
h. Pour 
ela on introduit l'appli
ation � dé�nie par :� : Vdiv(
") \ B2(0; C) �! Vdiv(
") \ B2(0; C)v" 7�! u" = �(v")56



où u" 2 Vdiv(
") \ �H2(
")�3 est l'unique solution de l'inéquation variationnellea"(T "; u"; '� u") + j"(u")� j"(') � (f "; '� u"); 8' 2 Vdiv(
"); (2.7.1)ave
 T " 2 B1(0; �) \ C0;1(
") est l'unique solution de l'équation variationnelleb"(T ";  ) = 
"(v";T ";  ); 8 2 H1�"1[�"L(
"): (2.7.2)Nous avons le résultat prin
ipal suivant :Théorème 2.7.1. Sous les hypothèses du théorème 2.6.3,il existe une unique so-lution (u"; p"; T ") du problème en vitesse-pression-température (2.3.1)�(2.3.2) telleque u" 2 Vdiv(
") \ B2(0; C); 8C 2℄0 ; min(C0; C1; C2)[;p" 2 L20(
") \H1(
");T " 2 B1(0; �) \ C0;1(
"); 8� � �0 > 0;ave
 C0 = 13p2��2C� 12�" hK�(1 + C2P )�1 � Cr" � C2(
")C�"i 12 ;C1 = 1 +p1� 4 a b2 a ;C2 = � 12�C 12K (18�� + ��CK)� 12 C0;�0 = K�1� (1 + C2P ) h18���2C2 + r�pj
"j+ ��C(
")pj!ji ;où a et b sont deux 
onstantes qui ne dépend que de ��, ��, CK, C�", 
", kf "k0;
",kk"k 12 ;!, kG"k2;
", kK"kC1;1(
"), ��, r� et de �� telles quea b � 14 : (2.7.3)Preuve.� Montrons tout d'abord que A = Vdiv(
") \ B2(0; C) est un fermé au sens de lanorme �H1(
")�3.Soit (vn)n�0 une suite d'éléments de A qui 
onverge vers v. Puisque vn 2 B2(0; C)et B2(0; C) est une boule fermée dans �H2(
")�3 � �H1(
")�3, alors la limite faiblev de vn au sens de �H1(
")�3 reste dans B2(0; C).� Montrons que ��B2(0; C)� � B2(0; C).Soient v" 2 B2(0; C) et u" = �(v") l'unique solution de (2.7.1) ave
 T " est l'uniquesolution de (2.7.2).Dans la se
tion 2.4, nous avons démontré que sous 
ertaines hypothèses u" 2 (H2(
"))3et que ku"k2;
" � a1kT "kC0;1(
") + b1; (2.7.4)57



où a1 et b1 sont deux 
onstantes qui ne dépend que de ��, ��, CK, C�" , 
", kf "k0;
",kk"k 12 ;! et de kG"k2;
".D'autre part, de la régularité de T " dans C0;1(
") on akT "kC0;1(
") � a2kv"k22;
" + b2;où a2 et b2 sont deux 
onstantes qui ne dépend que de kK"kC1;1(
"), ��, r� et de ��.Comme v" 2 B2(0; C) alors kT "kC0;1(
") � a2C2 + b2: (2.7.5)En inje
tant (2.7.5) dans (2.7.4), on obtientku"k2;
" � aC2 + b; (2.7.6)où a = a1 a2 > 0 et b = a1 b2 + b1 > 0.Pour que l'appli
ation � laisse la boule BC stable, il faut queaC2 + b� C � 0:Ce qui nous donne 0 < C � C1 = 1 +p1� 4 a b2 a ; (2.7.7)à 
ondition que 1� 4 a b soit positif. Ce qui impliquea b � 14 : (2.7.8)� Soient v"1; v"2 2 Vdiv(
") \ B2(0; C) et T "1 ; T "2 2 B1(0; �) telles que, pour tout 2 H1�"1[�"L(
")Z
" K"rT "1r dx0dx3 = 3Xi;j=1Z
" 2�"(T "1 )d2ij(v"1) dx0dx3 + Z
" r"(T "1 ) dx0dx3 ++ Z! �"(T "1 ) dx0; (2.7.9)Z
" K"rT "2r dx0dx3 = 3Xi;j=1Z
" 2�"(T "2 )d2ij(v"2) dx0dx3 + Z
" r"(T "2 ) dx0dx3 ++ Z! �"(T "2 ) dx0: (2.7.10)On soustrait (2.7.10) de (2.7.9) on obtientZ
" K"r(T "1 � T "2 )r dx0dx3 = 3Xi;j=1Z
" 2��"(T "1 )d2ij(v"1)� �"(T "2 )d2ij(v"2)� dx0dx3 ++ Z
" �r"(T "1 )� r"(T "2 )� dx0dx3 + Z! ��"(T "1 )� �"(T "2 )� dx0;58



soit en
oreZ
" K"r(T "1 � T "2 )r dx0dx3 = 3Xi;j=1Z
" 2�"(T "1 )dij(v"1 + v"2)dij(v"1 � v"2) dx0dx3 ++ 3Xi;j=1Z
" 2��"(T "1 )� �"(T "2 )�d2ij(v"2) dx0dx3 + Z
" �r"(T "1 )� r"(T "2 )� dx0dx3 ++ Z! ��"(T "1 )� �"(T "2 )� dx0:On 
hoisit  = T "1 � T "2 2 H1�"[�"L(
") on trouveZ
" K"jr(T "1 � T "2 )j2 dx0dx3 = 4Xl=1 Al; (2.7.11)ave
 les notations suivantes :A1 = 3Xi;j=1Ai;j2 ; Ai;j1 = Z
" 2�"(T "1 )dij(v"1 + v"2)dij(v"1 � v"2) (T "1 � T "2 ) dx0dx3;A2 = 3Xi;j=1Ai;j3 ; Ai;j2 = Z
" 2��"(T "1 )� �"(T "2 )�d2ij(v"2) (T "1 � T "2 ) dx0dx3;A3 = Z
" �r"(T "1 )� r"(T "2 )� (T "1 � T "2 ) dx0dx3;A4 = Z! ��"(T "1 )� �"(T "2 )� (T "1 � T "2 ) dx0:D'après l'hypothèse (2.6.2) et l'inégalité de Poin
aré on aZ
" K"jr(T "1 � T "2 )j2 dx0dx3 � K�(1 + C2P )�1kT "1 � T "2k21;
": (2.7.12)En utilisant (2.4.2) et l'inégalité de Hölder on a��Ai;j1 �� � 2��kdij(v"1 + v"2)kL4(
"kdij(v"1 � v"2)k0;
"kT "1 � T "2 kL4(
")� 2���kdij(v"1)kL4(
" + kdij(v"2)kL4(
"�kdij(v"1 � v"2)k0;
"kT "1 � T "2 kL4(
")
omme l'inje
tion 
ompa
te de H1(
") dans L4(
") est 
ontinue alors��Ai;j1 �� � 2���2�kdij(v"1)k1;
" + kdij(v"2)k1;
"�kv"1 � v"2k1;
"kT "1 � T "2 k1;
"� 2���2�kv"1k2;
" + kv"2k2;
"�kv"1 � v"2k1;
"kT "1 � T "2k1;
"puisque v"1 et v"2 sont deux éléments de B2(0; C) il vient��Ai;j1 �� � 4���2Ckv"1 � v"2k1;
"kT "1 � T "2 k1;
";d'où ��A2�� � 36���2Ckv"1 � v"2k1;
"kT "1 � T "2 k1;
": (2.7.13)59



Comme la fon
tion �" est lips
hitzienne sur R de rapport C�" alors��Ai;j2 �� � 2C�" Z
" jT "1 � T "2 j2 jdij(v"2)j2 dx0dx3;en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et la 
ontinuité de l'inje
tion 
ompa
tede H1(
") dans L4(
") on a��Ai;j2 �� � 2C�"kT "1 � T "2 k2L4(
")kdij(v"2)k2L4(
")� 2�4C�"kT "1 � T "2 k21;
"kdij(v"2)k21;
"� 2�4C�"kT "1 � T "2 k21;
"kv"2k22;
"
omme la fon
tion v"2 appartient à B2(0; C) alors��Ai;j2 �� � 2�4C�"C2kT "1 � T "2 k21;
";d'où ��A2�� � 18�4C�"C2kT "1 � T "2 k21;
": (2.7.14)Puisque la fon
tion r" est lips
hitzienne sur R de rapport Cr" alors��A3�� � Cr" Z
" jT "1 � T "2 j2 dx0dx3 = Cr"kT "1 � T "2k20;
"� Cr"kT "1 � T "2 k21;
" (2.7.15)En utilisant le fait que la fon
tion �" est lips
hitzienne sur R de rapport C�" on a��A4�� � C�" Z! jT "1 � T "2 j2 dx0 = C�"kT "1 � T "2 k20;!;d'après la 
ontinuité de l'appli
ation tra
e de H1(
") dans L2(!) on obtient��A4�� � C2(
")C�"kT "1 � T "2k21;
" : (2.7.16)En inje
tant (2.7.12)-(2.7.16) dans (2.7.11) on obtientK�(1 + C2P )�1kT "1 � T "2k21;
" � h18�4C�"C2 + Cr" + C2(
")C�"ikT "1 � T "2k21;
" ++36���2Ckv"1 � v"2k1;
"kT "1 � T "2 k1;
"d'oùhK�(1+C2P )�1�18�4C�"C2�Cr"�C2(
")C�"ikT "1�T "2 k1;
" � 36���2Ckv"1�v"2k1;
";soit en
ore 18�4C�" �C20 � C2� kT "1 � T "2k1;
" � 36���2Ckv"1 � v"2k1;
";où C0 est une 
onstante stri
tement positive dé�nie dans le théorème 2.6.3.Par 
onséquent,�2C�" �C20 � C2� kT "1 � T "2k1;
" � 2��Ckv"1 � v"2k1;
" :60



D'après (2.6.8) et (2.6.9) on a 0 < C < C0, d'oùkT "1 � T "2k1;
" � 2����2C�1�" �C20 � C2��1Ckv"1 � v"2k1;
": (2.7.17)� Soient u"1 et u"2 deux éléments de Vdiv(
") \ B2(0; C) tels quea"(T "1 ; u"1; '1 � u"1) + j"('1)� j"(u"1) � (f "; '1 � u"1); 8'1 2 Vdiv(
"); (2.7.18)a"(T "2 ; u"2; '2 � u"2) + j"('2)� j"(u"2) � (f "; '2 � u"2); 8'2 2 Vdiv(
"): (2.7.19)où T "1 et T "2 satisfont respe
tivement les équations (2.7.9) et (2.7.10).On prend '1 = u"2 dans (2.7.18) et '2 = u"1 dans (2.7.19) on obtienta"(T "1 ; u"1; u"2 � u"1) + j"(u"2)� j"(u"1) � (f "; u"2 � u"1);a"(T "2 ; u"2; u"1 � u"2) + j"(u"1)� j(u"2) � (f "; u"1 � u"2):Par addition on trouvea"(T "2 ; u"2; u"2 � u"1)� a"(T "1 ; u"1; u"2 � u"1) � 0;soit en
orea"(T "2 ; u"2 � u"1; u"2 � u"1) � a"(T "1 ; u"1; u"2 � u"1)� a"(T "2 ; u"1; u"2 � u"1): (2.7.20)D'une part, en utilisant la 
oer
ivité de la forme bilinéaire a(T "2 ; :; :) sur Vdiv(
")�Vdiv(
") on a a"(T "2 ; u"2 � u"1; u"2 � u"1) � 2��CKku"2 � u"1k21;
": (2.7.21)D'autre part, a"(T "1 ; u"1; u"2 � u"1)� a"(T "2 ; u"1; u"2 � u"1) = 3Xi;j=1Ai;j;où Ai;j = Z
" 2��"(T "1 )� �"(T "2 )�dij(u"1)dij(u"2 � u"1) dx0dx3;
omme �" est une fon
tion lips
hitzienne sur R de rapport C�" alors��Ai;j�� � 2C�" Z
" jT "1 � T "2 j jdij(u"1)j jdij(u"2 � u"1)j dx0dx3;en utilisant l'inégalité de Hölder, la 
ontinuité de l'inje
tion 
ompa
te de H1(
")dans L4(
") et le fait que u"1 2 B2(0; C) on a��Ai;j�� � 2C�"kT "1 � T "2kL4(
")kdij(u"1)kL4(
")kdij(u"1 � u"2)k0;
"� 2�2C�"kT "1 � T "2k1;
"kdij(u"1)k1;
"ku"1 � u"2k1;
"� 2�2C�"kT "1 � T "2k1;
"ku"1k2;
"ku"1 � u"2k1;
"� 2�2C�"CkT "1 � T "2k1;
"ku"1 � u"2k1;
"61



d'où ����� 3Xi;j=1Ai;j����� � 18�2C�"CkT "1 � T "2k1;
"ku"1 � u"2k1;
": (2.7.22)De (2.7.20)-(2.7.22) on en déduit queku"1 � u"2k1;
" � 9�2C�"��1� C�1K CkT "1 � T "2k1;
" : (2.7.23)En inje
tant (2.7.17) dans (2.7.23) on obtientku"1 � u"2k1;
" � 18����1� C�1K �C20 � C2��1 C2kv"1 � v"2k1;
"; (2.7.24)on en déduit don
 que l'appli
ation � est lips
hitzienne sur �H1(
")�3 et a fortiori
ontinue.L'appli
ation � est stri
tement 
ontra
tante sur �H1(
")�3 si18����1� C�1K �C20 � C2��1C2 < 1;
e qui est assuré par l'hypothèse 0 < C < C2, oùC2 = � 12�C 12K (18�� + ��CK)� 12 C0= 13p2��2� 12�C 12KC� 12�" (18�� + ��CK)� 12 hK�(1 + C2P )�1 � Cr" � C2(
")C�"i 12L'appli
ation du théorème du point �xe de Bana
h permet d'obtenir l'existen
e etl'uni
ité de la solution (u"; T ") du problème (2.3.1)�(2.3.2) dans�Vdiv(
")\B2(0; C)���B1(0; �)\C0;1(
")� lorsque les fon
tions test de l'inéquationvaritionnelle (2.3.1) sont dans Vdiv(
"), où C 2℄0 ; min(C0; C1; C2)[ et � � �0 > 0.L'existen
e de p" s'obtient à l'aide de la méthode utilisée dans la démonstrationdu théorème 2.4.2. �2.8 Remarque 
omplémentaireL. Consiglieri et J. F. Rodrigues ont montré dans leur papier [9℄ l'existen
e aumoins d'une solution (u; #) dans W 1;p0 (
)�H1(
), pour p > 2 du problèmeZ
 �(#)ru:r'dx = Z
 f' dx; 8' 2 H10 (
); (2.8.1)� Z
r#:r dx = Z
 �(#)jruj2 dx; 8 2 H1(
); (2.8.2)sous les hypothèses que� le domaine 
 soit un ouvert de R2 ;� la vis
osité � soit dans C0(R) ;� il existe deux 
onstantes stri
tement positives �� et �� telles que0 < �� � �(a) � ��; 8a 2 R ;62



� la 
ondu
tivité thermique � soit une 
onstante stri
tement positive ;� la for
e extérieure f soit dans Lr(
) ave
 r > 1.L'argument utilisé pour démontrer 
e résultat est basé sur l'appli
ation du théo-rème du point �xe de S
hauder. Ave
 le 
hoix de f tel que f 2 Lr(
) ,! W�1;q(
)pour q > 2 = dim
, ils peuvent utiliser l'estimation de Meyers [27℄ dans (2.8.1), ilexiste don
 un réel p > 2 ave
 p � q et une 
onstante stri
tement positive Cp quidépend seulement de ��, �� et 
 telle quekukW 1;p0 (
) � CpkfkW�1;p(
); pour p > 2:Ce qui leurs permet de résoudre (2.8.2) ave
 un se
ond membre bien dé�ni, 
arl'estimation de Meyers implique �(#)jruj2 2 L p2 (
) don
 on peut 
hoisir  dansW 1; pp�2 (
).Si dim
 = 3 on ne peut pas utiliser l'estimation de Meyers pour donner unsens au se
ond membre de (2.8.2). Dans 
e 
as on utilise 
e que nous venons defaire dans 
e 
hapitre, on 
her
he d'abord la régularité de u dans H2(
) solution de(2.8.1) pour une température # donnée dans C0;1(
). Cette régularité nous permetde résoudre (2.8.2) pour une vitesse u donnée dans H2(
). une fois 
e
i est fait, onpeut résoudre (2.8.1)-(2.8.2) par l'appli
ation du théorème du point �xe de Bana
h.Dans 
e 
as on aura l'existen
e et l'uni
ité des solutions sous 
ertaines hypothèsessur les données.D'autres problèmes similaires ont été étudier par S. Clain [8℄ et par R. Lewan-dowski dans [24, 25℄, voir également [1, 3, 13, 14℄.
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Chapitre 3Analyse asymptotique du problèmevariationnel 
ouplé
3.1 Introdu
tionDans le 
hapitre 2, nous avons montré l'existen
e et l'uni
ité de la solution pourle problème 
ouplé (2.3.1)�(2.3.2) à " �xé. I
i, nous étudions le 
omportement de
ette solution quand " tend vers zéro.Notre domaine 
" est variable en ", on se ramène à un domaine �xe 
 (indépen-dant de ") par la te
hnique de 
hangement d'é
helle que nous présenterons dans lase
tion 3.2 et qui a été utilisée dans beau
oup de travaux [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10℄.Dans la se
tion 3.3, nous donnons le problème variationnel dans le domaine �xe
 où le petit paramètre " apparaît dans les opérateurs. Dans la se
tion 3.4, nousétablissons des estimations a priori sur les solutions du problème variationnel (3.3.2)�(3.3.2). Comme nous allons voir, les estimations a priori pour la vitesse et la pressionobtenues dans [2℄ peuvent être améliorer en 
her
hant leur régularité. Dans la se
-tion 3.5, nous donnons un théorème de 
onvergen
e quand " tend vers zéro. Ensuite,par passage à la limite sur " nous obtenons dans la se
tion 3.6 le problème limite etl'équation généralisée de Reynolds. En�n, dans la se
tion 3.7 nous étudions l'uni
itédes solutions du problème limite.3.2 Changement du domaine de référen
ePour l'analyse asymptotique du problème (2.3.1)�(2.3.2) di�érentes appro
hessont possibles, elles sont 
itées par K. Lhalouani dans [13℄ (
hapitre 0, se
tion 3).L'appro
he que nous avons utiliser i
i, 
onsiste à transposer le problème initia-lement posé dans un domaine 
" dépendant du petit paramètre " en un problèmeéquivalent mais posé sur un domaine �xe 
 indépendant de ". Pour 
ela, nousutiliserons la te
hnique de 
hangement d'é
helle dans 
" sur la 
oordonnée x3, enintroduisant le 
hangement de variabley = x3" :68



Nous posons 
 = �(x0; y) 2 R3 : (x0; 0) 2 ! et 0 < y < h(x0)	 ;� = �
 = ! [ �1 [ �L:

�"L " h�"1
!Le domaine 
"

y = x3" �Lh�1
!Le domaine 
Fig. 3.1 � Passage de 
" à 
.A la suite de 
e 
hangement d'é
helle, nous noterons û"; p̂" et T̂ " les in
onnuesdé�nies sur 
. Pour toute fon
tion v"(x0; x3) dé�nie sur 
", on notera v̂"(x0; y) sa
orrespondante dé�nie sur 
.On dé�nit sur 
 les fon
tions suivantes :8>>>><>>>>: û"i (x0; y) = u"i (x0; x3); i = 1; 2 ; û"3(x0; y) = "�1u"3(x0; x3);p̂"(x0; y) = "2p"(x0; x3);T̂ "(x0; y) = T "(x0; x3):Pour les données, nous avons les relations suivantes :8<: �̂ = �"; k̂ = "k"; f̂ = "2f "; ĝ = g ;K̂ = K"; r̂ = "2r"; �̂ = "�":Soit Ĝ(x0; y) = �Ĝ1(x0; y); Ĝ2(x0; y); Ĝ3(x0; y)� tel que :div(Ĝ) = �Ĝ1�x1 + �Ĝ2�x2 + �Ĝ3�y = 0 dans 
; Ĝ = ĝ sur �:ainsi le relèvement G" de g est dé�nie par :G"i (x0; x3) = Ĝi(x0; y); i = 1; 2 ; G3(x0; x3) = "Ĝ3(x0; y):69



3.3 Formulation variationnelle dans 
Nous notons par V (
) et Vdiv(
) les deux 
onvexes fermés non vide de �H1(
)�3dé�nis parV (
) = nv 2 �H1(
)�3 : v = Ĝ sur �L [ �1 ; v:n = 0 sur !o ;Vdiv(
) = fv 2 V (
) : div(v) = 0 dans 
g ;par V0(
) le sous espa
e ve
toriel de (H1(
))3 dé�ni parV0(
) = nv 2 �H1(
)�3 : v = 0 sur �L [ �1 ; v:n = 0 sur !o ;et par H1�L[�1(
) le sous espa
e ve
toriel de H1(
) dé�ni parH1�L[�1(
) = � 2 H1(
) :  = 0 sur �L [ �1	 :On introduit les notations suivantes :a(T ; u; v) = 2Xi;j=1Z
 "2�̂(T )��ui�xj + �uj�xi� �vi�xj dx0dy ++ 2Xi=1 Z
 �̂(T )��ui�y + "2�u3�xi� �vi�y dx0dy ++ 2Xj=1 Z
 "2�̂(T )�"2�u3�xj + �uj�y � �v3�xj dx0dy ++ Z
 2"2�̂(T )�u3�y �v3�y dx0dy; (3.3.1)�p; div(v)� = 2Xi=1 Z
 p�vi�xi dx0dy + Z
 p�v3�y dx0dy;j(v) = Z! k̂jv � sj dx0;L(v) = 2Xi=1 Z
 f̂ivi dx0dy + Z
 "f̂3v3 dx0dy;b(T;Q) = 2Xi=1 Z
 "2K̂ �T�xi �Q�xi dx0dy + Z
 K̂ �T�y �Q�y dx0dy;
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(u;T;Q) = 2Xi;j=1Z
 "22 �̂(T )��ui�xj + �uj�xi�2Qdx0dy ++ 2Xi=1 12 Z
 �̂(T )��ui�y + "2�u3�xi�2Qdx0dy ++ 2Xj=1 12 Z
 �̂(T )�"2�u3�xj + �uj�y �2Qdx0dy ++ Z
 2"2�̂(T )��u3�y �2Qdx0dy ++ Z
 r̂(T )Qdx0dy + Z! �̂(T )Qdx0:Ave
 le 
hangement d'é
helle dé�ni dans la se
tion 3.2, le problème (2.3.1)�(2.3.2)devient :Trouver le 
hamp de vitesse û" dans Vdiv(
) \ �H2(
)�3, la pression p̂" dansL20(
) \H1(
) et la température T̂ " dans H1�L[�1(
) \ C0;1(
) tels quea(T̂ "; û"; '̂� û")� �p̂"; div('̂)�+ j('̂)� j(û") �� L('̂� û"); 8'̂ 2 V (
); (3.3.2)b(T̂ ";  ̂) = 
(û"; T̂ ";  ̂); 8 ̂ 2 H1�L[�1(
): (3.3.3)Remarque 3.3.1. En permutant les indi
es i et j, on véri�e fa
ilement que laforme bilinéaire donnée par (3.3.1) peut s'é
rire sous la forme suivante :a(T ; u; v) = 2Xi;j=1Z
 12 �̂(T )�"�ui�xj + "�uj�xi��" �vi�xj + "�vj�xi� dx0dy ++ 2Xi=1 Z
 12 �̂(T )��ui�y + "2�u3�xi���vi�y + "2�v3�xi� dx0dy ++ 2Xj=1 Z
 12 �̂(T )�"2�u3�xj + �uj�y ��"2 �v3�xj + �vj�y � dx0dy ++ Z
 2�̂(T ) "�u3�y "�v3�y dx0dy: (3.3.4)3.4 EstimationsNous allons établir des estimations sur la vitesse û", sur la pression p̂" puis surla température T̂ " solutions du problème variationnel (3.3.2)�(3.3.3).3.4.1 Lemmes utilesNous présentons dans 
ette sous se
tion trois lemmes qui seront utiles pour éta-blir les estimations a priori sur les solutions du problème (3.3.2)�(3.3.3). Les deux71



premiers lemmes sont de type inégalité de Poin
aré.Dans la suite, nous posons v̂ = û" � Ĝ:Lemme 3.4.1. Rappelons que h� = supx02! h(x0). On a :kv̂ik0;
 � h�


�v̂i�y 


0;
; i = 1; 2; 3: (3.4.1)Preuve. Fixons i entre 1 et 3. Pour tout 0 < y < h(x0) � h�, on av̂i(x0; y) = � Z h(x0)y �v̂i�y (x0; �) d� + v̂i(x0; h(x0));et puisque û" = Ĝ = 0 sur �1, il vientv̂i(x0; y) = � Z h(x0)y �v̂i�y (x0; �) d�:En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, on en déduit quejv̂i(x0; y)j2 � h� Z h(x0)0 �����v̂i�y (x0; �)����2 d�;et par intégration en y de 0 à h(x0), on obtientZ h(x0)0 jv̂i(x0; y)j2 dy � (h�)2 Z h(x0)0 �����v̂i�y (x0; �)����2 d�;en intégrant 
ette fois sur !, on trouveZ! Z h(x0)0 jv̂i(x0; y)j2 dx0dy � (h�)2 Z! Z h(x0)0 �����v̂i�y (x0; �)����2 dx0d�;
'est à dire kv̂ik20;
 � (h�)2


�v̂i�y 


20;
:Ce qui a
hève la preuve du lemme 3.4.1. �Lemme 3.4.2. On a : kT̂ "k0;
 � h�


�T̂ "�y 


0;
 : (3.4.2)Preuve. Elle est similaire à la preuve du lemme 3.4.1. �Lemme 3.4.3. On a : kT̂ "k0;! � (h�) 12


�T̂ "�y 


0;
 : (3.4.3)72



Preuve. Pour tout x0 dans !, on é
ritT̂ "(x0; 0) = T̂ "(x0; h(x0))� Z h(x0)0 �T̂ "�y (x0; �) d� = � Z h(x0)0 �T̂ "�y (x0; �) d�;puisque T̂ " = 0 sur �1. En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et le fait queh(x0) � h�, on obtient��T̂ "(x0; 0)�� � ph(x0)0�Z h(x0)0 ������T̂ "�y (x0; �)�����2 d�1A 12
� ph�0�Z h(x0)0 ������T̂ "�y (x0; �)�����2 d�1A12 ;en élevant au 
arré et en intégrant sur !, il vientZ! ��T̂ "(x0; 0)��2 dx0 � h� Z! Z h(x0)0 ������T̂ "�y (x0; �)�����2 d� :Ce qui a
hève la preuve du lemme 3.4.3. �Lemme 3.4.4. Soit v̂ 2 �H1(
")�3 tel que v̂ = 0 sur �L [ �1 et div(v̂) = 0 dans
. On a :2Xi;j=1Z
 �v̂j�xi �v̂i�xj dx0dy + 2Xi=1 Z
 �v̂3�xi �v̂i�y dx0dy + 2Xj=1 Z
 �v̂j�y �v̂3�xj dx0dy++ Z
 �v̂3�y �v̂3�y dx0dy = 0: (3.4.4)Preuve. Pour simpli�er l'é
riture, on pose pour tout v̂ 2 �C1�L[�1(
)�3I = 2Xi;j=1Z
 �v̂j�xi �v̂i�xj dx0dy + 2Xi=1 Z
 �v̂3�xi �v̂i�y dx0dy + 2Xj=1 Z
 �v̂j�y �v̂3�xj dx0dy++ Z
 �v̂3�y �v̂3�y dx0dy:En utilisant la formule de Green, on aI = I1 � I2;oùI1 = 2Xi;j=1Z� �v̂j�xi v̂inj d� + 2Xi=1 Z� �v̂3�xi v̂in3 d� + 2Xj=1 Z� �v̂j�y v̂3nj d� + Z� �v̂3�y v̂3n3 d�;
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I2 = 2Xi;j=1Z
 �2v̂j�xj�xi v̂i dx0dy + 2Xi=1 Z
 �2v̂3�y�xi v̂i dx0dy + 2Xj=1 Z
 �2v̂j�xj�y v̂3 dx0dy++ Z
 �2v̂3�y2 v̂3 dx0dy:Il est 
lair que I2 = 0 puisque div(v̂) = 0 dans 
 et C1�L[�1(
) dense dans H1�L[�1(
).Comme v̂ = 0 sur �1 [ �L on aI1 = 2Xi;j=1Z! �v̂j�xi v̂inj d� + 2Xi=1 Z! �v̂3�xi v̂in3 d� + 2Xj=1 Z! �v̂j�y v̂3nj d� + Z! �v̂3�y v̂3n3 d�:Sur ! on a 2Pj=1 v̂jnj + v̂3n3 = 0, d'où2Xj=1 ��xi (v̂jnj) + ��xi (v̂3n3) = 0; i = 1; 2 ;2Xj=1 ��y (v̂jnj) + ��y (v̂3n3) = 0;soit en
ore 2Xj=1 �v̂j�xinj + �v̂3�xin3 + 2Xj=1 v̂j �nj�xi + v̂3�n3�xi = 0; i = 1; 2 ;2Xj=1 �v̂j�y nj + �v̂3�y n3 + 2Xj=1 v̂j �nj�y + v̂3�n3�y = 0;
e qui implique que2Xj=1 �v̂j�xinj + �v̂3�xi n3 = � 2Xj=1 v̂j �nj�xi � v̂3�n3�xi = 0; i = 1; 2 ;2Xj=1 �v̂j�y nj + �v̂3�y n3 = � 2Xj=1 v̂j �nj�y � v̂3�n3�y = 0;puisque le ve
teur normale n extérieur à ! ne dépend pas de (x1; x2; y). Don
 I1 = 0.On vient don
 de montrer que I = 0. �3.4.2 Premières estimations sur la vitesse et la pressionNous 
ommençons par établir les premières estimations a priori sur la vitesse.Lemme 3.4.5. Supposons que f̂ 2 �L2(
)�3, le 
oe�
ient de frottement k̂ est unefon
tion positive dans L1(!) et qu'il existe deux 
onstantes �� et �� telles que0 < �� � �̂(a) � ��; 8a 2 R: (3.4.5)74



Alors, il existe une 
onstante C0 > 0 indépendante de " telle que"2 2Xi;j=1


�û"i�xj 


20;
 + 2Xi=1 


�û"i�y 


20;
 + "4 2Xi=1 


�û"3�xi 


20;
 + "2


�û"3�y 


20;
 � C0: (3.4.6)Preuve. Dans (3.3.2) on prend '̂ = Ĝ, on obtienta(T̂ "; û"; Ĝ� û")� �p̂"; div(Ĝ)�+ j(Ĝ)� j(û") � L(Ĝ� û");or �p̂"; div(Ĝ)� = 0; j(Ĝ) = 0; j(û") � 0;d'où a(T̂ "; û"; û" � Ĝ) � L(û" � Ĝ);soit en
ore a(T̂ "; v̂; v̂) � �a(T̂ "; Ĝ; v̂) + L(v̂);ave
 l'inégalité 2ab � a2 + b2, on a12a(T̂ "; v̂; v̂) � 12a(T̂ "; Ĝ; Ĝ) + L(v̂); (3.4.7)où la forme bilinéaire a est donnée par (3.3.4).En utilisant le fait que la fon
tion �̂ est minorée par ��, on aa(T̂ "; v̂; v̂) � �� 2Xi;j=1Z
 12 �" �v̂i�xj + "�v̂j�xi�2 + �� 2Xi=1 Z
 12 ��v̂i�y + "2�v̂3�xi�2 ++�� 2Xj=1 Z
 12 �"2 �v̂3�xj + �v̂j�y �2 + �� Z
 2"2��v̂3�y �2 ;en développant le se
ond membre, on obtienta(T̂ "; v̂; v̂) � ��"2 2Xi;j=1


 �v̂i�xj 


20;
 + �� 2Xi=1 


�v̂i�y 


20;
 + ��"4 2Xj=1 


�v̂3�xj 


20;
 ++��"2


�v̂3�y 


20;
 + ��"2 2Xi;j=1Z
 �v̂j�xi �v̂i�xj + ��"2 2Xi=1 Z
 �v̂3�xi �v̂i�y ++��"2 2Xj=1 Z
 �v̂j�y �v̂3�xj + ��"2 Z
 �v̂3�y �v̂3�y ;et d'après le résultat du lemme 3.4.4,a(T̂ "; v̂; v̂) � ��"2 2Xi;j=1


 �v̂i�xj 


20;
+�� 2Xi=1 


�v̂i�y 


20;
+��"4 2Xj=1 


�v̂3�xj 


20;
+��"2


�v̂3�y 


20;
:De même, on obtienta(T̂ "; Ĝ; Ĝ) � ��"2 2Xi;j=1


�Ĝi�xj 


20;
 + �� 2Xi=1 


�Ĝi�y 


20;
 + ��"4 2Xj=1 


�Ĝ3�xj 


20;
 ++��"2


�Ĝ3�y 


20;
: 75



Pour majorer L(v̂) on utilise l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et le lemme 3.4.1, on a��L(v̂)�� �  2Xi=1 kf̂ik20;
! 12  2Xi=1 kv̂ik20;
!12 + "kf̂ik0;
kv̂3k0;
� h� 2Xi=1 kf̂ik20;
! 12  2Xi=1 


�v̂i�y 


20;
! 12 + h�"kf̂ik0;



�v̂3�y 


0;
ave
 l'inégalité 2ab � a2 + b2, on obtient��L(v̂)�� � ��4 2Xi=1 


�v̂i�y 


20;
 + "2��4 


�v̂3�y 


20;
 + (h�)2�� kf̂k20;
:En revenant à (3.4.7), on en déduit que"2��2 2Xi;j=1


 �v̂i�xj 


20;
 + ��4 2Xi=1 


�v̂i�y 


20;
 + "4��2 2Xj=1 


�v̂3�xj 


20;
 + "2��4 


�v̂3�y 


20;
 �� (h�)2�� kf̂k20;
 + "2��2 2Xi;j=1


�Ĝi�xj 


20;
 + ��2 2Xi=1 


�Ĝi�y 


20;
 + "4��2 2Xj=1 


�Ĝ3�xj 


20;
 ++"2��2 


�Ĝ3�y 


20;
;
omme 0 < " < 1, on a"2��2 2Xi;j=1


 �v̂i�xj 


20;
 + ��4 2Xi=1 


�v̂i�y 


20;
 + "4��2 2Xj=1 


�v̂3�xj 


20;
 + "2��4 


�v̂3�y 


20;
 � 
1;où 
1 est une 
onstante positive indépendante de " donnée par :
1 = (h�)2�� kf̂k20;
 + ��2 krĜk20;
 ;ave
 par dé�nitionkrĜk20;
 = 2Xi;j=1


�Ĝi�xj 


20;
 + 2Xi=1 


�Ĝi�y 


20;
 + 2Xj=1 


�Ĝ3�xj 


20;
 + 


�Ĝ3�y 


20;
 :Par suite,"2 2Xi;j=1


 �v̂i�xj 


20;
 + 2Xi=1 


�v̂i�y 


20;
 + "4 2Xj=1 


�v̂3�xj 


20;
 + "2


�v̂3�y 


20;
 � 
2;où 
2 = 4��1� 
1. En remplaçant v̂ par û" � Ĝ on obtient (3.4.6), où la 
onstante C0est donnée par C0 = 4��1� 
1 + krĜk20;
 :Ce qui termine la preuve du lemme 3.4.5. �76



Lemme 3.4.6. Sous les hypothèses du lemme 3.4.5, on a les estimations suivantes :


�p̂"�xi


H�1(
) � Ci; i = 1; 2 (3.4.8)


�p̂"�y 


H�1(
) � "C3; (3.4.9)où C1, C2 et C3 sont des 
onstantes stri
tement positives indépendantes de ".Preuve. On désigne par < :; : > le produit de dualité entre H�1(
) et H10 (
).� Dans l'inéquation variationnelle (3.3.2) on 
hoisit '̂ = (û"1��; û"2; û"3), où � est unélément de H10 (
). Ainsi, nous avonsD �p̂"�x1 ; �E = � Z
 p̂" ���x1 dx0dy = � 2Xj=1 Z
 "2�̂(T̂ ")��û"1�xj + �û"j�x1� ���xj dx0dy �� Z
 �̂(T̂ ")��û"1�y + "2�û"3�x1� ���y dx0dy + Z
 f̂1� dx0dy= � 2Xj=1 Z
 "2�̂(T̂ ")�û"1�xj ���xj dx0dy � 2Xj=1 Z
 "2�̂(T̂ ")�û"j�x1 ���xj dx0dy �� Z
 �̂(T̂ ")�û"1�y ���y dx0dy � Z
 "2�̂(T̂ ")�û"3�x1 ���y dx0dy + Z
 f̂1� dx0dy:En utilisant l'hypothèse (3.4.5) et l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz on obtient����D �p̂"�x1 ; �E���� � ��"2 2Xj=1 


�û"1�xj 


20;
! 12  2Xj=1 


 ���xj 


20;
!12 ++��"2 2Xj=1 


�û"j�x1


20;
! 12  2Xj=1 


 ���xj 


20;
! 12 ++��


�û"1�y 


0;



���y 


0;
 + ��"2


�û"3�x1


0;



���y 


0;
 + kf̂1k0;
k�k0;
 ;soit en
ore ����D �p̂"�x1 ; �E���� � ���I1(û") + kf̂1k0;
� k�k1;
 ;oùI1(û") = "2 2Xj=1 


�û"1�xj 


20;
! 12 + "2 2Xj=1 


�û"j�x1


20;
! 12 + 


�û"1�y 


0;
 + "2


�û"3�x1


0;
 :Du lemme 3.4.5 on en déduit queI1(û") � 2("+ 1)C 120 � 4C 120 ;d'où ����D �p̂"�x1 ; �E���� � �4��C 120 + kf̂1k0;
� k�k1;
 ;77



don
 


�p̂"�x1


H�1(
) � C1;où C1 = 4��C 120 + kf̂1k0;
 est une 
onstante positive indépendante de ".� Dans l'inéquation variationnelle (3.3.2) on 
hoisit '̂ = (û"1; û"2 �  ; û"3), où  estun élément de H10 (
). Ainsi, nous avonsD �p̂"�x2 ;  E = � Z
 p̂" � �x2 dx0dy = � 2Xj=1 Z
 "2�̂(T̂ ")��û"2�xj + �û"j�x2� � �xj dx0dy �� Z
 �̂(T̂ ")��û"2�y + "2�û"3�x2� � �y dx0dy + Z
 f̂2 dx0dy= � 2Xj=1 Z
 "2�̂(T̂ ")�û"2�xj � �xj dx0dy � 2Xj=1 Z
 "2�̂(T̂ ")�û"j�x2 � �xj dx0dy �� Z
 �̂(T̂ ")�û"2�y � �y dx0dy � Z
 "2�̂(T̂ ")�û"3�x2 � �y dx0dy + Z
 f̂2 dx0dy:En utilisant l'hypothèse (3.4.5) et l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz on obtient����D �p̂"�x2 ;  E���� � ��"2 2Xj=1 


�û"2�xj 


20;
!12  2Xj=1 


 � �xj 


20;
! 12 ++��"2 2Xj=1 


�û"j�x2


20;
! 12  2Xj=1 


 � �xj 


20;
! 12 ++��


�û"2�y 


0;



� �y 


0;
 + ��"2


�û"3�x2


0;



� �y 


0;
 + kf̂2k0;
k k0;
 ;soit en
ore ����D �p̂"�x2 ;  E���� � ���I2(û") + kf̂2k0;
� k k1;
 ;oùI2(û") = "2 2Xj=1 


�û"2�xj 


20;
! 12 + "2 2Xj=1 


�û"j�x2


20;
! 12 + 


�û"2�y 


0;
 + "2


�û"3�x2


0;
 :Du lemme 3.4.5 on en déduit queI2(û") � 2("+ 1)C 120 � 4C 120 ;d'où ����D �p̂"�x2 ;  E���� � �4��C 120 + kf̂2k0;
� k k1;
 ;don
 


�p̂"�x2


H�1(
) � C2;78



où C2 = 4��C 120 + kf̂2k0;
 est une 
onstante positive indépendante de ".� Dans l'inéquation variationnelle (3.3.2) on 
hoisit '̂ = (û"1; û"2; û"3��), où � est unélément de H10 (
). Ainsi, nous avonsD �p̂"�y ; �E = � Z
 p̂"���y dx0dy = � 2Xj=1 Z
 "2�̂(T̂ ")�"2�û"3�xj + �û"j�y � ���xj dx0dy �� Z
 2"2�̂(T̂ ")�û"3�y ���y dx0dy + Z
 "f̂3� dx0dy= � 2Xj=1 Z
 "4�̂(T̂ ")�û"3�xj ���xj dx0dy � 2Xj=1 Z
 "2�̂(T̂ ")�û"j�y ���xj dx0dy �� Z
 2"2�̂(T̂ ")�û"3�y ���y dx0dy + Z
 "f̂3� dx0dy:En utilisant le fait que la fon
tion �̂ est majorée par �� et l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz on obtient����D �p̂"�y ; �E���� � ��"4 2Xj=1 


�û"3�xj 


20;
! 12  2Xj=1 


 ���xj 


20;
! 12 ++��"2 2Xj=1 


�û"j�y 


20;
! 12  2Xj=1 


 ���xj 


20;
! 12 ++��"2


�û"3�y 


0;



���y 


0;
 + "kf̂3k0;
k�k0;
 ;soit en
ore ����D �p̂"�y ; �E���� � ���I3(û") + "kf̂3k0;
� k�k1;
 ;où I3(û") = "4 2Xj=1 


�û"3�xj 


20;
! 12 + "2 2Xj=1 


�û"j�y 


20;
! 12 + "2


�û"3�y 


0;
 :Du lemme 3.4.5 on en déduit queI3(û") � 2("2 + ")C 120 � 4"C 120 ;d'où ����D �p̂"�y ; �E���� � "�4��C1=20 + kf̂3k0;
� k�k1;
 ;don
 


�p̂"�y 


H�1(
) � "C3;où C3 = 4��C 120 + kf̂3k0;
 est une 
onstante positive indépendante de ". �Remarque 3.4.1. On trouvera des estimations a priori similaires aux pré
édentesdans le papier de G. Bayada et M. Boukrou
he [2℄ pour l'é
oulement de Stokes ave
la loi de Tres
a sur !. On peut améliorer 
es estimations 
omme on va les faire dansla sous se
tion suivante pour le 
as de l'é
oulement non isotherme.79



3.4.3 Deuxièmes estimations sur la vitesse et la pressionPour les estimations a priori sur la température nous avons besoin d'améliorerl'estimation (3.4.6).Lemme 3.4.7. Supposons que f̂ 2 �L2(
)�3, la fon
tion k̂ est positive dans H 12 (!),ĝ 2 �H3=2(�)�3, la fon
tion �̂ est lips
hitzienne sur R de rapport C�̂ et elle véri�el'hypothèse (3.4.5), �L et �1 sont de 
lasse C2 et ! est de 
lasse C3. Alors, il existeune 
onstante C4 > 0 indépendante de " telle que"2 2Xi;j=1


�û"i�xj 


21;
 + 2Xi=1 


�û"i�y 


21;
 + "4 2Xi=1 


�û"3�xi 


21;
 + "2


�û"3�y 


21;
++ 2Xi=1 


�p̂"�xi 


20;
 + 1"


�p̂"�y 


20;
 � C4: (3.4.10)Idée de la preuve. Comme la frontière �
 de 
 se 
ompose de trois partiesrégulières !, �1 et �L, on utilise la théorie lo
ale de régularité au voisinage de lafrontière [14℄ (
hapitre 4, se
tion 2.9). Il existe don
 une partition de l'unité �m pourm = 0:::; l telle que û" = lXm=0 �mû" and p̂" = lXm=0 �mp̂":On pro
ède en quatre étapes, 
omme dans la se
tion 2.5, la di�éren
e i
i est que ledomaine 
 est indépendant du petit paramètre " mais les 
oe�
ients de la formebilinéaire a(T̂ "; :; :) dépendent de ". Don
 ave
 la même méthode utilisée dans la se
-tion 2.5 (voir aussi [11, 14, 15, 16℄), et après des longs 
al
uls on en déduit qu'il existeune 
onstante positive C indépendante de " telle qu'on a les quatre étapes suivantes :� Etape 1 : Estimations à l'intérieur de 
."2 2Xi;j=1


�(�0û"i )�xj 


21;
 + 2Xi=1 


�(�0û"i )�y 


21;
 + "4 2Xi=1 


�(�0û"3)�xi 


21;
 + "2


�(�0û"3)�y 


21;
++ 2Xi=1 


�(�0p̂")�xi 


20;
 + 1"


�(�0p̂")�y 


20;
 � C;� Etape 2 : Estimations au voisinage de �L. Pour tout m = 1; :::; m1 on a"2 2Xi;j=1


�(�mû"i )�xj 


21;
 + 2Xi=1 


�(�mû"i )�y 


21;
 + "4 2Xi=1 


�(�mû"3)�xi 


21;
 + "2


�(�mû"3)�y 


21;
++ 2Xi=1 


�(�mp̂")�xi 


20;
 + 1"


�(�mp̂")�y 


20;
 � C;
80



� Etape 3 : Estimations au voisinage �1. Pour tout m = m1 + 1; :::; m2 on a"2 2Xi;j=1


�(�mû"i )�xj 


21;
 + 2Xi=1 


�(�mû"i )�y 


21;
 + "4 2Xi=1 


�(�mû"3)�xi 


21;
 + "2


�(�mû"3)�y 


21;
++ 2Xi=1 


�(�mp̂")�xi 


20;
 + 1"


�(�mp̂")�y 


20;
 � C;� Etape 4 : Estimations au voisinage de !. Pour tout m = m2 + 1; :::; l on a"2 2Xi;j=1


�(�mû"i )�xj 


21;
 + 2Xi=1 


�(�mû"i )�y 


21;
 + "4 2Xi=1 


�(�mû"3)�xi 


21;
 + "2


�(�mû"3)�y 


21;
++ 2Xi=1 


�(�mp̂")�xi 


20;
 + 1"


�(�mp̂")�y 


20;
 � C:Par addition sur m et en utilisant l'inégalitélXm=0 a2m � 12  lXm=0 am!2 ;on obtient (3.4.10) ave
 C4 = 2 (l+1)C est une 
onstante positive indépendante de". �3.4.4 Estimations sur la températureNous 
ommençons par établir les premières estimations sur la température. Pour
ela, nous faisons les hypothèses de régularité suivantes :� il existe deux 
onstantes stri
tement positives K� et K� telle que0 < K� � K̂(x0; y) � K�; 8(x0; y) 2 
; (3.4.11)� il existe une 
onstante positive r̂� telle quer̂(a) � r̂�; 8a 2 R; (3.4.12)� il existe une 
onstante positive �̂� telle que�̂(a) � �̂�; 8a 2 R; (3.4.13)Lemme 3.4.8. Supposons que les hypothèses du lemme 3.4.7 et (3.4.11)�(3.4.13)sont véri�ées. Alors, il existe une 
onstante positive C5 indépendante de " telle que"2 2Xi=1 


�T̂ "�xi 


20;
 + 


�T̂ "�y 


20;
 � C5: (3.4.14)Preuve. Dans l'équation (3.3.3) on 
hoisit  = T̂ ", il vientb(T̂ "; T̂ ") = 3Xk=1 Ak; (3.4.15)81



où A1 = 2Xi;j=1Z
 "22 �̂(T̂ ")��û"i�xj + �û"j�xi�2 T̂ " + 2Xi=1 Z
 12 �̂(T̂ ")��û"i�y + "2�û"3�xi�2 T̂ " ++ 2Xj=1 Z
 12 �̂(T̂ ")�"2�û"3�xj + �û"j�y �2 T̂ " + Z
 2 "2�̂(T̂ ")��û"3�y �2 T̂ ";A2 = Z
 r̂(T̂ ")T̂ " dx0dy;A3 = Z! �̂(T̂ ")T̂ " dx0:D'après l'hypothèse (3.4.11), on ab(T̂ "; T̂ ") � K�"2 2Xi=1 


�T̂ "�xi 


20;
 +K�


�T̂ "�y 


20;
 : (3.4.16)En utilisant l'hypothèse (3.4.5) et l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, on obtient��A1�� � ��I(û")kT̂ "k0;
 ;où I(û") est donné parI(û") = "22 2Xi;j=1


�û"i�xj + �û"j�xi 


2L4(
) + 12 2Xi=1 


�û"i�y + "2�û"3�xi 


2L4(
) ++12 2Xj=1 


"2�û"3�xj + �û"j�y 


2L4(
) + 2"2


�û"3�y 


2L4(
) :D'une part, ave
 l'inégalité ka + bk2 � 2kak2 + 2kbk2 on aI(û") = 2""2 2Xi;j=1


�û"i�xj 


2L4(
) + 2Xi=1 


�û"i�y 


2L4(
) + "4 2Xi=1 


�û"3�xi 


2L4(
) + "2


�û"3�y 


2L4(
)# :D'autre part, 
omme l'inje
tion 
ompa
te deH1(
) dans L4(
) est 
ontinue, il existeune 
onstante positive C(
) indépendante de " telle queI(û") � 2C(
)""2 2Xi;j=1


�û"i�xj 


21;
 + 2Xi=1 


�û"i�y 


21;
 + "4 2Xi=1 


�û"3�xi 


21;
 + "2


�û"3�y 


21;
# ;d'après le lemme 3.4.7, on a"2 2Xi;j=1


�û"i�xj 


21;
 + 2Xi=1 


�û"i�y 


21;
 + "4 2Xi=1 


�û"3�xi 


21;
 + "2


�û"3�y 


21;
 � C4 ;d'où I(û") � 2C4C(
) ;82



par suite ��A1�� � 2��C4C(
) kT̂ "k0;
 ;don
, ave
 le lemme 3.4.2 on a��A1�� � 2�� h� C4C(
) 


�T̂ "�y 


0;
 : (3.4.17)En utilisant l'hypothèse (3.4.12), l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et le lemme 3.4.2,on obtient ��A2�� � r̂� j
j 12 kT̂ "k0;
� r̂�h� j
j 12 


�T̂ "�y 


0;
 (3.4.18)En utilisant l'hypothèse (3.4.13), l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et le lemme 3.4.3,on obtient ��A3�� � �̂� j!j 12 kT̂ "k0;
� �̂� (h�) 12 j!j 12 


�T̂ "�y 


0;
 (3.4.19)En inje
tant (3.4.16)�(3.4.19) dans (3.4.15), on obtientK�"2 2Xi=1 


�T̂ "�xi 


20;
 +K�


�T̂ "�y 


20;
 � C


�T̂ "�y 


0;
 ; (3.4.20)où C est une 
onstante positive indépendante de " donnée parC = 2�� h�C4 C(
) + r̂� h� j
j 12 + �̂� (h�) 12 j!j 12 :De (3.4.20) on en déduit queK�


�T̂ "�y 


20;
 � C


�T̂ "�y 


0;
 ;d'où 


�T̂ "�y 


0;
 � K�1� C:De plus, en inje
tant 
ette dernière estimation dans (3.4.20) on obtientK�"2 2Xi=1 


�T̂ "�xi 


20;
 +K�


�T̂ "�y 


20;
 � K�1� C2;d'où (3.4.14) ave
 C5 = K�2� C2. �Pour le passage à la limite sur " dans le problème (3.3.2)�(3.3.3) nous avons besoind'améliorer l'estimation a priori sur la température (3.4.12) 
omme nous avons faitpour la vitesse. Ainsi, nous avons le résultat suivant83



Lemme 3.4.9. Supposons que les hypothèses du lemme 3.4.8 sont véri�ées et quela fon
tion K̂ appartient à C0;1(
). Alors, il existe une 
onstante positive C6 indé-pendante de " telle que "2 2Xi=1 


�T̂ "�xi 


21;
 + 


�T̂ "�y 


21;
 � C6: (3.4.21)Preuve. Nous suivons la même démar
he utilisée dans la preuve du lemme 3.4.7pour les équations variationnelles. �3.5 Théorème de 
onvergen
eNous avons établi dans la se
tion pré
édente des estimations a priori sur les solu-tions du problème (3.3.2)�(3.3.3). La question qui se pose naturellement est de savoirquel sera le 
omportement asymptotique du �uide lorsque l'épaisseur du �lm min
eest très faible ?. Mathématiquement, 
ela revient à savoir si le 
hamp de vitesse û",la pression p̂" et la température T̂ " admettent une limite quand " tend vers zéro etquel est le problème véri�é par 
ette limite ?. Dans 
ette se
tion nous répondons àla première question et la réponse est donnée par le théorème 3.5.1. La deuxièmequestion sera traitée dans la se
tion 3.6.Nous 
ommençons d'abord par dé�nir une 
lasse de fon
tions [9℄.Dé�nition 3.5.1. On dit que v = (v1; v2) 2 �L2(
)�2 satisfait la 
ondition (D') siZ
�v1 ���x1 + v2 ���x2� dx0dy = 0; 8� 2 C10 (!):On introduit l'espa
e [12℄Vy = �v 2 L2(
) : �v�y 2 L2(
); v = 0 sur �1�Vy muni de la norme kvkVy = �kvk20;
 + 


�v�y


20;
� 12 ;est un espa
e de Hilbert.On introduit également les espa
esV = n �' = ('̂1; '̂2) 2 �H1(
)�2 : �' = Ĝ sur �L; �' = 0 sur �1o ;Wy = �v 2 Vy : �2v�y2 2 L2(
)� ;eVy = f' 2 Vy � Vy : ' satisfait la 
ondition (D') g ;fWy = fv 2 Wy �Wy : v satisfait la 
ondition (D') g :Nous avons le théorème suivant qui nous permettra de passer à la limite par la suite.84



Théorème 3.5.1. Sous les hypothèses du lemme 3.4.9, il existe u? = (u?1; u?2) dansfWy, p? dans L20(
), T ? dans Vy et une sous suite notée en
ore " qui 
onverge vers 0tels que û"i ! u?i fortement dans Vy; i = 1; 2; (3.5.1)"�û"i�xj ! 0 fortement dans L2(
); i; j = 1; 2; (3.5.2)"2�û"3�xi ! 0 fortement dans L2(
); i = 1; 2; (3.5.3)"�û"3�y ! 0 fortement dans L2(
); (3.5.4)"û"3 ! 0 fortement dans L2(
); (3.5.5)p̂" ! p? fortement dans L20(
); (3.5.6)T̂ " ! T ? fortement dans Vy; (3.5.7)"�T̂ "�xi ! 0 fortement dans L2(
); i = 1; 2: (3.5.8)Preuve.� D'après l'estimation (3.4.6) il existe une 
onstante positive C indépendante de "telle que 


�û"i�y 


0;
 � C; i = 1; 2;en utilisant le lemme 3.4.1 on en déduit quekû"ik0;
 � h�C; i = 1; 2;De plus, d'après l'estimation (3.4.10) il existe une 
onstante positive C indépendantede " telle que 


�2û"i�y2 


0;
 � C; i = 1; 2;
'est à dire que û"i est borné dans Wy pour i = 1; 2. Ce qui implique l'existen
e deu?i dans Wy tel que û"i 
onverge faiblement dans Wy vers u? pour i = 1; 2. Cette
onvergen
e faible entraîne la 
onvergen
e forte dans Vy.Montrons maintenant que (u?1; u?2) satisfait la 
ondition (D'). Soit � 2 C10 (!),puisque div(û") = �û"1�x1 + �û"2�x2 + �û"3�y = 0 dans 
;alors 0 = Z
 div(û")� dx0dy = � Z
�û"1 ���x1 + û"2 ���x2� dx0dy:Comme û"i 
onverge faiblement dans Wy vers u?i pour i = 1; 2, on obtientZ
�u?1 ���x1 + u?2 ���x2� dx0dy = 0:85



� De l'estimation (3.4.10) on en déduit (3.5.2)�(3.5.4).� D'après l'inégalité de Poin
aré (3.4.1) on ak"û"3k0;
 � 


"�û"3�y 


0;
;don
 (3.5.5) dé
oule du fait que "�û"3�y 
onverge fortement dans L2(
) vers zéro.� D'après le lemme 3.4.6 il existe une 
onstante positive C indépendante de " telleque krp̂"kH�1(
) � C;en utilisant [17℄ (proposition 1.2, pages 14 et 15 ), on en déduit quekp̂"k0;
 � C 0;où C 0 est une 
onstante positive indépendante de ". Don
 il existe une sous suite p̂"qui 
onverge faiblement dans L2(
) vers p? et on akp?k0;
 � lim inf"!0 kp̂"k0;
 � C 0:Puisque p̂" est un élément de L20(
) et L20(
) est un sous espa
e faiblement fermédans L2(
) alors p? 2 L20(
).De plus, du lemme 3.4.7 on en déduit l'existen
e d'une 
onstante positive C indé-pendante de " telle que krp̂"k0;
 � C;d'où kp̂"k1;
 � C;don
 la 
onvergen
e de p̂" dans L20(
) vers p? est forte.� D'après l'estimation (3.4.14) il existe une 
onstante positive C qui ne dépendpas de " telle que 


�T̂ "�y 


0;
 � C;en utilisant le lemme 3.4.2 on en déduit quekT̂ "k0;
 � h�C;don
 T̂ " est borné dans Vy. Ce qui implique l'existen
e d'un élément T ? dans Vy telque T̂ " 
onverge faiblement dans Vy vers T ?.De plus, d'après (3.4.21) on a 


�2T̂ "�y2 


0;
 � C;où C est une 
onstante indépendante de ". Don
 T̂ " 
onverge fortement dans Vy versT ?.� De (3.4.21) on en déduit (3.5.8). � 86



3.6 Problème limite et l'équation généralisée de Rey-noldsNous avons vu que la solution (û"; p̂"; T̂ ") du problème variationnel 
ouplé (3.3.2)�(3.3.3) admet une limite forte (u?; p?; T ?) quand " tend vers zéro. Il nous reste qu'à
her
her le problème variationnel véri�é par 
ette limite forte.Théorème 3.6.1. Sous les hypothèses du lemme 3.4.9, la limite (u?; p?; T ?) satis-fait : p? = p?(x0) presque partout sur !; p? 2 H1(!); (3.6.1)� ��y ��̂(T ?)�u?i�y � + �p?�xi = f̂i; i = 1; 2; dans L2(
); (3.6.2)� ��y �K̂ �T ?�y � = 2Xi=1 �̂(T ?)��u?i�y �2 + r̂(T ?) dans L2(
): (3.6.3)Preuve.� On 
hoisit dans l'inéquation variationnelle (3.3.2)� '̂i = û"i ; i = 1; 2'̂3 = û"3 � �; � 2 H10 (
):Ainsi, nous avons2Xj=1 Z
 "2�̂(T̂ ")�"2�û"3�xj + �û"j�y � ���xj dx0dy + Z
 2"2�̂(T̂ ")�û"3�y ���y dx0dy �� Z
 p̂"���y dx0dy = Z
 "f̂3� dx0dy;soit en
ore 2Xj=1 Z
 "4�̂(T̂ ")�û"3�xj ���xj dx0dy + 2Xj=1 Z
 "2�̂(T̂ ")�û"j�y ���xj dx0dy ++ Z
 2"2�̂(T̂ ")�û"3�y ���y dx0dy � Z
 p̂"���y dx0dy = Z
 "f̂3� dx0dy: (3.6.4)Comme pour tout j = 1; 2, "2�û"3�xj 
onverge fortement dans L2(
) vers zéro et quela fon
tion �̂ est bornée sur R alorslim"!0 2Xj=1 Z
 �̂(T̂ ")"2�û"3�xj "2 ���xj dx0dy = 0: (3.6.5)Comme pour tout j = 1; 2, �û"j�y 
onverge fortement dans L2(
) vers �u?j�y alors "2�û"j�y
onverge fortement dans L2(
) vers zéro. De plus, la fon
tion �̂ est bornée sur R on87



a don
 lim"!0 2Xj=1 Z
 �̂(T̂ ")"2�û"j�y ���xj dx0dy = 0: (3.6.6)Comme "�û"3�y 
onverge fortement dans L2(
) vers zéro et que la fon
tion �̂ estbornée sur R alors lim"!0Z
 �̂(T̂ ")"�û"3�y "���y dx0dy = 0: (3.6.7)Comme p̂" 
onverge faiblement dans L20(
) vers p? alorslim"!0Z
 p̂"���y dx0dy = Z
 p̂?���y dx0dy: (3.6.8)Nous avons aussi lim"!0Z
 "f̂3� dx0dy = 0: (3.6.9)En passant à la limite sur " dans (3.6.4) et en utilisant les limites (3.6.5)�(3.6.9) onen déduit que Z
 p?���y dx0dy = 0; 8� 2 H10 (
);don
 �p?�y = 0 dans H�1(
):
'est à dire p? ne dépend pas de la variable y:� On 
hoisit dans l'inéquation variationnelle (3.3.2)� '̂i = û"i � �i; �i 2 H10 (
); i = 1; 2'3 = û"3:On obtient2Xi;j=1Z
 "2�̂(T̂ ")��û"i�xj + �û"j�xi� ��i�xj dx0dy + 2Xi=1 Z
 �̂(T̂ ")��û"i�y + "2�û"3�xi� ��i�y dx0dy �� 2Xi=1 Z
 p̂"��i�xi dx0dy = 2Xi=1 Z
 f̂i�i dx0dy;soit en
ore2Xi;j=1Z
 "2�̂(T̂ ")��û"i�xj + �û"j�xi� ��i�xj dx0dy + 2Xi=1 Z
 �̂(T̂ ")�û"i�y ��i�y dx0dy ++ 2Xi=1 Z
 "2�̂(T̂ ")�û"3�xi ��i�y dx0dy � 2Xi=1 Z
 p̂"��i�xi dx0dy = 2Xi=1 Z
 f̂i�i dx0dy: (3.6.10)88



Comme pour tout i; j = 1; 2, "�û"i�xj 
onverge fortement dans L2(
) vers zéro et quela fon
tion �̂ est bornée sur R alorslim"!0 2Xi;j=1Z
 �̂(T̂ ")�"�û"i�xj + "�û"j�xi� "��i�xj dx0dy = 0: (3.6.11)Puisque T̂ " 
onverge fortement dans Vy vers T ? alors T̂ " 
onverge presque partoutdans 
 vers T ?. De plus, �û"i�y 
onverge fortement dans L2(
) vers �u?i�y pour touti = 1; 2 et la fon
tion �̂ est 
ontinue sur R. On a don
�̂(T̂ ")�û"i�y 
onverge presque partout dans 
 vers �̂(T ?)�u?i�y ; i = 1; 2:De plus pour tout i = 1; 2, �̂(T̂ ")�û"i�y est borné dans L2(
), 
e qui implique don
que �̂(T̂ ")�û"i�y 
onverge faiblement dans 
 vers �̂(T ?)�u?i�y ; i = 1; 2;d'où lim"!0 2Xi=1 Z
 �̂(T̂ ")�û"i�y ��i�y dx0dy = 2Xi=1 Z
 �̂(T ?)�u?i�y ��i�y dx0dy: (3.6.12)Comme pour tout i = 1; 2, "2�û"3�xi 
onverge fortement dans L2(
) vers zéro et quela fon
tion �̂ est bornée sur R alorslim"!0 2Xi=1 Z
 �̂(T̂ ")"2�û"3�xi ��i�y dx0dy = 0: (3.6.13)Comme p̂" 
onverge faiblement dans L20(
) vers p? alorslim"!0 2Xi=1 Z
 p̂"��i�xi dx0dy = 2Xi=1 Z
 p?��i�xi dx0dy: (3.6.14)En passant à la limite sur " dans (3.6.10) et en utilisant (3.6.11)�(3.6.14) on obtient2Xi=1 Z
 �̂(T ?)�u?i�y ��i�y dx0dy � 2Xi=1 Z
 p?��i�xi dx0dy = 2Xi=1 Z
 f̂i�i dx0dy:Si �1 = 0 et �2 2 H10 (
) ou �1 2 H10 (
) et �2 = 0 alorsZ
 �̂(T ?)�u?i�y ��i�y dx0dy � Z
 p?��i�xi dx0dy = Z
 f̂i�i dx0dy; i = 1; 2; (3.6.15)en utilisant la formule de Green on a� ��y��̂(T ?)�u?i�y � + �p?�xi = f̂i; i = 1; 2 dans H�1(
): (3.6.16)89



Dans (3.6.17) on prend �i(x0; y) = y�y � h(x0)��(x0), où � 2 H10 (!) (
e 
hoix de �est utilisé par exemple dans [3℄).Les dérivées partielles de �i sont les suivantes :��i�xi = �y �h�xi � + y(y � h) ���xi ; i = 1; 2;��i�y = (2y � h)�:Ainsi, nous obtenonsZ
 �̂(T ?)�u?i�y (2y � h)� dx0dy + Z
 p?y �h�xi � dx0dy � Z
 p?y(y � h) ���xi dx0dy == Z
 f̂iy(y � h)� dx0dy: (3.6.17)Nous avons Z
 �̂(T ?)�u?i�y (2y � h)� dx0dy = Z! Ii� dx0;où Ii(x0) = Z h(x0)0 �̂(T ?)(2y � h)�u?i�y dy;
omme p? ne dépend pas de y on aZ
 p?y �h�xi � dx0dy = Z! p? �h�xi � Z h(x0)0 y dy! dx0 = 12 Z! p?h2 �h�xi � dx0;etZ
 p?y(y � h) ���xi dx0dy = Z! p? ���xi  Z h(x0)0 y(y � h) dy! dx0 = �16 Z! p?h3 ���xi dx0;on é
rit également Z
 f̂iy(y � h)� dx0dy = Z! Ji� dx0;où Ji(x0) = Z h(x0)0 f̂iy(y � h) dy:Don
 l'égalité (3.6.17) devientZ! Ii� dx0 + 12 Z! p?h2 �h�xi � dx0 + 16 Z! p?h3 ���xi dx0 = Z! Ji� dx0; 8� 2 H10 (!);soit en
ore Z! Ii� dx0 + 16 Z! p? ��xi (h3�) dx0 = Z! Ji� dx0; 8� 2 H10 (!):En utilisant la formule de Green on obtientZ! Ii� dx0 � 16 Z! h3�p?�xi � dx0 = Z! Ji� dx0; 8� 2 H10 (!);90



don
 pour tout i = 1; 2, Ii � 16h3�p?�xi = Ji; dans H�1(!): (3.6.18)Puisque pour tout i = 1; 2, �u?i�y et f̂i sont dans L2(
) on véri�e fa
ilement que Ii etJi sont deux éléments de L2(!).De (3.6.18) on en déduit que pour tout i = 1; 2, �p?�xi est dans L2(!).Don
 p? 2 H1(!).D'autre part, d'après (3.6.16) on a��y��̂(T ?)�u?i�y � 2 L2(
); i = 1; 2;d'où (3.6.2) est valable dans L2(
).� Nous utilisons la formule de Green dans l'équation (3.6.20) du théorème 3.6.2nous obtenons, pour tout  2 H1�L[�1(
),� Z
 ��y �K̂ �T ?�y � dx0dy + Z� K̂ �T ?�y n3 d� = 2Xi=1 Z
 �̂(T ?)��u?i�y �2  dx0dy ++ Z
 r̂(T ?) dx0dy + Z! �̂(T ?) dx0:Sur �L [ �1 on a  = 0, et sur ! on a K̂ �T ?�y n3 = �̂(T ?). D'où, pour tout  dansH1�L[�1(
),� Z
 ��y �K̂ �T ?�y � dx0dy = 2Xi=1 Z
 �̂(T ?)��u?i�y �2  dx0dy + Z
 r̂(T ?) dx0dy:Par 
onséquent,� ��y �K̂ �T ?�y � = 2Xi=1 �̂(T ?)��u?i�y �2 + r̂(T ?) dans H�1�L[�1(
);où H�1�L[�1(
) est l'espa
e dual de H1�L[�1(
).Comme �̂ et r̂ sont deux fon
tions bornées sur R et ��u?i�y �2 est un élément deL2(
) pour i = 1; 2, alors nous avons (3.6.3). �Théorème 3.6.2. Sous les hypothèses du lemme 3.4.9, les fon
tions u?, p? et T ?
91



sont solutions du problème limite :2Xi=1 Z
 �̂(T ?)�u?i�y ��y ('̂i � u?i ) dx0dy � 2Xi=1 Z
 p?�'̂i�xi dx0dy + Z! k̂j'̂� sj dx0 �� Z! k̂ju? � sj dx0 � 2Xi=1 Z
 f̂i('̂i � u?i ) dx0dy; 8'̂ 2 V; (3.6.19)Z
 K̂ �T ?�y � �y dx0dy = 2Xi=1 Z
 �̂(T ?)��u?i�y �2 dx0dy + Z
 r̂(T ?) dx0dy ++ Z! �̂(T ?) dx0; 8 2 H1�L[�1(
): (3.6.20)Preuve.� Soit '̂ 2 V (
). On é
rit l'inégalité variationnelle (3.3.2) sous la forme suivante :4Xm=0 Im(") + Z! k̂jû" � sj dx0 � Z! k̂j'̂� sj dx0 � 2Xi=1 Z
 p̂"�'̂i�xi dx0dy �� Z
 p̂"�'̂3�y dx0dy � 2Xi=1 Z
 f̂('̂i � û"i ) dx0dy � Z
 "f̂('̂3 � û"3) dx0dy; (3.6.21)où I1(") = 2Xi;j=1Z
 "2�̂(T̂ ")��û"i�xj + �û"j�xi� ��xj (û"i � '̂i) dx0dy;I2(") = 2Xi=1 Z
 �̂(T̂ ")��û"i�y + "2�û"3�xi� ��y (û"i � '̂i) dx0dy;I3(") = 2Xj=1 Z
 "2�̂(T̂ ")�"2�û"3�xj + �û"j�y � ��xj (û"3 � '̂3) dx0dy;I4(") = Z
 2"2�̂(T̂ ")�û"3�y ��y (û"3 � '̂3) dx0dy:En utilisant le fait que �̂ est une fon
tion bornée sur R et les limites (3.5.1)�(3.5.4)on a lim"!0 I1(") = lim"!0 I3(") = lim"!0 I4(") = 0:Pour déterminer la limite de I2(") lorsque " tend vers zéro, on é
rit tout d'abordI2(") sous la formeI2(") = 2Xi=1 Z
 �̂(T̂ ")�û"i�y ��y (û"i � '̂i) dx0dy + 2Xi=1 Z
 "2�̂(T̂ ")�û"3�xi ��y (û"i � '̂i) dx0dy:Puisque la fon
tion �̂ est bornée sur R, et pour tout i = 1; 2, "2�û"3�xi 
onvergefortement dans L2(
) vers zéro et �û"i�y 
onverge fortement dans L2(
) vers �u?i�y , on92



a lim"!0 2Xi=1 Z
 "2�̂(T̂ ")�û"3�xi ��y (û"i � '̂i) dx0dy = 0:Comme nous avons fait pour établir (3.6.12) on alim inf"!0 2Xi=1 Z
 �̂(T̂ ")�û"i�y ��y (û"i � '̂i) dx0dy � 2Xi=1 Z
 �̂(T ?)�u?i�y ��y (u?i � '̂i) dx0dy;d'où lim inf"!0 I2(") � 2Xi=1 Z
 �̂(T ?)�u?i�y ��y (u?i � '̂i) dx0dy:Rappelons que la fon
tionnelle j est semi-
ontinue inférieurement sur V (
). Cettepropriété nous permet d'obtenirlim inf"!0 Z! k̂jû" � sj dx0 � Z! k̂ju? � sj dx0:Comme p̂" 
onverge faiblement vers p? dans L20(
) alorslim"!0" 2Xi=1 Z
 p̂"�'̂i�xi dx0dy + Z
 p̂"�'̂3�y dx0dy# = 2Xi=1 Z
 p?�'̂i�xi dx0dy + Z
 p?�'̂3�y dx0dy= 2Xi=1 Z
 p?�'̂i�xi dx0dy;puisque p? ne dépend que de x0.De plus, pour tout i = 1; 2, la suite (û"i )" 
onverge fortement vers u?i dans L2(
) etla suite ("û"3)" 
onverge faiblement dans L2(
) vers zéro, on obtientlim"!0" 2Xi=1 Z
 f̂i('i � û"i ) dx0dy + Z
 "f̂3("�1'3 � û"3) dx0dy# = 2Xi=1 Z
 f̂i('i�u?) dx0dy:En passant à la limite sur " dans (3.6.21) et en utilisant les limites pré
édentes onobtient l'inéquation variationnelle (3.6.19).� Soit  2 H1�L[�1(
) une fon
tion test dans l'équation variationnelle (3.3.3).Comme pour tout i = 1; 2, "�T̂ "�xi 
onverge faiblement dans L2(
) vers zéro et lafon
tion K̂ est bornée dans 
 on alim"!0 2Xi=1 Z
 "2K̂ �T̂ "�xi � �xi dx0dy = 0:Comme �T̂ "�y 
onverge faiblement dans L2(
) vers �T ?�y et que la fon
tion K̂ estbornée dans 
 alorslim"!0Z
 K̂ �T̂ "�y � �y dx0dy = Z
 K̂ �T ?�y � �y dx0dy:93



Comme pour tout i; j = 1; 2, "�û"i�xj 
onverge faiblement dans H1(
) vers 0 et que lafon
tion �̂ est bornée sur R alorslim"!0 2Xi;j=1Z
 �̂(T̂ ")�"�û"i�xj + "�û"j�xi�2  dx0dy = 0:Comme pour tout i = 1; 2, �û"i�y et "2�û"3�xi 
onvergent faiblement dans H1(
) vers�u?i�y et 0, respe
tivement, alors �û"i�y + "2�û"3�xi 
onverge faiblement dans H1(
) vers�u?i�y . De plus, T̂ " 
onverge fortement dans Vy vers T ? et la fon
tion �̂ est 
ontinuesur R, alorslim"!0 2Xi=1 Z
 �̂(T̂ ")��û"i�y + "2�û"3�xi�2  dx0dy = 2Xi=1 Z
 �̂(T ?)��u?i�y �2  dx0dy:Comme "�û"3�y 
onverge faiblement dans H1(
) vers 0 et la fon
tion �̂ est bornée surR, alors lim"!0Z
 �̂(T̂ ")�"�û"3�y �2  dx0dy = 0:Comme T̂ " 
onverge fortement dans Vy vers T ? et la fon
tion r̂ est 
ontinue sur R,alors lim"!0Z
 r̂(T̂ ") dx0dy = Z
 r̂(T ?) dx0dy:Comme T̂ " 
onverge fortement dans Vy vers T ? alors T̂ "j! 
onverge fortement dansL2(!) vers T ?j! . De plus, la fon
tion �̂ est 
ontinue sur R, alorslim"!0Z! �̂(T̂ ") dx0 = Z! �̂(T ?) dx0:En passant à la limite sur " dans l'équation (3.3.3) et en utilisant les limites pré
é-dentes, on obtient (3.6.20). �Rappelons que u? = 0 sur �1; (3.6.22)T ? = 0 sur �1; (3.6.23)et �K̂ �T ?�y = �̂(T ?) sur !: (3.6.24)Dans la suite nous posonss?(x0) = u?(x0; 0); � ?(x0) = �u?�y (x0; 0) et q?(x0) = T ?(x0; 0):94



Théorème 3.6.3. Sous les hypothèses du lemme 3.4.9, on aZ! k̂�j + s? � sj � js? � sj� dx0 � Z! �̂(q?)� ? � 0; 8 2 (L2(!))2; (3.6.25)�̂(q?)j� ?j < k̂ =) s? = s;�̂(q?)j� ?j = k̂ =) 9� � 0 tel que s? = s+ �� ?: � p. p. sur !: (3.6.26)Preuve.� Dans l'inéquation variationnelle (3.3.2), on 
hoisit '̂ = ('1; '2; û"3), où 'i = û"i +�iave
 �i 2 H1�1[�L(
). Ainsi, nous avons2Xi;j=1Z
 "2�̂(T̂ ")��û"i�xj + �û"j�xi� ��i�xj dx0dy + 2Xi=1 Z
 �̂(T̂ ")��û"i�y + "2�û"3�xi� ��i�y dx0dy �� 2Xi=1 Z
 p̂"��i�xi dx0dy + Z! k̂j�+ û" � sj dx0 � Z! k̂jû" � sj dx0 � 2Xi=1 Z
 f̂i�i dx0dy;soit en
oreZ! k̂jû" � sj dx0 � Z! k̂j�+ û" � sj dx0 � 2Xi=1 Z
 f̂i�i dx0dy � 2Xi=1 Z
 p̂"��i�xi dx0dy ++ 2Xi;j=1Z
 "2�̂(T̂ ")��û"i�xj + �û"j�xi� ��i�xj dx0dy ++ 2Xi=1 Z
 �̂(T̂ ")��û"i�y + "2�û"3�xi� ��i�y dx0dy: (3.6.27)En utilisant la semi-
ontinuité inférieure de la fon
tionnelle j on alim inf"!0 Z! k̂jû" � sj dx0 � Z! k̂js? � sj dx0:Comme û" 
onverge fortement dans Vy vers u? alors û"(x0; 0) 
onverge fortementdans L2(!) vers s?(x0), don
lim"!0Z! k̂j�+ û" � sj dx0 = Z! k̂j�+ s? � sj dx0:En faisant tendre " vers zéro dans (3.6.27) et en utilisant le théorème de 
onvergen
e3.6.1 et les limites pré
édentes, on obtientZ! k̂js? � sj dx0 � Z! k̂j�+ s? � sj dx0 + 2Xi=1 Z
 �̂(T ?)�u?i�y ��i�y dx0dy �� 2Xi=1 Z
 p?��i�xi dx0dy � 2Xi=1 Z
 f̂i�i dx0dy;95



soit en
oreZ! k̂�j�+ s? � sj � js? � sj� dx0 � � 2Xi=1 Z
 �̂(T ?)�u?i�y ��i�y dx0dy ++ 2Xi=1 Z
 p?��i�xi dx0dy + 2Xi=1 Z
 f̂i�i dx0dy:En utilisant la formule de Green, on trouveZ! k̂�j�+ s? � sj � js? � sj� dx0 � Z! �̂(q?)� ?� dx0 � 2Xi=1 Z
 f̂i�i dx0dy +� 2Xi=1 Z
�� ��y ��̂(T ?)�u?i�y �+ �p?�xi��i dx0dy:D'après (3.6.2) on en déduit que, pour tout � 2 (H1�L[�1(
))2,Z! k̂�j�+ s? � sj � js? � sj� dx0 � Z! �̂(q?)� ?� dx0 � 0: (3.6.28)L'inégalité (3.6.28) est aussi valable pour tout � 2 (D(!))2 et par densité de D(!)dans L2(!), on obtient (3.6.25).� Pour montrer (3.6.26), on prend � = �(s? � s) dans (3.6.25). Ainsi, on aZ! �k̂js? � sj � �̂(q?)� ?(s? � s)� dx0 = 0; (3.6.29)et si on prend dans (3.6.25) � = �� (s? � s) ave
 � 2 (L2(!))2, on obtientZ! �k̂j�j � �̂(q?)� ?�� dx0 � Z! �k̂js? � sj � �̂(q?)� ?(s? � s)� dx0;et d'après (3.6.29), on en déduit queZ! �k̂j�j � �̂(q?)� ?�� dx0 � 0; 8� 2 (L2(!))2: (3.6.30)Dans (3.6.30), on prend � = (�1; �2) tel que �i � 0 pour tout i = 1; 2. Ainsi, onobtientZ! �k̂j�j � �̂(q?)j� ?j j�j 
os(� ?; �)� dx0 = Z! �k̂ � �̂(q?)j� ?j 
os(� ?; �)�j�j dx0 � 0;alors �̂(q?)j� ?j 
os(� ?; �) � k̂ presque partout sur !: (3.6.31)Dans (3.6.30), on prend �� ave
 � = (�1; �2) et tel que �i � 0 pour tout i = 1; 2.On obtient ainsiZ! �k̂j�j+ �̂(q?)j� ?j j�j 
os(� ?; �)� dx0 = Z! �k̂ + �̂(q?)j� ?j 
os(� ?; �)�j�j dx0 � 0;96



alors �̂(q?)j� ?j 
os(� ?; �) � �k̂ presque partout sur !: (3.6.32)De (3.6.31) et (3.6.32), on en déduit que�̂(q?)j� ?j � k̂ presque partout sur !: (3.6.33)De plus, on ak̂js? � sj � �̂(q?)j� ?j js? � sj � �̂(q?)(� ?):(s? � s) presque partout sur !;don
 k̂js? � sj � �̂(q?)� ?:(s? � s) � 0 presque partout sur !;et d'après (3.6.29), nous obtenonsk̂js? � sj � �̂(q?)� ?:(s? � s) = 0 presque partout sur !: (3.6.34)En appliquant le lemme 2.2.1, nous en déduisons la loi de Tres
a sur ! (3.6.26). �Théorème 3.6.4. Sous les hypothèses du lemme 3.4.9, on a la formulation faiblede l'équation de ReynoldsZ! h�s? + �̂(q?) ~A� ? + ~Brp? � ~C�rq dx0 = Z�! q ~g:n; 8q 2 H1(!); (3.6.35)où les fon
tions ~A, ~B et ~C sont dé�nies par~A(x0) = 1h(x0) Z h(x0)0 Z y0 1�̂(T ?(x0; �)) d�dy;~B(x0) = 1h(x0) Z h(x0)0 Z y0 ��̂(T ?(x0; �)) d�dy;~C(x0) = 1h(x0) Z h(x0)0 Z y0 Z �0 f̂(x0; �)�̂(T ?(x0; �)) d�d�dy:Preuve.� En intégrant (3.6.2) de 0 à y on obtient, pour tout i = 1; 2,��̂�T ?(x0; y)��u?i�y (x0; y) + �̂�q?(x0)�� ?i (x0) + y�p?�xi (x0) = Z y0 f̂i(x0; �) d�:Puisque �̂ est une fon
tion stri
tement positive alors, pour tout i = 1; 2,�u?i�y (x0; y) = �̂�q?(x0)��̂�T ?(x0; y)�� ?i (x0)+ y�̂�T ?(x0; y)� �p?�xi (x0)� 1�̂�T ?(x0; y)� Z y0 f̂i(x0; t) dt;en intégrant à nouveau de 0 à y on trouve, pour tout i = 1; 2,u?i (x0; y) = s?i (x0) + �̂�q?(x0)�A(x0; y)� ?i (x0) +B(x0; y)�p?�xi (x0)� Ci(x0; y); (3.6.36)97



où A(x0; y) = Z y0 d��̂�T ?(x0; �)� ;B(x0; y) = Z y0 � d��̂�T ?(x0; �)� ;Ci(x0; y) = Z y0 Z �0 f̂i(x0; �)�̂�T ?(x0; �)� d�d�; i = 1; 2:Comme u?i �x0; h(x0)� = 0, on obtients? + �̂(q?) �A� ? + �Brp? = �C presque partout sur !; (3.6.37)ave
 la notation �F (x0) = F (x0; h(x0)):D'une part, en prenant la moyenne par rapport à y dans l'expression (3.6.36) on a~u?i (x0) = s?i (x0) + �̂�q?(x0)� ~A(x0)� ?i (x0) + ~B(x0)�p?�xi (x0)� ~Ci(x0); (3.6.38)ave
 la notation ~v(x0) = 1h(x0) Z h(x0)0 v(x0; y) dy:D'autre part, pour tout q 2 H1(!) on aZ
 q div(û") dx0dy = 2Xi=1 Z
 q�û"i�xi dx0dy + Z
 q�û"3�y dx0dy = 0;
e
i impliqueZ! q(x0) Z h(x0)0 2Xi=1 �û"i�xi dy! dx0 + Z! q(x0) Z h(x0)0 �û"3�y dy!dx0 = 0:Comme û"3 = 0 sur � on aZ! q(x0) Z h(x0)0 �û"3�y dy!dx0 = Z! q(x0)�û"3(x0; h(x0))� û"3(x0; 0)� dx0 = 0;par 
onséquent, 2Xi=1 Z! q(x0) Z h(x0)0 �û"i�xi dy!dx0 = 0;Il faut remarquer queZ h(x0)0 �û"i�xi dy = �(h ~̂"iu)�xi + û"i (x0; h(x0)) �h�xi = �(h ~̂"iu)�xi ;98



puisque û"i (x0; h(x0)) = 0. D'où2Xi=1 Z! q(x0)�(h ~̂"iu)�xi dx0 = 0;en utilisant la formule de Green, on en déduit que2Xi=1 Z! h ~̂"iu �q�xidx0 = 2Xi=1 Z�! h ~̂"iuq 
os(n; xi) = 2Xi=1 Z�! ~giq 
os(n; xi);où ~gi(x0) = Z h(x0)0 ĝi(x0; y) dy = h(x0) ~̂"iu(x0); 8x0 2 �!:Comme û"i 
onverge faiblement vers u?i dans Vy et don
 dans L2(!), alors ~̂"iu 
onvergefaiblement vers ~u?i dans L2(!). Par suite,2Xi=1 Z! h~u?i �q�xi dx0 = 2Xi=1 Z�! ~giq 
os(n; xi); 8q 2 H1(!): (3.6.39)On rempla
e ~u?i par son expression (3.6.38), on obtient la formulation faible del'équation de Reynolds (3.6.35). �3.7 Uni
ité des solutions du problème limitePosons Wy = �v 2 Vy : �2v�y2 2 L2(
)� ;B
 = �v 2 Wy �Wy : 


�v�y


Vy � 
� ;fWy = fv 2 Wy �Wy : v satisfait la 
ondition (D') g :Théorème 3.7.1. Sous les hypothèses du lemme 3.4.7 et si K� est su�sammentgrand tel que K� > �1 + (h�)2��Cr̂ + h�C�̂�; (3.7.1)alors la solution (u?; p?; T ?) du problème limite (3.6.19)�(3.6.20) est unique dans�fWy \ B
�� �L20(
) \H1(!)�� Vy pour tout 0 < 
 < min(
0; 
1), où
0 = �2 �4C�̂�� 12 hK��1 + (h�)2��1 � Cr̂ � h�C�̂i 12
1 = �1 + 2�� ��1� �2 �1 + (h�)2���1 
20:
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Preuve. Supposons qu'il existe (u1; p1; T 1) et (u2; p2; T 2) solutions du problèmelimite (3.6.19)�(3.6.20).� Pour tout  2 H1�L[�1(
) on aZ
 K̂ �T 1�y � �y dx0dy = 2Xi=1 Z
 �̂(T 1)��u1i�y �2  dx0dy + Z
 r̂(T 1) dx0dy ++ Z! �̂(T 1) dx0; (3.7.2)Z
 K̂ �T 2�y � �y dx0dy = 2Xi=1 Z
 �̂(T 2)��u2i�y �2  dx0dy + Z
 r̂(T 2) dx0dy ++ Z! �̂(T 2) dx0: (3.7.3)Par soustra
tion de (3.7.2) et (3.7.3) on aZ
 K̂ ��y (T 1 � T 2)� �y dx0dy = 2Xi=1 Z
 "�̂(T 1)��u1i�y �2 � �̂(T 2)��u2i�y �2# dx0dy ++ Z
 �r̂(T 1)� r̂(T 2)� dx0dy + Z! ��̂(T 1)� �̂(T 2)� dx0;soit en
oreZ
 K̂ ��y (T 1 � T 2)� �y dx0dy = 2Xi=1 Z
 �̂(T 1) ��y (u1i + u2i ) ��y (u1i � u2i ) dx0dy ++ 2Xi=1 Z
 ��̂(T 1)� �̂(T 2)���u2i�y �2  dx0dy + Z
 �r̂(T 1)� r̂(T 2)� dx0dy ++ Z! ��̂(T 1)� �̂(T 2)� dx0:En 
hoisissant  = T 1 � T 2 2 H1�L[�1(
) on obtientZ
 K̂ ���� ��y (T 1 � T 2)����2 dx0dy = 4Xk=1 Rk; (3.7.4)où R1 = 2Xi=1 Ri1; Ri1 = Z
 �̂(T 1) ��y (u1i + u2i ) ��y (u1i � u2i )(T 1 � T 2) dx0dy;R2 = 2Xi=1 Ri2; Ri2 = Z
 ��̂(T 1)� �̂(T 2)���u2i�y �2 (T 1 � T 2) dx0dy;R3 = Z
 �r̂(T 1)� r̂(T 2)�(T 1 � T 2) dx0dy;R4 = Z! ��̂(T 1)� �̂(T 2)�(T 1 � T 2) dx0:100



En utilisant l'hypothèse (3.4.11) et l'inégalité de Poin
aré, on aZ
 K̂ ���� ��y (T 1 � T 2)����2 dx0dy � K��1 + (h�)2��1kT 1 � T 2k2Vy : (3.7.5)En utilisant l'hypothèse (3.4.5) et l'inégalité de Hölder on ajRi1j � ��


 ��y (u1i + u2i )


L4(
)


 ��y (u1i � u2i )


0;
kT 1 � T 2kL4(
);
omme l'inje
tion 
ompa
te de Vy dans L4(
) est 
ontinue, alors il existe une
onstante � > 0 telle quejRi1j � �� �2 


 ��y (u1i + u2i )


Vyku1i � u2ikVykT 1 � T 2kVy� �� �2 ku1i + u2ikWyku1i � u2ikVykT 1 � T 2kVyet puisque u1 et u2 sont deux éléments de B
 alorsjRi1j � 2�� �2 
 ku1i � u2ikVykT 1 � T 2kVy ;en utilisant l'inégalité 2Pi=1 ai � p2 � 2Pi=1 a2i� 12 pour ai � 0, on ajR1j � 2�� �2 
 kT 1 � T 2kVy 2Xi=1 ku1i � u2ikVy� 2p2�� �2 
 kT 1 � T 2kVy " 2Xi=1 ku1i � u2ik2Vy# 12� 2p2�� �2 
 kT 1 � T 2kVyku1 � u2k2Vy�Vy : (3.7.6)Comme la fon
tion �̂ est lips
hitzienne sur R de rapport C�̂ alorsjRi2j � C�̂ Z
 jT 1 � T 2j2 �����u2i�y ����2 dx0dy;en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, la 
ontinuité de l'inje
tion 
ompa
te deVy dans L4(
) et le fait que u2 appartient à B
, on obtientjRi2j � C�̂ kT 1 � T 2k2L4(
)


�u2i�y 


2L4(
)� �4C�̂ kT 1 � T 2k2Vy


�u2i�y 


2Vy� �4C�̂ kT 1 � T 2k2Vyku2ik2Wy� �4C�̂ 
2 kT 1 � T 2k2Vy ;d'où jR2j � 2 �4C�̂ 
2 kT 1 � T 2k2Vy : (3.7.7)101



Comme la fon
tion r̂ est lips
hitzienne sur R de rapport Cr̂ alorsjR3j � Cr̂ kT 1 � T 2k20;
 � Cr̂ kT 1 � T 2k2Vy : (3.7.8)En utilisant le fait que �̂ est une fon
tion lips
hitzienne sur R de rapport C�̂ on ajR4j � C�̂ kT 1 � T 2k20;!;d'après le lemme 3.4.3 on obtientjR4j � h�C�̂ kT 1 � T 2k2Vy : (3.7.9)En inje
tant (3.7.5)-(3.7.9) dans (3.7.4) on aK��1 + (h�)2��1kT 1 � T 2k2Vy � h2 �4C�̂ 
2 + Cr̂ + h�C�̂ikT 1 � T 2k2Vy ++2p2�� �2 
 ku1 � u2kVy�VykT 1 � T 2kVy ;soit en
orehK��1+(h�)2��1�2 �4C�̂ 
2�Cr̂�h�C�̂ikT 1�T 2kVy � 2p2���2 
 ku1�u2kVy�Vy :On suppose que0 < 
 < 
0 = �2 �4C�̂�� 12 hK��1 + (h�)2��1 � Cr̂ � h�C�̂i 12 ; (3.7.10)à 
ondition que K� > �1 + (h�)2��Cr̂ + h�C�̂�; (3.7.11)alors dans 
e 
as, on aK��1 + (h�)2��1 � 2 �4C�̂ 
2 � Cr̂ � h�C�̂ > 0;d'où kT 1 � T 2kVy � p2��C�1�̂ �
20 � 
2��1
 ku1 � u2kVy�Vy : (3.7.12)� Nous avons aussi les deux inégalités suivantes :2Xi=1 Z
 �̂(T 1)�u1i�y ��y ('1i � u1i ) dx0dy + 2Xi=1 Z
 �p1�xi ('1i � u1i ) dx0dy ++ Z
 k̂j'1 � sj dx0 � Z
 k̂ju1 � sj dx0 � 2Xi=1 Z
 f̂i('1i � u1i ) dx0dy; 8'1 2 V; (3.7.13)2Xi=1 Z
 �̂(T 2)�u2i�y ��y ('2i � u2i ) dx0dy + 2Xi=1 Z
 �p2�xi ('2i � u2i ) dx0dy ++ Z! k̂j'2 � sj dx0 � Z! k̂ju2 � sj dx0 � 2Xi=1 Z
 f̂i('2i � u2i ) dx0dy; 8'2 2 V: (3.7.14)102



Comme 
haque u 2 Vy est limite au sens de la topologie de Vy d'une suite ('n)d'éléments de V , voir pour 
ela le lemme 5.3 [9℄, on peut alors prendre '1 = u2 dans(3.7.13) et '2 = u1 dans (3.7.14). On obtient ainsi2Xi=1 Z
 �̂(T 1)�u1i�y ��y (u2i � u1i ) dx0dy + Z! k̂ju2 � sj dx0 � Z! k̂ju1 � sj dx0 �� 2Xi=1 Z
 f̂i(u2i � u1i ) dx0dy; (3.7.15)2Xi=1 Z
 �̂(T 2)�u2i�y ��y (u1i � u2i ) dx0dy + Z! k̂ju1 � sj dx0 � Z! k̂ju2 � sj dx0 �� 2Xi=1 Z
 f̂i(u1i � u2i ) dx0dy: (3.7.16)Par addition de (3.7.15) et (3.7.16) on a2Xi=1 Z
 ��̂(T 1)�u1i�y ��y (u2i � u1i ) + �̂(T 2)�u2i�y ��y (u1i � u2i )� dx0dy+ � 0;soit en
ore 2Xi=1 Z
 �̂(T 1) ���� ��y (u2i � u1i )����2 dx0dy � 2Xi=1 Si; (3.7.17)où Si = Z
 ��̂(T 1)� �̂(T 2)��u2i�y ��y (u2i � u1i ) dx0dy:En utilisant l'hypothèse (3.4.5) et l'inégalité de Poin
aré, on a2Xi=1 Z
 �̂(T 1) ���� ��y (u2i � u1i )����2 dx0dy � �� 2Xi=1 


 ��y (u2i � u1i )


20;
 �� ���1 + (h�)2��1 2Xi=1 ku2i � u1ik2Vy = ���1 + (h�)2��1ku2 � u1k2Vy�Vy (3.7.18)Comme la fon
tion �̂ est lips
hitzienne sur R de rapport C�̂ alorsjSij � C�̂ Z
 jT 1 � T 2j �����u2i�y ���� ���� ��y (u2i � u1i )���� dx0dy;en utilisant l'inégalité de Hölder, la 
ontinuité de l'inje
tion 
ompa
te de Vy dansL4(
) et le fait que u2 2 B
, on obtientjSij � C�̂ kT 1 � T 2kL4(
)


�u2i�y 


L4(
)


 ��y (u2i � u1i )


0;
� �2C�̂ kT 1 � T 2kVy


�u2i�y 


Vyku2i � u1i kVy� �2C�̂ 
 kT 1 � T 2kVyku2i � u1ikVy103



ave
 l'inégalité 2Pi=1 ai � p2 � 2Pi=1 a2i �12 pour ai � 0 on a����� 2Xi=1 Si����� � p2�2C�̂ 
 kT 1 � T 2kVyku2 � u1kVy�Vy : (3.7.19)En inje
tant (3.7.18) et (3.7.19) dans (3.7.17) on obtientku2 � u1kVy�Vy � p2��1� �2C�̂ �1 + (h�)2� 
 kT 1 � T 2kVy : (3.7.20)En revenant à (3.7.12) on obtienth1� 2�� ��1� �2 �1 + (h�)2� �
20 � 
2��1 
2i kT 1 � T 2kVy � 0: (3.7.21)Si on suppose que 0 < 
 < 
1 = �1 + 2�� ��1� �2 �1 + (h�)2���1 
20; (3.7.22)ave
 la 
ondition (3.7.11).Alors, 1� 2�� ��1� �2 �1 + (h�)2� �
20 � 
2��1 
2 > 0;par 
onséquent, kT 1 � T 2kVy = 0;d'où T 1 = T 2 presque partout dans Vy.D'après (3.7.20), on en déduit que u1 = u2 presque partout dans Vy � Vy.� On prend '1 = u1+� dans (3.7.13) et '2 = u2�� dans (3.7.14), où � 2 (H10 (
))3.Ainsi, nous obtenons2Xi=1 Z
 �̂(T 1)�u1i�y ��i�y dx0dy + 2Xi=1 Z
 �p1�xi �i dx0dy � 2Xi=1 Z
 f̂i�i dx0dy;� 2Xi=1 Z
 �̂(T 2)�u2i�y ��i�y dx0dy � 2Xi=1 Z
 �p2�xi �i dx0dy � � 2Xi=1 Z
 f̂i�i dx0dy:En additionnant 
es deux inégalités il vient2Xi=1 Z
 ��xi (p2 � p1)�i dx0dy � 2Xi=1 Z
 ��̂(T 1)�u1i�y � �̂(T 2)�u2i�y � ��i�y dx0dy;soit en
ore 2Xi=1 Z
(p1 � p2)��i�xi dx0dy � 2Xi=1 Z
 �̂(T 1) ��y (u1i � u2i )��i�y dx0dy ++ 2Xi=1 Z
 ��̂(T 1)� �̂(T 2)��u2i�y ��i�y dx0dy; 8 2 (H10 (
))3: (3.7.23)104



Comme p1 � p2 alors il existe  2 (H10 (
))3 tel que div( ) = p1 � p2 etk k1;
 � Ckp1 � p2k0;
, où C est une 
onstante positive qui dépend du domaine 
.En 
hoisissant � =  dans (3.7.23) nous avonskp1 � p2k20;
 � I1 + I2; (3.7.24)oùI1 = 2Xi=1 Z
 �̂(T 1) ��y (u1i�u2i )� i�y dx0dy; I2 = 2Xi=1 Z
 ��̂(T 1)��̂(T 2)��u2i�y � i�y dx0dy:En utilisant l'hypothèse (3.4.5) et l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, on ajI1j � �� 2Xi=1 


 ��y (u1i � u2i )


20;
! 12  2Xi=1 


� i�y 


20;
! 12� �� ku1 � u2kVy�Vyk k1;
� �� C ku1 � u2kVy�Vykp1 � p2k0;
 (3.7.25)Comme la fon
tion �̂ est lips
hitzienne sur R de rapport C�̂ et l'inégalité de Hölderon a jI2j � C�̂ 2Xi=1 Z
 jT 1 � T 2j �����u2i�y ���� ����� i�y ���� dx0dy� C�̂ 2Xi=1 kT 1 � T 2kL4(
)


�u2i�y 


L4(
)


� i�y 


0;
et puisque l'inje
tion 
ompa
te de Vy dans L4(
) est 
ontinue et u2 2 B
 nous avonsjI2j � �2C�̂ 2Xi=1 kT 1 � T 2kVy


�u2i�y 


Vyk ik1;
� �2C�̂ 
 kT 1 � T 2kVy 2Xi=1 k ik1;
� p2�2C�̂ 
 kT 1 � T 2kVyk k1;
� p2�2C�̂C 
 kT 1 � T 2kVykp1 � p2k0;
 (3.7.26)En inje
tant (3.7.25) et (3.7.26) dans (3.7.24) nous obtenonskp1 � p2k0;
 � ��Cku1 � u2kVy�Vy +p2�2C�̂C
kT 1 � T 2kVy ;or kp1 � p2k0;
 � (h�) 12kp1 � p2k0;!;d'où kp1 � p2k0;! � C1ku1 � u2kVy�Vy + C2kT 1 � T 2kVy (3.7.27)où C1 et C2 sont deux 
onstantes positives données parC1 = (h�)� 12��C; C2 = p2 (h�)� 12�2C�̂C 
:De l'uni
ité de u? et T ? nous en déduisons que p1 = p2 presque partout sur !. �105
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Chapitre 4Approximation du problème limitepar une méthode d'éléments �nis
4.1 Introdu
tionDans le 
hapitre 3, nous avons étudié le 
omportement asymptotique du problèmetridimensionnel modélisant l'é
oulement non isotherme en régime stationnaire d'un�uide newtonien in
ompressible en présen
e d'une 
ondition non linéaire de typeTres
a sur une partie du bord. Cette étude nous a permis d'obtenir à la limite unproblème bidimensionel qui est d'une part non 
oer
if au sens de H1, et d'autrepart non linéaire. Ce
i impose une dis
rétisation éléments �nis parti
ulière pour larésolution numérique de 
e problème.Le plan de 
e 
hapitre est le suivant. Dans la se
tion 4.2, on 
ommen
e par rap-peler le 
adre fon
tionnel du problème limite ; puis on présente dans la se
tion 4.3,un nouvel élément �ni noté P0;1 adapté à un opérateur non 
oer
if du type de 
euxqui interviennent dans notre problème. En 
hoisissant ensuite des éléments �nis detype P0;1 pour appro
her la vitesse et la température, et les éléments �nis 
lassiquesnotés P1 pour appro
her la pression. On présente dans la se
tion 4.3, un résultatd'existen
e et d'uni
ité des solutions pour le problème dis
ret. Dans la se
tion 4.4,on montrera la 
onvergen
e des solutions du problème dis
ret vers les solutions duproblème limite. Dans la se
tion 4.5, nous donnerons les estimations de l'erreur d'ap-proximation en fon
tion du pas de dis
rétisation.Nous 
onsidérons le problème limite suivant :Trouver u? 2 Vy \Wy, p? 2 L20(
) \H1(!) et T ? 2 Vy \ C0;1y (
) tels quea(T ?; u?; v � u?) + (�xp?; v � u?) + j(v)� j(u?) � (f̂ ; v � u?); 8v 2 Vy; (4.1.1)b(T ?;  ) = 
(u?;T ?;  ); 8 2 Vy; (4.1.2)

109



où a(T ; u; v) = Z
 �̂(T )�u�y �v�y dxdy; (�xp; v) = Z
 �p�xv dxdy;j(v) = Z! k̂jv � sjdx; (f̂ ; v) = Z
 f̂v dxdy;b(T;  ) = Z
 K̂ �T�y � �y dxdy;
(u;T;  ) = Z
 �̂(T )��u�y�2  dxdy + Z
 r̂(T ) dxdy + Z! �̂(T ) dx;Pour simpli�er l'étude numérique du problème (4.1.1)�(4.1.2) on prend! =℄0; 1[; 
 = !�℄0; h�[; où h� = supx2℄0;1[h(x):�1 est don
 la surfa
e d'équation y = h�.On rappelle queVy = �v 2 L2(
) : �v�y 2 L2(
); v = 0 sur �1� ;Wy = �v 2 L2(
) : �v�y 2 L2(
); �2v�y2 2 L2(
)� ;C0;1y (
) = �v 2 C0(
) : 8x 2 !; supy1 6=y2 jv(x; y1)� v(x; y2)jjy1 � y2j <1� :
4.2 Un élément �ni spé
i�queDans 
ette se
tion, nous dé�nissons un élément �ni spé
i�que pour les problèmesposés dans un espa
e Vy où 
 peut être dé
omposé en un ensemble de re
tangles. Cetélément �ni a été utilisé par K. Lhalouani dans [10℄ pour résoudre numériquementun problème limite dans le 
as d'un 
onta
t bilatéral ave
 la loi de Tres
a entre unmatériau élastique et un joint moyennement �mou�, et aussi dans [1, 2℄ pour la réso-lution d'un problème de 
onta
t unilatéral ave
 frottement de Coulomb non lo
al.Dans la se
tion 4.3, nous utiliserons 
et élément �ni ave
 l'élément �ni 
lassiquepour étudier le problème limite (4.1.1)�(4.1.2).On note : � = ! [ �L [ �1 la frontière de 
 (voir Fig. 4.1).4.2.1 Dé�nition de l'élément �ni spé
i�quePour tout 
0 ouvert de 
, on dé�nit P0;1(
0) l'espa
e des polyn�mes à deux va-riables sur 
0 de degré = 0 par rapport à x et de degré � 1 par rapport à y.110



0
yh��L �1
 �L x1!Fig. 4.1 � Domaine d'é
oulement du �uide.Rappelons que Vy est un espa
e de Hilbert pour la norme k:kVy qui est équivalenteà la norme 


�v�y


0;
; 8v 2 Vy:C'est 
ette dernière norme que nous utiliserons par la suite.On dé�nit une dis
rétisation de l'ouvert 
 en introduisant un pas hx suivant l'axedes abs
isses, et un pas hy suivant l'axe des ordonnées. Soit Xi;j, de 
oordonnées�(i� 1)hx; (j � 1)hy�; i = 1; :::; n et j = 1; :::; m;les points du maillage. ((i � 1)hx; 0) (i = 1; :::; n) sont les 
oordonnées des pointsappartenant à !. Et soit Ki;j une dis
rétisation par une famille de re
tangles (voirFig. 4.2). On notera jhj =ph2x + h2y. Le nombre de re
tangles sur 
haque verti
aleest égale à m = h�hy .Soit l'espa
e dis
ret de dimension �nie Vyh dé�ni parVyh = n' 2 L2(
) : 8x 2 [0; 1℄; '(x; :) 2 C0([0; h�℄);'jKi;j 2 P0;1(Ki;j); ' = 0 sur �1o:Pour tout u 2 Vy, nous dé�nissons �h(u) par :Pour tout Ki;j et pour tout X = (x; y) 2 Ki;j,�h(u)(X) = ai;jy + bi;j; (4.2.1)où ai;j = 1hxhy ZKi;j �u�y (x; y) dxdy; (4.2.2)111



X1;1 K1;1
X1;m K1;m Xi;j Ki;j Xn;1 Kn;1

Xn;m Kn;m
Fig. 4.2 � Re
tangularisation du domaine 
.et bi;j est une 
onstante 
hoisie de manière à assurer la 
ontinuité en y de �h(u). Deplus, si Ki;m \ �1 6= ; alors bi;m+1 = �h�ai;m+1.Proposition 4.2.1. �h est une appli
ation de Vy dans Vyh.Preuve. Soit i un indi
e �xé tel que Ki;m\�1 6= ; et soit j un indi
e 
orrespondantà un re
tangle Ki;j, alors la 
ondition de 
ontinuité de �h(u) entre Ki;j+1 et Ki;j pour1 � j < m s'é
rit ai;jyj+1 + bi;j = ai;j+1yj+1 + bi;j+1: (4.2.3)Ce qui permet de déterminer de manière unique les bi;j+1 à partir de bi;j, et don
bi;j de pro
he en pro
he à partir de bi;m+1 = �h�ai;m+1. Don
 �h(u) est bien dé�nie,
ontinue par rapport à y, et sa restri
tion à 
haque re
tangle Ki;j appartient àP0;1(Ki;j). �4.2.2 Théorème de 
onvergen
e et résultat de tra
eNous allons montrer que la suite �h(u) 
onverge vers u en utilisant les propriétésde �h et la densité de H2(
) dans Vy (voir [4℄).Lemme 4.2.1. Il existe une 
onstante C > 0, indépendante de Ki;j, i = 1; :::; n ;j = 1; :::; m et de h, telle que pour tout u 2 H1(Ki;j) ave
ZKi;j u(x; y) dxdy = 0;on a kuk0;Ki;j � Chkuk1;Ki;j :Preuve. voir [6℄. � 112



Lemme 4.2.2. Soit u 2 Vy, alors il existe une 
onstante C > 0 indépendante de uet de h telle que 


�u�y � ��h(u)�y 


0;
 � C


�u�y 


0;
: (4.2.4)Si de plus �u�y 2 H1(
) alorsku� �h(u)kVy � C h


�u�y


1;
: (4.2.5)Preuve. Soit i 2 f1; :::; ng; j 2 f1; :::; mg, d'après (4.2.1) on a


�u�y � ��h(u)�y 


0;Ki;j = 


�u�y � ai;j


0;Ki;j� 


�u�y


0;Ki;j +phxhyjai;jj� 


�u�y


0;Ki;j + 1phxhy ��� ZKi;j �u�y dxdy���� 


�u�y


0;Ki;j + 1phxhy ZKi;j ����u�y ��� dxdy;en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz au se
ond terme on a


�u�y � ��h(u)�y 


0;Ki;j � 2


�u�y 


0;Ki;j :En faisant une sommation sur (i; j) on obtient la relation (4.2.4).Supposons maintenant que u 2 H2(
), alors pour tout (i; j) 2 f1; :::; ng�f1; :::; mg,�u�y � ��h(u)�y 2 H1(Ki;j):De plus, d'après la dé�nition de �h(u)ZKi;j ��u�y � ��h(u)�y � dxdy = 0:Don
 d'après le lemme 4.2.1, il existe une 
onstante C > 0 telle que


�u�y � ��h(u)�y 


0;Ki;j � C h


�u�y � ��h(u)�y 


1;Ki;j � C h


�u�y


1;Ki;j :En faisant une sommation sur (i; j), on obtient (4.2.5). �Théorème 4.2.1. Soit u 2 Vy, alorslimh!0 ku� �h(u)kVy = 0:113



Preuve. Soit v 2 H2(
) quel
onque, nous avonsku� �h(u)kVy = 


�u�y � ��h(u)�y 


0;
� 


�v�y � ��h(v)�y 


0;
 + 


�(u� v)�y � ��h(u� v)�y 


0;
Puisque u� v 2 Vy et v 2 H2(
), on a par (4.2.3) et (4.2.4)


�(u� v)�y � ��h(u� v)�y 


0;
 � C


�(u� v)�y 


0;



�v�y � ��h(v)�y 


0;
 � C hkvk2;
Don
 ku� �h(u)kVy � C hkvk2;
 + C


�(u� v)�y 


0;
; 8v 2 H2(
):Soit " > 0 ; puisque H2(
) est dense dans Vy, il existe un élément v de H2(
) telque 


�(u� v)�y 


0;
 � "2C : (4.2.6)soit h0 = "2Ckvk2;
 , alors pour jhj < jh0j on aku� �h(u)kVy � "; 8" > 0:Ce qui démontre le théorème 4.2.1. �Le 
al
ul e�e
tif des éléments de �h(u) dans une bande verti
ale permet d'obtenirla 
ara
térisation suivante des valeurs de �h(u) sur le bord inférieur.
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X1;1 K1;1X1;2 K1;2 Ki;1Ki;2
Ki;mSi;m

Fig. 4.3 � Dé�nition d'une bande verti
ale.Proposition 4.2.2. Soit u 2 Vy. Pour tout i = 1; :::; n on a�h(u)(X) = 1hx ZKi;1\! u(x; 0) dx; X = (x; 0) 2 Ki;1 \ !: (4.2.7)Preuve. Soit i 2 f1; :::; ng un indi
e �xé, on a : Ki;1 \ ! 6= ;.La bande verti
ale 
orrespond à i est donnée par (voir Fig. 4.3)Si;m = m[j=1Ki;jCal
ulons les bi;j; j = 1; :::; m. Nous avons par (4.2.3)bi;j+1 � bi;j = (ai;j � ai;j+1)yj+1; 8j = 1; :::; m:En faisant une sommation sur j = 1; :::; m nous obtenonsmXj=1(bi;j+1 � bi;j) = mXj=1(ai;j � ai;j+1)yj+1 = mXj=1 ai;jyj+1 � mXj=1 ai;j+1yj+1;d'où �bi;1 + bi;m+1 = hy mXj=1 ai;j + bi;m+1;soit en
ore bi;1 = �hy mXj=1 ai;j:Don
 d'après (4.2.2) nous avonsbi;1 = � 1hx ZSi;m �u�y dxdy = � 1hx Z xi+1xi �Z h�0 �u�y dy� dx = 1hx Z xi+1xi u(x; 0) dx:115



Ainsi pour X = (x; 0) 2 Ki;1 \ ! nous avons�h(u)(X) = ai;1:0 + bi;1 = 1hx Z xi+1xi u(x; 0) dx:Ce qui a
hève la preuve de la proposition 4.2.2. �4.3 Approximation du problème limitePour obtenir une approximation de la solution (u?; p?; T ?) du problème limite(4.1.1)�(4.1.2), nous utilisons la dis
rétisation élément �ni spé
i�que dé�nie dansla se
tion 4.2 pour la vitesse et la température, et la dis
rétisation éléments �nis
lassique pour la pression.Les notations sont 
elles de la se
tion 4.2. Pour numéroter les noeuds du maillagedans le domaine 
, nous utiliserons la numérotation dite par ligne [12℄. Ainsi nousdé�nissons la bije
tion :f(i; j); 1 � i � n et 1 � j � mg ! fk; 1 � k � nmg(i; j) ! k = i+ (j � 1)nOn notera alors : Zk = Xi;j dans 
 et Kk = Ki;j.4.3.1 Dis
rétisation des espa
esOn appro
he 
lassiquement l'espa
e H1(!) parWh = nqh 2 H1(!) \ C0(!) : qhj[Zk;Zk+1[ 2 P1([Zk; Zk+1[); 81 � k � no ;où qhj[Zk;Zk+1[ désigne la restri
tion de qh à [Zk; Zk+1[ et P1 l'espa
e des polyn�mesde degré � 1.Pour l'espa
e Vy l'approximation est la suivanteVyh = n' 2 L2(
) : 8x 2 [0; 1℄; '(x; :) 2 C0([0; h�℄);'jKk 2 P0;1(Kk); 81 � k � nm; ' = 0 sur �1o:On appro
he aussi l'espa
e Wy parWyh = n' 2 L2(
) : 8x 2 [0; 1℄; '(x; :) 2 C1([0; h�℄);'jKk 2 P0;2(Kk); 81 � k � nmo;où P0;2(Kk) est l'espa
e des polyn�mes à deux variables sur Kk de degré = 0 parrapport à x et de degré � 2 par rapport à y.116



4.3.2 Approximation de la fon
tionnelle jLa fon
tionnelle j de Vy ! R dé�nie parj(v) = Z! k̂jv � sj dxest déli
ate à 
al
uler même si k̂ est 
onstante, 
'est pourquoi on l'appro
hera parune fon
tionnelle jh obtenue par intégration numérique. On rappelle que ! est dé�nipar ! = n�1[k=1[Xk; Xk+1℄:En utilisant la formule du trapèzes, pour tout vh 2 VyhZ Xk+1Xk k̂(x)jvh(x)� sj dxsera appro
hé parhx2 hk̂(Xk)jvh(Xk)� sj+ k̂(Xk+1)jvh(Xk+1)� sjidon
 jh(vh) = hx2 n�1Xk=1 hk̂(Xk)jvh(Xk)� sj+ k̂(Xk+1)jvh(Xk+1)� sji ;soit en
ore jh(vh) = hx2 hk̂(X1)jvh(X1)� sj+ k̂(Xn0)jvh(Xn)� sj++2 n�2Xk=1 k̂(Xk)jvh(Xk)� sji: (4.3.1)Lemme 4.3.1. jh est 
onvexe, propre, et 
ontinue de Vyh dans R.Preuve. En utilisant la formule (4.3.1) on montre fa
ilement que jh est 
onvexe,propre et 
ontinue. �On dé�nit le problème dis
ret par :Trouver uh 2 Vyh \Wyh, ph 2 L20(
) \Wh et Th 2 Vyh \ C0;1y (
) tels quea(Th; uh; vh � uh) + (�xph; vh � uh) + jh(vh)� jh(uh) �� (f̂ ; vh � uh); 8vh 2 Vyh; (4.3.2)b(Th;  h) = 
(uh;Th;  h); 8 h 2 Vyh: (4.3.3)
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4.3.3 Résolution du problème dis
retCompte tenu de l'étude faite dans le 
hapitre 2 et le 
hapitre 3, on démontreun théorème d'existen
e et d'uni
ité des solutions du problème dis
ret analogue authéorème 3.7.1, d'où le :Théorème 4.3.1. Supposons que f̂ 2 L2(
), k̂ 2 L1(!) \H 12 (!), k̂ � 0 presquepartout sur !, g 2 H 32 (
). Il existe six 
onstantes ��, ��, K�, K�, r� et �� telles que0 < �� � �̂(a) � ��; r̂(a) � r�; �̂(a) � ��; 8a 2 R;0 < K� � K̂(x; y) � K�; 8(x; y) 2 
:La fon
tion K̂ appartient à C1;1(
), les fon
tions �̂, r̂ et �̂ sont lips
hitziennes surR de rapports respe
tifs C�̂, Cr̂ et C�̂. On suppose aussi que K� est su�sammentgrand tel que K� > h��h�Cr̂ + C�̂�; (4.3.4)alors le problème dis
ret admet une unique solution (uh; ph; Th) dans�Vyh \Wyh�� �Wh \ L20(
)�� �Vyh \ C0;1y (
)�. De plus, on akuhkWy � 
 et kThkVy � �0;où 0 < 
 < min(
0; 
1) ave

0 = ��2C� 12�̂ hK� � (h�)2Cr̂ � h�C�̂i 12
1 = �1 + 2����1� �� 12 
0;et �0 = �0(
) = K�1� h�� h� �2 
2 + r� h� j
j 12 + �� (h�) 12 j!j 12 i:Preuve. Pour un élément Th donné dans �Vyh\C0;1y (
)�, la forme bilinéaire a(Th; :; :)est 
oer
ive et 
ontinue sur eVyh� eVyh, de plus la fon
tionnelle jh est 
onvexe propreet 
ontinue sur eVyh. En appliquant le théorème 2.4.1 on en déduit qu'il existe uneunique solution uh 2 eVyh de l'inéquation variationnellea(Th; uh; vh � uh) + jh(vh)� jh(uh) � (f̂ ; vh � uh); 8vh 2 Vyh; (4.3.5)où eVyh = fvh 2 Vyh : vh satisfait la 
ondition (D0)g :On montre aussi, 
omme dans la se
tion 2.5, que uh 2 Wyh � Wy. Pour obtenir ph,on utilise les résultats de dualité en optimisation 
onvexe, 
omme dans la preuve duthéorème 2.4.2 sauf que les espa
es sont di�érents.Posons kvkWy = 


�v�y


Vy = 


�2v�y2


0;
:Pour uh 2 (Vyh \ Wyh) donné. L'appartenan
e de uh dans Wyh et don
 dans Wyimplique l'existen
e d'une 
onstante stri
tement positive 
 telle quekuhkWy � 
:118



On montre alors, par le lemme de Lax-Milgram, que le problème linéaire asso
ié à(4.3.3) admet une unique solution T �h dans �Vyh \ C0;1y (
)� et quekT �hkVy � �0 = K�1� h�� h� �2 
2 + r� h� j
j 12 + �� (h�) 12 j!j 12i;où � est la 
onstante de l'inje
tion 
ompa
te de Vy dans L4(
). Ensuite, en utilisantle théorème du point �xe de Bana
h on démontre que le problème non linéaire entempérature admet une unique solution Th dans �Vyh \ C0;1y (
)� sous l'hypothèse(4.3.4) et pour tout 0 < 
 < 
0. De plus, on akThkVy � �0:En�n, en utilisant à nouveau le théorème du point �xe de Bana
h on obtient, 
ommedans la preuve du théorème 2.7.1, l'existen
e et l'uni
ité des solutions du problèmedis
ret sous l'hypothèse (4.3.4) et pour tout 0 < 
 < min(
0; 
1). �4.4 Convergen
e des solutions appro
héesLa 
onvergen
e de la solution appro
hée du problème dis
ret (4.3.2)�(4.3.3) versla solution du problème limite (4.1.1)�(4.1.2) est donnée par le théorème 4.4.1 
i-après. La démonstration de 
e théorème repose sur les propositions suivantes :Proposition 4.4.1. On peut trouver un espa
e U dense dans Vy tel que, pour toutv 2 Vy, on puisse 
onstruire une suite (vh)h d'éléments de Vyh ave
 vh 
onvergefortement vers v dans Vy lorsque h tend vers zéro.Preuve. Il su�t de prendre U = H2(
) puisque H2(
) dense dans Vy [4℄, etvh = �h(v) et d'utiliser le résultat du théorème 4.2.1. �Proposition 4.4.2. Si vh 
onverge faiblement vers v dans Vy, alorslim infh!0 jh(vh) � j(v):Preuve. Se référer à [7℄.Proposition 4.4.3. Soit w 2 Vy et soit wh la suite 
orrespondante de Vyh donnéepar la proposition 4.4.1, alors limh!0 jh(wh) = j(w):Preuve. En utilisant la 
ontinuité de j et la 
onvergen
e forte de wh vers w dans Vy,on en déduit que j(wh) 
onverge vers j(w). Ainsi la preuve de 
e lemme se ramèneà la preuve de la 
onvergen
e de jh(wh) � j(wh) vers zéro. Cette 
onvergen
e estévidente grâ
e au lemme 1.2, page 8, [9℄. �Proposition 4.4.4. On peut trouver un espa
e V dense dans H1(!) tel que, pourtout q 2 V, on puisse 
onstruire une suite qh d'éléments de Wh ave
 qh 
onvergefortement vers q dans H1(!) lorsque h tend vers zéro.119



Preuve. Puisque la frontière �! de ! est lips
hitzienne, on a (voir [11℄)C1(!) = H1(!):Il me semble naturel de prendre V = C1(!). On note rh(q) la proje
tion de q surWh suivant la norme standard de H1(!). On sait que (voir [3℄)limh!0 rh(q) = q dans H1(!) fort:Ce qui a
hève la démonstration de 
ette proposition en prenant qh = rh(q). �Nous aurons besoin dans la suite d'utiliser le résultat de tra
e suivant.Lemme 4.4.1. On akshk0;! � 2 (h�) 12kuhkVy ; où sh(x) = uh(x; 0); 8x 2 !: (4.4.1)Preuve. On é
rit uh(x; 0) = � Z y0 �uh�� (x; �) d� + uh(x; y);en passant à la valeur absolue on ajuh(x; 0)j � Z y0 �����uh�� (x; �)���� d� + juh(x; y)j � Z h�0 �����uh�� (x; �)���� d� + juh(x; y)j;en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz on obtientjuh(x; 0)j � ph� Z h�0 �����uh�� (x; �)����2 d�!12 + juh(x; y)j;ave
 l'inégalité (a + b)2 � 2(a2 + b2); a; b 2 R ; on ajuh(x; 0)j2 � 2 h� Z h�0 �����uh�� (x; �)����2 d� + 2juh(x; y)j2;en intégrant entre 0 et h� on obtientZ h�0 juh(x; 0)j2dy = h�juh(x; 0)j2 � 2 (h�)2 Z h�0 �����uh�� (x; �)����2 d�+2 Z h�0 juh(x; y)j2 dy;et en intégrant sur ! on ah� Z! juh(x; 0)j2 dx � 2 (h�)2 Z
 �����uh�� (x; �)����2 d�dy + 2 Z
 juh(x; y)j2 dxdy;soit en
ore kshk20;! � 2 h�


�uh�y 


20;
 + 2h�kuhk20;
;sa
hant que kuhk20;
 � (h�)2


�uh�y 


20;
;alors kshk20;! � 4 h�


�uh�y 


20;
 = 4h�kuhk2Vy ;d'où le résultat. � 120



Théorème 4.4.1. Sous les hypothèses du théorème 4.3.1, la solution (uh; ph; Th)du problème (4.3.1)�(4.3.2) 
onverge fortement dans �Vy \Wy���L20(
)\H1(!)���Vy \ C0;1y (
)� vers la solution (u?; p?; T ?) du problème limite (4.1.1)�(4.1.2).Preuve. La preuve de 
e théorème se fait en trois étapes :Etape 1 : estimations a priori sur uh, ph et Th.� En prenant vh = 0 dans (4.3.1) on aa(Th; uh; uh) + jh(uh) � (f̂ ; uh) + (�xph; uh) + jh(0);sa
hant que (�xph; uh) = 0, il vienta(Th; uh; uh) + jh(uh) � (f̂ ; uh) + jh(0);or jh(uh) � 0 d'où a(Th; uh; uh) � (f̂ ; uh) + jh(0);soit en
ore ��kuhk2Vy � h�kf̂k0;
kuhkVy + jjh(0)j:D'après la proposition 4.4.3, il existe une 
onstante C0 > 0 indépendante de h telleque jjh(0)j � C0. Don
 ��kuhk2Vy � h�kf̂k0;
kuhkVy + C0:Ce qui implique que kuhkVy � C1; (4.4.2)où C1 > 0 est une 
onstante indépendante de h.� Nous avons aussi la formulation faible de l'équation de Reynolds, à savoirh� Z! �sh + �̂(qh) ~Ah�h + ~Bhrph � ~Ch�r~qh dx = Z�! ~qh~g:n; 8~qh 2 Wh; (4.4.3)où ~Ah(x) = 1h� Z h�0 Z y0 1�̂(Th(x; �)) d�dy;~Bh(x0) = 1h� Z h�0 Z y0 ��̂(Th(x; �)) d�dy;~Ch(x) = 1h� Z h�0 Z y0 Z �0 f̂(x; �)�̂(Th(x; �)) d�d�dy:En 
hoisissant ~qh = ph dans (4.4.3) on ah� Z! ~Bh jrphj2 dx = 4Xi=1 Ii; (4.4.4)où I1 = Z�! ph~g:n; I2 = �h� Z! shrph dx;I3 = �h� Z! �̂(qh) ~Ah�hrph dx; I4 = h� Z! ~Chrph dx:121



En utilisant le fait que �̂ � �� on véri�e fa
ilement que~Bh � (h�)26�� ;d'où, d'après l'inégalité de Poin
aréh� Z! ~Bh jrphj2 dx � (h�)36�� krphk20;! � (h�)36�� Ckphk21;!; (4.4.5)où C > 0 est une 
onstante indépendante de h.En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et la 
ontinuité de l'appli
ation tra
e deH1(!) dans L2(�!) on ajI1j � kphk0;�!k~gk0;�! � C(!)k~gk0;�!kphk1;!; (4.4.6)où C(!) > 0 est une 
onstante indépendante de h.En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et le lemme 4.4.1 on ajI2j � h�kshk0;!krphk0;! � 2(h�) 32kuhkVykphk1;!;d'après (4.4.2) il vient jI2j � 2(h�) 32C1kphk1;!: (4.4.7)Comme �̂ � �� > 0 on véri�e fa
ilement que~Ah � h�2�� ;d'où, en utilisant le fait que �̂ � �� et l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz on ajI3j � ��(h�)22�� k�hk0;!krphk0;! � ��(h�)22�� k�hk0;!kphk1;!;or j�hj � k̂�̂(qh) presque partout sur !;don
 k�hk0;! � kk̂k0;!�� ;par suite, jI3j � ��(h�)22(��)2 kk̂k0;!kphk1;!: (4.4.8)On véri�e fa
ilement que j ~Chj � (h�)2�� j ~̂f j;d'où jI4j � (h�)3�� h�k ~̂fk0;!krphk0;! � (h�)3�� h�k ~̂fk0;!kphk1;!: (4.4.9)En inje
tant (4.4.5)�(4.4.9) dans (4.4.4) on en déduit quekphk1;! � C2; (4.4.10)122



où C2 = 6��(h�)3C �C(!)k~gk0;�! + 2(h�) 32C1 + ��(h�)22(��)2 kk̂k0;! + (h�)3�� h�k ~̂fk0;!�est une 
onstante stri
tement positive indépendante de h.� De la régularité de uh nous en déduisons qu'il existe une 
onstante C3 > 0 in-dépendante de h telle que kuhkWy � C3: (4.4.11)� On prend  h = Th dans (4.3.2). Ainsi, on obtientZ
 K̂ �����Th�y ����2 dxdy = Z
 �̂(Th)��uh�y �2 Th dxdy + Z
 r̂(Th)Th dxdy ++ Z! �̂(Th)Th dx: (4.4.12)Comme K̂ � K� > 0 alorsZ
 K̂ �����Th�y ����2 dxdy � K�kThk2Vy : (4.4.13)Posons J1 = Z
 �̂(Th)��uh�y �2 Th dxdy:En utilisant le fait que �̂ � ��, l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, le lemme de Poin
aréet la 
ontinuité de l'inje
tion 
ompa
te de Vy dans L4(
) on obtientjJ1j � ��


�uh�y 


2L4(
)kThk0;
� �� h� �2


�uh�y 


2VykThkVy� �� h� �2kuhk2WykThkVyd'après (4.4.11) on a jJ1j � �� h� �2C23kThkVy : (4.4.14)Posons J2 = Z
 r̂(Th)Th dxdy:Comme r̂ � r̂�, alors ave
 l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et le lemme de Poin
aré ona jJ2j � r̂� j
j 12kThk0;
 � r̂� h� j
j 12kThkVy : (4.4.15)Posons J3 = Z! �̂(Th)Th dx:123



En utilisant l'hypothèse que �̂(Th) � �̂�, l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et l'inégalité(4.4.1) du lemme 4.4.1 on ajJ3j � �̂� j!j 12kThk0;! � 2 �̂� (h�) 12 j!j 12kThkVy : (4.4.16)En inje
tant (4.4.13)�(4.4.16) dans (4.4.12) on obtientK�kThk2Vy � h�� h� �2C23 + r̂� h� j
j 12 + 2 �̂� (h�) 12 j!j 12i kThkVy ;soit en
ore kThkVy � C4; (4.4.17)où C4 > 0 est une 
onstante indépendante de h donné parC4 = K�1� h�� h� �2C23 + r̂� h� j
j 12 + 2 �̂� (h�) 12 j!j 12i :� On montre également à partir de la régularité de Th l'existen
e d'une 
onstanteC5 indépendante de h telle que kThkWy � C5: (4.4.18)Etape 2 : Convergen
e faibleLes relations (4.4.10), (4.4.11) et (4.4.18) impliquent que uh, ph et Th sont unifor-mément bornées en h. On peut don
 extraire de uh une sous suite uhi, de ph unesous suite phi et de Th une sous suite Thi telles queuhi * u faiblement dans Wy; (4.4.19)phi * p faiblement dans H1(!); (4.4.20)Thi * T faiblement dans Wy: (4.4.21)Soit (v;  ) un élément de H2(
) � H2(
) ; alors pour tout h, (�hv; �h ) est unélément de Vyh� Vyh et puisque (uh; ph; Th) est solution du problème (4.3.2)�(4.3.3)on a a(Thi ; uhi; uhi) + jhi(uhi) � a(Thi ; uhi; �hiv) + (�xphi ; �hiv � uhi) ++jhi(�hiv)� (f̂ ; �hiv � uhi); (4.4.22)b(Thi ; �hi ) = 
(uhi;Thi; �hi ): (4.4.23)D'après les propositions 4.4.1, 4.4.3 et 4.4.4, et la 
onvergen
e faible de uhi, phi etThi on a lim infhi!0 [a(Thi ; uhi; uhi) + jhi(uhi)℄ � a(T ; u; v) + (�xp; v � u) ++j(v)� (f̂ ; v � u); 8v 2 H2(
); (4.4.24)b(T;  ) = 
(u;T;  ); 8 2 H2(
): (4.4.25)124



Comme a(T ; u; u) � lim infhi!0 a(Thi ; uhi; uhi) et en utilisant la proposition 4.4.3 onobtient a(T ; u; u) + j(u) � lim infhi!0 [a(Thi ; uhi; uhi) + jhi(uhi)℄: (4.4.26)D'après (4.4.24)�(4.4.26), et en utilisant la densité de H2(
) on aa(T ; u; v � u) + (�xp; v � u) + j(v)� j(u) � (f̂ ; v � u); 8v 2 Vy; (4.4.27)b(T;  ) = 
(u;T;  ); 8 2 Vy: (4.4.28)Ce
i implique que (u; p; T ) est solution du problème (4.1.1)�(4.1.2).Par 
onséquent (u; p; T ) = (u?; p?; T ?) est l'unique solution du problème (4.1.1)�(4.1.2) et don
 uh ! u? faiblement dans Wy; (4.4.29)ph ! p? faiblement dans H1(!); (4.4.30)Th ! T ? faiblement dans Wy: (4.4.31)Etape 3 : Convergen
e forte� D'après la 
oer
ivité de a(Th; :; :) dans Vy � Vy et (4.3.1) on a��kuh � u?k2Vy + jh(uh) � a(Th; uh � u?; uh � u?) + jh(uh)� a(Th; uh; uh)� a(Th; u?; uh)� a(Th; uh; u?) ++a(Th; u?; u?) + jh(uh)d'où, d'après (4.4.22)��kuh � u?k2Vy + jh(uh) � a(Th; uh; �hv) + (�xph; �hv � uh) + jh(�hv)��(f̂ ; �hv � uh)� a(Th; u?; uh)� a(Th; uh; u?) ++a(Th; u?; u?); 8v 2 H2(
): (4.4.32)Le se
ond membre de l'inégalité (4.4.32) 
onverge, lorsque h! 0, versa(T ?; u?; v � u?) + (�xp?; v � u?) + j(v)� (f̂ ; v � u?); 8v 2 H2(
):Don
 on a lim infh!0 jh(uh) � lim infh!0 [��kuh � u?k2Vy + jh(uh)℄� lim suph!0 [��kuh � u?k2Vy + jh(uh)℄� a(T ?; u?; v � u?) + (�xp?; v � u?) + j(v)��(f̂ ; v � u?); 8v 2 H2(
): (4.4.33)125



Par densité de H2(
) dans Vy on alim infh!0 jh(uh) � a(T ?; u?; v � u?) + (�xp?; v � u?) ++j(v)� (f̂ ; v � u?); 8v 2 Vy: (4.4.34)Remplaçons v par u? dans (4.4.34) et utilisons la proposition 4.4.2 nous obtenonsj(u?) � lim infh!0 jh(uh) � lim suph!0 [��kuh � u?k2Vy + jh(uh)℄ � j(u?):Ce
i implique que limh!0 jh(uh) = j(u?);et limh!0 kuh � u?kVy = 0:� Posons Xh = b(Th � T ?; Th � T ?):On a Xh = b(Th; Th)� b(T ?; Th � T ?)� b(Th; T ?)= 
(uh;Th; Th)� b(T ?; Th � T ?)� b(Th; T ?);en passant à la limite sur h on obtientlimh!0Xh = 
(u?;T ?;T ?)� b(T ?; T ?) = 0;d'où limh!0 kTh � T ?kVy = 0:� Pour montrer la 
onvergen
e forte de ph vers p? dans H1(!) nous utilisons lesformulations faibles de l'équation de Reynolds dans le 
as 
ontinu et le 
as dis
ret.Pour 
ela on 
onsidère Yh = h� Z! ~Bhjr(ph � p?)j2 dx:On é
ritYh = h� Z! ~Bhjrphj2 dx� h� Z! ~Bhrphr(ph � p?) dx� h� Z! ~Bhrphrp? dx:D'après (4.4.3) on aYh = Z�! ph~g:n� h� Z! �sh + �̂(qh) ~Ah�h � ~Ch�rph dx��h� Z! ~Bhrphr(ph � p?) dx� h� Z! ~Bhrphrp? dx:En passant à la limite sur h on obtientlimh!0Yh = Z�! p?~g:n� h� Z! �s? + �̂(q?) ~A� ? � ~C�rp? dx� h� Z! ~Bjrp?j2 dx = 0;126



d'après (3.6.35) (ave
 q = p?). Don
limh!0 kph � p?k1;! = 0:Ce
i a
hève la démonstration du théorème 4.4.1. �Remarque 4.4.1. On peut tirer les 
onvergen
es fortes de la vitesse et de la tem-pérature à partir de leurs 
onvergen
es faibles dans Wy.4.5 Estimations de l'erreur d'approximation en fon
-tion de hDans la se
tion pré
édente nous avons montré que la méthode des éléments �nis
onverge, il reste à étudier la rapidité de 
onvergen
e de 
ette méthode lorsque htend vers zéro. Il faut alors 
her
her une majoration de l'erreur du typekuh � u?kVy � 
1 hk1 ; kph � p?k1;! � 
2 hk2; kTh � T ?kVy � 
3 hk3;où 
1; 
2; 
3 sont des 
onstantes indépendantes de h et k1; k2; k3 sont des 
onstantesréelles stri
tement positives à déterminer.Lemme 4.5.1. Sous les hypothèses du théorème 4.3.1, on akuh � u?k2Vy � a1kTh � T ?k2Vy + a2k�hu? � u?kVy + a3��jh(�hu?)� j(u?)��; (4.5.1)où a1 = ��2� �4C 2̂�C23 ; a2 = 2��1� h��C1 + (h�) 32 C2 + h� kf̂k0;
i ; a3 = 2��1� ;sont des 
onstantes indépendantes de h.Preuve. En 
hoisissant v = uh dans (4.1.1), 
e qui est possible puisque Vyh � Vy ;il vienta(T ?; u?; uh � u?) + (�xp?; uh � u?) + j(uh)� j(u?) � (f̂ ; uh � u?): (4.5.2)Par addition de (4.3.2) et (4.5.2) on en déduit quea(T ?; uh � u?; uh � u?) + jh(uh)� j(uh) �� Z
[�̂(T ?)� �̂(Th)℄�uh�y ��y (uh � u?) dxdy + a(Th; uh; vh � u?) ++��x(p? � ph); uh � u?�+ (�xph; vh � u?) ++jh(vh)� j(u?)� (f̂ ; vh � u?); 8vh 2 Vyh:On a ��x(p? � ph); uh � u?� = 0;
127



et d'après [9℄ (lemme 1.1, pages 7-8) on a jh(uh)� j(uh) � 0, d'oùa(T ?; uh � u?; uh � u?) � Z
[�̂(T ?)� �̂(Th)℄�uh�y ��y (uh � u?) dxdy ++a(Th; uh; vh � u?) + (�xph; vh � u?) ++jh(vh)� j(u?)� (f̂ ; vh � u?); 8vh 2 Vyh:En prenant vh = �hu? 2 Vyh, nous obtenonsa(T ?; uh � u?; uh � u?) � X1 + a(Th; uh; �hu? � u?) + (�xph; �hu? � u?) ++jh(�hu?)� j(u?)� (f̂ ; �hu? � u?); (4.5.3)où X1 = Z
[�̂(T ?)� �̂(Th)℄�uh�y ��y (uh � u?) dxdyEn utilisant le fait que �̂ � �� > 0,a(T ?; uh � u?; uh � u?) � �� kuh � u?k2Vy : (4.5.4)Comme la fon
tion �̂ est lips
hitzienne sur R de rapport C�̂, alors en utilisantl'inégalité de Hölder on a��X1�� � C�̂ Z
 jT ? � Thj �����uh�y ���� ���� ��y (uh � u?)����� C�̂kT ? � ThkL4(
)


�uh�y 


L4(
)kuh � u?kVy ;on sait que l'inje
tion 
ompa
te de Vy dans L4(
) est 
ontinue, don
 il existe une
onstante � > 0 telle que��X1�� � �2C�̂kT ? � ThkVy


�uh�y 


Vykuh � u?kVy� �2C�̂kT ? � ThkVykuhkWykuh � u?kVy ;en utilisant l'inégalité (4.4.11) on a��X1�� � �2 C�̂ C3 kTh � T ?kVykuh � u?kVy : (4.5.5)en utilisant le fait que �̂ � �� et l'inégalité (4.4.2) on obtienta(Th; uh; �hu? � u?) � �� C1 k�hu? � u?kVy : (4.5.6)En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et l'inégalité de Poin
aré on aj(�xph; �hu? � u?)j � 


�ph�x 


0;
k�hu? � u?k0;
 � h� 


�ph�x 


0;
k�hu? � u?kVy ;or d'après l'inégalité (4.4.10) on a


�ph�x 


0;
 � (h�) 12 


�ph�x 


0;! � (h�) 12kphk1;! � (h�) 12 C2;128



don
 j(�xph; �hu? � u?)j � (h�) 32C2 k�hu? � u?kVy : (4.5.7)En utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz et l'inégalité de Poin
aré on obtientj(f̂ ; �hu? � u?)j � h� kf̂k0;
k�hu? � u?kVy : (4.5.8)En inje
tant (4.5.4)�(4.5.8) dans (4.5.3) et après avoir divisé par �� on obtientkuh � u?k2Vy � a01kTh � T ?kVykuh � u?kVy + a02k�hu? � u?kVy + a03��jh(�hu?)� j(u?)��;où a01 = ��1� �2 C�̂ C3; a02 = ��1� h��C1 + (h�) 32 C2 + h� kf̂k0;
i ; a03 = ��1� ;en utilisant l'inégalité 2ab � a2 + b2 on obtient (4.5.1). �Lemme 4.5.2. Sous les hypothèses du théorème 4.3.1, on akph � p?k0;! � �1kuh � u?kVy + �2kTh � T ?kVy ; (4.5.9)où �1 et �2 sont deux 
onstantes positives indépendantes de h.Preuve. On 
hoisit v = u? � ' dans (4.1.1) et vh = uh � ' dans (4.3.2), où' 2 H10 (
). Ainsi, on obtienta(T ?; u?; ') + (�xp?; ') = (f̂ ; ') = a(Th; uh; ') + (�xph; ');soit en
ore��x(p? � ph); '� = a(Th; uh; ')� a(T ?; u?; ')= a(Th; uh � u?; ') + Z
[�̂(Th)� �̂(T ?)℄�u?�y �'�y dxdy: (4.5.10)Comme p? � ph 2 L2(
) il existe un élément � 2 H10 (
) tel que [13℄div(p? � ph) = � et k�k1;
 � C(
) kp? � phk1;
:En prenant ' = � dans (4.5.10) on obtient�kp? � phk20;
 = a(Th; uh � u?; �) + Z
[�̂(Th)� �̂(T ?)℄�u?�y ���y dxdy: (4.5.11)D'une part, en utilisant l'hypothèse �̂ � �� on aa(Th; uh � u?; �) � �� kuh � u?kVyk�kVy� �� kuh � u?kVyk�k1;
� ��C(
) kuh � u?kVykp? � phk0;
: (4.5.12)D'autre part, en utilisant le fait que �̂ est une fon
tion lips
hitzienne sur R derapport C�̂ et la 
ontinuité de l'inje
tion 
ompa
te de Vy dans L4(
) on obtientl'existen
e d'une 
onstante positive � indépendante de h telle que����Z
[�̂(Th)� �̂(T ?)℄�u?�y ���y dxdy���� � C�̂kTh � T ?kL4(
)


�u?�y 


L4(
)k�kVy� �2C�̂kTh � T ?kVyku?kWyk�k1;
� �2C�̂ C(
) kTh � T ?kVyku?kWykp? � phk0;
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et 
omme u? 2 B
 et que 
 est une 
onstante qui ne dépend pas de h alors on a����Z
[�̂(Th)� �̂(T ?)℄�u?�y ���y dxdy���� � �2C�̂ C(
) 
 kTh � T ?kVykp? � phk0;
: (4.5.13)En inje
tant (4.5.12) et (4.5.13) dans (4.5.11) on obtientkp? � phk0;
 � ��C(
) kuh � u?kVy + �2C�̂ C(
) 
 kTh � T ?kVy ;or, puisque p? � ph ne dépend pas de ykp? � phk0;
 = (h�) 12 kp? � phk0;!;d'où (4.5.10) ave
 �1 et �2 sont deux 
onstantes indépendantes de h données par�1 = �� (h�)� 12 C(
); �2 = �2 (h�)� 12 C�̂C(
): �Lemme 4.5.3. On akTh � T ?k2Vy � b1kuh � u?k2Vy + b2k�hT ? � T ?kVykuh � u?kVy ++b3k�hT ? � T ?k2Vy ; (4.5.14)où b0 = K� � �4C�̂ C23 � (h�)2Cr̂ � h� C�̂; b1 = 8 (��)2 �4 C23 b�20 ;b2 = 4���2C3 b�10 ; b3 = 2hK� + �4C�̂ C23 + (h�)2Cr̂ + h�C�̂i2b�20 :Preuve. Posons �h = Th � �hT ?. Puisque Vyh est un sous espa
e de Vy, l'élément�h appartient à Vyh et don
 à Vy.On a d'après (4.1.2) et (4.3.3)b(Th � T ?; �h) = 
(uh;Th; �h)� 
(u?;T ?; �h);d'oùb(Th � T ?; Th � T ?) = b(Th � T ?; �hT ? � T ?) + 
(uh;Th; Th � T ?)� 
(u?;T ?; Th � T ?) ++
(uh;Th; �hT ? � T ?)� 
(u?;T ?; �hT ? � T ?):Posons Y = 
(uh;Th; �hT ? � T ?)� 
(u?;T ?; �hT ? � T ?);Z = 
(uh;Th; Th � T ?)� 
(u?;T ?; Th � T ?);on aY = Z
 �̂(T ?) ��y (u? + uh) ��y (u? � uh) (�hT ? � T ?) dxdy ++ Z
 ��̂(T ?)� �̂(Th)���uh�y �2 (�hT ? � T ?) dxdy ++ Z
 �r̂(T ?)� r̂(Th)�(�hT ? � T ?) dxdy + Z! ��̂(T ?)� �̂(Th)�(�hT ? � T ?) dx;130



etZ = Z
 �̂(T ?) ��y (u? + uh) ��y (u? � uh) (Th � T ?) dxdy ++ Z
 ��̂(T ?)� �̂(Th)���uh�y �2 (Th � T ?) dxdy ++ Z
 �r̂(T ?)� r̂(Th)�(Th � T ?) dxdy + Z! ��̂(T ?)� �̂(Th)�(Th � T ?) dx:Par suite b(Th � T ?; Th � T ?) = b(Th � T ?; �hT ? � T ?) + 8Xi=1 Ai; (4.5.15)où A1 = Z
 �̂(T ?) ��y (u? + uh) ��y (u? � uh) (Th � T ?) dxdy;A2 = Z
 ��̂(T ?)� �̂(Th)���uh�y �2 (Th � T ?) dxdy;A3 = Z
 �r̂(T ?)� r̂(Th)�(Th � T ?) dxdyA4 = Z! ��̂(T ?)� �̂(Th)�(Th � T ?) dx;A5 = Z
 �̂(T ?) ��y (u? + uh) ��y (u? � uh) (�hT ? � T ?) dxdy;A6 = Z
 ��̂(T ?)� �̂(Th)���uh�y �2 (�hT ? � T ?) dxdy;A7 = Z
 �r̂(T ?)� r̂(Th)�(�hT ? � T ?) dxdy;A8 = Z! ��̂(T ?)� �̂(Th)�(�hT ? � T ?) dx:Évaluons 
haque terme de l'égalité (4.5.15).En utilisant le fait que K̂ � K� > 0 on ab(Th � T ?; Th � T ?) � K� kTh � T ?k2Vy : (4.5.16)Comme K̂ � K� alorsb(Th � T ?; �hT ? � T ?) � K� kTh � T ?kVyk�hT ? � T ?kVy : (4.5.17)En utilisant le fait que �̂ � ��, l'inégalité de Hölder et la 
ontinuité de l'inje
tion
ompa
te de Vy dans L4(
), on en déduit qu'il existe une 
onstante � > 0 telle quejA1j � �� 


 ��y (u? + uh)


L4(
)ku? � uhkVykTh � T ?kL4(
)� �� �2 ku? + uhkWyku? � uhkVykTh � T ?kVy131



ave
 l'inégalité (4.4.11) il vientjA1j � 2�� �2 C3 ku? � uhkVykTh � T ?kVy : (4.5.18)Comme la fon
tion �̂ est lips
hitzienne sur R de rapport C�̂, en utilisant la 
ontinuitéde l'inje
tion 
ompa
te de Vy dans L4(
) et l'inégalité (4.4.11), on obtientjA2j � C�̂ 


�uh�y 


2L4(
)kTh � T ?k2L4(
)� �4C�̂ 


�uh�y 


2VykTh � T ?k2Vy� �4C�̂ kuhk2WykTh � T ?k2Vy� �4C�̂ C23 kTh � T ?k2Vy : (4.5.19)Puisque la fon
tion r̂ est lips
hitzienne sur R de rapport Cr̂ et en utilisant l'inégalitéde Poin
aré on a jA3j � (h�)2Cr̂ kTh � T ?k2Vy : (4.5.20)Comme la fon
tion �̂ est lips
hitzienne sur R de rapport C�̂ et en utilisant l'inégalitéde tra
e alors jA4j � h� C�̂ kTh � T ?k2Vy : (4.5.21)On montre aussi quejA5j � 2�� �2C3 ku? � uhkVyk�hT ? � T ?kVy ; (4.5.22)jA6j � �4C�̂ C23 kTh � T ?kVyk�hT ? � T ?kVy ; (4.5.23)jA7j � (h�)2Cr̂ kTh � T ?kVyk�hT ? � T ?kVy ; (4.5.24)jA8j � h� C�̂ kTh � T ?kVyk�hT ? � T ?kVy : (4.5.25)De (4.5.15)�(4.5.25), on en déduit queb0kTh � T ?k2Vy � b01kTh � T ?kVyk�hT ? � T ?kVy + b02kTh � T ?kVyku? � uhkVy ++b02k�hT ? � T ?kVyku? � uhkVy ;où b0 = K� � �4C�̂ C23 � (h�)2Cr̂ � h� C�̂;b01 = K� + �4C�̂ C23 + (h�)2Cr̂ + h� C�̂; b02 = 2�� �2C3:D'après les hypothèses du théorème 4.3.1 on a b0 > 0. En utilisant l'inégalitéab � 14a2 + b2 on obtient (4.5.14). �Lemme 4.5.4. Sous les hypothèses du théorème 4.3.1, on akuh � u?kVy � 
1k�hT ? � T ?kVy + 
2k�hu? � u?k 12Vy ++
3jjh(�hu?)� j(u?)j 12 ; (4.5.26)132



où 
1, 
2 et 
3 sont des 
onstantes indépendantes de h données par
1 = a1(b2 + b3)1� a1b1 ; 
2 = � a21� a1b1� 12 ; 
3 = � a31� a1b1� 12 :Preuve. En inje
tant la majoration (4.5.14) du lemme 4.5.2 dans l'inégalité (4.5.1)du lemme 4.5.1, on obtient(1� a1b1)kuh � u?k2Vy � a1b2k�hT ? � T ?kVykuh � u?kVy + a1b3k�hT ? � T ?k2Vy ++a2k�hu? � u?kVy + a3jjh(�hu?)� j(u?)j:D'après les hypothèses du théorème 4.3.1, la 
onstante 1 � a1b1 est stri
tementpositive de plus elle est indépendante de h. Soit M un majorant de kuh � u?kVy .Celui-
i véri�e la relation suivante(1� a1b1)M2 � a1b2k�hT ? � T ?kVyM � a1b3k�hT ? � T ?k2Vy ��a2k�hu? � u?kVy � a3jjh(�hu?)� j(u?)j = 0;le dis
riminant est donné par� = a21b22k�hT ? � T ?k2Vy + 4(1� a1b1)a1b3k�hT ? � T ?k2Vy ++4(1� a1b1)a2k�hu? � u?kVy + 4(1� a1b1)a3jjh(�hu?)� j(u?)j� 0;et 
omme M � 0 nous en déduisons queM = a1b2k�hT ? � T ?kVy +p�2(1� a1b1) :En utilisant l'inégalité nPi=1 x2i � � nPi=1 xi�2 pour n = 2 et n = 3 on obtientM � 
1k�hT ? � T ?kVy + 
2k�hu? � u?k 12Vy + 
3jjh(�hu?)� j(u?)j 12 ;d'où le résultat. �Lemme 4.5.5. Il existe une 
onstante C > 0 indépendante de h telle quejjh(�hu?)� j(u?)j � C �h 32 + h� (4.5.27)Preuve. On ajjh(�hu?)� j(u?)j � jjh(�hu?)� j(�hu?)j+ jj(�hu?)� j(u?)j:D'après le Lemme 1.2, [9℄, page 8 ; il existe une 
onstante C 0 > 0 indépendante deh, k̂ et �hu? telle quejjh(�hu?)� j(�hu?)j � �C 0 j!j 12 kk̂k1;!� h k�hu?k1;!: (4.5.28)133



or la tra
e de l'interpolé �hu? est égale à l'interpolé de la tra
e etk�hu?k1;! � 
 ku?k1;!;où 
 > 0 est une 
onstante indépendante de h. Don
jjh(�hu?)� j(�hu?)j � �
 C 0 j!j 12 kk̂k1;!� h ku?k1;!: (4.5.29)On a par ailleurs jj(�hu?)� j(u?)j � j!j 12 kk̂k1;!k�hu? � u?k0;!;D'après [3℄ il existe une 
onstante C 00 > 0 indépendante de h et u? telle quek�hu? � u?k0;! � C 00 h 32 ku?k 32 ;!; (4.5.30)d'où jj(�hu?)� j(u?)j � �C 00 j!j 12 kk̂k1;!� h 32 ku?k 32 ;!: (4.5.31)De (4.5.29) et (4.5.31) on en déduit (4.5.28) ave
C = max�
 C 0 ku?k1;!; C 00 ku?k 32 ;!� j!j 12 kk̂k1;!: �Finalement, on a le résultat suivantThéorème 4.5.1. Sous les hypothèses du théorème 4.3.1, il existe une 
onstanteC > 0 indépendante de h telle quekuh � u?kVy � Cph; (4.5.32)kph � p?k0;! � Cph; (4.5.33)kTh � T ?kVy � Cph: (4.5.34)Preuve. En utilisant la majoration (4.2.5) et le lemme 4.5.4 dans (4.5.26), on endéduit (4.5.32). Ainsi, en revenant à (4.5.14) et en utilisant la majoration (4.2.5) enremplaçant u? par T ? on obtient (4.5.34). En �n, en inje
tant (4.5.32) et (4.5.34)dans (4.5.9) on obtient (4.5.33). �
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Chapitre 5Problème de l'é
oulement nonisotherme ave
 la loi de Coulomb
5.1 Introdu
tionCe 
hapitre est 
onsa
ré à l'étude mathématique et asymptotique du problèmede l'é
oulement non isotherme en régime stationnaire d'un �uide newtonien in
om-pressible dans le domaine min
e 
" de frontière �" = ! [ �"L [ �"1 en présen
e 
ettefois-
i d'une 
ondition non linéaire de Coulomb sur !. Cette 
ondition introduit ladépendan
e entre le seuil de frottement et la 
omposante normale de la 
ontrainte.Comme dans le 
hapitre 2 on montrera que le 
hamp de vitesse u" appartientà �H2(
")�3 et la pression p" appartient à H1(
"). Ce
i nous permet de dé�nir la
omposante normale du tenseur des 
ontraintes �"n(T ; u"; p") 
omme une appli
ationlinéaire de �H2(
")�3�H1(
") dans L2(!) pour une température T �xée et don
 leterme 
orrespondant au glissement de Coulomb dans la formulation variationnelle abien un sens. Contrairement au travail de M. Boukrou
he et G. �ukaszewi
z [2℄ oùle 
adre fon
tionnel d'un problème de Stokes ave
 la loi de Coulomb n'était pas biendé�ni. Pour se pla
er dans un 
adre mathématique 
orre
t, 
es auteurs ont rempla
é
ette 
ondition lo
ale de Coulomb par une forme régularisée qui est en fait la loinon lo
ale de Coulomb (voir aussi [1℄ et [3℄).Pour éviter toute répétition, nous démontrons seulement les nouveaux résultatsqui di�èrent de 
eux obtenus dans les 
hapitres 2, 3 et 4.5.2 Formulation forte et faible du problèmeConsidérons un �uide newtonien non isotherme in
ompressible o

upant un do-maine 
" � R3 , on désigne par �" = (�"ij)i;j le tenseur des 
ontraintes et parD"(u") = (dij(u"))i;j le tenseur des taux de déformations :dij(u") = 12 ��u"i�xj + �u"j�xi� ; i; j = 1; 2; 3;où u" désigne le 
hamp des vitesses du �uide.137



La loi de 
omportement d'un �uide newtonien non isotherme est donnée par�"(T "; u"; p") = �p"I + 2�"(T ")D"(u");où p" est la pression, T " est la température, �" est la vis
osité et I le tenseur identité.Nous 
onsidérons l'é
oulement de 
e �uide en régime stationnaire dans un do-maine de faible épaisseur
" = �x = (x0; x3) 2 R3 : x0 = (x1; x2) 2 ! et 0 < x3 < "h(x0)	de frontière �" = ! [ �"1 [ �"L, où �"L est la surfa
e latérale de 
". le bord ! est unouvert borné de R2 de frontière �! régulière, et h est une fon
tion de 
lasse C1(!)véri�ant 0 < h� � h(x0) � h�; 8x0 2 !:On 
her
he un 
hamp de vitesse u", une pression p" et une température T "véri�ant le système des équations suivant
(I)8>>>>>>>><>>>>>>>>:

� ��xj �2�"(T ")dij(u")� + �p"�xi = f "i ; i = 1; 2; 3 dans 
";div(u") = 0 dans 
";� ��xi �K"�T "�xi � = 2�"(T ")d2ij(u") + r"(T ") dans 
";où f " = (f "1 ; f "2 ; f "3 ), K" et r" représentent respe
tivement les for
es extérieures, la
ondu
tivité thermique et l'apport d'énergie par unité de masse et de temps.Pour que le problème soit 
omplet, on ajoute au système (I) les 
onditions auxlimites suivantes
(II)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

u" = g sur �"L;u" = g = 0 sur �"1;u":n = 0 sur !;j�"t j < k"j�"nj ) u"t = s;j�"t j = k"j�"nj ) 9� � 0 tel que u"t = s� ��"t : � sur !;T " = 0 sur �"L [ �"1;K"rT ":n = �"(T ") sur !;où g = (g1; g2; g3) est une fon
tion qui véri�e la 
ondition de 
ompatibilitéZ�" g:n d� = 0;138



la fon
tion k" représente le 
oe�
ient de frottement, s est la vitesse de 
isaillementde ! et �" est une fon
tion donnée.Le problème (I)�(II) est similaire au problème (P"0) du 
hapitre 2 sauf que la loide Tres
a est rempla
ée par la loi de Coulomb.Rappelons le 
adre fon
tionnel suivant :� V (
") et Vdiv(
") sont deux 
onvexes fermés non vide de �H1(
")�3 dé�nis parV (
") = n' 2 �H1(
")�3 : ' = G" sur �"L [ �"1; ':n = 0 sur !o ;Vdiv(
") = f' 2 V (
") : div(') = 0 dans 
"g ;� L20(
") et H1�"L[�"1(
") sont respe
tivement deux sous espa
es ve
toriels de L2(
")et de H1(
") dé�nis parL20(
") = �q 2 L2(
") : Z
" q dx0dx3 = 0; où dx0 = dx1dx2� ;H1�"L[�"1(
") = � 2 H1(
") :  = 0 sur �"L [ �"1	 :On introduit les notations suivantes :a"(T ; u; v) = 3Xi;j=1Z
" 2�"(T )dij(u) �vi�xj dx0dx3= 3Xi;j=1Z
" 2�"(T )dij(u)dij(v) dx0dx3;(q; div(v)) = Z
" q div(v) dx0dx3 = 3Xi=1 Z
" q �vi�xi dx0dx3;j"(T ; u; p;') = Z! k"j�"n(T ; u; p)j j'� sj dx0;�"n(T ; u; p) = �p + 2�"(T )�u3�x3 sur !;(f "; v) = Z
" f "v dx0dx3 = 3Xi=1 Z
" f "i vi dx0dx3;b"(T;Q) = Z
" K"rTrQdx0dx3 = 3Xi=1 Z
" K" �T�xi �Q�xi dx0dx3;
"(u;T;Q) = 3Xi;j=1Z
" 2�"(T )d2ij(u)Qdx0dx3 + Z
" r"(T )Qdx0dx3 + Z! �"(T )Qdx0:La formulation variationnelle du problème (I)�(II) est donnée par :139



Problème 5.2.1. Trouver u" dans Vdiv(
")\ �H2(
")�3, p" dans L20(
")\H1(
")et T " dans H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
") tels quea"(T "; u"; '� u")� �p"; div(')�+ j"(T "; u"; p";')� j"(T "; u"; p"; u") �� (f "; '� u"); 8' 2 V (
"); (5.2.1)b"(T ";  ) = 
"(u";T ";  ); 8 2 H1�"L[�"1(
"); (5.2.2)Remarque 5.2.1. Dans (5.2.1) le terme j"(T "; u"; p";')� j"(T "; u"; p"; u") a bienun sens 
ar on montrera de plus que u" et p" véri�ent la régularité suivanteu" 2 �H2(
")�3; p" 2 H1(
"):Contrairement au travail fait par M. Boukrou
he et G. �ukaszewi
z dans [2℄, où u"était seulement dans un 
onvexe fermé non vide de �H1(
")�3 de type V (
") et p"dans L20(
").Pour étudier le problème 
ouplé (5.2.1)�(5.2.2) on introduit les deux problèmesauxiliaires suivants :Problème 5.2.2. Pour une température donnée T dans H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
"),trouver le 
hamp de vitesse u" dans Vdiv(
") \ �H2(
")�3 et la pression p" dansL20(
") \H1(
") tels quea"(T ; u"; '� u")� �p"; div(')�+ j"(T ; u"; p";')� j"(T ; u"; p"; u") �� (f "; '� u"); 8' 2 V (
"): (5.2.3)Problème 5.2.3. Pour un 
hamp de vitesse donné u dans Vdiv(
") \ �H2(
")�3,trouver la température T " dans H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
") telle queb"(T ";  ) = 
"(u;T ";  ); 8 2 H1�"L[�"1(
"): (5.2.4)5.3 Théorème d'existen
e et d'uni
ité des solutionsfaiblesNous étudions d'abord le problème 5.2.2. L'étude du problème 5.2.3 est déjà faitedans la se
tion 2.6, nous rappelons seulement le résultat du théorème 2.6.3. Ensuite,nous utilisons le théorème de point �xe de Bana
h pour montrer le résultat prin
ipalde 
ette se
tion 
on
ernant l'existen
e et l'uni
ité des solutions du problème (5.2.1)�(5.2.2).5.3.1 L'étude du problème 5.2.2L'étude du problème 5.2.2 est basée sur l'existen
e d'un point �xe de l'appli
ationdé�nie sur L2+(!) = fl 2 L2(!) : l � 0 p. p. sur !g dans L2+(!) parl 7�! k"j�"n(T ; u"l ; p"l )j;où (u"l ; p"l ) est une solution du problème intermédiaire suivant :140



Problème 5.3.1. Pour T 2 H1�"L[�"1(
") \ C0;1(
") et l 2 L2+(!), trouver le 
hampde vitesse u"l dans Vdiv(
") \ �H2(
")�3 et la pression p"l dans L20(
") \H1(
") telsque a"(T ; u"l ; '� u"l )� �p"l ; div(')�+ j"l (')� j"l (u"l ) �� (f "; '� u"l ); 8' 2 V (
"); (5.3.1)où j"l (') = Z! l j'� sj dx0:Pour 
e problème nous avons le résultat suivant 
ombiné des se
tions 2.4 et 2.5.Proposition 5.3.1. Supposons que f " 2 �L2(
")�3, l 2 H 12 (!) \ L1(!), l � 0presque partout sur !, g 2 �H 32 (�")�3. La fon
tion �" est lips
hitzienne sur R derapport C�" et il existe deux 
onstantes ��; �� > 0 telles que �� � �" � ��. �"L et �"1sont de 
lasse C2 et ! est de 
lasse C3.Alors, le problème 5.3.1 admet une et une seule solution (u"l ; p"l ) dans �Vdiv(
") \(H2(
"))3� � �L20(
") \H1(
")�. De plus, il existe deux 
onstantes positives C1 etC2 telles que ku"lk1;
" + kp"l k0;
" � C1�kf "k0;
" + kG"k1;
"�; (5.3.2)ku"lk2;
" + kp"l k1;
" � C2�kf "k0;
" + klk 12 ;! + kG"k2;
"�: (5.3.3)Preuve. Voir les se
tions 2.4 et 2.5. �Proposition 5.3.2. Sous les hypothèses de la proposition 5.3.1, l'appli
ation dé�-nie sur L2+(!) dans Vdiv(
") � L20(
") qui à l asso
ie le 
ouple (u"l ; p"l ) et véri�antl'inéquation 5.3.1, est lips
hitzienne.Preuve. Soient l1, l2 deux éléments de L2+(!) et (u"l1 ; p"l1), (u"l2 ; p"l2) les élémentsasso
iés véri�ant 5.3.1. On aa"(T ; u"l1; '1 � u"l1)� �p"l1 ; div('1)�+ j"l1('1)� j"l1(u"l1) �� (f "; '1 � u"l1); 8'1 2 V (
"); (5.3.4)a"(T ; u"l2; '2 � u"l2)� �p"l2 ; div('2)�+ j"l2('2)� j"l2(u"l2) �� (f "; '2 � u"l2); 8'2 2 V (
"): (5.3.5)En 
hoisissant '1 = u"l2 et '2 = u"l1 et en utilisant le fait que u"l1; u"l2 2 Vdiv(
") onobtient a"(T ; u"l1; u"l2 � u"l1) + j"l1(u"l2)� j"l1(u"l1) � (f "; u"l2 � u"l1);a"(T ; u"l2; u"l1 � u"l2) + j"l2(u"l1)� j"l2(u"l2) � (f "; u"l1 � u"l2):En additionnant 
es deux inégalités on aa"(T ; u"l1 � u"l2 ; u"l1 � u"l2) � j"l1(u"l2)� j"l1(u"l1) + j"l2(u"l1)� j"l2(u"l2)� Z!(l1 � l2) �ju"l2 � sj � ju"l1 � sj� dx0141



D'une part, en utilisant l'hypothèse que 0 < �� � �" et l'inégalité de Korn on obtienta"(T ; u"l1 � u"l2; u"l1 � u"l2) � 2��CK ku"l1 � u"l2k21;
"; (5.3.6)où CK désigne la 
onstante de Korn.D'autre part, en utilisant l'inégalité ���jaj�jbj��� � ja�bj et la 
ontinuité de l'appli
ationtra
e sur ! on obtient l'existen
e d'une 
onstante positive C(
") telle queZ!(l1 � l2) �ju"l2 � sj � ju"l1 � sj� dx0 � C(
") kl1 � l2k0;!ku"l1 � u"l2k1;
": (5.3.7)De (5.3.6) et (5.3.7) on en déduit queku"l1 � u"l2k1;
" � C(
")2��CK kl1 � l2k0;!: (5.3.8)Comme on a besoin de majorer la normeku"l1 � u"l2k1;
" + kp"l1 � p"l2k0;
"dans l'espa
e �H1(
")�3 � L2(
"), il reste à estimer kp"l1 � p"l2k0;
" . Pour 
ela, onprend '1 = u"l1 � � dans (5.3.4) et '2 = u"l2 � � dans (5.3.5), où � 2 (H10 (
"))3 ; onobtient a"(T ; u"l1; �)� �p"l1 ; div(�)� = (f "; �) = a"(T ; u"l2; �)� �p"l2 ; div(�)�;soit en
ore �p"l1 � p"l2 ; div(�)� = a"(T ; u"l1 � u"l2 ; �):Comme p"l1 � p"l2 2 L20(
") il existe � 2 (H10 (
"))3 tel que div(�) = p"l1 � p"l2 etk�k1;
" � C3kp"l1 � p"l2k0;
", où C3 est une 
onstante positive qui dépend de 
". Onprend don
 � = � et on utilise la 
ontinuité de la forme bilinéaire a"(T ; :; :) surV (
")� V (
") on en déduit l'existen
e d'une 
onstante positive C4 telle quekp"l1 � p"l2k0;
" � 2��C3 ku"l1 � u"l2k1;
";et d'après (5.3.8) il vientkp"l1 � p"l2k0;
" � ��C(
")C3��CK kl1 � l2k0;!: (5.3.9)De (5.3.8) et (5.3.9) on en déduit queku"l1 � u"l2k1;
" + kp"l1 � p"l2k0;
" � (1 + 2��C3)C(
")2��CK kl1 � l2k0;!: (5.3.10)Ce qui veut dire que l'appli
ation l 7�! (u"l ; p"l ) est lips
hitzienne de L2+(!) dansVdiv(
")� L20(
"). �Théorème 5.3.1. Sous les hypothèses de la proposition 5.3.1 et s'il existe k� petittel que 0 � kk"k1;! < k�, alors le problème 5.2.2 admet une unique solution.142



Preuve. Nous utilisons le théorème du point �xe de Bana
h. Considérons don
l'appli
ation � par � : L2+(!) �! L2+(!)l 7�! �(l) = k"j�"n(T ; u"l ; p"l )j;et soit A la boule de L2+(!) dé�nie parA = �l 2 L2+(!) : klk0;! � 
	 ;où 
 est une 
onstante positive que l'on pré
isera.Comme u"l 2 �H2(
")�3 et p"l 2 H1(
"), alors �"n(T ; u"l ; p"l ) 2 H 12 (!) � L2(!).Notons par C� la norme de l'appli
ation linéaire �"n dé�nie de �H2(
")�3 �H1(
")dans L2(!). On a k�(l)k0;! � kk"k1;!k�"n(T ; u"l ; p"l )k0;!� C� kk"k1;!�ku"l k1;
" + kp"l k0;
"�et d'après (5.3.2) on en déduit quek�(l)k0;! � C1C� kk"k1;!�kf "k0;
" + kG"k1;
"� = 
:Don
 l'appli
ation � est dé�nie de A dans lui-même.Montrons maintenant que l'appli
ation � est stri
tement 
ontra
tante sur L2+(!).Soient l1 et l2 deux éléments de L2+(!), on ak�(l1)� �(l2)k0;! � kk"k1;!k�"n(T ; u"l1; p"l1)� �"n(T ; u"l2; p"l2)k0;!� C� kk"k1;!�ku"l1 � u"l2k1;
" + kp"l1 � p"l2k0;
"�en utilisant (5.3.10) on en déduit quek�(l1)� �(l2)k0;! � (1 + 2��C3)C(
")C�2��CK kk"k1;!kl1 � l2k0;!:L'appli
ation � est stri
tement 
ontra
tante si0 < kk"k1;! � k� = 2��CK(1 + 2��C3)C(
")C� :En appliquant le théorème du point �xe de Bana
h, on en déduit l'existen
e etl'uni
ité de la solution du problème 5.2.2. Ce qui a
hève la preuve du théorème5.3.1. �5.3.2 L'étude du problème 5.2.3Soient C et � deux 
onstantes stri
tement positives. Dé�nissons respe
tivementdeux boules B2(0; C) de �H2(
")�3 et B1(0; �) de H1�"L[�"1(
") parB2(0; C) = nv 2 �H2(
")�3 : kvk2;
" � Co ;B1(0; �) = n 2 H1�"L[�"1(
") : k k1;
" � �o :Vu de l'étude faite dans la se
tion 2.6 on a le résultat suivant143



Théorème 5.3.2. Supposons qu'il existe six 
onstantes positives ��; ��; K�; K�; r�et �� telles que0 < �� � �" � ��; 0 < K� � K" � K�; r" � r�; �" � ��:La fon
tion K" est dans C1;1(
"), les bords �"L, �"1 et ! sont de 
lasse C3, les fon
tions�", r", �" sont lips
hitziennes sur R de rapports respe
tifs C�", Cr", C�" , la 
onstanteK� est su�samment grand telle queK� > �1 + C2P �hCr" + C2(
")C�"i; (5.3.11)et que la 
onstante C véri�e l'inégalité0 < C < C0 = 13p2 ��2C� 12�" hK��1 + C2P��1 � Cr" � C2(
")C�"i 12 : (5.3.12)Alors, le problème 5.2.3 possède une unique solution T " dans B1(0; �)\C0;1(
") pourtout � � �0, où �0 est une 
onstante stri
tement positive donnée par�0 = K�1� �1 + C2P � h18�� �2C2 + r� j
"j 12 + ��C(
") j!j 12 i ;ave
 CP , � et C(
") sont respe
tivement la 
onstante de Poin
aré, la 
onstantede l'inje
tion 
ompa
te de H1(
") dans L4(
") et la 
onstante de la 
ontinuité del'appli
ation tra
e sur !.5.3.3 Le point �xe globalL'existen
e et l'uni
ité des solutions du problème variationnel (5.2.1)�(5.2.2) sedémontrent par l'appli
ation du théorème du point �xe de Bana
h. Pour 
ela onintroduit l'appli
ation � dé�nie par :� : Vdiv(
") \ B2(0; C) �! Vdiv(
") \ B2(0; C)v" 7�! u" = �(v")où (u"; p") 2 �Vdiv(
") \ �H2(
")�3� � �L20(
") \ H1(
")� est l'unique solution del'inéquation variationnellea"(T "; u"; '� u")� �p"; div(')�+ j"(T "; u"; p";')� j"(T "; u"; p"; u") �� (f "; '� u"); 8' 2 V (
"); (5.3.13)ave
 T " 2 B1(0; �) \ C0;1(
") est l'unique solution de l'équation variationnelleb"(T ";  ) = 
"(v";T ";  ); 8 2 H1�"1[�"L(
"): (5.3.14)Nous avons le résultat prin
ipal suivant :Théorème 5.3.3. Sous les hypothèses du théorème 5.3.2 et si K� est su�sammentgrand tel que K� > �1 + C2P �hCr" + C2(
")C�"i; (5.3.15)144



il existe une unique solution (u"; p"; T ") du problème variationnel (5.2.1)�(5.2.2) telleque u" 2 Vdiv(
") \ B2(0; C); 8C 2℄0 ; min(C0; C1; C2)[;p" 2 L20(
") \H1(
");T " 2 B1(0; �) \ C0;1(
"); 8� � �0 > 0;où C0 = 13p2��2C� 12�" hK� �1 + C2P ��1 � Cr" � C2(
")C�"i 12 ;C1 = 1 +p1� 4 a b2 a ;C2 = �a2 +pa22 + 4 a1 a32 a1 ;�0 = K�1� (1 + C2P ) h18�� �2 C2 + r� j
"j 12 + ��C(
") j!j 12i ;ave
 a1 = 18�2C�"�1 + C� C(
")C3 kk"k1;!�+ �2C�" �12�� ;a2 = C� C(
") kk"k1;!;a3 = �2C�" �12�� C20 ;�1 = 2��CK � �1 + 2��C3�C� C(
") kk"k1;!;�2 = 18�2C�"�1 + C� C(
")C3 kk"k1;!�C + C� C(
") kk"k1;!;a et b sont deux 
onstantes qui ne dépend que de ��, ��, CK, C�", 
", kf "k0;
",kk"k 12 ;!, kG"k2;
", kK"kC1;1(
"), ��, r� et de �� telles quea b � 14 : (5.3.16)Preuve. Comme dans la preuve du théorème 2.7.1, on montre que A = Vdiv(
")\B2(0; C) est un fermé au sens de la norme �H1(
")�3 et qu'il existe une 
onstantestri
tement positive C1 donnée parC1 = 1 +p1� 4 a b2 a ; (5.3.17)où a et b sont deux 
onstantes qui ne dépend que de ��, ��, CK, C�", 
", kf "k0;
",kk"k 12 ;!, kG"k2;
", kK"kC1;1(
"), ��, r� et de �� satisfaisant la 
onditiona b � 14 ; (5.3.18)145



telle que ��B2(0; C)� � B2(0; C) pour tout C � C1.Soient v"1; v"2 2 Vdiv(
") \ B2(0; C) et T "1 ; T "2 2 B1(0; �) \ C0;1(
") telles queb"(T "1 ;  ) = 
"(v"1;T "1 ;  ); 8 2 H1�"1[�"L(
") (5.3.19)b"(T "2 ;  ) = 
"(v"2;T "2 ;  ); 8 2 H1�"1[�"L(
"): (5.3.20)On soustrait (5.3.19) de (5.3.20), on 
hoisit  = T "1�T "2 2 H1�"[�"L(
") et en utilisantles hypothèses sur les données on obtient, 
omme dans la preuve du théorème 2.7.1,kT "1 � T "2 k1;
" � 2����2C�1�" �C20 � C2��1 Ckv"1 � v"2k1;
" : (5.3.21)Soient maintenant (u"1; p"1) et (u"2; p"2) deux éléments de �Vdiv(
") \ B2(0; C)� ��L20(
") \H1(
")� tels quea"(T "1 ; u"1; '1 � u"1)� �p"1; div('1)�+ j"(T "1 ; u"1; p"1;'1)� j"(T "1 ; u"1; p"1; u"1) �� (f "; '1 � u"1); 8'1 2 V (
"); (5.3.22)a"(T "2 ; u"2; '2 � u"2)� �p"2; div('2)�+ j"(T "2 ; u"2; p"2;'2)� j"(T "2 ; u"2; p"2; u"2) �� (f "; '2 � u"2); 8'2 2 V (
"): (5.3.23)où T "1 et T "2 satisfont respe
tivement les équations (5.3.19) et (5.3.20).On prend '1 = u"2 dans (5.3.22) et '2 = u"1 dans (5.3.23) on obtienta"(T "1 ; u"1; u"2 � u"1) + j"(T "1 ; u"1; p"1; u"2)� j"(T "1 ; u"1; p"1; u"1) � (f "; u"2 � u"1);a"(T "2 ; u"2; u"1 � u"2) + j"(T "2 ; u"2; p"2; u"1)� j"(T "2 ; u"2; p"2; u"2) � (f "; u"1 � u"2):Par addition on trouvea"(T "2 ; u"2; u"2 � u"1)� a"(T "1 ; u"1; u"2 � u"1) � j"(T "1 ; u"1; p"1; u"2)� j"(T "1 ; u"1; p"1; u"1) ++j"(T "2 ; u"2; p"2; u"1)� j"(T "2 ; u"2; p"2; u"2);soit en
orea"(T "2 ; u"2 � u"1; u"2 � u"1) � a"(T "1 ; u"1; u"2 � u"1)� a"(T "2 ; u"1; u"2 � u"1) ++j"(T "1 ; u"1; p"1; u"2)� j"(T "1 ; u"1; p"1; u"1) + j"(T "2 ; u"2; p"2; u"1)� j"(T "2 ; u"2; p"2; u"2): (5.3.24)D'une part, en utilisant la 
oer
ivité de la forme bilinéaire a(T "2 ; :; :) sur Vdiv(
")�Vdiv(
") on a a"(T "2 ; u"2 � u"1; u"2 � u"1) � 2��CK ku"2 � u"1k21;
": (5.3.25)D'autre part, a"(T "1 ; u"1; u"2 � u"1)� a"(T "2 ; u"1; u"2 � u"1) = 3Xi;j=1Ai;j;146



où Ai;j = Z
" 2��"(T "1 )� �"(T "2 )�dij(u"1)dij(u"2 � u"1) dx0dx3;
omme �" est une fon
tion lips
hitzienne sur R de rapport C�" alors��Ai;j�� � 2C�" Z
" jT "1 � T "2 j jdij(u"1)j jdij(u"2 � u"1)j dx0dx3;en utilisant l'inégalité de Hölder, la 
ontinuité de l'inje
tion 
ompa
te de H1(
")dans L4(
") et le fait que u"1 2 B2(0; C) on a��Ai;j�� � 2C�" kT "1 � T "2 kL4(
")kdij(u"1)kL4(
")kdij(u"1 � u"2)k0;
"� 2�2C�" kT "1 � T "2 k1;
"kdij(u"1)k1;
"ku"1 � u"2k1;
"� 2�2C�" kT "1 � T "2 k1;
"ku"1k2;
"ku"1 � u"2k1;
"� 2�2C�" C kT "1 � T "2k1;
"ku"1 � u"2k1;
"d'où ����� 3Xi;j=1Ai;j����� � 18�2C�" C kT "1 � T "2k1;
"ku"1 � u"2k1;
": (5.3.26)PosonsX = j"(T "1 ; u"1; p"1; u"2)� j"(T "1 ; u"1; p"1; u"1) + j"(T "2 ; u"2; p"2; u"1)� j"(T "2 ; u"2; p"2; u"2)= Z! k"hj�"n(T "1 ; u"1; p"1)j � j�"n(T "2 ; u"2; p"2)jihju"2 � sj � ju"1 � sji dx0En utilisant l'inégalité ���jaj � jbj��� � ja� bj et l'inégalité de Hölder, on obtientjXj � kk"k1;!k�"n(T "1 ; u"1; p"1)� �"n(T "2 ; u"2; p"2)k0;!ku"2 � u"1k0;!
omme l'appli
ation tra
e sur ! est 
ontinue etk�"n(T "1 ; u"1; p"1)��"n(T "2 ; u"2; p"2)k0;! � C��ku"2�u"1k1;
"+kp"2�p"1k0;
"+kT "2 �T "1 k1;
"�on en déduit l'existen
e d'une 
onstante positive C(
") telle quejXj � C� C(
") kk"k1;!�ku"2� u"1k1;
" + kp"2� p"1k0;
" + kT "2 � T "1 k1;
"�ku"2� u"1k1;
"soit en
ore jXj � C� C(
") kk"k1;!ku"2 � u"1k21;
" ++C� C(
") kk"k1;!kp"2 � p"1k0;
"ku"2 � u"1k1;
" ++C� C(
") kk"k1;! kT "2 � T "1 k1;
"ku"2 � u"1k1;
" : (5.3.27)De (5.3.24)�(5.3.27) on en déduit queh2��CK � C� C(
") kk"k1;!iku"1 � u"2k1;
" � C� C(
") kk"k1;!kp"2 � p"1k0;
" ++h18�2C�" C + C� C(
") kk"k1;!ikT "2 � T "1k1;
" : (5.3.28)147



On prend '1 = u"1�� dans (5.3.22) et '2 = u"2�� dans (5.3.23), où � 2 (H10 (
"))3 ;on obtient �p"1 � p"2; div(�)� = a"(T "1 ; u"1; �)� a"(T "2 ; u"2; �);soit en
ore�p"1�p"2; div(�)� = a"(T "1 ; u"1�u"2; �)+ 3Xi;j=1Z
" ��"(T "1 )��"(T "2 )�dij(u"2)dij(�) dx0dx3:Comme p"1 � p"2 2 L20(
"), il existe � 2 �H10 (
")�3 tel que [4℄div(�) = p"1 � p"2 et k�k1;
" � C3 kp"1 � p"2k0;
";où C3 est une 
onstante positive dépendant du domaine 
". En prenant � = � onobtientkp"1 � p"2k20;
" = a"(T "1 ; u"1 � u"2; �) + 3Xi;j=1Z
" ��"(T "1 )� �"(T "2 )�dij(u"2)dij(�) dx0dx3:On a a"(T "1 ; u"1 � u"2; �) � 2�� ku"1 � u"2k1;
"k�k1;
"� 2��C3 ku"1 � u"2k1;
"kp"1 � p"2k0;
"et on véri�e fa
ilement, 
omme on a fait pour majorer Ai;j, que����� 3Xi;j=1Z
" ��"(T "1 )� �"(T "2 )�dij(u"2)dij(�) dx0dx3����� �� 18�2C�" C kT "2 � T "1 k1;
"k�k1;
"� 18�2C�" C3C kT "2 � T "1 k1;
"kp"1 � p"2k0;
"d'oùkp"2 � p"1k0;
" � 2��C3 ku"1 � u"2k1;
" + 18�2C�" C3C kT "2 � T "1 k1;
" : (5.3.29)En inje
tant (5.3.29) dans (5.3.28) on obtient�1ku"1 � u"2k1;
" � �2kT "2 � T "1 k1;
" ; (5.3.30)où �1 = 2��CK � �1 + 2��C3�C� C(
") kk"k1;!;�2 = 18�2C�"�1 + C� C(
")C3 kk"k1;!�C + C� C(
") kk"k1;! :D'après le théorème 5.3.1, on a0 � kk"k1;! < k� = 2��CK(1 + 2��C3)C(
")C� ;148



d'où �1 est une 
onstante stri
tement positive.En utilisant la majoration (5.3.21) dans (5.3.30), on obtientku"1 � u"2k1;
" � 2�� ��2C�1�" �C20 � C2��1 C �2 ��11 kv"1 � v"2k1;
" : (5.3.31)on en déduit don
 que l'appli
ation � est lips
hitzienne sur Vdiv(
") \ B2(0; C) et afortiori 
ontinue.L'appli
ation � est stri
tement 
ontra
tante sur Vdiv(
") \ B2(0; C) si2�� ��2 C�1�" �C20 � C2��1 C �2 ��11 < 1 :Cette 
ondition s'é
rit sous la formea1C2 + a2 C � a3 < 0 ;où a1 = 18�2C�"�1 + C� C(
")C3 kk"k1;!�+ �2C�" �12�� ;a2 = C� C(
") kk"k1;! ;a3 = �2 C�" �12�� C20 :Soit M un majorant de C : C < M . Celui-
i véri�e la relationa1M2 + a2M � a3 = 0 :Le dis
riminant est donné par � = a22 + 4 a1 a3 > 0On a don
 deux ra
inesM1 = �a2 �p�2 a1 ; M2 = �a2 +p�2 a1Comme M > 0, il vientM = �a2 +p�2 a1 = �a2 +pa22 + 4 a1 a32 a1 = C2 :L'appli
ation du théorème du point �xe de Bana
h permet d'obtenir l'existen
eet l'uni
ité de la solution (u"; p"; T ") du problème (5.2.1)�(5.2.2) dans �Vdiv(
") \B2(0; C)�� �L20(
") \H1(
")�� �B1(0; �) \ C0;1(
")�. �
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5.4 Étude asymptotique du problème 5.2.1Pour l'analyse asymptotique du problème variationnel (5.2.1)�(5.2.2) on utilisela te
hnique de 
hangement d'é
helle introduite dans la se
tion 3.2 sur la troisième
oordonnée spatiale x3 pour passer du domaine 
", variable en ", à un domaine �xe
 = �(x0; y) 2 R3 : x0 2 !; 0 < y < h(x0)	 ;où la variable y est liée ave
 x3 par la relation suivantey = x3" :La frontière � de 
 est donnée par � = ! [�L [�1 ave
 �L est le bord latéral et �1est le bord supérieur d'équation y = h(x0), où x0 2 !.Les 
orrespondan
es dans 
 pour les in
onnues et les données sont dé�nies dans lase
tion 3.2 sauf pour la fon
tion k̂ qui devientk̂(x0) = "�1k"(x0):Ave
 le 
hangement d'é
helle le problème variationnel 5.2.1 se transforme en :Trouver le 
hamp de vitesse û" dans Vdiv(
) \ �H2(
)�3, la pression p̂" dansL20(
) \H1(
) et la température T̂ " dans H1�L[�1(
) \ C0;1(
) tels quea(T̂ "; û"; '̂� û")� �p̂"; div('̂)�+ j(T̂ "; û"; p̂"; '̂)� j(T̂ "; û"; p̂"; û") �� L('̂� û"); 8'̂ 2 V (
); (5.4.1)b(T̂ ";  ̂) = 
(û"; T̂ ";  ̂); 8 ̂ 2 H1�L[�1(
); (5.4.2)où j(T ; u; p; v) = Z! k̂j�̂"n(T ; u; p)j jv � sj dx0;et �̂"n(T ; u; p) = �p + 2"2�̂(T )�u3�y sur !:5.4.1 Estimations a priori et théorème de 
onvergen
eLes prin
ipaux résultats de 
e paragraphe sont donnés par les théorèmes 5.4.1et 5.4.2. Le premier théorème 
on
erne les estimations a priori sur les solutions duproblème variationnel (5.4.3)�(5.4.4), tandis que le deuxième théorème 
on
erne la
onvergen
e des solutions lorsque le petit paramètre " tend vers zéro. Ces deuxrésultats sont similaires à 
eux démontrés dans les se
tions 3.4 et 3.5.Théorème 5.4.1. Supposons que f̂ 2 �L2(
)�3, la fon
tion k̂ est positive dansL1(!) \ H 12 (!), la fon
tion �̂ est lips
hitzienne sur R et véri�ant l'existen
e dedeux 
onstantes ��, �� telle que0 < �� � �̂(a) � ��; 8a 2 R:150



La fon
tion ĝ appartient à �H 32 (!)�3, les bords �L, �1 et ! sont de 
lasse C3, les fon
-tions K̂, r̂ et �̂ sont lips
hitziennes sur R et véri�ant l'existen
e de quatre 
onstantespositives K�, K�, r̂� et �̂� telles que0 < K� � K̂ � K� sur 
; r̂ � r̂� et �̂ � �̂� sur R:Alors, on a les estimations suivantes :"2 2Xi;j=1


�û"i�xj 


21;
 + 2Xi=1 


�û"i�y 


21;
 + "4 2Xi=1 


�û"3�xi 


21;
 + "2


�û"3�y 


21;
++ 2Xi=1 


�p̂"�xi


20;
 + 1"


�p̂"�y 


20;
 � C; (5.4.3)"2 2Xi=1 


�T̂ "�xi 


21;
 + 


�T̂ "�y 


21;
 � C; (5.4.4)où C désigne divers 
onstantes indépendantes de ".Preuve. Voir les lemmes 3.4.5�3.4.9. �Théorème 5.4.2. Sous les hypothèses du théorème 5.4.1, il existe u? = (u?1; u?2)dans fWy, p? dans L20(
), T ? dans Vy et une sous suite notée en
ore " qui 
onvergevers 0 tels que û"i ! u?i fortement dans Vy; i = 1; 2; (5.4.5)"�û"i�xj ! 0 fortement dans L2(
); i; j = 1; 2; (5.4.6)"2�û"3�xi ! 0 fortement dans L2(
); i = 1; 2; (5.4.7)"�û"3�y ! 0 fortement dans L2(
); (5.4.8)"û"3 ! 0 fortement dans L2(
); (5.4.9)p̂" ! p? fortement dans L20(
); (5.4.10)T̂ " ! T ? fortement dans Vy; (5.4.11)"�T̂ "�xi ! 0 fortement dans L2(
); i = 1; 2: (5.4.12)Preuve. Voir la démonstration du théorème 3.5.1. �
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5.4.2 Problème limite et l'équation généralisée de ReynoldsDans le paragraphe pré
édent nous avons vu que les solutions (û"; p̂"; T̂ ") duproblème (5.4.1)�(5.4.2) admettent une limite forte (u?; p?; T ?) lorsque " tend verszéro. Nous donnons i
i le problème limite ainsi que l'équation généralisée de Reynoldsvéri�és par 
ette limite.Théorème 5.4.3. Sous les hypothèses du théorème 5.4.1, la limite (u?; p?; T ?) sa-tisfait : p? = p?(x0) presque partout sur !; p? 2 H1(!); (5.4.13)� ��y ��̂(T ?)�u?i�y � + �p?�xi = f̂i; i = 1; 2; dans L2(
); (5.4.14)� ��y �K̂ �T ?�y � = 2Xi=1 �̂(T ?)��u?i�y �2 + r̂(T ?) dans L2(
): (5.4.15)Preuve. Voir la preuve du théorème 3.6.1. �Théorème 5.4.4. Sous les hypothèses du théorème 5.4.1, les fon
tions u?, p? et T ?sont solutions du problème limite :2Xi=1 Z
 �̂(T ?)�u?i�y ��y ('̂i � u?i ) dx0dy � 2Xi=1 Z
 p?�'̂i�xi dx0dy ++ Z! k̂jp?j�j'̂� sj � ju? � sj� dx0 � 2Xi=1 Z
 f̂i('̂i � u?i ) dx0dy; 8'̂ 2 V; (5.4.16)Z
 K̂ �T ?�y � �y dx0dy = 2Xi=1 Z
 �̂(T ?)��u?i�y �2 dx0dy + Z
 r̂(T ?) dx0dy ++ Z! �̂(T ?) dx0; 8 2 H1�L[�1(
): (5.4.17)Preuve. L'inégalité variationnelle limite (5.4.16) di�ère de 
elle obtenue dans lethéorème 3.6.2 au terme 
orrespondant au frottement. De (5.4.8) et (5.4.10) onmontre que �̂"n(T̂ "; û"; p̂") 
onverge fortement vers p? dans L2(!) et de la 
onvergen
eforte de û" vers u? dans Vy, on en déduit quelim"!0 �j(T̂ "; û"; p̂"; '̂)� j(T̂ "; û"; p̂"; û")� = Z! k̂jp?j�j'̂� sj � ju? � sj� dx0:Comme pour l'obtention de l'égalité variationnelle (3.6.20), on montre (5.4.17). �Théorème 5.4.5. Sous les hypothèses du théorème 5.4.1, on aZ! k̂jp?j�j + s? � sj � js? � sj�dx0 � Z! �̂(q?)� ? � 0; 8 2 (L2(!))2; (5.4.18)�̂(q?)j� ?j < k̂jp?j =) s? = s;�̂(q?)j� ?j = k̂jp?j =) 9� � 0 tel que s? = s+ �� ?: � p. p. sur !: (5.4.19)152



Preuve. Similaire à la preuve du théorème 3.6.3. �Théorème 5.4.6. Sous les hypothèses du théorème 5.4.1, on a la formulation faiblede l'équation de ReynoldsZ! h�s? + �̂(q?) ~A� ? + ~Brp? � ~C�rq dx0 = Z�! q ~g:n; 8q 2 H1(!); (5.4.20)où les fon
tions ~A, ~B et ~C sont dé�nies par~A(x0) = 1h(x0) Z h(x0)0 Z y0 1�̂(T ?(x0; �)) d�dy;~B(x0) = 1h(x0) Z h(x0)0 Z y0 ��̂(T ?(x0; �)) d�dy;~C(x0) = 1h(x0) Z h(x0)0 Z y0 Z �0 f̂(x0; �)�̂(T ?(x0; �)) d�d�dy:Preuve. Similaire à la preuve du théorème 3.6.4. �5.4.3 Uni
ité des solutions du problème limiteAprés avoir obtenu le problème limite (5.4.16)�(5.4.17) et l'équation de Reynolds(5.4.20), on s'intéresse i
i à la question de l'uni
ité de solutions limites.Théorème 5.4.7. Sous les hypothèses du théorème 5.4.1, s'il existe k̂� petit tel que0 � kk̂k1;! < k̂� et si K� est su�samment grand tel queK� > �1 + (h�)2��Cr̂ + h�C�̂�: (5.4.21)Alors, la solution (u?; p?; T ?) du problème limite (5.4.16)�(5.4.17) est unique dans�fWy \ B
�� �L20(
) \H1(!)�� Vy pour tout 0 < 
 < min(
0; 
1), où
0 = �2 �4C�̂�� 12 hK��1 + (h�)2��1 � Cr̂ � h�C�̂i 12
1 = r A1 + A 
0;ave
 A = 1p2 K1K�12 C�̂ (��)�1;K1 = ���1 + (h�)2��1 � �h�h�� 12 �� C kk̂k1;!;K2 = p2�2C�̂ "1 + �h�h�� 12 C kk̂k1;!# :
153



Preuve. Supposons qu'il existe (u1; p1; T 1) et (u2; p2; T 2) solutions du problèmelimite (5.4.16)�(5.4.17).� Pour tout  2 H1�L[�1(
) on aZ
 K̂ �T 1�y � �y dx0dy = 2Xi=1 Z
 �̂(T 1)��u1i�y �2  dx0dy + Z
 r̂(T 1) dx0dy ++ Z! �̂(T 1) dx0; (5.4.22)Z
 K̂ �T 2�y � �y dx0dy = 2Xi=1 Z
 �̂(T 2)��u2i�y �2  dx0dy + Z
 r̂(T 2) dx0dy ++ Z! �̂(T 2) dx0: (5.4.23)Par soustra
tion de (5.4.22) et (5.4.23), et en 
hoisissant  = T 1�T 2, et en utilisantles hypothèses du théorème 5.4.1 ainsi que la 
ontinuité de l'inje
tion 
ompa
te deVy dans L4(
), on obtient 
omme dans la preuve du théorème ??kT 1 � T 2kVy � p2��C�1�̂ �
20 � 
2��1
 ku1 � u2kVy�Vy ; (5.4.24)pour tout 
 véri�ant0 < 
 < 
0 = �2 �4C�̂�� 12hK��1 + (h�)2��1 � Cr̂ � h�C�̂i 12 ;à 
ondition que (5.4.21) soit réalisée.� Nous avons aussi les deux inégalités suivantes :2Xi=1 Z
 �̂(T 1)�u1i�y ��y ('1i � u1i ) dx0dy + 2Xi=1 Z
 �p1�xi ('1i � u1i ) dx0dy ++ Z
 k̂jp1j�j'1 � sj � ju1 � sj� dx0 � 2Xi=1 Z
 f̂i('1i � u1i ) dx0dy; 8'1 2 V; (5.4.25)2Xi=1 Z
 �̂(T 2)�u2i�y ��y ('2i � u2i ) dx0dy + 2Xi=1 Z
 �p2�xi ('2i � u2i ) dx0dy ++ Z! k̂jp2j�j'2 � sj � ju2 � sj� dx0 � 2Xi=1 Z
 f̂i('2i � u2i ) dx0dy; 8'2 2 V: (5.4.26)Comme 
haque u 2 Vy est limite au sens de la topologie de Vy d'une suite ('n)d'éléments de V , voir pour 
ela le lemme 5.3 [2℄, on peut prendre '1 = u2 dans(5.4.25) et '2 = u1 dans (5.4.26). On obtient ainsi2Xi=1 Z
 �̂(T 1)�u1i�y ��y (u2i � u1i ) dx0dy + Z! k̂jp1j�ju2 � sj � ju1 � sj� dx0 �� 2Xi=1 Z
 f̂i(u2i � u1i ) dx0dy; (5.4.27)154



2Xi=1 Z
 �̂(T 2)�u2i�y ��y (u1i � u2i ) dx0dy + Z! k̂jp2j�ju1 � sj � ju2 � sj� dx0 �� 2Xi=1 Z
 f̂i(u1i � u2i ) dx0dy: (5.4.28)Par addition de (5.4.27) et (5.4.28) on a2Xi=1 Z
 ��̂(T 1)�u1i�y ��y (u2i � u1i ) + �̂(T 2)�u2i�y ��y (u1i � u2i )� dx0dy ++ Z! k̂�jp1j � jp2j� �ju2 � sj � ju1 � sj� dx0 � 0;soit en
ore 2Xi=1 Z
 �̂(T 1) ���� ��y (u2i � u1i )����2 dx0dy � 2Xi=1 Si +R; (5.4.29)où Si = Z
 ��̂(T 1)� �̂(T 2)��u2i�y ��y (u2i � u1i ) dx0dy;et R = Z! k̂�jp1j � jp2j� �ju1 � sj � ju2 � sj� dx0:En utilisant l'hypothèse que �̂ � �� > 0 et l'inégalité de Poin
aré, on a2Xi=1 Z
 �̂(T 1) ���� ��y (u2i � u1i )����2 dx0dy � �� 2Xi=1 


 ��y (u2i � u1i )


20;
 �� ���1 + (h�)2��1 2Xi=1 ku2i � u1ik2Vy = ���1 + (h�)2��1ku2 � u1k2Vy�Vy (5.4.30)Comme la fon
tion �̂ est lips
hitzienne sur R de rapport C�̂ alorsjSij � C�̂ Z
 jT 1 � T 2j �����u2i�y ���� ���� ��y (u2i � u1i )���� dx0dy;en utilisant l'inégalité de Hölder, la 
ontinuité de l'inje
tion 
ompa
te de Vy dansL4(
) et le fait que u2 2 B
, on en déduit l'existen
e d'une 
onstante positive � telleque jSij � C�̂ kT 1 � T 2kL4(
)


�u2i�y 


L4(
)


 ��y (u2i � u1i )


0;
� �2C�̂ kT 1 � T 2kVy


�u2i�y 


Vyku2i � u1i kVy� �2C�̂ 
 kT 1 � T 2kVyku2i � u1ikVyave
 l'inégalité 2Pi=1 ai � p2 � 2Pi=1 a2i �12 pour ai � 0, on a����� 2Xi=1 Si����� � p2�2C�̂ 
 kT 1 � T 2kVyku2 � u1kVy�Vy : (5.4.31)155



En utilisant l'inégalité ���jaj� jbj��� � ja� bj, l'inégalité de Hölder et l'inégalité de tra
esur !, on obtient ��R�� � kk̂k1;!kp1 � p2k0;!ku1 � u2k0;!� (h�) 12kk̂k1;!kp1 � p2k0;!ku1 � u2kVy�Vy :On montre 
omme dans la preuve du théorème 3.7.1 quekp1 � p2k0;! � (h�)� 12��C ku1 � u2kVy�Vy ++p2 (h�)� 12�2C�̂ C 
 kT 1 � T 2kVy : (5.4.32)D'où ��R�� � �h�h�� 12 �� C kk̂k1;!ku1 � u2k2Vy�Vy ++p2�h�h�� 12 �2C�̂C 
 kk̂k1;!kT 1 � T 2kVyku1 � u2kVy�Vy : (5.4.33)En inje
tant (5.4.30)�(5.4.33) dans (5.4.29), on obtientK1 ku1 � u2kVy�Vy � K2 
 kT 1 � T 2kVy ;où K1 = ���1 + (h�)2��1 � �h�h�� 12 �� C kk̂k1;!;K2 = p2�2C�̂ "1 + �h�h�� 12 C kk̂k1;!# :On suppose qu'il existe une 
onstante positive k̂� telle que0 � kk̂k1;! < k̂� = ����C �1 + (h�)2��1�h�h�� 12 ;
e
i implique que la 
onstante K1 est stri
tement positive ; Par suiteku1 � u2kVy�Vy � K�11 K2 
 kT 1 � T 2kVy (5.4.34)De (5.4.24) et (5.4.34), on en déduit queh1�p2K�11 K2 ��C�1�̂ �
20 � 
2��1
2i ku1 � u2kVy�Vy � 0: (5.4.35)On suppose que 0 < 
 < 
1 =r A1 + A 
0; (5.4.36)où A = 1p2 K1K�12 C�̂ (��)�1:Dans 
e 
as 1�p2K�11 K2 ��C�1�̂ �
20 � 
2��1
2 > 0;d'où l'uni
ité de u?. En revenant à (5.4.24) et en utilisant l'uni
ité de u?, on obtientl'uni
ité de T ?.De (5.4.32) et en utilisant l'uni
ité de u? et de T ?, on en déduit l'uni
ité de p?. �156
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