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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte et travail

1.1.1 Contexte

Depuis plusieurs années, ’'intérét planétologique croissant de certaines molécules telles le méthane
CHy, 'ammoniac N Hs, ou plus récemment I’arsine AsH3 [1] (détectées dans Patmosphére des planetes
géantes) mais aussi la physique des semi-conducteurs (par exemple pour la stibine SbH3), ont nécessité
la recherche de modéles pour les études vibrationnelles en spectroscopie moléculaire afin de reproduire
le mieux possible les données expérimentales (énergie, intensité, etc.). De nombreux formalismes ont été
proposés. On trouve des modeles basés sur des calculs ab initio [2, 3], mais surtout sur des formalismes
tensoriels [4]. Il existe aussi, I’approche “standard”proposée depuis depuis de nombreuses années par
Wilson et al. [5].

Il y a environ une vingtaine d’années, sous I'impulsion de Iachello et al. [6], divers formalismes
algébriques (issus des travaux des nucléaristes) ont été proposés. Par exemple, le modele des vibrons
[7, 8], dans lequel on associe & chaque liaison le groupe unitaire U(2); le groupe dynamique étant
construit comme le produit direct des différents groupes U(2) relatifs aux différentes coordonnées
internes. Ces formalismes algébriques, dont les bases mathématiques sont issues de la théorie des
groupes et des algebres [9, 10, 11], présentent malgré leur aspect abstrait, les trois principaux intéréts
suivants :

- ils sont facilement applicables & différents systemes moléculaires (molécules diatomiques, triato-
miques [7], etc.),
- ils permettent de ne pas présupposer de forme particuliére au potentiel intramoléculaire,

- enfin, ils permettent d’écrire un Hamiltonien moléculaire avec peu de parametres.

Le formalisme que nous utiliserons dans la suite, appelé formalisme unitaire U(p + 1), a été in-
troduit a l'origine par Michelot et Moret-Bailly [12]. Ces auteurs proposent d’étudier séparément les
mouvements de vibration et de rotation moléculaire. Ce formalisme propose de choisir le groupe uni-
taire U(p+1) comme groupe dynamique caractéristique d’un systeme & p degrés de liberté. Ainsi Leroy
[13] a étudié les modes d’élongation des molécules tétraédriques XYy dans des états vibrationnels tres
excités ; puis dans un second temps, Boujut [14] s’est intéressé aux modes de pliage de ces mémes
molécules.

Dans notre travail, nous nous sommes intéressé aux modes vibrationnels tres excités des molécules
tétra-atomiques XY3. Nous présenterons les différentes étapes de la construction des Hamiltoniens
vibrationnels, rendant compte des propriétés d’élongation et de pliage de ces molécules.

1.1.2 Travail

Dans le deuxieme chapitre, concernant les généralités, nous montrerons pourquoi nous utiliserons le
groupe de Lie unitaire U(n) dans la description d’un ensemble de n oscillateurs identiques. En particu-
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20 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

lier, nous rappellerons que le groupe de dégénérescence d’un ensemble de n oscillateurs identiques est
U(n). De plus, le nombre d’états physiques d’un oscillateur p fois dégénéré dans un état énergétique a

p—1
n quanta, est exactement la dimension d’une représentation totalement symétrique [n, 0’ ] de U(p)
n . -p—1
Cn+p_1 = dim [n, 0 } . (1.1)

L’utilisation des groupes continus requiert certaines notions propres aux groupes de Lie. C’est
pourquoi dans le troisieme chapitre, nous effectuerons un rappel des principales propriétés et ca-
ractéristiques des groupes de Lie; et nous porterons une attention toute particuliere aux cas des
groupes unitaires. Nous présenterons la notion d’état de Gelfand-Zetlin (G-Z) [15] et de poids associé,
ainsi que le lien existant avec les états locaux moléculaires que nous utiliserons par la suite. De plus,
nous présenterons la notion de représentation totalement symétrique d’un groupe unitaire, ainsi que
sa dimension.

Le cadre mathématique dans lequel se situe ce travail étant défini, nous particulariserons (chapitre
4) notre formalisme aux cas des molécules XY3 non planes. Dans le cadre du formalisme U(p + 1),
nous serons amenés a exposer la méthode de construction d’un Hamiltonien vibrationnel relatif & un
ensemble de trois oscillateurs identiques reposant sur la chaine de groupes :

U(4) D U(3) D S(3) ~ Csy. (1.2)

Une application aux molécules de stibine et d’arsine sera alors entreprise, en vue de valider notre
modele. Dans notre démarche, nous avons volontairement traité des molécules ne présentant que tres
peu d’effet tunnel. La barriére de potentiel, des molécules de stibine et d’arsine, est si importante que
nous pouvons omettre cet effet.

Dans le cinquiéme chapitre, nous introduirons un groupe supplémentaire intermédiaire K (3) dans
la chaine (1.2) :
U(4) DU(3) D K(3)DS(3)~Cs,. (1.3)

Ce “nouveau” groupe K(3) nous fournira des étiquettes supplémentaires pour classer les niveaux
d’énergie. Les valeurs propres de ses invariants distinguent alors les états locaux de la molécule. C’est
pourquoi nous lui donnerons le nom de groupe des répartitions énergétiques. Nous montrerons alors
comment ces nouvelles étiquettes clarifient le passage du groupe continu U(3) au groupe discret S(3) :

U(3) D K(3) D S5(3). (1.4)

Ce groupe a été introduit en physique moléculaire par Leroy [13, 16], et il s’est inspiré d’un formalisme
similaire utilisé en physique nucléaire [17].

Dans le sixieme chapitre, nous avons étudié, pour les molécules XY3 non planes, le couplage des
modes vibrationnels d’élongation avec ceux de pliage. Nous présenterons la construction d’un opérateur
algébrique de couplage de ces différents degrés de liberté, ainsi que la confrontation de ce modele avec
des données expérimentales. [’étude que nous conduirons reposera sur la chaine de groupes :

(Ue(4) D Ue(3) D Ke(3) D Se(3) ~ C3y) @ (Up(4) D Up(3) D Kp(3) D Sp(3) =~ C3y) D C3y.  (1.5)

Nous montrerons alors, comment I'introduction du nombre quantique de polyade K = 2n, + n, (ot
ne et n, représentent les nombres vibrationnels totaux d’élongation et de pliage) nous permet une
modélisation informatique du probléme, tout particulierement dans le processus de diagonalisation de
la matrice hamiltonienne.

Enfin, nous cloéturerons ce travail en exposant quelles sont les différentes perspectives que 1'on peut
lui apporter.



Chapitre 2

Généralités : pourquoi utiliser des
groupes unitaires ?

2.1 Introduction

Nous allons examiner un résultat essentiel dans la compréhension de notre démarche (physique et
mathématique) adoptée pour I’étude et la description des modes vibrationnels des molécules XY3 non
planes.

En effet, dans une vision habituelle du probléme de 1’étude des modes vibrationnels des molécules,
ceux-ci sont décrits comme un ensemble d’oscillateurs harmoniques ou anharmoniques attachés aux
3n — 6 différents degrés de liberté vibrationnels de la molécule envisagée!. Puis, dans I’approche
quantique de ce probleme, on examinera les opérateurs correspondants a ces divers oscillateurs et
leurs interactions.

On va dans la section suivante justifier 'utilisation que nous ferons des groupes de Lie unitaires.
En effet, on va montrer que le groupe de dégénérescence d’un oscillateur isotrope de dimension
n est le groupe unitaire d’ordre n, que nous noterons U(n). Ce résultat essentiel a été découvert
indépendamment par Demkov [18, 19] et par Hill et Jauch [20]. Cependant, c’est ’exposé de Baker
que nous utiliserons ici [21].

2.2 Le groupe U(n) comme groupe de dégénérescence de 'oscillateur
isotrope de dimension n

Le Hamiltonien d’un oscillateur isotrope de dimension n, admet comme groupe de
dégénérescence le groupe unitaire U(n) d’ordre n.

En mécanique classique, les modes vibrationnels des molécules sont décrits comme un ensemble
d’oscillateurs harmoniques ou anharmoniques attachés aux différents degrés de liberté de la molécule.
Le passage a la mécanique quantique peut s’opérer en quantifiant les variables physiques décrivant ces
oscillateurs et leurs interactions.

Ainsi, en mécanique classique, on associe la fonction hamiltonienne H suivante

= 1 - P?
’H:thzazﬁk-i-mqu,% (2.1)
k=1 k=1
puis en quantifiant, on obtient
L1 P2 ~
H= 3 Ek + mw?q;. (2.2)
k=1

1On entend par degrés de liberté, les six possibilités de mouvements élémentaires suivants :
o les trois élongations des liaisons Li, Lo, Ls,
e les trois variations des angles inter-liaisons a1 2, a23, @13 oll a;; est I'angle de pliage entre les liaisons L; et L;.

21
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En posant

~ P ~ mw

Py = et o — Qk (2.3)
mhw h

on réécrit le Hamiltonien comme .
—~ hw ~
H==3 (PE+ 0} (2.4)
k=1

avec | @k , ’ﬁk] = ¢1I, Pexpression quantique du Hamiltonien H est :

C RN[(A s\ (A L N AV AN
H="230 (9 —iPe) (Qx+iPi) +1] = hw +-. @5
5 ; k K k K ]; 7 7 5 (2.5)
On peut poser :
ZZ;L = M : opérateur de création d’'un quantum pour 'oscillateur k
V2 (2.6)
~ Ok + 1Py, , , R , N
ap = ————— : opérateur d’annihilation d’'un quantum pour 'oscillateur &

V2

cette forme d’écriture nous permet de donner la forme suivante au Hamiltonien quantique H de n
oscillateurs isotropes

n n n
=~ P I R I N n
H = hw kgl [akak + 5] = hw ,;1 [nk + 5] = hw [(glnk> + 5

avec 'opérateur n;, = aLak qui est 'opérateur nombre de quanta de loscillateur k. On vérifie également
les trois relations de commutation :

(2.7)

[ar,a]=0 et [al,a]=0 et [ax,a =0k (2.8)

Pour que le groupe unitaire U(n) soit un groupe d’invariance de ce systéme constitué de n oscil-
lateurs isotropes, il suffit de montrer que pour tout élément quelconque U de U(n), on a

(U, H]=0 =  U'HU=H (2.9)

Ainsi, choisissons un élément quelconque du groupe U(n), c’est-a-dire une transformation unitaire
U de dimension 7, que nous représenterons par une matrice carrée n X n notée U. Comme cette
transformation n’affecte que les opérateurs (elle laisse les scalaires invariants), on peut écrire qu’a la
suite de l'action de cette transformation unitaire on a :

a
at

il nous reste a vérifier que 'expression du Hamiltonien H avant la transformation unitaire I/ est bien
égale & celle H' = U~' HU apres la transformation considérée. On a

= Ua
T = (ua)f =alut =glu!

NN
Q) )
|

(2.10)

n

~ 1 1 1

H=lwy [a,ja,; + 5] = hw [affaJr 5] = hw [aTUIUaJr 5] (2.11)
k=1

comme U™'U = 1I,, , on obtient alors
1 = 1
S N e A~ 1\ 5
H = hw [a a+2] —hwsg_l (asa3+2> =H (2.12)

soit H' = H. Ce qui démontre bien que ’action d’'une transformation unitaire quelconque, d’ordre n,
laisse le Hamiltonien de n oscillateurs isotropes (ou d’un oscillateur n fois dégénéré) invariant.
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2.3 Dégénérescence d’un oscillateur de dimension n dans un état p

On cherche la dégénérescence, notée dim E(n,p), de I'état énergétique E(n,p)
n - n
E(n,p) = hw (p + 5) = hw (Zn + 5) (2.13)

d’un oscillateur de dimension n qui se trouve dans un état |p > tel que an =p.
i=1

2.3.1 Premiere méthode : analyse du vecteur d’état

Dans cette premiére méthode, nous suiverons I'exposé proposé par Pétrachene et Trifonov [22], qui

consiste & remarquer que les fonctions d’onde de ce systeme se transforment comme les composantes
’ . . . n

d’un tenseur symétrique de rang p dans un espace de dimension n. En effet, notons par \I/Lll,nn la

fonction d’onde de ce systéme relative & cet état énergétique F(n,p). Cette fonction s’écrit

n .
wlr),, = ——T] (a7)" wl) (214)

L —
[
i=1

ou \If([f.}o est la fonction de I'état fondamental. Mais comme 'ordre d’application des opérateurs Ziz.T

n’intervient pas, ces fonctions ‘Ilkl]nn se transforment donc, sous I'action de transformations unitaires,

n 7 . . . .
comme les composantes T][l__}_ i d’un tenseur symétrique de rang p dans un espace de dimension n. Ceci
signifie que la transformation s’effectue sur les composantes de ce tenseur symétrique. En vertu de la

symétrie du tenseur, on peut toujours disposer les indices j; ... j, dans 'ordre croissant
NN<j< - <p = N<j+l< - <gp+p—1 (2.15)
c’est-a-dire qu’en posant i, = jr + k — 1 on obtient alors la série d’inégalités strictes qui suit
i <dg < e <. (2.16)

Les p nombres 7; sont alors tous distincts, et peuvent prendre toutes les valeurs entiéres comprises
entre 1 et n 4+ p — 1. Le nombre N (n,p) de composantes indépendantes d’un tenseur symétrique est
donc
P _(n+p-1)!
nEPL Tl (n — 1)

N(n,p) = (2.17)

Enfin, d’apres le théoréeme de Wigner (1927)2, on sait que la multiplicité de la dégénérescence d’un
niveau d’énergie est égale a la dimension de la représentation correspondante. Comme dans notre cas,
la représentation considérée est celle qui se réalise sur les composantes indépendantes d’un tenseur
symétrique (de rang p dans un espace de dimension n), cela implique nécessairement que la dimension
dim E(n,p), de 1’état énergétique F(n,p) vaut N(n,p) :

dim E(n,p) = Ch,,_, = % (2.18)

Cette relation est un cas particulier de la formule de Weyl [25].

2Pour une démonstration compléte de ce théoréme, on pourra, par exemple, consulter les trois références [9, 22, 23]
et [24]. On trouvera dans ces mémes références les principales conséquences et applications de ce théoréme a la physique
et tout particulierement a la mécanique quantique.
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2.3.2 Deuxieme méthode : dénombrement

Une autre possibilité de raisonnement est possible. Cette derniere est beaucoup plus intuitive que
la précédente, car elle est basée sur la notion de dénombrement. Comme on a la condition

> ni=p (2.19)
=1

cela signifie que 1'on cherche tous les n-uplets (ny, ..., n, ) différents qui satisfont & cette condition.
Or, il y a autant de suites distinctes (n1, ..., n, ) de n nombre entiers (positifs ou nuls) de somme
égale & p qu’il y a de combinaisons avec répétition de n objets p a p [26].
Ceci implique que le nombre de n-uplets (ny, ..., n, ) différents qui satisfont & la condition (2.19)
vaut N'(n,p). En d’autres termes, on retrouve bien le résultat trouvé avec la premiére méthode.

On peut représenter graphiquement cette fonction dégénérescence, on obtient alors la Fig. 1.1.

Nombre d'états du niveau
énergétique : E(n,p)

x 107
18
16
14

12

10

30

109g 765 P Nombre de quanta : p
21

Dimension de
l'oscillateur : n

F1G. 2.1 — Dégénérescence N (n,p) d'un état énergétique E(n,p) avec p < 29 et n < 10.

Lorsque nous souhaiterons travailler numériquement jusqu’a un certain nombre n, de quanta par-
ticulier, il nous faudra alors tenir compte d’un nombre N(n,n,) d’états physiques qui est

Nnme) = SN ) = 3 Clyy = 30y = e (2.20

On peut représenter graphiquement cette fonction nombre d’états N(n,n,), et on obtient alors la
Fig. 2.2.

On constate que le nombre d’états physiques dont il faut tenir compte lorsque I'on souhaite tra-
vailler jusqu’a un certain nombre de quanta n, augmente de manieére importante avec la dimension n
de Voscillateur. Ceci explique, en partie, pourquoi nous avons travaillé sur des molécules de symétrie
Cs, @ le nombre d’états dont on doit tenir compte est numériquement traitable.
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Nombre d'états : N(n,nq)

x10°

30

15

109y 765 . Nombre de quanta : nq
32
1

-5

Dimension de
l'oscillateur : n

F1G. 2.2 — Nombre d’états énergétiques N(n,n,) avec ng, < 29 et n < 10.

2.3.3 Cas particulier : n =3

Dans cette situation particuliére d’un oscillateur de dimension trois (c’est-a-dire triplement dégénéré)
dans I'état n.3, on trouve que I'ordre de dégénérescence du niveau E(3,n.) vaut

e+ 2)(ne+1
dlmE(?), ne) — ZZ+2 — (n + )Q(n + )

(2.21)

Nous verrons au cours de ’étude des représentations des groupes unitaires de dimension finie,
que cette dimension est en fait celle de la représentation totalement symétrique de U(3) (qui sera
notre groupe de dégénérescence dans le formalisme algébrique utilisé), notée [n., 0, 0], et que ce type
de représentation particuliere tient une place prépondérante dans la description physique des modes
vibrationnels des molécules que nous considérerons. Le résultat (2.21) obtenu est un cas particulier de
la formule de Weyl [25]. Ainsi, dans le cas n = 3, le nombre d’états vibrationnels qui intervient dans
le probleme, jusqu’a 29 quanta, est représenté graphiquement sur la figure 2.3 qui suit

On peut d’ailleurs vérifier que, dans cette situation particuliere, le nombre d’états dont on devrait
tenir compte lors d’un traitement de ce probleme est N (3,29) = 4960 ; et on a bien :

ng=29 ng=29 nq:29
N(3,29) Z N(3,p) Z Chio= Z (p+2)(p+ 1) = 4960 (2.22)
p:O

qui est bien le résultat obtenu avec la relation (2.20) précédente

(3 + 29)!

N(3,29) = s

= 4960 (2.23)
le principal intérét de cette derniére formule, étant bien évidemment d’éviter une sommation discrete
sur le parametre p. Lors de I'étude des représentations de dimension finie des groupes unitaires, nous
préciserons le lien entre ces différentes formules. Nous verrons alors que cette dimension est en fait
celle de la représentation totalement symétrique de U(4) (qui sera notre groupe dynamique), notée

3Cette notation m. est directement liée & notre étude ultérieure des modes vibrationnels d’élongation des diverses
molécules XY3 étudiées. Lors de cette étude, n. représentera le nombre total de quanta qui se trouvent étre répartis sur
les trois liaisons des molécules.



26 CHAPITRE 2. GENERALITES : POURQUOI UTILISER DES GROUPES UNITAIRES ?

5000

4500 -

4000~

3500

3000

2500

Nombre d'états
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o
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Nombre de quanta

F1G. 2.3 — Nombre d’états physiques d'un oscillateur triplement dégénéré avec n, < 29.
[ne, 0, 0, 0]. On constate alors que

29
dim[N =29,0,0,0/ = Y dimne, 0, 0] (2.24)

ne=0

cette relation est strictement identique & (2.22) si ce n’est qu’elle est exprimée dans le langage usuel
des représentations de dimensions finies des groupes unitaires.



Chapitre 3

Etude élémentaire des groupes
unitaires

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous n’allons pas entreprendre une étude mathématique complete des groupes
unitaires. Le lecteur intéressé par une telle étude pourra, par exemple, se reporter aux références
[27, 28]. Nous nous limiterons ici & I’étude et & la classification des représentations de dimension
finie des groupes unitaires, ce probleme n’ayant d’ailleurs trouvé sa solution qu’au milieu du siecle
dernier. En effet, ce n’est qu’en 1950 que Gelfand et Zetlin (G-Z) [15] ont mené & terme 1’étude de la
classification des représentations de dimension finie des groupes unitaires. Nous adopterons, comme
principe, que les développements mathématiques proposés dans ce travail, sont limités & la bonne
compréhension des idées physiques auxquelles ils sont rattachés. Mais avant d’exposer la méthode
générale d’étude des représentations de dimension finie des groupes unitaires due a G-Z, nous allons
commencer par introduire la notion de groupe de Lie, ainsi que quelques éléments de vocabulaire qui
nous servirons dans la suite de ce travail. En effet, dans 'étude des symétries des systémes physiques,
les groupes unitaires font partie d’une catégorie importante : les groupes de Lie.

3.2 Eléments sommaires sur les groupes de Lie

3.2.1 Définition des générateurs d’un groupe de Lie

Dans cette section nous allons présenter les principales caractéristiques des groupes de Lie et nous
nous placerons du point de vue du physicien qui souhaite utiliser ces outils mathématiques pour la
description des objets physiques qu’il considere. Dans un groupe de Lie, que nous noterons G, il y
a une infinité d’éléments' (contrairement aux groupes ponctuels), les éléments sont indicés par des
parametres réels qui varient de fagon continue dans un certain intervalle. Un élément quelconque du
groupe peut étre noté U(ay, g, ..., ap), ou les ay, varient dans un intervalle donné. Le nombre D de
parametres indépendants nécessaires a la spécification d’un élément quelconque du groupe s’appelle
la dimension du groupe. Il est important de noter que la dimension d’un groupe de Lie n’a rien a voir
avec la dimension de ses représentations matricielles.

Des lors, le produit de deux éléments d'un groupe de Lie peut donc étre représenté de la facon
suivante

U(Oll, s ,OZD) X u(ﬁla' v 761)) = u(’Yla' . 7’YD) (31)

avec
Yn =mlar,....ap; fr,....Bp)  (1<n<D) (3.2)

Pour qu'un groupe continu G de dimension D soit un groupe de Lie, il ne suffit pas que ses éléments varient de facon
continue, il faut en plus qu’il possede la structure d’'une variété différentiable, c’est-a-dire, qu’il est possible de le mettre
en correspondance avec IR” pour le paramétrer.

27
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Par exemple, le groupe des rotations et le groupe des translations spatiales de 1’espace euclidien
E(3) sont deux groupes de Lie de dimension D = 3. Pour le groupe de Lie des translations spatiales
(de translation 7)), le vecteur 7y constitue un ensemble de trois parametres réels appropriés. Pour
le groupe des rotations, les trois angles d’Euler (0, ¢, 1)) constituent eux aussi un ensemble de trois
parametres réels.

L’étude des groupes de Lie est facilitée grace a une caractéristique remarquable, en effet, la plupart
de leurs propriétés s’obtient simplement de la considération des éléments voisins de I’élément neutre 1T
du groupe de Lie considéré. Notons d’abord que I'on peut, en général, toujours choisir les parametres
ay, de sorte que I'élément neutre 11 corresponde a des valeurs nulles de tous les «,, c’est-a-dire :

U,0,...,0)=1. (3.3)
Ainsi, si tous les parameétres «;, sont petits, alors 'élément U («, ..., ap) associé est voisin de I’élément
neutre. Considérons alors I’élément U (v, . .., ap) voisin de 1’élément neutre 1I, on peut alors effectuer

un développement limité au premier ordre par rapport aux «, de cet élément, on a alors :

D
0
U(alw_‘,alﬂ = H4_§E:< Zlulga aaD)> an4_cna2)
n anp=0

n=1

D
- -y () o)

—~ o
(3.4)
& oU(« ap)
. . 1y---&D
= 1I- Zz( D ) Oan+0(a2)
n=1 Qn=

D
= 1I- iZaan + 0(a?)

n=1

avec l'expression O(a?) qui représente tous les termes d’ordre deux ou plus en «;,. Nous avons introduit,
de facon arbitraire, le terme i dans nos développements pour des raisons de commodité. Les X,, sont
définis comme :

[ OU(a, ...,
X, =i ( (en O‘D)> . (3.5)
oay, an=0
On appelle ces D opérateurs X, (n = 1,...,D), les générateurs infinitésimaux du groupe de Lie.

Ces générateurs X,, agissent dans le méme espace que les éléments U du groupe de Lie envisagé.

3.2.2 Paramétrisation exponentielle ou représentation exponentielle.

On sait qu'un élément U(«, ..., ap), pour lequel les parametres a,, sont trés petits, est voisin de
I’élément neutre 1. Notons U(da,...,d0ap) un tel élément, on a
D
U(ban,...,6ap) =T =i b, Xy + O(”) (3.6)
n=1
écrivons

)
S
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avec N € IN. Cette écriture particuliere des parametres du groupe nous permet alors d’obtenir les
divers développements qui suivent

u(ala"-aaD) = Nl_i)r_rl_loo[U(éala"'aaaD)]N

oy oo\ N

- Nlirfoo[U(N""’N)]

D 21" (3.8)
_ _ Qn @
= i []I Z;NX”JFO(N?)]
D
—z‘Zaan
— e n=1

la derniére ligne est obtenue en utilisant le fait que, pour un opérateur X quelconque, nous avons

N gk N >\ NV
N! 11 X X
ST ——1' —XFEN R = Cx ]IN'“_I' m+ =1 .
Ngnoo — k‘ Ng)nookZ(N ]{:)'_Z\/v]c k! Ngnookzo Ngnoo +N
(3.9)
L’expression (3.8) est la paramétrisation exponentielle de 1’élément U (cv, ..., ap) considéré du groupe
de Lie G, c’est-a-dire que I'on représente les éléments U(a, ..., ap) sous la forme d’une exponentielle

d’opérateurs. Cette forme de représentation des éléments d’un groupe de Lie est bien connue en
mécanique quantique. En effet, on la retrouve, par exemple, dans ’expression mathématique des
propriétés d’un systeme physique, qui possede la caractéristique de rester invariant sous l'action d’une
rotation ou d’une translation.

3.2.3 Inverse d’un élément

D
Soit U(bary,...,0ap) =1 — iZ(Faan +O(a?) un élément d’un groupe de Lie G. On montre que
n=1
I’élément
D
U'(8a,...,000) =T —iY daj, X, + O'(a?) (3.10)
n=1
est, au deuxiéme ordre inclus, 'inverse de U(da,...,dap) si
dal, = —day,

+0(a?) +0'(a?) =0 (8.11)

D
— [Zéa;%Xn
n=1

Les générateurs d’un groupe de Lie satisfont & d’importantes relations que nous allons maintenant
développer.

3.2.4 Constantes de structure

Soient { X, ; 1 < n < D} Pensemble des générateurs d’un groupe de Lie G. Soient U (day, . .., dap)
et Uz(0p1,...,008p) deux éléments du méme groupe de Lie G, proches de I’élément neutre 1I, tels qu’au
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second ordre, nous ayons

D
ul(ala"'aaD) = ]I—zZame—i—(’)(aZ)

m=1
(3.12)
D
Us(Br,. .-, Bp) = T—iy B X, +O(B)
\ r=1
On en déduit donc que I'élément U, de G, construit comme
U=U xU ><Z/11T xug (3.13)
s’écrit, d’apres (3.11), sous la forme
D D
U= <]I — iZame + O(a2)> X (]I — z’Zﬁ,Xr + O(ﬁ2)> X
m=1 r=1
(3.14)
D D
<11 +iY> o Xm + O(a’2)> x <11 +i» B X, + 0’(ﬁ2))
m=1 r=1
si on développe les calculs au deuxieme ordre, on obtient alors
D D
U=T= D B (X Xp — Xp X)) + O, %) (3.15)

m=1r=1

ou 'on a tenu compte de la seconde condition de (3.11).
Si les éléments U et Us ne commutent pas, alors I’élément U ci-dessus, est situé au voisinage de
I’élément neutre. Ceci nous permet alors d’écrire que

D
XXy — X, Xy = (X, Xp] =) _Ch X (3.16)
=1

ou les C,lm sont appelées les constantes de structure. L’équation (3.15) prend alors la forme suivante

u = _Zzzamﬁrz Xl +O /33)

m=1r=1

- —zZ(ZZamﬁr m,«>Xz+0( ).

m=1r=1

(3.17)

v~

=7
Finalement, on obtient 1'expression de 1’élément U

D
U=T-iY yX;+0(* ) €G. (3.18)
=1

Le reste présent dans I’expression précédente (3.18) est en fait O(a?, 83) (car & l'ordre deux les
contributions des différents termes s’annulent) mais, pour se conformer & la littérature, nous noterons

ce reste O(a?, 82).
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3.2.5 Principales propriétés des constantes de structure

Les constantes de structures C!
propriétés algébriques, telles que
Premieére propriété

[(Xom » Xu]

D
= iy Ch,.X
1=

introduites précédemment, vérifient bien évidemment certaines

- [Xn ) Xm]

D
—iy ChnXi VX
=1

(3.19)
D D
= Y CL,Xi =-> 0. X VX
I=1 I=1
= O7lnn _szm
Deuxiéme propriété
[(Xn, Xp]=0 = C., =0 1<l,n<D. (3.20)

Ces deux premieres propriétés sont utilisées dans les développements des calculs concernant les
commutateurs des générateurs des groupes de Lie.

Troisieme propriété

La propriété qui suit est fondamentale, puisqu’elle sert ainsi a différencier une algebre du type de
Lie d’un autre type d’algebre. A ce sujet, on pourra se reporter a [29].

Les générateurs X; (i =1,..., D) d’un groupe de Lie vérifient la relation de Jacobi
(X, [Xm s Xall + [Xn, [Xi, Xi]] + [Xm, [Xn, Xi]] =0 (3.21)
cette relation conduit donc a
D D D
X156y ChuXg| + [ Xn, 0> CLXg| + | X, i CLX,| =0
q=1 q=1 q=1
D D D
— Zorqnn (X1, Xo]+ ) C [Xn s Xg] + chl [Xm, Xg] =0
g=1 g=1 g=1
D D D D D D
= 2 ORad Ol X+ Y Ol O+ ) O ) ChyXp =0
q=1 p=1 q=1 p=1 =1 p=1
(3.22)
D D D D
= Yo ew.cr+>crcr +> clcr ) X, =0
p=1 \¢=1 q=1 q=1
D D D
— > ChnCly+ Y ClChy+ D CliChy =0
g=1 g=1 g=1
D
— Z(Cglnch+cfmcgq+cgl0£1Q> =0

g=1
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En faisant usage de la notation tensorielle, cette relation sur les constantes de structures prend la

forme :
ChnCl, +ClLCh + CCh = 0. (3.23)

On appelle algebre de Lie? la totalité des générateurs d’un groupe de Lie, et I’ensemble de leurs
relations de commutation. L’algebre de Lie associée & un groupe ne fait qu’explorer le voisinage de
Iidentité du groupe et donc, ne peut refléter la structure topologique du groupe de Lie associé, qui est
elle une propriété globale. Il est donc possible que deux groupes différents, de méme dimension, aient
la méme algebre de Lie. C’est notamment le cas des groupes SO(3) et SU(2), tout deux de dimension
3, qui partagent la méme algebre de Lie. Pour une étude mathématique plus complete et plus subtile
des relations qui unissent les groupes SO(3) et SU(2), il peut étre intéressant de consulter la référence
[29]. On y trouvera, par exemple, des expériences simples qui expliquent, mais surtout imagent, les
différences qui existent entre ces deux groupes de Lie homomorphes. Dans le chapitre 17 de la référence
[30], on trouvera des précisions sur la connexité? simple de SU(2) et la double connexité de SO(3).
De plus, on y trouvera des “petits tours de magie” (sur des fils et les noeuds) qui ont pour origine
cette caractéristique mathématique du groupe SO(3), et qui ont surtout le mérite de bien mettre en
image la notion (plutét abstraite) de connexité d’un groupe de Lie. Une autre présentation sur les
généralités des groupes continus de Lie est proposée dans [31]. On trouvera dans cette méme référence
un développement trés complet sur le groupe des rotations dans IR? et ses applications en mécanique
quantique.

3.3 Définitions et vocabulaire

Nous allons examiner maintenant comment la notion de constante de structure permet d’accéder
a une classification simple des groupes continus, et ceci de maniére tout a fait générale.
3.3.1 Groupe de Lie compact

Un groupe de Lie est dit compact si tous ses parametres prennent des valeurs continues dans des
domaines fermés et bornés, c’est-a-dire des domaines compacts. L’algebre associée (au groupe de Lie
considéré) est-elle aussi qualifiée de compacte.

3.3.2 Le rang d’un groupe de Lie

Le rang d’un groupe de Lie est simplement défini par le plus grand nombre de générateurs qui
commutent entre eux [32].

3.3.3 Groupe abélien

Un groupe est dit abélien si tous ses éléments commutent. Ansi dans le cadre d’un groupe de
Lie unitaire G de dimension D, cela signifie simplement que toutes les constantes de structures sont

2Formellement, une algébre est un espace vectoriel sur lequel on définit un produit. Une algébre de Lie est formée de
I’espace vectoriel des générateurs du groupe de Lie associé, ou le “produit” est en fait le commutateur des générateurs.
Une algebre de Lie peut donc étre définie de maniére abstraite, sans aucune référence a une représentation tensorielle
particuliere, par la simple donnée des constantes de structure CY, ,. La condition supplémentaire que les éléments de
I’algebre de Lie doivent respecter est l'identité de Jacobi :

[Xl 5 [Xm ) Xn]] + [Xn ) [Xl 5 Xm]] + [Xm ) [Xn’ Xl]] =0

Cette condition est évidemment respectée dans une représentation matricielle des générateurs car c’est une propriété qui
découle des commutateurs, mais doit étre imposée dans la définition générale, mais plus abstraite, d’'une algebre de Lie.

®De maniére imagée, on dit qu'un groupe est connexe, si le volume qui le définit est formé d’un seul ensemble.
Mathématiquement, on dit qu'un ensemble topologique quelconque est connexe, s’il n’est pas la réunion de deux ouverts
non vides sans point commun. De plus, en topologie, on dit qu’'une partie d’un espace topologique est simplement connexe
si toutes les boucles fermées peuvent se déformer continiment jusqu’a la boucle triviale réduite & un seul point. On dit
alors que toutes les boucles sont homotopes a zéro.
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nulles :
ct,=01<m,n,q <D. (3.24)

Cette condition implique alors que nous avons [X,,, X,] = 0 et ceci pour tout m et n appartenant au
domaine [1,...,D]. En vertu de la définition du rang d’un groupe de Lie, on en déduit donc que le
rang d’un groupe de Lie abélien est égal & la dimension de ce groupe.

3.3.4 Sous-groupe

Un sous-groupe H (de dimension d) d’un groupe de Lie G (de dimension D > d) est un ensemble

de ¥ éléments formant eux-mémes un groupe. Si on note par (aq, ag,...,aq) les paramétres associés
au sous-groupe H dans I’ensemble (a1, as,...,ap) associé au groupe G, alors on doit avoir
d
— l
(X, Xo] =i ChpXi < mym,l <d (3.25)
=1

ce qui s’écrit aussi de la maniere strictement équivalente suivante
Cl,.=0 1<mn<det d<I<D. (3.26)
3.3.5 Sous-groupe invariant (ou idéal)
Un sous groupe invariant H d’un groupe G satisfait a la propriété
UEG et Ug € H alors UUFU ' € H (3.27)

Donc I'élément U Ugg U -1 UI_{I appartient lui aussi au sous-groupe H. Or, on sait que

D d
UUgU U =T =Y > 0B [Xm, Xa] +0(?, %) €H (3.28)
m=1n=1
avec la condition
A
(X, Xn] =43 Ch,X; avec: I<m<Det 1<n<d (3.29)
=1

il nous faut déterminer X\ afin que U U U -1 Z/lﬁl appartienne bien au sous-groupe H. On peut donc
écrire

A D d
Ul U™ Uy = H—2‘Z< Zamﬁnofnn> X, +0(?, f?) €H

=1 R m=1In=1 ,
=" (3.30)
A
= T—4iy yX, €H
=1
ce qui implique que A = d. Ainsi, on a la relation
d
(X, Xp] = iZCﬁ,le avec: 1<m <D et 1<n,l<d (3.31)
=1

3.3.6 Groupe simple

Un groupe de Lie unitaire G est dit simple, s’il n’a pas d’autre sous-groupe invariant que son
élément unité ou lui méme.
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3.3.7 Groupe semi-simple

Un groupe de Lie unitaire G est qualifié de semi-simple, s’il n’a pas d’autre sous-groupe invariant
abélien que son élément unité ou lui méme.

Remarque : En général, on ne pourra pas reconnaitre a premiere vue si un groupe est simple ou semi-
simple. C’est pourquoi E. Cartan [33] a donné un critére général (indépendant du choix des parametres)
pour pouvoir reconnaitre si un groupe est simple ou semi-simple. Il a, entre autres, montré que les
groupes semi-simples peuvent étre considérés comme des produits directs de groupes simples, et donné
leur classification générale.

3.4 Le critere de Cartan

3.4.1 La forme de Killing ou tenseur métrique
On définit la forme de Killing d’un groupe de Lie G & D parametres par la relation suivante

D D
9], = Z ca,cr . (3.32)

p=lg=1

cette forme est symétrique puisque [g], .. = [g],, ., et porte aussi le nom de tenseur métrique du groupe
de Lie G. En fait, on peut donner une autre forme (strictement équivalente) & ce tenseur. Pour ceci,
on définit une représentation? matricielle [32] des générateurs X; (i = 1,..., D) du type

déf déf
Xn |Xp> = qu |Xq> et (XZ|X]> = 5ij (333)

n

ceci implique

Cgp:<Xq| Xn |Xp>:[Xn]qp (3.34)
de sorte que la forme de Killing puisse maintenant s’écrire
D D
lam = D0 [ Xnlgp [ Xm]ye = Tr ([Xa] [Xm]) = Tr (Xn X ) (3.35)
p=1q=1

la derniere écriture étant simplement utilisée afin d’alléger un peu la notation. Ainsi, la matrice
représentative du tenseur métrique [g] est carrée et de dimension (D x D). Elle s’exprime comme :

Tr(X1X1) Tr(X;Xs) ... Tr(X,Xp) ]
TT(XQXl) :
9] = : Tr ( Xn Xn) : (3.36)
_T’T‘(XDXl) T’I“(X.DXD)_

Comme on a une matrice carrée de dimension (D x D), cela nous permet d’écrire que le déterminant
de [g] vaut

D
det [g] = 3 gic (~1)""°| M, | (3.37)
i=1

4Cette représentation particuliére porte le nom de représentation réguliere ou adjointe du groupe de Lie G considéré.
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ou la somme s’effectue sur les lignes i de la matrice & la colonne ¢ fixée, | M; .| est le mineur associé a
I’élément g; . considéré. On a alors

det [g] = ZTT (X; X.) (=1)7*| M;, |
> b D (3.38)
= 20D GO (=17 | My |
i=1p=1¢=1

finalement, on obtient I’expression suivante du déterminant de la matrice carrée, représentative de la
forme de Killing dans cette représentation particuliére :

D

det [g] = ZZCq CP,(=1)"¢ | M. | (3.39)

i=1 | p=1g=1

3.4.2 Critére de Cartan

Critére de Cartan :

Un groupe de Lie G est semi-simple si le déterminant de la forme de Killing qui lui
est associée est différent de zéro.

Ceci signifie simplement que, si le groupe de Lie G n’est pas semi-simple, alors ce groupe admet
un certain sous-groupe H invariant abélien (autre que I’élément identité) qui est, par hypothese, de
dimension d < D. Des lors, les constantes de structures du groupe de Lie G vérifient

ct.=C. = 0 pourl<m<D
pour 1 <n<d (3.40)
pourd+1<I<D

Ainsi, & ce stade, le déterminant de la forme de Killing (associé au groupe G) prend la forme qui
suit
D

det [g] =) ZZC‘I CP, (=) | Mj. | (3.41)

i=1 | p=1¢g=1

de plus, comme le sous-groupe H est invariant abélien, cela implique que ses constantes de structure
C¢, avec 1 < a, b, c <dsont toutes nulles. On en conclut donc que

Cip, =0 1<a,b,c<d (3.42)

ainsi, en choisissant la colonne c fixée parmi celle relative au sous-groupe invariant abélien H, on peut
donc écrire que :

Cr,=0 1<p,q<d (3.43)
finalement le déterminant de la forme de Killing devient
det [g] =0 (3.44)

car tous les éléments de la colonne ¢ de la matrice représentative du tenseur métrique sont nuls.

3.4.3 Application au groupe des rotations spatiales SO(3)

En mécanique quantique, I’étude de I'invariance d’un systeme par rotation dans ’espace tridimen-
sionel conduit aux relations de commutation® suivantes entre les trois composantes { J; , Jo, J3 } du

®Comme on peut le constater, il n’y a aucun générateur qui commute avec un autre. Ainsi, comme bien évidemment
un générateur commute avec lui méme, on en déduit que le rang du groupe SO(3) est 1.
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moment cinétique, c’est-a-dire les trois opérateurs infinitésimaux du groupe SO(3) satisfont &

3
[Tas Jy) = iBY_ €ae Je (3.45)
c=1

0l €4pc st la composante du tenseur € de Lévi-Civita, qui est complétement antisymétrique, c¢’est-a-dire
que

+1 si (abc) se déduit de (123) par un nombre de permutations paires de deux indices
€abe = & —1 si (abc) se déduit de (123) par un nombre de permutations impaires de deux indices
0 sinon.
(3.46)
Les constantes de structure du groupe SO(3) sont donc données par :

CC, = hieape (3.47)
et le tenseur métrique [g] prend donc la forme

3 3
9] = hgzz Enpg€magp = 2026 (3.48)
p=1qg=1

qui peut s’écrire aussi sous la forme :

—2h? 0 0
[9] = 0 —2h? 0 —  det [g] = (—2h%)> = —8KE #£0 (3.49)
0 0 —2h?2

On vient de montrer par 'application du critére de Cartan, que le groupe SO(3) est un groupe de Lie
semi-simple. Lors de notre étude ultérieure des modes vibrationnels des molécules pyramidales, 1’utili-
sation de ce critere et du théoreme de Racah, nous permettront de déterminer le nombre maximal de
parametres que comportera notre Hamiltonien d’ordre zéro. Mais la construction d’un tel Hamiltonien
sera détaillée lors du chapitre suivant, en particulier le concept de symétrie dynamique.

3.5 Les opérateurs invariants ou opérateurs de Casimir

3.5.1 Définition

Les opérateurs invariants ou opérateurs de Casimir d’un groupe, sont par définition, des opérateurs
qui ont la propriété de commuter avec tous les générateurs du groupe considéré.

Par exemple, pour le groupe SO(3), on définit les générateurs par J,, J, et J,. Ainsi, I'opérateur
J2=J2 + Jy2 + J2? satisfait &

[JQ,JZ-]:() avec 1 =12,Y, 2 (3.50)

lopérateur J? = J2 + Jg + J2 est donc un opérateur invariant du groupe SO(3).

3.5.2 Théoréme de Racah
Introduction et intérét

Les groupes semi-simples sont, tres souvent, ceux qui interviennent lors de la description des
systemes physiques qui possedent la propriété d’étre invariants par rapport a une transformation quel-
conque. Lorsqu’'une grandeur physique caractérisant un systéme possede la propriété d’étre invariant
par rapport a une transformation non géométrique, on dit que la symétrie associée est dynamique. En
général, ces symétries dynamiques ont pour origine une forme particuliére de I’équation de Schrodinger,
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ou elles sont la conséquence de lois classiques. On peut par exemple examiner I'atome d’hydrogene et
loscillateur isotrope, comme étant deux systémes physiques qui admettent des symétries dynamiques.
En ce qui concerne I'atome d’hydrogene, la forme particuliere de I’équation de Schrodinger provient du
potentiel de type coulombien qui décrit la dynamique de ’électron par rapport au noyau. On montre
alors qu’au sens de [32], pour les états liés de 'atome d’hydrogene, le groupe de symétrie dynamique
est SO(4) (mais pour Wybourne [34] le groupe SO(4) représente le groupe de dégénérescence), et
lorsqu’on considére les états du continuum, le groupe de symétrie dynamique est SO(3,1). Par contre,
pour Wybourne [34], le groupe dynamique de I'atome d’hydrogeéne, en tenant compte du continuum,
est SO(4,2). En ce qui concerne Poscillateur isotrope de dimension p, son groupe dynamique est, pour
nous, U(p + 1); mais il existe bien d’autres possibilités [34] tel les groupes non compacts SU(p, 1),
Sp(2p,TR), ou encore Os(p) = N(p) A H ou N(p) est le groupe de Heisenberg, H est le Hamiltonien
du systeme et A représente le produit semi-direct.

Il existe dans la littérature de nombreuses définitions, suivant les auteurs (Barut, Cordero, Dothan,
O’Raifeartaigh...[35]), pour les notions de :

- groupes de dégénérescence,

- groupes géométriques et cinématiques,

- groupes d’invariance dynamique maximale,
- groupes de non invariance,

- groupes de générateur de spectre,

- groupes dynamiques.

Perrin [35] distingue, recense et surtout clarifie les différentes définitions de ces notions. En ce qui
nous concerne, nous adopterons, pour les notions de groupe de dégénérescence et de groupe dynamique,
les définitions, au sens de Wybourne, suivantes :

Groupe de dégénérescence :

Ces groupes sont tels qu’il est possible d’établir une correspondance biunivoque entre
les valeurs propres de 1’énergie du systéme et un ensemble de représentations uni-
taires irréductibles (R.U.L.) du groupe réalisées dans ’espace de Hilbert % des fonc-
tions propres du Hamiltonien H, de fagon telle qu’a chaque R.U.I. réalisée dans #
appartienne une et une seule valeur propre de H et vice versa. Ainsi, le degré de
dégénérescence de chaque valeur propre est égal & la dimension de la R.U.I. corres-
pondante.

Groupe dynamique :

Les groupes dynamiques sont les groupes qui permettent de reproduire le spectre
d’énergie et les dégénérescences des niveaux, et qui, en plus, contiennent un en-
semble d’opérateurs qui déterminent les probabilités de transition entre les états.
Cette derniere propriété exige que nous considérions les groupes de non invariance
dont tous les générateurs ne commutent pas avec le Hamiltonien du systéme phy-
sique. La construction d’un tel groupe, ayant les propriétés précédentes, permettrait
une description compléte des propriétés dynamiques du systéeme physique ; c’est pour-
quoi il porte le nom de groupe dynamique du systéme. Au vue de cette définition, on
constate que le groupe de dégénérescence est un sous-groupe du groupe dynamique.

En fait, les symétries dynamiques apparaissent lorsqu’il est possible de résoudre I'équation de
Schrodinger de différentes fagons, soit dans différents systémes de coordonnées ou dans un systeme de
coordonnées simples qui pourra étre orienté dans différentes directions [32]. Par exemple, pour 'atome
d’hydrogene, on peut soit travailler en coordonnées sphériques, soit en coordonnées paraboliques.
Il existe un théoréeme qui permet de définir le nombre d’opérateurs de Casimir d’un groupe semi-
simple. L’intérét que nous aurons & invoquer ce théoréme lors de notre étude des modes vibrationnels
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par méthode algébrique, est que nous connaitrons & ’avance le nombre maximal de parameétres qui
interviennent dans ’expression de l'opérateur Hamiltonien d’ordre zéro.

Enoncé

Théoréme de Racah :

Pour tout groupe de Lie semi-simple de rang £k, il existe k£ opérateurs invariants ou
opérateurs de Casimir.

Une démonstration de ce théoreme a été donné par G. Racah, et elle peut étre trouvée dans la
référence [36]. Ce théoreme nous indique que le groupe SO(3) n’admet qu’un seul et unique opérateur
invariant, & savoir Popérateur J2.

3.5.3 Rang du groupe unitaire U(n)

Par définition, le groupe unitaire U(n) est formé par 'ensemble des matrices carrées M de dimen-
sion (n X m) qui, dans une base orthonormée, vérifient

MM =1,  avec MI = M*. (3.51)

Puis, comme chacune des matrices carrées M possede n? éléments M; j avec 1 <i,7 < n, cela signifie
que le groupe unitaire U(n) admet n? générateurs indépendants.

On a vu précédemment que le rang d’un groupe de Lie est donné par le nombre maximal de
générateurs qui commutent entre eux. Notons E;; (avec 1 < i,j < n) les n? générateurs de U(n), ces
générateurs satisfont & la relation de commutation [11] suivante :

[Eimann]:(sijin_dinEjm avec E;[m:Emi- (3.52)

Cette relation de commutation indique que le plus grand ensemble de générateurs F;; qui com-
mutent entre eux, est formé par ’ensemble Q,, = {E;;} (avec 1 <14,j < n) card (2,) = n.

3.6 Passage du groupe unitaire U(n) a son sous-groupe spécial uni-
taire SU(n)

3.6.1 Définition du passage

Par définition, le groupe spécial unitaire SU(n) est formé des matrices unitaires carrées (n x n) de
déterminant égal a4 +1. Ces groupes sont tres utilisés en physique : SU(2) décrit les états de particules
possédant des spins %, SU(3) est groupe de jauge local pour la Chromodynamique, et SU (4) représente
des états de particules élémentaires dans le modele des quarks [32].

En fait, pour passer du groupe unitaire U(n) & son sous-groupe spécial unitaire SU (n), il suffit de
poser les transformations suivantes [10] sur les générateurs :

v <ij<n B ®=pg" - = (3:53)

n
avec IIU () _ ZEZ(H) qui est linvariant linéaire du groupe unitaire U(n). On peut alors remarquer
=1

que

SU(M)  N= pSUM) o vy Ty ()
I, = ZEZZ = Z B = n
=1

i=1

) =SBl -7 =o. (3.54)
=1
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3.6.2 Conséquences

(n) (n)

. . c . " SU
est Uinvariant linéaire du groupe U(n), alors les générateurs E; ;

(n)

satisfont & la méme relation de commutation (3.52) que les générateurs EZU; .

De plus, la condition (3.54) impose que les générateurs indépendants de SU(n) sont au nombre de
n?—1, et que son rang est n—1. Enfin, le groupe SU(n) est semi-simple (contrairement 4 U(n)). Ainsi en
vertu du théoreme de Racah, le groupe spécial unitaire SU (n) admet n—1 opérateurs invariants. Leroy,
dans sa these [13], montre comment on passe de ce formalisme “unitaire” au formalisme “standard”
pour le groupe SU(2) dont on sait qu’il est homomorphe au groupe SO(3).

N . U
En premier lieu, puisque Z;

3.6.3 Contraintes sur les parameétres du groupe U(n) lors du passage U(n) — SU(n)

Comme le groupe U(n) posséde n? générateurs E;; (avec 1 < 4,7 < n), il posseéde également n?
parametres «;; (avec 1 < 4,7 < n). De sorte qu'un élément Urr(n) quelconque ce ce groupe s’écrit en
représentation paramétrique :

n n

n n n
—t E E OtijEij —t E E OtijEij —1 E Ot“'EZ'Z'
i=1 j=1 —e i=1 j#Ai=1 i=1

Uym) =€ (3.55)

c’est-a-dire, en utilisant les transformations (3.53) relatives au passage de U(n) & SU(n), on peut
réécrire I'élément Uy (,,) comme

n n n n n s17 n i IU(n)
fiz Z @ijBij —iZaiiEu‘ fiz Z i B () _ ZZ @ <EZZ ™) 4 —In )(3.56)
Uy = e i=1 j#i=1 i=1 — ¢ i=1j#i=1 i=1
ce qui nous donne encore
U
Il (n)

n n n n
. SU(n) . SU(n) .
—zg E Olz'jEij —1 g a;iBy; —1 - g ;g
=1 =1

Uy = ‘=17

(3.57)

c’est-a-dire, apres regroupement des deux premieres séries de termes présentes dans ’exponentielle,

on obtient
o SU(n)
=iy DBy - ;g
Uymy =e =177 e i=1 (3.58)

finalement, en notant par Usy(,) un élément quelconque du groupe SU(n), on obtient le résultat
suivant :

Z/{U(n) = LISU(H) X e i=1 . (359)
Ce qui signifie simplement que, pour pouvoir passer du groupe unitaire U(n) & son sous-groupe
spécial unitaire SU(n), il suffit d’imposer la condition

U(n) — SU(n) : i a;; =0. (3.60)
i=1

Ici s’acheve les rappels généraux sur les groupes et algebres de Lie. Nous allons & présent présenter
la méthode de G-Z, qui permet une étude et une classification compléete des représentations unitaires
de dimension finie.
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3.7 Etude des représentations unitaires : méthode de G-Z

3.7.1 Les états de G-Z

Afin de caractériser totalement 1'espace porteur® V,, d’une représentation irréductible (R.I.) de

U(n), G-Z [15] introduisent un ensemble complet de n opérateurs I,En) (1 < k < n) invariants de U(n).
Ces opérateurs étant construits sur les générateurs de l'algebre associée, sont donnés par (3.115).

(n)

I’ensemble des valeurs propres simultanées {)\k associées a {I,En) permet de ca-

}lgkgn }lgkgn
ractériser l'espace porteur V,,, c’est-a-dire permet un étiquetage possible des R.I. de U(n). Puis, l'in-
troduction d’un Ensenble Complet d’Opérateur qui Commuttent permet d’étiqueter individuellement
tous les états de V,,. Le choix usuel pour ce dernier, consiste & prendre les n(n + 1)/2 opérateurs

.
)= N EyiFii - Fiy  avecl<k<ret1<r<n. (3.61)

i1y =1

Chacun de ces opérateurs I,(cr) apparait comme étant 1'un des r opérateurs invariants de 1'un
des sous-groupes U(r) de U(n). L’algebre associée (aux sous-groupes U(r)) est formée par le sous-
ensemble des générateurs {F;;}, <ij<r Cet E.C.O.C. particulier est en fait parfaitement adapté a la
décomposition au sein de la chaine canonique

Un) >U(m—1)> > U(1) (3.62)

du groupe U(n). La diagonalisation simultanée des opérateurs de I'E.C.0O.C. nous conduit & adopter
la notation

A A Q)
() ()
M > (3.6
2 2
AP . AP
>\1

pour les états de l’espace porteur V,, de la R.I. considérée. La disposition des valeurs propres sous
forme de triangle permet de mieux mettre en évidence la structure canonique puisque, par exemple, la
ligne numéro r (en partant du bas) donne un ensemble de r étiquettes nécessaires et suffisantes pour
caractériser compléetement une R.I. de U(r).

G-Z [15] résolvent entierement le probleme relatif & la détermination des R.I. possibles du groupe
U(n). En effet, ces auteurs montrent qu’il est possible de caractériser une R.I. par un ensemble de n
entiers

[y Man, - My ] (3.64)

qui satisfont aux regles :

G-Z introduisent alors une nouvelle notation, pour les états (3.63), qui porte le nom de “diagramme
de G-Z” ou “état de G-Z”. Ainsi, (3.63) devient” :

min man Mnn

Mir o Mrr > (3.66)

mi2 m22
mii

5Un espace porteur V' d’une R.I. A d’un groupe G, est un espace qui n’admet aucun sous-espace stable sous 1'action
des éléments du groupe G.

"Les relations qui lient les coefficients )\ET) aux m1, sont données par Louck dans [10].
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et les coefficients m;; (1 <@ < j < n — 1) satisfont aux regles d’encadrement suivantes

T jp1 > TG j > My .- (3.67)
La ligne numéro r de I’état de G-Z caractérise une R.I. [m1,,ma,, -+, m; ] dusous-groupe U(r) de
U(n). De plus, la dimension de 1’espace porteur associé a cette R.L. [mq,,map, -+, mpy], c'est-a-dire

le nombre d’états (3.66) possibles, nous est donnée par la formule de Weyl [37] :

Hi<j (Min —Mjn+J — 1)

N o

dim([m1n7m2n7 e 7mnn]) =

3.7.2 Conventions sur les notations

Nous adopterons dans la suite de ce travail les notations simplifiées de Louck [10]. Ces conventions
de notation concernent les R.I. ainsi que les états de G-Z.

Convention sur les R.I.
Les R.I. (3.64) du groupe unitaire U(n) seront désormais désignées comme suit :
[m]n = [Min, Man, -, Mpn]. (3.69)

Convention sur les états de G-Z

Les états de G-Z du type (3.66), seront désormais notés de la maniére suivante :

(3.70)

3.7.3 Notion de poids d’un état ou d’un diagramme de G-Z
Définition

Par définition, le poids [W(m)], d’un état ou d’un diagramme de G-Z, est un vecteur de n com-
posantes, W;,,, tel que :

i i1
Win = E mj; — E Mji—1
=1 =1

(2<i<n)
Win = mi1.

[W(m)]n =W < ([m]n > = [WlnaWQna T ,Wnn] avec : (3.71)

m)n—l

Cette relation signifie simplement que pour déterminer la composante W;,, du vecteur poids sur
un diagramme ou un état de G-Z , on fait la somme des éléments présents sur la ligne numéro 4
(numérotée en partant du bas), puis, on lui soustrait la somme des éléments présents sur la ligne i — 1
inférieure.

Enfin, on dit qu'un poids [W'(m)],, est plus grand qu’un poids [W(m)],, si la premiére composante
non nulle dans la différence

est positive. Par exemple, le poids [2,1,0] est plus grand que [2,0,0].
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Exemple : la R.I. [3,2,0] de U(3)

Prenons comme exemple d’application la R.I. [3,2,0] de U(3). En premier lieu, on détermine la
dimension de cette R.I. Par application de la formule de Weyl (3.68), on trouve que

dim ([3,2,0]) = 15. (3.73)

Nous devons donc déterminer 15 diagrammes de G-Z qui satisfont aux conditions d’encadrement
(3.67). Ces 15 diagrammes de G-Z et leur poids respectif sont

3 2 0 3 2 0 3 2 0 3 2 0 3 2
3 2 3 2 3 1 3 1 3 1

3 2 3 2 1
1]

) 70 ) ) 3’ ) 1 27 ’1 ) )
3 2 0 3 2 0 3 2 0 3 2 0 3 2 et
3 0 3 0 3 0 3 0 2 2

3 2 1 0 2

[3,0,2] [2,1,2] [1,2,2] [0,3,2] [2,2,1]

3 2 0 3 2 0 3 2 0 3 2 0 3 2
2 1 2 1 2 0 2 0 2 0

1 2 2 1 0
[1,2,2] 2,1,2] 2,0,3] [1,1,3] [0,2,3]
(3.74)

Remarque :

Les poids [0, 2, 3] et [3, 2, 0] sont respectivement appelés, au sens de (3.72), poids minimum et poids
maximum.

3.7.4 Application a la série de Clebsch-Gordan des R.I. de U(n)

Nous verrons ultérieurement que la détermination de I’expression des tenseurs maximaux, c’est-
a-dire de poids maximal, en représentation bosonique, nous oblige & considérer une serie de Clebsch-
Gordan particuliere. Nous allons donc maintenant définir de fagon générale la série de Clebsch-Gordan
de deux R.I. de U(n).

Soient deux R.I. [m], et [m'], de U(n), alors la série de Clebsch-Gordan, notée [m], x [m'],,
s’exprime de la maniére suivante [10]

[T x [mln = [m]n x [m']n = ('l + W (m)]a) (3.75)
(m)

ou l'indice de sommation (m) parcourt les différents diagrammes de G-Z possibles pour la R.I. [m],
de U(n). Le vecteur [m"],, = [m'], + [W(m)], apparaissant dans ’expression de droite de (3.75), est
obtenu en considérant 1’addition vectorielle :
my, =m., +Wip. (3.76)
Cependant, la relation ci-dessus ne permet pas de définir totalement la série de Clebsch-Gordan,
puisque le vecteur [m”"], dont les composantes sont définies par (3.76), peut ne pas satisfaire aux
conditions (3.65). Dans ce cas, on dit que le vecteur [m”],, est non lexical. Il existe alors une série de
regles [10, 13] qui permettent de le rendre lexical :

e Regle1:
On commence par ajouter & [m”],, le vecteur [n —1,n —2,--- ,1,0]. Le nouveau vecteur [p"],, ainsi
créé s’écrit
[p”]n = [plllnapgna e 7plr:n] = [mllln +n— 17m,21n +n— 27 e 7mgn . (377)
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e Regle 2 :
Si le nouveau vecteur [p”],, contient au moins deux entiers identiques, alors le vecteur inital [m"],
ne contribue pas & la somme présente dans (3.75).

e Regle 3 :
Dans la situation ou tous les p/, sont distincts les uns des autres, il faut dans un premier temps
réarranger les différents p/, dans un ordre lexical (i.e. décroissant)

[pggnapgzna"' ap;,nn] avec pglln Zpglzn > Zpglnn (3.78)

Puis, dans un deuxiéme temps, on soustrait au vecteur précédent le vecteur [n —1,n —2,---,1,0],
de fagon & obtenir le vecteur [u], suivant :

[M]n = [lf'lna,u2na T n“nn] = [pgln - (n - 1),p;~l2n - (n - 2)? T vpglnn]' (3'79)

Enfin, on remplace, dans expression (3.75), le vecteur [m/],,+[W (m)],, par &[u],. Le choix du signe
(4) ou (-) se fait suivant que ’ensemble (i1, 42, -+ ,iy) se déduit de (1,2,--- ,n) par une permutation,
respectivement, paire ou impaire.

3.7.5 [Eléments matriciels des générateurs F;;

Les générateurs F; ; associé au groupe U(n) peuvent étre, de maniere générale, décomposés en trois
sous-ensembles.

L’ensemble des générateurs {Eiihgign- Il s’agit de I’ensemble des générateurs diagonaux dans la
base des états de G-Z {|(m)n)}.

L’ensemble des générateurs {F;;}i1<icj<n- Il s’agit de 'ensemble des générateurs, dits de montée,
dans la base des états de G-Z {|(m)n)}.

L’ensemble des générateurs {E};}i<i<j<n- Il s’agit de 'ensemble des générateurs, dits de descente,
dans la base des états de G-Z {|(m)n)}.

Les dénominations précédentes, n’ont de sens que si une notion d’ordre est introduite dans la base
des états de G-Z {|(m)n)} d’une représentation [m], du groupe U(n). La procédure pour réaliser cet
ordre est la suivante [10] : pour un état de G-Z |(m),) donné, on définit un vecteur [g(m),] a n(n+1)/2
composantes, comme suit

[g(m)p] = [min, Mo, -, Myp, Mip—1,M2n 1, " ,Mpy_1n—1,"*" ,M12,M22, M1 1]. (3.80)

Puis, par définition, on dit qu'un état |(m'),) est supérieur & un état |(m),) si la premiére com-
posante non nulle de la différence [g(m'),] — [g(m),] est positive. Et par conséquence, un état sera
qualifié de “maximal” (respectivement “minimal”) §’il est supérieur (respectivement inférieur) a tous
les autres.

De maniére générale, Louck [10], définit Paction d’un générateur de I’algebre u(n). Dans le cas des
générateurs diagonaux, on a la formule suivante :

Eii|(m)n) = Win|(m)n) <= {(m)a] Eii |(m)n) = Wi (3.81)

avec W;, qui est défini par (3.71).
Puis, dans le cas des générateurs (non diagonaux) de montée, on obtient la relation qui suit

Eijl(m)a) = S [((m)a] Eij|(m)a)] [(m)a) = 37 ¢l | () (3.82)
(m') (m')
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[m”,m]

avec (7 = ((m')n| By j |(m)y). Ces coefficients Cz[gz’,m] sont donnés par [10]

J
H (m8] _m’rj_lj—l +Tj—1 _Z) j—1
CZ[T me— - =l N H {S(Tk1 — Tj) X
k=i

j—1
H (msj—l = Mgy j—1 T Tj—1 =8 — 1)
s=1,5#Tj 1
i 1 B (mgy — +rp—s—1)
" H (Mgp—1 —Mrp + 7 —s—1) H Mgk — Moy k=1 + Tk — S
\ s=1 s AT (msk—1 =My o1 + o1 — 5 — 1) s=1 shmy (Msk — Mk + T — $)
(3.83)
ou l'indice 74 peut prendre toutes les valeurs 1,2, - - , k. La quantité S(p—q) vaut +1sip > ¢, et —1 si

p < q. Cependant, il subsiste une ambiguité [10] lorsque k = i, dans ce cas, on effectue la substitution

i—1
H (Mgiz1t —Mpyi +7— 5 —1)
pourk=i :  S(rii-m) = Si-m) | : (3.84)

H (mgi —me i +7; —5)

\ s=1,s#T;

Enfin, dans le cas des générateurs (non diagonaux) de descente, on utilise le fait que Ej; = EZT i
Ainsi, on obtient

(m)n] By |(m)n) = ((m)a| Eijl(m)) = Il = ¢lmoml, (3.85)

3.7.6 Les représentations totalement symétriques
Définition
Une représentation totalement symétrique du groupe U(n) est définie comme

[mln =N,mop =0, ,mp_1p =0,Mp 4 :0] = [N,O,--- ,0,0] = [Naon ] (3'86)

n—1

La dénomination “totalement symétrique” qui qualifie ce type de R.I. de U(n) est abusive, mais
elle est consacrée par 'usage [10]. Cette appellation provient du fait que le tableau de Young associé
A cette représentation est celui de la R.I. totalement symétrique du groupe des permutations S(n)®.

Etats de G-Z associés

n—1
Les états de G-Z |(m),) qui sont associés & la représentation totalement symétrique [N, 0" | de
U(n) sont donnés par [38] :

mip, =N 0 0

[(m)n) = e L > (3.87)

8La seule R.I. de U(n) qui soit réellement totalement symétrique est [On]
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dont le poids est : [W(m)], = [mi1,m12 — mi1, -+ ;M1 — Mip—1], avec les régles d’encadrement
M1y > Min_1 > -+ > M9 > mi1. On constate alors que si 'on pose

{ n, = W; = my1; —my;—1 pour 2 < i <N, (388)

ny = Wipn = mi

ou les W;, sont les composantes du poids définies par (3.71), alors les états de G-Z |(m),) (3.87)
deviennent

n
min=N=3n, 0 0
i=1
)
mlT:Zni 0 >
i=1

2
mi9 = E g 0
=1

mi1 =mni

(3.89)
dont le poids est [W(m)], = [n1,n2, -+ , 7]
On remarque qu’il existe une correspondance biunivoque entre les kets (3.89) et leur poids. C’est
pourquoi, on utilisera la notation

|n13n23 e ann>

n
min=N=3n, 0 0
i=1
)
mlT:Zni 0 >
i=1

2
mi9 = E g 0
=1

mi1 =mni

(3.90)

Il ne nous reste plus qu’a associer une interprétation physique aux différentes quantités n; (1 <

i < n). Pour cela, on va utiliser la représentation bosonique des générateurs de l'algébre associée au
groupe unitaire U(n).

3.7.7 Interprétation physique des composantes du poids

On sait que diverses représentations des générateurs sont possibles, en particulier la représentation
bosonique [10], définie comme
E;j=blb; (3.91)

avec les relations de commutation :

by, bf| =65, by, by] = b, bF| =0, (3.92)

De plus, dans le cas d’une R.I. totalement symétrique, la relation (3.81) peut alors étre réécrite
comme

Eiilni,n, -+ ,ng) = ni|ni,na, -+ ,np) — bzbi|n1,n2a"',nn>=ni|n1,n2,“' M) -
(3.93)
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De plus, le terme b} b; a été interprété comme étant I'opérateur nombre de quanta 1; d’ordre ¢ [12],
c’est-a-dire associé au i°™¢ degré de liberté. De sorte que (3.93) devient

Eji|lni,no, - ,ng) =n;|ny,no, -+ ,ny) — ni|ni,no, -, np) =n; N1, na, - 0y .
(3.94)

Au regard de ’équation aux valeurs propres précédente, 'interprétation physique des composantes
n; (1 < i < n) du poids est évidente : il s’agit du nombre de quanta associé au i**™¢ degré de liberté
c’est-a-dire du nombre de quanta relatif, par exemple, & la 7€ liaison moléculaire. D’un point de
vue mathématique, n; est la valeur propre de 'opérateur nombre de quanta n; dans la base canonique
{|n1,n2, T ’nn>}

Enfin, dans la réalisation bosonique, on peut écrire qu’un état physique (3.90) est engendré, a
partir de I’état vide de la maniere suivante :

n g
1 b]
|n17n27"' 7nn> = . [m] |0707 70> . (395)

Ainsi, action physique de l'opérateur b} est d’augmenter d'un quantum le nombre de quanta
attaché au i°™¢ degré de liberté. De méme, 'action physique de 'opérateur b; est de diminuer d’un
quantum le nombre de quanta relatif au 7€ degré de liberté.

3.7.8 Intérét physique des représentations totalement symétriques

n—1
Déterminons la dimension d’une représentation totalement symétrique [N, 0" | de U(n), & partir
de la formule de Weyl (3.68), nous obtenons :

dim ( [, 0"‘1}) - % =Cho (3.96)

Ce résultat est essentiel, puisqu’il signifie que le nombre d’états (3.90) physiquement acceptables

contenus dans la représentation totalement symétrique [N, On_l] de U(n), est exactement égal au
nombre d’états d’un oscillateur n fois dégénéré, qui se trouve dans un état énergétique de N quanta.
Ce résultat se trouve effectivement confirmé par le rapprochement des deux relations (2.18) et (3.96).
De méme, on peut également vérifier la relation (2.24)

dim [N, 03] — i dim | ,02} . (3.97)
—— —0 ——
U(4) U(3)

Ceci montre I’extréme cohérence qui existe dans l'utilisation mathématique des groupes unitaires,
et en particulier I’emploi des représentations totalement symétriques, pour décrire la physique associée
& un ensemble d’oscillateurs.

3.7.9 Expression des tenseurs de U(n) dans la chaine canonique associée
Introduction

Pour terminer les rappels mathématiques, nous allons présenter une méthode qui permet de
déterminer, dans la chaine canonique de U(n), d’un ensemble d’opérateurs tensoriels irréductibles

(O.T.1.) linéairement indépendants, et agissant dans une R.I. [V, 0" ]
Un O.T.I. de symétrie [m], est, par définition [10], un opérateur dont les dim ([m],) composantes,

notées T [(m),] =T [( (7[7?)7’]” >] vérifient les relations de commutations [10, 13]
n—1

[Eij, T[(m)a]] =Y ((m)n| Eij[(m)n) T [(m)a] - (3.98)
(m’)
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La méthode présentée ici, qui permet de déterminer 1’ensemble des composantes d’un tenseur (état
ou opérateur) arbitraire défini dans la chaine canonique, est basée sur une extension de ce qui existe

pour la chaine de groupes SU(2) D SO(2). En effet, un état |jm) (ou opérateur T,(nj)) donné, est
obtenu par applications successives de 'opérateur de descente L_ (respectivement, de montée L, ) sur
I’état maximal (respectivement, sur I'état minimal). Ces opérateurs d’échelles L_ et L, étant définis
dans su(2).

Expression des tenseurs maximaux

Nous présentons ici, dans ses grandes lignes, la méthode de construction des O.T.I. due & Leroy
[13, 39, 14]. Nous devons auparavant définir la notion de représentation conjuguée d’une R.I. [m], de
U(n).

¢ Représentation conjuguée d’une R.I. [m], de U(n)

Baird et Biedenharn [40] détermine I'expression mathématique de la représentation conjuguée,
notée [m]; = [m’{’n,--- ,mg‘j,--- ,my, ], de la représentation [m], = [mipn, -+ ,mij, -+ ,mpyp] par

m; = —mjiy1j avec 1 <i < j<n. (3.99)
n—1
Pour une représentation totalement symétrique [N, 0" ] de U(n), la représentation conjuguée
n—1
[N, 0" |* s’exprime comme
.n—1 -n—1
IN,O" ] =10",—N]. (3.100)

n—1 n—1
Examinons maintenant la série de Clebsch-Gordan de [N, 0" I* x [N, 0" ]

-n—1 -n—1
e Série de Clebsch-Gordan de [N,0 |* x[N,0 ]

n—1
En partant de I'expression précédente de [N, 0" |* ainsi que des deux relations (3.75) et (3.76),
Leroy [13] montre que la série de Clebsch-Gordan cherchée s’écrit :

N
N0 [N, = [0, =N ¢ [N, 07 = Y07 (3.101)
p=0

Puis, Wybourne [34] montre que les opérateurs susceptibles d’avoir des éléments matriciels non
n—1
nuls au sein de la représentation totalement symétrique [N, 0" | de U(n) ont une symétrie fixée par
n—1 n—1
la série de Clebsch-Gordan précédente : [N, 0" I* x [N, 0" ]. Avec ce qui précede, cela signifie que

-n—2
les opérateurs cherchés sont exclusivement de symétrie [p, 0" ,—p]. Ainsi, en notation de G-Z, les
O.T.I. possibles, définis dans la chaine canonique de U(n) sont

- : (3.102)

avec bien évidemment les régles d’encadrement (3.67). Le but est maintenant de déterminer une
réalisation des opérateurs (3.102) sous forme de polynémes par rapport aux générateurs E; ; de I’algebre
u(n), ou de maniére totalement équivalente, par rapport aux opérateurs création b;-r et annihilation b;.

La méthode utilisée sera d’appliquer des opérateurs d’échelle sur un opérateur extrémal préalablement
défini.
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En suivant la démarche de Leroy [13], et en utilisant la relation d’ordre (3.80) sur les états de G-Z,
les opérateurs maximaux ont obligatoirement la forme :

[P, 0n_27 _p]
(maz).

T T . (3.103)

L p J

I'indice “c” introduit ici, précise le caractére maximal de cet opérateur au sein de la chaine canonique.
Ces opérateurs maximaux (3.103) doivent alors satisfaire aux deux conditions fondamentales sui-
vantes :

Premiére condition :

[ -n—2
Ey,r| PO Pl 0 pow:1<i<i<n (3.104)
(maz).
Seconde condition :
.n—2 T -n—2
g,,T| PO 2| —w, | PO Pl pour: 1 <i < j<n. (3.105)
(max), (max).

Leroy [13] détermine, dans le cas particulier de U(n = 5), Pexpression, en fonction des opérateurs
bosoniques, des opérateurs maximaux (3.103) qui satisfont aux deux conditions précédentes. Le rai-
sonnement de cet auteur est tout a fait généralisable au groupe U(n). On trouve alors :

2

.n—

0 _

[Pv(max’) P) ] =y b"b? (3.106)
C

T

ou ay , est un scalaire arbitraire.

Il ne nous reste plus qu’a donner 'expression des opérateurs d’échelle de montée (R]}, avec 1 <
m < n) et de descente (L] avec 1 < m < n) dans U(n). Leur expression est déterminée par Nagel et
Moshinsky [41]

1 m n—1
RZx = Z(H[Emm_EAA+>‘_m]> EunR%

p=1 \A=1

X avec L' =R =1,,, et 1 <m < n.
n—1 n—1
o= > | II [Bam—BExx+A—=m]| EauL,
. p=m \A=p+1

(3.107)
Dans ce travail, nous n’utiliserons que les opérateurs de descente L] au sein de la chalne canonique
U(4) D U(3) D U(2) D U(1). Leroy [13] montre® que I'expression de ces opérateurs est :

e Pour le groupe U(1)
LI = 1. (3.108)

e Pour le groupe U(2)
3 = 1,

3.109
L} = Ey = blb. (38109)

Leroy [13] montre que ces expressions des divers opérateurs L} (1 < i < 4 et 1 < j < i), faisant intervenir des
opérateurs nombres, sont valables pour des représentations totalement symétriques de U(i). Mais dans le cas d’une
représentation quelconque de U(37), il vaut mieux utiliser les expressions générales des opérateurs L7 issues de (3.107).
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e Pour le groupe U(3)

L = 1
2 = B = b (3.110)
LY = FE51(Ei1—Fy+1)+ FEy1E3y = bgb? (71 +1).

e Pour le groupe U(4)

L = 14
L} Eys = blbs
L2 Eyo (Byy — Bss + 1) + E39Eq3 = biby (g + 1)
L} = Es1(Ei1—FEy+1)(Ei1 — E33+2) + Ey1Eyp (B — B33 +2)
+ E31Ey3 (B — Eoo+ 1) + By 1 E3oEy3
= bjby [(fir +1) (71 +2)]

(3.111)

Enfin, pour conclure ces rappels mathématiques, notons qu’il existe des tenseurs semi-maximaux
dans U(n). Par définition, un tenseur est qualifié de semi-maximal dans U(n), si et seulement si il est

-n—2
[p 0 7_p]
maximal dans U(n — 1). Ainsi, ces tenseurs sont notés T' [mln 1,0 -3  M—1 n—1 et sont de la
(max),
forme
o 0 0 o
Min—1 0 0 Mp—1n—1
T : <N
S 0 0 avec : 0 <p <
Min—1 0
L min-1 J

(3.112)
Boujut [14], en généralisant la notation, c’est-a-dire en posant p = m1, et —p = my,,, montre que
Pexpression, en représentation bosonique, d’un tenseur semi-maximal dans U(n) est

-n—2
[m1 n, 0 , My, n] n—3 (m i 7:)' inf(min—min-1,—Mpn+Mp_1n—_1)
Min-1,0Mn—1n-1 nil—!] (M1 +1)! ZZU
(mazx). B "
(_l)gn,mn_ln_lczﬂaln*mln—l (mln —Mp—-1n—1 +n_2)

(mln—l —Mp—1pn—1+n—2+ én)'

(—m b1
(— mnn+mnnTn ARY H ([ZNk] — My 1—z>

i)™ ] e [bnrm””*m””l‘“}

(3.113)
ou N, est un facteur de normalisation, Ny (= Ej; = b,i bi) est Popérateur nombre d’ordre k (avec

b al . . -
1 <k<<n—1), et C m Dans le cadre strict de ce travail, nous n’utiliserons pas les
a—

tenseurs semi-maximaux de U(n). Pour des compléments théoriques, ainsi que des exemples de leurs
utilisations, le lecteur intéressé pourra consulter les références [13, 14].
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3.7.10 Relation entre les opérateurs invariants pour un oscillateur

Par définition, on sait que le k-iéme opérateur invariant I,gn) de U(n), est un opérateur qui possede
la propriété de commuter avec les n? générateurs F; j du groupe :

[I,E”),Eij} —0 1<k, j<n (3.114)

(n)

La maniere la plus simple pour construire ces opérateurs invariants Z, ', est de les exprimer comme
une somme de produits des générateurs F; ;. Gelfand-Zeltlin (G-Z) [15] montrent que I'on peut écrire

(n)

ces opérateurs 7, sous la forme

Z Ei i,Biyis...Ei iy, avec: k€ [l,n]. (3.115)

ULyl =1

On va maintenant donner une forme plus exploitable de la relation précédente qui nous permet

d’obtenir 'invariant I,gn) sous réserve de connaitre I{"). On sait [11] que

EijEy) = Ej | Epj — 031 Ei j + 651 E5 (3.116)
ce qui implique
E;ijEj, = EjpE;; — 5jlcEij + E;, = E;g (ﬁj +1) - 5jlcEij (3.117)
ainsi que
n n
Y EijBjr=Ey | |> Al +n—1]. (3.118)

(n)

L’expression de l'invariant 7,

n
E E E : E 1142 Z2i3"'Eik—1lk g il E :E : E : 11 %2 Z2i3"' E :Eik——likEik-il

i1=1lia=1 ip_1=Llip=1 i1=1lia=1 ip_1=1 ip=1
(3.119)

devient alors

puis, en utilisant (3.118), on obtient :

non n
= Z Z Z i1 isEigig - - Eik—2ik—1Eik——1 i Z ﬁlk +n—-1]. (3120)

i1=lip=1  ip_1=1 ir=1

On peut réécerire la derniere relation comme

( ) n n n n
n ~
Ik - E : ng, | +n—1 E , E , E : ivis Eig i - - - E , By _vir By iy (3.121)
ikil i1:1i2:1 Zk 2= =1 ik,1:1
ce qui nous donne
) n n o n n n
n A~ ~
Ik = E Ng, | +n— 1 E E C E Ei1 iinz ig - Eik_3 ik—2Eik——2i1 E Ng_, | +1— 1
ip=1 i=lis=1  ip_o=1 ip_1=1

(3.122)

2 n n n
—|—n—1> ZZ Z EiligEigig---Eik_4ik_3 Z Eik—gik——2Eik——2i1' (3123)

i1=lis=1  ip_z=1 ip_o=1
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En continuant cette méthode de sommation (k — 4) fois, on arrive & l’expression suivante de

(n)
(g
=1

Pinvariant Ik
k-2 o,
+n—1> ZEilil ([Z N,

11=1 =

—|—n—1> ZZ i1 is By iy (3.124)

i1=1io=1
n
ne 1> ( [Z A
=1
Or, d’apres (3.115), I'expression de I'invariant Ifn) est

= By =Y i (3.126)

i1=1 i1=1

soit encore

on en déduit la relation générale suivante :
(n) (n) B m)
" = (" +n-1) I (3.127)
Dans ce travail, nous utiliserons cette relation sous une forme légerement différente. En effet, on a
d’apres (3.126)

Zn“ =N+ +Ny =7 (3.128)

i1=1

oun; = b}bi est 'opérateur nombre [12] d’ordre 7, et 7 est 'opérateur nombre total. Ceci nous permet
d’écrire la relation (3.127) sous la forme

I =@+n-1)"1a  1<k<n (3.129)
c’est sous cette forme que nous 'utiliserons dans la suite.
Application aux groupes U(3) et U(4)
¥ = I¥=aG+2 I =am+2" (3.130)
IW=N IW=NN+3 I=NN+3?2 I=N{N+3)> (3.131)

oun=332 f;et N=31 A
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Chapitre 4

Utilisation de la chaine

U(4) D U(3) D S(3) =~ Cs,

4.1 Introduction

La démarche que nous utiliserons dans ce travail, usuellement appelée “approche algébrique”,
repose principalement sur le schéma suivant :

Gi DGy D D...Gumol.- (4.1)

Le groupe de téte G doit permettre de rendre compte d’un maximum d’informations possibles
sur le systéme moléculaire étudié : énergies, dégénérescences associées, mais également les transitions
possibles. Autrement dit, ce groupe nous renseigne sur les propriétés dynamiques du systéme, c’est
pour ces raisons que la plupart des auteurs s’accordent & appeler groupe dynamique [34, 12, 42].

Le second groupe G5 est, mathématiquement, le premier sous-groupe du groupe dynamique. Ce
groupe G5 doit donc offrir une description plus partielle des propriétés de la molécule. En fait, ce
sous-groupe doit nous donner un accés immédiat aux différentes énergies possibles et dégénérescences
associées ; cette propriété est a raprocher du théoreme de Wigner [22, 9] : le sous-groupe G4 est en
fait un groupe d’invariance du Hamiltonien®. Ainsi, les énergies possibles de la molécule se classi-
fient suivant les R.I. du groupe Gs, et les dimensions de ces derniéres nous donnent les valeurs des
dégénérescences associées.

Enfin, la chaine de groupe se termine par le groupe de symétrie moléculaire G y;,;.. Les groupes
intermédiaires dépendent de la physique du probléme traité. A titre d’exemple, citons I'utilisation des
techniques algébriques dans les domaines de la physique suivants :

- Physique des particules élémentaires : 1961, Gell-Mann comprend que I'on peut ranger les hadrons
en multiplets de SU(3). Le cadre conceptuel de la physique des particules est le Modele Standard qui
permet de décrire les interactions fortes par la Chromodynamique Quantique (Q.C.D.) et les interac-
tions électro-faibles (c’est-a-dire les interactions faibles et I'électrodynamique quantique (Q.E.D.)) par
le modele de Weinberg-Salam. La Chromodynamique repose sur le groupe de jauge local SU(3) tandis
que le modele de Weinberg-Salam repose sur le groupe SU(2) ® U(1) & symétrie spontanément brisée.
Pour différentes applications des méthodes algébriques & la physique des particules élémentaires, le
lecteur interéssé pourra, par exemple, se référer a [32, 43, 44, 45].

- Physique nucléaire : les méthodes algébriques sont depuis de trés nombreuses années utilisées
dans le cadre de la physique nucléaire [46, 47]. En effet, en 1975 Irmal et Tachello [48] proposent
un modele algébrique rendant compte de la structure collective au sein de noyaux. Les constituants
fondamentaux sont des paires corrélées de protons et de neutrons traitées comme des bosons. Ce modele

'En fait ceci se retrouve dans Pécriture du Hamiltonien d’ordre zéro du systéme. En effet, nous verrons ultérieurement
que ce dernier peut s’écrire & I’aide des invariants des groupes continus (et semi-continus) présents dans la chaine, mais
que ceux issus du groupe dynamique G; peuvent étre enlevés. C’est donc bien les invariants du groupe de dégénérescence
qui contribuent en premier a l'expression du Hamiltonien d’ordre zéro du systeme.

93
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est connu actuellement sous le nom de “Interacting Boson Model” (I.B.M.1) et repose principalement
sur utilisation du groupe unitaire U(6). Il a ensuite été amélioré en 1979 par Iachello et Scholten
[49] afin de donner naissance au modele (I.B.M.2). Ce modele, plus important, exploite le concept
de supersymétrie. Ce dernier considere I'interaction Bosons-Fermions au sein du noyau. (I.B.M.2) est
construit en considérant comme constituants fondamentaux les simples fermions (protons et neutrons)
auxquels s’ajoutent leurs paires corrélées (bosons). Enfin, plus récemment, en 1988, Elliot [50] continue
son développement (en tenant compte de l'invariance isotopique des forces nucléaires) pour aboutir
aux modeles (I.B.M.3) et (I.B.M.4).

- Physique moléculaire : en 1981 Tachello et Levine introduisent le modele algébrique du vibron
[51, 6, 8]. Les constituants fondamentaux ici sont des quanta de vibration anharmonique, appelés les
vibrons. Kellman [52], en 1984, étudie les différents groupes de non-invariance pour le couplage de
plusieurs oscillateurs ; ceci en vue d’une description des degrés de liberté en terme d’oscillateurs. Puis,
en 1987 Moret-Bailly et Michelot [12] adopte le point de vue de Tachello dans le modele (I.B.M.1)
en considérant que pour un probleme & p degrés de liberté, un groupe de non-invariance ou groupe
dynamique possible est le groupe unitaire U(p + 1). C’est ce point de vue que nous adopterons dans
ce travail.

- Physique mathématique : De trés nombreux scientifiques ont contribué aux développements et &
I'utilisation des techniques algébriques. On peut, par exemple, citer les travaux de Baird et Biedenharn
qui, entre autres, déterminent les invariants de SU(n) [53], ainsi que la notion de représentation
conjuguée [40]. Ces mémes auteurs proposent [54] une classification canonique pour les opérateurs
tensoriels dans SU(3). Puis Moshinsky [41] détermine P'expression des opérateurs échelle adaptés a la
chaine canonique. On peut également mentionner les travaux de Ciftan sur la structure combinatoire
des états dans le groupe U (n) [55]. De plus, il détermine par des méthodes probalilistes et combinatoires
les états maximaux et semi-maximaux de U(n) [56]. Signalons également les travaux de Itzykson et
Nauenberg [57] sur les représentations et la décomposition des groupes unitaires. Enfin, des travaux
plus récents ont été publiés, a titre d’exemple mentionnons ceux de Ponnapalli, Schlesinger et Kent
concernant la détermination des éléments matriciels des générateurs de U(n) & partir de schéma de
factorisation au sein de bases de Gelfand [58, 59], ou ceux de Floreanini, Lapointe et Vinet [60] sur
une description agébrique de plusieurs oscillateurs identiques.

4.2 Choix d’une chaine de groupe

L’étude des états vibrationnels entreprise dans ce travail s’effectue sous quelques hypotheses. Exa-
minons nos hypotheses de travail :

- l'approximation de Born-Oppenheimer [61, 62] qui consiste & séparer le mouvement électronique
de celui des noyaux, en supposant que les noyaux effectuent de petits déplacements au voisinage
d’une position d’équilibre,

- la molécule se trouve dans un état électronique fondamental totalement symétrique [62]; ce qui
nous permet d’éviter tous les problémes complexes (couplage vibronique? voire rovibronique)
liés a la dégénérescence électronique. Cette hypothese trouve sa justification dans le fait que 'on
étudie des molécules & couches électroniques externes complétes,

- on peut en premiére approximation, étudier séparément les mouvements de rotation et de vibra-
tion moléculaire (élongation et pliage), c’est-a-dire négliger le couplage rovibrationnel,

- le repére moléculaire satisfait aux conditions d’Eckart [61],

- les molécules non linéaires constituées de N noyaux possédent (3N-6) degrés de liberté vibra-
tionnels [62].

Le couplage vibronique est I'interaction entre les degrés de liberté vibrationnels et électroniques; le couplage rovi-
bronique quant a lui, couple les degrés de liberté rotationnels, vibrationnels et électroniques.
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Pour rendre compte des états vibrationnels d’un systeme de p oscillateurs identiques, Moret-Bailly
et Michelot [12] proposent, sous les hypotheses précédentes, 'utilisation de la chaine de groupes sui-
vante

Ulp+1) DU(p) D S(p) ~ Grmol (4.2)
dans laquelle :

e U(p+1) est le groupe dynamique (au sens de Wybourne). Ce groupe doit nous renseigner sur
les propriétés dynamique du systeme étudié, comme par exemple les transitions.

e U(p) est le groupe de dégénérescence. Ce groupe doit nous donner accés aux énergies du systéme
étudié ainsi qu’aux dégénérescences associées.

e S(p) est le groupe de permutation de p objets identiques, en 'occurence ici, les p oscillateurs
identiques. Ce groupe est isomorphe au groupe moléculaire G s, pour les molécules considérées
ici.

Leroy [13] utilise et étudie cette chaine dans le cas particulier p = 4 pour des molécules telles le
méthane ou le silane. Dans le cadre de ce travail, nous nous limiterons a la situation de 3 oscillateurs
identiques, et donc nous caractériserons les états vibrationnels d’élongation ou de pliage des molécules
XY3 non planes par

U(4) D U(3) D S(3) ~ Csy. (4.3)

L’étude consiste, dans un premier temps, & représenter matriciellement les éléments géométriques
constituant le groupe moléculaire Cs,, puis par le processus de projection, de déterminer les états
symétrisés associés.

4.3 Présentation et conséquences

Les molécules XY3 non planes admettent comme groupe de symétrie le groupe moléculaire Cl,.
Ce groupe est constitué des six éléments suivants :

e Jd : I’élément identité,

e Cj : rotation d’ordre 3 (c’est-a-dire d’angle ZT) dans le sens direct autour de I'axe Cj,

o Uy ! rotation d’ordre 3 dans le sens indirect autour de Paxe Cs

e 30, : 3 plans de symétrie verticaux positionnés comme sur la figure 3.1 qui suit.

Ces six éléments admettent trois classes de conjugaison :

e La classe 1 est constituée de I'élément identité e seul.

e La classe 2 est constituée des deux rotations C3 et Cy L

e La classe 3 est constituée des trois plans de symétrie verticaux oy, , 5.

Le groupe (5, admets trois R.I. qui sont notées :

e A; :la R.I. symétrique de dimension 1,

e A, :la R.I. antisymétrique de dimension 1,

e I/ :la R.I. de dimension 2.

Tous les renseignements permettant la description et la caractérisation de ce groupe et des systemes
de cette symétrie, se trouve dans sa table de caracteres.

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons aux molécules XY3 non planes donc de symétrie Cl,,
caractérisées par 3 degrés de liberté d’élongation et 3 degrés de liberté de pliage, soit 6 degrés de
liberté vibrationnel au total.
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z

o(3)

o(l)

o(2)

Fia. 4.1 — Symétries C3, d’une molécule XY3.

‘ Csy H Id ‘ Cs, C'3_1 ‘ Ouy s Ovy s Oug

Ay 1 1 1
Ag 1 1 -1
E 2 1 0

TAB. 4.1 — Table de caracteres du groupe Cs,,.

4.3.1 Les molécules XY;3; de symétrie Cj,.

De maniére générale, une molécule XY3 de symétrie s, se présente sous la forme décrite par la
FI1G. 4.1

On peut chercher en quelles R.I. du groupe C3, se décompose la représentation I'p), = ', ® T,

associée aux modes d’élongation et de pliage. En examinant comment agissent les différentes opérations

de symétrie du groupe Cs, sur les degrés de liberté [r1,72, 73, 12, ao3 , ay3] définis sur la FI1G. 4.1, on
obtient :

Csy HId‘Cg‘C{I‘O'UI‘O'UQ‘O'vg‘
atome Y n°1 || 1 3 2 1 3 2
atome Y n°2 || 1 1 3 3 2 1
atome Y n°3 || 1 2 1 2 1 3

TAB. 4.2 — Action des éléments du groupe Cl, sur les atomes Y.

Ainsi pour les degrés de liberté [ri,79,7r3] d’élongation, on constate que le nombre de liaisons
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r; = XY; invariantes sous 'action des différentes opérations de symétrie est :

‘C?’U H Id‘c?”c?;_l‘gvlvo-vzao-m‘
[T [3] 0 | L |

TAB. 4.3 — Définition de la représentation d’élongation I'.

Puis, de la méme maniére, ont peut obtenir Paction sur les degrés de liberté de pliage [a12 , a3 , 3]
On obtient alors :

‘C?,v H Id‘C?,,Cg_l‘avl,avz,UUS‘
[T [3] 0 | L |

TAB. 4.4 — Définition de la représentation de pliage I').

Ces différents résultats nous permettent d’obtenir, par le biais des techniques usuelles de réduction
en R.I., les décompositions dans C'3, suivantes :

- la représentation I'. :  T'. = Ay & F modes vi(A;) et v3(F)
- la représentation I', : T’y = A; @ F modes 1,(A1) et v4(F)

Dans le tableau suivant, sont données les fréquences de vibration relatives & quelques molécules
XY3 :

fréquence (em™") || NHs | PFs | SisO | PCls | BsLi | AsHy | SbHy | PHs | PDs

vi(Ar) 3495 | 891.9 | 643 514 | 1251 | 2115.2 | 1890.502 | 2321.12 | 1682.11
v9(Ar) 968 | 487.7 | 250 256 452 | 906.7 782.24 992.13 | 728.29
v3(E) 3590 | 859.5 | 576 482 954 | 2126.4 | 1894.497 | 2326.87 | 1693.30
vy(E) 1681 | 347.1 | 326 184 237 1 9994 827.85 | 1118.31 | 803.14

TAB. 4.5 — Fréquences fondamentales de diverses molécules XYs3.

On voit alors apparaitre diverses situations physiques associées aux divers modes de vibration v;
(1 =1 & 4). Les autres cas s’en déduisant aisément, le tableau ci-dessous indiquent les principales
situations :

‘ Situations Physiques H Groupes Dynamiques associés ‘ Molécules X'Y3
W] ™~ Wy ™~ w3 ™~ wy U(7)
Wi ™~ w3 F wr ™~ wy Ue(4) ® Up(4) PF3,AsH3,SbH3,PHj3
W1 ™~ wy F w3~ wy Uep(3) ® Uep(5)
W1 ™~ Wy F w3~ Wy Uep(4) ® Uep(4)
W1~ wy ™ w3 # wy Uep(5) ® Up(3)
W1 ™~ w3~ wy F wo Uep(6) ® Up(2)
w1 X w3 #WQ ;éah; Ue(4)®Up(3)®Up(2) NH3,ASH3,SbH3,PH3
wi FwrFwyFws || Ue(2) @ Up(2) ® Ue(2) @ Up(2)

TAB. 4.6 — Situations physiques possibles pour les molécules XYj.

Experimentalement les deux cas les plus fréquemment rencontrés sont :
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1] W] ~ w3 + Wy ™ Wy
—— ——
modes d’élongation  modes de pliage

conduisant aux chaines possibles suivantes :

Ua(4) ® Up(4) D Ua(3) ® Up(3) D Se(3) @ S,(3) O Csy (4.4)
Ua(4) @ Up(4) D Ua(3) @ Up(3) D Ue(2) ® Ue(1) ® Uy (2) ® Up(1) D Cs, (4.5)
Ue(4) ® Uy(4) D Ua(2) ® Up(1) ® Up(2) ® Up(1) D Cao (4.6)

Ces trois chaines expriment toutes des modes d’élongation proches, mais plus ou moins couplés suivant
les systemes moléculaires étudiés. La méme remarque s’applique aux modes de pliage.

2] wi =~ w3 7 wFuw
—_—— ~—
modes d’élongation  modes de pliage

conduisant aux chaines possibles suivantes :
Ue(4) @ Up(2) @ Up(3) D Ue(3) @ Up(2) @ Up(1) D Se(3) @ Up(2) @ Up(1) D Cs, (4.7)

Ue(4) ® Up(2) @ Up(3) D Ue(3) ® Up(2) ® Up(1) D Ue(2) ® Ue(1) @ Up(2) @ Up(1) D Cs,  (4.8)
Ue(4) ® Up(2) ® Up(3) D Ue(3) ® Up(1) @ Uy(2) @ Up(1) D Csyy (4.9)

Ces trois chaines expriment toutes des modes d’élongation proches, mais plus ou moins couplés suivant
les systémes moléculaires étudiés, alors que les deux modes de pliages sont distincts a ’ordre zéro.

Dans le cadre de ce travail, nous nous sommes interéssés aux molécules qui présentent la par-
ticularité physique w; ~ ws. Ce qui permet de considérer, en premiere approximation, que notre
systeme d’élongation se comporte comme trois oscillateurs identiques. Le fait d’avoir la situation
(w1 ~ w3) # (we ~ wy) caractérise les molécules locales.

4.4 Symétrisation des kets et des générateurs

4.4.1 Introduction et généralités

Dans la chaine algébrique (4.2) relative aux modes d’élongation, le passage local U(3) D S(3)

.2
suggere 'étiquetage de la RI [n, = n;0 | de U.(3) par le nombre quantique n = ny + ng + ns.
La signification physique de ces quatre nombres quantiques étant :

- n : nombre total de quanta relatif a 'oscillateur d’élongation triplement dégénéré
- n; (i =1,2,3) : nombre de quanta relatif & l'oscillateur d’élongation 7 non dégénéré
avec : n =ni + ng + ns.

Ainsi, les nombres quantiques suivants vont apparaitre :
Ui4) > UB) D> SB) = (s
I | (4.10)
Le groupe dynamique U(4) est engendré par les seize générateurs suivants :
Eij = b/ bjlij=123.4 (4.11)
Parmi ces seize générateurs de U(4), les neuf suivants engendrent le sous-groupe U(3) :

Eij =b/bli<ij<s (4.12)
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Afin de pouvoir écrire les différents kets symétrisés dans la chaine (4.2), il nous faut recenser les
diverses possibilités physiques de répartition des quanta qui peuvent exister. Ces diverses possibilités
sont les suivantes :

a) np =ng =ng =n d’ou le seul ket non symétrisé : |n,n,n).
L’action des opérations de symétrie de (s, sur ce ket, engendre ', :

(Co [1d[ 205 [30, ]

(4.13)
[Ce 1] T [ 1]
on obtient donc I'.;, = A; de dimension 1.
ny=n3=mn
2 { ny =n'
Il existe donc trois kets non symétrisés : |n,n,n’) |n,n’,n) |n', n,n).
Comme précédement, on démontre que :
C Id|2C; |3
(i, [1]2G3 50 )
[T [[3] O [ 1]
cest-a-dire I'e, = A1 @ F, et dimT',, = 3.
) ny#n3 #ns £ ny
On détermine donc six kets non symétrisés :
[n1,n3,m5) |n1,m5,n3) [n3,n1,n5) |n3,n5,11) |n5,n1,13) [105,13,71)
ainsi que 'action de Cf, sur ces kets :
C Id|2Cs5 |30
(G [ ]2 [50,] )

[T [6] 0 [ O]

qui se réduit en I'c;, = A; @ Ay @ 2F, on vérifie bien que dimI',, = 6.

4.4.2 Processus de symétrisation des kets et des générateurs dans S(p).

Les kets relatifs & la chaine de groupes (4.2) envisagée vont pouvoir se déduire des kets non
symétrisés par projection sur les sous-espaces relatifs aux différentes R.I. du groupe S(p) a l'aide des

projecteurs ch] :

((n1...1p41), 7[C]o) = dim{C] > DR, Orln, .. iy i) (4.16)

I resp)

ol :

- [C] représente une R.I. du groupe S(p),

- 7 est un indice de multiplicité de [C].

- dim|[C| représente la dimension de la R.I. [C],

- g est le nombre total d’éléments du groupe S(p),

- O est Popérateur associé a I'opération de symétrie R € S(p),

- DICI(R) sont les matrices orientées des opérations O du groupe S(p),

- o représente la composante de la RI du groupe S(p) et vaut 1,2, ..., dim[C].

De méme on symétrise les générateurs dans S(p). On peut classer ces générateurs symétrisés en
trois ensembles :
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- les générateurs ne dépendant que des opérateurs de poids. Ces générateurs sont diagonaux dans
la base {|n1,...,niy ..., np1) }s

p—1
- les générateurs diagonaux dans la représentation [n; 0 ] Ces opérateurs couplent des états

locaux définis pour la méme valeur de n,

s . , . -p—1 ,
- les générateurs non diagonaux dans la représentation [n;O } Ces opérateurs couplent des
états locaux définis pour des valeurs différentes de n.

Les outils théoriques généraux étant maintenant présentés, nous allons particulariser ceux-ci aux
systémes moléculaires XY3.

4.4.3 Détermination des kets symétrisés dans Cj,.

On doit symétriser 'ensemble des kets non symétrisés et les générateurs de U(4) dans la chaine
(4.10). La procédure de symétrisation dans S(p) (p quelconque) ayant été décrite, il nous suffit de
symétriser dans Cs, qui est isomorphe & S(3). Il suffit alors de se donner les matrices [D”(R)] oi1 :

- R est une opération de symétrie du groupe Cs,
- (C est une RI du groupe Cs,

Nous indiquons ci-apres ces matrices
DAL(C) = (1) VC € Csy
DA2(C) = (=1) pour oy, , Gy, , Ou, (4.17)

DA2(C)=(1) pour Id, Cs, C3"

1 8 B R VE]
DE(am:( 5y ) DE<%>=< g ) Do) = (o ) )

—_ 1 v3 1
2 2 2
(4.18)
. 1 _s b 1 - 10
o= 4 1) pre=( g ) prao= (4 V)
2 2 2 2

Le résultat final de ce processus de symétrisation des kets est donné en annexe A.

4.4.4 Symétrisation des générateurs dans Cj,.

Cherchons en quelles R.I. se décompose la représentation adjointe I',4; du groupe dynamique U (4),
c’est-a-dire celle engendrée par les générateurs F;; de ce groupe :

Logj = 5A1 ®@ Ay @ SE (4.19)
Les seize générateurs non symétrisés du groupe dynamique U(4) peuvent étre répartis en trois
ensembles :
- ceux diagonaux dans la base {|nq,...,n;,...,nq)}, c’est-a-dire les opérateurs de poids

Ev1, FEy, E33, FEiy (4.20)

qui engendrent la représentation I'y = 24; & F

.2
- ceux diagonaux dans la représentation [ne; 0 ], i.e

Eio, Ei3, E3», Ey1, E3;, FEo3 (4.21)

qui engendrent la représentation I's = A; @ Ay & 2F
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- ceux non diagonaux dans la représentation [ne; 0 }, soient

Evy, E3y, Ezy, Ei1, Eio, Eu3 (4.22)

qui engendrent la représentation I's = 24; @ 2F
On peut vérifier, une fois ces opérations de réduction en R.I. de Cj, effectuées, que :

Fadj =1 elydIy — dim Fadj =dimI'; + dimI'y 4+ dim ;. (423)

Le résultat final de ce processus de symétrisation des générateurs est donné en annexe B.

4.5 Modele algébrique du Hamiltonien

4.5.1 Introduction

De par la définition d’un groupe dynamique, toute observable doit pouvoir s’écrire en un développement
de 'ensemble de ses générateurs. Ainsi, I’ Hamiltonien H d’un systeme & p degrés de liberté peut
s’écrire sous la forme d'un développement en série de puissance des générateurs E;; du groupe uni-
taire U(p + 1) :

. p+1 1 p+1
] i,k

En tenant compte des propriétés usuelles d’Hermiticité et d’invariance par renversement du temps.

De plus, il doit étre totalement symétrique dans le groupe de symétrie moléculaire Gjpro. Le
formalisme algébrique permet la détermination d’un Hamiltonien d’ordre zéro approprié via le concept
de symétrie dynamique.

4.5.2 Le concept de symétrie dynamique

Ce concept, développé par Gilmore et Draayer [63] ainsi que par lachello et Levine [6], permet
d’obtenir I'allure du spectre. Son énoncé est le suivant :

le Hamiltonien d’ordre zéro est construit & partir des opérateurs invariants des groupes continus et
semi-continus présents dans la chaine algébrique.

Exemple

Par exemple, pour la chaine SO(3) D SO(2) souvent utilisé en physique [6] on a :

Chaine de groupes : SO@3) > SO(2)
{ {

Opérateurs invariants : J? J? (4.25)
S +

Valeurs propres : jlj+1) K2

On en déduit donc que, dans la base standard { |j, K) }, le Hamiltonien d’ordre zéro et I'énergie
associée s’écrivent respectivement comme :

Hy=al2+8J2 =  EVWSY=qjG+1)+p8K2 (4.26)

On a ainsi un probléme algébriquement soluble, puisque, dans la chaine considérée, le Hamiltonien
est diagonal : 1’énergie est fonction des nombres quantiques caractéristiques de la chaine de groupes.
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4.5.3 Hamiltonien d’élongation des molécule XY3; non planes
Hamiltonien algébrique d’ordre zéro

D’apres ce qui précede, on peut écrire, en premiere approximation, que les états vibrationnels
des molécules XY3 non planes peuvent étre caractérisés par les invariants linéaires et quadratiques
suivants :

U(4) D U(@3)
R J/ o \L (4.27)
TO=Nean/V=NN+1) O =det 7/ =a@+1)

On tient ensuite compte de la symétrie moléculaire, en cherchant les invariants de S(3) construits

®) o 750

, D . s .
sur les opérateurs de poids n; et donc diagonaux Notons par 7, ces deux opérateurs

invariants du groupe des permutation S(3) :
TP —f2 4 a72402 et 5O = fify + nung + Aoy (4.28)

On peut écrire le Hamiltonien Hy d’ordre zéro comme

3 3
Hy=aN +BN(N +3) + i+ 02 +2) + €Y g +pu Y figij. (4.29)
i=1 i<j=1

4 .3 —~
Mais au sein de la représentation totalement symétrique [N =% n;,0 ] I'opérateur N reste
i=1
constant [Ho , IIU (4)} = |:H0 , IQU (4)] = 0; en conséquence les opérateurs invariants IIU S Ig )

construit a partir de 'opérateur N peuvent étre éliminés de Hy :

3 3
Hy=yn+0m@m+2)+ed. n?+u > nin,

= It (4.30)
< Hoy=(y+20)n+m>+ed. n?2+up > ninj.
i=1 i<j=1

En ne retenant que les opérateurs fonctionnellement indépendants on obtient finalement
Hy = AR + Bi? 4 C(fynig + nynis + fghiz) (4.31)

ot A, B,C € 1R.

La fonction énergie Ey d’ordre zéro associée a cet Hamiltonien s’écrit comme

Ey = An+ Bn? + C (niny + nins + nans) (4.32)

Hamiltonien algébrique d’ordre un

La forme du Hamiltonien (4.24) construit & partir des générateurs non-symétrisés conduit aux
inconvénients mentionnés en 4.5.1.

Cherchons a comparer le Hamiltonien Hy, a celui que I’on obtient par les techniques tensorielles ha-
bituelles. Cet Hamiltonien H doit étre de symétrie Ay et peut s’écrire sous la forme d’un développement
en série des générateurs symétrisés dans C'3,. Le Hamiltonien H va différer de Hy par 'apparition na-
turelle d’un opérateur de couplage dont 'interprétation physique sera donnée ultérieurement.
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En choisissant de développer cet Hamiltonien H jusqu’au second ordre, on obtient (Annexe B) :
H = agl)yl(Al) 4 aéZ) D)I(Al) ® y1(A1)](A1) . agl)yQ(Al) + O51(12) [y2(A1) ® yZ(Al)](AI)
+ Oég) D}l(E) ® yl(E)] (A1) 4 aél)y3(z41) + a(72) D}3(Al) ® y3(A1)] (A1) + ag) D}(A2) ® y(A2)] (A1)
+ aéZ) D;2(E) ® yQ(E)](Al) . a%) D;?)(E) ® y3(E)](A1) . agll)yAL(Al) + ag) D}4(A1) ® y4(A1)] (A1)

4 a%)ys)(Al) 4 aﬁ) D;E)(Al) ® y5(A1)](A1) i a%) D}4(E) ® y4(E)](A1) i a%) D;5(E) ® y5(E)] (A1)

(4.33)
Mais la forme de Hy nous impose
ol = off = off = aff = off = 0ff = o = alf =0 (3

D’autre part, la comparaison de H a Hy, implique de ne retenir dans H que les termes de degré 1
-2
par rapport aux générateurs symétrisés, ou ceux de degré 2 diagonaux dans [n; 0 ] de U(3), on obtient
donc :

H = agl)yZ(Al) Jr044(12) D)2(A1) ®y2(A1)](A1)

+ Cl(éZ) [yl(E) ® yl(E)](Al) + aél)y?)(Al)
(4.35)
+ af?) [y @ YA 1 o) [yt g yian] )

4 aéZ) D;2(E) ® yQ(E)](Al) . a%) D}3(E) ® y3(E)](A1) i agll)yzL(Al)

1 1
Ay A

v~

=1

D}Q(Al) ® y2(A1)] (A1) _ [A2]1/2 F (

[\

i ) 2(41)32(41)

(4.36)
= [y + g + Aig] [y + Py + 7ig)

= N2+ N2+ N3+ 2n1ng + 20173 + 2N9n3
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1 1 .
PRGN A El

(4.37)
=0
2 2 1(E)~,1(E
1/2 (E)~,L(E)
+ [E] F(EEA1>y2 Yy
_a
V2
SO ~ a2
= [Ay + 73 — 273)% + [V3 (71 — Ma)]
= 4 (ﬁ% + ﬁ% + ﬁ% — NNy — ﬁlﬁg — ﬁQﬁg)
Soit en développant les différents termes ci-avant :
H = off [+ 7+ 7] + (o) +4a) 33 + 73 + 73]
(4.38)

+ (2087 - 40l [ + i + ] + af VYA

Si, on compare cette expression du Hamiltonien H avec Pexpression (4.31) du Hamiltonien Hy, on
remarque que :

A = a:(;) ay’ = A
B+C
B = o®+40®  cestadie { of = 3 (4.39)
C = 2 (2)_4 (2) (2) . 2B—C
@y @ | = 17

Le Hamiltonien vibrationnel d’élongation H s’écrit sous la forme d’une somme de deux Hamilto-
niens Hy et Hy,

H=H,+ H;

avec :

Hy = agl)yQ(Al) + O51(12) [y2(A1) ® yQ(Al)](Al) 4 ag) D}I(E) ®y1(E)](A1)

(4.40)
H, = Otél)yg(Al)
Interprétation physique de 'opérateur }3(41),
Ce terme supplémentaire s’écrit :
V) = By + By + Eso + Bas + By + Eyp = > by (4.41)

i#£j=1,2,3
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On peut interpréter Popérateur b b; (i # j = 1,2,3) de la fagon suivante : il échange un quantum
d’énergie de la liaison j & la liaison i. On peut donc en conclure que opérateur Y3(41) est un terme
de couplage entre les différentes liaisons de la molécule.

Il apparait donc une compétition entre Hy et H; ; c’est-a-dire entre deux phénomeénes physiques
totalement différents :

- anharmonicité des oscillateurs associés aux différentes liaisons de la molécule, représentée par les
termes quadratiques de Hy :

Ba? +n2+n2] et Clning + nin + nans)]

- le couplage entre les différentes liaisons de la molécule, représenté par H;.
Ainsi, la physique de notre probleme va dépendre des “intensités” relatives des différents coefficients
présents dans I'expression de H.

4.6 Confrontation théorie - expérience : stibine SbH; et arsine AsH;

4.6.1 Rappel et résultats sur la molécule de stibine ShH;

La molécule de stibine, est de par son intérét industriel une molécule du type XY3 trés étudiée,
ce qui justifie ’abondance des données expérimentales dans la littérature [64]. En effet, la molécule
de stibine sous forme gazeuse est la source la plus pure pour obtenir de ’antimoine, qui entre dans la
fabrication des composés semi-conducteurs.

La toxicité des composés d’antimoine est comparable & celle de ’arsenic. L’antimoine est un produit
naturel qui entre pour 0,001% dans la composition de I’écorce terrestre. Au regard de sa toxicité, il est
vital pour ’environnement de comprendre le comportement de I'antimoine au sein de ’écosystéme.
On a observé une baisse de la fertilité des sols ayant été contaminés par de 'antimoine au travers des
précipitations. Dans I’atmosphere, les émissions d’antimoine peuvent étre transportées sur de longues
distances.

Rappelons les fréquences fondamentales de la molécule de stibine :

vi(A;) = 1890.502 em~!

va(Ay) = 78224 cem!
v3(E) = 1894.497 em™! (442)
vy(E) = 82785 cm!
La forme du Hamiltonien H utilisée est :
H=agn+a (A} +0n3+03) +ax (Aify + s+ Nofis) +a3 » b (4.43)
i#5=1,2,3
Ey?’(Al)

On remarquera que seul 'opérateur Y3(41) est non diagonal dans la base des kets symétrisés (dans
C'3,) ou non symétrisés. Nous avons effectué le calcul des éléments matriciels de cet opérateur par un
programme informatique.

Pour notre ajustement, nous indiquerons I'écart-type o(d,p) :

d

. 1 (cal) (obs) 2
o(d,p) = ﬂ;[&- — 5] (4.44)

ou :
- d est le nombre de données expérimentales mises en jeu lors de ’ajustement,
- p est le nombre de parametres décrivant le modeéle utilisé.
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La matrice de corrélation des parametres a; (i = 0,1,2,3) présents dans le Hamiltonien H , est
notée Mo

La méthode utilisée pour effectuer I'ajustement est la méthode des moindres carrés non linéaires.
Apres ajustement, on détermine le jeu de parameétres suivant :

((ap = 1927.058(236) cm !
a; = —33.441(466) cm !
(4.45)
az = —0.102(139) em !
[ a3 = —4.426(546) cm !
La matrice de corrélation M., étant :
a a| a9 as
a 1
Mer =1 a1 —096 1 (4.46)

as —-0.29 0.14 1

a3 —0.46 0.44 -0.181

Pour la comparaison entre les valeurs observées et calculées, on utilisera [64]. On peut résumer les
résultats obtenus lors de 'ajustement des parametres de notre modele, par le tableau suivant :

ket %init.ket Energie propre Obs. En. Cal-0bs Cal-0bs
(Modulus) (Ref.64)
(Mod.. 1) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1)
[C 10 0)1A1> 1.000 1890.002 1890.502 -0.500 -0.82
[C 10 0)1EL> 1.000 1895.424 1894.497 0.927 0.31
[( 2 0 0)1A1> 0.996 3719.940 3719.933 0.007 -0.42
[( 2 0 0)1E1> 0.999 3720.256 3719.860 0.396 -0.08
[C 11 0)1A1> 0.996 3783.928
[C 11 0)1E1L> 0.999 3789.034
[( 30 0)1A1> 0.999 5480.051 5480.285 -0.233 -0.02
[( 30 0)1E1> 0.999 5480.161 5480.235 -0.073 0.04
[( 21 0)1A1> 0.995 5607 .956 5607.000 0.956 0.45
[( 2 1 0)1E1> 0.821 5609.678
[C 2 1 0)2E1> 0.821 5614.021
[C 21 0)1A2> 1.000 5619.186
[C 11 1)1A1> 0.996 5681.084
[C( 4 0 0)1A1> 0.999 7173.042 7173.799 -0.756 0.93(*)
[( 4 0 0)1E1> 0.999 7173.137 7173.783 -0.645 0.95(%)
[( 31 0)1A1> 0.99%4 7371.087
[C 31 0)1E1> 0.854 7373.334
|( 3 10)2E1>  0.850 7375.125
[( 31 0)1A2> 1.000 7375.322
[( 2 2 0)1A1> 0.992 7440.494
[( 2 2 0)1E1> 0.990 7441.359
[C 21 1)1A1> 0.996 7500.399
[C 2 1 1)1E1> 0.999 7510.814
[( 50 0)1A1> 0.999 8799.139
[( 50 0)1E1> 0.999 8799.228
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.999
.999
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.999
.819
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(@]

.999
0.999

0.999
0.999

0.999
0.999

0.999
0.999

0.999
0.999

9064.
9066.
9068.
9068.
.463
9194.
9200.
9205.
9265.
9266.
9327.
9337.
10358.
.435
10690.
10692.
10694 .
10694 .

9190

10358

11850.
11850.

13276.
13276.

14634.
14634.

15926.
.440

15926

17151.
17151.

361
231
000
296

383
254
555
796
546
678
637
350

392
224
012
466

678
760

122
202

683
762

362

158
236

10358.000
10358.000
10691.500
10691.500

0.350
0.435
-1.107
0.724

10.93(*)
10.93(%)
2.80(%)
2.80(*)

o(13,4) = 0,77 cm~!

67

(*) Ces valeurs n’ont pas été introduites par Lummila et al. [64] dans I’ajustement des parameétres
de leur modele.

TAB. 4.7 — Niveaux d’énergie observés et calculés pour la molécule de stibine SbH3 pour n < 12.

4.6.2 Interprétation des résultats

De fagon évidente notre modele reproduit les niveaux observés (déduits des données expérimentales)
pour la molécule de stibine SbH3. Non seulement I’écart-type de notre modele o(13,4) = 0.77 cm !
est de l'ordre de la précision expérimentale, mais de plus chaque valeur “Cal - Obs” est de 1'ordre de
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cette précision expérimentale. Notre modele reste stable pour toutes les valeurs de n, c’est-a-dire que
’écart entre calculées et observées est de ’ordre de quelques dixiemes de ¢m ™! aussi bien pour n =1
que pour n = 6.

Le modele Hamiltonien développé par Lummila et al. [64], basé sur des potentiels de Morse et
des termes d’interaction “élongation-élongation” tient compte du couplage avec le pliage. La valeur
or(7,4) = 0.62 em~! qu’ils calculent, est obtenue pour un ajustement avec sept données. Afin de
pouvoir comparer notre modele avec le leur, nous avons effectué un ajustement de notre modele avec
ces sept mémes données : nous obtenons alors o(7,4) = 0.13 cm~!. Mais si on utilise toutes les
données observées (qu’ils possedaient également), on obtient pour notre modele, un écart-type d’une
valeur de o(13,4) = 0.77 cm !, alors quune méme estimation de leur écart-type (avec toutes les
données), conduit & la valeur o7,(13,4) = 5.35 c¢m™'. On constate que leur modele “s’effondre”, alors
que le nétre démontre une grande qualité de stabilité.

De plus, 'écart “Cal - Obs” reste constant avec notre formalisme, alors que leur ajustement se
dégrade, puisque leurs écarts “Cal - Obs” deviennent trés important avec n : 3 em ™" puis 11 em ™!
pour les niveaux n = 6.

La colonne %Ket.init de TAB. 3.7 indique que la base obtenue apres diagonalisation du Hamil-
tonien est quasiment la base de départ. Par exemple, pour la symétrie £ dans I’état n = 4, les kets
|(400); E), |(211); E)), |(220); E') sont des kets propres a 99% (deux combinaisons linéaires adéquates
des kets [(310);1E,) et |(310);2E;) conduiraient au méme pourcentage). La colonne %XKet.init in-
dique donc que Popérateur Y3(41) n’est que perturbatif; d’ott I'importance du concept de symétrie
dynamique.

i=p
En outre, les modeles basés sur une approche “potentiel de Morse” c’est-a-dire Vi (r;) = > D(1—
i=1

e~®")2 pour un systéme A p liaisons, ne permettent que I'ajustement des deux parameétres D et a.
La résolution exacte de 1’équation de Schrodinger avec un potentiel de Morse (ou une somme de

5 =P i=p
potentiel de Morse indépendants) [65] conduit & Ey; = an + (—%2) Sn2+8 Y, nin; (a,8 € Ret
i=1

i#j=1
i=p i=p
dépendants de D et a). On remarque alors que 1’énergie Ey = agn + a; n? +as Y, ninj, obtenue
i=1 iZj=1

avec le Hamiltonien Hy (issu du concept de symétrie dynamique), peut reproduire exactement Fjy
dans le cas particulier ot [ag = a, a2 = (3, a1 = (—%2) = (—%)] Ceci montre que notre modele
algébrique d’ordre zéro peut reproduire exactement un potentiel de Morse, mais permet aussi d’autres
descriptions physiques. Le modele de Morse semble inadapté & reproduire les niveaux observés de la
molécule de stibine, alors que notre modélisation algébrique reproduit relativement bien les niveaux
de cette molécule qui apparait donc tres locale.

Enfin la matrice de corrélation M, nous montre que les parametres de notre modele sont tres
peu corrélés, a I'exception de ag et aq. Ceci provient du faible nombre de données expérimentales dont
nous disposons pour effectuer notre ajustement.

4.6.3 Rappel et résultats sur la molécule d’arsine AsH;

La molécule d’arsine, de part son intérét planétologique, est une molécule du type XY3 tres étudiée.
Mais, depuis quelques années les (éco)toxicologues portent & l’arsenic et & ses dérivés un intérét tout
particulier.

A Tétat naturel, 'arsenic est un solide sous sa forme élémentaire, mais on le retrouve le plus
souvent, seul ou associé & divers autres métaux, dans des composés soufrés . Parmi les composés
naturels contenant de I’arsenic, il faut mentionner 'arsénopyrite (FeAsS), le réalgar (AsS), 'orpiment
(As2S3), la nickeline (NiAs) et la cobaltite (CoAsS). L’arsenic peut se retrouver a 'état gazeux sous
forme de trioxyde d’arsenic volatil (As2Os3), d’arsine (AsH3) et d’arsines méthylées. En solution, on
peut retrouver Parsenic sous forme d’As(I1T) et d’As(V) inorganiques, ainsi que sous diverses formes
de composés méthylés de I’As(V).
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De Parsenic tres pur est nécessaire pour produire des semi-conducteurs & I'arséniure de gallium et
a l'arséniure d’indium. La France (aprés 'ex-URSS) est le deuxiéme pays produisant de I’arsenic.

Les fréquences fondamentales de la molécule d’arsine sont

= 2115.164 em !

= 906.7 em™!
= 2126423 em L (4.47)
= 999.4 em™!

La forme du Hamiltonien H utilisée est celle donnée par (4.43). La méthode utilisée pour effectuer
I’ajustement est la méthode des moindres carrés non linéaires. Apres ajustement, on obtient le jeu de

parameétres suivant :
4

\ a3

ayg =

ar =

ay =

La matrice de corrélation des parametres

Mcor(21a 4) =

Qo

a

a2

as

2161.908(432) em !
—38.724(086) cm !

(4.48)
—1.165(418) em !

—9.526(750) cm !

a; (i =0,1,2,3) présents dans le Hamiltonien I/'-j, est :

ag ai as as

1
—0.96 1 (4.49)
—0.81 0.75 1

-0.19 0.15 -0.09 1

Pour la comparaison entre les valeurs observées et calculées, on utilisera [66]. On peut résumer les
résultats obtenus lors de 'ajustement des parametres de notre modele, par le tableau suivant :

TAB. 4.8 — Niveaux d’énergie observés et calculés pour la molécule d’arsine AsHjz pour n < 12 avec

21 données expérimentales.

ket %init.ket Energie propre Obs. En. Cal-0bs
(Module) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

[( 1 0 0)1A1> 1.000 2115.405 2115.164 0.241
[( 1 00)1EL> 1.000 2127.072 2126.423 0.649
[C 2 0 0)1A1> 0.987 4167.193 4166.772 0.421
[C 2 0 0)IEL> 0.997 4168.540 4167.935 0.606
[( 1 10)1A1> 0.987 4239.145 4237.700 1.445
[( 11 0)1E1> 0.997 4249.464 4247.520 1.944
[( 30 0)1A1> 0.997 6136.555 6136.340 0.215
[( 30 0)IEL> 0.999 6137.019 6136.330 0.670
[C 21 0)1A1> 0.986 6276.719 6275.830 0.889
[C 2 1 0)1E1> 0.819 6281.056 6282.350 -1.294
[( 2 1 0)2E1> 0.820 6290.324 6294.710 -4.385
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[( 2 1 0)1A2> 1.000 6301.434

(11 1)1A1> 0.988 6368.076 6365.950 2.127
[( 4 0 0)1A1> 0.998 8027.494 8028.977 -1.482
[( 4 0 0)IEL> 0.999 8027.884 8028.969 -1.085
[( 31 0)1A1> 0.981 8250.444 8249.510 0.934
[( 31 0)1E1> 0.948 8256.195 8257.270 -1.074
[( 31 0)2E1> 0.941 8258.463 8258.370 0.093
[( 31 0)1A2> 1.000 8260.773

[( 2 2 0)1A1> 0.972 8333.971

[( 2 2 0)1IE1> 0.968 8337.521

[( 2 1 1)1A1> 0.985 8396.184

[( 2 1 1)1E1>  0.997 8417.692

[( 50 0)1A1> 0.999 9840.915 9841.400 -0.485
[( 50 0)1E1> 0.999 9841.277 9841.400 -0.123
[( 4 1 0)1A1> 0.994 10141.751

I( 4 1 0)1E1> 0.888 10146.114

I( 4 1 0)2E1> 0.882 10148.935

(4 1 0)1A2> 0.997 10149.690

[( 32 0)1E1> 0.740 10280.078

[( 32 0)1A1> 0.989 10286.921

[( 32 0)2E1> 0.752 10299.782

[( 32 0)1A2> 0.997 10311.538

[( 31 1)1A1> 0.956 10371.508

[( 31 1)1E1> 0.993 10374.757

[( 2 2 1)1A1>  0.962 10441.975

[( 2 2 1)1E1>  0.992 10461.411

I( 6 0 0)1A1> 0.999 11576.870 11576.290 0.581
|( 6 0 0)1IEL> 0.999 11577.216 11576.290 0.927
[( 51 0)1A1> 0.997 11954.187

|( 51 0)1E1> 0.851 11958.406

[( 51 0)1A2> 0.999 11961.989

|( 51 0)2E1> 0.848 11962.096

[( 7 0 0)1A1>  0.999 13235.369

[( 7 0 0)IEL> 0.999 13235.705

[( 8 0 0)1A1> 0.999 14816.414

[( 8 0 0)1IE1> 0.999 14816.742

[( 9 0 0)1A1> 0.999 16320.007

[( 9 0 0)1IEL> 0.999 16320.329

[ (10 0 0)1A1> 0.999 17746.149

[ (10 0 0)1E1> 0.999 17746.467

[(11 0 0)1A1>  0.999 19094 .839

[(11 0 0)1E1> 0.999 19095.154

[(12 0 0)1A1> 0.999 20366.080

[(12 0 0)1E1> 0.999 20366.391

o(21,4) = 1,54 cm ™!
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4.6.4 Interprétation des résultats

Lin et al. [66] n’ont pas utilisé toutes les données expérimentales dans I’ajustement de leur modele &
3 parametres. Afin de pouvoir comparer ce modeéle avec le notre, nous avons effectué un ajustement avec
12, 17 et enfin I'intégralité des 21 données expérimentales. [.’ajustement avec 12 données expérimentales
nous a permis de déterminer un jeu de parameétres initial de référence. Puis, I’ajustement des 17 données
expérimentales choisies, nous permet de comparer notre modele avec celui de [66]. Enfin, ’ajustement
avec la totalité des données expérimentales nous permet de valider notre modele sur I’ensembles des
données dont nous disposons. Les écarts-type o(d, p) ont été déterminés & I'aide de (4.44), et valent :

0(12,4) = 0,39 em™ ' o(17,4) = 0,84 em™ ' o(21,4) = 1,54 em ™. (4.50)

4.6.5 Ajustement a 12 données expérimentales

Lors de ce premier ajustement nous avons obtenu oy = 0(12,4) = 0,39cm ™. Nous avons alors
constaté que 1’écart entre les énergies calculées et observées n’excédait pas £1cem~!. Cette valeur
0.39cm ™! est nettement meilleure que celle o(16,3) = 0,87 cm ™! obtenue dans [66].

Les parametres issus de notre ajustement sont

ap = 2160,840(146) cm ' a; = —38,402(053) cm !
(4.51)
az = —1,081(103) em™* a3 = —9,172(170) em !
et la matrice de corrélation M., (12,4) est
ag a1 a2 as
ag 1
Meor(12,4) = | a1 —0,91 1 (4.52)
as  —0,65 0,40 1
a3 —0,03 —0,09 —0,09 1

TAB. 4.9 — Niveaux d’énergie observés et calculés pour la molécule d’arsine AsHjz pour n < 12 avec
12 données expérimentales.

ket hinit.ket  Valeur propre Obs. En. Cal-0bs Cal-0bs
(this work) (this work) (Lin and al.)

(cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

[C 00 0)1A1> 1.000000 0.000000
[C 10 0)1A1> 1.000000 2114.949139 2115.164 -0.215 1.078
[C 10 0)1E1> 1.000000 2126.182965 2126.423 -0.240 0.853
[ 2 0 0)1A1> -.988972 4166.466074 4166.772 -0.306 1.431
[( 2 0 0)1E1> -.997855 4167.720926 4167.935 -0.214 0.974
[ 11 0)1A1> 0.988972 4237.912168 4237.700 0.212 0.545
[( 11 0)1E1> 0.997855 4247.891142 4247 .520 0.371 0.123
[( 30 0)1A1> -.997910 6136.301113 6136.340 -0.039 0.625
|( 30 0)IEL> 0.999432 6136.734301 6136.330 0.404 0.496
[ 21 0)1A1> -.987528 6275.812881 6275.830 -0.017 -0.121
[( 2 1 0)1E1> 0.819745 6279.954453 6282.350 (+) -0.183
[( 2 1 0)2E1> -.820308 6288.883982 6294.710 (+) -0.107

[C 21 0)1A2> 1.000000 6299.581400
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(11 1)1A1> 0.989616 6365.971985 6365.950 0.022 0.395
[( 40 0)1A1> 0.998899 8028.423996 8028.970 (+) 0.242
|( 4 0 0)1E1> 0.999704 8028.787577 8028.970 (+) 0.233
[( 31 0)1A1> 0.982614 8249.968879 8249.510 0.459 -1.434
[( 31 0)1E1> 0.939718 8255.463384 8257.270 (+) 4.300 (%)
|( 31 0)2E1> 0.932552 8257.715263 8258.370 -0.655 -1.299
[( 31 0)1A2> 1.000000 8259.840118

[( 2 2 0)1A1> -.974436 8332.568874

[( 2 2 0)1E1> 0.970933 8335.885482

(21 1)1A1> 0.986858 8394.697262

[( 21 1)IE1> 0.998012 8415.464518

(50 0)1A1> -.999235 9843.678604 9841.400 (+) -3.941 (%)
|( 50 0)1E1> -.999791 9844.016451 9841.400 (+) -3.941 (%)
[( 41 0)1A1> -.995285 10142.444966

|( 4 1 0)1E1> -.881107 10146.628030

[( 4 1 0)2E1> -.875370 10149.443150

[( 4 1 0)1A2> -.997855 10150.080916

|( 32 0)IE1> 0.741401 10280.056495

[( 32 0)1A1> 0.990295 10286.751854

| ( 3 2 0)2E1> 0.752616 10299.122397

[ ( 32 0)1A2> 0.997855 10310.421359

[( 31 1)1A1> -.960133 10370.572050

|( 31 1)1E1> 0.993396 10373.599435

[( 22 1)1A1> 0.964340 10440.405270

(2 2 1)1E1> 0.992357 10459.245748

|( 6 0 0)1A1> -.999416 11582.114623 11576.290 (+) -9.307 (%)
|( 6 0 0)1E1> -.999839 11582.437586 11576.290 (+) -9.337 (%)
[( 51 0)1A1> -.997280 11956.785443

[( 51 0)1E1> -.847642 11960.831379

[( 51 0)1A2> 0.998637 11964.296482

|( 51 0)2E1> -.844916 11964.453473

|( 4 2 0)1E1> -.696818 12181.418544

[( 4 2 0)1A1> -.967568 12183.634725

[( 4 2 0)2E1> -.736212 12188.319058

[( 4 2 0)1A2> -.998184 12188.744812

[ 41 1)1A1> 0.974546 12263.460261

[( 4 1 1)1E1> 0.994355 12263.928109

|( 3 30)1A1> 0.953058 12268.022690

|( 3 3 0)1E1> 0.947434 12271.464813

[( 32 1)1A1> 0.966631 12394.113853

|( 32 1)1E1> 0.877120 12407 .263342

[( 32 1)2E1> 0.880890 12416.655328

[( 32 1)1A2> 0.999546 12434 .466752

[( 2 2 2)1A1> 0.975066 12496.382535

(7 0 0)1A1> 0.999528 13243.739504

(7 0 0)1E1> 0.999869 13244 .052604

[( 8 0 0)1A1> -.999605 14828.556143

|( 8 0 0)IEL> -.999890 14828.862229

[( 90 0)1A1> -.999660 16336.565972

(9 0 0)IE1> 0.999905 16336.866815

[ (10 0 0)1A1> -.999702 17767.769785

| (10 0 0)1E1> 0.999917 17768.066559

[ (11 0 0)1A1> 0.999735 19122.168055

| (11 0 0)1E1> 0.999926 19122.461580
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[ (12 0 0)1A1> 0.999761 20399.761083
| (12 0 0)1E1> 0.999933 20400.051954

(*) Données expérimentales non introduites dans ajustement de Lin et al. [66]
(+) Données expérimentales non introduites dans notre ajustement.

4.6.6 Ajustement a 17 données expérimentales

Pour ce deuxiéme ajustement, nous avons obtenu o = o (17,4) = 0,84 cm ', Cela signifie que, pour
des énergies vibrationnelles inférieure & 8260 cm ™!, nos deux modeles sont a peu pres équivalents. De
plus, nous avons constaté que 1’écart entre les énergies calculées et observées n’excédait pas £2cm 1.
En fait I’écart le plus important est de —1,73cm ! et concerne I'état (210, 1E), bien que nous ayons
inclu les données expérimentales relatives aux états les plus excités. Par contre, il est suprenant de
constater qu’apres ajustement du modele de [66], les états (100, A1) et (200, A1) ne sont pas bien
reproduits.

Les parameétres issus de notre ajustement sont

ay = 2161,479(259) em ' a3 = —38,658(050) cm !
(4.53)
as = —1,217(260) em ' a3 = —8,832(428) em !
et la matrice de corrélation M., (17,4) est
agp ai a2 a3
a 1
Meor(17,4) = | a1 —0,96 1 (4.54)

as  —0,79 0,74 1

as -0,22 0.18 —-0,11 1

TAB. 4.10 — Niveaux d’énergie observés et calculés pour la molécule d’arsine AsHs pour n < 12 avec
17 données expérimentales.

ket hinit.ket  Valeur propre Obs. En. Cal-Obs Cal-Obs
(this work) (this work) (Lin and al.)

(cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

[C 00 0)1A1> 1.000000 0.000000
[C 10 0)1A1> 1.000000 2115.608793 2115.164 0.445 1.078
[( 10 0)1E1> 1.000000 2126.425991 2126.423 0.003 0.853
[( 2 0 0)1A1> -.988933 4166.845688 4166.772 0.074 1.431
[( 2 0 0)1E1> -.997848 4167.998910 4167.935 0.064 0.974
[C 11 0)1A1> 0.988933 4238.690008 4237.700 0.990 0.545
[( 11 0)1E1> 0.997848 4248.353983 4247.520 0.834 0.123
[( 30 0)1A1> -.997903 6135.958418 6136.340 -0.382 -0.625
[( 30 0)I1EL> 0.999430 6136.356540 6136.330 0.027 0.496
[( 21 0)1A1> -.987491 6276.678775 6275.830 0.849 -0.121
[( 2 1 0)1E1> 0.819739 6280.621163 6282.350 -1.729 -0.183
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[( 2 1 0)2E1> -.820304 6289.225858 6294.710 (+) -0.107
[( 21 0)1A2> 1.000000 6299.526921

(11 1)1A1> 0.989587 6366.575256 6365.950 0.625 -0.395
[( 4 0 0)1A1> 0.998895 8026.917348 8028.970 (+) 0.242
|( 4 0 0)1E1> 0.999703 8027.252360 8028.970 (+) 0.233
[( 31 0)1A1> 0.982556 8249.877979 8249.510 0.368 -1.434
[( 31 0)1E1> 0.940072 8255.107697 8257.270 (+) 4.300 (*)
|( 31 0)2E1> 0.932918 8257.374070 8258.370 -0.996 -1.299
[( 31 0)1A2> 1.000000 8259.285130

[( 22 0)1A1> -.974347 8332.471998

[( 2 2 0)1E1> 0.970841 8335.532054

[( 21 1)1A1> 0.986811 8395.421620

(21 1)1E1> 0.998006 8415.493337

(50 0)1A1> -.999233 9840.502043 9841.400 -0.898 -3.941 (%)
|( 50 0)1E1> -.999790 9840.813478 9841.400 -0.586 -3.941 (%)
[( 4 1 0)1A1> -.995268 10140.946182

|[( 41 0)1E1> -.881391 10144.949964

|( 4 1 0)2E1> -.875639 10147.790758

[( 41 0)1A2> -.997848 10148.288284

|( 32 0)IE1> 0.741373 10279.666828

[ ( 32 0)1A1> 0.990261 10286.251519

[( 3 2 0)2E1> 0.752629 10298.145875

|( 32 0)1A2> 0.997848 10308.998440

[( 31 1)1A1> -.959997 10370.282052

[( 31 1)1E1> 0.993377 10373.064546

[( 22 1)1A1> 0.964219 10440.331845

(22 1)1E1> 0.992335 10458.637930

[( 6 0 0)1A1> -.999414 11576.757084 11576.290 0.468 -9.307 (%)
|( 6 0 0)IEL> -.999838 11577.054849 11576.290 0.765 -9.337 (%)
[( 51 0)1A1> -.997271 11953.465612

|( 51 0)1E1> -.847771 11957.340022

|( 51 0)1A2> 0.998633 11960.696953

|( 51 0)2E1> -.845038 11960.918185

I( 4 2 0)1E1> -.696701 12179.540967

[ 4 2 0)1A1> -.967469 12181.607694

|( 4 2 0)2E1> -.736210 12185.941636

[( 4 2 0)1A2> -.998177 12186.333465

[( 41 1)1A1> 0.974524 12261.510779

[( 4 1 1)1E1> 0.994348 12261.936507

[( 33 0)1A1> 0.952976 12265.727105

|( 3 3 0)IE1> 0.947296 12268.913851

[( 32 1)1A1> 0.966538 12393.706739

[( 32 1)1E1> 0.877136 12406.240271

| ( 32 1)2E1> 0.880918 12415.358251

[( 32 1)1A2> 0.999545 12432.505623

(22 2)1A1> 0.975004 12495.162081

[ (7 0 0)1A1> 0.999526 13235.689271

[( 7 0 0)1E1> 0.999869 13235.977974

[( 8 0 0)1A1> -.999603 14817.301261

|( 8 0 0)1E1> -.999890 14817 .583520

(90 0)1A1> -.999659 16321.594375

[( 90 0)1E1L> 0.999905 16321.871815

| (10 0 0)1A1> -.999701 17748.569341

| (10 0 0)1E1> 0.999916 17748.843042

[ (11 0 0)1A1> 0.999734 19098.226594

| (11 0 0)1E1> 0.999925 19098.497310
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(12 0 0)1A1> 0.999760 20370.566412
| (12 0 0)1E1> 0.999933 20370.834688

(*) Données expérimentales non introduites dans ajustement de Lin et al. [66]
(+) Données expérimentales non introduites dans notre ajustement.

4.6.7 Ajustement a 21 données expérimentales

Les résultats obtenus pour cet ajustement, sont donnés lors de la table 4.8. Il est alors intéressant de
constater que pour nos trois ajustements, les trois jeux de parametres reste sensiblement proches les uns
des autres. Cette stabilité apparente des parametres, associée au coefficient de pureté des kets, permet
de conclure que le Hamiltonien est quasiment diagonal. En particulier, les états (n 00N — n, Ay, E)
peuvent étre considérés comme purs, ce qui nous permettra dans le chapitre suivant d’estimer la limite
de dissociation de cette molécules.
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CHAPITRE 4. UTILISATION DE LA CHAINE U(4) > U(3) D S(3) ~ Cs



Chapitre 5

Introduction du groupe K (3)

5.1 Introduction

Au chapitre précédent, nous avons étudié les états vibrationnels d’élongation des molécules pyra-
midales XY3 a l’aide de la chaine algébrique

Groupe dynamique O Groupe de dégénérescence DO Groupe de permutation = Groupe moléculaire

Groupe continu Groupe continu Groupe discret Groupe discret
U(4) 5 U(3) 5 S(3) N Cso
Y , Y , Y 4

[N:n+n4,0} [n:n1+n2+n3,0] My Ao,y As] C.o

(5.1)
associée aux kets de G-Z
N 0 0 0
1 +ng + n3 . 0 ) 0 >E|m,n2’n3,N_n> 52)
ny

-3
issus des regles d’encadrement appliquées a la représentation totalement symétrique [N =n+mng,0

du groupe dynamique U (4). On peut remarquer que, dans la chaine algébrique précédente, on passe du
groupe continu U (3) au groupe discret S(3). On peut alors se demander s'il serait possible d’introduire
un groupe intermédiaire entre U(3) et S(3).

Ce groupe aurait alors deux ”fonctions” : 'une mathématique et 'autre physique. En effet,
mathématiquement, ce groupe intermédiaire doit nous permettre de décomposer les représentations
totalement symétriques du groupe continu U(3) en fonction des étiquettes du groupe moléculaire,
c’est-a-dire des symétries. Cette exigence mathématique entraine donc que ce groupe intermédiaire
doit nous donner acces aux différentes répartitions énergétiques possibles pour la molécule étudiée.

Kramer et Moschinsky [67], dans le cadre de la physique nucléaire, ont montré que le groupe
semi-continu K (n) permet de décrire les différents états physiques d’un systéme de m nucléons. Le
principal intérét de ce groupe est d’introduire de nouvelles étiquettes qui permettent de caractériser
et de classer les états physiques de n particules [16, 68]. C’est Leroy [13] qui montre le premier tout
lintérét d’utiliser le groupe K (n) en physique moléculaire. Cet auteur 'utilise afin de décrire et classer
les états vibrationnels d’élongation des molécules XYy, et "applique en particulier aux molécules de
méthane (CHy), silane (SiHy) ... etc.

Afin de décrire les états vibrationnels des molécules XY3 non planes, nous allons maintenant
examiner la chaine

U(4)DU(3) D K(3)DSB) = Cs,. (5.3)

Mais avant de pouvoir décrire la physique associée & cette chaine, il nous faut définir et étudier
le groupe K(3), c’est-a-dire aboutir & la détermination de la table de caractéres qui lui est associée.
Puis, nous étudierons les deux descentes U(3) D K(3) et K(3) D S(3) =~ Cs3,.

7
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5.2 Etude du groupe K(3)

5.2.1 Définition

Un ensemble d’oscillateurs qui possedent la méme énergie peuvent étre décrits comme appartenant
a une méme couche. Ainsi, pour un systéme composé de n oscillateurs identiques, dont les états sont
décrits par des kets de G-Z de poids W ([m],,), les énergies possibles nous sont données par iwW ([m],,).
On en conclut donc que la structure en couche est entierement déterminée par le poids des états de
G-Z.

Le poids W ([m],,_5) est relié aux R.I. du groupe A(3) formé des matrices (3 x3) unitaires diagonales
notées a :

e 0 0
a= 0 e 0 |. (5.4)
0 0 elos

Chacon et al. [69] montrent que action d’un élément a du groupe A(3) sur un ket de G-Z est défini
comme

e 00 n 0 0 n 0 0
0 e 0 n1 + ng 0 > = gilamitaznatazns) ny + no 0 >
0 0 6ia3 s nq
(5.5)
soit de maniére totalement équivalente :
a |y ngng) = elleamitasnztamma) 1y po pay (5.6)

Considérons maintenant le groupe S(3) des permutations de trois objets identiques : oscillateurs,
liaisons, ... etc. Notons par {p} I’ensemble des matrices (3 x 3) représentatives des éléments du groupe
des permutations S(3). Ainsi, ’ensemble {ap} forme un groupe, noté K(3), dont A(3) est un sous-
groupe invariant car il vérifie la propriété [70] :

{ap} ={q}  A(3)DqAB)y " Vge K(3). (5.7)

Ainsi, le groupe K(3) est formé par le produit ap des éléments du sous-groupe invariant A(3) et
de S(3); de plus, ces deux groupes n’ont en commun que 1’élément unité

AB)NSEB) = 1; (5.8)

ces deux derniéres propriétés impliquent [70, 17] que le groupe K(3) est défini comme le produit
semi-direct des deux groupes A(3) et S(3) :

K(3) = A(3) A S(3). (5.9)

Les deux groupes A(3) et S(3) qui constituent le groupe K (3) sont deux sous-groupes du groupe
de dégénérescence U (3), ceci implique que U(3) D K (3). De plus, le groupe K (3) contient, de par sa
définition, le groupe de permutation S(3), ainsi K(3) D S(3).

Finalement, on peut donc écrire que les états vibrationnels d’élongation d’une molécule pyramidale
XY;3 peuvent étre décrits par la chaine de groupes suivante :

U(4) DU(@3) D K(3)DS(3)~ Cs,. (5.10)

5.2.2 Etude des R.I. du groupe K (3)
Introduction

Nous constaterons que les R.I. de K(3) sont caractérisées par un poids, et par les permutations
des composantes de ce poids. C’est pourquoi les différents nombres d’occupation des couches sont fixés
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par les R.I. de K (3). Ainsi K (3) peut étre considéré comme un groupe de symétrie de trois oscillateurs
identiques dans un modele en couche.

De par la définition du groupe K (3), sa structure de classe ressemble & celle de S(3). Afin de
caractériser les différentes classes du groupe K (3), il nous faudra déterminer les caracteres des matrices
représentatives des différents éléments {ap} formant K(3).

Les R.I. du groupe K(3)

Les valeurs propres €; (j = 1,2,3) des matrices représentatives des éléments {ap} du groupe K (3)
pour les trois cas

p = HR)B) =e
p = (rs)(t) (5.11)
p = (rst

correspondant respectivement aux trois classes (1%),
expressions [67]

(p = HORB) : ¢ = €9 j=1,2,3
- artas
po= )l oap = (+,-)el(E) ‘1
< 63 — eiat ( ° )
lp = (’I“St) L g _ 61’%"(]'71) ei(°‘r+0;’s+at) i=1,2,3

Nous étudions maintenant les R.I. du groupe K(3) en suivant les raisonnements proposés par
MeclIntosch [71, 72] sur I’étude des groupes semi-directs.

Les R.I. du groupe A(3) sont parfaitement déterminées. En effet, A(3), considéré comme groupe
matriciel, peut s’écrire comme la somme directe de trois groupes Cy, :

A(3) = Coo(1) @ Coo(2) ® Cio(3). (5.13)

Par conséquent, les R.I. du groupe A(3) s’expriment comme les produits directs des R.I. des trois
groupes Cy [37]. De plus, comme les R.I. d'un groupe Cy, sont déterminées par ¢/*™ (n € IN), ceci
implique que les R.I. du groupe A(3) peuvent étre caractérisées par le poids w = (nyngong). Ainsi
pour tout élément a € A(3), une R.I. A(3) est définie comme :

Dw:(m na ng)(a) _ 6i(a1 ni+as notasg n3). (5‘14)
Définissons maintenant le groupe du poids (ou petit groupe), que nous noterons W. Ce groupe est

un sous-groupe de S(3), et est formé par les éléments (permutations) h qui satisfont &
heWw: Dv=(mnzns)(pqp=1y = pw=(mn2na)g) (5.15)

c’est-a-dire que les permutations h € W laissent le poids w = (n; ngn3) inchangé [17].

Les R.I. du petit groupe W =Y. @S(n;) avec ) . n; = n sont des produits directs des différentes
R.I. des groupes S(n;) présents au sein de la somme directe définissant le petit groupe V. Notons ces

R.I. par f, = f1, fo, -+ ou f1, fo, --- sont les partitions des différents groupes S(n;). Utilisant les
R.I. de W, nous pouvons former les produits directs de matrices suivants :
D(w fw) (ah) = Dw:(m n2ng) (a) wa (h) (516)

Toutes les différentes matrices précédentes D /w)(ah) constituent une représentation du sous-
groupe A(3) AW (C A(3) AS(3) = K(3)). En effet, on a

DWl)(aha'h') = DWWl (aha'eh)
= DWWl (aha'h~ hh')
= Dw=(mn2n3)(gha'h=1) Dfe (hh')
= pw=l )(a) Dw=(m11213) (ho!B=1) Dfw (h) DI (b))
= pw=(mmn2ns)(g) pw=(ninans) gy Dfo(p) Dl (B
pw=(nin> n3)(a) DFw (h) pw=(n1n2ns) (a') DIfe (A"

(5.17)

ninznz)(q
a
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ainsi, on a bien la relation qui définit une représentation
DI (aha'h') = D T) (ah) D T) (B! (5.18)

de plus, McIntosh [71, 72] montre que cette représentation est irréductible.

Nous choisissons maintenant un ensemble de générateurs de classes résiduelles & droite (G.C.R.)
{¢;} du petit groupe W dans S(3). Cet ensemble {¢;} va nous permettre de déduire les représentations
du groupe K (3) a partir des représentations (5.16) de A(3) AW. Il nous faut donc déterminer ’ensemble
adéquat de (G.C.R.) {¢;}. Horie [73] propose une méthode systématique pour effectuer le choix des
différents ¢; :

e SiW=S8(n)® S(ng) alors

1 < ¢ <min(ny, n9)
avec I1<s1 <8< <8¢y (5.19)
n1+1<t1<t2---<tq<n1+n2

C1 = €
cgr1 = (s1t1)(s2 t2) -~ (8¢ tg)

o SiW=S5(n)®S(n2)®---®S(n;) alors on commence par prendre les G.C.R. {¢;} de S(n1) ®
S(n2) dans S(ny+ng), puis, on prend les G.C.R. {¢;} de S(n1+n2)®S(n3) dans S(n+ng+n3),
et ainsi de suite. Ensuite, on multiplie & droite tous les G.C.R. {¢;} de S(ny) ® S(ny) par tous
les G.C.R. de S(n1 +ns2) ® S(ns), et ainsi de suite. A Iissue de processus, on obtient un nombre

J
o
j— Li=l
J
Hni!
i=1

de G.C.R. distincts pour le groupe du poids W, sous-groupe de S(3). La table 5.1. est un exemple
de la méthode de Horie pour le cas W = S(1) @ S(2).

(5.20)

w Ci M; = We;

S2)eS(1) | caa=e | My =Weci=We=W={e, (12)}

02:(13) MQZWCQZ{(13), (321)}

c3 = (23) Mz =Wes ={(23), (123)}

TAB. 5.1 — Exemple de la méthode de Horie, avec W = S(2) & S(1).

Nous pouvons désormais induire les R.I. de K(3) a partir des R.I. (5.16) du groupe A(3) AW. Pour
faire ceci, nous commencgons par poser

D (ap) = DI enapes) 6 (cnpeg!  h e W) (5.21)
= D"(cmacy!) DI (empey!) 0 (empey,' s h € W)
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ou le symbole de Kronecker est ici défini comme :

1 si eqmpey,t €W
0 sinon.

§ (empey,t, h € W) = { (5.22)

Pour un ¢ donné et p € S(3), il existe un et un seul ¢,, tel que czpc,,! = h € W. En effet, pour
une décomposition W = ¥ | &S(n;) avec Y ¥, n; = 3, 'ensemble des G.C.R. du petit groupe W est
tel que les We; engendrent S(3) dans sa totalité, ou chaque élément de S(3) n’apparait qu'une seule
fois. Mc-Intosh, comme nous ’avons mentionné précédemment, a prouvé que, d’'une facon générale, les
R.I. du groupe produit semi-direct induites par le procédé ci-dessus sont irréductibles, et que toutes
les R.I. du groupe issues de ce produit semi-direct peuvent étre obtenues de cette facon.

Nous allons maintenant déterminer la table de caractéres du groupe K(3). Cette étape est obli-
gatoire si on désire effectuer les descentes U(3) D K(3) et K(3) D C3,. De maniére générale, nous
pouvons distinguer trois possibilités pour le poids w (caractérisant les R.I. de A(3)) qui correspondent
aux différents cas pour le groupe du poids W :

e w = (nynyny) cest-a-dire que W = S(3)

ABB)  S(3)

RI.de K(3): (niminy) {300}
(n1 n1 nl) {210}
(nlnlnl) {111}

(5.23)

e w = (n1nqne) cest-a-dire que W = S(2) & S(1)

A(3) S(2) @ S(1)
RI.deK(@3): (nining) {20}{1} (5.24)
(n1n1n2) {11}{1}

ou {20} et {11} sont respectivement les R.I. symétrique et antisymétrique du groupe S(2).
e w = (n1nyng) c'est-a-dire que W = S(1) & S(1) & S(1)

AB3) S
; (5.25)

R.I.de K(3) : (ninans)

Examinons maintenant ces trois situations.

Premier cas : w = (nynjnp) c’est-a-dire que W = S(3)

Cette situation correspond au cas d’une seule couche qui contient trois oscillateurs identiques. Le
groupe du poids est alors clairement S(3), et les R.I. de K(3) sont simplement le produit direct des
représentations des groupes A(3) et S(3). Ainsi, on a directement

Dw:(nl nini){fifof3} (ap) — D’w:(nl nan3) (a) D{ fif2fs }(p) — einl (a1t+as+as) D{ fif2fs} (p) (526)

ce qui implique que le caractére associé x@=1mn){fif2f3}(qp) s%écrive comme

=) {2 fa}(gp) = gimi (artastas) \{fifa fa} () (5.27)
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avec les caracteres [74]

x{300} (p=e) = 1

x {300} (p=(ij)(k)) =

x{300} (p=(ijk) = 1

x{210} (p=e) = 2

x{210} (p=(ij)(k)) = 0 (5.28)
x{210} (p=(ijk) = -1

x{111} (p=e) =1

x{111} (p=(ij)(k) = -1

x{11} (p=_(ijk) = 1

De ceci, nous pouvons déduire, avec p = e, les dimensions de ces différentes R.I. de K (3) :

dim((nyning) {300}) = 1
dim((niming) {210}) = 2 (5.29)
dim((nymynq) {111}) = L

Deuxiéme cas : w = (nynjng) c’est-a-dire que W = S(2) @ S(1)

Cette situation correspond au cas de deux couches, dont I'une est occupée par deux oscillateurs
identiques, et 'autre par un seul. Le groupe du poids W est W = S(2) @ S(1), donc les éléments de
W sont { (1,2); e}, et nous avons les représentations orthogonales de Young [74] des groupes S(2) et

S(1) :

S(2) : {20} : DINip) =1 Vp € S(2)

{11} « Dllle) = 1

{11} : DUij) = -1 VY(ij) € S(2) (5.30)
S(1) = {1} : Dille) = 1L

Ainsi, les représentations du groupe du poids W = S(2) @ S(1) nous sont données par :

{20} {1} : D) = 1 Vpes(2)

(11} {1} : DU = 1 (5.31)
DUHI(p) = —1 V(ij) € S(2).
Pour la situation w = (nyming) i.e. correspondant aux trois états non symétrisés |ni ni no),

|namini) et |nigmany), nous pouvons, a partir de (5.31), en déduire que la représentation matricielle
de tous les éléments ap de K (3) est :

pr=(mmnm){fif} {1} (gqp) = pw=mnmin)(g) plifif2b{1}(p)

|n1 n1 n2> |n2 n1 n1> |n1 no n1>
et (n1a1+ny az+nz as) 0 0
= 0 et (n2 a1+ny az+ni a3) 0
0 0 el (n1 ar1+ns az+ni as)

wx  plff3{1} (p)
(5.32)

| {01
avec : {fifo} {1} = { {11} {1}.

Nous allons maintenant expliciter la forme des matrices D{fLf 2}‘{1}(;0) suivant la nature de p.
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a)p=e
Dans ce cas, on a clairement

D} 1b () — T,
P} —

les caractéres sont alors la somme des éléments diagonaux des matrices DW=("17172)(g)

Xw:(n1 nina) {20} {1} (ae) — Xw%(nl nyno) {11} {1} (ae)

i(n1 ar1+ni as+na as)

et (
ei (n2 a1+n1 az+ni asz)

+ +

et (n1ar+n2 az+ny az)

B) p=(12)(3) ou tout autre élément (7 j) (k) de la méme classe
Nous avons les trois relations

e (12) e = (12) a(12)c;t = (12) e W
{(13)(12)(23) = (12) { Z
(23)(12)(13) = (12)

nous avons alors les deux matrices

1
DO N((12) (3)) = ( 0
0

-1 0 0
pHH((12) (3)) = ( 0 0 1)
0

ainsi, les caracteres nous sont donnés par

Xw:(nl nin2) {20} {1} (a(l 2) (3)) — ei (n1 ar14+n1 az+ng asz)

Xw:(nlnlng){ll}{l}(a(12)(3)) — _ei(n1a1+n1a2+n2a3).

v) p = (123) ou tout autre élément (i j k) de la méme classe
Nous avons les trois relations

e (123) (23) = (12) ca(123)c;' = (12) ew
{ =

(13) (123) e = e c(123)c]' = e €W
(23) (123) (13) = e c3(123)c, !

e €W

et les matrices

0
D201} (123) = ( 1
0

0 0 -1
piti{l(123) = -1 0 0
0

ce qui nous donne les caracteres :

Y0=mnin2) (200 {1 (g3 j k) = 0

xe=nin) 1 1 (i j k) = 0.
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(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)
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Puis de la relation (5.33) nous déduisons la dimension des R.I. w = (ny nyna) {f1 f2} {1} de K(3)

dim ((n1 n1ne) {20} {1}) = 3

dim ((mymy mo) {11} {1}) = 3. (5.41)

Troisiéme cas : w = (n1 nyng) c’est-a-dire que W = S(1) @ S(1) & S(1)

Nous avons, dans cette situation, trois oscillateurs dans trois couches différentes. L’élément du
groupe du poids W = S(1) @ S(1) & S(1) est I’élément identité e; et les R.I. de A(3) A W nous sont
données par (5.16)

pw=(ninznz) {1} {1} {1} (ae) — pw=(nin2ns) (a) 1,
(5.42)
— gi(niartnzaztnsas)
Ainsi, les représentations (5.21) induites dans K (3) sont données par la relation
'D:i,);,gm n2ns) {1} {1} {1} (ap) = pw=(nins ng)(cma anll) i {1} {1}(CmpC;11) S(empet, h € W)

— pw=(nin2 ng)(cma 07%1) pi1H{1} {1}(Cmpc;L1) 6(cmpcfnl, ee W)
= Dv=mmm)(cpacy') DU (e) d(cnpey!, e € W)
— Dw:(m no n3)(6ma C;nl) 1Ty 5(cmp6;11 , ec W)

— pw=(nin: n3)(0ma crtnl) 5(cmpc;11 ,e e W)
(5.43)

avec

{e;i}={c1=e,c0=(12),c3=(13),¢c4=(23),¢5=(321), ¢ =(123)} (5.44)

donc les G.C.R. {¢; } sont les six éléments du groupe symétrique S(3). La condition ¢, pc,,! = e est
similaire & p = ¢! ¢, donc la matrice (6 x 6) représentative de I’élément p € S(3) est construite en
ayant 1 aux places ol p apparait dans la table de multiplication de S(3) (voir TAB. 5.2) et 0 ailleurs.

L’élément identité e est le seul élément p de S(3) & avoir, dans sa matrice représentative, des
valeurs diagonales non nulles. Ceci implique donc que le caractere associé satisfasse a

Par suite, comme la matrice représentative de 1’élément identité e est la matrice unité d’ordre 6
1, on peut écrire que le caractere (5.45) est

66 0 0 0O O O

0 6 0 0 0 O

x =z na) I (g5) = 6(p, ) Tr |1 x (5.46)

avec les différents 0; (1 <1 < 6) qui valent

0, = et (n1aitnz az+ngas) 0, = et (N2 a1+n1 az+ngas) 03 = et (3 a1tn2 az+ny as)

(5.47)

0, = e (n1 a1+n3 az+n2 asz) 05 = et (n3 a1+n1 az+ns asz) g = e (n2 a1+n3 a2+n1 asz)
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S(3) m [ 1 2 3 4 5 6
em | e (12)  (13)  (23) (123) (321)
mo | et
1 |e e (12)  (13) (23) (123) (321)
2 | (12) (12) e (123) (321) (13) (23)
3 | (13) (13) (321) e  (23) (123) (321)
4 | (23) (23)  (123) (321) e  (12) (13)
5 | (123)°1 (321) (13) (23) (12) e  (123)
6 | (321)°" (123)  (23) (12) (13) (321) e

TAB. 5.2 — Table de multiplication{cm c;Ll} du groupe symétrique S(3).

et la matrice contenant les 6; (1 < i < 6) est exprimée dans la base composée des kets non symétrisés
|n1 n9 n3> |n2 ni n3> |n3 no n1> |n1 ns n2> |n3 n1 n2> |n2 ns n1>. (5.48)

Cest-a-dire que le caractere x@=1n2n3) {IHH1} (gp) vaut

Xw:(nl nang) {1} {1} {1}(ap) — 5([7, e) (e (n1 a1 +n2 as+nsz as) +ei(n2 a1+ny Oé2+n3a3)_,_

el (n3 ar1+ns az+ni asz) 4 et (n1 a1 +n3z az+na Oé3)+
et (

i(ng art+ni az+ng as) + et (n2 a1 +ns3 az+ni a3))

(5.49)
= 4d(p,e) > el (nrantnsastniag)

(r,s,t) = p(1,2,3)
p €S(3)

Puis, en tenant compte du fait que la matrice représentative de 1’élément identité e est la matrice
unité 1llg, on peut écrire que :

dim ((nynang) {1} {1} {1}) = 6. (5.50)
Nous résumons dans la TAB. 5.3 cette étude des R.I. du groupe K (3).

5.3 Réduction de la représentation [n, 02] de U(3) dans K(3)

5.3.1 Introduction

Pour ce travail, une application importante du formalisme mis en place précédemment, est la
réduction de la représentation totalement symétrique [n, 02] de U(3) dans K (3). En effet, la totalité
des états physiques associés aux modes vibrationnels d’élongation des molécules XY3 non planes est
contenue & l'intérieur de la représentation totalement symétrique [N , 03] de U(4), et ces états peuvent

étre maintenant étudiés par 'intermédiaire de la chaine (5.3).
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1 élément 3 éléments 2 éléments
Groupe du poids W K(3) = A(3) A S(3) ae a(ij) (k) a(ijk)
S(3) (n1 n1 n1) {300} eini(artaztas) eini(artastag) eini(artastag)
S(3) (n1 n1 n1) {210} 2ein1(a1+aztas) 0 _eini(artaz+az)
S(3) (n1 1 ny) {111} eini(a1taztag) _eimni(a1taztag) eini(artas+taz)
5(2) D S(l) (nl ni n2) {20} {1} Z et (nia1+njas+naasg) ei (n1a;+nioj+noag) 0
ciieaics
S(2) ® S(1) (n1 n1 no) {11} {1} S ef(niartniastnoag) _et (n1aitniajtnoay) 0
c1;c25c3
SM@S(1)®S(1) | (n1n2ng) {1}{1}{1} > eflnrontnsantnias) 0 0
(T7 s’t)
p(1,2,3)
pES(3)
avec : ¢ =e; co = (13); ¢35 =(23)
et
° X(w:(nl no ng){l}x{l}x{l})(ap) — 5(1),6) Z ei (npai+nsas+niagz) 5(17’ 6) [ei (n1a1+noas+ngasz) +
(r’ s’ t) = p(I’ 27 3)
pE€S(3)
ei (n2artniantngas) | pi(ngartnzaztnias) | pi(mentngastnzag) | pi(ngertniaztnzag) | pi(n2ertngaztnias))
° X(w:(n1 n1 nz){flfz}X{l}(ae) — S oel (niert+niaztngasz)  —  gi(niartniestnaaz)  aetion de ¢; = e sur (n1n1m2)
c1;c25c3

+ ei(nzartnicntnies)  aetion de ep = (13) sur (n1ni na)

+  ei(moartnzantnies)  aetion de ez = (23) sur (ngn1 n2)
TAB. 5.3 — Table de caractéres du groupe semi-continu K (3).
Cette réduction est facilement obtenue par la méthode usuelle des caracteres. La multiplicité

m(\, ) d'une R.I. 7 d’un sous-groupe H (d’un groupe G) dans une R.I. A de G, est donnée par
I’expression

m\, ) = |H| z}:IX (9) (5.51)
g€

ou |H| est I'ordre du sous-groupe H [32], x*(g) et X" (g) sont respectivement les caractéres des R.I. A
de G et m de H . Appliquant ceci & la situation U(3) D K (3), nous obtenons

Z X[m13m23m33} (ap) X(w fuw)* (a,p) (552)
(ap)eK(3)

milmas, mas, mssl, (w fu)) = e

Les caracteres X(“’ fuw)® (ap) ont été déterminés dans la section précédente, et rappelés dans la table 5.3.
Le caractere d'un élément U de U(3) est un polynéme symétrique des trois valeurs propres €1 , €3, €3

(5.12) donné par la relation de Weyl [32, 37]. Pour une représentation totalement symétrique [n 0 }



5.3. REDUCTION DE LA REPRESENTATION [N, 0'2] DE U(3) DANS K(3) 87

de U(3) nous obtenons

n+2

€ € 1

€ e3 1
Xm0 0 U = ap) = = = >

r1+r2+r3=n

€1' (ap) €5 (ap) €5° (ap). (5.53)

Nous proposons dans 'annexe C une méthode générale qui permet de déterminer le caractére

x™ 25 m3l(1f) d’un élément quelconque U de U(3). Ainsi la multiplicité m([n, 0, 0], (w f,,)) peut étre
développée

m([n, 0, 0], (w fy)) =

2T 2T 2T . (554)
33' / / / Z [ 7 (ap) €32 (ap) €22 (ap) X' I)" (ap)| dev deva devs

T1+T2+r3=n
car |K(3)| = (2r)33! [17]; puis en développant le caractére x(*/»)" (ap) comme

X (ap) = x =) (a) x o (p)

(5.55)

on obtient alors ’expression générale suivante de la multiplicité
m([n, 0, 0], (w fu)) =
2w 2w 2w _ .
33, / / / Z €t (ap) €57 (ap) €5*(ap) =M "2™)(a) xTo (p) davy dovy dovs.
I1+:1:2+:173 n
(5.56)
Nous présentons en détail le calcul de la multiplicité m([n, 0, 0], (w f,)) définie par la triple
intégrale précédente pour le premier cas, ¢’est-a-dire lorsque w = (nynyny)
n {300}
nL=g et fw {210} .

(5.57)
{111}

A Taide de (5.27) qui définit le caractére y“="1m1m1)(g) = g=im (1+e2+03) deg différents éléments
a de A(3), et de la table 4.3, la multiplicité m([n, 0, 0], (n1 n1 n1) fi) s’exprime de la maniére suivante
(et en se rappelant que tous les éléments d’une méme classe admettent le méme caractere)

m([n, 0, 0], (n1nin1) fu) =

2w 2 2 _ _ ) ) .
33'/ / / [ela1$161a21262a3l‘3 efznl(a1+o¢2+a3) Xfw (6)]

x1+:vz+903 n=3n1

+3

[6 5 (1+az) eim T2 F (a1+az) el 03 T3 p—iny (a1 +az+as) Xf:,((l 2) (3))i| (558)
r1+T2+r3=n=3n]

+2 Z [el = (a1 +az+tas)

ot 22 ol F (a1taztas)
r1+T2+r3=n=3n1

ot 5 23 ol (a1taztas)

e—ini (e1+az+as) Xfé?(l 23)]) doy dao dag
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soit

m([n’ 0, O]a (nlnlnl)fw) =

1 (Xféﬂ (e) Z

3!
r1+T2+r3=n=3n]

1 2r 1 2r 1 2w
_/ ol al(xl—nl)dal L ezag(mg—nl)daQ _/ el a3(m3—n1)da3
2w 0 21 0 21 0

. i (G5 —n1) L[ Par(S+52—n1)
61221da12— e\ T T d o
T™Jo

Bak2E) Y e (— /
r1+x2+r3=n=3n1 27 0

1 27 .
- 6zag(m3—n1)da3>
27(' 0
* <27 ]_ 2r . 1 , T2 T3
+2 x/u(123) > e’ (w2+23) ( —/ S e S SOl )
xr1+xo+rs=n=3n1 2 0
2 2
i neia2(%+%+%*n1)da2 i Weion(%Jr%Jr%q’*m)daS )
27T 0 271' 0
(5.59)
ce qui nous donne
1 *
m([n00], (nimini)fu) = = | x7*(e) d(x1,n1) 0(x2,n1) 6(w3,M01)
3!
’ T1+T2+T3=n=3n1
+3 o ((12)(3)) > e §(x1 + x9,2n1) 0(23,11) (5.60)

r1+r2+r3=n=3n1

+2 x/w(123) > ¢ 3 (22278) §(py 4y + 963,3”1)) :

T1+T2+r3=n=3n1

Il nous faut maintenant déterminer la valeur des trois sommes présentes au sein de I'expression

(5.60).

Premieére somme : §; = > d(z1,n1) §(z2,n1) 6(x3,n1)

T1+T2+r3=n=3n1

La condition d(x1,m1) 0(x2,m1) 0(x3,m1) implique qu'on somme sur toutes les possibilités de sa-
tisfaire & ny +n; +n1 =n = 3ny. Or il n’y & qu'une seule possibilité, ainsi
S = Z d(z1,m1) 6(x2,n1) 6(x3,n1) = 1. (5.61)

T1+T2+r3=n=3n]

Z eiTFl'2 5($1 —+ €9, 2n1) 5($37n1)

Deuxiéme somme : S, =
T1+T2+r3=n=3n1

On a les développements suivants :
2n1

Z oiTTy Z (-1)" =1. (5.62)

r1+xra=2n1 xo=0

Sy = Z P d(z1 + x2,2n1) 0(x3,m1) =
z1+r2t+r3=n=3n1
ei%w(m"'%?’) 5(1‘1 + 29 + 23, 3n1)

Troisiéme somme : S3 =
T1+T2+r3=n=3n1
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On a les développements suivants :

-2
'3 (®24223) § (1) 4 20 + 23, 301)
T1+T2+r3=n=3n

3ni1 3ni—x1 o .
- 3 T )

r1=0 x2=0

(5.63)

- R () e B ()"

1—e™" x1=0 xr1=0
= 1.
En distinguant les trois possibilités pour fy,, on obtient les résultats suivants

Si fu = {300} : m([n00],(ninini) {300}) =1
Si fu = {210} : m([n00],(ninini) {210}) =0 (5.64)

Si fu = {111} : m([n00],(nininy) {111}) =0

soit sous forme condensée :

m([n00], (n1nint)fi) = 0(3n1, n). (5.65)

En utilisant les mémes méthodes que précédemment, on trouve pour les autres R.I. de K(3) les
résultats suivants :

m([n00], (n1ning) {20} {1}) = 1
m([n00], (nining) {11} {1}) =0 (5.66)
m([n00], (mnong) {1} {1} {1}) = L

Ainsi, des relations (5.65) et (5.66), nous en déduisons que la décomposition de la représentation
-2
totalement symétrique [n, 0 ] de U(3) dans K(3) est

[n,02] = (nymimi) {300} 6(3n1, n) + > (mimine) {20} {1}
ny # n
2n1 +ng9g =n

+ 2 (ningng) {1} {1} {1}. (5.67)
ny, n2, N3

ny > ng > N3
ny+ne+ng=n

Par exemple, pour n = 3 la relation précédente devient

&

ni # nao ni, N, N3
2n1 +n9g =3 ny > ng > ng
ny+mno+ng =3

= (111) {300} + (300) {20} {1} + (210) {1} {1} {1}.
(5.68)

(111) {300} + > (nining) {20} {1} + 2. (ningns) {1} {1} {1}
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On peut vérifier I’égalité des dimensions, en effet, on a

dim ( [3,02]) _ (3;22)! — 10 (5.69)

° dim (111) {300} =1
dim (300) {20} {1}
dim (210) {1} {1} {1}

|
o w

(5.70)

5.4 Etude algébrique de la chaine K (3) D S(3) D Cj,

5.4.1 Produit élargi de représentations de S(p)
Introduction

Considérons deux systémes physiques indépendants constitués par p; et ps oscillateurs, tous to-
talement identiques, et de groupe d’invariance respectif S(p1) et S(p2). Lorsqu’il n’y a aucune inter-
action entre les deux systemes, le groupe d’invariance de I’ensemble est simplement le produit direct
S(p1) ® S(p2).

Si l’état du premier systéme appartient & Pespace de la représentation D(Y) de S(p;), et celui du
second & D@ de § (p2), le systeme global sera évidemment un état de Pespace DW @ D@ qu groupe
d’invariance S(p;) ® S(p2) de 'ensemble.

Supposons maintenant qu’il existe une interaction entre les deux systémes d’oscillateurs. Commes
les oscillateurs sont équivalents, le systéme global posséde la symétrie du groupe S(p; + p2). Une
question intéressante est de savoir & quelles R.I. de S(p; + p2) appartient I’état du systéme global.

Nous sommes ainsi conduits & une nouvelle décomposition, celle d’un produit élargi [43, 74] de
deux R.I. D(®) et D) .

D@y DB = plu) g plu2) g ... (5.71)

Si dyet dg sont les dimensions des R.I D@ et DB alors la dimension A du produit élargi
D@ v D) nous est donnée par [43] :

|
dim (D(a) V D(ﬁ)) =N = dadﬁ%. (5.72)

Exemple

A titre d’exemple, effectuons le produit élargi de la représentation {3100} du groupe S(4) représentée

par la tableau de Young | |, par la représentation {210} de S(3) représentée par la tableau de

Young | :

v (5.73)

Nous explicitons ci-apres une méthode générale, dites “des noeuds et des coudes” due & Coleman
[75], qui permet de déterminer la dimension d’une R.I. quelconque d’un groupe de permutation. Afin

d’illustrer cette méthode, nous choisissons arbitrairement le diagramme [ 1] de S(7).

Ce que les anglo-saxons appelent les noeuds (node) sont en fait les cases qui constituent le dia-
gramme de Young considéré.

Premiére étape : affectation des coudes aux noeuds

On choisi un noeud quelconque sur le diagramme précédent, puis un lui associe un entier naturel
appelé “longueur de coude” tel qu’il soit égale au nombre de noeuds & droite dans sa ligne plus le
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nombre de noeuds en bas dans sa colonne plus un. On obtient ainsi :

1

(5.74)

Deuxiéme étape : Dimension de la R.I. associé au tableau de Young considéré

La dimension de la R.I. associée au tableau de Young considéré est alors donnée par la relation

suivante
di [ 1] (nombre de cases constituant le tableau de Young)!
im =
le produit de toutes les longueurs de coudes affectées aux différents noeuds
(5.75)
ce qui donne
7!
di L) = — 14 5.76
1m< 6x5x3x2x1x2xl1 (5.76)

En appliquant cette méthode “des noeuds et des coudes” aux R.I. {3100} du groupe S(4) représentée

par la tableau de Young | ‘, par la représentation {210} de S(3) représentée par la tableau de
Young ‘, on obtient alors a I’aide de (5.72)
dim ‘ ) = 3
- —  dim < [ Iy ) — 210. (5.77)
dim > = 2 — —
Effectuons maintenant le produit élargi | |\/ | Celui ci se fait en plusieurs étapes. On

commence par affecter la lettre a & toutes les cases de la premiére ligne du multiplicateur, puis b &
toutes les cases de la deuxieéme ligne, et ainsi de suite. On obtient ici :

alal (5.78)

Puis, accolons les différentes cases @ du diagramme précédent au diagramme multiplicande de fagon
a ce qu’elles n’apparaissent pas dans une méme colonne, et cela de toutes les maniéres possibles. A ce
stade, on obtient les différents diagrammes :

| la] |

a (5.79)

| lala] |a]

Une fois que ceci est fait, on accole les cases @ aux diagrammes de Young précédemment obtenus
en respectant non seulement la méme restriction qu’auparavant mais aussi la suivante : en lisant de
droite & gauche et de haut en bas les lettre rencontrées dans les diagrammes obtenus, a aucun moment
le nombre de lettres b rencontrées ne doit dépasser le nombre de lettres a, c’est la préséance des a sur
les b. Puis, on place les ¢, d, ... en respectant dans ce processus de lecture la préséance des b sur les c,
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des ¢ sur les d, et ainsi de suite. On obtient ici les tableaux suivants :

alal | lala] 2]
b m alb
dim = 14 dim = 15 dim = 14
a a | la]
a b —
b a " (5.80)
dim = 35 dim = 35 dim = 20
| HEN
ala a a
A alb i
dim = 21 dim = 21 dim = 35

et, on vérifie bien que la somme des dimensions (5.80) obtenues est bien égale & celle du produit élargi

v

14+15+14+35+35+20+21+21+35:210:dim( | |\/ |> (5.81)

5.4.2 Application aux R.I. de K(3)

Afin de faciliter le lecture de ce chapitre, nous nous permettons de rappeler, sous forme de tableau,
les éléments essentiels en terme de R.I. et de classes d’équivalence, de I'isomorphisme S(3) =~ Cs,,.

Cgv (& 3Ui 203

SG)| @) (2 (3)

R.L R.T. 1

Csy S(3)

A {300} | 1 1 1
Ay {1y | 1 1 1
E {210} ] 2 0 1

TAB. 5.4 — Table de caracteres de S(3) ~ Cs,.
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Premiére répartition : (nyninq)

On a les trois cas :

K(3) O SB) =~ Oy
(mimimy) {300}) = {300} ~ 4,
(5.82)
(miny) {111}) = {111} ~ 4y
(mmyny) {210}) = {210} ~ E
Deuxiéme répartition : (n 1 n2)
Pour la R.I ((nin1ns) {20} {1}) de K(3), nous avons :
TVl = [TTal & |-
— {300} @ {210} (5.83)
- A4 o E.
Puis, pour la R.L ((nininz) {11} {1}) on obtient :
O E e [T
(5.84)

= {111} @ {210}
= A @ E.

Troisiéme répartition : (n; ngng)

Enfin, en ce qui concerne la R.I. ((ninans) {1}{1}{1}) de K(3), nous obtenons :

Ov@)vE = ([aef, ) V@

_ B [Tl
= Llalble—o5 @ (5.85)

= {300} @ {111} ®2{210}

= AL @ Ay D 2F.

Ces différents résultats sont regroupés dans la table 5.5

Nous extrayons de la table 5.5 un sous tableau qui est constitué des R.I. de K (3) dont la décomposition
dans C3, = S(3) contient A; ~ {300}.

Les kets symétrisés dans la chaine algébrique (5.3) sont donnés dans ’Annexe A.

En comparant les tables 5.6 et 5.7, il apparait clairement que les seules représentations I' engendrées
par les kets |n; njny > dans Cs, = S(3), sont les R.I. du groupe K(3) qui contiennent la composante
Ay dans C3, (ou {300} dans S(3)).

De tous les résultats issus jusqu’a présent de cette étude du groupe K(3), nous pouvons tracer
le diagramme théorique des niveaux d’énergie vibrationnelle (d’élongation) des molécules XY3 non
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K(3) = AB3) A S(3) S(3) Cso dim
(n1 ny 1) {300} {300} A 1
(n1 n1 ny) {13} {13} Ay 1
(1 my ny) {210} {210} E 2

(n1 n1 ng) {20} {1} {300} ® {210} A®FE 3
(n1 n1 me) {11} {1} {13} @ {210} Ay ®FE 3
(n1 n2 ng) {1} {1} {1} | {300} @ {13} ® 2{210} | A1 D A2 ®2E | 6

TAB. 5.5 — Décomposition des R.I. de K (3) dans Cj5, =~ S(3).

K(3) = A(3) A S(3) S(3) Cso dim

(n1 al TL1) {300} {300} A1 1

AioFE 3

(n1 my no) {20} {1} {300} ® {210}

{300} @ {13} & 2{210} | A, ® A, ®2E | 6

(1 ng ng) {1} {1} {1}

TAB. 5.6 — Décomposition des R.I. de K(3) dans C3, ~ S(3) qui contiennent A; =~ {300}.

planes. Dans notre exemple, nous avons choisi N > 4 (voir la figure 4.1). On constate alors visuellement
toute 1'utilité d’introduire le groupe K (3) dans la description des états vibrationnels d’élongation des
molécules XY3 non planes.

En examinant la figure 5.1, on peut donner une interprétation physique au groupe K (3). En effet,
de par les différents poids w que l'on peut associer au sous-groupe A(3), on constate que le groupe
K (3) nous donne acces aux différentes répartitions énergétiques possibles des quanta sur les liaisons de
la molécule. En effet, intuitivement on constate que pour une molécule pyramidale, il n’y a que trois
répartitions énergétiques possibles : les trois liaisons ont le méme état énergétique (w = (nynin1)),
ou bien une liaison est dans un état différent des deux autres (w = (nq n1n3)), ou finalement les trois
liaisons ont des états énergétique différents (w = (nq nen3)). C’est pourquoi nous donnerons au groupe
K (3) le nom de groupe de la répartition énergétique.
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Base |n;njni > | Représentation I' dans S(3) | Représentation I' dans Cs, | dim

| nyning > {300} Ay 1
| nynigng > {300} D {210} Al F 3
|ninang > {300} @ {13} @ 2{210} A1 © Ay ®2F 6

ny > ng > N3

TAB. 5.7 — Représentations I' induites dans C3, ~ S(3) par la base |n;n;n; >.

U4 o U®) 5 K(3) 5 S(3) ~ Cs
| (211 ){20}x{1} - —— E
| B T —— A
| - (220){20}x{1} - ——— E
/& ///// T - A1
, 4001 -~ (310){1}x{1}x{1} -~ 2E
b U L T
/ ~ —_—
- ©(400){20}x{1} - ——— f\l
, - -
/// B (111){80} A%
,!,/ 18,001 -7 (ao){1px{1}x{1} -~ —_ 4f
/ ~ - T = ;:\; A
I/ / \\ \\\— A2
[N,0,0,0]"/ S (300){20}x{1} - — g’
\ -
(N> 4) T A
‘\\\ | _(u0){20)x{1} - ——— E
V" [2,0,0] - T~ Ay
| —
\ T~ (200){20}x{1} _ _ -
\\ - A,
' [1,0,0]
\ -~ _ _ _ (100){20}x{1} - ——E
- A,

Fic. 5.1 — Schéma des énergies théoriques pour une molécule XY3 non planaire, pour N > 4.

5.5 Recherche d’opérateurs caractérisant les états (nynyns) (f, w)

Le Hamiltonien d’ordre zéro associé au systeme étudié peut étre construit a ’aide du concept de
symétrie dynamique [6]. C’est pourquoi nous devons déterminer un ensemble complet d’opérateurs
invariants (opérateurs de Casimir) pour le groupe K (3). Dans la chaine (5.3), & 'exception du groupe
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K (3), les opérateurs invariants linéaires et quadratiques des différents groupes sont :

(5.86)
3
' = Sa=a . ' =a@+2)

On sait que les deux invariants IfU(AL)) et IéU(4)) sont inutiles dans la construction du Hamiltonien.
On cherche alors des opérateurs invariants dans S(3) qui soient fonction des opérateurs de poids. On
trouve

3 3
I{S(g)) = Zﬁf et 155(3)) = nin;. (5.87)
i=1 i#j=1
or on a l’égalité
2
I£5(3)) +I§S(3)) _ [IEU(@)} (5.88)
3
donc un seul de ces opérateurs doit étre retenu, nous choisissons 155(3)) = ) n;nj. Mais celui-ci ne
i#j=1
permet pas de distinguer completement tous les états. par exemple :
3
(411) n=6 >, nin; =18
)
7 (5.89)
(330) n==6 >, nn; =18.
i#j=1
On réitere donc le processus, et on ne retient que 'opérateur
Os= Y #gmgny (5.90)

i#j#k=1

celui-ci permet la distinction des états, au moins, jusqu’a n = 10. Nous en déduisons que Os est
nécessaire pour distinguer les états locaux pour des nombres quantiques n > 6. Donc, si nous souhaitons
I'introduire dans le Hamiltonien, il nous faudrait des données expérimentales pour les états locaux
(411) et (330). Mais avec les données expérimentales actuelles, I'utilisation de cet opérateur est
d’ordre purement théorique.

5.6 Modele algébrique du Hamiltonien

5.6.1 Hamiltonien d’ordre zéro

Le Hamiltonien Hj peut s’écrire comme
Hy=ATV® 4 g 7{VG) 4 ¢ 753) (5.91)

avec (A, B,C) € IR. C’est-a-dire que I'on a :

3
Hy=(A+2B)R+Ba’+C Y (5.92)
i#j=1
3 3
Mais comme 7% = Y77 +2 Y. 7;n;, nous obtenons une forme équivalente pour Hy
i=1 i>j=1
3

3
Hy=(A+2B)A+B Y n;+ (2C +2B) . (5.93)
i=1 i>j=1
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Finalement, le Hamiltonien Hy se réduit a

3 3
Hy=agn + a1 Zﬁ? + as Z ﬁzﬁ] (5.94)
i1 i>j=1

avec ’ensemble des parametres réels
{a0:A+2B,a1:B,a2:2B+2C} (595)

On constate que dans la base {|n1, na, n3) } (et également dans la base symétrisée définie dans
Pannexe A) le Hamiltonien Hj est un opérateur diagonal. On a donc ’équation aux valeurs propres
suivante :

Hy |ni, ng, n3) = Ey(ni,n2,n3) [n1, n2, n3g) (5.96)

soit encore

3 3 3 3
agﬁ—l-cu Zﬁg—i—ag Z ﬁzﬁ] |n1,n2, n3> = |lagmn + ay Zn?+a2 Z NN |n1, ny , n3>.
i=1 i>j=1 i=1 i>j=1
(5.97)
Deés lors, on comprend que, méme si cet Hamiltonien Hy offre déja une meilleure description que
celle fournie par un potentiel de Morse usuel, il ne rendra pas bien compte de certaines subtilités
du spectre vibrationnel, comme par exemple le couplage entre des états du type |ni, ne, ng) vers
|n1—|—1, no — 1, n3>, car :

(nl,ng,n3|H0|n1+1,n2—1,n3):0. (5.98)

5.6.2 Hamiltonien d’ordre un

Le Hamiltonien H( doit étre complété par des opérateurs non diagonaux dans la base { |n1, no, n3) },
opérateurs qui doivent bien évidemment étre totalement symétriques, c’est-a-dire étre de symétrie A;.

L’idée est de développer jusqu’au second ordre par rapport aux générateurs symétrisés (qui sont
donnés dans I'annexe B). On obtient alors I'expression générale suivante du Hamiltonien H pour une
molécule de type Cj, :

H = agl)yl(Al) 4 aéZ) D}I(Al) ® y1(A1)](A1) n agl)yQ(Al) 4 O51(12) [y2(A1) ® yZ(Al)](AI)

+ ag) D;l(E) ® yl(E)](Al) n aél)ywn) + a$2> D}S(Al) ® y3(A1)](A1) + aé?) [yl(Ag) ® y1(A2)](A1)
+ agZ) [y2(E) ® yQ(E)](Al) n a%) D;?,(E) ® yS(E)](Al) . aﬁ’y‘“l) + ag) [y4(A1) ® y4(A1)](A1)

+ a5 4 o 35040 @ PN 4 4@ [paE) @ PB4 (@) [5(E) g ()] ()

(5.99)

()
(3

Bien évidemment, I'expression de H contient des opérateurs qui sont eux mémes inclus dans Hy.

Mais comme le concept de symétrie dynamique s’applique & des groupes continus ou semi-continus,

nous allons donc construire le Hamiltonien H en ajoutant & Hy des opérateurs qui sont invariants dans

la chaine (5.3), mais qui ne sont pas des opérateurs de Casimir des groupes continus ou semi-continus

présents dans (5.3). En conséquence, Hy ne dépend pas des opérateurs b; by et b, b; (i = 1,2,3,4). On

ou les coefficients «’’ sont tous réels.
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a alors ’expression Hamiltonien H :

H = aéZ) D;1(A1) ® y1(A1)](A1) n aél)yQ(Al) 4 af) [y2(A1) ® yQ(Al)](Al) i ag2) D;I(E) ®y1(E)](A1)
4 oDy 1o [y g ian) ) 4 o) [yilan) @ AN 4 off) [y @ yum) )

+ Cl(%) [y?)(E) ® y3(E)](A1)
(5.100)
Maintenant, nous allons conserver dans 'expression précédente de H, tous les opérateurs ou les
produits tensoriels d’operateurs, qui sont de degré un vis-a-vis des générateurs, et les opérateurs qui
forme déja Hy. on a alors :

(A1)

Aq
H=H = agl)y2(A1) + af) [y2(A1) ® yQ(Al)}( ) n ag2) [yl(E) ® yl(E)} 4 aél)y?,(Al) (5.101)

Si nous développons les produits tensoriels

Py~ pagr (4L )y
oo A (5.102)

N2 + N2 + N2+ 2N, N, + 2N, N3 + 2N, N

et
(A1) 1 1 . W(E)~, (B 1 2 . L(E)~, (B
YUE) g LB A e F( P >y1< IPIE) | 1 F( P >y1( 1)
2 1 . 2 2 .
1/2 L(E),1(E) 1/2 L(E)~,L(E)

- [ﬁ1+ﬁ2_2ﬁ3]2+[ﬁ(ﬁ1_ﬁ2)]2

::4W+@+@—ME—MM—EM)

(5.103)
avec les coefficients de Clebsh-Gordan triviaux
P27 )=, (12 (5.104)
cC C A 77 ' '
Finalement, le Hamiltonien de notre systéme moléculaire devient :
H = o [1\71 + Ny + 1\73] + (af) + 4a§2)) [J\Aff + N2+ ]\732]
(5.105)

+ (208 - 40{?) [NiN, + NiN; + Mo + o V93000,

En comparant les expressions (5.94) et (5.105), on constate que Iexpression précédente du Hamil-
tonien devient H :

Hy = Ho+HWY (5.106)
avec
Hy = agl)yQ(Al) 4 O51(12) [y2(A1) ® yQ(Al)](Al)
2 (A1)
+ o) YO @ y1P)] (5.107)

3
HO = o(My3A) = a5 3 b,
i#j=1
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agl) =ap , af) _mta , ag) _2u—a , aél) = a3 (5.108)
3 12

L’interprétation de Popérateur Y3(41) 4 été donnée au chapitre précédent.

On a déja mentionné précédemment que le Hamiltonien Hy était capable, entre autre, de repro-
duire la description d’un potentiel de Morse. Ainsi, on comprend parfaitement les limites physique
d’une description en potentiel de Morse : la description par Morse reproduit partiellement ’anhar-
monicité de la liaison moléculaire considérée, mais néglige totalement les effets d’échange énergétique
intermoléculaire. Ceci explique les meilleurs résultats obtenus lors des ajustements lorsque 1'on utilise
H; au lieu de H,.

5.6.3 Hamiltonien d’ordre deux
Introduction

Il existe pour les molécules du type XY3 non planes un autre effet caractéristique de ce type de
molécules. Cet effet, qualifié de purement pyramidal, n’est pas assez bien reproduit par la correction
HW . Cest pourquoi nous allons chercher & compléter 'Hamiltonien H; par un nouveau terme correctif
H®) exclusivement introduit pour traiter notre effet purement pyramidal.

Effet purement pyramidal

La table 5.9 récapitule I’ensemble des données expérimentales d’élongation, dont nous disposons
sur la molécule d’arsine, qui sont utiles pour mettre en évidence l'effet purement pyramidal.

n Etat symétrisé | Energie observée en em ! | Ecart Energétique (E — A;) en em ™!

n=1]| |[(100)14;) 2112,164

[(100)1E;) 2126,423 11,259
n=2| |(200)14,) 4166, 772

[(200)1E;) 4167,935 1,163
n=31] |(300)14,;) 6136, 340

[(300)1E;) 6136, 330 —-0,010
n=4| |(400)14,) 8028,977

[(400)1E;) 8028, 969 —0,008
n=>5| |(500)14,) 9841, 400

[(500)1E;) 9841, 400 0,000
n==6| |(600)14,) 11576, 290

[(600)1E;) 11576, 290 0,000

TaB. 5.8 — Effet typique des molécules pyramidales.
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On constate donc & la vue des données expérimentales du tableau précédent que ’écart énergétique
Emooy1e, — Emo0)14,, en valeur absolue, est une fonction décroissante du nombre total de quanta
d’élongation n. Mais ce qui est typique des molécules X'Y3 non planes, c’est que cet écart énergétique
est trés important pour n = 1 et devient des n = 2 tres faible, pour devenir nul assez rapidement,
c’est ce que nous appelerons 'effet purement pyramidal. C’est donc pour décrire ce phénoméne que
la correction H® doit étre introduite dans le Hamiltonien H, et nous conduire 4 l'expression d’'un
Hamiltonien Hy. A titre comparatif, on peut regarder les écarts F(; o 0)1m, — E(100)14, Cest-a-dire
v3 — vq pour certaines molécules du méme type

AsH; SbH, PH, PD; NH,
vi (A1) (en em™Y) 2115,164 | 1890,502 | 2321,120 | 1682,110 | 3336, 11
v3(E) (en em™) 2126,423 | 1894,497 | 2326,870 | 1693,300 | 3443,63
vs — 11 (en em™1) 11,259 | 4,292 5,750 | 11,190 | 107,550

£=2]2"" enem 1) | 0,0053 | 0,0023 | 0,0025 | 0,0034 | 0.0317

V3 + 11

TAB. 5.9 — Comparaison de I'écart E(y ¢ 0)1m, — £(1 0 0)14, pour diverses molécules de symétrie Cs,.

Les données expérimentales ont été respectivement trouvées dans [76], [64], [77], [78] et [79, 80]'.
Le facteur £ traduit la dégénérescence des modes vibrationnels d’élongation. C’est-a-dire I’aptitude
d’un modele théorique du type U(4) D U(3) & correctement rendre compte du spectre vibrationnel
d’élongation la molécule considérée. En effet, cette quantité L est en fait

Ayvibration vs — 11
EZ W :2 D +V . (5109)
moyen 3 1

Lorsque ce facteur £ tend vers zéro, cela traduit une dégénérescence des modes vibrationnels
considérés. On constate alors que les molécules du type arsine (AsHs3), stibine (SbH3), phosphine
(PHsj), et la phosphine-3d (PD3) doivent physiquement se comporter vibrationnellement en élongation
comme trois oscillateurs identiques, c’est-a-dire un oscillateur trois fois dégénéré. Les états vibration-
nels d’élongation de ces molécules doivent pouvoir étre reproduits par la chaine (5.3). En revanche, la
molécule d’ammoniac présente un facteur £ environ dix fois plus grand que celui des autres molécules,
on peut en conclure qu’il serait souhaitable de la décrire comme deux ensembles distincts d’oscilla-
teurs : I'un de dimension deux et l'autre de dimension un. Dans ce cas, on associerait a ’ammoniac
plutot le groupe de dégénérescence U(2) @ U(1) que U(3). De plus, il faudrait tenir compte de V'effet
tunnel que subit cette molécule. Or, la théorie algébrique de I'effet tunnel n’est pas une chose simple,
qui d’ailleurs, & I’heure actuelle, n’existe toujours pas.

De par Pexpression de la correction H(Y), nous en déduisons que le terme d’échange énergétique
d’ordre deux [)73(A1) ® y3(A1>](A1’ est un terme qui contribue & la correction H(?). Mais, il est bien

clair que ce terme n’est pas le seul qui doit contribuer a la seconde correction. Malheureusement,
nous n’avons pas trouvé de critére physique qui permette de faire un choix parmi tous les opérateurs

'Les données présentées sur la molécule d’ammoniac sont celles relatives & 'états + de Ueffet tunnel (effet parapluie).
Les autres molécules présentées ne sont pas affectées par cet effet car la barriere d’inversion est trés importante [81].
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du second ordre présents dans le Hamiltonien (5.100). Ainsi, la méthode utilisée pour déterminer la
correction H?) est I’ajustement numérique sur les données expérimentales.
Les meilleurs résultats ont été obtenus par :

Hamiltonien d’ordre deux associé a la molécule d’arsine

H = CLBZV—{—GII (ﬁ% +]V22 —i—]\732) +a'2 (ﬁ1ﬁ2+ﬁ1ﬁ3 +ﬁ2ﬁ3)

Hy

(5.110)
tdl P3AD ! (304D g y3(A1)](A1) +dl [y1(,42) ® yl(A2)](A1)

g

/

H(?2)

Hamiltonien d’ordre deux associé a la molécule de stibine

H = a{)ﬁ—{—a'l (]/\712—{—]/\722—1—]/\73?)—{—&'2 (ﬁlﬁg—{—ﬁlﬁg—{—ﬁgﬁg)

Ho

(A1) (A1) (A1)
ol Y3AD 4 g [y3(A1)®y3(A1)} Vdl [yl(A2)®y1(Az)} Yl [y?’(E)@y?’(E)] .

gD

sz
(5.111)

5.7 Résultat sur la molécule d’arsine

5.7.1 Comparaison théorie - expérience

Le modele relatif & Hs sera noté (Mod.2), alors que celui en H; sera repéré par (Mod.1). Nous
présentons ci-apres les résultats obtenus par les différents modeles (Mod.2) et (Mod.1) sur la molécule
d’arsine AsHs3 pour n < 12.

ket %init.ket  %init.ket EigenValues EigenValues O0bs. En. Cal-Obs Cal-0Obs
(Modulus) (Modulus) (Mod. 1) (Mod.?2) (Mod.1) (Mod.2)
(Mod. 1) Mod.2) (em -1) (em -1) (cm -1) (em -1) (cm -1)
[C 10 0)1A1> 1.000 1.000 2115.405 2115.945 2115.164 0.241 0.781
|[C 10 0)I1EL> 1.000 1.000 2127.072 2126.684 2126.423 0.649 0.261
[C 2 0 0)1A1> 0.987 0.989 4167.193 4166.766  4166.772 0.421 -0.005
[C 2 0 0)1EL> 0.997 0.998 4168.540 4168.756  4167.935 0.606 0.821
[C 11 0)1A1> 0.987 0.989 4239.145  4239.037  4237.700 1.445 1.337
[C 11 0)1E1> 0.997 0.998 4249.464  4249.225  4247.520 1.944 1.705
|( 30 0)1A1> 0.997 0.997 6136.555 6136.431 6136.340 0.215 0.101
| 30 0)1EL> 0.999 0.999 6137.019 6136.888 6136.330 0.670 0.548
[C 2 1 0)1A1> 0.986 0.987 6276.719 6276.023 6275.830 0.889 0.193
[C 2 1 0)1E1> 0.819 0.832 6281.056 6282.972 6282.350 -1.294 0.622
(2 1 0)2E1> 0.820 0.832 6290.324 6290.741 6294.710 -4.385 -3.968
[C 21 0)1A2> 1.000 1.000 6301.434 6300.234
[C 11 1)1A1> 0.988 0.989 6368.076 6368.000 6365.950 2.127 2.050
[C 4 0 0)1A1> 0.998 0.998 8027.494  8027.456  8028.977 -1.482 -1.520
[C 4 0 0)1IEL> 0.999 0.999 8027.884  8027.796  8028.969 -1.085 -1.172
[( 310)1A1> 0.981 0.980 8250.444  8249.120 8249.510 0.934 -0.389
| 31 0)1E1> 0.948 0.986 8256.195  8256.421 8257.270 -1.074 -0.848
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8258

10461

11576.
11677.
11954.
.406
11961.
11962.

11958

13235.
13235.

14816

16320.
16320.

17746.
.467

17746

19094.
19095.

.463
8260.
8333.
8337.
8396.
8417.
9840.
9841.

10141.

10146.

10148.

10149.

10280.

10286.

10299.

10311.

10371.

10374.

10441.

411

773
971
521
184
692
915
277
751
114
935
690
078
921
782
538
508
757
975

870
216
187

989
096

369
705

.414
14816.

742

007
329

149

839
154

8258.
8261.
8333.
8336.
8397.
8417.
9840.
9841.
10141.
10146.
10149.
10150.
10280.
10287.
10301.
10310.
10370.
10376.
10442.
10461.
11576.
11577.
119563.
11959.
11963.
11963.

13235.
13235.

14816.
14817.

16320.
16320.

17746.
17747 .

19095.
19096.

680
949
225
827
138
655
938
250
010
935
584
801
753
132
331
797
785
212
141
710
985
283
516
653
355
186

611
900

818
101

608
886

981
256

938
211

8258.370

9841.400
9841.400

11576.290
11576.290

0.093

-0.485
-0.123

0.581
0.927

0.310

-0.461
-0.149

0.695
0.993

oMed1(21,4) = 1,54 cm™ ! et

oMod2(21 6) = 1,34 cm ™!

TAB. 5.10 — Niveaux d’énergie observés et calculés pour la molécule d’arsine AsHgz pour n < 12.
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5.7.2 Analyse des résultats

Dans ce tableau de résultats, la colonne 1 indique les états vibrationnels symétrisés en notation
locale. Les colonnes 2 et 3 nous indique le module du coefficient de “pureté” de 1’état considéré
apres diagonalisation. En fait il traduit si la base locale utilisée est adéquate ou pas : si ce coefficient
vaut 1, alors I'état considéré est état propre du Hamiltonien ajusté. Comme les deux Hamiltoniens
Hy et Hy ne different que par des corrections non diagonales ces deux colonnes ne different pas
beaucoup. Les deux colonnes suivantes, 4 et 5, nous indiquent les énergie calculées par les modeéles
(Mod.1) et (Mod.2). On constate que la région du spectre qui se situe vers 6290 cm ' n’est pas
bien reproduite, ceci est probablement du & l'interaction avec des modes de pliage, mais comme nous
n’avons aucune données expérimentales de pliage ou d’interaction élongation-pliage, nous ne pouvons
vérifier cette hypothese. On peut également remarquer que nos deux modeles restent stables pour
des grandes énergies, mais qu’ils laissent une petite différence énergétique entre les états |(n00)1A1 >
et |(n00)1E1 > alors que ceux-ci devraient étre dégénérés (effet pyramidal). Pourtant les corrections
du terme H® ont été introduits explicitement pour rendre compte de cet effet pyramidal. Cette
différence vient certainement des différentes interactions, qui existent dans la molécule, entre les modes
d’élongation et les autres degrés de liberté possibles : pliage, rotation, etc. et qui n’ont pas été pris
en compte dans nos développements. Enfin, les deux derniéres colonnes nous donnent les différences
entres les énergies calculées avec (Mod.1) et (Mod.2) et les énergies observées.

Il n’existe pas de différence significative entre les résultats obtenus avec (Mod.1) et (Mod.2), ce
qui traduit toute 'influence du terme d’échange énergétique purement pyramidal H (1) ~ yBA1) Ep
effet, nous avons obtenus les écarts-types o™°41(21,4) = 1,54 em ™" et 0M°42(21,6) = 1,34 em L. Ils
ont été déterminés par la relation

d

— 1 (cal) (obs) 2
o(d,p) = ﬂ ; [EZ - B ] (5.112)

ou d est le nombre de données expérimntales, et p est le nombre de parameétres intervenant dans le
modele et dans 'ajustement envisagé.
Les deux ensembles de parametres obtenus confirment bien cette minime différence :

B ag = 2161,908(432) em ' a1 = —38,724(086) cm !
Pour H =, {a2 = —1,165(418) em™' a3 = —9,526(750) cm~! (5.113)
et
ay = 2161,812(244) em™' af = —38,708(156) cm~!
Pour H = H, ab, = 0,423(513) em ! ay = —8,767(2390) cm ! (5.114)
ay = —0,166(041) em~!' al = 0,220(214) cm~!
avec la matrice de corrélation associée a Ho :
ao a1 a2 a3 a4 as
a 1
ap  —096 1
Meor(21,6) = | a2 —0.67 0.62 1 (5.115)

a3 -0.23 0.19 0.15 1

a4 0.13 —-0.12 —-0.54 0.49 1

as -0.01 001 053 004 -043 1
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On remarque que la variation relative des deux parametres ag et a; est respectivement d’environ
0,005% et 0,04%, ce qui implique que 'Hamiltonien Hj est quasiment parfaitement déterminé. De
plus, les coefficients de pureté des états |[(n00)1A1l > et |(n00)1E1 > sont proches de l'unité, cela
implique que ces états peuvent peuvent étre considérés comme des états propres de Hy. On a donc

Hy|(n00), 1E,14;) = Ey(n)|(n00), 1E,14;) = (apn + a1 n?) |(n00), 1E,14;) (5.116)
et aussi
Hy|(n00), 1E,14,) = Ey(n) |(n00), 1E,14;) = (ahn + a} n?) |(n00), 1E,14,) (5.117)

Nous allons estimer la limite de dissociation de la molécule d’arsine. En premier lieu, on peut déja
remarquer que le meilleur moyen de dissocier une molécule, est de mettre un maximum de quanta
sur une seule et méme liaison, de facon & ce que l'excitation générée conduise a la rupture de la
liaison. Ainsi, I’état physique associé a la dissociation de la molécule est du type [(n00), 1E,1A;).
[’idée étant de chercher le maximum de la fonction Ey(n) dans un état [(n00), 1E,1A;). Pour cela
nous commencerons par supposer cette fonction comme étant continue par rapport a n. Ainsi, on a la
condition extrémale

!/
9E(m) _ — e = Dot =20 (5.118)
on a

N=Nmax

Or, d’apres les regles d’encadrement qui fixe la réduction U(4) D U(3), on a Ny = N, ce qui nous

conduit & écrire
Nmae = 27,91 N =28 == FEy(28) ~ 30174 cm !

nl ~27,92 N=28 = E}(28)~30184cm~! (5.119)

Donc l'état de la dissociation est du type [(2800), 1E,1A;), ainsi, on en déduit ’énergie de
dissociation D, :

D.~ ((N00), 1E,1A| Hy|(N00), 1E,14;) = Ey(28) ~ 30180 cm . (5.120)

Cette estimation D, de I'énergie de dissociation est tout & fait comparable & celle obtenue de
maniére expérimentale [66] :

Théoriquement Expérimentalement

D, ~ 30180 cm ™! D, ~ 31669 cm—" (5.121)

soit une erreur relative de 4, 7%. Le modele présenté est donc tout & fait satisfaisant.

5.8 Résultat sur la molécule de stibine

5.8.1 Comparaison théorie - expérience

Le modele relatif & Hs sera noté (Mod.2), alors que celui en H; sera repéré par (Mod.1). Nous
présentons ci-apres les résultats obtenus par les différents modeles (Mod.2) et (Mod.1) sur la molécule
de stibine SbH3 pour n < 12.

ket %hinit.ket %init.ket EigenValues EigenValues Obs. En. Cal-Obs Cal-Obs Cal-0Obs
(Modulus) (Modulus) (cm -1) (cm -1) (em -1) (cm -1) (ecm -1)
(Mod.. 1) (Mod.. 2) (Mod.. 1) (Mod.2) (cm -1) (Mod.1) (Mod.2) (Ref.66)
[C 10 0)1A1> 1.000 1.000 1890.002  1890.824  1890.502 -0.500 0.32 -0.82
[C 10 0)IEL> 1.000 1.000 1895.424  1895.126  1894.497 0.927 0.62 0.31
[C 20 0)1A1> 0.996 0.996 3719.940  3720.258 3719.933 0.007 0.32 -0.42
[C 20 0)IE1> 0.999 0.893 3720.2566  3720.299 3719.860 0.396 0.43 -0.08
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5480.
5480.
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5681.
7173.
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7500.
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8799.
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9066.
9068.
9068.
.463
9194.
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9265.
9266.
9327.
9337.
10358.
.435
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034
051
161
956
678
021
186
084
042
137
087
334
125
322
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399
814
139
228
361
231
000
296

383
254
555
796
546
678
637
350

392
224
012
466

678
760

122
202

683
762

362

158
236

3784.
3788.
5480.
5480.
5606 .
.409
5615.
5615.
5681.
T173.
7173.
7371.
7374.
7375.
7375.
7441.
7441.
7503.
7511.
8799.
8799.
9065.
9066.
9068.
9069.
9189.
9196.
9204.
9205.
9267 .
9267 .
9331.
9337.
10358.
10358.
.437
10691.
10694.
10695.

5612
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11850.
.407

11850

13275.
13275.

14633.
14633.

156925.
15925.

17149.
17149.

973
807
176
285
976

700
567
600
127
186
928
222
841
254
719
214
265
042
129
184
348
195
524
382
110
043
748
310
944
903
350
825
205
257

566

541
989

357

584
633

888
936

269
316

726
773

5480.285
5480.235
5607.000

7173.799
7173.783

10358.000
10358.000
10691.500
10691.500

-0.233
-0.073
0.956

-0.756
-0.645

0.350
0.435
-1.107
0.724

-0.10
0.05
-0.02

-0.67
-0.59

0.20
0.25
-0.06
0.06

105

-0.02
0.04
0.45

0.93(x)
0.95(*)

10.93(*)
10.93 (%)
2.80(%)
2.80(%)
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[ (12 0 0)1A1>  0.999 0.997  18309.072 18307.260
[(12 0 0)1E1> 0.999 0.927  18309.149 18307.306

oMod1(13,4) = 0,77 cm™" et oM°?2(13,7) = 0,54 cm™!

TAB. 5.11 — Niveaux d’énergie observés et calculés pour la molécule de stibine SbH3 pour n < 12.

5.8.2 Analyse des résultats

Egalement pour cette molécule, il n’existe pas de différence significative entre les résultats obtenus
avec (Mod.1) et (Mod.2), ce qui traduit toute influence du terme d’échange énergétique purement
pyramidal H(") ~ Y41 En effet, nous avons obtenus les écarts-types o°41(13,4) = 0.77 em™" et
oMed-2(13,7) = 0.54 em ™", Tls ont également été déterminés par la relation (5.112)

Les deux ensembles de parametres obtenus confirment bien cette mimine différence :

B ap = 1927.058(236) em~! a; = —33,441(466) cm !
Pour H = H, {a2 = —0,102(139) em™' a3 = —4,426(546) cm ! (5.122)
et
ay = 1927.154(128) em™! o] = —33.461(027) em !
B al, = 0.655(366) cm™! ay = —3.512(452) em~!
Pour H = H, a, = —0159(321) em~! a. = 0.179(556) cm ! (5.123)

ag = 0.002(289) em~!

avec la matrice de corrélation associé a Ho :

ag ay az a3 a4 as ag
ag 1
ay —0.96 1

a; 012 016 1
Meor(13,7) = (5.124)
a3 —0.14 012 039 1

as  —021 022 —088 —064 1

as 0.12 -0.12 0.25 0.26 021 1

ag -0.05 0.06 -0.57 0.12 0.40 055 1

On remarque que la variation relative des deux parametres ag et aq est respectivement d’environ
0,005% et 0,06%, ce qui confirme bien que ’'Hamiltonien H est quasiment parfaitement déterminé.
De plus, les coefficients de pureté des états [(n00)1A1 > et |(n00)1E1 > sont proches de I'unité, cela
implique que ces états peuvent peuvent étre considérés comme des états propres de Hy. On a donc

Hy|(n00), 1E,14;) = Eo(n)|(n00), 1E,1A;) = (agn + a1 n?) |(n00), 1E,14;) (5.125)

et aussi

Hy|(n00), 1E,14;) = Ej(n)|(n00), 1E,1A;) = (ahn + a, n?)|(n00), 1E,14,) (5.126)
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Nous allons estimer la limite de dissociation de la molécule de stibine de la méme maniere que
précédemment. On a ainsi

0 Ey(n)
on

/
—a —a
=0 = Mmaz = 5= Nl = 2a,10. (5.127)

N=Nmazx

Or, d’apres les régles d’encadrement qui fixent la réduction U(4) D U(3), on a Nynee = N, ce qui nous

conduit & écrire
Nmae = 28,81 N =29 = Fy(29) ~ 27761 cm !

nlee ~28,79 N =29 = FE}(29) ~ 27746 cm~" (5.128)

Donc I'état de la dissociation est du type [(2800), 1E,1A;), ainsi, on en déduit ’énergie de
dissociation D, :

D, ~ ((N00), 1E,14;| Hy |(N00), 1E,14,) = Eo(29) ~ 27761 cm . (5.129)

Cette estimation D, de l'énergie de dissociation est tout a fait comparable & celle obtenue de
maniere expérimentale [64] :

Théoriquement Expérimentalement

D, =~ 27761 cm ™1 D, ~ 28900 c¢m ! (5.130)

soit une erreur relative de 3.9%. Le modele présenté est donc tout & fait satisfaisant.
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L. Pluchart, C. Leroy and A. Mourbat*

Laboratoire de Physique de I’Université de Bourgogne - UMR CNRS 5027, B.P. 47870, F-21078 Dijon Cedez, France
E-mail: Claude.Leroy@u-bourgogne.fr

* Laboratoire de Spectroscopie Physique, Faculté des Sciences Ben M’sik, Université de Casablanca, Maroc

To study local mode XY; molecules, we use properties
of the group chain U(4) D U(3) D K(3) D 5(3) = Cs,. For
the Hamiltonian, we deduce diagonal terms and coupling
terms beetween bonds. We analyse the stretching modes
of the arsine molecule. An algebraic transition operator
is built and applied to the same molecular system.

1. INTRODUCTION

In the past 15 years, many papers have been published

to investigate the local mode effects for molecules consist-
ing of several X — H bonds. Good candidates for the study
of local mode behavior of symmetric top molecules, the
pyramid-type molecules X Hz (X = As, N, P, Sb) have
been extensively studied. However, AsHs and SbH3 are
the best suited molecules to study this local behavior be-
cause the bending modes are lower than half of the stretch-
ing fundamentals : these two vibrating modes can be stud-
ied separately in good agreement with experimental obser-
vations. Moreover, the inversion barrier is so high that it
need not to be taken into account.
Several algebraic models has been proposed for XYV,
molecules. Some based on U(4) algebra [1], or associated
to SU(2) models [2, 3, 4], but none gives an explanation for
the local mode notation. In the present paper, we develop
a general algebraic treatment for the stretching modes of
XY3 molecules through the group chain

U(4) D U(3) D K(3) D S(3) & Cs,.

The K(3) “local”group provides labels identifying differ-
ent local states. We then apply our formalism to the arsine
molecule.

Futhermore, the relative intensities of some stretching vi-
brational bands in arsine are reproduced with a two pa-
rameters model.

2. THE ALGEBRAIC FORMALISM U (P + 1)

In general, the fundamental concept of an algebraic for-
malism is to introduce a chain of groups (or algebras)

G1DG2DG3D---D Gy )

to describe a physical system. For a physical system char-
acterized by p identical degrees of freedom, in the algebraic
formalism [5, 6], the dynamical group G is chosen as the
unitary group U(p+ 1).

The second group Gy of the chain (1) gives information
about the energy levels and their degeneracies. This de-
generacy group, in the U(p + 1) algebraic formalisin, is
taken as the unitary group U(p). In the Bosonic realisa-
tion, a set of generators of the dynamical group U(p + 1)
is constituted by the (p + 1)? operators E;;

with the usual Bose relations
[bi,bF] =dij. [bi, bl = [b ,bf]=0.  (3)
The set of all the physical states is given by the action of

the p + 1 Boson creation operators on the ground state

i=p+1 e
I (b7)™

|n17n27 R anu np+1> =

i=p+1
H \/77,@'!
i=1

We can define the weight operator N;

N;=bfb;=E; with:i=1,...,p+1 (5)
diagonal in the basis (4) . The p operators N; (i =1, ..., p)

are interpreted as the number operators of quanta associ-



110

CHAPITRE 5. INTRODUCTION DU GROUPE K (3)

2 PLUCHART ET AL

ated to the sth bond of the molecule :

Ni|ni, ... 0o mp) =ni|na, .o n, o0 ng). (6)
The last group G, of the algebraic chain (1) is simply the
molecular symmetry group of the molecule. The dimension
D([m],) of the irreductible representation (irrep) [m], =

[M1p ...mpp] of U(n), is given by the Weyl formula [7]

H (mznfm]nfl"'j)

1<] -
D n) = .
(bm]») 120 (n_ 1)t g
For the group U(p + 1) within the totally symmetric irrep
[¥,0,0, ..., 0] = [N,0], a Gelfand-Zetlin (G-2) ket [3]
—_———
p zeros
ptl
N=3n 0 0
i=1
n=ni+...+n, 0 >
nq =+ ng ' 0
ni

is isomorphic to its weight (n1,na, ... ny41)., that is iso-
morphic to the physical states (4) |n1,n2,...,0p, Npy1).
All the physical states associated with the vibrational
stretching modes of XYs molecules, which symmetry
group is C's,, can be obtained within the totally symmet-

} of U(4) as symmetrized G-Z kets in the
group chain (1), and written as

ric irrep [NO

|ninangng, rCo)

N=ny+ny+ng+ns 0 0 0 0 0
— pC n=ni+ny+n
=P; n11+n22 3 0 > (9)
n

= PY|ninansN — n)

where

re =Ll s pemom o)
" ReCs,

denotes the projection operator, and r in relation (9) is a
symbol which distinguishes the irreps C' of the (s, group
whose multiplicity is greater than 1. The matrices D¢ (R)
of the oriented irreps are given in the Appendix (see Fig.
A1 for the definition of R). We give also the symmetrized

.3
kets in this Appendix. Within a [N7 0 ] of U(4), for sim-
plicity, we denote by |ninans) the ket [ninons N —n). The

group of permutations S(3) of three identical objects is iso-
morphic to Cs, (Tab.1).

TABLE 1
Isomorphism between S(3) and Cs,.

Cay e 30 2C5
8(3) | (1%) (21) @)
irreps  irreps
Csy S(3)
Ay {300} 1 1 1
Ao {111} 1 -1 1
E {210} 2 0 -1

3. INTRODUCTION OF THE GROUP K (3)

The algebraic chain

U(4) D Ui3) D
v . .2
[N:n+n470] [n:n1+n2+n3,0} (11)
5(9) ~ Con
(n1,n9,n3) C,o

is introduced to describe the vibrational stretching modes
of X'Y3 molecules of symmetry group Cs,.
(n1,n9,n3, (N — n)) is the weight of the G-Z ket

N 0 0
ny+ ns +n3 0

0
0 > (12)

ny + ns 0

included in the totally symmetric irrep [N, 03] of the
dynamical group U(4). But the labels (n1,ns, ng) have
no physical interpretation with respect to the symmetric
group S(3). The introduction of the group K(3) in the
algebraic chain (11) helps to give a meaning to these la-
bels. This group K (n) has been introduced in Nuclear
Physics [9] to describe the physical states of a system of n
nucleons. The principal interest of this group is to intro-
duce supplementary quantum numbers to characterize the
physical states of n particles [10].

In the following, oscillators having the same energy will
be refered to as oscillators in the same shell, ¢.e. having
equal numbers of quanta. The shell structure is deter-
mined by the weight of the G-Z kets. The weight is re-
lated to the irreps of A(3), subgroup of the degeneracy
group U (3), formed by the diagonal unitary matrices

et o 0 0
a= 0 el 0

0 0 el

(13)
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TABLE 2
Table of characters of K(3).

1 element

K(3)=A(3)AS5(3) ae

2 elements

a(ijk)

3 elements

a (ij) (k)

et ni(artaztas)

(n1 nq 77_1) {300}

et ni(artaztas) eini(artaztas)

getni(artaztas)

(7L1 nq 711) {210}

0 _etni(artaztas)

eini(a1taztas)

(7L1 nq 711) {111}

_eini(artaztas) eini(artaztas)

(n1 n1 no) {20} {1} ¢ et (n1ajtniajtnzag) 0
(n1 ny 77_2) {11}{1} ¢ _ei (n1a;4+niaj4+ngay) 0
(nma ) (H{I}(1} | 5 et (rentnantnias) 0 0

(r,5,t)

p(1,2,3

p € S(3

o x(w=(nn2na) 111 {1 011 (ap) = 6(p, )

et (nra1tnsaztnias) — §(p e) [¢f (Martn2aztnsas)

(rys, t)ezg((?}), 2,3)

P

et (Mzartmaztnsas) 4 ci(nsaitnaoztnias) 4 oi(martnsaztnaas) 4 oi(nsaitniaztnaas) 4 gi (n2a14nsaztnias))

et (r1aid+naaztnzas) =
(13);5(23)

e =

as a applied to a G-Z ket, gives

n 0 0
a ny + no 0
1
— ei(n1041+n20<2+"3@3) n ny + noy 0 0 0>
n

— ei(n1al+n20<2+n3 as) |TL1 Ny n3>.

(14)

Consider now the group of permutations S(3) of three
equivalent objects : oscillators, bonds, etc. We denote by
{p} the set of (3 x 3) matrices representing the elements
of the symmetric group S(3). Thus the set {ap} forms a
group K (3) of which A(3) is an invariant subgroup
AB)DpAQB)p~t  Vpe S(3). (15)
The K(3) group is formed by the products of elements of
the invariant subgroup A(3) and of S(3) and, since A(3)
and S(3) have only the identity in common
AB)NSB)=1 (16)
it implies that K (3) is the semidirect group product of
A(3) and S(3) [9]
K(3) = A(3) A S(3). (17)
Since A(3) and S(3) are subgroups of U (3), it implies that
U(3) D K(3). As K(3) contains the symmetric group S(3)
as subgroup, the algebraic chain (11) can be replaced by

et (miartniastnaas) 4 ci(naartniastnias) 4 ci(niartnoaztnias)

the chain

U(4) DU(3) D K(3) D 5(3) ~ Cay. (18)

Irreps of K(3) distinguish the three possibilities for the
weight w :

a) w = (nynyny)
nynyny) {210
nypngny {111}
(19)

This situation corresponds to a single shell containing
three oscillators.

irreps of K(3) : ?nl ny n1§ 1300%

b) w = (n1 n1no)

irreps of K(3): Enl 71 an {20} {1}
n|gnyng {11}{1}

(20)

There are two shells, one of them occupied by two oscilla-
tors.
¢) w = (n1 nang)
irreps of K(3) :  (ninans) {1}1{1} {1}
(21)

In this situation, we have three oscillators in different

shells.

We give the table of characters of K(3) in Tab.2.

111
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An application of the preceding formalism is the reduc-
of U(3) in K(3),
because all the physical states associated with the vibra-
tional stretching modes of XY3 moleculeg can be obtained
within the totally symmetric irrep |N,0 | of U(4). These

vibrational stretching modes will now be studied through

the algebraic chain (18).

tion of a totally symmetric irrep {n,O ]

The reduction of an irrep [mys3, mag, mss] of U(3) in
K (3) is easily obtained by the usual character technique

[n,()z] = (nining) {300} §(3n1, n) +

>

ny, N2
2ny +no=n

One can easily verify that the dimensions of both sides
of (23) are equal.

4. THE CHAIN K(3) D 5(3) & Csv

Consider two independent physical systems constitued
by p1 and pa oscillators, all completely identical. With-
out interaction between these two systems, the invariance
group is simply the direct product of S(p1) and S(p2),
S(p1) (resp. S(p2)) beeing the invariance group of the
system of py (resp. pa) oscillators.

If the physical state of the first system belongs to the
space of the representation D) and the second of the
space of the representation D(2) of S(p2), the total physical
system is in a state of the global space D) @ D(®) of
S(p1) @ S(pz2).

Now, suppose that there is an interaction between the
two systems. Since the oscillators are equivalent, the total
system possesses the invariance group S(p; +p2). We need
to know to which irreps of S(p1 + p2) the state of the
global system belongs. Following [11] we introduce the
decomposition of the stretched product of two irreps D()
and D) .

D@y D) = pm) g plez) g ... (24)

If d, and dg are the dimensions of the irreps D) and
D) the dimension A of the stretched product D(®)v D)
is given by :

1
dim (D(a) v D(ﬁ)) — N = dadﬂml

p1lps! (25)

(niming) {20} {1} +

[9] :

m([m 3 ma3 mas), (w fuw)) =

1
| (3)] 2

(ap)eK(3)

mi3mM23mM33 w fou)* 22
A Hap) 4" (ap)  #2)

The characters x(“7»)" (ap) are given in Tab.2, x["'13m23ms5](gp)
can be found in ref [11].

We derive immediately the resnlg of the decomposition
] of U(3) in the group

of the totally symmetric irrep {n,o

K(3) :

>

ni, Nz, N3
ny > Ng > N3
ny+no+nzs=mn

(nimang) {1} {1} {1}

(23)

As written in chain (18), in what follows, we use the
isomorphism between S(3) and C's, summarized in Tab.1.
With the definition of the stretched product, we reduce
the irreps of K(3) in S(3) = Cl,.

The results are summarized in Tab.3, stars indicate the
irreps of K(3) whose reduction in S(3) (resp. C3y) gives
{300} (resp. Aj).

TABLE 3

Decomposition of the irreps of K(3) in Cs,.

K(3) = A(3) A S(3) 5(3) Ca
(n1 n1 m1) {300}* {300} Ay
(n1 n1 n1) {17} {1°} Az
(n1 n1 n1) {210} {210} E
(n1 n1 n2) {20} {1}* {300} & {210} A @ E
(n1 n1 n2) {11}{1} {1®} @ {210} Ay E
(n1 no na) {13{1}{1}* | {300} & {1} @ 2{210} | A) & A @ 2E

Symmetrized kets in the Cs, group are given in the Ap-
pendix. The results in Tab.3 indicate that the represen-
tations I' induced by the kets [n;n;ng > in Cs, & S(3)
are the irreps of the group K'(3) which contain a A4; com-
ponent in C, (or {300} in S(3)), and the degeneracy of
T is simply the dimension A of the corresponding irrep in
K(3).

We know that the dimension of the totally symmetricirrep
[n , (.)1] of U(3) is given by the Weyl’s formula (7).

Therefore, we deduce from these results the diagram of
the energy levels for an XVY3 molecule, for N > 4 in the
algebraic chain (18) (Fig. 1) i.e. how a totally symmetric
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-3
irrep [N, 0 ] of the unitary group U(4) (dynamical group)
reduces into the different sub-groups of the algebraic chain.

U(4) D U(3) D K(3) D S(3) = Csy
| NEDTE I ETEN Il
I e - - - A
I e (220){20}x{1} _ - —— E
| s~ - - _ Al
' ps0.01 27 — 2E
| <‘¥‘_‘(310){1}X{1}x{1}ii: 1E
Iy N == Ay
Iy \\ - Al
Iy ~ (4000 {20} x {1} ///—1;
Iy T -
| . (111) { 300 } o A}
,'// 13,001 -7 oy(iixitxily - - ——— AE
/ N T T = A
I, S ~Z A2

[N,0,0,01//7 \\\ (300){20}x{1} _ — ———— El
N —_—

(N> 4) —_— A
\\\\ B (110){20}x{1} _ _ — E
V12,0000 -7 T - A
| e—

\ T~ (200){20}x{1} _ _ - E
\ - - - _

\ A
‘' [1,0,0]

- — — _ _ (10){20}x{1} _ - —- E

T e————— A
FIG. 1. Theoretical energy levels for a XY3 molecule, for N > 4.

5. THE INVARIANT OPERATORS OF K(3) IgK(B)) is necessary to distinguish the local states for quan-
tum numbers n > 6. Results are resumed in Tab.4. How-

4 4 ) . ever, one would need experimental data for the (411) and

The Hamiltonian of the studied system can be writ- (330) states in order to introduce IEO,K(B)) in the Hamilto-

ten with the help of the concept of dyna.mlcal. symmetry nian. With the available data at this point, the use of this
[1]. We have to find a complete set of invariant opera-

(K(3))

o N operator remains purely theoretical.
tors I, (Casimir operators) of the K(3) group. We

TABLE 4

distinguish the invariant operators I,(CK(?’)) for the three
Action of the invariant operators of the K(3) group.

partitions of the weight w :

; (E(3)) (K(3)) _ (K(3)) _
a) w= (nl n nl) Invariants I; I = I =
3 3 3
Local stat N; NN, | L N;N;N
I(lK(?’)) =N;+N2+N3=n= ISU(g)). (26) B i#%::l e z#g;czl P
600 6 0 0
B) w= (n1nina) 551 0% 6 10 0
420 6 16 0
1) = Ny (N + Nj) + Ny(Ny + N) + N3(Ny + N3) (411) © ]
5 (330) 6] 0]
= Y N;N;. (321) 6 22 6
1£j=1
(27)
7) w = (n1nyn) 6. ALGEBRAIC MODEL OF THE
3 HAMILTONIAN
1) Z N NoNy = > NiNN (28) ~ ;
3 = MNiN2 s =5 PG NE- Using the concept of dynamical symmetry [1], we can

iZj#k=1 determine the Hamiltonian Hg. This Hamiltonian is con-
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structed with linear and quadratic invariant operators
(Casimir operators) of the continuous groups present in
the chain (18)

Hy = ATU@) | p )
3E)

+ 1™ 4 B L

4 1o

(K@)

29
H T

Taking into accoung the redundancies and the fact that
within irrep [N,()] the operator N is constant, the

Hamiltonian Hg reduces to :

3 3
Hy =ayn+a; ZNZZ-I-CZZ Z NZN] (30)
i=1 i>j=1

H= Y oyt 4 3ol [ij) ® yj(C)]

i#4,5 j#4,5

7. APPLICATION TO THE ARSINE
MOLECULE

This molecule has long been a subject of great interest
in connection with problems such as resonance interac-
tions, splittings (k — I, quadruple splittings of pyramidal
molecules) [13, 14]. Furthermore, the inversion barrier is
so high that it does not need to be taken into account [15].
Moreover, it is a molecule of industrial interest with stud-
ies of technological aspects devoted to it. Of course, one of
the arsine molecule main interests is to have been recently
detected in the atmosphere of Saturn [16, 17]. So, develop-
ing (32), we keep in H all operators or tensorial products
of operators, which are of degree one in the generators or
which were already included in Hg. We obtain :

H — ag)yz(Al) + O‘ng)l [y24) g yZ(Al)](Al)

33
+ ol i) g Y@M 4 o (D ysian) (33)

We can observe that H contains only one non diagonal op-
erator with respect to G-Z and symmetrized basis Y3(41),
Y3(A1) is a pure pyramidal operator, that is an opera-
tor which raises the residual degeneracy in the group Cj,
appropriate to the study of pyramid-type molecules. Of
course other operators are pure pyramidal operators, but
they are of degree two in the generators. We will study
some of them here after, for now we concentrate on the
Hamiltonian (33). Developing the tensorial products, the
Hamiltonian (refered hereafter as Mod.1) of our molecular

with the set of real parameters

{ay=C+FE+2D,a1=D,as=2F+2D} (31)
Ho can be completed with non diagonal operators which
have to be totally symmetric. We denote by H this com-
pleted Hamiltonian. To the second order in the sym-
metrized generators (see Appendix), H contains operators
which are included in Hg. But the concept of dynami-
cal symmetry can only be used with continuous or semi-
continuous groups. So, we build H by adding to Hgo op-
erators which are invariant in the chain (18), but which
are not invariant operators of the continuous or semi-
continuous groups of this chain. Consequently H does not
depend on the operators bby and b}b; (i = 1,2,3,4).
The hamiltonian is thus of the form :

(A1) 9 ; oy (A1)
+ Y ol [y (©) g yile )} (32)
i,j74,5
system becomes :
H = of" [N} + Ny + Ng] + of ) p3(40)
+ (o], +4al3) [N? + N3 + N3] (34)

+ (208, = 4a{7) N\ N, + Ny N5 + N5 No)

Comparing, the vibrational Hamiltonian H with expres-
sion (30), we have

H=Ho+H,
where
Hy — agl)yz(A1)+a(za)l [yZ(A1)®y2(A1)}(A1)
2 ) (B (A1)
+ oY Dﬂ(“@y”i] (35)
H, = agl)ys(Al) =az 3. b;-"bj
i#i=1
and
L +a 2a, —
of) = ap, aff), = BED G2 G0,
(36)

For simplicity, we keep the following notation for the
Hamiltonian Mod.1 ;

H = aoN+a; [N? + N% + N3] + a3 [N N,
3
+ N;Nj3+ NyNs]+a3 > b?bj (37)
iZj=1

We can interpret the operator Y3(41) as a coupling term
between the different bonds of the molecule.

So, a competition appears in H between Hgo and Hy
that is, between two physically distinct phenomena :
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- the anharmonicity of the oscillators associated to the dif-
ferent bonds of the molecule, represented by the quadratic
terms in Hg

- the coupling term between the different bonds of the
molecule, represented by Hy.

From (32), we can keep in the Hamiltonian other pure
pyramidal operators. Indeed for the molecule of arsine,
the two first sub levels (100, A;) and (100, E;) are more
distant than for others local mode X Y3 molecules as phos-
phine, stibine or ammonia. Here we have in energy
Eio0,E — Eioo,a, = 11.259 cm~! while for the stibine
molecule this difference is only of 3.995 cm~! 5.8 cm™!
for the phosphine molecule and 5 cm™! for ammonia. This
splitting can only be reproduced, in the Hamiltonian,
with a pyramidal operator as Y3(41) for instance. But
the difference in energy between the (n00, A;) and the
(n00, E) levels decreases rapidly for AsHs and is less

than 0.01 cm™! for n = 3. So the )/3(‘41) operator can’t at
the same time give a difference of 11.259 ecm~! for n = 1
and then almost zero between the n00 A; and the n00 F
levels for n > 3 (this difference is less than 1.2 cm™! for
n = 2). So, other pure pyramidal operators need to be
included into the Hamiltonian and need to act strongly
for n > 3. We have tested all the pyramidal operators by
fitting the experimental data of the arsine molecule, and
the best result is obtained with the following Hamiltonian

H = ay N +a} (N? + N2 + N3)
+ a4 (NyNy + N N3+ N2N3) + af Y34y

oy [P0 0 ) g [yian g yriaa]

(38)

Results are given in Tab.5 and refered to as Mod.2. for
this Hamiltonian (38).

TABLE 5
Observed and Calculated Vibrational levels of AsH: for n < 12

ket %init.ket  %init.ket EigenValues EigenValues O0Obs. En. Cal-Obs Cal-Obs
(Modulus) (Modulus) (Mod. 1) (Mod.?2) (Mod.1) (Mod.2)
(Mod.1) Mod.?2) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1)
[(100)1A1> 1.000 1.000 2115.405 2115.945 2115.164 0.241 0.781
[(100)IEL> 1.000 1.000 2127.072 2126.684 2126.423 0.649 0.261
[( 20 0)1A1> 0.987 0.989 4167.193 4166.766 4166.772 0.421  -0.005
[( 20 0)1E1> 0.997 0.998 4168.540 4168.756  4167.935 0.606 0.821
[(110)1A1> 0.987 0.989 4239.145  4239.037  4237.700 1.445 1.337
[(110)1E1> 0.997 0.998 4249.464  4249.225  4247.520 1.944 1.705
[( 30 0)1a1> 0.997 0.997 6136.555 6136.431 6136.340 0.215 0.101
[( 30 0)1E1> 0.999 0.999 6137.019 6136.888 6136.330 0.670 0.548
(21 0)1A1> 0.986 0.987 6276.719  6276.023  6275.830 0.889 0.193
(21 0)1E1> 0.819 0.832 6281.056  6282.972 6282.350 -1.294 0.622
[(210)2E1> 0.820 0.832 6290.324  6290.741 6294.710 -4.385 -3.968
[ (21 0)142> 1.000 1.000 6301.434 6300.234
[( 11 1)1A1> 0.988 0.989 6368.076 6368.000 6365.950 2.127 2.050
[(400)1A1> 0.998 0.998 8027.494 8027.456 8028.977 -1.482 -1.520
[( 40 0)1E1> 0.999 0.999 8027.884 8027.796 8028.969 -1.085 -1.172
|(310)1A1> 0.981 0.980 8250.444 8249.120 8249.510 0.934 -0.389
[(310)1E1> 0.948 0.986 8256.195 8256.421 8257.270 -1.074 -0.848
[( 310)2E1> 0.941 0.987 8258.463 8258.680 8258.370 0.093 0.310
| (31 0)142> 1.000 1.000 8260.773  8261.949
[ (22 0)141> 0.972 0.970 8333.971  8333.225
[( 22 0)1E1> 0.968 0.975 8337.521 8336.827
[( 21 1)1A1> 0.985 0.983 8396.184 8397.138
[( 21 1)1E1>  0.997 0.998 8417.692 8417.655
|[( 50 0)1A1> 0.999 0.999 9840.915 9840.938 9841.400 -0.485 -0.461
(50 0)1E1> 0.999 0.999 9841.277  9841.250 9841.400 -0.123 -0.149
[(410)1A1> 0.994 0.994 10141.751 10141.010
|( 41 0)1E1> 0.888 0.937 10146.114 10146.935
|[( 4 10)2E1> 0.882 0.933 10148.935 10149.584
[(410)1A2> 0.997 0.998 10149.690 10150.801
|(320)1E1> 0.740 0.737 10280.078 10280.753
[(320)1A1> 0.989 0.983 10286.921 10287.132
|(320)2E1> 0.752 0.749 10299.782 10301.331
[(320)1A2> 0.997 0.998 10311.538 10310.797
[( 31 1)1A1> 0.956 0.952 10371.508 10370.785
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| (31 1)1E1> 0.993 0.993 10374.757 10376.212
[ (22 1)1A1> 0.962 0.960 10441.975 10442.141
|( 22 1)1E1> 0.992 0.993 10461.411 10461.710
|( 6 0 0)1A1> 0.999 0.999 11576.870 11576.985 11576.290 0.581 0.695
(60 0)IEI> 0.999 0.999 11577.216 11577.283 11576.290 0.927 0.993
| (51 0)1A1> 0.997 0.997 11954.187 11953.516
|(510)1E1> 0.851 0.891 11958.406 11959.653
| (51 0)142> 0.999 0.999 11961.989 11963.355
| (51 0)2E1> 0.848 0.889 11962.096 11963.186
[ (7 00)1A1> 0.999 0.999 13235.369 13235.611
[ (7 00)1E1> 0.999 0.999 13235.705 13235.900
[( 8 00)1A1> 0.999 0.999 14816.414 14816.818
|( 80 0)1E1> 0.999 0.999 14816.742 14817.101
[ (90 0)1A1> 0.999 0.999 16320.007 16320.608
[ (90 0)IEI> 0.999 0.999 16320.329 16320.886
| (10 0 0)1A1> 0.999 0.999 17746.149 17746.981
| (10 0 0)1E1> 0.999 0.999 17746.467 17747.256
[ (11 0 0)1A1> 0.999 0.999 19094.839 19095.938
| (11 0 0)1E1> 0.999 0.999 19095.154 19096.211
[ (12 0 0)1A1> 0.999 0.999 20366.080 20367.479
| (12 0 0)1E1> 0.999 0.999 20366.391 20367.750
oMed1(21,4) = 1,54 cm™! and ¢™°*2(21,6) = 1,34 cm ™!

We use a nonlinear least squares fit to analyse the data.
They are principaly given in [18], but useful and comple-
mentary data can be found in [13, 19, 20] and more recently
in [21, 22, 23].

The standard deviation o(d, p) we calculate, used to com-
pare different fits, is defined as

di_p zd: [Ei(cal) _ Egobs)]z

i=1

o(d,p) =

where d is the number of experimental data included in
the fit and p is the number of parameters included in the
fit.

In Table 5, column 1 indicates the vibrational levels in lo-
cal notation. Columns 2 and 3 show that the eigenstates
are close to the initial local basis. States (320 1F,, 2E)
appear with values around 74% or 75%, but new combi-
nations of the symmetrized local kets would correct these
kets up to around 100%. To simplify this Table, we have
taken the modulus of the percentage. As the two Hamil-

tonians differ by non diagonal terms, columns 2 and 3
differ, but the values do not change significantly. It is
interesting to note that (n00 A;) or (n00 E) states are
quasi eigenstates of the Hamiltonians. Column 6 gives the
observed levels. Columns 4 and 7 (resp. 5 and 8) refer
to the calculated levels and difference Calc-Obs with the
Hamiltonian Mod.1 (resp. Mod.2). Columns 4 and 5 (or
7 and 8) do not indicate great change of the calculated
eigenvalues. The region near 6290 cm~! is not very well
reproduced, due probably to interactions with the bending
modes ; however we have no data for these modes in this
region. More surprising is the fact that the two models
present small differences in energy between the (n00 A;)
or (n00E) levels for n > 2, whereas these sublevels are
quasi degenerate. One could expect that the two pure
pyramidal operators added to the Y341 operator in the
second model would compensate the effect of this oper-
ator for n > 3. 'This is not the case, due probably to
connections between stretching and deformation motions
in the molecule. However, there is no real variation of
the standard deviation (e™°%1(21,4) = 1,54 em™! and
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O'MOd'Z(Ql, 6)=1,34 cm_l) between the calculated values
with Mod.1 and Mod.2, and it doesn’t appear clearly rel-
evant to use Hamiltonian Mod.2 rather than Hamiltonian
Mod.1. The sets of parameters deduced are
ao —38.724(086) cm ™!
{a2 —9.526(750) cm ™!
(39)

o

2161.908(432) ecm~! a; =
—1.165(418) cm™! a3 =

2161.812(244) cm™! ¢
0.423(513) cm ! at
—0.166(041) cm™!  af

—38.708(156) cm™!

—8.767(2390) em ™!

0.220(214) em™*
(40)

~Lo~—

—
Q2 Q
SN SO
mn

If we examine a little bit more precisely these two sets of
parameters, for the ay and a; parameters the maximum
relative variation reaches (resp.) 0.005% and 0.04%. As
the (n00, E, A1) states can be considered as quasi eigen-
states, we use only the diagonal Hamiltonian Hg

HO |n00, E,A1> = Eo(n) |n00, E,A1>
= (ag n + a1 n?) |n00, E, Ay)

with (39), and with (40)

HO |n00, E,A1> ( )|n00, E,A1>

0
6” + a’l nZ) ‘7100, E7A1>

E
(a

to estimate the energy of these states which is now a
function of n and can be studied as a continuous quasi-
classical function Ey(n). The derlvatlve equals zero for

Wlth( )( (40), (resp.)), this

nmaa;—N_ %4
ay

leads (resp.) to :
n~2791 N =28 FE(28)~ 30174 em™!
~27.92 N =28 F(28)~ 30184 em™!

So, we find that the energy of the (2800, E, A;) states
is around 30180 cm~! and can be compared with the es-
timated value of the dissociation energy [18] : D, =~
31669 cm™!. Finally, comparing our fits with results of
[18], we observe that their model is better for the region
6290 cmn~!, while ours remain satisfactory for higher lev-
els ; the difference Calc-Obs (columns 7 and 8) is about
—0.1 ecm™! and 0.3 cm™! for the (500) and (600) data
while it reaches —4 cm™! and —9.5 cm~! in [18].

In the next section we want to show the efficiency of the
U(p+ 1) formalism, by comparing our results for the rel-
ative intensities of stretching vibrational bands in arsine.

8. RELATIVE INTENSITIES OF
VIBRATIONAL TRANSITIONS FOR THE
ARSINE MOLECULE

The algebraic model to describe the relative intensities
of vibrational transitions i1s built for an XY, molecule
n [25] for the (n000) local states, and generalized for

the same molecule in [26] for all (nynangng) local states.
For physical systems of (5, symmetry, this algebraic
model is well adapted, therefore, we only sketch the
great lines of a U(p 4+ 1) transition operator formal-
ism. A transition tensorial operator has to be defined
for each type of local states, that is for the three cases :
(nlnlnl) (nlnlng) (77,177,277,3)
As two parameters at least are fitted for each operator, one
needs more than two experimental data for the fit. So we
only needs to develop a model for the transitions from the
GS (000, A;) to the (n00, £ or A;y) local states. Operators

adapted to these transitions are :

E) _ aZ n(n) T(E _|_(n) T( ) ) (41)
n=1
N
Z () ) it ey (49
where
T = ap(n)(bf b + b b} + b3 by + b by

—2b b} —2b}"b2) )
43

(i) = g, (n)(bf b3 + b b} +bf by + b} by
+b{ b+ b bi)
(44)
The general expression for the relative intensities is given
by :

—hcEy'!

= INor'Ep'(1—e7*7 )
[(nOON — n, E1|M{Z 000N, A;)|?

Iro,.

—hcBy (45)

+ InorEn(1 —e w7
[{(nOON — n, A;|MAD|000N, A))?

But [000N, Ay >, [nOON — n, A; > and |n0ON — n, By >
are eigenstates of the Hamiltonians and are assumed to be
identical to the initial kets (see Table 5).

Including (41) and (42) into (45), we obtain :

1 —he In i N‘ '
IRD—)n = E/En(l —¢€ hkTE )eT " <7nl>
(N = n)! (46)
+ =g (1 —thn) n Nlin!
=FE,(1— kT N —
‘ AV —a)
where
=/ 2 = _ 2
= _INORa ==1Inor"Y
and
=203 . T=208
c
— =4.861 1073
oT 861 10
(47)
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Observed relative intensities for the 0 — n transitions
(n = 1,2,3,4) of the arsine molecule are given in [24].
By the least squares fit method we determine the value of
the parameters 7 and 7/, which enables us, in addition, to
calculate the value of the normalization factors Z and Z’,
setting to 1.00 a.u. (arbitrary units) the intensity of the
0 —> 1 transition (that is = and =’ are fixed parameters).
It gives

= =0.084790(454) a.u. cm
= —8.56191(535)

= =0.085671(452) a.u. cm
= —8.56694(527)
(48)

The calculated intensities of the 0 — n transitions (for
n=1,2 3 4) are given in Tab.6.

TABLE 6
Observed and Calculated Relative Intensities (a.u.) of
0 — n transitions of AsH;

Relative Relative Obs-Calc Obs-Calc
ket calculated observed (this work) [24]
Intensities Intensities (x10.E-5) (x10.E-5)

| (1 0 0)141> 1.00000000 1.00000000 0.0 0.0
| (2 0 0)141> 0.02099254 0.02100000 -0.75 100
| (3 0 0)1A1> 0.00047652 0.00032000 15.65 -46
| (4 0 0)1A1> 0.00001234 0.00001500 -0.27 0.79
| (1 0 0)1E1> 1.00000000 1.00000000 0.0 0.0
| (2 0 0)1E1> 0.02099240 0.02100000 -0.76 100
| (3 0 0)1E1> 0.00047878 0.00032000 15.88 -46
| (4 0 0)1E1> 0.00001246 0.00001500 -0.25 0.79

The standard deviation o(8,1) = 8.43 107° a.u. in-
dicates that our model can reproduce the experimental
data, improving by a factor 5 previous results of [24] where

o(8,1) =4.49 10=* a.u.

9. CONCLUSION

We show that the usual local notation is related to the
local group K(3) We build an effective Hamiltonian and
test it with the arsine molecule.

Our analysis of the stretching modes of the arsine molecule
achieves good agreement between the calculated and ob-
served energy levels. A similar agreement is found for
the relative intensities of the 0 — n transitions (n =

1,2,3,4).
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APPENDIX
A. Matrix D¢ (R) of the oriented irreps

DA(C) = (1) YO € Cs,
DA(C) = (=1) for C = 01,034,053 (A.49)
DA2(C) = (1) for C = B,C5,Cyt
_1 3 1 _3
DR =| & 3 DP(e)=| 5 ¢
T2 -3 3
1 _Vv3
prea= (b 4)  omea=(G F)
2 2

(A.50)

where 01,09, 03 and the (5 axis are defined on Fig. Al :

i3)

C3

(1)

6i2)

FIG. Al. (5, symmetry operations for a XYz molecule.

B. The symmetrized generators

- Generators which only depend on the weight genera-
tors. They are diagonal in the G-Z and symmetrized basis

y2(A1) — n
yﬂ? = N; + N, — 2N;
¥, = 6v/3[N; — Ny

- Generators diagonal within the irrep [n, 0, 0] of U(3).
They couple local states with the same value of n
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Y34 = B34+ E3; +E3s+Eo3 +Eyy +Ep»
y;(sz) = —Ei3+E3; —E3z2+Es3—E3; +Eq»
1(b) = —Ei3—E3; —E32 —Es3+2Ey; +2E;»
yj(E) = V3(=E;2 — Eg; +2E3, — 2E35 — 2Ea3
a) +3E;3)

Vi = Ei24+Ey; —E;3—-E3;

yS(E) = V3(2E13+ 2E3; —E35 —Eo3 —Ej 5 — Eo)

- Generators which are nondiagonal in the irrep [n, 0, 0]

of U(3). They couple local states defined for different val-

ues of n
VA = B4+ By +E34+Ey3 + Eoy + Eyp
Y34 = “Ejy— B4+ Eys+ Ego + Egy+ Egs
f(b) = Ei4+E4; —2E34—2E43+ Eyy + Ey
y;‘(E) = 2\/§(E43+E34+4E14+4E41 —5E24
5(E) ~OBqz)
1 = Ei144+E41 +Es0 + Eoy — 2E34 — 2E43
y;’(E) = 2\@(—]334—E43-|-4El4-|-4E41—5E42

= e

10

5K, 4)
|(n1 nang), A1) =

|(7l1 na 713) s Az) =

-5l 8l

|(nl na 713) 5 1E1> =

|

|(n1nsns), 1ES) =

N | =

1

|(711 ng 713) 5 2E1> =

2

OE,) =
|(n1 noms), 2Es) 55
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Chapitre 6

Le couplage élongation-pliage des
molécules XY3; pyramidales

6.1 Préliminaires informatiques

La description de I’étude algébrique du couplage élongation-pliage des molécules XY; pyramidales
est présentée ci-apres, dans 'article actuellement soumis a la publication. C’est pourquoi, nous en
rappellerons ici les étapes essentielles. Nous allons nous attacher a la description de 'aspect numérique
du probleme.

6.1.1 Le modele physique

L’étude du couplage des modes vibrationnels d’élongation et de pliage des molécules XY3 non
planes caractérisées par la relation entre les modes vibrationnels fondamentaux

(Vl(Al) ~ Vg(E)) ~2 (VQ(Al) >~ V4(E)) . (61)
sera effectuée a 'aide de la chaine de groupe :
(Ue(4) D Ue(3) D Ke(3) D Se(3) =~ Csy) ® (Up(4) D UL3) D Kp(3) D Sp(3) =~ C3y) D Csy. (6.2)

Cette étude va nous conduire a l'introduction de I'opérateur de couplage suivant :

3 7 7

Hap=35 3 (b} ba by, by L2 + b; b ] b, b§) . (6.3)

i=1 k=5 n>k=5

En vue d’'un ajustement de notre modele, il est donc nécessaire de calculer préalablement les
éléments matriciels de 'opérateur H,.g), dans la base couplée :

| el Te2 Me3 (Meda) Mp1 Mp2 Np3 (pa) (reCeoe — 1pCpop) — Co)

_y [C]I/ZF(Oe Cp C)

Oe 0p O
|nel Ne2 Me3 Med, 'reOeUe> |np1 Np2 Mp3 Np4., TpOpUp>

(GO ) =erer (S0 ) (65)

Oc Op O Oc Op O

ou

sont les coefficients de couplage de Clebsch - Gordan, exprimés dans le groupe moléculaire Cl,.
Ainsi, nous avons informatisé le probléme, en créant un programme (sous FORTRAN 90) qui
détermine les éléments matriciels de n’importe quel opérateur (ou somme d’opérateurs), du type

b]{pl b;m b;pS bjlm bgps bgpﬁ b$p7 b;ps bgm b;nz bgns bZM bgnr) bgbs b;m bgns (6.6)
dans la base couplée définie précédemment.
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6.1.2 Aspects informatiques
6.1.3 Architecture

L’architecture informatique de ce programme est représentée schématiquement de la maniére sui-

vante :
E Base relative a I’élongation ] @ E Base relative au pliage ]
@

Nombres quantiques minimun et maximum Nombres quantiques minimun et maximum

fonction "symbf"

[ BASE COUPLEE }

o Alécran
Choix de I’opérateur : 2 descriptions possibles e
» Dans un fichier d’appel

- E ELEMENT MATRICIEL DANS LA BASE COUPLEE ]

/% Optimisation des paramétres du modéle
PROGRAMME D’AJUSTEMENT

N S~

Diagonalisation de la matrice hamiltonienne

| | |

[ Parametres du modeéle et incertitudes j [ Matrice de corrélation j Ecart - type

F1a. 6.1 — Architecture du programme informatique.

Le programme marche.f de calcul des éléments matriciels, sort un fichier de sortie comportant,
pour une symétrie donnée (A;, Ay, F) et une valeur du nombre de polyade K choisie, i.e. pour un
sous-bloc précis, la valeur de I’élément matriciel de Popérateur calculé entre le bras numéro 4 (de la
liste des vecteurs de base de ce sous-bloc) et le ket numéro j. c’est-a-dire que le fichier de sortie prend
la forme d’une liste de la forme :

) j Em(i, j). (6.7)

Puis, le programme d’ajustement (basé sur la méthode des moindres carrés non-linéaires rappelée
dans Pannexe D) appelle le fichier de sortie précédent lors de la fabrication de la matrice hamiltonienne
relative au sous-bloc mentionné précédemment. Ainsi, 'utilisation du programme marche.f, sort 3K 4z
fichiers d’éléments matriciels. La valeur choisie pour K,,... est 28. Ceci est liée au fait que, lors de
I'informatisation du probléme, nous avons généré la base d’élongation jusqu’a 7 quanta (car notre
donnée expérimentale la plus élevée concerne un état & 7 quanta d’élongation), et la base de pliage a
été générée jusqu’'a 14 quanta.
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6.1.4 Description et explication

Son fonctionnement général est rappelé (en commentaire) au tout début du programme. Il y est
expliqué brievement les possibilités offertes par le programme marche.f, ainsi que les différents points
auxquels P'utilisateur doit faire attention avant son utilisation. Dans ’entéte du programme marche.f,
on peut y lire :
! marche.f
! PLUCHART LAURENT
! cree le : 4 MARS 2003
! CALCUL DES ELEMENTS MATRICIELS D’UN OPERATEUR QUELCONQUE
! ELONGATION - PLIAGE T(3;A1)

D skskskk ok ok kok ok ok koo kkokkkkokkkokokk COMMENT JE FONCTIONNE 7 skokokokokskok sk ook okok sk sk ok s sk ok ok ok sk sk ok ok o ok okook ok ok

! ce programme traite les kets élongation pliage par symétrie, puis &
! 1’intérieur de chacune d’elle, il crée des blocs par une condition
! symbolisée par "letest" et le paramétre '"lek".

! Dans un premier temps, ce programme propose un menu d’action : 3 choix
! write(*,*) ’générer la base + calcul EM : choix=1’

! write(*,x) ?°

! write(*,*) ’juste calcul EM : choix=2’

! write(*,*x) ?7?

! write(*,*) ’juste génerer la base : choix=3’

! puis on rentre le domaine des nombres quantiques qui nous intéressent :

! Nmaxs : nombre quantique dynamique d’élongation

!' Ns : nombre quantique de dégénérescence d’élongation

! ns : nombre quantique du bloc de départ pour 1’élongation
! Nmaxb : nombre quantique dynamique de pliage

' Nb : nombre quantique de dégénérescence de pliage

! nb : nombre quantique du bloc de départ pour le pliage

! 1l crée ensuite les kets d’élongation symétrisés et de pliage symétrisés,
! puis il les couple pour construire la base couplée symétrisée.

! il faut penser & bien choisir sa symétrie qui se trouve juste apreés
! le test : if (letest.eq.lek) then
! puis on la resélectionne dans :

! >k 3k 3k 5k >k >k 3k 3k >k >k 3k 3k 5k >k >k 3k 5k >k >k 5k 3k 5k >k >k >k 3k 3k >k >k >k %k %k >k %k %k %k k

! changement de symetrie juste ci apres
D skokooiokokokokokokokokok sk ok ok ok ok skskook s ek sk skskok s sk skskok o o ok

! if (mes_ket(c)%symetrie.eq.codesym) then

! avec : codesym = 1,2,3,4
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15k ok sk ke ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok k sk ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok sk sk ok ok ok %k sk k
|

!' I1 faut & chaque valeur de "lek" penser & changer le nom des 5 "fichiers"

! EXEMPLE :

! open(40,file="1isteE_2’)

! open(41,file=’quantaE_2’)

! open(42,file="diffcoE_2’)

! open(52,file="diffcocoE_27)
! open(91,file="Em36E_27)

! la symétrie est E et lek=2 dans cet exemple.

! de plus, ce programme propose un choix pour pouvoir écrire 1l’opérateur

! de couplage : soit manuellement, soit en lui introduisant les renseignements
! dans un fichier

! Write (%, k) 2 skokokskokskokokskokokskok sk kokokok sk ok s kokskok ok sk sk skskok o ok sk skskok s ok sk skskok sk ok )

! write(*,*) DESCRIPTION DE L OPERATEUR’
! Write (k, k) 2 skokokskokokokskokokok skok ok ok ok ok ook ok ok ook ok ok s okook sk ok sk ok ok ok s sk ok sk ok s ok sk sk ook ok ok

! write(*,x) ?

! write(*,*) ’valeurs manuelles 7 : ( y=1 / n=2 )’
! read(*,*) choixl

! si on fait lire 1’opérateur dans un fichier, il faut connaitre son nombre de ligne
! write(*,*) ’donne moi le nombre de ligne de 1 operateur : 7’

read(*,*) Nbreligne
1 5k sk ok ok sk ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok 3k ok ok 3k ok 3k ok ok 3k ok ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k 3k ok 3k ok 3k 3k 3k ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok ok ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k >k ok 3k >k ok 3k ok ok 5k %k %k

Initialement, les symétries sont codées par les quatre valeurs prises par la variable codesym :

codesym =1 <= symétrie = A,
codesym =2 <= symétrie = Ao
codesym =3 <= symétrie = E|
codesym =4 <= symétrie = Fs.

(6.8)

Ce Cp
O Op
a,b,c peuvent prendre les valeurs 1,2,3,4. Et des lors, on peut construire numériquement la base
couplée. Une fois celle ci construite, on vérifie le nombre d’états couplés symétrisés obtenus, puis on
élimine ceux de composante E5. Enfin, on procede au calcul des éléments matriciels.

Nous pouvons maintenant expliquer I'aspect physique du couplage élongation-pliage des molécules
XY3 pyramidales.

Ceci nous permet de définir les symbole F’ < par une fonction symbf(a, b, c) dans laquelle
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In this paper, we use the algebraic approach to de-
scribe the vibrational modes of stibine molecule (of Cs,
As the

stibine molecule exhibits stretch-bend resonances, we

molecular symmetry group) up to 21 quanta.

built an algebraic pyramidal coupling operator between
stretching modes and bending modes adapted to this

molecule. The standard deviation associated to the fit

of the vibrational levels is 1.75 cm 1.

1. INTRODUCTION

The interest to the vibrational spectra of stibine, SbHs,
lies in the fact that the stibine gas is the purest gas source
of antimony, which is used in the manufacture of com-
pound semiconductors for IR sensors and solid-state laser
[1]. Moreover, this molecule presents a local mode be-
havior as defined by Child et al. [2, 3] and analyzed in
[4, 5]. Many formalisms have been applied to interpret
local modes molecules. The first approach was initially
given by lachello et al. [6, 7] with the vibron model where
a U(4) algebra is used to describe the spectra of diatomic
molecules. However, this model becomes rather complex
when the number of atoms is more than 4. Using the iso-
morphism between SU(2) and the Morse potential, Van
Roosmalen et al. [8, 9] developed another algebraic model
describing the stretching mode of XY2 molecules. Others
developments based upon this SU(2) formalism have been
proposed by Lemus and Franck [10] or by Xi-Wen Hou et
al. [11]. Alternatively, an algebraic formalism based on
unitary groups, initially developed by Michelot et al. [12]
and Leroy et al. [13, 14, 15, 16] has shown to be well effi-
cient to reproduce the vibrational level of XY, molecular
systems.

A wide literature has been devoted to the molecule of stib-
ine. The ground state spectroscopic constants, molecular

geometry and analysis of the structure in the first excited
states of this molecule can be found in [17, 18, 19].

In the present paper, we propose to apply the U(p + 1)
formalism to the SbH3 system. We show that the accu-
racy of our model is better than previous analysis [5]. In
[20] we have proposed an algebraic treatment of the vibra-
tional stretching modes for arsine molecule AsH3 which is
characterized by the condition 14 (A4;) ~ v3(FE), namely :

U(4) D U(3) > K(3) D 8(3) ~ Cso. (1)

The stibine molecule 121, SbHy is characterized by the fun-
damental modes

v1(A7) = 1890.502 cmm !,
va(B) — 1894.497 cm 1, )
I/Q(Al) = 782.24 Cmil, ( )
va(E) — 827.85cm L.

Therefore we can write the physical conditions :
1%0] (Al) >~ I/4(E). (3)

These two physical particularities allow us to describe the
vibrational modes of the stibine molecule SbH3 by using
the algebraic chain

(Us(4) ) Us(3) ) Ks(3) ) 53(3) ) CSv)
&

1241 (Al) ~ U3 (E) and

D 031) (4)
(Up(4) D Up(3) D Kp(3) D Sp(3) D Ca),

where s stands for stretching and b stands for bending. In
the following section we briefly explain the background of
this algebraic formalism.

2. LIE GROUPS AND MOLECULAR
SYMMETRY GROUPS

The determination of the irreducible representation (ir-
rep) of the unitary groups U(n) is due to Gel’fand and
Zetlin (G-Z) [21]. The method [22, 23] consists in the de-
termination of a complete set of invariant operators I,(CU(n))
called Casimir operators. These operators are built with
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the help of the U(n) generators E;; :

n

>

i1 42y ip=1

with k=1,2,...,n.
These Hermitian operators
generator E;;:

o) Ei i;Ei i By (5)

KU

commute with every

[156“),1«3”]70 Vi k—1,2....n (6)

Now, we consider the set Z formed of the g(n +1) opera-

tors I,EU(j ) as

T —
U(n—1 U(n—1) U(n—1
I = Ik( ' In£1 )
|z o
IU(2) IZU(2)
U
T ey
(7)
with ]
J
17 = Z Ei 02Eoe - B (8)

1,42, yip=1
1<j<nandl<k<j.

The operators in Z are Hermitian, independent and mu-
n
tually commute. The set (m) of 5(11 + 1) integers

(m) —

Min man
Min—1

My n

MEn-1 Mp—1n—1

9)

with the conditions

My jp1 = Maj 2 M1 41 1<i<j<n-1 (10)

is called a G-Z pattern.
Every irrep of a unitary group U(j) is described by a
set of ordered integers (negative, zero or positive)

(11)

[m]; = [m1jmaj... m;;l

with my; > ma; > ... > m;,;. The interest of this no-
tation is that the irreps [mq ;1 m2; -1 ... mj_1;_1] of the
group U (j — 1) verifying conditions (10) in the decomposi-
tion of the irrep [mq;may,..., m;;] of U(j) appear only
once : the chain of groups

Un) DU(n—1)...DU(2) D U(1) (12)

is called a canonical chain.
For one fixed representation [m],, of U(n), the set of
G-Z patterns we can build on the (n — 1) first lines (the

first line is defined by m41) is an orthonormal basis of the
space V([m],) of the representation [m],. Therefore, we
can define the G-Z’s ket

[m]n

)} — ‘( )

The dimension of the irrep [m],, is given by the Weyl for-
mula [24]

(13)

1;[ (mzn —Mjn —l+7)
blmln) = =5 oy

and we define the weight of a G-Z’s ket [22] by

(14)

W(m) :w( e ) — Win(m), ..., Wan(m), W n(m)

(m)n
(15)
with

i i1
Wi" - Z mjq — Z mgi—1 (2 S 7 S Tl) and W11 —Mmq1.
j=1 =1

The fundamental concept of an algebraic formalism, is
to introduce a chain of groups (or algebras)

G1 DGy DG3D -Gy (16)

to describe a physical system.
Wybourne [25| imposes the G; group to describe com-
pletely the dynamical properties of the physical system.
Therefore, G1 is called the dynamical group. The alge-
braic formalism U (p+ 1) developed in [12] is based on the
dynamical group G; taken as the unitary group U(p + 1).
A lot of realizations are possible for the generators of the
unitary group U(p + 1) [26]. One of them, particularly
interesting, is the Bosonic realization.

In this realization, a possible set of generators is consti-
tuted by the (p + 1)2 operators E; ;

Eij =b/b; i,j=1,2.,p+1 (17)
with the usual Bose relations
. A + +
[bl’bj] — [bz’ ’bj] =0 (18)

[bi,b] = 6i;.

The second group G3 of the chain (16) informs about the
energy levels and the degeneracies associated. Indeed,
the degeneracies are equal to the dimension of the dis-
tinct irreps of G5 included in the totally symmetric irrep
P
[V,00...0] = [N,o } of the dynamical group U(p + 1).
p zeros

Therefore, G5 is called the degeneracy group of the molec-
ular system.

The set of all the physical states is given by the action of
the (p+ 1) Boson creation operators on the ground state :

i=p+1
I (o)™
=1

|1, me, .., N, Mp 1) = S |0,...,0,0). (19)

Tli!
i=1
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We define the weight operator IN;

which is diagonal in the basis (19). The operator N; (i =
1,...,p) is interpreted in (12) as the operator number of
quanta associated to the i-th bond of the molecule :
Ni|n1,...,m~,... ..,’I’Lp> (21)
The action of this weight operator can also be defined
on the G-Z’s ket. But as we are working in the totally
symmetric irrep of the group U(p + 1), it exists an iso-
morphism between the G-Z’s ket and the weight of this
ket. So, the G-Z’s ket within the totally symmetric irrep

pi1 .
{N =3 n; OP} of the dynamical group U(p+ 1), that is
i=1
pt1
N=Sn 0 0
i=1
' n=ny+...+n, ... ... 0 >
niy + ne 0
ni
(22)

is isomorphic to the weight (n1,ne,. .., npr1).
The definition of G2 as a degeneracy group, implies that
a physical system caracterized by p degrees of freedom can
be modelized by p oscillators.
Furthermore, the degeneracy of an isotrop oscillator, p
times degenerated in the n-state (n = ) n;), is equal to
i=1

.p—1

P
the dimension of the irrep [n = Y n;,0 ] of the unitary

-1
group U(p). Therefore we chose U(p) as the degeneracy
group Gs.

3. LOCAL BASIS FOR XY; MOLECULES

As shown in Refs. [7, 12, 13|, all the physical states
associated with the vibrational stretching modes of XY3
molecules are obtained within the irrep [NV;,0,0,0] =
[NS, 03] of U(4) as symmetrized G-Z’s kets in the group
chain (1), that is

[ninanang, r.Cso)
ns =n1 +ne+n3

n1 + na
m

Ny=ni+na+n3+ng 0 0 O
_pe. 0 0 >
] (23)

= P [ninanany)
= POC':: "I’L]’I’LQTL:%NS — ns>-,

where

denotes the projection operator, and r in relation (23) is a
symbol which distinguishes the irreps C; of the Cs, group
whose multiplicity is greater than 1. The matrix D (R)
of the oriented irreps are given in [20]. As usual, in the G-Z
representation, n; represents the eigenvalue of the number
operator E; = N; associated with the i-th bond (bond

3
XY, of Fig. 2 of [20]) of the molecule. ng = ) N; is the

first order invariant of U(3) (up to an additive 1(:0nstant),
which eigenvalues are bounded by the betweenness condi-
tions (10) 0 < ngy < N;. A complete basis of symmetrized
local states can be found in Appendix A.

For the symmetrized kets (in the group chain (1)) of the
bending modes, we have the same vectors, but with the
substitutions :

n|y < Ns Ny <= MNg n3 < ny
ng & ng Ng & Ny ng & ng (25)
re © 1, Cs & Cp 05 < 0,

where index 5, 6 and 7 refer respectively for the bending
angles a2, a13 and asz (see Fig. 2 of [20]). Therefore, a
symmetrized G-Z’s ket relative to the bending modes, can
be written as

(26)

|nsnenring, TeCh0%).

It is now easy to build the coupled symmetrized ba-
sis.  This basis is generated by the tensorial prod-
uct of a symmetrized ket relative to the stretch modes
|n1nensng, 1:Csos) and a symmetrized ket relative to the
bend modes |nsngning, ryCrop). These states are denoted
by

| ninang (n4) nsneny (ng) (rsCsos — reCpop) — Co)

=S Al
|ninansng, rsCsos)|nsnening, ruCpop),

(27)
where [CJV ’F ( g: g: g ) are the Clebsh-Gordan (cou-

pling) coefficients of the Cs, point group.

With the same process, as described for the symmetrized
basis, we build symmetrized operators using (24). We
give the symmetrized stretching tensors in Appendix B.
Of course, bending symmetrized operators are obtained
through the same process with the following correspon-
dences for the index of the Boson operators :

1—52—-63—-74—8,

where index 5, 6 and 7 refer respectively for the bending
angles ajo2, a3 and ass as defined for the bending kets
here before.

4. ALGEBRAIC MODEL OF THE
HAMILTONIAN FOR THE STRETCHING
MODE

The Hamiltonian is determined by the concept of dy-
namical symmetry [6, 7]. The Hamiltonian related to the
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algebraic chain (1), built by the concept of symmetry dy-
namic, takes the following form

Ho, = agng+ a1 (N7 + N3 + N3) (28)
+ aa(N1Njy + N1N3 + N3N3).

However, before to construct completely a vibrational
Hamiltonian which has to take into account resonances
between the stretching and bending modes, groups chain
(4) indicates clearly that, in a first approximation, we can
study separately those two modes. Due to a lack of bend-
ing experimental data, we only fit the stretching ones. For
the stibine molecule, we have checked different models in
order to reproduce the stretching experimental data. The
Hamiltonian, referred hereafter as Model 1, is given by

H, = aons + a; {N% + N2 + N%] + a3 [N1No
3

-+ N1N3 -+ NzNg] + as Z b:Lb7
i#j=1

(29)

We define

3
Hi, = agl)yg(Al) = a3 Z b, b;
ifi=1

as being a pure pyramidal operator, i.e., an operator which
raises the residual degeneracy in the group Cs, appropri-
ated to the study of pyramid-type molecules. On the same
way, we have tested all possible tensor operators by fitting
the stretching experimental data of the stibine molecule.
The best result is obtained with the Hamiltonian referred
hereafter as Model 2 :

H. = ajns +a} (N? + N2 + N3)
+ a5 (N1No + N1 N3 Jr(Il;T?Ns) + af YA
+ df D}S(Al) ®y3(A1)} L + daf D;l(Az) ® Yi(42)
(30)
Using a nonlinear least squares method , we obtain the
following two sets of parameters :

Model 1:

ap — 1927.058(236)cm ! —33.441(466)cm ™

a; —

as — —0.102(139)em™! a3 — —4.426(546)cm !
Model 2 :
ap = 1927.154(128)cm ™! al = —33.461(027)cm 1

al, = 0.655(366)cm ! al
a) = —0.159(321)em ! af

= —3.512(452)cm?
= 0.179(556)cm !

We resume this analysis in Table 1. Column 1 designs
the usual local notation for the stretching kets. Columns
2 and 3 show that the eigenstates are closed to the initial
basis, that is closed to column 1. Some modulus near 75%
or 80% (nl10,1F1,2F1,n = 2,3,4) indicate simply that
new combinations of these kets affected of a multiplicity
label, would correct these percentages up to 100% as the
diagonalization process mixes only those kets. Columns 4

(A1)
] )

and 5 exhibit the eigenvalues of Model 1 and 2. As these
models differ only by some non-diagonal terms, the values
of these columns differ a little, but the difference is not
significant as indicated in columns 7 and 8. Moreover, the
standard deviations o(d, p) we calculate, and define as

d

J(d, p) - ﬁ Z |:E§cal) _ E§Obs) 2
i1

where d is the number of experimental data included in
the fit and p is the number of parameters included in
the fit, are quite closed : ¢™°%1(13,4) = 0.77 cm™ ! and
aMed2(13 6) = 0.54 cm™'. The last column of Table 1
shows the difference of the calculated-observed energies
from a previous fit [5]. However, in this paper, the authors
did not reproduce well the data with ns > 3 as the differ-
ence equals 10.93 cm™?! for n, — 6 and even 17.14 cm™?
for ny = 7, so they excluded these data from the fit in the
least squares calculation (with a star in Table 1). We have
only rejected the data for the ny = 7 levels (with a cross
in Table 1) as the deviation reaches about 7.3 cm™?! for
those levels.

To conclude this section, our two models indicate that
stretching modes can be studied separately of the bending
ones in a first approximation. Saying differently, it allows,
a posteriori, the use of chain (4), forms initially by two
chains related to the two different motions. In any case,
as the number of experimental data is not so high, and
as the two models give extremely closed results, we shall
restrict our Hamiltonian to Model 1 for simplicity in what
follows.

5. ALGEBRAIC MODEL OF THE
VIBRATIONAL HAMILTONIAN

From the previous construction of a pure stretching
Hamiltonian Hg we easily deduced that a basic vibrational
Hamiltonian H = Hg + Hy, built from the groups chain
(4), is given by :

H = agns + a1 (N? + N3 + N32)

3
+ ap(N1Ny + NiN3 + NoN3) + a3 > bib;
i#j=1

tagnp + a5(NZ + NZ + N7)

7
+ ag(N5Ng + N5Ny + NgN7) +ar > bib;.

i£j=5

(31)

However, we have to introduce into the Hamiltonian of the

system a coupling term between the stretching and bend-

ing degrees of freedom. In order to build this term, noted

H; 1, = agHs_p, we should remember that the stibine
molecule admits 2:1 resonances :

and (32)

I/1(A1) >~ 2V2(A1) V3 (E) ~ 21/4(E)
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This is why, we can consider the following term

3 7
Her = > (b bxbybsbg? + bbb, b;b?).
i=1k>n=>5

(33)
As usual the Cs, symmetry of a ket is a good label, as
being preserved under the action of the Hamiltonian.
But conditions (32) also provided another good label.
In reference [5] the authors show that the quantity

2ns +np =K with K €N (34)

VIBRATIONAL MODES OF THE STIBINE MOLECULE 5
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is also a good label for this physical problem. Within the
K blocks, we can deduce the number N of vibrational
states (for all symmetries C = A;, Az, E). This number
is given in Table 2 for 1 < K < 28. The choice of K = 28
is as follows : ng = 7 is the maximal quantum number
for which a level is observed (it is a pure stretching level
defined with ns = 7 and np = 0). As K = 2n, + np
is a constant for a given couple (ng, np), one deduces that
K = 14 is a possible block for each C3, symmetry. But the
code which generates the basis, produces all the stretching
kets from ns = 0 to ns = 7 and, of course, all the bending
kets from np = 0 to np = 14. Then by coupling the two
sets of stretching and bending kets, we obtain K4, = 28.

Table 2 :
Number of vibrational states A’ within the K blocks
for all symmetries

| K N | K N | K N | K N |
1 2 8 189 15 1647 | 22 4264
2 6 9 275 16 2113 | 23 3754
3 13 10 399 17 2374 | 24 4389
4 26 11 550 18 2949 | 25 3377
5 45 12 763 19 3064 | 26 3893
6 75 13 1011 | 20 3706 | 27 2212
7 121 | 14 1347 | 21 3593 | 28 2526

(From Table 2, we deduce the total number N of vi-
brational states for all symmetries (41, A2, £), we have
shown it in Fig. 1 :

Fig. 1:
Total number N of vibrational states for XY3
molecules

Table 2 and Fig. 1 show that our problem would be com-
putationaly unsolvable for high energies that is for high n,
and ny values. Indeed, near 23000 cm ™!, the total number
of the vibrational states is around 50 000 ! Usual com-
putational methods of fit would be unefficient for matrix
of that size and CPU time would be enormous. This is
why the introduction and the use of the two labels K and
C is of primary importance for the data-processing mod-
elling of the problem. The matrix representation of the
Hamiltonian operator in basis (27) can be done by blocks
of defined symmetry, then, within each block of symme-
try C, the same process can be extended with blocks K.
Therefore, the Hamiltonian matrix has the form indicated
in Fig. 2.

Fig. 2 :
Matrix form of the Hamiltonian

.~ 17000 x 17000 —

1 BLOCKA |

0 o |~ 14000 x 14000
ket BLOCKA 5
K=2 0
0 K= ~ 17000 x 17000

BLOCKE
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Finally, with the algebraic approach U(p + 1), one ob-
tains a model of Hamiltonian with nine parameters :

H =agns+a; (N7 + N3+ N3)

3
+ a3(N{Ny + NiN3 + NoN3) +a3 Y. b;b;
i£j=1

+asnp + a5(N3 + N§ + N7)

7
+ as(N5Ng + NsN7 + NgN7) +ar > b by
i#j=5

3 7
+asy. 3 (b{bgb,bsbi”? + b, bib; b;b).
i=1k>n=>5
(35)

6. ENERGY LEVELS OF THE STIBINE
MOLECULE

Before to start the full analysis of the vibrational stibine
levels, one must remember that the operator

3 7
Heb — >, > (b/brb,bsbi” + bib; b/ b;b3).

i=1k>n=5

implies the knowledge of the maximum values of the
quantum numbers n; and np, that is Ny = n, . and
Ny = ngp,,,... The determination of Ny = ng, _ is done as
follows : we assume that a way to dissociate the molecule is
to concentrate the energy on one bend, that is, in the case
of the stretching mode, for a [(r00), A; or E) ket. The
previous analysis has shown that such kets are pure, that
is, are preserved after diagonalisation (See Table 5 where
%init.ket > 0.995 for such kets).

So we simply examine the derivative of Hp, as being

a continuous function of n; when the eigenkets are of

|(n00), AjorE) type.
leads to

Hy_|(n00), A; or E)

For the Hamiltonian Model 1, this

Fo, (n)](n00), A; or E)
= (aon + a1n?)|(n00), A or F).

8 E(] (n)
o o
on ’

Nmae =~ 28.81, that is Ny = 29. nGSgGCIan note that the
relative variation of the parameter ag to aj (resp. a; to
a}) from Model 1 to Model 2 is about 0.005% (resp. 0.06%)
which confirms the stability of the diagonal part of the two
Hamiltonians Ho_.

Indeed, the same calculations of Ny = ns,,,. can be done
with Model 2, and we obtain once again that n,,4, ~ 28.79
that is N = 29.

As we impose we determine

One interesting application of the determination of ny,q, =
29 is to estimate the energy for this value. With Model 1,
we find that Fy_(29) ~27761 cm™! and Fy_(29) ~27747
cm~! with Model 2. These values are in a good agrement

with the experimental determination of the energy of dis-
sociation of the stibine molecule [4] : D, ~ 28900 cm ™!
that is a relative error of 3.94% with Model 1 and 3.98%
with Model 2.

More delicate is the estimation of the quantum number
Ny = ny,,,.. Indeed, the available pure bending spectrum
of the stibine molecule presents only four experimental
data. Using a four parameters model for the Hamiltonian

Hy, = asnyp + a5(NZ+ N2 + N2)

7
+ ag(N5Ng + N5Ny + NgN7) +ar > bib,
i£j=5
(36)
acting on the bending symmetrized kets, we have to solve

a non linear system of four equations with four unknowns.
We obtain

ay = 814.77(8.91)em™? as =
ag — —0.0002436(728)cm ' a7 —

—11.44756(338)cm—
—41.7917(160)cm !

The evaluation of the maximum of Hy, as being a continu-

ous function of ny, that is aanijl(n) =0 , leads to
Nz = 35.61, so Np = 36.

For the lowest values of the vibrational quantum num-
bers ng and ny, one must point out that the model is, in
fact, not really so sensitive to the values of N and Nj,
whereas it becomes more and more dependent of these
values when the vibrational quantum numbers increase.
Physically, the U(p + 1) model expresses naturally that
the maximal vibrational numbers N, and N, are taken
into account when the energies reach values closed to the
maximal ones as, for example, the dissociation limit.

N=Nmax

Table 3 :
Quantum numbers resulting of the action of the
operator agHs—b

| n; | conditions ‘ nﬁl | ' |

; conditions | A |

|n;—1]i=1lor2or3|ns+1| nj+2 |j=50rb6or7|ng—2|

n; —1

i:lor2or3‘n4+1’ ”71+1 ‘5<]17é]2<7‘n3—2‘

|ns+1]i=1or2or3|ng—1| nj—Z | j=5o0or6or7|ng+2|

i —1 . .
nit1 O LR R PR

i:10r20r3‘n4—1‘

Indeed, let us examine the action of agHs_1 on a ket :

= Al nhninininining),

(37)
where the possible values of the quantum numbers
ninyng n)=Nen/ ninin!, nf=Nynj are given in Table 3.
For simplicity, we denote

agHs_b|ninonsnansnegnrng)

|(ns, )N (126, ) No) =

|”1n2n3n4n5n6n7n8>
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and
(G, )Ns(np, )No) = [nynominingngnyng),
thus A in (37) is equal to :
A ol N )N wl ()N )Ne)
=ag NJ& Nb\/n1n2n3esn5n6n7]\/beb,
where , , 1
1- s <ec1- "oy —
and
n, n 1 n, 1 n, 2
1—by1-2b _ b 1—-2%
A=) 0-§ 3 sest-gt ) -g 5

So for usual large values of the quantum numbers N;

(Ns = 29) and Ny (N = 36), with taking into account

the conditions of Table 2, it gives for (n}, n}) = (0, 0)
1.006 < \/esep < 1.084, (39)

and for the maximum quantum numbers (n), n}) = (7, 14)

used in the present fit
0.283 < (/eq€, < 0.323. (40)

So for low values of the quantum numbers ng and ny, eq.
(39) indicates that :

()N (1, ) Nol Hs (126, ) N (10, ) )

~ Ton? an? ool and o7

~ /ninhniningnl.
This means that for given quantum numbers N, and Ny,
the matrix element

sNb

— ((n,)Ns(nt,) No|Hs v (ns, ) Ns (n, ) No)
NZ N,

behaves as that is behaves as the ma-
trix element of an operator Hs—b weighted of the constant

P o o and o
N NoNgNgNgTy,

effective parameter —
Ng Nb

Moreover, as Hs_p is purely non diagonal (see Table
3), we have checked our model by changing the values of
Ng—mng .. —29and Ny — n,, . — 36. With N, from 25
to 34 and N, from 33 to 39, it leads to almost the same cal-
culated energies for the lowest levels, the variations being
completely irrelevant comparatively with the experimental
precision.

Of course, as one could expect from a reasonable model,
(40) shows clearly that the energies of the upper levels are
related to the values of the maximum quantum numbers,
differently speaking, these energies depend on the dimen-

and [N, = an, }

whose product of dlmensu;né (see eq.14) defines the dimen-
sion of the Hilbert space within of which we are working.

Therefore, by fitting the experimental data [5], we ob-
tain the following results given in Table 4 : column 1 refers

sion of the irreps |Ng = Z n;, 0

to the coupled kets where the three first figures represent
n1, ne and ng. The fourth figure stands for n, with the
maximal value of 29. The three next figures are the bend-
ing quantum numbers followed by ng the maximal value of
which is 36. Then, we have resumed the coupling scheme
by giving the stretching symmetry, the bending symme-
try and the total resulting symmetry in Cs, group. The
calculated eigenvalues are given in column 2, observed en-
ergies are given in column 3 and the difference calculated-
observed energies is indicated in column 4. In last col-
umn, we give the percentage of the initial ket which has
been preserved after the diagonalisation process. In order
not to have a too much long table, we have shorted it by
giving the complet results from 781.810 cm™! to 7173.616
cm~! and some partial results until 23597.394 cm™!. The
worst difference in column 4 does not exceed 3.758 cm™!
near 4513.000 cm™! and the differences in this column do
not increase when the quantum numbers increase. The
quality of the initial basis is relatively well preserved as
most of the values of last column are higher than 50%.
In modulus, some percentages are less than 15% (14.10 %
at 6921.715 cm 1), however those bad values are reached
when a multiplicity label appears (there are two bending
states |421, E) in the region of 6921.715 cm ™) and a differ-
ent choice of construction of the initial basis could correct
those percentages. The standard deviation associated to
this fit is 0(23,9) = 1.75 cm™!, and the parameters are (in
em™1) :

ao — 1925.30(1.14) a3 — —32.80(56)

as — 65.27(1.33) as — —0.77(01)
ay — 792.74(55) as — 16.09(23)
—81.62(78) ar — —4.28(35)

—0.018177(45).

The correlation matrix M. (23,9) is :

Meor(23,9) =
ag ay az a3z aq as as a7  asg
ag 1
ay —0.88 1
az 0.67 —0.91 1
as 0.34 —0.51 0.46 1
ay —0.11 —-0.09 —0.03 0.25 1
as —0.31 0.33 —0.05 —0.29 —0.80 1
ag 0.69 0.78 0.56 0.53  0.40 0.74 1
ay —0.16 0.27 —0.18 —0.95 —0.35 0.38 —0.46 1
ag —0.66 066 —0.36 —042 —0.53 083 —087 040 1

If the parameters ap and a1 of the pure stretch fit re-
main almost unchanged comparatively with this complete
vibrational fit, the parameter as is now completely dif-
ferent. In fact the interaction operator Hs_ 1, between
the two vibrational modes takes effectively into account
the initial large difference about 7.3 cm™' between ob-
served and calculated energies for the |(700)14; or 1E7)
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kets. Locally, Hs—1, may act as being an operator of
stretching to improve the fit, the difference being now

only of -0.241 ecm™! and 1.085 cm ! (resp.)

|(700)1E;) =

Table 4 : Observed and Calculated Vibrational Levels of 2*SbHs

PLUCHART ET AL

for the
|(700)22|((000)36; (145 14;) — —> F) and

ket EigenValues Obs. En. Calc-Obs %init.ket

(cm-1) (cm-1) (cm-1) (Modulus)

[C000)29[1(C 10 0) 35;(1A1 1A1 ) -—> A1 > 781.810 782.240 -0.430 99.98
[C000)29[1C100) 35;(1A1 1E ) -—> E > 826.921 827.850 -0.929 98.35
[C000)29[1C 11 0) 34;(1A1 1A1 ) -—> A1 > 1557.992 1559. 000 -1.008 99.13
[C000)29[1(110) 34;(1A1 1IE ) --> E > 1572.003 99.70
[C000)29[1(C 200) 34;(1A1 1E ) -—> E > 1650.246 99.69
[C000)29[11C 20 0) 34; (1A1 1A1 ) -—> A1 > 1650.590 1652.700 -2.110 98.95
[C100)28[IC 00 0) 36;(1A1 1A1 ) -—> A1 > 1891.790 1890.502 1.288 99.83
[C100)28[1C000) 36;(1E 1A1 ) -—> E > 1893.317 1894.497 -1.180 99.99
[C000)29(1C 11 1) 33;(1A1 1A1 ) -—> A1 > 2275.009 97.88
[C000)29[1C 21 0) 33;(1A1 1E ) -—> E > 2347.308 73.97
[C000)2011(C 21 0) 33;(1A1 1A1 ) -—> Al > 2348.884 97.61
[C000)29[1(C210) 33;(1A1 2E ) -—>E > 2360.017 74.05
[C000)29[1C 21 0) 33;(1A1 1A2 ) -—> A2 > 2372.609 100.00
[C000)29]1( 300) 33;(1A1 IE ) -—> E > 2522.271 99.57
[C000)29[1C 30 0) 33;(1A1 1A1 ) —-—> A1 > 2522.342 99.31
[C100)28[1C 10 0) 35;(1A1 1A1 ) -—> A1 > 2659.810 2661.000 -1.190 99.46
[C100)28[I(100)35;(1E 1A1 ) -—> E > 2693.566 99.96
[C100)28[I(100) 35;(1E 1E ) --> A1 > 2703.857 100.00
[C100)28[I(C100)35;(1E 1E ) --> A2 > 2703.854 100.00
[C100)28[I(100)35;(1E IE ) -—>E > 2703.866 98.66
[C100)28[IC100)35;(181 1IE ) -—> E > 2705.235 2705.000 0.235 98.34
[C000)29[1C 21 1) 32;(1A1 1A1 ) -—> A1 > 3000.570 98.88
[Co0029[1C 21 1) 32;(1A1 1E ) -—> E > 3027.012 98.92
[C000)29[1( 220) 32;(1A1 1IE ) -—> E > 3098.888 96.78
[C000)20]1(C 22 0) 32;(1A1 1A1 ) -—> Al > 3100.484 97.50
[C000)29(1(C 31 0) 32;(1A1 1A1 ) -—> A1 > 3180.508 97.95
[C000)29[1(310) 32;(1A1 2E ) -—>E > 3183.340 87.34
[C000)2911(C 31 0) 32;(1A1 1A2 ) -—> A2 > 3187.759 100.00
[C000)29[1(C 310) 32;(1A1 1E ) -—> E > 3187.803 85.58
[C000)29[1C 4 0 0) 32;(1A1 1A1 ) -—> A1 > 3425.335 97.51
[C000)29]1(C 4 00) 32;(1A1 IE ) -—> E > 3425.622 98.59
[C100)28[1(C110) 34;(1E 1A1 ) --> E > 3443.937 80.25
[C100)28[1C 1 10) 34;(1A1 1A1 ) -—> A1 > 3449.892 93.77
[(100)28[I(200) 34;(1E 1E ) -—> A2 > 3458.938 81.75
[C100)28[1C110) 34;(1E 1E ) -—>E > 3463.107 99.66
[C100)28[1C110) 34;(1A1 1E ) -—> E > 3465.281 98.96
[C100)28[1C110)34;(1E 1E ) --> A2 > 3465.381 81.75
[C100)28[1(110) 34;(1E 1E ) --> A1 > 3465.539 79.13
[C100)28[1(200) 34;(1E 1A1 ) -—> E > 3469.139 79.64
[C100)28[1C200) 34;(1E 1E ) --> A1 > 3540.558 81.65
[C100)28[|(200) 34;(1E 1E ) --> E > 3542.288 87.37
[(100)28[I(200) 34;(1A1 1IE ) -—> E > 3544.499 98.36
[C100)28[1(C 20 0) 34; (1A1 1A1 ) -—> A1 > 3548.099 96.19
[C000)29[1( 22 1) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3690.299 97.55
[C000)29]1( 22 1) 31;(1A1 IE ) -—> E > 3718.425 98.35
[C2002711C 0 0 0) 36; (1A1 1A1 ) -—> A1 > 3718.686 3719.933 -1.247 99.79
[C200)27[1C 000) 36;(1E 1A1 ) -—> E > 3720.393 3719.860 0.533 99.89
[C110)2711C 00 0) 36;(1A1 1A1 ) -—> Al > 3784.507 85.46
[C1102711C000) 36;(1E 1A1 ) -—>E > 3788.588 87.00
[C000)29[1( 31 1) 31;(1A1 1E ) -—> E > 3795.050 98.18

133

|(700)1A1) = |(700)22||(000)36; (LA; 1A1) ——> A1) kets.
The correlation matrix M., (23, 9) is relatively good, even
if it is rather an indicator than a statistical result due to
the weak number of experimental data.



134CHAPITRE 6. LE COUPLAGE ELONGATION-PLIAGE DES MOLECULES XY; PYRAMIDALES

VIBRATIONAL MODES OF THE STIBINE MOLECULE 9
[C000)29]1( 31 1) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3796.228 96.84
[C000)29]1( 320) 31;(1A1 1E ) --> E > 3852.634 76.33
[C 00 0)29]1( 32 0) 31; (141 1A1 ) --> A1 > 3863.341 98.87
[C000)29]1( 32 0) 31;(1A1 2E ) -=-> E > 3876.529 77.65
[C 00 0)29]1( 32 0) 31; (181 1A2 ) --> A2 > 3887.733 99.68
[C000)2911C 41 0) 31;(1A1 1A1 ) ——> Al > 4034.469 99.14
[CO0 002911 410) 31;(1A1 2E ) ——> E > 4038.424 98.55
[C0 002911 410) 31;(1A1 1E ) ——> E > 4040.454 98.73
[C0002911¢ 41 0) 31;(1A1 1A2 ) ——> A2 > 4042.969 99.37
[C100281¢(111) 33;(1A1 1A1 ) ——> Al > 4167.256 97.55
[C100281(111) 33;(1E 1A1 ) ——> E > 4168.251 97.73
[C1102711¢C 10 0) 35;(1A1 1A1 ) ——> Al > 4228.108 72.10
[C100281(210) 33;(1E 1A1 ) -—> E > 4235.418 79.68
[C100)28]1(C210) 33;(1A1 1E ) --> E > 4239.535 68.40
[(100)28[I(210) 33;1E 1E ) --> E > 4244 .867 63.44
[C100)28/1(210) 33;(1E 1E ) --> A2 > 4249.414 65.34
[C100)28/1(C210) 33;(1A1 2E ) --> E > 4251.641 82.86
[C100)28]1(300) 33;(1E 1E ) --> A2 > 4252,270 74.84
[C100)28[1(210) 33;(1E 2E ) --> A1 > 4252,346 68.93
[C100)28/1(210) 33;(1E 2E ) -->E > 4252.419 60.91
[C100)28]1(300) 33;(1E 1E ) --> E > 4254031 73.16
[C100)28/1( 21 0) 33;(181 1A1 ) --> A1 > 4254.812 69.12
[C100)28]1C210) 33;(1E 1E ) --> A1 > 4255.782 99.96
[C110)2711C100) 35;(1E 1E ) --> A2 > 4257.280 68.81
[C110)2711C100) 35;(1A1 1E ) -=-> E > 4257.512 59.77
[C110)2711C100) 35;(1E 1E ) ——> A1 > 4258.106 72.54
[C10028[1(210) 33;(1E 2E ) ——> A2 > 4259.884 67.02
[C100)28[1(300) 33;(1E 1A1 ) ——> E > 4260.311 67.47
(10028121 0) 33;(1A1 1A2 ) ——> A2 > 4265.692 99.08
[C000291( 22 2) 30;(1A1 1A1 ) ——> Al > 4346.077 93.37
[C000)2911( 50 0) 31;(1A1 1A1 ) ——> Al > 4357.074 92.51
[C000291(500) 31;(1A1 1E ) -—> E > 4357.227 92.25
[C110)2711C100) 35;(1E 1A1 ) --> E > 4408.149 99.29
[C200)2711C100) 35;(1E 1E ) --> A1 > 4417.494 97.43
[C000)29]1( 32 1) 30;(1A1 1E ) --> E > 4417.534 70.39
[¢C110)27(1C100)3;1E 1E ) -->E > 4417.746 97.04
[C200)2711C100) 35;(1E 1E ) --> A2 > 4417.857 99.94
[C100)28]1(300) 33;(1E 1E ) --> A1 > 4418.274 24.85
[C 00 0)29]1( 32 1) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4422.615 92.54
[C100)28]1(300) 33;(1A1 1E ) --> E > 4424 875 88.44
[C100)28]1( 30 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4425.176 89.62
[C 00 0)29]1( 32 1) 30;(1A1 2E ) -=-> E > 4437.307 71.06
[C 00 0)29]1(C 32 1) 30; (181 1A2 ) --> A2 > 4458.804 99.92
[C200)2711C100) 35;(1A1 1E ) ——> E > 4516.758 4513.000 3.758 99.35
[C200)2711C 10 0) 35;(1A1 1A1 ) ——> A1 > 4547.023 4545.000 2.023 99.61
[C200)2711C100) 35;(1E 1A1 ) ——> E > 4585.548 99.90
[C000)2911( 330) 30;(1A1 1E ) ——> E > 4593.036 93.84
[C2002711C100) 35;(1E 1E ) ——> E > 4595.781 99.97
[C000)2911( 33 0) 30;(1A1 1A1 ) ——> Al > 4595.820 94.28
[C0002911( 41 1) 30;(1A1 1E ) -—> E > 4600.115 98.40
[C00029011( 41 1) 30;(1A1 1A1 ) ——> Al > 4600.566 96.72
[C0002911( 4 2 0) 30;(1A1 1A2 ) ——> A2 > 4682.196 99.76
[C000)29]1( 42 0) 30;(1A1 2E ) --> E > 4682.628 79.39
[C000)29]1(C 4 2 0) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4685.885 96.18
[C000)29]1(C 42 0) 30;(1A1 1E ) --> E > 4686.237 75.22
[C100)28[1( 21 1) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4881.880 63.74
[C100)28]1(C211) 32;(1E 1A1 ) --> E > 4888.273 86.95
[C110)2711C110) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4900.341 36.93
[C100)28]1(220) 32;(1E 1E ) --> A1 > 4910.277 88.72
[C100)28]1(220) 32;(1E 1E ) --> A2 > 4910.787 52.31
[C100)28]1(310) 32;(1E 1E ) --> A2 > 4911.797 69.42
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136 CHAPITRE 6. LE COUPLAGE ELONGATION-PLIAGE DES MOLECULES XY; PYRAMIDALES

VIBRATIONAL MODES OF THE STIBINE MOLECULE 11
[C200)2711C 20 0) 34;(1E 1A1 ) --> E > 5361.802 74.80
[C 0000291 4 3 0) 29; (181 1A2 ) --> A2 > 5372.995 99.26
[C200)2711(C200) 34;(1E 1E ) --> E > 5434447 91.15
[C000)29]1( 51 1) 29;(1A1 1E ) --> E > 5437.592 99.04
[C000)291( 51 1) 29;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5437.731 98.67
[C200)2711C 20 0) 34;(1A1 1E ) -—> E > 5439.104 66.54
[(300)26[1C 00 0) 36;(1A1 1A1 ) ——> Al > 5478.126 5480.285 -2.159 99.59
[(300)26[1C000) 36;(1E 1A1 ) ——> E > 5481.244 5480.235 1.009 98.97
[C000)291(520) 29;(1A1 1E ) -——> E > 5519.440 67.32
[C000)2911( 52 0) 29;(1A1 1A2 ) ——> A2 > 5520.560 98.92
[C0002911( 52 0) 29;(1A1 2E ) ——> E > 5521.328 69.82
[C0002911( 52 0) 29;(1A1 1A1 ) ——> Al > 5521.342 98.40
[C100281( 22 1) 31;(1A1 1A1 ) —-—> Al > 5565.854 58.86
[C100)28]1(221) 31;(1E 1A1 ) --> E > 5573.017 81.51
[C110)2711C 11 1) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5593.251 48.37
[C110)2711C 21 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5601.511 16.30
[C100)28]1(311) 31;(1E 1E ) --> A2 > 5602.058 81.98
[(210)26]1(C100) 35;(1E 1E ) --> A2 > 5605.503 71.01
[C100)28]1(320) 31;(1E 2E ) --> A2 > 5605.887 68.57
[C210)26[1C000) 36;(1A1 1A1 ) ——> Al > 5606.420 5607.000 -0.580 99.89
[(210)26/1(C100) 35;(RE 1E ) --> A2 > 5608. 066 70.96
[C100)28]1(221) 31;(1E 1E ) --> E > 5608.991 99.20
[C100)28]1(C22 1) 31;(1A1 1E ) --> E > 5612.373 98.00
[C210)26]1C000) 36;(1E 1A1 ) --> E > 5612.653 95.01
[¢210)26]1(C100) 35;(1A1 1E ) -=-> E > 6084.549 82.42
[(300)26[1(100) 35;(1A1 1E ) ——> E > 6090. 540 72.94
[C20002711C210) 33;(1E 1A1 ) ——> E > 6117.497 80.05
[C210)26[1C100) 35;(1A1 1A1 ) ——> A1 > 6131.859 75.68
[(300)2611(C100) 35;(1A1 1A1 ) ——> Al > 6135.837 60.68
[C2002711C210) 33;(1E 2E ) —> E > 6137.272 60.86
[C2002711(C 300) 33;(1E 1E ) ——> Al > 6139.265 57.20
[C2002711(C 21 0) 33;(1A1 1E ) -—> E > 6141.050 98.67
[(200)27[1( 300) 33;(1E 1A1 ) -—> E > 6144.015 77.75
[(200)27[1(210) 33(1E 1E ) --> E > 6144.539 74.11
[C000)29]1( 53 0) 28;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6146.434 99.56
[(210)26/1(C100) 35;(1E 1E ) --> A1 > 6146.510 92.94
[(200)2711(300) 33;(1E 1E ) --> E > 6147.198 86.89
[C000)29]1(530) 28;(1A1 2E ) --> E > 6147.200 81.29
[(111)26/1(C100) 35;(1A1 1E ) --> E > 6149.487 99.69
[C 00 0)29]1( 53 0) 28;(1A1 1A1 ) --> A1 > 61651.944 94.80
[ 300)26/1(C100) 35;(1E 1E ) --> A1 > 6162.784 69.76
[C 00 0)29]1(530) 28;(1A1 1E ) --> E > 6153.133 75.25
[C20002711C111) 33;(1E 1A1 ) --> E > 6168.171 65.86
[C 00 0)2911( 33 3) 27;(1A1 1A1 ) ——> Al > 6213.704 87.56
[C110)2711C210) 33;(1E 1A1 ) ——> E > 6230.152 73.05
[C100028[1¢ 22 2) 30;(1A1 1A1 ) ——> A1 > 6234.907 88.83
[C100281(500) 31;(1A1 1A1 ) ——> Al > 6235.137 78.31
[(300)2611(C100) 35;(1E 1A1 ) ——> E > 6236.631 98.62
[C100281(222) 30;(1E 1A1 ) ——> E > 6238.923 92.50
[C100281(500) 31;(1A1 1E ) -—> E > 6249.700 93.08
[C2002711(C210) 33;(1E 1E ) --> Al > 6265.651 99.89
[C100281(410) 31;(1E 2E ) -—> Al > 6266.496 85.36
[(110)27(1(300) 33;1E 1E ) --> E > 6257.740 98.82
[C200)2711( 30 0) 33;(1E 1E ) --> A2 > 6268.711 99.98
[C110)27[1(300) 33;(1E 1A1 ) -—> E > 6263.973 73.94
[C200)2711( 30 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6272.931 81.30
[C000)29]1(C 61 1) 28;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6283.625 65.34
[C000)29]1(C 43 2) 27;(1A1 1E ) --> E > 6285.890 70.79
[C 00 0)29]1(C 43 2) 27;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6298. 680 85.95
[(210)26/1(100) 35;(R 1A1 ) --> E > 6302.425 68.38
[C100)28]1(321) 30;(1E 1A1 ) --> E > 6302.636 71.03
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[(210)26]1(110) 34;(2E 1E ) --> A2 > 6497.945 31.89
[C100)28/1( 41 1) 30; (181 1A1 ) --> A1 > 6498.088 95.79
[C110)2711C211) 32;(1E 1E ) --> A1 > 6500. 859 86.25
[C210)26]1( 20 0) 34; (142 1A1 ) --> A2 > 6502.857 78.07
[(100)28]1(510) 30;(1E 1E ) --> E > 6506.974 51.45
[C110)2711(C220) 32;(1A1 1E ) ——> E > 6544.999 74.70
[C10028[1(510) 30;(1E 1A1 ) ——> E > 6568.976 69.14
[C000)2911( 53 1) 27;(1A1 1A2 ) ——> A2 > 6559.552 99.44
[C000)2911( 53 1) 27;(1A1 2E ) ——> E > 6560.610 73.75
[C1102711¢C 400) 32;(1E 1E ) —-—> Al > 6567.415 70.91
[C0002911( 5 3 1) 27;(1A1 1A1 ) ——> Al > 6567.713 93.86
[C0002911( 53 1) 27;(1A1 1E ) -—> E > 6567.857 66.88
[C1102711¢C310) 32;(1A1 1E ) -—> E > 6573.096 81.95
[C110)2711C220) 32;(1E 1E ) --> A2 > 6573.552 39.31
[C110)2711C 31 0) 32;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6574.265 83.66
[(110)27[1(310) 32;(1E 1E ) -—> A2 > 6574.359 24.44
[C110)2711(310) 32;(1E 2E ) --> A2 > 6574.902 24.41
[C100)28]1( 42 0) 30;(1A1 2E ) --> E > 6575.176 80.68
[C100)28]1(600) 30;(1E 1E ) --> E > 6575.440 99.59
[C100)28/1(330) 30;(1E 1E ) --> A1 > 6575.555 100. 00
[C100)28]1( 42 0) 30; (141 1A2 ) --> A2 > 6578.098 83.53
[C110)2711C400) 32;(1E 1E ) --> A2 > 6578.806 88.86
[C110)2711C211) 32;(1E 1E ) --> A2 > 6582.010 88.21
[C100)28]1(C600) 30;(1E 1E ) --> A1 > 6583.496 70.73
[C100)28]1(321) 30;(1E 1E ) --> A1 > 6584.393 65.37
[C100)28[1( 42 0) 30; (1A1 1A1 ) ——> A1 > 6586.536 85.26
[C100)28[I(510) 30;(1A1 1E ) ——> E > 6895. 504 62.97
[(300)26[1(200) 34;(1E 1E ) ——> E > 6899.588 74.10
[(30026l1(200) 34;(1E 1A1 ) ——> E > 6901.000 77.85
[C1102711¢C 22 1) 31;(1A1 1A1 ) ——> Al > 6904.323 36.14
[(3002611(110) 34;1E 1E ) ——> E > 6905. 760 71.87
(210261 200) 34;(2E 1E ) -—> E > 6907.397 87.56
[C000)29]1( 4 4 2) 26;(1A1 1E ) --> E > 6913.266 87.63
[C100)28]1( 42 1) 29;(1E 1E ) --> A2 > 6916.684 49.52
[C100)28]1(331) 29;(1E 1E ) --> A1 > 6918.419 87.40
[C100)28]1(331)29;(1E 1E ) --> A2 > 6920.732 51.95
[C100)28/1( 42 1) 29;(1E 2E ) --> A2 > 6921.715 14.10
[C000)29]1(C 4 4 2) 26;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6922.279 90.64
[(210)26]1(200) 34;(2E 1A1 ) -=-> E > 6923.027 72.15
[C200)2711C410) 31; (1E 2E ) --> A2 > 6923.985 65.34
[(200)2711(500) 31; (1E 1E ) --> A2 > 6924.189 71.03
[C110)2711C 31 1) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6927.314 65.92
[C100)28]1(322) 29;(14E 1E ) --> E > 6929. 850 99.22
[C100)28[1(322) 29;(1A1 1E ) ——> E > 6932.854 97.73
[C10028[1(322) 29;(1E 1E ) ——> A1 > 6933.714 88.04
[C10028[1(322) 29;(1E 1E ) ——> A2 > 6934.159 86.60
[C100281(331)29;(1E 1A1 ) ——> E > 6934.480 84.21
[C210)2611¢C110) 34;(1A1 1A1 ) ——> Al > 6951.127 81.71
[C2002711( 310) 32;(1E 1A1 ) ——> E > 6955.433 77.19
[C2002711C220) 32;(1E 1E ) -—> E > 6961.194 76.31
[C111)2611¢C200) 34;(1A1 1E ) -—> E > 6966. 442 80.96
[C0002911( 6 30) 27;(1A1 1E ) -—> E > 6967.176 60.37
[C 00 0)29]1( 6 3 0) 27;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6967.928 96.66
[(200)27[1(310) 32;(1E 26 ) -—>E > 6968.203 77.05
[C 00 0)29]1( 6 3 0) 27;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6968.370 98.36
[C000)29]1( 6 30) 27;(1A1 2E ) --> E > 6968.758 63.87
[C200)2711C 40 0) 32;(1E 1A1 ) --> E > 6970.066 73.65
[C2002711C21 1) 32;(1E 1E ) --> A1 > 6972.701 99.69
[C210)26]1( 20 0) 34; (141 1A1 ) --> A1 > 6976.724 80.25
[C111)26]1C110) 34;(1A1 1E ) --> E > 6979.431 80.99
[(200)27[1(310) 32;1E 1E ) --> E > 6979.965 60.01
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[C700)22(1C000) 36;(1E 1A1 ) -—> E > 11843.259 11843.500 -0.241 94.36
[C700)22/1C000) 36; (141 1A1 ) --> A1 > 11844.585 11843.500 1.085 99.88
[C700)22/1(13 1 0) 22; (1E 1A1 ) --> E > 23551.961 91.33
[C700)2211(14 0 0) 22; (1E 1A1 ) --> E > 23597.394 99.14

ket %init.ket %init.ket EigenValues EigenValues Obs. En. Cal-Obs Cal-0Obs Cal-0Obs
(Modulus) (Modulus) (Mod. 1) (Mod. 2) (Mod.1) (Mod.2) (Ref. 5)
(Model 1) (Model 2) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (em -1) (em -1)

(10 0)1A1> 1.000 1.000 1890.002  1890.824  1890.502 -0.499 0.322 -0.82
(10 0)1E1> 1.000 1.000 1895.424  1895.126  1894.497 0.927 0.629 0.31

[ 20 0)1A1> 0.996 0.996 3719.940  3720.258  3719.933 0.007 0.325 -0.42

[ 2 0 0)1E1> 0.999 0.893 3720.256  3720.299  3719.860 0.396 0.439 -0.08

[ 11 0)1A1> 0.996 0.997 3783.928  3784.973

[ 11 0)IE1> 0.999 0.958 3789.034  3788.807

[ 30 0)1Aa1> 0.999 0.999 5480.051 5480.176  5480.285 -0.233 -0.108 -0.02

[ 30 0)1EL> 0.999 0.999 5480.161 5480.285  5480.235 -0.073  0.050 0.04

¢ 21 0)1a1> 0.995 0.996 5607.956  5606.976  5607.000 0.956 -0.023 0.45
(21 0)1E1> 0.821 0.810 5609.678 5612.409

I 21 0)2E1> 0.821 0.825 5614.021  5615.700

¢ 21 0)1A2> 1.000 0.999 5619.186 5615.567

[ 11 1)1A1> 0.996 0.997 5681.084 5681.600

[ 40 0)1A1> 0.999 0.999 7173.042  7173.127  7173.799 -0.756 -0.671 0.93(%)
|( 4 0 0)IE1> 0.999 0.946 7173.137  7173.186  7173.783 -0.645 -0.596 0.95(%)
[ 31 0)1A1> 0.994 0.988 7371.087  7371.928

[ 31 0)1E1> 0.854 0.806 7373.334  7374.222

[ 31 0)2E1> 0.850 0.785 7375.125  7375.841

(31 0)1A2> 1.000 0.997 7375.322  7375.254

122 0)1A1> 0.992 0.988 7440.494  7441.719

1 2 2 0)1E1> 0.990 0.978 7441.359  7441.214

[ 21 1)1A1> 0.996 0.994 7500.399  7503.265

[ 21 1)1E1> 0.999 0.894 7510.814  7511.042

|( 50 0)1A1> 0.999 0.999 8799.139  8799.129

[( 50 0)1EL> 0.999 0.934 8799.228  8799.184

[C 41 0)1A1> 0.998 0.996 9064.361  9065.348

[ 41 0)1E1> 0.828 0.813 9066.231  9066.195

141 0)1A2> 0.999 0.941 9068.000  9068.524

I 41 0)2E1> 0.826 0.730 9068.296  9069.382

1 32 0)1E1> 0.746 0.709 9190.463  9189.110

[( 32 0)1A1> 0.997 0.991 9194.383  9196.043

|( 32 0)2E1> 0.749 0.525 9200.254  9204.748

[( 32 0)1A2> 0.999 0.998 9205.555  9205.310

[¢ 31 1)1A1> 0.988 0.981 9265.796  9267.944

[¢ 31 1DIE1> 0.997 0.860 9266.546  9267.903

[ 22 1)1A1> 0.989 0.987 9327.678  9331.350

I 2 2 11E1> 0.997 0.955 9337.637  9337.825

I 6 0 0)1A1> 0.999 0.999 10358.350 10358.205 10358.000 0.350 0.205 10.93(%)
I( 6 0 0)1E1> 0.999 0.930 10358.435 10358.257 10358.000 0.435  0.257 10.93(%)
[( 51 0)1A1> 0.999 0.996 10690.392 10691.437 10691.500 -1.107 -0.062 2.80(%)
[( 51 0)1E1> 0.820 0.785 10692.224 10691.566 10691.500 0.724 0.066 2.80(%)
[( 51 0)1A2> 0.999 0.971 10694.012 10694.541

[( 51 0)2E1> 0.819 0.782 10694.466 10695.989
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[C 70 0)1A1> 0.999 0.999 11850.678
[ (7 0 0)1IE1> 0.999 0.929 11850.760
[( 8 0 0)1A1> 0.999 0.999 13276.122
| 8 0 0)IEL> 0.999 0.928 13276.202
[C 90 0)1A1> 0.999 0.998 14634.683
[C 9 0 0)IE1> 0.999 0.927 14634762
[(10 0 0)1A1> 0.999 0.998 15926.362
[(10 0 0)1E1> 0.999 0.927 15926 . 440
[(11 0 0)1A1> 0.999 0.998 17151.158
[(11 0 0)1E1> 0.999 0.927 17151.236
[(12 0 0)1A1> 0.999 0.997 18309.072
[(12 0 0)1E1> 0.999 0.927 18309.149

7. CONCLUSION

In this paper, we describe the vibrational modes of
the stibine 12! SbH3 by the algebraic formalism U(p + 1).
Firstly, we have built a Hamiltonian adapted to the stretch
modes of the molecule stibine in order to test the quality
and efficiency of a pure stretch chain of groups. Then we
have built a Hamiltonian to describe all the vibrational
degrees of freedom based on the coupling of two chains of
groups each devoted to stretching and bending vibrational
modes. For that, we built an algebraic coupling operator
to describe the strech-bend resonances. This coupling op-
erator allows to introduce the polyad number K = 2n.+n;
which simplifies considerably the procedure of diagonali-
sation of the Hamiltonian matrix. By fitting the experi-
mental data, we obtain the R.M.S ¢(23,9) = 1.75 cm ™!
and estimate the stretch dissociation limit of the stibine
molecule near 28900 cm™'. The spectral amplitude de-
scribed by our model is about 41% of the total vibrational
spectra in energy.
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APPENDIX: A
SYMETRIZED KETS
|(nnn), A1) = |nnn)
1
nnn'), A = —|[nnnY+|nn'n) +|n nn
I( ), A1) \/§[| )+ )+ | )]
nnn'), & = —[2nnn’y—|nn'n) —|n'nn
I( ), Er) \{6[ | ) =1 ) =1 )]
’ L ’ o
((nnnf), o) = \/5””” n) = )] APPENDIX: B
1 SYMETRIZED GENERATORS
|(ﬂ1 N2 ns), A1> = %Hﬂl N2 n3> + |TL1 ns n2>
+|n2nyng) + [n2nzng) yian — ]’\74
+|naning) + [nznana)) 2(41) — 7
|(n1nang), As) = %[|n1n2n3>—|n1n3n2> 11(E) = ]\71 +N2—2N3
—|nanin3) + [nanzng) gl(E) = 6\/§[N1—N2}
+f3n]n2>_|n3n2m>] YV3IA) — B34 Fsq+ Fag+ Foz + Fap + Fra
[(n1nang), 1E) = —2[2|n1n2n3>—|n3n2n1> y;(‘:z) = —FE13+ E31 — FE3o+ Eo3 — FEoq + o
—|n1 ng ng) + 2[ng i ns3) y1(/) = —F13—FE31— F39 — Fag + 2Fs1 + 2F1 9
In2n3n1>—|n3n1ng)] yZZEg = 3V3(Ei3+ 31 — E3o — Eas)
[ninons), 1E2) = §[n1n3n2>—|n3n2ﬂ1> L E3g — o3 — E13+ E31
Hlngnyne) — nongny)] 9 = \/gE(—)QE12+2E21 — FE32+ Eas+ FE31
—Fi3
[(m1n2ns), 281) = Sl=|ninana) + [nznam) YVHAY — Byy+ Eyy o+ Esg+ Egs + Faoy + Fyo
f|n3n1n2>—|—|n3n2n1) yi;g;) = Fi14—Ey1+ Exy — Eyo + Ezq — Eys
|(n1nang), 2E9) = —=[—|ni1ngng) + |nanzng) L) = F14+ Ey1 —2E34 —2E43+ E2q + Eyo
+2|n3 nq ng) — 2|n; ng ng) y25(E) = 3V3( it By — Faa — Fia)

+|n3 n1ns) — Ingnant)], L s) iy —FEy1 — BEyo+ Loy — 2k34 +2Fy3
where the kets |(n1 nans), r Cs) are defined with the con- Y5 = 3\/§(E1 a— FEi1+ Eao — Ez4)



Chapitre 7

Conclusion et perspectives

7.1 Conclusion

Dans ce travail de thése, nous nous sommes attachés principalement & I’étude des états vibrationnels
tres excités des molécules X'Y3 non planes. Pour cette étude, nous avons utilisé une approche algébrique
du type U(p+1). Ceci signifie, d’une part, que les degrés de liberté vibrationnels ont été traités comme
des oscillateurs anharmoniques, et d’autre part, que si p degrés de liberté sont identiques, alors ils sont
équivalents & un oscillateur p fois dégénéré. Ainsi, les énergies et les dégénerescences associées sont
données par le groupe unitaire U(p) : c’est le groupe de dégénérescence.

Cependant, ’ensemble des propriétés dynamiques du systéme n’est pas accessible par le groupe
de dégénérescence. Le formalisme algébrique U(p + 1) propose de prendre le groupe unitaire U (p + 1)
comme sur-groupe du groupe de dégénérescence.

La quasi totalité du formalisme utilisé dans ce travail repose sur ’emploi des groupes unitaires et
de leurs propriétés. C’est pourquoi nous avons débuté ce manuscrit par de brefs rappels concernant les
groupes continus, en 'occurence pour les groupes de Lie. Nous avons volontairement débuté ces rappels
a un niveau élémentaire, afin d’essayer de satisfaire au didactisme du manuscrit. Puis, nous avons
rappelé les techniques de description et d’étude des groupes unitaires. A ce stade, ont été introduits
les états de Gelfand-Zetlin (G-Z), les représentations (lexicales, adjointes, totalement symétriques). A
I’aide de la notion de poids d’un état de G-Z, nous avons rappelé, dans le cadre des représentations
totalement symétriques, le lien existant entre les états de G-Z et les états locaux moléculaires utilisés
dans la suite du travail. Ces rappels effectués, nous avons appliqué le formalisme algébrique U(p + 1)
afin de décrire les états vibrationnels des molécules de symétrie C's,,.

Dans un premier temps, nous avons entrepris I’étude des modes vibrationnels d’élongation des
molécules locales XY3 non planes, c’est-a-dire des molécules pour lesquelles il est possible d’étudier
séparément les modes d’élongation et les modes de pliage. De plus, le choix des molécules testées
dépend également de deux autres criteres : l'intérét scientifique de ces molécules et l'existence de
données expérimentales relatives aux niveaux d’énergies vibrationnelles. C’est pourquoi le choix des
molécules de stibine (SbHj3) et d’arsine (AsHs) s’est rapidement imposé. La stibine est d’un intérét
industriel important, car elle est la source la plus pure qui permet de récupérer I’antimoine qui inter-
vient dans la fabrication de certains composés semi-conducteurs. La molécule d’arsine est elle d’intérét
planétologique, puisqu’elle a été détectée dans I’atmosphere de Jupiter.

Ces deux molécules admettent des modes fondamentaux vibrationnels d’élongation trés proches :
v1(A1) ~ v3(E). En conséquence, ces deux molécules se comportent, en élongation, comme trois
oscillateurs identiques ou comme un oscillateur trois fois dégénéré. C’est pourquoi, initialement, nous
avons utilisé la chaine de groupe

U(4) DU(3) DS(3)=~Cs (7.1)

ce qui nous a conduit & I’énergie d’ordre zéro.
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Mais le Hamiltonien Hy, d’ordre zéro ne permet pas, par exemple, de connexion entre des états du
type [nn'" ng) et |n £ 1n' F1n" ny). Or ces deux types d’états appartiennent & la méme représentation

totalement symétrique [ne, 0 } (ot ne = n 4+ n' +n"). Ainsi nous avons introduit un opérateur de

couplage
3

Y = 3 bt (7.2)
i#j=1
qui vient compléter ’expression du Hamiltonien Hy. Ce terme permet un échange de quanta entre
les liaisons 7 et j, il s’agit donc d’un opérateur de couplage intramoléculaire. Dés lors, le Hamiltonien
utilisé

3
Hy = ag i + a1 7% + ag (Anfip + Aaniz + figis) +as . bib; (7.3)
i#j=1
possede deux contributions distinctes :
- une contribution anharmonique, représentée par les termes quadratiques

- une contribution de couplage des liaisons permettant I’échange interne de quanta. Cet effet étant
représenté par Popérateur )3(41)

L’intensité relative de ces deux contributions rend compte de la prédominance d’un phénomeéne phy-
sique au sein de notre systeme moléculaire.

Afin d’ajuster ce modele, il a fallu dans un premier temps calculer numériquement les éléments
matriciels dans la base symétrisée.

Puis, ce modele a été testé sur les molécules de stibine et d’arsine. Les données expérimentales dont
nous disposions concernaient des états caractérisés par un nombre quantique vibrationnel inférieur ou
égale & 6. Suite a la procédure d’ajustement (des moindres carrés non-linéaires), nous avons mis en
évidence la grande stabilité de notre modele sur I’ensemble spectral reproduit. En effet, pour ces
deux molécules, notre modele détermine les états les plus excités avec une erreur inférieure & 2 cm™".
D’autres modeles basés sur des approches de type Morse ou développement en coordonnées normales,
reproduisent bien I’ensemble des premiers niveaux, mais divergent dés que le nombre quantique vi-
brationnel atteint 4. La stabilité dont fait preuve notre modele, nous a conduit a entreprendre une
estimation de la limite de dissociation des deux molécules étudiées. Pour ce faire, nous avons re-
marqué que le meilleur moyen de dissocier une molécule est de concentrer I’ensemble des quanta sur
une seule liaison, c’est-a-dire que la dissociation est relative & des états du type |(n00) Ay, E). Suite &
la procédure d’ajustement, ces états sont caractérisés par des coefficients de pureté avoisinant 100% ;
cette remarque conduit a n’utiliser que la partie diagonale Hy du Hamiltonien. Par cette méthode, les
limites de dissociation ont été estimées avec une erreur relative inférieure & 5%.

Un autre intérét de notre démarche, est le faible nombre de parameétres mis en jeu : 4 pour le
spectre d’élongation. Ce faible nombre de parameétre favorise grandement 'interprétation physique de
ces derniers. A titre de comparaison, un modele de type Morse incluant des termes supplémentaires
d’interaction reproduisant le spectre d’élongation peut posséder 7 & 8 parameétres pour une efficacité
moindre sur les états fortements excités. Ceci est dii au fait que, dans le cadre d’une approche de
type Morse, initialement la forme du potentiel régissant les liaisons est présupposée. Or, le potentiel
de Morse étant une approximation du potentiel réel, il engendre donc des erreurs sur les états excités.
Ces erreurs se retrouvent de maniere inhérente dans l'utilisation des fonctions (de base) de Morse
servant aux calculs des éléments matriciels. Par contre, dans le cadre de "approche algébrique, il n’est
pas nécessaire de présupposer de forme de potentiel. Cette remarque nous a conduit & montrer que,
des 'ordre zéro, notre modele contient le cas du Morse, c’est-a-dire que, dans un cas particulier il
permet de retrouver les résultats du Morse.

Le passage mathématique U(3) D S(3) concerne la réduction des représentations d’un groupe
continu en représentations irréductibles d’un groupe discret. Un ensemble d’oscillateurs qui possedent
la méme énergie peut étre décrit comme appartenant & une méme couche. Ces remarques conduisent
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a introduire le groupe semi-continu K (3) qui est définit comme le produit semi-direct :
K(3) = A(3) ANS(3). (7.4)

Un résultat important a été mis en évidence pour les molécules X Y3 considérées : les représentations
du groupe K (3) conduisent aux répartitions énergétiques possibles sur les liaisons de la molécule.

Afin d’améliorer la description des modes vibrationnels d’élongation, nous avons entrepris la
construction d’un Hamiltonien d’ordre deux. Pour ce faire, nous avons effectué un développement
tensoriel & l'ordre deux des générateurs symétrisés. Suite au grand nombre de termes d’ordre deux,
nous avons essayé de déterminer ceux qui étaient prépondérants (ou privilégiés). Malheureusement
nous n’avons déterminé aucun critére qui nous aurait permis d’effectuer un choix parmi ces opérateurs.
C’est pourquoi la méthode que nous avons utilisée est celle qui consiste a effectuer des ajustements des
différents modeles, et de choisir celui qui permet la meilleure reproduction spectrale pour les molécules
d’arsine et de stibine.

Pour I’étude du couplage entre les modes d’élongation et de pliage, nous avons utilisé le schéma
de couplage

(Ue(4) D Ue(3) D Ke(3) D Se(3) =~ Csy) @ (Up(4) D UR3) D Kp(3) D Sp(3) = Csy) DC3,  (7.5)
Le Hamiltonien H,._, associé étant alors
He_p=Hyo+a3 VM + Hyp + a7 V3 + ag Heg, (7.6)

ou Hcg, est I'opérateur d’interaction entre les modes d’élongation et de pliage :

3 7 7
Heop=33 % (b} ba by, by L2 + b; b ] b}, b§) . (7.7)
i=1 k=5n>k=5

En vue d’'un ajustement de notre modele, il a été nécessaire de calculer au préalable les éléments
matriciels de I'opérateur H,.g, dans la base couplée. Ainsi, nous avons informatisé le probleme, en
créant un programme (sous FORTRAN 90) qui détermine les éléments matriciels de n’importe quel
opérateur (ou somme d’opérateurs), du type

bJ{Pl bgm bgp?, bjlm bgps bgpa b$l77 bgps b71"n1 bgm bglg bzu bgn5 bgnb’ b?” bgls (7.8)

dans la base couplée définie précédemment.

Le schéma de couplage mis en place nous a conduit a la base couplée de travail mais la dimension
de cette base devient alors gigantesque.

En effet, la matrice hamiltonienne initiale est de I'ordre de 48000 x 48000. La théorie des groupes
permet une premiere diagonalisation de cette matrice en trois sous-blocs de symétrie Ay, A, et E de
dimension respective 17000, 14000 et 17000. Puis I'introduction du nombre de polyade K subdivise
chacun de ces trois blocs en 28 sous-blocs de dimension au plus égale a 2200. On peut alors mettre en
oeuvre les processus standards de diagonalisation.

7.2 Perspectives

7.2.1 L’effet tunnel

La molécule d’ammoniac N H3 est une des plus utilisées dans 'industrie, dans les domaines de
I’agriculture, des traitements de surfaces, ou encore des piles & combustible. Cette molécule a aussi
de nombreux effets sur I’environnement : I’ammoniac contribue aux phénomeéne d’eutrophisation. De
plus, la communauté spectroscopique lui accorde, depuis de nombreuses années, un grand intérét
planétologique, puisque c’est une des molécules primordiales de 'univers.
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Cette molécule présente une barriere de potentiel d’inversion de I'ordre de 2000 em ™" [3, 82] bien
inférieure & celle de la stibine et de I’arsine : elle est donc caractérisée par un fort effet tunnel. Une
des principales caractéristiques, difficiles & reproduire, de I’effet tunnel de I’ammoniac, est que 1'écart
énergétique entre les niveaux parapluies (4 et -) croit avec les premiéres valeurs de n, puis se stabilise
a une valeur constante pour des valeurs de n supérieures. De plus, I'algebre de dégénérescence associée
devra posséder deux étiquettes ; & ce titre ’algebre de spin su(2) apparait donc comme une possibilité.
11 existe déja des modeles (non algébriques) traitant U'effet tunnel de la molécule d’ammoniac N Hs.
Ceux-ci sont fondés sur I'idée qu’il est possible de décrire par un oscillateur supplémentaire le passage
de la molécule entre les deux états parapluie [79, 83, 84, 85].

7.2.2 La rotation algébrique

Le traitement algébrique des degrés de liberté rotationnels présenterait les deux principaux intéréts
suivants : un traitement complet et homogene des degrés rovibrationnels et de leurs interactions [86];
et pouvoir définir une limite de dissociation rotationnelle. Le développement d’'un modele algébrique
rovivrationnel permettrait de rendre compte des interactions entre les modes vibrationnels et rotation-
nels avec, sans doute, un nombre de parametres moindre que ceux des modeles déja existant, reposant
sur des développements tensoriels ou en coordonnées normales. Le second intérét d’un traitement
algébrique de la rotation serait de pouvoir travailler au sein d’une représentation donnée, donc un
espace vectoriel porteur de dimension finie [87, 88]. Des lors, il sera possible de définir une limite de
dissociation rotationnelle.

7.2.3 Détermination de familles de potentiel & partir des Hamiltoniens algébriques

Lors de D’écriture d’Hamiltonien algébrique, on ne suppose pas au départ de forme de poten-
tiel. En utilisant I’'une des définitions des opérateurs bosons création et annihilation en fonction des
opérateurs position et impulsion, il est possible de définir les potentiels (ou famille de potentiels) qui
sont associées aux Hamiltoniens algébriques. Dés lors, il seraient intéressant de pouvoir les comparer
avec ceux déja existants, tels les potentiels de type Morse généralisés [89] pour les modes vibrationnels
d’élongation. Un exemple d’une telle application peut étre trouvée dans [32]. Ces auteurs montrent que
la représentation position, en coordonnées hyperboliques polaires, des opérateurs invariants du groupe
(non-compact) SO(2,1) conduit & ’équation de Schrodinger d’un particule soumise & un potentiel de
Poschl-Teller.



Annexe A

Etat symétrisés dans le chaine
U(4) D U(3) D K(3)DS(3) ~Cy,

A.1 Etats symétrisés du type : ny =ny=ng=n

|(nnn), A1) = |nnn)

A.2 Etats symétrisés du type : ni =ns =n et ng=n’

! L nnn nn'n n'nn
[(nnn'), A1) = \{g[l )+ | Y+ | )]
|(nnn'), By) = $[2|nnn'> — |nn'n) —|n'nn)]
(nnn'), Ey) = Eﬂnn'n)—m'nn)]

A.3 Etats symétrisés du type : ny # ny # ng

Dans les kets symétrisés du type |(n1mn2mns), r Cy) nous choisissons la conventions de notation
ny > Ny > ng.
1

|(n1nan3), Ay) = %Hm,man:&) + |n1,n3,n2) + |n2,ni,n3)
+|na,n3,m1) + |n3,n1,n2) + [n3,n2,11)]

|(n1 9 n3), A2> = %Hnl ng n3> - |n1 n3 n2> - |n2 nl,n?))
+|TL2 ns n1> + |n3 al n2> — |n3 n9 n1>]

|(TL1 no ng), 1E1> = E[le no n3> — |n3 no n1> — |n1 ns n2>

+2|n2 ni n3) — |n2ngni) — |ng ni ng)

|(n1,n3,n2), 1E2> = |n1 ns3 n2> — |n3 no n1> + |n3 n1 n2>

3l

— |nanzny)]
|(n1 n9 n3) s 2E1> = 5[—|n1 ns3 n2> + |n2 ns3 n1> — |n3 n1 n2> + |n3 no n1>
1
|(n1 n9 n3) s 2E2> = ﬁ[—hll ns n2> + |n2 ns m) + 2|n2 a n3>

—2|n1 nan3) + [ngning) — [ngngni)]
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Annexe B

Générateurs symétrisés dans le groupe
moléculaire Cj,

B.1 Premier ensemble : générateurs symétrisés qui ne dépendent
que des opérateur de poids

Ces opérateurs sont donc diagonaux dans la base de G-Z et dans celle des états symétrisés.

yl(Al
yZ(Al
AR
)

E)

N,

n

ﬁl —‘I—Z/\}Q — 2ﬁ3
\/g |:]V1 — ZV2:|

B.2 Deuxiéme ensemble : générateurs symétrisés diagonaux au sein
de la représentation totalement symétrique [n,0,0] de U(3)

Ces générateurs symétrisés couplent donc des états locaux caractérisés par la méme valeur de n.

yS(Al
yl(Az
i
i
3(
(

D'J

E

Vi

)
)
)
ViE)

E

Ei13+ FE31+ E3o+ Foz + Eo1 + Eqg
—FEi13+E31 — E39+ Es3 — Ey 1 + Ey9

—FEy3 — FE31 — E39 — F33+2E51 +2E) 2
V3(E13+ E31 — E39 — Ey3)

E39 — FEo3 — E13+ B3

%(—2E12+2E21 — B39+ Ey3 + E31 — Ey3)

B.3 Troisieme ensemble : générateurs symétrisés non-diagonaux au
sein de la représentation totalement symétrique [n,0,0] de U(3)

IIs couplent donc des états locaux caractérisés par des valeurs de n différentes.

Ei4+Ey1 + B3y + Ey3+ Eoy + Eyo
Eiy— Ey1+ FEay — Ego + B34 — Eys
Eyy+ Eyy —2E34 —2E43 + Eoy + Eyo
V3(E14+ Ey1 — Ezq — Ey»)

Evy — Ey1 — Eyg + Ezy — 2E34 + 2Ey3
V3(E14 — Ey1 + Eya — Fay)
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Annexe C

Détermination du caractere d’un
élément de U(3)

Nous proposons dans cette annexe une méhode générale pour determiner le caractere ylmismasmss] U)
d’un élément U € U(3) dans la représentation [m;3mao3ms3] du groupe unitaire U(3).

Nous savons que le caractére x(“#7)(¢; ez €3) dans une R.I. (a87) du groupe abélien A(3) pour
un élément a représenté par la matrice diagonale A

eg2 0 O
A=1 0 e 0 (C.1)
0 0 e3
est donné par la relation
X P (e1 e2e3) = €7 €5 €} (C.2)

Or, le groupe A(3) est un sous-groupe du groupe unitaire U (3), ainsi, les caractéres y[™13™23m33l (/)

et x(*F7) () eg€3) = € eg €5 sont reliés par [67]

xlmiamzamaal(y) = 3> m([mi3meszmas] (@B7)x PV (e ez es)
afy

(C.3)

= > m([mizmazmss] (afB7))ef Eg eg

afy
ou m([mi3mazmss] (afB)) est la multiplicité de la représentation (o) du groupe A(3) dans la
représentation [m3meogsmgs] de U(3), c’est-a-dire la multiplicité du poids (a ) dans cette méme
représentation U(3).
Cette multiplicité représente simplement le nombre total de diagrammes de G-Z possible que nous
pouvons écrire pour la représentation [mq3masmss] de U(3)

avec les conditions d’encadrement

mig > My > Ma3g > Mg > M33
(C.5)

mig 2> M1 > Ma2
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Introduisons le nombre F

F= T2 (C.6)
2
donc, les composantes du poids (« ) sont données par les relations
a = mi a+f = mia+mas
B = miz+ma2—mi soit (C.7)
Y = MmMi3+Mm23+mM33— M2 —M22 a—fB = 2mi1 —mia —mas

Or, nous disposons de I'inéquation mjo > my1, et nous pouvons réécrire cette inéquation sous la
forme

mio > mi1 < 2mi2 > 2miq

= mi2>2mi1 —mi2

(C.8)
S mi2—m22 > 2mi1 — M2 — M2
— 2F>a-—p.
Ensuite, nous avons aussi 'inéquation mq1 > moo, de la méme maniére nous obtenons
mi1 > Mmoo <= 2mi1 > 2mao
< 2mi1 —ma2 > Mo
(C.9)
S 2mi1—M22— M2 > Moz — M2
— a-—-p>-2F.
Finallement, nous en déduisons que
o — o —
F > 262—.7-" ou F > 2ﬁ‘. (C.10)
Avec les conditions d’encadrement (C.5), nous obtenons
mi3 > mio > mos3
— 2my3 > 2my 2 > 2ma3
= 2mi3 —mi2 > mi2 > 2mo3 — mi2
(C.11)
<  2miz—mi2 — Moz > Mi2 —M22 >  2mM23 —Mi2 — M22
mio +m mio —m mio +m
m13—( 122 22) > 122 22 m23—( 122 22)
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et
mo3 > my2 > ms33
— —ms33 > —Ma2 > —Ma3
— —2m33 > —2ma2 > —2ma3
C.12
— —2m33 + ma2 > —Ma2 > —2ma3 + ma2 ( )
<  —2m33+moa+miz2 = —mo2t+tmie2 > —2ma3+ maa+my2
mio +m mig —m mio+m
s+ 12 22 > 12 22 S s 12 22
2 2 2
Ces inégalités (C.11, C.12) peuvent étre réécrites comme
— m13_<a—2k,6’> > F = m23—<a;/8>
(C.13)
o+ o+
<= —m33+< 2IB> > F > —m23+< 2I8>
Nous remarquons maintenant que
mos3 — (a —; B) = X
F > (C.14)
o+
—ma3 + ( 5 ﬁ) = —-X.

Mais, avec (C.10 et C.14) la relation (C.13) peut étre réécrite comme

min <—m33+ (aTjLB> , M3 — (a—;ﬁ)) > F > max ( a—;ﬁ mo3 — (04‘55)‘) . (C.15)

Pour des valeurs fixées de [mq3ma3mss] (B7y), toute valeur de F peuvent apparaitre au plus
une fois, et ce nombre nr de F détermine la multiplicité du poids. Ce nombre nz vaut

ny = 1+ min <—m33 + (a——;—ﬁ) , M13 — (a—;—ﬁ)) —max( a_;,@ mog — (a;—ﬁ) D . (C.16)

Comme nx = m([m13magmss] (e 57y)), nous en déduisons que, si cette multiplicité n’est pas
nulle, alors elle vérifie nz > 1. Ainsi, nous avons la condition d’existence de nz suivante :

min <—m33+ (QT_'_/B> , M3 — (a—;—ﬁ)) > max ( aT—,B mog — <a—;—,3>‘> (C.17)

Finalement, nous obtenons que le caractére x[™13723m33l(1f) d’un élément U € U(3) dans la
représentation [mj 3 ma3ms3] du groupe unitaire U(3) est donné par la formule :

xmemezemssl(u) = 57 [1+min<_m33+(a;—ﬁ>’ml3_ <a;—ﬁ>>

aBy
— max (‘%ﬁ mog — (a;BN)] €} eg eE,TS(n;:Zl;O)

)

b

’

(C.18)

b
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avec la notation

) 1 singz n’est pas nulle, i.e. (C.17) satisfaite
d(nrp>1;0) = (C.19)

0 sinon.

Si nous appliquons ce formalisme & la représentation totalement symétrique [m;300] du groupe
U(3), le nombre nz est alors donné par
) e

() (242)) o
)

c’est-a-dire
- 1+<a+ﬁ>—(a+ﬁ>. (C.21)
2 2

nr = 1+min((aT+B>,m13—(agﬁ>>—max(‘a;6
= 1.

a—p
2

bl

Dés lors le caractere x™1390%(2f) d’un élément U € U(3) de la representation [m300] du groupe
unitaire U (3) est simplement donné par

X[m13m23m33] U) = Z € €g €] (C.22)
apfy

résultat identique a (5.53) du chapitre 5.



Annexe D

La méthode des moindres carrés
non-linéaires

D.1 Description générale de la méthode

L’ajustement des spectres expérimentaux se fait sur le critere du résidu minimum entre spectres
observé et calculé. Nous allons en rappeler les grandes lignes. On pourra trouver un exposé plus com-
plet dans [90].

Soit un jeu de n données expérimentales y;(z;) de variance o? connue, et soit y(z;,a) le modele
théorique qui dépend des parametres a = {ay,as,...,a,}. Définissons la fonction de mérite x>
représentative de la qualité de 'ajustement. C’est la quantité que nous devons minimiser.

X2 = i (yz'(ﬁﬁz') ;y(ﬁﬁz‘,a)>2 (D.1)

i=1 v

L’algorithme d’ajustement nécessite la connaissance de la matrice du gradient de y? mais également
de la matrice hessienne G des dérivées secondes de celui-ci. L’introduction de la matrice hessienne est
avantageuse dans la mesure ou elle apporte une plus grande robustesse de I’ajustement par rapport a
des algorithmes de moindres carrés linéaires, soient-ils itératifs. Elle permet également, par le jeu des
dérivées croisées, de tenir compte de la corrélation des parametres dans leur correction d’une itération a
la suivante. Mais en contrepartie, le calcul est beaucoup plus couteux. Pour m parameétres, nous avons
m dérivées premieres 3 calculer et m? dérivées secondes. Nous pourrions avantageusement utiliser
d’autres méthodes issues d’algorithmes généraux de minimisation (méthode des gradients conjugués,
méthodes de métrique variable [91] ...) qui approximent d’une itération & la suivante ’expression de
la matrice H sans calcul des dérivées secondes, la valeur exacte de cette matrice étant correctement
approximée 3 la convergence. Le gradient du x? par rapport au paramétre a; vaut :

x> “~ yi(7;) — y(@i, ) Oyi(w;, a)
G =2C _ 5y D.2
b aak =1 0'1.2 aak ( )

La matrice hessienne des dérivées secondes étant donnée par :

le 82X2 -9 i i |:ay(x’n a’) 8y($la a’) 82y($i7 a’)

~ dapday — o?| Oay oa; (v = y(wi, a)) day0a;

D.2 La méthode de Levenberg-Marquardt

L’originalité de la méthode de Levenberg-Marquardt [92, 93] est l'introduction d’un parametre
variable A dans la matrice hessienne. Il permet de rendre I'algorithme adaptatif aux diverses situations
rencontrées, en rendant la matrice hessienne “plus ou moins” dominante diagonalement. Si d’une
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itération & la suivante, le x? augmente, la modification du parameétre est rejetée, et A est multiplié
par 10. Si x? diminue, l'itération est acceptée et A est divisé par 10. L’adaptation de A permet dans
un premier temps d’accélérer la convergence du fit lorsque 1'on est loin de la solution recherchée, ou
au contraire de réduire les problemes numériques & I’approche du minimum du y?. Au voisinage de
la solution, les matrices des dérivées premieres et secondes tendent vers des matrices singuliéres, et
I'introduction d’un parametre sur la diagonale de G permet d’effectuer son inversion.

G = G(l + )\(5”) (D.4)

La correction du parametre a; d’une itération & la suivante est alors donnée par

Aa; =[G 'F); (D.5)
ou F' = ——. A la derniére itération, le parametre X est fixé a zéro, la matrice des variances-covariances
étant donnée par

V=aG1, (D.6)
I'incertitude sur le parametre a; vaut
0a; = V' Vii (D7)

et la matrice des corrélations est donnée par
Vij

Cij = 100 x
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Titre :
Etude algébrique des molécules pyramidales dans des états vibrationnels trés excités.
Résumé :

Dans le cadre du formalisme algébrique U(p + 1), nous exposons la méthode de construction d’un
Hamiltonien vibrationnel relatif & un ensemble de trois oscillateurs identiques. Une application aux
molécules de stibine et d’arsine est alors entreprise, en vue de valider notre modele. Nous introduisons
un groupe supplémentaire intermédiaire K (3) inspiré d’un formalisme similaire utilisé en physique
nucléaire. Ce “nouveau” groupe K (3) fourni des étiquettes supplémentaires pour classer les niveaux
d’énergie. Les valeurs propres de ses invariants distinguent alors les états locaux de la molécule. Puis,
nous étudions, pour les molécules XY3; non planes, le couplage des modes vibrationnels d’élongation
avec ceux de pliage. Nous présentons la construction d’un opérateur algébrique de couplage de ces
différents degrés de liberté, ainsi que la confrontation de ce modele avec les données expérimentales.
Nous montrons alors, comment l'introduction du nombre quantique de polyade K = 2n, + n, (ou
ne et n, représentent les nombres vibrationnels totaux d’élongation et de pliage) nous permet une
modélisation informatique du probléme, tout particulierement dans le processus de diagonalisation de
la matrice hamiltonienne.

Mots clés :

Spectroscopie moléculaire, molécules pyramidales, approche algébrique, groupe unitaire, vibration,
arsine, stibine.

Title :
Algebraic study of pyramidal molecules in the very excited vibrational states.
Summary :

In the frame of the algebraic formalism U(p + 1) we develope the method of constructing a vi-
brational Hamiltonian corresponding to a set of three identical oscillators. In order to test the model
we apply it to the molecules of stibine and arsine. We introduce a supplementary intermediate group
K (3) inspired by the similar formalism used in Nuclear Physics. This "new group” group K (3) gives
additional labels for classification of the energy levels. The eigenvalues of these invariant operators
distinguish the local states of the molecule. Then we study the coupling of the vibrational modes of
stretching with those of bending for the non plane XY3; molecules. We present the construction of
an algebraic operator of coupling of these different degrees of freedom as well as the correspondance
between the model and experimental data. We show how the introduction of the quantum number
of polyad K = 2n, + n, (where n, and n, represent the total vibrational numbers of stretching and
bending respectivly) allows perform a computer modeling of the problem particulary for the process
of Hamiltonian matrix diagonalization.

Keywords :

Molecular spectroscopy, pyramidal molecules, algebraic approach, unitary group, vibration, arsine,
stibine.



