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Introduction

Cette thése est essentiellement composée de deux parties : la premiére est consacrée a
la preuve d’un certain nombre de résultats théoriques tandis que la seconde regroupe un
chapelet d’applications de ces résultats.

1 Position du probléme

L’objet de cette these est ’étude de deux équations d’ondes semi-linéaires présentant
des non-linéarités cubiques. Plus précisément nous allons nous intéresser aux solutions des
deux équations aux dérivées partielles suivantes :

Du—l—&% = 2ulul® + Bu, (NLCC)
et
Du = 2u?, (NLCR)

on [0 =0}-Y", 8%1, représente I'opérateur de d’Alembert en dimension n d’espace, z = x,,
et ol a € iR et # € R sont deux constantes.

La premiére équation (NLCC) (non linéaire cubique complexe) est issue de I'optique
non-linéaire ; elle modélise le comportement de ’enveloppe © d’une onde lumineuse se pro-
pageant dans un milieu de type Kerr, pour lequel la non-linéarité dominante est cubique.

La deuxiéme équation (NLCR) (non linéaire cubique réelle) est en fait un cas particu-
lier de la premiére, pour a = 3 = 0 et pour des solutions réelles. Les résultats s’énoncent
de facon beaucoup plus claire et succincte pour cette derniére équation, c¢’est pourquoi
nous la traitons séparément.

2 Démarche suivie

Dans un premier temps, nous allons construire des solutions explosives pour ces deux
équations. En fait, pour toute hypersurface ¥ de genre espace de R" x R, d’équation t =
¥ (x), on exhibe a la fois des solutions de (NLCR) et de (NLCC) explosant exactement
sur .

Pour chacune des deux équations (NLCR) et (NLCC), la démarche repose sur la
méthode de réduction Fuchsienne exposée par S. Kichenassamy et al. dans [6, 7, 10] et



Introduction

introduite alors pour I’étude de I’équation aux dérivées partielles [ Ju = e“. Rappelons
briévement les motivations ainsi que les principales étapes de cette méthode.

La méthode de réduction Fuchsienne permet une approche trés systématique de I’étude
d’équations différentielles ou aux dérivées partielles, dont les coefficients sont aussi bien
analytiques que non-analytiques. Plus précisément, on répond aux questions suivantes :

¢ Trouver un ensemble de séries formelles contenant des solutions formelles de ’équation
considérée ;

¢ Donner une procédure systématique permettant d’associer, a chaque solution formelle,
une unique solution exacte ;

¢ Déterminer, parmi les termes de la série définissant la solution formelle, lesquels suf-
fisent pour caractériser la solution exacte associée.

L’idée sous-jacente est la méme pour la méthode de réduction Fuchsienne que pour la
théorie de Puiseux :

¢ La théorie de Puiseux, pour la résolution d’une équation algébrique, est basée sur la
réduction de cette équation en une équation de la forme :

y=a+zp(zy),

a laquelle on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites. On prouve ainsi
I’existence de solutions ayant la forme de séries a exposants fractionnaires ;

¢ En ce qui concerne la réduction Fuchsienne, on réduit 1’équation différentielle ou aux
dérivées partielles étudiée a une équation non-linéaire, présentant un point singulier
régulier ou la variable de temps 7' s’annule, et a laquelle on peut appliquer les résul-
tats d’existence prouvés dans [6, 7, 9] et [10]. Cette procédure de réductions conduit
naturellement a étendre les algébres de séries formelles & des séries plus générales,
contenant, par exemple, des combinaisons de logarithmes (comme cela va étre le cas
pour les deux équations (NLCR) et (NLCC) ) ou méme des puissances variables de
la forme T*®).

Il apparait rapidement qu’il suffit seulement de connaitre quelques résultats théoriques
concernant les équations Fuchsiennes, pour étre ensuite capable d’aborder une trés large
classe d’équations différentielles et aux dérivées partielles. C’est ce qui rend la méthode
aussi systématique.

On distingue les quatre étapes suivantes; on a précisé en incise les résultats obtenus a
chaque étape pour I'équation cubique réelle (NLCR) et pour une surface d’explosion ¥ =
{t = ¢(x)} analytique (pour des surfaces d’explosion moins réguliéres, il faut effectuer
une réduction Fuchsienne un peu différente) :

1. Identifier la variable T" par rapport a laquelle on va développer — ici T =t — ¢ (x);
2. Identifier un ensemble de séries formelles suffisamment général, qui contienne une
solution formelle ayant le plus de termes arbitraires possible. On cherche alors des
solutions formelles présentant le plus de paramétres de déformation — pour I’équation
cubique réelle (NLCR), I'ensemble de séries formelles optimal est 'ensemble A4



2. Démarche suivie

défini p. 108 ; les solutions formelles réelles sont de la forme :
w(X,T) =T~ {uo(X) g (X) T+ us(X) T2 + us(X) T (SFR)
+ 3 up(X) T (m:r)k}.

j>4
0<k<j/4
On détermine I'expression explicite des premiers coefficients de la série : ug, uy, us, us
et ug 1 ; ugg est arbitraire et on dispose aussi d'une condition nécessaire et suffisante
pour 'apparition de termes logarithmiques ; cette condition s’exprime en termes de
la géométrie de la surface d’explosion ¥ comme sous-variété de R™ x R muni de la
métrique de Minkowski ;
3. Définir une inconnue renormalisée qui n’est autre que la partie réguliére de la solution
— ici I'inconnue renormalisée est f définie par :
Uo
T
4. Obtenir un systéme Fuchsien généralisé pour I'inconnue renormalisée, et conclure que
la solution formelle considérée est associée & une unique solution exacte — on obtient
pour f I’équation Fuchsienne suivante :

(1_ ’vw|2)N(N+5)f:Thl[X7T7Y7f7Nf]+Yh2[X7T7Y7f7Nf]7

oY =TInT, N=T0r+ (T+Y)0y et o hy et hy sont deux fonctions analytiques
en X, T,Y, f, Nf et leurs dérivées spatiales.

On peut alors conclure que la série (SFR) admet un rayon de convergence non-nul et
qu’elle définit donc une solution exacte de 1’équation (NLCR).

tuy +ug T +usT? +ugy T°InT + f(X,T)T?;

u =

Cette construction nous offre 'avantage de connaitre précisément le comportement
des solutions explosives de I’équation (NLCR) prés de leur surface d’explosion. On peut
alors tirer parti de ces informations pour résoudre différents problémes en relation avec
I'étude de (NLCR).

C’est I'objet de notre seconde partie qui se décompose de la fagon suivante :

1. Notre premiére application consiste en I’étude de certaines intégrales construites sur
le modéle de I'intégrale suivante dite “intégrale d’énergie” (IE) :

I(t)= %/[uf(x,t) + |Vul*(z,t) — u*(z, t)] dz. (IE)

Si u est de classe C? et que pour tout ¢, u(.,t) est supportée dans un compact,
il est facile de voir que cette intégrale ne dépend pas du temps. De ce fait, il est
intéressant de comprendre comment des intégrales du méme genre se comportent prés
de I'explosion.

En fait pour une solution u de I’équation (NLCR) explosant sur ¥ = {t = 1(x)} et
pour un point (xg,ty) de sa surface d’explosion, on donne un développement asymp-
totique, pour « petit, de l'intégrale suivante :

1
B(@) = [+ [Vuf = 'z + 2.t ~ a) do

[e1
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ou B, est la boule de R™ de centre 0 et de rayon «. La figure (1) représente le domaine
d’intégration pour (zg,tp) = (0,0) en dimension 1.

t=1(x)

cone de lumiére

F1G. 1 — Domaine d’intégration.

On montre ainsi que le comportement de E(a) est directement lié a la géométrie
locale au point (xg,tg) de la surface d’explosion ;

2. Par ailleurs, connaitre I’allure des solutions explosives de 1’équation cubique réelle
(NLCR) prés de leurs surfaces d’explosion et étre capable de construire de telles
solutions explosives, nous permet d’appréhender le comportement asymptotique, au
voisinage du premier temps d’explosion, des normes L? de certaines solutions de pro-
blémes construits autour de perturbations de I’équation (NLCR).

Plus précisément, pour une solution explosive u du probléme forcé suivant :

Uy — Au=2u*+ F(x,t), t€Biet —1<t<0,
u = ¢(x,t), r€0Bret —1<t<O, (NLCRF)
(U,Ut) = (f(x),g(x)), pour = _1a

on appelle go(u) la borne inférieure de I'ensemble des exposants ¢ pour lesquels la
norme L? de u explose. L'inégalité de Gagliardo-Nirenberg permet d’affirmer que
sin < 3 et (u,u;) explose dans H] x L? alors u explose dans L? pour ¢ > n. De ce
fait, si n < 3 alors ¢p < n.

Dans notre travail, nous avons d’abord étudié la valeur de go(u) pour des problémes
(NLCRF) ou F' = 0 et dont les solutions présentent des surfaces d’explosion réguliéres
au voisinage de leurs minima : on montre en particulier que, si la surface d’explosion
présente un minimum global non dégénéré, alors go(n) = §. Ensuite, nous avons exhibé
des probléemes (NLCRF) et des solutions correspondantes qui nous permettent de
répondre en partie a la question de savoir dans quelle mesure ¢o(u) peut se rapprocher
de n; dans ces problémes, F' est non identiquement nulle et les solutions considérées
admettent des surfaces d’explosions peu réguliéres ;

3. Enfin, on applique les résultats théoriques démontrés tout au long de la premiére par-
tie a I’étude de la consistance, de la stabilité et de la convergence du schéma numérique
suivant associé & un probléme de Cauchy pour I’équation (NLCR) et pour n =1 :

UMt = N UL +2(0= ) U+ X U8, = U 4207 (U7, (SchNu)



3. Principauz résultats

ou U approche u(x;,t,) et ou A représente le rapport entre les pas d’espace et de
temps : A = %.
On montre par exemple que si K est un compact n’interceptant pas la surface d’ex-
plosion éventuelle de la solution du probléme de Cauchy considéré, alors le schéma
numeérique choisi est d’ordre 2 dans K. De méme le schéma (SchNu) converge dans K,
sous certaines hypotheéses supplémentaires sur A. La question se pose alors de déter-
miner numériquement la surface d’explosion éventuelle. On répond en partie & cette
question en construisant des conditions numériques de non-explosion et en proposant

un schéma numérique adapté prés de I'explosion.

3 Principaux résultats

Voici quelques-uns des principaux résultats prouvés tout au long de cette théese. Bien
que pour certains de ces théorémes, on ait prouvé une proposition analogue pour le cas
de 'équation complexe (NLCC), nous ne donnons ici (pour simplifier) que des résultats
concernant ’équation cubique réelle (NLCR).

Dans la premiére partie, nous nous sommes intéressés a la construction de solutions
explosives de I'équation (NLCR). Les deux théorémes suivants résument nos résultats,
I'un dans le cas de surfaces d’explosions analytiques et le deuxiéme pour des surfaces
d’explosion moins régulieres. Il sont prouvés respectivement dans les sections 2.1 et 3.1.
Considérons ¥ = {t —¢(x) = 0}, une variété C! de genre espace (i. e. telle que |Vy)| < 1)
et de dimension n > 1.

Théoréme (1.3 p. 27). Soit (xg,ty) un point sur 3, supposée ici analytique. Alors ’équa-
tion (NLCR) admet une infinité de solutions définies pres de (xg,1y) et explosant précisé-
ment sur Y. Ces solutions sont de la forme :

u(a,t) =+ T‘l{uo(X) ur (X)) T+ us(X) T2 + un(X) T
+ 2 w(X) T T)’“}.
0<k<sa

Les coefficients ug, uq, . .. sont analytiques et uniquement déterminés par la donnée de w4,
une fonction arbitraire et analytique.

Le théoréme 1.4 (énoncé p. 30) constitue l'analogue, pour I’équation (NLCC) du théo-
réme précédent.

Théoréme (1.6 p. 35). Siyp € H", r > 547, on peut trouver une infinité de solutions u
de (NLCR), définies pour T petit et explosant exactement sur ¥ :

WX, T) = % bus+up T +us T2+ ugy T*In T + w(X, T, TIn T) T,

ov w(X, T, TInT) est continue en T, et prend ses valeurs dans H™=% pour T petit et ot
les coefficients wg, u1, ug, ug, us1 sont les mémes que ceuz introduits dans le théoréme 1.5.

5
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En ce qui concerne l'équation cubique complexe (NLCC), un résultat similaire est
énoncé p. 37 sous la forme du théoréme 1.7.

Relativement aux applications exposées dans la seconde partie, on distingue trois types
de résultats.

Tout d’abord, dans le chapitre 1, on a précisé le comportement, pour « petit, des inté-
grales F'(«) définies p. 3, quand u est une solution de (NLCR) explosant sur la surface X
d’équation t = ¥ (z), ot ¢ est supposée de classe C. Ces résultats sont résumés dans le
théoréme suivant :

Théoréme (II.1 p. 48). Quand o tend vers 0 :
1) E(e) = O(a"™);
i) si Vip(zg) =0, alors E(a) ~ —3 vol(By) A(xg) a"* ;

i) si la Hessienne de v s’annule également en xg, alors E(a) = O(a™™!).

Ensuite on s’est intéressé a la détermination de ¢o(u), la borne inférieure des g pour
lesquels une solution u du probléme forcé (NLCRF) explose dans L9.

On a d’abord donné un résultat général optimal traitant des cas ou la surface d’ex-
plosion ¥ = {t = ()} est réguliére, sous la forme du théoréme I1.2. Puis on a énoncé
un certain nombre de théorémes béatis sur le modéle du théoréme I1.6 ci-dessous; ils per-
mettent de mieux comprendre dans quelles circonstances qg peut se rapprocher de n, la
dimension d’espace.

Ces résultats sont tous prouvés dans le chapitre 2.

Théoréme (II.2 p. 52). Pour tout entier m > 1, il existe un probléeme de la forme
(NLCRF) avec certaines fonctions f, g, F, ¢ de classe C* pour lequel qo = n/2m. Il
existe ausst des problemes pour lesquels gy = 0.

Théoréme (I1.6 p. 59). Sie € (0,1) et n > 6 — Ge, il existe un probléme de la forme
(NLCRF) admettant une solution classique bornée pour tout t < 0, et telle que qo =
n/(1+e).

Enfin, dans le chapitre 3, on énonce des résultats de consistance, puis de stabilité
et de convergence pour le schéma numérique (SchNu) associé a I’équation cubique réelle
(NLCR). On démontre en particulier le théoréme suivant :

Théoréme (I1.8-3.2.2 p. 68 et 76). Sip € C*(R) et sup, |V(z)| < A < 1, alors pour
tout § > 0, le schéma (SchNu) est convergent au sens [* dans la région :

{(z,t) |t <¥(z) -6}

De plus, dans cette région, il est d’ordre 2.

4 Méthodes spécifiques employées

La plupart des résultats démontrés dans la premiére partie et qui concernent la
construction de solutions explosives pour les équations (NLCR) et (NLCC) sont obte-

nus grace aux techniques de réduction Fuchsienne développées par S. Kichenassamy et al.
dans [6, 7, 10].

6



5. Structure de la thése

En ce qui concerne la deuxiéme partie, on distingue principalement deux types de
méthodes :

1. Une large part des résultats prouvés dans cette partie découle presque directement
de la connaissance acquise dans la premiére partie du comportement asymptotique au
voisinage de I’explosion des solutions de 1’équation cubique (NLCR). Au nombre de
ces résultats, on compte les théorémes concernant ’allure des intégrales F(a) et des
normes L? dans le cas de surfaces d’explosion réguliéres. L’étude de la consistance du
schéma numérique (SchNu) et la construction de critéres numériques de non-explosion
reposent aussi sur une démarche analogue ;

2. L’approche suivie dans la premiére partie pour produire des solutions explosives
de T'équation (NLCR) fournit également un point de départ pour la construction
de solutions explosives de problémes forcés (NLCRF). En effet, si u est solution de
(NLCR), alors u admet, au voisinage de I’explosion, un développement asymptotique
de Laurent. On construit alors des solutions de (NLCRF), soit en considérant une
série de Laurent tronquée aprés 1, 2 ou 3 termes et coincidant avec le développe-
ment asymptotique de u, soit en s’intéressant a ce qu’on appellera une “série inverse
tronquée”. Ces derniéres sont de la forme 1/v ot v est un polynéme en 7', dont les
coefficients sont choisis de telle sorte que les premiers termes des développements
asymptotiques de u et 1/v coincident.

Ces méthodes offrent 'avantage d’étre trés générales puisqu’une large classe d’équa-
tions aux dérivées partielles peuvent se réduire sous la forme d’une équation Fuchsienne.
De plus, comme on I’a vu dans la seconde partie, de nombreuses applications découlent,
presque sans effort, du caractére constructif des techniques liées & la réduction Fuchsienne.

5 Structure de la thése

D’abord un mot sur la numérotation. Cette thése s’articule en : une introduction
générale (celle 1a méme que vous étes en train de lire), deux parties (I et II), puis une
conclusion générale suivie de deux annexes (A et B). Chacune des deux parties sera divisée
en trois chapitres et admettra sa propre numérotation. Les chapitres (1, 2 et 3) seront eux-
méme découpés en sous chapitres (1.1, 1.2, 2.1,...) et en paragraphes (1.1.1,1.1.2, 2.2.1,...).
Les deux annexes A et B seront elle-mémes divisées en chapitres (par exemple A.1, A.2
pour l'annexe A) et en paragraphes (par exemple B.5.1 pour 'annexe B). L’introduction
et la conclusion générales sont divisées en chapitres (1,2,...) et paragraphes (5.1, 5.2,...).

Pour chaque partie (I et II), les équations seronts numérotées de la fagon suivante :
par exemple 'équation 2.7 sera la 7°™¢ équation du chapitre 2 (mais elle pourra se trouver
dans le sous-chapitre 2.2), alors que 1’équation 3.2 sera la 2°™¢ équation du chapitre 3. Les
théorémes seront numérotés ainsi : le théoréme 1.3 sera le 3°™¢ théoréme de la partie I, tan-
dis que le théoréme I1.7 sera le 7°™¢ théoréme de la patrie II. Les remarques, observations,
définitions et propositions de ces deux parties admettront chacunes une numeérotation
propre, bien que obéissant aux mémes regles. Par exemple, la remarque 3.1.1 sera la pre-
miére remarque du sous-chapitre 3.1, de méme, I’observation 3.2.2 sera la 2°™¢ observation
du sous-chapitre 3.2.En ce qui concerne les figures, elles seront nommées comme suit : la
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figure 3.3 sera la 3°™¢ figure du chapitre 3. Enfin, les corollaires n’admettrons pas de
numérotation.

Pour les appendices, on a adopté la numérotation suivante : par exemple, ’équation
B.6 sera la 6°™° équation de l’annexe B, la remarque A.1.1 sera la premiére remarque
du chapitre 1 de l'annexe A (et ce systéme de numérotation sera aussi commun aux
définitions, aux lemmes, aux observations et aux propositions), enfin, le théoréme B.1
sera le premier théoréme de I'appendice B.

L’introduction et la conclusion générales adopterons chacune une numérotation propre.
Plus particulierement, de part leur importance et la fréquence a laquelle on s’y rapportera
dans la suite, chaque équation sera baptisée d’'un nom “explicite”. Par ailleurs, pour chaque
théoréme, est rappelée entre parenthése la numérotation avec la quelle il apparaitra dans
la suite de la thése ainsi que la page ou il sera énoncé.

5.1 Organisation de la premiére partie

Dans cette partie, on décrit en détail le mécanisme de réduction Fuchsienne pour les

équations (NLCR) et (NLCC).

Plus précisément, le chapitre 1 est consacré a la mise en ceuvre d’une premiére ré-
duction Fuchsienne prouvant 'existence de solutions formelles explosives pour (NLCR)
et (NLCC). On y précise exactement la forme de ces solutions comme séries de Laurent
en T et T'InT et on donne I'expression explicite des premiers coefficients de ces séries
de Laurent ainsi que, au moins dans certains cas, une interprétation géométrique de ces
coefficients.

Dans le chapitre 2 on réalise une deuxiéme réduction Fuchsienne ; cette derniére nous
permet de conclure, dans le cas de surfaces d’explosion analytiques, a la convergence des
séries de Laurent formelles introduites dans le chapitre précédent. On dispose alors, dans
ce cas, de solutions explosives des équations (NLCR) et (NLCC).

Enfin, l'objet du chapitre 3 est la réduction des équations (NLCR) et (NLCC) a
certains systémes Fuchsiens dit “symétriques”. Cette derniére réduction Fuchsienne nous
permet de prouver I'existence de solutions explosives de (NLCR) et (NLCC) dans le cas
de surfaces d’explosion beaucoup moins réguliéres. Ces solutions admettent, prés de 1'ex-
plosion, un développement asymptotique qui coincide avec le début des séries de Laurent
introduites dans le chapitre 1.

5.2 Organisation de la seconde partie

Cette seconde partie est consacrée aux applications des résultats prouvés dans la pre-
miére partie.

En particulier, le chapitre 1 traite de I’étude du comportement, pour « petit, des
intégrales E(a) construites sur le modeéle de l'intégrale d’énergie (IE).

Le chapitre 2 est, quant a lui, consacré a la recherche, pour une solution u du probléme
forcé (NLCRF), de la borne inférieure go(u). On s’intéresse d’abord a des solutions explo-
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sant sur des surfaces trés réguliéres au voisinage de leur minimums et on traite ensuite
des cas ot la surface d’explosion est peu réguliére.

Dans le dernier chapitre, on aborde I’analyse du schéma numérique (SchNu) associé
a I'équation cubique (NLCR). On prouve sa convergence dans des domaines compacts
n’interceptant pas la surface d’explosion éventuelle de la solution de (NLCR). On évoque
aussi le probléme de la recherche numérique du lieu d’explosion et on propose un schéma
numeérique plus adapté pres de I'explosion.

5.3 Annexes

On a rajouté deux courts appendices A et B. Le premier rappelle certaines notions
concernant les invariants géométriques d’une hypersurface plongée dans R™ x R muni de
la métrique de Minkowski. Le second traite de fagon générale, pour une équation ou un
systéme Fuchsien donné, de la forme des solutions comme série en T" et InT". Le but est en
fait d’automatiser, autant que faire se peut, certaines des étapes franchies dans la premiére
partie de la thése. On a pris soin de 'agrémenter de quelques exemples supplémentaires.
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Cette premiére partie va étre tout entiére consacrée a la construction de solutions
réelles explosives pour I'équation cubique réelle :

Tu = 2u?, (NLCR)

ainsi que pour 1’équation cubique complexe :

gu _ 2ulul® + Bu, (NLCC)

Du—l—aaz =

ota€iRet f€R;u=u(zy,...,24-1,2, = 2,t) peut prendre des valeurs complexes.

Précisons tout de méme que nous n’allons pas directement travailler sur 1’équation
complexe (NLCC) mais sur une équation équivalente.

En effet, la présence du terme « g—: nous empéche d’effectuer des transformations de
Lorentz, bien utiles pour simplifier I’expression des résultats. Heureusement, on remarque
que si v satisfait :

Ov = 2v[v)* + (8 — a?/4)v

et si 'on pose u = ve alors u est solution de (NLCC). De fait, nous supposerons
désormais que a = 0 et considérerons plutdt I’équation modifiée équivalente suivante :

az/2

Du = 2ulul* + Bu. (NLCC-bis)

Cette équation est, elle, Lorentz-invariante et est symétrique par rapport aux variables
d’espace (la direction Ox,, = Oz n’est plus privilégiée).

Pour les deux équations (NLCR) et (NLCC-bis), la démarche sera identique :

1. Au cours du chapitre 1 on prouve, pour toute hypersurface analytique de genre
espace ¥ = {t = (x)}, l'existence de solutions formelles explosant exactement
sur Y. Ces solutions s’écrivent toutes sous la forme de la somme d’un terme explo-
sif ug(x)/(t —1(x)) et d’une série formelle en 7' =t — 1) et InT". On donne également
les expressions explicites des premiers coefficients de ces séries formelles ainsi que, au
moins en certains points, une interprétation géométrique de ces mémes coefficients.

2. Ensuite, dans le chapitre 2, on montre la convergence des séries formelles précédem-
ment introduites, dans le cas ou la surface d’explosion ¥ est analytique. On obtient
alors, dans ce cas, des solutions explosives de (NLCR) et de (NLCC-bis).
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3. Enfin, le chapitre 3 est consacré a la construction de solutions explosives des équations
(NLCR) et (NLCC-bis), explosant sur des surfaces beaucoup moins réguliéres. Ces
solutions vont admettre, pres de leurs lieux d’explosion, un développement asympto-
tique de la méme forme que celui rencontré dans les chapitres 1 et 2.

Cette approche est calquée sur celle entreprise par S. Kichenassamy et al. dans |6, 7, 10]
et sur les méthodes de réduction Fuchsienne introduites dans ces articles.
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Premiére réduction Fuchsienne et
solutions formelles

Sommaire
1.1 Cas de I’équation cubique réelle NLCR . ... ... .. .. 15
1.1.1 Construction d’une solution formelle . . . . . . .. ... .. 15
1.1.2 Expression explicite des premiers termes . . . . .. . . .. 19
1.1.3 Interprétation géométrique . . . . . . . . . ... ... ... 20
1.2 Cas de I’équation cubique complexe NLCC . ... ... .. 21
1.2.1 Développement en série formelle prés de 'explosion . . . . 21

1.2.2 Expression explicite des premiers coefficients et interpréta-
tion géométrique des conditions de non-logarithme . . . . . 24

Nous allons commencer par 'étude de l'existence éventuelle de solutions explosives
formelles pour les équations (NLCR) et (NLCC-bis). En fait, pour toute hypersurface
de genre espace ¥ = {®(z,t) = 0}, on va trouver des solutions formelles explosant
exactement sur Y. Ces solutions vont étre construites comme la somme d’un terme explosif
de la forme ug(x)/T et d'une série formelle en T' et In7T o T = ®(z,t). On précisera la
forme de cette série.

Par la suite, nous donnerons les expressions explicites des premiers termes de cette
série formelle ainsi qu’une interprétation géométrique des coefficients associés.

1.1 Cas de I’équation cubique réelle NLCR

1.1.1 Construction d’une solution formelle

Au cours de cette section nous allons nous attacher & la construction de solutions
formelles de 1’équation cubique réelle (NLCR). Ces solutions auront la forme de séries de
Laurent autour de la surface d’explosion.
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Chapitre 1. Premiére réduction Fuchsienne et solutions formelles

Remarquons tout d’abord que I’équation (NLCR) admet (z,t) — =, a € R comme
famille de solutions évidentes. Ainsi, il parait naturel de rechercher des solutlons de la
forme plus générale suivante :

u(z,t) =u(X,T) = UO;X) +o(X,T), (1.1)

ou v est analytique prés de (0,0). On a, en outre, effectué le changement de variables :

X =urz,
{ T = &(x,t). (1.2)

ot ® est analytique en chacune de ses deux variables et V& # 0.

On peut alors exprimer les dérivées partielles 0; et 0,, : Oy = ®, Or et 0,, = 5{ Ox, +
®,, Or et donc le d’Alembertien s’écrit :

i=1
= [0 = 2] Orr + Cudr— Y 6% -2 O 8 0x 17— Y Lo Or

Remarque 1.1.1. La forme de la singularité en 1/T se justifie également d’une deuxieme
maniere. En effet, on aurait pu chercher des solutions formelles explosives se comportant
comme uo(X) T~ (avec a > 0) prés de Uexplosion. Alors, si les dérivées en temps et en
espace se comportent de la facon suivante :

u(z,t) ~ug(X) T, up(x,t) ~ —aug(X) T8,
urr(z,t) ~ ala+ 1) ug(X) T2, ux,(x,t) ~ Ox,up(X) T,
UX,;X; (.I, t) ~ 8Xinu0(X) T_a, uXiT(iL',t) ~ — 8X1u0(X) T_a_17

on obtient le tableau ci-dessous, résumant le comportement pres de [’explosion de chacun
des termes intervenant dans ’équation (NLCR).

[(I)% B Zz (1)3261} Irru [q)tt — Zz q)l'il'i} Oru | — Zz 65839 | —2 Z (13%52 aX T 2u3
T—a—2 T—a—l T T—o— 1 T—3a

Alors on voit que, pour que les termes les plus singuliers puissent se compenser, il faut
nécessairement que —a — 2 = —3 « et donc o = 1.

Reprenons notre raisonnement ; ’équation (NLCR) se traduit maintenant par :

Axug

2u
0 <I>2 Z<I>2 — dyup + (A, @)uo—l-ZZ(I) axuo)— + v
2ui  Gudv 6u0v 3
= T3 T2 T + 2v°.
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1.1. Cas de l’équation cubique réelle NLCR

1

73 a droite et a gauche, il vient que ¢ doit nécessairement

Apreés examen des termes en
vérifier :
2 2 _ 2 : ;
o, — E Q.. =ug >0, siwug est réelle.
i

On en déduit immédiatement que :

(I)t % 07
la surface ¥ = {®(x,t) = 0} est de genre espace.

On peut ainsi supposer que ¢ s’écrit O(x,t) =t —1(x), et ce, sans perte de généralité.
Le changement de variables (1.2) devient alors :

X =uz,
(xeo "

et le couple (ug,v) vérifie maintenant :

2 Uo Ug Alp 2 Uo; wl AXuO

2
2ud  6uiv  6ugv? 3
= P T T

ol on a adopté la convention de sommation d’Einstein et o, par exemple, ug; et 1
représentent (resp.) Oy, ug et Oy, 1.

1

73, on obtient directement 1’expression

En examinant une fois encore les termes en
de u? :
2 2
ug =1— |Vl (1.4)

tandis que v est solution de :

US(D"‘Q)(D_ZS)U:Uko‘i‘QUoZ’W

. 1.5
+ T (6ugv® + Axug — A Dv — 24" DOx,v) + 1% (2v° + Axv), (15)

ou D désigne TOr.

Remarque 1.1.2. Le choix du signe de uy conduit a deux familles distinctes de solutions.
A partir de maintenant et jusqu’a la fin, on supposera toujours que ug > 0.

Développons maintenant v en série formelle, sous la forme :
2
v=uy +u T +u3T=+ ...,

et calculons les coefficients successivement, en demandant qu’ils aient une dépendance
polynomiale en InT". Aprés avoir remplacé v par la série précédente dans I’équation (1.5) et
avoir comparé les termes constants et linéaires en T', on obtient les deux égalités suivantes :

ui P(D + 2)uy = 6ugui + Aug — A Duy — 29" Duy, (1.6b)
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Chapitre 1. Premiére réduction Fuchsienne et solutions formelles

ou P(D) = (D +1)(D —4). Ces équations déterminent u; et uy de maniére unique.
Par ailleurs, en examinant les termes en T%~' pour £ > 3, on obtient la relation de
récurrence suivante pour les uy

u%P(D+k)uk:2 Z Uq Up Ue + 6 Uug Z Ug Up

1<a,b,c<k 1<a,b<k
a+b+c=k a+b=k (1 7)

—AY(D+k —2)up_1 + Aug_o
Appelons [ le degré de ug en InT. Aprés calculs, on trouve :

l():llle:lg:O etl4§1

En fait, 'opérateur P(D+k) est inversible dans 1’espace des polynomes de degré k en In T,
excepté quand P(k) = 0. Si k£ annule P a l'ordre m, on voit facilement que, pour tout
polynéme r, I'équation P(D + k)q(InT) = r(InT) admet une infinité de solutions g de
degré inférieur & m + degr, définies a ’addition d’un polynéme arbitraire de degré m — 1
prés. Ici, P(k) = (k+ 1)(k — 4) donc 4 est un zéro d’ordre 1 de P. C’est pourquoi,
pour k£ = 4, bien que le membre de droite dans (1.7) soit de degré zéro en InT', uy peut
étre de degré 1 en InT'. De plus uy n’est déterminé qu’a une constante additive prés.

Si k > 5, P(k) # 0 donc le membre de gauche dans (1.7) est de degré [ en InT.
D’autre part le degré du membre de droite ne dépasse pas :

max {lk_Q, L1, 1£%§k(la + 1), 1<n}g>cc<k(la + 1+ lc)}.

a+b=k at+b+e=k
Il s’ensuit par récurrence sur k que I, < k/4, pour tout k > 0.
Remarque 1.1.3. Dans la plupart des cas uy est de degré 1 en InT’, mais comme nous

allons le voir, il existe des cas particuliers pour lesquels I, = 0. Dans cette situation, aucun
terme logarithmique n’apparait dans la série, qui devient donc une série enT" uniquement.

On peut résumer ces résultats en énongant le théoréme suivant :

Théoréme 1.1. L’équation (NLCR) admet une infinité de solutions formelles u explosant
exactement sur X. Elles sont de la forme (SFR) suivante :

71 {u0<x> 4wy (X) T + us(X) T? + us(X) T (SFR)
+ Y wkX) T,

j=>4
0<k<j/4
et sont entierement déterminées par la donnée de usp. Remarquons aussi que st u est
solution de (NLCR), alors c’est aussi le cas pour —u. On construit ainsi une deuxiéme
famille de solutions.

Comme nous allons le voir dans la suite, il peut étre trés intéressant de disposer de
I’expression explicite des premiers coefficients de cette série de Laurent. Ainsi, la prochaine
sous-section est consacrée a leur calcul.
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1.1. Cas de l’équation cubique réelle NLCR

1.1.2 Expression explicite des premiers termes

Les équations (1.4), (1.6a) et (1.6b) ainsi que la relation de récurrence (1.7) se tra-
duisent par les équations suivantes, déterminant uniquement wug, uq, us et us :

Uy = v 1- ’v¢|27
6u(2)u1 = —<U,QA¢+2wZUOZ),
6ugug = —(6upui + Aug),

dudug = —(2u} + 12uguy ug + Aug) + (29" 0; + Avh) us.

Apreés calculs, on obtient les expressions explicites de ug, u1, us et uz en termes de 1)
et de ses dérivées spatiales :

up = /1= [Vi[?, (1.8)

o A (19)
3T — 00?61 = ooy
ijijQ QijijA 31'1'].;,’c
n 6 (AY)' i + 6#’?%;’ — (Av)?
B —v)?
A A A
us = 27(1 — Jiwi)ll/Q + 9(1 — 1;7;%)9/2 + 36(1 — sz‘wiy/z (1.11)
A2 A1
T T08(1— i )o | 2A(1 — dign )
ou les coefficients A1, Ao, A3, A4 and A5 sont définis comme suit :
A= A%, (1.12a)
Ao = — 2 (AY)? + 18 Avp (4hy;) + 15 Avp (Aiah;) — 18 W epFahyy, (1.12b)
— 36
As = 2(AY)* (WIiahy) — 4 (W iahy) (D) + 13 A (949K epy,) (1.12¢)
+ 2 (V7 by e) — 4 (W7 it;) (W i) — 12407
— 300,
M= AP (Ia;)? — 11 (7 hiahy) (W05, (1.12d)
— (With)) (T i),
s = — 8 (V). (1.12e)

Ces expressions sont un peu compliquées, ¢’est pourquoi nous allons essayer d’en don-
ner une interprétation géométrique simple, au moins en certains points et pour des petites
dimensions d’espaces.
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Chapitre 1. Premiére réduction Fuchsienne et solutions formelles

1.1.3 Interprétation géométrique

Soit x € R"™. Rappelons que la surface d’explosion ¥ = {t = ¢)(z)} est nécessairement
de genre espace et que donc |V (x)| < 1. Ainsi, quitte a appliquer une transformation de
Lorentz bien choisie, on peut toujours supposer que le gradient de ¢ s’annule et que sa
Hessienne (1);;) est diagonale au point .

De plus, il est clair que, appliquer une telle transformation & une solution de (NLCR)
sans terme logarithmique conduit & une nouvelle solution qui n’a toujours pas de terme
en InT. De ce fait, la condition de non-logarithme u,; = 0 doit s’exprimer a partir des
seuls invariants géométriques de la surface d’explosion.

En outre, les expressions de ug, u1, us et us prennent une forme bien plus simple en
un point ot Vi)(x) = 0 et, bien qu'ils ne soient certainement pas invariants par une
transformation de Lorentz, nous sommes capables, en un tel point x, d’écrire ces premiers
coefficients en terme des invariants géométriques de .

Supposons donc que z est tel que Vio(x) = 0. Alors (1.8)-(1.11) s’écrivent :

up(z) =1,
A
uy(x) = — ?@b ,
1 o 1
g () Z—%Alﬁ +61/) Vij
us(r) = — g A £ A+ o A% — Sy,

alors que uy o est arbitraire et (1.7) donne :

2 2 g 7 g
uga(z) = — o7 (Ay)* — 3 (A) e + 9 (A)2 ey
— o Ay — o A A — 2 ()
b2 A A% — 2 — Iy

En particulier, en dimension d’espace n =1 :

(ugle) =1,
we) =12,

| ) = > ),

o) = o T )~ 2L b,

tandis que la condition de non-logarithme wu,; = 0 s’écrit (que V¢ s’annule ou pas) :
PH) 2,
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1.2. Cas de l’équation cubique complexe NLCC

ou H(x) désigne la courbure (moyenne) de ¥ au point x et s est une abscisse curviligne
sur X, induite par la métrique de Minkowski sur R x R.

En dimension n = 2, ces expressions sont remplacées par :

(uo(z) =1,
ww) = -1,
ws() = o () — 5 K (1)
| us() = 57 AgH(2) — o HO(2) + 3 H(2)K (0),

ou x vérifie encore Vi)(x) = 0. L’équation us; = 0 est quant a elle toujours équivalente
a:

37 23 4 1
- H*+ = H’»K ——K?+>-HA,H
54 +9 3 +6 9
1 1

— AL (H?) + = A%|g| = 0.

Ici H(z) représente toujours la courbure moyenne de 3 au point z, K(z) est la
courbure totale (ou courbure de Gauss), |g(z)| = 1—|Vy(2)|?, et A, désigne le Laplacien
sur ¥ (respectant la métrique induite sur ¥ par la métrique de Minkowski sur R? x R).

Remarque 1.1.4. Pour les dimensions d’espace n > 3, on dispose de la formule suivante
pour la condition de non-logarithme :

37 23 4 5 1
- H'+ T H’K,— - Ky —-“HKs+-HAH
51 Ty 2 g T g s H By
+1A(H2) t i +1A2||f0
36 ¢ g T el =

ou H est la courbure moyenne de X, alors que Ko, K3 et Ky sont d’autres fonctions
symétriques des courbures principales de la surface d’explosion (pour plus de détail, voir
Panneze A).

1.2 Cas de I’équation cubique complexe NLCC

1.2.1 Développement en série formelle prés de I’explosion

Dans cette section, comme dans le cas de I’équation (NLCR), nous allons nous attacher
a la recherche de solutions formelles pour (NLCC-bis) explosant sur une hypersurface
donnée de l'espace-temps de Minkowski : ¥ = {t = ¢(x)}, ou ¢ est choisie de telle sorte
que |Vi| < 1 (on se restreint une fois encore a ce type de surface d’explosion aprés un
raisonnement analogue a celui tenu au début de la section 1.1). 3 est donc de genre espace.

Effectuons en outre le changement de variables (1.3) et définissons encore D = TOr.

Le résultat principal s’énonce alors de la facon suivante :
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Chapitre 1. Premiére réduction Fuchsienne et solutions formelles

Théoréme 1.2. L’équation (NLCC-bis) admet une infinité de solutions formelles explo-
sant exzactement sur ¥. Elles sont de la forme (SFC) suivante :

ug(X) :
- {1 o (X)T+0a(X)T2+ Y (X)) T T)k}. (SFC)
>3
0<h</3
Les coefficients ug, vy, v, ... peuvent étre complexes et sont complétement déterminés par

la donnée de v, de Uargument de ug, de la partie imaginaire de vso et de la partie réelle
de vy .

Démonstration. Pour commencer, posons :

avec

|U0|2 =1- |V¢|2-

Rappelons aussi que 'opérateur de d’Alembert s’écrit dans les nouvelles variables X
et T :

O=07-> 0%

= (1 - |V¢|2) aTT + A¢8T + 2Q/Jl 8T8Xi — AX7

avec les notations introduites plus tot.

Alors, en remplagant dans (NLCC-bis), on trouve immédiatement que v est solution

de
|ug|* (D(D = 1)v—4v—20) = Ay |ug|* + 29" uoto + T g[X, T, v],

ou
91X, T, 0] =2 Jug|* (v* + 2 v]?) + B uo|* — [uo|* A¢ Du
— 240" ug; To Dv — 2 [ug|? " DOx,v + Aug To
+ T [AugTugv + 2%% Ox,v + |uo|* Axv

42wt o [ + B |u0|20].

Ecrivons maintenant v = a + b avec a réelle et b imaginaire pure. Séparer les parties
réelles et imaginaires dans 1’équation précédente nous conduit aux relations de récurrence
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1.2. Cas de l’équation cubique complexe NLCC

suivantes :
lu|* (D +2)(D = 3) a = At [uo|® + " uoi Wo + " Uoi ug
4T {2 luo|* (302 — b2) + 8 |uo|? — |uo|? A¢ Da
+ % (Aug T + Ali ug) — (¢ ug; To — V' To; uo) Db
— (Y" ug; o + V' To; uo) Da — 2 |ug|* ¥ DaXia:| (1.14)
+ T2 [(ug g + Up up) Ox,a + (upy To — Wy ug) Ox,b
+ % (Aug Ty + Alig ug) a + % (Aug g — Atig ug) b
+ 2 Jup|ta (a* — b%) + |uo|* Axa + Bugl® a} :
et
[uo|* (D +1)(D — 2) b = ¢ ug; U — 1" Ugi ug + T | (1" ugi o — ¥" Uo; up) Da
4 (4 i TIo + 9 Tos o) Db — % (Ao Tp — Ao o)
— dfuolab + 2 |uo|? ¥ DOx.b + |ug|? A Db}
(1.15)
+ T2 | (uly To + Th uo) Ox, b + (uh Wy — Ty up) x,a
+ % (Aug g + Atig ug) b + % (Aug Tty — At ug) a

o+ B uol? b+ 2 fuol b (a® — 1) + Juol* Axc].

Ainsi, si nous décomposons a et b :

a(X,T) = a1 (X) 4+ as(X)T +as(X)T* + ...,
b(X,T) =by(X)+bo(X)T +b3(X)T* + ...,

ou les coefficients a; et b; sont des polynomes en In7" de degré pi; et v; respectivement,
apreés calculs, on trouve :

P = po = p3 =0 et prg =1,
vn=v,=0etv3=1,=1,

et la relation de récurrence suivante, pour [ > 5
H s ii?fza{/“bi + gy Vi TV} HJ.TE]?:XIQ{/M + g+ e, pi v+ v,
< max {pi+viks max {vi v v ik v+ v

Alors, une récurrence élémentaire conduit a p; < é et v < % pour tout [ > 1, comme
annonce. ]
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Chapitre 1. Premiére réduction Fuchsienne et solutions formelles

1.2.2 Expression explicite des premiers coefficients et interpréta-
tion géométrique des conditions de non-logarithme

Il peut étre intéressant de disposer de ’expression explicite des premiers coefficients
de la série en terme de v et de 'argument de uq.

Posons ainsi :

up(X) = /1 — |Vp(X)|2 0.

Alors, en se servant des relations de récurrence (1.14) et (1.15), nous obtenons des
expressions pour ai, by, as, b, az = aso + az 1 InT = asp, b3 = bz + b3 1InT, ay =
ago+ag1InT et by = byp+by1InT. En résumé, bs et aqo sont arbitraires, tandis que b3y
et as; conditionnent la présence de termes logarithmiques dans la série. Remarquons
aussi que l'on s’attendait a ce que a4 s'écrive ay = a4 + aq1InT + ag9 In? 7T a cause de
la forme de b3 et de I’équation pour a. En fait, comme annoncé, aso est toujours nul. Les
expressions des premiers coefficients de la série sont les suivantes :

~AY I (T ug + g To)
6|uol? 6|uol*

A
6(1—|Vy[?)  3(1—|Vy[2)?
Y (To; ug — uoj To)

bl(X): J2|u0’4 ?

; Y7 0,
L—|Vy|?

&2(X):—a%+%_ B Auguy + A ug

al(X) =

3 6lugl|? 12]ug|*
_ (Ayp L D Y W) (@76;)°
C36(1— [Vt 91— VYRS 91— VYR 31— [VyP?)t

B VIR Y A, YIFPgap;a)t 070,

T = Vo) (- [VeER (= [VeR | (1= [Vep)

Augty — At
bQ(X) = — 2&0[)0 — to Yo to o

T A= Vop)

4|UQ|2
129705 (W) A7 6; VIR0 1
=i |3 T e sa e T oo 220

Pour le cas de la dimension d’espace n = 1, le calcul des coefficients suivants est moins
fastidieux ; de méme, ces coefficients s’expriment sous une forme plus simple en un point x

24



1.2. Cas de l’équation cubique complexe NLCC

vérifiant ¢'(x) = 0. En fait, en un tel point on a :

wix)= - L

bi(z) = 0,

) = 212 B

bo(z) = — i 9”?, (1.16)
(1) = g1 (— 18 (54 50/(0)) /() — 49" () +999(2)),

by (x) = — gz (6" ()" (2) + 8 ()0 (),

ay(z) = % (90"(@)? + 64" (2)" + 96 ()0 (2) + 39O (2)* + 3¢ (2)pY ().

Remarque 1.2.1. On peut toujours, via une transformation de Lorentz appropriée, se
ramener au cas ' (z) = 0.

On peut maintenant, comme dans le cas de la non-linéarité cubique réelle (NLCR),
donner (au moins en dimension d’espace n = 1) une interprétation géométrique des condi-
tions de non-logarithme pour la série (SFC). En effet, en suivant un raisonnement analogue
a celui tenu dans la sous-section 1.1.3, on conclut une fois encore que ces conditions doivent
étre invariantes par transformation de Lorentz et donc s’exprimer en terme des invariants
de la surface d’explosion Y et des dérivées successives de 6, 'argument de ug :

( d26 d0 dH
0=8—H+8— —
ds? + ds ds’
d2H dH\? de d36
=2—— H+24(—) —8H*+72—~— 1.17
0 a1 (ds) BH + 720 45 (1.17)
don? N
\ —n2(5) 2 (gg)

Bien que ces quantités ne soient certainement pas invariantes par transformation de
Lorentz, on écrit de la méme facon les premiers coefficients a;, b1, ag, ba, aso de la série
(en un point z tel que ¢'(z) =0) :

H

a1 = ——

1 67

blzo,

PE L YR

7736 ' 6\ds/ 6 (1.18)

po_ LA

279 g2’

1 &’H 31 5 rdo\? I&;

S ——H2——<—>H——H

(9307 94 ds? 216 12 \ds 12

Les notations sont identiques & celles introduites dans la sous-section 1.1.3.
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2

Deuxiéme réduction Fuchsienne et
convergence

Sommaire
2.1 Cas de ’équation cubique réelle NLCR ... ... ... .. 27
2.2 Cas de ’équation cubique complexe NLCC . ... ... .. 30

Dans la section précédente nous avons prouvé l’existence de solutions formelles explo-
sives pour les équations (NLCR) et (NLCC-bis). Ces solutions se présentent sous la forme
de la somme d’un terme singulier se comportant comme 1/7" pour T' petit, et d’une série
formelle en T et In'T'.

Ces résultats ont été obtenus en ramenant (NLCR) et (NLCC-bis) a la résolution
de certaines équations Fuchsiennes. En fait, comme nous allons le voir dans la présente
section, si nous effectuons d’autres réductions Fuchsiennes, on parvient a montrer que, si la
surface d’explosion est analytique, ces solutions formelles sont en fait des solutions exactes,
sommes d’'une partie singuliére en 1/7 et d’une partie analytique en T et Y =T InT.

2.1 Cas de I’équation cubique réelle NLCR

Cette sous-section est entiérement consacrée a la preuve du résultat suivant, complé-
tant le théoréme 1.1 lorsque la surface d’explosion est analytique.

Théoréme 1.3. Considérons ¥ = {t — 1(x) = 0} avec |V| < 1, une variété analytique
et de genre espace, de dimension n. Soit (xg,ty) un point sur X. Alors l’équation (NLCR)
admet une infinité de solutions définies prés de (xq,to) et explosant précisément sur .
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Chapitre 2. Deuxieme réduction Fuchsienne et convergence

Ces solutions sont de la forme (SFR), c¢’est-a-dire
u(z,t) = + T—l{uo(X) g (X) T+ us(X) T2 + uy(X) T

+ > uj,k(X)Tﬂ'(lnT)k}.
j=4
0<k<j/4

Les coefficients ug, uy, ... sont analytiques et uniquement déterminés par (1.8)-(1.11), la
donnée de uyo analytique et arbitraire, et la relation de récurrence (1.7).

La preuve va essentiellement reposer sur une deuxiéme réduction Fuchsienne qui différe
de celle utilisée dans la section précédente par l'introduction préalable de la nouvelle
variable Y = T'InT. On se raméne de cette maniére & une équation Fuchsienne généralisée
du type de celles étudiées par MM. S. Kichenassamy et W. Littman dans [6, 7]. Les
résultats prouvés dans ces deux articles, par des méthodes de point fixe essentiellement,
nous permettent alors de conclure.

Démonstration. Soit u(X,T) une solution formelle de (NLCR). Nous avons vu dans la
section (1.1) que u s’écrit nécessairement :

Ug

T

U= —+u +ug T +usT* +ug, T*InT + f(X,T)T7, (2.1)

ou f(X,T) est une série formelle en T' et T'InT, et ug, u1, us, ug, ugy sont donnés par
(1.8)-(1.11) et la relation de récurrence (1.7).

Définissons maintenant Y = T'InT et N = T0r+ (T +Y) Oy. Alors f devient solution
de I’équation suivante :
(L= |VYP)NN+5)f +TAY BugyInT + 3 f +usy + NJ)
+ QTZW(?) Uyg,14 InT +3 ale + Uyg,14 + N8X1f> -T (AUg + AU4,1 TInT + Axf T)
=2T [(6u0u1u4711nT+6u0u1f+6u0u2u;;+3u§u1) +}

Remarquons que cette équation ne contient plus de termes de la forme 7%(InT)?
avec 5 > «, et donc elle peut s’écrire (en n’utilisant plus que les variables T" et Y') :

(1= |V ) NN +5)f =Th[X,T,Y, f, Nfl+ Y hy| X, T,Y, f, Nf], (2.2)

ol hy et hs sont deux fonctions analytiques en X, T, Y, f, N f et leurs dérivées spatiales.

Posons alors :

2= [f, Nf, Tox,f,..., Tox, f]".
Les composantes de z sont solution du systéme :
Nz = 29,
(1= |VYP) (N +5)z0 =T h[X,T,Y, 21, 22) + Y ho[ X, T, Y, 21, 29,
Nzyy = (TOr + (T +Y)0y) (TOx, f)
= T@XZ(Nf) +T0x,f = TaXi(Zl + ZQ).
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2.1. Cas de l’équation cubique réelle NLCR

Ce systéeme d’équations est équivalent a :
(N+A)z=Th[X,T,Y,z|+Y hy|X,T,Y, 2], (2.3)
ou

A:

Au vu de la définition de z et IV, nous sommes intéressés seulement par les solutions
de (2.3) vérifiant également :

Zl(Xa T7 Y)|T=Y=0 = f(Xa()?O))
ZZ(Xa Ta Y)

| T=Y=0
et

22+ (Xa T7 Y 0.

)lT:Yz() -

De cette facon, nous sommes amenés a résoudre le probléme suivant :
(N+A)z=Th[X,T,Y, 2| +Y X, T,Y, 2], (2.4)
2(X,0,0) = [ f(X,0,0),0,0,...,0]". (2.5)

Notons que z(X, 0, 0) appartient a Ker(A) et donc (2.4)-(2.5) est connue pour admettre

une unique solution (voir [6] et |7] pour plus de détails). Cette solution est alors analytique
en ses arguments.

Réciproquement, toute solution de (2.4)-(2.5) vérifie :

NZI = Z9,
(1 —|VY|?) (N +5)z0 = (1 — |V|*) N(N +5)z
:Thl[X,T,Y,zl,Nzl] —|—Yh2[X,T,Y,Zl,N21],

tandis que :
N22+Z' = T@XZ (21 + Z2>. (26)

De plus cette derniére égalité se traduit par :

(26) = T ZQ_H"T —f- (T + Y) 22+i7y = T@zl + T (T aXiZLT + (T + Y) 8X1.217y)
=4 2244,T + (1 + In T)Zg+i’y = 8)(2.21 + T (aXiZLT + (1 + In T)aXiZLy)

~~

Or (zo+4(X,T.Y)) Or(Tox,;-1(X,T,Y))

& 294i =T Ox,z1 +7(X) pour une certaine fonction r(X).
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Chapitre 2. Deuxieme réduction Fuchsienne et convergence

Etant donné la condition initiale (2.5) pour z, il est clair que r(X) doit étre identi-
quement égale a zéro. Ainsi toute solution de (2.4)-(2.5) est de la forme :

Z = [2’1, NZl, T@Xlzl,. N T@anl]t,

ou z; est solution de (2.2).

On conclut alors la preuve en posant f = z;. En effet, puisque 'unique solution z
de (2.4)-(2.5) est analytique en T, z; I'est également et coincide donc localement avec sa
série formelle. m

2.2 Cas de I’équation cubique complexe NLCC

Nous allons prouver dans cette sous-section un théoréme analogue concernant 1’équa-
tion (NLCC). Ce résultat compléte le théoréme 1.2 dans le cas ot la surface d’explosion
est analytique.

Théoréme 1.4. Soit ¥ = {t = ¢¥(x)}, avec |Vip(x)| < 1, une variété analytique de
dimension n, de genre espace, et (xg,ty) un point sur 3. Alors 'équation (NLCC-bis)

admet une infinité de solutions définies prés de (xo,to) et explosant exactement sur X.
Ces solutions sont de la forme (SFC). C’est-a-dire :

o (X .
%{1 + (X)) T+ (X)) T+ Y vr(X) Tf(lnT)k}.
>3
0<h<)/3
Les coefficients ug, vy, v, ... sont analytiques et uniquement déterminés par le choix

de Uargument de gy, de la partie tmaginaire de vso et de la partie réelle de vyg, des
fonctions analytiques sur 3.

Démonstration. Posons une nouvelle fois Y = T'In7T. Dans la section 1.2 nous avons
conclu que toute solution formelle de (NLCC-bis) doit s’écrire :

w(X,T) = up(X) [% + 01 (X) + 02 (X) T + [v30(X) + v31(X) InT] T?
(2.7)
+ [a0(X) + v (X) InT) T? + [w(X,T,Y) + M(X) InT| T*|,

avec .
V1 = aq + bl,

vy = ag + by,
V3,0 = aszo + b3y,
V31 = 53,1,

V4,0 = Qa0 + bay,

[ Va1 = Q41 + by,

ot les coefficients ay, by, as, by, ... ont été trouvés plus tot. En remplagant dans la premiére
équation (NLCC-bis), on montre que A est uniquement déterminé et que en posant N =
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2.2. Cas de l’équation cubique complexe NLCC

TOor + (T' 4+ Y)0y et en écrivant w = P +iQ, P et @) doivent satisfaire les équations
ci-dessous :

{ (N+1)(N+6)P = f,(X)+Tq[X,T,Y,P,Ql +Y [X,T,Y, P,Ql, 28)
(N+2)(N+5)Q = fo(X)+ T g[X,T,Y,P,Q] + Y ho[X,T,Y, P,Q)],
pour certaines fonctions f1, fa, g1, g2, h1, he analytiques en leurs arguments.
Posons maintenant :
2=[P, NP, TVxP, Q, NQ, TVxQ]".
Alors, au vu du systéme (2.8) et de la définition de z, on doit avoir :
( Nz = 2,
(N+Tza+620=fi+Tq|T,Y, 2] +Y T,Y, 2],
Nzyyy =T (0x,21 + Ox,22), V1 <i<n,
Nzoint1 = Zogns2,
(N +TNzornio+ 102040041 = fo+ T [T, Y, 2] + Y ho[T Y, 2],
L Nzopnioyi = T (Ox,204n+1 + Ox,224n42), V1<i<n,
ou on a oublié la dépendance par rapport a la variable d’espace X.
Ainsi, z vérifie une équation de la forme :
(N+A)z=f(X)+Tg[X,T,Y,z] + Y h[X,T,Y, 2], (2.9)
pour certaines fonctions g et h analytiques en leurs arguments,
0 1 -
7 0
A= O, ,
0 -1
10 7
L On .

et I, le vecteur & (2n + 4) composantes, défini par :
t

F(X) =10, £1(X),0,...,0, 0, 2(X),0,...,0]".

La définition de z et de N nous améne a ne chercher que des solutions de (2.9) vérifiant
aussi les conditions suivantes :

2(X, T, Y)‘szzo = P(X,0,0),
20(X, T, Y)‘T:Y:O =0,
201i(X, T, Y)‘T:Y:O =0, 1<i<n,
Zorni1 (X, T,Y) ‘ ey = Q(X,0,0),
Zoin2(X,T,Y) =0,
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Chapitre 2. Deuxieme réduction Fuchsienne et convergence

et

22+n+2+i(X, T, Y = 07 1 S 1 S n.

)| 72v=0

C’est-a-dire que nous cherchons a résoudre le probléme :
(N+A)z=f(X)+Tg[X,T,Y,z]| + Y h[X,T,Y, 2], (2.10)
2(X,0,0) = [ P(X,0,0),0,..., 0, Q(X,0,0),0,...,0]". (2.11)

Les valeurs propres de A sont 1, 2, 5, 6 avec multiplicité 1, et 0 avec multiplicité 2n.
De plus, f(X) appartient a I'image de A. Ainsi le systéme (2.10)-(2.11) admet une unique
solution (voir [6] et [7] pour plus de détails). Cette solution z = z(X,T,Y") est analytique
en ses arguments.

Réciproquement, soit z une solution de (2.10)-(2.11). Elle vérifie alors :
29 = Nz,
294 = T0x, 21, 1<i<n,
Zotnt2 = NZzotnir,
Zotntori = 10X, 224n+1, 1<i<n.

En effet, montrons par exemple (2.13) : puisque z est solution de (2.10), on a :
Nz = 29,
et
Nzor; = TO0x, (21 + 22). (2.16)
De plus

(2.16) & T 20050+ (T +Y) 2045y =T Ox,21 +T (T Ox,200 + (T +Y) Ox,21y)
= ZQ_A'_i’T + (]_ —|— lIl T) ZQ—H',Y = 8Xl.zl + T (8Xiz17T —|— (1 —|— IHT) 8X1.217y)

-~

Or(204+4(X,T,Y)) dr(Tox, 21(X,T,Y))
& 294 =T Ox,21 +r(X) pour une certaine fonction r(X).
Etant donné la condition initiale (2.11) pour z, il est clair que r(X) est identiquement
nulle. Une étude similaire nous conduit aux égalités (2.14) et (2.15).
Ainsi, z peut étre écrit :
2= [21, Nay, TVxz, 22, Nag, TVx2 ',
ou (21, 22) est une solution de (2.8). Ce systéme admet, de fait, une unique solution. Il
suffit maintenant de définir (P, Q) = (21, 22) pour achever la preuve. En effet, I'unique

solution z de (2.10)-(2.11) étant analytique en T', c’est aussi le cas de 21 et z3 qui coincident
donc localement avec leurs séries formelles respectives. O

Une fois encore, aprés avoir introduit la nouvelle variable Y = T'InT, on a réduit
I'équation de départ (NLCC-bis) sous la forme d’un systéme Fuchsien généralisé. On a pu
ainsi s’appuyer sur les résultats d’existence de solutions analytiques pour de tels systémes,
prouvés par MM. S. Kichenassamy et W. Littman dans [6, 7].
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Troisiéme réduction Fuchsienne et cas

non-analytique
Sommaire
3.1 Cas de I’équation cubique réelle NLCR. . ... .... ... 33
3.2 Cas de I’équation cubique complexe NLCC . ... ... .. 36

Afin de justifier totalement I’étude des séries formelles (SFR) et (SFC) entreprise
dans les sections 1.1 et 1.2, il serait bon de prouver l’existence de solutions explosives
pour (NLCR) et (NLCC-bis) admettant un tel développement prés de leurs surfaces ex-
plosion, et ce, pour des surfaces d’explosions peu réguliéres. C’est ce que nous allons faire
dans cette section, par le biais d’une troisiéme réduction Fuchsienne.

3.1 Cas de I’équation cubique réelle NLCR

Le principal résultat de cette sous-section est le théoréme 1.6 qui prouve 'existence de
solutions explosives de I’équation (NLCR) admettant une surface d’explosion peu régu-
liere et prés de cette surface un développement similaire a (SFR). Pour atteindre un tel
résultat, il nous faut déja réduire (NLCR) sous la forme d’un systéme Fuchsien symétrique
équivalent. Cette réduction s’exprime de la fagon suivante :

Théoréme 1.5. [l existe des matrices symétriques Q et A7, 1 < j < n, ainsi qu’une
matrice constante A et une fonction f telles que, si l’'on pose t = (to,t1) et

QN + A)W =t AVox,w +t- f(t, X, W), (3.1)
alors la premiére composante w de W engendre via

H
w = (’UJ, ’LU(()), w(l))7
to=T, t =ThT,

u
u = t—0+u1 Uy to 4 ug t2 + gy t2 1 4 w(to, ty, X) £,
0
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Chapitre 3. Troisieme réduction Fuchsienne et cas non-analytique

une solution singuliere v de (NLCR) explosant pour T = 0, a condition que les w; soient
pour tyg = t; = 0 les composantes d’un gradient. Les coefficients ug, u1, ua, us, us1 Sont
ceux introduits dans la section (1.1), p. 19. De plus, si ¢ € H"(R"™) alors Q et Al €

H Y (R™), tandis que f envoie H™™ dans H™™°, sir > 2 +6.

loc

Démonstration. Posons v = 1— |V|?. En suivant pas a pas le raisonnement tenu dans la
section 3 de Darticle [10] de M. S. Kichenassamy nous sommes amenés a définir @, A7, A

et f de la fagon suivante.

1 0 0 0
Q= v , et A= |0 —2¢7 & |,
I, 0 ‘lel 0
ouel =(0,...,0,1,0,...,0) est le 5™ vecteur de la base canonique de R";
[ 3 —-1|0 -+ 0]
—6 2|0
A=10 o0 ,
L0 0o 2
et enfin
f(t07t17X7 E>) = [QO(Xa t07t17w)’gl(X7 thtlam)L
avec
9o(X, to, t, W) = [0; bo(X, to, t1, W), Ox,uan,. .., 3Xnu4,1]t7
et

gl(X7 thtbw) - |:07 bl(th())thE))? 38X1u4,1a R 38Xnu4,1}t‘

Les fonctions by et b; sont définies par :

bo(X, to,t1, W) = 6uy us + 6uj uz + 12ug ug uz + 12ug ug w
+ (2u3 + 6ugud + 12uy up uz + 61w + 12uguy w) ty
+ (6 u3uz + 6ug uz + 12wy ugw + 12ug uz w) £
+ (6 ug u3 4+ 12uy ug w + 6 ug w? + 6 usw) ty
+ (2ul + 12ug us w + 6 uy w?) ty 4+ (6 ui w + 6 uy w?) L)

+ 6ugw? th + wt],
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3.1. Cas de l’équation cubique réelle NLCR

et

bi(X,to,t1, W) = — 69 usy; — 3 A% ugy + 12uguy ugq + (6uf g,y
+ 12ugug ugq) to + (12ug ug wa g + 12 up ug ug ) t(Q)
+ 6 ug uil t% t + (6u3 Ugn + 12wy uzugg + 12 up ugq w) tg
+ 6uy U?u 3ty 4+ (12ug us Ugg + 12Uy ugq w) to
+ 6 usy uil toty + (6u3ugy + 12Uy ugq w)t)
+ 6us uil tht + 2 uil 518+ 12ugugg witl

+12uzug; wth + 6 uil Wity + 6ug; wt.
Posons maintenant :

u
U= —2 4wy 4 ugty + us b2+ wgy 12ty + w(te, tr, X) 82,

Lo
U
Uy = _t_é) 4+ us + 2uzty + (tg + 319 tl) Ug1 + W(o) (t0> tq, X) t(2), (32)
Up;
Uy = % + Ui + g to + usi B + w (o, t, X) 45

A partir de 14, une vérification simple mais calculatoire montre que @ est solution de
(3.1), et donc W = (u, (), ug)) vérifie :

aTu = U(o),

(1~ Vo) drug) = 3 (@x.uq) — 2¢:0x,u0) — Mbug) +20°, (33)

Orug) = Ox,U()-

Ce systéme est le systéme symétrique hyperbolique du premier ordre usuellement
associé a I’équation (NLCR) (dans les nouvelles variables X et T'). Ainsi u est clairement
solution de (NLCR) ce qui achéve la preuve. O

De cette fagon, I’équation (NLCR) se raméne au probléme Fuchsien généralisé (3.1). De
telles équations ont été étudiées sous une forme plus générale par M. S. Kichenassamy dans
[10] et sont connues pour admettre (sous des conditions supplémentaires) des solutions
dans certains espaces de Sobolev.

Plus précisément, nous énoncons le résultat principal :

Théoréme 1.6. Soit ¢y € H", r > § + 1, vérifiant VY| < 1 et définissons comme
d’habitude > = {t = ¥ (z)}, la variété du genre espace et de dimension n correspondante.

Sir > % +7, on peut trouwver une infinité de solutions u de (NLCR), explosant exac-
tement sur X :

U= % +uy+us T+ usT? +ugy T°In T+ w(X, T, TInT) T,

ov w(X, T, TInT) est continue en T, et prend ses valeurs dans H™=% pour T petit et o
les coefficients ug, wy, ug, us, g1 sont ceux introduits dans la section 1.1.
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Chapitre 3. Troisieme réduction Fuchsienne et cas non-analytique

Démonstration. Observons tout d’abord que 1'é¢galité (3.1) s’écrit aussi :

l

QN+ AW =Y ty(Bi+ fult, W), (3.4)
k=0
pour [ =1,
u S ATk, si k=0,
Br=)Y Aj0x = J= J
g ]le’“ = { 0 si k=1,
l
0 ) o)
N = iiti=— = to— + (to + t1) —,
i;)m] ! ot Oa7fo+(0—|r 1)3751
et

fk<t7 E>) = gk(Xa thtlvw)v k= 07 L.

ou nous nous servons des notations introduites dans la preuve du théoréeme I.5.

Ecrite sous la forme de I'équation (3.4), 'équation (3.1) vérifie les hypothéses suivantes,
introduites dans [10] :

(H1) A est constante, tandis que la multiplication par @, Q' et A;; sont des opérateurs
bornés dans H* (a condition que ¢ € H", r > n/2+46 et s = r—6) ; les valeurs propres
de A ont une partie réelle positive (en fait Spec(A) = {0,2,5});

(H2) f=(fi,...,f1) est une fonction C* en w et définit une application de R+t x H*
dans H® (si¢p € H,r >n/2+6¢et s =1 —6); de plus, f = 0si | W]z~ ou |t| est
suffisamment grand ;

(H3) Il existe une fonction V', & valeur dans les matrices définies positives, qui commute
avec () et Ajj, vérifie (u, VQAu) > 0 et telle que (u,VQu) est équivalente a la
norme L?. En outre , VA, = Ajy, et la multiplication par V' est un opérateur borné
dans H*® (on vérifie facilement que si ¢ € H", r > n/2+6 et s =r — 6, alors V =
diag(vy,~, 1,1, I,, I,) satisfait a ces conditions);

(H4) Les valeurs propres de M = (m;;) sont réelles et positives; M +'M est définie et
positive.

Remarque 3.1.1. La condition de décroissance dans (H2) peut étre satisfaite en tron-
quant gy et g1 pour les grandes valeurs de w et de t. Puisque nous sommes uniquement
intéressés par un voisinage immédiat de T' =Y =0, ou W reste petit, cette tronquation
est raisonnable.

Ainsi, on peut appliquer directement les résultats prouvés dans la section 3 de [10].
La preuve de (I1.6) s’ensuit directement. O

3.2 Cas de I’équation cubique complexe NLCC

Cette sous-section est consacrée a la preuve d’un résultat analogue au théoréme 1.6
pour I’équation (NLCC-bis). Ce théoréme s’énonce de la fagon suivante :
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3.2. Cas de l’équation cubique complexe NLCC

Théoréme 1.7. Sir > 5 +7, on peut trouver une infinité de solutions u de (NLCC-bis)
explosant exactement sur X :

u(z,t) = up(X) %—i—vl(X) + 0o(X) T + [v3,0(X) + v31(X) InT)| T?

+ [0a0(X) + v (X) InT) T2 + [w(X, T, TInT) + \(X) InT| T*|,
ov w(X,T,TInT) est continue en T, & valeurs dans H™™% pour T petit. Les coeffi-

cients ug, V1, Vo, ... sont ceux introduits dans la section 1.2.

Comme dans le cas de la non-linéarité cubique réelle, nous allons commencer par ré-
duire I’équation (NLCC-bis) & un systéme Fuchsien symétrique équivalent. Cette réduction
est exprimée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.8. Il existe des matrices symétriques Q and A7, 1 < j < n, une matrice
constante A et une fonction f telles que, sit = (to,t1) et

QN + AW =t AVox,w +t- f(t, X, W), (3.5)
les deux premiéres composantes P et Q de W engendrent via

(W =(P,Q, Py, Q) Py, Q)
w=P+1iQ,
to=T. t, =TT,

1
U ="Ug {t_ + (%1 -+ (%) f}(] -+ ’0370 t(Q) + U3,1 to tl + U4,0 tg -+ ’U471 t(Q) f}l
0

\ +w(te, ty, X) tg + Atot1},

une solution singulicre u de (NLCC-bis) qui explose pour T = 0 a condition que les {w)}
sotent, pour ty = t; = 0, les composantes d’un gradient.

De plus, si v € H'(R") alors, Q et A € H;_ '(R"), tandis que f envoie H"
dans H™5, sir > 5 +6.

Démonstration. Posons v = 1 — |V (z)|?. Définissons aussi @, A7, A et f de la facon
suivante :

—-2¢7 0 |ée 0

Al = .
0 —2¢7[0 & |’
ted 0
0 ted
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Chapitre 3. Troisieme réduction Fuchsienne et cas non-analytique

ou ¢/ est le j¥™¢ vecteur de la base canonique de R™.

Posons encore :

0 -1 0
0 4 0 -1
A_| 6 0 3 0 |
0 -2 0 3
31, 0
I 0 31,

et enfin f(to, t1, X, W) = (go(X, to, t1, W), g1 (X, to, t1, W)), avec

0

0
Re{bo}
Im{by } 7
Re{ Y210 (wy + )}

uo

| Im{ X (wy + A)} |

90

et

0
0
Re{b:}
Im{b; }
4Re{Vx\}
| 4Im{Vx\} |

g1

Les fonctions by et b, sont définies par :

o bo(X, to, t1, W) = Aug vy + 2o Ui,o + g Avgg + ub w; — 29" ug; wo
— 29 ug; A — 2up W' N, — A ugwy — A ug A
+ ho(to, t1, w, W, vy, Vo, ..., V1, Vz,...),

ug b1 (X, to, t1, W) = Aug vy + 2upy vj;,l + ug Avgy — 21" ug; A — 2ug V'
— 4 A ug A+ hy(to, t1, w, W, vy, Vo, ..., VL, Vz,...),

ol hg et hy sont certaines fonctions polynomiales en leurs arguments.

Remarque 3.2.1. Ces quantités ont été trouvées en raisonnant pas a pas comme dans
la section 3 de [10].
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3.2. Cas de l’équation cubique complexe NLCC

Posons finalement :

1
u = U {t_ + v + vty + 0370153 +us1tots + v4,0t3 + U1 t%tl
0
+w(to, tr, X) tg + Mgt },
1
U(O) = Up { - ? + vy + 2U3,0t0 -+ V31 (to + 2t1) —+ 31}47015(2) + Vg1 (t% + 3t0t1)
0
+ wo) (o, t1, X) 1§ + A (85 + 415 t1) },
Uoi )
Yo =g (i 01 + w0 Vi) + (w0 V2 + o v2:) to + (U0 V3,0 + o Us.0,) Lg
0
+ (u0i v31 + o vs,1,) to by + (U0 Va0 + U Va;) to + (uoi vag + g Va,1;) toty
+ ug U)(l)(to, tl, X) tg,

ot wo) = Poy +1 Q) et wy) = Py +1 Q).

A partir de 14, on voit facilement que si W est solution de (3.5), alors " := (u, (o), u())
satisfait :

8Tu = U(O),

(1 — |V1/J|2) 8Tu(0) = Z(ain(i) — 277/)1' 8Xiu(0)) — A¢ U(o) + 2u|u|2, (3.6)

]

Orug) = Ox,u()-

Ce systéme est le systéme symétrique hyperbolique du premier ordre habituellement as-
socié a I’équation (NLCC-bis) (en les nouvelles variables X et T'). Ainsi u est clairement
une solution de (NLCC-bis) ce qui conclut la preuve. ]

Enfin, on vérifie aisément que ’équation (3.5), écrite sous la forme du systéme (3.4),
satisfait aux hypothéses (H1), (H2), (H3) et (H4) introduites dans la section 3.1 et, de ce
fait, on peut une fois encore se servir des résultats prouvés dans [10]. Le théoréme 1.7 en
découle immédiatement.
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Conclusion

Nous venons de prouver l’existence de solutions explosives pour les équations cubiques
réelles et complexes (NLCR) et (NLCC) et ce, méme pour des surfaces d’explosion peu
réguliéres.

Comme nous allons le voir dans la prochaine partie, le caractére constructif des mé-
thodes de réduction Fuchsienne employées offre de nombreux avantages. En effet, remar-
quons que, non seulement nous démontrons 'existence de telles solutions explosives, mais
que nous précisons également leurs développements asymptotiques prés de leurs surfaces
d’explosion, et donnons méme, au moins pour des surfaces d’explosion analytiques, la
forme explicite de ces solutions.

Dans la partie II, nous allons mettre a profit ces informations afin de répondre a
certaines questions liées a I’étude de ’équation cubique réelle (NLCR).
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Introduction

Comme annoncé, cette partie va étre entiérement consacrée a 1’étude de problémes
connexes a I’équation cubique réelle (NLCR). Pour cela, nous ferons largement usage des
résultats prouvés dans la partie 1.

Nous allons nous intéresser successivement aux questions suivantes :
1. D’abord, dans le chapitre 1, on s’intéresse au comportement asymptotique quand «
tend vers zéro des intégrales :
1
E(a) = 5/ [u2 + |Vul? — u](zo + x, to — a) dz,
oll u est une solution explosive de I'équation (NLCR) et (xo, to) un point de sa surface

d’explosion. Cette étude est motivée par le fait que lintégrale d’énergie (IE), qui a
servi de modéle pour définir les intégrales F/(«), ne dépend pas du temps;

[e3

2. Le chapitre 2 est dédié a une question soulevée en 1984 par Haim Brezis, a savoir :
déterminer, pour une solution donnée u de ’équation cubique (NLCR) avec condition
de Dirichlet sur un ouvert borné régulier, la borne inférieure go(u) des exposants ¢
tels que la norme L9 de u explose en un temps fini. En fait, il est a la fois commode
et naturel de considérer le probléme plus général suivant, ol on a autorisé 1’existence
d'un “bruit” peu régulier au second membre :

Uy — Au=2u* + F(x,t), v €Bjet —1<t<0,
u= ¢(x,t), re€dBet —1<t<0, (NLCRF)
(u,u) = (f(2), g(x)), pourt=—1,
On apporte ici des éléments de réponse a la fois dans les cas ot la surface d’explosion
et le reste F' sont réguliers et dans des cas ou ces quantités sont beaucoup moins
réguliéres ;
3. Enfin, le chapitre 3 traite de ’aspect numérique de 1’étude des solutions explosives

de I'équation cubique réelle (NLCR). On y introduit d’abord le schéma numérique
suivant :

Ut = 2207 +2(1 = MUY + XU, — UF 22T, (SchNu)
avant d’étudier sa consistance, puis sa stabilité et sa convergence. On s’attache égale-

ment & proposer un schéma numérique alternatif prés de 1’explosion ainsi qu’a donner
des critéres numériques pour détecter cette explosion.

Les résultats que nous allons énoncer tout au long de cette partie sont, pour la plupart,
des applications quasi-immédiates de ceux prouvés dans la partie 1.
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Non-focalisation de 1’énergie

Sommaire
1.1 Présentation du probléme . ... ... ... ... ... ... 47
1.2 Reésultats . ... ... ... . oo e e 47

1.1 Présentation du probléme

Considérons (z,t) — u(x,t) une solution explosive de 'équation aux dérivées par-
tielles (NLCR). Alors on a vu dans la partie I que la surface d’explosion associée ¥ est
nécessairement de genre espace. Supposons, en outre, que cette surface soit de classe C'*°,
d’équation t—(x) = 0. Alors ¢ est de classe C™ et vérifie |V1)| < 1. Supposons également

que ¥(0) = 0.

Nous savons que, si u est de classe C? et que pour tout temps t > 0, u(.,t) est suporté
dans un compact, alors [“intégrale d’énergie” :

%/[u? + |Vu|2 —u*](z,t) de, (IE)

est finie et indépendante du temps ¢. Un probléme intéressant est celui de I’étude du
comportement de :

E(a) = %/ [u? + |Vul> — ul](z, —a) dz,

@

I'intégrale d’énergie de u au temps —a« sur B,, la boule de centre 0 et de rayon « (voir
figure 1.1).

1.2 Reésultats

Le théoréme suivant résume le comportement de F(«) pour « petit.
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Chapitre 1. Non-focalisation de l’énergie

cone de lumiére

F1G. 1.1 — Domaine d’intégration.

Théoréme II.1. Quand « tend vers 0 :
i) E(a) =0(a"™);
it) si V(0) =0, alors E(o) ~ —3 vol(By) Ay(0) a3 ;

ii1) si la Hessienne de v s’annule également a l'origine, alors E(a) = O(a™ ).

Remarque 1.2.1. Notons que si (x = 0,t = 0) est le premier point d’explosion, alors 1
présente nécessairement un minimum en ce point et donc on se trouve dans la situation ii)
ou 1ii).

Démonstration. Posons d’abord :
e(z,t) = ui(z,t) + ' (v, t) — u'(x,1).

Nous avons montré dans les sections 1.1, 2.1 et 3.1 que, si X =z et T =t — ¢(x)
alors u s’écrit nécessairement sous la forme :

Ug

T

ou les coefficients wug, uy, us ... sont donnés explicitement par (1.8)-(1.11) et la relation
de récurrence (1.7) et ot w est de classe C* en espace pour T petit et est continue en 7.

u = —|—U1+U2T—|—U3T2—|—'LL471T31HT—|—U}(X,T,T1I1T)T3,

Alors, en remplagant dans 'expression de e(z,t), on trouve immédiatement :

e(z,t) = T4 T3 (1.1)
ug; Uy + 29 ug; ug — 29" ug ug — 2ug ug — 6 ud ut — 4ud ug
T2
1
(7).
* T

Substituons maintenant a wug, u, us dans (1.1) leurs expressions explicites données par
(1.8)-(1.10) ; on obtient alors (pour s € By et > 0) :

e(as, —a) =

Y

2 M2(1 — M?) 1
(14 ¢i(0)s;)" at ( )

a3

48



1.2. Résultats

o M = /1T~ [Vo(0)]%.

En effet :
| (z,t)=(as,—) - Ta- ’QZ)(CY S)’
=—a—as-Vy(0)+ O(a?), puisque 1(0) =0,
et
up(as) = /1 — |Vip(as)|?,
= V1= [V§(0)2 + O(a),
=M+ O(a),
tandis que les autres coefficients ug;, u1,... sont de classe C'*° et donc sont bornés uni-
formément quand 7' tend vers zéro. .
. . 2 U(Q) (X8 ,
Alors le terme le plus singulier dans e(z,t) est — i et par conséquent :

an

E(a) = —/ e(as, —a)ds
2 /g
M?*(1 — M?)
:a”_4/ ) s+ 0@,
s, L+ 00)s)F O
ce qui prouve i).
Supposons maintenant que Vi(0) = 0. Alors, pour (z,t) = (as, —«), on a les estima-

tions sulvantes :

- L oo i 3
| (z,t)=(as,—a) = -a- 5 Q 1/) (O) 8iS; + O(a )7

Vi(z) = a s; + O(a?),

Ainsi les premiers termes du développement de u ont le comportement suivant (en se
servant des égalités (1.8)-(1.10)) :

(ug(z) =1+ O(a?),
upi() = O(a),
wl@) = -4 + o),
~ AP(0)* | Y(0)45(0)
| we(z) = — 36 + 5 + O(a).

Donc e(x,t) s’écrit, pour « petit :

e(nt) = — 2 Ay(0)

+ s [0 0)E0) -+ AV(O) ¥(0) s,

3
— UI(0)0(0)] +0(,),

a3
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et en intégrant :

E(a) = % ; e(as,—a)ds

1
=3 vol(By) Ap(0)a" 3 + Ca™ % + O(a"™1),

ot C' = 0 quand la Hessienne de ¢ s’annule a l'origine. Cela achéve donc la preuve des
points i) et iii). O

Remarque 1.2.2. Remarquons que l’on a également montré que, dans le cas ot Vi)(0) =
0, A(0) = 0 mais |V (0)] # 0, on a Uestimation E(a) = O(a™2), pour a proche de 0.

Le théoréme II.1 montre que si 1 est assez plate au premier point d’explosion ou
que n > 4 alors 1"énergie” ne se focalise pas en ce point ; par exemple, si n = 3 et Vi =
0, E(a) reste bornée.

De plus, dans le cas ot ¢ est réguliére et admet un extremum local & 1’origine, on peut
prédire la valeur de At(0) en se servant uniquement d’intégrales sur le cone de lumiére
“rétrograde” ; c’est relativement étonnant en le sens ot le cone de lumiére ne rencontre la
surface d’explosion qu’en un unique point.
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Comportement des normes LP &
I’explosion

Sommaire
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2.2 Conditions initiales et seconds membres moins réguliers . 54
2.2.1 Utilisation de séries tronquées . . . . . . . ... ... ... 54
2.2.2  Utilisation de séries tronquées inverses . . . . . .. .. .. 59
2.3 Conclusion ... ..... ... ... .00 oo, 62

Tout au long de cette section, nous allons mettre en application les résultats prou-
vés dans la partie I, dans le but d’étudier l'explosion de solutions de problémes du
type (NLCRF) :

uy — Au = 2u® + F(z, 1), rE€Bret —1<t<0, (NLCRF-a)
u = ¢(x,t), re€dBet —1<t<O, (NLCREF-b)
(u,uy) = (f(2),g9(x)), pour t = —1. (NLCRF-c)

Plus particuliérement, on s’intéresse a ¢, la borne inférieure de ’ensemble des ¢ > 0
pour lesquels la solution v d’un tel probléme explose dans L?; on étudie également la

facon dont cette borne inférieure dépend des différentes fonctions f, g, ¢ et F.

2.1 Conditions initiales et seconds membres réguliers

Dans cette sous-section, nous allons nous intéresser au comportement de certaines
solutions du systéme (NLCRF) dans le cas ot la surface d’explosion ainsi que les conditions
initiales et le second membre sont réguliers. Plus particuliérement, nous étudierons le
comportement de leurs normes L” pour des temps proches du temps d’explosion.

Le résultat principal s’exprime de la fagon suivante :
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Théoréme I1.2. Pour tout entier m > 1, il existe un probléme de la forme (NLCRF')
avec certaines fonctions f, g, F, ¢ de classe C*° pour lequel go = n/2m. Il existe aussi des
probléemes pour lesquels u explose uniformément sur un sous-ensemble de By d’intérieur
non vide et pour lesquels gy = 0.

Démonstration. Fixons d’abord un entier m > 1 et choisissons 1 : R® — R de classe C'*
telle que :

VOl <1 et b(o) ~, JoP"

On construit alors une solution u du probléme (NLCRF) qui explose sur {t = v (z)}.

La surface d’explosion est réguliére de classe C*° donc, pour tout r > 0, ¥ est dans H".
Ainsi, le théoréme 1.6 prédit I'existence de solutions explosives de 1’équation [Ju = 2u?
explosant précisément sur ¥ = {t = ¢(z)}.

Rappelons que, si T' =t — ¢ (x), ces solutions s’écrivent de la fagon suivante :

Ug

T

U= — +u +u T +uzT? +ug s T° T +w(X, T, TInT) T
ou les coefficients ug, uy, ug, us sont donnés par (1.8)-(1.11), uy est défini par la relation
de récurrence (1.7) et ot w est continue en T' et C'™° en espace (au moins pour T petit).

Remarque 2.1.1. Notons que si v : (x,t) — v(z,t) est une solution de [’équation aux
dérivées partielles [Ju = 2u®, c’est aussi le cas pour v™ : (x,t) — v (z,t) = nv(na,nt).

Ainsi, quitte a effectuer une telle transformation, on peut toujours supposer que la
fonction u définie ci-dessus est bien définie dans By x [—1,0). Par conséquent, u est
solution de (NLCRF) avec F' = 0 et certaines fonctions ¢, f et g de classe C™.

Etudions maintenant le comportement de 7', ug, u1, Uz, ... pour t = 0 et £ — 0. D’un
coté :
T =t—(x) ~—|z|*™, et uy(x)~1,

et d’un autre coté, les autres coefficients wug, uy, us, ... sont de classe C*°. En effet, on a
par exemple :

Uy = 1- ’vaa
. AY
et U1 —3

(1 —=apinps)32 64/1 — i)y

ou ¢ est de classe C* et vérifie |Vi¢)| < 1 dans B;. De la méme fagon, en examinant les
expressions explicites (1.10) et (1.11) pour ugy et ug ainsi que la relation de récurrence (1.7)
permettant de calculer w41, on prouve facilement la régularité des autres coefficients.

Ces différents coefficients sont donc bornés quand x est proche de 1'origine. Puisque w
est elle aussi réguliére en espace pour T petit, on peut maintenant déduire le comportement
de u prés de son premier point d’explosion (0,0) :

u(z,0) ~ —|z|72™.

z—0
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Par conséquent :
n
L0) e L(B) & q< —.
u(.,0) € L(By) & ¢ < o~

La borne inférieure ¢y de 'ensemble des exposants ¢ tels que la norme L9 de u explose est

donc :
n

do = o
De fagon a prouver la deuxiéme assertion du théoréme II.2, supposons maintenant
que ¥ est C*°, que |V¢| < 1 et que ¢ = 0 sur un sous-ensemble strict de B; d’intérieur
non vide. Soit K C B; un compact tel que ¢ = 0 sur K.
Le théoréme 1.6 nous prédit une fois encore l'existence de solutions pour [Ju = 2u?,
explosant sur ¥ = {t = ¢)(z)}. Par ailleurs, le théoréme I.1 prévoit que les seules solutions
formelles de [Ju = 2u® s’écrivent sous la forme :

T*I{UO(X) (0T +us(X) T+ us(X) T+ Y uyp(X) V(I T)k},
0<k<isa

oun X =zetT =t—1Y(z).

Le coefficient uy o est arbitraire et les autres coefficients ug, u1, ug, ... sont donnés par
(1.8)-(1.11), et la relation de récurrence (1.7). Choisissons par exemple uy9 = 0; alors,
puisque ¢ = 0 sur K, on obtient grace a (1.8)-(1.11) et (1.7) :

up(z) =1 et u(x) =ug(z) =... =ujp(x) =... =0, pour tout x dans K.

De cette facon, si t est proche de zéro :
1
u(z,t) = 7 pourg € K.

De plus, u est solution de (NLCRF) pour F' = 0 et pour certaines fonctions ¢, f et g de
classe C™ (pour les méme raisons que précédemment). Donc, pour tout ¢ > O et t € [—1,0)
suffisamment petit :

. Ol = [ Jue.t)ds

B1

= | u(z,t)|* dx
K
1

>
Z vol(K) [ oo

Par conséquent, u explose dans L9(By) pour tout ¢ > 0 i. e. g = 0. Cela conclut la preuve
du théoréme II1.2. O

I1 apparait donc que la forme de la surface d’explosion (suivant qu’elle est plus ou
moins plate au premier point d’explosion) influe énormément sur la valeur de la borne
inférieure gy. On a donc construit des problémes du type (NLCRF) qui admettent des
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solutions explosant sur des surfaces trés réguliéres en leur minimum (premier temps d’ex-

plosion), et pour lesquelles :
n n

0<qgp=—<-=-.

=0 = 5n =2
Dans la suite nous allons voir que, si on s’autorise des surfaces d’explosion moins régu-
liéres, on peut exhiber des problémes de la forme (NLCRF) admettant des solutions pour

lesquelles qq est aussi proche qu’on le veut de n, la dimension d’espace.

2.2 Conditions initiales et seconds membres moins ré-
guliers

Dans cette section, nous allons nous pencher sur le comportement a l’explosion de
la norme L” de certaines solutions de systéme du type (NLCRF) pour des conditions
initiales et un second membre peu réguliers. Les principaux résultats sont énoncés sous la
forme des théorémes I1.3, I1.4 et I1.5. L’idée directrice est 1’étude de solutions du probléme
(NLCRF) obtenues en tronquant la série formelle (SFR). De plus, dans la sous-section
2.2.2, nous améliorons sensiblement ces résultats en étudiant des solutions construites
comme des séries tronquées inverses.

2.2.1 Utilisation de séries tronquées

Commencons par deux définitions :

Définition 2.2.1. Dans la suite, nous dirons que “u est une solution classique” de [’équa-
tion (NLCRF-a) si u satisfait auz conditions suivantes :

u € Mo C*([1,0); H*H(By)) ;

o u? est bornée dans L*(By) ;

o FeC(-1,0; 2(B));
o
o

<

Uéquation (NLCRF-a) est vérifie au sens des distributions ;
u a une énergie finie.

Définition 2.2.2. Nous dirons également que “u est une solution H'” de l’équation
(NLCRF-a) siu vérifie :

o ue My CH(=1,0) H'H(B))

o u, Au et uy sont uniformément bornés dans L'(By) ;

o FeC(~1,0;L'nH(B)):;

o u est solution de (NLCRF-a).

Les résultats sont alors les suivants :

Théoréme I1.3. Sie € (0,1) et n > max(8 — 4¢,12 — 12¢), il existe un probleme de la
forme (NLCRF) admettant une solution classique telle que qo = n/(1+€) ; de plus, F est
réquliere sur la surface d’explosion privée de 'origine.
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Théoréme 11.4. Si e € (0,1) et n > 6 + 2¢, il existe aussi un probléeme de la forme
(NLCRF) ayant une solution classique bornée pour tout t < 0, et telle que gy = n/(1+e¢).

Théoréme I1.5. Sie € (0,1) et n > 4+ 2¢, il existe un probléeme de la forme (NLCRF)
admettant une solution H' bornée en espace pour tout t < 0, et pour laquelle gy = n/(1+
€) ; cette solution explose dans H? sin =5 et e < 1/4.

Dans la suite, nous allons prouver en détail les théoremes I1.4 et I1.5 tandis que nous
allons seulement esquisser une preuve du théoréme II.3.

Preuve des théorémes I1.4 et I1.5. Soit € € (0,1). Nous allons exhiber a la fois des solu-
tions classiques et H' d’un probléme explicite de la forme (NLCRF). En effet, soit 1 :
R" — R,z — |z|"™/(e + 1); alors ¢ est C' et vérifie |[Vy)| < 1 sur By. Définissons
maintenant :
uo()

T
ol up(z) = /1 —¢;(x). u est construite a partir de la série (SFR) étudiée dans la
section 1.1 elle est continue sur By x [—1,0) et de classe C* sur By \ {0} x (—1,0). Par
conséquent, u est bornée en espace pour tout ¢ < 0.

Posons aussi :

u(z,t) =

F(x,t) =0u—2u*, V(z,t) € By \ {0} x (=1,0),
o(z,t) = u(x,t), V(x,t) € 0B; x (—1,0),
f(z) =u(z,—-1), Vze€ By,
g(x) = u(x,—1), VYa e By\ {0}.

Nous allons maintenant étudier en détail le comportement de u et F' pour x proche
de 0. On a, pour tout (z,t) € By \ {0} x (=1,0) :

w;i(z,t) = UOT—QQZ% + %’
D s
w(x,t) = —%7
wi(z,t) = _2"‘;93% B %’
u(z,t) = %7

tandis que :
F(z,t) = _QWUW + A ug B Auo‘

T2 T

Remarque 2.2.1. Les quantités ci-dessus sont bien définies et continues pour (x,t) €

By \ {0} x (—1,0].
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On a aussi quand x — 0 :

[ ¥(x) = O(|z|),
vi(z) = O(|z]),
bij(x) = O(|z|7),
V() = O(|$|6_2)a
up(x) = /1 — kb, = O(1),
_ iﬁf% _ 2e—1
Oz(x) - m - O(|l’| )7
i) Ui+ OiYe -
\ ug;j(z) = _(1 — ¢zj¢1)3/2 o 1 — o wk;k = (’)(|x|2 2)‘

En notant que T'=t —¢(x) = O(1) si t < 0, et O(|z|"1) si t = 0, on peut facilement
compléter le tableau suivant qui résume le comportement de u et F' pour x proche de 0.

t=20 t<0
w(z,t) | O(lz|~h) | OQ)
ui(x,t) || O(z|=7%) | O(l=[*7)
wij(2,t) | O(lz|=7%) | O(|=[*7?)
w(z,t) | Olz[>72) | O(1)
w(z,t) | O(lz|7>7%) | O(|=[*7)
ug(z,t) || O(Jz]7373) | O(1)
F(z,t) | O(lz|~?) | O(z[*7?)

En fait, la premiére ligne de ce tableau est “exacte” dans le sens ot quand x tend
vers 0,
u(@,0) ~ —(1+¢) ||~

1
u(z,t < 0) ~ s

Ainsi on peut écrire :

n
0 < Sg< ——
- 0) 120 < +00 g <

llu(.,t <0)|lps < 400, Vg>0,

c’est-a-dire : u explose dans LY(B;) < g >n/(1+¢€) i. e. go =n/(1+¢).

Pour achever la preuve, il reste a analyser pour quelles valeurs de n u est une solution
classique ou une solution H' de I’équation (NLCRF).

Par exemple, si n > 4 — 4e alors pour tout —1 < t < 0, F(.,t) € L*(By), tandis
que n > 6+2¢ implique F(.,0) € L*(B;) . Alors, en se servant des proprié¢tés de régularité
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de F sur By \ {0} x (—1,0] ainsi que du théoréme de convergence dominée de Lebesgue,

on conclut :
n>6+2= F e C([-1,0]; L*(By)).

Les autres contraintes requises pour que u soit une solution classique (c¢f définition
2.2.1) sont aussi satisfaites pour n > 6 + 2¢. Pour s’en convaincre, il suffit d’examiner
attentivement ces conditions au regard de la table précédente.

Cela termine la preuve du théoréme II.4 puisque nous venons de prouver que si n >
6 + 2¢, alors u est une solution classique de (NLCRF).

Un argument similaire en tous points nous permet d’affirmer que si n > 4+ 2¢, alors u
est solution H' du probléme étudié (la contrainte la plus restrictive est encore une fois la
condition de régularité sur F').

Enfin, pour achever la preuve du théoréme I1.5, observons que sin = 5 et € < 1/4 alors
V2u(.,0) ¢ L*(By) (et ce, a cause de 1*exactitude” de Pestimation de u;;(x,0) pour z prés
de 0). Ainsi u(.,0) n’appartient pas a H?(B;) mais appartient a H'(By). O

Esquissons maintenant la preuve du théoréme I1.3 :

Preuve du théoréeme I1.53. L’idée principale de la démonstration est trés similaire a celle
employée plus haut. La seule différence réside dans le fait que u est construite & partir
de la série (SFR) en la tronquant aprés trois termes. De ce fait, F' est réguliére sur la
surface d’explosion privée de 'origine et 'explosion de la solution apparait comme moins
artificielle.

Soit € € (0,1), ¥ : R* = R, z — |z|™ /(e + 1) (¢ est C! et vérifie [Veh| < 1 sur By)
et définissons :
u(x,t) = ugéx) + uy () + ua(x) T,

ou les coefficients ug, u1, ug sont donnés par (1.8)-(1.10).

Au regard de la régularité de v, il est clair que u est bien définie et continue sur By \
{0} x [—1,0] tandis qu’elle est de classe C* sur B; \ {0} x (—1,0). De plus u(.,—1)
est C™ sur By \ {0}.

Remarque 2.2.2. A cause du manque de régularité de ¢ et des coefficients uy et ug, u(.,t)
n’est pas bornée en espace, pour chaque t < 0.

Posons maintenant :

F(x,t) =0u—2u®, VY(x,t) € By \ {0} x (-=1,0),
o(z,t) = u(z,t), V(x,t) € 0By x (—1,0),
f(z) =u(z,—-1), Vze B\ {0},
g(x) = u(x,—1), Vze B\ {0}.

Remarquons aussi que :

F(z,t) = — Aup — 263 + Apug + 29" ug; — 12ug ug us
— (Auy + 6ugus +6uiug) T — 6uyuz T? — 2ul T°,
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Chapitre 2. Comportement des normes LP a l’explosion

donc Vo # 0, F(z,.) est de classe C*; F' est réguliére sur la surface d’explosion privée
de l'origine.

Comme dans le cas précédent, nous allons maintenant nous intéresser au comportement
de u et F' pour x proche de 0. Une étude attentive du comportement de v, ug, u, us et
de leurs dérivées spatiales nous améne a remplir la table suivante, résumant nos résultats.

=0 t<0
u(z,t) | O(lz|~h) | O(l=*7?)
ui(z,t) | O(lz|~7%) | O(l=*7)
wij(@,t) || O(lz|~7%) | O(|=[*)
w(x,t) || O(z|7*7%) | O(|=[*7?)
wi(x,t) || O(lx[7>7%) | O(|=[*7?)
ug(z,t) || O(|z]7373) | O(1)
F(z,t) | O(lz[%) | O(|z[*™") + O(|z[*°)

Encore une fois, la premieére ligne de ce tableau est “exacte” ; on en conclut :
g =n/(1+e€).
Remarque 2.2.3. On a aussi, pour tout t <0 :

u(.,t)elisqg<

2 — 2’

Comme dans la preuve des théorémes I1.4 et 11.5, il reste & montrer que si n > max (8 —
4e,12 — 12¢) alors u est une solution classique du probléme (NLCRF) avec F, ¢, f et g
introduits plus haut. Pour parvenir a cette conclusion, la méthode est la méme que celle
déja utilisée 1. e. se servir des estimations précédentes de u et F', ainsi que du théoréme
de convergence dominée de Lebesgue.

Remarque 2.2.4. On peut aussi remarquer que sin est impair, € < 1/3 et 5—2+2<
k<2—1—c¢, alors u(.,t) ¢ H* pour tout t < 0 tandis que u(.,0) € H* ; la solution u
devient instantanément plus réguliere au temps d’explosion qu’auparavant. En effet, on
peut aller un peu plus loin et donner des estimations “exactes” des dérivées spatiales de u
quand x est proche de 0

{ VEu(.,t < 0) = O(|z[*7*7),
VEu(.,0) = O(|lz|~1H).

]

Les preuves des théorémes I1.3, I1.4 et I1.5 sont toutes basées sur la construction
de solutions extraites de la série (SFR), en gardant plus ou moins de termes. On peut
remarquer deux choses :
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2.2. Conditions initiales et seconds membres moins régquliers

i) Augmenter le nombre de termes dans la série tronquée présente 'avantage de régu-
lariser (x,t) — F(x,t) de facon a ce qu’elle reste continue sur la surface d’explo-
sion {t = ¢ (x)} et que I'explosion de la solution n’apparaisse pas artificielle ;

ii) Dans le méme temps, plus la série tronquée contient de termes, moins elle est réguliére
pour t < 0. Ce phénoméne est di au manque de régularité de ¢ qui se traduit par un
manque de régularité des coefficients de la série : ug, uy, us,.... En fait, dés que la
série contient deux termes ou plus, des singularités apparaissent pour (z =0, ¢ < 0).
Une fagon de prévenir I’émergence de nouvelles singularités est d’étudier d’autres

formes de solutions comme nous allons le faire dans la sous-section suivante.

2.2.2 Utilisation de séries tronquées inverses
On améliore sérieusement les résultats précédents en énoncant :

Théoréme I1.6. Sie € (0,1) et n > 6 — 6¢, il existe un probléeme de la forme (NLCRF')
admettant une solution classique bornée pour tout t < 0, et telle que gy = n/(1 + ¢€); de
plus, F est réguliére sur By x [—1,0].

Théoréme I1.7. Sie € (0,1) et n > max(4—6¢,3 — 3¢), il existe un probléme de la forme
(NLCRF) admettant un solution H' bornée pour tout t < 0, et telle que qo = n/(1 +¢€);
de plus, F' est régulicre sur By X [—1,0].

Le théoréme I1.6 englobe les théorémes I1.3 et II.4 tandis que le théoréme II.7 est
une amélioration du théoréme II.5. Un des avantages de ces nouveaux résultats sur les
précédents est qu’ils s’appliquent en dimension d’espace n = 2 et 3 qui ont un grand sens
physique.

L’idée est d’étudier des solutions de la forme

1

U(.T, t) = m,

ot v(z,t) est une série tronquée dont les coefficients sont choisis de telle sorte que les
premiers termes du développement de u(x,t) en puissances de T' coincide avec les premiers
termes de la série (SFR). En particulier, si les quatre premiers termes sont identiques,
nous sommes conduits aux résultats énoncés.

Preuve des théorémes I1.6 et I1.7. Soit € € (0,1) et ¢ : R" — R,z — |z|*™ /(e + 1) (¢
est C'! et vérifie [Vi)| < 1 sur By). On prouve a la fois les théorémes I1.6 et I11.7 en étudiant
la série tronquée inverse suivante :

1
vo(2)T + vy () T? + vo(x) T3 + v3(x) T

u(z,t) =
ol v, V1, Vg, v3 sont choisis de telle sorte que u(z,t) s’écrive prés de T =0 :
u(z,t) = up(z) /T + uy(x) + ua(z) T + uz(z) T + O(T?), (2.1)

ol ug, U1, Uy et uz sont les quatre premiers coefficients de la série (SFR) 4. e. ug, uq, us
et uz sont donnés explicitement par (1.8)-(1.11).
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Pour que (2.1) soit satisfaite, il faut nécessairement :

( 1
Vo = —,
Ug
Uy
v = ——
ud’
u? o up
V2= s T
Uy  Up
u:{’ 2uius  Us
Vg = —— + —— — —.
\ ug ud ud

A cause du manque de régularité de v, les coefficients uy, us, uz admettent une sin-
gularité en z = 0, tandis que ug(x) # 0 pour tout = € By (rappelons que |V| < 1). Par
conséquent, vy, vy, vy et vz sont de classe C* sur By \ {0}. De plus, Yz # 0, vo(x) > 0
et pour cette raison v(z,t) = T(vo(x) + v1(2) T + vo(x) T? + v3(x) T?) # 0 si T est
suffisamment petit ; u(x,t) est ainsi bien définie a cet endroit.

Gréace a une transformation similaire & celle exposée dans la remarque 2.1.1, on peut
toujours supposer que u est bien définie sur By \ {0} x [—1,0). Enfin, on remarque que u
est continue sur By \ {0} x [~1,0], C> sur B;\{0} x (—1,0) et u(., —1) est C> sur B;\ {0}.

Posons maintenant :

=Ou—2u?, V(x,t) € By \ {0} x (-1,0),

)
o(x,t) = u(z,t), V(z,t) € 0By x (—1,0),
f(x) =u(x,—1), Ve B\{0},
g(x) = uy(x,—1), Ve B;\{0}.

Observons que, puisque les quatre premiers termes du développement de u prés de T =
0 sont les mémes que ceux de la série (SFR), on a (les coefficients ug, uy, ug et ug sont
construits dans ce but précis) :

F(z,t) =0O(T), quand T — 0.

Ainsi F' est réguliére sur la surface d’explosion privée de 'origine.

Les prochaines étapes de la preuve sont :

i) Exprimer de fagon explicite les coefficients vy, v, va, v3 et leurs dérivées spatiales en
terme de v et de ses dérivées spatiales, étudier leur comportement pour x proche de 0
puis trouver le comportement de v, Vxv, V 2 v, vr, Vxor et vpr (suivant que ¢t < 0
out=0);

ii) Ecrire u, Vxu, Vx?u, ur, Vxur, upr en terme de v, Vv, Vx2v, vy, Vxvr, vrr
et en déduire des estimations des premiére quantités quand = tend vers 0 (suivant
quet <0Oout=0);

iii) Exprimer u, V,u, V.2 u, Uy, Vs, Uy en terme de u, Vxu, V x2 u, ur, Vxur, urr,
V.10, V21 et en conclure le comportement des premiéres quantités pour z proche
de 0 (suivant que t <0 out =0);
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iv) Développer F' en terme de v et de ses dérivées spatiales et en déduire son compor-
tement quand x — 0 (suivant que t < 0 ou t = 0).

Ces étapes s’effectuent au prix de calculs a la fois trés longs et trés automatiques; il
suffit de remplacer, dans les expressions étudiées, chaque terme par son estimation obtenue
a I'étape précédente. La table suivante résume nos résultats.

t=20 t<0
u(z,t) | O(z|~") | O(|x|~+°
ui(z,t) || O(Jz|~7?) | O(|z|~+?
uij(w,t) || O(|z|~7?) | O(Jz]| !
2

( (
( (
w(z,t) | O (
ugi(2, 1) | Ol %) | O(|z|~*
( (
( (

utt(x,t) O
F(z,t) | O(lz[*7®) | Oz~

Une des premieres choses que nous pouvons remarquer est que, pour tout ¢t < 0,
u(.t), wi(-t), uy (1), ue(.t), uy(. 1), up(.t) et F(.t) sont bien définies et continues en
x = 0 (rappelons que 0 < ¢ < 1). Par conséquent, ces quantités deviennent continues
sur By x [—1,0) et pour tout ¢ < 0, u(.,t) est bornée. Notons aussi que F' est continue au
point (0,0) et est donc réguliére sur la totalité de la surface d’explosion.

Afin de finir la démonstration, il faut encore étudier pour quelles valeurs de n, u est
une solution classique de (NLCRF) avec F, ¢, f, g définies plus haut, et opur quels n
c’est une solution H*.

Par exemple, si n > 2 — 2¢ alors pour tout —1 < t < 0, F(.,t) € L*(B;), tandis
que n > 6 — 6¢ implique F(.,0) € L?(By) . Alors, en se servant des propriétés de régularité
de F sur By x (—1,0], ainsi que du théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on
conclut que :

n>6—6c=F¢eC([—-1,0]; L*(B))).

En fait, les autres conditions requises pour que u soit une solution classique (c¢f défini-
tion 2.2.1) sont aussi vérifiées pour n > 6 — 6e. Pour s’en convaincre, il suffit d’examiner
en détail ces conditions au vu du tableau précédent.

Cela acheéve la preuve du théoréme I1.6, puisque nous venons juste de montrer que
si n > 6 — 6e, alors u est une solution classique de (NLCRF).

Un argument similaire en tous points nous permet de conclure également que si
n > max(4 — 6,3 — 3¢), alors u est une solution H! du probléme étudié¢ (la contrainte
la plus restrictive est une fois encore la condition de régularité sur F'). Cela termine la
démonstration du théoréme II.7. O

Remarque 2.2.5. Remarquons que dans les démonstrations précédentes, nous n’avons été
confronté a aucun des problémes de réqularité (régularité de F' sur la surface d’explosion,
régularité de u avant Uexplosion) rencontrés dans les preuves des théoremes 11.3-11.5.
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2.3 Conclusion

Pour résumer, nous avons prouvé les résultats suivants :

1. Si le “bruit” F' est identiquement nul et que la surface d’explosion de la solution u
du probléme (NLCRF) est réguliére et admet un minimum global d’ordre 2m, alors
qo(u) = n/2m;

2. Pour n > 6 (resp. n > 4) et € € (0,1) on peut trouver des problémes (NLCRF)
présentant des “bruits” F' non-nuls mais réguliers sur By x [—1,0], et admettant des
solutions classiques (resp. H') u bornées pour tout ¢t < 0 et pour lesquelles go(u) =
n/(1+e).

Afin de replacer ces résultats dans leur contexte, rappelons que pour des “bruits” F' =0
et n < 3, 0n a qo(u) < nsiuest solution H' du probléme de Dirichlet (NLCRF). En effet
I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg permet d’exclure I'explosion dans H' si u reste bornée
dans L7 pour un ¢ > n et donc il faut nécessairement go(u) < n.

On a encore, non seulement fait un large usage des résultats d’existence de solu-
tions explosives prouvés dans la partie I, mais nous nous sommes aussi beaucoup inspirés
de la forme de ces solutions pour exhiber des solutions exactes de problémes approchés
(NLCRF) pour lesquelles on a pu calculer explicitement la borne inférieure .
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Etude numérique de 1’équation cubique
réelle NLCR
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Le calcul numérique apparait, au premier abord, comme un outil bien mal adapté a
I’étude du comportement prés de I'explosion de solutions d’équations aux dérivées par-
tielles telles que (NLCR) ou (NLCC). En effet, d'une part le phénomeéne d’explosion ne
peut étre que mal rendu par l'ordinateur pour lequel il n’existe que des valeurs finies
(et alors comment faire la distinction entre “la solution explose” et “la solution prend de
grandes valeurs” ?) ; et d’autre part il parait naturel de penser que plus la solution va étre
grande et plus les erreurs introduites dans le schéma numérique vont 1’étre également (et
c’est ce qui va se produire effectivement).

Nous nous proposons ici de résoudre en partie ces difficultés en nous appuyant sur les
résultats théoriques prouvés précédemment (et notamment ceux concernant la forme de
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la solution prés de I’explosion) et de construire un protocole numérique tenant compte de
I’explosion éventuelle de la solution.
La démarche va étre la suivante :

1. Tout d’abord, nous allons étudier, pour des solutions explosives ou non, le schéma
numérique classique d’ordre deux canoniquement associé au D’Alembertien. Nous
allons en fait prouver que ce schéma admet une limite de validité directement liée a
la distance a la surface d’explosion théorique éventuelle de la solution ; ce schéma est
trés inapproprié prés de ’explosion ;

2. Ensuite nous proposerons une stratégie permettant de produire des schémas numé-
riques (dits “inverses”) qui nous semblent plus adaptés au phénomeéne d’explosion ;

3. Enfin, nous nous intéresserons au probléme de déterminer numériquement la distance
a ’explosion. Le but est bien siir de pouvoir décider, a un instant donné, quel schéma
numeérique est le plus approprié : le schéma classique ou bien le schéma inverse. Ici
encore, les résultats obtenus ne nous satisfont pas totalement. Malgré tout, ils sont
suffisants pour faire le choix entre les deux schémas et donc pour nous permettre de
donner un algorithme numérique complet.

Au cours de cette partie, nous allons étre amenés a écrire de nombreuses inégalités
faisant intervenir différentes constantes; afin de simplifier I’écriture, nous désignerons, s’il
n’y a pas d’ambiguité, certaines constantes différentes par le méme nom.

3.1 Choix du schéma numérique classique

Soient m < M deux réels et considérons le probléme de Cauchy suivant (en dimension 1
d’espace) :

Cu = 2u?, (3.1)
(u,ur) = (fo(z), fi(z)), pour z € [m, M]et t =0. (3.2)

On se propose d’étudier numériquement les solutions d’un tel probléme, la ou cela est
possible. Notons A, ) la partie de R x R* s’appuyant sur le segment [m, M] sur laquelle
nous allons pouvoir mener cette étude ; nous préciserons ce domaine dés que nous aurons
introduit le schéma numérique choisi.

Avant d’aller plus avant, il nous faut maintenant introduire une discrétisation de 1’es-
pace et un schéma numérique associé a (3.1). Soit m = xg < 71 <2 < ... <y =M
une discrétisation réguliere de [m, M| :

V1<i<N, xi—l'ifl:k:ua
N
et posons t; = jh, j > —1, ou k le pas en espace et h celui en temps sont reliés par la
relation 2 = \.

k
Choisissons les approximations suivantes pour les dérivées secondes de u :
82’& £) U(ZL‘Z‘_H, t]) - QU(I“ t]) + u(wi_l, t])
@(%, j) ~ 1.2 )
82u -~ U(iL’Z‘, tj+1) - QU(I'Z, t]) + U(l’z‘, tj—l)
W(Z‘Z‘, t]) ~ h2 .
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La formule de Taylor au deuxiéme ordre autour de (x;,t;) nous motive dans ce choix.

On cherche & approcher u(z;,t;) par U} ; ainsi nous sommes conduits au schéma nu-
mérique suivant :

U = N2 UT +2(1 = N)U7 + N2 UL, — U™ 4 202 (UF), (SchNu)

bien défini pour 1 < j < N/2et j <i< N —j.

Les vecteurs (U, M) 1<icn_1, (UD)o<i<n et (U})1<i<n—1 sont calculés a partir des condi-
tions initiales (3.2) par le biais des relations

u(ws, ty) — u(wg, t_ ul-u!
Si(wi) = w2, 0) = ) 2h ) 2h (34

et de la relation (SchNu) pour j = 0.

Le domaine de dépendance numérique associé au schéma (SchNu) est représenté par
la figure 3.1.

F1G. 3.1 — Domaine de dépendance numérique.

Ainsi, s’il converge, ce schéma va nous fournir une approximation de u en des points ré-
partis réguliérement a l'intérieur d’un demi-coéne rétrograde de base [m, M] et de pente A;
donc Apy, ) est la portion de cone suivante :

M—-—m
2

A[mM]:{(a:,)\t),Ogtg —t,m+t§x§M—t}. (3.5)

Remarque 3.1.1. Remarquons ici que, puisque le domaine de dépendance (et d’influence)
d’un point py = (xo,ty) quelconque est égal a lintérieur du conme de lumicére de som-
met po, on s’attend a ce que Ay, pp soit inclus dans Uintérieur du demi-cone rétrograde de
base [m, M| i. e. A < 1. Cette constatation se refléte, pour le cas linéaire, dans la condition
de stabilité de Courant-Friedrichs-Levy (CFL).
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3.2 Domaine de validité du schéma numérique classique

3.2.1 Consistance

Deux notions étroitement liées a la convergence d’un schéma numérique donné sont
les notions de consistance et de stabilité. La consistance exprime si l'erreur effectuée, en
remplacant ’équation aux dérivées partielles par le schéma numérique, est “petite” ou pas.
La stabilité, elle, mesure I'influence d’une petite perturbation des données du schéma sur
sa solution. Afin de préciser ces notions, introduisons la définition suivante, inspirée de la
notion de consistance telle qu’elle est introduite dans [5] :

Définition 3.2.1. Nous dirons que la méthode (SchNu) est consistante dans L'(R x R™T)
avec l'équation auz dérivées partielles (3.1) et d’ordre p > 0 si pour toute solution u de

(3.1),

- 4 — P
R(W) =35 | o ol ty) = O(F),

ou r(x,t), Uerreur de consistance au point (z,t), est définie par :
r(z,t) =[u(z, t +h) = NXu(z + k,t) — 2(1 = X)u(z, t) = N u(z — k, t)
+u(z,t —h) — 2R%u(z, )%,

ot A = h/k.

Choisissons maintenant u une solution de (3.1). Alors on peut remplacer u? par le
d’Alembertien de u; 'erreur de consistance au point (z,t) s’écrit donc également :

0*u u(xz,t +h) —2u(x,t) +u(x,t —h
r(z,t) = h? e (x,t) — ( ) 22 ) +ul )
0?u u(z + k,t) —2u(z,t) + u(x — k, t)

Donnons maintenant un ordre de grandeur pour cette erreur. La formule de Taylor a
l'ordre 4 autour de (z,t) nous donne :

w(z,t +h)—2u(z,t) +u(z,t —h) *u h? 9*u
et
u(x +k,t) —2u(x, t) +u(z — k,t 0*u k2 0*u
( ) ](€2 ) ( ) = 97 (x,t) + E@(x,t) + O(k*Y).
Ainsi :
h* | 0*u 1 0*u
r(@,t) = 55 @0~ mgma@t)| + O(n°), (3.6)

et donc si les dérivées successives de u sont bornées dans Ay, a7, on obtient I'ordre de
grandeur suivant :

R(h) = %0(#) — 0(12). (3.7)
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3.2. Domaine de validité du schéma numérique classique

Dans ce cas, le schéma (SchNu) est donc consistant d’ordre 2.

Malheureusement, il se peut que des solutions de (3.1) explosent en un temps fini et
donc dans Ay, a7). Dans ce cas, ni u, ni ses dérivées successives ne restent bornées, et pour
des points (x, t) proches de la surface d’explosion 'erreur de consistance r(x,t) tend a étre
trés grande. En effet, supposons que notre solution u explose sur la surface ¥ = {t = ¢(z)}
(rappelons au passage qu’une telle surface d’explosion est nécessairement du genre espace),
avec » € H"(R), r > 21/2 . Alors I’étude théorique menée dans les sections 1.1, 2.1 et 3.1
montre qu’une telle solution s’écrit pour ¢ proche de ¢ (z) (et donc T' =t — 1(z) petit) :

u(z,t) = a0(X) | a1 (X) + ax(X) T + as(X) T? + ag1 (X) T* T + w(X, T, TIn T) T*
(3.8)

ao(x)

T ()

ot w(X,T,TInT) est continue en T, et prend ses valeurs dans H"~® pour T petit et
ou les coefficients ag, a1, as, as, as; sont ceux introduits dans la section sous les noms
Uo, U1, Uz, Uz €t ug1. On va supposer en outre que cette solution est de classe c* 1.1,

+v(z, t), (3.9)

Gréace a la formule de Taylor avec reste intégral, ’erreur de consistance s’écrit :

Pz, 1) = %/0(1—3) [Z;‘(mms) gff( ~hs)] ds (3.10)

h? k? o*u Otu
— 1— Z r— )
G /0( s) [ $4(£B—|—k‘8t)+ x4( k:s,t)}ds

Le reste v n’est pas complétement régulier a cause de la présence de termes loga—

rithmiques. Malgré tout, ces termes vont au pire faire apparaitre des termes en — w( ) et

In(t—1(x)) dans gxfj (x,t) et aatff (x,t), qui, comme nous allons le voir, vont étre négligeables
devant la contribution de la partie explosive de la solution : Uexpio(, t) = ag(x)/(t — ¢ (x)).

On a en effet :
M Uexplo 24 ag(x)

o " P

et
Mopio ,  _ Hao@¥'(@)! | 124/(@)* 2 @)y (x) + 3ap(a)y" ()
R O [t = (@)
| 120/(@)’a(x) + 64" () ao(x) + 8¢/ (2) (3¢ (x)ap(x) + ¥ (x)an(x))
b= ()]
A @)ay’ (@) + 64" (@)ag(w) + 490 (@)ah(x) + ¥ (@)ao(x)
[t =)
(4)
ay’ ()
T
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Alors, pour t = ¢(x) 4+ L h, on obtient en estimant chacun des termes dans (3.10) :

rlont) = S P R B B0 ) )]+ O, (311

ol c_q, ¢, €1, ... sont certaines fonctions réguliéres de x.

Ainsi, comme nous l'avions annoncé, il apparait que prés de la surface d’explosion
(I petit), I'erreur de consistance devient elle-méme trés grande. Par conséquent, le schéma
(SchNu) ne sera pas consistant partout. Limitons donc le domaine de résolution numérique
afin de controler ces erreurs de consistance. Supposons que l'on se limite a {t < ¢(z)—L h}.
Alors :

1 (21,15
= — max r\x;,t;
h2 (Ii:tj)eA[m,M] J
tj<i(x;)—Lh
C_3 C_, C, Co Cih

< _v
S Tt hn T L

R(h)

+ Cy % |In(L h)| + O(h?). (3.12)

On en déduit aisément le résultat suivant :
Théoréme II.8. Pour tout § > 0, le schéma (SchNu) est d’ordre 2 dans la région :
Ny O {t < () - 3}
Par contre, il est d’ordre 1 dans la région :

A N {t < 0(2) — 6 h3 Y.

Démonstration. Soit ¢ > 0.

La condition ¢ < ¢(z) — ¢ se traduit par le fait que I'on applique le schéma numérique
dans un compact fixe dont l'intersection avec la surface d’explosion est vide. De fait les
dérivées successives de u sont bornées et on est ramené au cas (3.7). Cela prouve la
premiére assertion.

Notons tout de méme que, si on se limite a ¢t < ¢(x) — ¢, alors t; < ¢(z;) — Lh
avec L = §/h, et donc 'inégalité (3.12) devient :

R(h) < 5 + 5i + 5 + 52 + 5 + Cy h” [Ind| + O(h7).
On a ainsi une idée du comportement de 'erreur de consistance commise quand on se
rapproche de la surface d’explosion.
De la méme maniére t < 1(z) — 6 h5 se traduit par t; <(z;) — Lh avec L = 5/hs.
L’inégalité (3.12) devient dans ce cas :

C_sh C.oh%5 C_ W5  Cyh¥®  CyhY°
+ + + +

R(h) < + Cy b2 [In(6 hYP)| + O(h?),

I 04 03 )2 )
< O(h).
Cela prouve la deuxiéme partie du théoréme. O

68
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Nous allons étudier maintenant la stabilité et la convergence du schéma précédent.

3.2.2 Stabilité et convergence

Il est plus simple ici, pour étudier la stabilité et la convergence du schéma numé-
rique (SchNu), de considérer ce schéma, non plus sur Ay, g, mais sur un domaine de la
forme R x [0, T, avec des conditions initiales & support compact inclus dans [m, M]. C’est
pourquoi on considére le probléme de Cauchy suivant :

Cu = 2u?,
{ (u,us) = (fo(z), fi(x)), pour z € Ret t =0. (3.13)

On suppose que les données initiales fjy et f; sont & supports compacts inclus dans [m, M].

Soit u = u(x,t) solution de ce probléme de Cauchy et soit ¥ = {t = ¢(x)} la surface
d’explosion associée.

Pour chaque pas k = 1/N > 0 et chaque paramétre A = h/k, on construit la famille

(U} (h))iez,jen, solution du schéma numeérique (SchNu) associé au probléme de Cauchy

(3.13) et aux pas d’espace et de temps k = 1/N et h = A/N. Dans ces conditions, pour

chaque n > 0, le vecteur (U} );cz est presque nul i. e. n’admet qu'un nombre fini de valeurs

non-nulles. Ce nombre est alors de l'ordre de N.

Avant d’énoncer le résultat principal, définissons d’abord quelques objets et intro-
duisons quelques notations. Soit A l'opérateur de R? dans lui-méme défini de la facon
suivante :

A: R — R?
(U;) — (U1 +2U; — U;—1),

et N l'opérateur de R? dans lui-méme défini par :
N R%Z — R”
(U3) = ((U)").
De cette fagon, le schéma numeérique (SchNu) s’écrit sous la forme :
Ut =207 — U7 = N AU + 2P N UV

L’opérateur A est symétrique et défini positif; il induit donc une norme sur [3(R),
définie pour tout U € (2(R) par ||U||.4*> = (U, AU), ou (, ) représente le produit scalaire
dans I?(R).

Remarquons dés a présent que, si U € [2(R) est tel que U; = 0 pour |i| > N, alors
I'inégalité suivante est vérifiée :

7r
mHUHzS [Ulla < 2[|U][2 (3.14)

On va maintenant prouver le résultat de convergence au sens [? suivant :
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Théoréme I1.9. Soit 0 < tp, < infer(z). Notons el Uerreur ¢ = u(x,t;) — Ul et
EV = (el),. Si la condition X\ < 1 est vérifice, alors il existe une constante positive C,
mdépendante de h, telle que

sup
0<j h<ifin

(U2, 12— 21

- - ) < K2 (3.15)

Démonstration. Commencgons par construire par récurrence, pour chaque h > 0, trois
suites croissantes de nombres positifs (C}(h)), (C3(h)) et (C3(h)) vérifiant les conditions
suivantes :

1 . - A2 , - . -
g 1B = BN 4 o (I S+ 1B = B = EPHI) < Cj(R) I, (C1)
1B Ml (B = B
—+ T < CHm) (C2)

et
107]le < M + C3(h) B2, (C3)

oit M est un majorant des [|u' ||, (un tel M existe puisque t; = j h < tg, < inf, ¢ (z) et
donc u est majorée).
Initialisation (5 = 1) : Dans ce cas, puisque E° =0, on a :

N 7|2 i—1112 ' j—1112 HE1||%
oz (I I+ 1B = 1B = B 3) = 55,

1 . .
B = B+

et

1B M a  I1E = B2 LEY
h h ho

Par ailleurs, pour tout j € Z, on a E} = u(x;,t1) — U ou U} est défini a I'aide des
deux relations suivantes :

1 1)

2h :ut(xj50)7

UL = D200, +2(1 = N UP + X209 — Ut + 202 U,
Ul — U =2hu(x;,0),
U+ U =N u(rj41,0) +2 (1= M) u(z;, 0) + XN u(zj1,0) + 2h% u(x;, 0)*,
ainsi :
2 2

A A
Ujl = hut(xj, 0) + ? U(l‘j+1, 0) + (1 - )\2) U((L’j, O) + ? U(Ij_l, 0) + h2 U(ZEJ‘, 0)3
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Alors, en se servant de la formule de Taylor, et en se rappelant que u = wu(x,t)
vérifie (Ju = 2>, on obtient facilement l’estimation suivante, valable pour tout j entier :

’Ujl - U<LU]', tl)‘ = O(h3>7
et donc il existe une constante C' telle que :

1Bl llwlz, t) = Ujll

- < Ch32, (3.16)

En effet,

lu(ws t) = UG =3 (u(ay, tr) — UL)”
JEZ
=> O
JEZ

car (U;) et (u(z;,t1)) n’admettent quun nombre fini de valeurs non-nulles (n’oublions
pas que les conditions initiales du probléme de Cauchy considéré sont supportées dans un
compact), de 'ordre de N = \/h.

Il suffit maintenant de remarquer que les deux constantes C{(h) = C? et C?(h) = C
satisfont aux conditions (C1-C2).

En ce qui concerne I'inégalité (C3), elle se traduit par :

sup [u(z;, 0)] < M + C§(h) h*?,

ou M = sup, ; |u(z;,t;)| ; elle est donc vérifiée pour Cf(h) = 0.

Hérédité : Supposons construites les constantes Cj(h), C7(h) et C?(h) vérifiant les
conditions (C1-C3) et construisons Cj,,(h), C7,,(h) et C?, (h), satisfaisant aux mémes
contraintes.

Commengons par quelques observations :

Observation 3.2.1. D’abord, il existe une constante 0 < o < 1, indépendante de k et h
telle que si Cj(h) vérifie linégalité (C1), alors C3(h) définie par C3(h) = %& [CH(h)]M?
vérifie l'inégalité (C2).

En effet, pour tout réel 3 :

2

1, . . A , . , .
o 1B = BG4 oo (I 2+ 15— 18— B
1 (1=0)
= 1B = B = S B - B
A2 , . 1-3 4 .
553 B I+ 1B = (= ) | = B ).
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Mais | B9 —E7 7|2 < 2 (|| E7 |4+ E7~1||%) ; de plus, si A < 1, alors 1—555 < 3. On peut
donc trouver deux réels 0 < # < 1 et v > 0 tels que (||E7||% + HEj_lﬂA (1-— 2/\2) | E7 —
EZ) 2 7 (1| + 171 2). Diautee part, 3 B9 — B4 — 42 | 59 — B0, >
B |9 — EI7Y)|2 puisque l'inégalité (3.14) est vérifice. Alors, pour o = max(83,7),

2
e (1B + B — B — )

/\2
o7z

1 . -
S — B+

1. | N
> a (5 1B =B+ B[+ 1)),

ce qui permet de conclure facilement.

Observation 3.2.2. D’autre part, il existe L > 0, ne dépendant que de X\, m, M et tg,,
et tel que, pour h assez petit, on dispose de l’inégalité suivante :

|E7||l2 < LCF(h) B/, (3.17)

Cette inégalité découle simplement des deux inégalités (C2) et (3.14) (n’oublions pas
que le vecteur E7 est presque-nul, au vu des conditions initiales, et admet environ \ (M —
m)N +25 < [N(M —m) + 2ts,] N termes non-nuls).

Les deux observations 3.2.1-3.2.2 ci-dessus permettent en outre d’écrire :

107100 < Nl oo + 107 = u o
<M +[|E o
< M +[|U7]2
2L

<M+ e (CH(h))Y? B2,

Ainsi, on peut poser C3(h) = (C’l(h))l/2 pour tout indice j, et la condition (C3) sera
vérifiée.

Construisons maintenant C}, (k) a partir de C}(h). Pour cela, partons de I'égalité

1. . 1. : A2 . , . R
— (B B = (B — BN~ AF + 2h(NU? — NuP) + —.
h h h h

En multipliant par ¢ (E7t! — E7~1) et en utilisant lidentité (a,a —b) = 1 (||a]|* — ||b]|* +
la — b]|?), on obtient :

)\2
2

2
2
+2(NU? — Ny B+t — pi=ly ¢

1 ; : : :
S IE7T = Bl + (B A I % — 1B — B

1 - A - . .
= 5 1B = B + |E7|%+ (1B % = B = EP)

1 . . .
5 (R, E7H — EI7H).
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Alors,
%HWH—fM@+;%UWﬂwa+wm&—wﬁ“—Eww
< I B 2 (B 1~ | - B
+ % INUF = N D3+ 1 IIEj+1 - B
+%G§MM B+ S | RR),
et ainsi,
%u_mwwmwm“—wm £AWHM+MMAHW“—HM>
sﬁ%u+hm+um»wﬁ—ﬂ*ﬁ+§%0wwa+M#ﬂ&—HW—EFWQ
o s 2y (ar  com iy’

B efe, on o [N 07 ~ NulDly < 3100 (M + 52 (M + 100217, puisue
M+ 575 (Cl(h))l/z h?/2 majore a la fois les ||U7]|s et les ||u")]| .

Dou,
1 j+1 7112 N j+112 7|2 J+1 7|2
72 (1=h(m+v/2) | - E Hz"‘ﬁ (IETH% + 1B 1% = (1B = E7))
1 . a A2 . a . a
S 72 (T+h(n+v/2)|E - E 1II§+W(|IE’H?4+||EJ = 1B = ET7Y%)
2 144 L 2L
—h4 C(h) (M* + C*(h))? h%) bt
TR LA 0) B¢4<<” ) B,
et donc
1 , ‘ 2 . )
72 |7 — B3 + 272 (5 A+ B = 1B = B2 ])
1+h(n+v/2) j ) % 2 i—112 j i—112
—||EY — EY = (I|E7 E7 —||E7 — 7
< e [ I+ s (1B + B — | I2)]
1 C? 144 L 2L *
iy R Cl(h) (M*+ == (C}(h))*h®) h*
+1—h(77—1—1//2)[ )\77\/_ () ( )\\/_( (W) 1°) ]

< (1430 (n+1v/2)) CM(h) b+
C? 144 L

+2 —h4
[ Anya

Ainsi, on peut choisir :

Cl (h) (M* + [ f j_] (C2(h))> %) ).

. . Loy C%288L oy o 1A 2070 g
CL\(h) = C (h)+h [3(n+y/2)oj<h)+7+M\/aM Clh)+= [m] (C(h)* 1]

(3.18)
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Remarquons que cette suite est alors croissante.

I ne reste plus alors qu’a étudier le comportement de C}(1/N) pour 0 < jA/N < tgy.
On a jA/N < tg, et donc j < tg, N/A.

Soit N € N. On va montrer, par récurrence sur j, qu’il existe une constante o > 0
telle que pour tout 0 < j < tg, N/A, ona: Cj(1/N) < C? (1+ %)Ufl),

initialisation (j=1) : trivial, puisque C](1/N) = C?.

hérédité : on a :

Cj1(1/N) = Cj(1/N) +% [3 (n+v/2) C;(l/N)Jr% + fiS\/La M*C}(1/N)
144 1 2L 1° 5
+W[m} CH1/NY!]
< C}(1/N) [1+% [3(77—1—1//2)—1—%—# )\27?8\/%]\44
44 Lq° )
+n1N6 [f—\/a} CH1/NY?]|
<C2(1+ %)(Jl) [1 + % (a(v,n) + nfvﬁ C;(1/N)2)},

si on pose :

1~ 288L 2L 1°
a(V>77>:3(77+V/2)+;+M\/aM4, et b—144[m],

Réutilisons de nouveau I’hypothese de récurrence pour controler C}(1/N )2. On a:

o.,0U-1)
Ci(1/N)<C*(1+ N)
o Ntﬁn/)\

2 —_—
<C(1+5)

< C? exp(o tan/N),

donc :
2
Ci(1/N)” < C* exp(20 tan/N).

Alors on obtient :

ClL(1/N) < C* (14 %)“ Y {1 + % (a(v,n) + n;’VG ! exp(?atﬁn/)\))] (3.19)

11 suffit alors de choisir les paramétres 7, v et o de telle sorte que, au moins pour N

grand, on ait :

1 b o
1+ N (a(v,n) + NG C* exp(20ta,)) <1+ N (3.20)
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Ainsi I'inégalité (3.19) se traduira immédiatement par :

o.\J
Cl,(1/N)<C?(1+ N) ,

ce qui conclura la récurrence.

L’inégalité (3.20) équivaut a l'inégalité suivante :

8SL )y, 144 [QL
Agva T aNe LVa

On peut alors, par exemple, choisir :

5
3(n+v/2) + % + | " exp20 thu/X) <.

M*+1,

1 288 L
n=1 v=1 et J:3(n+y/2)+_+

vooAnya

ainsi, si NV est assez grand, I'inégalité (3.20) sera vérifiée et la récurrence terminée.

On vient donc de montrer I'existence de o > 0 tel que :

(J-1)
V0 <j<tuh, C}(l/N)§C2(1+%)] 7
et donc :

VO<j<twN, Cj(1/N)<C?exp(ota/N).

Alors, pour tout 0 < j < tg, IV, les inégalités (C1-C2) deviennent (rappelons que 1'on
a choisi C?(h) = %& [CL(R)]2) :

J

1 , , A2 : : . ,
BT = B o (B + BT — 1B — B 2) < O2 explo taa/N) I,
(C1)
et
[E9 4 1B = B, _ 2C 32
< tin/N) B3/2,
no h W
(C2)
ce qui conclut donc la preuve du théoréme I1.9. n

On vient de montrer que le schéma numérique (SchNu), associé au probléme de Cauchy
(3.13) a conditions initiales supportées dans un compact, est convergent d’ordre 2 dans
toute région de la forme 0 < ¢ < infi)—3J ot § > 0 est fixé et o t = ¢(x) est une équation
de la surface d’explosion ¥ associée a la solution u = u(x,t) de (3.13).

Au vu des domaines de dépendance pour le schéma (SchNu) aussi bien que pour
I’équation aux dérivées partielle [Ju = 2u?, et en se souvenant que la surface d’explosion ¥
est nécessairement du genre espace, il parait clair, que pour sup, |V (z)] < A < 1, ce
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résultat va se prolonger dans tout région de la forme 0 < ¢t < ¢(x) — ¢, au prix d’une
démonstration similaire a celle ci-dessus.

La condition sup, |V (x)| < A < 1 provient a la fois de la condition de stabilité : A < 1
et du fait que, pour prolonger le schéma numérique au-dela du premier temps d’explosion,
il faut que 'approximation numérique de u en un point (xg,ty) avec tg < ¥(xg) — § ne
dépende que des approchées de u en des points (z,t) avec t < 1p(z) — §. Cest-a-dire que
pour tout couple (zo,ty) avec tg < 1(xg) — 6, il faut que {(x,t) | A |z — xo| < [t —to, t <
to} C{(z,t) |t <(x) — d}, ce qui force A a étre plus grand ou égal a sup, |V (z)| (qui
est lui-méme strictement plus petit que 1 puisque 3 est du genre espace).

Corollaire. Si ¢ € CY(R) et sup,|Vi(z)] < A < 1, alors pour tout § > 0, le schéma
(SchNu) est convergent au sens I dans la région :

{(z,1) | t <d(x) - o}

Remarque 3.2.1. La seule information dont on dispose a priori sur la surface est le
fait que cette derniére est nécessairement de genre espace et que donc sup,|Vi(z)| < 1.
Ainsi, si l'on veut étre assuré de la convergence du schéma numérique (SchNu) dans la
région {(z,t) | t < (x) — 0}, il faudrait nécessairement choisir A = 1, valeur limite pour
laquelle le schéma n’a pas été montré convergent.

Le schéma classique (SchNu) est donc convergent et d’ordre 2 aussi prés que 'on
veut de la surface d’explosion ; et on peut donc en théorie s’en approcher autant qu’on le
souhaite. Mais il faut tout de méme noter deux points, deux obstacles qui rendent cette
approche impossible en pratique :

o Pour la région Ap, aq N {t < ¢(x) — } Perreur de consistance est de l'ordre de h*/46%.
Donc, méme si cette erreur tend vers 0 quand h tend vers 0, dans la pratique la
puissance de calcul limitée des calculateurs restreint le choix du paramétre h. Pour
que erreur ne soit pas trop grande, il faut donc que  ne soit pas trop petit ;

¢ Par ailleurs, s’approcher de la surface d’explosion, c’est traiter des nombres Uij de
plus en plus grands. Or les calculateurs usuels représentent de tels nombres avec une
précision trés faible, d’ot 'introduction de trés grosses erreurs de calculs.

Pour ces raisons, il serait avantageux de pouvoir, prés de I’explosion, proposer des schémas
numériques plus appropriés.

3.3 Des schémas adaptés prés de explosion

3.3.1 Construction de tels schémas numériques

Nous exposons ici briévement une stratégie permettant de construire des schémas dif-
férents plus & méme d’étre efficaces prés de I'explosion ; ces schémas seront dits “inverses”.

L’idée principale qui nous guide est le fait que, prés de sa surface d’explosion, une
solution u de I'équation (NLCR) est “grande”. De ce fait, u est non-nulle et donc on
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peut, au moins dans cette région, considérer I’équation aux dérivées partielles satisfaite
par v = 1/u. En effet, si on écrit u = 1/v alors :

Uy — Ugy = 2U° (NLCR)
1 1 2
& — 0 [V — Vga) + 2 [02 — 0,7 = 2. (3.21)

On dispose donc prés de Iexplosion de 'équation (3.21) pour v = 1/u qui est totale-
ment équivalente a I’équation de départ pour w.

Remarque 3.3.1. Notons d’abord que prés de l’explosion, v est “petite” et donc on n'a
plus a s’ inquiéter des problémes numériques li€és au traitement des grandes valeurs.

On peut aussi observer que l’explosion de u, la solution de ’équation (NLCR) considé-
rée se traduit exactement par l’annulation de v (accompagnée d’un changement de signe).
Ainsi Uexplosion de u, difficile a définir et a détecter numériqguement comme nous le
remarquions dans lintroduction, devient beaucoup plus facile a appréhender.

Il suffit maintenant de considérer des schémas numériques raisonnables pour ’équation
(3.21), construits par exemple en remplagant dans (3.21) les dérivées partielles par des
différences finies suggérées par des formules de Taylor.

Si I'on garde des notations cohérentes avec celles introduites lors de I’étude du schéma
classique (SchNu), on a par exemple considéré successivement les deux schémas inverses
suivants :

4R = (VI 4+ (V) =B (VE) - (V)T A (- ) (V)
2NV V) 42NV V) =2V TV -2V VY (Schlnv1)
-2V VI 2V V),
et

212 = VI VI R VIV 2V VI N (VI VE, VIV 2V V). (SehTnv2)

Remarque 3.3.2. Notons que le schéma (Schinvl) présente d’emblée l'inconvénient ma-
jeur de proposer, a chaque pas, deux solutions pour Vin, puisque cette quantité se pré-
sente comme la solution d’une équation polynomiale du second degré. Il faut alors choisir
la “meilleure” de ces deux valeurs.

Ces deux schémas numériques s’obtiennent en faisant dans 1’équation (3.21) les ap-
proximations suivantes :

Vi —2V7 + Vi,

U:E:E('Ii7 t]) ~

k2 ’
VIt oy vt
Utt<xz'7 t]) ~ = h; G .
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La différence entre ces deux schémas se situe dans le fait que, pour trouver le schéma
(Schlnvl), on a considéré que :

. . 2
V2=V
2 1) A 141 i—1
(% (ZEZ, j) 2k )

. . 2
V]+1 . ijl
2 ) 7 %
(% (xlatj) ( 2h )

alors que, pour parvenir au schéma (SchInv2), on a fait les approximations :

UxQ(xi,tj) ~ (Vz{uk_ VZJ> (V;J —kvf_1>’
oy (L2

3.3.2 Etude partielle des schémas inverses introduits

Nous allons ici commencer ’étude de la convergence des schémas inverses (Schlnvl)
et (SchInv2) définis plus haut.

Il s’avére que, non-content de nous obliger a chaque pas a faire un choix entre deux
valeurs, le schéma (Schlnvl) se révéle expérimentalement trés mauvais. Empiriquement,
il présente en effet, prés de la surface d’explosion pour u, toutes les caractéristiques d’un
schéma numérique trés instable. C’est pourquoi nous allons I’abandonner ; nous ne ’avons
en fait introduit que pour illustrer 'importance du choix des approximations pour les
dérivées de v.

Nous allons traiter rigoureusement la question de la consistance du schéma (Schlnv2),
tandis que nous ne donnerons que quelques pistes pour ce qui concerne sa stabilité.

Nous conservons des notations analogues a celles introduites dans la section 3.2 pour
I'¢tude de la convergence du schéma classique (SchNu).

Pour le schéma (SchInv2) l'erreur de consistance au point (z,t) est définie par :
r(z,t) = |v(z,t + h) — 0(z,t + h)|,
ou :
1
v(z,t) —2v(z,t — h)

o(x,t+h) = [2h% + N oz — Kk, t)v(z, ) + N o(z + k, ) v(z,t)
—v(z,t —h)v(z,t) — 2N v(z — k,t)v(z + k,1)].
Définissons la fonction p suivante :
p:he2h% —v(z,t)v(z,t —h) —v(x,t)v(z,t + h)
+ N o(x, ) v(z — k,t) + N2 oz, t) v(x + k,t)
+2v(z,t — h)v(z, t +h) — 2 2 v(x — k, t)v(z + k, 1),
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ou k = /A,
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral & p, on obtient au point (z,t) :
p(h) = h? [v (vtt — vm) -2 (vf — vi) + 2}
h4 1 @ 5
+— [ pM(hs)(1—s)"ds
6 Jo
h4 1

=5 pP(hs) (1 —s)’ds, (3.22)

puisque v satisfait & ’équation (3.21) par hypothése.
De la méme facon :

1
2v(z,t —h) —v(z,t) :v—Qh/ vi(z,t — hs)ds,
0

donc si % est suffisamment petit :

k

2u(x,t — fll) —u(z,t) % 2 (?)k Uol v(z,t = hs) dS} : (3.23)

k>0

On en déduit une estimation pour l'erreur de consistance au point (z,t) (qui n’est
autre que le produit des termes (3.22) et (3.23) ), pour £ petit :

4

r(z,t) = g—v /01p<4>(h s)(1—s)’ds [1+0 (ﬁ> ]. (3.24)

()

Encore une fois, I'erreur de consistance est trés raisonnable en des points suffisamment
distants de l’explosion pour u, i. e. en des points ot v = 1/u n’est pas petit devant le
pas h. En de tels points, l'erreur de consistance r est de l'ordre de h* et donc le schéma
numérique (Schlnv2) va étre d’ordre 2 sur tout compact n’interceptant pas X, la surface
d’explosion de wu.

Si on se sert des estimations de v, on peut alors estimer 'erreur de consistance. En
fait, on peut montrer le résultat suivant :

Théoréme I11.10. Soit K un compact fizé de R x R™. On suppose que u, la solution du

probléeme de Cauchy (3.1-3.2) étudié ne s’annule pas dans K et explose sur une hypersur-
face > d’équation t = 1 (z) de classe C*.

Si KNY =0 alors le schéma numérique (Schinv2) associé a l’équation inverse (3.21)
est consistant d’ordre 2 sur K.

Sinon, le schéma (Schinv2) est consistant d’ordre 1 sur K, sous Uhypothése supplé-
mentaire : " (x) # 0, pour tout x.
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Démonstration. La premiére partie du théoréme découle immédiatement de 1’estimation
(3.24) de l'erreur de consistance r au point (x,t). Cette estimation est valide puisque on
reste & distance plus grande qu’'un certain § > 0 fixé de la surface d’explosion pour u
et donc du lieu des points ot v = 1/u s’annule. De cette fagon |v| est minorée par un
réel strictement positif, indépendant de h et donc, si h est petit % est lui-méme petit.
Rappelons aussi que le nombre de points de la discrétisation se trouvant dans K est de
Pordre de N? = 5.

Intéressons nous maintenant a la preuve de la deuxiéme partie de ce théoréme.

Soit K un compact de R x R* sur lequel u ne s’annule pas. supposons en outre que
I'intersection de ce compact avec la premiére surface d’explosion de u soit non-vide :
KNY = Kn{(zx,y(x)), z € R} # 0, et que en tout point (z,1(x)) € K NX, on ait

V"(x) # 0.

On a: (et h)
p I, 7
t,h) =
riw,th) v(z,t) —2v(z,t —h)|’
et h? 1 a4
Ip(z,t,h)| = 5/ 8_h€(x’t’ hs)(1—s)ds| <Ch?,

cette estimation étant valable sur tout le compact K.

Pour tout § > 0, on décompose K de la facon suivante : K = K5 U K, ot K5 =
{(z,t) € K| |¥(x) —t|] <} et Ks = K \ Ks; de sorte que Ky est encore un compact,
qui lui n’intersecte pas la surface d’exlposion de wu.

Alors on peut écrire :

Z r(z;,t;) = Z r(z,t;) + r(zi, tj),

(z4,t5)EK (x4,t)EKSs (z3,t;)EKs

[

~
< C h? par la premiére
partie du théoréme

et il reste donc a étudier -, ;) (2, t;). Or, pour tout (z,¢) € K, t —¢(x) est petit
et donc, on sait estimer u, v = 1/u et leurs dérivées en ce point. Ainsi :
t—(z)  w(x)

ol ) = s (= (@) + O, (3.25)

et, si h est lui-méme petit devant ¢ :

_t—h-y@)  w@)

v(x,t —h) e (1)’

ou :
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Alors, apreés calculs, on trouve :

o(w.t) — 20(et — h) — uoix) ((x) — t+2h)

uo(z)?

En particulier, si ¢(x) —t+2h #0 :

[(Y(z) —t+2h)* — 2h%] + O(8°).

o(, 1) — 20(z,t — h) ——— (W(x) — £+ 2h) + O(2),

uo ()
et siy(z) —t+2h=0:
v(z,t) —2v(z,t —h) =— iu(l—x(;? h* + O(h?),

en prenant soin d’affiner ’estimation du reste dans ce cas.

Soit maintenant (x;,t;) € K5, on distingue deux cas :
. . 2uy(x;
Cas i) : Si¢(x;) = tj_o alors v(x;, t;) —2v(x;,t; — h) = —ng)g h? + O(h?), et donc
I'erreur de consistance au point (x;,t;) vérifie :

C U()(CCZ‘):3

)< 2 3] 2
r(xi,t;) < Yy (1) ‘ [n* + O(h)]; (3.27)
Cas ii) : Si ¥(x;) # tj_o alors v(x;,t;) — 2v(x;,t; — h) = @ ((z;) —t; +2h) +
O((Y(z;)—t;+2h)*)+O(h?), et donc l'erreur de consistance au point (x;,t;) vérifie :
Cug(x;) h*

et si Pon écrit ¢(z;) — tj_o sous la forme (¢; +1;)h avec 0 < ¢ < let [; € Z
(remarquons aussi que puisque (z;,t;) € Ks, on a |l;| < N J + 3), on obtient :

C U()(IZ) h3 h
) < | =Ml [1 O(e; +1.)h) + O } 3.98
rtawty) < | 2B [y om0 (7 (3.29
Il suffit maintenant de se rappeler que pour tout 0 < € < 1, Z|ZI<N6+3 }}H| est de
I'ordre de In N quand N est grand, que Z\ll <N 643 (E'F;l)Z est bornée indépendament de NV,

et que le cas i) ne peut avoir lieu qu'une fois au plus pour chaque z;. Ainsi, en majorant
grossiérement :

> rlant) <G N [B2 4+ O(h%)] + Co N [P n N + O(h®) + O(h*)]
(wistj)EKs

SCS hv

pour certaines constantes C, Cy et C5 indépendantes de N, si N est grand.
On conclut ainsi la preuve de la deuxiéme partie du théoréme.
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Nous terminons cette étude partielle par deux remarques qui donnent une idée du
travail restant et des difficultés que ’on risque de rencontrer encore.

Remarque 3.3.3. Tout d’abord, bien que nous ne [’ayons pas encore montré rigoureuse-
ment, le schéma numérique inverse étudi€ ici apparait comme empiriquement stable, prés
et loin de la surface d’explosion.

Remarque 3.3.4. Malgré tout, le schéma (Schinv2) n’est pas satisfaisant. En effet, au
vu de la position du coefficient arbitraire uyo(x) dans le développement asymptotique de la
solution u de l’équation (NLCR) pres de sa surface d’explosion, il parait naturel de penser
que le “bon” probléme pour v a l’explosion est le suivant :

v? [Utt - Um] —v [%2 - UxQ] =2,

v(z,¥(x)) =0,
v

d’ot la nécessité d’utiliser un schéma numérique pour v d’un ordre suffisamment élevé
pres de lexplosion de u pour rendre compte du comportement de la dérivée 5™ de v par
rapport au temps. Ce qui n’est pas le cas du schéma (Schinv2).

En conclusion, quitte & montrer la stabilité du schéma inverse (Schlnv2), on dispose la
d’un schéma numérique pour v qui converge jusqu’a l'explosion de u. Ce schéma permet
donc, entre autre, I’étude numérique de la surface d’explosion de u qui n’est en fait que
le lieu des points ot v s’annule.

3.4 Choix du schéma le plus approprié

L’idée principale qui nous motive ici, est la recherche de conditions d’arrét pour le
schéma numérique classique. Le but est de pouvoir décider si le schéma (SchNu) est
raisonnable dans la région considérée, et si ce n’est pas le cas, de le remplacer par un
autre schéma plus approprié, par exemple le schéma inverse étudié dans le paragraphe
précédent.

3.4.1 Condition numérique de non-explosion

L’idéal aurait été ici de proposer une condition nécessaire et suffisante d’explosion, liant
les données de Cauchy sur un segment de la forme Z = {(z¢+ Az, ty) | =9 < Az < 6} et
I’explosion de la solution dans la portion du cone de lumiére rétrograde de base Z définie
par : C = {(zg + Az, to + At) | 0 < At <6, —At < Az < At} (voir figure 3.2).

Il s’avére que le fait de connaitre exactement le comportement des solutions explosives
de I’équation (3.1) pres de 'explosion, nous permet de construire des conditions nécessaires
d’explosion et ce assez facilement.

Par contre, dans le cas général, nous ne sommes pas parvenu a exhiber une condition
suffisante d’explosion.
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t = ()

coéne C

segment 7

T = x0

Fic. 3.2 — Coéne de lumiére.

Soit u = u(x,t) solution exacte de (3.1-3.2) explosant sur la surface ¥ = {t = ¢(z)}.
Alors on sait (voir sections 1.1, 2.1 et 3.1) qu’une telle solution s’écrit pour ¢ proche
de ¢(x) :

ao () ao ()
t—1p(x) t—1(z)’
ol ag(r)? =1 —¢'(z)* avec |[¢'(z)| < 1| (la surface d’explosion est du genre espace) et v
est réguliére.

La présence du coefficient ay (éventuellement trés petit) nous empéche d’utiliser des
critéres basés uniquement sur la taille de u. Par contre on peut remarquer que :

u(z,t) = +w(x,t) ~ (3.29)

@ T — ao(.’l') @ T o CL()(CE)
815( ) (t —(x))? + 815( 1) —(t — ()2 (3.30)
et
Pu, o 2a() | Pv o 2a(x)

u
De cette fagon, on estime le comportement du quotient — quand ¢ tend vers ¥ (x) :
Uty

u(w,t)  [el) -1
g, t) 2 '

(3.32)

De cet équivalent découle le théoréme suivant :

Théoréme I1.11. Pour tout € > 0, il existe 6o(€) > 0 tel que, si |t —(x)] < § < dg(e)
alors :

u(z,t)

() < (l+e)

2
5.

Fixons maintenant € > 0 et § < dg(€). Alors, par la contraposée on a :
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u(z,t)
Utt ((E,t)

Proposition 3.4.1. Si > (1+¢) 52—2 alors [t — (x)| > 9.

Cette proposition nous donne ainsi une méthode pour tester si I'on est pas trop prés
de I'explosion.

Par ailleurs, pour (U}') solution du schéma numérique (SchNu) associé a (3.1-3.2) avec
le pas h (rappelons que A est choisi égal & 1), on a :

0u Uptt —2Up + U

iz ir ) = 2

On peut alors traduire la proposition 3.4.1 en un critére numérique de non-explosion
portant sur les U}" :

Corollaire. Si l'inégalité suivante est vérifiée :

202 UT
n+1 n n—l
Uttt 20" + U

> (14 €)%, (3.33)

alors t, — Y(x;) > 0.

Forts de ce critére, proposons maintenant un algorithme concret pour ’étude numé-
rique de I’équation cubique réelle (NLCR), incluant un algorithme de décision du meilleur
schéma entre le schéma classique (SchNu) et le schéma inverse (Schlnv2).

3.4.2 Etude numérique compléte

Nous avons, a partir des différent points que nous avons noté pour 'instant, construit
un algorithme de calcul pour la résolution numérique du probléme de Cauchy associé
a I’équation cubique réelle (3.1-3.2). Cette approche va étre basée sur 'utilisation des
schémas classique (SchNu) et inverse (Schinv2) étudiés précédemment.

Choisissons d’abord un pas d’espace & = 1/N, un pas de temps h = A/N, ainsi
quun 6 > 0 qui va représenter la distance limite & la surface d’explosion éventuelle en-
deca de laquelle on considére qu’il n’est plus raisonnable de servir du schéma numérique
classique (SchNu). Fixons aussi une discrétisation, associée aux pas h et k, de Ay, a le
domaine d’influence numérique des données de Cauchy sur le segment [m, M] : {(z;,t;) |
0<j<N/2j<i<N-j}

L’algorithme que nous avons adopté se décompose de la fagon suivante :

Initialisation : On détermine d’abord les vecteurs (UY), et (U}'), grace aux conditions
initiales, aux relations (3.3-3.4) et au schéma numérique classique (SchNu) pour j = 0.
C’est-a-dire :

Uio = fO(xi)y
1 1
Uil = h fi(z;,0) + 5 fo(it1,0) + 5 fo(xi—1,0) + h? fo(wi, 0)3;
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Routine : Ensuite, pour tout jo > 1 et tout jo+1 <79 < N — jo— 1, on teste d’abord
le critére (3.33) :

o S'il est vérifié aux indices iy — 1, i et i + 1, on considére que le point (x;,,t;o+1)
est suffisamment loin de la surface d’explosion éventuelle et donc on se sert du
schéma classique (SchNu) pour calculer U,f(')OH :

¢ S’il n’est pas vérifié pour au moins un indice parmi 7g — 1, ig et 7o + 1 et que l'on
s’était encore servi du schéma classique pour trouver UZ?;)O, on pose U~ (x;) = tj,.
On se sert alors, et jusqu’a nouvel ordre, du schéma inverse (SchInv2) pour calculer
les Ul =1/VY, j > jo+ L.

Si on a employé le schéma inverse pour calculer a la fois UZ{)O et UZ{)OH et que ces
deux quantités sont de signes différents, alors c’est aussi le cas pour Vlf)o et V;?H. On
consideére alors que v(z;,, .) s’est annulé entre ¢, et ¢, 41 @. e. u(x;,, .) a explosé entre ¢,
et tjo+1. On pose alors U(z;,) = tj,; c’est une premiére approximation pour ¥ (z;,),
le temps d’explosion au point z;,, la connaissance du comportement de u pres de sa
surface d’explosion va permettre d’affiner cette valeur. On pose également Ut (x;,) =
tj, + 0, limite au-dela de laquelle on reviendra au schéma classique : si t; > ¥ (x;,)
on se sert du schéma (SchNu) pour calculer UZ{), a moins que le critére (3.33) soit de
nouveau mis en défaut.

Concluons sur quelques remarques :

Remarque 3.4.1. Au vu des domaines de dépendance des schémas numériques utilisés
(les schémas (SchNu) et (Schinv2) ont en fait le méme domaine de dépendance représenté
a la figure 3.3), il est clair que pour chaque jo, il faut avoir calculé tous les Uijo avant de
pouvoir passer a jo + 1. On peut par exemple parcourir les points de la discrétisation de
la facon décrite dans la figure 3.4.

F1G. 3.3 — Domaine de dépendance numérique des schémas classique et inverse.

Remarque 3.4.2. Comme nous l’avons annoncé plus haut, on peut améliorer sensible-
ment 'approzimation V(x;) du temps d’explosion au point x;. Il suffit, pour cela, de se

rappeler du comportement de v(z;,t) = u(xll_ 5 pour des temps t proches de ¢(x;).
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F1G. 3.4 — Parcours possible de la discrétisation.

En effet, on a calculé des valeurs approchées des v(x;,t;) pour des temps t; voisins
du temps d’explosion 1 (x;). On peut alors, par evemple, déterminer un polynéme P (T)
interpolant les 2 K + 1 points (t;,U]) qui vérifient |t; — V(x;)| < K h ; puis approcher la
racine de Pk la plus proche de V(z;) par une méthode numérique telle que la méthode de
Newton. Cette racine, que Uon note alors W(z;), est une bonne approzimation de )(x;),
suffisante en tout cas pour, si on le veut, trouver une estimation raisonnable de V'(x;).

3.5 Reésultats numériques

Nous présentons ici un échantillon des résultats numériques que nous avons obtenus
en mettant en application l'algorithme décrit dans la sous-section 3.4.2 pour différentes
conditions initiales. On a d’abord testé le schéma complet pour des problémes de Cauchy
dont on connaissait la solution exacte, puis on 1’a utilisé pour des conditions initiales plus
générales.

3.5.1 Tests pour des surfaces d’explosion connues

Il est facile de vérifier que la fonction :

u:RXR— R,
1

t R
(.0 — =7

est solution du probléme de Cauchy suivant :

Hu =2u" (3.34)
(u,u;) = (—1,-1), pour x € Ret t =0. '

De plus, u admet pour unique surface d’explosion la droite d’équation ¢ = () = 1.

Remarque 3.5.1. En fait, ni u, ni ¢ ne dépendent de la variable d’espace x, comme
les conditions initiales. Cela va se refléter dans le fait que la valeur approchée U] va étre
mdépendante de [’indice d’espace 1.
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On applique alors I'algorithme complet dans le domaine conique A[_iq 19 pour diffé-
rents pas d’espace k = 1/N > 0 et de temps h = A/N et différentes bornes 6 > 0.

Remarque 3.5.2. Notons que puisque la surface d’explosion de la solution u du probléme
de Cauchy (3.84) considéré est plate, d’équation t = (x) = 1, on a " = 0 et donc
le théoreme I1.10, assurant la consistance du schéma inverse, ne s’applique pas ici. Les
résultats obtenus sont tout de méme satisfaisants, comme nous allons le voir.

On s’est intéressé plus particuliérement au comportement des points Uzrj = UZ{J, 7 >0
et a lallure de la surface d’explosion numérique définie par les points (xi, ‘1’1)2 On a
obtenu a chaque fois des courbes dont I'allure est similaire a celle des courbes 3.5 et 3.6,

trouvées pour N = 200, A = 0.99 et 6 = 25/100.

U’

FiG. 3.5 — Solution numérique.

En étudiant ces courbes, on remarque d’abord que, jusqu’a la premiére explosion
numeérique ¥, la solution numérique approchée @ est voisine de la solution exacte u et
que ¥ est peu différent de Y (x) = 1. Par contre, au-dela de ce premier temps d’explosion
numérique, la solution approchée s’écarte peu a peu de la solution exacte qui, elle, tend
vers 0 quand ¢ tend vers I'infini. La solution approchée admet méme une deuxiéme surface
d’explosion numérique dans A1) ; cette surface admet pour équation ¢ = ¢,

L’algorithme décrit dans la sous-section 3.4.2 n’en est pas pour autant mauvais. Il faut,
en effet, garder a l'esprit a la fois le fait que des erreurs, aussi minimes soient elles, sont
inévitables, et le fait qu’il existe des conditions initiales (u,u;), pour x € R et t = 0, aussi
proches que 'on veut de (—1,—1), et dont la solution du probléme de Cauchy associé
admet plus d’une unique surface d’explosion.
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A [~10,10] —

F1G. 3.6 — Surfaces d’explosion.

Afin de mieux se rendre compte des qualités et des défauts du schéma numérique
complet mis en place, ainsi que de l'influence des paramétres N, A et §, nous allons
présenter quelques courbes dont I'allure est caractéristique du comportement général de
I’algorithme étudié.

On a jugé la qualité des résultats numériques obtenus sur trois valeurs plus particu-
lierement :

— la valeur du premier temps d’explosion numérique ¥®) (qui devrait étre proche du

temps d’explosion théorique, c’est & dire proche de 1);

— la valeur du second temps d’explosion numeérique, quand celle-ci est constatée U2
(théoriquement, il n’y a pas de seconde explosion et donc plus grande sera cette
valeur, meilleur sera le schéma ; I’'idéal étant que cette seconde explosion numérique
n’aie pas lieu) ;

— la valeur approchée de la solution au point (z

,t) = (0,2) que 'on notera (0, 2) (on
s’attend & ce que cette valeur soit proche de u(0,2) = 1).

Les figures 3.7 a 3.15 ci-aprés, résument le comportement de ces trois valeurs en fonc-
tion, successivement, de N, A\ et §. A chaque fois, on a fixé deux de ces paramétres pour
observer l'influence du troisiéme :

i) Influence du nombre d’itérations N : Les courbes 3.7 & 3.9 ont été obtenues pour

A=0.79 et 6 = 0.1 fixés, et pour des valeurs de IV prises réguliérement entre 200 et
1000. On remarque que plus N est grand (et donc plus la grille de discrétisation est
fine), plus les résultas numériques sont satisfaisants. En effet, quand N croit, A%
tend a se rapprocher de 1, sa valeur théorique. Dans le méme temps, ¥ augmente,
1. e. la seconde explosion numérique est retardée; plus encore, pour des grandes
valeurs de NN, on ne constate méme plus de deuxiéme explosion numérique. Enfin,
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plus N est grand et plus @(0,2) se rapproche de la valeur théorique u(0,2) = 1.

ii) Influence du parameétre A : Les courbes 3.10 & 3.12 ont été obtenues pour N = 500
et 0 = 0.1 fixés, et pour des valeurs de A prises réguliérement entre 0.6 et 0.99. On
remarque essentiellement que plus le parameétre A est choisi petit plus les résultats
numériques obtenus sont satisfaisants. Ce phénoméne se traduit de la méme maniére
que pour le cas ).

iii) Influence de la borne 0 : Les courbes 3.13 a 3.15 ont été obtenues pour N = 500
et A\ = 0.79 fixés, et pour des valeurs de 0 prises réguliérement entre 0.05 et 0.25.
Cette fois, on observe de meilleurs résultats pour les valeurs de 0 les plus grandes
parmi celles envisagées. Cette amélioration se traduit encore de la méme fagon que
pour les cas 7) et i7). Concernant la figure 3.14, précisons que a chaque fois que S
prend la valeur —1 cela signifie que I'on n’a pas détecté d’explosion numérique dans
le domaine de résolution numérique Ao,

Ces trois tendances sont, en fait, assez légitimes. On s’attendait en effet a ce que les
résultats soient meilleurs pour des grilles de discrétisation fines et donc pour des grandes
valeurs de N. De la méme facon, remarquons que diminuer le paramétre A\ revient aussi
a affiner la grille de discrétisation ; cela explique en partie I'influence du choix de A sur
la qualité des résultats numériques. Pour ce qui concerne le choix de la borne 9, on a
déja expliqué en quoi il est dangereux de trop se rapprocher de la surface d’explosion en
utilisant le schéma classique (SchNu); ainsi les résultats obtenus sont assez conformes a
ce & quoi nous nous attendions.

w) U(2)

) )
Fi1Gg. 3.7 — Influence de N sur le premier FiG. 3.8 — Influence de N sur le deuxieme
temps d’explosion numérique. temps d’explosion numérique.

3.5.2 Autres résultats

Dans cette sous-section, nous présentons les résultats obtenus, en appliquant 1’algo-
rithme décrit dans la section 3.4.2 & des problémes de Cauchy (3.1-3.2) et ce, pour diffé-
rentes conditions initiales fy et f;.

On s’est concentré sur la recherche de la premiére surface d’explosion. En effet, dans la
Y
plupart des cas étudiés, on a vu apparaitre une deuxiéme (et parfois méme une troisiéme)

89



Chapitre 3. Etude numérique de I’équation cubique réelle NLCR

E ?
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F1G. 3.9 — Influence de N sur la valeur de
u(0,2).
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J

F1G. 3.11 — Influence de A sur le deuxiéme
temps d’explosion numérique.
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=N
i
=

J

F1G. 3.13 — Influence de § sur le premier
temps d’explosion numérique.
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F1G. 3.12 — Influence de A sur la valeur de
u(0,2).

@

4]

F1G. 3.14 — Influence de ¢ sur le deuxiéme
temps d’explosion numérique.
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EI
=N

[
=

J

F1G. 3.15 — Influence de § sur la valeur de
u(0,2).

surface d’explosion numérique, mais comme on I’a constaté dans la sous-section 3.5.1,
on ne peut pas affirmer que cette deuxiéme explosion soit autre chose qu’un artefact de
I’étude numérique ; ¢’est pourquoi, on a préféré ne pas en tenir compte et, en fait, stopper
le schéma numérique juste aprés la premiére explosion.

Les figures ci-aprés s’organisent de la facon suivante :
Figure 3.16 : Surface d’explosion numérique pour les conditions initiales :

1

1+ 22’
1

14+ 24

Jo:x—

fiix—

pour le pas h = 1/1000, le paramétre A = 0.99 et la borne 6 = 0.1.
Figure 3.17 : Surface d’explosion numérique pour les conditions initiales :
fo:x— a?,
fiix—1,
pour le pas h = 1/1000, le paramétre A = 0.99 et la borne 6 = 0.1.
Figure 3.18 : Surface d’explosion numérique pour les conditions initiales :
fo:x— 2?4z,
fiix— 2?41,
pour le pas h = 1/1000, le paramétre A = 0.99 et la borne 6 = 0.1.
Figure 3.19 : Surface d’explosion numérique pour les conditions initiales :

1
fO ‘T )
2 + cos(x?)

f1 12— sin(z),
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pour le pas h = 1/1000, le paramétre A = 0.99 et la borne § = 0.1.
Figure 3.20 : Surface d’explosion numérique pour les conditions initiales :

fo:x— a3,

f11$'—>.1',

pour le pas h = 1/3000, le paramétre A = 0.99 et la borne 6 = 0.01.

A [—10, 10]

F1G. 3.16 — Surface d’explosion.

Remarque 3.5.3. Les deux derniéres figures (3.19 et 3.20) sont particuliérement inté-
ressantes puisqu’elles suggérent ’existence, pour des données de Cauchy tres réguliéres
(en fait C>), de surfaces d’explosion peu régulicres (non-C*, plus précisément). Faisons
quelques remarques a ce propos :

1. A chaque fois que l’on a observé un tel manque de régularité, il s’est traduit par une
surface d’explosion numérique présentant, en un point xq, toutes les caractéristiques
d’une courbe admettant, en ce méme point, deux demi-tangentes, ['une de pente —1
et lautre de pente 1;

2. On a été confronté a de telles surfaces d’explosion numérique des que [’on a considéré
un probleme de Cauchy ayant des conditions initiales impaires; et dans ce cas, c’est
au point xg = 0 que la surface d’explosion numérique ne semble pas étre dérivable.
Notons aussi que, si u = u(x,t) est solution de Ju = 2u® avec des conditions initiales
impaires, alors u doit nécessairement vérifier u(0,t) = 0, pour tout t ; ainsi u ne peut
exploser au point xqg = 0 et donc on ne peut pas définir de surface d’explosion en ce
point.
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Fi1G. 3.17 — Surface d’explosion.

A [=3,3] T

F1G. 3.18 — Surface d’explosion.
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F1G. 3.19 — Surface d’explosion.

A (—3,3]

Fi1G. 3.20 — Surface d’explosion.
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Conclusion

Nous venons de prouver de nombreux résultats portant sur des questions connexes a
I’étude de 'équation cubique réelle (NLCR). A chaque fois, nous nous sommes largement
servis des théoréemes d’existence de solutions explosives ainsi que des développements
asymptotiques de ces solutions annoncés dans la partie I.

La démarche suivie tout au long de cette partie met ainsi en évidence le caractére
fertile des méthodes constructives basées sur des réductions Fuchsiennes dont on s’est
servi dans la partie I. On pourrait en effet mettre encore en application ces résultats,
pour s’intéresser a quantités d’autres problémes en relation, soit avec I’équation cubique
réelle (NLCR), soit avec I’équation cubique complexe (NLCC).
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1 Bilan

Il me semble que la chose la plus importante a retenir dans ce travail, en dehors des

différents résultats que 'on a pu prouver, c’est la fertilité et le caractére générique des
méthodes de réductions Fuchsiennes utilisées. Comme on n’a cessé de le rappeler, ces mé-
thodes offrent en effet des résultats trés précis sur I'existence et le comportement asymp-
totique prés de l'explosion des solutions explosives des équations (NLCR) et (NLCC);
on a vu dans la partie II comment ces résultats engendrent quasi-immédiatement des
applications multiples et variées.

2 Perspectives

Le travail entrepris dans cette thése est loin d’étre clos et offre encore de nombreuses

perspectives de recherche.

Donnons quelques unes des pistes encore a suivre :

1. En ce qui concerne la partie théorique, I'une des prochaines étapes a mettre en ceuvre
est 'adaptation, pour les deux équations qui nous intéressent (NLCR) et (NLCC),
des résultats et des méthodes de article |9] écrit par S. Kichenassamy. Ces travaux,
basés sur 'utilisation du théoréme de point fixe de Nash-Moser, font le lien entre le
probléme de Cauchy pour ’équation aux dérivées partielles [ Ju = e* et le probléme
a l'explosion pour cette méme équation. Plus précisément, il est montré dans cet
article, que si u est solution de [Ju = e" avec des données de Cauchy pour ¢t = 1
proches de (In2, —2) dans H*(R™) x H*"'(R") ou s est un entier suffisamment grand,
alors u doit exploser sur une hypersurface de genre espace de R™ définie par une
équation t = v(z) avec ¢ € H*~ 14979/ (Rn)

. On peut encore certainement améliorer les résultats présentés dans la section 2 de
la partie II concernant la recherche de la borne inférieure qq. L’idée est d’étudier
d’autres solutions de problémes forcés (NLCREF') construites soit sur le modeéle des sé-
ries tronquées autour d’autres surfaces d’explosion, soit sur des modéles complétement
différents ;

. La partie numérique souléve aussi diverses questions intéressantes. Il faudrait, par
exemple, s’intéresser a la stabilité et a la convergence du schéma inverse proposé pres
de l'explosion. Il serait bon également de continuer 1’étude des critéres numériques
d’explosion. Les résultats obtenus numériquement suggérent aussi des résultats théo-
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riques, notamment en ce qui concerne les solutions explosives des problémes & données
de Cauchy impaires.

4. Pour ce qui est de I’équation cubique complexe (NLCC), il faudrait prendre le temps
de démontrer des résultats du type de ceux prouvés dans la partie II pour ’équation

réelle (NLCR).
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A

Rappels de géométrie différentielle

Nous allons donner ici quelques rappels de géométrie différentielle. En particulier, nous
nous intéresserons a la géométrie locale d’'une hypersurface de I'espace R™ x R sur lequel
on a défini la forme quadratique de signature (n, 1) suivante :

n
Q(xy,...,x,,t) = Z:BZQ — %, Y(x1,...,7,,t) € R™
i=1

Pour n = 3, cet espace est connu sous le nom d’espace-temps de Minkowski.

Considérons maintenant Y une variété de dimension n, réguliére et de genre espace;
c’est-a-dire : pour tout vecteur v tangent & ¥, Q(v) > 0. De cette fagon, pour chaque
point (z9,%o) de la surface, la forme quadratique @ induit sur T(,, 4,3, 'espace tangent
en (xg,tg) & X, une forme quadratique définie-positive. On en déduit alors une métrique
sur 2.

Comme ¥ est réguliére et de genre espace, le théoréme d’inversion globale assure
I'existence d'une fonction v telle que ¥ = {t = ¢(x),x € R"}. Nous supposerons pour le
reste de cette section que v est suffisamment réguliére. Alors on a : |[Vy| < 1.

Nous allons nous intéresser aux propriétés géométriques locales de cette surface, en
dimension d’espace n = 1 d’abord, puis pour n = 2 et enfin nous finirons par le cas
général n > 3.

A.1 Cas de la dimension 1 d’espace

Ici ¥ = {t = ¢(x),z € R} est réduite & une courbe de R?. Comme nous Pavons
expliqué plus haut, la forme quadratique ) induit une métrique sur . Elle est donnée
par :

ds* = Q(AM), o M(z) = (z,¢(x))
=(1- 1/1’2(:1:)) dz®.
et donc :

ds = /(1 —¢"*(z)) dx
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Posons maintenant :

dM
T =4

dAM dz

~ dz ds

B 1 ()
V1= 02@) 31— e2()

— —
Ainsi T (x) est tangent a 3 et vérifie Q(T) = 1.

Définissons alors la normale orientée & X, unitaire : 7' (z), et H () la courbure moyenne
de ¥ au point (x,¢(z)) par :

H
dT ( _
—_— n
ds
Q(m) =—1.
L, . . =t — . —
En dérivant la relation Q(7 (x)) = 1, on trouve que : < ', T" >o= 0. Puisque 7'(z)
est unitaire, on a I’expression suivante pour la courbure H(x) :

o) = wll({t)
H(x) 1P
En effet :
W=
_ 1 ( Y@@ () >
1— () (1 —(2))3/2 (1 — % (x))3/?
(Mgt v )
(1= 9(@)?" (1= ¢*(2))?)
Donc
a7\ _ 2o — @)
Q(ds( )) H( )Q( ) (1—¢/2($))37
et ainsi :

Remarque A.1.1. R(z) = % est le rayon de courbure de ¥ au point (x,1(x)).
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A.2 Cas de la dimension 2 d’espace

Cette fois c¢i ¥ = {t = ¥(x1,22), (v1,22) € R?} est une surface de R3. Comme
précédemment, posons :

— —
ds®* = Q(dM), ot M(zy,x9) = (21,22, ¥(21,72))
= Edx® + 2 Fdedy + G dy?. (D

C’est la premiére forme fondamentale introduite par Gauss. Aprés calculs, on trouve les
expressions suivantes pour F, F' et G :

EZl_w%
F:_¢1¢2a
G:1_¢§a

ou Y; desagne pour 1 =1,2.

La forme quadratique () est non-dégénérée et Vect(aM , gM

dimension 2. De ce fait, il existe un unique vecteur 7 orthogonal a chaque vecteur de
I'espace tangent a ¥ au point (z1, x2, ¥ (r1,22)), et Vériﬁant également :

) est un espace vectoriel de

oM oM
det(axl Dy’ )__1'

—)
Aprés avoir dérivé légalité < 7, dM >o= 0, on obtient :
— —
<N, d’M >q + <dn,dM >o=0,
donc on a I'égalité suivante :

T 82M > = — < d,dM >
= Ldx? +2 M dxydxy + N das. (IT)

C’est la deuxiéme forme fondamentale de Gauss. L, M et N admettent les expressions
suivantes :
(
L. tu

T VI- VoP
1
V1=V
N — U
( V1=V
%y

ol, par exemple : 115 désigne Ba9as
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La courbure normale & ¥ dans la direction (dzy, dxs) est alors définie par :

Ldl’lz + 2 Mdl’ld[EQ + NdI'QQ

C d ,d - )
(dzy, d) Edr + 2 Fdeidey + G dry’

et les courbures principales CM et C™ sont respectivement les maximum et minimum de
la quantité précédente quand dx, et dzy varient.

Posons maintenant :
H=C"+C" et K=C"CM.
H(xq,x9) et K(z1,x9) sont appelées respectivement courbure moyenne et totale (ou de
Gauss) de la surface ¥ au point (z1, x2, ¥(21, 23)).

Remarque A.2.1. Définissons les matrices g et k suivantes :

L M
etk:[ ]
M N

Puisque la surface 3 est de genre espace, on a :
det(g) = EG — F*

= (1 - Qﬁ)(l - 1/)3) - (_%%)2
=1-|Vy]* > 0.

E F

I=1F g

La matrice g est donc inversible.

Les courbures principales C™ et CM coincident alors avec les valeurs propres de la
matrice g~ k. Les vecteurs propres correspondants sont les multiples de :

dz' dz!
U™ = L etuM = x}M :
dzy dz;
ot C™ et CM sont atteints pour (dry,dre) = (dz7,dzy) et (dry,dry) = (daxd, dxdl)
respectivement.

dx
Démonstration. En effet, 0 # u = [ !

J ] est vecteur propre de ¢!k si et seulement si
X2

dl’l
dflfg ’

il existe un scalaire \ tel que :

IR

ce qui équivaut au systeme :

E F
F G

Ldl’l —f-Mdl‘g = )\(Edl’l —f-FdIg)
Mdl'l —|—Ndl'2 = )\(Fdl'l +Gdl’2)

Ld!L‘Z 2 _ 2 2 (Al)
1 +2Mdl‘1dl'2+Nde‘2 —)\(Ed[El +2Fd$1dl‘2+Gdl’2)
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A.3. Cas de la dimension d’espace n > 3

Par ailleurs, pour que (dz;,dzs) réalise un extremum de la fonction C, il faut que
(dzy,dxs) annule le gradient VC i. e. aprés simplification :

(Ldxy + M dxs)(F dzy + G dxy) = (M dxy + N dxs)(E dxy + F dxsg).

Ainsi le systéme (A.1) se traduit exactement par :

(i) (dxy,dxs) réalise un extremum de C;
(ii) Cet extremum vaut C(dzy,dzs) = .

Cette remarque va servir de base a la généralisation en dimension d’espace n > 3.

A.3 Cas de la dimension d’espace n > 3

Soir X une variété de dimension n plongée dans R :
Y={t=v¢(z),z € R"}.

On construit les premiére et seconde formes fondamentales de Gauss de la méme fagon
que précédemment. On obtient alors :

9" (z) dw;dz;, (I)
kY (z) da;dx;, (IT)
avec, aprés calculs : - -
9" (x) = 8" — ' (2)¢ (),
. i
k4 (l’) ¢ (:E)
V1= i(2)i(z)
Définissons maintenant g(x) et k(z) comme les matrices de (/) et (/) au point z, i. e.
les matrices dont les coefficients sont les g¥/(x) et les k% () respectivement. Remarquons
aussi que le déterminant |g(z)| de la matrice g(z) est égal a 1 —;(x)¢*(x). Alors, comme

la surface ¥ est supposée de genre espace, |g(x)| est donc positif strictement et g(x) est
inversible.

Les courbures principales de ¥ au point (x,1(x)) sont alors définies comme les valeurs
propres algébriques de la matrice n x n : g~ '(x) k(x). Ces valeurs propres ne sont pas
nécessairement réelles. On préfére donc considérer des fonctions symétriques élémentaires
en ces valeurs propres qui, elles, restent réelles : K1 = H, Ko, ..., K,. En fait ces quantités
sont (au signe prés) les coefficients du polynéme caractéristique de la matrice g~ k. Apres
calculs, on trouve les expressions suivantes :

= = lgllzé2 " w\g%zfj>
Ky(z) = Tr(Min(g~ " k; 2)) = (A7) Zl_gfwz/’ij
i A P Iihap; — PRy
l9? ’
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Annexe A. Rappels de géométrie différentielle

et si x vérifie Vi)(x) =0

Kafa) = Tr(Min(g ™ k:3)) = 5 99t — 2 Ay, + < (A
Ky(r) = Tr(Min(g~" k;4)) = i (Ayp)* - éll (Alb)zl/)ijwij + % (¢ij¢ij)2

1 g 1.
+ 3 AP YIS — LI by,

K,(z) = Tr(Min(g~ " k;n)) = det(g ' K).

Ici Tr désigne la trace tandis que Min(A, k) est le £*™® mineur de la matrice A.

H(z) et K,(x) sont respectivement les courbures moyenne et totale de la surface ¥ au
point (2, ().
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B

Equation Fuchsienne généralisée et
forme de la solution

Dans cette annexe, nous allons, pour une équation Fuchsienne généralisée donnée,
déterminer dans quels espaces de séries formelles en T' et In 7" il faut chercher des solutions
formelles.

Cette étude a pour but d’automatiser, autant que faire se peut, les raisonnements
tenus dans les sous-sections 1.1.1 et 1.2.1.

B.1 Probléme

Intéressons nous pour commencer a 1’équation suivante :
Q(D)v = F + T.P[v] (B.1)
ol () est un polynéme en D = TOp et P est polynomial en T, v, Dv,... de degré

(en v, Dv,...) supérieur ou égal & deux (second membre non linéaire).

Ecrivons :

Q(D) = R(D)D™ (D — 1) ... (D — )™+ ..., (B.2)

ouvn €N, R(n) #0.
Pour tout ¢ € N*, i est donc résonance d’ordre «; (éventuellement nul).

Remarque B.1.1. Si F' =0, alors on fait I’hypothése supplémentaire oy > 1. Cette der-
niere condition est une conséquence directe du bon déroulement de [’algorithme de Fuchsia-
nisation qui a mené o (B.1). En effet, on va chercher une solution de la forme v = vo+Tw.
Siay =0, on doit forcément choisir vy = 0 et donc on peut réappliquer ’algorithme (1. e.
factoriser par T a gauche et a droite et linéariser)

On recherche v sous la forme :
U:U0+U1T+U2T2+..., (B3)

ol vy est un polynoéme en InT" de degré g.
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Anneze B. Equation Fuchsienne généralisée et forme de la solution

Posons maintenant, pour tous s et [ > 0,

As=1{ D  ap(nT)T"}. (B.4)
0<p
0<g<l(p+s)

Le probléme est maintenant de trouver pour quels [ et s on peut construire une solution
formelle de I'équation (B.1) de la forme (B.3) et qui soit dans A, .

Précisons pour cela la forme de P[v] :

Pl) =Y Pifo] T",

0<k
ol P[v] est un polynéme en v, Dv, D?v, ... de degré py.
B.2 Analyse et synthése
En remplagant v = vy + v1 T + vo T? + ... dans I’équation (B.1) et en séparant les

termes de méme degré en 7', on trouve :

R(D)D* ... (D — k)™ .. vy = F,
R(D+k)(D+ k)™ ...D% vy ={P|}p_1, Vk > 1.
Ecrivons tout d’abord :
degvr = qp < I (K + 5),

ou () est une suite croissante.
Alors la premiére équation ci-dessus se traduit immédiatement par :

S lg = dl, (B5)
ou
i { a,—1 siF=0,
= .
Q4 slnon.

D’autre part, le membre de gauche de la deuxieme équation est de degré qp — a1
en In7T tandis que le membre de droite est de degré inférieur ou égal a :

li—1 sup(k — 1 — 1+ sp,).

r>0
En effet :
PRl = {27 Plolbe = S0 Bl Jeot,
r>0 =0
= =" de degré p,
et donc,
deg{P[v]}_1 < sup b (ki + s+ ...k, +9),
r>0

k1..thpy =k—r—1

<y sup(k —r—14sp,).
r>0
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B.2. Analyse et synthése

Ainsi il faut nécessairement :

l(k+s8) >l sup(k — 1 —r+sp.) + agey, Yk > 1,

r>0
i. e.
(lg = l—1)(k+ 8) > l—1 sup|(pr — 1)s — r — 1] + cqey1. (B.6)
r>0
Posons maintenant :
r+1
Sso = inf
pr>2 pT — 1

Remarquons que sg est bien défini, positif ou nul puisque le second membre est non-
linéaire.
On peut maintenant énoncer le résultat suivant :

Théoréme B.1. On distingue trois cas :
(1) Siso > 0 alors l’équation Fuchsienne (B.1) admet des solutions formelles dans A;

avec :
r+1
s > sg = inf ,
pT>2 pr—1
~ «
1>0= : k+1
k>1 S0

(1i) Sisog=0 et ay =0 alors l’équation Fuchsienne (B.1) admet des solutions formelles
dans A; s avec :

»
vV
ja)

Xp41 |
k )

o~

Vv
S
I

k>1
(111) Si sop =0 et &y > 0 alors l’équation Fuchsienne (B.1) n’admet dans le cas général
pas de solution dans des ensembles de séries formelles du type Aj 5.

Démonstration. (i) Si sop > 0 : On choisit s = s¢ et [y = S—; Alors la condition (B.5) est

vérifiée tandis que (B.6), la contrainte sur [, se rameéne a :

u4mzﬁ“ VEk > 1,

)
+50

et donc on peut prendre :
s Q41
[>1= E
k>1 /{7 + S()

(ii) Si sp = 0 et @; = 0 : On choisit encore s = 59 = 0 et [y = 0. Dans ce cas la
condition (B.5) est encore satisfaite et (B.6) conduit comme précédemment a :

Q—QAZQ?% vk > 1,
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Anneze B. Equation Fuchsienne généralisée et forme de la solution

lzizza’;:l.
k>1

(iii) Si sg = 0 et @; > 1 : Dans ces conditions, on ne peut a priori pas espérer trouver
une solution formelle dans A4;,. Il suffit pour s’en convaincre d’étudier attentivement

I’exemple suivant :
2
D%y = g 0" .
r>1

En effet si 'on cherche une solution v de la forme (B.3) il vient de fagon presque immé-
diate :

(1o =1,
=1,
lo =4,
ls =9,
I, = k2,
Donc il n’existe pas de couple (I, s) tel que I < I(k + s) pour tous k > 0. O

B.3 Généralisation au cas d’un systéme Fuchsien

En raisonnant de maniére tout a fait analogue, on peut énoncer le théoréme B.2 ci-
aprés qui précise la forme des solutions du systéme Fuchsien non-linéaire suivant :

.

Q1D = Fy+ TR0 0@, o)

QQ(D)U(Q) = FQ + TPQ[U(I)v 0(2)7 s 7,0(17)],
(B.7)

QP<D)U(‘D) =F,+ TPp[U(l), v@ @),

\
ou les Q); et les P; s’écrivent respectivement :
; () (1)
Q,(D) = Ry(D)D™ (D — 1) .. (D — )™+ ...,
et

B[v(l), . ,v(p)] = Z P,si) [v(l), . ,v(p)] ",
k>0

avec R;(n) # 0, pour tout n € N et ou les P,Ei) sont des expressions polynomiales
en v, Do . v® Dy® de degré p,(j).
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B.3. Généralisation au cas d’un systéeme Fuchsien

Remarque B.3.1. Si F; = 0 alors on fait I’hypotheése supplémentaire que agi) >1i e
1 est résonance.

Posons maintenant pour tout 1 <i < p:

oz(i) sinon
1 .

- M_1 siF=0

Définissons également :

. r+1
o= oo
S1sp —
052 P

et pour tout k£ > 2 :

A, = sup oz,(;).
1<i<p
On suppose enfin que le systéme Fuchsien (B.7) est non-linéaire; alors sy est bien
défini, positif ou nul puisqu’il existe r > 0 et 1 <1 < p tels que py) > 2.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat annoncé :

Théoréme B.2. On distingue de nouveau trois cas :

(1) St so > 0 alors le systéme Fuchsien (B.7) admet des solutions formelles v =
(v, ... v®) dont chacune des composantes est dans A;, avec :

(ii) Si so =

melles v =

t Ay = 0 alors le systeme Fuchsien (B.7) admet des solutions for-

0e
(v, ... v®P) dont chacune des composantes est dans A, avec :

s> 59 =0,

~
I
o
B
+
—

[

Vv

k>1

(iii) Si so =0 et Ay > 0 alors le systtme Fuchsien (B.7) n’admet dans le cas général
pas de solution dont les composantes sont dans des ensembles de séries formelles du
type A 5.

La preuve est en tout point similaire a celle du théoréme B.1 démontré plus haut.
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Anneze B. Equation Fuchsienne généralisée et forme de la solution

B.4 Optimisation

On vient d’exhiber des valeurs de [ et s pour lesquelles I'équation (B.1) admet une
solution formelle dans A; ;. Dans quelle mesure peut-on améliorer le choix de [ pour s = s
fixe?

Plagons nous dans 1'un des deux premiers cas précédents (so > 0 ou sp = 0 et a3 = 0).
Alors, si 'on pose encore s = s, ’équation (B.6) conduit a :

lg —lg—1 >0,

dés lors que a1 est nul. Ainsi, si kg est la plus grande résonance positive (i. e. a,=0,
pour tous k > ko), il suffit de calculer explicitement g le degré en In7T de vy pour les
premiers termes de la série (0 < k < kg — 1) puis de poser :

dk
max
0<k<ko—1 k + 5

l:

Un tel couple (I, s¢) est alors clairement optimal :

Théoréme B.3. St ky est la plus grande résonance positive alors, pour s fixé a sg, la

valeur optimale de | est :
4k

max .
0<k<ko—1 k 4+ s

| =

Un corollaire presque immédiat au résultat ci-dessus est le suivant :

Corollaire. Si l’équation Fuchsienne (B.1) admet une unique résonance strictement posi-
tive alors, pour s = sq fixé, la valeur optimale pour [ est égale a | définie dans le théoréme
B.1.

Pour le cas du systéme Fuchsien (B.7) on peut tenir un raisonnement tout a fait
semblable et déterminer de la méme facon, pour s = sq fixé, la meilleure valeur possible
pour /.

B.5 Application & quelques exemples

Nous allons étudier ici quelques exemples. En particulier, nous allons appliquer les
résultats ci-dessus aux équations Fuchsiennes que nous avons été amenés a considérer
dans les sous-sections 1.1.1 et 1.2.1.

B.5.1 Cas de I’équation cubique réelle NLCR

Au cours de la sous-section 1.1.1 nous avons étudié ’équation Fuchsienne suivante :

us (D +2)(D — 3)v = AV yg + 20" g,

. 1.5
+ T (6 up v* + Axug — AV Dv — 20 Du;) + T2 (20° + Axv). (15)
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B.5. Application a quelques exemples

Gréace a un raisonnement par récurrence, nous avons prouvé que cette équation admet
des solutions formelles dans I’ensemble A /4 ;.

En reprenant les notations précédentes, Q(D) admet 4 comme unique résonance avec
une multiplicité égale a 1. De plus, aprés étude du membre de droite, on trouve :

S():]_.

Alors :

~
||

Zak—H B 1 :l
k>1k+80 1+3 4

Le théoréme B.1 et le corollaire du théoréme B.3 permettent donc de conclure, sans
aucun calcul supplémentaire, que I’équation Fuchsienne (1.5) admet des solutions formelles
dans A, /4 et que pour s = 1 fixé, la valeur [ = 1/4 est optimale.

B.5.2 Cas de I’équation cubique complexe NLCC

Dans la sous-section 1.2.1 nous avons été amenés a étudier le systéme Fuchsien suivant :

(Juol* (D +2)(D = 3) a = Ay uo|? + ¢ ug; o + ¢ To; ug
+ T [2uol! (302 = ¥2) + Bluol® — Juol* A Da
+ % (Aug To + Alig ug) — (¥ ug; Ug — ¥ T o) Db
— (3" wgi o + V" Uo; ug) Da — 2 |ug|* ' DaXia]
+ T [(ug o + T o) Ox,a + (uh Wy — Wy up) Ox,b
+ % (Aug g + At ug) a + % (Auguy — Atgug) b
+ 2 |upl* a (a® — b%) + |uo|* Axa + 3 |uo|? a],

luo|* (D +1)(D — 2) b = " ug; Wy — " Ugi uo + T | (¢ uos Uo — ¥' Uo; ug) Da

+ (" ug; To + V" Tg; ug) Db — % (Aug Ty — ATip ug)
~ dfuptab + 2ol ¢ DAx.b + uo|? A Db]
+ T2 | (up To + Uh up) Ox,b + (ufy T — Ul ug) Ox,a

1 1
+ 5 (AUO Uy + Aﬂo UQ) b+ 5 (AUQ Uy — Aﬂo Uo) a

+ Bluol?b + 2 uol* b (a® — B2) + Juo|? AXb].
\
(1.14-1.15)
Grace a un raisonnement par récurrence, nous avons prouvé que ce systéme admet des

solutions formelles (a, b) dont chaque composante est dans Aj/s ;.
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Anneze B. Equation Fuchsienne généralisée et forme de la solution

En reprenant les notations précédentes, Q1 (D) et Q2(D) admettent respectivement 4
et 3 comme uniques résonances avec une multiplicité égale a 1. De plus, aprés étude des
membres de droite, on trouve encore :

80:1.

Alors :

- A Apin 1 1 7
l:— ey —_— =,
+;k—|—30 Tt

Le théoréme B.2 permet alors de conclure, sans aucun calcul supplémentaire, que le
systéme Fuchsien (1.14-1.15) admet des solutions formelles dont chaque composante est
dans A7/121. La valeur de [ que 'on vient de trouver, n’est clairement pas optimale.
Par contre, ’étude menée plus haut dans la section B.4, permet d’éviter la récurrence
entreprise dans la sous-section 1.2.1 et de donner, pour s = sy = 1, la valeur optimale
de [, aussitdt que l'on a calculé les 4 premiers termes des séries formelles en 7" pour a et b.
On trouve comme prévu | = sup{0,0,0,1/4,0,0,1/3,1/4} = 1/3.

B.5.3 Equation D*(D — 2)°(D — 3)(D — 5)*v = T'(v® + Tv® + T")

Ici Q(D) admet 1, 3, 4 et 6 comme résonances, avec pour multiplicités respectives 2, 5, 4

et 2. Dans ce cas :
So — 5
Alors :

k+1
[ = :—~551

Le théoreme B.1 assure donc l'existence de solutions formelles de I'équation ci-dessus
dans les A; ; avec s > sp et | > L.

En fait, pour cet exemple, un calcul un peu fastidieux montre que :

(q0 =1,
@ =3,
q2 = 10,
q3 = 16,
qs = 18,

[ g5 = 23.

Et donc, conformément au théoréme B.3, pour s fixé & sy = 1/2, le choix optimal pour [
est : 29
[ = max{2,2,4,32/7,4,46/11} = T =~ 4,57,

Pour cette équation le couple (s,1) = (so, l~) défini au théoréme B.1 n’est donc pas optimal.
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Résumé

L’objet de cette thése est I’étude de deux équations des ondes semi-linéaires présentant
une non-linéarité de type cubique :

Du = 2, (NLCR)

et
Du+a% = 2ufu* + B, (NLCC)

outa€c€iRet 3eR.

On prouve d’abord, en s’appuyant sur les techniques de réduction Fuchsienne déve-
loppées par S. Kichenassamy et al., I'existence, pour plusieurs classes d’hypersurfaces de
genre espace de R x R", de solutions explosant exactement sur la surface considérée. Par
ailleurs, 'aspect constructif des méthodes nous offre de nombreuses informations sur la
forme de ces solutions au voisinage de leur surface d’explosion.

La suite est consacrée a diverses applications des connaissances acquises : on exploite
notamment celles concernant le comportement des solutions prés de leur lieu d’explosion,
pour répondre partiellement a trois questions :

— Comment se comporte, prés de la surface d’explosion, une intégrale particuliére
construite sur le modeéle de 1“intégrale d’énergie” canoniquement associée avec 1’équa-
tion (NLCR)?

— Dans quels espaces de type LP, les solutions de I’équation (NLCR) —éventuellement
un peu perturbée— peuvent-elles exploser ou pas?

— Dans quelle mesure peut-on mettre en oeuvre une étude numérique compléte de
I'équation (NLCR), prenant en compte les difficultés inhérentes a 1’explosion ?

Mots-clés : équation des ondes semi-linéaire, non-linéarité cubique, comportement &
I’explosion, étude numérique
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