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Julien Bichon
Systémes de Hopf-Galois : exemples et applications aux représentations des
groupes quantiques

Résumé. La théorie des groupes quantiques, apparue a la fois en liaison avec des problémes
de physique théorique et la volonté de généraliser la dualité de Pontryagin aux groupes non
abéliens, est encore relativement jeune. Les travaux résumés dans ce mémoire s’intéressent
a trois grands types de problémes. 1. Construire des exemples. 2. Décrire les représentations
des exemples en question. 3. Obtenir des résultats de classification.

L’introduction de la notion de systéme de Hopf-Galois est 1'une des principales contri-
butions : d’une part elle est extrémement utile en théorie des représentations, et par consé-
quent pour les résultats de classification, et d’autre part elle incarne parfaitement les mé-
thodes a la “Galois-Tannaka-Grothendieck”, essentielles pour la construction d’exemples.
Le concept de systéme de Hopf-Galois est une reformulation de la notion plus classique
d’extension de Hopf-Galois, la principale nouveauté étant 'introduction d’un antipode gé-
néralisé. Aprés une étude générale, la construction de systémes de Hopf-Galois appropriés
nous a permis d’obtenir les résultats suivants.

e La description compléte de la catégorie des représentations du groupe quantique d’une
forme bilinéaire non dégénérée en termes de celle du groupe quantique SL,(2), sans res-
triction sur la caractéristique de corps de base ni sur le paramétre ¢. La classification
& isomorphisme prés de ces groupes quantiques; la détermination de leur groupe d’au-
tomorphismes (en caractéristique nulle). On obtient comme conséquence la classification
compléte des SLo-déformations, c’est-a-dire des algébres de Hopf cosemisimples ayant un
semi-anneau de (co)représentations isomorphe a celui de SLo (en caractéristique nulle).

e L’existence d’algébres de Hopf cosemisimples possédant un antipode d’ordre fini pair
arbitraire.

e La théorie des coreprésentations des algébres de Hopf cosouveraines universelles. Leur
clagsification & isomorphisme prés; la détermination de leurs groupe d’automorphismes
(dans le cas générique et en caractéristique nulle).

e La théorie des représentations du groupe quantique des automorphismes d’une algébre
matricielle munie d’une mesure non traciale.

e Un analogue quantique libre des premiers théorémes fondamentaux de la théorie des
invariants, impossible a obtenir pour les groupes ou méme les algébres de Hopf cotressées.

On présente également un théoréme de reconstruction galoisienne pour les groupes
quantiques finis, ainsi que de nouveaux exemples d’algébres de Hopf : déformations par des
2-cocycles du groupe symétrique, groupes quantiques d’automorphismes des graphes finis,
algébres de Hopf cosouveraines universelles, construction FRT dans un cadre catégorique
minimal.
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Introduction

La théorie des groupes quantiques ! , apparue a la fois en liaison avec des problémes de

physique théorique [30] et la volonté de généraliser la dualité de Pontryagin aux groupes
non abéliens [90, 91|, est encore relativement jeune. Les travaux résumés dans ce mémoire
s’'intéressent & trois grands types de problémes.

I - Construire des exemples.
IT - Décrire les représentations des exemples en question.

III - Obtenir des résultats de classification.

Nous avons choisi de mettre en avant la notion de systéme de Hopf-Galois introduite
dans [18] : d’une part elle est extrémement utile en théorie des représentations, et par
conséquent pour les résultats de classification, et d’autre part elle incarne parfaitement les
méthodes a la “Galois-Tannaka-Grothendieck”, essentielles pour la construction d’exemples.

Le concept d’extension de Hopf-Galois a été introduit par Kreimer et Takeuchi [52]. Il
généralise a la fois les trés classiques extensions galoisiennes de corps et les torseurs pour
les groupes algébriques. Le point de vue qui nous intéresse le plus ici est celui des torseurs :
un théoréme tannakien de Saavedra Rivano et Deligne [76, 27] assure que la catégorie des
foncteurs fibre sur la catégorie des représentations d’un groupe algébrique est équivalente a
la catégorie des torseurs sur ce groupe algébrique. Ce résultat a été généralisé par Ulbrich
au cadre des algébres de Hopf non commutatives [83, 84], puis mis sous sa forme la plus
utile par Schauenburg [79] : les catégories de comodules de deux algébres de Hopf sont
monoidalement équivalentes si et seulement si il existe une extension bigaloisienne entre
ces deux algébres de Hopf.

La notion de systéme de Hopf-Galois que nous proposons n’est autre qu’une refor-
mulation de celle d’extension de Hopf-Galois ou d’extension bigaloisienne. Elle fait ap-
paraitre les extensions de Hopf-Galois comme des généralisations directes des algébres
de Hopf, la principale nouveauté étant l'introduction et l'utilisation d’'un antipode géné-
ralisé. L’axiomatique semble plus compliquée que celle d’extension de Hopf-Galois, mais
nous pensons qu’elle est en fait beaucoup plus naturelle et facile & manipuler, et per-
met une meilleure compréhension, comme semblent ’attester les exemples que nous avons
contruits. Expliquons cela de maniére plus détaillée et plus technique. Soient A et B des
algebres de Hopf (sur un corps k). On dit qu’une algébre non nulle Z est une extension
A-B-bigaloisienne [79] si Z est une algébre A-B-cobimodule telle que deux applications
linéaires kK : ZQ®Z — AR Z et K, : Z® Z — Z ® B soient bijectives. En fait la maniére
la plus simple et la plus naturelle pour montrer que ces applications x; et x, sont bijectives
semble étre de montrer que 1’on a un systéme de Hopf-Galois. Voici une situation plus
familiere. Considérons une bigebre A. Alors A est une algébre de Hopf si et seulement si
I’application
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!Précisons dés maintenant que dans notre cadre, un groupe quantique est identifié avec une algébre de
Hopf qui joue le réle d’une algébre de fonctions, et que par conséquent une représentation est un comodule.



est bijective. Pour les exemples concrets, il est bien plus agréable de demander I’existence
d’un antipode, bien que ’axiomatique devienne & premiére vue légérement plus compliquée.
C’est exactement cette philosophie que nous avons adopté pour les extensions de Hopf-
Galois. Un systéme de Hopf-Galois est un quadruplet (A, B, Z,T') d’algébres non nulles
ol A et B sont des algébres de Hopf, et o Z est une algébre A-B-cobimodule. On se
donne également des morphismes d’algébres v: A — Z® T et § : B — T ® Z avec
des contraintes d’associativité, et une application linéaire S : T' — Z jouant le role de
Pantipode (voir le paragraphe 1 ou [18]| pour les détails). En fait la fagon la plus simple de
comprendre les axiomes d’un systéme de Hopf-Galois est de le voir comme un cogroupoide
connexe & deux objets, et en fait un systéme de Hopf-Galois provient toujours d’une paire
d’objets du groupoide des foncteurs fibre sur les comodules d’une algébre de Hopf.

Nous avons construit dans [17, 18, 22| des exemples de systémes de Hopf-Galois qui
indiquent & quel point cette notion est facile & manipuler. Il est important de noter que
parmi ces exemples figurent pour la premiére fois des exemples explicites d’extension de
Hopf-Galois non “fendues” ? , c’est-a-dire ne provenant pas d'un 2-cocycle. Via le théo-
réme de Ulbrich [84], cela correspond a l'existence de foncteurs fibre ne préservant pas les
dimensions des espaces vectoriels. L’existence de tels foncteurs fibre (sur la catégorie des
représentations de SLg) était cependant connue grace a des résultats de Bruguieres [26].

Les conséquences principales de nos considérations et constructions sont les résultats
suivants. On peut les considérer comme nos résultats principaux.

e La description compléte de la catégorie des représentations du groupe quantique d’une
forme bilinéaire non dégénérée en termes de celle du groupe quantique SL,4(2), sans res-
triction sur la caractéristique de corps de base ni sur le paramétre ¢ [17].

e La classification & isomorphisme prés des groupes quantiques associés a une forme bili-
néaire non dégénérée ; la détermination de leur groupe d’automorphismes (en caractéris-
tique nulle) [17].

e La classification compléte des SLo-déformations, c’est-a-dire des algébres de Hopf co-
semisimples ayant un semi-anneau de (co)représentations isomorphe a celui de SLs (en
caractéristique nulle) [17].

e L’existence d’algébres de Hopf cosemisimples possédant un antipode d’ordre fini pair
arbitraire [15].

e La théorie des coreprésentations des algebres de Hopf cosouveraines universelles intro-
duites dans [14], dans le cas générique et en caractéristique nulle [22].

e La classification & isomorphisme prés des algébres de Hopf cosouveraines universelles ; la
détermination de leurs groupe d’automorphismes (dans le cas générique et en caractéris-
tique nulle) [22].

e La théorie des représentations du groupe quantique des automorphismes d’une algébre
matricielle munie d’une mesure non traciale (introduit dans [12]) [22].

e Un analogue quantique libre des premiers théorémes fondamentaux de la théorie des inva-
riants [21], impossible & obtenir pour les groupes ou méme les algébres de Hopf cotressées.

2“fendu” est une traduction littérale de ’anglais “cleft”



Passons maintenant & une description plus détaillée de I’ensemble de nos résultats, en
suivant, autant que possible, les trois grands types de problémes mentionnés au début de
cette introduction.

I - Construction de groupes quantiques

Dans ce paragraphe, nous passons en revue les nouveaux exemples de groupes quan-
tiques que nous avons construits. Commencons par quelques rappels sur les méthodes
tannakiennes, qui ont également joué leur rdle pour formaliser la notion de systéme de
Hopf-Galois.

Méthodes tannakiennes : rappels (voir [43] et [77]). Soit C une (petite) catégorie
monoidale rigide et soit /' : C — Vect¢(k) un foncteur monoidal. Un théoréme de Ulbrich
[85] assure que le “coend” du foncteur F' utilisé dans [76], noté ici End"(F), est une algebre
de Hopf. Le foncteur F' se factorise alors en un foncteur monoidal & valeurs dans les
End"(F)-comodules suivi du foncteur oubli, et I’algébre de Hopf End"(F) est universelle
pour cette propriété. Toute algébre de Hopf peut étre obtenue de cette fagon, en prenant
pour C la catégorie de ses comodules & droite et pour F' le foncteur oubli (Les versions
compactes de ces résultats tannakiens ont étés montrées par Woronowicz [92]). En pratique,
la catégorie C est souvent la sous-catégorie monoidale de Vects(k) engendrée par un ou
deux objets et une famille finie de morphismes : I’algébre de Hopf obtenue est alors, de par
sa propriété universelle, vue comme un groupe quantique d’automorphismes du foncteur
oubli. Les exemples les plus fameux sont la construction FRT [74], les groupes quantiques
SU(N) de Woronowicz [92], les duaux restreints d’algébres enveloppantes quantiques [75]...

En considérant un deuxiéme foncteur monoidal G : C — Vects(k), on obtient, en
utilisant la construction “cohom” (voir [43]), un quadruplet d’algébres (End"(F), End¥(G),
HomY(G, F), Hom"(F, G)) qui n’est autre quun systéme de Hopf-Galois : nous avons montré
cela dans [18].

Reconstruction galoisienne des groupes quantiques. Rappelons tout d’abord que
la théorie des catégories tannakiennes, développée dans la thése de Saavedra Rivano [76],
était alors essentiellement vue comme une “version linéaire” de la théorie de Galois de
Grothendieck [40]. Dans le but d’obtenir une version quantique de la théorie de Galois
de Grothendieck, on a démontré dans [12] un théoréme de reconstruction galoisienne qui
permet en outre de construire des exemples intéressants de groupes quantiques. La situation
est la suivante : on se donne un foncteur F' : C — Malgy, ot C est une petite catégorie
(sur laquelle on ne suppose l'existence d’absolument aucune structure) et Malgs est la
catégorie des algebres mesurées (algebres de Frobenius avec choix d’une mesure). Alors il
existe une algebre de Hopf Aaut(F') telle que le foncteur F' se factorise en un foncteur a
valeurs dans les algébres Aaut (F')-comodules mesurées suivi du foncteur oubli, et universelle
pour cette propriété. L'algebre de Hopf Aayt(F) est 'analogue quantique du groupe des
automorphismes d’un foncteur a valeurs dans la catégorie des ensembles finis, qui apparait
dans la théorie de Galois de Grothendieck.

En particulier, Lorsque C = {x} est la catégorie triviale et que F'(x) = (Z,¢) ou (Z, ¢)
est une algébre mesurée, on obtient l'algébre de Hopf A,u(Z,¢) du groupe quantique



des automorphismes de (Z, ). On obtient par conséquent, lorsque la catégorie de base
est triviale, essentiellement les mémes objets que ceux construits par Wang [88] dans le
cas compact. Notons que les résultats de Wang avaient montré la nécessité de 1'usage des
mesures.

Si A est une algébre de Hopf de dimension finie, si C est la catégorie des algébres
A-comodules mesurées et si F' est le foncteur oubli, alors A,y (F) = A : c’est 'analogue
quantique de la reconstruction d’un groupe fini G a partir des G-ensembles finis [12].

Groupes quantiques d’automorphismes des graphes finis. La construction générale
de [12] permet d’obtenir des analogues algébriques des groupes quantiques d’automor-
phismes des algébres semi-simples de dimension finie (mesurées) construits par Wang dans
[88]. Parmi ces objets, le plus fascinant est sans doute celui que Wang a appelé “le groupe
quantique des permutations”, qui correspond au cas ou 'algébre Z est égale a ’algébre dia-
gonale C", c¢’est-a-dire I’algebre des fonctions sur I'espace X, a n points (la mesure étant la
mesure de comptage habituel). Notons Aaut(X;,) 'algébre de Hopf correspondante : c’est
I’algébre universelle engendrée par les coefficients d’une matrice de permutation, et on peut
donc la voir comme ’algébre des fonctions sur le groupe symétrique Sy, ot 'on aurait ou-
blié les relations de commutativité. Si n > 4, elle est non-commutative est de dimension
infinie. Dans le but de construire des sous-groupes quantiques non triviaux, nous avons
défini et construit dans [16] le groupe des automorphismes quantiques d’un graphe fini.
Le groupe quantique des automorphismes est un invariant plus fin pour les graphes finis
que le groupe usuel des automorphismes : par exemple, pour le graphe & n points et sans
arétes, on obtient le groupe quantique des quantiques alors que pour le graphe complet, on
obtient le groupe symeétrique usuel. Plus généralement, on obtient de nouveaux exemples
intéressants en considérant les groupes quantiques d’automorphismes de sommes disjointes
de graphes connexes. Dans le cas classique, les produits en couronne permettent de dé-
crire cette situation : ceci nous a mené a définir dans [20] le produit en couronne libre par
le groupe quantique des permutations. Cette construction nous a permis de simplifier et
mieux comprendre les groupes d’automorphismes quantiques des graphes finis, et permet
en outre de construire de facon indépendante de nouveaux exemples de groupes quantiques.

Algébres de Hopf cosouveraines universelles. Une catégorie monoidale souveraine
[94] est une catégorie monoidale rigide muni d’un isomorphisme monoidal entre le fonc-
teur identité et le foncteur bidualité. De telles catégories sont apparues en liaison avec la
construction d’invariants quantiques des noeuds et des variétés. Nous avons défini et étudié
dans [14] la notion correspondante au niveau des algébres de Hopf : les algébres de Hopf
cosouveraines. En particulier nous avons construit les algébres de Hopf cosouveraines uni-
verselles. Au vu de leur propriété universelle, les groupes quantiques correspondant peuvent
étre légitimement vus comme les analogues des groupes linéaires en théorie des groupes
quantiques %. Au niveau des algébres de Hopf, on a une généralisation des CQG-algebres
correspondant aux groupes quantiques compacts universels de Van Daele et Wang [86].

311 nous semble que le moins que 1’on puisse demander & un groupe quantique est que chaque représen-
tation soit isomorphe & sa représentation biduale. Certains auteurs demanderont aussi que la catégorie des
représentations soit tressée : ce n’est pas notre cas.



Construction FRT dans un cadre catégorique minimal. La construction FRT [74]
associe & un operateur R défini sur le carré tensoriel d’un objet d’une catégorie monoidale
une bigebre universelle A(R). Le cadre catégorique habituel pour cette construction est
celui des catégories tressées (cela est nécessaire pour parler de bigébre). Dans [23] (travail en
collaboration avec Ross Street), inspirés par les travaux de Militaru [63] sur la D-équation,
nous avons proposé une construction de type FRT dans un cadre catégorique minimal,
c’est-a-dire pour des catégories non tressées. Nous obtenons des cogebres a la place des
bigébres de la construction habituelle. Cela nous a permis d’obtenir des généralisations des
résultats de Militaru. Nous avons aussi étudié la D-équation en utilisant la construction
FRT habituelle, ce qui est naturel car certains D-opérateurs, associés a des algébres de
Frobenius, sont des morphismes de la catégorie des représentations du groupe quantique
des automorphismes correspondant. Ces considérations nous ont permis de construire de
nouveaux exemples de D-opérateurs. Militaru avait expliqué dans [64] que la D-équation
est une partie de la condition d’intégrabilité des équations de Knizhnick-Zamolodchikov
(voir [47]).

Algébres de Hopf cosemisimples & antipode d’ordre fini. L’antipode d’une algébre
de Hopf est I’analogue de I'inversion dans un groupe, mais n’est pas nécessairement d’ordre
2. L’ordre de 'antipode a donc été un sujet privilégié depuis le début de ’étude purement
algébrique des algebres de Hopf dans les années 60. En dimension finie (et en caractéristique
nulle), les résultats principaux sont les suivants : 'antipode est d’ordre fini (Radford [72]), il
existe des algebres de Hopf a antipode d’ordre fini pair quelconque (Taft [80]), et une algebre
de Hopf est cosemisimple si et seulement si son antipode est d’ordre 2 (Larson-Radford [54,
55]). Dans [15], nous avons montré l'existence d’algébres de Hopf cosemisimples possédant
un antipode d’ordre fini pair quelconque. Les algébres de Hopf en question avaient été
introduites par Dubois-Violette et Launer [32].

Déformations d’algébres de Hopf par des 2-cocycles. La méthode de déformation
d’une algebre de Hopf par un 2-cocycle est issue d’une idée de Drinfeld [31]. Nous avons, en
utilisant la méthode de construction de 2-cocycles induits par des sous-groupes abéliens de
Enock-Vainerman [36], construit des familles de déformations du groupe symétrique dans
[13] et |18]. Cela généralise une construction précédente de Nikshych [66].

L’algébre de Hopf des N-complexes. Un résultat de Pareigis [68], antérieur a 1’ére des
groupes quantiques, assure que la catégorie des complexes est monoidalement équivalente a
la catégorie des comodules d’une algébre de Hopf non commutative et non cocommutative.
On a généralisé dans [19] le résultat de Pareigis au cas des N-complexes, avec N un entier
supérieur ou égal a 2. L’algébre de Hopf obtenue posséde des relations étroites avec les
algébres quantiques associées a 'algebre de Lie sl(2).

IT - Représentations des groupes quantiques

Généralités sur les techniques utilisées pour déterminer les représentations d’un
groupes quantique. Lorsque ’algébre de Hopf des fonctions sur un groupe quantique G
est définie comme une sous-algébre du dual restreint d’une algébre enveloppante quantique



Uq(g) |75], les représentations de G sont les Uy(g)-modules. Quand 1'algebre de Hopf est
définie directement (par générateurs et relations) on ne dispose pas nécessairement d’une
algeébre enveloppante quantique, et déterminer les coreprésentations directement s’avére a
priori difficile. On dispose cependant, dans le cas compact, d’un outil fort utile, & savoir
la dualité de Tannaka-Krein de Woronowicz [92]. Cette technique de détermination des
(co)représentations par reconstruction avait été utilisée avec beaucoup de succes par Wo-
ronowicz lui méme [92] pour les groupes quantiques SU(N) puis par Banica [2, 3, 4, 5]
dans sa série d’articles sur les représentations des groupes quantiques compacts universels.
Dans le cas cosemisimple non compact, la technique de reconstruction de Woronowicz ne
fonctionne plus 4 , méme si on peut encore dans des cas particuliers et au prix de plus
d’efforts, utiliser des techniques de reconstruction : voir le travail de Phung Ho Hai sur les
groupes quantiques de type A, [42].

La technique que nous avons utilisé pour determiner les coreprésentations d’une algébre
de Hopf donnée est, via l'introduction d’'un systéme de Hopf-Galois approprié et un théo-
réme de Schauenburg [79], de ramener ’étude des coreprésentations a celle d’une algébre
de Hopf & priori plus simple. Bien sir, cela laisse encore un certain travail sur l'algébre
de Hopf “simplifiée”, mais présente ’avantage de fonctionner dans le cas semi-simple non
compact, mais aussi dans le cas non semi-simple.

Représentations du groupe quantique d’une forme bilinéaire non dégénérée.
Soit E € GL(n) une matrice inversible. Considérons alors B(FE), l'algebre de Hopf du
groupe quantique associé & la forme bilinéaire non dégénérée définie par E, introduite par
Dubois-Violette et Launer [32]. Ces algébres de Hopf généralisent les groupes quantiques
SLy(2) : pour g € k*, on a O(SLy(2)) = B(E,) pour une certaine matrice E, € GL(2).
Pour £ € GL(n) (n > 2), nous avons établi dans [17] I'existence d’une équivalence de
catégories monoidales

Comod(B(E)) =® Comod(O(SLy(2)))

pour ¢ € k* vérifiant ¢ +tr(E'E~1)g+1 = 0. Ce résultat généralise un précédent théoréme
de Banica [2], qui avait déterminé les coreprésentations irréductibles des formes compactes
de B(E) introduites par Van Daele et Wang [86]. Il est en outre parfaitement valable aux
racines de I'unité et en caractéristique quelconque.

Coreprésentations des algébres de Hopf cosouveraines universelles. Soit F' €
GL(n) et considérons H(F'), I'algebre de Hopf cosouveraine universelle associée a F' [14].
Nous avons montré dans [22] que si E € GL(m) (m,n > 2) est une autre matrice telle que
tr(E) = tr(F) et tr(E~1) = tr(F~1), alors on a une équivalence de catégories monoidales
Comod(H (F)) =% Comod(H(E)). Celle-ci nous a permis de montrer, en caractéristique
zéro, que H(F') est cosemisimple si et seulement si F est générique, et nous avons dans ce
cas déterminé les coreprésentions irréductibles. Ces résultats généralisent ceux de Banica
[3] pour les groupes quantiques compacts universels de Van Daele et Wang, et en outre
notre preuve évite 'usage des probabilités non commutatives dans [3].

4La raison technique est fort simple : I’algébre des endomorphismes d’une représentation unitaire d’un
groupe quantique compact est une C*-algébre, et donc on sait automatiquement qu’elle est semi-simple.



Représentations du groupe quantique des automorphismes d’une algébre ma-
tricielle muni d’une mesure non nécessairement traciale. Nous avons aussi, dans
[22], ramené la théorie des représentations du groupe quantique des automorphismes d’une
algébre matricielle muni d’une mesure non traciale a celle du groupe quantique SO(3).
Cela généralise une nouvelle fois un résultat de Banica [5], qui ne traitait que le cas tracial
(mais par contre traitait toutes les algébres semi-simples).

Coreprésentations de 1’algébre de Hopf libre engendrée par une cogébre ma-
tricielle. L’algébre de Hopf libre engendrée par une cogeébre a été construite par Takeuchi
[81]. Notons H(n) 'algeébre de Hopf engendré par la cogébre matricielle M. Nous avons
montré dans [18] que pour n > 2, alors on a une équivalence de catégories monoidales
Comod(H (n)) =% Comod(H (2)).

Applications en théorie des invariants. La description des coreprésentations des al-
gebres de Hopf cosouveraines universelles nous a permis de proposer un analogue quantique
libre des premiers théoréme fondamentaux de la théorie des invariants, c’est-a-dire en rem-
placant les algébres (commutatives) de polynomes par des algebres libres [21]. Il n’était
pas possible d’obtenir un tel résultat dans le cadre des groupes ou méme des algebres de
Hopf cotressées.

Nous avons aussi obtenu une généralisation d’un résultat classique de théorie des inva-
riants pour le groupe symétrique [13].

ITI - Résultats de classification

La connaissance de la théorie des représentations permet d’obtenir des résultats de
classification pour les groupes quantiques. On suppose dans ce paragraphe que le corps de
base est de caractéristique nulle.

Classification des groupes quantiques associés aux formes bilinéaires non dé-
générées. Soient E € GL(m) et F' € GL(n). On a montré [17] que les algebres de Hopf
B(E) et B(F') de Dublois-Violette et Launer sont isomorphes si et seulement si m = n
et §'il existe M € GL(m) telle que F = '!MEM, ou en d’autres termes si et seulement
si les formes bilinéaires associées a E et I sont équivalentes. On a aussi déterminé le
groupe des automorphismes (d’algebre de Hopf) de B(E) : il s’identifie avec le groupe des
automorphismes de la forme bilinéaire associé & FE.

Classification des SL(2)-déformations. On a également classifié les S L(2)-déformations
dans [17], & savoir les algébres de Hopf cosemisimples ayant un semi-anneau de représenta-
tions isomorphe a celui de SL(2) : ce sont exactement les B(E) pour lesquelles les solutions
de I'équation ¢ + tr(E'E~1)g + 1 = 0 sont génériques. Cela était connu e seulement en
imposant que la dimension de la représentation fondamentale soit de dimension 2 (voir
[71]), ou dans le cas compact [2].

Classification des algébres de Hopf cosouveraines universelles dans le cas gé-
nérique. Nous avons classifié les algébres de Hopf cosouveraines universelles et déterminé
leur groupe d’automorphismes [22], dans le cas générique.
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Les pages qui suivent constituent une exposition beaucoup plus détaillée de nos résul-
tats. Voici notre plan.

PLAN

§1. SYSTEMES DE HopPF-GALOIs [18].
§2. DEFORMATION PAR DES 2-COCYCLES [18, 13].

§3. LE GROUPE QUANTIQUE D’UNE FORME BILINEAIRE NON DEGENEREE
[17, 15].

§4. ALGEBRES DE HOPF COSOUVERAINES [14, 22].

§5. ANALOGUE QUANTIQUE LIBRE DES PREMIERS THEOREMES FONDA-
MENTAUX DE LA THEORIE DES INVARIANTS [21].

§6. RECONSTRUCTION GALOISIENNE DES GROUPES QUANTIQUES [12, 22].

§7. GROUPES QUANTIQUES D’AUTOMORPHISMES DES GRAPHES FINIS [16,
20].

§8. LA D-EQUATION DE MILITARU [23].

§9. L’ALGEBRE DE HOPF DES N-COMPLEXES [19].

Dans la suite la lettre k désigne un corps commutatif.
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1 Systémes de Hopf-Galois

La notion d’extension galoisienne pour une algébre de Hopf, introduite par Kreimer et
Takeuchi [52], est une généralisation non commutative naturelle de celle de torseur pour
un groupe algébrique. Généralisant la correspondance tannakienne classique entre torseurs
et foncteurs fibre pour les groupes algébriques, Ulbrich [84] a construit une équivalence de
catégories entre extensions galoisiennes pour une algébre de Hopf et foncteurs fibre sur sa
catégorie de comodules. L’utilisation des extensions galoisiennes en théorie des représen-
tations est alors mise en évidence par un théoréme de Schauenburg [79] : deux algebres de
Hopf A et B ont des catégories de comodules monoidalement équivalentes si et seulement
si il existe une extension A-B-bigaloisienne.

Commencons par quelques rappels sur la notion d’extension de Hopf-Galois. On consul-
tera par exemple [65] pour plus de détails, en particulier pour pour le lien avec les extensions
galoisiennes classiques. Soit A une algebre de Hopf. Une extension A-Galoisienne (de k)
a gauche est une algébre A-comodule & gauche Z telle que I'application linéaire x; définie
comme la composition des applications suivantes

k207 222, A9 zoz M8, Agz

ol « est la co-action de A et my est la multiplication de Z, soit bijective.

De méme, une extension A-Galoisienne & droite est une algebre A-comodule a droite Z
telle que 'application linéaire k, definie comme la composition des applications suivantes
k207 2 7970 A 122 764

ol 3 est la co-action de A, soit bijective.

Soient A and B des algébres de Hopf. On dit qu’une algébre Z est une extension A-B-
bigaloisienne [79] si Z est a la fois une extension A-galoisienne & gauche et une extension
B-galoisienne a droite, et si Z est un A-B-cobimodule.

Voici notre définition des systémes de Hopf-Galois.

Définition 1.1 ([18]) Un systéme de Hopf-Galois est un quadruplet d’algébres non nulles
(A, B, Z,T), satisfaisant auz aziomes suivants.
(HG1) Les algébres A et B sont des algébres de Hopf.

(HG2) L’algébre Z est une algébre A-B-cobimodule.
(HG3) On a des morphismes d’algébres v : A — Z QT et § : B — T ® Z tels que les

diagrammes suivant commutent :

AA AB

Z 25 A®Z A A® A B —£5 B®B

ﬂl ’Y®1Zl ’YJ( 1A®’Yl (Sl 5®1Bl
0
ZoB 22, 720T®Z 72T 221 AgzeT Tez X% 19798
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(HG4) On a une application linéaire S : T — Z qui fait commuter les diagrammes
suivants :

A—2 Y7 B—2 .7
lv mT la mT
20T —2% 707 Toz—27 g0z

On peut noter tout de suite que si A =B =Z=Teta=0=v=4§=A,on
a exactement les axiomes d’une algebre de Hopf, 'application linéaire S étant I’antipode.
L’axiome HG3 est assez proche des axiomes de donnée de pré-équivalence de Takeuchi [82],
mais on ne demande pas de structure de B-A-cobimodule sur 7.

La maniére la plus simple de comprendre les axiomes d’un systéme de Hopf-Galois
est de le voir comme l'objet dual d’un groupoide connexe & deux objets, et en fait on
peut montrer, par dualité tannakienne, que la donnée d’un systéme de Hopf-Galois est
équivalente & celle d'un cogroupoide connexe a deux objets.

Une algebre de Hopf A est une extension A-A-bigaloisienne. C’est en fait un cas parti-
culier du résultat suivant.

Théoréme 1.2 ([18]) Soit (A, B,Z,T) un systéme de Hopf-Galois. Alors Z est une ex-
tension A-B-bigaloisienne.

En combinant ce théoréme avec un théoréme de Schauenburg (théoréeme 5.5 de [79]), on
obtient le résultat suivant, qui est probablement le plus important concernant les systémes
de Hopf-Galois.

Corollaire 1.3 ([18]) Soit (A,B,Z,T) un systéme de Hopf-Galois. Alors les catégories
Comod(A) et Comod(B) sont monoidalement équivalentes.

La définition d’un systéme de Hopf-Galois semble plus compliquée que celle d’une
extension galoisienne ou bigaloisienne. On a montré dans [18] qu’elle est en fait équivalente,
et les exemples que nous avons construits semblent montrer qu’elle est en fin de compte
beaucoup plus naturelle et facile & manipuler.

Théoréme 1.4 ([18]) Soit A une algébre de Hopf et soit Z une extension A-Galoisienne
a gauche. Alors il existe une algébre de Hopf B et une algébre T telles que le quadruplet
(A, B, Z,T) soit un systéme de Hopf-Galois.

La reconstruction tannakienne qui permet de montrer ce dernier théoréme méne éga-
lement & un résultat d’anti-multiplicativité de I’antipode d’un systéme de Hopf-Galois. Ce
résultat peut aussi se montrer en associant une algebre de Hopf faible [24] ou un groupoide
quantique [60] & un systéme de Hopf-Galois (travail en cours avec Cyril Grunspan).

Proposition 1.5 ([18]) Soit (A, B, Z,T) un systéme de Hopf-Galois. Alors l’antipode S :
T — Z est un antimorphisme d’algébres.
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Terminons ce paragraphe par la description des systémes de Hopf-Galois “universels”.
L’algebre de Hopf libre engendrée par une cogébre a été construite par Takeuchi [81]. Nous
en donnons une généralisation pour les systémes de Hopf-Galois, dans le cas de cogébres
matricielles.

Soient m,n € N*. L’algébre H(m,n) [18] est l’algébre universelle engendrée par des
()

éléments ;5 1<i<m,1<j<n ac N, soumis aux relations :

g @iplotl) — o tpletlgle) — 1 aeN

ot z% est la matrice (zf;). Quand m = n, H(m) = H(m,m) n’est autre que l’algébre
de Hopf libre engendrée par une coalgébre matricielle M, (k)* [81]. En fait la structure
d’algébre de Hopf est un cas particulier du résulat suivant :

Proposition 1.6 ([18]) Soient m,n > 2. Alors (H(m), H(n), H(m,n), H(n,m)) est un
systeme de Hopf-Galois.

Le fait que H(m,n) est une algébre non nulle est une conséquence des résultats de
[17], et les morphismes structurels du systéme de Hopf-Galois se définissent ainsi. Soient
m,n,p € N*. Alors on a des morphismes d’algébres

Al o H(m,n) — H(m,p) @ H(p,n)

p
(07 (07 «
Ti; E T © T

k=1

S Hnym) — H(m,n)°® et en : H(m) — k
a+1)

«

20 o

x5 — 045
qui munissent (H(m), H(n), H(m,n), H(n,m)) d’une structure évidente de systéme de
Hopf-Galois. Notons que les formules pour les morphismes structurels de tous les systémes

de Hopf-Galois se définissent de maniére analogue. On obtient donc le résultat suivant.

Théoréme 1.7 ([18]) Soit m > 2. Alors les catégories Comod(H (m)) et Comod(H(2))
sont monoidalement équivalentes.

Il semble qu’il reste quand méme bien difficile de décrire complétement la catégorie des
H(2)-comodules (liste des objets simples, indécomposables).

Signalons enfin un probléme intéressant : construire les systémes de Hopf-Galois libres
engendrés par des contextes de Morita-Takeuchi [82| généraux.
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2 Deéformation par des 2-cocycles

Des extensions bigaloisienne sont associées a des 2-cocycles par Schauenburg dans [79] :
ce sont des produits croisés, et sont en fait exactement les extensions de Hopf-Galois fendues
(voir [65]). On réécrit dans ce paragraphe ces constructions dans le cadre des systémes de
Hopf-Galois. Ensuite nous présenterons un exemple concret avec I’algébre des fonctions sur
le groupe symétrique [13, 18].

Soit A une algébre de Hopf. On utilise les notations de Sweedler A(a) = a(;) @ a(y)-
Un 2-cocycle sur A (voir par exemple [29]) est une application linéaire inversible pour la
convolution o : A ® A — k telle que

a(agy, bay)o(awbay,c) = a(bay, cay)o(a, baycw))

et o(a,1) = o(1,a) = €(a), pour tous a,b,c € A. L’inverse de ¢ pour la convolution, noté
o, vérifie

a(aqyba), ) (a), b)) = 7(a, ba)c))a(be), ¢)
et d(a,1) = a(1,a) = e(a), pour tous a,b,c € A.

Doi [29] et Schauenburg [79] associent diverses algébres & un 2-cocycle. Considérons
tout d’abord l’algébre ,A. En tant qu’espace vectoriel on a ;A = A et le produit de ,A est
défini par

aqb = O‘(a(l), b(l))a(g)b(g), a,be A

On a aussi 'algébre Az. En tant qu’espace vectoriel Az = A et le produit de Az est défini
par
a.zb = 5(0,(2), b(2))a(1)b(1), a,be A.

Alors Az est une algébre A-comodule dont la co-action « est définie par & = A. Finalement
il y al’algebre de Hopf ;A5 (notée A” dans [29]). En tant que coalgebre ;A5 = A. Le produit
de ;A5 est donné par

a.b = o(any,ba))o(aem), ba)ap)be), abe€ A,
et on a la formule suivante pour 'antipode de ;A5 :
S7(a) = a(a(), S(a2)))a(S(aw)); ai))S(as)).

L’algebre Az est une algebre ;Az-comodule & droite, avec co-action donnée par 3 = A. Ainsi
Az est une algébre A-,Az-cobimodule. C’est méme une extension bigaloisienne, comme le
montre le résultat suivant.

Proposition 2.1 ([18]) Soit A une algébre de Hopf et soit 0 : A® A — k un 2-cocycle.
Alors (A, A5, Az, -A) est un systéme de Hopf-Galois.
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Etudions maintenant un exemple explicite, pour 'algébre de Hopf des fonctions sur le
groupe symétrique. Fixons quelques notations. Jusqu’a la fin de ce paragraphe k sera un
corps de caracteristique nulle. Soient m,n € Z* avec m,n > 2 et soit £ une racine primitive
m-iéme de l'unité contenue dans k. On va s’intéresser au groupe symétrique Sy,,. Pour un
nombre réel z, posons Et(z) =n ot n € Z est tel que x €|n—1,n]. Pouri € {1,...,mn},
on pose i* := E* (L) e {1,...,n}.

On dira qu’une matrice p = (p;j) € M, (k) est une matrice AST (d’aprés Artin-Schelter-
Tate [1]) si psy = 1 et p;;p;i = 1 pour tous @ et j. Une matrice AST est dite d’ordre m if
pi; = 1 pour tous ¢ et j. La matrice AST triviale (i.e. p;; = 1 pour tous 7 et j) est notée 1.

Soit p € M, (k) une matrice AST d’ordre m. Soient i, j,k,l € {1,...,mn}. On pose

m—1
RAD) = ey S €1 HH e

r,5=0

Définition 2.2 ([18]) Soient p,q € M, (k) des matrices AST d’ordre m. L’algébre Oq p(Smn)
est l’algebre universelle engendrée par des éléments ($ij)1§¢7j§mn satisfaisant aux relations :

mn mn
TijTik = OjkTij 5 TjiThi = OjkTj; Zwil =1= Zl‘li , 1< j,k<n. (1)
=1 =1
> RE(p)raiwsr = ZRﬁcﬁ(Q)ﬂﬁzﬂkj , 1<, j,0,8 < n. (2)
Kl Kl

Quand p = q, alors Op(Smn) = Op p(Smn) est un algebre de Hopf, avec coproduit
défini par A(xj) = D) Tik ® xkj, counité définie par e(x;;) = d;; et antipode défini par
S(xij) = 4. Si p = 1, alors O1(Smn) n'est autre que l'algebre O(Sy,,) des fonctions sur
Smn. Notons que les relations (2) sont précisément les relations FRT de [74]. Si m = 2, ces
algebres de Hopf sont exactement les algebres Op(S2,) de [13].

Proposition 2.3 ([18]) Soient p,q € M,(k) des matrices AST d’ordre m. Alors
(Oq(Smn), Op(Smn)s Oq,p(Smn): Op.q(Smn)) est un systéme de Hopf-Galois.

Les morphismes structurels se définissent comme des généralisations naturelles des
morphismes structurels de 'algébre de Hopf Op(Sm»). Il s’agit alors de montrer que
Op,q(Smn) est une algebre non nulle. On peut faire cela en utilisant un 2-cocycle : on
commence par construire, & la maniére d’Artin-Schelter-Tate, un 2-cocycle sur un sous-
groupe H = (Z/mZ)" de Spmn, que 'on prolonge en un 2-cocycle op sur 'algebre de Hopf
O(Smn) en utilisant la méthode d’Enock-Vainerman [36]. On montre alors que Op 1(Smn)
s'identifie & 5, O(Smn), et on conclut facilement : voir [18] pour les détails. On obtient donc
le résultat suivant.

Théoréme 2.4 ([18]) Soit p € M, (k) une matrice AST d’ordre m. Alors la catégorie des
Op(Smn)-comodules est monoidalement équivalente & la catégorie des représentations du
groupe symétrique Sy .
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11 serait fort intéressant de classifier a isomorphisme prés les algébres de Hopf obtenues,
ce qui n’est pas évident a priori. En effet des cocycles non cohomologues peuvent donner des
algebres de Hopf isomorphes. Nous avons tout de méme vérifié dans [13] que pour le groupe
symétrique Ss,, on obtient au moins n algébres de Hopf non deux & deux isomorphes.

On peut utiliser le théoréme 2.4 pour généraliser un résultat classique de théorie des
invariants pour le groupe symétrique, a savoir la description par générateurs et relations
de l'algebre des polynémes symétriques : cela est fait dans [13].
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3 Le groupe quantique d’une forme bilinéaire non dégénérée

Le groupe quantique d’une forme bilinéaire non dégénérée a été introduit par Dubois-
Violette et Launer [32]. On décrit dans ce paragraphe la catégorie des représentations de ces
groupes quantiques en montrant qu’elle se réduit a celle du groupe quantique SLy(2), et on
présente plusieurs applications. Le point clé est I'introduction de systémes de Hopf-Galois
appropriés.

Définition 3.1 ([17]) Soient E € GL(m) et F € GL(n). L’algébre B(E, F) est l’algébre
universelle engendrée par des éléments z;j, 1 <1 <m,1 < j <n, soumis auz relations

FY2Ez=1,; z2F'%E = I,,.

Quand E = F, on a B(E, E) = B(E), l'algébre de Hopf des fonctions sur le groupe des
symétries quantiques de la forme bilinéaire associée & E, introduite par Dubois-Violette et
Launer [32]. On consultera [32] et [17] pour la propriété universelle précise de B(E). Notons

que pour ¢ € k* et pour la matrice E, = _;)_1 (1) > € GL(2), alors B(E,) s’identifie

a O(SLy(2)). En fait la structure d’algebre de Hopf de B(E) est un cas particulier du
résultat suivant de [17].

Proposition 3.2 ([17, 18]) Soient E € GL(m) et F € GL(n) (m,n > 2) telles que
tr(E'E~Y) = tr(F'F~Y). Alors (B(E),B(F),B(E,F),B(F,E)) est un systéme de Hopf-
Galois.

Les morphismes structurels se définissent comme des généralisations naturelles des mor-
phismes structurels de l'algebre de Hopf B(FE). La difficulté technique essentielle est de
montrer que 1'algébre B(E, F) est non nulle quand tr(E'E~1) = tr(F'F~1). Cela est fait
dans [17] en utilisant le lemme du diamant de Bergman [10].

On obtient donc le résultat suivant.

Théoréme 3.3 ([17]) 1) Soient E € GL(m) et F € GL(n) (m,n > 2) telles que tr(E'E~1)
tr(F'F~1). Alors on a une équivalence de catégories monoidales

Comod(B(E)) =% Comod(B(F)).

2) Supposons k algébriquement clos. Soit E € GL(m) (m > 2) et soit ¢ € k* tel que
@® +tr(E'E~1)q+1=0. Alors on a une équivalence de catégories monoidales

Comod(B(E)) =% Comod(O(SLy(2))).

Banica avait donné dans [2] un résultat assez similaire, & savoir la description du semi-
anneau de représentations des formes compactes de B(FE), mais sans une telle équivalence
monoidale. Notre résultat traite le cas cosemisimple non compact, mais aussi le cas non
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non cosemisimple (i.e. quand ¢ est une racine de l'unité d’ordre supérieur ou égal a 3 ou
que la caractéristique est positive).

Notons également un résultat assez voisin de Phung Ho Hai [42] pour GL en caracté-
ristique nulle et lorsque g n’est pas une racine de l'unité. Phung Ho Hai montre dans [42]
que la catégorie des comodules de 1’algébre de Hopf universelle associée & une ¢-symétrie
de Hecke paire de rang N est monoidalement équivalente a celle des représentations de
GL4(N), avec ¢ non racine de l'unité. Dans le cas N = 2, un résultat de classification de
Gurevich [41] assure que les symétries de Hecke de rang 2 proviennent toutes de (une ou
plusieurs) formes bilinéaires non dégénérées, et il est beaucoup plus simple de travailler
directement avec une forme bilinéaire : cela évite de parler de déterminant quantique.

Le théoréme 3.3 a un certain nombre de conséquences intéressantes en caractéristique
zéro. On suppose, et ce jusqu’a la fin du paragraphe, que k£ est un corps algébriquement
clos de caractéristique zéro.

Tout d’abord on a le résultat de classification suivant [17]. Il signifie que les groupes
quantiques associés a deux formes bilinéaires non dégénérées sont isomorphes si et seule-
ment si les formes bilinéaires considérées sont équivalentes.

Théoréme 3.4 ([17]) Soient E € GL(m) et F € GL(n). Les algébres de Hopf B(E)
et B(F') sont isomorphes si et seulement si m = n et s’il existe M € GL(m) telle que
F='MEM.

On montre de fagon identique que le groupe des automorphismes de 1’algébre de Hopf
B(E) s’identifie au groupe des automorphismes de la forme bilinéaire associée a E.

Théoréme 3.5 ([17]) Soit E € GL(m). Alors
Autyopt(B(E)) = {P € GL(m) | 'PEP = E}/{+I}.

On peut aussi utiliser le théoréme 3.3 pour trouver les algébres de Hopf cosemisimples
ayant un semi-anneau de representation isomorphe a celui de SL(2) (le semi-anneau de
représentation d’une algébre de Hopf cosemisimple est le semi-anneau de Grothendieck de
sa catégorie de comodules de dimension finie). L’autre ingrédient principal est la théorie
des représentations de SLg(2), y compris le cas des racines de 'unité (voir [51]). Rappelons
qu’un élément g € k* est dit générique s’il n’est pas une racine de I'unité d’ordre N > 3.

Théoréme 3.6 ([17]) Soit A une algébre de Hopf cosemisimple dont le semi-anneau de
représentations est isomorphe a celui de SL(2). Alors il existe E € GL(n) (n > 2) telle
que A soit isomorphe 6 B(E), et telle que les solutions de ’équation ¢>+tr(E'E~1)g+1 =0
sotent génériques.

En combinant les théorémes 3.4 et 3.6, on a donc la classification compléte des “dé-
formations” de SL(2). Cela était connu en imposant que la représentation fondamentale
soit de dimension 2 |71], et sans restriction de dimension dans le cas compact [2]. On en-
visage bien sir d’utiliser les systémes de Hopf-Galois pour obtenir d’autres résultats de
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ce type, les cas SL(3) et SO(3) semblant étre atteignables (le cas SL(3), en imposant
que la représentation fondamentale soit de dimension 3, a été traité par Ohn [67]). En
dimension supérieure, la classification “a isomorphisme prés” semble plus difficile, mais un
résultat du type du théoréme 3.6 pour SL(NN) semble envisageable, grace au théoréme de
Kazhdan-Wenzl [49] et aux résultats de Phung Ho Hai [42] (néanmoins il reste un peu de
travail).

L’ordre de I'antipode d’une algébre de Hopf, c’est-a-dire I’analogue de I’inversion pour
les groupes, a été un sujet d’étude important depuis le début de la théorie dans les années
60. Rappelons quelques-uns des résultats historiques principaux.

- Tout d’abord, on a le résultat bien connu : I'antipode d’une algébre de Hopf commutative
ou cocommutative est involutif.

- En 1971, Taft [80] a construit des algebres de Hopf de dimension finie avec un antipode
d’ordre pair arbitraire. Les algébres de Taft ne sont pas cosemisimples.

- En 1975, Kaplansky [45] a conjecturé que 'antipode d’une algébre de Hopf cosemisimple
de dimension finie est involutif.

- Radford ([72], 1976) a montré que l'ordre de I’antipode d’une algébre de Hopf de dimension
finie est fini.

- La conjecture de Kaplansky a été démontrée en caractéristique zéro par Larson-Radford
([54, 55], 1987). La conjecture reste ouverte en général, bien qu’elle ait été démontrée sous
I’hypothese additionelle de semi-simplicité par Etingof-Gelaki ([37], 1998) en caractéris-
tique positive.

Il semble que les exemples d’algébres de Hopf cosemisimples connus aient un antipode
d’ordre 2 ou infini. En utilisant les algeébres de Hopf B(E) et les résultats précédents, on
obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.7 ([15]) Soit m > 1 un entier. Alors il existe une algébre de Hopf cosemi-
simple dont antipode est d’ordre 2m.

Notons également que les algebres de Hopf B(E) permettent de répondre par la négative
a une question posée dans 38| (Question 7.4) concernant les valeurs propres du carré de
I’antipode d’une algebre de Hopf cotriangulaire : voir [15].

Les algebres de Hopf B(F) fournissent également des objets d’expérimentation idéaux
pour ’étude de l'indicateur de Schur. On a généralisé dans [15] le théoréme classique de
Frobenius-Schur sur les valeurs possibles de 'indicateur de Schur au cas des algébres de
Hopf cosemisimples & antipode involutif, ce qui avait été fait précédemment par Linchenko-
Montgomery [58] en dimension finie. Soit G un groupe compact et soit V' une représentation
(complexe) de dimension finie de G. L’indicateur de Schur de V' est alors défini par la
formule

wa(V) = /G v (g?)dg.

Le théoréme de Frobenius-Schur (voir [25]) assure que pour une representation irréductible
V', alors 12(V) = 0,1 ou —1, avec v2(V) # 0 si et seulement si la représentation V' est
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auto-duale. Le cas v2(V) = 1 correspond a l'existence d’une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée G-invariante sur V', alors que le cas v2(V) = —1 correspond a existence
d’une forme bilinéaire anti-symétrique non dégénérée G-invariante sur V.

Soit A une algebre de Hopf cosemisimple, soit h sa mesure de Haar et soit V un A-
comodule de dimension finie. En dualisant [58], on définit I'indicateur de Schur de V par
la formule

v2(V) == h(xv)Xxv(2));

ou xy € A est le caractére de V.

Théoréme 3.8 ([15]) Soit A une algébre de Hopf cosemisimple et soit V un A-comodule
wrréductible.
1) Le A-comodule V' n’est pas auto-dual si et seulement si v2(V') = 0.

Supposons maintenant que V est auto-dual.
2) Soit B: V@V — k une forme bilinéaire non dégénérée A-colinéaire. Soit E la matrice
de (B dans une base quelconque de V. Alors

dim
AlV) = Ty

8) Supposons que S* = id. Alors vo(V) = £1. Le cas vo(V) = 1 correspond a l’exis-
tence d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée A-colinéaire sur V, alors que le cas
(V) = —1 correspond a lexistence d’une forme bilinéaire anti-symétrique non dégénérée
A-colinéaire sur V.

Le théoréme de Frobenius-Schur de Linchenko-Montgomery est donc via le théoréme
de Larson-Radford [54, 55|, un cas particulier de notre résultat.

Les algebres de Hopf B(E) permettent de montrer que ’on ne peut envisager de géné-
raliser plus le théoréme de Frobenius-Schur, méme pour les algebres de Hopf cosemisimples
a antipode d’ordre fini : en effet, pour tout entier impair n > 3, il existe une algébre de
Hopf cosemisimple & antipode d’ordre 4 possédant un comodule irréductible V' tel que
(V) = n. ([15]).
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4 Algébres de Hopf cosouveraines

La notion de catégorie monoidale souveraine, introduite par Freyd et Yetter (voir [94,
61]), est apparue en liaison avec la construction d’invariants quantiques des noeuds et des
3-variétés. Rappelons qu’une telle catégorie est une catégorie monoidale rigide & droite et
& gauche et munie d’un isomorphisme fonctoriel et monoidal entre les foncteurs dualité a
droite et & gauche. Dans [14]| on a introduit et étudié la notion correspondante pour les
algébres de Hopf.

Définition 4.1 ([14]|) Soit A une algébre de Hopf. Un caractére souverain sur A est un
morphisme d’algébre ® : A — k tel que S? = ®*idx®~1. Une algébre de Hopf cosouveraine
est une paire (A, ®) ot A est une algébre de Hopf et ® est un caractére souverain sur A.

Comme a ’accoutumée dans ce genre de situations, une algébre de Hopf cosouveraine
(A, ®) est souvent simplement notée A. Les méthodes tannakiennes permettent de montrer
le résultat suivant, qui justifie notre terminologie.

Proposition 4.2 ([14]) Soit A une algébre de Hopf. La donnée d’une structure souveraine
sur Comody(A) est équivalente a celle d’un caractére souverain sur A.

Rappelons [94]| qu’une catégorie tressée [44] rigide posséde un twist si et seulement si
elle posséde une structure souveraine. La notion correspondant a celle de twist pour les
algeébres de Hopf est une simple forme linéaire, et ainsi il est plus facile de construire un
caractére souverain. On obtient ainsi une simplification technique si 'on veut utiliser les
algebres de Hopf en théorie des noeuds (voir [47]). Notons aussi que Barrett et Westbury
[6, 7] ont construit des invariants de 3-variétés en utilisant des catégories souveraines (ou
plutot sphériques) non munies de tressages.

On a construit dans [14] les algébres de Hopf cosouveraines universelles, la terminologie
étant justifiée par la propriété universelle énoncée dans le théoréme qui suit.

Définition 4.3 ([14]) Soit F € GL(n). L’algébre H(F') est l'algébre universelle engendrée
par des éléments (uij)1<ij<n, (Vij)i<ij<n Soumis auz relations :

uo=u=1 ; vFuF '=FuwFlv=1

Théoréme 4.4 ([14]) Soit F € GL(n). Alors H(F) est une algébre de Hopf :

avec comultiplication A(u;;) = Z i @ui; 5 Avy) = Z Vik ® Ukj,
k k
avec counite e(u;;) = &5 = e(vij),
avec antipode S(u) = ‘v ; S(v) = FuF'

Il existe un caractére souverain ®p sur H(F) tel que ®p(u) = tpt et Op(v) = F et par
conséquent (H(F),®r) est une algébre de Hopf cosouveraine.
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Si A est une algébre de Hopf et si V' est A-comodule de dimension finie avec co-action
ay :V—V & A tel que V=V** alors il existe une matrice F € GL(n) (n =dim(V)),
une co-action By : V. — V @ H(F) et un morphisme d’algébres de Hopf 7 : H(F) — A
tels que (1y ® ) o By = avy. En particulier toute algébre de Hopf cosouveraine de type fini
est quotient d’une algébre de Hopf H(F') pour une matrice F € GL, (k).

La propriété universelle énoncée permet de voir les algébres de Hopf cosouveraines
universelles commes les analogues naturels des groupes linéaires en théorie des groupes
quantiques, pour peu que ’on impose & une représentation d’un groupe quantique d’étre
isomorphe & son bidual. Il est donc important d’en déterminer les coreprésentations.

Quand le corps de base est k = C et si la matrice F' est positive, on retrouve les CQG-
algébres associées aux groupes quantiques compacts universels de Van daele et Wang [86].
La théorie des représentations des groupes quantiques compacts universels a été décrite
par Banica [3]. On a, en utilisant des systémes de Hopf-Galois appropriés, généralisé ses
résultats dans [22].

Définition 4.5 ([18]) Soient E € GL(m) et F € GL(n). L’algébre H(E, F') est l’algébre
unwerselle engendrée par des éléments u;j, vij, 1 <1 <m,1 < j <n, soumis auz relations

wo =1, = vFuE™! s o hu=1, = FluE .

Proposition 4.6 ([22]) Soient E € GL(m) et F' € GL(n) telles que tr(E) = tr(F) et
tr(E~Y) = tr(F~1). Alors (H(E),H(F),H(E,F),H(F,E)) est un systtme de Hopf-Galois.

La encore, les morphismes structurels du systéme de Hopf-Galois se définissent comme
des généralisations naturelles des morphismes structurels de 'algébre de Hopf H(F'), la
difficulté technique principale étant une nouvelle fois de montrer que que I'algebre H(E, F')
est non nulle si tr(F) = tr(F) et tr(E~!) = tr(F~!). Comme dans [17], on utilise le lemme
du diamant.

Pour décrire les coreprésentations de H (F'), introduisons quelques notations et conven-
tions. Soit ¢ € k*. On note H(q) l'algebre de Hopf H(Fj), ou F, est la matrice F, =

-1
( qo 2 > € GL(2). On dira qu’une matrice F' € GL(m) est normalisée si tr(F) =
tr(F~1). On dira que F is normalisable s’il existe A € k* tel que tr(AF) = tr((AF)™1).
Sur un corps algébriquement clos, toute matrice est normalisable & moins que tr(F) = 0 #
tr(F~1) ou tr(F) # 0 = tr(F~!). Le théoréme suivant est un conséquence de la proposition
4.6.

Théoréme 4.7 ([22]) 1) Soient E € GL(m) et F' € GL(n) (m,n > 2) telles que tr(E) =
tr(F) et tr(E~1) = tr(F~Y). Alors on a une équivalence de catégories monoidales

Comod(H (E)) =% Comod(H (F)).
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2) Supposons que k est algébriquement clos et que F est normalisable. Alors il existe g € k*
tel que l'on ait une équivalence de catégories monoidales :

Comod(H (F)) =% Comod(H(q)).

Si F is normalisée, alors q est une solution de ’équation q*> — tr(F)q+1 = 0.
3) Supposons que F' n’est pas normalisable. Soit E € GL(3, k) une matrice telle que tr(E) =
0 et tr(E~Y) #£ 0. Alors on a une équivalence de catégories monoidales :

Comod(H (F)) =% Comod(H (E)).

On suppose, et ce jusqu’a la fin du paragraphe, que k est un corps algébriquement
clos de caractéristique nulle. On dira qu'une matrice F' est générique si les solutions de
I'équation ¢? — tr(F)g + 1 = 0 sont génériques. Le théoréme suivant [22] généralise le
théoréme de classification des représentations des groupes quantiques universels de Banica
[3]. Nous avons encore besoin de quelques notations. Considérons le monoide N * N :
c’est le monoide libre engendré par deux éléments « et 4. On a un unique morphisme
antimultiplicatif ~ : NN — NxNtel e = e, @ = B et 3 = a (e est I'unité NxN). D’autre
part le comodule associé aux éléments u;; (respectivement v;;) est noté U (respectivement
V).

Théoréme 4.8 (|22]) Soit F € GL(n) (n > 2) une matrice normalisée.

1) H(F) est cosemisimple si et seulement si F' est générique.

2) Supposons que F est générique. A chaque * € N x N correspond un H(F)-comodule
simple Uy, avec Uo =k, Uy =U et Ug = V. Tout H(F')-comodule simple est isomorphe &
un des Uy, et Uy = Uy si et seulement st x =y. Pour x,y € NxN, on a U; = U; et

U, ® U, = b Uab -
{a,b,9€N*N|z=ag,y=gb}

Le théoréme 4.7 rameéne le théoréme 4.8 au cas de H(g). On construit alors un plon-
gement de H(g) dans le produit libre k[z, 271] x O(SL4(2)). On conclut alors en utilisant
la théorie des corepresentations d’un produit libre de Wang [87] et le produit ® de Banica
sur l'algebre libre a deux générateurs [3].

On peut utiliser le théoréme 4.7 pour obtenir une classification compléte des algébres
de Hopf H(F) pour des matrices génériques. Le cas compact (c’est-a-dire pour F' positive)
a été traité par Wang [89].

Théoréme 4.9 ([22]) Soient E € GL(m), F € GL(n) (m,n > 2) des matrices génériques.
Les algébres de Hopf H(E) et H(F) sont isomorphes si et seulement si 'une des deuz
conditions sutvantes est réalisée.

i) m =n et il existe P € GL(n) telle que F = +PEP~".

ii) m =mn et il existe P € GL(n) telle que tF~! = £PEP-L.
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On peux aussi décrire le groupe des automorphismes de H(F'). Soit F' € GL(n). Posons
Xo(F)={K € GL(n) | KFK*=F}, Y(F)={K € GL(n) | KFK~' = F '},

et X(F) = Xo(F)/k*. Alors X(F') est un groupe. Pour N € NU {co}, Le groupe cyclique
group d’ordre N est noté Cl.

Théoréme 4.10 ([22]) soit F' € GL(n) (n > 2) une matrice générique.

a) Supposons que Y (F) = 0. Alors X (F) = Autyopt(H (F)).

b) Supposons que Y (F) # 0. Soit K € Y (F), et soit N = min{p € NU{oo} | (F"VK 'K €
k*}. Alors on a une suite exacte de groupes :

1— Cy —>X(F) X Copn —>AutH0pf(H(F)) — 1

En particulier, s’il existe K € GL(n, k) telle que F = thlK, alors K € Y(F), on peut
prendre N =1 et on a un isomorphisme X (F') x Cy = Autyops(H (F)).

On a aussi, en s’inspirant de la définition de Woronowicz du groupe quantique SU(N)
[92], construit dans [14] des généralisations naturelles des algébres de Hopf SLq(N) et B(E).
Sous certaines conditions, on peut montrer que ces algébres de Hopf sont cosouveraines, et
aussi en utilisant un critére de réductivité de [11], qu’elles sont cosemisimples.
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5 Analogue quantique libre des premiers théorémes fonda-
mentaux de la théorie des invariants

Dans [21], nous avons formulé et montré un analogue des premiers théorémes fondamen-
taux de la théorie des invariants, en remplacant les algébres de polynémes par des algébres
libres. Pour comprendre notre résultat, il faut d’abord rappeler la situation classique.

Fixons des entiers positifs m,n,t > 0. Pour des entiers u,v > 0, notons M, , I’ensemble
des matrices u x v a coefficients dans k. Le groupe linéaire GL(t) opére sur la variété
V = My, + X My, Vopération étant donnée par la formule :

GLt)yxV —V
(9,(A,B)) — (Ag~',gB).

Ainsi GL(t) opére sur l'algebre O(V) = O(M,y, ) ® O(Myy). Les premiers théorémes
fondamentaux de la théorie des invariants décrivent lalgebre O(V)GL(®) des invariants
pour cette opération de la maniére suivante. On considére la multiplication

0: MmﬂgXth — Mmm
(A,B) — AB

et on note 6% : O(Mpy, ) — O(Mp 1) @ O(M ) le morphisme d’algebres induit.
e L’algebre des invariants O(V)9E® coincide avec Imb*.

e Soient X;; (1 <i<m,1<j <n) les fonctions coordonnées sur M,, . Soit 711 I'idéal
de O(M,, ) engendré par les mineurs (¢ + 1) x (¢t + 1) de la matrice (X;) (cet idéal est
nul si ¢ > min{m, n}). Alors Kerf* = Ty ;.

Ces deux théorémes sont connus respectivement comme étant le premier et deuxiéme
théoréeme fondamentaux de la théorie des invariants (pour GL(t)) : voir [28]. Ils décrivent
totalement 1’algebre (’)(V)GL(t). Ces théorémes ont étés généralisés au cas des algebres
quantifiées par Goodearl, Lenagan et Rigal [39]. C’est d’ailleurs leur travail qui nous a
donné I’idée de proposer un analogue libre de ces théorémes.

Notons A(m,n), A(m,t) and A(t,n) les algebres libres engendrées par mn, mt and
tn générateurs respectivement, dont les générateurs respectifs sont notés x;;, yi; et z;;.
L’analogue de la comultiplication 6* est le morphisme d’algébres

0: A(m,n) — A(m,t) ® A(t,n)

Tij — Z Yik @ 2kj-
k=1

11 est facile de montrer que 6 est injectif. Il est alors naturel de se poser la question suivante :
existe-t-il un groupe quantique G opérant sur A(m,t) ® A(t,n) et tel que Imf = (A(m,t)®
A(t,n))% ? Nous avons tout d’abord besoin de reformuler un peu plus précisément notre
question. Soit H une algebre de Hopf et soit u = (u;j) € M;(H) une matrice multiplicative,
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ce qui signifie que pour tous i,j € {1,...,t}, on a A(u;;j) = D1 wir @ uk; et e(ui;) = d4j.
Alors A(m,t) est un H-comodule & gauche, avec co-action

p:A(m,t) — H ® A(m,t)
t
Yij — Zvjk: & Yik-
k=1

De méme A(t,n) est une algebre H-comodule a gauche, avec co-action

A A(t,n) — H ® A(t,n)
t

Zig — E Uik X Rkj-
k=1

Par conséquent A(m,t) ® A(t,n) est un H-comodule, et d’autre part les coinvariants
(A(m,t) ® A(t,n))°H forment une sous-algébre de (A(m,t) ® A(t,n)) qui contient Im6
(voir [39] et [21]). On cherche alors une algebre de Hopf H pour laquelle on aurait Imf =
(A(m,t)®A(t,n))°H. Pour une matrice F' € GL(t), considérons ’algébre de Hopf cosouve-
raine universelle H(F') [14] : les considérations précédentes s’appliquent, et on a le résultat
suivant, qui est notre analogue quantique libre des premiers théorémes fondamentaux de
la théorie des invariants.

Théoréme 5.1 Soient m,n,t > 0 des entiers positifs et soit F' € GL(t). Alors le mor-
phisme d’algébres
0: A(m,n) — (A(m,t) @ A(t,n))°HE)

est un 1somorphisme.

L’ingrédient essentiel pour la preuve du théoréme est la théorie des coreprésentations
de H(F) [22].
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6 Reconstruction galoisienne des groupes quantiques

On passe en revue ici les résultats et constructions de [12]. On commence par les
observations classiques suivantes, dont on va proposer des analogues quantiques.

(1) Soit C une (petite) catégorie et soit F': C — Ensy un foncteur a valeurs dans la
catégorie des ensembles finis. Notons Aut(F) le groupe des automorphismes du foncteur
F. Alors F se factorise en un foncteur F : C — Aut(F) — Ens; (la catégorie des Aut(F)-
ensembles finis) suivi du foncteur oubli :

F:C Ensy

~
~
2 /
_~
~
Fo>

Aut(F') — Ensy

2) Soit C = G — Ensy ou G est un groupe fini et soit w = F' le foncteur oubli. Alors
!
les groupes Aut(w) et G sont isomorphes.

Ces deux résultats, faciles & montrer, sont d’'un grand intérét : en effet ils sont les
observations préliminaires essentielles & la théorie de Galois axiomatique de Grothendieck
[40]. On se propose donc, dans le but d’obtenir une généralisation quantique de la théorie
de Galois de Grothendieck, d’établir des analogues quantiques de ces résultats. L’astuce
technique essentielle pour notre construction, inspiré par le résultat de Wang [88] sur
la non-existence du groupe quantique compact des automorphismes d’une C*-algébre de
dimension finie, est de considérer un foncteur & valeurs dans les espaces quantiques mesurés
plutot que les espaces quantiques. Rappelons qu’une mesure sur une algébre Z est une forme
linéaire sur Z telle que la forme bilinéaire Z x Z — k, (a,b) — ¢(ab), soit non dégénérée.
Une algebre mesurée est une paire (Z, ¢) ou Z est une algébre et ol ¢ est une mesure sur
Z . On note Malgy la catégorie des algébre mesurées de dimension finie : c’est une sous-
catégorie pleine de la catégorie des algébres de dimension finie. Pour une algébre de Hopf
A, on note Malgs(A) la catégorie des algebres A-comodules mesurées de dimension finie,
c’est-a-dire des algeébres A-comodules de dimension finie munies d’une mesure qui soit un
morphisme de comodules.

Théoréme 6.1 ([12]) Soit C une (petite) catégorie et soit F': C — Malgy un foncteur.
Alors il existe une algébre de Hopf Aqui(F) telle que F se factorise en un foncteur F :
C — Malgs(Aqui(F')) suivi par le foncteur oubli :

F:C Malgy

~
~
~ /
>
~
F A

/\/lalgf (Aaut (F))

5EII dimension finie, une algébre mesurée n’est donc autre qu’une algébre de Frobenius munie du choix
’
d’une mesure.
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L’algébre de Hopf Aqut(F) a la propriété universelle suivante :

Si B est une algébre de Hopf telle F' se factorise en un foncteur o wvaleurs dans
Malgs(B), alors il existe un unique morphisme d’algébres de Hopf m : Aqu(F) — B
tel que le diagramme suivant commute :

F B F®Aaut(F)
x %
F®B

ot « et 3 sont les co-actions de Aqui(F') et B respectivement.

L’ingrédient essentiel pour montrer ce théoréme galoisien non commutatif est la dualité
tannakienne non commutative. Puisque ’on ne suppose l’existence d’aucune structure sur
la catégorie C de départ, le théoréme fournit sans difficulté des exemples d’algébres de Hopf.
Par exemple si C = {} est la catégorie triviale & un objet et un morphisme et si (Z, ¢) est
une algébre mesurée de dimension finie, on peut considérer le foncteur F': C — Malgy tel
que F(x) = (Z,¢). L’algebre de Hopf Agu:(F') est alors notée Agu(Z, ¢), et on obtient un
analogue algébrique du groupe quantique compact des automorphismes d’'une C*-algébre
de dimension finie munie d’une trace de Wang [88|. Les représentations de ces objets sont
décrites par Banica [5], et sont similaires a celles de SO(3). Pour les algébres de matrices,
on a généralisé le résultat de Banica au cas de mesures non traciales. Soit F' € GL(n) et soit
trp = tr(tF_l—) : My, (k) — k : c’est une mesure sur 'algébre des matrices M, (k). On a
montré le résultat suivant dans [22], toujours en utilisant des systémes de Hopf-Galois.

Théoréme 6.2 ([22]) Soient E € GL(m) et F' € GL(n) (m,n > 2) avec tr(E) = tr(F)
et tr(E~Y) = tr(F~1). Alors les catégories de comodules de Aqut(Mpm(k),trg) et de
Agut (M (k), trp) sont monoidalement équivalentes. En particulier, si tr(F) = tr(F~1)
et s’il existe ¢ € k* tel que ¢*> — tr(F)g+ 1 = 0, alors les catégories de comodules de
Aqut (M (k) trp) et de O(SO,1/2(3)) sont monoidalement équivalentes.

On peut également utiliser le théoréme 6.1 pour définir les groupes quantiques d’au-
tomorphismes des graphes finis de [16] (dont la construction était antérieure au théoréme
6.1).

Finalement, on peut utiliser le théoréme 6.1 pour reconstruire une algébre de Hopf de
dimension finie & partir de ses algébres comodules, c’est-a-dire que I'on obtient ’analogue
quantique de l'observation (2). Les autres ingrédients de la preuve sont des résultats clas-
siques, a savoir I'existence d’une mesure de Haar sur une algébre de Hopf de dimension
finie, et le théoréme fondamental des modules de Hopf [56]. On suppose ici que le corps k
est infini.

Théoréme 6.3 ([12]) Soit A une algébre de Hopf de dimension finie. Soit C = Malgs(A)
la catégorie des algebres A-comodules mesurées de dimension finie et soit w : C — Malgy
le foncteur oubli. Alors les algébres de Hopf A and Agui(w) sont isomorphes.
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7 Groupes quantiques d’automorphismes des graphes finis

Ce paragraphe reprend les résulats des articles [16] et [20], écrits dans le cadre C*-
algébrique des groupes quantiques compacts |91, 93]. Pour garder une certaine unité a ce
document, on se place simplement dans le cadre, équivalent pour les considérations faites
ici, des CQG-algebres ([50]), c’est-a-dire des *-algeébres de Hopf dont tous les comodules
de dimension finie sont unitarisables. Ici le corps de base est donc k = C.

Le point de départ est la description par Wang [88] du groupe quantiques des permu-
tations d’un ensemble X, & n points. Le groupe quantique correspondant, noté Ag:(X5),
est le groupe quantique Agqu(C'(X,), @) du paragraphe précédent, on C(X,,) est 'algebre
des fonctions sur X, et ot ¢ est la forme linéaire correspondant a la mesure de comptage
usuelle 6. La description de Agyt(X,,) est la suivante [88] : Agut(X,,) est algébre universelle
engendrée par des éléments (2;;)1<i j<n Soumis aux relations

n n
TijTik = OjkTij 3 TjiTki = OjkTji Z%‘l =1= Zfb‘li ;o 1<4,5,k<n.
=1 =1

Alors Agui(Xy,) est une CQG-algebre dont les morphismes structuraux sont définis par les
formules suivantes :

n
i =xiy 5 Awig) = Z%k ®xg; ; e(ziy) =65 5 Swy)=z5 3 1<4,j<n
k=1

Pour n < 3, on obtient ’algébre des fonctions sur le groupe symétrique, mais pour n > 4,
Palgebre de Hopf A (X,,) est de dimension infinie, et la théorie des coreprésentations est
similaire a celle de SO(3) [5].

Dans le but de construire des sous-groupes quantiques non triviaux de Agu: (X, ), on a
defini et étudié le groupe quantique des automorphismes d'un graphe fini dans [16]. Soit
G = (S, A) un graphe fini : cela signifie ici que S et A sont des ensembles finis tels que
A C S§x 5. On consultera [16] pour la notion d’action d’un groupe quantique sur un graphe.
On peut construire le groupe quantique des automorphismes de G de la maniére suivante,
en utilisant la construction de [12]. Soit C la catégorie ayant deux objets {0,1} et deux
morphismes non triviaux 4,j : 0 = 1. On définit alors un foncteur F' : C — Malgy en
posant

F(O) = (C(S)>¢5’) ) F(l) = (C(A)v(lsA) ) F(Z) = Sx F(]) = by ,

ou ¢g et ¢4 sont les fonctions d’intégration habituelles, et ou s, and b, sont les morphismes
d’algébres induits par les applications source et but respectivement. Alors on peut définir
le groupe quantique des automorphismes de G par Auui(G) = Ague(F). La description
exacte est la suivante.

SEn fait on n’a pas vraiment besoin de parler de mesure ici : voir [88]. On ne s’attardera pas sur ce
point technique pourtant important.
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Théoréme 7.1 ([16]) Soit G = (S, A) un graphe fini @ n sommets et m arétes : A =
{V1y ooy Ym }- Alors Agut(G) est isomorphe a l’algebre universelle engendrée par des éléments
(Xij)1<ij<n soumis auz relations :

n n
(1) XijXow =0 X 3 XjiXpi =0 Xji; Y Xu=1=> X;, 1<ijk<n

=1 =1
(2) Xs)iXegk = ety kX0 = 0
KXis(r) Xt(ry) = Xty Xis(y) =0 € B, (k) € E
(3) Xs(r)stn) Xetvten) = Xeeopten) Xsr)stn) VN € E
(4) D Xetstn) Kot = 1= D Xaiystw Xeypn) » % €E
=1 =1

Les morphismes structurels de la *-algébre de Hopf Aqut(G) sont définis par les formules :

n
X5 =Xij 3 AXyj) =D Xip ® Xy 5 e(Xig) =i 5 S(Xij) = Xji; 1<4,5<n
k=1

et Agut(G) est une CQG-algébre.

On a constaté dans [16] que ’on obtient des groupes quantiques intéressants en consi-
dérant des graphes qui sont des réunions disjointes de copies d’'un méme graphe, comme

par exemple le graphe O. O.

Les groupes d’automorphismes usuels de tels graphes peuvent étre avantageusement
décrits en utilisant le produit en couronne 7 , ce qui nous a mené tout naturellement dans
[20] & proposer un analogue quantique libre du produit en couronne. Décrivons maintenant
cette construction générale. Rappelons d’abord que le produit libre de deux algébres de
Hopf est naturellement une algébre de Hopf. Par conséquent si A est une algébre de Hopf, on
peut considérer 'algébre de Hopf A*", produit libre de n copies de A. On notera v; : A —
A*™ les morphismes canoniques. L’algébre de Hopf A*" est une algebre Ay (X, )-comodule
mais on ne peut, pour diverses raisons techniques, former en général un produit semi-
direct de A*™ par Agu(X,,), sauf pour n = 2. Néanmoins on peut proposer la construction
suivante.

"Soient H un groupe et G C S, un sous-groupe. Alors G opére par automorphismes sur H™, et on peut
donc former le produit semi-direct H™ x G : c’est le produit en couronne de H par G, souvent noté HwG.
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Définition 7.2 (|20]) Soit n € N* et soit A une algébre de Hopf. Le produit en couronne
libre de A par le groupe des permutations quantiques Aqui(Xy) est le quotient de [’algébre
A % Agut (X)) par lidéal engendré par les éléments :

vp(a)zy — xgivi(a) , 1<i,k<n, ac€A.
L’algébre correspondante est notée Axy Agui(Xy).

La structure d’algébre de Hopf du produit en couronne libre est décrite dans le résultat
suivant.

Théoréme 7.3 (|20]) Le produit en couronne libre Ay Aqui(Xy) est une algébre de Hopf.
Soit a € A et soient i,j € {1...n}. La comultiplication A vérifie :

n

A(wij) = Z$ik®$kj ; A(via)) = Z vi@uk(Aa(a))(ryg®1) = Z vi(aqy)ria®@vk(ag))-
k=1 k=1 k=1

La co-unité € vérifie e(x;;) = 0i5 et e(vi(a)) = ca(a). L’antipode S vérifie :
n

S(wij) = x5 5 S(wila)) = ) vk(Sala))wk.
k=1

Si A est une x-algébre de Hopf, il en est de méme de Axy Agui(X,) avec xz‘j = wj; et
vi(a)* = vi(a*). Si A est une CQG-algébre, alors Axy Agut(Xy) est également une CQG-
algébre.

On obtient donc une construction systématique d’algebres de Hopf. Lorsque A = C[G]
est l'algébre d’un groupe G, on note A4, (G) l'algebre de Hopt C[G]*yw Agut(Xy). Une pré-
sentation explicite simple de A, (G) est donnée dans [20].

Revenons aux groupes d’automorphismes quantiques des graphes finis. Si G est un
graphe fini connexe, notons G'™ la réunion disjointe de n copies de G. On a, pour les
groupes d’automorphismes usuels, un isomorphisme Aut(G"") 2 Aut(G)wS,. Au niveau
des groupes quantiques, on le résultat suivant.

Théoréme 7.4 ([20]) Soit G un graphe fini conneze et soit n € N*. Alors on a un isomor-
phisme de CQG-algébres :

Aaut(gun) = Aaut(g) *WAaut(Xn)-

Ce théoréme permet une description explicite simple dans un certain nombre de cas.
Par exemple si G est un graphe connexe ayant un groupe d’automorphismes G qui est
abélien, on a Agu(GM") = A,(G). Le corollaire suivant assure quant a lui que le groupe
quantique des automorphismes est presque toujours non trivial.

Corollaire 7.5 ([20]) Soit G un graphe fini conneze possédant un groupe d’automorphismes
non trivial et soit n > 2 un entier. Alors Aaut(gH") est une CQG-algébre de dimension in
finie non commutative et non cocommmutative.
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8 La D-équation de Militaru

Ce chapitre reprend les résultats de article [23], écrit en collaboration avec Ross Street.
Le point de départ de ce travail est I’étude par Militaru de la D-équation [63], qui nous a
menés en particulier & une construction de type FRT dans un cadre catégorique minimal.

Rappelons d’abord la construction FRT classique dans son cadre catégorique usuel.
Soit V une catégorie monoidale tressée dans laquelle les limites inductives existent et dont
le produit tensoriel commute aux limites inductives. Soit M un objet de V ayant un dual
a gauche et soit R: M ® M — M ® M un morphisme.

(1) 1l existe une bigebre universelle A(R) dans V telle que M soit un A(R)-comodule
et telle que R soit un morphisme de A(R)-comodules. C’est la célebre bigebre FRT de
Faddeev, Reshetikhin et Takhtajan [74].

Si de plus R satisfait & ’équation de Yang-Baxter quantique, on dispose d’informations
supplémentaires sur A(R).

(2) La bigebre A(R) est cotressée, et R provient du tressage de la catégorie des A(R)-
comodules [57] &.

(3) M est un A(R)-module de Yetter-Drinfeld, et R provient de la structure de module de
Yetter-Drinfeld de M [73].

Soit R: M ® M — M ® M un morphisme. On dit que R est une solution de la
D-équation, ou un D-opérateur, si

(RR1p)o(ly@R) =1y @ R)o (R® 1py).

Cette équation a été nommeée et étudiée par Militaru [63]. Si R est un D-opérateur, Mili-
taru a construit une bigébre universelle D(R) satisfaisant un analogue de (3) : M est un
D(R)-dimodule de Long et R provient de la structure de dimodule de Long de M. Par
contre D(R) ne satisfait pas d’analogue de (1) et (2). En fait il apparait que D(R) est “I’al-
gebre tensorielle d’une certaine cogebre” (Militaru travaille dans la catégorie des espaces
vectoriels), et que la notion de dimodule de Long s’adapte sans difficulté aux cogebres. Ce
sont ces observations qui nous ont menés a une construction de type FRT valable dans un
cadre minimal, c’est-a-dire sans supposer que la catégorie ambiante est tressée, ce qui était
nécessaire pour pouvoir parler de bigébre.

Soit donc V une catégorie monoidale (non supposéee tressée) et soit C' une cogébre
dans V. Notons C la catégorie des C-comodules & droite. Alors C n’a pas de structure
monoidale naturelle. Néanmoins C est une V-actégorie 8, 69, 70, 59| : on a un bifoncteur
Y x C — C muni de contraites d’associativité. En effet si X est un objet de V et si M
est un C-comodule de co-action § : M — M ® C, alors X ® M est un C-comodule de
co-action 1x ® 4.

8Les référérences originales que nous mentionnons ici donnaient ces résultats dans la catégorie des
espaces vectoriels. Ils restent parfaitement valables dans le cadre plus général dans lequel nous nous plagons :
voir par exemple [78].
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Soit maintenant M un C-comodule et R: M ® M — M ® M un morphisme. L’objet
M ® M n’a pas de struture canonique de C-comodule et on ne peut donc demander a
R d’étre un morphisme de comodules. Par contre, si on note My ’objet de V sous-jacent
au comodule M, on peut, via la structure de V-actégorie de C, considérer le C-comodule
Mo® M et demander & R : My® M — My® M d’étre un morphisme de comodules. Ceci
meéne & notre théoréme de type FRT, analogue de (1) dans un cadre non tresseé.

Théoréme 8.1 ([23]) Soit V une catégorie monoidale dans laquelle les conoyaux de doubles
fleches existent. Soit M un objet de V ayant un dual & gauche et soit R: MQM — MM
un morphisme de V.

a) Il existe une cogébre D(R) et un morphisme § : M — M ® D(R) munissant M
d’une structure de D(R)-comodule telle R : My ® M — My ® M soit un morphisme de
D(R)-comodule.

b) La cogébre D(R) posséde la propriété universelle suivante. Soit C une cogébre telle que M
soit un C'-comodule et telle que R : Mo@M — Mo®M soit un morphisme de C-comodule.
Alors il existe un unique morphisme de cogébre v : D(R) — C' tel que (1py ® y) 0§ = &',
ou &' : M — M & C est la co-action de C sur M.

Revenons a la D-équation. Militaru |63] a utilisé les dimodules de Long d’une bigébre
pour étudier la D-équation. En fait la notion de comodule de Long d’une cogébre est
suffisante.

Définition 8.2 (|23]) a) Un systéme de Long est un quadruplet £ = (M,V, 6, ) ot M et
V sont des objets de V, et ot 6 : M — M QV et p: V@M — M sont des morphismes
tels que

dopu=(p®ly)o(ly ®9).

b) Soit C une cogébre. Un C-comodule de Long est un triplet (M,0, ) ou (M,9) est un
C-comodule et o p: C @ M — M est un morphisme tel que (M, C, 0, 1) soit un systéme
de Long.

Le résultat qui suit généralise alors la proposition 3.4 de Militaru dans [63].
Proposition 8.3 ([23]) Soit L = (M, V., 1) un systéme de Long. Alors
R=R;:=(1y@p)o(d®1ly)
est une solution de la D-équation.

En fait la construction de cette proposition est universelle, comme le montre le théoréme
qui suit, qui est I’analogue du résultat principal de Militaru dans [63]. On a donc, pour la
D-équation, des analogues de (1) et (3) a la fois.
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Théoréme 8.4 (|23]) Soit V une catégorie monoidale dans laquelle les conoyauz de doubles
fleches existent. Soit M un objet de V ayant un dual & gauche et soit R: MQM — MM
un D-morphisme. Considérons la cogébre D(R) du théoréme 8.1 et la co-action 6 : M —
M ® D(R).

a) Il existe un morphisme pu: D(R) @ M — M tel que (M, 4, p) soit un D(R)-comodule
de Long et tel que R = Ry, ot L = (M,D(R),6, 1) est le systéme de Long correspondant.
b) La cogebre D(R) posséde la propriété universelle suivante. Soit L' = (M,V, 0, u') un
systéme de Long tel que R = R/ : il existe alors un unique morphisme v : D(R) — V tel
que (1 ®@7)od =06 et W' o(y®@1p) = p. Si de plus V' est une cogébre telle que (M, 1)
soit un V-comodule de Long, alors v est un morphisme de cogébres.

Nous avons aussi étudié dans [23] la D-équation en utilisant la construction FRT usuelle.
En effet, on peut associer un D-opérateur a une algébre de Frobenius en utilisant la pro-
position 8.3 [23]. Ce D-opérateur est un morphisme de la catégorie des représentations du
groupe quantique des automorphismes de ’algébre de Frobenius donnée [12], et donc au
vu de (1), il est naturel de considérer la construction FRT habituelle. On obtient alors un
analogue de (2) pour les bigebres FRT associées & un D-opérateur, c’est-a-dire une no-
tion de D-bigébre. On suppose désormais que la catégorie monoidale V (d’unité monoidale
notée I) est tressée.

Définition 8.5 ([23]) Soit A une bigébre dans la catégorie monoidale tressée V. Un D-
morphisme sur A est un morphisme ¢ : A — I tel que

(@ ¢)o(me@m)o(la@A®1x) = (¢ @) o (m@m)o(1a® AP ®1y),

(pR14)0A=(1g®@p)0oA et ¢ou=1j.

Une D-bigebre est une paire (A, ¢) ot A est une bigébre et o ¢ est un D-morphisme ¢
sur A.

Le théoréme qui suit résume alors les résultats du paragraphe 5 de [23].

Théoréme 8.6 (|23]) a) Soit (A, ¢) une D-bigébre dans la catégorie monoidale tressée V.
Soit M un A-comodule de co-action apr : M — M ® A. Soit

R=(1u®1ly®(pom))o(lyy @ Cay ®1a)o (ay @an), MM — M M.

Alors R est un D-opérateur.

b) Supposons que V est une catégorie monoidale tressée dans laquelle les limides inductives
existent et dont le produit tensoriel commute aux limites inductives. Soit M un objet de V
ayant un dual a gauche et soit R: M @ M — M ® M un D-opérateur. Alors il existe un
D-morphisme ¢ sur la bigébre FRT A(R) tel que

R=(1y®1ly®(pom))o(lm @ Curym ® lar)) o (am @ an).
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Examinons, pour finir, un exemple plus concret. Soit G' un groupe fini. Une D-fonction
sur G est une fonction 3 : G — k telle que :

a) 3 peq Blx) =1;
b) [ est une trace sur G : f(xy) = B(yzx) Vz,y € G;
c) Si x,y € G vérifient xy # yx, alors S(xz) =0 ou B(y) = 0.

On vérifie sans difficulté que les D-fonctions sur G correspondent bijectivement aux
D-morphismes sur 'algébre de Hopf F(G) des fonctions de G dans k. Soit alors 3 une D-
fonction sur G et M une représentation de G. Le théoréme 8.4 assure alors que 'opérateur

RMM-—MM

men— Y Bglgmegn
geG

est une solution de la D-équation.
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9 L’algébre de Hopf des N-complexes

Un résultat de Pareigis [68], antérieur a ’ére des groupes quantiques, assure que la
catégorie des complexes est monoidalement équivalente & la catégorie des comodules d’une
algebre de Hopf non commutative et non cocommutative. On a généralisé dans [19] le
résultat de Pareigis au cas des N-complexes, avec N un entier supérieur ou égal a 2. L’al-
gebre de Hopf obtenue posséde des relations étroites avec les algébres quantiques associées
a l'algeébre de Lie s[(2).

Un N-complexe est un module Z-gradué M = @,., M; muni d’un endomorphisme d
de degré —1 tel que d¥ = 0, appelé différentielle, le cas N = 2 correspondant au cas des
complexes usuels. La catégorie des N-complexes est notée Compy (k) : les morphismes sont
les morphismes de k-modules Z-gradués commutant aux différentielles. De tels objets ont
été abondamment utilisés dans les travaux de Dubois-Violette |33, 34] et Kapranov [46] sur
le calcul différentiel quantique. Ils ont également été exploités par Berger, Dubois-Violette
et Wambst [9] dans leurs travaux sur les algébres N-homogeénes. L’algébre homologique
des N-complexes a été développée par Kapranov [46] puis Kassel et Wambst [48].

Dans la suite on suppose que k contient une racine primitive N-iéme de 'unité gq.
Le produit tensoriel de N-complexes a été défini par Kapranov [46]. Soient (M,dy) et
(N,dy) deux N-complexes. Leur g-produit tensoriel (M ®, N,dyg,n) est défini de la
maniére suivante. En tant que k-module Z-gradué, on a

M®,N =P M M),

€L k+j=i
et la différentielle est donnée par
dye,n(m@n) =dy(m) @n + ¢ 'm®dy(n), meM;, nécNj.

On définit par ailleurs une algebre de Hopf A(q) : Palgeébre A(q) est le quotient de I’algebre
libre K{z,t,t~'} par I'idéal bilatére engendré par les relations :

ttl=1=t"% , wst=qtz , 2V =0.

Le coproduit A est défini par A(z) =2 ® 1+t ' @2 et A(t) =t ®1; la co-unité € est
définie par £(x) = 0 et £(t) = 1; 'antipode S est défini par S(z) = —tx et S(t) =¢"1. On
a alors le résultat suivant.

Théoréme 9.1 ([19]) Le foncteur oubli Q2 : Compy (k) — Mod(k) induit une équivalence
de catégories monoidales

Q : (Compy(K),®,) =2, Comod(A(q)).

La preuve repose sur une adaptation de celle de Pareigis [68] et sur l'utilisation des
g-coefficients binomiaux (voir [47]). Il faut noter qu’un résultat relativement proche est
énoncé par Dubois-Violette dans [35] (appendice A) : la catégorie des Zy-complexes (qui
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peut étre vue comme une sous-catégorie de celle des N-complexes) est monoidalement
équivalente a la catégories des modules sur une algébre de Hopf (en fait une algébre de
Taft). Pour la catégorie entiére des N-complexes, l'usage des comodules est nécessaire.

11 est naturel de se demander dans quelle mesure la structure monoidale sur la catégorie
des N-complexes dépend du choix du paramétre ¢. Le résultat qui suit répond a cette
question. L’ingrédient essentiel est le fait que A(q) est une algebre de Hopf cosouveraine
[14], et I'utilisation de la dimension souveraine associée sur la catégorie des comodules de

A(q) [61].

Proposition 9.2 ([19]) Soient q1,q2 € k* des racines primitives n-iémes de l'unité. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

1) Les catégories (Compy(k), ®q,) et (Compy(k), ®q,) sont monoidalement équivalentes.
2) Les catégories Comod(A(q1)) et Comod(A(q2)) sont monoidalement équivalentes.

3) q1 = q2.

Une autre conséquence du théoréme 9.1 est la suivante. La catégorie des complexes
est monoidale symétrique, mais cela ne se généralise pas au cas général des N-complexes,
méme dans le cadre des tressages.

Proposition 9.3 ([19]) Pour N > 3, la catégorie monoidale (Compy(K),®,) n’admet
pas de tressage.
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