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Abstract

Le but de cette thése est de mettre en évidence une nouvelle notion de jeux qu’on appellera
jeur d’équipe, en extrayant l’essence de la notion de jeux congue par Hyland et Ong.

Un jeu d’équipe généralise les notions usuelles de positions, coups, parties et stratégies
en leur donnant une interprétation géométrique. Parmi les positions on distinguera les
positions perdantes des positions gagnantes alors que parmi les stratégies on distinguera
les stratégies gagnantes et les stratégies déterministes.

La composition, qui permet & deux joueurs de combiner leurs stratégies respectives
pour se partager un but en deux objectifs complémentaires, constitue I'attrait principal
d’un jeu d’équipe.

Notre composition de stratégies a un élément neutre et vérifie la condition habituelle
d’associativité. De plus les propriétés du type gagnant ou déterministe sont préservées a
travers cette composition.

Pour rendre ce travail cohérent je me devais de donner un jeu d’équipe pour les jeux
HO totaux, dans lequel les objets sont les parties dans une aréne donnée.
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Introduction

La sémantique des jeux est apparue dans les années 90 et a permis de modéliser de
nombreux traits non fonctionnels de langages de programmation [AM94, Abr90, AM96,
Lai97, AHM98, Har99, Lau04]|. La sémantique des jeux est une sémantique satisfaisante
a la fois d’'un point de vue opérationnel, puisqu’elle décrit les transitions entre états de
I’environnement d’un programme, et d’un point de vue dénotationnel puisqu’elle traduit
la signification du programme et qu’elle préserve la compositionnalité, ce qui permet no-
tamment de comprendre un programme en analysant ses sous-programmes mais aussi de
prouver des équivalences. Cependant, certains aspects de la sémantique des jeux ne sont
pas totalement satisfaisants. D’abord il y a & peu prés autant de variantes que d’auteurs,
voire que de travaux, on peut moduler la définition d’aréne et celle de partie, et pour bien
faire, chaque auteur doit vérifier que les modifications mineures qui l'intéressent ne per-
turbent pas la théorie. On a ainsi un certain nombre de théories voisines. Chacune d’elles
est relativement encombrée de détails combinatoires rébarbatifs, et on ressent bien que la
théorie devrait pouvoir étre débarrassée de ces détails. C’est une telle théorie abstraite
des jeux que nous proposons ici. C’est-a-dire que nous introduisons un cadre catégorique
trés dépouillé dans lequel un certain nombre de notions centrales en sémantique des jeux
trouvent naturellement leur place : position, coup, partie, stratégie, stratégie gagnante ou
déterministe, partie ou stratégie copycat, et enfin (surtout) composition des parties et des
stratégies. On va maintenant décrire ce cadre catégorique.

Dans ce travail on introduit une nouvelle notion de jeu, que nous appelons jeu d’équipe.
Il ne s’agit pas d’une nouvelle catégorie de jeux et stratégies qui prendrait place aux cotés
des constructions classiques existantes, comme celle de Martin Hyland et Luke Ong [HO00]
ou encore celle de Samson Abramsky, Radha Jagadeesan et Pasquale Malacaria [AJMO00],
auquelles on fera dorénavant allusion & travers les acronymes déja usités : HO et AJM.
Au lieu de ¢a, HO et AJM constituent des exemples de jeu d’équipe et notre définition se
situe donc & un autre niveau d’abstraction.

En premiére approximation, un jeu d’équipe est simplement une catégorie signée (c’est-
a~dire que les objets sont soit positifs soit négatifs), munie de deux familles distinguées de
morphismes négatifs (c’est-a-dire dont les extrémités sont de signe contraire), qu’on appelle
les coups forward et les coups backward. Expliquons maintenant comment ces données
permettent de jouer.

Au début d’une partie, on choisit au hasard un morphisme de départ, m, disons positif.
Les deux joueurs P et O s’affrontent autour de la question de savoir si m appartient ou
non 3 la sous-catégorie S engendrée par les deux familles de coups. Ils jouent chacun a leur
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tour. Le joueur O, qui joue le premier doit pré-composer m avec un coup backward b, ou
alors post-composer m avec un coup forward f. Ce faisant, il remplace m par m' = mob
ou par m’ = fom. On remarque que si m est dans S, m’ y est aussi. Le joueur P se trouve
donc face & un morphisme m’ négatif qu’il doit décomposer sous la forme m’ = com” avec
¢ backward, ou alors sous la forme m’ = m” o d avec d forward. On remarque que si m/
n’est pas dans S, m” n’y est pas non plus. La partie continue avec O qui compose m” et
ainsi de suite. La partie s’arréte quand un joueur ne peut plus jouer, auquel cas ce joueur
a perdu.

Remarquons qu’a chaque coup, chaque joueur doit choisir entre changer le but ou
changer la source du morphisme. On dit qu’il joue & droite dans le premier cas et & gauche
dans le second.

Comme on ’a dit plus haut, HO constitue un exemple de jeu d’équipe, c’est-a-dire
essentiellement une catégorie avec deux sélections de morphismes. Les objets de cette
catégorie sont, & peu de choses prés, les parties (justifiées mais non nécessairement al-
ternées) dans une aréne quelconque; et les morphismes sont les parties justifiées alternées
dans une aréne fleche: la source et le but d’un tel morphisme sont les restrictions de la
partie, respectivement & l’aréne de gauche et & celle de droite. Quant aux coups, ce sont
les préfixes impairs des parties copycats (ceux dont la partie gauche est plus grande que la
partie droite sont forward alors que les autres sont backward) : quand "opposant compose
la position courante avec un tel coup, il ajoute un coup & la partie, du co6té ou il joue, et
quand le joueur décompose avec un tel coup, il ajoute lui aussi un coup & la partie, du coté
ou il joue.

L’intérét principal de la notion de jeu d’équipe est que la notion de composition des
parties et, par voie de conséquence des stratégies, y trouve tout naturellement sa place.
Pour voir cela, expliquons comment deux joueurs P; et P, coopérent naturellement, au
travers de deux positions composables my : a — b et mo : b — ¢ respectivement, pour
convaincre O que le morphisme composé m = ms o mq, est dans S.

Si O commence & droite, c’est P> qui doit réagir. S’il répond & droite, il rend la main
a O mais si P5 répond & gauche, sa décomposition m/, = mi o f génére la composition
m} = fomy que P recoit comme un coup de “son” opposant, et auquel il doit réagir.
Ainsi la partie a trois peut se poursuivre, chaque joueur passant la main & 'un des deux
autres joueurs selon sa convenance.

En premiére approximation, la composition des stratégies induite par cette composi-
tion des parties a les bonnes propriétés, par exemple : la composée de deux stratégies
déterministes est déterministe et il en est de méme pour les stratégies gagnantes.

Dauns le cas de HO [Lau04], cette composition des parties, qu’on appelle interaction, est
multiforme. Elle donne donc lieu & un ensemble simplicial qui n’est pas une catégorie. Il
apparait cependant que cet ensemble simplicial a de bonnes propriétés du type catégorique
faible. C’est un phénoméne assez général, qui nous a conduit & introduire des notions de
catégories et de doubles-catégories faibles adaptées a nos développements.

Au vu des jeux considérés a ce jour, nous avons dégagé la notion de timing. Le timing
est la partie “controle” du jeu, tandis que 'aréne en est le cadre. Une partie HO a un
timing, qui est I’aréne qu’on dessine quand on dessine la partie, et on définit une notion de
morphisme d’arénes qui permet de voir une partie P dans I’aréne A comme un morphisme



du timing de P dans A. Nous présentons une version abstraite de ce point de vue : il s’agit
donc d’un mécanisme qui permet de fabriquer un jeu a partir d’un foncteur d’une catégorie
(dite des timings) vers une autre (dite des arénes). Nous montrons que ce mécanisme est
bien adapté pour définir diverses variantes du jeu HO.

Travaux connexes

A notre connaissance, le seul travail antérieur donnant une définition de jeu abstrait est
celui de Hyland et Schalk [SH02|, qui vise plutdt a caractériser les catégories qui ressemblent
suffisamment & des catégories de stratégies susceptibles de représenter la logique linéaire.
Alors que la sémantique des jeux est une facon de fabriquer concrétement des catégories de
stratégies, ces auteurs identifient abstraitement une classe de catégories ayant suffisamment
de bonnes propriétés pour rendre les services qu’on attend des catégories de stratégies. Ce
travail est donc transversal au noétre, puisque nous donnons une définition "en extension"
de nos catégories de stratégies, alors qu’ils donnent une définition "en compréhension" et
d’ailleurs treés différente.

En dehors de la sémantique des jeux les aspects double-catégoriques de la notion de
calcul ont déja été explorés notamment par [BM99, Mel02].

Plan de la thése

Apres étre revenu briévement sur les notions catégoriques de base, on rappelle dans le
chapitre 1 la construction de Mac Lane qui fabrique une catégorie libre & partir d’un graphe,
on rappelle aussi ’adjonction entre cette construction et celle qui consiste & oublier une
catégorie vers son graphe sous-jacent.

On explique dans le chapitre 2 la construction de la catégorie simpliciale des parties
dans une catégorie. On y voit I’empilement des coups et des interactions & deux ou a
plusieurs. Ces constructions joueront un réle crucial dans le reste de cette thése.

Au chapitre 3 on examine les propriétés de la construction précédente et ses lacunes, on
en donne une interprétation informelle en termes de jeux, et on étudie I’ensemble simplicial
des parties. On montre que la composition (“horizontale”) des parties, bien que multivaluée,
est associative. On construit aussi les parties copycats, et on constate que ce ne sont pas
toujours des unités.

Le chapitre 4 replace la notion de stratégie dans son cadre naturel, celui des catégories
ou des graphes signés. On y présente une forme rudimentaire et déja explorée de jeux et
stratégies; cette construction n’a rien d’original; par exemple [SH02| et [AM99] ont déja
présenté les jeux avec des graphes signés.

La notion de demi-catégorie est exposée dans le chapitre 5 avec d’autres notions de
structures catégoriques faibles. On y introduit en fait les outils catégoriques que ’on vient
de mettre en lumiére et qui vont se révéler nécessaires dans 1’optique de mieux formaliser
les constructions des chapitres qui suivent.

Le chapitre 6 explique la construction de la catégorie des stratégies associée & une
double catégorie faible (plus précisément a ce que nous appelons une sesqui-catégorie
stratégique). on y montre comment construire une demi-catégorie de stratégies (&) a
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partir d’une sesqui-catégorie vérifiant certaines conditions. Cette construction se combine
a celle du chapitre suivant pour fournir le mécanisme de génération de modéles de jeux qui
est 'objet central de cette étude.

Au chapitre 7 on définit notre notion de jeu d’équipe, puis on raffine la construction du

chapitre 1 & partir d’un tel jeu d’équipe & pour obtenir une sesqui-catégorie stratégique
HS).

Nos deux derniers chapitres sont consacrés aux exemples. Le chapitre 8 est consacré
aux timings; tandis que le dernier chapitre (9) expose les exemples de type HO avec la
construction abstraite qui permet de les décrire.

Conclusion

Pour donner une vision d’ensemble du tra-
vail, esquissons une construction composée qui
combine nos principales contributions. On part
d’une catégorie (de timings, mais nous ne don-
nons pas un sens précis a ce mot) T, on ob-
tient la sesqui-catégorie 9(7T) en lui appliquant
la construction du chapitre 7, on obtient un fonc-
teur en appliqguant la construction de Yoneda a la
catégorie verticale V(T ),, on obtient une nouvelle
catégorie y(9(7T),) en appliquant notre construc-
tion abstraite (du chapitre 9) a ce foncteur, on
obtient une nouvelle sesqui-catégorie I(y(H7T),))
en appliquant 'y (9 (7T ),) de nouveau la construc-
tion du chapitre 7, enfin on obtient une caté-
gorie de stratégies S(H(y(H(7T)y))) en appliquant
a V(y(I(T)y)) la construction du chapitre 6.



7 ¥(7)
HT). (8)
9| Yoneda
T, A, Q@8
9 Construction abstraite (9)

Jeu d’équipe (7)

9 (7)

Sesqui stratégique (6)

8 (6)

Catégorie de stratégies (6)
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Chapitre 1

Rappels catégoriques

Résume

Apres étre revenu brievement sur les notions
catégoriques de base, on rappelle ici quelques con-
structions classiques, notamment la celle de Mac
Lane qui fabrique une catégorie libre a partir d’un
graphe; ainsi que l’adjonction entre cette con-
struction et celle qui consiste a oublier une caté-
gorie vers son graphe sous-jacent.

1.1 Notations

Dans cette section on pose les conventions et notations qui guideront le lecteur & travers
le manuscrit pour une compréhension accrue.

Notation

— Etant donné un graphe G, on note Gy Uensemble de ses sommets, et Gi Uensemble de
ses arétes.

— Etant donnée une catégorie €, on note € ’ensemble de ses objets, €1 l’ensemble de
ses morphismes, € 'ensemble de ses triangles commutatifs, et €3 ’ensemble de ses
tétraédres d’associativité.

—  On utilisera des notations analogues pour les structures catégoriques affaiblies qu’on
introduira par la suite.

19
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— Dans la suite Braph désigne la catégorie des graphes, Ens la catégorie des ensembles et
Cat la catégorie des catégories.

— On adopte les notations de la théorie de graphes et de la théorie des catégories.
— On notera les catégories A, €, D, J... ou J.

— Les catégories faibles qu’on introduira plus loin s’appelleront souvent $).

1.2 Rappels de Catégories

Définition 1 — graphe orienté

Un graphe orienté est un quadruplet G constitué :
— d’une collection notée Gg dont les éléments sont appelés objets de G,

— d’une collection notée G1 dont les éléments sont appelés morphismes ou fléches
de G,

— de deux applications srcg et butg qui associent 4 chaque morphisme f des objets A
et B appelés respectivement source et but de f, ce que 'on notera f : A — B.
On notera aussi Morg(A, B), ou plus simplement Mor(A, B) I'ensemble des
morphismes de source A et but B.

Définition 2 — catégorie

Une catégorie est un graphe orienté € muni des deux données supplémentaires suiv-
antes:

— pour A, B et C objets de €, une application de Mor(B,C) x Mor(A, B) dans
Mor(A,C); 'image de (g, f) est notée go f.

— pour chaque objet A de €, un élément noté ida : A — A et appelé identité de A

et vérifiant pour tous objets A, B, C, D et morphismes f: A— B, g: B— C et
h:C— D,

—idgpo f=fet foidys= f (lois de I'identité)

— ho(go f)=(hog)o f (associativité)

La fleche identité d’'un objet A sera souvent notée simplement id au lieu de id4 si cela
n’entraine pas de confusion.

Exemple : €ns, la catégorie des ensembles, dont les fleches sont les applications (fonc-
tions totales) entre les ensembles. On notera &ns; la catégorie des ensembles finis. dithyra-
mbique
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Définition 3 — catégorie duale

On appellera catégorie duale d’une catégorie € la catégorie notée €°P définie par
— Objgor = Objg,
— Morgor = Morg,
— srcgop = butg et butgor = srcg

La composition de deux morphismes f et g de €°P est donnée par f ogor g = gog f et
on garde les mémes identités.

Définition 4 — foncteur

Un foncteur covariant F' entre deux catégories € et ® est un couple d’applications
Fopj: €9 — Dg et Fruor : €1 — D1 telles que,
VA B Ce€ Vf:A—B, Vg:B—C

L4 Fmor(f):Fobj(A)_’ Obj(B)
i Fmor(gof):Fmor(g)oFmor(f)
o Lor(ida) = 'idpobj(A)

Un foncteur contravariant de € dans © est un foncteur (covariant) de €°P dans ©.
Un foncteur de € dans © est un foncteur (covariant ou contravariant) de € dans

1.3 La construction de Mac Lane

Dans cette section, on rappelle briévement la construction de Mac Lane d’une catégorie
libre £(G) engendrée par un graphe G [Lan71|(p. 49).

Soit G un graphe.
Deux arétes ¢, ¢ sont composables dés qu’on a I’égalité suivante src(c’) = but(c). Et on
fabrique £(G) :
» —les objets

de L(G) sont les sommets de G,

» —un morphisme

de p vers ¢ est une suite finie (peut-étre vide) de coups composables ¢y, ..., ¢, avec,
si n est non nul, p = src(cq) et ¢ = but(ey,), et, si n est nul, p = q.

Lemme 5 — Catégorie libre engendrée par un graphe

Cette structure forme une catégorie [Lan71], dont la composition est la concaténation
de suites, et les identités sont les suites vides.
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Notation :

Si G est un graphe, on notera £(G) cette catégorie associée a G.

Et on dit que les arétes sont les générateurs de L(G).

Si g1,...,9, est une suite composable d’arétes de (G, on notera g¢i;...; g, le morphisme
correspondant dans £(G).

1.4 L’adjonction entre L et U/

L : Graph — Cat est la construction définie ci-dessus, qui fabrique la catégorie libre associée
a un graphe G, et U : Cat — Graph la construction qui oublie la structure d’une catégorie
pour en extraire son graphe sous-jacent.

Pour tout graphe G, et pour toute catégorie €, on a une bijection naturelle
Homgat[ﬁ(G), C] ~ Homeaps[G,U(T)].

Etant donné un morphisme Fy, : G — U(C), le foncteur associé F' : L(G) — € est défini
par: F(gi;...50p) := Fg(gp) o+ o Fy(q1)-

Grace a cette bijection qu’on appelle ’adjonction de Mac Lane et étant donnés deux
graphes G, G’, pour définir un foncteur de £(G) dans L£(G’), il nous suffit d’exhiber sa
restriction & G.

1.5 Foncteurs et catégories de foncteurs

On a défini plus haut ce qu’est un foncteur, et on omettra souvent de préciser les indices
obj et mor des foncteurs.
Définition 6 — foncteur pleinement fidéle

Soit F': € — D un foncteur. Pour tous objets A et B de €, appelons F,,-(A, B)
la restriction de F,, a €(A, B), vue comme une application de €(A, B) dans
D(F(A), F(B)).

e Le foncteur F est dit fidéle |> faithful | si Fy,or(A, B) est injective pour tout
couple (A, B) d’objets de €.

e Le foncteur F est dit plein [ full | si Fyor (A, B) est surjective pour tout couple
(A, B) d’objets de €.

e Le foncteur F' est dit pleinement fidéle [> full and faithful | si Fy,or(A, B) est
bijective pour tout couple (A, B) d’objets de €. On parlera aussi de plongement
[> embedding |.

On notera F': A <= B un foncteur pleinement fidéle entre A et B.

On peut définir la composition de deux foncteurs trés simplement, ce qui permet de
définir la catégorie des catégories, que I’on notera €at. Deux catégories sont dites isomor-
phes si elles sont isomorphes en tant qu’objets de la catégorie Cat.
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Définition 7 — hom-foncteur contravariant

Soit € une catégorie, et B un objet de €. On notera €(—, B) : €’ — Ens le foncteur
appelé hom-foncteur contravariant défini par :

e pour tout objet A de €, €&(—, B)(A)=¢€(A, B)

e pour toute flecche h: A — A',  &(—, B)(h) : €A, B) — ¢€(A, B)
fo—= foh

Définition 8 — transformation naturelle

FEtant donnés deux foncteurs I et G de méme source € et méme but ®, une transfor-
mation naturelle entre F' et G est une famille

o={pa: F(A) — G(A)}AeObj¢

de fléches de D, telle que :
pour toute fléche f : A — B de €, le diagramme suivant commute.

F(A) 22 G(A)
F(f)l lcm
F(B) -2~ G(B)

Une transformation naturelle est représentée de la maniére suivante :

F
¢c— J» =
G

La notion de transformation naturelle nous permet de considérer les foncteurs comme
des objets d’une catégorie. Etant données deux catégories € et ©, on notera D¢ la
catégorie dont les objets sont les foncteurs de € dans ©, et les morphismes les transfor-
mations naturelles entre ces foncteurs. La composition de deux transformations naturelles
p:F — Gety:G— H estla transformation naturelle ¢ o ¢ : FF — H, appelée composée
verticale, et définie par (1) o )4 = 14 0 p4.

On vérifie facilement que ’on définit bien ainsi une catégorie.
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1.6 Yoneda

Définition 9 — plongement de Yoneda

Le plongement de Yoneda entre une catégorie € et la catégorie des foncteurs de €°P
dans €ns est le foncteur y défini par

y : ¢ — ¢ns®”
A - yA:Q:(_7 A)

et par

yas : C(A, B) — €ns®(y(A),y(B))
f = X—g—fog

Théoréme 10

Le foncteur y est pleinement fidéle.

Cette proposition justifie I’appellation de plongement. La preuve utilise le lemme de
Yoneda énoncé ci-dessous.
Théoréme 11 — Lemme de Yoneda

Soit A un objet d’une catégorie €, et P un objet de ¢ns®’ . Il existe une bijection

canonique
i(A,P): P(A) — &ns®’ (y4, P)

qui associe & tout élément a de 'ensemble P(A) la transformation naturelle o, : y4 — P
définie, pour tout B € Objg et pour tout f € ya(B) par

aqB(f) = P(f)(a)

Proposition 12

Deux objets A et B d’une catégorie € sont isomorphes si et seulement si y 4 est iso-
morphe 4 yp.

Démonstration :
C’est une conséquence de la pleine fidélité du foncteur de Yoneda. [ |

1.7 Over-catégorie

Définition 13 — catégorie comma

Soient F] : €1 — D et Fy : €9 — ® deux foncteurs de méme but.
On appelle catégorie comma du couple (F, F») la catégorie, notée Fy | F2 ou Fy | F3,
définie de la maniére suivante :
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e Un objet de Fy | Fy est un triplet (A, f, A2) € Obje, X Morg x Objg, tel que
f : Fl(Al) — FQ(AQ)

e Un morphisme (a1,a3) : (A1, f, A2) — (A}, ', AL) de Fy | F, est défini par deux
morphismes ay : Ay — A} et ag : Ay — A, tels que

f, O Fl(al) = FQ(CL2) o f

Remarque 14 — Over catégorie

On n’utilisera ici qu’une forme trés dégénérée de cette construction :
Soit F': € — ®, étant donné un objet D de ®, on appelle over catégorie au dessus de
D la catégorie, notée F' | p définie de la maniére suivante :

e Un objet de F |p est un couple (C,m) € Obje x D(F(C), D)

e Un morphismea : (C,m) — (C',m') de F | p est défini par un morphismep : C — C’,

tel que
m' o F(p) =m

Définition 15 — Les ensembles simpliciaux

On note A la catégorie dont
— les objets sont les entiers naturels. A chaque objet p, on associe I’ensemble

ordonné p := (0,...,p) vu comme une catégorie;
— les morphismes de p dans q sont les applications croissantes de (0,...,p) dans
(0,...,q), qu’on peut voir comme les foncteurs de p vers q

— la composition est celle des foncteurs.

Un ensemble simplicial est un foncteur contravariant de A vers la catégorie €ns
des ensembles [LanT71].

A toute catégorie €, on associe son nerf, nerfg, qui est un ensemble simplicial 4
savoir le foncteur qui 4 p associe Cat(p, €) (I’ensemble des morphismes dans la catégorie
des catégories, autrement dit ’ensemble des foncteurs).

Pour caractériser les nerfs parmi les ensembles simpliciaux, on considére un ensem-
ble simplicial . C’est un nerf si et seulement si, pour tout n, chaque suite de n arétes
de E adjacentes (en ce sens que l'extrémité de 'une est 'origine de la suivante) est la
suite des arétes principales d’un unique n-simplexe de E.
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Chapitre 2

Empilements libres : construction
des graphes simpliciaux

Résumeé

Dans ce chapitre on expose diverses construc-
tions simpliciales, qui joueront un role crucial
dans le reste de cette thése.

On se donne une catégorie J vue comme son ensemble simplicial (o, J1,d2,d3,d4 - -

[Lan71](p.179).

2.1 Les coups {}

2.1.1 Le graphe des Jjcoups G} et la catégorie J°
Définition 16 — Les coups J3

3 =gt =3,

(f ou b) et une position, qui est un élément de J;.

Remarque 17

aucune restriction n’est indispensable.

27

Etant donnés deux sous-ensembles 3{,35{ C Ji1, on pose J5 = 3{ IT 3&1; ; les exposants
fet b correspondent a une direction : forward ou backward ; par défaut, on prend

On appelle coups ou monoplexes les éléments de J7. Un coup a donc une direction

)

Pour que le jeu soit intéressant, il faut choisir les ensembles de coups avec parcimonie
et 4 bon escient, mais pour ce qui nous intéresse ici, 4 savoir les mécanismes du jeu,
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Définition 18 — La source et le but verticaux : J} — Jo

Grace aux applications source et but dans J, on définit la source et le but, srcgs et
butgs de 37 vers Jo : si ¢ est un coup forward alors srcgs (c) := srcg(c) et butgs(c) :=
buty(c) sinon c est un coup backward et srcgs (c) := butg(c) et butge(c) := srcy(c).

Autrement dit, pour un élément forward de J{ la source et le but sont respective-
ment la source et le but de sa position et & 'inverse, la source et le but d’un élément
backward de J$ sont respectivement le but et la source de sa position.

Définition 19 — Le graphe GJ$ et la catégorie J°
On fabrique GJ3, le graphe dont les sommets sont les éléments de J et les arétes sont
les éléments de J] avec la source et le but définis ci-dessus.
Enfin on définit 3° = L£(GJ%) qui est la catégorie fabriquée a partir de ce graphe grace
a la construction de Mac Lane.

2.2 Les biplexes J3

2.2.1 Le graphe des J3 biplexes G{J3 et la catégorie It

Définition 20 — Petit coté
Lorsqu’on a un triangle de composition (f,g,g o f), on parlera de petits cotés pour
désigner f et g (figure 2.1). De maniére plus générale, les petits cotés d’un diagramme
de composition de longueur quelconque sont les c6tés qui ne sont pas la composée (ex.
voir figure 2.2).

N
gof

Figure 2.1: Les petits cotés d’un triangle

Définition 21 — Les biplexes

On appelle biplexe tout triangle de Jo dont 'un des petits cotés est muni d’une direction
qui en fait un élément de J5. On note J5 I’ensemble de ces biplexes.

Pour un triangle de J2, il y a donc au plus quatre biplexes possibles dans J3, qui
dépendent du choix (gauche ou droite) du petit coté et de son orientation (forward ou
backward).
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Figure 2.2: Les petits cotés d’un tétraédre

Convention :

Sur nos figures, on aligne systématiquement le coté sélectionné sur la verticale et on le
dessine torsadé, a gauche ou a droite selon le cas. On dessine aussi systématiquement ce
qu’on va définir comme étant la source du coup (qu’on appelle s pour sud) en bas et le but
(qu’on appelle n pour nord) en haut.

Attribution des coups

Définition 22 — C6té d’un biplexe

‘ Le co6té muni d’une direction est appelé cété du biplexe.

» On appellera O-biplexes
les biplexes dont la direction est backward et le coté est gauche, ainsi que ceux dont la
direction est forward et le coté est droite (voir [fig 2.3]).

» Symétriquement on appellera P-biplexes
les biplexes dont la direction est forward et le coté est gauche, ainsi que ceux dont la
direction est backward et le coté est droite (voir [fig 2.3] ci-dessous).

Les différents biplexes associés & un triangle sont mis en évidence par les quatre dia-
grammes de la figure 2.3.

Remarque 23 — Composition / décomposition

Dans la figure 2.3 on observe dans le premier dessin a gauche, que le but s’obtient par
précomposition avec la source tandis que par exemple, dans le dernier la source est
une décomposition par post-composition du but avec le coup.

Définition 24 — La source et le but vertical: 3§ — J,

Si B est un biplexe, srcgs (B) est le coté du triangle de B qui n’est pas le coup ¢ de
B, et qui partage la source (au sens de J}) de ¢ comme sommet.
Et butga (B) est le coté du triangle de B qui n’est pas le coup ¢ de B et qui partage le
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((c,b)sn;s; gauche)  ((c,f);n;s; droite)  ((c,f);n;s; gauche) ((c,b);n;s; droite)

@) (@) P P

Figure 2.3: Les coups de 'opposant a gauche, du joueur a droite.

but de ¢ comme sommet.

La source et le but vertical de chaque biplexe sont donnés comme les c6tés non verticaux
des triangles ci-dessus, la double fleche détermine la source et le but du biplexe.

Définition 25 — Le graphe GJ$ et la catégorie J!

On définit G5, le graphe dont les sommets sont les éléments de J; et les arétes sont
les éléments de J35.
La source et le but sont définis ci-dessus. FEt sa catégorie associée J* = L(GJS),
fabriquée a partir de ce graphe grace & la construction de Mac Lane. On appellera les
morphismes de la catégorie J' des parties. Par conséquent J' est appelée la catégorie
des parties.

Définition 26 — projections horizontales

Gréce a la bijection de Mac Lane (1.4), pour définir deux foncteurs srcy, buty: J* —
0 il suffit de fournir deux morphismes de GJ% vers U(J°).
On définit donc deux projections horizontales: src’g., butlgg : G35 — U(I°) sur les bi-
plexes.

n but’;e but
J .
\ }% Id;]o (butg( / }%— .

src Tc sr Id30 SrC3 )

o3

soc but but’, e
_ s

— 2 idyo (buty(s))
l o ido (srz(n))

a3
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Définition 27 — Le foncteur copycat cop : J° — J!

On utilise ici le méme procédé pour définir un foncteur copycat cop : 3° — J', il
suffit donc de fournir un morphisme de Gg$ vers U(J1).

On se donne un c dans J%, en distinguant deux cas selon que c est un coup back-
ward, ou forward.

Si ¢ est forward, alors le copycat élémentaire associé a c est I'empilement des deux
biplexes dessiné ci-dessous & gauche; et si ¢ est backward, c’est ’empilement des deux
biplexes dessiné ci-dessous a droite (bien voir que, dans les deux cas, c’est 'opposant
qui commence, et le joueur ne fait que répercuter son coup) :

idg (bUtS; (C)) idg (bUtS; (C))
idg (SIC3; (C)) idg (SrC‘q; (C))

Ce qui nous donne (par le biais de Iadjonction de Mac Lane 1.4) le foncteur:
cop: 30 — gt

Remarque 28 —

On remarque d’une part que les copycats élémentaires sont des empilements, et d’autre
part que les deux autres empilements envisageables sont interdits puisqu’ils diraient
que c est un isomorphisme, ce qui n’est pas le sujet.

2.3 Les triplexes J3

2.3.1 Le graphe des J3 triplexes GJ3 et la catégorie 32

Définition 29 — Les triplexes

On appelle triplexe tout tétraédre d’associativité de J3 dont 'un des trois petits cotés
est muni d’une direction qui en fait un élément de Jj. Un triplexe a donc un cété g,
d, ou m, pour gauche, droite et milieu, et un coup. Les deux faces du tétraédre qui
contiennent le coup sont des biplexes de J5.

On note g3 I'ensemble de ces triplexes.

Pour chaque élément de J3 (en respectant la convention de représenter la source glob-
ale & gauche et le but global & droite) on compte six différents triplexes possibles, qui se
distinguent comme précédemment selon le petit coté sélectionné et 1’orientation verticale.
Ci-dessous, on représente les six cas possibles avec la convention que le coup est aligné sur
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la verticale (forward ou backward) :

(g,b) (g,f) (d,b)

Définition 30 — La source et le but vertical d’un triplexe

La source d’un triplexe t € J3 est la face f € J» qui ne contient pas le coup de t mais
qui contient la source de ce coup. Alors que son but est I'autre face qui ne contient
pas le coup (elle contient le but du coup).

Comme précédemment on voit un triplexe comme orienté vers le haut avec le coup
aligné sur la verticale.
La double fléche détermine la source et le but du triplexe.

Définition 31 — Le graphe GJ$ et la catégorie J2

On construit le graphe G35 dont les sommets sont les éléments de J2 et les arétes sont
les éléments de J3.

La source et le but sont définis ci-dessus. On définit 3% = L(GJ3), la catégorie fabriquée
a partir de ce graphe grice a la construction de Mac Lane.

Un triplexe comporte quatre faces. On représente horizontalement la source et le but
du triplexe, qui sont les deux faces qui ne contiennent pas le coup, et on représente le coup
verticalement.

On appelle aréte charniére ’aréte opposée au coup, qui constitue ’axe de rotation
autour duquel on peut voir la source du triplexe se faire soulever par le coup sur le but du
triplexe, laissant apparaitre les deux autres faces, qui contiennent le coup et sont dessinées
verticalement.

Définition 32 — Les trois foncteurs projection horizontale p;nt1, Pint2, Pext : 32 — J*

Comme précédemment, on définit nos trois projections horizontales pour les triplexes :
Pint1, Pint2; Peat:GJ5 — u@l)-
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Ici int, et into désignent les projections verticales au dessus des deux petits cotés
du triangle “socle”, alors que ext est la projection verticale au dessus du grand cété
de ce triangle (ces notations sont la pour rappeler leurs homologues dans les jeux de
Hyland et Ong [HOO00)).

Les deux faces qui contiennent le coup (citées plus haut) constituent deux des trois
projections horizontales, la troisiéme étant l'identité de l’aréte charniére. Ces trois
constructions sont décrites par les figures ci-dessous, ou je n’indique pas la direction
du coup, parce qu’elle n’intervient pas.

Pintl P

Pext

idy (e)

b/
e

C C
A

Ceci nous donne une nouvelle fois, par le biais de I’adjonction de Mac Lane 1.4,
trois foncteurs: Pint1, Pint2, Pext : 32 - 31-

%
T

2.4 Les n-plexes J;

2.4.1 Le graphe des n-plexes GJ? et la catégorie J™!

Cette section est la déclinaison naturelle de la construction précédente itérée au rang n,
les résultats exposés ici ne servent pas dans la suite.

Définition 33 — Les n-plexes

On appelle n-plexe tout élément de J, dont 'un des n petits cotés est muni d’une
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direction qui en fait un élément de J}. Un n-plexe a donc un numéro dans 1,...,n
pour le petit coté sélectionné. On note J9 I’ensemble de ces n-plexes. Pour chaque
élément de J,, on compte 2n diftérents n-plexes possibles, qui se distinguent comme
précédemment par le petit coté sélectionné et ’orientation verticale.

Définition 34 — La source et le but vertical d’'un n-plexe

La source d’un n-plexe t € J5, est la face f € J,_1 qui ne contient pas le coup de t
mais qui contient la source de ce coup. Alors que le but d’un n-plexet € J?, est 'autre
face qui ne contient pas le coup.

Comme précédemment on voit un n-plexe comme orienté vers le haut avec le coup
aligné sur la verticale.

On note GGJ?, le graphe dont les sommets sont les éléments de J,,_; et les arétes sont les
éléments de J%. Et on note 3"~ ! la catégorie libre £(Gd?) fabriquée a partir de ce graphe
avec la construction de Mac Lane.

La suite des J" constitue une catégorie simpliciale, plus précisément un objet simplicial
dans la catégorie des catégories. Plutot que cette structure simpliciale compléte, on décrit
ci-dessous les n morphismes principaux de 3%~ ! vers J° : on peut penser & 3! comme la
catégorie des parties avec n joueurs, et ces n projections “internes” comme les restrictions
des parties au domaine de compétence des différents joueurs. Comme d’habitude, on
utilise ’adjonction de Mac Lane et on définit ces foncteurs par leur restriction au graphe
générateur.

Les n + 1 projections d’un n-plexe sont d’une part les deux biplexes qui contiennent le
coup et un autre codté particulier du simplexe (pas de diagonale) et d’autre part les identités
des autres cotés, la projection externe étant celle concernée par le grand co6té du simplexe.
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Conclusion(résumé)

but

do

d1 Gt -

Src

but src

h=—35 G35

Pintl Pint2

bu "
Jo =——— 8 Gd3
Src

Remarque 35 — Les autres dégénérescences

Sur le dessin de droite, on n’a volontairement pas représenté les deux dégénérescences
de 3! dans 3? (qui correspondent 4 la composition & droite ou a gauche avec le copycat)
puisque nous n’en avons pas besoin pour la suite.

Pour résumer la construction, avec une catégorie de départ J (et une sélection de coups
d9), on passe de J1, J2 et J3 4 J%, 33 et 3 en attribuant une direction & un petit c6té, puis on
passe aux graphes correspondants en définissant la source et le but de g5, vers J,—;. Enfin
on applique la construction de Mac Lane pour obtenir les catégories 3", qu’on munit d’une
structure simpliciale, grace a ’adjonction de Mac Lane. Parmi les foncteurs constituant
cette structure simpliciale, six nous intéressent plus particuliérement (les morphismes de
graphes qui ont servi & les obtenir, sont dessinés en pointillés dans la figure ci-dessus).

On dispose au sortir de cette construction de I’ensemble bi-simplicial suivant :
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~ ~ ~1 ~2
Srey Pint2
buty, Dintl

Jo Jo — Jo —_ = 90

srcy, Pint2
Srcyo idao bUtJO Srcy1 idal bUtJl Srcy2 idag butag
buty, Dintl
m /\

~ ~0 1 ~1 Pext ~9

J1 ‘51 \_/ dl \_/ dl
srcy, Pint2

Explication du diagramme : les catégories J° sont toutes fabriquées selon la construction
du chapitre 2, ce sont par conséquent des catégories libres qu’on a pris I’habitude de dessiner
verticalement, et ou la composition concaténe les morphismes les uns sur les autres.

En dessous de chacune de ces catégories, on dessine verticalement ’ensemble simplicial
correspondant :

» -pour J°,
38 est 'ensemble des objets de J, 3 est ’ensemble des empilements de coups, et J3 est
I’ensemble des couples de tels empilements composables (et ainsi de suite),

» -alors que pour J!,
34 est ’ensemble des morphismes de J, 31 est ensemble des empilements de biplexes,
et J5 est 'ensemble des couples de tels empilements composables (et ainsi de suite),

» -et pour J2,

38 est I'ensemble des triangles de composition de J, 37 est ’ensemble des empilements
de triplexes, et J2 est I'ensemble des couples de tels empilements composables (et ainsi de
suite).

Cette construction met en évidence horizontalement autant de nouveaux ensembles
simpliciaux
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> '307

30 est ensemble des objets de J, J} est I'ensemble des morphismes de J, et J3 est
I’ensemble des couples de morphismes composables de J de sorte que Jy est tout simple-
ment notre catégorie de départ J,

> ‘31;

39 est I’ensemble des empilements de coups, Ji est I’ensemble des empilements de
biplexes, et J7 est ’'ensemble des empilements de triplexes de sorte que J; est ’ensemble
simplicial des parties.

Conclusion

On dispose donc de la catégorie simpliciale J :
ensemble simplicial de ses objets Jo n’est autre
que notre catégorie de départ J. Dans la suite,
on va beaucoup s’intéresser a l’ensemble simpli-
cital J1 de ses morphismes, qu’on appelle ensem-
ble simplicial des parties, qui n’est pas une caté-
gorie, et qui constitue le prototype des catégories
faibles qu’on wva introduire. On wva appeler par-
ties les éléments de J1, interactions & trois les
éléments de 37 , et plus généralement, on appelle
(n — 1)-interactions les éléments de J7.
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Chapitre 3

Des empilements aux entrelacs :
analyse, critiques

Résume

Dans ce chapitre, on donne une interpré-
tation informelle des constructions du chapitre
précédent en termes de jeur, et on étudie
l’ensemble simplicial des parties. On montre que
la composition (“horizontale”) des parties, bien
que multivaluée, est associative. On construit
ausst les parties copycats, et on constate que ce
ne sont pas toujours des identités.

3.1 Considérations ludiques

Remarque 36 — Les deux sélections

On peut voir la catégorie donnée J comme un cadre dans lequel on peut s’adonner &
divers jeux. Ce sont les deux sélections de morphismes (voir définition 16) qui détermi-
nent les régles du jeu auquel on joue. Il convient alors de considérer la sous-catégorie
engendrée par les deux sélections de morphismes comme la catégorie des positions gag-
nantes, et les identités comme les positions gagnées. Le jeu consiste maintenant pour
P a prouver que la position donnée (ou courante) est une position gagnante, tandis
que O cherche a prouver le contraire. Pour ce faire, P factorise la position courante en
une composée de 'un des coups générateurs (forward ou backward selon le coté) avec
une nouvelle position qu’il espére plus prés d’étre gagnée ; O quant a lui, pré-compose
ou post-compose la position courante avec un des coups générateurs (backward ou
forward respectivement), pour essayer de mettre P en difficulté. Cependant puisqu’il

39
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compose la position courante avec un générateur, si celle-ci était gagnante, la nouvelle
position est forcément aussi ; autrement dit, seul P peut, en jouant mal, sortir des
positions gagnantes.

Il convient aussi de bien comprendre la répartition des réles entre les deux sélec-
tions: face a une position p : A — B, O peut composer avec un coup forward en B, ou
avec un coup backward en A, tandis que dans la méme position, P peut décomposer
p avec un coup backward en B, ou avec un coup forward en A. C’est cette régle qui
garantit que, dans une interaction I : A — B — C, si par exemple P joue en B dans
B — (), son action est automatiquement traduite ou reconnue comme une action de
O dans A — B.

Remarquons que si un morphisme apparait dans les deux sélections, c’est-a-dire
que le premier joueur peut le jouer dans un sens et son adversaire dans l’autre, il
constitue deux coups “inutiles”; en effet, 'adversaire a toujours la possibilité d’annuler
un tel coup.

Remarque 37 — Les triplexes sont des traductions

Dans le cadre d’une interaction, on doit considérer que trois joueurs O, P, Po
interviennent tour a tour. Chacun intervient dans une position, ou plutét une 2-
position, A — B — C, dont il ne voit qu’une projection : O voit la projection externe
A — C et joue dedans, Py voit la projection interne gauche A — B et joue dedans,
Py voit la projection interne droite B — C' et joue dedans. Mais lorsqu’un joueur
joue dans sa projection, son coup est répercuté dans les deux autres par composition,
ou plus exactement par associativité. Ce sont les triplexes qui encodent cette sorte
de traduction. En effet, un triplexe est déterminé par deux de ses faces : sa source
verticale, qui est notre 2-position A — B — (', et sa projection active, qui est le
biplexe choisi par le joueur actif.

Figure 3.1: Coup de js dans B, puis de j; dans B

Les deux derniéres faces sont alors fournies par la définition méme de 1’associativité.
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Figure 3.2: Coup de O dans A, puis de O dans C

Figure 3.3: Coup de js dans C, puis j; dans A
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Remarque 38 — A quoi joue I'opposant

En réalité, il est plus juste d’imaginer que 'opposant joue non pas dans la projection
externe, mais ailleurs, sur une position qui partage un port avec la position considérée.
Mieux, on peut penser qu’on a affaire a deux opposants, un a gauche et un & droite,
entre lesquels joueur 1 et joueur 2 ne font pas de différence. Plus exactement, joueur
1 négocie avec opposant 1 & sa gauche, et avec joueur 2 & sa droite, et c’est la seule
différence qu’il fait entre ses deux interlocuteurs. Quand il passe la main & sa droite,
Jjoueur 1 ne sait pas que, de ce cité, derriére son opposant, c’est joueur 2 qui se cache.

3.2 La composition des parties

Définition 39 — Composition de parties

On rappelle que nos parties forment un ensemble simplicial J1, dont nous étudions la
composition. Cette composition est définie comme suit : étant données trois parties
IT, 11,11 on va dire que II appartient a IlyozIly dés que II, II;, et IIy sont trois
projections d’une méme interaction dans 3%, plus précisément quand I est la projection
externe pey . et Iy et I1; respectivement les projections internes Pinio €t Pinti-

Remarque 40 — Composition multivaluée de parties

Cette composition n’est pas forcément unique, on dira qu’elle est multivaluée.

— L’exemple qui suit est une illustration de la non unicité de la composition de J. Les

dessins ci-dessous montrent six interactions qui ne différent que par leur projection
externe.

On représente la projection externe Il en pointillés et respectivement la projection
II; et la projection IIs de gauche & droite et on indique ’entrelacs correspondant a
chaque dessin.
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— Il — cfedcdcs

9.9 .d.d

{ededcd — fc§cics

— cfegedcs

Figure 3.4: Composition multivaluée

Remarque 41

En fait, il y a autant de composées que d’entrelacements possibles pour les deux
projections internes ci-dessus de sorte que leur composition donne lieu & un ensemble
qui n’est autre que I’ensemble de leurs entrelacements.
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Remarque 42

Dans I'exemple précédent, tous les coups considérés étaient dans les ports externes et
c’est ce qui faisait que tous les entrelacements étaient possibles. Dans le cas général, la
seule contrainte imposée par les projections internes sur l’entrelacement figurant dans
la projection externe est de respecter les rendez-vous imposés par les coups joués dans
le port médian. On montre ci-dessous deux entrelacements interdits. Le phénoméne
qu’on observe ici est que si A, B, C sont trois ensembles disjoints ordonnés, un pro-
longement quelconque de ces ordres 4 AII B, BIIC' et AIIC ne provient pas forcément
d’un ordre sur A1 BII C.

Remarque 43

Ce rendez-vous n’altére pas les bords externes, et pourtant, parmi les six entrelace-
ments vus plus haut, il interdit les deux derniers.

Une partie dans J; a sa suite de coups a gauche S, et sa suite de coups a droite Sy

toutes deux dans J{, et la réunion disjointe de ces deux suites est totalement ordonnée
par la suite de ses biplexes. On a donc un entrelacs de Sy et Sy, au sens de la définition

suivante.
Définition 44 — Entrelacs

On appelle entrelacs de deux suites finies de longueur m et n tout ordre total sur
[1,...,m|II[1,...,n] raffinant 'ordre usuel sur les deux composantes.

Définition 45 — Demi-interaction

Appelons demi-interaction la donnée de deux projections internes (parties) compatibles
en ce sens que le bord droit (le but dans la catégorie horizontale des parties 26) de celle
de gauche est égal au bord gauche (la source dans la catégorie horizontale des parties de
la section 26) de celle de droite. A toute interaction I est associée la demi-interaction
constituée de ses deux projections internes, qu’on appelle la demi-interaction induite
par 1.

Toute demi-interaction posséde trois suites Sq, Sq et Sy, (ses projections dans J39) avec

un ordre total sur S, I1 S,, et sur S, I1.S.
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Lemme 46

La restriction R a Sy, 11 Sy de la fermeture transitive F' sur S, 11.S,, I1.S; de la réunion
U de ces deux relations d’ordre sur S, 11 S,, et sur Sy, I1 Sq est un ordre partiel sur
Sg 11 .Sy (qu’on appelle I'ordre imposé par les rendez-vous).

Démonstration :

On consideére la relation F’ sur S, IT S, I Sy obtenue comme suit: sur S, IT .S, et
Sm 11.Sg, on prend les ordres totaux donnés (notés <). Sur Sy x Sy, on prend l'ensemble
des projections de triplets (a, b, c) dans Sy x Sy, x Sy vérifiant a < b (dans Sy x Sp,) et
b < c (dans Sy, X Sg). Enfin sur S; x Sy, on prend 'ensemble des projections de triplets
(a,b,c) dans Sy x Sy, x Sg vérifiant a > b (dans Sy x S;,) et b > ¢ (dans Sy, x Sg). On
vérifie que F’ est une relation d’ordre contenant U et contenue dans R, donc c’est F.

Donc R est aussi la restriction de I et par conséquent c’est une relation d’ordre.
|

On se donne une demi-interaction D avec ses deux suites Sy et Sq4, on note S la réunion
disjointe de Sy et Sy et p Pordre partiel induit sur S. Enfin on note comp(D) 'ensemble
des interactions induisant D,

Lemme 47

L’application de comp(D) dans I’ensemble des entrelacs de S, et Sy est injective et
son image est ’ensemble des entrelacs raffinant p.

Autrement dit, il y a autant de composées 11 de deux parties 11y, Il que d’entrelacements
de leurs bords externes respectant les rendez-vous.

Démonstration :
Facile. u

Le théoréme ci-dessous énonce une condition d’associativité faible satisfaite par la com-
position des parties, condition qu’on étudiera plus en détails au long du chapitre 5.

Théoréme 48 — Une propriété d’associativité dans J,

Tout couple de deux interactions I et I' dans J3 tel que la projection externe de I’ soit
égale a la projection interne gauche (resp. droite) de I, provient d’une 3-interaction
R (empilement de quadriplexes) dans J3 en ce sens qu’on a d3(R) = I' et 6;(R) = I
(resp. 62(R) =I' et 0p(R) = I).

Ici on a utilisé les notations usuelles pour les opérateurs de faces [Lan71](p.179).

Démonstration :
Ici on notera I;T pour la liste I & la suite de laquelle on a apposé I’élément T'.

On raisonne par induction sur la somme des longueurs de I et I’ . On applique
I’hypothése inductive au couple obtenu en retirant le dernier triplexe a I et/ou a I’
selon le cas, comme expliqué plus bas. On obtient ainsi un élément R’ de J3$ sur lequel
on empile le quadriplexe construit comme indiqué ci-dessous a partir du ou des deux
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triplexes préalablement retirés.
Si les deux triplexes aux sommets de I et I’
» ont un effet de bord en commun :

Pour le dessin de gauche, I = I7;T ou T est le triplexe formé par p.y, Pyw; Prw,
Plyy» Py €t 1e coup, et I' = I'";T" ou T est le triplexe formé par py., pyw, Pzw; Pyzs Py
et le coup. On applique donc I’hypotheése de récurrence & I~ et & I'~ et on compléte le
couple de triplexes T', 7" en un élément de J3 grace a p,. qui est obtenu par associativité

dans J. Pour le dessin de droite les triplexes T et T” sont différents mais I’argument est
le méme.

» sinon
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On voit sur les dessins que p,. et p,, s’obtiennent par associativité dans J, respec-
tivement dans les tétraedres constitués par pry, Pyz, Pzws Prw €6 Pyw POUr ps., €t par
Dl Pyzs Pzws P €6 Dyw pour pl, (dans le premier schéma). Pour le dessin de gauche,
I =17;T ouT estle triplexe formé par p.y, Pyw, Pew, p;y, Pl €t le coup. On applique
donc ’hypothése de récurrence a I~ et & I’ on compléte donc le triplexe T en un élément
de J% grace & p,. et pl.. Pour le dessin de droite les roles sont inversés c’est en haut de
I’ qu’on enléve un triplexe et le résultat est le méme.

L’argument ci-dessus s’adapte aussi bien au cas ou le coup est forward qu’a celui ou
il est backward, c’est la raison pour laquelle les coups sont dessinés sans direction.

Les cas symétriques se traitent de la méme fagon.

Remarque 49 — Associativité

Du fait que tout tel couple d’interactions provient d’une 3-interaction, si I’on considére
une composée de trois parties dans un certain ordre, on peut obtenir la méme partie
composée en composant les trois parties dans l'autre ordre. Autrement dit, étant
données trois parties, on obtient le méme ensemble de parties composées quel que
soit l'ordre dans lequel on compose. Cette propriété exprime donc bien une forme
d’associativité (voir remarque 72).

Remarque 50 — La condition d’associativité dans J;

On aurait pu exprimer cette condition non seulement pour les interactions mais aussi
pour toute demi-n-interaction (la donnée d’une suite de n projections internes i.e. par-
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ties compatibles) pour tout n : a tout couple d’une p-interaction P dans J} et d’une
g-interaction @) dans J{ tel que la projection externe de 'une soit égale a une projec-
tion interne de I’autre on sait associer une (q 4+ p — 1)-interaction dans 3°7¢"! ayant
les deux faces voulues.

La preuve est la méme que pour le cas p + ¢ — 1 = 3 traité ci-dessus.

3.3 Les parties identités

Lemme 51 — Le copycat n’est pas une identité

» Si l'on pré-compose ou post-compose une partie 11 : J; avec cop(src(Il)) d’un coté
ou avec cop(but(Il)) de 'autre, on obtient I, mais pas seulement, autrement dit cop
n’est pas neutre pour la composition horizontale des parties.

Démonstration :
Voici deux interactions d’une partie II & deux coups avec 'identité de son bord droit;

en terme d’entrelacements ci-dessous, IT oy idj(c) = {(¢; ), (¢;¢)}.

Autrement dit : si ¢, et ¢(q) désignent respectivement les copies du milieu et du coté
droit du coup ¢, les ordres induits par les projections internes (¢’ < C(m) €t ¢y < c(m)) ne
contraignent pas l’ordre de la projection externe, il y a donc deux possibilités : ¢y < d
ou c(g) > .

[

Conclusion

On a donc mis sur nos parties une sorte de
structure de catégorie assez faible puisque la com-
position est multivaluée, [’associativité n’est pas
aussi forte qu’on pourrait le souhaiter et les copy-
cats me sont pas vraiment neutres. On va exposer
au chapitre [6] une variante plus satisfaisante de
la construction du chapitre 2.

Entre temps on wva introduire les notions caté-
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goriques appropriées pour faire ces constructions,
notions qui mettent en scéme des compositions
faibles (voir chapitre 5), et on mettra aussi
en place une notion adaptée de stratégie (voir
chapitre /).
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Chapitre 4

Stratégies

Résume

Dans ce chapitre on présente une forme rudi-
mentaire et déja explorée de jeur et stratégies;
cette construction n’a rien d’original; par exemple
[SHO02] et [AMI9] ont déja présenté les jeux avec
des graphes signés.

4.1 Stratégies dans une catégorie signée

Etant donnée une catégorie € (dont on appelle les objets positions et les morphismes
parties), on définit:

Définition 52 — Parties préfixes

Soient II,II' et 11" trois parties; si I = II' o I1”, alors on dit que I1” est un préfixe de
IT et que I est un suffixe II.

Dans le cas ot II' n’est pas un isomorphisme, on dira que I1" est un préfixe strict de
II.

Cette définition a un sens pour toute notion de composition.

Définition 53 — Catégories signées

Une catégorie signée est une catégorie dont ’ensemble des objets est muni d’une
application A a valeurs dans {—, +}, qui fait apparaitre I’ensemble des objets comme
réunion disjointe de I’ensemble des P-positions et de I’ensemble des O-positions.

51
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Définition 54 — Parties paires

Etant donnée une catégorie signée €, on appelle partie paire dans € toute partie dont
la source et le but ont méme signe. Les parties paires forment une sous-catégorie €P
de € qui est la réunion disjointe des deux sous-catégories pleines ¢¥ des P-positions
et €9 des O-positions. Les parties impaires sont les parties qui ne sont pas paires.

Définition 55 — Stratégies

Etant donnée une position p dans une catégorie signée €, une stratégie dédiée a p (on
dira aussi une stratégie pour p ou p-stratégie) est un ensemble de parties paires qui
ont p comme source commune, clos par préfixe, et qui contient Iidentité de p. Une
stratégie dans € est une p-stratégie pour un p donné ; c’est une P-stratégie ou une
O-stratégie selon que p est une P-position ou une O-position.

Si une stratégie o contient une partie Il on dira que o sélectionne II.

4.2 Propriétés des stratégies

On introduit ici les notions de stratégies gagnantes, robustes et déterministes toujours dans
le contexte d’une catégorie signée.

Définition 56 — Catégorie noethérienne

On dit d’une suite de parties qu’elle est croissante dés que chaque partie de cette
suite est un préfixe de la suivante.

On dit d’une catégorie € (signée ou non) qu’elle est noethérienne si toute suite
croissante de parties dans € est stationnaire.

Définition 57 — Propriétés des stratégies

» Déterminisme

une p-stratégie o est dite déterministe lorsqu’elle vérifie la condition suivante : si
7 est une partie impaire sélectionnée par o, alors il existe au plus une partie paire 7/
sélectionnée par o et ayant les mémes préfixes impairs que 7 (autrement dit o a au plus
une réaction possible pour chaque comportement de I’adversaire). Plus précisément,
deux parties et 7’ sélectionnées par o et ayant le méme ensemble de préfixes stricts
sont isomorphes.
» Robustesse

une p-stratégie o est dite robuste lorsqu’elle vérifie la condition suivante : si i est
une partie impaire dont o sélectionne tous les préfixes pairs, alors il existe au moins une
partie paire q sélectionnée par s et ayant les mémes préfixes impairs que i (autrement
dit o sait comment réagir a tout comportement de ’adversaire)

» Gagnance
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une stratégie est dite gagnante si elle est robuste et si toute suite croissante de
parties sélectionnées est stationnaire, en d’autres termes une stratégie gagnante ne
sélectionne aucune partie infinie.

Remarque 58

— Dans une catégorie signée noethérienne, toute stratégie robuste est automatique-
ment gagnante.

— La notion de robustesse est aussi connue sous le nom de totalité.




54

CHAPITRE 4. STRATEGIES




Partie 11

Construction principale

55






Chapitre 5

Matériel catégorique faible

Résume

Dans ce chapitre on introduit les outils caté-
goriques que l’on vient de mettre en lumiére et
qui vont se révéler nécessaires dans l’optique de
mieuz formaliser les constructions des chapitres
qui vont suivre.

Plus précisément on introduit une notion de catégorie affaiblie par le caractére par-
tiel de sa composition. On appelle demi-catégorie cette notion de catégorie faible. On
introduit aussi une notion affaiblie de double catégorie qu’on appellera sesqui-catégorie.
Une double catégorie est constituée de quatre catégories tandis que dans notre notion de
sesqui-catégorie, deux de ces catégories deviennent des catégories faibles. La construction
principale de cette thése, qui reprend la construction du chapitre 2 dans ses grandes lignes,
construit une sesqui-catégorie en partant d’une demi-catégorie.

5.1 Demi-catégories

Pour définir notre notion de jeu d’équipe dont on va parler au chapitre 7, on aura besoin
d’une notion adéquate de catégorie faible.
La notion de demi-catégorie ne difféere de la notion de catégorie usuelle que par le

caractére partiel de sa composition.
Notation (application partiellement définie) :

On notera A --» B I’ensemble des applications partielles de A dans B.
Définition 59 — demi-catégorie

Une demi-catégorie est constituée d’un ensemble d’objets £, d’un ensemble de
morphismes )1, de trois applications: src, but : 91 — $o, id : Hy — $Hiet d’une
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application partielle o : $1 X )1 --+ $1 pour la composition dans $,. On dira que f
et g sont composables si leur composition f o g est définie.
Ces données sont sujettes a la liste de conditions suivantes :

(1) Ia src et le but de id(x) sont égaux a x ;
(2) si f et g sont composables, alors src(f) est égale a but(g) ;
(3) si h = fog alors src(h) est égale a src(g) et but(h) a but(f) ;

(4) Ia composition est associative en ce sens que : étant donnés f,g,h dans 91, si
l'une des deux compositions suivantes est bien définie, (ho g)o f ou ho(go f)
alors autre ’est aussi, et de plus elles sont égales ;

(5) les identités sont neutres au sens ot : pour tout f dans 1, foidse(s) et idpu sy o f
sont (bien définis et) égaux a f.

Remarque 60

— Les catégories usuelles sont des demi-catégories qui satisfont la condition addition-
nelle suivante: f et g sont composables dés que src(f) est égale a but(g).

5.2 Demi-catégories signées

Définition 61 — Demi-catégorie signée

Une demi-catégorie signée est une demi-catégorie ) munie d’une fonction de polarité
sur les objets, A : 9 — {—,+} qui s’étend naturellement aux fléches par la régle des
signes usuelle illustrée dans le schéma ci-dessous:

Figure 5.1: Propagation des signes aux morphismes.

Remarque 62

Etant donnée une demi-catégorie signée ), on fabrique une nouvelle demi-catégorie
$HT comme suit :
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— Comme objets on prend seulement les objets positifs de 9,
— et comme morphismes on prend tous les morphismes entre de tels objets.
— Les identités sont dans $§7,

— et la composée de deux fléches positives est aussi positive.

$HT est bien une demi-catégorie. On dit aussi que H' est la sous demi-catégorie
pleine des objets positifs de $).

On va s’intéresser surtout aux demi-catégories signées dans lesquelles les fleches néga-
tives ne sont pas composables, on leur donne donc un statut :

Définition 63 — Demi-catégories fallacieuses

Une demi-catégorie fallacieuse est une demi-catégorie signée qui vérifie la condition
que deux fléches négatives ne sont jamais composables.

On donne maintenant un procédé pour obtenir de telles demi-catégories.

Exemple 64 — Exemples de demi-catégorie fallacieuse

Une catégorie € équipée d’une fonction de signe \ : €y — {—,+} donne lieu a une
demi-catégorie signée D(C€, \) dont les objets et les morphismes sont les objets et les
morphismes de € et ou la composition est la restriction de la composition de € & la
réunion de € x € et ¢; x €. En général D(€, \) n’est pas une catégorie.

Mais D(€, \) est une demi-catégorie fallacieuse.

Remarque 65

On peut remarquer qu’ici la catégorie est totale sur toutes les autres compositions
(celles dans lesquelles un morphisme au moins est positif) en ce sens que dans @f X
¢ e x Qf la composition est partout bien définie.

Démonstration :

— L’identité est neutre a droite puisqu’on compose I’identité qui est une fleche positive
avec une autre fleche donc toutes ces composées sont les mémes que dans €.

— De méme l’identité est neutre a gauche.

— Associativiteé :
Dans les cas dans lesquels il y a au plus une fléche négative sur les trois petites
fléches, grace a la loi sur les signes, si la composée existe dans un sens, elle existe
aussi dans ’autre; si par contre il y a deux fleches négatives ou plus, la composée
n’existe ni dans un sens ni dans l'autre.
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Définition 66 — Zo

Zs est la catégorie signée décrite par le schéma ci-dessous :

01
(0 o 14
10
en associant + a 0 et — a 1; autrement dit Zy est la catégorie a deux objets {0, 1}
et quatre morphismes {idy, id1,01,10} satisfaisant :
> 01010 =id; et 10001 = idy
On peut noter que Z!,, égale D(Za, ), ou X est la fonction de polarité introduite
plus haut qui associe + a 0 et — a 1.

Définition 67 — 7

ZY, est la demi-catégorie dont les objets et les morphismes sont ceux de Zy mais
dans laquelle 01010 = | et 10001 = 1. Ce qui veut dire que 01 et 10 ne se composent
ni dans un sens ni dans ’autre.
On construit ainsi une demi-catégorie fallacieuse.

Définition 68 — Les demi-foncteurs

La notion de foncteur s’étend facilement aux demi-catégories. La deuxiéme condition
n’est vérifiée que dans les cas ou f et g sont composables et impliquant que F(f) et
F(g) le sont aussi.

On peut donc expliquer une nouvelle fagcon de donner un signe & une catégorie et ensuite
d’en extraire une demi-catégorie.

En effet, étant donné un demi-foncteur F' : € — Z, on peut fabriquer la demi-catégorie
¢’ = D(C, F) : ses objets et ses morphismes sont ceux de €, ’ensemble des objets positifs
de ¢’ est I'image réciproque de 0 par F', et ’ensemble des objets négatifs de ¢’ est I'image
réciproque de 1 par F', et les morphismes composables sont ceux dont les images sont
composables.

Remarque 69

Les morphismes positifs sont donc ceux qui sont envoyés sur les identités alors que les
négatifs sont ceux qui sont envoyés sur les deux autres morphismes (01 et 10), la loi
des signes est ainsi naturellement mise en place.

¢’ peut étre vue comme l'image réciproque de 7/, vue comme sous-demi-catégorie
de ZQ.
En particulier, dans €' deux fléches négatives ne sont pas composables.

Remarque 70

En terme de jeux, le fait d’interdire que les fleches négatives composent nous évite les
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triangles de composition (—, —) dans lesquels ¢a serait au joueur de jouer dans les deux
arénes internes. Plus généralement c’est la condition qui code I’habituel diagramme
des états (voir [Bla92, Har99, McC96] ou remarque 7.5).

5.3 Demi-catégories faibles

La différence entre demi-catégories et demi-catégories faibles réside dans le fait que pour
ces derniéres la composition est une relation ternaire et pas nécessairement une application
partielle.

Définition 71 — demi-catégorie faible

Une demi-catégorie faible 2l est constituée d’un ensemble d’objets o, d’un ensemble de
morphismes 2l;, de trois applications src, but : Ay — g, id : Ay — Ay et d’une relation
ternaire o C Ay x Ay x Ay pour la composition dans ;. On note f o g I’ensemble
des fleches h telles que (h, f,g) € o en accord avec quoi on écrira h € f o g au lieu de

(h, f,g) € o.

Par opposition aux demi-catégories faibles, on dira parfois demi-catégorie stricte a la
place de demi-catégorie.

Ces données sont sujettes a la liste de conditions suivantes :
> (1)

src(id(z)) = x et but(id(z)) = =
> (2)

si h est une composée de f et g,
src(f) doit étre égal a but(g), src(g) a src(h) et but(f) a but(h)
> (3)

si fz- est une composée de f,. avec fiy, et fz. est une composée de f.,, avec f;., alors
il existe une composée fy,, de f.,, avec f,. de laquelle f,, est une composée avec f,.
Autrement dit, si fz. € fyz 0 foy, €t fow € frw © foz, alors il existe une composée fy., €
fawo fyz telle que fru € fyw © fmy-
> (3)

de facon similaire, si fy,, est un composé de f.,, avec fy., et fi, un composé de fy.,
avec fyy, alors il existe un composé f,. de f,. avec fz, duquel f;, est composé avec f.,,.
Autrement dit, si fyw € fowofyz, €t fow € fywO foy, alors il existe un composé fy, € fyz0 fzy
tel que fow € frz © faw- (voir [fig 5.2])
> (4)

les identités sont neutres dans le sens suivant : étant donné f dans 2y, f o idge(y) et
idput(p) © f sont égaux a {f}.

Remarque 72

La condition usuelle d’associativité est exprimée par les deux conditions adéquates
(3) et (3’) (voir fig. 5.2).
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Figure 5.2: Associativité dans les demi-catégories faibles.

Les conditions (3) et (3’) reviennent a dire que la composition ensembliste o :
P(Hom(B,C)) x P(Hom(A, B)) — P(Hom(A,C)) définie par :
GoF={h:Hom(A,C)|3f:F,9:G tels que h= fog}

est associative. (On fait ici référence a la notion d’associativité ensembliste déja intro-
duite par la remarque 49).

5.4 Sesqui-catégories

C’est ici que l’on présente notre notion de double catégorie faible, qui est une variante
affaiblie de la notion de catégorie double introduite par Benabou [Bén67].

On utilisera les conventions de la section 1.1 : ¢, ¢, ¢”” désignent des coups, h, h', h" sont
des noms qu’on donne & des fleches horizontales.
On donne ici une illustration des objets qu’on va manipuler quand on parlera de dou-

bles catégories :

Définition 73 — sesqui-catégorie

Une sesqui-catégorie & est constituée des données suivantes :

un quadruplet d’ensembles {S,S,,Sp,S2} : ports (pour objets), morphismes verti-
caux, positions (pour morphismes horizontaux), et parties (pour cellules) respective-
ment.

— huit faces entre eux : src,, but, : S, — Sg; srcy, buty, : Sy, — Sg; srey, buty : Sy —
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AO A 1
cellules As Ay
0-h-morphismes Ag Az

Ao objets
T N_

As 0-v-morphismes

As

Figure 5.3: Double catégorie; dans 0-h-morphismes, 0 référe a la dimension du contact,
par exemple les cellules sont & la fois des 1-v et des 1-h morphismes.

Sy; srcp, buty : So — S,

So.

— quatre notions de compositions :

(SQ X SQ X Sg)

la place de (1,11, 15) € op.

catégorie horizontale,

catégorie faible 1-horizontale,

> (1)

composé de buty (') avec buty ()

— et quatre dégénérescences : id, : Sy — Sy;idyp : Sg — Sy;idy S, — Se;idg S, —

— trois d’entre elles sont des applications partiellement définies:
0p 1 Sy X Sy ==+ Sy; oy Sy X Sy --+ Sy

— alors que la composition horizontale des parties est un sous-ensemble oy de

Oh:ShXSh -—> Sh

dont on appellera les éléments interactions. On écrira parfois I € Iy o Iy 4

Ces données donnent lieu 4 quatre structures catégoriques,

— &y = {S0, Sh,on, idy} est une demi-catégorie qu’on va maintenant appeler demi-

— 6, = {50, Sy, 0u, id, } est une catégorie qu’on appellera catégorie verticale,
— Gy = {8}, S2,0v, idy} est une catégorie qu’on appellera la catégorie 1-verticale,

— 6y = {Sy,S2,0p,idy} est une demi-catégorie faible qu’on appellera la demi-

Ces données doivent vérifier les conditions de compatibilités suivantes :

srcy et buty sont des foncteurs en ce sens que, si ¢ est un composé (horizontal)
de ¢ avec ¢’ alors srcy (c) est le composé de srcy (') avec srcy (¢”) (resp. buty est le
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> (1)
srcy et buty sont des foncteurs en ce sens que, si ¢ est le composé vertical de ¢
avec ¢ alors srcy(c) est le composé vertical (dans 3°) de srcy(c') avec srcy(c”) (resp.
buty est un composé de buty (c') avec buty (")
> (2)
si h est le composé de h/ avec h”" alors idy (h) est un composé (horizontal) de idy (h')
avec idy (h")
de plus idy (h) est I'unique composé:
{idy (h)} = idy (h') op idy (h").
> (3)
Pour tout d : Sy, idy (idy(d)) = idg (id,(d))
> (4)
les fonctions src et but sur les cellules satisfont les quatre identités naturelles suiv-
antes, pour toute cellule c,
srey(srep(c)) = srep(srey ()
src, (butg (c)) = buty(srey(c))
but,(srcg(c)) = srep(buty (c))
but, (butg(c)) = buty(buty (c))

> (5)
les src et but verticales (resp. horizontales) d’une cellule identité horizontale (resp.
verticale) sont des identités horizontales (resp. verticales) des sommets correspondants.

Exemple 74 — Sesqui-catégorie

Pour toute catégorie € on peut construire une sesqui-catégorie:

> Gy,

= € (il faut se représenter les fléches horizontalement)
> G,

= € (il faut se représenter les fléches verticalement)
» Sy

la catégorie des morphismes de € c’est-a-dire la catégorie dont les objets sont les
morphismes de € et les morphismes sont les carrés commutatifs de € (il faut voir un
carré comme un morphisme horizontal qui va du bord gauche au bord droit)
» Sy

= Gy (il faut voir un carré dans 'autre orientation, comme menant verticalement
du bord d’en bas au bord d’en haut)

Remarque 75

Cette sesqui-catégorie est en fait une double catégorie.

Définition 76 — Condition de fenétre

On énonce ici la condition de fenétre des double catégories, selon la définition de
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[Mel02].
Etant données quatre cellules composables au sens de la figure 5.1,

d h e h1 f
A A A
v 1T v I V2
d —n—=¢ —hi=f' (5.1)
A A A
v H2 ’Uﬂ H3 UIQ

i > I S "
d hll € hll f
1

le résultat de la composition horizontale puis verticale est le méme que dans Iordre
inverse, ce résultat est traduit par 1’égalité des diagrammes ci-dessous (figure 5.2) :

h h h hi

gt e Mg d—"se Ty

A A\ A A A

v ITio0pII v2 v U1 v2

d —n— ¢ —h)> f’ = d’ Moy 11y e/H10VH3f/ (5.2)
v’ [I30p1I2 vy v vl v

" I " 1" > I >~ £
d Hh” [ h” f d h// € h// f
! 1

Remarque 77 — Double catégorie

— Une sesqui-catégorie dans laquelle les structures catégoriques faibles sont des caté-
gories normales et qui vérifie la condition de fenétre définie ci-dessus est une

double catégorie au sens de [Bén67].

— La structure qui motive ces définitions est celle qui est implicite au chapitre 3 et qui
sera explicitée au chapitre 7.

5.5 Sesqui-catégories signées

Définition 78 — sesqui-catégorie signée
Une sesqui-catégorie signée est une sesqui-catégorie équipée d’une fonction de polarité
définie sur les objets et étendue aux morphismes (verticaux et horizontaux respective-
ment dans &, et &;) comme ci-dessus, de sorte que &), forme une demi catégorie

signée.

Définition 79 — sesqui-catégorie fallacieuse
Une sesqui-catégorie fallacieuse est une sesqui-catégorie signée, dont la demi-catégorie
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horizontale &y, est fallacieuse.

Définition 80 — La sesqui-catégorie des parties paires

Etant donnée une sesqui-catégorie signée &, on appelle &t la sesqui-catégorie des
parties paires de &. Les données de & sont :
pour Sar et S on prend respectivement Sy et S,; pour S,'f on prend ’ensemble des
positions positives de Sy; pour S;r on prend en conséquence ’ensemble des parties
entre positions positives (qui est un sous-ensemble de S3).

Pour les applications src, but, id on prend les restrictions correspondantes.

Proposition 81

ST est une sesqui-catégorie.



Chapitre 6

Demi-catégorie des stratégies

Résume

Dans ce chapitre on montre comment con-
struire une demi-catégorie de stratégies 8(S) a
partir d’une sesqui-catégorie vérifiant certaines
conditions. Cette construction se combine a celle
du chapitre suivant pour fournir le mécanisme de
génération de modeles de jeur qui est [’objet cen-
tral de cette étude.

6.1 Stratégies dans une sesqui-catégorie &

Définition 82 — Les données du graphe §(S)

Soit & une sesqui-catégorie, les objets de $(S) sont les objets de &, les morphismes
de §(6) sont les stratégies dans la catégorie Sy des parties de S, et les applications
source et but d’une stratégie pour une position p sont la source et le but de p dans Gy,.

Dans un premier temps nous fournissons les données des fonctions de composition et
d’identité, en observant qu’elles ne constituent pas pour autant des stratégies. On formulera
dans un deuxiéme temps les hypothéses assurant que ces constructions donnent bien des
stratégies.

Définition 83 — La composition dans $(S)
La composition des stratégies est définie comme suit :
étant données deux positions composables p’,p" : &, deux stratégies o', 0" dédiées

respectivement a p' et p” sont composables, et la composée o := o' o 0 est dédiée a
p’ o, p”. Elles est définie comme I’ensemble des parties II qui résultent de la composi-

67
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tion horizontale de deux parties II' et I1" respectivement dans o’ et o”:
o' oo :={I1:So|3II', 11" : Sy avecIl' € o', 11" € 0" et Il € II' oy 11" }.

Définition 84 — Les Copycats

Les copycats sont définis comme suit :
étant donné x de &, la stratégie copycat(x), dédiée a la position id,(x) : x — x, est
Pensemble des parties identités idi (f) avec f un morphisme vertical tel que src(f) = x:

idp, (zo)
Zo Zo

f idu (f) f

8

idp, ()

A priori ni la composée de deux stratégies ni le copycat ne sont des stratégies et la
section qui suit s’enquiert de régler ces problémes.
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6.2 Sesqui-catégories stratégiques

Définition 85 — La condition “fenétre flexible” win

Cette condition supplémentaire, qu’on note win, va faire que la composée de deux
stratégies soit une stratégie.

On dira d’une sesqui-catégorie qu’elle est flexible si elle vérifie la condition suivante:
étant données quatre parties n,s,e,w telles que s oy n € e oy w alors il existe
Ny, Nesy Se, Sy telles que s € Se O Sy ; M E N OFf Nyy; € = Se O Mg € W = Sy O Ny

s oy N . eorw

Nw Te

Remarque 86

Cette condition peut se traduire par les deux propriétés suivantes :

— les préfixes d’une cellule H-composée sont des composées de préfixes.

— et les suffixes d’une cellule H-composée sont des composées de suffixes.

Lemme 87

Dans une sesqui-catégorie flexible, la composée de deux stratégies est une stratégie.
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Démonstration :

On doit montrer que la composée s de deux stratégies s, s’ vérifie la condition de
préfixe. On se donne donc une partie IT dans s, ¢’est-a-dire une composée I1"” oy IT' avec
I1" € s et II' € s’ et un préfixe m; de II autrement dit une décomposition II = 5 oy 7.
En appliquant la condition win a ces données, on obtient la décomposition horizontale
voulue pour II.

|

Remarque 88

Toute stratégie dédiée a une position p contient I'identité de p. Le caractére faible de
la composition de §(&) découle donc directement de celui de & puisque deux stratégies
ne sont composables que si les positions auxquelles elles sont dédiées sont composables.

Lemme 89 — Les copycats sont des stratégies (sous la condition Pref;;)

Si & satisfait la condition :

(Pref;;) les préfixes verticaux de parties identités horizontales sont encore des parties
identités horizontales,

alors les copycats sont des stratégies.

Démonstration :
Ce résultat découle directement de la condition Pref;,. [ |

Lemme 90 — Les copycats sont des identités

Les stratégies copycat sont neutres pour la composition dans $(S).

Démonstration :
Facile grace a la neutralité des parties identités dans Gpy. [

Lemme 91 — Associativité

Cette composition est associative.

Démonstration :
Facile grace a I’associativité de la composition dans Gy.

Définition 92 — Sesqui-catégorie stratégique

Une sesqui-catégorie stratégique est une sesqui-catégorie fallacieuse qui vérifie la con-
dition win et dont la sous-catégorie des parties paires vérifie Pref;y.

Théoréme 93 — La demi-catégorie de stratégies associée a une sesqui-catégorie

Etant donnée une sesqui-catégorie stratégique & alors $(G™1) est une demi-catégorie.
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De plus :
e l’ensemble des stratégies dédiées a des positions d’une sous-demi-catégorie de 6;
forme une sous demi-catégorie de $(&T)
e 'ensemble des stratégies dédiées a des positions d’une sous catégorie de 6;{ forme
une sous-catégorie de §(&T).
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Chapitre 7

La sesqui-catégorie signée associée a
un jeu d’équipe

Résume

Dans ce chapitre on définit une notion de
jeu d’équipe, puis on reprend la construction du
chapitre 2 a partir d’un tel jeu d’équipe & pour
obtenir une sesqui-catégorie stratégique V().

On reprend ici la construction du chapitre 2 en partant d’une demi-catégorie signée
munie de données supplémentaires. On baptise cette structure jeu d’équipe. Nantis d’un
jeu d’équipe &, on va fabriquer, de maniére similaire & celle déployée dans le chapitre 2,
une sesqui-catégorie stratégique (). Aprés quoi, on hérite donc de la demi-catégorie
de stratégies produite par la construction du chapitre précédent. La nouvelle construction
difféere de celle du chapitre 2 notamment par les régles de signes qui imposent naturellement
I’alternance des parties.

En repassant de facon édulcorée sur I’étude du chapitre 2 on insistera sur les nouveautés
qu’on y apporte.

7.1 La notion de jeu d’équipe

Définition 94 — Jeu d’équipe

Un jeu d’équipe & congiste en :

— une demi-catégorie fallacieuse J dont on appellera ports les objets et positions les
morphismes,

— deux familles 3{ et 3%, de morphismes négatifs de J; on note J$ la réunion disjointe
de ces deux familles.
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Notations

d} est donc la réunion disjointe de deux familles 3{ et Bl{ & valeurs dans J; .

On dira que 8{ est la famille des coups forward et Hl{ celle des coups backward de .
On dira aussi que ces coups sont des O-coups, pour mieux les distinguer des 1-coups,
qu’on introduit plus loin. On note src et but les applications définies sur J} qui, & un
coup, associent respectivement la source et le but de son image dans J; . Pour distinguer
facilement les coups forward des coups backward, on notera les premiers avec une fleche
vers la droite (par exemple ¢) et les seconds avec une fléche vers la gauche ( ).

Pour la suite de ce chapitre on se donne un jeu d’équipe 5, et on fabrique une sesqui-
catégorie stratégique ¥(¥) . On dira stratégies dans & pour parler des stratégies dans la
sous-catégorie des parties paires de ().

Dans les quatre sections & venir on va expliquer comment construire les données pour
les quatre structures catégoriques J, 3°, J1, J* qui constitueront la sesqui-catégorie ¥(J)
(respectivement J(3)p, 9(I)y, () g et H(I)y).

7.2 La catégorie 0-horizontale

La demi-catégorie J, donnée dans le jeu S, constitue la partie 0-horizontale de ¥(SJ) :
¥(SJ)p- Les ports et positions de la sesqui-catégorie () sont donc les ports et positions
du jeu d’équipe.

7.3 La catégorie O-verticale

Définition 95 — Le graphe des coups

On définit le graphe GJ$ dont les sommets sont les objets (ports) de & (Sp) et
P’ensemble des arétes est I’ensemble des coups J = 8{ I Hl{, les applications src et but
étant définies comme suit :
la source (resp. le but) d’un coup ¢ donné est src(c) (resp. but(c)) si c est forward et
but(c) (resp. src(c)) dans le cas contraire.

Remarque 96

Ce graphe est naturellement signé (biparti).

Définition 97 — La catégorie verticale 9(S3), : J°

La catégorie O-verticale de 9(3) est la catégorie libre 3° engendrée par le graphe GJ%
des coups (voir définition 19 du chapitre 2).

7.4 La catégorie 1-verticale

On construit, comme au chapitre 2, ’ensemble des biplexes J3, le graphe des biplexes GJ5
et la catégorie 1-verticale J'.
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La catégorie verticale J' de & est la catégorie libre engendrée par le graphe GJ$ des

biplexes. Un biplexe est un triangle de Js dont un petit coté est muni d’un antécédent
dans J}. Il y a donc des biplexes forward et des biplexes backward. Le graphe des biplexes
a pour sommets les positions de Ji, et pour arétes les biplexes. Ce graphe est maintenant
signé, puisque les arétes sont signées et que la source et le but (verticaux) d’un biplexe
sont de signes contraires.

On a quatre sortes de biplexes et dans chaque cas les signes des positions sont imposés
par les contraintes de commutativité. Sur les schémas, on représente les coups par des
fleches torsadées. Sur le schéma ci-dessous, (¢;n;s;droite), par exemple, désigne un
biplexe dont le coup ¢ est forward et les deux autres cotés du triangle sont n et s; la
mention droite indique que c est le petit coté de droite.

Dans l’exemple des jeux HO, ces biplexes correspondent aux coups constituant une
partie dans une aréne fleche. Pour cette raison, on dit aussi 1-coup & la place de biplexe,
ou méme tout simplement coup, quand ca ne préte pas & confusion.

Et parmi ces coups, on distingue ceux du joueur et ceux de I'opposant. Les coups de
I’opposant, ou O-coups, sont définis comme ceux dont la source est positive, et ceux du
joueur, ou P-coups, comme ceux dont le but est positif. Avec cette définition, les parties
sont des suites alternant les O-coups et les P-coups. Les O-coups étant négatifs, le signe de
la position courante détermine le joueur qui est attendu pour jouer de sorte que dans une
position positive, seul 'opposant peut jouer et au contraire dans une position négative,
seul le joueur peut jouer. Le fait que les O-coups soient négatifs impose 1’alternance des
joueurs dans les parties.

(*¢ sn3s; gauche) ‘ (°C sn3s; droite) (°C ;n3s; gauche) ‘ (‘¢ ; n; s; droite)

@) @) P

Figure 7.1: Les coups de 'opposant & gauche, du joueur & droite.

Définition 98 — La catégorie 1-verticale de 9(3)y : J?!

On obtient la catégorie 1-verticale de ¥(3)y comme au chapitre 2 (définition 25) en
appliquant la construction de Mac Lane au graphe des biplexes G5 .

7.5 La catégorie 2-verticale

On définit comme au chapitre 2 le graphe GJ3 dont les sommets sont les triangles de
composition dans J. On distingue les triangles positifs, dont les trois cotés sont positifs,
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des triangles négatifs, dont deux cotés sont négatifs. Le signe d’un triangle est celui de son
grand coté. On dit que I’état d’un triangle positif est ++, tandis que celui d’un triangle
négatif est +— ou —+ selon que le premier petit coté est positif ou négatif. On a donc
trois états, et les fleches de notre graphe vont concrétiser les six fagcons de passer de I'un
de ces états & l'autre et on retrouve ainsi le diagramme des états familier en sémantique
des jeux :

OA PC
PA
OC
PB

Pr0-P|" . [0-PiP

Notre graphe n’est donc pas signé. Voyons maintenant quelles sont ses fléches, les
triplexes.

Définition 99 — Triplexes

Un triplexe est un tétraédre d’associativité de J, autrement dit un élément de J3, dont
un petit coté est muni d’une direction.

Comme on 'a expliqué dans le chapitre 2, les triplexes qui proviennent d’'un méme té-
traedre se distinguent par le petit coté sélectionné (trois choix possibles) et par la direction
(deux choix possibles). Ces six choix correspondent aux six changements d’états possibles.

Définition 100 — La catégorie J2

La catégorie 2-verticale J? des interactions est la catégorie libre engendrée par le
graphe GJ% des triplexes (voir définition 31 du chapitre 2).

On appelle aussi interactions les morphismes de cette catégorie 2-verticale.
On décrit donc les interactions par un procédé analogue & celui décrit dans la section
2.3. Nos biplexes correspondaient & des coups dans une partie & deux, dans une aréne
fleche. Les triplexes quant & eux peuvent étre interprétés comme des coups dans une partie
a trois. Il faut voir une interaction comme une joute que se livrent une équipe de deux
joueurs d’une part et un opposant d’autre part, 'opposant joue dans la position composée,
(comme dans les jeux habituels [Har99]) alors que les deux joueurs collaborent au travers
d’un port central qui leur permet de cumuler leur savoir-faire (chacun sur 'une des deux
positions internes). En d’autres termes l'opposant joue sur une position A — C' tandis
que le joueur j; joue sur A — B et le joueur js sur B — C, de sorte que ji sait jouer
sur A et jo sur C, B leur sert donc & se passer la main pour répondre a l'opposant sur
A — C. D’autre part les joueurs, doivent interpréter (comme dans les jeux HO) les coups
de 'opposant comme des coups dans leur aréne respective, j; doit interpréter les coups
de l'opposant & gauche dans A — C comme des coups dans A — B alors que jo doit
interpréter les coups de 'opposant & droite dans A — C' comme des coups dans B — C
pour pouvoir y répondre. Et inversement, les coups des joueurs dans les arénes internes
doivent s’interpréter comme des coups dans la projection externe. Et c’est le role que
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jouent les triplexes, ils traduisent un coup d’une position dans une autre : par exemple,
on est dans une interaction, c’est-a-dire dans un triangle de composition de parties et le
biplexe source de mon triplexe est le sommet courant de cette interaction, alors I’opposant
peut jouer son coup dans A — C' et le triplexe (c’est-a-dire 1'associativité de J) me donne
la réalisation de ce coup dans la position A — B (si le coup était dans A).

Et d’autre part un triplexe qui réalise un coup de j; (qui joue dans A — B) dans B par
exemple, peut étre interprété comme la traduction de ce coup en un coup de 'opposant
dans B — C puisque la réalisation de ce nouveau coup s’obtient par associativité de J une
nouvelle fois.

Ceci valorise notre choix d’équiper les coups d’une direction forward et backward: c’est
ce qui permet & chacune des six traductions d’étre exprimées en termes d’associativité dans
d.

On peut distinguer deux sortes parmi ces réalisations puisque 'une d’elles correspond au
passage de main des joueurs entre eux, d’une aréne interne & l’autre, passage contravariant
puisqu’il traduit un coup de joueur en un coup d’opposant, tandis que la deuxiéme est
une traduction d’un coup de l'opposant vu comme le méme coup mais dans une aréne
différente, changement covariant en ce sens que ce coup reste un coup de 'opposant ou
inversement une traduction d’un coup d’un joueur qui reste aussi un coup de joueur.

7.6 Les interactions & quatre

La description de la catégorie 3-verticale (et des suivantes) est tout a fait analogue a celle
qu’on vient de donner. On se contente de remarquer ici que les tétraédres de composition
de J3 respectent une certaine discipline sur les signes, a savoir qu’au plus un des petits
cotés est affublé du signe — (sinon on serait forcément amené & composer deux fleches
négatives). On distingue donc quatre différents “états” pour les tétraédres de Js (qui sont
les sources ou les buts verticaux des quadriplexes de J%), ces états sont déterminés par la
suite des signes des trois petits cotés du tétraédre (++ +, + + —, + —+ et —++). Les
parties & quatre respectent naturellement une certaine forme d’alternance entre ces quatre
états décrite par les figures ci-dessous :
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OD
=
—++ ++- —++ -
+—+ +—+
PB
A B C D A B C D

A
JqE==a T
T —+

- +—+4/
pC
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h
&
Q
)
h
&
Q
)

o e
Tl !pxz

oz

+++

—¥+
+-—+ j
PC

Remarque 101 — Le diagramme des états a 4

Comme précédemment, en mettant comme relation d’équivalence sur les triplexes
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celle qui lie les triplexes de méme état (il y a donc quatre classes de triplexes) de
la méme fagon on distingue les quadriplexes selon la transition qu’ils incarnent, on
remarque alors que les fonctions source et but sur les quadriplexes passent au quotient.
Cette remarque traduit le fait que nos interactions & quatre respectent le diagramme
des états usuel de HO. [Har99).

A

pB pc

7.7 Les projections

La structure de catégorie simpliciale comporte en particulier des foncteurs entre nos trois
catégories verticales. Par exemple on définit comme au chapitre 2 (voir définition 32) les
foncteurs Pins1, Pini2 €t Pest de J2 dans J' qui sont les images par I’adjonction de Mac Lane
des trois projections horizontales d’un triplexe. Les figures suivantes font apparaitre ces
trois projections pint1, Pint2; Dext: GI% — U(J ). La direction du coup n’est pas indiquée
sur les dessins puisqu’elle n’intervient pas.

Pext

N
a7

b
Pintl Pint2

N

id51(e)
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Pext

id31 (6)

7.8 La demi-catégorie 1-horizontale

On décrit maintenant notre structure 1-horizontale. On connait déja les objets, qui sont
les morphismes de la catégorie O-verticale, c’est-a-dire les O-parties, et on connait les mor-
phismes, qui sont aussi ceux de la catégorie 1-verticale, c’est-a-dire les 1-parties. La source
et le but sont donnés par les deux projections de la catégorie 1-verticale dans la catégorie
0-verticale. Expliquons maintenant la composition.

Définition 102 — Composition dans J;

Etant données trois parties I1, 111, I3 on va dire que I1 appartient a 15 o5 I1; dés que
II, I1;, et II, sont trois projections d’une méme interaction dans J2, plus précisément
quand II est la projection externe p.,; et Ilo et IIy respectivement les projections
internes pPint2 €t Pintl-

Théoréme 103

Cette composition est associative.

Démonstration :
La démonstration du chapitre 2 s’adapte sans changement.

Remarque 104

Ce théoreme généralise les résultats de [BDER97| notamment le “zipping lemma” et le
théoréme d’associativité qui en découle.

Théoréme 105 — Propriété du copycat

e Si ’'on pré-compose ou post-compose une partie paire I de 9+ () avec un copycat
on obtient {II}.

Démonstration :
Preuve facile par induction sur II.
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» La composition des parties est multivaluée (voir fig. 7.2)

I'exemple qui suit est une illustration de la non unicité de la composition de J; que
I’on vient de définir. Le dessin de la figure 7.2 montre deux interactions qui ont les mémes
projections internes mais qui différent par leur projection externe. On dénote, en dessous
de chaque interaction, ’ordre des coups de leur projection externe.

— cfescdc — dedcded

d_d

Figure 7.2: Non unicité de la composition horizontale des 1-parties.

Remarque 106 — Composition multi-valuée des parties

Comme on 'explique dans la remarque 40, la composition des parties n’est pas fonc-
tionnelle en ce sens qu’elle peut produire un ensemble de parties. La loi sur les signes
autorise les deux entrelacs de la figure 7.2.

7.9 Propriétés de la sesqui-catégorie (<)

Théoréme 107 — ¥(S) est une sesqui-catégorie stratégique

V() est une sesqui-catégorie qui vérifie la condition de fenétre flexible et la condition
Prefid.
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Démonstration :

Il reste & vérifier la condition de fenétre flexible, qui découle du caractére libre
de la construction (les préfixes d'une composée sont des composées de préfixes) et la
condition Pref;; pour la sous-catégorie des parties paires. Mais alors les préfixes impairs
(rencontrés dans les premiers chapitres) n’existent plus de sorte que tout préfixe d’une
partie identité est encore une partie identité.

|

On note §(3) la demi-catégorie S(I(J)™).

Théoréme 108 — Déterminisme de la composition dans $(S)

‘ La composition des stratégies sur S préserve le déterminisme.

Dans le contexte de la preuve qui met en jeu une interaction ou II = IT” o IT’, on utilise
localement la terminologie suivante :

— ici droite désigne la projection droite de l'interaction, c’est-a-dire la projection interne
Pint2

— tandis que gauche désigne la projection droite de 'interaction, c’est-a-dire la projection
interne p;ne (voir définition 32).

Démonstration :

Soit 0 = 0" o0’ une stratégie composée de deux stratégies déterministes et montrons
que o est déterministe. Soit donc II une partie impaire dont tous les préfixes pairs sont
acceptés par o. Alors le plus grand préfixe pair de II s’écrit IIy = IT” o II' avec II' € o’
et II” € ¢”. Traitons par exemple le cas ou le dernier coup c de II, est & droite et notons
¢’ sa traduction a droite (i.e. dans IT”). On doit démontrer que II a au plus une réponse
a c. SilIl” n’ a pas de réponse a ¢”, alors II n’a pas de réponse & c. Si la réponse r”
de II” a ¢ est a droite, alors la seule réponse possible de II & ¢ est la traduction de
r”. Considérons maintenant le dernier cas, ou r” est & gauche. Trois cas peuvent se

produire : soit, & partir de cette position, la partiell” va toujours répondre a gauche et
IT" a droite, auquel cas II n’a pas de réponse a c; soit par exemple II’ finit par répondre
a gauche un coup ¢ auquel cas la traduction de ¢ est la seule réponse possible de II a
c. Le troisiéme cas, ou I1” finit par répondre & droite est analogue. [ ]

Théoréme 109 — La composition dans S() préserve les stratégies gagnantes

Les stratégies gagnantes sont stables par composition.

Démonstration :

Soit 0 = ¢” o ¢’ une stratégie composée de deux stratégies gagnantes et montrons
que o est robuste. Soit donc Il une partie impaire dont tous les préfixes pairs sont
acceptés par o. Alors le plus grand préfixe pair de II s’écrit Iy = IT” o II' avec IT' € o’
et II” € ¢”. Traitons par exemple le cas oil le dernier coup c de II, est & droite et notons
c’ sa traduction & droite. On doit démontrer que I a au moins une réponse & c. Si une



84 CHAPITRE 7. LA SESQUI-CATEGORIE SIGNEE ASSOCIEE A UN JEU D’EQUIPE

réponse r” de IT"” & ¢ est a droite, alors une réponse possible de II & c est la traduction
de 7. Considérons maintenant le cas ou 7/ est a gauche. Nous devons considérer trois
cas : soit & partir de cette position, IT” va toujours répondre & gauche et II' & droite;
ce cas n’est pas possible parce que II' par exemple n’accepte pas de partie infinie. Soit
par exemple IT’ finit par répondre & gauche un coup ¢ auquel cas la traduction de ¢’ est
une réponse possible de IT a c. Le troisiéme cas, ou II” finit par répondre a droite, est
analogue. [

Proposition 110 — Demi-fenétre inclusive

La window condition usuelle (définition 76) (dans les double-catégories) n’est pas véri-
fiée par ¥() mais devient la demi-fenétre inclusive :

On appelle condition de demi-fenétre inclusive la condition suivante : (neog ny)oy
(se OH Sw) - (nw ov Sw) OH (ne °ov Se)-
Qui est une version faible de la condition 76. Le fait de composer d’abord horizon-
talement impose un rendez-vous c’est-a-dire une synchronisation au niveau du pliage
horizontal médian. Ceci illustre bien la différence qu’induit la faiblesse des catégories
horizontales, puisqu’en composant d’abord verticalement on a plus de liberté.

Conclusion

La construction polarisée compléte donc celle
des chapitre 2 et 8 comme on l’espérait. En effet,
le copycat devient élément neutre, la composition,
moins permissive, est régie par le diagramme des
états qui minimise la multi-valuation de sorte que
la catégorie des parties qu’on obtient devient un
cadre approprié a y modéliser des jeut.
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Chapitre 8

Timings

Résume

Dans ce chapitre, on construit des exemples
de jeux d’équipe, que nous appelons jeux de tim-
ings, et qui servent plus loin dans la description
de jeuz plus complezes (chapitre 9).

Les formes de parties

Ici nous allons décliner différentes versions de catégories de timings. Nous ne donnons pas
une définition abstraite de timing, mais seulement des exemples de jeux d’équipes qu’il
nous semble raisonnable d’appeler jeux de timings.

Un timing correspond & une forme (ou squelette) de partie qui se destine & étre réalisée
dans une aréne (concréte). On verra au chapitre suivant comment interpréter une partie HO
comme un morphisme d’un timing dans une aréne. Les timings HO que nous définissons
sont des arénes, avec justification. Quant & nos timings AJM, ce sont des suites finies de
parenthéses: les parentheses ouvrantes correspondent a des questions et sont aussi notées
@, tandis que les fermantes représentent les réponses et sont aussi notées R. Ces timings
AJM ne comportent donc pas de justification.

8.1 Le jeu hoT des timings HO

On définit le jeu hoT comme suit.

8.1.1 Les objets

Un ho-timing est un graphe signé fini, a justification unique (c’est-a-dire que chaque som-
met est lorigine d’au plus une fléche), sans cycle (c’est-a-dire que la fonction partielle de
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justification n’a pas de cycle, autrement dit pas de solution non triviale a f"(z) = z) et
ou tous les sommets initiaux (i.e. non justifiés) sont positifs. On note Init(a) ’ensemble
des sommets initiaux de a.

Définition 111 — Le signe des timings

est la parité de son nombre de sommets.

On explique plus bas pourquoi ces timings ne sont pas totalement ordonnés, a la dif-
férence des parties HO.

8.1.2 Les morphismes

Un morphisme (horizontal) de ho-timings de a vers b est une application de Init(a) dans
Init(b). Cette définition nous permettra, au prochain chapitre, d’interpréter une partie HO
dans ’aréne fleche A — B comme un couple formé d’un morphisme d’un timing a dans A
(c’est-a-dire une partie dans A) et d'un morphisme d’un timing b dans B (c¢’est-a-dire une
partie dans B), muni d’'un morphisme (horizontal) de a dans b.

8.1.3 La composition

La composition des morphismes est la composition usuelle des fonctions, mais on interdit
les compositions de morphismes négatifs.

8.1.4 La demi-catégorie horizontale

Par construction, nous définissons donc une demi-catégorie fallacieuse. On remarque que
dans cette demi-catégorie, deux timings peuvent étre isomorphes sans avoir le méme nombre
de coups (il doivent cependant avoir la méme parité et le méme nombre de coups initiaux).

8.1.5 Les coups

Nos coups sont ce qu’on peut appeler les 1-extensions. Un morphisme m de source a et
de but b est un coup forward si m s’étend en un morphisme de graphes signés qui est un
isomorphisme de a sur b privé d’un coup positif.

Parallélement, un morphisme m de source a et de but b est un coup backward si m est
bijectif et m~! s’étend en un morphisme de graphes signés qui est un isomorphisme de b
sur a privé d’un coup négatif. Ici, il faut bien voir que dans la catégorie horizontale les
coups backward ont un coup de plus & la source qu’au but, mais dans la catégorie verticale,
comme ils sont retournés, c’est au but qu’ils ont un coup de plus.

8.1.6 La demi-catégorie verticale

On vérifie facilement qu'un morphisme vertical m : @ — b de ho-timings est une injection de
timings (autrement dit : un morphisme d’arénes injectif sur les sommets), munie d’un ordre
total sur les sommets de b qui ne sont pas dans I'image de m, cet ordre étant compatible
avec les justifications.
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En effet, quand on fait notre construction de MacLane, les morphismes deviennent des
suites de 1-extensions puisqu’on empile plusieurs coups, mais aussi on se souvient de ’ordre
dans lequel on les a empilés. Il y a donc un ordre seulement sur les coups ajoutés. On voit
donc ici que le fait que nos timings ne soient pas totalement ordonnés n’empéche pas nos
parties d’étre totalement ordonnées (notamment on part d’une pile vide). Si nous avons
choisi de ne pas ordonner nos timings, c’est pour assurer que la demi-catégorie horizontale
soit stricte. En effet, cette condition figure dans nos définitions générales, bien qu’on puisse
vraisemblablement s’en dispenser.

8.2 Le jeu rhoTl des timings rho

On définit le jeu rhoT comme “responsive HO timings”, qui est une variante trés proche
de hoT.

8.2.1 Les objets

Les rho-timings sont des ho-timings disposant d’une deuxiéme fonction de polarité sur les
sommets.

)\tQ/ R par similitude avec celle des jeux HO usuels (la

Pour un timing ¢, on la nomme
premiére pourrait s’appeler )\? / 7D), et on note les deux valeurs qu’elle peut prendre @ et
R (pour question ou réponse).

Cette fonction de polarité respecte les mémes régles que d’habitude :

-(ho1)- si un coup c est initial dans un timing ¢ alors )\?/P(C) =0 et /\tQ/R(c) =Q

-(hog)- sion a ¢ty ¢ alors )\tQ/R(c) =Q

8.2.2 La demi-catégorie

Les morphismes (horizontaux) de rho-timings sont les morphismes entre les ho-timings
sous-jacents. La composition est celle des morphismes entre les ho-timings sous-jacents.
On obtient bien ainsi une demi-catégorie fallacieuse.

8.2.3 Les coups

Un morphisme m de source a et de but b est un coup forward si m s’étend en un morphisme
de graphes signés qui est un isomorphisme de a sur b privé d’un coup positif et compatible
avec les fonctions de polarité. Parallélement, un morphisme m de source a et de but b est
un coup backward si m est bijectif et m~! s’étend en un morphisme de graphes signés qui
est un isomorphisme de b sur a privé d’un coup négatif et compatible avec les fonctions de
polarité.
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8.2.4 La catégorie verticale

On vérifie facilement qu'un morphisme vertical m : a — b de ho-timings est une injection de
timings compatible avec les fonctions de polarité et munie d’un ordre total sur les sommets
de b qui ne sont pas dans 'image de m, cet ordre étant compatible avec les justifications.

8.3 Le jeu aymT des AJM-timings

On définit ici le jeu des timings AJM.

8.3.1 Les objets

Un timing (AJM; dans cette section tous les timings sont AJM) est un triplet (I, m, o),
ou I est un ensemble fini et m une application de I dans l'alphabet {Q, R}, et o un ordre
total sur I qui rende m bien parenthésé, au sens que sur I et sur tous ses préfixes, le
nombre des () majore celui des R. Ici, par préfixe on entend intervalle commencant, et on
peut définir les préfixes d’un timing AJM puisque, par notre définition, tout préfixe d'un
mot bien parenthésé est encore bien parenthésé.

Pour un timing ¢ = (I, m, o), on définit sa justification (partielle) j : I — I, qui est
bien définie 14 ol m vaut R et qui donne l'indice du @ correspondant. Ici il faut voir les
() comme des parenthéses ouvrantes et les R comme des parenthéses fermantes.

On définit la parité du timing s = (I, 4, p) comme celle du cardinal de 1.

8.3.2 Les morphismes

Un morphisme du timing s = (I, i, p) dans le timing ¢ = (J, j, ¢) est un timing u de la

forme (I' 11 J, i 11 j, ) vérifiant :

— le plus grand élément pour ¢ est dans J, et les ordres induits par ¢ sur I et J sont p et
q,

— (stack discipline) la justification de v induit celles de s et de ¢,

— (switching condition) dans I 11 J, les éléments de rang impair (sauf le premier) sont du
meéme coté (I ou J) que leur prédécesseur.

8.3.3 Le copycat
Eernrne 112

Soit s = (I, 4, p) et s’ = (I', ', p') deux timings équivalents en ce sens qu’il existe une
bijection croissante de I sur I' qui commute a i et i’ (voir figure 8.1). Soit ¢ I’ unique
ordre sur I I1 I’ compatible avec p et p' et dans lequel

— les éléments de rang pair ne sont pas du méme c6té que leur prédécesseur.

— les éléments de rang impair (sauf le premier) sont du méme cété que leur prédécesseur.
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Alors (ITII', i 114, ¢) est un morphisme de s dans s’ qu’on appelle le copycat de
s as'. Sis=s"on dit aussi le copycat de s.

Figure 8.1: la bijection commute a i et i’

8.3.4 La composition
Lemme 113

Soient f = (I'11 J, ¢ 11 j, ¢) un morphisme du timing r = (I, i, m) dans le timing
s =(J,j,n) et g = (JIK, jIk,) un morphisme du timing s dans le timing
t = (K, k, p) . Si on note o la relation sur I 11 J II K obtenue en prenant la cléture
transitive de ¢ U 1), alors :

— 0 est I’ unique ordre total sur I I1 J II K induisant ¢ et i;

— si on note o' la restriction de o 4 I 11 K, alors (I Il K, i Il k, ') est un morphisme
de r dans t.

Démonstration :
Le point crucial est que si la longueur de J est impaire, le dernier coup de 1 est
dans J tandis que si cette longueur est paire, c’est le dernier coup de ¢ qui est forcément
dans J. [

On définit le composé de deux morphismes f et g comme dans le lemme, par la formule
(ITIK,illk, o).

Proposition 114 — T4y est une catégorie

Cette composition munit ’ensemble des timings d’une structure de catégorie fallacieuse
dont les identités sont les copycats.

8.3.5 Les coups

On sélectionne comme coups les préfixes impairs des copycats. Comme coups backward,
on prend ceux qui se terminent & gauche, et comme coups forward, ceux qui se terminent
& droite. On remarque que dans un coup backward, la source est paire et le but est impair,
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tandis que pour les coups forward, c’est la méme chose. Il s’ensuit que deux coups backward
(ou deux coups forward) ne sont jamais composables.

8.3.6 La catégorie verticale des timings AJM

Avec ces données on fabrique donc un jeu et on a une description agréable de sa catégorie
verticale :

Proposition 115

Un morphisme vertical du timing r = (I, i, m) dans le timing s = (J, j, n) est une
injection préfixe de I dans J commutant a i et j.

Démonstration :
On définit deux applications entre les deux ensembles et on montre que ces deux
applications sont inverses I'une de ’autre. [ |

8.4 Les sho-timings

On définit ici le jeu sho des timings adaptés a la switching condition [BDER97].

8.4.1 Les objets

Un sho-timing est un ho-timing muni d’un ordre total compatible avec les justifications et
alternant sommets positifs et négatifs. On dit que deux sho-timings sont équivalents s’il y
a entre eux une (unique) bijection croissante et compatible avec les justifications.

8.4.2 Les morphismes

Un morphisme horizontal m de sho-timings de a vers b est un morphisme init,, entre
les ho-timings sous-jacents, avec en plus un ordre total 7 (aussi noté <), qu’on appelle
I’entrelacs de m, sur la réunion des sommets de a avec ceux de b, le tout assujetti aux
conditions suivantes.

— 7 induit les ordres donnés sur a et b

— si s est un sommet initial dans a, alors init,,(s) < s

— 7 est alterné (pour O/P) et vérifie la switching condition : les sommets positifs sont
du méme c6té que leur prédécesseur.

On dit que D’entrelacs est copycat s’il a au plus deux sommets consécutifs du méme
coté.

Pour les timings HO, on avait pris des graphes non ordonnées pour assurer l'unicité de
la composition horizontale. Ici, ce n’est plus nécessaire: on peut donc prendre des graphes
ordonnés, et c’est heureux puisque, pour choisir des coups qui respectent la switching
condition, il faut pouvoir reconstituer le dernier coup joué.
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8.4.3 La composition

Ici encore, on ne compose que des morphismes dont I'un au moins est positif. Pour com-
poser deux tels morphismes, n : b — c et m : a — b, d’'une part on compose la justification
des sommets initiaux. D’autre part, on observe que ’ordre induit par m et n sur aIll b1l c
est total, et on prend sa restriction a a Il ¢ comme ordre total composé. On obtient bien
ainsi une demi-catégorie fallacieuse.

8.4.4 Les coups

Comme coups forward, on sélectionne les morphismes m : ¢ — b ou le dernier sommet de
b est positif, a est équivalent & b privé de ce dernier sommet, init,, justifie les sommets
initiaux par les sommets de méme rang, et l'entrelacs est copycat.

Symétriquement, comme coups backward on sélectionne les morphismes m : a — b ol
le dernier sommet de a est négatif, b est équivalent & a privé de ce dernier sommet, init,,
justifie les sommets initiaux par les sommets de méme rang, et 'entrelacs est copycat.

8.4.5 La catégorie verticale

On vérifie facilement qu'un morphisme vertical m : a — b de sho-timings identifie a comme
un préfixe de b.
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Chapitre 9

Le jeu HO et ses variantes

Résume

Dans ce chapitre, on présente succinctement
une théorie des jeur d’un point de vue stan-
dard. Notre présentation est largement inspirée
de [Lau04] et [Har99]. Pour faire entrer com-
plétement cette théorie dans notre cadre, nous
exposons une construction abstraite qui permet
aussi de fabriquer un certain nombre de variantes
de la théorie HO.

9.1 Une théorie HO classique

Définition 116 — Aréne

Une aréne est une forét finie, dont les nceuds sont appelés coups. La polarité d’un
coup est la parité de la longueur du chemin entre ce coup et la racine de ’arbre auquel
il appartient. Les racines sont de polarité O, leurs fils sont de polarité P. Si n est une
racine de I’'un des arbres, on dit que n est un coup initial ce qu’on note - n. Si le coup
n est un fils du coup m, on dit que m valide n, ce qu’on note m  n.

On constate que ces arénes sont exactement nos ho-timings.
Définition 117 — Aréne fléche

Si A et B sont deux arénes, l’aréne flecche A — B est obtenue en ajoutant 4 B une
copie de A pour chaque racine r de B et en justifiant tous les coups initiaux de cette

copie par .

Définition 118 — Suite pointée

| Une suite pointée sur I’aréne A est un couple (s, f) ot s est une suite finie de coups
de A et, si k est la longueur |s| de s (s gyning...nk), f est une fonction de {1,...,k}
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dans {0, ...,k — 1} telle que :
o f(i)<i
e si f(i) = 0 alors n; est un coup initial de A

e si f(i) = j # 0 alors n; valide n; dans A (on dit que n; justifie n; dans (s, f) ou
que n; pointe sur n;).

S’il existe p > 0 tel que fP(i) = j # 0, on dit que n; justifie héréditairement n; dans
(5, f)-

Définition 119 — Timing

A une suite pointée (s, f) de longueur k sur I'aréne A on associe son timing : c’est

Paréne dont I’ensemble des coups est {1,...,k} et dont la justification est I’ensemble
des couples (i, f(i)) pouri=1,--- ket f(i) # 0.

Définition 120 — Catégorie des arénes

On appelle morphisme entre deux arénes A et B tout morphisme de graphe envoyant
les coups initiaux de A sur des coups initiaux de B. On définit évidemment ainsi une
sous-catégorie notée A de la catégorie des graphes.

On constate que cette catégorie n’est pas identique & notre catégorie verticale des ho-
timings, qui n’en est méme pas une sous-catégorie : en effet, comme on ’a vu (dans la
section 8.1.6), un morphisme vertical est un morphisme d’arénes injectif, muni d'un ordre
adéquat sur les coups non atteints. On a cependant un foncteur €2 de la catégorie des
ho-timings dans celle des arénes :

Définition 121 — Le foncteur Q
Dans cette section on note §2 le foncteur de la catégorie verticale ho, des timings dans
la catégorie A : sur les objets, c’est 'identité (rappelons qu’un ho-timing est justement

une aréne), tandis que I'image d’un morphisme est I’injection préfixe sous-jacente (on
oublie donc l'ordre sur la différence).

Définition 122 — Morphisme associé a une suite pointée

A toute suite pointée (s, f) de longueur k sur I’aréne A de timing T, on associe
Papplication p de T dans A qui a i associe s(i). Les conditions vérifiées par une
suite pointée assurent précisément que p est un morphisme d’arénes.

Voici notre interprétation catégorique des suites pointées. Pour une aréne A, on peut
donc considérer I'over-catégorie A | 4 dont on note ()4 I’objet correspondant au timing vide
(qui est aréne initiale mais pas timing initial). Comme on a vu, une suite pointée s dans
A définit un objet § € Q(A) et plus précisément un morphisme $: )4 — 5. On vérifie que
s est déterminée par 5 et qu’inversement tout morphisme de source () 4 est isomorphe & un
unique S. On a donc trouvé une catégorie équivalente a celle des suites pointées dans A :
I’under-catégorie qu’on note AT?Z(A)'
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Définition 123 — Partie

Une partie sur ’aréne A est une suite pointée sur A dont la polarité des coups est

alternée.
L’ensemble des parties sur I’aréne A est noté P4.

Nous n’avons pas d’interprétation catégorique de l’ensemble des parties (alternées)
dans une aréne : dans le présent jeu HO (qui ne comporte pas de switching condition),
nous ne sommes concernés que par les parties alternées dans une aréne fleche, parties que
nous savons bien interpréter, mais avant cette interprétation il nous faut introduire des
constructions qu’il est plus simple de présenter de fagon générale.

9.2 La construction abstraite

On donne ici une version abstraite de 1’'idée qui consiste & voir une partie HO comme un
morphisme qui habille sa forme (son timing) dans une aréne autrement dit de son timing
dans son aréne.

9.2.1 Les données

Pour fabriquer notre jeu J, on part d’'un jeu 7; les objets de 7 sont appelés les timings de
J. On se donne aussi une catégorie A, une famille (a;);c; d’objets de A, qu’on appelle les
arénes de J. Enfin on se donne un foncteur Q2 : ¥(7), — A de la catégorie verticale de 7
dans A.

9.2.2 Les objets

A partir de 14, on introduit la catégorie signée ‘335 des positions :

les objets, qu’on appelle aussi 0-positions, sont constitués d’un objet ¢ de 7, qu’on appelle
le timing de la position, d’un indice i € I (on dit que la position est dans l’aréne a;), et d’un
morphisme 7 de €(t) vers a;, qu’on appelle la trace de la position (quand on ne considére
pas abusivement que ce morphisme "est" la position); un tel objet hérite du signe de t;
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9.2.3 Les morphismes

Les morphismes de (t,4,7) vers (¢, j, ') sont simplement constitués d’un morphisme hor-
izontal (de ¥(7)y) s :t — t/, qu’on appelle le bord sud du morphisme. On dit aussi que
ces morphismes sont les 1-positions.

T & A

a; 7
Q@) Q)

9.2.4 La catégorie horizontale

Comme composition, on prend celle de 7, ce qui fait évidemment de ‘Bi une catégorie.

a; Qj ak
A T 7r/ p
Q(t) Q) Q(t")
Q Q Q Q
T t t, - t”

9.2.5 Les coups

On dispose donc de la catégorie ‘,BZ et, pour définir notre jeu, nous allons y sélectionner
les coups.

» Comme coups forward,

on sélectionne les 1-positions obtenues comme suit:
on part dune O-position 7 : Q(t) — a; et d’'un coup forward ¢ : ' — t de 77/ et on
sélectionne le morphisme de 7o Q(c) : Q(¢') — a; vers w dont le bord sud est c.
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a; a;

z Q) Q(t)
Q
4/%/
' - ¢

» Symétriquement, comme coups backward,

on sélectionne les 1-positions obtenues comme suit:
on part d'une O-position 7 : Q(t) — a; et d’'un coup backward ¢ : t — ¢’ de 7% et on
sélectionne le morphisme de 7 vers o Q(c) : Q(t') — a;, et le sud est c.

T

A
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9.2.6 Vocabulaire

Ici on fait ’hypothése supplémentaire
Hy : la catégorie horizontale de timings 7 a un objet initial, noté ()7 ou simplement 0,
dont 'image par () est aussi initiale.

Cette hypothése est vérifiée dans tous nos exemples. Au départ, nous avons donc la
catégorie (horizontale) des positions et nous observons maintenant les catégories verticales.
Rappelons qu’au chapitre 7, nous avons associé & tout jeu une sesqui-catégorie qui est en
particulier une catégorie simpliciale. Nous avons donc ici une premiére catégorie que nous
appelons la catégorie O-verticale des positions, ou la catégorie verticale des 0-positions,
car ses objets sont les O-positions, une deuxiéme catégorie que nous appelons la catégorie
1-verticale des positions, ou la catégorie verticale des 1-positions, car ses objets sont les 1-
positions, une troisiéme catégorie que nous appelons la catégorie 2-verticale des positions,
ou la catégorie verticale des 2-positions, car ses objets sont les 2-positions, et ainsi de suite.

Pour chaque aréne A du jeu, on dispose du morphisme unique de () dans A, qui
constitue une O-position qu’on note (4, et qu'on appelle position initiale dans A. On
appelle 0-partie dans A, ou simplement partie dans A, tout morphisme vertical de source
(4. Le but d’un tel morphisme est forcément une O-position dans A.

Passons maintenant & la description de la catégorie 1-verticale de notre jeu J. Ses
objets sont donc les 1-positions. Une 1-position comporte en particulier une source et un
but, qui sont deux 0-positions dans deux arénes disons A et B, et on dit que la position
est dans A — B. Une 1l-position comporte aussi un morphisme de timings (on dira un
1-timing). Un cas particulier intéressant est celui ol le morphisme de timing est entre les
deux timings vides ()4 et 0. Une telle 1-position ne dépend que de A et de B et on la
note @ A,B-

De méme, un morphisme vertical m : p’ — p entre deux 1-positions p’ et p dans A — B
de 1-timings respectifs t' et ¢, comporte un morphisme vertical my : ¢ — ¢. Inversement,
si p est une 1-position de 1-timing ¢t dans A — B, alors se donner un morphisme vertical
de but p revient & se donner le morphisme vertical my : ¢ — t. En effet, la 1-position
p’ correspondante s’obtient en restreignant dans le sens évident p a t'. Bien entendu, a
travers cette description, la composition des morphismes verticaux de 1-positions s’obtient
en composant les morphismes verticaux de 1-timings.

On peut décrire la 2-catégorie verticale de fagon tout & fait analogue.

9.2.7 Jeux de Yoneda

Etant donnée un jeu d’équipe 7, on dispose d'un foncteur privilégié auquel appliquer
la construction précédente : il s’agit du plongement de Yoneda, qui envoie la catégorie
verticale de 7 (voir chapitre 1) dans 7,. On appelle jeu de Yoneda de 7 le jeu ainsi
construit.

Ce jeu est universel au sens suivant : si on part d'un autre foncteur Q : 9(7), — A,
avec une famille (a;);e; d’objets de A, on peut construire un foncteur Q) de A vers 7, en
composant le foncteur de Yoneda de A avec le foncteur de A dans 7, obtenu en composant
avec €2. On vérifie alors que le jeu obtenu & partir des données initiales est isomorphe
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(dans le sens évident) & celui obtenu avec comme foncteur le foncteur de Yoneda de 7, et
comme famille d’objets la famille Q(a;);e;.

9.3 Le jeu d’équipe pour HO

On revient ici sur le jeu HO. On explique d’abord, & 'aide de la construction abstraite
précédente, notre présentation catégorique de ce jeu. Puis nous reprenons la ol on l’a
laissée, l'interprétation catégorique du jeu HO classique présenté au début de ce chapitre.

9.3.1 Le foncteur €2 pour HO

Pour reproduire le jeu HO avec la construction précédente, on choisit 7, A et le foncteur
Q:9(7T), — A comme déja indiqué au début du chapitre:

— On prend pour 7 le jeu ho,

— Pour A on prend la catégorie des arénes introduite en définition 120.

— Pour € on prend le foncteur naturel.

9.3.2 Retour sur le jeu classique

On est maintenant en mesure de reprendre notre interprétation catégorique du jeu classique
HO, la ou on I'a laissée, c’est-a-dire aux parties dans une aréne fleche A — B.

Si IT est une telle partie dans A — B, on lui associe ses restrictions & A et B, qui sont
des suites pointées qu’on note 114 et [I5. Chacune a son timing, et la justification des coups
initiaux nous donne un morphisme horizontal entre ces deux timings : IIj, : tIl4 — tIIp.
Nous avons donc 13 un 1-timing IIj, mais ce 1-timing ne permet pas de reconstituer les deux
suites pointées et encore moins l’entrelacs entre elles. En revanche, toute cette information
se retrouve dans le morphisme qu’on note IIj, du 1-timing vide 04 5 dans IIj, obtenu en
empilant les coups de IIj, dans l'ordre prescrit par Uentrelacs. L’application IT — I
établit une bijection entre I’ensemble des parties classiques dans A — B et celui des classes
d’isomorphisme de morphismes de source ()4 5 dans la catégorie 1-verticale.

Définition 124 — Projection

Soit s une partie sur A — B; la projection de s sur A (resp. B), notée s |4 (resp.
s |B), est la sous-suite pointée de s obtenue en ne gardant que les coups de A (resp.
B).

Dans notre cadre, s correspond & un morphisme de source vide dans la catégorie 1-
verticale. On obtient ses projections en lui appliquant les deux projections de la catégorie
1-verticale dans la catégorie 0-verticale.

Définition 125 — Stratégie

Une stratégie o de 'aréne A dans I'aréne B est un ensemble non vide de parties sur
laréne A — B de longueur paire (appelées P-parties) clos par préfixes (I’'ordre préfixe
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est noté <) de longueur paire (ou P-préfixes).

Ici nous nous écartons du point de vue de [Lau04] en n’imposant pas la condition de
déterminisme. De notre point de vue, une telle stratégie apparait comme une stratégie
dédiée a la position ()4 p dans la catégorie 1-verticale des parties paires. Remarquons que
nous avons fait le choix d’accepter comme timings des ensembles finis quelconques, au
lieu de nous restreindre aux intervalles d’entiers de la forme [1,...,n] comme en théorie
classique. Il faut voir que ca ne change rien ici : la condition de cléture assurant que nos
stratégies ne font pas de distinction entre deux parties isomorphes.

Définition 126 — Interaction

Soient A, B et C trois arénes, une interaction u sur A, B, C, noté u € int(A, B,C),
est une suite pointée de (A — B) — C telle que u la,B, u |B,c et u[ac sont des
parties sur A — B, B — C et A — C. Concernant les notations :

® ulap=1ula.B,

e u [pc est la sous-suite pointée de u obtenue en ne gardant que les coups de B
et C,

e u [4 ¢ est la sous-suite pointée de u obtenue en ne gardant que les coups de A
et C, et pour tout coup a dans A qui pointe sur b dans B (ce qui implique que
b est initial dans B par définition de A — B) et qui pointe lui-méme sur ¢ dans
C' (initial dans C par définition de (A — B) — C') on fait pointer a sur c¢ dans
u [a,c (ce qui est correct puisque c valide a dans A — C).

Pour interpréter cette définition un peu technique dans notre cadre, il nous suffit
d’introduire la 2-position 04 g ¢, dont le 2-timing est vide.

A une interaction I, nous associons ses restrictions & A, B, C (resp. A — B, B — C
et A — (') qui sont des suites pointées (resp. des parties) qu’on note I4 etc (resp. I4_.p),
toutes choses que nous avons déja interprétées. Chacune a son O-timing (resp. 1-timing).
La condition de compatibilité requise sur les justifications exprime exactement que ces six
timings sont les faces d'un 2-timing I qu’on appelle le timing de l'interaction. Et les six
restrictions de notre interaction sont les faces d’une unique 2-position I;. Mais, comme
dans le cas des parties, cette 2-position ne permet pas de reconstituer l'entrelacs entre
nos suites pointées, ni d’ailleurs les suites pointées elles-mémes. En revanche, toute cette
information se retrouve dans un morphisme, qu’on note I, de la 2-position vide Da,B.c
dans I; obtenu en empilant les coups de I dans l'ordre prescrit par 'interaction. La
structure de catégorie simpliciale nous permet d’associer & ce morphisme ses trois faces,
qui sont les interprétations catégoriques des trois projections de notre interaction.

Définition 127 — Composition

Sioc:A— BetT:B — C sont deux stratégies, la composée o; T est obtenue par :

o7 ={ulac|ueint(4,B,C),ulap €0o,ulpc €T}
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Cette définition ne difféere de celle que nous avons donnée que par le fait que nous
travaillons avec les parties paires (mais si cette condition n’est pas mentionnée dans la
définition précédente, c’est seulement parce qu’elle est automatique: si les deux projections
internes d'une interaction sont paires, la projection externe I’est aussi).

Proposition 128 — Catégorie de jeux

En prenant comme objets les arénes, comme morphismes de A dans B les stratégies

@,

sur A — B et comme loi de composition “;”, on obtient une catégorie.

Démonstration :

On a reconnu ces stratégies classiques comme les stratégies dédiées aux positions
vides, et la composition classique comme notre composition catégorique. On obtient
donc le présent résultat en appliquant notre résultat général du chapitre 6 & la sous-
catégorie des positions vides. [ |

Bien entendu, la théorie qu’on a faite au chapitre 7 n’est que ’abstraction de la théorie
classique. On peut cependant prétendre que ’abstraction clarifie la démarche. Certaines
conditions, comme celle de compatibilité des justifications rencontrée dans la définition
classique d’interaction, sont, comme on 1’a vu, conceptualisées. Et dans certains cas, la
structuration du contexte se propage aux preuves. Par exemple la preuve d’associativité
(ou de neutralité) pour les stratégies se réduit a la preuve correspondante pour les parties
(dans la demi-catégorie 1-horizontale). Une telle réduction n’est rendue possible que par
I'introduction de cette demi-catégorie 1-horizontale. Dans le méme ordre d’idée, notre
preuve d’associativité abstraite manipule des empilements de triplexes ou de quadriplexes
que la preuve classique ne met pas du tout en évidence.

9.4 sHO

La caractéristique spécifique de sHO est qu’on impose la switching condition. Pour cela,
on remplace seulement le jeu de timings ho par sho.

95 AJM

On donne ici Uinterprétation catégorique des jeux AJM classiques (cf [AJMO00]).

Un jeu AJM classique est un quadruplet A = (M, \, P,=) ou

M est I’ensemble des coups du jeu;

A M — {O,P} x {Q, R} une application, qui distingue les coups de 'opposant de
ceux du joueur, et les questions des réponses;

P, 'ensemble des positions, est une partie non vide et stable par préfixe de I’ensemble
M® des suites s de coups vérifiant:

si s est non-vide elle commence par un coup de ’opposant;

s alterne les coups du joueur et ceux de ’opposant

s est bien parenthésée, au sens que tous ses préfixes ont au moins autant de questions
que de réponses;
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= est une relation d’équivalence sur P compatible a la longueur et & A, compatible aux
préfixes et compatible aux extensions au sens suivant: si de deux suites équivalentes, l'une
admet une extension, alors I’autre admet une extension équivalente.

Notre interprétation de ce jeu est dans le jeu de Yoneda associé au jeu des timings
AJM vu en 8.3.

Nous devons donc associer & un jeu classique A, comme ci-dessus, un foncteur A sur la
catégorie verticale tAJM, des timings AJM. Pour un tel timing ¢, on définit A(t) comme
le quotient par = de I'’ensemble des applications de t dans M compatibles & A dont la suite
associée est dans P. On définit bien ainsi un foncteur puisque P est stable par préfixe et
= aussi. Le quotient P := P/ = mérite le nom d’ensemble des parties dans A. A chaque
partie p, on peut associer son timing pr, qui ne retient de la suite de coups que les valeurs
dans {Q, R}, et p apparait alors comme un élément de A(p7). Via le lemme de Yoneda, cet
élément correspond & un morphisme de pr dans A, c¢’est-a-dire & une 0-position dans le jeu
de Yoneda. Cette 0-position comporte autant d’information que le morphisme O-vertical
de source vide dont elle est le but, et I’ensemble P est ainsi en bijection avec I’ensemble
des classes d’isomorphisme de 0-parties dans A pour le jeu de Yoneda.

On appelle stratégie (classique) sur A un sous-ensemble non-vide de l’ensemble PV
des parties paires stable par préfixes pairs et par =. Cette définition différe en deux points
de celle donnée dans [AJ94]. D’abord nous imposons la stabilité sous = au lieu d’identifier
deux stratégies sélectionnant des représentants des mémes classes sous =, ce qui ne change
rien. Ensuite dans [AJ94], on ne s’intéresse qu’aux stratégies “history-free”, que notre point
de vue ne permet pas bien d’identifier.

Etant donnés deux jeux classiques A et B, on construit le jeu A — B dont

I’ensemble M des coups est la réunion des coups de A et B,

la polarité @)/ R est celle provenant de A et B, la polarité O/P est celle provenant de
B et 'opposée de celle provenant de A 1’ensemble des positions est I’ensemble des suites de
M® dont les restrictions & A et B sont des positions et vérifiant de plus la discipline de pile,
a savoir que chaque réponse est du méme c6té (A ou B) que la question correspondante;

enfin la relation d’équivalence identifie deux positions de méme longueur lorsqu’elles
restent toujours ensemble du méme c6té et que leurs restrictions des deux c6tés sont équiv-
alentes.

On voit que cet ensemble de positions, qui est ordonné par l'inclusion préfixe, s’identifie
a ’ensemble des classes d’isomorphisme de 1-positions dans A — B dans le jeu de Yoneda.
Et une telle 1-position s’identifie & son tour au morphisme 1-vertical dont elle est le but,
et de source le 1-timing vide 04 . De sorte que les stratégies classiques sur A — B
s’identifient bien aux stratégies dédiées a la position vide P4 p.

La définition de la composition des stratégies dans AJM94 prend plus d’une page.
L’identification précédente entre les stratégies classiques et leur contrepartie dans le jeu de
Yoneda, transforme cette composition en la composition dans le jeu de Yoneda.



Conclusion

Nous avons soutenu la thése que le cadre naturel pour faire des jeux, c’est une catégorie
(éventuellement faible, et nous avons introduit pour cela la notion de demi-catégorie) dans
laquelle la régle du jeu stipule quels morphismes sont les coups forward et quels mor-
phismes sont les coups backward. Nous avons expliqué comment un tel jeu se décrit
naturellement dans une sorte de double-catégorie dont la catégorie de départ est la com-
posante O-horizontale tandis que la composante 1-verticale est la catégorie des parties. La
composante O-verticale ne s’interpréte comme une catégorie de parties (alternées) que si
on impose une “switching condition “ que nous avons choisi de ne pas imposer en général.
Nous avons montré comment ce cadre général permet la construction d’une catégorie des
stratégies. Nous avons montré au chapitre 9 une construction abstraite de jeu qui permet
de reconstruire dans notre cadre les exemples classiques (HO, AJM) et nous avons vu, sur
I’exemple de HO, que notre catégorie de stratégies redonne bien la catégorie de stratégies
classique.

Nous avons aussi avancé la thése qu’un jeu, classique ou non, avait avant tout une
catégorie de timings (mais nous n’avons pas donné de définition abstraite de timing). Et
nous avons introduit, pour chaque catégorie de timings, le “jeu de Yoneda” correspondant.
Ces jeux de Yoneda semblent étre des variantes trés naturelles des jeux classiques.

Notre travail n’épuise certainement pas le sujet abordé. Citons trois pistes pour des
travaux futurs.

La théorie classique ne se contente pas de construire des catégories de stratégies, elle
munit ces catégories d’une structure monoidale fermée. Il y a donc lieu de raffiner nos con-
structions, moyennant des données et hypothéses supplémentaires, de facon & munir notre
catégorie de stratégies d’une structure monoidale fermée. Un tel projet pourrait prendre
comme point de départ les jeux de Yoneda et conduire & une meilleure compréhension de
la notion de timing.

Par ailleurs la théorie classique utilise les jeux pour donner une sémantique aux langages
de programmation. Pour ce faire, elle identifie diverses sous-catégories intéressantes des
catégories de stratégies classiques. Il y a donc lieu d’explorer la possibilité de mieux
comprendre ou exprimer cette sémantique avec nos nouveaux jeux, en particulier avec nos
jeux de Yoneda. On pourra aussi s’atteler & retrouver les sous catégories du “cube HO”,
plus généralement essayer de répondre aux habituelles attentes que provoque la sémantique
des jeux : faire un modéle pour PCF, polymorphisme, appels par noms ou par valeurs,
calcul paralléle. Signalons par exemple que dans un jeu de Yoneda, la différence entre
aréne et stratégie s’évanouit plus ou moins (aux questions de parité prés): une stratégie
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sur l'aréne a est essentiellement un sous-foncteur de @, et donc une stratégie est aussi un
foncteur.

Enfin la théorie classique s’est employée & donner une interprétation ludique de la
logique (linéaire). Nous pensons que notre formalisme plus général permet de redéfinir la
logique comme un jeu, et plus tard les logiques comme un certain type de jeu. Comme
conséquences de ce point de vue, on peut déja mentionner trois pistes. Le théoréme de
composition des stratégies gagnantes fournira une formulation originale de ’élimination
des coupures au niveau stratégique. La distinction entre stratégie gagnante et preuve (une
preuve étant une stratégie munie d’une preuve du fait qu’elle est gagnante) pourrait per-
mettre de mieux aborder le monde de 'indécidable, qui sépare le vrai du prouvable. Enfin
un formalisme de type “catégorie des logiques” devrait aider & comprendre les relations
entre les diverses logiques.
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Résumé :

Le but de cette thése est de mettre en évidence une nouvelle notion de jeux qu’on appellera
jeux d’équipe, en extrayant ’essence de la notion de jeux congue par Hyland et Ong.

Un jeu d’équipe généralise les notions usuelles de positions, coups, parties et stratégies
en leur donnant une interprétation géométrique. Parmi les positions on distinguera les
positions perdantes des positions gagnantes alors que parmi les stratégies on distinguera
les stratégies gagnantes et les stratégies déterministes.

La composition, qui permet & deux joueurs de combiner leurs stratégies respectives
pour se partager un but en deux objectifs complémentaires, constitue l'attrait principal
d’'un jeu d’équipe.

Notre composition de stratégies a un élément neutre et vérifie la condition habituelle
d’associativité. De plus les propriétés du type gagnant ou déterministe sont préservées a
travers cette composition.

Pour rendre ce travail cohérent je me devais de donner un jeu d’équipe pour les jeux
HO totaux, dans lequel les objets sont les parties dans une aréne donnée.

Abstract :

In this thesis, we propose a new notion of game, which we call team game, obtained by
extracting the essence of the notion introduced by Hyland and Ong. In a team game, we
have natural geometric notions of position, move, play, and strategy. Among positions,
we distinguish winning and losing ones, and among strategies, we distinguish winning and
deterministic ones. Composition, which allows players to combine their strategies in order
to split the common goal into complementary parts, is the main feature of a team game.
This composition has neutral elements and satisfies the natural associativity condition.
Moreover, winning and deterministic strategies are stable by composition. As a main
example, we give a team game corresponding to the HO-games, where objects are plays
in some arena.

ENGLISH TITLE: Abstract games: categorical composition of strategies.
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