archives-ouvertes

Estimation asymptotiguement exacte en norme sup de
fonctions multidimensionnelles
Karine Bertin

» To cite this version:

Karine Bertin. Estimation asymptotiquement exacte en norme sup de fonctions multidimensionnelles.
Mathématiques [math]. Université Pierre et Marie Curie - Paris VI, 2004. Francgais. <tel-00008028>

HAL Id: tel-00008028
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00008028
Submitted on 12 Jan 2005

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entifc research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépdt et a la difusion de documents
scientifques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche frangais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00008028
https://hal.archives-ouvertes.fr

Spécialité

Mathématiques

présentée par

Karine Bertin

Sujet de la thése :

M YM Q M X

soutenue le 23 novembre 2004 devant le jury composé de

Monsieur Lucien BIRGE Examinateur
Monsieur Wolfgang HARDLE Rapporteur

Monsieur Oleg LEPSKI Examinateur
Madame Dominique PICARD Examinateur

Monsieur Alexandre TSYBAKOV Directeur de Thése
Monsieur Jon WELLNER, Examinateur






emer iements

Mes premiers remerciements sont adressés mon directeur de thése Alexandre Tsyba
ov sans qui ce travail n aurait pas vu le jour Je lui suis reconnaissante pour les qualités
scienti ques et pédagogiques de son encadrement et pour sa grande disponibilité

Je remercie Wolfgang H rdle et Michael Nussbaum d avoir accepté d tre rapporteurs
de cette thése ainsi que Lucien Birgé Oleg Leps i Dominique Picard et Jon Wellner
d avoir accepté de faire partie du jury Je voudrais remercier tous les membres du Labo
ratoire PMA de m avoir accueilli pendant ces 3 années de thése ainsi que toute 1 équipe
MODAL  de Nanterre n grand merci également toute 1 équipe administrative du
labo

Je remercie vivement les thésards du labo : Alexis Bénédicte Eulalia abien Héléne
Joaqu n Julien Luciano Olivier Pa ales Philippe Victor et en particulier lorent et
Vincent avec qui j ai partagé de trés bons moments Je remercie tous les amis qui ont
beaucoup compté pour moi ces derniéres années : Ariane Cécile Céline Eric rantis a

ran oise et Cedric Guénolé Joan Katell et Julien Katell Sandrine Solen et Damien
et tous les magisteriens Gracias a los mexicanitos de Par s : Victor et Mai a

En n jadresse mes plus tendres remerciements toute ma famille et mes remercie
ments les plus tendres Joaqu n



ntr utin
Objet de la these
Approche minimax
2 Approche minimax adaptative

2 Principaux résultats

2 uelques résultats d estimation asymptotiquement exacte

22 Estimation asymptotiquement exacte adaptative de fonctions h 1

deriennes multidimensionnelles

2 3 Perspectives

sm¢ttia e atestimati ninsu n rm rn n arametri

sin ithran m esin
2 Introduction
22 The main result and the estimator
23 Proofs
23 Proof of inequality 2
232 Proof of inequality 2 0
233 Proofs of lemmas and propositions
24 Appendix of Chapter 2

sm¢t tia e a t minima estimati nin su n rm
er asses

3 Introduction
32 The estimator and main result
33  pper bound
34 Lo er bound

r anis tr

re res

i

20

23

33

40
42
44



Table des matiéres

3

Appendix of Chapter 3 0

sm¢ttia e atminima estimati ninsu nrm ra iti em

es
4

42
43
44

Introduction
Main result
pper bound

Lo er bound

et estimati n statistique
Cadre général de 1 et principaux résultats
Application au probléme d approximation d une fonction H lderienne
2 Cas d une fonction unidimensionnelle
22 Cas d une fonction H lderienne anisotrope
Lien entre 1 et | estimation statistique en norme

Etudes des constantes

har a a ti eestimati ninsu nrm r imensi na er asses

2

3
4

nne e

Introduction
Main results

2 The set

22 Three families of estimators

=)

23 Alo er bound for anisotropic classes
24 Exact asymptotics for particular forms of the set

2 pper bounds for anisotropic classes

=W NN

2 Some remar s
Some preliminary results
Proof of Theorem
Proof of Theorem 2 02
Proof of Theorem 3 0
Proof of Theorem 4

Proofs of the lemmas and propositions

Résultats sur les processus gaussiens



Table des matiéres 3
2 n théoréme de borne inférieure
3 uelques théorémes d analyse 20

Bi 1 ra hie



Cette thése présente plusieurs résultats d estimation minimax asymptotiquement exacte
en norme de fonctions multidimensionnelles principalement Ces résultats sont obte
nus dans deux modéles statistiques : le modéle de régression et le modéle de bruit blanc
gaussien Nous estimons des fonctions appartenant di érentes classes de fonctions h 1
deriennes 0  est un paramétre de régularité et est un paramétre d amplitude
Nous adoptons deux approches dans la procédure d estimation : 1 approche minimax dans
laquelle les paramétres de la classe de fonctions sont connus et 1 approche minimax adap
tative dans laquelle les paramétres de la classe de fonctions sont inconnus Nous nous
intéressons la vitesse de convergence sur la classe et 1 asymptotique exact du
risque minimax ou du risque minimax adaptatif sur les di érentes classes de fonctions
considérées

Le modéle de régression non paramétrique est donné par

0 est la fonction estimer partir de  observations
et les sont des variables gaussiennes de moyenne nulle et de variance
indépendantes et identiquement distribuées iid Ce modéle est dit

modeéle de régression pas xe si les sont des points déterministes dans par
exemple pour Ce modeéle est dit modéle de régression
pas aléatoire si les sont des variables aléatoires dans et nous étudions dans

cette thése lecas o les  sontiid et indépendantes des

Le modéle de bruit blanc gaussien est dé ni par | équation di érentielle

_ 2
o estlafonction estimer partir des observations est un champ Bro nien
sur et On étudiera le cas et Le modeéle de bruit
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blanc gaussien joue un r le important en Statistique cf Ibragimov et Hasmins ii

L avantage de ce modele est qu il est simple utiliser et qu il approche d autres modéles
statistiques en particulier le modéle cf Bro net Lo Nussbaum et
Bro n et al 2002

Dans chacun des deux modéles décrits précédemment notre but est d estimer en norme

sur la fonction appartenant une classe h lderienne partirde en adoptant

une approche minimax ou minimax adaptative o  est soit si nous
travaillons dans le modéle soit si nous travaillons dans le modéle 2

Dans 1 approche minimax la qualité d un estimateur ie une fonction mesurable
par rapport se mesure 1aide d un risque maximal sur une classe de fonctions
connue associé une fonction

0 représente 1 espérance par rapport et est une fonction valeurs dans Le
but est de trouver un estimateur qui minimise le risque maximal et on étudie le risque
minimax

et son comportement quand tend vers 0 représente 1in mum sur tous les
estimateurs

Dans cette thése nous considérons pour chaque un risque maximal renormalisé de
la forme

0 est une fonction est une semi distance ie a les m mes
propriétés qu une distance sauf peut tre implique et est
une suite strictement positive telle que quand On supposera que  est
une fonction continue croissante telle que et pour avec
et
On étudie
pour une suite strictement positive et on cherche trouver la vitesse de conver

gence minimax

é niti n
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On peut ensuite vouloir préciser le comportement asymptotique de en cher
chant la constante exacte et un estimateur asymptotiquement exact

é niti n

La fonction s appelle fonction de perte uand avec
on parle d estimation en norme et quand avec on
parle d estimation en un point xé Pour on dé nit
et

La vitesse de convergence n est pas unique et on choisit classiquement de la représenter
sous la forme  ou Dans la suite une fois xée la représentation de la vitesse
nous parlons simplement de constante exacte et d estimateur asymptotiquement exact

Les vitesses de convergence ont été calculées pour de nombreux modeles et classes

de fonctions en particulier pour les modéles et 2 sur les classes de H lder
unidimensionnelles avec et

é niti n

Sur dans le modéle de bruit blanc gaussien et le modéle de régression la vitesse

de convergence minimax est pour | estimation en norme avec ou en
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un point xé et — pour 1 estimation en norme cf Ibragimov et Hasmins ii
0 2 Stone 2 Les vitesses de convergence minimax ont aussi été
calculées dans le modéle de densité sur les classes de H lder et sont les m mes

que dans les modéles de régression et bruit blanc gaussien cf Ibragimov et Hasmins ii

Pour 1 estimation sur des classes h lderiennes multidimensionnelles isotropes de ré

gularité dans chaque direction Stone 0 2 a prouvé que dans le modéle
de régression la vitesse de convergence est pour | estimation en norme avec
ou en un point xé et — pour | estimation en norme Nussbaum

a trouvé des vitesses identiques pour I estimation sur des classes de Sobolev mul
tidimensionnelles isotropes dans le modéle de régression

Les vitesses de convergence pour | estimation en norme sur des classes h lderiennes
anisotropes n ont pas été calculées dans les modéles et 2 Par contre plusieurs
résultats d estimation sur des classes anisotropes de régularité montrent
que les vitesses de convergence dépendent de Barron et al ont

montré que la vitesse de convergence est ~~  dans le modéle de densité pour 1 estima,
tion en norme  de fonctions h lderiennes anisotropes Ker yacharian et al 200 dans
le modéle de bruit blanc gaussien pour | estimation sur des classes de Besov anisotropes
en norme avec ont trouvé une vitesse similaire cf aussi Neumann et von
Sachs dans le cas pour | estimation en norme  sur des classes de Sobolev
anisotropes dans le modéle de bruit blanc gaussien

Concernant | estimation de fonctions h lderiennes additives on a les résultats suivants
Pour 1 estimation en norme de fonctions additives véri ant

3
avec et les avec et Stone a prouvé que la
vitesse de convergence est dans le modéle de régression ie il existe un e et de

réduction de la dimension car la vitesse ne dépend pas de  Baraud et al 200 et Baraud
2002 ont montré que dans un modéle de régression pour | estimation en norme  de
fonctions véri ant 3 avec appartenant une classe de Besov de régularité o

la vitesse de convergence est 0
Les ouvrages et articles de Korostelev et Tsyba ov 3 Donoho et al H rdle
et al et Tsyba ov 2004 donnent un aper u des résultats sur les vitesses de

convergence

Si les vitesses de convergence minimax sont connues pour de nombreux modéles et
classes de fonctions par contre il existe moins de résultats sur les constantes exactes
Le premier résultat de constante exacte est d  Pins er 0 Pins er 0 a trouveé
la constante exacte et un estimateur asymptotiquement exact dans le cas de 1 estimation
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€n norme pour la fonction de perte sur des classes de Sobolev unidimen
sionnelles dans un modéle de bruit blanc gaussien Les résultats de Pins er 0 ont
été étendus d autres modéles par Efroimovich et Pins er 2 pour | estima
tion de densités et de densités spectrales par Nussbaum Golubev et Nussbaum

2 Efromovich et Tsyba ov pour 1 estimation de fonctions de régression
non paramétrique et par Golubev 2 dans le modéle de projection pursuit

Le deuxiéme cas pour lequel il existe des résultats de constantes exactes est 1 estimation
en norme de fonctions h lderiennes Dans le cas de 1 estimation en norme sur la
classe avec et dans le modéle avec pour
Korostelev 3 a prouvé que la constante exacte associée la vitesse de convergence

— est la constante

et a trouvé un estimateur asymptotiquement exact qui est un estimateur noyau de noyau
et de fen tre d estimation o

et

avec Donoho 4a a étendu le résultat de Korostelev des régularités

dans le modeéle de bruit blanc gaussien modéle 2 dans le cas de | estimation
sur en norme Il a prouvé que des estimateurs asymptotiquement exacts et la
constante exacte associée dépendaient de la solution  du probléme d optimisation

qui est relié  certains problémes d cf Chapitre En particulier il a
prouvé que certains estimateurs asymptotiquement exacts sont des estimateurs noyau
dont le noyau dépend de la solution  de de la maniére suivante :

et que la constante exacte associée dépend de cf Chapitre Korostelev
et Nussbaum ont obtenu la constante exacte et un estimateur asymptotiquement
exact dans le cas de | estimation en norme de fonctions de avec et

dans le modéle de densité Les premiers chapitres de cette thése généralisent les
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résultats de constantes exactes pour 1 estimation en norme des classes h lderiennes
multidimensionnelles

n troisiéme cas o 1étude des constantes exactes a été faite est | estimation sur

des classes de fonctions analytiques pour 1 estimation en norme dans
le modele de bruit blanc gaussien cf Golubev Levit et Tsyba ov et Guerre et
Tsyba ov et 1 estimation en un point xé dans le modéle de densité cf Golubev
et Levit

D autres résultats de constantes exactes sont donnés par Korostelev dans le
modele de régression pour le risque basé sur la probabilité de grande déviation en un
point xé ou associé la norme et par Leps i et Tsyba ov 2000 pour | etude des

tests d hypothése asymptotiquement exacts

Dans 1 approche minimax adaptative on suppose toujours que la fonction estimer
appartient une classe de fonctions Dans la pratique la classe  est inconnue mais
Nnous pouvons SuUpposer que 0 est un ensemble donné et les sont des

classes connues de fonctions On dé nit la quantité

pour une suite strictement positive qui tend vers et un estimateur Pour
on suppose que est la vitesse de convergence minimax sur la classe
associée la semi distance  On cherche tout d abord s il existe des estimateurs optimal
au sens adaptatif en vitesse de convergence 1ie des estimateurs indépendants de
qui convergent la vitesse sur chacune des classes On s intéresse ensuite
préciser le comportement asymptotique de ces estimateurs en cherchant la constante
exacte adaptative et des estimateurs asymptotiquement exacts adaptatifs et on étudie le
risque minimax adaptatif

é niti n
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Dans certains problémes d estimation adaptative il n existe pas d estimateur O A cf
Leps i 0 pour lestimation en un point xé de fonctions h lderiennes 0
et  contient au moins deux éléments FEn revanche on peut avoir

0 est une constante pour un estimateur et pour une suite strictement
positive qui n est pas la vitesse de convergence minimax sur la classe

é niti n

Dans le modeéle de bruit blanc gaussien Leps i a montré qu il existait des
estimateurs optimaux adaptatifs en vitesse de convergence avec une dé nition d optimal
adaptatif légérement di érente : il a utilisé la dé nition 4 avec le et la
inversés pour 1 estimation en norme avec ou en norme sur des classes de
H lder avec  un intervalle fermé de 0

et
Leps i 0 a montré qu en revanche pour 1 estimation en un point xé sur des classes
de H Ider il n existait pas d estimateurs O A et que la vitesse de convergence
adaptative était — Pour 1 estimation en norme sur des classes de H lder
la fonction de perte et un ensemble ni Leps i

2 a construit un estimateur asymptotiquement exact adaptatif et il a montré que la
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constante exacte adaptative associée la vitesse de convergence —

est

0 Il a également construit des estimateurs asymptotiquement
exacts adaptatifs et montré que la constante exacte adaptative est dans le m me
cadre mais pour des fonctions de perte véri ant pour tout

Tsyba ov a construit un estimateur asymptotiquement exact adaptatif et a donné
la constante exacte adaptative dans le cas de 1 estimation en norme sur des classes de

Sobolev dans le modéle de bruit blanc gaussien Il a également montré dans le m me cadre
que pour | estimation en un point xé il n existait pas d estimateurs optimaux adaptatifs
en vitesse de convergence

D autres résultats de constantes exactes adaptatives sur des classes unidimensionnelles

sont donnés par Efromovich et Pins er 4  Golubev 0 Golubev et Nussbaum
2 Goldenshluger et Nemirovs i Goldenshluger et Tsyba ov 200  Cavalier

et Tsyba ov 2002 pour | estimation en norme et par Leps i et Spo oiny

Tsyba ov Leps i et Levit Butucea 200 pour | estimation en un point

xé cf aussi Butucea et Neumann 2004 Des résultats d estimation asymptotiquement
exacte adaptative sur des classes multidimensionnelles ont été obtenus par Leps i et Levit
fonctions analytiques Efromovich 2000 estimation en norme et Klemel
et Tsyba ov 200 2004 estimation en un point xé

Nous démontrons dans cette thése des résultats d estimation asymptotiquement exacte

en norme dans le modéle de régression ou le modéle de bruit blanc gaussien Ce travail
est fait pour di érentes classes de fonctions :
c¢f Dé nitions et Pour 1 estimation en norme sur ces classes nous nous

intéressons préciser 1 asymptotique du risque minimax en calculant la constante exacte
et en donnant un estimateur asymptotiquement exact pour chaque probléme considéré
Nous étudions également le risque minimax adaptatif dans le cas de 1estimation sur

Dans la plupart des chapitres de cette thése nous présentons des résultats
d asymptotique exacte explicite ie les constantes exactes ou exactes adaptatives et les
estimateurs asymptotiquement exacts ou exacts adaptatifs sont connus et donnés de fa on
explicite en fonction de et des données du modéle étudié C est la raison pour
laquelle nous sommes amenés considérer des régularités asse petites Dans le Chapitre
nous expliquons comment obtenir des résultats d asymptotique exacte pour des régularités
plus grandes Mais pour des régularités plus grandes on ne connait pas généralement
les constantes exactes et les estimateurs asymptotiquement exacts de fa on explicite et
ils dépendent d une fonction  qui n est pas connue
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Le résultat du Chapitre 2 est une généralisation du résultat de Korostelev 3 et
fait 1 objet de 1 article Bertin 2004 Alors que Korostelev 3 travaille dans le modéle
de régression pas xe nous considérons dans le Chapitre 2 le modéle avec
et les sont des variables aléatoires de densité sur indépendantes des  Nous
supposons de plus que avec que véri e

et que la fonction estimer appartient Stone 2 a montré que
la vitesse de convergence dans ce modéle pour 1 estimation en norme sur la classe

est — Le théoréme suivant démontré dans le Chapitre 2
donne la constante exacte et un estimateur asymptotiquement exact

hé r me
La constante est égale celle de Korostelev 3 dé nieen 4 pour
Ceci para t logique car Korostelev 3 considérait un design pas xe régulier ie
qui est proche d un modéle de régression pas aléatoire o les
suivent une loi uniforme qui correspond au cas L estimateur et la constante

dépendent de le minimum de la densité ce qui indique que les pointso ily a

le moins d observations ont plus d importance dans | estimation Par ailleurs | estimateur

ne dépend pas de et nous donnons dans le Chapitre 2 une méthode pour construire
un estimateur asymptotiquement exact  proche de et indépendant de

Dans les chapitres suivants nous travaillons dans le modéle de bruit blanc gaussien
2 avec soit soit, et et nous faisons de 1 estimation sur
des classes de H lder multidimensionnelles L intér t de travailler dans ce modéle est que
les calculs y sont plus simples Par ailleurs en adaptant les preuves des résultats obtenus
pour le modéle de bruit blanc gaussien au modéle de régression ou bien en utilisant des
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propriétés d équivalence de modéle des résultats similaires pourraient tre obtenus pour
le modéle de régression

Dans les Chapitres 3 et 4 nous estimons une fonction qui appartient une classe h 1
derienne multidimensionnelle Le Chapitre 3 correspond [ article Bertin 2003 Dans le

Chapitre 3 nous supposons que avec et
connus Dans le Chapitre 4 nous supposons que o
et sont connus et tels que Les classes et

sont dé nies de la fa on suivante

é niti n

é niti n

Dans le Chapitre 3 nous étudions le modéle 2 avec et et dans le
Chapitre 4 nous étudions le modéle 2 avec Les deux théorémes qui suivent
mettent en évidence que pour | estimation en norme sur la vitesse de
convergence est — et pour | estimation en norme sur
la vitesse de convergence est — 0

On a les théorémes suivants

hé r me
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Dans le Théoréme 2 si nous avions travaillé dans le modéle 2 avec cette fois
nous aurions obtenu la m me vitesse de convergence minimax la m me constante

exacte et un estimateur asymptotiquement exact aurait été donné par en prenant

pour tous Dans les Chapitres suivants nous avons choisi de
travailler dans le modéle 2 avec ce qui permet d avoir des estimateurs plus
simples

hé r me
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Ces deux théorémes donnent la vitesse de convergence minimax pour | estimation en
norme sur les classes de H lder pour et pour
ce qui n avait pas été fait précisément dans les cadres considérés De plus ils donnent de
fa on explicite | asymptotique exacte constante exacte et estimateur asymptotiquement
exact La vitesse de convergence est donc meilleure et n est pas in uencée par la dimension
si Cette di érence appara t plus clairement dans le cas isotrope ie

puisqu on a — et — La vitesse
correspond  la vitesse d estimation sur une classe h lderienne de régularité
Dans le cas de | estimation en norme sur la vitesse de convergence dépend
uniquement de via et c est aussi le cas de la constante exacte

La démonstration des trois théorémes précédents se fait classiquement en deux étapes :
la borne supérieure qui consiste trouver un estimateur  tel que

et la borne inférieure qui consiste montrer que

0 est la classe de fonctions considérée ici et
est une suite qui tend vers et lin mum est pris sur tous les estimateurs
Montrer ces deux relations permet de prouver que est la vitesse de convergence sur
que est la constante exacte et que est un estimateur asymptotiquement exact
pour 1 estimation en norme sur la classe

Pour prouver la borne inférieure de chacun de ces trois théorémes nous utilisons des
méthodes développées par Tsyba ov 2004 et des techniques de minoration du risque
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minimax par le risque bayesien que Pins er 0 avait utilisé pour obtenir son résultat
d estimation exacte en norme Dans chacune des démonstrations de borne inférieure
nous adoptons le schéma suivant
Pour et  un estimateur on a d aprés
l inégalité de Mar ov et puisque est croissante

pour et est la probabilité associée Ainsi pour obtenir 0
pouvant tre choisi arbitrairement petit il su t de prouver que

On est donc amené prouver un résultat de minoration sur des probabilités

2 Dans les trois démonstrations de borne inférieure on
a choisit une sous classe telle que est paramétrisable La classe est
telle que pour tout il existe avec une quantité qui
dépend de  tel que 0 On est donc amené prouver que

3 Pour une den
sité donnée sur on a

Dans chacun des cas on a pris la distribution uniforme sur eton a
choisi des fonctions et la quantité  pour avoir

et de bonnes propriétés pour 0 est la fonction identiquement nulle Ceci

permet d obtenir que la quantité tende vers
Pour obtenir la borne supérieure de chacun de ces trois théorémes nous construisons des
estimateurs noyau avec des noyaux choisis partir de résultats d Dans
le Chapitre nous présentons comment la théorie de 1 optimal recovery permet d obtenir
des résultats d estimation en norme de fonctions h lderiennes Nous étudions dans
ce chapitre le modéle déterministe

2

0 et est tel que Nous nous intéressons
1 approximation de la fonctionnelle partir de o est le vecteur nul de
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Pour et les algorithmes optimaux cf Chapitre  dépendent de la
fonction  solution du probléme d optimisation La solution  du probléme d opti
misation existe est unique paire et support compact cf Donoho 4a Leonov

et Chapitre de cette thése La fonction n est pas connue de fa on explicite
sauf pour et Nous utilisons les résultats obtenus dans le modéle détermi
niste 2 pour en déduire des résultats dans le modéle de bruit blanc gaussien Dans
le modéle de bruit blanc gaussien 2 avec pour | estimation en norme de
fonctions avec et nous mettons en évidence qu on peut trouver

un estimateur asymptotiquement exact qui est un estimateur noyau construit partir
du noyau —— Le noyau —— intervient dans la construction

des estimateurs asymptotiquement exacts des Chapitres 2 et 4 Dans ces deux chapitres
nous nous restreignons des régularités ou pour obtenir des résultats
d asymptotique exacte explicite Des résultats d estimation asymptotiquement exacte au
raient pu tre obtenus pour des régularités plus grandes mais les constantes exactes et les
estimateurs asymptotiquement exacts auraient été donnés en fonction de  inconnue cf
remarques des paragraphes 2 2 et 4 2

Pour et nous étudions le modéle 2 en supposant que
Nous mettons en évidence que 1 erreur minimax du probléme d approximation
de dépend de la solution du probléme d optimisation

0 est le vecteur unité de Nous montrons 1 existence 1 unicité et le
caracteére symétrique de la solution de ce probléme La solution de ce probléme est
connue de fa on explicite pour Nous nous restreignons donc des régularités

dans les Chapitres 3 et pour obtenir des résultats d asymptotique exacte ou
exacte au sens adaptatif explicites

Le Chapitre correspond la suite du Chapitre 3 Dans le Chapitre 3 nous estimons

une fonction avec et connus Dans le Chapitre
nous considérons le modéle 2 avec et nous supposons que avec
inconnu et connu et A tous on
associe tel que Nous supposons que  véri el hypothése
Pour des ensembles véri ant nous démontrons qu il existe des estimateurs

adaptatifs en vitesse de convergence pour 1 estimation en norme dans le cas o la
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fonction de perte est Pour des ensembles  véri ant en plus | hypothése
cf Théoréeme 4 nous donnons la constante exacte adaptative et un estimateur
asymptotiquement exact adaptatif Nous montrons le théoréme suivant

hé r me

uand | ensemble  véri e seulement la condition nous montrons la borne infé

rieure
4

et nous construisons un estimateur qui véri e
o la quantité est une constante plus grande que qui dépend de | ensemble et
qui est dé nie dans le Chapitre dans la paragraphe 2

uand | ensemble  contient seulement deux éléments avec — nous
construisons un estimateur un peu meilleur qui véri e
et
0 et cf 2

La démonstration des résultats ci dessus ainsi que ceux du Théoréme 4 se fait clas
siquement en deux étapes la borne supérieure et la borne inférieure Pour obtenir la
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borne inférieure adaptative autrement dit la relation 4 nous utilisons un théoréme

de borne inférieure démontré par Tsyba ov et donné en annexe cf Annexe 2

Pour obtenir les résultats de bornes supérieures nous construisons des estimateurs par

tir de la méthode de Leps i ou en généralisant cette méthode Leps i 2 a construit

un estimateur asymptotiquement exact adaptatif dans le cas de | estimation adaptative

en norme sur des classes de H lder avec un ensemble ni et
connu Il s est donné une famille d estimateurs noyau 0 pour

a un pas d estimation de l ordre de — et comme noyau L estimateur
est optimal en vitesse de convergence sur pour La méthode de Leps i

2 consiste choisir le plus grand tel que pour tout

et obtenir comme estimateur asymptotiquement exact adaptatif  en choisissant

judicieusement la constante et le pas des estimateurs Ce choix est basé sur le

fait que pour et le biais de est borné en valeur absolue par
un terme d ordre qui est lui m me borné par un terme d ordre

Pour 1 estimation en norme sur des classes de H lder avec et

un ensemble ni la méthode de Leps i 2 fonctionne bien si  véri e les conditions

et L estimateur du Théoréme 4 est construit partir de cette méthode

et c est le choix de la constante et des estimateurs qui permet d avoir un résultat
d asymptotique exacte

uand  ne véri e pas on ne peut en général contr ler le biais de pour

Ker yacharian et al 200 généralise la méthode de Leps i dans le cas de

| estimation sur des boules de Besov et donnent un nouveau critére pour sélectionner une
régularité  Ils considérent | ordre suivant sur

ssi
et ont leur disposition une famille d estimateurs noyau de noyau et de
fen tre d estimation La fonction  est une fonction bornée
support compact d intégrale et pour
est dordre = Dans cette nouvelle méthode qu on appelle méthode de Leps i
généralisée plut t que de comparer pour ils comparent | estimateur
noyau de noyau et de fen tre d estimation 0
Leur méthode consiste sélectionner le plus grand
par rapport 1ordre dé ni en tel que ~ pour tout Ce
choix est basé sur le fait que si alors pour tout le biais de est

borné en valeur absolue par un terme d ordre

Or  est d ordre donc d ordre ~ Nous appliquons ce
type de méthode pour construire en modi ant | estimateur de comparaison et
en choisissant une famille d estimateurs de fa on  obtenir la plus petite constante
possible pour dans La méthode de construction de est légérement
di érente de celle de car deux critéres interviennent dans la sélection de la régularité



20 Chapitre Introduction

cf 2 ceci pour permettre d obtenir les relations et et la plus petite
constante possible pour

Cette thése contient plusieurs résultats nouveaux d estimation asymptotiquement exacte
ou exacte adaptative en norme pour | estimation sur des classes h lderiennes aniso
tropes On a adopté une approche minimax adaptative uniquement pour | estimation sur
la classe Comme on 1 a suggéré dans les Chapitres 2 et 4 on devrait pouvoir
trouver des résultats d asymptotique exacte adaptative pour 1 estimation en norme
sur et en utilisant la méthode de Leps i

Il serait intéressant d étendre nos résultats des modéles statistiques plus proches des
applications tels que le modéle de densité et le modeéle de régression pas aléatoire
dans un cadre multidimensionnel anisotrope L importance de 1 estimation dans un cadre
multidimensionnel anisotrope est liée son application 1image Les résultats de cette
thése donnent une voie pour obtenir les estimateurs adaptatifs ou adaptatifs exacts dans
les modéles de densité et de régression pas aléatoire en adoptant la m me approche
qu on a utilisé dans le modele de bruit blanc gaussien

L adaptation en norme  est souvent basée sur des inégalités d oracle qu on peut obte
nir par des méthodes classiques estimation sans biais du risque méthode estimateur
de Stein cf Mallo s 3 Aaie 3 Stein Donoho et Johnstone
Barron et al Cavalier et al 2002 ou bien par des méthodes d aggrégation d es
timateurs cf Judits y et Nemirovs i 2000 Nemirovs i 2000 Yang 2000 Catoni

200 Tsyba ov 2003 Dans le cas de 1 estimation en norme la di érence de

il n y a pas d inégalité d oracle connue Il serait intéressant de développer des inégali
tés d oracle pour | estimation en norme ou des méthodes d aggregation qui sont plus
souples puisqu elles s appliquent des estimateurs quelconques
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