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Résumé

Les substitutions explicites ont été introduites comme un raffinement du A-calcul, celui-ci
étant le formalisme utilisé pour étudier la sémantique des langages de programmation. Plusieurs
propriétés de ces A-calculs avec substitutions explicites sont recherchées par les sémanticiens ;
parmi celles-ci, on s’intéresse plus particulierement, dans cette these, a la normalisation forte
et a la préservation de la normalisation forte. Ce manuscrit rend compte de plusieurs travaux
autour de ces propriétés de normalisation, regroupés en trois volets.

Le premier d’entre eux formalise une technique générale de preuve de normalisation forte
utilisant la préservation de la normalisation forte. Cette technique est basée sur une remontée
des substitutions et utilise parfois une simulation a l'intérieur du calcul étudié. On applique
cette technique a un spectre assez large de calculs avec substitutions explicites afin de mesurer
les limites de son utilisation, ainsi que les facteurs augmentant la difficulté de son application.
Grace a cette technique, on prouve un résultat nouveau : la normalisation forte du Av-calcul
simplement typé.

Le deuxieme travail est 'étude d’un calcul symétrique non-déterministe issu de la logique
classique formulée dans le calcul des séquents. A cause de la symétrie de ce calcul, I'utilisation
de preuves par réductibilité pour établir la normalisation forte d’une version avec substitutions
explicites semble vouée a I’échec. On utilise alors la technique formalisée dans le premier travail,
ce qui nous demande de prouver tout d’abord la préservation de la normalisation forte. A cette
fin, on utilise un fragment de la théorie de la perpétuité dans les systemes de réécriture.

La définition d’une nouvelle version du A,s-calcul avec nom, le \,4,-calcul, constitue le
troisieme volet de la these. Son étude nous permet d’approfondir les liens entre les substitutions
explicites et les réseaux de preuve de la logique linéaire. Pour prouver sa normalisation forte,
on enrichit I’élimination des coupures des réseaux de preuve avec une nouvelle regle, ce qui
nous oblige a prouver que cette nouvelle notion de réduction est fortement normalisante. On
effectue enfin la preuve de normalisation forte du A, ,-calcul par traduction et simulation dans
les réseaux de preuve.

Une derniere partie est consacrée a I’observation de relations entre quelques calculs se situant
de maniere intermédiaire entre le A-calcul et les réseaux de preuve. Cela nous permet de regarder
I'introduction d’opérateurs explicites dans les calculs d'un point de vue différent de celui que
I’on a habituellement.
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Les progres considérables de l'informatique durant les cinquante derniéres années, notamment
en matiere de miniaturisation des composants, lui ont offert des champs d’application toujours plus
vastes. Depuis une trentaine d’années, I’apparition d’ordinateurs a bas prix a permis au grand public
d’y avoir acces, et le nombre de foyers équipés ne cesse de croitre. Les utilisateurs réguliers constatent
vite que l'ordinateur est un outil parfois capricieux, voire méme imprévisible, et certains exemples
de défaillance restent célebre pour leur coit financier (Ariane 5, plus de cing millions d’euros). Ces
défaillances peuvent avoir deux origines : elles sont dues & un probléme technique lié aux composants
physiques (puces, cartes, cables, etc.), ou bien & un probleme de logiciel, lui-méme di & une erreur de
programmation ; c’est la cause de défaillance la plus fréquente.

Pour tenter d’éliminer ces erreurs (appelées “bugs” dans le jargon informatique “bogues” en
francais), 'industrie du logiciel utilise une variété de méthodes plus ou moins efficaces. Parmi celles-ci,
on peut trouver des chartes de programmation ayant pour but d’empécher les programmeurs d’utiliser
certains aspects du langage considérés comme des sources d’erreurs, des méthodologies pour “trans-
former” de fagon rigoureuse la spécification d’un programme en son code, ou encore l'utilisation de
langages de programmation plus élaborés pour lesquels le compilateur est capable de diagnostiquer
un plus grand nombre d’erreurs de programmation (par exemple les langages de la famille ML (SML,
O’Caml, ...), le JAVA, etc.). La technique qui reste sans doute la plus employée consiste a tester le
programme quand celui-ci est achevé; or le nombre important, quasi illimité, des données a tester
contraint le programmeur a en sélectionner certaines qu’il estimera les plus représentatives de I'utili-
sation qui sera faite du programme. De ce fait, on n’aura jamais la certitude que toutes les données
non-testées ne produisent pas de défaillances.

La sémantique des langages de programmation est une approche mathématique de I’élimination
d’erreurs dans les programmes. L’'une de ses applications est le développement de nouveaux langages
de programmation, en particulier les langages appelés “fonctionnels” (LISP, Scheme, O’Caml, SML,
etc.). Ces langages offrent en général les mémes possibilités que les langages traditionnels mais certains
apportent de nouvelles fonctionnalités qui contribuent a éviter les erreurs de programmation. Une autre
de ses application consiste & extraire d’'un programme terminé un objet mathématique (en général,
une fonction) afin de vérifier qu’il correspond bien & la spécification du probléme que ce programme
est censé résoudre. Cette vérification est en effet plus simple a réaliser avec un objet mathématique
qu’avec le programme, d’ou 'intérét de la méthode. Les langages fonctionnels précités, étant issus de
la sémantique, sont, de ce fait, plus adaptés a ’application de cette méthode. Pour la plupart de ses
applications, la sémantique utilise un formalisme mathématique : le A-calcul.

X k%

Le A-calcul a été congu, dans les années 1930, pour décrire et étudier les fonctions mathématiques
et leurs utilisations. Il est apparu qu’il était suffisamment expressif pour décrire les fonctions cal-
culables; ce sont exactement les fonctions qui nous intéressent pour la sémantique des langages de
programmation et c¢’est pour cela qu’il sert de base a la conception des langages fonctionnels.

L’étude sémantique d’un programme peut se faire de deux manieres : la sémantique dénotationnelle
s'intéresse au résultat produit, tandis que la sémantique opérationnelle attache plus d’importance a ce
qui touche au déroulement de 1'exécution du programme. Pour I’étude dénotationnelle, le formalisme
tel quel convient trés bien; en revanche, pour I'étude opérationnelle, son procédé de calcul, & savoir
la B-réduction, n’est pas assez fin. Pour pouvoir répondre a des questions, concernant par exemple, la
quantité de ressources nécessaires a une exécution ou encore les meilleures stratégies d’exécution, il faut
raffiner le procédé de calcul. Un des raffinements possibles consiste & expliciter dans le calcul 'opération
de substitution auparavant interne a la S-réduction ; on parle de calculs avec substitutions
explicites.

Que ce soit avec ou sans substitutions explicites, et que ce soit du point de vue dénotationnel ou
opérationnel, certaines propriétés dynamiques de ces calculs, comme la confluence et la normalisation



forte, intéressent les sémanticiens. Ces propriétés peuvent étre étudiées si les calculs en question sont
considérés comme des systémes de réécriture, la théorie de la réécriture étant un outil qui fournit
un cadre formel pour étudier une grande diversité de systémes dynamiques (calculs, programmes,
automates, etc.).

La recherche de ces propriétés de réécriture a donné naissance a une grande famille de calculs avec
substitutions explicites, chacun ayant leurs avantages et leurs inconvénients. L’étude de chacun de ces
calculs a permis de comprendre un peu plus en profondeur les notions fondamentales qui se cachent
derriere I’exécution d’un programme.

X k%

La tres grande expressivité de ces calculs est parfois une géne dans I'étude sémantique des pro-
grammes. Elle conduit & rendre fausses certaines propriétés de réécriture pourtant importantes. Or il
est tres vite apparu qu’on pouvait se restreindre a des sous-ensembles de ces calculs pour lesquels les
propriétés en question sont vérifiées. En particulier, la sémantique s’est beaucoup consacrée a ’étude
des sous-ensembles typables, car elle permet de faire d’étroites connexions d’une part entre ces calculs
et les langages de programmation, d’autre part entre ces calculs et la logique, lesquelles connexions
ont des répercussions a la fois sur les langages de programmation et sur la logique.

En allant de la logique vers les langages de programmation, la sémantique a aidé & définir un
nouveau paradigme de programmation : la programmation fonctionnelle. Elle a contribué a y intégrer,
de manieére raisonnée, des structure avancées de programmation, et méme a en créer de nouvelles. Par
ailleurs, de plus en plus de structures des langages existants, introduites a l'origine pour les besoins
de la programmation, sont passées au crible de la sémantique pour étre enrichies d’un sens logique.

En allant de la programmation vers la logique, la sémantique a poussé les logiciens a développer
leurs formalismes pour une application plus informatique. Par exemple, I'isomorphisme de Curry-
Howard est célebre car il établit qu'un programme écrit dans le A-calcul correspond a la preuve d’une
formule logique et réciproquement. Les sémanticiens se sont alors mis a perfectionner le A-calcul pour
étendre cet isomorphisme & un nombre toujours plus grand de programmes écrits dans les langages
usuels. Dans le méme mouvement, les formalismes logiques ont été raffinés afin de pouvoir, eux-aussi,
étre intégrés dans une étude opérationnelle plus précise des programmes et de leur exécution. La
logique linéaire en est sans doute le meilleur exemple.

Plusieurs formes de logique sont utilisées en sémantique. L’isomorphisme de Curry-Howard porte
sur la logique intuitionniste (c’est un fragment de la logique classique), ce qui a conduit la plupart
des systeémes de typage a étre décrits dans cette logique. Cependant, il est vite apparu que la logique
classique pouvait donner un sens a certaines structures de programmation, poussant la sémantique a
s’intéresser a des calculs et a des systemes de typage qui en sont issus.

Contributions de la thése

Dans cette these, nous nous plagons dans le cadre de ’étude des A-calculs avec et sans substitutions
explicites typés. Nous nous intéressons a leurs propriétés dynamiques de réécriture, et en particulier
a la normalisation forte. La theése contient trois travaux plus ou moins indépendants.

Le premier, intitulé “PSN implique SN”, est consacré a 'approfondissement de connexions entre
deux propriétés des calculs avec substitutions explicites : la préservation de la normalisation forte
(PSN), et la normalisation forte (SN). On y formalise une technique générale de preuve (initialement
suggérée par Hugo Herbelin) qui permet d’utiliser la propriété PSN afin de démontrer la propriété
SN. On applique cette technique a différents calculs avec substitutions explicites, ce qui nous conduit,
entre autres, & démontrer la normalisation forte de I'un de ces calculs (le Av-calcul).

Le deuxieme, intitulé “Normalisation forte du Apji-calcul avec substitutions explicites”, porte sur
un calcul issu de la logique classique. Afin d’en démontrer la normalisation forte, nous avons recours



a la technique formalisée dans le premier travail, ce qui nous demande de démontrer la propriété
PSN pour ce calcul. Pour cela, nous utilisons la technique de perpétuité formalisée récemment dans
la théorie de la réécriture par Eduardo Bonelli.

Le troisieme, intitulé “Le A,s-calcul avec noms”, contient la définition et I’'étude d’une nouvelle
version d’un calcul avec substitutions explicites. Ce nouveau calcul possede de nombreuses propriétés
de réécriture, et se rapproche beaucoup de la logique linéaire. Pour en prouver la normalisation forte,
nous introduisons dans celle-ci une nouvelle possibilité de calcul, et nous prouvons que cet ajout ne
lui fait pas perdre sa propriété de terminaison.

Plan de la thése

Dans la premiere partie, nous introduisons les différentes notions avec lesquelles nous allons tra-
vailler : les systémes de réécriture (chapitre 1), le A-calcul et les substitutions explicites (chapitre 2), le
typage, la logique et les réseaux de preuve de la logique linéaire (chapitre 3). Les trois parties suivantes
sont consacrées aux travaux mentionnés ci-dessus : “PSN implique SN” (partie II), “Normalisation
forte du Apji-calcul avec substitutions explicites” (partie I11), “Le A,4-calcul avec noms” (partie IV).
Dans la partie V nous effectuons des corrélations entre certains calculs et les réseaux de preuves de la
logique linéaire, pour observer les substitutions explicites sous un autre angle. Enfin, nous concluons
en donnant quelques perspectives de travaux futurs.






Chapitre 1

Systemes de réécriture

Nous présentons ici la notion de systeme de réécriture ainsi que les problématiques qui y sont
liées. Pour cela, nous commencons par définir de facon intuitive puis de facon formelle ce qu’est un
systeme de réécriture, et nous étudions ses propriétés importantes. Le lecteur qui sait déja que 'union
de deux systémes de réécriture terminant ne termine pas forcément peut passer au chapitre suivant.
Pour une présentation plus compléte et plus approfondie de la théorie de la réécriture, on pourra
consulter [48, 31, 54, 5].

1.1 Notion

1.1.1 Exemple : feu tricolore

On peut modéliser le fonctionnement d’un feu tricolore par un systeme de réécriture. Celui-ci en est
alors un exemple assez simple qui va nous servir de premieére intuition. Observons le fonctionnement
classique d’un feu tricolore. A tout moment, le feu est allumé et 'une de ses trois couleurs brille : soit
le vert, soit 1'orange, soit le rouge. Supposons qu’au début de notre observation le feu soit vert, on
peut le voir passer a 'orange, puis au rouge. Si on formalise un peu, on se donne trois mots : feuvert,

et feurouge qui décrivent ’état possible du feu. On représente le changement d’état par
une fleche : —. Ainsi, notre observation peut se noter par la séquence suivante :

feuvert — — feurouge.

Tous les changements d’états ne sont pas possibles : par exemple, le feu ne peut pas passer du
vert au rouge directement, c’est-a-dire qu’on ne peut avoir la séquence feuvert— feurouge. Si on
souhaite indiquer & quelqu’un qui n’aurait jamais vu de feu tricolore comment il fonctionne, on peut
écrire une petite table qui résume ’ensemble des changements d’états possibles :

feuvert —
— feurouge
feurouge — feuvert

De cette facon, il pourra toujours calculer a I’avance I'état suivant du feu & partir de son état
courant. Si le feu est & l'orange, c’est-a-dire si on a , la deuxieme ligne de la table lui
indiquera que ’on obtient feurouge.

Avec le vocabulaire des systémes de réécriture, on appelle termes les mots feuvert, et
feurouge, et ensemble des régles de réécriture la table ci-dessus (qui contient trois régles). Par abus
de langage, au lieu d’ensemble des régles de réécriture on dira régles de réécriture (ou encore régles
de réduction).

Voici la définition de notre systeme de réécriture, que 'on va nommer Feu :

¢ Trmpey = {feuvert, , feurouge}

17
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¢ Rglpey = {feuvert — , — feurouge, feurouge — feuvert}

On appelle systeme de réécriture la donnée constituée d’un ensemble de termes et de regles
de réduction. On appellera (du moins dans 'introduction) Trm, indicé par le nom du systeme de
réécriture, 'ensemble des termes, et Rgl, indicé de la méme facon, I’ensemble des regles.

Dans un systeme de réécriture, on effectue des réécritures des termes. Supposons que 1’on souhaite
savoir ce que devient apres cing changements de couleur, il est alors facile de le calculer
a l'aide de nos trois regles :

1 3 5
— feurouge — feuvert — — feurouge — feuvert.
D S D S
Une telle séquence est un calcul du terme : les autres termes ont été obtenus a partir

de leur prédécesseur en utilisant une regle de notre table. On appelle réécriture, ou réduction, ou
dérivation, ou encore calcul une suite ordonnée de termes telle que chaque terme puisse étre obtenu
a partir du précédent en utilisant une régle de réécriture. Par exemple :

1. feuvert — — feurouge
2. feuvert — — feurouge — feuvert —

sont deux réductions possibles du terme feuvert. Par contre, la séquence suivante n’est pas une
réduction dans notre systeme de réécriture :

— feurouge » — feurouge — feuvert.

En effet, la réduction feurouge — n’est pas possible, car la régle feurouge —
n’existe pas.

1.1.2 Exemple : riz créole a la creme

Voici un deuxieme exemple qui va nous permettre d’introduire d’autres notions. Nous allons nous
intéresser a la réalisation d’un plat de riz créole a la créeme fraiche. Pour modéliser ce probléme, nous
allons définir des termes ainsi que des régles de réduction. Parmi les termes, on définit des termes
simples :

- du riz (cru),

de I'eau,
— de la créme (fraiche),
du riz cuit (nature)
— et enfin notre accompagnement (le produit final servi dans I'assiette).

De plus, nous aurons besoin de représenter le contenu de notre casserole, afin de connaitre ’avan-
cement de notre préparation. Pour cela, on introduit un objet casserole qui peut contenir d’autres
termes qu’on appelle sous-termes, puisqu’ils sont contenus dans un autre terme. On notera, par
exemple, casserole(riz, eau) le terme représentant la casserole contenant du riz et de l'eau, et
casserole(riz cuit, créme) le produit final de notre recette (avant d’étre servi).

Une casserole pourra parfois contenir un seul ingrédient, mais comme le terme casserole contient
deux sous-termes, il nous faut ajouter un autre terme simple rien qui représentera ’absence d’ingrédient.
Une casserole ne contenant que du riz se notera alors casserole(riz, rien), et le point de départ de
notre recette sera la casserole vide : casserole(rien, rien).

Pour préparer du riz créole a la créme, il faut commencer par mettre un volume de riz cru pour
trois volume d’eau dans une casserole. Il faut ensuite cuire ce mélange jusqu’a absorption complete de
I’eau, et enfin ajouter la créeme fraiche. En premiére approche, on peut donner les régles de réduction
suivantes :
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casserole(rien, rien)
casserole(riz, rien)
casserole(riz, eau)
casserole(riz cuit, rien)

.) casserole(riz cuit, créme)

casserole(riz, rien)
casserole(riz, eau)
casserole(riz cuit, rien)
casserole(riz cuit, créme)
accompagnement

AN

A~ A~~~ o~
T W N =

On a numéroté les régles afin de pouvoir plus facilement en parler. Pour cette raison, tous les
systemes de réécriture que nous allons étudier associeront a chaque régle un nom ou un numéro.
Lorsqu’on écrira une dérivation, on indiquera parfois quelle régle a été utilisée a chaque étape, de la
facon suivante :

casserole(riz, rien) —9 casserole(riz, eau) —3 casserole(riz cuit, eau)

Voici la table récapitulant la signification de chaque régle de réduction par rapport a notre recette :

(

Ajout du riz dans la casserole.

Ajout de I'eau dans la casserole.

Cuisson.

On ajoute la créme fraiche.

.) L’accompagnement est servi dans 'assiette.

A~ N N~
Ot i W N~

Regardons la réduction du terme casserole(rien, rien) qui correspond au départ de la recette.
On s’apercoit qu’il n’y a qu'une seule réduction possible de ce terme (comme dans 1’exemple du feu
tricolore). Cette forte contrainte sur la réduction nous fait poser une question : et si on voulait mettre
d’abord l'eau avant le riz dans notre casserole? Les regles de réduction nous l'interdisent. On va
essayer de les modifier pour rendre notre systéme un peu plus souple, de telle sorte qu’il permette
cela. Les deux régles qui nous intéressent sont la (1.) et la (2.) :

(1.) casserole(rien, rien) — casserole(riz, rien)
(2.) casserole(riz, rien) = — casserole(riz, eau)

Une premiere facon de modifier notre systéme consiste a ajouter toutes les régles manquantes pour
décrire les réductions souhaitées. Cela nous donne! :

(1.)  casserole(rien, rien) — casserole(riz, rien)
b.) casserole(rien, rien) — casserole(rien, eau)
.)  casserole(riz, rien) @ — casserole(riz, eau)

(1
(2
(2b.) casserole(rien, eau) — casserole(riz, eau)

Avec ces nouvelles régles, un phénomeéne nouveau se produit : nous avons deux fagons de réduire
casserole(rien, rien) vers casserole(riz, eau). Il y a deux dérivations possibles :
e soit casserole(rien, rien) —| casserole(riz, rien) —9 casserole(riz, eau),

e soit casserole(rien, rien) —} casserole(rien, eau) — 9} casserole(riz, eau).

On peut représenter ces deux dérivations dans un graphe de dérivation :

casserole(rien, rien)

1/ \, 1b
casserole(riz, rien) casserole(rien, eau)
2\, / 2b

casserole(riz, eau)
Dans un graphe de dérivation, on appellera chemin une dérivation d’un terme vers un autre.

Regardons d’un peu plus pres nos nouvelles regles. Certaines se ressemblent beaucoup. Prenons,
par exemple, les régles (1.) et (2b.) :

'On remarque que pour conserver I'obtention du terme casserole(riz, eau), on a été obligé d’écrire la régle (1b.)
en ajoutant l'eau a droite de la virgule. Nous reviendrons plus tard sur cela (voir section 1.1.5).
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(1.)  casserole(rien, rien) — casserole(riz, rien)
(2b.) casserole(rien, eau) — casserole(riz, eau)

Elle ajoutent toutes les deux riz a gauche de la virgule, tout en laissant ce qui est & droite inchangé.
On peut se demander s’il n’est pas possible de “regrouper” ou “factoriser” ces deux regles en une seule.
Celle-ci dirait : “quelque soit le terme a droite de la virgule, si le terme rien est a gauche, je le remplace
par riz”. Pour cela, on va utiliser une méta-variable dont la signification sera exactement “quelque
soit le terme”. On écrit la nouvelle regle de la fagon suivante :

(ajouterRiz) casserole(rien, t) — casserole(riz, t)

La méta-variable t représente n’importe quel terme présent au moment du calcul. Celui-ci est laissé
tel quel dans le terme obtenu. Symétriquement, on remplace les régles (1b.) et (2.) par une seule régle
(ajouterEau) et les voici toutes les deux :

(ajouterRiz) casserole(rien, t) — casserole(riz, t)
(ajouterEau) casserole(t, rien) — casserole(t, eau)

Avec ces deux nouvelles régles, notre graphe de dérivation devient :

casserole(rien, rien)

ajouterRiz N\, ajouterEau
casserole(riz, rien) casserole(rien, eau)
ajouterBau Y\ v~ ajouterRiz

casserole(riz, eau)

Pour effectuer une réduction a 1’aide d’une de ces regles, on prend le terme a réduire, on identifie
un sous-terme qui sera représenté pas la variable t et on réécrit le terme obtenu en remplacant t
par ce sous-terme. Par exemple, pour réduire le terme casserole(rien, eau), on fait d’abord l'as-
sociation [t = eau| pour obtenir casserole(rien, t), ensuite on réécrit vers casserole(riz, t) avec
la régle (ajouterRiz), et enfin on remplace t en reprenant l'association [t = eau], ce qui nous donne
casserole(riz, eau).

On renomme les régles avec des noms plus explicites. Notre ensemble de regles de réduction Rglr;,
est & présent le suivant :

(ajouterRiz) casserole(rien, t) — casserole(riz, t)
(ajouterEau) casserole(t, rien) — casserole(t, eau)

(cuire) casserole(riz, eau) — casserole(riz cuit, rien)
(ajouterCreme) casserole(riz cuit, rien) — casserole(riz cuit, créme)
(servir) casserole(riz cuit, creme) — accompagnement

On remarque cependant que la nouvelle régle (ajouterEau) nous permet d’effectuer une réduction
supplémentaire : casserole(riz cuit, rien) — casserole(riz cuit, eau), car rien ne nous empéche
d’associer a la méta-variable de cette régle le terme riz cuit. Nous aurons 'occasion de revenir plus
tard sur cela. Ici, notre systeme de réécriture nous permet d’écrire le graphe complet des dérivations
de casserole(rien, rien). Le voici :

casserole(rien, rien)

ajouterRiz N\, ajouterEau
casserole(riz, rien) casserole(rien, eau)
ajouterBau Y\ v~ ajouterRiz
casserole(riz, eau)
cuire

casserole(riz cuit, rien) — casserole(riz cuit, eau)

ajouterEau
ajouterCréme |

casserole(riz cuit, créme)
servir N\
accompagnement
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Regardons maintenant comment définir nos ensembles Trmg;, et Rglriz. On pourrait, comme dans
I’exemple du feu tricolore, énumérer tous les termes possibles. Cela nous donnerait :

Trmgi, = {casserole(rien, rien), casserole(rien, eau), casserole(riz, rien),
casserole(riz, eau), casserole(riz cuit, rien), casserole(riz cuit, eau), ...}

Il y en a beaucoup, y compris certains qui n’apparaissent pas dans la recette, par exemple cas-
serole(riz, créme) et casserole(riz cuit, eau). C’est long et peu lisible d’écrire, sous cette forme,
tous les termes possibles. Voici un moyen plus simple et surtout plus concis pour les “construire”.

On prépare cette construction en deux étapes. Premiérement on sépare les termes en deux parties :
les “briques de base”, et les “constructions complexes”. Les termes simples riz, eau, créme, riz
cuit, rien et accompagnement sont les briques de bases, et I’'objet casserole est une construction
complexe. Avec le vocabulaire des systémes de réécriture, les “briques de base” sont appelées termes
constants (ou plus simplement constantes) et les constructions complexes sont appelées symboles de
fonction 2. casserole est un symbole de fonction et casserole(?,?) est un terme, les deux “?” étant
ses deux sous-termes.

Deuxiemement on regroupe les constantes en trois catégories :

— la catégorie des constantes qui n’apparaissent jamais dans une casserole : elle ne contient que

accompagnement,

— la catégorie gauche : elle contient les constantes qui peuvent apparaitre, dans une casserole,

gauche de la virgule (riz, riz cuit et rien),

— la catégorie droite : elle contient les constantes qui peuvent apparaitre, dans une casserole,

droite de la virgule (eau, créme et rien).

o

Q-

On peut maintenant donner I’ensemble des termes de la maniére suivante. On dira qu’'un terme
est soit la constante accompagnement, soit le symbole de fonction casserole contenant a gauche
une constante de la catégorie gauche et & droite une constante de la catégorie droite. On écrit cela,

plus formellement, & I'aide d’une grammaire (le symbole | se lit “ou”, et le symbole ::= se lit “est”) :
gauche := riz |riz cuit | rien
droite := eau | créme | rien
Trmgi, = accompagnement | casserole(gauche, droite)

Dans la suite de notre travail, nous aurons souvent des termes qui contiennent des sous-termes. I1
est parfois utile, pour guider notre intuition, de les représenter graphiquement. Cela permet de faire
apparaitre les contenants et les contenus dans une hiérarchie descendante : on lit de haut en bas les
contenants puis les contenus. Par exemple, le terme casserole(rien, eau) se dessine :

casserole

7N

rien eau

1.1.3 Exemple : addition

L’addition usuelle est notre dernier exemple de systéme de réécriture. Tout le monde sait calculer
le résultat de 2 + 5+ 3 + 8, & savoir 18, ce que I'on note (& tort3) 2+ 5+ 3 + 8 = 18. En général,
lorsque I'on effectue le calcul, on procede par étape de la fagon suivante :

2+5+3+8 —» 7+34+48 — 10+8 — 18

A chaque étape, on a isolé un morceau de l'addition (par exemple 2 + 5) dont on a calculé la
somme (7), puis on a repris ce nouveau nombre dans addition et on est passé a I’étape suivante. Cela
ressemble fort & une dérivation dans un systéeme de réécriture. Essayons de formaliser un tel systéme.

2par analogie avec la notation usuelle des fonctions : f(z,y)
30n peut trouver dans [33] un plaidoyer pour la différenciation des notions de calcul et d’égalité
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Regardons d’abord ses termes. L’addition est une opération binaire, c’est-a-dire que dans une
expression, les opérateurs + portent chacun sur deux opérandes, une opérande pouvant étre un nombre
ou une addition. Par exemple, dans I'expression (2+5)+ (3+8), le premier + porte sur les nombres 2 et
5 tandis que le deuxieme + porte sur les additions (2+5) et (348) ; dans l'expression 2+ ((5+3) +38) le
premier 4+ porte sur le nombre 2 et 'addition ((5+ 3) +8). Remarquons que le parenthésage contraint
Pordre des étapes du calcul.

Pour les deux expressions que ’on vient d’introduire, on a les deux dérivations suivantes :

2+5)+B+8 — 7+(3+8 — T+11 — 18
24+(5+3)+8 — 2+8+8 — 2+16 — 18

On peut alors dire qu'un terme est soit un nombre, soit un + portant sur deux termes (ce sont ses
sous-termes). Pour reprendre le vocabulaire des systémes de réécriture, un nombre est une constante
(choisie parmi les entiers) et un + est un symbole de fonction, c’est-a-dire que si ¢ et ¢ sont deux
termes alors +(#, ') est un terme. Cependant, pour faciliter la lecture, on notera nos termes en plagant
le + entre ses deux sous-termes : t + t'.

Voici la grammaire de nos termes ou n est une constante (c’est-a-dire un entier) :

tu=n|t+t

Ici la définition de nos termes est récursive, puisque ¢ est décrit en utilisant une référence a lui-
méme. Ce sera souvent le cas dans les systemes que nous étudierons. Pour construire un terme avec
cette grammaire, on prend soit un nombre (choix 1), soit deux sous-termes avec un + entre eux (choix
2) et on réutilise récursivement la grammaire pour construire les deux sous-termes. Voici quelques
exemples.

e Pour construire le terme 2, on utilise le choix 1.

e Pour construire le terme 2 + 3, on commence par utiliser le choix 2 pour obtenir ¢ + #. Puis on
utilise deux fois le choix 1 pour construire les sous-termes ¢ et ¢’ respectivement en 2 et 3.

e Pour construire le terme ((2 + 5) + 3) + 8, on utilise :
1. choix 2 : t; + to,
2. choix 1 pour %9 : £t + 8,
3. choix 2 pour #1 : (t3 +t4) + 8,
4. choix 2 pour t3 : ((t5 + tg) + ta) + 8,
5. choix 1 pour t5, tg et t4 : ((2+5) +3) + 8.

Comme pour les termes avec casserole, on peut représenter nos termes sous forme d’arbre, par
exemple pour ((2+5) +3) +8 et (24 5) + (3 + 8) on obtient :

+
7N +
+ 8 / N\
VRN + +
+ 3 SN /N
/N 2 5 3 8

2 )

Passons maintenant aux regles de réduction. On souhaite dire que si on a un + entre deux nombres,
alors on réécrit ce terme vers le nombre représentant la somme de ces deux nombres. Pour cela, on
peut nalvement imaginer écrire les régles de la facon suivante :

0+0 — 0
0+1 — 1
140 — 1
141 — 2
142 — 3
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On se rend vite compte qu’il nous faudra une infinité de régles pour notre systéme, ce qui ne nous
convient pas.

On donne une regle qui utilise des méta-variables de nombres (notées n et m). Celle-ci dira :
“quelque soit le terme n + m, le terme obtenu par la réduction est la constante k obtenue par la
somme des nombres n et m”, c’est-d-dire K = n + m (n est un nombre entier et n est un terme de
notre systéme). On s’apercoit bien qu’il y a une ambiguité sur la compréhension du signe +. En effet,
le + de n + m est un symbole de fonction, il fait partie de la syntaze de nos termes : on parle du +
syntaxique; le + de k = n 4+ m est 'opérateur arithmétique qui effectue la somme de deux entiers, il
donne le sens de I'addition : on parle du + sémantique. Pour éviter toute confusion, on notera @ le
+ sémantique.

Ainsi, 5+ 3 est le terme décrivant I'addition de 5 et de 3, alors que 5 @ 3 (qui n’est pas un terme)
vaut 8 (qui est un terme). Faire une réduction va alors nécessiter d’effectuer un calcul : & chaque
étape, il faudra calculer les @ pour retrouver des termes de notre systeme de réécriture. On aura, par
exemple, la dérivation suivante :

5+3)+7 — (5@3)+7 —8+47 — 8&7 —15

On dit que lopérateur @ est un opérateur implicite, car son calcul n’est pas décrit dans notre
systeme : @ n’est pas défini dans la grammaire des termes, et la facon de calculer les n & m n’est
pas indiquée sous forme de regle. On verra par la suite qu’il peut étre intéressant de rendre explicites
certains opérateurs implicites de certains systémes.

Voici enfin la regle de réduction de notre systeéme :
n+m — nodm

On a écrit n & m comme membre droit de la regle, mais il faut bien se souvenir qu’on réalise instan-
tanément le calcul n @ m.

Pour réduire tous les termes, il y a encore un probleme. En effet, on peut réduire le terme 7 + 4
pour obtenir 7@ 4, c’est-a-dire 11, mais on ne peut pas réduire (2+4)+ 3 car ce terme n’est pas de la
forme : un nombre suivi du symbole + suivi d’un autre nombre. Par contre, il contient un sous-terme
qui est de cette forme : 2 4+ 4. On voudrait donc commencer par réduire 2 + 4 vers 6, ce qui nous
donnerait le terme 6 + 3 qui est de la bonne forme.

Comme dans la plupart des systémes de réécriture que nous étudierons par la suite, on veut
pouvoir réduire n’importe quel sous-terme. Pour cela, on va avoir besoin de la notion de contezte.
Intuitivement, le contexte est ce qui se trouve “autour” du sous-terme considéré : par exemple, pour
(2 +4) + 3, le contexte de 2 + 4 est () + 3 ou O marque 'emplacement du sous-terme. Grace a
cette notion, on va enrichir notre systeme de réécriture en disant que les regles “passent au contexte”,
c’est-a-dire que 'on peut réduire a tout moment n’importe quel sous-terme. C’est d’ailleurs ce qu'on
a fait naturellement lorsqu’on a “isolé un morceau de ’addition dont on a calculé la somme”.

Pour finir, on remarque qu’ici aussi plusieurs réductions d’un méme terme sont possibles :

(5+6)+(2+1)

e N\
11+ (24+1) (5+6)+3
N\ v
11+3
1
14

Armés de ces exemples, nous pouvons passer a la définition formelle de la notion de systéme de
réécriture.
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1.1.4 Définition

Soit £ un langage, c’est-a-dire un ensemble de constantes (notées, dans nos exemples, a, b, ¢, etc.)
et de symboles de fonction (notés, dans nos exemples, f, g, h, etc.) auxquels sont associés une arité,
c’est-a-dire le nombre de termes qu’il contient (par exemple, I'arité de notre fonction casserole est 2,
comme celle du +).

Définition 1.1.1 (Terme et sous-terme)

e On appelle terme un objet qui est soit une constante de L, soit un symbole de fonction
auquel on donne autant de termes que son arité. Autrement dit, on construit I’ensemble Trm
de la fagon suivante :

— les constantes peuvent étre des termes,
si t1,t9,...,t, sont des termes et si f est un symbole de fonction (de £) d’arité n, alors
f(t1,ta, ..., t,) peut étre un terme.

e Si f(t1,to,...,t,) est un terme, {t1, 19, ..., t,} sont les sous-termes propres de ce terme.

e Si f(ty,t9,...,t,) est un terme, 'ensemble de ses sous-termes stricts comprend ses sous-
termes propres ({t1,%2,...,t,}) ainsi que les sous-termes stricts de ¢y, o, ..., t,. Par exemple,
si f(a,g(b,h(b))) est un terme, 'ensemble de ses sous-termes propres est {a, g(b, h(b))} et
I'ensemble de ses sous-termes stricts est {a, g(b,h(b)), b, h(b)}. On peut aussi voir les sous-
termes comme des morceaux de ’arbre représentant le terme :

f

Tous les sous-termes stricts sont entourés d’un cercle. On remarque que le terme b apparait
deux fois comme sous-terme. Pour les distinguer, nous allons indiquer la position de chaque
sous-terme en numérotant les arcs de notre arbre. La position d’un sous-terme sera alors
donnée par la suite des numéros. Dans notre exemple :

TN
a g
o b

b

Les deux occurrences de b sont aux positions 10 et 110.

e [’ensemble des sous-termes d’un terme est ’ensemble de ses sous-terme stricts et le terme
lui-méme (de la méme fagon que 'ensemble des nombres inférieurs ou égaux a un entier sont
les nombres strictement inférieurs et le nombre lui-méme).

Pour définir nos regles de réécriture, nous avons vu qu’il nous faut des termes avec méta-variables.
Voici leur définition.

Définition 1.1.2 (Terme avec méta-variables, filtrage)

e En plus de notre ensemble de termes Trm, on se donne un ensemble de méta-variables qui
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peuvent prendre la place de n’importe quel terme. Plus formellement, on contruit un terme
avec méta-variable en utilisant les regles de construction des termes présentées ci-dessus plus
la suivante :

Les méta-variables sont des termes.
Un terme avec méta-variable est aussi appelé terme ouvert par opposition aux termes sans
méta-variables qui sont appelés terme clos.

e Le filtrage est le procédé qui permet d’associer un terme ¢ avec un terme u possédant des
méta-variables. Le résultat est une liste d’associations entre les méta-variables de u et des
sous-termes de t. Elle permet de retrouver ¢ si on remplace celles-ci par les sous-termes
correspondants. Le filtrage peut ne pas étre possible si ces deux termes sont trop différents.
Regardons quelques exemples pour bien comprendre comment cela fonctionne. On se donne
deux symboles de fonction f et g, trois constantes a, b, et ¢, et trois méta-variables x, y et z.

f(x) peut filtrer f(a) et le résultat est [z = al, car si on remplace xz par a dans f(z), on
obtient f(a).
f(x) peut filtrer f(b) et le résultat est [z = b].

f(x) peut filtrer f(g(a,b)) et le résultat est [z = g(a,d)].

(

- f f(x)) peut filtrer f(f(f( ))) et le résultat est [z = f(a)].
g(z,y) peut filtrer g(a,b) et le résultat est [z = a,y = b).

(7, y)

- g(z,9(y, z)) peut filtrer g(f(a),g(b, f(c))) et le résultat est [z = f(a),y = b,z = f(c)].

g(z,a) peut filtrer g(b,a) et le résultat est [z = b].

— g(x,a) ne filtre pas g(b, c) car méme si on remplace x par b dans g(z,a), on obtient g(b, a)
qui est différent de g(b, c).

— g(x,a) ne filtre pas non plus f(a).
z (ou n’importe quelle méta-variable) peut filtrer n’importe quel terme.

— Un terme sans méta-variable ne peut étre filtré que par lui-méme, rendant comme résultat
la liste vide [].

Définition 1.1.3 (Reégle de réécriture)

Une régle de réécriture ou régle de réduction est un couple de termes avec méta-variables. On
appelle le premier élément du couple le membre gauche (MG) et l'autre le membre droit (MD). Si
t est le membre gauche et u le membre droit de la regle, on note cette regle ¢ — u. Pour étre une
régle de réduction, le couple (MG, MD) doit respecter les contraintes suivantes :

— le membre gauche ne doit pas étre une méta-variable, c’est-a-dire qu’on ne peut pas avoir de
regle, dans notre exemple créole, comme :
t — accompagnement
ce qui nous autoriserait & transformer n’importe quoi en accompagnement ;
I’ensemble des méta-variables du membre droit doit étre inclus dans celui du membre gauche.
Par exemple, si f, g et h sont des symboles d’arité 1, 2 et 3 respectivement, et si z, y, et z
sont des méta-variables, les regles 1. et 2. sont autorisées, mais pas la 3. :

1. h(z,y,2) — g(zm)

2. glz,y)  — 9(f(y),m)
3. f(=) - g(z,y)

En effet, on ne peut pas calculer le résultat de ’application de la régle 3. puisqu’on ne sait
pas par quoi remplacer y dans g(z,y).

Comme nous 'avons vu dans I'exemple de I'addition, pour pouvoir utiliser les regles de réécriture
n’importe o1 dans les termes, on a besoin de la notion de contexte.

Définition 1.1.4 (Contexte)

Un contexte est un terme qui contient exactement une fois le symbole [ 4 la place d’un sous-terme.
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Par exemple :

e f(O), h(z,0,2) et h(g(z,0), f(x),y) sont des contextes,

e g(z,z) et h(f(O),z,0) n’en sont pas (pas de O dans le premier cas, et trop dans le deuxiéme).
On notera habituellement C[], C'[], etc. des contextes.

On peut plonger (ou mettre) un terme dans un contexte : cela consiste a remplacer le [J par

ce terme. On note cela en insérant le terme a plonger entre les crochets. Par exemple, si C[]

est f(O), alors Clg(z,y)] est f(g(z,y)); de méme si C[] = h(g(z,0), f(z),y) alors C[f(z)] =
h(g(z, f(2)), f(z).y).

Voici enfin la définition d’un systéme de réécriture.

Définition 1.1.5 (Systéme de réécriture)

Un systéme de réécriture est un couple (Trm, Rgl) o Trm est un ensemble de termes, et Rgl un
ensemble de regles de réécriture.

Exemple 1.1.6 (Feu tricolore)
Les termes sont les trois constantes feuvert, et feurouge. Voici les regles de réduction :

feuvert —
— feurouge
feurouge — feuvert

Exemple 1.1.7 (Riz)

Les termes sont donnés par la grammaire suivante :

gauche := riz |riz cuit | rien

droite := eau | créme | rien

t 1= accompagnement | casserole(gauche, droite
b

Voici les regles de réduction :

(ajouterRiz) casserole(rien, t) — casserole(riz, t)
(ajouterEau) casserole(t, rien) — casserole(t, eau)

(cuire) casserole(riz, eau) — casserole(riz cuit, rien)
(ajouterCréme) casserole(riz cuit, rien) — casserole(riz cuit, créme)
(servir) casserole(riz cuit, creme) — accompagnement

Exemple 1.1.8 (Addition)

Les termes sont donnés par la grammaire suivante :
tu=n|t+t

Voici la regle de réduction :
n+m — nom

On donne a présent la définition d’une réduction (ou réécriture), ce qui va nous permettre d’ex-
pliquer plus formellement ce que signifie passer au contexte.

Définition 1.1.9 (Réécriture (réduction, calcul, dérivation), redex)

e Pour effectuer une étape de réécriture (ou réduction, calcul, dérivation) a partir d’un terme
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quelconque £, on procede de la fagon suivante :

1.

6.

On choisit une régle de réécriture qui peut s’appliquer, c¢’est-a-dire pour laquelle le point
2. ci-dessous est possible.

On choisit un sous-terme t' qui peut étre réécrit (ou réduit), c’est-a-dire qui peut étre
filtré par le membre gauche de la régle précédemment choisie. Ce sous-terme s’appelle
alors un redex (pour REDucible EXpression, expression réductible) et on dit que c’est
celui-14 qu’on réduit.

On prend tout ce qui est autour de # comme contexte, c’est-a-dire qu’on prend un
contexte C[] tel que C[t'] = t.

On filtre ¢’ par le membre gauche de la régle pour obtenir une liste d’associations (voir
la définition 1.1.2).

On utilise cette liste d’associations pour remplacer les méta-variables du membre droit
de la régle par les sous-termes correspondants, ce qui nous donne un terme ¢”.

Enfin, on plonge ce terme dans le contexte d’origine et on obtient le terme final C[t"].

Si ¢ se réduit en u, on note t — u. On peut préciser quelle regle de réduction a été utilisée en
mettant son nom en indice de la fleche : ¢+ —, u. Les étapes 3. et 6. effectuent le passage au
contexte : on retire le sous-terme de son contexte, puis on y replonge le sous-terme réduit.

e On note —* la cloture transitive de —, c’est-a-dire que si on a t; — ty — t3 — ... = t,,, on
peut noter cette réduction t; —7 ¢,.

e On note —* la cloture transitive et réflexive de —, c’est-a-dire qu’on note t; —* £, si
t1 =1 t, ou si on a effectué aucune étape de réduction, auquel cas on a t; = t,,.

e On note —" pour dénoter exactement n étapes de réduction, c’est-a-dire qu’on note t; —" ¢,
siti— ty — ... =t,. Si n = 0, alors aucune réduction n’a eu lieu : t; —° £, est une autre
—_————

n fois

notation pour #; = to. Ainsi, t; =T #5 est équivalent & t; —" £y avec n > 0, et t; —* £5 est
équivalent & t; =™ ty avec n > 0.

e Sit —* u, alors on dit que u est un réduit de t.

e [’ensemble des reder d’un terme est ’ensemble de ses sous-termes que ’on peut réduire.

Exemple 1.1.10 (Réductions)

e Réduisons le terme feuvert :

1.
2.

C’est la regle feuvert — que nous choisissons

car notre terme feuvert est le méme terme que le membre gauche de cette regle (feu-
vert) et peut donc s’unifier avec lui.

Le contexte autour de feuvert dans notre terme est le contexte vide : C[] = O, car
C[feuvert] = feuvert (autrement dit, il n’y a rien autour de feuvert).

Le filtrage nous donne la liste vide [].

Puisqu’elle est vide, nous n’avons rien a remplacer dans le membre droit de la regle
(qui ne contient d’ailleurs pas de méta-variables, conformément & la restriction sur la
formation des regles de réécriture), ce qui nous donne

On place ce dernier dans le contexte pour obtenir le terme réduit : C| | =

e Réduisons le terme casserole(rien, eau) :

1.

C’est la régle ajouterRiz : casserole(rien, t) — casserole(riz, t) que nous choisissons
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2. car notre terme casserole(rien, eau) peut s’unifier avec casserole(rien, t).

3. Le contexte autour de casserole(rien, eau) dans notre terme est le contexte vide :
C[] = O, car C|casserole(rien, eau)| = casserole(rien, eau).

4. Le filtrage nous donne l'association [t=eau] car si on remplace t par eau dans casse-
role(rien, t) on obtient casserole(rien, eau).

5. On utilise cette association pour remplacer t dans le membre droit de la régle, ce qui
nous donne casserole(riz, eau).

6. On place ce dernier dans le contexte pour obtenir le terme réduit
Clcasserole(riz, eau)] = casserole(riz, eau).

e Réduisons le terme (5 +3) +4 :
1. On prend la seule regle disponible (et elle peut s’appliquer) : n+m — n & m.

2. Le sous-terme 5 + 3 de notre terme peut s’unifier avec n + m (rappelons-nous que n et
m doivent étre des entiers).

3. Le contexte autour de 5+3 dans notre terme est le contexte C[] = () +4, car C[5+3] =
(5+3) + 4.

4. Le filtrage nous donne I’association [n=>5, m=3] car si on remplace n par 5 et m par 3
dans n + m on obtient 5 + 3.

5. On utilise cette association pour remplacer n et m dans le membre droit de la regle, ce
qui nous donne 5 @ 3, qui vaut 8.

6. On place ce dernier dans le contexte pour obtenir le terme réduit : C[8] = 8 + 4.

e Réduisons le terme ((5+3) + (4 +2)) +6 :
(54+3)+(4+2)+6—>8+(4+2)+6—>(8+6)+6—>14+6

On peut noter ((5+3)+(4+2))+6 =" 1446 (et donc ((5+3) + (4 +2)) +6 —=* 14+ 6).
Par ailleurs, on peut noter ((5+3)+(4+2))+6 =" ((5+3)+ (4+2)) +6.

On veut, dans certains cas, comparer les réductions entre elles. Une comparaison possible est la
notion de préfize.

Définition 1.1.11 (Préfixe)

On dit qu’une réduction
tl —)ﬁ t2 _)7“2 _)Tn—1 tn

est un préfize dans une autre réduction
! !
tl _>T'/1 tQ _>T'l2 _>T';7

sip > n ettt =t) et si pour tout i compris entre 1 et n —1 on a ; = r; (ce qui fait que 'on a
aussi t; = t; et t, = 1), c’est-a-dire que la deuxiéme réduction s’écrit :
! !
t1 = T2 =y o =, Iy >l tn+] —)T;H_l ce =
Plus simplement, les préfixes d’une réduction sont les débuts, de différentes tailles, de cette

réduction. Par exemple, (5+4)+ (3+2) — (5+4)+5 — 9+ 5 est un préfixe de (5+4) +(3+2) —
(5+4)+5— 945 — 14, tout comme (5+4) + (34+2) — (5+4) + 5 V'est aussi.
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1.1.5 Equivalences

Revenons a notre systéeme Addition. On sait que 'addition usuelle est commutative, c’est-a-dire
qu'on peut écrire 6 + (5 +4) = (4 4+ 5) + 6 sans méme avoir besoin de calculer les résultats. Plus
généralement, on dit que si e; et ey sont deux expressions arithmétiques, alors e; + e = €9 + €.
Lorsque nous avons défini notre systéeme de réécriture, nous avons transformé les égalités en fleches :
2+ 3 =5 est devenu 2 + 3 — 5. On peut faire de méme avec 1’égalité de commutativité, mais avec
une conséquence inattendue. Tout d’abord, ajoutons a la définition de notre systeéme, la régle de
commutativité ; 'ensemble des régles de réduction est a présent le suivant :

n+m — néédm
e1+ey — eg+e; ol ey et eg sont deux méta-variables.

Grace a la nouvelle régle, on peut, pour un méme terme, effectuer plus de dérivations. Par exemple,
on peut réduire différemment le terme (2 + 5) + (3 4+ 8) :

2+5)+B+8 — 7T+3+8 — B4+8+7 — 1147 — 7+11 — 18

Cette plus grande souplesse dans les réductions nous convient, mais on constate que I'ajout de
cette régle de commutativité permet de faire des réductions infinies :

2+5 — 5+2 —= 245 — 5+2 — 245 — S5+2 —

Nous venons de perdre une propriété importante : la terminaison de notre systéme de réécriture (voir la
section suivante). Cela n’est pas satisfaisant, on souhaite avoir un moyen d’utiliser la commutativité
sans pouvoir faire des réductions infinies. La solution est simple : il suffit de ne plus considérer la
commutativité comme une étape de calcul. Comme en mathématiques, on va considérer cette propriété
comme une équivalence entre nos termes.

On supprime la régle qu’on vient d’ajouter et on la convertit en équivalence :

e1 +ex ~ exte

On joue sur les mots (ou plutot sur les symboles), mais cela résout notre probléeme : comme on ne
compte plus les étapes d’équivalence comme des réductions, on peut en effectuer autant qu’on veut,
cela compte comme pour une seule. Par exemple, si on réduit le terme ((1 +2) +3) 4+ (4 + 5) de la
fagon suivante :

24+ (4+(5B+6) — 24+@A+11) ~ 24+ (1144) ~ (114+4)+2 — 1542
on pourrait écrire cette réduction :

24+(44+11) ~ (114+4)+2

~ J/

294+ (4+(B+6) —  24(A+11) - 15+2

ce qui met en évidence qu’on a seulement deux étapes de réécriture. Cependant, pour bien voir les
termes réduits, on écrira en général :

24 (A+(5+6) — 2+(@A+11) ~ (I14+4)+2 — 1542

La notation ci-dessus est un abus, il faudrait remplacer le ~ par un ~* pour marquer le fait qu'on a
utilisé plusieurs étapes d’équivalence.

Définition 1.1.12 (Reégle d’équivalence)
Une régle d’équivalence ou équivalence est un couple de termes avec méta-variables. Si ¢ est
le membre gauche et u le membre droit de I’équivalence, on note cette regle ¢ ~ wu. Une regle
d’équivalence peut s’appliquer dans deux sens : de ¢ vers u ou bien de u vers t.
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Définition 1.1.13 (Systéme de réécriture modulo)

Un systeme de réécriture modulo est un systeme de réécriture qui contient en plus un ensemble de
regles d’équivalences (qui passent elles-aussi au contexte).

La notion de réécriture s’étend avec les équivalences.

Définition 1.1.14 (Réécriture modulo)

Soit ~ 1’équivalence engendrée par I’ensemble des regles d’équivalence. Celle-ci rend équivalents
des termes ¢t ~ u qui sont liés par zéro, une ou plusieurs applications de n’importe quelle regle de
cet ensemble. On peut présenter la réécriture modulo de deux fagons, I'une plutét mathématique,
et lautre plutét calculatoire.

e On applique les régles de réduction sur les termes de notre ensemble quotienté par
I’équivalence ~.

e On dit que ¢ — wu si il existe deux termes ¢’ et v/, ainsi qu'une régle r de notre ensemble de
régles tels que t ~ t' —, v’ ~ u. L’équivalence ~ étant une relation réflexive, on peut avoir
t=t et u=u'

On peut ajouter des équivalences dans de nombreux systeme de réécriture, la plupart des systémes
que nous étudierons dans cette thése en comportent. En plus des exemples ci-dessus, on pourra réfléchir
aux conséquences de I'ajout d’une reégle d’équivalence casserole(t1, to) ~ casserole(ts, t1) dans le
systeme de réécriture Riz.

D’autres définitions de notions seront nécessaires. Nous les donnerons en présentant les propriétés
qui les utilisent.

1.2 Propriétés

Nous allons étudier deux propriétés : la confluence et la normalisation. Pour chacune d’elles, nous
commencerons par donner des intuitions a partir d’exemples, puis nous en donnerons les définitions
et les propriétés. Ces propriétés s’appliquent aux termes ouverts, et, par conséquence immédiate, aux
termes clos.

1.2.1 Confluence
Intuition

L’intuition la meilleure nous vient de I'exemple de I'addition. Il y a une question que ’on se pose
rarement car on connait la réponse, c¢’est la suivante : lorsqu’on effectue une addition, est-ce que
I’ordre dans lequel on procede change le résultat 7 Par exemple, si on veut calculer le résultat de
(54 6) + (2+ 1) cela revient-il au méme de commencer par calculer 5+ 6 ou d’abord 2 + 17 On peut
représenter ces deux réductions, on I’a vu, sous forme d’un graphe de dérivation :

(5+6)+(2+1)

v N\
11+ (24+1) (5+6)+3
N\ v
11+3

On peut ici répondre positivement a la question : dans les deux cas, on peut obtenir le terme
11 + 3. Mais constater le fait sur un exemple ne constitue pas une garantie. On se pose la question
dans le cas général : partant d’un terme quelconque ¢, si on fait deux réductions (potentiellement tres
grandes ou bien nulles) de ce terme jusqu’a obtenir les termes t1 et f9, existe-t-il une réduction de #;
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et une réduction de to qui ménent toutes deux & un méme terme t3 7 Autrement dit, si on a le graphe

de dérivation suivant
f

o N\
tq to

Existe-t-il un terme t3 tel que le graphe de dérivation suivant soit vérifié

t1 to

N owd
t3

Un systéeme qui vérifierait cette propriété serait alors appelé confluent.

Par exemple, dans le cas de I'addition, si on a

(1+2)+((3+4)+5))+ (64 (7+78))

v ¢
B+(83+4)+5)+(6+(7+38)) (1+2)+((3+4)+5)) + (6 +15)
{ l
B+ ((3+4)+5)) +(6+15) (1+2)+(7+5)) + (6+15)
{ l
34+ (7+5))+ (6 +15) (14+2)+(7+5))+21

!
(1+2)+12) +21

On constate qu’il existe trois réduits communs de (3 + (7 +5)) + (6 + 15) et ((1 +2) +12) +21 :
(3+12) 421, 15421 et 36. Regardons comment on peut fermer le diagramme ci-dessus avec le premier

réduit commun.
3+ (74+5))+ (6 + 15) (14+2)+12)+21

) 1
(B+12)+ (6+15) —  (3+12)+21

Comme on le verra plus loin, il est possible de prouver que notre systeme de réécriture Addition
est confluent. Tournons-nous a présent vers les autres systemes que I'on a étudiés au début de ce
chapitre. Il n’est pas difficile de se convaincre que le systéme Feu est confluent. En effet, quelque soit
les deux dérivations partant d’un méme terme, 'une est préfixe de Iautre. Pour les joindre, il suffit
de poursuivre comme dans la dérivation la plus longue. Par exemple :

feuvert
v pN
1 1
feurouge feurouge
i}
feuvert

peuvent se joindre sur le terme feuvert, ce qui nous donne le diagramme complet suivant :

feuvert
v N
\J \J
feurouge feurouge
N\ Ve

feuvert
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Par contre, le systéeme Riz n’est pas confluent. Par exemple :

casserole(riz cuit, rien)

v pY

casserole(riz cuit, créme) casserole(riz cuit, eau)

A ce stade, il est possible de réduire casserole(riz cuit, créme), mais pas vers un réduit de
casserole(riz cuit, eau), et aucune régle ne nous permet de réduire casserole(riz cuit, eau). Il
est donc impossible de joindre ces deux termes.

En informatique, cette question est importante; en effet, si on souhaite parfois que les
programmes se comportent différemment d’une fois sur I'autre, on espere toujours que
la somme indiquée au bas de sa propre feuille de paye ne dépendra pas du choix que
I'ordinateur aura fait pour ce calcul.

Définition
Nous passons maintenant aux définitions formelles des différentes formes de confluence. Dans
ces définitions, nous travaillons sur des termes qui peuvent conternir des méta-variables. Il existe

une autre forme de confluence, plus faible, qui porte uniquement sur les termes sans méta-variables,
appelés termes clos. La confluence englobe trivialement la confluence sur les termes clos.

Définition 1.2.1 (Propriété du diamant)
On dit qu’'un systéme de réécriture vérifie la propriété du diamant si, pour tous termes tq, to, t3
tels que t1 — t9 et t; — t3, il existe un terme t4 tel que to — t4 et t3 — t4. Autrement dit, il est
possible de fermer le diagramme suivant :

Cette propriété est tres forte, et les systéemes la vérifient rarement.

Définition 1.2.2 (Confluence locale)
On dit qu’'un systéeme de réécriture est localement confluent si, pour tous termes t1, to9, t3 tels que
t1 — to et t1 — t3, il existe un terme t4 tel que to —* t4 et t3 —* £4. Autrement dit, il est possible

de fermer le diagramme suivant :
31
VRN
1) i3

N
14

La différence avec la propriété précédente tient dans les deux étoiles qui indiquent qu’on peut a
présent fermer le diagramme en zéro, une ou plusieurs étapes. Cette propriété s’observe plus souvent
que la précédente.

Définition 1.2.3 (Confluence)

On dit qu’un systeme de réécriture est confluent si, pour tous termes tq, t9, t3 tels que t1 —* t5 et
t1 —* t3, il existe un terme t4 tel que t9 —* t4 et t3 —* t4. Autrement dit, il est possible de fermer



L.4. L L1OPLHICLES

le diagramme suivant :
31

. N\«
to t3

N

t4
C’est la propriété que nous avons énoncée dans le paragraphe précédent.

Preuves et exemples

Armés de ces définitions, nous allons pouvoir essayer de vérifier ces propriétés sur nos trois premiers
systemes de réécriture, ainsi que sur d’autres exemples.

Proposition 1.2.4 (Confluences de Feu)

1. Le systeme Feu vérifie la propriété du diamant.
2. Le systeme Feu est localement confluent.

3. Le systeme Feu est confluent.

Preuve :

1. Quelque soit le terme ¢1, il ne peut se réduire, en une étape que d’une seule facon, ce qui nous
donne t9 = t3. Dans notre systeme tous les termes peuvent étre réduits, il existe donc ¢4 tel que
to =ty — t4, et on peut conclure.

2. La preuve est exactement identique a celle du point 1.

3. Quelque soit 1, to et t3 tels que t; —=* ty et £ —* 3, il est évident que 'une des réduction est
un préfixe au sens large (c’est-a-dire “préfixe ou égal”) de I'autre. Supposons que t; —* t5 soit
préfixe de t; —* t3 ('autre cas procede de la méme facon), on peut alors clore le diagramme en
effectuant les étapes manquantes dans la premiere dérivation t9 —* t3 et en ne faisant rien dans
la deuxieme t3 —* t3.

En fait, il était inutile de donner une preuve des points 2. et 3., car ce sont des conséquences du
point 1. comme I’exprime la proposition suivante.

Proposition 1.2.5 (Héritage du diamant)

Si un systeme vérifie la propriété du diamant alors il est confluent.

Preuve : De la méme facon, il nous faut ici fermer le diagramme suivant en effectuant, de chaque
coté, zéro, une ou plusieurs réductions :

ty

w N\ x
to t3

L’étoile signifie, rappelons-nous, qu’il y a eu zéro, une ou plusieurs étapes de réduction. Si on a zéro
réductions d’un coté, alors le résultat est facile & obtenir, car il suffit de reproduire les réduction faites
par 'autre c6té. Sinon, on en a potentiellement plusieurs. On peut redessiner le diagramme ci-dessus
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pour mieux faire apparaitre ces réductions :

Il suffit de fermer le diagramme en appliquant le diamant partout, en partant du sommet pour des-
cendre jusqu’au terme cherché. Supposons par exemple qu’on ait deux réductions & gauche et trois a
droite, voici les différentes étapes nécessaires :

t t t
v N\ v N\ v N\
N Ny puis W N N\ puis VAN
to ¢ to ¢ to N N\
t3 t3 t3

On peut poursuivre jusqu’a rejoindre les deux bords :

ty
t1 t1 v\

VN VN VYN
VAN puis VAN et enfin £ N\ N\ N\
XNV VYN [ZINVA NV N N\t
ot o N\ B3 o’

l4

Il ne sert a rien d’essayer de vérifier la confluence de Riz puisque le contre-exemple donné
précédemment suffit pour affirmer que ce systéme ne vérifie aucune des trois propriétés de confluence.
On passe tout de suite au systeme Addition qui va nous permettre d’introduire une nouvelle notion.

Proposition 1.2.6 (Confluences de Addition)

Le systeme Addition vérifie la propriété du diamant.

Preuve : Prenons trois termes 1, to et t3 tels que t; — to et t; — t3. Comment garantir qu’il
existe un terme t4 tel que to — t4 et t3 — £47
On ne sait rien de ¢1, ni de t9, ni de t3, mais on a une bonne idée de la facon dont les termes
sont construits et réduits. Les termes de notre systeme sont composés de symboles + sous forme d’un
arbre, avec des entiers aux feuilles (aux extrémités) de cet arbre. Par exemple, le terme (4 + 5) + 3
comporte trois feuilles 4, 5 et 3 :
+
7N\
+ 3

7N\
4 5

Les regles de réductions nous imposent de réduire uniquement les + qui ont pour sous-termes deux
entiers, ce qui restreint fortement les possibilités de réduction.

Regardons la forme la plus générale que peut avoir le terme ¢;. Si on suppose que ty # t3 (le cas
ty = t3 étant facilement prouvé), il doit y avoir deux expressions de la forme (n + m) distinctes. Le
terme ty s'écrit : ...(ng + mg)...(np + my)... ont les “...7 représentent le reste du terme. Si on suppose
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que ty est obtenu par réduction de (n, + m,), cela nous donne ty = ..ng @ mg...(ny + myp)... et
ts3 = ...(ng + mgy)...np & Mmy... comme termes réduits. Pour joindre les deux réductions, il suffit, dans
chaque cas, de réduire 'autre redex, cela nous donne t4 = ...n7 & my...ng S My... comme terme final.

Par exemple, sur le terme tres simple (1 +2) 4+ (3 +4) on peut souligner les deux redex : (1+2) +
(344). On réduit de la fagon suivante : (1+2) + (3+4) — 3 + (3+4) et (14+2) + (3+4) — (1+2) + 7,
et on clot en réduisant l'autre redex : 3+ (344) - 3+ 7 et (14+2)+7 >3 + 7.

Pour effectuer la preuve, on va utiliser ce fait qu’il est toujours possible de réduire [’autre redex.
Cette possibilité va apparaitre encore plus évidemment avec ’exemple suivant. Voici un terme dont
on a souligné tous les redex :

(((1£2) +3) + ((445) + 6) + (7 + (849)))) + (10+11)

Il y a quelque chose que 'on remarque, c’est le fait que les soulignés ne se chevauchent jamais. Avec
le vocabulaire des systemes de réécriture, on dit que les redex sont disjoints. Le fait que tous les
redex des termes soient nécessairement disjoints suffit & prouver que le systéme vérifie la propriété du
diamant. [

Nous avons besoin d’outils supplémentaires pour parler de nos systémes de réécriture. En particu-
lier, on souhaite pouvoir parler des interactions des redex entre eux et de la facon dont les régles de
réécriture font interférer ces redex.

Définition 1.2.7 (Redex disjoints, redex superposés)

e On dit que deux redex sont superposés si I'un deux est un sous-terme de 'autre.

e On dit que deux redex sont disjoints s’ils ne sont par superposés.

Exemple 1.2.8

— Dans le systeme Addition, tous les redex sont disjoints (voir plus haut).
Prenons un systeme de réécriture dont les termes sont donnés par la grammaire suivante :

tu=alble] f(t) ] g(t.t)

et dont les regles sont :

g(b,t) — g(t,b)
fla) — ¢
a — b

ol t est une méta-variable. Dans le terme g¢(a,g(a, f(b))) les redex sont disjoints
g(a,g(a, f(b))). Par contre, dans le terme g(b, f(a)), les trois redex sont superposés :
g(b, f(a)). La distinction entre redex disjoints et redex superposés est importante. En ef-

fet, lorsqu’on regarde des problémes de confluence, leurs comportements sont différents :

* Les redex disjoints donnent des arbres de dérivation qui se ferment comme dans la
propriété du diamant. Pour notre exemple g(a, g(a, f(b))) on peut facilement établir le
diagramme suivant :

g(a,g(a, f(b)))

v\
g(b,g(a, f(b)))  gla,g(b, f(b)))
N

g(b,g(b, f(b)))

*x Tandis que les redex superposés se comportent de maniere plus aléatoire. Pour notre
exemple g(b, f(a)), le grand et le moyen redex se ferment comme dans la propriété du
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diamant :
9(b, f(a))
VRN
9(f(a),b)  g(b,c)
N
g(c,b)

Alors que le moyen et le petit ne se ferment pas du tout :

9(b, f(a))
N
g(b, f(b))  g(bc)

Définition 1.2.9 (Paire critique)
Une paire critique est une paire de regles de réécriture telle qu'il existe un terme (avec méta-
variable) contenant deux redex superposés (un de chacune des régles), qui, une fois réduits, donnent
deux termes différents.

Exemple 1.2.10
— Dans le systeme de ’exemple précédent, il y a quatre paires critiques. Pour pouvoir les
nommer plus facilement, on indice les régles de la fagon suivante :
fla) = ¢
a —a b

Voici les paires critiques et le méta-terme qui contient les deux redex :

* (f.a) : le terme est f(a).

x (g,a) : le terme est g(b,a).

* (g, f) : le terme est g(b, f(a)).

* (g,9) : le terme est g(b, g(b,t)), ou ¢ est une méta-variable.

— Dans le systeme Riz, les regles (ajouterRiz) et (ajouterEau) forment une paire critique, car
le terme casserole(rien, rien) est un redex pour ces deux régles (les deux redex superposés
sont deux fois le méme). En revanche, les régles (cuire) et (ajouterCréme) ne forment pas
une paire critique, car il n’existe pas de terme pouvant étre réduit par ces deux regles, et
dont les redex seraient superposés.

Soit un systeme dont les termes sont les constantes a et b, les symboles de fonction sont f
et g et les regles de réduction sont :

glb) —4 a
fla) —p b
Ce systéeme ne comporte aucune paire critique.

Pour terminer, voici une proposition qui établit un lien entre confluence et confluence locale.

Proposition 1.2.11 (Confluence et confluence locale)
e Un systéme confluent est localement confluent.
e Un systéme localement confluent n’est pas forcément confluent.

e Un systéme localement confluent et fortement normalisant est confluent.
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Preuve :

e La confluence locale est un cas particulier de la confluence, du fait que — est un cas particulier
de —*. En effet, si on peut trouver un réduit commun de tous termes issus en zéro, une ou
plusieurs étapes d’un terme, alors on peut en trouver un pour deux termes issus en exactement
une étape de ce terme.

e Voici un exemple de systéme de réécriture localement confluent mais non-confluent. Les termes
sont uniquement des constantes : a, b, ¢ et d. Les regles sont les suivantes :

a

144l
Qoo

o

Il est localement confluent : il ne peut pas y avoir de réduction de a ou de d, on regarde les
réductions possible de b et de ¢. On a b — a et b — ¢, pour fermer le diagramme, on fait

c—b—=a:
b

N

a +— b+ ¢

On procede symétriquement pour c. Cependant, ce systéme n’est pas confluent, voici deux
réductions de b qu’on ne peut pas joindre : b —=* a et b —* d.

e (C’est le lemme de Newman.

1.2.2 Normalisation
Intuition

La question de la normalisation, aussi appelée terminaison, concerne la fin éventuelle des réductions.
Lorsqu’on effectue une addition, on ne se pose pas la question de savoir si on a la certitude que le calcul
va s’arréter ou si cela dépend de 'ordre choisi pour 'effectuer. En effet, comme pour la confluence on
répond positivement, de facon naturelle, & ces questions. Reprenons notre exemple tiré de Addition
et regardons si son calcul se termine :

bG+6)+(2+1) — 114+(2+1) — 1143 — 14

En trois étapes, le calcul se termine. On dit qu’un calcul est terminé lorsqu’aucune régle de réduction
ne peut plus s’appliquer. Le terme obtenu s’appelle une forme normale, c’est-a-dire un terme qui
ne peut plus étre réduit davantage. Dans notre exemple, comme pour tous les termes du systeme
Addition, le calcul se termine quelque soit la stratégie employée. Au lieu de dire qu’il se termine, on
dit souvent qu’il normalise, ¢’est-a-dire qu’il rend normal, mettant en forme normale. Un systéme qui
normalise tous ses termes quelque soit la stratégie est appelé fortement normalisant ; on dit aussi qu’il
normalise fortement. Un terme dont il n’existe aucune réduction infinie est dit fortement normalisable ;
par abus de langage on dira aussi qu’il est fortement normalisant ou qu’il normalise fortement. Comme
on le verra ci-dessous, le systéme Addition est fortement normalisant.

Le systeme Riz est lui-aussi fortement normalisant, et le fait qu’on ait pu écrire ’arbre complet
des dérivations (voir paragraphe 1.1.2) en constitue une preuve. Par contre, le systéme Feu n’est pas
fortement normalisant. Si on réduit le terme feuvert, par exemple, on constate que la réduction ne
s’arréte jamais :

feuvert — — feurouge — feuvert — — feurouge — feuvert — ...
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Cela vient du fait que tous les termes peuvent se réduire : il n’y a pas de formes normales dans ce
systéeme. Si on veut avoir une forme normale, on peut ajouter un terme a notre systéme en s’assurant
qu’il est irréductible. Par exemple, lorsque le feu tombe en panne, il se met dans un état final : 'orange
clignotant. On ajoute & nos termes la constante feuorangeclignotant et, le feu pouvant tomber en
panne & partir de n’importe quel état, on ajoute les trois régles suivantes :

feuvert — feuorangeclignotan
— feuorangeclignotan
feurouge — feuorangeclignotan

On peut maintenant avoir de nouvelles réductions pour nos termes. Par exemple, voici trois dérivations
possibles du terme feuvert :

feuvert — — feurouge — feuvert — feuorangeclignotan
feuvert — — feuorangeclignotan
feuvert — feuorangeclignotan

Le terme feuorangeclignotant ne pouvant pas étre réduit, il est une forme normale (la seule de
ce systeme). Tous les termes peuvent se réduire vers celui-ci, ce qui fait que toute réduction a la
possibilité de s’arréter sur ce terme : on peut, pour tout terme, trouver une dérivation qui termine.
Cependant, notre systéme n’est toujours pas fortement normalisant, car on peut toujours effectuer la
dérivation infinie précitée. On appelle faiblement normalisant un systeme vérifiant cette propriété.

En informatique, cette question est importante car si on souhaite parfois que les pro-
grammes ne se terminent pas (comme les systémes d’exploitation, par exemple), en re-
vanche, lorsqu’on demande & 'ordinateur d’effectuer un calcul on espere bien qu’il s’arréte
un jour de calculer pour donner le résultat.

Définition

Voici les définitions formelles des deux propriétés de normalisation.

Définition 1.2.12 (Normalisation forte)

e On dit qu'un terme normalise fortement si il n’est pas possible d’engendrer une réduction
infinie a partir de lui.

e On dit qu'un systeme de réécriture est fortement normalisant si tous ses termes normalisent
fortement. Autrement dit, si chaque terme a un arbre de dérivation fini. Autrement dit, si
pour tout terme toute réduction se termine.

Définition 1.2.13 (Normalisation faible)

e On dit qu’'un terme normalise faiblement si il existe une réduction de ce terme qui termine.

e On dit qu’un systéme de réécriture est faiblement normalisant si tous ses termes normalisent
faiblement. Autrement dit, si chaque terme possede, dans son arbre de dérivation, une branche
finie.

Ces deux définitions sont valables méme si le systeme de réécriture comporte des équivalences car
celles-ci ne comptent pas comme des étapes de réduction. La notion de terminaison s’étend directement
a la réécriture modulo a ceci prés qu'un terme est en forme normale si aucune regle de réduction ne
peut réduire aucun des termes équivalents a lui.
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Notation 1.2.14
Pour un systéme de réécriture R, on notera SNz I'ensemble de ses termes qui sont fortement
normalisants . Lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, on omettra souvent d’indiquer & quel
systéme on fait référence, notant seulement SN .

Preuves et exemples

Prouvons la normalisation forte de Riz. Cela nous permet de débuter nos démonstrations de
normalisation avec une preuve directe par cas, ce genre de preuves étant en général assez simples
— bien que parfois tres longues — car son principe consiste & étudier chaque cas, c’est-a-dire chaque
terme.

Proposition 1.2.15 (Normalisation forte de Riz)
Le systeme Riz est fortement normalisant.

Preuve : Comme l'ensemble des termes est tres petit on peut procéder par cas, c’est-a-dire
étudier chaque terme afin d’en établir la normalisation forte. Pour cela, on va commencer par les
termes en forme normale, puis on va “remonter”, c¢’est-a-dire parcourir dans le sens inverse, toutes les
réductions qui peuvent mener a ces termes.

— Les termes accompagnement, casserole(riz cuit, eau) et casserole(riz, créme) ne peuvent

pas étre réduits. Ce sont des formes normales.

— Le terme casserole(riz cuit, créme) ne peut se réduire que vers accompagnement qui est
une forme normale. Toute réduction partant de lui (il n’y en a qu’une) termine, il normalise
donc fortement.

— Le terme casserole(riz cuit, rien) peut se réduire, soit vers casserole(riz cuit, eau) qui
est une forme normale, soit vers casserole(riz cuit, créme), qui, comme on vient de le voir,
normalise fortement. Quelque soit le choix de réduction qu’on fasse, on s’arréte forcément en
deux étapes au maximum. Ce terme normalise fortement.

— Le terme casserole(riz, eau) ne peut se réduire que vers casserole(riz cuit, rien) qui, comme
on vient de le voir, normalise fortement. Avec le méme argument que précédemment, on conclut
& sa normalisation forte.

On procede de la méme fagon, successivement, pour les termes casserole(riz, rien) et casse-
role(rien, eau), et enfin casserole(rien, rien).
]

Dans la preuve ci-dessus, on a souvent utilisé un argument sur la normalisation forte des réduits

d’un terme. Voici une proposition qui établit plus abstraitement cet argument afin qu’on puisse le
réutiliser dans nos preuves ultérieures.

Proposition 1.2.16 (Normalisation forte et réduits)

1. Si tous les réduits d’un terme normalisent fortement, alors ce terme normalise lui-méme
fortement.

2. Réciproquement, il suffit qu’un seul des réduits d’un terme ait une dérivation infinie pour que
ce terme ait une dérivation infinie, i.e. ne normalise pas.

Preuve : Soit ¢ le terme étudié, et tq, ..., ¢, ses réduits.

1. On raisonne par I'absurde. On a par hypothese que t1, ..., t,, sont des termes fortement normali-
sants. Supposons que ¢ ne normalise pas fortement, cela signifie qu’il existe une réduction infinie
partant de ¢. Lors de la premiere réduction de ¢, on obtient 'un des #1, ..., t,,, admettons que cela
soit ¢;. Puisque ¢ engendre une réduction infinie passant par t;, cela implique que ¢; ait, lui-aussi,

“SN pour “Strong Normalization”, normalisation forte en anglais.
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une dérivation infinie. Cela contredit 'hypotheése de normalisation forte de #;, prouvant notre
point.

2. Si t; admet une dérivation infinie ¢; — ..., alors il existe une dérivation infiniede t : ¢t — t; — ...
|

Passons maintenant au systéeme Addition dont la preuve de normalisation forte est plus complexe.
En effet, I’ensemble des termes étant infini, on ne peut pas raisonner par cas sur chacun d’eux : on
utilise une autre technique de preuve, dont I'idée est la suivante. A chaque terme on fait correspondre
un entier naturel, de telle sorte qu’a chaque fois qu’on réduit un terme, I’entier correspondant diminue.
Ainsi, on ne peut pas avoir de réduction infinie d’un terme, sinon cela signifierait qu’on peut faire
décroitre les entiers naturels infiniment. Or ceci est faux puisque les entiers naturels n sont tous plus
grands ou égaux a zéro et qu’il n’y en a qu'un nombre fini entre n et 0. Cette propriété s’appelle la
bonne fondation de 'ordre “<” pour les entiers. De facon générale, la propriété de bonne fondation
d’un ordre pour un ensemble dit qu’il n’existe pas de suite infinie d’éléments de cet ensemble qui
soient décroissant dans ’ordre considéré.

Regardons concrétement ce que cela donne. On prend comme entier la taille du terme, c¢’est-a-dire
le nombre de constantes (les entiers) et de symboles de fonction (+) qu’on utilise pour I'écrire. Le
tableau suivant donne quelques exemples de correspondances; on remarque que le méme entier peut
correspondre a plusieurs termes différents.

terme : entier correspondant
1+4 : 3
2 .
(7T+12)+3
(44+6)+(1+2) :
547
6+ 8

W W N ot =

Regardons a présent la réduction d’un terme et les entiers correspondants.

Terme: (14+2)+(3+4) — 3+(3+4) — 3+7 — 10
Entier : 7 ) 3 1

On remarque que I'entier correspondant décroit strictement a chaque réduction : 7> 5 > 3 > 1. Le
méme phénomene a lieu pour chaque terme, ce qui nous permet de conclure a la normalisation forte.

Plus formellement, on appelle poids (ou mesure) la valeur associée & chaque terme. Voici la
définition inductive (c’est-a-dire qui suit le principe de construction inductif des termes) du poids
des termes du systéeme Addition :

e si le terme est un entier, alors son poids est 1,

e sinon, le terme est de la forme £, 4+t : soit nq le poids de #; et ngy le poids de t9, alors le poids de
t1 + to est 'entier correspondant & la somme de n1 et ny a laquelle on ajoute 1 pour le symbole
+.

Une telle définition est correcte, méme si elle fait référence a elle-méme, car elle ne le fait alors que
pour des termes strictement plus petits. On donne parfois un nom a la mesure, et on note la mesure
d’un terme comme une fonction : par exemple, si on choisit h comme nom pour le poids, on note
h(3 +7) le poids du terme 3 + 7. Puisque celui-ci vaut 3, on a h(3+7) = 3. Voici la définition formelle
de la mesure h :

e si le terme ¢ est un entier, alors h(t) = 1,
e sinon, ¢ est de la forme ¢ = t; + t5 et on a h(t) = h(t;) + h(t2) + 1.

On établit un lemme qui met en évidence le fait que chaque réduction fait décroitre strictement le
poids.
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Lemme 1.2.17
Pour tous termes t; et ¢y tels que t; — to, on a h(ty) > h(ts).

Preuve : On prouve ce lemme dans le cadre du systeme Addition.
Lorsqu’on contracte un redex, on transforme un sous-terme de la forme z 4+ y, oun z et y sont des
entiers, en un nouvel entier z égal a la somme de z et de y. La taille de ce sous-terme était de 3, et
elle passe & 1. On a donc A(t;) = n + 3, oit n est le poids du reste du terme, et h(t2) = n + 1. Cela
nous permet de conclure que h(t;) > h(ts). [ ]

On peut a présent donner la proposition de normalisation forte d’Addition :

Proposition 1.2.18
Le systeme Addition est fortement normalisant.

Preuve : On raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe un terme ¢ admettant une dérivation

infinie £ — t; — to — ... = ¢, — .... Par le lemme 1.2.17, on obtient une chaine infinie d’entiers
naturels décroissants h(t) > h(t1) > h(t2) > ... > h(t,) > ..., ce qui est impossible. Le systeme
Addition est donc fortement normalisant. [

Cette technique, qui s’appelle 'interprétation polynomiale peut s’adapter avec des poids qui ne
sont pas des entiers. La seule contrainte est d’avoir un ordre bien fondé. De ce fait, on ne peut pas
avoir de réduction infinie, ce qui voudrait dire qu’on a une suite infinie décroissante pour l'ordre. Si
un systeme comporte des équivalences, celles-ci doivent laisser le poids inchangé; ainsi, on peut les
appliquer un nombre quelconque de fois sans mettre en péril la preuve de terminaison.

Une autre méthode que ’on peut employer pour montrer la normalisation forte d’un systéme est
la simulation, dont I'idée est la suivante. On souhaite montrer la normalisation forte d’un systéme
S1. On choisit un systeme Sy qui est déja fortement normalisant. On le choisit de telle sorte qu’on
puisse établir une traduction T'() des termes de S; vers les termes de Sy. L’intérét de cette traduction
est de pouvoir rapprocher &7 et Sy pour pouvoir faire rejaillir la normalisation forte de Sy sur S;. Ce
rapprochement se fait & I'aide d’une simulation, c’est-a-dire qu’on essaie de simuler les réductions de
S par celles de Sy. Plus formellement, si | — t5 dans Sy alors on va essayer d’obtenir T'(t1) —* T'(t2)
dans Sy. On pourra alors facilement prouver la normalisation forte de S1, comme on le voit ci-dessous.

Regardons sur un exemple comment cela fonctionne. On introduit un nouveau systéme de réécriture,
volontairement trés proche du systéme Addition, dont on va trés simplement pouvoir établir une tra-
duction et une simulation dans celui-ci. On appelle ce systeme Multiplication. Voici la grammaire
de ses termes :

tu=n|txt

Voici la regle de réduction :
nxXxXm — nEm

Ou ® est la multiplication sémantique. On traduit les termes de la facon suivante :

e les entiers seront traduits en 0 : pour tout z entier, sa traduction T'(z) vaut 0 (on note cela
T(x) = 0),

e les multiplications seront traduites en additions : T'(¢; x t2) = T'(¢1) + T'(t2) (on prend d’abord
la traduction de ¢; et t9, puis on met un + entre les deux).

Voici un tableau montrant quelques exemples de traduction :

Terme de Multiplication | Traduction dans Addition
5(0
4x3|04+0
(2x2)x3|[(04+0)+0
5x1010+0
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On remarque que deux termes peuvent avoir la méme traduction (on dit que la fonction de traduc-
tion T n’est pas injective). Cela importe peu, ce qui compte, c¢’est de pouvoir effectuer une simulation
des réductions de Multiplication par les réductions d’Addition. On établit le lemme de simulation
suivant.

Lemme 1.2.19
Pour tous termes t; et to de Multiplication tels que t; — to, il existe une réduction, dans
Addition, de T'(t1) vers T'(t3) en au moins une étape. Autrement dit, il est possible de fermer le
diagramme suivant :
t —”Multiplication to

T T
T(t1) — Addition T (i)

Preuve : Sit; — t2 cela signifie qu’il existe un contexte C[] et un sous-terme z x y (o z et y
sont des entiers) tels que ¢, = C[z X y] et t9 = C[z ® y]. La traduction du contexte C est un contexte
C’ dans lequel les entiers sont remplacés par des 0 et les x par des +. On a alors T'(¢t1) = C'[0 + 0]
et T(t2) = C'[0], et il y a bien une réduction du premier vers le second, en exactement une étape : il
suffit de réduire ce redex 0+ 0. ]

Ce lemme est suffisant pour prouver la normalisation forte de Multiplication.

Proposition 1.2.20
Le systeme Multiplication est fortement normalisant.

Preuve : On raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe un terme de Multiplication, ¢, qui
admette une réduction infinie ¢ — ¢; — t5 — ... dans ce systéme. Grace au lemme 1.2.19, on peut
construire une réduction partant de T'(¢;) de la facon suivante :

t _>Multiplication ty _>Multiplication to _>Multiplication
T T T
T(t1)  —Addition  T(t2)  —Adaition  T(f3) — Addition

Cette réduction est infinie elle aussi, et elle contredit le fait que le systéme Addition est fortement
normalisant. Le systéeme Multiplication est donc fortement normalisant lui aussi. [

Si un systeme comporte des équivalences, il faut que les traductions des termes équivalents soient
elles-mémes des termes équivalents dans le systeme cible. Nous utiliserons de nombreuses fois cette
technique de simulation dans la suite de notre travail.

Il existe bien d’autres techniques de preuve de normalisation forte, nous en présenterons d’autres
au fur et & mesure de nos besoins.

Union de systémes de réécriture et terminaison

Il arrive souvent qu’on souhaite enrichir un systéme de réécriture avec de nouvelles regles. On
peut se demander si la normalisation forte de I'ancien systéme peut s’étendre au nouveau systéme.
Regardons ce qui se passe lorsque nous faisons I'union de deux systemes de réécriture fortement
normalisants. Supposons qu’on ait les deux systémes de réécriture suivants, ayant tous les deux comme
termes les constantes a et b :

e R, comporte la regle de réduction a — b, et

e Ry comporte la regle de réduction b — a.



L.4. L L1OPLHICLES

11 est évident que ces deux systémes terminent (en fait, la seule réduction non vide est de longueur
1:a — bet b— arespectivement). En revanche, I'union de ces deux systémes nous donne comme

regles de réduction :
a — b

b — a

Et il est tout aussi évident que ce systeme ne termine pas, une réduction infinie pouvant commencer
de la facon suivante : a -+ b — a — b — a...

Ce fait peut paraitre anodin, mais il sera la source de problémes que nous rencontrerons par la
suite lorsque nous voudrons étendre des systéemes de réécriture, comme le A-calcul, avec de nouvelles
régles de réduction (voir section 2.2).
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Chapitre 2

A-calculs et substitutions explicites

Dans ce chapitre, nous introduisons le A-calcul en donnant sa définition, et ses propriétés. Nous
étudions ensuite les A-calculs avec substitutions explicites : nous en donnons le principe fondateur, puis
les principales propriétés, et enfin nous en faisons un tour d’horizon. Le lecteur qui sait déja que les
regles de composition de substitutions conduisent en général a la perte des propriétés de normalisation
peut passer directement & la section 2.2.4. Celui qui connait, en plus, les différences entre Ao, Av, Ay
et Ax peut passer au chapitre suivant.

2.1 Le \-calcul

2.1.1 Intuition : des fonctions mathématiques aux A-termes
Les fonctions en mathématiques

Pour bien comprendre le A-calcul, nous partons de la notion de fonction telle qu’elle est introduite
dans I'enseignement secondaire. On y apprend qu'une fonction est une relation entre des objets d’un
ensemble de définition et ceux d’un ensemble image.

Exemple 2.1.1
On peut définir une fonction sur les entiers naturels qui fait correspondre a chaque entier celui
qui lui est supérieur de 1. L’ensemble de définition est N (I'ensemble des entiers naturels), on peut
donner sa définition de la fagon suivante :

flx) = z+1

La fonction f ainsi définie met en relation certains entiers entre eux. Par exemple, 3 et 4 sont en
relation car f(3) = 3+ 1 = 4. Pour définir f, nous avons utilisé une variable z qui s’appelle le
parametre de la fonction.

La plupart du temps, on se sert des fonctions non pas comme des relations, mais comme un moyen
d’effectuer un calcul. La fonction f définie ci-dessus nous donne le “mode d’emploi” pour calculer,
pour chaque entier, ’entier suivant dans ’ordre croissant. Si on considere la définition d’une fonction
comme une définition de calcul, on préfere alors orienter 1’égalité de cette définition. Plus que d’une
égalité f(3) =4, on est en présence d’un calcul : f(3) a pour résultat 4. On aurait envie de remplacer
le symbole = par une fleche —.

En fait, il existe déja une notation de définition de fonction qui comporte une fleche. Reprenons
la définition de f avec cette notation.

Exemple 2.1.2

r—xr+1

f:{N—>N

45
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On lit cette définition : “soit f la fonction définie sur les entiers naturels qui associe a tout entier
z 'entier z + 17.

On appelle l'indication N — N le type de la fonction, et nous en parlerons plus longuement dans
le chapitre 3. La deuxieéme ligne de la définition utilise le symbole — qui fait bien apparaitre 1’idée
d’un calcul. On dit que les fonctions effectuent des calculs en prenant en parameétre des valeurs et en
retournant (ou en renvoyant) un résultat. Par exemple, si on donne la valeur 5 comme parametre a
la fonction f, le résultat renvoyé sera 6.

Dans l'expression f(5), on dit que 5 est le parametre effectif de la fonction f, c’est-a-dire le
parametre qui va permettre d’effectuer le calcul. Cette appellation est a opposer a celle de parametre
formel, celui qui permet de formaliser la fonction : x dans notre exemple. On appelle corps de la
fonction la partie de la définition a droite du symbole — : z + 1 dans notre exemple.

Avant de passer a la suite, on donne la définition de deux autres fonctions qui nous serviront
d’exemples. Voici les définitions des fonctions h et k.

N —- N N —- N
h: k:
rT—r+x Tz~ 2

Calcul d’un résultat

On s’intéresse de plus pres aux mécanismes qui entrent en jeu dans le calcul d’un résultat. Le
premier est celui de 'application. On dit qu’on applique une fonction & un argument (ou parameétre
effectif) lorsqu’on fournit a celle-ci une valeur afin de calculer le résultat associé. Par exemple, si on
veut calculer le résultat de f pour la valeur 2, on réalise 'application de f & 2 en écrivant f(2).

La deuxieme étape est la substitution : on associe le parametre effectif au parameétre formel,
puis on remplace celui-ci par celui-la. Par exemple, aprés avoir réalisé 'application f(2), on effectue
l'association [z = 2] qu’on utilise pour calculer la valeur du corps de la fonction : on obtient 2 4 1.
Visualisons cela a I’aide d’un dessin :

On veut calculer  f(2)

On a la définition  f(x —= 241

Si on veut calculer h(4), il faut utiliser deux fois I'association [z = 4] :

On veut calculer  h(4)
On a la définition h(z) = z+2 ——= 444

o =1

En revanche, pour calculer £(0), on n’utilise pas le parameétre effectif puisque le parametre formel
n’apparalt pas dans le corps de la fonction :
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On veut calculer  £(0)

On a la définition  k(z

Enfin, dans le cas des fonctions mathématiques, une troisiéme étape consiste a calculer le résultat.

Par exemple, dans le cas de f(2), aprés avoir obtenu 2 4 1, on calcule cette expression et le résultat
est 3.

2.1.2 Intuition : les fonctions en informatique

Les fonctions sont apparues tres tot dans les langages de programmation structurés. Elles per-

mettent de regrouper un ensemble d’instructions qui produisent un résultat a partir des données
passées en parametre. Voici quelques exemples de fonctions dans différents langages de programma-

tion.

e Enc':

/* Cette fonction renvoie le double de 1l’entier pris en parametre */
int double(int n) {
return 2%*n;

}

Dans I'entéte de la fonction double : int double(int n), on peut voir, entre les parentheses,
que celle-ci prend en parametre formel un entier (INTeger en anglais) dont le nom est n; la
mention int qui se trouve avant le nom de la fonction indique que le résultat renvoyé par celle-
ci est aussi un entier. Dans son corps, 'instruction return 2*n; demande que le résultat de
I'évaluation de I'expression 2*n (c’est-a-dire le double de la valeur du parametre effectif) soit
renvoyé comme résultat de la fonction.

En Pascal?:

{ Cette fonction renvoie le carré de l’entier pris en parametre }
function carre(n : integer) : integer;
begin
carre := n*n
end;

Dans l'entéte de cette fonction : function carre(n : integer) : integer;, on peut voir,
entre les parentheéses, que celle-ci prend en paramétre un entier dont le nom est n; la mention
integer qui se trouve apres le
fonction est aussi un entier. Dans son corps, I'instruction carre := n*n; demande que le résultat
de lévaluation de Pexpression n*n (c’est-a-dire le carré de la valeur du parametre effectif) soit
affecté comme valeur de résultat de la fonction.

En Caml? :

]

hors des parenthéses indique que le résultat renvoyé par la

(x Cette fonction renvoie toujours 1l’entier 4 x*)
let quatre(n) = 4;;
(x Cette fonction renvoie la somme de l’entier pris en parametre et de 3 *)

'La référence standard est [52].
’La plus ancienne référence semble étre [71].
#Voir [58].
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let plusTrois(n) = n+3;;
(¥ On peut aussi la definir de la facon suivante *)
let plusTrois = function n -> n+3;;

Ces définitions sont tres proches de celles que 'on fait en mathématiques. La premiere dit
que la valeur de la fonction est 4, quelque soit la valeur de n puisque I'on ne s’en sert pas.
Les deux suivantes sont deux formulations possibles qui sont offertes aux programmeur. Elle
correspondent exactement aux deux définitions possibles en mathématiques dont nous avons
parlé dans la section précédente. En outre, il n’est pas nécessaire de préciser le type (ensemble
de définition) du parameétre et du résultat, ceux-ci seront déterminés automatiquement.

Lorsque le sémanticien veut étudier des fonctions du programme informatique, il les interprete
par des A-termes, se débarrassant ainsi de la syntaxe spécifique de chaque langage de programmation.
Apres avoir lu la section suivante, le lecteur n’aura pas de difficultés a trouver les A-termes interprétant
les fonctions présentées dans ’exemple ci-dessus.

2.1.3 Définition
A-termes et [S-réduction

Pour une présentation plus complete de la définition et des propriétés du A-calcul, le lecteur pourra
se référer a [14, 16, 7]. Avant tout, le A-calcul est un langage qui nous permet d’écrire des fonctions.
Voici les indications de traduction de nos fonctions dans le A-calcul.

— Au lieu d’utiliser le symbole —, nous utiliserons les symboles A et . qui encadreront le parametre
formel. Par exemple, la fonction f s’écrira Az.(z + 1) au lieu de z — z + 1, la fonction A s’écrira
Az.(z + z) au lieu de z — x + x et la fonction k s’écrira Az.2 au lieu de  — 2. On remarque
qu’on a utilisé des parentheses pour bien identifier le corps de la fonction.

On notera I'application d’une fonction & un argument en placant un espace entre le nom de la
fonction et 'argument. Par exemple, I'application f(2) sera notée f 2. On est libre de mettre
des parentheéses, on peut ainsi écrire : f (2), (f 2) ou encore (f) 2.

L’intérét du A-calcul est qu’il formalise le calcul du résultat de I'application d’une fonction & un
argument. Il fournit pour cela une regle de réécriture qui s’appelle 5 (on parle alors de S-réduction).
Mais avant de donner cette regle, on définit les termes du A-calcul.

Définition 2.1.3 (A-termes)

Supposons avoir un ensemble infini de variables, V. Les termes du A-calcul (ou A-termes) sont
construits a 'aide de la grammaire suivante oit x est une variable quelconque de V :

t o= x| Azt | bt

Un terme est soit une variable z, soit une fonction comportant une variable (le parametre
formel) et un sous-terme (le corps de la fonction) A\z.t, soit 'application d’un sous-terme (la fonction,
a gauche) a un autre sous-terme (le parameétre effectif, & droite) ¢ ¢. L’ensemble des A-termes est

AN 4
noté A*.

Exemple 2.1.4
Voici quelques exemples de A-termes :

e 1 : toute variable est un terme.

e \y.y : c’est la fonction identité ; ce qu’elle prend en parameétre, elle le renvoie comme résultat.

*On remarque que les symboles 1, 2 et + que nous avons utilisé plus haut n’apparaissent pas dans cette grammaire.
On ne peut pas écrire la fonction Az.(z + 1). Cependant, les entiers naturels ainsi que 'addition (et bien plus encore)
peuvent étre définis dans le A-calcul en utilisant la grammaire ci-dessus (pour plus de détails, consulter les références
proposées au début de cette section).
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e \y.z : cette fonction n’utilise pas son parametre.
e (Az.z) z : c’est Papplication de la fonction identité & la variable z.

e y x: c’est application de y & = (y peut devenir une fonction, comme on va le voir ci-dessous).

Comme dans I'exemple de I'addition, on peut représenter nos A-termes par des arbres dont les
nceuds sont soit des Az soit des applications (notées @) et dont les feuilles sont des variables. Voici de
gauche & droite les arbres correspondant aux termes présentés ci-dessus.

@
Ay Ay /N @
T | | Az oz /7

Dans le A-calcul, on dit que les fonctions sont des “citoyens de premiere classe” ; cela signifie que
les fonctions sont des valeurs qu’on peut, par exemple, passer comme parametre a d’autres fonctions.
Cette possibilité est beaucoup plus utilisée en informatique qu’en mathématiques®. Par exemple, le
terme (Az.x)(Ay.z) est un A-terme : c’est Papplication de la fonction Az.z avec comme parametre la
fonction A\y.z.

Voici la regle de réduction 8, dans laquelle ¢ et u sont des méta-variables de terme, et x est une
méta-variable de variable :

Az.t)u — tH{z <+ u}

Le membre gauche de la regle correspond a I'application d’une fonction & un argument. Le filtrage
(voir section 1.1.4) permet d’appliquer cette régle a tout les termes dont I'arbre commence par un
nceud @ et se poursuit & gauche par un A. Le membre droit est un peu plus complexe, nous allons
I’étudier de plus pres.

La notation ¢t{z < u} représente un calcul implicite : celui de remplacer dans ¢ les variables x
par le terme w. Il correspond au mécanisme dont nous avons parlé pour le calcul du résultat dans
la section 2.1.1. Pour calculer le membre droit de la régle, on substitue les occurrences de = par wu.
Comme dans I'exemple de I'addition (voir 1.1.3) ce calcul implicite est effectué instantanément avant
de poursuivre la réécriture. On Pappelle la substitution implicite. Son calcul peut étre décomposé en
deux parties : premierement, il faut propager la substitution jusqu’aux variables, et deuxiemement, il
faut effectuer la substitution des variables concernées.

Substitution implicite, problemes de variables et a-équivalence

Pour mieux comprendre comment cette substitution implicite fait son travail, on peut regarder les
quelques exemples suivants : (Az.z) y — z{z < y}, (A\z.(z z)) y = (z z){z < y}, Az.(z 2)) y —
(z 2){z < y} et (Az.2) y — z{z + y}. Le tableau suivant montre la facon dont est calculé le résultat
des substitutions.

®Les langages fonctionnels (ML, Lisp, etc.) sont batis sur le A-calcul et, de ce fait, offrent cette possibilité de facon
primitive. Certains langages impératifs proposent des mécanismes similaires.
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On substitue z {z + y} z {z + y} - Az +y} : {z <y}

Dans

...............................................................................................................................................................................................................................

Le résultat est Y / \ / \ .

On peut formaliser complétement cette méta-opération (c’est-a-dire opération implicite) de sub-
stitution de la facon suivante, par induction sur les termes :

z{x + u} = u

y{z  u} =y siz#y
(tu){r v} = (t{z <+ v} u{z v}

(Ay.t){z <~ u} = probleme

(Az.t){z <+ u} = probleme

Les deux derniéres lignes nécessitent plus de précautions, comme le montrent les deux exemples
suivants :

o (Az.z){z < y} est un exemple de substitution qui pose probléme pour la cinquiéme ligne de la
formalisation ci-dessus. La variable z de la substitution correspond au parametre formel d’une
fonction qui n’apparait plus dans le terme; elle n’a rien & voir avec la variable z de la fonction
Az.z. La fonction (Az.x) ne doit donc pas étre modifiée par la substitution.

(Az.(Az.z)) y est un terme qui peut conduire & (Az.z){z < y}. Cela signifie qu’on a effectué la
réduction suivante :

Az.(Az.z)) y = (Az.2){z < y}

Si on procede naivement au calcul de la substitution, on obtient :
Az.x){z + y} = Mx.(z{z + y}) = Azy

ce qui serait une erreur.

Le probléme vient du fait que, dans le terme d’origine, (Az.(Az.z)) y, on a employé deux fois la
variable x comme parametre formel.

e (A\y.z){x + y} est un exemple de substitution qui pose probléme pour la quatriéme ligne de la
formalisation ci-dessus. Comme dans I'’exemple précédent, la variable y de Ay.x est le parametre
formel de cette fonction ; elle n’a donc de sens que dans le corps de celle-ci. Par contre, la variable
y de la substitution est extérieure, et donc indépendante.

Voici un terme qui peut conduire a (Ay.z){z + y} : (Az.(Ay.z)) y. On a alors effectué la
réduction suivante :

(Az.(\y.z)) y = (A\y.z){z « y}

Si on effectue le remplacement, on obtient le terme Ay.y, dans lequel la variable y correspond
maintenant au parametre formel de la fonction, ce qui serait une erreur.

Le probléme vient du fait que, dans le terme d’origine (Az.(Ay.z)) y on a employé la variable y
a la fois comme une simple variable et comme le parametre d’une fonction.
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Pour résoudre ces deux problemes, nous devons étudier de plus pres les différents types de va-
riables qui se trouvent dans nos termes. Une notion fondamentale, autant en informatique qu’en
mathématiques, est celle de variable lie (ou muette pour les mathématiciens). Son concept est le
suivant.

Lorsqu’on écrit la définition d’une fonction en mathématiques, on choisit une variable pour étre
le parametre formel. Par exemple, dans la définition suivante, on a choisi z :

flx) = z+1 ou frz— 241
On aurait tout aussi bien pu choisir y ou z, ce qui nous aurait donné :

fly) = y+1 ou flz) = z+1

Dans tous les cas la fonction f reste la méme ; elle renvoie toujours le méme résultat lorsqu’on lui
applique une méme valeur. Cette variable ne sert qu’a définir la fonction, elle n’a pas d’autre signifi-
cation : elle est muette, c’est une variable liée (i.e. liée & la définition).

Dans le A-calcul, les variables liées sont celles introduites entre un A et un ., comme par exemple
le x dans Az.y. Dans le terme Az.z, on dit que 'occurrence de = dans le corps de la fonction est liée
par le Az. qui se trouve juste avant. C’est le symbole A qui sert a lier les variables, on I'appelle donc
un lieur. Ainsi les termes Az.z et Ay.y, qui représentent la méme fonction (I'identité), ne different que
par le changement, ou le renommage, de la variable liée.

La particularité des variables liées réside dans le fait qu'on peut les changer sans modifier le sens
de la fonction. Pour formaliser cela dans notre systeme de réécriture, on introduit une équivalence
entre les termes. Celle-ci devra rendre équivalents les termes qui ne different que par un renommage
des variables liées. Regardons quelques exemples de termes qui seraient équivalents :

e \x.x et Ay.y,
e \z.(z y) et Az.(2 ),
e Az A\y.(z y)) (Az.2) et (Au.Az.(u 2)) (Az.2).

La notion symétrique de variable liée est celle de variable libre. Dans un terme, une variable est
libre si elle n’est pas dans la portée d’un lieur pour cette variable. Par exemple, dans le terme z, la
variable z est libre. Si on raisonne sur nos termes sous forme d’arbre, une variable z sera libre si il n’y
a pas, au dessus d’elle, un Az dont elle serait une feuille (méme lointaine). Voici quelques exemples
de termes pour lesquels on indique quelles sont les variables liées et libres.

Exemple 2.1.5

e Dans le terme Az.(z y), x est liée et y est libre.
e Dans le terme Az.\y.(y z), x et y sont liées.
e Dans le terme A\z.(y 2), y et z sont libres.

e Dans le terme (Az.z) z, z apparait a la fois comme un variable liée (dans Az.z) et comme
une variable libre (& droite de I'application).

Nous pouvons & présent regarder le cas o1 le renommage d’une variable liée pose probléeme. Dans
le terme Az.(z y), = est liée, mais y est libre. Si on choisit de renommer z en y, on obtient Ay.(y y);
dans ce cas les deux occurrences de y sont liées. En renommant la variable liée, nous avons changé le
sens de la fonction : si on lui applique la variable z, par exemple, on obtient deux résultats différents
(Az.(z y)) z = zy et (Ay.(y y)) 2z = 2z z. On en déduit qu’il faut choisir soigneusement la nouvelle
variable pour éviter ce genre de problemes. Cependant, puisqu’on a un ensemble infini de variables,
il n’est pas difficile d’en trouver une qui convient. Pour que tout se passe bien, on peut simplement
choisir une variable qui n’apparait pas du tout dans le terme, on appellera cela une variable fraiche.
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On peut a présent définir notre équivalence, que 'on appelle a-équivalence : on dit que deux termes
t et t' sont a-équivalents §’ils ne different que par un renommage de leurs variables liées (on le note
t ~q t') . On définit aussi 'a-conversion qui effectue le renommage : pour tout terme, on effectue
son a-conversion en prenant tous ses sous-termes de la forme Az.t et en les remplacant par \y.t' ol y
est une variable fraiche et ¢’ est le terme ¢ dans lequel on a remplacé toutes les variables z (liées par
ce A) par y. On dit qu’on raisonne modulo a-équivalence quand on considére que I'on procede a des
a-conversions dés qu’on en a besoin.

Revenons & notre substitution implicite et aux deux problémes qui nous avaient arrétés. On peut
résoudre le second probleme facilement en raisonnant modulo a-équivalence. Puisqu’on peut renommer
les variables liées, toutes les fois ot on a (Az.t){z < u}, on a-convertit Az.t pour obtenir \y.t', et
(Ay.t"){z + u} est calculé en prenant I'avant-derniére ligne de la formalisation. Pour bien comprendre
le premier probleme, regardons le terme suivant et sa S-réduction :

Az Xy (zy)y —5 Qulzy){z <y}t = M(yy)

Dans le premier terme, la variable y la plus & droite est libre, mais elle devient liée par le Ay une fois
substituée a z. C’est ce qu’on appelle une capture de variable. Cela change le sens de notre terme. La
encore, I’a-équivalence résout notre probleme car on peut renommer la variable liée y pour s’assurer
que la capture n’aura pas lieu : (Az.\y.(z y)) y est a-équivalent & (Az.Az.(z z)) y et on a

Az Az (z 2)y —p (Az.(z 2){z <y} = Az.(y 2)
La formalisation de la substitution implicite est alors compléte.

Définition 2.1.6 (Substitution implicite)

La substitution implicite est définie, modulo a-équivalence, de la facon suivante, par induction sur
la structure des termes :

x{x + u} = u

y{z < u} =y siz#y

(t u){x v} = (H{z+ v} u{r+ v})

(Ay.t){zx u} = y.(t{z < u}) avec = # y et y non libre dans u

Exemple 2.1.7 (Substitutions)
Voici quelques exemples de substitutions (on fait apparaitre quelques étapes du calcul) :
o (@ yly 2z} = (e{y < 2z} yly < 2}) = (z 2)
Az.y){y « 2z} = Ar.(y{y + z}) = Az.z

(
o Az.x){r + 2z} = Ayy){z « 2z} = Ay.(y{z « z}) = A\y.y ~o Az
(. (2 )y 2} = (Ao (2 )y 7} = A=((= )y o)) = Az (= 2)

On peut aussi définir formellement I’a-conversion en utilisant la substitution implicite.

Définition 2.1.8 (a-conversion, a-équivalence)

Pour réaliser 1’a-conversion (ou a-équivalence) d’un terme, on remplace tous ses sous-termes de
la forme Az.t par A\y.(t{z < y}) ou y est une variable fraiche. Plus formellement, on définit I'a-
équivalence de la maniere suivante, par induction sur la structure des termes :

T ~o T
tu ~, tu avec t ~q t et u ~y U
Azt~ Ay.(t'{z < y}) ol y est une variable fraiche et ¢ ~, #'
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Remarque 2.1.9

Modulo a-équivalence, les variables liées ne sont jamais touchées par une substitution : dans le
terme t{x < u}, si on a un sous-terme Az.v, le renommage remplacera z par une variable fraiche.
Ainsi, aucune variable liée ne s’appellera z.(Voir I'exemple (Az.z){z < z} présenté plus haut).

On aura souvent besoin de calculer I’ensemble des variables libres d’un terme. Cela se fait facile-
ment de facon inductive.

Définition 2.1.10 (Ensemble des variables libres d’un terme)

L’ensemble des variables libres d’un terme ¢, noté FV(t) (pour “Free Variables” en anglais) se
calcule par induction sur la structure du terme, de la facon suivante :
si le terme est une variable z, alors FV(z) = {z},
— si le terme est une application ¢ u, on fait I'union des variables libres de ¢t et u : FV (t u) =
FV(t) U FV(u),
si le terme est une fonction Az.t, on prend les variables libres de ¢ et on y enleve x qui est

liée par ce A : FV(Az.t) = FV(t) \ {z}.

Exemple 2.1.11 (Ensemble des variables libres)

Voici quelques exemples (on fait apparaitre quelques étapes de calcul sur les ensembles) :

. FV(:vy):{:v y}

o FV(Ar.z) ={z}\ {z} =10

o FV(Ar.(z y)) = {z,y} \ {z} = {y}

o FV( Az y.(zy)) =10

o FV((Az.(7 y)) (z 2)) = ({z,y} \ {z}) U{z, 2} = {=,y, 2}

Nous aurons souvent plusieurs symboles de fonction, et plusieurs lieurs, auxquels cas le calcul de
I’ensemble des variables libres est & adapter en conséquence. Pour terminer avec cette section, on
donne quelques exemples de S-réductions.

Exemple 2.1.12 (S-réductions)

e Soit la réduction suivante :
(Az.(z z)) (Az.2) = (z z){z < (A\z.2)} = (Az.2) (A2.2) = 2{z < (A\z.2)} = (A\z.2)

On remarque que dans le premier terme, il n’y a qu'un seul redex (ou f-redex), et qu’apres
Iavoir réduit, c¢’est un nouveau redex qui apparait. En général, on ne fait pas apparaitre les
étapes de substitution implicite dans les dérivations. La réduction du terme s’écrit alors :

Az.(z x)) (Az.z) = (Az.x) (Az.2) = (A\2.7)

e Plusieurs réductions d’un méme terme sont possibles :

(Az.z) ((Ay.y) 2)
Ve e
(A\y.y) 2) (A\z.z) 2
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2.1.4 Les indices de de Bruijn
Présentation et définition

L’a-conversion et la notion de variable fraiche impliquent 1'utilisation de procédés coliteux (en
temps de calcul) si on souhaite implanter (c’est-a-dire programmer sur ordinateur) la S-réduction
des A-termes. Pour les supprimer, une nouvelle notation pour les A-termes a été introduite [29, 30].
Celle-ci n’utilise plus de variables nommées (x, ou y, ou z, etc.), mais des entiers qui indiquent & quel
A la variable correspond. Ces entiers s’appellent des indices de de Bruijn. Pour comprendre comment
ils sont définis, regardons le A-terme Az.((Ay.((z z) y)) z) sous sa forme d’arbre :

Chaque fleche relie une variable & son lieur (sauf pour z, sans lieur). Comme c’est cette information
qui nous intéresse, I'idée consiste a remplacer le nom de la variable par un entier qui indique 'empla-
cement de son lieur. Il y a deux possibilités : soit on indique le nombre de A qu’il faut traverser (en
remontant ’arbre du terme) avant d’atteindre celui de la variable, auquel cas les indices commencent
a 0, soit on indique qu’il s’agit du n-iéme lieur au dessus (toujours en remontant 1’arbre du terme)
en mettant directement n, auquel cas les indices commencent & 1. Dans les deux cas, on numérote les
variables libres en utilisant des nombres suffisamment grands pour qu’ils ne référencent aucun lieur.
Par exemple, le terme A\z.(z y) deviendra A\(0 1) avec la premiére notation, et A(1 2) avec la deuxiéme.
Pour notre terme Az.((Ay.((z z) y)) =), on obtient soit A((A((1 2) 0)) 0), soit A((A((2 3) 1)) 1), les
voici sous forme d’arbres.

Cela supprime le probleme des variables nommées, mais, en contrepartie, on obtient un systéme
dans lequel les termes sont difficilement lisibles. Par exemple, dans le terme qu’on vient d’obtenir :
A((A((1 2) 0)) 0), il n’est pas évident de voir que les deux variables soulignées sont les mémes (elles
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n‘ont pas le méme numéro, mais elles font référence au méme lieur), tandis que les deux variables
d’indice 0 sont différentes (elles ont le méme numéro, mais elles ne font pas référence au méme lieur).
Cela va rejaillir sur le reste des définitions : 'opération de substitution, en particulier, devra effectuer
des calculs plus complexes afin de garder la cohérence des indices de de Bruijn.

On considere, dans le reste de cette section, qu'on adopte la deuxiéme présentation des indices,
celle qui les fait commencer a 1.

Définition 2.1.13 (A-termes avec indices de de Bruijn)

Les termes du A-calcul avec indices de de Bruijn sont construits a l'aide de la grammaire suivante
ol n est un entier naturel :
t = n | M| tt

Exemple 2.1.14

Voici quelques exemples de A-termes avec indices de de Bruijn. Pour chacun d’eux, on donne un
terme correspondant dans le A-calcul avec noms de variable :

e 7 : tout indice est un terme (z).

e Al : C’est la fonction identité (Az.z).

A2 : cette fonction n’utilise pas son parametre (Az.y).

(A1) 1 : c’est Papplication de la fonction identité a la variable libre 1 ((Az.z) y).

1 2 : c’est lapplication de 1 & 2 (y z).
Voici la regle de réduction £, dans laquelle ¢ et u sont des méta-variables de terme :

M)u —  t{l < u}

Substitution implicite avec indices de de Bruijn

On s’intéresse a présent a la nouvelle substitution implicite. Le terme Al peut voir arriver a lui
une substitution telle que (A1){1 < t¢}. Les deux problémes dont on a parlé pour la substitution
implicite du calcul nommé se posent aussi dans le calcul avec indices : une substitution semble vouloir
remplacer une variable liée, et il faut faire attention & la capture des variables. Pour résoudre le
premier probleme, regardons le terme suivant :

(AM1 2))1 — (M1 2)){1 « 1}

Ce terme peut s’écrire, dans le calcul nommé, (Az.\y.(y z)) z et il 8’y réduit vers (A\y.(y z)){z + z},
c’est-a-dire (Ay.(y 2z)). On voit bien que dans le terme (A(1 2)){1 < 1} ce n’est pas la variable soulignée
qui doit étre remplacée, méme si elle porte le bon numéro, mais sa voisine qui porte le numéro 2.
Lorsque la substitution va entrer dans le corps de la fonction I'indice & substituer ne sera plus 1,
mais 2. En regardant attentivement, on constate que c’est normal puisqu’entre la substitution et sa
variable, il y a alors un A de moins.

Par contre, aprés étre passées sous le A, les variables du corps de la substitution (ce qui est & droite
de la fleche) ont un A de plus a traverser pour atteindre leur lieur. C’est le probléme de la capture de
variable qui apparait ici. Cependant, 'indice & remplacer a comme valeur le nombre de lieurs traversés
depuis la création de la substitution, il suffira donc d’ajouter ce nombre a toutes les variables libres
du corps de la substitution. Sans entrer plus avant dans les détails, on donne la définition suivante de
la substitution implicite du A-calcul avec indices de de Bruijn.
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Définition 2.1.15 (Substitution implicite (indices de de Bruijn))

La substitution implicite est définie de la facon suivante, par induction sur la structure des termes :

n{n < u} = Ui(u)

m{n < u} = m sim<n
m{n < u} = m-—1 sim>n
(t u){n v} = (t{n+ v} u{n+ v})

(A){n +—u} = ANt{n+1+« u})

La fonction U]'(t) effectue la mise & jour des indices pour éviter la capture des variables. Voici sa
définition par induction structurelle :

Up(tu) = U t) Ui (u)

U'(rt) = AUy (1)

Ur(m) = m sim <1
Ur(m) = m+n-—-1 sim>i

2.1.5 Propriétés

Voici un bref rappel de deux propriétés du A-calcul : sa terminaison et sa confluence. Ces propriétés
sont valables aussi bien pour la version nommée que pour les versions avec indices de de Bruijn.

Terminaison

Le A-calcul n’est pas fortement normalisant et voici le contre-exemple le plus connu. On appelle
A le terme Az.(z z) et Q le terme A A = (Az.(z z)) (Az.(z x)). Il n’y a qu'un seul redex dans ce
terme, on peut faire une S-réduction :

Apres une étape de réduction, on obtient & nouveau le méme terme. On peut alors recommencer a
I'infini :

AA = AA = AA = AA = AA =

On verra plus loin (voir section 3.1) qu’il est possible d’identifier un sous-ensemble de A-termes
qui sont fortement normalisants.

Confluence

Théoréme 2.1.16 (Confluence du A-calcul)

Le A-calcul est confluent.

Preuve : Voir [7]. Pour la version avec indices de de Bruijn, on trouvera une preuve dans [50]
qui utilise des traductions entre les termes avec indices et les termes avec noms. [

Dans I'étude de la confluence, on peut s’intéresser au terme (Ay.((Az.t) u)) v dont voici deux
réductions possibles. Le chemin qui part & gauche correspond & la réduction du redex (Az.t) u tandis
que celui de droite correspond & la réduction du redex (Ay.t') v (ou ¢’ = ((Az.t) u)). Remarquons au
passage que, modulo a-conversion, la variable x n’est pas libre dans v puisqu’on peut la renommer
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dans Az.t par une variable fraiche.

(Ay.((Az.t) u)) v

v p
(Ay.(t{x + u})) v ((Az.t) u){y < v}
! .ty  v})) (ufy + o})

1
t{z +— ul{y « v} t{y « vH{zr « u{y < v}}

Pour obtenir la confluence, il faut vérifier que ces termes sont égaux. C’est l'objet du lemme

suivant. Regardons de plus pres chaque terme afin de se donner quelques intuitions.

— Dans le terme t{z < u}{y < v}, on remplace d’abord tous les z par u puis, dans le terme
obtenu, on remplace tous les y par v (y compris dans les u précédemment substitués).

— Dans le terme t{y < v}{z < u{y < v}}, on commence par remplacer tous les y par v dans t.
Ensuite, dans le terme obtenu, on remplace tous les = par le terme 4 dans lequel on a remplacé
tous les y par v. Comme z n’est pas dans v, la substitution {z < u{y < v}} ne concerne, dans
t{y < v} que les variables x présentes dans .

Comme on va le voir dans le lemme suivant, cette égalité est aisément vérifiée. Cependant, on trouvera
une configuration similaire dans la section suivante qui sera plus difficile a gérer.

Lemme 2.1.17 (Lemme de substitution)

Soient ¢, u et v des A-termes tels que la variable z n’est pas libre dans v (z ¢ FV (v)). On a

He —ul{y v} = tH{y vz + u{y < v}}

Preuve : Par induction sur la structure des termes :

e Sit est une variable, trois cas sont possibles :
soit £ = x, alors on a

w{z —ul{y < v} = u{y v}
et
{y vz «u{y+ov}} = z{z—u{y+v}} = u{y+ v},

— soit £ = y, alors on a
ylz —uf{y <o} = yly«ov}p = v
et
Yy vz —u{y+v}} = v{fz+—u{ly+v}} = v

car x n’est pas libre dans v,
soit t = z (avec z # x et z # y), alors on a

2Hr—ul{y+—v} = 2z{y«ov} = 2

et
2y +—ovH{zr —uf{y+v}} = z{z+—u{y«ov}} = =z

e Sit est une application t; to, alors on a

(t1 to){z — ul{y < v} = (t1{z <+ ul{y < v} tofz  u}{y «+ v})

et

(t1 to){y < vH{zx « u{y < v}} = (t1{y « vz + w{y « v}} tofy + v}H{z +— u{y < v}}).



VHapliulC 4. A-CaAlCULs CL SUDSLILULIOUS CAPIICILES

Par hypothese d’induction, on a

ti{r — ul{y < v} = t1{y « vH{z + u{y <« v}}

et
tofr — ul{y < v} = to{y < v}{z + u{y < v}},

ce qui prouve ce point.

e Sit est une abstraction Az.t’ (modulo a-conversion), alors on a
Azt )z —ul{y + v} = Iz.(t{z « u}{y + v})

et
Azt y «— vz — ufy < v}} = dz.(t'{y < vz < u{y < v}}).

Par hypothese d’induction, on a

e —ul{y + v} = t{y <+ v}z« u{y < v}},

ce qui prouve ce point.

2.2 Les A-calculs avec substitutions explicites

Comme nous I'avons vu précédemment, la substitution est une opération implicite qui n’est pas
comptée dans les étapes de réécriture. Si c’est suffisant d’un point de vue théorique, c’est en revanche
insatisfaisant d’un point de vue opérationnel ou calculatoire. Lorsqu’on veut observer la réduction
d’un A-terme afin de mesurer la quantité de calcul nécessaire, le nombre de S-réductions effectuées
n’est qu'une pietre mesure. Prenons par exemple un terme (Az.t) u, sa réduction vers t{z < u} est
considérée comme une unique étape de calcul. Cependant, supposons que la variable = apparaisse un
tres grand nombre de fois dans le terme ¢ et que le terme u ait une trés grande taille, la substitution
pourrait nécessiter un temps de calcul considérable. En rendant 'opération de substitution interne au
systeme de réécriture du A-calcul, on peut combler ce manque de précision.

Les calculs avec substitutions explicites rendent, comme leur nom I’indique, 'opération de substi-
tution explicite. lls étendent la grammaire des termes afin d’y intégrer la substitution, et ils ajoutent
de nouvelles régles de réduction pour gérer ces substitutions - essentiellement leur propagation jus-
qu'aux variables. Cela fait, on dispose d’un outil plus fin pour analyser la réduction des termes :
on peut choisir quelle substitution propager et & quel moment le faire. Cependant, des I'arrivée des
premiers calculs avec substitutions explicites, il est apparu que certaines propriétés étaient difficiles a
établir, voire perdues, dans ces nouveaux systemes.

Lorsqu’un calcul avec substitutions explicites est défini, on appelle terme pur un terme sans
substitution. Par extension, on appelle calcul pur 'ancien calcul (sans substitution explicite) qui sera
souvent le A-calcul (dit A-calcul pur).

2.2.1 Approche simple : le A\x-calcul

Le plus simple calcul avec substitutions explicites est sans conteste le Ax-calcul [68, 11], méme
s’'il n’a pas été historiquement le premier proposé. Il se contente de transformer les accolades des
substitutions en crochets, et de les ajouter dans les termes. La figure 2.1 présente sa grammaire et ses
regles de réduction. Dans ce calcul, (Az.t)[y < u] est un terme & part entiere. On peut constater que
les regles ajoutées sont exactement celles qui définissent la substitution implicite. On note parfois la
substitution [t/z] au lieu de [z « t].
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Voici la grammaire des termes :
t ou= x| Azt | tt | tlx 1]

Voici les régles de réduction :

(Az.t) u —Beta [T < 1]

(tu)[z —v]  —app (t[z < v] u[z + v])
(Az.t)[y < u] = Lambda  Az.(t]y < u))

’I‘[’I‘ — t] — Vart t

ylr 1] — Var2 Y

Fic. 2.1 — Définition du Ax-calcul

La régle Beta ressemble beaucoup a la régle § du A-calcul. C’est elle qui crée les substitutions.
On trouvera une regle de ce genre dans tous les autres calculs avec substitutions explicites. Voici un
exemple de réduction dans le Ax-calcul :

Az.((Ay((z 2) 9) 2)) 2 —Beta  ((Ay((z 2) y)) 2)[z 2]

Dans le A-calcul, la substitution serait automatiquement propagée jusqu’aux variables. Ici, on peut
choisir de réduire différemment, par exemple en s’occupant de I'autre Beta-redex.

(w2 2) 9) Dr 2] —paa (@ 2) Yy  2lle < 2]

En revanche, arrivé a ce point, on ne peut plus choisir de propager la substitution [z < z] tant qu’on
a pas propagé un peu [y < z], car aucune régle de réduction ne permet de gérer le cas ou deux
substitutions se rencontrent. On reparlera de cela plus loin. Terminons la réduction (& chaque étape,
on souligne la substitution que I'on propage) :

((z 2) Yy « 2]z < 2]

| App
((z 2)[y < =] yly < 2])[z « 2]
| App
((z 2)[y < z][z 2] yly < z][z « 2])
J Vart
((z 2)[y < z][z + 2] 2]z < 2])
4 Vari
((z 2)[y < z][z + 2] 2)
1 App
((zly « 2] 2]y < z])[z < 2] 2)
| App
((zly < z][z 2] 2]y « z][z + 2]) 2)
4 Var2
((zly < z][z 2] 2]z < 2]) 2)
| Var2
((zly < z][z 2] 2) 2)
| Var2
((z[z 2] 2) 2)
4 Vart

((z 2) 2)
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Dans le vocabulaire des substitutions explicites, on appelle calcul des substitutions le sous-ensemble
des regles de réduction qui s’occupent de la propagation des substitutions, c’est-a-dire les regles qui
ont des substitutions dans leur membre gauche. Pour le Ax-calcul, le calcul des substitutions, appelé
x-calcul, est composé des regles App, Lambda, Varl, et Var2. Pour bien visualiser celui-ci dans la
définition des regles de réduction, on le sépare souvent du reste des régles en insérant une ligne vide.

2.2.2 Le dilemme de la composition

Dans la section suivante, nous présenterons les propriétés qui sont habituellement recherchées pour
les calculs avec substitutions explicites. La confluence, comme nous ’avons vu au chapitre 1, est une
propriété qui porte sur les termes pouvant contenir des méta-variables. La présence de ces méta-
variables empéche de réduire les termes & partir d’un certain point. Par exemple, si le terme z[y + 2]
peut se réduire vers z (par la régle Var2), par contre le terme aly < z], oul a est une méta-variable,
ne peut plus étre réduit car on ne sait rien de a. Si c’est une variable, il faudra utiliser I'une des regles
Varl ou Var2, si c¢’est une application ou une abstraction, il faudra respectivement utiliser la régle
App ou Lambda.

Les termes avec méta-variables sont importants pour certaines applications des substitutions ex-
plicites. La confluence est donc une propriété tres recherchée. Mais lorsqu’on cherche a 1’établir, on
se retrouve avec la paire critique dont nous avons parlé & 1'occasion de la confluence du A-calcul (avec
I’étude du terme (Ay.((Az.t) u)) v). Nous avions vu qu’avec le lemme de substitution on pouvait fermer
le diagramme de réduction de ce terme (lemme 2.1.17). Regardons ce qui se passe si nous réduisons
ce terme en prenant t, u et v comme des méta-variables.

(Ay.((Az.t) u)) v
Beta N\ Beta

(Ay.(t[x < u])) v (Ax.t) u)[y < v]
1 App
(Az.t)[y + v] (uly < v])
Beta | 4 Lambda
(. (tly < v))) (uly < o))
J Beta
tz < ully < v] tly « v][z + uly < v]]

t étant une méta-variable, on ne peut plus réduire nos termes et il n’est pas possible de fermer le
diagramme. La preuve du lemme de substitution pourra s’appliquer des lors que ¢ sera remplacé par
un vrai terme. Le systeme n’est donc pas confluent.

Pourtant, ces deux termes finals : t[y < v][z < u[y < v]] et t[z < u][y < v] semblent trés proches.
On a l'impression qu’ils donnent un moyen de gérer l'interaction entre deux substitutions, ce qu'on
appelle la composition. Si dans le terme t[x < u][y < v] on veut continuer a propager la substitution
[y « v], on pourrait dupliquer la substitution, en envoyer un premier exemplaire & ¢ et un second &
u. Cela semble tout & fait raisonnable d’avoir la regle de réduction suivante :

tlz < ully < v] —su tly < v][z  uly < v]]

Cette regle nous permet de fermer directement notre diagramme. Si on ajoute cette regle a notre
systeme de réécriture, alors on s’apercoit qu’elle a des effets néfastes : certains termes qui étaient for-
tement normalisants, y compris dans le A-calcul, ne le sont plus. Par exemple, le terme ((Az.\y.2) t) u,
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dont la forme normale dans le A-calcul est z, peut se réduire de la facon suivante :

(Ax.Ay.2) t) u

1
(Ay.2)[z «t] u

1
(Ay.(z]z < t]) u

<

zlx 1

[Ea

[y < u]
2ly < ul[z < tly < u]]

2[z  tly < u]][y « ulz + ty « ul]]

Sl Ml S o

Pour gagner la confluence, il semble que nous soyons contraints de perdre une propriété de nor-
malisation : c’est le dilemme de la composition.

2.2.3 Propriétés

On s’intéresse & présent aux propriétés des calculs avec substitutions explicites. Voici un récapitulatif
de celles qui sont le plus souvent recherchées. Pour chacune d’elles on mentionne ce qui se passe dans
le Ax-calcul.

Terminaison, normalisation forte (SN)

Cette propriété n’est quasiment jamais vérifiée, pour la simple raison que le A-calcul lui-méme ne
la vérifie pas. On peut, dans chaque calcul avec substitutions explicites, reproduire le contre-exemple
que I'on a déja donné. Voici ce que donne, dans le Ax-calcul, la réduction du terme A A :

l Beta
1 App
4 Vari
4 Vari

Néanmoins, comme dans le cas du A-calcul, il sera possible de prouver qu’un sous-ensemble des
termes est fortement normalisant. En général, ce sera par rapport & un systeme de typage (voir
section 3.1). C’est cette propriété qui sera recherchée, et non la terminaison du systéme tout entier.
On formalisera cette propriété lorsque 'on aura vu le typage.

Simulation de

Puisque le but des substitutions explicites est de raffiner le calcul en le décomposant en étapes
plus élémentaires, il est normal de demander & un calcul avec substitutions explicites de trouver les
mémes résultats que la S-réduction. Si un terme ¢ se réduit en un terme t' dans le A-calcul (avec la
p-réduction) on veut que ce méme terme ¢ admette aussi une réduction vers t' dans le calcul avec
substitutions explicites.
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Propriété 2.2.1 (Simulation de f3)
Soit t et t' deux termes du A-calcul. Si ¢ —8 t' alors t —»1 ¢ dans le calcul avec substitutions

explicites.

Le Ax-calcul vérifie cette propriété.

Proposition 2.2.2

Soit ¢ et ¢ deux termes du A-calcul. Si ¢t —g ¢’ alors ¢ —)j\'x t'.

Preuve : L’idée est la suivante : si t =3 t', alors on utilise la régle Beta pour réduire le méme
redex, puis on utilise le calcul des substitutions pour propager la substitution ainsi créée jusqu’aux
variables, ou elle est alors soit effacée, soit utilisée. On montre qu’on obtient le terme ¢'. Voir [11]. m

Préservation de la normalisation forte (PSN)

Cette propriété porte, comme la précédente, sur les relations entre le A-calcul et le calcul avec
substitutions explicites considéré. Elle dit que si un terme est fortement normalisant dans le A-calcul,
alors il 'est aussi dans le calcul avec substitutions explicites. C’est cette propriété que 'on perd
souvent lorsqu’on ajoute des regles de composition de substitutions.

Propriété 2.2.3 (PSN)
Soit ¢ un terme du A-calcul, si ¢t est fortement normalisant alors il est aussi fortement normalisant
dans le calcul avec substitutions explicites :

te SNy, = te SN¢
C étant le calcul considéré.

Dans le cas de Ax, la premiére version de régles proposée (figure 2.1) vérifie la propriété PSN.

Proposition 2.2.4
te SNy = te SNy,

Preuve : Voir [12]. ]

Par contre, la deuxiéme version, avec la régle supplémentaire Sub, ne la vérifie pas. Un contre-
exemple est exhibé dans [12].

Confluence

Comme nous 'avons mentionné dans la section précédente, il y a deux formes de confluence :
la confluence, et la confluence sur les termes clos. La confluence sur les termes clos est vérifiée par
la plupart des systémes, tandis que la confluence est souvent en conflit avec la propriété PSN. Par
exemple, pour Ax, la version qui a PSN n’est pas confluente, et réciproquement.

Propriétés du calcul des substitutions

Pour obtenir les propriétés ci-dessus, il faut en général commencer par prouver des propriétés simi-
laires pour le calcul des substitutions. Ces propriétés incluent la normalisation forte et la confluence,
ainsi que le fait que ses formes normales sont des termes purs. Certaines d’entre elles sont prouvées,
pour Ax, dans la section 12.2; ce sont des rappels de [11].
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Voici la grammaire des termes :

tu=n | (Et) | M| #[s]
se=a/ | 1 (s)] 1

Voici les regles de réduction :

(At)u -5 t{u/]

(t u)s] — App (t[s]) (u[s])
(Af)[g] — Lambda A(f[ﬂ (9)])
1[t/] — FVar t

n 4+ 1[t/] — RVar n

L[ (s)] —FvarLift 1

n+ 1M (s)] = rvarsip  n[s][T]

n[1] = Varshift 1+ 1

F1Gc. 2.2 Définition du Av-calcul

2.2.4 Tour d’horizon
Le Mv-calcul

Ce calcul [59, 9] est au A-calcul avec indices de de Bruijn ce que Ax est au A-calcul. La encore,
il s’agit de rendre la substitution explicite, sans ajouter d’autres ingrédients. A cause des opérations
sur les indices de de Bruijn, sa définition est bien plus complexe que celle de Ax. La figure 2.2 indique
la définition du Av-calcul. On remarque que les substitutions ne comportent pas d’indication directe
sur la variable qu’elles doivent substituer. Cette information est cachée dans les f} qui sont ajoutés a
chaque traversée d’un . La mise a jour des indices apres passage de la substitution est assurée par
lopérateur T, comme le montre bien la regle VarShift.

Le calcul des substitutions est fortement normalisant, confluent sur les termes clos et ses formes
normales sont des termes purs; le Av-calcul vérifie la simulation de 3, la confluence, et la préservation
de la normalisation forte (voir [9]). Comme il n’a pas de régle de composition, il ne peut pas étre
confluent.

Le Mo-calcul

C’est historiquement le premier calcul avec substitutions explicites [1], ses racines sont dans [20, 42].
I propose de gérer les substitutions explicites sous forme de listes plutot que par unités séparées.
Comme Av, c’est un calcul avec indices de de Bruijn. La figure 2.3 montre la définition du Ao-calcul.
Les substitutions regroupent plusieurs associations variable-terme : par exemple, ¢[1 - u - 3 - v - id]
correspond, dans le A-calcul, au terme #[2 <— u][4 <= v]. Il n’y a que le 1 comme indice de de Bruijn,
les autres sont construits avec les substitutions [1] : 2 = 1[1], 3 = 1[1][1], etc. La constante id marque
la fin d’une liste de substitutions.

Ce calcul offre une plus grande dynamique que Av car il possede des régles pour gérer la com-
position de substitutions (Clos et Map essentiellement). Cependant, il n’est pas confluent. Une ver-
sion légerement modifiée de ce calcul, le Aoy-calcul [21], a été proposée peu de temps apres pour
combler ce manque. Ces deux calculs simulent 3, et aucun des deux ne vérifie PSN [61]. Le calcul
des substitutions est fortement normalisant, confluent et ses formes normales sont des termes purs

(voir [1, 22, 43, 67, 72]).
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Voici la grammaire des termes :

to=11(tt) | M| t]s]
su=id| T |t-s|sos

Voici les regles de réduction :

(At)u —B tlu - id]

(t U,)[S] — App (f[g]) (“‘[S])
(At)[s] —Lambda  A(E[1- (s0 1)])
1[’Ld] — Varld 1

l[t . S] — VarCons t

t[s][s'] — Clos tsos']
idos —IdL S

1 oid —shiftra T

To(t-s) > ShiftCons S

(t-s)os — Map t[s']- (s o)
(s1089) 083 —>Ass 510 (890 53)

Fia. 2.3 — Définition du Ao-calcul

Voici la grammaire des termes :

tu=x | (tt) | Ax.t | t[s]
su=id| (t/z)-s|sos

Voici les régles de réduction :

(Az.t)u —pB t[(u/z) - id]

(¢ u)ls] — App (t[s]) (uls])

(Az.t)[s] —Lambda  AY-(t[(y/z) - s])  avec y variable fraiche
T[”]] — Varld x

.’E[(t/.’E) ’ 5] — VarConst 1

z[(t/y) - 5] — VarCons2  T[5] (z #y)

t[s][s'] = Clos t[s o §']

idos —>1dI, S

((t/z)-s)os" — map (t[s']/z) - (sos')

(s1082) 083  —rass $10 (820 83)

Fi1Gg. 2.4 Définition du Ao,-calcul

Le \o,-calcul

Dans [1] est présentée une version nommée du Ao-calcul. Il a les mémes propriétés, ainsi que les
mémes défauts, que sa version avec indices. La figure 2.4 montre sa définition.
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Voici la grammaire des termes :
tu=mn|(tt)| M| [n/t,n]t | (n)t

Voici les régles de réduction :

by (M) u — [0/u,0]t

by ((E)At) u —  [0/u, k]t

f [i/u,j]Adt — Ai+1/u,j]t

a  [ifu,j]@t o) = (([i/u,j]t) ([i/u,j]v))

el [i/u, j)(k)t — (j+k—1)t sii <k

€9 [i/u, j](k)t — (k)[i — k/u,j]t siit >k

n [i/u,j]k — k sii >k
ifudli > (i

n3 lifujlk — j+k—1 sii <k

cr [ifu,gllk/v 0t — [k/[i — k/u,jlv, g +1—1]t sik<i<k+l
co  [ifu,glk/v, 0t — [k — k/u,flod][i — 1+ 1/u, ]t sii>k+1
d @t — (i+5)1

Fi1c. 2.5 Définition du A, s-calcul

Le )\, s-calcul

Ce calcul [26, 41, 27] est le premier & posséder toutes les propriétés recherchées. Pour garantir PSN
en présence d’une regle de composition, il propose d’ajouter des informations sur les variables absentes
dans certains sous-termes. Ainsi, on évite de propager une substitution a I'intérieur d’un terme dans
lequel la variable substituée n’est pas libre. De plus, ce mécanisme d’effacement permet d’économiser
des étapes de réduction inutiles. Ces informations, appelées a l'origine des étiquettes, correspondent a
des affaiblissements explicites (voir section 3.1). Comme Av, ¢’est un calcul avec indices de de Bruijn.
La figure 2.5 montre la définition du As-calcul (pour une introduction plus compléete de la notion
d’étiquette, voir le chapitre 13).

Cette notion d’étiquette vient s’ajouter aux substitutions explicites. Cependant, comme elle n’est
pas présente dans le A-calcul, ce n’est plus par rapport & celui-ci qu’on établit les propriétés de
simulation de 8 et de PSN. Pour cela, un A-calcul avec étiquettes est introduit : le A,-calcul.

Le calcul des substitutions est fortement normalisant, confluent, et ses formes normales sont des
termes purs (avec étiquettes). Le Ay s-calcul simule 5 (du calcul avec étiquettes A,,), est confluent, et
possede la propriété PSN (voir [27]).

Le \,sp-calcul

Lors d’un travail précédent [18], nous avons proposé une version nommée du Ay g,-calcul. Sa
définition est donnée figure 2.6. Les étiquettes sont devenues des ensembles de variables (notés I' dans
la grammaire des termes). Une présentation plus détaillée de ce calcul sera donnée dans la partie IV
de la these, laquelle est consacrée exclusivement a son étude.

Le M\xr-calcul

C’est sans doute le calcul avec substitutions explicites le plus récent [53]. Il s’appuie sur la relation
étroite qui a été établie, dans [18], entre les substitutions explicites et les réseaux de preuve de la
logique linéaire, pour rendre explicite un autre mécanisme caché dans le A-calcul usuel. Il introduit
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Voici la grammaire des termes :
tu=x|(tt) | Azt | Tt | t[x,t,T,T]

Voici les régles de réduction :

(b1) Azt)u —  tlz,u, 0,0

(b2) (AQz.t)u — tz,u,0, A

(f) (Ay.t)[z,u, T Al —  Ay.tlz,u, T U{y}, A]

(a) (t w)[z,v,T,A] — (t{z,v,T,A] ulz,v,T,A])

(e1) (At)[z,u, T, Al — (AU(A\{z}))t z €A
(e2) (At)[z,u, T, Al — (TNA)tz,u, I’ \A,AU(A\T)] r g A
(n1) ylr, t,IA] — Ay T #y
(ng) z[z, t,T,A] — Tt

(c1) tly,u, A, @[z, v,T',A] — €D\ A

tly,ulz,v, P\ A,AU(A\T),ANT,AU(®\ {z})]
(2) g A @m0, A] = o, (D\ @) U {y}, AU @\ T)]
[y,ujz, v, P\A,AUA\D),ANT,TN® z¢PUA
(d) F'at — (TUuA)t

Fi1c. 2.6  Définition du \,4,-calcul

dans le langage un opérateur de contraction explicite qui lui permet de décomposer les S-réductions
de facon encore plus fine et de se rapprocher un peu plus des réseaux de preuve. En outre, il possede
toutes les propriétés recherchées. La figure 2.7 montre la définition du Alxr-calcul.

De la méme fagon que pour le Ay s-calcul, une traduction est nécessaire pour passer des termes de
Alxr aux A-termes, mais il faut aussi une traduction pour passer des A-termes aux Alxr-termes. Cette
derniére est nécessaire afin de garantir certaines propriétés que les termes de Alxr doivent vérifier.

Le calcul des substitutions est fortement normalisant, confluent, et ses formes normales sont des
termes purs (avec affaiblissements et contractions explicites). Le Alxr-calcul simule 5 (en considérant
la traduction des termes), est confluent, et possede la propriété PSN (voir [53]). Nous reviendrons sur
ce calcul, ainsi que sur ses rapports avec le A, sp-calcul, dans la partie V.

Les autres

Il serait trop long de présenter tous les calculs avec substitutions explicites existants. Entre le
Ao-calcul, qui est historiquement le premier, et le A\, -calcul, qui possede toutes les propriétés atten-
dues, de nombreux calculs ont été proposés comme des tentatives pour obtenir ces propriétés. Voici,
sans ordre ni comparaison, une liste non-exhaustive de calculs qu’on peut trouver dans la littérature
spécialisée © : le plus ancien calcul qui introduit une notion d’explicitation de la substitution est le
CXE¢ [30]; le calcul des combinateurs catégoriques [20] qui a donné naissance au Ao-calcul; les calculs :
Ad et Agn [35], Ase [49], etc.

2.2.5 Notations

Dans la suite de cette these, nous utiliserons les notations suivantes.

Notation 2.2.5
On notera :

®Par exemple, [51] et [35] proposent une bonne introduction aux substitutions explicites et & leurs applications dans
les différents domaines de la sémantique.
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e A I'ensemble des termes d’'un calcul pur. La surcharge de cette notation avec celle de ’en-
semble des A-termes n’est pas ambigué dans la mesure o1, pour la plupart des calculs étudiés,
c’est effectivement celui-ci qui correspond au calcul pur.

e Agpy le sous-ensemble de A contenant les termes fortement normalisants.
e AX I’ensemble des termes d’un calcul avec substitutions explicites.

° AgN le sous-ensemble de AX contenant les termes fortement normalisants.
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Voici la grammaire des termes :
tu=x|dzt|tt|t(z=1t)| Wy(t)]| C¥*(t)
Voici les régles de réduction :
(B) (Az.t) u = t{x=u)
(Abs) (Ay.t)(x = u) = Ay.t{r = u)
(Appl) (tv)(z = u) - tx=u)v x € FV(t)
(App2) (tv){z = u) — tou(r=u) x € FV(v)
(Var) z(x =u - u
(Weakl) Wo((o =) = Wira()
(Weak2) Wy(t){z =u — Wy(t{z = u)) r#y
(Contl)  CF*t)z=u) — C’ﬁ’n(t(y =uy)(z =ug)) ou® = FV(u),
up = R (u) et ug = RY(u)
(Cont2) CEH*(t){z = u —  Cy(t{x = u)) T #w
(Comp) tHy=v){z=u) — ty=v(x=u)) xz € FV(v)
(WAbs)  Ax.W,y(t) — Wy(Az.t) r#y
(WAppl) Wy(u) v - Wy(uv)
(W App2)  u Wy(v) — Wy (uv)
(Merge)  Ci*(Wy(t)) - RL(1)
(Cross)  Cg*(Wy(t)) — WL(CH* () xFyetr#z
(C Abs) CH*(\z.t) —  Az.CH (1)
(CAppl)  CL*(t u) - CLA(t) u y,z € FV(t)
(CApp2) CH*(t u) — t CY*(u) y,z € FV(u)
(4) Cw"(C°()  ~ Cu?(Ca"(t))
(C1e) C2* (1) ~  Ca(t)
(C2)  CLT(C @)  ~ CPI(CLT () siw £y, 2 et al £y,
(Cw) Wm(Wy(t)) ~ Wy(Waz(t))
(S) e =u)(y=v) ~ ty=v){x=u) siy¢ FV(u) etz ¢ FV(v)

FiG. 2.7 — Définition du Alxr-calcul



Chapitre 3
Typage, logique, et réseaux de preuve

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord la notion de typage et la logique, puis la logique linéaire
et les réseaux de preuve. Le lecteur qui sait déja quel est le type de la fonction identité est dispensé
de la lecture de la section 3.1. Celui qui peut donner le réseau de preuve correspondant a cette méme
fonction n’est pas obligé de lire la section 3.2.

3.1 Typage et logique

3.1.1 Intuition

Comme nous I’avons vu dans le chapitre précédent, les fonctions, que ce soit en informatique ou
en mathématiques, sont accompagnées d’une information appelée type.

Les types en informatique

Pour un informaticien, le type d’une fonction sert a indiquer au compilateur du langage de pro-
grammation quels objets seront passés comme parametres a la fonction et quel objet sera renvoyer
par celle-ci. Reprenons notre exemple du C pour se rafraichir la mémoire :

/* Cette fonction renvoie le double de 1l’entier pris en parametre */
int double(int n) {
return 2*n;

}

Grace aux types, le compilateur sait que la fonction double prendra comme parametre un entier
et renverra comme résultat un entier. Il les utilise pour compiler le programme, c’est-a-dire le réécrire
sous une forme compréhensible par le micro-processeur de I'ordinateur. L’information de typage peut
aussi servir, lors de la compilation, & détecter des erreurs de programmation. Par exemple, si le
programmeur essaie de passer un nombre réel comme parameétre a la fonction double, le compilateur
lui signalera son erreur. Cependant, comme le langage C n’est pas fortement typé, certaines erreurs
de ce genre ne seront pas mentionnées, sauf sur demande expresse au compilateur.

L’approche est tres différente dans les langages fonctionnels, comme par exemple en Caml, ou
les types des fonctions peuvent étre inférés, c’est-a-dire calculés par le compilateur, a partir de leur
définition. Reprenons une partie de I’exemple donné dans le chapitre précédent :

(* Cette fonction renvoie la somme de l’entier pris en parametre et de 3 *)
let plusTrois(n) = n+3;;

69
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Dans cette définition, aucune information de type n’apparait. Le compilateur est capable d’inférer
le type de la fonction plusTrois. Voici, de maniére simplifiée, comment il procéde. Premiérement, le
résultat de la fonction est n+3, or 'opérateur + opére sur deux entiers et renvoie comme résultat un
entier ; le résultat de la fonction est donc un entier. Deuxiémement, le parametre de la fonction est n;
il est utilisé dans I'addition précitée, ce qui permet au compilateur de conclure qu’il doit forcément
étre lui-aussi un entier. Si on programme en Caml, en mode interprété, I'interpréteur affiche le type
qu’il a inféré pour la fonction. Il indique que la fonction plusTrois est de type int -> int :

# let plusTrois(n) = n+3;;
val plusTrois : int -> int = <fun>

Comme Caml est un langage fortement typé, le compilateur n’acceptera que des programmes
complétement et correctement typés.

Les types en mathématiques

Reprenons la définition de la fonction f du chapitre précédent :

f:{ N - N

r—xr+1

L’information de type nous indique que ’ensemble de départ ainsi que I’ensemble d’arrivée de la
fonction f est ’ensemble des entiers naturels N. On dit que la fonction associe un entier (z) & un autre
entier (z + 1), ou encore qu’elle prend un entier en parameétre et renvoie un entier comme résultat.
Cette information est capitale pour étudier les langages de programmation.

L’origine des types en mathématiques remonte au début du siécle dernier et c’est dans la lo-
gique que cette notion trouve ses fondements ' A cette époque, les logiciens essayent de formaliser
les mathématiques sous formes de théories logiques. Cependant, un paradoxe revient de maniére
récurrente dans ces théories : le paradoxe de Russel. Ce célebre paradoxe remonte a l'antiquité; en
effet, le philosphe crétois Epiménide (VI®™e siecle avant J.-C.) I'exprime simplement en affirmant “les
crétois sont tous menteurs”. Lui-méme étant crétois, s’il dit la vérité, cela entre en contradiction avec
son affirmation d’étre menteur. Si il ment, alors son affirmation est fausse, cela signifie que les crétois
disent la vérité et cela entre en contradiction avec le fait qu’il mente.

Pour éviter ce paradoxe, une possibilité consiste & contraindre les théories avec une notion de type;
c’est l'origine de la théorie des types. Dans cette théorie, il y a deux grandes catégories d’objets : les
objets typés et les objets non-typés 2, avec la garantie que le paradoxe ne se trouve pas dans les termes
typés.

Dans le A-calcul non-typé, le paradoxe de Russel correspond & un terme que nous avons déja
rencontré dans le chapitre précédent : (Az.(z z)) (Az.(z z)). Comme on va le voir ci-dessous, ce terme
n’est pas typable.

Les types en sémantique

On sent bien que les notions de typage en informatique et en mathématiques sont liées. Les
sémanticiens associent naturellement ces deux informations lorsqu’ils tentent de trouver la sémantique
d’un programme. Par exemple, le sémanticien donne comme interprétation a la fonction double le
A-terme A\z.(2 X z) et comme type de ce A-terme N — N.

'L’introduction historique donnée ici parle des travaux [69, 66, 46, 15] (ordre chronologique). Pour une présentation
historique plus compléte, on pourra consulter [70].

2Ceux-ci sont appelés “purs’” mais comme dans cette these on utilise la dénomination “pur” pour les termes sans
substitutions explicites, on préféere ne pas surcharger ce mot pour éviter d’introduire une ambiguité.
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Le typage présente deux intéréts supplémentaires pour la sémantique. Premierement on peut prou-
ver que les A-termes typables sont tous fortement normalisants. Cette propriété est trés importante,
car le typage d’un terme est facile et rapide & obtenir?, tandis que la preuve de sa forte normalisation
peut étre difficile et longue a établir. Lorsqu’on extrait d’un programme un A-terme correspondant &
une fonction, il suffit de vérifier que celui-ci est typable pour affirmer que 'exécution de la fonction
programmée s’arrétera en produisant un résultat. Deuxiemement, le typage en tant qu’intermédiaire
entre le monde de la logique et celui de la programmation permet d’établir une correspondance étroite
entre ces derniers, formalisé par I'isomorphisme de Curry-Howard [47]. Celui-ci permet d’associer un
A-terme a toute preuve écrite en logique intuitionniste, et réciproquement. Cette association est tres
intéressante car elle permet de programmer de facon mathématique : pour écrire un programme im-
plantant une fonction f, on commence par prouver son existence en logique intuitionniste, puis on
utilise I'isomorphisme pour extraire de cette preuve un A-terme, c’est-a-dire un programme. Le fait
que le programme soit extrait de la preuve d’existence de la fonction garantit le fait que celui-ci
correspond & sa spécification.

La logique

Les mathématiciens effectuent des démonstrations dans le but de prouver des propriétés, des
lemmes ou des théoremes. La logique est la branche des mathématiques qui observe les démonstra-
tions comme des objets dont on peut étudier les propriétés et la maniere dont ils sont construits.
Les origines de la logique remontent aux philosophes grecs (comme Aristote, IV¥™¢ siecle avant J.-
C.), mais les formalisations de théories logiques sont apparues avec Frege [37] (fin XIX®™®). Plusieurs
formalismes logiques existent, chacun ayant leurs avantages et leurs inconvénients. Ils proposent tous
des notations pour écrire, de maniere formelle, les démonstrations de propositions.

Tous les hommes sont mortels, or Socrate est un homme, donc Socrate est mortel est un exemple
célebre de démonstration. Avant le XIX®™€ siecle, cette démonstration devait s'écrire dans la langue
usuelle dont les phrases peuvent étre ambigties, et c’est cette ambiguité qui a fait naitre la motivation
d’une formalisation de la logique.

Les démonstrations doivent étre rigoureuses ; il faut alors introduire un cadre formel pour les écrire.
Dans la démonstration ci-dessus, Tous les hommes sont mortels, Socrate est un homme, et Socrate
est mortel sont trois propositions ; les deux premieres sont des hypotheses tandis que la derniére est
la conclusion. Dans la proposition Socrate est un homme, Socrate et homme font référence a deux
notions différentes : homme est un ensemble, alors que Socrate n’en est pas un; par contre, ces notions
sont liées par la proposition qui établit que Socrate est un élément de ’ensemble homme. Dans 'autre
hypothése, on voit apparaitre I’ensemble mortel.

Formalisons un peu : on note soc I'élément Socrate, H ’ensemble des hommes, et M 1’ensemble
des mortels. De méme, on note € 'appartenance a un ensemble. La proposition Socrate est un homme
s’écrit soc € H et se lit “I’élément soc appartient & ’ensemble H”. La proposition Tous les hommes
sont mortels est d’une autre nature; elle établit une relation entre le fait d’étre un homme et le fait
d’étre mortel en disant : “si on est un homme, alors on est mortel”, autrement dit “si un élément est
dans I’ensemble H, alors il est aussi dans ’ensemble M”. On note la construction logique “si ... alors
...” par le symbole = ; c’est un connecteur logique, puisqu’il connecte deux propositions, et s’appelle
implication. On dit que “le fait qu’un élément z soit dans H implique qu’il soit aussi dans M” et on
note cela : x € H = x € M. On peut maintenant écrire notre démonstration de manieére formelle :

Tous les hommes sont mortels, or Socrate est un homme, donc Socrate est mortel.
reH = xeM soc e H soc € M

Les mots or et donc sont les conjonctions de la démonstration informelle. On peut s’en passer,
dans la démonstation formelle, si on se fixe comme regle de lire les propositions de gauche a droite.

3Le typage d’un terme peut méme étre inféré automatiquement, comme nous I’avons dit précédemment.
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Jusqu’ici, nous avons seulement écrit nos propositions sous forme mathématique ; il faut & présent
formaliser le raisonnement en lui-méme. Le raisonnement qu’on a utilisé dans la démonstration
précédente s’appelle le modus ponens* : il permet, & partir d’une proposition A = B et d’une propo-
sition A, de déduire la proposition B. On utilise une représentation sous forme d’arbre pour noter les
démonstrations, en utilisant des regles d’inférence qui sont constituées d’une barre horizontale avec du
texte écrit au-dessus et en-dessous®. On met au-dessus les hypotheses et en-dessous les conclusions :

hypotheses
conclusion

On peut écrire notre démonstration sous cette forme :

Tous les hommes sont mortels Socrate est un homme t€EH=xeM soce H
Socrate est mortel. soc € M

La regle du modus ponens s’écrit, de fagon générale, pour n’importe quelles propositions A et B :

A=B A
B

Avec ces intuitions, nous pouvons aborder les définitions formelles.

3.1.2 Définitions : logique

Nous rappelons ici la définition de la déduction naturelle et du calcul des séquents. La déduction
naturelle nous servira pour le typage du A-calcul et de tous les autres calculs sauf le Apji-calcul (et sa
version avec substitutions explicites) pour lequel on utilisera le calcul des séquents (voir la partie I1T et
plus particulierement le chapitre 9). De ces deux formalismes nous ne nous intéressons qu’aux parties
qui concernent le connecteur implication, car c’est le seul connecteur dont nous aurons besoin dans
la suite de notre travail. Nous poursuivons avec le typage des fonctions, c’est-a-dire des A-termes. (La
présentation ci-dessous est inspirée de [34] et, pour une présentation plus compléte de la théorie des
types, et en particulier du A-calcul simplement typé, le lecteur pourra se référer a [40, 55, 60, 4, 8].)

La déduction naturelle

La notion fondatrice de la déduction naturelle est I'introduction d’hypothése dans le raisonnement
logique. Pour démontrer que A implique B, c’est-a-dire “si A est vraie, alors B est vraie”, il semble
naturel de vouloir prouver B avec pour hypothése que A soit vraie. Ce procédé n’est pas possible
dans la logique de Frege et Hilbert avec laquelle nous avons écrit notre démonstration ci-dessus. Il
faut un mécanisme d’introduction d’hypothése dans le raisonnement. La solution consiste a considérer
qu’on ne démontre plus une proposition toute seule, mais sous un ensemble d’hypotheses. Au lieu de
démontrer A, on démontre I' = A, qui se lit “I" thése A” et qui signifie “Sous les hypotheses T, la
proposition A est vraie”. Ce nouvel objet, [' - A, s’appelle un séquent.

Définition 3.1.1 (Séquents)
Un séquent est une paire constituée d’un ensemble de propositions I' (les hypotheses, I' =

Ay, Ag, ..., Ay,) et d’'une proposition A (celle qu’'on veut démontrer sous les hyopotheses T').

Nous donnons ci-dessous une premiere version des regles de la déduction naturelle. Celle-ci com-
porte trois regles.

“On a aussi utilisé une régle d’élimination du quantificateur universel, mais cela sort du cadre logique dont on a
besoin dans cette these.

5Les regles d’inférence sont une notation utilisée dans plusieurs formalismes. Nous en trouverons dans les différents
formalismes logiques (déduction naturelle, calcul des séquents et logique linéaire) ainsi que pour le typage des termes
des calculs que nous étudierons (A-calcul, calculs avec substitutions explicites et autres).
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Définition 3.1.2 (Régles de la déduction naturelle)

e La regle Aziome est celle qui permet d’utiliser une hypothése pour démontrer la proposition
qui lui est égale. Par exemple, si j’ai comme hypothése “Socrate est un homme” et que je veux
démontrer, sous un ensemble d’hypotheses qui contient celle-ci, la proposition “Socrate est un
homme” | je n’ai qu’a faire appel a elle. Dit plus formellement cela donne : “Si la proposition
A fait partie de mon ensemble d’hypothése, alors la proposition A est démontrable de fagon
immédiate”. On peut noter cela par la régle d’inférence suivante :

T.AF A Aziome

e La régle d’introduction d’hypothese, qu’on a présentée ci-dessus, dit : “Prouver A = B sous
I’ensemble d’hypothéses I' revient & prouver B sous ’ensemble d’hypotheses I' auquel on a
ajouté A”. Cela donne la régle d’inférence suivante :

I'ArB
——— Inir. Hyp.
TFA=pB "
e La regle du modus ponens est simplement adaptée aux séquents. Elle dit : “Si j’ai démontré
A = B d’une part, et A d’autre part, alors j’en déduis B”. Elle s’écrit :

''HFA=B TFA

I-B Mod. Pon.

Remarque 3.1.3

On a donné des noms aux regles de déduction afin de rendre les démonstrations plus simples a
comprendre. Cependant, comme cela surcharge un peu leur écriture, nous ne les utiliserons pas
systématiquement par la suite.

Exemple 3.1.4 (Démonstrations en déduction naturelle)

e Sous I'ensemble d’hypothese vide, on peut démontrer A = A :

—— Axiome
AFA

e Sous I’hypothése B, on peut démontrer A = B :

A BB Amome
BrA=p " HIP

e On peut démontrer 'y A+ (A= B) = B :

F,A,A:>B|—A:>BAmome [LAJA=BF A Aziome
AL A= BFB Mod. Pon.
INAF (A= B)=>

Intr. Hyp.
5 Intr. Hyp

On remarque qu’on ne s’est pas servi de T'.
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e Enfin, on peut écrire la démonstration suivante de AF A :

m Aziome

AFA= A Intr. Hyp. T ffi;m;
AF A od. Pon.

On peut donner une autre version des regles de la déduction naturelle, avec un changement pour
la régle Aziome. Dans I'ancienne reégle : I'; A = A, on peut s’interroger sur le sens de ’ensemble de
propositions I'. Celui-ci ne sert a rien pour effectuer la démonstration puisqu’on ne regarde que si A
est présent. Observons les deux démonstrations (ou régles) suivantes :

1. AF A 2. T,AF A

Dans les deux cas, on prouve la proposition A grace au fait qu’elle est présente comme hypotheése.
Prenons deux exemples d’énoncés (presque) mathématiques pour sentir le role de T :

1. Si z est pair, alors z est pair.
2. Si z est pair et §’il fait beau, alors z est pair.

Pour prouver les deux énoncés, on utilise la regle Aziome :

1. “x est pair”  “z est pair” 2. “z est pair”, “il fait beau” - “z est pair”

Ces séquents sont tous les deux démontrables, mais leur application n’est pas la méme. Pour pouvoir
utiliser le premier, il suffit que x soit pair, tandis que pour utiliser le deuxiéme, il faut en plus qu’il
fasse beau. Le deuxiéme énoncé s’applique moins souvent ; il est plus faible car 'hypothese “il fait
beau” a affaibli le séquent. Plus on ajoute d’hypothéses dans un séquent, plus on I'affaiblit. On peut
formaliser cette notion d’affaiblissement ® en donnant une régle explicite pour 1'utiliser :

% Affaiblissement

Cette nouvelle régle dit : “Si je peux prouver A en utilisant les hypotheéses I', alors je peux
toujours prouver A si j’ajoute une hypothése supplémentaire”. Si on utilise cette nouvelle regle, on
peut remplacer 'ancienne régle Axiome par la régle suivante :

Ar A Aziome

Dans la suite de notre travail, on prendra ce deuxiéme systéme de regles. Cependant, pour éviter
d’agrandir la taille des preuves, on utilisera toujours 'ancienne régle Aziome dans nos démonstrations.
On peut toujours convertir une application de I'ancienne regle en plusieurs applications successives
de la régle Affaiblissement, puis en utilisant la nouvelle régle. Pour tout ensemble de propositions
Ay, Ag, ..., Ay, on fait la transformation suivante :

——— Aziome
AFA -
A A4 Affaiblissement

. Ay A, AF A
Ay, Ay, A, A A SIOME ~ Ay, Ay, A, AF A

Affaiblissement

6 “Weakening” en anglais, d’oi1 le w dans le A, ,-calcul qui incorpore un affablissement explicite.
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Les coupures dans les démonstrations

Une coupure est un détour dans une démonstration. Pour effectuer la preuve d’un théoreme
mathématique, il est parfois plus clair de la découper en plusieurs lemmes établissant chacun un
résultat intermédiaire. Par exemple, supposons qu’on ait le lemme et le théoréme suivants :

Lemme 1 : La proposition A est vraie.
Preuve : ...preuve que A est vraie...

Théoréme 1 : La proposition B est vraie.
Preuve : Pour que la proposition B soit vraie, il suffit
que la proposition A soit vraie.
Le lemme 1 établit que la proposition A est vraie,
on peut donc conclure
que la proposition B est vraie.

On aurait pu écrire directement la preuve du théoréme, sans utiliser de lemme :

Théoréme 1bis : La proposition B est vraie.

Preuve : Pour que la proposition B soit vraie, il suffit
que la proposition A soit vraie. Prouvons que la propriété
A est vraie : ...preuve que A est vraie...
Puisqu’on vient de montrer que la proposition A est vraie,
on peut donc conclure
que la proposition B est vraie.

Le “détour” qu’on a fait en établissant le Lemme 1 pour s’en servir dans le théoréme 1 correspond
exactement a la notion de coupure.

Le lecteur attentif aura remarqué que la derniére démonstration des exemples présentés plus haut
comporte un détour.

A A=A T A e
AF A oa. on.

En effet, le séquent A - A est démontrable directement par la regle Aziome :

A- A Azxiome

La premieére preuve comporte une coupure. La forme générale d’une coupure est :

™

F,BI—A U

TFB= A M Hyp. CEB 40 p
Fl_A oa. on.

Au lieu de prouver I' - A sans détours (Théoréme 1bis), on commence par supposer qu’on a
I'hypothese B pour démontrer I', B - A (Théoréme 1). Par ailleurs, on démontre I' - B (Lemme 1).
On termine la démonstration en utilisant le modus ponens.

Il est toujours possible de transformer une preuve quelconque d’un séquent pour obtenir une
preuve sans coupure du méme séquent. Ce processus, appelé elimination des coupures, est la compo-
sante opérationnelle de la logique. On peut voir une démonstration comme un objet d’'un systéme de
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réécriture dont la regle est I’élimination des coupures. Les preuves sans coupures en sont les formes
normales, car I’élimination des coupures est fortement normalisante. Comme on va le voir ci-dessous,
I’isomorphisme de Curry-Howard nous dit que I'élimination des coupures correspond a la réduction
d’un A-terme jusqu’a sa forme normale. L’introduction des substitutions explicites a permis de consta-
ter que les regles d’élimination des coupures correspondent (plus ou moins) a des regles de réduction
des calculs avec substitutions explicites (voir [18] et les parties IV et V de la these).

Le calcul des séquents

Les noms Intr. Hyp. et Mod. Pon. que nous avons donné & nos regles expliquent leur réle du point
de vue du raisonnement. Le plus souvent, les noms qui sont donnés aux regles expliquent leur role
du point de vue des connecteurs logiques. Il s’agit de I'implication dans notre cas précis : la régle
Intr. Hyp. Vintroduit dans le séquent du bas, tandis que la régle Mod. Pon. I’élimine du séquent du
haut. On appelle plus courament la premiére régle =-intro et la deuxiéme =--élim.

I1 apparait que les régles de la déduction naturelle sont dissymétriques” et, de ce fait, difficiles &
utiliser pour la recherche automatique de preuves. En revanche, méme si le calcul des séquents est
un formalisme moins intuitif que la déduction naturelle, il a 'avantage d’y remédier. Voici, en ce qui
nous concerne, les différences que 'on trouvera :

e Au lieu de régles d’introduction et d’élimination de I'implication, on aura deux régles d’intro-
duction de celle-ci, I'une pour la partie droite du séquent, et 'autre pour la partie gauche. D’une
certaine facon, une implication dans la partie gauche d’un séquent représente le contraire d’une
implication dans la partie droite.

e On ajoute une regle explicite de coupure. On aura une coupure si une proposition apparait a
gauche dans une démonstration et & droite dans une autre.

Définition 3.1.5 (Régles du calcul des séquents)

e La regle Axziome est inchangée (et on peut aussi utiliser ancienne regle qui intégre les
affaiblissements) :

- Axiome

AFA

e La régle Affaiblissement est inchangée :

A

T.BF A Affaiblissement

e Voici la regle d’introduction de I'implication & droite, qui est exactement la regle Intr. Hyp. :

INArB dro
I'cA= B =-droite
e La regle d’introduction de l'implication & gauche correspond & son élimination dans la

déduction naturelle :
r-A 1,BrC

T As pro sauche
e La regle de coupure est la suivante :
'-A T'’A-B
Coupure

I'B

"Cela apparait de maniére plus évidente si on regarde toutes les régles de la déduction naturelle.
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Exemple 3.1.6 (Démonstrations en calcul des séquents)
Reprenons nos exemples de proposition démontrées a 1'aide de la déduction naturelle pour les
démontrer a I'aide du calcul des séquents :

e Sous I'ensemble d’hypothese vide, on peut démontrer A = A :

—— Axiome
AFA

C’est la méme démonstration.

e Sous I’hypothése B, on peut démontrer A = B :

Azxiome

A, B+ B .
=-droite

BFA=B

C’est la méme démonstration (seul le nom de la régle change).

e On peut démontrer 'y A+ (A= B) = B :

m Axiome m Aziomeh
LA A= BFB d:?'ga“‘: ¢
T,AF(A=B)=B roite

e Enfin, on peut aussi effectuer une preuve avec coupure de A+ A :

A- A Aziome m Iém'ome
1F A oupure

Comme pour la déduction naturelle, il est possible d’éliminer les coupures des démonstrations.

3.1.3 Définitions : typage
Le A-calcul simplement typé

Nous allons & présent nous intéresser au typage des A-termes. Celui-ci est tres naturel et correspond
aux intuitions qu’on extrait du typage des expressions dans les langages de programmation. Puisqu’on
travaille sur des A-termes, on a trois catégories de termes a typer : les variables, les A-abstractions, et
les applications. Etudions cela sur I’exemple de la fonction plusTrois, présenté plus haut :

e Si on veut typer cette fonction, on calcule le type du corps de la fonction en supposant que le
parametre est un entier ; on trouve que le corps de la fonction est un entier. On en conclut alors
que le type de plusTrois est int -> int.

e Pour pouvoir typer la variable n dans le corps de la fonction, il faut utiliser 'hypothese que le
parametre de la fonction est un entier.

e On souhaite typer l'application de cette fonction & 5, qui est un entier. Puisqu’on sait que
plusTrois est de type int -> int, on en déduit que si on donne a cette fonction un entier, elle
nous rendra comme résultat un entier. Le type de plusTrois(5) est donc int.

Pour typer un terme, on recours souvent & un ensemble d’hypotheses qui permet de typer les
variables libres (ou les constantes) de ce terme. Dans 'exemple précédent, on a les hypotheses : “la
constante 5 est un entier, et la constante 3 est un entier”. Notons I' cet ensemble d’hypotheses initial
et reprenons plus formellement les typages ci-dessus :

e Pour typer la fonction plusTrois(n) = n+3, on type n+3 en ajoutant comme hypotheése que n
est un entier. L’expression n+3 correspond a lapplication de la fonction d’addition (notée + de
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fagon infixe) aux parameétres n et 3. On sait que I'addition prend deux entiers comme parameétres
et renvoie un entier comme résultat. On a comme hypothése dans I' que 3 est un entier, et on
a ajouté comme hypothése que n est un entier. On en déduit que n+3 est de type entier. Donc,
la fonction plusTrois prend un entier en parametre et renvoie un entier comme résultat : son
type est int -> int.

e Pour pouvoir typer la variable n de type entier, nous avons utilisé I’hypothese que n est de type
entier.

e On souhaite typer plusTrois(5). On a vu que plusTrois est de type int -> int. Puisque
dans I" on a ’hypothése que 5 est un entier, on en déduit que 5 est un entier. On peut alors
conclure que 'application de plusTrois a 5 nous donne un entier.

Ce qui peut s’écrire en utilisant des regles d’inférence :

Sous les hyp. : I et n est de type int, alors le type de n+3 est int

Sous les hyp. : I, alors le type de plusTrois(n)=n+3 est int —-> int Sous les hyp. : I, alors le type de 5 est int

Sous les hyp. : I, alors le type de plusTrois (5) est int

Si on regarde uniquement les types, on voit apparaitre un objet familier :

...["et ... int, ...int
.I', ... int -> int ... T, ... int
T, ... int

On reconnait la forme d’une démonstration en déduction naturelle. Pour accentuer ce fait, on
remplace “Sous les hyp. : X" par “X F” et “alors le type de X est Y” par “X : Y”. Cela nous donne la
dérivation de typage suivante :

I'n:int Fn+3:int
I'F plusTrois(n) =n+3:int -> int I'F 5:int
[ - plusTrois(5) : int

Pour typer les A-termes, on a besoin d’un ensemble de types. Voici sa définition.

Définition 3.1.7 (Types simples)
L’ensemble des types simples est défini inductivement de la fagon suivante :
e Les types de base sont des types simples. Nous ne nous occuperons pas ici de savoir ce que

sont ces types de base, mais le type int de I’exemple ci-dessus peut étre vu comme un type
de base.

e Si A et B sont deux types, alors A — B est un type.

Définition 3.1.8 (Typage des A-termes)

L’ensemble des hypothéses qui servent a typer un terme s’appelle I’environnement de typage de
ce terme. Ces hypotheéses sont données sous la forme d’une association entre une variable z et son
type A, ce que 'on note z : A. Les termes sont toujours typés avec un environnement initial, mais
celui-ci peut étre vide. Voici les regles de typage des A-termes :

e Siz: A est dans 'environnement de typage, alors la variable z est de type A. On écrit cela

sous forme d’une regle d’inférence :

Tz AFz:A Variable
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e Pour typer l'abstraction Az.t : A — B, il faut typer ¢ de type B en supposant que le
parametre est de type A, c’est-a-dire en ajoutant x : A & Penvironnement de typage :

Nz:AFt:B
F'FXet:A— B

Abstraction

e Pour typer I'application®(¢ u) : B, il faut que ¢ ait le type d'une fonction, A — B, et que u
ait le type du parametre A, :

'ct:A—= B ThrFu:A
L (tu):B

Application

Exemple 3.1.9
Regardons quelques typages de A-termes :

e Le terme Az.x peut étre typé dans ’environnement vide :

|—T)\T13‘ l_z :_)AA Abstraction

e Pour typer le terme Az.(y z), on a besoin d’avoir, dans ’environnement de typage, le type
de y :

Variable Variable

y:A—-Bz:AFy: A— B y:A—=>B,z:AFz: A o
Application

y:A—=-Bz:A+ryz:B
y:A—BFXx.(yz): A— B

Abstraction

e Pour typer le terme (Az.x) y, on a besoin d’avoir, dans ’environnement de typage, le type
de y :

y:Az:AFz:A Variable
g AT Xwas A A Avirction ey arable
y: AF(Az.z)y: A ppication

Dans la section des intuitions, nous avons annoncé que le terme A A = (Az.(z z)) (Az.(z z)) n’est
pas typable. Pour vérifier cela, essayons simplement de typer le sous-terme z z. Si celui-ci n’est pas
typable, alors A A ne le sera pas non plus. Commencons la dérivation de typage, sans se soucier de
I’environnement, en supposant que z x est de type A :

Variable —=———= Variable

'Fz:B—> A F'_'T:BApplication

T'Fzz: A

On voit bien qu’il y a un probléme pour typer la variable z : soit x a le type B — A, soit il a le type
B, mais il ne peut pas avoir les deux a la fois.
L’isomorphisme de Curry-Howard

Comme on 'a remarqué plus haut, les dérivations de typage ressemblent fort & des preuves de la
déduction naturelle. Prenons la derniére dérivation de nos exemples, et supprimons tout ce qui fait

°Dans la régle de typage de l'application, on utilise implicitement la régle de contraction sur les formules de T,
dupliquant cet environnement pour typer les deux sous-termes.

9Dans l'inférence automatique du type, on a besoin d’une notion supplémentaire, Uunification, qui est proche de celle
de filtrage.



viiaplitli© J. L)y pagt, 10514JuUc, cL 1estaldx Ut preuve

w,”

référence aux A-termes, ainsi que les symboles “:”. Cela nous donne :

AAFA Variable | |
AFAS A Abstraction AF A Variable
AF A Application

Comparons la dérivation précédente avec la preuve, en déduction naturelle, du séquent A - A que
nous avons donnée dans ’exemple 3.1.4 :

A-FA—= A nir. yp. A 4 Amome

AF A Mod. Pon.

Ce sont les mémes a quelques détails pres. Le nom des regles change, et, surtout, la fleche du type des
fonctions (—) correspond a I'implication (=). C’est la base de I'isomorphisme de Curry-Howard. La
correspondance des noms est la suivante :

e La regle Aziome correspond a la regle Variable.
e La regle Intr. Hyp. correspond & la régle Abstraction.
e La régle Mod. Pon. correspond & la regle Application.

Sans entrer dans le détail des conséquences de l'isomorphisme de Curry-Howard, nous allons
présenter ce qui se passe pour I’élimination des coupures. Nous avons dit que I’élimination des cou-
pures représente la composante opérationnelle de la logique. L’isomorphisme nous permet d’aller plus
loin en disant que c’est sa composante calculatoire, car elle va correspondre a un calcul.

Ce n’est pas par hasard que nous avons choisi notre exemple de dérivation de typage ci-dessus.
La preuve en déduction naturelle qui lui correspond contient une coupure, tandis que le A-terme typé
contient un S-redex. En déduction naturelle, une coupure est une application de la regle Mod. Pon.
suivie d’une application de la regle Intr. Hyp., tandis que dans le A-calcul, un redex est constitué par
I’ Application d’une fonction (une Abstraction) & un argument. Une coupure correspond donc & un
B-redex et I'élimination des coupures correspond a la S-réduction. L’isomorphisme de curry-Howard
établit une connexion tres étroite entre le monde de la logique et la monde des fonctions, c’est-a-dire
de la programmation.

Typages des calculs avec substitutions explicites

Nous verrons, dans la suite de la these, des exemples de regles de typage pour les calculs avec
substitutions explicites. Elles correspondent, dans I'isomorphisme de Curry-Howard, & la description
pas-a-pas des étapes nécessaires pour éliminer les coupures des preuves.

3.1.4 Propriétés

Trois propriétés nous intéressent. La premiére se préoccupe de savoir si le typage d’'un terme est
décidable. La seconde concerne les relations entre typage et réduction. La troisieme est la normalisation
forte.

Définition 3.1.10 (Décidabilité du typage)
On dit que le typage est décidable si, pour tout terme, on peut soit en donner un type, soit dire
qu’il n’est pas typable.

Pour le A-calcul, ainsi que pour les calculs avec substitutions explicites, les systemes de typage que
I’on donnera vérifieront tous cette propriété.
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Définition 3.1.11 (Préservation du typage par réduction)

Supposons que A soit le type d’'un terme ¢. Si ¢ se réduit en ¢ dans un calcul considéré, on souhaite
que t' ait alors le méme type A. Plus formellement, on dit qu’un ensemble de régles de réduction
préserve le typage par réduction si, pour tout terme typé I' ¢ : A, on a t — ¢ implique I' F ¢’ : A.

La préservation du typage est souvent fastidieuse a prouver, mais pas réellement difficile. Dans la
partie IV on prouve cette propriété, par la méthode usuelle, pour le A s,-calcul.

Le typage nous protege, en logique, contre les paradoxes. Par I'isomorphisme de Curry-Howard,
il nous protege contre les dérivations infinies. La propriété suivante est sans doute la plus importante
de celles que nous avons vu jusqu’a présent, et ses conséquences sont essentielles pour la sémantique.

Définition 3.1.12 (Normalisation forte)

On dit qu'un calcul avec typage est fortement normalisant si tout terme typable est fortement
normalisant. Autrement dit, le typage nous donne un sous-ensemble de termes fortement normali-
sants.

Théoréme 3.1.13 (Normalisation forte du A-calcul simplement typé)

Le A-calcul simplement typé est fortement normalisant.

Il existe plusieurs techniques de preuves de normalisation forte. Ici, nous présentons la technique
de réductibilité qu'on utilisera dans la partie II1.

Preuve : La technique de réductibilité consiste & découper le probléeme en deux parties articulées
autour de la définition d’ensembles de termes; ce sont des ensembles de candidats de réductibilité,

notés ECR par la suite. Au lieu de démontrer directement que tout A-terme typable est fortement
normalisable, on procede en deux étapes :

1. On prouve que tout terme dans un ECR est fortement normalisable.
2. On prouve que tout A-terme typable est dans un ECR.

On essaie de choisir astucieusement la définition des ECR afin d’obtenir facilement la premiére pro-
priété. Dans le vocabulaire spécifique de cette technique, la deuxieme propriété s’appelle I’adéquation.
La preuve de celle-ci est parfois découpée en plusieurs preuves plus petites, de propriétés intermédiaires.
En particulier, on trouve souvent une propriété qui s’appelle fermeture par réduction et qui établit
que si un terme est dans un ECR alors ses réduits sont dans le méme ECR.

On trouvera la preuve complete dans [55] et [40]. |

Voici les résultats de normalisation forte des calculs avec substitutions explicites présentés dans le
chapitre précédent.

Théoréme 3.1.14

1. Le Ax-calcul simplement typé est fortement normalisant (pour la version sans composition
des substitutions).

Le Av-calcul simplement typé est fortement normalisant.
Le Ays-calcul simplement typé est fortement normalisant.

Le Aysn-calcul simplement typé est fortement normalisant.

AR R

Le Alxr-calcul simplement typé est fortement normalisant.

Preuve :

1. Voir, par exemple, [32].
2. Voir chapitre 6.

3. Voir [18, 28].
4

. Voir [18] et la partie IV pour la nouvelle version.
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5. Voir [53].
|

Dans la suite de cette thése, nous utiliserons les notations suivantes, qui font en partie suite aux
notations de la section 2.2.5.

Notation 3.1.15
On notera :

e A7 le sous-ensemble de A contenant les termes typés par un systéeme de typage T'.

. Aq)f le sous-ensemble de AX contenant les termes typés par un systeme de typage T.

3.1.5 Affaiblissement et contrdle des variables

Dans la correspondance que nous avons faite entre les regles de typage et les regles de déduction,
nous n’avons pas parlé de la regle d’affaiblissement. Nous avons vu, en déduction naturelle, que
celle-ci pouvait étre ajoutée pour modifier la régle Aziome. L’affaiblissement consiste a ajouter une
proposition supplémentaire dans les hypotheses :

A

T.BF A Affaiblissement

Dans les dérivations de typage, par I'isomorphisme de Curry-Howard, les propositions en hypothéses
constituent I’environnement de typage et donnent le type des variables libres d’un terme. Dans la
regle Variable, on utilise de fagon implicite I'affaiblissement, comme pour 'ancienne régle axiome de
la déduction naturelle. Regardons a quel endroit le typage nécessite cet affaiblissement implicite. En
reprenant le typage du terme (Az.z)y, on procéde en plusieurs étapes successives :

1. On peut typer Az.x de type A — A dans I'environnement vide :

r:AFx: A VZTZatblet.
Fz.z: A A “vstraction

2. Pour typer, y de type A, on a besoin que y : A soit dans ’environnement de typage :

yAFy:A Variable

3. On souhaite & présent utiliser la régle Application, mais cela n’est pas possible :

—— 1 Variable
F%\;i '_X '_>AA Abstraction m Variqble'
2 Application

Ici, la regle Application ne peut pas s’appliquer, car elle demande que les environnements de
typage des deux sous-termes de I'application soient identiques. Or I'environnement de typage
de Az.x est vide, tandis que celui de y contient 3 : A. La solution consiste a ajouter y : A dans
I’environnement de typage de Az.x, c’est un affaiblissmement.

L’affaiblissement implicite permet d’effectuer le typage d’un terme. C’est essentiel pour garantir
la typabilité des termes, mais cela crée une ambiguité. En effet, lorsqu'une variable apparait dans un
environnement de typage, on ne peut plus savoir si elle est réellement libre dans le terme, ou bien si elle
correspond a un affaiblissement. Dans le A-calcul, cela n’a aucune conséquence, mais dans les calculs
avec substitutions explicites, cette ambiguité méne a la perte de la normalisation forte en présence de
regles de composition. C’est pour cela que dans [26, 41, 27] (puis [18]), le fait de noter explicitement
dans les termes, I’endroit ot I'on utilise ’affaiblissement permet de conserver la normalisation forte.
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3.2 Logique linéaire et réseaux de preuve

Lorsqu’en mathématiques on a prouvé A = B et A = C, on peut en déduire A = B A C (le A
se lit “et”). Cela se lit, en francais, “Si, & partir de I'hypothése A, je peux prouver que la proposition
B est vraie, et si, a partir de I’hypothese A, je peux prouver que la proposition C' est vraie, alors, a
partir de I'hypothese A, je peux prouver que les propositions B et C sont toutes les deux vraies”.

e Dans la vie courante, a partir des phrases “Si il fait beau, alors je me promene” et “Si il fait
beau, alors je suis content”, on peut déduire que “Si il fait beau, alors je me promene et je suis
content”.

e En mathématiques, & partir des proposition (zx =3) = 2xz =6) et (z =3) = (3xz =9), on
peut déduire que (z =3) = 2xz=6) A3 xz=09).

Jusque 1a, tout va bien, mais prenons cet autre exemple de la vie courante :

e A partir de “Si j’ai 1 euro, alors je peux acheter une baguette” et “Si j'ai 1 euro, alors je peux
acheter un croissant”, on peut déduire que “Si j’ai 1 euro, alors je peux acheter une baguette et
je peux acheter un croissant”.

On devine bien qu’il y a un probléme. L’hypothese “j’ai 1 euro” est insuffisante par ce qu’il faudrait
“2 euros”, c’est-a-dire deux fois cette hypothése pour acheter & la fois une baguette et un croissant.
En fait, dans toutes ces démonstrations, on a utilisé deuz fois I'hypothése sans le savoir.

Au niveau des démonstrations mathématiques cela nous convient parfaitement, mais, dans la
sémantique, on s’intéresse de plus pres a la gestion des ressources disponibles. C’est a cette fin que la
logique linéaire [38] décompose plus finement les connecteurs de la logique, de la méme fagon que les
substitutions explicites décomposent plus finement la S-réduction.

La logique linéaire propose en plus une notation graphique, appellée réseau de preuve, pour
représenter ses démonstrations (PA, pour Proof Net en anglais). La logique linéaire possede elle
aussi une élimination des coupures dont la contrepartie dans les réseaux de preuve est un systeme de
réécriture de graphe qui transforme les réseaux, de la méme maniere que I’élimination des coupures

tranforme les démonstrations 'V.

3.2.1 Définition

Pour une présentation plus complete de la logique linéaire et des réseaux de preuves, le lecteur
pourra se reporter a [38]. On se place ici dans un fragment de la logique linéaire qui sera suffisant
pour notre travail : la logique linéaire multiplicative et exponentielle (MELL '!).

Séquents et connecteurs

La formulation de la logique linéaire est basée sur le calcul des séquents. Cela signifie que nous
aurons une régle de coupure ainsi que des regles d’introduction a gauche et & droite des séquents.
Cependant nous adoptons une présentation de la logique linéaire dans laquelle il n’y a aucune pro-
position a gauche du symbole - des séquents : toutes les propositions sont mises a droite. En logique
linéaire, faire passer les propositions d’un coété a I’autre du symbole - correspond a la négation linéaire
de la proposition. Cette négation linéaire est notée par le symbole . Par exemple, voici & gauche la
regle Aziome telle qu’on I’a vue en calcul des séquents et & droite sa présentation en logique linéaire :

1 4 Aziome m Aziome

Pour résoudre le probleme du nombre d’utilisation d’une hypothese, la logique linéaire propose
de séparer les hypothéses d’un séquent en deux catégories. Les hypothéses que I'on souhaite pouvoir

07es réseaux de preuve ont servi de base aux recherches sur la géométrie de 'interaction [39, 3, 25], menant aux
travaux sur les réductions optimales [2, 56].
""Multipicative and Exponential Linear Logic.



viiaplitli© J. L)y pagt, 10514JuUc, cL 1estaldx Ut preuve

utiliser autant de fois que I'on veut seront “marquées” avec le symbole 7 (qui se lit “pourquoi pas” en
frangais, et “why not” en anglais). Les autres n’auront pas ce symbole. Par exemple, dans le séquent
F?AL B C on peut utiliser autant de fois que I'on veut I’hypotheése ? A+ tandis qu’on ne peut utiliser
qu’une seule fois I'hypothese B.

Il y a quatre connecteurs logiques dans MELL : le ! (qui se lit “bien str” en frangais et “of course”
en anglais), le “tenseur” ® et le “par” 2. La négation linéaire transforme le 7 en !, le ® en 2, et
réciproquement. Les équations suivantes indiquent comment la négation linéaire procede :

A ® Bt = Al» Bt
74)* =1(Ah)
Ag Bt = Al @ Bt
1A)* =7(AY)

A~ N N~

Propositions et régles

Pour le typage, nous avions besoin de types de base a partir desquels on pouvait construire nos
types. De la méme facon, nous avons besoin ici d’atomes a partir desquels on pourra construire nos
propositions. La présence de la négation linéaire nous oblige & avoir deux catégories d’atomes, les
atomes positifs et les atomes négatifs 12, car elle n’est pas un connecteur et ne fait que transformer
les propositions. Si on veut utiliser la régle Aziome pour prouver une proposition atomique A :

——— Aziome

FAL A

il faut qu’'on ait, dans le séquent, la proposition atomique A'. Les atomes négatifs seront ceux qui
possédent le symbole *.

Définition 3.2.1 (Propositions de la logique linéaire)

Les propositions de MELL sont données par la grammaire suivante, oll a est une proposition
atomique (une formule) issue d’un ensemble non vide A. De plus, A est 'union de deux ensembles
disjoints P et P, correspondant aux atomes dits positifs p et aux atomes dits négatifs p*. En
particulier, p- est considéré comme la négation linéaire de p et vice versa.

F = a|F ® F (tenseur) | F' 7@ F (par) | |F (bien-sur) | 7F' (pourquoi-pas)

Nous avons dit que les hypothéses 7A peuvent étre utilisées un nombre quelconque de fois. On
integre cela dans les regles de la logique linéaire avec la regle Contraction :

FI,7A,7A 0 ]
“FT.74 T.74 ontraction

Cette regle nous permet de dupliquer une hypothese afin de s’en servir deux fois dans le reste de
la preuve. En utilisant cette régle & nouveau, on peut obtenir un nombre quelconque de 7A dans le
séquent. On peut aussi vouloir ne plus utiliser cette hypothese, ce qui correspond a I'affaiblissement :

FT

.74 Weakening

Enfin, on peut transformer une hypothése ?7A en hypothése A, perdant la possibilité de la dupliquer
a nouveau ou de l'affaiblir. Cette regle s’appelle la Dereliction :

FT,A o
FT,74 Dereliction

2Pour une description plus compléte et plus précise de la polarisation en logique, on pourra consulter [57].
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Définition 3.2.2

Voici les regles de la logique linéaire :

A FT,A FASA

7|_ AL riome T A Coupure
FT,A o FT,7A,7A ]
m Dereliction W Contraction

T, A, B FT,A F BT 7

FT,AasB o FT, A@ B, T mes

FT . FA
.74 [V eakening F1A T Bow

La reégle Par correspond, dans la déduction naturelle, & 'introduction de 'implication, et, dans
le calcul des séquents, & son introduction & droite. La regle Times correspond, dans la déduction
naturelle, & I’élimination de I'implication, et, dans le calcul des séquents, & son introduction & gauche.

Réseaux de preuve

Comme nous ’avons dit, un des avantages de MELL est qu’il est possible de représenter un arbre de
preuve sous la forme d’un graphe non-séquentiel. Par non-séquentiel, on veut dire que lorsque I'ordre
d’application des regles n’est pas significatif, les réseaux de preuve “oublient” cet ordre. Plusieurs
preuves correspondent donc & un méme réseau. Voici les régles de construction inductive des réseaux
de preuve :
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Ax I T I T
r A At I’
L 1
A Al Cut
Aziome Coupure

—
~

RN
~

:B—

T T 7 7
CDP Contmctz’on\@/

Dereliction 2 24

L

AeB A®B

Par Times

¥ I

T ? ! !

Weakening Bozx

On s’est permis d’écrire directement I" au bout d’un fil unique, alors qu’en réalité on devrait avoir
autant de fils que de propositions dans I'. Par exemple, le réseaux correspondant & la regle Weakening

(ou T' = Aq,..., A,) devrait s’écrire :
A, 4, TA

Pour rendre les dessins moins confus, on préfere conserver la notation avec I'. Une autre simpli-
fication des dessins qu’on peut trouver consiste & ne pas écrire toutes les propositions dans certaines
parties des réseaux. En particulier, si on a un arbre de noeuds correspondants & plusieurs applications
successives de la régle contraction, on connecte directement ceux-ci sans indiquer la répétition de la
formule contractée. De méme, on a souvent I'application de la régle Dereliction juste apres celle de
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la reégle Aziome. Dans ce cas, on ne fait pas apparaitre hypothése qui se trouve entre les deux. Par
exemple, les réseaux suivants :

7A 7A 7A 7A

?2A+ A

correspondent en réalité aux réseaux suivants :

7A ?7A ?A 7A
7A 7A AL
A ?2A+ A

On peut constater que le réseau une fois dessiné, ces informations sont superflues.

Elimination des coupures dans les réseaux de preuve

Comme dans le calcul des séquents, I’élimination des coupures consiste a supprimer les applications
de la regle Coupure dans les démonstrations. Comme exemple d’élimination de coupure, on peut
regarder le cas de la coupure avec un axiome. Prenons la preuve suivante

——— Aziome

_m_
FA FAL A

T Coupure

Il y a un détour inutile, car on peut prouver le méme séquent - A a partir de la preuve « sans appliquer
la regle Coupure. Cela équivaut donc a la preuve :

T
FA
On peut refléter le processus d’élimination des coupures dans les réseaux de preuves, comme cela
a été proposé dans [38], & l'aide des regles de réécriture ci-dessous. Elles constituent un systéme de

réécriture de graphes. Les lignes de tirets qui apparaissent dans les regles représentent le reste du
réseau qui se trouve autour du redex considéré. Cela correspond & la notion de contexte.

e Voici I’élimination de la coupure Ax — cut, qui élimine 'axiome :

Ax I I

[
A A A A
: Az — cut :
| |
[ [
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e Voici I’élimination de la coupure ® — ® :
Lo | [ Lo
Lo | [ Lo
A B At Bt A B At B+
A’E?B AL ® BL - |—Q

Cut
IE— Cut
Cut

Cette regle fait apparaitre deux nouvelles coupures, mais celles-ci portent sur des propositions

plus petites.

e Voici ’élimination de la coupure w — b, qui élimine une boite :

e Voici ’élimination de la coupure d — b, qui ouvre une boite :

[
[
[
b A

—_—
A d—

(DP At T At T

|

24 1A+ T !

L 1 ! :

| |

Cut : Cut

e Voici I’élimination de la coupure ¢ — b, qui duplique une boite :

L — e

U
: VoAt T At T
\C(j A+ 7F ?IA 74 1AL T 1At T
74 14t 7 ' |
Cut : Cut Cut\'\g
:

e Voici I’élimination de la coupure b — b, qui fait entrer une boite dans une autre :

B M 74 At T
14+ ?
!B M 74 1AL ) o &
| ! | ‘
Cut "B ?'F/ T
| |
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Dans les réseaux de preuve, certaines preuves apparaissent différentes alors que I'on souhaiterait
pouvoir les confondre. Des détails insignifiants tels que I'ordre suivant lequel on applique les régles
Contraction, ou encore 'application de la regle Contraction a l'intérieur ou & 'extérieur d’une boite,
différencient des réseaux correspondant a des preuves tres similaires. Pour nous débarasser de ces
différences, nous utilisons une relation d’équivalence sur les réseaux, proposée dans [17]. Cette relation
est composée de deux équivalences :

e La premiére est une équivalence de traversée des boites, (notée B). Dans MELL, les deux preuves
ci-dessous sont équivalentes dans le sens ou elles prouvent le méme séquent :

F?A,7A, B ) F?A,7A, B
W Contraction m Box
74,18 Boz 74,18 Confm('fmn

e La deuxiéme est une équivalence d’associativité (noté A). Dans MELL, les deux preuves ci-
dessous sont équivalentes (dans le séquent du milieu, on a mis entre crochet la formule sur
laquelle on fait la contraction du dessus) :

F?A,7A,7A Contracti F?7A,7A,7A Contracti
+ [7A], 7A On,mc.,z(m |—7A, [7A] On,mc',zon
74 Contraction 7 A Contraction

On ajoute donc les deux regles suivantes sur les réseaux de preuve :

7A A B
| | |

I I

74

Y
A4
A4

v
o

Pour effectuer nos preuves de normalisation forte des calculs avec substitutions explicites, nous
aurons besoin de deux régles de réduction supplémentaires. La deuxiéme, wb, sera présentée en détail
dans la partie IV. La premiere, we (introduite dans [18]), sert & éliminer les liens Contraction —
Weakening qui sont en trop. Dans MELL, la preuve ci-dessous a gauche comporte un détour inutile
par rapport a la preuve de droite :

T
% Weakening
ﬁ Contraction ﬁ

On en déduit la regle we :
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7A

wc

7A

La figure 3.1 donne un exemple de réduction dans les réseaux de preuve.

O) LW
B M T : B M r
1 1 1 H
[ [ [ '
7Bt !B T opt
~g
: 7T
: ;
. T
H 'B [
r H r
H

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

wce

m

Fic. 3.1 Exemple de réduction

Nous donnons les notations suivantes correspondant aux différents systemes présentés ci-dessus.

Notation 3.2.3
On notera :

PN Télimination des coupures dans les réseaux de preuve de la logique linéaire,

— W le systeme composé des regles wc et wb (cette derniére sera présentée dans la partie 1V),
R I'union de PN et de W.

— ~pg I’équivalence engendrée par I'union des équivalences ~ 4 et ~p,
PN g le systeme PN modulo ~g,
Weg le systéeme W modulo ~p,

— Rg 'union de PN g et de Wh.
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3.2.2 Propriétés

Voici un bref rappel des propriétés de I’élimination des coupures dans les réseaux de preuve dont
nous aurons besoin dans la suite de notre travail.

Théoréme 3.2.4 (Normalisation forte et confluence de PN)

L’élimination des coupures dans les réseaux de preuve de la logique linéaire multiplicative et
exponentielle est fortement normalisante et confluente.

Preuve : Voir [38]. ]

Théoréme 3.2.5 (Normalisation forte de PN )

L’élimination des coupures dans les réseaux de preuve de la logique linéaire multiplicative et
exponentielle modulo les équivalences A et B est fortement normalisante.

Preuve : Voir [17]. ]



viiaplitli© J. L)y pagt, 10514JuUc, cL 1estaldx Ut preuve




Deuxieme partie

PSN implique SN

93






Comme on I’a vu dans les chapitres 2 et 3, deux notions de terminaison coexistent pour les calculs
avec substitutions explicites :

e préservation de la normalisation forte (PSN), qui dit que si un terme du calcul pur (A) est
fortement normalisant (Agy), alors il est aussi fortement normalisant (A3, ) dans le calcul avec
substitutions explicites (AY) étudié.

e normalisation forte (SN), qui dit que, étant donné un systéme de typage T', les termes typés du
calcul avec substitutions explicites (A2') sont fortement normalisants.

Ces deux propriétés ne sont pas redondantes, comme le montre la figure 3.2. PSN établit que le
rectangle hachuré horizontalement et en diagonale est inclus dans le rectangle hachuré en diagonale,
tandis que SN dit que le rectangle hachuré verticalement est inclus dans le rectangle hachuré en
diagonale. Elle parlent donc de deux ensembles différents, mais il y a une partie commune : le rectangle
hachuré verticalement et horizontalement, qui correspond aux termes typés du calcul pur. On utilisera
ce fait par la suite.

Termes du calcul be
D avec substitutions explicites A

[DII Termes typés A%(
Termes SN A?N
E Termes du calcul pur A

@ Termes typés du calcul pur AT

V..
-4 Termes SN du calcul pur

zz4

Asy

Fi1c. 3.2 Termes du A-calcul avec substitutions explicites et propriétés de normalisation

Voici les différentes relations qui existent entre les ensembles représentés figure 3.2. Toutes sauf la
derniére sont évidentes par définition.

e Les termes purs typés sont des termes purs : Ap C A.

e Les termes purs fortement normalisants sont des termes purs : Agy C A.

e Les termes avec substitutions typés sont des termes purs avec substitutions : A;f c AN,

e Les termes purs avec substitutions fortement normalisants sont des termes purs avec substitu-
tions : AgN C AX.

e Les termes purs font partie des termes avec substitutions : A C AX.

e Les termes purs typés font partie des termes avec substitutions typés : Ay C A;f.

e Les termes purs typés sont fortement normalisants : A C Agy. C’est le théoréme 3.1.13.

Le diagramme présenté figure 3.3 récapitule ces relations. Le symbole d’appartenance C y est
remplacé par la fleche (A C B est noté A — B). Pour fermer le diagramme, il reste & prouver PSN :
Agn C Ag?N et SN : Aj)f C Ag?N, ce qui clot le diagramme, nous donnant celui de la figure 3.4.

Méme si SN et PSN sont deux propriétés de terminaison, il n’y a pas toujours de relation claire
entre leurs preuves : SN est parfois prouvé indépendamment de PSN (voir, par exemple, [18, 28]),
et parfois la preuve de SN utilise PSN (voir, par exemple, [11]). On présente, dans cette partie, la
formalisation d’une technique de preuve de SN via PSN suggérée initialement par H. Herbelin.
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F1G. 3.3 — Propriétés de normalisation en notation ensembliste

AX
A¥ ------------ > A?s(N
A
; A

Fic. 3.4 Propriétés de normalisation en notation ensembliste

Le chapitre 4 présente la technique et ses différents modes d’utilisation. Dans les chapitres suivants,
on applique cette technique & différents calculs.

Une présentation courte de ce travail a été acceptée pour publication dans [65].



Chapitre 4

Technique de démonstration

Dans ce chapitre, on explicite en détail la technique de démonstration que ’on souhaite introduire.
On commence par donner les bases et l'intuition de la technique, puis on regarde différents cas de
démonstrations.

4.1 L’antiréduction Ateb

L’idée de cette technique est la suivante : étant donné un terme £ de A;f, on construit, a I'aide de
sa dérivation de typage, un terme t' appartenant & A7. Pour cela, on “remonte” les substitutions du
terme ¢ pour recréer les Beta-redex (on nomme la fonction effectuant cette remontée Ateb). ¢’ peut
donc se réduire par des applications de la régle Beta vers t. Puisque t' appartient & Ar, il appartient
aussi & Agy. Par la propriété PSN on a t' € A%y, et comme toutes les réductions de ¢’ terminent, y
compris celle qui passe par £, on obtient £ € AgN.

En pratique, le scénario de démonstration ne se déroulera pas de facon aussi idéale. Nous allons
étudier cela dans les paragraphes suivants.

4.2 Démonstration directe

Le cas le plus agréable est le suivant : il existe une fonction Ateb de A%( vers Ap qui vérifie la
propriété suivante.

Propriété 4.2.1 (Initialisation)
Pour tout t € Ay, Ateb(t) —* t.

On peut alors conclure directement a la forte normalisation du calcul, ¢’est-a-dire A7X C A?N. Ce
scénario fonctionnera avec les calculs Ax et Ay, 5,.

4.3 Démonstration par simulation

Si il n’existe pas de fonction qui vérifie la propriété précédente, on cherche une fonction Ateb qui
permette d’initialiser une simulation : on essaie de trouver un terme u’ € Ar tel que ' se réduit vers
u et tel qu’il existe une simulation des réductions de ¢ par des réductions de u. Si c¢’est possible, on
peut alors conclure 4 la forte normalisation de ¢ grace & la forte normalisation que u obtient de u'.

Pour effectuer la simulation, on procede de la fagon suivante. On commence par séparer les réegles

de réduction du calcul en deux parties Ry U Ry telles que Ry soit fortement normalisant. On construit
ensuite une relation R sur les termes de A;f qui vérifie les propriétés suivantes.
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Propriété 4.3.1 (Initialisation)
Pour tout t € A7, il existe u € AY tel que Ateb(t) —* u et uRL.

t

v R
Ateb(t) =* u

Propriété 4.3.2 (Simulation 1)

Pour tout t € A}, sit —g, ¥, alors pour tout uRt il existe v tel que u —+ v/ et u/R#.

t —)Rl tl
R R
u =T

Propriété 4.3.3 (Simulation 2)

Pour tout t € A, sit —g, ', alors pour tout uRt il existe u' tel que u —* v’ et u'Rt.

t —Rs t
R R

u =

Un cas particulier de cette technique de simulation est celui ou la relation R est une fonction.
Les preuves des lemmes de simulation sont nettement simplifiées car le “pour tout uRt” est remplacé
par “pour I'unique u = R(t)”. Cependant, pour les calculs que nous étudions dans la suite de notre
travail, ce cas particulier ne peut pas étre appliqué.

4.4 Le théoreme principal
On énonce a présent les théoremes qui mettent en place cette technique de démonstration.

Théoréme 4.4.1 (Démonstration directe)

Pour tout systeme de typage T tel que A7 C Agy, si il existe une fonction Ateb de A2 vers Ap
vérifiant la propriété 4.2.1 alors Agy C A?N = A%( C AgN.

Preuve : Pour tout terme t € A2, Ateb(t) € Ag. Par hypothese (SN du A-calcul typé), on a
Ateb(t) € Agy. Par hypothese (PSN) on a Ateb(t) € A2y Par la propriété 4.2.1, on a Ateb(t) —* ¢,
ce qui nous donne directement £ € AgN. [

Théoréme 4.4.2 (Démonstration par simulation)

Pour tout systeme de typage T tel que A7 C Agy, si il existe une fonction Ateb de A2 vers Ap

vérifiant la propriété 4.3.1, si les régles de réductions peuvent étre séparées en R; U Ry avec Ry
fortement normalisant, et si il existe une relation R vérifiant les propriétés 4.3.2 et 4.3.3, alors
Asny CASy = AY C Ady.

Preuve : On effectue une preuve par 'absurde. Supposons qu’il existe un terme ¢ € A%( d’ou
parte une suite infinie de réductions. Par la propriété 4.3.1 il existe u € AX tel que Ateb(t) —* u. Par
définition, Ateb(t) € Ay, et par hypothése (SN du A-calcul typé), on a Ateb(t) € Agn. Par hypothése
(PSN) on a Ateb(t) € A%y ce qui nous donne u € AJy. La suite de réductions infinie partant de ¢
peut étre décomposée en une suite infinie de réductions alternant R, et Ry. Par hypothése, Ry est
fortement normalisant, ce qui implique que la suite de réduction infinie doit étre de la forme :
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+ + +
t —>’;32 t1 =R to —>*R2 t3 R, ta —>*R2 ts R, te — ...

<

Grace a la propriété 4.3.1, on a uRt et grace aux propriétés 4.3.2 et 4.3.3 on peut construire une
suite de réductions partant de u de la fagon suivante :

+ + +
b =%, t 2Rt 2R f3 =Rt DR oI5 =Rt

v R R R R R R R
Ateb(t) =* v —=* up =T uy —=* w3 =T oug —=* us =T ug —

La suite de réductions partant de u est infinie, ce qui contredit u € A?N. [

Pour chacun des calculs auxquels nous appliquerons cette technique de démonstration, nous com-
mencerons par rappeler brievement leur définition.
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Chapitre 5
Application & Ax, \ysn, A\ws €t Aujix

On regroupe dans ce chapitre les applications faciles de la technique, ainsi que I’échec en ce qui
concerne Ayy;.

5.1 Application a A\x

Le calcul Ax [68, 11] est le plus simple calcul avec substitutions explicites. Il se contente de rendre
explicite 'opérateur implicite de substitution, sans ajouter d’autres regles de réduction.
5.1.1 Présentation du calcul
Les termes du Ax-calcul sont donnés par la grammaire suivante :
tu=x|tt| Aot | tt/x]
Voici I’ensemble des régles de réduction :

(Az.t)u  —Beta  tlu/7]

tu)v/z]  —app  (tv/z]) (u[v/z])
(Ax.t)[u/y] —rLambda Az-(t[u/y])
z[t/z] —verr t
U[f/ﬂ — Var2 )

La regle Lambda s’effectue modulo a-conversion sur la variable liée z. Regardons les regles de

typage :
'ru:B Iz:BkFt: A

Fz:AFxz: A Uk tu/z]: A
'Ft:B— A Thu:B Fx:BFt: A
FH(tu): A F'kXzt:B— A

5.1.2 Preuve de normalisation forte

On définit la fonction Ateb de la facon suivante :

Ateb(z) = =z

Ateb(t u) = Ateb(t) Ateb(u)
Ateb(Az.t) = Az.Ateb(t)
Ateb(tlu/x]) = (Az.Ateb(t)) Ateb(u)

On remarque que la fonction Ateb effectue de la réécriture inverse pour la regle Beta. 1l est évident
que si t' = Ateb(t) alors ' —7,,, t. Il est évident aussi que pour tout ¢, Ateb(t) ne contient pas de
substitutions. Il nous faut vérifier que le terme obtenu est typable.
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Lemme 5.1.1
F'Ht:A = T'F Ateb(t): A

Preuve : On procede par induction sur la dérivation de typage de ¢. Le seul cas non immédiat

est celui de la substitution. On a t = u[v/z] et

''bv:B Thax:BFu:A
I'Fufv/z]: A

Par hypothese d’induction, on a I';z : B + Ateb(u) : A et T F Ateb(v) : B. On peut typer
Ateb(t) = (Az.Ateb(u)) Ateb(v) de la fagon suivante

I.z: BF Ateb(u) : A
' Az Ateb(u) : B— A T'F Ateb(v) : B
' (Az.Ateb(u)) Ateb(v) : A

On peut établir le théoréme principal de ce chapitre.

Théoréme 5.1.2
Le Ax-calcul est fortement normalisant.

Preuve : Comme on a les propriétés de PSN pour Ax [12] et de SN du A-calcul simplement
typé [55], on peut utiliser le théoreme 4.4.1. ]

5.2 Application a A\,

Le Ay sn-calcul est une version avec noms de variables du A, -calcul [26, 41, 28], introduite dans [18],
et qui sera présenté dans la quatrieme partie de cette thése. Par rapport & Ax, il apporte des regles
de réécriture pour gérer la composition des substitutions, ainsi qu'un mécanisme d’affaiblissement
explicite (appelé étiquette) qui permet de préserver la propriété PSN avec ces nouvelles regles. De
plus, les affaiblissements explicites permettent de se passer d’a-conversion.

5.2.1 Présentation du calcul

Les termes du Ay sp-calcul sont donnés par la grammaire suivante :
tu=x| (tt) | Aot | tfx, t,T,T] | Tt

ou I' est un ensemble de variables. Une version des regles de réduction est présenté Fig. 5.1.
Voici les regles de typage :

T\AFt:4 ACT
TFEAL: A Weak

:v:Al—:v:AAm
Nz:AFt:B

't:B—-A T'Fu:B I
TFM\et:B— A “%

CH(tu): A

App b

I\TFu:A T\A,z:AFt:B (TUA)CII
I+ tz,u,A]: B

Sub
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(b) (A(Az.t)) (Tu) — t[z,u,T,A]

(a) (t u)[z,v,I';A] — (tlz,v,T',A] ulz,v,T',A])

(e1) (At)[z,u, T, Al — (AU(A\{z}))t z €A

(n1) ylr, t,IA] — Ay T #y

(ng) z[z, t,T,A] — Tt

(1) tly,u, A, @[z, v,T',A] — r€®\A
ty,ulz, v, P\ A,AUA\T),ANT,AU (D \ {z})]

(c2) tly,u, A, @[z, v,T,A] — tz,v,(I'\P)U{y},AU(P\T)]
[y,ulz, v, P\ A, AUA\D),ANT,TN® z¢gPUA

(c3) tly,u, A, @[z, v,T,A] — ty,u,(A\{z}) UA, (P \ {z}) UA] redNA
(f) (Ayt)[z,u, Al ~  Ayt[z,u,I'U{y}, Al

(e9) (At)[z,u, T, Al ~ (TNA)tz,u, T \A,AU(A\T)] z &g A

(d) F'At ~ (TUA)

(0) it ~ ¢

(ca) tly,u, A, @[z, v,T,A] ~ reAN\D

tlz,v,(C\ @) U{y},AU(®\D)][y,u, AU(A\ {z}), T NP

Fi1c. 5.1 Regles de réduction du Ay s,-calcul

5.2.2 PSN implique SN

On définit la fonction Ateb de la facon suivante :

Ateb(z) = =z

Ateb(t u) = Ateb(t) Ateb(u)

Ateb(Az.t) = Az.Ateb(t)

Ateb(T't) = T Ateb(t)

Ateb(t[z,u, T, Al) = (A(Az.Ateb(t))) (T Ateb(u))

Remarque 5.2.1

La fonction Ateb envoie les termes du A, sp-calcul vers le A-calcul avec affaiblissement explicite. Il
faudrait avoir les résultats de normalisation pour ce calcul avant d’appliquer le théoréme.

De la méme fagon que pour Ax, la fonction Ateb effectue de la réécriture inverse pour la régle b. 11
est évident que si t' = Ateb(t) alors t' —} t. Il est évident aussi que pour tout ¢, Ateb(t) ne contient
pas de substitutions. Il nous faut vérifier que le terme obtenu est typable.

Lemme 5.2.2
'Ft:A = Tk Ateb(t): A

Preuve : On procede par induction sur la dérivation de typage de ¢. Le seul cas non immédiat
est celui de la substitution. On a t = ulz,v,T', A] et

II\I'Fv:B MM\A,z:BlFru:A
IFulz,v,T,A]: A

Par hypothése d’induction, on a II\ A,z : B+ Ateb(u) : A et II\T'F Ateb(v) : B. On peut typer
Ateb(t) = (A(Az.Ateb(u))) T Ateb(v) de la fagon suivante



11U Vilapliil C J. APPUHLCALIOL d A&, Aqypygn; NMws CU AL

I\ A,z : BF Ateb(u) : A
I\ AF Az.Ateb(u) : B— A TI\T'F Ateb(v): B
I+ A(Ax.Ateb(u)) : B— A 11+ TAteb(v) : B
I (A(Az.Ateb(u))) T Ateb(v) : A

On peut donc appliquer le théoreme 4.4.1. Néanmoins, on n’en tire pas de conclusion de normali-
sation forte puisque PSN n’a pas encore été démontrée pour ce calcul.

5.3 Application a \,;

Nous allons maintenant nous attaquer au calcul avec indices. Des difficultés vont venir de la rigidité
de 'environnement de typage dans les séquents des dérivations de typage des termes avec indices. En
effet, comme les indices sont des entiers qui se rapportent a un ordre dans ’environnement de typage,
nous ne pourrons pas modifier ce dernier sans précautions. On commence par rappeler les régles de
réduction (Fig. 5.2) et de typage (Fig. 5.3) du Ays-calcul ou 'on suppose que |I'| =i et |A] = j.

by (AMtu) — [0/u,0]t

by (EYAtu) — [0/u, k]t

f [i/u, jIAE = A[i 4+ 1/u, 5]t

a [0/, §1(t v) = (([¢/u, 5]t) ([i/u, j]v))

el [i/u, jl{k)t — (+k—1)t si1 <k

€9 [i/u, j)(k)t — (k)i — k/u,j]t sii >k

7 [i/u,jlk — k si1 >k
ifudli > (i

n3 [i/u,jlk — j+k—1 st < k

c ifu, gk o0t — [kl —k/u,j]v, 5 +1— 1]t sik<i<k+I
co  [ifu,gllk/v 0t — [k/[i — k/u,jlv, )i =1+ 1/u,j]t sii>k+1
d @t — (i+5)1

Fi1c. 5.2 Regles de réduction de Ay

T A AL ;A Aviome

B.T'F¢:C Lambd Cht:BA Thu:B 4,
TFA:BC Z4mvea Tk (tu): A
AllFu:A T,AIl+-t:B ALt:B

Subst B Weak

DAL E [i/u, jlt - B DA F (i)t

Fi1c. 5.3 Regles de typage de Ay

Lors du typage de I’abstraction, le type du parameétre vient se mettre devant le reste de I'environ-
nement de typage. Or, pour calquer le typage de la substitution, on voudrait que le type du parameétre
s'insere entre I' et II. Le seul cas ou cela fonctionne est celui ou ¢+ = 0. I1 faudra donc commencer
par définir une fonction qui transforme tous les termes [i/u, j]t en [0/u’, j]t' ou ' et u' prennent en
compte les modification de l'indice 7 en 0. Cependant, pour écrire une telle fonction, il faut penser
au cas ou t est de la forme (k)v. En effet, supposons que k soit inférieur a 4, si la transformation
de ¢ donne (k')v', alors la réduction [i/u, j|(k)t — (k)[i — k/u,j]t n’est plus possible dans le terme
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transformé [0/u’, j](k')v" ou k' est forcément plus grand que 0. Cela signifie qu’on doit tout d’abord
se débarrasser des étiquettes (ainsi que mettre & 0 la partie droite des substitutions qui correspond
a une étiquette). Supposons 'existence d’une fonction F' qui réalise ce travail, il nous faut a présent
une fonction G qui mette a 0 les indices de la partie gauche des substitutions. La fonction Ateb n’a
plus qu’a appeler ces deux fonctions et & “remonter” les substitutions qui sont désormais de la bonne

forme.

Le probleme vient de la simulation des réductions du terme initial par le terme obtenu par la
fonction Ateb. En effet, a cause de la regle f, les substitutions ne conserveront pas un 0 en partie
gauche apres réduction. A cause de la regle ng, des étiquettes vont apparaitre dans les termes. Et
lorsque nous essaierons de simuler 'application de la régle ey, c’est-a-dire [i/u, j|(k)t — (k)[i —k/u, j]t
avec 1 > k, nous serons démuni face & la question : “Dans tout terme de la forme [i'/u', j'](k")t" en
relation avec [i/u, j|(k)t, a-t-on i’ > k'?” L’établissement d’une telle propriété, qui, de plus, soit
préservée par réduction, semble difficile et c’est la pierre d’achoppement de notre tentative.

5.4 Application au \uji-calcul avec substitutions explicites

Le Auji-calcul est un calcul symétrique non-déterministe issu de la logique classique. Il permet de
représenter sous forme de termes les preuves de la logique classique dans le calcul des séquents. On
peut lui ajouter des substitutions explicites “a la” Ax. La troisieme partie de cette thése présente ce
calcul et applique notre technique afin d’en démontrer la normalisation forte.
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Chapitre 6

Application a \v

Le calcul Av [59] est un calcul avec indices de De Bruijn et substitutions explicites. Il est presque
aussi simple que Ax dans le sens ou Av ne possede pas de régles pour la composition des substitutions.
Néanmoins, nous aurons plus de difficultés a appliquer notre méthode a cause des indices de De Bruijn.

6.1 Présentation du calcul
Les termes du Av-calcul sont données par la grammaire suivante :
tu=mn|(tt)| M| ts]
se=af | 4() | 1

On remarque qu’une substitution est toujours composée d’une liste de 1} (parfois vide) suivie soit
d’un t/, soit d’'un 1. On se permettra d’écrire les substitutions sous cette forme généralisée : soit
t" (t/)], soit t[f* (1)], out f* (s) est une notation pour { (1 (...(11(s))...)). Voici 'ensemble des régles

———

<.

de réduction :

(At)u -5 t{u/]

(t u)[s] — App (t[s]) (u[s])
(At)[s] — Lambda A(t[ﬂ (S)])
l[f/] — FVar t

n + 1[t/] — RVar n

L[ (s)] —FVarLift 1

n+ 1t (s)] = rvarsip  n[s][1]

n[1] —Varshifp "+ 1

Remarque 6.1.1
Pour typer les substitutions nous introduisons une nouvelle forme de séquent. Les substitutions
explicites modifient ’environnement de typage, soit en ajoutant une formule (correspondant au
type du substituant), soit en supprimant un formule (avec le 1), soit en permutant des formules
(avec le f}). Nous écrirons I' = s > IV pour dire que, dans I'environnement I', s produit un nouvel
environnement I''. Cette notation se retrouvera dans le typage du Ao-calcul et du Ao,-calcul.

Regardons les regles de typage (oun = |I'| +1) :

ks> TVHt: A

NA/AFn:A Ct[s]: A
'rt:B—-A THu:B B,T'+-t:A
CH(tu): A F'EX:B— A
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FFt: A s> B,
r+t/> AT ATH>T AT H (s)> A, B, T

6.2 Preuve de normalisation forte

On définit la fonction Ateb de la facon suivante :

Ateb(n) = n

Ateb(t u) = Ateb(t) Ateb(u)

Ateb(At = AAteb(t)

Ateb(t[u/]) = (MAteb(t)) Ateb(u)
Ateb(i[ (u/)]) = (Mi(Ateb(t))) Ki(Ateb(u)
Ateb(t[n* (1)) = Ji(Ateb(?))

Exemple 6.2.1

Par exemple, si on suppose que pour tout z parmi ¢, u, v, w on a z = Ateb(z), alors on a

Ateb((t[u/] o[t ( (1 (w/NDI (0 (DD = L(((A)u) (As(v)) Kz (w)))

Ou I;(t)), K;(t) et J;(t) sont des fonctions que nous allons définir dans la suite. Toutes les substitu-
tions effectuent du réindicage dans le terme auquel elles sont appliquées. L’idée de ces trois fonctions
est d’anticiper ce réindicage. Pour avoir une bonne intuition de la nécessité de ces fonctions, il faut
regarder les dérivations de typage des termes. Commencons par ¢[{* (u/)], ot A = D;, ..., D1 (i = |A]) :

I'-uw:B
'+u/>B,T
Dy, +{ (u/)>Dy,B,T

Di*h"'aD]aF l_ﬂiil (U/) DDi,],...,D],B,F
Di,D; 1,...,Dy,T 0 (u/) > Dy, Dy q,..,D1,B,T A B T+t:A
AT (uf)] : A

On souhaite pouvoir typer un terme de la forme (At')u’, ¢’est-a-dire

B,ATHt:A
ATEM:B—A ATr4:B
ATEM Y A
Le probléme est donc d’arriver & construire un terme ¢’ & partir de ¢ qui soit typable dans I’environ-
nement B, A,T" au lieu de A, B,T et un terme u' & partir de u qui soit typable dans I’environnement

AT au lieu de T'. C’est justement le travail des fonctions I;( ) et K;( ) respectivement. Regardons a
présent la dérivation de typage de t[{* (1)], ot A = D;,..., Dy (i = |A]) :

B,T ol
Dy, B.T F (1) > Dy, T

D;1,...,D,B,T " Y (1) > D;_1,..., D, T
D;,D;_1,...D,B,T -t* (1) > D;, D;_1,...., D1, T ATFt:A
AB, T (D)]: A
Le probléme est ici d’arriver & construire un terme ' & partir de ¢ qui soit typable dans I’environ-

nement A, B, T" au lieu de A, T". C’est ce que fait la fonction J;( ). On peut donc dés & présent poser
les propriétés que ces fonctions devront vérifier.
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Propriété 6.2.2
Pour tout terme ¢ on a (avec i = |A]) :
eI'Ft: A = ATHFK;():A
e ABTFt:A = BATKFIL{t):A
e ATHt:A = ABTHFJ((t): A

Armés de cette proposition, on peut vérifier que le terme résultant de I'application de la fonction
Ateb est typable.

Lemme 6.2.3
'Ht:A = T'F Ateb(t): A

Preuve : On procede par induction sur la dérivation de typage de t.

e t=net

INAAFn:A

On a alors Ateb(t) = n et la dérivation de typage est la méme.

o i =(uwv)et

''rvu:B—-A T'v:B
F'F(uv): A

Par hypotheése d’induction, on a I' = Ateb(u) : B — A et I' F Ateb(v) : B. On peut typer
Ateb(t) = Ateb(u) Ateb(v) de la facon suivante

't Ateb(u) : B— A T Ateb(v) : B
' (Ateb(u) Ateb(v)) : A

o { = )\u et

B,'tu:A
I'FXu:B— A

Par hypothese d’induction, on a I';z : B = Ateb(u) : A. On peut typer Ateb(t) = AAteb(u) de
la facon suivante

B,T'F Ateb(u) : A
' MAteb(u) : A

e Les cas t = u[ft! (v/)] et t = u[ft’ (1)] sont traités dans l'explication ci-dessus, en utilisant la
propriété 6.2.2.
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Enfin, il est évident que pour tout ¢, Ateb(t) ne contient pas de substitutions.

6.2.1 Définition des fonctions

La fonction J;(t) effectue le réindicage du terme ¢ comme si on avait propagé une substitution
(" (1)]. Comme elle prend en parametre un terme résultat de la fonction Ateb, elle ne travaille que
sur des termes sans substitutions. Voici sa définition :

Ji(n) = n+1 sin>i
Ji(n) = n sin <1
Ji(t u) = Ji(t) Ji(u)

Ji(At) = Aip1(¥)

La fonction K;(t) effectue le réindigage du terme ¢ comme si on avait propagé un paquet de i
substitutions [1]. On peut la définir en fonction de la fonction J;(#) :

K;(t) = Jo(Jo(...Jo(t)))
N— ———
i
Lorsque cette fonction est appliquée & une variable, on obtient K;(n) = n + i. La fonction I;(t)

prépare le terme t & recevoir une substitution qui a perdu ses {}. Elle aussi ne s’applique qu’aux termes
sans substitutions. Voici sa définition :

Ii{in) = n sin>i+1
Ii(n) =1 sin=1+1
Ii(n) = n+1 sin <i
Li(tu) = L(t) Li(u)

Li(At) = A (1)

Les indices sont transformés de la fagon suivante. Puisqu’on a supprimé i {}, I'indice ¢ + 1 doit
devenir le nouveau 1. Pour contrebalancer cette modification, il faut que tout les indices plus petits
que ¢ + 1 soient incrémentés de 1. Les autres sont laissés inchangés.

Voici quelques propriétés utiles.

Propriété 6.2.4
Pour tout t, u, 4, 7, on a

Ki(t) = Kj(u) =  Kiu(t) = Kjy1(u)
En effet,

Voici d’autres propriétés utiles :

Propriété 6.2.5
Pour tout n et 2, on a

Ji+1 (n) == K] (Jz(n — 1))

Preuve : On calcule les valeurs en fonction de n et 1.
e sin>i+1alors Jii1(n)=n, Jiin—1)=n—-1et Kj(n—1) =n.
e sin<i+1alors Jiz1(n)=n+1,Ji(n—1)=net Ki(n) =n+ 1.
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Propriété 6.2.6
Pour tout n > 1 et 7, on a

I,;+1(n) Jl(Iv(n o 1))

Preuve : On calcule les valeurs en fonction de n et .
esin>i+2alors [j1(n)=mn,i(n—1)=n—1et Ji(n—1) =n.
esin=i+2alors I;;1(n) =1, I;(n—1)=1et Ji(1) = 1.
esin<i+2alors [;11(n)=n+1,L;i(n—1)=net Ji(n) =n+1.

Exemple 6.2.7

On reprend notre exemple. On avait calculé

Ateb((tu/] o[ (1 (h /DI (B DD = T((A)) (A (v)) Ka(w))

On peut propager les opérateurs, ce qui nous donne

L (((A)u) (Ms(v))Ks(w))) = (As(2)J2(w) ((AJ5(13(v)))J2(Ks(w)))

On peut maintenant prouver la propriété 6.2.2.
Preuve :

e ATHt: A = A /B, T'F Ji(t): A. On procede par induction sur ¢.
—t=mnavecn <i:Ji(t)=n.Ona

A],A,AQ,F"’R!A

Avec n = |A1]| + 1. On conclut en typant

A],A,AQ,B,F"HZA

t=mnavecn >i:Ji(t)=n+1. Ona

A,F],A,FQ l—nA

Avecn =|A|+|T'1|+1.Onaalorsn+1=|A|+ |1+ 1+1et

A,B,F],A,FQ"’H,ZA

b= (uw) : Ji(t) = (Ji(u) Ji(v)) et on conclut en appliquant deux fois I’hypothése d’induction.

t (1)
—t=MAu (avec A =C — D) : J;(t) = AJjr1(u). On a

C,A\TFu:D
ATFM:C—D

Par hypothese d’induction, on a C, A, B,T' - J;11(u) : D et on peut construire la dérivation
de typage suivante

C,A,B,T'F Jiz1(u): D
A,B,T'FMip1(u): C = D

eI'Ft: A = A TFK;t):A. On procede par induction sur .
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t=mn:K;n)=Jy(Jo(...Jo(n))) =n+1i. Ona
—_—

Fl,A,FQ Fn:A
Avec n = |I'1| + 1. Puisque ¢t = |A|, onan+i= ||+ |A|+1et

AT{,AloFn+i: A

—t=(uw): Ki(t) = (K;(u) K;i(v)) et on conclut en appliquant deux fois I’hypothese d’induc-
tion.

t=Xu(avec A=C — D) : K;(t) = :]g(Jo(...Jo()\u)))J: )\:Il(Jl(...Jl(u)))J. On a

i i
C,'u:D
kX :C— D

Par le point précédent, on a

C.I'tu:D
U
C,E],Fl—,]](u) : D
U
C,EQ,E],F" J](J](u)) 2D
U

U
C,Ei, ... B1,U = Jy(Ji(...J1(u)))
N————

Avec A = Ej, ..., E1. On peut alors typer

C, A,F F J] (J] (...J] (u))) : D
—_—
i
ATFK;(A):C—D
e ANBTFt:A = B,ATFI): A On procede par induction sur ¢.
-~ t=mnavecn>i+1:1(t)=n.Ona

A,B,F],A,FQ l—nA
Avec n = |A|+ 1+ |I'1] + 1. On conclut en typant

B,A,F],A,Fgl_nlA
—t=navecn=14i+1:1(t)=1 Ona

A,B,TFn:B
Avec n =i+ 1 =|A| + 1. On conclut en typant

B.ATF1:A4
—t=navecn<i:Ij(t)=n+1.0Ona

A1,A,A2,B,F|—n:A
Avecn=|Ai|+1.Onaalorsn+1=|A;|+1+1et

B,A],A,AQ,F"HZA
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t=(uw):L(t) = (Li(u) I;(v)) et on conclut en appliquant deux fois ’hypothése d’induction.
t=Au (avec A=C — D) : I;(t) = A;11(u). On a

C,A,B,T'+u:D
A,BTFMAu:C—D

Par hypothese d’induction, on a C, A, T' F I;1(u) : D et on peut construire la dérivation de
typage suivante
C, A, 't Ii+1(11,) : D
A,F F )\L;_H(U,) :C— D

6.2.2 Définition de la relation <

La fonction Ateb efface, entre autres, les substitutions [f}* (1)] et on ne pourra pas les retrouver
en réduisant le terme obtenu, comme l’illustre ’exemple suivant.

Exemple 6.2.8
Si on reprend notre exemple, on est parti du terme

(t[u/T o[t (0 (1 (w/))DI (1 (1))]

La fonction Ateb nous a donné le terme

((AJ3(#)) J2(u) (A3(I3(v)))J2 (K (w)))

Celui-ci peut se réduire en deux étapes, recréant deux des trois substitutions d’origine :

(AJ3(t)) Ja(u)) (AJ3(13(v)))J2(K3(w)))
—B—B

J3(t)[J2(u) /] J3(I3(v))[J2(K3(w))/]

La troisiéme substitution d’origine [} (ft (1))] a été completement convertie en opérations de
décalage, et il en a été de méme pour les 1} de la substitution [f (1 (1 (w/)))]-

On est donc dans le cas de la démonstration par simulation. Pour effectuer cette simulation, nous
allons définir une nouvelle fonction # qui met & plat les modifications d’indices d’un terme ¢.

i — tu
VY,
tu]] — /]

[ (u))] = L(t)[Ki(a)/]

M = Ji®)

Cette fonction opérera sur des termes avec substitutions. Il nous faut donc étendre les définitions
de nos fonctions précédentes pour qu’elles puissent gérer les substitutions. Cependant, puisque la
fonction £ “enléve” de t les f et les 1, on pourra se restreindre au seul cas de la substitution simple :

Ji(t[u/]) Jig1(8)[Ji(u)/]
Ii(tu/]) Lip1 () [Li(u)/]

La fonction * commute avec les autres fonctions définies ci-dessus, comme ’expriment les lemmes

o~
[ DN
—~

o~

suivants.
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Lemme 6.2.9
Pour tout i et ¢ (sans } ni 1) on a

Preuve : On raisonne par induction sur la structure du terme.
~ Sit=mn, alors J;(t) = n/, n' = n' d’une part, et m = n d’autre part.
Dans tous les autres cas, on conclut par hypothese d’induction.

Lemme 6.2.10
Pour tout i et ¢ (sans {} ni 1) on a

Preuve : On raisonne par induction sur la structure du terme.
~ Sit=mn, alors I;(t) =n/, n' =n' d'une part, et m = n d’autre part.
Dans tous les autres cas, on conclut par hypothese d’induction.

Lemme 6.2.11
Pour tout i et ¢ (sans {} ni 1) on a

Preuve : C’est une conséquence directe du lemme 6.2.9. ]

On peut vérifier que cette fonction nous convient pour les termes de notre exemple.

Exemple 6.2.12
Regardons le terme final de notre exemple ci-dessus :

J3(t)[J2(u) /] J3(I3(v))[J2(K3(w))/]

T@® ()] o (I () [ o (K ()]

Puis le terme d’origine :

(&[u/T o[ (4 (1 (w/))DI (1 ()]

Jo(#[@/] 13(0)[ K3 (@) /])

J3(®)[J2(@) /] J3(I3(0))[J2(Ks3(w))/]

Nous avons aussi besoin de définir une relation d’ordre sur le squelette des termes. On souhaite
dire que ¢ < ¢’ si et seulement si ¢ ne contient des [1] et des f} qu’aux endroits ou ¢’ en contient aussi.
On peut formaliser cette définition de la fagon suivante :

pour tout n et m nxm
txtetuxu = (tu) ()
tt = At <A
txt = t <t
txtetsxs = ts] L[]
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=<1
tst =t/ st/
s=xs = 1(s) (s
sxsd = s (¢)

Exemple 6.2.13
On a [ (/)] < ¢ ( (0 (/)]

A Taide de cette relation et de la fonction t, on peut définir une relation pour effectuer notre
simulation. On note cette relation < et on la définit de la facon suivante :

t<t — t=tett=<t

On remarque que l'on a toujours ¢ < t. On peut maintenant passer au lemme initial de notre
simulation.

Lemme 6.2.14 (Initialisation)

Pour tout ¢, il existe u tel que Ateb(t) =75 u et u < t.

Preuve : On raisonne par induction sur la structure de .

— Sit =mn, alors Ateb(t) = n et il suffit de prendre u = n.
Sit =t ta, alors Ateb(t) = Ateb(t1) Ateb(t2). Par hypothese d’induction, il existe u; et ug tels
que Ateb(ti) =7 ui et Ateb(tz) =7 uo avec uy < t1 et up < to. On prend alors u = uy uy et on
conclut directement.

— Sit = At', alors on proceéde comme ci-dessus en appliquant ’hypothése d’induction sur #'.

~ Sit = [ (1)], alors Ateb(t) = J;(Ateb(t')). Par hypothése d’induction, il existe u' tel que
Ateb(t') =% u' et v’ <t'. On prend u = J;(u') et on vérifie u<t, c’est-a-dire w = t et u < t. Cette
derniére condition est trivialement vérifiée en se souvenant que u’ < t'. On calcule @ = J;(u/),
qui est égal & J;(v/) par le lemme 6.2.9. D’autre part, £ = ¢/[{}¢ (1)] = J;(#), ce qui nous permet
de conclure en se souvenant que u' = t'.

~ Sit =t (t2/)], alors Ateb(t) = (A;(Ateb(t1)))K;(Ateb(tz)). Par hypothese d’induction, il
existe uy et ug tels que Ateb(t;) —75 uy et Ateb(ta) =7 ug avec uy <ty et ug <ty. On prend alors
u' = (A;(u1))K;(uz) pour lequel il est clair que Ateb(t) =% u'. On a u' —p I;i(u1)[K;(u2)/],
on prend ce dernier terme comme u et on vérifie que u < t, c’est-a-dire w = t et u < t. Cette
derniére condition est trivialement vérifiée en se souvenant que u; < #1 et ug < t2. On calcule
a présent u = I;(u1)[K;(u2)/], qui est égal & I;(u7)[K;(uz)/] par les lemmes 6.2.10 et 6.2.11.
D’autre part, t = t1[1 (t2/)] = L;(t1)[K;(¢2)/], ce qui nous permet de conclure en se souvenant
que Ty = t; et Uy = ty.

|

6.2.3 Lemmes de simulation

On va établir quelques lemmes pour la simulation des réductions de Av. On sépare I’ensemble
des regles de réduction en deux : on appelle R; I'ensemble contenant la seule regle B et Ry l'en-
semble contenant les autres régles. On a bien Ry fortement normalisant (voir [9]). On veut établir les
diagrammes suivants :

t —nB t t — Ro t

V4 \/ V4 \/
_>+ ! Lk ]

u oo U u o U

On commence par regarder la simulation de B, puis celle des autres regles. Les deux propriétés
suivantes correspondent aux lemmes généraux 4.3.2 et 4.3.3.
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Lemme 6.2.15
Pour tout ¢t —p t', pour tout u < ¢ il existe v’ tel que u —pg u' et v’ < ¢'.

t —nB t
\V4 \V4
u —5 u

Preuve : Soit t = (Av)w et (Av)w —p v[w/] tous les termes u < ¢ sont de la forme (Av')w’ avec
v < v et w' < w on peut alors réduire (A\v')w’ —p v'[w'/] et la conclusion est immédiate. ]

Lemme 6.2.16
Pour tout ¢ =, t', pour tout u < ¢ il existe u’ tel que u =3, u’ et v’ < t".

/

t —R» t
/ \v4
* /

u _>)\U Uu

Preuve : On procede par cas sur la regle de R,.
FVar : 1[v/] — v. Tous les termes u < 1[v/] sont de la forme 1[v'/] avec v' <v et 1[v'/] = pyar v'.
— RVar : n+ 1[v/] — n. Tous les termes u < n + 1[v/] sont de la forme n + 1[v'/] avec v' < v et
n+ 1[v"/] = rvar 0.
— App : t = (v w)[s] = (v[s]) (w[s]) = t'. On procede par cas sur la forme de s.
e sis=1" (1) alors les termes u < (v w)[}* (1)] peuvent avoir deux formes différentes :
— soit u = (v W[ (1)] avec v’ < v, w' <w, j <ietw= 1, c’est-a-dire :

(0" W) (N = (v w)* ()]

Ji(') Ji(w') = Ji(@) Ji(w)
Ce qui implique J; (v') = J;(®) et J;(w') = J;(w). Dans ce cas, (v/ w’)[ﬂj (t) ] = app (v’[ﬂji
ETH; (w'[f1? (1)]) et on peut conclure aisément que (v'[17 (1)]) (w'[ (D)]) < (1" (D)]) (w[!
M.

soit u = (v w') avec v’ < v, w' < w, et U =, ¢’est-a-dire :

TW = L) Jyw)

Ce qui implique v’ = J;(7) et w' = J;(wW). Dans ce cas, (v' w') ne se réduit pas et on peut

conclure que (v w') < (v[1* (N)]) (w[f? (1)]).

e si s =f)' (r/) alors tous les termes u < (v w)[* (r/)] sont de la forme (v' w')[f/ (r'/)] avec
v <o, w <w, v’ <r,j <ietu=t cest-a-dire :

(0" W[ (r'/)] = (v w)[f" (/)]

[Ki(T)/]

(L") L )IK; (/1 = (L) L(w)[Ki(7)/]

L WK,/ = LEw

~—
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Ce qui implique J; (W) = J;(v), Jj(w') = J;(w) et K;(r') = K;(7). Dans ce cas, (v w )[ﬂ7
('] = app W' (r'))]) (w'[ﬂj (r /)]) et on peut conclure aisément que (v'[{7 (r '/)]) (w'[f7
(r' D) < (W[ (r)]) (I (r/)])-

— Lambda : t = (Av)[s] = A(v[{ (s)]) = t'. On procede par cas sur la forme de s.
e sis :ﬂi (1) alors les termes u < (Av)[ft (1)] peuvent avoir deux formes différentes :
~ soit u = (A')[fV (1)] avec v’ < v, j <i et W= 1, c’est-a-dire :

A7 (D] = (o) ()]
v)

M) = X ()

Ce qui implique Jj11(v') = J;i41(9). Dans ce cas, (M) (1)] = ambda AT (1)]) et
on peut conclure aisément que A(v' [+ (1)]) < Aw[hH (1)]).
soit u = A\v' avec v/ < v, et U =t c’est-a-dire :

—
>

Jiwh) =i

A= (w)[p ()]

Moo= Ji(Ow)

Moo= M (0)

Ce qui implique v’ = J;;1(7). Dans ce cas, Av' ne se réduit pas et on peut conclure que
X < AW (D))
o si s =f (r/) alors tous les termes u < (Av)[ft? (r/)] sont de la forme (Av')[f/ (r'/)] avec v < v,
r<r' j<ietu=t cest-d-dire :

A ()] = Q) (r/)]

LONE,E/ = LODKF)

M (V)[K;(7)/] = Miga (0)[Ki(7)/]
Ce qui implique Jj11(v") = Jiy1(0) et K;(r') = K;(F). Dans ce cas, (\o')[{{7 (r'/)] = Lambda
AW [HFY (r'))]) et on peut conclure aisément que A(v' [+ (7//)]) < A(w[HT! (r/)]) grace a
la propriété 6.2.4.
— VarShift : n[t] - n + 1. Les deux seuls termes u < n[f] sont n[f] et n + 1, ce qui nous permet
de conclure avec éventuellement une étape de VarShift.

FVarLift : t = 1[ft (s)] = Fvarrie 1 = t'. On procede par cas sur la forme de s.
e sis=1" (1) alors les termes u < 1[{} (1}* (1))] peuvent avoir deux formes différentes :
~ soit u = 1[f} (¥ (1))] avec j < iet@ = . On a alors 1[} (17 (1))] —FvarLift 1 et on conclut
aisément.
— soit u = 1 avec U = t et on peut conclure tout aussi aisément.
e sis =1 (r/) alors tous les termes u < 1[{} (f* (r/))] sont de la forme 1[ff (17 (r'/))] avec r' <,
j<ietw=t Onaalors 1[f (7 (r'/))] — FvarLift 1 et on conclut.

— RVarLift : t = n+ 1[ft (s)] — n[s][t] = t'. On procéde par cas sur la forme de s.

e si s ={\" (1) alors les termes u < n + 1[{} (f (1))] peuvent avoir deux formes différentes :
~ soit u = n'[f/ (1)] avec j < i+ 1 et @ = £, c’est-a-dire :

n 1N (7 ()] = n+100 @ (1))

Jj+1(n) = Jiz(n+1)
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On déduit facilement de 1'égalité précédente que n’ ne peut étre plus petit que n et qu’il est

donc supérieur a 1. Dans ce cas, n'[f (17 (1))] = rvarnig #' — 117 (D)][1] et il faut vérifier
que

nlft (DI = n’—l[ﬂj (MI]

Ki(Ji(n)) = Ki(
Par la propriété 6.2.5, on a K ( Ji(n)) = Jiz1(n +
nous permet de conclure que n' — 1[f/ (1)][1] < n[*
soit u = n', et w = t c’est-a-dire :

Jij(n' —1))

) et Ki(Jj(n' —1)) = Jjq1(n'), ce qui
(M-

Q}—l‘

2
I

n+ 11 (17 (1)]

‘3\

= Ji+1(n+ 1)

Dans ce cas, u ne se réduit pas et il faut vérifier que

<

o[t (DI =

Ki(hin) = nf

On conclut que n' < n[* (1)][1] grace & la propriété 6.2.5.

e si s =’ (r/) alors tous les termes u < n + 1[{} (1’ (r/))] sont de la forme n/[{ (r'/)] avec
r<r' j<ietu=t cest-d-dire :

n'[d ()] = n+ 1 (1 (r)))]

LOVE )] = La(n+ DKoo ()]

1)
Ce qui implique Ij(n') = Ii;1(n + 1) et K;(r'") = K;+1(7). Deux cas sont possibles suivant la
valeur de j.

~ j=0:onaalors ly(n') =n' = L1 (n+1), Ko(r') = 7' = K;,1(F) et il faut vérifier que

[ (r/)IM] = n'[r'/]

S
=
Py
=
SN—
=
=~

Ji(Zi(n))

H(I(m) K (r)/] = n'lr]
On peut conclure que Ji(Z;(n )) = 7+1( + 1)n' grace a la propriété 6.2.6.
~ 5> 0: /[ (r'))] se réduit vers n'[7 1 (r'/)][1] et il faut vérifier que

dulin = /[ (' )]

[Ki(r)/]) Ky (11 (n)[Kj-1(r")/])

[Ki(r)/1) Jo(Lj—1(n")[Kj-1(r') /)

K] (Iz(n

~

~—
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Et on conclut directement grace a la propriété 6.2.6.

6.2.4 Simulation

La fonction Ateb et la relation < vérifient les hypothéses du théoreme 4.4.2. On peut donc lap-
pliquer et en tirer la conclusion attendue.

Théoréme 6.2.17
Le Av-calcul est fortement normalisant.

Preuve : Comme on a les propriétés de PSN pour Av [9] et de SN du A-calcul avec simplement
typé [55] (qu’on étend facilement au calcul avec indices de De Bruijn), on peut utiliser le théoréme 4.4.1.
|
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Chapitre 7

Application a Ao

Le calcul Ao [1] est un calcul avec indices de De Bruijn et substitutions explicites multiples. La
difficulté supplémentaire par rapport & Av réside dans ces substitutions multiples. Notre application a
ce calcul est seulement un exercice puisqu’il ne possede pas la propriété PSN. Cela ne nous empéchera
pas d’utiliser notre théoreme, établissant qu’il n’y a pas d’autre source de non-terminaison dans Ao que
celle qui invalide PSN. De plus, ce travail pourra sans doute servir & montrer SN pour des stratégies
de Ao qui auraient PSN.

7.1 Présentation du calcul

Les termes du Ao-calcul sont donnés par la grammaire suivante :

to=11(tt)| At] t]s]
su=id| T |t-s|sos

On étend la syntaxe avec les entiers 2,3, ...,n définis de la fagon suivante : n = 1[1]...[1]. Lorsqu’on
——

n—1
parlera des substitutions des termes, on considérera que les indices n n’en contiennent pas.

Voici I’ensemble des regles de réduction :

(At)u —p t[u - id]

(t u)s] — App (t[s]) (u[s])
(A2)[s] — Lambda  A(E[1 - (s0 1)])
1[Zd] — Varld 1

l[t ' S] — VarCons t

t[s] [SI} — Clos t[s o S’]
idos —1dLL s

T oid —> Shift1d 1

To(ts) — ShiftCons S

(t-s)os = Map t[s'] - (s o)
(s1082) 083 —ass 810 (89 0 83)

Regardons les regles de typage (voir la remarque 6.1.1 en ce qui concerne le symbole >)

121
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FFspl” TVHE:A

ATF1:A Ct[s]: A
'-t:B—+A I'u:B BTI'Ft: A

CH(tu): A F'EX:B— A

'+ade T A, T ol

'¢t:A TEs>I' s> TVEspI!
L-t-s> AT F'Fsos'>I

On peut ajouter une regle de typage supplémentaire pour les variables n, afin de raccourcir les
dérivations. Voici la nouvelle régle et sa justification (avec n = ||+ 1et I' = Cy,...,Cph_1) :

Cp 1, ALAFT A A AAFT: A

F,A,A "T DCQ, ...,Cn,],A,A CQ, ...,Cn,],A,A H 1[T][T] A

2
A AFn: A CLAAFLM]T] A
1

La remontée des substitutions et certaines des fonctions définies dans la suite de notre travail
s’inspirent fortement de [24].

7.2 PSN implique SN

On va procéder d’une facon similaire & celle de la section 6.2. On définit la fonction Ateb de la
fagon suivante :

Ateb(n) = n

Ateb(t u) = Ateb(t) Ateb(u)
Ateb(\t) = MAteb(t)

Ateb(t[id]) = Ateb(t)

Ateb([1]) = U (Ateb(t))

Ateb(t[s o s']) = Ateb(t[s][s'])
Ateb(t[t' - s]) = Ateb((\t)[s]) Ateb(t')

Ou Llij (t) est une fonction que nous allons définir dans la suite. L’idée de cette fonction est d’anti-
ciper la propagation de la substitution [1] et d’effectuer le réindicage a 'avance. Pour avoir une bonne
intuition de la nécessité de ces fonctions, il faut regarder la dérivation de typage de ¢[1].

BT ol THt:A
B,I'Ht[1]:A

Exemple 7.2.1

Par exemple, en supposant que pour tout z parmi ¢, u, v on a & = Ateb(z), alors on a
Ateb((tu-id) o[1-1 -5 ) = U((A)u) (U DI)5)1)1))
Le calcul U} (t) va donc incrémenter de 1 les variables libres de t afin de permettre le typage de

celui-ci dans I'environnement B,I". On peut donc dés a présent poser la propriété que cette fonction
devra vérifier.
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Propriété 7.2.2
Pour tout terme ¢ sans substitution on a: T'F¢: A = B, ' FU} () : A.

Il est évident que pour tout ¢, Ateb(t) ne contient pas de substitutions. On peut vérifier que le
terme résultant de 'application de la fonction Ateb est typable.

Lemme 7.2.3
'Ft:A = Tk Ateb(t): A

Preuve : On procede par induction sur le nombre d’étapes du calcul de Ateb(t).

e t=1ce¢t

AAF1:A

On a alors Ateb(t) = 1 et la dérivation de typage est la méme.

e t = (uw)et

''r«:B—+A T'tv:B
FF(uwv): A

Par hypotheése d’induction, on a I' = Ateb(u) : B — A et I' F Ateb(v) : B. On peut typer
Ateb(t) = Ateb(u) Ateb(v) de la facon suivante

'+ Ateb(u) : B— A T I Ateb(v) : B
[+ (Ateb(u) Ateb(v)) : A

o t = Au et

BTl'Fu:A
I'FXu:B— A

Par hypotheése d’induction, on a B,T" - Ateb(u) : A. On peut typer Ateb(t) = MNAteb(u) de la
facon suivante

B,T'F Ateb(u) : A
' MAteb(u) : B— A

o t=ulid] et

F'kFidoDl TFHu:A
I'Fufid : A

On conclut directement par hypothése d’induction.

o t=ulf] et

B,I'ttpel THu:A
B, I'Ful[t]: A

On conclut par hypothese d’induction et par la propriété 7.2.2.
o t=ufv-s]et
-s>I" T'kwv:B

F+ov-s> B, TV BI'tu:A
CFufv-s]: A




147 Uiapivtl C f. APPHCALIOLL d ACO

Par hypothese d’induction, on a I' = Ateb((Au)[s]) : B — A et I' - Ateb(v) : B. On conclut en
typant

'+ Ateb((Au)[s]): B— A T F Ateb(v) : B
' Ateb((Au)[s]) Ateb(v): A

e ¢ = uls o s], alors on conclut directement par hypotheése d’induction.

7.2.1 Définition des fonctions

La fonction U/ (t) effectue le réindicage du terme ¢ comme si on avait propagé une substitution [1].
Comme elle prend en parameétre un terme résultat de la fonction Ateb, elle ne travaille que sur des
termes sans substitutions, cependant, nous aurons besoin, plus tard, de I'utiliser sur des termes avec
substitutions mais sans 1. Lorsqu’elle est appliquée & une substitution, elle renvoie comme résultat
un couple formé d’un entier et d’'une substitution, sinon elle renvoie un terme. Voici sa définition
complete :

Z/{g(n) n+j sin > 1
U (n) = n sin <i
U (t w) = U (t) U (u)
Wy o= ()
uf(f['?]) = soit i, s’ = L{f(q)
dans U (t)[s']
U (id) = i,id
u}:j(t ) = soit i, s’ = L{f(q)
dans ' + I,Uij(t) g
U;;j(81 089) = s0it iy,sH = uij(sg)

TR j
et 4, s :Z/{f,z(:;])
-/ ! !
dans 7,57 0 85

La modification de 'indice 7 (et la valeur de I'entier du couple résultat dans le cas des substitutions)
reflete le nombre de - traversés, ceux-ci se comportant comme des .

On donne a présent la preuve de la propriété 7.2.2.

Preuve : Il nous faut prouver que, pour tout ¢ sans substitutions, T +#: A = B, T U} (t) : A.
En fait on va prouver un résultat plus général, a savoir I, A+ t: A=T,B,AFU(t): Aoui=|T|.
On procede par induction sur £.

—t=navecn <i:U(t)=n. Ona

F],A,FQ,A"’H,ZA

Avec n = |I'1| + 1. On peut conclure en typant

Fl,A,FQ,B,AI—n:A

~t=mnavecn>i:U({t)=n+1 Ona

)

F,A],A,AQ"HZA

Avec n = |I'| + |A;| 4+ 1. On peut conclure en typant

F,B,A1,A,A2|—n+1:A



(.40 DOLV LHPHGUE OLYN 14d

= (uv) : U (t) = U (u) U} ( v)). On conclut en appliquant deux fois ’hypothese d’induction.
= A\u (ave(‘ A=C—D):U(t) = ;(u). Ona

C.I'yUAru:D
ILAFM:C—D

Par hypothese d’induction, on a C,T', B, A F L{H]( u) : D, ce qui nous permet de construire la
dérivation suivante
C.T,B,A+U}l (u): D
L,B,AF XU} (u): C— D

Voici une propriété utile.

Propriété 7.2.4
Pour tout ¢, 7, 7, [, on a

wt) = Ut

Preuve : Par induction sur le terme %, le seul cas intéressant est celui de I'indice et il est immédiat.
Les autres cas se montrent par application directe de I'hypothese d’induction. [

Exemple 7.2.5
On reprend notre exemple. On avait calculé

Ateb((tfu-id) o[L-1-5- D) = U(((M)u) (U AAWw)5)1)D))
On peut propager 'opérateur, ce qui nous donne

Us ((A)u) (MU Ao)w)) 1)) = (U (8))Ug () (((AINUF (0))6)2)2)

7.2.2 Définition de la relation <

La fonction Ateb appliquée & un terme ¢ renvoie un nouveau terme t' qui ne peut pas se réduire
vers t. En effet, les termes 1 disparaissent et I'information qu’ils portaient est propagée dans #'. Les
réduits de ¢’ ne pourront donc pas comporter ces termes. Ceci est illustré par 'exemple suivant.

Exemple 7.2.6
Si on reprend notre exemple, on a

(AU (8))Ug (1)) (ANUZ(0))6)2)2)
_)*
UL UL (u) - id) UZ(v)[2-2 - 6 - id]

On remarque bien que l'information de réindicage du 1 du terme initial a été propagée dans le
terme : la substitution [1-1-5- 1] est devenue [2-2 -6 - id].
Le terme d’origine est

(t[w - id] v[1-1-5 1])[1]

Comme dans le chapitre précédent, la fonction Ateb a propagé les informations de réindicage, le
terme qu’elle nous renvoie ne peut donc pas se réduire vers le terme d’origine.
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On va donc étre obligé de simuler les réductions de notre terme original par le terme obtenu. On
pourrait penser définir les fonctions et la relation < comme ce qui suit. On se rendra compte que cela
ne fonctionne pas et on verra une solution alternative.

Pour effectuer la simulation, on pourrait procéder comme dans le chapitre précédent, a savoir
définir une fonction ¢ qui mette a plat les modifications d’indices d’un terme ¢ et y supprime les [id]
solitaires ainsi qu’une relation d’ordre sur le squelette des termes, notée <. On souhaite que cette
derniere dise que ¢t < t’ si et seulement si ¢ ne contient des 1 et des [id] qu’'aux endroits o ¢ en
contient aussi. La figure 7.1 présente leur définition.

n = n pour tout n et m n<m
tu = tu t<tetu<guy = (tu) < d)
At = M t< t = At <At
t[s] soit m, s’ = 5 dans t<t = t < t'[1]
US(E)[s'] sis’ #0 t<t = t < t'[id]
U (t) sinon t<tets<s = t[s] < t'[s']
1 1,0
id = 0,0 t<t
t-s soit n, s’ =5 dans id < id
n,t[s'] si s’ #0 id <7
n,t - id sinon t<tets<gs = t-s<t s
51082 = soit ny,s| =371 s s = 5K 8 oid
et ng, s, = 53 dans s s = s < idos'
n1+ng, 0 sis) = s =10 s s = s so?
n1 + no, Uy?(sh) si sh =0 s s = s <1 os'
ny + ng, sy si s =10 §1 K sh et sp K sy = s108 K| osh
n1 + ng, Uy?(s}) o sb sinon

Fi1Gg. 7.1 — Définition de la fonction # et de Pordre <

On pourrait ensuite définir la relation R, pour effectuer notre simulation, de la facon suivante :

IRt — t=tett<t

Cependant, il est inutile d’aller plus loin car cette relation ne conviendra pas pour la simulation.
En effet, un probléme survient pour la simulation de la regle Abs : (At)[s] = A(¢[1 - (so 1)]. Si s =id
(ou 1), alors un terme uR(At)[id] peut étre At qui ne vérifie pas AERA(£[1- (so 1)]. Il faudrait que notre
relation puisse s’étendre & cette id étendue, ainsi qu’a toutes ses extensions possibles (et de la méme
fagon pour 7). On va donc recommencer & définir une relation qui prenne en compte ce probleme.

Pour résoudre ce probléme, on va choisir d’égaliser les termes dont la o-forme normale est égale.
On appelle o I'ensemble des régles sauf B. La o-forme normale d’un terme est le terme résultant de
Iapplication de la cloture transitive de . On sait qu’une telle forme normale existe puisque o est
fortement normalisant (voir [1]). On notera o(t) la o-forme normale de ¢.

On commence par définir une notion de redexabilité des termes. L’intuition est de repérer les
termes “méchants”, c’est-a-dire ceux qui peuvent engendrer des B-redex.

Définition 7.2.7
On dira qu’'un terme est potentiellement redexable (et on notera PR(t)) si il contient des noeuds
application ou des noeuds .
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On définit ensuite la relation < qui va nous garantir que si v < ¢ alors 4 a la méme redexabilité
que t.

pour tout n et m n{m
txtetusu = (tu)=x (o)
t=xt = At < A
t <t = t < t'[s] si = PR(s)
txtetsxs = ts] [
=1
id < id
id X s si “PR(s)
ttets<s = t-s<xt-s
s = s <8 os; si =PR(s1)
s s = s<sos si =PR(s1)
s1x 8 etsgxsh = s108x 8,04

On définit la relation < de la facon suivante.

Définition 7.2.8
Pour tout t et u, u <t <= u < tet o(t)=o(u).

On remarque que 'on a toujours ¢ < ¢t. Voici quelques lemmes qui nous seront utiles pour le lemme
d’initialisation. Le premier exprime le fait qu’on ne change pas la o-forme normale en supprimant une
substitution [id)].

Lemme 7.2.9
Pour tout ¢, on a o(t) = o(t[id]).

Preuve : Voir [1]. ]

Lemme 7.2.10
Pour tout ¢, on a (U (t)) = U (a(t)).

Preuve : Comme l'application de Z/{a () ne fait qu’augmenter les indices des variables libres, elle
est orthogonale a la réduction des substitutions, qui operent sur les variables liées. [

Le lemme suivant exprime que la o-forme normale d'un terme ¢[1] est la méme que celle de U{ ().

Lemme 7.2.11
Pour tout ¢, on a o (UL (t)) = o (t[1]).

Preuve : En fait, on va prouver un résultat plus général. Soit 1} (s) = 1-(so 1), on démontre que
pour tout # et 4, on a o(U! () = o(t[*(1)]). Puisque o ([ (1)]) = o(a(t)[1(1)]), il suffit d’effectuer

la preuve pour t en o-forme normale. On procede par induction sur celle-ci.

ot =wuwv:alors o((u o) (1)) = o((u[* (1)) o(v[n? (1)]), et le résultat suit par hypothése
d’induction.

o t=u:alors o((Au)[N (D)) = Ao (u["T'(1)]) et o] (Au)) = A(o(U}';(u))). On conclut par
hypothese d’induction.

e t =1 : deux cas sont possibles,
soit i = 0, auquel cas (U (1)) = o(2
— soit ¢ > 0, auquel cas o(U} (1)) = o

o(l) =1.

e t =n > 1: deux cas sont possibles,

et (1 (1)]) = o(1[1 - (1 (Mo 1)) =varcons
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soit i < m, auquel cas o(U! (n)) = o(n + 1) = o(1[1]...[1]) =clos 1[1 0...0 1] et
—— N —

n n

o(n['M)]) = o (L) (D]) =cuos o (L[] 0.0 To (1))

n—1 n—1

On va prouver que ce dernier terme est égal a 11 o...0 1] par induction sur i :
————

x* 1=0:0(l[to...oto?]) =1} o...01]
n—1 n
x 1>0:
a(1[ oo to /(1)) = o(1[f oo To (1- (1 (1) 1)) = o (1[F 0.0 To 4" (1)o 1)

Par la regle Clos, on a

a(1f 0.0 to 1 (1)o 1]) = o (1[f o...o fo AT (N)][1]) = o (o (1[F o...o To A" (1))
n—2 n—2 n—2

Puisque 7 < n, alors # — 1 < n — 1 et on peut appliquer 'hypothése d’induction sur %, ce
qui nous donne

o(o(1[1 0...0 1o 4 D) = o(1[t 0...0 tJH]) =ctas 1[ 0.0 1].

n—2 n—1 n

soit i > n, auquel cas o(U (n)) = a(n) = o(1 [ |...[1]) =cios 1[1 0...0 1] et
h,_/
n— 1
o(n[*M)]) = o (L[N (D)) =cuos o (1] 0.0 To (T
n—1
On va prouver que ce dernier terme est égal & 1[1 o...o 1] par induction sur i :
N —
n—1
* 4 =0 : impossible car 1 > n > 1.
x ¢ =1:1impossible car i > n > 1.

* 4 =2: on a forcément n = 2 = 1[1], ce qui nous donne

a(1ft o #*(1)]) = o(1[to(1-((1-(To1)e 1))
=shiftcons (L[(L- (T 071))o1])
=Map o(1[1[1] - (T oo 1)])
—VarCons l[ﬂ
* 4> 2
o(1[f oo o *(1)]) = o(1[f oo To (1- (' (D)e 1))]) = a(1[F oo To "7 (1)o 1])
n—1 n—1 n—2

Par la régle Clos, on a o(1[f o...o o "' (1)o 1]) = o(1[1 o...o To A1 (1)][1]). Puisque

n—2 n—2
1 > mn,alors i —1 >mn — 1 et on peut appliquer 'hypothese d’induction sur 4, ce qui nous

donne o(1[1 o...0 1o 4 (1)][1]) = o(1[f 0.0 1][1]) =cias LT 0.0 1]-

n—2 n—2 n—1
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On va aussi avoir besoin d’un lemme pour égaliser des o-formes normales.

Lemme 7.2.12
Pour tout ¢, u, s et s’ tous en o-forme normale, si o(¢[1-(so 1)]) = o(t'[1-(s'0 1)]) alors o(t[u-s]) =
o(t'[u-s).

Preuve : Pour se convaincre du résultat, il suffit de regarder les variables libres de ¢ et t'. Dire
que les o-formes normales sont égales revient a dire que les termes sont égaux lorsqu’on remplace leur
variables libres par les termes des substitutions. La premiére forme de substitution, [1 - (so 1)], laisse
la premiére variable libre inchangée et modifie les autres. La seconde substitution, [u - s], remplace la
premiere variable libre par v dans les deux termes. [

On peut maintenant passer au lemme initial de notre simulation.

Lemme 7.2.13 (Initialisation)

Pour tout ¢, il existe u tel que Ateb(t) =75 u et u < t.

Preuve : On raisonne par induction sur le nombre d’étapes du calcul de Ateb(t).
Sit =n, alors Ateb(t) = n et il suffit de prendre u = n.

— Sit = (t; tg), alors Ateb(t) = (Ateb(t1) Ateb(ty)). Par hypothése d’induction, il existe uy et
ug tels que Ateb(t;) —75 up et uy <ty et Ateb(t2) =% ug et ug < t3. On conclut en prenant
u = (uy ug).

Sit = At', alors Ateb(t) = AAteb(t'). Par hypothése d’induction, il existe u' tel que Ateb(t') —7%
u'. On conclut en prenant u = Au'.

Sit = #'[id], alors Ateb(t) = Ateb(t'). Par hypotheése d’induction, il existe v’ tel que Ateb(t') —7
u’. On prend u = ' et on conclut & 'aide du lemme 7.2.9.

— Si t = #'[t], alors Ateb(t) = Ui(Ateb(t')). Par hypothése d’induction, il existe u’ tel que
Ateb(t') =% u'. On prend u = U (u') et on conclut & I'aide des lemmes 7.2.10 et 7.2.11.

— Sit = t'[so '], alors Ateb(t) = Ateb(t'[s][s']). Par hypothése d’induction, il existe u’ tel que
Ateb(t'[s][s"]) =% «'. On a quatre cas possibles suivant les valeurs de PR(s) et PR(s'), mais
dans tous les cas, on peut conclure en prenant u = u'.

Sit =ti[ts - s], alors Ateb(t) = Ateb((Mt1)[s]) Ateb(t2). Par hypothese d’induction, il existe u;
et uy tels que Ateb((At1)[s]) =75 ui et uy < (At1)[s] et Ateb(ta) =7 uo et up < ty. Deux cas sont
possibles suivant la forme de u;.

e Siu; = Avy (ce qui signifie que 'on a =PR(s)), alors on prend u = vi[ug - id]. Il nous
faut vérifier que u < t et la difficulté est de montrer o(u) = o(t). Par hypothése, on a
o(Avy) = o((Aty1)[s]). 11 est évident que o(Avy) = o((Avy)[id]) = Ao (o(v1)[1 - (ido 1)])).
D’autre part on a o((At1)[s]) = A(o(a(t1)[1 - (o(s)o 1)])), ce qui nous donne o(o(v1)[1 -
(ido 1)]) = o(o(t1)[L - (o(s)o 1)]). On est dans de bonnes conditions pour appliquer le
lemme 7.2.12 en insérant le terme o(ug) qui est égal & o(ty) par hypotheése, ce qui nous
donne o(o(v1)[o(ug) - id]) = o(o(t1)[o(t2) - s]) et nous permet de conclure.

e Siu; = (Avy)[s1], alors on prend u = vy[ug - s1] et on conclut de la méme fagon que dans
le point précédent avec 'aide du lemme 7.2.12.

7.2.3 Simulation

On peut a présent passer a la simulation proprement dite. On sépare I’ensemble des regles de
réduction en deux : la regle B et les autres, qu’on regroupe sous I'appellation Ry. On a bien Rs
fortement normalisant (voir [1, 22, 67, 72]). On veut établir les diagrammes suivants :
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t —nB t t —Rs t
\/ \V4 \/ \V4
U —>j"ﬁ u' u =3, u

On commence par regarder la simulation de B, puis celle des autres régles. Les deux propriétés
suivantes correspondent aux lemmes généraux 4.3.2 et 4.3.3.

Lemme 7.2.14
Pour tout ¢t — g t', pour tout u < t il existe v’ tel que u —p u' et v/ < t'.

t —nB t
\v \v
u —p u

Preuve : u <t nous donne u < t et o(u) = o(t). De plus, la relation < définie & I'aide du prédicat
PR nous assure que le redex redult par B apparait dans 4. On a donc u —p u' et on veut prouver
u' < t'. Sl est évident que v’ < t' vient directement du fait que u < ¢, il n’en est pas de méme pour
Iégalité des o-formes normales. On veut obtenir o(u') = o(#') avec pour hypothése o(u) = o(t). On
pose t = C[(Av) w], ce qui nous donne ' = Clv[w - id]] et u = C'[(M') w']. Deux cas sont possibles :

e le redex (Av) w n’apparait pas dans o(t). C’est-a-dire que le calcul de o(t) peut étre découpé de
la facon suivante :

Cl(Av) w] =5 Ci[1 o(Co[(Av) w] - 8)] = shiftcons Cils] =5 o(?)
Puisque o(t) = o(u), le méme scénario a lieu pour u. De la méme fagon que pour le redex, le
réduit va étre effacé de t' et de u’ et on obtient bien o(u’) = o ().

e le redex (Av) w apparait dans o(t). On écrira, pour tout ¢, t pour o(t), afin d’alléger les calculs.
On a alors les égalités suivantes :

(Cl[(Av) w])

= Gilo(((A) w)s)
= Ci[(Ao(y[1- (so
]

|
Q

[(Ao(¥[1 - (8’0 1)])) o(w’[8’])]- De t = u on déduit C; = Cf,

Et, de la méme facon, u = C]
()’(X[l (soM)]) = a(¥v'[1- (s’ 1)]) et o(w]s]) = o(w’[8’]). On regarde a présent les termes t’ et u’ :

t'= o(Clvw -id]])
= Cilo(v[w - id][s])]
=cilos Chlo(¥[(w -id) o g])]
=map Cilo(v[w]s] - §])]
= Ci[o(v[o(w[s]) - 5])]

Et, de la méme fagon, u’ = C{[o(v'[o(w’[8']) -8’])]. Des égalités précédemment définies on obtient
w = Cl[o(¥’[o(w][s]) - 8”])], et on peut conclure a 'aide du lemme 7.2.12.

Lemme 7.2.15
Pour tout t — g, t', pour tout u < ¢ il existe v’ tel que u —3, v’ et v/ < t'.

!

t —)R2 t
\v \V4
* /

u —))\g_ Uu
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Preuve : La preuve est facile car Ry est exactement le calcul des substitutions o. u < ¢ nous
donne u < t et o(u) = o(t), et, d’autre part, t —p, ¢’ implique o(t) = o(#'). Deux cas sont possibles
suivant que le redex apparait aussi dans « ou non. S'il n’apparait pas, on prend «' = u et on conclut
directement. Sinon, on réduit le redex avec la méme régle et on conclut en calculant o(u') = o(u) =
o(t'). [ |

Puisque la fonction Ateb(t) nous renvoie un terme t' qui se réduit vers u < ¢ (par le lemme 7.2.13),
on peut utiliser le théoréeme 4.4.2. On obtient que PSN implique SN pour le Ao-calcul, mais comme
celui-ci n’a pas la propriété PSN, on ne peut pas en tirer de conclusion de normalisation forte.
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Chapitre 8
Application a Aoy,

Voici une version avec noms du calcul Ao [1]. Les mémes remarques que celles du chapitre précédent
s’appliquent & ce calcul.

8.1 Présentation du calcul
Les termes du Aoj,-calcul sont donnés par la grammaire suivante :

tu=x | (tt)| Aot | t[s]
su=id| (t/r) - s|sos

Voici 'ensemble des regles de réduction :

(Az.t)u —pB t[(u/z) - id]

(t u)s] — App (t[s]) (u[s])

(Az.t)[s] —Lambda  AY-(t[(y/z) - s])  avec y variable fraiche
T[”]] — Varld x

.’E[(t/.’E) ’ S] — VarConst 1t

T[(f/"/) ' S] — VarCons2 T[g] (’I‘ #* ’t/)

t[s][s'] = Clos t[s o s']

idos —>1dI, S

((t/z)-s)os" — map (t[s']/z) - (sos')

(s1082) 083  —ags 510 (s2053)

Regardons les regles de typage (voir la remarque 6.1.1 en ce qui concerne le symbole >)

ks> TVHE: A

Azx:ATFz: A CHt[s]: A
I'-t:B—+A T'+ru:B z:BT'Ft: A
FH(tu): A F'kXzt:B— A
I'F4idoT

Ft:A TkspI s’ TMEs»I
'k (t/z) -s>x: AT 'Fsos'oI”

133
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8.2 PSN implique SN

On définit la fonction Ateb de la facon suivante :

Ateb(x) =z

Ateb(t u) = Ateb(t) Ateb(u)
Ateb(Az.t) = \z.Ateb(t)

Ateb(t[id]) = Ateb(t)

Ateb(t[s o s']) = Ateb(t[s][s'])
Ateb(t[(t'/z) - s]) = Ateb((Az.t)[s]) Ateb(t')

11 est évident que pour tout ¢, Ateb(t) ne contient pas de substitutions. Il nous faut vérifier que le
terme obtenu est typable.

Lemme 8.2.1
'Ft:A = Tk Ateb(t): A

Preuve : On procede par induction sur le nombre d’étapes du calcul de Ateb(t).

e t=uzxet

r: A ARz A

On a alors Ateb(t) = z et la dérivation de typage est la méme.

e t=(uw)et

''rv:B—+A T'rv:B
FF(uwv): A

Par hypothese d’induction, on a I' F Ateb(u) : B — A et I' b Ateb(v) : B. On peut typer
Ateb(t) = Ateb(u) Ateb(v) de la fagon suivante

't Ateb(u) : B— A T Ateb(v) : B
[+ (Ateb(u) Ateb(v)) : A

o t = Ax.u et

z:BI'Fu:A
'-Xzwu:B— A

Par hypothése d’induction, on a ',z : B F Ateb(u) : A. On peut typer Ateb(t) = Ax.Ateb(u) de
la fagon suivante

x:B,T'F Ateb(u) : A
' Az Ateb(u) : B — A

o {=ulid] et

'kFidoDl TFHu:A
I'Fufid : A

On conclut directement par hypothése d’induction.
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e t=u(v/z) - s] et

'FseI” T'Hv:B
't (v/z)-spxz:B,IY z:BTI'Fu:A
C'kFul(v/z) s]: A

Par hypotheése d’induction, on a I' F Ateb((Az.u)[s]) : B — A et I' - Ateb(v) : B. On conclut en
typant

' Ateb((Az.u)[s]) : B— A T+ Ateb(v) : B
[+ Ateb((Ax.u)[s]) Ateb(v): A

e ¢ = uls o s], alors on conclut directement par hypothése d’induction.

8.2.1 Définition de la relation <

Nous allons procéder de la méme facon que dans le chapitre précédent pour Ao, mais plus simple-
ment, puisque nous n’avons pas de 1. On utilise la méme notion de redexabilité (voir définition 7.2.7)
et la relation < est définie de maniere identique (sans les 1). On définit la relation < de la fagon
suivante.

Définition 8.2.2
Pour tout t et u, u <t <= u < tet o(t)=o(u).

On aura besoin du lemme 7.2.9 et il nous faut reformuler le lemme 7.2.12.

Lemme 8.2.3
Pour tout ¢, u, s et s’ tous en o-forme normale, si o (t[(y/z)-s]) = o(t'[(y/z)-s']) alors o (t[(u/z)-s]) =

o(t'[(u/z) - s).

Preuve : Pour se convaincre du résultat, il suffit de regarder les variables libres de ¢ et t'. Dire
que les o-formes normales sont égales revient a dire que les termes sont égaux lorsqu’on remplace leur
variables libres par les termes des substitutions. Comme on ne fait que changer le terme substitué,
I’égalité est préservée. u

Voici le lemme initial de notre simulation.

Lemme 8.2.4 (Initialisation)

Pour tout ¢, il existe u tel que Ateb(t) =75 u et u < t.

Preuve : On raisonne par induction sur le nombre d’étapes du calcul de Ateb(t).

— Sit =z, alors Ateb(t) = z et il suffit de prendre u = z.
Sit = (t1 t2), alors Ateb(t) = (Ateb(t1) Ateb(t2)). Par hypothese d’induction, il existe u; et
ug tels que Ateb(t;) =75 ur et uy <ty et Ateb(tz) =} u2 et ugp < to. On conclut en prenant
u = (u1 ug).

~ Si t = Az.t', alors Ateb(t) = Az.Ateb(t'). Par hypothése d’induction, il existe u' tel que
Ateb(t') =% u'. On conclut en prenant v = Az.u'.

— Sit = t'[id], alors Ateb(t) = Ateb(t'). Par hypothese d’induction, il existe u' tel que Ateb(t') =7
u’. On prend u = v’ et on conclut & 'aide du lemme 7.2.9.

- Sit = t'[so '], alors Ateb(t) = Ateb(t'[s][s']). Par hypothése d’induction, il existe u’ tel que
Ateb(t'[s][s']) =7 «'. On a quatre cas possibles suivant les valeurs de PR(s) et PR(s'), mais
dans tous les cas, on peut conclure en prenant v = u’.
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Sit = t1[(ta/x)-s|, alors Ateb(t) = Ateb((Az.t1)[s]) Ateb(t2). Par hypotheése d’induction, il existe
uy et ug tels que Ateb((Ax.t1)[s]) =% w1 et uy < (Az.t1)[s] et Ateb(ta) =% ug et ug < ta. Deux
cas sont possibles suivant la forme de u;.

e Siu; = Az.v; (ce qui signifie que 'on a =PR(s)), alors on prend u = v[(ug/x) - id]. 11
nous faut vérifier que u <t et la difficulté est de montrer o(u) = o(t). Par hypothese, on a
o(Az.v1) = o((Az.t1)[s]). Il est évident que o(Az.v1) = o((Az.v1)[id]) = Ay.(o(o(v1)[(y/z) -
id])). D’autre part on a o((Az.t1)[s]) = Ay.(o(o(t1)[(y/z) - o(s)])), ce qui nous donne
o(o(v1)[(y/x)-id]) = o(o(t1)[(y/x)-0(s)]). On est dans de bonnes conditions pour appliquer
le lemme 8.2.3 en insérant le terme o(uy) qui est égal & o(ty) par hypothése, ce qui nous
donne o(o(v1)[(o(uz)/z) -id]) = o(o(t1)[(o(t2)/z) - s]) et nous permet de conclure.

e Siu; = (Az.v1)[s1], alors on prend u = v1[(ug/z) - s1] et on conclut de la méme facon que
dans le point précédent avec 'aide du lemme 8.2.3.

8.2.2 Simulation

On peut & présent passer & la simulation proprement dite, qui va étre effectuée de la méme fagon
que pour Ao. On sépare I'ensemble des régles de réduction en deux : la régle B et les autres, qu’on
regroupe sous I'appellation Ry. On a bien Ry fortement normalisant. On veut établir les diagrammes
suivants :

t —p t t —r, '

\ \ \v4 \Y
+ l * i

u _>)\0'n Uu _>)\a'n u

On commence par regarder la simulation de B, puis celle des autres régles. Les deux propriétés
suivantes correspondent aux lemmes généraux 4.3.2 et 4.3.3.

Lemme 8.2.5
Pour tout ¢t — g t', pour tout u < ¢ il existe v’ tel que u —p u' et v’ <.

t —pB t
\v \v
u —p u

Preuve : u <t nous donne u < ¢t et o(u) = o(t). De plus, la relation < définie & I’aide du prédicat
PR nous assure que le redex réduit par B apparait dans v. On a donc v —pg u’ et on veut prouver
u' < t'. Sl est évident que v’ < t' vient directement du fait que u < ¢, il n’en est pas de méme pour
I'égalité des o-formes normales. On veut obtenir o(u') = o(t') avec pour hypothése o(u) = o(t). On
pose t = C[(Az.v) w], ce qui nous donne t' = Cv[(w/z) - id]] et u = C'[(Az.v") w']. Deux cas sont
possibles :

e le redex (Az.v) w n’apparait pas dans o(t). C’est-a-dire que le calcul de o(t) peut étre découpé
de la facon suivante :

Cl(Az.v) w] =% Cily[((Ca[(Az.v) w])/x) - S]] = varconsz C1[y[s]] =5 o(t)

Puisque o(t) = o(u), le méme scénario a lieu pour u. De la méme fagcon que pour le redex, le
réduit va étre effacé de ' et de u' et on obtient bien o(u') = o ().

e le redex (Az.v) w apparait dans o(t). Afin d’alléger les notations dans les calculs, on écrira, pour
tout ¢, t pour o(¢). On a les égalités suivantes :
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t = o(Cl(Az.v) w)
= Cilo(((Az.v) w)[s])]
= Ci[(Ay.o(v[(y/z) -8])) o(w[s])]

Et, de la méme fagon, u = C{[(Ay.c(¥[(y/z) - &])) o(w’[s])]. De t = u on déduit C; = C],
o(v[(y/x)-s]) = o(¥'[(y/z) - _’]) et o(w[s]) = o(w’[8’]). On regarde & présent les termes t’ et u’ :

t'= o(Clvw -id]])
= Cilo(v[w - id][s])]
=cilos Chlo(¥[(w -id) o g])]
=map Cilo(v[w]s] - §])]
= Cifo(v[o(w[s]) - 5])]

Et, de la méme facon, u’ = C}[o(¥’[o(w’[s’]) -8"])]. Des égalités précédemment définies on obtient
w = Ci[o(¥[o(w]s]) - 87])], et on peut conclure & I'aide du lemme 8.2.3.

Lemme 8.2.6
Pour tout ¢ — g, t, pour tout u <t il existe v’ tel que u —3 ' et u' <t

t —R» t
/ \v4

* /
u —>/\0n Uu

Preuve : La preuve est facile car Ry est exactement le calcul des substitutions o. u < ¢ nous
donne u < t et o(u) = o(t), et, d’autre part, t — g, ¢’ implique o(t) = o(#'). Deux cas sont possibles
suivant que le redex apparait aussi dans v ou non. S'il n’apparait pas, on prend «' = u et on conclut
directement. Sinon, on réduit le redex avec la méme régle et on conclut en calculant o(u') = o(u) =
a(t'). [ |

Puisque la fonction Ateb(t) nous renvoie un terme ¢’ qui se réduit vers u <t (par le lemme 8.2.4),
on peut utiliser le théoreme 4.4.2. On obtient que PSN implique SN pour le Ao,-calcul, mais comme
celui-ci n’a pas la propriété PSN, on ne peut pas en tirer de conclusion de normalisation forte.
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Troisieme partie

Normalisation forte du M\uji-calcul avec
substitutions explicites
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11

Le Apji-calcul [23] est une variante du Au-calcul [63] qui propose une notation de termes pour
le calcul des séquents de la logique classique. Il met en évidence des symétries terme/contexte et
appel-par-nom/appel-par-valeur. Ses deux régles de réduction principales forment une paire critique,
ce qui rend le calcul non-déterministe (non-confluent) et souleve des difficultés dans les preuves de
normalisation forte : une preuve par réductibilité utilisant une définition naive des candidats de
réductibilité tomberait dans une boucle symétrique d’induction mutuelle.

Une preuve de normalisation forte par réductibilité se fait en plusieurs étapes, comme nous l’avons
vu dans le chapitre 3. La définition des candidats de réductibilité doit étre choisie avec le plus grand
soin afin de faciliter les preuves ultérieures. Pour illustrer les difficultés dues a la symétrie, regardons
ce qui se passe lors de la preuve du lemme d’adéquation pour le A-calcul simplement typé. Dans ce
lemme, on part d’'un terme typé et on montre, par induction structurelle, qu’il est un candidat de
réductibilité. Si on nomme ECR I’ensemble des candidats de réductibilité, sa formulation, dans le cas
de I'abstraction, est la suivante :

Az.t typable = Az.t € ECR
La définition des candidats nous dit :

Azt € ECR < Vue€ ECR (\z.t) u € SN

Pour montrer que Az.t est un bon candidat, il faut le confronter a tous les candidats possibles et
vérifier que 'application des deux est un terme fortement normalisant. Pour prouver 'adéquation, on
prend alors un candidat u quelconque, on construit Papplication (Az.t) u et on regarde si ce terme est
fortement normalisant : on le réduit vers t{z < u} et on utilise 'hypotheése d’induction qui nous dit
que t est un candidat. Comme on a prouvé auparavant que les candidats sont fortement normalisants,
on peut conclure positivement pour le lemme d’adéquation.

Le A-calcul symétrique [6] est un exemple de calcul symétrique. Sans entrer dans les détails, on
peut dire que la principale différence avec le A-calcul est que I'application est symétrique, c’est-a-
dire qu’il n’y a plus de gauche et de droite. Le terme (Az.t) (Ay.u), par exemple, peut se réduire de
deux fagons, suivant le choix qu’on fait pour la fonction et son argument : si on prend (Az.t) comme
fonction, le terme se réduit en t{z < (Ay.u)}, dans l'autre cas, on obtient u{y < (Az.t)}. Comme
nous l'avons dit, un tel calcul n’est pas confluent, mais cette paire critique souléve aussi des problemes
dans la preuve de normalisation. Supposons qu’on ait naivement défini les candidats en disant :

Azt € ECR <= Vue€ ECR (A\z.t) u € SN et u (A\z.t) € SN
Alors quand on voudra prouver le lemme d’adéquation :
Az.t typable = Az.t € ECR

On sera obligé de prendre un candidat quelconque, en particulier une abstraction Ay.u et de regarder si
le terme (Az.t) (Ay.u) est fortement normalisant. Dans le A-calcul, on avait une seule réduction possible
de ce terme, ce qui nous permettait de conclure facilement. Mais 14, on peut réduire (Az.t) (Ay.u)
en u{y < (Az.t)}, et on ne peut plus rien dire de ce terme. En effet, on savait que t € FCR mais,
puisqu’on est en train de prouver que Az.t € FCR, on ne peut pas utiliser ce fait, et la définition de
Ay.u € ECR en aurait besoin pour conclure.

C’est pour cette raison que, dans [6], la définition des candidats de réductibilité est modifiée et
s’exprime plutot de la facon suivante :

Az.t € ECR <= Vu € ECR t{z + u} € SN

Avant de tester la normalisation forte, on commence par effectuer une étape de S-réduction, de facon a
interdire la réduction qui posait probleme ci-dessus. Grace a cette astuce, nous allons pouvoir établir,
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dans le chapitre 11, la normalisation forte du Apji-calcul typé. Ensuite, on introduira des substitutions
explicites dans ce calcul.

L’ajout de substitutions explicites pose déja des problémes dans les calculs non symétriques. 11
semble que dans un calcul symétrique, cela rende tres difficile I'utilisation de la technique de preuve par
réductibilité. Dans [45] est proposée une preuve de normalisation forte d'un fragment du Apji-calcul
auquel sont ajoutées des substitutions explicites. Pour pouvoir appliquer la technique de réductibilité,
la notion de candidat est étendue pour englober, d’une certaine facon, I’environnement de typage des
termes. Dans les preuves, il arrive un moment ot I'on est confronté a une substitution qui traverse
un lieur. On a vu dans le chapitre 3 que ’environnement de typage de la substitution doit alors étre
enrichi de la variable liée. Mais comme la notion de candidat contient cet environnement, cela signifie
que le terme doit changer de candidat.

La solution apportée dans [45] & ce probleme échoue a cause de la gestion des variable liées et libres
qui composent les termes. Pour prouver la normalisation forte du Apjix-calcul, nous prendrons une
autre approche : nous commencerons par utiliser la technique de perpétuité formalisée dans [13] pour
prouver que ce calcul possede la propriété PSN, puis nous appliquerons la technique “PSN implique
SN” présentée dans la deuxieéme partie de cette these pour obtenir le résultat.

On se base initialement sur le travail de [6]. On va procéder en trois étapes, en partant du fragment
de A\pufi qui correspond A peu prés au A-calcul symétrique, puis en ajoutant successivement les construc-
tions propres & Auji et enfin les substitutions explicites. De ce fait, la premiére étape (chapitre 10)
contient une preuve similaire & celle de [6] avec les notations de [45]. La deuxiéme étape (chapitre 11)
présente la preuve de normalisation forte du Apji-calcul (sans substitutions explicites), essentielle &
la troisieme étape (chapitre 12) qui contient la preuve de normalisation forte du Apjix-calcul. On
commence par présenter le \pji-calcul dans le chapitre 9.

Ce travail & été publié dans [64].



Chapitre 9

Présentation du \uji-calcul

Ce chapitre donne une courte présentation du Apfi-calcul. On commence par donner quelques
motivations a la définition de ce calcul, puis on présente les termes et les régles de typage. Enfin on
explique comment la symétrie a été complétée avec 'ajout d’un opérateur logique et de deux formes
de termes supplémentaires. Cette présentation reprend l'introduction de [23].

9.1 Motivations

L’étude des langages de programmation a conduit a ’observation qu’il existe des symétries, comme
par exemple les entrées/sorties ou encore celle, programme/contexte, entre un programme et son
contexte d’exécution. Il est aussi apparu récemment qu’une symétrie existe entre les deux principales
stratégies d’évaluation du A-calcul : I'appel par nom et 1'appel par valeur.

9.1.1 Appel par nom, appel par valeur

Dans ces deux notions on retrouve le mot appel car ces deux stratégies parlent de la facon dont
on traite 'appel d’une fonction pour un argument, c’est-a-dire I'application. En effet, regardons un
terme quelconque de la forme ¢ u, il peut étre S-réduit de plusieurs manieres :

on peut réduire un redex de ¢ (8’il en existe un) : ¢ — ¢, ce qui nous donne la réduction :
tu—t u,
on peut réduire un redex de u (8l en existe un) : u — u/, ce qui nous donne la réduction :
tu—tau,

— et si ¢t = Az.v, alors on peut aussi réduire le S-redex : (Az.v) u — v{z  u}.

Lorsque nous avons présenté le A-calcul (chapitre 2), nous n’avons rien dit sur les différentes
stratégies d’évaluation qui choisissent, parmi ces trois possibilités ci-dessus, dans quel ordre effectuer
les S-réductions.

Pour le terme ¢ u, la stratégie appelée appel par nom consiste a évaluer d’abord le terme ¢ jusqu’a
obtenir un A, c’est-a-dire jusqu’a obtenir un terme ¢’ = Az.v. On s’interdit de réduire le terme u
tant qu’on a pas obtenu ce terme Az.v. Ce dernier une fois obtenu, on réduit le terme (Az.v) u vers
v{z < u} et on poursuit 'évaluation de notre A-terme. Si la variable z n’apparait pas dans v, alors le
terme u sera effacé. L'intérét de cette stratégie est donc qu’elle retarde 1’évaluation de u jusqu’a étre
stur que ce terme sera effectivement utilisé dans la fonction.

La stratégie appelée appel par valeur consiste a ne réduire un redex (Az.v) u que si u est une
valeur. En premiere intuition, on peut considérer qu'une valeur est un terme qui ne peut pas étre
réduit davantage, c’est-a-dire un terme en forme normale. Ainsi, si u est une valeur, on peut réduire
(Az.v) u vers v{z < u} et on poursuit I’évaluation de notre A-terme. L’avantage de cette stratégie
est qu’elle factorise les réductions de w : si la variable x apparait n fois dans le terme v, la stratégie
précédente nécessitera n fois I’évaluation du terme u, contre une fois seulement pour cette stratégie.

143
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Evaluer d’abord la fonction ou d’abord 'argument semble symétrique, le Aufi-calcul rendra compte
de cette symétrie & I'intérieur méme de ses termes et de ses régles de réduction.

9.1.2 Calcul des séquents vs. déduction naturelle

Comme nous allons le voir, les regles de typage du Auji-calcul sont données dans le formalisme du
calcul des séquents. En effet, bien que ce formalisme soit moins naturel que la déduction naturelle,
il possede d’autres avantages : il vérifie la propriété de la sous-formule, ce qui est un atout précieux
dans la recherche automatique de preuves, et la coupure y est bien mieux caractérisée que dans la
déduction naturelle (voir section 3.1.2). En outre, la symétrie des régles d’introduction & gauche et a
droite en fait une bonne base de départ pour la conception d’un calcul exhibant la symétrie appel-
par-nom/appel-par-valeur.

Par rapport au calcul des séquent présenté dans le chapitre 3, une différence notable sera la
présence de plusieurs formules a droite des séquents. Sans entrer dans les détails, cela corresond au
fait qu’on travaille ici dans la logique classique, et non plus seulement dans le fragment intuitionniste.

Pour donner les regles de typage du calcul, nous aurons besoin d’isoler dans un séquent la formule
active. Pour cela, nous noterons parfois les séquents de la fagon suivante :

I'FAA ou encore A A

D’un point de vue logique, le symbole | ne sert a rien, il est juste une autre notation de la virgule.
Il nous permettra d’identifer une formule sur laquelle la regle va opérer.

9.2 Définitions

Avec ces intuitions de symétrie, nous allons pouvoir regarder la définition des termes et des régles
de réduction et de typage du Aup-calcul.

Pour pouvoir retranscrire l'intuition que I'on a donnée de la symétrie programme/contexte, il
nous faut tout d’abord séparer ces deux objets. Au lieu de réaliser I'application d’une fonction a son
argument, on va mettre cette fonction dans un contexte qui contient son argument. Cette notion est
moins naturelle que I'application, mais elle est plus proche de ce qui se passe dans I'exécution des
programmes. Nous aurons donc trois catégoriés d’objets : les termes, les contextes, et les commandes
qui seront constituées d’un couple (terme,contexte). Les termes correspondent aux programmes, les
contextes a leur environnement, et les commandes & la rencontre d’un programme et d’un contexte.
La symétrie terme/contexte apparaitra dans le typage : les termes seront typés a droite du séquent
tandis que les contextes seront typés a gauche, les commandes seront alors naturellement typées par
la regle de coupure.

objets et réductions, premiére version

Commencons par regarder les termes. En partant du A-calcul, on peut tout de suite donner deux
termes : les variables z, et les fonctions Az.v, ot v est lui-aussi un terme. Nous n’avons plus 'application
puisqu’elle sera représentée par une commande. Regardons tout de suite les regles de typage de ces
termes. Mis & part le symbole |, elle nous sont familiéres :

Fz:AFwv:BIA
Fz:AFxz: AA 'Xzw:A— BA

Si nous voulons maintenant construire des contextes, nous pouvons nous aider de la logique. La
commande composée d’'un terme de la forme Az.v et d’'un contexte e quelconque sera typé par une
coupure. Le terme Az.v correspondant & I'introduction de la fleche a droite, on doit donc avoir une
forme de contexte qui corresponde a l'introduction de la fleche & gauche. Voici la régle de typage,
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dans laquelle les 7 représentent les “trous” qu’il faut combler par des objets (termes, contextes ou
commandes) :
L7 A|[A T|?7:BFA
r?:A=BFA

Pour combler les trous, il suffit de regarder les deux séquents en hypothese. Le premier, ' =7 : A|A
correspond au typage d’un terme, notons le v, le deuxieéme, I'|7 : B = A correspond au typage d’un
contexte, notons le e. On est donc en présence de deux objets, un peu comme dans la régle qui type
I’application dans le A-calcul. Le terme dans le séquent conclusion doit étre une sorte de composition

entre v et e. Regardons plus loin. Si on recommence & typer le contexte e avec la méme regle, cela va
nous donner un autre terme v, et un autre contexte ¢’ qui pourrait lui-aussi étre composé d’un terme
v”, etc... Le typage d’un contexte avec cette régle correspond au typage d’une suite de termes, cela
correspond & la notion d’environnement d’un programme, c’est-a-dire & une pile. On note 'empilement

d’un terme v sur un contexte e avec la syntaxe suivante : v - e. La régle de typage devient :
F'Fov:AJA Tle:BFA
I'v-e: A= BFA

Il faut pouvoir terminer le typage d’un contexte, c’est-a-dire qu’il nous faut un contexte dont le
typage ne fasse pas appel au typage d’un contexte plus petit. Autrement dit, il nous faut une fin de
pile. Le plus simple consiste & donner un contexte dont le typage utilise la régle axiome, ce qui nous
garantit que le typage s’arrétera la. Par symétrie, on est satisfait de cette possibilité qui correspondra
au typage d’une variable de contexte. Les variables de termes étant notées z, y, z, etc. nous noterons
les variables de contexte «, 8, etc. Voici la régle de typage :

Fla:AFa: A A

Elle est identique & celle du typage des variables de termes, sauf pour la position du symbole |,
qui se trouve ici a gauche puisqu’il s’agit d’un contexte.

Comme nous l'avons dit, une commande est composée d'un terme v et d’un contexte e, nous
noterons cela (v|e). Le typage d’'une commande correspond & la régle de coupure du calcul des séquents :

FFov:AA Tle: AFA
(vle) : (T'F A)

Nous avons placé le type de (v|e) entre parenthese et & part de la commande elle-méme car une
commande n’est ni un terme, ni un contexte, et ne peut donc apparaitre ni a droite, ni a gauche du
séquent.

Préoccupons nous un peu de Pévaluation de nos objets. Prenons la commande (Az.v|v’ - €), elle
correspond & Dapplication de la fonction Az.v au parameétre v’. Nous pourrions étre tentés de la
réduire vers (v[v'/z]|e) pour mimer la S-réduction, mais nous souhaitons ici avoir un controle plus
fin sur I'exécution dans le but de choisir 'appel par nom ou I’appel par valeur. Notre commande
va se réduire vers une autre commande qui laissera encore le choix de la stratégie de réduction.
Cette commande dira que ’évaluation peut se poursuivre dans le parametre v’, avec comme contexte
le souvenir que le résultat de v’ devra remplacer z dans le terme v. Il faut introduire un nouveau
contexte correspondant a cette mémorisation, il sera noté fiz.c o1 ¢ est une commande, en 'occurence
la commande (v|e) puisque la mémorisation doit aussi prendre en compte le contexte e.

Voici une premiere version de notre systéeme. Les termes sont donnés par la grammaire suivante :

v u= z|Azw

e = alv-e
n= (vle)
Et nous pouvons donner deux regles de réduction :
(B) Az -e) — |pz(v
(B) iz - clofal

Bz.c

e)) siz & FV(e)



173V viiaplitl© J. 1 1esSCLLatiOn (U AL fA-CalC il

Compléter la symétrie

On peut faire deux observations sur le systéme ci-dessus. Premiérement, il ne contient pas ’opérateur
w de [63], dont nous avons pourtant dit que ce calcul s’inspirait. Deuxiémement, il y a une dissymétrie
entre les termes et les contextes, alors qu’on souhaitait une symétrie. La symétrie entre termes et
contextes va étre obtenue en ajoutant l'opérateur p, symétrique du fi, et en ajoutant deux autres
opérateurs que nous allons présenter maintenant.

Dans notre présentation ci-dessus, les termes ont un lieur Az.v tandis que les contextes ont un
constructeur de piles de termes v - e. Il semble naturel de vouloir compléter notre systeme en donnant
un lieur pour les contextes, par exemple aX.e, et un constructeur de piles de contextes, que l'on
notera e- v (le symbole - est surchargé par cette nouvelle définition, mais le type des lettres v ou e
nous permettra toujours de lever 'ambiguité). Du point de vue logique, il faut ajouter un nouveau
connecteur pour pouvoir typer ces nouveaux objets : ce sera le connecteur “différence”, noté —, et il
sera le dual de I'implication. Voici la définition des termes du Apji-calcul :

v = z|Azw]|e-v|pac
n= alale|v-e| pzx.c

n= (vle)
Voici les regles de typage des deux nouvelles constructions syntaxiques :

Fle:BFa:AA F'Fov:BJA Tle: AFA
Flade: B—AF A 'ke-v:B—AlA

Nous ajoutons une régle pour le A des contextes et une pour le u, en effectuant la symétrie avec
(B) et (f1), ce qui nous donne les quatre régles suivantes :

(B) Azl -e) — (V|pz(vle)) siz g FV(e)
(B) ("-vjare) — (na.(vle)le’) sia ¢ FV(v)
(1) (uocle) = clefa
(i) (vlir.c) - clvfa]

On s’apercoit que les régles (u) et (i) forment une paire critique : on peut réduire le terme
(pa.clpr.c’) de deux fagons différentes.

(pa.clpz.c)
(n) " No(m)
clpz.d/a]  dpa.c/x]

C’est ici que se trouve le choix entre appel par nom et appel par valeur. Si on choisit de toujours
réduire le p-redex en prioriété, on suit la stratégie d’appel par valeur, tandis que si on choisit de
toujours réduire le ji-redex en prioriété, on suit la stratégie d’appel par nom. Cette paire critique ne
peut pas étre jointe, cela rend le systéme non-confluent et c’est cela aussi qui souleve des difficultés
dans les preuves de normalisation forte.

Exemple 9.2.1

e Pour illustrer le choix entre appel par nom et appel par valeur, regardons un exemple de
réduction. Le terme (Az.z z) ((Az.z) x) se réduit, dans le A-calcul, de deux maniéres différentes
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suivant la stratégie que ’on emploie :

appel par valeur N\, appel par nom

\J \J
1

La traduction de (Az.z z) ((Az.z) z) dans le Apji-calcul donne le terme

pa(pp(zpy.(Az.zly - B) |z (Az.py- (o a2 (z]2" - 9)]2 - o))

En isolant les deux sous-termes principaux, on constate qu’ils forment la paire critique qui
nous laisse le choix entre appel par nom (regle 1) et appel par valeur (régle p) :

pad  pBialiiy.Oaaly- B)) | iz (apy(al iz ol )z a) )

Pour mieux voir les réductions suivants ces deux stratégies, on commence par réduire les deux
sous-termes :

po (B (zliy.-(Az.xly - B)| iz (Az.py(z|iz' (z]2" - )]z - @)
Li
po(pB.(Az.zlz - B)|pz.(Az.py. (2| iz (z]2" - )|z - o))

Li

po(pf.(Ar.z|x - B)|az.(Az.py x|z - )|z - o))
1B

poepB. Azl - B)|pz.(z pw.(py.(z]z - y)| o))
bu

po(pB.(Az.zlz - B)|pz.(z| iz (z|z - a)))
Li
po(pB.(Ar.zlz - B)|pz.(z|z - o))

Voici enfin les deux réductions de ce dernier terme :

po pp.(Az.z|x - p) | gzzlz-a) )
appel par valeur (u) N\, appel par nom (f)

Bl vz
il 1B
poleliz el a))  pon{ale.(alpb. Dl - 6) - a))

[l gL

1B

.|z 218)) - )
gL
pon-{|uB (1) - )
lsv!

poz|r - o)

e Un exemple sans doute encore plus explicite met en jeu le terme {2 qui, rappelons-le, n’a
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pas de forme normale, c’est-a-dire qu’il peut étre réduit indéfiniment (voir chapitre 2). Dans
le A-calcul, le terme (Az.y) Q se réduit, en appel par nom, vers y, alors que sa réduction ne
s’arréte jamais en appel par valeur :

(Az.y) Q
appel par valeur \, appel par nom
4 =
(Az.y) Q y

!

Supposons que la traduction de Q dans le Apjfi-calcul soit 3.9, alors la traduction de (Az.y) Q
est pa.(uB.Q|iz.(Ar.y|z - a)). La non-terminaison de (2 est préservée par la traduction, c’est-
a-dire que pour tout contexte e, Q{3 <+ e} admet une dérivation infinie en stratégie d’appel
par valeur. On a les réductions suivantes :

pa(pBQliz.(Az.y|z - a))
1B
| sel
pa(ppB.Qlp.(y|o))
appelpar valeur (u) N\, appel par nom (;1_)
po S B pz(yla)}  palyla){r < pB.Q}

i) =

pa DB fiz(ylo)} e (gl
4 Lsv!
: y

'Le terme pa.(v|a) dans lequel a n’est pas libre dans v, et le terme v sont sémantiquement équivalents. La regle se,
et son symétrique sv, sont des régles de simplification (voir leur définition dans chapitre suivant).



Chapitre 10

Normalisation forte du ppu-calcul

Cette section suit fidelement le travail de Barbanera et Berardi [6]. On se contente d’adapter
la preuve en distinguant les parties droite et gauche de la coupure et en prenant les notations du
Apfi-calcul.

10.1 Définition du calcul

Il y a trois catégories syntaxiques : les termes, les contextes et les commandes; notées respecti-
vement v, e, c. On donne deux ensembles de variables : Var est ’ensemble des variables de termes,
ce sont des valeurs notées z, y, z etc.; Var® est Pensemble des variables de contextes, ce sont des
contextes notés a, (3, v etc. La syntaxe du pji-calcul est :

¢ = (vle)
v = | pac
e = a| pr.c

Les regles de réduction sont données ci-dessous. Les deux régles p et i forment une paire critique
non joignable, ce qui rend le calcul non-déterministe :

(W) (uocle) = cle/o]
@) (olizc) - dofa]
(sv) pa(vle) — v sia ¢ FV(v)
(se) pxzle) — e siz & FV(e)

Notation 10.1.1
Lorsque cela sera nécessaire, on notera ce systeme de réduction — ;.

Trois formes de séquents typent les catégories syntaxiques : les commandes sont typées par (I' = A),
les termes par I' = A|A, et les contextes par I'|A = A. Voici les regles de typage :

F'Fov:AA Tle: AFA
(vle) : (T A)

Fla:AFAja:A Tyz: AFAlz: A

c:(Tyz:AFA) ¢:(TFa:AA)
Clpr.c: AFA Tk pac: A|A

149



1JU wilaplitl € LU, IVOULLHallsoation 100ve au fb-Caltul

Remarque 10.1.2
On note qu’il n’y a pas de structure de types. Le calcul est en fait un simple calcul de manipulation
de la coupure.

10.2 Définition des ECR

Définition 10.2.1
On définit simultanément :

— les opérateurs :
Mu(X) =pes {pa.c | Vee X cle/a] € [F]}

Mu(X) =pef {pz.c | Yve X clv/z] €[]}

Puis,
Negp 1(X) = Var U Mu(X)

Negp (X)) = Var™ U Mu(X)

On a besoin, pour chaque type, d’inclure toutes les variables dans les ensembles de
réductibilité, afin d’étre sur de toujours pouvoir trouver une variable libre pour réaliser
la preuve du lemme 10.3.1. Les deux Neg sont des opérateurs décroissants, donc Negp _jo
Negy_ ) est un opérateur croissant. D’aprés Tarski, il existe alors un point fixe Xj.

Remarque 10.2.2
On peut prendre le plus petit point fixe si on le souhaite, mais, puisqu’on ne se sert de ce
point fixe que pour prouver la propriété 10.2.4, n’importe quel point fixe fait I’affaire.

Les ECR :
[['_]] = SNuﬂ

Puis
I[F -]=Xo et [~ F]= Negy H](X[])

Remarque 10.2.3

On sait que Negy_ H](X[]) est un point fixe car Negp_ 170 Negy _y est aussi un opérateur
croissant et car, puisque X est un point fixe, on a :

Negy _j o Negp_ 1(Xo) = Xo

Negp_ 1((Negy _j 0 Negp_ +7)(Xo)) = Negp— -(Xo)
—

(Negp_ 70 Negy- _1)(Negp— 1(Xo0)) = Negj_ +7(Xo)

Propriété 10.2.4 (Bonne définition)

Les ECR définis ci-dessus vérifient
(i) Var C [F —]
(ii) Vart c [ H]
(iii) pa.ce [F =] < Vee[— F] cle/a] € [F]
(iv) prce - F] <= Yo e[ -] cv/z] € [F]

Preuve : Par la définition 10.2.1 on a [F] = SN ; et les points (i) et (ii). On prouve & présent
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(iii) et (iv). En fait, on se contente de prouver (iii), car (iv) est symétriquement identique.

pace - -] s Vee[- H] ce/a] € [F]
<~ R
pre.c € Negr _jo Negp_ ,_ﬂ([[l— -1 pa.c € Mu([— F])
<~ R

pa.c € Var U Mu(Neg[[f ,_]]([[l— -1)) <= pa.ce VarU Mu([— F])

10.3 Propriétés des ECR

Voici les lemmes habituels des preuves par réductibilité : normalisation forte des ECR puis ferme-
ture par réduction.

Lemme 10.3.1 (Normalisation forte des ECR)
On a

L [F -] C SN
2. [- F]l C SN
3. [F] ¢ SNM]

Preuve :
1. On regarde les différentes formes de v € [- —] :
v=1x:z €SNy
— v = pa.c : par le point (ii) de la proposition 10.2.4, a € [— F], et, par le point (iii) de la
proposition 10.2.4, c[a/a] = ¢ € [F](= SN ;). Ce qui nous donne pro.c € SN .
2. Le cas pour e est traité de facon similaire au cas ci-dessus en considérant la symétrie.
3. Par définition [F] = SN ;.

Lemme 10.3.2 (Fermeture par réduction)

Pour tout v, e et ¢, on a
Lovelr =], v—=0v = v e[- -]
2.ee[- FH,e—e = € e[- H]
3.ce[F], c=d = d€[H]

Preuve : En considérant les différentes formes de v, e, et c.

1.1. v =z : alors il n’y a pas de réduction possible.

1.2. v = pa.c : deux cas sont possibles.
La réduction est ¢ — ¢/. On sait par hypothese que pa.c € [F —] donc, par le point (iii) de
la proposition 10.2.4, Ve € [— F] cle/a] € SN ;. On a alors ¢[e/a] € SN, (toujours pour
tout e € [ F]) et on conclut a 'aide du point (iii) de la proposition 10.2.4.

— La réduction est pa.(v|a) — v avec a ¢ FV (v). On sait par hypothese que pa.(v|a) € [F —]
donc, par le point (iii) de la proposition 10.2.4, Ve € [— F] (v|a)[e/a] € SN ,;, c'est-a-dire
(vle) € SN ;- Si v est une variable, alors la conclusion est immédiate. Sinon, on a v = pf.c
et (up.cle) € SN, implique cle/f] € SN i, ce qui nous donne pf.c € [ —] par le point
(iii) de la proposition 10.2.4.

2.1. e =« : alors il n’y a pas de réduction possible.
2.2. e = pz.c : la preuve est identique a celle du cas v = pa.c en prenant la symétrie.
3. c€ [F] : alors ¢ € SN et ¢ — ¢ implique que ¢ € SN ;5 = [F].
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10.4 Preuve de normalisation forte

Voici un lemme qui nous sera utile pour construire inductivement ’appartenance d’un terme a un

ECR.

Lemme 10.4.1
Pour tout v et e, on a
vel[F —], ee[- F] = (vle) € [FH]

Preuve : Par définition de [], il faut et il suffit de montrer que (v|e) € SN ;. On va procéder
en regardant les différents couples v, e possibles. Puisque par le lemme 10.3.1, on a v € SN ,; et
e € SN, on raisonnera aussi par induction sur la forte normalisation de v et e. Si (v|e) — (v'|e)
(resp. (v|e) — (v|e’)) on conclut par hypothése d’induction sur la forte normalisation de v (resp. e)
et par le lemme 10.3.2. Sinon la réduction est soit u soit . Dans les deux cas, on conclut alors par
définition de pa.c € [F —] ou pz.c € [- F]. ]

Le lemme qui suit est le dernier nécessaire, c’est le lemme d’adéquation.

Lemme 10.4.2 (Adéquation)

Soit ¢ un terme du langage avec FV(t) = X; U Xy (X, C Var et Xy C Vart) et les variables
z; € Xy sont de type B; et les variables a; € X5 sont de type C;. Pour tout ensemble de termes
v;,ej tels que Vi v; € [F —] et Vj e; € [- F], on a selon la forme de ¢

1. Soit Xy : Bt wv: A|X,:C alors

V[V1/T1y sV [Ty 1)1y ey e fam] € [F =]
2. Soit X : Ble: AF Xy : C alors

elv1/T1, .U /Tn,e1/00, oy em/am] € [ ]
3. Soit ¢: (X1 : B+ Xg:C) alors

clv1/x1, s vn/Tn, e1/a1, o em/am] € [F]

Remarque 10.4.3

La notation X; : B est un raccourci pour une énumération de {z; : B;|li € [1,n]} (idem pour
X2 . C)

Preuve : On notera [//] la substitution [v/z1,...,v,/Tp, €1/a1,...,em/ap]. On raisonne par
induction sur la structure de ¢.
— v =z : alors, par hypothese, 3i € [1,n] A = B;. Ainsi

v[z1/v1, s T fvn, arfer, . amfen] = v €[F ] =[F ]

v = pa.c : puisqu’on peut renommer les variables liées, on peut supposer que « & {aq, ..., ap }.
Maintenant, par le point (iii) de la proposition 10.2.4, pour prouver que

poclvy /o1, v [Tn, €1/ o, o em/am] = pacl/]] € [F =]

il est suffisant de prouver que, pour tout e € [— F],

c[//,e/e] € [F]

ce qui est fait par hypothése d’induction.
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e = « : ce cas est le méme que v = x par symétrie
e = uz.c : ce cas est le méme que v = pa.c par symétrie
— ¢ = (v|e). Par hypotheése d’induction sur v et e et par le lemme 10.4.1 le résultat est immédiat.
|

On peut maintenant passer au théoréeme principal de ce chapitre.

Théoreme 10.4.4
Le ppi-calcul est fortement normalisant.

Preuve : Soit ¢t un terme du pji-calcul typé par I' et A, c’est-a-dire tel que la conclusion de
sa dérivation de typage est soit I' - ¢ : A|A, soit I'|t : A = A, soit ¢ : (I'  A). Supposons que ses
variables libres sont {1, ..., &y, %1, ..., Ty }, chacune typée x; : A; et «; : B;. Par les points (i) et (ii)
de la proposition 10.2.4, on obtient que pour tout 7 et j, z; € [F —] et o; € [— F]. Alors, par le
lemme 10.4.2, t[z1/%1, ..., Ty [Tp, 01 /@1y ooy Oy ] = t est bien dans un ECR. Par le lemme 10.3.1,
on conclut t € SN . [
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Chapitre 11

Normalisation forte du M\uji-calcul

On étend le calcul du chapitre précédent en ajoutant les deux A-abstractions duales ainsi que les
piles de termes et de contextes.

11.1 Définition du calcul

Ily a trois catégories syntaxiques : les termes, les contextes et les commandes ; notés respectivement
v, e, c. On donne deux ensembles de variables : Var est I’ensemble des variables de termes, ce sont
des valeurs notées z, y, z etc.; Var' est Pensemble des variables de contextes, ce sont des contextes
notés «, 3, v etc. La syntaxe du Apji-calcul est :

¢ = (vle)
v = x| Azw|e v pac
e = alale|v-e|pzc

Les régles de réduction sont données dans le tableau suivant. Les regles (u) et () forment une
paire critique :

(B)  (Azwl'-e) — (V'|pz.(vle)) siz ¢ FV(e)
(B) (¢ -vare) — (ua.vle)le’) sia g FV(v)
() {poce) - clefal
@ (e - /)
(sv) pa(vle) — v sia g FV(v)
(se) px.(zle) — e siz ¢ FV(e)

Trois formes de séquents typent les catégories syntaxiques : les commandes sont typées par (I' = A),
les termes par I' = A|A et les contextes par I'|A - A. On regarde a présent les régles de typage :

F'Fov:AA Tle: AFA
(vle) : (T A)
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F'Fv:AJA Tle:BFA TrRv:BJA Tle:AFA

Fla:AFAa:A Tyo: AFAlz: A

Fle:BFa:AA

Iz:AFwv:B|A

Flade: A—BFA TFAMw:A— BIA

Fv-e:A—-BFA

c:(Tyz: AFA)

'te-v:A—-B|A

c:(THa:AA)

Clpr.c: AFA

'tk pac: AlA

11.2 Définition des ECR

On définit simultanément et par induction sur la structure du type :
les opérateurs :

Lambda (X1, X5) {Az.wv | Yo' € Xq,e € Xo (v[v'/z]le) € [F]}

—Def
Cons(X1, Xo9) =pef {v-e| veEXietee Xy}
Lambda(X1,X2) =pes {are | Ve' € Xi,v € Xy (vle[e'/a]) € [F]}
Cons(X1, X2) =pef 1e-v | e€ Xjetve Xy}
Mu(X) =pef {po.c | Yee X cle/a] € [F]}
Mu(X) =pef {pz.c | Yo e X cv/z] € [F]}

Puis,
e si A est atomique

Negpe41(Y) = Var U Mu(Y)
Negparp(X) = Vart U m(X)
e si A= A1 — A2
Negp41(Y) = Var U Mu(Y') U Lambda([- Ai], [As )

Negparp(X) = Var+ U m(X) U Cons([F A1], [A2 F])
e si A= A1 — A2
Negg 4)(Y) = Var U Mu(Y') U Cons([A; F]. [ As])

Negpa(X) = Var™ U Mu(X) U Lambda([A; H], [+ As])

Neg est un opérateur décroissant, donc Negp ) © Negpap est un opérateur croissant. D’apres

Tarski, il existe alors un point fixe X(f‘.

— Les ensembles de réductibilité :

[F] = SN

Apji
Puis

[F A= X' et [AF]= Negparp(Xg')
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Remarque 11.2.1
On sait que Neg[[A,_]](Xé‘]) est un point fixe (voir la remarque 10.2.3).

Propriété 11.2.2 (Bonne définition)
Les ECR définis ci-dessus vérifient

(i)  Var C[F A]
(i) Vart Cc [AH]
(ili) ve[F A] < soit v=2x
soit v=-e-v avec A = A; — Ao,
e €A F]et v e[ Ag]
soit v = pa.c et
Ve € [AF] cle/a] € [F]
soit v =Az.v avec A = A; = As et
Vo' € [F A1l e € [Aa F] (V'[v"/x]|e) € [H]

(iv) e€[AF] < soit e=a«
soit e=wv-¢ avec A = A; — Ao,
ve[-A]ete €A H]
soit e = pix.c et
Vo € [F A] cv/z] € [F]
soit e = ale avec A = A; — Ay et
Ve € [Ar F],v € [F A2] (v|'[e"/a]) € [F]

Preuve : Par définition des ensembles de réductibilité, on a [F] = SN5 - et les points (i) et (ii).
On prouve les points (iii) et (iv). En fait, on se contente de prouver (iii), car (iv) est symétriquement
identique.

v € [F A]
<
v € Negp 47 © Ne.(][[AH]([“_ A])

Arrivés ici, il nous faut considérer les différentes formes de A.

[ SIA:Al—)AQ

v € Negp 41 © Negparp ([F A])
—
v € Var U Mu(Negp-q([- Al)) U Lambdare 4)a([F Ai], [A2 F])
—
soit v = x
soit v = pav.c et po.c € Mu(Negparp ([ A]))
soit v = Az.v' et Az.v' € Lambdapi aja ([- A1], [A2 F])

avec

pev.c € Mu(Negparq([- A]))
—
Ve € Negpap([- A]) cle/a] € [F]
—
Ve € [AF] cle/a] € [F]

et
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Az € L(];mbd(l]"'_A‘A([“_ A1), TA2 )
R
Yo' € [F Ai],e € [Ax ] (v'[v"/z]le) € [F]
<
Yo' € [F Ai],e € [Ax ] (v'[v"/z]le) € [F]

L] SiA:A]—AQ

v € Negj a7 © Negparp([- A])

<
v € Var U Mu(Negga1([F A])) U Cons([Ar F]. [ As])
<~
soit v = x

soit v = pa.c et pa.c € Mu(Negpap([F A]))
soit v =e- v et e o' € Cons([A1 F], [ A3])

avec la méme preuve pour pa.c et

e-v' € Cons([A; F], [ As])
<
e € [A1 F] et ' € [F As]

e Sinon, si A est atomique

v € Negp 41 © Negpar ([F A])
—
v € Var U Mu(Negp-1([- A]))
—
soit v = x
soit v = pa.c et po.c € Mu(Negpap([- A]))

avec la méme preuve pour pa.c.

11.3 Propriétés des ECR

Voici les lemmes de normalisation forte des ECR et de fermeture par réduction.

Lemme 11.3.1 (Normalisation forte des ECR)
Soit A un type. Alors

1. [[l— A]] C SNX}L[Z

2. [AF] C SN+

Apf
3. [[l—]] C SNX#[L

Preuve : Par induction sur la structure de A

1. On consideére les différentes formes de v € [ A] :
—v=ux:alorsv € SNXW]
v=-ec-v :alors A= A; — Ay et on conclut en appliquant deux fois I’hypothése d’induction.
- v = pa.c @ par le point (ii) de la proposition 11.2.2, @ € [A k], alors, par le point (iii)
de la proposition 11.2.2, c[a/a] € [F], ce qui nous donne ¢ € [F](= SN5,.). On a donc

Afh
po.c € SN -
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v = Az, alors A = A — Ay : pour que v € SNy i il suffit que v/ € SNXMT Par
réductibilité de Az.v', on a Yo" € [F A1],e € [A2 F] (1)/f1)"/x]|e) € [Fl(= SN5,;)- Par les
points (i) et (ii) de la proposition 11.2.2, on peut prendre x pour v” et « pour e, ce qui nous

donne (v'[z/z]|e) € SN5,;. On en déduit v’ € SN ; et on conclut.

2. Le cas pour e est traité de facon similaire au cas ci-dessus en considérant la symétrie

3. Par définition [F] = SNXM}

Lemme 11.3.2 (Fermeture par réduction)

LLvelFA], vov = o e[+ A4]
2.e€[AF], e—=e —= € €[AH]
3.cefF], c=d = deH]

Preuve : Par induction sur A, en considérant les différentes formes de v, e, et c.

1.1. v =z : alors il n’y a pas de réduction possible.

1.2. v = ey - vy : deux réductions sont possibles ey - v; = €9 - v1 ou e; - v1 — €1 - vo. Dans les deux
cas, on conclut en appliquant ’hypothése d’induction.

1.3. v = pa.c : deux cas sont possibles.

— La réduction est pa.c — pa.c’. Par définition de pa.c € [ A] on a, Ve € [AF] cle/a] €

SNXuﬁ' On a alors d'[e/a] € S/\/'Xﬂﬁ (toujours pour tout e € [A F]) et on conclut a Paide du
point (iii) de la proposition 11.2.2.
La réduction est pa.(v|a) — v avec a ¢ FV (v). On sait par hypothese que pa.(v]a) € [ A]
donc, par le point (iii) de la proposition 10.2.4, Ve € [AF] (v]a)[e/a] € SNXW, c’est-a-
dire (vle) € SNXW]' Si v est une variable, alors la conclusion est immédiate. Si v = uf.c,
(up.cle) € SNXW implique que c[e/f] € SNXupu ce qui nous donne uf.c € [+ A] par le point
(iii) de la proposition 10.2.4. Si v = Az.v', (Az.v'le) € SNy, . nous donne, pour e = vy - ey,
(vilpaz.(v'ler)) € SN5,; puis (v']er)v1/z] € SN5,; et (v'[vi/z]|er[v1/z]) € SN3,; et enfin,
puisque z n’est pas libre dans ey, (v'[v1/z]|e1) € SNXM]’ ce qui est suffisant, grace aux point
(iv) et (iii) de la proposition 10.2.4, pour conclure.

14. v = Xz’ : A = Ay — Ay et la réduction est Az.v' — Az.v”. Par le point (iv) de la pro-
position 11.2.2, on sait que Vo' € [~ Ai],e € [Ao ] (v'[v"/z]le) € [F] = SN5,;, donc
Vo' € [ Ai] e € [As F] (v"[v"/z]le) € [F] = SN5,;. ce qui nous permet de conclure.

2.x. Comme pour les cas 1.x. en respectant la symétrie (avec x allant de 1 & 4).

3. c€[F] :alors c € SN5,; et ¢ — ¢’ implique que ¢’ € SNy, = [F]

|
Voici a présent les lemmes qui nous permettent de “construire inductivement” ’appartenance des

termes aux ECR.

Lemme 11.3.3
ve[-A], ee[AF] = (v]e) € [F]

Preuve : Montrer que (v|e) € [F] revient & montrer que (v|e) € SNXW]' On prend toutes les
paires possibles pour v et e et on raisonne par induction sur la forte normalisation de v et e (obtenue
grace au lemme 11.3.1). On regarde les réductions possibles de (v|e). Si la réduction a lieu dans v ou
e, on conclut par hypothése d’induction et par le lemme 11.3.2. Sinon,

e siv = pa.c et sila réduction est (pua.cle) — c[e/a] et on conclut par définition de pa.c € [F A],

e si e = piz.c, on conclut symétriquement au point précédent,
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esiv = Az et e = 0" € (avec A = A} — As), et si la réduction est (Az.v|v” - €) —

(v"|px.(v'|e')), on regarde les réductions possibles de (v”|pz.(v'|e’)). Par réductibilité de v, on
a (v'[z/z]le') € SN5 ; et on a d’autre part v" € SN5 ;. Ainsi, les réductions ne pouvant pas
avoir lieu infiniment dans ces termes, on finira par effectuer 'une des réductions suivantes (ot
" =% g, (V]€') =F (valel)) :
(vi|az.(z[e2)) — (vile2) : par hypothese d’induction, on a (v"|e’) € SN'5,; et (vi]es) est I'un
de ses réduits.
(v1|pz.(ve|ea)) — (valv1/x]lea]v1/z]) : ce terme est aussi un réduit de (v'[v"/z]|e'[v" /z]) qui
est dans SNy - par réductibilité de v.
(pa.cr|pz.(ve|ea)) — ci[pz.(vales)/al avec vy = pa.cy. Par réductibilité de e et par le
lemme 11.3.2 on a pa.c; € [ Ai], ce qui nous donne, par définition, que ¢ [pz.(ve|e2)/q]
appartient a [F] si et seulement si piz.(v2|es) appartient & [A; F]. Or cette derniére condition
est vérifiée, par définition, si et seulement si Vog € [ A1] on a (valvs/z]|es[vs/z]) € [F], ce
qui est une conséquence de la réductibilité de v.

e sie=ale et v=—¢"- 0, on conclut symétriquement au point précédent,

e dans tous les autres cas, aucune réduction n’est possible.

Lemme 11.3.4

e Siw[v'/z] € [F B] pour tout v' € [F A] alors Az.v € [- A — B].
e Siele'/a] € [B ] pour tout €' € [A F] alors aX.e € [- A — B].

Preuve : Par symétrie, il nous suffit de montrer 'une des implications, prenons la premiere.
Pour prouver que A\z.v € [- A — B], il faut, par le point (iii) de la proposition 11.2.2, prouver que
pour tout v’ € [ A],e € [B F], (v[v'/z]|e) € [F]. Par hypothese, on a v[v'/z] € [F B]. On conclut en
utilisant le lemme 11.3.3. ]

11.4 Preuve de normalisation forte

Voici enfin le lemme d’adéquation.

Lemme 11.4.1 (Adéquation)

Soit A un type et ¢ un terme du langage avec FV (t) C X; U Xy (X1 C Var et Xo C Vart) et les
variables x; € X sont de type B; et les variables «; € Xy sont de type C. Pour tout ensemble de
termes v;, e; tels que Vi v; € [F A;] et Vj e; € [B; F], on a selon la forme de ¢

1. si X;:BFw:A|Xy:C alors
V[V1)/T1,y ey U [T,y €11, s €[] € [F A]
2. si X;:Ble: AF X5 : C alors
elv1/z1, ..y vn/Tn,e1/01, s emam] € [AH]
3.sic: (X;:BF Xy:C) alors
clv1/x1, s vn/Tn, e1/a1, o em/am] € [F]

On rappelle que la notation X7 : B est un raccourci pour une énumération de {x; : B;|i € [1,n]}
(idem pour Xy : C).
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Preuve : On notera [//] la substitution [z1/v1,...,Zn/Un, a1/€1, ..., @m/em]. On raisonne par
induction sur la structure de ¢
— v =z : alors, par hypothese, 3i € [1,n] A = B;. Ainsi

v[V1/T1, . Vn [Tn €1/, em [ o] = v; € [ Bi] = [ A]

v =e-v' : par hypothese d’induction sur e et v’ et par le point (iii) de la proposition 11.2.2, le
résultat est immédiat.

v = Az.v' :on aalors A = A" — A”. Puisqu’on peut renommer les variables liées, on peut suppo-
ser que z & {x1,..., 2, }, ce qui nous donne (Az.v")[//] = Az.(v'[//]). Par hypothése d’induction,
pour tout v" € [F A'] on a v'[v"/z,//] € [F A"] et par le lemme 11.3.4, on peut conclure.

v = pa.c : puisqu’on peut renommer les variables liées, on peut supposer que « & {aq, ..., ap }.
Maintenant, par le point (iii) de la proposition 10.2.4, pour prouver que

(ne.c)[/ /] = pee(cl//]) € [ Al
il est suffisant de prouver que, pour tout e € [A ],
clefa, //] € [F]

ce qui est fait par hypothése d’induction.
— e = : ce cas est le méme que v = x par symétrie.

e=uv-¢e :ce cas est le méme que v = e - v’ par symétrie.
— e=al\.€e : ce cas est le méme que v = Az.v' par symétrie.
e = uz.c : ce cas est le méme que v = pa.c par symétrie.

— ¢ = (v|e). Par hypotheése d’induction sur v et e et par le lemme 11.3.3 le résultat est immédiat.
]

On peut maintenant passer au théoreme principal de ce chapitre.

Théoréme 11.4.2
Le Auji-calcul est fortement normalisant.

Preuve : La preuve est identique & celle du théoréme 10.4.4. ]
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Chapitre 12

Normalisation forte du M\uji-calcul avec
substitutions explicites

On ajoute a présent les substitutions explicites. On souhaite utiliser la technique PSN implique
SN présentée dans la deuxieéme partie de la thése. Pour cela, on procede en trois étapes. Apres avoir
introduit le A\pfix-calcul, on commence par donner quelques résultats sur le calcul des substitutions.
On prouve ensuite que notre calcul préserve la normalisation forte (PSN) en utilisant la technique de
perpétuité formalisé dans [13], laquelle s’appuie sur la preuve de PSN proposée dans [9]. Enfin, on
applique la technique PSN implique SN.

12.1 Définition du calcul

Aux trois catégories syntaxiques présentées dans le chapitre précédent, on ajoute une quatrieéme
concernant les substitutions explicites, notée 7. Dans la suite de notre travail, on notera % une variable
de terme ou de contexte dont il n’est pas nécessaire de connaitre précisément 1’ensemble d’origine, et
on notera ¢ un élément syntaxique indéterminé parmi v, e et ¢. La syntaxe du Apfix-calcul est :

¢ = (vle) | et

v o=z Arow|e-v| pac|or
e »= a|ale|v-e|pz.c|er
Tu= [z +v] | [a+ €]

La source Dom(7) de 7 est z si 7 = [z < v] et a si T = [ < ¢]. Le corps S(7) de 7 est v dans le
premier cas et e dans le second. On dira par la suite qu'une substitution appartient a SNXM]X si son
corps appartient lui-méme & cet ensemble.

Quatre formes de séquents typent les catégories syntaxique : les commandes sont typées par (I
A), les termes par I' = A|A, les contextes par I'|/A F A, une forme supplémentaire de séquent permet
de typer une substitution 7 par (I' - A) = (I'" F A’). On regarde & présent les régles de typage :

F'Fov:AA Tle: AFA
(vle) : (T A)

163
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Fla:AFAa:A Tyo: AFAlz: A

Fle:BFa:AA z:AFwv: B|A
Clade: A—~BFA TFAw:A— B|A

'Fv:AJA Tle:BFA ThFv:BJA Tle:AFA
Flv-e:A— BFA F'te-v:A- B|A

c:(Tyz:AFA) ¢:(TFa:AA)
Plprc: AFA Tk pac: A|A

Voici les regles pour typer les substitutions explicites :

F'Fov:AA Fle: AFA
[zv]:(T,z: AFA)=(T'FA) [ae]: (IFAa:A)=(T'FA)

Fle: AFA 7:(TFA)= (I"FA") F'Fov:AIA 7:(THA)= (T"FA)
Mer: AF A IMEor: AlA

c:(THA) 7:(THA)=(I"FA)
7: (I'"E A

Les regles de réduction sont données dans le tableau suivant. Les nouvelles regles (mu) et (mu)
forment aussi une paire critique :

(é) Azl -e) — (V|pz.(vle)) siz g FV(e)
(B) (€' -vjare) — (upa.(vle)le') siadg FV(v)
(mu) (pa.cle) —  cla + €]

(mu) (vlpz.c) — [z + V]

(sv) po.(vja) — v sia ¢ FV(v)
(se) pr.(zle) — e siz g FV(e)
(cT) (vleytr —  (vTler)

(z71) zr — S(7) Si z € Dom(T)
(x72) T — @ Siz & Dom(T)
(arl) ar — S(1) Si @ € Dom()
(ar2) ar — o« Sia & Dom(T)
(1) (v-e)r — (vT)-(er)

(1) (e-v)Tr — (er) - (vT)

(A1) (Azw)r = Az.(vT)

(A7) (ar.e)T — al(er)

() (pa.c)r = pa.(er)

(h7) (pz.c)r —  px.(cr)

Pour les regles (ur) et (A7) (resp. (i) et (A7) on raisonne modulo a-conversion sur la variable
liée v (resp. x).

12.2 Le calcul des substitutions

On notera :



14.4. 1€ CatlCcul (eSS sSubsuituuiOnLs 1VJ

¢ x I’ensemble des regles concernant la propagation des substitutions : cr, z71, 72, atl, at2, T,
T, AT, AT, pT et ur,

e —x I’ensemble des regles qui ne sont pas dans x, c’est-a-dire celle concernant les réductions du
calcul originel : 8, 8, mu, mu, sv et se.

On présente ci-apres quelques résultats connus sur les calculs des substitutions [11, 13].

Lemme 12.2.1 (Normalisation forte de z)

Le systéme x est fortement normalisant et ses formes normales sont des objets purs (sans substi-
tutions).

Preuve : Soit la mesure h définie de la facon suivante :

h(* = 1

h({vle)) = h(v)+h(e) +1
h(v - e) = h(v) +h(e) +1
h(e-v) = h(v) +h(e) +1
h(A\z.v) = h(v)+1

h(aX.e) = h(e)+1

h(pa.c) = h(c)+1

h(px.c) = h(c)+1

h(t[x < t']) = h(t) x (h(t') +1)

On vérifie facilement que chaque x-réduction fait décroitre strictement h. On prouve par I’absurde
que les formes normales sont des objets purs : si il reste une substitution, on regarde ’objet auquel
elle est appliquée et on trouve une réduction a effectuer. [

On notera x(¢) la x-forme normale d’un objet ¢.

Lemme 12.2.2 (Confluence de x)
Le systeme x est confluent.

Preuve : Il n’y a pas de paire critique dont les redex soient superposés, ce qui nous donne la
confluence locale. En utilisant le lemme de Newman et le lemme 12.2.1 on obtient la confluence. m

Lemme 12.2.3 (Substitution)
x(t[x « t']) = x(£){* < x(¢')}

Preuve : On montre, par récurrence sur la somme des tailles de £ et des t;, que

x(t[x1  t1]..[xn  tn]) = x(8){x1  x(t1)}... {50 < x(8)}

x(#i[x1 = t1]...[xn < tn)])

= x(#i[*;  ti]...[*n < tn])

= X(ti[*i+1 — ti+]}---[*n — tnD

= x(t;){*ix1 < x(tiz1)}-{*n < x(¢t,)} par hyp. de réc.
= #i {1 < x(tig1) }o{xn — x(tn)}

= #;{x1 < x(t) }.. {00 — x(tn) }

= x(#){x1 < x(t1)}...{%n < x(tp)}

— 1t = * : le résultat est évident.
t = (v]e) : le résultat est évident en utilisant deux fois ’hypothese de récurrence.

—t=w-e (ou e-v par symétrie) : le résultat est évident en utilisant deux fois I’hypothese de
récurrence.
t = Az.v (ou a).e par symétrie) : le résultat est évident en utilisant I’hypothese de récurrence.
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t = pa.c (ou pz.c par symétrie) : le résultat est évident en utilisant ’hypotheése de récurrence.
t = t'[x « 1] : la somme des tailles de t et des t; est plus grande que la somme des tailles de ',
t" et des t; (on a perdu la substitution), on peut alors appliquer ’hypothese de récurrence.

x(t' [«  t"][x1 « t1]...[%n < tn])
= x(t){x « x(t") {1 < x(t1)}..{*n < x(¢,)} par hyp. de réc.
= x(t'[x « ")) {x1 < x(t1)}...{0n < x(tn)} par hyp. de réc.

Lemme 12.2.4 (Simulation du \pji-calcul)

i < - lor * .
S t =3, walo st—>)\uﬂxu

Preuve : Par induction sur la structure de ¢, les seuls cas intéressants sont ceux ou la réduction
a lieu a la racine.

— (pa.cle) =, cf{*x < e} :on a

(pevcle) —rmu clx — €] —>x x(c[x — €]) “""E2 (o) {z — x(e))

Puisque (ua.cle) est un objet pur, c et e le sont aussi, ce qui signifie que x(c) = ¢ et x(e) = e.
De ce fait, I'objet final est égal & c{* « e}.
— (v|pz.c) =, cf{* < v} : ce cas est le méme que le précédent, par symétrie.
Les régles g3, ,g, sv et se sont simulées en exactement une étape par leurs homophones dans
ALfIx.
|
On dit qu'une réduction est vide si elle a lieu dans le corps d’une substitution [+ < #'] telle que
* ¢ x(t). On la note . La substitution elle-méme sera appelée substitution vide.

Lemme 12.2.5 (Projection)

. _ *
1. Sit =5, ¢ u alors x(t) =i x(u).

2. Sit ——x u n’est pas une réduction vide, alors x(#) _);uﬁ x(u).

Preuve : Trois cas sont possibles :
la réduction est t —x u. Alors x(t) = x(u).

— la réduction est t ——x u. Alors x(t) = x(u).
la réduction est ¢ ——x u. Le redex est présent dans x(¢) et on peut le réduire, obtenant x(u).
Par exemple, supposons que la régle utilisée soit mu, cela signifie qu’il existe un contexte C' et
un objet (ua.cle) tels que t = C{ua.cle)] et u = Clcla + e]]. Comme la réduction n’a pas lieu
dans une substitution vide, il existe C', ¢ = x(c) et €' = x(e) tels que x(t) = C'[(ua.c'|e')] et
x(u) = C[c'[a + €']]. On peut réduire x(¢) vers x(u) en exactement une étape a aide de la regle
mu. On procede de fagon similaire pour les autres régles.

|

12.3 PSN : autour de la perpétuité

On utilise la technique de perpétuité, formalisée par Bonelli [13]. En fait, on utilise seulement la
premiere partie de cette technique, qui est suffisante pour prouver la normalisation forte. On commence
par donner quelques lemmes pour extraire une substitution vide avec une dérivation infinie dans son
corps, ainsi que pour pister cette substitution en arriere.
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Lemme 12.3.1
Soit la réduction infinie

to _)Xuﬁx 1 _)Xuﬁx to _)Xuﬁx i3 _)Xuﬁx

Si x(tg) € SN, ., alors il existe un entier k tel que pour tout 7 > k, on a t; &X#ﬁ tivi-

Apit?

Preuve : Puisque x est fortement normalisant, la réduction doit étre de la forme

to —); t1 ——x to —); t3 ——x 14...

Par le lemme 12.2.5, on a

x(to) ~% o x(t) =5 x(h) =% x(ts) o5 x(ta)..

avec, de plus, que pour tout 4 pair, si t;11 ——x t;12 n’est pas une réduction vide, alors z(t;) —>;ﬂ~

I

x(ti12). Du fait que x(tg) € SNXW on déduit qu’il existe k tel que pour tout 4 pair supérieur & k on

() \ N . . . , .
a tit1 ——x tiro. Il nous reste & montrer qu’a partir d’'un certain point, non seulement les réductions
—x, mais aussi les x-réductions sont vides. Pour cela, on définit la mesure suivante :

h(x =1

h({v|e)) = h(v)+h(e) +1

h(pa.c) = h(c)+1

h(pz.c) = h(c)+1

h(Az.v) = h(v)+1

h(aX.e) = h(e)+1

h(v - e) = h(v)+h(e) +1

h(e - v) = h(v)+h(e) +1

A

La derniere clause nous garantit que les réductions vides laissent la mesure inchangée. On vérifie
facilement que toutes les autres réductions font décroitre strictement cette mesure, et on conclut. m

La notion suivante est utile pour isoler une substitution vide.

Définition 12.3.2 (Squelette)

On utilise un symbole ® qui peut prendre la place d’un terme ou d’un contexte. Le squelette d’un
objet, noté SK(t) est défini inductivement de la facon suivante

o =
< o
Sl
1

tx < u]) =

(SK(v)|SK(e))
pa.SK(c)
pr.SK(c)
Az.SK(v)
aX.SK(e)
SK(v)-SK(e)
SK(e) - SK(v)
SK(t)[x + o]

On remarque que si t — u, alors SK(t) = SK(u). En effet, la réduction vide ayant lieu dans
le corps d’une substitution 7, il existe dans ¢ une substitution 7/ dont 7 est un sous-terme et qui
n’est pas elle-méme un sous-terme strict d’une autre substitution. Dans le squelette de ¢, le corps
de 7’ est remplacé par un e, ce qui rend invisible la réduction qui y a lieu.
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Le lemme suivant établit que si il y a une dérivation infinie d’un terme, il existe une substitution
vide dans laquelle on peut extraire une dérivation infinie.

Lemme 12.3.3
Soit la réduction infinie

to _>X;¢[LX t1 _>X;¢[LX to _>X;¢[LX t3 %Xuﬁx

Six(tg) € SNXM]’ alors il existe un entier k, un objet ¢, une variable *, un contexte C et une suite
d’objets u; tels que

to _>§uﬂx (1 = Clt[* < ug]
. suix Ol < ug1]]
1>Xu;1x Clt[* < ug2]]
iﬁuﬁx C[t[* < ug3]]

avec ug _>Xu;1x Uk 41 _>X,uﬂX Uk 4-2 _>X,uﬂx Uk 4-3---

Preuve : Par le lemme 12.3.1, il existe k tel que pour tout i > k, ; _>X7;ﬂx ti+1. On a alors
SK(tx) = SK(t;) pour tout ¢ > k, comme on le faisait remarquer dans la définition des squelettes.
SK (tx) est de la forme

Ol  wJ0f  sJOf  #]0...0+ « o]0

Ou les symboles ¢ correspondent au contexte et ne contiennent pas de substitutions. L’arbre des
dérivations de ¢, étant infini (mais & branchement fini), par le principe des tiroirs, puisque ces
dérivations infinies n’ont lieu que dans le corps des substitutions vides, on peut extraire une dérivation
infinie qui n’a lieu que dans une seule d’entre elles. Cela nous permet de conclure. ]

Lemme 12.3.4 (Tracgabilité des substitutions - 1 pas)
Soient ¢ et u deux objets tels que t =y -y u et u = Clui[* < uo]]. Alors
1. soit t = C'[u)[* + u2]]
2. soit t = C'[u][* < ub]] avec ug — ul)

3. soit uq est une commande et
« = a et t = C[(pa.ug|ug)], ou bien
- x =z et t = C[{ug|pz.uy)]

Preuve : On raisonne par induction sur ¢ et on considére les deux cas suivants :

e La réduction a lieu & la racine. Notons tout d’abord que si uj[* < ug] apparait dans un sous-
terme de u qui est aussi un sous-terme de ¢ alors pour un contexte C' et u} = uy le premier
point est vérifié. Ceci s’applique aussi lorsque la régle appliquée a la racine est 'une des =7 ou
aT. Sinon on est dans 'un des cas suivants :

— t = (paur|ug) ou t = (ug|px.ur) et t —py w1 [x < ug] = u avec le contexte C' vide. Alors le
troisieme point est vérifié.
t = (v]e)[* « ua] —er (V[* < ug]le[* + uz]) = u olt uy est v ou e. Alors on prend u} = (v
le contexte vide, et le premier point est vérifié.
On procede comme dans le point précédent pour les cas t = (v-€)[* < us] et t = (e-v)[* < us).

— t = (pouc)[* < ug] =7 po(c[* < ug]) = u. Alors on prend le contexte vide, u} = pa.c et le
premier point est vérifié.

— On procede comme dans le point précédent pour les cas t = (z.c)[* < ug], t = (Az.v)[* < ug]
et t = (al.e)[* < usgl.

e);

e La réduction est interne.
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t = *. Le résultat est vérifié trivialement.

_ . _ 1ot _ ’ s . ,
t = (vle) avec soit v —yuax U Soit e =y Ly el On considére le premier cas, le second étant
similaire. On a u = (v'|e) et il faut regarder deux cas :

* le sous-terme uq[* < uy] apparait dans v'. Alors on utilise 'hypothese d’induction.

*

le sous-terme wuq [* < ug] apparait dans e. Alors le premier point est vérifié.

_ _ . B P B p .
-t = v e oul =e-vavec soit v =y oy v s0it e =y oy € On conclut comme dans le point
précédent.
t = po.c ou t = pz.c avec ¢ I Nuix ¢’. On utilise ’hypotheése d’induction.
~ t=Az.wavec v =y .x v, out=aleavec e >y oy e’ On utilise 'hypothése d’induction.
t = t1[* < to] avec
* s0it, By oy By et u = ti[x < to]. Alors si ui[x < uo] apparait dans ¢} on utilise
I’hypothése d’induction. Si il apparait dans to le premier point est vérifié trivialement.
Enfin, si u = u;[* < uy] alors on prend pour C’ le contexte vide, u| = t; et le premier
point est vérifié.
* S0it, tp =y oy th et u = t[* < t})]. Alors si u;[* < ug]| apparait dans ¢; le premier point
est vérifié trivialement. Si il apparait dans ¢, on utilise 'hypothése d’induction. Enfin, si
u = uq[* < ug] alors on prend pour C’ le contexte vide, u} = t; et u), =ty et le deuxieme
point est vérifié.

|
Ce résultat s’étend naturellement aux dérivations en plusieurs pas.
Lemme 12.3.5 (Tracabilité des substitutions)
Soient t1, ..., %, des objets tels que, pour tout i, t; —Xpuax tivl €t tn = Cluq[* « ug]]. Alors
. . . . . o Iyl * /
1. soit * = « et il existe i tel que t; = C'[(pa.uf |uh)] avec ug iz U2
2. soit x = z et il existe 7 tel que t; = C'[(ub|pz.ul)] avec ug —)}uﬁx ub.
. P A / % ’
3. soit t1 = C'[u][* < uh]] avec ugy —uix 2
Preuve : Par récurrence sur le nombre de pas de réécriture, en utilisant le lemme 12.3.4. [

Pour la preuve de PSN, on a besoin d’ordonner les dérivations de la facon suivante.

Définition 12.3.6 (Ordre perpétuel)

Soient ¢ et 1 deux dérivations infinies partant du méme objet ¢;. Soit x le préfixe commun
(éventuellement vide) & ces deux dérivations, et ¢; le dernier objet de ce préfixe. Nos dérivations
s’écrivent alors :

2.
ti+1 — tH_Q — ‘

/ /
tir1 = tig — -

~~

(2

On dit que ¢ est plus petite que ¥ dans l'ordre perpétuel si le redex de t; réduit par ¢ est un
sous-terme strict du redex réduit par ¢ dans ce méme terme.

Exemple 12.3.7
Soit les deux dérivations infinies suivantes :

(ulpy(pacle)) = ((pencle))ly < u] = ((pa.c)ly < ullely < u]) = (ua.(cly < u])lely < u]) — ...
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et
ey «—u"] — ...

ey « v'] = ((ua.c

&) = ((navcle))ly « ul — ((pace

avec u — u' — u" — .... Le préfixe commun est

(ulpy.(pa.c

(ulpy (pacle)) = ((pecle))ly + u]

et le dernier terme du préfixe commun est ((ua.cle))[y < u]. Dans ce terme, la premiere dérivation
réduit le redex de téte, tandis que la deuxiéme dérivation réduit un redex dans wu, qui est un sous-
terme strict du redex de téte. La deuxiéme réduction est donc plus petite que la premiere dans
I’ordre perpétuel.

Propriété 12.3.8 (Dérivation minimale)
Soit ¢t un terme admettant une dérivation infinie. On peut construire une dérivation infinie minimale
de t, selon 'ordre perpétuel, de la fagon suivante. A chaque étape de réduction, en commencant par
t, si plusieurs dérivations infinies sont possibles, alors on a un ensemble de redex R menant chacun
a I'une de ces dérivations. Pour obtenir une dérivation minimale, il suffit de choisir un redex de R
pour lequel aucun autre redex de R n’en est un sous-terme strict.

Voici le théoréeme qui énonce la propriété de PSN.

Théoréme 12.3.9 (PSN : préservation de la normalisation forte)

Tout objet fortement normalisant du Ap/ji-calcul est aussi fortement normalisant dans le Auji-calcul
avec substitutions explicites. Autrement dit, pour tout objet ¢, on a

tES./V’Xﬂﬁ = tESNXuﬁX

Preuve : Preuve par 'absurde. Supposons qu'’il existe un terme pur ¢ qui admette une dérivation
infinie dans le Apfi-calcul avec substitutions explicites. Par la propriété 12.3.8, on construit une
dérivation infinie minimale de ¢ :

t—t =ty =ty = ... =t — ..
Par le lemme 12.3.1, cette dérivation infinie n’est composée que de réduction vides & partir d'un terme

t;:
' v v v v
t%t]—)tg—)tg—)...—)tj—)tj+1—>...—>tn—>...

Par le lemme 12.3.3, on peut trouver une substitution dans le corps de laquelle prend place une infinité
d’étapes de réductions (pas nécessairement consécutives) ! :

v

t—ty =ty >ty — .. = t; = Clt'a+ uj]] > tjp1 = Clt'[a + uj]] > o Dty - ..

Par le lemme 12.3.5, on peut trouver le point de création de cette substitution (avec ' —* t' et
u =% uj)

t—t1 =ty = t3 = .. = O'(pat"|u)] — ... = t; = C[t'[a « uj]] > ...
Le redex qui constitue ce point de création a été choisi par notre dérivation minimale. Or c¢’est un sur-

terme strict d’un redex de la dérivation infinie qui prend place dans le corps de la future substitution
(u" = ... = u; = ...). Ceci contredit la minimalité de notre dérivation infinie. [ ]

'"Dans I’exemple, on a supposé que la substitution était de la forme [ + u;], mais I'autre cas est similaire.
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12.4 Preuve de normalisation forte

On applique la technique de preuve présentée dans la deuxiéme partie de la these. Pour cela, on
commence par définir la fonction Ateb, de la fagon suivante :

Ateb(z) = x

Ateb() = «

Ateb((vl]e)) = (Ateb(v)|Ateb(e))

Ateb(Az.v) = Az.Ateb(v)

Ateb(aA.e) = al.Ateb(e)

Ateb(pa.c) = pa.Ateb(c)

Ateb(pz.c) = px.Ateb(c)

Ateb(e - v) = Ateb(e) - Ateb(v)

Ateb(v - e) Ateb(v) - Ateb(e)

Ateb(c[z < v]) = (Ateb(v)|pz.Ateb(c))

Ateb(cla +€]) = <uoz Ateb(c)| Ateb(e))

Ateb(v[z + v']) = pa.(Az.Ateb(v)|Ateb(v') - @) Avec « variable fraiche
Ateb(v[a «—€]) = puB.(ua.(Ateb(v)|B)|Ateb(e)) Avec [ variable fraiche
Ateb(e[z <+ v]) = py.(Ateb(v)|px.(y|Ateb(e))) Avec y variable fraiche
Ateb(ela + €']) = px.(Ateb(e') - x|aX. Ateb(e)) Avec z variable fraiche

Il est évident que pour tout ¢,

Ateb(t) ne contient pas de substitutions. Il nous faut vérifier, d’une

part, que le terme obtenu est typable et, d’autre part, qu’il se réduit vers le terme d’origine.

Lemme 12.4.1

Preuve :
sont ceux des substitutions.
— On type c[z < v]

'Ht:A = T'F Ateb(t): A

On procede par induction sur la dérivation de typage de t. Les seuls cas non immédiats

F'Fwv:AA
c:Tyz:AFA) [z+v]:(Tz: AFA)= (TFA)
clx 0] : (I'FA)

Par hypothese d’induction, on a Ateb(c) :

(T,z: AF A) et T' = Ateb(v)

Ateb(c[z + v]) = (Ateb(v)|px.Ateb(c)) de la facon suivante

Ateb(c) : (T,z: AF A)
'+ Ateb(v) : A|A  Tlpz.Ateb(c) : AF A
(Ateb(v)|pz.Ateb(c)) : (' A)

Le cas c[a < €] est identique & celui ci-dessus par symétrie.
— On type v[z < ']

v : BIA

: A|A. On peut typer

z:BrFv:AJA [z+9]:(T,z:BFA)=

(T'FA)

I'Folz + o] AIA

Par hypothése d’induction, on a I',z : B+ Ateb(v) : A|A et I'+ Ateb(v')
Ateb(v[z + v']) = pa.(Az.Ateb(v)| Ateb(v') - @) de la fagon suivante

: BJA. On peut typer
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Iz : BF Ateb(v) : A|A I'F Ateb(v') : BIA
[,z:BF Ateb(v) : A|A,a: A T F Ateb(v') : Bl[A,a: A Tla: AFAa: A
I'F Az.Ateb(v) : B — A|A,a: A [|Ateb(v')-a: B — AFAja: A

(Az.Ateb(v)|Ateb(v') - a) : (TF A, a: A)
[ F pa.(dz.Ateb(v)|Ateb(v') - a) : A|A

On type v[a < €]

I'Fe:B|A
F'Fov:AlAja:B [a+e¢e:(I'FAa:B)=(I'FA)
F'Fola+e]: AA

Par hypothése d’induction, on a I' F Ateb(v) : A|A,a: B et I' = Ateb(e) : B|A. On peut typer
Ateb(v[a + €]) = pB.(ua.(Ateb(v)|B)|Ateb(e)) de la fagon suivante

'+ Ateb(v) : A|A,a: B
[+ Ateb(v) : A|A,B: Aja:B T|g:AFAB: A a:B
(Ateb(v)|B) : (T HA,B: A, : B) [+ Ateb(e) : B|A
' pa.(Ateb(v)|B) : BIA,5: A '+ Ateb(e) : B|A,B: A
(na.(Ateb(v)|B)|Ateb(e)) : (T'F A,B: A)
UF pB.(ua.(Ateb(v)|B)|Ateb(e)) : A|A

Les cas pour e[* < t] sont identiques & ceux ci-dessus par symétrie.

Lemme 12.4.2
Ateb(t) =™t

Preuve : On procede par induction sur ¢. Les seuls cas non immédiats sont ceux des substitutions.

— On a Ateb(clz < v]) = (Ateb(v)|pz.Ateb(c)) et

(Ateb(v)|px.Ateb(c)) =, Ateb(c)[x < Ateb(v)]

On conclut par hypothese d’induction.
Le cas c[a + €] est identique & celui ci-dessus par symétrie.

— On a Ateb(v[z + v']) = pa.(Az.Ateb(v)|Ateb(v') - @) et

po(Ax. Ateb(v)|Ateb(v') - @)
1B
po(Ateb(v') |z (Ateb(v)|a))
Lo
po.({Ateb(v)|a)[z < Ateb(v')])
ler
pa.{Ateb(v)[z <+ Ateb(v')]|afz + Ateb(v')])
b ar2
po(Ateb(v)[z < Ateb(v')]|a)
d sv
Ateb(v)[x + Ateb(v')]

On conclut par hypothese d’induction.
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On a Ateb(v]a « €]) = pp.(na.(Ateb(v)|B)|Ateb(e)) et

B {jucr.(Ateh (v)|8)| Ateb (c))
B (At B o Areb(e)
At o) s At le  Ateb(e)
LAt At

d sv
Ateb(v)[a < Ateb(e)]

On conclut par hypothese d’induction.
— Les cas pour e[x < t]| sont identiques & ceux ci-dessus par symétrie.

On peut & présent collecter nos résultats afin de prouver le théoréme principal de cette partie.
Théoreme 12.4.3
Le Aufix-calcul est fortement normalisant.

Preuve : Par le théoréme 11.4.2 (SN du calcul pur), le théoreme 12.3.9 (PSN) et le théoreme 4.4.1
(PSN implique SN). ]
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Quatrieme partie

Le \ys-calcul avec noms
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Comme on I'a vu dans le chapitre 2, le A, s-calcul [26, 41], introduit une notion d’étiquette en plus
des substitutions explicites. Ces étiquettes sont des affaiblissements explicites, ¢’est-a-dire que dans un
cadre typé, elles correspondent a I’application d’une regle d’affaiblissement de la logique sous-jacente.
Grace a cette notion, le Ay s-calcul vérifie toutes les propriétés souhaitées.

Dans [18], nous avons prouvé la normalisation forte du A, s-calcul simplement typé en traduisant
ses termes dans les réseaux de preuves. Lors de cet étude, nous nous sommes apergus que les réseaux
de preuves se passaient d’un certain nombre de détails de A\,s. En particulier, le A s-calcul est un
calcul avec indices de De Bruijn, or les réseaux de preuves ne se soucient ni de la notion de variable,
ni méme d’un ordre dans 'environnement de typage des termes (voir chapitres 2 et 3). Nous avons
donc proposé un calcul avec noms de variable qui se rapprochait davantage des réseaux de preuves
tout en conservant la notion d’étiquette. La figure 12.1 rappelle brievement la grammaire des termes
et les regles de réduction.

Les termes :
tu=x|(tt)| Azt | Tt| t[z,t,T,T]

Les regles de réduction :

(b1) Azt)u —  tlz,u, 0,0

(b2) (AQz.t)u — tlz,u,0, A

(f) (Ay.t)[z,u, T, Al —  Ay.tlz,u, T U{y}, A]

(a) (t w)[z,v,I,A] — (t{z,v,T,A] ulz,v,T,A])

(e1) (At)[z,u,T,A] — (AU A\ {z}))t z €A

(e2) (At)[z,u, T, Al — (TNA)tz,u, I \A,AU(A\T)] r g A

(774) y[x,t,F,A] — Ay TF#Y

(ng) z[z, t,T,A] — Tt

(c1) tly,u, A, @[z, v,T,A] — z €D\ A
ty,u[z, v, T\A,AUA\T),ANT,AU (®\ {z})]

(c2) tly,u, A, @[z, v, T,A] — tz,v,( T\ P)U{y},AU(P\T)]

[
[y, ufz,v, T\ A,AUA\D),ANT,TN®| z¢dUA

(d) PAt — (TUA)

Fia. 12.1 Définition du Ays,-calcul de [18]

Lorsque nous avons introduit ce calcul, notre souci était de conserver une grande proximité vis-
a-vis du Ay s-calcul. Cependant, il nous est vite apparu que ce nouveau calcul possede une souplesse
qui va nous permettre de nous rapprocher encore plus des réseaux de preuves, et peut-étre méme de
se passer de 'a-équivalence qui est en général de rigueur dans les calculs nommés. Au moment de
la rédaction de cette theése, une partie du travail concernant ce calcul est inachevé. Les preuves de
normalisation forte et de confluence du calcul des substitutions, de confluence sur les termes ouverts,
ainsi que celle de préservation de la normalisation forte sont encore au stade de développement.

Pour commencer, nous regardons ce que les différentes définitions du A, ,-calcul nous apportent
comme possibilités nouvelles (chapitre 13). Les différences entre ces définitions résident dans les régles
de réduction ; la syntaxe des termes reste inchangée. Ensuite, puisque nous avons des affaiblissements
explicites dans nos termes, nous devons, comme pour A [26, 41], nous baser sur un calcul pur qui en
contient aussi. Pour cela, nous définissons le \,,;,-calcul dans le chapitre 14. Le typage de notre calcul
est présenté chapitre 15 et on y donne la preuve de préservation du typage par réduction. Pour pouvoir
établir la normalisation forte du calcul simplement typé, nous avons besoin d’enrichir I’élimination des
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coupures de la logique linéaire avec une regle supplémentaire : le chapitre 16 prouve la terminaison de
cette nouvelle notion de réécriture. Enfin, le chapitre 17 donne la preuve de normalisation forte par
traduction dans les réseaux de preuves enrichis et le chapitre 18 explore des possibilités d’extension
futures pour ce calcul.



Chapitre 13

Définition du )\, s,-calcul

Ce chapitre est consacré a la définition du calcul. On commence par en donner les termes. Puis on
s’intéresse & de nouvelles regles de réduction et équivalences, et on obtient deux formulations de notre
systeme. On regarde ensuite ce qui se passe du coté de I'a-équivalence, pour se rendre compte qu’on
pourrait peut-étre s’en passer, ce qui nous conduit & proposer deux futures formulations. Enfin, on
effectue une simulation de 'une de nos formulations dans I'autre, afin de fixer notre choix sur 'une
d’elles.

13.1 Définition des termes

Soit Var un ensemble infini de variables, les termes sont construits partir de la grammaire suivante :
t o= x| (tt)| Nt | t[z,t,I,T] | Tt

oux € Var, et I' C Var. On notera A, s, I'ensemble des termes du A s,-calcul.

Remarque 13.1.1

e Dans le terme I't, le T' correspond & une étiquette du Ayg-calcul. C’est un affaiblissement
explicite qui “protege” ¢, indiquant que les variables présentes dans I' n’apparaissent pas dans
le terme (modulo a-conversion, pour U'instant). Par exemple :

{z, 2}t

est un terme pour lequel on sait que ni z, ni z ne sont libres dans ¢. On comprend bien
Iintérét d’une telle information. Si le terme ci-dessus vient a rencontrer une substitution sur
la variable z ou z, on peut éliminer directement la substitution. L’étiquette est un “délieur”,
il indique la fin de liaison d’une variable liée par un A (voir section 13.3).

e Dans le terme t[z,u,I", A], I" et A sont aussi des affaiblissements. Le premier, I', protege le
terme substituant u, et le deuxiéme, A, protége le terme substitué ¢. Par exemple, dans le
terme

ta,u, {y, 2}, {2, 0))

on sait que la variable y n’est pas libre dans u, que w n’est pas libre dans ¢ et que z n’est
libre ni dans u ni dans t.

Plus formellement, on définit les variables libres d’un terme de la fagon suivante :

FV (z) =z

FV(t u) = FV(t)UFV(u)

FV(Az.t) = FV(#)\{z}

FV(T't) = FV()\T

FV(tlz,u, T A] = (FV(#)\{z})\A)U(FV(u)\T)
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13.2 Les nouvelles regles

La plus grande liberté d’expression des termes de A, 5, nous permet de modifier les régles d’une
part pour faire une regle générique d’introduction de substitution, et d’autre part pour permettre plus
d’interaction entre les substitutions lors de la composition. Cet assouplissement des regles permet d’une
part des rendre le calcul plus concis et plus complet, et d’autre part de se rapprocher encore plus de
I’élimination des coupures des réseaux de preuves.

13.2.1 L’unique regle b

Dans [18] on présentait, pour la création des substitutions, les deux régles suivantes :

(b1) Azt) u — tlz,u, 0,0
(ba) (A(Mz.t)) u — tlz,u,0,A]

en faisant judicieusement remarquer que la regle by est en fait un cas particulier de la régle by pour
A = (). T était des lors naturel de vouloir faire une régle encore plus générale :

() (A(Az.t) (Tw) — tlz,u,T,A]

De cette regle on peut déduire les régles by, by et la régle by qu’on aurait pu ajouter : (Az.t) (T'u) —
t[z,u, T, 0]. Le lecteur attentif aura remarqué que, pour I'instant, il n’est méme pas possible de réduire
le terme (Az.x) y avec la nouvelle regle : en effet, dans ce terme n’apparait ni I', ni A. Pour que cette
regle soit utilisable, nous avons besoin d’une équivalence qui ajoute des étiquettes quand il le faut.
On appelle ~p cette équivalence, et voici sa définition :

Vte Apsn T ~p 0t

Cependant, un probléme apparait si on introduit cette équivalence. Il devient possible d’effectuer
des dérivations infinies en utilisant, par exemple, les regles e et d :

tlz,u, L, Al ~g (0t)[z,u,T,A] —e, Oz, u,T,A]) ~p tz,u,T,A]
I't ~0p grt —q I't

Deux choix s’offrent alors, soit conserver la régle b nouvellement créée ainsi que 1’équivalence ~g,
mais il faut alors transformer ey et d en équivalences, soit conserver les quatre regles by, by, bs et by
(qui s’énonce comme b). Nous discuterons de ce choix plus loin.

13.2.2 Les trois regles et ’équivalence pour la composition

Pour mimer les réductions de A, on proposait les deux régles de composition suivantes :

(c1) tly,u, A, ®][z,v,T,A] — r €D
ty,u[z, v, T\A,AUA\T),ANT, AU (®\ {z})]
(c2) tly,u, A, @][z,0,[,A] — tz,0,(T\®)Uy, AU(P\T)]
[y, u[z,v, P\ A, AUA\T),ANT,TN® z¢gdUA

En outre, la définition des termes nous imposait, pour mimer le A\, ,-calcul, que AN® = et TN® = (.

Pour comprendre ces régles de composition, il faut se demander ce que peut devenir le terme
tly, u, A, @][z, v, T, Al.

On souhaite pouvoir continuer & propager la substitution [z, v, ', A] sans étre obligé, comme dans le
Ax-calcul, de propager d’abord [y, u, A, ®] dans ¢. Dans notre ancienne version de \ys,, comme dans
Aws, deux cas étaient distingués :
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e soit z € @, auquel cas on sait que la substitution n’a rien a faire dans ¢, on la propage a I'intérieur
de l'autre pour la faire atteindre u (on sait que = € A grace a notre restriction), c’est la regle ¢y,

e soit x € @ et x € A, auquel cas la substitution doit étre propagée a la fois dans ¢ et dans u, c’est
la regle co.

Puisqu’on souhaite donner plus de souplesse & notre calcul, on relache les contraintes AN ® = ()
et TN ® = (. 1l y a alors quatre cas pour la composition. Les deux premiers sont identiques & ceux
ci-dessus, pourvu que 'on ajoute la condition z € A pour la régle c;. Il nous reste deux cas a voir.

e Tout d’abord, supposons que x apparaisse a la fois dans ® et dans A. La substitution n’a alors
le droit d’aller nulle part, on peut I'effacer.

(c3) tly,u, A, @[z, v, T,A] — ty,u,(A\{z}) UA (P\{z})UA] z€dNA

Cela nous donne les trois regles de composition de notre calcul :

(c1) tly,u, A, ®][z,v,T,A] — z €D\ A
tly,ulz,v, F\A,AU(A\T),ANT,AU(®\ {z})]
(c2) tly,u, A, @[z, v, T,A] — tz,0,(T\P)Uy, AU (P\T)]
[y,ulz, v, P\ A, AUA\D),ANT,TN® z¢PUA
(e3) tly,u, A, @[z, v, T,A] — tly,u,(A\{z}) UA(®\ {z}) UA] red®NA

e Le dernier cas est un peu a part. En effet, supposons que z soit dans A et pas dans ®, on pourrait
étre tenté d’écrire une regle comme :

(ca) tly,u, A, @]z, v, T',A] — reA\P
7o, (T

Mais comme on raisonne modulo a-conversion (pour I'instant), y n’est pas dans AU (®\T'), et

les conditions y € (I'\ ) U {y} et y ¢ AU (®\I') sont vérifiées. On peut alors appliquer de
nouveau la régle de la facon suivante :

t1 =tlz, v, T\ ®)U{y},AU(®\ D)y, u, AU A\ {z}), T NP —
tly, u, (AU (AN {z}) \ (AU(@\T)) U{z}, (TNO)U((AU(@\T))\ (AU (A\{z})))]
[z,0, T N@)U T\ @) U{y}) \ {y}), (AU A\{z})) N (AU(®\TD))] = t2
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On pose A’ = A\ {z} et on calcule les égalités suivantes' :

L. (AUA)Y\ (AU (@\T))u{z}
= (A\(AU(‘P\F)))U(A'\(AU(CI)\F)))U{iE} (a.)
= A\ (AU(@\T))) U{z} (b.)
= ((A\A{z}) \ (2\T)) U{z} ANA=0Det (e)
= ((A\{z}) U{z}) \ (@\T) z & @ et (f)
= A\(®\TD) (h.)

2 CN®)U((AU(@\T))\ (AUA))
= In@)uA\(AuA)u((@\T)\(auL)) (a)
= (I'Nn@)u((@\T)\ (AU (b.)
= TNd)u((e\T)\A) AND®=0et (e)
= 2\ (A'\T) (i)

3 (Cn@)u(((C\2)ufyh)\{y}) y ¢ T et (5.)
= I'Nnd)u T\ ) (k.)
=T

L (AUA)N(AU@\T))
— (AN(AU@\D)UN N (BUE@\T)
— AU N(AU@\T))
= AU NA)UWA(@\T))
= AUANN(@\T)) ANA=0
— AU(@NA)\T) (v

On a alors :

to = tly,u, A\ (@\T), @\ (A"\D)][z,v,[,AU((@NA)\T)]

Dez € A\ ® on déduit z € A\ (P\T) et z ¢ ®\ (A" \T). On peut encore appliquer la méme
regle :

ty =tz =tfz,v, I\ (@\ (A'\T))) U{y},AU((@NA)\T)U((\ (A'\ )\ T)]
[y, u, AU((@NA)\T) U (AN (@) \{z}), TN (DN (A"\ )]
On calcule les égalités suivantes :
Lo O\ @\ (W\T)) U{y)
= T\ ®)u{y} (m.)
2. U((@NA)\NT)U((®\ (A\T)\T)
= AU((@NA)\T)U((\A)\T) (0.)
= AU(@NA)U(@\A))\T (a.)
= AU(®\T) (k)
3. AU((@NA)\T)U (AN (@\T))\{z})
= AU((@NA)\T)U((A\{z})\ (@\T)) (p.)
= AU((@NA)\T)U A\ (2\ D))
= AUN (q.)
4. 'n(®\ (A"\D))
= I'n® (r.)

!Dans ces calculs, ainsi que dans d’autres par la suite, les lettres entre parenthéses font référence a des petites
propriétés du calcul des ensembles qui sont rappelées en annexe A. L’annotation indique que la propriété correspondante
a été utilisée pour passer de la ligne précédente du calcul a la ligne sur laquelle elle figure.
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On a obtenu t3 = t1, ce qui nous permet de poursuivre la réduction de facon infinie : la regle cq4
rend le systéme non terminant. Pour pouvoir I'utiliser tout de méme, nous devons introduire cette
réécriture, non pas comme une regle, mais comme une équivalence. Elle devient I’équivalence
~¢, qui s’énonce comme suit :

ty, u, A, @[z, v, A] ~, reN\D
tz,v, (TN Q) U{y}, AU(®\ D))y, u, AU(A\ {z}), ' N D]

13.2.3 Le choix entre équivalences et regles

Le probleme évoqué ci-dessus de 'introduction de 1'équivalence ~p nous amene a choisir entre
deux calculs : I'un avec beaucoup de regles, et ’autre avec beaucoup d’équivalences. Le choix n’est
pas évident car les deux options ont leurs avantages et leurs inconvénients respectifs.

e Si 'on choisit un calcul avec beaucoup d’équivalence, cela nous donne le systéme présenté fi-
gure 13.1. Celui-ci est trés proche des réseaux de preuves dans la mesure ou les équivalences
correspondent & des égalités pour I’élimination des coupures (voir chapitre 17 et cinquiéme
partie).

e Le systeme présenté figure 13.2 est plus satisfaisant du point de vue du calcul car il indique
clairement comment arriver aux formes normales. En contrepartie, nous sommes obligés de
donner les quatre regles by, ba, b3 et by.

Comme on le verra plus tard, c’est le systéeme avec équivalences qu’on choisira d’étudier.

13.3 «a-équivalence ?

L’a-équivalence sert & empécher la capture intempestive de variables. [.’exemple le plus fréquemment
montré est le suivant. Lors de application de la régle Lambda (du Ax-calcul) :

(Az.t)[y + u] — Az.(tly < u))

les variables z de u sont capturées par le A traversé. Pour se prémunir contre cela, on dit qu’on
travaille modulo a-équivalence, ce qui permet de transformer le terme Ax.t en A\z.t{x < z}, avec z
n’apparaissant ni dans ¢, ni dans u. Dans notre systéme, la regle f est la suivante :

(Az.t)[y, u, ', Al — Az (tly,u, T U {z}, Al

L’étiquette étant un délieur, le probléeme évoqué ci-dessus n’apparait pas puisqu’on indique ex-
plicitement que x n’est pas libre dans u. On peut alors se demander si I’a-équivalence est encore
nécessaire. Voici quelques éléments de réponse, qui ne nous permettront cependant pas de conclure.

Sans a-équivalence, les variables peuvent apparaitre plusieurs fois dans les étiquettes. Nos étiquettes
vont donc étre des multi-ensembles. Regardons le terme suivant

Az Az.((z {z,x}z) {z}x))[x,u, 0,0

Voici le dessin indiquant la liaison entre les différentes variables et leurs lieurs :

| | |
()\x)\ur((f {:T, z}r) {x‘}x))[x, u, 0, 0]

C’est peut-étre plus clair si on regarde le terme sous forme d’arbre :
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(A(Az.t))(Tu)

(t u)[z,v, T, A]
(At)[z,u, T, A]

ylr, t, T, A

z[z,t, T, Al

ty, u, A, @[z, v, T, A]

ty, u, A, @[z, v, T, A]
ty, u, A, @[z, v, T, A]

(Ay.t)[z,u, T, A
(At)[z,u, T, Al

At

0t

t[y’ 11" A’ @] ["I:’ /l)’ F’ A]

4

N
N
N
N
N
A

3

%

4

~
~
~
~

~

tlz,u, T, Al

(t[z,v, T, A] u[z,v,T, Al)
(AU {h)t

Ay

I't

AUMA\DLANT,AU(®\ {z})]
tz, v, T\ @) U{y}, AU(P\T)]
[y, u[z,v, ]\ A,AU(A\T),ANT,T'NP|
ty,u, (A\{z}) UA, (@ \ {z}) UA]

Ay.tlz,u, T U {y}, A]
(CNA)tz,u, T\ A, AU (A\T)]
(TUA)
;

tle, 0, (C\ @) U{y}, AU(@\D)][y, u, AU (A\{z}), T'N D]

Fia. 13.1 Systeme avec équivalences

Azt)u —

(A(Az.t)) u —

(Az.t) (Tu) —
(A(Az.t)) (Tu) —
(My.t)[x,u,T,A] —

(t w)[z,v,T,A] —
(At)[z,u, T, A] —
(At)[z,u,I',A] —
yle,t, [, A] —
x[m,t,F,A] —

tly, u, A, @[z, v, A] —
tly, ulz,v, "\ A

tly, u, A, ®][z,v,T, A] —
tly, u, A, @[z, v, I, A] —
At —

0t —

tly, u, A, @[z, v, A] ~

0
Al
0
Al

T, U,

T

8
Q

a“a

S~ S S
P—JﬂS‘S«

d
[z,
e
[z,

T

Q

Ay.tlz,u, U {y}, Al

(t[xa U, Fa A] u[x’ v, F’ A])

(AU A\ {z})t

(0N A)E[z,u, T\ A, AU (A\T)]
Ay

I't

SAUNMND)LANT, AU (RN {z})]
tlz,v, T\ @) U{y},AU(®\T)]

[y, u[z,v, I\ A,AU(A\T),ANT,T'NP]
tly,u, (A\ {z}) UA, (@ \ {z}) UA]
TuUA)

t

tlz,v,(C\®)U{y},AU(®\D)][y,u, AU(A\ {z}), T NP

FiaG.

13.2  Systéme avec regles

z €A

TFY
zed\A
g ®UA

zePNA

ygA
& A

reA\D

xr €A
z & A
TFY
z€ P\ A

g dUA
zednNA

zeA\P
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Il se réduit de la facon suivante :

Az z.((z {x,x}x} {z}x))[z,u, D, 0]
1.
Az ((Az.((z {x,x}x)f{w}w))[w,u,{w},w])
\
Az Az (((z {z,z}x) {x}z)[z,u, {z, 2}, 0])

Si on regarde naivement la liaison entre les différentes variables et leurs lieurs, on voit le dessin
suivant :

| |
)\x)\slc(((x {z, x‘}sc) {x}‘x)[sc, u, {z,z},0])

Cette constatation suffirait & montrer qu'un tel systéme est incorrect. Cependant, on peut retrouver

la “bonne” liaison en utilisant I'information stockée dans la substitution. Puisqu’on travaille avec des
multi-ensembles, le nombre d’occurrence d’une variable dans I’étiquette protégeant le substituant nous
indique le nombre de lieurs de cette variable qu’on a traversé. Comme pour les indices de De Bruijn,
cette information va nous permettre de relier les variables correctement. Il suffira de considérer qu’une
substitution [z, u, ", A] lie les occurrences de z dans ¢ qui sont déliées autant de fois que le nombre
d’occurrences de z dans I'. Cela nous donne le résultat attendu :

| | |
e Az (((z {z,z}x) {z}2)[z,u, {z,z},0])
L g

des régles. Il nous faut alors convertir les opérations sur les ensembles par des opérations sur les multi-
ensembles. Les figures 13.3 et 13.4 présentent une ébauche de ce que pourrait étre de tels systémes.
Dans ceux-ci, nous utilisons les opérateurs suivants sur les multi-ensembles :
Nous avons deux opérateurs pour I'union. Le premier est 'union multi-ensembliste : {z, z,y, 2} U
{u,v,2,2} = {z,z,z,u,v,y, z,z} et 'autre est I'union habituelle, mais sur des multi-ensembles,
c’est-a-dire qu’elle prend, pour chaque variable, le maximum du nombre d’apparition de celle-ci
dans les deux ensembles : {z,z,y, 2z} U{u,v,z, 2} = {z,z,u,v,y, z}.
— L’intersection multi-ensembliste : {z,z,z,y, 2z} N{u,v,z,z, 2} = {z,z, z}.
La différence symétrique multi-ensembliste : {z, z, z,y, 2} \{u,v,z, 2} = {z,z,y}.
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(A(Az.t))(Tu) — tlz,u, A
(t u)[z,v,T,A] — (t[z,v,T,A] u[z,v,T,Al)
(At)[z,u, T, Al — (AU(A\{z}))t
ylz,t, T, Al — Ay
z[z,t,T,A] — Tt
tly, u, A, ®|[z,v, [, A] —
tly, ule,0.T \A, A U (AND) AT, AU (& \{o})
tly, u, A, @|[z,v,T,A] — tlz,v, (T \®)U{y}, AU (®\I[)]
[y, u[x v, '\A, AU AND), AN, TN
tly, u, A, @[z, 0, T, A] — tly,u, (A\{z}) UA, (P \{z}) UA]

(Ay.t)[z,u, T, A
(At)[z,u, T, A

Ay.t[z,u, T Uy}, Al

(T Az, u, T \A, AL (A\D)]
(TUA)

t

T At
0t

IS

tly, u, A, @|[z,v, T, A] ~

tlz, v, (T

@) U{y} AU (@ \D)]ly, u, AU (AN{z}), T N @]

Fia. 13.3 Systeme avec équivalences, sans «

Az.t) u —  tlz,u,0,0]
(A(Az.t)) u — f[T,u,(Z],A]
(Az.t) (Tu) — tlz,u,T,0]
(A(Az.t)) (Tuw) — tlz,u,T,A]
(Ay.t)[z, u, F JA] = Ayt[z,u, T U{y}, A
(t u)[z,v,T,A] — (t[z,v,T,A] u[z,v,T,Al)
(AT Al = (AU {z})r
(At)[z,u, T, A] — (T Az, u, T \A, AL (A\D)]
ylz,t,T,A] — Ay
z[z,t,T,A] — Tt
tly,u, A, (I)M.’E v, Al —
tly, u[m,v, C\AAUAND)LANT, AU (D \{z})]
tly,u, A, @[z, v, T, A] — t[z,o, (T \®) U {y}, AU (P \I)]
[y, u[z,0,T \A,A LU (A\D),ANT,T 1]
tly, u, A, @[z, 0, T, A] — tly,u, (A\{z}) UA, (@ \{z}) UA]
At — (TUA)
0t — ¢

t[y’ /U;’ A’ @”im’q)’]‘—"A] ~

t[z,

v, (T

@) U{y}, AU (@ \D)]ly, u, AU (AN{z}), ' N @]

F1a. 13.4 — Systeme avec regles, sans «

z e A\T
x#yoryel

z€e€d\et z ¢ A\

zg®\let z g A\
ze€®\I'et z € A\

z @ A\T

zeA\T et z ¢ ®\D

ze A\
z g AT
r#tyoryel

ze®\Tetzg A\l

g ®\I'et z &g A\
z€®\I'et z € A\

z €A\ et z ¢ @\
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La notion de variable libre doit étre adaptée pour ces calculs. On la définit inductivement de la
fagon suivante :

FV(z) = x

FV(t u) = FV(t)UFV(u)

FV(Az.t) = FV(t) \{z}

FV(T't) = FV(@#)ur

FV(tlz,u,I',A] = (FV({t)\{z}) UA)U (FV(u)UT)

Il est intéressant de remarquer que, d’un point de vue logique et typage, le U correspond & un affai-
blissement tandis que le U correspond & une contraction. On peut continuer de réduire le terme de
notre exemple jusqu’a obtenir sa forme normale, qui correspond bien & ce qu’on attendait :

Ao Az (((z {z,z}x) {z}z)[z,u, {z, 2}, 0])
la
la

Az )z ((zlz,u, {z, 2}, 0] =, 2}2)[z,u, {z,2},0]) {z}z)[z,u,{z,2},0]))
Im z € {z,z}
Aoz (0 ({z, 2}z) [z, u, {z,2},0]) ({z}z)[z,u,{z, x},0]))
Ve v ¢ (o} \ o7}
Ne (0 (2o, L 2}, 0)) ) (o, (), O)
I ny z € {z}
N (0 () o, L, 2}, ) {r) (0)

Lo v ¢ {2} \(r,2)

Ao e ((O ([ ) (el 0,0, 0]))) {r} (0)
i ni T Q (Z]

Ne (0 ({2} (0u))) {}(0))

10
10
10

Cependant, un autre probleme apparait lors du croisement des lieurs, comme l'illustre I'exemple
suivant. Le terme t[y, u, (), §][z, v, 0, {y}] peut se réduire de deux facons :

.y[ya“a@am[mavawa{y}] _)711 “[mavawa{y}]

o y[ya“‘a@am[mavawa{y}] _)(32 y[a:,v,{y},{y}][y,ft[a:,1),@,{y}],@,@] _)(33 y[x’“"w?m _)712 Y

11 se passe ici que le délieur de y dans la substitution sur z devient, aprés composition des substitutions,
un délieur pour la substitution sur y, ce qui n’est pas correct. Malgré tout, il semble que ’on ne soit
plus trés loin d’une solution acceptable pour se passer d’a-conversion. Dans la suite de la these, nous
continuons d’utiliser le systeme modulo a-équivalence ; nous reportons ’étude de cette possibilité pour
un travail futur.

Puisqu’on travaille modulo a-équivalence, il faut définir 'opération de renommage.

Définition 13.3.1 (Renommage de \,;,)

On suppose qu’on dispose d’un ensemble infini de variables fraiches F. L’opération de renommage
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est définie inductivement sur la structure des termes par les égalités suivantes :

{z <y} = y
2yt = =z siz#zx
(tu){z <yt = (Hz <y}t u{z < y})
(Tt){z <y} = T(t{zx + y}) siz gl
(Tifo —yb = ((O\ {=}) U {y) sizer
Met){z vy} = Iz.(t{zx + 2z}{z < y}) zeF
Azt){zx «—y} = Xz.(t{z < y}) siz #z
(o, T, ANy} = it D\ L) ULy (A\ (s Ufy})  sizeTnA
(tz,u, DAz <y} = tlz,u{z <y}, T, (A\{z}) U{y}] size A\T
(tz,u, T, AD{zx <y} = (#{z « y})[z,u, (T \ {z}) U{y}, A] sizel\Aetz#z
(tz,u, DAz <+~ y} = (H{z <+ y})[z,u{z + y}, [, A siegTUA etz # 2
(tlz,u, T, A){x «— y} = (#{z + 2H{z < y})[z,u, (T \{z}) U{y},A] siz el \A, z€F
(tlz,u, T, A){zx « y} = (H{z + 2H{z + y})[z,u{z + y}, T, A] sirgTUA, z€ F

13.4 Le \,,,-calcul

Il faut a présent choisir entre les deux systemes, celui avec regles ou celui avec équivalences. D’un
point de vue théorique, il est plus intéressant d’étudier celui avec équivalences, qui nous rapproche un
peu plus de la logique. D’un point de vue pratique, il est plus intéressant d’étudier celui avec regles,
qui nous rapproche un peu plus de 'implantation (de la programmation). On va choisir le systéme
avec équivalences et on va voir ci-dessous qu’on peut tirer de son étude des conséquences pour le calcul
avec regles. C’est donc le systéme avec équivalences qui sera noté Ay g, (il est présenté figure 13.1) ; le
systeme avec regles, quand a lui, sera noté A,,,. Dans la suite, on appelle Req 'ensemble des regles
de réduction f, e, d et ) et on note —Req I’ensemble des autres.

Pour approfondir les relations entre les deux systemes, nous allons établir une simulation du
systeme avec regles par le systeme avec équivalences. Une telle simulation est toujours possible puisqu’il
suffit, & chaque fois qu'on applique une régle de Regq, d’utiliser dans lautre systéme I’équivalence
correspondante. Par exemple, la réduction de gauche dans le systeme avec regles sera simulée par la
réduction de droite dans le systeme avec équivalences :

(zty)lz, u, {z}, 0][y, v, 0, 0] (zty)lz, u, {z}, ][y, v, 0, 0]
_>82 ~eo

({z}(ylz, u, 0,00))]y. v, 0,0] ({z}ylz, u, 0,00))[y. v, 0, 0]
_)82 ~eo

ylz,u, 0, 0]y, v, 0, {z}] ylz,u. 0, 0]y, v, 0, {z}]
—ny —ny
0y)ly, v. 0, {z}] 0y)ly, 0.0, {z}]
0 ~0
yly, v, 0, {z}] yly, v, 0, {z}]

_>”1 _>”1
Pv fv
) ~0

Les deux systemes se comportent de la méme fagon pour la préservation du typage. Le point
intéressant de cette simulation, ¢’est qu’on peut déduire la normalisation forte du systéme avec régles
de celle du systéeme avec équivalences, a la condition suivante : il faut établir qu’aucune réduction
infinie n’est possible, dans le systéme avec regles, en n’utilisant que les régles de Req. C’est I'objet du
lemme suivant :
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Lemme 13.4.1 (Normalisation forte de Req)

Le systéeme de réécriture dont les termes sont ceux de A, et les régles sont celles contenues dans
Req est fortement normalisant.

Preuve : On se donne comme poids pour les termes, le couple composé du nombre d’étiquettes
suivi (dans Pordre lexicographique) de la mesure h définie inductivement de la fagon suivante :

h(x) = =z

h(t u) = h(t)+h(u)+1
h(\z.t) — h(t)+1

h(T't) — A(t)+1
h(t[z,u,T,A]) = h(t) x (h(u) +1)

L’application des régles d et () fait décroitre strictement la premiere mesure. Les régles f et ey laissent
le nombre d’étiquettes inchangé, et voici ce qui se passe pour la deuxieme mesure.
e Si(Ay.t)[z,u,I', Al = Ay.(t[z,u, T U{y}, A] alors on a h((Ay.t)[z,u,I', A]) = (h(t) +1) x (h(u)+
1) =h(t) x (h(u) + 1) + h(u) + 1 et h(Ay.(t[z,u, T U{y}, A]) = h(t) x (h(u) + 1) 4+ 1. Puisque
la mesure de tout terme est toujours supérieure ou égale a 1, on obtient que la régle f a fait
décroitre h.
o Si (At)[z,u,'A] = (TNA)t[z,u, T\ A,AU(A\T)] alors on a h((At)[z,u, T, A]) = (h(t) + 1) x
(h(u)+1) = h(t)x (h(u)+1)+h(u)+1 et h((TNA)E[z, u, T\A, AU(A\T)]) = A(t) x (h(u)+1)+1.
De la méme facon que dans le point précédent, on obtient que la régle ey & fait décroitre h.

De plus, la mesure h étant monotone, lorsqu’un sous-terme voit sa valeur décroitre, alors il en est de
méme pour le terme tout entier. [

Voici le lemme qui établit la relation de normalisation forte entre les deux systémes.

Lemme 13.4.2

Si le Aysp-calcul est fortement normalisant, alors le A’

, .
wen-calcul 'est aussi.

Preuve : On raisonne par 'absurde. Supposons qu’'un terme ¢ admette une dérivation infinie
dans A, ,,,. Comme le Ay s,-calcul est fortement normalisant (par hypothese), 'ensemble des regles de
= Req, qui en est un sous-systeme, est lui aussi fortement normalisant. Par le lemme 13.4.1, I’ensemble
des regles de Req est aussi fortement normalisant. De ce fait, la dérivation infinie de ¢ doit forcément

étre une alternance de réduction de régles de Req et de regles de —Req :
t _)Req tq _)ﬂReq to _>Req t3 —>—|Req t4 _)Req ts _)ﬂReq
On peut alors construire une dérivation infinie dans Ay, :

t ™~ Req tq ~—-Req to ™~ Req t3 ~—-Req ty ™~ Req ts ~—>-Req -+

Ce qui contredit I’hypotheése de normalisation forte de Ay, - [

Remarque 13.4.3
Dans la preuve précédente, pour construire la dérivation infinie dans A, s,, on a utilisé une si-
mulation de A}, par Ays,. Celle-ci a été brievement introduite dans lexplication au début de
la section. Chaque regle de Regq (dans \,,,) est simulée exactement par I'étape d’équivalence qui
porte le méme nom dans A,s,. Les régles by, by, b3 et by sont simulées en utilisant la regle b et

I’équivalence ). Les autres régles sont simulées par les mémes dans Ay gy,
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Chapitre 14

Le )\-calcul avec affaiblissement
explicite

On introduit une version du A-calcul avec affaiblissement explicite. Il correspond & la version
nommée du A,-calcul introduit dans [26, 41], & I'exception des équivalences que I'on a définies. Il
semble évident qu’il est connecté au A-calcul de [44], mais I'étude des connexions entre eux fait partie
des travaux futurs. L’introduction des étiquettes dans les A-termes est intéressante a plusieurs points
de vue. En plus de 'efficacité accrue des réductions, le gain majeur est une gestion plus explicite des
variables, ce qui devrait permettre de se passer d’a-équivalence (comme cela est fait, parallelement,
dans le A-calcul).

14.1 Définition du \,,-calcul

La grammaire des termes est celle de A\, sans les substitutions explicites. Pour ce qui est des
regles de réduction, on a de nouveau le choix de donner quatre régles pour la g-réduction, ou bien
une seule en ajoutant I’équivalence (). C’est cette deuxiéme option qu’on choisit. Par commodité, on
ajoute aussi I’équivalence d afin de ne pas avoir a gérer le nombre d’étiquettes consécutives dans les
termes. Cela nous donne la définition suivante.

Définition 14.1.1 (Le \,,-calcul)

Les termes du Ay,-calcul sont donnés par ma grammaire suivante :
tu=x| (tt) | Azt | Tt

Voici I’ensemble des régles de réduction :

(B) (A(Az.t) (Tu) — t{z <+ u, A}

(0) 0t ~ t
(d) TAt ~ (TUA)

Puisque nous travaillons modulo a-équivalence, nous avons besoin d’une opération de renommage.
Alors que dans le A-calcul on pouvait utiliser & cette fin la substitution implicite, ici cela n’est pas
possible car le renommage doit aussi avoir lieu dans les étiquettes, ce qui n’est pas possible si on utilise
la substitution implicite de A,,,. Voici la définition de la fonction de renommage, qui est un fragment
de la fonction de renommage de A4y,

Définition 14.1.2 (Renommage de \,;,)

On suppose qu’on dispose d’un ensemble infini de variables fraiches F. L’opération de renommage

191
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est définie inductivement sur la structure des termes par les égalités suivantes :

{z <y} = y
2{r vyt = =z siz#zx
(tu){z <yt = (Hz <yt u{z < y})
(Tt){z «—y} = T(t{z + y}) siz gl
Ti{s eyl = (P\{hUfght  sizer
Azt){zx vy} = Xe(t{z+—2z{z «+vy}) 2z€F
Mzt){z —y} = Xz.(t{z < y}) siz#z

La substitution implicite est plus sophistiquée en raison de la présence des étiquettes. Cela per-
mettra de garder a jour les informations qui y sont stockées. La définition de la substitution implicite
correspond exactement & la définition des régles de A\ ¢, ; ¢’est normal puisque ces deux objets sont
censés faire le méme travail. On notera que les regles de composition ont disparues : elle sont inutiles
pour prouver le lemme de substitution.

Définition 14.1.3 (Substitution implicite de \,,)

On suppose qu’on dispose d’un ensemble infini de variables fraiches F. La substitution implicite
est définie inductivement sur la structure des termes par les égalités suivantes :

(t u){z v, IA} = (tH{zr+v,T,A} u{r + v,T,A})

Ay.t){z < v, I'A} = Azt{y < z}{z < v, T U{y}, A} zeF
(At){z v, A} = (AU(A\{z}))t z €A
(At){z < o,[A} = TnAH{z+u,T\AAUA\D)} z¢&A
y{z < v, T, A} = Ay x#y
z{zx v, T, A} = It

14.2 Lien entre le )\,,-calcul et le A-calcul

On souhaite établir que les deux notions calculs possédent les mémes propriétés. Pour cela, on
donne deux traductions et deux résultats de simulation réciproques de I'un dans 'autre. Cela nous
donne automatiquement la confluence et la préservation de la normalisation forte. Tout terme du A-
calcul est aussi un terme du Ay,-calcul; la traduction est directe. Voyons comment passer d’un terme
étiqueté a un terme sans étiquette.

Définition 14.2.1 (Traduction de \,, dans \)
Soit ¢ un terme du Ay,,-calcul. Il est toujours possible de trouver un terme ¢’ qui lui soit a-équivalent
et qui vérifie la convention suivante (appelée “convention de Barendregt”) :
e les variables liées sont toutes différentes
e les variables libres sont toutes différentes des variables liées.

Dans le terme t', ’étiquette qui fait office de délieur n’a plus de raison d’étre, car les variables dont il
parle ne peuvent pas apparaitre dans le sous-terme qu’il protege. Si ¢’était le cas, cela voudrait dire
que I'un des deux points ci-dessus n’a pas été respecté. La traduction M (t) d’un terme ¢ consiste
alors a effacer les étiquettes :

M (x) = =z

M(tu) = M(t) M(u)
M(Az.t) = Az.M(t)
M(Tt) = M(t)
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Le lemme suivant dit que la traduction préserve la bonne liaison des variables.

Lemme 14.2.2
Si ¢ vérifie la convention ci-dessus, alors quelle que soit la substitution {z + u,T'; A}, on a

M(t{x <+ u,[',A}) ~q M(t){zx + M(u)}.

Preuve : Par induction sur la structure de ¢.
Sit =z, alors
M (t{z < u,I',A}) = M(T'u) = M(u)

et
M(t){zx + M(u)} = z{z + M(u)} = M(u).

- Sit =y (avec y # x), alors
M(t{z < u,I',A}) = M(Ay) = M(y) =y
et
M(t){z < M(u)} = y{z - M(u)} =y.

Sit = (v w) out = Ay.v, alors on conclut par hypothése d’induction.
Sit= Av avec z € A, alors

M (t{z + u,[,A}) = M(A'v) = M (v)
et
M(t){x + M(u)} = M(v){zx + M(u)} = M(v)

car z ne peut pas étre libre dans v.
Enfin, si t = Av avec = € A, alors on conclut par hypothese d’induction.
|

Les preuves des deux lemmes de simulation suivants sont immédiates en utilisant le lemme ci-dessus
et I'a-équivalence.

Lemme 14.2.3 (Simulation de \,, dans )\)
Pour tout Ayp,-termes ¢ et u, si ¢ —y,, w alors M (t) —\ M (u).

Lemme 14.2.4 (Simulation de A\ dans \,,;,)

Pour tout Ayp,-terme ¢ et tout A-terme u, si M(t) — u alors il existe un Ayyp,-terme ¢’ tel que
t—y,, t'et M(t') = u.
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Chapitre 15

Typage du Ay sp-calcul

Ce chapitre présente les regles de typage du Ay sp-calcul. Celles-ci permettent de mieux comprendre
la raison d’étre et le fonctionnement des étiquettes : ce sont des affaiblissements explicites. Ensuite,
nous montrons que ce calcul possede la propriété de préservation du typage par réduction.

15.1 Regles de typage

Les regles de typage sont données dans la Figure 15.1.

T'Ft:A TNA=0

To:Arz:4 47 T.AFAf: A Veak
'ct:B—A T'Fu:B z:AFt: B
A I
'k (tu): A pp Fl—)\x.t:B—>ALambda
M\Fru:d I\Az:Abi:B (DUA)CT
Uu

I+ tz,u,I'A]: B

Fi1Gc. 15.1 — Regles de typage du Ays,-calcul

Puisqu’on travaille modulo a-conversion, on considére que, dans la régle Weak, 'ensemble A ne
contient pas de variables liées dans ¢. Pour la rendre plus proche de la formulation de la regle Sub, on
peut I'écrire de la facon suivante :

F'\Art:A ACT
'-At: A

Weak

De maniere symétrique, on peut aussi formuler la regle Sub de fagon “additive”, pour se rapprocher
de la premiére formulation de la regle Weak. Pour cela, on appelle

- II; =11\ (T UA) la partie de I'environnement de typage qui sert & typer les deux sous-termes ¢
et u,
Il =T\ A la partie qui sert & typer uniquement ¢,

— II3 = A\ T la partie qui sert & typer uniquement u, et
Iy = ANT la partie qui ne type ni I'un, ni 'autre.

On formule alors la regle Sub de la facon suivante :

My, g bu:A I, Iy,z: At B Vi,je{1,2,3,4} I, NIL; =0
H],HQ,H3,H4 "t[.’E,U,HQUH4,H3UH4] ' B

Sub

Le découpage que I'on vient d’effectuer correspond exactement aux questions que I'on s’est posées
lorsqu’on a établi les quatre regles de composition. Dans la suite de la theése, on prendra I'une ou
I’autre des formulations précédentes des regles Weak et Sub, en choisissant & chaque fois celle qui
s’utilisera de la fagon la plus simple.

195
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15.2 Préservation du typage

La préservation du typage par réduction est une propriété importante, particulierement pour nous,
car elle nous permettra d’effectuer la traduction de nos termes dans les réseaux de preuve. Sans elle,
un terme pourrait ne plus étre typable ou bien changer de type, ce qui ferait perdre au calcul son
intérét en sémantique. Pour nous, cela conduirait aussi au fait que les réduction de A, ne pourraient
plus étre simulées par I'élimination des coupures des réseaux de preuve (voir chapitre 17). Voici le
théoréeme qui établit cette propriété.

Théoréme 15.2.1 (Préservation du typage)

Si t est typable et se réduit en une étape vers t', alors ¢’ est typable dans le méme environnement
et possede le méme type que . Plus formellement :

UkHEt:C et t—>t = UkHt:C

Preuve : On prouve cela par induction sur la structure du terme ¢. Si la réduction a lieu dans
un sous-terme de ¢, il est facile de voir qu’on obtient le résultat attendu en appliquant 'hypothese
d’induction sur le sous-terme réduit.

Sinon, la réduction a lieu a la racine de t, et on doit considérer tous les cas possibles. Le schéma de
preuve est simple : & partir de la forme de ¢ et du fait que ¥ F ¢ : C, on détermine les dernieres régles
appliquées dans la dérivation de typage, et on isole les sous-dérivations 71,... 7, grace auxquelles il
est facile de reconstruire une dérivation de typage pour ¥ ¢ : C.

On rappelle que, dans un environnement de typage, la virgule symbolise 'union ensembliste.

e Regle b: t = (A(Az.u)) (T'v) se réduit vers ulz,v,I’, A] = t'. Puisque t = (A(Az.u)) (T'v) sa
dérivation de typage est de la forme suivante
U3
U\Az:BtFu:C o
U\NAFAzwu):B—-C V\I'kwv:B
Ut A(Azu): B—C VFTIv:B
U F (A(Az.w))(Tv) : C

On peut reconstruire aisément une dérivation de typage valide pour ¢’ de la facon suivante

9 ™1
U\I'Fv:B ¥Y\Az:Btu:C
v+ ulz,v, Al : C

e Equivalence f : t = (Ay.u)[z,v,T, A] est équivalent & Ay.(u[z,v, (T U{y}),A]) = ¢. En raison
de la forme de t, sa dérivation de typage est de la forme suivante, avec C = A — D

2
e U\A,z:B,y: Aru:D
U\TFv:B U\Ajz:BF(Ayu):C=A—D
Ut (Ayu)[z,v,T,A]: C

On peut construire la dérivation suivante,
T 2
(U,y: A)\(T"U{y}) =V \I'rv:B (V,y: A)\A=V\Ajy:Ajz:Btru:D
U, y: Ak ufz,v, (TU{y}),A]: D
U My (u[z,v, (T U{y}),A]) :C=A— D

Et réciproquement si on utilise ’équivalence dans I'autre sens.
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e Régle a : t = (u v)[z,w, T, A] se réduit vers (u[z,w,T, A] v[z,w,T,A]) = ¢’ et la dérivation de
typage de t est de la forme

T2 3
m UV\A,z:Aru:B—-C UY\Az:Akrv:B
U\ThFw: A U\Az:Aruv:C

U (uv)z,w, Al : C

On peut construire la dérivation suivante

™ D) 1 3
U\I'tw: A ¥Y\Az:Aru:B—-C Y\I'tw:A UY\Az:Arv:B
U+ ulz,w,I[A]: B— C U+ ofz,w,T,A]: B

U (ulz,w, ', A] vz, w,I',A]) : C

e Regle €1 : t = (Au)[z,v,T, A] se réduit vers (AU (A \ {z}))u =, avec z € A. La dérivation de
typage de ¢ est de la forme

™ (P\NAz: A)\NA = (W\NA)\NA\{z}) Fu: C
U\T'Fv:A U\Ajz: AFAu: C

Ut (Au)[z,v,T,A]: C

On peut construire la dérivation de typage suivante pour ¢’

U\ (AU A\ {z})) Fu:C
UVE(AUA\{z}))u:C

Pour w9, il faut vérifier que

(WAA)NAN{z}) = TN (AUAN{z}))

ce qui est immédiat en utilisant la propriété (n.) !

e Equivalence ey : t = (Au)[z,v,T, A] est équivalent & (I' N A)ufz,v, [\ A, AU (A\T)] =t avec
z ¢ A. La dérivation de typage de t est de la forme

T2
e (T\A,z: A)\NA=(T\A)\A,z: At u:C
U\ThFov:A U\A,z:AFAu:C

U (Au)[z,v,I',A] : C

On peut construire la dérivation de typage suivante pour #'
T 2
(T\NTNAN\T\ANFov:A (T\TNA)\N(AUA\D)),z: AFu:C
U\ (CNA) Fufz,o,T\A,AU(A\T)]: C
UE(TNA)ulz, v, T\A,AUA\T)]:C

I1 faut vérifier :

1. pour m, que

(WA TAAYNTNA) =TAT

Voir annexe A.
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2. et pour mg, que

(WA T AA)\(AUANTD) = (FNA)\A

On calcule :
Lo (T (TNA)\(T\A)
T\ (CNA)U(T\A)) (n.)
2. (W\NTNA)\N(AU(ANT))
= (W\N(TNA)NANT)NA (n.)
= (PN ((TNAUA\D))\NA (n.)
= (T\M)\A (k.)
(T\A)\A (p.)

On procede de la méme facon si on utilise I'équivalence dans 'autre sens.
e Regle ng : t = y[z,u, ', A] se réduit vers Ay = t'. La dérivation de typage de t est de la forme

1
U\I'Fu:A Y\Az:AFy:C
U ylz,u, Al : C

On peut aisément construire la dérivation de typage de t'

U\Akry:C
Uk-Ay:C
Carsiye U\ Aalorsy € U.
e Regle ny 1 t = z[z,u,T', A] se réduit vers T'u = t’. On a la dérivation suivante pour ¢

1
U\I'tu:C V\Az:Ckz:C
U zlz,u,I,A]: C

On a directement la dérivation de typage de #'

- m
U\I'twu:C
UkTu:C

e Regle ¢ : t = uly, v, A, ®][z,w, T, A] se réduit vers uy,v[z,w, T\ A, AUA\D)],ANT,AU(D\
{z})] = t' avec z € ® \ A. La dérivation de typage de t est de la forme

o '3
e (P\NA,z: A)\AFv:B (Y\A,z:A)\d,y:Btru:C
U\T'Fw: A U\Az: A uly,v,A,®]: C

U uly,v, A, @[z, w, T, A] : C

On construit la dérivation de typage de #'
T3
™ U\ (AU(®\{z})),y: BFu:C
U auly,v[z,w, I \A,AUA\D)JANT, AU (®\{z})]: C

Ou 7 est la dérivation suivante
(T\NANTH\T\ANDFw:A (T\NANT)\ (AU A\T)),z:A+v:B
U\ (ANT) Folz,w, '\ A,AU(A\T)]: B

I1 faut vérifier :
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1. pour 7wy, que

(WA ANT)NIT\A) =TT

2. pour mgy, que
(WA AN\ (AUANT)) = (T\NA)\A
car (P\ A,z: A)\A=(T\A)\A,z: A en raison du fait que z & A
3. et pour 73, que
(W\A,z: A\ @ =T\ (AU(P\{z}))

Les points 1. et 2. sont vérifiés par les calculs du cas de la regle eo. On calcule :

(T\A,z:A)\
(TNA)NQ)UD (a)
(W\A)\ @

VA (AU(®\{z}))

(W\ (@\{z})\ A (n)
(W\

(W\

D)\ A (s.) car, modulo a-conversion, x ¢ W
A)\ @ (p.)

e Regle ¢y : t =uly,v, A, ®][z,w, T, A] se réduit vers ulz,w, (I'\ ®)U{y}, AU (®\ )]y, v[z,w, T\
AAUNA\D]L,ANT,I'N®] =t avec x ¢ ® U A. La dérivation de typage de ¢ est de la forme

o 3
T (P\NA,z: A)\AFv:B (Y\A,z:A)\d,y:Bru:C
U\T'Fw: A U\Az: A uly,v,A,®]: C

U uly,v, A, @[z, w,T,A] : C

On construit la dérivation de typage de ¢’

T 71,I 7T” 71,///

U\ (ANT) Folz,w,T\A,AUA\D)]: B ¥\ (I'n®),y: BFufz,w, T\ ®)U{y},AU(®\T)]:C
U ulz,w, (T'\ @) U{y}, AU (P \ D)y, v[z,w,T\A,AUA\D)],ANT,I'N®|:C

Ou 7 est la dérivation suivante

1

(T\(ANT)\(C\A) Fw:A

7’ est la dérivation .
2

(T\(ANT)\(AUA\TD)),z:AFv:B

7" est la dérivation .
1

(WA (T N®),y: B)\(F\®)U{y}) Fw: A

et enfin 7" est la dérivation

T3

@\ (TN®),y:B)\(AU@\T).7:AFu:C

Il faut vérifier :
1. pour m, que

(WA ANT)NIT\A) =TT

et
(TN (TN®@),y:B)\(T'\2)U{y}) =T\T
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2. pour may, que

(WA ANTHN(AUANT)) = (T\A)\A
car (P\ A,z: A)\A=(T\A)\A,z: A en raison du fait que z & A
3. et pour 73, que

(T\(TN®),y:B)\ (AU (®\I),z: A= (¥\A)\P,z: Ay: B

car (P\A,z: A)\®,y: B=(T\A)\ P, z: A,y: B en raison du fait que z ¢ ®; on peut
simplifier en
(WA (TN®@),y:B)\(AU(P\T)) = (Y\A)\P,y: B

La premieére égalité du point 1. et le point 2. sont vérifiés comme dans le cas de la régle ¢;. On
calcule :

[a—y

U{y})

SIS SRR

SIS

et, modulo a-conversion, y ¢ AU (® \ T

=
—

1 | [

weeZee

e Régle c3 : t = uly,v, A, ®][z,w, T, A] se réduit vers ufy,v, (A\ {z}) UA, (®\ {z}) UA] =t avec

z € ®NA. La dérivation de typage de t est de la forme

2 3
| (P\A,z: A)\AFv:B (V\Ajz:A)\P,y:BFu:C
U\TFw: A U\NAz: Ak uly,v,A,®]: C

U uly,v, A, @[z, w,T,A] : C

On peut construire la dérivation de typage de ¢’

T T3
U\ (A\{z})UuA)Fov:B ¥\ (?\{z})UA),y:BFu:C
U auly,v,(A\ {z}) UA (@ \ {z}) UA]: C

I1 faut vérifier :

1. pour my, que

T\ (@\ {s})UA) = (T\ A,z A)\ B

2. pour 73, que
A ((A\{z}) UA) = (F\ A,z : A)\ A

Les deux calculs sont identiques a celui du point 3. du cas de la regle c;.
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e Equivalence ¢4 : t = uly, v, A, ®][z,w, T, A] est équivalent a ulz,w,(T' \ ®) U {y},A U (P
Dy, v, AU(A\ {z}),T N®] = avec z € A\ ®. La dérivation de typage de ¢ est de la forme

2 3
| (P\A,z: A)\AFv:B (V\Ajz:A)\P,y:BFu:C
U\TFw: A U\NAz: Ak uly,v,A,®]: C

U uly,v, A, @[z, w, T, A] : C

On peut construire la dérivation de typage de #’
2 (AT N®),y: B)\(T\®)U{y})Fw: A =
U\ (AUA\{z}))Fv:B ¥\ (I'n®),y:BFrulz,w,(I'\®)U{y},AU(®\T)]:C
Ut ufz,w,(T'\ Q) U{y},AU(®\D)y,v,AUA\{z}),NnP]:C

Ou 7 est la dérivation suivante

T3

(T\(TN®),y:B)\(AU(@\D)),z:AFu:C

Il faut vérifier :
1. pour 7, que
(WA T N®),y: B)\(M\@)U{y}) =T\ T
2. pour may, que
VA (AU AN {z}) = (W\A,z: A)\ A
3. et pour 73, que

(T\(CN®),y:B)\(AU(@\D)),z: A= (T\A,z:A)\d,y:B

Le premier point est identique a celui de la deuxieme égalité du premier point du cas de la regle
c3. Le deuxiéme point est comme le deuxieme point du cas de la regle c3. Le troisieme point est
identique au troisiéme point du cas de la régle ¢y puisqu’on a aussi z ¢ ©.

. Equivalence d : t = T'Au est équivalent & (I' U A)u = t'. La dérivation de typage de t est de la

forme -
(V\D)\AFru:C
U\TFAu:C
UkETAu:C
On construit la dérivation de typage de '
{3

U\ (TUA)Fu:C
UVE(TUA)u:C

Il faut vérifier que

(WAD)\NA=T\(TUA)
ce qui est immédiat en utilisant la propriété (n.) On procéde de la méme facon si on utilise
I’équivalence dans 'autre sens.

e Equivalence 0 : ¢ = Qu est équivalent & u = t'. La dérivation de typage de ¢ est de la forme
s

Uiu:C
U FQu:C

On a déja la dérivation de typage de t'
s

Uhku:C

On procéde de la méme fagon si on utilise ’équivalence dans 'autre sens.
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Chapitre 16

Normalisation forte de Ry avec wc et
wb

Pour effectuer la simulation des régles de A, 4, par I’élimination des coupures dans les réseaux de
preuve, nous avons besoin d’enrichir le systeme présenté dans [18] d’une nouvelle reégle, wb, qui permet
de sortir un nceud weakening d’une boite. Dans ce chapitre, nous démontrons la normalisation forte
du systéme de réécriture Ry enrichi de cette régle supplémentaire.

Apres avoir présentée la regle wb et énoncé quelques propriétés, nous passerons a la preuve de
normalisation forte de cette nouvelle réduction Rg.

16.1 La regle wb

Définition 16.1.1 (Regle wb)

Dans la logique linéaire, les deux preuves ci-dessous sont équivalentes a ’ordre d’application des
regles pres, elle prouvent exactement le méme séquent :

LBy eakeni FLLB o
741,15 Bo AT 1p W eakening

On en déduit que cet ordre n’est pas significatif et qu’on peut proposer une réduction pour laquelle
les formes normales des réseaux n’auraient plus de nceuds weakening directement branchés sur des
sorties de boites : ceux-ci seraient tous passés a 'extérieur de ces boites. On définit la réduction wb
de la facon suivante :

wb

7A T B 7A T 'B

Remarque 16.1.2
On a définit wb comme une regle et non comme une équivalence, contrairement a A et B. Ce choix
n’a pas été fait & cause d’un probleme de normalisation, comme c’est le cas pour la régle wc, mais
a cause de la bonne formation des réseaux de preuve. En effet, méme si faire entrer un weakening
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dans la boite dont il vient de sortir ne pose pas de probleme, de fagon générale, faire entrer un
weakening quelconque dans une boite quelconque donne un graphe qui n’est plus un réseau de
preuve correct.

Nous pouvons tout de suite donner une proposition fort simple.

Proposition 16.1.3 (wb est fortement normalisant)

Le systeme de réécriture composé de la régle wb est fortement normalisant.

Preuve : 1l suffit de considérer un poids sur les réseaux égal & la somme des profondeurs des
neeuds weakening dans les boites. Ce poids décroit strictement & chaque application de la régle wb. m

On rappelle au passage un résultat similaire pour we.

Proposition 16.1.4 (wc est fortement normalisant)

Le systeme de réécriture composé de la régle wc est fortement normalisant.

Preuve : Voir [18]. ]

Grace a ces propositions, il va nous étre possible de démontrer la normalisation forte de Rg qui
contient désormais wb.

16.2 Normalisation forte de Rg

On commence par rappeler le résultat de remontée de we par rapport aux autres régles de PN g.

Lemme 16.2.1

Si on a une réduction ¢ —,.—ppr, t' alors il existe une réduction ¢ —>7+3NE—>;‘HC t'.

Preuve : Voir [18]. ]

On souhaite maintenant établir la normalisation forte de Wg, ce systéme comprenant les régles wc
et wb modulo I'’équivalence F. Pour cela, on montre quelques lemmes de remontées. Les deux premiers
expriment que ’on peut toujours faire remonter une étape d’équivalence devant I'application d’une
regle wb ou we.

Lemme 16.2.2
Si on a une réduction t —,,~p t' alors il existe une réduction ¢ ~g—>,p t'.

Preuve : Le résultat est évident puisqu’il n’y a pas de paires critiques entre la regle wb et
I'équivalence ~p. [

Lemme 16.2.3
Si on a une réduction t —,,.~p t' alors il existe une réduction t ~p—>ye t'.

Preuve : La preuve est un fragment de celle du lemme 16.2.1. |

On peut & présent établir la normalisation forte de Wg.

Lemme 16.2.4
La réduction Wpg est fortement normalisante.

Preuve : On mesure les réseaux avec comme poids 'ordre lexicographique du nombre de nceuds
de celui-ci suivi de la somme des profondeurs des nceuds weakening dans les boites. La regle wc fait
décroitre strictement la premiére partie, tandis que la régle wb la laisse inchangée mais fait décroitre
strictement la seconde partie. L’équivalence ~g, quant a elle, laisse le poids inchangé. [
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Il nous faut & présent un lemme de remontée de PN g par rapport & Wpg. Pour cela, on établit
deux lemmes de remontée de PN par rapport & wb et we.

Lemme 16.2.5
Si on a une réduction t —,,—p t' alors il existe une réduction ¢ —>7+3N—>’{/VE t.

Preuve : On procede par cas sur la régle de PA/. On ne regarde que les paires critiques dont la
résolution n’est pas évidente.

1. Larégle w —b:

T <[ )] [

B AT 4 A OB 7414 A woB 74t

lb_b wh
e o

' ' T 1B 74t

T B 7A

2. Lareglec—1b:

T = [ - ) [

?B* 'B T ?A ?B* '\B T ?A '\B T '\B T ?A

'B T 7A 'B T 7A 'B 'B T

m
we
t t t t
7A 7A
wbh wbh @
7A

m 7A

3. Laregle b — b :
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UV
t° t - t° t = t’ t
wb b—b
\
A 7AL 1A B A 24t 1A 7T 2B 7AL 1A 2B
L | L |
$ A or
b—b

Dans les autres cas, on peut appliquer la régle de PN, puis appliquer 0, 1 ou 2 fois la régle wb

suivant que le redex est effacé, inchangé ou dupliqué. [
Proposition 16.2.6
Si on a une réduction t —,,.—p t' alors il existe une réduction ¢ _>7+?N%?/VF; .
|

Preuve : La preuve est un fragment de celle du lemme 16.2.1.

Voici le lemme de remontée de PN g par rapport & Wg.

Lemme 16.2.7
Si on a une réduction t =y, —px ' alors il existe une réduction ¢ —pr,—% .

Preuve : On peut décomposer la réduction

t —Wg —7PNEg t

en
!
t ~g—=w~Ep~E—=pPN~E T

qui est équivalent &

t ~p=w~p—pa~E t
En appliquant le lemme 16.2.2 ou 16.2.3, on peut construire la réduction ¢t ~g—w—py~g t'. En
appliquant le lemme 16.2.5 ou 16.2.6 on obtient la réduction recherchée. [
Le lemme suivant permet d’extraire une application d’une régle de PN g dans une séquence infinie

de réductions de Rg.

Lemme 16.2.8
Si on a une réduction infinie t =% , on peut construire une réduction infinie t —pp, —5 .
Rg? E RE
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Preuve : Sila réduction infinie commence déja par une régle de PN g, il n’y a rien a montrer.
Sinon, grace aux lemmes 3.2.5 et 16.2.4, on sait qu’on ne peut pas avoir de séquence de réduction
infinie composée uniquement de PN g ou de Wg. La séquence est donc de la forme

+ o+ + .+
t_>WE_>73NE_>WE—>PNF;
Il nous suffit alors d’appliquer plusieurs fois le lemme 16.2.7 pour obtenir le résultat attendu. m

Le dernier lemme est le cceur de la preuve de normalisation forte. Il construit une suite arbitrai-
rement grande de PN g a partir d’une suite infinie de Rp.

Lemme 16.2.9

Soit une réduction infinie ¢ —>7J§F, pour tout m on peut construire une réduction infinie

n +
t —)PNE—)RE.

Preuve : Il suffit d’appliquer n fois le lemme 16.2.8 ]

On peut enfin énoncer le théoreme.

Théoréme 16.2.10 (Normalisation forte de Rp)

Le systeme de réduction R est fortement normalisant.

Preuve : Raisonnons par ’absurde. Supposons qu’il existe une suite de réductions infinie de
R, on peut alors, grace au lemme 16.2.9, construire une suite infinie de PN g, ce qui contredit le
théoreme 3.2.5. m
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Chapitre 17

Normalisation forte du A\ s,-calcul typé

La preuve de normalisation forte que nous allons effectuer présente, en plus du résultat qu’elle
établit, un intérét pour 'approfondissement des liens entre la logique et les substitutions explicites.
Cette derniere méthode est inspirée et quasiment identique a celle de [18]. On commence par donner
la traduction des termes de )5, dans les réseaux de preuves de PN, puis on passe & la preuve de
normalisation forte du Ay sp,-calcul typé.

17.1 Traduction du \,.,-calcul dans PN

On utilise la traduction standard de la logique intuitionniste dans la logique linéaire. Voici la
traduction des types :

A* = A si A est un type atomique
(A= B)* = ?(A%)1)® B* (c’est-a-dire !A* — B*) sinon

Puisque les réseaux de preuves sont une représentation graphique et que leurs fils sont commutatifs,
on se permettra de les changer de place pour faciliter la lisibilité des réseaux correspondant & la
traduction de nos termes. Si t est un terme du Ay, g,-calcul typé, dont la dérivation de typage se
termine par :

't A

Le réseau que nous obtiendrons comme traduction sera de la forme :

et A

Voici & présent la traduction T' des termes de A, s, dans PN

e Si le terme est une variable dont la dérivation de typage se termine par

F,.’K:AI—.’I)ZAAx

alors sa traduction est le réseau suivant

A*L

?F*L QA*L A*

209
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e Si le terme est une A-abstraction don la dérivation de typage se termine par
z:B,I'Ft:C
'Xxet:B—C

Lambda

alors sa traduction est le réseau suivant

T(t)

i RS s e O
?B*L )8 C*

e Si le terme est une application dont la dérivation de typage se termine par

'+tt:B—- A T'Fu:B
CH(tu): A

App

alors sa traduction est le réseau suivant

T(t)

?F*L

A* ot

e Si le terme est une substitution dont la dérivation de typage se termine par
Iy, ligFu:A Iy,Is,z: AFt: B
11, IIs, 15, 114 t[l‘, u, 11y U Ty, I3 U H4] : B

Sub

alors sa traduction est le réseau suivant

T(t)

It 74t

1Lt

1 i 1
2115 B* I 710
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e Si le terme est une étiquette dont la dérivation de typage se termine par

'Ft: A
T.AF At: 4 Weak
alors sa traduction est le réseau suivant
T(t)
! |
VAR A* 2A*L

Dans la section suivante, pour alléger les notations et ainsi faciliter la lecture des réseaux, nous ne
marquerons plus 1’étoile de traduction (*) sur aucune formule, et nous ne marquerons plus le point
d’interrogation ni le - autour des lettres grecques majuscules de 'environnement de typage. Ainsi, le
réseau présenté ci-dessus sera noté comme le réseau suivant

T(t)

! !

r A A

17.2 Simulation du \,,-calcul par Rg

Le choix que nous avons fait du systeéme avec équivalence va rendre plus claire la simulation du
Awsn-calcul par Pélimination des coupures enrichie Rg. Par rapport & la simulation établie dans [18],
il y a deux différences principales. La premiére est justement que la présence des équivalences ne
nécessite plus de cas a part dans la simulation (en fait, ce traitement a été reporté aux lemmes 13.4.1
et 13.4.2). La deuxiéme concerne le fait que dans une substitution [z, u, ', A] on peut avoir TN A # ().
Cela va poser des probléemes car on va voir apparaitre dans les traductions des membres droits de
certaines régles (a et c3) des redex we, alors qu’ils ne sont pas dans les traductions des membres
gauches de ces regles.

Nous ferons donc des réductions supplémentaires avant de comparer les traductions des termes. 11
faudra éliminer les redex we, mais aussi, auparavant, éliminer les redex wb, afin de sortir les weakening
des boites pour réduire certains redex wec. On appelle W-forme normale la forme normale d’un réseau
pour les régles we et wb (c’est-a-dire le systéme W). On notera w(R) la W-forme normale d’un réseau
R. On reviendra la-dessus dans le chapitre 18.

Voici le lemme de simulation.

Lemme 17.2.1 (Simulation de \,s, par Rg)

o Sit —_pegt alors T(t) —)%E T(t".
o Sit~pe, t' alors T(t) ~ T(t').
o Sitn~y, talors T(t) ~T(t).

Preuve : On va raisonner par cas sur la regle de réduction utilisée. Comme les regles de réduction
de Aysn et de Rp passent au contexte, il nous suffit de regarder les réductions de téte. Dans chaque
cas, on présente les réseaux obtenus par traduction des membres gauches et droits des regles (avant
d’en prendre la W-forme normale), puis on donne les réductions nécessaires pour passer de la W-forme
normale de la traduction du membre gauche a la W-forme normale de la traduction du membre droit.
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e régle b : (A(Mx.t)) (Tu) — t[z,u, T, A]l. La dérivation de typage de (A(Az.t)) (T'u) se termine

par
Hl,HQ,.TZBI—tZA

H],HQ")\.’E.tlB—)A Hl,Hgl_UZB
H],HQ,H3,H4|‘A(}\[E.I§) :B— A H],HQ,Hg,H4|‘FU2B
H],HQ,H3,H4 F (A()\:vt)) (Fu) A

oul =1l UIly et A = II3 UIl4. Sa traduction est le réseau suivant

T(t)
— T(u)
I I (%)
m I, ?B+ A @ | | | Q Q
?BL)?|A Hg HQ H3 B H1 H4 1_[4
H' I I
2 H'; 1_Il
'B At
1, !BfoAl I,
H3 A 1_Il

La dérivation de typage de t[z,u,I", A] se termine par

Iy, ligFu:B Ij,ly,z:BFt: A
11, 115, 113, 114 l—t[l‘,U,HQUH4,H3 UH4] |

et sa traduction est le réseau suivant

T(t)

——— ©® T
m I, ?BY A

T

En partant de réseaux en W-forme normale, pour réduire le premier vers le second, nous devons
éliminer la coupure ’® — ®, puis la coupure Az — cut engendrée.
e équivalence [ : (\y.t)[z,u, T, A] ~ Ay.t[z,u, TU{y}, A]. La dérivation de typage de (Ay.t)[z,u, T, A]

se termine par
Hl,HQ,y:BI—tZA

H],H3|‘U:C H],HQ")\th—)A
Iy, o, I3, 11y = (Ay.t)[z,u, [,A]: B— A

oul =1I, UIly et A = II3 UTIl4. Sa traduction est le réseau suivant
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T(t) }

I, M ?2c+

C ng l_[1
I

AN

7Bi A

7Bl A

La dérivation de typage de Ay.t[z,u,I' U {y}, A] se termine par

Hl,H{;'—u:O Hl,HQ,y:BI—tZA
H13H23H33H4ay : B+ t[ma“‘aFU{y}aA] 1 A
Iy, o, I3, Iy - Ay.t[z,u, T U{y},A]: B— A

et sa traduction est le réseau suivant

T(t)
— T(u)
Iy I, ¢t
C 113 I
] ] ]
[ [ [
1c s 0,
\
?BL A
7BlgA I

Les deux réseaux sont bien identiques.

e réglea: (uv)[z,w,I'A] = (u]z,w, ', Al v[z,w,T", A]). La dérivation de typage de (u v)[z, w,T", A]
se termine par

My, s,z : AFu:B—=C Ih,Ill,z: A+v:B
I, lIgFw: A I, Iy, z: Aruv:C
Iy, Iy, I3, Iy F (u v)[z,w,T,A] : C

oul' =1I, UIly et A = II3 UTIl4. Sa traduction est le réseau suivant
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T(u)
| T(v) T(w)
mise | T
B . m;
15} ) | | |
|
I 1L I
)

Ty

e S|

La dérivation de typage de (u[z,w, T, A] v[z,w, T, A]) se termine par
My, lgFw:A Iy, z:AFu:B—=>C I, l3Fw:A Ij,ly,z: AFv:B
Iy, Iy, 3, Iy F u[z,w,T,A] : B—= C Iy, o, 3, 11y - v[z,w,[,A] : B
Iy, Iy, I3, 11y F (u[z, w, T, A] v[z,w, ', A]) : C
Sa traduction est le réseau suivant
T(u)
| T(w) T(v) T(w)
i e | T
A my Th M I 74t A I
m T, 724+ | | | B ! “ | |1 |3
A T, T
! |
11 1T, 1Ty LIE
1Ty

M, c m M, My
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I suffit, pour réduire la YW-forme normale du premier réseau vers la YV-forme normale du second,
d’éliminer la coupure ¢ — b, puis la coupure b — b, et enfin d’appliquer les équivalences A et B.

e régle ¢ : (Au)[z,v,I,A] - (AU (A\ {z}))u, avec x € A. La dérivation de typage de
(Au)[z,v,T', A] se termine par :

I Fu: C
I, I, g ko A T4 I, o, 1Y,z : AF Au: C
Hl,Hll,HQ, é,H3,H4 F (AU)[.’I?,?),F,A] :C

oul =T, U, UTly, A =TI3UIly et A =1I; UIl, U {z}. Sa traduction est le réseau suivant

T(u) T(v)

P ® NP

m I, I I, C ?7A+L A s I, I I,

1A T L T,

L T

La dérivation de typage de (A U (A \ {z}))u se termine par

I Fu:C
Hl,H'I,HQ,H'Q,H3,H4 FAUA\{z}))u:C

Sa traduction est le réseau suivant

T(u)

®

H1 H2 Hll H{Z C H‘; 1_14

En partant de la W-forme normale du premier réseau, on élimine la coupure w — b, puis on
applique une fois la régle we pour arriver au second réseau.

e équivalence ey : (Au)[z,v, T, A] ~ (I' N A)uf[z,v, T\ A,AU (A \T)] avec z ¢ A. La dérivation
de typage de (Au)[z,v,I"; A] se termine par

I, z: A-u:C
I, I, s kv A I I, o, 1,20 A Au: C
Hl,Hll,HQ, é,H3,H4 F (AU)[.’I?,?),F,A] :C

oul =TI, UIT, UTly, A =TI3 UTly et A =II; UII,. Sa traduction est le réseau suivant
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T(u) T(v)

ool 7 JIL " Jle

I, I C ?7A+L A s I, 11 I,

1A T L T,

e T
La dérivation de typage de (I' N A)uf[z,v,I'\ A, AU (A \T)] se termine par
0,0, s Fo: A I, I,z : Abwu: C
Iy, I, 10, T3, Ty - ufz, 0, T\ A, AU (A\T)]: C
Iy, 1T}, T, T15, 113, Ty = (T N A)ufz, 0, T\ A, AU (A\T)]: C

Sa traduction est le réseau suivant

T(u) T(v)

...@

H'; Hl H1 H4

l ?AL
( H'1

Les deux W-formes normales sont identiques.

e régle ny : ylz,u, ', A] — Ay. La dérivation de typage de y[z,u, ', A] se termine par

Hl,Hgl—U:A Hl,HQ,.’L‘:AI—y:O
HlaHZaH3aH4 l_y[xa“‘araA} :C

ou ' =TI, UTI4 et A = [I3UI1,. Sa traduction est le réseau suivant (ot ITj UTT, = (I1; UTT9) \{y})

T(u)

@@@@<@

! m, 20+ ?7A+L A s II,

1A I3 1T}

La dérivation de typage de Ay se termine par

IT

H1,H2l—y:C
Hl,HQ,H3,H4 I—A’UC
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Sa traduction est le réseau suivant

POOO|®

I, 1, I, 7?2¢+ C 1

Pour passer de la W-forme normale du premier réseau au second, il suffit d’éliminer la coupure
w — b.

e régle ny : z[z,u,I'; A] = I'u. La dérivation de typage de z[z,u, ', A] se termine par

Hl,H3|—u:O Hl,HQ,.’II:OI—.’I):C
Hl,HQ,H3,H4 F .’I)[.’L‘,U,F,A] :C

oul =1II, UIl4 et A = II3 UIl4. Sa traduction est le réseau suivant

Ci
OO OO T(U)
H] Hg H4 761l C C H3 H1

IT)
La dérivation de typage de I'u se termine par

M, T3 Fu:C
I, I, g, Iy F Tu : C

Sa traduction est le réseau suivant

® P

I, I, c I I,

T(u)

En partant de la W-forme normale du premier réseau, on élimine la coupure d — b, puis la
coupure Az — cut engendrée.

e régle ¢ : uly,v, A, ®|[z,w,['A] = uly,v[z,w, [ \ A,AUA\D)],ANT, AU (®\ {z})] avec
z € ®\ A. La dérivation de typage de uly,v, A, ®][z,w, ', A] se termine par

Iy, 1o, 1Y, Mg,z : CFv: B I, 1y, 105,15,y : BFu: A
H]7H37H57H67H7 Fw:C H]7H27H127H12/7H12”7H57H67H77$ O+ u[yulU?Au@] P A
HlaHQaH’Qanganglan3an4an5aH6aH7 = YL[y,?),A,q)][.’L‘,UJ,F,A] P A

ou I' = T, UTTH UITH UTTY' UTTy, A = TI3UTIy, A = I UL UTT; UTT; et @ = T UITY UTTgUIT; U{x}.
Sa traduction est le réseau suivant
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T(u) T(v) T(w)
| N I B B | | 1 N R B | 1 | R
m, T I, M, A ?Bt B I, I, Tg Iy ?2C* C T3 T, g M5 II,
o, I Iy ?2¢* IC Iz IO, IIg IIs II,

!B II

N

15 m, ' I,

La dérivation de typage de uly, v[z,w, ' \ A, AU(A\D),ANT,AU(®\ {z})] se termine par
Iy, O3, 15, g, 17 Fw : C 114,10, 115, g,z : CFv: B
1y, g, 115, T3, Ty, 115, g, 17 F o[z, w, T \ A,AU(A\T)]: B Iy, Iy, 115, Il5,y: BFu: A
Iy, Iy, ITS, T15, 1197 115, 11y, 5, T, I - wfy, v[z,w, T\ A,AU(A\T),ANT,AU(®\{z})]: A

Sa traduction est le réseau suivant

T(u) T(v) T(w)

| N I N R B | | IR R | N IR RN I
m, T 1, I, A ?Bt B I, I, Mg Iy ?2¢* cC T, MO, Ty IO TI,

IC Iz 1IIy IIg IIs 1L,

"
11 1T,
II; ! I,

Puisqu’on travaille sur les W-formes normales de ces réseaux, il suffit, pour passer du premier
au second, d’éliminer la coupure b — b, puis d’utiliser les relations d’équivalence A et B.

e régle ¢ : ufy,v, A, @[z, w, I, A] = ulz,w,(T'\ ) U{y},AU (®\ D)y, v[z,w, T\ A, AU A\
D),ANT,I'N®| avec z ¢ ® U A. La dérivation de typage de uly,v, A, ®|[z,w, ', A] se termine
par

Iy, 1o, 11, Mg,z : CHwv: B Iy, 1y, 115,15,y : Bz : CFu: A
Ty, I3, 115, g, 17 Fw : C Iy, Iy, 115, 115, 11 115, g, U7, 2 : C' F ufy, v, A, @] : A
Iy, Iy, IT), T1Y, T1Y' 15, 114, 15, g, 17 - uly, v, A, @)[z,w,T,A] : A
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oul =, UIT, U UITY UTLy, A = T3 UTLy, A = IT, UITY UTI; UTI; et @ = I15 UTIY' UTIs UII5.
Sa traduction est le réseau suivant

T(u) T(v) T(w)
I | | | | I I I | | | | | I | | | | |
m, Ty I, M, A ?2C+7?B* B I, I, T IOy ?2C* C T3 MO, g O II, @
o, I I, ?2¢t IC MOz MO, s M5 IL

115 ° I, e Iy’ 114

La dérivation de typage de u[z, w, (I'\®)U{y}, AU(®\D)|[y, v[z, w, T\ A, AU(A\T)], ANT, I'NP]
(qu'on appelle t) se termine par

Hl,Hg,H5,H6,H7 Fw:C Hl,HQ,H’QI,Hﬁ,fI) :CrHov: B
H],HQ,HIQI,H3,H4,H5,H6,H7 F ’U[LE,’U),F \ A,A U (A \ F)] : B H],HQ,HIQ,H3,H4,H5,H6,H7,y B tl |
H]7H27H127H1217H12”7H37H47H57H67H7 Ht: A

out' = ulz,w,(I'\ ®) U{y}, AU (®\T)], dont la dérivation de typage se termine par
Hl,Hg,H5,H6,H7 Fw:C Hl,HQ,H’Q,Hgg,y . B,.’II :Chu:A
H]7H27H127H37H47H57H67H77y :BEt A

Sa traduction est le réseau suivant

[ T(u) j T(w) T(v) T(w)

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
M, Ts Ty My A ?CL2BL | C T3 Ty Mg M5 T B M T, mgmyect | Lo 1]

C My MOy Mg M5 M,
IC My TI; Mg M5 11
30N7T 8 s IC T3 My Mg M5 II;

114 114
1Ty

Puisqu’on travaille sur les WW-formes normales de ces réseaux, il suffit, pour passer du premier au

second, d’éliminer la coupure ¢ — b, puis la coupure b — b, et d’appliquer les regles d’équivalence
A et B.
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e régle c3 : tly,u, A, @[z, v, T, A] — tly,u,(A\ {z}) UA,(®\ {z}) UA] avec z € AN . La
dérivation de typage de t[y, u, A, @|[z, v, [, A] se termine par
Hl,HQ,Hg,HGI—UZB Hl,HQ,H'Q,Hgs,yZBI—tZA
H],Hg,H5,H6,H7 Fo:C H],HQ,HIQ,HIQI,HIQH,HE),HG,H?,LE :CF t[y,u,A,(I)] |
HlaHQaH’Qanganglan3an4an5aH6aH7 + t[ya“‘aAa @][m,v,F,A] P A
oul' =T, U, UTT UTI UTIy, A = T3 UTly, A =TI, UTIY UTI; U Tl U {z} et & =
5 UTIY UTLg U7 U {z}. Sa traduction est le réseau suivant

T(t) T(u) T(v)
N N B B E— | 1 | I R R —
m, M, I, T, A ?B: B I, I, I I - C T T, M I I (VP
I, I I I3 Il Ile IIs IIy

uB m L

II7

N

;5 m, ' T,

La dérivation de typage de tly,u, (A \ {z}) UA,(® \ {z}) U A] se termine par
H],HQ,HIQI,H(;'—’U:B H],HQ,HIQ,H5,y:B|_t:A
H] ) H27 H127 ng H12”7 H37 H47 H57 H67 H7 = t[y7 u, (A \ {LE}) U A? (® \ {x}) U A] P A

Sa traduction est le réseau suivant

T(t) T(u)

| N IO B N R T S
m, I; I, o, A ?Bt B I, I, I Ij

uB TR
] YPYYEY

I,

Pour réduire la WW-forme normale du premier réseau vers celle du second, nous devons d’abord
éliminer la coupure w — b, puis il suffit, pour terminer, d’appliquer quatre fois la regle wec.

e équivalence ¢4 : tly, u, A, ®|[z,v, T, A] ~ t[z,v, (T\®)U{y}, AU(P\T)][y, u, (A\{z})UA, &NT]
avec z € A\ ®. La dérivation de typage de t[y, u, A, ®][z,v,I', A] se termine par
Iy, Mo, 115, T Fw: B Ty, Mo, 115, Il5,y : Byz: CHt: A
Iy, g, 5, g, Il F v : C Iy, Iy, 115, 115, 118! 115, 116, 17, 2 : C + tly, u, A, @] : A
Iy, Iy, IT,, 114, 119 11, 114, 5, g, 7 - ¢y, u, A, @]z, 0, T, Al : A
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ouI' = Ty UTTH UITY UTTH UTLy, A = TI3UILy, A = TTHUTTS UTT; UTT; U{z} et & = TI§UTLY UTIg UII5.
Sa traduction est le réseau suivant

T(t) T(u) T(v)

N N R B E— | T R B E— N B B R E—
m, O; O, O, A4 ?B- ?2¢+ B I, N, Mg IY C T O, Og Oy IN @

'B Hl H2 H6 Hg 'C H‘; H? Hﬁ H5 I—Il
1 \ | IT,
II7
11>

e m, ' M,

La dérivation de typage de t[z,v, (I'\ ®) U{y}, AU (®\ )]y, u, (A \ {z}) UA, & NT] se termine
par

Hl,Hg,H5,H6,H7 Fo:C Hl,HQ,H’Q,H;g,y . B,.’L‘ :CFHt: A
I, o, 115, g Fw - B 10y, Iy, 05, 113, 11y, 05, 16, 117,y : B - t[z,0, (T \ @) U {y},AU(®\T)]: A
Iy, I, IT5, T1, TS 115, 11y, 5, I, 17 - [z, v, (T \ @) U{y}, AU (P \ D)y, u, (A\{z}) UA,®NT]: A

Sa traduction est le réseau suivant

T(t) T(u) T(v)

| N B I N 1 | 1 | R Y I
o, Iy I, I, A ?B*- 72C* B I, I, I II, C N3 HOr g IIs IL

'B I, T, TIg TIY \C I3 II; IIg IIs II
114
114

11
s 2 1, oy L

Et les deux W-formes normales des réseaux sont équivalentes modulo I’équivalence A.
e équivalence d : 'Au ~ (I' U A)u. La dérivation de typage de ['Au se termine par
MFwu:C

IMAFAu:C
ILLLAFTAu: C

Sa traduction est le réseau suivant
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T(u)

- ®
S
=

r
La dérivation de typage de (I' U A)u se termine par

NFwu:C
ILT,AFTUA)u:C

Sa traduction est le réseau suivant

¥

Et les deux réseaux sont identiques.

T(u)

-9
S
=

e régle () : Qu ~ u. La dérivation de typage de Ju se termine par

Uiu:C
U FQu:C

Sa traduction est le réseau suivant

T(u)

b
&

La dérivation de typage de u se termine par
Uhku:C

Sa traduction est le réseau suivant

T(u)

b
&

Et les deux réseaux sont identiques.

Voici enfin le théoreme principal de ce chapitre.

Théoréme 17.2.2 (Normalisation forte de \,),)

Le Aysn-calcul typé est fortement normalisant.

Preuve : On prouve par 'absurde. Supposons qu’il existe une dérivation infinie & partir d’un
terme ¢ de Ay s,. En utilisant le lemme 17.2.1, on peut construire & partir de 7'(¢) une dérivation infinie
dans les réseaux de preuves Rp, ce qui contredit le théoréeme 16.2.10. [



Chapitre 18

Pour aller plus loin

Dans ce chapitre, nous introduisons deux autres versions du Ay sp,-calcul, basées sur un calcul
de remontée des affaiblissements explicites. Ici encore, nous nous contentons de modifier les regles de
réduction et la notion de calcul sans toucher a la syntaxe des termes. Aprés avoir donné les motivations
et la définition du calcul de remontée, nous présentons une premiére version modifiée du A s,-calcul :
le Ay sni-calcul. Pour pouvoir réellement aller plus loin, nous modifions la notion de réduction du
Awsnt-calcul en proposant la définition du Ays,—sc-calcul, puis nous étudions les propriétés de ce
dernier.

18.1 La remontée des affaiblissements explicites

18.1.1 Motivations
Simulation

Nous avons déja mentionné, dans le chapitre précédent, la premiére motivation & la remontée des
substitutions : ¢’est I'obligation que nous avons eue de travailler sur les W-formes normales dans la
simulation. Si on observe bien les endroits ou cela est nécessaire, on constate que son origine réside
dans le fait que dans une substitution [z, u, ', A] I'intersection de I' et A peut ne pas étre vide. Cette
intersection apporte la présence de noeuds Weakening qui ne se comportent pas correctement dans les
réseaux : ils apparaissent soudainement au fil des réductions.

Regardons ce que signifie le fait d’avoir I' N A # (). Le principal moment ot cela nous sert est la
regle c3 :

tly, u, A, [z, v, T, A] = tly,u, (A\ {z}) UA, (P \ {z}) UA]

Pour utiliser cette régle, la condition de bord 2 € ® N A fait explicitement appel a cette intersection.
La regle nous permet d’effacer une substitution lorsque sa variable apparait a la fois dans A et @, les
protecteurs respectifs de t et de u. Comme nous I’avons dit dans I'introduction du A, s,-calcul, cela
correspond au fait que la substitution sur x ne doit aller ni dans ¢, ni dans wu.

Cela ressemble fort & une construction de nos termes déja existante : I'affaiblissement explicite.
En effet, la regle ey effectue le méme travail que la regle c3, regardons-les ensembles :

tly,u, A, @[z, 0. T,A] = tly,u, (A\{z}) UA, (@ \{z}) UA] ze€dnNA
(AD)[z,u, T, Al S (AU(AN {z))t zeA

Certaines similitudes nous frappent, comme 'expression (AU (A \ {z})), dans le membre droit de la
regle e1, qui apparait aussi dans le membre droit de la regle c3. En fait, la régle c3 est une regle e;
déguisée. Dans un terme [z, u, ', A] Uintersection de ' et A contient des variables qui ne sont libres
ni dans ¢, ni dans u, ce qui correspond a un affaiblissement explicite sur ¢ et u. Soit I = 'N A. Le
terme t[z, u, ', A] est équivalent & II(¢[z,u, '\ II, A\ II]). On a regroupé les variables de l'intersection,
puis on les a mises dans un affaiblissement explicite & 'extérieur du terme. Reprenons le membre

223
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gauche de la regle c3 et appliquons ce principe pour la substitution intérieure; cela nous donne le
terme suivant, dans lequel I =AN® :

(TI(tly, u, A\ I, @ \ I1))) [z, v, T, A]

Dans ce terme, z est dans II puisqu’il est dans A N ®. On peut donc réduire ce terme avec la régle eq,
ce qui nous donne :

(I(t[y, u, AN L @\ 1)) [z, 0, T, A] = (AU (IT\ {z})) (t[y, u, A \ 11, @ \ I])
Ce dernier terme correspond exactement & la transformation du membre droit de la regle c3.

Il y a une autre regle qui utilise la WW-forme normale pour la simulation, c’est la regle a :
(A(Az.t)) (Tu) = t[z,u,T', A]

Cela ne nous surprend pas, puisque la encore on est en présence d’une intersection non vide possible
entre I et A. On fait la méme remarque que précédemment : U'intersection de I' et A correspond & une
étiquette qu’'on pourrait placer au dessus de I'application. Ainsi, un terme (I't) (Au) avec I =TNA
a le méme sens que le terme II((I"\ II)¢ (A \ IT)u).

Elimination précoce des substitutions

On peut donner des régles de réécriture qui formalisent les transformations ci-dessus :

(T-sub-e) t[z,u, T, A]

— (CNA)(#z,u, T\ A A\
(1-app) (T't) (Au) — (N A)((

P\ A)t (A\ D)u)

Regardons ce qui se passe si une substitution vient rencontrer une application. Prenons le terme
((T't) (Au))[z,v, A, ®] en supposant que z soit a la fois dans I" et dans A : la substitution va étre
effacée. Dans Aysn, on a la réduction suivante :

(T1) (Aw))lz.v, A, @]
(T't) [z, v, A, (I)]i (aAu)[:p,v, A, D]
(®uU(\ {x})#te(lAu)[:v, v, A, ]
@U () (BUA o))

Si on utilise la transformation du terme (I't) (Au) par la régle T-app, on obtient la réduction suivante :

(CNA)(T\ A (A\ D))z, v, ), D]

la
(@U (TN A)\{z}))((T'\ A)t (A\T)u)

Et ce dernier terme correspond & la transformation du dernier terme de la réduction précédente. Le
fait marquant est que nous avons gagné deux étapes de réduction. Le fait d’avoir remonté I'information
sur I’affaiblissement de x nous a permis d’éliminer plus t6t la substitution. On en déduit que plus
on fait remonter les affaiblissements, plus on pourra gagner d’étapes de réduction. La formalisation
complete de la remontée des affablissements explicites, associée aux régles du Ay s,-calcul, nous mene
a la définition du Ay gpp-calcul.
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18.1.2 Définition et propriétés du \,,,-calcul
La remontée des étiquettes est possible dans les circonstances suivantes.
e Sil'étiquette est sous une application, nous avons déja donné la régle qui en permet la remontée :
(t-app) (I'?) (Au) — (TNA)(T\A)E (ANT)u)
e Si I'étiquette est dans la partie droite d’une substitution, la régle, déja mentionnée, est :

(t-sub-e) t[z,u,I';A] — (NA)(tz,u, '\ A, A\T))

e Si I'étiquette est dans le terme substituant, on peut la faire remonter dans la partie de la
substitution qui “protege” celui-ci :

(t-sub-d) t[z,®u,I'yA] — tlz,u,®UT, A

e De la méme facon, si I'étiquette est dans le terme auquel est appliquée la substitution, on peut
la faire remonter, sauf I’affaiblissement sur z s’il y en a un :

(t-sub-g) (®t)[z,u, T, A] — (@n{z})t)[z,u, T, (P \ {z})UA]

e Si I'étiquette est sous un A, on peut la faire remonter, excepté I’affaiblissement sur z s’il y en a
un :

(-A) Az (®1) — (@) {z})(Az.((® N {z})t))

e Enfin, si 'étiquette est sous une autre étiquette, il suffit d’employer ’équivalence d.

On peut regrouper les régles 1-sub-e, T-sub-g et 1-sub-d pour faire I'unique regle suivante, dont
les précédentes sont dérivables en utilisant 1’équivalence () :

(t-sub) (®t)[z, Yu,T',A] —
(wur)n((@\{z}) UA)N((@ N {z})t) [z, u, (WUT)\ (@ \{z}) UA), (& \{z}) UA)\ (W UT)])

Pour toutes ces regles, on donne comme condition que les ensembles considérés ne doivent pas
étre vides, ou ne pas avoir une intersection vide. Sinon, cela nous premettrait de faire une réduction
infinie avec la seule régle T-app :

(0t 0u) —4_gpp  0(02 Du)

La figure 18.1 donne la définition des regles de réduction du Ay, ,¢-calcul. On constate la disparition
de I’équivalence es qui est un sous-cas de la régle 1-sub. Voici quelques propriétés, qui ne sont encore
que des conjectures mais pour lesquelles nous donnons des pistes pour les prouver. Le calcul composé
des regles T-app, T-X et T-sub, modulo les équivalences, est appelé 1-calcul, I’ensemble du reste des
regles sera noté — 1.

Conjecture 18.1.1 (Normalisation forte du f-calcul)
Le f-calcul est fortement normalisant.

Preuve : 1l faut considérer la distance entre les étiquettes et les lieurs correspondants (ou le
sommet du terme pour les variables libres). Cette distance devrait décroitre strictement & chaque
étape. [

Conjecture 18.1.2 (Préservation du typage du f-calcul)

Le t-calcul préserve le type des termes.

Preuve : La preuve devrait étre immédiate par cas. [
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(b) (A(Az.t)) (Tu) — tz,u, T A]

(a) (t u)[z,v,T',A] — (t{z,v, [, A] u[z,v, T, A])

(e1) (At)[z,u, T, A — (AU (A\{z}))t z €A
(n1) ylr, t,IA] — Ay x#y
(n9) z[z, t,I',A] — Tt

(1)  tly,u, A, ®][z,v,T,A] — r €D\ A

ty,u[z, v, T\A,AUA\T),ANT,AU (®\ {z})]
(c2)  tly,u, A, @[z, 0,1, AL = t[z,0, (T\ @)U {y}, AU(\T)]
[y, u[z,v, I\ A,AU(A\T),ANT,T'N ] g PUA

(t-app) (T) (Aw) = (TAA)((T\A) (A TYu) PAA D

(+-A) A (@) 5 (@ {21 (@ 0 {2))1) &£ {a) ot @ £
(t-sub) (®t)[z, Vu, T, A] — O #£ {z} et @A

(TUl)N (@ \{z})UuA) ou ¥ # () ou
(@ N {2 })) PAAZD
[, (WUT)\ (@ {}) UA), (@ \ {2}) UA)\ (B UT)))

(f) (Ay.t)[z,u, T, Al ~ Aytlz,u, T U{y}, A]

(d) F'At ~ (TUA)

(0) 0t ~ t

(ca)  tly,u, A, @]z, v, T, A] ~ zeAN\P

tz, 0. (0\ ) Uy}, AU @\ T)]ly,u, AU (A {o}). T 1 &)
F1G. 18.1 — Regles de réduction du A 4,4-calcul

Conjecture 18.1.3 (Normalisation forte du \,4,;-calcul)

Le Aysnt-calcul typé est fortement normalisant.

Preuve : La simulation utilisée dans le chapitre précédent devrait s’appliquer directement. m

18.2 Vers la contraction explicite

Stratégie de réduction

Le systéme que nous avons présenté ne nous satisfait pas encore. En effet, méme si nous avons
ajouté un calcul pour éliminer plus rapidement les substitutions sur des affaiblissements explicites,
nous n’avons pas pour autant résolu le probléeme qui était notre premiere motivation. Le fait d’ajouter
les régles du f-calcul n’empéche pas que l'intersection des étiquettes d’'une substitution ne soit pas
vide. Pour cela, il faut imposer I'utilisation de 1 & chaque étape du calcul.

Nous allons donc nous fixer une stratégie de réduction qui modifie la notion de calcul que nous
avions auparavant ; voici sa définition.

Définition 18.2.1 (Stratégie 1)
On dit que t — t' §’il existe t; et t5 tels que :

t ~ tl —)ﬁT tQ —)? T(tg)

Ou 1(t) dénote la T-forme normale de .
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Apres I'application d’une régle de réduction, nous prenons la T-forme normale du terme obtenu.
Cette stratégie peut aussi s’écrire en rendant le systéme 1 implicite dans le calcul. Nous pouvons déja
proposer une premiere propriété.

Conjecture 18.2.2 (Séparation des étiquettes)

Les 1-formes normales sont données par la grammaire suivante :

u = z|Arwu|Az.({z}u) | (v u) | (Tuu)| (ulu)| (Tu Au) | u[z,u, T, A] | {z}u)[z,u, T, A]
t u= Tu

Avec ' N A = () et, dans les termes Az.({z}u) et ({z}u)[z,u, T, A], le fait que la variable z dans
I’affaiblissement est celle qui est liée par I'abstraction ou par la substitution.

Preuve : On devrait prouver cela facilement par I’absurde en considérant chaque terme qui n’est
pas dans cette forme et en montrant qu’il n’est alors pas en 1-forme normale. [

Ce calcul posseéde maintenant la propriété attendue : U'intersection des étiquettes des applications
ou des substitutions est toujours vide. Nous n’aurons plus besoin de considérer les VW-formes normales
pour effectuer la preuve de normalisation forte par traduction et simulation dans les réseaux de preuve.
Cependant, on peut encore aller un peu plus loin.

Si on regarde bien la grammaire des -formes normales, on constate que les affaiblissements ex-
plicites apparaissent & certains endroits précis : sous une application, sous une substitution, et sous
une abstraction. Dans ce dernier cas, comme dans le cas de I'étiquette {z} sous la substitution, cela
correspond & la déliaison de la variable z. Ce sont les autres cas qui nous intéressent & présent.

Prenons le terme (I't Au) : la partie des affaiblissements explicites qui était commune aux deux
sous-termes a déja été remontée, et il reste seulement les parties qui portent sur des variables
différentes. Cette partie commune et cette partie différente correspondent & une information par-
ticuliere dans le typage des termes : c’est la regle de contraction.

Etudions de plus pres cette apparition de la contraction dans la forme des termes. Dans le terme
(Tt Au)[z,v,®, ¥], puisque I' N A = (§ nous avons trois possibilités :

e Soit z est dans I', auquel cas la substitution ne doit aller que dans wu.
e Soit z est dans A, auquel cas la substitution ne doit aller que dans ¢.
e Soit z n’est pas dans I' U A, auquel cas la substitution doit aller & la fois dans ¢ et dans wu.

Ces trois cas ressemblent tres fortement aux trois cas de la composition. En donnant trois regles
pour gérer la rencontre d’une substitution avec une application, on rend explicite, dans les regles, la
contraction qui a eu lieu dans le typage. Pour que cela fonctionne complétement, il faut essayer d’avoir
le plus d’affaiblissements possibles dans les termes. Dans ce but, nous modifions les régles de typage
afin d’obliger 'apparition de tout les affaiblissements explicites, ce qui nous demande de modifier la
regle Az. Cela nous donne le systéme de typage suivant.

F'Ft:A TNA=0
IAFAt: A

Ax Weak

r:AFx: A

z:A+t: B
'Xzt:B— A

I'tt:B— A Tku

: B
A
FE(tu):A bp

Lambda

II\TrFu:A TM\A,z:A+t:B (TUA)CII
I+ tz,u,I'A]: B

Sub

Le fait d’avoir contraint le typage de la variable & n’avoir lieu que dans un environnement
supplémentaire vide nous oblige a utiliser la régle Weak, ce qui fait apparailtre les étiquettes. Ainsi, si
1 t d bl til | le Weak, fait tre les ét ttes. Ainsi,
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on typait = avec I'ancienne régle (4 gauche), on doit maintenant typer cette variable avec deux régles
(& droite) :
Ax

A z: Az A Weak

x:AFx: A Fz:AFTxz: A

L’ensemble des régles de réduction du Ay, c-calcul est donné figure 18.2. On constate la dispari-
tion de la régle n1, devenue inutile puisqu’on oblige les variables & étre précédées d’affaiblissements sur
toutes les autres variables : les substitutions doivent rencontrer des affaiblissements ou bien concerner
la variable atteinte (conjecture 18.2.5).

(b) (A(Az.t)) (Tu) — tz,u, T A]

(a1) (Ot Yu)[z,v,TA] — red
(@ \{z}h) uA (T NY)(u[z,v, [\ T, AU (T\T))]))

(a9) (®t Yu)[z,v,TA] — g dUW
(CNn®)(t[z,v, '\ 2, AU (P\ D)) (T'N¥Y)(uz,v,['\ T,AU(T\T)]))

(aq) (Ot Yu)[z,v,T,A] — reVv
(TN ®)(tz, 0,0\ &, AU(@\T)]) (¥ {z}) UA)u)

(n) z[z, t,T,A] — Tt

(c1)  tly,u, A, @[z, v, T,A] — r€®\A

tly, ulz,0, P\ A, AU(AN\T)LANT, AU (@ {z})]
(c2)  ty,u, A, @[z, 0, 1Al = z,0,(T\ @) U{y}, AU(®\T)]
[y,ulz,v, P\ A, AUA\D),ANnT,T'NP] rgPUA

(T-app) (Tt) (Au) — (TNA((T\A)E (A\TD)u) F'NA#D
(+-A) An (1) = (@ {zh) (@ 0 {z})1) & £ {a}ot ® £
(t-sub) (®t)[z, Yu,T,A] — O+ {z} et ®#(
(TuUD)N (@ \{z}) UA)) ou ¥ # () ou
(® " {})1) PAA£D
[, (B U\ (8 {#}) UA), (@ \ {#}) UA)\ (¥ UT))
(f1) (Ay.t)[x,u, T, Al ~ Aydlz,u, T U{y}, Al
(f2) (AyAy)[z,u, DA~ Ay {y}(tz,u, T U{y}, A)
(d) At ~ (TuA)t
(0) 0t ~ t
(ca)  tly,u, A, @]z, v, T, A] ~ zreA\P

tlz,v,(C\ @) U{y},AU(®\D)][y,u, AU(A\ {z}), T NP

Fi1c. 18.2 — Regles de réduction du A, c-calcul

Propriétés

La encore, nous ne pouvons donner que des conjectures. La principale conjecture concerne la
normalisation forte.

Conjecture 18.2.3 (Normalisation forte du A\, .~calcul)
Le Apsn—c-calcul typé est fortement normalisant.

Preuve : La simulation utilisée dans le chapitre précédent devrait s’appliquer directement, sans
avoir besoin de travailler sur les YW-formes normales. [
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Il serait sans doute possible de se passer de notre notion de réduction avec stratégie si les réductions
du calcul sans celles de 1 préserve le fait que les termes soient en T-forme normale. C’est 'objet de la
conjecture ci-dessous.

Conjecture 18.2.4 (Préservation de la ft-normalité)

Le Aysn—c-calcul typé, sans les regles T-app, T-sub et T-\, appliqué & des termes en t-forme normale
produit des termes eux-aussi en T-forme normale.

Preuve : Par cas. L
Si cette conjecture est vraie, alors on peut éliminer les regles 1-app, 1-sub (pour peu qu’on remette
la régle e1) et 1-A du calcul, et considérer qu’on travaille sur des termes qui sont, a l'origine, en T-forme
normale; cela nous donnerait un nouveau calcul qui serait sans doute trés proche du Alxr-calcul [53].
La derniére conjecture permet de s’assurer qu’on n’a plus besoin de la regle n;.

Conjecture 18.2.5 (Dispense de n)

Dans le Aysn_c-calcul typé, travaillant sur des f-formes normales, la régle n; ne peut jamais
s’appliquer.

L’ensemble des conjectures de ce chapitre, ainsi que I'étude plus approfondie de cette derniére
possibilité de calcul, constitue I’'un des travaux futurs mentionnés dans la conclusion de cette these.
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Cinquiéme partie

Du A-calcul aux réseaux de preuve, un
voyage en suivant ’explicite

231
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L’élimination des coupures étant un mécanisme interne a la logique, il a toujours semblé intéressant
d’établir des liens entre celui-ci et les notions de réduction que ’on peut avoir dans les calculs utilisés
en sémantique, et principalement la S-réduction.

D’un c6té, la logique linéaire affine la logique intuitionniste. Elle propose en plus une représentation
des preuves sous forme de graphes et son processus d’élimination des coupures est alors un systeme
de réécriture de graphe. De l'autre, les calculs avec opérateurs explicites permettent de décomposer
la B-réduction en étapes plus atomiques de calcul.

L’étude des liens entre les calculs avec opérateurs explicites et ’élimination des coupures dans
les réseaux de preuve, guide la définition de nouveaux calculs, comme Ay, et Alxr, qui décomposent
encore plus la -réduction. Pour arriver a ces nouveaux calculs, le processus d’explicitation a procédé
en plusieurs étapes : d’abord les substitutions explicites, puis les affaiblissements explicites, et enfin
la contraction explicite.

Dans cette courte partie, nous nous proposons d’étudier I'atomicité de ces calculs avec, comme
référence, I’élimination des coupures dans les réseaux de preuve Rp. Avant cela, nous allons regarder
la définition d’un calcul qui effectue la démarche d’explicitation en sens inverse : nous partons des
réseaux de preuve pour nous approcher des calculs avec opérateurs explicites. [’idée de ce calcul
vient de la constatation que, dans la traduction de A, s, dans les réseaux, la substitution, ainsi que
le membre droit d’une application, apparaissent dans une boite. On s’est alors demandé s’il ne serait
pas possible de trouver une syntaxe qui confonde ces deux objets en un seul.
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Chapitre 19

Un calcul chimique pour les réseaux de
preuve

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la définition d’un calcul directement issu des réseaux
de preuve. Puisque I’élimination des coupures R est une réécriture de graphe, nous sommes obligés
d’avoir un calcul qui correspond & cette notion de réécriture. Les définitions et propriétés présentées
dans le chapitre 1 ne sont plus valables pour la plupart.

L’intérét de ce calcul est de proposer une notation simple pour écrire les réseaux de preuve et
leurs réductions. Cela permet, entre autres, de programmer une implantation simple de 1’élimination
des coupures, et méme, comme nous le verrons ci-dessous, d’en tirer naturellement une implantation
distribuée '. Nous donnons la définition du calcul, puis quelques propositions sous forme de conjectures.

19.1 Définition du Apy-calcul

Lorsqu’on doit découper un réseau de preuve pour en donner un notation linéaire, il faut trouver
un moyen de conserver l'information que I'on va perdre, a savoir la connexion des différents éléments
entre eux. Pour cela, nos termes seront décorés de formules de la logique linéaire qui permettront de
repérer & quels autres termes ils sont connectés.

Les termes de Apy sont directement inspirés des réseaux de preuve :

e le W correspond a 'affaiblissement,

e le C a la contraction,

le D a la déréliction, c’est-a-dire aux variables (voir la traduction de Ay, ),

le @ a l'abstraction fonctionnelle, et

la boite contient un réseau plus petit a U'intérieur.

Les systémes de réécriture de graphes sont peut-étre moins intuitifs que les systémes de réécriture
de termes, car ils n’ont pas de structure pour écrire leurs objets. Ala place d’'un terme qui contient
des redex, on y trouve un ensemble de termes qu’il faut parcourir pour trouver ceux qui peuvent se
réduire. Dans la récriture de graphes, il y a deux notions de redex. Un redex peut étre un terme isolé,
auquel cas il suffit de le trouver pour le réduire. Un redex peut aussi mettre en jeu plusieurs termes,
auquel cas il faut s’assurer que tous sont présents dans I’ensemble avant d’effectuer la réduction.

Souvent, on donne le principe d’une solution chimique comme intuition pour ces systémes. En effet,
de la méme facon que les molécules présentes dans la solution peuvent interagir pour en produire de
nouvelles, les termes d’un systeme de réécriture de graphes peuvent se combiner pour en produire de
nouveaux. Dans notre cas, nous allons aussi faire un parallele qui semble intéressant entre les termes
du Apy-calcul et les processus évoluant dans un systeme d’exploitation.

"Ml existe actuellement une implantation séquentielle de ce calcul, I'implantation distribuée étant en cours de
développement.

235
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Les termes

Prenons le réseau suivant :

?A+

Pour I'écrire sous forme de solution, on propose de noter D la combinaison du lien Aziome et du
lien dereliction et C le lien contraction. Pour ne pas perdre I'information de connexion, on indique les

formules qui sont entre les liens : les deux liens dereliction sont notés 5,1 Dy, et le lien contraction
7A+7A

1
sar O, ce qui nous donne le terme-solution suivant :

est noté

7AL 7AL
2arDaloarDaly " C

On a noté la juxtaposition des liens avec une barre verticale. La présence des formules ne permet
cependant pas de retrouver la connexion exacte, puisque la formule 74+ revient deux fois. Pour lever

ce genre d’ambiguités, on commence par numéroter les formules, ce qui nous donne :

1AL 7AS
?A%Dz‘h | ?A;DAQ | 7AL C

Le tableau ci-dessous présente la grammaire des termes-solutions notés S et des termes-molécules

notés t :
AL 7AL ?7AL A
tou= g Da, | ?A; *C ?A; | Lyy | 2arW | ®oaiep | rlSleia | r[Sha
S =t | tS

Les différents symboles de liens sont décorés de formules & différents endroits. En bas a gauche, on
trouve les formules de ’environnement de typage ajoutées dans le séquent conclusion de la régle corres-
pondante. En bas a droite, on trouve la formule (s’il y en a une) principale dans le séquent conclusion.
En haut a gauche, on trouve les formules de ’environnement de typage du séquent hypothese qui sont
utilisées par la regle correspondante.

La boite est symbolisée par une paire de crochets a gauche de laquelle on trouve, en bas, I’ensemble
des formules de I’environnement de typage du séquent. En bas a droite, on y trouve deux types de
formule : celle commencant par un !, auquel cas le terme-molécule correspond a une substitution,
et celle commencant par un ®, auquel cas le terme-molécule correspond au membre droit d’une
application. Les termes L servent a conserver la connexion des termes au fil des réductions. Ils peuvent
étre vus comme des opérateurs explicites d’a-conversion.

On peut ajouter une notion de type a nos termes-solutions, cela rend plus clair le sens des termes-
molécules. Voici les regles de typage :
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A r=(s): 4 Woah
Ay (?AliDAg) LAy 7 B, Tk (5. W|S): A car
A, 4o, TF (5): 4 Contr A, TH(S): B
TALTAS Par
A3, TH (172 C18): A L'F(S|®p15p): A= DB
3
A, TE(S): A Lo I'H(S): A4
7AL : [
Ap, T (0L 8): A I'H (L4 ] S): Ay

I‘ll—(Sl)A—>B FQI—(SQ)A
[, Ty = (S1 | ry[Se]eia) : B

Times

A,I‘ll—(Sl):B FQI—(SQ)A
[',To F (81| ry[S2]ia) : B

or

Les regles de réduction

Les regles de réduction reprennent exactement l’élimination des coupures de la logique linéaire
enrichie Rg. Les régles dont le nom comporte un L sont des regles supplémentaires, chargées d’éliminer
les termes-molécules L de la solution. La figure 19.1 présente ’ensemble des regles de réduction ainsi
qu’une regle d’équivalence.

On appelle I-calcul le calcul constitué des regles lw, lc, b, Id, llg, lld, bl, dI.

L’observation des regles nous conduit a établir un parallele entre ce calcul et un systeme de gestion
distribuée des processus. Dans ce systéme, on a plusieurs processus qui s’exécutent sur plusieurs
machines. Chaque boite correspond & un processus s’exécutant sur une machine. Les termes-molécules
a l'extérieur des boites sont les organisateurs des processus. Les processus corespondent entre eux a
I’aide de signaux, et peuvent changer la localisation d’un processus. On considére que les formules
correspondent & des canaux de communication. Voici un sens que 'on peut donner aux différents
termes, ainsi que la facon dont ils s’utilisent :

7AF
e Les termes PAL
1

nication a changé.

A . . . ..
LetL AT sont des relais de communication. Ils indiquent que le canal de commu-

e Le terme ;41 W est un signal de destruction (kill) envoyé au processus qui écoute sur le canal
A. Ce signal est ensuite propagé vers tous les processus qui communiquaient avec celui-ci : c¢’est
la regle wb.

A&7 AS

e Le terme PAL 2 C est un signal de duplication (fork) envoyé au processus sur le canal Ag, lui

indiquant que 'un des deux devra communiquer sur A; et 'autre sur Ay. Ce signal est ensuite
propagé vers tous les processus qui communiquaient avec celui-ci : c’est la regle cb.

e Le terme ,,1 D4, est une primitive de recouvrement (exec). Elle récupere le processus qui
|
s’exécutait ailleurs afin de poursuivre son exécution : c’est la regle db.

e [annotation ® au bord d’une boite est une indication de masquage des signaux. Tant qu’elle
est présente, les signaux W, C' et D sont ignorés : ils ne peuvent pas atteindre le processus qui
est a I'intérieur.

e Le terme ’®; 4155 permet de supprimer le masque du processus sur A, permettant la délivrance
des signaux : c’est la regle ® — ®.

e Les processus peuvent étre déplacés, sans recouvrement, sur la machine d’un processus qui aura
besoin de son résultat, c’est la régle bb.
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Ce parallele définit une notion de calcul distribué. Il serait intéressant de la comparer avec les
calculs de processus déja existants, comme le w-calcul ou le join-calcul (voir [62, 10, 36]).

19.2 Conjectures
Voici quelques conjectures. On donne des indications pour les prouver.

Conjecture 19.2.1
Le l-calcul termine.

Preuve : En prenant comme poids de la solution : le nombre de termes-molécules présents plus
la somme des écarts entre la profondeur maximum et la profondeur de chaque molécule L ; ce poids
décroit strictement a chaque application de regle du I — calcul et est borné par zéro. [

Conjecture 19.2.2

Le typage est préservé par les Apy-réductions.

Preuve : Par cas. ]

On peut traduire une solution en réseau de preuve par récurrence sur la dérivation de typage de
celle-ci, en oubliant les indices des formules et les termes-molécules L. On obtient un réseau correct.
Les régles wb, we, wout, db, cb, bb, '® —® ainsi que 'équivalence ¢ —i/o sont simulables en exactement
une étape par Rg. Comme le [ — calcul termine, on en déduit la conjecture suivante.

Conjecture 19.2.3
Le Appy-calcul termine.

Comme on a une traduction dans les deux sens, entre Apy et les réseaux de preuve, il devrait étre
possible d’obtenir d’autres résultats.
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LJdJd

(wout)
(db)
(bb)

(e~ ®)

(lw)

(1b)

(Id)

(llg)

(ild)

7A¢

7ALW|7AL e

?B,..,22150A [ 242 W
'7AL

?B,..,? [ ]'A3 | 7AL QC

ruzalzat W | Sla
r[Shar [ 24t Da,
i [S1)ia | ryura[S2la
24198 | 1[S]eia

L‘?ALW

?AL

AL 7AF

L|'7AL

?AL tc

?AL
?ALL ‘ rUr’Az[S]

A5
?A%L ‘ ?A%DA
?ALL | 7Al

A A
Ly | Ly

A
Ly [ r[Slha,

Ao
LA1 ‘ 241 Da,

7A¢

runall i 01 Sl

'7AL
7AL

VL
?BLW ‘ ‘ ?ZLW

?Bi,... 771[‘9 | L ]'Al |7Bz, ,772[5 ‘ L ]'Az

?BiL 7B+ AN AS
R ol I DN
2ar W | r[S]a

A
S| Ly,

rurs [ [Si]ia | S2la

?ASL

?AfDA

?AL
?AL

3T
A
LAf
r[L42 | Sha,
?ALDAI

7AL7A
oal 2O | rura,u4,15]a

Fi1G. 19.1 — Regles de réduction du Apy-calcul
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Chapitre 20

Un aller et retour

Dans ce chapitre, nous proposons un tableau comparatif de différents calculs connectés aux
réseaux de preuve. Nous regardons essentiellement les regles de réduction, en prenant comme référence
I’élimination des coupures Rg. Les calculs comparés sont, dans 'ordre d’apparition dans le tableau :
le A-calcul et le A, -calcul' (présentés dans le chapitre 2), le Ay sp-calcul et le Ay s,—se-calcul (présenté
dans la partie IV), le Alxr-calcul (présenté chapitre 2), le Apy-calcul (presenté dans le chapitre
précédent), et enfin I’élimination des coupures Ry dans les réseaux de preuve (présentée dans le
chapitre 3 et enrichie dans le chapitre 16). Le tableau est présenté figure 20.1.

Chaque colonne correspond a un calcul. On y trouve le nom des régles de réduction de celui-ci,
regroupés par rapport aux regles de Rr : pour chaque régle de Rg on indique quelles regles du
calcul considéré y fait appel lors de sa simulation. Dans ’avant-derniére ligne, on recense toutes les
équivalences de ces calculs, et, dans la derniere ligne, on donne les regles dont la simulation ne nécessite
aucune étape de Ry car les réseaux sont équivalents.

Ce tableau nous permet de voir comment le fait de rendre explicites les mécanismes internes de la
B-réduction permet de se rapprocher de Rg. On peut comparer les calculs de la fagon suivante.
Pour la partie haute du tableau :

e Plus il y a de cases dans une colonne, plus le calcul est fin, c’est-a-dire plus il faut utiliser de
regles pour simuler la S-reduction.

e Moins il y a de régles par case, moins le calcul est redondant par rapport aux réseaux de preuve.
Pour la partie basse qui concerne les regles et équivalences supplémentaires :

e Il est plutét intéressant de minimiser leur nombre puisqu’elles correspondent a des réseaux
équivalents. Pour la méme raison, des équivalences sont préférables aux regles, méme si ce choix
est discutable (voir la discussion section 13.2.3).

e Il faut tout de méme en garder suffisament pour permettre & nos systémes de réécriture de
termes de se comporter comme le systéme de réécriture de graphes qu’est Rg.

Les cases marquées d’une étoile dans la colonne du Ay sp—-calcul signifient qu’on ne sait pas encore
les remplir. En effet, comme nous I'avons dit dans le chapitre 18, ce calcul est en cours d’élaboration,
et la simulation n’a pas encore été établie formellement. De plus, il se pourrait que I’ensemble des
regles de remontée des affaiblissements explicites devienne inutiles si 'on définit finement les autres
regles du calcul.

'On aurait aussi pu prendre 'ancienne version du Aysn-calcul, ¢’est-a-dire le Ays-calcul avec noms de [19].
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Nous avons pu constater, a travers ces travaux, que la normalisation forte des calculs avec sub-
stitutions explicites n’est pas une propriété évidente a établir. Afin d’en faciliter la démonstration,
nous avons formalisé une technique de preuve qui permet de déduire la normalisation forte & partir
de la préservation de la normalisation forte (partie II). Nous nous sommes ensuite intéressé au A\jufi-
calcul, un calcul symétrique non-déterministe issu de la logique classique étendant 1'isomorphisme de
Curry-Howard. Nous avons démontré sa normalisation forte ainsi que la normalisation forte d’une
version avec substitutions explicites (partie IIT). Nous avons étudié une nouvelle version du A, s-calcul
avec nom, le A, s,-calcul, qui apporte une grande souplesse dans les calculs avec substitutions expli-
cites. En prouvant sa normalisation forte, nous avons constaté qu’il permet d’approfondir les liens
entre les substitutions explicites et les réseaux de preuve de la logique linéaire (partie IV). Enfin, nous
avons observé comment, en allant du A-calcul jusqu’aux réseaux de preuve, l'introduction successive de
constructions explicites dans les calculs permet, tout en donnant a ceux-ci des propriétés intéressantes,
de tisser une trame presque continue entres les différentes notions de réduction (partie V).

X k%

Apres avoir formalisé la technique “PSN implique SN”, nous I'avons appliquée a quelques calculs
avec substitutions explicites représentant les différents types de définitions les plus classiques. Nous
avons remarqué que son application a des calculs nommés est en général facile et directe (sauf pour
Aoy,), tandis que dans le cas de calculs avec indices de de Bruijn, elle nécessite une simulation qui
peut étre difficile a établir. En particulier, nous n’avons pas réussi a ’établir pour le \,4-calcul, a
cause de la présence des affaiblissements explicites (appelés aussi étiquettes). On peut donner comme
directions de recherches futures :

e L’application au A\, s-calcul, qui devrait permettre de mieux comprendre les mécanismes qui se
cachent derriere la transformation de I’a-équivalence en indices de de Bruijn.

e [’application a d’autres calculs qui auraient PSN mais pour lesquels il n’y aurait pas encore de
preuve de SN. Cela permettrait sans doute d’établir ces preuves relativement facilement.

e Enfin 'application de cette technique en utilisant des systémes de typage plus évolués que les
types simples, afin de voir quelles difficultés apparaissent et quels résultats on peut obtenir.

L’étude du Apjfi-calcul avec et sans substitutions explicites nous a permis de remarquer que la
technique de preuve par réductibilité semble difficile & mettre en place dans le cas avec substitutions
explicites. Alors que cette technique fonctionne pour le cas du calcul symétrique sans substitutions
explicites, ainsi que dans le cas de calculs non-symétriques avec substitutions explicites, la tentative
que nous avons faite pour le Apfix-calcul s’est avérée un échec. Nous nous sommes tournés sur la
technique de perpétuité pour prouver PSN, puis nous avons utilisé la technique PSN implique SN.
Deux perspectives de recherches s’ouvrent apres ce travail :

e Il serait tres intéressant de trouver un moyen d’effectuer une preuve par réductibilité pour
le A\pfix-calcul ou tout autre calcul symétrique (non-déterministe on non) avec substitutions
explicites, comme par exemple le A-calcul symétrique.

e On pourrait aussi observer ce que pourrait donner une version du Aufi-calcul avec substitutions
et affaiblissement explicites, comme A 4;,.

La nouvelle définition du Ay, s,-calcul nous a conduit & plusieurs études. Comme calcul de référence,
a la place du A-calcul, nous avons formalisé le \,,-calcul, un calcul nommé avec affaiblissement
explicite. Pour prouver la normalisation forte de A, par traduction dans les réseaux de preuve de
la logique linéaire, nous avons dua enrichir son procédé d’élimination des coupures avec une nouvelle
regle wb et prouver la terminaison de ce nouveau systeme. Enfin, la définition du Ay sp,-calcul que nous
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avons choisie comporte un grand nombre d’équivalences, ce qui nous a permis de nous rapprocher
encore plus des réseaux de preuve. Nous avons aussi proposé une ébauche de calcul, le Ay s, c-calcul,
qui devrait permettre de simplifier la simulation précédente, ainsi que de se rapprocher d’une forme
explicite de contraction. Voici quelques pistes de recherche que nous avons déja commencé d’explorer :

e Il reste plusieurs propriétés a prouver pour le Aygp-calcul. La premiere, presque terminée au
moment de la rédaction de cette thése, est la normalisation forte du calcul des substitutions.
Comme dans A, cette propriété est relativement difficile a établir. La technique par simulation
utilisée pour le A\, ,-calcul est longue et fastidieuse & mettre en place, ce qui nous a incité a
essayer la technique, bien plus élégante, utilisée pour le Alxr-calcul. Il apparait cependant que
celle-ci profite des propriétés particulieres que vérifient les termes de ce calcul et, de ce fait, ne
serait pas utilisable pour A, 4.

Apres la normalisation forte du calcul des substitutions, on poura s’intéresser a la confluence
sur les termes ouverts et & la préservation de la normalisation forte. Vu la souplesse du calcul,
d’une part, et sa proximité avec le )\, s-calcul et le Alxr-calcul, d’autre part, on ne doute pas du
fait que ces propriétés puissent étre aisément établies. Une bonne méthode pourrait consister a
traduire le A\, ,-calcul dans le Alxr-calcul.

e Concernant I'a-équivalence, il est prévu a court terme d’étudier le A,,-calcul et ses liens avec le
K-calcul, ainsi que la version du A, s,-calcul avec multi-ensembles qu’on a présentée rapidement.
En effet, celle-ci semble proche de pouvoir se passer d’a-équivalence. Par ailleurs, puisque la
traduction dans les réseaux de preuve fait perdre I'information sur les variables, un calcul sans
a-conversion en serait encore plus proche.

e L’étude du Aysn_c-calcul nous permettra de vérifier ce que nous avons avancé, a savoir que ce
calcul est plus facilement simulé dans les réseaux de preuve. Il sera sans aucun doute fructueux
de comparer ce systéme avec le Alxr-calcul, celui-ci intégrant la contraction directement dans sa
syntaxe. Cette comparaison devrait permettre d’enrichir le Ay, -calcul.

L’observation des différents calculs intermédiaires entre le A-calcul et les réseaux de preuves nous
a montré comment on pouvait rapprocher ces derniers en intégrant dans ces calculs de plus en plus
d’opérateurs explicites. Nous avons présenté le Apy-calcul, un calcul chimique qui correspond presque
exactement aux réseaux de preuves.

Cette derniere partie de la thése a été rédigée dans le but de donner quelques intuitions sur les
travaux touchant aux substitutions explicites en lien avec les réseaux de preuve; notre observation
gagnerait & devenir une étude plus formelle des ces calculs et des liens entre eux. Nous avons déja
mentionné, dans le paragraphe précédent, les connexions qu’il faudrait établir entre Ay, et Alxr,
nous pouvons ajouter, comme directions de recherche (en partie déja en cours) :

e [’étude plus approfondie du Apy-calcul et en particulier de ses liens avec les réseaux de preuve
et avec le Alxr-calcul. Dans ce dernier cas, on peut imaginer des modification du Alxr-calcul afin
de le rendre encore plus proche de Rp.

e La comparaison (ou les liens) entre le Apy-calcul et les travaux réalisés dans le domaine de la
géométrie de l'interaction et des réductions optimales.

e Les liens entre le Apy-calcul et les calculs concurrents comme le w-calcul.
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Annexe A

Calculs sur les ensembles

Voici quelques propriétés du calcul ensembliste. Chacune est associée & une lettre, ce qui permet
d’y faire référence dans un calcul plus complexe. On pense que cela offre une plus grande lisibilité, et,
de ce fait, qu’il est plus facile de vérifier que les calculs plus complexes sont corrects.

Propriété A.0.4

(a) (AUB)\C = (A\C)U(B\C)

(b.) AN\(AUB) =10

(c) A\(BUC)=(A\B)N(A\C)

(d) An(A\B)=A\B

(e) ANB=0 = A\(BUC)=A\C
(f) BnC=0 = (A\B)UC=(AUC)\B
(9.) (A\B)uB=AUB

(h) BCA = (A\B)UB=A

(i.) (ANB)U((B\A)\C) =B\ (C\4)
(j) ANB=0 = (AUB)\B=4
(k) (AnB)U(A\B)=A

(1) AnN(B\C)=(ANB)\C

(m.) A\(B\(C\A)=A4\B

(n.) (A\B)\C=A\(BUC)

(0.) (AN (B\C)\C=(A\B)\C

(p) (A\B)\C=(A\C)\B

(¢) (ANB)\C)U(B\(A\C)) =B
(r) An(B\(C\A)=ANnB

(s) ANC=0 = A\(B\C)=A\B
(t.) AnC=0 = ANB=ANn(BUC)
(u) (ANB)\C = (A\C)N(B\C)
(v.) BNC=0 = (A\B)nC=AncC
(w.) A\(BNC)=(A\B)U(A\C)
(z.) (AN(B\C)u(BNC)=(AUuC)NB

249



~JU UiHapliul© A. Ualbuls sul 165 CLSCLIIDICS




Bibliographie

1]

M. Abadi, L. Cardelli, P.-L.. Curien, and J.-J. Lévy. Explicit substitutions. Journal of Functional
Programming, 1991.

M. Abadi, G. Gonthier, and J.-J. Lévy. The geometry of optimal lambda reduction. In Proceedings
of POPL’92, pages 15-26, 1992.

S. Abramsky and R. Jagadeesan. New foundations for the geometry of interaction. In Proceedings
of LICS’92, pages 211 222, 1992.

P.B. Andrews. An Introduction to Mathematical Logic and Type Theory : To Truth Through
Proof. Academic Press, 1986.

F. Baader and T. Nipkow. Term Rewriting and All That. Cambridge University Press, 1998.

F. Barbanera and S. Berardi. A symmetric lambda-calculus for classical program extraction. In
Proceedings of TACS’94, number 789 in LNCS, pages 495 515. Springer-Verlag, 1994.

H. P. Barendregt. The Lambda Calculus : its Syntaz and Semantics. Number 103 in Studies in
Logic and the Foundations of Mathematics. 1981.

H. P. Barendregt. Lambda Calculi with Types. Handbook of Logic in Computer Science. Oxford
University Press, 1992.

Z.-E.-A. Benaissa, D. Briaud, P. Lescanne, and J. Rouyer-Degli. Av, a calculus of explicit sub-
stitutions which preserves strong normalisation. Journal of Functional Programming, 1996.

G. Berry and G. Boudol. The chemical abstract machine. Theoretical Computer Science, 96 :217
248, 1992.

R. Bloo. Preservation of Termination for Fxplicit Substitution. PhD thesis, Eindhoven University,
1997.

R. Bloo and H. Geuvers. Explicit substitution : on the edge of strong normalisation. Theoretical
Computer Science, 211 :375-395, 1999.

E. Bonelli. Substitutions explicites et réécriture de termes. Thése de doctorat, Université Paris
XTI Orsay, 2001.

A. Church. A set of postulates for the foundation of logic (1). Annals of Mathematics, 33 :346 366,
1932.

A. Church. A formulation of the simple theory of types. The journal of Symbolic Logic, 5 :56—68,
1940.

A. Church. The Calculi of Lambda Conversion. Princeton University Press, 1941.

R. Di Cosmo and S. Guerrini. Strong normalization of proof nets modulo structural congruences.
In Proceedings of RTA’99, number 1631 in LNCS, pages 75-89. Springer-Verlag, 1999.

R. Di Cosmo, D. Kesner, and E. Polonovski. Proof nets and explicit substitutions. In Procee-
dings of FOSSACS’00, number 1784 in LNCS. Springer-Verlag, 2000. Version longue et révisée
dans [19].

R. Di Cosmo, D. Kesner, and E. Polonovski. Proof nets and explicit substitutions. Mathematical
Structures in Computer Science, 13(3) :409 450, 2003.

251



LJd4L

IDIEDIDIAVAC AV VANEES V]

20]
21]
22]
23]
24]
25]

[26]
[27]

28]

[29]

[30]

[31]

32]

P.-L. Curien. Categorical combinators, sequential algorithms and functional programming. Pit-
man, 1986.

P.-L. Curien, T. Hardin, and J.-J. Levy. Confluence properties of weak and strong calculi of
explicit substitutions. Technical Report 1617, INRIA Rocquencourt, 1992.

P.-L. Curien, T. Hardin, and A. Rios. Strong normalisation of substitutions. MFCS, LNCS
629 :209-218, 1992.

P.-L. Curien and H. Herbelin. The duality of computation. In Proceedings of ICFP’00, pages
233 243. ACM Press, 2000.

P.-L. Curien and A. Rios. Un résultat de complétude pour les substitutions explicites. Comptes
rendus de l'académie des sciences de Paris, t. 312, Série I :471-476, 1991.

V. Danos. La logique linéaire appliquée a l’étude de divers processus de normalisation (et prin-
cipalement du X-calcul). Theése de doctorat, Université Paris VII, 1990.

R. David and B. Guillaume. The Aj-calculus. In Proceedings of WESTAPP, 1999.

R. David and B. Guillaume. A M-calculus with explicit weakening and explicit substitutions.
Mathematical Structure in Computer Science, 11(1), 2001.

R. David and B. Guillaume. Strong normalisation of the typed A\,s-calculus. In Proceedings of
CSL’03, volume 2803 of LNCS. Springer, 2003.

N.G. de Bruijn. Lambda calculus notation with nameless dummies, a tool for automatic formula
manipulation, with application to the church-rosser theorem. Indagationes Math., 5(35) :381-392,
1972.

N.G. de Bruijn. A namefree lambda calculus with facilities for internal definition of expressions
and segments. Technical Report 78-WSK-03, Department of Mathematics, Eindhoven University
of Technology, 1978.

N. Dershowitz and J.-P. Jouannaud. Rewrite systems. Handbook of Theoretical Computer Science,
B :234-309, 1990.

D. Dougherty, S. Lengrand, and P. Lescanne. An improved system of intersection types for
explicit substitutions. In Proceedings of TCS’02, pages 511 523, 2002.

G. Dowek. La part du calcul. Mémoire d’habilitation, Université de Paris 7, 1999.
G. Dowek. Théorie des types. Notes de cours du DEA Programmation, 2002.

M.-C.F. Ferreira, D. Kesner, and L. Puel. A-calculi with explicit substitutions preserving strong
normalization. Applicable Algebra in Engineering, Communication and Computing, 1999.

C. Fournet and G. Gonthier. The reflexive chemical abstract machine and the join calculus. In
Proceedings of POPL’96, 1996.

G. Frege. Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Den-
kens. Nebert, Halle, 1879.

J.-Y. Girard. Linear logic. Theoretical Computer Science, 50(1) :1-101, 1987.

J.-Y. Girard. Geometry of interaction I : interpretation of system F. Logic colloguium 1988,
pages 221 260, 1989.

J.-Y. Girard, Y. Lafont, and P. Taylor. Proofs and types. Cambridge University Press, 1989.

B. Guillaume. Un calcul de substitution avec étiquettes. These de doctorat, Université de Savoie,
1999.

T. Hardin. Confluence results for the pure strong categorical combinatory logic CCL : lambda-
calculi as subsystems of CCL. Theoretical Computer Science, 65 :291-342, 1989.

T. Hardin and A. Laville. Proof of termination of the rewriting system subst on ccl. Theoretical
Computer Science, 46 :305 312, 1986.



IDIEDIDIAVAC AV VANEES V] LJdJ

[44]
[45]

[46]
[47]

[48]

[49]

[50]

D. Hendriks and V. van Oostrom. Adbmal. In Proceedings of the 19th Conference on Automated
Deduction (CADE 19), number 2741 in LNAI, pages 136 150, 2003.

H. Herbelin. Explicit substitutions and reducibility. Journal of Logic and Computation, 11 :429-
449, 2001.

D. Hilbert and W. Ackermann. Grundzige der Theoretischen Logik. Springer-Verlag, 1928.

W.A. Howard. The formul®-as-type notion of construction. In To H.B. Curry : Essays on
Combinatory Logic, Lambda Calculus and Formalism, pages 579-490. Academic Press, 1969.

G. Huet. Confluent reductions : Abstract properties and application to term rewriting systems.
Journal of the Association for Computing Machinery, 27(4) :797 821, 1980.

F. Kamareddine and A. Rios. Extending a A-calculus with explicit substitutions which preserves
strong normalization into a confluent calculus on open terms. Journal of Functionnal Program-

ming, 7(4), 1997.

F. Kamareddine and A. Rios. Bridging de Bruijn indices and variable names in explicit substi-
tutions calculi. Logic Journal of the Interest Group of Pure and Applied Logic, 6(6) :843-874,
1998.

F. Kamareddine and A. Rios. Relating the Ao- and As-styles of explicit substitutions. Journal
of Logic and Computation, 10(3) :349-380, 2000.

B. Kernighan and D. Ritchie. The C' Programming Language. Prentice-Hall, 2 edition, 1988.

D. Kesner and S. Lengrand. Broadening the horizon of the explicit substitution paradigm via a
logical model. Submitted.

J.W. Klop. Term rewriting systems. Handbook of Logic in Computer Science, 2 :1-116, 1992.
J.-L. Krivine. Lambda-calcul, types et modeles. Masson, 1990.

J. Lamping. An algorithm for optimal lambda calculus reduction. In Proceedings of POPL’90,
pages 16 30, 1990.

O. Laurent. Etude de la polarisation en logique. These de doctorat, Université Aix-Marseille 11,
2002.

X. Leroy and P. Weis. Le langage Caml. Dunod, 2nd edition, 1999.

P. Lescanne. From lambda-sigma to lambda-upsilon : a journey through calculi of explicit sub-
stitutions. In Proceedings of the 21st ACM Symposium on Principles of Programming Languages
(POPL), pages 60 69, 1994.

P. Martin-Lof. Intuitionnistic type theory. Bibliopolis, 1984.

P.-A. Mellies. Typed A-calculi with explicit substitutions may not terminate. In Proceedings of
TLCA’95, number 902 in LNCS, pages 328—-334. Springer, 1995.

R. Milner. A calculus of communicating systems. In Springer, editor, LNCS, volume 92, 1980.

M. Parigot. Ap-calculus : An algorithmic interpretation of classical natural deduction. In Pro-
ceedings of LICS’93, pages 39-46. Computer Society Press, 1993.

E. Polonovski. Strong normalization of A\pji-calculus with explicit substitutions. In Proceedings
of FOSSACS’04, number 2987 in LNCS, pages 423 437. Springer-Verlag, 2004.

E. Polonovski. PSN implies SN. In Proceedings of HOR’04, Technical report of the Computer
Science Departement of RWTH Aachen, 2004. Accepté pour publication.

F.P. Ramsey. The foundations of mathematics. In Proceedings of the London Mathematical
Society, volume 25 of 2nd, pages 338 384, 1926.

A. Rios. Contribution a l’étude des X-calculs avec substitutions explicites. These de doctorat,
Université Paris VII, 1993.

K.H. Rose. Explicit cyclic substitutions. In Proceedings of CTRS, number 656 in LNCS. Springer-
Verlag, 1992.



4LJT IDIEDIDIAVAC AV VANEES V]

[69] B. Russel and A.N. Whitehead. Principia Mathematica, volume I. Cambridge University Press,
1910-1912.

[70] J. van Heijenoort. From Frege to Gddel, a source book in mathematical logic, 1879-1931. Harvard
University Press, 1967.

[71] N. Wirth. The design of a PASCAL compiler. Softw., Pract. Ezxper., 1(4) :309 333, 1971.

[72] H. Zantema. Termination of term rewriting by semantic labelling. Fundamenta Informaticae, 24,
1995.



Index

Calculs
A-calcul, 13, 72
normalisation forte, 81
regle de réduction, 49
substitution implicite, 52
termes, 48
avec indices, 55
typage, 78
variables libres, 53
Ax-calcul, 59, 101
normalisation forte, 81, 101 102
Av-calcul, 63, 107
normalisation forte, 108-119
Ao-calcul, 64, 121
Aop,-calcul, 64, 133
Aws-calcul, 65, 104
normalisation forte, 81
Awsn-calcul, 66, 102
normalisation forte, 81, 222
préservation du typage, 196
regles de réduction, 184
renommage, 187
termes, 179
typage, 195
variables libres, 179
Awn-calcul, 191
substitution implicite, 191
Awsn—sc-calcul, 228
Alxr-calcul, 68
normalisation forte, 81
Apfi-caleul, 72, 141, 143, 155
normalisation forte, 156
Apfix-calcul, 163
calcul des substitutions, 164
normalisation forte, 171
préservation de la normalisation forte, 166
Ap-calcul, 141
A-calcul symétrique, 141
Apn-calcul
regles de réduction, 237
termes, 236
pii-calcul, 149
normalisation forte, 150

255

Symboles

:>,}:0ir connecteur, implication
I, voir connecteur, bien sir

—, voir connecteur, différence
%, voir connecteur, par

®, voir connecteur, tenseur

L+ 83

>, 107

a-équivalence, 52, 49 53, 183
a-conversion, 54
B-réduction, voir A-calcul

A

affaiblissement, 74, 82
explicite, voir explicite, affaiblissement
appel
par nom, 143
par valeur, 143
application, 46
arité, 24

C

calcul
(réduction), voir réduction
chimique, 235
pur, 58, 95

calcul des séquents, 76, 87, 144
démonstrations, 77
regles, 76

chemin, 19

commande, 144

confluence, 13, 32, 30-37, 62
diamant, 32
locale, 32

connecteur, 71
bien sur, 84
différence, 146
implication, 71, 72
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par, 84
tenseur, 84
constante, 21, 24
contexte, 23, 25
(objet de Aufi), 144
contraction, 89
explicite, voir explicite, contraction
corps d’une fonction, 46

D

déduction naturelle, 72
coupure, 75
démonstrations, 73
regles, 73

démonstration, 71

dérivation
(réduction), voir réduction
minimale, 170
typage, voir typage

dualité, 146

E

élimination des coupures, 75

réseaux de preuve, voir réseaux de preuves,

élimination des coupures

équivalence, 29

A, 89

B, 89

a, voir a-équivalence
explicite

affaiblissement, 65, 223

contraction, 66, 226

substitution, voir substitution explicite

F

filtrage, 25

G

grammaire, 21
graphe de dérivation, 19

I

implicite (opérateur), 23
substitution, voir substitution implicite
isomorphisme de Curry-Howard, 79

L

langage, 24

lieur, 51
logique, 14, 70
calcul des séquents, voir calcul des séquents
classique, 144
déduction naturelle, voir déduction natu-
relle
logique linéaire, 14, 65, 83, 203
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Résumé :

Les substitutions explicites ont été introduites comme un raffinement du A-calcul, celui-ci étant le
formalisme utilisé pour étudier la sémantique des langages de programmation. L’objet de cette these
est I’étude de leurs propriétés de normalisation forte et de préservation de la normalisation forte. Ce
manuscrit rend compte de plusieurs travaux autour de ces propriétés de normalisation, regroupés en
trois volets.

Le premier d’entre eux formalise une technique générale de preuve de normalisation forte utilisant
la préservation de la normalisation forte. On applique cette technique & un spectre assez large de calculs
avec substitutions explicites afin de mesurer les limites de son utilisation. Grace a cette technique, on
prouve un résultat nouveau : la normalisation forte du Av-calcul simplement typé.

Le deuxiéme travail est I’étude de la normalisation d’un calcul symétrique non-déterministe issu de
la logique classique formulée dans le calcul des séquents, auquel est ajouté des substitutions explicites.
La conjonction des problémes posés par les calculs symétriques et ceux posés par les substitutions
explicites semble vouer & I’échec 'utilisation de preuves par réductibilité. On utilise alors la technique
formalisée dans le premier travail, ce qui nous demande de prouver tout d’abord la préservation de la
normalisation forte. A cette fin, on utilise un fragment de la théorie de la perpétuité dans les systémes
de réécriture.

La définition d’une nouvelle version du A,s-calcul avec nom, le A s,-calcul, constitue le troisieme
volet de la these. Pour prouver sa normalisation forte par traduction et simulation dans les réseaux
de preuve, on enrichit I’élimination des coupures de ceux-ci avec une nouvelle regle, ce qui nous oblige
a prouver que cette nouvelle notion de réduction est fortement normalisante.

Mots-Clés : Lambda-calcul — Substitutions explicites — Réécriture — Calcul symétrique — Norma-
lisation Logique classique Logique linéaire Réseaux de preuve.

Title : Explicit substitutions, logic and normalization
Abstract :

Explicit substitutions have been introduced as a refinment of the A-calculus the usual formalism
used to study the semantic of programming languages. In this thesis, we study their properties of strong
normalization and preservation of strong normalization. Several works around those normalization
properties are presented here in three parts.

The first one formalises a general proof technique of strong normalization using preservation of
strong normalization. We apply this technique to several calculi with explicit substitutions to measure
its usefulness. A benefit of this work is a new result : the strong normalization of simply typed Av-
calculus.

The second one is the study of the normalization of a symmetric non-deterministic calculus pro-
viding a term notation for classical sequent calculus, extended with explicit substitutions. Due to the
conjunction of symmetry and explicit substitutions, usual strong normalization proofs by reducibility
technique seems to fail. We then use the technique formalised above, which requires to establish the
preservation of strong normalization of the calculus. For this purpose, we use a fragment of the theory
of perpetuality in rewriting systems.

The definition and the study of a new version of the A, s-calculus with names, the A\, ,-calculus, is
the third part of the thesis. To prove its strong normalization by translation and simulation in linear
logic proof nets, we enrich their cut elimination procedure with a new rule. It therefore constrains us
to establish strong normalization of this new notion of reduction on proof nets.
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