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Introduction

Dans des domaines variés tels que la météorologie, I’océanographie, la géologie
ou encore I’économétrie, de nombreuses situations d’étude conduisent a récolter des
données de type spatial, c’est-a-dire des observations sur une grille ou encore sur
un réseau tridimensionnel. Ainsi, I'intérét pour les modéles spatiaux sur un réseau
s’est largement accru au cours de ces derniéres années. Les champs de Markov et de
Gibbs sont les modéles les plus étudiés dans la littérature, avec comme principale
application, la restoration d’image.

Nous nous intéressons a une classe de champs aléatoires sur un réseau appelés
modéles ARMA (Autoregressive Moving Average) spatiaux. Le but de la thése est
d’étudier les propriétés asymptotiques de certaines statistiques permettant d’esti-
mer les paramétres autorégressifs et de déterminer les ordres de ces modéles. Nous
établissons d’abord des théorémes limites pour des tableaux de martingales spatiales
sur un réseau. Puis, nous obtenons des propriétés asymptotiques de certains estima-
teurs pour des modéles ARMA spatiaux quadrantaux. Nous appliquons ensuite ces
propriétés en les complétant, & 'identification de ces modéles.

Les champs aléatoires ARMA généralisent la notion, bien connue pour des séries
temporelles, de processus ARMA. Cependant, contrairement au cas temporel, la
distinction entre le passé et le futur n’apparait plus de maniére aussi naturelle.
Par conséquent, plusieurs types de modéles ARMA spatiaux peuvent étre définis
(voir Guyon (1995) [Guy95]), selon la notion d’ordre ou de “passé” que ’on souhaite
considérer.

Nous considérons ici les champs ARMA spatiaux quadrantaux étudiés par Tjgs-
theim (1978) |Tjg78] et (1983) [Tj@83| : Il s’agit de champs (X;),cz« indexés par Z¢
et vérifiant un équation du type

X — Z OiXi—j =€+ Z i€ (1)

J€S(0,p] keS(0,q]

oil les ensembles S(0,r] sont définis & I’aide de 1'ordre partiel usuel sur Z? et ou
(€¢)¢eza est un champ de bruit blanc. Comme Tjgstheim (1983), nous nous limitons,
dans ce travail, aux champs causaux, autrement dit ceux admettant une expression
unilatérale de la forme suivante

X = Z Q/Jjthj-

J€S[0,00]



L’étude de ces champs ARMA spatiaux stationnaires présente plusieurs intéréts.
D’une part, ils peuvent étre des modéles judicieux pour représenter certaines don-
nées récoltées sur un réseau puisque, comme dans le cas des séries temporelles, un
champ stationnaire peut étre approché par un champ ARMA de dimension paramé-
trique relativement faible. D’autre part, ils peuvent étre utilisés comme moyen de
simulation de champs aléatoires complexes tels que ceux vérifiant une équation de
Ornstein-Uhlenbeck de dimension deux pour le drap Brownien. Comme décrit par
Carmona, Coutin et Montseny (voir [CCMO00]), les champs vérifiant I’ équation de
Ornstein-Uhlenbeck, discrétisés par rapport au double indice temporel, peuvent étre
vus comme des champs ARMA quadrantaux.

Le cas des champs AR quadrantaux a été étudié par de nombreux auteurs dont
Tjostheim ([Tjo78], [Tj@83]), Ha et Newton (1993) (voir [HN93]) et Choi (1997)
(voir [Cho97]). Nous nous sommes particuliérement intéressés aux résultats obtenus
par Tjgstheim (1983). Dans cet article, Tjostheim étudie le comportement asymp-
totique des estimateurs des moindres carrés ¢, = (¢,,) jeso,p) et de Yule-Walker des
coefficients ¢, = (¢;);es(0,p d'un modéle AR quadrantal causal. I1 démontre, sous
certaines hypothéses, la consistance des deux estimateurs ainsi que la normalité
asymptotique de I'estimateur des moindres carrés Qgp :

NY2(, = ¢,) —— N(0,0°T, "),
ot I', est la matrice des covariances (Y(i — J))i jes(op-

Cette étude est faite dans le cadre d’innovations (€;),cz« indépendantes et iden-
tiquement distribuées (i.i.d.) mais également pour des innovations vérifiant la pro-
priété de différence de martingales quadrantales. Afin d’obtenir la normalité asymp-
totique de ’estimateur des moindres carrés, Tjgstheim étudie certaines propriétés de
martingales spatiales, obtenues par sommation de différences de martingales qua-
drantales. Il est alors amené a généraliser, & un tableau de martingales spatiales
(X™),, le premier théoréme de la limite centrale de Hall et Heyde (1980) (voir
[HH80]). Cependant, certaines hypothéses de ce théoréme, notamment les hypo-
théses suivantes

maX ‘X{x}| —> 0

n—oo

E(irelzgi(X{x}) ) borné en n

sont difficiles & satisfaire pour des applications statistiques.

Nous avons alors cherché a établir un théoréme de la limite centrale sous d’autres
hypothéses, statistiquement plus adéquates. Ainsi, pour le méme type de martingales
spatiales, mais sous la condition de Lindeberg conditionnelle suivante

P
Ve > 0, Z X{m} 1{\X{I}\>E} | g{x}) —0

n—oo
TEA,



nous avons obtenu une extension au cas spatial du théoréme correspondant de Hall
et Heyde (1980) pour des processus indexés par le temps.

Afin de démontrer ce résultat, nous avons adapté, au cas discret, le formalisme
de processus indexés par des ensembles A d’une collection indexante A de Ivanoff
et Merzbach (2000) (voir [IM00]) et introduit la notion de martingale forte sur un
réseau. Une telle martingale sur un réseau se caractérise par des accroissements X,
en chaque singleton vérifiant la propriété de différence de martingales quadrantales
considérée par Tjgstheim (1983). L’introduction de ce formalisme nous a permis
de mieux distinguer les termes Xy, jouant le role d’accroissements d’autres termes
Xa =) ea X{yy formés par les sommes de tels accroissements et de pouvoir ainsi
adapter les techniques de démonstrations utilisées pour les processus indexés par le
temps.

Ensuite, nous avons étendu ce théoréme de la limite centrale pour des martin-
gales fortes & un principe d’invariance également sous la condition de Lindeberg
conditionnelle, obtenant ainsi une convergence dans la version multidimensionnelle
des fonctions cad-lag. Ce théoréme constitue une généralisation au cas spatial des
résultats de McLeish (1974) (voir [McL74]).

L’étude des champs ARMA autres que AR s’avére plus complexe. Contrairement
a la dimension un, Ha et Newton (1993) ont démontré que 'estimateur de Yule-
Walker des coefficients autorégressifs (¢;);cs(0,,) du modéle (1), bien que consistant,
est biaisé pour la normalité asymptotique. De maniére analogue, dans le cas de
processus CAR & temps continu, Souchet et Guyon (2002) (voir [SG02]) ont démon-
tré que l'estimateur de Yule-Walker obtenu & partir d’'une observation discréte du
processus est asymptotiquement normal mais biaisé.

Il est alors nécessaire de considérer de nouveaux estimateurs du vecteur des co-
efficients autorégressifs. Aprés vérification de la non consistance de 1 estlmateur des
moindres carrés ordinaires, nous avons défini un nouvel estimateur ¢’ 3 (gb N J) JES(0N
déduit des équations de Yule-Walker généralisées suivantes

E(Y,\") X, ;) = 0Yj € 5(0, A,

avec

Z¢th

JES(0,M]

Cet estimateur est différent de I'estimateur de Yule-Walker généralisé mais coincide
dans le cas d’'un modéle AR(p) de paramétre p connu, c’est-a-dire lorsque A = p et
v = 0, avec l'estimateur des moindres carrés ggp.

Dans le cas d’'un modéle ARMA(p,q), ¢ # 0 la consistance de I’ estimateur
é&") peut étre obtenue, pour des bruits (€;),cz« vérifiant la propriété de différence
de martingales quadrantales, de maniére analogue au cas AR. Mais, contrairement
au cas d'un champ AR, le terme étudié pour obtenir la normalité asymptotique
n’est plus une martingale sous ’hypothése de différence de martingales quadran-
tales. En dimension un, Truong-Van (1995) définit dans [TV95] la notion de suite
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semi-stationnaire de processus linéaires (SSLP), proche des mixingales de Mc Leish
(voir [McL75], [McL77]) pour étudier ce terme et obtenir la normalité asympto-
tique de I'estimateur correspondant. Une démarche possible pour établir la normalité
asymptotique de ég\”) lorsque les bruits (€;);cz¢ sont des différences de martingales
quadrantales, consisterait & étendre cette approche au cas spatial en définissant la
notion de ”suite semi-stationnaire de champs aléatoires linéaires”.

Nous nous sommes limités cependant, dans notre étude, au cas de bruits i.i.d.
Nous obtenons, dans ce cadre, la consistance de q@&”) ainsi que sa normalité asymp-
totique :

v (v L v v)
N - 8~ N0 TV

ou Z(;) est I'inverse de la matrice des covariances Fg\”) et o pour tous u,v € S(0, A,

V(u,v) est donné par la formule suivante

V(u,v) = Z Vy(h)Va(h —u+v) + yye(—h — v = 0)ye(h —v —u).
hezd
Pour établir le résultat ci-dessus, nous avons été amenés a utiliser, mais aussi
a étendre, des propriétés sur les covariances et covariances croisées empiriques de
champs aléatoires linéaires (X;);cz« de Choi (2000) (voir [Cho00]), ¢’est-a-dire des
champs admettant une écriture de la forme suivante

X = Z %'Etfj

jezd
avec (¢;) des variables aléatoires i.i.d. Les champs MA quadrantaux dont les bruits
sont i.i.d., constituent un cas particulier des champs linéaires.

Nous proposons ensuite dans notre travail, une procédure pour déterminer les
ordres p et ¢ de modéles AR(p) et ARMA(p,q) spatiaux fondée sur les estimateurs
q@&”ﬁ, que nous avons considérés puisqu’ils constituent une version spatiale de la
fonction d’autocorrélation partielle généralisée empirique pour des séries temporelles
(voir Woodward et Gray (1981) [WG81], Choi (1992) [Cho92|). Le modéle identifé,
les paramétres autorégressifs gbéq) sont ensuite estimés par l’estimateur consistant
)

Pour les modeéles MA(q) spatiaux, nous proposons aussi une procédure d’iden-
tification fondée sur la fonction d’autocorrélation empirique, aprés avoir établi ses
propriétés asymptotiques.

Enfin, nous donnons, & partir de nombreuses simulations, une étude a “taille fi-
nie” des estimateurs et des procédures d’identification que nous avons considérés.

Les différents résultats que nous avons obtenus durant cette thése sont exposés,
dans ce manuscrit, de la maniére suivante.

Le Chapitre 1 est consacré a 'introduction des notations et outils que nous em-
ployons dans la suite. En particulier, nous rappelons la définition de champs ARMA
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quadrantaux dont 1’étude sera faite dans le Chapitre 3 et définissons les martingales
fortes qui seront étudiées au Chapitre 2.

Le Chapitre 2 est dédié a I’étude de théorémes asymptotiques que nous propo-
sons pour des tableaux de martingales fortes, aprés une revue des résultats dans la
littérature sur le sujet.

Le théoréme de la limite centrale, que nous avons obtenu, a donné lieu & un ar-
ticle soumis [ITV02] intitulé “Conditional Lindeberg central limit theorem for strong
lattice martingales”. Il constitue le corps de la Section 2.4. La Section 2.5 est consa-
crée a la démonstration du principe d’invariance correspondant.

L’étude des champs ARMA quadrantaux est effectuée dans le Chapitre 3. Afin
de mieux situer notre étude, nous rappelons tout d’abord les résultats de Tjgstheim
(1983) puis des résultats concernant ’estimation des paramétres et la détermination
des ordres dans d’autres modéles ARMA spatiaux.

Nous démontrons la non consistance de ’estimateur des moindres carrés ordi-
naires dans la Section 3.4. Puis, dans la Section 3.5, dont le corps est constitué par
article soumis [ITV04] intitulé “Asymptotic results for spatial ARMA models”, nous
introduisons l’estimateur gig(;) obtenu a partir des équations de Yule-Walker géné-
ralisées et démontrons la consistance et la normalité asymptotique de cet estimateur.

Enfin, le Chapitre 4 est consacré a I’étude en simulation de modéles ARMA
spatiaux quadrantaux. Nous donnons d’abord des représentations graphiques de
plusieurs champs simulés afin de visualiser leur comportement. Ensuite, & partir
des simulations pour différents modéles ARMA spatiaux, nous présentons une étude
de nos procédures d’identification de modéles MA(q), AR(p) et ARMA(p,q) et des
estimateurs retenus pour les paramétres autorégressifs.






Notations

(Q, F,P) désigne un espace probabilisé

LP est ’ensemble des variables aléatoires de (2, F,P) admettant un moment d’ordre
p fini

o{-} est la tribu engendrée par la famille de variables aléatoires {-}
Pour deux sous-tribus F; et F, de F, F; V F; est la tribu engendrée par F; U F>

Pour deux sous-ensembles A et B d’un ensemble F, A\B est ’ensemble A N B¢ ou
B¢ est le complémentaire de B dans F

Z est I’ensemble des entiers relatifs
Z% est le produit cartésien de d copies de Z
LR désigne la convergence en probabilité
%, designe la convergence presque sire
Lo, .
— désigne la convergence en loi
£, (stable) désigne la convergence en loi stable
e .
— désigne la convergence dans L”
1
L, (faiblement) désigne la convergence faible dans L'

D, . i . . R
— désigne la convergence dans I'espace de dimension d des fonctions cad-lag
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Chapitre 1

Préliminaires et notations

Dans ce chapitre nous précisons le cadre dans lequel nous étudierons le compor-
tement asymptotique de certains estimateurs des coefficients d’'un modéle ARMA
spatial, tout en donnant les définitions, notations et outils qui seront utilisés tout
au long de la thése.

1.1 Introduction

Plusieurs définitions de modéles ARMA spatiaux, indexés par le réseau Z¢ de
dimension d > 2, ont été données dans la littérature. Ces définitions différent prin-
cipalement selon le choix des valeurs voisines dont est supposé dépendre un point
du réseau. Ce choix permet de définir une structure de passé au sens large pour le
modeéle. Il est alors nécessaire de préciser le type de passé que nous considérons pour
définir le modéle ARMA spatial. Nous devons, de plus, indiquer les hypothéses que
nous considérons pour les innovations du champ ARMA.

Ces innovations sont, la plupart du temps, supposées indépendantes et identi-
quement distribuées mais on peut aussi affaiblir ces hypothéses en considérant que
les innovations sont des différences de martingales. Or, en dimension d > 2, plu-
sieurs types de différences de martingales ont été définies et nous précisons, dans ce
chapitre, lesquelles nous avons retenues.

Les définitions de champs ARMA et de différences de martingales spatiales, dif-
férant principalement de part la notion d’ordre choisie sur le réseau, nous rappelons,
dans une premiére partie, les deux principales relations d’ordre que nous considére-
rons sur Z%. Nous introduisons également certains sous-ensembles de Z¢ dont nous
ferons usage dans la définition de champs ARMA quadrantaux mais aussi pour in-
dexer certains champs.

Nous précisons ensuite la définition de modéle ARMA spatial quadrantal de
Tjostheim (1978) (voir [Tjg78]) qui sera utilisée dans I’étude du Chapitre 3 ainsi
que les hypothéses sur les innovations et sur le champ lui-méme, que nous serons
amenés a considérer lors des démonstrations du Chapitre 3.

15
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Enfin, dans une derniére partie, nous introduisons la notion de martingales fortes,
dont les accroissements possédent la propriété de différence de martingales quadran-
tales de Tjgstheim (1983) (voir [Tjg83]) et pour lesquelles nous démontrerons au
Chapitre 2 un théoréme centrale limite et le principe d’invariance correspondant
sous condition de Lindeberg conditionnelle. Il s’agit de champs indexés par les en-
sembles introduits a la Section 1.2 et vérifiant la propriété de martingale forte de
Ivanoff et Merzbach (2000) (voir [IM00|). Pour définir ce type de martingale, nous
avons adapté au cas dicret le formalisme de Ivanoff et Merzbach (2000) pour des
champs indexés par des collections indexantes continues. Ce formalisme rigoureux
peut sembler abstrait mais permet de synthétiser certaines notations et surtout
d’exposer certains résultats et preuves de maniére plus claire, dans la Section 2.4 du
Chapitre 2. Nous donnons, pour ce type de martingales, les principales propriétés
qui seront utilisées dans le Chapitre 2.

1.2 Relations d’ordre - Ensembles indexants

Nous notons Z I’ensemble des entiers relatifs et pour d > 2, Z? le produit cartésien
de d copies de Z. Dans toute la suite, nous utiliserons deux principales indexations
de champs aléatoires en considérant :

e des champs indexés par des points de Z¢,

o des champs indexés par des sous-ensembles de Z<, lorsqu’il sera fait usage de mar-
tingales spatiales.

Sur Z¢, nous définissons, dans le paragraphe suivant, I’ordre partiel usuel et
I’ordre lexicographique. Ces notions d’ordre vont nous permettre de préciser la no-
tion de passé et de présent considérée dans la définition de martingales spatiales et
de champs ARMA. Ainsi, nous pourrons définir certains ensembles utiles & la des-
cription de modéles ARMA spatiaux mais aussi employés pour définir la collection
indexante de martingales fortes.

1.2.1 Ordre total et ordre partiel

Sur 7Z, la notion d’ordre est claire. En revanche lorsque d > 2, plusieurs ordres
peuvent étre définis sur Z¢. Nous donnons ici les deux ordres que nous utiliserons
par la suite.

D’abord sur Z<, 'ordre partiel usuel est défini pour deux points s = (s, ..., 54)
et t = (t1,...,tq) de Z* par

s <t (respectivement s <t ) (1.1)

sipouri=1...d,
s; < t; (respectivement s; < t; ).
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L’ordre lexicographique sur Z% est I’ordre total défini pour deux points s = (s1, §')
et t = (t1,t') de Z< tels que s; et t, appartiennent & Z par

s <t (1.2)

si et seulement si s; < t; ou s; = t; et & < ¢/ dans Z4 L.

1.2.2 Ensembles indexants

Pour deux éléments a,b de Z¢, tels que a < b et a # b, nous considérons main-
tenant les ensembles de Z¢ suivants

Sla,b) = {x € Z%|a < x < b}, (1.3)
Sla,00] = {x € Z%|a < x}, (1.4)
S{a,b] = Sla,b]\{a}, (1.5)

(1.6)

{
S{a, 00] = S(a, oc]\{a}.

Enfin, pour N € N, nous notons N 1’élément de Z? dont toutes les composantes
sont égales a .

Par la suite, nous choisirons souvent ¢ = 0 ou bien @ = 1 en considérant les
ensembles S(0, p|], S(0, ¢q] (pour définir des processus ARMA spatiaux) et S[1, N]
(pour certaines martingales spatiales). Méme lorsque d > 2 ou bien lorsque b = oo,
nous continuerons & appeler ces ensembles des “ rectangles de Z< 7.

Remarque 1.2.1. Lorsque a est fixé, on constate qu’il existe une bijection naturelle
entre 'ensemble des points b = a de Z¢ et ’ensemble des rectangles S|a, b] inclus dans
Sla, o0]. Ceci, nous conduira alors a introduire, dans la Section 1.4, une collection
de rectangles avec laquelle nous indexerons certains champs.

1.3 Modéles ARMA spatiaux quadrantaux

Nous définissons, dans cette section, les champs ARMA quadrantaux qui seront
étudiés dans les Chapitres 3 et 4.

1.3.1 Définitions

Soit (X});eze un champ aléatoire a valeurs réelles de carré intégrable et indexés
par Z<. Sa fonction d’autocovariance v est définie par

V(u,v) = E(Xy — E(X,)) (X, — E(X,))

pour u et v dans Z.
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Définition 1.3.1. Un champ (X});eze est dit stationnaire si
E(X,) = m¥teZd
y(u,v) = y(u+ h,v+ h) Yu,v, h € Z°.

Définition 1.3.2. Un champ (X;),czq est dit stationnaire au sens strict si
(Xt)iesiab €t (Xisn)iesip ont méme loi pour tout h,a,b dans 7.

Puisque (u,v) = y(u — v,0) pour tout u, v, h dans Z? pour un champ stationnaire,
il sera plus commode de redéfinir la fonction d’autocovariance comme une fonction
d’une seule variable de la maniére suivante

v(h) = ~(h,0). (1.7)

Introduisons ici la définition de champ ARMA (de I’anglais Autoregressive Mo-
ving Average) quadrantal explicitée dans [Tja78]|, [Tj@#83], [Guy95] et [Cho97].

Définition 1.3.3. Un champ de carré intégrable (X;)icza est appelé modele ARMA (p,q)
spatial de paramétres p,q € 7% s’il satisfait I’équation

Xt — Z ¢th_] = € + Z ejet_k (18)

j€S5(0,p] keS(0,q]
ot (€& ),ez4 est un champ de carré intégrable stationnaire vérifiant pour tout s, t € 7
E(e) =0 E(eser) = 0. (1.9)

Si q (respectivement p) est égal a 0, la somme sur S{0, q| (respectivement sur S{0,p|)
est supposée nulle et le champ est appelé champ AR(p) (respectivement MA(q)).

Remarque 1.3.4. Le champ (€;),cz4 est couramment appelé champ de bruit blanc.

De part les hypothéses que nous considérons ci-dessous, les champs ARMA que nous
étudierons sont des champs stationnaires.

Lors de I’étude asymptotique des estimateurs de coefficients pour des modéles
ARMA spatiaux, nous aurons besoin de supposer, comme dans Tjgstheim (1983)
(voir [Tjg83]), que le champ ARMA admet une écriture unilatérale du type (1.10).
Nous rappelons ici la notion de champ ARMA causal.

Définition 1.3.5. Un champ ARMA (p,q) est causal s’il existe une famille de coef-
ficients (1;);es10,00 tels que

Xi= ) e (bo=1) (1.10)
J€S[0,00]

et

> byl < o0 (1.11)

J€S[0,00]

avec (€)ieza défini comme dans la Définition 1.3.3.
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Pour 2 = (21,...,24) € C% on note ¢(z) = 1 — D jes(0,) $;2’ le polynome
autorégressifet 6(2) = 1+, ¢ (0.4] 02" le polynome moyenne mobile. Une condition
suffisante pour que le champ soit causal a été donnée dans Tjgstheim (1978) (voir
[Tjo78] Theorem 5.1). Nous rappelons cette condition dans la proposition suivante.

Proposition 1.3.6. Soit (X;),cze un champ ARMA (p,q). Si le polynéme autoré-
gressif n’a pas de zéros dans le polydisque unité fermé de C%, alors le champ (X;);ezq
est causal.

Remarque 1.3.7. Nous supposerons désormais que la condition de la Proposition
1.3.6 est vérifiée pour tout modele ARMA spatial que nous serons amené & considé-
rer.

Pour des conditions d’identifiabilité, nous supposerons de plus au Chapitre 4 que
les deux polyndémes ¢ et 6 n’ont pas de facteurs communs dans la décomposition en
produit de polynomes irréductibles dans ’anneau factoriel Clzy, .. ., z4].

1.3.2 Modéles ARMA et différences de martingales

Un champ ARMA (X});cz4 est toujours défini a partir d’'un champ de bruit blanc
(€t)seza vérifiant (1.9). Lors de ’étude asymptotique de certains estimateurs dans
des modéles ARMA spatiaux, (€;),cz¢ est supposée étre une famille de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées vérifiant ainsi la Condition
(1.9). Dans [Tjg78|, Tjsstheim (1978) étudie le comportement asymptotique des es-
timateurs des moindres carrés et de Yule-Walker des coefficients autorégressifs d’un
champ AR pour des innovations indépendantes et identiquement distribuées.

En dimension 1, de nombreux résultats asymptotiques pour des processus ARMA
sont obtenus dans le cas d’ innovations indépendantes et identiquement distribuées
(voir Brockwell et Davis [BD91], Tsay et Tiao [TT83], [TT84]). D’autres auteurs ont
établi des propriétés asymptotiques en supposant que les innovations sont des diffé-
rences de martingales. Ainsi, dans Lai et Wei (1983) (voir [LW83]), la consistance de
I’estimateur des moindres carrés des paramétres d’'un modéle autorégressif est ob-
tenue pour des innovations différences de martingales. La normalité asymptotique
d’un estimateur de type moindres carrés des coeflicients autorégressifs d’un modéle
ARMA est étudiée par Truong-Van (1995) (voir [TV95]) toujours sous 1’hypothése
de différence de martingales.

De méme, en dimension d > 2, afin d’affaiblir ’hypothése sur le champ (€;),cz4,
on peut supposer que les bruits (¢ );cze sont des différences de martingales. Ainsi,
comme nous le verrons dans la Section 3.2 du Chapitre 3, pour étudier le comporte-
ment asymptotique de I’estimateur des moindres carrés des coefficients d’un modéle
AR spatial causal, Tjgstheim (1983) suppose dans [Tj@¢83], que les innovations sont
des différences de martingales quadrantales, c’est-a-dire vérifiant la condition (2.3)
rappelée au Chapitre 2.
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1.4 Martingales fortes

Nous introduisons ici la notion de martingale forte sur Z¢ dont la propriété carac-
téristique des accroissements est analogue a la propriété de différence de martingales
quadrantales considérée dans Tjgstheim (1983). Ces martingales seront étudiées au
Chapitre 2.

1.4.1 Définitions

Etant donné a,b € Z? fixés, tels que a < b et a # b, notons 7' I'un des deux
sous-ensembles S|a, b] ou S[a, 00| de Z4, représentant respectivement le cas fini et le
cas infini.

La majeure partie des auteurs ont considéré des champs (X, x € T') indexés par
des points de T mais, comme annoncé dans la Remarque 1.2.1, un tel champ peut,
de maniére équivalente, étre indexé par les ensembles S[a, x| inclus dans 7.

Nous allons ici adapter a des collections indexantes discrétes le formalisme in-
troduit par Ivanoff et Merzbach (2000) dans [IMO0O| pour des collections indexantes
continues et ainsi considérer des champs indexés par des rectangles, i.e. A-indexés
avec

A ={Sla,z], x € T} U{0}.

Lorsque T est fini, il sera parfois nécessaire d’ordonner les éléments de A. Ivanoff
et Merzbach (2000) ordonnent ces éléments “de maniére consistante par rapport au
passé fort” : on note Ay = {a} et étant donné Ay, ..., A; 1, on choisit un ensemble
A; dans A tel que A C A; implique que A= A; pourun j =0,...,7— 1.

Etant donné un espace probabilisé (€2, F,P), nous définissons la notion de filtra-
tion A-indexée comme suit :

Définition 1.4.1. Une collection A-indexée {F4, A € A} de sous-tribus de F est
appelée filtration si elle vérifie la condition de filtration suivante :

VA,Be A, AC B = F4 C Fp. (1.12)

Supposons maintenant que (£, F,P) est muni d’une telle filtration {F4, A € A}.
Comme Ivanoff et Merzbach (2000), nous supposerons parfois que cette filtration
vérifie la condition supplémentaire suivante permettant de commuter les espérances
conditionnelles :

Définition 1.4.2. La filtration {Fa, A € A} satisfait la condition d’indépendance
conditionnelle (IC) si

VA, B € A, E[E[-| Fa]| Fg] = E[ | Fanp]- (1.13)

Pour établir la mesurabilité de certaines variables aléatoires par rapport a une
tribu donnée, nous ferons appel dans les chapitres suivants au lemme de Slonowsky
(voir [IMO0O] Lemma 1.4.3) s’appuyant sur la Condition d’indépendance condition-
nelle (1.13). Ce lemme est énoncé ci-dessous.
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Lemme 1.4.3. Supposons que la Condition (1.13) est vérifiée et qu’il existe une
opération V telle que N soit distributive sur V dans A. Alors pour tout A € A et
tous Ay, ..., A, € A tels que A;NA; C AVi # j, et pour tout X € L'(Fa),

E(X | Viiy Fa,) = E(X | ViLy Fana,),
ot pour deux sous-tribus Fy, Fo de F, F1\V Fy désigne la tribu engendrée par F1UF;.

Pour deux rectangles A; et Ay de A, AV A, est défini comme le plus petit rectangle
Ade A tel que A U A, C A.

Dans le but de définir la notion de martingales et martingales fortes, nous sommes
amenés a donner les préliminaires suivants empruntés a Ivanoff et Merzbach (2000)
pour des ensembles indexants continus.

Nous considérons la classe .A(u) des unions finies d’ensembles de A et C la classe
de tous les sous-ensembles de T' de la forme A\B avec A dans A et B dans A(u),
ou A\ B désigne l'intersection entre A et le complémentaire de B. Remarquons que
A C C et introduisons la notion de champ additif.

Définition 1.4.4. Soit X = {X4, A € A} un champ A-indezé. X est dit additif
s’il admet une extension additive presque sire a C, c’est-a-dire si Xog = 0 et st pour
tous C,C1,Cy € C tels que C =C1,UCy et C1NCy =0,

Xo=Xe, + Xo,-

Remarque 1.4.5. Nous supposerons désormais que tous les champs A-indexés sont
additifs.

Afin d’ illustrer cette propriété pour un champ X = {X4, A € A}, considérons
pour z = (x1,...,24) €t y = (y1,...,yq) dans T tels que y < = et y # x, 'ensemble
de C\ A suivant

d
i=1
La propriété d’additivité permet alors d’écrire que
_yd
Xya) = Y ()T X e (o1 )b ealea—va) (1.15)
i=1...d,e;=0,1

Il s’ensuit alors que X, ;1 est Fg[, ,-mesurable.
Puisqu’un rectangle Sa, z] peut s’écrire comme la réunion disjointe d’éléments
de C de la maniére suivante,

S[a, .T] = UyeS[a,x]{y}a

la propriété d’additivité permet d’obtenir la relation

Xsfaa] = Z Xy (1.16)

yeS[a,x]
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Ainsi, pour un champ additif, X4 peut s’écrire comme la somme des accroissements
élémentaires X(,; pour y dans A. Un tel champ pourra donc étre défini de maniere
équivalente sur ses accroissements élémentaires.

Etendons maintenant la filtration aux ensembles de A(u) : Pour B € A(u),
posons

Fo= \ 7Fa

AeA, ACB

Définissons pour chaque ensemble C' € C, la tribu du passé fort G/, par
Ge=FpsiCeA (1.17)

et par
G = \/  FesicecC\A (1.18)

BeA(u), BNC=0

Pour certains ensembles C' de C, il est possible d’obtenir une expression simple de
G&. Par exemple, pour C =]y, z] avec y = (y1,...,ya) et © = (z1,...,7,) dans T tels
que y < z et y # z, la formule (1.18) peut s’écrire plus simplement de la maniére
suivante

d
Grw =\ F' (1) (1.19)
i=1
oupourteZeti=1...d,
Ft)= \ Fsugsi{zeT z<t}#0 (1.20)
z€T, z; <t

et
Fi(t) = {Q, 0} sinon.

En particulier, pour C' = {z} avec = = (z1,...,2q) € T\{a},

d
Gy =\ Flzi = 1). (1.21)
=1

Les définitions de martingales et martingales fortes indexées par des ensembles
sont données dans la définition ci-dessous.

Définition 1.4.6. Soit X = {X4, A € A} un champ A-indezé, additif, intégrable
et adapté a la filtration {Fa, A € A}. On dit que
(1) X est une martingale (resp. sous-martingale) si pour tous A, B € A tels que
A C B, alors

E(Xp|Fa) = Xa (resp. > Xa) p.s.

(i) X est une martingale forte si pour tout C € C,

E(XC | Qé) =0 p-S.
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1.4.2 Propriétés

La Proposition suivante donne une relation entre martingales et martingales
fortes.

Proposition 1.4.7. Soit X = {X4, A € A} un champ A-indexé. Si X est une
martingale forte, alors X est une martingale.

PREUVE. Supposons que X est une martingale forte. X est donc intégrable et
adapté. Soient A, B € A tels que A C B, alors B\ A € C et par additivité

Xp—Xa= Xpua.
De plus, puisque AN (A\B) = 0, la relation (1.18) permet d’en déduire que
FaCGpa-
Alinsi, par application de la propriété de martingale forte, on obtient que
E(Xp — Xa|Fa) =E(E(Xp\a|Gpa) | Fa) =0ps. O
Pour des martingales fortes discrétes, on obtient la caractérisation suivante.

Proposition 1.4.8. Soit X = {Xa, A € A} un champ A-indexé, intégrable et
adapté a la filtration {Fa, A € A} . Alors X est une martingale forte si, et seulement
st, pour tout v € T,

E(X{m} | gfx}) =0 p.S. (1.22)

PREUVE. Si X est une martingale forte, alors pour tout = € T, {z} € C et donc
E(X{2}1G{,y) =0 pss.

Réciproquement, supposons que pour tout x € 7', E(X{, | ggx}) = 0 p.s. Consi-
dérons un ensemble C' € C et démontrons que E(X¢ | Gf) = 0 p.s. Par additivité du
champ X, on peut écrire que

Xe=> Xy

zeC

De plus, pour tout B € A(u), si BNC = (), alors pour tout z € C, BN{xz} = . De
la relation (1.18), on en déduit ainsi que G5 C G,y Dot

E(Xc|Gs) = EEX@y |Gy 68) = 0. O

zeC

Remarque 1.4.9. Tjgstheim (1983) considére sur le réseau Z? des martingales spa-
tiales {X,,x € S[1, 0]} s’écrivant sous la forme

2

y€S[1,7]
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ou {H,, y € Z%} est une différence de martingales i.e. un champ indexé par Z?
vérifiant pour tout y = (y1,...,v4) € Z4,

E(H, | F'(y; — 1)) = 0 p.s.

Ces martingales sont en fait des martingales fortes. En effet, de part la bijection
entre les points de T' = S[1, 00| et les ensembles de la collection A associée & T' et
la relation (1.16), {X,,z € S[1, o0]} peut étre considéré comme un champ A-indexé
additif. De plus, la relation (1.20) couplée a la Proposition 1.4.8, permet de dire que
{X,,z € S[1,00]} est une martingale forte au sens de la Définition 1.4.6.

Remarque 1.4.10. A lieu de la Condition (1.13) d’indépendance conditionnelle, Cai-
roli et Walsh (voir [CW75], [Wal86]), ont considéré la Condition (1.23) suivante,
souvent appelée condition (F4). Pour tout x € T,

E(-| Fsjaa)) = E(..E(|F'(x1))...| Flza)) (1.23a)
E(-| Fsja) E(...E(-| FYxq)) ... | F'(z1)). (1.23b)

Remarquons tout d’abord que cette relation implique que pour tout = € T',
Fstat) = Ny F (w1). (1.24)

Afin de pouvoir appliquer 'inégalité maximale de Cairoli (voir [Wal86]) & une sous-
martingale spatiale positive, la filtration considérée doit vérifier la Condition (1.23).
La proposition suivante établit le lien entre les Conditions (1.13) et (1.23).

Proposition 1.4.11. La Condition (1.23) implique la Condition (1.13) et lorsque
T est fini i.e. de la forme Sla,b], la Condition (1.13) implique aussi la Condition
(1.23).

PREUVE. Pour simplifier les notations, supposons que d = 2. La preuve reste ce-
pendant valable pour d quelconque.

Supposons que la condition (1.23) est vérifiée. Soient A = Sla,z], B = Sla, 2’|
dans A et F' une fonction mesurable bornée.
Si x et 2’ sont comparables pour ’ordre partiel (1.1), le résultat est évident. Il reste
donc a démontrer le résultat lorsque = et 2’ ne sont pas comparables, par exemple
lorsque x; < ) et x, < x9. Dans ce cas,

Fsiaa) = FH(x1) N F(22) C F'(ah)

et
Sla,x] N Sla, 2’| = S|a, (a1, 23)].

D’apreés la Condition (1.23), on a

E(E(F | Fspau) | Fsaw) = E<E(E(F | Fsjaa) | FH(2h)) |]:2($,2)>-
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Puisque Fsjqz) € F'(2}), on en déduit que
E(E(F | Fsaa)) | Fsaw)) = B(E(F | Fspaa) | F2(25)).
De la méme maniére, on démontre que
E(E(F | Fsjaq) [F2(25)) = E(E(F | F'(21)) | F*(x5))-
En appliquant une nouvelle fois la condition (1.23), on obtient finalement que
E(E(F | F'(21)) | FA(25)) = E(F | Fsja,(ar,0))-

Dans le cas on T = Sla,b], pour tout t € Z, F'(t) et F?(t) s’écrivent plus
simplement. En effet,
FHt) = Fsfa(t)

et
F2(t) = Fsa(brt))-

D’ou, pour toute fonction mesurable et bornée F,
E(E(F | F'(21)) | F(22)) = E(E(F | Fsfo,@1.60)1) [Fsa,01,02))-
En appliquant la Condition (1.13), on obtient que

E(E(F|F (1)) | F*(z2)) = E(F | Fsaesbe)nSlabs,ea)])
E(F|.7:5[a7x}). ]

La proposition suivante énonce l'inégalité maximale de Cairoli, démontrée par
Walsh (1986) dans [Wal86], dont nous ferons usage dans les démonstrations du
Théoréme 2.4.3 et du Lemme 2.4.5 au Chapitre 2.

Proposition 1.4.12. Soit {X 4, A € A} une sous martingale positive adaptée a la
filtration {Fa, A € A}. Si la Condition (1.23) est vérifiée, alors pour tout A > 0,

AIP’(sup X4 > /\> < a+ fsupE(Xa(log™ X4)4h), (1.25)
AcA AceA
p_\%
E((sup XA)p> < (—) sup E(X%), p > 1. (1.26)
AeA p—1 AeA

ot « et 3 sont des constantes dépendant uniquement de d.
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Chapitre 2

Théorémes de la limite centrale et
principe d’invariance pour des
martingales fortes

Nous donnons d’abord une revue des différents théorémes de la limite centrale
obtenus dans la littérature pour des différences de martingales spatiales. Nous pré-
sentons ensuite les résultats que nous avons obtenus sur le sujet : un théoréme de
la limite centrale et un principe d’invariance. Ces deux résultats sont obtenus sous
une condition de Lindeberg conditionnelle.

2.1 Introduction

La notion de martingale spatiale sur Ri a été traitée par de nombreux auteurs
dont Cairoli, Walsh (voir [CW75], [Wal86]), Wong et Zakai(voir [WZ74], [WZ76]).
Plus récemment, des martingales indexées par des ensembles, généralisant le cas Ri,
ont été étudiées par Ivanoff et Merzbach (2000) dans [IMOO].

D’autres auteurs se sont aussi intéressés a la notion de martingales sur un réseau.
Lorsque la dimension d du réseau Z? est plus grande que deux, la distinction entre
le passé et le futur n’est plus aussi claire que dans le cas unidimensionnel. Selon le
choix du passé que 'on fait, plusieurs types de martingales spatiales peuvent étre
définies.

Cette notion de passé apparait souvent étre reliée & ’ordre choisi sur Z?. Nous
avons rappelé, dans le premier chapitre, 'ordre partiel (1.1) et 'ordre lexicogra-
phique (1.2) sur Z?. Ces deux ordres permettent de définir deux structures de passé
complétement différentes sur Z?. La notion d’ordre étant arbitraire, la structure de
passé peut étre considérée d’un point de vue plus large. Par exemple, le “passé” d’un
point de Z¢ peut aussi étre défini comme I’ensemble de certains de ses plus proches
voisins sur le réseau.

27
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De nombreux travaux, parmi eux Nahapetian et Petrosian (1992) (voir [NP92]),
ont mis en évidence qu’il est plus commode de considérer, quand la dimension de
I’ensemble indexant est supérieur a 1, des différences de martingales plutot que des
martingales. La notion d’accroissements pour des champs aléatoires apparait étre
un outil plus maniable.

Ainsi, Tjostheim (1983) considére dans [Tjg83] des differences de martingales
quadrantales définies a I’aide de 'ordre partiel (1.1), alors que Huang (1992) étudie
dans [Hua92| des différences de martingales relativement a 'ordre lexicographique
(1.2). Nahapetian et Petrosian (voir [NP92|, [NP95], [Nah95]) définissent quant &
eux, des différences de martingales sans aucune notion d’ordre. Le “passé” est défini,
en un point ¢ du réseau, comme étant le complémentaire du singleton {¢}. Cette no-
tion de différence de martingales s’avére étre un cas particulier des deux précédentes.
Ces quelques définitions de différences de martingales spatiales sont rappelées a la
Section 2.3. Les sommes de différences de martingales spatiales ne sont pas néces-
sairement des martingales spatiales. Cependant pour certaines d’entre elles, comme
c’est le cas dans Tjgstheim (1983) et dans Nahapetian et Petrosian (1995) (voir
[NP95]), elles forment des martingales.

De nombreux théorémes de la limite centrale (TCL), dont nous citons les prin-
cipaux dans la Section 2.3, ont été obtenus pour des martingales indexées par un
réseau. Dans le cas de collection indexante continue, Ivanoff et Merzbach (2000)
obtiennent un théoréme centrale limite fonctionnel pour des martingales fortes. De
méme, un principe d’invariance a aussi été établi par Poghosyan et Roelly (1998)
(voir [PR98]) pour des différences de martingales quadrantales sur un réseau. Nous
rappelons ce résultat dans la Section 2.3.

Nous avons choisi, dans le Chapitre 1, d’adapter le formalisme de Ivanoff et
Merzbach (2000) au cas d’ensembles indexants discrets, pour définir des martingales
et martingales fortes indexées par des rectangles de Z?. Nous nous intéressons ici,
plus particuliérement aux martingales fortes, caractérisées par des accroissements
vérifiant la propriété de différence de martingales quadrantales introduite dans Tjgs-
theim (1983).

Certaines des hypothéses du TCL de Tjgstheim (1983), notamment la Condition
de borne L? (2.7), sont statistiquement difficiles & vérifier. C’est pourquoi, nous éta-
blissons, dans la Section 2.4, un TCL pour des martingales fortes sous la Condition de
Lindeberg conditionnelle (2.22). Pour démontrer ce résultat, nous sommes d’abord
conduit & étendre le TCL de Tjgstheim (1983) & des champs aléatoires proches de
martingales spatiales et ensuite a généraliser au cas spatial certains résultats de
Hall et Heyde (1980) (voir [HH80]) et McLeish (1974) (voir [McL74]). Nous éten-
dons également au cas spatial un lemme de Dvoretsky (1972) (voir [Dvo72]), dont la
preuve s’appuie sur notre formalisme d’indexation des champs sur des réseaux par
des ensembles car il permet de considérer des classes d’accroissements plus grandes
que celles habituellement utilisées. La démonstration de ce TCL fait 'objet d’un
article [[TV02] que nous soumettons actuellement, intitulé “Conditional Lindeberg
central limit theorem for strong lattice martingales”. Cet article constitue le corps
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de la Section 2.4.

Nous étendons, a la Section 2.5, le TCL précédent sous condition de Lindeberg
conditionnelle & un principe d’invariance. Pour ce faire, nous procédons de la méme
maniére que Mc Leish (1974), ot le TCL sous condition de Lindeberg de Hall et
Heyde (1980) pour des martingales classiques est étendu a un principe d’invariance.
Nous sommes alors conduit & généraliser & des martingales fortes, une inégalité de
Brown (1971) (voir [Bro71]) dans le Paragraphe 2.5.2 et certains résultats de Mc
Leish (1974) dans le Paragraphe 2.5.3.

2.2 Théoréme de la limite centrale de Tjgstheim
(1983) pour des différences de martingales qua-
drantales

Nous rappelons la définition des différences de martingales quadrantales intro-
duites par Tjgstheim (1983) dans [Tjp83| et énongons le théoréme de la limite cen-
trale obtenu par Tjgstheim pour ce type de différences de martingales. Ce résultat
est employé par Tjgstheim (1983) pour étudier la normalité asymptotique de esti-
mateur des moindres carrés des coefficients d’un champ AR quadrantal causal.

Nous considérons dans cette section et dans toute la suite du chapitre un espace
probabilisé (2, F,P). Nous considérons également une famille {F,, x € S[a,b]} de
sous-tribus de F pour a et b donnés dans Z¢. Nous notons pour tout t € Z et tout
i=1...d,

Fy="\ Fu (2.1)

x|z <t

Nous supposons que la famille de tribus {F,, z € S[a,b]} vérifie la condition de
filtration suivante :
Ve Ry, F, CF,. (2.2)

Définition 2.2.1. Une famille de variables aléatoires intégrables {G(x), x € S|a,b]}
est une martingale par rapport a la filtration {F,, x € S|a,b]} si

1. Yz, G(x) est F,-mesurable,
2. Vo 2y, B(G(y) | F2) = G(z) p-s.

Définition 2.2.2. Une famille de variables aléatoires {W(x), x € S[a,b]} adaptées
a la filtration {F,, x € S[a,b]} est une différence de martingales si

Vo, B(W (z)| Vi, Fi(z; — 1)) =0 p.s. (2.3)
oupourt €Z eti=1...d, F'(t) est défini par la relation (2.1).

Une somme de différence de martingales est alors une martingale.
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Le lemme suivant est une généralisation due & Tjgstheim (1983) du Lemme 3.1
de Hall et Heyde (1980) (voir [HH80]) au cas d’un réseau. Comme dans Hall et
Heyde (1980), nous dirons qu’'une suite de variables aléatoires intégrables (Y,), de
(2, F,P) converge faiblement dans L' vers une variable intégrable Y de (2, F,P) si
pour tout F € F,

E(Y,1p) — E(Y1g).

n—0o0

Dans ce cas, nous noterons Y,, —— Y faiblement dans L.

n—oo

Lemme 2.2.3. (Tjgstheim (1983)) Soit {H,(x), v € S[1,y],y € S[1,00]} un
tableau de variables aléatoires et notons

U,(t) = H (1+iH,(z)).

z€S[1,y]

Soit n? une variable aléatoire bornée. Supposons que

max | Hy(z)| —— 0, (2.4)
zeS[1,N] N—oo

Z H(x) NL> n? (2.5)
+€S[1,N] o

ot NL> désigne la convergence en probabilité. Supposons de plus que pour tout t,
— 00

Un(t) —— 1 faiblement dans L'. (2.6)

N—oo

Alors 3 e 5113 Hn() ﬁ Z, ot Z est une variable aléatoire de fonction carac-

téristique I (exp(—in*t?)) et % désigne la convergence en loi.

Le théoréme de la limite centrale suivant généralise le Théoréme 3.2 de Hall
et Heyde (1980) au cas de martingales spatiales. La notation Y, % Y (stable)

désigne comme dans Hall et Heyde (1980), la convergence en loi stable d’une suite de
variables aléatoires (Y,,). Nous rappelons qu’une suite de variables aléatoires (Y},),
de (92, F,P) converge en loi stable vers une variable aléatoire Y de (2, F,P) si
pour tout F € F, la limite lim, .., P({Y,, < y} N E) existe et converge vers P(E)
quand y converge vers l'infini ou, de maniére équivalente, s’il existe une variable
aléatoire Y’ de méme loi que Y telle que exp(itY;) converge faiblement dans L' vers
exp(itY') = Z(t) et sit — E(Z(t)1g) est continue pour tout F € F.

Théoréme 2.2.4. (Tjgstheim (1983)) Soit {H,(z), x € S[1,y],y € S[1,00]}
un tableau de différences de martingales ou F, est la tribu engendrée par la famille

{H,(z), z € S[1,u]} et supposée ne pas dépendre de y. Supposons que les Conditions
(2.4) et (2.5) sont vérifiées et que de plus

E( H2 )<K, 2.7
hax n(T)) < (2.7)
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avec K une constante ne dépendant pas de N. Alors, erS[I’N] Hn(x) NL)

— 00

(stable), o Z est une variable aléatoire de fonction caractéristique E (exp(—%nZtZ).

2.3 Autres résultats asymptotiques pour des diffé-
rences de martingales spatiales

Nous présentons dans cette section une revue non exhaustive des théorémes de la
limite centrale et principes d’invariance obtenus pour plusieures sortes de différences
de martingales spatiales.

2.3.1 Théoréme de la limite centrale de Huang (1992)

Huang (1992) (voir [Hua92|) définit des différences de martingales relativement
a l'ordre lexicographique (1.2), plus générales que celles considérées par Tjgstheim
(1983). 11 obtient alors un théoréme de la limite centrale pour des champs indexés
par Z2 sous des conditions plus faibles, qu’il applique ensuite & I’étude des lois limites
de moyennes et covariances empiriques de certains champs aléatoires stationnaires.

Nous rappelons ici la définition de différences de martingales relativement a
I’ordre lexicographique.

Définition 2.3.1. Un champ aléatoire {x;, t € S[1, N|} est une différence de mar-
tingale spatiale st
Vi, E(zy |z, s < t, s #t) =0 p.s. (2.8)

Pour ce type de différences de martingales spatiales, il est important de noter que
la somme de différences de martingales n’est plus nécessairement une martingale au

sens de Cairoli et Walsh (voir [CWT75]).

Nous donnons dans le théoréme ci-dessous le théoréme de la limite centrale ob-
tenus pour des différences de martingales de Huang (1992).

Théoréme 2.3.2. (Huang (1992)) Soit {x;,t € S[1, N]} un champ aléatoire
vérifiant la condition de différence de martingales (2.8) et

1 P
m Z .T? N—oo n27 (29)
teS[1,N]
sup E (2t * 1z 1503) o= 0. (2.10)

Alors + > tes(1.n Lt ﬁ Z (stable), ou Z est une variable dont la fonction carac-

téristique est E (exp(—1nt?)).
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2.3.2 Théoréme de la limite centrale de Nahapetian (1995)

Pour les différences de martingales spatiales introduites par Nahapetian et Pe-
trosian (1992) (voir [NP92]), nous énoncons ici, le théoréme de la limite centrale de
Nahapetian (1995) (voir [Nah95|). Ce théoréme est appliqué a certains champs de
Gibbs.

Les théorémes de la limite centrale de Nahapetian et Petrosian (1992) et de Na-
hapetian et Petrosian (1995) (voir [NP95]), pour le méme type de différences de
martingales spatiales, sont de méme nature.

Dans cette section et dans la section suivante, nous supposons que {2 = RZ" et
que F est la tribu engendrée par les cylindres de 2. Nous notons £ la tribu des
ensembles invariants de €2 :

L={Ac F|VaecZ 1,A= A},
ol {74, a € Z%} est le groupe de translations opérant sur 2 par
(1, X)(t) = X(t — a), a € Z°.

Définition 2.3.3. Un champ aléatoire (&;),czq de loi P est invariant par translation
st pour tout A € F,
P(1,A) = P(A),Va € Z°. (2.11)

Définition 2.3.4. Un champ aléatoire (&;),cza est ergodique si sa loi P sur L est
triviale, 1.e.
P(A)=0o0ulVAEe L. (2.12)

Définition 2.3.5. Soit (§;);cze un champ aléatoire de variables aléatoires intégrables.
On dit que (&),cz0 est une différence de martingale si pour tout t € 72,

E(& | &, s € ZM\{t}) = 0 p.s. (2.13)
Notons W l’ensemble des parties finies de Z<.
Définition 2.3.6. Pour toute différence de martingale (&;)icza €t pour tout Ve W,
on définit
Sy =) &etFy=o(l teV)

teVv

Ainsi, pour toute suite croissante (V;); de W, la suite (Sy;, Fy,), forme une martin-
gale au sens classique.

Le théoréme suivant est appliqué ensuite par Nahapetian (1995) & un champ
aléatoire de Gibbs invariant par translation et ergodique.

Théoréme 2.3.7. (Nahapetian (1995)) Soit (&)icza une différence de martin-
gales invariante par translation, ergodique telle que 0 < 0® = E(&2) < oo. Alors,

Sy, —E(Sv,) ¢
Var(Sy,) n—oo

ou V,, = Sla,a + n] est un cube de largeur n.

N(0,1),
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2.3.3 Principe d’invariance de Poghosyan et Roelly (1998)

Dans Poghosyan et Roelly (1998) (voir [PR98]), un principe d’invariance pour des
martingales spatiales quadrantales est établi & I’aide d’un critére multi-dimensionnel
de convergence vers un mouvement Brownien indexé par [0, 1]%. Ce théoréme est une
extension du Théoréme 23.1 de Billingsley (1968) (voir |Bil68|) au cas spatial.

Notons pour tout t € Z¢,
Z8t)={seZ I =1...d|s; <tj}
et définissons pour un champ {&;, t € Z%} et pour tout u dans Z, les tribus suivantes
Pu) = o{&, t € Z2(u)},
ou o{-} désigne la tribu engendrée par la famille de variables aléatoires {-}.

Définition 2.3.8. Un champ {&;, t € Z} est une différence de martingale si
Vt, E(& | P(t— 1)) =0 p.s. (2.14)

Remarque 2.3.9. La condition (2.14) est équivalente a la Condition (2.3) de Tjgs-
theim (1983) lorsque F, est la tribu engendrée par {W(y), y < x}.

Le principe d’invariance suivant est établi pour les statistiques

1
Xn(t) = SN2 > Eus

ueS[1,([Nta],...[Ntq])]
ou [-] désigne la partie entiére.

Théoréme 2.3.10. (Poghosyan et Roelly (1998)) Soit une différence de mar-
tingale spatiale invariante par translation, ergodique telle que E(£2(0)) = o2 > 0.

Alors, Xn(t) NL> W, ot W est un mouvement brownien indexé par [0,1]¢ et

D .. . . . .
——— désigne la convergence en loi dans la version multi-dimensionnelle des fonc-
N—oo

tions cad-lag.

2.4 Théoréme de la limite centrale pour des martin-
gales fortes sous condition de Lindeberg condi-
tionnelle

Strong lattice martingale arrays over Z? are considered under the form of set-
indexed processes and a central limit theorem is established under conditional Lin-
deberg condition, after having extended the limit theorem in Tjgstheim (1983) to
spatial processes that are nearly lattice martingales.
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2.4.1 Conditional Lindeberg central limit theorem

Here we are given an arbitrary point a in Z¢ and the countable indexing collection
A ={S[a,z],x € S[a,0]} U {2} of all rectangles starting from a. We define strong
lattice martingale arrays. For this, let (A, ),en+ be an increasing sequence of sets in
A. Denote for each n > 1, A, = {4 € A, A C A,} and C, the C class associated
with the finite indexing collection A,,.

Definition 2.4.1. (X}, Fi;Ae A, AC A, n>1) is called a strong lattice mar-
tingale array if for each n > 1, (F%)aca, 1S a filtration i.e. it satisfies condition
(1.12) and (X}) aca, s a strong lattice martingale relative to (F7}) aca,, -

For example, if (X 4) ac4 is a strong lattice martingale (LMG) relative to a filtration
(Fa)aea, then for each n > 1, X% = #XA is a strong LMG relative to the filtra-
tion F} = Fy4. Thus, (X%, Fi;Ae A, ACA,, n>1)is astrong LMG array.

For usual discrete time martingales (MG) (Y,,), that is when d = 1, Hall & Heyde
(1980) established several central limit theorems, more precisely they showed that
under suitable conditions the (Y;,) converges stably in distribution to some mixed
random normal variable Y. Recall that a sequence (Y},) is said to converge stably in
distribution to a random variable Y, if for any continuity point y of Y and any event
E € F, the limit lim, . P({Y, < y} N E) exists and converges to P(E) when y
tends to infinity, or equivalently if there exists a random variable Y’ having the same
distribution as Y such that exp(itY,,) converges weakly in L' to exp(itY') = Z(t),
and if t — E(Z(t)1g) is continuous for any E € F. Here, L' denotes the space of
random variables having a first absolute moment.

Tjostheim (1983) extended to lattice martingales arrays the first CLT in Hall
& Heyde (1980). As seen in Remark 1.4.9, lattice martingale arrays considered in
Tjgstheim (1983) are in fact .A-indexed strong LMG arrays. For the clarity, we
state in Theorem 2.4.2 below, the CLT obtained in Tjgstheim (1983), while using
the formalism of A-indexed processes. As in Hall & Heyde (1980), the notation

Y, —£ Y (stably) means the stable convergence in distribution of a sequence (Y,,).

Theorem 2.4.2. Let (X%, Fi;A € A, A C A,,n > 1) be a strong LMG array.
Under the following assumptions :

max | Xy —— 0 (2.15)
n n P
(UR)7 =D (Xpy) — n” (2.16)
TEA,
E(?éif(X?x})Q) is bounded in n (2.17)

and

Vn>1VAe A, FiCFitt (2.18)
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we have XX =3 ca, Xin £, Z (stably) where the random variable Z has cha-

racteristic function t — E (exp(—3t*n?)) and n? is some bounded random variable.

We first need to extend the above theorem to additive processes which are close
in some sense, to strong LMG arrays. This is done in the following Theorem 2.4.3,
which generalizes Theorem 2.6 of Mc Leish (1974) (c.f. [McL74]) to our spatial
framework.

Theorem 2.4.3. For all n > 1, let (X})aca, be a process adapted to a filtra-
tion (F})aca, satisfying assumption (1.13). If conditions (2.15), (2.16), (2.17) and
(2.18) in Theorem 2.4.2 hold and if the two following additional assumptions are
verified

> E(X7,y 1615 ——0 (2.19)
€A,
> (E(XLy167)" ——0 (2:20)
TEA,

then the conclusion of Theorem 2.4.2 still holds.

Now, we establish the conditional Lindeberg CLT for a strong LMG array
(X1, Fi;Ae A, A C Ay, n > 1). Instead of the quadratic variation (UR )?, we
consider the conditional variance (VX )* =3 . E((X {x}) Giry) of (X7})aca, and
replace conditions (2.15) (2.16) and (2.17) by the two followmg ones :

(Vﬁn)Z = Z E((X?m}) |g{m}) o 712 (2.21)
€A,
P
Ye>0, > E((X[) Lyxp, a0 1G0) ——0 (2.22)
€A,

where for {z} € C,,, G}, is the strong past o-field of {z} associated to the filtration
(F%) aca, and n? is some bounded random variable.

Relation (2.22) is known as conditional Lindeberg condition. The major inter-
est of our CLT is that for statistical applications, it is easier to check conditional
Lindeberg condition (2.22) than both conditions (2.15) and (2.17).

Theorem 2.4.4. Let (X}, Fi;, A € AAC A,,n > 1) be a strong LMG array.
Assume that (2.18) holds and that for all n > 1, (F%)aca, satisfies the conditio-
nal independence property (1.13). Under assumptions (2.21) and (2.22), we have

XX, =D sen, X{ - AN 7 (stably) where the random variable Z has characteristic
function t — E (exp( 27527)2)).

Theorem 2.4.4 is proved in the next paragraph but for the convenience of the
reader, we sketch here its proof. First, we consider for every n > 1, the additive
process Y = (Y')aea, defined by Y =3- _, Y/, for every A € A,, where

Yoy = Xy Luxg, 1< (2.23)



36

The process (Y})aca, is not a strong LMG relative to (F%)ac.4, but verifies condi-
tions (2.15) (2.16) (2.17) and (2.18), (2.19) and (2.20) in Theorem 2.4.3. Obviously,
(Y™) satisfies condition (2.17) and (2.18). In order to prove that (Y") satisfies also
conditions (2.15) and (2.16), we need to establish the following lemma.

Lemma 2.4.5. Let (X}, Fi; A€ AACA,,n>1) be a strong LMG array. As-
sume that for every n > 1, (F1)aca, satisfies condition (1.18), that (Va,)? is tight
i.e.

sup P ((Va,)* > ) —— 0

A—00

and that the conditional Lindeberg condition (2.22) holds. Then

n\2 n\2 P
max |(U)* — (V)*| = 0.
To prove Lemma 2.4.5, we are led to extend below, a result due to Dvoretzky (1972)
(c.f. [DvoT72]) to spatial A-indexed processes.

Lemma 2.4.6. Let C € C and (F, = Fgpaq),x € C) a collection of sub-o-fields of
F satisfying the filtration condition (1.12). For each x € C, let A, € F, such that
P(A.|Gy,,) is Fo-measurable. Finally, let G be a o-field included in G¢,. Then for
each positive G-measurable function n,

P(JA:16) <0+ B( D P4 1G7) > nl0)).

zeC zeC

Thanks to Lemma 2.4.5, we prove under assumptions (2.21) and (2.22) that the
array (Y™) satisfies both conditions (2.15) and (2.16). We then show that the term
> ven, [E(Y]5, 1G7)| converges in probability to 0, so that the array (Y™) also
satisfies conditions (2.19) and (2.20).

Consequently, Theorem 2.4.3 can be applied to the array (Y™) to conclude that
YA converges stably in distribution to a random variable Z with characteristic
function ¢ — E(exp(—21t’n?)). Finally, we achieve the proof while proving that (X™)
satisfies condition (2.15).

2.4.2 Proofs

We give here the proofs of our results. By the sake of simplicity, we assume that
d = 2 but all the proofs remain valid for any integer d > 2.

PROOF OF THEOREM 2.4.3. For all integers n > 1, let Y = (Y}') 4c4, be the ad-
ditive process defined on its elementary increments by Yy, = X7, — E(X7,[G).
Let us prove now that for all n > 1, Y™ is a strong LMG relative to the filtration
(fz)AeAn-
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First, for all A € A, we have Y} = > _, Y{’; Since for all z € A,,, X7,y is
F §{a,,-measurable, it remains to show that E(X7, | G{},) is also Fy, ,-measurable.
But A, € A, so A, can be written as S[a, (af, al)] with (al,az) € Z°. If we
denote A = S[a, z|, Ay = S(a, (1 — 1,a})] and Ay = Sa, (', 2 — 1)], we can write
Giyy = Fa, V Fa,. Thanks both to lemma 1.4.3 of Ivanoff & Merzbach (2000) in
[IM00] and condition (1.13), we get

E(X{a1G0) = EXE, [ Fa vV Fa,)
= ( {m}|fAmA1 Vj:AmAg)

because A; N Ay C A by definition and X{"x} is F s-measurable. Thus, E(X{"x}|g?;})
is Fg,,-measurable. Finally, it is clear that for every x € A, E(Y{’;}\g{x})
Hence, (Y}, Fi, A € A,) is a strong LMG array.

Let us prove now that (Y}, F4, A € A,) satisfies the assumptions of Theorem
2.4.2. We only prove that conditions (2.16) and (2.17) hold because demonstration
of condition (2.15) is routine. To prove condition (2.16), observe that

SO’ = D (X0 =2 Y X E(XEIGE) + > (B(XE,195)"

TEA, TEA, TEA, TEA,

Since (X™) satisfies both (2.16) and (2.20), it sufficies to prove that the term
> ven, X[ E(XT,41G1;,) converges in probability to 0. But by Cauchy-Schwarz in-
equahty, we have

) > XiyE X{m}|g{m})‘ [ > (X?x})Q] 1/2[ > (B(XE,1G1)) ]

TEA, TEA, zEA,

1/2

Again with (2.16) and (2.20), the right-hand side converges in probability to 0.
To prove condition (2.17), observe that
2
E(max(v(iy)?) <2 B max(Xp,)?) +2 B max (E(X,(91)) |-
igiﬁf( (1) ggﬂi( ) )+ max (X l90m)
As the first term in the right-hand side is bounded by assumption (2.17), it remains
to show that the second term is also bounded. For this, we observe that
max (B(XEy[75))° < mye [E( max |G| 1675 )

and that Sg, ., = E(maxyea, |X7,| |G17,) is a martingale relative to the filtration

o] = g?;}. Thus, by assumption (1.13) and Cairoli maximal inequality for posi-
tive lattice submartingales (Proposition 1.4.12), we have

2
< 2 maxE[E( max |Xp,116¢)]
E[g;gX( (X{m}lg{x}))] < 2'maxE|E( max | X5, |G
< 4 |: ( n |2 n*)]
< 2 maxE[E{ max Xy 6t
<

4 n |2
2* B max| X, )
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which is bounded by assumption (2.17).

Therefore by Theorem 2.4.2, Y £z (stably), where Z is a random variable
with characteristic function E(exp(—3t?7?)). Consequently, by assumption (2.19),

X7 £ 7 (stably). 0

PROOF OF LEMMA 2.4.6. The proof is made by induction on the cardinal of C'
which will be denoted |C].

Suppose first that C' = {x} that is |C'| = 1. Consider a o-field F, and a set A,
in F, such that P(4,|Gj,,) is F,-measurable, a o-field G C Gy,, and a positive G-
measurable function 7. If P(A, |G) <7, the result is obvious. But, if P(A, |G) > 7,
P(A; | Gf,,) > n because G C Gy, ,. Hence IP(IP(AAQ@}) > n|G) = 1 and conse-
quently P(A, |G) <n+P(P(A;|G,y) >n]9G).

Suppose now that C' belongs to C with |C| = n and that the lemma is true for
all C" € C with cardinal equal to n — 1. Let (F, = Fsa], 2 € C) be a collection
satisfying condition (1.12). For each z € C, let A, be a set of F, such that P(4, | Gy,,)
is F,-measurable and consider a o-field G contained in G and 7 a positive G-
measurable function. Define y = min,cc x where the minimum is taken with respect
to the lexicographic order.

Since P(Ay | G{,;) < > pec P(A2|GY,,), thus if P(A,[G) > 7, then we obtain that
P> cc P(A2[G7,y) > n|G) = 1 which implies the desired inequality.

Otherwise P(A, |G) < n, take C" = C\{y}. Its cardinal equals n — 1 and by the
choice of y, C’ belongs to C. Since y ¢ C’, F, C G¢» and G C G C G¢,. Consider a
positive G VV F,-measurable function 7. According to the induction assumption, we
can apply the lemma to C’, GV F, and 1’ and obtain

]P’( g Ax\gv@) gn’+P(Zp(Am|g;x})>n’\Qny).

xeC’ xeC’

Now choose ' =1 —P(A, | g;y}) which is G V F,-measurable. The above inequality
becomes

P4, | Gi)+P( | A:1GVF,) < n+B( D P(AL|G1y)+P(A, | G,) > 1| GV, ).
xzeC’ xeC’
On the other hand,

P(J4:16) < P, lg)+P(|J A19)

zeC zeC’

E(]P(Ay 1Giy) +IP>( U A.16 ny) |g).

zeC’

IN

Combining the last two inequalities yields

P(JA:19) <n+P(DP(AGy) > 01 G). O
zeC zeC
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PrROOF OF LEMMA 2.4.5. The proof of lemma 2.4.5 is similar to that given in Hall
& Heyde (1980) but with some adaptations to spatial framework that we give now.
For each € > 0 and each n > 1 let us take G equal to the trivial o-field, C' = A,,,
= {|X{,] > €} € Fg,.)- As in the proof of Theorem 2.4.3, thanks to Lemma
1.4.3 in Ivanoff & Merzbach (2000), E(14, | G};,) is F, ,-measurable. So by Lemma
2.4.6, for every positive constant 7,

IP’( X7 >< JP( P(IXP .| > "*>).
max [X{,| > €) <n+ erA (1XEy| > €lGi) >

Applying the conditional version of Chebyshev’s inequality to the second term of
the right-hand side yields

P max| Xyl > ) <n+P( Y B((X5) loxy, 150 191) > 0e). (2:24)

vEhn eA
x n

Let ¢, 6 and A > be positive reals and define

Yoy = Xipluxg,i<eand (Vs.a)2<a)s
Cro= ) (Vi
T€A
n n n* n 2 n*
Dy = Y E((YE)’168) = D E((XE) Laxg, <0 | G5 L2 <n-
T€A €A

Set p, = P((U%)* # (C%)? or |(V)? — (D%)?] > 6 for some A € A,). Then,
n n \2 %
o < P(;E% X7, > e)w((vAn) > )\)HP’( EZA E((XE) Lxp, 150 | 615 > 5).

Now,
P(/@x (U2 = (VI > 25) <po+PEAE A, |(C3)? = (DE)?] > 6).

Applying Chebyshev’s inequality to the second term of the right-hand side gives

A€A, A€A,
xre

P(max [(C3)? — (D37 > 0) < HE(max [ S0 (057~ E(O7)26)] ).

Observe that Sy = > 4 ((Y{Z}) — E(( {x}) [ )) is a LMG relative to the fil-
tration H4 = F74. Thus by assumption (1.13) and Cairoli maximal inequality for
positive lattice submartingales (Proposition 1.4.12),

n\2 n\2 4 n \2 n \2 nx \\ 2
P(qe (O = (D> 0) < 5 o B 0"~ B0 615)

< L maxE(Y [(VE)? — E((YE)? 1 Gi)])-

AcAy
TEA
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The last inequality derives from strong martingale property. Finally, we get

P(max |(C)” — (DA >8) < & D E((VEy) - B(YE)'|65)°

AcA
{L'GAn
4 n
< LY E((vE)Y
:BEAn
4
< eRE( X EOE)'165)
. €A,
< 62>\§—2.

Hence for €, § and A > 0, from inequality (2.24) and condition (2.22)

4

hmsupIP( max (UM — (V2| > 25) <supP((VR )* > \) + 62)\ —.

Letting first € tend to 0 and then A tend to oo yields

lim P (max (U3)? — (D%)?| > 25) =0. O

n—oo

PROOF OF THEOREM 2.4.4. We first prove that the array (Yi; A € A,, n > 1)
defined by equation (2.23) satisfies the assumptions in Theorem 2.4.3. Condition
(2.17) is clearly satisfied. It remains then to prove conditions (2.15), (2.16), (2.19)
and (2.20).

As (X™) satisfies the assumptions in lemma 2.4.5, it verifies inequality (2.24)
which implies with condition (2.22) that max,¢ An|Xﬁ;}‘ converges in probability to
0. We easily deduce that so does max;en,,|Yy,,|. Thus condition (2.15) holds.

For condition (2.16), by assumptions (2.22) and (2.21) for (X"), according to Lemma
2.4.5 it follows that (UX )? converges in probability to n*. But for all § > 0,

P(| 3 (v = o7 > 8) < P(max |Xpyl > 1) +P(WR,)* - ol > g).

TEA
€A, "

Hence, 3 A, (Y{:))? converges in probability to n”.
To prove conditions (2.19) and (2.20), it suffices to show that > ., [E(Y(}, |G7)]
converges in probability to 0. For this, we have by strong martingale property

D IEOTIGE)] = > By laxg, 50166
T€EA, TEA,
Furthermore,
> B Laxp, 0 168D < Y0 BOXE Lgxg, 1501 G85)
z€EA, TEA,
< Z E((X?x})21{|X?Z}|>1} 1 Gin)-

€A,
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According to the conditional Lindeberg condition, > . [E(Y(,,[G7),)| converges
in probability to 0.

We can now apply Theorem 2.4.3 to the array (Y; A € A,,, n > 1) and conclude
that YX converges stably in distribution to a random variable Z with characteristic
function E(exp(—3t*n?)). Now for all F' € F,

}E(1F exp(it Y- X)) —E(1r exp(— %t%?))}
z€EA,
< 22 0 = 1)+ (e 3 320) - 5{0 - )|

Consequently, XX converges stably in distribution to Z. O

2.5 Principe d’invariance pour des martingales fortes
sous condition de Lindeberg conditionnelle

Dans cette partie, nous étendons le théoréme de la limite centrale sous condi-
tion de Lindeberg conditionnelle de la section précédente a un principe d’invariance
correspondant.

On suppose dans cette partie que d = 2 de maniére a simplifier les notations.
Cependant, les résultats énoncés ainsi que les preuves restent valables pour d > 2.

2.5.1 Notations

Dans toute la suite, nous posons a = 1 et T' = S|a, 00| et considérons la collection
indexante A associée, comme définie dans le Chapitre 1.

Nous rappelons que pour qu’un champ additif et intégrable soit une martingale
forte, il suffit de démontrer, pour tout = € T', que Xy, est Fg|, ,-mesurable et vérifie
E(X{x} ‘ Qi‘w}) = 0 Pp-s.

Pour N € N* notons Ay = S[a,N] et considérons un tableau de martingales
fortes (XY, FY, N > 1, A C Ay, A € A). Le théoréme de la limite centrale de
Tjpstheim (1983) et le théoréme de la limite centrale que nous avons établi dans la
section précédente donnent la normalité asymptotique de sommes d’accroissements
de martingales fortes sur Ay, c’est-a-dire pour les quantités

XN, = > X0, (2.25)
TEAN
Introduisons pour tout ¢ = (¢1,%,) de [0, 1]?, Pensemble

AN(t) = S[a7 [Ntl]v [NtQ])] (AN((()? 0)) = Q)a (2'26)

ou [-] désigne la partie entiére. Les principes d’invariance que nous allons établir
dans les Paragraphes 2.5.3 et 2.5.4. concernent les quantités

Wa(t)= > X[ (2.27)
(t)

reAN(t



42

Notons maintenant, Co I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1]? muni de la
topologie uniforme. Pour tous s et ¢ dans [0,1]* tels que s < ¢, considérons les
ensembles s, t], définis au Chapitre 1 par la relation (1.14). Ces ensembles seront
appelés “ blocs de [0, 1] “.

Dans le but d’identifier le champ limite dans les principes d’invariances, rappelons
qu’un champ aléatoire (W}).c(0,1)2 est appelé mouvement brownien si

2. P(W(t) =0) =1 pour tout t € T = {t € [0,1)% Jj = 1,2]|¢; = 0}.
3. Si By, ..., By sont des blocs disjoints de [0, 1]%, W(By),..., W (By) sont des

variables normales indépendantes centrées et de variances |By|,...,|By| ol
d .
W(B) = Z (—1>dizi:1 aZB(Sl —+ 061<tl — 81), ceey Sq Oéd(td — Sd))
;=01 i=1...d

et | B| représente le volume du bloc B =|s, t].

2.5.2 Une inégalité de martingales fortes

Nous donnons ici, quelques définitions et propriétés données par Walsh (1986)
(voir [Wal86]) sur les ensembles et lignes d’arrét. Pour tout ensemble D C T, on
définit

D°={seD,3te D|s <t} (2.28)
Définition 2.5.1. Un ensemble d’arrét est un sous-ensemble aléatoire D de T tel
que
e Vwe ), Dw) e A(u),
o VteT, {te D° et {t e D} sont Fglqy-mesurables.

On dit qu’il est borné s’il existe un rectangle A € A tel que D C A p.s. et I’ensemble
D\D° est appelé ligne d’arrét de D.

Remarque 2.5.2. Tout ensemble A € A(u) est un ensemble d’arrét borné. De plus,
pour deux ensembles d’arrét D; et D, les ensembles D; U Dy et D N Dy sont aussi
des ensembles d’arrét.

Soit K un compact de R et {X4, A € A} un champ a valeurs réelles adapté a une
filtration {F4, A € A} tel qu'il existe B € A vérifiant Xz € K. Alors, ’ensemble

Dg =Upe{A| Xp € K, VB C A°} (2.29)
est un domaine d’arrét dont la ligne d’arrét est le premier “temps d’entrée” en K.
Définition 2.5.3. Pour un ensemble d’arrét D, définissons la tribu suivante
Fp={AeF, An{t¢ D} € G, ,Vt €T}, (2.30)

ot pour tout t € T, tT = (t1 + 1,ta + 1).
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Remarque 2.5.4. Si Dy et Dy sont deux ensembles d’arrét tels que D; C D,, alors
Fph, € Fp,- En outre, pour toute variable aléatoire Y Fgy, -mesurable et tout
ensemble d’arrét D, la variable aléatoire Y'1y,cpy est Fp-mesurable.

Le lemme suivant, que nous présentons avec les notations du Chapitre 1, est un
résultat du & Walsh (1979) (voir [Wal79)]).

Lemme 2.5.5. (Walsh (1979)) Soient Dy et Dy deux ensembles d’arrét bornés
tels que D1 C Do et X = (X4)aea une martingale forte. Alors

E(Xp, | Fp,) = Xp, p-5.

Soient a = (ay,as) € 7%, m > ai, n > as et D un ensemble d’arrét inclus dans
un rectangle Sla, (m,n)| et dont nous notons L sa ligne d’arrét. Pour (i,j) € T, on
note

R, = {t el t; < Z}

et

Rooj = {t € T7t2 S j}
La proposition suivante donne la décomposition, donnée par Walsh (1979), d’une
martingale forte le long d’une ligne d’arrét.

Proposition 2.5.6. (Walsh (1979)) Soit {Xa, A € A} une martingale forte.
Alors, pour tous (i,j) € L,

Xsjaig) = Xi + X7 = Xp
ou X{, ... X} XS[a,(mn)] €t Xz ... X2 XS[a,(mn) Sont deur martingales classiques.

Nous établissons dans le théoréme ci-dessous une inégalité pour des martingales
fortes analogue a celle de Brown (1971) (voir [Bro71]) pour des martingales clas-
siques. Nous ferons usage de cette inégalité pour démontrer le principe d’invariance
de la Section 2.5.3.

Théoréme 2.5.7. Etant donné (m,n) € Z?, considérons (X4, A € A, A C S|a, (m,n)])
un tableau de martingales fortes. Pour tout A > 0,

”P’( sup |XS[av<m>1|2A>S12E(|X5[a,<mvn>l|1{\xs[a,<m,n>]|za>})-

(i,5)€S[a,(m,n)]

PREUVE. La preuve utilise les techniques employées par Walsh (1986) pour démon-
ter certaines inégalités de martingales fortes sur un réseau.
Notons

Amny ={A € A, AC Sla, (m,n)]}.

Pour A\ > 0, définissons ’ensemble d’arrét, de la forme (2.29), suivant

D = UAE.A(m,n){A : ‘XS[a,(i,j)” <A V(’l,j) € AO}'
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Si
ES
AE.A(m,n)

alors il existe au moins un point (7, j) € L tel que
Xslaig) = A

En effet, supposons par I'absurde que pour tout (i,j) € L, Xgp i) < A. Par
définition de D, chaque (7,7) € D° vérifie Xgjq,ij) < A et on en déduit alors que
pour tout (7,7) € D, Xgjaij) < A Par suite,

sup [ Xa] < A
AE.A(m,n)

ce qui contredit I’hypothése initiale.
Pour ce point (7, j) € L, d’aprés la Proposition 2.5.6,

Xslaign = X; + X7 — Xp.

Pour que | X, )| soit plus grand que ), il est nécessaire que |X}|, |[X7| ou |Xp|
soit plus grand que %

Puisque X{,... X}, Xg,(mn) €st une martingale classique, il s’en suit par appli-
cation de l'inégalité de Brown (1971) pour des martingales (voir Lemme 4. dans
[Bro71]),

AN 6
1
P< sup [ X ] = 5) < S E(Lxm223 X stamm| )-

De la méme maniére,

A 6
P( sup X3 > 5 ) < T E( Ly, o0 Xsiammmn]):

Jj<n A

De plus, Xp = X! = X2 si bien que

A A
P( sup |Xal=A) < P(suplx)| =% ou sup|x?| >3
<n

12
< S B g 223 Xstamm] ) 0

2.5.3 Un premier principe d’invariance

Dans cette section nous démontrons un principe d’invariance pour les quantités
(2.27). Au préalable, nous devons étendre dans le lemme ci-dessous le théoréme de la
limite centrale du Corollaire 2.8 de Mc Leish (1974) (voir [McL74]) a des martingales
fortes.
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Lemme 2.5.8. Soit (XY, F¥ N >1,AC Ay, A € A) un tableau de martingales
fortes satisfaisant les conditions suivantes :

N \2
S OE(XE)H) —— 1 (2.31)
TEAN
N P
Ve > 0, ]P’( (XN <1 e) ——0 (2.33)
TEAN %
et
VN > 1VA € Ay, FY Cc FIT (2.34)
Alors,

N N L
XN, = > Xp, —— N(0,1).
TEAN

PREUVE. Nous allons appliquer le Théoréme 2.4.2. Vérifions donc que les hypothéses
(2.15), (2.16), (2.17) de ce théoréme sont satisfaites et le résultat du lemme en
découlera. L'hypothése (2.32) correspond exactement & I’hypothése (2.15).

D’aprés le Lemme 2.11 de Mc Leish (1974) et les hypothéses (2.31) et (2.33),

ou pour p € N* ﬁ désigne la convergence dans LP. Ainsi I'hypothése (2.16) est
vérifiée.
De plus,
0< E( max(ch})Q) < E( 3 (Xg&}f).

TEAN
TEAN
Le dernier terme étant borné d’aprés I’hypothése (2.31), ’hypothése (2.17) est donc
vérifiée. 0
Le principe d’invariance suivant correspond a une généralisation au cas des mar-

tingales fortes, du Théoréme 3.2 de Mc Leish (1974).

Théoréme 2.5.9. Soit (XY, FY,N > 1,A C Ay, A € A) un tableau de martin-
gales fortes vérifiant la condition (2.34). Supposons de plus que

XN 0 2.35
o el 52 (2:39)
P
> (X{A;})th@ (2.36)
z€AN(T)

pour tout t € [0,1]%
Alors Wy ﬁ W, ot Wi(t) = 3 canm Xﬁ} et W est le mouvement brow-

nien sur [0, 1]%.
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Remarque 2.5.10. Wy NL> W signifie que la suite de champs (Wy)y converge

vers le champ W dans la version multidimensionnelle des fonctions cad-lag D, (voir
Bickel et Wichura (1971) [BWT71] et Straf (1972) [Str72]).

PREUVE. La preuve se décompose en trois étapes principales.

Etape 1 : Définissons un nouveau tableau de champs additifs (Y}') sur ses ac-
croissements élémentaires

N N
Yoy = X s vy oo (X0 )2<2)
ou

P(3r € Ay, XN, # V)

< P(Eredy, > (X2

yeVn(z—1)

< P() ST - 1‘ >1).

TEAN

D’aprés (2.36) pour ¢ = (1,1), on déduit que P(3x € Ay, X[}, # Y[J}) converge en
probabilité vers 0.

Considérons maintenant, pour tout ¢ € [0, 1]?, I'ensemble aléatoire

Ry(t)={zeAn(t), Y (X’ <2}

yeVy (z—1)
ou An(t) est défini par la relation (2.26), et définissons la variable aléatoire
oy (t) = max{z, z € Ry(t)}.
Alors, comme dans Tjgstheim (1983),
Ry(t) € Va(zy(t) = 1) U{zn (D)},

si bien que

VAN
P
w2
o

4
P
52
e
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Or, maxzea, () (X{y;)? est uniformément intégrable d’aprés (2.35). Par suite,
Y oz AN(t)(Y{JX})Q est aussi uniformément intégrable.

De maniére évidente, Y{JX} est F. é\flvx]—mesurable et
N Nx*\ _ N Nx\ __
E(Yiy 1903 = 1{ZerN(x_1)(X?;})QSQ}E(X{$} |953) =0

Par conséquent, (Y1) est un tableau de martingales fortes vérifiant

TEAN N—oo
YY) et
{x} N—oo 172

Montrons que W, — 2 W avec WY(t) = D reAn () Y{JX}, nous pourrons alors

N—oo

en déduire que Wy NL> W. En effet,

P(Wy #WY) < P(Eze Ay, VY #XN)

et le terme majorant converge en probabilité vers 0. Ainsi, on est ramené & démon-
trer la convergence de (W3 )y vers W dans D;.

Etape 2 : Convergence en distributions finies

Soient uq,...,u,, des nombres réels quelconques et 0 < tq,...,t,, des éléments
de [0, 1]%. Quitte a rajouter des ¢; et éventuellement & changer leurs indices, on peut
supposer que la suite Ag = {a}, A1 = An(t1),..., A = An(t,,) est numérotée de
fagon consistante par rapport au passé fort (voir Section 1.4.1 du Chapitre 1).

Maintenant, posons

Cl — A1 ‘
C; = ANUZ[A)forj=1...m

et définissons un nouveau tableau de martingales fortes de la maniére suivante

{a} 0 if o ¢ U™ A

Puisque

N | < ' N
max [ Zpy| < max fu;|. max [ X[,

on déduit que max,ca |Zg3}| converge en probabilité vers 0.

Définissons
Bl - 0, tl]

B; = (0,t;]\(UZ{(0,8]) for j =2...m.

Py
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m

D= u ) (YR

TEAN 7=1 xeC;

et par hypothése (2.36) pour le tableau (Y1), on en déduit que

m
N2 L' 2 2
Z(Z{x}) N : uj| Byl = o7,
zEAN 7j=1

ol |B;| représente la mesure de Lebesgue de I’ensemble B; (qui n’est pas nécessai-
rement un bloc).

Appliquons le Lemme 2.5.8 avec variance o2 au lieu de 1. On en déduit alors que
> seny 2y converge en loi vers N(0,07).
Puisque 3, A Z{, = 2070, w4, le procédé de Crameér-Wold permet d’en déduire
que (Y&, ..., YA ) converge en loi vers N, (0,T), avec T' = diag(|Bi], ..., |Bnl|)-
Doa (WY (t1),...,Wy(tn)) = (YA, YA + Y&, ... . YA + -+ YA ) converge aussi
en loi.

Nous allons démontrer, a ’étape 3, un critére de tension dans C,. D’apreés le
Théoréme 5.6 de Straf (1972), le champ limite appartiendra donc a Cy presque si-
rement.

De plus, pour ¢ € T, nous avons démontré que W (¢) converge en loi vers une loi
normale centrée de variance |B;| = 0 avec By = [0,t]. Par conséquent, W(t) = 0
presque slirement.

Remarquons que pour tout j = 1...m, Wy (B;) = YZ'. Nous avons donc démontré

que (WY (By),...,W¥(B,,)) converge en loi vers N,,(0,T") de matrice de variance-

covariance I' = diag(|B|, . .., |Bmnl)-

Si 'on considére maintenant, les blocs disjoints By, ..., By pour un bon choix de
t1,...,tx, on peut montrer que W (By),..., W (DBy) sont des variables aléatoires in-
dépendantes centrées de variances |By|,. .., |Byl|.

Le champ limite W est donc un mouvement Brownien.

Etape 3 : Tension
Pour démontrer la tension, il est suffisant de prouver pour tout € > 0 que

lim lim sup IP’( sup [Wx(s) —Wy(t)| > e) =0 (2.37)
070 N—oo M ls—tl|<s
ou ||s — t|| = max(|s; — t1], |s2 — t2|).

Fixons € > 0 et remarquons que

P(sup [Wi(s) = WA ()] > )

[|s—t||<d

< 33 R( s WA - WD) > ).

ks <ty < (k+1)8
k ko<11,16<1 16 <ty < (L4 1)6
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De plus,

swp WA - WA (kDo) < s | S

ks < t1 < (k+1)8 r € An((k+1,0+1)5)
16 < ta < (L+1)6 r ¢ A ((k, 1)3)

z € Ay
=z ¢ An((k, 1))

ce qui conduit a

P( sup [Wy(s) = WA (1) > )

|s—t||<d

< Dk kst 2ot i5<1 P( sup ‘ Z Y{]X}

r € Ap((k+ 1,1+ 1)5) zEA
r & Ap((k,1)6) ¢ An((k,1)8)

P(sup [Wi(s) = WA ()] > )

[|s—t||<d

12 x 4
< ¥ ¥ E ‘ ) Y& |1
‘ < € An((k+1,1+1)9) v {‘ Z Y{]X}

Kk, kd<11,16<1

)

z & An((k,1)0) z e Apn((k+1,141)5)
z ¢ An((k, 1))

et par Cauchy-Schwarz

P(sup [Wi(s) = WA ()] > )

[|s—t||<d

< XYk Y o)

k,kd<11,16<1 z € Ap((k+1,14+1)8)
z ¢ An((k, 1))

1/2
X(P(’Z z € An((k+1,1+1)8) Y{]X} > 6&)) .

=z & An((k,1)3)

Or,
NHE;OE( S (Yg})) = (k + 1)( +1)82 — kl5?
z € An((k+1,1+1)6)
z ¢ An((k,1)5)
et
N _c 2 _c
P(’ Z Y{m})’>6x4) E}P<‘N(O’(k+l+l)6>|>6x4>'

€ AN((k+1,1+1)6)
z & AN ((k,1)6)
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D’ou,
lim supN_,OOIP’< sup  [Wi(s) — Wi(t)] > e)
[[s—t||<d
12 x 4 1/2 € 1/2
< ) : )
< > Y= ((k+l+1)5 BN (O, (k+ 1+ 18%)| > =)
k,kd<11,16<1
42 1/2
< ([ exp(-5) dr)
1 |z|8 z? 1/2
comp([ L)
© Npsg v2r C° 2

carl+k+1< %.
Puisque le terme de droite de I'inégalité précédente converge vers 0 lorsque ¢ converge
vers 0, la Condition (2.37) est alors vérifiée pour le processus (W (t))sepo,12- O

2.5.4 Principe d’invariance sous condition de Lindeberg condi-
tionnelle

Afin d’obtenir un principe d’invariance sous condition de Lindeberg condition-
nelle pour des tableaux de martingales fortes, nous démontrons, tout d’abord, le
résultat suivant, qui est une extension du Théoréme 3.6 de Mc Leish (1974) au cas
martingale forte.

Théoréme 2.5.11. Soit (XY, F¥Y N> 1A € AA € Ay) un tableau de martin-
gales fortes vérifiant Uhypothése (1.13) d’indépendance conditionnelle. Supposons,
de plus, que les Conditions (2.32), (2.34) et (2.36) sont vérifiées et qu’il eriste une
constante positive C' telle que

> By 1< |98 =2 0 (2.38)

rEAN(T)
Alors, Wy NL> Ww.

PREUVE. Définissons un nouveau tableau de champs additifs sur leurs accroisse-
ments élémentaires par la formule suivante :

N __ N
Yoy = Xy lyxp, <oy
D’aprés (2.32), ce tableau vérifie

P(3x € Ay, X[y # V) —— 0.

N—oo
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De plus,

-9

< IP() S (X —tltz‘ > e/z) +IP>() S (XD \>0}‘ > e/z).

{=}
$EAN $€AN

P(| 3 0 - nat

TEAN

Donc, d’aprés les hypothéses (2.32) et (2.36)

Considérons maintenant, un autre tableau de champs additifs défini de la maniére
suivante :
Ztoy = Yoy — B 1953
Montrons que ce tableau vérifie les hypothéses du Théoréme 2.5.9.
Grace a la Condition (1.13), pour tout x € Ay, Zgj} est fé\fa,x}—mesurable et
vérifie E(Z{]\;} | gg;]ﬁ) = 0. Par suite, (Z}) est une martingale forte.
Pour obtenir la Condition (2.36), remarquons que

Sz = S0 -2 S VB 16 + 3 (BOR 165)

$EAN Z‘EAN Z‘EAN Z‘EAN
(2.39)

Comme le premier terme du membre de droite de (2.39) converge en probabilité vers
t1to, d’aprés la Condition (2.36) appliquée a (Y,), il reste & démontrer uniquement
la convergence en probabilité vers 0 des deux autres termes. L’inégalité de Jensen
nous permet d’écrire que

> (B0168) <0 3 B0 I6E)

TEAN TEAN

et le terme majorant converge vers 0 d’aprés (2.38).
Maintenant, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire que

’ Y YREYEIGE)| < ( > <Y{]§}>2)1/Z( > <E(Y{]¥}\g{]§’i))2>l/g

TEAN TEAN TEAN

D’aprés ce qui précéde, le terme majorant converge en probabilité vers 0.
Comme |Z),| est borné, il suffit de démontrer que max,ea |Z]},| converge en pro-
babilité vers 0 pour obtenir la Condition (2.35). Or,

max |Zjp)| < max | X + EZA\ V1G85
TEAN
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et le terme majorant converge en probabilité vers 0 d’aprés la Condition (2.32)
appliqué a (X4) et la Condition (2.38).

Par conséquent, W —2 W, avec W) =3 ean Zg&}

N—oo

L’hypothése (2.38) implique que

P
sup -y E(YE) [G5) 0
s€[0,1] 2€AN(5)
ce qui nous permet d’en déduire que (ZmeAN(t) E(Y7 | Qﬁ?)) o NL> 0. D’ou
te 071 —00
L el

Et, finalement, puisque

P(Wy # Wy) < PGr € Ay, X3y # Vi),

il s’ensuit que Wy NL> W. O

—0Q0

Nous démontrons maintenant un principe d’invariance sous condition de Lin-
deberg conditionnelle pour des martingales fortes (la Condition (2.42) étant auto-
matiquement vérifiée) mais aussi pour des tableaux de champs additifs proches de
martingales fortes. Ce théoréme généralise le Corollaire 3.8 de Mc Leish (1974) au
cas d’un réseau.

Théoréme 2.5.12. Soit (XY, FY, N >1, Ae A, A€ Ay) un tableau de champs
additifs tel que (FY) vérifie les Conditions (1.12), (1.18) et (2.34). Supposons de
plus que

* P
rEAN(T)
> E((XPy) |g{$}) LN — i, (2.41)
rEAN(T)
P
> EXEIGE) 0 (2.42)
Z‘EAN(t)

pour tout t € [0,1]%. Alors, Wy NL> w.

PREUVE. Le Lemme 2.4.6 et la Condition (1.13), permettent d’écrire, pour tous e,
n>0ettel0,1]* que

IP’( X >< IP’( (1X )
JCEHX%X | {m}‘ > € n+ Z (1 {m}‘ >€|g{x}) >

z€AN(T)
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et I'inégalité de Tchebychev conduit a

IP’( max |X{$}| > e) < n+IP’< Z E((X{x}) ]_{‘XN}|>€}) > ne )

EAN(t
veAN () 2€AN(t)

Par conséquent, lim supy_, . P(max,ca ) |(Xgr}| > €) < 7 pour tout > 0. D’ou,

XN ——o.
:venga)%t K {}| N—o00

Soit maintenant C' une constante strictement positive. Montrons que

P
> B L, sep) |03 —— 0.

$EAN(t)
D’aprés I'inégalité de Jensen,
N N N N
\E(X{x}1{|(xgc}|>0} Gyl < E(|X{$}|1{|(xgc}\>0} 1G5}

< GE(XG) Ly

Nx*
{x}\>C} | g{x})

et le terme majorant converge vers 0 grace a la condition de Lindeberg (2.40).
La Condition (2.38) se déduit de I’hypothése (2.42) et de 'inégalité suivante

SR e 2 1655
z€AN(T)

< D EBXEIGEDI+ > B ing,sep) |63

rE€AN() reAN()
Soit t € [0,1]? et € > 0. Définissons un nouveau tableau de champs additifs :
Vier = X0y XY, <6 5 oo EOXL 2 1615 <0 2 1)
Remarquons que

P(3z € Ay(t), XYy # V)

< IP’( max. |X{| >e> +IP’< S E((X)?16E) >t1t2+1).
e reAN(t)
L’hypothése (2.41) conduit donc a
P(r € An(t), XN, £ V) — 0.

n—o0
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Soit n > 0. Remarquons que

p(| X B - (16| >

$EAN(t)

= P( > E((X) 1{|XN}|<e}\9{x})>?7)

:L'GAN(t

D’aprés (2.40), P(| X" ca 0 E(XT)? = (VE)? 1 GE3)] > ) converge vers 0.
En outre,

E( Y () B 195)

T€AN()
- Z E<(V{]X})4> _E< (Vi) |g{m})>
T€AN()
< > E((V{Z})2<ch})21{\xgc}|se})
:BEAN(t)
< &E( Z E((X{)? |G {5 yestae BUXR)? |ggc*})§t1t2+1}>

rEAN(T)

S 62(t1t2 + 1)

Maintenant,
P(| > (X2 ~E(XE)A6)| > n)
r€AN(t)
< P(| X - 0> D) +r(| X mx- oI > )
TEAN (L) TEAN(t)
v SB[ X 0RO 198)]).
rEAN(T)

En conséquence,

limsupIP)q Z (ch})Q—E((ch}) |g{x})

N—oo 2€AN()

) S 62(t1t2 + ]_)

Puisque € est quelconque, on en déduit que la limite est égale & 0. Enfin, d’aprés
(2.41), ’hypothése (2.36) est vérifiée.
Finalement, le Théoréme 2.5.11 permet de conclure. 0J
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Chapitre 3

Résultats asymptotiques pour des
champs ARMA

Une revue des résultats obtenus pour différents champs ARMA est d’abord pré-
sentée. Nous exposons ensuite notre étude sur les modéles ARMA spatiaux quadran-
taux et les propriétés asymptotiques que nous avons obtenues pour les estimateurs.

3.1 Introduction

Contrairement au cas des processus indexés par le temps, plusieurs sortes de
représentations ARMA spatiales peuvent étre définies (voir [Guy95]). Afin de mieux
situer le cadre de notre étude, nous rappelons tout d’abord les principales définitions
de modéles ARMA spatiaux introduites dans la littérature ainsi que les résultats
concernant ’estimation et 1’identification obtenus pour de tels modéles.

Comme c’est le cas pour les différences de martingales spatiales, ces différentes
représentations ARMA spatiales sont souvent reliées a ’ordre choisi sur le réseau Z.
Ainsi, les modéles ARMA spatiaux quadrantaux, que nous avons définis au Chapitre
1, utilisent I’ordre partiel (1.1). Pour ce type de modéles ARMA spatiaux, seulement
le cas AR a largement été étudié (voir [Tjg78|, [Tjg83|, [HN93|, [Cho97]).

Dans Tjgstheim (1983) (voir [Tjg83|), la consistance des estimateurs des moindres
carrés et de Yule-Walker des coefficients d'un champ AR(p) causal est établie. Tjgs-
theim y obtient aussi la normalité asymptotique de I'estimateur des moindres car-
rés. Quant a D'estimateur de Yule-Walker, il est asymptotiquement normal mais,
contrairement au résultat annoncé par Tjgstheim (1983), de moyenne asymptotique
non nulle. Une expression explicite de cette moyenne est donnée par Ha et Newton
(1993) dans [HN93| pour le cas d = 2. Dans le cas de modeéles CAR 4 temps continu,
Souchet et Guyon (2002) (voir [SG02]) démontrent également que I’estimation de
Yule-Walker obtenue & partir d’une observation discréte est biaisée. Par ailleurs,
une méthode pour déterminer 'ordre p d’'un modéle AR(p) est aussi présentée dans
Tjpstheim (1983).

L’ensemble de ces résultats est établi sous ’hypothése d’innovations indépendantes

o7
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et identiquement distribuées mais, une extension & des variables aléatoires vérifiant
la propriété de différence de martingales quadrantales (2.3) est aussi donnée. Ainsi,
pour obtenir la normalité asymptotique de I'estimateur des moindres carrés des pa-
rameétres de modéles AR spatiaux, Tjostheim applique le Théoréme 2.2.4 de la limite
centrale pour des différences de martingales quadrantales rappelé au Chapitre 2.
Dans la Section 3.2, nous rappelons les résultats de Tjostheim (1983). Nous en
donnons, a la Section 3.5, une extension au cas des modéles ARMA spatiaux.

Huang et Anh (1992) (voir [HA92|) considérent des champs ARMA définis a
partir de l’ordre lexicographique total (1.2). Pour des innovations ayant la propriété
de différence de martingales spatiales (2.8) relativement & 1’ordre lexicographique,
ils donnent une méthode pour sélectionner les ordres du modéle et estimer les pa-
ramétres. Nous présentons une description de leur méthode dans le Paragraphe 3.3.1.

D’autres champs ARMA ont été définis sans faire appel & une notion d’ordre sur
Z2. Par exemple, Etchison, Pantula et Brownie (1994) (voir [EPB94]) s’intéressent &
des champs ARMA séparables sur un réseau de dimension deux. Il s’agit en fait de
“ produits “ de deux processus ARMA indexés sur Z dans le sens ol les polynémes
autorégressifs et moyenne mobile sont les produits de polyndémes a variables sépa-
rées. Etchison, Pantula et Brownie (1994) donnent une méthode d’identification pour
certains modéles ARMA spatiaux séparables. Cette méthode dérive de celle connue
pour des processus ARMA indexés par Z et ne peut en aucun cas s’appliquer aux
champs ARMA quadrantaux.

Dans I’étude asymptotique de modéle ARMA spatiaux présentée dans les Sec-
tions 3.4 et 3.5, nous considérons uniquement des champs ARMA spatiaux de type
quadrantal comme dans Tjgstheim (1978) (voir [Tja78]).

Dans un premier temps, nous nous intéressons a la consistance de ’estimateur
des moindres carrés ordinaires du vecteur de coefficients autorégressifs pour un mo-
dele ARMA (p,q) avec g # 0. Nous démontrons dans la Section 3.4, sous hypothése
de différence de martingales, que cet estimateur n’est pas toujours consistant. Ce
résultat différe néanmoins de celui connu pour les processus ARMA indexés par le
temps.

Dans un second temps, nous étudions, dans le cas ou les innovations sont indé-
pendantes et identiquement distribuées, le comportement asymptotique d’un autre
estimateur, obtenu a partir des équations de Yule-Walker généralisées. Comme nous
I’avons mentionné précédement, Ha et Newton (1993) [HN93] ont montré que es-
timateur de Yule-Walker dans un modéle AR spatial est biaisé pour la normalité
asymptotique et ont donné une expression explicite de ce biais. L’estimateur que
nous introduisons est différent de I'estimateur de Yule-Walker généralisé. Nous éta-
blissons pour cet estimateur la consistance et la normalité asymptotique. Pour cela,
nous établissons certaines propriétés asymptotiques des covariances et covariances
croisées empiriques pour deux champs aléatoires linéaires. Ces résultats étendent en
partie ceux de Choi (2000) (voir [Cho00]) et généralisent aussi les résultats connus
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pour les processus linéaires indexés par le temps (voir [BD91]).

L’estimateur que nous avons introduit, correspond & une extension au cas spatial
de la fonction d’autocorrélation partielle généralisée empirique connue pour les séries
temporelles et utilisée pour I'identification de modéle ARMA par Woodward et Gray
(1981) (voir [WG81]). Nous verrons ainsi au Chapitre 4 comment cet estimateur peut
étre employé pour déterminer les ordres p et ¢ d'un modéle ARMA (p,q).

Toute cette étude fait 'objet de I'article [ITTV04]| que nous soumettons actuelle-
ment pour publication intitulé “Asymptotic results for spatial ARMA models”, dont
une majeure partie constitue le corps de la Section 3.5.

3.2 Champs AR quadrantaux de Tjgstheim (1983)

Nous présentons, dans cette section, principalement les résultats de Tjgstheim
(1983) (voir |Tj@g83]).

Considérons, sur un espace probabilisé (2, F,P), un champ AR(p) spatial causal
(X1)ieza, avec p € Z% et p # 0, de fonction de covariance (-), défini par

X — Z OiXi—i = €, (3-1)

1€5(0,p]

ol (€);eze est un champ stationnaire vérifiant la condition (1.9).

Introduisons pour tout ¢ € Z< la filtration naturelle {F;, t € Z%} associée au
champ (¢)czq. Pour tout t € Z4,

Fi = o{es, s St} (3.2)

ou o{-} désigne la tribu engendrée par la famille de variables aléatoires {-}.

Nous supposons désormais que le champ (€;),cze vérifie 'hypothése de différence de
martingales (2.3).

De part la causalité, 'hypothése de différence de martingales est équivalente a la
condition d’innovations suivante

VteZd, ¢ =X, —E(X,| VL, Fi(t; — 1)) p.s. (3.3)

3.2.1 Estimateurs

Etant donné un ensemble d’observations {X;, ¢t € S[1,N]} du champ (X;);cz4,
nous souhaitons estimer les coefficients {¢;, 7 € S(0,p|} du modéle (3.1). Pour cela,
deux types d’estimateurs suivants sont considérés.
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L’estimateur des moindres carrés

Notons ¢, = (¢,.;)jes(0, estimateur des moindres carrés de ¢, = (¢;);es00,]
obtenu par minimisation de la quantité suivante
2

1

D DR B DR o
teS[1,N] jes(0p]
t—peS[1,N]

Cette minimisation revient a résoudre le systéme linéaire d’ équations suivant

Vi€ S(0,p), > ép,i(% > XHXt]):% > XX

i€5(0,p] t€S[1,N] t€S[1,N]
t—peS[1,N] t—peS[1,N]
(3.4)
En introduisant les quantités suivantes
FP(ZMJ) = % Z Xt—iXt—jv (35)
teS[1,N]
t—peS[1,N]
V(i) = % Z Xi-iXt, (3.6)
teS[1,N]
t—peS[1,N]

le systéme d’équations (3.4) peut alors s’écrire sous la forme de I’équation matricielle
suivante

Fp‘l%v = :Ypa (3.7)
ot la matrice T, et les vecteurs ép, v, ont été formés en ordonnant les éléments de
S(0, p] par 'ordre lexicographique (1.2).

L’estimateur de Yule-Walker

En multipliant successivement ’équation (3.1) par X;_; pour j € S(0, p] et en
prenant ensuite ’espérance, I’hypothése de causalité permet d’obtenir les équations
de Yule-Walker suivantes

V@)= > Ali—4)éi Vi€ S(0,p]. (3:8)
1€5(0,p]
L’estimateur de Yule-Walker est obtenu a partir de ces équations en estimant les
covariances par
Rh)=— Y XXy Vhe S0, (3.9)

teS[1,N]
t+heS[1,N]
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Plus précisément, 'estimateur de Yule-Walker Ep = (Ep, ;i)jes(o,p) est solution de
I’équation matricielle suivante

Fpap — 7;;7 (310)
ou pour 7,5 € S(0, p|,

T,(i,5) = R(i — j),
3,(7) = R(j).

3.2.2 Consistance et normalité asymptotique des estimateurs

La consistance des estimateurs des moindres carrés et de Yule-Walker est obte-
nue par Tjgstheim (1983). Ce résultat est énoncé dans le Théoréme 3.2.1 dont la
démonstration utilise les mémes arguments que ceux employés dans la preuve du
Lemme 3.4.1.

Théoréme 3.2.1. (Tjgstheim (1983)) Soit (Xi)icza un champ AR(p), p # 0,
causal. Supposons que (€;)ycza est un champ strictement stationnaire vérifiant la
condition d’innovations (3.3) et tel que pour tout t € Z4, E(e}) < oo. Si de plus
pour tout t € 7.2,

E(e; | Viey F'(t: — 1)) = 0® p.s.,

alors les estimateurs des moindres carrés é et de Yule-Walker ¢ convergent presque
stirement vers ¢ lorsque N tend vers ['infina.

La preuve de la normalité asymptotique de ’estimateur des moindres carrés est
donnée dans Tjgstheim (1983). Cependant, pour la commodité du lecteur, nous
donnons ci-dessous les grandes lignes de cette preuve.

Pour établir la normalité asymptotique de gigp, nous étudions la convergence en
loi du vecteur I'y(¢, — ¢,). Les relations (3.1) et (3.7) permettent d’exprimer les
coordonnées de ce vecteur comme suit : la 7 iéme composante est donnée par

1
m Z Xt7i€t- (311)

teS[1,N]

Le procédé de Cramér-Wold (voir [BD91]) conduit alors a étudier pour toute famille
de réels (7, )ucso,p), la convergence en loi des statistiques

% > > X (3.12)

tes[i,N]  uES0p]

t—peS[1,N]

En remplagant, dans (3.12), X, , par son expression unilatérale (1.10) induite par
I’hypothése de causalité, aux effets de bords prés, on est alors ramené pour tout
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K € N* grand, a I’étude de la convergence en loi des termes de la forme

WY YA Y v (3.13)

teS[1,N] ueS(0,p] veS[1K]

t—peS[1,N]

Les termes de (3.13) forment, sous certaines conditions, une martingale somme de
différence de martingales quadrantales, qui vérifie les hypothéses du Théoréme 2.2.4.
On en déduit ainsi la normalité asymptotique de I'estimateur des moindres carrés.
Le Théoréme 3.2.2 énonce ce résultat de Tjgstheim (1983).

Théoréme 3.2.2. (Tjgstheim (1983)) Sous les mémes hypothéses que dans le
Théoreme 3.2.1, on a

N¥2($, — ¢,) —— N(0,0°T, 1),

N—o00
ou I'y = (7(7 = J))ijesop €t NL> désigne la convergence en loi.

Tjostheim (1983) affirmait, dans le théoréme 4.2 de [Tj@83|, que I’estimateur de
Yule-Walker était asymptotiquement normal et sans biais. Or, pour un réseau de
dimension 2 et des innovations indépendantes et identiquement distribuées, Ha et
Newton (1993) (voir [HN93|) démontrent la normalité asymptotique de I’estimateur
de Yule-Walker mais avec un biais asymptotique non nul. Dans le Théoréme 3.2.3

ci-dessous, nous rappelons ce résultat ainsi que 'expression du biais dans le cas
d=2.

Théoréme 3.2.3. (Ha et Newton (1993)) Soit (X;);cz2 un champ AR(p) causal
avec p # 0. Supposons que (€)iczz est une famille de variables i.i.d. centrées et de
variance o non nulle. Alors,

N(G, — ¢,) —— N(T,'T;0,0°T, "),

ot pour (h, k) € S(0, pl,

T (h, k) =
—(k’g + k?l)’y((hl — k?l, h2 — k’g)) St h1 — k?l Z O, h2 — k’Q Z 0
—(2h2—k2+k1)’y((h1—kl,hQ—kg)) St hl—kl ZO, hg—kg SO
—(2h1+k2—/{?1)’y((h1—kl,hQ—kg)) St hl—kl SO, hg—kg 20
—(2h2—k2+2h1—k1>’y((}l1—kl,hg—kg)) St hl—kl SO, hg—kg SO

et I'y = (v(i — j))ijes(op-

Remarque 3.2.4. Signalons qu’un algorithme de type Levinson-Durbin, permettant
le calcul de I'estimateur de Yule-Walker, est présenté par Choi (1997) dans [Cho97].
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3.2.3 Identification de ’ordre p du modéle

Considérons ici, un modéle AR(p) spatial causal (X;);cz« de paramétre p € Z¢
inconnu et d’innovations (€;),cz« indépendantes et identiquement distribuées. Sur la
base d’un ensemble d’observations {X;, t € S[1,N]}, nous souhaitons déterminer
I’ordre p du modéle.

Tjostheim (1983) propose d’estimer p par p, obtenu en minimisant la fonction
critére d’information suivante

Clr) = n&2(r) — % (N?) d(r) (3.14)

pour des valeurs de r ordonnées selon 1'ordre partiel (1.1) et variant dans un rec-
tangle S[0, K| suffisamment grand.
Le coefficient d(r) = []’_,(r;4+1) — 1 représente le nombre de paramétres autorégres-
sifs & estimer, le terme 6%(r) est la variance résiduelle aprés ajustement d’un champ
AR(r) aux données par estimation des moindres carrés et la fonction f détermine
le poids accordé au terme de pénalité de (3.14).

L’utilisation de ce critére est justifié par le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.5. (Tjgstheirm (1983)) Soit (X);cza un champ AR(p) causal en-
gendré par des innovations (&;)ieza i.i.d. Sip < K et si [ est telle que L f(z) — oo
et f(x) — oo lorsque x — oo, alors P(p # p) — 0 lorsque N — 0.

3.3 Autres champs ARMA

Cette section est dédiée a une présentation de résultats sur des modéles ARMA
spatiaux autres que les champs ARMA quadrantaux.

3.3.1 Champs ARMA de Huang et Anh (1992)

Nous donnons dans ce paragraphe, dans le cas d = 2, la définition de champs
ARMA spatiaux de Huang et Anh (1992) (voir [HA92|) lorsque Z? est muni de
I’ordre lexicographique. Nous présentons ensuite, les différents résultats relatifs a
I’estimation des coefficients et & la sélection de modéle.

Pour trois entiers ny, ny et ns, notons n = (ny,ng, —n3). Définissons alors le
sous-ensemble G(n) de Z* par

G(n):{t:(tl,t2)|1§t1Snlet —TLgStQSTLQ, outleetOStQSng}.

Définition 3.3.1. Un champ (X;)icz2 est un ARMA(p,q) relativement & [’ordre
lezicographique avec p = (py, pa, —ps) et ¢ = (q1,qz2, —qs) 'il vérifie

Z Oéka,k: Z ﬁjetfj (315)
) )

keG(p J€G(q
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ol (€ )iz est une différence de martingale relativement o ordre lexicographique,
i.e. satisfaisant (2.8).

Pour un tel champ, nous supposons que les conditions d’inversibilité suivantes sont
satisfaites,

Z Biz7 # 0 pour |z1] < 1,]z| =1, (3.16)
j€G(9)
> Bl # 0 pour |z] < 1. (3.17)
(0,52)€G(q)

Nous supposerons aussi que la condition d’identifiabilité suivante est remplie :
étant donnés Y, o) k2 et Do o 8577, s'il existe 30, oo ar2® et 3o b7
avec ) ic oy 0517 > 0 tels que

k
(654 )
DO DS S W (3.18)

ZjeG(q) pjz? jeG(q") keG(p")
alors
G(p) CG(p') et G(q) C G(q).

Nous donnons, uniquement pour d = 2, la méthode décrite par Huang et Anh
(1992) pour estimer les coefficients et identifier les ordres p et g. Cette méthode est
une généralisation d’une méthode d’identification pour des processus ARMA indexés
par Z également décrite par Huang et Anh (1992).

Lemme 3.3.2. (Huang et Anh (1992)) Si les conditions (3.16) et (3.17) sont
satisfaites, alors il existe une famille de coefficients (¢;)iso telle que pour tout z de
Pensemble {z = (21, 292) | |21] = 1 et |z| = 1},

k
(674
% - Z(btzt avec g =1 (3.19)
JEG(q) I >0

J_ ) o te G(p),
> B = { 0 tedClp). (3.20)
La condition (3.19) du lemme précédent permet de définir un nouveau champ

Y= drei (do = 1), (3.21)

k>0

ou (€:)iez2 est le champ de bruit blanc de (3.15). De la relation (3.20), on déduit
que le champ (Y;);cz2 satisfait la relation ARMA suivante

Z GiYi-j = Z g€tk (3.22)
)

J€G(q) keG(p



65

La relation (3.21) permet ensuite d’écrire

Yo = €0+ D psonzoPrE—k
€0 + Pric_,|teapnYo + Pric_,|1¢c'(p),:>0,01 Yo

et
Y_j = Prie,jteconY=j + Pric_, |t¢c' () t>0,t0} Y~

oit L{-} est I’espace de Hilbert engendré par les variables aléatoires de {-}, Pr¢y la
projection sur L{-} et G'(p) = G(p) N {t > 0,t # 0}.
En posant Y_;|, = Pric_, |tec'(¢)} Y-j, on déduit que
Yo — Prie_cjtec/p)iv-;1jec @} Yo = €0 + Yo p — Priv.; , 1jecr @} Yol p
et en supposant que pour tout ¢ € Z%, E(¢?) = 02, on obtient
I Yo = Pric,juecriy v, licarwn Yo [I°= 0 || Yo, — Prpv_,, 1seaanYoin |17 -

Introduisons les quantités suivantes

oo, =l Yo = Pric_, jtccr oy v, | secrn Yo I, (3.23)
Yoi. — Proy . 1iccrion Yol |12
2 _ I Yo, L{Yﬂ;guea(q)} ol I° (3.24)

reliées entre elles par la relation ci-dessous

Si G(q) € G(¢') et G(p) € G(p') alors 07, > 07, et par suite,

e > (3.25)

On peut ensuite exprimer ,ugp de la maniére explicite suivante

2 : 2
:qu - bj,Ijrgg(q) Z ‘ Z b](bt*.]| : (326)

0,60 | t¢G’(p) F€G(q)

Théoréme 3.3.3. (Huang et Anh (1992)) Sous la condition d’identifiabilité
(3.18),

(1) poy = 0 si et seulement si G(q) € G(¢') et G(p) € G(p').

(i1) G(q) £ G(¢) = Ming, 3 (5,221, jecG(q) Zt>>0,t7£0,t¢G’(p) | ZjeG(q/) bj¢e—i|*> > 0.

Etant donné un ensemble d’observations {X;, t € S[0, N1}, les coefficients (¢ )0
de (3.21) doivent, dans un premier temps, étre estimés. Pour cela, on effectue une
autorégression de taille croissante Ky = (2log N)® avec a > 1, par laquelle on
obtient 'estimation de Yule-Walker (ou bien des moindres carrés) qBKN du vecteur
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Py = (0))jeS[(—Kn,—Kn),(Kn,Ky)- Huang et Anh (1992) donnent une description
détaillée ce cette procédure dans [HA92|.

Dans un deuxiéme temps, on estime les ordres et les coefficients du modéle (3.15).
On pose <;3j = 0 pour j < 0,7 # 0 ou j en dehors de S[(—Ky,—Ky), (Ky, Ky)]-
On définit ensuite un estimateur /2., de p2,, par

/:l/zlpl == rI;ln Z Z qugt—] (bO = ]_) (327)

TG \jeG(d)

On estime alors (g, p) par (¢,p) tel que
3 3
(¢:0) € G, > _(pi+G:) = min{>_ (0, + ) | (¢,p) € G}, (3.28)
i=1 i=1

ot G = {(q'.7/) |4 <2 K3 log N/},
Finalement, on définit (5;);cq(s) en minimisant (3.27) avec p’ = p et ¢ = ¢ et
(k) rea(p) se déduit de la relation,
o, = Z Bir—;-
J€G(9)
Cette procédure d’identification de Huang et Anh (1992) est fondée sur leurs

résultats suivants.

Théoréme 3.3.4. (Huang et Anh (1992)) Soit (X})icz2 un champ ARMA (p,q)
relativement & ’ordre lexicographique vérifiant (3.15). Supposons que les conditions
d’inversibilité (3.16) et (3.17) et d’identifiabilité (3.18) sont satisfaites. Si les condi-
tions de stationnarité suivantes

Z ar2® # 0 pour |21 < 1, |2| =1, (3.29)
keG(p)

Y ok # 0 pour |z < 1 (3.30)
(0,k2)€G(p)

sont vérifiées et si (€)icz2 est tel que

supE(el |e,, s < t, 5 #1) < 00 p.s., (3.31)
t
sup E|e,[*™ < 0o pour un § > 0, (3.32)
t
alors
(j p.S. q ]5 p.S. P
N—oo ’ N—oo ’

\ p-s. L . n
oy — deszgne la convergence presue sure, et
N—oo

. log log(N?2 . log log( N2
ﬁj—ﬁj:O<KN %2()>,ak—ak20<KN %p) p-S.
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3.3.2 Champs ARMA de Etchison, Pantula et Brownie (1994)

Dans le cas d = 2, nous rappelons les définitions de champs ARMA séparables
et énoncons les résultats obtenus par Etchison, Pantula et Brownie dans [EPB94].

Soit (X})iez2 un champ stationnaire de fonctions d’autocovariance et d’autocor-
rélation 7y et p.

Définition 3.3.5. Un champ (X;)iczz est séparable s’il est stationnaire et si sa
fonction d’autocovariance est proportionnelle au produit de deuz fonctions d’autoco-
variance de processus inderés par 7.

En conséquence, pour (u,v) € Z?,

p(u,v) = p(u, 0)p(0,v). (3.33)

Une sous-classe particuliére de champs aléatoires séparables est I’ensemble des champs
ARMA((p1,p2) x ARMA(q1,¢2) stationnaires.

Définition 3.3.6. Un champ (X;)iczz est un ARMA (p1,p2)x ARMA (q1,q2) s’il vé-
rifie

p1 p2 q1 q2
1= B => BBHX =1+ 6:B)(1+> 6Be,
u=1 v=1 k=1 1=1
ou By et By sont les opérateurs de décalage sur les premier et deuzriéme indices

et (€ )icz2 est une famille de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées, centrées et de variance o> > 0.

On notera AR(p;) pour ARMA (p1,0) et MA(q;) pour ARMA(0,q1).

On étend la notion de fonction d’autocorrélation partielle aux champs ARMA
séparables.

Définition 3.3.7. Soit (X;)iczz un champ ARMA (p1,ps)x ARMA (¢1,92) séparable.
Pour (u,v) € Z?, on définit la fonction d’autocorrélation partielle par

p*(u,v) = Corr(Xe, X4 —uto—v) | RB(t, (u,v))
ot R(t, (u,v)) = {Xi—s, 51 =0...u, 55 =0.. . v}\{X¢, X1, —uts—0) }-

Théoréme 3.3.8. (Etchison, Pantula et Brownie (1994)) Pour un champ
AR(p1)x AR (ps) stationnaire, la fonction d’autocorrélation partielle p*(u,v) est nulle
SLU > P oU V> Po.

Corollaire 3.3.9. (Etchison, Pantula et Brownie (1994)) Pour un champ
AR (p1)xARMA (p2,q2) stationnaire, la fonction d’autocorrélation partielle p*(u,v)
est nulle si u > py.
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Ainsi, la fonction d’autocorrélation partielle p*(u,0) pourra étre utilisée, de la
méme maniére que pour les processus ARMA indexés sur Z, comme un outil pour
déterminer 'ordre p; dans un modéle AR(p;)x ARMA((ps,q2). Dans ce but, il est
nécessaire d’estimer la fonction d’autocorrélation partielle et plus particuliérement,
les quantités p*(u, 0).

Du systéme d’équations suivant,

-1

’7(070) 7(1’0) ’7(u_ 170) ’7(170) ¢(1)
’7(17 O) 7(0’ O) e 7(“ - 27 O) ’7(27 O) _ ¢(2)
Wu—1.0) A(u—2.0) - ~0.0) +(u,0) o(u)

on obtient p*(u,0) = ¢(u).

Sur la base d’un ensemble d’observations {X;, ¢ € S[1,(m,n)|}, il est alors naturel
d’estimer p*(u,0) par le coefficient ngS(u) de Xt —uz,) dans la régression de X, sur
X(t171,t2)7 ceey X(tl,u@).

Le théoréme suivant donne la distribution asymptotique de p*(p; + 1,0).

Théoréme 3.3.10. (Etchison, Pantula et Brownie (1994)) Soit (X;)iczz un
champ AR (p1)x ARMA (ps,q2) stationnaire séparable. Alors,

Vmn(p*(p1 +1,0)) mLm\/ (0, (1 +2Zp2(o,h)>> (3.34)
, N—00 he1

Le Corollaire 3.3.9 et le Théoréme 3.3.10 peuvent donc étre appliqués a I’estima-
tion du paramétre p; d’'un modeéle AR(p;) x AR(p2,q2). Etchison, Pantula et Brownie
(1994) donnent ensuite une illustration numérique de 'utilisation de ces résultats
pour un champ AR(1)xAR(1).

De plus, un test asymptotique de séparabilité basé sur les propriétés de la fonction
d’autocovariance d’un champ AR séparable est proposé dans Shitan et Brockwell
(1995) (voir [SB95)).

Les champs ARMA séparables sont aussi des champs ARMA quadrantaux. Ce-
pendant, les résultats ci-dessus permettant de déterminer le paramétre p; reposent
sur la propriété de séparabilité du champ. Ces résultats ne peuvent donc pas étre
étendus aux champs ARMA quadrantaux généraux.

3.4 Estimateur des moindres carrés ordinaires dans
des modéles ARMA spatiaux quadrantaux
Nous considérons dans cette section, I'estimateur des moindres carrés ordinaires

du vecteur des coefficients autorégressifs d’'un modéle ARMA (p,q) spatial quadran-
tal avec ¢ # 0 et démontrons, sous hypothéses de différences de martingales, qu’il
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n’est pas toujours consistant.

Considérons un espace probabilisé (€2, F,P) que nous munissons d’une famille
{F., © € Z} de sous tribus de F vérifiant la condition de filtration (2.2). Donnons
nous un champ ARMA(p q) causal (X;),cza, de fonction de covariance -, vérifiant

Z OjXij =€+ Z Or€t—r, (3.35)
J€S(0,p] k€S(0,q]

otl (€)cze est adaptée a la filtration {F,, © € Z¢} et vérifie la Condition (2.3) de
différence de martingales quadrantales.

3.4.1 Estimateur des moindres carrés

A partir d’'un ensemble d’observations {X;, t € S[1,N]|} du champ (X;);cz4, on
définit de la méme maniére que dans la Section 3.2, I'estimateur des moindres carrés
Op = (¢pj)jesop du vecteur des coeflicients autorégressifs ¢, = (¢;);cs(0,- Plus

précisément, ¢, est obtenu par minimisation de la quantité suivante

1

7D DR P R W5 o
t€S[1,N] j€5(0:p]
t—peS[1,N]

2

En adoptant les notations introduites dans la Section 3.2, gzgp est alors solution de
I’équation matricielle suivante

Loy = A (3.36)
avec T', et 4, définis respectivement par (3.5) et (3.6).

3.4.2 Non consistance

Afin d’étudier la consistance de 'estimateur des moindres carrés, nous nous in-
téressons au vecteur I',(¢, — ¢,). Remarquons tout d’abord que
( )

Aa 1

Lp(dp — ¢p) = Nd Z Xo—i (X — Z ¢ Xi-j)
teS[1,N] 7€5{0:p]
t—peS[1,N] )

N i€5(0,p]

et puisque (X;)ycze est un champ ARMA vérifiant (3.35), on en déduit finalement
que r ((bp ¢) est le vecteur dont la ¢ iéme composante est donnée par

% Y Xea— Y 64— Nd S X (3.37)

teS[1,N] 7€5(0.4] teS[1,N]
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L’étude de la convergence en probabilité de I',(¢, — ¢,), se réduit alors a I'étude,
pour tout i € S(0, p|, des termes de (3.37).

Le champ (X;),cza est causal, donc admet une écriture unilatérale de la forme

X = Z Yr€—i

keS[0,00]
avec Zkesmm] |tr| < co. Par conséquent, pour j € S[0, ¢/,

% Yo Xaj= > wkﬁ > aikeg (3.38)

t€S[1,N] keS[0,00] t€S[1,N]
t—peS[1,N] t—peS[1,N]

Lemme 3.4.1. Soit (¢),cze une différence de martingales quadrantales vérifiant

supE(e}) < oo (3.39)
t

et pour tout t € 7.2, ‘
E(e| Vi, Fi(t; — 1)) = 0” p.s. (3.40)

Alors, pour i € S(0,p| et j € S[0,q|,

1 P .. .
~a E €—i—k€—j —— 0sii+kF#J,
N—oo

teS[1,N]
tprS[I,M

L 2 P, 52

Nd tES[I,IV] t—J N—oo )

t—peS[1,N|

PREUVE. Pour ¢ + k # j, considérons

E(ya D ixery)

teS[1,N]
1 § §
- N2d ]E(Etl—i—k‘etl—jetg—i—ketg—j)'
t1€S[1,N] to€S[1,N]

t1—peS[1,N]  t2—peS[1,N]
Pour t; = t,,

E(€t,—i—n€ty—j€to—i—k€t,—j) = E(G?fof?rj)-
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Puisque 7 + k& # j, il existe u tel que i, + k, # j,. Supposons par exemple que
Ju < iy + ky. Par suite, €, est F*(t1, — ju — 1)-mesurable et

E(Eflfszeglfj) = E(G?ﬁz‘ka(fgrj | \/‘321 F(tiw — Jo — 1))
Enfin, d’aprés 'hypothése (3.40), E(e}, _; | Vi_, F(t1,,—js—1)) = o°. Par conséquent

pour ¢ = &9,

4
]E(Etl—i—k‘etl—jetg—i—ketg—j) =0 .

Si t1 # to, alors plusieurs cas sont & distinguer.
—Sity—j=to—i—k,alorsto=t; —j+i+ ket

E(thfikatlijth;kEtH) = E(thfszE,?l_ngfszJrk)-
— Si de plus, il existe u tels que ¢, + k, < j., alors
b+ Ky = 2fu < —Ju < —(iu + ku)
et
E(et, -k, j€t—it) = Elety—2j4i+k€h jB(€ta—2jtirn | Vi F* (tro—iv—hks—1))).

Finalement, puisque (€;),cz¢ est une différence de martingales quadrantales,
on en conclut que

E(etl*i*k€?1fj6t272j+i+k) =0.
— Si au contraire il existe u tel que i, + k, > j,, alors
et comme précédemment
E(er, i k€F_j€tr—2jtith)
= E(er,—ir€}, jE(er—ajrivk | Vi F(trp —iv — ky — 1))
= 0.
— Le cas t; —i — k =ty — j se traite exactement de la méme maniére que le cas
to—j=te—i—k
— Supposons maintenant que t; —i — k # to — j et t; —j # to —i — k. Les quatres

indicest—1—7, t1 —i—k, to — j et to —i— k sont tous différents et I’hypothése
de différence de martingales implique & nouveau que

E<6t171'7]661517]'62527@'7]662527]') = 0
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On a donc établi que

E(ya D a-ixey)

teS[1,N]
t—peS[1,N]

1 § 4
= N o
teS[1,N]

S I, (N—pi) .

N2d
D’ou,
1
B X i
teS[1,N]
t—p€eS[1,N]

et d’aprés 'inégalité de Tchebychev,

DY 0
et €t_i_L€_s — U,
Nd t—i—kCt—j Nooo

teS[1,N]
t—p€eS[1,N]

Pour étudier la convergence en probabilité vers o2 du terme

1 2
N2 G
t€S[1,N]
t—peS[1,N]

on considére le terme suivant

teS[1,N]
t—peS[1,N]
— LYY B - @, - o).
t1€S[1,N] t2€S[1,N]

t1—peS[1,N] ta—peS[1,N]

o N, = [T, (N — p;) est exactement le cardinal de ’ensemble de sommation.
Pour t; = t,,

E((,_; — 0*)(et,—; — 0°)) = E(e},_; — 0%
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et le dernier terme est borné par hypothése.
Si ty # to, il existe u tel que par exemple ¢, > 1o, et

E((ef,; — o*)(ef,—; — 0%))

2 2

= E(Etlfjetgfj) - 04

= E(G?rjE(E?rj | \/fle Foltiw —Jo—1))) — ot

= 0,

la derniére égalité se déduisant de 1’hypothése (3.39).
Finalement,

1 C
E(ﬁ Z 6?7j — 0'2)2 S ﬁ
P teS[1,N] P
t—peS[1,N]

Le terme majorant de l'inégalité précédente converge vers 0 quand N tend vers
I'infini et par application de 'inégalité de Tchebychev, on en déduit que

1 P 9
— E €—j —— O
Np n—oo

teS[1,N]
t—peS[1,N]
et par suite que
1 P :
IR it -
teS[1,N]
t—peS[1,N]

Théoréme 3.4.2. Soit (X;);cze un champ ARMA quadrantal vérifiant (3.35). Sup-
posons que (€)icza est un différence de martingales quadrantales satisfaisant les
Conditions (3.39) et (3.40). Si de plus T, est inversible, alors

bp — Op N 1 ! Z Ojhj—i0
7€5(04),j=i ieS (0]
avee Dol jmi O;1;_i0* = 0 si pour tout j € S(0,q], i £ j.

PREUVE. Etudions tout d’abord, la convergence en probabilité pour tout i € S(0, p]
et tout j € S(0, ¢] des termes

% Z thzftfj-

teS[1,N]
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Au vu de la relation (3.38), on a

1
N E X i€t j

t€S[1,N]
t—peS[1,N]

( 1 S
bj-ia Z Ef_j + Z @Z)kﬁ Z €—i—k€t—j S1) =1

t€S[1,N] keS5[0,00], k#j—i t€S[1,N]
t—peS[1,N] t—peS[1,N]

(e Ld €t—i—kEt—j sinon.
N

keS[0,00], k#£j—i teSTLN]

t—peS[1,N]

\

Considérons les termes tronqués suivants

Yk = Z wkﬁ Z €t—i—k€t—j

keS[0K], k#j—i teS[LN]

et notons

Yv = Z wk% Z €t—i—k€i—j-

keS[0,00], k#j—i teS[1,N]
D’aprés le lemme précédent,

P
YN,K e YK = 0.
N—oo

Pour en déduire la convergence en probabilité vers 0 de Yy, il suffit d’aprés la
Proposition 6.3.9 de Brockwell et Davis (1991) (voir [BD91]), de démontrer que

lim lim E|[Yy — Yyx| = 0.

K—o00 N—oo

Or,
E|Yn — Yn k|

Z W)k % Z E|€t—i—k€t—j

keS[0,00]\S[0,K], k#j—i teS[LN]

t—peS[1,N]

IA

< oy Y Il

keS[0,00]\S[0,K]
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Le terme majorant de la derniére inégalité converge vers 0 quand K tend vers l'infini,
car par hypothése, ), [1]| < co. Par conséquent,

YNLO

On en déduit alors, grace au lemme précédent, que

1 "ij,iaz Slj t 7
Nd Z Kii€rj = { 0 sinon.

t€S[1,N]
t—peS[1,N]

Ainsi d’apreés la relation (3.37), fp(g?)p — ¢) converge en probabilité quand N tend
vers I’infini vers le vecteur dont la 7iéme composante est donnée par

Z 9j1/1j7i027

J€S(0,q], j i

ol la somme est nulle lorsque ’ensemble de sommation est vide.
Par les mémes techniques que celles employées dans la preuve du lemme précédent,
on démontre que

N—oo b

Par hypothése, I', est supposée inversible, donc

o P _
Gp — pp —— ! Z 0,4);_i0” . O

N—oo ) o
J€S(0,q], =i i€5(0,p]

Ezemple 3.4.3. Sid=2,p=(1,0), g # (0,0) et v(0) # 0 alors

A 1
G-ty g0

N=oo 7(0) 7€8(0,], j=(1,0)

Pour qu’il y ait un biais effectif, il faut que g = p, par exemple ¢ = (1,0) ou g = (1, 1).
Si, au contraire, ¢ = (0, 1) par exemple, il n’y a pas de biais. Plus généralement, si
p 2 g, alors I'estimateur des moindres carrés est consistant.

Ce exemple illustre bien la différence avec la dimension d = 1, pour laquelle ’estima-
teur des moindres carrés des coefficients autorégressifs dans un modéle ARMA (p,q)
avec ¢ # 0 est toujours biaisé (voir Tiao et Tsay (1983) [TT83]).

L’estimateur des moindres carrés n’étant pas toujours consistant, il est alors
nécessaire de considérer de nouveaux estimateurs du vecteur des coefficients auto-
régressifs. C’est ’objet de la section suivante.
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3.5 Estimateurs consistants et asymptotiquement nor-
maux dans des modéles ARMA spatiaux qua-
drantaux

Causal quadrantal-type spatial ARMA(p,q) models with independent and iden-
tically distributed innovations are considered. In order to select the orders (p,q) of
these models and estimate their autoregressive parameters, estimators of the auto-
regressive coefficients, derived from the extended Yule-Walker equations are defined.
Then, consistency and asymptotic normality are obtained for these estimators.

3.5.1 Preliminaries and assumptions

Throughout this work, (€;);cz¢ denotes a family of independent and identically
distributed (i.i.d) centered random variables with variance 0* > 0. We say that a
random field (X;);czq« is linear if for any ¢,

Xt = Z ’QZ)jGt_j (341)

jezd
with Y [1);] < oc.

Remark 3.5.1. Linear random fields as defined above are strictly stationary. They
are called MA random fields in Choi (2000) (c.f. [Cho00]).

For two linear random fields (X});cz¢ and (Y;);cz¢, we define their crosscovariance
function as 7y, (h) = E(X,Y;4) for every h in Z.

Given two samples {X;, t € S[1,N]} and {Y;, t € S[1,N]}, we define the sample
crosscovariance function as follows :

. 1
Yay(h) = N, Z XiYiin (3.42)
teS[1,N]
t+heS[1,N]

with Ny, = [[,_; 4(N — h;) and where for N € N\{0}, we denote by N the element
of Z® whose all components equal N.
In the particular case when X; = Y;, v and # are respectively (resp.) denoted for

Yoy and Yz

Following Tjgstheim (1978) (c.f. [Tjo78|) and Guyon (1995) (c.f. [Guy95]), we
say that a random field (X;);cz¢ is a spatial ARMA(p,q) with parameters p,q € Z¢
if it is stationary and satisfies the following equation

Xi— > ¢Xij=ea+ > Oey (3.43)
1

JE€5(0,p] keS{0,q
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where (¢;)jes0,p and (0r)res(o,q denotes resp. the autoregressive and the moving-
average parameters with the convention that ¢g = 6g = 1. If p (resp. ¢) equals 0,
the sum over S(0, p] (resp. S(0, ¢]) is supposed to be 0 and the process is called an

AR(p) (resp. MA(q)) random field.
The ARMA random field is called causal if it has the following unilateral expansion

Xi= Y e (3.44)

Jj€S[0,00]

Remark 3.5.2. Let ¢(2) = 1 = 350, @52 and 0(z) = 1+ 3", g0 10,2’ Where
2z = (21,...,2q4). Then, a sufficient condition (c.f. [Tjg78]) for the random field to be
causal is that the autoregressive polynomial ¢(z) has no zeroes in the closure of the
open disc D? in C¢.

For the identifiability of model (3.43), we assume in addition that these two poly-
nomials have no common irreductible factors in the factorial ring C[z1, ..., z4].

The ARMA order selection procedure that we consider herein is based on ex-
tended Yule-Walker equations. More precisely, for spatial ARMA(p,q) random field
(Xt)eze with p # 0, we define for A € S(0, 0] and v € S[0, 00|, the coefficients

) = (ng\V’)j»)jeS(()’)\] as the solution, when it exists, of the following extended Yule-
Walker equations,

(v) _ (v)
where Y\ = Xy =3 ics0 On Xt
If we arrange vectors and matrix in the lexicographic order, these equations can be
rewritten under the form of the following single matricial equation

Yoy =1 (3.46)

with for all 4, j € S(0, \]
Y1) =+ = 1),
and
2w G) = + ).
Given a sample {X;, t € S[1,N]}, we might also consider the extended Yule-

Walker estimator 5(;) of Qﬁf\y) defined as the solution of the following matricial equa-
tion

where for i, j € S(0, \],
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with for h € S(0, 7],

— 1
R(h) - W Z Xtthh-
teS[1,N]
t—heS[1,N]

As mentioned above, Ha & Newton (1993) (c.f. [HN93|) proved for an AR(p) random

field, indexed over Z?, that the estimator E\) is biased for the asymptotic normality.
The bias appears because, in the terms R(h), the summation set {t € S[1,N], t—h €
S[1,N]} depends on h and simultaneously, the normalization coefficient N¢ does
not match this cardinal. By modifying the normalization coefficient, they proposed
then an unbiased estimator called ‘unbiased Yule Walker estimator’ for which they
proved the asymptotic normality. Here we take another approach to obtain unbiased
estimators from the extended Yule-Walker equations (3.45). More precisely, we define
the estimators ¢\ = (q@&f;)jeyOM\] of the coefficients (qﬁf\f)j)jesm)\] by the following
equations

1 N .

~i > VX, =0Vj€5(0,) (3.47)
teS[1,N]
t—7€S[1,N]

where ff)\(”t) =X — D jeson é&’j)th,j and 7 = A+ v.
These equations can also be rewritten under the following matricial form

IV =4y (348)
with for all 4, j € S(0, )],
(v .. 1
Pg\ )(]7 Z) = ﬁ Z Xt—iXt—V—j

t€S[1,N]
t—7€S[1,N]

and ]
’A}/gu)(.]> = W Z Xtthyfj.

teS[1,N]
t—7€S[1,N]

For the convenience of the reader, we list below assumptions that will be consi-
dered.

ASSUMPTION 1 Al. (X});czq is a spatial ARMA (p,q) with p # 0.

ASSUMPTION 2 A2. (X;)cza is causal.

ASSUMPTION 3 A3. (€)eza is a family of i.i.d centered random variables with va-
riance o> > 0.

ASSUMPTION 4 Ad. E(e}) = not with n being some positive constant.
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3.5.2 Some asymptotic results for linear random fields
We consider now two linear random fields (X;);cz4, (Y;);cze under the form
Xt = Z ’l/}jét,j, Y; = Z 9j€t7j7 (349)
jezs jez?

with the crosscovariance function 7,,(-). We first establish below the consistency of
their sample crosscovariance function 4,,(-) as defined in (3.42).

Proposition 3.5.3. Let (X;);cza and (Yy)eza be two linear random fields as defined
in (8.49). Under Assumptions A8 and A4, for all h € 74,

. P
Fay(h) ——— Yay(h),

N—oo

where —— means the convergence in probability when N tends to infinity.

— 00

PROOF. We first observe that
Yay(h) = 07 Z Yibisn
i€Z4

and

:Vzvy(h) = Z Z Q/Ji‘ngLh Z €t—i€t+h—j-

i€Zd jezd teS[1,N]
t+heS[1,N]

For i = 5 — h, from the weak law of large numbers

1 2 P 2
Fh Z Etf' m g . (350)
teS[1,N]
t+heS[1,N]

Now, let us prove that for i £ j — h

1 P
N L e o0 @3
teS[1,N]
t+heS[1,N]
We have
E(L EtfiEtJrhfj)Q = LQ E(€t17i5t1+h7j5t27i€t2+hfj>-
Ny, N?
teS[1,N] t1€S[1,N] t2€S[1,N]

t+heS[1,N] t1+heS[L,N]  ta+heS[1,N]
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Iftl 7ét2 and tl—l?étZ‘Fh_]a
E(etl7i6t1+h*j€t2*i€t2+h*j) =0

by the independence property.
Iftl 7ét2 and t1—22t2+h—],

E<Et17i€t1+h7j€t27i€t2+h7j> = E(6t21—i)E(etQ*i)E(Etl‘f’h*j) = 0

again by the independence property.

Thus,
1 2 1
E(Fh Z EtfiEtJrh*j) = F}% Z E(@iieah—j)-
teS[1,N] teS[1,N]
t+heS[1,N] t+heS[1,N]

Since ¢ # j — h, we have

1 4
E(Fh Z EtfzftJrhfj)z = ]C:f—h-

teS[1,N]
t+heS[1,N]

The right hand side of the above equality converges to 0 as /N tends to oo so that
(3.51) follows from Chebyshev’s inequality.
Let us denote for K € N,

ZN,KI Z Z wi‘ngih Z €t—i€tth—j

1€S[-K,K] jeS[-K K] teS[1,N]

t+heS[1,N]

and

ZnN = Z Z wiejNih Z €t—i€tth—j-

i€Z4 jezd teS[1,N]
t+heS[1,N]
From (3.50) and (3.51), we deduce that
ZN,K # I = Z ¢i9i+h0'2-
i€S[-K K]
i+heS[-K K]

Moreover, Zj converges to v,,(h) as K tends to co. Following proposition 6.3.9 in
Brockwell & Davis (1991) (c.f. [BD91]), it suffices then to show that

lim limsupE|Zy — Zn k| = 0.

K—oo N_00

But, this is immediately deduced from the absolute summability of ) v, and ) 6,.00
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Remark 8.5.4. Tjostheim (1983) (c.f. [Tjg¢83]) has shown the consistency of 4(-)
under martingale differences assumptions for linear random fields having unilateral
expansions like (3.44). It could be shown that Proposition 3.5.3 also holds under
martingale differences assumptions as in Tjgstheim (1983) by using the same proof
with only some slight modifications.

Choi (2000) proved consistency for various estimators of the autocovariance function

of a spatial linear random field. This result is a special case of Proposition 3.5.3 when
Xt — Y;f

We consider again the two linear random fields (X}),cz« and (Y;),cz¢ and denote
by 7,(h) and ~,(h) the covariance functions of (Y;) and (X;) respectively.

Proposition 3.5.5. Let (X;);cze and (Y})icza be two linear random fields as in
(8.49). If Assumptions A8 and A4 hold, then for p € S(0, 0] and q € S[0, o0],

]\}EONdCOV Z YiXe gou, — Z YiXig—0) = V(u,v) Yu,v € 5(0,p]
teSlN] teSlN]
with

Viu,v) = (n=3)Yye(—=q — t)Yye(—q —v)
+ 2nezs Wh)Ve(h —u+0) + 7o (=h — ¢ = V) ya(h — g — w).
PROOF. Observe first that for 7,5, k,1 € Z4
ot ifi=j=k=1,
U ifi=jA k=1,
toifi=ktj=1,
1

ifi=1+#j=k,
otherwise.

E(eiejene) =

S Q Q 93

Now for h € Z4,

E(Y;thqfuY;tfhquuthh72q7u7v)

Zield ZjeZd Zkeld Zlezd eiwj—q—uek—q—u—h'@bl—Qq—u—v—hE(et—iet—jet—ket—l)-

From above,
E(Y;fxtquuY;tfhquuthhfZ]fufv)
= (77 - 3)0-4 Ziezd ei¢i—q—uei—q—u—hd}i—Qq—u—v—h + ’yyx(_q - u)’yyx(_q - U)

+ Ylg+u+h)v.(q+v+h) + Y (—2¢ —u—v — h)y(h).
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It follows that
COV(% ZteS[l,N] Y;Xt—q—ua ﬁ ZteS[l,N] }/tXt—q—v)

- ﬁ ZSGS[I,N] EteS[l,N] E(Yi Xt q—uYsXs—g-0) = Yya(—q — ) yya(—q — v)
= ﬁ ZSGS[I,N] EteS[l,N] [(n — 3)‘74 EieZd eiwiquueﬂr(sft)wiqur(sft)fv

Tt )t — 5 — w0 (s — £ — g = 0)alt — 5 — g — u)].

Setting h =t — s and permutating the two summations yield

N COV(# EteS[l,N] YiXig—u; ﬁ ZteS[l,N] YiXigv)

- ﬁ ZheS[—(N-l),N-l] [Tici a(1— “}\;' ) [(n —3)o* ZieZd 0i0i—q—u0i—nVi—g—h—v

+ Yy(h)ya(h —u+v) + Yye(—h — ¢ = v)yya(h — g — u)].

As a consequence,

limy_.oc N Cov(za > tesiN] YeXi—g—u, N > tesN YeXi—g—o)
= (1= 3)Yy(—q¢ — wWyya(—g —v)

+ Zheld /Yy(h)’}/a:(h —u+ U) + W/yx(_h —q— ?))’ny(h —q— u),
which is exactly V(u,v). O

Remark 3.5.6. Proposition 3.5.5 extends to random fields the well-known results
for two linear processes indexed over Z. More precisely, for the special case when
d =1 and X, =Y, Proposition 3.5.5 corresponds to Proposition 7.3.1 in Brockwell
& Davis (1991). Furthermore, for random fields, Lemma 8 in Choi (2000) is the
particular case of Proposition 3.5.5 when Y; = ¢,.

3.5.3 Estimation and identification for a spatial ARMA

We are now interested in asymptotic behaviour of estimators for the autoregres-
sive parameters of a spatial ARMA (p,q) random field (X});cz¢ with p # 0. First the
consistency of the autoregressive coefficients estimators is stated in the following
proposition.

Proposition 3.5.7. If Assumptions A1, A2, A3 and A4 hold, then for all i, j in

S(0, A,
[V (,8) —— v+ =)
and
PWG) —— v+ ).

N—oo
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PROOF. For i € S[0, )], j € S(0, \], we have

L Z Xt—iXt—l/—j = ! Z Xt—iXt—V—j - le\fa

N Nd
t€S[1,N] t€S[1,N]
t—7€S[1,N] t—i€S[1,N]
t—v—j€S[1,N]
with .
RJIV = 7\rd Z thlxtfl/*]
tely
and

In={teS[A,N],t—ic S[1,N],t —v—j € S[1,N], t — 7 ¢ S[1,N]}.
But,
#In < #{t € S[1,N], t —7 ¢ S[1,N]} < ZTiNdil’

where #E denotes the cardinal of a finite subset E of Z¢. Therefore,

T
EIRY| < 1 (0) 2

which implies that R} = op(1).

Furthermore,
1 1 2
N Z Xi—iXtp—j = Nd Z XiXit(i—v—j) — Ry
teS[1,N] teS[1,N]
t—ieS[1,N] t+(i—v—j)€S[1,N]
t—v—j€S[1,N]
with

0 ifi=0
MU Zers, XeXinvy i #0

where 12 = {t € S[1,NJ, t + (i — v — j) € S[1,N], t +i ¢ S[L,N]}.
As for R}, we show that R, = op(1).

Consequently, we have

1 N . 1

i 2 XX =TRE g 2 XKy o)
teS[1,N] ! t€S[1,N]
t—7€S[1,N] t+4(i—v—j)eS[L,N]

which converges in probability to (i — v — j) by Proposition 3.5.3. O
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From equations (3.46) and (3.48), the following theorem is established.

Theorem 3.5.8. If Assumptions A1, A2, A3 and A/ hold and if for some X in
S(0,00] and v in S[0, 0], P(;) is invertible , then
2 (v P v

Remark 8.5.9. For causal AR(p) models, Tjgstheim has proved in Tjgstheim (1983)
the strong consistency of the least squares (LS) estimator of the vector of autoregres-
sive coefficients under the assumption that the €, are strong martingale-differences
and strictly stationary. Since, for an AR(p) model, ¢)\ coincides with the LS esti-
mator when A = p and v = 0, in the case of i.i.d. innovations, Theorem 3.5.8 extends
in fact Tjgstheim’s result to ARMA (p,q) random fields.

In order to study the asymptotic normality of the estimator qg)\” of the vector of
coefficients Qﬁ(;), we consider the S(0, A\]- indexed vector F (qb)\ qbg\”)) whose j*
component equals .

~i >ooovx
teS[1,N]
t—7€S[1,N]

First, we consider truncated random fields and sums over S[1, N|. More precisely,
for some K € N, we study the S(0, \]- indexed vector with components

Z Y)\t t v—3? (352)

tES [1,N]
where
= D Uy
JjES[0K]
and
VWt =xt = N elx,
JES(0,)]

which can be rewritten as follows

v), K
Y/\(,t) = Z ﬁ €i—j

FES[0,K+)]

while using the expansion of X/.
According to the Cramér-Wold device, the asymptotic normality of the vector whose
4t component is defined in (3.52) amounts to that of the term

WN,K—— Z YAt Z 'thiufj

teS[1,N] j€S(0,)]
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where (7;);es(0,y are arbitrary vectors of reals.

As in Choi (2000), the tool we use to establish the asymptotic normality of the
quantities Wy g is based on m-dependent random fields whose definition is recalled
below.

Definition 3.5.10. For m € S[0,c], a random field (Z;)icza is m-dependent if it
is stationary and if for any s, t € Z%, Z, and Z; are independant when |t; — s;| > m;
for at least one i =1...d.

For such random fields, we quote from Choi (2000) the following central limit theo-
rem.

Theorem 3.5.11. Let (Z;)ez be a stationary m-dependent random field with mean
zero and autocovariance function y(-). If vm = 3 )51y V(R) < 00, then

1

. d

Ab_r}nN Var ~a E Zy | = v,
t€S[1,N]

and 1
L
yaE D P N0,

teS[1,N]

where —=— means the convergence in distribution as N tends to infinity.

The following lemma shows that Wy x is a sum of (N + 7)-dependent random
variables.

Lemma 3.5.12. If(¢;); satisfies Assumption A3, then (YA(Z)’K D jeS(0] i X, end

is a (K + 7)-dependent random field.

v), K v), K .
PROOF. Let Z, = (V") " XK, )jeson. Then (V') S o miXE, ieza is

(K + 7)-dependent as soon as (Z;);cza is.

Observe that (Z;) is strictly stationary because the ¢, are i.i.d.

For h € Z® such that h; # 7, + K, for example h; > 7, + K, we show that Z, and
Zy.p, are independent. For this, observe that

Zt = ( Z ﬁiKEt—i)( Z wk—u—jet—k)a
1€S[0,K+)] keS[j+vK+j+v]
so that Z; is a function of the ¢,_; for i; > 0. In the same way,
Zen=1( Y, Bhnei)( > Vk—v—j+hi—t)
i€S[—h,K+A—h) keS[v+j—hK+v+j—h]

only depends on the ¢; for i; < 0.
The independence of Z; and Z,, follows from that of the ¢,’s. Hence (Z;) is (K +7)-
dependent. O
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Let us denote by 7% (h) the crosscovariance function E(Y;* X/, ) and by 7 (h),

75 (h) the covariances of XX and Y/\(,"t)K respectively. The following lemma gives the
asymptotic normality of the truncated term Wy x as N tends to infinity.

Lemma 3.5.13. Assume that (€;); satisfies Assumptions A3 and A4. Then

N (W — E(Wy, k) —— N(0,v5),

N—oo

where v = ' Vir with A' denoting the tranpose of a matriz A and for u,v € S(0, \],

Vi(u,v) = (n—=3)y5(—v —u)vie(—v —v)

+ D hezd "Yf(h)’Yf(h —u+v)+ ”yﬁ(—h — v — v)fyﬁ(h —v—u).
PROOF. From Theorem 3.5.11, it follows that

Nd/Q(WNJ( — E(WNJ()) NL> N(O, UK),

—00
where

Vg — limNﬂooNdVar(WMK)

= limy_o N Var [(ﬁ Mesing VXK, j)jesm]] r
= 1r'Vkr.
From Proposition 3.5.5,
Vi(u,v) = (1= 3)75 (v —u)yg (v —v)
+ Poheza Yy (W (h =+ )y (=h — v —v)y (h — v —u)
for u,v € S0, A]. O

The following lemma establishes the asymptotic normality of the quantities

Z At ZTJXtVJ

tES [1,N] 5E(0,A]
which correspond to the original untruncated terms.

Lemma 3.5.14. If Assumptions A1, A2, A3 and A/ hold, then
NYPWy —=— N(0,7'Vr),
where for u,v € S(0, \|

Vo) = 3 30k = u+ )+ va(—h — v = 0)a(h — v — ).

hezd



87

PROOF. From Lemma 3.5.13,
NP2 (Wy x —E(Wy. k) ﬁ Wi = N (0, vg)
with v = r'Vir. But for u,v € S(0, ],
lim g oo Vic(u,0) = (1 = 3) (v — u)yye(—v = v)
+ ezt V(W) va(h = w+v) + Yya(—h — v = )y (h — v —w).
Moreover, from equations (3.45), the first term in the asymptotic variance equals 0.

As a consequence, Wy —=— N(0,7'Vr).

Now to prove the lem?na, we use again proposition 6.3.9 in Brockwell & Davis
(1991) and show that for all € > 0,

lim limsup P(NY?|Wy — (W, x — E(Wy, k)| > €) = 0.

K—oo N0

But according to Chebyshev’s inequality, it amounts to prove that for every j in
S0, A,

. . 1 v V) K
lim hmsudeVar N Z (YA(,t)Xt—y—j_ A(,t) thiufj) = 0.

—00
N—oo teS[1,N]

For this, observe that

v VK
Var (ﬁ ZtGS[l,N] (YA(,t)Xt*V*J' - Y/\(,t) thiufj)>
_ )
= Var (ﬁ > resinN Yo Xt,,,,j>
+ Var (ﬁ ZteS[l,N] Y)\(,Vt)KXtIiu—j)

v V) K
- 2 COV <ﬁ ZtGS[I,N] Y)\(7 t)thl/*j7 ﬁ EtES[l,N] Y)\(, t) XtIEV_]) '
By Proposition 3.5.5,

limyy oo N Var (37 resng A7 Xe 05

= (n— 3)'71/96(_’/ - ])2 + Zheld Vy(h)%c(h) + 'Vyx(_h — V- j)Vyw(h —v—J).

Since vy, (—v — j) = 0, the last term equals V' (7, j).
Again by Proposition 3.5.5,

. K
limy . N Var (NL e VXK, j)

= (=375 (v =) + X heza Vo (M) (h) + i (=h — v — )y (h — v — ).
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But,
Ve (h) = Z iino’,

JjES|textbf0,K —h]

which converges to 7,(h) when K tends to infinity.

Furthermore,
= > > Ve (h—k+ ).
J€S(0,\] kES(0,)]

Thus, 4, (k) converges to 7,(h) when K tends to infinity.
In the same way, it can be shown that .5 (h) converges to 7, (h) so that finally,

lim lim NVar [ — Y VRXK ) =V(5)).

K—o00o N—oo
tES [1,N]

Using the same arguments as in Proposition 3.5.5, we get

limpy o0 N2 COV(% EteS[l,N] Y/\(,Vt)Xt—v—jv ﬁ EteS[l,N] (Y;Vt) XtKV j)
= (77 - 3)7?;:1:(_” - j)’}/ny<—V - ])

+ ZheZd fyny <h>fymmK(h> + 7y1K<_h — V= j)fYyK:v(h' A ])
Observing that vw(—u —7) = 0 and taking the limit when K tends to infinity yields
1 v .
I%I_I’)HOOA}I_I)T;ONd/2COV Z Y)\tXt v— ]7F Z (Y)\(t) XtKV _])_V(.]7.]> u
tES [1,N] t€S[1,N]

Now, from Lemma 3.5.14,

I nTd/2 L '
r'N Z YA )X, mN(O,TVr)
teS [1,N] eSO
for all arbitrary vector of reals r = (r;);ecs(0,y- Hence, from the Cramér-Wold device,
Proposition 3.5.15 follows.

Proposition 3.5.15. If Assumptions A1, A2, A3 and A4 hold, then

1 y c
N S VX —— N, V).
tes[1,N] jeS(0N]

The next proposition states the asymptotic normality of the statistics

1 )
i > VX
teS[1,N]
t—7€S[1,N]
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Proposition 3.5.16. Under Assumptions A1, A2, A3, A/,
N (EOGY = 68))) —£= N(0,V),
here for u,v € S(0, \],
V(,0) =Y 9(h)yelh = u+0) + ye(—h — v = 0)ye(h — v —u).

hezZd
PROOF. Let us prove that for all j € S(0, A,
®) 1 Q) _
N (< 7Y X - Nd Yo N Xey) =oe(D).
tGS [1.N] teS1,N]
t—7€S[1,N]

By the same calculations as in Proposition 3.5.5,

2
(v)
E (ﬁ D e S[LNN\S[14+m.N] Yo ¢ thufj)
= N D e S[LN\S[147N] 2 seS[1N]\S[117.N]| [(n=3)0" Y70 OitbiviOit (s—t) Vi (s—t)—j

+ 'Vyx((s - t) — V= j)’YyJ:((t - 3) i 2 ]) + ’Yy(t — S)’)/J;(t — 8)}
Now, set h =t — s and
Ty =(n—3)o Zeﬂbz v—ilicnicp—h—j+ Yy (= —v =) pye(h—v = J) + 7 (R) 72 (R).

i€Zd
Since ) |¢;| < oo and ) |0;| < oo, it follows that > |7},| < co. Hence,

2
1 (v)
E (Nfll/2 D teS[LN\S[14+m.N] Yo ¢ thufj)

< N7 tespN\S[14rN] 2onezd | Th]

< DistedTt SN T
Since the last term converges to 0 when NV tends to infinity, the proof then ends. ]
The following theorem is immediately deduced from Proposition 3.5.16.

Theorem 3.5.17. If Assumg)tzons Al, A2, A3 and A/ hold and if for some \ €
S(0,00] and v € S[0, x] is invertible, then

Nd/Q(gb ¢(V ) N(O 7 V)VZ (v) )

with ) = ())~! and V as defined in Proposition 3.5.16.

Remark 3.5.18. The asymptotic normality for the LS estimator of the vector of
autoregressive coefficients in the case of a spatial causal AR(p) model was obtained
by Tjgstheim (1983). If the innovations are i.i.d., this result is a special case of
Theorem 3.5.17, for v = 0 and X\ = p.
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Chapitre 4

Une étude en simulation de modéles
ARMA spatiaux

Dans ce chapitre, nous présentons une application numérique des résultats ob-
tenus dans les chapitres précédents a travers une étude en simulation de modéles
ARMA spatiaux quadrantaux.

4.1 Introduction

Nous nous intéressons d’abord a la mise en oeuvre pratique des simulations de
champs ARMA(p,q) quadrantaux afin

e d’illustrer leurs comportements par des visualisations,

e et d’appliquer les résultats obtenus au chapitre précédent a l'identification des
paramétres p et g et & I’estimation des paramétres autorégressifs du modéle.

Afin de pouvoir appliquer les théorémes du Chapitre 3, les polyndémes auto-
régressifs et moyenne mobile, intervenant dans la définition d’un modéle ARMA
spatial, doivent vérifier certaines conditions introduites au Chapitre 1. Or, ces po-
lynémes sont a plusieurs indéterminées, la traduction de ces conditions n’est pas
immeédiate contrairement au cas des modéles ARMA temporels. Aussi, dans la pre-
miére section, nous donnons, en dimension 2, une procédure pour construire de tels
polyndémes et décrivons une méthode pour simuler les champs ARMA associés.

Pour un certain nombre de modéles ARMA spatiaux judicieusement choisis, nous
illustrons leurs comportements sous forme de graphes tridimensionnels, que nous ap-
pelons cartes et de cartes planes, qui sont des seuillages graphiques. Nous proposons
ensuite des méthodes d’identification qui sont étudiées dans les sections suivantes
sur des simulations.

Pour des modéles MA(q) spatiaux, qui n’étaient pas étudiés de fagon explicite,

nous proposons deux méthodes d’identification, en nous appuyant sur les travaux de
Choi (2000) (voir [Cho00]) pour certains champs aléatoires linéaires, en les adaptant
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et les complétant. Ces procédures sont basées sur les propriétés de la fonction d’au-
tocorrélation et sur la normalité asymptotique de ses estimateurs. Elles sont donc
tout a fait analogues a la procédure d’identification de modéles MA temporels et ne
différent que par le choix de ’estimateur de la fonction d’autocorrélation. Pour la
mise en oeuvre pratique de ces deux procédures, nous proposons une visualisation
graphique des résultats de tests séquentiels basés sur la fonction d’autocorrélation
spatiale empirique.

Nous étudions ces deux procédures sur les simulations obtenues d’un modéle
MA((1,0)).

Pour l'identification de modéles AR(p) spatiaux, Tjgstheim (1983) (voir [Tj@83])
a proposé une technique fondée sur les critéres d’information (AIC, BIC, ...). Ces
critéres sont habituellement destinés a la sélection de modéles, aussi nous proposons
dans la Section 4.4, une autre méthode de détermination de 'ordre p, s’appuyant
sur une version spatiale q@kk de la fonction d’autocorrélation partielle empirique des
séries temporelles. Elle est donc tout a fait analogue a la procédure d’identifica-
tion de modéles AR temporels. Dans la Section 4.4, nous déduisons les propriétés
statistiques, principalement la normalité asymptotique de 'estimateur ¢y 5, des ré-
sultats obtenus dans le Chapitre 3. Comme pour des modéles MA spatiaux, nous
proposons pour une mise en oeuvre de notre procédure d’identification basée sur la
fonction d’autocorrélation spatiale partielle empirique, une visualisation graphique
des résultats des tests séquentiels.

Nous appliquons cette méthode pour identifier un modéle AR((1,1)). Une fois
I’ordre déterminé, nous calculons une estimation préliminaire des paramétres.

Pour une famille de modéles ARMA spatiaux définis a I'aide de ’ordre lexico-
graphique, autres que les modéles ARMA quadrantaux, Huang et Anh (1992) (voir
[HA92]) proposent une méthode d’identification que nous avons décrite au Chapitre
3. Dans la Section 4.5, nous appliquons les résultats sur les estimateurs du Cha-
pitre 3 a l'identification de modéles ARMA spatiaux quadrantaux. Ces estimateurs
correspondent & une version spatiale de la fonction d’autocorrélation partielle géné-
ralisée empirique de séries temporelles. La procédure d’identification que nous avons
retenue est une extension de la méthode d’identification proposée par Woodward et
Gray (1981) (voir [WG81]) pour des modéles ARMA indexés par le temps.

Nous I’étudions ensuite sur plusieures simulations de différents modéles ARMA
spatiaux et calculons une estimation des paramétres autorégressifs.

4.2 Simulation de champs ARMA

Nous indiquons ici, les différents modéles ARMA spatiaux que nous avons simu-
lés. Pour toute notre étude en simulation, nous avons choisi d = 2.
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4.2.1 Choix des polyn6mes

Les modéles ARMA (X;);cz2 choisis ici vérifient I’équation suivante

= Y eiXig=ea+ Y bre, (4.1)

§€5(0,p] k€S(0,q]

avec (€;)iezz une famille de variables aléatoires centrées, indépendantes et de loi
normale A/ (0, 0%). Comme dans le Chapitre 1, nous notons

Z ;2

J€S(0,p]

et

les polynomes autorégressif et moyenne mobile associés, avec z = (z1, 29) et pour
JEN 2 = (', 28).

Puisque les théorémes du Chapitre 3 sont obtenus sous I'hypothése de causalité,
dont une condition suffisante est donnée dans la Proposition 1.3.6, ¢ doit étre choisi
tels que ses zéros sont a I’extérieur du polydisque unité fermé D de C2. Nous devons
choisir de plus, pour 'identifiabilité du modéle, ¢ et 6 n’ayant pas de facteurs com-
muns dans la décomposition en produit d’irréductibles de C?[z1, z5].

Le choix des polynomes ¢ et 6 satisfaisant ces conditions n’est pas immeédiat car
ils dépendent de deux indéterminées, aussi nous proposons la procédure suivante
pour les choisir :

Construisons tout d’abord, des polynomes autorégressifs n’ayant pas de racines
dans D pour différents degrés deg = (degy, dego).

Pour un degré deg = (1,0), le polynéme 1 — az; a pour ensemble de solutions

1
{2’1 = a, 2o € (C}

11 suffit alors de choisir a < 1. Par exemple, le polynéme 1 — 0.452; convient.
De méme, pour un degré deg = (1,1), le polynéme (1 — az;)(1 — bzy) admet pour
ensemble de solutions ’ensemble suivant

1 1
{lea, ZzEC}U{Zlec, ZQZE}

et il suffit de choisir a < 1 et b < 1. Ainsi, le polynéme 1 — 0.7z; — 0.829 + 0.5627 29,
employé dans Choi (1997) (voir [Cho97]) pour illustrer I’algorithme de Levinson-
Durbin, satisfait ’hypothése recherchée. On construit, selon le méme schéma, des
polynomes autorégressifs de degrés deg = (2, 1) et deg = (2, 2).

Remarque 4.2.1. En perturbant légérement les coefficients de ces polynémes, on peut
obtenir des polynomes & variables non séparées vérifiant les mémes hypothéses.
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En ce qui concerne les polynémes moyenne mobile, il suffit de les choisir sans
facteurs communs avec les polynémes autorégressifs. Les tableaux TAB. 4.1 et TAB.
4.2 récapitulent les différents polyndomes autorégressifs et moyenne mobile que nous
avons considérés.

Numéro | Degré | Polynéme autorégressif
1 (0,0) |1
2 (1,0) | 1 —0.452
3 (1,1) 1—0.721 +0.56 2129 — 0.8 29
4 (2,1) |1 =21 +0.721220 —0.722+0.16 27 — 0.112 2729
5 (2,2) |1 —1.321 +0.455 2122 — 0.35 29 + 0.4 2%
—0.14 2325 — 0.228 2723 + 0.741 2125 — 0.57 23

TAB. 4.1 — Polynémes autorégressifs

Lettre | Degré | Polynéme moyenne mobile
A (0,0) |1
B | (1,0) |[1+022
C (1,1) 1 *0821 +0.32’12’2 7052’2

TAB. 4.2 — Polyndmes moyenne mobile

4.2.2 Modéles étudiés en simulation

Les modéles ARMA spatiaux que nous avons retenus pour notre étude en si-
mulation sont déterminés & partir du choix d’un polynéme autorégressif du tableau
TAB 4.1 et d’un polynéme moyenne mobile du tableau TAB 4.2, plus précisément,
les modéles que nous considérons sont les suivants :

1B, 1C, 2A, 2B, 2C, 3A, 3B, 3C, 4A, 4B, 4C, 5A, 5B, 5C

avec la signification suivante : Par exemple, le modéle 1B est choisi en prenant
pour polynéme autorégressif le polynéme 1 du tableau TAB 4.1, et pour polynéme
moyenne mobile, le polynome B du tableau TAB 4.2; de méme, le modéle 3A est
choisi en prenant pour polynome autorégressif le polynéme 3 du tableau TAB 4.1,
et pour polyndome moyenne mobile, le polynome A du tableau TAB 4.2.

Ainsi, les modéles 1B, 1C sont des modéles MA, les modéles 2A, 3A, 4A, 5A
sont des modéles AR et les autres modéles 2B, 2C, 3B, 3C, 4B, 4C, 5B, 5C sont
des modéles ARMA.

Dans un soucis de clarté, nous n’exposons dans ce chapitre que les résultats de
simulation des modéles

1IB: X;=¢+02¢€¢-11),
3A: X, —-07 X(t1—1,t2) + 0.56 X(tl—l,tg—l) —0.8 X(t—l,tg—l) = €,
3C: X,-—-0.7 X(hfl,tz) + 0.56 X(tlfl,tgfl) —0.8 X(tfl,tgfl)

=¢ +0.8 €(t1—1,t2) T 0.3 €(t1—1,to—1) T 0.5 €(ty,ta—1)5
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ou (€ )sezz sont indépendantes et de loi normale A(0, 1).

Plus précisément, 'identification des modéles 1B, 3A et 3C est étudiée respec-
tivement dans les Sections 4.3, 4.4 et 4.5.

Pour les autres modéles, nous donnons les résultats de notre étude en simulation
a ’Annexe B. Le tableau TAB 4.3 ci-dessous résume les études effectuées sur tous
les modéles que nous avons retenus.

[Poly AR-Poly MA]| A | B | C |

1 * Q| xQ
2 * * *x ®
3 koM | ko | ke
4 * * *x ®
5 * * *x ®

TAB. 4.3 — x Représentation graphique, e Détermination de p et ¢ et estimation des
parameétres autorégressifs, O Sélection de ¢, # Sélection de p et estimation.

Nous décrivons maintenant une méthode pour simuler les champs ARMA spa-
tiaux en dimension 2. Cette méthode est similaire & celle employée pour des processus
ARMA indexés par le temps.

Pour générer une carte de taille (N —100) x (N —100) d’'un champ ARMA (p,q) sur
S[1,N-100], on suppose tout d’abord que X; et ¢ sont nuls pour ¢ dans I’ensemble
510, (max(p1, q1),0)] ou dans I’ensemble S[(0, max(ps, ¢2)), 0]. Ensuite, pour ¢ dans
S[(max(p1, q1), max(ps, ¢2)) + 1, N], on génére ¢, selon une loi normale N'(0, 1) et X
se déduit de la relation (4.1). Finalement, on pose pour tout ¢ dans S[1,N-100],
Y: = Xi1100 €t par stationnarité et causalité, {Y;, ¢t € S[1,N-100} peut étre assimilé
a une réalisation sur S[1,N-100} du modéle ARMA (p,q).

Toutes nos simulations ont été effectuées en ultilisant le logiciel MATLAB.

4.2.3 Représentations graphiques

Pour les représentations graphiques, nous nous limitons aux cartes de taille
50 x 50, correspondant & N = 150. Ces cartes sont ensuite seuillées a ’aide de
la fonction MATLAB contourf. Pour les modéles 1B et 1C, nous avons effectué un
seuillage entre -10 et 10 pour un pas de 1. Quant aux modéles 3A, 3B, 3C, 4A,
4B, 4C, 5A, 5B et 5C, ils ont été seuillés entre -20 et 20 pour un pas de 2. Enfin,
les modéles 5A, 5B et 5C ont été seuillés entre -50 et 50 pour un pas de 5.

Par exemple, pour les modéles 1B, 3A et 3C, que nous avons choisi de considérer
dans ce chapitre, les figures F1G 4.1, F1G 4.3 et FI1G 4.5 représentent le champ dans
I’espace et les figures F1G 4.2, F1G 4.4 et FI1G 4.6 sont les cartes associées obtenues
apreés seuillage.

Toutes les autres représentations graphiques que nous avons obtenues, sont si-
tuées dans I’Annexe B.
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4.3 Identification de modéles MA(q) spatiaux

En adaptant et en complétant les résultats de Choi (2000) (voir [Cho00]), nous
proposons une procédure d’identification de modéles MA(q) spatiaux quadrantaux.
Elle est similaire & celle pour des processus MA temporels.

4.3.1 Reésultats théoriques

Dans tout ce paragraphe, nous considérons un champ MA(q) (X;)scz« défini par

Xt =€+ Z 9j€t7j7 (42)

J€5(0,q]

ol (€ );cze est une famille de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de moyenne nulle et de variance o2 > 0.

Nous notons v et p les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation du champ
(Xt)reza-

Le proposition suivante donne I’expression de la fonction d’autocovariance d’un
processus MA(q).

Proposition 4.3.1. (X;),cz¢ est un champ MA(q) défini par la relation (4.2) avec
(€t)icza une famille de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées, centrées et de variance o?. Alors,

’Y(u) = Zj65[07q—|u|] 0-29j9j+|u‘ st |u| j q,
y(u) = 0 sinon.

PREUVE. Puisque (X;),czq¢ vérifie (4.2), on peut écrire pour tout u € Z<,

) = Y 0 D> OE(ajeiur), (4.3)

Jjes[0,q]  keS[0,q]

ol 00 =1.

Supposons tout d’abord que u € S[—q, q]. Si k # u+j, alors E(e;—j€r4y—) = 0 car
(€¢)icza est une famille de variables aléatoires i.i.d. centrées. Par contre, si k = u+ 7,
alors E(e;_j€,1,—1) = 02 et j appartient & S[max (0, u), min(qg—u, ¢)], ol les fonctions
min et max sont définies composante par composante. On déduit alors de la relation
(4.3) que

)= S 0007

JES[0,q—]ul]
En particulier,
¥(0)= Y 60"
7€S[0,q]

Supposons maintenant que u ¢ S[—gq, ¢]. Il existe alors i, tel que |u;| > ¢;. Le
terme y(u) vérifiant la relation (4.3), on se demande s'il est possible que —j = u—k.
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Remarquons tout d’abord que —j € S[—q,0] et que u — k € S[u — ¢, u]. Si u; > g;,
alors u; — ¢; > 0 et par suite u — k ¢ S[—q,0]. De méme, si u; < —g¢;, alors
u—k ¢ S[—q,0]. Il est donc impossible que —j = u — k. Par conséquent, v(u) = 0.0J

Corollaire 4.3.2. Avec les méme hypothéses que celles de la Proposition 4.3.1, on
a

p(u) =0 pour u ¢ S[—q,q|.

Ce corollaire va nous permettre, de maniére analogue au cas d = 1, d’identifier
I'ordre du champ MA(q). Pour cela, nous devons définir des estimateurs des corré-
lations et en étudier leur distribution asymptotique.

Pour une observation {X;, t € S[1,N]}, définissons la moyenne empirique par
— 1
Xy =72 > X (4.4)
teS[1,N]

Dans Choi (2000), plusieurs estimateurs des covariances sont introduits. Nous en
retenons ici les deux types de covariances empiriques suivants :

. 1 — —
Y(k) = N, Z (X — Xn) (X — Xn) (4.5)
t€S[1,N]
t-+keS[1,N]
. 1 — —
Y(k) = N Z (Xere — XN)(Xi — Xn) (4.6)
teS[1,N—k]

pour tout k.
Remarque 4.3.3. Pour k € 5[0, 00], (k) = £& (k).

Remarque 4.3.4. Pour k ¢ S[0,00], (k) ne peut étre utilisé pour estimer v(k) car
nous ne disposons que de I'observation {X;, t € S[1,N]}.

On en déduit alors deux types de corrélations empiriques :

o) = Z((’gi (4.7)
pour k € Z% et 3
R (48)

pour k € S[0, o).

Dans Choi (2000), la consistance et la normalité asymptotique des estimateurs
des corrélations sont étudiés dans le cas de champs aléatoires MA(co). Nous résu-
mons, dans le Théoréme 4.3.5 suivant, les corollaires 4 et 5 de Choi (2000) pour le
cas particulier de champs MA(q).
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Théoréme 4.3.5. (Choti (2000)) Si les hypothéses de la Proposition 4.3.1 sont
satisfaites et si de plus,
E(e)) =no'

alors, pour tout k € 7,

N2 (p(k) — p(k)) —E— N(0,wi),

NU2(5(k) — p(k)) —— N(0, wi),

N—oo

avec

wir = Y [pla+k)* + pla — k) (pla+ k) — 4 p(k)p(a)pla+ k) + 2 p(k)*p(a)’].

acZd

Corollaire 4.3.6. Soit (X;);cze un champ MA(q) défini par la relation (4.2). Sup-
posons que (€;)icza est une famille de variables aléatoires i.i.d. centrées de variance
o? telle que

E(e}) = not.

Alors, pour tout k € S[0,00]\5[0, 4],

NY2p(k) _>Nioo N(0, wy,),
N2j(k) = N(0,w),
avec
Wk = Z pla)®. (4.9)
a€S[—q.q]

PREUVE. La preuve découle du Théoréme 4.3.5 et du Corollaire 4.3.2, mais pour
plus de clarté, nous la détaillons ici.

On applique le Théoréme 4.3.5 dans le cas k € S[0,]\S[0, ¢] et on note wy, la
variance asymptotique. Puisque p(k) = 0 d’aprés le Corollaire 4.3.2, on en déduit
que

wy = Y _[pla+k)*+ pla — k) (pla + k).
acZd
Par hypothése, il existe ¢ = 1...d, tel que k; > ¢;. Si a; > 0, alors a; + k; > ¢; et
pla—k)p(a+k) = 0 d’aprés le Corollaire 4.3.2. De méme, si a; < 0, alors a;—h; < —g;
et p(a — k)p(a + k) = 0. Ainsi,

wy = > plat k)

a I a’+kes[_Q7Q]

= > pla) O

a€S[~q,q]
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4.3.2 Procédure d’identification

Soit (X¢)seze un champ MA(q) comme défini dans le Chapitre 1, de paramétre ¢
inconnu. Sur la base d’une observation {X;, t € S[1,N]}, on cherche a déterminer
I’ordre gq.

Afin de pouvoir utiliser les résultats précédents, nous devons maintenant estimer
la variance asymptotique wy donnée par la relation (4.9). Suite a la Remarque 4.3.4,
nous choisissons d’estimer wy, par wy obtenu, a partir des estimateurs p(a) de la

maniére suivante
Wy, = E pla).
a€S[—q,q]

On en déduit grace au lemme de Slutsky (voir Theorem 5.5 de |Bil68| par exemple) et
au Corollaire 4.3.6 que %ﬁ(k‘) et %U/:ﬁ(k:) sont asymptotiquement distribués selon
une loi normale A/ (0, 1). On peut alors construire deux procédures séquentielles pour
déterminer ’ordre ¢ du modéle. Ces procédures sont analogues a celles connues pour

les modeéles MA temporels.

Procédure d’identification 1

En faisant varier ¢y dans S[0, o], on teste successivement Hy,, : ¢ = go contre
H, 4 1 q # qo comme suit.

Sous Hy 4, p(k) = 0 pour tout k ¢ S|0, qo] d’aprés le Corollaire 4.3.2 et %ﬁ(k’) est
asymptotiquement distribué selon une loi (0, 1). On se donne alors K € N* assez

grand et pour a = 5%, on décide alors d’accepter Hy g4, si

~ ~

\V Wi Wi
Nd/2’ U /2 Nd/2]7

pour tout k € S[0, K]\ S0, g}, ol uy/o = 1,96 est le quantile d’ordre 1 — /2 d’un
loi NV(0,1).

pR) € [uase (4.10)

Procédure d’identification 2

Cette procédure est analogue a la précédente en remplagant p par p. La Condition
(4.10) est alors remplacée par la condition suivante

~ ~

VW Wy
N2 teal2 ran

Nous avons appliqué ces deux procédures au modéle 1B, c’est-a-dire au champ
MA((1,0)) défini par :

(k) € [~ ! (4.11)

Xt — € + 0.2 6(25171,152)7

ou (€;)scz2 est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées de loi normale centrée réduite.

Pour une simulation {X;, ¢ € S[0,500]} sur le rectangle S[0, 500], les résultats
obtenus par la premiére (resp. seconde) procédure peuvent se présenter, pour chaque
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Estimateur 1

20

18-

14
12

10~

* ok ok ok kK ok ok kK Kk ok ok Kk ok ok ok kK Kk k ok ¥
O * % * O % * * * * % % % % O * * * * % *
* 0k ok ko x ¥ k k k * O *k ¥ % O *k k *k * * ¥
* O ¥ ¥ ¥ ¥ * * ¥ * ¥k ¥k ¥ ¥ * * ¥k * * * ¥
* % % O O % * % * * * ¥ * ¥ * * ¥k * * ¥ ¥
* 0k X Kk ¥ ¥ *k k¥ O k k *k ¥ ¥ * *k *k * * * ¥
* %k X Kk X ¥ k Kk X% ¥ % ¥ O ¥ * *k *k * * ¥ x
* ok ok Kk X % Kk Kk Xk ¥k ok Kk x ¥k ok Kk ok ok *k k x
* % O % ¥ ¥ * ¥k X ¥ * ¥k *x ¥ * * *k * * ¥ x
* k% % *k O % *k k *k * Kk *k x % *k O *k ¥ * * ¥
* ok ok ok ok ¥ ok ok k ok ok k ¥ % O *k k Kk *k *k ¥

N % % % % % % O % % % ¥ % * *% % O % * % * *
Aok ok kK X% X x Xk %k O k Kk ¥ * ¥ ¥ O % * * *x *
O % k% ¥ O % * % O % * ¥ % * ¥ ¥ % % * % O *
@ ¥ k k O * * *k k ¥ k *k *k * * *k ¥ * *x O *x *
SEF % % % % % % % % O * % * * % * * % * * % *
REF % % % % % % % % O * % % * % * * % * % % *
Wk %k ok ok Kk ok %k kK K Kk ok %X Kk Kk %k ok kK * Kk %
BE % % O % * % % % * * % % * ¥ * % % * * % x
BE % % % O % O % % % * % % * % * % % * * % %
B % % % % % % * % * * % * % % % % % * * * *

o

F1G. 4.7 — Procédure 1 - Test ¢ = (0,0)

valeur ¢ testée, sous forme d’un maillage sur S0, 20], ou en chaque point k apparait
une * si la condition (4.10) (resp. (4.11)) est vérifiée et un o sinon. Ces résultats ont
été obtenus grace au programme MATLAB de I’Annexe A page 125.

Les résultats de la premiére procédure sont donnés par les figures F1G. 4.7, F1G.
4.9, F1G. 4.8 et F1G. 4.10. Cette procédure conduit a décider ¢ = (1,0). En effet, pour
go = (0,0) et go = (0,1), on obtient les figures F1G. 4.7 et F1G. 4.9 sur lesquelles le
o a 'emplacement (1,0) ¢ S[0, o] permet de rejeter Hy,,. Pour ¢y = (1,0), malgré
quelques o lointains & extérieur de S[0, qo], la figure F1G. 4.8 inciterait plutot a
accepter Hy,. Pour une valeur de ¢, égale a (1,1), la figure FI1G. 4.10 que nous
avons obtenue est identique a la figure F1G. 4.8. Il en est de méme pour des valeurs
de g supérieures a (1,1). On peut donc en conclure que ¢ = (1,0).

Pour la seconde procédure, les résultats sont donnés par les figures FiG. 4.11,
Fi1G. 4.13, F1G. 4.12 et F1G. 4.14. Leur interprétation est analogue a celle donnée
ci-dessus. On peut observer que les deux procédures d’identification conduisent a la
méme conclusion.

Nous avons aussi appliqué les deux procédures d’identification au modéle 1C,
qui est un champ MA((1,1)). Les résultats obtenus sur les simulations effectuées
(voir Annexe B figures F1G. B.5, Fi1G. B.7, FiG. B.9 et FiG. B.11 pour la premiére
procédure et figures FI1G. B.6, F1G. B.§, F1G. B.10 et F1G. B.12 pour la seconde pro-
cédure) confirment que les deux procédures conduisent a des conclusions identiques
et sont des outils pertinents pour déterminer ’ordre de modéles MA spatiaux.
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Estimateur 1

* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
¥ % O * O % * % * % *x * *x *x % *x Xk % * * %
* ok ok O ok ok ok ok ok ok ¥ ok ok ox ok ox ok ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kK
* * % O ¥ ok ok x *k *x *x *k X * * *x *k * * * *
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ok *x * O ¥ * % ¥ O ¥ % O *x % *x 3k * 3k ok *
* x x k x ok O x *k *x *x *k X * * *x *k * * * *
* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kx x k % ok x O * %k
*¥ O % * % *k * x * % *x * *x *x % *x *x O * * %
* ok ok k ok Kk O % O % ¥ ¥ % x % *x * * O * *
* ok x k% ok ok x ok x *x k x *x * O *k X *k * *
LI R R R R S . S R S N S R N N S S

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kX

20
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10~

8k

6

4+

2L
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14

12

10

(1,0)

F1aG. 4.8 — Procédure 1 - Test ¢

Estimateur 1

* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
*  x x k x ok O x *k *x *x * *x * * *x *k * * * *
* % % k% ok *x x O X *x * X *x * *x *k % *k * %
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
*¥ % O * O *x * % * % *x * *x *x % x *x O * *x %
¥ O * O * % % % ¥ % ¥ % *x x *k *x % * *x O *
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok % Sk %k ok k x ok X% X% O % X k ¥ k % sk ok ¥
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kK
* * % O ¥ ok ok x *k *x *x *k X * * *x *k * * * *
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* % *x * O ¥ * % ¥ O O % O *x * % % * % * *
* x x k x ok O x *k *x *x *k X * * *x *k * * * *
¥ % O k% ok ok kK X Xk kX X kX k * 3k ok X
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kx x k % ok x O * %k
*¥ O % * % % * O * % *x * x *x % *x *x O *x *x %
* ok *x Kk * % O O O % ¥ ¥ % x % *x % * O * *
* ok x ok % ok ok % *k Xx *x *x X *x % O O * * * *

* ok % *x O *x *k % Xk * * * * x * % *x * % x

O * * * % * % * K ok *k K *k K ¥ % ¥ *k *x ¥
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F1G. 4.9 — Procédure 1 - Test ¢
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Estimateur 1

* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
¥ % O * O % * % * % *x * *x *x % *x Xk % * * %
* ok ok O ok ok ok ok ok ok ¥ ok ok ox ok ox ok ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kK
* * % O ¥ ok ok x *k *x *x *k X * * *x *k * * * *
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ok *x * O ¥ * % ¥ O ¥ % O *x % *x 3k * 3k ok *
* x x k x ok O x *k *x *x *k X * * *x *k * * * *
* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kx x k % ok x O * %k
*¥ O % * % *k * x * % *x * *x *x % *x *x O * * %
* ok ok ok ok Kk O % O % ¥ ¥ % x % *x X% *x O * *
* ok X% ok % ok ok x ok x *x ok x *x % O *k ¥ * * *

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok %k ok ok ok ok ok K
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kX
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Fi1aG. 4.10 — Procédure 1 - Test ¢

Estimateur 2

* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
¥ % O * O *x * % * % *x * *x *x % *x *x O *x *x %
¥ O * O * % ¥ % K % ¥ ¥ * x *k *x 3k *k k ok k
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kK
* * % O ¥ ok ok x *k *x *x *k X * * *x *k * * * *
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* % *x * O ¥ * % ¥ O O % O *x * % % * % * *
* x x k x ok O x *k *x *x *k X * * *x *k * * * *
¥ % O k% ok ok kK X Xk kX X kX k * 3k ok X
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kx x k % ok x O * %k
*¥ O % * % % * O * % *x * x *x % *x *x O *x *x %
* ok *x Kk * % O O O % ¥ ¥ % x % *x % * O * *
* ok x ok % ok ok % *k Xx *x *x X *x % O O * * * *
* % % * % O * x * x *x * X *x * *x *k % *k * %

O * * * % * % * K ok *k K *k K ¥ % ¥ *k *x ¥
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Fi1aG. 4.11 — Procédure 2 - Test ¢
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Estimateur 2

* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
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* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
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Fi1aG. 4.12 — Procédure 2 - Test ¢

Estimateur 2
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Fi1G. 4.13 — Procédure 2 - Test ¢
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Estimateur 2

18-
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10~

* ok ok ok kK ok ok ok K Kk ok Kk Kk Kk ok Kk ok ok ok

* % O * k Kk ok ok k ok k Kk k ¥ Kk *k *k *k ¥
* 0k ok ko x ¥ k k k * O *k ¥ % O *k k *k * * ¥
* Ok K kK ok ok kK kK Kk ok ok Kk ok Kk Kk Kk Kk Kk *k k ¥
* Ok K kK ok ok kK kK Kk ok ok Kk ok Kk Kk Kk Kk Kk *k k ¥
* 0k X Kk ¥ ¥ *k k¥ O k k *k ¥ ¥ * *k *k * * * ¥
* ok ok Kk X % Kk Kk Xk ¥k ok Kk x ¥k ok Kk ok ok *k k x
* ok ok Kk X % Kk Kk Xk ¥k ok Kk x ¥k ok Kk ok ok *k k x
* % O % ¥ ¥ * ¥k X ¥ * ¥k *x ¥ * * *k * * ¥ x
* k% %k Kk O ¥ k k k k Kk k ¥ Kk ok *k k Kk * * ¥
* 0k ok ok ok ¥ ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k¥

N % % ¥ % % % %k k ¥ %k ¥k % * ¥ ¥ O % * * *x *
Aok ok kK X% X x Xk %k O k Kk ¥ * ¥ ¥ O % * * *x *
O % k% ¥ O % * % O % * ¥ % * ¥ ¥ % % * * *x *
@ ¥ k k O * k k k k k k *k * Kk *k ¥ k *k *k * *
SE % % % % % % % % % * % * * % * * x * * x *
REF % % % % % % % % O * % % * % * * % * % % *
Wk %k ok ok Kk ok %k kK K Kk ok %X Kk Kk %k ok kK * Kk %
Bk % % k 3k k% % Kk Kk kK kx x ¥ Kk * % k *k * * x
BE % % % O % O % % % * % % * % * % % * * % %
B % % % % % % * % * * % * % % % % % * * * *

F1G. 4.14 — Procédure 2 - Test ¢ = (1,1)

4.4 TIdentification de modéles AR(p) spatiaux

Lorsque 'ordre p d’un champ AR(p) est connu, on peut employer le Théoréme
3.2.1 de la Section 3.2 pour estimer ses paramétres. En ce qui concerne I’identification
de lordre p du modéle, il est possible d’utiliser la méthode de Tjgstheim (1983)
(voir [Tj@83|) fondée sur les critéres d’information (AIC, BIC) pour la sélection de
modéles, méthode rappelée dans la Section 3.2 au paragraphe 3.2.3. Nous donnons
ici une autre méthode d’identification fondée sur une version spatiale de la fonction
d’autocorrélation partielle empirique usuelle. Elle est donc analogue a la procédure
d’identification de modeéles AR temporels.

4.4.1 Résultats théoriques

Dans cette partie, nous utilisons les mémes notations que dans la Section 3.2
et considérons un champ AR(p) causal (X;);cz¢« de paramétre p # 0 inconnu et de
fonction de covariance -y, vérifiant

Xi— > ¢Xi =, (4.12)

J€S(0,p]

ol (€;);cza est une différence de martingale quadrantale c’est-a-dire vérifiant la condi-
tion (2.3).

De la méme maniére que dans la Section 3.5 du Chapitre 3, introduisons pour
tout A € S(0, 0c], le vecteur de coefficients ¢ = (¢»;)jecs0,) solution, lorsqu’ elle



108

existe, des équations de Yule-Walker,
E(Y)\,tthj) - 0 VJ € S<O, )\], (413)

ol Y)\J =X — ZjeS(o,,\] ¢/\,th*%
En ordonnant les termes de S(0, \] par l'ordre lexicographique (1.2), ces équations
se résument par 1’équation matricielle suivante

Ladr = (4.14)
avec pour i,j € S(0, )],
La(j, ) =~ — 1),
et
() =70)-

Enfin, nous considérons pour une observation {X;, t € S[1,N]}, I'estimateur ¢,
de ¢, solution, lorsque elle existe, de I’équation matricielle suivante

Taor = A, (4.15)

avec pour i,j € S(0, ],

A 1

LA(j, 1) = Z X i Xy j
teS[1,N]
t—AeS[1,N]

et
. 1
%\(]) = Z XtXt—j-
teS[1,N]

t—AeS[1,N]

Nous étudions la consistance et la normalité asymptotique de cet estimateur afin
d’obtenir une procédure d’identification.

Proposition 4.4.1. Si (X;);cze est un champ AR(p) causal vérifiant (4.12) ou
(€1)ieza est une différence de martingale quadrantale telle que pour tout t € Z°,
E(e}) < oo et vérifie pour tout t € 7,

E(ef | \/f:1 ]:i(tl- —-1)) = o p.s.

alors, pour tout i,7 € S(0, \],

LG 1) —— Al )
et .
N ———= nl).

N—oo
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PREUVE. La démonstration se fait en employant exactement les mémes techniques
de martingales utilisées dans la Section 3.4 pour la démonstration de la non consis-
tance de l'estimateur des moindres carrés dans un modéle ARMA(p,q), p#0. O

Des équations (4.14) et (4.15) on déduit le résultat de consistance suivant.

Corollaire 4.4.2. Si (X;),cza vérifie les hypothéses de la proposition précédente et
si de plus T'y est inversible pour un certain A € S{0, ], alors
P

% .
(b)\ N—oo (bA

Etugiions maintenant la normalité asymptotique de I'estimateur des moindres
carrés ¢,. D’aprés la Proposition 4.4.1,

- P
PA e F)\.
N—oo

Donc, dans I'hypothése ou I'y est inversible, 'étude de la convergence en loi de
¢, peut se ramener & celle du vecteur S(0, \]-indexé T'y(¢y — ¢)) dont la jiéme
composante est donnée par

1
2 XY (4.16)

teS[1,N]
t—AeS[1,N]

Le lemme suivant montre que les quantités définies par la relation (4.16) sont du
méme type que ceux considérés par Tjgstheim (1983), qui vérifient la relation (3.11).

Lemme 4.4.3. Si (X;);cze est un champ AR(p) causal vérifiant la relation (4.12)
pour (€),cza une différence de martingales quadrantales, alors, pour tout A = p,

Y\:= €& p.s.

PREUVE. Dans L*(Q,F,P), définissons pour tout ¢ € Z% I'ensemble H); comme
I'adhérence de CL{X;_;, j € S(0,\]}, oi CL{-} désigne l'ensemble des combinai-
sons linéaires de {-}. Par définition de Y,

Yae = Xi — Py, X,

ou Py, , X, est la projection dans L*(Q, F,P) de X; sur Hy ;. Démontrons alors que

P, X; = Z G Xi .

Jj€S(0,p]

Puisque A = p, on en déduit que S(0,p] C S(0, \| et donc que

Z ¢jXi—j € Hyy

J€S(0,p]
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De plus pour tout i € S(0, Al

Xt z Xt Z ¢gXt ] (Xt z€t)

J€S(0,p]

car (X;),eza vérifie (4.12). Puisque (X;);cza est causal, pour tout i € S(0, \],

Xt z Z ¢]Xt j = Z @Z)kE(Gth—z‘—k)-

j€S(0,p] keS[0,00]

Or, 'hypothése de différence de martingale implique que pour tout i € S(0, \] et
tout k € S[0, 00|, E(erer—i—r) = 0. Par suite, pour tout ¢ € S(0, A\,

E(X (X = > ¢, X)) O

J€S(0,p]

Remarque 4.4.4. D’aprés I'unicité de la projection Py, , X;, la démonstration préceé-
dente permet d’en déduire que pour tout j € S(0, p),

Prg = @j
et que pour tout j € S(0, A]\S(0, p|,
®r; =0

Théoréme 4.4.5. Si (X;)icza est un champ AR (p) vérifiant les hypothéses du Théo-
reme 3.2.2, ou p est remplacé par X\, avec \ = p et tel que I"y est inversible, alors,

N2($y — ¢y) ﬁ N(0,0°T;h).

PREUVE. Pour tout j € S(0, A, le terme défini par (4.16) est exactement du méme
type que ceux définis par (3.11) étudiés lors de la démonstration du Théoréme 3.2.2.
En conséquence, la suite de la démonstration se poursuit exactement comme celle
du Théoréme 3.2.2. 0

4.4.2 Procédure d’identification

La Remarque 4.4.4, combinée au Théoréme 4.4.5 permet d’obtenir pour k& > p,

k # p, que
Nd/2(lgk,k % N (0, 0*wy),

oil wy, est le terme d’indice (k, k) de la matrice I'; "

En dimension d = 1, on montre par des techniques de calcul matriciel relative-
ment élémentaires que la variance asymptotique o?wy, est égale a 1.
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Il semble naturel de s’attendre au méme résultat en dimension d > 2. Cepen-
dant, la multiplication du nombre de termes et d’indices entrant en jeu complexifie
considérablement les calculs et la démonstration de ce résultat ne semble dés lors
pas complétement évidente. D’ailleurs, Tjgstheim (1983) évite le calcul de o?wy, et
propose dans le cas de variables indépendantes et identiquement distribuées une
méthode d’identification basée sur la minimisation d’un critére d’information (3.14)
utilisé pour la sélection de modéles.

Néanmoins, les résultats de simulation que nous avons obtenus sur plusieurs
champs AR spatiaux semblent confirmer numériquement la propriété o?w, = 1
pour k = pet k# p. En effet, quel que soit 'ordre total utilisé pour ordonner les
termes de la matrice I'y, les estimations obtenues pour o?wy, a partir des simulations,
sont toujours proches de 1.

Si l’'on suppose que o?wy, = 1, alors pour k = p, k # p
Nd/2(5k7k NL> N(O, 1)

et 'on peut tester Hy : p = py contre Hy : p # py de la maniére suivante. Sous Hy,
orr = 0 pour tout k£ = py, k # po. On se donne alors une constante X € N* grande,
un risque o = 5% et on décide d’accepter Hy si

A 1 1
Ok € [—Ua/2W7 U2 W] (4.17)

pour tout k& € S[0, K]\ S[0, po|, ot uq/2 = 1.96 est la quantile d’ordre 1 — /2 d’une
loi normale centrée réduite.

Remarque 4.4.6. La procédure d’identification ci-dessus est tout & fait analogue a
celle pour des processus AR temporels : Plus précisément, contrairement au cas MA,
les bornes des intervalles ci-dessus ne dépendent pas de py. De ce fait, le test est
le méme pour toutes les valeurs de py testées et un seul graphique est alors nécessaire.

Nous avons appliqué la procédure d’identification décrite ci-dessus au modéle 3A
qui est le champ AR((1.1)) défini par

Xt - 0'7X(t1—1,t2) + 0.56 X(tl—l,tg—l) —0.8 X(t17t2—1) = €,

avec (€;)sczz une famille de variables aléatoires i.i.d de loi normale A/(0,1). A partir
d’une simulation {X,, ¢ € S[0,500]}, nous avons obtenus les valeurs ¢y, pour
k € S[0,20] et construit un maillage sur S[0, 20| ou, au point k apparait une * si
la relation (4.17) est vérifiée et un o sinon. Cette procédure est effectuée grace au
programme MATLAB décrit a la page 130 de I’Annexe A. Le graphique obtenu est
celui de la figure F1G. 4.15. L’examen de ce graphique permet globalement de retenir
l'ordre p = (1, 1), si on se limite & des faibles valeurs de 1’ordre p, suivant le principe
de parcimonie.
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L’estimation des moindres carrés gisp, calculée sur la méme simulation a pour
valeurs : (0.7018, —0.5603,0.8000). Cette estimation est calculée par la fonction
MATLAB page 132 de ’Annexe A. Elle donne une idée sur la bonne précision des
estimateurs ng,k’ k > p.

18-

16~

12

10

O *% % * * % % * % % ¥ ¥ O ¥ ¥ ¥ O O % O
O O % % % O % * % % O % % % O * * * * * %
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F1G. 4.15 — Identification d’'un AR((1,1))

4.5 Identification de modéles ARMA (p,q) spatiaux

Dans cette section, nous appliquons les résultats obtenus au Chapitre 3 a I’iden-
tification de modéles ARMA (p,q) spatiaux. La procédure d’identification, que nous
avons choisie, est basée sur les estimateurs (QAﬁ(;g\), qui correspondent a une version
spatiale de la fonction d’autocorrélation partielle généralisée empirique de séries tem-
porelles (voir [WG81], [Cho91], [Cho92]). Elle est une extension de notre procédure
d’identification précédente de modeéles AR spatiaux et ne peut donc s’appliquer qu’a
des champs ARMA (p,q), avec p # 0.

Nous appliquons, dans cette section, notre procédure d’identification au modéle
3C, qui est considéré dans [ITVO04].

Sous les hypothéses faites sur les polynémes autorégressifs et moyenne mobile
faites a la Section 4.2, comme dans le cas de la dimension d = 1 (voir Woodward et
Gray (1981) [WGS81]), on peut démontrer les propriétés suivantes :

oV) = ¢, pour v = p

et
(Aq’l:()pourAtp, A # p.
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De plus, d’aprés les Théorémes 3.5.8 et 3.5.17, on a :

) P (v)
¢§\7,\ m’ ¢,\,,\

et )
ATS NI
Nd )
Nous avons appliqué ces différentes propriétés a I’identification du modéle 3C
qui est le champ ARMA((1,1),(1,1)) :

(v v (
qbg\; est AN(¢§,;,

Xt - 07 X(tl—l,tg) + 056 X(t1_17t2_1) - 08 X(tl,tg—l)
= €+ 0.8 €(t1—1,t2) + 0.3 X(tlflth,l) + 0.5 €(t1,ta—1)>

ou (€ )sez2 est une famille de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées de loi normales centrée réduite. Nous avons simulé 500 répliques du champ
(X})tez2 sur le rectangle S[1,500] et calculé la moyenne et I’écart-type empiriques
de é(;i pour différentes valeurs de A et v par le programme MATLAB décrit a la page
133 de I’Annexe A. Ces résultats sont résumés dans le tableau TAB. 4.5, ou la valeur
entre parenthése est 1’écart-type et le symbole — représente une valeur numeérique
supérieure a 10.

(A [ 00 [ @o | @Gy [ o) [ @0 [ @) [ 22 [ 342 [ (02 ]
(1,0) ]| 0.8459 0.7000 | 0.7000 | 0.8438 0.7000 | 0.6999 | 0.6998 | 0.6999 | 0.8437
(0.0020) || (0.0043) | (0.0049) | (0.0023) || (0.0061) | (0.0069) | (0.0086) | (0.0061) | (0.0031)
(1,1) || -0.7503 || -0.6101 | -0.5601 | -0.6596 || -0.5997 | -0.2984 | -1.1390 | -0.6380 | -0.5413
(0.0013) || (0.0031) | (0.0069) | (0.0039) || (1.7355) | (6.0822) | (8.0254) | (2.6394) (-)
(0,1) || 0.8838 0.8816 | 0.7998 | 0.7999 0.8816 | 0.7996 | 0.7996 | 0.7998 | 0.7999
(0.0014) || (0.0019) | (0.0032) | (0.0027) || (0.0029) | (0.0047) | (0.0057) | (0.0039) | (0.0033)
(2,0) || -0.4338 ]| 0.0000 | 0.0001 | -0.4264 | -0.4450 | -0.0853 | -0.3282 | 0.0001 | -0.4264

(0.0037) || (0.0121) | (0.0138) | (0.0042) || (5.4970) (-) (6.4597) | (0.0172) | (0.0054)
(2,1) || 0.3932 0.0000 | -0.0005 | 0.2864 0.5477 | 0.5395 | 1.5315 | 0.5473 | 0.1703
(0.0019) || (0.0059) | (0.0181) | (0.0059) || (3.6307) | (7.7085) (-) (-) (8.9229)
(2,2) || -0.1815 || -0.0001 | -0.0004 | -0.0008 || -0.0514 | -0.0619 | -0.4253 | -0.0007 | 0.1915
(0.0022) || (0.0051) | (0.0181) | (0.0066) || (4.2746) | (1.3050) (-) (0.1578) | (7.6861)
(1,2) || 0.2977 0.1985 | -0.0023 | -0.0003 || 0.4390 | 3.3713 | 0.5123 | 0.2076 | 2.0309

(0.0021) || (0.0048) | (0.0185) | (0.0071) (-) (-) (8.9413) | (5.1532) (-)
(0,2) || -0.3391 || -0.3295 | 0.0005 | 0.0005 | -0.3296 | 0.0001 | -0.4246 | -0.5123 | 0.2107
(0.0030) || (0.0037) | (0.0134) | (0.0110) || (0.0056) | (0.0195) (-) (-) (-)

TAB. 4.4 — Moyennes et écarts-types empiriques de é(;& pour le modéle 3C
Estimation : (0.7038, —0.5628, 0.7989)

Si ’on applique les propriétés précédentes a ce modéle, on obtient que
(4) ¢ET,)1),(1,1) ~ ¢ pour v = ¢ = (1,1),
(17) é&%\’l)) ~0pour A =p=(1,1), A #p.

Les résultats de notre étude en simulation du modéle 3C, sont résumés dans le
tableau TAB. 4.5. Ils confirment la pertinence de notre procédure d’identification.
En effet, si I’on observe les valeurs de I’écart-type de ’estimateur qbg\’:;, on remarque
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tout d’abord que la propriété (i) semble vérifiée a l'intersection de la troisiéme
ligne avec la quatriéme colonne puis que la propriété (i) qui se repére facilement a
I'intersection de la quatriéme colonne avec les sixiéme, septiéme et huitiéme lignes,
est clairement satisfaite.

L’estimation épq calculée par la fonction MATLAB page 132 de ’Annexe A, pour
une réalisation {X;, ¢ € S[1,500]} a pour valeurs (0.7038, —0. 5628 0.7989). Elle

donne une idée de la bonne précision statistique des estimateurs gb N

Pour la clarté du chapitre, les résultats de simulation obtenus pour les modéles
3A, 3B, 2C, 4C et 5C sont reportés dans I’Annexe B.
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Dans cette annexe, nous donnons les programmes et fonctions MATLAB suivants :

e La fonction simulate permettant de simuler un champ ARMA quadrantal de pa-
ramétres donnés.

e Un programme donnant les cartes et cartes seuillées pour un champ ARMA donné.

e La fonction estimate calculant I’estimateur introduit au Chapitre 3 pour des va-
leurs v et A données. Cette fonction fait appel aux deux fonctions Gam_mat
et Gam_ vect :

e La fonction Gam_ mat calcule la matrice des covariances F(A").

e La fonction Gam_ vect calcule le vecteur fy/(\”).

e Un programme mettant en oeuvre les deux procédures d’identification d’'un mo-
dele MA(q) spatial décrites au Chapitre 4 et donnant pour les valeurs de ¢
testée les représentations graphiques correspondantes. Ce programme utilise
les fonctions Gamma?2 et Gamhat :

e La fonction Gamma2 calcule les deux covariances empiriques J(k) et J(k)
en un point de £ donné de coordonnées positives.

e La fonction Gamhat calcule la covariance empirique §(k) en un point k
donné de coordonnées non nécessairement, positives.

e Un programme mettant en oeuvre la procédure d’identification d’'un modéle AR
spatial donné décrite au Chapitre 4 et donnant la représentation graphique
des résultats de la procédure. Le modéle identifié, les paramétres autorégressifs
sont estimés au moyen de la fonction esti.

e La fonction est: donnant une estimation des parameétres autorégressifs d’'un mo-
dele ARMA (p,q) de paramétres p et ¢ connus.

e Un programme calculant la moyenne et 1’écart-type empirique de I’estimateur QAﬁ(;)
introduit au Chapitre 3 pour différentes valeurs de \ et v.

Nous n’avons pas inclus, dans cette annexe, les fonctions élémentaires suivantes :

e Les fonctions phichoice et thetachoice utilisées dans I'initialisation des paramétres
pour différents programmes qui permettent de choisir respectivement les coef-
ficients autorégressifs et les coefficients moyenne mobile du modéle.

e La fonction indice qui calcule les coordonnées d’un point du réseau en fonction
de sa numérotation.
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%******************************************************%

% Fonction simulant un champ ARMA de paramétres donnés 7%
%******************************************************%

function X=simulate(nx,ny,phi,theta,sig)

global px py gx qy

X=zeros(nx,ny) ;
E=zeros(nx,ny) ;

for j=max(px,qx)+1l:nx
for k=max(py,qy)+1l:ny
E(j,k)=sig*randn(1);
for kk=1:py+1
for jj=1:px+1
X(j,k)=X(j,k)+phi(jj,kk)*X(j-jj+1,k-kk+1);
end
end
for kk=1:qy+1
for jj=1:qx+1
X(j,k)=X(j,k)+theta(jj,kk)*E(j-jj+1,k-kk+1);
end
end
X(j,k)=X(j,k)+E(j,k);
end
end



118

%***************************************************************%

% Représentation graphique d’un champ ARMA de paramétres donnés
%***************************************************************%

clear;
clear all;
clear figure;

global px py gx Qqy

nx=250;
ny=250;

px=input (’px= ’);

py=input (’py= ’);
phi=phichoice;

qx=input (’qx= ’);
qy=input (’qy= ?);
theta=thetachoice;

sig=1;

X=simulate (nx,ny,phi,theta,sig);
Y=X(200:nx,200:ny) ;

figure(2);
contourf (Y, [-10:1:10]);



Tookrkokokskoksk ok ok skok ok skok sk ok sksksk ok ok sksk sk ok sksk sk ok sk sksk ok sksksk ok ok skskok sk skosk sk sk ok ok sk ok k)
% Fonction calculant 1l’estimateur introduit au chapitre 3 %
Tookrkokok stk sk ok ok skok ok skok sk sk sksk ok ok skskk ok skok sk ok sk sksk ok sksksk ok ok skskosk ok skok sk sk ok ok sk ok )
function hat=estimate(lax,lay,nux,nuy,Y)

global Gamma gam

[mx,my]=size(Y);

taux=lax+nux;
tauy=lay+nuy;

c=(lax+1)*(lay+1)-1;

Gamma=Gam_mat (lax,lay,nux,nuy,Y);
gam=Gam_vect (lax,lay,nux,nuy,Y);

Vhat=Gamma~ (-1)*gam;

hat=Vhat (c) ;

119
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%*******************************************************%
% Fonction calculant la matrice Gamma intervenant dans Y

% la définition de 1l’estimateur introduit au Chapitre 3 %
%*******************************************************%

function Gamma=Gam_mat(lax,lay,nux,nuy,Y)
[mx,my]l=size(Y);

taux=lax+nux;
tauy=lay+nuy;

c=(lax+1)*(lay+1)-1;

Gamma=zeros(c,c);

k=0;
for i=0:1lax
if i==
for j=1:lay
k=k+1;
1=0;
U=Y(1+taux-i:mx-i,1+tauy-j:my-j);
for ii=0:1lax
if ii==0
for jj=1:lay
1=1+1;
V=Y (1+lax-ii:mx-nux-ii,1+lay-jj:my-nuy-jj);
Gamma (1,k)=sum(sum(U.*V) )/ (mx*my) ;
end
else
for jj=0:lay
1=1+1;
V=Y(1+lax-ii:mx-nux-ii,1+lay-jj:my-nuy-jj);
Gamma (1,k)=sum(sum(U.*V) )/ (mx*my) ;
end
end
end
end
else
for j=0:lay
k=k+1;
1=0;

U=Y(1+taux-i:mx-i,1+tauy-j:my-j);
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for ii=0:1lax

if ii==
for jj=1:lay
1=1+1;
V=Y(1+lax-ii:mx-nux-ii,1+lay-jj:my-nuy-jj);
Gamma (1,k)=sum(sum(U.*V)) / (mx*my) ;
end
else
for jj=0:lay
1=1+1;
V=Y(1+lax-ii:mx-nux-ii,1+lay-jj:my-nuy-jj);
Gamma (1,k)=sum(sum(U.*V)) / (mx*my) ;
end
end
end
end
end

end
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%*******************************************************%
% Fonction calculant le vecteur gamma intervenant dans %

% la définition de 1l’estimateur introduit au Chapitre 3 %
%*******************************************************%

function gam=Gam_vect(lax,lay,nux,nuy,Y)
[mx,my]l=size(Y);

taux=lax+nux;
tauy=lay+nuy;

c=(lax+1)*(lay+1)-1;
gam=zeros(c,1);

Z=Y(1+taux:mx,l+tauy:my) ;
k=0;
for i=0:lax
if i==0,
for j=1:lay
T=Y(1+lax-i:mx-nux-i,1+lay-j:my-nuy-j);
k=k+1;
gam (k) =sum(sum(Z.*T)) / (mx*my) ;
end
else
for j=0:lay
T=Y(1+lax-i:mx-nux-i,1+lay-j:my-nuy-j);
k=k+1;
gam(k)=sum(sum(Z.*T) )/ (mx*my) ;
end
end
end



%*******************************************%

% Sélection de 1’ordre q dans un modéle MA 7
%*******************************************%

clear;
clear all;
clear figure;

global px py gqx qy

nx=600;
ny=600;

px=0;
py=0;
phi=zeros(px+1,py+1);

qx=input (’qx= ’);

qy=input (’qy= ’);
theta=thetachoice;

sig=1;

X=simulate(nx,ny,phi,theta,sig);
Y=X(101:nx,101:ny);
[mx ,myl=size(Y);

a=20;

c=(at+1)*(a+1)-1;
hatil=zeros(c,c);
hat2=zeros(c,c);

moy=sum(sum (X)) / (mx*my) ;
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[gam01,gam02] =Gamma2 (Y,0,0,moy) ;

for k=1:c
[kx,kyl=indice (k) ;
[gaml,gam2]=Gamma2(Y,kx,ky,moy) ;
hat1(k)=gaml/gam01;
hat2(k)=gam2/gam02;

end

cont=1;

while cont==1
booll=zeros(c,c);
bool2=zeros(c,c);
disp(’Test: ’);
nux=input (’nux= ’);
nuy=input (’nuy= ’);

w=0;
if nux~=0
for kx=-nux:1:nux
if nuy~=0
for ky=-nuy:1:nuy
w=w+Gamhat (Y, kx,ky,moy) ;
end
else
w=w+Gamhat (Y,kx,0,moy) ;
end
end
else
for ky=-nuy:1:nuy
w=w+Gamhat (Y,0,ky,moy) ;
end
end
w=w/gam01;
figure;
axis([-1 a+1 -1 a+1]);
hold on;
for k=1:c
if abs(hat1(k))<(1.96%sqrt(w))/sqrt (mx*my)
booll(k)=1;
end

if booll(k)==
[indx,indyl=indice (k) ;
plot (indx,indy,’*’);
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hold on;
else
[indx,indy]l=indice(k);
plot(indx,indy,’0’);
hold on;
end
hold on;
end
title(’Estimateur 1°);
hold off;

figure;
axis([-1 a+1 -1 a+1]);
hold on;
for k=1:c
if abs(hat2(k))<(1.96*sqrt(w))/sqrt (mx*my)
bool2(k)=1;
end
if bool2(k)==
[indx,indy]=indice (k) ;
plot(indx,indy,’*’);
hold on;
else
[indx,indy]=indice (k) ;
plot(indx,indy,’0’);
hold on;
end
end
title(’Estimateur 27);
hold off;
cont=input(’continue (1 pour oui, O pour non)= ’);
end
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%******************************************************%
% Fonction calculant les deux types d’estimateurs h

% des covariances en un point de coordonnées positives %
%******************************************************%

function [resl,res2]=Gamma2(Y,kx,ky,moy)

[mx,myl=size(Y);
U=Y(1:mx-kx,1:my-ky)-moy*ones (1:mx-kx,1:my-ky) ;
V=Y (1+kx:mx, 1+ky:my)-moy*ones (1 :mx-kx,1:my-ky) ;
res2=sum(sum(U.*V) )/ (mx*my) ;
resl=sum(sum(U.*V))/((mx-kx)*(my-ky)) ;
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%**********************************************************%
% Fonction calculant le premier estimateur des covariances %

% en un point de coordonnées non nécessairement positives
%**********************************************************%

function res=Gamhat (Y,kx,ky,moy)
[mx,myl=size(Y);
U=Y(max(1,1-kx) :min(mx,mx-kx) ,max(1,1-ky) :min (my,my-ky))

-moy*ones (mx-abs (kx) ,my-abs (ky)) ;

V=Y (max (1,1-kx)+kx :min(mx,mx-kx)+kx,max(1,1-ky)+ky:min(my,my-ky)+ky)
-moy*ones (mx-abs (kx) ,my-abs (ky)) ;

alph=sum(sum(U.*V));
res=alph/ ((mx-abs (kx))*(my-abs(ky)));
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%******************************************%

% Sélection de 1’ordre p dans un modéle AR %
%******************************************%

clear;
clear all;
clear figure;

global px py gx Qqy

nx=600;
ny=600;

px=input (’px= ’);
py=input (’qx= ’);
phi=phichoice;

qx=0;

qy=0;
theta=zeros(qx+1,qy+1);

sig=sqrt(0.5);

X=simulate(nx,ny,phi,theta,sig);
Y=X(101:nx,101:ny);

a=20;
c=(at1)*(a+t1)-1;
hat=zeros(c,c);
bool=zeros(c,c);
nux=0;

nuy=0;

for lax=1:a
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for lay=0:lax
k=k+1;
hat (k)=estimate(lax,lay,nux,nuy,Y);;
end
for lay=lax-1:-1:0
k=k+1;
hat (k)=estimate(lay,lax,nux,nuy,Y);
end
end

figure(1);
axis([-1 a+1 -1 a+1]);
hold on;
for k=1:c
if abs(hat(k))<1.96/500
bool(k)=1;
end
if bool(k)==
[indx,indy]=indice (k) ;
plot(indx,indy,’*’);
hold on;
else
[indx,indy]=indice (k) ;
plot(indx,indy,’0’);

hold on;

end
end
hold off;
Y e
% Estimation des paramétres autorégressifs
Y
disp(’Estimation : ’);
esti(px,py,qx,qy,Y)
disp(’ ?);

disp(’Coefficients exacts: ’);
phi
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%*************************************************%
% Fonction calculant 1’estimateur du vecteur des Y%
% coefficients autorégressifs introduit h

% au Chapitre 3 lorsque p et q sont connus h
U4k ko ok sk ok sk sk o ok oK ok oK ok K ok ok ok ok ok o oK ok ook ok o ok o ok o ok Kok ok K ok Kok ok ok )

function Vhat=esti(lax,lay,nux,nuy,Y)
global Gamma gam
[mx,my]l=size(Y);

taux=lax+lax;
tauy=nuy+nuy,

Gamma=Gam_mat (lax,lay,nux,nuy,Y);
gam=Gam_vect (lax,lay,nux,nuy,Y);
Vhat=Gamma~ (-1) *gam;
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%********************************************************%

% Calcul de la moyenne et de 1’écart-type empiriques h
% de 1’estimateur du Chapitre 3 h
% pour plusieurs valeurs de lambda et nu %

%********************************************************%

clear;
clear all;

global px py gx qy Gamma gam

nx=600;
ny=600;
N=500; %Nombre de simulation pour le tableau moyenne

px=input Cpx= ’);

py=input (’py= *);
phi=phichoice;

gx=input(’qx= ’);

qy=input (’qy= ’);
theta=thetachoice;

sig=1;

a=15;
cl=(a+1)*(a+1)-1;
c2=(a+1)*(a+1);
hat=zeros(c1,c2,N);
hat_moy=zeros(cl,c2);
hat_std=zeros(cl,c2);
disp(’ ?);

for nb=1:N

X=simulate(nx,ny,phi,theta,sig);
Y=X(101:nx,101:ny) ;



132

k=0;
for lax=1:a
for lay=0:lax
k=k+1;
1=0;
for nux=0:a
for nuy=0:nux
1=1+1;
hat(k,1,nb)=estimate(lax,lay,nux,nuy,Y);

end
if nux™=0
for nuy=nux-1:-1:0
1=1+1;
hat (k,1,nb)=estimate(lax,lay,nuy,nux,Y);
end
end
end
end
for lay=lax-1:-1:0
k=k+1;
1=0;
for nux=0:a
for nuy=0:nux
1=1+1;
hat(k,1,nb)=estimate(lay,lax,nux,nuy,Y);
end
if nux™=0
for nuy=nux-1:-1:0
1=1+1;
hat(k,1,nb)=estimate(lay,lax,nuy,nux,Y);
end
end
end
end
end
end
Y e e e e
% Affichage des résultats
/A
for i=1:ci
for j=1:c2

hat_moy (i, j)=mean(hat(i,j,:));
hat_std(i,j)=std(hat(i,j,:),1);
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if hat_std(i,j)>10
hat_std(i,j)=0;
end
end
end

disp(’Tableau moyennes’);

hat_moy

disp(’ ?);

disp(’Tableau ecart-types associes’);
hat_std






Annexe B

Représentations graphiques et
résultats des simulations
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TAB. B.1

Poly AR - Poly MA A B C
(0,001 ] (1,00 1+0.22 | (1,1) 1+ 0.82 + 03212 +0.52

1(0,0) 1 * Q * Q
2 (1,0) 1 — 0452 X x e
3(1,1) 1 —0.72; 4+ 0.56 2129 — 0.8 29 *o * ® * ®
4(2,1) 1 —21+0.72120—0.72 * * * ®
+0.16 27 — 0.112 222

5(2,2) 1 —1.32; 4+ 0.455 2129 — 0.35 29 * * * ®

+0.4 22 —0.14 2325 — 0.228 2323
+0.741 2123 — 0.57 23

Simulations (* Representation graphique, e Identification ARMA et estimation, O Identification MA, & Identifi-

cation AR et estimation)




Modéles MA

1B : X; =6 +0.2€¢4,_14)

e Représentations graphiques

1C : Xt =€ + 0.8 €(t1—1,t2) + 0.3 €(t1—1,t2—1) + 0.5 €(t1,ta—1)
e Représentations graphiques

e Procédures graphiques de détermination de ’ordre du modéle

Cartes seuillées : seuillage entre -10 et 10 avec un pas de 1
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Fia. B.2 — Carte seuillée du modéle 1B
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Estimateur 1

* %k % ok % ok * % * x *x *x X *x X% x O O O * O
* ok x k% ok ok x k O ¥ *k ¥ * * x *k X *k * *
* % % *x O % * x * x *x * x O O *x * % * * %
¥ * * O O O * % % O * % * *x * *x % * % * *
*¥ * x O % % * *x * O O * O O * *x * O * * %
* % % * % X% *x x O O *x * % *x % *x X *x *x *x O
* ok ok ok ok Kk x % ¥ O O ¥ % x *k *x % O * * *
* * x *x x X% * O * O * * ¥ *x O % % O * * *
* ok % k% ok ok % *k x X% *x %x O O O * % sk * %
O % * * * % * *x * % * * *x O % *x * % * * *
¥ ¥ O ¥ O O O *%*x O O * * *x * % *x % * O O *
¥ O O * % % * x * x O * *x *x % *x % *x *x O %
* ook ok ok ok ok ok % k% % O % ox ok x ok ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok % k% ok ok O <k x *x k X X * x k % sk ok ¥
* ok x ok *x ok ok x O O * * *x *x * *x O * * * *
* % % ok % ok *x x O *x *x * x *x * *x sk % *k * %
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
O O *x * *x % * %x * *x *x O % * % *x % *x *x O %

O * * * % * % * O * * % * % % % % * *x X
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F1G. B.5 — Procédure 1 - Test ¢

Estimateur 2

*  * x ok % Kk ok x * X *x * X *x % x O O O * %
* % % k% ok ok x ¥ O *x * x *x kx *x *k % *k * %
* ok ok Kk O Kk ok % ok x ¥ ¥ *x x O *x *k *k *k ok *
*¥ % x O O O * *x * % * * *x * % *x * * X% * *
*¥ % % O % % * *%x * O O * % O * x *x O * *x %
* * x *x x Xk *x x O O * * ¥ * % *x * * * * *
* % % * % *x *x x * O O * x *x % *x *x O * *x %
* ok ok ok ok ok ok %k O ¥ ok ok ox ok x ok ok ok ok ok
* * x k% k *x x * X *x *x x O O O * * * * %
O * *x * % % * % * % *x * *x *x % *x * *x Xk * %
¥ % O * O O O * * O * * % *x * *x % * O O %
*¥ O O * % % * *x * *x O * *x * % *x * * *x O *
* ok % k% ok ok % k Xx *x O x *x * *x *k % *k * %
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* * x k% ok ok O * X *x * *x * * *x *k *x * * *
* % % * % X% *x x O O *x * *x *x % *x O % * *x %
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
O O * * * % * *x * % * O * * % *x % * *x O *

O * % *x % x X% % O * * * * *x * % *x *x % x
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F1G. B.6 — Procédure 2 - Test ¢
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Estimateur 1

* ok % k% ok ok x ok X% X% k X X*x *x x O O * * %
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
*¥ * x O % % * *x * O * * *x O % *x * * X% * %
* % % k% ok ok x ¥ O *x * x *x * *x *k % *k * %
* ok ok ok ok ok ok % ¥ O O ¥ *x x k *x 3k *k 3k ok k
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok % k% ok ok x ok x Xx *x Xx O O *x ¥k % sk * ¥
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kK
*¥ * O * O * * *x * O * * *x * % *x * * X% * *
* % % k% ok *x x * x O * x *x * *x *k % *k * %
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok % k% ok ok O <k x *x k X X * x k % sk ok ¥
* ok % ok ok ok ok ok O ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Kk ok
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX

O * x *x % *x * % % * * * * *x * % *x * % x

O * * * % * % * K ok *k K *k K ¥ % ¥ *k *x ¥
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F1G. B.7 — Procédure 1 - Test ¢

Estimateur 2

* ok x k% ok ok x k Xx X *x X *x % x O O * * %
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
*¥ % % O % k * *x * x *x * *x O * *x Xk % sk * ¥
* ok x k% ok ok x *k O ¥ *k ¥ * * *x *k X * * *
* % % k% Xk *x x * O O * x *x * *x * % *k * %
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok x k% ok ok x *k Xx *x *x x O O * ¥k * * * %
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
¥ % O * O * * *x * O * * % *x * *x *x % *x * X
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* * x k% ok ok O * X *x * *x * * *x *k *x * * *
* % % ok % ok *x x O X *x * X *x * *x *k % *k * %
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%

O * * * % * * % *k * * * ok % *k k * * * *

O * x *x % *x * % % * * * * *x * % *x * % x
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F1G. B.8 — Procédure 2 - Test ¢
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Estimateur 1

* ok % k% ok ok x ok X% X% k X X*x *x x O O * * %
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* * % O % *k * *x * X *x * *x O % *x ¥k * * * *
* % % k% ok ok x ¥ O *x * x *x * *x *k % *k * %
* ok ok ok ok ok ok % ¥ O O ¥ *x x k *x 3k *k 3k ok k
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok % k% ok ok x ok x Xx *x Xx O O *x ¥k % sk * ¥
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kK
* * x *x O * * *x * O * * *x * % *x * % * * *
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok % k% ok ok O <k x *x k X X * x k % sk ok ¥
* ok % ok ok ok ok ok O ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Kk ok
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
O O *x * *x % * % * % *x * *x *x % *x * % Xk * %

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kX
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F1G. B.9 — Procédure 1 - Test ¢

Estimateur 2

* ok % k% ok ok x ok ko *x ok x *x k X Xk O % * *
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok % Sk %k ok ok kK X% % k% O k ¥ k * 3k ok X
* ok x k% ok ok x *k O ¥ *k ¥ * * *x *k X * * *
* % % k% Xk *x x * O O * x *x * *x * % *k * %
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok x k% ok ok x *k Xx *x *x x O O * ¥k * * * %
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
¥ % % * O *k * *x * O *x * X *x * x Xk % sk * ¥
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* * x k% ok ok O * X *x * *x * * *x *k *x * * *
* % % k% ok *x x O X *x * X *x * *x *k % *k * %
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
O O * * * % *k *x * % * * % * % *x * % * * *

* ok % k% ok ok ok Kk ok Xk ok % ok ok % kX X
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F1G. B.10 — Procédure 2 - Test ¢
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Estimateur 1

* ok % Sk %k ok ok ok kX% % k% X ok % Xk O sk <k ¥
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ok ok ok ok ok ok % Kk O ¥ ¥k ok ox ok x ok ok ok ok ok
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok % Sk %k ok ok kK X% % k% O k ¥ k * 3k ok X
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kK
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok %k ok ok ok ok ok K
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kX
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F1G. B.11 — Procédure 1 - Test ¢

Estimateur 2

* ok % k% ok ok x ok ko *x ok x *x k X Xk O % * *
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
LI R R R R S . S R S N S R N N S S
* ook ok ok sk ok ok ok ok ok % ok ok % ok x k ok ok kK
* ok X% k% ok ok ok ok ok ok k% ok ok X% ok Kk Kk kX
* ok xSk ok ok ok ok k% %k k% Xk k% ok ok ok k%

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k%
* ok % k% ok ok ok Kk ok Xk ok % ok ok % kX X
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F1G. B.12 — Procédure 2 - Test ¢






Modéles 2A, 2B, 2C

2A : Xt — 045 X(t171,t2) = €t

Représentations graphiques

2B H Xt — 045 X(tlfl,tz) = €t + 02 6(25171,252)

Représentations graphiques

2C : Xt —0.45 X(tl—l,tg) =€ + 0.8 €(t1—1,t2) + 0.3 6(t1—1,t2—1) + 0.5 E(t—l,tg—l)
Représentations graphiques
Tableau de I'identification ARMA

Cartes seuillées : seuillage entre -10 et 10 avec un pas de 1
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F1Gc. B.14 — Carte seuillée du modéle 2A
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Modéles 3A, 3B, 3C

3A :1-— 0'7X(t171,t2) + 0.56 X(tlfl,tzfl) —0.8 X(tlflth,l) = €
Représentations graphiques
Tableau de I'identification ARMA

3B:1-0.7 X(tlflvtg) + 0.56 X(tlflvtgfl) —0.8 X(tlfl,tgfl) =€+ 0.2 €(t1—1,t2)
Représentations graphiques
Tableau de l'identification ARMA

3C : 1 -0.7 X(tl—l,t2) + 0.56 X(tl—l,tg—l) —0.8 X(tl—l,tg—l) =€ + 0.8 6(t1—1,t2)
+0.3 € -1,60-1) T 0.5 €t—1,5-1)
e Représentations graphiques

Cartes seuillées : seuillage entre -20 et 20 avec un pas de 2
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Fi1a. B.20 — Carte seuillée du modéle 3A
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Fia. B.22 — Carte seuillée du modéle 3B
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Fia. B.24 — Carte seuillée du modéle 3C



Modéles 4A, 4B, 4C

4A : Xt - X(t1*17t2) + 0'7X(t171,t271) —0.7 X(tl,tgfl) + 0.16 X(t172,t2)
—0.112 X(t172,t271) — €

e Représentations graphiques

4B : Xt - X(t1,17t2) + 0.7 X(tlflth,l) - 0.7 X(tl,tgfl) + 0.16 X(t172,t2)
—0.112 X(t172,t271) =€+ 0.2 €(t1—1,t2)

e Représentations graphiques
4C : Xt - X(tlfl,tz) + 0-7X(t171,t271) —0.7 X(tl,tgfl) +0.16 X(t172,t2)
—0.112 X4, 24,-1) = € + 0.8 €4, —1,4) T 0.3 €, 1,6,-1) T 0.5 €1,4,-1)

e Représentations graphiques
e Tableau de 'identification ARMA

Cartes seuillées : seuillage entre -20 et 20 avec un pas de 2

157



158

I
Il'/l" “41‘“‘;/%\“"&,’ “ "ll'
il (o
,F!,'

=
v'AsA
=

‘ ” | '\\ w \
,l‘ “;;;4 "“Q')\‘ "}?p \(l» l""fl ’!M‘
U

‘/ —
‘

’A«ﬁ"\v
W

‘

. 7
\ »»v v/) "\\\\”\m "/' MQ‘,/ [/ "‘\/' &/‘\‘ “

m i "\"" "/\ eﬁ‘" i "'3' i
(’/// ll %, ol

v‘/

‘4‘.;

Fi1a. B.26 — Carte seuillée du modéle 4A
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160

30

20

10

60

20

“NM , I\”
l“ /“‘0"'\ ll/",l]’ "
”"/ N\‘“ !\lA\ "ml"’ '”' l}i'

o :‘\' “\?" \\" \Q

Fia. B.30 — Carte seuillée du modéle 4C




161

(BLET'0 BL]T0— ‘LOTL'0 ‘9TE€L'0~ ‘2ST0'T)
¥ 9epouwt 9f anod «?Mmm op sonbrrrduwa sod£)-s11e09 19 SOUUIKO[N — &' "dV],

T uoryewInySH

(-) (656€°L) (-) () (689z°2) | (6€20'0) | (9.00°0) (2999'2) | (8861°0) | (90€6°0) (0610°0) (0900°0) (tv10°0) | (gg9100) | (6%00°0) (¢v00°0)
L0660 9¥01'0 9€81'T 8L¥9°0- 116070~ 8000°0 0S€1'0 V9110~ 9€00°'0- 9120°0- 9000°'0 0GSEL'0 1000°'0 €000°0 LSE€1'0 V6€1°0 (g'0)
(-) () (egc1'6) (-) (-) (-) (62L'0) (268v'0) | (eg61°0) | (L888°7) (¢2e1°0) (0vz0'0) (0800'0) | (v910°0) | (¢¥00°0) (9200°0)
8L68°0- 80¥1°0- 89S¥%°0 8C61°0 ¢0Sc°0 ggce’o 80¥0°0- ¥€00°0- 6V10°0- 68710 9¥20'0 €680°0- 2000°0 8100°0 L160°0- I[E€ET°0- (e'1)
() () (¢814°2) () (6687°3) | (s0zv'1) | (6%02°€) (s625°¢) | (928€°0) (=) (vvs12 ) | (2ee0@) (9900'0) | (2610°0) | (0%00°0) (1200°0)
£980°0- 9079°'1 06£1°0 L820°T- 9800°0 £191°0 150€°0 L8220~ £210°0- IP1L70- ¥EI0°0 L8ST0 1000°0- GT00°0- 9810°0 8860°0 (e'g)
(oteo'1) | (60¥9°0) | (9s48'1) | (669%° 1) | (1s88°1) | (¥¥ee1) | (0498°0) (8691°0) | (6egz0) | (81L€°0) (8672°0) (9ze1°0) (9900'0) | (89¥0°0) | (1400°0) (1200°0)
GGST°0- 0500°0- 9021°0- 8L01°0 17,00~ 0%91°0- 9910°0- ¥000°0 0010°0 ¥200°0 2670°0 08T0°0- 1000°0 8500°0 100070~ ¥8L0°0- (g'e)
(-) (869¢'6) (-) () (2082'9) | (0z09'z) | (168€'€) (ovie'z) | (810v'e) | (€666°€) (9291°0) (0065°0) (g900'0) | (¥810°0) | (1500°0) (1200°0)
688172~ 0881°0 8€LL 0~ v06¥°2- 0g€zZ 0 £€90°0 G.60°0 Z800°0 0911°0- 266070~ 8S00°0 8000°0- 1000°0- ¢100°0- £000°0 8EVI'0 (z'e)
(-) (ogs8°¢) | (189¢°9) (-) (-) (rveo'e) | (6119°€) (6008°2) | (8161°9) (-) (610¢°9) (1102°2) (09000) | (¥810°0) | (¥e00°0) (0%00°0)
0Z88°0 I8€L°0 9014°0- 89.¢°0 01I89°0 L910°0- 0911°0 20vL 0- S€Ce 0~ SII9¥1I 9V1€°0- 0€€T 0~ L691°0- 0200°0 £000°0 V€82 0~ (1'e)
(0600°0) | (ovzo'0) | (eviee) | (86e1 1) | (81€8°0) | (9€66°T) (-) (1900°0) | (8910°0) () (98¥¥°2) (ovLe'v) (tv00°0) | (6110°0) | (9600°0) (2€00°0)
9%I€°0 L200°0 0812°0 0780°0 2860°0 110T°0 £E9V°61 9%1€°0 1%00°0 QY161 £9€2°0 PSrT0 92180 S100°0 2100°0 83GE°0 (0'g)
(1999'¢) | (6069°¢) (-) () (z686'8) | (cez00) | (0.00°0) (6899°2) | (9g187L) () (¢810°0) ($500°0) (o9e10°0) | (1910°0) | (¥%00°0) (6£00°0)
LVTl 0~ ¥082°0- 6994°0 686¢°0 8LLC O~ ¢000°0 9G1€°0- 2918°0- 1890°0 110¥°0- 1000°0- LS1E°0- S000°0- £€000°0- 191€°0- €12ce 0~ (z'0)
(=) () (-) () (-) (sger'z) | (g0s1°0) (-) (-) (=) (€6L0°0) (v€20°0) (22000) | (9v10°0) | (ev00°0) (200°0)
LLVT'0 £229'0 £7L0'% 81890 L888°0- 189T°0 0882’0 [420 A 118°0 L0890 9200°0- £0£2°0 2000'0 10000 QSET'0 110€°0 (‘1)
(ge69°2) | (8869°8) (-) () (28e1°9) | (8919°'T) | (g981°T) (6£8¢'8) | (eveee) (=) (98624°0) (z168°2) (€900°0) | (v210°0) | (0$00°0) (1200°0)
148770~ 20L0'0 LLG8'T 8C68'1- 9v10°0- 0TPI'0- V6£1°0- 9871°0- §L20°0- £GL8°0- L880°0- 9678°0- 10000~ 2000°0 L2¥0°0- 0£02°0- (2's)
(v886°9) (-) (-) () (ovL1°8) (-) (z9L0°1) (-) (28€9°2) (-) (voge9) (2182°0) (9g000) | (8e10°0) | (2¥00°0) (2100°0)
9919°'0 LTTL'T GE6L'6- GEBT'T VSv6°0 0v0S'0 ¢8IC'0 7968°€- 687E'T 088¢C'T 66L1°0- €C8T'0 ¢8€E’0 0ZIT 0 06CT'0 66570 (1‘z)
(8.000) | (6810°0) | (9601°0) () (ezoge) | (og86°a) | (90er0) (eg00'0) | (ve10°0) | (g€L0°0) (2020°0) (6010°0) (sg000) | (¢600°0) | (2200°0) (2200°0)
GgE9°0- 06ST°0- V6ET°0- 66C6°C- €600°0 9690°0 ¥990°0- 9G€9°0- (4419 697170~ 8IST 0~ LEST'0- LGES0- P6ST1°0- 96ST°0- €eveo- (0‘z)
(¥800'0) | (1600°0) | (1110'0) | (8¢100) | (9600°0) | (89000) | (0v00'0) (6900'0) | (¥900°0) | (2.00°0) (¢500°0) (0g00°0) (gv00'0) | (9v00°0) | (¥500°'0) (1200°0)
9669°0 L669°0 1669°0 8669°0 $669°0 9669°0 gge80 9669°0 9669°0 9669°0 9669°0 93280 L669°0 2669°0 65280 S¥28°0 (1'0)
(ce6€e'T) (-) () (1evg'9) | (8¥8¥72) (-) (¢ee1°0) (tote'T) | (1g0gw) | (Le61°7) (2€20°0) (6v10°0) (9€00°0) | (0900°0) | (6200°0) (€100°0)
898270~ 69811~ 239%°0 e8I 1~ S9¥S°0~ %686°0- v.29°0- 9g7L 0~ £648°0" 868770~ 2%95°0~ erg9'0- 1589°0- 894870~ 0149°0~ V65270~ D
(2800°0) | (8%00°0) | (¢200°0) | (¥6000) | (2.900°0) | (8v000) | (6€00°0) (ez00'0) | (1¥00°0) | (¥S00°0) (8€00°0) (1€00°0) (¥100°0) | (8200°0) | (€200°0) (0100°0)
L916°0 £9¢8°0 1908°0 L1080 L108°0 L108°0 L108°0 8516°0 ¥528°0 1908°0 2908°0 £908°0 8916°0 8928°0 8928°0 9816°0 (0'D
[ o [ (gD (e2) (ee) [ (e [ (e [ (e [ (o) (&1 G [ G [ (e [[ G0 [ GO [ 1 [ o [ ~\x







Modéles 5A, 5B, 5C

5A : Xt —1.3 X(t1*17t2) + 0.455 X(t1,17t2,1) —0.35 X(tl,tzfl) + 0.4 X(t172,t2)
—0.14 X(t172,t271) —0.228 X(t172,t272) +0.741 X(t1717t272) —0.57 X(tl,t272) = €

e Représentations graphiques

5B : Xt —-1.3 X(t1,17t2) + 0.455 X(tlfl,tzfl) —0.35 X(tl,tgfl) + 0.4 X(t172,t2)
—014 X(t172,t271) — 0228 X(t172,t272) —+ 0741 X(t1717t272) — 057 X(tl,t272) — €
+02 6(t1—1,t2)

e Représentations graphiques

5C H Xt - 13 X(tl—l,tg) —|— 0455 X(tl—l,tg—l) - 035 X(tl,tg—l) + 04 X(t1—2,t2)
—0.14 X(t1—2,t2—1) —0.228 X(t1—2,t2—2) +0.741 X(tl—l,t2—2) —0.57 X(t17t2—2) = €
+0.8 €1 —1,60) + 0.3 €0 —1,6-1) + 0.5 €—1,6,-1)
e Représentations graphiques
e Tableau de I'identification ARMA

Cartes seuillées : seuillage entre -50 et 50 avec un pas de 5
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Fi1a. B.32 — Carte seuillée du modéle 5A
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Etude asymptotique de certains estimateurs pour des
modéles ARMA spatiaux

Résumé

Nous nous intéressons a I’étude asymptotique de certaines statistiques dans des mo-
déles ARMA spatiaux quadrantaux dont les innovations sont supposées étre indé-
pendantes et identiquement distribuées ou plus généralement vérifier une propriété
de martingales fortes. Aprés une revue des théorémes limites pour des martingales
spatiales sur un réseau, nous démontrons d’abord un théoréme de la limite centrale
et un principe d’invariance sous la condition de Lindeberg conditionnelle pour des
tableaux de martingales fortes. Afin de mieux situer notre étude des champs ARMA
quadrantaux, nous rappelons divers résultats concernant ’estimation et I'identifica-
tion dans d’autres modéles ARMA spatiaux. Puis, dans le but de sélectionner les
ordres et d’estimer les paramétres autorégressifs de modéles ARMA spatiaux qua-
drantaux, nous introduisons un nouvel estimateur obtenu a partir des équations de
Yule-Walker généralisées. Nous démontrons sa consistance et sa normalité asymp-
totique. Enfin, pour un certain nombre de modéles ARMA spatiaux, nous illustrons
leurs comportements par des représentations graphiques et nous présentons une
étude de procédures pour les identifier & partir de nombreuses simulations.

Asymptotic study of some estimators for spatial ARMA
models

Abstract

We study the asymptotic behaviour of some statistics for spatial quadrantal
ARMA models with independent and identically distributed innovations or more
generally strong martingale innovations. After giving a review of limit theorems for
lattice martingales, we establish a central limit theorem and an invariance principle
under the conditional Lindeberg condition for strong lattice martingales. For a better
understanding of our study on quadrantal ARMA random fields, we recall various
results on estimation and identification for others spatial ARMA models. Then, in
order to select orders and estimate autoregressive coefficients in spatial quadrantal
ARMA models, we introduce a new estimator based on a derivation of extended
Yule-Walker equations and prove that it is consistent and asymptotically normal.
Finally, we illustrate with graphic representations the behaviour of several spatial
ARMA models and present a study of procedures for their identification.



