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Introduction

Des analogues non-commutatifs d’algebres de polynomes ont été introduits
par Artin et Schelter dans leur article “Graded algebras of global dimension 3”
[1] de 1987. Ce sont des k-algebres N-graduées connexes A (i.e. A=kS A1 &
Ay & ---) ayant certaines propriétés homologiques que 1'on sait vérifiées par
les algebres de polynémes. Dans cette these, k désignera un corps commutatif
(de caractéristique nulle a partir du Chapitre 2). Une k-algebre N-graduée
connexe est dite Artin-Schelter réguliere si elle est de dimension globale finie
d, de dimension de Gelfand-Kirillov finie (c’est-a-dire a croissance polynoémiale)
et Gorenstein. Cette derniere condition signifie que Ext’(k, A) =0 si g # d et
Ext?(k, A) ~ k. Pour simplifier, nous écrirons plus simplement AS-régulieres
au lieu de Artin-Schelter régulieres. La condition de Gorenstein définie ci-
dessus est parfois appelée AS-Gorenstein.

Dans ce qui suit, nous considérons uniquement des algebres N-graduées
connexes engendrées en degré 1. Les algebres AS-régulieres de dimension glo-
bale deux sont faciles a identifier [1]. A isomorphisme pres, ce sont soit les
plans quantiques A = k(z,y)/(zy — qyzx), ¢ # 0, soit les plans de Jordan
A = k(z,y)/(yz — zy — z?). Les algebres AS-régulieres de dimension globale
3 ont été classifiées par Artin et Schelter dans [1] et cette classification a été
précisée par Artin, Tate et Van den Bergh dans [2]. Pour I'instant, il n’existe
pas de classification des algebres AS-régulieres de dimension globale 4. Les
algebres AS-régulieres sont le point de départ de la “géométrie algébrique non-
commutative” (voir [31] pour une synthese des travaux effectués sur ce sujet).

Nous nous intéresserons plus particulierement aux algebres Artin-Schelter
régulieres de dimension globale 3. Ces algebres sont soit de la forme
k(x,y,z)/(f1, f2, f3), ot z, y, z sont trois générateurs de degré 1 et fi, fa, f3
sont trois relations de degré 2, soit de la forme k(z,y)/(f1, f2) ou z et y sont
deux générateurs de degré 1 et f;, f, sont deux relations de degré 3. Les al-
gebres de la premiere forme sont dites quadratiques, celles de la seconde forme
sont dites cubiques. Les algebres AS-régulieres quadratiques sont classifiées en
des types A, B, E, H, 51, S| et S;. Chacun de ces types correspond a une
famille d’algebres A paramétrée par une variété algébrique irréductible, c’est-
a-dire que les coefficients des relations f1, f3, f5 des algebres A sont paramétrés
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par cette variété. Le type A correspond a la variété algébrique de plus grande
dimension. En ce sens, le type A correspond au cas générique d’algebres AS-
régulieres quadratiques. De la méme facon, les algebres AS-régulieres cubiques
sont classifiées en les types A, E, H, S;, Sy et S}, correspondant respective-
ment a une famille d’algebres paramétrée par une variété algébrique irréduc-
tible. Le type A correspond a la variété algébrique irréductible de plus grande
dimension. Le type A correspond donc la aussi au cas générique d’algebres
AS-régulieres cubiques.

Artin, Tate et Van den Bergh ont donné des méthodes géométriques pour
étudier ces algebres dans leurs articles [2] et [3]. Ils ont montré en particulier
que les algebres AS-régulieres de dimension globale 3 sont noethériennes et
integres.

Nous souhaitons calculer certaines homologies de ces algebres lorsque le
corps de base k est de caractéristique nulle. Si A est une k-algebre, I’homo-
logie de Hochschild de A a coefficients dans A, notée H H.(A), peut étre vue
comme un analogue dans le cas non-commutatif du module des formes dif-
férentielles d’une algebre commutative unitaire. En effet, par le théoreme de
Hochschild-Kostant-Rosenberg, 07, =~~~ HH,.(A) si A est une algebre commu-
tative lisse (voir par exemple [20]). L’homologie cyclique HC.(A) de A peut
étre considérée comme un analogue non-commutatif de la cohomologie de de
Rham. De plus ’homologie de Hochschild et 1’homologie cyclique sont des in-
variants a isomorphisme d’algebres pres, mais aussi a équivalence de Morita
pres et méme a équivalence de catégories dérivées pres (voir [19]). Par ailleurs,
la cohomologie de Hochschild de A, notée HH*(A), fournit également des in-
variants trés importants puisque HH?(A) est le centre de A et que HH'(A)
permet de déterminer les dérivations de A. Toutes ces homologies sont donc
particulierement intéressantes a étudier.

Dans son article “Non-commutative homology of some three-dimensional
quantum spaces” de 1994 [33], Michel Van den Bergh a calculé I’homologie
de Hochschild des algebres AS-régulieres de type A quadratiques a coefficients
génériques, ainsi que ’homologie cyclique, 'lhomologie cyclique périodique et
(en un sens non-commutatif) la cohomologie de de Rham de ces algebres. Les
algebres AS-régulieres de type A quadratiques sont les algebres de la forme

A =kz,y,2)/(fi, fay f3)

avec

fi = ayz+ bzy + cx?,
fa = azx+brz + cy’,
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fs = axy+ byx + ¢z,
oit (a:b:c) € P2\ S et
S={(a:b:c)ePLa®=b3=cTU{(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)}.
Une telle algebre A possede un élément central
Cy = c(c® = b))y’ + b(® — a®)yaz + a(b® — )ayz + c(a® — *)a®.

Nous fixons (a,b,c) € k% On dit que lalgebre A est a coefficients géné-
riques si a, b et ¢ sont Q-algébriquement indépendants. Rappelons par ailleurs
que si F est un k-espace vectoriel N-gradué, on appelle série de Poincaré de F,
et on note P(F,t), la série formelle Z:ﬁ% dimy(F,)t". Van den Bergh obtient
les résultats suivants :

Théoréeme (Theorem 4.1. de [33])

Soit A une algebre AS-réguliére de type A quadratique a coefficients génériques.
Alors les HH;(A) sont des k[Cs]-modules libres respectivement de rang 8,8,1,1
lorsque 1 =0, 1, 2, 3. HH3(A) est engendré par 11 et HH3(A) est engendré par
A, ou Il et A sont deux cycles que l'on connait explicitement. Les k-espaces
vectoriels gradués HH;(A) ont les séries de Poincaré suivantes :

(1+1)°

1=
(1+1)°

1—1 ’

t3
1=

P(HHy(A),t) =

P(HH.(A),1) =

P(HH,y(A),t) = P(HHs(A), 1) =

Corollaire (Corollary 4.2. de [33])

(i) La cohomologie de de Rham de A est donnée par

H%R(A) = k;

Hip(A) =0 sii# 0.

(1) L’homologie cyclique de A est donnée par

HCy(A) = HHy(A),

HCQ(A) =k HHQ(A),

HC;(A) =0 si 1 est impair,

HC;(A) =k si est pair et > 4 .

(11i) L’homologie cyclique périodique de A est donnée par
HC? " (A) ~ k si * est pair,

{ HC?" (A) =0 si * est impair.
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Dans cette these, nous allons calculer les mémes homologies dans le cas des
algebres AS-régulieres de type A cubiques a coefficients génériques, en utili-
sant des techniques similaires a celles de Van den Bergh. Nous calculons aussi
la cohomologie de Hochschild de ces algebres, obtenant ainsi une dualité de
Poincaré comme dans le cas quadratique [34].

Les algebres AS-régulieres de type A cubiques sont des algebres graduées
de la forme

A=k, y)/(fi, f2)
avec
fi = azy® + byzy + ay’z + ca®,
fa = ayz® + bzyx + az’y + ¢y,
ot (a:b:c) e P:\ S, avec

S={(a:b:¢c) €PLa* == U{(0:0:1),(0:1:0)}.
Les générateurs = et y sont de degré 1. De plus, 1’élément suivant est central :

Cy = b(c? — a*)yzyzx + a(a® — b*)yz’y — a(c* — a*)z’y® — c(a® — b*)z™.

Remarque : On sait également d’apres [1] que la série de Poincaré de I’al-

gebre A est W c’est-a-dire que c’est la série de Poincaré d’une algebre

1—7,‘2) Y
de polynomes graduée k[z,y, z] ou z, y sont de degré 1 et z est de degré 2.

Voici les résultats principaux que nous obtenons dans cette these.

Théoréeme (Théoréme 2.4.1)

Soit A une algébre AS-réguliére de dimension globale 3 de type A cubique, a co-
efficients génériques. Alors les HH;(A) sont des k[C4]-modules libres de rangs
9,9, 1, 1 pouri =0, 1, 2, 3 respectivement. HH3(A) est engendré par 11 et
HH3(A) est engendré par A, ot ces deux cycles sont connus explicitement. Ce
sont aussi des k-espaces vectoriels gradués qui possedent les séries de Poincaré

sutvantes : A . )
1 2t 3t 2t+1
P(HHy(4), 1) = TR
223 32+ 2
P(HHl(A),t): [ :P(HHO(A),t)—l,
t4

PHH(A) 1) = .
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Corollaire (Propositions 3.0.6, 3.0.7, 3.0.8)
(1) La cohomologie de de Rham de A est donnée par
H%R(A) = k7
{ Hyp(A) =0 sii #0.
(ii) L’homologie cyclique de A est donnée par les isomorphismes de k-espaces
vectoriels gradués
HCy(A) = HHy(A),
HC3(A) ~ k& HHy(A), k concentré en degré 0,
HC;(A) =0 sit est impair,
HC;(A) ~ k (concentré en degré 0) si i est pair et 1 > 4.
(111) L’homologie cyclique périodique de A est donnée par
HC?r (A) ~ k si * est pair,
{ HC?" (A) =0 si * est impair.

Théoreme (Théorémes 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4)

On a des isomorphismes explicites de k[Cy|-modules HH'(A) ~ HHjz ;(A)
pour 1 =0, 1, 2, 3. Autrement dit, A vérifie la dualité de Poincaré. On trouve
en particulier que :

(1) le centre d’une algébre AS-réguliére de type A cubique a coefficients géné-
riques est égal a k[C4),

(ii) HH'(A) = Der(A)/{dérivations intérieures} est le k[C4]-module libre de
rang 1 engendré par la dérivation eulérienne D (€égale a lidentité en degré 1),

(iii) HH*(A) et HH?(A) sont des k[C4]-modules libres de rang 9.

Nous passons maintenant en revue les différents chapitres de cette these.

Dans le premier chapitre, nous faisons des rappels sur les différentes homo-
logies que nous allons calculer et sur la propriété de Koszul généralisée.

Dans le second chapitre, nous calculons ’homologie de Hochschild de A en
suivant la méthode utilisée par Van den Bergh dans [33].

Nous commencons par montrer que A est la déformation d’une algebre
de polynémes. Pour cela, nous modifions le corps de base pour introduire un
parametre de déformation h. Puis, a la différence du cas quadratique, nous
réécrivons les relations de A avec une variable supplémentaire z = %[:c, y|, de
degré 2. Nous montrons ensuite qu’il existe une décomposition ordonnée des
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éléments de A, c’est-a-dire que tout élément de A s’écrit de facon unique comme
la classe dans A d’une série en h a coefficients dans ’espace vectoriel engendré
par les monomes ordonnés z'y’z*. Ce résultat technique essentiel nous permet
d’écrire une filtration de A par les puissances de i et de montrer que A est la
déformation d’une algebre de polynémes munie d’un crochet de Poisson. Nous
notons R cette algebre de Poisson.

Nous calculons ensuite ’homologie de Poisson de R et nous considérons la
suite spectrale de Brylinski associée, dont le second terme est 1’homologie de
Poisson de R et qui converge vers H H.(A). Dans le cas quadratique, ’algebre
A vérifie la propriété de Koszul. C’est ce qu’utilise Van den Bergh pour mon-
trer que la suite spectrale dégénere a I’ordre 2. Dans notre cas, les algebres ne
vérifient plus la propriété de Koszul classique, mais sont de Koszul au sens gé-
néralisé introduit par Roland Berger [6] en 2001. Nous introduisons un nouveau
quasi-isomorphisme explicite entre le complexe de Hochschild de A et un cer-
tain complexe de Koszul généralisé associé a A qui calcule aussi I’homologie de
Hochschild de A. Nous connaissons deux cycles de ce complexe de Koszul. Via
le quasi-isomorphisme, nous obtenons alors deux cycles de Hochschild particu-
liers qui nous permettent de “remonter” deux cycles de Poisson remarquables.
Nous en déduisons que la suite spectrale de Brylinski associée a la filtration de
A dégénere a l’ordre 2, ce qui nous donne enfin ’homologie de Hochschild de A.

Dans le troisieme chapitre, nous déduisons la cohomologie de de Rham,
I’homologie cyclique et I’homologie cyclique périodique de A de I’homologie de
Hochschild de A, en utilisant des résultats classiques.

Dans le quatrieme chapitre, nous déduisons la cohomologie de Hochschild
de A de 'homologie de Hochschild de A. Pour cela, nous utilisons la aussi la
propriété de Koszul généralisée, qui nous permet d’écrire un quasi-isomorphisme
explicite entre le complexe qui calcule la cohomologie de Hochschild et le com-
plexe qui calcule I'homologie de Hochschild, obtenant ainsi une dualité de
Poincaré. Notons que la dualité de Poincaré a été prouvée par la suite dans
le cadre plus général des algebres de Koszul généralisées, AS-Gorenstein et de
dimension globale finie d quelconque par R. Berger et le présent auteur dans
[10], en utilisant un théoreme général de dualité di a Van den Bergh [34]. Le
calcul de la cohomologie de Hochschild nous permet de déterminer le centre
de A, ce qui n’était pas connu.

Les résultats des chapitres 2, 3 et 4 ont fait 'objet d’une Note publiée aux
Comptes Rendus Mathématiques [22] ainsi que d’un article plus détaillé paru

dans Journal of Algebra [23].



x1

Enfin, dans le dernier chapitre, nous faisons plusieurs compléments autour
des résultats précédents et de la propriété de Koszul généralisée.

Nous commengons par comparer nos résultats, qui sont vrais pour des co-
efficients génériques, avec des résultats obtenus par P. Nuss [25] pour le cas
particulier de 1’algebre enveloppante de 1’algebre de Lie de Heisenberg. Nous
voyons que les résultats peuvent étre différents dans le cas non-générique.

Nous calculons ensuite la cohomologie de Hochschild graduée de A.

Dans la section suivante, nous explicitons 1’isomorphisme donné par Van
den Bergh [34] entre homologie et cohomologie de Hochschild pour les algebres
AS-régulieres quadratiques de type A a coefficients génériques, en utilisant la
méthode du chapitre 4 et les résultats de Van den Bergh sur 'homologie de
Hochschild de ces algebres [33]. En particulier, nous retrouvons le centre de
ces algebres.

Puis, suivant une idée de Bernhard Keller, nous explicitons une injection de
la résolution de Koszul de A par des A-A-bimodules dans la bar-résolution de
A, valable pour toute algebre de Koszul généralisée, étendant ainsi le résultat
obtenu dans la section 2.3.1.

Nous donnons ensuite quelques résultats (partiels) sur les homologies de
certains contractés de 3-complexes associés a des algebres de Koszul cubiques.

Enfin, nous examinons & quelles conditions ’algébre duale A' est Frobenius
si A est une algebre AS-réguliere cubique, complétant ainsi des résultats de
larticle [10].
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INTRODUCTION



Chapitre 1

Rappels

Dans toute cette these, k est un corps commutatif et ® est le produit
tensoriel sur k.

1.1 Définition des différentes homologies

Les définitions qui suivent sont bien connues et se trouvent par exemple
dans [17], [20] ou [33].

Soit A une k-algebre associative. On définit le complexe de chaines (C,(A),b),
donné par C,(A) = ABHD et

n—1

blao® -+ ®a,) = (=1)"tpa0 @ Qap1+ Y (~1)'a @ D aiai @~ D ay.

1=0

L’homologie de Hochschild de A a coefficients dans A est I’homologie du com-
plexe (C.(A),b). On la note HH.(A).

Définition 1.1.1 Un complexe mixte est un triplet (M,b, B) ou M est un k-
espace vectoriel N-gradué, et b et B sont des différentielles de degrés respectifs
-1 et +1, vérifiant les relations b* = B? = bB + Bb = 0.

Considérons I’homologie H. (M) = H.(M,b) du complexe sous-jacent (M, b).
Alors B induit une différentielle de degré 1 sur H.(M), que 'on notera encore

B, et la cohomologie du complexe (H.(M), B) est appelée la cohomologie de
de Rham de (M, b, B) et est notée Hjz(M). Considérons d’autre part le bi-

1



2 CHAPITRE 1. RAPPELS

complexe :

0 «— M2 (i M1 (i MO +— 0
A A \J

0 «— M1 (i MO — 0
A )

0 «— My «— 0
!

0 «— 0

On a alors un complexe :

vl

"'ﬂMO@M2@M4ﬂM1@M3bL>MO@M2ﬂM1ﬂMO.

On l'appelle le complexe total associé a (M, b, B). L’homologie de ce complexe
est appelée I’homologie cyclique de (M, b, B) et est notée HC.(M).

Le complexe périodique associé a (M, b, B) est défini par

b+B b+B b+B b+B
c— Wiso My — iso Moy — Hiso My — -+

Son homologie est appelée I’homologie cyclique périodique de (M, b, B) et est
notée HCP" (M) ou #* est “pair” ou “impair”.

Si on quotiente le bicomplexe ci-dessus par sa premiere colonne, on obtient la
longue suite exacte de Connes :

o Hy(M) — HCo(M) -2 HC,_o(M) — -

Si A est une k-algebre associative, on définit un complexe mixte (C(A), b, B)
ou C(A) et b sont définis comme précédemment, et on définit B par :

n

Blag@ - @a,) = Y (-1)"1®a@ - Da,Da® @ i
=0

+ =Dy (1)@ Qa4 Ra® - @ aiy @ L.

=0

On définit alors la cohomologie de de Rham, I’homologie cyclique et 1’ho-
mologie périodique de A par Hjp(A) = Hyp(C(A)), HC.(A) = HC.(C(A))
et HC"(A) = HCT"(C(A)).
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Si A est une k-algebre N-graduée, on munit les A®" de la graduation issue
de celle de A : pour tout n € N*, pour tout p € N,

(A®n)p = @ Ap @ @ Ap,.

prte+pa=p

On remarque alors que les différentielles b et B de C'(A) sont homogenes de
degré 0, et alors les HH;(A), Hz(A) et HC;(A) sont des k-espaces vectoriels

gradués.

Considérons encore une k-algebre associative A. On définit un complexe de

cochaines (C*(A),b*), ou C"(A) = Homy(A®", A) et

b(f)(a’(h s va'n) = aOf(ala s 7an) + Z(_l)if(aov s Q1G4 e 7an)

+ (=)™ flag,...,an_1)a,.

Alors la cohomologie de Hochschild HH*(A) de A a coefficients dans A est la
cohomologie du complexe (C*(A), b*). Si A est graduée, les k-espaces vectoriels
HH*(A) ne sont pas gradués a priori.

1.2 Propriété de Koszul généralisée

La notion d’algebre quadratique de Koszul est bien connue. Elle a été in-
troduite par Priddy en 1970 [28], et a été étudiée dans de nombreux articles,
en particulier par Beilinson, Ginzburg et Soergel en 1996 dans [5]. En 2001,
Roland Berger a introduit dans [6] et [7] une propriété de Koszul généralisée,
qui étend la notion de Koszulité aux algebres N-homogenes, c’est-a-dire aux
algebres graduées qui ont des relations toutes concentrées en degré N, avec
N un entier supérieur ou égal a 2. Cette propriété a ensuite été étudiée par
Berger, Dubois-Violette et Wambst dans [8], par Berger et le présent auteur
dans [10]. Dans cette partie, nous allons faire les rappels indispensables a la
suite de notre travail. Nous n’exposerons pas toutes les propriétés des algebres
de Koszul généralisées et renvoyons le lecteur aux articles cités ci-dessus pour
plus de détails. Certaines notations sont modifiées par rapport aux articles
cités ci-dessus.

Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie, considéré comme gradué
et concentré en degré 1. Soit N un entier supérieur ou égal a 2 et R un sous-
espace vectoriel de VOV, Alors I’algebre N-graduée connexe A = T'(V)/(R)
est dite N-homogene. Soit donc A une telle algebre. Nous notons A-grMod
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la catégorie des A-modules a gauche gradués dont les morphismes sont les
morphismes homogenes de degré 0. Pour n > 0, on introduit un sous-espace

W, de V" défini par

W,= (] V¥@RaV¥
i+j+N=n
sin>N,W,=V®5s11<n<N-1etWy=k. Alors le complexe de Koszul
Ki(A) de A est le complexe de A-grMod

N L RN =L U LI )

avec K; = A® W), U'entier n(:) étant défini par

n(2q) = qN,
n(2¢+1) =gN +1,

pour tout g entier positif. La différentielle é; est donnée par I'inclusion de W,
dans K;_;.

Définition 1.2.1 Soit A une algébre N-homogene. On dit que cette algébre
est de Koszul généralisée si le complexe Ki(A) est une résolution de sk, ¢’est-
a-dire st le complexe :

Ki(A) Sak—0
est exact, ou € est la projection canonique de A sur k.

Il existe une autre fagon d’écrire le complexe K;(A). En effet, soit A' =
T(V*)/(R*Y) lalgebre duale de A, ot V* est le dual linéaire de V et R* est
I'orthogonal de R dans V*®N ~ (V®N)* On vérifie que pour tout i > 0,
Wy ~ A;*(Z.), et que le complexe Kj(A) est isomorphe au complexe

N-—-1 N-—-1
'51

LoAaeAr, S Ao AV 2 A0

ou§; =) . @e€r et {e}; est une base de V, {e}; est la base de V* duale de
{62}2

Par ailleurs, le complexe de Koszul K;(A) est le contracté d’un N-complexe
K (A), c’est-a-dire d’un complexe oti la condition ¢* = 0 est remplacée par la

condition § = 0. Ce N-complexe est donné par

Ki(A): " AW, B AW, ™3 . B agv i A,

ol pour tout i, le morphisme §; : A ®@ W; — A ® W;_; prolonge l'injection ca-
nonique de W; dans A ® W;_;. A partir de ce N-complexe, on retrouve K;(A)
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en gardant la premiere fleche puis en regroupant les N — 1 fleches suivantes,
et en réitérant ce processus.

Nous donnons enfin une caractérisation de la propriété de Koszul a 1’aide de
complexes de bimodules. On note A-grMod-A la catégorie des A-A-bimodules
gradués, dont les morphismes sont les morphismes de A-A-bimodules homo-
genes de degré 0. On note d; le morphisme de A-grMod-A de A @ W,, ® A dans
A@W,_1 ® A, obtenu en injectant W,, dans A ® W,_;. De méme , on définit
un morphisme d, de A@Q W, ® A dans A @ W,,_; ® A, obtenu en injectant W,
dans W,_; @ A. Soit K;_.(A) le complexe de Koszul de bimodules défini par

d/N—l

L AWy ®AS AWy A"S AVeAS ARA

oud = dl — dr et dN-1 = d{V—l + d{v_er 4.+ dldi\f—Q + diV—l‘

Proposition 1.2.2 Soit A une algébre N-homogene. Alors A est de Koszul
généralisée si et seulement si le complere K;_.(A) est une résolution de A
dans A-grMod-A, c’est-a-dire si et seulement si le complexe

K_.(A) 5 A0

est exact, ou p est le produit de A.
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Chapitre 2

Homologie de Hochschild

2.1 Une algebre de Poisson associée a A

2.1.1 Changement de corps de base

Soit k un corps commutatif de caractéristique nulle. Soit A une algebre
AS-réguliere de type A cubique. Cela signifie que A = k(z,y)/(f1, f2) ou

fi = axy? + byzy + ay’z + ca®,

fo = ayz?® + bryz + az’y + cy®,
et (a:b:c) e Pi\ S, avec

S={(a:b:c)ePha’=0*=c*}U{(0:0:1),(0:1:0)}.

On fixe maintenant (a,b,c) € k*. On suppose a # b. Quitte a multiplier tous

les coefficients par le scalaire , on peut supposer que b—a = 3. On définit
—a

ensuite p et ¢ de telle sorte que
a=—p—1,

c= —q.

Dans toute la suite, nous supposons que p et ¢ sont algébriquement indépen-
dants sur Q. Nous disons alors que 1’algebre A est a coefficients génériques. On
peut réécrire les générateurs de ’espace des relations de A sous la forme

fi = (—ay® 4 2yey — y*z) — p(ay® + yay + y*z) — g2,
fa = (—ya® + 2zyz — 2%y) — plya® + zyz + 2%y) — qv°,

7
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soit encore
f1 =y, [z, y]] — p(zy® + yzy + y*z) — ga°,
f2 = [z, y], 2] — plya® + zyx + 2%y) — qy°,

ou [z,y] = 2y — yx est le commutateur de x et y.

Remarque : Supposer p et g algébriquement indépendants sur Q équivaut a
supposer a, b et ¢ algébriquement indépendants sur Q dans 1’écriture initiale

de fi et fy. En effet, si a, b, et ¢ sont algébriquement indépendants sur Q,

! 3a / :

alors a' = et ¢ =
—a —a

il en est de méme pour p = —a’ — 1 et ¢ = —¢. Réciproquement, supposons

sont algébriquement indépendants sur Q, et

que fi et fy sont définis avec a = —p— 1, b= —p+2 et ¢ = —gou p et ¢
sont algébriquement indépendants sur Q. On multiplie f; et f, par un élément
r qui est Q-algébriquement indépendant de p et ¢ (on agrandit & au besoin).
Alors ' = ra, b’ = rb = ra+3r et ¢ = rcsont Q-algébriquement indépendants.

Proposition 2.1.1 D’apreés l'expression des relations fi et fy, on peut se li-
miter a travailler sur le corps Q(p, q). Plus précisément, on a un isomorphisme
de k-algebres graduées

A~k Qg Qp, )z, y)/(f1, f2)

et un isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués

HH.(A) >~k Qqp.q) HH(Qp, 9){z,y)/(f1, f2))-

Preuve. Le premier isomorphisme provient du fait que les relations f; et
f2 de A sont a coefficients dans le corps Q(p,q). On peut alors construire
facilement un isomorphisme de k-algebres :

k®@(m)©(pv Q){x,y)/(fi, f) — A
a®@a +— «aa

de bijection réciproque :
A — kg Qp, q){z,y)/(f1, f2)
r = 1®«x
y = 1@y
Le second isomorphisme provient du diagramme commutatif :

APk @og) (Qp,g) < @y > [(fi, f2))°"
1 b } 1k ®g(pq) b
AR k@ (Qp,q) < 2,y > /(fi, f2)2
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ou b est le bord de Hochschild et 1, est I'identité de &£. m

Proposition 2.1.2 [] existe une extension ko((h)) du corps Q(p, q), telle que
dans cette extension,

p=pil?
q=qh,
ou les coefficients py et g1 appartiennent au corps kg et sont encore algébrique-

ment indépendants sur Q. lei, ko((h)) désigne le corps des séries de Laurent
formelles en une indéterminée h, a coefficients dans le corps kg.

Preuve. Posons ko = Q(X,Y) ou X et Y sont deux indéterminées. Puisque
p et g sont algébriquement indépendants sur Q et que Xh% Yh? sont des
éléments de ko((h)) qui sont Q-algébriquement indépendants, le morphisme de

Q-algebres :
Qp.q) — kol((h))
p = Xh?
g — Yh?

est bien défini et est une injection de Q(p, g) dans ko((h)). En posant p; = X,
p2 = Y, on obtient le résultat souhaité. m

Proposition 2.1.3 On a des isomorphismes
ko((R))(x,y)/(f1; f2) = Ko((h)) @o(.q) Qp, @)(, y)/ (f1, f2),
HH.(ko((h))(z,y)/(f1, [2)) = Ko((h)) @o.q) HH(Q(p, q){(z,y)/(f1, f2)),

en identifiant Q(p, q) avec son image dans ko((h)) dans ces isomorphismes.

Preuve. Preuve analogue a celle de la proposition 2.1.1. m

En particulier, on a

HH.(Q(p; g)(x, y)/(f1, f2)) = Qp, @) Ono((ny) HHi(ko((R))(z,y)/([1, f2))-
I nous suffit donc de connaitre I’homologie de Hochschild de ko((R))(z,y)/(f1, f2)

pour avoir celle de A, car alors

HH.(A) =k ©g(pg) [Qp: @) Oro((ry) HHx(ko((R)) {2, y)/(frs f2))]:

On considere dorénavant que k = ko((h)). Dans le calcul qui suit, il nous
suffit de savoir que les éléments p; et ¢; de kg sont Q-algébriquement indépen-
dants.
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2.1.2 Réécriture de A par générateurs et relations

Dans cette partie, nous allons introduire une variable supplémentaire z, ce
qui nous permettra de faire apparaitre des commutateurs dans les relations de
A.

On suppose que k = ko((h)) (voir la sous-section 2.1.1).

Les générateurs de l'espace des relations de A s’écrivent alors

fi= [y, [x,y]] — pih* (2y® + yay + y*z) — qih*a®,

f2 = [l2,y], 2] = pih*(ya® + aye + 2%y) — ah®y".
Soit A la k-algebre graduée A = k(z,y,2)/(g, f1, f2), ol

g = [z,y]—hz
fi = [y.[x,y]] — pih*(ay® + yay + y’z) — gh*2®,
f2 = l[x,y], 2] — pth*(ya® + zyz + 2%y) — qh*y?,

ou z, y sont de degré 1 et z est de degré 2; f; et f; sont comme précédemment.

Proposition 2.1.4 On a un isomorphisme de k-algébres graduées entre A et
A, qui est donné par

A:k<:c,y>/(f1,f2) — A:k<x,y,2>/(g,f1,f2)
A
y =y
Preuve. Notons ¢ le morphisme de k-algebres graduées ci-dessus (qui est

bien défini de fagon évidente). On définit facilement le morphisme de k-algebres
graduées ¥ :

. 1

17[)A:k<.17,y,2>/(f1,f272—E[$,y]) — A:k‘<"E,y>/(f1,f2)
Zz — Zz
y =y
1

On s’apercoit que ¥ o ¢p(x) = z et Y 0 ¢(y) = y, donc, puisque x et y sont
deux générateurs de l'algebre A = k(z,y)/(f1, f2), 1 o ¢ est égale a 'identité
de A.

D’autre part, potp(z) =z, o (y )_yetgbo ( )

= +[z,y] = z. Comme
z, y, z sont des générateurs de l'algebre A = k(z,y,2)/(f

1, f27 - h['xwy])a

(s

I’application ¢ o ¥ est égale a 'identité de A.
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Donc ¢ est un isomorphisme d’algebres graduées, et ¢! = 1. m

Dans ce qui suit, nous allons calculer I’homologie de Hochschild de A, qui
sera égale a 'lhomologie de Hochschild de A d’apres I'isomorphisme ci-dessus.

Pour simplifier les notations, nous noterons maintenant A Palgebre A.
Lemme 2.1.5 On a un isomorphisme canonique €vident d’algébres graduées :

Bes,2)/ (o o7 = 7wl & (Meoy, 2/ = o)) ho )

Ce dernier isomorphisme nous permet de réécrire les générateurs de I'espace
des relations de A de la maniere suivante :

g = [z,y]—hz, (1.1)
fi = ly.2l—ph(ay® + yay + y'z) — qha’, (1.2)
fo = [z,2] = prh(ya® + zyx + «%y) — qhy’. (1.3)
Dans la suite, g, f1 et fy sont donnés par les égalités (1.1), (1.2) et (1.3)

ci-dessus.
Pour résumer, I'algebre A est la ko((h))-algebre associative définie par les
3 générateurs z, y et z de degrés respectifs 1, 1 et 2 et les relations homogenes

[z,y] = hz,
ly, 2] = p1h(zy® + yay + y’z) + g ha’,
[z, 2] = prh(ya® + ayz + 2y) + qhy’,

De plus, p; et g1 sont deux éléments Q-algébriquement indépendants du corps
commutatif de caractéristique nulle kq.

2.1.3 Décomposition ordonnée des éléments de A

Le but de cette partie est de donner une écriture unique des éléments de
A comme séries de Laurent formelles en h, afin de pouvoir introduire une
filtration de A par les puissances de h.

Une sous-algebre A de A

D’apres (1.1), (1.2) et (1.3), les éléments g, f1 et fo de ko((h))(x,y, z)
appartiennent en fait a ko[[h]](z,y,2). On peut alors définir la ko[[h]]-algebre
graduée

A = ke[[b]) (2,9, 2)/ (9, fu, f2)

ou on a encore x et y de degré 1 et z de degré 2.
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Lemme 2.1.6 Comme ko((h))-algébre graduée, ko((h)) @[ A est isomorphe
a A.
Preuwve. On a une injection naturelle ko[[R]](x,y, z) — ko((h))(z,y,2) qui

nous permet de définir de fagon évidente le morphisme de kg[[h]]-algebres gra-
duées suivant :

ko[[h]]<$7y72>/(gvf17f2) — ko((h))<$7y72>/(gvf17f2)

a — a.

Alors 'application

ko((h)) @iy A — A
a®a — «a

est un isomorphisme de kqo((h))-algebres graduées. Sa bijection réciproque est
le morphisme de kq((h))-algebres graduées de A dans ko((h)) @gopay A défini

sur les générateurs de A par :

r— 1®x
y— 1@y
22— 1®z

|
Nous donnons maintenant un résultat classique d’algebre commutative (cf
[11] chap. II paragraphe 3 n°2) qui nous permettra de prouver la Proposition

2.1.8.

Lemme 2.1.7 Soit A un anneau local intégre, m son idéal mazimal, K le
corps des fractions de A, et M un A-module de type fini. Alors M est libre si
[(A/m)®@a M : (A/m)]=[K @4 M : K].

weay

une base du (A/m)-espace vectoriel (A/m) @4 M. Alors, d’apres le lemme de
Nakayama, (y;)i=1,.., est un systeme de générateurs du A-module M. Donc
les éléments (1 ® y;)i=1,..., engendrent le K-espace vectoriel K ® 4 M. Comme
cet espace est de dimension p sur K, les éléments (1 @ y;)i=1,..., forment une
dans le A-module M, et ils forment donc une base de ce module. Donc M est
un A-module libre. m

Proposition 2.1.8 A est un ko[[h]]-module plat.
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Preuve. On pose

R = ko ®ko[[h]] A~ k0<$7y72>/(['ray]’ [$7Z]’ [ya Z]) = k0[$7y72]'

La série de Poincaré de R sur kg est égale a celle de A sur ko((h)) d’apres
[1] (voir la remarque donnée dans 'introduction). En particulier, pour tout
n e N ona

(Ko @rofpag) An : Kol = [ko((h)) @repny An + ko((R))]- (1.4)

L’anneau ko[[h]] est local integre d’idéal maximal (h), son corps des frac-
tions est ko((h)). Son corps résiduel est ko[[h]]/(h) =~ ko. De plus pour tout
n € N, A, est un ko[[h]]-module de type fini. Alors d’apres (1.4) et le lemme
2.1.7, A, est un ko[[h]]-module libre pour tout n € N. Donc A = @,50A, est
aussi un kg[[h]|]-module libre. En particulier, c’est un ko[[h]]-module plat. m

Proposition 2.1.9 Le morphisme de ko[[h]]-algébres :

A — ko((h)) @y A~ A (1.5)
a — 1®a

est injectif. En particulier, h n’est pas un diviseur de zéro dans A.

Preuve. Nous avons vu dans la proposition précédente que A est un kq[[A]]-
module plat. Donc si on tensorise l'injection canonique ¢ : ko[[h]] — ko((h))
par A, on obtient I'injection

kol[A]] @ty A 28 ko((h)) gy A

qui est exactement I'application (1.5). Par cette injection, h s’envoie sur lui-
méme. Comme h est inversible dans A, A n’est pas un diviseur de zéro dans A. m

On pourra donc considérer, en identifiant 4 avec son image dans A via
I'injection (1.5), que A est une sous-algebre de la kq[[h]]-algebre A.

Ecriture des éléments de A comme séries formelles

Le diagramme commutatif de ko[[h]]-algebres ci-dessous est formé d’injec-
tions canoniques :

Fo((B){@,y,2) & kola,y, 2)((R)) (1.6)
it
kollh)(z,y,2) <> kolw,y, 2)[[A]].
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Remarque : Nous notons ko(z,y, z); la composante homogene de degré i de la
ko-algebre graduée ko(x,y, z) (v est le degré total). On voit que ko[[h]](z,y, 2)
est la sous-algebre de ko(z,y, z)[[h]] formée des séries ) . Qnh" qui véri-
fient : il existe N € N tel que pour tout n € N, Q,, € &N  ko(z,y, z);. De fagon
analogue, ko((h))(z,y,z) est la sous-algebre de ko(z,y,z)((h)) formée des sé-
ries de Laurent ) . Q,h" qui vérifient : il existe N € N tel que pour tout
n€Z,Q, € dY ko(x,y,z);. Nous noterons ko(z,y, z)<n le ko-espace vectoriel
de dimension finie &Y ko(z, y, 2);, et nous noterons également ko(z,y, z)sn le
ko-espace vectoriel &%, ko(z,y, 2);.

Le diagramme (1.6) nous permet de définir de fagon évidente le diagramme
commutatif suivant de kq[[h]]-algebres :

A= Rl (e (P Frs) = o N/ Frs)
A= olle..2)/(Frfrg) > Kolw., A (Fr. Fr9).

D’apres la proposition 2.1.9, I’application ; est injective. Nous allons mon-
trer que les applications 25, 13 et 74 sont également injectives. Pour cela, nous
avons besoin du lemme technique suivant :

Lemme 2.1.10 (i) Soit f un élément de ko[[h]](z,y, z), sotent a, b € ko(x,y, z)[[h]]
et soit N € N. Alors il existe deux ensembles finis X' et X", des familles fi-
nies {aytiexr, {Bitiex: d’éléments de kol[h]|(x,y, z), et des familles finies
{ai”}i”eX” et {/62'"}2'”6)&'" d’éléments de k0<I,y,Z>[[hH, telles que

afb=">Y " aufBu+ Y amfBm,

Z’IGXI Z’IIGXII

ou pour tout 1" € X', les ay fBy sont des séries en h dont tous les coefficients
appartiennent a ko(z,y, z)<n, €t pour tout i" € X", les ay fBin sont des séries
en h dont tous les coefficients appartiennent a ko(x,y, z)sn.
(1) On a un résultat analogue en remplagant ko(z,y, 2)[[h]] par ko(z,y, 2)((h)),
ko[[h]](z,y, z) parko((h)){z,y, z), et en supposant toujours que f € ko[[h]](x,y, z).
Preuve. On prouve seulement (i), la preuve de (ii) étant analogue. On peut
supposer f homogene pour le degré total en x, y, z, nous notons alors deg(f)
le degré de f. Qn peut écrire a = Y a,h" =D (D iy agf))h”, ou pour
tout + € N, a?) est la partie homogene de degré i de a,. Pour tout n, la
b, h™ =
meN ¥

Y men(2jen b%))hm, ou pour tout j € N, b est la partie homogene de degré
j de b,. Si N < deg(f), afb est une série en h dont tous les coefficients

famille {ag)}ieN est a support fini. De méme, on peut écrire b=
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appartiennent a ko(z,y,z)sn, et on a déja la décomposition souhaitée. On
suppose donc que N > deg(f), et on pose N' = N — deg(f). On a

afb = DO a1 O bR

neN €N meN jeN
= > D a1y b
(n,m)eEN? €N JEN

— Z [ Z hn+m

(n,m)EN? (4,7)EN?
= 20 2 a3 [ 3 e
(n,m)€EN? (4,7)EN2;i4+j<N’ (n,m)€EN? (4,7)EN2;i+5>N’
=[] + [*x].
Puisque ko(z,y, z)<n' est un espace vectoriel de dimension finie, il existe
des familles finies {ay}iex: et {Butiex: d’éléments de ko[[R]](z,y, z) telles
que [*] = > .o anfBs et que tout ayfBy soit une série formelle dont les

coefficients appartiennent a ko(z,y, z)<n.
On s’intéresse a présent au terme [**]. Nous allons utiliser la partition suivante :

{(i,j) eNi+j >N} = {(i,j) EN50<i<N',j>N —i}
U{(i,j) e N0 < j < N',i > N'}
U{(i,j) e N i > N',j > N'}.

On a alors
o] = Y [aQFO b + a0 b -+ a6
(n,m)EN? i>N’ i>N'—1 >0
Y a4 (Y a4 (Y al) O
i>N' i>N' i>N'
+0O) - a (Y b art
i>N' >N
= D a1 O bR 4+ 1D alNIRMADY SO bR
neN meN j>N' neN meN j7>0
+ O @Y 0O 3O a1 bR
neN >N/’ meN neN (>N’ meN
+D O R O bR,
neN >N’ meN j>N'

D’ou l'existence de familles finies {aynfinexn et {Bin}ine xn d’éléments de
ko(z,y, z)[[A]] telles que [¥*] = > ..o ynain fBin et que tout a; ffB soit une
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série formelle dont les coefficients appartiennent a ko(z,y,2)sn. B

Proposition 2.1.11 On a une injection naturelle d’algebres :

i3 2 ko[[A][(z, y, 2) [ (J1, 2, 9) = ko(z, y, 2)[M]/ (frs f2» 9)-

Preuve. Notons js 'injection canonique ko[[h]](z,y,2) — ko(z,y, 2)[[R]].
Soit a € ko[[h]](z,y, z) tel que js(a) appartienne a 1’idéal bilatere engendré par
f1, f2 et g dans ko(z,y, 2)[[R]]. D’une part, on peut écrire

jala) = 3 Qub” (17)

n>0

o {Qn }nen est une famille d’éléments de ko(z, y, z) qui vérifie la propriété : il
existe N € N tel que pour tout n € N, Q,, € ko(z,y, z)<n.
D’autre part, on peut écrire d’apres le lemme 2.1.10 (i) :

dala) =Y (ab B+l faBBi+algBi) + Y (b fiBl + b ol + agBh),
dex’ ex

ou

- X' est un ensemble fini, et pour tout j € {1,2, 3}, {af,}ileX/ et {5{:}%@;" sont
des familles finies d’éléments de ko[[h]](z,y, ), telles que pour tout i' € X',
ol f18), af 283 et abgBi € ko(x,y,z)[[R]] sont des séries en h dont tous les
coefficients appartiennent a ko(z,y, z)<n;

- X" est un ensemble fini, et pour tout 5 € {1,2,3}, {a?, }inex: et {82 inexn
sont des familles finies d’éléments de ko(z,y, 2)[[h]], telles que pour tout ¢ €
X" o f1B3n, a3 foBin et aingBin € ko(x,y, z)[[]] sont des séries en h dont tous

Z‘I

les coefficients appartiennent a ko(z,y, z)sn.

Alors d’apres ’écriture (1.7), la seconde somme est nulle, et finalement «a
appartient a I'idéal bilatere engendré par fi, f et g dans ko[[h]](z,y, z). Ceci
montre que "application 3 est injective. m

Proposition 2.1.12 On a une injection naturelle d’algébres :

12 - ko((R))(z,y, 2)/(f1s f2, 9) = Kol@,y, 2)((R)/(f1; f2, 9)-

Preuve. Démonstration analogue a celle de la proposition 2.1.11. m

Proposition 2.1.13 On a une injection naturelle d’algébres :

ta: ko(@,y, )[R/ (fr, f2,9) = ko(z,y, 2)((R))/(f1, f2, 9)-
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Preuve. On note j4 U'injection canonique ko(z,y, 2)[[R]] = ko(z,y, 2)((h)).
Soit a € ko(x,y, z)[[h]] tel que js(a) appartienne a I'idéal bilatere engendré par
f1, f2 et g dans ko(z,y,2)((h)). On a donc

dala) =Y apfibl + apfab} + algbi, (1.8)

keK

o K est un ensemble fini, al, b, € ko(z,y,2)((h)) pour tout & € K et
le{1,2,3}.

Soit N € N. D’apres le lemme 2.1.10 (ii), on peut écrire

dala) =Y (abfiBli+ ol foBi+algBi)+ Y (akfiBl+ ki fo3% + 0gBh),

Z'IGXI Z’IIGXII

ou :

- X' est un ensemble fini, et pour tout j € {1,2,3}, {a‘g,}yeX/ et {ﬂg,}irexf sont
des familles finies d’éléments de ko((h))(x,y, z) telles que pour tout ' € X',
ol f1Bh, a2 235 et algBi € ko(x,y,2)((h)) sont des séries de Laurent en h
dont tous les coefficients appartiennent a ko(z,y, 2)<n;

- X" est un ensemble fini, et pour tout j € {1,2,3}, {al, inexn et {B% Yinexn
sont des familles finies d’éléments de ko(x,y, z)((h)) telles que pour tout " €
X", alifiBh, o f28% et aingBi € ko(x,y,2)((h)) sont des séries de Laurent
en h dont tous les coeflicients appartiennent a ko(x,y, z)sn.

Nous notons alors a<y la somme Y., .(ap fiB) + of f2f + algfB;), et
asy lasomme Y, vu(ofn f1 B + ol f2 8% + aug3i). Par construction de a<y,
cet élément appartient a 1'idéal engendré par fi, fz et g dans ko((h))(z,y, z).
D’autre part, a € ko(z,y, z)[[h]] et on peut écrire

a= Quh+ ) Quh,

neN neN

ou les Q)], € ko(z,y, z) appartiennent a ko(z,y, z)<n et les Q] appartiennent
a ko(z,y,2)sn. Alors acy = > QR € ko[[h]](x,y,2) (voir la remarque
au début de 2.1.3). D’apres l'injectivité de #; (proposition 2.1.9), puisque a<y
appartient & ko[[h]](x,y, z) et a I'idéal bilatere engendré par fi, fy et g dans
ko((h))(z,y,z), a<ny appartient a I'idéal bilatere engendré par fi, f, et g dans
ko[[R]){(z,y, z). En particulier, nous avons montré que pour tout N € N, a<y
est dans 'idéal bilatere engendré par fi, fa et g dans ko(z,y, 2)[[h]]-

Reprenons maintenant I’écriture (1.8). Pour tout [ € {1,2,3}, pour tout k €

K, al, s’écrit comme une série de Laurent formelle Y, af A", o {a} . }nez



18 CHAPITRE 2. HOMOLOGIE DE HOCHSCHILD

est une famille & support borné inférieurement d’éléments de ko(z,y,z). De
méme, pour tout [ € {1,2,3}, pour tout k € K, b} s’écrit comme une série de
Laurent formelle > . béﬁmhm, ou {bim}mez est une famille a support borné
inférieurement d’éléments de ko(z,y, z).

Soit N assez grand pour que pour tout [ € {1,2,3} pour tout k € K,
pour tout n et m € Z vérifiant n + m < 0, on ait deg(a;, fib;,,) < N,
deg(ag , f2b%,,) < N et deg(a} ,gb;,.) < N. Alors, par construction de N,
asn appartient a I'idéal bilatere engendré par fi, fy et g dans ko(x,y, 2)[[h]].
D’apres ce que nous avons montré précédemment, a<y appartient a ce méme
idéal. Donc a = a<y + asn appartient a l’idéal bilatere engendré par fi, f; et

g dans ko(z,y, z)[[R]]. =

La proposition 2.1.11 permet d’écrire tout élément a de A comme la classe
a =) ., Qih* d'une certaine série formelle ou les ); appartiennent a ko(z, y, 2).
On remarquera que, si (Q););>o0 est une famille d’éléments de ko(z,y, 2), la série
Yoo @il est convergente dans ko(z,y, 2)[[k]]/(fi, f2,g) muni de la topologie
h-adique, et sa somme coincide avec la classe de la série formelle Y .o Q;h'.
La proposition 2.1.12 permet d’écrire tout élément a de A comme la classe
d’une certaine série de Laurent formelle a =}, P;h* ot {P;}icy est une fa-
mille & support borné inférieurement d’éléments de ko(z,y, z). Enfin, d’apres
la proposition 2.1.13, on peut voir ko(x,y, z)[[h]]/(f1, f2,9) comme une sous-

algebre de ko{z, y, 2)((1))/(fi, fa,9).

Nous noterons maintenant A 'algébre ko(x,y, 2)[[R]]/(fa, f2,9), €t A lal-
gebre ko(x,y, 2)((R))/(f2, f2,9). Pour résumer, toutes les applications sont in-
jectives dans le diagramme commutatif suivant :

A3 A
i T 114
A S A

Décomposition ordonnée des éléments de A

On notera P le kg-sous-espace vectoriel de ko(x,y, z) engendré par les mo-
nomes ordonnés en z, y et z. On pose plus précisément

P = Vecty, {z'y’2%; (i, 7, k) € N°}.

Lemme 2.1.14 Pour toul a € ./Zl, il existe un et un seul Py € P tel que
a — PO € hA
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Preuve. Soit a =Y., Q;h* dans A, ot les Q; appartiennent & ko(z,y, z).

Les relations de A sont de la forme

vo = ay+h()
ze = xzz+h(--),

Donc il existe Py € P tel que Qy — Py € hA. Par suite, a — Py € hA.

Considérons les morphismes de ko-algebres a : ko(x,y, z) — ./Zl, Q— Q, et
p: A — ./Zl/h.,zl canonique. On vient juste de montrer que la restriction de po «
a P est surjective, et il nous reste a prouver que cette restriction est injective.
Par un théoreme classique d’isomorphisme, on identifie la ky-algebre ./Zl/hfl
a ko(z,y,2)[[R]]/( f1, f2, 9, h), si bien que p o a est le morphisme canonique de
ko-algebres :
ko(x,y,z) — ko(z,y, 2)[[R]]/(f1, f2, 9, ).

Vérifions que son noyau est contenu dans 1’idéal bilatere I engendré par les
trois commutateurs [z, y], [y, 2], [z, ] ('autre inclusion est évidente). Soit u un
élément de ko(x,y, z)[[h]] qui soit dans I'idéal bilatere engendré par fi, f2,9,h
On voit que le terme constant en & de u est une somme de termes de la forme
o[z, ylw + vy, zJw’ + 0|z, z]w"” avec v, v, v" w, W', w" dans ko(z,y,z). Si u
coincide avec son terme constant, on a bien le résultat voulu.

Donc ko(z,y,2)/1 ~ ko[z,y, z]. Puisque {xiyjzk}(L]”k)eNs forme une base de
kolz,y, z], P est un supplémentaire de [ dans ko(z,y, z), et p o « restreinte a
P est bien une injection. m

Proposition 2.1.15 Pour tout a € A, il existe des éléments Py, Py,... de P
uniques tels que a =Y ,. Pih'.

Preuve. L’existence de tels éléments se déduit du lemme 2.1.14 par une
récurrence immeédiate.

i>0

Soient maintenant deux familles (Fy, P1,...) et (Fy, Pf,...) d’éléments de
P qui vérifient a = ). >0 Phi = Yo PIRE. Supposons que ces deux familles
soient différentes. Soit n € N le plus petit entier naturel tel que P, # P!. On
a alors

Poh™ + Pop ™ 4o = PIR 4+ PR 4

Comme h n’est pas un diviseur de zéro dans A (car on a une injection d’algebres
Ay A et h est inversible dans A), on a ’égalité suivante dans A

P+ Papth + W) = BL 4 Pl b+ H2(--).

On a alors P, = P! d’apres le lemme 2.1.14, ce qui est absurde. On a donc
prouvé l'unicité. m
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Proposition 2.1.16 Décomposition ordonnée des éléments de A.
Pour tout a € A, il existe une unique famille {P;};,cy d’éléments de P, a
Pht.

support borné inférieurement, telle que a =3, .,

Preuve. Supposons que a = Ein Q:hi, ou p € Z et ou les (); sont des
éléments de ko(z,y,z). On a alors a = h?) .. Qiypht = hPa’ ou a’ est un
élément de A. On déduit alors Iexistence et 'unicité de Iécriture souhaitée de
la proposition précédente. m

Corollaire 2.1.17 Décomposition ordonnée des €léments de A.

Pour tout a € A, il existe une unique famille {P;};,cy d’éléments de P, a
support borné inférieurement, telle que a =3, ., Pih'.

Remarque Si a est un élément de la composante homogene A, de A (pour la
graduation d’algebre de A), les P; apparaissant dans la décomposition ordonnée
de a appartiennent tous a P,. En effet, sia € A,, il existe une famille a support
fini {Q;}iez d’éléments de ko(z,y, 2), telle que a = ), ., Q;h'. On montre alors
par une récurrence immédiate que pour tout 2 € Z, P; € P,,.

2.1.4 Filtration sur 4

Nous allons maintenant introduire une filtration d’algebres sur 121, en utili-
sant la décomposition ordonnée des éléments de A définie précédemment. On
en déduira une filtration d’algebres sur A.

Pour tout p € Z, on note Fp(/i) le kg-sous-espace vectoriel de A défini par
Fy(A)={a€ Aja=%,, Phi; P, € P} Ona:

o F(A) > Frua(A)

o 1l c Fo(A), N

e pour tout p,q € Z, le produit de A induit une application

N A

Ey(A) x Fy(A) — Fppg(A).

A A

En effet, soit a € F,(A) et b € F,(A). Il existe une famille (P,, P,y1,...)
d’éléments de P tels que a = ) .5 Ph*, et une famille (Qg, Qy41,- - )

d’éléments de P tels que b = Q:hi. Alors ab = P,Q hp+e 4+ hrtati(...)

et donc ab = h*%ic ou ¢ € A. On sait alors qu’il existe une famille
(Ro, Ry,...) d’éléments de P tels que ¢ = ..., R:h' et donc ab =
Y isprq Bic(pgyft'. On a alors bien ab € Fopl(A).

i>q

Donc F' est une filtration de ’algebre A. D’apres la proposition 2.1.16 (par-
tie “existence”), on a Uyezf,(A) = A, et donc la filtration F est exhaustive.
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A

D’apres cette méme proposition (partie “unicité”), on a NyezF,(A) = 0, ce qui
signifie que la filtration F' est séparée. Donc F' est une filtration exhaustive et
séparée de 'algebre Al D’apres le corollaire 2.1.17, la restriction de F' a A est
encore une filtration exhaustive et séparée de ’algebre A. On remarque que la
filtration F restreinte a ’algebre A correspond a la filtration h-adique sur A.
Ce n’est bien sir pas le cas sur A puisque h est inversible dans A.

Remarque : On a Fy(A) = A.

Proposition 2.1.18 L’algcbre A est le complété de A pour la topologie induite
par la filtration F, A est le compléte de A pour cette méme topologie. L’algebre
A n’est done pas compléte pour F'. Cependant, chaque composante homogene
A, de A (pour la graduation d’algebre de A) est compléte. On pourrait dire
que l'algebre A munie de la filtration F est compléte dans la catégorie des
k-algebres graduces.

Preuve. 1 algebre A est complete pour la topologie h-adique, c’est-a-dire
pour la topologie induite par la filtration F. La sous-algebre A de A nest pas
complete, par exemple D 2'hi est la limite dans A d’une suite d’éléments
de A, mais n’appartient pas a A. Tout élément de A est dans le complété de
A : soit a € A et soit Y ieN P:h' son écriture unique. Alors a est la limite dans
A de la suite (>0, Piht),en d’éléments de A. Donc A est bien le complété de
A.

On montre de facon analogue que Aest le complété de A pour la topologie
induite par la filtration F'.

Enfin, soit n € N. Pour montrer que A,, est complet, il suffit de montrer
que c’est un fermé de A. Soit (a,)pen une suite d’éléments de A,, qui converge
vers a € A. Alors pour tout gy € N, il existe py € N et une famille {P; }i<qo
d’éléments de P tels que pour tout p > po, a, ait pour décomposition ordon-
née : a, = Y ;. (Ph') + hot1(.-.). Alors, d’apres la remarque 2.1.3, tous les
P; appartiennent a P,. On en déduit que a = >, P;h" appartient a A,. Donc
A, est complete pour F. m

Nous allons maintenant calculer le gradué associé a A pour la filtration F.
Pour tout p € Z,on a

gro(A) = Fp(A)/Fpa(A)

{hpF; P e P}
~ hPP,.

Le produit gr,(A) x gr,(A) — grp+,(A) s’écrit sur les bases de gr,(A) et
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grq(A) de la maniere suivante :
(hp(xilyjlzkl ), hq(xiQ ijZkQ )) — hp‘HI(xil-l'iz yj1+j2 Zkl-l-kz)

puisqu’on a zy = yx, yz = zy et zx = xz modulo hA. On en déduit un

isomorphisme de kq-algebres graduées grp(A) ~ ko[z,y, z][h, k'], puisqu’on a

des isomorphismes de kg-espaces vectoriels gr,(A) ~ h*P ~ hPky[x,y, z] pour

tout p € Z et que le produit de ko[z,y, z|[h, k'] coincide avec celui de grp(A).
On a donc grp(A) ~ kolz,y, z][h, R 7Y].

2.1.5 Suite spectrale associée a cette filtration

Nous avons donc maintenant une ko((h))-algebre graduée A, munie d’une
filtration F' par les puissances de h. Le gradué associé a A pour cette filtration
est la kg-algebre commutative ko[z,y, z][h, h™!]. Nous noterons dans la suite
R = ko[z, vy, 2].

Regardons maintenant la filtration F sur le complexe de Hochschild (C(A), b)
(voir le chapitre de rappels). La filtration F' sur A s’étend en une filtration sur
C(A), que l'on notera encore F', de la fagon suivante : pour tout n € N, pour
tout p € Z, on pose

Fp(A(gn) = @ Fp (A) @ -+ ® Fp,(A).

p1t-+pn=p

La fitration obtenue est exhaustive et séparée. Le bord b respecte cette
filtration, si bien que 'on peut définir un complexe gradué (grpC(A),b). On
a un isomorphisme naturel grp(A®") ~ grp(A)®™ pour tout n > 1. On en
déduit un isomorphisme en homologie : H.(grr(C(A)),b) ~ HH.(grr(A)).
Considérons la suite spectrale associée a la filtration F'. Son premier terme est
E' = H.(grr(C(A)),b) ~ HH.(grp(A)). Nous allons montrer que cette suite
spectrale converge faiblement vers H H.(A) (au sens de [35]).

Rappelons d’abord comment est définie la suite spectrale associée a une
filtration. Nous adaptons les définitions de [35] dans le cas d’une filtration
décroissante sur un complexe de chaines.

Soit (C,d) un complexe de chaines et F' une filtration décroissante sur C,
compatible avec la différentielle d (c’est-a-dire que d(F,C) C F,C) :

D F, 1 CDF,CDF,CD--.
Soient p, g € Z. On définit

E]?,q = Fp(Cop—g) [ Fp41(Cp—y)
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Nous noterons 7, , la surjection canonique

Mg FpCopag = F,C g Fpi Oy = B

j2'n

Soit r € N. On définit
AL, =Ace F,Copgid(c) € Fppr Copgr}y

Zr = 77p7q(Ar )

On remarque que d(Ap ritger—2) C FC_p_y. On pose alors

B;,q = np,q(d(A; :’—I—l,q—}—r 2))

On pose E7 = Z7 /By .. En particulier, nous avons £} , = H_,_,(F,C/F,,C).

Nous deﬁmssons encore

ﬂ pq’ U pq’ /p,q

On a les inclusions

_ 0 1 r [ee] [ose] r 1 0o _ 0
O_Bzxq C Bp,q - CBp,q c-C Bp,q C Zp,q C-C Zp,q C--C Zp,q C Zp,q _Ezmq'
La différentielle d induit des isomorphismes

Z]:, /Zr—l—l—}Br—I—rq r—l—l/ p+r,g—r+1- (19)

La différentielle d permet aussi de définir une applicationd; , : £ — E7, ..,

qui se décompose de la facon suivante :

_ r r r+1 r4 r r
Z / _> Zp,q/Zp, —B +rq 7‘+1/ pt+r,g—r+1 — Z p+r,g— 7’-I—1/ ptryg—r+1 7 Ep-l—rnq r+1-

On montre alors que ker(dl, )/im(d,_, ,._;) ~ E'*' Pour tout r > 1, Pen-
domorphisme d” de E" est une différentielle pour laquelle H(E") ~ ET‘"1 On
appelle suite spectrale la suite des " munis des différentielles d”.

Définition 2.1.19 La suite spectrale est dite faiblement convergente vers H,(C')
st b o By H o (C) [ Fypn Hop—y(C).

Définition 2.1.20 On dit qu’une suite spectrale est réguliere si pour tous p
et q, on a 2> =7 pourr assez grand.

On a le résultat suivant sur les suites spectrales associées a des filtrations

(voir [35] page 139) :
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Théoréme 2.1.21 Soit (C,d) un complexe muni d’une filtration décroissante
compleéte et exhaustive. On suppose que la suite spectrale associée a cette filtra-
tion est réguliere. Alors cette suite spectrale converge faiblement vers H,(C).

Revenons maintenant au cas qui nous intéresse. Pour tout n € N, on notera
C(A), le sous-complexe de C'(A) formé des composantes homogenes de degré
n (pour la graduation initiale de A). Puisque la différentielle b préserve la
graduation de C(A), on a C(A) = GnenC(A),. Le complexe C(A), est un
complexe de k-espaces vectoriels de dimensions finies, sur lequel la filtration F
est complete (d’apres la proposition 2.1.18) et exhaustive.

Soient p € Z et ¢ € N. Puisque

rp(Co(A)n) = gry((APTH),) = (ko[e, y, 2] 70D 02,

on a un isomorphisme de kg[h, h~']-modules : grp(C(A),) =~ C(kolz,y, 2] )n[h, R 1]

Soit n € N. On considere la suite spectrale associée au complexe C(A),.
Soient p, g deux nombres entiers relatifs.

E]?,q = Fp(Cpg(A)n) [ Fppr1 (C_pg(A)n) = RPC_ (Ko, y, 2])n

et donc qu = qu est un kg-espace vectoriel de dimension finie. Considérons
k) b
alors la suite infinie d’inclusions :

r 3 2 1 0
o C Zp,q C-C Zp,q C Zp,q C Zp,q C Ep,q'

Puisque qu est un kp-espace vectoriel de dimension finie et que les Z; = sont
b b

des kg-sous-espaces-vectoriels de qu, il existe ro € N tel que Z; = 77 pour

tout r > rg. Donc d’apres le Théoreme 2.1.21, la suite spectrale associée a la
filtration F' sur le complexe C'(A),, converge faiblement vers H.(C(A),), c’est-a
dire que

E;Z(C(A)n) ~ FyH_ ), (C(A)n)/ Fppr Hoy o (C(A)n).
Comme C(A) est la somme directe des C(A),, on a

E;Z(C’(A)) ~ SuenFpHopg(C(A)n)/ Fpp1 Hop—g(C(A)y)
FpH—p—q(O(A))/FpHH—p—q(C(A))
FPHH—p—q(A)/FpHHH—p—q(A)

12

et donc la suite spectrale associée a la filtration F' sur C'(A) converge faible-

ment vers HH,.(A).
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C’est cette suite spectrale qui va nous permettre de calculer H H.(A). On a

E;,q = H—p—q(FP(C(A))/FP-I-I(C(A))) et E;,oq = FPHH—p—q(A)/Fp-I—lHH—p—q(A)-
Nous allons réécrire différemment son premier terme afin de pouvoir calculer
son second terme £?. Puis nous montrerons que cette suite spectrale dégénere a
lordre 2, c’est-a-dire que pour tous p, ¢ € Z, E5, = E;q, ce qui nous permettra

d’obtenir £2°, puis H H.(A) puisque la suite spectrale converge faiblement.

2.1.6 Une algebre de Poisson associée a A

Définition 2.1.22 Crochet de Poisson, algébre de Poisson.

Soit R une algebre commutative. Une application bilinéaire antisymétrique
{-,}: R x R — R est un crochet de Poisson si ¢’est une bidérivation et
st elle vérifie Uidentité de Jacobi : {{f,q},h} + {{g,h}, f} + {{h, f}, g} =0
pour tous f,g,h € R. Une algébre commutative munie d’un crochet de Poisson
est dite algebre de Poisson.

Nous allons voir le crochet [-,-] de A (défini par [a,b] = ab—ba) comme une
déformation d’un crochet de Poisson sur R =~ kg[z, y, z], modulo la projection
p:A— R = ky@puy A, ¢ = 1®a, dont le noyau est F1 A = hA. Le crochet
[-,-] est entierement déterminé par les valeurs [z,y], [y, z] et [z, z]. Ces termes
peuvent tous s’écrire comme des séries formelles en i sans termes constants a
coefficients dans A. On peut alors considérer application [-,-] : Ax A — A,
qui est clairement une bidérivation et qui vérifie I'identité de Jacobi.

On définit d’autre part une bidérivation antisymétrique (forcément unique)

bR X R — R sur les générateurs de 'aleebre R par
) g g p
{z,y} = 2,
{y,2} = 3piay® + gz,
{z,2} = 3may + qy’.
On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.1.23 Le diagramme suivant est commutatif :

%[.7.]

Ax A A
Ipxp Ip
RxR L ®

On en déduit que 'algébre R, munie du crochet {-,-} est une algébre de Poisson.
Preuve. Les relations de I'algebre A sont

%hw%=%
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1
ly: 2l = p(zy® + yay + y’z) + qia®,

1
E[Z’ z] = pi(yz? + zyz + 2%y) + a1y’

Ainsi, p(+[z,y]) = 2, p(+ly, 2]) = 3p1ay® + quz® et p(+[z, 2]) = 3prya® + qy®.
Donc le diagramme commute. Le crochet {-, -} vérifie alors I’égalité de Jacobi,
puisque c’est la projection du crochet +[-,] de A. La bidérivation {-,-} est
donc un crochet de Poisson sur R, et 1’algebre R est une algebre de Poisson. m

Notons que le crochet de Poisson {-, -} est homogene de degré 0, c’est-a-dire

que {.AZ, ./4]} C Ai—l—j-

2.1.7 L’algebre A vue comme déformation

Considérons tout d’abord 1’algebre A. Lécriture dans la décomposition
ordonnée (voir la sous-section 2.1.3) des éléments de A nous permet de définir
Iisomorphisme suivant de ko((h))-espaces vectoriels gradués :

0:A — R((h)

1EZL tEZ

ou dans le terme de gauche, { P; };cz est une famille a support borné inférieure-
ment d’éléments de P; et dans le terme de droite, P; désigne 'image naturelle
de P; dans R = ko[z,y, z]. On munit R((h)) de la filtration naturelle F' par
les puissances de h, ainsi que de la topologie induite par cette filtration. On a
alors @(Fp(fl)) = F,(R((h))), et donc © est aussi un homéomorphisme pour
les topologies associées.

Nous transportons maintenant le produit - de A sur R((h)). Notons *
I’'unique application telle que le diagramme suivant commute :

Ax A s A
!

X < X

R((h) x R((h)) — R((h)).

Alors lalgebre A est isomorphe & 1’algebre R((h)) munie du produit *. Si a et
b appartiennent a R, écrivons :

axb= /LLO(avb) + h/“Ll(a7b) + h2/u2(a7b) +o

ou pour tout ¢ > 0, w;(a,b) € R. Cela définit des applications ko-bilinéaires
i R xR — R. D’autre part, les relations de A montrent que sia € P ~ R,
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be P ~TR,alors b= ab+h(---), ot ab est le produit dans R ~ P, si bien
que g est le produit usuel de R. Ainsi 'algebre associative A est une défor-
mation (au sens de Gerstenhaber) de 'algebre de polynomes R = ko[z,y, z].

1 . 1
Le crochet E[’ -] de A se transporte en E[, ‘]« sur R((h)). Par suite, le crochet

de Poisson associé a la déformation #, c’est-a-dire (a,b) — pyi(a,b) — pi(b, a),
coincide avec le crochet de Poisson {-,-} défini par la proposition 2.1.23.

Remarque : En remplacant ©~' par un isomorphisme judicieux (la “sy-
métrisation”), il est possible d’avoir yy = +{-,-}.

Nous remarquons que les sous-algebres de A apparaissant dans le dia-
gramme commutatif

A3 A
i T 114
A S A

s’identifient (via la décomposition ordonnée) aux sous-algebres de (R((h)), *)
apparaissant dans le diagramme commutatif suivant :

ko((h))T[:E,y,Z] = ko[l?,y,TZ]((h))
kollhlllz, y, 21— Koz, y, 2][[A]].

Ainsi, l'algebre A s’identifie a ’algebre (ko((h))[z,y, 2], %), c’est-a-dire que
A est une sous-algebre d’une déformation de R.

2.1.8 Reéécriture de la suite spectrale

Nous allons réécrire la suite spectrale associée a la filtration F' de I’algebre
A a l’aide de I’algebre de Poisson introduite précédemment.

Le gradué associé a A, grp(A) = R[h,h™'] >~ R @k, kolh,h™'] est une
algebre de polynémes & coefficients dans 'anneau ko[h, h™!]. Par le théoreme
de Hochschild-Kostant-Rosenberg (cf [20] p.100 par exemple), on a pour tout
n € N un isomorphisme de kq[h, h~']-modules :

HH,(grr(A)) — Q

7P (Ao n,n—1]

(1.10)
1

To@r1 - Q@r, + —'rodrl/\.../\drn
n.

Ici, Q7

gTF(A)|k0[hyh—l

degré n de grp(A) sur kolh, h7']. La somme directe des 7

7P (Align,n1]

| désigne le kolh, h~']-module des formes différentielles de

est notée
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[ ]
97F (Mg nn—17"

Rappelons brievement des résultats dus a Brylinski [13], toujours dans le
cas de notre algebre A. Brylinski définit sur grp(A) un crochet de Poisson
{-,-}, de la facon suivante :
si f € gri(A), soit P € F;(A) tel que f soit I'image de P dans le gradué associé,
sig € grij(A), soit Q € F;(A) tel que g soit 'image de () dans le gradué associé.
Alors {f, g} est 'image de PQ) — QP dans gr;;;11(A). Brylinski donne alors

une autre écriture de la suite spectrale, en montrant que le diagramme suivant

commute :
EL, = HH.(gre(A) — Q'
}d } o
Bl = HH,(gre(A) — Q)
ou

n

' (rodry A ... Ndr,) = Z(—l)”l{ro, ritdry Ao A 677?2 A ... Ndr,

=1

+ 3 (D rd({re, Y)Y Adr AN A LN A LA dr,

1<i<j<n

d' est la différentielle qui permet de passer au second terme E? de la suite
spectrale et I'isomorphisme entre H H,,(grp(A)) et Q7. () est isomorphisme

de Hochschild-Kostant-Rosenberg (1.10). Le symbole = dans ’expression c/h;
signifie que ce facteur n’apparait pas dans le produit extérieur.

Ce crochet de Poisson {-, -}’ introduit par Brylinski peut étre relié au cro-
chet de Poisson que nous avons donné précédemment. Soient f et g deux
éléments de gro(A) = R. Soient P € FyA, Q) € FyA tels que f (resp. g) soit
I'image de P (resp. ()) dans le gradué associé. Il existe une unique famille
(Ri)k>1 d’éléments de P telle que [P, Q)] = hRy + h*Ry + - - -. On note encore
p la surjection canonique de Fy(A) = A sur R. On a

{f,g} = hp(Rl)

{f,9} = p( [P,Q])
= P(R1 +hRy+--)
= p(R1).

I
=

On en déduit que pour tous f,g € kolz, vy, 2], {f, ¢} = h{f, g}
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De plus, on a un isomorphisme canonique de kq[h, h~]-modules (voir Bour-
baki [12]) : Q;z[h7h_l]|k0[h,h—1] v Q;uko @k, kolh, R71].

On a alors un diagramme commutatif :

Oy — Qi Bk kolh, R
10 Lo@-h
Uy — Q' B kolh, b7,

ol -h est la multiplication par h et §: Q% — Q%! est défini par

n

d(rodri A ... Ndry) = Z(—l)”l{ro, rikdry AN cjr\z A...Ndry,

=1

+ Y (=D Fred{ri, i} Adry A AdE A A AL dry,

1<i<i<n
Notre suite spectrale E' = HH,(grp(A)) — HH.(A) se réécrit alors
E' = Q% @4, kolh, h™'] — HH,(A).

Le calcul de HH.(A) va maintenant se faire a partir de cette nouvelle suite
spectrale. Explicitons le premier terme E?! de cette suite spectrale, sachant que

E;q = H_,_(F,C(A)]F,11C(A)) =~ QP @4, h? :

Q%z@‘@h” 28k Réh‘l — 0 — 0 g=1
0z oh? 20 otert 2 Rl — 0 g=0
Woh? 2 ozt 24 arel 2 Rek q=—1

0 — B ehrt o ozgr 2P olen g=-2
p¥—2 p¥—1 p;o p;1

Le second terme E? de la suite spectrale est formé de ’homologie de chaque
ligne par rapport a la différentielle 0 ® -h. En fait, comme la multiplication
par h est un isomorphisme de ko[h, 7], il suffit de calculer I'homologie du
complexe

0— 0% 202 2 0L R 0.
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Si B est le bord de Connes C'(A) — C(A) relatif a A, B respecte la filtra-
tion F, et grp(B) s’identifie au bord de Connes C(gry(A)) — C(grp(A)) rela-
tif a grp(A). Ce dernier définit une application H H,(grp(A)) — HH.11(grr(A)).
D’apres l'article de Brylinski [13], on sait que cette derniere application est
égale (aux identifications pres) a la différentielle d usuelle des formes différen-
tielles : d : Q;T,F(A — Q;:'; 4y Autrement dit, B dans le gradué associé et en
homologie s’identifie a la différentielle d sur Q3.

2.1.9 Le crochet de Poisson provient d’un gradient
Rappelons comment est défini notre crochet de Poisson {-,-} sur R :
{z,y} = =,
{v.2} = 3pey’ + g’
{z,2} = 3pa’y+ qy’.
Si P € ko[z,y, 2], nous noterons dP/dx (resp. dP/dy, OP/0z) la dérivée par-

tielle de P par rapport a x (resp. y, resp. z), définie de facon classique. On
constate que

d¢

{y7Z}: a_xv
0

0} = 5,

d¢

{r7y}_ %7
ou ¢ € R est le polynéme homogene de degré 4 suivant :
'_1 2 91 4 | 91 4 3, 2,2
¢—22 -|-450 +4y +2P1$y-

C’est-a-dire que le crochet de Poisson sur kg[z, vy, 2] s’écrit comme un gra-
dient. Nous allons montrer que ¢ est I'image dans gro(A) d’un élément central
® de l'algebre A, et alors ¢ sera un Casimir du crochet {-,-}. Ceci nous per-
mettra ensuite de trouver I’homologie de Poisson avec les mémes techniques
de calcul que Van den Bergh dans l'article [33].

Considérons 1’élément central Cy de 1’algebre cubique A, que nous avons
donné dans l'introduction :

Cy = b(c? — a*)yzyz + a(a® — b*)yz’y — a(c* — a*)z’y® — c(a® — b*)z™.
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On utilise maintenant la filtration par les puissances de i sur ’algebre A.
En écrivant a = —1 — p1h?%, b =2 — pih% et ¢ = —q;h?, on trouve que

—2yzyz + 3ya’y — 27y?)
2(—3p1yxyx — 3pryzly — 3Ipraty’ — 3q1;c4) + h3(- )
# 4 L] + A7)

04: (
+ h
[

Ecrivons [*] et [+*] dans leur décomposition ordonnée (voir 2.1.3). Intéressons-
nous d’abord a la partie [**]. On trouve :

(] = hA(=9p1a’y? = Bqua’) + KP(- ).
On écrit maintenant le début de la décomposition ordonnée de [*] :
] = —2(zy — h2)(xy — hz) + 3(zy — h2)zy — 2°y?
= —2zyxy+ 2hxyz 4+ 2hzxy — 2h* 2% + 3xyzy — Shzay — xty?
= ayzy — 2°y* + h(2zyz — zay) — 2R*27.
Or on a
zyry = x(xy— hz)y
= :c2y2 — hxzy
= «y' — halyz — ph(zy® + yry + y*z) — gha’]
= 2%y — hayz + 3pih*aty? + bt 4+ BA(- ).
Et on a aussi
zey = [vz+ pih(ya® + zyz + 2%y) + ahy’ly
vzy + 3prha’y® + quhy* + R3(-- )
elyz = pih(ay® + yay + y’) — qiha’] + 3pha’y® + quhy® + h3(- )
= ayz — qha* + qhy* + B ).

On en déduit que

[*] = (372y2 — hxyz + 3p1h2:v2y2 + Q1h2$4) — $2y2 + 2hxyz
—h(zyz — qha* + qihy*) — 2R%2* + B3(- )
= 3pihiaty? 4 2Rt — byt — 2072 R,
On en déduit enfin le début de la décomposition ordonnée de Cy, en sommant

[*] et [x] :

Cy = h*(=22" —6pra’y’ — o’ — qy') + 1°(- ).
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On a alors
Cy Ly 3 90, @ 4 @y
5] —4(52 toprtyt+ ety )+ h(--).
Donc ¢ est I'image dans gro(A) de I’élément central de A suivant :
1
(I) = —m04

2.2 Homologie de Poisson

Nous allons maintenant calculer I’homologie de Poisson de (R, {-,-}) afin
d’obtenir le terme E? de la suite spectrale de Brylinski. Rappelons que cette
homologie de Poisson est I’homologie du complexe

2] 2] 2]
0 — 0% = 0% 25 O 5 R — 0,

muni de la différentielle 0 :

n

O fodfy Ndfa -+ Ndf) =Y (=1 {fo, f:}dfs A NN A df,
+ N (DT fod{ i YA N N A A A df

1<i<j<n

Les Q% sont des kg-espaces vectoriels gradués par

deg(fodfy N dfa N -+~ ANdfy,) = deg(fo) + deg(f1) + - -+ + deg(fn).

Comme le crochet {-,-} est de degré 0, d est homogene de degré 0 et les
H.,. (2%, 0) sont des kg-espaces vectoriels gradués.

2.2.1 Théoreme

Notons § = dz AdyAdz € Q3 et m = xdy ANdz +ydz Ndx +2zdx ANdy € O%.
Ces deux éléments sont de degré 4 pour la graduation induite sur 23, par celle
de R. Remarquons que d(7) = 44.

Théoreme 2.2.1 Les H;(Q%,0) pour i =0, 1, 2, 3, sont des ko[¢]-modules
libres de rangs respectifs 9,9,1,1. Hy(2%,0) est engendré par m et H3(Q%,0)
est engendré par 6. De plus, les (H;(Q%,0)); sont des ko-espaces vectoriels
gradués dont les séries de Poincaré sont

432 42t 4 1

P(HO(Q’.Raa)at) 14 )
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. 2t 4 2% + 32 4 2t
P(Hl(QR7a)7t) =

= P(Hy(Q%,0),) — 1,

1 —t
t4
P(H(Q%,0),1) = 44’
t4
P(H5(Q%,0),1) = T

Enfin, d définit une surjection homogéne de degré 0 de ko-espaces vectoriels
gradués : Hyo(%,0) — H1(Q%,0) et un isomorphisme homogéne de degré 0
de ko-espaces vectoriels gradués : Hy(Q%,0) — H3(Q%,0).

2.2.2 Preuve

La preuve de ce théoreme est calquée sur celle de [33]. Nous pouvons utiliser
les mémes techniques (inspirées de celles de P. Nuss [25]) car le crochet de
Poisson provient du gradient de I’élément central ¢ (voir 2.1.9).

La différence principale avec la preuve de Van den Bergh est que le poly-
noéme ¢ ne vérifie plus la relation d’Euler classique des polynémes homogenes,
mais vérifie la relation d’Euler suivante :

9 06 99

ce qui fait que I’élément de H3(2%,0) que nous allons obtenir sera
m = 2zdx Ndy 4+ xdy A dz + ydz N dx.

Comme ¢ est un Casimir du crochet de Poisson, 0 est kq[¢p]-linéaire et les
H.(Q%, 0) sont des ko[¢]-modules. Notons g1, g2, g3 les coordonnées du vecteur

V¢. On a alors
g1 ={y, 2} =3przy’ + qa?,
g2 = {z,2} = 3pi2’y + q1y°,
g3 ={z,y} ==z

Nous allons utiliser des techniques de calcul vectoriel.

Notations :
Xy
Si (X1, X2, X3) € R?, nous noterons X le vecteur [ X5 |. Nous noterons
X3
x le produit extérieur sur R* (“produit vectoriel”), défini par
Xy Y1 XoYs — X3Y)
Xy X Y, = X3Y: — XiYs

X3 Ys XiY; — XoVh
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et - le produit intérieur sur R? (“produit scalaire”), défini par

Xi Yi
Xy |- Y = X171 + XoY, + XsYs.
X3 Ys
dP/0x
Si P € R, nous noterons VP = | 9P/dy | le gradient de P.
dP/0z

0X3/0y — 0X,/0=

Enfin, si X € R?, nous noterons V x X = | 9X,/0z — 0X3/dz | le rota-
0X,/0x — 03X, /0y

tionnel de X et V.X = 0X,/0z + 0X,/0y + 0X3/9z la divergence de X.

On munit le R-module libre Q, de la base B; = {dz,dy, dz}, le R-module
libre Q% de la base By = {dy A dz,dz A dz,dz A dy} et le R-module libre
Q3 de la base B3 = {dz ANdy A dz}. Si P € R, les coordonnées de dP dans
B; sont alors données par le vecteur VP. Si w est un élément de Q2 dont
les coordonnées dans B; sont données par X alors dw a pour coordonnées
V x X dans Bs. Si w est un élément de % dont les coordonnées dans By sont
données par X alors dw a pour coordonnées V - X dans Bs. Enfin, si P et Q
sont deux éléments de R, alors dP Ad() a pour coordonnées VP x V() dans Bs.

Nous rappelons le résultat classique suivant (voir Weibel [35] p. 355) :

Lemme 2.2.2 (lemme de Poincaré)
La cohomologie de de Rham de ko[, vy, z] est donnée par

H%R(ko[xv Y, Z]) = kO:
Hip(hola,y,2]) = 0 5§ £0.

Nous utiliserons dans la suite la version suivante de ce lemme :

Lemme 2.2.3 (lemme de Poincaré, deuziéme version)

i) Soit P € R. Si VP =0 alors P € ky.

ii) Soit X € R3. Si V x X =0, alors il existe P € R tel que X = VP.
iii) Soit X € R3. Si V- X =0, alors il existe Y € R® tel que X =V x Y.

Nous allons maintenant détailler la preuve en 7 étapes.
Premieére étape. Le calcul explicite de 0y, 0y et d5 nous donne

81(X1d$ + ngy + ngZ) = (V X 7) : V¢,
Oy(X1dy A dz + Xadz N dx + Xsdx A dy) = (V- X)dé — d(X - V),
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Os(Udz A dy A dz) = —dU A do.

Deuxieme étape. Calculons maintenant {ker(9;)}i=1 2.3

Calcul de ker(0;) :
(0)

= X. Nous allons montrer

Supposons que (V x X) - V¢ = 0. Posons X
qu’il existe xW € R? tel que V x X0 = x" g.

Lemme 2.2.4 La suite (g1, g2, ¢93) est une suite réguliére de l’algébre de poly-
nomes R = kolz,y, 2].

Preuve. Tout d’abord, g; n’est pas un diviseur de zéro de ko[z, y, z] puisque
g1 7é 0.

Montrons ensuite que gz n’est pas diviseur de zéro dans ko[x,y, z]/(g1).
Soient donc h; et hy deux éléments de ko[z, y, 2] tels que gahy = g1h1. Montrons
qu’alors hy € (g1). On a

g = 3pizy’ + qa’
3p1
= (]133(102 + —yQ)-
51

Quitte a agrandir le corps kg, on peut supposer qu’on a une racine carrée de

3 )
_oh dans ky. Notons a cette racine. Alors

¢
g = qa(z—ay)(z+ay).
De méeme
g2 = 3pa’y+aqy’
=imwf+£y5
= 3py(z —a y)(z +aly).
On a donc

qz(z—ay)(z+ay)hy = 3py(z —a 'y)(z+ a 'y)hs.

Comme p; et ¢, sont algébriquement indépendants sur Q, on a 9p? # q¢f,
donc a # o' et a # —a~!. D’apres la factorialité de ko[z,y| et le lemme
de Gauss, =, r — ay et © + ay divisent hy. Puisque =, z — ay et z + ay sont
premiers entre eux, leur produit ¢; divise hq, et donc hy € (g1).

Montrons pour finir que gs n’est pas diviseur de zéro dans ko[z, y, 2]/ (g1, 92)-
Soient hy, ho, hs € ko[, y, 2] tels que gshs = g1h1+g2hy. Soient hY, kY € ko[z, y]
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et hY, hY € kolx,y, z] tels que hy = h| + zh! et hy = R}, + zh}. Comme g3 = z,
on a alors

zhs = z[gih{ + g2hy] + g1} + g2hy.

Puisque g1, g2 € ko[z,y], on a g1h} + go2hY, € ko[z,y] et donc g1k} + go2h%, = 0.
On en déduit que hs = g1h] + g2k et donc hs € (g1,92). Donc g3 n’est pas
diviseur de zéro dans ko[z,y, 2|/ (g1, g2), et la suite (g1, g2, g3) est bien réguliere
dans l'algebre kolz,y, z]. =

On peut construire la suite exacte de Koszul pour I'algebre commutative
R, associée a la suite réguliere (g1, g2, g3) (voir [35] p.114) :

(

0 — A%(R?) L5 A2(R?) 2y g3 T

R — R/(gl792793) — 0.

Ona(VxX) Vé=0doncVxX € ker(d) =im(dy). Or,si Y € A*(R?) et
Y = yse1 A ea 4+ yaes A er + yrea A €3 ou (€1, €3, €3) est une base du R-module

libre R?, on a da(Y) = (y1,Y2,Y3) X (g1, g2, g3) dans la base (ey, €, €3). Donc il
existe bien un X" € R? vérifiant V x X2 = xM g.

Alors V - (7(1) x g) = 0. Comme V xg =0, ona(Vx 7(1)) g = 0.

En réitérant cette procédure, on obtient une suite de vecteurs _7(2) vérifiant
v x X0 = U+ (1)
existe un m tel que V x X

dit alors qu’il existe ®,, € R tel que X
V x (¥g), on a V x (Y(m_l)
de Poincaré, il existe ¥,,,_1 € R tel que Xt 2 Vib,—1+¥,g. En continuant
ainsi, on obtient une suite d’éléments (v;) de R vérifiant XY = Vb + ;117.
D’ou l'existence de ¢ et § € R tels que X = Vi + g, ce qui signifie que
Xydr + Xody + X3dz = di 4+ 0d¢, et donc

x g. Puisque a chaque pas, le degré de X'~ s’abaisse, il

) _ 0. Le lemme de Poincaré (2.2.3, (ii)) nous

=) _ Vi,,. Comme Vi, Xx § =

—¥g) = 0. En appliquant de nouveau le lemme

ker(9y) = {dy + 0dp ; ¥ € R, 6 € R},

Calcul de ker(0,) :
Lemme 2.2.5 Si U € R vérifie dU Ndp =0 alors U = f($) ou f € ko).
Preuve. Soit U®) = U. Comme dU Adé =0, on a VU® xg=0, et VU©

et g sont colinéaires. Alors, comme ¢, g2, g3 n’ont pas de facteurs communs,
il existe UM € R tel que VU = UM (g, ga, g3), soit dU©®) = UMdp. Donc
dUMW ANd¢ = d*U© = 0. En réitérant le processus, on obtient une suite finie de
polynomes U de degré de plus en plus petit. Cette suite s’achéve en un U™
tel que dU(™ =0 et donc U™ = \,,, \,, € ko (d’apres le lemme de Poincaré



2.2. HOMOLOGIE DE POISSON 37

(i)). Alors U1 = X\ 4+ Aoy, U™ = 1/20,,0% + A1 + An_a,... Bt
donc U®) = f(¢), ot f € ko[¢]. m

Supposons maintenant que (V- X)d¢—d(X -Vé) = 0. Alors d(V-X)Ad¢ = 0,
et donc d’apres le lemme :

VX = J(¢), (2.11)

XV = ulo) (212

ou u(p) € ¢ko[p] et u'(¢p) est la dérivée de u par rapport a ¢. Nous allons
résoudre le systeme d’équations (2.11)-(2.12).

Le polynome ¢ vérifie la relation d’Euler généralisée :

W00 06 06 _ 9.1
2822+ ax:c—l— ayy—4<b. (2.13)

Plus généralement, on a le résultat suivant (de preuve immédiate) :

Proposition 2.2.6 Soit ) un polynome homogéne de kolz,y,z]| (ot = et y
sont de degré 1 et z est de degré 2). On a la relation d’Euler généralisée :

0
2—22 +—z+ —yy = deg(Q)Q. (2.14)

u(¢) [
¢ 2z

teme (2.11)-(2.12). Si on pose X' =X - X" X" est solution du systeme
homogene

<P
Posons X =

. Alors X" est une solution particuliére du sys-

V-X=0
X.Vo=0.
On sait alors qu’il existe Y tel que X'=VxY (lemme de Poincaré (iii)), et

donc (V xY)-V¢ = 0. Nous avons résolu ce type d’équation dans le calcul de
ker(0y) et nous avons trouvé que Y = Vo + Vb, ou ¢, ¢ € R.

Donc Yh = VO xVe¢. Posons f(¢) = %:z) OnaX = VOxV o+ f(o) y ,
2z

d’ou
ker(02) = {f(é)m +d0 Ado ; f € kold], 0 € R}.
Calcul de ker(0s) :
Si dU ANd¢p =0, on a vu précédemment que U = f(¢) ou f € ko[¢]. D’ou

ker(0s) = {f(¢)d ; f € kolo]}.
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Troisieme étape. Afin de calculer les séries de Poincaré de ker(0;) et
ker(0;), nous introduisons le complexe suivant :

0 — kold] == R & (R(—4)) - ker(d,) — 0 (2.15)
a(u()) = (u(¢), —u'(¢)),
B(¥,0) = dip + 0do.

Si B est une algebre graduée, nous notons B(k), ou k € Z, I’algebre B munie
de la graduation décalée : B(k),, = B,4+x pour tout n € N.

Le complexe (2.15) est exact, car si dip 4+ 0d¢ = 0, on a df A dp = 0, et donc
0 = f(¢) ou f € ko[¢]. Le décalage dans la graduation de R provient du fait
que ¢ est de degré 4. Ainsi (2.15) est un complexe dans la catégorie ko-grMod
des kg-espaces vectoriels gradués (avec des fleches homogenes de degré 0).

Nous introduisons aussi le complexe de kg-grMod suivant :
0 — ko[o](—4) — ko[@](—4) & R(—4) —= ker(dy) — 0 (2.16)

c(f(9),0) = f(d)m + db N do,
1(9(¢)) = (0,9(¢))-
Rappelons que 7 = zdy A dz + ydz A dx 4+ 2zdx A dy. On a
d(f(¢)m) = d(f(¢)) N7+ f(d)dm
= fl(é)dd Am+4f()6.
Or
dp N7 = (qidz + go2dy + gsdz) A (xdy A dz + ydx A dz + 2zdx A dy)

= (12 + g2y + 2g32)6
— 446,

ou la derniere égalité provient de la relation d’Euler généralisée (2.13). D’ou
d(f(o)m) = A(f(¢) + ['($)9)9,

ce qui est non nul si f # 0. Donc si e(f(¢),0) =0,ona f = 0. D’ou ddAdé = 0,
ce qui implique § = g(¢), ou g € ko[¢p]. Donc le complexe (2.16) est exact.
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Quatrieme étape. Nous allons maintenant calculer les séries de Poincaré
des différents groupes d’homologie. On a les suites exactes évidentes suivantes :

0 — ker(0iy1) — QFt — ker(9;) — Hi(Q%,0) — 0 (2.17)
pour 1 =0, 1, 2.

1
(=P —2)

On a les séries de Poincaré suivantes : P(ko[¢],t) =

P(R,1) =

T
PIR(~4).1) = = t)iu —

On a d’apres (2.15) : P(ker(01,t)) = P(R,t) — P(ko[¢],t) + P(R(—4),t), d’ou

1+t 1

P(ker(0y),t) = 01201 T

De méme, d’apres (2.16) :

t4

P(ker(0s),t) = A== )

Il est facile de voir sur le calcul de ker(ds) que

P(ker(0s),t) = [

D’autre part, 0% est un R-module libre engendré par dzAdy, dyAdz et dzAdz.
2+ 20°
(1—1)*(1—12)

D’apres la suite (2.17) pour ¢ = 1, on a alors

Il est donc facile de voir que P(Q%,t) =

P (0%, 0),1) = Plker(dy),t) — P(Q%, ) + P(ker(dy),1)
1+t 1 12 4+ 213 1
-0l 1—¢ (—0-0) a=a=n
2t 4 2% + 317 + 2
1 — ¢

t4

D’apres la suite (2.17) pour i = 2, sachant que P(03,¢) = A==y

on a )
L ] t ¢
P(Hy(0%,0),t) = e (2.18)
Comme H3(02%,0) = ker(ds), on a
t4
P(H3(Q;27a)7t) = (219)
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ot 4+ ¢2
(L —)2(1 —¢2)’

Enfin, d’apres la suite (2.17) pour 7 = 0, sachant que P(Q2%,1) =

oIl a

32 42t 4 1
a 1—t4 '

P(Hy(92%,0),1) (2.20)

Cinquieme étape. Nous avons vu, dans la deuxieme étape, que ker(0;) =
{dv) 4+ 0d¢;,0 € R}. Or pour tout 6 € R, il existe w € 0% et f € R tels que
fd¢p = 0z(w) + df. Donc Hq (2%, 0) est formé des classes d’éléments dip, ou ¢ €
R. Nous avons aussi montré que ker(0dy) = {f(¢)m+dONdo; f € ko[¢],0 € R}.
Or df A dp = O5(—0dx N dy A dz), donc Hy (9%, 0) est engendré par la classe
de 7 en tant que ko[¢]-module. Enfin, nous avons vu que ker(ds) est engendré
par ¢ en tant que ko[¢]-module, et ainsi H3(2%,0) est engendré par la classe
de § en tant que kg[¢p]-module.

Or les séries de Poincaré de Hy(2%,0) et de H3(Q%,0) coincident avec
celle de ko[¢] (décalée de la graduation de 7 et de ¢ respectivement), donc
H3(9%,0) et H3(Q%,0) sont des ko[¢]-modules libres de rang 1. De plus, d est
surjective de Ho(2%,0) dans Hy(Q%,0), puisque ce dernier est formé d’élé-
ments dv. Enfin, comme d(f(¢)m) = 4(f(¢) + f'(¢)9)d et que f — f+ of
est une surjection de ko[¢] sur lui-méme, d est une surjection de Hy (%, d) sur
H3(9%, 0). Puisque d est un morphisme surjectif de kg-espaces vectoriels gra-
dués qui est homogene de degré 0, et que les séries de Poincaré de Hy (0%, 0)
et de H3(2%,0) coincident, d est un isomorphisme.

Sixieme étape. Il nous reste a montrer que Hy(Q%,0) et H1(Q%,d) sont
des kol[¢]-modules libres. Pour cela, il suffit de montrer que la multiplication
par ¢ est injective dans les deux cas.

Supposons en effet que la multiplication par ¢ dans Ho(2%,0) (et dans
H1(9%,0)) soit injective. Alors ces ko[¢p]-modules sont sans torsion. Comme
ko[¢] est principal et integre, ces modules sont donc plats (cf [16] p.163).
D’autre part, les modules en question sont N-gradués sur 1’algebre graduée
ko[¢], et on conclut qu’ils sont libres-gradués par le résultat suivant :

Proposition 2.2.7 Soit A une k-algebre N-graduée. Soit M un A-module Z-
gradu€ borné€ inférieurement (c’est-a-dire qu’il existe n € Z tel que M; = 0 pour
i< n). Si M est plat, alors M est libre-gradué (la réciproque est vidente).

Preuve. Soit V' un sous k-espace vectoriel gradué de M tel que
M=V@&mM,oum=A;+As+---. Alors k@4 (M/AV) = 0, et donc par le
lemme de Nakayama gradué (voir [9] par exemple), M/AV =0, soit M = AV.
On définit la surjection ¢ : A @ V — M de degré 0 par ¥(z ® v) = av si
v € AetveV.Comme M est plat, Tory(k, M) = 0.
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Ainsi ker(k @4 ker(¢) = k@4 (A®; V)) =0, et on a la suite exacte

0 — k@aker(v) — k@4 (A2 V) 25 k@4 M — 0.

En identifiant les deux termes de droite de ce complexe avec V', 1 ® ¢ s’iden-
tifie a 'application identité. Donc k @4 ker(v) = 0. Comme ker(i) est borné
inférieurement, par le lemme de Nakayama gradué, ker(v)) = 0. Par suite, M
est isomorphe a A ®; V et M est libre-gradué. m

Montrons maintenant que la multiplication par ¢ dans Ho(Q%, 0) et H; (0%, 0)
est injective.

La multiplication par ¢ dans Hy(Q%,3d) est injective :

Lemme 2.2.8 Soit p =v-g. Lélément p est dans tm(0y) st et seulement si
V.o € m(o).

Preuve. On a im(0,) = {u-g;u € R*,V -u = 0}. Soit w tel que V-w =0 et
v-g=w-g. Alors (—w)-g =0, donc il existe 7 tel que v —w =T x g. De
plus, V- (T xg) = (V xF)-V¢ = 0:(7), et donc Vv € im(0;). La réciproque
se prouve sans difficulté. m

T
Soit ¢ un polynéme homogene tel que ¢ € im(d;). Ona ¢ = i y |9
2z
1 T
par I'identité d’Euler (2.13). Alors ¢t = Zz/) Yy - g, et d’apres le lemme
2z
T T
228, V- | y |)€im(dh). Ocr V(| y |)=(4+deg()) d’apres
2z 2z

Iidentité (2.14), donc ¢ € im(0;). Ainsi, ¢vp = 0 implique v» = 0 dans
Ho(9%,0). On en déduit facilement le cas ou ¢ n’est plus homogene.

La multiplication par ¢ dans H;(Q%,0) est injective :

Soit # € R un polynéme homogene. Supposons qu’on ait ¢df € im(0,), et
montrons qu’alors df € im(d,). Il existe X € R? tel que
d(p0) — 0de = ¢pdf = (V. X)dp — d(X - V), dott d(V - X +0) Adgp = 0.
Donc il existe u(¢) € ¢ko[¢] tel que

V- X = —0+d(¢) (2.21)
X V¢ = —0¢+u(o). (2.22)
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La seconde équation vient de
d(X -V¢) = (V-X)do+ 0dop — d(¢0)
= u'(¢)do — d(¢0).

Quitte & modifier X comme on 1’a fait dans le calcul de ker(d;), on peut

x
supposer que u = 0. D’apres I’équation (2.22), on a V- (X + 50 y |)=0.

2z
x
Donc il existe 7 € R® tel que X = —i@ y | +7x V. En remplacant dans
2z
(2.21) :
1 x
V-(—Ze y | +7xVo)+6=0,
2z
d’ou

1 ,
Zdeg(@)@ =(V x7)-Vo,
d’apres la relation (2.14) appliquée au polynéme homogene 6.

On a donc 8 = i(v x7)-V¢. Sion pose Y = i(v x7), comme V.Y = 0,
degt degb

d) =d(Y -V¢)=—(V-Y)do+d(Y - V),
si bien que dfl € im(0;). Ainsi df = 0 dans H; (2%, d) lorsque 6 est un poly-
néme homogene. Cela s’étend facilement au cas ou € n’est plus homogene.

o1l a

Septieme étape. D’apres (2.20), la série de Poincaré de Hy(2%, 0) est
232 42t 4 1
B 1 — ¢ '

P(HO(Q;Qa a)? t)

De plus, la série de Poincaré de ko[¢] est e Donc ce kg[¢]-module libre-

gradué est de rang 9. On ne sait pas donner de générateurs explicites, mais on
sait qu’il y a un générateur de degré 0, 2 générateurs de degré 1, 3 générateurs
de degré 2, 2 générateurs de degré 3 et un générateur de degré 4.
De méme, d’apres (2.18) la série de Poincaré de Hy(Q%,0) est
. 21 + 207 + 3° + 2t

P(Hl(QRaa)at): 1 _ 44
Donc le kg[¢]-module libre-gradué H; (2%, 0) est de rang 9, il a 2 générateurs
de degré 1, 3 générateurs de degré 2, 2 générateurs de degré 3 et 2 générateurs
de degré 4. m
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2.3 Deux cycles de Hochschild particuliers

2.3.1 Un morphisme de résolutions

Dans cette partie, on revient a I'algebre A = k(x,y)/(f1, f2) du départ.
Cette algebre est de Koszul généralisé au sens défini par R. Berger [6]. Nous
notons V = A; 'espace vectoriel engendré par z et y, R le sous-espace-vectoriel

de V&3 engendré par fi et fo, et Wy= (R V)N (V@ R) C y et qui est en-
gendré par w = zf; + yfo = fiz + foy. Nous écrirons ), ‘UY) ® ’ng) ® ‘U:(;) un
) (1) ( (1)

élément quelconque de R, et >, ’UY Rvy’ & ’U3i) ® v, un élément quelconque

de W4.

D’apres la proposition 1.2.2, on peut écrire une résolution libre de A comme
A-A-bimodule de la facon suivante :

0 — AQW,0A 25 AQRSA 2 A0V A 2 A9A 25 A — 0 (3.23)

ou u est le produit de A et

di(a®@v®b)=av@b—a® vbd,
dg(z a®('v§i)®v£i)®v§i))®b) = Z avy)vgi)®v§i)®b—|—av§i)®vgi)®'U:(f)b—l—a®'v§i)®'vgi)vgi)b,

K3 K3

dg(z a®('UY)@Ugi)@vg)@vy))@b) = Z avy)®v§i)®v:(f)®vy)®b—a®v¥)®v£i)®'U:()f)®vy)b.

K3 k3

Nous noterons (K;_.(A),d") cette résolution.
Par ailleurs, on connait déja une résolution de A comme A-A-bimodule : il
s’agit de la bar-résolution

( b by ( b; ( by 3]
e e Y. L L I L e 3 |

ou u est toujours le produit de A, et

—_

V(a® - @ ay) = (1) a0 ® @ aiGip1 @+ @ ap.

7

Il
=]

Nous noterons (C'(A),b') cette résolution.

Dans le cas de notre algebre A, nous allons construire un morphisme entre
ces deux résolutions. Dans [33], Van den Bergh montre qu’on a un morphisme
de la résolution de Koszul (K)_,,d’) (“version bimodule”) d’une algebre qua-
dratique dans la bar-résolution (C’(A),b') de cette algebre, qui est en fait
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I'inclusion de K;_.(A), dans C!(A). Ici, la situation d’une algebre cubique est
tout a fait nouvelle.
Dans notre cas, on a le diagramme suivant qui commute :

A®? 2yoam
T inj +1d
AgVeod L 422 0,

ou les deux fleches verticales sont respectivement 1'identité de A®% dans A®? et
I'inclusion naturelle de A®@ V @ A dans A®3. Par contre, on n’a pas d’injection
canonique de A @ R ® A dans A®?* puisque A @ R @ A C A®®,
Il faut donc trouver deux morphismes de A-A-bimodules ¢’ et 9’ tels que le
diagramme suivant commute :
ass 2y ogqe By e B e
Ty T ting t1d
AeW,eA 5 AoReA 5 Agved L AgA — o

On définit ¢’ : A®@ R® A — A®* de la fagon suivante :

@’(Za@ﬂ)@'vg)@vé)@b) = §Z[av§)®v§)®v§)®b+a®v§)v§)®v§)®b

K3

+ a® 'UY) ® vgi)v:(;) Rb+a® ‘UY) ® vgi) ® ’U:(;)b].

On a alors

V(Y aaol? @) o)) @b)

K3

52[@% )vg) ®‘U§) ®b— av§)®v£)v§) ®b—|—av§) ®vg)®'v§)b]

k3

)®'U:(f)®b—a®'vl Uy U3 @b+ a® v vy ®vi)b]

(

3
[a'vy) ® vgi)vi(,f) Rb—a® ’UY)’Ugi)’U:(;) Rb+a® vy) ® vgi)vz()f)b]
[a'vy) ® vgi) ® ’U:()f)b —a® ’UY)’Ugi) ® ’U:()f)b +a® vy) ® vgi)vz()f)b]
Z avy)vgz) R ‘Ui(;) R b+ a'vy) R vgz) R ‘U:(;)b +a® 'UY) R 'ng)'v:(;)b —a® 'vy)vgl)v:(;) R b.

K3

(1), (1), (1) (1), (1)

o

+ + +

Or ). ‘UY) ® ’Ugi) ® 'U:()f) € R, et donc ), ’UY)’Ugi)’U:()f) = 0 dans A. D’ou enfin

V(A (D e @y @) @)

K3
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_ Z avy)'vgi) ® v:(f) @b+ avy) ® ,Ugi) ® v:(f)b—l— a® ’UY) ® ,ng‘)v:())i)b

K3

= d’(z a® vy) ® véi) ® 'U:(f) ®@b).

Donc ¢’ est bien un morphisme de A-A-bimodules tel que le diagramme
suivant commute :

( b/
At 2 4es

1o 1ing
AR A % AsVeA.

Avant de définir ¥, nous allons calculer ¢’ o d' :

A aovl ev) 0ol @) @)

k3

= 52[@09'1)5)®v§)®'U£)®b—|—a'v§)®v£)'v§)®'UL(1)®b—|—av§)®vg)®vg)vi)®b

—a® 'vy)vgi) ® ’Ui()f) ® vy)b —a® ’UY) ® 'vy)v:(f) ® 'vy)b —a® ’UY) ® vgi) ® 'v:(f)vy)b].
Soit ' : A@ Wy ®@ A — A® défini de la fagon suivante :

(Y el @l @) @ @)

- §Z[a®v§)v§)®v§)@vfl)®b+a®v§)®v§)v§)®v§)®b

+a® ’UY) ® vgi) ® v:(f)vy) ® b].

On a alors

VR a®) ©u) ou) @) ©b)

= §Z[av£ )’Ug) ®‘U:())) ®'U£) ®b—a®v§ )vg)'vé) ®'U£) ®b+a®'v§)'vg) ®‘U:()))’UL(1) ®b
—a® ’UY)’Ugi) R ‘U:(;) R vy)b + a'vy) R 'Uéi)'véi) R ‘Uii) Rb—a® 'U§i)'vi(,i)'vz())i) R 'Ufli) Rb
+a® vy) ® vgz)vél)'vy) ROE—a® 'UY) ® ’ng)v:(;) ® ’Uil)b + avy) ® ’ng) ® v:(;)vff) Qb
—a® 'UPU&Z) ® ‘U:(;)‘Uy) Rb+a® 'UY) ® vgz)'vi(,f)vy) RO—a® ‘UY) ® ,ng) ® ‘U:(;)‘Uy)b]

= 52[@'1)9'05) ®‘U:(3) ®‘U£) ®b—|—a'v§)®vg)'vé) ®’UL(1) ®b—|—av§)®v£) ®'U§)'U£) ®b
—a® ’UY)’Ugi) R ‘U:(;) R vy)b —a® ’UY) R ’Ugi)’U:(;) R 'Uy)b —a® ’UY) R vgi) R ’U:(;)’Uy)b

+2(—a ® ’UY)Ugi)’U:()f) ® Ufli) @b+a® UY) ® vgi)vi()f)vy) ® b)].
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Or Yol @ ol @ ol @ o) € (R@ V)N (V@ R). Done

> vy) ® vgi)v:(;)vy) =0 dans V ® A,
> vy)'vgl)v:(;) ® ‘UA(IZ) =0dans A®V.
D’ou

b/w’(z a®@ 'UY) ® 'Ugi) ® ’U:()j) ® b))

= 52[@'1)9'01()) ®v:(3) ®'Ufl) ®b—|—a'v§)®vg)'vé) ®'Ufl) ®b—}—av§)®'vg) ®'U§)'Ufl) @b
—a® 'UY)'US) R ’U:()f) R ’Ufli)b —a® ’UY) R ’Uéi)’U:()j) R vy)b —a® ’UY) R ’Uéi) R ’U:())i)’Ufli)b]
= @'(d’(z a® ‘UY) ® ‘Ugi) ® ‘Ui(:) ® b).

K3

Donc 9’ est bien un morphisme de A-A-bimodule tel que le diagramme

suivant commute :

bl
A®5 A®4

T T ¢
AW, A % A@R® A.

On a alors bien le morphisme de résolutions souhaité :

b’ b’ b’
A®5 A®4 A®3 A@Q 0

Ty T tinj t1d
AW, 94 % A9R9A 5 Aoved 25 AgAd — 0.

Noter que ¢ et ¥’ sont homogenes de degré 0 (lorsque R est considéré
comme concentré en degré 3 et Wy est considéré comme concentré en degré 4).
Ce morphisme de résolutions est injectif car il part d’une résolution minimale

(voir par exemple [9]).

Remarques :

e Le morphisme de résolutions que nous venons de construire est valable pour
toute algebre 3-homogene de Koszul, de dimension globale 3. 1l s’applique donc
a l’algebre de Yang-Mills étudiée récemment par Connes et Dubois-Violette
[14].

e Dans le chapitre 5, nous donnons un morphisme de résolutions valable pour
toute algebre de Koszul généralisée.
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2.3.2 Un quasi-isomorphisme

Notons ¢ le morphisme de résolutions que nous venons d’obtenir. Si on
tensorise le complexe K;_,(A) par A® 4e—, on obtient un complexe (K (A),d) =
(A ®4e K1—-(A),d), dont I’homologie est I’homologie de Hochschild H H.(A).
D’autre part, si on tensorise le complexe C'(A) par A ®4. —, on obtient le
complexe de Hochschild (C(A),b) tel qu’il est défini dans la section 2. Le
résultat suivant est élémentaire ([35], lemma 2.4.1).

Proposition 2.3.1 ¢ = 14 ®4- ¢’ est un quasi-isomorphisme de K(A) dans
C(A).

Preuve. D’apres le théoreme de comparaison entre deux résolutions, il existe
un autre morphisme de résolutions f’: C'(A) — K;_.(A). On sait alors que
Idg, (a) et f'oq sont homotopes : il existe s’ : Kj_.(A) — K;_,(A) de degré
+1 telle que f'oq" — Idg,_ (a=d os' 45 od.

0 — AoW,904 5 A9ReA % Aoved 4 AgAa
) tf tf T f T f
A®6 b_'> A®5 L A®4 L A®3 b_‘> A®2
t tdq tdq tq Tq
0 — AoW,04 % A9R9oA 5 Aoved 45 AgA

Pour simplifier, notons 1 ® — le foncteur 14 ® 4 —. On a
(1@ f)o(1®q¢)—ldagr,_,a=(13d)o(1@s)+(L®s")o (LY.

D’ou, en passant a ’homologie (et en notant H(—) les applications induites en
homologie) :

H((1@ f)o(1®4q) = H(ldapx,_,(4) =0,

H(l ® f/) (0] H(l ® q/) = [dA®Kl—r(A)'

Donc H(1 @ ¢') est inversible a gauche. De méme, il est inversible a droite, et
donc H(1 @ ¢') est un isomorphisme, c’est a dire que 1 ® ¢’ = ¢ est bien un
quasi-isomorphisme. m

Onnote ) = 14@4:0" et p = 14®4-¢". On a donc un quasi-isomorphisme :

b3 ba by

ABS 4@ A®3 A®2 A — 0
) 1 T 1ing 1t 1d
0 — AW, = AR = Acov X% A4 — 0.
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Explicitons ¢ et ¥ :
p: A® R — A®3
ZCL@'UP@'U&)@'U:())) — §Z[av§)®vg)®vé)—|—a®'v§)'vg)®v§)

k3

+ agv) @)+ olag o) @],

Vi AQW, — AP
Za@v“@v?@vé)@@vi) — §Z[a®v§)v£)®vé)®vi)

% %

+ a® ‘UY) ® vgi)'v:(f) ® vy) +a® ’UY) ® 'Ugi) ® 'U:(f)'vy)].

Noter que ¢ et b sont homogenes de degré 0 (lorsque R est concentré en
degré 3 et W, est concentré en degré 4). On a aussi (voir [7])

di(a ®v) = av —va,

dg(z a® vy) ® ’Uéi) Ruv4(1)) = Z a'vy)vgi) ® ’U:()j) + v:(;)avy) ® ’Uéi) + ’Uéi)’l):()f)a ® ’UY),

7 7

dg(z a®v§i)®véi)®'v3(i)®vy)) = Z a‘UY)@‘Ugi)@’U:(;)@’Uy)—‘Uii)a®‘v§i)®‘vgi)®‘U:(;).

k3 K3

2.3.3 Deux cycles de Hochschild remarquables

Considérons 1’élément w = zfi + yfy de Wy C A®% On remarque que
cet élément est stable par tous les automorphismes de A®? induits par les
permutations circulaires des quatre facteurs (ce résultat provient en fait de la
classification faite par Artin et Schelter [1]).

D’apres I'expression de d, on voit alors que

@ i+y@f)=3(fivr+ fr0y)=0

puisque f; = fo, = 0 dans A. Donc . ® fi1 +y ® fo € A® R est un cycle du

complexe K(A). On a aussi
d3(1@(zfityfa))=2@fity®fi-2@fi—-y® f2=0.

Donc 1 @ (zf1 + yf2) € A® Wy est un cycle du complexe K(A).

Alors (2@ fi+y®@ fa) € A% et H(1 R (af1 +yf2)) € A®? sont deux cycles
de Hochschild particuliers.
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Un cycle de Hochschild dans A®3

Nous revenons maintenant a l’algebre A = ko((h))(z,y, 2)/(f1, f2, g) munie
d’une filtration par les puissances de h. Explicitement, avec

fi=2yxy — v’z — zy® — pih*(2y® 4 yay + ye) — qh’a®,
fo = 2eye — 2Py — ya® — pih*(ya® + wye + 2%y) — iy’
on a
1, ., .
plz®@ fity® fa) = 5[—2:p RYURAYy+dryRr Ry —2ryQRy R

— 2 QrQr+4yrQyRr—2yr Rz vy
— x®y2®x+2y®x'y®:ﬂ—y®y:p®w
- YR2'QY+22QyrRYy—rR1YQyY
— 1020y’ +22QyRry—2QyQya
— YRYURr*+2yYRrzRyr —y Rz @ 2y
+ O(h?).

En utilisant la relation xy = yx 4+ hz de A, on peut écrire

1
ez @ HL+y®f2) §Pﬂﬁ®y®y—2f®x®x—x®f®x

- YRI’Qy-1010y —yRye

+ Adyz+hz) @2y —2yr Ry

+ d(ey—hz)QyRr -2y Ry

+ 2y (yr+hz)@r—yQurRer+2rQ(zy—hz)Qy
— x@xy@y—l—Zx@y@(yl’—l-hz)—$®y®‘y$

+ Y@@ (vy —hz) —y @ x @ ay]+ O(h?),

1
5[—2$2®y®y—2y2®x®x—:E®y2®:17
- YR’ Qy-r1010y  -yye’
2ur Lr Ry +2zy Qy @ x
YQurdr+rdry Dy
rRQYyRyr+yRrQ ayl

plz®@ L +y® f2)

+ o+ + +

h
5[4z®$®y—42®y®$—|—2y®2®$

— 2$®2®y—|—2$®y®2—2y®x®2]—|—O(h2)
= [*]+h[**]+0(h2).
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Nous allons supprimer le terme [*] en montrant que c’est un bord de A®?.
En effet, [*] est égal a

1
§Mx®y®y®x+y®x®x®y—x®x®y®y—y®y®x®x)

On remarque alors que p(z ®@ fi +y @ f2) — [*] est un cycle de Hochschild,
dont I'image dans le gradué associé gr;(A®?) est égale a I'image de h[*x]. Cette
image s’envoie dans 1%, par le morphisme de Hochschild-Kostant-Rosenberg,
sur I’élément h(2zdx Ady+ydz Ndx 4+ xdy Adz) = hm. D’ou le résultat suivant :

Proposition 2.3.2
1 1
I= —le(efityfs) = 5b(z@y@yQr+yQ2R0r0y —18rQyRY-yRYBr )]

est un cycle de Hochschild de A®® dont l'image dans le gradu€ associ€ s’envoie
sur le générateur m de Hy(Q%,0) (voir le théoréme 2.2.1 ou est introduit 7).

Noter que II est homogene de degré 4 (puisque ¢ et b sont homogenes de
degré 0).

Un cycle de Hochschild dans A®*

On a le calcul suivant :

1
V1@ (zfi+yfz) = -10[-2’Qyey—-y’'@z0z-yR2*Qy
9

- QY Qz—yYQyRrt—zRz Ry

+ ey —yr)@rQy+2ur—2y)RyRr+ye (2ey —yr) D@
+ @2y —2y) QY +2RyY R (22y —yz) +y @z @ (2yz — zy)]

+ O(h?),

En utilisant la relation xy = yx 4+ hz de A, on peut réécrire ceci en

1
V1@ (zfityf) = -1@[-2’Qyey—-y’'@z0z-yR*Qy
2

- YR —yRyRr'—rQr @y
yrQzRy+tryRyulert+yurde
TRryQy+rQyQyr+y®c® xy
hl@zRzRy—2Q0yR@e+yRzQ0¢c
— m®z®y+:ﬁ®y®z—y®$®2]
O(h?)

[¥] + h[**] + O(h?).

+ + +

_|_
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On est alors dans la méme situation que précédemment : le terme constant

[*] est un bord de Hochschild de A®*. En effet, [*] est égal a

1
56(1®x®$®y®y—|—1®y®y®x®x—1®x®y®y®x—1®y®x®x®y).

On remarque alors que ¥(1 ® (zf1 + yf2)) — [*] est un cycle de Hochschild,
dont I'image dans le gradué associé gr;(A®?) est égale a I'image de h[+%]. Cette
image s’envoie dans h{}3,, par le morphisme de Hochschild-Kostant-Rosenberg,
sur 1’élément A(dx A dy A dz) = hé. D’ou le résultat suivant :

Proposition 2.3.3

1 1
A= —[Y(zfityfa)— 55(1®$®$®y®y—|—1®y®y®x®:ﬁ—1®:ﬁ®y®y®:ﬁ—1®y®x®:ﬁ®y)]

h

est un cycle de Hochschild de A®* dont 'image dans le gradué associ€ s’envoie
sur le générateur § de H3(2%) (voir le théoréme 2.2.1 ot est introduit & ).

Puisque v et b sont homogenes de degré 0, A est homogene de degré 4.

On a donc trouvé des relevés Il et A de 7 et & dans H Hy(A) et HH3(A)

qui vont nous permettre de conclure.

2.4 Homologie de Hochschild de A

Nous allons maintenant utiliser la dégénérescence de la suite spectrale de
Brylinski pour “remonter” le résultat sur ’homologie de Poisson du gradué
associé (théoreme 2.2.1) en un résultat sur I’homologie de Hochschild de A.

2.4.1 Théoréeme

Théoreme 2.4.1 Soit A une algebre AS-réguliére de dimension globale 3 de
type A cubique, a coefficients génériques. Alors les HH;(A) sont des k[Cy]-
modules libres de rangs 9, 9, 1, 1 pour 1t =0, 1, 2, 3 respectivement. HH,(A)
est engendré par 11 et HH3(A) est engendré par A. Ces k-espaces vectoriels
gradués possédent les séries de Poincaré suivantes :

20+ 32 42t 4 ]

P(H Ho(A). 1 e e

21 + 217 + 317 + 2t
P(HH,(A),1) = - = P(HHo(A).t) ~ 1,

t4

PHH(A), ) = .
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t4
1 —
De plus, le bord B de Connes est une surjection homogéne de degré 0 de
HHy(A) dans HH,(A) et un isomorphisme de degré 0 de HH3(A) dans H H3(A).
On a B(Il) = 4A.

P(HH3(A),t) =

2.4.2 Preuve

Nous allons commencer par énoncer et démontrer un critere de dégénéres-
cence de suites spectrales. Pour cela, rappelons rapidement quelques notions
sur les suites spectrales associées a une filtration, que nous avons déja présen-
tées dans la sous-section 2.1.5.

Soit €' un complexe et F' une filtration décroissante sur C'. Rappelons qu’on

a défini n,,: F,C_,_g — F,C_,_/F41C_py, et
AL ={ce B0 pgid(c) € Fopr Copgr} Zp y = mpq( A} ),

P,q
B]:,q = np7Q(d(A; :‘-I—l q+r— 2)) = ZT / p,q?

ainsi que
Z,q ﬂ rar B U pa B Zpal Boa:

On pose aussi

AX =ker{d: F,C_,_, = F,C_, .1}

On a les inclusions
r r+1 00 [o%) r+1 r
- C Bp,q C Bp,q C CBp,q CZp,q Coe CZp,q C Zp,q C
et des isomorphismes Z7 /Z5+!— Br_"i_'},q et/ Bt

On définit alors 'application @7 ~comme la composée des trois fleches na-
turelles suivantes :

] r r r
Ap7q Ap7q Z Ep7q

On a le critere suivant [33] :

Proposition 2.4.2 Si pour un r donné, ®) = est surjective pour tous p, q,
alors la suite spectrale dégénére en E7.

Preuve.
L’image de la premiere fleche est égale a A7°. On sait que n,,(A,) C 27,
et m,4(A55,) contient B (voir Weibel [35] page 137). Si @7  est surJectlve

P,q p,q



2.4. HOMOLOGIE DE HOCHSCHILD DE A 53

on a npq(Aoo) = 77 et donc Zr C ZX.Douw 7] = 7t = ... = 7>,
Puis, a l'aide des 1som0rphlsmes ci- dessus By, = B”’1 = = Bgoq, et donc
Er=FEt=... = E>,

Nous considérons maintenant la suite spectrale de Brylinski associée a notre
algebre A (voir la sous-section 2.1.8), si bien que k = ko((h)). Le second terme
de la suite spectrale de Brylinski qui converge vers H H,(A) est :

Hy (0%, 0) @ h=2  Hy(Q%,0) @ h~! 0 0

g=1
Hy(0%,0)@h~2 Hy(Q%,0) @~ Ho(Q%,0)® 1 0 g=0
H3(Q%,0) @02 Hy(Q%,0)@h™' Hi(Q%,0)@1 Ho(Q%,0)@h -+ qg=—1
0 H3(0%,0) @™t Hy(Q%,0)@1 Hi(%,0)@h -+ qg=—2
p=.—2 p='—1 p%o p;1
ot R = kolz,y,z]. Nous allons montrer que cette suite spectrale dégénere

a ’ordre 2. Pour cela, d’apres la Proposition 2.4.2, il suffit de montrer que tout
élément de E? | se releve par ®2  en un élément de {c € F C_p q(A) d(c) =0},
En fait, pulsque les dlfferentes colonnes de E? sont les mémes a une puissance
de h prés, il suffit de montrer que tout élément de Ea* se releve en un élément

de ker(d: FoC(A) = FoC(A)).

Rappelons qu’on a un isomorphisme E* = H H,(grp(A)) ~ Q% Qg kolh, k1]

o I}§, = Hy(Q%,0) est un quotient de R. Soit @ un élément de Hy(Q%,0),
et u € R tel que u soit 'image de u. Soit U un relevé de u dans Fy(A)
(rappelons que R ~ FyA/FiA). Alors ®f ((U) = et donc les éléments
de Eg proviennent bien d’éléments de Fy(A).

o I _, = Hi(9%,0). On a vu que tout élément de H,(Q%,0d) s’écrit dip
avec 1 € R (cinquieme étape de 2.2.2). On releve ¢ € R en un élément
U de Fy(A). Alors B(¥) est un élément de FyA®? tel que bo B(¥) =
—Bob(¥) =0.0na®2_ (B(V)) = dy, et donc les éléments de EZ_,
proviennent bien de cycles de Hochschild de FyA®2.

o If_, = Hy(0%,0). Soit u € Hy(%,0). On a vu que u est la classe de
fl@)m ou f € ko[@], ¢ est un élément remarquable de R et 7 est un
élément remarquable de Q% (cinquieme étape de 2.2.2). Rappelons que
¢ est I'image dans R = gro(A) d’un élément central remarquable ® de
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A. Nous avons trouvé dans la Proposition 2.3.2, un cycle de Hochschild
II de FyA®3 relevant m. Donc U = f(®)II releve u. Ainsi les éléments de
E§ _, proviennent bien de cycles de Hochschild de FpA®°.

o If_5 = H3(Q%,0). Soit u € H3(0%,0). On a vu que u est la classe
de f($)d ou f € ko[¢] et & est un élément remarquable de Q3,. Nous
avons trouvé dans la Proposition 2.3.3, un cycle de Hochschild A de
Fy A% relevant §. Donc U = f(®)A releve u. Ainsi les éléments de EJ _g
proviennent bien de cycles de Hochschild de Fy A%,

La suite spectrale dégénere donc a l'ordre 2. Comme de plus, on a montré
dans la sous-section 2.1.5 que cette suite spectrale converge faiblement vers
HH.(A), on a pour tous p et g,

FoHH_p ((A) Fpur HH_p((A) >~ H__(Q%, 0) @k, (koh").

Cet isomorphisme se déduit de I'application CI);q ainsi que de l'identification
entre £? et H,(Q%,0) @k, ko[h, h™']. Il est homogene de degré 0. On a donc
pour ¢ € {0,1,2,3} et p € Z,

FyHH(A)]Fppy HHi(A) ~ Hi(Q%,9) @k, (koh”).
Par suite, on a I'isomorphisme homogene de degré 0 :
gTF(HHZ(A)) ~ HZ(Q;Q, 6) ®k0 k‘o[h, h_l]. (424)

Il nous reste a remonter ce résultat sur grp(H H;(A)) en un résultat sur H H;(A).
Pour ceci, nous allons utiliser des résultats généraux sur les modules filtrés [24],
en les adaptant dans le cas de la catégorie graduée.

Soit R une k-algebre N-graduée munie d’'une Z-filtration décroissante F'.
On remarque que F' induit naturellement (par restriction) une filtration F,(R,,)
sur R, pour tout n € N. On a précisément F,(R,) = F,RNR,. Nous supposons
de plus que la filtration et la graduation de R sont compatibles, c’est-a-dire que

F,R = &,enFy(Ry). Dans ce cas,
(FpR)/(Fpp1 R) > (DnenFp(Bn)) [ (Onentpr1(fn)) ~ Onen(Fp(Rn))/(Fpir(Ry)).

D’ou I'isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués grp(R) ~ @nengrr(Ry).

Soient L, M, N trois R-modules N-gradués, munis de Z-filtrations décrois-
santes encore notées F'. Ces filtrations définissent par restriction des filtrations
sur L,, M,, N, pour tout n € N. Nous noterons F(L,), F(M,), F(N,) ces
filtrations. On suppose que les filtrations et graduations de L, M, N sont
compatibles. On a donc les isomorphismes de k-espaces vectoriels gradués :

gTF(L) = @nENng(Ln)v gTF(M) = @HENQTF(Mn)a gTF(N) = @HENQTF(NH)'
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Proposition 2.4.3 On considére un compleze de R-modules filtrés et gra-
dués :

LM N (4.25)

ou on suppose que f et g sont deur morphismes de R-modules qui sont homo-
génes de degré 0 et qui préservent la filtration. On en déduit alors un compleze
de grp(R)-modules gradués :

(9)

gri(L) Y g (M) 2D gro(N). (4.26)

Supposons F'M exhaustive et séparée, F'L. compléte dans la catégorie graduee
(i.e. F(L,) compléte pourtout n € N), et (4.26) exacte. Alors (4.25) est exacte.

Noter que les grp(R)-modules grp(L), grp(M), grp(N) sont munis de deux
graduations différentes.

Preuve. Nous supposons (4.26) exacte. Comme grp(L) ~ Snengre(Ly),

grr(M) = Snengre(M,), gre(N) = @nengrr(Na), et gre(f) et gre(g) sont
homogenes de degré 0, pour tout n € N, le complexe de k-espaces vectoriels

gre(Ly) gl({) gre(M,) gl("?) gre(Ny) (4.27)

est exact. En effet, si y, € grp(M,) est tel que grp(g)(y.) = 0, il existe
T € Bmengrr(Ly) tel que y, = grp(f)(z). Alors & s’écrit comme une somme
finiex = Yy Tm ol T, € grr(Ly,). Comme grp(f) est homogene de degré
0, on gy = gre( F)(z)

Le complexe de k-espaces vectoriels (4.27) est exact, F'(L,) est complete,
F(M,) est exhaustive et séparée. Alors d’apres [24] (Theorem D.I11.4), le com-
plexe de k-espaces vectoriels

L, s M, %5 N,

est exact. Puisque L = @ enln, M = ©penM,, N = SpenV,, et que f et ¢
sont homogenes de degré 0, le complexe (4.25) est exact. m

Corollaire 2.4.4 Soit f : M — N un morphisme filtré et homogéne de degré
0 entre deur R-modules M et N munis d’une filtration F' et d’une graduation
comme ci-dessus. On suppose que FM et FN sont séparées et erhaustives,
et que de plus FM est compléte dans la catégorie graduée (i.e. F(M,) est
compléte pour tout n). Alors st grp(f) : gre(M) — gre(N) est bijective, f
est un isomorphisme.
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Preuve. 11 suffit d’appliquer la proposition 2.4.3 au complexe

0— M- N 0.

Proposition 2.4.5 Soit encore M un R-module filtré et gradué comme ci-
dessus, tel que F'M soit exhaustive et séparée. On suppose de plus que R est
complet dans la catégorie graduée. Si gryp(M) est un grp(R)-module libre-
gradué de rang n de base {T1,...,T,}, ou pour tout 1, T; est la classe dans
le gradu€ associ€ d’un élément homogéne x; € FoM, alors M est un R-module
libre gradué de base {xy,...,x,}.

Preuve. Soient ky,...,k, les degrés respectifs de zy,...,x,. On considere
I’application

f:R(-k)& - B R(-k,) — M
(a1,...,a,) — a@x1+...+ax,

Alors f est un morphisme homogene de degré 0 et filtré, F'M et F'R" sont sé-
parées et exhaustives, et F'R" est complete dans la catégorie graduée. Comme
par hypothese, gry(f) est bijective, f est un isomorphisme de R-modules gra-
dués par le corollaire 2.4.4. Donc M est un R-module libre-gradué de base

{z1,...,2,}. =

Revenons au cas qui nous intéresse, c’est-a-dire R = ko((h))[®] (muni de la
filtration F issue de celle de A), grp(R) = ko[h, h™][¢], M = HH;(A) (muni de
la filtration F' issue de celle de C'(A)) et grp(M) = grp(HH;(A)). Rappelons

qu’on a un isomorphisme homogene de degré 0 (voir (4.24)) :
ng(HHZ(A)) = HZ(Q;b a) Dko ko[h7 h_l]'

D’apres les relevements effectués précédemment :

o gri(HH3(A)) est un ko[h, h™'][¢]-module libre de rang 1 engendré par la
classe A de I’élément A de FyH H3(A), qui est homogene de degré 4. De
plus, FFHH;(A) et F'R sont séparées et exhaustives, et F'R est complete
dans la catégorie graduée. Donc, d’apres la proposition 2.4.5, H H3(A)
est un ko((h))[®]-module libre de rang 1 engendré par A.

e de méme, on montre que H Hy(A) est un ko((h))[®]-module libre de rang
1 de base 1II.

o grp(HH,(A)) est un kolh, h™'|[¢]-module libre de rang 9 engendré par
des classes d’éléments homogenes de degrés respectifs 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 4,
4 de HH;(A). On en déduit que H H;(A) est un ko((h))[®]-module libre
de rang 9 engendré par des éléments homogenes de degrés respectifs 1,

1,2,2,2, 3,3, 4, 4.
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e de méme, on montre que H Hy(A) est un ko((h))[®]-module libre de rang
9 engendré par des éléments homogenes de degrés respectifs 0, 1, 1, 2, 2,

2,3, 3, 4.

En particulier, les séries de Poincaré des groupes d’homologie sont celles
énoncées dans le théoreme. Il nous reste a prouver que B est une surjection de
HHy(A) dans HH;(A) et un isomorphisme de H Hy(A) dans H H3(A).

Nous avons vu que la suite

grrB

grrHHy(A) — grrHH(A) — 0

est exacte. Comme les F'H H;(A) sont séparées, exhaustives et completes dans
la catégorie graduée (rappelons que F'A est complete dans la catégorie graduée,
voir la proposition 2.1.18), d’apres la proposition 2.4.3, la suite

HHy(A) 25 HH (A) — 0

est exacte, et donc B : HHy — H H; est surjective.
Puisque gry H Hy(A) el grrHH3(A) est un isomorphisme, B est un isomor-

phisme de H H3(A) dans H H3(A) d’apres le corollaire 2.4.4.

Le théoreme 2.4.1 est alors prouvé.

Remarque : Comme dans le cas des algebres de type A quadratiques, on
trouve que HHy(A) et HHi(A) sont des k[C]-modules libres de rang s" ou
C' est un élément central, r est le nombre d’équations de 1'algebre A et s le
degré de ces relations. On trouve également que H Hy(A) et H H3(A) sont des
k[C]-modules libres de rang 1.
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Chapitre 3

Cohomologie de de Rham,
homologie cyclique et homologie
cyclique périodique de A

Nous allons déduire la cohomologie de de Rham, I"homologie cyclique et
I’homologie cyclique périodique de A de ’homologie de Hochschild de A, de la
méme fagon que dans [33].

H%R(A) =k

Proposition 3.0.6 { Hip(A) = 0 sii 0.

Preuve. D’apres le Théoreme 2.4.1, le complexe (HH.(A), B) s’écrit

0 — HHy(A) 24 HH,(A) — HHy(A)—=HHs(A) — 0.

Donc HY,(A) = ker(B), et Hjr(A) = Hpp(A) = H}5(A) = 0. De plus,
on sait que P(HHy(A),t) = P(HH(A),t) + 1 et que dim(HHo(A)o) = 1,
dimg(H H1(A)o) = 0. Puisque HHy(A) i> HH,(A) est surjective et homo-
gene de degré 0, on a H(ker(B),t) = 1, et donc ker(B) = ker(B)o. On en
déduit que ker(B) =k et Hyp(A)=k. m

Proposition 3.0.7 On a des isomorphismes de k-espaces vectoriels gradués :
HCo(A) = HHy(A),

HC’Z( )~ k& HHy(A), k concentré en degré 0,

Ci(A) =0 si i est impair,

Ci(A) ~ k (concentré en degré 0) si i est pair et 1 > 4.

29
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Preuve. Le premier terme de la suite spectrale de Connes qui converge vers
HCL(A) (voir [20]) est donné par

HH3y(A) & HHy(A) & HH(A) <& HHy(A)

HHy(A) & HH(A) & HHy(A)

HHy(A) <& HHy(A)

HHy(A)

En prenant I’homologie par rapport a B, on trouve le terme E? de la suite
spectrale :

0 00 k
HHy(A) 0 k&
0k

HHy(A)

Cette suite spectrale dégénere a 1’ordre 2 de facon évidente, puisque la diffé-
rentielle des £, pour 7 > 2, est de bidegré (—i,i—1). On a donc HCy(A)S0/HCy(A)<
HH;3(A) (pour la filtration par les colonnes induite sur I’homologie du com-
plexe total). Dot HCy(A)<0 ~ HHy(A) et HCy(A)S' ~ k& HHy(A), et
HC3(A) ~ k& HHy(A). De méme, HC5;41(A) =0sit > 0, HCo(A) = HHo(A)
et HCyu(A) ~ksii>2.m

Remarque : Lélément 1 —2® 1®1 € A® A®, qui est homogene de
degré 0, est un générateur de HC5;(A) pour 7 > 2. C’est aussi un générateur
de la partie de HC5(A) qui est isomorphe a k.
Corollaire 3.0.8 (i) L’application S : HC;(A) — HC;_3(A) de la longue
suite exacte de Connes est donnée par lidentité si 1 > 6 et par Uinclusion de
k dans k& HH3(A) sit=4. Sit=2, alors S : k& HHy(A) — HHy(A) est
nulle sur HH3(A) et est Uinclusion canonique k — HHy(A) sur k.
(i) On en déduit ’homologie cyclique périodique :

HC? (A) ~ k si * est pair,
{ HC? (A) =0 si * est impair.

Preuve. (i) On a la longue suite exacte de Connes :

o — HH,(A) =5 HCL(A) = HCp_y(A) 25 HH,_1(A) — -+

Cette suite est définie de la facon suivante : c’est la longue suite exacte associée
a la suite exacte courte de complexes

0 — CL(A) ELIN Co(A) D Crg(A) B - =5 Crg(A) D Crg(A) B - — 0,

-1

~
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ou ¢ est 'injection canonique de C,,(A) dans C,(A) B Cr2(A) B - - et s est la
surjection canonique de C,,(A)BC,_2(A)B- - - dans C,,—2(A)BC,_4(A)D---. Le
morphisme s donne une application entre les deux bicomplexes (C.(A),b, B)
et (Ci—2(A),b, B), et donc en passant en homologie par rapport a b et B, une
application S homogene de degré 0 entre les termes E? suivants :

0 0 0 0 &
0 0 0 k
HH;(A) 0 k
0 k
HHy(A)
(suite spectrale qui converge vers HC,(A))
et
0 0 0 0 k
0 HHy(A) 0 k
0 0 k
0 HHy(A)
0

suite spectrale qui converge vers HC,_5(A)).
g

S est Iidentité si ¢ > 6, car alors HC;(A) = HC;_3(A) = k ou = 0 sui-
vant la parité de ¢. Pour i = 4, on a bien k — k& HH3(A).
Pour i =2, HH3;(A) & k — HHy(A), via k — HHo(A) et HHy(A) — 0.

(ii) On dit qu’un ensemble {A;};eny de R-modules, munis d’applications

Aiy1 — A;, vérifie la condition de Mittag-Leffler (voir [35] p.82) si pour tout
k € N, il existe 7 > k tel que Im(A; — Ax) = Im(A; — Ax) pour tout ¢ > j.
On sait par ailleurs que si le systeme projectif

S HOL(A) =2 HC_p(A) = -

vérifie la condition de Mittag-Leffler, sa limite projectif est égale a HC?*"(A)
ou * est “pair” ou “impair” (voir [17]).

Pour I’algebre A qui nous intéresse : dans le cas “impair”, ce systeme pro-
jectif est

e —0—0—70,

qui vérifie la condition de Mittag-Leffler, et donc HCYE:”

tmpair’

(A) = 0.

Dans le cas “pair”, le systeme projectif est

vk Sk S ke HHy(A) = HHy(A)
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ou la derniere application est l'injection de k& dans H Hp(A). On voit alors
que ce systeme vérifie la condition de Mittag-Leffler de facon évidente. On en

déduit que HCL". ,(A) ~ k. m

“pair



Chapitre 4

Cohomologie de Hochschild

4.1 Un “petit” complexe qui calcule la coho-
mologie de Hochschild

Rappelons que nous avons trouvé dans la section 2.3.1 un morphisme in-
jectif de résolutions de A-A-bimodules ¢’ entre la bar-résolution de A et la
résolution de Koszul de A (version bimodules) :

LN L S LRy
o tef tinj t1d
AeWioAd L AokRoa L Aevead L A4 — o

On applique alors le foncteur Hom 4e(—, A) a ce morphisme de résolutions,
on obtient un morphisme de complexes de k[C4]-modules a gauche :

3 2 1
Hom 4e (A5 A) b Hom 4e (A%, A) b Hom 4 (A2, A) L Hom e (A2, A)

v 1¢ 4 surj 11d
Homae(AQ Wi R A,A) + Homae(ARR®A/A) + Homae(ARQV ®AA) « Homae(A® A, A)

ot les deux premiers morphismes sont I'identité de Hom - (A%*, A) et la surjec-
tion canonique de Hom:(A®?, A) dans Hom-(A®V ® A, A). Ici, le foncteur
Hom 4e correspond aux morphismes de la catégorie A°-Mod des A®-modules,
c’est-a-dire a tous les morphismes de A®*-modules. Les morphismes ¢ et ¥ sont
donnés par

(f)la@r@b)=foy'(a@r@b),
V(fe@web)=for/(a®wab).
Nous noterons ¢ ce morphisme de complexes. Le résultat suivant est analogue
a la proposition 2.3.1, et est encore conséquence du Lemma 2.4.1 de [35].
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Proposition 4.1.1 Le morphisme ¢ est un quasi-isomorphisme.

Lemme 4.1.2 Pour tout k-espace vectoriel F, on a un isomorphisme cano-
nique de k[C4]-modules @ gauche Homa-(AQ@ F ® A, A) ~ Homy(E, A). St E
est gradué et de dimension finie, ces modules sont naturellement des k-espaces
vectoriels gradués et cet isomorphisme est de degré 0.

Preuve. Les deux applications :

Homse(AQ E® A, A) — Homy(E, A)
f = [e=f(leexl)

Homy(FE,A) — Homy (AR FE® A, A)
F = [a®e® [ aF(e)f]

sont des morphismes de k[C,4]-modules a gauche, réciproques I'un de 'autre. m

Le quasi-isomorphisme ¢ peut alors se réécrire :

Homu(A® A) & Homy(A®2,A) <& Homy(A,A) & A
. Lo sy
Homy(Wy, A) & Homy(R, A) & Homy(V, A) LA

Nous allons maintenant expliciter les différentielles d.

e Rappelons la définition de 'application d; (voir 2.3.1) :
] AQVRA — ARA
aRUVRL — avP—aRvi.

Soit f € Homa-(A® A, A). Il existe n € A tel que pour tous a, § € A, on ait
fla® @) =anp. Alors

o) = fod(lovel)

flrel—-1®v)
= wvnp—nu.
Donc d* est application
d:A — Homy(V, A)
n = [ve g —nul.
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e Rappelons la définition de ’application d, (voir 2.3.1) :

d:A9R®A — AQV@A

I®fivwl

I1®fi®l

— [azy@y@l—|—byw®y®1—|—ay2®x®l—l—c:l:2®x®l
+arQyRy+by@rQy+ay@yur+cc@r@z
+aRzQy+bRyRry+aRyQyr+c@r® a’]

— [ay:z:@x@l—|—b;t:y®:c®1—|—a:z:2®y®1—|—cy2®y®l
tay@r@r+brRQyR@r+ar@rQy+cy@yy
+aRyR*+bRrQyr+aQr@ay+c@yy’.

Soit f € Homue(A RV @ A, A). D’apres le lemme 4.1.2, il existe F' €
Hom(V, A) telle que fla @ v® ) = aF(v)5.

E(F)(h) =

fodiefiol)
f(awy@y@1—|—byx®y®1—|—ay2®x®1—|—cx2®:p®1
+arRyRQyu+byRrQut+ayRy@r+cx @@
+a@rRyY +bRyQry+aRyQyr+c@rQ a?)
azyF(y) + byxF(y) + ay’F(z) + cx*F(x)

+azF(y)y + by F(z)y + ayF(y)z + cal(z)z

+al(2)y® + bF (y)ay + aF (y)yx + cF ()2’

fody(1® f2®1)
f(ay:t:@:c@1—|—b;17y®3:®1—I—a:l:2®y®1—|-cy2®y®1
tayRerRr+brRyRr+arRrRy+cyRyRy
+aRYR P +bRrRyr+aRr @y +c@yy?)
ayzF(x) + beyF(z) + az’ Fy) + ey F(y)

+ayF(z)z 4 baF(y)x + axF(x)y + cyF(y)y

+aF (y)a? + bF (x)yz + aF (x)ay + cF(y)y*.

On connait donc explicitement d? : Homy(V,A) — Homy(R, A).

e Rappelons la définition de 'application d4 (voir 2.3.1):

dy AW, @A — AQR®A
1wl » 2 Ql4+yR LRI -1 1R —-1® fL,y.

Soit f € Homu-(A® R ® A, A). D’apres le lemme 4.1.2, il existe une
application F' € Homy(R, A) telle que f(a @ r @ 3) = aF(r)B. On a alors

d*(F)(w)

= fodi(l®@w®l)
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= f@®fivl+y@ LR¥1l-10HRrz—-1® LRyY)
= a2l (fi) +yF(f2) — F(fi)x — F(f2)y.

On a donc explicité le complexe :

0 «— Homy(Wa, A) < Homy(R, A) 2 Homu(V, A) & A «— 0. (1.1)

Lemme 4.1.3 Soit F un k-espace vectoriel de dimension finie. Soit {x;}ies
une base de F, et {x¥};c; sa base duale. Les applications suivantes sont des
isomorphismes de k[C4]-modules a gauche, réciproques 'un de Uautre :

Homy(E,A) — AQFE"
Foe S S o

el

A@FE" — Homy(E,A)

a®z; —  |e— xi(e)a]
St E est gradué, ces modules sont naturellement des k-espaces vectoriels gra-
dués et ces isomorphismes sont homogénes de degré 0.

On obtient donc un nouveau complexe isomorphe au complexe (1.1) :

0 AW <& AR < Ac v Ao (1.2)

Nous notons encore d les différentielles de ce complexe. Nous allons expliciter
les différentielles d. Nous noterons {z*, y*} la base duale de {z,y}, {f7, f5} la
base duale de {fi, fo} et {w*} la base duale de la base {w} de Wy. On a

d'(n) = (zn —nz) @« + (yn —ny) @y

L’application d* est un morphisme de k[C4]-modules gradués qui préserve la
graduation (V* est concentré en degré —1). On a

Pl @2 +a,@y") = [azyay + byzay + ay’as + cx’ay + azagy + byayy
+ayasr + cragx + aozly2 + basxy + aaqyx + cozle] ® fi
+layza; + brya; + aray + cy2oz2 + ayayx + brasx
t+azayy + cyosy + aasz’ + banyx + aayzy + cany’] @ f;.

L’application d* est un morphisme de k[C4]-modules gradués qui préserve la
graduation (R* est concentré en degré —3). On a

JS(a1®f1*+042®f§) = [zag 4+ yay — oz — azy] @ w”.
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L’application d® est un morphisme de k[C4]-modules gradués qui préserve la
graduation (on considere W concentré en degré —4).

On a donc obtenu un quasi-isomorphisme de complexes de k[C4]-modules
entre le complexe qui calcule la cohomologie de Hochschild et un petit com-
plexe que nous noterons K(A) :

Homip(A®3,A) < Homi(A®2 A) <= Homy(A,A) <~ A
b ~ e S sy L 1d
d2

Aew: & agr & asgv & A

4.2 Un isomorphisme entre deux “petits” com-
plexes

Nous allons maintenant expliciter un isomorphisme de complexes entre le
complexe K(A) que nous venons de construire :

0e— AW & Aok & Agv & A0
et le complexe de Koszul K(A) qui calcule I’homologie de Hochschild :

0¢— A ARV & AQR&E AQW, «— 0.
Rappelons que dans ce dernier complexe (voir [7]),
di(a ®v) = av —va,

dy (Z a®@ vy) & vgi) & v:()f)) = Z avy)vgi) & v:()f) + 'U:(f)avy) & ’ng‘) + vgi)'v:(f)a ® vy),
dg(z a®'v§i)®v£i)®'03(i)®vy)) = Z a‘UY)@‘Ugi)@’U:(;)®’Ufli)—’Ué(li)CL@’UY)@’Ugi)®‘U§i).

On définit alors des isomorphismes de A-modules gradués 6y, 0, 65 et 6,
de la fagon suivante :

0i: ARk — AQW,
a®1l = —a®@w

0, : AQV* — A®R
a@x* — a®fr
a®Ry" = a® fy
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0 : AQ R — AQV
a®ff = a®cz
a®fy = a®y

0y : AW, — ARk
a@QuwW = —a®l

Ces isomorphismes sont homogenes de degré 4.
Soit n € A. On a

ds(n@w) = @ fi+ny®@ fa—an® fr —yn @ f
= (nz—an)® fr+ (ny —yn) @ fa,

dy(n @ f1) lanzy @ y + bpyz @ y 4 any® @ x 4 enz’ @ @]
l[ayne @y +byny @ = + azny @ y + canz @ x|
lay*n @ x4+ bayn @ y + ayzn @ y + ca’n @ ]
lany® + ena® + byny + canz + ay’n + ca’n] @ @

+ [anzy + bpyx + aynz + axny + bryn + ayxn] @ y.

Et de méme,

dy(n @ fo) = [anyx + bnzy + axny + aynz + byxn + ayzn] @ ©
+ [anz® + eny® + banz + cyny + ax’n + cy’n] @ y.

Enfin,

di(n®@z) = nx—an
di(n®y) = ny—yn.

On constate alors, en comparant les différentielles dy, d et d3 aux différen-
tielles d®, d* et d', qu’on a un isomorphisme de complexes de k[C4]-modules
gradués, de degré 4 :

0+ AaWw: & Asgr & Agve & 4 0
} b4 1 03 1 03 61
0« A & AV & AR & AW, «— o
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4.3 Résumé de la situation et conclusion

Pour résumer, le diagramme suivant de k[Cy4]-modules est commutatif :

—— Homy(A®3 A) i Homy(A®% A) i Homy (A, A) Ll A —
L ~ Le sy l1d

0 AR WS i A® R* & ARV* A A —
16, 163 N b b

0 A ol ARV & AR & AW, —
| Id L inj o NG

0 «— A d AB2 L - L

Les fleches verticales sont des quasi-isomorphismes de k[C4]-modules, on a
donc le résultat suivant :

Théoréme 4.3.1 On a des isomorphismes de k[Cy]-modules HH'(A) ~ HH;_;(A)
pour 1 =0, 1, 2, 3. Autrement dit, A vérifie la dualité de Poincaré.

Nous allons pouvoir donner des résultats plus précis car on connait expli-
citement ces quasi-isomorphismes.

D’apres le théoreme 2.4.1, H H3(A) est le k[C4]-module libre engendré par
Y(1 ® w). Puisque ¢ est un quasi-isomorphisme, ker(ds) est le k[C4]-module
libre engendré par 1 @ w. Donc ker(d") est le k[C4]-module libre engendré
par 1. Et donc ker(b') est aussi le k[Cy]-module libre engendré par 1. Donc
HH°(A) = Z(A) = k|C4].

Théoreme 4.3.2 Le centre d’une algebre AS-réguliere de type A cubique a
coefficients génériques est égal a k[Cy).

De la méme maniere, H Hy( A) est le k[C4]-module libre engendré par ¢(z ®
fi+y® f2). Puisque ¢ est un quasi-isomorphisme, Hy(K(A),d) est le k[C4]-
module libre engendré par *® fi+y® fo. Donc HQ([K'(A), cZ) est le k[C4]-module
libre engendré par x @ z* + y @ y*. Cet élément correspond dans Homy(V, A)
a l'injection canonique de V' dans A. Or il existe une unique dérivation de
A qui prolonge cette application : il s’agit du morphisme D défini sur chaque
composante homogene A,, de A par D|4, = nldy, , dit “dérivation eulérienne”.

D’ou le résultat :

Théoréme 4.3.3 HH'(A) = Der(A)/{dérivations intérieures} est le k[Cy]-

module libre de rang 1 engendré par la dérivation eulérienne D.
Enfin, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.3.4 HH*(A) et HH?(A) sont des k[C4]-modules libres de rang
9.
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Remarque : 'algebre A est un k-espace vectoriel gradué et pour tout 1 > 1,
A®* est un k-espace vectoriel gradué, mais Homy(A®', A) n’est pas gradué en
général. Nous ne donnons donc pas ici de séries de Poincaré des H H*(A). Voir
la section “Cohomologie de Hochschild graduée” du chapitre suivant.



Chapitre 5

Compléments

5.1 Cas non générique

Les résultats que nous avons obtenus sont valables pour des algebres a
coefficients génériques. Mais les homologies que nous avons calculé peuvent
étre différentes dans le cas ou a, b et ¢ ne sont plus génériques. Considérons
par exemple ’algebre enveloppante de 1’algebre de Lie de Heisenberg, que nous
noterons encore A, qui est le quotient de I’algebre libre k(z, y) par les relations

[z, [z, y]] = 0,
[y, [y, =] = 0.
Cette algebre, qui correspond aux parametres a = —1, b = 2, ¢ = 0, peut se

réécrire comme le quotient de algebre libre & trois générateurs k(z,y, z) par
les relations [z,y] = z, [z,2] =0, [y, z] = 0. L’élément z est central. Dans cette
algebre, avec les notations de 'introduction, on a Cy = —222.

Alors z est central, mais n’appartient pas a k[Cy4] = k[2%]. Donc HH°(A) =
Z(A) # k[C4] pour cette algebre.

D’apres Kassel [17],on a HH,(A) ~ H*(Qz[$7y7z], d), ou J est la différentielle
introduite par Brylinski, et ou le crochet de Poisson sur k[z,y, z] est donné
par : {z,y} = z, {z,2} = 0, {y,z} = 0. Cet isomorphisme est induit par le
morphisme

Vipyy — ARAT
Pdey A Ndey Y ((0)n(P) @ 2o @ -+ @ Ton)
oESK

oun € {0,1, 2£)}, Tyy..., T, € keBkydkz, S, est le groupe des permutations
de{l,...,n}, A= A/ket n(P) est le symétrisé de P. Le morphisme 1 est défini
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de la facon suivante : si zy,..., 2, € kx & ky & kz, on pose

1
n(xy...xm) = ] Z To(1) - - - To(m)

ogESm

et on prolonge par linéarité.

On remarque que z est un Casimir de ce crochet de Poisson. Dans son
article [25], P. Nuss a calculé explicitement H*(Q;[ d), et a obtenu les ré-
sultats suivants :

HH(A) =~ Ke,yl, HH(A) ~ (K[e,yl/b7, HH(A) ~ k(2] & (kz,y]/k),
HH;3(A) ~ k[z], HCo(A) ~ kl[z,y], HC1(A) ~ k[z,y]/k, HCy(A) ~ k[z] & k,
HCy ~ksi1>2, HCypy =0s11 2> 1.

Soulignons quelques différences entre ces résultats et ceux obtenus dans le
cas générique. Par exemple, le groupe d’homologie cyclique HC1(A) n’est pas
nul.

z,y,z])

D’autre part, Nuss montre que tm(0;) = (z). Alors, d’apres 'isomorphisme
donné par Kassel entre HO(Q;[LW], d) et HHy(A), on a pour tout @ € HHgy(A),
za = za = 0 dans HHy(A). Donc k[z] agit trivialement sur H Hyo(A), ce qui
est tres différent du cas générique, ou H Hy(A) est un module libre sur Z(A)!

5.2 Cohomologie de Hochschild graduée

Si R est une k-algebre graduée, si M et N sont deux R-modules N-gradués,
on note Homp(M, N) ’ensemble des morphismes gradués du R-module gradué
M vers le R-module gradué N. Plus précisément, si on note N(7) (ou ¢ € Z)
le module N muni de la graduation N(z), = Ny, pour tout n € N, et si on
note homp(M, N (7)) Pensemble des morphismes de degré 0 de M vers N(z),
on a Homp(M,N) = G;ezhomp(M, N(1)).

Nous partons maintenant du morphisme de résolutions explicité dans la
sous-section 2.3.1 :
Aes B e S e B ge
o tyf tinj t1d
AeWw,4 5 AoReA D AgveAd L AgA — o

On applique le foncteur contravariant Hom 4.(—, A) et on obtient un quasi-
isomorphisme de complexes de k[C4]-modules a gauche (par un résultat simi-
laire a la Proposition 4.1.1) :
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Hom . (A®%, A) b Hom 4. (A%, A) s Hom 4. (A%, A) £ Hom,.(A%2, A)
1Y 1¢ 1 surj 11d
Hom e(AQWi®A,A) — Hom, e(AQR®A,A) <+ Hom,.(A®V®A,A) <+ Hom,.(A®A, A).

Puisque Wy, R et V sont des k-espaces vectoriels gradués de dimension
finie, on a Hom 4.(AQ@ Wy @ A, A) = Homa-(A@ W, ® A, A),
Hom (AR R®A,A)= Homa-(AQ R® A, A),
Hom . (ARV @ A,A) = Homy- (AR V @ A, A) et bien str
Hom 4.(A® A A) = Homu-(A® A, A).

Remarque : Le complexe Hom 4.(A%®, A) est un sous-complexe du complexe
Hom s (A®*, A) qui calcule la cohomologie de Hochschild. Ces deux complexes
calculent la méme cohomologie puisqu’ils sont tous deux quasi-isomorphes
au méme “petit” complexe. En conséquence, les groupes de cohomologie de
Hochschild peuvent étre munis d’une graduation issue de celle du complexe

Hom 4.(A%*, A).

(}I’EALCG aux 1somor hiSHlGS Hom e Ag. 2 A ~ Hom A®. A on a un
p LUV A ’ LYk ’ ’
q l1asi-1son ()I’[)l isme

+—— Hom,(A®3 A) <i Hom, (A®% A) & Homy (A, A) Ll A +— 0
URT \Re | surj V1d
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0 «—  Aew; & A® R* S Agve & A4 — .

Ce quasi-isomorphisme est homogene de degré 0. On obtient donc en défini-
tive un quasi-isomorphisme homogene de degré 4 entre le complexe qui calcule

les HH'(A) et celui qui calcule les H H;(A). D’ou

1
P(HH°(A),1) = ——
(HH(A).0) = ——
ce que 'on savait déja puisque Z(A) = k[C4],
1
P(HHY(A),1) = ——
(HIT(A),1) = ——,

ce que l'on savait déja puisque HH'(A) est le k[C4]-module libre de rang 1
engendré par la dérivation D qui est homogene de degré 0 et

24+ 213 4+ 32 + 2t
PHH(A),1) = — o

2+ 32+ 2+ 1
PUHH(A),t) = (1= 1)
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5.3 Cohomologie de Hochschild des algebres
AS-régulieres quadratiques

Michel Van den Bergh a montré dans [34] qu’il y a une dualité de Poincaré
HH;(A) ~ HH3*(A) pour i = 0, 1, 2, 3, si A est une algebre AS-réguliere
de dimension globale 3, a relations quadratiques. Nous allons nous intéresser
au cas des algebres quadratiques de type A. Rappelons que ces algebres sont

définies par A = k(z,y,2)/(f1, f2, f3) avec
fi = ayz + bzy + cz?,
J2 = azx + baz + cy?,
fs = axy + byzx + ¢z,

o (a:b:c)e P\ S et
S={(a:b:c)ePd®=0"=c}U{(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)}.
Soit A une telle algebre. Elle est de Koszul quadratique. En particulier, on a

la résolution de Koszul de A par des A-A-bimodules :
0+ A+ ARA+— ARVRA— ARRRA+— ARW3R A+ 0,

ou V est engendré par x, y, z, R est engendré par fi, fo, f3 et W3 est engendré
par w =z fi +yfo+ zfs = fiz + fry + fsz. Ceci va nous permettre de rendre
plus explicite I'isomorphisme entre homologie et cohomologie de Hochschild,
en utilisant la méme méthode que dans le chapitre 4. Cela va étre plus simple
car l'injection canonique

ARA « AQVRA « AQRR®A « AQW3R A

1 1 l 1 (3.1)
AR A « A®3 — A®4 — A®5

est un morphisme de la bar-résolution de A dans la résolution de Koszul de
A par des A-A-bimodules (voir [33]). Soit alors le diagramme commutatif de
k[Cs]-modules :

— Homy(A®3, A) P Homy(A%% A) ¢ Homy(A,A) A —

{ l l L 1d
d3 d2 e
0 « A W3 — A®R* — A V* — A —
1y 1 L lu
0 « A & ARV £ Aer & Asw, «
L 1d l l l

0 « A & A®? & A®3 & AR
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ou le morphisme entre la premiere et la seconde ligne est obtenu en appli-
quant le foncteur Home(—, A) a l'injection (3.1) et le morphisme entre les
deux dernieres lignes est obtenu en appliquant le foncteur A ®4- — a l'injec-
tion (3.1). Ces deux morphismes de complexes sont des quasi-isomorphismes.
Les applications dy, d,, d3 sont définies sur des bases par

dy:n®azx — nr—an,
Ny = ny—yn,
n®z — nz-—zn,

dy:m®@fi = anyRz+bmzRy+emrRzr+aznRy+byn ® z + can ® z,
nRfs = anz@er+bmrRz+emyRytarn@z+bzn @+ cyn Ry,
nRfs = anzRy+bpyRr+emz@z4+ayn @z +brn Ry + cz2n ® z,

et enfin
d3 n@uw = nRA+nyRL+nzQfzi—an@fL—yn® frr—2n @ fs.

On vérifie également que les applications d', d? et d® sont données par :

d'(n) = (en—nz) @™+ (yn—ny) @y + (27— n2) ® 2,

JQ(alx* + ay” + a3z”) = (ayas + bzaz + cxay + aazz + basy + cajx) @ fr
+(azay + braz + cyay + aazz + bay z + cazy) @ fi
+(azay + byay + czaz + aayy + bayr + cazz) @ fi

et enfin,
Js(al Qffi +a®fi+as®f;) = (zar; +yoy +za3 — a1z — ay — azz) Qw”.

On vérifie alors que ¢ est un isomorphisme de complexes, ou

u(ll)=-1®w
L2(1 ® .I*) =1® f17
(1Y) =1 fi,
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u(l@w")=—1.

Dans le cas ou l'algebre A est a coefficients génériques, Michel Van den
Bergh a calculé ’homologie de Hochschild de A (voir les résultats donnés dans
I'introduction). Le cycle de Hochschild A € HH3(A) se remonte en 1 @ w €
A® W3, puis en —1 € A.

Proposition 5.3.1 Le centre d’une algebre AS-réguliere de dimension globale
3, de type A quadratique a coefficients génériques est égal a k[Cs).

Ce résultat est déja connu. Il a été obtenu par des méthodes plus géomé-
triques par Odesskii et Feigin (voir [27] et [26]) et peut également se déduire
de I'approche de Artin, Tate et Van den Bergh (voir [2], [3], [4] pour cette
approche et [30] en ce qui concerne le centre).

De méme, le cycle II € HH3(A) se releveen 2 ® fi +y @ fo € A®@ R puis
en t R +yRy" € AR V™ ce qui correspond a la dérivation eulérienne

D € Homy(A, A).

Proposition 5.3.2 HH'(A) = Der(A)/{dérivations intérieures} est le k[Cs]-
module libre de rang 1 engendré par la dérivation D.

On obtient enfin le résultat suivant :

Proposition 5.3.3 HH?*(A) et HH?(A) sont des k[Cs]-modules libres de rang
8.

5.4 Morphismes du complexe de Koszul vers
la bar-résolution

Nous avons vu un morphisme de résolutions particulier ¢’ entre la résolu-
tion de Koszul de A par des A-A-bimodules (voir 1.2) et la bar-résolution de
A dans la partie 2.3.1, dans le cas ou A est l'algebre AS-réguliere cubique.
Dans cette partie, nous allons donner une méthode simple pour obtenir un
morphisme de la résolution de Koszul de A comme A-A-bimodule vers la bar-
résolution de A, qui sera valable pour toute algebre de Koszul généralisée A.
L’idée de cette méthode est due a Bernhard Keller. Nous pouvons alors donner
une formule explicite pour ce morphisme de résolutions. Nous donnons aussi
un morphisme de résolutions explicite de la résolution de Koszul K;(A) de k
comme A-module a gauche (voir 1.2) vers la bar-résolution du A-module a
gauche k. Nous commencons par quelques rappels sur la bar-résolution.
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5.4.1 La bar-résolution

Dans cette partie, A est une k-algebre N-graduée connexe : A = k &
Ay ¢ Ay & - - -. Rappelons quelques résultats concernant la bar-résolution. On
pourra se référer a [20] et aussi a [21] pour une présentation détaillée de la
bar-résolution normalisée.

Nous allons nous placer dans le cadre de la bar-résolution normalisée. Ce
choix sera justifié ultérieurement. On note A = Ak~ As1 = A1 0 A D -
Rappelons que le complexe C7°"™ est donné par

L ARAT A L A AT VoA Y AgdnA S AnA S A —s 0,

ou u est le produit de A et

—_

n—

V(a® -+ @ ay) = (—1)'ao® @ ai@ip1 @ -+ @ ap.

7

Il
=}

Soit ' : A® ng(n_l) RA— AR A" ® A, définie sur tout élément ag ®
4 ® - Qa, de A®Z(n_1)

® A tel que ag soit un élément homogene de A par

slap®@a; @+ Qa,) = 0siag €k,
= 1®a®@a1 @@ aysiag € Asq.

Le complexe C" est un complexe de A-A-bimodules gradués (i.e. un
complexe dans la catégorie A-grMod-A) et s’ est un morphisme de k-espaces
vectoriels gradués qui est homogene de degré 0 (morphisme de la catégorie
k-grMod). On vérifie que s’ est une homotopie contractante : b's’ + s'b' = Id,
et donc 'identité de C"™ est homotope a 0. Ceci montre que le complexe
Crorm est exact. Cette résolution de A comme A-A-bimodule est appelée la
bar-résolution normalisée de A.

On applique le foncteur — @4 k& au complexe C"™. On obtient alors un
complexe CF¥

(n=1) b

o A AT LA AT L S A A S Ak — 0,

ou ¢ est la projection canonique sur k et b est encore défini par

—_

n—

bao®: - @a,) =Y (—1)a® @ a;ai41 @ D ay.

7

Il
=]

Pour cela, on utilise le fait que si a, € A et any1 € A alors e(ananyr) = 0.
C’est pour avoir ce résultat que I'on utilise la bar-résolution normalisée.
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L’application s = s'® 4 1}, se réécrit alors, pour tout élément ag®@a1®- - @ a,_q
de A ® Z®(n_1) ou ag est un élément homogene de A, comme
slap @ a1 @+ ®@an—1) = 0siag €k,

= 1®a®@a; @+ @ an_q siag € Asq.

L’application s est encore une homotopie contractante puisque
(' @a Lp)(s" @alp) + (8 @a 1) @4 1g) = I[d @4 1y

Donc le complexe C* est une résolution du A-module & gauche k. C'est un
complexe de A-modules a gauche gradués (complexe de A-grMod), et s est
un morphisme de k-espaces vectoriels gradués qui est homogene de degré 0

(morphisme de k-grMod).

5.4.2 Cas des complexes de bimodules

Dans tout ce qui suit, l'algebre A est une algebre N-homogene de Koszul
généralisée. Nous allons écrire un morphisme de résolutions entre la résolution
de Koszul de A comme A-A-bimodule et la bar-résolution normalisée de A. Ce
morphisme est bien connu sur les premiers termes car le diagramme

A9ARA 25 AgA S A — 0
4 1 1d +1d
AoVeoAd L AsAd S A4 — 0

commute, ou ¢’ est 'injection canonique et u est la multiplication de A. Nous
allons expliciter des morphismes de A-A-bimodules ¢}, %, ¢}, etc....tels que
le diagramme
AA%e4 L 4ed”e4 D Acded D AA oA
t t ti t1d t1d

AgWym oA L AewyeAd 4 Asves & Aga 4

commute.

Nous allons donner une méthode pour construire ¢}. Nous cherchons ¢,
telle que le diagramme suivant soit commutatif :

A A 904 2L AgdeA
T T
AWyoA X AV e A
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Nous connaissons le morphisme d’espaces vectoriels gradués
STARARA— ARAT @ A

On commence par définir ), sur Wy. On identifie Wy au sous-espace kQWx Rk

de AWy ® A. Sir € Wy, on pose ph(r) = s'oi’od'(r), qui appartient bien a

A® A% ® A. De plus, puisque s’ est une homotopie contractante, les égalités
sulvantes sont vérifiées sur les éléments de Wy :

bop, = bosoi'od
= (Id—s"ob)oi od

— 'I:/Od/_slobloilod/.

Or on a

soboiod =soldod od =0.

Donc b’ o ¢}, =i’ o d’. Nous avons défini ¢} sur k @ Wy ® k, nous I'avons donc
défini sur une base du A®-module libre A @ Wy ® A. On étend ensuite ¢}, par
A-A-bilinéarité en une application définie sur A @ Wy @ A. Alors ¢}, est bien
un morphisme de A-A-bimodules qui rend le diagramme ci-dessus commutatif
puisque nous avons vérifié cette propriété sur une base de A @ Wy ®@ A.

La méme méthode permet ensuite de définir de proche en proche tous les .
Nous allons maintenant donner des formules explicites pour ces morphismes.

Nous commengons par écrire ¢,. On note I4 I'identité de A et I7 l'identité
de A. Pour ¢« > 2, on note m; : A®" — A le produit répété de A et on note
suivant le contexte m; = I4 ou m; = I7.

Lemme 5.4.1 Le morphisme @), est la restriction a AQ Wy ® A de Uapplica-
tion @l = Zf\:l I4@my_; @ [z@m; qui va de A®Z®N®A dans A@Zm@A.

Preuve. On a

sotod(1®@m®@ - - @ry®1)
= sod((r..tnc1)@rn @14+ (r1...rv_2) Qv @y + -+ 1R 71 @ (r2...7n))
= 4@ (((r...vn) @ @14+ + 11 @1y @ (r3...7N)).

Le terme 1 ® 1y ® (ry...7rx) s’annule par s’. On obtient

Paa®@rm®---Qry®b) = a®@(ri...rno1) @y @b+ a®@ (r1...rN_2) @ry_1 @ rab

+-+a®@r @ry @ (rs...ryb)
N-1

= (Z[A®mN—i®[Z®mi)(a®rl®“‘®TN®6)-

=1
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On a donc une écriture explicite de ¢},. En particulier, si N = 3, on trouve :
0 (a@mM @ry@r3@b) =a@riry@r3 b+ a®@ry @ry @ rab.

On explicite ensuite 5. Plus généralement, le passage de o), a ¢, va
étre particulierement simple a écrire. Nous cherchons ¢} tel que le diagramme
suivant commute :

—®3

A9A%0A Y A90a%%wA4
T o5 , T 5
AWy @A S AWy A

Lemme 5.4.2 Le morphisme ¢} est la restriction a A@ Wy @ A de Uappli-
catioz L,ig = 25\51 Iy @I7@my_; @Iz ®@m; qui va de A® Z®N+1 ® A dans
A9 A" @ A.

Preuve. On a

Slogpgod/(l(@rl®...®7’~N+1®1)
S0y (@ @y ®1) = s op(1@r @ - ®ryi)
= 140¢5(r @ - @ryp @ 1).

D’ou

=

-1
w5 = Ip @Iz @my_; @ I3 @ m,.

=1

Pour N = 3, on trouve donc que
Ps(a@mM @r @r3R@ry@b) =a@ri @rars@ry b+ a @11 @1y @1y @ ryb.

Nous donnons (sans démonstration) les expressions de ¢, @t et pg.
Le morphisme ¢/ est la restriction a A ® Wyn ®@ A de I'application
N-1N-1
=1 j=1

qui va de A® Z®2N R A dans A ® Zm R A.

Le morphisme ¢f est la restriction a A ®@ Wony1 ® A de application @f qui
va de A® Z®(2N+1) R A dans A ® Z®5 ® A et qui est définie par

N-1N-1
Pr = ZZ[AQ@[X@WLN_]'®[z®mN—i®[z®mi+]‘—1-

=1 j=1



5.4. MORPHISMES DU COMPLEXE DE KOSZUL... 81

Le morphisme g est la restriction a A®@ Wiy ® A de 'application @f définie
sur A ® Z®(3N) R A et a valeurs dans A ® Z®6 ® A, qui est définie par

N-1
9‘925 = Z [A ® TN -k ® [Z® mN—j ® my—; ® [Z® mi_|_j+k_2.
1,7,k=1

On a plus généralement le résultat suivant :

Proposition 5.4.3 Soit 1 > 1. Alors le morphisme ¢}, est la restriction a
A@ Wiy @ A de Uapplication

N-1
Pr= Y Li@my g ®I@mN kg, @ @Iz @Myt @ TFO My 4pb—(im1)
k1,.eki=1
qui va de A ®Z®(W) R A dans A ®Z®(2i) ® A. On en déduit que le morphisme
©hiqq €5t la restriction a A @ Wiy, @ A de Uapplication

N-1
Phipr = Z LA IZ@MN_, @IZOMN 1, @ - - @IFOMN g, D IFOMpy 4ok~ (i-1)
k1yeenki=1

(iN+1) 2i+1)

qui va de A®Z® R A dansA®Z®( R A.

Preuve. Les deux formules sont vraies pour ¢ = 1 d’apres les Lemmes 5.4.1
et 5.4.2. Supposons les formules vraies pour ¢ et montrons qu’elles sont vraies
pour ¢ + 1. Rappelons que les applications en question rendent le diagramme
suivant commutatif :

AQAT M g4 Yy A@A® Mg X 4d®™ oA XL 4924

T 99/2(i+1)+1 T 99/2(2'4-1) T @hit1 T @
A Winvn ®A = AWy @A - AW @A - AW A

On a

s od(1@r @ - @rupyn @ 1)
N-1
= s oghn((Qmy @ BN @my)(r @ - @ rpy @ D+ 1@ ().

=1
Le terme 1 @ (- --) est annulé par s’ o ¢f;,,. D’on

(s'0@p 1 0d)(1®T1 Q- 1y @ 1)
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N-1
= s'of Z In@ I @my g, @Iz @my g, @ I3 @ My qegr—(i-1))
k1yeenki=1
N-1 _
oY mv—i ® IZH g my)(r © - © iy ©1)
7=1
N-1
= s'of Z my_; @Iz @my_g, @I R @ my_k, @ I @ Mtk 4thy—(i—1)—1)
Tkl ki=1
(1 ® - @rapyn @ 1)
N-1

= s'of Z MN_k, @I @ MmN_, @ @ IF @ MN_py, @ I @ Mgy 4opbiyy—i)

k1,ekiykip1=1

(1 ®- - @rupyn ®1).

D’ou la formule pour 99’2( . De plus,

i+1)
s'o 90/2(2'4-1) od(1®@r @ - @ripyn+1 @ 1)
= 80N @ TN @1+ 1@ ()
= 3’ 0o 99/2(2.+1)(r1 R ® r(i-}—l)N-l—l ® 1)

On en déduit la formule pour 99’2( |

i+1)+1°

Puisque la résolution de Koszul est une résolution minimale de A comme
A-A-bimodule gradué, le morphisme ¢’ que nous avons donné ci-dessus est
injectif (voir par exemple [9]). On a donc écrit de fagon explicite une injection
du complexe de Koszul “version bimodules” K;_,(A) dans la bar-résolution de
A (tout ceci se passe dans la catégorie A-grMod-A). On peut donc vraiment
voir le complexe de Koszul comme un sous-complexe de la bar-résolution, mais
de fagon moins évidente que dans le cas quadratique ou il s’agit vraiment d’une
inclusion !

Notons que les morphismes ¢}, et ¢4 que nous avons explicités pour N = 3
sont différents de ceux que nous avons donnés dans le calcul de ’homologie
de Hochschild (voir 2.3.1). Un tel morphisme de résolutions n’est unique qu’a
homotopie pres.

5.4.3 Cas des complexes de modules

Dans cette section, A est encore une algebre N-homogene de Koszul. Nous
allons maintenant écrire un morphisme de résolutions entre la résolution de
Koszul de k comme A-module & gauche et le complexe C*. Rappelons que
nous venons d’expliciter une injection ¢’ de la résolution de Koszul de A par
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des A-A-bimodules dans la bar-résolution normalisée de A :
A0A% o4 Y A40Ad904 XL Acdoa L oAaga o4
¢4 ¢ i  1d t1d
AOWn @A 5 AeWwyeAd 5 Aeved S Aga 24 A

Nous appliquons le foncteur — @4 k a ce diagramme. Nous avons vu que le
complexe CF = "™ @ 4 k est une résolution de k par des A-modules a gauche.
Par ailleurs, le complexe K;_.(A)®@4k est en fait la résolution de Koszul K;(A)
de k£ par des A-modules a gauche. Pour tout ¢ > 2, on pose ¢; = ¢! @4 1y.
Les applications ¢; sont des morphismes de A-modules a gauche, tels que le
diagramme suivant commute :

AA” 2y AA® Y A9Ad S oA S 4k — 0
s s i tid 1

AWy = AWy -2 AoV 5% A % Lk — 0.

Puisque la résolution de Koszul K;(A) est une résolution minimale du A-
module a gauche 4k, on a donc défini un morphisme injectif de la résolution
de Koszul de k par des A-modules & gauche dans la résolution C* de k (tout
se passe dans la catégorie A-grMod). De plus, I’expression des morphismes
@; se déduit de celle des morphismes .. On obtient facilement les résultats
suivants :

Lemme 5.4.4 Le morphisme @, est la restriction a A @ Wy de Uapplication
Gr = [4@mn_1 @ I3 qui va de A®Z®N dans A®Z®2. On a plus explicitement
P(la@m @ - @ry)=a® (r1...7821) D TN.

Lemme 5.4.5 Le morphisme p3 est la restriction a A @ Wy de Uapplica-
tion 93 = 14 @ [z @ my_1 @ I3 qui va de A ® Z®<N+1) dans A ® Z®3. Plus
explicitement, on a p3(a@r1 @ @rys1) =a@r1 @ (r2...rN) @ rygr.

Et plus généralement :

Proposition 5.4.6 Soit t € N Alors ©a; est la restriction ¢ A @ Wy de
Uapplication ©9; 1 A ® A5 — A® A%t définie par
G =14 @ (mN_1 ® [Z)@.

De plus le morphisme py,41 est la restriction a A @ Winy1 de Uapplication

Poir1 t A® Z®(iN+1) — AR Z®(2i+1) définie par

Paiv1 = 14 @ I3 @ (my_1 ® fz)@-



84 CHAPITRE 5. COMPLEMENTS

5.5 Reésultats partiels sur les autres contractés
d’une algebre de Koszul cubique

Dans cette section, nous travaillons sur les 3-complexes de Koszul (voir
[8], [10] et les rappels faits dans le chapitre 1). Plus précisément, pour une
algebre de Koszul cubique, nous regardons les homologies des contractés des
3-complexes de Koszul qui ne correspondent pas a la résolution de Koszul. On
sait d’apres [8] qu'un contracté différent du complexe de Koszul ne peut pas
avoir tous ses groupes d’homologie nuls, sauf si 1’algebre est triviale.

5.5.1 Homologies des autres contractés

Nous considérons une algebre de Koszul cubique A quelconque.
Son 3-complexe de Koszul & gauche K;(A) s’écrit

AW, S AR AV 2 Agy 2 A .,

Nous complétons la fin de ce complexe en

N VPO LN MG Ny A}

Nous obtenons encore un 3-complexe. La résolution de Koszul de 4k est alors
le contracté K;(A) :

5% oW, S AR RES Aev A Sk 0.

Mais il existe aussi deux autres contractés du 3-complexe K;(A) (complété) :

Cro(Ei(A)): 5 AW 2% Ao R 5 agver 2% 4 gy,

1dy,

Con(Fi(A) - 225 Aaws 22 AW, 2% Av® 22 Agy B 1% k.

Pour simplifier, nous employerons les notations Cy4 et C3; a la place de
Cro(Ki(A)) et Coi(K (A)). Si (C,d) est un N-complexe quelconque, nous
adoptons les notations de Kassel et Wambst [18] :

ker(d? : C,, — Cy_p)
im(dN=?: Cryn_p — C)

pHn(C) =

Alors, d’apres Kassel et Wambst [18] ou Dubois-Violette [15], on a une longue
suite exacte (pour N = 3) :

) Hy(C) <25y H(C) “25y Hy(C) 251 Ho(C) 2545 Ho(C) — 0
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ou
 ker(dP) ker(drtth)
" im(dN ) T im(dN 1)
provient simplement de I'inclusion de ker(d?) dans ker(dFt!), et
Q- ker(dP) ker(dr—1)
" im(dN-P) im(dN-rt+1)

est induite par d. Dans notre cas, dire que K;(A) est exact équivaut a dire que
1Hy =0, 9H, =0, H; =0, Hs = 0 ete... La longue suite exacte se réécrit
donc :

"'—>0—>2H3—>1H2—>0—>1H1—>2H1—>O—>2H0—>O.

On a alors pour tout n > 1, un isomorphisme explicite (donné alternativement
par l* et d*) : Hn(OQJ) ~ Hn(cLo). De phlS7 HO(CQJ) = Hg(cLo) =0.0n a

alors un quasi-isomorphisme de C3; dans g, donné par

34 035

\Lmo'»l
e
&
<
3

A® Wy A_®R

1dt 5y 1 1d 1t 511 1d1
Agw: 5 Aew, 2% Agver B Agv % X i

Il suffit donc de calculer I’homologie d’un de ces deux complexes.

Remarques :
e Si on considere les contractés du 3-complexe non-augmenté K;(A), on a
H,(C31) ~ H,(C1) pour tout n > 1, mais Ho(C10) =k & Ho(Ca,).
e On peut raisonner de la méme facon avec le 3-complexe dont la résolution
de Koszul de A par des A-A-bimodules est un contracté.

5.5.2 L’algebre AS-réguliere cubique de type A

L’algebre A est maintenant 1’algebre AS-réguliere cubique. Comme cette
algebre est de dimension globale 3, son 3-complexe K;(A) (non-augmenté) se
résume a

0 AW, "5 AR 2 Ao ve 2 Agv 24 A4 0,
Ses contractés sont
K(A) : 0— AW, 5 AoRZ% Agv 25 Ao,
Cho : 0 AQR 2 Agver % 4

Con : 0 AW, 2% AqVve? 2 agy 0.
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Il est facile de voir que Ho(Ci1o) = kB V et Ho(Cy1) = V. Nous allons
maintenant tout écrire sous forme matricielle. Rappelons que ’algebre A est
définie par les relations

fi\ _ ( axy® 4 byzy + ay’e + ca®
f2 )]\ ayz?+bryz +aziy+ ey )

ona<?):MX:Um4m
2

2 2 , .
:<ay + cx ax%—l—byf)etX:(x).
ayxr + bry ax”+ cy Yy
Le 3-complexe K;(A) se réécrit sous forme matricielle :
0 —s A X A2 My qa M2 Xy g

ou

=
I

,M2=<C$ by ay a.r>.D,O{1
ay ax br cy

ow O R
@ o8 O

Ki(A) @ 00— A5 22 2 % 4 4y
Cio @ 0— A2 M3 4028 449
Cor @ 0 — A XM g0 My g2 g,
Puisque A est integre, on a Hy(Cy ;) = 0. Il ne reste donc qu’un groupe d’ho-

mologie a calculer.
Essayons de calculer Hy(Cy1). Par définition,

im(-' X My) = A.(m1, mar, miz, mas),

ou m;; est la composante (7, j) de la matrice M. D’autre part, on peut montrer
sans trop de difficultés que

ker(-Ml) = A.(mn, 0, miz2, 0)—|—A.(m21, 0, ma2, 0)—|—A(0, mi, 0, m12)+A.(0, may, 0, mgg).

On a donc H (C ) ~ Ami1,0,m12,0)+A.(m21,0,m22,0)+A.(0,m11,0,m12)+4.(0,m21,0,m22)
1{ba) = A.(m11,m21,m12,m22)

Remarques :
e Montrons que Hi(Cy1) # 0. On considere 1’élément (mqy,0,my2,0) de
A*. Comme my; et mys sont deux éléments non nuls de A (puisqu’ils
sont de degré 2), (my1,0,mi2,0) est un élément non nul de A*. De plus,
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(m11,0,m12,0) & A.(mqyy,may, myz, maz). Sinon, il existerait u € A tel
que umay; = 0 et umy; = my;. Comme A est integre et my; # 0, on a
forcément u = 0, ce qui est impossible puisque umy; = my; # 0. Donc la
classe de (mq1,0,m12,0) est un élément non nul de Hy(Cs ).

e Ce A-module est engendré par les trois éléments (may, 0, mag, 0), (0,m11,0,m12),
(0, ma1,0,ma92), mais ces trois éléments ne sont pas A-linéairement indé-
pendants : on a par exemple

$‘(07m11707m12) + y‘(07m21707m22) = (07f1707f2) = 0.

Questions :
e Peut-on préciser la structure de ce module? Est-ce un A-module libre ?
e Ce module est-il un invariant attaché a I’algebre N-homogene A7 Peut-
on donner une interprétation de ce module?

5.6 L’algebre duale A’ est-elle de Frobenius ?

5.6.1 Rappels

Nous commencons par rappeler la définition de la propriété de Frobenius.
On pourra se référer a [29] pour une étude des algebres de Frobenius.

Définition 5.6.1 Une k-algébre graduée connexe de dimension finie R est de
Frobenius si R ~ R* en tant que R-modules @ gauche, ou R* = Homy(R, k)
est munie de la structure de R-module a gauche induite par laction a droite
de R sur elle-méme.

Si R est une algebre de Frobenius, soit ¢ : R — R* un isomorphisme de
R-modules a gauche. On peut montrer que cet isomorphisme est unique a la
multiplication par un scalaire non nul pres. On associe alors a ¢ un crochet
de Frobenius : (z,y) =< z,¢(y) >, pour tous z et y € R, ou < -,- > est le
crochet de dualité. Alors (-,-) est un crochet bilinéaire non dégénéré tel que
(ab, ¢) = (a,be) pour tous a, b, ¢ éléments de A. L’algebre A est dite symétrique
si le crochet de Frobenius qui lui est associé est symétrique.

Nous rappelons maintenant quelques résultats obtenus par Roland Berger
et le présent auteur dans [10].

Proposition 5.6.2 (Corollary 5.12 de [10]) Soit A une algébre N-homogéne,
de Koszul généralisé, de dimension globale finie D. On note E(A) Ualgébre de
Yoneda de A (i.e. Exta(k,k)). Alors A est AS-Gorenstein si et seulement si
Ualgeébre de dimension finie E(A) est de Frobenius.
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Si l'algebre A vérifie les hypotheses de la proposition précédente, ’algebre
de Yoneda de A est connue explicitement. On suppose N > 3. Alors on a pour
tout ¢, 0 <7 < D, les isomorphismes E(A); ~ A;(i) (voir 1.2 pour la définition
de n(i)). Le produit de E(A) est donné sur deux éléments f € F(A); ~ A
et g € F(A); ~ A;(j) par

(1)

fg siiouj pairs
feg= . I .
0 siietjimpairs
oit fg désigne le produit dans A'. On peut alors se demander si, pour une

algebre A vérifiant les hypothéses de la proposition 5.6.2, I’algebre A' est aussi
de Frobenius.

On suppose dans tout ce qui suit que A est une algebre de Koszul N-
homogene de dimension globale finie D, telle que ExtZ (k, A) = k. On a montré
dans ce cas que dim(A!n(D)) = 1 et que D est impair si N > 3 [10]. On fixe un
générateur u de A;(D) et on note ® 1'unique application A-linéaire & gauche
de A' dans A™ telle que ®(1) = u*, ot u* est la base de AZ‘(D) duale de la
base u de A;(D). Alors A est AS-Gorenstein si et seulement si les applications
linéaires @) : A;(D_Z-) — A;*(i) sont bijectives pour tout 7, 0 < i < D (en fait
0 < i < D suffit). D’apres la Remark 5.7 de [10], on a le résultat suivant :

Proposition 5.6.3 Soit A une k-algebre N-homogene de Koszul généralisée,
de dimension globale finie D et AS-Gorenstein. Alors ® est bijective si et seule-
ment si A' est Frobenius et le plus grand i tel que Al # 0 est i = n(D).

Preuve. Soit donc A une k-algebre N-homogene de Koszul généralisée, de
dimension globale finie D, AS-Gorenstein.

On suppose que 'application ® est bijective. Alors ® est un isomorphisme
de A'-modules de A' dans A", donc l'algebre de dimension finie A' est Frobe-
nius. Pour tout 7 € Z, on a un isomorphisme ® : A} — Aij(D)_i. On en déduit
que si 7 < 0, A;(D)_Z. = 0. Donc A} =0 si i > n(D).

Réciproquement, si A' est Frobenius et si le plus grand i tel que A} # 0

est i = n(D), il existe un isomorphisme ¥ de A'-modules gradués de A' dans

A™(—n(D)). Cet isomorphisme est entierement déterminé par ¥(1) € A;(D).
Comme dim(A;*(D)) = 1 puisque A est AS-Gorenstein, U est égal a ® & une

constante multiplicative non nulle pres. Donc @ est une bijection. m

Introduisons la propriété suivante :
(P) Le plus grand entier 7 tel que A} # 0 est 1 = n(D).
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Proposition 5.6.4 Soit A une algébre comme dans la Proposition 5.6.3, ne
vérifiant pas (P) et telle que A' soit de Frobenius. Alors A est une algébre de
polynomes a une variable.

Preuve. On note n le plus grand entier i tel que A} # 0. Par hypothese,
n > n(D). Comme A est Frobenius, il existe un isomorphisme de A-modules

gradués ¥ : A' — A!*(—n). Comme Ai» =0sii>n(D)+N—1,ona
n(D)+1<n<n(D)+ N -2

Donc 1 < n—n(D) < N -2, et A;*_n(D) = Ver—nD) Comme A;*_n(D ~
A;(D), dz’m(A;(D)) = 1letn—n(D) > 1, on a nécessairement dim(V) = 1.
Donc A = k[z]/(R), avec R C kz™N. Si R = ka"™, A est de dimension globale

infinie, ce qui est contraire aux hypotheses. Donc R =0 et A = k[z]. m

~—

Comme conséquence des Propositions 5.6.3 et 5.6.4, on a immédiatement

Proposition 5.6.5 Soit A comme dans la Proposition 5.6.3, A n’étant pas
une algébre de polynomes a une variable. Alors A* est Frobenius si et seulement
si A vérifie (P) et pour tout 0 < j < n(D), Uapplication ®; : A;(D)_j — A;-*
est bijective.

5.6.2 Algebres AS-régulieres cubiques de type A

Dans cette section, A désigne une algebre AS-réguliere de dimension globale
3, de type A a relations cubiques, c’est-a-dire que

A=Ex,y)/(f1, f2)

avec

fi = azy?® + byzy + ay’z + ca®,
fa = ayx® 4 bryx + ax’y + ¢y®,
ot (a:b:c)ePf\ S, avec

S={(a:b:c)ePra* == U{(0:0:1),(0:1:0)}.

Bien sir, les algebres AS-régulieres de dimension globale 3 ne sont jamais
des algebres de polynémes a une variable.

Lemme 5.6.6 L’algebre A vérifie la propriété (P).
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Preuve. On sait déja que A;(:a) = A} # 0. 1l reste donc & montrer que
AL =0, ce qui équivaut & Wi = 0. Rappelons que Wy, = (V@ R)N(R® V)
est engendré par

w = a:l:2y2 + bryry + a:cny +cxt + ay2:1:2 + byxyx + ay.z?y + cy4.
Soit w' € W5. Comme w' € (V@ Wy) N (W, @ V), il existe a, 3, v, § € k tels
que
w = azw + Byw = ~ywzx + dwy.

On a

w = a(a173y2 + bey;t:y + ax2y2x + cx® + a$y2x2 + bryxyx + a;cnyy + cxy4)
+  Blayz*y® + byzyry + ayzy’s + cyz® + ay’z® + by’zyx + ay*z*y + cy®)

et aussi

w' = y(ax2y2$ + bryxyx + axy2$2 + ez’ + ay2.7:3 + by;t:ym2 + amey;t: + cy4x)

+ 5(ax2y —I—bxyry —I—axy xy—l—cr y+ay z y—l—byxyxy+ay;172y2 —|—cy5).

On identifie alors les coefficients des monomes dans les deux écritures de w’ et
on trouve que a = =+ =9 =0. Donc W5 =0. m

Puisque A est AS-Gorenstein, les morphismes ®g, ®;, ®3 et ®4 sont bijec-
tifs. En fait, en utilisant la relation w = zf; + yf; = fix + foy, ainsi que la
définition de @ : ®(a) = c.w, on a :
(I)4.1P—>w,q)3.{y*HfQ,q)l.{f;Hy,q)o.U, — 1.

D’apres la Proposition 5.6.5, A' est de Frobenius si et seulement si ®, est
bijectif. En utilisant I’écriture explicite de w € W, ~ Ak

w = a:l:2y2 + bryry + a:cny + ezt + ay2:l:2 + byxyx + ay.z?y + cy4,
il est facile d’expliciter @, :

Oy(z* ") = cx? + ay?,
Dy(a"y") = bay+ ayz,
Dy(y"z") = azxy+ byz,

Oy(yy*) = az’+cy’.

La matrice de ®,, dans la base usuelle {z?, zy, yz, y*} de V®? et dans la base
{z*?, z*y*, y*z*, y**} de (V*)®? est donc :

0
U =

Q OO0
o o a O
o O O

b
a
0
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Cette matrice est inversible si et seulement si (¢* — a*)(b* — a?) # 0. Donc
'algebre A' est de Frobenius si et seulement si (¢* — a?)(b* — a?) # 0. D’ot le

résultat suivant :

Proposition 5.6.7 Soit A une algebre AS-réguliere de dimension globale 3, a
relations cubiques, de type A. L’algébre A' est de Frobenius si et seulement si
les coefficients des relations de A vérifient (¢ —a?)(b*—a?) # 0. En particulier,
pour toute algébre AS-réguliere A de dimension globale 3, de type A cubique,
a coefficients génériques, Ualgébre A' est Frobenius.

Par ailleurs, nous avons introduit dans [10] un 3-complexe de Koszul a
gauche K;(A) ainsi que son dual L;(A) (ces 3-complexes sont notés respec-
tivement Kj(A) et L;(A) dans [10]). Au sujet de K;(A), on pourra consulter
également la section précédente ainsi que le premier chapitre de cette these
(section 1.2). Alors on peut définir a partir de ® un morphisme de 3-complexes :

0 — A = AQVE = AR(V)® = AR - AW
1190, 1190, 1190, 1197, 1190,
0 - AW — AQR — AV®? 5 AV — A

D’apres ce qui précede, 1 ® ® est un isomorphisme de 3-complexes si les
coefficients de l’algebre A vérifient (¢? — a?)(b* — a®) # 0. L’écriture sous forme
matricielle de cet isomorphisme est particulierement simple a écrire :

. .t .t .
0 — A X o422 M40 Mo X4,
1 1d 1 1d 1-U 1 1d 1 1d
X 5 M 4 M 5 X
0o — A = A =3 At = AT = A — 0,
ou les matrices M; et M; sont définies dans la section précédente. On en

déduit que les contractés respectifs de K;(A) et L;(A) sont isomorphes. En ce
sens, les contractés de K;(A) et leurs duaux sont isomorphes.

5.6.3 Les autres types d’algebres AS-réguliéres cubiques

Toutes les algebres AS-régulieres cubiques de dimension globale 3 sont de
Koszul généralisé (voir [10], Proposition 5.2). Soit A = T(V)/(R) une telle
algebre. D’apres les résultats rappelés précédemment, son algebre de Yoneda
E(A) est de Frobenius. En particulier, 'application ®; : A} — A% . est un
isomorphisme pour 7 = 0, 1, 3, 4. Si on montre que ®; est aussi un isomor-
phisme et que W5 = 0, alors ’algébre A' est elle aussi de Frobenius d’apres la
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Proposition 5.6.5. Rappelons que W, a pour base w, ou

w=zfi+yfo=(qufi + q2f2)z + (g20.fr + G2212)y,

ou Q@ = (¢ij)ij=1,2 est une matrice inversible a coefficients dans k, {x,y} est

une base de V' et {f1, f2} est une base de R (voir [1]).

Remarque : dans tous les types suivants, les coefficients o et 3 ne sont pas
nuls (coefficients diagonaux des formes de Jordan des matrices inversibles Q).

Type E. Soit A 'algebre de type E. Ses relations sont :
fi = v +2°,
fo = ylu+ Byzy + fay?,
ou (3 est une racine 3eme de 'unité. D’ou
w = y'z + By’ey + Fyey’ + vy’ + ot

Donc ®y(z*%) = *, @y(a™y*) = By?, ®a(y™z™) = y*, Pa(y™?) = Byz + xy et
®, n’est pas bijective. On en déduit que si A est 1'algebre de type E, I'algebre
A' n’est pas Frobenius. Par ailleurs, on montre par le calcul que W5 = 0.

Type H. Soit A l'algebre de type H. Ses relations sont données par
fi = =’y + 2%y + azyz 4 o’ya?,
fo = y'z —ayzy + o’zy’ + a2’
ou « est une racine primitive 8eme de I'unité. D’ou
w = y317 — ay2:0y + oz2y17y2 — a3$y3 + :03y + a;chx + a2xy:02 + a3y;c3.

On a donc ®,(2*?) = a?zy+adyz, Oy(x*y*) = —ay? + 22, Oy(y*z*) = y? +ax?,
®,(y*?) = a’yz — o3zy. Alors le déterminant de ®, est a*(1 + a?)% Donc @,
est inversible. On montre facilement que W5 = 0. On en déduit que si A est
I'algébre de type H, I'algebre duale A' est Frobenius.

Type 5;. Les algebres A de type S; sont données par les relations
fi = ay’+ay’z + ayay,
fo = d*yz’ + az’y + aazyz,

ou a € k*, a€k.Dou

w = :1;2y2 + ozny.z + a2y2:c2 + ozy:czy + axyry + cayryx.
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On en déduit que ®y(2*?) = a?y?, By(z*y*) = ayz + azy, Oy(y*z*) = azy +
aayz, ®o(y*?) = 22. Le déterminant de @, est alors a®(a? — ). Donc @, est
inversible si et seulement si a*> — a # 0. On vérifie que pour toute algebre A de
type Si, on a W5 = 0. Donc si A est une algebre de type S;, A' est Frobenius
si et seulement si ses coefficients vérifient a* — a # 0.

Type 5;. Les algebres A de type S; ont pour relations

ho= wy’+ay’a,

f2 = a’ya? —aa'y,
ou a € k*. D’ou
w = x2y2 + a;cny + oz2y2172 — ozyJ:Qy.

On en déduit que ®,y(z*%) = a?y?, Oy(x*y*) = —ayz, Py(y*z*) = azy,
®,(y*?) = 2. Le déterminant de ®, est —a?, donc @, est inversible. De plus
W5 = 0 pour toute algebre A de type S,. Les algébres A' ott A est de type S,
sont toujours Frobenius.

Type S). Soit A I'algebre de type S). Cette algebre a pour relations

fi = ay’ +yte+a?
fa = ’yl’2 - $2‘y-
D’ou
w = ;172y2 + :cy2x + y2x2 — y:r:2y + 2t
Donc 62@*2)_: y? + 22, 62(73*&*) = —yz, Oy(y*z*) = zy, By(y*?) = 2. Le dé-
terminant de ®, est —1, donc @, est inversible. De plus W5 = 0 pour 1’algebre
A de type Sh. L’algebre A' est Frobenius.

Proposition 5.6.8 Soit A une algebre AS-réguliére cubique de dimension glo-
bale 3. Alors Ualgebre A' est de Frobenius si et seulement Ualgébre A est

- de type A avec a*® # b* et a* # ¢*;

- de types H, Sy, S4;

- de type S, avec a* # a.

5.6.4 L’algebre A' est-elle symétrique ?

Soit A une algebre AS-réguliere, de dimension globale 3, a relations cu-
biques. Nous avons montré dans [10] que 'algebre de Yoneda E(A), qui est
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de Frobenius, n’est symétrique que pour les algebres de type A. Rappelons
brievement comment nous avons obtenu ce résultat.

On a
EA)=koAioAleAi~keV o R e W,.
Le crochet de Frobenius de £(A) est donné sur des bases de V& R* et R*gV*

par :
(x*vfik)E(A) =< $*fik7‘w >= 17 (y*7f§)E(A) =< y*fékvw >= 17

(y*afl*)E(A) =< y*fikfw >= 07 (r*af;)E(A) =< r*fng >= 07

ou < -,- > désigne le crochet de dualité. De méme,
(fl*v x*)E(A) =< fikr*a w >=q11, (f2*7 x*)E(A) =< f2*$*7 w >= (2,

1y ) =< fyw>= g, (f5.y)mw) =< [y w >= g2

ou les ¢;;, 1 =1, 2, sont les composants d’une matrice inversible (). Le crochet
est nul ou trivial sur les autres termes. On en déduit que ce crochet n’est
symétrique que si () = Id, c’est-a-dire si A est de type A.

Par ailleurs, si A est une algebre AS-réguliere cubique telle que A' soit
de Frobenius, le crochet de Frobenius de ’algebre A' est encore donné par
(2%, ") =< z*f 5w > et (f*,2") =< f*2",w >siz € Vet fe R Doncsi
I’algébre n’est pas de type A, 'algébre A' ne peut pas étre symétrique.

Si A est une algebre de type A, telle que (¢* —a?)(b* — a?) # 0, il est facile
de calculer le crochet de Frobenius de A'. 11 suffit de montrer la propriété de
symétrie sur les crochets d’éléments de degré 2. On a par exemple

(I*y*,y*$*) =< $*y*,62(y*$*) S—=< m*y*,ax'y—l— byI >= a,
(y*z*, 2*y") =< y* 2", By(z*y*) >=< y*z", bay + ayzr >=a

et on vérifie que le crochet (-, -) est symétrique. D’ou enfin le résultat :

Proposition 5.6.9 Soit A une algébre AS-réguliére de dimension globale 3 a
relations cubiques. On suppose de plus que A est telle que A' est de Frobenius
(voir la Proposition 5.6.8). Alors A' est symétrique si et seulement si A est de
type A.
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Résumé.

Les algebres Artin-Schelter régulieres sont des analogues non-commutatifs
d’algebres de polynémes. En dimension globale 3, ces algebres graduées sont
homogenes et ont des relations de degré 2 ou 3. Dans cette these, nous nous
intéressons a certaines algebres Artin-Schelter régulieres de dimension globale
3, a relations cubiques.

Nous commencons par calculer 'homologie de Hochschild des algebres
Artin-Schelter régulieres de dimension globale 3, cubiques de type A a coeffi-
cients génériques. Soit A une telle algebre. Nous suivons la méthode employée
par M. Van den Bergh (K-Theory 8 (1994) 213-230) dans le cas quadratique, en
considérant cette algebre comme déformation d’une algebre de polynémes, avec
crochet de Poisson remarquable. Nous calculons alors ’homologie de Poisson et
nous montrons que la suite spectrale de Brylinski associée dégénere. Pour cela,
nous utilisons le fait que cette algebre est de Koszul au sens généralisé défini
par R. Berger (J. Algebra 239 (2001) 705-734) et nous donnons un nouveau
quasi-isomorphisme entre la résolution de Koszul de A par des A-A-bimodules
et la bar-résolution de A.

Nous déduisons la cohomologie de de Rham, I’homologie cyclique et 1’ho-
mologie cyclique périodique de 1’homologie de Hochschild de A, en utilisant
des résultats classiques.

La propriété de Koszul généralisée nous permet d’écrire un quasi-isomorphi-
sme explicite entre le complexe qui calcule la cohomologie de Hochschild de A
et le complexe qui calcule I’homologie de Hochschild de A, obtenant ainsi une
dualité de Poincaré. Nous déduisons alors la cohomologie de Hochschild de A
de ’homologie de Hochschild de A. Nous déterminons le centre de A, ce qui
n’était pas connu.

Nous terminons par divers compléments. En particulier, nous explicitons
une injection de la résolution de Koszul par des A-A-bimodules vers la bar-
résolution de A, valable pour toute algebre de Koszul généralisée A.

Mots-clés : algebres Artin-Schelter régulieres, algebres de Koszul générali-
sées, homologie de Hochschild, homologie de Poisson.



