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1. Avant-propos/Objectif

1.1. Introduction : modélisation des structures auto-organisées

Que ce soit dans le régne animal ou végétal, ’évolution des espéces a engendré une variété de
motifs colorés et d’architectures spécifiques qui manifeste avec évidence les capacités d’organi-
sation des systémes naturels. Les bandes de la peau du zébres, la pigmentation des léopards ou
encore les ailes des papillons en sont des exemples (PourlaScience (2004)). A une autre échelle,
lors de la morphogenése, les cellules s’organisent également pour permettre la mise en place
des organes de l’embryon. D’une fagon générale, la formation de motifs est donc un processus
relativement courant en biologie mais reste encore mal compris.

En 1952, Turing (1952) a développé une théorie de réaction-diffusion permettant de modéliser
ces mécanismes. Il a montré que les substances chimiques (les morphogeénes) pouvaient réagir et
diffuser de fagon & engendrer, spatialement, un état stationnaire hétérogeéne des concentrations
de ces produits. Ces mécanismes ont inspiré les travaux développant des modéles permettant
de reproduire la formation de motifs sur les coquillages (Meinhardt (2003)), sur la peau des
poissons (Painter et al. (1999)) ou sur les ailes des papillons (Sekimura et al. (2000)).

Au début des années 70, Wolpert (1969) a développé un concept phénoménologique, appelé
“information positionnelle”, pour expliquer la formation des motifs de concentration chimique
et la différentiation. Il a suggéré que les cellules étaient pré-programmeées pour réagir aux diffé-
rentes concentrations spatiales des morphogénes, leur permettant de se positionner dans 1’espace
pour organiser la différentiation cellulaire. Cette approche phénoménologique de l'information
positionnelle a conduit & de nombreuses explications dans le domaine du développement (Ri-
chardson et al. (1991)), mais ne permet pas d’appréhender les mécanismes sous-jacents aux
processus observés.

Ce n’est que depuis une vingtaine d’années que les biologistes ont pris conscience de 1'im-
portance des facteurs mécaniques dans la régulation de nombreux processus physiologiques ou
pathologiques. Murray (1983); Oster et al. (1983); Murray et Oster (1984) ont été les premiers
a modéliser la fagon dont les phénomeénes biologiques sont influencés par I’environnement phy-
sique ou ils se déroulent. Leurs travaux ont donné naissance aux modéles biomécaniques, ou
la biochimie et la biomécanique interagissent. Les différents équilibres résultant de ces interac-
tions permettent d’expliquer des phénoménes & ’échelle cellulaire et tissulaire, par exemple la
cicatrisation d’une blessure, directement liée a la réorganisation structurelle des tissus (Tracqui
et al. (1995)).

Les études sur la formation des motifs hétérogénes ont souvent été critiquées pour ne pas
incorporer l'influence des génes dans leur modeéle. Nous pourrions rappeler que la génération
de formes et de motifs est un processus long, relativement éloigné du niveau du génome. Evi-
demment, les génes jouent un role fondamental, et ces mécanismes doivent étre génétiquement
controlés. Toutefois, les génes ne peuvent pas créer, seuls, les motifs; ils fournissent seulement
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1. Avant-propos/Objectif

une direction générale pour leur formation. Il est d’ailleurs intéressant de constater que des
travaux expérimentaux récents ont montré la régulation de l'activité des génes par les effets
meécaniques : la mécanotransduction (Chen et al. (2001); Ingber (2002)).

Dans ce contexte théorique, nous nous sommes attachés & étudier comment les interactions
mécaniques pouvaient réguler les premiéres étapes du processus de développement des vaisseaux
sanguins : ’angiogenése.

1.2. L’angiogenése

L’angiogenése, . e. la néo-vascularisation, se définit comme le développement de vaisseaux
sanguins & partir d’un réseau pré-existant (Vailhé (1997); Cines et al. (1998)). Elle se distingue
de la vasculogenése qui correspond & la mise en place d’un réseau vasculaire, lors du dévelop-
pement embryonnaire, par différenciation des angioblastes, des cellules précurseurs des cellules
formant les vaisseaux sanguins : les cellules endothéliales (CE).

Cette néo-vascularisation se produit, chez ’adulte, dans des contextes physiologiques : lors de
la cicatrisation tissulaire (Lockhart et al. (2003)), lors du cycle reproducteur femelle (Popovici
et al. (1999)), ou encore lors des processus inflammatoires (Chavakis et al. (2004)). Dans de
nombreux contextes pathologiques, la néo-vascularisation joue un role aggravant (Carmeliet
(2003)) : en cancérogenése, par exemple, l'irrigation d’une tumeur solide par les vaisseaux
sanguins fournit une source de nutriment et permet le phénomeéne de métastases (Gupta et
Qin (2003); Kirsch et al. (2004)). L’angiogeneése intervient également lors de certaines affections
oculaires graves et de maladies inflammatoires, telles les hépatites auto-immune du foie (Medina
et al. (2004)). On considére que ces maladies touchent plus de 3% de la population mondiale, et
méme plus de 7% quand on ajoute le cas du cancer (Varner (1997)). Le controle de ’angiogenése
représente donc un grand enjeu clinique, ce qui explique les nombreux travaux pour mieux
connaitre les facteurs régulant ce phénomeéne.

Les modéles biomécaniques nous semblent étre particuliérement intéressants pour expliquer
comment les cellules intégrent les signaux extérieurs, biochimiques et biomécaniques, de leur en-
vironnement pour former un réseau fonctionnel de capillaires (Murray (2003c)). Nous verrons en
effet que les interactions mécaniques jouent un réle majeur au cours du processus d’angiogeneése.

1.3. Contexte de I'étude

La biologie théorique est un domaine interdisciplinaire par excellence. Nos travaux sont &
I'intersection de la biologie, de la biochimie, de la médecine, de 'informatique, de la mécanique
et des mathématiques. Ils prennent en compte des phénomeénes aussi variés que la migration cel-
lulaire, la nature fibreuse des tissus, leur dégradation par des enzymes, le tonus du cytosquelette
générant une force de traction cellulaire ou la résistance mécanique de leur environnement.

Cette pluridisciplinarité peut étre source d’incompréhension entre les spécialistes des diffé-
rents domaines. Cependant, cet aspect multi-factoriel constitue, & nos yeux, un des points les
plus excitants de la biologie théorique. Elle permet de s’ouvrir & de nouveaux domaines afin
d’appréhender les processus dans leur globalité (biologiquement, mécaniquement...) et oblige a
redéfinir ses méthodes de communications pour se faire comprendre des non-spécialistes de son
domaine (et réciproquement).
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1.4. Plan de la thése

Nos travaux s’inscrivent dans un dialogue permanent entre ’expérience et la modélisation
théorique. Une telle méthodologie permet de formuler des hypothéses, & partir d’observations
expérimentales, qui conduisent & ’élaboration d’un modéle mathématique. Ce modéle consiste
en un systéme d’équation couplées non-linéaires qui, dans 1’état actuel de nos connaissances,
ne peut étre résolu que numériquement. Cette composante de nos travaux sera réalisée & ’aide
d’ordinateurs et de code de calculs adaptés pour obtenir les résultats numériques. Ces résultats
nous permettront d’'une part de valider ou d’infirmer les hypothéses formulées, et d’autre part
de donner de nouvelles pistes de réflexion conduisant a la réalisation de nouvelles expériences.
Il s’agit alors “d’expérimentations guidées par le modele”.

Notre démarche de recherche peut étre schématisée ainsi :

Réalisation | Resutats Formulation |Mostsation | Elaboration
expenmentaux.h trathé matigue | .
) " " : du modele
d’expériences d’hypothéses
Fésalutinn
L FI L

Confirmationinfirmation Ré Sultats deS
simulations

Horvelles pistes

FiG. 1.1.: Processus de modélisation mathématique d’un phénomeéne biologique.

Un des buts de la biologie théorique, et de la modélisation en général, est de mettre en
évidence les processus biologiques essentiels des observations expérimentales (modéle minimal)
et de comprendre la fagon dont ils interagissent.

La modélisation mathématique permet 'intégration des connaissances que nous avons du
niveau cellulaire des différents phénomenes (adhésion, cytosquelette) pour en déterminer un
comportement caractéristique global au niveau de la population de cellule. Elle permet donc de
transformer nos connaissances des phénomeénes, a 1’échelle cellulaire, en une science prédictive de
ces phénomeénes macroscopiques. Nous pouvons ainsi étudier I'influence d’un parameétre donné
sur le comportement global des solutions du modéle. Il ne s’agit pas de créer un modéle intégrant
tous les processus biologiques actuellement connus chez la cellule ou dans les tissus, car méme si
cela était possible (tant au niveau de la modélisation que de la résolution), cela ne nous aiderait
pas & mieux comprendre le phénoméne. Ces considérations incitent donc bien & développer des
modéles minimaux, dont le but est d’isoler les paramétres critiques des phénomeénes étudiés.

1.4. Plan de la thése

Nous avons vu que le controle de I’angiogenése in vivo est un enjeu de santé publique consi-
dérable. Pour simplifier I’étude de ce phénoméne multi-factoriel, des modéles d’angiogenése
in vitro ont été développés (Vernon et al. (1992); Nehls et Drenckhahn (1995); Pepper et al.
(1995); Vailhé et al. (1997); Korff et Augustin (1999)). Au chapitre (2) seront présentés les
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principaux résultats expérimentaux d’angiogenese in witro, ainsi que des résultats mettant en
évidence 'importance des facteurs mécaniques.

Dans la continuité des travaux de J. D. Murray, nous considérons, comme hypothése fonda-
mentale de notre modéle, que ’angiogenése in vitro est induite par une instabilité dynamique,
résultant d’un déséquilibre mécanique entre les forces de traction cellulaire et la résistance
passive viscoélastique de la matrice extracellulaire. Notre modélisation (chapitre 3) consiste
en un systéme d’équations aux dérivées partielles couplées non-linéaires : la dynamique de la
population de cellules résulte de I'intégration des composantes diffusive, convective et hapto-
tactique de chaque cellule, et la matrice extracellulaire, un gel de fibrine, est considérée comme
un milieu continu viscoélastique. Nous avons d’abord mené des analyses de stabilité linéaire
(chapitre 4) et non-linéaire (chapitre 8) au voisinage de I’état stationnaire homogene pour dé-
terminer les points de bifurcations intéressants, correspondants & une instabilité de Turing. Ces
analyses de bifurcation servent de base aux simulations numériques réalisées par la méthode
des éléments finis. Ces résultats permettent de déterminer 'influence de parameétres expérimen-
expériences d’angiogenése in vitro, sur la réorganisation des cellules endothéliales en réseau vas-
culaire. Les prédictions théoriques sont confirmées par les résultats expérimentaux et montrent
qu’une réorganisation cellulaire et matricielle n’est possible que pour des jeux de valeurs précis
des parameétres expérimentaux. Les résultats de ces simulations numériques seront présentés au
chapitre (5).

Dans la deuxiéme partie de notre thése (chapitre 6), nous nous sommes intéressés a une autre
voie possible de régulation du phénomeéne d’angiogenése in vitro par les facteurs mécaniques :
le controle de la dégradation du biogel. En se dégradant, la matrice devient plus malléable,
facilitant ainsi son remodelage par les cellules et le processus d’angiogenése. Cette hypothése
se traduit par des lois de comportement mécanique non-linéaires de la matrice (biogel), ou le
module de Young dépend spatialement de la densité de matrice extracellulaire. La protéolyse
matricielle est donc vue, dans ce contexte, comme le déclencheur de l'instabilité dynamique
provoquant le processus de formation des pseudo-capillaires. Nous analyserons cette voie de
régulation en formulant deux hypothéses pour interpréter ’augmentation de la protéolyse de la
matrice lorsque celle-ci est soumise & une contrainte mécanique. Dans notre premiére hypothése,
les déformations mécaniques favorisent l'acces aux sites de dégradation pour les enzymes (le taux
de réaction cinétique est alors modélisé comme une fonction croissante des déformations). Dans
la seconde, les effets mécaniques stimulent la sécrétion de protéases par les cellules (la vitesse
de biosynthese des protéases est alors supposée dépendante des déformations mécaniques). A
partir de ces deux hypothéses alternatives, nous discuterons des niveaux auxquels les effets
mécaniques influencent la protéolyse matricielle.

Ces résultats ont été obtenus dans le cadre classique de la viscoélasticité linéaire, valable sous
I’hypothése que la matrice subit de “petites déformations”. Cependant, les expériences nous
montrent que la réorganisation du biogel est associée & des déformations de plus en plus im-
portantes de celui-ci. Nous avons alors étudié le comportement mécanique, en trois dimensions,
du biogel en grandes déformations en ne postulant aucune loi de comportement cinématique.
Nous expliquons la rhéologie du biogel par une loi néo-hookéenne, couplée & une formulation
visqueuse, ou les paramétres mécaniques sont caractérisés par les résultats d’expériences de
traction uniaxiale. Nous discuterons la validité de cette loi viscoélastique.
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1.4. Plan de la thése

Enfin, le chapitre (9) présentera une conclusion générale sur 'état actuel de nos travaux et sur
les perspectives qu’ils dessinent. Nous verrons en particulier qu’ils pourraient avoir des retom-
bées cliniques importantes. Nous y préciserons également comment nous envisageons ’évolution
de notre modéle.
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2. Contexte expérimental mécanique des
interactions cellules-matrice.
Présentation de |'angiogeneése in vitro

2.1. Introduction

Nous avons vu que I’angiogeneése avait un roéle fondamental in vivo lors de nombreux processus
physiopathologiques. En cancérologie par exemple, la prolifération des vaisseaux sanguins est un
facteur aggravant le développement de tumeurs solides en favorisant leur apport en nutriments
et en permettant la formation de métastases (Kirsch et al. (2004)). Le controle et la régulation
de I'angiogenése apparaissent donc comme un véritable enjeu.

Depuis une vingtaine d’années, de nombreux travaux ont été effectués pour mieux comprendre
ce phénomeéne. Toutefois, les études in vivo sont difficiles & mener, car beaucoup de paramétres
sont susceptibles d’intervenir et d’interagir. Ces nombreuses interactions, et les différents équi-
libres en résultant, rendent délicate I’appréhension du phénomeéne de fagon globale (détermi-
nation des paramétres critiques (§ 1.3)), et rendent également plus difficile la reproductibilité
des résultats. Ces considérations expliquent pourquoi la plupart des travaux expérimentaux ont
été menés in vitro. Folkman et Haudenschild (1980) ont montré que les modeéles expérimentaux
d’angiogeneése in vitro fournissaient une méthode controlable permettant 1’étude de la formation
des vaisseaux sanguins. L’hypothése sous-jacente est que, si les modéles #n vitro reproduisent
les caractéristiques observées in vivo dans le contexte de ’angiogenése, alors ils peuvent fournir
des informations sur les mécanismes in vivo de formation des motifs spatiaux.

Dans une premiére partie, nous rappellerons le contexte mécanique des interactions entre les
cellules endothéliales (CE) et la matrice extracellulaire (MEC, § 2.2). Ce sont essentiellement
les travaux de Harris et al. (Harris et al. (1981); Stopak et Harris (1982)) qui, en montrant I'im-
portance des déformations mécaniques des MEC sous l'effet des forces de traction cellulaire, ont
donné naissance a ce large champ de recherche. Dans ce contexte mécanique, nous présenterons
les résultats expérimentaux obtenus par Tranquillo et al. (1992) et Benkherourou et al. (1999) (§
2.2.3). Ces travaux montrent que les CE exercent des forces de traction sur leur environnement,
et que ce comportement mécanique dépend des propriétés rhéologiques (élasticité/viscosité) du
substrat.

Nous présenterons ensuite le processus d’angiogenése in vivo et les expériences d’angiogenése
in vitro. Selon le contexte expérimental, de nombreux parameétres peuvent réguler ce phénomeéne.
Ils se divisent en deux types : les facteurs solubles, dont une revue détaillée peut étre trouvée
dans Vailhé (1997) et dont nous rappellerons briévement les principaux agents, et les facteurs
insolubles : les différents composants de la matrice extracellulaire (§ 2.3.3). En considérant des
expériences menées au sein de notre laboratoire (§ 2.3.2), nous verrons que la MEC joue un role
privilégié par ses interactions mécaniques avec les cellules.
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2. Contexte expérimental mécanique des interactions cellules-matrice. Présentation de I’angiogenése in vitro

Soulignons un point de vocabulaire important concernant notre utilisation des termes de re-
modelage et la réorganisation de la MEC. Un remodelage de la matrice implique des processus
de biosynthese et/ou de dégradation de celle-ci (Ramtani et al. (2002)), tandis que la réorgani-
sation de la MEC est un ré-arrangement spatial du milieu, qui peut avoir lieu sans biosynthése
ni dégradation.

2.2. Contexte mécanique des interactions cellules-matrice

2.2.1. Structure et propriétés de la matrice extracellulaire

La MEC est le support biomécanique ou reposent les cellules dans I'organisme. Ainsi, elle
assure la cohésion des tissus (Hubbell (2003)). Sa structure n’est pas statique, mais évolue
dynamiquement en fonction des événements physiologiques (le vieillissement par exemple) et
pathologiques.

Les MEC utilisées lors des expériences in vitro sont nombreuses. Nous pouvons distinguer les
matrices complexes (gels de collagéne natifs, gel de Matrigel??) (Vernon et al. (1992); Ferrenq
et al. (1997); Vailhé et al. (1998, 2001)) et les matrices purifiées (gel de collagéne ou de fibrine)
(Vernon et al. (1995); Knapp et al. (1999); Enever et al. (2002); Vernon et Gooden (2002)).
La fibrine, dont nous nous sommes servis dans les expériences menées au laboratoire, est une
matrice provisoire, fréquemment présente lors de ’angiogenése in wvivo. Elle est un élément
constitutif de la MEC, et est impliquée dans la cicatrisation, l'invasion tumorale (Hayen et al.
(1999); van Hinsbergh et al. (2001)) et dans I’élaboration de biomatériaux (Grassl et al. (2002)).

Ces matrices sont de natures fibreuses (Fig. 2.1, a-b), chaque fibre étant elle-méme constituée
de nombreuses fibrilles (Fig. 2.1, ¢). L’organisation de ces fibres au sein de la MEC a fait ’objet
d’études spécifiques (Bellows et al. (1982); Dallon et al. (1999)). Barocas et Tranquillo (1997)
ont montré un alignement de celles-ci, lorsqu’une contrainte mécanique est appliquée au milieu.
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(b) Organisation des fibres de
collagéne au sein d'une valve
aortique native. Image adap-
tée de Boerboom et al. (2003)

= —
5

(¢) Représentation schéma-
tique d’une fibre de la MEC,
consituée de nombreuses fi-

, . ) . L brilles. Schéma adapté de Tza-
(a) Coupe d’un gel de collagéne, observé en microscopie électro- friri et al. (2002)

nique. Image adaptée de Velegol et Lanni (2001)

Fi1G. 2.1.: Nature fibreuse de la MEC.

2.2.2. Interactions mécaniques cellules-matrice

De nombreux travaux mettent en évidence les liaisons entre les cellules et les fibres du gel.
Ces liaisons font intervenir différents récepteurs transmembranaires de la cellule, en particulier
ceux appartenant a la famille des intégrines (Huang et Ingber (1999); Ingber (2002)). Ces récep-
teurs font des liens structuraux entre la MEC et le cytosquelette, assurant ainsi un continuum
mécanique des champs de contraintes et de déformations entre la MEC déformable et une orga-
nisation interne spécifique du cytosquelette. Ces récepteurs sont donc capables de transmettre
des signaux de la MEC vers le noyau des cellules (Alenghat et Ingber (2002)) via des complexes
de signalisation appelés plaques focales d’adhésion (Ingber (2002)).

Chaque cellule va exercer, grace a la contractilité de son cytosquelette, une force de traction
sur la MEC. L’intégration de toutes les forces de traction cellulaire engendre, a 1’échelle de la
population cellulaire, un champ de contraintes mécaniques au sein de la MEC dont la réponse
passive, dépendant directement des propriétés rhéologiques (élasticité, viscosité), influence a son
tour les cellules. Huang et Ingber (1999) ont montré que la MEC pouvait réguler les cellules en
les faisant migrer, se différencier ou rentrer en apoptose. Les facteurs mécaniques jouent donc
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un role essentiel dans la modulation de l'activité cellulaire en déterminant l'intensité des effets
antagonistes entre les forces de traction exercées par les cellules adhérant sur la MEC d’une
part, et la résistance mécanique passive de celle-ci d’autre part.

Par ses interactions mécaniques avec les CE, la MEC peut également réguler ’expression
de parameétres solubles dans le milieu tels les protéases. WuDunn (2001) et Seliktar et al.
(2003) ont montré que la synthése et lactivation de certaines protéines par les cellules étaient
fortement dépendantes des contraintes mécaniques au sein de la MEC. Huang et Ingber (1999)
et Ingber (2002) rapportent que I'accélération de la dégradation matricielle, assouplissant ainsi
la membrane basale, permet in vivo le phénoméne de bourgeonnement (¢f § 2.5). Une étude
précise de cette question sera menée dans le chapitre (6).

2.2.3. Expériences de quantification de la traction cellulaire

La caractérisation des forces de traction cellulaire a fait ’objet de nombreux travaux expé-
rimentaux. Des travaux pionniers de Harris et al. (Harris et al. (1981)) a ceux plus récents de
Tranquillo et al. (Shreiber et al. (2003)), de grands progrés ont été accomplis : ils ont permis
d’observer les plis induits par la traction de cellules mésenchymateuses sur une membrane de
silicone (Fig. 2.2) et de mesurer de fagon de plus en plus précise les forces de traction cellulaire.

FiG. 2.2.: Membrane de silicone contractée par des cellules mésenchymateuses.
Les forces de traction générées par les cellules déforment le substrat et plissent le milieu (Harris et al.

(1981)).

Nous présentons deux résultats expérimentaux. De plus amples détails pourront étre trouvés
dans Benkherourou (1999).

2.2.3.1. Travaux de R. T. Tranquillo

L’équipe de Tranquillo a développé, depuis plus de dix ans, de nombreux modéles expéri-
mentaux, couplés a des modeéles théoriques pour quantifier les forces de tractions cellulaires
(Tranquillo et al. (1992); Moon et Tranquillo (1993); Barocas et al. (1995)). Ce dialogue
expérimentation-modélisation théorique leur a permis d’estimer la valeur du paramétre de trac-
tion cellulaire (Tranquillo et al. (1992)). Qualitativement, nous constatons que des fibroblastes,
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2.2. Contexte mécanique des interactions cellules-matrice

déposés sur un gel de collagene, exercent une force de traction sur celui-ci conduisant a sa
contraction (Tranquillo et al. (1992); Moon et Tranquillo (1993)).

Lors d’expériences plus récentes, Shreiber et al. (2003) ont mesuré I’évolution dynamique de
la traction des cellules lors de la contraction des gels sur lesquelles elles étaient cultivées, et ont
montré que ce parameétre tendait asymptotiquement vers une valeur constante.

2.2.3.2. Travaux de Benkherourou et al.

Au sein de notre laboratoire, Benkherourou et al. (1999) ont développé un banc de mesure
de forces de traction cellulaire pour quantifier celles-ci en observant la contraction d’un gel par
des cellules. Les cellules sont déposées sur le gel entre deux flotteurs : I'un est fixe, autre est
relié au capteur de force qui enregistre 1’évolution de la contrainte (voir dispositif Fig. 2.3).

Dispositif expérimental a I'instant t = to
Cellules
Bord fixe > v < Bord libre

L |
Dispositif expérimental a I'instant t1 > to
|
_'_
! Enregistrement de la

I contraction du gel
I

Gel

Fi1a. 2.3.: Schéma du dispositif expérimental utilisé par Benkherourou (1999) pour mesurer les
forces de traction cellulaire.

La figure suivante présente les résultats obtenus avec ce dispositif expérimental, pour deux
lignées cellulaires différentes : les cellules EAhy926 et HUVEC. Dans les deux situations, un
déplacement, correspondant & des forces de traction cellulaire significatives, a été mesuré.
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(a) Dynamique du déplacement du flotteur libre. (b) Mesure de la force de traction cellulaire (en mg).

F1G. 2.4.: Résultats expérimentaux, issus de Benkherourou (1999).
(a) Mesure du déplacement du flotteur libre, di aux forces de traction de 2 x 10° cellules EAhy926
(symbole 1) ou de 10° HUVEC (symbole + ), ensemencées sur une matrice de concentration 1 mg/mL.
(b) Le dispositif expérimental schématisé figure (2.3) permet, grice d un capteur de force, de mesurer la
force de traction cellulaire (symbole O : HUVEC, symbole + : EAhy926). Les deux courbes se déduisent
Pune de Uautre par l’étalonnage force/déplacement du capteur.

2.3. L’angiogenése
2.3.1. L’angiogenése in vivo
2.3.1.1. Dynamique de I'angiogénese in vivo

In vivo, le phénoméne d’angiogenése est un phénomeéne de bourgeonnement, au cours duquel
se réorganisent les CE et leur environnement, la MEC. Les CE restent quiescentes (Fig. 2.5,
a), jusqu’a ce qu'un stimulus angiogéne viennent déclencher le processus de néo-vascularisation
en stimulant certaines fonctions cellulaires (Fig. 2.5, b). La dégradation de la membrane basale
permet alors aux CE d’envahir I'espace périvasculaire (2.5, ¢). Par prolifération et par migration
cellulaire, se crée alors un nouveau tube capillaire connecté au précédent (Fig. 2.5, c¢-d), qui
se stabilise par syntheése de nouvelles protéines matricielles (Fig. 2.5, d). Cette réorganisation
tissulaire et cellulaire permet la création de structures tubulaires appelées capillaires (en anglais :
“capillary-like structure”, Folkman et Haudenschild (1980)).
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initiation due & un
facteur angiogéne

* degranulation of the MC

* dilation of the vessel

MP = macrophage * activation of the EC * activation ot the macrophages
BM < b . P = pericyta * activation of the platelets * disruption of the BM .
EC = a:emer_n membrane  ECM = extracellular matrix  PL = platelet * secretion of plasminogen activator * Increased permeability
= endothelial cell MC = mast cell RBC = red blood cell  and various proteolytic enzymes * leakage of the fibrin products
(a) Capillaire au repos (b) Initiation de 'angiogenése.

* formation of pseudopods b

* ECM degradation ; . . ,

* EC migration tormation of the BM formation c! tubes

* EC proliferation W * maturation of the wall * formation of connections

* formation of sprouts 3 * establishment of the blood fiow * migration of pericytes
(c) Formation d’un pseudo-capillaire. (d) Consolidation du capillaire.

F1G. 2.5.: Représentation schématique des différentes étapes de l'angiogenése in vivo. Images
adaptées de Rakusan (1995).

2.3.1.2. Le r6le de la mécanique dans ce processus

Les effets mécaniques interviennent a plusieurs niveaux dans ce processus :

— le stimulus angiogéne peut étre du aux contraintes de cisaillement exercées par le flux
sanguins sur la membrane (Egginton et al. (2001); Stéphanou et al. (2004)).

— P'endothélium est constitué de cellules endothéliales jointes entre elles. Les interactions
mécaniques cellules-cellules et cellules-matrice peuvent donc étre d’'une grande importance
lors du bourgeonnement (Balaban et al. (2001)).

— la dégradation de la membrane basale peut étre favorisée par les effets mécaniques. Pra-
japati et al. (2000) ont montré que des cellules soumises & une contrainte mécaniques
augmentaient leur sécrétion de protéase, favorisant ainsi la dégradation matricielle. Ells-
mere et al. (1999) ont émis ’hypothése que les contraintes mécaniques pouvaient induire
un changement de configuration spatiale des protéines de la MEC, rendant ainsi accessibles
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aux enzymes de nouveaux sites de liaison.
— la dégradation de la membrane basale peut étre interprétée comme une perte de rigidité
de cette structure, provoquant, a contrainte égale, une extension membranaire (Ingber

(2002)).

2.3.2. Présentation des expériences in vitro

Dans cette section, nous détaillons ’expérience d’angiogenése in vitro effectuée selon le pro-
tocole mis au point au sein de notre laboratoire par C. Rosello. Les expériences d’angiogenése
in vitro sont réalisées sur des gels de fibrine.

2.3.2.1. Protocole

Les gels de fibrine utilisés ont une épaisseur de 1 mm, et sont préparés selon le protocole
expérimental décrit par Vailhé et al. (1997, 1998). Nous le rappelons briévement : 1 mL de
fibrinogéne, de concentration variant entre 0.5 et 8 mg/mL, a été mélangé dans une boite de
Petri stérile de 35mm de diamétre avec du PBS 1X dépourvu de Ca®T /M g**, de la thrombine
(0.4 U/mL) et de 'aprotinine (5 pg/mL), un inhibiteur des protéases, qui est utilisé pour
controler la dégradation des gels de fibrine. Ces gels sont ensuite mis & polymériser, durant une
nuit, & 37°C dans une atmospheére humide, et sont utilisés le jour suivant. Les expériences in
vitro, réalisées principalement par C. Rosello, ont été effectuées avec des CE issues d’une lignée
cellulaire permanente, EAhy926, obtenues de la fusion de cellules endothéliales de la veine du
cordon ombilical humain (HUVEC) avec des cellules cancéreuses. Plusieurs densités cellulaires
ont été utilisées (0.5, 1, 1.5, 2, 3 x10° cell/mL ). Les résultats que nous présenterons (§ 2.3.2.2)
sont obtenus avec une concentration de 1.5 x 10° cellules dans un millilitre de milieu contenant
des antibiotiques.

Les lacunes et les réseaux cellulaires sont observés grace a un microscope inversé a contraste
de phase (Axiovert 135M, Zeiss Achrostigmat 5x0,12), équipé d'une chambre d’incubation et
d’un controle de la température (37°C, 5% COs, degré hygrométrique de 90%) (Carl Zeiss,
Germany). Les dynamiques spatiale et temporelle des réseaux cellulaires ont été enregistrées
grace a une caméra refroidie CoolSNAP (Photometrics@®/ Roper Scientific), permettant une
détection de faibles intensités lumineuses et de courts temps d’exposition.

2.3.2.2. Résultat expérimentaux

Les expériences réalisées selon le protocole précédent montrent que, partant d’une distribution
quasi-homogéne en CE et en MEC, des dépressions apparaissent dans le biogel aprés environ
12 heures. Ces dépressions, appelées lacunes (marquées par des ’x’; figure 2.6, ¢), augmentent
en nombre et s’agrandissent rapidement. Cette réorganisation matricielle est couplée a une
réorganisation cellulaire, provoquant des changements morphologiques importants. A la jonction
de deux lacunes, nous constatons une agrégation de cellules pour former des pseudo-capillaires
(marquées par des fleches; figure 2.6, ¢). Il s’agit bien d’une réorganisation cellulaire, car la
prolifération cellulaire est trés faible lors de ces premiéres étapes du processus (Vailhé et al.
(1997)). Ces pseudo-capillaires, composés de CE liées (Fig. 2.7), sont connectés (Fig. 2.8) et
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forment un réseau (Fig. 2.6, d-f). En fin de processus (Fig. 2.6, g-i), nous constatons que ce
réseau est détruit.

FiG. 2.6.: Evolution dynamique de l’angiogenése in vitro.
(a)-(i) Evolution dynamique dun réseaux de cellules EAhy926, cultivées sur un gel de fibrine selon le
protocole décrit (§ 2.8.2.1). (¢) Les fleches montrent les cordons de CE formés, et les X’ symbolisent
les dépressions créées dans le biogel : les lacunes.
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FiG. 2.7.. Détails d’un cordon de CE.
Les CFE se joignent les unes aux autres pour former les pseudo-capillaires. Observations obtenues avec
les matériels et méthodes décrits précédemment, lors de la phase d’initiation de l’angiogenése. La barre
horizontale représente 40 um.

FiG. 2.8.: Assemblage des cordons entre euz, anastomoses.
Les pseudo-capillaires sont connectés entre eux pour former un réseau. Observations obtenues avec les
matériels et méthodes décrits précédemment. La barre horizontale représente 40 um.

2.3.3. Les principaux régulateurs de I'angiogenése in vitro

L’angiogenése in vitro est un processus multi-factoriel qui, en fonction du contexte, peut étre
contrdlé par deux types de parameétres expérimentaux : les facteurs solubles (Vailhé (1997)), que
nous rappelons briévement, et les facteurs insolubles constitués par les différents composants

de la MEC.
Il existe de nombreux agents régulateurs solubles. Citons principalement :
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— les cytokines. Ces facteurs de croissances sont capables d’induire des effets aussi variés que la
migration des cellules par chimiotaxie (Folkman et Shing (1992); Gerhardt et al. (2003)),
ou la synthése de protéases matricielles (Hagedorn et al. (2001)). Le VEGF (Vascular
Endothelial Growth Factor) est I'une des cytokines les plus importantes. Il permet de
stimuler la migration et la prolifération cellulaire (Gerhardt et al. (2003)). Les facteurs de
croissance jouent un roéle prépondérant lors du processus de vascularisation de la tumeur
solide. En effet, Folkman et Klagsbrun (1987) ont montré quune tumeur solide sécrétait
des facteurs angiogénes pour étre irriguée par les vaisseaux sanguins.

— les conditions chimiques du milieu. Des études récentes ont montré que l’absence d’oxygéne
dans le milieu, I’hypoxie, pouvait avoir une influence sur le processus de réorganisation cel-
lulaire (Daniel et Abrahamson (2000)). L’hypoxie se produit dans diverses situations phy-
siologiques (entrainement musculaire, adaptation a l’altitude (Nummela et Rusko (2000)))
ou pathologiques : une tumeur non irriguée dépassant un volume de 1 mm? se trouve en
état d’hypoxie (Folkman (1971); Byrne et Chaplain (1995); Subarsky et Hill (2003); Owen
et al. (2004)). Cette influence de I’hypoxie sur le développement des réseaux sanguins a été
quantifiée par Helmlinger et al. (2000), qui ont émis ’hypothése selon laquelle une absence
d’oxygéne créait un gradient de VEGF de sens opposé. De méme, le pH ou la température
du milieu semblent étre des facteurs influencant la réorganisation des cellules (Gillies et al.
(1999); Egginton (2002)). En cancérologie par exemple, une tumeur solide, de pH neutre,
abaisse le pH de son environnement, créant ainsi un gradient de pH qui rend 'invasion des
capillaires plus rapide (Webb et al. (2001)).

Les facteurs insolubles régulant le processus d’angiogenése sont les différents composants
de la MEC. Cette régulation peut étre biochimique, car la MEC peut assurer le stockage des
molécules de signalisation telles que les cytokines, ce qui lui confére un role de réservoir (Stupack
et Cheresh (2003)), mais est essentiellement mécanique grace aux liaisons cellules-matrice via
les plaques focales d’adhésion (§ 2.2.2). Dans le contexte expérimental des expériences menées
au sein de notre laboratoire, la réorganisation des CE en pseudo-capillaires s’effectue en moins
de 20 heures. Cette réorganisation se fait dans des conditions de prolifération cellulaire quasi-
nulle, et n’est pas induite par 1'utilisation de source exogeéne de chimioattractant comme dans
van Hinsbergh et al. (2001) ou dans Tille et al. (2003). Notre hypothése est que le processus
d’angiogenése in vitro, dans ce contexte expérimental, soit issu d’une instabilité mécanique
entre les forces de traction cellulaire et la résistance passive viscoélastique de la MEC (Murray
et Oster (1984)).

Sur la base de cette hypothese, des travaux expérimentaux ont été menés pour quantifier
I'influence des facteurs mécaniques sur ce processus in vitro.

2.3.4. L’angiogenése in vitro dans le contexte des interactions mécaniques
cellules-matrice

2.3.4.1. Expériences de Vernon et al. (1992)

Vernon et al. (1992) ont étudié 'influence de la rigidité du gel sur la réorganisation matricielle
et cellulaire, en réalisant des expériences originales d’angiogenése in vitro sur des gels d’épaisseur
variable. Ces expériences ont été réalisées avec différents types cellulaires (CE, fibroblastes,
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cellules musculaires lisses, cellules TM3 (lignée cellulaire murine de cellules de Leydig)), sur des
gels de Matrigel”™ de différentes inclinaisons (2.8 % et 9.7 %). Ces expériences montrent que :

— Les CE ne sont pas les seules & se réorganiser en réseaux structurés. Les expériences menées
avec des cellules TM3 montrent une organisation analogue.

— La réorganisation cellulaire est plus importante aux endroits ou le gel est le plus épais.
Sur le gel fin, les cellules sont dispersées aléatoirement, tandis que plus I’épaisseur du gel
augmente, plus les CE sont organisées (Fig. 2.9, b). En faisant I’hypothése qu’a concen-
tration égale, un gel trés mince est plus rigide qu'un gel épais, les auteurs déduisent de
ce résultat que le gel doit étre suffisamment malléable, . e. peu rigide, pour permettre sa
réorganisation.

— La transition entre un état homogeéne et un état organisé de pseudo-capillaires est plus
brutale lorsque les cellules sont cultivées sur des gels de plus fort gradient d’épaisseur.

z.8 26
(a) gradient (b) résultats expérimentaux de Vernon et al. (1992)
d’épaisseur de

28 %

F1G. 2.9.: Formation de structures de cellules influencée par l’épaisseur du gel.
Des cellules TM3 ont été cultivées sur un gel de Matrigel™™ | dont I’épaisseur varie de 10 pm a 400 um
sur une longueur de 17 mm.

2.3.4.2. Expériences de Vailhé et al. (1997)

Vailhé et al. (1997) ont quantifié I'influence de la malléabilité des gels de fibrine sur la réor-
ganisation cellulaire et matricielle lors de 'angiogenése in vitro présentée précédemment. Pour
cela, ils ont fait varier deux paramétres expérimentaux :

— la concentration du biogel (0.5, 1, 1.5, 2 mg/mL). En effet, il est établi que les propriétés
mécaniques des biogels sont déterminées directement par leurs concentrations (pour une
quantification, voir par exemple Benkherourou (1999); Benkherourou et al. (2000)).

— D’épaisseur du biogel (250 um et 1mm). Ces expériences se rapprochent qualitativement de
celles faites par Vernon et al. (1992) sur des gels inclinés.

Nous présenterons ici une description synthétique de leur résultats, qui seront plus détaillés lors
de la figure (5.10) :

— la variation d’épaisseur des gels a montré une modification dans ’organisation des CE :
apres 48 heures de culture, il n’y a pas de réorganisation des CE sur les gels les plus
fins (250 wm), tandis qu'un début de réorganisation était observé, dans ces conditions
expérimentales, sur les gels plus épais (1 mm).

— En faisant varier la concentration du gel de fibrine, ces chercheurs ont montré qu’il n’y
avait pas de réorganisation des CE sur les gels les plus rigides.
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Comme 'ont proposé Vailhé et al. (1997), ces résultats sont des arguments supplémentaires,
prouvant que les facteurs mécaniques jouent un role prépondérant dans I'induction du processus
de morphogenése de pseudo-capillaires.

2.4. Bilan expérimental

Le contexte expérimental, dont le protocole est détaillé au paragraphe (2.3.2.1), établit un
systéeme de culture dans lequel les CE se réorganisent en une dizaine d’heures pour former un
réseau de pseudo-capillaires, avec une prolifération cellulaire quasi-nulle. Cette formation de
pseudo-capillaires n’est pas induite par I’ajout de cytokines exogénes. Une analyse approfondie
des différents facteurs régulant ’angiogenése nous laisse penser que, dans ce contexte expéri-
mental, une régulation mécanique a lieu. En effet, les travaux expérimentaux de Tranquillo et al.
(1992) (§ 2.2.3.1) et Benkherourou et al. (1999) (§ 2.2.3.2) ont montré que les cellules exercent
des forces de traction significatives sur leur environnement et, en faisant varier la malléabi-
lité de la matrice, soit en modifiant son épaisseur, soit en modifiant sa concentration, Vernon
et al. (1992) (§ 2.3.4.1) et Vailhé et al. (1997) (§ 2.3.4.2) ont constaté et quantifié de grandes
différences morphologiques dans ’organisation des cellules.

Il est intéressant également de noter que cette capacité de réorganisation n’est pas spécifique
aux CE. Vernon et al. (1992) ont observé des morphologies similaires avec des cellules TM3
(lignée cellulaire murine de cellules de Leydig) (Fig. 2.9), des fibroblastes humains ou avec des
cellules musculaires lisses. De méme, ce phénomeéne de réorganisation cellulaire peut avoir lieu
avec différents types de matrices : avec du Matrigel” (Kubota et al. (1988); Vernon et al.
(1992)), de la fibrine (Vailhé et al. (1997)), ou du collagéne (Vernon et al. (1995)). Certes,
des différences quantitatives peuvent étre notées entre les valeurs des différents parameétres
cellulaires (pres de 200% pour les forces de traction cellulaires entre les HUVEC et les EAhy926),
mais le comportement qualitatif des cellules reste semblable (traction, migration, organisation
en réseaux). Cette remarque explique pourquoi nous nous intéresserons surtout, par la suite,
aux caractéristiques fonctionnelles des différents agents (traction, migration pour les cellules,
viscosité et élasticité des biogels) plutdt qu’a leur nature biochimique.

Tous ces résultats incitent a penser que le comportement complexe des cellules, dans le déve-
loppement des vaisseaux sanguins, est controlé par ’équilibre entre les forces actives de traction
cellulaire et la résistance, passive, de la MEC (Murray et Oster (1984)). Les modifications spa-
tiales dans la MEC ou dans les tissus vont conduire & une réorganisation cellulaire et donc &
une modification du champ des contraintes au sein de la MEC. Cette derniére apparait donc
comme un échafaudage permettant, dans certaines conditions, la réorganisation des cellules en
réseau de pseudo-capillaires. Ces hypothéses seront & la base du modéle biomécanique que nous
développerons au chapitre (3).
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3. Modélisation biomécanique et
mathématique de I'angiogenése in vitro

3.1. Positionnement du probléme et objectifs

Pour comprendre ’apparition et la régulation des structures capillaires lors d’expériences
d’angiogenése in vitro, différents modéles mathématiques ont été développés en prenant direc-
tement en compte les facteurs angiogénes solubles (Sherratt et al. (1993); Anderson et Cha-
plain (1998); Levine et al. (2001); Sherratt et Chaplain (2001)). Anderson et Chaplain (1998)
ont simulé I’angiogenése induite par une tumeur solide en modélisant la migration cellulaire en
fonction des signaux chimiotactiques. Plus récemment, Levine et al. (2001) ont considéré des
interactions biochimiques trés détaillées entre les CE et les substances extracellulaires, et ont
simulé la création d’un unique pseudo-capillaire, sans obtenir la formation d’un réseau global.
Cependant, méme si ces modéles peuvent simuler la formation de réseaux de CE sur des sub-
strats rigides recouverts de protéines matricielles, le scénario fondé sur une migration active
due a la chimiotaxie ne peut pas expliquer, a lui seul, le processus de morphogenése des réseaux
cellulaires observeé sur les gels épais.

Pour comprendre I'initiation du processus d’angiogenese in vitro dans ce contexte expérimen-
tal, des modéles continus ont été développés dans le cadre théorique des interactions mécaniques
cellules-matrice défini par Murray et Oster (1984). Dans ces modéles, une attention particuliére
a été portée au role morphogénétique joué par les forces de traction cellulaire (Manoussaki et al.
(1996); Olsen et al. (1998); Murray et al. (1998); Holmes et Sleeman (2000); Tranqui et Tracqui
(2000)). Considérant que de telles interactions mécaniques sont de la premiére importance lors
de linitiation de l’angiogenése in vitro, Manoussaki et al. (1996) et Murray et al. (1998) ont
proposé un modeéle en 2D, essentiellement mécanique, qui reproduit avec succés la distribution
spatiale hétérogeéne de la densité cellulaire observé expérimentalement.

Nous avons vu que, lorsque les CE sont cultivées in vitro sur des MEC de diverses épaisseurs
(§ 2.3.2.1), les interactions mécaniques étaient au coeur du processus de formation des réseaux
cellulaires. Il nous apparait donc nécessaire de considérer, dans notre modélisation, & la fois
les caractéristiques de la migration cellulaire (§ 3.2.3) et les interactions mécaniques CE-MEC
(§ 3.2.2) pour expliquer comment une instabilité, générée mécaniquement, peut conduire & la
réorganisation du milieu. Notre modéle est une extension du modeéle de Manoussaki et al. (1996);
Murray et al. (1998) pour permettre d’étudier comment la formation des réseaux cellulaires est
influencée par le couplage entre la migration haptotactique des cellules le long des gradients de
MEC et les forces de traction cellulaire, induisant des champs de contraintes dans la MEC.

Nous formulons deux hypothéses théoriques pour expliquer le processus de réorganisation par
les interactions mécaniques. Dans la premiére hypothése (H1), nous considérons ’angiogenése in
vitro comme un processus issu d’une instabilité mécanique générée par le déséquilibre entre les
forces de traction cellulaire et la résistance passive de la MEC, sans remodelage de celle-ci. Nous
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verrons que cette absence de remodelage peut se justifier au regard des expériences précédentes
(§ 3.2.4). Cette hypothése permet de considérer trois controles possibles par la MEC de la
migration et de la traction cellulaire. Le premier contrdle serait une modulation de la migration
cellulaire par la rigidité du substrat. Le deuxiéme serait fondé sur les possibles effets d’élasticité
a longue-portée, dus a la nature fibreuse de la MEC. Enfin, le troisiéme controle serait un
biais directionnel, di au champ des déformations, dans la diffusion cellulaire. L’objectif est de
déterminer quantitativement la valeur critique de ’amplitude de la traction cellulaire au dela
de laquelle une réorganisation matricielle et cellulaire peut avoir lieu, et de rechercher si ces
valeurs numeériques trouvées correspondent & des valeurs biologiquement réalistes. Cette étude
sera menée au cours des chapitres (4) et (5).

La deuxiéme hypothése d’étude (H2) développe l'idée originale selon laquelle les interactions
mécaniques pourraient faciliter la protéolyse de la MEC, dont le remodelage provoquerait alors
la réorganisation du milieu. Cette théorie a été élaborée grace aux nombreux travaux expéri-
mentaux (voir chapitre 6) corrélant le niveau des contraintes mécaniques d’un milieu contenant
des cellules et I'augmentation de la protéolyse de la MEC. Sous cette hypothese, la protéolyse
matricielle est vue comme le déclencheur de l'instabilité dynamique provoquant la formation
des lacunes et des pseudo-capillaires. Cette hypothése permet d’appréhender a quels niveaux les
effets mécaniques peuvent influencer la protéolyse, soit en favorisant la sécrétion de protéases
par les CE, soit en favorisant ’accés aux sites de dégradation de la MEC, pour ces enzymes,
afin de remodeler le milieu. Nous pourrons alors expliquer si ces phénoménes sont des facteurs
clefs du processus d’angiogenése in vitro.

3.2. Modélisation

3.2.1. Définition des variables

Nous modélisons le gel de fibrine comme un milieu continu viscoélastique, soumis au couplage
entre, d’'une part, la migration cellulaire active sur les gradients de densité de la MEC induits
par les forces de traction cellulaire, d’autre part, le niveau croissant des contraintes cellulaires
lorsque la densité de MEC augmente. Les interactions entre ces deux phénomeénes vont générer
un processus mécanique auto-catalytique, que nous allons analyser en considérant un modéle
minimal (¢f § 1.3) de trois variables :

— n(x,t) représente la concentration en CE a la position x au temps t,

— p(x,t) est la densité de MEC a la position x au temps t,

— u(x,t) est le vecteur déplacement de la MEC entre sa position initiale et sa position
déformée. Si xg et x3 sont respectivement les positions initiale et déformée, au temps t,
d’un point de la MEC, le vecteur déplacement correspondant & ce point, au temps ¢, vaudra
ll(X(), t) = X1 — X.

3.2.2. Contraintes actives et passives au sein de la MEC

Les interactions mécaniques entre les CE et la MEC résultent principalement de 1’équilibre
entre les forces de tractions exercées par les CE et la résistance passive viscoélastique de la
MEC en réponse a ces stimulations mécaniques.

40



3.2. Modélisation

3.2.2.1. Contraintes de traction cellulaire

Nous avons vu (§ 2.2.3) que les cellules exercent des forces de tractions conséquentes sur leur
milieu environnant (tissulaire ou matriciel) via les plaques focales (Balaban et al. (2001)). Au
niveau macroscopique, nous supposerons que ces forces de traction sont :

— proportionnelles & la densité de gel (Delvoye et al. (1991); Barocas et al. (1995); Ferrenq

et al. (1997)).
— limitées, pour les fortes densités de CE, par le phénomeéne d’inhibition de contact lors de
la compétition pour les sites d’adhésion de la matrice (Moon et Tranquillo (1993); Ferrenq
et al. (1997)).
Nous modélisons donc le tenseur des contraintes actives des CE par la formulation suivante :

O el = Tpn(No — n) Id (3.1)

ou le parameétre 7 controle I’amplitude de la traction cellulaire, reliée au tonus de contractilité
des cellules, la constante positive Nao (N2 > n) traduit linhibition de la traction cellulaire
lorsque la densité des CE augmente, et Id est le tenseur identité (Ferrenq et al. (1997)).

3.2.2.2. Rhéologie du biogel

Nous supposons que le relation contrainte-déformation décrivant la viscoélasticité de la MEC

. oy . L . slasti .
est donnée par I’addition du tenseur des contraintes élastiques, omee 1, proportionnel aux
déformations, et du tenseur des contraintes visqueuses, omee ", proportionnel & la vitesse des

déformations (Fung (1993); Murray (2003b)).

____visqueux élastique
Omec = Omec + O mec (32)

. . , . slasti .
La formulation du tenseur de contrainte élastique, omee *'°, est, dans un premier temps,

proposée dans le cadre de la théorie de I’élasticité linéaire (loi de Hooke) détaillé au paragraphe
(7.3). Une approche de la mécanique en grandes déformations sera envisagée lors de la section

(7.4).

E v
O glasticité linéaire = 1+v |:€ + 1— 21/91d:| (33)

ou € est le tenseur des déformations linéarisées (e = % (Vu +1 Vu)), FE est le module de Young,
v le coefficient de Poisson, € la dilatation du milieu (§ = V.u), et Id est le tenseur identiteé.

Cependant, nous devons garder & I'esprit que la nature fibreuse de la MEC peut induire des
effets mécaniques non locaux, parce que les fibres peuvent transmettre des contraintes élastiques
entre deux points éloignés de la MEC.

Pour modéliser ces effets élastiques a “longue-portée”, nous complétons la loi (3.3) par 'ajout
du laplacien du tenseur des déformations € (x) et du laplacien de la dilatation 6 (x) (Cruywa-
gen et al. (1997); Murray (2003b)). Cette modification permet de moyenner la valeur de ces
grandeurs sur un domaine plus grand que celui considéré dans la loi de Hooke, qui n’est réduit
qu’au point x. En effet nous avons, par définition :

3
< €5 >= s /Vfij (x+r,t)dr (3.4)
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3. Modélisation biomécanique et mathématique de I’'angiogenése in vitro

ol < ¢; > est la moyenne, dans la sphére élémentaire de volume V' et de rayon R, de la
composante ij du tenseur €. La sphére étant élémentaire, nous pouvons écrire €;; (x +r,t)
selon son développement limité en x pour un vecteur r élémentaire :

i (x+1.8) = & (2,8) + (V) & + (V) e+ O (| (3.5)

ou (r.V)? = (r.V) o (r.V) et o représente la composition de fonctions.
En substituant (3.5) dans (3.4), nous obtenons :

< ey >= %/V e (@.1) + (0.9 e+ (09)* e+ 0 (Jr])*)] ar (3.6)

la fonction r — (r.V) €;; est impaire, nous en déduisons que

/ (I‘V) Eijdl‘ =0
\%4

La relation (3.6) s’écrit donc :

<oy = — ey (@ t)/dr+v26~(:c t)/ " +o(\|r\|3)
iJ A7 R3 iJ ; v 1] ) v 2

ou r est la norme de r.
Nous en déduisons que
< €5 > —€jj (x,t)
R2
La relation (3.7) montre que 'utilisation du laplacien de €;;, en un point x de I’espace,
moyenne les valeurs de €;; dans un voisinage de x. Cela explique pourquoi nous parlerons de
termes “longue-portée”, en opposition aux termes locaux ou “courte-portée”.

Ces effets élastiques a longue-portée sont donc modélisés en considérant le tenseur des défor-
mations élastiques du deuxiéme ordre (Cruywagen et al. (1997); Murray (2003b)) :

V3eij o quand R — 0 (3.7)

E 2 v 2
- - I
1 . 519 € 1 2VﬁQV 01d

O élasticité longue—portée —

ou 31 et [ sont les parameétres d’élasticité longue-portée (1 et 3 sont des constantes positives,
exprimées en m?). Comme nous le montrerons dans I’analyse théorique du modéle (chapitre 4),
de tels effets longue-portée peuvent stabiliser le systéme CE-MEC.
En combinant 1’élasticité linéaire et 1’élasticité longue-portée, nous obtenons comme expres-
sion du tenseur des contraintes élastiques :
ff;éithue = O dlasticité linéaire T O élasticité longue portée (38)
Les composantes visqueuses du tenseur des contraintes de la MEC sont également décrites
dans un cadre linéaire, et sont supposées proportionnelles au tenseur taux de déformation %.

visqueux Oe 00

O mec = :U’la + NQEId

ol ui et po sont respectivement les coefficients de viscosité de cisaillement et de dilatation
volumique.
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3.2.3. Modélisation de la migration des cellules endothéliales

La migration cellulaire est un processus multi-factoriel trés complexe a modéliser. En effet,
nous devons considérer au moins trois niveaux : le niveau moléculaire (liaisons intégrines-MEC
au niveau des plaques focales d’adhésion), le niveau cellulaire (traction cellulaire, migration
cellulaire) et le niveau de la population de cellules, qui intégre toutes les caractéristiques indi-
viduelles (coefficient de diffusion, chimiotaxie, chimiocinétique, haptotaxie, haptokinésie (Ma-
heshwari et Lauffenburger (1998))) .

Nous allons modéliser la migration de la population de cellules par des flux macroscopiques, en
gardant a l'esprit l'idée qu’ils doivent mettre en évidence comment la migration, conjointement
a la traction cellulaire, controle le processus de réorganisation des CE en réseau de pseudo-
capillaires.

Comme nous l'avons déja expliqué dans la partie (§ 2.3.4), nous nous intéressons a la régula-
tion par les effets mécaniques de ’angiogenése in wvitro. Nous nous concentrons donc principa-
lement sur une migration cellulaire dépendante de la mécanique, plutét que sur une migration
dans un contexte chimiotactique. Cela est justifié par nos modéles expérimentaux (quantifica-
tion des forces mécaniques ; pas de source de chimioattractants, contrairement aux expériences
sur la croissance de tumeur in vitro) et parce que nous recherchons un modéle minimal (cha-
pitre 1). Privilégier le controle par les interactions mécaniques du processus d’angiogenése est
également justifié par de récentes preuves expérimentales montrant que I’expression et la sécré-
tion de chimioattractants, tels les VEGF, pouvaient étre dépendants des facteurs mécaniques
(Warner et Mitchell (2003); Yoshino et al. (2003)).

Dans la formulation du modéle, la migration aléatoire des cellules, i. e. la diffusion cellulaire,
lorsqu’un gradient spatial cellulaire existe, est équilibrée par la migration vers les régions les plus
denses en MEC (haptotaxie), supposée proportionnelle au gradient de la densité matricielle. Le
flux haptotactique, Jy,, s’écrit :

Jh = th,o

ou h est le coefficient d’haptotaxie.

Une autre composante de la mécanotaxie cellulaire est le guidage par contact, ou le sub-
strat extracellulaire définit des directions de migration privilégiées pour les cellules (Barocas
et Tranquillo (1997); Girton et al. (2002)). En particulier, Korff et Augustin (1999) ont réalisé
des expériences d’angiogenése sur des gels précontraints pour quantifier ’anisotropie migratoire
induite. Ces résultats serviront de validation expérimentale & notre analyse d’une diffusion dé-
pendante des déformations mécaniques locales, fondée sur 'approche théorique de Cook (1995),
afin de prendre en compte l'orientation des fibres de la MEC. Ce chercheur a en effet proposé de
modifier 'expression usuelle de la diffusion isotrope des cellules (loi de Fick) en considérant que
les champs de contraintes, présents dans la MEC, pouvaient introduire un biais directionnel. En
effet, dans un domaine non-contraint, 1’équation de diffusion de la densité cellulaire n s’écrit :

on
5 = V-(DoVn) (3.9)

43



3. Modélisation biomécanique et mathématique de I’'angiogenése in vitro

Supposons que le domaine se déforme, déplagant le point de I'espace x a la position y selon
une transformation F de composantes :

Fyj = 0w/ 0y,

ou x; et y; constituent les composantes, respectivement, des points x et y. Posons A = det (F).
Nous supposons qu’il s’agit d’'une transformation réversible, donc bijective :

Vt, Vx, A(x,t) #0 (3.10)

A t =0, nous avons :
Vx, A(x,0)=1 (3.11)

Nous déduisons des relations (3.10) et (3.11), d’aprés la continuité de Iapplication multili-
néaire . — det (.), que :

Vi, ¥x,  A(x,t) >0

La variation d’aire, associée a cette transformation, vaut 1/A. Soient F'¥/ les composantes de
I'inverse de F (qui existent et sont uniques, d’aprés la relation 3.10).
La nouvelle densité cellulaire N, due au changement d’aire, s’écrit :

N (y,t)

2 (3.12)

n (Xa t) =
Nous obtenons alors une nouvelle équation d’évolution de la densité cellulaire, N, en combi-
nant les relations (3.9) et (3.12) :

ot =Ty gy (1) o

S,1,%
Pour alléger les notations, nous utiliserons la convention d’Einstein sur la sommation des

indices répétés, nous noterons P; = 0P/0dy; et N (y,t) sera noté N.
Nous avons donc :

al St I& N7T AJ’
T AF [DOF ( A A2 N)} ) (3.14)
Posons alors :
A = pormi (X (3.15)
= L) ) .

)

En reportant (3.15) dans (3.14), nous trouvons que :
ON — [AF* A"] AT (AFY + FYA)

(AF*)

,S

(3.16)

S

En calculant (AFSi) ¢ nous trouvons que :

Vi=1.3, (AF*) =0 (3.17)

S
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Nous déduisons de (3.16) et (3.17) la relation suivante :

%—]j = [DOF”‘FSZ‘ (N,r — AA’T N)] . (3.18)
Soit D le tenseur suivant :
D = D, ('FF) (3.19)
ou ! correspond 4 la transposée. Les composantes de D valent donc :
Dys = DoF"'F* (3.20)
et le déterminant de D vaut :
|D| = det (D) = DA™ (3.21)

ou K est la dimension de ’espace.
En reportant (3.20) et (3.21) dans (3.18), nous obtenons ’équation d’évolution de N sous
forme conservative :

ON Dy DI, | Drs
Sr = |DreN. + WN] - [\/ﬁ («/]D\N)vr] (3.22)

Sous ’hypothése des petites déformations (Cook (1995)), nous avons :

S

'FF = (Id — 2¢) (3.23)

ou Id et € sont les tenseurs précédemment définis.

L’expression du tenseur de diffusion peut étre déduite de (3.19), (3.21) et (3.23) (formule
3.33).

Le flux diffusif Jg, dans ce cas, s’écrit :

Ja=-V.(D(e)n)

ou D(e) est le tenseur de diffusion dépendant des déformations.
Enfin, les cellules migrent également lorsque le substrat sur lequel elles sont déposées est
convecté. Ce flux passif convectif s’écrit :

Je=n—

ot

En intégrant toutes ces composantes de la migration cellulaire, la variation de la concentration
cellulaire est donnée par I’équation :

variation de la + convection + dif fusion + haptotaxie = prolifération — mort
concentration cellulaire cellulaire cellulaire cellulaire cellulaire cellulaire
(3.24)
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Typiquement, le temps de doublement, mesuré expérimentalement, est de ’ordre de 30 heures
pour les cellules EAhy926 (Liu et al., communication personnelle). Nous négligeons donc la
prolifération cellulaire lors de la premiére étape du processus de réorganisation. Les observations
expérimentales (§ 2.3.2) ont montré également que les détachements des cellules du substrat
et leur apoptose étaient limités lors des premiers temps du processus d’angiogenése. Ainsi,
I’équation de la dynamique cellulaire (3.24) se réduit a ’équation suivante :

)
8—7; F VT +Tq+Tn] =0 (3.25)

3.2.4. Modélisation de I'évolution de la densité du biogel

La modélisation de I’évolution temporelle et spatiale de la densité du biogel s’écrit, de fagon
générique :

variation de la + convection = biosynthése — dégradation
densité matricielle

soit, mathématiquement,

0 0
8_,; + V. ['08_111 = biosynthese — dégradation (3.26)

Nous supposerons que la biosynthése de MEC est négligeable. En effet, méme si celle-ci peut
avoir des effets significatifs sur des substrats rigides, les quantités sécrétées de matrice restent
faibles par rapport & la quantité initialement présente dans les expériences (Murray (2003d)).
De plus, Vernon et al. (1995) ont montré que des CE, qui ne synthétisaient pas de collagéne de
type I, étaient capables de se réorganiser, sur une plus longue échelle de temps, en créant des
réseaux de pseudo-capillaires. La biosynthése ne nous semble donc pas étre un facteur clef pour
I'initiation du processus d’angiogenése in vitro.

Dans le cas de I'hypothése 1 (H1, § 3.1), ou la réorganisation cellulaire s’expliquerait par la
recherche d’équilibre mécanique entre les forces de traction de CE et la résistance de la MEC,
sans remodelage de celle-ci, nous considérons la dégradation de la MEC négligeable. Cette
simplification se justifie a la fois expérimentalement et théoriquement. Expérimentalement, la
dégradation de la MEC est limitée considérablement, dans les premiéres phases de I’angiogenése
in vitro, par 'utilisation d’aprotinine (¢f chapitre 2), un inhibiteur des enzymes protéolytiques
de la matrice (Vailhé et al. (1998)). Théoriquement, en négligeant une évolution de la quantité
globale de MEC, le systéeme peut tendre vers des états stationnaires, qui permettent alors une
étude mathématique de la distribution spatiale des CE.

Dans le cas de I'hypothese 2 (H2, § 3.1), ou la mécanique influence le processus d’angiogenése
i vitro également par le remodelage de la MEC, la dégradation n’est plus supposée nulle, et
suit différentes formulations en fonction de sa régulation par la mécanique (voir chapitre 6).
Sous cette hypothése, la protéolyse matricielle est vue comme le déclencheur de l'instabilité
dynamique provoquant la formation de lacunes et des pseudo-capillaires.
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3.2.5. Réduction de I'analyse a un domaine a deux dimensions

Pour simplifier la résolution numérique, nous avons restreint notre analyse & un domaine &
deux dimensions en considérant d’une part que le gel était suffisamment mince (1 mm d’épais-
seur) et d’autre part que, puisque les cellules étaient déposées a la surface du biogel et non
dispersées lors de sa polymérisation, la composante principale du tenseur des contraintes dans
la direction verticale, o33, était négligeable.

Pour pouvoir cependant suivre les variations de I’épaisseur du gel en tout point du domaine
2D, nous pouvons déduire de la loi de Hooke (chapitre 3.3), une relation entre 1’épaisseur de
gel e (x,y,t) et la densité locale de MEC p (z,y,1).

La loi de Hooke, présentée précédemment, est une loi de comportement mécanique en trois
dimensions. Pour se rapporter au cas bi-dimensionnel de notre étude, nous avons supposé que les
contraintes verticales étaient négligeables (043°°%¢ (z,y,t) = 0), et que toutes les composantes du
tenseur de déformation ne sont spatialement dépendantes que de x et de y. Sous ces hypotheéses,
nous pouvons déduire que toutes les composantes du tenseur de contraintes ne sont spatialement
dépendantes que de x et y. Nous avons alors :

Ev
1+v)(1—-2v

FE
O_?Iéooke ( 1/633 (l’, Yy, t) + (

x7y7t) = 1+

)0313 (z,y,t)

ou O3p (z,y,t) = 8u1(gf’z’t) + 8u2(g’y’z’t) + aug(gf’z’t), les fonctions wu; (z,y, 2, t) étant les

composantes du vecteur déplacement u (z,vy, z,t). En supposant que les contraintes verticales
soient négligeables, nous obtenons alors :

€33 (z,y,t) = — 1 _V2V‘93D (z,y,t) (3.27)

D’apres I’équation bilan sur la densité de la MEC (eq. 3.26), dans le cas ou la dégradation de la
MEC est supposée négligeable, nous pouvons écrire la relation de conservation locale de MEC :
pdV = podVy, ot dVy et dV, pg et p, sont respectivement les volumes et densités élémentaires
initialement et & ’état déformés. Sachant que dV = dX'dX?2dX?, dVy = dX&ngdXS’, ol dX&,
dXZ, dX3 et dX!, dX?, dX? sont respectivement les dimensions des volumes élémentaires dV;
et dV , et en écrivant que dX' = (1 + €;)dX} pour chaque i = 1..3, nous obtenons, sous
I’hypothése des petites déformations, la relation suivante :

p (x,y,t) - /00(1 —0sp (x,y,t)) (3'28)

L’épaisseur, e (z,y,t), est alors calculée par la formule e (x,y,t) = eg(x,y) (1 + €33), on
e (z,y) est 'épaisseur initiale de MEC. En combinant cette expression de e (z,y,t) avec les
relations (3.27) et (3.28), nous obtenons la formule (3.29) :

1-3v v p(xayut)
1-2v  1-2v pg

e(x,y,t) =€ (x,y) ( (3.29)

ou eg (x,y) et e (x,y) représentent respectivement 1’épaisseur de la MEC aux temps initial ¢ et
t.
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Une approximation supplémentaire est nécessaire pour prendre en compte 'effet de la condi-
tion aux limites sur la face inférieure de la boite de Petri, ou le biogel est attaché. Cette
condition aux limites induit une contrainte de cisaillement qui décroit avec ’épaisseur de la
MEC. Nous modélisons cet effet par ’ajout, dans I’équation d’équilibre mécanique, d’une force
externe volumique de rappel Ry, qui se déduit de I’évaluation des contraintes de cisaillement,
o3 (x,y,t), i = 1,2, pour z = e(x,y,t). Grace a la théorie de I’élasticité linaire (§ 7.3), nous
obtenons :

Eu; (x,y,t)
1+v)e(x,y,t)

i3 (CC,y,t) = ( 1= 172 (330)

ot u; est la i*™¢ composante du vecteur déplacement.

Ainsi, en combinant les relations (3.29) et (3.30), nous modélisons la force d’attachement du
gel a la boite de Petri par Reyy = su/p, ou s est le parameétre de rappel élastique, dépendant
du module de Young F et du coefficient de Poisson v.

Dans ces expériences, les effets inertiels sont négligeables par rapport aux effets visqueux.
Nous obtenons alors I’équation finale d’équilibre mécanique :

V. [Ucell + o'mec] = Rext (331)

En combinant les équations (3.1), (3.2) et (3.31), 'équation d’équilibre mécanique s’écrit
explicitement :

E 9 v 9 Oe
0
—i—ug%ld + 7pn (Ng —n) Id] =52 (3.32)
p

Finalement, il nous faut spécifier '’expression analytique en deux dimensions du tenseur de
diffusion cellulaire dépendant des déformations D (€) (Cook (1995); Manoussaki et al. (1996)) :

2
€12+€21 1 — €11—¢€22
2 2

D(G) = DO

€11—€22 €12+€21
1+ ] (3.33)

ot Dy est un scalaire et €;; sont des composantes du tenseur de déformations.

3.2.6. Conditions initiales, conditions aux limites

Les simulations d’angiogenése in wvitro sont conduites dans un domaine carré €2, de coté L
et de frontiére 02, imperméable aux cellules et & la MEC. Par conséquence, les conditions aux
limites pour les CE sont des conditions de flux nuls :

Jan=Jpnn=Jc.n=0

ou M est le vecteur normal a la frontiére.

De plus, comme le biogel est attaché, aux bords, a la boite de Petri, nous imposons un dépla-
cement nul sur les frontiéres du domaine (u‘aﬂ = 0), et une propagation nulle des contraintes a
travers elles ((V.€).n = 0 sur 99). Ces conditions impliquent une conditions de flux nul pour
la MEC (voir eq. 3.26).
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Comme condition initiale de la concentration cellulaire, nous considérons une distribution
spatiale quasi-homogene, perturbée aléatoirement (£10%) autour de la valeur d’équilibre ho-
mogene ng. D’autres distributions spatiales seront envisagées au chapitre (5). Nous supposons
que, a I’état initial, la matrice est homogene (p(x,0) = pg) et que le biogel est dans un état non
déformé (u = 0).

3.2.7. Normalisation et systéme complet

Les équations du modéle mécano-cellulaire peuvent étre adimensionalisées en les normalisant
avec le temps caractéristique 7' (heures), la taille caractéristique L (diamétre de la boite de
Petri) du domaine €2, la concentration initiale en CE ng et la densité initiale en fibrine pg. Les
variables adimensionnalisées sont :

* P * n * u * x Y * ¢
P 00 ) no ) 7’ Yy I’ T

Les parameétres adimensionnalisés s’écrivent alors :

DoT 10 K20 Ny hT po b1 B2
Dy="T =T 2= o M =0 M= BT = =

Epo Tpgng

.. R . 34
Ty T L2 (3:34)

_ Evpo
O L2(1+v)(1—2v)

)\*

A* et p* sont appelés les coefficients (adimensionnalisés) de Lamé. Dans toute la suite du texte,
les astérisques seront omis pour alléger les notations.
Le systéme complet d’EDP s’écrit donc :

(V. [20 (e = 5iV%€) + A (6~ 5,7%0) Td + 5

+M2%Id +7pn (Ny —n) Id] = s%
(3.35)
% +V.[-V.(D(e) n) + hnVp+ n%—‘ﬂ =0

% + V. [p%—;‘] = —dégradation

3.3. Conclusion

Pour comprendre "apparition et la régulation des structures cellulaires dans le contexte ex-
périmental présenté au chapitre (2), en particulier en absence de source exogéne de chimioat-
tractants, il est nécessaire de développer de nouveaux modeéles, différents de ceux proposés
récemment expliquant P’angiogenése in vitro par une approche chimiotactique (Gamba et al.
(2003); Serini et al. (2003)). En effet, dans ce contexte expérimental, le scénario fondé sur une
migration active due a la chimiotaxie ne peut pas expliquer, & lui seul, le processus de morpho-
genése. Nous avons alors complété le modeéle biomécanique de Manoussaki et al. (1996) et de
Murray et al. (1998) par la prise en compte d'une composante haptotactique de la migration
cellulaire le long des gradients de la MEC. En effet, nous avons vu que les cellules pouvaient
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former des liaisons avec la MEC via les plaques focales d’adhésion (chapitre 2). Comme les
cellules ont une meilleure adhérence quand les sites d’adhésion sont plus nombreux, nous avons
supposé cette composante haptotactique de la migration cellulaire proportionnelle au gradient
de MEC et a la densité cellulaire.

Notre modele intégre a la fois les caractéristiques de la migration cellulaire (§ 3.2.3) et les
parametres mécaniques des CE et de la MEC (§ 3.2.2) pour expliquer comment une instabilité,
générée mécaniquement, peut conduire a la réorganisation du milieu. En effet, dans le contexte
des expériences que nous avons présentées, il semble maintenant établi que les effets mécaniques
peuvent réguler et controler le processus d’angiogenése in vitro (Ingber (2002)).

Deux hypothéses ont été formulées pour appréhender comment les interactions mécaniques
régulaient le processus. La premiére explique l'angiogenése in vitro comme issue d’une instabilité
mécanique, générée par la recherche d’équilibre entre les forces actives de traction cellulaire et la
résistance passive viscoélastique de la MEC, sans remodelage de celle-ci (§ 3.2.4). L’absence de
la prise en compte de la dégradation du gel est justifiée par les travaux expérimentaux de Vailhé
et al. (1998). Ces chercheurs ont mesuré I’évolution temporelle des produits de dégradation de la
fibrine durant le processus de formation des pseudo-capillaires et ont montré que la dégradation
de la fibrine était trés limitée lorsque les premiéres lacunes se formaient dans le biogel. Sous cette
hypothése, nous avons considéré plusieurs controles possibles des caractéristiques fonctionnelles
des cellules : la modulation de la migration cellulaire par la rigidité du substrat, les effets
d’élasticité non-locale due a la nature fibreuse de la MEC et la diffusion cellulaire anisotrope
due au champ des déformations.

Le développement du flux diffusif cellulaire, dans le cas d’une diffusion dépendante des dé-
formations, donne Jg = —D (€) Vn — nV.[D (€)]. En le comparant avec le terme de diffusion
classique de la loi de Fick, Jg = —DVn, nous constatons l’existence d’un terme supplémen-
taire. Cette relation peut étre comparée avec I’expression spécifique des flux utilisés par Othmer
et Stevens (1997), fondée sur le principe d'un renforcement de la migration aléatoire. Dans le
contexte d’une migration active cellulaire chimiotactique, ils ’ont appelé “sensibilité chimiotac-
tique”. Dans notre cas, il s’agirait plutot de sensibilité mécanique. L’influence de ce terme sur
la réorganisation de la MEC sera analysée dans le paragraphe (5.4.1.2).

La deuxiéme hypothése s’inscrit dans la continuité de la premiére, c’est-a-dire dans 1’existence
d’un équilibre mécanique entre la traction cellulaire et la résistance matricielle, mais nous
supposons, dans ce cas, que l'instabilité dynamique est déclenchée par la dégradation du milieu :
les effets mécaniques réguleraient la protéolyse matricielle, soit en favorisant la sécrétion de
protéases par les CE, soit en leur favorisant ’accés aux sites de dégradation de la MEC. Ce
remodelage rendrait alors le gel plus malléable et permettrait alors la réorganisation cellulaire
en réseaux tubulaires.

Avant de présenter les résultats des simulations numeériques du modéle (3.35), nous allons
mener, au chapitre 4, une analyse mathématique permettant de mettre en évidence l'influence
des différents parameétres sur la réorganisation du milieu.
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4. Analyse de stabilité linéaire du modele

4.1. Introduction

Les systémes dynamiques de réaction-diffusion, composés de N substances chimiques, sont
des systémes d’équations aux dérivées partielles (EDP) qui s’écrivent de fagon générique :

% + V. (Zjvzl DjVCj) = Fz (Cl, ceey CN) 5 1 =1.N

~+conditions auz limites

+conditions initiales
ot ¢; correspond a la concentration de i¢™¢ substance chimique, de coefficient de diffusion D,
et F; est le terme réactionnel de I’équation 1.

Dans de tels systéemes dynamiques, la diffusion peut induire une instabilité. Cette instabilité,

plus connue sous le nom d’instabilité de Turing, est relativement contre-intuitive. En effet, dans
une équation isolée de diffusion :

g + V.(DVc) = F (c)

ot

la diffusion tend & rendre homogeéne la distribution spatiale de la concentration chimique c. Cet
effet stabilisant intervient également lors de la résolution numérique, par 'apport d’un terme
parabolique (Le Pourhiet (1988)). Turing (1952) a montré que, dans les systémes de réaction-
diffusion, les substances chimiques (ou morphogénes) pouvaient réagir et diffuser de fagon a
engendrer, spatialement, un état stationnaire hétérogéne des concentrations de ces produits.
Ces mécanismes de réaction-diffusion sont, de nos jours, fréquemment utilisés pour expliquer la
formation des motifs sur les coquillages (Meinhardt (2003)), sur la peau des poissons (Painter
et al. (1999)) ou sur les ailes des papillons (Sekimura et al. (2000)). Mathématiquement, cela
se traduit par une bifurcation noeud-col, correspondant & un changement de signe d’une des
valeurs propres réelles de la matrice de Jacobi associée au systéme (D’Andréa-Novel et Cohen de
Lara (1994)).

Lors des expériences d’angiogenése in wvitro (chapitre 2), nous avons constaté que la for-
mation des lacunes dans le biogel était fortement dépendante des conditions expérimentales
(concentration initiale de CE, densité de MEC,...). Pour traduire correctement la physique de
ce phénomeéne, il faut donc que ’espace des paramétres (R+)D, ou D est le nombre de pa-
rameétres de notre modele, comporte deux sous-ensembles non-vides 1 et To (T C (R*)D7
Ty C (R+)Dnon nécessairement connexes) tels que tous jeux de parameétres de T conduisent
a un état stationnaire homogeéne en (n,p,u), tandis que tous les jeux de paramétres de Yo
peuvent conduire & une réorganisation du milieu.

La frontiére, FTT, séparant Y1 et Yo, est déterminée par les conditions de bifurcation du
modéle. Pour mettre en évidence le role des interactions mécaniques lors des premiéres phases
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4. Analyse de stabilité linéaire du modéle

de l'angiogenése in vitro, comme nous l’avions annoncé précédemment (§ 3.1), nous choisissons
comme paramétre de bifurcation 'amplitude de la force de traction cellulaire 7.

Nous modélisons l'irrégularité du dépot des CE sur le biogel (¢f § 2.3.2.1) par une perturbation
de I’état d’équilibre homogeéne, et nous nous intéressons a la stabilité de cet état pour de petites
perturbations. Pour cela, nous ménerons une analyse de stabilité linéaire de 1’état d’équilibre
homogene (n, p,u) = (1,1,0) en cherchant & écrire les perturbations spatiales (dn, dp, du) sous
la forme suivante :

(6n, 6p, du) o ellha+i) €kt

ou k, [ sont les nombres d’ondes spatiaux respectivement dans la direction z et y, et £(k,[) est
une valeur propre de la matrice de Jacobi de ’état d’équilibre homogéne.

Cette analyse de stabilité linéaire permettra de déterminer la frontiére F%, dont nous dé-
duirons une condition nécessaire et suffisante, sur le paramétre de bifurcation 7, pour que les
parameétres appartiennent a Y.

4.2. Calculs algébriques

4.2.1. Linéarisation du systéme au voisinage de I'état homogéne

La linéarisation, au voisinage de I'état d’équilibre homogene (n, p,u) = (1,1,0), du systéme
d’EDP (eq. 3.35) s’écrit :

V. [20 (e — B1V3€) + A (0 — B2V?0) Id + 1y €
+112%21d + 700 (N3 — 2) Id + 70p (N2 — 1) Id] — séu = 0

%n 1. [~DyVon — LoV26u + hvip+ 284] =0

%+, (%2 =0

oudn=n—1,0p=p—1et du=u.

4.2.2. Calculs

Nous recherchons des perturbations spatiales (dn, dp, du) sous la forme (Britton (2003)) :

((5TL, 8p, 5u) x ei(k:v-i—ly)-i—f(k:,l)t
ou k, [ sont les nombres d’ondes spatiaux respectivement dans la direction z et y, et £(k,[) est
une valeur propre de la matrice de Jacobi du systéme linéarisé en (n, p,u) = (1,1,0) (systéme
4.1). Ces nombres d’ondes sont de la forme k = 7k*/L, |l = wl*/L, ou k* et I* sont des entiers
et L est la longueur du coté du domaine carré Q. £(k,[) détermine le taux de croissance de la
perturbation.

L’état stationnaire homogéne est linéairement stable si toutes les valeurs propres de la ma-
trice de Jacobi associée & ’état d’équilibre homogéne ont une partie réelle négative. Dans ce
cas, Pamplitude des perturbations associées tend vers 0 quand t tend vers U'infini. A 'inverse,
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4.3. Détermination des valeurs critiques pour le paramétre de bifurcation T

toutes les perturbations spatiales associées a des valeurs propres a partie réelle positive croissent
exponentiellement au voisinage de 1’état stationnaire.

La relation de dispersion est obtenue en calculant le déterminant de la matrice de Jacobi du
systéme linéarisé en (n, p,u) = (1,1, 0). Nous posons alors 7 = k?+12 et nous nous intéresserons
au cas non-dégénéré r€ R*T. Pour alléger les notations, £ (1) sera noté €.

&+ Dor —hr iké ile
0 ¢ iké 23

. ) - 2k% 4+ 3K21% +14) — ¢k
ihr (Na —2)  ihr((Na—1))  —HOLCK + 1Y)~ ER2 (o pu2) + — Ll 2uBrr + 27Bar + 20+ 2A + € (i1 + 2p12))

—AK2Bor — $E1% 1 — pu (262 +12) — XK — s

A ; —ppB1 (k* + 3K21% + 20%) — €17 (1 + p2) + ...

dr(Ne=2)  dr(Na=1) =gkl Quir + 2007 + € (un + 2p2) + 2+ 2) —Nfléﬂ(zr — Lek? — u)(lc2€+ 5721) T
2

Nous obtenons alors comme relation de dispersion une fonction polynomiale du quatriéme
degré en & :
E(€—&)(a(m)&+b(r)E+c(r) =0 (4.2)

ou la valeur propre &; est égale a :

_2,uﬁlr2 + 54 pr

mr
Par conséquent, la partie réelle de &; est toujours négative. Les coefficients a (r), b(r) et ¢ (r)
utilisés dans cette relation de dispersion valent :

&1 =

a(r) = r(m+p2)

b(r) = (Do(u1+ pa) + 2uBr + \B2) r?
+Qu+A+7(3—=2Ng))r+s (4.3)

c(r) = Do (2uBi+ A\B2) 3+ (Do (2u+ )
\ +T(h(2—N2)—|—DO (2_%)))742_‘_130”

4.3. Détermination des valeurs critiques pour le paramétre de
bifurcation 7

L’équation de dispersion (eq. 4.2) admet deux solutions évidentes : 0 et &;. Les deux autres
valeurs propres & et &3 (dans C) sont les racines de la fonction polynomiale, de degré 2 :

fro €—a(r)@+b(r)E+e(r)

La fonction f est a coefficients réels; ses deux racines (dans C) sont donc soit complexes conju-
guées, soit réelles. Une bifurcation noeud-col, conduisant & une instabilité de Turing (Murray
(2003d)), correspond au changement de signe d’une de ces deux valeurs propres, dans le cas
ou elles sont réelles (D’Andréa-Novel et Cohen de Lara (1994)). Nous nous intéressons donc au
signe du produit de ces deux valeurs propres. Comme Vre R**, a(r) > 0, alors le produit des
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4. Analyse de stabilité linéaire du modéle
racines de f est du signe de ¢ (r). Nous recherchons donc dans I’espace des paramétres (R*)D,
ou D est le nombre de paramétres de notre modeéle, une condition nécessaire et suffisante telle

que :
{3re R*" /c(r) < 0} (4.4)

La condition (4.4) équivaut a ce que les deux valeurs propres soient réelles et de signes
différents. En effet, si elles étaient complexes conjuguées, alors leur produit serait positif ou nul.
Leur produit serait également positif si elles étaient du méme signe. La réciproque est évidente.

Nous avons donc :

{Bre R* Je(r) < 0} & {3& € R, 3¢ € R/&E < 0}

Etude de la fonction c :

La fonction r — ¢ (r) est polynomiale de degré 3, elle est donc C*° et continue. Sachant que
le coefficient du terme de plus haut degré est strictement positif, rechercher le signe de ¢ (r)
(r > 0) équivaut a trouver les solutions de l’équation ¢ (r) = 0.

En factorisant ¢ (r), nous avons :

3N
C(’I”) =r (DO (2M51 + )\52)7”2 + <D0 (Q,U, + )\) + 7 <h(2 - Ng) + Dg (2 — 72)>) r —I—D()S)
0 est donc racine évidente de c.
Posons alors :

c(r)= (DO (2uB1 + AB2) 7% + (DO Cu+X)+T1 (h (2= Na) + Dy (2 — 3—?))) r+ Dos)

Comme 7€ R**, alors les fonctions ¢ et ¢ sont du méme signe.

Une condition nécessaire pour qu'une des valeurs propres réelles soit positive est qu’au moins
un des coefficients de ¢ (r) soit négatif. Nous en déduisons les conditions nécessaires de bifurca-
tion noeud-col suivantes :

h(2—Na)+Dg (2—252) <0
{Fre R*t/¢(r) < 0} = et
Dy (2u+A)+7(h(2—No)+Dg (2—-22)) <0

(1€ R*T)
= NP >0etT>T0oN
(4.5)
ou
TON = et NP=— (No—2)+ [ — —2 4.6
NEE (- Dy TP o

La fonction r — ¢(r) est polynomiale de degré 2, avec le coefficient du terme de plus haut
degré strictement positif. Elle admet donc un minimum dans R. Ce minimum est atteint pour
une valeur r,,;, de r telle que %E(rmm) = 0. Nous déduisons alors trivialement r,,;, :

—2 (A +2u) + 27 (DLO (Ny —2) + (32 —2))
Fmin = (2181 + B2)
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4.3. Détermination des valeurs critiques pour le paramétre de bifurcation T

Remarquons que 7,,;, est de la forme :

—2(A+2p)+27NP

e 4.7
e (2upr + B2A) (.7
ou NP est le réel précédemment défini (eq. 4.6).
Le minimum, dans R, de la fonction r» — ¢ (r) vaut donc :
(261 4Do+DoB2)(—2DoA—4Do7—4uDo+27 Noh+3DoT No—47h)>? +
¢ (Fmin) = 16Dg (B2A+2p61)?
mwn (D0A+2D07+2/J,D07TN2h73/2D07’N2+27h)(72D0)\74D0T74MD0+2TN2h+3DQTN274Th) + D
4Do (2uf1+P2N) 550
(4.8)

Une condition nécessaire pour qu’il y ait une bifurcation noeud-col est que ¢ (7pmin) < 0.
En résolvant 1'équation ¢ (r,,) = 0 en 7, sous la condition NP > 0, nous trouvons alors la
valeur critique Tyyring pour le coefficient de bifurcation 7 (étape O de la figure 4.1). Cette valeur
critique de 'amplitude de la traction cellulaire 7 est donnée par :

A+ 20+ 2+/s (2B + A\B2) (4.9)

Tturing = 3Nz _ o +LN2_2
2 Do

A priori, il ne s’agit que d’une condition nécessaire, car r,,;, n’appartient pas nécessairement
a RT. Toutefois, nous pouvons démontrer qu’il s’agit également d’une condition suffisante.

D’aprés la relation (4.7), si NP > 0, la fonction 7 — 7y, (7) est strictement croissante et
s’annule en 7 = 7" =Y dont la valeur est précisée ci-dessous :

min=0 _ )‘+2M
(352 —2) + L& (V2 —-2)

T

Remarquons que 7oy = 77min=Y,
Nous en déduisons que (étape O de la figure 4.1) :

((r > 7min=%) et (NP >0)) = rpin€ RT (4.10)

Réciproquement, sous la condition NP > 0 il est immédiat d’obtenir (étape [0 de la figure
4.1) :
Tmin€ RT = ((7 > Tr"”'”zo) et (NP >0))

Par transitivité des assertions logiques précédemment déterminées, résumées a la figure (4.1),
nous en déduisons la relation suivante :

{Ire R* /¢ (r) <0} = rmin€ RT (4.11)
Par définition du minimum d’une fonction, nous obtenons (étape [0 de la figure 4.1) :

{3re R /c(r) <0} = € (rmim) <0 (4.12)
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4. Analyse de stabilité linéaire du modéle

D’apres les assertions (4.11) et (4.12), nous déduisons que :

{Fre RY/e(r) <0} = (rmin€ R et ¢ (rpin) < 0) (4.13)
D’aprés (4.5) et (4.13), nous avons ’équivalence suivante :

3Ny

{Ire R*" Je(r) < 0} & <Di0 (Ny —2) + <T — 2) >0etT> Ttuﬁng) (4.14)

L’état d’équilibre homogeéne (n, p,u) = (1,1,0) est donc instable si et seulement si la condi-
tion (4.14) est satisfaite.

Bifurcation noeud-col
i T par définition

{ET - R+/C(T) < 0}
i T par définition de ¢
{(3r e R"/E(r) < 0}

trivial @

(? ( rmin) < ()) )

(('rmi.:a € R+)

. +

((r > 7"mn=0) et (NP > 0)) ((T > Tturing) €t (NP > 0))
Ry T e

g T =t . TCN Tturing = TCN

N
> ((T > T("_\.') et (J?VI) 2 0))

par construction

FiG. 4.1.: Schéma récapitulatif du raisonnement.
Les étapes démontrées dans le texte sont symbolisées par des fleches en trait plein, tandis que les déduc-
tions logiques effectuées par transitivité des assertions sont représentées par des traits en pointillés.

Cependant, les nombres d’ondes sont de la forme k = 7wk*/L, | = wl*/L, on k* et [* sont
des entiers, pour 0 < x < L et 0 < y < L. Ainsi, ’ensemble des valeurs propres associées a
r=72N/L? ou N = k*? 4+ [*2, est discret.
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4.3. Détermination des valeurs critiques pour le paramétre de bifurcation T

Soit = cet ensemble discret (2 C R) :
k*Q l*2
== {51 (r) /r = 7T2L7—2, 1=0.3, ke N, [*e N}

ou & (i = 0..3) est 'une des valeurs propres de la matrice de Jacobi du systéme linéarisé en

(n,p,u) = (1,1,0).

Pour qu’une structure organisée spatialement apparaisse, il faut et il suffit qu’au moins un
élément de = soit & partie réelle positive.

Nous avons tracé, pour deux jeux de parameétres, la plus grande des parties réelles des valeurs

propres non nulles ( max R (& (r)) ) en fonction de la somme N des carrés des modes k*

i=1.3
et 1*, dans les directions x et y (N = k*2 + [*2 avec k*, [* entiers) avec L = 1 (Fig. 4.2). La
condition de bifurcation (4.14) est satisfaite dans ces deux cas. Toutefois, seul un de ces deux cas
sera susceptible de conduire & une réorganisation des CE et de la MEC : en effet, la condition
sur N (somme de carré d’entiers) n’est satisfaite que dans le cas de la courbe en trait plein,
avec k* = [* = 2, correspondant au mode (2, 2) (8 = 22 4 22), contrairement a I'autre cas qui

ne contient pas de modes propres instables (7 ne peut pas se décomposer en somme de carrés

d’entier) (courbe en pointillé).

02r

0.15¢
g 0.1 :
1 H A
1] H H
£ Nk

0.05} K

4 N 10 12

F1G. 4.2.: Diagramme de stabilité obtenu par la relation de dispersion (4.2).
La courbe en trait plein est obtenue avec les parameétres mormalisés : 7 = 2.39, A = 1.2, u =1

fi1 = pz = 0.03, B1 = B2 = 0.0031, Dy = 8 x 1075, h =4 x 1075, No = 3, s = 90.

8,
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4. Analyse de stabilité linéaire du modéle

4.4. Influence des différents parameétres sur la condition de
bifurcation

La condition (4.14) permet de déterminer des jeux de paramétres pour lesquels une réorga-
nisation cellulaire peut avoir lieu. Une condition nécessaire pour cela est que DLO (Ny —2) +
(% — 2) > 0. Dans ces conditions un état stationnaire non-homogéne peut apparaitre, pour
des valeurs de 7 supérieures a la valeur critique Ty,ing. Cet état correspond a des variations
locales de I’épaisseur de la matrice (phase de création de lacunes).

Il est important de voir quelle est I'influence des différents parameétres sur la condition de
bifurcation (4.9). Cela est un moyen qualitatif de vérifier notre résolution numeérique (§ 8.3.1), et
cela peut également mettre en évidence I'importance de certains rapports entre les parameétres.

4.4.1. Propriétés mécaniques du biogel

L’importance des propriétés mécaniques de la MEC sur la réorganisation de la MEC (créa-
tion de lacunes) apparait explicitement dans la relation (4.9). Nous allons alors mener une
étude détaillée de I'influence de ces différents paramétres grace aux différents diagrammes de
bifurcation.

4.4.1.1. Influence de la rigidité du biogel

Le module de Young E traduit la rigidité du biogel. Nous pouvons exprimer Tiy,inq en fonction
de ce paramétre :

_E*(1-v) 8
a+v)(1—2v) + 2\/1+y (61 + 1—22u)

Tturing = 3N (415)
D—O(N2 - 2) + (TQ — 2)
ot E* est un parameétre normalisé valant E* = %.
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4.4. Influence des différents paramétres sur la condition de bifurcation

Nous en déduisons le diagramme de bifurcation 7yyring — £ (Fig. 4.3) :

Instable

turing
—
on

1+ Stable

% 2 4 6 g8 9 x10°
Module d'elasticité E (Pa)

F1G. 4.3.: Diagramme de bifurcation Tyyring — E.
Ce diagramme de bifurcation a été tracé avec po = 1 mg/em3, L = 3em, v = 0.2 pour des valeurs
biologiquement réalistes du module de Young E (cf Tab. 5.2). Les paramétres normalisés utilisés valent :
B1=P2=0.003, Dg =4 x 1075, h =4 x 1074, N, = 2.5, s = 200.

D’apreés la relation (4.15), nous constatons que la fonction £ — Tyyuring (E) est strictement
croissante, comme l'illustre la figure (4.3) pour un jeu de paramétres donné. Nous en déduisons
que plus le milieu est rigide, plus la valeur du paramétre critique Tyyring est grande. Ainsi,
une plus grande traction cellulaire est requise pour déstabiliser 1’état d’équilibre homogéne. La
rigidité du milieu est donc un facteur stabilisant de cet état d’équilibre.

4.4.1.2. Influence des termes d’élasticité longue-portée

La relation (4.9) permet d’étudier l'influence des termes d’élasticité a longue-portée (31 et
Bo. D’aprés cette relation, il apparait clairement que les fonctions (., 32) — Tiuring (-, F2) et
(B1,.) — Truring (B1,.) sont strictement croissantes. Ces résultats sont illustrés par la figure
(4.4), pour un jeu donné de paramétres.
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4. Analyse de stabilité linéaire du modéle

F1G. 4.4.: Diagramme de bifurcation Tyyring — 31 — Po-
Les paramétres normalisés sont les mémes qu’d la figure (4.8), exceptés 1 et B, avec A = 1.23 et
1= 1.85.

D’aprés la monotonie de ces fonctions, nous déduisons que plus les paramétres d’élasticité
longue-portée 3 et B2 sont grands, plus le seuil critique pour le parametre de bifurcation, Ty ing,
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4.4. Influence des différents paramétres sur la condition de bifurcation

est grand. Ces paramétres d’élasticité longue-portée tendent donc & empécher la réorganisation
matricielle, dans le sens ou une plus forte traction cellulaire est nécessaire pour déstabiliser
I’état d’équilibre homogeéne.

Nous avons établi (§ 3.2.2.2) que la prise en compte du laplacien de € (x) permettait de
moyenner la valeur de ses composantes dans un voisinage de x. Ces termes bi-harmoniques sont
connus pour étre des facteurs stabilisants lorsqu’ils sont utilisés pour modéliser une diffusion
non-locale (Murray (2003a)). Le fait qu'ils tendent & prévenir de la réorganisation matricielle
n’est donc pas surprenant.

4.4.1.3. Influence du rappel élastique

Enfin, la relation (4.9) permet d’étudier I'influence de "amplitude de la force de rappel élas-
tique modélisant ’attachement du biogel sur la face inférieur de la boite de Petri. Nous consta-
tons immédiatement que s — Tyyring (S) est une fonction strictement croissante (cf Fig. 4.5).

Instable

0 2000 4000 6000 8000 10000
Rappel élastique s

F1G. 4.5.: Diagramme de bifurcation Tiyping — S-
Les paramétres normalisés utilisés sont les mémes que ceuz des figures (4.8) et (4.4), excepté s.

Nous déduisons de ce résultat que le facteur s est un facteur stabilisant 1’état d’équilibre
homogeéne. Cela semble assez intuitif : en effet, ce rappel élastique traduit I'influence de I’atta-
chement du gel a la face inférieure de la boite de Petri. Il apparait donc logique que, plus ce
rappel est grand, c’est-a-dire plus I'influence de I'attachement du biogel sur la face inférieure
de la boite de Petri est importante, plus il est difficile de déstabiliser le milieu.
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4. Analyse de stabilité linéaire du modéle

4.4.2. Caractéristiques cellulaires

La relation (4.9) permet également d’étudier 'influence des caractéristiques cellulaires sur la
valeur critique Tyyping du parameétre de bifurcation 7.

4.4.2.1. Influence de I'haptotaxie

D’apres la relation (4.9), la fonction h — Typing (R) est strictement décroissante, comme
I'illustre la figure 4.6.

4.86 T T T T T

4.84

4.82

438 Instable

turing

4.78F

476

4741 Stable

4.72F

| | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Coefficient d haptotaxie h x10°

47 : '

FI1G. 4.6.: Diagramme de bifurcation Tiyring — h.
Les paramétres normalisés utilisés sont les mémes que ceuz des figures (4.3) et (4.4), excepté h.

L’haptotaxie est donc un parameétre favorisant la réorganisation de la MEC. En effet, la
fonction h — Tyyring (h) est strictement décroissante.

Plus généralement, la formule (4.9) met en évidence le fait que le rapport DLO est un facteur
clé de la formation de lacunes. En effet, la migration cellulaire peut se faire dans deux directions
opposées : soit en remontant un gradient d’adhésion si I’haptotaxie est plus importante que la
diffusion, soit en le descendant si la diffusion prédomine (Fig. 4.7).
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Instable

turing

Stable

| 1 | 1 | | | | 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Rapport h!DO

FiG. 4.7.: Diagramme de bifurcation Tyyring — h/Dy.

Les paramétres normalisés utilisés sont les mémes que ceux des figures (4.3) et (4.4), exceptés h et Dy.

Partant d’une distribution bruitée mais quasiment homogéne, nous pouvons imaginer intuiti-
vement comment les instabilités apparaissent : si ’haptotaxie est assez grande par rapport a la
diffusion, cela favorise localement la concentration de CE, d’ot une augmentation locale de la
traction cellulaire pouvant induire un processus auto-catalytique assez important pour dépasser
la résistance viscoélastique de la MEC.

4.4.2.2. Influence de I'inhibition de contact

Enfin, en étudiant 'influence du parameétre d’inhibition de contact Ny grace a la relation
(4.9), nous constatons que la réorganisation de la MEC est controlée par 'inhibition de la
traction cellulaire : la fonction No — Tyyring (IV2) est strictement décroissante (Fig. 4.8).
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4. Analyse de stabilité linéaire du modéle

3.57 -

Instable

Stable

| |
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Paramétre N2

F1G. 4.8.: Diagramme de bifurcation Tyyring — No.
Les parameétres normalisés utilisés sont les mémes que ceuz des figures (4.8) et (4.4), excepté No.

L’augmentation de ’effet I'inhibition cellulaire (diminution de Nj) fait augmenter le para-
meétre critique Tiyring, rendant ainsi la réorganisation cellulaire et matricielle plus difficile, dans
le sens ol une traction cellulaire plus grande sera nécessaire pour déstabiliser 1’état d’équilibre
homogeéne.

4.5. Conclusion

Nous avons mené, dans ce chapitre, une étude théorique de notre modéle mathématique
grace & une analyse précise des diagrammes de bifurcation. Nous avons interprété I'irrégularité
du dépot des CE sur le biogel comme une perturbation de ’état d’équilibre homogéne, pour
analyser la stabilité de cet état. Une condition nécessaire et suffisante a alors été déterminée
(relation 4.14) pour prédire, a priori, si le systéme allait retourner vers cet état d’équilibre
(état d’équilibre stable) ou si une réorganisation spatiale des CE et de la MEC pouvait avoir
lieu (état d’équilibre instable). Cette condition d’instabilité permet de trouver, dans 'espace
des parameétres, des sous-ensembles de valeurs pour lesquelles une réorganisation cellulaire et
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4.5. Conclusion

matricielle peut avoir lieu. En confrontant ces sous-ensembles avec les échelles de valeurs des
parameétres mesurées expérimentalement, nous déduisons des jeux de paramétres dont nous nous
servirons, lors des simulations numériques, pour ’étude du processus d’angiogenése in vitro.

La détermination de cette condition permet également d’analyser I'influence des différents
facteurs mécaniques sur la stabilité de I’état d’équilibre, en tracant les diagrammes de bifurca-
tion correspondants (§ 4.4). Nous avons vu que 'influence de la rigidité du biogel sur la condition
de bifurcation était conforme & l'intuition : plus le substrat est rigide, plus I’état d’équilibre
homogéne est stable. De méme, les paramétres d’élasticité longue-portée 51 et (B2 sont des fac-
teurs stabilisant cet état d’équilibre, dans le sens o une plus grande force de traction cellulaire
est nécessaire pour réorganiser le milieu quand ceux-ci augmentent.

De méme, cette condition permet d’étudier I'influence des caractéristiques cellulaires sur le
processus de réorganisation. Nous avons montré que, théoriquement, ’haptotaxie apparaissait
comme un moyen d’augmenter la “réactivité” du systéme CE-MEC pour le processus de for-
mation des pseudo-capillaires : plus I’haptotaxie est grande, plus le seuil d’instabilité pour le
paramétre de bifurcation diminue. Plus généralement, la formule (4.9) met en évidence le fait
que le rapport DLO est un facteur clé de la formation de lacunes.

De plus, ’analyse mathématique développée dans ce chapitre permet de valider qualitative-
ment nos méthodes de résolution numérique, en prédisant le comportement du systéme selon les
valeurs des paramétres (§ 8.3.1). Elle est donc un outil théorique puissant relativement simple de
prédiction du comportement du systéme, et un moyen de vérifier la validité de nos algorithmes
numeériques.

Cependant, cette méthode comporte des limitations : elle n’est valable, théoriquement, qu’au
voisinage de ’état d’équilibre homogene, et ne donne aucun renseignement quantitatif sur les
solutions, a ’état stationnaire, dans le cas d’une réorganisation. Ces difficultés seront résolues
en partie par une analyse de stabilité non-linéaire, que nous développerons au chapitre (8).
Cette analyse de stabilité non-linéaire de 1’état d’équilibre homogéne permettra de considérer
I’apport des termes non-linéaires, et donc d’augmenter le diamétre du voisinage ou ’analyse
reste valable. De plus, en écrivant le terme de traction au voisinage de la valeur critique par un
développement asymptotique en puissances entiéres d’une perturbation, nous pourrons prédire
quantitativement les solutions du systéme d’EDP dans des cas simples.

Aprés avoir déterminé des jeux de paramétres, biologiquement réalistes, conduisant a une
réorganisation matricielle, nous allons maintenant présenter, dans le chapitre (5), les résultats
numériques de notre modélisation.
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5. Simulations du modeéle de réorganisation
matricielle et cellulaire

Formation de motifs et de pseudo-capillaires in vitro

5.1. Introduction

Lors du chapitre 2, nous avions vu que de nombreux facteurs expérimentaux pouvaient réguler
le processus d’angiogenése in vitro. Nous nous interrogeons alors, dans ce chapitre, sur la facon
dont l'organisation spatiale des CE est contrdlée dynamiquement au sein du gel de fibrine. Pour
cela, nous allons présenter les résultats des simulations numériques, obtenus par la méthode des
éléements finis (MEF), du comportement dynamique non-linéaire du modéle biomécanique (eq.
3.35).

Notre objectif est de démontrer que les réorganisations cellulaire et matricielle, sans remo-
delage de la MEC (hypothése 1, § 3.1), peuvent expliquer, avec des valeurs de paramétres
biologiquement réalistes, les résultats expérimentaux obtenus avec des gels de fibrine (chapitre
2). Ces résultats ont montré (Vailhé et al. (1997)) que les réseaux de pseudo-capillaires ne pou-
vaient apparaitre que pour certaines valeurs des paramétres du systéme, la réorganisation du
biogel apparaissant alors comme un échafaudage nécessaire a la formation des réseaux de CE.
Le modeéle sera ainsi validé qualitativement et quantitativement, en faisant varier la concentra-
tion des CE initialement déposées et la rigidité du gel, par une comparaison avec les résultats
expérimentaux (Vailhé et al. (1997); Deroanne et al. (2001)). Finalement, nous étudierons les
échelles spatiale et temporelle du processus morphogénétique, et l'influence des caractéristiques
géométriques, telles que I’épaisseur de la MEC, sur le processus de réorganisation.

5.2. Valeurs des paramétres expérimentaux

Nous avons résumé, dans le tableau (5.1), les valeurs des parameétres liés aux CE et a la MEC,
et dans le tableau (5.2) les valeurs des paramétres mécaniques utilisées lors des simulations
numeériques.

Une attention particuliére a été portée & ces valeurs. Elles sont issues de mesures expérimen-
tales sur la quantification des forces de traction (Ferrenq et al. (1997); Shreiber et al. (2003)),
de l'analyse rhéologique des gels de fibrine en fonction de la densité et de ’élasticité du gel
(Benkherourou et al. (2000)) ou de la littérature. Les sources bibliographiques auxquelles elles
font référence sont citées précisément en derniére colonne.
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5. Simulations du modéle de réorganisation matricielle et cellulaire

parameétre ‘ valeurs ‘ unités ‘ référence
Diffusion cellulaire Dy 1072..107 em? /s DiMilla et al. (1992)
Barocas et al. (1995)
Haptotaxie h 1078..107° em?/(s.9) Dickinson et Tranquillo (1993)

Perumpanani et Byrne (1999)

Concentration initiale de CE ng | 0.5 x 10°..5 x 10° | cell/em3 | Delvoye et al. (1991); Vailhé et al. (1997)
Murray et al. (1998)

Densité initiale de gel poy 0.5..8 mg/cm? | Delvoye et al. (1991); Vernon et al. (1992)
Vailhé et al. (1997)
Inhibition de contact N 2 x 10° — 2 x 105 | cell/em? Ferrenq et al. (1997)

Tranqui et Tracqui (2000)

TAB. 5.1.: Valeurs des paramétres cellulaires.

parameétres ‘ valeurs ‘ unités ‘ référence ‘
Module de Young FE 103..10% Pa Benkherourou et al. (2000)
Coeflicient de Poisson v 0.15..0.25 - Scherer et al. (1991)
Shreiber et al. (2003)
Viscosité de cisaillement p; 10°..108 Pa.s Barocas et Tranquillo (1997)
Viscosité de dilatation volumique po | 10°..103 Pa.s Murray et al. (1998)
Holmes et Sleeman (2000)
Force de traction cellulaire 7 1072..107° | Pa.cm?/(g.cell?) Tranquillo et al. (1992)
(7 = 0.001 dyne.cm*/ (mg.cell))
Ferrenq et al. (1997)
Shreiber et al. (2003)
(7 = 0.015 dyne.cm/cell)

TAB. 5.2.: Valeurs des paramétres mécaniques.

5.3. Parameétres de la résolution numérique par la méthode des
éléments finis

Nous avons résolu le systéme d’EDP (eq. 3.35) par la méthode des éléments finis (MEF), avec
le logiciel Femlab© (Comsol, France) sur un ordinateur personnel (PC) Pentium IV et sur la
grappe de calcul intensif Biolmage (projet CIMENT : 20 PC biprocesseurs avec 3Go de RAM
chacun). Nous avons utilisé pour le domaine carré 2D un maillage constitué de 1000 noeuds et
de 2500 éléments triangulaires. L’intégration numérique de la formulation dépendante du temps
a été résolue par les algorithmes de résolution & plusieurs pas odel5s de Matlab®© et fldaspk
de Femlab®. La conservation totale des CE et de la MEC, due aux conditions aux limites et
aux équations de conservation (eq. 3.25 et eq. 3.26 sous I’hypothése 1, paragraphe 3.1), a été
contrdlée pour s’assurer de la stabilité et de la précision de nos méthodes numériques.
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Des détails plus précis sur la MEF ainsi qu’une validation qualitative et quantitative de nos
algorithmes de résolution numeérique sont présentés en partie Méthodologie, chapitre (8).

5.4. Régulation de I'angiogenése in vitro

5.4.1. Aspects qualitatif de formation des lacunes

Les simulations du comportement dynamique du modéle ont été effectuées pour différents
jeux de parameétres pris dans le domaine d’instabilité défini par la relation (4.14).

5.4.1.1. Auto-organisation du milieu tissulaire et cellulaire

FiG. 5.1.: Etats stationnaires a partir de différentes distributions spatiales initiales.
Motifs spatiauz obtenus & l’état stationnaire (B, D), & partir d’'une méme quantité de CE, répartie
spatialement en “pic” (A) ou en “bande” (C). Les paramétres normalisés utilisés valent : T = 3.41,
A=0.15, = 0.23, g1 = p2 = 0.003, By = B2 = 0.01, Dg = 81076, h =4107°, Ny = 2.72, s = 8800.
L’échelle de gris correspond a la densité normalisée de MEC.

Les simulations préliminaires (Fig. 5.1) montrent la robustesse de la réorganisation de la
MEC vis-a-vis de la forme spatiale de la condition initiale des CE. En effet, I’analyse de stabilité
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5. Simulations du modéle de réorganisation matricielle et cellulaire

linaire ne pouvait pas prédire quel(s) mode(s) allai(en)t prédominer dans la gamme des modes
propres instables. Nous avons simulé numériquement le modéle (eq. 3.35) pour différentes formes
spatiales des conditions initiales des variables du modéle (en conservant cependant la méme
quantité globale de matiére de chaque variable), les autres paramétres étant identiques. La
figure (5.1) montre des états stationnaires similaires obtenus a partir d’une distribution initiale
des CE en “pic” ou en “bande”; la densité initiale de MEC étant spatialement homogéne.

La réorganisation de la MEC n’est donc pas une amplification d’un “bruit initial”, mais est
la résultante des propriétés d’auto-organisation du milieu composé des CE et de la MEC.

5.4.1.2. Influence des lignes de tension créées par les CE sur leur comportement
migratoire

En analyse préliminaire aux résultats du modeéle, nous cherchons & quantifier, indépendam-
ment de la modélisation globale, I'influence des déformations subies par le milieu dans la mo-
deélisation de la diffusion cellulaire (§ 3.2.3).

Pour montrer les différences de comportement migratoire en fonction du type de diffusion
considéré (isotrope ou dépendante des déformations mécaniques locales), nous avons simulé la
migration cellulaire sur un milieu élastique, précontraint par une extension uniaxiale, dans ces
deux cas.

La figure (5.2) montre qu’il existe un biais directionnel significatif dans la migration cellulaire
lorsque la diffusion cellulaire est dépendante des effets mécaniques : les cellules diffusent plus
vite dans la direction des dilatations les plus grandes (Fig. 5.3, b), avec un rapport moyen entre

les coefficients de diffusion dans les directions horizontale et verticale (g;;g:g) de l'ordre de 1.4.
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5.4. Régulation de I'angiogenése in vitro

(a) diffusion constante et homogéne (b) diffusion dépendant des déformations

FiG. 5.2.: Influence des déformations sur la migration cellulaire
La diffusion des cellules sur le milieu élastique précontraint obéit soit & la loi de Fick, avec un coefficient
de diffusion homogéne et constant (a), soit est contrélée par le tenseur de diffusion dépendant des
déformations locales D (€) (b) défini précédemment dans le texte (formulation 3.88). Le champ des
contraintes mécaniques subies par le milieu est généré par un étirement uniaxial. Il est cartographié sur
la figure (5.3). L’échelle de couleurs correspond a la concentration normalisée de cellules.
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L’influence de la mécanique sur la migration cellulaire est clairement visible, dans ce contexte,

en comparant les figures (5.2, a) et (5.2, b).

0.38
" ‘0_34
i

03

026

022

(a) déformations effectives (b) dilatation 6

F1G. 5.3.: Champs de déformations dans un gel précontraint.

L’étirement uniazial du miliew élastique génére un champ de déformations (a) et une dilatation hété-
rogéne du miliew (b). Dans ces deux figures, les iso-contours de la concentration cellulaire de diffusion
anisotrope ont été superposés a la carte des déformations effectives (a) ou a la valeur de la dilatation
0(b). Les déformations effectives sont calculées par la formule (7.13)
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5.4. Régulation de I'angiogenése in vitro

Le comportement simulé de cette population cellulaire peut étre comparé aux résultats ex-
périmentaux obtenus par Korff et Augustin (1999) lors d’analyse de la migration cellulaire sur
des gels précontraints. Pour cela, nous avons calculé 'indice directionnel des cellules, défini
comme le rapport grand axe/petit axe de ellipsoide défini par 'iso-niveau de concentration
cellulaire 0.174 cell/cm? (cf Fig. 5.2). Cette figure montre un trés bon accord avec I'indice
mesuré expérimentalement.

1.2 . . . .

indice directionnel

0.9r .

0.8 10 20 30 40 50

déformation uniaxiale imposée (I-IO)/I0 (%)

FiG. 5.4.: Comparaison de l’indice directionnel.
Comparaison entre l'indice expérimental (courbe en pointillés, d’aprés Korff et Augustin (1999)) et théo-
rique (trait plein, obtenu par la mesure des iso-contours de la figure 5.2) dans le cas d’une diffusion
cellulaire dépendant des déformations locales d’un milieu élastique précontraint. ly et | sont, respective-
ment, les longueurs initiale et déformée de l’échantillon de tissu.

Cependant, nous pouvons nous demander si cette dépendance de la diffusion vis-a-vis des
déformations locales reste significative lorsqu’elle est replacée dans le contexte global de migra-
tion cellulaire définie par notre modele (§ 3.2.3). Nous avons alors simulé le modeéle complet (eq.
3.35) avec une diffusion homogene et constante (Fig. 5.5, a) ou dépendante des effets mécaniques
(Fig. 5.5, b).

D’apres la figure (5.5), il apparait clairement que, sous des conditions conduisant & la réorga-
nisation de la MEC, I'influence du champ de déformation dans la modélisation de la diffusion
cellulaire ne modifie pas qualitativement le processus de réorganisation cellulaire. Cela peut
s’expliquer en mesurant le rapport moyen entre les coefficients de diffusion, défini précédem-
ment, qui est ici de 'ordre de 1.01. Le champ des déformations locales de la MEC apparait
donc trop faible pour influencer quantitativement la diffusion cellulaire. Toutefois, la géométrie
des lacunes semblent étre plus précise dans le cas ou la diffusion dépend des déformations, avec
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5. Simulations du modéle de réorganisation matricielle et cellulaire

des valeurs de concentrations cellulaires plus importantes le long des cordons formés par les
CE. Des conclusions similaires ont été obtenues avec des modeéles d’angiogenése in vitro ou la
diffusion cellulaire n’était pas compensée par une migration haptotactique (Manoussaki et al.
(1996); Murray et al. (1998)).

1.5
1.5
' |
1
1
0.5
0.5
(a) Diffusion homogeéne-constante (b) Diffusion biaisée

FiG. 5.5.: Comparaison de l'influence de la diffusion sur les motifs spatiauz o I’état stationnaire,

avec une diffusion constante et homogéne (a), ou dépendante des déformations (b).
Les parameétres normalisés utilisés dans ces simulations sont ceux de la figure (5.1). L’échelle de couleur
correspond a la concentration normalisée de CE.

Pour ces raisons, faire dépendre la diffusion cellulaire des déformations mécaniques locales
du milieu ne nous apparait pas étre un facteur clef pour le processus d’angiogenése in vitro.

5.4.2. Comparaison avec les expériences in vitro
5.4.2.1. Dynamique de formation des lacunes

Selon la lignée cellulaire et la concentration de fibrine utilisées, de grands écarts dans les
échelles temporelles ont été rapportés dans la littérature pour la formation in vitro de réseaux
de pseudo-capillaires (Vernon et al. (1992); Vailhé et al. (1998, 2001)). Pour des cellules endo-
théliales de la veine du cordon ombilical humain (HUVEC), mises en culture sur des gels de
fibrine, les lacunes apparaissent en moins de 2 heures, et la formation du réseau vasculaire est
terminée en 24 heures avec des tailles de lacune variant de 0.2 mm a 1.5 mm. Pour des cellules
endothéliales de rétine de beeuf (BREC), 46 heures sont nécessaires pour observer la formation
d’un réseau de pseudo-capillaires.
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5.4. Régulation de I'angiogenése in vitro

N P

Grace & notre analyse théorique, nous avons réussi a isoler des jeux de paramétres, biolo-
giquement réalistes, qui conduisent & des simulations numériques dont les échelles temporelles
et spatiales sont en accord avec celles trouvées expérimentalement. Les lacunes simulées ap-
paraissent en moins de 12 heures avec une morphologie et une organisation semblable & celles
observées expérimentalement (Fig. 5.6).
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Fi1G. 5.6.: Dynamique de formation des lacunes.

Comparaison entre les morphologies de la MEC simulées numériqguement (A, B, C) et celles observées
expérimentalement (G, H, 1), respectivement aux temps 11 heures, 26 heures et 35 heures. A chacun de
ces temps, la carte des contraintes de von Mises oy, (formule 7.12) dans la MEC est représentée (D,
E, F). Les fleches superposées indiquent la direction et 'amplitude du vecteur déplacement local. Les
parameétres (normalisés) utilisés pour cette simulation sont : 7 = 1.35, A = 0.15, = 0.49, p1 = po =
0.03, 81 = B2 = 0.003, Dy = 4 x 1075, h = 4 x 107*, Ny = 2.5, s = 200. Les échelles des figures (A,
B, C) correspondent o la densité normalisée de MEC, et celles des figures (D, E, F) auzx contraintes de
von Mises.

Nous constatons que, dans un premier temps, les cellules se regroupent (Fig. 5.6, A). Ensuite,
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5. Simulations du modéle de réorganisation matricielle et cellulaire

des lacunes apparaissent (zones bleues de la figure 5.6, B) pour finalement avoir un contour plus
précisément défini (figure 5.6, C). Les fléches montrent que la MEC s’accumule sur le bord des
lacunes, aux endroits ou les contraintes dans la MEC sont les plus importantes (figure 5.6, F).

Grace a la relation entre ’épaisseur du gel et la densité matricielle (eq. 3.29), nous pouvons
déduire des simulations précédentes I’évolution dynamique de la formation de lacunes (Fig. 5.7).
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FiG. 5.7.: Dynamique de ’épaisseur de la MEC.
Au cours du temps, les lacunes deviennent de plus en plus profondes. Les variations de ['épaisseur de
la MEC ont été calculées par la formule (8.29), le long d’une coupe y = 0.7 des simulations présentées
figure (5.6, A, B, C), aux temps 11 heures, 26 heures et 35 heures.

Nous constatons, aprés une courte période de transition, ’apparition de lacunes et leur aug-
mentation en nombre dans la MEC.

Aprés ces premiéres étapes de validation qualitative de la formulation de notre modéle, ou
nous avons montré que le comportement des simulations était en accord avec celui observé
expérimentalement, nous allons maintenant comparer quantitativement les propriétés du modeéle
avec un plus large panel de résultats expérimentaux. Pour cela, nous allons considérer plusieurs
parameétres de bifurcation pouvant étre la cause de l'instabilité mécanique conduisant & la
formation du réseaux de pseudo-capillaires.

5.4.2.2. Seuil critique de la concentration des CE

Grace a ’analyse de stabilité linéaire (chapitre 4), nous pouvons prédire, pour des caractéris-
tiques rhéologiques du biogel données, la concentration de CE nécessaire pour pouvoir observer
la formation de lacunes. La valeur critique 7yyying, pour le parametre de bifurcation 7, s’écrit

en fonction de ng :
A+ 20+ 2v/5 (2up + ABa)
3N; h [ Na
(32 —2) + 4 (2 -2)

oit N est la valeur “redimensionnalisée” du paramétre d’inhibition de contact (eq. 3.34).

Tturing —
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5.4. Régulation de I'angiogenése in vitro

Nous comprenons bien intuitivement comment la quantité globale de CE peut réguler le
processus : pour de faibles valeurs de concentration de CE, la traction cellulaire est trop faible
pour initier le processus de réorganisation, tandis que le phénoméne d’inhibition de contact
(§3.2.2.1) empéche 'amplification des contraintes mécaniques locales due aux forces de traction
cellulaire pour des concentrations de cellules élevées.

Pour quantifier ’extension du réseau cellulaire et la réorganisation associée de la MEC, nous
définissons un indice de formation des lacunes, indj,.,par :

indyge = /Q(S(p(x,y) > 1)ds (5.1)

ou §(.) = 1 si la condition sur la densité locale de MEC est satisfaite, zéro sinon. Physiquement,
cet indice mesure 'aire des régions ou la MEC s’est accumulée depuis le début de la simula-
tion. Il fournit donc une estimation quantitative de la taille du réseau de pseudo-capillaires,
conformément & l'indice expérimental utilisé par Vailhé et al. (1997).

Nous avons alors mesuré cet indice lors de simulation avec différentes valeurs de quantité
globale de CE. La figure (5.8) montre que les résultats de notre modélisation sont en bon
accord, a la fois avec les prédictions théoriques, et avec les résultats expérimentaux : les forces
mécaniques déclenchant le processus de réorganisation ne peuvent pas se développer si le nombre
des CE déposées est trop faible ou trop élevé (¢f Table 5.3).
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5. Simulations du modéle de réorganisation matricielle et cellulaire
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FiG. 5.8.: Influence de la concentration initiale de CE.
Le domaine grisé représente la fenétre d’instabilité prévue par 'analyse linéaire (condition 4.14), la
courbe en pointillé (---) est Vindice expérimental mesuré par Vailhé et al. (1997), la courbe en trait
discontinu (——) est indice de formation des lacunes, calculé o partir des simulations numériques selon
la formule (5.1). Les paramétres mormalisés utilisés sont T = 1.53 x 107 n2 X\ = 1.54, u = 2.31,
p1 = po = 0.308, 1 = B2 = 0.0001, No = 6.58 x 10°/ng, Do =4 x 1077, h =4 x 1075, s = 800.

Un trés bon accord est obtenu entre les résultats de I’analyse de bifurcation, les simulations
numériques et les mesures expérimentales.

De plus, il est intéressant de constater que les variations de concentration initiale de CE
peuvent donner lieu & de nombreux motifs spatiaux de réseaux cellulaires : sur la figure (5.9, a),
les CE ne se réorganisent pas en pseudo-capillaires. Les cordons de CE sont isolés sur la figure
(5.9, b), tandis que la figure (5.9, ¢) pourrait s’interpréter comme la formation d’anastomoses
fréquemment observées lors de ’angiogenése. Dans les quatre figures (Fig. 5.9) proposées, seule
la figure (5.9, d) présente un réseau cellulaire supérieur au seuil de percolation (Gamba et al.
(2003)). Cette organisation spatiale correspondrait a un réseau fonctionnel de pseudo-capillaires,
ou les échanges de fluides (sanguin par exemple) serait possible d’une frontiére du domaine a
son opposée.
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5.4. Régulation de I'angiogenése in vitro
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Fi1G. 5.9.: Différents motifs spatiauz o [’état stationnaire en fonction de la concentration initiale
de CE.

Ces réseaux de CE ont été obtenus a partir de différentes quantité initiales de cellules, précisée sous les

figures. L’échelle de couleur représente la concentration normalisée de CE. Les paramétres utilisés pour

ces simulations sont ceux de la figure (5.1), exceptés ceux qui dépendent de ng. Nous pouvons constater

que le motif de la figure (D) correspond aw mode (9,5)

Plus généralement, ces simulations nous donnent des pistes théoriques pour comprendre com-
ment, par la suite, la prolifération cellulaire peut controler la fonctionnalité du réseau cellulaire
en augmentant la quantité globale de CE.
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5. Simulations du modéle de réorganisation matricielle et cellulaire

5.4.2.3. Seuil critique de la densité de fibrine

Nous utilisons une approche de méme type que celle développée précédemment pour analyser
I'influence de la quantité globale de MEC initialement présente sur le processus de réorganisa-
tion. En effet, Vailhé et al. (1997, 1998) ont montré que la densité de fibrine était un paramétre
critique des expériences d’angiogeneése in vitro (cf § 2.3.4.2) car cela influait sur la rigidité
du biogel. Des résultats similaires ont été obtenus par Deroanne et al. (2001) en modifiant la
rigidité d’autres types de MEC, tels le Matrigel”™ ou le collagéne de type I. Nous avons alors
pris en compte les résultats de ces expériences et les travaux de modélisation de la rhéologie des
gels de fibrine par Benkherourou et al. (2000) pour obtenir une estimation du module de Young
FE des biogels en fonction de la densité de fibrine. Nous faisons varier la densité de fibrine dans
l'intervalle des mesures expérimentales effectuées par Vailhé et al. (1997).

Comme dans la partie (5.4.2.2), nous mesurons l'indice de formation du réseau (formule 5.1)
associé a la réorganisation de la MEC. La comparaison entre la théorie, les valeurs calculées

numeériquement et celles expérimentales rapportées dans Vailhé et al. (1997) est présentée figure
(5.10).

100

=T, . T<T, .
20 turing turing

80

60

»,
*u,
.
*
L

50 *, N

ind,__ (%)

40 . ~,
30 .. Ky

20 DU

85 1 15 2
densité intiale de fibrine Py (mg/ml)

Fi1G. 5.10.: Influence de la densité initiale de MEC, et donc de la rigidité de la MEC, sur la
formation du réseau.

Le domaine grisé représente la fenétre d’instabilité prévue par 'analyse linéaire (condition 4.14), la

courbe en pointillé (---) est Vindice expérimental mesuré par Vailhé et al. (1997), la courbe en trait

discontinu (——) est lindice calculé a partir des simulations numériques selon la formule (5.1). Les

parameétres normalisés utilisés sont : 7 = 1.3, A\ = 11574002, u = 23148093, 1 = p2 = 154 po,

h = 0.04 pg, 1 = B2 = 0.003, Dy = 8 x 1076, Ny = 2.5, s = 8800.
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5.4. Régulation de I'angiogenése in vitro

Comme lors de la figure (5.8), un bon accord est obtenu entre les simulations numériques et
les résultats expérimentaux.

La prédiction des domaines de densité de fibrine pour lesquels la formation de pseudo-
capillaires a lieu est précise et correspond aux valeurs expérimentales. Nous résumons ces com-
paraisons entre les résultats théoriques/numeériques et expérimentaux dans le tableau (5.3).

‘ Parameétre critique ‘ Unités ‘ Valeur théorique ‘ Valeur exp. ‘ Fig. ‘
no(apparition de lacune) | cells/em3 0.95 x 10° 0.5 x 10° < .. < 10° (5.8)
no (absence de lacune) | cells/em3 2.5 x 10° 2x10°<..<3x10° | (5.8)
po (absence de lacune) | mg/cm? 1.35 1<.<15 (5.10)

TAB. 5.3.: Comparaisons quantitatives, entre l’'expérience et le modéle, des valeurs des para-
metres critiques.

Cette table montre que 'instabilité de Turing, observée dans les expériences, peut étre prédite
par le modeéle avec des paramétres biologiquement réalistes.

5.4.2.4. Influence de la variation d’'épaisseur du gel

Dans les parties précédentes, nous avons étudié I'influence des parameétres intrinséques du mo-
déle, qu’ils définissent les interactions mécaniques entre les CE et la MEC ou qu’ils caractérisent
le comportement migratoire cellulaire. Nous analysons, & présent, l'influence de parameétres ex-
ternes comme ceux définis par les conditions aux limites sur le biogel. Il est bien connu que les
conditions aux limites peuvent changer radicalement le comportement mécanique des cellules,
comme ’a montré, par exemple, Shreiber et al. (2001) lors de la contraction d’un gel de col-
lagéne par des cellules : un étalement cellulaire significatif est observé, ainsi que des forces de
traction cellulaires, lorsque le bord de la MEC est fixé, ce qui n’est pas le cas lorsque le bord
est libre de bouger.

Nous allons donc étudier si leffet d’attachement du gel & la boite de Petri, sur sa face
inférieure, peut influer sur la dynamique et sur la morphologie de la réorganisation de la MEC.
Cela pourrait étre un moyen de contrdler, pour des valeurs intrinseques données du module
d’élasticité, la réponse mécanique de la MEC aux contraintes mécaniques cellulaires.

Dans la formulation de notre modéle, une force volumique de rappel élastique, dont I’ampli-
tude est décroissante selon 1’épaisseur du gel, est utilisée pour décrire la contrainte supplémen-
taire de cisaillement induite par cette condition aux limites (§ 3.2.5). Nous allons valider cette
formulation en faisant référence aux travaux expérimentaux de Vernon et al. (1992), décrits
au chapitre (2), qui ont montré 'influence d’un gradient d’épaisseur de la MEC sur la forma-
tion du réseau cellulaire. Comme lors de ces travaux, nous considérons deux types de gradients
d’épaisseur de la MEC : le premier avec une pente de 8% sur un domaine rectangulaire de taille
3.75 mm x 1.5 mm, le deuxiéme avec une pente de 2% sur un domaine rectangulaire de taille
15 mm x 1.5 mm.

L’organisation spatiale simulée des réseaux cellulaires correspondant & ces deux gradients
d’épaisseur est montrée figure (5.11, a, b). Nous avons également rappelé les résultats expéri-
mentaux obtenus par Vernon et al. (1992) avec les cellules d’aorte de beeuf, cultivées sur un gel
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5. Simulations du modéle de réorganisation matricielle et cellulaire

d’un gradient d’épaisseur de 2.8% (Fig. 5.11, c).

8%

2%

FiG. 5.11.: Influence d’un gradient d’épaisseur de la MEC sur le réseau de CE.
Comparaison de Uinfluence d’un gradient de 8% (a) et celle d’un un gradient plus faible (2%, Fig. b)
avec les résultats expérimentaur obtenus par Vernon et al. (1992) avec un gradient d’épaisseur (2.8%,
Fig. ¢). Les zones claires correspondent aux grandes densités de la MEC, tandis que les zones sombres
représentent les densités les plus faibles. Les parameétres normalisés utilisés pour les simulations sont :
T=282, A=0.15, 4 =0.23, ptg = 2 = 0.3, 1 = B2 = 0.01, Dy =8 x 1076, h =4 x 1074, Ny = 3,
s = 8800.

Ces réorganisations cellulaires simulées reproduisent assez fidélement les observations expé-
rimentales de Vernon et al. (1992), rappelée figure (5.11, c) :

— les lacunes sont plus nombreuses et plus grandes en surface, 1a ou la MEC est la plus
épaisse.

— la transition entre une distribution quasi-homogéne de cellulaire & la surface du biogel
(Fig. 5.11, a, b, a gauche) et les réseaux de cellules (Fig. 5.11, a, b, a droite) se fait plus
brutalement lorsque le gradient d’épaisseur est le plus important.

Ces résultats s’expliquent par la diminution, & la surface du gel, de 'influence de la condition
d’attachement & la face inférieure de la boite de Petri lorsque 1’épaisseur du biogel augmente.
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5.5. Conclusion

5.5. Conclusion

Nous avons présenté, dans ce chapitre, les résultats des simulations numériques, obtenues
par la MEF, de notre modélisation biomécanique de 'angiogenése in vitro. L’objectif est de
comprendre comment les forces de traction cellulaire peuvent engendrer une instabilité méca-
nique pour initier le processus d’angiogenése in vitro. Cette analyse a été menée en lien étroit
avec les résultats expérimentaux obtenus avec des gels de fibrine et différentes lignées cellulaires
(HUVEC, EAhy926) (Vailhé et al. (1997, 1998)).

Les diagrammes de bifurcations, construits au chapitre (4), nous ont permis de prédire les
seuils (et donc les domaines de valeurs) des parameétres expérimentaux pour lesquels des lacunes
et des réseaux de pseudo-capillaires peuvent apparaitre. Considérant les domaines d’instabilité
ainsi définies, nous avons simulé, pour des valeurs de paramétres biologiquement réalistes (Ta-
bleaux 5.1 et 5.2), 'apparition de lacunes une dizaine heures aprés avoir ensemenceées les cellules,
et une réorganisation des cellules en réseaux organisés (Fig. 5.6).

Une conséquence immédiate de la traction des CE sur le biogel est la création, au sein de la
MEC, de lignes de tension. Nous pourrions penser que ces voies, correspondantes & une réorga-
nisation de la structure de la MEC, pourraient permettre la propagation de stimuli migratoire
pour les autres CE. Les simulations d’une telle diffusion, influencée par les déformations mé-
caniques locales, ont montré que ’amplitude des contraintes exercées était trop faible pour
influencer qualitativement la formation des lacunes et du réseau de pseudo-capillaires. Des
conclusions semblables ont été trouvées par Manoussaki et al. (1996); Murray et al. (1998) et
Murray (2003c) en absence d’une migration cellulaire haptotactique.

Nous avons montré que I’haptotaxie pouvait conduire a la création de réseaux capillaires pour
des valeurs de rigidité du gel plus importantes que celles considérée par Manoussaki et al. (1996)
et Murray (2003c). Ainsi, cette composante de la migration cellulaire active apparait comme
un moyen d’augmenter la “réactivité” du systéme CE-MEC pour le processus de formation des
pseudo-capillaires. Réciproquement, une diminution de I’haptotaxie, en diminuant par exemple
I’affinité des récepteurs cellulaires avec les protéines de la MEC, nécessiterait une augmenta-
tion de la contractilité cellulaire, et donc un cytosquelette plus efficace mécaniquement, pour
compenser cette migration réduite et continuer & observer le processus de réorganisation.

Notre modéle montre comment la réorganisation de la MEC est controlée a la fois par la
concentration de CE déposées (Fig. 5.8) et par la rigidité de la fibrine (Fig. 5.10). En effet, une
concentration cellulaire initiale trop faible ou trop forte peut empécher la formation de réseaux
cellulaires et nous retrouvons les résultats expérimentaux (Vailhé et al. (1997); Deroanne et al.
(2001)) : moins la matrice est rigide, plus le réseau de pseudo-capillaires est développé.

Les simulations du modéle permettent également de reproduire les résultats des expériences
de Vernon et al. (1992), effectuées sur des biogels d’épaisseur croissante. En effet, nous avons
simulé une formation de réseau cellulaire plus importante aux endroits o le biogel était le
plus épais (Fig. 5.11). Notre analyse de l'influence de ’épaisseur sur les réseaux cellulaires a
des similitudes avec celle de Painter (2000), qui a étudié 'influence d’un paramétre biologique,
dépendant de ’épaisseur, sur la formation de motifs. Toutefois, dans notre cas, 'influence de
I’épaisseur du milieu se traduit par une condition aux limites, les autres paramétres restant
inchangés.

L’approche expérimentale et théorique présentée ici détaille donc le role des différents pa-
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5. Simulations du modéle de réorganisation matricielle et cellulaire

rametres, dans le cadre des interactions mécaniques CE-MEC et explique, avec succes, les
premiéres étapes de la formations des lacunes dans le biogel. Cependant, il reste certaines limi-
tations a ce modele : la relation contraintes-déformations (§3.2), bien que relativement compleéte
(prise en compte de la viscosité, parameétres d’élasticité longue-portée), n’est en théorie valable
que dans les domaines des petites déformations (§ 7.3). De plus, la réduction de notre analyse
a un domaine 2D ne prend pas en compte les contraintes verticales telles les forces verticales de
cisaillement.

Cependant, nous pensons que ’approche mécanique continue développée précédemment est
appropriée pour l'incorporation de nouveaux facteurs expérimentaux. Elle a permis une analyse
affinée des différents signaux de transduction lors de la protéolyse matricielle, influencée par le
contexte biomécanique, que nous présenterons au chapitre suivant.

Ces travaux ont fait 'objet d’une publication dans “Journal of Theoretical Biology” (Namy
et al. (2004)).
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6. Modélisation du remodelage matriciel.
Etude de la régulation mécanique de la
protéolyse

6.1. Introduction

Dans I’étude menée précédemment, nous avions négligé le phénoméne de dégradation du bio-
gel afin de nous focaliser sur ’équilibre mécanique entre les forces actives de traction cellulaire et
la résistance passive viscoélastique de la MEC. Nous avions vu que cette simplification pouvait
se justifier lors de la phase d’initiation, in vitro, de 'angiogenése. Au cours des étapes suivantes
(multiplication des lacunes et formation de pseudo-capillaires), les CE remodélent leur envi-
ronnement, la MEC, qui est capable de s’adapter mécaniquement et structurellement selon la
demande fonctionnelle. Ce remodelage matriciel, défini comme un changement significatif dans
I'organisation de la MEC, est lié & une synthése et/ou a une dégradation de la matrice. Sachant
que, dans le contexte expérimental défini au chapitre (2), les quantités de gel biosynthétisées
sont relativement faibles par rapport a celle initialement présentes (Vernon et al. (1995)), nous
allons porter notre attention sur la protéolyse matricielle, ¢. e. la dégradation des protéines de la
MEC, au cours du processus d’angiogenése in vitro. L'importance de la dégradation dans le re-
modelage de la structure matricielle conduit & s’intéresser aux enzymes protéolytiques, dont les
meétalloprotéinases matricielles (MMP) et les protéases a sérine constituent les classes majeures
(Vailhé (1997)). Elles sont sécrétées sous forme latente ou active, et ont un roéle prépondérant
lors de la phase de formation des pseudo-capillaires au cours de I’expérience d’angiogenése in
vitro (Aimes et al. (2003)).

Dans cette seconde partie de la thése, nous allons présenter une approche biomécanique et
biochimique originale de ’angiogenése in vitro. Cette théorie a été élaborée grace aux nombreux
travaux expérimentaux corrélant le niveau des contraintes mécaniques d’'un milieu contenant
des cellules et I’augmentation de la protéolyse de la MEC. Nous avons couplé le modéle bioméca-
nique, développé précédemment, avec des mécanismes de type Michaelis-Menten pour modéliser
la protéolyse de la matrice lors des expériences d’angiogenése in vitro. Au niveau macroscopique,
nous avons utilisé les résultats des travaux expérimentaux et théoriques de Benkherourou et al.
(2000) pour modéliser la perte de rigidité du gel due a la dégradation. L’influence des effet mé-
caniques sur le processus de dégradation a été prise en compte en supposant que les champs des
déformations, au sein de la MEC, favorisaient ’accés aux sites de dégradation pour les enzymes
afin de remodeler le milieu. La protéolyse matricielle est alors vue comme le déclencheur de
Iinstabilité dynamique provoquant la formation des lacunes et des pseudo-capillaires.

Nous avons également envisagé une autre voie de régulation mécanique de la protéolyse
matricielle : elle suppose que les effets mécaniques pourraient favoriser la sécrétion, par les CE,
d’enzymes protéolytiques. Cette seconde voie de régulation de la protéolyse nous permettra
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d’appréhender a quels niveaux les effets mécaniques interviennent durant la dégradation du gel.
Cette analyse a été menée en lien étroit avec les résultats expérimentaux de Vailhé et al. (1998).

L’originalité de notre approche est d’incorporer l'influence des effets mécaniques sur la dé-
gradation, et donc sur le remodelage de la MEC, qui, en se réorganisant spatialement et struc-
turellement, modifie & son tour les distributions des champs de contraintes et de déformations
dans le milieu. La régulation réciproque des effets mécaniques et des effets biochimiques donne
lieu & un déséquilibre dynamique potentiellement important dans le phénoméne de formation
des pseudo-capillaires.

6.2. La dégradation de la matrice extracellulaire

6.2.1. Contexte biologique

Les enzymes impliquées dans le remodelage vasculaire, lors de ’angiogenése in witro, appar-
tiennent principalement & deux familles de protéases (Pepper (2001); Aimes et al. (2003)) :

— les protéases a sérine,

— les métalloprotéinases matricielles.

In wvivo, nous avons vu que le phénoméne de bourgeonnement est dii & un signal angiogéne,
provoquant la migration des cellules dans la matrice environnante. Cette migration cellulaire
nécessite une régulation fine de la protéolyse pour permettre & la fois ’adhésion des cellules au
substrat et leur détachement (Friedl et Brocker (2000)). Une dégradation excessive empécherait
alors toute adhésion, et donc toute migration. L’activité enzymatique résulte d’une cascade
d’équilibres entre les protéases elles-mémes (par exemple, le systéme activateur du plasmino-
géne/plasmine (PA /plasmine), I'une des principales protéases a sérine, peut activer les MMP
latentes), leurs activateurs et leurs inhibiteurs, ainsi que les activateurs/inhibiteurs de ces acti-
vateurs/inhibiteurs. Cette activité hautement régulée de la dégradation a été mise en évidence
par de nombreux travaux (par ex. Taraboletti et al. (2002)).

Au cours du processus d’angiogenése, Pepper (2001) a montré que la dégradation jouait un
role majeur pour la formation des nouveaux vaisseaux sanguins. Expérimentalement, nous avons
vu que la dégradation du biogel pouvait étre controlée par I'utilisation d’aprotinine (§ 2.3.2.1).
Cette dégradation doit étre telle qu’elle permette la multiplication des lacunes et la formation
des pseudo-capillaires, sans qu'’il y ait une dégradation excessive (Vailhé et al. (1998)). Lors
des premiéres phases de ’angiogenése in vitro, les enzymes agissent comme un catalyseur du
processus permettant la multiplication des lacunes et la formation des structures de pseudo-
capillaires. En fin de processus, si 'activité protéolytique n’est pas controlée, la dégradation du
gel va conduire au détachement des cellules. Expérimentalement, la dégradation apparait donc
comme un facteur clé du remodelage de la MEC par les CE.

6.2.2. Modélisation de la dégradation
6.2.2.1. Processus de Michaelis-Menten

Au cours d’expériences in vitro sur des gels de collagéne, Tzafriri et al. (2002) ont montré que
leur dégradation, par des collagénases ou des enzymes non-spécifiques, suivait des cinétiques
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classiques de type Michaelis-Menten. Une protéase (F), sécrétée par la cellule, catalyse la pro-
téolyse d’une protéine (S) de la matrice extracellulaire, en formant un complexe intermédiaire
C. Les interactions biochimiques, représentées par les réactions chimiques suivantes, donnent
finalement lieu & un produit de dégradation (P) soluble :

k1 ko
F+ S = C - P + FE (6.1)
k4
ou FE représente I’enzyme protéolytique, S le substrat, C' un complexe intermédiaire, P le
produit de dégradation, et les k;, i = —1,1,2, représentent les coefficients cinétiques (¢f Tab.
6.1).
quantité unité valeur référence
ky mol~ts~tem? 4.3 x 10° Levine et al. (2000)
10M Berry et Larreta-Garde (1999)
15.5 x 106 Trafriri et al. (2002)
k_y st 13..96 Kolev et al. (1997)
1.4 x 10% Berry et Larreta-Garde (1999)
ko s 1 0.0058..0.16 Kolev et al. (1997)
110 Berry et Larreta-Garde (1999)
0.007..0.01 Tzafriri et al. (2002)
0.005 Levine et al. (2000) citant Fields et al. (1990)

TaB. 6.1.: Valeur des paramétres cinétiques du processus de dégradation.

Il est important de noter que la protéolyse matricielle implique un passage en solution des
produits de dégradation (PD). Le niveau de dégradation de la MEC peut donc étre quantifié
expérimentalement en mesurant la concentration en PD.

Nous déduisons des réactions chimiques (6.1) les équations traduisant la cinétique de ces
différents facteurs :

% = hlSlE+ k(O]
W= hsE - et k(€ 62)
% = ki [STE] + (k-1 + k2) [C]
W@ = k(C]
ou [X] représente la concentration de 'espéce X (unité : mol/mL).
Sous I’hypothese traditionnelle de quasi-stationnarité de Michaelis-Menten, M ~ 0 (Mazat
(2003)), nous déduisons ’évolution temporelle de la concentration en substrat :
d[S] k1ka
o Btk [E][S] (6.3)
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6.2.2.2. Equation d’évolution des protéases

Dans ce modéle minimal, nous décrivons 1’évolution de la concentration en protéase, ¢, par
une équation de réaction-diffusion, dans laquelle la protéase est synthétisée par les CE, de
concentration n (Perumpanani et Byrne (1999)). Les conditions aux limites pour les enzymes
sont les mémes que pour les CE ou la MEC, & savoir des conditions de flux nuls, et initialement,
nous supposons qu’il n’y a pas d’enzyme dans le milieu.

L’évolution dynamique de la concentration en enzyme s’écrit alors :

% — D.V?c=F,n
Ven =0 (6.4)
¢(x,0)=0

ou D, est le coefficient de diffusion, F,, est le coefficient cinétique de synthése de 'enzyme par
les CE, et ) est le vecteur normal & la frontiére.

Cette équation peut étre renormalisée en fonction du temps caractéristique T' (heures), de
la taille caractéristique L du domaine  (diameétre de la boite de Petri), de la concentration
initiale en CE ng et la concentration initiale en protéase cg.

Nous obtenons alors I’équation d’évolution dynamique normalisée des protéases :

oc*
ot*

kvTx2 Kk * ok
— DIVt = Fin

N x _ DT x _ FoynoT x __ C * __ * _ V *x _n 4 :
ou D} = 75 ,Fm—mT,c _E’t =7, Vi=1etn —n—O.Pour alléger les notations,

les astérisques seront omis dans la suite du texte.

6.2.2.3. Lien entre la dégradation de la MEC et sa rigidité

La dégradation est un événement moléculaire, correspondant a I’hydrolyse des protéines ex-
tracellulaires (Zhao et al. (2003)). Ces ruptures moléculaires ont pour conséquence, au niveau
macroscopique, de rendre le gel plus malléable : en effet, Phillips et al. (2003) ont montré que
les MMP dégradaient lentement les fibres de collagénes, rendant la MEC moins rigide en affai-
blissant sa structure. Cette perte de rigidité locale du matériau se traduit par une diminution
du module d’élasticité (Seliktar et al. (2003)).

Comme nous l'avons vu précédemment, la rigidité de la matrice est fondamentale pour la
transmission des champs de contraintes dans le milieu (Gray et al. (2003)). Pour obtenir une
estimation du module de Young E des biogels en fonction de la densité de fibrine restante, nous
avons pris en compte les résultats expérimentaux et théoriques de Benkherourou et al. (2000)
sur la modélisation de la rhéologie des gels de fibrine. Ces chercheurs ont montré que, pour
les valeurs des densités de la MEC expérimentalement utilisées, le module de Young E est une
fonction en puissance de la densité du biogel :

E =~ Eyp}p? (6.5)

ott py est la densité initiale du gel (mg/mL), Ey une constante valant environ 2kPa. (mL/mg)°,
p est la densité normalisée du gel de fibrine et § = 0.97 £ 0.14. Soit Ey = Eopg
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Ainsi, les coefficients adimensionnalisés de Lamé (systéme 3.34), dépendant de la densité de
MEC, s’écrivent : -
Eovpo 5
A =
(r) 2A+v)(1—2)”

A

n(p) = _Eopo_ p°
2(1 4+ v)L?
———

I

ol EVO est le module de Young initial du biogel, v le coefficient de Poisson, pg la densité initiale
de MEC, L la taille caractéristique du domaine, p est la densité normalisée de MEC, et § est le
coefficient défini précédemment.

6.2.2.4. Intégration de ces données au modéle
Pour intégrer le terme de dégradation (eq. 6.3) dans le modeéle biomécanique développé pré-

cédemment (eq. 3.35), il suffit de constater que :
My [S]=p (6.6)

ou M)y la masse molaire du gel, [S] sa concentration et p la densité de MEC.
Nous obtenons alors comme variation temporelle de la densité de la MEC :

dp

— = —Vpe 6.7

p mcp (6.7)
ou c est la concentration en protéase et V,,, = kgkiﬁil'

En normalisant et en intégrant ce terme de dégradation (eq. 6.7) a I’équation (3.26), nous
obtenons alors I’équation d’évolution normalisée de la densité matricielle avec une écriture
explicite du terme de dégradation :

ap Ju

— +V.|p—| =-V* 6.8

o o5 = Ve (63)
ou V,,, = VincoT, co est la concentration initiale en protéase et T est le temps caractéristique.

D’apreés les équations (3.35), (6.4) et (6.5), nous obtenons le systéme d’EDP suivant :
V. [26(p) (€ — B1V2€) + A(p) (6 — 52V26) 1d + 1 96
+H2%Id +7pn (Ny —n) Id] = s%

I 1 V. [~V.(D(€) n) +hnVp+n8] =0 (6.9)

o+ V. [p%—ﬂ = —Vcp

ou V,, et I, restent a déterminer.
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6.2.3. Formulation d'une hypothése sur la régulation mécanique de la
dégradation

L’activité des protéases peut étre régulée par des stimuli chimiques (activation des MMP
latentes par la plasmine, augmentation de l'expression des protéases & sérine par le VEGF
(Vailhé (1997))), mais également par des stimuli mécaniques, comme 'ont montré de récents
travaux expérimentaux (O’Callaghan et Williams (2000); Boerboom et al. (2003)). Une méthode
pour mesurer 'influence de ces effets mécaniques sur la protéolyse est d’étudier le temps de
rupture d’échantillons de gels, soumis & une contrainte mécanique, en présence d’enzymes. En
effet, il est établi que le temps de rupture est directement lié au niveau de protéolyse du gel
(Ellsmere et al. (1999); Saldivar et al. (2002); Altieri et al. (2003)). Ellsmere et al. (1999) ont
montré que ce temps décroissait fortement quand la contrainte mécanique augmentait, et qu’il
ne s’agissait pas d’un phénomeéne purement physique car I'inhibition de ’activité des protéases
ne conduisait pas & une rupture mécanique du biogel. Des résultats similaires ont été obtenus
par Margueratt et Lee (2002), qui ont montré expérimentalement que la dégradation d’un gel de
collagéne, pour une quantité donnée d’enzyme, est plus rapide lorsque le biogel est soumis & une
contrainte mécanique. Il est également intéressant de noter que l'activité des MMP-2 et MMP-
3 augmente lorsque des contraintes mécaniques sont appliquées au milieu (Nabeshima et al.
(1996)), et qu’elle retourne rapidement & son niveau normal lorsque la contrainte mécanique
est relaxée (WuDunn (2001)). L’activité des MMP serait donc réversible en fonction des effets
mécaniques. Ces résultats expérimentaux suggerent donc que les contraintes et les déformations
mécaniques peuvent modifier les cinétiques d’interactions entre les enzymes et la MEC.

Plusieurs mécanismes peuvent alors étre pris en compte pour expliquer 'accélération de
la dégradation d'un gel quand il est soumis & des contraintes mécaniques. Une explication
serait que les effets mécaniques provoquent un alignement des fibres du gel, rendant alors la
pénétration d’une enzyme dans un tissu plus rapide et plus profonde (Ellsmere et al. (1999)).
Le changement de configuration spatiale des protéines du biogel, permettrait alors de rendre
disponibles de nouveaux sites de liaisons pour les enzymes.

Au niveau macroscopique, nous supposerons que cette influence des effets mécaniques est :

— proportionnelle aux déformations mécaniques (Ellsmere et al. (1999)).

— limitée pour des fortes concentrations en produit de dégradation P.

Nous modélisons alors I'influence des effets mécaniques sur ’accessibilité aux sites de dégrada-
tion par la formulation suivante du parameétre V;,, (eq. 6.9) :

Vi = Vi (- lel) (@ — [P) (6.10)

ou ‘7;1 est une constante positive, 'opérateur bilinéaire : est le produit scalaire associé a la
norme de Schur. Si X et Y sont des tenseurs d’ordre 2, alors 'opérateur est défini par :

(X,Y) = X:Y =Trace (*XY)

, p est un tenseur théorique, unitaire pour cette norme, € est le tenseur des déformations, et
la constante positive @ (@ > [P]) traduit 'inhibition de la dégradation lorsque la densité des
produits de dégradation augmente.
D’apres le systéme (6.2) et 'hypothése de quasi-stationnarité, nous avons :
dis] _ _d[P]

=—— A1
dt dt (6.11)
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6.3. Etude théorique sur la condition de bifurcation

En intégrant la relation (6.11) et en insérant le résultat dans la formulation (6.10), nous
obtenons :

—

Vi = Vo (0 €]} (Q + [91)

ou Q@ =@Q —[5-
Finalement, la relation (6.6) nous permet d’écrire le terme de dégradation avec les notations
habituelles :

Vr =V (0 : ) (@ +p)

ou ‘f/\fn = ]\‘//[—’;‘/[, @ =M M@, My est la masse molaire du gel et p est la densité normalisée de
MEC.
Le systéme adimensionnalisé (6.9) s’écrit alors :

(V. [2(p) (€ = 1V?€) + A(p) (6 — 2V?6) Id + ju 55
+M2%Id + 7pn (Ny — n) Id] = s%

o L V.[-V.(D(€) n) +hnVp+n8] =0 (6.12)

%4V [p2] = Vi (p: e]) (Q+p) cp

o]
L 57 — D.V?c = F,n

ou F, et V,,, sont des constantes strictement positives. Les astérisques et les tildes ont été omis
pour alléger les notations.

6.3. Etude théorique sur la condition de bifurcation

Dans le chapitre (4), nous avions déterminé une condition nécessaire et suffisante, portant
sur les valeurs des parameétres, pour que le processus de réorganisation cellulaire et matricielle
puisse avoir lieu. Cette analyse de bifurcation était fondée sur une analyse de stabilité linéaire
de I’état d’équilibre homogene, dans le cas ou la dégradation du biogel était négligée.

Lorsque le processus de dégradation de la MEC est considéré, la quantité globale de biogel
diminue avec le temps. Notre analyse de stabilité linéaire, effectuée au voisinage de (n, p,u) =
(1,1,0), n’est donc plus valable. Cette méthode était un outil simple et puissant de prédiction
des jeux de paramétres conduisant & une réorganisation matricielle. Nous allons alors modifier
formellement le systéme d’EDP (6.12) pour pouvoir mener une analyse de ce type.

Soient la famille de fonctions & valeurs réelles suivantes :

Vie RT, D;,: Rt — Rt
t — dégradation H (i —t)

ou dégradation correspond au terme de dégradation de l’équation d’évolution de la densité
matricielle du systéme (6.12), et H est la fonction de heaviside (H (z) = 1si > 0, 0 sinon). En
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6. Modélisation du remodelage matriciel. Etude de la régulation mécanique de la protéolyse

substituant le terme de dégradation dans le systéme (6.12) par les fonctions D;, nous obtenons
un ensemble de systémes d’EDP (%;); g+ tel que :

V. 21 (p) (€ — B1V2€) + A (p) (6 — B2V20) 1d + 1 5
+M2%Id + 7pn (Ny —n) Id

V’L € R+, Ez =
In L V. [-V.(D(e) n) + hnVp+n2] =0

2+ V. [p%] = Vi (0 : e)) (Q + p) c (w,1) pH (i — 1)
Nous avons alors :

Vi € RT, (n,p,u) = (1, A(i),0) estun état stationnaire homogeéne de X;

ou A (t) est la quantité normalisée de gel restant dans le domaine (A (t) = %). Dans la
Q

suite du texte, A (i) sera noté A;.

En supposant que, pour tout i réel positif, lorsque les inconnues (n, p,u) se trouvent dans
un voisinage de (1, A;,0), nous pouvons alors déterminer la condition de bifurcation, pour le
systéme J;, par une méthode de linéarisation analogue a celle développée au chapitre (4). Nous
écrivons alors les inconnues du systéme 3J; de la fagon suivante :

(n(xz,t) = 1+An(x,i) +on(x,t)
—— —

n(x,1)

Ve i p(z,t) = Aﬁ?ﬂ{)&@) +6p () (6.13)
p(x,i

u(x,t) = Au (x,1) + ou (x,t)
——

u (x,1)

ou An (x,i), Ap(x,i) et Au(x,i) sont les écarts (spatiaux) par rapport a I’état d’équilibre
(1, A;,0), et (0n(x,t),0p(x,t),du(x,t)) représente la perturbation. L’hypothése de “quasi-
homogénéité” se traduit par :

An (x,i) =0
Ap(x,i) ~0
Au(xz,i) =~ 0

Nous définissons alors 'indice d’homogénéité de la MEC, dj,, par la formule suivante :

maz p(x,t) — min p(x,t)
x € x )

dp (t) = T ot dx /Q ldx

Cet indice nous nous permettra de vérifier si la densité de MEC est quasi-homogéne.
En faisant ’hypothése supplémentaire que le processus de dégradation est suffisamment lent
par rapport au temps de formation des pseudo-capillaires, nous pouvons alors déduire des
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6.3. Etude théorique sur la condition de bifurcation

conditions de bifurcation de 3; des informations sur le potentiel du systéme ¥ & former des
motifs hétérogénes de concentration cellulaire et en densité matricielle. Cette hypothése de
“quasi-stationnarité” signifierait que, & ¢t = ¢, les distributions spatiales de CE et de MEC sont
quasiment les mémes que celles de I’état stationnaire du systéme 3;. Nous pourrions alors
déterminer des sous-ensembles de ’espace des parameétres conduisant a la formation de pseudo-
capillaires.

6.3.1. Calculs algébriques

Pour chaque ¢ € RT, nous linéarisons le systéme 3;, au voisinage de (n,p,u) = (1, 4;,0).
Comme précédemment, les relations de dispersions sont obtenues en calculant les déterminants
des matrices de Jacobi des systémes linéarisés.

£+ Dor —hr ike il¢
0 ¢ k€A, iEA;
. . —[iPLAS (2k* + 3212 +1%) — k2 (1 + p2) + ... —klA? (ﬁ(ﬁlr +1) 4+ A(Bar + 1)) + ...
ikTA; (N2 —2) ikt (N2 — 1) T AS124 0 192 ~ 48 (012 4 12) _ X ASp2 _ s ¢
i —XAJE?Bor — 2(§l p1 — [LAS (Ek +12) ))\Aik - ) » _%2]6215 (N14‘)|' 2#2)2
) ) —KIAS (R(Brr + 1) + A(Bar + 1)) + ... A By (KT 4 3K212 4 214) — €12 (1 + p2) + o
iTA; (N2 —2)  ilr (N2 — 1) i L G+ 202) “XAS2Bor — Lek2pu — AS (k2 + 212) — NAJI2 —

Nous obtenons alors comme relations de dispersion des fonctions polynomiales du quatriéme
degré en & :

Vie R, ¢ (5 - fffl) (i (r) &+ Bi(r)E+7i(r) =0

ou la valeur propre fzdl est égale & :

2Af+1/77" (1+6ir) +s
A

d
51,1 ==
Par conséquent, pour tout i réel positif, la partie réelle de fzdl est toujours négative. Les

coefficients «; (1), B; (r) et ~; (r) utilisés dans ces relations de dispersion valent :

ai(r) = r(ur+ p2)

Bi(r) = (Do (1 + p2) + 247761 + XAIBy ) r®
+ (2A;5ﬁ FNAS A (3 - 2N2)) rt 4

() = DoA? (20 +X2) r® + (DoA? Sﬁ +3)

+7 (hAF (2 = Na) + DoA; (2 = 252))) 2 + Paer

Nous vérifions que, a t = 0, les coefficients a (1), b(r) et c(r) (eq. 4.3) sont respectivement

égaux & ag (1), Bo () et v (r).
Posons alors :

Vi e R, Vr e R*T, 7; (r) = A (r)
.
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Vi

Nous trouvons que le minimum de la fonction 7;, atteint en r» =7, . vaut :

—247 (X 27) + 274, (0 (N> — 2) + (252 — 2))
414? (2[751 + ﬁgX)

Vi
min

r

(74AZ~D07-74A127h+2A127-N2h74A~i°‘ﬁDo72A;?‘XDO+3A¢DOTN2)2 4 sDy+ ...
~ ): 16A?DQ(,82)\+2,81/7) ~ ~
(—3/2A1-DOTNQ+2AiD0T—A§TN2h+2A§Th+A?(2,]D0+>\DO~))A§(—4DOT—AiTh(4—2N2)—2A§‘*1D0(2ﬁ+>\)+3D0TN2)
4A8 Do (B2 A+26112)

(6.14)

Nous déduisons de cette formule une condition sur 7 pour que ce minimum soit négatif. Le
seuil critique de bifurcation, pour le systéme X;, 74,, vaut :

AT (X + 2/7) + 2\/ sA;T (2;751 + Xﬁ2)
A2 (32 —2) + A (N, - 2)

(6.15)

TA; =

Nous remarquons que, a t = 0, Ag = 1, et donc, nous avons 74, = Tiuring (Tturing @ €té défini
au chapitre 4)

Nous définissons alors la fonction suivante (notée abusivement Tg”,mg) :

d . + +
Ttum’ng : R — R

t —  TA,

Nous allons illustrer, par un exemple, comment cette méthode pourrait nous donner des pistes
théoriques du potentiel de formation de motifs hétérogénes avec notre modéle.

6.3.2. Potentiel du modéle de formation de motifs

Supposons que, pour un jeu de paramétre J = (X,ﬁ,s,ﬂl,ﬁg,Ng,h,Do) donné, la fonction

Tgmng soit décroissante et que J soit tel que, at =0, 7 < Tgmng (0). Le systéme composé des
inconnues (n, p, w) serait alors initialement dans un état que nous appelons “pseudo-stable”, a
savoir que I’état homogene (1, 1,0) serait stationnaire pour le systéme Y. Dans le diagramme

paramétré (At,Tt“erg (t)) en fonction du temps ¢, I’état du systéme est donc initialement

représenté par un point de la région grisée (Fig. 6.1)

94



6.4. Résultats

A~
+~
i)

Fi1G. 6.1.: Courbe paramétrée Ttdu”-ng (t) en fonction de A;.
Le symbole X’ représente l’état initial du systéme X. Les fleches montrent ’évolution de cet état au
cours du temps. La région I correspond aux états “pseudo-stables”, et la région II correspond aux états

“pseudo-instables”,

Comme la dégradation n’est pas négligée, la quantité globale de MEC diminue au cours du
temps. En supposant que la linéarisation traduise correctement le systéme (hypothése de “quasi-
homogénéité”), le point caractérisant I’état du systéme au temps ¢ décrit un segment horizontal,
a partir de son état d’origine marqué par le symbole ’x’. Dans ce cas, plus la quantité globale
de gel est faible, plus 'amplitude nécessaire & la déstabilisation est faible.

Pour ¢t = t1, nous avons 7 = Tiring (t1), et Vt > t1, nous avons 7 > Tti”ng (t). Le systeme se
trouve alors dans des états “pseudo-instables”, c’est-a-dire que, pour tous ¢ supérieur a tq, ’état
d’équilibre homogeéne du systéme ¥, (n, p,u) = (1, A¢,0), est instable.

6.4. Résultats

6.4.1. Reésultats théoriques : La protéolyse matricielle contréle le phénoméne
d’angiogenése in vitro

Au cours d’expérience d’angiogeneése in vitro, Vailhé et al. (1998) ont constaté qu’une protéo-
lyse limitée était nécessaire & la formation des structures capillaires. Nous allons analyser ces
résultats expérimentaux dans le cadre de ’analyse mathématique que nous avons développée
précédemment. Ceux ci inciteraient a penser que, initialement, le systéme se trouve dans un
état “pseudo-stable”, et que la dégradation induise son passage dans un état “pseudo-instable”.
Comme illustré par la figure (6.1), cela signifie qu'il existe un intervalle non vide, O C R tel
que, Vt € O, la fonction ¢t — Tg”mg (t) soit strictement décroissante.

Pour simplifier ’étude, nous avons cherché des paramétres tels que la fonction Tti”ng soit
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décroissante sur R™. D’aprés la formule (6.15), nous constatons qu'une condition nécessaire est
0 > 3. En effet, si § < 3, alors lim 4,074, = +00. Ce premier résultat semble en contradiction
avec les résultats de Benkherourou et al. (2000), on § ~ 1. Cette contradiction peut étre
expliquée par le fait que nous cherchons une fonction Tg”,mg décroissante sur R, alors qu’une
fonction décroissante sur un segment contenant 0 aurait suffi.

La figure (6.2) présente une corrélation entre I’état du systéme, représenté dans le diagramme
paramétré (At, Tiring (t)), et la distribution de CE dans le domaine. Cette figure illustre éga-

lement, pour trois temps différents t,, t, t. , les solutions stationnaires des systemes 3, , ¥4,
et Ztc-

-3
x 10
g ETAT INITIAL ETAT STATIONNAIRE
(dégradation stoppée a cet état)
4 1
_L_—.|_ “ P IM
. ;_ 3 1.05
1
2 Io.gs
0.9
45 06 0.7 0.8 0.9 1
A(t)
ETAT PSEUDO- ETAT STATIONNAIRE ETAT PSEUDO- ETAT STATIONNAIRE
INSTABLE: dh: 47% |(dégradation stoppée a cet ctat) STABLE: dh: 4%, (degradation stoppée a cet état)
- g2 L
dy, trop grand N A l
SN 1.1 1.05
ol gl 1 1
: \ |
7oA / IM I0.95
,;,f,,,if‘l ] o 0.9

F1G. 6.2.: Corrélation entre les pseudo-états du systéme et la morphologie du réseau.
Les paramétres (normalisés) utilisés pour cette simulation sont : 7 = 0.003, 6 = 3, A\ = 75.5p%, i =
176.3p%, 1 = po = 1.5, f1 = o = 1077, Dy = 4 x 1075, h = 0.00032, Ny = 2.015, s = 0.1,

F,, =162, D, =0.0296, o = % 1 1 , Q= —-0.55,V,, =7.2. L'échelle de couleurs correspond

a la concentration normalisée de cellules.
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Nous constatons que :

— initialement, & t, = 0, le systéme est bien dans un état “pseudo-stable”. En effet, les
inconnues (n,p,u) du systéme X, tendent vers l’état homogene (1,1,0) (Fig. 6.2, état
initial). D’apres les conditions initiales de la densité de MEC, nous avons évidemment
dp (0) = 0.

— Soit t1 le temps critique défini a la figure (6.1) : t; € R*" /7 = Tt‘fmng (t1). Pour tout ¢
inférieur & t1, le systéme est dans un état “pseudo-stable” (Fig. 6.2, état ¢ < t1). Soit ¢, le
temps correspondant & cette figure (¢, = 4h). Nous avons A (t,) = 0.9996 et dp, (tp) =4 %.
Nous pouvons alors supposer que I’hypothése de quasi-homogénéité est encore valable. La
densité matricielle a I'état d’équilibre du systeme X;, est quasiment homogéne et vaut
0.9996+0.1%.

— pour tout t supérieur a ti, le systéme se trouve dans un état “pseudo-instable”, comme le
montre la figure (6.2, état ¢ > t1), tracée au temps t. = 12h. Nous avons A (t.) = 0.79 et
dp, (tc)=47%. L’hypothése de quasi-homogénéité n’est plus donc valable.

Les hypothéeses effectuées au cours de I'analyse (hypothéses de “quasi-homogénéité” et de
“quasi-stationnarité”) ne sont pas satisfaites lors des simulations numériques que nous avons
menées. Nous savions déja, d’aprés le chapitre (5), que 'hypothese de “quasi-stationnarité” était
discutable. En effet, nous avions vu que le temps de formation des lacunes était relativement
long (plusieurs heures) et que nous ne pouvions pas assimiler les motifs obtenus au temps
t avec ceux obtenus a I’état d’équilibre. Nous déduisons de ’exemple précédent que, méme si
cette méthode aurait pu fournir des pistes théoriques pour déterminer des valeurs de parameétres
conduisant a la formation de pseudo-capillaires, elle ne peut pas étre appliquée & notre modéle.

6.4.2. Comparaisons avec les expériences in vitro

6.4.2.1. Dynamique de formation des lacunes et des réseaux vasculaires

Comme nous ’avons déja rapporté précédemment, de grandes variations dans les échelles
temporelles, la formation in vitro de réseaux de pseudo-capillaires, ont été observées expéri-
mentalement en fonction de la la lignée cellulaire et la concentration de fibrine utilisées (Vernon
et al. (1992); Vailhé et al. (1998, 2001)).

Nous avons réussi a isoler des jeux de parameétres biologiquement réalistes, pour lesquels la
formation simulée des lacunes et des pseudo-capillaires était conforme aux observations expéri-
mentales (Fig. 6.3).
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(a) t=9h. (b) t=20h (¢) t=50h
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F1G. 6.3.: Dynamique de formation des pseudo-capillaires.
Evolution dynamique de la morphologie de la MEC simulées numériquement (A, B, C), respectivement
aux temps 9 heures, 20 heures et 50 heures. Les paramétres (normalisés) utilisés pour cette simulation
sont : 7 =1.25, A = 7.55p, i = 17.63p, i1 = po = 1500, B1 = B2 = 0.04, Dy = 4 x 1072, h = 0.00032,
Ny = 10.6, s = 2000, Fy,, = 1.62, D, = 0.0296, o = 3 [ 1 1 } ,Q = —0.55, V,,, = 7.2. Les
échelles des figures (A, B, C) correspondent a la densité normalisée de CE.

Nous constatons que les premiéres lacunes apparaissent aprés une dizaine d’heures, elles
augmentent en nombre et en surface rapidement, et des pseudo-capillaires se forment & leur
jonction. En fin de processus, une partie importante du biogel est dégradée (45%, Fig. 6.4).
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FIG. 6.4.: Evolution dynamique de la quantité globale (normalisée) de MEC.
Les parameétres (normalisés) utilisés pour cette figure sont ceux de la figure (6.3).
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Il est intéressant d’étudier 1’évolution des déformations effectives, au cours de la simulation
précédente, en fonction du temps (Fig. 6.5). Pour cela, nous définissons :

o () = max efr(x,t)
x e

ol eff (x,t) représente les déformations effectives en un point x du domaine a l'instant ¢ (For-
mule 7.13).
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FiG. 6.5.: Evolution de la déformation effective mazimale.

D’apres les courbes (6.4) et (6.5), nous constatons que :

— dans une premiére phase (¢ < 9h), il n’y a formation ni de lacunes, ni de pseudo-capillaires.
Le systéme est dans un état “pseudo-stable”. La traction cellulaire n’est pas suffisamment
forte pour induire une réorganisation matricielle et cellulaire.

— dans une seconde phase (9h < t < 15h), la protéolyse a rendu le biogel moins rigide, les
lacunes et les pseudo-capillaires se créent et se multiplient. Il y a alors une augmentation
rapide du champ des déformations effectives. Le processus est auto-catalytique, provoquant
une accélération de la dégradation du gel, associée a la création de PD.

— finalement, la dégradation du biogel est trop importante : les PD inhibent le phénoméne
de dégradation. Une relaxation mécanique des déformations du milieu a alors lieu.

6.4.2.2. Comparaison quantitative avec |'évolution temporelle des PD de la fibrine

Comme nous 'avons précisé précédemment, la dégradation du gel peut étre quantifiée par
la mesure des produits de dégradation de la fibrine (PDF) présents dans la MEC. Vailhé et al.
(1998) ont ainsi mesuré 'activité protéolytique de deux lignés cellulaires, de méme concentration
150000 cell/em?, sur des gels de fibrine de densité différente :

— les HUVEC sont ensemencées sur des gels de 0.5 mg/cm?

— les BREC sont ensemencées sur des gels de 8 mg/em?
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Ces chercheurs constatent qu’il y a une forte augmentation de la dégradation entre 10h et 18h
pour les HUVEC et entre 22h et 32h pour les BREC, au moment ou les lacunes se multiplient
et s’étirent. En fin de processus, la courbe de la mesure des PDF pour les HUVEC semble
atteindre un palier.

La caractérisation protéolytique de ces lignées cellulaires se traduit sans doute, au niveau ma-
croscopique, par des paramétres de dégradation différents entre les HUVEC et les BREC. Nous
avons alors cherché si notre modéle pouvait reproduire ces profils dynamiques de dégradation.

Les figures (6.6) et (6.7) représentent respectivement, pour des HUVEC et des BREC, le
profil de la quantité de PDF présents dans le milieu en fonction du temps.
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F1G. 6.6.: Profil dynamique des PDF pour des HUVEC.
Les parameétres normalisés sont ceux de la figure (6.3). La courbe en trait discontinu (——) correspond auz
mesures expérimentales, tirées de Vailhé et al. (1998), la courbe en trait plein correspond aux résultats
obtenus par simulation numérique. Conformément a ['expérience, la densité initiale du biogel est de
0.5mg/em3. Les mesures expérimentales sont reproduites avec ’aimable autorisation de B. Vailhé.
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Fi1G. 6.7.: Profil dynamique des PDF pour des BREC.
Les paramétres (dimensionnalisés) sont ceux de la figure (6.3), excepté V,, = 7.36. Conformément a
Uexpérience, la densité initiale du biogel est de 8mg/cm?. La courbe en trait discontinu (——) correspond
aux mesures expérimentales, tirées de Vailhé et al. (1998), la courbe en trait plein correspond auz
résultats obtenus par simulation numérique. Les mesures expérimentales sont reproduites avec l’aimable
autorisation de B. Vailhé.

La corrélation entre la mesure expérimentale de 1’évolution de la concentration des PDF en
fonction du temps et celle simulée numériquement montre également une trés bonne concordance

(Fig. 6.7).

Notre modéle est donc capable de reproduire les résultats expérimentaux obtenues pour deux
lignées cellulaires différentes. Nous avons modélisé la différence entre les BREC et les HUVEC
par un coefficient V,,, caractéristique de chaque lignée. Il serait intéressant de développer un
protocole pour pouvoir mesurer expérimentalement ce coefficient, afin d’infirmer ou de confirmer
ces résultats.

6.4.2.3. Corrélation entre la morphologie du réseau et le profil de dégradation

A partir de ces bonnes corrélations avec les résultats expérimentaux, nous avons voulu éga-
lement corréler 'organisation des CE avec ’évolution temporelle des PDF (Fig. 6.8).
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FiG. 6.8.: Corrélation entre la mesure des PDF' et la morphologie du réseau.
La courbe en trait discontinu (——) correspond aux mesures expérimentales, tirées de Vailhé et al. (1998),
la courbe en trait plein correspond auz résultats obtenus par simulation numérique. Les parameétres
normalisés sont ceux de la figure (6.3). Les échelles de couleurs correspondent a la densité normalisée
de CE. Les mesures expérimentales sont reproduites avec ’aimable autorisation de B. Vailhé.

Nous constatons, d’apres la figure (6.8) :

— at = 0h, les CE sont distribuées dans un état quasi-homogeéne, conformément a la condition
initiale (§ 3.2.6).

— a t < 10h, la faible concentration des PDF montre que la protéolyse matricielle est trés
faible. Morphologiquement, ni les lacunes ni les pseudo-capillaires ne se sont crées.

— pour 10h < t < 18h, il y a une augmentation rapide de la quantité de PDF, et donc de
la dégradation. Cette augmentation est associée & la formation de lacunes et de pseudo-
capillaires.

— a t = 18h, le réseau de pseudo-capillaires est formé, tandis que la création de PDF semble
atteindre un palier.

— at = 28h, la dégradation est trop forte. Les pseudo-capillaires se rompent par endroit
(marqués par des cercles, Fig. “Détachement HUVEC”). Nous assistons & une inhibition de
la dégradation par des PDF.
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6.4.3. Autre voie de régulation mécanique de la protéolyse

Une autre voie de régulation de la protéolyse par les effets mécaniques serait la régulation
mécanique de la sécrétion des enzymes par les CE. Sous cette hypothése, nous examinons le
lien entre la production de protéases par les CE et les contraintes mécaniques au sein du biogel.

Des travaux expérimentaux ont montré que ’expression et ’activation des MMP étaient aug-
mentées dans les vaisseaux sanguins subissant un remodelage (Jackson et al. (2002)). Prajapati
et al. (2000); Seliktar et al. (2001) et Rivilis et al. (2002) ont également mesuré une augmen-
tation significative de I'expression des MMP- 2 et de leur activation dans le cas ou le milieu,
composé d’un biogel et des cellules, est soumis & un étirement.

Ces travaux expérimentaux mettent en évidence 'influence des effets mécaniques sur la sécré-
tion des enzymes par les cellules. Au niveau macroscopique, nous supposons que cette influence
des effets mécaniques sur la sécrétion des enzymes par les CE est :

— proportionnelle aux déformations mécaniques du milieu.

— limitée, pour les fortes déformations, par un phénomeéne de saturation de la sécrétion cel-

lulaire.
Nous modélisons donc I'influence des effets mécaniques sur la sécrétion des enzymes par les CE
par la formulation suivante du paramétre F, (eq. 6.9) :

= (p:le)
= g (o 1D

ou F:,L et K,, sont des constantes positives, 'opérateur bilinéaire : est le produit scalaire associé
a la norme de Schur (voir précédemment) et p est un tenseur théorique, unitaire pour cette
norme.

Le systéme adimensionnalisé (3.35) s’écrit alors :

V. [26(p) (€ — B1V2€) + A(p) (6 — 52V26) 1d + g 96
+H2%Id +7pn (Ny —n) Id] = s%

I L 7. [-V.(D(e) n)+hnVp+n2s] =0 (6.16)

% + V. [p%—ﬂ = —Vcp

9 2. _ (p:leD)
B_(t: — D.V4c=F,, Kmf‘(;:‘d)n

ou Fy,, Ky, et V,, sont des constantes strictement positives. Les astérisques et les tildes ont été
omis pour alléger les notations.

D’apreés les résultats expérimentaux, il est probable que la régulation par les effets mécaniques
se fassent & la fois par un changement de configuration spatiale des protéines de la MEC
(hypothése Hy) et par une augmentation de la sécrétion, par les CE, de protéases (hypothese
H;). Pour déterminer si I'une de ces deux voies de régulation de la protéolyse matricielle par
les effets mécaniques est prédominante, nous allons nous intéresser & 'influence de la diffusion
des protéases dans ces deux formulations.
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| hyp \ D, | D, =74 x10""cm?/s \ D, =174 x10""%m?/s |

H;

Fi1G. 6.9.: Influence du coefficient de diffusion enzymatique, D., sur la formation de pseudo-
capillaires.
L’échelle de couleur représente la densité (normalisée) de CE, au temps t = 30h.

La figure (6.9) montre que, dans le cas d’une influence “directe” de la mécanique sur la dé-
gradation (hypothése Hy), la formation des pseudo-capillaires est faiblement dépendante de
la diffusion des protéases. A linverse, dans le cas ou les effets mécaniques influeraient “indi-
rectement” la dégradation en favorisant la sécrétion des enzymes par les CE (hypotheése H;),
la diffusion des protéases semble étre un parameétre clé du processus de formation des pseudo-
capillaires. Ces prédictions théoriques peuvent s’expliquer au regard de la distribution d’enzyme
dans le milieu :

— sous I’hypothése Hg, nous constatons que la formation des pseudo-capillaires ne semble pas

étre modifiée par la distribution spatiale des enzymes. En effet, la dégradation, conduisant
a la formation de pseudo-capillaires, est directement liée au champ des déformations mé-
caniques hétérogénes au sein de la MEC. Elle provoque ainsi I’hétérogénéité de la densité
de MEC, et donc de la concentration de CE.

— sous ’hypothése H;, pour D, = 7.4 x 10*7cm2/s, nous constatons que les enzymes sont

quasiment réparties de facon homogéne. Ainsi, méme si elles sont sécrétées localement
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en fonction du champ des déformations mécaniques au sein du milieu, la diffusion est
telle qu’elles vont se répartir trop rapidement pour permettre a des motifs hétérogénes
d’apparaitre. La diminution de la diffusion des protéases (D, = 7.4 x 1071%m?/s) a pour
effet de permettre la création de pseudo-capillaires, comme le montre la figure (6.9).
La figure (6.10) montre le profil d’évolution de la concentration en PDF pour des HUVEC, sous
I’hypothése H;.
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FiG. 6.10.: Profil dynamique des PDF pour des HUVEC sous U’hypothése H;.
Les paramétres normalisés sont ceux de la figure (6.3). La courbe en trait discontinu (——) correspond
aux mesures expérimentales, tirées de Vailhé et al. (1998), la courbe en trait plein correspond auz
résultats obtenus par simulation numérique. Conformément a ’expérience, la densité initiale du biogel

est de 0.5mg/em3. T = 1.2875, A = 7.55p, i = 17.63p, 1 = p2 = 1500, 31 = B2 = 0.03, Do = 4 x 1075,

h = 0.00032, Ny = 10.6, s = 2000, F,, = 1.62, D, = 2.96 x 1075, o = 1 1 1  Vin =0,

F,, =0.00324, K,, = 0.002. Les mesures expérimentales sont reproduites avec l’aimable autorisation de
B. Vailhé.

D’apres la figure (6.10), nous constatons que les concentrations en PDF simulées numeérique-
ment ne concordent pas, a partir de t = 18h, avec celles mesurées expérimentalement. Il serait
alors envisageable de modifier le terme de dégradation du systéme (6.16) en y intégrant un
phénoméne d’inhibition de la dégradation par les PDF pour obtenir I'effet de saturation que
nous avons montré avec ’hypothése Hy.

105



6. Modélisation du remodelage matriciel. Etude de la régulation mécanique de la protéolyse

6.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appréhendé une nouvelle régulation du processus d’angiogenése
i vitro par les effets mécaniques : le controle de la protéolyse matricielle par le champ des
déformations mécaniques.

Cette théorie a été développée & partir des nombreux travaux expérimentaux montrant que
les contraintes et les déformations mécaniques peuvent modifier les cinétiques d’interactions
entre les enzymes protéolytiques et les protéines matricielles (Jackson et al. (2002); Margueratt
et Lee (2002)). Au cours d’expériences in vitro, Tzafriri et al. (2002) ont montré que le proces-
sus de dégradation suivait une cinétique classique de type Michaelis-Menten. Nous avons alors
incorporé, au modeéle biomécanique développé au chapitre précédent, ces aspects biochimiques
afin de considérer la protéolyse comme le facteur initiant ’instabilité dynamique provoquant la
formation des lacunes et des pseudo-capillaires. Comme 1’a proposé Ellsmere et al. (1999), nous
avons supposé que les contraintes mécaniques au sein de la MEC créent un changement de la
configuration spatiale des protéines de la matrice, rendant plus accessibles les sites de dégra-
dation aux enzymes. En pratique, nous avons fait I’hypothése que ce changement de géométrie
modifiait la valeur des parametres cinétiques des réactions chimiques associées & la dégradation
en fonction du champ des déformations locales au sein de la MEC.

Une conséquence immédiate de la prise en compte de la dégradation matricielle est que
l’état d’équilibre homogeéne (n,p,u) = (1,1,0) n’existe plus. Nous avons alors cherché des
pistes théoriques pour déterminer des jeux de paramétres conduisant & la formation de motifs
hétérogenes en densité cellulaire et matricielle en faisant des hypothéses de “quasi-homogénéité”
et de “quasi-stationnarité” de I’état du systéme. Nous avons vu que cette méthode ne permettait
pas de déterminer des sous-ensembles de ’espace des paramétres particuliérement intéressants.
Plusieurs raisons peuvent expliquer cet échec : d’une part, il aurait fallu qu’a chaque instant, les
distributions spatiales de CE et de MEC soient quasi-homogeénes et que le vecteur déplacement u
soit uniformément quasiment nul pour que le systéme linéarisé traduise correctement le systéme
non simplifié, d’autre part que les temps de création des motifs soient trés courts. Nous avons
constaté, en bloquant artificiellement la dégradation & partir d’un certain temps 7', permettant
ainsi au systéme d’évoluer vers un état stationnaire, que les distributions spatiales de cellules
et de matrice & I'instant 7" ne laissaient pas présager de leurs valeurs a I’état stationnaire. Nous
n’avons donc pas pu déterminer théoriquement de sous-ensembles de 'espace des paramétres
conduisant & un remodelage de la MEC. Nous aurions pu envisager, dans ’étude mathématique,
de paramétrer explicitement la quantité de gel restant dans le milieu, en définissant le terme de
dégradation comme une fonction du temps, et de négliger la convection du biogel. L’état de la
densité de MEC aurait été alors homogéne & chaque instant, et nous aurions pu étudier, comme
montré dans Tranqui et Tracqui (2000) avec un terme de dégradation différent, si les lacunes
n’apparaissaient qu’a partir d’'un certain niveau de protéolyse matricielle.

Cependant, nous avons quand méme réussi a isoler des valeurs de jeux de parameétres qui
conduisent & des organisations intéressantes de CE. En menant une analyse en lien étroit avec
les résultats expérimentaux obtenus avec des gels de fibrine et différentes lignées cellulaires
(HUVEC, BREC) (Vailhé et al. (1998)), nous avons montré que :

— notre modélisation conduit & la création et & la multiplication de lacunes, ainsi qu’a la

formation de pseudo-capillaires selon des dynamiques et des morphologies observées expé-
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rimentalement. Nous avons réussi a simuler des pseudo-capillaires dont ’ordre de grandeur
du diametre est comparable & celui observé expérimentalement (quelques dizaines de mi-
crometres (Secomb (1995))).

le profil dynamique de la dégradation reproduit avec succés les mesures expérimentales.
Expérimentalement, le niveau de dégradation est mesuré par une quantification des PDF.
Sachant que la dégradation du gel suit une cinétique de type Michaelis-Menten, nous pou-
vons alors déduire des mesures des PDF la quantité de biogel dégradée. La corrélation
entre le niveau de dégradation du biogel ainsi calculé et les morphologies de 'organisation
des CE reproduit avec succés les résultats expérimentaux : la dégradation du biogel est
quasiment négligeable jusqu’a 'apparition des premiéres lacunes, le gel se dégrade alors
rapidement pendant la phase de multiplication des lacunes conduisant & la formation de
pseudo-capillaires. Enfin, la protéolyse devient excessive et provoque la destruction du
réseau de pseudo-capillaires (Fig. 6.8).

notre modéle peut expliquer les différents profils de dégradation mesurés expérimentalement
en fonction de la lignée cellulaire considérée. En modifiant uniquement le coefficient de
dégradation, nous avons déterminés des valeurs théoriques caractérisant la dégradation
des biogel par les HUVEC et les BREC, conduisant & des profils de dégradation en trés
bon accord avec ceux mesurés expérimentalement. Il apparait maintenant nécessaire de
développer des expériences in vitro pour pouvoir mesurer directement ces coefficients, afin
de confirmer ou d’infirmer cette théorie.

la régulation de la protéolyse par les effets mécaniques peut avoir lieu via plusieurs méca-
nismes. Nous avons étudié deux voies de régulation possibles de la dégradation par les effets
mécaniques : soit de facon “directe” par une modification de la configuration spatiale des
protéines matricielles, soit de fagcon “indirecte” en favorisant la sécrétion de protéases par
les CE. D’aprés les résultats expérimentaux, il est probable que ces deux voies de régulation
interviennent simultanément. Pour appréhender a quels niveaux interviennent principale-
ment les effets mécaniques, nous avons étudié l'influence de la diffusion des protéases sur
la formation des pseudo-capillaires. Nous avons montré que, dans le cas ou la régulation
était “directe”, la formation des pseudo-capillaires est faiblement dépendante de la diffusion
des protéases, tandis que, dans le cas d’une régulation de la sécrétion des enzymes par les
CE, la diffusion des protéases semble étre un parameétre clé du processus de formation des
pseudo-capillaires. Il serait donc trés intéressant de développer un protocole expérimental
permettant de bloquer la diffusion enzymatique pour déterminer si I'une de ces deux voies
de régulation est prédominante.

Ce chapitre illustre bien 'intérét de la modélisation mathématique : elle permet de transfor-
mer nos connaissances des phénomeénes aux niveaux moléculaire et cellulaire pour appréhender
I’équilibre macroscopique complexe résultant de la balance entre les forces de traction cellulaire
qui engendrent un champ de déformation au sein de la MEC et favorisent ainsi localement
la protéolyse matricielle, et la résistance passive viscoélastique de la MEC, dont la structure
s’affaiblit par dégradation.

107



6. Modélisation du remodelage matriciel. Etude de la régulation mécanique de la protéolyse

108



Troisieme partie .

Meéthodologie

109






7. Méthodes de modélisation du
comportement mécanique du biogel

7.1. Introduction et Objectifs

Un gel de collagéne ou de fibrine a des propriétés mécaniques complexes, qui ont fait 'objet
de nombreuses études (nature biphasique, alignement des fibres, propriétés viscoélastiques)
(Cook (1995); Barocas et Tranquillo (1997); Deroanne et al. (2001)). En accord avec notre
philosophie de modélisation (§ 1.3), nous choisissons de décrire le biogel comme un milieu
continu viscoélastique, dont nous présenterons, dans ce chapitre, différentes méthodes pour
modéliser le comportement mécanique.

Dans une premiére approche, nous décrirons la rhéologie du biogel par un modéle minimal
viscoélastique linéaire. Historiquement, cette formulation a été appliquée aux tissus biologiques,
pour la premiére fois, par Murray et Oster (1984) et est désormais fréquemment utilisée dans
les modéles biomécaniques, souvent méme au dela de son domaine de validité défini par '’hypo-
theése des petites déformations (§ 7.3). Nous avons vu en effet, au chapitre (2), que ce matériau
subissait des déformations importantes engendrées par la traction des CE; 'hypothése des pe-
tites déformations n’est donc plus valide. La mise en oeuvre d’autres lois de comportement
mécanique, ne faisant plus d’hypothése sur le niveau des déformations, est donc souhaitable.
En référence a 'hypothése des petites déformations, il s’agira alors d’une modélisation du com-
portement mécanique en “grandes déformations”.

Dans ce chapitre de méthodologie, nous présentons donc comment modéliser le comportement
mécanique d’un milieu continu, que ce soit en élasticité linéaire ou en mécaniques des grandes
déformations. Nous rappellerons briévement les notions fondamentales de 1’élasticité linéaire
(définitions et formules utiles), ainsi que la loi de comportement (loi de Hooke). Il s’agit d’un
domaine classique, tres illustré dans la littérature (par exemple Dartus et Bellet (1995)). Nous
insisterons d’avantage sur la modélisation de la rhéologie du biogel en mécanique des grandes
déformations. Une description précise de cette théorie est présentée en partie (7.2), dans la-
quelle nous sommes restés le plus général possible en ne postulant aucune loi de comportement
cinématique. Cette approche généralisée est rendue nécessaire par ’absence de toute symétrie
dans les expériences d’angiogenése in vitro en trois dimensions (symétrie de la géométrie, mais
dissymétrie des conditions aux limites sur les faces horizontales et de la condition initiale de
CE). Son implémentation et sa résolution numérique, 'une des premiéres & notre connaissance,
n’est possible que par 'augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs et ’amélioration
des algorithmes de résolution numérique. Cependant, les conditions de résolution numérique
restent encore un facteur limitant.

Dans cette modélisation en mécanique des grandes déformations, nous verrons que le choix
de la fonction d’énergie caractérisant le matériaux est délicat. Nous présenterons alors un état
de Part des fonctions d’énergie élastique et visqueuse, domaine encore peu exploré, utilisées
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dans la littérature (§ 7.4.2) pour nous permettre de choisir la plus adaptée a notre modélisation
générale. Enfin, nous étudierons en détail une fonction d’énergie particuliére pour déterminer
si elle permet la caractérisation des gels utilisés lors des expériences d’angiogenése in vitro.

7.2. Formulation théorique

Cette partie détaille le formalisme mathématique (Fung (1993); Cai (1998)), que ce soit en
élasticité linéaire ou en mécanique des grandes déformations, pour pouvoir modéliser les défor-
mations mécaniques d’un milieu soumis & une contrainte en coordonnées curvilignes généralisées.

7.2.1. Les différents états du systéme

Tout au long de ce chapitre, nous allons considérer deux états :

— D’état initial I représente une configuration de référence telle que les contraintes soient
nulles. Par définition du vecteur déplacement, de composantes (u,uz,us), nous avons,
dans cet état, (ug,ua,us) = (0,0,0).

— I’état A(t) représente la configuration déformée du gel au temps t

I’état final F est I’état stationnaire du systéme.

etat |

état A(t)

FiG. 7.1.: Déformation d’un biogel : schématisation du passage de la configuration & contraintes
nulles du matériau (I) a la configuration déformée au temps t (A(t)).
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La convention classique d’Einstein sur les sommations d’indices répétés est utilisée dans toute
la suite du texte, sauf mention contraire explicite.
les vecteurs positions liés aux états I et A(t) ont respectivement pour expressions dans la
base cartésienne orthonormée (iy, iz, i3) :
R = Xjig
et

r(t) =z (t) ik
Le milieu subit une déformation sous l'effet des contraintes externes (traction des CE lors

de l'expérience d’angiogenése in wvitro, expérience de relaxation). Ainsi, en ne faisant aucune
hypothése sur la cinématique du matériau, nous avons (cas général) :

X1 (t) = f(X17X27X37t)
L2 (t) = g(X17X27X37t) (71)
T3 (t) = h(X17X27X37t)

7.2.2. Expressions des différentes grandeurs

7.2.2.1. Choix des coordonnées curvilignes (61,62, 6%)

Nous choisissons (X7, X2, X3) comme systéme de coordonnées curvilignes généralisées (491, 62, 93).

7.2.2.2. Vecteurs covariants Gy et gy (t)

Les vecteurs de base covariants dans les états I et A(t) sont définis respectivement par Gx =
R,k = Xj,kij et Sk (t) =T (t),k =T (t),k ij, ou Aﬂ' = 8A/891
Nous en déduisons donc que

Gy ix
{ gk (t) = %(X17X2,X3,t)il+ngk(X1,X2,X3,t) i2+387hk(X1,X2,X3,t)i3, k=1.3
Pour alléger les formules, nous noterons :

AL (X1, Xo, X3,8) = fr , 2L (X1, X0, X3,8) =gr , 2 (X1, X, X3,t) = hy,

Oz, Oz, Oz

7.2.2.3. Vecteurs contravariants GX et gk

Les vecteurs de base contravariants dans les états I et A(t) sont respectivement GX et g.
Ils sont définis par les relations< Gy, G! >= §;, et < gk, g' >= iz, o0t d;; est le symbole de
Kronecker et < .,. > est le produit scalaire usuel sur R3.

Nous en déduisons donc que GK = iy. Les vecteurs gk sont de la forme :
gl = a (t) i1 + b1 (t) is + ¢ (t) ig
g2 = a9 (t) i1 + by (t) is + o (t) ig (72)
g3 = a3 (t) i1 + b3 (t) is +c3 (t) ig
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ou {a; (t), b; (t), ¢i(t), i = 1..3} sont des fonctions du temps a déterminer. Ces coefficients
peuvent étre explicités, en fonction de { f1, f2, f3, 91, 92, g3, h1, ho, hs}, en reportant (7.2) dans la
définition des vecteurs contravariants de 1’état A(t). Les calculs sont détaillés dans ’appendice
de ce chapitre. Dans la suite du texte, les coefficients {a; (t), b; (), ¢; (t), i = 1..3} seront notés
{ai, bi, Ci, 1= 13}

7.2.2.4. Tenseur gradient de la transformation F

Le tenseur gradient de la transformation entre I’état I et I’état A(t) est noté F. Un vecteur
dR de 'état T devient, aprés déformation, un vecteur dr de I’état A(t) tel que dr = FdR.
F vaut :

F = (grad(r))’ = g; ® G (7.3)

ot Pexposant I est I'opérateur transposé du tenseur, le symbole ® représente le produit
tensoriel, et 'opérateur gradient est tel que grad (r) = G' ® dr/06".
La transformation est supposée étre réversible, donc bijective :

Vt, Vx, det (F (x,t)) # 0

A t =0, nous avons
Vx, det (F (x,0)) =1

Nous déduisons des deux relations précédentes, d’aprés la continuité de ’application multili-
néaire . — det (.), que :

Vt, Vx, det (F (x,0)) > 0

7.2.2.5. Tenseur des dilatations C

Nous appelons le tenseur des dilatations, C, le tenseur défini par :

C="FF=g;G'®G

ou gij =< 8i,8j >-

C est symétrique, défini positif. Ce tenseur est donc diagonalisable dans une base de vec-
teurs propres orthogonaux appelée base principale de déformation. Les trois valeurs propres de
C (non nécessairement distinctes) sont strictement positives. Elles sont les carrés des dilata-
tions principales de déformation. Les trois vecteurs propres associés sont appelés les directions
principales de déformation.

7.2.2.6. Tenseur des déformations de Green-Lagrange E

Le tenseur des déformations de Green-Lagrange E a pour expression :

1 . .
E = §(C — Id) = Eile ® GJ (74)

ou Id est le tenseur identité. On peut montrer que Id = GijGi ® G,
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Nous pouvons donc en déduire les expressions des composantes covariantes du tenseur de
déformation de Green-Lagrange dans la base G, i =1..3 :

1
Lij =< Gy, EGj >= E(gij — Gij) (7.5)

ou G;j =< Gy, Gj > et g;j =< gj,g; > sont respectivement les composantes covariantes des
tenseurs métriques dans les configurations initiale et déformée.
La matrice G est donc égale a l'identité, et g vaut :

B+agi+h fifo+ g2+ hiho  fifs + g193 + hahs
g = symétrique f3+93+h3 f2f3 + 9293 + hah3 (7.6)
symétrique symétrique f:)? + 932, + h?»,

7.2.2.7. Tenseur des contraintes de Cauchy 7

En I’absence de forces volumiques, I’équation d’équilibre local du milieu a pour expression
générale :

div(T) =0 (7.7)

ol T =7g;® gj représente le tenseur des contraintes de Cauchy (force par unité de surface de
I'état A(t)) et 'opérateur divergence est tel que div (T) = glo7T/06". L'équation (7.7) devient
ainsi :

7] + 79Tl + 7T, = 0

ol Ffj =< gk,gi,j >= %gkm (9mij + Gmj,i — 9ij,m) sont les symboles de Christoffel et g est
le tenseur dont les composantes valent ¢/ =< g, gl > :

a? + b2+ ajag+biby +cica ajaz + bibg + cics
g = | symétrique a3 + b2 + 3 asas + bobg + cocs (7.8)
symétrique symétrique a3 + b3 + c3

Les composantes du tenseur des contraintes de Cauchy, 7%/, ne sont pas écrites forcément
dans une base unitaire et leur amplitude n’a donc pas de sens physique. Ainsi, les résultats
sur les contraintes de Cauchy présentés dans la littérature donnent toujours les composantes
physiques de ce tenseur, c’est-a-dire rapportées a une base unitaire, notées o <;;~. Le tenseur
o se déduit du tenseur des contraintes de Cauchy par la relation :

o<ij> =T\ /3195 (indices muets non utilisés) (7.9)
La formulation du tenseur des contraintes de Cauchy, 7, dépend du cadre théorique dans
lequel nous travaillons. La loi de Hooke permet de déterminer ses composantes en élasticité

linéaire, (§ 7.3), tandis qu’en mécanique des grandes déformations, son expression est obtenue
a partir d’une formulation énergétique caractérisant le milieu (§ 7.4).
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7.3. Elasticité linéaire
7.3.1. Principes

L’élasticité linéaire est un cadre d’étude classique du comportement mécanique des maté-
riaux. Nous rappellerons, dans cette partie, uniquement les principales définitions, ainsi que
I’expression des différents coefficients.

Un matériau est dit élastique s'il existe un état de référence sans contrainte (état naturel),
et si aprés déformation, le tenseur des contraintes de Cauchy, 7, ne dépend que du tenseur des
déformations de Green-Lagrange, E :

T = f(E) (7.10)

Les matériaux élastiques sont donc des matériaux a mémoire de leur état de repos.

Un matériau est dit élastique linéaire si on a effectué une linéarisation de la loi contraintes-
déformations précédente au voisinage de 1’état naturel. Cette linéarisation est valable sous
I'hypothése des “petites déformations”, a savoir que |E| < 1, ou |.| représente une norme
matricielle. En pratique, nous considérons qu’elle reste valable tant que les déformations ne
dépassent pas 10%. L’objectif de cette hypothése est de pouvoir affirmer que le domaine déformé
Q; est peu différent du domaine initial £2y. Sous ces hypothéses, nous avons alors :

o =T

E = € = %(Vu—I—VuT)

La loi de comportement mécanique en élasticité linéaire est la loi de Hooke. Elle s’écrit :

o =2ue+ \0Id (7.11)

ou # est la dilatation (6 = Trace(e)), Id est le tenseur identité, u et A sont les coefficients de
Lamé.

Les coefficients de Lamé sont des notations pratiques, mais ont des significations mécaniques
peu intuitives. Pour avoir une meilleure perception des phénomeénes mécaniques, nous considé-
rons le coefficient de Poisson v et le module d’Young E par les relations suivantes :

_ By
A (+v)(1—2v)
o= 2(1€Ly)

Le coefficient de Poisson traduit la compressibilité du matériau. Il varie de 0 & 0.5. Plus le
matériau est compressible, plus son coefficient de Poisson est proche de 0. Il est sans dimension.
Le module de Young traduit la malléabilité du matériau. Plus le matériau est rigide, plus son
module de Young est élevé. Son unité est le Pascal (Pa).

Il est important de noter que, sous I’hypothése des petites déformations, les descriptions
eulérienne et lagrangienne sont équivalentes (Germain (1973); Duvaut (1990); Fung (1993)).
Nous noterons donc indifféremment x ou X.
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7.3.2. Formules des contraintes de von Mises o,,, et des déformations effectives
erf

Durant nos travaux, nous nous sommes servi des deux estimateurs suivants pour mener une
analyse mécanique des contraintes et des déformations dans le milieu.
Les contraintes de von Mises o,,, sont définies par :

3 2
Oum = | liZSZ] (7.12)
Z?]

ou les coefficients S;; sont les composantes du tenseur déviateur des contraintes. Elles sont
définies par la formule suivante :

1
Sij = oij — gTrace(U)&‘j

ol o est le tenseur des contraintes de Cauchy.
De méme, les déformations effectives e;y sont définies par :

/2
eff = 526% (7.13)
i,J

ou les coefficients e;; sont les composantes du tenseur déviateur des déformations. Elles sont
définies par la relation :

1
ez] = GZ] _— gTTace(e)éij

ol € est le tenseur des déformations linéarisées.

7.4. Modélisation du comportement hyperélastique du biogel en
mécanique des grandes déformations

7.4.1. Expression du tenseur des contraintes de Cauchy en grandes
déformations

En mécanique des grandes déformations, 'expression du tenseur de Cauchy, 7, peut se déduire
d’une formulation énergétique. Si ’énergie de déformation est exprimée selon une fonction
d’énergie élastique (W,), dépendante du tenseur des déformations de Green-Lagrange (W, =
We (E)), et une fonction d’énergie visqueuse (W,), dépendante du tenseur des déformations de

Green-Lagrange et de sa dérivée temporelle (W, = W, (E, E)), alors la loi de comportement,

pour un matériau compressible, se déduit de 'expression intrinséque suivante (Pioletti et al.
(1998); Fernandes-Morin (2000)) :

r=J'F (% - %) g (7.14)

ou F est le tenseur gradient de la transformation et J = det(F) (J # 1).
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La détermination de ces fonctions d’énergie, qui doivent traduire de fagon réaliste la rhéologie
(élasticité/viscosité) du biogel, est souvent délicate. Il nous est alors paru important de passer
en revue les différentes fonctions d’énergie proposées dans la littérature et susceptibles de décrire
la rhéologie d’un tissu mou ou d’un biogel.

7.4.2. Revue bibliographique des fonctions d’énergie élastique
7.4.2.1. Cas des matériaux incompressibles

Beaucoup de matériaux caoutchouteux ont été décrits, en premiére approximation, comme
des matériaux incompressibles. Cette remarque est justifiée par le fait qu’il est beaucoup plus
facile de changer la forme d’une piéce en caoutchouc que d’en changer son volume. Cette ap-
proximation a souvent été faite pour des raisons de simplifications de calculs numériques.

Modéle de Ogden. Ce modéle est utilisé pour décrire ’évolution de matériaux, soumis a des
contraintes finies, relativement & un état d’équilibre. De tels matériaux sont les biomatériaux
tels que les tissus biologiques mous et les polymeéres solides comme les matériaux de type
caoutchouc.

La fonction d’énergie élastique est :

N
= (A, A2 Asg) = Zg— o 4 AP 3)

ot les \;, (¢ = 1..3) sont les étirements principaux, p, sont les modules de cisaillements, o,
des constantes sans dimension, et [N est un entier naturel qui détermine le nombre de terme
dans la fonction d’énergie. Il résulte que seulement 3 termes suffisent (N = 3) pour avoir une
bonne corrélation avec les résultats expérimentaux (Holzapfel (2001)).

Les trois modeles suivants sont des cas particuliers du modéle de Ogden.

Modéle de Mooney-Rivlin. Dans ce cas 1a, N = 2 et a1 = 2 et ap = —2. En écrivant la
fonction d’énergie en fonction des invariants I; et I, sachant que Is = 1 par incompressibilité
du milieu, nous obtenons :

v = Cl(Il — 3) +CQ(IQ — 3)

ou ¢y = p1/2 et cg = —p9/2, I et Iy sont respectivement les premier et deuxiéme invariants
(I = Trace(C) et I = § ((T'race (C))? = Trace (CQ)))

Cette fonction de Mooney-Rivlin est souvent utilisée pour décrire le comportement de maté-
riaux isotropes de type caoutchouc.

Modéle de Miller-Young. Miller-Young et al. (2002) mettent en évidence, par des tests de
compression, le comportement non-linéaire viscoélastique de ’aponévrose plantaire humaine
(membrane fibreuse épaisse, située au niveau du talon, de méme type que les tendons et les
ligaments). Ils utilisent un modeéle qu’ils qualifient de Mooney-Rivlin pour déterminer les ca-
ractéristiques rhéologiques de ce tissus. Il s’agit, en fait, d'un modéle de Ogden particulier :
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N
U(I, 1) = Y Cy(I —3) (I - 3)!
i+j=1

En pratique, ils utilisent N =7 ou N = 10.

Modéle néo-hookéen. Dans ce cas 1a, N = 1 et oy = 2. La fonction d’énergie s’écrit alors
uniquement en fonction du premier invariant Iy :

U = Cl(Il — 3)

avec c¢; = u1/2.

Cette formulation est intéressante car elle n’implique qu’un seul paramétre. Elle conduit & une
modélisation mathématique simple et réaliste du comportement non linéaire des matériaux de
type caoutchouc. Kauer et al. (2002) s’en servent pour caractériser les matériaux synthétiques
quasi-incompressibles.

Modéle de Fung. Fung (1993) effectue des tests de tractions biaxiales sur des aortes canines
pour caractériser les paramétres rhéologiques des vaisseaux sanguins. Il propose une nouvelle
fonction d’énergie de la forme :

V() = f(Q) + 5% - Q1] (7.15)

ou @ une fonction polynomiale des composantes du tenseur de Green-Lagrange, E, et des
caractéristiques du matériau. Zhou et Fung (1997) se sont servi de cette fonction d’énergie
pour définir le degré de non-linéarité comme la part de ’énergie de déformation non-linéaire
dans l'énergie de déformation totale. Ils trouvent que ce degré de non-linéarité varie de 5%
a 30% en fonction de 'amplitude de la déformation, celle-ci variant dans 1’échelle des valeurs
physiologiques.

Blondel et al. (2001) ont repris cette formulation de la loi de comportement élastique. En
développant un nouveau dispositif pour réaliser des mesures statiques et dynamiques, en trois
dimensions, ils caractérisent les propriétés mécaniques des vaisseaux sanguins en se servant de
la fonction d’énergie élastique suivante :

ou (@ est une fonction du tenseur E et des caractéristiques du matériau.

Ce modele a été également repris par Billiar et Sacks (2000) et Sun et al. (2003), qui l'ont
utilisé pour modéliser des biomatériaux servant dans les prothéses cardiaques.

Gardiner et Weiss (2001) utilisent ce modéle pour caractériser le comportement de tissus
biologiques mous lors d’une expérience de cisaillement. Ils arrivent & faire une cartographie,
avec une approche de type éléments finis en deux dimensions, de la contrainte exercée dans
un échantillon de tissus mou. Weiss et al. (2002) réutilisent ce dispositif et caractérisent le
comportement dynamique des ligaments soumis & une charge.
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Modéle de Fernandes-Morin. Fernandes-Morin (2000) réutilise la loi proposée par Suh et al.
(1989), pour décrire le comportement des tissus biologiques :

U (I, ) = yen(1=3-5 (12-3)

Les paramétres v et a; sont identifiés pour des dermes équivalents. Leur caractérisation donne
ay =6.4 et y=—-4.2 Pa.

Modéle de Ramtani. Ramtani (2003) reprend le modeéle de Fung (7.15) et cherche & caracté-
riser les propriétés rhéologiques des gels de collagéne par la fonction d’énergie suivante :

ab
U (I, Ip) = ae1=3) — 5 (1= 3)
ol a et b sont des caractéristiques du milieu.
Les valeurs des coefficients a et b sont mesurées dans Ramtani (2003) pour les dermes équiva-
lents, et sont déterminées expérimentalement, par Pioletti et al. (1998), via des tests de traction
avec des déformations de 50% pour les ligaments et tendons humains.

7.4.2.2. Cas des matériaux compressibles

La compressibilité d’'un matériau est prise en compte par 'addition, dans la formulation de
la fonction d’énergie, d’un terme décrivant la réponse élastique purement liée & la variation
de volume ¥, (Fernandes-Morin (2000)). Pour notre formulation énergétique élastique, nous
prenons donc comme fonction d’énergie ¥ la somme d’une fonction d’énergie & isovolume W,
(décrite précédemment) et W,,,;, fonction d’énergie liée a la variation de volume. Nous parlerons
dans ce cas de formulation découplée :

‘II()\_lu )\_27 )‘_33 J) = ‘llvol(J) + \Ijiso()\_la )\_27 )\_3)
ou J est le rapport entre le volume initial et le volume déformé, les Ai(i = 1..3) sont les étirements
principaux, et \; = J /3.

Souvent, les formulations énergétiques sont présentées sous forme couplée. Cela signifie que
la fonction d’énergie est présentée sous la forme :

U(A1, A2, A3, ) = Wy (J) + Wiso(A1, A2, A3)

Modéle d’'Ogden. Les matériaux caoutchouteux sont en général compressibles. Ogden (Hol-
zapfel (2001)) propose donc comme fonction d’énergie liée a la variation du volume :

Wyt () = 5672 (Blog (1) + 77 1)

ou k et 3 sont des constantes positives.

120



7.4. Modélisation du comportement hyperélastique du biogel en mécanique des grandes déformations

Modéle de Mooney-Rivlin. La prise en compte de la compressibilité du matériau dans le
modeéle de Mooney-Rivlin se fait par I'ajout de la fonction d’énergie liée & la variation de
volume suivante :

Voot (J) = (] = 1)* = dlog (J)

La forme couplée de la fonction d’énergie du modeéle de Mooney-Rivlin s’écrit donc :

U (I, Iy, J) = er(Iy = 3) + ca(Iy — 3) + ¢(J — 1) — d log (J)

ou ¢ est une constante du matériau et d est un paramétre (dépendant) avec certaines restric-
tions : comme ’état de référence est non contraint, on peut déduire que d = 2(c; + 2¢2).

Modéle néo-hookéen (forme couplée). Le modeéle néo-hookéen s’écrit, dans le cas d’un ma-
tériau compressible :

V(I J) = (I — 3) + % (/72 -1)

ot les coefficients élastiques c; et 3 peuvent étre interprétés en fonction du module de Young
et du coefficient de Poisson (§ 7.6.2).

Modéle de Fernandes-Morin. Dans cette modélisation, il n’y a plus le découplage entre une
fonction d’énergie a volume constant et une fonction d’énergie traduisant la variation de vo-
lume. Fernandes-Morin (2000) propose pour modéliser les tissus biologiques mous compressibles
d’utiliser la loi introduite par Suh et al. (1989) :

V(I Ip,I3) = _;ineal(higHaQ(Irg)a n=aj + 20
3

ol a, aq et o sont les parameétres élastiques du matériau. Cependant, les valeurs expérimen-
tales de ces paramétres n’y sont pas données.

Baer et al. (2003) ont repris une formulation de ce type pour modéliser le comportement
mécanique de matrices biologiques isotropes. Ils proposent une formulation du type :

1
‘11(117]2713) = I_ﬁea1(11*3)+a2(1273) i 1
3

Cependant, ils utilisent une hypothése de petites déformations, qui permet de simplifier les
équations et de ne préciser que les valeurs de 4ag(ag + 2a2), 2ap(a1 + ag) et (.

7.4.3. Revue bibliographique des différentes fonctions d’énergie visqueuses

L’étude des potentiels visqueux est un domaine encore peu exploré : seules quelques fonctions
d’énergie visqueuse ont été développées. Nous avons noté principalement deux modeles.
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7.4.3.1. Modéle de Pioletti

Afin de prendre en compte les effet de mémoire & court terme, Pioletti et al. (1998) ont
proposé un potentiel visqueux de la forme :

W, = ZJQ(A —3)

ou Jy est le deuxiéme invariant scalaire de C: Jo=Tr (CQ)

Cette fonction d’énergie a également été reprise par Fernandes-Morin (2000) pour modéliser
le comportement visqueux de derme équivalent.

7.4.3.2. Modéle de Ramtani

Le potentiel visqueux, proposé par Ramtani (2003) est une amélioration de celui de Fernandes-
Morin (2000). II s’écrit :

Wyl Io) = Lo (I = 39 4 - (1, - 3)

ol 11 et 7o sont les parameétres visqueux caractéristiques du matériau, n est un parameétre
sans dimension, fixé & 0.5, Jo et J; sont respectivement le deuxiéme et le septiéme invariant

scalaire de C : J; = Tr (CQCQ) et Jo a été donné précédemment. Les différents paramétres sont

caractérisés par des tests de compressions (jusqu’a 25 %de déformations), réalisés a différentes
vitesses de déplacement.

7.5. Choix des fonctions d’'énergie

La détermination d’une loi de comportement commence par le choix du potentiel élastique et
du potentiel visqueux. Dans le cas de déformations non-linéaires, nous avons vu qu’il n’existait
pas de forme standard de potentiel énergétique. Par contre, certaines restrictions (physiques
ou thermodynamiques) limitent le choix. Selon notre philosophie de modélisation, la fonction
d’énergie ne doit comporter qu’un nombre minimal adéquat pour modéliser le comportement
mécanique du milieu.

Conditions thermodynamiques d’admissibilité. La loi de comportement élastique doit satis-
faire les conditions d’admissibilité suivantes (Holzapfel (2001)) :

— dans 'état de référence, la contrainte doit étre nulle : o (Id) = 0.

— la modélisation doit approcher correctement les données expérimentales.

— le potentiel élastique doit étre convexe.
Lorsque la viscosité est prise en compte, une contrainte thermodynamique supplémentaire appa-
rait : il faut vérifier la non-négativité de la dissipation visqueuse (inégalité de Clausius-Duheim) :

My gy > 0, VE (7.16)
OB
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Nous pouvons montrer que, si WU(E = 0) = 0, et si la fonction d’énergie W, est continue,
positive (ou nulle) et convexe, alors I'inégalité (7.16) est systématiquement vérifiée (Fernandes-
Morin (2000)).

7.6. Etude de fonctions d’énergie particuliére

7.6.1. Fonctions d’énergie retenues

Pour un matériau, la fonction d’énergie doit respecter le principe d’objectivité ou d’indif-
férence matérielle, c’est-a-dire qu’elle doit étre invariante dans tout changement de référentiel
(Boehler (1987)). C’est pour cette raison qu'il est préférable d’exprimer la fonction d’énergie
W en fonction des invariants scalaires de C et C. Fung (1993) suggere que la fonction d’éner-
gie ne doit comporter qu’un nombre minimal adéquat de paramétres permettant de décrire le
comportement mécanique du matériau.

Nous choisissons alors comme fonction d’énergie élastique W, un modéle néo-hookéen com-
pressible :

C1
6
ou I; est le premier invariant, et J est le déterminant du tenseur F. En effet, nous cherchons
a trouver une loi physiquement et biologiquement réaliste, mais suffisamment simple pour ré-
soudre numériquement le systéme d’EDP couplées non-linéaire ol aucune loi cinématique n’est
postulée. Dans la méme optique, nous choisissons comme fonction d’énergie visqueuse celle
utilisée par Pioletti et al. (1998) et Fernandes-Morin (2000) :

We=—=(J"-1)+c( —3) (7.17)

W, = %JQ(I1 —3) (7.18)

ou I est le premier invariant de C et Js le deuxiéme invariant de C.

7.6.2. Etudes théorique de la loi de comportement par linéarisation
7.6.2.1. Intérét de la linéarisation de la loi de comportement

Nous linéarisons la loi de comportement élastique du matériau (7.14), au voisinage de 1'état
initial, pour trouver une relation entre les coefficients de la fonction d’énergie W, et les pa-
rameétres d’élasticité linéaire du matériau (module de Young E et coefficient de Poisson v).
Cette linéarisation a deux objectifs : elle permet d’interpréter physiquement les coefficients
de la fonction d’énergie W, et, sachant que le module de Young et le coefficient de Poisson
sont des quantités mesurées et connues dans la littérature (Scherer et al. (1991); Benkherou-
rou et al. (2000); Shreiber et al. (2003)), il sera possible de déterminer les gammes de valeurs
biologiquement réalistes de ces paramétres.

7.6.2.2. Comparaison avec les résultats obtenus par petites déformations

Les détails de la linéarisation, au voisinage de 1’état I, sont précisés en appendice. Aprés
calculs, nous trouvons que :
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1 = L
' 10+0) (7.19)
B = ==
Nous en déduisons donc que, pour un coefficient de Poisson valant 0.2, le coefficient § vaut

1/3.

De méme, le module de Young E, pour des gels de fibrine de concentration comprise entre
0.5mg/mL et 5mg/mL, a été mesuré par dans Benkherourou et al. (2000) entre 10° et 10* Pa.
Les valeurs biologiquement réaliste de c¢; sont donc comprises entre 208 et 2080 Pa.

7.6.3. Etude de la loi de comportement élastique

Afin d’étudier le comportement mécanique régi par la loi néo-hookéenne, il est nécessaire de
simuler les expériences de traction uniaxiale (Cai (1998)) en grandes déformations.

7.6.3.1. Formulation de I'expérience de traction uniaxiale

Par souci de clarté, nous allons présenter la formulation mathématique d’une expérience de
traction/compression multiaxiale, pour l'appliquer ensuite au cas particulier d’'une compression
uniaxiale.

Formulation d'une expérience de traction multiaxiale. Au cours d’une expérience de trac-
tion/compression multiaxiale, un échantillon initialement cylindrique ne subit aucune distorsion.
Cela permet de simplifier la loi de comportement cinématique de la fagon suivante :

xp = A (8) X (k=1,2,3) (indices muets non utilisés) (7.20)

ou, comme précédemment, Xy et zy (k= 1,2, 3) sont respectivement les coordonnées carté-
siennes d’un point de la configuration initiale I et de la méme particule dans la configuration
déformée A(t), et A (t) (K = 1,2,3) sont les rapports d’élongation dans les trois directions de
base.

La loi (7.20) est donc un cas particulier de la loi de cinématique générale (7.1), avec :

[ (X1, X, X3,t) = M (1) Xy
g(X17X27X37t) = )‘2 (t) X2 (721)
h(X1,X2,X3,t) = A3(t) X3

Nous pouvons donc appliquer les formules précédemment calculées (relations 7.6, 7.7 et 7.8) &
ce cas particulier. Pour alléger les notations, (A (t), A2 (t), Az (t)) seront notés (A1, A2, Az). Les
détails des calculs sont précisés dans ’appendice associée & ce chapitre. Nous obtenons alors le
systéme d’équations suivant :

o> = B e (1-2772 00da) ) g B (A3 + 23+ 23 - 3)
ooms = 22| (1-272 () ™) + 002 (M2 + 23+ 23 - 3) (7.22)
T<33> = ,\21’\>f’2 cp(1— )\3?2’6_2 (Aid2)27) + nA3 43 (A\f + A3+ 23 -3)
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Application a I'expérience de traction uniaxiale. Dans le cas particulier d’une traction uni-
axiale dans la direction des abscisses, nous imposons une déformation selon les abscisses (A1 (¥)
est connu) sur une face du gel, la face opposée ne pouvant bouger qu’en y et qu’en z, les faces
latérales étant libres.

Nous avons alors 099> = 033> = 0 et Ay = A3. Le systéme (7.22) s’écrit donc :

ocens = B e (1= 0777201 B (A3 + 233 - 3)

P (7.23)
0 = 2l (127707 e (3 + 223 - 3)

ol 011> et Ao sont les inconnues.

7.6.3.2. Etude de l'influence des paramétres élastiques lors d’une expérience de traction
uniaxiale

Variation du paramétre ¢;. Nous avons étudié qualitativement comment évoluait la contrainte
sur le bord fixé, a I’état d’équilibre, en fonction du coefficient d’élasticité du milieu ¢; lors de
deux expériences de traction uniaxiale de 5% et 25% de déformation.
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FiG. 7.2.: Mesure de la contrainte sur le bord fize en fonction du coefficient élastique c;.

La courbe en trait plein correspond a une déformation de 5% ; celle en pointillés d une déformation de
25%.
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Nous constatons que 1’évolution simulée de la contrainte est linéaire en fonction du coefficient
c1. Ce résultat sera expliqué théoriquement par la suite.

Variation du paramétre 5. Nous avons réalisé, en deux dimensions sous I’hypotheése des défor-
mations planes, une compression uniaxiale d’un milieu carré de 25%, selon ’axe des abscisses,
pour différentes valeurs du paramétre (3.

\ B =0.125 \ B=2 \

FiG. 7.3.: Influence de coefficient de Poisson sur la réponse mécanique du milieu lors d’une
compression uniaziale.

L’¢état final d’un milieu élastique, soumis a une compression uniaziale de 25% selon l'aze des abscisses

est représenté pour trois valeur du paramétre 3. Le carré (trait plein) correspond & la position de repos,

tandis que la figure déformée correspond a l’état final du milieu. Les fleches représentent le vecteur

déplacement.

Nous constatons que plus 3 est grand, moins le milieu est compressible. Grace a la formule
(7.19), nous pouvons relier les valeurs de 3 aux valeurs du coefficient de Poisson v. Pour § =
0.125, v = 0.1 (gauche), le milieu est donc relativement compressible : la compression selon I’axe
des abscisses n’a alors que peu d’effets sur les frontiéres libres horizontales. Plus le paramétre
(£ augmente, plus le déplacement vertical du gel situé pres des frontiéres horizontales sera
important (milieu). Dans le cas ou § = 24.5, correspondant & v = 0.49, nous constatons que le
milieu est quasi-incompressible : il s’étale sur les cotés horizontaux pour compenser la perte de
volume due & la compression.

Ces résultats montrent que le comportement qualitatif des simulations numériques est en
accord avec la théorie : plus le milieu est incompressible (c’est-a-dire plus le coefficient de
Poisson est proche de 0.5), plus le volume tend a se conserver. Ils fournissent donc qualitati-
vement une validation de I'implémentation numérique du comportement mécanique en grandes
déformations.

7.6.3.3. Etude de la loi contraintes-déformations

Nous nous intéressons a la loi contrainte-déformations lors de ’expérience de compression
uniaxiale précédemment décrite. Nous mesurons, & I’état stationnaire, la contrainte sur la face
opposée a celle ou la déformation est appliquée pour différentes valeurs imposées de déforma-
tions. D’apres le systéme (7.23), la valeur de la contrainte o-11~, a I’état d’équilibre, est indé-
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pendante de la viscosité. Nous pouvons alors déterminer analytiquement la relation contrainte-
déformation dans cet état. Nous obtenons alors :

Ny = A;%
48+1 —65-2 (7.24)
O<11> = 261)\12ﬁ+1 <1 — )\12’6+1 >

Les formules (7.24) permettent de retrouver le résultat qualitatif énoncé précédemment, lors
de I’étude de I'influence des paramétres élastiques sur la mesure de la contrainte : la contrainte
0<11>, & I’état d’équilibre, est linéaire en ¢y dans le cas d’'une expérience de traction uniaxiale.

La figure suivante illustre la relation contraintes-déformations obtenue avec une loi néo-
hookéenne. Les résultats théoriques précédents sont comparés aux résultats numériques obtenus,
en 3D, sans aucune simplification cinématique (cas général).

0 % 10%

o, (Pa)
\\

FiG. 7.4.: Relation contraintes-déformations en mécanique des grandes déformations.
Variation de la contrainte simulée lors d’une expérience de compression uniaziale en x, sur la face du
biogel fixée en abscisse. Les résultats numériques (courbe en trait plein), obtenus dans le cas général
(8D, sans hypothése cinématique) sont confrontés aux résultats analytiques théoriques (trait discontinu
(——)). Ces courbes sont obtenues avec ¢; = 550 Pa et 3 =1/3.
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Nous déduisons de la figure (7.4) que :

— une bonne concordance entre les approches numériques et théoriques : nous mesurons
seulement une différence entre ces deux approches de 9.3% dans le cas extréme ou la défor-
mation vaut 80% (A1 = 0.2). Pour une déformation de 50% (A; = 0.5), Uerreur numérique
est de 4.3%. Ces résultats valident quantitativement notre implémentation numérique du
comportement élastique en mécanique des grandes déformations.

— que la loi néo-hookéenne utilisée pour le comportement mécanique du biogel est quasi-
linéaire en déformations jusqu’a des niveaux des déformations élevés : a 30% de déforma-
tions (A1 = 0.7), nous avons seulement une différence de 13 % entre ’approche linéaire et
I’approche “grandes déformations”.

7.7. Caractérisation des paramétres biomécaniques. Validation
du choix de la fonction d’énergie

7.7.1. Expérience de relaxation : résultats expérimentaux

Benkherourou et al. (1999, 2000) ont développé un dispositif expérimental, schématisé a la
figure (7.5), pour mesurer la contrainte dans le cas d’une expérience de relaxation et en déduire
les caractéristiques de la rhéologie du biogel.

Un gel de fibrine subit un échelon de déformation sur une de ses faces, tandis que la contrainte
mécanique sur la face opposée, fixée, est mesurée.

Capteur de force Flotteur fixe Biogel  boite de Petri  Flotteur motorisé

/

Déformation
du t.lplcur

-(F“

(Liquide physiologique)
Supporten acier inoxydable ——

Micro_control
table de
translation

Fi1G. 7.5.: Schéma du dispositif expérimental de Benkherourou (1999).
Le déplacement d’une frontiére mobile du biogel est imposé par le micro-manipulateur (droite), créant
ainsi un champ de contraintes dans le biogel. Ces contraintes sont mesurées, sur la face fixée du biogel
(gauche), par un capteur de force.
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F1G. 7.6.: Résultats expérimentaur de la réponse mécanique d’un biogel lors d’une expérience de
relazation.

Un échelon de déformation (gauche) est appliqué sur un bord libre d’un gel flottant. La contrainte

exercée sur la face opposée, fixée en abscisse, est mesurée (droite). Ces résultats sont obtenus pour des

concentrations de gel de 1 mg/mL, et sont extraits de Benkherourou et al. (2000).

7.7.2. Détermination de ¢;

Pour déterminer la valeur du coefficient d’élasticité ¢1, nous avons vu qu’il n’était pas néces-
saire de prendre en compte la viscosité du biogel. En effet, pour un A\;(¢) admettant une limite
finie quand t tend vers l'infini, la limite de o011~ est indépendante de la viscosité. Physique-
ment, cela signifie que la viscosité influe sur le temps de réponse du biogel & une déformation
donnée, mais n’influe pas sur le niveau de contrainte & I’état final.

En fixant 7 = 0, nous pouvons résoudre résoudre analytiquement le systéme (7.23). Le systéme
obtenu est le systéme (7.24).

Soit [ et s respectivement les limites, quand t tend vers l'infini, de A (t) et o0<11> (t). Nous
avons alors, d’aprés (eq. 7.24) :

—48-1
sl 26+1

st
(1 [ )

D’apres les résultats expérimentaux (Fig. (7.6)), pour [ = 1.003, s vaut 7.92Pa. Nous obtenons
alors, avec = 1/3, ¢; = 550.5 Pa.

Cette valeur biologiquement admissible (¢f partie (7.6.2)) correspondrait, dans une théorie
linéarisée, & un module de Young de 2650 Pa.

Ccl1 =
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7.7.3. Détermination de 7

Pour déterminer la valeur du coefficient de viscosité 7, nous comparons les résultats expéri-
mentaux & ceux obtenus numériquement pour différentes valeurs de ce paramétre. Les résultats
numériques seront obtenus avec deux méthodes différentes pour valider I'implémentation numé-
rique du comportement visqueux en mécanique des grandes déformations. Les résultats obtenus
par la MEF, dans le cas général (3D, aucune hypothése sur la cinématique) sont comparés a
ceux obtenus, par un schéma de différences finies, a partir du systéme simplifie (7.23) (1D,
traction uniaxiale).

Cette résolution se fera pour 8 valeurs du coefficient de viscosité 7, de 200000 & 900000
Pa.s pour étudier comment évolue la réponse en contrainte en fonction de ce paramétre. Une
minimisation de 'erreur (définie ci-dessous), par rapport a la courbe expérimentale (7.7.1), sera
ensuite effectuée pour trouver le coefficient de viscosité le plus réaliste biologiquement.

7.7.3.1. Solution numérique

20 20
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(a) Reésolution numérique en différences finies. (mo- (b) Résolution numérique en éléments finis. (mo-
deéle simplifié) déle complet)

Fi1G. 7.7.: Réponse en contrainte du matériau a l’échelon de déformation pour différentes valeurs
de wviscosité n.

Les résultats présentés (traits pleins) sont obtenus soit par 'analyse théorique ci-dessus en différences
finies (gauche), soit par la modélisation dans le cas général avec une résolution M E F (droite). Nous
constatons une bonne concordance entre les deux méthodes. Plus le milieu est visqueuz, plus le maximum
de la contrainte, au cours du temps, sera grand et plus le milieu mettra du temps a revenir 4 un
état d’équilibre. Les résultats expérimentaux de Benkherourou et al. (2000) sont rappelés (courbe en
pointillés).
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7.7.3.2. Recherche du coefficient de viscosité le plus réaliste

En comparant la courbe expérimentale (courbe en pointillés, Fig. 7.7) et la courbe obte-
nue par les simulations numériques (courbes en traits pleins, Fig. 7.7), nous constatons que
I’amortissement est trop rapide avec la fonction d’énergie visqueuse que nous avons choisie. En
étudiant alors la réponse visqueuse en contrainte, grace aux équations (7.23), nous constatons
qu’il n’est pas possible d’obtenir, avec les fonctions d’énergie considérées, une contrainte finie
pour un déplacement infiniment rapide, comme cela tend a étre le cas expérimentalement : si
d)\1/dt tend vers l'infini, alors o171~ tend également vers 'infini.

Nous en déduisons que ce potentiel visqueux ne peut pas modéliser correctement les expé-
riences de relaxations ou les déformations sont imposées avec une grande vitesse.

7.8. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux formulations pour modéliser le comportement
mécanique des biogels, utilisés lors des expériences d’angiogenése in witro, dans le cadre de
I’élasticité linéaire et en mécanique des grandes déformations. Nous avons décrit mathémati-
quement les lois viscoélastiques en mécanique des grandes déformations sans postuler aucune
hypothése sur le comportement cinématique du milieu en trois dimensions. Elle est rendue né-
cessaire par 'absence de symétrie des conditions aux limites et des conditions initiales pour les
CE.

Le choix d’une loi constitutive adéquate est essentielle pour décrire correctement le compor-
tement mécanique du biogel. Le modeéle proposé, dans ce chapitre, pour traduire le comporte-
ment élastique du milieu est le modéle néo-hookéen compressible. L’implémentation numérique
de cette formulation a été validée qualitativement en étudiant 'influence des coefficients d’élas-
ticité, ¢; et (3, sur le comportement mécanique, et quantitativement par comparaison avec
les résultats analytiques dans le cas simplifié d’expériences de traction uniaxiale. Nous avons
caractérisé ces coefficients élastiques par comparaison avec les mesures expérimentales (Benkhe-
rourou et al. (2000)) ; les valeurs obtenues se situent dans une gamme biologiquement réaliste
(c1 =550 Pa et B =1/3).

Nous avons modélisé le comportement visqueux du biogel en utilisant la fonction d’énergie
visqueuse développée par Fernandes-Morin (2000). Cette fonction d’énergie visqueuse a été
utilisée avec succes lors d’expérience de traction uniaxiale & vitesse lente (v = 20um/s), mais
nous avons montré qu’elle ne traduisait pas correctement le comportement visqueux du biogel
avec des vitesses de déformations plus élevée. En effet, une comparaison quantitative avec les
résultats expérimentaux a montré que la fonction d’énergie visqueuse ne pouvait pas reproduire
les résultats expérimentaux de Benkherourou et al. (2000). Pour caractériser les effets visqueux
du biogel a partir de ces résultats expérimentaux, il est donc nécessaire d’utiliser de nouvelles
fonctions d’énergie visqueuse, telles celles développées par Ramtani (2003).
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8. Validation mathématique des méthodes
de résolution numérique

8.1. Introduction : de la nécessité de vérifier les résultats
numeériques

La modélisation de ’angiogenése in wvitro effectuée précédemment a conduit au systéme
d’équations aux dérivées partielles couplées non-linéaires (3.35), constitué de termes parabo-
liques (diffusion) et hyperboliques (convection). Il n’existe pas, a ce jour, de solutions explicites
a ce systéme, sauf si de nombreuses hypothéses réductrices sont faites; une méthode de résolu-
tion numeérique est donc nécessaire pour en déterminer des solutions approchées. La méthode
numeérique utilisée est la méthode des éléments finis (MEF) dont nous présenterons le principe
au paragraphe (§ 8.2).

Malgré la robustesse de cette méthode, il nous est apparu nécessaire de vérifier, au moins
dans des cas simples, ’exactitude des solutions calculées. En effet, vue la complexité du systéme
d’équations aux dérivées partielles (EDP), il est probable qu'une méthode de résolution non
adaptée conduisent & des résultats erronés, dus & des instabilités numériques. L’analyse de
stabilité linéaire, effectuée lors du chapitre (4), a permis de déterminer des jeux de paramétres
pour lesquels une instabilité mécanique avait lieu et d’isoler alors les modes propres instables.
Elle fournit donc un moyen de valider qualitativement les méthodes de résolutions numériques :
la réorganisation ne doit avoir lieu que pour certaines valeurs de paramétres. Cependant, cette
analyse n’est valable qu’au voisinage de 1’état stationnaire, c’est-a-dire tant que les effets non-
linéaires n’interviennent pas. Ce probléme peut étre en partie résolu en utilisant des techniques
de développements asymptotiques, comme celle utilisée par Cruywagen et al. (1997) dans un
modeéle mécanique similaire mais plus simple, ou encore celle utilisée par Piechor et Kazmierczak
(2002) pour analyser les solutions dues & la propagation d’ondes. Nous allons développer une
analyse non-linéaire de perturbation, au voisinage d’un point de bifurcation pour prédire le
comportement asymptotique de la solution et valider ainsi quantitativement, par comparaison
avec les simulations, notre résolution numérique.

Nous validerons donc le modéle qualitativement (§ 8.3.1) et quantitativement (§ 8.3.2), mon-
trant ainsi que les résultats obtenus sont valables et qu’ils peuvent expliquer le processus de
réorganisation cellulaire et matricielle.

8.2. La méthode des éléments finis

Dans cette partie, nous donnons au lecteur non-spécialiste des méthodes de résolution numé-
rique une premiére approche de la MEF et des raisons de son efficacité. 1l est difficile de rester
généraliste sans étre imprécis ; pour cela, les mots nécessitant plus de précisions mathématiques
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seront utilisés entre guillemets. Le lecteur pourra alors se reporter a Lucquin (1996); Nicaise
(2000) pour avoir plus détails.

8.2.1. Principe de la méthode

La MEF est une méthode de calcul numérique pour résoudre des systémes d’EDP. Les solu-
tions de ce systéme appartiennent & I’espace mathématique de dimension infinie des “fonctions
variant en espace (2D ou 3D) et en temps”, que nous appelons H. L’idée fondatrice de la MEF
est d’approcher 'espace H par des espaces plus simples H,,, de dimension finie n, ou il sera
possible d’exprimer les solutions recherchées comme combinaisons linéaires d’éléments de la
base de Hl,,. Pour présenter un intérét, il faut que ces espaces H,, ne “différent pas trop” de
H : lorsque la dimension de H, augmente, la suite d’espace (Hy,), .y doit “converger” vers H.
La solution calculée correspond & une projection (au sens d’un produit scalaire adapté) sur H,
de la solution dans H. En pratique, ces espaces sont construits grace a une discrétisation, en
éléments, adaptée du milieu constitué de la MEC et des CE. Ces éléments sont connectés entre
eux par des noeuds. La discrétisation (noeuds et éléments) se nomme maillage.

En chaque noeud du maillage, nous allons calculer la valeur exacte des solutions de notre
formulation faible (voir § 8.2.2), et, sur chaque élément, les solutions sont approchées par des
fonctions polynomiales, dont le degré est appelé I'ordre de ’élément. Ces fonctions locales ont
I’avantage d’étre plus simple que celles que I’on pourrait éventuellement utiliser pour représenter
la totalité de ’objet.
par la résultante de 'interaction de chaque élément avec les autres. Ces matrices élémentaires
sont alors assemblées pour former la matrice de rigidité globale. Les valeurs de la solution
aux noeuds du maillage se déduisent donc de la résolution linéaire de cette relation reliant les
déplacements nodaux aux chargements nodaux pour Uintégralité de l'objet (la structure).

8.2.2. Formulation variationnelle

Pour pouvoir calculer la solution dans I'espace de dimension finie, il est nécessaire reformu-
ler le probléme initial. Cette nouvelle formulation sera appelée formulation faible. Grossiére-
ment, nous reformulons le probléme “trouver {u cH % +V.J=F }” sous la forme “trouver
{u e H/Vv € H, a(u,v) =1(v)}” ou a(.,.) est une forme bilinéaire symétrique définie positive,
[(.) est une forme linéaire. En pratique, nous cherchons les solutions au probléme faible dans le
sous espace H,, C H.

L’emploi de I'adjectif faible se justifie par le fait que toute solution du probléme initial (for-
mulation forte) est nécessairement solution du probléme avec la formulation faible, la réciproque
n’étant pas automatique. Ainsi, une solution de la formulation faible est plus faible (dans le
sens moins général) qu'une solution de la formulation forte. La formulation faible, dans notre
cas, n’a d’intérét que si elle est équivalente & la formulation forte, c’est a dire qu’une solution
faible est également solution de la formulation forte. Des théorémes permettent de justifier, sous
certaines conditions, I’équivalence des deux formulations (théoréme de Lax-Milgram (Lucquin
(1996); Nicaise (2000)) ou, plus généralement, théoréme de Stampacchia (Brezis (1999))). Sous
ces conditions, la solution de la formulation faible sera une bonne approximation de la solution
du probléme initial.
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Le lecteur intéressé par plus de détails (conditions d’application du théoréme, unicité des
solutions, etc...) pourra se reporter & Lucquin (1996) et Nicaise (2000).

8.2.3. Implémentation

Nous avons résolu le systéme d’EDP en 2D (eq. 3.35) par la MEF, avec le logiciel Femlab©
(Comsol, France) sur un ordinateur personnel (PC) Pentium IV. Les calculs 3D, nécessitant
plus de mémoire, ont été réalisés sur la grappe de calcul intensif Biolmage (projet CIMENT :
20 PC biprocesseurs avec 3Go de RAM chacun).

Le domaine spatial, 2D ou 3D, a été maillé selon l’algorithme de Delaunay (voir par exemple
George (1997)). Nous avons fait varier les caractéristiques de ce maillage pour s’assurer que
les solutions calculées n’en n’étaient pas dépendantes. Les résultats 2D ont été obtenus avec
un maillage constitué de 1000 noeuds et de 2500 éléments, et ceux 3D avec un maillage de
500 noeuds et de 2500 éléments. Les éléments sont triangulaires d’ordre 4 pour 1’équation de
mécanique et d’ordre 2 pour les autres équations. L’intégration numérique de la formulation
dépendante du temps a été obtenues par les algorithmes de résolutions numériques a plusieurs
pas odel5s de Matlab®© et fldaspk de Femlab®©.

8.3. Validation de la méthode

8.3.1. Validation qualitative (AL)

Sous I’hypothése H1 (§ 3.1), 'analyse de stabilité linéaire (chapitre 4) permet de déterminer,
en choisissant comme paramétre de bifurcation la traction cellulaire 7, une valeur critique
A2p421/5(2pB1+1B2)
(B
engendrer une réorganisation de la MEC et des CE. Cette analyse linéaire mathématique nous
fournit donc un moyen de valider qualitativement le comportement simulé de la MEC et de
la population de CE : la réorganisation ne doit avoir lieu que pour des valeurs précises des
parameétres.

Tturing = au dessus de laquelle une instabilité dynamique apparait, pouvant

Nous avons simulé le modeéle dans les cas théoriquement stable (retour a ’état homogeéne)
et instable (création de lacunes) de ’état d’équilibre homogene, en ne changeant que la valeur
de l'amplitude de la traction cellulaire. Cette comparaison a permis de valider notre analyse
de stabilité linéaire en observant le changement de comportement lorsque 'amplitude de la
traction cellulaire devenait plus grande que la valeur critique Tyyring, et de valider 'algorithme
de résolution numérique.

8.3.1.1. Cas stable : retour a I'état homogeéne

Dans ce paragraphe, nous simulons le modéle pour un jeu de paramétre tel que la condition
de bifurcation ne soit pas satisfaite (7 < Tyuring).
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FiG. 8.1.: Validation qualitative du comportement du systéme dans le cas stable.
Sitmulation du modéle d’angiogenése in vitro avec un jeu de paramétre théoriquement choisis tels que
l’état homogéne soit stable. Les parameétres normalisés utilisés pour cette simulation sont : 7 = 0.67,
A = 0.1543, 1 = 0.2314, p1 = po = 0.0003, 1 = B2 = 0.012333, Dy = 81076, h = 4105, Ny = 6,
s = 8800. La formule (4.9) nous permet de calculer Tyyring = 0.679.

Pour ce jeu de parameétres, les valeurs propres sont toujours a parties réelles négatives (Fig.
8.1, ¢). La théorie nous apprend que, dans ce cas, les perturbations vont décroitre exponen-
tiellement vers 0 ; ainsi, la solution tendra vers un état d’équilibre homogéne. Nous constatons,
conformément a la théorie, que la solution stationnaire est homogene (Fig. 8.1, b).

8.3.1.2. Cas instable : création de lacunes

Nous avons également simulé le modéle pour des jeux de paramétres satisfaisant la condition
de bifurcation, 7 > Tyuring-
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FiG. 8.2.: Validation qualitative du comportement du systéme dans le cas instable.
Sitmulation du modéle d’angiogenése in vitro avec un jeu de parameétre théoriquement choisis tels que
l’état homogéne soit instable. Les parameétres normalisés utilisés pour cette simulation sont les mémes
que lors de la figure (8.1), sauf T = 0.7. Tyyring est donc inchangé par rapport a la figure (8.1).

Pour ce jeu de paramétres, il existe des modes propres instables (Fig. 8.2, ¢). Ainsi, une
réorganisation morphologique des CE peut avoir lieu. Nous constatons, en effet, que les CE,
distribuées initialement de facon quasi-homogene (Fig. 8.2, a), mais légérement bruitée, se
réorganisent en “pic” (Fig. 8.2, b).

Le changement qualitatif de comportement morphologiques des CE, pour une petite modifi-
cation du paramétre de bifurcation (4.3 %), nous montre d’abord que ’analyse de stabilité est
capable de prédire le seuil au dessus duquel une instabilité mécanique a lieu, et également que
la méthode de résolution numeérique est capable de simuler avec succés ces deux comportements
morphologiquement différents.

8.3.2. Validation quantitative : Analyse non-linéaire de perturbation
8.3.2.1. Principe de I'analyse de perturbation

Les limitations de l’analyse de stabilité linéaire, évoquées précédemment, peuvent étre en
partie dépassées grace & une analyse non-linéaire de perturbation, en écrivant le terme de
bifurcation au voisinage de la valeur critique par un développement asymptotique en puissances
entiéres d’une perturbation a trois échelles de temps. Ces trois échelles de temps correspondent
aux instants temporels ou différents phénomeénes se produisent : la premiére échelle de temps
est le développement de la perturbation & partir de son état initial. Durant cette phase, nous
nous attendons & ce que l’analyse de stabilité linéaire soit vérifiée. La seconde correspond au
moment ot les effets des phénomeénes non-linéaires deviennent importants, la solution continuant
d’évoluer temporellement en s’approchant de ’état stationnaire qui est la troisiéme phase,
atteinte & la limite quand le temps tend vers 'infini.

Le systéme complet est extrémement complexe et, évidemment, ce développement asymp-
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totique va engendrer des calculs algébriques pénibles. Une phase de simplification du modéle
est souhaitable. Nous effectuons donc quelques hypothéses raisonnables biologiquement, tout
en gardant l'essentiel des caractéristiques biologiques du modéle complet.

8.3.2.2. Simplification du modéle

Simplification de la force de rappel élastique. En deux dimensions, I'attachement du gel a
la boite de Petri sur sa face inférieure est modélisée par une force de rappel élastique R = su/p.
En appliquant également I’hypotheése des petites déformations & cette formule, conduisant a la
linéarisation au voisinage de I’état d’équilibre, ce terme devient R = su.

Réduction du nombre d’équations. Le nombre d’équation du systéme est de quatre en deux
dimensions (une pour la dynamique des CE, une pour celle de la MEC, et deux pour les com-
posantes du vecteur déplacement) et de cing en trois dimensions (trois équations pour le dépla-
cement). Nous réduisons le nombre d’équations du systéme en ne prenant plus comme inconnue
les composantes du vecteurs déplacement w, mais dilatation 6 définie comme la divergence de
ce vecteur (f = V.u). La divergence de ’équation de meécanique s’écrit alors :

(20 + N0+ (i -+ pa) V%0 — (21 + AB)V'0 + V(mpn(Ns — m) = 56
Dans le cadre de ’hypotheése (H1) (§ 3.1) ou 'instabilité mécanique est engendrée uniquement
par 1’équilibre entre les forces de traction cellulaire et la résistance passive de la MEC, nous
obtenons comme relation entre la densité de MEC et la dilatation, par linéarisation au voisinage
de I'état d’équilibre p = 1, p = 1 — 0. Nous obtenons ainsi un systéme non-linéaire a deux
équations (§ 8.3.2.3).

Simplification de la résolution. Nous nous intéressons au cas simple ou il n’y a qu’un seul
mode propre instable k.. Soit ¢ le nombre d’onde correspondant & ce mode propre instable
(¢ = ke /L ont L est la taille du domaine).

De plus, nous allons considérer une version simplifiée de notre systéme en 1D. Le fait de
réduire la dimension de l’espace d’étude n’apporte pas de simplification conceptuelle, mais
simplifie grandement les calculs lors de la recherche d’une solution particuliére du paragraphe
(8.3.2.6). Une résolution dans des espaces de dimensions supérieurs est envisageable, mais ajoute
des difficultés calculatoires.

8.3.2.3. Equations résultantes

D’aprés les simplifications précédentes, I’équation de conservation des cellules endothéliales,
a ’état stationnaire, s’écrit :

V.[-DyVn — hnV6] =0 (8.1)

et la divergence de ’équation de mécanique s’écrit :

(2u 4+ NV20 — (2uB1 + A\32)V10 + V2(rpn(Ny —n)) = s
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Nous renormalisons cette équation avec les paramétres suivants :

ﬂ* _ 2:“'/81 + )\ﬁQ = T s* = S
o 2u+ A S 2u+ N S 2u+ A
Nous obtenons alors :
V20 — 3*V10 + V3(r* (1 — )n(Ny — n)) = 50 (8.2)

Par la suite, les astérisques seront omis par souci de lisibilité.

8.3.2.4. Conditions aux limites

Les conditions aux limites restent inchangées, & savoir des conditions de flux nul pour les CE
et pour la MEC. Comme 6 = 1 — p, nous avons :

Vnn =20
{ Von =0 (8.3)

8.3.2.5. Développement en puissance entiére du paramétre de bifurcation 7 et du temps t

Conformément aux principes de ’analyse de perturbation rappelés ci-dessus, nous allons
développer le paramétre de bifurcation 7 et le temps selon deux échelles de temps 17 et T5.
La troisiéeme échelle de temps sera obtenue par passage a la limite (limp, .~ ). Pour alléger les
notations, Tyuring €st noté 7.

T =Te + e + €21y (8.4)

T, T

t 2

€ €
Le paramétre €, décrivant la perturbation, étant petit.
8.3.2.6. Calculs algébriques

Développement en puissance entiére du terme de traction. Nous développons le terme de
traction cellulaire, selon la formalisation algébrique suivante, en utilisant n =n —1 :

(1 —60)n(Ny —n) = Pifi + Py + Psn” + Pynf + Psn20 + ¢ (8.5)

ou les coefficients {P;, i = 1..5} valent :

Pr=Ny—-2, Pb=1-Ny, P3=-1, Pb=2-Ny, FB=1

En intégrant les relations (8.4), (8.5) et en utilisant n = n — 1 dans les équations (8.1) et
(8.2), nous obtenons alors :

(147 P) V20— BVA0+7.P,V* i—50 = —e(T14€12) V(P14 Pof) — (1o+€11 ) V(P32 + Py + P52 6)
(8.6)
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DoV?n 4 hV?0 = —hV.[aV) (8.7)

Développement en puissances entiéres de 1 et . Nous effectuons un développement en
puissance entiére des inconnues n et 6 :

n(x,e,T;) = eny (x,6,T;) + e2ny (z, e, 1)+ e3ns (z, €, Tj) (8.8)

0 (x,€,T;) = €ty (z,¢,T;) + €20, (z, e, 1)+ €303 (x, €,Tj) (8.9)

ol les inconnues n; et §;, i = 1..3, sont fonctions de x, e et T}, j =1, 2.
En insérant les développements en puissance entiére (8.8) et (8.9) dans les équations (8.6) et
(8.7), nous obtenons :

GL[HI}—I—GQL[HQ]—I—E:SL[H?’]—G (8.10)
n1 N2 n3
ou L est 'opérateur linéaire suivant :
I —BVA+ (1 4+ 7.P)V? -5 17.PV?
o hV? DyV?

et G est le vecteur des termes non-linéaires dépendants de e.
G= —e(m + GTQ)VQ(Plﬁ + P0) — (1. + €T1)v2(PgﬁQ + Pynf + P5ﬁ29)
o —hV.[nVE]

En identifiant les termes en ¢, nous réduisons alors notre systéme d’équations non-linéaires &
un succession de systémes linéaires.

Il sera pratique d’utiliser la matrice déduite de ’action de 'opérateur L sur les termes de la
forme €% :

I — —B¢* + (1 +7.P)p? — s T.PLp?
B hg? Do¢?

Identification des termes a O(¢). En identifiant les termes de I’équation (8.10) en O(e), nous
obtenons ’équation suivante :

L [ le } =0 (8.11)

Cela n’est pas surprenant : par construction de G, il n’y a pas de terme linéaire en e.
En supposant que ¢ est le nombre d’ondes correspondant au mode propre instable, nous
obtenons, en résolvant ’équation (8.11), avec les conditions aux limites (8.3) :

ny

[ o ] - [ h ] AT}, Ty)cos(x) (8.12)
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Nous obtenons, de I'équation L [ 2\14 ] =0, M = _DLO‘
Il reste & déterminer A(Th,Ts).

Identification des termes a O(¢?). L’identification des termes a O(e?) conduit & 1’équation

suivante :
L[ & } =S (8.13)
ng
ot les composantes S et S du vecteur S valent :
S(l) = —7‘1V2(P1711 + P201) — TCVQ(Pgn% + P4n101) (8 14)
8(2) == —hV[n1V91] '

L’expression explicite du vecteur S est obtenue en remplacant 6, et ni par les expressions
précédemment trouvées. Cette expression sera précisée par la suite.

L’équation homogene (8.11) admet des solutions non triviales (¢f eq. (8.12)). Nous pouvons
alors nous poser la question de I'existence de solution pour I’équation (8.13). En effet, I’équation
(8.11) est le cas homogene de 1’équation (8.13).

Alternative de Fredholm. L’alternative de Fredholm est un moyen de déterminer des condi-
tions d’existence de solutions de systémes linéaires non homogénes, quand le noyau de ce systéme
linéaire n’est pas réduit au singleton vecteur nul, c’est-a-dire quand 1’équation homogéne admet
des solutions non triviales (Brezis (1999)).

. . 0 . : . .
Une solution de I’équation (8.13) w = [ n2 } existe si et seulement si l'alternative de Fred-
2

holm est satisfaite, a savoir si et seulement si nous avons :

<w*, 8 >=0

ol w™* est la solution du probléme homogeéne adjoint de (8.11), et <, > est le produit scalaire
défini comme suit :

27

<v,w >= f()? (U(l)m(l) + 'U(2)E(2)) dx

ot la barre correspond au complexe conjugué.
Dans notre cas, opérateur adjoint de L, L* est L. w* s’écrit donc :

w* = [ ]\}* ]A*cos(qb:c)

1
M*
En appliquant ces formules, & O(€?), nous obtenons 1’équation suivante :

ou A* est réel et M™ est obtenu en résolvant le systéme Lg [ B

] =0, dott M* = —ZL1,

h OA(Ty,T>)

P
ATy, Ty) (D—OaTl — A(Ty, Ty) 11.¢? (PLh — P2D0)> =0 (8.15)
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Pour que I’équation (8.15) soit satisfaite pour des valeurs non triviales de la fonction A (71, 73),
assurant ainsi I'existence d’une solution & I’équation (8.13), nous fixons 71 = 0 et nous supposons
que 'amplitude de A (T1,T5) ne dépend plus maintenant que de 75 dans nos développements
en puissances entiéres.

Résolution a O(€?). Classiquement, la solution de I'équation (8.13) est la somme de la solution
de I'équation homogeéne, et d’une solution particuliére.

0y _ 0% n 6%
ng | nh nb
—— ——
solution solution
homogéne particuliere

Calcul de la solution homogéne. L’équation (8.11) est le cas homogéne de ’équation (8.13).
Une solution homogene de 1’équation (8.13) est donc, & une constante multiplicative prés a,

o]
EIR

Calcul de la solution particuliére I'équation.  En remplacant 6; et n; dans I’équation (8.14),
avec 11 = 0 et 77 = 0, nous obtenons ’expression des composantes du vecteur S. Ces expressions

: . - 05
nous permettent de déterminer une solution particuliére [ n% ]
2

En remplagant 61 et ny dans I’équation (8.14), avec 71 = 0 et 9A/IT; = 0, nous obtenons :

S = 2MA(T)2¢*1.cos(2¢x)(P3M + Py)

S = hM ¢? A(Ty)?cos(24x)
La forme des composantes du vecteur S nous incite & rechercher une solution particuliére de
la forme :
08 1 [ apA(Ty)%cos(2¢x) (.16)
nd | T | anA(Ty)?cos(2¢1) '

En reportant dans I’équation (8.13) et en identifiant les termes, nous pouvons déterminer oy
et ay, :

¢?7ch(—2P3h+2PyDo—Pih)

A0 = IDeg? (4842 Do+ Do— Prreh+7e PaDo)+5D2
o — D2(86°rcPsh—8¢77. P1Do+168¢" Do+4¢* Do+sDo+4¢>1e P2 Do)
no D2(168¢* Do+4¢2Do—4P1 7ch¢2+sDo+4¢27c P2 Do)
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Identification des termes a O(¢?). A O(€®), nous avons :

L[ Os ] =R (8.17)

n3

oul les composantes R et R du vecteur R valent :

R(l) = —T1v2[P1n2 + PQ@Q] — TQVQ[PlTLl + P201] — ch2[2P3n1n2 + P4(n192 + ??,201)
+P5n%491] — 7'1V2[P3n% + P4n191]
R = §% — hV.[nyV0) +n V6,

L’expression explicite des composante du vecteur R peut se trouver en remplacant nq, no, 61
et 0o par leur expressions ci-dessus.

Comme précédemment, nous nous servons de ’alternative de Fredholm pour déterminer les
conditions d’existence des solutions de ’équation (8.17).

Alternative de Fredholm a O(e®). Par I'utilisation de l’alternative de Fredholm & O(€®), nous
trouvons que la fonction A(7%) doit satisfaire ’équation de Landau dans le cas stationnaire :

0= KA(Ty) + TA(T,)? (8.18)

Les expressions de K et I' sont détaillées dans ’appendice “Analyse de stabilité non-linéaire”.

L’équation (8.18) n’admet comme état d’équilibre fini non nul uniquement la solution 4/ %

Dans ce cas d’existence de ’état stationnaire, nous obtenons donc comme valeur de A selon
la troisiéme échelle de temps :

lim  A(D) = /=&

T2—>OO

Solution asymptotique du modéle simplifie. Nous avons pu déterminer quantitativement
les solutions de notre modéle (simplifié en une dimension) au dela du voisinage du point de
bifurcation par une analyse de stabilité non-linéaire de 1’état d’équilibre homogeéne. Elles valent :

n(z,eTy,...) = 1—eng(x,T1,Ts) + O(?)
= 1 €A(Tz)cos(¢z) + O(e?) (8.19)
= l—e gcos@x) + O(€?)

et
e(xaelea“') = 601 (xaTlaTQ)—i_O(eQ)
2

= €A(Ty)cos(px) + O(e?) (8.20)
= o/ Feos(éx) + O(2)

ou les expressions de K et I' sont détaillées dans I'appendice “Analyse de stabilité non-
linéaire”.
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8.3.2.7. Comparaison résultats théoriques - simulations numériques

Nous comparons les résultats théoriques précédemment trouvés a ceux obtenus en résolvant
numériquement le systéme d’EDP pour deux valeurs différentes du mode propre instable. Nous
présentons, dans cette partie, les résultats obtenus avec le mode instable 20. Ils permettent de
tirer des conclusions sur la validation des méthodes numériques. Une analyse similaire, avec le
mode instable 5, a été effectuée dans ’appendice “Analyse de Stabilité non-linéaire”.

Mode instable 20. Nous décidons d’isoler comme mode instable le mode 20, correspondant
au nombre d’ondes 207/L (L étant la longueur du domaine). Pour cela, nous choisissons les

paramétres décrits dans le paragraphe suivant.

Valeurs numériques des paramétres normalisés :

h = 2
Ny = 3
Dy = 0.65
s = 2000
6 = 0.000128324
e = 0.1

Nous avons donc comme valeur critique de bifurcation, 7,

— 14+2+/(sP) _
T = Ny = 03965417

Nous choisissons alors comme valeur pour 75 = 0.04583 (voir eq. 8.4), ainsi 7 = 0.397.
Dans ces conditions, nous avons bien isolé un seul mode propre instable : le mode 20 comme
le montre les figures suivantes :

mode

10 20 a0 40 0
0 19 20 2 22
0
-2000
_~— -10_
7 =
%J: -4000+ o 0]
o o
S 60007 — -30]
o o
S £ -409
-10000+ -507]
B0

F1G. 8.3.: Tracé du mazimum des parties réelles (non-nulles) des valeurs propres en fonction
des modes propres.
Nous constatons que seul le mode 20 est instable (gauche). En effet, pour ce mode, il existe une valeur

propre & partie réelle positive (droite).
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8.3. Validation de la méthode

Prédiction de I'analyse non-linéaire. Avec ce jeu de paramétre, I’analyse non-linéaire de
stabilité ((8.19) et (8.20)) nous prédit une solution (#, n) valant :

6 = 0.018935c0s(20mx) + O(€?)
= 1-0.0582cos(20mx) + O(e?)

avec

lim  A(Ty) = 0.1893

Ty — o0

Comparaison avec la simulation numérique.

Comparaison qualitative. Les figures ci-dessous (8.4 et 8.5) permettent de comparer la pré-
diction théorique non-linéaire (gauche) avec la simulation numérique obtenue par la méthode
des éléments finis (droite).

1.067
106

1.047 -

1,02 il

0.857

concentration en CE
1
caoncentration en CE

093+

0.967 0.96 F

0.54
0

0.2 0.4 06 0.7 1 0~ 0z 103 04 05 06 07 05 08 |
W ks

(a) Prédiction théorique (analyse de stabilité non- (b) Simulation numérique (MEF).
linéaire)

FiG. 8.4.: Comparaison entre la prédiction de ’analyse de stabilité non-linéaire et la simulation
numérique de la distribution de la densité de CE (n) a l’état stationnaire.

Les solutions théorique (gauche) et numérique (droite), représentant les CE, sont qualitativement

proches. Elles présentent un comportement oscillatoire de période et d’amplitude voisines.
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8. Validation mathématique des méthodes de résolution numérique

oz
0.0753 no1s
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(a) Prédiction théorique (analyse de stabilité non- (b) Simulation numérique (MEF).
linéaire)

FiG. 8.5.: Comparaison entre la prédiction de ’analyse de stabilité non-linéaire et la simulation
numérique de la dilatation (0) & [’état stationnaire.
Pour la valeur de la dilatation 6, nous trouvons également une bonne concordance entre les deux ap-

proches.

Comparaison quantitative. Nous allons comparer quantitativement les résultats obtenus par
la résolution numérique avec ceux déduits de ’analyse de stabilité non-linéaire.
Cette comparaison est résumée dans le tableau (8.1).

variables valeur analyse non-linéaire | valeur simulation numérique | différence
lim — A(T) 0.189 0.19 0.4%
T, — o0
amplitude (pour n) 0.0582 0.0607 42%
période (pour n) 0.1 ~ 0.1 -
amplitude (pour 6) 0.018935 0.019022 0.4%
période (pour ) 0.1 ~ 0.1 -

TAB. 8.1.: Comparaison quantitative entre la prédiction théorique et la simulation numérique.

La valeur de  lim A(T3) est déduite de l'amplitude de la dilatation 6.
T2 — OO

Les petites différences entre ces approches (au maximum 4.2 %) peuvent s’expliquer, entre
autre, par le fait que nous avons calculé la solution théorique en O(e?). Les solutions trouvées par
ces deux approches restent toutefois proches. Nous pouvons donc confirmer qualitativement ce
que l'aspect qualitatif laissait présager : il y a une bonne concordance entre les résultats obtenus
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8.4. Conclusions

numériquement et la théorie. Des résultats similaires sont obtenus en isolant le mode propre
instable 5 (voir appendice).

8.4. Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons détaillé la méthode numérique utilisée pour résoudre le systéme
(3.35). Vu la complexité de ce systéme, une vérification des résultats numériques est indispen-
sable pour s’assurer que les résultats obtenus traduisent bien les propriétés d’auto-organisation
du modéle et ne sont pas diis & des erreurs numériques. Nous avons prouvé, dans des cas simples,
que le comportement qualitatifs des solutions calculées numériquement étaient en accord avec
les prévisions théoriques obtenues par une analyse de stabilité linéaire de 1’état d’équilibre ho-
mogeéne : nous observons une réorganisation cellulaire seulement pour des jeux de paramétres
instables prévus par cette analyse. Cette validation qualitative du comportement a été complé-
tée par une validation quantitative : nous avons réussi a calculer théoriquement les solutions
a l'état stationnaire non-homogéne par une analyse non-linéaire de perturbation, au voisinage
d’un point de bifurcation. Cette analyse, faisant intervenir I’alternative de Fredholm pour dé-
terminer les conditions d’existence des solutions de systémes non homogeénes et 1’équation de
Landau dans le cas stationnaire, permet de comparer les solutions théoriques avec les solutions
numériques. Nous observons une bonne concordance entre celles-ci. Les méthodes numériques
que nous avons utilisées nous semblent donc adaptées pour la résolution d’un systéme aussi
complexe que le systéme (3.35) et nous permettent donc d’obtenir des résultats significatifs sur
la réorganisation cellulaire et matricielle.
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9. Discussion générale et perspectives

Le développement de réseaux vasculaires est d’une importance fondamentale dans certains
processus physiopathologiques, tels la cicatrisation des tissus ou l'irrigation d’une tumeur so-
lide (Kirsch et al. (2004); Gupta et Qin (2003)). Les modeéles expérimentaux d’angiogenése in
vitro, présentés dans cette thése, fournissent un cadre simplifié mais contrélable dans lequel
les interactions cellules endothéliales-matrice extracellulaire peuvent étre analysées (Folkman
et Haudenschild (1980); Ingber (2002)). Ces modéles expérimentaux mettent en évidence les
propriétés d’auto-organisation des CE, quand elles sont déposées sur des gels épais, en réseaux
de pseudo-capillaires (Vernon et al. (1992); Vailhé et al. (2001)). Cette réorganisation cellulaire
est fortement dépendante des propriétés rhéologiques de la MEC.

En considérant les différents régulateurs de ’angiogenése in vitro, nous avons vu que les inter-
actions mécaniques CE-MEC sont au cceur du processus d’instabilité mécanique de formation
des réseaux de pseudo-capillaires, lorsque les CE sont cultivées in vitro sur des gels épais en
I’absence de source exogéne de chimioattractants. Comprendre la formation et la régulation de
telles structures spatiales, dans le contexte expérimental présenté ici, implique nécessairement
la prise en compte & la fois des caractéristiques de migration et de traction cellulaire et des
propriétés rhéologiques (élasticité/viscosité) de la MEC.

Dans ce contexte expérimental, le scénario fondé sur une migration active due & la chimiotaxie
ne peut donc pas expliquer, a lui seul, le processus de morphogenése. Il est nécessaire de déve-
lopper de nouveaux modéles, différents de ceux proposés récemment expliquant ’angiogenése in
vitro par une approche chimiotactique (Gamba et al. (2003); Serini et al. (2003)). Nous avons
ainsi développé un modeéle biomécanique dans le cadre théorique défini par Murray et Oster
(1984). Plus précisément, notre modeéle est une extension de travaux précédents Manoussaki
et al. (1996); Murray et al. (1998). Il s’en distingue par :

— la prise en compte d’'une composante active haptotactique de la migration cellulaire pour
permettre d’étudier comment la formation des réseaux cellulaires est influencée par le
couplage entre la migration haptotactique des cellules le long des gradients de MEC et les
forces de traction cellulaire, induisant des champs de contraintes dans la MEC.

— la considération de la nature fibreuse de la MEC, permettant la transmission de contraintes
entre deux points éloignés.

— D'existence d’un rappel élastique du & ’attachement du biogel & la face inférieur de la boite
de Petri, induisant une force de cisaillement.

Ce modeéle biomécanique est décrit par un systéme d’équations aux dérivées partielles (EDP)
couplées non-linéaires. Ce systéme est complexe et n’admet pas, dans I’état actuel de nos
connaissances, de solutions analytiques. Nous avons alors déterminé ses solutions par une réso-
lution numérique, fondée sur la méthode des éléments finis, qui a été validée par une analyse
non-linéaire de stabilité.
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9. Discussion générale et perspectives

Nous avons formulé deux hypothéses théoriques pour expliquer le processus de réorganisa-
tion par les interactions mécaniques. Dans la premiére partie de la thése, nous avons supposé
(hypothése H1) que la dégradation du biogel était négligeable dans la phase initiale de forma-
tion des lacunes. Nous considérons donc 'angiogenése in vitro comme un processus initié par
une instabilité mécanique générée par un déséquilibre entre les forces de traction cellulaire et
la résistance passive viscoélastique de la MEC, sans remodelage de celle-ci. En effet, dans le
contexte des expériences que nous avons présentées, il semble maintenant établi que les effets
mécaniques peuvent réguler et controler le processus d’angiogenése in vitro (Ingber (2002)).

Nous nous sommes intéressés a plusieurs controles possibles des effets mécaniques sur les
caractéristiques fonctionnelles cellulaires et le processus de réorganisation. Une analyse mathé-
matique de stabilité linéaire de ’état d’équilibre homogéne nous a permis de déterminer une
condition nécessaire et suffisante sur les parameétres pour qu’une réorganisation cellulaire et ma-
tricielle puisse avoir lieu. En tragant les diagrammes de bifurcation associés, nous avons alors
pu étudier 'influence des différents parameétres expérimentaux sur le processus d’angiogenése
in vitro. Ces résultats théoriques, complétés par les simulations numériques, montrent que :

— la densité de MEC est un parameétre clé du processus d’angiogenése. Sachant que la rigidité
du gel est proportionnelle & sa densité (Benkherourou et al. (1999)), nous en déduisons que
plus le milieu est rigide, plus une traction cellulaire importance est requise pour qu’il y
ait réorganisation en pseudo-capillaires. Les résultats de nos simulations numériques sont
en accord avec les résultats expérimentaux de Vailhé et al. (1997) et Vernon et al. (1992).
Nous avons montré théoriquement et numériquement qu’aucune réorganisation cellulaire
n’était possible sur des gels trop rigides.

— la quantité initiale de CE est également un paramétre clé du processus. Vailhé et al. (1997)
avaient déja observé expérimentalement que, pour de trop faibles ou de trop fortes densités
cellulaires, aucune réorganisation n’avait lieu. Grace & l'analyse de stabilité linéaire, nous
avons pu quantifier précisément les concentrations cellulaires critiques pour lesquelles les
CE se réorganisaient. Cette densité critique est directement liée & l'existence du terme
d’inhibition de contact : si les cellules sont trop peu nombreuses, la force de traction
résultant de l'intégration de chaque traction cellulaire individuelle est trop faible pour
réorganiser le milieu. De méme, pour de trop fortes densités de CE, les liaisons cellules-
cellules inhibent la force de traction résultante exercée par la population de cellule sur la
MEC.

Dans le cadre d’expérimentations “guidées par le modéle”, ces résultats sont trés intéressants
pour le biologiste. Ils lui permettent de connaitre, a priori, les valeurs expérimentales nécessaires
pour pouvoir observer une angiogenése in wvitro. Notre modélisation est donc une approche
prédictive permettant de guider et d’optimiser I’expérimentation.

Nous avons également montré que :

— la prise en compte d’une diffusion cellulaire anisotrope, induite par les déformations méca-
niques, n’est pas nécessaire & une modélisation réaliste de ’angiogenése in vitro. En effet,
la dépendance de la diffusion cellulaire vis-a-vis des déformations locales est négligeable
lorsqu’elle est replacée dans le contexte global de migration cellulaire définie par notre
modele. Des conclusions similaires ont été trouvées par Manoussaki et al. (1996); Murray
et al. (1998) et Murray (2003c) en absence d’une migration cellulaire haptotactique.

— l'influence de I'attachement du gel a la face inférieure de la boite de Petri est importante
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dans ce processus de réorganisation. Nous avons réussi a reproduire assez fidélement les
morphologies observées expérimentalement par Vernon et al. (1992) au cours d’expériences
sur des gels d’épaisseur variables : les lacunes sont plus nombreuses et plus grandes en
surface 1a ou la MEC est la plus épaisse, et la transition entre une distribution quasi-
homogeéne de cellules & la surface du biogel et des réseaux structurés est d’autant plus
brutale que le gradient d’épaisseur est important. Il pourrait étre intéressant, pour confir-
mer 'importance de ces conditions aux limites (Sieminski et al. (2004)), d’effectuer des
expériences d’angiogenése sur des gels “flottants” & bords fixes. Nous nous attendons, dans
cette expérience, a ce que I'absence d’attachement du gel inhibe la réorganisation des cel-
lules en pseudo-capillaires, ou en tout cas diminue considérablement la surface du réseau de
pseudo-capillaires. De méme, des expériences d’angiogenése sur des gels flottants & bords
libres devrait montrer une contraction du biogel semblable & celle décrite lors d’expériences
de contraction de biogel par des fibroblastes (Tranquillo et al. (1992)), et, dans le cas peu
probable ou il y aurait une réorganisation matricielle et cellulaire, nous devrions constater
principalement des lacunes & I’endroit ol 'influence des conditions aux limites est la plus
faible, c’est-a-dire au centre du gel.

la prise en compte de 1’élasticité & longue-portée est nécessaire pour bien traduire la phy-
sique du phénomeéne. L’élasticité a longue-portée se traduit, dans le modéle, par 'ajout des
laplaciens du tenseur des déformations € (x) et de la dilatation 6 (x) pour moyenner ces
grandeurs sur un voisinage du point courant, prenant ainsi en compte la nature fibreuse de
la MEC. Ces effets longue-portée sont facteurs de stabilité, dans le sens ot une plus grande
traction cellulaire est nécessaire pour déstabiliser 1’état d’équilibre homogene. Ces termes
permettent également 'incorporation dans la condition de bifurcation du terme de rappel
élastique. En effet, si les effets d’élasticité longue-portée sont négligés, alors le coefficient
de rappel élastique n’intervient plus dans la détermination de ce seuil critique. Cela signi-
fierait physiquement que, dans ce cas, la réorganisation est indépendante de 1’épaisseur du
biogel. Ceci semble en contradiction avec les résultats des expériences menées par Vernon
et al. (1992) sur des gels d’épaisseur variable.

I'influence de I’haptotaxie, et plus particuliérement du rapport entre ’haptotaxie et la
diffusion, est un facteur clé du processus de formation de lacunes. En effet, la migration
cellulaire peut se faire dans deux directions opposées : soit en remontant un gradient
d’adhésion si ’haptotaxie est plus importante que la diffusion, soit en le descendant si la
diffusion prédomine. Si I’haptotaxie est assez grande par rapport a la diffusion, cela favorise
localement la concentration de CE, d’oii une augmentation locale de la traction cellulaire
pouvant induire un processus auto-catalytique assez important pour dépasser la résistance
viscoélastique de la MEC. La prise en compte de cette composante active de migration
cellulaire permet de simuler des réorganisations matricielle et cellulaire pour des valeurs
du module de Young plus réalistes (¢f Tab. 5.2) que celle utilisée par Manoussaki (2002)
(2 Pa).

Dans la deuxiéme partie de la thése, nous avons développé un modeéle dans lequel les effets mé-
caniques peuvent réguler la protéolyse matricielle. Cette théorie a été élaborée en s’appuyant sur
les différents travaux expérimentaux (chapitre 6) corrélant le niveau des contraintes mécaniques
d’un milieu contenant des cellules et 'augmentation de la protéolyse de la MEC. Sous cette
hypothése, la protéolyse matricielle est vue comme le déclencheur de 'instabilité dynamique
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provoquant la formation des lacunes et des pseudo-capillaires. Nous pouvons alors appréhender
a quels niveaux les effets mécaniques peuvent influencer la protéolyse :

Nos

soit en favorisant l'acces aux sites de dégradation de la MEC, pour ces enzymes, afin de
remodeler le milieu (hypothése Hy).

soit en favorisant la sécrétion de protéases par les CE (hypothése H;),

travaux ont montré :

que I'analyse de stabilité linéaire effectuée précédemment n’était plus valable. Nous avons
alors transformeé le systéme d’EDP 3. en une famille de systémes ¥; ou il était envisageable
de mener une telle étude mathématique. Nous voulions déduire, des propriétés des systémes
>, des jeux de paramétres conduisant & la formation de pseudo-capillaires pour le systéme
3}, en faisant une hypothése de quasi-stationnarité. Nous avons alors montré que I’hypotheése
de quasi-homogénéité n’était pas valable, et que ’hypothése de quasi-stationnarité était
discutable. La prise en compte de la dégradation ne nous permet donc plus de prédire les
paramétres conduisant & la formation de motifs hétérogénes en concentration cellulaire et
en densité matricielle.

que les simulations numériques reproduisent avec succés les morphologies de formation des
lacunes et des pseudo-capillaires. Les pseudo-capillaires simulés ont un diamétre proche
de celui mesuré expérimentalement et la corrélation entre le niveau de dégradation et la
morphologie du réseau est en accord avec les observations expérimentales de Vailhé et al.
(1998).

que la dynamique simulée de dégradation de la fibrine est semblable & celle mesurée expé-
rimentalement par Vailhé et al. (1998) pour deux lignées cellulaires (HUVEC et BREC).
Ces chercheurs ont rapporté que, méme si les caractéristiques fonctionnelles de ces lignées
cellulaires étaient qualitativement semblables (migration, traction, dégradation), il pouvait
exister de grandes différences quantitatives dans leur activité protéolytique. Nous avons
alors déterminé numériquement des valeurs du parameétre caractéristique de la dégradation
cellulaire, V,,, pour ces deux lignées cellulaires. Avec ces valeurs numériques, notre modéle a
pu reproduire, sous ’hypothése Hy, les profils de dégradation observés expérimentalement.
Toutefois, il apparait maintenant nécessaire de valider cette formulation par une mesure
expérimentale directe de ces coefficients.

que la formation du réseau de pseudo-capillaires n’est que peu dépendante de la diffusion des
protéases, sous ’hypothése ot les effets mécaniques favoriseraient ’accessibilité aux sites de
dégradation des enzymes. A 'inverse, en supposant que les effets mécaniques favorisent la
sécrétion de protéases, notre modéle prédit que la diffusion de ces enzymes est un parameétre
clé de 'apparition de pseudo-capillaires. Il serait alors trés intéressant de réussir a limiter,
lors d’expériences d’angiogenése in vitro, la diffusion des protéases pour en observer les
conséquences sur le développement des pseudo-capillaires, afin de déterminer si 'une de
ces deux voies est prédominante.

Dans tout notre travail, nous avons cherché & développer un modéle minimal pour permettre
d’isoler les paramétres critiques du processus d’angiogenése in vitro des expériences présentées
au chapitre (2). Cela nous a donc conduit a effectuer des simplifications que nous avons justifiées
dans le contexte de notre étude :
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— nous n’avons pas considéré de composante chimiotactique dans la migration cellulaire.
Nous avons vu que cette simplification pouvait étre réalisée dans ce contexte expérimental.
Par contre, dans de nombreux autres contextes expérimentaux, cette composante est fonda-
mentale pour modéliser la migration cellulaire, en particulier dans le cadre de ’angiogenése
induite par une tumeur (Garfinkel et al. (2004)).

— en faisant I’hypothése que la protéolyse génére I'instabilité dynamique conduisant au pro-
cessus de réorganisation, nous n’avons pas considéré, dans notre premiére approche, les
régulations des métalloprotéases (MMP) par les inhibiteurs tissulaires des métalloprotéases
(TIMP) (Kuzuya et Iguchi (2003)). Or, Il est établi que ’activité des protéases résulte de
I'intégration de plusieurs équilibres entre leurs activateurs et leurs inhibiteurs (Chang et
Werb (2001)), qui eux mémes dépendent d’une cascade de régulations (Hall et al. (2003)).
Dans cette premiére approche, nous n’avons pas modélisé ces interactions complexes.

Durant nos travaux de recherche, nous avons développé le plus possible les aspects théoriques
pour pouvoir, entre autre, déterminer des sous-ensembles de ’espace des paramétres conduisant
a la formation de lacunes et de pseudo-capillaires. Par exemple, I’analyse de stabilité linéaire,
méme si elle fournit une condition nécessaire et suffisante pour permettre une réorganisation
matricielle et cellulaire, n’est valable que dans un voisinage de 1’état stationnaire homogeéne et
ne fournit aucun renseignement quantitatif sur les solutions asymptotiques dans le cas d’une
réorganisation. Nous avons alors développé une analyse de stabilité non-linéaire de cet état
stationnaire qui nous a permis de considérer 'apport des termes non-linéaires, et donc d’aug-
menter la taille du voisinage dans lequel notre analyse mathématique est valable. De plus, cette
analyse mathématique nous a permis de prédire quantitativement, dans des cas simples (modéle
1D élastique), les solutions du systéme d’EDP a l'ordre 1, et donc de vérifier la validité de nos
résultats numériques. Théoriquement, il serait alors envisageable de prolonger une telle étude :

— en déterminant les solutions & 'ordre 2, 3... en procédant de la méme fagon.

— en menant une résolution dans des espaces de dimensions supérieures (2D, 3D)

— ou encore en considérant la superposition de plusieurs modes propres instables.
Cependant, la mise en oeuvre de ces considérations engendrerait des calculs algébriques exces-
sivement pénibles, tout en ayant un intérét limité.

Une limite importante de notre modéle est la formulation, dans le cadre de la viscoélasticité
linéaire, de la relation contraintes-déformations. En effet, cette relation, bien que relativement
compléte (prise en compte de la viscosité, parameétres d’élasticité a longue-portée), n’est en
théorie valable que dans les domaines des petites déformations, alors que nous avons vu que les
contraintes et les déformations subies par le milieu pouvaient étre considérables. Nous avons
alors cherché & développer une approche permettant de modéliser le comportement du biogel en
mécanique des grandes déformations en 3D, sans formuler d’hypothése simplificatrice sur la loi
de comportement cinématique. Nous avons réussi a caractériser les parameétres de la fonction
d’énergie élastique grace aux expériences de Benkherourou et al. (1999). Par contre, notre étude
théorique et numérique a montré que notre choix du potentiel visqueux ne permettait pas une
modélisation réaliste des expériences de relaxation ou les déformations sont imposées & une
vitesse élevée. Il apparait donc nécessaire d’utiliser de nouvelles fonctions d’énergie visqueuse
pour caractériser les biogels.

Une autre limite est ’absence de descripteurs permettant de caractériser les réseaux vascu-
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laires expérimentaux et simulés. Nous nous sommes seulement servis d’un indice de formation
des lacunes, semblable a celui développé expérimentalement par Vailhé et al. (1998), pour ca-
ractériser quantitativement chaque réseau. Il apparait en effet important de pouvoir classer les
réseaux vasculaires en catégories plus précises que celles répondant & la question de création
ou non de pseudo-capillaires. Un tel moyen quantitatif, caractérisant les réseaux vasculaires,
permettrait :

— une étude plus fine de 'influence de chaque paramétre sur chaque type de réseau. Nous
avons, a ce sujet, évoqué le seuil de percolation, défini par Gamba et al. (2003), pour
permettre d’étudier ’échange de fluide au sein d’un réseau. Récemment, Stéphanou et al.
(2004) ont défini un indice caractérisant, en un point du réseau vasculaire, le nombre de
branchement du réseau. Nous pourrions imaginer intégrer ces indices sur tout le réseau
vasculaire pour en déduire une classification de celui-ci.

— d’automatiser la classification des images de réseaux vasculaires, obtenues par IRM ou par
ultrasons. Cela constituerait une aide précieuse au diagnostique pour le radiologue en lui
fournissant, par exemple, des mesures objectives de ’évolution d’une pathologie (Kretowski
et al. (2003)).

Malgré ces limites, 'approche expérimentale et théorique présentée dans cette thése a permis
de détailler le role des différents parameétres, dans le cadre des interactions mécaniques CE-
MEC et explique, avec succeés, les premiéres étapes de la formations des lacunes dans le biogel.
Ces travaux ont été menés dans le cadre d’un dialogue permanent entre I’expérimentation et la
modélisation. En pratique, nous avons vu que ces travaux de biologie théorique nous ont permis
de suggérer de nouvelles expériences pour confirmer ou infirmer notre modélisation (expérience
de gel flottant & bords libres ou fixes, expérience sur la diffusion des protéases,...).

Comme nous ’avons vu précédemment, les travaux que nous avons menés permettent d’in-
tégrer les connaissances que nous avons au niveau cellulaire pour en déduire les équilibres
déterminant le comportement caractéristique d’une population de cellules. Ils permettent de
transformer nos connaissances des phénomeénes a 1’échelle de la cellule en une approche ma-
croscopique prédictive, tout en proposant des pistes de réflexion. Ces travaux pourraient, par
exemple, avoir des retombées cliniques importantes : nous avons vu, en effet, que la densité
de gel, en influant sur sa rigidité, était un facteur clé du phénomeéne de développement des
vaisseaux sanguins. In vivo, nous pourrions alors chercher & favoriser la greffe d’un biomatériau
au sein de ’organisme en optimisant sa rigidité afin de permettre une vascularisation maximale
du greffon.

De méme, nous pourrions envisager de nouveaux moyens contre-intuitifs pour lutter, in vivo,
contre le développement d’une tumeur solide. Des expériences (Harris et al. (1981)) ont montré
que les cellules tumorales étaient capables d’exercer des forces de traction supérieures a celles
de cellules saines. D’apreés les résultats de la deuxiéme partie de la thése, nous pouvons supposer
que, en favorisant localement la protéolyse du milieu au niveau de la tumeur, cela provoquerait
un effet auto-catalytique par ’affaiblissement locale de la rigidité du milieu, incitant ’amas de
cellules tumorales & ne pas diffuser. Les cellules tumorales seraient alors trés localisées, et une
intervention chirurgicale serait, dans ce cas, de la plus grande efficacité.
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Le modéle, développé dans cette thése, fournit donc un moyen puissant pour I'étude de
I'initiation du processus d’angiogenése in wvitro. Nous pensons également qu’il peut servir de
base pour l'incorporation de nouveaux aspects. Pour cela, des extensions pourraient lui étre
apportés :

— Il nous apparait nécessaire d’incorporer la composante chimiotactique de la migration cel-
lulaire pour pouvoir prendre en compte une grande gamme de résultats expérimentaux ou
les facteurs solubles jouent un role fondamental. Ainsi, l'intégration des conditions du mi-
lieu (hypoxie, pH) et des effets des cytokines (VEGF par exemple) permettrait d’appliquer
notre modele au développement de ’angiogenése induite par une tumeur. Ces considéra-
tions sont d’autant plus intéressantes que des études récentes corrélent les effets méca-
niques (contrainte/déformation) exercés sur une cellule avec son niveau de sécrétion de
VEGF (Smith et al. (2001); Yoshino et al. (2003)). L’unification de ces deux domaines,
déja initiée par notre modeéle, nous semble particuliérement pertinente et excitante.

— Il nous semble indispensable de développer des modeéles théoriques d’angiogenése en trois
dimensions. Ce changement de dimension constitue & la fois un défi numérique pour la réso-
lution, théorique pour modéliser la migration complexe des cellules (Friedl et al. (1998)) et
expérimental pour développer une méthode controlable et simple, permettant ’étude de la
formation des vaisseaux sanguins. Cependant Vailhé et al. (2001) ont souligné I'importance
de la modélisation en trois dimensions, en rappelant que ces modeéles expérimentaux sont
plus proches que les modeéles en deux dimensions du phénomeéne d’angiogenése in vivo, car
ils permettent une prise en compte d’un plus grand nombre d’étapes du phénomene de
bourgeonnement. Ces modéles en trois dimensions permettraient également d’étudier des
conditions de distributions réalistes des facteurs angiogénes (Helmlinger et al. (2000)), et
théoriquement, intégrerait naturellement la force de cisaillement due & 'attachement du
gel a la face inférieure de la boite de Petri. Dans ces travaux, le dialogue expérimentation-
théorie devra étre encore trés important. Ce défi nous semble également trés excitant.

— Dans le futur modéle en trois dimensions, il pourrait étre important de considérer 1’in-
fluence des contraintes de cisaillement exercées par 1’écoulement du flux sanguin sur les
parois des capillaires, lors du développement de I'arbre vasculaire. L’'influence de ces forces
hémodynamiques sur la croissance des capillaires a fait I'objet d’études récentes (McDou-
gall et al. (2002); Stéphanou et al. (2004)), qui ont montré que ces forces pouvaient induire
d’importants changements de topologie du réseau.

— Enfin, nous avons commencé a développer une approche multi-échelle du processus d’angio-
geneése in vitro, dans laquelle la rhéologie du biogel résulte de l'intégration de la rhéologie
de chacune des fibres qui le compose : lorsqu’une fibre casse au sein du biogel, la contrainte
qu’elle supportait se redistribue alors sur les fibres restantes. Nos résultats préliminaires
ont permis de constater un effet auto-catalytique du processus d’étirement d’un biogel sou-
mis & une méme contrainte constante statique, conduisant & une rupture du biomatériau.
Sachant que cette rupture est directement dépendante de son degré de protéolyse (Saldi-
var et al. (2002); Altieri et al. (2003)), notre théorie liant la dégradation du gel aux effets
mécaniques (contraintes/déformations), au sein de la MEC, nous semble particuliérement
bien adaptée pour obtenir des profils dynamiques d’étirement et de rupture de biomaté-
riaux soumis & une contrainte cyclique semblables (Ellsmere et al. (1999)). Ces résultats
préliminaires semblent trés prometteurs pour modéliser la nature fibreuse de la MEC.
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10. Appendice de l'analyse de stabilité
non-linéaire

Nous donnons, dans ce chapitre, les résultats de plusieurs étapes calculatoires effectuées dans
le chapitre (8). Nous appliquons également ’analyse de stabilité non-linéaire pour un jeu de
parameétre ol seul le mode 5 est un mode propre instable.

10.1. Valeur des coefficients K et I' dans I'équation de Landau

Les expressions des paramétres K et I', utilisés dans ’équation de Landau & I’état stationnaire
(8.18), valent :

K = (PQDO;fJID}IL})l(bQTQDO
[ = —1/8(P1hsDy+16¢* PLh3Do+4¢>1. Py Py D3 +32¢ 7. Pyh Ps Do+12¢° 7. Pyh Py Do—8¢? h Py Do —
8¢%7.P3h P, Do—2P3hs Do+16¢* Py3D2+24¢*7.Ps P, D3 —16¢° 7. P} D3 +4¢2 Py D3 —8¢*7. P2 h? +
4¢*7.Pih Py Do—8¢* 7. PLh? P3— 1641 P2h%+6 Pss D3+4¢>h Py Do —24¢ 7. Psh Py Do+24¢° Ps D3+
PysD3—32¢*P3h3Dg+96¢* Ps3D2)he? | P1 | Do/ (1683¢* Do+4¢? Do—4 Py 7.hg?+5sDo+4¢*7. P2 Do)

10.2. Un autre exemple : mode instable 5

Pour nous assurer que les résultats obtenus avec le mode instable 20 pouvait se généraliser
aux autres modes instables, nous avons décidé d’isoler un autre mode instable : le mode 5. Les
paramétres numériques sont alors ceux présentés ci-dessous :

10.2.1. valeurs numériques des paramétres

h = 2
Ny = 3
Dy = 0.65
s = 11
6 = 0.00018068
e = 0.1

Nous avons donc comme valeur critique de bifurcation, 7,

_ 1+24/(spB) _
e = Ntk = 021453

Nous choisissons alors comme valeur pour 7o = 0.114, donc 7 = 0.21567
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10. Appendice de ’analyse de stabilité non-linéaire

Dans ces conditions, nous avons bien isolé un seul mode propre instable : le mode 5 comme
le montre les figures suivantes :

k k
o 12 44 4 45 5 E3 54 BF 58 6

i

200
05

400

001 17

400 4]

1000
-2

12001

1400 251

FiG. 10.1.: Tracé de la plus grande partie réelle des wvaleurs propres en fonction des modes
propres.
Nous constatons que seul le mode 5 est instable (gauche). (Droite) Zoom sur la partie prés de ce mode.

10.2.2. Prédiction de I'analyse non-linéaire

Avec ce jeu de paramétre, I'analyse non-linéaire de stabilité nous prédit une solution (0, n)
valant :

0 = 0.015cos(bmx)
= 1-0.047cos(5mx)

avec

lim  A(Ty) = 0.15

Ty — 00

et

M = —3.0769
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10.2.3. Comparaison qualitative et quantitative avec la simulation numérique

10.2. Un autre exemple : mode instable 5

prédiction analyse

simulation numérique

concentration en CE

1.01F

=
o=}
[}

=
7=}
==}

=
o
=

=
o
=2

=
o=}
o

FiG. 10.2.: Comparaison entre la prédiction de l'analyse de stabilité non-linéaire et la simulation

numérique pour la densité de CE (n).
Le résultat est quantitativement et qualitativement semblable.
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11. Appendice de la mécanique en grandes
déformations

11.1. Calcul des vecteurs contravariants g¥

Les vecteurs g¥ sont de la forme :
gl = a1i1 + b1i2 + Cli3
g2 = agiy + boiz + ol
g3 = a3i1 + b3i2 + 63i3

En insérant ces formules dans la définition du vecteur contravariant g', les inconnues (a1,b1,c1)
peuvent étre calculées comme solution du systéme linéaire suivant :

fi ;1 m ay 1
f2 g2 ho b1 = 0
fz g3 hs3 c1 0
Soit
fi g1
M=| f2 g ho
f3 g3 hs
Nous avons alors
o = e
by — hafs—fohs
1 det(M)
a = fgdg;ta\gf)fg

ou det (M) est le déterminant de la matrice M.
De méme, nous obtenons (ag, by, c2) et (as, bs,cs) :

_ higs—gihs
az = det(M)
b, — Jftha—hifs

2 det(M)
g = L f3—f193
det(M)

_ giha—higo
as = det(M)
b _ hifo—fiho

3 = det(M)
c3 = f192—9g1 f2
det(M)
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11. Appendice de la mécanique en grandes déformations

11.2. Expression de la base locale déformée g; ® g;

La base locale déformée g; ® gj, dans I’état A(t), vaut donc :

2 g il fife  fig2  fihe fifs  figs  fihs

g0 = figr  gi g1l NQg = g1f2  gi1g2  gihe n®gs = 91f3 9195 g1h3

fihi  gihi h2 hifz higa hih2 hifs higs hihs

fife afz  foha 2 fag2  fohe fofs  f293 f2hs3

g2®g1 = figz  g1g2  g2h1 g2®g2 = fag2 92 go2ho g2®g3 = g2f3  g293  g2h3

hafi  hagi hahy hofo haga  h3 hafs hogs hohsg

fifs gifs  fsha fofs  fag2 fshe 2 fzgs fahs

g3®g1 = g3fr gsg1  gsha 93Qg2 = 93f2  g3g2  gshz g3®g3 = g3fs 95  g3hs
hsfi _hsgi  hshi hafe  haga hzha hafs hzgs  hZ

11.3. Calcul des composantes du tenseur des contraintes de
Cauchy

D’apres la formule (7.14), nous avons :

ow, oW,
=J'F C 4+ =2)TF
T=J 9E + OB

D’apres les définitions de ces différents tenseurs (§ 7.2.2), nous avons :

T=J" (gi ® Gi) (awe + 8W”> ’ (gj ® GJ')

OE = OE
=
_ N [(OW,  OW, .
T_Jl(gi®e)(a_E+8E>(GJ®gj)
=4
. (OW,  OW, :
— 7 1i € v J o .
T=J G.<8E+6E>Ggl®gj

oil le symbole . désigne le produit scalaire canonique de R3.

Les composantes du tenseur des contraintes de Cauchy, 7%, valent donc dans la base locale

déformée g; @ g; (Pioletti et al. (1998); Ramtani (2003)) :

oW, oI,  OW, 0I3  OW, 0J

ij _ J*l o
T (811 8EZ-]- + 8[3 aEij * aJQ 8EU)

11.3.1. Expression explicite de la composante élastique

Le troisiéme invariant du tenseur des dilatations C vaut :

I3 = det(C) = det(TFF) = det(F)? = J*
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11.3. Calcul des composantes du tenseur des contraintes de Cauchy

En utilisant ce résultat dans la formulation de la fonction d’énergie élastique (7.17), nous
avons :

W, = %(Igﬁ — 1) +er(f —3) (11.2)

11.3.1.1. Expression des dérivées de 1V, en fonction des invariants

D’apres (11.2), nous déduisons aisément que

oWe  _ .
L
o, = —Cls

11.3.1.2. Expression des invariants I; et I3 en fonction des composantes FE;;

Par définition du premier invariant /1, nous avons :

L = ZGij(QEij +Gij) (11.3)
Z'7j
il est donc immeédiat que
oI, .
=2GY

Par définition du troisiéme invariant I3, nous avons I3 = det(C). Comme C = 2E + Id,
nous pouvons alors exprimer les composantes du tenseur des dilatations C* en fonction des
composantes du tenseur des déformations de Green -Lagrange E;; :

8E11EooE33 + 4F 1 Egy + 4E11 E33 + 211 — 8F11 By B+
Is = 4FEyFE33+2FEy +2FE33 + 1 — 4FE93E390 — 8E91 E19F33 — 4E9 Fro+ (11.4)
8E91 F13E39 + 8F31 1993 — 831 3oy — 4F31 F13

Ainsi :
aaEIfl = 8Fx kb33 +4F33 + 4F9 — 8Ea3F3 + 2 8%[5’2 = —8F9 FE33 — 4Fy; + 8FE31 Fa3
aaEIf3 = 8F91 B30 — 8FE31 Eog — 4FE3, aaEI;’l = —8F19FE33 —4F 19 + 8F3E3
38?[32 = 8FE11FE33+4FE11 +4FE33 +2 — 8FE31F13 385533 = —8E11E3 —4FE32 + 8F31 2
aaE:l = 8FE19F93 — 8F13E0 — 4E43 aaE;’Q = —8F1Fs3 — 4Fy3 + 8F9 F13
aab{;g = 8EnFEy +4F11 +4F5 + 2 — 8E2 Eqo

11.3.2. Expression explicite de la composante visqueuse

Nous avons choisi de décrire le comportement visqueux du biogel par le potentiel visqueux
utilisé par Pioletti et al. (1998) et Fernandes-Morin (2000) :

W, = gJQ(I1 —3)

ou I est le premier invariant de C (voir précédemment) et Jo le deuxiéme invariant de C:
o =Tr (€2).

167



11. Appendice de la mécanique en grandes déformations

11.3.2.1. Expression des dérivées de W, en fonction des invariants

Trivialement, nous obtenons :

W, n
=1 -
0.5 3 =3)

11.3.2.2. Expression de J5 en fonction de Ez‘j
D’aprés la définition de Jo, nous avons
J2 = Tr (€?)

Comme
C =2E
nous pouvons alors exprimer explicitement le deuxiéme invariant du tenseur C en fonction
des composantes du tenseur E :

Jo =4Tr (EQ)
d’on
JQ =4 (E%I =+ E222 + E§3 =+ 2E12E21 =+ 2E32E23 + 2E13E31) (115)
11.4. Comparaison avec les valeurs des parameétres en petites
déformations

Sous I’hypothése des petites déformations, le milieu élastique est régi par la loi de Hooke :

14

E Uty %(uly + u2:v) %(ulz + u3x)
2 1—-2v

o sy (uae +uzy) | +
sym sym e

T =

(ulx + Ugy + ng) Id (11.6)

ol %7;" = Uiz , %—1;" = Uy, % = u;,, 1 = 1..3 et Id est le tenseur identité d’ordre 2.

En prenant en compte les grandes déformations, les composantes 79/ du tenseur symétrique
des contraintes de Cauchy se déduisent, dans le cas purement élastique, de 7% = J *1(%i +

0l OF;;
%VII;E 8815{?1) (formule 7.14). Sachant que la loi de comportement sous ’hypothése des petites

déformations est la linéarisation de la loi de comportement “grandes déformations”, il nous
suffit d’identifier les termes d’une des composantes du tenseur des contraintes de Cauchy. Nous
choisissons la composante (1,1).

11.4.1. Composante (1,1) en petites déformations

En petites déformations, nous avons d’aprés (11.6) :

= (1+ V)?l —2v) (1 =v)ure + v (ugy + us:)) (11.7)
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11.5. Application au cas de traction/compression multiaxiales

11.4.2. Composante (1,1) en grandes déformations

11 _ j—1(8W 8L, | OW 0l
Nous avons vu que 7 = J (57555 + 31, 955

que les composantes du vecteurs déplacements (u1,ug,us) ainsi que toutes leurs dérivées sont

en O(e).

). Dans toute la suite, nous supposerons

11.4.2.1. Linéarisation de J

J est le déterminant du tenseur gradient de transformation : J = det(F). En linéarisant cette
loi, nous trouvons que

J =14 uiy + ugy + uz. + o(€) (11.8)

11.4.2.2. Linéarisation de ‘gTW
3

Nous avons W = %(Igﬂ — 1)+ a(f; — 3), dou %—IVZ = —01(137571). Avec I3 = J?, nous
obtenons la linéarisation de ce terme :

ow
9. - A + 2¢1(8 + 1) (u1z + ugy + uzz) + o(e) (11.9)
3

11.4.2.3. Linéarisation de 71!

En reportant aaélll = 2, gTV[l/ = c1, et les équations (11.8) et (11.9) dans la loi donnant la

composante du tenseur de contrainte de Cauchy, nous obtenons :

™ =dey (B4 1) wig + B (u2y + uss)) + ole) (11.10)

11.4.3. Identification des termes de (11.7) et (11.10)

En identifiant les termes en w1, ugy et us., entre les équations (11.7) et (11.10), nous trouvons
le résultat énoncé dans le chapitre "Grandes Déformations” :

E
1 e T =)
g = 1—V2u

11.5. Application au cas de traction/compression multiaxiales

Lors d’une traction/compression multiaxiale, des simplifications sur la loi cinématique peuvent
étre effectuées. Ces simplifications, appliquées aux cas général nous donnent alors les grandeurs
suivantes :
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11. Appendice de la mécanique en grandes déformations

\ état I \ état A(t) \
G. — i g = Mk
« "1 0 0 X0 0
G. = |0 10 g. = | 0 A 0
00 1 L 00 A3
gk — i) N gk = 11/)\kik
(1.0 0] 32 ? 0
G- = |010 go= |0 3% 0
| 0 0 1 | 0 0 %
I ? |

TAB. 11.1.: Expressions des vecteurs et des tenseurs dans le cas d’une traction multiaziale.

Nous en déduisons, grace a ces calculs, les résultats suivants :

Tenseur ‘ Expression ‘ Utilisation des formules ‘
——
Tenseur de déformation 1 ALl 20 0
de Green Lagrange E=3 0 A2 =1 0 (7.5)
| 0 0 N1 ]
. A 0 0]
o trnstommation F=)0 % 0 *3)
| 0 0 Az |
1¢" invariant de C I = A2 + )3+ M\ (11.3), (7.5)
3¢ invariant de C I3 =(AM1Ao)3)? (11.4), (7.5)
2¢me invariant de C Jo =AM A 202 — 202 22 + 3 (11.5)

TAB. 11.2.: Ezpressions des tenseurs et des invariants.
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Abstract

In vitro angiogenesis assays have shown that tubulogenesis of endothelial cells within biogels, like collagen or fibrin gels, only
appears for a critical range of experimental parameter values. These experiments have enabled us to develop and validate a
theoretical model in which mechanical interactions of endothelial cells with extracellular matrix influence both active cell
migration—haptotaxis—and cellular traction forces. Depending on the number of cells, cell motility and biogel rheological
properties, various 2D endothelial patterns can be generated, from non-connected stripe patterns to fully connected networks, which
mimic the spatial organization of capillary structures. The model quantitatively and qualitatively reproduces the range of critical
values of cell densities and fibrin concentrations for which these cell networks are experimentally observed. We illustrate how cell
motility is associated to the self-enhancement of the local traction fields exerted within the biogel in order to produce a pre-
patterning of this matrix and subsequent formation of tubular structures, above critical thresholds corresponding to bifurcation
points of the mathematical model. The dynamics of this morphogenetic process is discussed in the light of videomicroscopy time
lapse sequences of endothelial cells (EAhy926 line) in fibrin gels. Our modeling approach also explains how the progressive

appearance and morphology of the cellular networks are modified by gradients of extracellular matrix thickness.

© 2003 Elsevier Ltd. All rights reserved.
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1. Introduction

In many physiological and pathological processes,
including wound healing, placental development, solid
tumor growth or inflammation, formation of new
capillaries from pre-existing vasculature plays a crucial
role. It is largely recognized that this morphogenetic
branching process, globally defined as angiogenesis, is in
fact a rather complicated and highly regulated multi-
factorial process (Vailhe et al., 1997; Cines et al., 1998;
Ingber, 2002). It begins in vivo with the degradation of
the extracellular matrix (ECM) and subsequent disper-
sion of endothelial cells (EC) which also acquire the
ability to migrate toward angiogenic stimuli. Cell
proliferation and their subsequent association in tube-
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E-mail address: philippe.tracqui@imag.fr (P. Tracqui).
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like structures (tubulogenesis) give rise to the lumen of
new capillaries, while tube interconnections and anasto-
moses define the building topology of the new capillary
network (Folkman and Haudenschild, 1980). EC
cultured on biogel can mimic this morphogenetic
process, and thus provide experimental models allowing
progressive investigations of both the large number of
biological factors involved in the different phases, and,
more importantly, of the different ways these factors
interplay (Ingber, 2002).

Angiogenic factors can be roughly divided into
soluble (mainly cytokines and a large number of
peptides) and insoluble substances (Sage and Vernon,
1994). Stimulation of cell motility by growth factors
such as vascular endothelial growth factor (VEGF) is
well documented (Roman and Weinstein, 2000), with
recent emphasis on possible agonistic effects on the
cell response depending on VEGF spatial distribution
(Gerhardt et al., 2003). Chemotactic cell response
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induced by such diffusible growth factors is still largely
considered as a fundamental mechanism for vascular
network formation. However, the increasing recognition
of mechanical forces as key regulators of cell function
has significantly enlarged the chemotactic paradigm by
taking into account the determinant role of mechanical
coupling between endothelial cells and ECM in tubulo-
genesis. Indeed, many cell functions such as migration,
proliferation and adhesion are influenced by the
biomechanical context (Lambert et al., 2001) and an
increasing amount of data has established that bi-
directional cell-ECM signaling depends on the balance
between the traction exerted by the cells and the passive
mechanical resistance of the ECM to these cellular
forces (Ingber, 2002; Jamora and Fuchs, 2002). In the
context of in vitro angiogenesis, videomicroscopy
imaging has provided a clear and direct evidence of
the mechanical stresses undergone by the ECM: spatial
reorganization of EC, seeded on a fibrin matrix, is
correlated to an increasing dilatation of ECM areas
progressively depleted of fibrin, the lacunae (Vailhe
et al., 1997). These lacunae both increase in size and
number, leading to a complete remodeling of the matrix
into a scaffold which would define the underlying
architecture of the capillary network (Fig. 1).

In recent years, different mathematical models have
been developed to describe in vitro angiogenesis experi-
ments with direct consideration of insoluble angiogenic
factors (Sherratt et al., 1993; Anderson and Chaplain,
1998; Sherratt and Chaplain, 2001; Levine et al., 2001).
Anderson and Chaplain (1998) have modeled tumor-
induced angiogenesis when cells respond to the hapto-
tactic signal given by the fibronectin they secreted. More
recently, Levine et al. (2001) have considered detailed
biochemical interactions between EC and extracellular
substances, and have simulated the creation of one
pseudocapillary structure, but without considering the
overall formation of a capillary network. However, even
if these models can simulate EC network formation on

rigid substrate coated with ECM proteins, they cannot
explain morphogenesis of cellular network observed on
thick biogels. To overcome these limitations, continuum
models have been developed in the conceptual frame-
work defined by Murray and Oster (1984): they
explicited the mechanical interactions between cells
and a viscoelastic ECM, with special emphasis on the
morphogenetic role played by cellular traction forces
(Manoussaki et al., 1996; Olsen et al., 1998; Murray
et al., 1998; Holmes and Sleeman, 2000; Tranqui and
Tracqui, 2000). Considering that such mechanical
interactions are of primary importance during in vitro
angiogenesis, Manoussaki et al. (1996) and Murray et al.
(1998) proposed a 2D model, essentially mechanical,
which successfully reproduces the heterogeneous spatial
distribution of cell density observed during in vitro
angiogenesis. Our paper extends this approach by
considering how the formation of cell networks is
influenced by the coupling between haptotactic cell
migration along ECM gradients, and the spatial
distribution of the cell traction, which induces strain
fields within the matrix. Indeed, we expect that the
relationship between active cell migration and cell
traction forces could initiate or prevent the development
of the angiogenesis process. Recently, Shreiber et al.
(2003) demonstrated that different migration—traction
relationships can be exhibited during the compaction of
biogel by fibroblasts, with either positive or negative
correlation of cell migration to traction. In our paper,
we investigate the importance of the balance between
the rigidity of the extracellular adhesive support, the
contractility tone of endothelial cell cytoskeleton and
active cell migration as a critical step for capillary tube
formation in vitro. We consider three possible controls
of the ECM on the migration—traction relationships.
The first one is a modulation of the cell migration by the
ECM thickness. The second one is based on the possible
long-range mechanical effects due to the fibrous nature
of the ECM and the third one assumes that random cell

Fig. 1. Morphology of the free upper surface of the fibrin gels remodeled by HUVEC seeded 20 h before. (A) The formation of the capillary-like
cellular network (grey areas) surrounding gel lacunae (white areas) is clearly visible (image size: 10 mm x 10 mm). (B) Enlargement of the celFECM
composite scaffold around areas devoided of fibrin, the lacunae (phase-contrast microscopy, image size: | mm x 1 mm).
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migration can be biased by the time varying strain field
within the ECM.

Our aim is to demonstrate that this theoretical model
can explain, for biophysically admissible parameter
values, a whole set of experimental results conducted
on fibrin biogels, and which have established that
networks of tube-like cellular structures only appear
for a precise range of controlled experimental para-
meters. Thus, model validation will be qualitatively and
quantitatively discussed with regard to the tubulogenesis
inhibition observed when the density of seeded cells
increases, or when the stiffness of the ECM is increased.
The less rigid the extracellular support, the more EC
switched to a tubular network distribution (Vailhe et al.,
1997; Tranqui and Tracqui, 2000; Deroanne et al.,
2001).

In the first part of the paper, we derive theoretical
bifurcation conditions that can be related to the critical
experimental threshold beyond which a spatial pre-
patterning of the fibrin gel can be generated. From this
theoretical analysis, a finite element approach has been
used to simulate the nonlinear dynamical behavior of
the biomechanical model. We then investigated how EC
spatial organization is controlled dynamically within the
fibrin gel, the biogel patterning appearing as a pre-
requisite scaffold for the formation of subsequent
endothelial tube networks. Special attention has been
paid to the model parameter values, derived from the
quantification of cell traction forces (Tranquillo et al.,
1992; Ferrenq et al., 1997) and the rheological analysis
of fibrin gels with different fibrin concentrations and
stiffness (Benkherourou et al., 2000). We finally discuss
the length and time-scales of the biogel pre-patterning
process, as well as the influence of geometrical features
such as the ECM thickness on the tubulogenesis
morphogenetic process.

2. Experimental approach

Experiments conducted with fibrin gels are of specific
interest, since fibrin is a constitutive element of ECM,
which is involved in wound healing, tumor invasion
(Hayen et al., 1999; Van Hinsbergh et al., 2001), and in
the elaboration of biomaterials (Grassl et al., 2002).
Experimental results reported here are obtained with
fibrin gels with 1 mm thickness, following the experi-
mental protocol described in Vailhe et al. (1998). Briefly,
1 ml of fibrinogen solutions at concentrations varying
between 0.5 and 4 mg/ml were mixed in sterile 35 mm
diameter Petri dishes with Ca®"/Mg?* free PBS 1X,
thrombin (0.4 U/ml) and aprotinin (5 pg/ml), an
inhibitor of proteases, which is used to control the
fibrin gel degradation. Fibrin gels were allowed to
polymerize overnight at 37°C in a humidified atmo-
sphere and were used during the following day. In vitro

assays were performed with a permanent EC line,
EAhy926, derived from the fusion of human umbilical
vein endothelial cells (HUVEC) with a carcinoma cell
line. Varying cell densities, typically 1.5 x 103 cells
suspended in 1 ml of medium containing antibiotics,
were then seeded on the fibrin gels.

Lacunae and cell network formation were observed
under phase contrast with an Axiovert 135M inverted
light microscope (Zeiss Achrostigmat 5 x 0.12)
equipped with a temperature-controlled stage and an
incubation chamber (37°C, 5% CO,, 90% hygrometry)
(Carl Zeiss, Germany). The spatio-temporal dynamics
of cell networks was recorded using a cooled CCD
camera CoolSNAP (Photometrics™ /Roper Scientific),
allowing low light level detection and short exposure
times.

3. Biomechanical modeling of in vitro angiogenesis

We model the fibrin gel as a linear viscoelastic
continuous medium, submitted to the coupling between
(i) an active cell migration against the ECM gradient
induced by EC traction forces on one hand, (ii) the
increasing level of cellular stresses with increasing ECM
density on the other hand. The interplay of both
phenomena generates a mechanical autocatalytic-like
process, which is analysed by considering a minimal
three-variable differential system: n(x, ) denotes the EC
density at spatial position x at time ¢, p(x, ¢) is the ECM
density at spatial position x at time ¢, and u(x, ?) is the
displacement vector of the ECM from its original to its
deformed position. If x¢y and x; are the original and
displaced position of a point on the ECM, respectively,
the corresponding displacement vector at time ¢ is
u(Xo, [) = X1 — Xg.

3.1. Active and passive stresses within the ECM

The mechanical interactions between EC and ECM
mainly result from the balance between the active
traction stress generated by EC, and the passive resisting
viscoelastic stresses developed by the ECM in response
to this mechanical stimulation.

3.1.1. Cell traction stress

Adherent cells can exert substantial traction forces
upon the surrounding tissue or matrix thanks to specific
adhesion sites (Balaban et al., 2001). At the macroscopic
level, cell traction forces are assumed to be (i)
proportional to the gel density (Delvoye et al., 1991;
Barocas et al., 1995) and (ii) bounded at high cell density
due to inhibition contact phenomenon and competition
for ECM binding sites (Moon and Tranquillo,
1993; Ferrenq et al., 1997). Thus, we consider that cell
traction stresses can be modeled by the following stress
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tensor:
6l = TpN(Ny — n)ld, (1)

where the parameter T monitors the individual cellular
traction amplitude, related to the cell contractility tone.
The real positive constant N, (N, > n) controls the cell
traction inhibition when cell density increases, and Id is
the identity tensor.

3.1.2. Constitutive relationships describing the ECM
rheology

We assume that the constitutive stress—strain relation-
ship describing the viscoelasticity of the ECM is given
by adding elastic stresses, agf,‘j;””, proportional to strains,

and viscous stresses, 625, proportional to strain rates

(Fung, 1993; Murray, 2003a).

viscous + elastic

Occm = Opepy ecm

The formulation of the 64" stress tensor is based on
linear elasticity. Moreover, we have considered that the
fibrous nature of the ECM may induce non-local
mechanical effects since fibers can transmit elastic stress
between points in the ECM that are quite far apart.
The first component of the elastic stress tensor is given

by the Hooke’s law

Olinear elasticity — IL—FV |:8 + ﬁ 0 Id:| .
Long-range clastic effects have been modeled by
considering second-order terms in the elastic stress
tensor (Cruywagen et al., 1997; Murray, 2003a):
O long-range elasticity = l_i{_ﬁlvzs -
In these formulae, & is the strain tensor
(e =Y4Vu+Vu")), E is the Young’s modulus, v the
Poisson ratio, f; and f, are the long-range elastic
coefficients (8, are f/, nonnegative constants, in 72> unit),
0 is the dilatation (0 = V.u) and Id is the identity tensor.
As it will be shown in the model theoretical analysis,
such long-range effects can stabilize the ECM spatial
inhomogeneous patterns which can be observed beyond
some bifurcation thresholds.
Combining linear and long-range elasticity, we obtain
the following expression of the elastic stress tensor:

v
1—2v

B, V20 Id} .

lasti
Uic‘:,i = O linear elasticity + O long-range elasticity- (2)
The viscous component of the ECM stress tensor is
also defined in a linear framework, with viscous stress
being proportional to the rate of change of the ECM
strain tensor &.

iscous Ot o0
Opon " = I 2 T Eld’

where p; and p, are the shear and bulk viscosities,
respectively.

3.2. Endothelial cell migration equation

Cell migration is a multifactorial process, which is
exceedingly difficult to model. Indeed, we have to deal
with both molecular-level cell properties and popula-
tion-level cell function, where individual cell parameters
(translocation speed, adhesion strength) are reflected in
cell population parameters (random motility or diffu-
sion coefficient, chemotaxis/chemokinesis coefficients,
haptotaxis/haptokinesis coefficients) (Maheshwari and
Lauffenburger, 1998). However, our working hypothesis
is that the modeling of cell population migration
behavior by macroscopic fluxes should shed light on
how cell migration operate, in conjunction with cellular
traction, to drive the tubulogenesis process. As stated
in the “Introduction” section, we will focus here on
mechanically driven cell migration (mechanotaxis)
rather than on a more involved chemotactic scenario.
This is justified by our experimental model (obvious
mechanical forces, no source of chemoattractant if
compared to in vitro angiogenesis induced by tumor-
released growth factors) and our wish to explain the
tubulogenesis process by a minimal three-variable model
(i.e. without considering chemoattractant concentration
as a fourth variable). Focusing on mechanical control of
cell migration is even reinforced by considering that the
expression and secretion of chemoattractant, such as
VEGF, can be increased by mechanical factors such as
cell stretch (Warner and Mitchell, 2003; Yoshino et al.,
2003).

In our modeling of cell migration, the random
dispersal of cells down a cell density gradient, i.e. cell
diffusion, is counterbalanced by cell migration up an
adhesive extracellular gradients (haptotaxis), assumed
proportional to the gradient of matrix density generated
by cell traction forces. The haptotactic flux J, is thus
given by

J, = hnVp,

where £ 1s the haptotactic coefficient. Indeed, cells can
get a stronger grip on ECM regions with higher number
of adhesion sites, resulting in a bimodal variation of the
migration speed when binding site density is increased
(Palecek et al., 1997).

Another well-documented component of cell mechan-
otaxis is the migration by contact guidance, where the
extracellular substrate defines preferred directions for
cell locomotion (Barocas and Tranquillo, 1997; Girton
et al., 2002). In particular, Korff and Augustin (1999)
performed angiogenesis experiments on a pre-stressed
ECM and quantified the extent of anisotropic cell
migration in vitro. These results will be used here as
the experimental counterpart of our analysis of strain-
dependent diffusion based on the theoretical approach
developed by Cook (1995) to account for ECM fiber
orientation. He proposed to modify the usual expression
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of isotropic cell diffusion by considering a strain-biased
random walk of cells described by the following
diffusive flux:

Ji = —V.(D(¢e)n),

where D(g) is a strain-biased diffusion tensor.
Expansion of this strain-dependent diffusive flux
gives: J;=—D(e)Vn —nV.[D(g)] which provides
an additional term, compared to the usual expression
Js = —DVn. This relationship can be compared to the
particular flux expression derived from the master
equation, based on the principles of the reinforced
random walk, of Othmer and Stevens (1997): they called
it a ““chemotactic sensitivity” in the case of a chemical-
biased diffusion. In our case, this term indicates a
mechano-sensitivity. The influence of this additional
term on ECM remodeling will be analysed below.
Considering all these components of cell migration, cell
density variation with time is given by the equation:

rate of change of cell density
= cell convection + cell diffusion + cell haptotaxis
+ cell proliferation — cell death.

Typical cell proliferation doubling time is in the order
of 30 h for EAhy926 cells, and thus cell proliferation can
be neglected in the first stage of the tubulogenesis
process. Observations of the fibrin gel-EC medium also
indicate that cell detachment and apoptosis is limited
in the experimental time-scale. Thus, the above balance
equation reduces to the following conservation
equation:

0
VI 3=, 3

where J. = nou/0t is the passive cell convective flux.
3.3. ECM conservation equation

In addition to the mechanical remodeling, ECM
structure and composition can be affected by the matrix
proteolysis and the localized secretion of new ECM by
the cells. This latter phenomenon is quite difficult to
quantify experimentally and requires a specific approach
based, for instance, on ECM labeling with fluorescent
probes. If ECM biosynthesis can have significant effect
on rigid substrate, the amount of newly secreted matrix
will remain quite negligible with regard to the existing
initial fibrin matrix in our experiments. Furthermore,
Vernon et al. (1995) reported that even EC which do not
synthesized type-I collagen, were able to reorganize, on
a longer time-scale, the ECM and to create a cellular
network.

On the other hand, ECM proteolysis, induced by
specific proteases, can significantly affect biochemical
ECM remodeling. Under these conditions, the spatio-
temporal evolution of the ECM density is given by the

mass balance equation:
rate of change of ECM density

= convection — degradation.

In order to investigate a minimal possible scenario for
the tubulogenesis process, we will however neglect, in
our following analysis, the degradation term. This
simplification is supported by both experimental and
theoretical considerations.  Experimentally, ECM
degradation can be modulated and prevented by using
aprotinin (see ‘“‘Experimental approach” section), an
inhibitor of matrix proteases (Vailhe et al., 1998). Vailhe
and his coworkers also measured the time evolution of
the concentration of fibrin degradation products during
the tubulogenesis process. They showed that fibrin
degradation remains very limited when the first lacunae
are formed in the biogel. We therefore consider that
ECM proteolysis will mostly act as a modulator and as
an amplifier of the tubulogenesis process. Theoretically,
ECM proteolysis could be taken into account, in a
first approximation, by considering a decrease of ECM
elastic moduli in a successive quasi-state based
approach.

According to the above arguments, we thus consider
that the spatio-temporal variation of the ECM density is
given by the conservation equation:

6,0__ @
i V. [p 61]' 4

3.4. Reduction of the analysis to a 2D domain

In order to simplify the finite element simulation of
our model, we restricted our analysis in a 2D domain by
considering first that the fibrin gel geometry in our
experiments is a thin plane (I mm thickness), second
that, since cells are seeded on the biogel (and not
dispersed during gel polymerization), principal stress
component in the vertical direction, o33, remains
negligible. In order to keep a track of the gel thickness
variation everywhere in the 2D domain, we then deduce
from Hooke’s law the following relationship between
the gel thickness e(x,y,?) and the local ECM density
p(x,y,1) (see Appendix A):

3v v p(x,p,t)

) IO

where ey(x, y) and e(x, y, t) denote the ECM thickness at
time ¢y and ¢, respectively.

An additional approximation is necessary to take into
account the effect of the boundary condition at the
bottom of the Petri dish, where the biogel is attached.
This boundary condition induces shear stresses which
decrease with the matrix thickness. This effect is
modeled by introducing, in the force balance equation,
an external restoring body force, R,,,, which is derived



108 P. Namy et al. | Journal of Theoretical Biology 227 (2004) 103—120

by evaluating the pure shear stress, g3, at z = e(x, y, ).
From linear elasticity theory, we get

Eu;(x,p,1) B
(1 +vyelx,y,t) L,2. ©)

where u; is the ith component of the displacement
vector u.

Therefore, combining Egs. (5) and (6), we can model
the attachment force to the Petri dish by R,y = su/p,
where s is the restoring elastic parameter depending on
the elastic modulus E and the Poisson ratio.

Since, in these experiments, we can ignore all inertial
effects compared to viscous effects, we obtain as the
final the mechanical balance equation:

v-[o'cell + aecm] - Rext' (7)

Combining Egs. (1), (2) and (7), the force balance
equation reads explicitly:

O-i3(x7y7 t) =

E ) v ) O
V|:1 +V(8—ﬁlv 8+E(6—ﬁ2v Q)Id) +,ula
00 u
+ U Eld +1pn(N> —n)ld| = s;. ®)

Finally, we have to specify the analytical expression of
the 2D-strain dependent diffusion tensor D(g), already
given in Cook (1995) or in Manoussaki et al. (1996):

1+811 ;822 e12 -5821
D(&) = Do €12 + €21 e
2 2

where Dy is a scalar parameter and ¢; are the strain
tensor components.

3.5. Initial and boundary conditions

In vitro angiogenesis experiments are conducted in a
Petri dish, assimilated for simplicity to a squared L x L
region Q with boundary 02, which is impermeable to
cells and ECM. Therefore, boundary conditions are
zero-flux ones for the model variables:

Jig=Jq=Jln=0,

where # is the normal vector of the boundary.

Moreover, since the biogel is stuck to the border of
the Petri dish, we prescribe zero displacement on the
boundaries (upe = 0) and no propagation of strains
through them ((V.¢).y = 0 on 0Q). This implies a zero-
flux boundary condition for ECM density (see Eq. (4)).

As initial conditions for EC density, we considered is
a slightly and randomly perturbed (+10%) spatial
distribution around the steady-state value ny. Additional
initial cell distribution profiles will also be considered
in the “Results” section. We furthermore assume an
homogeneous initial distribution of the ECM density
p(x,0) = p,, the biogel being in an undeformed state
u=0.

4. Mechanical instability conditions

We first determine relevant grouping of model
parameters by introducing non-dimensionalized vari-
ables (n, p, u) with associated normalized parameters (see
Appendix B). In order to get indications on the critical
role played by the leading model parameters, such as cell
traction amplitude on the ECM remodeling, a linear
stability analysis has been carried out, in a standard
way, in a neighborhood of the normalized homogeneous
steady state n = 1, p = 1, u = 0. This analysis checks the
pattern forming potential of our model and helps to
predict parameter ranges for which spatial patterns
could emerge from small spatial perturbations. How-
ever, as known from the nonlinear dynamical system
theory, this analysis is no longer valid when nonlinear
terms become dominant and the model solution grows.
This approach will thus be completed by a numerical
integration of the model equations using a finite element
approach. The linearized equations are detailed in
Appendix C.

Spatial perturbations are chosen of the particular
form exp(i(kx + ly) + &(k, )t), where k, [ are the spatial
wavenumbers in the x and y directions, respectively, and
E(k,I) is an eigenvalue of the Jacobian matrix of the
linearized system. &(k,/) determine the growth rate of
the corresponding perturbation. The homogeneous
steady state is linearly stable if all eigenvalues have a
non-positive real part, with perturbations decreasing to
zero as t tends to infinity. On the contrary, all spatial
perturbations associated with eigenvalue &(k,/), with a
positive real part, grow exponentially.

Let r = k? + [>. After some algebraic manipulations,
the dispersion relation can be expressed as a fourth
degree polynomial equation of the form

E(E = ENar)E + bré + ¢(r) = 0, ©)

where ¢; is an eigenvalue with a negative real part. The
dispersion coefficients a(r), b(r) and c(r) are detailed in
Appendix C.

Since we are focusing on the mechanical interaction
between EC and the ECM, we choose the cell traction
amplitude 7 as the main bifurcation parameter. In the
parameter space, we then derive from the expression of
¢(r) a necessary and sufficient condition for a saddle—
node bifurcation corresponding to a Turing instability
(Murray, 2003a). This critical value .y of the cell
traction amplitude 7 is given by

A4 2u+24/sQup; + AB,) (10)

Truring = (3N2/2 -2)+ h/D()(Nz - 2),

where parameter expressions are given in Appendix B.

However, the wavenumbers are of the form of k =
nk™/L, | = nl* /L, where k* and [* are integers. Thus,
the eigenvalues associated to r = n?N/L*, N = k*? +
[*?, are discrete. So, unless the dispersion relation
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includes in its range of unstable modes at least one of
these discrete values, no structure can develop (Fig. 2).

Let us discuss, from the instability condition (10), the
respective influence of cell traction, cell migration and
ECM mechanical properties on the onset of lacunae
formation within the matrix. The importance of ECM
mechanical properties on the ECM homogeneity (no
lacunae) or ECM remodeling (creation of lacunae)
appears explicitly through this relationship. For super-
critical value of T (T > Tying), @ non-uniform steady state
of the matrix density can appear, which, according to
Eq. (5), corresponds to local changes of the matrix
thickness, i.e. to the first stages of the lacunae
formation. This is in agreement with the intuition: the
more rigid the ECM (increasing value of E, and thus of
4 and pu (see Eq. (B.1) in Appendix B)), the larger the
cellular traction must be to destabilize the system.
Moreover, cell haptotaxis lowers the critical threshold
for instability since, in absence of cell haptotactic
migration (2 =0), a larger cell traction amplitude is
required to induce the lacunae formation within the
biogel. More globally, condition (10) highlights that the
ratio i/Dy is a key factor for lacunae formation: net
cell migration can indeed occur in opposite directions,
depending on the balance between haptotaxis and
diffusion. Starting from a randomly perturbed but
almost homogeneous distribution of cells, one can
intuitively imagine how instabilities may be generated:
if haptotaxis is large enough compared to diffusion,
combination of active cell movement together with

02

0.15

0.1 r

Re(§)

0.05

10 12

Fig. 2. Stability diagram derived from the model dispersion Eq. (9).
The largest real part of eigenvalues is plotted as a function of the sum
N of the squared values of the modes k*, /* in x and y directions,
respectively (N = k*? 4 [*2 with k*, I* integers). Unstable modes will
appear for N values taken inside the interval defined, on the
R(&(k,1)) = 0 axis, by the inner region of the dotted and solid line
curves. However, the above equality on N is only satisfied for the solid
line curve, with k* = /* = 2, which corresponds to the mode (2, 2).
The solid line curve is obtained with normalized parameters. Normal-
ized parameters used, for the solid line curve, are: t = 2.39, 1 = 1.2,
u=18, =1 =003 B =p,=00031, Dy=8x1075, h=
4x 1073, Ny =3, 5 =90.

mechanical local increase of cell traction forces may
initiate an autocatalytic process which is strong enough
to overcome the viscoelastic resistance of the ECM. The
influence of the other model parameters can be discussed
along the same lines. Restoring force coefficient s and
material long-range parameters f;, and f, tend to
prevent the ECM mechanical remodeling. As expected,
ECM remodeling is also controlled by inhibition of cell
traction: for a given value of t corresponding to lacunae
formation, decreasing the limiting cell density value will
prevent the appearance of a mechanical instability
within the matrix.

However, we already quoted above that the linear
stability analysis is no longer valid out of the steady-
state neighborhood, i.e. when nonlinear effects inter-
vene. This limitation can be partly overcome by using
asymptotic expansion techniques, as developed for a
similar but simpler two-variable cell-FECM mechanical
model by Cruywagen et al. (1994) and more recently by
Piechor and Kazmierczak (2002) for the analysis of
traveling wave solutions. The analysis of the model
nonlinear dynamical properties presented in the next
sections relies on finite element simulations of the ECM
remodeling. However, the analytical results obtained by
Cruywagen et al. (1997) have been used to validate our
numerical approach (see next paragraph).

5. Numerical simulations of the biogel patterning
5.1. Finite element simulations

A finite element method, developed with the Femlab®
software, has been used to solve the partial differential
equation system (Eq.(B.2) in Appendix B). The 2D
square domain is meshed by 1000 nodes and 2500
triangle elements. Numerical integration of the time-
dependent problem has been performed with the multi-
step Matlab® solver odel5. Total conservation of the
ECM density and EC concentration were monitored,
and different mesh options (number of nodes, number
of elements, degree of elements) were used to ensure
stability and accuracy of our numerical computations.
The validity of numerical approach has been especially
checked by simulating the model of Cruywagen et al.
(1997), which shares several mathematical similarities
with the one presented here. We thus compared
successfully our numerical results to the approximated
analytical solutions derived from nonlinear bifurcation
analysis, in the case of a non-symmetrical mixed mode
steady state (Fig. 5 in Cruywagen et al., 1997).

5.2. Mechanical and cell parameter values

Ranges of values of the mechanical parameters of our
model are both derived from previous experiments and
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Table 1
Range of mechanical parameter values, extracted from literature and considered for the simulations of the mechanocellular model dynamics
Parameter Numerical range Units Reference
Young’s modulus E 103-10* Pa Benkherourou et al. (2000)
Poisson ratio v 0.15-0.25 — Scherer et al. (1991)
Shreiber et al. (2003)
Shear viscosity g, 10°-108 Pas Barocas and Tranquillo (1997)
Bulk viscosity u, 105-108 Pas Murray et al. (1998)
Holmes and Sleeman (2000)
Traction force coefficient t 10791073 Pa cm9/(g cell?) Tranquillo et al. (1992)
(t = 0.001 dyn cm*/(mg cell))
Ferrenq et al. (1997)
Shreiber et al. (2003)
(t = 0.015 dyn cm/cell)
Table 2
Range of cell parameter values
Biological features Numerical range Units Reference
Cell diffusion Dy 107°-10-° cm?/s DiMilla et al. (1992)
Barocas et al. (1995)
Cell haptotaxis & 10-8-10—3 cm?/(s g) Dickinson and Tranquillo (1993)
Perumpanani and Byrne (1999)
Initial cell concentration n 0.5 x 10°-5 x 10° cell/cm3 Delvoye et al. (1991); Vailhe et al. (1997)
Murray et al. (1998)
Initial gel density p, 0.5-8 mg/cm3 Delvoye et al. (1991); Vernon et al. (1992)
Vailhe et al. (1997)
Cell traction inhibition N, 2 x 10°-2 x 10° cell /em® Ferrenq et al. (1997)

Tranqui and Tracqui (2000)

extracted from other publications (Table 1). In addition,
Table 2 indicates the estimated range of values for the
cell parameters used in the model simulation, with
corresponding references.

6. Results

6.1. Qualitative aspects and dynamics of lacunae
formation

Simulations of the model dynamical behavior have
been performed for different parameter sets taken in
the instability domain defined by the linear stability
analysis. Preliminary simulations (Fig. 3) illustrate the
robustness of the ECM remodeling with regard to
different sets of shape of EC initial conditions. Indeed,
linear stability analysis cannot predict which spatial
patterns will emerge, from unstable mode selections, for
different initial conditions on the model variables. In
Fig. 3, similar steady-state patterns are obtained,
starting from different initial distribution of cells, the
initial ECM density being spatially homogencous
(po(x,y) =1). Thus, ECM remodeling does not result
from amplification of initial conditions but really from
self-organizing properties of the cellFECM composite
medium.

As a first step in the analysis of the simulation results,
we also quantify independently the influence of the
strain-biased cell random motility by simulating aniso-
tropic cell diffusion over an elastic medium pre-stressed
by uniaxial stretching. Fig. 4 shows that there is a
significant directional bias of cell random migration: cell
motion increases in the direction of the largest dilatation
of the medium, while the mean ratio between the
diffusion coefficients in the x and yp directions
(D11(8)/D2(¢)) is in the order of 1.4.

This simulated cell population behavior can be
compared to experimental results obtained by Korff
and Augustin (1999), who performed cell migration
assay on a pre-strained biogel. We computed the same
directionality (or shape) index of the cell distribution,
defined as the ratio long axis/short axis of the ellipsoid
defining iso-levels of cell concentrations (Fig. 5). This
figure shows a very good agreement with the experi-
mental index values.

However, we can wonder if this strain-dependent
diffusion still remains significant when it is replaced in
the global cell migration context defined by our model.
We thus we carried out simulations of the complete
model without (Fig. 6A) or with (Fig. 6B) a strain-
biased diffusion. We found that, for conditions leading
to ECM mechanical remodeling, the amplitude of the
strain field within the ECM is too weak to influence
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Fig. 3. Steady-state ECM patterns obtained, starting from the same initial total amount of cells but which are distributed according to different
spatial profiles (A, C). After a transient phase, both cell distributions give nearly the same ECM remodeling pattern (B, D). Normalized parameters
used were: T =3.41, 1 =0.15, u =023, u; = g, = 0.003, B, =, =0.01, Dy =8 x 10°°, h =4 x 1075, N, = 2.72, s = 8800. Scales indicate the

normalized EC density.

qualitatively the tubulogenesis process (the mean ratio
between the diffusion coefficients, defined above, is in
this case in the order of 1.01). However, lacunae
geometry seems to be more precisely defined in the
strain-dependent diffusion case, with larger values of cell
densities occurring along the ECM cords. Similar
conclusions were obtained with the model of Manous-
saki et al. (1996) and Murray et al. (1998), i.e. without
counterbalancing cell diffusion by haptotactic cell
migration. Thus, strain-dependent cell diffusion does
not appear essential for the tubulogenesis process.

6.2. Comparison with in vitro experiments

According to EC type and fibrin concentration,
significant differences in time-scales have been reported
for the development of in vitro tubulogenesis (Vernon
et al., 1992; Vailhe et al., 1998, 2001). For HUVEC
cultured on fibrin gel, lacunae appear typically in less
than 2 h while cellular network formation is achieved
after 24 h. Sizes of lacunae range from 0.2 to 1.5 mm.
For Bovine Retinal Endothelial Cell (BREC), 46 h are

needed to observe the formation of -capillary-like
networks. Thanks to our theoretical analysis, we succeed
in finding experimentally based parameter values which
lead to simulations of lacunae formation with time and
spatial scales in agreement with experimental ones.
Simulated lacunae appear within 12 h with morphology
and network organization very similar to the experi-
mental observations (Fig. 7).

Fig. 8 shows the associated progressive formation of
lacunae along a cross-section of the ECM, the matrix
thickness being computed from Eq. (5).

Starting from this first level of model validation, we
carried on a refined confrontation of the model proper-
ties with a larger body of experimental data, considering
different bifurcation parameters for the onset of the
mechanically induced instability leading to capillary-like
structure formation.

6.2.1. Critical threshold of seeded endothelial cells
concentration

Thanks to the stability analysis, we can predict, for
given rheological properties of the fibrin gel, the EC
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Fig. 4. Influence of ECM mechanical strains on cell random migration. Cell diffusion on a stretched elastic medium obeys either to the classical
Fick’s law with constant diffusion coefficient (A) or is controlled by a strain-dependant diffusion tensor D(g) (B) defined in the text. The uniaxial
stretching of the elastic ECM generated the effective strains map shown in (C). Mechanically biased random cell motion is clearly observed in (B). In
(C), the iso-levels of cell density have been superimposed to the effective strains map (see Appendix D). In (A) and (B), scales correspond to

normalized cell density.

directionality index
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Fig. 5. Comparison between experimental and theoretical direction-
ality indexes in mechanically biased cell migration for increasing
uniaxial stretching of the ECM. Solid squares: experimental index
reported by Korff and Augustin (1999) from cell migration experi-
ments on pre-strained fibrin gels. Open circles: theoretical index
derived from closed iso-contour curves (Fig. 4C). y and / are the initial
and deformed length of the sample, respectively.

concentration which has to be seeded initially in order to
observe lacunae formation: for low EC density, the
cellular traction is too weak to initiate tubulogenesis.
Conversely, for high cell density, the inhibition contact
phenomenon prevents the amplification of local me-
chanical stresses induced by cell traction forces. In order
to get a measurement of the cell network extension and
associated ECM remodeling, we simulated our model

with increasing values of the amount of EC seeded onto
the ECM. These values were taken in the experimental
range analysed in Vailhe et al. (1997). We then
computed from our simulations the integral
Jod(p(x,y)>1)ds, where 6(.) =1 if the condition on
the local ECM density is satisfied, zero otherwise. This
estimator gives an indication of the percentage of
lacunae network, similarly to the experimental network
one used in Vailhe et al. (1997). Fig. 9 shows that our
numerical simulations of the ECM remodeling are in
good agreement with the theoretical instability predic-
tions and experimental results: the mechanical forces
triggering the tubulogenesis process cannot develop if
the number of seeded EC is either too small or too large
(Table 3).

Interestingly, we also show in Fig. 10 that the
variation of initial EC concentration for different values
of the total amount of seeded cells, initially distributed
in a quasi-homogeneous (slightly randomly perturbed)
manner in space, give rise to many different cell network
patterns (Fig. 10). (B) exhibits isolated cords of cells,
while (C) mimics the formation of anastomoses recur-
rently observed during angiogenesis. However, it is
only in (D) that a cell network above a percolation
threshold (Gamba et al., 2003) is observed: this
latter spatial organization would correspond to a
functional capillary-like network, where fluid exchange
would be possible from one domain boundary to the
opposite one. Globally, these simulations provide some
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Fig. 6. EC networks simulated, with our model, in the case of isotropic diffusion with coefficient Dy (A) or when considering strain-dependent cell
diffusion (B). At the steady state, cell network patterns are almost the same. Parameters are those used in Fig. 3. Scales correspond to the normalized
EC density.
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Fig. 7. Comparison between simulated (A—C) and observed (G—I) morphologies of the EC-ECM composite medium at successive times (11 = 11 h,
12 =26 h, 13 = 35 h) of the tubulogenesis process. At each time, the map of the corresponding von Mises stresses g, (see Appendix D) in the ECM is
presented (D-F). The superimposed arrows indicate direction and amplitude of the local displacement vector, the arrow length being proportional to
the vector norm. First, cells aggregate (A), then lacunae appear (B). Finally, lacunae network becomes well defined (C). Arrows exhibit the ECM
displacement and accumulation towards the borders of the lacunae, in pace with increasing values of the ECM stresses. Normalized parameters for
this simulation are: 7 = 1.35, 2 =0.15, u = 0.49, y; = p, = 0.03, f; = B, =0.003, Dy =4 x 107%, h =4 x 1074, N, = 2.5, 5 = 200. (A-C) scales
correspond to normalized ECM density, (D-F) scales to the von Mises stresses distribution.
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Fig. 9. Influence of the EC seeded concentration on the cell network
formation. Grey area: theoretical instability window derived from
linear stability analysis, dotted line: experimental cellular network
index reported by Vailhe et al. (1997), dashed line: cellular network
index computed from the model simulations. A very good agreement is
obtained between experimental results, bifurcation analysis and model

simulations. Normalized parameters used were: © = 1.53 x 1071153,

=154, u=231, py =pu =0.308, B, =p,=0.0001, N, =6.58 x
103 /ng, Dy =4 x 1077, h =4 x 107, s = 800.

theoretical guidelines for understanding how further
control of cell proliferation, leading to increased values
of the net amount of endothelial cells, could modify the
functionality of the cell network arising from the
tubulogenesis process.

6.2.2. Critical threshold for fibrin concentrations

A numerical approach, similar to the one described in
the previous paragraph, has been used to analyse the
influence of initial ECM density on tubulogenesis.
Indeed, fibrin concentration is a critical parameter in
in vitro angiogenesis experiments (Vailhe et al., 1997,
1998), since it affects the biogel stiffness. Similar results
are obtained when the stiffness of other extracellular
matrices such as type-I collagen or Matrigel (Deroanne
et al., 2001) is modified. We took benefit of previous
experiments and modeling of fibrin gels rheology
(Benkherourou et al., 2000) to get estimated values of
the fibrin gels Young’s modulus E, for the experimental

range of fibrin concentrations considered in our simula-
tions. Accordingly, we can compute the bifurcation
curve corresponding to the critical cellular traction
amplitude 7,4,y when ECM density varies. As in the
previous paragraph, we measure the network index,
associated with each ECM remodeling pattern, thanks
to the quantity fQ o(p > 1)ds. Comparison between
theoretical values and experimental index values re-
ported in Vailhe et al. (1997) are summarized in Fig. 11.
The prediction of the range of fibrin concentrations, for
which tubulogenesis occurs, is quite accurate and
correspond to experimental values (Table 3).

6.2.3. Influence of increasing matrix thickness

In the previous sections, we investigated the influence
of intrinsic model parameters, defining either EC-FECM
mechanical interactions or cell migratory behavior. We
analyse here the influence of external parameters such as
those defined by the boundary conditions imposed on
the ECM. It is known that these boundary conditions
can dramatically modify the cell mechanical behavior, as
exemplified for instance in the compaction of collagen
gels by cells: significant cell spreading and cell traction
forces are observed when the matrix boundaries are
fixed, contrary to the situation where ECM boundaries
are free to move (Shreiber et al., 2001). We study here if
the attachment the ECM to the bottom of the Petri dish
can significantly change the dynamics and the morphol-
ogy of ECM remodeling. This is indeed a way for
controlling the ECM mechanical response to cell
traction stresses, intrinsic values of the ECM elasticity
moduli being given. According to our model formula-
tion, the additional shear stresses induced by this
boundary effect are taken into account by an elastic
restoring body force, whose amplitude decreases with
increasing ECM thickness. The validation of this
formulation is carried out with reference to the
experimental work of Vernon et al. (1992), which
reported the influence of gradients of ECM thickness
on the formation of cellular networks.
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Table 3

Quantitative comparison of critical parameters between experimental data (Vailhe et al., 1997) and theoretical results

Critical parameter Units Theoretical value Exp. value Fig.
ny (appearance of lacunae) cell/em’ 0.95 x 10° 0.5x10°<---<10° 9
ny (disappearance of lacunae) cell/em® 2.5 % 10° 2x10°<--- <3 x 10°

po (disappearance of lacunae) mg/cm3 I<---<1.5 11
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Fig. 10. Steady-state EC cellular networks obtained for different values of the initial cell concentration: (A) ng = 5 x 10* cell/cm3 ; (B) np =
7 x 10* cell/cm3; (C) np =9.5 x 10* cell/cm3 and (D) ny = 1.1 x 10° cell/cm’z‘ White areas denote areas of high cell densities, according to the
indicated grey level chart. Parameters are those used in Fig. 3, except of those depending on ny. (D) The EC pattern corresponds to the mode (9,5).

Scales correspond to normalized EC density.

As in Vernon et al. (1992), we have considered two
gradients of ECM thickness: the first one with a 8%
slope over a rectangular 3.75 mm x 1.5 mm domain, the
second one with a 2% slope on a longer 15 mm x
1.5 mm rectangle. The simulated spatial organization of
the cellular networks corresponding to both thickness
gradients are shown in (Fig. 12A and B) together with
the experimental cellular networks obtained by Vernon

et al. (1992) for bovine aortic cells cultured on basement
membrane matrix with a thickness gradient of 2.8%
(Fig. 12C). These simulated cellular spatial organization
reproduced quite well the experimental observations of
Vernon et al. (1992): (i) lacunae are more numerous and
larger in area where the ECM is thicker, (ii) the
transition from quasi-homogeneous distribution of cells
at the ECM surface (left) to cellular networks (right)
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occurs more abruptly when EC are seeded on a stiffer
ECM gradient (Fig. 12A).

7. Discussion

The development of vascular structures is of funda-
mental importance in physio-pathological developmen-
tal processes. In vitro angiogenesis assays provide a
simplified but controlled experimental framework within
which the complexity of the cell-extracellular matrix
interactions can be analysed (Folkman and Haudens-
child, 1980; Ingber, 2002). They predominantly reveal
the self-organizing properties of EC which can re-
arrange in tubular structures when they are seeded on
ECM with appropriated mechanical properties (Vernon
et al., 1992; Vailhe et al., 2001). However, understanding
the appearance and regulation of such cellular spatial
structures in the experimental framework presented here
necessarily implies to consider both cell migration and
cellular mechanical stresses. They are the core of the
instability driven process of the cell network formation

2%

(B)

Fig. 12. Influence of gradients of ECM thickness on the observed morphologies of the cellular network and lacunae spatial distribution. Both a weak
(2%) and a stiffer (8%) gradients have been considered to compare with the experimental results obtained by Vernon et al. (1992). The ECM is
thinner on the left side than on the right side. (A, B) The formation of lacunae in the thickest regions of the ECM is enhanced. White areas
correspond to high ECM (or EC) density, while ECM (or EC) densities are low in black areas. Transition from flattened shape to well-defined
networks (corresponding to deeper lacunae) is more abrupt for stiffer gradients (A). Both simulations compared quite well with the experimental
planar matrix morphologies reported in Vernon et al. (1992) for the same gradients of matrix thickness. For comparison, the experimental
morphology obtained for the lowest gradient is shown (C), adapted from (Vernon et al., 1992). Normalized parameters for these simulations are:
1=282, =015 u=023, 4 =p, =03, 8, =p, =001, Dy =8 x 107, h =4 x 107, N, = 3, s = 8800.
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observed when EC are cultured in vitro on various
extracellular matrices with given thickness and in
absence of exogenous source of chemoattractants. Thus,
the chemotactic scenario alone cannot explain this
morphogenetic process and theoretical models, different
from those recently proposed (Gamba et al., 2003; Serini
et al., 2003), are required.

In close connection with experiments performed on
fibrin gels with different endothelial cells (HUVEC,
EAhy926 cells) (Vailhe et al., 1997, 1998), we analysed in
this paper the fine tuning that exists between cell
traction forces and the mechanical resistance of the
ECM. Indeed, the bifurcation diagrams, derived from
our model, are known to be valuable tools for predicting
the threshold values and range of experimental variables
within which lacunae and theoretical tubulogenesis can
take place. Considering both these so defined instability
domains and parameter values derived from previous
experiments (Ferrenq et al., 1997; Benkherourou et al.,
2000), we simulated the emergence of lacunae 10 h after
EC seeding, with a clearly visible rearrangement of cells
into tube-like structures (Fig. 7). We have shown that
haptotaxis enabled the creation of endothelial tube
networks for larger values of the Young’s modulus than
those considered in Manoussaki et al. (1996) and in
Murray (2003b). Thus, active cell migration appears as a
way to increase the ‘“‘reactivity” of the EC-ECM
composite medium to the tubulogenesis process. Con-
versely, a decrease of haptotatic cell motion, for example
through a decreasing affinity of cell receptors to ECM
adhesive proteins, would require an increasing active cell
contractility and mechanical efficiency of the cytoskele-
ton to overcome reduced migration.

The model also explains nicely how ECM remodeling
is controlled both by the seeded EC concentration (Fig.
9), where too low or too high cell density strongly
hampers cell network formation, and by fibrin gel
concentration (Fig. 11). The model simulations also
account for the original experiments of Vernon et al.
(1992), conducted on ECM with increasing thickness.
Indeed, we simulated increased cell network formation
when going from the thinner to the thicker part of the
matrix (Fig. 12). Let us remark that, formally, our
theoretical approach shares some similarities with the
work of Painter (2000), which analysed the influence on
pattern formation of a biochemical parameter whose
value changes with the domain thickness. However, in
our case, the influence of medium thickness corresponds
to a boundary condition effect, all model parameters
being unchanged.

A fundamental implication of cell traction forces is
that EC can remodel the surrounding ECM through the
reorganization of its structure by creating tension lines
and structural pathways which can provide migration
cues for other cells. Simulation of such strain-induced
anisotropic cell diffusion was investigated in this paper,

but the strain amplitude appears to be too weak to
influence qualitatively the lacunae network pattern
formation. Similar conclusions were found by Manous-
saki et al. (1996) and by Murray et al. (1998), Murray
(2003b) even in absence of haptotactic cell migration.
As a whole, the combined experimental-theoretical
approach presented here details the role of different
experimental parameters within an integrated descrip-
tion of cell-ECM interactions, and successfully explains
the first stages of the lacunae formation within the
biogel. Different limitations of the model can be
however noticed: the constitutive stress—strain relation-
ships are formulated in the limit of the small strain
formulation, and our reduced analysis of the tubulogen-
esis in a 2D domain do not take into account the vertical
cellular stresses which will occur as soon as cells migrate
within the ECM. However, we think that the continuous
mechanical approach developed here is quite appro-
priated for an extended incorporation of new experi-
mental factors, and refined analysis of the different
signal transduction pathways involved in cell prolifera-
tion, matrix proteolysis and growth factor secretion,
which are influenced by the biomechanical context.
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Appendix A. Relationship between ECM thickness and
ECM density

Thanks to the Hooke’s law, and assuming that all
strain tensor component are only spatially dependent on
x and y, we can deduce that all stress tensor components
are only dependent on x and y. Moreover, we have

hooke

633 (x> ya t)

E
——en(x,p, 1) + O3p(x, , 1),

_ Ev
14w (1 +v)(1 —2v)

Oul(;g,z,t) +0uz(x,{,:,t) _|_0us(x,"y,z,t) and

where 0O;3p(x,y,1) = =
ui(x,y,z,t) are the components of the displacement
vector u(x,y,z,f). Assuming furthermore that the
vertical stress component is negligible (¢%5°%(x, y, 1) = 0),
we obtain

v
1 —2v

Thanks to the local mass conservation of ECM, we
can write that pdV = p,dVy, where dVy and dV, p,
and p, are the elementary volumes, densities at the initial
and deformed state, respectively. Knowing that dV =
dx'dx2dXx3, dVy =dX] dX3 dX;, where dX{, dX3,

833()(:, Vs t) = - 03D(X, Vs t) (Al)
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dX; and dX!, dX2, dX? are dimensions of volumes d ¥}
and dV, respectively, and by writing that dX’ = (1 +
&ii) dXé for each i = 1...3, we obtain, under the small
strain hypothesis

p(x,y, 1) = po(1 — Os3p(x, p,1)). (A.2)

The thickness is calculated by using e(x,y,t) =
eo(x, »)(1 + €33), where ep(x,y) is the initial ECM
thickness. Combining this expression of e(x,y, ) with
Egs. (A.1) and (A.2), we get formula (5).

Appendix B. Non-dimensionalization of the
model variables

The mechanocellular model equations can be non-
dimensionalized by re-scaling time with the character-
istic time-scale 7' (hours), the typical size L (diameter of
the Petri dish) of the domain €, the initial EC
concentration ny and the initial fibrin density p,. We set

R L . L
p - poa n I’l()’ ul L) u2 La X L:
% _ ) * 4
==, 7 =—
7L T
with the normalized parameters:
DT H1Pg Hap Nz
0 12 133} 12T Uy 27T 2 = n()
hTp B B
% _ 0 x_ P1 2
h* = 2 = By ==
*_ Evpy = Epy
L2(1 4+ v)(1 —2vy 2(1 +v)L?
o PV (B.1)

1?2
In the following text, asterisks have been dropped for
convenience. The non-dimensionalized model is then

8
V.20 — B,V28) + A0 — B,V20)1d + p a—':
0
1 2 pn(Ny — 1) = 5%,
ot o

on a
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op du
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Appendix C. Linear stability analysis

The linearized system associated to the nonlinear
partial differential system (B.2) is

V. [2u(e — B,V2e) + A0 — B, V20)Id + p, %

o0
+ 5 1+ (N> 2)Id + 1p(N> — DId| — su = 0,

on ) ou
E+V|: DOVn— Vu+th+6t =0,
op

EWM 0.

The eigenvalue £, used in the dispersion relationship
9), is equal to —2(up,r* + s+ wr)/w,r. Therefore, the
real part of &, is always negative. The coefficients a(r),
b(r) and c¢(r), used in the dispersion relationship (9), are

a(r) = r(p + ),

b(r) = (Do + 1) + 2uBy + ABo)r?
+ Qu+A+1(3—=2Ny))r+s,

o(r) = Doupy + )P + (Do(2u +7)

+ r<h<2N2> +D0<232Nz>>>r2+Dosr.

Appendix D. Formulae for the von Mises stress ¢,,, and
for the effective strain ¢,

The von Mises stress g, is defined by

/3
Ovm = E Zi,i Si’

where S are the components of the deviatoric stress
tensor. They are defined as follows:
1
Sij = 0j — § TV(O')éij,
where 6 = 6.y + 6eem, T7 is the trace operator and J;; is
the Kronecker symbol (d; = 1 if i = j, 0 otherwise).
In a similar way, the effective strain ey is defined by

2
“4r=\3 Zi,/ ¢

where e; are the components of the deviatoric strain
tensor. They are defined as follows:

1
eij = bl]_gTr(g)élJ’

where ¢ is the strain tensor.
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