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Introduction

La turbulence est un phénomeéne d’une grande importance : pratique, industrielle, météo-
rologique. C’est aussi, aujourd’hui encore, I'un des moins bien compris et modélisés par les
physiciens, malgré une connaissance compléte des équations du mouvement. Notre description
et notre compréhension de la turbulence s’articulent autour du concept de cascade formé no-
tamment par Richardson, Kolmogorov, Batchelor et Kraichnan. Ce concept de cascade trans-
férant entre les différentes échelles de I’écoulement un invariant quadratique comme I’énergie,
et construit a 1’origine pour elle, permet aussi de représenter 1’évolution spatio-temporelle d'un

traceur, c’est-a-dire d’une quantité transportée par le fluide.

La turbulence considérée dans cette thése n’est pas la turbulence «naturelley et tridi-
mensionnelle mais la turbulence bidimensionnelle. La turbulence bidimensionnelle est en effet
un modéle conceptuel utile pour décrire les écoulements géophysiques, atmosphériques ou
océaniques. C’est aussi un terrain accessible pour I'exploration numérique et plus récemment
expérimentale. De plus elle posséde avec la cascade d’enstrophie (carré de la vorticité, la vor-
ticité étant la vitesse locale de rotation de I’écoulement) une cascade de plus que la turbulence
tridimensionnelle. Enfin la turbulence bidimensionnelle met en jeu une grande richesse de phé-
nomeénes qui sont incomplétement décrits par le concept de cascade dans I’espace de Fourier
et les théories statistiques qui lui sont associées.

En particulier, il se développe spontanément dans un écoulement bidimensionnel turbulent
des structures de grande durée de vie, dites cohérentes, dont il faut tenir compte dans une
description de cette turbulence. Malgré son apparence aléatoire, un écoulement bidimensionnel
est loin d’étre une sorte de bruit homogene et présente un certain degré d’organisation en-
trainant de forts contrastes dynamiques : d’une région a I’autre, certaines propriétés peuvent
étre fortement et durablement différentes. Ces contrastes dynamiques rendent utile une re-
présentation des cascades, c’est-a-dire des échanges d’un invariant quadratique entre échelles,
dans ’espace physique et non spectral. Une telle représentation peut ensuite servir de base a
une modélisation et une parameétrisation de la turbulence plus proche de ses propriétés dans
I’espace physique.

Les travaux théoriques et numériques' présentés ici concernent plus particuliérement la
cascade d’un traceur en turbulence bidimensionnelle, c’est-a-dire les propriétés de transport
et de mélange d’un tel écoulement. Plusieurs facteurs font que le probléme du traceur est
important. D’abord, les écoulements en général sont étudiés non seulement pour leurs pro-

priétés propres, aérodynamiques pour simplifier, mais aussi pour leur capacité a transporter

1A Texception notable de la question de lintermittence dans la cascade inverse d’énergie, traitée a partir de
données & la fois numériques et expérimentales.
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et & mélanger les substances qu’ils contiennent. Ceci est particuliérement vrai pour les écou-
lements géophysiques, que ce soit parce qu’ils transportent de la chaleur, des polluants ou
encore de I’eau. De plus, les contrastes dynamiques se définissent bien & partir des propriétés
de transport et de dispersion de I’écoulement a travers la notion de domaine hyperbolique ou
elliptique. Enfin, le transport présente un intérét particulier en deux dimensions parce que la
vorticité est conservée le long de la trajectoire d’un élément de fluide : elle est donc un traceur,
mais un traceur actif qui rétroagit sur I’écoulement, contrairement a un traceur passif qui se
laisse transporter sans influencer 1’écoulement?.

La question qui se pose naturellement est alors dans quelle mesure cette différence de prin-
cipe se traduit en différence observable. En d’autres termes, traceurs actif et passif sont-ils
avant tout traceurs ou avant tout actif/passif? Dans le premier cas, leurs points communs
doivent dominer, alors que dans le second on doit étre en mesure de définir un critére qui,
étant donné un champ de traceur, permettra de reconnaitre s’il est actif ou passif. Cette ques-
tion n’est pas anodine, d’un point de vue tant pratique que théorique. La théorie de Kraichnan
|56, 57| traite la vorticité comme un traceur passif. Sa réinterprétation récente dans un cadre
plus rigoureux fait de méme [35] et aboutit aux mémes corrections logarithmiques, dont la
pertinence reste discutée |14, 49, 69|. Du point de vue pratique de la modélisation, on doit
légitimement se demander si 'on peut paramétriser le transport d’'un traceur actif et d’un
traceur passif de la méme fagon, ou si la différence des deux dynamiques justifie un traitement
particulier.

Cette thése se divise en deux parties inégales. Dans une premiére partie, nous introduisons
la notion de cascade turbulente d’énergie et de traceur, et les théories statistiques et spectrales
de ces cascades. Nous présentons le caractére original de la turbulence bidimensionnelle, en
particulier la direction inversée de sa cascade d’énergie, et motivons 1'utilisation d’approches
des cascades dans ’espace physique. Une telle approche permet de mettre en évidence I’absence
d’intermittence dans la cascade inverse d’énergie, y compris dans des situations dominées par
les structures cohérentes [32]. Ces transferts d’énergie se distinguent aussi par des propriétés
qui différent de I'image a la Kolmogorov [4].

La deuxiéme partie, consacrée a ’analyse et & la paramétrisation de la cascade d’un traceur,
constitue le coeur de la thése. Celle-ci comprend trois chapitres :

— Le premier chapitre est essentiellement théorique. Nous proposons une méthode de diag-
nostic de la cascade d’un traceur dans I'esprit de travaux récents sur la dynamique des
gradients de traceur. Considérant 1’évolution non d’un gradient mais d’un incrément de
traceur, nous définissons dans I’espace physique le flux entre échelles de la variance de
traceur. Cette approche permet de localiser dans I’espace physique et dans le temps une
relation statistique, ’équation de Yaglom.

Nous nous intéressons ensuite au probléme de la paramétrisation du mélange turbulent.

Par une méthode élémentaire, nous justifions 'emploi d’une paramétrisation anisotrope

2Dorénavant, nous parlerons de «traceurs pour désigner indifféremment un traceur actif ou passif, la distinction
étant faite explicitement le cas échéant.



reliée simplement & 1’évolution des gradients de traceur [30] : le flux sous-maille est pro-
portionnel au gradient de traceur et au tenseur des gradients de vitesse. Nous baptisons
ce modéle diffusivité de déformation (strain diffusivity, SD) Nous relions les propriétés
diffusives de cette parameétrisation aux propriétés géométriques de I’écoulement.

La vorticité étant en deux dimensions un traceur, ceci nous améne au probléme de la
paramétrisation sous-maille pour la vorticité, et donc pour la vitesse. En turbulence bi-
dimensionnelle, la cascade inverse d’énergie impose aux paramétrisations admissibles de
conserver l’énergie, ce qui constitue une contrainte fondamentale mais difficile & satis-
faire. Nous montrons que la SD conserve ’énergie, et qu’elle est la seule d’une certaine
classe de modéles.

— Dans un deuxiéme chapitre, nous étudions numériquement les propriétés des outils in-
troduits dans le premier chapitre. Nous montrons que, contrairement a d’autres para-
métrisations largement utilisées, la SD induit une diffusion bien corrélée au flux local de
variance d’un traceur passif [31]. Nous vérifions que le filtre effectif qu’elle impose cor-
respond bien au filtre gaussien a partir duquel elle est calculée. Cependant la réduction
de I'erreur commise en cas d’utilisation d’une méthode spectrale et donc d’un filtre raide
n’est pas évidente.

Appliquée a la vorticité dans une situation ou le forcage est a trés petite échelle, la SD
démontre en revanche une bien meilleure représentation des grandes échelles qu’une hy-
perdiffusivité.

Enfin nous analysons comparativement les propriétés de cascade de la vorticité et d’'un
traceur passif. Les critéres de comparaison reposent sur des moyennes conditionnelles
des dérivées lagrangiennes du carré du gradient du traceur. Nous mettons en évidence
pour un champ aléatoire une différence cinématique entre traceur et vorticité, dont il
subsiste une trace dans des champs turbulents.

— Dans un dernier chapitre, nous présentons deux prolongements possibles de ces travaux.
D’une part, nous proposons d’adapter au flux local de variance un diagnostic du transport
utilisé notamment en géophysique, la diffusivité efficace. D’autre part nous discutons les
analogies et différences entre la paramétrisation anisotrope que nous avons étudiée et le

modéle dispersif Euler-a.

Nous présentons finalement en annexe :
— une comparaison traceur passif / vorticité dans l’espace spectral qui s’appuie sur la
phénoménologie de Kraichnan de ces deux cascades,
— une comparaison entre notre définition de flux locaux et une définition & base d’ondelettes
[89]a
— une étude de 'influence possible des paramétrisations sur les orientations du gradient de
traceur,

— les paramétres numériques des simulations analysées dans cette thése.






Premiére partie

Turbulence bidimensionnelle






CHAPITRE 1

Notion de cascade turbulente

Nous introduisons dans ce chapitre les notions de cascade turbulente pour I’énergie et pour
le traceur, et les théories statistiques et spectrales de ces cascades.

1.1. Cascade tridimensionnelle d’énergie

1.1.1. La cascade de Richardson. Les écoulements d’un fluide incompressible de vis-
cosité cinématique v et de densité p que nous prendrons égale & 1 sont régis par I’équation de
Navier-Stokes [58] :

o
(1.1.1) =+ (7?) T = —Vp+vAT + T,

oil U est la vitesse du fluide, p sa pression, la force 7 un éventuel forcage externe et A est
I'opérateur de Laplace. On distingue dans cette équation le terme visqueux Z/Aﬁ, linéaire
en 7, du terme non linéaire (7 . ?) v+ ?p, dit aussi inertiel car résultant de la «force»
d’inertie. Dans la limite inviscide ot la viscosité v s’annule, ’équation (1.1.1) devient ’équation

d’Euler. L’incompressibilité du fluide impose sur sa vitesse U la contrainte :
V.W=0.

Du fait de cette contrainte, la seule donnée du rotationnel W de U détermine entiérement .

Cette vorticité o obéit & Péquation suivante, équivalente a (1.1.1) :

(1.1.2) % - (ﬁ-?)7+md+?/\?,

(1.1.3) T = VAT

ol 'on a introduit la dérivée lagrangienne, c’est-a-dire la dérivée temporelle obtenue en suivant
un élément de fluide :

(1.1.4) d_9.2.%

On construit sur @ et @ deux grandeurs quadratiques, I’énergie E et ’enstrophie Z par

unité de masse :

1 u?
1.1. F = — —

1 [ w?
(1.1.6) 7 = - 7d7,
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ou V est le volume occupé par le fluide. Par souci de simplicité, nous passons sous silence dans
la suite les termes diis aux frontiéres du domaine, qui dépendent des conditions aux limites'.
En I’absence de forcage (7 = 0), le bilan d’énergie déduit de (1.1.1) s’écrit :

dE do
v = /ﬁ-ﬂdﬁ

- /7 (vAT - Fp) a7
- / V-V TdT

La notation ?7 désigne le tenseur des gradients de o et non sa divergence ? - . L’écriture
?7 . ?7 désigne quant a elle le carré scalaire du tenseur ?7 :

ve.ve = |V
= Tr?ﬁTeﬁ
= Y (9uy).

(4]

En raison de I'incompressibilité, on a :
1 2 1
(1.1.7) V/H?ﬁ 47 = —/uﬂd? — 27,

v
d’ou le bilan d’énergie :

(1.1.8) dE = —2vZ = —¢,

dt
ol € est le taux de dissipation d’énergie par unité de masse. Ainsi I’énergie est conservée par
les termes non-linéaires de I’équation de Navier-Stokes et dissipée par les termes visqueux. On
parle alors d’écoulement en déclin, par opposition & un écoulement forcé, ou la dissipation est
compensé par un forcage. La prédominance du terme non-linéaire sur le terme visqueux est

mesurée par le nombre de Reynolds R :
|@-9) 2] _ue
|lvAT|| v’

ou U et L sont respectivement une vitesse et une longueur caractéristiques de I’écoulement.

R=

A faible nombre de Reynolds, les effets visqueux stabilisent 1’écoulement, qui présente un
comportement régulier et prévisible (écoulement de Stokes). On dit qu’il est laminaire. Inver-
sement, & grand nombre de Reynolds, le fluide développe des instabilités, I’écoulement est trés
irrégulier et apparemment aléatoire. C’est le régime turbulent.

Le développement de ces instabilités par les termes non-linéaires se fait a énergie constante.
En trois dimensions, les structures de grande échelles se déstabilisent pour donner plusieurs
structures de plus petite échelle, elles-mémes instables, et ainsi de suite en un processus de
«cascade» 2. Finalement, les structures les plus petites sont sensibles a la viscosité (leur échelle

ICes termes sont nuls pour des conditions aux limites périodiques
2Nous décrivons ici plus le scénario classique de la cascade de Richardson que des observations expérimentales.



étant petite, le nombre de Reynolds associé l'est aussi) et dissipent de ’énergie. C’est 'image
traditionnelle de la cascade de Richardson [58|, ou I’énergie initialement contenue dans une
structure de grande échelle «cascade» d’échelle en échelle sous ’action des termes non-linéaires
pour étre dissipée a petite échelle. Ce scénario repose sur I'existence d’une gamme d’échelles
dites inertielles, entre lesquelles ’énergie est transférée a bilan global nul avant d’arriver a une
échelle dissipative.

Cette cascade vers les petites échelles suppose une croissance de ’enstrophie. En effet, pour
une méme énergie, une structure de petite échelle est plus «enstrophique» qu’une structure
de grande échelle. Cette croissance, qui amplifie I'efficacité de la dissipation visqueuse d’aprés

(1.1.8), est rendue possible par la présence au second membre de (1.1.2) du terme d’étirement

de tourbillons (ﬁ - ?) 7.

1.1.2. Théories statistiques. Le caractére «aléatoire» d’un écoulement turbulent a
conduit & adopter une approche statistique : s’il est illusoire de vouloir prévoir tous les
détails d’un écoulement turbulent, on peut espérer en revanche prédire ses caractéristiques
moyennes®. Par «moyenne», les théoriciens entendent généralement une moyenne sur un en-
semble d’écoulements défini par un certain nombre de parameétres macroscopiques (énergie,
dissipation d’énergie...) et de contraintes statistiques (stationnarité, isotropie...). Les expéri-
mentateurs et les numériciens ont rarement les moyens de répéter une expérience des dizaines,
voire des milliers de fois. Aussi ils considérent plutot des moyennes spatiales ou temporelles.

Ces deux statistiques se confondent sous certaines hypothéses concernant le systéme tur-
bulent lui-méme (s’il y a ergodicité, on peut faire des moyennes temporelles) ou I’ensemble
statistique (s’il y a homogénéité spatiale, on peut faire des moyennes spatiales). Nous adop-
terons ici le point de vue théorique. Les moyennes considérées dans ce chapitre seront des
moyennes d’ensemble, sous le symbole ().

Un des rares résultats exacts en turbulence concerne les fonctions de structure de la vitesse.
Les fonctions de structure sont les moments des incréments de vitesse 6 U , décomposés en

s , e . ,
composantes longitudinale et transverse au vecteur séparation [ , respectivement notées du

et 57J_:

57 (2,7) = #(7+7) -7 (@),
—
5U|| = %57,
N
U, = 57—514%.

_)
L’incrément de vitesse mesure la variation du champ de vitesse sur une séparation [ . Ainsi ce
%
sont essentiellement les structures d’échelle [ qui contribuent a 57(7, ['). Sil’on considére un
ensemble statistique spatialement homogéne, localement isotrope et stationnaire, les moyennes
ne dépendent plus de Z ni de la direction de [ mais seulement de sa norme. Sous ces

3De meéme, si on ne peut prédire le temps qu’il fera dans cent ans, on peut estimer le climat qu’il fera alors.



hypothéses, Kolmogorov [54, 75, 39| a montré que pour une échelle inertielle [ :
4
(1.1.9) (Oujf) = -zl

Cette équation remarquable relie ainsi la statistique d’une échelle inertielle & la dissipation
d’énergie, qui se produit & petite échelle. Elle fait apparaitre le caractére central du taux de
dissipation d’énergie par unité de masse €. Par extension, Kolmogorov a postulé qu’il était le

seul parameétre intervenant dans tous les moments des incréments de vitesse, d’oil :

(1.1.10) <5uﬁ> o ()13 o I,
n
Cn - ga

ol la notation a o b signifie que a est proportionnel a b.

Cependant, cette hypothése d’auto-similarité d’exposant n/3 ne tient pas compte des pro-
priétés statistiques du taux de dissipation d’énergie si celui-ci est analysé en termes de champ
aléatoire. Si I’on considére une boule D, centrée au point ?, de rayon [ et de volume V; , la
dissipation d’énergie par unité de masse dans ce volume définit un champ fluctuant 5;(7, t) :

5,(7,1&)5%/ V|92 @) 47

Dy
Aussi, a la suite de cette remarque formulée par Landau (on pourra consulter [75, 39| a ce

sujet) Kolmogorov a envisagé que des déviations 7, par rapport a la loi linéaire ¢, = n/3

puissent étre attribuées a des anomalies rares et intenses du champ ¢; et a leur dépendance en

échelle [55] :
<8?/ 3> o« U™,

(1.1.11) <(5u|’|’> x <€7/3>l"/3 oc 15,
n
dou ¢, = 3 + Tp-
Ce phénomeéne est appelé intermittence et une grande partie des efforts s’est concentré sur la
mesure et la prédiction de ces déviations 7,,. De nombreux modéles phénoménologiques, fondés
non sur une équation exacte comme celle de Kolmogorov mais sur des estimations & partir d'un
scénario de cascade, ont été développés (un modéle récent est par exemple celui de She-Leveque
[99]). Certains sont meilleurs que d’autres, cependant les incertitudes expérimentales sur la
mesure de 7, rendent difficile la désignation «du» modéle de turbulence. Nous verrons en 2.3.1

que le niveau d’intermittence dans la cascade d’énergie bidimensionnelle est étonnamment bas.

1.1.3. Représentation spectrale. La représentation du champ de vitesse 7(7) en
—
intégrale de Fourier de coefficients 7( k) présente un certain nombre d’avantages. D’une

part, 'incompressibilité et ’opérateur Laplacien s’expriment trés simplement :
— —
Vw7 e ik-a(F)
_>
AU () & —k*U(K).



D’autre part, la séparation de I’écoulement en composantes d’échelles différentes est naturelle,
%

le vecteur d’onde k jouant le role de 1'échelle? : la répartition de I’énergie entre les différentes

échelles est définie par le spectre unidimensionnel d’énergie E(k) :

E(k) = % 2(R)-2(F)dE,

% |=k
E = / E(k)dk,
0

ou le symbole * désigne la conjugaison. L’hypothése que (E(k)) ne dépend que de (¢) et de &k

aux échelles inertielles conduit a la prédiction d’Obukhov [83] :
(1.1.12) (E(k)) oc 2375/,

%
Enfin, la notion de transfert d’énergie entre échelles est bien définie. Si I’on note 7 ( k) la
transformée de Fourier des termes non-linéaires (7 . 6) 74—?}), I’équation de Navier-Stokes
(1.1.1) s’écrit dans l’espace spectral :
_)
o (k)
ot

Ainsi I’énergie E(k) disponible au nombre d’onde k évolue selon 1’équation :

OE) [ 2(F)-7*(F)dF = —2’E(k).
ot % |=k

+ (K = vk,

Les termes non-linéaires étant conservatifs vis-a-vis de 1’énergie, ils ne font que 1’échanger

d’un mode de Fourier a ’autre. On peut ainsi les récrire sous la forme de flux entre nombres

d’ondes :
OE(k) = 0e(k) 9
(1.1.13) %t or = —2Wk*E(k),
ce qui définit le flux spectral d’énergie (k) par :
c(k) = / 7 wdh=— [ wewdE.
% |<k B |>k

Les échelles dissipatives se caractérisent par la prédominance du second membre de (1.1.13)
(vk*E (k) > g—,i) et vice-versa pour les échelles inertielles. Dans une situation statistiquement
OE(k)

stationnaire, on aura <T> =0, dou:

(k) = 2w / R (E)) A,

et en particulier (¢(k)) = (¢) dés que k appartient au domaine inertiel. Ainsi le domaine inertiel
peut-étre défini ou bien comme la gamme d’échelles respectant le spectre de Kolmogorov
(1.1.12), ou bien plus rigoureusement comme la gamme d’échelles dans laquelle le flux spectral
d’énergie €(k) est constant.

Les inconvénients de la représentation spectrale sont assez connus : les termes non-linéaires

ont une expression complexe, et cette représentation n’est pas «géométrique». En particulier,

4Plus précisément, k est l'inverse d’une échelle.



la structure spatiale de I’écoulement (tourbillons, zones de cisaillements, etc.) n’a pas de re-
présentation simple dans ’espace de Fourier. On peut construire un systéme possédant la
méme dynamique spectrale que la turbulence bidimensionnelle tout en détruisant sa structure
spatiale; un tel systéme se rapproche des prédictions accessibles aux modéles de cloéture mais
s’éloigne de la turbulence [2].

1.2. Cascade de traceur

1.2.1. Domaines convectif et diffusif. Dans de nombreux cas on s’intéresse, plutot
qu’a I'écoulement lui-méme, & la fagon dont il répartit dans I'espace ce qu’il transporte :
substances (nutriments, sel, polluants, colorants) ou quantités physiques (température notam-
ment). Une grandeur T conservée le long de la trajectoire d’une parcelle de fluide obéit & une

équation d’advection-diffusion :

(1.2.1) %—f + (7 : ?) T = kAT,

ol  est la diffusivité moléculaire de T . La grandeur quadratique associée 4 T est sa variance®

ZT .
T?d7
1.2.2 Jr= [ ———
(12.2) T 2 V'
qui est conservée par le terme non-linéaire ¢ ny = (7 . ?) T et dissipée par la diffusion :

(1.2.3) dZr _ —1// H?T *d@

dt v
On définit de méme la distribution spectrale de traceur Zr (k) et le flux spectral de variance

associé nr(k) :

(1.2.4) Zo(k) = % /|?|—k‘T(?)2d?’
(1.2.5) (k) = /ﬁkkT(?)-n*T(?)d?,
(1.2.6) ath(k)+%"]: = —26k>Zy (k).

Le domaine convectif est alors la gamme d’échelle dans laquelle le terme diffusif kAT est
négligeable devant le terme non-linéaire. Dans une situation stationnaire, le flux nr(k) est
constant dans le domaine convectif.

On s’attend ainsi & ce que le traceur suive lui aussi une cascade vers les petites échelles.
Physiquement, cela signifie que le brassage par ’écoulement d’'une tache de traceur produit
des structures de petite échelle : filaments résultant de I’étirement d’une tache initiale, fronts
apparaissant dans une zone de convergence lorsque des particules initialement éloignées se
trouvent ultérieurement proches 'une de ’autre. Il est probable que tous les champs de vitesse
n’auront pas la méme efficacité pour produire cette cascade. Cette efficacité peut étre mesurée
5Tl faudrait dire demi-variance pour étre exact. La notation Zz se justifie en deux dimensions, ot la vorticité

est un traceur et la demi-variance du traceur est analogue & I’enstrophie Z.
6linéaire en T', mais non linéaire en les variables (T, ).



par le spectre Zr (k) : un spectre raide, pauvre en petites échelles, résultera d’une cascade peu
efficace, et vice-versa.

Suivant un raisonnement dimensionnel analogue a celui de Kolmogorov, Obukhov [82] et
Corrsin [24] ont prédit que le spectre de traceur & un nombre d’onde £ a la fois inertiel et
convectif ne doit dépendre que de k, (€) et (nr) :

(1.2.7) (Zr(k)) o< (nr) (e) /P k™53,

La prédiction analogue pour les fonctions de structure du traceur s’écrit :

6T = T(T+7)-T(),

(6T") ((77T>3/2<5>1/2l>n/3_

Cette prédiction phénoménologique est en fait soumise & de fortes corrections d’intermittence’.
La compréhension de ’origine de ces corrections est aujourd’hui beaucoup plus avancée pour le
traceur que pour la vitesse, grace a des progrés théoriques et des vérifications expérimentales
récents . Le lecteur intéressé par ce sujet que nous n’aborderons pas pourra se référer aux

travaux de Caroline Jullien [49, 51] ainsi qu’a la revue de G. Falkovich et collaborateurs [34].

1.2.2. Le régime de Batchelor. Les domaines inertiel et dissipatif d’une part, convectif
et diffusif d’autre part se recouvrent différemment en fonction du rapport v/k, appelé nombre
de Prandtl si T est la température ou nombre de Schmidt si ¢’est une concentration. Dans le
cas ol v/k > 1, il existe un domaine a la fois convectif et dissipatif. Dans cette configuration,
dite régime de Batchelor qui fut le premier a étudier [10], essentiel de 1’énergie est concentré
dans les échelles plus grandes que les échelles convectives. On parle alors aussi de champ de
vitesse de grande échelle. Dans la limite d’une variation lente du champ de vitesse, Batchelor
obtient au moyen d’un développement de Taylor du champ de vitesse (possible car le champ
de vitesse est de grande échelle) le spectre du traceur :

(1.28) (Zn(k) o @k

ol v est le taux de déformation imposé par le champ de vitesse (valeur propre du gradient de
vitesse).

Ce régime est important a plusieurs titres. La faible pente du spectre (observé numérique-
ment |92, 13| et expérimentalement |74|) indique que ce type d’écoulement induit une cascade
de traceur trés efficace, plus efficace en particulier que le régime de Corrsin-Obukhov (équation
(1.2.7) ). De plus, le cadre de Batchelor peut étre élargi & un champ de grande échelle non tur-
bulent pourvu qu’il présente du chaos lagrangien, c’est-a-dire que deux particules initialement
proches se séparent 1'une de 'autre & un rythme exponentiel [26, 21|. Enfin et surtout, nous
allons voir que I’hypothése du champ de vitesse de grande échelle s’applique dans de nombreux
cas de turbulence géophysique ou bidimensionnelle. Nous nous intéresserons uniquement a ce

régime en ce qui concerne la cascade du traceur.

"Le mot «intermittences a ici le sens faible de «déviation de la prédiction dimensionnelle < 87" > I™/3y ; le
sens strict fait référence aux fluctuations de la dissipation.



1.3. Bilan

Le concept de cascade reste, soixante ans aprés les travaux de Kolmogorov, au centre
de notre compréhension de la turbulence. Il est la base des prédictions phénoménologiques
(1.1.10), (1.1.11) et (1.1.12). Il se généralise a la «turbulence» d’un traceur passif, donnant lieu
aux prédictions phénoménologiques (1.2.7) et (1.2.8). Cependant ces prédictions sont liées & un
cadre statistique bien spécifique (stationnaire, homogéne, isotrope) et dans une large mesure
a une représentation spectrale de la dynamique. Nous allons voir comment la dimension deux
a la fois est un terrain d’application des idées a la Kolmogorov et motive le développement

d’approches plus géométriques.



CHAPITRE 2

Spécificités bidimensionnelles

Cette partie ne prétend en aucun cas au titre de revue, et se borne & mettre en lumiére
certaines caractéristiques qui ont motivé les travaux de cette thése. Le lecteur plus exigeant
pourra se référer a la récente revue [104] pour le point de vue expérimental de Patrick Tabeling,
ou & [68], ainsi qu’aux travaux historiques de Kraichnan [56, 57].

Les écoulements strictement bidimensionnels n’existent que dans I'imagination des théori-
ciens et les calculateurs des numériciens. Dans des conditions trés contrdlées |25, 103, 85], il
est possible de produire en laboratoire des écoulements qui sont avec une bonne approximation
bidimensionnels, c’est-a-dire :

— dont la vitesse ne dépend que de deux variables d’espace au lieu de trois

— et dont le vecteur vitesse appartient au plan défini par ces deux variables.

Mais les écoulements géophysiques (atmosphériques et océaniques) ont une tendance natu-
relle & la bidimensionnalité. D’une part leurs dimensions horizontales (quelques milliers de
kilomeétres) sont beaucoup plus grandes que leurs dimensions verticales (quelques kilométres).
D’autre part ils sont souvent stratifiés, c’est-a-dire organisés en couches de densités différentes,
ce qui inhibe les mouvements verticaux. Enfin la rotation de la terre tend & confiner les mou-
vements lents de ces fluides dans des plans’.

Ainsi la motivation premiére pour I'étude de la turbulence bidimensionnelle est qu’elle
constitue le modéle conceptuel le plus simple décrivant les mouvements de I’atmosphére et de
I’océan. Dans la hiérarchie des modeéles, il occupe ainsi la place la moins élevée. On considére
cependant |88, 93| qu’il est capable d’expliquer certaines caractéristiques des grandes échelles
(plusieurs dizaines de kilométres) de la circulation dans la stratosphére? et les océans. Enfin,
outre son intérét géophysique, ce systéme pose des questions physiques intéressantes pour
elles-mémes, dont nous exposons quelques-unes dans la suite.

2.1. La double cascade

Il existe une différence fondamentale entre la turbulence tridimensionnelle et la turbulence
bidimensionnelle : a4 deux dimensions, la vorticité est conservée (dans la limite inviscide) le
long d’une trajectoire fluide. En effet, le vecteur W est orthogonal au plan de I’écoulement de
sorte que dans ’équation de la vorticité (1.1.2) le terme d’étirement de tourbillon (ﬁ . ?) v

s’annule. L’unique composante de la vorticité se comporte donc comme un traceur, avec une

1Ce sont précisément ces trois ingrédients qui permettent de produire en laboratoire des écoulements quasi-
bidimensionnels.

2Partie de ’atmosphére située approximativement entre 20 et 50 km et bien stratifiée, contrairement 3 la
troposphére (0-20 km) o la convection joue un role prépondérant.
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diffusivité égale a la viscosité et un terme de forcage e - ? A 7 :

E}:we_z)v
d
(2.1.1) -£-=1Aw+8¥?A7.

Dés lors, les termes non-linéaires conservent les deux invariants quadratiques E et Z définis
par (1.1.5) et (1.1.6) respectivement. Cette double conservation conduit & une double cascade,
d’énergie et d’enstrophie; de plus les deux cascades n’étant pas indépendantes, 1’énergie doit
cascader vers les grandes échelles, comme un raisonnement spectral classique [38| permet de
s’en convaincre. Suivant une interprétation plus physique discutée en (4.4), on voit qu’'un
transfert d’énergie vers les petites échelles implique une croissance des gradients de vitesse,
donc de ’enstrophie. A contrario, la conservation de I’enstrophie inhibe ces transferts. Ainsi
la direction de la cascade d’énergie est inversée par rapport au cas tridimensionnel ; on parle
de cascade inverse.

Cette propriété a conduit Kraichnan [56] & proposer une phénoménologie & la Kolmogorov
de la double cascade. Dans une situation oul I’énergie est injectée continiiment & un nombre
d’onde k; donné, deux domaines inertiels distincts coexistent. Dans le premier domaine inertiel,
aux échelles inférieures a I’injection se développe la cascade d’enstrophie, caractérisée par une

dissipation moyenne d’enstrophie (n) ou :

(2.1.2) nzﬁ/ﬂgw

Sa dimension étant l'inverse du cube d’un temps, le résultat dimensionnel pour le spectre

247
-

d’énergie est :
(2.1.3) (B(k)) oc () k3.

En particulier, ce spectre raide implique que I’on se trouve a ces échelles dans les conditions
de Batchelor [50] (champ de vitesse régulier). Ainsi celui-ci ne se limite pas, comme en trois
dimensions, aux échelles visqueuses, mais se prolonge aux échelles inertielles de la cascade
d’enstrophie.

Dans l'autre domaine inertiel, aux échelles plus grandes que l'injection, se développe la

cascade inverse d’énergie, caractérisée par un flux spectral moyen constant et négatif

(2.1.4) (e) = —(e(k)).

Un raisonnement dimensionnel fournit le méme spectre que pour une cascade directe d’énergie :
(2.1.5) (B(k)) o (e)*® k573,

Cette loi spectrale est observée aussi bien numériquement [40, 6, 12| qu’expérimentalement
[103, 86]. Elle est méme trés souvent observée au-deld de la gamme d’échelles ou le flux
spectral est constant [27]| (figures 2.1.1 et 5.3.1, cette derniére tirée de [12]). En revanche
I’interprétation des données atmosphériques comme résultant d’une cascade inverse d’énergie

reste un sujet de controverse [79, 22.
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(a) Flux d’énergie e(k) normalisé par € (trait plein) et d’enstrophie 7(k) normalisé
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(b) Spectre d’énergie

Fi1G. 2.1.1. Propriétés spectrales d’'une simulation numérique de turbulence
bidimensionnelle forcée (expérience DNS.IT de [32]). L’énergie est injectée au
nombre d’onde k;. Les flux d’énergie et d’enstrophie mettent en évidence les
deux domaines inertiels. La cascade d’enstrophie, peu développée ici, présente
aux nombres d’ondes k& > k; un spectre d’énergie E(k) plus raide que la pré-
diction (2.1.3) E(k) oc k™3 . Le spectre de la cascade d’énergie (nombres d’onde
k < k;) est proche de la prédiction de Kraichnan (2.1.5) F(k) o £7%/3, méme a
des échelles ot le flux spectral n’est plus constant [27].



2.2. Structures cohérentes

L’identité des spectres de Kolmogorov (1.1.12) et de Kraichnan (2.1.5) cache la nature
profondément différente des deux cascades. Alors qu’un écoulement turbulent tridimensionnel
tend & produire des structures énergétiques de petite échelle, complexifiant ainsi sa structure,
un écoulement turbulent bidimensionnel tend a former en raison de la cascade inverse des
structures d’échelle de plus en plus grande, en un processus d’organisation spontanée. Ainsi, il
a été reconnu trés tot que de tels écoulement tendent & former des tourbillons de forte intensité
et de durée de vie beaucoup plus longue que ’échelle de temps donnée par I’enstrophie, le

/2 Cette longue durée de vie leur vaut l'appellation de

temps de retournement 7, = 7~
structures cohérentes [71]. Toutefois la dimension deux offre une certaine variété en fonction
des situations, qu’il convient de bien distinguer :

— la turbulence en déclin : un état initial aléatoire étant laissé a lui-méme, il développe
rapidement une double cascade. L’énergie gagnant les grandes échelles, des tourbillons
intenses se forment, souvent par fusion de deux tourbillons de méme signes. Ces tour-
billons créent & leur périphérie un cisaillement qui forme des filaments de vorticité, selon
le mécanisme de cascade directe d’enstrophie. La prédominance de structures de grande
échelle se traduit par un spectre raide, dont la pente varie de —5 pour les premiéres
mesures a —3 d’aprés des résultats récents & haute résolution. Pour le traceur, on est
alors a nouveau dans le régime de Batchelor.

— la turbulence de Kraichnan, vérifiant (2.1.3) et (2.1.5) : cet état d’équilibre ne peut étre
obtenu que par une injection constante d’énergie et une dissipation a grande échelle.
Cette dissipation, absente des équations de Navier-Stokes (1.1.1) et (2.1.1), est ou bien
naturellement présente dans un dispositif expérimental, ou ajoutée synthétiquement dans
une simulation. Si des tourbillons de taille proche de I’échelle d’injection peuvent étre
présents® comme dans la simulation présentée en figure 2.2.1, on n’en observe en revanche
que peu et de courte durée aux échelles inertielles, ce qui suggére qu'un mécanisme
différent de la fusion de paires est & 'oeuvre dans cette cascade inverse d’énergie [87].

— le régime d’accumulation : dans une situation forcée avec une dissipation a grande échelle
absente ou insuffisante, I’énergie «remonte» jusqu’a la plus grande échelle offerte par le
systéme (taille du dispositif expérimental ou du domaine de simulation) et s’y concentre,
de fagon analogue au déclin. On parle parfois de «condensation de Bose-Einstein» [102,
87]. On assiste alors a la formation d’un ou deux tourbillons trés intenses et cohérents
a cette échelle maximale. Ces tourbillons sont bien visibles dans la simulation présentée

en figure 2.2.2.

2.3. Transferts d’énergie

2.3.1. Intermittence. Les résultats présentés dans cette section ont fait I’objet d’une
publication dans la revue Physical Review E [32].

La cascade tridimensionnelle d’énergie est caractérisée par une forte intermittence. On
considére généralement que des structures cohérentes (tubes de vorticité ou «vers» [29, 48,

3Ceux-ci sont parfois volontairement déstabilisés pour favoriser I’observation de cet état.
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(b) Coupe de la vorticité, normalisée par sa variance

Fig. 2.2.1. Champ et coupe de vorticité dans le régime de cascade inverse.
La vorticité est normalisée par son écart-type. Les tourbillons ont la taille de
I’échelle d’injection I; . Leur vorticité intense se distingue des fluctuations mo-
dérées qui constituent le «fond» turbulent. Tiré, ainsi que les figures suivantes
de ce chapitre, de [32].
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(b) Coupe de vorticité, normalisée par sa variance

Fig. 2.2.2. Champ et coupe de la vorticité dans le régime d’accumulation.
L’énergie est injectée a I’échelle /. La vorticité est normalisée par son écart-type.
L’écoulement est dominé par deux tourbillons de grande échelle dont I’intensité
dépasse largement les fluctuations moyennes de la vorticité.
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105]) pourraient étre a l'origine de fluctuations importantes du taux de dissipation d’énergie
g; et de cette intermittence. Qu’en est-il en deux dimensions ? 1l est désormais acquis grace a
des travaux numériques et expérimentaux que cette intermittence est au contraire trés faible,
voire inexistante. Ces études ont été menées en 1’absence structures cohérentes, soit que le
forgage soit congu pour les déstabiliser [87], soit que son échelle soit trés proche de ’échelle
visqueuse |5, 12]. Les différentes configurations offertes par la turbulence bidimensionnelle,
avec ou sans structures cohérentes, permettent donc d’étudier dans un cadre idéal I'effet de
ces structures sur 'intermittence de la cascade d’énergie.

Nous avons mené cette étude en confrontant des données issues de simulations numériques
et d’expériences de laboratoire [32]. Outre les champs non intermittents et non structurés de
[5] (noté DNS.I) et [87] (noté LE.I), nous avons considéré des champs riches en tourbillons
cohérents :

— une simulation de cascade inverse (notée DNS.IT) ou I’échelle de forgage n’est pas trop
proche de I’échelle visqueuse et laisse apparaitre des tourbillons intenses (figures 2.1.1 et
2.2.1)

— une simulation du régime d’accumulation documentée dans [6] (figure 2.2.2) et notée
DNS.III

— une observation expérimentale du régime d’accumulation [87, 85| notée LE.II
L’intermittence peut étre mesurée de deux facons. La premiére est d’observer son influence
supposée sur les fonctions de structure, c’est-a-dire la déviation 7,, de leurs exposants (, par

rapport a une loi linéaire :
Su(l) = (buff) o I,

Cn = % + Ty
La moyenne () est une moyenne 4 la fois spatiale et temporelle. Plutot que de déterminer les
exposants (,, ce qui implique des barres d’erreurs importantes, nous vérifions seulement leur
dépendance linéaire par deux méthodes standard [87]. D’une part, nous calculons les moments
normalisés Hy, (1) de duy
Son(l)
Sa()m

Une dépendance linéaire de (, se traduit alors par des coefficients Hs,, indépendants de 1’échelle

(2.3.1) Hon(l) =

[. D’autre part, nous observons la superposition pour des échelles différentes des distributions

de probabilité de I'incrément normalisé s :
] Oy

<5 2>1/2 S (D

U
[

VA
If

En effet, supposons que s admette une distribution de probabilité p(s) indépendante de

’échelle, alors du| admet la distribution :

a(Ouy) = S2(1)~%p (52%”1/2) :




On peut alors exprimer les fonction de structure en fonction de p(s) :

+0o0
Sonl) = / o2 g(v)dv,

-0

_ /*"002” v dv
I A CA O NEY A O RE

= s [ #atas

— o0

et les coefficients Ho,(l) sont indépendants de [ :

Hy, (1) = /_+00 s*"p(s)ds.

o0

Le caractére constant des coefficients Hs, (ainsi que la superposition des distributions
p(s) ) pour des échelles [ inertielles est observée avec une précision satisfaisante dans les trois
cas de figure mentionnés plus haut (figure 2.3.1).

Soulignons le fait que le critére d’intermittence est ici le caractére constant des coefficients
H,, , indépendamment de leur valeur. Ainsi 'expérience LE.II présente des distributions
d’incréments de vitesse quasi-gaussiennes, et il leur correspond un moment normalisé d’ordre 4
Hj,(4) ~ 3. Mémes si cela n’est pas visible, elles ne peuvent étre exactement gaussiennes en

vertu de ’équation de Kolmogorov qui s’écrit en deux dimensions :
3
(2.3.2) (buil) = 5 &

Une distribution gaussienne aurait un moment d’ordre trois nul. De toute fagon, il n’y a pas de
raison particuliére pour laquelle ces distributions devraient étre gaussiennes, et celles mesurées
dans les simulations DNS.IT et DNS.IIT sont fortement non-gaussiennes.

Outre cette méthode que ’on peut qualifier d’indirecte, il est souhaitable de mesurer direc-
tement I'intermittence a travers le taux local de dissipation d’énergie 65(7). Celui-ci apparait
dans I’équation d’évolution de I’énergie cinétique El(ﬁ) contenue dans un domaine de controle
Dl(7) centré sur 7, de taille [ , de frontiere ¥, et d’aire V] :

0FE;
ot

2
B - /U_Q,
p 2 Vi
g = v |IVul|” ==

(2.3.3) o = 721 (%2+p)7-72d—;,

oll nous n’avons pas écrit explicitement la contribution F; du forcage. ’hypothése au centre

= F}_gl_(pla

de la notion d’intermittence est [55] :
duy| o 11/3811/3.

Cependant, en deux dimensions la situation est compliquée par la direction inverse de la

cascade d’énergie. Dans ces conditions, le taux de dissipation ne peut étre défini par la viscosité
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F1G. 2.3.1. Intermittence dans la cascade inverse d’énergie en présence de struc-
tures cohérentes, vue par la statistique des incréments de vitesse. A gauche :
moments normalisés Ho,(l) (équation 2.3.1) pour 2n = 4,6,8,10,12. A droite :
distributions de probabilité de I'incrément de vitesse longitudinal normalisé

1/2
s = ouy|/ <5uﬁ> pour des échelles inertielles. De haut en bas : simulation nu-

mérique de cascade inverse ; simulation numérique du régime d’accumulation ;
observation expérimentale du régime d’accumulation.
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Fi1G. 2.3.2. Intermittence vue directement & travers la distribution des trans-
ferts inertiels d’énergie ¢; (équation 2.3.3). La distribution de la quantité nor-
malisée ¢ = ¢,/ < ¢? >!/2 est raisonnablement indépendante de 'échelle. A
gauche : cascade stationnaire; & droite : régime d’accumulation

puisque celle-ci agit a petite échelle. C’est la dissipation & grande échelle qui conviendrait.
Or celle-ci est largement arbitraire dans les simulations numériques, voire absente dans notre
simulation du régime de condensation. En laboratoire, elle est difficile & déterminer. D’ou1 'idée
[6] de se reposer non pas sur le terme dissipatif £, mais sur la quantité inertielle ¢; qui mesure
les transferts d’énergie par les termes non-linéaires de ’équation de Navier-Stokes. Celle-ci est
bien définie indépendamment d’un choix de dissipation & grande échelle. Malheureusement
I’absence de données de laboratoire fiables concernant la pression rend son calcul impossible
dans les expériences physiques.

Nous avons ainsi calculé le flux local d’énergie ¢; dans les expériences numériques seule-
ment. Nous avons vérifié que les distributions normalisées de ¢; ne dépendaient pas signifi-
cativement de I’échelle inertielle /. Les données dont nous disposions ne permettant pas de
calculer avec confiance des moments d’ordre élevé de ¢; (¢; est déja un moment d’ordre 3 de
la vitesse). nous n’avons pas déterminé les coefficients Ho, correspondants. La figure (2.3.2)
montre que ce critére qualitatif corrobore les conclusions que 'on peut tirer de Ifétude des
incréments de vitesse (figure 2.3.1) : de fagon surprenante, la présence de structures cohérentes
n’augmente pas de facon mesurable le degré d’intermittence de la cascade inverse d’énergie,
qui reste négligeable.

Cette étude illustre le fait que des informations importantes sur la dynamique sont conte-
nues dans des grandeurs locales telles que le taux de transfert d’énergie ;. Cette information
n’est contenue ni dans le spectre E(k), ni dans le flux spectral d’énergie (k). En effet dés
que l'on se place dans l'espace de Fourier, on considére de fait des grandeurs qui sont des
moyennes spatiales. Dés lors, elles ne peuvent facilement refléter des fluctuations spatiales, qui

sont pourtant cruciales.

2.3.2. Variance des transferts d’énergie. [’absence d’intermittence que nous venons
de montrer laisse penser que la cascade bidimensionnelle est proche de I'image qu’en donnent

les phénoménologies de Kraichnan et Kolmogorov. Pourtant, des inconnues demeurent. La



prédiction de Kraichnan-Kolmogorov (2.1.5) suppose I'existence d’un domaine d’échelles ou
le flux spectral d’énergie (k) est constant. Or dans les expériences et les simulations ou elle
est vérifiée [5, 87, 12|, on constate que le domaine de flux spectral constant est nettement
plus étroit que la gamme d’échelles vérifiant (2.1.5). Si I'on joue sur la forme de la dissipation
d’énergie a grande échelle pour élargir le domaine de flux spectral constant, on perd ’accord
avec (2.1.5) et on observe un spectre plus raide [27]. Il y a 1a un paradoxe.

De plus, alors que les statistiques des incréments de vitesse ont été étudiées en détail, les
propriétés des transferts d’énergie ¢; définis par la relation (2.3.3) restent largement inexplo-
rées. Les propriétés statistiques d’'une quantité n; analogue a ¢; mais basée sur I’enstrophie au
lieu de I'énergie ont été étudiées dans [6]. Cette analyse s’appuie sur la notion de hiérarchie
des transferts, développée par She et Leveque [99] dans le cadre de leur théorie de 'intermit-
tence tridimensionnelle et adaptée ici au cas bidimensionnel. Nous avons entrepris une étude
dans cet esprit, basée sur ¢; et la hiérarchie que ces transferts d’énergie définissent [4]. Nous
renvoyons le lecteur au texte de l’article, inclus, pour les détails de ce travail qui s’écarte du
théme de cette thése. Il en ressort cependant que certaines lois d’échelles semblent controlées
non pas par les fluctuations rares et intenses des transferts mais par les fluctuations les plus
fréquentes, contribuant majoritairement a la variance des transferts.

Ceci rejoint le constat que la contribution du flux d’énergie aux statistiques des incréments
de vitesse (a travers ’équation de Kolmogorov (2.3.2) ) est trés faible [87, 12]. Dés lors, le
flux moyen doit-il étre la grandeur centrale de la cascade s’il est beaucoup plus faible que
sa fluctuation ? La cascade inverse bidimensionnelle d’énergie est peut-étre plus éloignée du

tableau kolmogorien qu’il n’y parait.

2.4. Bilan

La compréhension actuelle de la turbulence bidimensionnelle s’articule autour du concept
de double cascade, variante bidimensionnelle due a Kraichnan des idées de Kolmogorov. La cas-
cade d’enstrophie ne présente pas d’intermittence [11, 5]. Notre contribution en qui concerne
I’énergie a montré I’absence d’intermittence dans la cascade inverse d’énergie, tout en laissant
ouverte la possibilité de propriétés statistiques complexes des transferts. Cependant, I'organisa-
tion spatiale de cette turbulence et ’omniprésence des structures cohérentes rendent essentielle
une analyse dans ’espace physique de ces cascades, éléments centraux dans la description de
la turbulence. Le noyau de cette thése consiste en le développement d’une telle description
pour la cascade d’un traceur et I’étude des conséquences sur le probléme de la paramétrisation

des échelles sous-maille.
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CHAPITRE 3

Spécificités pour un traceur

3.1. Contrastes dynamiques

Outre 'importance des structures cohérentes, et en relation avec elles, la turbulence bidi-
mensionnelle est caractérisée par d’importants contrastes dynamiques : d’une région a ’autre,
certaines propriétés peuvent étre durablement différentes. Ceci est particuliérement vrai pour
le transport, en raison essentiellement de la bidimensionnalité et non de la turbulence. En

effet un champ de vitesse bidimensionnel et incompressible dérive d’une fonction de courant

Y(z,y,t) :

oY

3.1.1 - ¥
(311 w = -3

oY
3.1.2 =
( ) uy 8.T )
ce qui entraine que la trajectoire 7 (t) d’un élément de fluide :

—dd? = U (T (t),1)

est exactement la trajectoire dans I’espace des phases d’un systéme hamiltonien dont le ha-
miltonien ¢ dépend du temps. Les coordonnées x et y jouent le role de variables conjuguées

dans I’équation canonique :

dz O
e oy’
dy oy
At~ Oz’

Le fait lourd de conséquence ici est que les systémes hamiltoniens bidimensionnels dépendant
du temps, méme de facon simple, peuvent étre chaotiques [90, 3|. Ainsi selon les propriétés
spatiales et temporelles de 1, les trajectoires pourront étre simples (périodiques pour un champ
de vitesse figé) ou complexes (chaotiques), la situation la plus réaliste étant intermédiaire entre
les deux, avec des régions calmes ou les particules suivent des trajectoires réguliéres (domaines
elliptiques), séparées par des zones chaotiques donnant lieu & une dispersion intense (domaines
hyperboliques). De plus, la propriété de conservation lagrangienne de la vorticité (au forgage
et a la dissipation prés) implique une interaction subtile entre le champ de vitesse et ses
propriétés de transport.

Physiquement, les tourbillons cohérents sont un exemple typique de domaines elliptiques.
Ils sont en effet capables de piéger et de confiner des particules sur des durées longues, les

préservant ainsi de la dispersion qui a lieu a Pextérieur des tourbillons [33]. Les structures
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cohérentes et plus largement les contrastes dynamiques sont ainsi une composante essentielle

dans les propriétés de transport de la turbulence bidimensionnelle.

3.2. Dynamique des gradients de traceur

Dans les écoulements bidimensionnels incompressibles, il y a une dualité entre séparation
de paire de particules et évolution des gradients de traceurs : a la séparation exponentielle
d’une paire correspond ’amplification du gradient du traceur. La dynamique des gradients
de traceur est mieux connue en deux qu’en trois dimensions, notamment en raison de la plus
grande facilité d’observation et de simulation, et d’'une moindre complexité géométrique.

Cette connaissance a en particulier beaucoup progressé récemment, et nous nous proposons
dans cette section de dégager briévement les idées principales qui en découlent. Le lecteur
pourra se reporter a la thése de Guillaume Lapeyre [59] ainsi qu’a plusieurs articles [84, 106,
47, 9, 91, 61, 53|.

3.2.1. Partition de ’espace physique. Les premiers travaux' se sont intéressés a 1’évo-

lution du vecteur ¢ = ?T , gouvernée par I’équation :

oT
E?H?QTzo

d
(3.2.1) L7 +AT =0,
L’hypothése que le gradient de vitesse A = ?7 évolue lentement le long d’une trajectoire
lagrangienne (qui revient a négliger dA/dt devant A?) raméne cette équation a un probléme

de valeurs propres |84, 106|. Le gradient de vitesse A se décompose en une partie symétrique,

le tenseur de déformation S, et une partie antisymétrique donnée par la vorticité w :

24 = S+ wd,
[ 1
ou J =
1 ]
(3.2.3) et S = A+ AT,
_—% o
B os —op |
w = Oply — Oy,
(3.2.4) Op = Ogy — Oy,
0s = Oy + Oyy
(3.2.5) o’ = ol +ol.

1Ces études ne font pas de distinction entre traceur passif et actif.
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Nous introduisons ici le tenseur antisymétrique unité J et la déformation o. A cause de
Iincompressibilité, la trace de —A” est nulle et ce tenseur posséde deux valeurs propres oppo-
sées?. Si leur produit det A = Q est négatif, elles sont réelles, valent 4+/—@Q et sont associées
chacune a un vecteur propre ¢ .. La solution de (3.2.1) aux temps longs est proportionnelle
a exp (t@) ?Jr, correspondant a une croissance exponentielle du gradient et & son aligne-
ment le long de la direction propre e, de AT. Dans le cas contraire les valeurs propres sont
imaginaires et le gradient ne croit pas mais oscille en décrivant une ellipse orientée a 45 degrés
par rapport aux axes propres du tenseur® S = A+ AT, Enfin le cas dégénéré Q = 0 correspond

a une croissance linéaire du gradient.
Ceci définit le critére d’Okubo-Weiss @ :

(3.2.6) Q= % (0® —w?).

Il exprime le concept central que la dynamique du gradient de traceur est le résultat d’une
compétition entre déformation o et rotation, mesurée ici par la vorticité w. Ce critére définit
une partition de I’espace physique en zones dont les propriétés sont distinctes. Dans les régions
ou la déformation domine, il est possible de prédire tant son taux de croissance exponentielle
(valeurs propres) que son orientation (vecteurs propres). Ces régions sont dites hyperboliques
car les lignes de courant (dans le référentiel en comouvement avec la particule) sont des
hyperboles. Dans les régions ou la rotation domine, on peut prédire I’absence de croissance
des gradients et donc l'inhibition de la cascade de traceur. Elles sont dites elliptiques, en
référence aussi a la forme des lignes de courant. Enfin, le critére Okubo-Weiss est relié & la

pression par la relation
1
(3.2.7) Q= —EAP.

Ainsi les régions elliptiques correspondent aux minima de la pression (coeurs des tourbillons)
[62].

Cependant I'hypothése dA/dt < A? n’est vérifiée que rarement dans un écoulement turbu-
lent [9] et une amélioration de ce critére a été proposée [47], en tenant compte de dA/dt. Elle
conduit & prendre comme critére d’hyperbolicité la plus grande valeur propre de la Hessienne
(différentielle seconde) de la pression. Le mérite du critére de Hua-Klein, comme de celui
d’Okubo-Weiss, est d’aboutir & une partition de I’espace physique. Dans un champ turbulent
typique, on peut distinguer les coeurs des tourbillons, elliptiques, leur périphérie, hyperbo-
lique, et le reste de ’espace sans caractére elliptique ou hyperbolique affirmé et parfois appelé
le marécage.

Un défaut de ces critéres est de ne pas étre invariant par un changement de référentiel en
rotation uniforme, et de manquer ainsi au principe d’objectivité. Ainsi le caractére elliptique
ou hyperbolique d’un point de ’espace ne sera pas le méme selon que I’écoulement est observé
dans un référentiel «fixe» ou en rotation uniforme. De méme, les directions propres de A ne

sont pas invariantes.

2Les propriétés de dispersion des écoulements compressibles sont trés différentes de celles discutées ici [84].
3La définition de S adoptée ici différe d’un facteur 2 de Hua et al.



3.2.2. Alignements préférentiels. Un moyen simple de garantir cette invariance est de
considérer une équation scalaire et non vectorielle, celle régissant 1’évolution de la norme du

gradient de traceur 7 :

(3.2.8) %{f =-7757,

La signification physique de ce taux de croissance est assez simple. Les forts gradients marquent
la présence de structures de petite échelle dans le champ de traceur. Aussi la croissance du carré
du gradient témoigne du processus de formation d’une petite échelle. C’est ainsi un diagnostic
de la cascade du traceur. S’il est positif, on a création de petites échelles, et vice-versa. Le

tenseur de déformation S est symétrique et posséde deux valeurs propres, o et —o

o[ )

Les directions associées a ces valeurs propres sont dites respectivement extensionnelle et com-
pressionnelle. Comme S est symétrique, elles sont orthogonales. Si ? est paralléle a la direction
compressionnelle, on aura ?TS ? = —0q? et dg?/dt > 0. Inversement si 7 est paralléle a la
direction extensionnelle, ?TS7 = 0¢? et dg?/dt < 0. La croissance du gradient et le proces-
sus de cascade sont ainsi fortement conditionnés par les propriétés géométriques des champs
de vitesse et de traceur.

Considérons momentanément un cas forcé a grande échelle et dissipé a petite échelle avec
une diffusivité . S’il s’établit un équilibre entre production de gradients par I'advection et

destruction par la diffusion, alors :

O [ .97 = kAT + fy
STeAT = AT+,
(:;t—HiA)q +77sq = —2&“?7“2+Z7-€fq~
(3.2.9) don /?Ts?g - —2»@/‘(?? 2Q+2/? ?fT

fr désigne le forcage et V' le volume (enfin, la surface) occupé par le fluide. Si le forcage agit

a une échelle [; grande devant 1’échelle diffusive [p on peut faire les estimations suivantes :

ST = g [
[7 9087 & L [rT

/?-?ng < H/H?? QQ.

Q
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Rappelons que nr désigne le taux de destruction de variance du traceur par la diffusion,

équilibré ici par le forcage fr. Ainsi cet équilibre se traduit pour le gradient de traceur par :
2
(3.2.10) /7Ts7d? - —2/4;/ H??H d7 < 0.

L’interprétation géométrique de cet équilibre est que le signe négatif de [ ?TS ?d? suppose
un alignement préférentiel de 7 avec ’axe compressionnel de S , c’est-a-dire correspondant
a la valeur propre négative. Et en effet un alignement statistique est observé [91], d’autant
meilleur que la norme du gradient est importante, sans étre jamais parfait méme pour les plus
forts gradients.

Une analyse plus fine dans le cas non forcé et en négligeant la diffusion améliore sensi-
blement cette prédiction. Le point-clé consiste a se placer dans un référentiel tournant dans
lequel les axes de S sont fixes. Ce référentiel tourne a la vitesse angulaire d¢/d¢ définie par
[61] :

dS 1do do
2.11 do _ 2994 99
(3 ) dt odt o dt 75
Dans ce référentiel, ¢ fait un angle (/2 + /4 avec 'axe compressionnel. L’angle* ¢ détermine

la croissance ou non de la norme du gradient :

dq¢?
dt
mais son évolution est autonome, indépendante de cette norme :

(3.2.12) = —¢%osin(,

dc
(3.2.13) 5= o(r —cos(),
(3.2.14) ot r = %d(ﬁ/dt.

Ainsi les équations (3.2.13) et (3.2.12) permettent de prédire a la fois I'orientation de ¢ et la
croissance de sa norme. Si |[r| < 1, ¢ tend vers le point fixe stable (= = arccos(r) et ¢ croit
exponentiellement. Dans ce régime, la déformation o domine la rotation effective w + 2d¢/dt.
Si au contraire |r| > 1, on est amené a prédire une rotation continue du vecteur ¢ , sans
croissance. De plus 'angle ( le plus fréquent correspond & un minimum de d¢/d¢. D’aprés

(3.2.13) et en faisant ’hypothése que

(3.2.15) s=—— < 1,

ce minimum de d¢/d¢ correspond a un alignement & 45 degrés par rapport aux axes propres de
S. Ces résultats sont bien vérifiés sur des exemples analytiques et les expériences numériques

de [61], mais peuvent étre améliorés dans le régime elliptique, en particulier si s n’est pas

4Cet angle ¢ n’a rien & voir avec les exposants de fonctions de structure ¢, , sur lesquels nous ne reviendrons
plus.



négligeable. Dans le cas oul s > 1, on peut montrer [53] que ¢ s’aligne avec une direction

propre du tenseur N défini par :

(3.2.16) 3—;% = 7"N7Y,
(3.2.17) ot N = §%— % + wJS.
Enfin, les paramétres r et s s’expriment en fonction de la Hessienne de la pression car :
(3.2.18) % =— amj;aayy 5 2?“’8 P
zy yy — Oz
3.3. Bilan

Pour récapituler, la cascade de traceur étant vue comme un processus de croissance du
gradient de traceur 7, le diagnostic naturel est le taux de croissance du carré du gradient de
traceur dg?/dt, donné par la relation (3.2.8). Au-dela du diagnostic, il est possible de prédire
la croissance du gradient ? et son orientation. Ce faisant, le critére introduit par Lapeyre et
collaborateurs reprend en I’améliorant ’idée d’une compétition entre déformation et rotation :
1a ot le critére d’Okubo-Weiss (3.2.6) compare la déformation o a la vorticité w, le critére r
(3.2.14) compare la déformation o & la rotation effective w + 2d¢/dt. On est amené ainsi a
partitionner I’écoulement en domaines hyperboliques et elliptiques aux propriétés contrastées.

La ou le critére d’Okubo-Weiss négligeait les variations temporelles du gradient de vitesse
A, celui de Lapeyre néglige les variations de la déformation . Un degré supplémentaire de
prédiction est atteint en tenant compte de ces variations, mesurées par le paramétre s (3.2.15).
Enfin, ces deux paramétres r et s sont invariants par changement de référentiel tournant. De
plus ils s’expriment en fonction de la Hessienne de la pression, ce qui d’'une part exprime
le caractére non local en espace du processus d’advection, et d’autre part signifie que ces
critéres et les propriétés dynamiques sous-jacentes sont déterminés par les grandes échelles de
I’écoulement.

Enfin, le processus de création des petites échelles fait intervenir de fagon cruciale la géo-
métrie des champs de traceur, de vitesse et d’accélération (pression).



Deuxiéme partie

Cascade d’un traceur et paramétrisation






CHAPITRE 4

Diagnostic et paramétrisation

4.1. Transport, mélange et paramétrisation

4.1.1. Transport et mélange. Afin d’envisager le probléme de la modélisation, il convient
de préciser une question de vocabulaire. La notion de transport est souvent associée a celle de
mélange, et la distinction entre les deux est importante. Le transport au sens strict concerne

I’équation d’advection :

(4.1.1) %—f+ (7-?)T:0.

Considérer cette équation revient a suivre les trajectoires d’éléments de fluide :
1T _ 2@0.0,

dt
Zt=0) = T,

car la connaissance de ces trajectoires permet de résoudre 1’équation (4.1.1) :
T(Z(1),t) = T(,t = 0).

Le transport est un processus réversible (du moins formellement) et qui conserve la variance
totale du traceur [T2d7 /2.
Le mélange est lui un processus irréversible qui tend & homogénéiser le traceur et donc a

faire décroitre sa variance. C’est le role de la diffusivité moléculaire x de I’équation d’advection-

diffusion (1.2.1) : )
d [T 2

Cependant I’'un et ’autre sont étroitement liés. Un processus de diffusion pure en ’absence
de transport est beaucoup plus lent qu’en présence d’un brassage énergique. C’est une évidence
quotidienne que ’on peut interpréter en termes de cascade : la diffusion moléculaire étant
d’autant plus efficace que le champ de traceur présente plus de petites échelles, la production de
ces petites structures par ’advection joue le réle d’un catalyseur qui accélére considérablement

le mélange, mesuré par la décroissance de la variance du traceur.

4.1.2. «Mélange» turbulent et paramétrisation. Un processus analogue au mélange
a lieu en présence de transport pur si 'on tient compte des limitations dues & la résolution,
numérique ou expérimentale. Supposons en effet que I’on n’ait accés (ou que 'on ne veuille
s’intéresser, par souci d’économie de calcul notamment) qu’a une information 0(7, t) limitée
en résolution et dont les échelles plus petites qu'une échelle de coupure [, ont été filtrées par
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un filtre passe-bas p(l) :
0(F,4) =T = / (@ + T)p()d 1.

Alors, T vérifiant (4.1.1), la cascade directe du traceur dépeuple progressivement les grandes
échelles de T au profit des petites échelles, qui sont absentes de 6. Par conséquent, la variance
de 0 décroit! & un rythme fixé approximativement par le flux spectral de variance de traceur
& travers le nombre d’onde ky correspondant a 1’échelle kj :

(4.1.2) 4 0—2d7~— (ke)
o ar ) 2 0% T e

Cette décroissance implique que I’équation d’évolution de € n’est pas une simple équation
d’advection :
00

(4.1.3) a+<7-?)0:(7-?)0—(7-?)%&0.
Exprimer le second membre de (4.1.3) en fonction de 6 et non de 7T est tout le probléme de la
paramétrisation de l'effet des termes sous-maille®.

Mais ce processus n’est pas du mélange & proprement parler. Si la variance de 6 décroit,
ce qui constitue un «mélange» des grandes échelles, nous avons en revanche mis de coté
I’information concernant le mélange a petite échelle. Une information partielle sur ce mélange

serait par exemple contenue dans la variance sous-maille v :
2w =T2— 0%

et on pourra dire que le mélange est efficace si v est faible. Cette information sera cruciale
si I'on cherche & évaluer une grandeur dépendant de 7" de facon non-linéaire. Par exemple la
vitesse d’une réaction chimique dépend généralement non-linéairement des concentrations des
réactifs, et exponentiellement de la température. Modéliser I’évolution de v ou des moments
plus élevés de 1", voire de sa distribution de probabilité, est un second probléme qui reléve du

mélange au sens littéral.

4.1.3. Problémes abordés. Nous nous intéresserons exclusivement au premier probléme
(équation 4.1.3), que l'on pourra appeler modélisation du transport, du brassage, ou encore
du «mélange turbulent», dans le sens large du terme, et ce a travers les questions suivantes.

Quelles sont les caractéristiques que ’on peut attendre d’une paramétrisation réaliste du
mélange turbulent ? La décroissance de la variance du traceur résolu ne suffit pas : les formes
la garantissant sont légion. Compte tenu des forts contrastes dynamiques qui caractérisent
la turbulence bidimensionnelle, la paramétrisation du transport doit reproduire la cascade du
traceur vers les petites échelles, et ce localement dans [’espace. Nous développons en 4.2 une
approche diagnostique de la cascade de traceur en nous attachant a considérer des propriétés
locales en temps et en espace, et concernant une seule réalisation de I’écoulement. Ce diagnostic

nous permettra en 5.1 de comparer différents modéles.

Leette décroissance est purement due aux termes convectifs de Péquation (4.1.1), ce qui relativise son caractére
réversible

2Nous ne parlons pas ici de la modélisation de phénomenes physiques (instabilités, convection...) se déroulant
4 une échelle non résolue, mais seulement des effets du transport.



De plus, on peut s’étonner que les paramétrisations les plus usitées (diffusivité turbulente,
hyperlaplacien) soient isotropes alors que la dynamique du traceur est caractérisée par des di-
rections privilégiées. Nous montrons en 4.3.2 qu'une paramétrisation utilisant cette anisotropie,
la diffusivité de déformation ou strain diffusivity (SD) peut se justifier a partir d’arguments
simples. De plus nous montrons que ses propriétés dissipatives sont en accord avec ’analyse
de la cascade de traceur en termes de gradients.

Enfin, peut-on paramétriser le transport d’un traceur actif et d’un traceur passif de la
méme facon? La relation entre vitesse et vorticité fait que la paramétrisation du transport
de la vorticité affecte directement I’équation de la vitesse et donc le bilan d’énergie. Or, si la
cascade d’enstrophie est dirigée comme celle du traceur vers la petite échelle, celle de I’énergie
est en sens inverse. Par conséquent, contrairement au cas tridimensionnel ot I’on peut utiliser
une viscosité turbulente pour augmenter la dissipation d’énergie, la dimension deux suppose
une attitude opposée (8] : I’énergie doit étre conservée et non dissipée. Nous montrons en 4.4.2
que la strain diffusivity conserve ’énergie, et en 6.2.2 qu’elle est la seule dans une classe de

paramétrisations.

4.2. Transferts de variance d’échelle en échelle

4.2.1. Dynamique des incréments de traceur. La présence de structures de petite
échelle peut étre détectée par les gradients de traceur, mais aussi par ses incréments. Par
exemple, la présence d’'un front ou d’un filament se traduit par une forte différence dans les
valeurs prises par le champ de traceur en deux points de part et d’autre du front. C’est cette
approche que nous développons ici.

Précisément, nous considérons l'incrément 67" défini par :

— —
(4.2.1) THZ, ) = T(Z + 1'/2),
(4.2.2) 0 = TH-T".

_>
Il s’agit d’une fonction de deux vecteurs : la position 7 et la séparation [ . Comme c’est
lamplitude de la différence qui est en jeu, nous nous attacherons a son carré 72 et a son

équation d’évolution. Il sera utile d’introduire également 'incrément de vitesse 6 ainsi que

ses composantes longitudinale du et transverse du :

@, T) = BT+ T/)2),
57 = @r—T,

7
(4.2.3) (5U|| = 757,

T
(4.2.4) Su, = (T /\57) e,
oil €, est un vecteur unitaire orthogonal au plan de I’écoulement. Ceci étant posé, partant de

I’équation de transport :



(%+7-?>T=0,

il vient pour 67 :

(%+7+-?>T+ = 0,
(%Jrﬁ—ﬁ))r = 0,

d’ou (%+¥'€>5T = —@-V(TﬂrT—).

_>
Les relations entre dérivées par rapport a Teta [

2?_1)7& = :Ize?Ti,

permettent de transformer cette équation en :

(4.2.5) <% + T Vo +07- ?/}) 5T = 0,

(4.2.6) (% + T Ve to7- ?7> 5T? = 0,

ou ﬁ = y
L’équation (4.2.6) s’obtient en multipliant (4.2.5) par 67°/2.

La forme de ces équations d’évolution de 7 et §72 est familiére : ce sont des équations
de transport, mais dans I’espace a 4 dimensions formé par les deux vecteurs T et _l> Ainsi
alors que le traceur est transporté dans l’espace physique, son incrément est non seulement
transporté dans I'espace physique a la vitesse 5}(7, [') mais aussi dans Iespace des échelles
a la vitesse 67(7, _l)) Cette interprétation donne une image concrete de la cascade d’échelle
en échelle.

L’échelle d’une structure est un scalaire [ plutot qu’un vecteur _l) Pour passer d’une
séparation vectorielle & une échelle, il suffit d’intégrer sur la composante angulaire de _l> Il
faut pour cela exprimer (4.2.6) en coordonnées polaires pour _l) Tout d’abord, en utilisant
I'incompressibilité de 6@ par rapport a la variable _l) :

?7 U =0,
les gradients de (4.2.6) se transforment en divergences de flux :
(4.2.7) %6T2 + Vo (5T23) + 97 (6T%U) = 0.

Les coordonnées polaires pour [ font apparaitre les composantes longitudinale et transverse

de l'incrément de vitesse :



9 9
—§T? T? — (16T — (6T =
=0 YV (6 ﬁﬂaz (5T 5uy) + 755 (6T*6us) =0

En intégrant sur la dépendance angulaire ¢, il vient :

0 5T2 +? 7(5:/”25““5

ot

2 —
(4.2.8) lal ?{5T 511,”2 = 0.

De méme qu’en (4.2.6), la variation temporelle de ¢ (5T2(21—7‘f est due a deux contributions : d’une
part un transport dans l’espace physique (divergence sur 7 du flux § (5T2f/>(21—7‘f) ; d’autre part
un transfert entre échelles, traduit par le dernier terme de (4.2.8). Le flux ¢ (5T2(5u”(21—7‘f est
dirigé vers les grandes échelles (la divergence est sur la variable ) . Nous voulons définir un
flux vers les petites échelles et homogéne & la destruction de variance par la diffusion, ny et
au flux spectral 77(k). Cela nous conduit & adopter la définition suivante de F/(7,1), le flux

local de variance de traceur des échelles plus grandes que [ vers les échelles plus petites :

21

Cette définition permet de faire le lien avec I’équation de Yaglom, qui est discuté en 4.2.2.

(4.2.9) F(Z,l) = —lfau”aﬁg.

Celle-ci (équation 4.2.17) stipule que, dans une situation forcée et statistiquement stationnaire,

localement homogéne et isotrope et pour une échelle convective [ :
<(5T25UH> = =2l <77> .
Nous avons choisi la normalisation de F' de telle sorte que :

(F(T,0) = (n)

Ainsi le flux F' est bien positif pour une cascade directe. Nous montrons de plus en 4.2.2 que 1a
ol I’équation de Yaglom fait un bilan global et statistique du transfert de variance de traceur
vers les petites échelles, nous faisons un bilan détaillé, local en espace et en temps, et sur une
réalisation du champ de vitesse, de cette méme cascade.

Le sens du flux local peut étre interprété de fagon géométrique (figure 4.2.1) dans le cas
idéal ou le champ de vitesse est une déformation pure. Un front de traceur se forme alors
typiquement perpendiculairement & la direction de compression. Le flux local F(?,l) fait
le bilan des contributions & la cascade de toutes les paires séparées de [ et centrées sur z.
Les paires pour lesquelles du; < 0 (les deux points de la paire se rapprochent, comme par
exemple la paire 7 + I /2, 7 - l_z) /2) sont situées de part et d’autre du front et leur incrément
est élevé. Inversement celles pour lesquelles du; > 0 (les deux points de la paire s’éloignent,
comme 7 + lz /2,7 — lz /2) sont situées dans le voisinage du front et I'incrément associé
est faible. Ainsi dans cette situation typique, les valeurs négatives de du) sont associées aux
valeurs élevées de 07et les valeurs positives du aux faibles valeurs de 672. Le bilan net donne



donc un flux F'(x,l) > 0. Ce signe est le résultat de la corrélation géométrique des champs de
vitesse et de traceur. Cependant il pourra occasionnellement étre négatif (cascade localement
inversée) en fonction de la géométrie locale de ces champs.

Nous avons ainsi défini une grandeur de diagnostic, le flux local F' (7, [). Il décrit localement
le taux de création (F' > 0) ou de destruction (F < 0) de structures d’échelle plus petite que
[ dans le champ de traceur. Il est invariant par un changement quelconque de référentiel et
par I'ajout d’une constante au champ de traceur. Alors que le taux de croissance du carré
du gradient dg?/dt décrit la formation/destruction des structures dont P’échelle est la plus
petite possible (I’échelle diffusive), il est ainsi possible de sélectionner I’échelle des structures
auxquelles nous nous intéressons, en particulier dans le domaine convectif. En revanche, s’il
est possible de prévoir la croissance du gradient de traceur ? en fonction des caractéristiques
du champ de vitesse, il parait difficile de proposer une prédiction de F(?,l) et nous ne le
ferons pas.

4.2.2. Flux local et équation de Yaglom. L’équation de Yaglom (4.2.17) est au traceur
ce que I’équation de Kolmogorov est a I’énergie. Dans cette partie, nous nous proposons de la
retrouver par une démarche similaire & celle du 4.2. Nous mettrons ainsi en évidence points
communs et différences avec ’approche statistique “classique”.

[’équation de Yaglom exprime 1’équilibre entre le flux de variance du traceur vers les petites
échelles et la diffusion. Pour atteindre un tel équilibre, on considére une situation ou le traceur

est forcé a grande échelle et diffusé a petite échelle :
0
(a"‘ﬁ?—l{A)T:fT

Il vient alors pour I'incrément et son carré :
0
(4.2.10) <§ +TU - Va4 -V - m?> 5T = 6fr,

(4.2.11) (% +U-Vo+60- ??) 5T? = 96T A=6T + 25T6 fy.

Le terme difficile est 6T A3d07T. On peut 1’évaluer comme suit, :

(4.2.12) %A75T2 = TTATT +T AT —TT"A3T —T A3T™
2 2
—2€?T+ : ?ﬁT’ + H?yT“LH + H?yT’H ,
4.2.13 QN0T? = TYAZTT +T AT —T AT —T AzT™
I
2 2
+2§)7T+ . ??T_ + H??TJ’ + H??T_ ,
(4.2.14) STA-6T = TTARTY+T AT —T AT —T ARTT.




F1Gg. 4.2.1. Interprétation géométrique schématique du flux local de variance
F(?, [) au point 7 et pour I'échelle | défini par I'équation (4.2.9), dans le cas
idéal ou le champ de vitesse est une déformation pure. Un front de traceur se
forme typiquement perpendiculairement & la direction de compression. Haut :
profil de traceur T'(z) (trait plein) et carré de I'incrément 672 (pointillés) calculé
le long du cercle de centre z et de diamétre /. Bas : incrément longitudinal de
traceur du) (pointillés) et contributions élémentaires 6720w /2l (trait plein),
calculés le long du cercle de centre Z et de diamétre L.



_>
On a utilisé les relations entre dérivées par rapport a Zeta [ :

2VTH = £V T+

AT = A3T*

En combinant (4.2.12), (4.2.13) et (4.2.14), on obtient finalement :

1 2 Tt 2
STAZOT = (A% +Ap ) 0T = H ST

_j’

d’ot en l'injectant dans (4.2.11) :

<%+ﬁ.€?+57.??—n(%A?HA?))5T2

(4.2.15) = 2076f =2 (nf +m7),
ol NE =k H?QTiHZ

Ainsi, dans cette situation s’ajoutent au transport dans I’espace et entre échelles déja présents
dans (4.2.6) :

— la diffusion de I'incrément dans ’espace physique et dans I’espace des échelles?

— le forcage, qui agit a grande échelle seulement

— la destruction de variance par la diffusion.

[’équation (4.2.15) s’exprime, de méme que (4.2.6) en terme de flux et en coordonnées polaires
%

pour [ :
§5T2 YV (ﬁ(sT?) — 2kAST?
8 k0 0 0 k 0?
2. 167%6u)) — =212 5m2 4+  (67% BANA L
(42.16) g1 OT°0u) = 55l 106 (0T60uL) = 55 92

= 20T5f — 2 (nf +ny)

Nous n’avons introduit jusque ici aucun cadre statistique. Si I’on considére maintenant un

ensemble de réalisations stationnaire, spatialement homogéne et isotrope?, il vient :

(@)= (F)=0 ()=

D’o1, en se plagant a petite échelle, ou le terme de forcage 070 f est négligeable :

250} — % 019 1572 _
zazl (6T*6uy) 5191 30 (0T*) +4(nr)y =0

En intégrant sur /, on obtient finalement 1’équation de Yaglom [108] :

(4.2.17) (0T%6uyy) + 21 (nr) = 2;{— (6T%)

3 -

3Cette relation Justlﬁe la convention adoptée ici 6T = T(? + l /2) — (? — 1 /2) plutot que CjIIe plus
courante 6T = T(Z + l ) — T(2), pour laquelle apparait un terme de diffusion croisée entre Z et [ .

40n obtiendrait bien str le méme résultat en intégrant, a I'instar de [80], sur le temps t, la position Z et la
direction ¢.



Dans la limite [ — 0 on retrouve simplement I’équilibre (3.2.10) entre production et des-
truction de gradients. En effet, on trouve en effectuant un développement limité et au bout

d’un calcul assez fastidieux et sans intérét particulier :

(6T%6u)) =~ §<7T87>
o) ~ 55 (97

2

)
Comme on pouvait s’y attendre, les approches en termes de gradients et d’incréments de
traceur se rejoignent dans la limite [ — 0.

C’est pour une échelle [ dans le domaine convectif que ’équation (4.2.17) prend son sens.
Pour une telle échelle, le terme xd (072) /dl devient négligeable, et I’équation (4.2.17) exprime

I’égalité du flux de variance d’échelle en échelle, dii a I'advection par ’écoulement, et de la

dissipation np :

(F(Z,1)) = (nr).
Il s’agit cependant d’un bilan statistique, global, moyenné en espace et en temps, de la cascade
de traceur. A 'opposé, le flux local F(?, [) intervient dans le bilan (4.2.16) qui est détaillé,
instantané et local en espace, sur une seule réalisation des champs de vitesse et de traceur.
Ainsi il est & méme de refléter les inhomogénéités et contrastes spatiaux de ’écoulement et de
mettre en évidence la variabilité spatiale de I'intensité de la cascade, voire le renversement de

sa direction, comme nous le verrons plus loin.

4.2.3. La cascade vue dans I’espace physique. Nous présentons ici qualitativement
les flux locaux tels qu’on peut les mesurer dans une simulation de résolution 10242, stationnaire
et forcée a grande échelle (faible nombre d’onde k; = 4) tant pour la vorticité que pour le
traceur passif. Les paramétres numériques de cette expérience sont précisés en annexe D et son
spectre en annexe A. La structure de ’écoulement s’organise autour des tourbillons cohérents
d’échelle proche de celle du forcage (figure 4.2.2). Nous calculons les flux & une échelle [ de
huit pas de maille, qui est convective. Nous nous en assurons en vérifiant que pour cette valeur
de [ on a bien (figure 4.2.3) :

(F(T,1)) = (nr)
ou la moyenne () est une moyenne spatiale.

La distribution spatiale du flux local F(,1), défini par la relation (4.2.9), est présen-
tée en figure 4.2.4. Il présente des valeurs positives (cascade directe) et négatives (cascade
inverse) selon les endroits, son amplitude pouvant largement dépasse sa valeur moyenne
< F(7,l) >~ (gy) = 147. On peut distinguer ici deux types de régions. D’une part l'in-
térieur des tourbillons est divisés en quatre quartiers ou la cascade est alternativement directe
et inverse. Cette structure quadrupolaire est typique des tourbillons elliptiques [52]. A linté-
rieur d’'un tourbillon, les particules suivent des trajectoires quasi-elliptiques sur lesquelles le

bilan de cette cascade alternée est quasiment nul, comme nous le verrons en 6.1.
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Fi1G. 4.2.2. Champ de traceur dans un champ de vitesse caractérisé par une
cascade d’enstrophie. Détail de taille 300 x 400 d’un champ de taille 1024 x 1024.
Les tourbillons cohérents d’échelle comparable a I’échelle d’injection [, = 128
pas de maille, de grande durée de vie, peuvent piéger le traceur. Ainsi dans le
tourbillon de droite le traceur ne s’est pas mélangé avec I'extérieur et a conservé
une valeur élevée, qui aurait rapidement diminué s’il s’était trouvé a ’extérieur.
Les tourbillons s’apparient temporairement, formant des structures typiques en
dipole. Les domaines de fort cisaillement & la périphérie des tourbillons donnent
lieu a la formation de longs filaments.

Hors des tourbillons, le champ de traceur est constitué de longs filaments soit étirés, soit
repliés par le champ de vitesse selon ’endroit. La cascade est en général directe (F (7, ) >0)
mais est inversée dans certaines zones. Pour interpréter ce renversement, nous avons tracé sur
le méme champ la direction de I’axe de compression du gradient de vitesse. Dans les zones de
cascade directe, les filaments sont en cours de formation par l'effet de cette compression, et
sont orthogonaux a ’axe de compression. Inversement, les zones de cascade inverse (au centre
de la figure 4.2.4 par exemple) sont caractérisées par des filaments plutot paralléles a ’axe de
compression. Ces zones semblent correspondre a un repliement des filaments.

Enfin, nous présentons la distribution des valeurs du flux F(7’,1) (figure 4.2.5). Elle sou-
ligne le fait que le comportement moyen de cascade directe résulte d’'une compensation de

flux directs et indirects (mis en évidence ci-dessus) d’amplitude assez grande par rapport a la
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F1G. 4.2.3. Moyenne spatiale du flux de variance (F(Z, 1)) défini par la relation
(4.2.9) en fonction de I'échelle réduite {/l; (I’échelle d’injection [; vaut 128 pas
de maille) , normalisé par la dissipation moyenne 7 , pour le traceur (croix) et
la vorticité (cercles). En vertu de 1'équation de Yaglom, le domaine convectif
correspond aux échelles pour lesquelles (F(7,1)) = nr, soit ici 0.03 < 1/} ~<
0.1.

valeur moyenne. Le bilan positif résulte d’une asymétrie de la distribution en faveur des flux

directs.

4.3. Une diffusivité anisotrope : strain diffusivity

Nous présentons rapidement une classe de paramétrisations trés usitées, les modéles de
diffusivité turbulente et d’hyperdiffusivité. Ceux-ci ne reposent pas sur une estimation du
terme sous-maille, mais au mieux sur une hypothése d’analogie avec la diffusivité moléculaire.
De plus ils sont isotropes. Nous proposons ensuite une estimation directe du terme sous-
maille. Cette estimation aboutit & un opérateur anisotrope, la diffusivité de déformation ou
strain diffusivity (SD) faisant intervenir les directions de déformation de 1’écoulement. Nous
développons ensuite les propriétés de ce modéle.

L’essentiel de ces résultats ont été publiés dans les Comptes Rendus de I’Académie des
Sciences [30].

4.3.1. Diffusivité turbulente et hyperdiffusivité. Rappelons que la paramétrisation
consiste & modéliser I’évolution des grandes échelles du champ de traceur 7', représentées par

un champ filtré . De méme, seules les grandes échelles du champ de vitesse U seront retenues
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F1G. 4.2.4. Flux de variance du traceur F(, 1) pour une échelle convective 1.
F' peut étre comparé a la dissipation moyenne du traceur nr = 147. Les traits
indiquent la direction compressionnelle du gradient de vitesse.
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FiG. 4.2.5. A gauche : distribution de probabilité du flux local F(Z’,[) nor-
malisé par la dissipation moyenne 7y. Des fluctuations trés importantes sont
présentes. Les valeurs positives sont cependant plus probables que les valeurs

négatives, d’oll le comportement moyen de cascade directe. A droite : la méme
courbe, limitée aux faibles fluctuations.



dans le champ 7 :

(4.3.1) 0T ) =T / @+ Tp(T)dT
(4.3.2) DT =T = / D@+ ()T

Le terme & modéliser est alors le second membre de 1’équation de transport filtrée :
00
(4.3.3) EJF(?-?)&:(?-?)Q—(W-?)T

L’approche la plus usitée du «mélange turbulent» consiste a postuler [16] que, par analogie
avec la diffusivité moléculaire, le second membre de (4.3.3) peut étre modélisé par la divergence
d’un flux proportionnel au gradient de traceur :

P (w-9)o=7(xT0).

ot
La diffusivité turbulente x; doit étre estimée en fonction du champ de vitesse et peut dépendre
de lespace et du temps. Parmi de nombreuses propositions [98], le modéle le plus connu reste
peut-étre celui de Smagorinsky [100| qui prescrit :

ki = Clio

ol o est le taux de déformation du champ de vitesse et C' une constante universelle, mais qui
joue plutot un role de paramétre ajustable. Assez souvent cependant on se contente d’une diffu-
sivité homogéne, éventuellement réajustée de temps en temps [101]. De méme que la diffusivité
moléculaire, la diffusivité turbulente dissipe la variance du traceur & un taux proportionnel au
carré de son gradient :

d #? 62
0 (7)
2
2
Vo
Une autre forme de paramétrisation consiste a utiliser un laplacien itéré ou hyperlaplacien :
00
=+ (7 ?) 0+ K*(—=A)P0 = 0,

ol le coefficient d’hyperdiffusivité * est & déterminer de facon empirique. Cette forme n’a pas

(434) m = kg

de justification physique particuliére, si ce n’est qu’elle garantit la décroissance de 62 :
g

(4.3.5) % de? = —/n*d7

(4.3.6) o= & =k (8yy.s,0)’

i1
Pour I’hyperdiffusivité, il est possible de donner plusieurs définitions de n* vérifiant (4.3.5). Par
exemple, n* = k* (Ap/ 20)2 conviendrait aussi pour p pair. Nous avons choisi ici la définition qui
nous parait la plus intrinséque, proportionnelle au carré euclidien de la p—iéme différentielle
de 6. En particulier, pour p = 1 on retrouve naturellement (4.3.4).



L’hyperdiffusivité est appréciée des numériciens car elle limite la bande spectrale occu-
pée par les échelles diffusives, libérant de I’espace pour les échelles convectives [97]. De plus,
diffusivité comme hyperdiffusivité sont particuliérement simples & implanter dans les sché-
mas numériques pseudo-spectraux fréquemment utilisés pour la recherche, et numériquement
stables. Nous ne sommes d’ailleurs pas les derniers & 'utiliser.

4.3.2. Diffusivité de déformation ou strain diffusivity. Considérons pour les équa-
tions (4.3.1, 4.3.2) le cas d’un filtre gaussien :

(4.3.7) p(l) = (2mi2) " exp — (12/22) .

Nous allons déduire 1’équation d’évolution de € de celle de T' moyennant un développement
limité au premier ordre non nul en /. En effet, combinant ’équation de filtrage (4.3.1) avec
celle du transport (4.1.1), il vient :

%-ﬁ- (0W) = —/(?-7)19(1%1_1),
ol ?(?,7’) = (7(7+7’)—7(7)) (7 + 1)

On voit ici que 'origine du flux ? est bien I'advection différentielle des particules, source de

la cascade de traceur. De plus, remarquant que

V.. F = V. F=V,.F
o F(2,7) = (@+1)-2@) (1@ + T)-1(2)).
on peut intégrer par parties :
% LY 0 = / (1@ + 1) -1@)) (@ + 1) -2(@)) - Tpd T

(4.3.8) I / (7@ + 1) -2@) (0@ + T) - 1(@)) - To)aT

car ep = —lin

% ~
La mesure [p(l)d [ est concentrée autour de [ = [y. A cette échelle, les incréments des
champs bruts T et @ sont approximativement égaux a ceux des champs filtrés 6 et T, que

I’'on peut eux-mémes estimer par un développement limité® :

|
(R@+T)=F@) T ~ Wdndhvm + glolsbndiavn

(02 +7)=17(@)) (F@+ 1) =T @) T ~ L0k + %zizjzkzm (0,000 + 0s;0040m)

Nous utilisons ici la convention de sommation sur les indices répétés. Nous conservons la nota-

tion vectorielle 1a ou elle ne présente pas d’ambiguité. Les termes impairs en [ s’annulent une

5Ce raisonnement est légérement amélioré par rapport a celui de [30]



fois intégrés dans (4.3.8), ce qui justifie de pousser les développements ci-dessus au deuxiéme

ordre. Il reste, & I’ordre le plus bas en /32 :
2 (% LY. (97)) - %(aieaklvm + 0,;000m) / Ll lelmp()A T -
On se rameéne ainsi au calcul du quatriéme moment d’une distribution gaussienne :
/ Ll ()A T = 12 (83380m -+ S3x8m + Sami)

ou ¢ désigne le symbole de Kronecker : §;; =0sii # j, 0;j =1sii=j. D’ou:
60 12
% + ? . (97) == —50 (6i98jjvi + 28]-08,~ij- =+ 28ij08jvi + 6,~Z-98jvj)

2

Il reste & éliminer . Or Péquation de filtrage (4.3.2) s’écrit, avec notre choix de p(l) et au

premier ordre en I3 :
I 3
v = ﬁ+5°A7:7+§°A7+O(z§)

D’otu finalement ’équation fermée :

do
(439) E + az(lgajvzaﬂ) = O,
ou la dérivée lagrangienne d/dt implique la vitesse résolue :
d 0
L2 9.V
o

L’équation (4.3.9) peut aussi s’obtenir formellement par inversion des relations de filtrage
[67]. Cette méthode permet de voir qu’on obtiendrait le méme résultat pour tout filtre véri-
fiant :

- =
En effet dans ce cas on aura, au premier ordre en [? :

0 = / (T +T-YT+ %zizjaijT> p(1)d T,

l2
= T+ §°AT.

Notons que cette condition est vérifiée pour tout filtre positif isotrope, mais non par exemple
pour un filtre raide, agissant par troncature dans I’espace de Fourier.

Nous pensons avoir donné ici une déduction de (4.3.9) faisant bien apparaitre le processus
d’advection différentielle qui, faisant se rapprocher ou s’éloigner les éléments de fluide, est a la
base de la cascade. Le résultat (4.3.9) est un flux sous-maille proportionnel au gradient de 6,
comme dans ’hypothése de diffusivité turbulente. En revanche le facteur de proportionnalité

n’est pas un scalaire mais un tenseur, proportionnel au gradient de vitesse. Nous ’appellerons



dans la suite diffusivité de déformation, ou en anglais strain diffusivity® , que nous abrégerons
en SD. Cette diffusivité est ainsi anisotrope, contrairement & la diffusivité turbulente et a
I’hyperdiffusivité, qui sont des opérateurs isotropes.

Enfin, le taux de décroissance de la variance du traceur s’obtient en multipliant (4.3.9) par

d 6? 62
&5 +8,~ (lgajvzaj—> = —MNsd

Nsa — —lgaﬂajvzaﬂ

On reconnait ainsi que 7,4 est proportionnel au taux de croissance du gradient” de #, défini par
(3.2.8). C’est en soi une propriété intéressante car nous avons vu que ce taux est un diagnostic
de la cascade du traceur. On peut dés lors estimer que ’action diffusive de la SD sera concentrée
sur les domaines hyperboliques et fortement réduite dans les domaines elliptiques. Elle posséde
ainsi une sélectivité spatiale dans son action diffusive. De plus le bilan global sera bien une
décroissance de la variance de traceur, car les gradients de 6 ont une tendance globale a croitre

sous |’effet du transport :
2
/nsddﬁz—%/%-sﬁed?w

4.4. Cascade inverse et paramétrisation

4.4.1. Interpédendance des deux cascades. De méme que la cascade directe de tra-
ceur rend nécessaire I'introduction d’'une paramétrisation, la cascade directe d’enstrophie rend
nécessaire l'introduction d’une paramétrisation dans 1’équation de la vorticité, dés lors que
I’échelle dissipative n’est pas résolue. On utilise généralement les mémes modéles sous-maille
pour les deux problémes (traceur et vorticité).

Comme la vorticité est directement reliée a la vitesse, on introduit du méme coup une pa-
ramétrisation dans I’équation de Navier-Stokes, ce qui modifie le bilan d’énergie. Par exemple,

pour un laplacien, on obtient :

((ii_(:f) = K" Aw

(4.4.1) T
A7 .
E + ?H =K A?

de sorte que le bilan d’énergie (résolue) est :

dE

4.4.2 & oz
(1.4.2) P ez
1 2
ol 7 = V/%&?

Or la cascade d’énergie est dirigée en turbulence bidimensionnelle vers les grandes échelles.

Plus précisément, si ’échelle de coupure se trouve dans le domaine inertiel de la cascade

Leonard [67] parle de tensor diffusivity.
"taux défini en ne prenant en compte que les termes convectifs et non les termes de paramétrisation.



d’enstrophie, le flux d’énergie a travers cette échelle est nul dans la limite des grands nombres de
Reynolds. L’énergie résolue doit donc étre constante, ce qui ne peut étre réalisé par I’équation
(4.4.2). La paramétrisation des échelles sous-maille doit ainsi répondre a la double contrainte,
apparemment contradictoire, de dissipation de I’enstrophie et de conservation de 1’énergie.
Ce paradoxe peut étre bien exprimé en termes d’amplification des gradients des champs
en jeu. Pour un écoulement tridimensionnel, la cascade vers les petites échelles de la vitesse
et du traceur se traduit par les équations d’évolution de leurs gradients® respectifs et q:

Y@ WT = AT
ﬁ-i— (??)7 = kA]

Dés lors, o et ¢ sont amplifiés par I'étirement ; les gradients résolus sous-estiment les gradients
réels, ce qui justifie 'emploi comme paramétrisation d’une viscosité/diffusivité augmentée, la
viscosité/diffusivité turbulente, pour obtenir une estimation correcte de la dissipation .

A deux dimensions, le terme d’étirement des tourbillons (U) . ?)? disparait, les gradients
de vitesse ne sont plus amplifiés et la viscosité turbulente ne se justifie plus. Mais si 1'on
considére la vorticité, son caractére de traceur et 'amplification de ses gradients inciterait
a employer une diffusivité turbulente, qui d’aprés (4.4.1) n’est autre qu’une viscosité turbu-
lente. Ainsi le concept de viscosité turbulente est inadapté & la turbulence bidimensionnelle
car elle dissipe ’énergie. C’est d’ailleurs une des raisons de ’échec de la paramétrisation de
Smagorinsky dans la simulation d’écoulement géophysiques. La section suivante est consacrée

a I’étude des propriétés de la strain diffusivity lorsqu’elle est appliquée a la vorticité.

4.4.2. Strain diffusivity et énergie. Sil'on utilise la SD comme paramétrisation pour
la vorticité, I’énergie sera-t-elle conservée ? Pour répondre a cette question, nous allons tout
d’abord déterminer I’équation correspondante pour la vitesse, avant de passer au bilan d’éner-
gie.

Nous allons montrer [30] que 1’équation de la vorticité avec SD :

est simplement le rotationnel de I’équation d’Euler avec SD :

dvk
dt
En effet, prenant le gradient de cette derniére équation, il vient :

(4.4.4) + ai(lgajvkajvi) + 011 = 0.

d
(4.4.5) aal?)k + Ov;0;vy, + lgai(ajlvkajvz-) + lgaﬂvi@-jvk + O I1 = 0.

8La vorticité W n’est que la partie antisymétrique du gradient de vitesse, mais en raison de I'incompressibilité
et de I’équation (1.1.7). la moyenne de son carré est égale au celle du carré scalaire du gradient de vitesse.



La vorticité est le rotationnel de la vitesse :
w = —=Tr(AJ)
= —JiAn
= JuOvk

En contractant I’équation (4.4.5) avec Jy,, il vient :

d
(446) d_b: + 81(1(2)61(,0(9]’1)1) + Jkl(al’l)iai’l)k + lgajwﬁijvk) = 0.

Le terme Jy;0,v;0;v;, est le terme d’étirement des tourbillons, nul en deux dimensions. Quant

a Jy0,v;0;5vy , il est nul lui aussi car :

il = ((Oravs)® + (Byyvy)?) Oy
et Jkldk:l = 0.

Ainsi I'équation (4.4.6) se réduit bien a (4.4.3) grace a la nullité de ses deux derniers termes.
Il est intéressant de noter qu’aucun de ces deux termes ne s’annule en trois dimensions. Ce
sont les propriétés géométriques trés particuliéres de la dimension deux qui les contraignent a
s’annuler.

Le simple fait que I’équation de la vorticité avec SD soit simplement le rotationnel de
I’équation d’Euler avec SD est en lui-méme non trivial. En effet la diffusivité x;; = —lgajvi est
non seulement anisotrope mais variable en espace. Lorsqu’on ’applique a la vitesse, elle fait
apparaitre dans I’équation de la vorticité un terme proportionnel a son gradient, Ji;0;k;;0;;V.
Il se trouve que la proportionnalité de x;; au gradient de vitesse annule ce terme, mais il n’en
serait pas de méme en général pour une autre forme de x;;.

Enfin, le bilan d’énergie s’obtient en multipliant (4.4.4) par vy :

i1}2 +8; (120,0:0;(v?)) + 27 - VI = 2020,0,0;040;0;

dt 1 \boVyVily oViVEU VEUy s
On reconnait dans le terme 0;v;0;v) le carré matriciel du tenseur des gradients de vitesse. Ce
tenseur 2 x 2 étant de trace nulle en vertu de I'incompressibilité, son carré est proportionnel

au tenseur unité ? :

w? —025
4 I

En faisant une nouvelle fois appel a 'incompressibilité, on a donc :

ijiaivk =

8ivk6jvk8jvi = 0,
o2 o (2068 (02) + 27 - O =
Y + 0; (150;v:0;(v*)) + 2 II = 0.

9Ce “petit miracle”, pour reprendre les termes de G. Falkovich, est le méme qui permet de calculer, dans le cas
bidimensionnel, ’exposant de Lyapunov d’un champ de vitesse & long temps de corrélation [21]



Ainsi ’énergie est transportée passivement (aux travail des forces de pression prés) sans puits
dissipatif. On a donc conservation de I’énergie, non seulement globalement mais localement.
Nous avons montré deux propriétés de la SD appliquée a la vorticité. Premiérement, la
vitesse obéit a une équation de Navier-Stokes possédant une viscosité anisotrope —I30;uv;.
Deuxiémement, cette viscosité conserve ’énergie, contrairement aux opérateurs isotropes (la-
placien, hyperlaplacien). Ainsi I'introduction de cette diffusivité/viscosité anisotrope tenant
compte de la géométrie de I’écoulement, dont nous montrons en 5.1 qu’elle permet de mieux
représenter la cascade de traceur, permet aussi de paramétriser la cascade d’enstrophie de

facon compatible avec la conservation de 1’énergie!®.

4.4.3. Energie : probléme inverse. Une fois établi que la strain diffusivity conserve
I’énergie, il semble naturel de se poser le probléme inverse et de déterminer plus généralement la
forme des paramétrisations respectant cette contrainte. Cette approche, prenant comme point
de départ la propriété générique de conservation de l’énergie, s’apparente a celle qui avait
débouché sur 'APVM [97]. Nous répondrons a cette question en nous plagant dans le cadre
de la modélisation dite “structurelle” [98] : nous exprimerons le tenseur sous-maille en fonction
de I’échelle de coupure [y et des champs résolus, en respectant les propriétés d’invariance de
I’équation d’Euler et les propriétés génériques de la turbulence bidimensionnelle!'!. Cette étude
s’inspire de celle de [70] qui traite de la dimension trois, ou les tenseurs ont beaucoup plus
d’invariants qu’en dimension deux, et ol on n’a pas a conserver ’énergie, au contraire.

Le tenseur sous-maille 7;; intervient dans I’équation d’Euler filtrée :

du;

4.4.7 ‘+6,P = 0
(4.4.7) o

v = U

I =

4
dv;

(4.4.8) d—2+8jnj+8il'[ =0
(4.4.9) Tij = U — Uy

C’est donc un tenseur symétrique. Seule sa partie anisotrope!? Tij — %Tkkéz-j participe réellement

a (4.4.8), car sa partie isotrope %Tkkéi]- ne contribue qu’a la pression :
dUZ'

dt
Nous voulons maintenant exprimer 7;; en fonction du champ . Pour respecter I'invariance

1 1
+ aj(Tij — §Tkk5ij) —+ 8Z(H + ETkk) = 0.

galiléenne, il suffit de considérer le gradient de vitesse A;; = 0;u;, qu’on peut décomposer selon

la relation (3.2.2) en partie symétrique (déformation) et antisymétrique (rotation) :

0Nous avons introduit la SD en 4.3.2 au moyen d’un développement limité au premier ordre non nul en 12.
L’opérateur qu’on peut obtenir en poussant ce développement & ’ordre suivant ne conserve pas 1’énergie.

113 1a facon de la physique macroscopique qui, par exemple, déduit les propriétés mécaniques ou électriques
des cristaux de leurs propriétés de symétrie

120n dit aussi partie déviatoire.



24 =5+ wd.

Comme det S = —o? est le seul invariant de S, nous disposons d’un tenseur S et de
trois scalaires /o, w et o pour exprimer 7;;. La situation bidimensionnelle est beaucoup plus
simple que la tridimensionnelle car I’espace des matrices 2 X 2 symétriques est seulement de
dimension 3 (au lieu de 6); le triplet (S, JS,d;;) en constitue une base. Nous avons donc en
toute généralité :

(4410) Tij = Z(Q) (CL(O, LU)S + b(O, CLJ)JS + C(O, w)éij)

ol les paramétres a et b ont la dimension de o ou w, alors que ¢ a la dimension de o? (7;; est
homogéne a une vitesse au carré). Enfin, la force sous-maille 07, doit étre identique dans un

référentiel inertiel et un référentiel tournant [28, 46]. On a, 9 étant la fonction de courant!® :
7 = —JV,
ce qui donne pour les divergences des tenseurs S et JS :
8ijk = 8}C (8]"Uk + 8kvj)

= A’Uj

= A(=Jjx0k)

= ijakw,

8kJiijk = JiijkakU)
= —8kw

Autrement dit, en notation vectorielle :

?-S = J?w,
?-JS = —?w.

Donc, en prenant la divergence de (4.4.10), il vient :

Vo= 5 (aJ?w + SVa—bVw + JS?I)-I— ?c) .
On peut tout exprimer en fonction de ?w et ?o au moyen de la régle de dérivation composée :
Vo = 29,4+ 2%,
ow do
o = 23,4+ 2%,
ow 0o

oc oc
?c = %ew—k%?a

3Nous exprimons ici simplement le rotationnel en fonction du gradient et de la matrice antisymétrique unité

J.



Il vient finalement pour la force sous-maille :
V.or = I aIVw+ S @ewikﬁea A
Ow do
0b 0b 0 0
+ JS —€w+—€a +—c§)w+—c§)a
ow oo ow oo
Par un changement de référentiel tournant, seule la vorticité w se trouve modifiée. L’invariance

0
%?‘7—:0,

impose donc

c’est-a-dire :

ﬁ’ +s(32“€ Fa %)

Ow? 8w60
9%b 9%b 0%c d%c
S(va—i— ?0’) <—a—w+w) ? awao_?d =

La valeur de A étant donnée, on peut choisir arbitrairement les vecteurs ?w et ?o. En

prenant alternativement ?a = 0 puis ew = 01l vient :

oa 82(1 0’b 0b 0%
82a 0%b 0%c
Sawaa + Jsaw&f + Owdo 0-

Comme la famille de tenseurs (S, JS, J, d;;) est libre, les coefficients s’annulent individuelle-

ment. Ainsi a doit étre indépendant de w donc proportionnel & 0. De
0°b
ow?
; 0?b
Owoo

= 0

= 0,

on déduit :
b= Cw+ (o).

Le tenseur 7 doit étre invariant par une symétrie miroir. Sous I'effet d’une telle symétrie, on
a:

J = —=J
w — —Ww
o — 0.

Donc :



blo,w) = —bo,—w)

= Cuw,
e ab
d’ou W = %—C,

w?
donce = f(o)+ 07.

Dimensionnellement, la dépendance de f(o) en o doit étre quadratique. Nous trouvons donc :
2
(4411) Tij = l(2) (-BO’S + C (LUJS + %(SZJ) + DO'Q(SZ'J') .

La constante D est sans réelle importance puisque elle s’intégre dans la pression. On reconnait
dans le terme —[2BoS le modéle de Smagorinsky [100, 101| consistant & prendre une viscosité
turbulente isotrope v, = BlZo. Quant a lautre terme, il correspond en fait précisément a la
SD, en prenant C = D = 1/2. En effet, ’équation (4.4.4) correspond a :

2
Tik — loajviajvk

= 2AAT
2

l
= ZO(S-I—wJ)(S-I—wJ)T

2 2 2
(4.4.12) _ %Qus+igim>

Ainsi le tenseur sous-maille se décompose simplement en deux parties : la premiére cor-
respond au modéle de Smagorinsky qui dissipe de I’énergie; la seconde conserve 1'énergie et
correspond a la SD. Dans le cadre des contraintes de départ que nous nous sommes données
pour exprimer le tenseur sous-maille 7, la SD est donc le seul modéle respectant toutes les
propriétés génériques requises : invariance galiléenne, invariance par changement de référentiel

tournant, invariance par parité et surtout conservation de I’énergie.

4.4.4. Discussion. Parmi les propriétés de la SD que nous avons mis en évidence, les-
quelles retrouve-t-on ou non dans d’autres paramétrisations ? Nous nous limiterons pour cette
discussion aux modéles suivants :

— la wiscosité turbulente (isotrope)

— le laplacien itéré ou hyperviscosité

— la méthode du tourbillon anticipé |8, 97| (anticipated potential vorticity method ou

APVM en anglais). Plus radicale et plus innovante, celle-ci part de la double contrainte
de dissipation de I’enstrophie et de conservation de 1’énergie pour aboutir & une forme
originale de paramétrisation qui les satisfait exactement.

— le modéle thermodynamique MEPP' de Robert et Sommeria , fondé sur ’hypothése que

Ieffet des échelles sous-maille est de ramener les grandes échelles vers un état d’équilibre
thermodynamique [72, 94| tout en conservant I’énergie. Dans son expression la plus

l4Maximum entropy production principle, principe de production maximale d’entropie



simple [95], une viscosité turbulente assure la relaxation et un terme de dérive compense
la perte d’énergie associée.

— le modéle & deuz fluides de Laval, Dubrulle et Nazarenko |63, 65, 66| qui ne retient que
les interactions non-locales (entre grandes et petites échelles) [64]. Cette hypothése de
non-localité est analogue a celle qui conduit & ne retenir dans la strain diffusivity que

I’effet déformant des grandes échelles.

Plusieurs propriétés nous intéressent ici :

— le principe d’objectivité : invariance galiléenne et invariance par changement de référentiel
en rotation. La SD, le modéle a deux fluides et la diffusivité /hyperdiffusivité respectent
ce principe. Le modéle MEPP peut étre rendu invariant galiléen au prix d’une com-
plexification de son expression et de l'introduction de paramétres supplémentaires [19].
L’APVM n’est pas invariante galiléenne, ce qui constitue un handicap sérieux. Malgré
de bonnes qualités numériques, elle reste peut utilisée.

— la conservation de l’énergie. La diffusivité turbulente dissipe beaucoup d’énergie et 1’hy-
perdiffusivité permet d’en dissiper moins sans résoudre complétement ce probléme. On
lui connait d’autres inconvénients, notamment de surestimer les extrema de vorticité,
mais sa simplicité lui vaut d’étre largement utilisée, notamment en océanographie. La
SD, ’APVM et le modéle a deux fluides conservent I’énergie. Le modéle MEPP conserve
I’énergie ; cette conservation n’est pas assurée seulement par la forme du modéle mais
aussi par 'ajustement a chaque instant d’un de ses paramétres.

— Panisotropie. Viscosité, hyperdiffusivité et APVM sont isotropes. La déformation induite
par I’écoulement intervient dans I’évolution des petites échelles du modéle & deux fluides,
ainsi que dans la SD. L’anisotropie peut étre introduite dans le modéle MEPP comme
une contrainte imposée au flux sous-maille [15].

— le nombre de paramétres indéterminés, que ’on souhaite le plus faible possible. La vis-
cosité turbulente est mal définie et de nombreux modéles existent [98]. L’hyperviscosité
et ’APVM comprennent chacune un paramétre ajustable, que ’on peut estimer en fonc-
tion du temps de retournement. Dans le modéle MEPP, la viscosité turbulente reste un
paramétre libre; elle peut étre estimée par des théories cinétiques |17, 18| mais les ex-
pressions obtenues sont fortement non-locales en espace et en temps et/ou valides prés de
I’équilibre thermodynamique. Le modéle & deux fluides et 1la SD ont pour seul paramétre
I’échelle de coupure.

— la réversibilité (invariance renversement de ’écoulement du temps). Le modéle a deux
fluides et la SD sont dynamiques dans la mesure ou ils sont déduits de 1’équation d’Eu-
ler. Une conséquence est qu’ils héritent de sa réversibilité, contrairement a ’TAPVM, au
modeéle MEPP ou a la viscosité turbulente qui découlent d’une hypothése supplémen-
taire de nature statistique. Ces derniers sont irréversibles. La question qui se pose est si
le modéle doit comporter une partie irréversible ou si une approche dynamique et for-
mellement réversible convient. Le caracteére irréversible du mélange de la vorticité laisse

penser que la dynamique a long terme doit étre modélisée par un tel terme irréversible.



Si l'on veut préserver les propriétés précédentes (objectivité, conservation de I’énergie),
seul conviendrait alors le modéle MEPP [15]. Cependant il convient de noter ici que le
caractére réversible de la SD est assez formel dans la mesure ol dans un champ turbu-
lent, elle induit bien une dissipation d’enstrophie en raison de la tendance des gradients
de traceur a croitre (c¢f section 4.3.2). Ainsi bien que son expression soit réversible, son
action tire parti de cette tendance «irréversible» des échelles résolues de I’écoulement®®.
En revanche, comme cette dissipation suppose une certaine structure géométrique, elle
n’agira pas sur un pur bruit non structuré : en anticipant un peu, ce probléme se po-
sera en 5.2. D’un point de vue fondamental, une contribution irréversible parait donc
nécessaire. D’un point de vue pratique et numeérique, et dans la mesure ou les termes
«non locaux» de la SD et du modéle & deux fluides semblent dominants [64, 15|, cette
contribution pourra étre modélisée ou bien de facon fine (modéle MEPP) ou bien de
fagon moins précise : dissipation ajoutée explicitement [31, 66| ou assurée implicitement

par le schéma numérique [73, 66].

50n retrouve ici le fait que le systéme formé des échelles explicites est semblable aux échelles implicites,
contrairement 3 la physique statistique classique ol le monde microscopique et les monde macroscopique sont
entiérement séparés. On peut dés lors tirer parti des propriétés explicites pour modéliser I’action des échelles
implicites.
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CHAPITRE 5

Résultats numériques

Nous présentons dans ce chapitre un certain nombre de résultats numériques. Les détails
des paramétres intervenant dans les diverses simulations que nous exploitons sont rassemblés

en annexe D.

5.1. Flux local et paramétrisation

Nous avons construit en 4.2 un diagnostic de la cascade de traceur, le lux F (7, l) (équa-
tion 4.2.9). Nous avons présenté briévement les propriétés des modéles de diffusivité turbulente
et d’hyperdiffusivité. Enfin, nous avons introduit en 4.3.2 la paramétrisation anisotrope strain
diffusivity dont nous avons discuté les propriétés de dissipation. Nous nous proposons main-
tenant d’étudier ’organisation spatiale du taux de destruction de variance de traceur induit
par ces différentes paramétrisations et de la comparer a celle du flux local de variance. Nous
comparons ici les unes aux autres les paramétrisations appliquées & un traceur passif, toutes
choses étant égales par ailleurs. En particulier le champ de vitesse est le méme dans toutes les
simulations.

Nous menons cette étude sur plusieurs simulations numériques de turbulence en déclin,
donc en I’absence de forgcage pour la vorticité comme pour le traceur passif. Il s’agit des si-
mulations & résolution 5122 de la section 5.2.1, oul la vorticité subit une diffusion laplacienne.
En revanche plusieurs paramétrisation sous-maille sont utilisées pour le traceur passif : diffu-
sivité laplacienne, bilaplacien A2, hyperlaplacien A8, SD!, correspondant respectivement aux
champs notés T, , Ty , Ts et A5 du 5.2.1. A partir d’une condition initiale identique pour tous
les traceurs passifs, la simulation dure 40 temps de retournement, une durée suffisante pour
que les petites échelles prennent éventuellement la marque de la paramétrisation.

Nous présentons en 5.1.1 les champs de traceur et de vitesse (figure 5.1.1a) et les flux
correspondant (figure 5.1.1b), en nous concentrant sur une paire de tourbillons. La surface
de la fenétre représente un quart du domaine total de simulation. On peut constater sur la
figure 5.1.2a que la SD reproduit de fagon satisfaisante la structure spatiale des transferts
et notamment leurs changement de signe. Inversement, la diffusivité isotrope qui induit par
construction une diffusion partout positive, ne peut pas reproduire ces changements de signe
(figure 5.1.2b). Cela renvoie au fait qu’une diffusivité isotrope ne tient compte que de la
présence de gradients de traceur, alors que la SD tient compte du processus dynamique et
local de leur croissance - ou non-croissance, et par ce moyen de leurs alignements.

Finalement, la figure (5.1.3) présente les champs de dissipation pour les laplaciens itérés.
En plus d’étre eux aussi partout positifs, ils n’ont que peu de rapport avec la structure spatiale
des transferts. Ce n’est pas trés surprenant puisque ces opérateurs sont appréciés plus pour

lavec une dissipation auxiliaire hyperlaplacienne pour des questions de stabilité numérique, cf 5.2.2.
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(b) Flux local de variance

F1G. 5.1.1. Champ de traceur (a) et flux local de variance F(@, 1) (b). L’échelle
[ vaut 8 pas de maille. Le flux est normalisé par sa valeur moyenne. Bien que celle-
ci soit positive, le flux fluctue et prend des valeurs positives (cascade directe) et
négatives (cascade localement renversée) selon I’endroit.
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(b) Diffusivité isotrope

F1G. 5.1.2. Taux 7 de destruction de la variance du traceur. (a) SD : 7,4(7’) =
2

—120,00;u;0,0. (b) Diffusivité isotrope : n,(7) = ky H?OH . La dissipation 7

est normalisée par sa moyenne spatiale. Alors que la diffusion laplacienne est

partout positive (I’échelle de couleurs inclut des valeurs négatives pour pouvoir

comparer les différents champs, mais la diffusion laplacienne est bien positive),
celle due a la diffusivité de déformation prend des valeurs positives et négatives.
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(b) Hyperlaplacien A8

F1G. 5.1.3. Taux 7 de destruction de la variance du traceur. (a) Bilaplacien,
(7) = k* >-:;(0i;0)* (b) Laplacien itéré huit fois, n*(Z) = k* D iyis (Oiyis)?.
La dissipation 7 est normalisée par sa moyenne spatiale (I’échelle de couleurs
inclut des valeurs négatives pour pouvoir comparer les différents champs, mais
la diffusion hyperlaplacienne est bien positive).
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leur sélectivité dans l’espace de Fourier, ou ils élargissent les domaines inertiels/convectifs.
La contrepartie est que leur action est essentiellement uniforme et ne tient pas compte des
contrastes dynamiques de I’écoulement [36].

En résumant, la dissipation 7,4(Z) due a la SD est fidéle a la structure spatiale des
transferts locaux de variance entre échelles F(?, l) ainsi que leur signe. La dissipation due
a une diffusivité turbulente isotrope nt(7) ne peut reproduire le signe car elle est partout
positive. Enfin, la dissipation 77*(7) due a une hyperdiffusivité ne reproduit ni la structure ni
le signe du flux local F(Z,1).

5.2. Comparaison quantitative

Nous venons de voir que la strain diffusivity permettait de reproduire la cascade de traceur
passif de facon beaucoup plus fidéle que les autres opérateurs testés, laplacien et hyperlapla-
cien. Aprés ce test statique, il convient d’effectuer un test dynamique comparant le résultat
d’une simulation de référence a haute résolution aux résultats de simulations a faible résolution
utilisant pour le traceur une paramétrisation.

Nous procédons de la facon suivante. Une simulation de référence notée 71 est menée
a résolution 20482 . La vorticité est dissipée par une forte viscosité laplacienne de facon a
ce que I’échelle visqueuse soit résolue par les simulations & résolution dégradée 5122. Ainsi la
troncature n’élimine que des échelles visqueuses et le champ de vitesse est identique dans toutes
les simulations, & haute ou basse résolution?. En revanche le traceur subit dans la simulation
T, une faible diffusivité ajustée de fagon a ce que I’échelle diffusive soit inférieure a la maille
des simulations a résolution 5122. Nous illustrons ceci dans la figure 5.2.1a en présentant le
flux spectral de traceur nT(?), défini par la relation (1.2.5), pour la simulation T, a différents
instants. A résolution 5122, le nombre d’onde maximal résolu par le modéle est kpqp = 170.
Comme le flux spectral a travers ce nombre d’onde est important dans la simulation Tj, et en
vertu de (4.1.2), une paramétrisation sera nécessaire pour le traceur a la résolution inférieure
5122,

La condition initiale de la vorticité et du traceur consiste en un champ aléatoire gaussien
concentré autour du mode de Fourier £y = 10. La simulation est en déclin, pour le traceur
comme pour la vorticité. Elle est divisée en deux temps. La premiére partie permet de déve-
lopper la cascade et de remplir les petites échelles du traceur. L’état atteint aprés ce premier
temps (20 temps de retournement) sert & initialiser les simulations a résolution 5122 pour la
comparaison proprement dite. A partir de cet état, on poursuit la simulation a pleine réso-
lution ainsi que celles a résolution dégradée pendant 40 autres temps de retournement. La
comparaison est faite entre les états finaux. Les spectres du traceur a ces différents instants

sont présentés en figure 5.1.1b.

5.2.1. Filtre effectif. Nous avons déduit en 4.3.2 la strain diffusivity du filtre gaussien
reliant champ brut 7 et champ résolu # (relation (4.3.1)). Inversement, étant donné une

paramétrisation, on peut lui associer un filtre effectif p [98]. Ce filtre p est celui qui associe

2Nous aurions aussi bien pu prescrire un champ de vitesse comme dans [73], mais il nous a paru plus intéressant
de prendre un véritable champ de vitesse turbulent.
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(a) Flux spectral de variance du traceur (b) Spectre du traceur

F1G. 5.2.1. Flux spectral (a) et spectre (b) du traceur dans la simulation de
référence a résolution 20482. Les courbes sont séparées de 20 temps de retour-
nement : instant initial (pointillés), état initial pour la comparaison (tirets),
état intermédiaire (tirets-pointillés), état final (trait plein). Le flux spectral a
I’instant initial n’est pas représenté. Les nombres d’onde sont normalisés par
le nombre d’onde maximal & résolution 5122 : k.. = 170. Le flux spectral a
travers ce nombre d’onde est important, rendant nécessaire la paramétrisation
a cette faible résolution.

le champ brut, solution de I’équation sans paramétrisation, au champ 6. Si le calcul de la
section 4.3.2 est correct, le filtre effectif doit étre gaussien. Nous utiliserons la représentation

de Fourier p(k) du filtre, qui vaut d’aprés la relation (4.3.7) :
p) = (n) " exp— (2/28)
p(k) = exp (=lgk?*/2),
p(k)[? = exp (~I5k*),
Comme le filtrage est une opération de convolution on a :
0 =~ /T(?JrT)p(l)d_f
~ Txp
) = 1(F

(5.2.1) et [p(k)]* =

%

~

doit 6( p(k)
(k)
(k)
On devrait donc mesurer Z((’;)) ~ exp(—I2k?), o Zy(k) et Zr(k) sont les spectres unidimen-
sionnels de traceur définis par la relation (1.2.4).
Il est apparu que la SD ne supportait pas de grandes valeurs de [y, sous peine d’instabilité

N

N

numérique. Cela se comprend dans la mesure ot elle découle d’un développement limité en [g.
Nous avons pris pour [y la taille de la maille du modéle, soit 27 /512. Il est difficile de dépasser
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F1G. 5.2.2. Intensités comparées de la dissipation due a la strain diffusivity et
de la dissipation auxiliaire (hyperlaplacien A®). La premiére est donnée par la
valeur a ’échelle de coupure ki,,, du flux spectral ng(kxmaz) =~ 7; la seconde est
donnée par la ligne pointillée.

le double de cette valeur. D’autre part, il apparait a long terme du bruit a petite échelle qui
pourrait aussi étre attribué a un probléme d’instabilité numérique. Nous revenons sur cette
question en 5.2.2. Pour l'instant nous nous contentons d’ajouter une dissipation auxiliaire
capable de stabiliser la simulation, tout en vérifiant que son action dissipative reste faible.
Précisément, nous avons procédé & une simulation utilisant en plus de la SD un des trois

autres opérateurs (laplacien, bilaplacien, hyperlaplacien) :

do
(522) E + 81 (lgﬁjvﬁ]@) + /ip(—Ap)e =0
Dés lors le traceur «bruty associé a 6 vérifie? :
dT
(5.2.3) n + kp(—AP)T =0

et ce sont donc ces champs 6 et T qu’il faut considérer dans la définition du filtre effectif (5.2.1).
Le plus simple est de reprendre pour &, des valeurs identiques avec et sans SD. Ainsi les trois
champs (71, Ts,T3) simulés selon I’équation (5.2.3) ou respectivement p = 1,2, 8 servent dans
cette section & mesurer le filtre effectif imposé par la SD, et en 5.2.2 & étre comparés au champ
de référence pour évaluer I’erreur commise par les différentes paramétrisations. Nous disposons
de plus de 3 simulations utilisant la SD, notées 61, 05 et 03, soit au total 6 champs de traceur
a la résolution 5122. Les différents paramétres sont rassemblés en annexe D.

La dissipation auxiliaire ne dépasse pas 25% de la dissipation totale (figure 5.2.2). Il
est possible de diminuer ce coefficient pour obtenir un ratio de l'ordre de 5% tout en pré-
servant la stabilité numérique®, mais nous avons conservé les mémes coefficients de diffusi-
vité/hyperdiffusivité pour les raisons exposées ci-dessus.

Ces précisions étant apportées, la figure (5.2.3) présente le filtre effectif calculé pour la SD
associée a un hyperlaplacien A® (champs T3 et 3). On constate qu’il est trés proche de sa valeur

3Le laplacien commute avec 'opération de filtrage.
4Ce point a été notamment vérifié dans des simulations forcées sur un grand nombre de temps de retournement.
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FiG. 5.2.3. Filtre effectif : (a) filtre effectif |f(k)]* = Zy(k)/Zr(k), com-
paré a sa valeur théorique exp(—I3k?) (tirets) - (b) filtre effectif compensé :
exp(I2k?)Zy(k)/Zr(k) ~ 1 & moins de 10% prés sur toute la gamme spectrale,
bien au-dela de la validité de I'approximation exp(—I3k?) ~ 1 — [3k?.

théorique |p(k)|? = exp(—I2k?), avec un écart a cette valeur inférieur & 10% sur toute la gamme
spectrale, y compris pour les k élevés, pour lesquels 'approximation exp(—{2k?) ~ 1 — [2k?
n’est plus du tout valide. Ainsi la SD impose bien le filtre gaussien pour lequel elle a été
calculée.

5.2.2. Erreur et discussion. Nous abordons ici la comparaison proprement dite. Nous
calculons la différence entre le traceur de référence 7, a résolution 20482 et les traceurs a

résolution 5122 utilisant une paramétrisation, 71,75 et Ty :

D’autre part, les traceurs 6y, 0o, 03 vérifiant (5.2.2) sont comparé a Ty aprés déconvolution par
le filtre p , ce qui se réalise facilement dans I’espace de Fourier :

554K ) = 8% 20,(K ) — To (%),

Les coefficients de diffusivité/hyperdiffusivité ont été ajustés de fagon & minimiser l'erreur
totale [ 5Z-2d7. La figure (5.2.4) présente les erreurs commises en fonction du nombre d’onde
k, et rapportées au spectre de référence :

W
alh) = O,
s 1R
) = mmE

Insistons ici sur le fait que nous ne nous contentons pas de comparer les spectres entre eux,

mais calculons la différence §; ou 6{ puis son spectre.
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F1G. 5.2.4. Erreur relative €(k) commise par les différentes paramétrisations,
en fonction du nombre d’onde k. Courbes sans symboles : laplacien ¢ (trait
continu), bilaplacien e;(pointillés), hyperlaplacien ez(tirets). Avec symboles :
strain diffusivity avec différentes dissipations auxiliaires : laplacien ¢ (trait
continu), bilaplacien €5¢ (pointillés), hyperlaplacien €5¢ (tirets).

On constate que l’erreur est plus importante pour les petites échelles (grand k) que pour

sd
i

les grandes ; ceci n’est pas trés surprenant. On observe aussi que €;* ne se distingue quasiment
pas de ¢;. Ce résultat est relativement décevant : 'amplitude de ’erreur commise n’est pas
diminuée par I'utilisation de la SD et dépend surtout de la dissipation auxiliaire utilisée. Elle
diminue quand l'ordre p de 'opérateur utilisé augmente.

Peut-étre ne pouvait-on en fait pas espérer mieux. En effet, le résultat principal a été
constaté au paragraphe précédent, a savoir que le filtre effectif correspondait bien & nos at-
tentes. Cependant, dans la mesure ou nous utilisons un code pseudo-spectral, le filtre cor-
respondant au schéma numérique n’est pas gaussien, comme cela a été dit en (4.3.2). La SD
serait donc probablement mieux adaptée a un schéma numérique appliquant naturellement un
tel filtrage, comme un schéma de type volumes finis.

D’autre part, on peut s’interroger sur l’origine de l'instabilité a long terme qui apparait
lorsque 'on utilise la SD sans dissipation auxiliaire. On peut la chercher dans la forme elle-
méme de Popérateur. En effet, comme le tenseur de diffusivité —I30;v; est de trace nulle,
il posséde donc a la fois une direction propre correspondant & une diffusivité positive, et
une autre direction correspondant au contraire & une diffusivité négative®, source potentielle
d’instabilité. Le schéma numérique utilisé pour résoudre (4.3.9) doit donc contréler avec soin

5C’est précisément cette diffusivité négative qui permet de rendre compte des renversements locaux de la
cascade de traceur.
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cette instabilité, probablement de facon plus fine que la «rustine» que nous avons utilisée.
Mettre au point une telle méthode numeérique est un travail important qui déborde du cadre de
cette thése. En revanche, d’autres s’y sont essayés avec un certain succes : citons les travaux de
Moeleker et Leonard, & base de décomposition en ondelettes [67] ou de méthodes particulaires
[73]. Ces derniers obtiennent avec leur méthode dans un écoulement de chaos lagrangien des
résultats supérieurs au modéle de Smagorinsky (figure 5.2.5). Signalons cependant que leur
modéle contient aussi une dissipation par le biais d’une réorganisation réguliére des positions
des particules («remeshingy ).

Enfin, en ce qui concerne le point de vue de son coiit numérique, celui de la SD est es-
sentiellement le méme que pour le modéle de Smagorinsky, car il est nécessaire dans les deux
cas de calculer le gradient de vitesse. Pour un schéma numérique pseudo-spectral comme ce-
lui que nous utilisons, le surcoiit est de I'ordre de 50%, ce qui peut paraitre important. Il
résulte de ce que le terme 0;v;0;0 doit étre calculé dans 'espace physique alors qu’un lapla-
cien/hyperlaplacien se calcule directement dans ’espace de Fourier. En revanche, ce surcotit
est probablement nettement plus faible dans un modéle de type volumes finis oul tout est

calculé dans ’espace physique.

5.3. Impact sur les grandes échelles

Nous nous proposons dans cette section d’étudier I'impact de la paramétrisation utilisée
pour la vorticité sur les grandes échelles de I’écoulement. Le probléme posé par la dissipation
d’énergie a petite échelle est plus spécialement important lorsque 1’on veut étudier la cascade
inverse d’énergie. En effet, dans cette situation on cherche a étendre au maximum le domaine
inertiel occupé par la cascade inverse, ce qui suppose soit une résolution élevée, soit de placer
le forcage a un nombre d’onde k; proche du plus grand nombre d’onde résolu k,,q,. C’est par
exemple le cas dans la simulation notée «DNS.I» de [32] et dans celle de [12], ou le rapport
entre ces deux nombres d’onde vaut ky../kr = 2 . Cependant il est possible que ce choix
de nombre d’onde de forgcage ait des conséquence sur la dynamique des grandes échelles. En
particulier, si I'on utilise un laplacien ou un laplacien itéré, la quantité d’énergie dissipée a
petite échelle est du méme ordre de grandeur que celle qui est dissipée a grande échelle. On
peut le constater par exemple sur la figure 5.3.1 tirée de [12].

Si le forcage est placé suffisamment loin de la coupure spectrale, on laisse la cascade
d’enstrophie se développer dans I'intervalle et on n’a pas ce probléme. En revanche on sacrifie
une partie de la gamme spectrale a la cascade d’enstrophie. C’est le cas dans la simulation
«DNS.II» de [32] (figure 2.2.1). Dans cette simulation & résolution 5122 le nombre d’onde
maximal est de k., = 230 et le forcage est placé au nombre d’onde k; = 40 d’oti un rapport
kmaz/k1 = 6. La dissipation d’énergie a petite échelle est donnée par le flux spectral d’énergie
(k) aux nombres d’ondes & supérieurs au nombre d’onde de forgage ; on peut voir sur la figure
2.1.1 que cette dissipation représente une faible fraction du flux d’énergie vers les grandes
échelles. On se rapproche en cela de la limite des grands nombres de Reynolds, dans laquelle

la dissipation d’énergie a petite échelle tend vers 0.
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F1G. 5.2.5. Lignes de niveau de traceur dans une simulation utilisant la SD. Le
champ de vitesse est périodique dans le temps et présente du chaos lagrangien.
(a) Simulation de référence : simulation directe, a haute résolution, puis filtrée
par un filtre gaussien (b) Simulation sans modéle sous-maille (¢) Simulation
utilisant la SD (d) Simulation utilisant le modéle de Smagorinsky. La forme des
isolignes de traceur de (a) est mieux reproduite par (c) que par (d). Tiré de [73].

Nous pouvons donc prendre la simulation «DNS.II» comme une référence résolvant cor-
rectement les deux cascades, et la comparer & des simulations & plus faible résolution dans
lesquelles se pose le probléme de la proximité de k; et k.., . Nous considérerons deux simu-
lations & la résolution de 1282 :

— l'une, notée 128H, utilise un hyperlaplacien :
— + K" A%w = ay + f.

L’hyperdiffusivité x* est ajustée de la facon suivante : elle doit étre assez élevée pour
éviter I’accumulation d’enstrophie a petite échelle, sans excés pour ne pas dissiper com-
plétement les petites échelles.
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F1G. 5.3.1. Spectre d’énergie E(k) et flux spectral d’énergie I1(k) = ¢(k) dans
la simulation de cascade inverse d’énergie de [12]. La quantité d’énergie dissipée
a petite échelle (maximum de I1(k)) est du méme ordre grandeur que celle qui est
dissipée a grande échelle (minimum de II(k)). Cette simulation utilise & petite
échelle un hyperlaplacien d’ordre p = 8 et a grande échelle une friction linéaire.

— lautre notée 128SD, utilise la SD, complétée comme dans la section 5.2.1 par une hy-
perdiffusivité auxiliaire :
dw = * A8

E + 1061 (ijajvi) + K" A°w = aw + f

Aprés quelques essais, nous avons opté pour la valeur d’'un demi pas de maille pour /.

L’hyperdiffusivité k* est prise identique a celle de 128H.
Le coefficient o controlant l'intensité de la dissipation a grande échelle (proportionnelle a
la fonction de courant 1) est identique pour les trois simulations. De méme le forcage f

_>

est identique : il consiste a garder constant le coefficient de Fourier w( k) pour le vecteur
d’onde k£ = (k;,0). Les deux simulations sont initialisées avec un champ tiré de la simulation
(DNS.II), limité aux nombres d’onde® k < k., = 57. Ainsi seules changent la résolution et la

parameétrisation.

5.3.1. Phase transitoire. Nous présentons en figure 5.3.2 I’évolution temporelle de ’en-
strophie et de I’énergie dans les deux simulations, durant les 500 premiers temps de retourne-

ment (gauche) et sur toute la durée de la simulation (droite). La simulation 128SD se stabilise

6La simulation n’est pas «complétement désaliaséey : 2kyq, = 0.9 X 128
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FIG. 5.3.2. Evolution de 'énergie (haut) et de 'enstrophie (bas) dans les simu-
lations 128SD (croix) et 128H (cercles) en fonction du temps normalisé par le
temps de retournement initial 7 = Z~/2. A gauche : détail sur les 500 premiers
temps de retournement.

au bout d’environ 1000 temps de retournement alors qu’il en faut environ 3000 & la simulation
128H. De plus, I’énergie et ’enstrophie de 128H se stabilisent & des valeurs trés inférieures a
celles de départ, ce qui souligne le caractére excessivement dissipatif de I’hyperviscosité dans
cette configuration’. La simulation 128SD subit une déperdition d’environ un quart de 1’énergie

et la moitié de ’enstrophie, contre environ 80% pour 128H.

5.3.2. Etat stationnaire. Nous étudions les propriétés spectrales moyennes des simu-
lations 128SD et 128H sur la deuxiéme moitié de ’expérience, soit environ 3000 temps de
retournement, et les comparons a celle de «DNS.II». Comparons tout d’abord les spectres
d’énergie, présentés en figure 5.3.3. Les spectres des deux expériences 128H et 128SD sont
moins énergétiques que celui de DNS.IT . Ceci peut-étre directement attribué au probléme de
la dissipation d’énergie a petite échelle : I’énergie qui est dissipée a petite échelle est autant
d’énergie perdue pour la cascade inverse et pour les grandes échelles, qui se trouvent ainsi
privées d’une partie de leur énergie.

"L’hyperviscosité est pourtant moins dissipative qu’une viscosité ordinaire.
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F1G. 5.3.3. Spectre d’énergie E(k) dans les expériences DNS.II (pas de sym-
bole), 128H (cercle) et 128SD (croix), en fonction du nombre d’onde normalisé
k/kr.

Cette interprétation est confirmée par I’étude du flux spectral d’énergie (k) (figure 5.3.4).
La valeur de €(k) pour k& > k; donne la dissipation & petite échelle. Elle est faible pour la
simulation DNS.II, plus importante pour 128SD, et encore plus pour 128H. Il est intéressant
de remarquer que nous avons pris la méme hyperdiffusivité £* pour 128H et 128SD. Nous
voyons ici que la SD non seulement conserve I’énergie mais limite la dissipation associée a la
paramétrisation auxiliaire que nous avons di introduire. Cette action peut se comprendre de
la fagon suivante : en imposant son filtre effectif, la SD réduit ’amplitude des modes de Fourier
de nombre d’onde élevé, et ce a énergie constante. Ce faisant, elle prive I’hyperviscosité de son
support : celle-ci agit en effet tout prés de la coupure spectrale.

Si 'on s’intéresse au flux d’énergie vers la grande échelle (¢(k) pour k < k;), on s’apergoit
que ceux de DNS.II et de 128SD sont assez proches, tandis que celui de 128H est nettement
plus faible. De plus la différence entre les flux d’énergie de R128SD et de R128H est supérieure
a ’excés de dissipation présenté par 128H. Rappelons ici que le forcage utilisé ne consiste pas
a injecter une quantité controlée d’énergie, mais a garder constant un mode de Fourier. Cette
technique injecte de ’énergie a un taux qui est essentiellement controlé par la dynamique. Nous
voyons ici que I'hyperlaplacien non seulement dissipe I’énergie mais perturbe suffisamment la
dynamique pour limiter significativement les transferts d’énergie vers la grande échelle. La SD
reste quant & elle beaucoup plus proche de la dynamique de référence, DNS.IT .

Nous présentons enfin le flux spectral d’enstrophie n(k) (figure 5.3.5). Il apparait clairement
que le flux d’enstrophie de 128SD reproduit mieux celui de DNS.II que ne le fait 128H, o il
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F1G. 5.3.4. Flux spectral d’énergie e(k)dans les expériences DNS.II (pas de
symboles), 128H (cercles) et 128SD (croix), en fonction du nombre d’onde nor-
malisé k/k;.

est inférieur de moitié. Nous avons vérifié qu’on ne pouvait pas obtenir la valeur correcte du
flux d’enstrophie dans 128H & moins d’augmenter déraisonnablement ’hyperdiffusivité x*.

Remarque : les flux spectraux présentés ici font intervenir les termes non-linéaires et la
SD :

nw(?) = V. (ﬁw + lf)??ew) ,

1 =, = =

e(k) = —w(k)n' (k)dk,
W = [, peEm®

n(k) = /| Mw(?mzj(?).

Ainsi leur valeur au nombre d’onde maximal k,,,, est égale a la dissipation due & la SD, les
termes inertiels étant conservatifs :

g(kmaac) = Esd,

N(kmaz) = 7sa-

On peut constater sur la figure 5.3.4 que la SD conserve effectivement 1’énergie, et sur la figure

5.3.5 qu’elle dissipe I’enstrophie. Fin de la remarque.

5.3.3. Espace physique. Enfin nous présentons en figure 5.3.6 un champ de vorticité
de la simulation DNS.II, que ’on peut comparer aux champs des simulations 128SD et 128H

présentés en figure 5.3.7. Ces deux derniéres ont beaucoup de mal & ressembler & DNS.II |
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F1G. 5.3.5. Flux spectral d’enstrophie n(k) dans les expériences DNS.II (pas
de symboles), 128H (cercles) et 128SD (croix), en fonction du nombre d’onde
normalisé k/k;.

notamment parce que les tourbillons bien visibles de DNS.II ont une taille a la limite de leur
résolution. I’organisation du champ 128SD semble se faire non pas autour de tourbillons in-
dividuels ou de dipdles comme dans DNS.II , mais plutét autour de groupes de tourbillons
agglutinés, produisant des lignes de courant de plus grande échelle que leur taille individuelle.
Une telle organisation se rapprocherait donc plutot de celle observée en laboratoire [86]. Ces
groupes de tourbillons sont difficiles & apercevoir dans la simulation 128H. La structure spa-
tiale de cette derniére est marquée par des stries rectilignes dont le réalisme est douteux. La

structure spatiale qualitative de 128SD nous semble plus réaliste que celle de 128H.

Nous avons mis en évidence plusieurs propriétés de la SD relativement & I’énergie : la SD
conserve I’énergie et limite la dissipation associée a la paramétrisation auxiliaire ; elle perturbe
beaucoup moins les transferts d’énergie qu’un hyperlaplacien ; enfin elle reproduit nettement
mieux la cascade d’enstrophie. Ces propriétés ont un impact fort sur les grandes échelles de

I’écoulement dans la situation ot ’échelle de forcage est proche de la maille du modéle.

5.4. Dynamique comparée de la vorticité et d’un traceur passif

Un traceur est simplement une quantité conservée le long d’une trajectoire lagrangienne.

Mais alors qu’un traceur passif n’a pas d’influence sur I’écoulement, un traceur est dit actif s’il
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Fi1G. 5.3.6. Champs de vitesse et de vorticité de la simulation DNS.II.

rétroagit sur la vitesse. De tels traceurs sont trés importants notamment dans les écoulements
géophysiques. Ainsi les différences de température et de salinité dans 'océan induisent des
différences de densité et des forces d’Archiméde qui sont un des moteurs de la circulation
océanique. La vorticité potentielle des modéles géophysiques [88] ou la vorticité du modéle
bidimensionnel est un traceur encore plus fortement lié au champ de vitesse puisque celui-ci
peut étre reconstruit & partir de celui-la. Bien que traceurs actif et passif obéissent formellement
a la méme équation de transport (1.2.1), cette équation linéaire pour un traceur passif est
implicitement non-linéaire pour un traceur actif, via le couplage traceur-vitesse.

La question qui se pose naturellement est dans quelle mesure cette différence de principe
se traduit en différence observable. En d’autres termes, traceurs actif et passif sont-ils avant
tout traceurs ou avant tout actif/passif? Dans le premier cas, leurs points communs doivent
dominer, alors que dans le second on doit étre en mesure de définir un critére qui, étant donné
un champ de traceur, permettra de reconnaitre s’il est actif ou passif.

Les observations disponibles ne permettent pas réellement de trancher. D’une part, la
cascade de traceur passif a tendance a étre plus efficace que celle de la vorticité, ce que I’on peut
expliquer par certains modéles de cloture [43]. Cette propriété est observée de fagon transitoire
par Lapeyre et collaborateurs [60], mais cette différence s’évanouit lorsque la turbulence se
développe. Les propriétés d’alignement observées ne mettent alors pas en évidence de différence
entre un traceur passif et la vorticité. Pourtant la capacité d’organisation du champ de vorticité
en structures cohérentes n’a pas d’équivalent pour le traceur passif. Mais en-dehors de ces

structures, traceurs actifs et passifs sont trés similaires; ils ont tendance a avoir des isolignes
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trés semblables dans des simulations numériques |1, 2|, des expériences de laboratoire [49| et
dans la stratosphére polaire ou les forts gradients de vorticité potentielle coincident avec ceux
des traceurs chimiques. Ainsi alors que des différences qualitatives «évidentes» existent, il est
difficile dans une turbulence développée de les traduire quantitativement.

Nous aborderons cette question en étudiant comparativement les propriétés des deux cas-
cades. Nous présentons maintenant cette étude, essentiellement «géométrique», dans le pro-
longement des travaux de Lapeyre et collaborateurs [61, 53, 60].

5.4.1. Intérét de diagnostics semi-locaux. La dynamique bidimensionnelle d’un tra-
ceur est caractérisée par des propriétés géométriques d’alignement de son gradient avec des
directions privilégiées, dictées par I’écoulement. Il est alors naturel de chercher a distinguer la
vorticité d’un traceur passif au moyen de leurs propriétés d’alignement avec ces directions, et
de leur alignement mutuel.

C’est le principe de I’étude de Lapeyre et collaborateurs [60]. Dans ce travail, ils étudient
dans des simulations en déclin contenant un traceur passif un ensemble de diagnostics testant
ces alignements : alignement dans les domaines hyperboliques, dans les domaines elliptiques,
alignement relatif des gradients de vorticité et de traceur passif, pondérés en fonction de la
norme des gradients. Tous ces diagnostics convergent au bout d’un temps suffisant vers une
valeur identique pour le traceur passif et la vorticité. Ainsi, alors que des différences transitoires
sont observées lors des premiers instants des expériences, ces différences s’estompent lorsque
la turbulence se développe.

Les diagnostics utilisés par Lapeyre et collaborateurs sont globaux : ce sont des moyennes
spatiales de grandeurs liées aux alignements des gradients de traceur passif et de vorticité avec
les directions privilégiées données par I’écoulement. Ils font seulement une dichotomie entre
domaines elliptiques et hyperboliques. Pour aller plus loin et quantifier une éventuelle différence
entre la dynamique de ces deux traceurs aux temps longs, nous proposons de construire des
diagnostics plus locaux dans ’espace physique.

L’idée la plus simple consisterait a considérer directement un champ diagnostic tel que le
flux de variance ou le taux de croissance des gradients, et & comparer le champ correspondant
a un traceur passif & celui correspondant a la vorticité. Cependant une telle comparaison
est difficile & mettre en oeuvre. On peut le constater sur les figures 5.4.1 et 5.4.2 ol nous
présentons la dérivée seconde du gradient de vorticité et d’un traceur passif (respectivement)
dans la simulation forcée dont nous avons présenté un détail en 4.2.3 : la structure spatiale
de ces champs est qualitativement trés proche; mais si 'on considére la différence entre ces
champs, il est impossible de séparer ce qui reléve de leur caractére aléatoire de ce qui reléve
d’une tendance de fond due a la dynamique.

Aussi nous utiliserons comme diagnostics des moyennes conditionnelles, conditionnées par
les paramétres «de structure» du champ de vitesse introduits en 3.2 : déformation o, rotation
effective adimensionnée r, fluctuation adimensionnée de la déformation s. En effet de telles
moyennes réalisent un compromis entre les deux extrémes présentés ci-dessus : elles sont moins
globales que des moyennes sur tout 1’écoulement, et ainsi donnent un apergu plus fin. Mais

elles sont tout de mémes des moyennes et permettent de dégager des tendances, malgré le
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F1G. 5.4.1. Dérivée seconde du carré du gradient de vorticité dans la simulation
forcée. Les valeurs sont normalisées par la moyenne spatiale. Détail de taille
400 x 300 d’un champ de taille 1024 x 1024.

caractére aléatoire des champs de traceur passif et de vorticité. Nous considérerons plusieurs
diagnostics. Nous avons déja abondamment mentionné comme étant un diagnostic de cascade

la dérivée lagrangienne du carré de la norme du gradient de traceur e

(5.4.1) %f - 757

Son interprétation en termes de cascade est simple : une croissance des gradients indique une

cascade directe, et inversement. Nous utiliserons aussi la dérivée lagrangienne seconde :

d2
(54.2) @qz = ? . N . ?
(5.4.3) N = §°— % +wJS

Ce diagnostic est un peu plus difficile a interpréter : dans une zone de croissance exponentielle
du gradient, on peut s’attendre & ce qu’il soit positif. Une valeur négative correspondrait plu-
tot a une oscillation temporelle de la norme du gradient, donc a une région ou la cascade est

inactive. Son intérét apparait plus spécialement a ’instant initial aléatoire d’une simulation,
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F1G. 5.4.2. Dérivée seconde du carré du gradient de traceur passif dans la si-
mulation forcée. Les valeurs sont normalisées par la moyenne spatiale. Détail de
taille 400 x 300 d’un champ de taille 1024 x 1024.

lorsque le traceur passif est encore indépendant du champ de vitesse, avant que le proces-
sus d’advection n’ait induit une corrélation. Dans ces champs aléatoires la moyenne spatiale
(dg?/dt) est nulle pour gradient 2, de la vorticité comme pour le gradient g7 du traceur passif.
Ce diagnostic ne contient dont pas d’information utile sur la croissance moyenne des gradients.

Cette information est donnée par la dérivée seconde. Aux temps courts, on aura :
2 ) d?
2 2 2
@O~ (o 5 (Gar)
t=0 2 d¢2 0
Pour le traceur passif, on peut montrer (¢f 5.4.3) que :
& , 2
<dt2(JT> =2Z <‘1T>

de sorte qu’on a toujours initialement une croissance moyenne des gradients du traceur passif.

En revanche pour la vorticité, si par exemple le spectre initial est concentré autour d’un nombre
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d’onde k¢ (comme dans la situation LARGE de |60]), on aura :

ow
dot — =
ou 5 0
d2
(5.4.4) et donc <@qu> ~ 0.

On a donc dans ce cas quasi-stationnaire une stagnation initiale des gradients de vorticité. Des
moyennes conditionnelles doivent permettre de distinguer les régions ou ces gradients tendent
a croitre de celles o ils tendent & décroitre.

Ces deux quantités testent directement l'alignement des gradients avec la géométrie de
I’écoulement : le premier avec les axes propres de S , le second avec les axes propres de N. Ce
dernier est plus particuliérement pertinent dans les domaines elliptiques, comme nous 1’avons

mentionné en 3.2.

5.4.2. Expériences numériques. Pour des raisons qui apparaitront plus loin, nous uti-

liserons dans la suite les trois expériences suivantes, toutes a la résolution de 10242 :

— la simulation «<SMALLy de [60], que Guillaume Lapeyre a eu amabilité de mettre a
notre disposition. Il s’agit d’une simulation en déclin, ou la dissipation est laplacienne,
et ol traceur passif et vorticité ont des conditions initiales indépendante I'une de 'autre.
Ceci est réalisé en se donnant le spectre Z(k) = Zr(k) et des modes de Fourier de phases
aléatoires. Le spectre choisi est étalé : Z(k) = Zp(k) oc k=!. Nous étudierons I’état
initial et I’état final, au bout d’environ 100 temps de retournement. Dans cet état, la
turbulence est bien développée et ’écoulement est dominé par deux gros tourbillons de
grande échelle.

— une simulation équivalente a la simulation «<LARGE» de [60]. Il s’agit & nouveau d’une
simulation en déclin avec une dissipation Laplacienne, mais contenant deux traceurs
passifs initialement indépendants et indépendants de la vorticité. Le spectre initial des
traceurs (et de la vorticité) est maintenant concentré autour du nombre d’onde kq = 10.
Nous étudierons I’état initial et ’état obtenu au bout de 70 temps de retournement. La
turbulence est développée dans le sens ol le champ comporte de nombreux tourbillons

cohérents, des filaments, etc. mais est moins avancée que dans I’expérience SMALL.

— une simulation forcée stationnaire, contenant deux traceurs passifs, avec une diffusion /viscosité

laplacienne. Le forcage consiste & garder constante I’amplitude du mode k& = 4 de sorte
que des cascades stationnaires de traceur passif et d’enstrophie se mettent en place.
Une dissipation a grande échelle est nécessaire pour obtenir la stationnarité. Pour les
besoins de la comparaison, elle est aussi appliquée aux traceurs passifs. Le spectre de
cette simulation est présenté en A. Nous avons présenté un détail de cette simulation en
4.2.3.

Les simulations en déclin permettent de s’affranchir de la part d’arbitraire que contient le

choix d’un forgage, et surtout de la dissipation a grande échelle. Mais la simulation station-

naire est seule & méme de garantir que ’on mesure des propriétés asymptotiques, valables

aux temps longs, et non des phénomeénes transitoires. La présence de deux traceurs passifs
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(excepté dans la simulation SMALL) permet de s’assurer qu'une éventuelle différence est bien
significative : la différence traceur passif-vorticité doit en effet étre supérieure a la fluctuation
traceur passif-traceur passif pour étre concluante. Nous considérons comme significative une

différence observable dans les trois simulations.

5.4.3. Moyennes conditionnées par la déformation. La déformation apparait expli-
citement dans la définition des diagnostics de cascade (5.4.1) et (5.4.2). Il apparait donc assez
naturel de commencer par elle. De plus, dans I'hypothése ou le vecteur ? est distribué de

fagon isotrope et statistiquement indépendante d’un tenseur M , on a :

(@) = 5 () TeM

donc en particulier, toujours sous cette hypothése :

d
4. E|—¢; =
(5.45) (3i50) = o

42
(5.4.6) E (@QQ; a) = o’E(¢*; 0),
ou E(a; b) est 'espérance conditionnelle de a relativement & b et o est toujours le taux de
déformation. Rappelons que S, dS/dt et JS sont de trace nulle. Ainsi la quantité
E (d2q2 /dt?; 0)

E(¢*; o)

(5.4.7) 2(0) =

a dans ce cas une valeur prévisible, z(c) = o2. Cependant, le gradient d’un traceur passif
n’est en général pas indépendant du champ de vitesse, comme en témoignent justement ses
propriétés d’alignement. Cette condition ne peut étre vérifiée qu’a un seul instant : I'instant
initial d’une expérience ou d’une simulation.

Comme nous ’avons discuté en 5.4.1, méme & l'instant initial le gradient de vorticité Tw
n’est pas indépendant du champ de vitesse, donc de N. On doit donc s’attendre a ce que
24(0) # zr(0), ce qui fait de z un bon candidat pour notre étude comparative. Nous avons
donc tout d’abord calculé zp(o) et z,(0) en prenant pour w et T les conditions initiales des
simulations «<SMALL» et «<LARGE». Les diagnostics zr (o) et z,(0) dans ces deux cas sont
présentés en figure (5.4.3).

Tout d’abord, nous avons bien zr(c) = o2. Nous observons® que z,(0) semble étre une
fonction affine de o2, et que dans tous les cas z,(0) < 2zr(o). Cela est cohérent avec le fait
que la cascade de vorticité est initialement moins efficace que celle de traceur passif. En
particulier, en dessous d’une certaine valeur de o, z,(o) prend des valeurs négatives. Cela
est nécessaire pour que le bilan global (5.4.4) soit nul et indique que, au moins initialement,
ces gradients de vorticité vont commencer par décroitre. Ainsi, alors que tous les gradients
du traceur passif tendent & augmenter, quoique & des vitesses différentes en fonction de o,
les points initialement situés dans les zones de faible déformation ont tendance a voir leur
gradient de vorticité décroitre.

8Nous ne connaissons pas de justification & cette observation empirique, ni & I'identité de zr(o) et z,(c) dans
le cas SMALL.
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F1G. 5.4.3. Diagnostics z, (o) (trait plein) et zr (o) (tirets) (équation 5.4.7) pour
des champs de traceur passif T et de vorticité w aléatoires et de méme spectre.
(a) Spectre concentré autour du nombre d’onde & = 10. (b) Spectre étalé, de
distribution Z(k) = Z7(k) o< k™!

Cet effet est nettement plus marqué pour le spectre concentré autour d’'un nombre d’onde
(figure 5.4.3a) que pour le spectre étalé (figure 5.4.3b). Nous mettons en évidence ici une
propriété cinématique de la vorticité : sa connexion avec la vitesse, qui se traduit par les
corrélations entre le gradient de vorticité et le tenseur IV, modifie ses propriétés de cascade
par rapport a celle d’un traceur passif, pour lequel ces corrélations sont absentes. Cet effet
est fortement dépendant de la fagcon dont I’enstrophie est répartie entre les échelles : si elle
est trés concentrée autour d’'un nombre d’onde, il est maximal. En revanche, si le spectre est
étalé, 'effet diminue fortement.

En particulier pour un spectre d’enstrophie en k!, on observe qu’il est quasi-nul. Or c’est
justement vers cette pente que tend le spectre d’enstrophie dans une turbulence en déclin
et dans une cascade stationnaire d’enstrophie. De plus, longtemps aprés 'instant initial, le
traceur passif a acquis une corrélation avec le champ de vitesse qui fait que la relation (5.4.6)
n’est plus valable. On doit donc s’attendre & ce que la différence mise en évidence par le
diagnostic z(o) diminue lorsque la turbulence se développe.

C’est ce que nous avons mesuré, en utilisant cette fois les instants finaux des trois simu-
lations indiquées plus haut. Pour la simulation «LARGEY», nous avons attendu 70 temps de
retournement ; la simulation «<SMALL» est analysée au bout d’environ 100 temps de retour-
nement. La figure 5.4.4 présente, en plus du diagnostic au second ordre z(o) , la vitesse de

cascade conditionnée par o :

E (dq¢?/dt;
h(o) = (dg”/dt; o)
E(¢*; o)
qui n’est plus nulle maintenant que les deux cascades sont bien développées. Dans le champ
«LARGE», la quantité h(o) fait apparaitre une petite différence entre le traceur passif et la

vorticité. Cependant on ne la retrouve pas dans les deux autres expériences.
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F1G. 5.4.4. Diagnostics de cascade conditionnés par la déformation o, pour
la vorticité (trait plein) et le traceur passif (tirets) . De haut en bas : simu-
lation en déclin «LARGEy», simulation en déclin «<SMALL» et simulation for-
cée stationnaire. Gauche : h(o) = E (d¢*/dt; o) /E (¢*; o). Droite : 2(0) =
E (d°¢?/dt*; ) /E (¢*; o) . Dans les simulations en déclin, enstrophie a dimi-
nué par rapport a l'instant initial, d’otl les valeurs moins élevées prises par o2
ici que dans la figure 5.4.3.
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En ce qui concerne le diagnostic au deuxiéme ordre z(c), on constate que zp(o) # o2,
ce qu’on peut attribuer aux corrélations qui se forment entre le traceur passif et le champ
de vitesse. La différence entre z;(o) et z,(0) qui existait a 'instant initial de la simulation
«LARGE» a considérablement diminué. Ainsi, alors que les deux cascades présentaient ini-
tialement une différence mesurable, celle-ci (telle que mesurée par ces diagnostics) se réduit
lorsque la turbulence se développe, probablement sous ’effet combiné de la répartition de I'en-
strophie entre échelles et des corrélations qui se développent entre le champ de traceurs passif
et la vitesse. Dans I’expérience SMALL, la différence déja initialement insignifiante entre 2z (o)
et z,(0) (figure 5.4.3b) et le reste aux instants ultérieurs. Enfin, la superposition parfaite des
courbes zp(0) et z,(o) dans l'expérience forcée nous oblige a conclure que s’il existe une dif-
férence qui persiste dans la turbulence développé, elle doit étre mise en évidence par d’autres
quantités.

5.4.4. Moyennes conditionnées par la rotation effective. Nous venons de voir que
la différence entre la dynamique du traceur passif et celle de la vorticité était beaucoup plus
visible, dans le cas gaussien, lorsque le spectre était concentré autour d’un nombre d’onde k.
Ce cas correspond a une relation linéaire entre la fonction de courant v et la vorticité :

w=—AvY = k.

Dans un champ turbulent, une telle relation n’est pas vérifiée globalement. En revanche, elle
peut étre vérifiée localement dans une structure cohérente : c¢’est d’ailleurs un moyen largement
utilisé de les caractériser. Aussi on peut légitimement supposer que la différence que nous
cherchons sera maximale dans ces structures cohérentes.

S’il est difficile d’identifier les structures cohérentes, nous disposons en revanche d’un critére
simple pour déterminer approximativement les domaines elliptiques : si la rotation effective
domine la rotation, on est dans un domaine elliptique; si la déformation domine, on est dans
un domaine hyperbolique. Cette compétition est mesurée par le paramétre sans dimension r
(équation (3.2.14)) :

w + 2d¢/dt
o
Ainsi la différence entre les deux dynamiques devrait étre plus visible dans les régions ot

T

|| > 1. Pour le savoir, nous calculons maintenant les moyennes conditionnées par r :

E (d¢?/dt; r)

"= TR
E (d°¢?/dt*; r)
0= TR

La figure 5.4.5 présente ces diagnostics calculés dans les trois simulations. Ils sont tracés
en fonction non de r mais de a(r) = 1/(1 + r?) qui a 'avantage d’étre compris entre 0 et 1.
Ainsi les domaines elliptiques correspondent & o < 1/2. Nous voyons ici 'intérét de considérer
la dérivée lagrangienne seconde du gradient. En effet, les différence traceur passif-vorticité sur

la dérivée premiére sont trés faibles, alors que la dérivée seconde fait apparaitre une différence
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F1G. 5.4.5. Diagnostics de cascade conditionnés par le rapport r entre rotation
effective et déformation, pour la vorticité (trait plein) et le traceur passif (tirets).
De haut en bas : simulation en déclin «<LARGEy, simulation en déclin «SMALL»
et simulation forcée stationnaire. Gauche : h(r) = FE (d¢?/dt; r) /E (¢*; 7).
Droite : z(r) = E (d’¢?/dt?; r) /E (¢?; r). L’abscisse est a(r) = 1/(1 + r?).
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assez nette dans les simulations en déclin pour les valeurs extrémes de «, c’est-dire-dans les
domaines fortement elliptiques ou fortement hyperboliques.
Cependant, la différence mise en évidence dans la situation de déclin ne se retrouve pas

dans le champ forcé. On peut donc douter de sa robustesse aux temps longs.

5.4.5. Moyennes conditionnées par le paramétre s. Il apparait que le paramétre r
ne suffit pas a définir des régions de ’espace ou les cascades de traceur passif et de vorticité
présentent une différence robuste. Or dans les régions elliptiques, les propriétés d’alignement
des gradients dépendent aussi du second parameétre sans dimension s (équation 3.2.15) :

1 do

o2 dt
En particulier, lorsque s > 1, le gradient de traceur tend a s’aligner avec un axe propre du

tenseur N, tenseur qui intervient dans la dérivée seconde de la norme du gradient (équations
3.2.17 et 5.4.3). Ceci nous a incités & examiner les moyennes de dg?/dt et d*¢?/dt? conditionnées
par s et limitées aux domaines elliptiques (|r| > 1).

Nous calculons donc les quantités :

E (d¢®/dt; 5)m>1

h(s) =
E (4?5 8) 1
227342 .
o) = DT/,
E(¢?; 8) 151
La figure 5.4.6 présente ces diagnostics en fonction non de s mais de f(s) = 1/(1 +

s?), a nouveau pour garder ce parameétre dans un intervalle borné. Ici encore, la différence
mise en évidence par la dérivée premiére ne peut pas étre considéré comme significative. En
revanche, la dérivée seconde présente une différence qui cette fois persiste dans la simulation
forcée. On peut vérifier que les deux courbes correspondant aux deux traceurs passifs sont
quasiment confondues et bien distinctes de la courbe correspondant a la vorticité. Elles sont
systématiquement situées au-dessus de celle-ci. Ceci indique que le gradient de vorticité s’aligne
plus facilement avec I’axe propre de N (correspondant & la valeur propre négative) que ne le
fait le gradient d’un traceur passif.

Nous avons aussi calculé ces diagnostics dans les domaines hyperboliques (|r| < 1) ou sans
imposer de condition sur r. Dans ce cas on observe aussi une différence z7(s) # z,(s), mais
pas 'inégalité zr(s) > z,(s), ce qui rend linterprétation de cette différence plus délicate.
Nous nous en tiendrons donc dans cette discussion aux diagnostics déja présentés. Enfin nous
présentons pour information en figure 5.4.7 les distributions de probabilité des paramétres o
et § dans la simulation forcée. La distribution de « est & peu prés homogéne, tandis que celle
de [ est un peu plus concentrée dans les valeurs extrémes. Il n’y a toutefois pas de valeurs

trés peu probables, ce qui assure que toutes les moyennes conditionnelles sont significatives.

Nous avons mis en évidence un certain nombre de différences entre les propriétés d’un

traceur passif et de la vorticité. Pour cela, nous nous sommes appuyés sur la premiére et
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forcée stationnaire. Gauche : h(s) = E (d¢?/dt; s) /E (¢*; s). Droite : 2(s) =
E (d°¢?/dt*; s) /E (¢*; s). L’abscisse est 3(s) = 1/(1 + s?).
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surtout la deuxiéme dérivée lagrangienne du carré du gradient de ces traceurs, suivant en cela
I'interprétation de la cascade de traceur comme étant un processus créateur ou destructeur de
gradients.

Ces différences apparaissent lorsque I’on calcule des moyennes de ces dérivées lagrangiennes,
conditionnées par des paramétres adéquats®. Une premiére différence a été mise en évidence par
les statistiques conditionnées par la déformation o. Cette différence est de nature cinématique,
c’est-a-dire qu’on peut ’observer sur des champs aléatoires. Elle est forte si le spectre de
vorticité est concentré. S’il est étalé ou si la turbulence se développe, elle disparait. Elle ne
répond donc pas vraiment & la question initiale, qui visait a quantifier une différence entre
les deux dynamiques turbulentes. En revanche elle démontre une tendance cinématique du
gradient de vorticité & s’aligner avec ’axe propre «négatify de N, tendance se traduisant par
I'inégalité z, < z7.

Cette premiére observation confirme I'idée assez naturelle que la différence entre les deux
dynamiques doit étre la plus importante dans les structures cohérentes. Cette idée avait déja
été confirmée par des méthodes totalement différentes [2|. Pourtant 1’étude des moyennes
conditionnées par le paramétre r, qui distingue les domaines elliptiques des domaines hyper-
boliques n’a pas permis de mettre en évidence de fagon convaincante une différence qui subsiste

dans une turbulence stationnaire.

9Nous n’avons employé que des grandeurs «objectivesy, c’est-a-dire invariantes par changement de référentiel
galiléen ou en rotation.
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Finalement, c’est en conditionnant par le paramétre s que I’on peut mettre en évidence une
telle différence. Ceci confirme 'importance de cette quantité pour la dynamique des domaines
elliptiques. Il apparait ainsi que dans ces domaines le gradient de vorticité et celui de traceur
passif ne réagissent pas de la méme fagon aux fluctuations de la déformation o, que mesure
s. Le gradient de vorticité s’aligne mieux que le gradient de traceur passif avec ’axe propre
«négatify de N, suivant en cela la tendance cinématique mise en évidence en premier.

En tout état de cause, il reste que la différence mise en évidence est ténue. Il apparait a la
suite de cette étude qu’assimiler la vorticité a un traceur passif reste une bonne approximation,
en particulier dans les domaines hyperboliques.
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CHAPITRE 6

Prolongements

6.1. Application a la diffusivité efficace

6.1.1. Définition. La diffusivité efficace |76, 77| est une quantité de diagnostic utilisée
pour quantifier le mélange & travers une isoligne de traceur, notamment en géophysique pour
identifier des barriéres au transport |77, 78, 42]. Elle apparait lorsque ’on exprime ’équation
d’advection-diffusion dans des coordonnées liées aux isolignes de traceur au lieu des coordon-
nés spatiales. Nous rappelons son interprétation dans le contexte géophysique, avant de voir
comment on peut modifier sa définition en faisant intervenir les diagnostics de la cascade de
traceur.

Autour d’un minimum absolu du champ de traceur, chaque isoligne de traceur T(?, t)=0
entoure un domaine d’aire A(O,t). Ceci définit une fonction monotone A(O,t) qui posséde
une réciproque O(A,t). En exprimant I’équation d’advection-diffusion dans cette nouvelle

coordonnée d’aire, il vient [76] :

00 0 00
(6].].) W = 6—A (K,effa—A)
0A 0
ol K’éff = %%/an7,

2

et np = IiH?@

bl

ou k est la diffusivité moléculaire et 'intégrale de surface s’entend sur le domaine entouré par
I’isoligne. On a ainsi transformé une équation d’advection-diffusion en une équation de pure
diffusion dans de nouvelles coordonnées. Si l'on s’intéresse au tourbillon antarctique [41], on

préférera substituer a la coordonnée d’aire A une latitude équivalente ¢ via la relation
A =27R*(1 — sing)

ol R est le rayon terrestre. On définit ainsi la diffusivité efficace kefr, qui a la dimension

usuelle d’une surface par unité de temps :
00 1 0 ( ¢ €0s¢00 )

ot Rcosqﬁ% Fess R 0¢
1 A
(6.1.2) Keff m’%ﬁ

La diffusivité efficace k.r; dépend de la latitude ¢. On imagine bien que la diffusion de
O sera plus rapide a travers une latitude ou elle est importante que si elle est trés faible.
C’est pourquoi elle permet d’identifier des barriéres au transport. Dans le cas du tourbillon

antarctique, elle met en évidence la présence de deux zones relativement bien mélangées,
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I'intérieur du tourbillon et 'extérieur, séparées par une zone de trés faible .y , jouant le role

de barriére .

6.1.2. Extension a la diffusivité de déformation. Nous reprenons ici en géométrie
plane la démarche qui améne & définir k. sy en la généralisant au cas d’une diffusivité anisotrope
et variable en espace /{,](7) Nous nous intéresserons au cas de la SD : k;; = —130,v;.

On peut voir par un raisonnement géométrique 76| que :

ds 0
(6.1.3) ff(?,t)HvTH - %/f(7,t)d7
(6.1.4) %—‘3 - - %H;)%H
- a(za d7

ou s est ’abscisse curviligne le long de I’isoligne de traceur, f est une fonction quelconque de
I’espace et du temps, et 'intégrale de surface s’entend toujours sur le domaine entouré par
I’isoligne. Le traceur obéit a ’équation d’advection-diffusion :

or
ot

Le terme d’advection ne modifie pas I’aire A(©) entourée par l'isoligne car le champ de

(6.1.5) + - VT = 8 (ki;0,T)

vitesse est incompressible. En injectant (6.1.5) dans (6.1.4), il vient :

% = —i /81 (K,ijajT) d?

ot 00
On en déduit, en utilisant le théoréme de Stokes :
0A 0
7 T - ki - mgds,
5 76 7{ 0;T - kij - njds

, d’ou :

88—?: OG%GT Kij - aT‘?TH

En faisant usage une deuxiéme fois de (6.1.3) puis de la régle 00/0t = —(00/0A)(0A/0t) il

vient finalement :

00 a(Aa@>

ot~ 9A\"3A
. 0A 0
(616) ou H?ff = %%/aZTHU @Td?

On reconnait sous l'intégrale dans la définition de mff s la dissipation de variance de traceur

induite par la diffusivité. Si la diffusivité est isotrope, on retrouve (6.1.1). Dans le cas anisotrope



de la SD, ce terme sera la dissipation 74 :
Nsa = O - kij- 05T
l2
(6.1.7) - —%?T 5. VT.

Dans un domaine borné de surface 3, nous pouvons reformuler I’expression (6.1.6) en termes

de statistiques conditionnelles. En effet |
P(©) = A(0)/%
est la fonction de distribution cumulée de T et
1 0A
0)==—
p(O) =535
est la densité de probabilité de T . De plus on a :
%/&T ki - 0;TdT = p(©)E(n; ©),

ou E(n; ©) désigne 'espérance conditionnelle de n relativement a 7. Finalement, il vient
simplement :

A 2 _—1
Keff = X Terp
(6.1.8) T(;clf = E(n; ©)p(©)%

La quantité 7.5¢ peut étre interprétée comme un temps efficace de cascade. Elle est invariante
par rapport a tout changement monotone de variable T +— ¢(T"). Ceci refléte le fait que c’est
plus une propriété du champ de vitesse que du traceur lui-méme, utilisé comme révélateur de
ses propriétés de dispersion.

Etant donné un champ de traceur et connaissant la diffusivité «, il est possible de calculer
le champ de diffusivité efficace et ainsi de distinguer le régions de fort mélange (forte kess, Tefy
court) des barriéres (faible kesf, Tefr long). Nous présentons en figure 6.1.1 la diffusivité efficace
calculée' dans I’expérience forcée du 4.2.3. Nous nous concentrons sur le tourbillon® de droite
de la figure (4.2.2). On distingue nettement deux zones : alors qu’a 'extérieur du tourbillon
le mélange est efficace (fort 're’flf), I'intérieur est caractérisé par une quasi-absence de mélange
(tres faible Te_flf) Contrairement au cas du tourbillon stratosphérique [41] ou 'intérieur est
bien mélangé et est séparé de l'extérieur par une barriére, c’est tout 'intérieur du tourbillon
qui fait ici obstacle au mélange. La différence tient peut-étre au fait que la structure interne
de ces deux tourbillons est en fait assez différente : ici I'intérieur du tourbillon est quasiment
en rotation solide, alors que l'intérieur du tourbillon stratosphérique présente un cisaillement
important. Nous voyons ici les limites de I'approximation bidimensionnelle en tant que modéle
d’écoulement géophysique.

Dans un contexte géophysique, parler de diffusivité moléculaire n’a pas de sens dans la

mesure ol ’on manipule des données dont la résolution est au mieux de I’ordre de plusieurs

lavec une diffusivité isotrope et en géométrie plane (6.1.8).
2ceci parce que cette méthode de diagnostic est efficace lorsque les isolignes de traceur sont dans la mesure du
possible fermées.
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Fi1G. 6.1.1. Diffusivité efficace /fff F= EQTe_flf autour du tourbillon de droite de

la figure (4.2.2). Alors qu’a lextérieur du tourbillon le mélange est efficace (fort
Teff), Uintérieur est caractérisé par une quasi-absence de mélange (trés faible
1

're_ff).

dizaines de kilométres [107]. On peut donc tout aussi légitimement utiliser comme diffusivité
le tenseur k;; = —I20;v; correspondant a la SD et substituer dans (6.1.8) 74, défini par (6.1.7),
a nr . Nous présentons en figure 6.1.2a la corrélation entre les temps efficaces de cascade définis

d’une part a partir de la dissipation isotrope 7 (7¢ss, équation 6.1.8), d’autre part a partir de
la SD :

(6.1.9) Tod = E(sa; ©)p(©)?

On observe que pour une longueur [, ajustée & un demi-pas de maille, les deux quantités
coincident exactement. Le diagramme logarithmique (6.1.2b) permet de mettre en valeur cette
proportionnalité pour les petites amplitudes. En particulier, bien que la grandeur 7y, ne soit
pas définie positive, la diffusivité efficace qu’on en déduit est positive. Ainsi les deux quantités

donnent la méme image des propriétés de mélange de ce systéme tourbillonnaire.

6.1.3. Extension au flux local. Nous venons de redéfinir la diffusivité efficace en rem-
placant la diffusivité isotrope par la SD, anisotrope. La grandeur importante est la dissipation

de variance 7 , qui définit la diffusivité efficace par I’équation (6.1.8). Or dans le cas de la SD,
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Fi1G. 6.1.2. Corré]ations entre diffusivités efficaces. (a)(b) : 7, (équation 6.1.9)

sd
en fonction de 7,; f (équation 6.1.8). La relation linéaire entre 7' et 7_ of f s’étend

sur une large gamme de valeurs, mise en évidence par une échelle logarithmique
(b). (¢)(d) : 7" (équation 6.1.10) en fonction de 7, ff

celle-ci est proportionnelle au taux de croissance du gradient de traceur, diagnostic local de la
cascade du traceur. On peut donc tenter de la remplacer par un autre diagnostic, le flux local
F(Z,1).

Ce choix permet de choisir I’échelle [ a laquelle nous analysons les propriétés de transport de
I’écoulement, contrairement aux deux précédents qui sont focalisés sur les plus petites échelles
résolues. Comme en 4.2.3, nous avons pris pour [ une échelle convective valant 8 pas de maille.
Nous présentons en figure 6.1.2cd la corrélation entre les temps efficaces définis d’une part a

partir de la dissipation isotrope nr (7.ss , équation 6.1.8), d’autre part a partir du flux local :

(6.1.10) ' =E(F(7,1); ©)p(©)
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F1G. 6.1.3. Diffusivité efficace modifiée, ou le flux local F' (7,l) remplace la
dissipation (équation 6.1.10).La structure spatiale de Te_f} est cohérente avec
I'image d’un tourbillon imperméable au transport donnée par la figure 6.1.1.

Premiérement, il apparait 14 aussi que 77 est partout positif. A nouveau, cela n’était pas
garanti puisque F' prend des valeurs positives et négatives. Ainsi la tendance globale a la
cascade directe est observée ici de fagon plus locale sur des moyennes le long d’isolignes de
traceur. En particulier, cela montre qu’a I'intérieur du tourbillon il y a compensation presque
exacte entre les quartiers de cascade directe et les quartiers de cascade inverse observés en
4.2.3. Deuxiémement, la corrélation observée sur la figure (6.1.2cd) n’est plus linéaire. Ceci
traduit le fait que F (7, [) mesure les propriétés de transport a I’échelle [ et non a 1’échelle
diffusive. Ces propriétés peuvent étre différentes. Néanmoins la structure spatiale de 7'e_flf pré-
sentée en figure 6.1.1 reste cohérente avec I'image qualitative d’un tourbillon imperméable au

transport.

Dans les deux substitutions que nous avons opérées, la connaissance du champ de vitesse,
en plus du champ de traceur, est nécessaire. Cela peut étre une difficulté si le champ de traceur
provient par exemple d’observations par satellite [78]. Ceci n’est pas un probléme en revanche
si, comme dans [41, 42|, le champ de traceur est synthétique et calculé & partir du champ de

vent. Dans ce cas, pourquoi pourrait-on préférer 7,4 ou 77 a la définition originelle de 7.7s 7



Pour 744, on pourra préférer sa connexion au processus de croissance des gradients, donc a
la cascade «convective»®, sans référence a une forme particuliére de dissipation petite échelle.
Dans le méme ordre d’idées, on pourra utiliser (comme nous 1’avons fait) 7 en choisissant une
échelle [ convective, pour obtenir un résultat indépendant du choix de telle ou telle dissipation
petite échelle. D’un point de vue pratique, on pourra aussi préférer calculer le flux F(?, l),
défini & partir d’incréments, plutét que les quantités n et 7,4 , impliquant des gradients plus
problématiques numériquement.

3par opposition a diffusif, comme inertiel s’oppose a dissipatif. Il ne s’agit pas ici de convection.



6.2. Comparaison avec le modéle Euler-a

6.2.1. Formulation. La strain diffusivity présente des similitudes avec le modéle Euler-
«. On pourra trouver dans [28] une discussion compléte sur les relations entre le modéle
Euler-a et les modéles sous-maille de similarité (auxquels la SD s’apparente) mais focalisée
sur la dimension trois. Des simulations numériques du modéle Euler-a bidimensionnel sont
documentées dans la thése de Jean-Philippe Laval [63]. Nous allons indiquer briévement ce
qu’est ce modéle et ses principales propriétés, afin de mettre en évidence les points communs
et les différences avec ce que nous venons de présenter. Ceci nous permettra de reformuler
de fagon plus compacte les équations (4.4.4) et (4.4.3). Nous verrons ensuite comment il est
possible de modifier cette derniére pour en faire une équation dispersive dans ’esprit du modéle
Euler-a mais d’une fagon adaptée a la dimension deux.

Dans le modéle Euler-« (tridimensionnel) la vitesse obéit a une équation d’Euler modifiée :
(6.2.1) (%Jr?-V) D +u; Vo + Vp=0
(6.2.2) ou (1—e2A)7 =7,

ol le paramétre « est une longueur. Ainsi la vitesse d’advection o est différente de la quantité
de mouvement o qu’elle transporte. Elles sont liées par la relation (6.2.2) qui rend o plus
réguliére que . Cependant cette équation ne provient pas d’une procédure de type LES [28] :
elle découle d’un principe variationnel [44] ou le lagrangien de I’équation d’Euler, qui n’est

autre que I’énergie, a été remplacé par la pseudo-énergie :

/77

- 2/(U +a? [VP) v7

ou V est le volume occupé par le fluide.

E,

Dés lors, cette pseudo-énergie est conservée par 1’équation (6.2.1). Il s’agit donc ici d’une
équation d’Euler modifiée de fagon dispersive et non dissipative. Cette conservation est mise

en évidence par la formulation implicite [20] :

(6.2.3) ——oﬁ? S+?p =0
~ ds 1
(6.2.4) § = 4 —5@5-59)

Sz'j = 8jvz~ =+ (')ivj
Qij = aﬂ)z’ - ai’Uj.
Ici S est la dérivée en corotation de S. Comme nous sommes ici en trois dimensions, la vorticité

est représentée par le tenseur antisymétrique 2. La dérivée temporelle de (6.2.4) fait référence

a (6.2.3), d’ou le caractére implicite de cette équation. On obtient la conservation de E, de la



fagon suivante :

dE [, d¥d7
a ) Vet v
- a2/7.(€.§)d7
a? ~
= —5 / Tr(SS)d 7
o [d 9
= -7 &Tr5d7

v
= —aQ%/HTd7.

Rappelons, pour obtenir la derniére égalité, que :

IVT|? = TrAAT,
1 w?
= “TrS?4+ =
1 S+ 2

et qu’en vertu de I'incompressibilité :
/w2d7 = [|IVP|*d7.

6.2.2. Strain diffusivity et dérivées en corotation. Nous allons montrer que la SD

correspond simplement & prendre comme tenseur sous-maille

s
2

mais ou la dérivée lagrangienne intervenant dans la dérivée en corotation est définie explicite-

(6.2.5) S,

T=—

ment par ’équation d’Euler :

~ _ DS
DS _ [ 0m-0y 20m |,
Dt %y Oy — One
0% —w?
AP = 5

Remarque : la décomposition de S sur la base (S, JS) fait apparaitre les paramétres sans
dimension r et s introduits par Klein et collaborateurs [53] :

S — (2%4%0) JS=0(sS—rJS).

Ces paramétres sont incontournables dés que 1’on forme des quantités qui, comme S, sont
invariantes par passage dans un référentiel tournant. Ici c’est S lui-méme qui est invariant et
non seulement sa divergence, comme en 4.4.3. Fin de la remarque

Ainsi (4.4.4) pourra s’écrire de fagon plus compacte :



Ig

(6.2.6) v —? S+ V=0

Il suffit en fait pour cela de remarquer que ? - DS/Dt dérive d’un gradient et ne contribue

donc qu’a la pression :

D TTr ~ 2 X
v.D3 _ [0, 0] O =0y 2 |,
Dt 28;5:1/ 8yy - a:E:E
— V(-24AP),
= ?(02 — w?).
Ainsi prendre 7 = ——S revient (aux termes de pression prés) a prendre 7 = OwJ S, c’est-a-dire
d’apreés (4.4.12) a la SD.
De méme I’équation de la vorticité (4.4.3) peut se mettre sous forme compacte. En effet

celle-ci : " l(%? ?
E+§ -((S+wJ) w)zo
se réduit a :
(6.2.7) d“ lg? (SVw) =0,
car? . (wJ?w) = 0 (divergence d’un rotationnel). Si ’on pose ? ?w la dérivée en

corotation de 7 est :

7 E——J?

Dt
1
= —§(S+WJ)T7 - gJ7,

On a donc :
(6.2.8) v _pg. T2,
dt
qui est I’analogue pour la vorticité de (6.2.6).
Par ailleurs, la formulation (6.2.6) permettre de mettre le bilan d’énergie sous une forme
trés simple :

d(ft +V - (en-297) = -2 (5v7),



Ici encore le symbole D/Dt désigne la dérivée déduite de ’équation d’Euler (4.4.7). A nouveau,
en vertu de I'incompressibilité :

/02g:/w2g:21

ol Z est ’enstrophie, qui est conservée par ’équation d’Euler. Ainsi le bilan global d’énergie
s’écrit :

dE__DZ

dt 2 Dt

On voit ainsi que le fait que la SD conserve 1’énergie est intimement lié & la conservation

(6.2.9)

de I'enstrophie par I’équation d’Euler bidimensionnelle, donc a la propriété bidimensionnelle
de non-amplification des gradients de vitesse et a la cascade inverse d’énergie. Il s’agit d’une

propriété en quelque sorte «naturelley.

6.2.3. Extension. L’intérét du modéle Euler-a en trois dimension est que la conservation
de E, limite la croissance des gradients de vitesse donc la formation des petites échelles. En
deux dimensions, cette propriété est d’un intérét limité car I’équation d’Euler conserve déja
E, = E + o?Z. Cest plutot la croissance des gradients de vorticité qu’il s’agirait alors de

_>
controler. I’équation de la vorticité ( = rot v pour le modéle Euler-a: s’écrit :

_>
d( — €> -
dt _<C '
A deux dimensions, le second membre s’annule. On retrouve la conservation bidimensionnelle

de la vorticité. Pour contrdler la croissance des gradients de vorticité, il faudrait construire

une équation qui conserve une pseudo-enstrophie Z, :
1 d7
Zoy = = —
2/wgv
1
= 3 / < >+’ ?w
2
Ceci peut se faire en rendant 1’équation (6.2.8) implicite :
d .
(6.2.10) 2.7 = o,
dt
7 = Vo,
= d
5 _ 47w

dt 2

)%

411 faut bien distinguer ici la vorticité de 'advection (ﬁ = rot?) de la vorticité de la quantité de mouvement

(C = rot@).



En effet dans ce cas la conservation de Z, est acquise :
dz / dwd@
_ w [ —
dt dt vV’

_ /we Ad?

= —C¥2/7'?@,
q 247
dt 2V

On peut résoudre explicitement (6.2.10) en en prenant le gradient :
%—? + % (S‘l‘&)J)T? — Ck26ij? = 0,
soit (1 - a?d;) /7\ = —%7,

ce qui, en reportant dans (6.2.10) donne la forme explicite :

d 2
(6.2.11) d“t’ + 21— a?A) 'V - (SVW) =0
Cette équation, désormais d1spers1ve, se distingue de (6.2.7) par 'opérateur non-local (1 —

a?A)~! . Quel est le bilan d’énergie de cette équation? On a :

dE, , \ dwd@
= /(—¢+aw)——

dt dt vV’
- [0 ety

dwd?
- /¢1_a dat v

d7
- 7/@@?-(5%)7,
= 0.

On a utilisé le fait que w = — A1 et I’égalité
dE _ _ [, dv 47
dt dt V'

La nullité finale vient de ce que la SD conserve ’énergie.

Nous avons ainsi construit un modéle (6.2.11) qui posséde deux invariants quadratiques,
E, et Z,. Formellement, il applique a la vorticité une diffusivité anisotrope et non-locale. Ce
modeéle est différent du modéle Euler-a puisque il n’a pas les mémes invariants quadratiques.
Ainsi, alors que les équations explicites (6.2.6) et (6.2.8) étaient équivalentes, leurs variantes
implicites (6.2.3) et (6.2.10) décrivent des systémes dispersifs différents. Le deuxiéme parait
plus approprié a la situation bidimensionnelle car plus & méme de controler la croissance des

gradients de vorticité. Il n’est cependant pas évident qu’on puisse le faire découler d’un principe



variationnel, comme le modéle Euler-a (6.2.3). Enfin, rien n’interdit d’appliquer 1’équation
(6.2.11) & un traceur passif.

En tout état de cause, il convient de souligner que ces modéles dispersifs seuls ne peuvent
pas paramétriser une cascade directe. En effet, justement parce qu’ils conservent E, (3D) ou
Zs (2D), cette quantité croitra sans limite dans une situation forcée, d’ott une divergence a

plus ou moins long terme.






Conclusions et discussion

Nous nous sommes efforcés dans cette thése d’analyser les cascades turbulentes bidimen-
sionnelles du point de vue de I’espace physique. Ce point de vue est motivé par le caractére
organisé de cette turbulence et par 'importance qu’y ont les structures cohérentes. Nous avons
notamment montré I’absence d’intermittence dans la cascade inverse d’énergie, y compris dans
des situations dominées par ces structures cohérentes [32]. Soulignons cependant que les mé-
canismes de cette cascade restent mal compris, et qu’il reste certainement beaucoup a en
apprendre, notamment en ce qui concerne les transferts d’énergie [4].

Nous proposons une méthode de diagnostic de la cascade d’un traceur : considérant 1’évolu-
tion d’un incrément de traceur, nous définissons dans I’espace physique le flux entre échelles de
la variance de traceur. Nous nous intéressons ensuite au probléme de la paramétrisation du mé-
lange turbulent. Nous justifions I’emploi une paramétrisation anisotrope, que nous baptisons
diffusivité de déformation (strain diffusivity, SD) |30]|. Nous relions ses propriétés diffusives
aux propriétés géométriques de ’écoulement. La vorticité est en deux dimensions un traceur
actif, et la paramétrisation sous-maille pour la vorticité agit sur la vitesse. La cascade inverse
d’énergie impose aux paramétrisations admissibles de conserver 1’énergie. Nous montrons que
la SD conserve ’énergie, et qu’elle est la seule d’une classe de modéles simples.

Nous étudions numériquement les propriétés des outils introduits. Nous montrons que,
contrairement & une diffusivité/hyperdiffusivité isotrope, la SD induit une diffusion bien cor-
rélée au flux local de variance de traceur [31]. Le filtre effectif qu’elle impose correspond au
filtre gaussien a partir duquel elle est calculée. Cependant la réduction de ’erreur commise en
cas d’utilisation d’une méthode spectrale et d’un filtre raide n’est pas évidente. Appliquée & la
vorticité dans une situation ou le forcage est a trés petite échelle, la SD démontre en revanche
une bien meilleure représentation des grandes échelles qu’une hyperdiffusivité.

Enfin, nous analysons comparativement les propriétés de cascade de la vorticité et d’un
traceur passif. Les critéres de comparaison reposent sur des moyennes conditionnelles des déri-
vées lagrangiennes du carré du gradient du traceur. Nous mettons en évidence pour un champ
aléatoire une différence cinématique entre traceur et vorticité, dont il subsiste une trace dans

des champs turbulents.

Nous avons choisi de nous consacrer plus particuliérement a la cascade du traceur pour les
raison évoquées en introduction. Le flux local de variance que nous avons défini & partir de la
dynamique des incréments de traceur donne une image surprenante de la cascade du traceur
et bien différente de sa représentation spectrale : loin d’étre un processus continu de création
de petites échelles, c’est un ensemble de flux directs et inverses dont le bilan global, positif,
est beaucoup plus faible que les transferts individuels. L’introduction dans la diffusivité d’une
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anisotropie reliée a la géométrie de ’écoulement au moyen du gradient de vitesse permet de
représenter non seulement les flux directs mais aussi les flux inverses, ce que ne font pas la
diffusivité turbulente ou une hyperdiffusivité qui ne peuvent représenter que les flux directs.
La SD prolonge jusqu’a I’échelle de la maille du modéle la structure dans ’espace physique
de la cascade du traceur. Elle exploite pour cela les alignements privilégiés des gradients, qui
sont déterminés par les grandes échelles de I’écoulement. Elle repose en ce sens sur le caractére
non-local de la cascade de traceur. Des modéles du type de la SD, calculés au moyen d’un dé-
filtrage, ont été proposés en simulation des grandes échelles de la turbulence tridimensionnelle
[23] ou de I'advection chaotique [67|. Notre contribution aura consisté & mettre en évidence
ses propriétés géométriques et sa cohérence avec la cascade de traceur. De notre point de vue,

ce sont ces propriétés qui rendent son usage intéressant dans une turbulence bidimensionnelle.

Le probléme de la paramétrisation de la vorticité et de la conservation de 1’énergie, résolu
par la SD, était a priori plus difficile que celui de la paramétrisation d’un traceur passif. Il
apparait aussi plus crucial puisque nous montrons que 'utilisation de la SD dans une situa-
tion stationnaire forcée a petite échelle apporte une amélioration notable de la qualité de la
simulation, alors que nous n’avions pu montrer de fagon convaincante le gain apporté par I'uti-
lisation de la SD pour un traceur passif’. La double contrainte de dissipation de I’enstrophie
et conservation de I’énergie limite considérablement les paramétrisations admissibles pour la
vorticité. Ceci doit en fait étre considéré comme un critére utile permettant de rejeter les mo-
deéles irréalistes : les modéles ont plutot tendance a étre trop ajustables et trop peu contraints
que l'inverse, et le respect des invariances et des symétries a souvent été un guide fructueux
en physique. Ici les mérites de la SD sont plus évidents pour la vorticité que pour un traceur
passif.

La vorticité est un traceur actif et méme trés actif. En effet, alors que la température ou
la salinité de 'océan sont actifs en rétroagissant sur 1’écoulement par les forces d’Archiméde
qu’elles induisent, la vorticité bidimensionnelle, comme la vorticité potentielle des modéles
équilibrés, est ’écoulement. Aussi il pouvait paraitre paradoxal de ne détecter aucune diffé-
rence asymptotique entre les dynamiques de la vorticité et d’un traceur passif [60]. Nous avons
montré que ce n’était pas tout a fait vrai : on peut détecter dans des champs turbulents la
trace de la corrélation cinématique entre le gradient de vorticité et le tenseur N. Cependant
cette différence est ténue et I'approximation assimilant les deux cascades reste assez bonne,
sauf aux échelles comparables & celles des structures cohérentes.

Cette approximation a jusqu’ici été utilisée pour appliquer a la cascade d’enstrophie des
résultats obtenus pour la cascade de traceur [57, 35|. On peut aussi envisager de s’en servir
en sens inverse. En effet c’est bien la vorticité qui pilote les propriétés de transport de 1’écou-
lement : alors qu’un front de traceur passif est le simple résultat de ’advection, un front de
vorticité est un constituant de I’écoulement qui peut constituer une barriére infranchissable
pour un élément de fluide contraint a conserver sa vorticité. Autrement dit, un écoulement

turbulent bidimensionnel ne peut pas mélanger n’importe comment : ce mélange est astreint

Ce gain apparait en revanche dans [73], ot une méthode particulaire est employée.



a conserver la vorticité, et indirectement & conserver 1’énergie. Une mise en pratique de cette
contrainte consisterait & postuler qu’on doit utiliser la méme paramétrisation pour un traceur
passif et la vorticité. La contrainte de conservation de 1’énergie devient alors un guide non
seulement pour la paramétrisation de la cascade d’enstrophie mais aussi pour celle du traceur
passif. Ce n’est pas la démarche que nous avons suivi dans cette thése, puisque nous avons
d’abord considéré les deux problémes de fagcon indépendante, mais on peut voir la SD comme
une justification a posteriori d’une telle démarche.

Les résultats présentés ici se limitent a la turbulence bidimensionnelle, qui est un modele
certes utile mais néanmoins limité. L’introduction dans un modéle océanographique d’une
diffusivité variable en espace et en temps améliore considérablement le réalisme de ce modéle
[96]. On peut imaginer alors que l'introduction d’une diffusivité anisotrope comme la SD
permettrait une amélioration comparable, d’autant plus qu’elle concernerait des traceurs actifs
(température, salinité). Un travail dans cette direction représente un effort conséquent, mais
a notre avis justifié.

Dans le méme ordre d’idées, on peut se demander dans quelle mesure les outils étudiés ici
conservent leur intérét en turbulence tridimensionnelle. En effet celle-ci est moins contrainte
que la turbulence bidimensionnelle car elle ne posséde pas de cascade d’enstrophie mais seule-
ment les cascades directes d’énergie et de traceur. Néanmoins la représentation des flux in-
verses d’énergie y est une question importante [45], et la modélisation par une diffusivité
turbulente en est aussi incapable en trois dimensions qu’en deux. De fait, 'utilisation d’un
modéle analogue & la SD est préconisée® par Leonard pour représenter une partie de la cascade
d’énergie |[67|. Dés lors, ’anisotropie introduite par la SD, essentielle en deux dimensions, a
toutes les chances de jouer un réle important pour la paramétrisation du mélange turbulent
tridimensionnel d’'un traceur. Les propriétés géométriques de cette turbulence, notamment les
alignements, sont moins bien connus en trois qu’en deux dimensions, mais jouent certainement
un role important.

Enfin nous avons suggéré une piste permettant d’utiliser le flux local de variance de traceur
pour le diagnostic de barriéres au mélange, qui est une préoccupation importante en géophy-
sique. Il s’agit peut-étre d’une fausse piste, mais elle mérite certainement d’étre explorée un

peu plus sur des données géophysiques.

6En pratique, un tel modele ou un modéle proche comme ceux de similarité d’échelles, n’est pas assez dissipatif
et est plutot employé en compagnie d’une diffusivité turbulente [98]. On peut faire le paralléle entre ce caractére
peu dissipatif et les questions de réversibilité et de stabilité discutés respectivement en 4.4.4 et 5.2.2.






ANNEXE A

Traceurs actif et passif dans 1’espace spectral

Dans cette annexe, nous comparons les propriétés spectrales de la vorticité et d’un traceur
passif. Cela nous permet par la méme occasion de documenter les propriétés de la simulation
forcée analysée en 5.4.

La théorie de Kraichnan [57] de la cascade d’enstrophie est fondée sur I'idée que celle-ci
cascade vers les petites échelles comme un traceur passif. Dans cette phénoménologie, le flux

spectral de traceur passif peut étre estimé selon :

kel
(A.0.12) nr = ()

En effet le flux ny doit étre proportionnel au carré du traceur. Le cascade résultant de I’action

d’étirement des structures d’échelle plus grandes que 1/k, le temps de cascade 7(k) peut alors
étre estimé en fonction du taux d’étirement di a ces grandes échelles. La vitesse étant non-
divergente, il s’exprime en fonction de I’enstrophie de ces échelles :

(A.0.13) (k) = CrS(k)™/?

k
ou S(k) = / Z(k)dk.
0
Pour un spectre d’énergie autosimilaire E(k) o< k~* avec o < 3, il vient :
Z(k) o k*7°
(k) o« k%7,
Zr(k) o« kT .
En particulier pour o = 5/3, cette phénoménologie donne le spectre de Corrsin-Obukhov
Zp(k) oc k=°/3 (équation (1.2.7)). Dans la cascade d’enstrophie, assimilant la vorticité a un
traceur passif, on trouve
Z(k) o« k*2 o K>
d’ott @ = 3, ce qui est précisément la limite & laquelle la loi autosimilaire 77(k) k% ne

tient plus. On peut en fait résoudre le systéme d’équations (A.0.12, A.0.13) :

k dS
k) = = CShT
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d’ou :
iS:a/z _ 31z
dk 204k’

~ 3, k 2/3
S(k) = (Elogk_o) )
31, 2/32 » k -1/3
7z = — — log —
® = (52) (o)
31z 2/32 73 k -1/3
FE = — - log —
k

3772 71/3
— -1 “4 v
Zr(k) = Crnrk (2CZ log ko) i

La nécessité de ces corrections logarithmiques fait toujours débat [14, 49, 69]. Ce qui nous
intéresse ici est de comparer pour la vorticité et un traceur passif dans quelle mesure cette
approche phénoménologique est valide. D’une part, dans quelle gamme d’échelle kZ(k)S(k)/?
et kZ(k)S(k)'/? sont-ils constants ? Et d’autre part, les constantes C et Cp sont-elles égales ?

Nous avons considéré cette question dans une simulation de turbulence forcée stationnaire.

En effet il est apparu que dans une situation de déclin, on n’a jamais :
nr(k) = CrkZ(k)S (k).

ou le flux spectral n(k) dépend de I’échelle dans ce cas instationnaire. La stationnarité est
atteinte en ajoutant une dissipation a grande échelle. Pour que la comparaison soit juste, nous

I’appliquons aussi au traceur, bien que ce ne soit pas trés physique :

(ji—(;] = vAw+ oA w+ f,
dT
prli vAT + oA™'T + fr

Le forgage consiste & garder constant un mode de Fourier donné. Lorsque la dissipation & petite
échelle est laplacienne, ce qui correspond a la simulation utilisée en 4.2, 5.4 et 6.1, les spectres
sont plus pentus que k£~ (figure A.0.1) et on ne peut pas discuter cette phénoménologie. On
a tout de méme une superposition des spectres d’enstrophie et de traceur a petite échelle,
comme dans la situation en déclin de [60].

Nous utilisons donc ici une autre simulation avec un hyperlaplacien d’ordre 8. Les résul-
tats sont présentés en figure (A.0.2). Les spectres vérifient la loi autosimilaire théorique sur
environ une décade. La loi phénoménologique (A.0.13) est testée en calculant pour chaque
nombre d’onde k la quantité kZ(k)S(k)Y/2/n, théoriquement égale & la constante Cyz (Cr
pour le traceur). Il apparait que kZ;(k)S(k)/?/nr est constant sur environ une décade, et
kZ(k)S(k)*/?/n sur une demi-décade seulement. La différence se situe & proximité de I’échelle
de forcage. Ce phénoméne peut étre relié a l’existence de tourbillons d’échelle comparable a
celle du forcage, qui inhibent plus la cascade d’enstrophie que celle du traceur. Ce constat
rejoint les conclusions du 5.4, bien qu’il ne soit pas possible d’établir un lien rigoureux entre
les propriétés spectrales étudiées ici et les propriétés géométriques étudiées en 5.4.
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F1G. A.0.1. Spectre d’enstrophie (trait plein) et de traceur passif (pointillés)
dans une simulation de turbulence forcée a grande échelle utilisant un laplacien.
Les nombres d’onde sont normalisés par 1’échelle d’injection k; = 4. Les spectres
suivent une loi en Z (k) oc k=1 plus raide que la prédiction phénoménologique.
Ils se distinguent prés du forcage et se rejoignent a petite échelle.

En revanche, au-deld d’une certaine échelle les deux cascades se rejoignent. En effet on
observe que les deux constantes C'z et Cr sont indiscernables dans notre expérience. Ainsi de
ce point de vue spectral, les deux cascades ne se distinguent plus dés que 1’on se place & une
échelle quelque peu éloignée du forgage. Ceci rejoint les observations de [60] qui observe, dans
une situation de déclin, que les spectres d’enstrophie et de traceur sont identiques a petite
échelle.
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F1G. A.0.2. Phénoménologie de Kraichnan pour la vorticité (trait plein) et
pour le traceur passif (pointillés) dans une simulation de turbulence forcée a
grande échelle utilisant un hyperlaplacien. Les nombres d’onde sont normalisés
par I’échelle d’injection k; = 4. Vorticité et traceur obéissent a la méme équation,
y compris pour la dissipation grande échelle. (a) Spectres de la vorticité et du
traceur, comparés a la loi d’échelle théorique Z (k) oc k~'. La gamme d’échelles
inertielles ne permet pas de discuter ’existence de corrections logarithmiques.
(b) Constantes phénoménologiques Cy (trait plein) et Cr (pointillés). La rela-
tion phénoménologique (A.0.13) est un peu mieux vérifiée par le traceur que par
la vorticité. Les deux constantes ont sensiblement la méme valeur.



ANNEXE B

Incréments, ondelettes et flux locaux

Pour définir un flux local de variance (équation (4.2.9) ), nous nous sommes appuyés
sur une représentation en espace et en échelles réalisée par les incréments (5T(7, ). Une
telle représentation espace-échelle peut aussi étre obtenue au moyen d’une décomposition en
ondelettes . Des flux locaux d’enstrophie correspondant a cette représentation (transformée en
ondelettes continue) ont été proposés par Thierry Philipovitch [89]. Nous discutons briévement
ici cette approche. Pour une revue sur 'utilisation des ondelettes en turbulence, on pourra
consulter [37].

Etant donnée une ondelette analysatrice qﬁ(?), les coeflicients en ondelettes de w sont

O\ 0,7) = /w(?')gb (Rg i X 7) dz",

oul Ry désigne la rotation d’angle . Les variables (), #) correspondent a notre variable d’échelle

définis par :

[ . Inversement, les incréments dw peuvent étre vus comme des coefficients en ondelettes
rudimentaires, avec comme ondelette analysatrice ¢(7) = 6(Z — 7§) — (7 + 73), T4 étant
un vecteur unitaire. Ces coefficients permettent de définir des spectres locaux Z(k, 2) qui
vérifient un analogue de la relation de Parseval :

e[ - [ufnn
2k, 7) SC’¢k§/ @(ko/k, 0, )| d6,

ol les constantes kg et Cy dépendent de 'ondelette utilisée et S est la surface du domaine

d’intégration. Ceci permet de définir un flux local de variance :

Z(k, @) Ol (k, )
o ok

IL(k,7) = /k b T,(k', 27)dk',

T,(k,7) = i /%a o g 2o (K2 0,2 ao.
z 7 SC¢k8 0 k” w k”

Icin, = - ?w est le terme non-linéaire de I’équation de w, n, sa transformée en ondelettes

0,

et * la conjugaison. Cette relation est analogue a la définition (1.2.5) du flux spectral.
Le probléme de cette définition est que, comme cela est d’ailleurs discuté dans [89], elle
mélange transferts entre échelles et transferts dans ’espace physique. Pour séparer les trans-

ferts dans I’espace physique, il est nécessaire d’ajouter a I’équation d’évolution du spectre local
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le terme correspondant, c’est-a-dire la divergence sur @ d’un flux dans Pespace physique :

(B.0.14) aZ(;; ) + anzgz 7) +V Tk T) =0

Mais alors cette équation ne suffit pas a déterminer le flux espace-échelles (Hz, ﬁ)z) de facon
unique. Philipovitch propose de se ramener a une équation de Poisson en le faisant dériver
d’un gradient, mais rien ne justifie cette hypothése. Dans notre approche, 1’équation (4.2.7) est
I’équivalent de (B.0.14). Cependant, la forme fonctionnelle du flux y est déduite directement
de I’équation d’advection, ce qui permet de le définir sans ambiguité. Nous résolvons ainsi
rigoureusement le probléme posé par (B.0.14). Ceci suggére qu’il est nécessaire, pour définir
sans ambiguité le flux IT, (%, 7), d’écrire explicitement 1’équation d’évolution de Z(k, 7) puis
de la mettre sous la forme (B.0.14) & I’aide de manipulations du type de celles que nous avons
utilisées, notamment en exploitant les relations entre dérivées par rapport a ’espace et par

rapport a I’échelle.



ANNEXE C

Influence des paramétrisations sur les alighements

Les critéres utilisés en 5.4 pour comparer les cascades de la vorticité et d’un traceur passif
reflétent des propriétés d’orientation des gradients de ces traceurs. Les simulations numériques
analysées utilisent toutes une diffusion laplacienne. Nous étudions dans cette annexe 'influence
de la paramétrisation employée dans ’équation du transport sur les propriétés d’orientation
des gradients de traceur.

Rappelons tout d’abord quelles sont ces propriétés. Nous reprenons les notations de [53]
(figure C.0.1). Les directions définies par I’écoulement sont :

— la direction compressionnelle S_ correspondant a la valeur propre négative du tenseur

de déformation S défini par (3.2.3).

— la direction N_ correspondant a la plus petite valeur propre du tenseur N interve-
nant dans la dérivée lagrangienne seconde du carré du gradient du traceur (équations
(3.2.16,3.2.17).

— la direction P” correspondant & la plus petite valeur propre de la Hessienne de la pression.
Nous ne considérerons pas cette derniére direction.

Les propriétés théoriques d’alignements sont les suivantes :

~ une tendance de ¢ & s’aligner avec S_ [91]. Cette tendance est mesurée par la distribu-
tion de probabilité de ’angle ¢/2 + 7/4 entre ¢ et S_

— dans les domaines hyperboliques (définis par la condition |r| > 1, ol r est défini par
I’équation (3.2.14), la valeur d’équilibre de ¢ prédite par [61] est ( = (, = — arccos(r)

— dans les domaines elliptiques (|r| < 1) [61] prédit la valeur la plus probable de ( comme
étant (7, = 7 (1 —sign(r)). La direction N_ donne aussi une bonne prédiction de la
direction de ¢ dans ce cas. Cette derniére tendance est mesurée par la distribution de
I’angle ( — a.

Nous synthétisons ces propriétés d’alignements sous la forme suivante. Nous divisons 1’espace
en points hyperboliques et points elliptiques au moyen du critére r . Puis nous calculons
les distributions de probabilité de ( + /2 , ( — (1, et ( — «, d’'une part dans les domaines
hyperboliques et d’autre part dans les domaines elliptiques.

Pour comparer 'influence de différentes paramétrisations, nous calculons ces distributions
de probabilité dans trois expériences qui se distinguent uniquement par la paramétrisation
utilisée :

— la simulation LARGE, qui utilise une dissipation laplacienne

— une simulation utilisant la SD, notée LARGE _SD

— une simulation utilisant un hyperlaplacien, notée LARGE H
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F1Gg. C.0.1. Orientation relative du gradient de traceur et des directions privi-
légiées définies par I’écoulement. Il s’agit des directions correspondant a la plus
petite valeur propre des tenseurs suivants : tenseur de déformation S, direction
compressionnelle S ; tenseur N , direction N_; Hessienne de la pression P” |
direction P”. Tiré de [53|. NB : le traceur est noté ¢, et son gradient Vq. Dans

nos notations, ? = ?T est le gradient du traceur 7.

Les paramétres correspondants sont récapitulés en annexe D. Ces simulations contiennent,
outre la vorticité pour laquelle les résultats sont présentés en figure C.0.2, un traceur passif
pour lequel les résultats sont présentés en figure C.0.3.

On obtient dans les deux cas, vorticité et traceur passif, des résultats trés semblables. Dans
les domaines hyperboliques, seuls les alignements observés avec la dissipation laplacienne se
distinguent des deux autres (SD et hyperdiffusivité). L’alignement du gradient de traceur avec
la direction S_ et celle prédite par [61] est 1égérement plus sélectif pour une dissipation lapla-
cienne que pour la SD ou une hyperdiffusivité. Cependant cette tendance n’est pas confirmée
dans d’autres simulations. Toutes les autres courbes se superposent parfaitement. En particu-
lier les alignements avec les directions propres de la matrice NV, dont dépendent les diagnostics

z du 5.4, sont quasiment insensibles a la paramétrisation.



0.4

Fiac. C.0.2. Probabilités d’alignement du gradient de vorticité avec les direc-
tions définies par l’écoulement (figure C.0.1), dans les simulations LARGE
(cercles), LARGE_SD (croix) et LARGE_H (carrés), dans les domaines hy-
perboliques (gauche) et elliptique (droite). De haut en bas : alignement avec la
direction compressionnelle, avec la direction prédite par [61], et avec la direction
N_.



Fi1Gg. C.0.3. Probabilités d’alignement du gradient de traceur passif avec les di-
rections définies par ’écoulement (figure C.0.1), dans les simulations LARGE
(cercles), LARGE _SD (croix) et LARGE_H (carrés), dans les domaines hy-
perboliques (gauche) et elliptique (droite). De haut en bas : alignement avec la
direction compressionnelle, avec la direction prédite par [61], et avec la direction
N_.



Nous concluons a une faible dépendance de ces alignements en fonction de la diffusivité
utilisée. Ce résultat confirme l'interprétation de [53] selon laquelle ces alignements sont pilotés

par les grandes échelles de 1’écoulement via la hessienne de la pression.






ANNEXE D

Méthodes numériques et paramétres

Nos simulations sont faites en utilisant un schéma pseudo-spectral [7| résolvant :

%—C: + V- (700 + lg?ﬁﬁ@) = aA'w vk (A w+ f,,

maz
. 3. (@ + zﬁ’ﬁﬁ%) — QAT — KB (AT + fr

ot 0 mag ;

dans un domaine bi-périodique de taille 27 x 27. Pour une résolution N x N , le pas de maille
vaut Ax = QW” Les modes de Fourier de vecteur plus grand que k4 = c%sont tronqués a
chaque pas de temps. L’erreur d’aliasage est éliminée si ¢ = 2/3. Le pas de temps At doit
satisfaire le critére CFL de stabilité numérique : ,,,, At < Ax.

Les termes linéaires sont intégrés de facon exacte de 1’espace de Fourier. Les termes non-
linéaires sont intégrés selon un pas de temps saute-mouton, remplacé réguliérement par un pas
de temps Euler. La vitesse, le gradient de vitesse et le gradient de vorticité sont déduits de la
vorticité dans ’espace de Fourier. De méme le gradient de traceur est déduit du traceur dans
'espace de Fourier. Les produits @w, ?7?% UT et Vﬁ?T sont calculés dans I’espace
physique.

Le coefficient o controle la dissipation d’énergie a grande échelle dans les situations for-

cées. Les coefficients v* et k*controlent la dissipation & petite échelle. La longueur /g controle

‘ Section ‘ Simulation /Champ H N ‘ kmaz ‘ At H lo/ Az ‘p ‘ V¥ k¥ ‘ o ‘ kr H E ‘ A ‘

5.2 o 2048 | 682 | 2e-4 1] 640 1.5 | 150

To 1] 10
5.1, 5.2 v 512 | 170 | 2e-4 1| 40 1.3 | 90

Ty 1] 30

T, 2| 30

Ty 8| 50

6, 1 [1] 30

0, 1 [2] 30

03 1 [8] 50
5.3 DNS.IT 512 [ 230 [2.5e-5 81284 [ 7[40[ 750 [ 11e4
128H 128 | 57 | le-4 81 1000 | 7[40 || 100 | 2e4
128SD 128 | 57 | le-4 || 0.5 [8] 1000 | 7|40 450 | 5e4
5.4, Annexe C LARGE 1024 | 340 | 4e-4 1] 50 1.4 | 140
4.2, 5.4,6.1 Forcée 1024 | 460 | le-4 1] 50 [1]4]16.9] 213
| Annexe A | Forcée 1024 ] 460 | le-4 | 8] 500 [1] 4 [[18.7] 265 |
Annexe C LARGE_H 1024 | 340 | 4e-4 8| 50 1.4 | 140
LARGE_SD 1024 | 340 | 4e-4 2 |8] 50 1.4 | 140

TAB. 1. Paramétres numériques des simulations
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I’intensité de la strain diffusivity. Le forcage f, ou fr consiste & garder constant le mode de
Fourier pour le nombre d’onde k; = (0, k7). Nous indiquons également la valeur de I’enstrophie
Z et de I’énergie E. Nous donnons leur valeur initiale pour les simulations en déclin et leur
valeur d’équilibre pour les simulations forcées.



ANNEXE E

Principales notations

¢f équation page

NSox v« 3v9E sl

o 3

Traceur passif

Traceur filtré / résolu

Vitesse

Vitesse filtrée / résolue

Vorticité

Pression

Pression filtrée / résolue
Viscosité cinématique moléculaire
Diffusivité moléculaire

Energie

Enstrophie

Variance du traceur

Taux de dissipation d’énergie
Taux de dissipation d’enstrophie
Taux de destruction de la variance du traceur
Gradient de traceur

Gradient de vitesse

Tenseur de déformation

Taux de déformation

Tenseur antisymétrique unité
Rotation effective adimensionnée
Fluctuation adimensionnée de la déformation
Incrément de traceur

Incrément de vitesse longitudinal
Incrément de vitesse transverse
Flux local de variance du traceur
Position

Séparation

Tenseur sous-maille
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1.2.1
4.3.1
1.1.1
4.3.2
3.2.4
1.1.1
448
1.1.1
1.2.1
1.1.5
1.1.6
1.2.2
1.1.8
2.1.2
1.2.3
3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.5
3.2.4
3.2.14
3.2.15
4.2.2
4.2.3
4.2.4
4.2.9

4.2.2
449

22
61
17
61
42
17
67
17
22
17
17
22
18
26
22
42
42
42
42
42
45
45
51
o1
o1
93

ol
67
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Abstract

We present numerical and theoretical results concerning the two-dimensional turbulent
cascades, and especially the cascade of a tracer, from a standpoint in physical space. Such an
approach allows to demonstrate the non-intermittent character of the inverse energy cascade,
even in situations dominated by coherent structures [32]. The main part of the thesis is de-

voted to the analysis and modeling of the cascade of a tracer.

We propose a method to diagnose the cascade of a tracer : considering the evolution of a
tracer increment, we define in physcal space a scale-to-scale flux of tracer variance.

We then get interested into the problem of turbulent mixing parameterization. We motivate
the use of an anisotropic model, which we call strain diffusivity (SD) [30]. We connect its
diffusive properties to the geometrical properties of the advecting flow.

Vorticity in two dimensions is an active tracer, and its subgrid-scale parameterization af-
fects velocity. The inverse energy cascade constrains admissible parameterizations to conserve
energy. We show that SD conserves energy and that it is the only one among a certain class
of simple models.

We study numerically the properties of the tools we introduced. We show that, at contrast
with an isotropic diffusivity /hyperdiffusivity, SD induces a diffusion that is well correlated to
the local flux of tracer variance [31]. We check that it does impose the effective gaussian filter
it is obtained from. However the reduction of the error committed when using it in conjunction
with a spectral method is not obvious. Nevertheless, it produces a much better representation
of the large scales of the flow when used on vorticity in small-scale forced situation.

We finally compare the cascade properties of vorticity and a passive tracer. The criterions
we use are based on conditional averages of the lagrangian derivatives of the squared tracer
gradient. We demonstrate in random fields an kinematic difference between vorticity and a

passive tracer, which partly remains in turbulent fields.

Keywords : two-dimensional turbulence, cascade, inverse energy cascade, intermittency,
tracer, physical space, tracer gradient, alignment, parameterization, mixing, anisotropy, energy

conservation.



Résumé

Nous présentons des résultats numériques et théoriques concernant les cascades en tur-
bulence bidimensionnelle, et plus spécialement la cascade d’un traceur, en développant une
approche dans ’espace physique. Une telle approche permet de mettre en évidence ’absence
d’intermittence dans la cascade inverse d’énergie, y compris dans des situations dominées par
les structures cohérentes [32]. Le coeur de la thése est consacré a 'analyse et a la modélisation

de la cascade d’un traceur.

Nous proposons une méthode de diagnostic de la cascade d’un traceur : considérant 1’évo-
lution d’un incrément de traceur, nous définissons dans I’espace physique le flux entre échelles
de la variance de traceur.

Nous nous intéressons ensuite au probléme de la paramétrisation du mélange turbulent.
Nous justifions I'emploi une paramétrisation anisotrope, que nous baptisons diffusivité de
déformation (strain diffusivity, SD)[30|. Nous relions ses propriétés diffusives aux propriétés
géométriques de 1’écoulement.

La vorticité est en deux dimensions un traceur actif, et la paramétrisation sous-maille pour
la vorticité agit sur la vitesse. La cascade inverse d’énergie impose aux paramétrisations ad-
missibles de conserver I’énergie. Nous montrons que la SD conserve 1’énergie, et qu’elle est la

seule d’'une classe de modéles simples.

Nous étudions numériquement les propriétés des outils introduits. Nous montrons que,
contrairement & une diffusivité/hyperdiffusivité isotrope, la SD induit une diffusion bien cor-
rélée au flux local de variance de traceur [31]. Le filtre effectif qu’elle impose correspond au
filtre gaussien a partir duquel elle est calculée. Cependant la réduction de ’erreur commise en
cas d’utilisation d’une méthode spectrale et d’un filtre raide n’est pas évidente. Appliquée & la
vorticité dans une situation ou le forcage est a trés petite échelle, la SD démontre en revanche
une bien meilleure représentation des grandes échelles qu’une hyperdiffusivité.

Enfin, nous analysons comparativement les propriétés de cascade de la vorticité et d’un
traceur passif. Les critéres de comparaison reposent sur des moyennes conditionnelles des
dérivées lagrangiennes du carré du gradient du traceur. Nous mettons en évidence pour un
champ aléatoire une différence cinématique entre traceur passif et vorticité, dont il subsiste

une trace dans des champs turbulents.

Mots-clefs : turbulence bidimensionnelle, cascades, cascade inverse d’énergie, intermit-
tence, traceur, espace physique, gradients de traceur, alignements, paramétrisation, mélange,

anisotropie, conservation de 1’énergie.



