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Introduction

Eléments sur I’analyse mathématique

Nous citons brievement les principaux auteurs qui ont étudié la régularité, I'existence et
I'unicité de solutions du modele dérive-diffusin (DD).

La régularité (H? ou H?%#) supposée par certains auteurs, voir [84, 96], ne correspond pas
aux dispositifs fréquents. En effet, certaines conditions aux limites mixtes (Dirichlet-Neumann)
se font & angles plats. Dans ce cas, les solutions de ce modeéle ne sont plus dans H?(2) mais
appartiennent a W1?(Q) (p < 4), voir [57].

La preuve de I'existence de solutions est essentiellement basée sur le théoreme du point fixe
de Schauder [60, 61, 75, 77]. D’autres résultats utilisant la théorie du degré de Leray-Schauder
sont présentés dans [57, 84]. Dans le cas ou le terme d’avalanche est non nul, la difficulté réside
du fait que I’on ne peut appliquer un principe du maximum sur les deux équations de continuité.
Dans [78], Markowich a obtenu un résultat d’existence pour une diode mono-dimensionnelle en
polarisation inverse. Plus récemment Freshe et Naumann [43] ont établit un résultat qui permet
de prouver I’existence d’une solution en considérant le dopage dans L°(), le relévement des
données aux bords associées aux trous et électrons dans W'6(Q) et celui de la donnée aux bords
du potentiel est dans W?(Q).

Les résultats d’unicité sont fortement liés aux données du probleme comme le dopage, mo-
bilités et le terme de génération-recombinaison. Pour chacune de ces données, on peut exhiber
différents cas ou modeles pour lesquels des solutions multiples ont été obtenues. Dans le cas mono-
dimensionnel plusieurs exemples numériques de solutions multiples existent, voir [85, 99, 117].
Dans [99], Rubinstein obtient numériquement et en utilisant le théoréme de Newton-Kantorovich
des solutions multiples dans le cas d’un thyristor polarisé en direct. Dans [117], Steinruck élargit
I’étude de Rubinstein au cas de termes de génération-recombinaison non nuls. Dans [5], Alabau
obtient une méthode constructive au sens ot elle donne un algorithme explicite pour construire
des exemples de dopage pour lesquels il y a multiplicité de solutions. L’unicité est obtenue en
général pour des cas spécifiques tels que les semi-conducteurs polarisés en sens inverse, pour des
géométries particulieres, voir [6, 73, 92], ou dans le cas des conditions de bord rapprochant le
dispositif de I’état d’équilibre, voir [66, 75, 92]. Dans le cas ou le semi-conducteur est dans un
état voisin de 1’équilibre certains résultats d’unicité sont connus, voir [77, 84, 92]. Dans [84],
Mock a démontré 'unicité des solutions pour des différences de potentiel suffisamment petites
dans le cas multidimensionnel avec un terme de génération-recombinason nul. Nachaoui et Nassif



[92] ont démontré ce résultat en tenant compte de la régularité WHP(Q) avec 1 < p < 4 des
solutions. Markowich [77] a étendu le résultat de Mock en montrant ['unicité locale dans le cas
d’un terme de génération-recombinaison non nul et le terme d’avalanche nul. Dans les résultats
d’unicité au voisinage de 1’équilibre, il n’y a aucune restriction sur le dopage alors que dans le
cas général si 'on souhaite des résultats d’unicité en dehors de ce voisinage, il est nécessaire de
faire des hypotheses sur le dopage, voir [12, 40, 46, 47, 92, 125].

Certains auteurs se sont intéressés a la structure de la solution par des méthodes de perturba-
tions singulieres (voir [18, 28, 104]). Ces méthodes ont permis la distinction entre deux régions, de
forte et de faible variation de la solution en termes de parametres physiques a travers le dispositif.
Ce phénomene, bien connu du point de vue physique, voir [75] et sa bibliographie, est a I'origine
de la mise en place d’inéquations variationnelles pour ’étude des semi-conducteurs unipolaires,
voir [58, 59]. Il continue a suciter la curiosité des chercheurs dans ce domaine [1, 2, 38, 44].

En 1970, un modele de transport, dit modele hydrodynamique (HD), a été établi pour les
dispositifs par Blotekaer [15]. Le modele HD consiste en un systéeme parabolique de lois de
conservation pour la densité de charge, du moment et d’énergie et de I’équation de Poisson pour
le potentiel électrique. Dans [32], Degond et Markowich démontrent, en utilisant le théoreme du
point fixe de Schauder, I’existence d’une solution pour les équations hydrodynamiques dans un

semi-conducteur unipolaire.

Eléments sur la simulation numérique

La simulation numérique de dispositifs semi-conducteurs propose de nombreux défis dans le

domaine du calcul scientifique.

Difficultés

Les difficultés associées a la résolution des équations des dispositifs semi-conducteurs sont
discutées par plusieurs auteurs, voir par exemple [8, 9, 41, 50, 60]. Les sources primaires de
difficultés sont

— Certains ceefficients apparaissant dans les équations varient de plusieurs ordres de gran-
deur. Ces variations ne peuvent pas étre correctement représentées sur une maille de taille

particuliere pour les discrétisations classiques.

— Des problemes de perturbation singuliere avec de petites jonctions de frontiere et d’inté-

rieur.

— La discrétisation des problemes conduit & des systemes tres mal conditionnés. Une insta-

bilité des itérations non-linéaires peut en résulter [8].

Quelques outils numériques

Les techniques de simulation numérique des dispositifs semi-conducteurs ont commencé a
étre employées systématiquement des le début des années soixante. Une percée a été faite en
1969 par Sharfetter et Gummel (SG) [103]. lls ont proposé une discrétisation non standard



Introduction 3

basée sur une approche physique pour une diode de Silicium unidimensionnelle. Malgré son
succes, le mécanisme n’était pas bien compris mathématiquement jusqu’a 1980 quand Doolan
et al. [33] 'expliquérent. La formulation mathématique de la discrétisation de SG était appelée
exponential fitting. Elle a été depuis généralisée aux problemes DD bi et tri-dimensionnels.
Bank et al. [10] étendirent la méthode SG au probleme bi-dimensionnel en utilisant la méthode
contréle de volume sur des mailles rectangulaires et en utilisant des éléments finis sur des mailles
rectangulaires. Polak et al. [97] généralisérent la méthode SG pour permettre ['utilisation des
mailles quadrilatérales. Des types similaires des versions SG ont été analysés sur des tétraedres
par Smith et al. [113] et par Sever [110]. Toutefois, les extensions multi-dimensionnelles de
SG n’étaient pas couronnées d’autant de succes que l'originale unidimensionnelle. Brezzi et al.
[17] introduisirent I'idée de I’exponential fitting pour le modele DD bi-dimensionnel utilisant des
méthodes d’éléments finis mixtes et hybrides. Toutefois les espaces devaient satisfaire la condition
de Babuska-Brezzi voir [19]. Différents placements de nceuds devaient étre utilisés pour différentes
composantes des solutions. Ces travaux ont inspiré beaucoup de chercheurs, ce qui a donné lieu
a différentes formulations pour différents types de modeles [4, 25, 36, 37, 45, 81, 83, 93, 101].

Pour le probleme évolutif un schéma de discrétisation implicite est recommandé. Basés sur
cette idée, différents schémas évolutifs pour le modele DD ont été évalués dans [42, 126, 127]. La
connexion entre la méthode Streamline-Diffusion (SD) et la méthode SG est attribuée au travail
de Sharma et Carey [112]. lls ont montré que la forme originale de la méthode SG coincidait
avec la méthode SD pour le modele DD uni-dimensionnel. Ces résultats ont été généralisés par
Jiang [63].

Pour le modele HD, comme travaux récents pertinents sur la simulation numérique, on peut
citer les études de Rudan et Odeh [100] et Souissi et al. [116].

Des études concernant les chocs provoqués par la nature hyperbolique du modele HD ont été
présentées pour le flux transonique dans le cas de la diode balistique uni-dimensionelle nT—n—n™
par Gamba [48, 49], pour le cas isentropique par Ascher et al. [7] et pour les non-isentropique
par Markowich et Pietra [74]. Une simulation dans le cas bi-dimensionnel est faite par Jiang [64]
utilisant la méthode SD. D’autres résultats numériques peuvent étre consultés dans [24, 25, 62],
pour le MESFET (Metal Semiconductor Field Effect Transistor), dans [67] pour le PBT. Le
lecteur peut consulter aussi les articles de Rahmat et al. [98] et Benvenuti et al. [14] pour le
modele bilan d’énergie (Energy-balance) qui est presque exclusivement utilisé dans les champs

d’ingénierie a la place de modele HD complet.

Présentation des travaux

Ce travail concerne la modélisation, I’étude d’un modele simplifié (identification d’une fron-
tiere libre) et I’analyse mathématique des équations de base de semi-conducteurs.

Le manuscrit est divisé en trois parties. La premiere (chapitres 1 et 2) rappelle essentiellement
les différents modeles décrivant le comportement électrique des semi-conducteurs et des résultats
d’analyse qui nous seront utiles par la suite. La deuxieme partie couvrant le chapitre 3 est
consacrée a l'identification de la frontiere libre issue de la polarisation de la jonction pn. La



troisieme partie (chapitres 4 et 5) est consacrée a I’étude de 'existence et ['unicité des équations
du modele dérive-diffusion (DD).
Chapitre 1 Modéle et Physique des semi-conducteurs
La premiere partie est consacrée a la description de la physique des semi-conducteurs,
lorigine des courants, les parametres physiques et les phénomenes de génération et de
recombinaison apparaissant dans les équations des semi-conducteurs.
Nous expliciterons a la deuxieme partie, les différents systemes d’équations issus d’une mo-
délisation physique des composants semi-conducteurs. A la dernitre section de ce chapitre,
nous décrirons en détail la mise en place d’un modele prenant en compte 'apparition des
régions neutres dans la jonction pn qui donnent lieu a un probleme de frontiere libre.
Chapitre 2 Eléments d’analyse et régularité
Nous commencerons par énoncer les principales définitions et propriétés des espaces de
Sobolev sur un domaine borné de R", les théorémes d’injection et des résultats de la
théorie d’optimisation, de I’analyse convexe et le théoreme du point fixe de Schauder.
Nous rappelerons aussi les résultats de régularité des solutions du systeme d’équations
dans un semi-conducteur.

Chapitre 3 Identification d’une frontiére libre
Nous nous intéresserons a un modele simplifié décrivant le potentiel électrique dans une
jonction pn. Nous montrerons que le probleme admet au moins une solution en le formulant
en un probleme d’inéquation variationnelle. L’originalité de ce travail consiste en 1'utili-
sation des noeuds sur la frontiere libre comme inconnus, ce qui donne lieu a un systeme
algébrique non-linéaire. Pour résoudre ce systéme, nous proposerons deux algorithmes.
Le premier algorithme est basé sur I’écriture du systeme algébrique sous la forme F'(U) = 0,
ol linconnue U est un vecteur formé des nceuds appartenant a la frontiere libre et des
valeurs du potentiel aux degrés de libertés. La fonction F est différentiable par rapport aux
composantes de U. La matrice jacobienne peut étre calculée explicitement et la méthode
de Newton peut étre utilisée pour trouver une approximation de U.
Le deuxieme algorithme est basé sur le découplage de la partie du systeme contenant les
valeurs du potentiel de la partie contenant les nceuds de la frontiere libre. Ceci ramene le
probleme & la résolution d’une facon alternative d’un probleme linéaire et d’un probleme
non-linéaire dont la dimension est tres inférieure a celle du probleme de départ. Ce décou-
plage introduit une difficulté qui est la non disponibilité de la matrice jacobienne puisque
le systeme ne s’écrit qu’implicitement en fonction des inconnues. La méthode de Newton
ne peut étre utilisée dans ce cas. Nous étudierons deux méthodes du type quasi-Newton,
la premiere méthode est I'algorithme classique di & Broyden [22]. La seconde méthode est
une modification d’un algorithme plus récent proposé par Eirola et Nevanlinna [34].
Dans les expériences numériques que nous présenterons, I’étude comparative de ces diffé-
rents algorithmes montre que la combinaison de la méthode de découplage et le deuxieme
algorithme de quasi-Newton donne une meilleure satisfaction au niveau de la rapidité,
précision et simplicité d’implémentation.

Chapitre 4 Etude de l’existence de solutions du modéle DD
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Nous étudierons le systeme d’équations de base de semi-conducteurs, en utilisant les va-
riables de Slotboom et tout au long de ce chapitre nous considérerons que la loi de mobilité
dépend du champ éléctrique. Nous donnerons des hypotheses sur les parametres physiques
et sur le terme de génération-recombinaison. Ce chapitre sera divisé en deux parties.
Dans la premiere partie, nous examinerons le probleme de ’existence de solutions, dans le
cas ou le terme de génération-recombinaison est celui de Schokley-Read-Hall, par ’appli-
cation d’une variante pratique du théoreme de Schauder [29] sur un opérateur de sélection.
Nous rechercherons des estimations a priori pour chaque équation, ces estimations permet-
tront de construire le convexe du théoreme de Schauder. Nous appliquerons la théorie de
I’analyse convexe a des fonctionnelles construites a partir de chaque équation du systeme
pour prouver que chaque équation admet au plus une solution. Ceci permet d’affirmer que
I'opérateur de sélection est bien défini. Nous montrerons que cet opérateur est continu,
qu’il laisse invariant le convexe et que I'image de ce dernier est précompacte.

Dans la deuxieme partie, nous étudierons ’existence, dans le cas ol le terme de génération-
recombinaison est le terme de Schokley-Read-Hall augmenté du terme d’avalanche. Nous
démontrerons des estimations a priori sur les solutions. A partir de ces estimations, nous
construirons le convexe du théoreme de Schauder. Nous vérifierons que 'opérateur construit
satisfait les conditions du corollaire du théoreme de Schauder. En effet, nous prouverons
que 'opérateur est bien défini, continu grice aux théoremes des équations aux dérivées
partielles semi-linéaire et qu’il est compact en utilisant le théoreme d’injections compactes

de Sobolev-Kondrachov.

Chapitre 5 Etude de I'unicité de solutions du modéle DD

Nous nous intérésserons a 'unicité des solutions sous certaines hypotheses que nous dé-
crirons au début du chapitre. Nous montrerons des estimations sur chaque équation du
systeme. Nous donnerons un théoreme d’unicité sous certaines conditions qui seront, par la
suite, vérifiées dans les cas du domaine assez petit et de la permittivité assez grande. Nous
terminerons en présentant un résultat d’unicité locale basé sur le théoreme des fonctions
implicites. Ce résultat sera obtenu, en supposant que le terme de géneration-recombinaison
s’écrit sous une forme générale et que les changements des conditions aux limites se font a

angles droits.






Chapitre 1

Modele et Physique des
semi-conducteurs

1.1 Physiques des semi-conducteurs

1.1.1 Modeles des bandes d’énergie

A partir de la théorie quantique établie par Schrédinger (Heisenberg, Dirac), on peut déduire

que les électrons liés & un atome ne peuvent avoir n’importe quelle valeur d’énergie, les niveaux
énergétiques sont discrets (séparés les uns des autres) et dépendent entre autre de la nature de
l’atome en question (voir Figure 1.1).
Il est une loi fondamentale de la nature que 2 électrons ne peuvent occuper le méme état
quantique, c’est le principe d’exclusion de Pauli (sinon les électrons iraient dans I’état de plus
faible énergie, et les atomes complexes seraient indistinguables les uns des autres). En vertu de
ce principe, si 'on rapproche deux atomes de méme nature & une distance de 'ordre de leurs
rayon atomique, chaque niveau d’énergie de 'atome isolé se dédouble pour permettre ’accueil
d’un nombre double d’électrons. Dans le cas d’un cristal (assemblage d’un trés grand nombre
d’atomes de méme nature en réseau), les niveaux d’énergie discrets de ’atome isolé se multiplient
et se réarrangent de maniere complexe pour donner naissance a des bandes d’énergie permises
constituées d’une multitude de niveaux discrets tellement rapprochés les uns des autres que ’on
parle de quasi-continuum. Ces bandes permises sont séparées par des bandes d’énergie interdites
ou il n’existe aucun état stable permis pour un électron du réseau (Figure 1.1).

Pour les cristaux semi-conducteurs, deux de ces bandes d’énergie jouent un role essentiel, il
s’agit de la Bande de valence (£,) qui contient les états électroniques des couches périphériques
des atomes du cristal (électrons de valence) et la bande permise immédiatement supérieure en
énergie ol les électrons ont rompu leurs liens avec leurs atomes d’origine et sont devenus libres:
c’est la bande de conduction. (En réalité les électrons sont quasi-libres car ils restent influencés
par le potentiel périodique crée par les atomes du réseau, seuls sont réellement libres ceux qui

sont dans le vide).



E
B Bande de conduction
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Fic. 1.1: Schéma de bandes d’un semi-conducteur

1.1.2 Isolants, conducteurs et semi-conducteurs

A température différente du zéro absolu, la bande de conduction contient toujours des places
pleines et vides. Le conducteur reste un conducteur. Par contre, dans le cas d’un isolant, il peut
se produire des changements significatifs. Tout dépend de la largeur de la bande interdite qui
sépare les bandes de conduction et de valence, c’est a dire de I’écart F. — E, (encore appelé
gapa’énergie) entre ’énergie . du bas de la bande de conduction et ’énergie F,, du haut de la
bande de valence. Plagons-nous a la température ambiante: on trouve dans le tableau les valeurs
du gappour un certain nombre de matériaux.

e E. — E; > 5eV, "écart d’énergie est de plusieurs eV, le matériau reste isolant.

e E. — E; est de 'ordre de 1 eV, il y a quelques places occupées dans la bande de conduction
et quelques places vides dans la bande de valence. Sous l'effet de ’agitation thermique, certains
électrons de la bande de valence ont gagné assez d’énergie, au moins 1eV'; ces électrons laissent
dans la bande de valence des places qui correspondent a des trous.

Lorsque 'on applique un champ électrique, la conduction se produit dans les deux bandes
puisqu’il vy a, a la fois des places vides et des places occupées. Elle fait intervenir simultanément
les électrons de la bande de conduction et les trous de la bande de valence. Cependant, chaque
bande participe peu a la conduction. Dans la bande de conduction, il y a peu d’états occupés
(donc peu d’électrons) et dans la bande de valence peu d’états vides (donc peu de trous). Le
matériau est dit semi-conducteur.

e E. — E; < 1eV, le plus souvent, il se produit un léger recouvrement des bandes de valence
et de conduction (E. — F, < 1eV) de telle sorte qu’il n’existe pas de bande interdite et que les
électrons passent de I’état de valence a celui de conduction.

1.1.3 Production des porteurs de charges libres

Il s’agit de décrire les processus selon lesquels sont créés les électrons et les trous susceptibles

de donner lieu & un courant.
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Matériau | gap(eV)
C 5.30
GaAs 1.43
Si 1.12
Ge 0.66
PbS 0.33
InSb 0.20
a Sn 0.08

TaB. 1.1: Largeurs de la bande interdite a temperature ambiante

1.1.3.1 Fonctionnement intrinséque

Prenons 'exemple du silicium. Chaque atome est lié & ses quatre voisins par liaison covalente,
de telle sorte que la couche externe apparait comme saturée & huit électrons. Au zéro absolu,
tous les électrons participent aux liaisons; le matériau se comporte comme un isolant. Lorsque
la température n’est pas nulle, deux phénomenes apparaissent (voir figure 1.2)

e Certains électrons de valence sont excités thermiquement. Si I’énergie gagnée par un de ces
électrons est supérieure a I’énergie d’ionisation, il quitte sa position de liaison et se trouve alors
a I’état quasi-libre dans le cristal. Autrement dit, il peut se déplacer dans la totalité du cristal.
e En quittant sa liaison d’origine, 1’électron laisse derriere lui un site vide qui correspond & un
trou de charge positive. Ce trou peut a son tour attirer un électron de valence d’une liaison
proche qui, en quittant son site, fait apparaitre un trou et ainsi de suite : le trou est mobile.
Autrement dit, la rupture d’une liaison provoque la création de deux porteurs de charge libres de
se déplacer, un électron et un trou. A I'inverse, lorsqu’un électron quasi-libre passe a proximité
d’un trou, il est attiré par celui-ci et peut donc se recombiner avec lui. Ainsi, le processus qui
s’instaure est une suite de créations et de recombinaisons de paires trou-électron.

La création d’une paire trou-électron se traduit par le passage d’un électron de la bande de
valence dans la bande de conduction. L’électron quasi-libre se déplace dans cette bande et peut
participer le cas échéant a un courant : c’est un électron de conduction. De méme, le trou se
déplace dans la bande de valence, par captures successives d’électrons de cette bande. Enfin,
lorsqu’un électron de conduction vient combler un trou, c’est-a-dire lorsqu’il y a recombinaison
d’une paire trou-électron, c’est que 1’électron passe de la bande de conduction dans la bande de
valence. Le processus met en jeu autant d’électrons que de trous. On désigne par

n : le nombre d’électrons par unité de volume dans la bande de conduction (encore appelé
concentration en électrons);

p : le nombre de trous par unité de volume dans la bande de valence (encore appelé concentration
en trous);

A une température donnée, n = p = n; ou n,; est la concentration intrinseque.
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Fic. 1.2: Processus intrinseque: génération et recombinaison de paires trou-électron.

1.1.3.2 Fonctionnement extrinséque

Examinons les modifications diues a l'introduction d’impuretés d’un seul type. 1l y a deux
modes de dopage qui permettent de favoriser la création d’électrons (semi-conducteur de type n)
ou de trous (semi-conducteur de type p). Pour comprendre comment se passent les choses, il suffit
de se référer au modele unidimensionnel du schéma de bandes. Envisageons, pour commencer le

dopage d’un élément simple comme le silicium.

1.1.3.3 Semi-conducteur de type n

Ajoutons au silicium des traces d’un élément pentavalent comme le phosphore(P), I'arse-
nic(As) ou l'antimoine (Sb). L’atome d’impureté se substitue & un atome de silicium, en un
certain nombre de sites tres espacés les uns des autres. Il peut se placer également en position
interstitielle, mais c’est moins fréquent.

Quatre électrons de 'atome d’impureté forment des liaisons covalentes avec les électrons des
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atomes de silicium proche voisins. Sur la couche externe de 'atome d’impureté, il reste un
cinquieme électron, dit célibataire puisque non apparié, qui est faiblement lié a ’atome. Celui-
ci a tendance a s’en débarasser par exemple par agitation thermique, pour faire apparaitre une
couche externe saturée a huit électrons. L’énergie d’ionisation de ’atome d’impureté, c’est-a-dire
I’énergie nécessaire a la libération de I’électron célibataire est tres petite, de I'ordre de quelques
meV . Elle dépend de l'inverse du carré de la constante diélectrique du milieu dans lequel est
injectée 'impureté, ici le silicium.

L’atome d’impureté est dit donneur (sous-entendu d’électrons); débarrassé de son électron céli-
bataire, il se comporte comme un ion positif.

Contrairement a ce qui se passe dans le processus intrinseque, la libération des électrons céli-
bataires du phosphore ne s’accompagne pas de I"apparition de trous en nombre égal. C’est que
Iion PT possede trés exactement sur sa couche périphérique le nombre d’électrons nécessaires,
soit quatre, pour se lier avec les quatre atomes de silicium voisins.

Lorsque un électron célibataire est libéré avec une énergie cinétique nulle, il possede ’énergie
FE. du bas de la bande de conduction; il provient donc d’un niveau d’énergie Fy inférieure a
E.. L’intervalle énergétique F. — Fy qui représente I’énergie d’ionisation du phosphore dans le
silicium a une faible valeur devant la largeur de la bande interdite. Autrement dit, F/y est dans
la bande interdite et proche de F..

Plus précisément, la théorie des bandes montre que la présence de ng atomes donneurs par unité
de volume donne naissance dans la bande interdite a une bande d’énergie tres étroite formée
de ng niveaux qu’on représente par un seul niveau d’énergie E,; appelé niveau donneur (voir
figure 1.3).

Le mécanisme décrit a ’aide du schéma de bandes est le suivant. Au zéro absolu, tous les ni-
veaux donneurs sont occupés par les électrons célibataires. Lorsque la température augmente, le
nombre d’électrons qui passent dans la bande de conduction croit. A une température suffisante
(c’est le cas de la température ambiante), tous les électrons célibataires sont dans la bande de
conduction et tous les atomes donneurs sont ionisés. Les processus de création intrinseque et
extrinseque coexistent. Au total, il y a davantage d’électrons que de trous et méme, comme
nous le constaterons, n > p, le semi-conducteur est de type n, les électrons sont les porteurs
majoritaires, les trous sont les porteurs minoritaires.

Par ce procédé, on crée un nombre d’électrons supplémentaires pratiquement égal au nombre
d’atomes d’impureté. La bande de conduction est d’autant plus peuplée que le dopage est plus
fort.

La représentation par un niveau d’énergie unique de la bande d’énergie des atomes donneurs
n’est valable que tant que n4 est tres faible devant la concentration en atomes de silicium. Un
semi-conducteur dans lequel les impuretés sont introduites a 1’état de traces est dit non dégé-
néré.

Dans le cas contraire, lorsque ny augmente, le nombre de niveaux nécessaires pour accueillir
les électrons célibataires des atomes d’impureté doit étre plus élevé, le niveau donneur s’élargit
jusqu’a chevaucher la bande de conduction. Le niveau de Fermi atteint, voire dépasse le bas de
la bande de conduction. Le cristal a un comportement métallique, c’est la dégénérescence.
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Fic. 1.3: Processus extrinseque de type n.

1.1.3.4 Semi-conducteur de type p

Le dopage est assuré cette fois-ci a I'aide d’atomes trivalents tels que le bore (B), le gallium
(Ga) ou l'aluminium (Al). Chaque atome d’impureté ne peut établir de liaison de valence qu’avec
trois des quatre atomes de silicium proche voisins. Une valence est donc incomplete (figure 1.4).
Un électron d’un atome voisin de silicium, libéré par agitation thermique, a tendance a étre
capturé par ’atome d’impureté qui complete ainsi sa couche externe; cet électron laisse derriere
lui un trou. Il y a ainsi formation
- d’un ion négatif d’impureté. L’atome d’impureté est dit accepteur (sous-entendu d’électrons);
- d’un trou. Comme en fonctionnement intrinseéque, le trou peut capturer un électron d’une
liaison de valence voisine du silicium, et ainsi de suite, le trou apparait comme mobile.

Ainsi, le piégeage de I’électron initial par atome d’impureté déclenche un processus de création
de trous, en nombre pratiquement égal a celui des atomes d’impuretés. Lorsque la teneur en
atomes accepteurs croit, les états de basse énergie se peuplent et le niveau de Fermi a tendance

a se rapprocher de la bande de valence.
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Le schéma de bandes comporte une bande d’énergie tres étroite, d’énergie F,, constituée
de m, niveaux ou n, est la concentration en atomes accepteurs. On assimile la bande a un
niveau d’énergie F,, appelé niveau accepteur, situé juste au-dessus de la bande de valence (voir
figure 1.4). L’écart F, — F), représente I’énergie qu’il faut fournir a un électron d’un atome de
silicium pour ioniser 'atome d’impureté; cet écart est faible de 'ordre de la dizaine de meV.
Au zéro absolu, tous les niveaux accepteurs sont vides. Il suffit d’une tres faible augmentation
de température pour que les électrons périphériques du silicium commencent a peupler ces
niveaux. A la température ambiante, tous les niveaux accepteurs sont pleins et tous les atomes
accepteurs ionisés. Le processus de création intrinseque subsiste. Au total, il y a davantage de
trous que d’électrons. En fait, p > n, le semi-conducteur est de type p, les trous sont les porteurs
majoritaires, les électrons sont les porteurs minoritaires.

Val .
NS ot

P
+

Bande de valence

Py

Niveau de Fermi

D

gy Niveawaccepteur

E
Bande de conduction|

Fia. 1.4: Processus extrinseque de type p.
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1.1.3.5 Description de la jonction pn

Une jonction pn est constituée par la juxtaposition de deux régions de type différent d’un
meéme monocristal de semi-conducteur. La différence des densités de donneurs et d’accepteurs,
Ng — Ng, passe d’une valeur négative dans la région de type p a une valeur positive dans la
région de type n. La loi de variation de cette grandeur dépend essentiellement de la technique de
fabrication. Différents modeles peuvent étre utilisés pour étudier théoriquement les propriétés de
la jonction, jonction abrupte, linéaire,etc, le modele de la jonction abrupte donne des résultats
en tres bon accord avec le comportement de la jonction.

Dans le modele de la jonction abrupte la différence Ny — N, passe brutalement d’une valeur
négative dans la région de type p a une valeur positive dans la région de type n. Les trous
majoritaires dans la région de type p, diffusent vers la région de type n ou ils se recombinent
avec les électrons. Il en est de méme pour les électrons, dans 'autre sens. La recombinaison des
porteurs libres de part et d’autre de la jonction fait apparaitre une charge d’espace résultant
de la présence des donneurs et accepteurs ionisés, dont les charges ne sont plus intégralement
compensées par celles des porteurs libres. 1l s’établit alors, au voisinage de la jonction, un champ
électrique qui s’oppose a la diffusion des porteurs majoritaires. L’équilibre thermodynamique est
établi lorsque la force électrique résultant de I’apparition du champ équilibre la force de diffusion

associée aux gradients de concentration de porteurs libres.

1.1.4 Phénomenes de génération et de recombinaison

A une température différente de zéro absolu, la bande de conduction contient une quantité
d’électrons et un nombre de trous est dans la bande de valence. Un électron libre peut perdre de
I’énergie (il cesse alors d’étre un électron libre de circuler dans le cristal) et venir occuper une
place vacante (occupée par un trou) dans la bande de valence. 1l s’agit alors d’un phénomeéne de
recombinaison.

Aussi, un électron peut se détacher d’un atome (si une énergie suffisante lui est fournie) et passer
de la bande de valence a la bande de conduction, ou il devient un électron libre, ce qui donne
naissance a un trou libre dans la bande de valence. Ce phénomene est appelé phénomene de
génération (d’une paire électron-trou).

Les phénomenes physiques qui se produisent d’un événement de recombinaison peuvent étre tres
différents.

La recombinaison radiative (I’énergie libérée par la recombinaison est émise sous la forme d’un
photon).

La recombinaison Auger (I’énergie libérée par la recombinaison sert a exciter un autre élec-
tron (ou un trou) libre vers une énergie supérieure). On définit le taux de génération-

recombinaison d’Auger par
Rau = (C2Y ‘|'C§1U)("P — nf)

ot CAV, C;‘U sont des coefficients évalués par expérimentation et n; la concentration

intrinseque du semi-conducteur [109].
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L’énergie libérée par la recombinaison est émise sous la forme d’un photon (échauffement du
cristal).

Parallelement aux phénomenes de recombinaison directe (bande a bande), un électron libre peut
se recombiner avec un trou libre par I'intermédiaire du centre de recombinaison se trouvant dans
la bande interdite. Ces centres agissent comme une sorte de catalyseur en favorisant la mise en
présence d’électrons et de trous. Ce type de recombinaison est beaucoup plus probable que la
recombinaison directe dans les semi-conducteurs a bande interdite indirecte (Si, Ge, ... ). Le
calcul du taux de recombinaison associé a ces centres fait I’objet de la théorie de Shockley-Read-

Hall

np—n?

Tp(n 4+ ni) + 7 (p + pi)

Rsry =

ou 7, et 7, sont respectivement les durées de vie des électrons et des trous.

Génération par champ électrique intense

Dans un matériau semi-conducteur soumis & un champ électrique supérieur a environ 10°Vem =1,
les porteurs libres sont tellement accélérés qu’ils peuvent se comporter comme des radiations
ionisantes et créer des paires électrons-trous.

Les porteurs créés sont a leur tour accélérés et vont engendrer d’autres paires, c’est le phénomene
d’avalanche. L’efficacité de cette création se caractérise par un coeflicient d’ionisation a(em™1)

By Vel 1

q " yq

Une expression pour a,,, o, est de la forme, voir [109]

B ae il sige R, €£0,
O‘(g)_{ 0 sig=o.

ol a et b sont des constantes positives.
Finalement R = Rspp + Ry — Ry est le taux de génération-recombinaison.

1.1.5 Courants dans les semi-conducteurs

Les courants dans le semi-conducteur résultent du déplacement des porteurs de charge, élec-
trons et trous, sous 'action d’une force. L’origine de la force peut étre un champ électrique ou
un gradient de concentration. Dans le premier cas, le courant est dit de dérive, dans le second
cas il est dit de diffusion.

1.1.5.1 Courant de dérive

Le temps entre deux collisions est appelé temps de collision 7, il est fonction de la pureté du
matériau et est de I'ordre de 107!% & 1071%s. En présence d’un champ électrique E appliqué &
Iinstant ¢t = {p, un porteur de charge ¢ est soumis a une force F' = ¢F. La composante de vitesse

instantanée v;(t) du porteur, dans la direction du champ, est donnée par v;(t) = g E't/m*. Cette
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composante de vitesse augmente donc linéairement entre deux chocs, mais dans la mesure ou
ces dernieres sont isotropes elle s’annule statistiquement a chaque choc. La variation de v;(t) est
périodique. Si on appelle 7. la valeur moyenne du temps de collision, la valeur moyenne de la
vitesse est donnée par
2
Lk

= . 1.1
v T.m* 2 ( )

En posant 7 = 7./2, I'expression (1.1) s’écrit v = +uk avec p = |g7/m*|, u est appelé mobilité
des porteurs et 7 temps de relaxation. La vitesse v est appelée vitesse de dérive ou vitesse
d’entrainement ou vitesse drift. La mobilité est par définition une grandeur positive, elle mesure
Iaptitude des porteurs a se déplacer dans le réseau cristallin et s’exprime en em?V 1571, Les
vitesses des électrons et des trous s’écrivent respectivement v, = —u, F et v, = 4, L.

Au déplacement des charges correspond un courant dont la densité est définie comme la quantité
de charge qui traverse 'unité de surface pendant ['unité de temps, soit pour chaque type de
porteurs

Jen = —nqu, = nqu, F, (1.2)
Jop = +pqu, = pquy (1.3)

Jeny Jep sont appelés densité de courant de dérive respectivement des électrons dans la bande
de conduction et des trous dans la bande de valence.

1.1.5.2 Courant de diffusion

Lorsque les porteurs libres ne sont pas distribués uniformément dans le semi-conducteur,
ils sont soumis au processus général de diffusion. Leur mouvement s’effectue dans un sens qui

tend & uniformiser leur distribution spatiale. Les flux de porteurs s’écrivent n¢ = —D, Vn et

pl = —D,Vp, les ccefficients D,, et D, sont appelés ccefficients de diffusion des électrons et de

trous respectivement, le signe — traduit le fait que les porteurs diffusent dans la direction de
plus faible concentration. Aux déplacements des porteurs de charge correspondent des densités
de courants appelés densités de courants de diffusion des électrons et des trous

Jin = qD,Vn, (1.4)
Jip = —qD,Vp. (1.5)

Compte tenu des expressions (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5) les courants résultant d’électrons et de
trous s’écrivent

Jn = nqu, B+ qD,Vn, (1.6)
Jp = papp 2 — qD,Vp, (1.7)

la densité du courant totale circulant dans le semi-conducteur est donnée par

J=Jn+J, (1.8)
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Nous avons aussi I’équation liant I’évolution du potentiel électrostatique (et donc de la tension
u(t) aux bornes du composant) au champ électrique local

E = -Vu. (1.9)

1.1.6 Equation de Poisson

L’équation de Poisson, issue du théoreme de Gauss, exprime la variation spatiale du champ
électrique due a une densité locale de charge :

V-(eE)=p (1.10)

ol p est la densité de charge donnée par p = g(N + p — n).

La fonction de dopage N exprime la densité volumique de charges fixes. Cette valeur peut
étre variable dans ’espace, mais est invariante dans le temps. C’est une donnée technologique,
qui définit le type de composant.

La différence (p — n) représente la densité volumique de charges mobiles, encore appelée
concentration de porteurs libres. Cette grandeur est essentiellement dépendante des conditions
de fonctionnement et peut, par conséquent, varier dans I'espace et dans le temps.

On peut schématiquement différencier deux principaux modes de fonctionnement :

— dans le cas ou la densité de porteurs libres est négligeable devant la densité de charges
fixes, le profil spatial du champ électrique est essentiellement déterminé par le profil de
dopage, et est donc peu dépendant du temps (cas d’une zone dite désertée, comme dans

une diode ATT fonctionnant a faible densité de courant par exemple).

— dans le cas contraire ou la concentration de porteurs libres est importante vis-a-vis de la
concentration en impuretés, la configuration spatiale du champ électrique est fortement
affectée par la concentration locale de porteurs libres et est le plus souvent fortement
dépendante du temps (cas dit d’une forte réaction de charge d’espace, comme dans une
diode ATT fonctionnant a forte densité de courant, ou bien encore dans une diode a

transfert électronique).

1.2 Le modele dérive-diffusion de Van-Roosbroeck

Dans ce type de modele la vitesse totale moyenne de transit des porteurs est donc classique-
ment écrite comme étant la somme d’un terme de dérive et d’un terme de diffusion

vy = —pE—-Hry [LB ] (1.11)
n q
kgT

v, = upE—%pv [1%] (1.12)

ou fi,, et u, sont les mobilités des électrons et des trous. Le premier terme représente la vitesse
de dérive des porteurs sous I'influence du champ électrique. Le second terme représente la vitesse
de diffusion des porteurs liée au gradient spatial.
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Supposons que la température électronique 7), et la température des trous T, sont fixées a
la valeur 7" du milieu ambiant (17, =1, =T).

Les expressions des vitesses deviennent

n kT
vy, = — B — 'uiBVn,
qn
o kT
vy = pip B — £——Vp.
qp

En utilisant 'expression (1.9) donnant le champs électrique en fonction du potentiel électrique
et la relation d’Einstein qui relie les ceefficients de diffusion et de mobilité :

Dn _ Dy _ kpT (1.13)
Hn Hp q 7

on obtient
D,
v, =V — —Vn,
n
D
v = —fp VU — ?pr.

L’introduction de ces dernieres équations dans les expressions du courant électronique (J, =
—nvy,) et du courant de trous (J, = pv,) donne les équations suivantes ol ces courants sont
exprimés uniquement en fonction des densités de charge n, p et du potentiel électrique u

Jp=¢q (D, Vn — pi, nVu), (1.14)
Jp=—=q(DpyVp+ pppVu). (1.15)
REMARQUE 1.1
La relation d’Finstein permet de décrire certains comportements de la diffusion des charges.
Le comportement décrit par cette relation est valable notamment pour les semi-conducteurs non
dégénérés : c’est le cas de la plupart des matériauz semi-conducteurs ayant un faible dopage.

La relation d’Einstein résulte dans ce cas de Uapprozimation de la statistique de Fermi par la
statistique de Boltzmann.

1.2.1 Modele DD instationnaire

Nous considérons le modele dérive-diffusion, proposé par Van Roosebroeck [122] :

-V (eVu) = —q(n —p— N),

on lv -J, =R,

at ¢ (1.16)
dp 1

—+-V-J,=R.

ot + q b

ol le courant électronique .J, et le courant de trous .J, sont donnés par les équations (1.14) et
(1.15).
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Les variables naturelles de ce probleme sont n, p, u, mais le systeme (1.16) peut s’écrire
sous d’autres formes en faisant intervenir d’autres variables qui sont utiles pour "analyse ma-
thématique (voir plus loin).

Le systeme (1.16), (1.14) et (1.15) est a compléter par

— des conditions initiales que vérifient les densités de porteurs a ¢t =0 :
n(z,0)=nl, px,0)=p’ VzeQ, (1.17)

ot Q représente le domaine du dispostif semi-conducteur et n! et p’ sont des fonctions

données.
— des conditions aux limites
— Dirichlet : n,p, u donnés sur une partie du bord 99 de €,

— Neumann : sur des parties isolantes du bord du semi-conducteur, qui ne sont traver-
sés par aucun courant et ou il est donc naturel de prendre des conditions de Neumann

homogenes sur ces frontieres,
Vu-v=J, - v=J,-v=0,

et par conséquent
Vu-v=Vn-v=Vp-v=20

1.2.2 Remarque sur ’obtention des conditions aux limites

Nous décrivons ’ensemble des conditions aux limites, pour une structure élémentaire, que
nous utilisons. Un simple transistor a effet de champ de type jonction (MESFET) est relié a
son environnement électrique par trois électrodes ayant des polarisations distinctes, la grille, la
source et le drain. Un petit voltage appliqué au drain (respectivement a la source) fait bouger les
électrons de la source vers le drain. Ce courant est contrélé par application d’un voltage négatif
a la grille.

La grille peut étre constituée par un contact Schottky, alors que la source et le drain sont tous
des contacts ohmiques. Un contact Schottky est assuré par une couche purement métallique mise
en contact avec le semi-conducteur du dispositif; celle-ci est usuellement constituée d’or (AU)
ou bien d’aluminium (Al). Ce contact est alors caractérisé par une barriere de potentiel ( ou
potentiel de diffusion V;) qui restreint le passage des électrons. Un contact ohmique est quand a
lui réalisé par ’association d’une couche métalliqgue sur une couche semi-conductrice fortement
dopée. La couche semi-conductrice fortement dopée joue le réle de réservoir a électrons qui
compense |'effet de la barriere de potentiel di a la partie métallique. La partie réellement en
contact avec le semi-conducteur du dispositif est la couche semi-conductrice fortement dopée.
Typiquement, un contact ohmique est souvent constitué de I’association or-germanium (AU-Ge).
Nous définissons alors le bord de Dirichlet I'p comme la réunion du lieu des contacts, et le bord

de Neumann I'y comme le complémentaire de I'p.
1. Contacts ohmiques

Sur les contacts ohmiques du semi-conducteur, les densités de porteurs vérifient les rela-

tions suivantes
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e np = n?, oll n; est la densité intrinséque du semi-conducteur. C’est la situation d’équi-

libre thermique.

e 7 —p— N = 0; ceci correspond a la neutralité des charges.

Par conséquent, pour toute tension appliquée, on aboutit aux relations suivantes

1 1
_ 2 2 e 2 2
n_Q(NJH/N —|—4ni) et p—2( N+4/N —|—4n2). (1.18)

Le potentiel u sur un contact noté co est : u., = Vi, + V3 ou V., est le potentiel appliqué
et Vy est le potentiel propre dit au dopage dans I’environnement de ce contact. Ce dernier
est choisi de telle sorte qu’en I’absence de tension appliquée (V,, = 0), la structure soit en
équilibre thermodynamique et par conséquent aucun courant ne traverse le dispositif. On
a alors : np = n? et J, = J, = 0. En utilisant la relation (1.13) et en notant Ur = kg T'/q,
a I’équilibre on a

Jo=qu, UrVn—qu,nVu=qpu, Upe*/Ur v (ne‘“/UT) =0.

En introduisant Pécriture n = e*/UTy, de méme p = e%/UTp, on trouve que p et 7 sont
constants. L’équation np = n? donne py = n?. Ainsi, on obtient

Vy = Upln (ﬁ) = —Ugln (3) .
n p

Dans une situation d’équilibre (R = 0), seul le champ électrique apparait dans les équa-
tions des courants. On ne modifie donc pas le comportement électrique en rajoutant une
constante au potentiel et pour p = = n;, on a

N+ /N +4n?
. (1.19)

2n;

Ueo = Vco + UTln

Sur un contact ohmique n, p, u sont donnés par (1.18) et (1.19).

. Contacts Schottky

Sur les contacts Schottky le potentiel est donné par

N+ /N +4n?
V4 Upln . (1.20)

2n;

Ueo = Vco

Pour les densités de porteurs il est plus difficile de donner des conditions aux limites qui
sont physiquement raisonnables et simples pour la modélisation. Ils dépendent en général
de la densité du courant passant a travers le contact voir [119]. Dans le cas d’un contact

Schottky sur un matériau dopé négativement, on peut utiliser la formule suivante

n =N eVeorVe)/Ur (1.21)
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ot N est le maximum de la fonction de dopage N.

Sur ce type de contact n, p, u sont donnés par (1.21) et (1.20).

Lorsque la polarisation négative V,, devient grande (en valeur absolue) sur un contact de
Schottky, on peut choisir de remplacer la condition de Dirichlet pour la densité n par une
condition de bord isolant .J,, - v = 0.

On prend alors sur ce type de contact le troisieme type de conditions aux limites, Dirichlet
pour le potentiel w donné par (1.21) et Neumann homogene pour les densités de charge.

1.2.3 Modele DD stationnaire

Ce régime est obtenu en supposant qu’il n’y a pas de variations des densités de porteurs au

cours du temps . On a alors
on_op_,
o ot
Le modele DD est décrit dans ce cas par le systeme suivant
V- (eVu) = q(n—p-N),
1
--V-J, = R,
q (1.22)

1
“V.J, = R,
q P

ol le courant électronique .J, et le courant de trous .J, sont donnés par les équations (1.14) et
(1.15).

1.3 Autre formulation du modele DD

1.3.1 Variables (u, w,,w,)

On définit les quasi potentiels de Fermi des électrons et des trous w, et w, par les

relations suivantes
- U
n = N,.elvmwn)/ T,
p = N’U e(wp_u)/UT‘
On peut réécrire alors le systeme sous la forme:

V- (5Vu) =q (NC elu—wn)/Up _ N, elwp—u)/Ur _ N) :

% (Nce(u—wn)/UT) _ év, (qun Nce(“—w")/UTan) — R,
% (N, elm=vr) 4 %V (g Ny =)V ) = R,

Les conditions aux limites aux contacts ohmiques deviennent

Wy = Wpd, Wp = Wpd,
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et restent inchangées pour u. Les conditions aux limites aux bords isolants deviennent

dwn _ Jwy
dv v

L’avantage de cette formulation est que les variables w,,, w, sont aussi des potentiels et sont

= 0.

quantitativement du méme ordre que u. De plus, le terme de convection est absorbé.
La principale difficulté est que les trois équations sont fortement non-linéaires.

1.3.2 Variables de Slotboom (u,n,p)

On définit les variables de Slotboom (uniquement dans le semi-conducteur) 7 et p par les

relations suivantes
_wn/UT
b

wp/UT‘

n=e
p=c

Le systeme devient alors

V. (eVu) =gq (Nce“/UT n— Nye Urp_ N) ,
% (Nc e/ Ur 77) + %V- (q,un N.Ur e“/UTVn) =R,
d

e (N'u 6_“/UT,0) + %v : (q tn Ny Ur e_“/UTVp) =R.

Les conditions aux contacts ohmiques deviennent

—wna/Ur

n=e
p=c

wpd/UT .

Les conditions aux limites aux bords isolants s’écrivent

o _o_,

dv  Ov
Les variables de Slotboom sont des grandeurs qui prennent des valeurs trés élevées. Pour
cette raison, ’approche numérique du systeme sous cette forme a toujours été évitée. Elles sont,
par contre, tres adaptées a l'analyse mathématique. En effet, chaque équation de continuité
est auto-adjointe (plus de convection) et linéaire dans le terme divergentiel lorsqu’on utilise un

algorithme découplé.

1.4 Normalisation et Jonction P — N

Les variables dépendantes dans les équations de base des semi-conducteurs ont des ordres de
grandeur considérablement différents et montrent un comportement fortement différent dans les
régions de charge d’espace. La premiére étape vers une analyse structurale des équations de base
est une normalisation appropriée. Les avantages d’une normalisation sont de faire intervenir
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quantité | symbole | valeur
kT
x L \/6
7*ni
kT
u g —
q
n, p, N N ny
D,,D, D lem?s™!
D
My Hp o
DN
R S7h
L2
t —
D

TaB. 1.2: Normalisation de DeMari

— des variables du méme ordre de grandeur,
— des variables adimensionnalisées.

Plusieurs normalisations pour les équations de base des semi-conducteurs ont été introduites.
Nous rappelons trois normalisations étudiées dans [21, 30, 31, 80, 123, 124].

Une normalisation standard a été donnée par DeMari dans [30, 31] dont les parameétres sont
récapitulés dans le Tableau 1.2.

Les équations de bases normalisées s’écrivent alors

Au—(n—-p—N)=0 (1.23)
d

V- (D,Vn — ppnVu) — R(u,n, p) = 8_7; (1.24)
dp

Vo (DpVp 4 pppVu) = B(u,n, p) = o (1.25)

Jn =D, Vn — p,nVu (1.26)

Jp = D, Vp+ pppVu. (1.27)

Toutes les quantités de (1.23)-(1.27) sont normalisées. les opérateurs différentiels sont pris dans
I’espace des variables adimensionnalisées. Pour ne pas alourdir les notations, les quantités nor-
malisées ont été notées par les mémes symboles que précédemment. Notons que les équations
(1.23)-(1.27) ont été multipliées par une combinaison des facteurs de normalisation, i.e. I’équa-
tion (1.23) par L2/ug, les équations (1.24), (1.25) par L?/(DN) et les équations (1.26), (1.27)
par —L/(q DN).
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quantité | symbole valeur
T L maz|x — ylz,y € Q
kT
u g —
q
n, p, N N maz|N(z)|z € Q
D,, D, D maz (D, (2), Dy(z))z € Q
D
Hny Hp o
DN
R 77
L2
t —
N

TaB. 1.3: Best scaling

Une deuxieme normalisation a été présentée dans [123, 124] et développée dans [80]. Ses
parametres sont récapitulés dans le Tableau 1.3.
Les équations de base s’écrivent alors

MAu—(n—p—N)=0 (1.28)

V- (D,Vn — i, nVu) — R(u,n, p) = 88—7; (1.29)
J

V - (DpNp+ pp pVu) = R(u, n,p) = 8—? (1.30)

olt \? = uoe/(quN), les relations du courant apres normalisation apparaissent formellement
identiques a (1.26),(1.27). Aussi les équations de continuité (1.29),(1.30) sont identiques a
(1.24),(1.25). Néanmoins le parametre de normalisation differe de I'ordre de grandeur. Les équa-
tions (1.28)-(1.30) et les équations de courant ont été aussi multipliées par une combinaison des
facteurs de normalisation, i.e. 'équation (1.23) a été multipliée par £/(¢ N), les équations (1.24),
(1.25) par L?/(N D) et les équations (1.26), (1.27) par —L/(q¢ ND).

Une troisieme normalisation a été donnée par Brezzi, voir [21], les grandeurs de référence

pour la normalisation et les quantités adimensionnalisées sont récapitulées dans le tableau 1.4.

L*N . ~
u:q U57n:Nn57P:Nps
i Up N iUrp N U
Jn:an7Jp:W7TJqu: vre
L L ; qL? N
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quantité | symbole valeur
T L maz|x — yla,y € Q
n, p, N N maz|N(z)|z € Q
quN
u g
€
D,, D, D maz(Dy(z), Dy(z))z € Q
D
My Hp E
DN
R N7l
L2
t —
D
TaB. 1.4: Normalisation de Brezzi
Le probleme devient
Aus =MNsg —Ps — N57
V-J,. =R, N, = ,un(/\QVns —nsVus),
Vd,. = —Rg, N, = p,(—=2*Vps — psVug),
Ug = Us + ‘/biy Ns =MNp,, Ps = PD, sur FD
Dans cette normalisation, la région d’épuisement, c’est a dire la région on Au = — N est vérifiée,

n’est pas nécessairement petite. L’analyse des équations de dérive-diffusion dans la normalisation
de Brezzi mene a la résolution de problemes a frontiere libre. Nous supposons que le dispositif

occupe encore une région D C R? avec la frontiere 9D = I'pUT y voir Figure 1.5 et les conditions

aux limites sont

U= Ud, B =nd, p=pd, sur I'p

Vu-v=J,-v=J,-v=0sur I'y.

En faisant tendre A — 0 dans les équations, le probleme g’écrit alors

Au=n—p— N,
nVu = pVu =0,
V-J,=R, V-J,=—-R.

(1.31)
(1.32)
(1.33)
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semi-conducteur de type p semi-conducteur de type n

Jonction

Fic. 1.5: Jonction pn

Ces dernieres équations suggerent que le domaine D se découpe en région ol Vu = 0 et en
région ou n = p = 0 dite zone de dépletion. La solution est donnée par

n=p=0, Au=—-N (1.34)
et ailleurs la solution vérifie
Vu=0. (1.35)

Nous supposerons que les u4 sont constantes par morceaux sur I'p, ug =V sur I'p, et ug =V,

sur I'p,,
Au=—-N dans €
u=W sur I'p,
u="V; sur I'p,
@ =0 sur I'y )
%
u="V;, Au=20 dans €4
u=V, Au=20 dans €2y
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En considérant que u, Vu sont continus a travers ['y et 'y, des frontieres de la zone de dépletion.
Alors le probleme (1.36) s’écrit

Au=—-N dans €

u=W sur I’y
(1.37)

u= Vs sur I’y

% =0 sur 0%

Nous nous intéressons dans le chapitre 3 a ’étude de ce probleme.






Chapitre 2

Eléments d’analyse et Régularité

Dans ce chapitre, nous commencons par donner les principales définitions et propriétés des
espaces de Sobolev sur un domaine borné de R", les théorémes d’injection et des résultats de la
théorie d’optimisation. Nous rappelons aussi les résultats de régularité des solutions du systeme
d’équations dans un semi-conducteur.

2.1 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev peuvent étre définis de différentes manieres lorsque "ouvert 2 consi-
déré est a frontiere réguliere. Les définitions correspondantes peuvent conduire & des espaces
différents lorsque la frontiere de € est peu réguliere. Pour cette raison, nous allons tout d’abord
rappeler la définition utilisée.

Soit © un ouvert de R" de frontiere I'. Soit LP(§2) lespace des fonctions a valeurs réelles
1/p
dont l'intégrale || ||, = | f(z)|Pdx est finie pour la mesure de Lebesgue dz dans Q pour

1 <p<ooet]fllo =sup-esszealf(z)].
Les espaces de Sobolev W™P?(Q) pour tout entier m > 0 et pour tout nombre p satisfaisant
1 < p < o0, sont définis par

WmP(Q) ={v e LP(Q);Va e N, |a| <m 0% € LP(Q)}.
ol o= (ag,...,05) et la| =>"  a;.

THEOREME 2.1
Muni de la norme

1/p

ol = 3 / 0o (e)de | sil<p< oo,
Q

| <m

|]|m,00 = sup {ess.sup |0%v(z)|} sl p= o0
|| <m rEQ

Uespace W™P(Q) est un espace de Banach.

29



30

Nous utilisons également les semi-normes suivantes associées aux normes

1/p

|V]mp = Z / |0%v(2)|P dz sil<p< oo,
|o|=m &

|0]im.c0 = sup {ess.sup |0%v(z)|} sl p = oo,
la|l=m z€Q

nous notons Wy""(Q) la fermeture de l'espace D(2) dans espace WP (). Dans le cas parti-
culier p = 2, nous adoptons les notations usuelles W™2(Q) = H™(Q), WJ"*(Q) = HF ().

2.2 Théoremes d’injection

2.2.1 Injections de Sobolev

Etant donnés deux espaces normés (X, || - |lx) et (Y,||-|ly), nous noterons X C_, Y pour
exprimer que X C Y avec injection continue, il existe ¢ > 0 tel que ||z|ly < ¢||z||x pour tout
x € X. Soit Q un ouvert de R" et j € N, nous désignons par CZ(Q) I’ensemble des fonctions u
telles que D®u est continue bornée sur € pour tout multi-indice o« € N avec |a] < j. Muni de

la norme HuHOi(Q) =D jat<j 1D oo, C](Q) est un espace de Banach.

THEOREME 2.2 (THEOREME D’INJECTION DE SOBOLEV)
Soit Q C R"™ un ouvert borné a frontiére lipschitzienne. Soit p € [1,00[,j € N;m € N*, alors
1. ) Simp<n

Witme(Q) c_, Wi (Q) pour tout p < r < &,
n—mp

en particulier pour j =0

np

WmP(Q) Co L7(2) pour tout p < r < .
n—mp

2. )Simp=n
Witme(Q) c_, W (Q) pour tout p < r < oo,

en particulier pour j =0

W™P(Q) C L"(Q2) pour tout p < r < oo.

2.2.2 Théoréme d’injection compacte

Etant donnés deux espaces normés (X, || - [|lx) et (Y,] - |ly), Uinjection de X dans Y est
compacte si la boule unité de X est relativement compacte dans Y, toute suite bornée dans X
possede alors une sous suite qui converge dans Y. Nous allons voir que dans le cas ou 'ouvert
Q est borné, la plupart des injections établies dans le théoreme précédent sont compactes. La
démonstration de ce résultat se trouve dans [3].
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THEOREME 2.3 (THEOREME DE RELLICH-KONDRACHOV)
Soit @ C R™ un ouvert borné a frontiére lipschitzienne. Soit p € [1,00[,7 € N,m € N".

1. Simp < n, les injections suivantes sont compactes

np

WHm’p(Q) C W”(Q) pour tout p < r < ,
n—mp

en particulier pour j = 0 Uinjection

np

Wm™P(Q) C L"(Q2) pour tout p < r < ———
n—mp

est compacte.

2. st mp > n, les injections suivantes sont compactes
WP (@) € ¢](Q)

et Witme(Q) c Wi (Q) pour tout 1 < r < oo,

en particulier pour j = 0 Uinjection
W™P(Q) C L"(Q) pour tout p < r < oo

est compacte.

2.3 Inégalités de Poincaré et Friedrichs

THEOREME 2.4
Soit Q@ C R™ un ouvert borné et soit 1 < p < oo. Alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que
0], < €|v]r, pour tout v e WP(Q).

THEOREME 2.5

Soit Q@ C R™ un ouvert connexe borné ayant la propriété du cone (en particulier un ouvert
connexe, borné, lipschitzien) et soit V.C HY(Q) un sous-espace vectoriel fermé tel que la seule
Jfonction constante appartenant a 'V soit la fonction nulle. Alors, il existe une constante ¢ > 0
telle que ||v||2¢q) < clvly pour tout v e V.

COROLLAIRE 2.1

Soit Q C R" un ouvert connexe borné et lipschitzien, et soit 'y C I' un sous-ensemble de mesure
strictement positive. On pose V. = {u € HY(Q) : you = 0 sur Uy} ot vy désigne la trace sur T
des fonctions de H'(Q). Alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que [|v||2(q) < ¢|v]1 pour tout

veV.

Pour la démonstration des résultats de cette section, le lecteur peut consulter les ouvrages [3, 53].
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2.4 Définitions et théorémes en optimisation

Dans sette section, nous rappelons quelques résultats sur I’existence, ’unicité des minima.
Nous ne les démontrons pas, pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur aux références
bibliographiques [35, 65].

Soit un probleme d’optimisation dans un cadre général

J(u)=inf J(v), uweV (2.1)
veV
ol V est un convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert H sur R et J est une fonctionnelle
définie sur V' & valeurs dans R.

ProrosiTioN 2.1
Si la fonctionnelle J est conveze, alors tout minimum local est un minimum global. St de plus,
J est strictement conveze, le minimum, quand il existe, est unique.

DEFINITION 2.1

La dérivée de la fonctionnelle J au point v dans la direction w est donnée par

J' (03 w) = lim J(v+tw) — J(w)

t—=0 t (2'2)

DEFINITION 2.2
On dit que J est Gateauz-différentiable si w — J'(v;w) est linéaire continue. Dans ce cas, la
Gateauz-dérivée de J est définie par

(J'(v);w) = J' (v; w) (2.3)

DEFINITION 2.3
S1

o(w) _

J(v+w)=J)+ (J'(v),w) + o(w) ot

— 2.4
lJw]|=0 ||| (24)

alors J est dite fréchet différentiable et la dérivée de Fréchet au point v est J'(v).
La différentiabilité au sens de Fréchet et la Gateaux-différentiabilité sont liées par

ProrosiTIiON 2.2
La Fréchet-différentiabilité entraine la Gateaua-différentiabilité. La réciproque est vraie si la
Gateauz-dérivée J'(v) est continue en v.

REMARQUE 2.1
La réciproque est en général fausse.

DEFINITION 2.4
On dit que J est semi-continue inférieurement si 'une des propriétés équivalentes suivantes est
vérifiée.
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1. [J < A] est fermé pour tout X € R avec [J < AN ={v eV :J(v) <A}

2. pour tout v € V, pour tout A réel tel que \ < J(v), il existe un voisinage U de v tel que
J(v) < X pour tout v € U,

3. pour tout v € V, on a J(v) < liminf,_, f(w).

ProrosiTiON 2.3
Soit U un convere de V. La fonctionnelle J sera convere si et seulement si sa J' est une

application monotone de V dans V*, c¢’est-a-dire si :
Yo,we V. (J'(v) = J(w);v—w) > 0.

DEFINITION 2.5
On dit que J est caercive si et seulement si

J(u) = 400 quand ||u|] — oo
Le théoreme suivant donne un résultat général sur I’existence de minima voir [35].

THEOREME 2.6
Si la fonctionnelle J est convexe, propre, semi-continue inférieurement et coercive alors J admet

Nous citons un deuxieme théoreme important en optimisation convexe.

THEOREME 2.7
Soit H un espace de Hilbert et V un convexe fermé non vide de H. Si J : 'V — R une fonctionelle
convezxe et Gateaux-différentiable. Alors un élément v de V' est un minimum si et seulement si

J'(usv—u) >0 YveV (cas avec contraintes: Inéquation d’Euler)
ou (2.5)
J'(u)=0 V =H (cas sans contraintes: Equation d’Euler)

2.5 Théoreme du point fixe de Schauder

THEOREME 2.8
Soit C un ensemble non vide compact convexe d’un espace de Banach E. Soit T une application

continue qui envoie C' dans C'. Alors, T posséde un point fixe.

Le corollaire qui suit est une extension du théoreme précédent. En pratique, il est plus souvent
utilisé que le Théoreme (2.8). En particulier, il est utilisé pour établir les résultats d’existence

pour un probleme elliptique semi-linéaire.

COROLLAIRE 2.2
Soit C' un ensemble conveze fermé borné non vide d’un espace de Banach F. Soit T une applica-
tion continue qui envoie C' dans C' telle que T (C') est précompact (son adhérence est compacte).

Alors T posséde un point fize.
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Nous rappelons aussi le théoreme du a Aubin donnant I'intégrabilité de e¥ pour ¢ appartenant

a H'(Q) lorsque Q C R?,

THEOREME 2.9
Si o € HY Q) alors € est intégrable. De plus, il existe oy, ay, ag (constantes positives) telles
que pour tout ¢ € HY(Q), on ait

/ @)y < qpe2llelEraslivell (2.6)
Q

REMARQUE 2.2
Le résultat du théoréme ci-dessus n’est pas valable en dimension 3.

ProrosiTiON 2.4

Soit v e WHP(Q). Alors, pour tout réel k, la fonction (v—k)x € WHP(Q). Si on suppose de plus
que la trace de v sur 9 est bornée et sup.essycanl|v(x)| < ko alors pour tout k > ko, (v—1Fk)x €
WyP(Q).

2.6 Régularité des problemes elliptiques a ccefficients constants

Dans cette section, nous rappelons les résultats de régularité, voir [53], concernant le probleme
elliptique

Au=f dans (2.7)

ou le bord I' est polygonal, c’est-a-dire qu’il est 'union d’un nombre fini de segments I';,1 < 5 <
J. La mesure de I’angle intérieur au point o; ou I'; rejoint I'; 4 est notée w;. Sur chaque segment
I'; on impose une condition de Dirichlet ou de Neumann. Soit une partition de {j /1 < j < J}
formée de deux sous-ensembles D et N tels que:

U|F] = g;, j € D7 (2.8)
I/]‘.VU|FJ =g;, €N (2.9)

et g;j(0;) = g;41(0;) pour j,j+ 1€ D. Soit S le sous-ensemble de {j /1 < j < J} pour lequel
les conditions aux limites sont les mémes sur I'; et I';11; et soit M le sous-ensemble pour lequel
les conditions aux limites changent de types de I'; a I';4;. Le probleme est de savoir si pour
FeLP(Q),(1<p<oo)onauec WiP(Q). On se restreint au cas ol les conditions aux limites
sont homogenes. Soit r; la distance de z a o; et §; 'angle entre le vecteur ;2 et I';14 (6; > 0
quand z € © dans un voisinage de o;). Nous définissons a présent les fonctions singulieres u;

pour

;2
1<k<dZ gijes,
5ho 3
W T 3r
1<k<2L=4=-5sijeM etw;, #—,—,
Tp 2 7272 (2.10)
o« . 7T
aucun k, Sl]GMetwj:§7

3 1 ) 3
1<k<—=4=-#2, pourjeM etwj:—ﬂ7
p 2 2
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oul/p+1/p =1.

Tw; . 0; .o .

rf / J51n(kﬂi), sijetj+1€D,
j

fw o; .o .

rf / JCOS(ICTF—{), sijetj+1€N,
k@ =9 e 1w (2.11)

r; Jsin((k—§)w—j€j), sijeDetj+1€N,

—1/2) 7wy . N . ,
r;k 1/2)7fw; sin((k — §)w—j(wj —0;)),sijeNetj+1eD.

dans un voisinage de o;.
Pour chaque voisinage V de o;, ujr € W*P(Q\ V) et vérifie les conditions aux limites (2.8)
et (2.9) avec ¢g; = 0.

THEOREME 2.10

Supposons que w; 7 /(2p') (pour j € S) etw; w/(2p")+1/2 (pour j € M) ne sont pas des entiers.
Soit u une solution de (2.7)-(2.9) avec f € LP(Q) (1 <p < o0) et g; =0,1 <j<.J. Alors il
existe des constantes c; j tels que uw— > ¢; ju; j € W2P(Q), ol on somme sur tous les j tels que
1< j < J et tous les k vérifiant la condition (2.10).

2.6.1 Cas ou I'p et I'y se joignent a angles droits

LEMME 2.1
on considere le probleme elliptique sur le domaine rectangulaire 2, formé par des segments de
Dirichlet et de Neumann qui se joignent a angles droits et f une fonction de L*(Q). Soit u la

solution du probleme suivant

Au = f dans €,
u=20 sur'p,
v-Vu=0 sury.

Dans ce cas w; = /2 pour 1 < j < 4, S = 0. La solution u du probléme ne présente pas de
singularités auz points de changements de conditions auzx limites et u € H?().

2.6.2 Cas ou I'p et I'y se joignent a angles plats

Soit © un domaine rectangulaire formé par de segments de Dirichlet et de Neumann qui se
joignent a angles droits et a angles plats.

LEMME 2.2
Soient Q le domaine rectangulaire représenté par la Figure 2.1 et f € L*(Q). La solution u du

probleme suivant

Au = f dans , (2.12)
uw=0sur'p, (2.13)
v-Vu=0 surI'ny (2.14)
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Fic. 2.1: Exemple de changement de conditions aux limites

présente des singularités aux points oo et o3,

U= ¢+ 203+ 33,
ol ¢y :r;/zcos%?, ¢3IT;/2COS%’7 cj € R pour j =2,3 et ¢ € H*(Q).

De plus on a
19ll22 < Cll fllrz(e) €t lej] < Clfllrz@) (7= 2.3).

REMARQUE 2.3

Notons que la solution de (2.12)-(2.14), n’appartient pas ¢ H*(Q). En fait pour tout 0 < § < 1,u
est dans WHA=%(Q), puisque ¢o et ¢z appartiennent ¢ WHA=%(Q), mais n'appartiennent pas a
wWi4(Q).

LEMME 2.3
La solution u de (2.12)-(2.14) appartient ¢ W*2(Q) = W%3(Q) & M, ot M est le sous espace
engendré par les fonctions ¢9 et ¢3. De plus, elle vérifie estimation suivante

lellwez () < ClISl2-

Démonstration. D’apres le théoreme de Sobolev, on a W22(Q) ¢ C%NQ) pour 0 < A < 1, et
par suite ¢ € CON(Q). Par contre ¢, et ¢3 sont dans C*1/2(Q). Nous pouvons donc considérer
la solution comme étant entierement définie a partir du triplet (¢, ¢2, ¢3). Soit donc M le sous
espace engendré par ¢, et ¢s. L’ensemble des solutions du probleme (2.12)-(2.14) se trouve dans
W2EQ) = H3(Q) & M. Pour u € W*%(Q), introduisons la norme suivante
1/2
lullwez) = (101132 + leal? + Jes|?) 7.

Il est clair que W%2(Q) est un espace de Banach pour cette norme et que la solution u du
probleme (2.12)-(2.14) vérifie

[ullwz2q) < Cl fll2,
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puisque
[6]l2.2 < Cllfll2 et |ej| < Clfll2 pour j =2 ouj=3.

|

ProrosiTION 2.5
Soient Q le domaine représenté par la figure 2.1, f € LP(Q) et ug € W2/P2(I'p) avec 1 < p <
4. On considere le probléme non homogéne suivant

Au = f dans , (2.15)
u=ug sur I'p, (2.16)
v-Vu=0 surI'y. (2.17)

Alors
sil<p<4/3,ueW?P(Q) de plus elle satisfait 'estimation suivante
lullap < € |17+ lwolly_s, |
si4/3 < p < 4, alors u est de la forme u = ¢+ cady + c3d3, ot ¢ € W2P(Q) et ¢o, b3 sont dans
W4=3(Q) mais nappartiennent pas o WH*(Q). De plus u satisfait

lullwesi@y < C (11l + luollo—s ]

ou W2P(Q) = W2P(Q) & M, M ¢étant le sous-espace engendré par les fonctions singuliéres
¢27 ¢3-

2.7 Régularité pour des problemes elliptiques a coefficients va-
riables

Soit €2 un rectangle tels que I'p et 'y forment une partition de sa frontiere. Les points de
jonction entre I'p et 'y sont a lintérieur des cotés de €, les angles associés sont done 7.

On suppose qu’il existe deux réels ag, a; telles que 0 < ag < a(z) < a; pour tout z € Q et
que f € LP(Q) avec 1 < p < co. Soit le probleme suivant

V - (aVu) = f dans Q, (2.18)
u = ug sur I'p, (2.19)
v-Vu=0sur 'y, (2.20)

1
Pour espérer avoir u dans WP (Q), il faut supposer que ug € W~ »”(I'p). On va donc chercher
une condition suffisante sur @ pour avoir la méme régularité que le probleme (2.15)-(2.17).

THEOREME 2.11
Siac WhPH(Q),0< < 1 et feLP(Q) (p>1), alors la solution du probleme (2.18)-(2.20)
est dans W4=°(Q). De plus on a

e
€ WI() ot g = PFIE =)
U () ou ¢ P
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REMARQUE 2.4
Soit w la solution du probléme (2.18)-(2.20)

1. Pour a € W'3(Q) et p = 2, la solution u est dans H*(Q) & M.
2. Pour a € Wh>(Q), la solution u est dans W% (Q) & M ou qo = min(p,4 — ).

3. On peut donc supposer comme régularité du probléeme considéré:

U= UR+ us
ot up € W2P(Q), si p=2 ou bien si p# 2 avec 2 —2/p
et 5/2 — 2/p qui ne sont pas des entiers,
et ug € M (lespace engendré par les fonctions

exprimant les singularités aux angles plats).

2.8 Régularité des équations de base des semi-conducteurs

Il s’agit de rappeler les résultats donnés par Nachaoui [57, 94]. Pour ¢ € [0, 1], on consideére
lapplication F; : (n,p) — (n',p’) définie dans un espace de Banach comme suit:

V-(eVu)=tq(n—p—N) dans £,
V- (DnVn’ — I n'Vu) =tR(n,p,u) dans €,
V- (Dpr/ + fhp p/Vu) =tR(n,p,u) dans £, (2.21)
u=ug,n' =ng,p' =po sur Ip,

8u_8n’_8_p’_

27— = Ty
v v v 0 sur Ly

Notons que 'on ne peut pas utiliser directement le dernier point de la Remarque 2.4 parce que
dans la deuxieme et troisieme équation de (2.21),il y a les termes p,n'Vu et p,p'Vu o n' et p/

sont des inconnues du probléeme, cela nous conduit a énoncer la propriété de régularité suivante.

ProrosiTION 2.6
Pour un couple (n,p) de LI(Q) x L1(Q) fizé, avec 2 < q < oo, tel que R(u,n,p) € L*(Q) alors
(n',p) € WHA=5(Q) x Wh4=9(Q), on § est arbitrairement petit 0 < § < 1.



Chapitre 3

Identification d’une frontiere libre

L’objectif de ce chapitre est I’étude du probleme suivant

—Au =N dans Q,
Au=10 dans €2,
Au=10 dans €2,
u=W dans €24,

u= Vs dans €25, (3.1)
u=W sur I'p, ,

u= Vs sur I'p,,

0

8—3 =0 sur 'y

dont les inconnues sont u et les deux frontieres bilatérales I'y,'s délimitant le domaine €2,
voir Figure 3.1. Nous allons montrer que ce probleme admet une solution en le formulant en
un probleme d’inéquation variationnelle. Puis nous donnons son approximation en inéquation
variationnelle. Nous considérons le probleme suivant, équivalent au probleme (3.1),

—Au =N dans €,

u=W sur I'q,
u="V sur I'y, (3:2)
% = sur Jf)

3.1 Formulation en inéquation variationnelle

Dans cette section, Nous allons écrire le probleme (3.1) sous forme d’une inéquation varia-
tionnelle. Nous avons, voir chapitre 1, N = —¢g Np /e dans Q; et N = ¢ N4 /e dans Q5 alors

—Au=02> Ndans ; et — Au=0< N dans Q.

39
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semi-conducteur de type p semi-conducteur de type n

Jonction

Fic. 3.1: Jonction pn

Alors u satisfait les relations suivantes

—Au>N, u>Vy, (u—V3)(Au+ N)=0 dans DN {u < V1},
(3.3)
—Au <N, u<Vy, (u—=V)(Au+ N)=0 dans Dn{u>Vy}

ou D=Q,UQUN,.
Ces deux relations montrent que u est solution d’un probleme & double obstacle V; et V5.
Soit
U={veH (D), v=VisurI'p, et v="VosurI'p, },

et considérons le convexe K défini par
K={velU V,<v<WV}.

Considérons la forme bilinéaire a(-, ) définie par

a(e,¥) = /D V- Vide.

D’apres (3.3), le probleme (3.1) devient voir [1, 44]

trouver u € K telle que
a(u,v—u) > / N(v—wu)dz Vv e K. (3.4)
D

Dans cette formulation les frontieres libres n’apparaissent plus comme inconnues, elles sont
obtenues implicitement par la comparaison de la solution a Vi et V5.
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Afin de donner une approximation par éléments finis du probléeme (3.4), nous allons rappeler
les techniques de discrétisation par éléments finis.

Nous supposons que D est un ouvert polygonal de R2. Soit 7}, une triangulation de D telle

Ur

TeT,

que

otl les triangles 7" sont supposés non dégénérés (c’est & dire d’intérieur non vide). 7% vérifie les
propriétés suivantes.

Pour T, T’ € T}, deux triangles distincts, nous avons

e ou bien T et T’ ont une intersection vide,
e ou bien T et T’ ont en commun un sommet, (3.5)
e ou bien T et T’ ont en commun une arréte.

Nous supposons que la famille de triangulation 7j est réguliere, cela veut dire que

h
Ja>0, L<a, YT T,
Tk

ol hy est le diametre de T et ry est le diametre de la plus grande boule inscrite dans 7T'. Soit
T un triangle de 7, nous désignons par P;(7") I'ensemble des polynémes de degré inférieur ou
égal a 1 sur T. Nous associons & T, 'espace usuel d’éléments finis.

Xy, = {Uh € CO(E), Uh|T € Pl(T), VT e ﬁ}

Considérons maintenant le probleme d’approximation de l'inéquation (3.4) par la méthode des
éléments finis. Définissons Uy, par Uy = X, NU et le convexe K}, par

K, = {Uh ely, Vo<, < Vl}.

Alors, 'approximation élément fini du probleme (3.4) est donnée par

Trouver uy, € K, telle que
a(up, vy — up) > / N(vy —up)dz, Yoy, € Ky, (3.6)
D

La forme bilinéaire a(-, -) est symétrique donc la solution de I'inéquation variationnelle (3.6)
est celle du probleme de minimisation suivant voir [52].

trouver uy € Ky telle que
J(uh) < J(Uh) Yy, € Ky, (3.7)

oﬁJ(v):—avv /Nvdx

Le probleme (3.7) se ramene & un probleme de programmation quadratique dans R™ [52],
ol ny, est le nombre d’inconnues du probleme (3.7).
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Soit (w;)i=1,... n, une base d’éléments finis, alors

 — — T —+
J(Uh):§vh CARVE =V -

......

et fr = (/ N w; dw) ol vp; = vy (p;) valeur de v au noeud p; pour 1 < j < ny,.
D 1<j<nh

Pour résoudre le probleme (3.7), nous pouvons utiliser I’algorithme de sur-relaxation défini
comme suit [52].
Etant donné Uy dans K, nous déterminons ﬁn—l—l A partir de U,, comme suit

1. Soit u?—H/z la solution du probleme

aJp
+1 +1 n+1/2 _
o (ul ™ T JUT gy - UR () = 0,
+1

2. Puis on détermine u;"" par

ue. = min(Vy, (1 — w)ul + wu,

ut = max(Vy, u,).

L’avantage des inéquations variationnelles est de travailler sur un domaine fixe et donc un
maillage fixe ce qui nécessite un seul stockage de la matrice Ay,. Un inconvénient majeur de
I'utilisation des inéquations variationnelles est que la frontiere libre n’est pas déterminée direc-
tement, nous ne pouvons pas la déterminer d’une facon tres précise. Le moyen le plus simple
pour la déterminer ici est la comparaison avec les obstacles. Comme la zone de dépletion est
petite par rapport au domaine fixe, un maillage tres fin est nécessaire pour identifier les fron-
tieres libres, ceci est un autre inconvénient. Pour éviter ce probleme, nous proposons dans ce
qui suit des méthodes qui permettent d’identifier directement la frontiere libre méme avec des
maillages grossiers. Nous nous intéressons désormais a l'identification des frontieres libres I'y et

I'y du probleme (3.2).

3.2 Paramétrisation et formulation du probleme

Nous commencons par donner une paramétrisation du domaine 2 par des fonctions a et g
de classes C'91(Q).

Nous considérons la paramétrisation suivante du domaine €2
Qa, p) = {(x,y) eR*: 0<y<1,aly) <z<py) pour tout y € [0,1]}.
Notons I'(«, ) la frontiere du domaine Q(a, 3) et

Fl(oe):{(x,y)ERz: w:oe(y),Ogygl}CF(oe,ﬁ),
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Fﬂmz{@wﬁeR% wzﬂ@%OSyél}CFWM)

ou les fonctions paramétrisantes « et 3 sont des éléments de I’ensemble des fonctions admissibles

noté U,y défini de la fagon suivante

uad = {(O@ﬂ) € (CO71[07 1])27 a1 S 04(9) S ag < as S ﬁ(y) S Gy Vy € [07 1]7
[ Nwdedy=0. lals) - alo)] < asly - ol
Q(avﬁ)

18(y) = B < asly—y| Yy, g€ [071]}

ou aq, ..., ag sont des constantes données.
Alors le probleme (3.2) s’écrit

—Au=N dans Q(«, 5),
u="V sur 'y (),
(3.8)
u="V; sur 'y (),
Jdu
Em =0 sur I'(a, 3).

Notons que les inconnues de ce probleme sont le potentiel u et les deux frontieres I'y («) et I'2(5).
Ce probleme est formé d’une équation de Poisson dans Q(«, ), une condition de Neumann sur
tout le bord I'(a, 3) de Q(«, ) et deux conditions de Dirichlet sur I'y (a) et I'3(5). Nous allons
donner une formulation variationnelle du probleme de Neumann extrait du probleme (3.8). Pour

ceci, nous considérons le probleme d’inconnue u suivant.

—Au=N dans Q(«, 5),

Jdu
Em =0 sur I'(a, 3).

Soit v € HY(Q(«, 8)), multiplions —Aw par v et une intégration par partie nous donne

/ Vu-Vvdac:/ Nuvdz.
Q(a,8) Q(a,8)

Alors une formulation faible du probleme (3.8) s’écrit

/ Vu-Vvdw:/ Nodx Yo e HY(Q(«, 3)),
Q(a,8) Q(a,8)

u =V sur I'1(«), (3.9)

u =V, sur I'y(5).
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Nous nous intéressons dans la section suivante a écrire le probleme approché associé au probleme

(3.9).

3.3 Approximation par éléments finis

Nous présentons une discrétisation du probleme (3.9) a l'aide de la méthode des éléments
finis et nous donnons le syteme algébrique qui résulte de cette approximation. Soit A > 0 un
parametre de discrétisation et considérons 0 = yo < y1 < ... < Ypn) = 1 une subdivision de
[0, 1] telle que maxy<;<p(n) ly; — yj—1] < h

Soit Z/{fd I’ensemble des fonctions admissibles approché, défini par

a

Ut = {(ah,ﬁh) tayp, B, € C°(0,1), oy, B, polynémiales par morceaux de degré 1,

a1 < an(y) < as < as < Faly) < a1 Vy € [0,1],/ N dady = 0,
Q(op,Bh)

lon (y;) — anly;—1)| < asly; — yi—ils  1B(y;) — Br(yi—1)| < asly; —yj—1lj =1, ---7m(h)}

ol a; — ag sont des constantes. Soient ['y(ay) et I'2(3y) les parties linéaires par morceaux
approchant respectivement 'y («) et I'3(5). Nous notons par

Qon ) = {(r) €R?: 0<y <1 anly) <o < fuly) }

le domaine polygonal défini par les fonctions ay, et 3.
Considérons T"(ay, 34) une triangulation de Q(ay, 34) telle que

Q)= |J T

TeT?(an,Br)

otl les triangles 7" sont supposés non dégénérés. T"(ay, 31,) vérifie les propriétés (3.5).

Nous supposons que la famille de triangulation Th(oeh, B1) est réguliere et qu’elle vérifie les
conditions de régularité (voir [115]) suivantes

- Pour chaque h > 0 fixé, 7" (ay, 8;) dépend contintiment de (ay, 8;) € U",.

- Pour chaque h > 0 fixé, T"(ay, 31,) sont topologiquement équivalentes pour (ap, 8) € U,
i.e. le nombre de nceuds de T"(ay, 81) est le méme pour tout (ayp, 8) € UL, et les nceuds ont le
méme voisinage.

- La famille {7"(ap, 8)} est uniformément réguliere par rapport a h et (ay, B,) € UL, i.e.
il existe une constante vy > 0 telle que

v(h,an, Br) > vo Yh>0, V(an Br) €U

ot v(h, ap, By) est le plus petit angle intérieur de tous les triangles 7" (ay, 31).
Nous associons & 7" (ay, 31) I'espace des éléments finis usuel suivant

X"(Qap, Br)) = {Uh € C°(Qan, Br)), vnlr € P(T), VT € Th(ahvﬁh)}-
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Alors le probleme approché associé au probleme (3.9) est
/ Vuh-Vvhdx:/ N, dz, Vv, € X" (Qew, B1)),
Qan,Bn) Qan,Pn)

up, = Vi sur I'y (ag), (3.10)

up, = Va sur I'a(84).

Nous nous intéressons maintenant a la discrétisation du probleme (3.10). Posons a; = ay,(y;) et
B; = Prly;), 7 =0,1,...,m(h), alors Z/{fd g’identifie &

U, = {(ayﬁ) L o= (00, )T € RO 5= (B, BT € RPITL

ap Saj<ay<az<fj<ag Vj= 07---7m(h)7/ N(z,y)dedy=0
Qp(on,0m)

|l — 1| <asly; — yj—1l, 185 — Bj—1l < asly; —yi-1| J=1, ---vm(h)}-

Supposons que le maillage de Q(ay, 1) soit uniforme dans la direction (Oy), avec un pas de
discrétisation h, = 1/m tandis que dans la direction (Oz), a chaque niveau de y, nous définissons
un pas de discrétisation h, ; = (f;—a;)/n auniveau y;, j =1, m+1alors n(h) = (n+1)(m+1).
Désignons par ¢;, 1< i < n(h), les fonctions de X" (Q(ay, 81,)) vérifiant

¢i(bj) = &;; 1 < 4,5 < n(h)
ol §;; est le symbole de Kronecker et b;, 1 < j < n(h), sont les nceuds de la triangulation
T" (e, Br) tels que b; € Q(ay, B1).

Alors (@1, ...y () est une base de X™M(Q(ap, Br)). Dot tout élément vy, € X*(Q(av, B1))
s’écrit

n(h) n(h)
v =Y on(bj)d; =Y vio;
i=1 i=1

ot v; = vp,(b;) et vy est un vecteur de R™.

Le probleme discrétisé s’écrit

t = T B= T eR™ et u= T e RMM) tel

rouver & = (ay, ooy Og1)’ s B = (B1yeeey Bng1)” € et u = (U, .oy Un())" € els
que

s uj/ Vo, -quldacdy:/ Néydedy — 1=1,....n(h), (3.114)
Qp(,B) Qp(on,08n)
n(h)
D uidi(a) =W I=1omat 1, (31140 (5
7=1

n(h)
Y uidi(B) = Va I=1,....m+1. (3.11iii)
7=1
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Comme les vecteurs a et 3 sont aussi inconnus, le systeme algébrique (3.11) est non-linéaire.

Dans la section suivante, nous donnons des algorithmes permettant de résoudre le probleme
(3.11).

3.4 Description des méthodes de résolution

Nous exposons deux méthodes de résolution du probleme (3.11). Une premiere méthode
consiste & écrire (3.11) sous la forme F(U) = 0 ot U = (u, e, 3)T. En se donnant un vecteur

initial U° = (u°, a®, ﬁO)T, nous pouvons calculer une approximation U” en utilisant des méthodes
de type Quasi-Newton. Le test d’arrét le plus naturel est

\UF — UF| < 6,

olt [Uls = maxi<j<m+1 |Uj| et § est la précision désirée. Comme notre but principal est de
calculer « et 3, nous adoptons le test d’arrét suivant

lof L — k| 4|8 — ¥ < 6, (3.12)

ol |a|oe = maxj<j<m+1 |a;|. Nous montrons numériquement que ce test est suffisant. La pre-
miere méthode est donnée dans I'algorithme suivant

ALGORITHME 3.1

1. u®, aP, 39 données, k =0
Trouver (u*, o, B%) solution de (3.11 i)-(3.11 iii)
Sile test (3.12) est satisfait aller a 5

k=k+1 allera 2

o e e

Trouver u* solution de (3.11 i) dans Q(a*, B%).

Nous utilisons la méthode de Broyden [22]. Cette méthode évite le calcul de la matrice jacobienne
a chaque itération. Elle remplace I’évaluation de l'inverse de la matrice jacobienne par une mise
a jour de la précédente approximation. Nous comparons le résultat de cet algorithme avec une
variante de I’algorithme proposé par Eirola et Nevanlinna [34]. Les deux algorithmes de Quasi-
Newton utilisés sont les suivants.

ALGORITHME 3.2
Méthode de Broyden (MB)
Initialisation: ug, Ho arbitraires,
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Pour k=012,...:

Pk
UE+1
qk
Ir
Hy
fin.
ALGORITHME 3.3
Méthode EN (MEN)
Initialisation: ug, Ho arbitraires,
Pour k=01.2,...:
Pk
qk
Ir
Hy
Dk
Uk41

fin.

—HpF(ug),

Uk + Pk

Fuggr) — Fug),
H p,

Hy +
fLax

—HpF(uyg),

Fug + pr) — Fug),
Hl'py,

(pr — Hrqr) f

Hy +

L
_Hk-l-lF(uk)v
U ‘|’Z3k7

(pr — Hrqr)

9

9

Notons que la nouvelle approximation Hyyq de I'inverse de la matrice jacobienne est utilisée

dans I’Algorithme 3.3 pour évaluer le vecteur direction py. Dans I’Algorithme 3.2, Hy évalue le

vecteur direction py.

La deuxiéeme méthode est basée sur le découplage de la partie du systeme algébrique (3.11)

contenant les valeurs du potentiel (3.11 i) de la partie contenant les nceuds de la frontiere libre

(3.11 @) et (3.11 4ii) qui peut s’écrire sous la forme G/(«, 3) = 0. Ceci ramene le probleme a la

résolution d’une facon alternative d’un probleme linéaire et d’un probleme non-linéaire dont la

dimension est tres inférieure a celle du probleme de départ. Ce découplage introduit une difliculté,

la matrice jacobienne n’est pas disponible puisque le systeme ne s’écrit qu’implicitement en

fonction des inconnues. L’algorithme correspondant a cette méthode est le suivant.

ALGORITHME 3.4

1. o, 3° données, k =0

2. Trouver u* solution de (3.11 i) dans Q(a*, 3¥)
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3. Trouver (o**1, B*1Y) solution de (3.11 ii)-(3.11 iii)
4. Sile test (3.12) est satisfait fin

5. k=k+1 aller a 2

REMARQUE 3.1

Pour la premiére méthode F(U) = 0, la méthode de Newton peut étre utilisée car la matrice
jacobienne peut se calculer tandis que dans la seconde méthode, nous ne pouvons pas calculer cette
matrice puisque G, 3) est déterminée implicitement par la résolution d’un systéme linéaire.

L’utilisation de I’Algorithme 3.4 revient a ’approximation de I’équation de Poisson assujetie a
I'une des conditions aux limites sur I'; U 'y (condition de Neumann dans I’Algorithme 3.4), et
la condition de Neumann sur le reste du bord suivi par la résolution d’un probleme non-linéaire
écrit en fonction de 'autre condition aux limites sur I'y U 'y ou les inconnues sont les noeuds
des frontieres libres. La résolution du systéme non-linéaire nécessite uniquement la valeur de u
ou de sa dérivée normale sur I'y UT's et non les valeurs de u a 'intérieur de 2. Nous pouvons
obtenir ces valeurs en utilisant une formulation en équations intégrales et une approximation
par éléments frontieres. Nous allons développer cette idée dans la section suivante.

3.5 Equations intégrales, éléments frontieres

L’Algorithme 3.4 est une forme d’approximation du probleme (3.8) qui fait apparaitre le
découplage de la condition aux limites. Une écriture de ce probleme est

“Au=N dans Q(«, 3),
du
=0 sur 00\ (I'1 (o) U I'2(5)),
v
w=V, sur T'y (o),
(3.13)
uw=V, sur T'2(5),
0
8_Z -0 sur T'y (o),
0
8_3 -0 sur T'2(5).
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Cette écriture suggere un autre algorithme ol I’étape 2 de I’Algorithme 3.4 est remplacée par

une approximation de

—-Au=N dans Q(a, ),
du
8_:0 sur IQ\ (I'1 (o) UT2(5)),
Y (3.14)
u="V sur I'y (o),
u="V; sur I'y(5).
L’étape 3 est remplacée par la résolution du probleme
% =0 sur (),
(3.15)
du
i 0 sur I'y(f).

du N N
Notons que dans les deux cas, les valeurs de # ou — sur les frontieres sont obtenues implicitement

v
a partir de la résolution d’un probleme aux limites du type

—Av=f dans Q,

ov

— =0 sur 9Qn, (3.16)
Jdv

v =1y sur J€2p.
Nous exposons dans ce qui suit la formulation par équations intégrales qui permet d’obtenir v

v . . ,os . . .y N
et ™ sur le bord sans faire de discrétisation du domaine. Considérons le probleme dans une
v

forme générale, avec condition de Neumann non homogene, alors le probleme est

trouver w tel que
—Aw=f dans Q,
w=wp sur 0{2p, (3.17)

8_w =wpy sur 09y
v

ol le bord de Q est 9Q = 0Qp U I Q.
Nous commencons par décrire la méthode des équations intégrales. Le principe de cette
méthode est basé sur la recherche d’une solution élémentaire, ou fonction de Green, de 'opérateur

Laplace. En dimension 2, nous avons
2rw(z)  six€Q,

/ Ay loglz —ylw(y)dy=q 0(x)w(z) siaz eI, (3.18)
¢ 0 si z € RP\ Q,
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ot & = (z1,22), ¥y = (Y1, 42) et |z —y| = (x1 — y1)? + (22 — y2)?)"/? et 6(x) est I'angle solide.
Afin de donner une représentation intégrale du probleme (3.17). Rappelons d’abord que pour
un champ W assez régulier, nous avons

Wi vy ds, = [ VW), (3.19)
[219) Q

oll v, est le vecteur unitaire normal a 02 en y.
Soit @ € R?, posons dans (3.19) W = w Vlog |z — -|, alors de (3.19) découle

/89 w(y) Vylog |z — y| - vy dsy, = /va (w(y) Vieoglz — y|) dy
D’ou
Ologlz —y
/ w(y)%dsy = / Vyw(y) - Vyloglz — y dy—l—/ w(y)Ayloglz —yldy. (3.20)
an Vy Q Q

En appliquant (3.19) cette fois-ci au champs W = log |z — -|Vw, nous obtenons

ow
/ log | — y] 5 ) dsy = / Vyw(y) - Vylogle —y| dy —I—/ log |z — y|Ayw(y) dy.  (3.21)
a0 v Q Q

y
En soustrayant (3.20) de (3.21), il vient

Jdlog |z — Jw
/ (W(y)% — log |z — y| a(y)) dsy = / W(y)Ayloglw—yldy—/ [(y) log |z—y| dy.
o0 Uy Uy Q Q

D’apres I’égalité (3.18), cette derniere égalité devient

dlog |z — y| aw(y)) /
wiy) —2" 2 _Jog |z — y|—L | ds, + log |z — y| d
/89( (v) o, gle —yl v, y Qf(y) gle —yldy

2rw(z)  siax €Q,
=< f(z)w(z) siz €, (3.22)
0 si z € R?\ Q.

Considérons z € 09, alors (3.22) s’écrit

b wie) = [ (o2 taglo - 280 s, 4 [ ) el - sl (32

y
Cette équation est appelée représentation ou équation intégrale de w sur JQ et nous nous
intéressons maintenant a sa discrétisation. La discrétisation par éléments de frontiere consiste
a subdiviser la frontiere du domaine €2 en un nombre fini d’éléments. Nous allons donner une

approximation de (3.23). Nous supposons que les nceuds sont les milieux de chaque élément et

que les valeurs de w et de 5 sont constantes sur chaque élément. La frontiere est subdivisée
v

. 12 Jw
en n éléments c’est & dire 982 = U7_, I';. Sur chaque élément I'; les valeurs de w et de Em sont
v

constantes. Alors (3.23) s’écrit

n

b wii) = 3 wli) [ SRR, Zq] | elet —slds, a2

]:1 J
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élément

noeud

FIG. 3.2: Elément constant

oiv g = (520) Gy e dti) = [ ] o) = .

ow
Dans le cas d’éléments constants, la valeur de w et celle de — sont supposées constantes
sur chaque élément et égales & la valeur au point milieu de l’élémelflt. Les points extrémes sont
utilisés simplement pour détérminer la géométrie du domaine.
Notons par u; la valeur de u associée a I’élément j,

* 810g|$_y|
9 = —F —

et u* =loglz — vyl.
o, glv -yl

alors (3.24) devient
Jj=n 7=n
Hiwi—l—ij/ q*ds:qu/ uw*ds+ d(i). (3.25)
]:1 FJ ]:1 FJ

Remarquons que nous avons deux intégrales a calculer sur chaque élément i.e. / g dl et

FJ
/ w*dl.
r

J
Ces intégrales sont reliées au nceud z(7) ot la solution fondamentale est appliquée & chaque

neeuds y(7). Pour ceci, nous posons

Fij:/ g ds et Gij:/ w* ds.
I I

J J
Alors (3.25) s’écrit

i=n

7=n
0; w; + Zﬁijw]‘ = Z Gij(]j + d(l) (3.26)
7=1

i=1
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En posant H;; = Fij + 6; 6;; ot 6 denote le symbole de Kronecker, (3.26) devient alors
j=n j=n
ZHZ']‘U)]‘ = ZGZ']‘(]]‘ + d(l) (3.27)
i=1 i=1

Nous obtenons alors un systéme d’équations résultant de ’application de (3.27) a chaque élément
de la frontiere, que nous écrivons sous la forme matricielle

Hw=_Gq+d, (3.28)

ou H et (& sont deux matrices carrées d’ordre n et u et ¢ sont deux vecteurs de R™. Notons que
ny valeurs de u et ny valeurs de ¢ sont connues sur I'y et I'y respectivement (nq 4+ ny = n), alors
il y a » inconnues dans le systéme d’équations (3.28).

Afin d’introduire les conditions aux limites du probleme (3.17), nous pouvons réarranger le
systeme en déplagant les colonnes de H et G d’'un membre a l'autre de I’égalité (3.28) et en
regroupant toutes les inconnues dans le premier membre, alors nous obtenons le systeme

AX =, (3.29)

ou X est le vecteur contenant les valeurs inconnues de w et ¢ sur la frontiere, et Y est calculé
en multilpliant les colonnes correspondantes de H et GG par les valeurs connues de w et g.
L’équation (3.29) peut maintenant étre résolue et toutes les valeurs sur le bord domaine seront
connues. Ceci nous permet de calculer la solution a I'intérieur du domaine €2 ou ses dérivées.
La valeur de w est calculée en chaque point interne en utilisant la formule (3.22). Apres avoir
discrétisé cette formule, nous obtenons que

7=n 7=n
w; = ZG” q; — ZHZ']‘ w; + d(l)
7=1 7=1

Les ceefficients G;; et H;; sont recalculés a nouveau pour chaque différents points internes. La
valeur du flux interne est donnée par

ouy ou* dq*

au) ou* / 0q*
— ] = dl' — | uw—dI.
(3y . Jr "oy r Oy

Evaluation des intégrales

Les ceefficients (;; et H;; qui apparaissent dans les expressions précédentes peuvent étre calculés
en utilisant une formule d’intégration numérique (par exemple quadrature de Gauss) pour le cas
i # j. Dans le cas ou ¢ et j sont sur le méme élément (i.e. i = j) la singularité de la solution
fondamentale nécessite un traitement spécifique. Pour le cas d’éléments constants, les coefficients
G'i; et Hj; se calculent analytiquement, le terme H;; est identiquement nul, puisque v le vecteur
normal est perpendiculaire au vecteur 7,voir Figure 3.3
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Fic. 3.3: Coordonnées d’élément

— Ju* Or
e Hy = *dl = —dl' =
e /pl.q r, Or Ov 0

Gii:/ u*dF:/ ln(l)df.
I I r

Pour intégrer cette expression, nous utilisons le changement de variable suivant

) )
= — dFId :—d
=38 r= g

ol [ est la longueur de 1’élément. Alors

(2) 1 (2) 1
Gii - /(1) fn (;) =2 /noeud zln (;) ar
1 2 2 1 1
() () () )

La derniere intégrale vaut 1, par suite

i) 1)

Nous exposons, dans la section suivante, des résultats numériques en utilisant les formulations
décrites auparavant.

3.6 Résultats numériques

3.6.1 Casl1-—-D

Trouver (a, ) et u telles que

(3.30)
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Le systeme algébrique (3.11) associé au probleme (3.30) d’inconnue
U= (g, .o ttpgr, o, )T € R $écrit

;uj/a d—;%:/a N(z)¢p(z) dv k=1,...,n+1

n+1

Z ujbi(e) = Vi (3.31)

n+1

D uidi(8) =V,
7=1

Notons que le pas de discrétisation h et les nceuds 1, ..., 2,41 dépendent de [o, 5], h = h(a, §) =
(8 — a)/n et les fonctions ¢;(j = 1,...,n+ 1) sont données par

r—T5-1 .

7 st <a<ay,
¢;(x) =

Tijyp1 — T

HT sta; <o < Xj41.

Alors le systeme algébrique (3.31) devient

Uy = V17

1 h Ti 1+ x; T4z
E(—Uj—1‘|‘2uj_uj+1):§{]\7(]12 J)_|_N(J 2]+1)} ]:27 , N,
E(_un+un+1):_N( 2 +1)7
un_|_1:V2.
(3.32)

Nous allons résoudre ce probleme dans le cas d’une jonction linéaire et dans le cas d’une jonction

abrupte.

3.6.1.1 Jonction linéaire

Nous présentons, dans cette section, des résultats numériques dans le cas d’une jonction
linéaire en équilibre thermique avec Vi = —V; et N(z) = a . Les résultats sont obtenus pour

Vo =2 et a = 6, ce qui correspond & un potentiel u(z) = 2(3 —2%) et B = —a = 1.
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N | —aet 3° | Tol | B-iter | CPU —o J¥

16 1.5 107° 65 7.90 | 1.001217 | 1.001600
16 1.5 1076 | 199 33.51 | 1.001363 | 1.001295
16 1.5 1078 | 876 36.91 | 1.001363 | 1.001295
32 1.5 107° | 112 | 137.24 | 1.000828 | 0.999844
32 1.5 1076 | 226 | 389.94 | 1.000070 | 1.000460
32 1.5 1078 | 2272 | 411.43 | 1.000070 | 1.000460

TaB. 3.1: Méthode de Broyden pour I’Algorithme 3.1

O une fonction linéaire

L’Algorithme 3.1 nécessite une donnée initiale ", nous prenons alors u
vérifiant u®(3°) = V1 et u®(a’) = Vi. Nous présentons le nombre d’itérations pour chaque
algorithme, le temps CPU et les valeurs calculées de o et 3 pour différentes valeurs de o et 3°.

Dans les Tableaux 3.1-3.8, nous présentons le nombre de noeuds, ’estimé initial a® et 3°, le
nombre d’itérations, le temps CPU et les valeurs calculées de « et 3 pour chaque algorithmes.

= —1.5et 8% = 1.5. Nous nous intéressons

Dans les Tableaux 3.1, 3.2, 3.4 et 3.6, nous posons «
a leffet de la précision Tol dans le test d’arrét (3.12). Ces derniers tableaux montrent que le
nombre d’itérations et le temps CPU augmentent quand on diminue la valeur de Tol, et que
les valeurs calculées de « et 3 avec Tol = 107° ne different guere de celles calculées pour les
autres valeurs de Tol. Dorenavant, nous posons Tol = 107°. Regardons ’effet de I’estimé initial
a et de 3° sur la convergence. Les Tableaux 3.3, 3.4, 3.7 et 3.8 montrent que si on est loin de

la solution la convergence est lente pour les choix de o et de 3° suivants

(CHl) —OéOIﬁOIQ
(CHQ) —040 = ﬂO =1.5
(CH3) —a®=p"=0.5.

En effet, dans le choix (C'Hy) les valeurs calculées de «v et § traversent, & une itération précise,
les valeurs du choix (C'Hz). Dans (C'Hs) et (C'Hs), la distance séparant a® et % de « et 3 est
la méme et le domaine de (C'Hgy) contient (—1,1) et celui de (C'H3) est contenu dans (—1,1).
Les Tableaux 3.3 et 3.4 illustrent la rapidité de la méthode EN par rapport a la méthode
de Broyden en utilisant ’algorithme 3.1. Les résultats correspondants de I’algorithme 3.4 sont
rassemblés dans les Tableaux 3.7 et 3.8. Nous constatons aussi que la méthode EN est plus
rapide que la méthode de Broyden en utilisant 'algorithme 3.4. La figure 3.4 met en évidence
cette rapidité de convergence puisque la courbe du résiduel en fonction du nombre d’itérations
de 'algorithme 3.4 avec la méthode de Broyden est au dessus de celle de cet algorithme avec la
méthode EN pour Tol = 1075 et —a® = 3% = 2. Pour ceci, les résultats numérique, que nous
allons donner dans la suite, utilisent ’Algorithme 3.4 et la méthode EN.

3.6.1.2 Jonction abrupte

Dans cette section, nous testons deux exemples dans le cas ou le dopage N présente une
discontinuité a la jonction. Nous utilisons ’algorithme 3.4 avec la méthode EN pour Vi = 0 et
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N | —a%et 8% | Tol | EN-iter | CPU —o J¥
16 1.5 107° 44 0.24 | 1.001304 | 1.001306
16 1.5 1076 47 0.26 | 1.001305 | 1.001305
16 1.5 1078 51 0.28 | 1.001305 | 1.001305
32 1.5 107° 92 1.66 | 1.000338 | 1.000310
32 1.5 1076 95 1.71 | 1.000325 | 1.000325
32 1.5 1078 101 1.82 | 1.000325 | 1.000325
TaB. 3.2: Méthode EN pour I’Algorithme 3.1
N | —a® et 80 | B-iter | CPU —o J¥
16 0.5 75 8.92 1.001727 | 1.001306
16 1.5 65 7.90 1.001217 | 1.001600
16 2 168 33.29 | 1.001364 | 1.001295
32 0.5 128 | 195.87 | 1.0011598 | 0.999867
32 1.5 112 | 137.24 | 1.000828 | 0.999844
32 2 222 | 380.36 | 1.000070 | 1.000460

TaB. 3.3: Méthode de Broyden pour I’Algorithme 3.1 avec Tol = 1075

N | —a® et 8% | EN-iter | CPU —o J¥

16 0.5 40 0.22 | 1.001300 | 1.001301
16 1.5 44 0.24 | 1.001304 | 1.001306
16 2 46 0.25 | 1.001298 | 1.001303
32 0.5 84 1.52 | 1.000325 | 1.000325
32 1.5 92 1.66 | 1.000338 | 1.000310
32 2 98 1.77 | 1.000329 | 1.000322

TaB. 3.4: Méthode EN pour I’Algorithme 3.1 avec Tol = 1075

N | —aet 3° | Tol | B-iter | CPU —o J¥

16 1.5 1075 22 0.0228 | 0.997418 | 0.997418
16 1.5 10~ 27 0.0251 | 0.997410 | 0.997410
16 1.5 1078 36 0.0288 | 0.997409 | 0.997409
32 1.5 107° 24 0.0326 | 0.999362 | 0.999361
32 1.5 1076 29 0.0447 | 0.999350 | 0.999350
32 1.5 1078 39 0.0449 | 0.999350 | 0.999349

TaB. 3.5: Méthode de Broyden pour I’Algorithme 3.4
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TaB. 3.7: Méthode de Broyden pour I’Algorithme 3.4 avec Tol = 107°

N | —a®et 8% | Tol | EN-iter | CPU —o J¥
16 1.5 107° 14 0.0208 | 0.997416 | 0.997416
16 1.5 1076 17 0.0230 | 0.997409 | 0.997409
16 1.5 1078 22 0.0269 | 0.997409 | 0.997409
32 1.5 107° 15 0.0394 | 0.999358 | 0.999357
32 1.5 1076 18 0.0329 | 0.999350 | 0.999350
32 1.5 1078 24 0.0403 | 0.999340 | 0.999349
TaB. 3.6: Méthode EN pour I’Algorithme 3.4
N | —a® et 8% | B-iter | CPU —o J¥
16 0.5 24 0.0236 | 0.997418 | 0.997418
16 1.5 22 0.0228 | 0.997418 | 0.997418
16 2 28 0.0247 | 0.997410 | 0.997411
32 0.5 23 0.0315 | 0.999359 | 0.999358
32 1.5 24 0.0326 | 0.999362 | 0.999361
32 2 23 0.0326 | 0.999361 | 0.999361

N | —a® et 8% | EN-iter | CPU —o J¥

16 0.5 15 0.0226 | 0.997414 | 0.997414
16 1.5 14 0.0208 | 0.997416 | 0.997416
16 2 16 0.0245 | 1.006193 | 1.003675
32 0.5 14 0.0280 | 0.999357 | 0.999356
32 1.5 15 0.0294 | 0.999358 | 0.999357
32 2 15 0.0286 | 0.999356 | 0.999355

TaB. 3.8: Méthode EN pour I’Algorithme 3.4 avec Tol = 107°
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residuel

10

Nombred'iterations

Fic. 3.4: Comparaison de convergence de MB et MEN pour I’Algorithme 3.4.

différents potentiels V5.

Le premier exemple consiste a prendre comme dopage la fonction

1017 a<z<0
N =
(@) { —10'7 0<z < 8.

Le Tableau 3.9 montre que la zone de dépletion est d’autant plus grande que le potentiel V3 est
grand. La Figure 3.5 donnent le comportement du potentiel dans la zone de dépletion.

V | —a(nm) | f(nm)
1 3.7 2.
5 7.8 6.
10 9.4 10.
100 31.9 30.

TaB. 3.9: Valeurs de « et 3 pour Np = 107 et Ny = 10'7

Dans le deuxieme exemple, nous prenons N (z) = 10° 1o w<e <l . Le dopage est différent
—10 0<z<p.

dans les deux régions. Le Tableau 3.10 montre que |a| est supérieur a 3 et nous avons représenté

le potentiel calculé dans la figure 3.6. Nous constatons aussi que la zone de dépletion croit en

fonction du potentiel V5. Les résultats des deux exemples valident numériquement la relation

théorique |Naa| = |[NpfS| [119] ot N4 et Np sont les valeurs du dopage N respectivement dans

(e, 0) et (0, 3).
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L] — v=1 [ 500 - [ —— V=100 -
V=5 [ V=500
—————— V=10
w0l ]
3000 ]
5+ ,
L B 200 ! i
I 100} / ]
oL / oL B
| . . . . | . . . . | . L . . . . | . . . .
-1.10° 0 1.10° .10 0 1.107

F1G. 3.5: Potentiel u en fonction de la position pour Np = 10'7 et N4 = 107

V| —a(pm) | B(pm)
1] 140 19.9
10 | 440 19.9
50 | 1000 20

TaB. 3.10: Valeurs de a et 3 pour Np = 109 et N4 = 10®

3.6.2 Validation numérique en dimension 2

En se placant dans le cas d’une jonction pn symétrique, le probleme se réduit a l'identification
d’une seule frontiere. Considérons le probleme

—Au=N dans €,
Ou =0 sur 9N\ Iy,
v
U= g sur I'q,
U= g sur I'y

ou le domaine Q est donné par

Q:{(x,y)eRQ: 0<y<1 0<x<ﬁ(y)}
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50 (I V=1 ]
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I — V=50
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FIG. 3.6: Potentiel u en fonction de la position pour Np = 10% et N4 = 1010,

avec [ une fonction définie sur [0, 1] par

et

Considérons
N(z,y) =162y—Dy(y—1)*2z = (y—1)° = 1) =8y*(y—1)* = (12y(y = 1) +2) (22 — (y - 1)* - 1)*.
92(0,9) = > (y = D*((y = >+ 1)* et g1(B(y),y) = 0.
Alors une solution u associée a ces données est définie par
u(z,y) =y y - 1)*(2e - (y - 1)* - D2

Notre but principal est de reconstruire la frontiere I'y.

En prenant un domaine initial €5 de la forme

Qoz{(x,y)ERz: 0<y<1, 0<$<1.5}.
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Fic. 3.7: Frontiere exacte et Frontiere optimale par approximation éléments finis

Nous avons représenté dans la Figure 3.7, la frontiere exacte et la frontiere calculée en utilisant
la méthode EN et I’Algorithme 3.4 avec une approximation par éléments finis. Au bout de
92 itérations, nous obtenons la frontiere calculée avec le test d’arrét 3.12 et § = 107°. Nous
constatons qu’il y’a un écart de l'ordre de 0.15 entre la frontiere calculée et la frontiere exacte.

Pour les mémes données et en utilisant une approximation par éléments frontieres, au bout
de 111 itérations, nous obtenons la frontiere optimale représenté dans la Figure 3.8.

En comparant les Figures 3.7 et 3.8, nous pouvons affirmer que "approximation éléments
frontieres donne une bonne approximation de la frontiere libre I'y par rapport a approximation

éléments finis. Dans le reste de nos tests, nous adoptons "approximation par éléments frontieres.

Considérons le probleme

—Au =N dans Q,
J
8—3 =h sur 09,
U= sur I'q,
U= g sur I'y

ou le domaine Q est donné par

Q:{(x,y)eRQ: —l<y<l1 oa(y)<x<ﬁ(y)}

avec « et 3 sont deux fonctions qui seront définies sur [—1, 1] pour chaque test que nous allons
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Fic. 3.8: Frontiere exacte et Frontiere optimale par approximation éléments frontieres

présenter. Les frontiere I's et I'y sont données par

Io=A{(z,y): -1<y<1, z=0a(y))}

et
I=T1ulU{(z,-1): a(-1) <z <B(-1)}Uu{(z,1): ol)<z<B(1)}.
Posons N = 0 et considérons wu., (z,y) = 2?2 — y*.

0oy

hz,y) = 5 (z,y) avec (x,y)€ 9Q,

gl(xvy):uex(xvy) ($7y)€F17 et g?(xvy):uex(xvy) ($7y)€F2

Dans le premier exemple, nous définissons « et  sur [—1, 1] par

3 3
a(y) = % Bly) = —%-

Nous nous intéressons a reconstruire les deux frontieres I'y et I's.

Nous avons représenté dans la Figure 3.9, les formes du domaine. En prenant comme domaine

initial le rectangle [—0.7,0.7] X [—1, 1], au bout de 298 itérations, nous atteignons le domaine

optimal représenté aussi dans la Figure 3.9. La Figure 3.10 montre la décroissance de I’erreur

absolue ||I'y — T ||, + ||T2 — T¥* || olt TY" et T sont les nouvelles frontieres calculées &
chaque itération.

Dans le deuxieme exemple, nous considérons que

aly) = W et By) = %‘I’l)?
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1,
05 ,’/ _
r / —— Domaineinitial / 1
0 Domaine optimal -
3 N Domaine exact /
05 /;’ i
E J | P P N Y R B
1 ’ ! N 0 50 100 150 200 250 300
! ! ! Ll ! \ !
2 15 1 05 0 05 1 15 2
Fia. 3.10: Erreur absolue des frontieres en
Fic. 3.9: Forme du domaine du premier test fonction du nombre d’itérations pour le pre-

mier test

Dans la Figure 3.11, nous reconstruisons les frontieres I'y et I'; qui délimittent le domaine
optimal. En partant d’un domaine initial [—0.7,0.7] x [—1, 1], au bout de 299 itérations, nous
aboutissons au domaine optimal. La Figure 3.12 montre la décroissance de I’erreur absolue des
frontieres libres en fonction du nombre d’itérations. Nous avons représenté, dans la Figure 3.14,
le contour des isovaleurs de la solution calculée dans le domaine optimal. Nous constatons que
cette solution ne differe guere de la solution exacte représentée dans la Figure 3.13.
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05 -

Pl —— Domaineinitial )
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Fic. 3.12: de la frontic
Fic. 3.11: Forme du domaine du deuxieme 3 Convergence de la frontiere

test

libre en fonction du nombre d’itérations du

deuxieme test

Dans le troisieme exemple, nous considérons que

(y+1)?2+4 .
4

_8-(+1*

t 5(y) 1

aly) =

Nous reconstruisons les frontieres libres I'y et I's du domaine optimal. Nous avons représenté
dans la Figure 3.15 le domaine optimal, exact et initial. Nous avons considéré un domaine initial
égal a [—0.7,0.7] x [—1, 1], au bout de 299 itérations, nous aboutissons au domaine optimal. La
Figure 3.16 montre la décroissance de I’erreur absolue des frontieres libres en fonction du nombre
d’itérations. Nous avons représenté, dans la Figure 3.17, la solution calculée dans le domaine
optimal. Cette figure et la Figure 3.18 montrent que nous avons une bonne approximation de la
solution dans le domaine optimal.
Dans le quatrieme exemple, nous considérons que

Oé(y)zvl—y%letﬂ(y):W-

Dans la Figure 3.19, nous reconstruisons les frontieres libres I'; et I'; et le domaine optimal.
En partant d’un domaine initial [—0.7,0.7] x [—1, 1], aprés 597 itérations, nous obtenons une
approximation du domaine optimal. La Figure 3.20 montre la décroissance de 'erreur absolue
des frontieres libres en fonction du nombre d’itérations. Nous avons représenté, dans la Figure
3.21, la différence de la solution calculée dans le domaine optimal et la solution exacte. Cette

différence est de 'ordre 1073 .
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Fic. 3.13: Contour des isovaleurs de la solution exacte du deuxieme test
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Fic. 3.14: Contour des isovaleurs de la solution optimale du deuxieme test
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Chapitre 4

Etude de ’existence de solutions du

modele DD

4.1 Introduction

Nous étudions ici le probleme de 'existence de solutions du modele de dérive-diffusion décrit
au chapitre 1 par I’application du théoreme de Schauder. Dans le cas stationnaire et en utilisant

les variables de Slotboom, ce modele s’écrit

Trouver (u,n, p) vérifiant

-V - (eVu) +gn, (e“/UTn — e_“/UTp) =¢N dans €,

-V (un(W)UTe“/UTW) =—=Q(u,n,p)(np—1)+g dans €,
(4.1)

-V (up(W)UTe_“/UTVp) =—=Q(u,n,p)(np—1)+g dans €,

w=1ug, p=pg, n="1q4 sur 0Qp=1Ip,
v-Vu=v-Vnp=v-Vp=0 sur 0Qy =1TIy.

Dans [84, 86], Mock a montré un résultat d’existence de solutions du systéme (4.1) dans le
cas ou le terme de recombinaison est nul ou borné et les lois de mobilités sont constantes. Des
résultats semblables ont été obtenus par Bank et al.[11], dans le cas ou les lois de mobilités sont
des fonctions régulieres de la position. Nachaoui et al. [57, 94] ont considéré que le changement de
conditions aux limites se fait & angles quelconques, les solutions du systéme (4.1) étant obtenues
comme des points fixes d’un opérateur en utilisant la théorie du degré topologique de Leray-
Schauder. Dans [61], Jérome a montré I'existence en utilisant les variables de quasi potentiels
de Fermi pour la recombinaison de Schockley-Read-Hall. Markowich [75] montre 'existence en
considérant le terme de recombinaison de Schockley-Read-Hall, les problemes intermédiaires sont

du type
-V - (a(z)Vw) + f(z,w) =0 dans Q,

w=1wy sur'p,
v-Vw=0 sur'y

69
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ot w devient u, n et p et le ceefficient a(x) est soit € ou i Ure’VT ou ,upUTe_Uu_T selon le
probleme intermédiaire a résoudre. Dans le cas ou le terme d’avalanche ¢ est non nul, nous
citons les travaux de Naumann et al. [43]. Dans ce chapitre, tout d’abord dans la section 2,
nous montrons 'existence d’une solution des équations de base de semi-conducteur récapitulées
dans le systeme (4.1) en utilisant les variables de Slothoom sous I’hypothese 4.1 et le terme de
génération d’avalanche noté g est nul. Pour cela nous utilisons une autre méthode, que celle
donnée par Markowich dans [75], basée sur la théorie de I’analyse convexe. Dans la section 3,
nous tenons compte du terme g, et nous démontrons une estimation a priori faisant apparaitre
HgHLz(Q), qui nous permet de construire un convexe stable par 'opérateur et nous concluons
par un théoreme d’existence dont la preuve est basée sur le théoreme de Schauder apres avoir
prouvé que 'opérateur est bien défini en appliquant la technique [75] des équations aux dérivées
partielles semi-linéaires.

Dans toute la suite nous supposons vérifiées les conditions suivantes.

HYPOTHESE 4.1

) ) , , 2
1. Le domaine du semi-conducteur noté Q est un ouvert borné conneze de R”.

2. Les partitions U'p et 'y du bord du domaine se joignent a angles droits et a angles plats
et la mesure de I'p est strictement positive.

3. la concentration intrinséque n; et la charge ¢ sont des constantes posilives.

4. la permittivité € est une fonction bornée en x et il existe une constante positive g telle que

ex)y>e>0 VYaeeq.

5. = lls existent des constantes , i positives telles que

0<p<pn(e) <H, 0<p<py(e)<E VaeeQ
— 1l existe une constante L, positive telle que
pn (&) — (5 &) < Lulén = &ls pp(- &) = pp(- &) < Luféa — &l

6. La fonction () est positive et vérifie, il existe des constantes Lg et C'g positives telles que

|Q(T‘,S,t) - Q(rlvslvt/” S LQ (|T‘ - T‘/| + |t - t/| + |5 - 5l|)7 |Q(T‘,S,t>| S CQ

pour tout (r,s,t), (r',s',t') dans un borné de R®.

7. g est une fonction de L?(Q) positive.
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4.2 Existence dans le cas ou ¢ est nulle

Cette section est consacrée a l’analyse du systéme (4.1) tenant compte de I’hypothese 4.1,
et en prenant g = 0. Ce systeme se réécrit

Trouver (u, 7, p) solution de

-V - (eVu) +qn; (e“/UTn — e_“/UTp) =¢N dans €,
-V (un(W)UTeu/UTW) =—Q(u,n,p)(np—1) dans Q,

4.2
-V (up(W)UTe‘“/UTVp) =—Q(u,n,p)(mp—1) dans Q, 2

=g, p=pg, n="n4 sur 90Qp=1Ip,

v-Vu=v-Vnp=v-Vp=0 sur JdQn=1Iy.

Nous allons montrer qu’une solution de ce systeme peut s’obtenir comme un point fixe d’un
opérateur T défini sur le convexe

Co={(np e LX) xL*Q): n<n<7 p<p<p, pp dans Q}
ot 7, 77, p et p vérifient

N<Na <7, p<pa<pe

o+
I3
[l
(s
[l
—

(4.3)
Considérons donc 'opérateur

(1,p) = (1,p)
ol 7, p sont obtenues de la facon suivante.

Pour (7, p) deux fonctions de Cjy, nous faisons correspondre la solution u du probléeme

~V - (eVu) + gn; (VUi — em¥/Urp) = ¢ N dans Q,
u=ug sur I'p,

(4.4)
v-Vu=0 sur I'y.
Les fonctions 7, p sont alors respectivement solutions des deux problémes suivants

—V - (pn (V) Ure*’V1¥n) = =Q(u, 7, p)(np— 1) dans Q, 4.5a
n=mnq sur ['p, 4.5b (4.5)

v-Vn=0 sur I'y. 4.5¢

-V (HP(VU)UTe_u/UTVp) = —Q(U, 7~77 ﬁ) (pﬁ - 1) dans Qv

p=ps sur I'p, (4.6)

v-Vp=0 sur I'y.
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Nous commencons par montrer que "opérateur T est bien défini, c’est-a-dire que les problemes
(4.4), (4.5) et (4.6) admettent des solutions uniques dans le cadre défini ci-dessus.
4.2.1 Existence et unicité de la solution de ’équation de Poisson

Nous commencons par donner une estimation a priori

LEMME 4.1
Soient 7, p deux fonctions fizées dans Cy, toute solution w au sens faible de (4.4) satisfait l’es-
timation suivante

y<u<d dans Q

ou

~ = min (inf U, 'y’) )
I'p

§ = max [ supug, &' |,
I'p

avec ' et &' sont définies comme solution de

nie® V177 — eV 1T ) —sup N = 0, (4.7)
- Q

niewl/UTQ e iIéfN =0. (4.8)

Démonstration. Ce résultat est énoncé dans plusieurs travaux [61, 77, 84]. Une démonstration
utilisant le principe de maximum est dans [94]. Nous présentons une autre démonstration.
Tout d’abord, il est facile de voir d’apres (4.7) et (4.8) que

qgN +qgn; (e_é/UTﬁ — eS/UTﬁ) <0

donc, pour toute fonction positive ¢ de H},(€2), nous avons

/Q (qN +qn; (e_é/UTﬁ - eS/UTﬁ)) pdr <0 (4.9)

d’autre part

/QeSVu -Vedr = /Qq (N + ny (e_é/UTﬁ - eS/UTﬁ)) pdx. (4.10)

A partir de (4.9) et (4.10), nous obtenons

/QeSV(u —0)-Vedz < /Q {qni (6_“/UT — 6_5/“T) p—qn; (e“/UT — eé/UT) ﬁ} pdx. (4.11)

Par définition de 6, (u—4&)*/Ur € H},(2), en prenant dans (4.11) ¢ = (u—8)* /Uy, alors (4.11)
devient

/Qewu —8)-V(u— ) tde < /

{q n; (e_u/UT _ 6—5/UT) b —qn; (eu/UT _ 65/UT) 77} M de.
Q

Ur
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D’apres la convexité de la fonction exponentielle, le premier terme du second membre de cette
derniere inégalité est positif et le deuxieme est négatif, d’on

/€V(u—5)-V(u—5)+daE§0
Q

soit, || (u — 5)+HH}7(Q) = 0, ce qui entraine que # < 4, on montre d’une fagon similaire que v < u.
O

LEMME 4.2
Pour tout (7}, p) € Co, le probléme (4.4) admet une unique solution u dans H'(Q).

Démonstration. Considérons U la solution du probleme

- V- (eVU)=0 dans £,
U=wug sur I'p, (4.12)
v-VU=0 sur TIn.

En utilisant le principe du maximum, Il est clair que U vérifie I'inégalité ug < U < uy.
Il est facile de voir, en utilisant (4.4) et (4.12), que u est solution de (4.4) est équivalent a
@ = u — U est solution du probleme suivant

(F(i),0) = A, 0) + (N(0),0) = (f,0) = 0, Vo€ Hh(Q), (4.13)
A(o.0) = [ Vo Vods, (W(8).0)= [ N(o)wda,
N(8) = g (e OUry _ a3 ¢ _ oy

L’idée de la démonstration est de construire une fonctionnelle convexe J dont le gradient est la

fonction F' définie par (4.13). Nous utilisons alors les résultats de I’analyse convexe pour montrer

que la fonctionnelle J admet un minimum qui n’est autre que la solution de (4.13).
Définissons la fonction non-linéaire

H(z,y) = qUpn: { (/U7 = 1) 71074 (e70/Vr — 1) U105 (4.14)
Notons que H(z,0) = 0 et que la dérivée de H par rapport & y nous donne le terme non-linéaire
de I’équation (4.13).

oH

8—y($7 y) = quieVtOUry

Considérons alors la fonctionnelle J : H}, () — R définie par :

%/QeSVlb-Vzbdx—l—/QH(w,lb(x))dw—/szbdx si H(-, ) € L*(Q)
+oo si H(-, %) € L*(Q).

J(P) =

Il est clair que la fonctionnelle .J est Géateaux-différentiable sur H},(Q) et sa dérivée de

Gateaux J'(v) = F(v), Yv € H},(Q).
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Pour montrer que .J admet un minimum v € H}(Q), il suffit de montrer que .J satisfait
les hypotheses du théoreme 2.6 page 33, c’est-a-dire que la fonctionnelle J est propre, convexe,
semi-continue inférieurement, et ceercive sur H},(£2).

e D’abord, grace a la définition conditionnelle de la fonctionnelle .J, il s’ensuit que J (1) >
—oo, Vi € H}(R), et que J # 400 (prendre 1) = 0), ce qui entraine que .J est une fonctionnelle
propre sur espace H},(€2). Il reste & vérifier les trois autres hypotheses.

e Rappelons que toutes les fonctions linéaires et les espaces vectoriels sont trivialement

J . \ .
convexes. Notons, que Em est croissante par rapport a y puisque
Y
0*H
0%y
Donc, uw — v et H(-,u) — H(-,v) ont toujours le méme signe pour tout u,v € H}(Q),
ainsi H(.,v) est convexe pour tout v € H} () (cf. [114], Théoreme 2.B, page 155), alors

(z,y) = % (€(y+U)/UT77 + 6_(y+U)/UT,6) est positive.
T

H(z,v(x)) dz, est convexe puisque toute fonction linéaire de H (-, v) doit étre aussi convexe

d’oi, la fonctionnelle J est convexe sur H},(Q).

e Pour montrer la semi-continuité inférieure de .JJ, notons que si une fonction est G-différentiable
et convexe sur un ensemble convexe K, alors elle est semi-continue inférieurement sur K (cf .
[114], Corollaire 2.D). Donc, H telle qu’elle est définie dans 1’équation (4.14) est semi-continue
inférieurement par rapport a la deuxieme variable. Comme les fonctions linéaires sont semi-
continues inférieurement, le premier et le dernier terme de la définition de J sont semi-continues
inférieurement et nous en déduisons que J est semi-continue inférieurement sur H},(£2).

e Il reste & montrer que .J est ccercive. Notons que pour tout = € € et tout ¢ € HL (),
H(z,) peut étre minorée H(z, ) de la facon suivante :

-Urn; (em/UTﬁ—l- 6_“—d/UTﬁ) = a(= constante).

H(z, )

>
>

En utilisant cette derniére estimation nous obtenons

£ 5 !
J(W) = WHHH +alQ = Zall N2 - WWHE )
Ce 1
> (7 o ) Wl + @190 = S ¥ g
: - Ce
Pour un choix de § vérifiant <5 = W > 0, nous obtenons
J(¥) 2 CllY Il ) + a9l - —QHNHL2

d’olt J(¢) tend vers 00 quand |9 z1(q) tend vers oo, par suite J est ccercive.

Nous avons donc montré 'existence d un minimum @ € H}, () pour .J.

L’équivalence entre le probleme de minimisation et la formulation faible découle facilement
du théoreme 2.7 page 33.
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e Lunicité de la solution s’obtient par I'argument suivant. Supposons que le probleme (4.13)
admet deux solutions u; et a9, chacune vérifie la formulation faible, soustrayons les deux équa-
tions obtenues, nous aurons par la linéarité de A(-,-)

Aty — iz, 6) + (N (@) — N (82), 6) = 0 ¥ € Hp(€).

Posons ¢ = iy — ti3. De la convexité de la fonction exponentielle, nous déduisons que (N (a) —

N (@2), ity — 1) > 0, d’olt A(é, ) < 0. Or
A, ¢) = / eVo - -Vodr > §/ |Vo|*dz >0 puisque g > 0.
Q Q

Donc A(¢, ) = 0 ce qui entraine que HV(bH%Q(Q) = 0, et du fait que la semi-norme | - |; est une

norme sur H}, (), nous déduisons que ¢ = 0, d’olt I'unicité de la solution. 0

4.2.2 Existence de la solution des équations de continuité

LEMME 4.3

Soit w € H'(Q)N L™ (Q) et soit(f}, p) dans Co. Pour toutes solutions n de (4.5) et p de (4.6)
nous avons

- n<n<ny p<p<p
= Vil < (e 1) IVAllLag) < e (€07 4 1),
Démonstration.

— Notons que 1 — 75 vérifie

V- (pa (Tu) UV (3 -
n—n=m

R~

) = =Q(u, 7, p)(np—1) dans Q,
- sur I'p,

=
[

(4.15)
v-V(n—n) =0 sur Iy.

Par défintion de 5 on a sur I'p, (n—n)~ = (ng—n)~ =0 et donc (n—n)~ € HLH(Q).
La multiplication de (4.15) par (7 — 1)~ et une intégration sur £ donne

| (V00U Y g )= ) 7de = [ QG pn - D= ) de. (416)
Or, nous avons

Q(u7 7~77 16) (77/6 - 1)

IN

Q(u7 7~77 ﬁ) (Uﬁ -1

Q(u, 7, p) (1 = 1)

IN
=S I =

En multipliant cette inégalité par la fonction négative (7 —7)~, nous obtenons

v

Q(u, 7, p)(np— 1) (n —m)~

= | =

Qu, 73, p)(n —n)(n — 1)
0.

v
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Il s’ensuit que

/QunUTe“/UTV(n —n)-V(n—mn)~dz <0,
pUreUr||V (g — )| <0

et par conséquent (n — 1)~ = 0, ce qui entraine i < 5. L’estimation 5 < 7 s’obtient de la
méme fagon en remplagant 5 par 7 et (n — 5)~ par la fonction positive (n— 7).
— L’estimation sur p s’obtient d’une fagon similaire.

— Soit np solution du probleme

Vo (pUpe¥*tvn) =0 dans Q, (4.17q)

n=mnqg sur Ip, (4.17b) (4.17)
v-Vn=0 sur I'y. (4.17¢)
En soustrayant (4.17a) de (4.5a), en multipliant par (7 — np) et en intégrant sur Q nous
obtenons
| ptre 19 = o)l = = | QUi )0~ 1)(n = np)da
comme
- [ @i pmp =)= o)z < Co [ Inp= 11l nolds
< Colnp—11Q1"ln -
< Colmp — 119"V (5 = np)|

alors, nous avons
1900 = 10) 20y < Colip — 111912 (utip) /07,
— La derniére estimation du lemme (4.3) se montre d’une maniére similaire. O

LEMME 4.4
Pour w e HY(Q) N L>(Q) et (7, p) dans Co, le probleme (4.5) admet une solution unique.

Démonstration. soit 7 la solution de
~V  (p,Ure/UrVn) =0 dans Q,
n=mn4 sur I'p,

v-Vn=0 sur Iy.

alors en posant 7) = i — 1o le probleme (4.5) est équivalent au probléme suivant
Y (nUre!Ur Vi) = —Q(us 7, 5) (i + mop — 1) dans 9,
=0 sur I'p,
v-Vip=0 sur Iy.
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La formulation faible s’écrit

Trouver 7 tel que

<F2(77)7U>:/HnUTeu/UTVﬁ-Vvdx+/Q(u7ﬁ7ﬁ)ﬁﬁvd$+/fvdx — 0, (4.18)
Q Q Q

ou f = Q(u7 7, ,5)(77015 - 1)
Nous construisons comme dans la section précédente la fonctionnelle GG associée a I’équation

(4.18) comme suit

%/,unUTe“/UTVv -Vvdz —I—/H(x,v) dx + /fvdac si H(-,v) € L*(Q)
Gv) = Q Q Q
00 sinon
1 NP
avee H (2, y) = 5Q(u. 1, p) yp-

On démontre que (i est Gateaux-différentiable sur H},(Q) et sa Gateaux-dérivée G'(v) =
F3(v). Comme dans la preuve du lemme 4.2, on montre que ( satisfait les hypothéses du théo-
reme 2.6 de la page 33. Alors, d’apres le théoreme 2.7 de la page 33, G admet un minimum qui
est solution de I’équation (4.18).

Pour I'unicité, on peut utiliser un argument similaire a celui utilisé dans la démonstration du
lemme 4.2 puisque ,unUTe_“/UT >c>0. 0

LEMME 4.5
Pour w € HY(Q) N L>(Q) et (7}, p) € Co, le probléme (4.6) admet une solution unique.

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du lemme 4.4 0
Nous avons donc montré que l'opérateur T est bien défini. De plus, d’apres le lemme 4.3, le

convexe (g est invariant par 7.

4.2.3 Continuité de 'opérateur T
LEMME 4.6
Uopérateur T est continu de Co C L*(Q) x L*(Q) dans H'(Q) x H'(Q)

Démonstration. Soit (7, pr) une suite de Cp qui converge vers (7}, p) dans L?(Q) x L?(Q),
montrons que (g, px) = T (7, pr) converge dans H'(Q) x H'(Q) vers (n,p) = T(7},p) quand
k — oo. Soit uy solution du probleme

—V - (eVug) + g n; (e“k/UTﬁk — e‘“k/UT,ék) —gN =0 dans Q,
up = ug sur I'p, (4.19)

v-Vu,=0 sur Ipy.

et u solution du probleme
=V - (eVu)+qn (e“/UTﬁ - e‘“/UTﬁ) —gN =0 dans 9,
u=ug sur I'p, (4.20)

v-Vu=0 sur I'y.
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En soustrayant la premiére équation de (4.20) de la premiere équation de (4.19) et en la multi-

pliant par (u; — u)/Ur et en intégrant sur le domaine €2, nous obtenons

up — U

dx,
T

(4.21)

/Q UiTv(uk —u)-V(up — u)de = — /Q qn; (euk/UTﬁk _ eu/UTﬁ B e_uk/UTﬁk n e_u/UTﬁ)

que nous pouvons écrire sous la forme suivante

< — )2 N pun/Ur _ ufUp ) Uk — U
/QUT|V(uk )] dac—l—/gqnz (e e ) i N dx

_/ qn; (e—uk/UT _ e—u/UT) ukU_ uﬁk da
Q

T

wp — u wp — u
= —/ T L (M — 1) da —I—/ T — (pr — p) dz.
Q Ur Q Ur

Puisque (e“k/UT — e“/UT) (ur/Ur —u/Ur) > 0 et (e‘“k/UT — e‘“/UT) (ur/Ur —u/Ur) <0, il
vient

/lwk—u)l?dw < qm/ g = ul {e VT i = il + eV |y =l d
Q g Ja
< cllue = ullzgey (k= llzz) + 1ok — Allrz@)) »

ol ¢ = max (65/UT, e_W/UT) /e. En utilisant I'inégalité de Poincaré, nous obtenons

lur = ull gy < e 17k = llz) + 5% = Allz2(e)) - (4.22)
Rappelons que si (ng, pi) = T (Mg, pi) alors 5y est solution du probléeme non-linéaire

-V (HﬁUT@uk/UTVUk) = _Q(uk7 ﬁkvﬁk) (Ukﬁk - 1) dans Qv
M =14 sur I'p, (4.23)
v-Vn, =0 sur In.

et que si (1, p) = T'(7, p) alors 7 est solution du probleme

~V - (pnUre"’VrVn) = =Q(u, 7, p)(np— 1) dans €,
n=mnq sur lp, (4‘24)
v-Vn=0 sur Iy.

Comme 1 — n, € H} (), nous multiplions la premiére équation de (4.24) par n — n; et par
intégration sur €2, nous obtenons

<:unUT€u/UTV777 V(U - nk)> = _<Q(u7 7~77 ﬁ) (77,5 - 1)7 /i 77k> (425)
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Le membre de gauche de (4.25) se décompose comme suit
(pnUpe*’VTNn, V(g = np)) = <(un - ufi) Ure"/YtNm, V(0 — mi))

+(pn Ure VTN, ¥ (= 1)

= (s — k) Ure!Vr5, ¥ (0= mp)
+{pup Ur (e“/UT - e“k/UT) Vi, V(= ne))
(i Ure VTN, ¥ (5 = )

= <(un - ufi) Ure"/VTm, ¥ (1 — 1)
kU (/07 — /U ) ¥, 5 (= )

Hpk Urpe™ /YN (1 — 1), V(1 — )
(kU VTN NV (g — )

et en multipliant la premiére équation de (4.23) par 1 — 7, nous obtenons
(kU e I N (= 1)) = —(Q (wny iy i) (Mipre — 1), 11— 1)
Alors
Uz !V V=) = (= k) Ure!Vr ¥, V(= i)
kU (/07 — /U ) ¥, 5 (= )

s Ure s 70N (= i), V(0 = i)
—(Q Uk, Ty pr) (MePr — 1), — 1)

et I’égalité (4.25) devient

(PEUre VTN (g — i), Vi(n— i) = ((0E = ) Upe/I1Vn, ¥ (n— ni))
+{(pk Up (ew/Ur — e¥/UT) Ny, ¥V (n — 1))

-|-<Q(uk7 7~7k7ﬁk>(77kp~k - 1) — Q(u7 7, ﬁ)(nﬁ _ 1)7 n— 77k>
Posons
fk = |1u7]z - ,un| ‘I’ |€uk/UT — eu/UT|‘

D’apres ’hypothese 4.1 et le lemme 4.1, I'inégalité (4.26) devient

(uEUe VTN (= i),V (n = ) < e(frlVnl, Vg — mk))
+H(Q (wksy ks pr) (epr — 1) — Q(u, 0, p) (0P — 1), — nk)-

En utilisant I'inégalité

1 A
Yo,we LH(Q) YA>0 (v,w) < ﬁHUH%z(Q) + §ku%2(§2)

(4.26)

(4.27)

(4.28)
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au premier terme du membre de droite de (4.27), nous obtenons

1 A
UV (= 1), ¥ (0= 1)) < ol V0l gy + 51V (= m6) 22
+(Q (ks ks i) (epr — 1) = Qu, 7, p) (np = 1), 1 = 11 (4.29)
Il reste & estimer le dernier terme de (4.29). Nous avons
(Quky ks i) (mepr — 1) — Qu, 7, p)(p — 1), — i) =
<[Q(uk7 Tk ﬁk) - Q(u7 7z ﬁ)] (77,5 - 1)7 n- 77k>
+Q (uks e, pr) (kP = 1P), 1 — k) -

Alors le premier terme du membre de droite se majore en utilisant (4.28) comme suit

<[Q(uk7 ke ﬁk) - Q(u7 7, ﬁ)] (77,5 - 1)7 U 77k> < %HQ(uv 7, ﬁ) - Q(Uk, ks ﬁk)H%2(Q)

A 2
+§H77k - 77HL2(Q)'
Comme 7xpx, — np = (k. — ) pr. + n(pr — p), alors
(Q ks Ty ) (e — 1)y 11— i) < Capllie — nll 72y + CQTlpr — £y 1 — k)
_ A Com, . .
< (Cop+ Sllme = llFae) + 5518 = Arllia(e)
additionnons membre & membre ces deux dernieres inégalités, nous obtenons
(Q (ks s pr) (P — 1) = Q(wy 7, p)(0p — 1) — mi) <
C L I Com, . . _
ﬁHQ(uv 0, ) — Qg Mk, Pk)H%fZ(Q) + %HP - PkH%fz(Q) + (A + Cop)llme - 77”?;2(9)- (4.30)

En appliquant 'inégalité de poincaré & n, — 1 dans (4.30) avec c3 est la constante de Poincaré,
en injectant 'inégalité obtenue dans (4.29). Comme ,unUTe“/UT est minorée par EUTeW/UT qui
est strictement positive, en choisissant A telle que EUTeﬁT_ —A(1/24¢3) —e3Cqp soit strictement
positive et en réarangeant les termes, nous obtenons

IV O = W3y < C {1 1900 3y + 19 (s ) = Qs Tk ) 3oy + 117 = 13 el 31)

En utilisant ’hypothese 4.1, nous pouvons estimer alors les termes de droite de (4.31) et cette

inégalité devient
19 = By < € {1l oy + 1= wall3agay + 18 = BullZagay + 16 = 50 132(y J4-32

Il est facile de voir que la suite (f;) est uniformément bornée et que f; — 0 dans L%(Q2) quand
k — oo. Alors, il existe une sous-suite de (f;), notée encore (fi) qui converge presque partout
vers 0 quand k& — oo.

D’ou
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fx|Vn| converge vers 0 presque partout quand & — 0
et
fel Vil < C|Vnl € L2(Q).

Alors, d’apreés le théoréme de Lebesgue, la suite (fx|Vn|) converge vers 0 dans L?(Q) quand
k — 0. Les trois derniers termes de droite de (4.32) tendent vers 0 quand k£ — oo. Nous
concluons que 7 converge dans H(Q) vers 1.

D’une fagon similaire, nous montrons que py converge dans H!(Q) vers p 0

LEMME 4.7
L’image de Cy par T est précompacte dans L*(Q) x L*(Q).

Démonstration. D’apres le théoréeme de Rellich, I'injection de H! () dans L2(£2) est compacte.
(|

LEMME 4.8
Liopérateur T admet un point fize dans Cy.

Démonstration. Pour cela, il suffit de vérifier les hypotheses de corollaire 2.2 de la page 33,
ici nous avons E = L%(Q) x L?(Q) est un espace de Banach, Cj est un sous-ensemble convexe
fermé de F, Cy est invariant par 'opérateur T', T' est continue, T'(Cp) est précompact, alors le
corollaire 2.2 de la page 33 nous affirme que T admet un point fixe dans Cp. n|

THEOREME 4.1
Le probleme (4.2) admet une solution faible dans (H(2))?.

Démonstration. Notons par (1, p) un point fixe de 7', soit u solution du probleme (4.4), ainsi
nous obtenons une solution du systéme (4.2) donnée par le triplet (u,n, p) € (H1(Q2))>. 0

4.3 Existence dans le cas ou ¢ est non nulle

Nous nous intéréssons, dans cette section, a prouver 'existence de solutions des équations
de dérive-diffusion du probleme (4.1) sous ’hypothése 4.1. Nous allons montrer qu’une solution
de ce syteme peut s’obtenir comme un point fixe d’un opérateur S défini sur le convexe

C= {mp) € LHQ) < LHQ), = <mp< K}

ou K est une constante & déterminer vérifiant K < ng,pa < K.

Considérons donc 'opérateur

S: C— HYQ) x HY(Q)
(1, p) = (1, p)

ol 7, p sont obtenues de la facon suivante.
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N

A (n,p) € C, nous faisons correspondre u solution du probleme
~V - (eVu) 4 qn; (e/Uri) — e7UTp) = ¢ N dans  Q,
u=ug sur I'p, (4.33)

v-Vu=0 sur I'y.

7, p sont alors respectivement solutions des deux problemes suivants
—V - (pn (Ve)Ure/Vr¥Vn) = —Q(u, 7, ) (np— 1)+ ¢ dans €,
n=mnq sur lp, (4‘34)
v-Vn=0 sur Iy.

=V - (p (V) Upe V1N p) = =Q(u, 7}, p) (piy = 1) + ¢ dans €,
p=pis sur D'p, (4.35)
v-Vp=0 sur I'y.

Notre but est de montrer que 'opérateur S construit ci-dessus est bien défini.

4.3.1 Etude de ’équation de Poisson non-linéaire

Nous citons un lemme d’existence des équations aux dérivées partielles semi-linéaires dont
une démonstration est dans [77].

LEMME 4.9
on considére le probleme

-V - (a(z)Vw)+ f(z,w) =0 dans £,
w=1wy sur I'p, (4.36)

v-Vw=0 sur I'y.

Supposons que les hypothéses ci-dessous soient satlisfaites
— La fonction f(z,-) est croissante pour tout x € Q,
—a € L™(Q) et il existe une constante a positive telle que a(z) > a > 0,
— Il existe hy(w) et ho(w) telles que hi(w) < f(x,w) < ha(w) pour tout x € Q, pour tout w,
— Il existe wy et wy solution de hy(wz) =0 et ha(wy) = 0.

Alors le probléme (4.36) admet une unique solution dans H'(2) N L* () satisfaisant

w < wia) <

w = min {infr, wg, w1}, W= max {supFD Wy, wg} .
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Nous avons le résultat suivant, voir [75] pour la démonstration.

LEMME 4.10
Pour tout (,p) € C, le probléme ({.33) admet une unique solution vérifiant Uestimation

u<u<u

avec

. 1 2 1/2
U = min {1Fanud,UT1n [QniK (M—I— (4ni + N) )

U = max {SupudyUTln [QK (W—I— (47%2 -|-N)1/2)] }

I'p n;

4.3.2 Etude des équations de continuité

Nous commencons cette étude par énoncer un résultat dont une démonstration est donnée
dans [121].

LEMME 4.11
Soit f une fonction positive, décroissante sur lintervalle [a,b), ot a < b < co. Supposons qu’il
existe des constantes positives M, rq,ry telles que

flzy) < M™(xy — 29)7" f(29)™T2 pour tout a < x5 < 21 < b. (4.37)

Si xo = a+ M2UH2)/r2 f(q)r2/"0 € (a,b), alors [ est la fonction nulle sur [zo,b).

Nous utilisons ce lemme pour montrer des estimations a priori sur les solutions des équations
de continuité.

LEMME 4.12
Supposons que la constante K est telle que K > 3 ou [ = max (7, p), 7,p €tant des constantes
vérifiant (4.3).

Soit u la solution du probleme (4.33) associée a (0, p) € C alors les solutions n et p de (4.34)
et (4.35) satisfont Uestimation suivante

1
2K
-9l 22 () |€2

K
<mp< B4+4— Q|76 4.38
514 s <yp < B+ A—=lgllL2e) |l (4.38)

ou & est une constante vérifiant 6 = p Ur min (61, 2), avec

§; = min {ﬂeu_d/UT7 N+ (N? _|_4n22)1/2 } |

2n;

89 = min ﬁe_m/UT, — _37% .
N+ (N~ +4n?)1/2
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Démonstration. Pour r € R, posons 5, = (5 — )" et p, = (1/r — p)T, nous avons pour tout
r > K les fonctions 7, et p, sont dans H},(€2). Nous obtenons a partir des problemes (4.34) et
(4.35) les équations suivantes

<UT,uneu/UTV777 V777’> + <Q(u7 7~77 16) (77/6 - 1)7 77r> = <97 77r> (4'39)
(Urppe™ VTN p, Y p,) +(Qu, 1, p)(p = 1), pr) = (g, pr)- (4.40)

Retranchons (4.40) de (4.39), nous obtenons alors

<UT,un€u/UTV77r7 Vi) + <UT,up€_u/UT Vo, Vpr)+
<Q(u7 7~77 ﬁ) (77,5 - 1)7 777’> - <Q(u7 7~77 ﬁ) (ﬁp - 1)7 pf’> = <g7 N — pr> (441)

Or dans {z € Q; n(z) > r}, la fonction 5p—1 > r/K —1 > 0 et dans {z € Q; p(z) < 1/r}, la
fonction 77p — 1 < K/r — 1 < 0 alors

<Q(u7 7~77 16) (77/6 - 1)7 77r> - <Q(u7 7~77 16) (ﬁp - 1)7pr> Z 0

et nous déduisons de (4.41) et cette derniere inégalité que
<UT,uneu/UTV77r7 Vi) + <UT:up€_u/UT Vo, Vor) <9, — pr)-
Nous obtenons
1]
E (Han’Hz + HVPrHZ) S <gv N — pr>‘
Puisque g est une fonction positive, cette derniére inégalité devient
1]
= V0P 1V, 1%) < {gsmy)- (4.42)
Nous déduisons, de I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au second membre de (4.42), que
o 2 2
7 IV + 1V F) < lgllz@llnellze o) (4.43)
Posons Q, ={z € Q; n(x) > r}, alors nous pouvons écrire
e 220y = Inellr2(e,) < |Qr|1/3H77rHL6(Q)-
L’injection d H} () dans LE(2) (voir [3]) s’écrit
Pour tout v € HL(Q), lollze(q) < collVoll2(q), (4.44)
nous obtenons
71l 22 (@) < ol IVl 22 (4.45)

En combinant les inégalités (4.43) et (4.45), nous obtenons

)
o IVarllzz(9) < col 2791l 12(0)-
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En utilisant I'inégalité (4.44), il vient

C%I( 1/3
1llze ) < =519 llgllrz (@) (4.46)
D’autre part, pour s > r > 3, il est clair que €, C €2, donc

1 l1e ) = e lle () 2 ellZe ) > 1Ql(s = 7)° (4.47)
nous déduisons de (4.46) et (4.47)
cAK
5
Soit f la fonction définie par f(s) = |Qs] Vs € R, f est postive et décroissante sur [3, 4o0[ et
vérifie 'inégalité (4.37) pour M = C, r; = 2 et ry = 1. D’apresle lemme 4.11, f est identiquement
nulle sur [3 + 4C|Q5/"/%, 400, en particulier sy = § 4 4C|Q|"/6 = § 4 4¢2K gHLz(Q)|Q|1/6/5,

d’olt 7 < sg, ce qui donne la borne supérieure pour 7 dans (4.38).

Q] < CO(s —r)70Q,]? avec C' = lgll25)- (4.48)

Notons que 55, = 0, donc d’apres (4.42) [|ps, || 12(q) = 0 et par conséquent ps, = (1/s0 — p)t =
0, ce qui entraine 1/sg < p, ce qui donne la borne inférieure de (4.38). De maniére analogue,
nous montrons que 1/sy < 7 et p < s, ce qui achéve la démonstration de ce lemme. 0

LEMME 4.13
Pour g € L*(Q), g positive et ||g|| 2y < «, alors Uopérateur S laisse invariant le convere C' ot

K est de la forme

. 3
K=-—"_.1mH
—g T B

avec o = §/(4c3|Q)V/0) et I = 403|Q|1/6H9HL2(Q)/5.

Démonstration. Il suffit de remarquer que la constante K du lemme 4.13 vérifie G+ HK < K.
O

LEMME 4.14
Pour (7,p) € C et u est la solution de (4.33), les problemes (4.34) et (4.35) admettent des
solutions uniques.

Démonstration. la preuve est semblable aux lemmes correspondants de la section précédente.
o

Nous avons donc montré que .S est bien défini et nous avons construit un convexe C' invariant
par 5, il reste & montrer que S est continu et 'image de C' par S est précompacte.

Nous énoncons le résultat suivant dont la démonstration est similaire a celle du lemme 4.6.

LEMME 4.15
L opérateur S est continu de C' C L*(2) x L*(Q) dans HY(Q) x HY(Q).

S est donc continu et laisse invariant le convexe C' (voir lemme 4.13). Il reste & montrer que
I'image de C' par S est précompacte pour pouvoir conclure a l'aide du lemme 2.2 de la page 33

que S admet un point fixe.
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LEMME 4.16
L’image de C' par Uopérateur continu S est précompacte dans L*(Q) x L*(Q).

Démonstration. D’apres le théoréme de Rellich, I'injection de H'(Q2) dans L*(Q) est compacte.

O

THEOREME 4.2
Sous Uhypothese 4.1 et si ||g|lr2) < o ot o est défini dans le lemme 4.13 alors le systeme
d’équations (4.1) admet au moins une solution dans le convexe C' défini avec K est une constante

donnée dans le lemme /.13.

Démonstration. S est continu, laisse le convexe C' invariant et S(C') est précompact d’ou S
admet un point fixe dans C. Il est clair que tout point fixe (1, p) de S est tel que (u,n,p) est
solution du probleme (4.1) ot u est solution du probleme (4.33). 0



Chapitre 5

Etude de ’unicité de solutions du

modele DD

5.1 Introduction

Pour les équations de semi-conducteur a I’état stationnaire, le probleme de 'unicité de so-
lutions dans un cadre général est ouvert. Les parametres physiques comme les lois de mobilités,
le terme de génération d’avalanche et le dopage sont des sources potentielles pour I'existence de
solutions multiples, voir par exemple [70, 85, 105]. Les théoremes d’existence que nous avons
discutés dans le chapitre précédent, et ceux qui se trouvent dans la littérature, Mock [85], Mar-
kowich [77], ne donnent aucune idée sur 'unicité de solutions, qui est en général inattendue. Des
réponses affirmatives sur 'unicité d’une solution stationnaire peuvent étre établies seulement
dans quelques situations.

Sous ’hypothese d’absence de terme de recombinaison et la loi de mobilité est constante,
Mock a montré 'unicité des solutions pour une polarisation suffisamment petite voir [84]. La
démonstration est basée sur une propriété de monotonie. Markowich [77] a établit ce résultat en
un résultat d’unicité locale dans le cas du terme de génération-recombinaison non nul a I’aide du
théoreme des fonctions implicites. Ces résultats ont été obtenus sous la condition que les points
ol les conditions aux limites changent de types, forment des coins d’angles droits c’est a dire
que les solutions du systéme sont dans H?(2). Nachaoui et Nassif [92] ont donné un nouveau
résultat dans le cas irrégulier i.e. les solutions sont dans Wh4=9(Q) ot 0 < § < 1 en utilisant
une condition de quasi-monotonie quand le semi-conducteur est proche de I’équilibre. Ensuite
ils ont démontré 'unicité des solutions pour les dispositifs a domaine petit.

Dans ce chapitre, nous apportons une contribution a ’analyse de 'unicité de solutions du
systeme (5.3) dans différentes situations. En particulier, nous considérons dans les sections 2 et
3 le cas ou certains changements de conditions aux limites se font a angles plats. Sous certaines
conditions, nous démontrons que le systeme (5.3) admet une solution unique. Dans la section 3,
nous examinons le cas particulier ou le terme d’avalanche est nul, nous exposons un théoreme
d’unicité. A la section 4, nous considérons le cas ou les changements de condition aux limites se
font a angles droits. Nous donnons un théoreme d’unicité local dans le cas ou le terme d’avalanche
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est non nul et la démonstration est basé sur le théoreme des fonctions implicites en considérant
les variables de Slotboom.

Commencons par expliciter la dépendance de certaines constantes qui apparaissent dans les
inclusions entre les espaces de Sobolev. Considérons €2 un ouvert polygonal borné de R2.

e Py : Pour toute fonction v de W5¥(Q), 1 < p < oo nous avons

ol ey < b1V ollLr()- (5.1)
e P : Pour toute fonction v de H},(£2); nous avons
Joll 2o, < eI IT0] ob p > 2. (52)
Rappelons que le systeme a étudier s’écrit
-V - (eVu) +qn; (e“/UTn — e_“/UTp) =¢N dans €,
—V-QmUw”“WW)I—QWJmep—D+y dans @,
—V-Q%Uw_ﬁW%)I—QWJmep—U+y dans  Q, (5.3)

W=, =14, p=pd sur I'p,

v-Vu=v-Vp=v -Vp=0 sur I'y.

Nous supposons tout au long de ce chapitre les points suivants
oHi: 0<e<e(a) Va e
oy : [y, iy ne dependent pas du champ électrique et ils existent des constantes p,fr > 0
telles que a
O0<p<pn(z)<E, 0<p<pp(e)<E Vo e

o/15: Il existe une constante Cg telle que |Q(r, s, t)| < Cg pour tout (r,s,t) dans un borné
de R

o/, : Il existe une constante Lq telle que

1Q(r,s,t) = Q(r', ', )| < Lo (Ir — /| + |t = t'| + |s — §'])

pour tout (r,s,t), (r',s',t') dans un borné de R®.

oH; : g est une fonction positive de L%(Q)

5.2 Un théoréme d’unicité

Dans cette section, nous supposons que les hypotheses Hy, Ho, H3, H4 et Hs sont vérifiées

et de plus g s’écrit sous la forme suivante
g, p) = (V) p, Ure! 0 |V | + B(Vu) p,Ure™ /Y7 |V p,

ol « et (4 sont deux fonctions positives vérifiant
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Il existe une constante positive C, pour tout ¢ € R? |a(¢)| < C,
| <C

— 1l existe une constante positive L, pour tout (1, ¢y € R* |(¢y) — ()] < Laléi — G
Il existe une constante positive Lz pour tout ¢1,{s € R?* |3(¢1) — B(G)| < Lgl|¢ — Cal.

a(C)
— 1l existe une constante positive Cg pour tout ¢ € R? 18(¢)

En supposant (u1, 11, p1) et (ug, 72, p2) sont deux solutions faibles du systéme (5.3), nous mon-
trons des inégalités liant les gradients de (u;—uz), (m1—12) et (p1—p1) en fonction des parametres
physiques du semi-conducteur et en fonction des solutions 7; et p;. Ensuite, nous construisons
une matrice A et nous démontrons, sous une propriété de cette matrice, que uy = ug, 71 = 72
et p1 = po dans le domaine €.

Avant de présenter notre résultat d’unicité, nous commencons par montrer quelques résultats

préliminaires.

LEMME 5.1
Supposons satisfaites les hypothéses Hy, Hy, Hs, Hy et Hs. Si (uy,n1, p1), (w2, 2, p2) sont deux
solutions faibles du systéme (5.3) alors

IV (= u)ll < b |20 {2 VTV (o2 = p) | + €51V [ (= )} (5.4)

ot by est la constante donnée dans (5.1).

Démonstration. Soient (uy, 1, p1), (u2, 72, p2) deux solutions faibles du systéeme (5.3), nous
avons alors

pour tout ¢ € HH(Q) (eVu;, V) + (qnie®/Urn; — gnie=/Urp, —gN @) =0 j=1,2.
Nous en déduisons que

<€V(U1 _ UQ),VQO> + <(]ni (eul/UT771 _ €u2/UT772 _ e—ul/UTp1 + €—u2/UTp2) 799> =0 (5‘5)

Posons ¢ = (uy — u2)/Ur, le second terme de (5.5) devient

(1 —U2> _
Ur

(73] —UQ>

Ur

Uy — Uz

<(]7%' |:€'U«1/UT(771 _ 772) + (eul/UT _ €u2/UT) 772} 7

—(gni {6‘“1/% (p1 — p2) + (6_“1/UT - 6_“2/UT) pz] :

).

Ur
) U1 — U2
P2, UT

Comme <(e“1/UT - eu2/UT) 2, U1U— u2> > 0 et <(e—u1/UT _ eu2/Ur
T

utilisons I'inégalité Cauchy-Schwarz pour obtenir

) < 0, nous

U — U2>
Ur -
{7 Iy = mall + €77 |y = ps| s = w2l

(gmi (Vg — 2y — = /Unpy 2/ Uy )

gni

Ur

De I’équation (5.5), en utilisant cette derniere inégalité et I’hypothése Hy, nous obtenons

£

_ 2 4 [ —ufUpy, _ T/Ur || _ —ull. _
oV = )P < e g = ]| T = | f s = (56)
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Gréce a (5.1) I'inégalité (5.6) s’écrit
|V (12 = wn)I* < gy [ {7V (o2 = pu) | + €7V (2 = m)lIHIIV (2 = ).
Pour estimer ug — uy dans L*(§2), nous utilisons le résultat suivant.

LEMME 5.2
Soient ¢ une fonction de H},(Q) et ag une constante telle que (¢ —ag)™ € H}(2). Si pour toute
Jonction h de L*() et tout a > ag

IV = )P < [ ha)io =) (o) o 5.7
alors
Il (@) < a0 + 2y Q]| (5.8)
ot ¢(3) est la constante donnée dans (5.2).

Démonstration. Soient ¢ une fonction de H},(Q), ap une constante telle que (p — ag)t €
H},(Q), h une fonction de L?(2) et a > ao.
Posons Q, = {2 € Q; ¢(x) > a}, en prenant p = 3 dans 'inégalité (5.2), nous obtenons

I(e = )11 < )l IV (@ — a)FIP,
et de l'inégalité de Holder, nous déduisons que
/Qh(@(@ —a)* () dx < [|Al]]| (¢ — a)*[l6] Q7.
De ces deux dernieres inégalités et de (5.7), nous obtenons
(e = a)Fll6 < cfay|2al*|I1])- (5.9)

D’autre part, pour a > a,
o= M= [ (o) - a) de > (a - @il

En utilisant (5.9), nous obtenons
[l < ci3)[1Al1°(@ — ) 01",

Soit f la fonction définie par f(a) = |Q,| pour tout @ > ag, f est une fonction positive décrois-
sante sur [ag, oo[ et vérifie I'inégalité (4.37) de la page 83 pour M = 0(23)HhH7 r1 = 6etry =3, donc
d’apres le lemme 4.11 de la page 83, f est identiquement nulle sur [ao—|—24/30(2:,))|QUL0|1/2HhH7 +oo],

en particulier pour sg = ag + 24/30(23)|Q|l/thH7 nous obtenons |Q,,| = 0, d’olt
o) <ag+ 24/30(23)|Q|1/2HhH presque partout sur .

Le lemme 5.2 a été donné dans [40] sous une autre écriture de I'inégalité (5.8). Nous pouvons
maintenant montrer le résultat suivant.
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LEMME 5.3
Sous les hypothéses du lemme 5.1, si (uy, m, p1), (uz, n2, p2) sont deuz solutions faibles du systéme

(5.3) alors
qn; —u u
lur = walloo < = 243 b2) | {6 YTV (py = pr) || + €UV (12 — 771)\’}

ot b(y) et ¢(3) sont les constantes données dans (5.1) et (5.2).

Démonstration. Supposons que les hypotheses du lemme 5.1 soient satisfaites. Soient (w1, 71, p1)
et (ug, 12, p2) deux solutions au sens faible de (5.3), alors de la premiere équation de (5.3) et
pour toute fonction ¢ de H},(€2), découle

<€V(u1 _ u2)7v¢> + <(]7%' (eul/UT771 . euz/UT772 _ e—ul/UTpl + e—uz/Usz) 7¢> —0. (5.10)

Prenons ¢ = ((u; — ug — ¢)/Ur)" € HL(Q) dans (5.10) ot ¢ est une constante positive. Nous
obtenons

g — e\t o+
<€V(u1 - u2 - C)+7 V w > —I— <q nZ (eul/UTTll _ €u2/UT772> , ul u2 (& >
Ur Ur

_l_
U1 — Ug — C
—<(] n; (e_ul/UTpl _ 6_u2/UT,02) 7 (%) > =0.

Nous utilisons la convexité de la fonction exponentielle comme dans la démonstration du lemme
5.1 pour obtenir

(15) Uy — Uy — €

(eV(ug —uz — )T,V (%)B + (g nie /T (1 = 1), (T)+> (5.11)

_|_
Uy — Uy — €
—(gnie= /U (py — po), (%) ) <0,
T

En prenant ¢ = (u; — ug)/Ur, a = ¢/Ur, ag = 0 et

_ A% [y JUp _ _ w1 /Ur _
h_gUT {6 (p1—p2) — e (m 772)}7

il est clair, d’apres l'inégalité (5.11), que

IV =@l < [ hie) (o= a)* (o) do.
Nous obtenons alors, du lemme 5.2,

qn, —u u
llloe < EQMSC(ZS)'Q'WHG YU (py = pa) — €U (g — )|,

ce qui entraine alors

qn; s —u
[lur = w2l < = 243 10 {6 A I R e /02HL2(Q)} - (5.12)

Comme 1, — 12 et p1 — p2 sont deux fonctions de H},(2), nous majorons le second membre de
(5.12) en utilisant l'inégalité (5.1), ce qui acheve la démonstration du lemme. 0
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LEMME 5.4
Sous les hypothéses du lemme 5.1, si (u1,n1, p1), (uz, n2, p2) sont deux solutions faibles du sys-
téme (5.3) alors

pe Tz (= ) < {03,191 Lollmpr = Uleo + 7 Ureey QY (L™ V7| Vils
Lo V|V pulla) | 11V (ur = uz)] + {mww%z‘*/%é)b@lm (14 Cabgay /) 710
X[Vl +Cﬁb(z)e_yUT|Q|1/2HVP1M + FUTCobpaye™ 7 (97 + b3 |2/ Lollmpr — oo

+ 03| 21Cql|p1llse 11V (= 72) | + {ﬁe—ﬂ/UT%2“/%%3>b<z>|9| (14 Cabgylo?) m/n
X1Vl + Cﬁb(z)e_E/UT|Q|1/2HVP1M + FUTCbiye™ QM2 4 7[R LolImpr — 1l

" béﬂmc@unzuoo} IV (o = po)l

ot byyy, c(zy sont les constantes définies respectivement dans (5.1) et (5.2).

Démonstration. Supposons satisfaites les hypotheses du lemme 5.1, soient (uy,n1,p1) et
(uz2,m2, p2) deux solutions faibles du systeme (5.3) alors pour toute fonction ¢ € H}(Q), de
la deuxieéme équation du systeme (5.3), nous obtenons

(1 Ure /TN Y 0) +(Q (i, mi,y i) (mipi — 1), ) = (g4, ) pour i = 1,2, (5.13)

avec g; = ¢(ui, 7, p;i), nous en déduisons

(aUp (e /YNy — €42/UN0), Vo) = (Q(uzy m2, p2) (12p2 — 1) — Q(ur, 1, p1) (mp1 — 1), )
+(91 — 92, 9)- (5.14)

Pour ¢ = 1y — 13 dans (5.14), nous obtenons
(1 Ure"?/VTN (g — ), V(s — m2)) = It + Iy + Is + I (5.15)

avec

I = (uUr (6“2/UT - 6“1/UT) Vi, Vi = n2)),
Iy = ([Q(uz,m2, p2) — Q(ur, 1, p1)] (mp1 — 1), m — m2),
I3 = <Q(u27 7727,02)(772,02 - 771,01)7 m— 772>7 Iy = <91 — 92, — 772>-

— Le terme I; peut étre estimé de la maniere suivante
I < aUr||e U — U N[V (= )

Or e%2/Ur _ gu/Ur — ef/UT(UQ —uy)/Ur ou & =tuy+ (1 —1t)uy, t €]0,1[, comme ug, uq
sont dans L (), alors & 'est aussi et u < & <7, d’ou

Lo < eV uy = | V1V O = m2)l.
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Alors, d’apres le lemme 5.3, nous obtenons

— qn; m
I < e /UT724/SC%3)5(2)|Q| {1V (2 = )|

€ (5.16)
+e UV (pz2 — po) |1} IV LIV (1 = 2) |-
— D’apres I’hypothese Hy, le terme Iy se majore de la maniere suivante
Iy < Lo((Jur — ual + [ = ma| + [p1 = p2l) (mpr = 1), m — m2),
par suite
Iy < Lallmer = Ulso{llur — wall + lln = mall + llor — p2llHlm — m2l|-
En utilisant (5.1), nous obtenons
I < b7 [QLallmpr — Hleo (IV (ur — u2)ll + [V (1 = ma) |
V(o1 = p2) DIV (1 = m2) - (5.17)
— Considérons maintenant 5. Alors ’hypothese Hs entraine 'estimation suivante
I3 < Co((n2 — m)p1 + n2(p2 — p1)sm — 12),
d’ot
Iy < Co {llpalloollme = mall + 1n2llcollpr = p2ll} i = 72l
Nous déduisons de (5.1) que
Is < b |QCo {llpllc IV (11 = m2) | + 1210 1V (1 = p2) I} IV (1 = m2)]- (5.18)
— Pour I, nous avons
(91— 92,m —m) = (uUr (a(vul)eul/UTW??ﬂ - Of(vu2)€u2/UT|V772|) S 11— 72)
+{upUr (ﬁ(vul)e_ul/UTWPﬂ - ﬁ(vuz)e_u2/UT|V,02|) ST = 12)
= Is+ I (5.19)
Le terme I5 se decompose de la facon suivante
Is = Iy + 152 + I53 (5.20)

ol
Isi = (uUr (a(Vuy) — a(Vua)) e/ |V |,y — 12),

]52 = <IunUT04(VUQ) (eul/UT - €u2/UT) |V771|7 /) 772>7

Iss = (paUra(Vug)e /U7 (Vs | — |Vinal) i — 172).
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En utilisant les hypotheses H,, Hs et 'inégalité de Holder, nous obtenons

AU Lo e™ V||V (ug — u2) || | Vonal3 [ — m2lle
AU Lo e™ VT ey | QYO (ug — u2) || Va3 |V (1 = ma) (5.21)

151

AN VAN

la derniere estimation est obtenue grace a I'inégalité (5.2) avec p = 3.
Des hypotheses Ho, Hs, nous déduisons que

Isy < FCe™ VT |Juy — ualloo Vo] 11 — m2ll-

Nous estimons ||n; — 12| en utilisant I'inégalité (5.1) et ||uy; — ug||s en utilisant le lemme
5.3, nous obtenons alors

— w/Up 4 32 _y T
Is; < fCye /UT724/3053)I9%2)|Q|2 {6 YUV (py = po) | + €777V (2 — 771)\!}
XVl IV (1 = m2) |- (5.22)

Les hypotheses Hy, Hs et Papplication de I'inégalité de Cauchy-Schwarz a Iss impliquent

Iy < FURC.EVT | V| = (V] | [l = e
< AUTCo TN (g = )|l = el
< FUCL. Vb Q1 N (0 = o)1 (5.23)

En additionnant membre & membre les inégalités (5.21), (5.22) et (5.23), nous obtenons
’estimation suivante

Is < U Lo €™V )| Q1YY (ur = wa) || [V ulls |V (= 1)

_|_ﬁeU/UT%5(22)0%3)0&24/3|Q|3/2 {e_yUTHV(Pz — p)ll + €V (2 — 771)\’}

<[Vl IV (1 = m2) || + FUTCae™ VT by |2V (1 — m2) || (5.24)
D’une facon similaire, nous obtenons une estimation de Ig

I < AU Lae ™ VT ¢ [QYE||V (uy — ua) || [Vl [V (1 = 1)

-l-ﬁ@_yUT%552)053)0524/3|Q|3/2 {e_yUTHV(Pz — po)ll + €V ||V (2 — 771)\’}

<[V pu IV (11 = m2) || + FUTCae ™ Vb o) |21V (p1 — p2) | IV (1 — m2) || (5.25)

En additionnant membre & membre les inégalités (5.24) et (5.25), en réordonnant le terme
de droite de I'inégalité obtenue alors de 'inégalité (5.19), il découle que

(g1 = g2 — 1) < e 1 (Lae™ 0|V inlly + Lae ™2V [V ) 1V (s — w2)]

qn; —u T
5 baycly 22121 {6 YUV (py = po) | + €7V (2 — 771)\’}

A Cae™ TV + Coe™ TV p | IV 1 = )|

FRUTb )| (Cae™ TV (= m2) |+ Coe™ VTV (o1 = p2)|) IV (= m2)]|- (5.26)

X[V —m)|| + 7
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Finalement, I'introduction des estimations (5.16), (5.17), (5.18) et (5.26) dans (5.15) donne
(nUre 2!V (1 = 12), ¥ (1 = m2)) <
v qng U,
= 24/3 ()b { U1V (py = p)|| + €TV (72 - 771)\’} IVI[[V (e = m2)]

+b%2)|sz|LQump1 o (19 (1 = w2) |+ 19 (= m) |+ 19 (o1 = p2) DIV (1 = )|
0} AColpallclIV (= m)l|+ el ¥ o1 = p2) IV (1 = )|
AUzl (Lac™ V7|V inlls + Loe™2/V7||V palls) 1V (ur = wa)|| [V (1 = o)

_qn; — u
L ek 22 { V|V oo = )|+ €UV = )}

{Cu T+ Che T I~ )

b |2 (Cae™ V|1V (1 = 1) | + Coe™ UV (o1 = p2) ) IV (1 = m2)

En minorant le terme de gauche de cette derniére inégalité par ﬁeﬁ/UTUTHV(m — m)||* et

en simplifiant I'inégalité obtenue par ||V (n — n2)|| alors I'inégalité du lemme 5.4 s’obtient en
regroupant les termes en ||V (1 — us) |, [IV (m — m)l| et [V (1 — pa)]|- 0

Par un argument similaire appliqué a la deuxieme équation de continuité, nous obtenons
aussi le résultat suivant.

LEMME 5.5

Sous les hypothéses du lemme 5.1, si (u1,m1,p1), (U2, 72, p2) Sont deux solutions faibles du sys-
téme (5.3) alors

eI ULV (o1 = pa) | < {03l Lallmpr — e +HUTC<3>|9|1/6<LaeWUTuwug

+Le TV pils) 11V (1 = ua)] +{ U Lt b0 [ (1 + Ciabiay21?)
x|V || 4 Cobyye™ V7 012V | ] + nUTcab@)eu/Uﬂml/? + 012U Lllmper = 1o
+b%2>|9|cQumuoo} IV (1 = n2)] +{ emuIUn L3 o) 9] [ (14 Coby1212)

<€ 2TV | + Cabiaye™ V(0] V2| V| +nUTcﬁb<2>e-ﬂ/UT|m”2+bé)mmumm ~ 1l

" béﬂmc@unzuoo} IV (o = po)l

ot b(y), ¢(3) sont les constantes données respectivement dans (5.1) et (5.2).

Nous pouvons maintenant énoncer notre théoreme d’unicité.

THEOREME 5.1
Supposons satisfaites les hypothéses Hy, Hy, Hs, Hy, Hs. Soient (u1,m1, p1) et (uz, 12, p2) deuz
solutions au sens faible du systéme (5.3). Nous définissons A la matrice 3 x 3 dont les cefficients
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a;; sont de la forme

a1 = \/57
qnib(Qz)ea/UT|Q|
12 = — )
VE
o _ambfyeiUig)
13 — 9
VE

asy = =by QU Lollmpr = e = T Ure(a)| QY (Lae™ T [Vl + Lae /U7 [[VpuJ3),

v u —u
a99 :EUTel/UT — Tie w/Up qg 24/3 2 |Q| {(1_|_Cab(2)|9|1/2) e /UTanlu ‘|’Cﬁb(2)€ u/Up

< |QY2|Vpu | - HUTCab(z)ewUﬂml/Q = by)|ALglImp1 = Lloo = 0y 12Cqlp1ll oo,

azs = —fie™/Ur L2915 1) 9] | (14 Cab|21M2) €77 |V | + Cibiaye™/ V71912V |

- MUTCﬁb( /UTIQII/2 by |QLallmpr = oo = by |21ColIn2loo,
az = =by [ Lollmpr = Uleo = U7 e)| QY (Lac™ T Vil + Loe™/UT([VpuJs),

s = ~Fie VT L6 b0 [(14+ Cabio)|21/2) e2/UT V| + Cabiaye™ U Q12| Vi |

— AUrCabz u/UT|Q|1/2 by QU Lallmpr — e — by QACo o1l oo,

33 :EUTe—E/UT — Tie —u/UTq 224/3 2 |Q| {(1—|—Cﬁb(2)|9|1/2) e—l/UTHVplu _I_Cab(z)eﬂ/UT

< |QY2 (V|| - HUTCﬁb( /UTIQIU2 biny | Q1 Lgllmpr = oo = b)|2AC| 1720
Si la matrice A est définie positive alors wy = ug, n = 12 €t p1 = pa.

Démonstration. Supposons que (u1, 71, p1) et (uz, 12, p2) sont deux solutions faibles du sys-
teme (5.3), soit z le vecteur défini par z = (||V(ur — u2)||, [[V(m1 — m)|, [V (p1 — p2)[)T =
(21, 29, 23)T. Nous avons alors

(A z)1 = a1121 + a1222 + 1323,
(A z)2 = ag121 + agzz2 + ag3zs,

(A z)s = as121 + aszz2 + asszzs.
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De la définition de la matrice A, nous obtenons

a1121

a1222

1323

2121

- {EUTeg/UT — u/UTq 224/3 2 |Q| {(1_|_Cab(2)|9|1/2) eﬂ/UTanlu

= VEIIV(ur — u2),
qmb(2 /U Q|

= N IV (= 2,
gnb?, e w/Ur|Q

= IV = el

= — {2 Lallmpr = o + TV 91 (Lac™ T |Vl

+ Loe VT |[Vpilf3) IV (ur = w),

+Cbiaye —“/UTmP/?uv,olu}—uUch IO~ 02, 10| Lollmp — 1

— byl UCqllpll b IV (1 = ),

Ags2s = {ﬁe—E/UTq 224/3 2 b |Q| {(1_|_Cab(2)|9|1/2) u/UTHanu_I_Cﬁb u/UT|Q|1/2
uwr] AU Cabye U (9] 4 0| Lolmps — 1o + 7, |9|0Qunzuoo}
< IV (p1 — o)1,

az1z1 = — {b(22)|Q|LQH771p1 — oo = AUre(s)| QO (Lae™ VT |Vl + Lﬁe_yUTHVPlHS)}
X (19 (ur = wa)],

U3929 = — {— w/Up 41 224/3 2 |Q| {(1—|—Cﬁb(2)|9|1/2) e—g/UTHVpIH +Cab(2)€U/UT|Q|1/2
uwu]  AURCaby T IO 4 82 |l Lallmpr — 1l + 0, |9|0Qup1uoo}
X IV (m = n2)l,

asszs = {EUTe—WT pe/Ur L2gtfic o) 9] | (14 Cbl2) /U |V |

Posons By =

T Cabpye “/Uﬂml/zuwu}—uUTcﬁm eI IQ2 82,10 Lollmpr — 1

—b%2)|9|cQun2uoo} V(o1 = pa)ll-

VE(A2)1, By = (Az)y et By = (A2)3, alors le produit scalaire (A z, z) s’écrit
(Az,2) = (Az)iz1+ (Az)ez2 + (A2)323
= %3121 + Bazg + Bszs.

Les lemmes 5.1, 5.4 et 5.5 entrainent respectivement que les quantités By, B, et B3 sont néga-

tives, d’ou (A z,z) < 0, et comme la matrice A est supposée définie positive z; = z3 = 23 = 0,

ce qui entraine uy = ug, 71 = 12 et p1 = po dans Q.

|
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Dans le théoreme suivant, nous explicitons des conditions suffisantes sur les parametres
physiques et sur les solutions pour que la matrice A du théoreme 5.1 soit définie positive.

THEOREME 5.2
Sous les hypothéses du théoréme 5.1, supposons que (uy, 1, p1) et (uz, Nz, p2) soient deux solu-
tions faibles du systéme (5.3). St les trois conditions suivantes

.COl .
qn:b2, |9 _
VE- 2%2;(61#% +emw/Ury b(22)|Q|LQH771P1 —1|so (5.27)

~AUre) QY (Lae™ T Vi ls + Lpe /U7 [[Vpu]|s) > 0

.COzl
2 u/U
Upesttn _ 00 "l
© NG
5b¢ |Q|LQ b? |Q|CQ 3EUTb2 Cﬁ
(2)2 lmpr = 1o — %(anum + 3|p1]) - #IQP/?@‘E/UT

2
,UUTC . . e (5.28)
PO 0119 (Lo VT[Tl + Loe VT [Wpalls) — SHURCabiaye™r|0]?

qnz_ ) U—1u
2 b |9|[”UTHWH+5€< WUVl + [V pa)

; ) ;
O 3 4 I0) (eI T + Coem V)| > 0

00033
32 —u/U
Upeivr _ P I
[ 2\/5
562,,|Q| Lo b2,,|Q|Co 3EUTb2,C
O s = Lo = 2 Blmalloc + llp1]]) - %mwe-w (5.29)

2 2
_Urc) z z
! |9|1/6(Le/UTuwug+Lﬁe 8|V ) — SAUTCabye™TI]

qnz_ m U—u
N |g|[ 2—/UTva1H+§e IOV + IV pall)

F=QI M2 4 367U (Coe™ T || 4+ Coe VTV p )

sont satisfaites alors uy = ug, M = g €t p1 = p2 dans Q.
Démonstration. Soit ¢ = ((1, (s, (3)T un vecteur de R?,

(AC, Q) = a11C12 + a22C22 + a33C32 + (a12 + a21)G G + (a13 + a31)C1Cs + (azs + asz)(2Cs.

Comme, par définition, a;; <0 V¢ # j nous avons

az]CzC] = QZJ(C2+C2)VZ7£]
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Ceci entraine

a12 + a1 + a1z + aszy a12 + @21 + ag3 + aso

(A¢Q = (an+ 5 )G+ (a2 + 5 )G
+(ass + 013+a31;az3+a32)c32
> A+ A+ AG
avec N N N
a a a a
Ap = ay + 12 212 13 317
a19 + a91 + a9z + a
Ay = gy + 12 21 : 23 327
a13 + as31 + ass + a
As = azs + 13 31 : 23 82
Ce qui donne
qnzb(22)|9| _
_ _ u/U —u/Ury _ p2 _
A= /e Na (5T + e7#7T) — by [QLgImpr — 1|eo
—Ure ()Y (Lae™ T || Vip||s + Lpe V7| Vpy|3),
qmb2 “/UT|Q|
Ao = ul w/Up _ (2)
2 = pure 2\/5
5()22 QLo 1322 1Q|Cqo SEUTI)Q2 Cp
C lmpr = oo = ~2——(lm2lloe + 3llpall) - B0 Q)1 /2emu/U

2 2 f
,uUT g - et
|Q|1/6( /UTHV771H3‘|‘L56 _/UTHVIO1H3) — —,uUTC b /UT|Q|1/2

(]7%_ ) 1 U—u
! H24/3 auee] [ |+ e (19| + 19 )

b _ _
+%lﬂl”2<3e“/% e (Cae™ UV | + cﬁe—ﬁ/UTHVm\D] 7
qnib(Qz)e_ﬁ/UT|Q|
22

2 2 m 2
_5tl9Le lCa UL g2
2

lmpr — Ueo — —————0lIm2llec + llpall) — 5
,uUTc m ol
|Q|1/6 (L e /UTHV771H3+L56 /UTHVplu?)) _ —,MUTC b( /UT|Q|1/2

Ag = EUTe—U/UT _

2

qnz_ —2u U—u
: u24/32 |Q|[ 2—/UTHV,01H+§e D1Vl + 1V pal)

+%|Q|1/2(6WT + 37U (CLe™ T ||V || + Cﬁe‘”UTHVmH)]

Si les conditions C'Oq, CO4 et C'O3 sont satisfaites alors les ceeflicients A;, pour ¢ = 1,2, 3, sont
strictement positifs. Donc la quantité A;(Z + A9¢2 + A3¢2 > 0 et ne peut étre nulle que si ¢ = 0.
Ce qui prouve que la matrice A est définie positive. Les hypotheses du théoreme 5.1 sont donc

satisfaites et par conséquent u; = ug, 11 = 12 et p; = po dans Q. n|
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5.3 Unicité dans le cas ou le terme d’avalanche est nul

Dans cette section, nous donnons un résultat d’unicité du systéme (5.3) quand le terme
d’avalanche g est nul c’est a dire les constantes C,, C'g, L, et Lg sont nulles. La démonstration
utilise le théoreme 5.2.

Quand le terme d’avalanche est nul, toute solution (u, 7, p) au sens faible du systéme (5.3) est

telle que

7l <7, (5.30 7)
el < P, (5.30 @)
IVl < Co(ColQ'*Ch+ 1), (

(

Impr =1 < Cs

5.30 iv)
5.30 v)

ot U = max(7p — 1,1 —np) et les constantes Cy et Cy sont indépendantes de la mesure de 2
et de ¢.

THEOREME 5.3
Supposons que les hypothéses Hy, Hy, Hs, Hy soient vérifiées et que le terme d’avalanche soit

nul, si les trois conditions suivantes
B2
q nzb(z) |2

.CDll \/E— 2\/5

(VT 4 emu/Ur) — 12 10| LoC, > 0, (5.31)

q mb(g)c(%)ﬁem/UT 24/3|Q|

eCDy: pUres/Ur — C(ColQIY2C. +1)

£
562, |Q|L 2 ColQ| qn:b?, |9
_etre oy Tl o TR 5.32
5 (P —1) 5 (+3p) N (5.32)
qnib(2)c(23)ﬁe(a_l)/UT24/3|Q|
- 5 (C1 + Co) (ColQM2C, + 1) > 0,
_ q nibo 2, ie~ 24/ Ur24/3)Q)
e('Dy: EUTe_“/UT — ®76) 8 Co(Co|Q2C, + 1)
562, |Q|L b2, ColQ qnib?%, Q|
B L L e P 1) L gy Gt 5.33
;1P — 1) 5 (BT+7 N (5.33)
g nib(a)claye U212
— " (C1 4+ Co) (ColQY2C, +1) >0

sont satisfaites alors le systéme (5.3) admet une solution unique.

Démonstration. Il suffit de démontrer que les conditions C'Oq, CO4 et O3 du théoréme 5.2
sont satisfaites. Supposons que (u1, 11, p1) et (ug, 172, p2) soient deux solutions faibles du systéme
(5.3) avec g = 0. D’aprés (5.30 v) et comme la constante Lg est positive, nous obtenons

= b{y) QU Lgllm p1 = Uloo 2 =) QLG . (5.34)
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En utilisant (5.34), le terme de gauche de l'inégalité (5.27) est supérieur ou égal a celui de
I'inégalité (5.31). D’ou, la condition C'O; sera satisfaite si C'Dy est satisfaite.
D’apres (5.30 iii), nous obtenons
gnibs 2 ﬁ€2U/UT24/3|Q| gnibs 2 ﬁ€2U/UT24/3|Q|
- e 9 > —— C(CI9I' P C 4 1) (5.35)

De (5.30 v), découle

507,19 Lo 507,19 Lo
— I = e 2~ ——C (5-36)
Nous avons aussi, d’apres (5.30 i) et (5.30 i),
b2, Col b2, CalQ
2)~@ 2)~ @ — o=
— o (Imallos + 3llpall) = =27+ 37). (5.37)
1l vient de (5.30 4ii) et (5.30 iv) que
q nib(z)c% ﬁe(a_l)/UT24/3|Q|
- e (Il + 1011
qnlb 02 ﬁe(a_l)/UT24/3|Q|
> L) (C1 + Co) (ColQ V20, + 1), (5.38)

- 2e
En additionnant membre a membre les inégalités (5.35),(5.36),(5.37) et (5.38), nous déduisons
que le terme de gauche de I'inégalité (5.28) est supérieur ou égal a celui de 'inégalité (5.32).
D’ou, la condition C'O4 sera vérifiée si la condition C'Dy est vérifiée.
D’une facon similaire, nous démontrons que la condition C'O3 sera satisfaite si la condition C'Ds
est satisfaite. n|
De ce dernier théoreme, nous déduisons deux résultats d’unicité du systéme (5.3) que nous

décrivons dans les deux corollaires ci-dessous.

COROLLAIRE 5.1
Sous les hypothéses du théoréeme 5.3 et si de plus le terme de Shockley-Read-Hall () est nul alors
pour £ suffisamment grand le systéme (5.3) admet une unique solution.

Démonstration. D’apres le théoreme 5.3, il suffit de démontrer que les trois conditions C' Dy,
C'D, et C'D3 sont satisfaites. Comme () est nulle alors les constantes Lg et C'g sont nulles, d’ou
une condition nécessaire et suffisante pour que la condition C'Dy du théoreme 5.3 soit satisfaite
est
qnidiy |
e > — (M ey = <y, (5.39)
En multipliant I'inégalité (5.32) par g, le membre de gauche de (5.32) devient

L2
E/UT _ \/Eq nlb(2)|Q|

el
EpUTE 5

— _ e_l/UT e_l/UT
—(]nib(2)0(23)ﬁ24/3|9|eu/UT { (eu/UT T 5 C1+ 5 Cy

J/Ur
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qui est un polynéme du second degré en /g dont le discriminant

an?b?2)|Q|2 9z

T
Ur
4

T m —u/Ur —u/Ur
‘|‘4EUT61/UT(]nib(Q)C(QS)ﬁ24/3|Q|€u/UT { (@u/UT i e - ) Cl L e y 02}

1:

est strictement positif. Alors pour que la condition C Dy soit satisfaite il faut et il suffit que

qnib(22)|Q|ea/UT N qnib(22)|Q|eE/UT + 2v/ A
e< ou £ >

4EUT€£/UT 4EUT6£/UT

)282. (5.40)

D’une facon similaire, une condition nécessaire et suflisante pour que la condition C'Dj soit
satisfaite est

gnb2, |Qe~w/Ur — 2,/A, : gnb?, |Qle~w/Ur 4 2/, :
(2) (2) —
e < ou g > =e3 (5.41)

4EUT€_E/UT 4EUT6—E/UT

ou
an?b?2)|Q|2
4

— w/Ur _ —u/Ur
_|_4EUT€—u/UTqnib(2)c(23)ﬁ24/3|9|6—1/UT {eTCl + (eu/UT T eT) 02} .

5 = e~ 2u/Ur

Les trois conditions C' Dy, C'Dy et C'Ds du théoreme 5.3 sont donc satisfaites sig > max(ey,£2,3).
Ce qui prouve que le systeme (5.3) admet une solution unique si ¢ est suffisamment grand.

COROLLAIRE 5.2
Sous les hypothéses Hy, Hy, Hs, Hy et supposons |Q| suffisamment petit, alors le systéme (5.3)
admet une solution unique.

Démonstration. D’apres le théoreme 5.3, il suffit de démontrer que les trois conditions C' Dy,
C Dy et C'D3 sont satisfaites. Il est facile de voir qu’une condition nécessaire et suffisante pour
que la condition C'Dy du théoreme 5.3 soit satisfaite est

2e

Q] < = —" =w. (5.42)
qnib(Qz) (e /Ur 4 e —/UT) + 2\/ELQb(22)C*
Supposons que la mesure de €2 est suffisamment petite pour que
1Q]°/2 < |9 (5.43)
Posons
qniboycE, e Ur 24/3 562, L
Oy 0 <3)€ C1(CoCut 1) + —2 “c.
b? CQ qnibQ _ ) g n;by c? ﬁe(a_l)/UTQAI/S
+- D G gp) 4 — Do T O (Ch + C2) (CoC + 1).

2 2.2 2¢
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De (5.43), nous déduisons que le terme de gauche de (5.32) est supérieur ou égal a EUTeE/UT —

C5]€2|, ce qui entraine que la condition C'Ds sera satisfaite si [Q] < EUTGE/UT/C:)) = wa.
D’une facon similaire, nous démontrons que la condition C'Oz sera satisfaite
si Q| < pUre™™YVr /Cy = ws, ot

q nibgy 2, ie~ 24/ Ur 24/3 50%. Lo
Cyp= ) - Ci(CoCh+ 1) + %C*

bty Ca qnibly, a-u)/Un4/3

—5— 1+ 3p) +

q niby 2, Tiel
5 e—u/Ur + 2)7(3)

22 2

Do, les trois conditions C' Dy, C'Dy et C'Ds du théoreme 5.3 seront satisfaites si || < min(wq,ws, ws),

nous en concluons que le systéme (5.3) admet une solution unique si la mesure de Q est suffi-
samment petite. 0

Nous allons donner, dans la section suivante, un résultat d’unicité tenant compte du terme
d’avalanche ¢, dans le cas ou les solutions (u, 7, p) sont dans (H?*(Q))>.

5.4 Unicité locale avec le terme d’avalanche non nul

Nous démontrons, dans cette section, un résultat d’unicité locale au voisinage de ’équilibre
et la démonstration sera basée sur le théoreme des fonctions implicites. Nous adaptons la dé-
monstration de [23] aux équations de semi-conducteur en considérant les variables de Slothboom.
Le systeme que nous allons étudier, avec présence du terme d’avalanche g, comme il a été décrit
aux chapitres précédents est

—V.-(EVu)+e'n—ep—-N=0 dans £,
=V (") + Q(u,, p)(np— 1) —g =0 dans €,
—V  (upe™Vp) + Qu,m,p)(np—1) —g =0 dans  Q, (5.44)
u=1ug,n=1,p=1 sur TIp,

v-Vu=v-Vyp=v -Vp=0 sur Iy.

Le domaine €2 est tel que toute solution u du probleme
—Au=f dans €,
u=10 sur I'p,

v-Vu=0 sur I'y.

vérifie u € H2(Q) et de plus |Julj22 < ¢||f]|]|2]'/? olt ¢ est une constante indépendante de Q.

Dans cette section, nous tenons compte des hypotheses suivantes
= K1 0 < p < pn(2), pp(x) < et g, py, et py, sont dans WH2(€Q).

- Ky Qz,.): R® — R est une fonction positive de classe C'* pour tout z € Q.
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Sous les hypotheses Hy, K1, K2, K3, Hs, nous savons, voir [84], que toute solution (u,n,p)
du systeme (5.44) est dans (H%(2))?, et le systeme (5.44) peut s’écrire sous la forme suivante

—cAu—-Ve-Vu+e'n—ep—-N=0 dans €,
=V (€ Nn) + Qu,n, p)(np—1) —g =0 dans €,
=V (upe™"Vp) + Qu,m,p)(np—1) —g =0 dans €, (5.45)
u=1ug,n=1,p=1 sur I'p,

v-Vu=v-Vp=v -Vp=0 sur I'y.

Soit u. solution du probleme d’équilibre
—V.-(eVu)+e*—e ™= N=0 dans 9,
u=ug sur I'p,
v-Vu=0 sur I'y.
De la théorie de régularité des solutions des équations aux dérivées partielles semi-linéaire

(cf. [51]), nous déduisons que u. € H*(Q) N WH>(Q) et le systéme (5.45) peut se représen-
ter de la maniere suivante

F(u,m,p,9)= 0ot (u,n,p) € Hpn(2))>+ (ug, 1,1)
avec

—cAu—Ve-Vu+e'n—e"p—N
—V - (e V) + Q(u,n,p)(np— 1) — g
=V (ppe™"Vp) + Qu,m, p)(np—1) — g

F(u,n,p,g9)=

et H3n(Q) ={h e H*(Q), h=0sur I'p et v.Vh =0 sur [n}.

THEOREME 5.4
Sous les hypothéses Hy, K1, Ko, K3, Hs et pour o > 0 suffisamment petit, le systéme (5.44)
admet dans un voisinage dans (H?*(Q))? de (u., 1,1) une solution unique (u,n, p) pour ||g|| < c.
De plus la fonction qui d g associe (u,1,p) est de classe C* de {g € L*(Q); |lg|| < o} @ valeurs
dans (H*(Q))?.

Démonstration. 1l est clair que F(u.,1,1,0) = 0 et I est une fonction de classe C'!, alors
d’apres le théoreme des fonctions implicites, il suffit de montrer que DF'(u.,1,1,0) est un iso-
morphisme de (#3,,(Q))? dans (L%*(Q))>.

Soient f1, fa, f3 trois fonctions de L?(€) et nous démontrons que le probleme

Trouver (1, @2, ¢3) telle que
_ (5.46)
DF(“m 17 17 0)(9917 P25 993) - (f17 f27 f3)
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admet une solution unique. D’apres (5.45), le probleme (5.46) devient

Trouver (¢1, @2, ¢3) telle que
—eAp; — Ve -V + (" + e ") o1 + ey —e " p3 = fi dans Q,

-V (:uneueV@Q) + Q(Um 1, 1)(992 + 993) = f2 dans 97 (5'47)
-V (lupe_uevw?)) + Q(Um 1, 1)(992 + 993) = f3 dans Q.

Alors, pour ¢, € H},(Q), d’apres (5.47), nous obtenons

(Hn€" Vo2, Vo) +(Q(ue, 1, 1) (p2+ 3) = fa,0) =0 dans ©,

{ (1™ V05, V) (Qutes 1, 1) (92 + 93) — f, ) = 0 dans (548)

Le systeme (5.48) est une formulation variationnelle d’un probleme elliptique semi-linéaire, et

puisque pi,e'e et p,e~“c sont dans W1°°(Q) alors (5.48) admet une solution unique notée
(92, 90) € HA(Q) x H(©).

Comme la quantité e*s +e~"e, qui apparait dans la premiére équation de (5.47), est minorée

par une constante strictement positive, nous en déduisons que le probléeme (5.47) posséde une

unique solution (1, 2, ¢3) € (HhHn(22))? qui dépend continiment de (f1, f2, f3) € (L*(Q))°. O
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