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LA THEORIE DES SOLIDES ET LES QUANTA

Par M._ Liox BRILLOUIN.

CHAPITRE PREMIER.

GENERALITES.

a. Exposé. — Lathéorie des solides a fait]'objet de trés nombreuses
recherches durant ces dernieres années. La plupart des auteurs ont
introduit des considérations de quanta. Une étude plus approfondic
nous prouvera que cette notion est loin de jouer un role aussi primor-
dial gu’on I'a supposé ; mais elle a mis sur la voie de modes de raison-
nements particulierementappropriés a I'étude des solides. Je montrerai
que la plus grande partie des résultats obtenus peut.se déduire, en
toute généralite, de la mécanique et la thermodynamique classiques,
appliquées & ces types de raisonnements. Les quanta permettent alors
de préciser la forme des résultats généraux, et avec succes d’ailleurs,
car expérience verifie les formules ainsi établies.

La nouvelle théorie des solides etliquides se base sur les idées géne-
rales suivantes : Dans un solide (ouun liquide), U'¢lément fondamental
simple, sur lequel il est commode de raisonner, ¢’est 'onde élastique
en propagation a travers le milieu. Dans la théorie cinétique des gaz,
on choisit comme ¢lément primordial la molecule, en mouvement de
translation uniforme,t ’on raisonne sur les vitesses, libre parcours,
de ces molécules. Dans le solide, il est impossible de considérer une
molécule indépendamment des voisines, par suite de leurs réactions
mutuelles intenses. Il sera done mal commode, pour analyser I'agita-
tion thermique, de considérer les molécules isolément. Le mouvement
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¢léementaire simple, suivant lequel Panalyse est pratique, ¢’est Ponde
élastique. Au point de vue des propriétés thermiques, un corps solide
est caractérisé par les deux vitesses de propagation V, et V,. des ondes
longitudinales et transversales. Ces ondes peuvent avoir toutes les fré-
quences inféricures a une certaine fréquence limite, celle de U'onde
dont la demi-longueur d’onde est égale & la distance moyenne de deux
molécules (nous donnerons plus loin des précisions sur cette défini-
tion). Un liquide est caractérisé par une vitesse de propagation N, des
ondes longitudinales. ' :

Dans ces conditions, le probléme se pose sous une forme tout a fait
analogue & celui du corps noir : une enceinte vide est parcourue par
des ondes électromagnétiques de vitesse V, I'étude d'une répartition
isotherme des intensités entre les différentes fréquences est le pro-
bléeme classique du corps noir; aucune fréquence limite n’est a
introduire. Au lieu de suivre la voie tracée par les auteurs précédents,
je me propose, dans cet exposé, d’étudier l'extension, aux ondes élas-
tiqgues du corps solide, des propriétes thermiques classiques du rayon-
nement du corps noir. La théorie des quanta n’interviendra, comme dans
le cas du corps noir, qu’a la fin de I'exposé, pour préciser la forme
de la fonction indéterminée de Wien. Enfin j'introduirai une notion
nouvelle, celle du libre parcours moyen des ondes, qui permet d’étu-
dier les problémes de déséquilibre, tels que la conduction de la chaleur
et la viscosité des corps. Ce dernier probleme n’est d’ailleurs pas résolu
encore de facon satisfaisante.

b. Formules d’élasticité. — Jutiliserai, en général ('), en élasticité,
les formules écrites au moyen des deux coefficients A et w. Je résume

N .
ici les principales notations. Le déplacement D (D, D), D.) définit la
déformation. La dilatation cubique 0 s’¢erit

—
(1) Cf=divD,

(1) LaME, Legons sur la théorie mathématique de [élasticité, »° édition, Gaulhier-
Villars, 1866. — Love, Treatise on the math. theory of elasticity. Cambridge Univ. Press.
— Bouassg, Traité de Physique, vol. I, p. 120. Plusieurs auleurs prennent pour les glis-
sements la moitie des expressions ci-dessus, on se méficra des confusions possibles.
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les glissements vy, v,, . valent

oD, . dD,
(2) /x*—b?_‘—._d;“ ,

la densité est ¢ ; I'invariant du deuxiéme degre, I :

oD, \? ah,\? aD\?* 1, 1 1,
(%) ]:<Tx_> +<7})—> +<"0_;>,+;}/;+ Sh v

L’énergie potentielle d’'une déformation est U :

(4) U:éff[(l@z—i-zpl)dxdydz.

Les équations de propagation des ondes peuvent s’écrire de la facon

suivante : séparons dans le déplacement D un terme D, irrotationnel
et un terme D,-sans divergence

-

—> e —
D = I)l -+ .Dg.

Je peux écrire que D, dérive d’un potentiel P :

‘ 2P
(3) rot D,—o, D, = grad P, (A +2p) AP —pgE O

[’équation en P est 'équation de propagation des ondes longitudinales
avec une vitesse V, :

(6) vimy /2

o .
Pour D, et son rotationnel R, je trouve les relations

—

S div R =o, 1"otﬁt_,:B,

—
9D,
ae?

( div l)}7 == o0, - I‘Otiz{):: —p

Ces équations, analogues i celles de Maxwell en électromagnétisme,

indiquent une propagation des ondes transversales avec une vitesse
3]
L

V,=\/%
tr=—— -
g

Pour les déformations élémentaires, de trés courtes longueurs d’onde.
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.

qui formeront les ondes élastiques thermiques, -il semble logique
d’employer les coefficients A et u. que l'on obtient en supposant les
molécules.immobiles, & leur position de repos; ces coefficients seront
fonction seulement du volume spécifique du corps, ou de sa déforma-
‘tion d’ensemble, mais indépendants de la température T. Dans une
déformation élastique lente, telle que nous savons en créer, on observe
au contraire des coefficients moyens A, p obtenus en tenant compte
de I’agitation thermique, et par conséquent fonctions de T. '

c. Fréquences propres d’un volume solide. Vibrations longitudinales.
— Le calcul des fréquences propres d’un volume a tenu une place toute
particuliére dans les premiéres études (') sur la théorie thermique du
corps solide. Je rappellerai brievement les résultats, sur un cas trés
simple, analogue au calcul deJeans (*). Considérons ¢*) un solide de
forme parallélépipédique '

o< <<l, o<y<l, o<si<l

et choisissons des conditions, & la surface, qui impliquent I'isolement
thermique du corps. Il faut que les forces superficielles ne travaillent
pas; on y arrive, en particulier, en supposant les déplacements nor-
maux nuls; les déplacements tangentiels quelconques; les forces tan-
gentielles nvlles; les forces normales quelconques.

Une vibration propre longitudinale se met sous la forme

I): —=grad P,

P étant le potentiel des déplacements

mmax Ry mps< .
(8) P =0, (¢) cos ‘—-]-— cos —l—) cos J; (m, n, p entiers).
1 2 3

(Y P. D];:B\'E, Ann. der Pliysik, £° série, t. XXXIX, 1012, p. 798.

(2) J.-H. Jeans, Phil. Mag., t. X, 1903,7p. o1. On pourra, pour le délail des calculs, se
reporter au trés bon exposé de la These de E. Bauer, n® 1474, Gaunthier-Villars, Paris,
1912,

(*) GoLpuaMMER, Phys. Zeitschr., t. XIV, 1913, p. 1185 ct 1188, — 11, Wrvr, Mat/.
Ann., t. LXXI, 19171, p. 1213,
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On vérifie facilement que les conditions de surface sont remplies et
I’équation de propagation (5) fournit

(9) ) Smnp = d),,,,L,,COSZﬂ‘)t

avec

S aEARI

2 /

¢ étant un coefficient d’amplitude arbitraire.

Le mouvement étudié est celui des ondes stationnaires que produi-
rait, apres réflexions sur les plans limites, une onde plane de para-
meétres directeurs %, -Z, %
Les énergies potentielle U et cinétique T de ce mouvement s’éerivent

' CM [/em\2  /ma\*  [©mp\*]? ,
] =V ) (=) + == 2
(l ]) L —— ! 16 [( ll > ( 12 > < 13 > ] <P/Il”/?'

o M [/mm\* [=r\? (7?1) oo
(l()> 1 ——‘l—6 [(T}') +(_[:'> =+ \7;) J‘?mupa

le point désigne la dérivée en 2.
1
8
I . . . .

- sideux des nombresm, n, p sont nuls. Tout mouvementirrotationnel, .

’

it
satisfaisant aux conditions limites imposées, peut, par une triple
décomposition en série de Fourier suivant x, y et z, s’analyser comme
une somme de termes de la forme indiquée ci-dessus; ce sont les

vibrations longitudinales propres du volume.

Le coefficient = S¢ réduit a 5 sil'un des nombresm, n, p estnul, ou i

-

d. Vibrationstransversales. — Le déplacément D, et le rotationnel R
d’un tel mouvement se développeront de facon analogue au cas précc-
dent :

- . Tmx Tn TPS
| D,,—= dysin’ cos " cog TP
) ‘

8 m,n ntier
(13) ll 12 ['; ( ’P € € S)’
e e e e e e e R
{ mmu ™wn .. TPz
| R, = rpcos ot gin T2 gin TP5,
¢ l, A I

T U

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVIIL — DiceEMBRE 1920. 46
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Appliquant & ce cas les équations (7), on trouve

gt ah o e P
(14) d, ll—l—d). lz+dz/3~0’ Iy ll—.l—ly /2—}—7513.'_0,
, TN mp
g g TP
(15) %,x “ ly A

Kt la derniére équation fournit la fréquence v des mouvements

L Vi m\? n\? P\?
w

Ces expressions correspondent a deux types de mouvements indépen-
dants, tous deux de fréquence v; si je prends en effet les d comme
paramétres, la relation (14) montre que deux de ces trois parameétres
sont indépendants. Ce sont les deux polarisations possibles. Les éner-
gies cinétique T et potentielle U s’écrivent

(17) T= —16(2l§+£x_3.+[/§),
M m\? n\? A% e
T V2 2 2 2 2
(18) U= Vzrlﬁﬂ: [<[1> +<’12> +<——l3> J (di+ di+ d?).

. . 1 , Pt
Ier encore le coefficient = se réduit a g ou
C

(e

siunoudeux desm,n, p .

NN

sont nuls.

e. Nombre des degrés de liberté de fréquence donnée. — A chaque
groupe de valeurs entiéres m, n,p corresporident un degreé de liberté de
vibration transversale et deux de vibrations longitudinales. Cherchons
les vibrations longitudinales dont la fréquence est comprise entre v
et v + dv. D’aprés (10), la condition s’écrit

: l)‘l 2 '—l ’ E ’ <A v\2
v [<11> +<l_2> +<[3>]:4(1+d11 .

. . . . . m o
Considérons un espace a trois dimensions £ = N= 7 (= {i La
2

A

(19) fv?
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densité des points (m, n, p entiers) dans cet espace est/,[,/,. Lesin¢-
galités ci-dessus nous définissent, dans Iespace &vC, la portion de
calotte sphérique comprise, dans le premier octant, entre les rayons

v 2y ady

2v 2V
(20) P:V’ p+dp:v+‘ld"—[:‘v+ U

Je note U la vitesse de groupe

v

d

(2]) __l_.— —\7——_1_. . ‘)_dl)
U & V\!" V&

dans le cas quinous occupe, on a d’ailleurs U =V puisque V est indé-
pendant de v. Mais les calculs de fréquences propres, rappelés ci-
dessus, s’appliqueraient aussi aisément a des problémes plus com-
plexes, pour lesquels V dépendrait de v, et U différerait de V.

Le volume de la portion de calotte sphérique s’écrit donc

1 hmv?dy
(22) drzglmpﬁdp:—ﬁ-v—z-

Siv est assez grand, on peut admettre, approximativement, que le

nombre des points (m, n, p entiers) compris dans ce volume est
donné par

1 wvidy
dr 4

(23) ddo — _ [1 12 13 e

I
ANA

Rapportons-nous a I'unité de volume du solide, en posant ,/,/; =1,
et nous trouvons, pour le nombre des degrés de liberté de fréquence v
(ddvpres),

0]

hmv?- 8y?
o4 (A0, — AT, 199G, == —12 g,
(24) )G, U, Vi Yy ade,, U, V2 Yy

I'indice ¢ s¢ rapporte aux vibrations longitudinales et I'indice & aux:
vibrations transversales. Le calcul est en tout point semblable, pour
ces derniéres, mais 4 chaque groupe m, n, p correspondent deux
vibrations possibles, avec deux polarisations différentes, ainsi que
nous I’avons remarqué plus haut.
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CHAPITRE 11.

‘I’HINGIPE DE MOINDRE ACTION ET THERMODYNAMIQUE.
FORMULE DE BOLTZMANN. — INVARTANT ADIABATIQUE.

Je rappellerai dans ce Chapitre quelques propriétés thermodyna-
miques tres générales des systémes périodiques.

Ces raisonnements sont tres anciens, puisqu’ils remontent a Clau-
sius et Szily (') (1871-1872) et aux premiéres discussions théoriques
sur le principe de Carnot. On connait mal, en général, ces théories,
le développement des interprétations statistiques de l'entropie les
ayant fait un peu oublier. Je montrerai qu'on peut y retrouver les
¢léments de démonstrations importantes, telles que la loi de Wien, et
I'invariance adiabatique de I'action (de Maupertuis).

«. Principe de moindre action de Hamilton. — Je suivrai exposé de
Boltzmann (*) sur ce sujet. Considérons un systéme composé, par
exemple, de n points matériels, chaque point étant défini par ses trois
coordonnées x;, y;, 5;, .... Je suppose le mouvement assujelti a un

certain nombre v de liaisons, qui s’expriment par les relations sui-
vantes :

S él(xl7j'l>\zla trey xna_y/n‘;n) - /“17

52(-”1,)’1&17 e "l'mynr;n) = /“2~

(1)
........ e
( E’;‘J(xh Y1351y v en Ty Yy Sp) = Ly
Dans le mouvement considéré, les &, &,, ..., &, gardent des valeurs
constantes déterminées k,, £,, ..., £,.

(1) Cravusius, Ann. der Physik, t. CXLI-CXLIV, 1871 t.-CXLVI, 1872 (analysé J. de
Phys., t. 1, p. 72); t. CL, 1873 (analysé J. de Plys., t. 1I, 1873, p. 108). — SziLy,
Ibid., t. CXLV, 1872 (analysé /. de Phys., L., p. 339).

(2) Je renvoie & BoLTZMANN. — Prinzipe der Mechanik, vol. I, J.-A. Bart, Leipzig, 1897.
Les passages principaux sont : Sur le principe de moindre action, p. 24, 115, 139 et 152,
et Sur les systénes cycliques et analogies thermodynamiques, p. 182 & 212. — BoLTZMANN
note p les coordonnées et ¢ les moments. J'ai eru devoir reprendre ies notations inverses,
(ui sont les plus courantes actucllement. :

Foir aussi P. EureNFEST, Ann. der Physik, t. LI, 1916, p. 346.
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Je rapporte le mouvement a s coordonnées généralisées ¢ :

Ly (xh}/n:lw-'sxm.yuy:'n)Z:QIv
q> (-7317,)’1;51-,'~ LR ivlzﬂy/lwzlL): VEY
(q) [ TR Y o

\ qs("L'H)/n;H ey 'TIL,ylLa;n) == (s

Je suppose que les v valeurs des £ et les s valeurs des ¢ définissent
entierement une configuration du systéme, c’est-a-dire que les x,, y,,
Sys eees Xny Yns Z, peuvent s’exprimer, par inversion des relations ci-
dessus, en fonction des ¢ et des £.

Considérons donc un mouvement, assujetti-aux liaisons ci-dessus,
et défini par les coordonnées ¢g. Soient Q,la force correspondant 4 une
‘coordonnée g, et T 'expression de laforce vive du systéme. Jappelle p,
le moment relatif & la coordonnée ¢, :

ar

ST

p

Je veux étudier deux types de mouvements entre les instants ¢,
et ,. '

Le premier est le mouvement naturel du systéme, sous l'influence
des forces Q. Les valeurs initiales des coordonnées étant

G0 aqS gl gl
et les valeurs finales

1 i [
GLsGan v Ghyonon 433

le second mouvement, que j'appellerai mouvement varie, est un
mouvement arbitraire, ol je suppose que les coordonnées ¢ et les
moments p aient des valeurs un peu différentes de celles qu’elles
prennent dans le mouvement normal. Soient i chaque instant 8¢, 8¢,
Spxles écarts des valeurs entre le mouvement naturel et le mouvement
varié.

La variation &T de la force vive s’écrit

. N oT .. or N JT .
(3) ol —ZCT(]—/LO’/A—FEI,E]—}LW//L@E/ Phd'jn—l—gd—q;(ﬂ]h-
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Formons la variation de I'intégrale d’action de Hamilton :

r

” A )T -
A oT 0 1 dt::f dt { S0 <’— (),)6 ]
(4) ) ( +ZQ; f//> ) 2 “p/ g+ o7 +Q; q,_‘

une intégration par parties nous donne

{ {
' B '"dp,,
f p/,,(‘)f]/l dt — lphoqh,l:;_“f 'dLl/aqhdl,
t, ty

0

portons cette valeur dans I'expression de 6A
o dpi 0T . _—
(5) oA ﬁ‘/’ dt; <~— Fl——\— 5;;+(‘)/L>O(];L+z [phoqh],“.
°. d h

Mais, en vertu des équations de Lagrange

dp,, JT
— _’2./. —+ — thiO,

(b) dt dqh

chacun des termes de l'intégrale est nul & chaque instant, puisque
le mouvement initial est le mouvement naturel. La variation de U'inté-
grale d’action se réduit done &

(5 bis) 8A =Y [pudgal;:
h

Si les états initial et final sont Jes mémes pour le mouvement varié
que pour le mouvement naturel, la variation A s’annule. Le mouve-
ment naturel correspond done a une valeur stationnaire de I'intégrale
d’action A.

Si les forces Q dérivent d’une énergie potentielle V,

A
h dqh’

'intégrale d’action, au sens de Hamilton, prend la forme
Al

(7) A= j Hdt
1

avec
(7 bis) H=T —-V:z=2oT —E,
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E étant ’énergie totale
E=T+V.

Notre relation s’écrit donc

t
SN = f H de = [ progul".

[

b. Action au sens de Maupertuis. — Si on limite les variations, en
supposant que le mouvement varié et le mouvement normal corres-
pondent a la méme énergie totale E, on voit aussitot que la variation
d’action, entre les.deux mouvements s’écrit

t . 1
a;\:(;f 1’1’d¢,,~.o,af T di.
1y l

(’est cette derniere intégrale
gf'r dt

qui avait été, au début, appelée action, et a propos de laquelle avait
été énoncé le principe de moindre action. La force vive étant une
forme quadratique homogéne, on a

/Z’P/l (]/1 =2 T,
a

ty t,
2 [ T dt = f 2p.dg,.
el ty

Tant qu’il s’agit uniquement du principe de moindre action, il
importe peu d’utiliser cette définition restreinte, pourvu qu’on
n’oublie pas de considérer des mouvements variés pour lesquels
I’énergie totale E reste invariable.

Mais s’il s’agit d’évaluer Paction elle-méme, comme on le fait dans
les nouvelles théories des quanta, I'équivalence ne se maintient
plus et ¢’est, en fait, la définition de Maupertuis qui convient.

Je prends, par exemple, le cas d’un oscillateur linéaire; soit un
point matériel de masse m, se mouvant sur une droite, et rappelé

d’ot1 'on tire
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vers un point O par une force proportionnelle a la distance. Si 7 est la
période des oscillations, action sur une période est nulle, car on a

< e T
[,Tcu:f de:if Edi.
- Yo 0 2J,

Mais Paction, au sens de Maupertuis, n’est pas nulle:

zf Tdt:[ ¥ dt.
0 L)

Ecrire que T'action est un multiple entier m d’un quantum /4 aura
un sens dans le deuxiéme cas (action de Maupertuis) et donnera

E=mhv

qui est la relation classique de Planck.

c. Genéralisations. — On peut généraliser les variations du second
mouvement et ceci de plusieurs facons. Nous avons supposé jusqu’ici
que le mouvement varié obéissait aux mémes liaisons que le mouve-
ment initial. On peut aussi étudier le cas d’une peute variation des
liaisons. 1l faudra alors traiter les &,, %., ..., & comme des coor-
données généralisées ordinaires. On supposera que, dans le mouve-
ment initial, on a appliqué a ces coordonnées des forces E,, &,, ..., 5,
telles, & chaque instant, que les coordonnées £ restent constantes
durant tout le mouvement, avec les valeurs £ imposées.

Les forces appliquées sur les & se composeront des forces dérivées
de I’énergie potentielle V et des E. Les équations de Lagrange s’écrivent
done

(8) -

d<()T> JoT oV '

Z\gE)rE o TR U=,
Gl &l &1 .

Moyennant I’existence de ces forces E, qui sont, au sens physique,
nécessaires pour assurer les liaisons supposées, les coordonnées &
peuvent jouer un role absolument analogue aux autres coordonnées ¢
et nous pouvons leur imposer des variations arbitraires 8¢ dans le
mouvement varié. Les termes aux limites disparaissent, pour ces
coordonnées, puisque dans le mouvement normal les vitesses (et

moments) relatifs & ces coordonnées & sont nulles.
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Notre équation s’écrit alors

() ; f i+ [ 2t =3 (i
h

les limites de temps étant les mémes, on a d'ailleurs ici

t /
af Ha’t:f SH dt.
to A

Jappelle toujours H la quantité (7 /)z's)
H=T -V =2T _E,

’

mais A n’a plus la valear donnée par (7).

Je peux encore géneraliser le mouvemen: varié et supposer qu’il
s’effectue non plus entre les instants ¢,, ¢,, mais entre deux instants
un peu differents

.. ty+ 0ty et ¢+ oty
Jai alors

nt
(10) =0 | Hdt+/ 2_,0:,(#

v,
1+ 8¢,

1y
_/ SH dt + H, 61, — Wy 1, + f 2:,5:,

ty+8t,

Dans ce caleul, japplique les régles de variation des limites des
intégrales et je néglige, comme étant du second ordre, tous les doubles
plOdul[b en

0H,0¢y, aH,0t,, 0500, 0L} dt

Jobtiens done, en tenant compte des relations (9),

O oA :2[[311371,]2—!— H, 8¢, — H, 6¢,.
h
Dans le premier terme, il convient d’introduire aussi les limites
t,+ ot, et t, + ot,. Ceci se fait aisément.
Ona »
[5(/h,|r(,+ot¢J ----- [8’/&4/ -+ f]h 0/0~

D’autre part, T étant une forme quadratique homogéne,

EP/L(/‘/LZ 2T,

h
Ann. Ee. Norm., (3), XXXVII. — DECEMBRE 1020, . 47
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d’ol

(12) E [pa aq,,];;jgj;:E [pr0galy + 2 [T 06— Tydt,].

L h

Portons ceci dans notre relation (11) et nous trouvons

N N\ N\ A 1 6l
(13) oA :-—,51011+E06t0+2‘ [p,_.oq,,];o:ajo.
b

(’est la formule générale que nous donne le calcul de variation de
I'action, en passant d’une trajectoire normale a une trajéctoire voi
sine. Nous avons supposé des variations de l'intervalle de temps et
des liaisons.

Ce résultat peut se mettre sous une forme un peu différente. La
variation d’action s’écrit, en effet,

. ,+ol,
(10) oA—oj Hdt+f = 5t dt,
f

0+810

je suppose toujours que les liaisons et le potentiel V ne contiennent
pas le temps explicitement; le mouvement normal se fait a énergie
totale E constante, d’apres I'intégrale des forces vives, et j’écris

() a/ Hdt-—o/ (zl—]‘)dz_éf 21‘ma5f E di

ly

—a3d [ T m_f SE di — E, 81, + Eyo1,.
J1y

Ceei ne fait intervenir que les formules classiques sur les acerois-
sements des intégrales, quand argument et limites varient. Portons

les relations (14) dans notre formulo générale (13) écrite plus haut,
¢t nous aboutissons a la condition suivante :

1y WAy 11+ tl
. N Al A ot
(15) zof 1 dz:[ SR d -—f > Eidtidi-+ X [padqaliize
| ) . - Z (o481,

1y ity+8t,

Cette formule est & peu prés celle de Boltzmann (*). J’ai simplement

(') BoLT7MANN, loc. cit., p. 139 (€q. 223).
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introduit explicitement la variation des liaisons — que Boltzmann
négligeait — et ceci nous simplifiera beaucoup la suite de exposé.

d. Cas de réduction. — Les cas intéressants sont ceux ot par suile
de circonstances particulieres, le dernier terme de la formule dispa-
rait. Boltzmann note les divers cas suivants :

1° Cas A. — L’'état initial et I’état final sont les mémes dans ic
mouvement normal et dans le mouvement varié. C’est le cas le plus
ordinairement considéré pour 'application du principe de moindre
action.

2° Cas B. — Le¢ mouvement initial est un mouvement périodique
de période 7, le mouvement varié est aussi un mouvement périodique
de période © + &z. Les coordonnées ¢ reviennent & leurs valeurs ini-
tiales, les moments p et les écarts 8¢ aussi, pourvu qu’on prenne le
mouvement initial pour une durée d’'un nombre entier de périodes

ty— tyb—=N= (N, entier)
et le mouvement varié sur un intervalle de temps

t -+ 0t — ty=N(7 + dt), 0t,—=— Nor.
Les termes limites disparaissent complétement.

3° Cas C. —- Cas orthogonal. On suppose qu'aux deux limitest = ¢,
et =t,, on ait :
2pnog,=o.

B
Cest dire que, dans un espace d n dimensions, les deux vecteursp et og

soient rectangulaires (en ¢, et en ¢,).
Par exemple, pour chaque molécule, si ¢,, ¢,, ¢, sont les coor-

données rectangulaires @, v, z, on prendra un déplacement initial 2D

.

o
perpendiculaire & la valeur initiale de la vitesse ¢ et de méme & Pins-
tant final ¢,.

4° Cas D. — Enfin, un autre cas est signalé plus loin par Boltz-
mann, le cas d’'un mouvement cyclique, c’est-a-dire d’un mouvement
dans lequel chaque molécule en mouvement est, dés quelle quitte
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unc position, remplacée aussitot par une autre molécule ayant méme
vitesse. Ce sera, par exemple, le cas d'un liquide en mouvement,
pour lequel fa vitesse en chaque point géométrique est une donnée
indépendante du temps. Si les écarts g sont aussi donnés en chaque
point, avec méme valeur & linstant initial et & Uinstant final, les
termes aux limites se compensent.

5° Cas E. — Nous exposcrons plus loin le cas quasi périodique.
Dans tous ces cas, notre relation (15) s’écrit
L AlOl

A 1
(16) 28 [ Ta :f SE di— N =65,
1y I

1,+014

et la variation de 'intégrale en H est, d’aprés (1o) et (13),

A 1,401, <
(17) af W= — Z35dl— By o1, + By 51,
u’(} ,0+§,0 .
e. Analogtes thermodynamiques. —_ Boltzmann, commentant les

résultats de Hertz et Helmholtz, s’attache & démontrer les analogies
que présentent les propriétés des corps cycliques avee les lois thermo-
dynamiques. Les raisonnements sont assez durs & suivre et peuvent
se résumer de la facon suivante :

Nous considércrons le mouvement, non varié du corps comme
constituant un certain état thermodynamique, 'état n° 1. Les coor-
donnécs g sont les coordonnées microscopiques du corps, coordonnées
inaccessibles & nos moyens d'observation. Les paramétres £ (ou liai-
sons) sont les grandeurs macroscopiques que nous sommes capables
d’observer et mesurer. L’énergic totale E nous est aussi connue. Tant
que ces grandeurs restent constantes, c’est-a-dire se comportent
comme des liaisons, le systéme, en évolution libre, nous apparait
comme un corps au repos, a température constante.

L’état n° 2 est constitué par le mouvement varié, qui correspond a
des valeurs un peu différentes des parametres macroscopiques et de
I’énergice totale. ' .

Quels sont la quantité de chaleur & fournir et le travail recueilli,
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lorsqu’on fait passer le corps de I'état [1]a I'état [2]? Tel est le pro-
bléme & résoudre.

A un instant déterminé ¢, je peux, en appliquant des forces conve-
nables sur chaque molécule du systeme, faire passer brusquement le
corps de I'é¢tat de meuvement 1 a I'élat 2. A cet instant, I'écart
“entre les énergies totales des deux systemes est SE. Le travail
(grandeur macroscopique) que I'on recueillerait de cette transforma-
tion serait
(18) o= Y E0.

v

L’énergie que devraient fournir les forces spécialement appliquéeg
sur les molécules serait donc

(18 bis) 0Q = OF + 08.

Je note comme quantite de chaleur cette énergie ¢Q, qui serait
fournie par des forces appliquées a toutes les coordonnées microsco-
piques du systeme. ‘

Une telle transformation brusque, & un instant ¢ déterminé, est
irréalisable pratiquement. Je vais supposer que la modification se fait
progressivement et dure de ¢t = ¢, a ¢t =¢,.

Ceci se précisera de la maniere suivante : '

Je suppose que pendantunintervalle de temps ds, latransformation se

. s . dt
fait, d’une fraction

-+ (est-a-dire que les coordonnées macrosco-

17— bo
piques & varient de
N di
0,
L— 4

)
de telle sorte que le travail recueilli pendant ce temps d¢ soit

(19) d 0% == 0%

De méme les forces microscopiques (forces de chaleur) agissant
sur les molécules seront telles que la chaleur fournie soit

dt
L— 1t

(19 bis) d5Q =50



-

1451,
(21) (44— ¢t)AQ = [
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~ Les quantités ¢E, 8&, £Q sont des fonctions du temps ¢ (elles ne sont
pas constantes pendant I'intervalle z,¢,); il en est de méme des quan-
tités relatives & la transformation progressive ci-dessus. Au temps ¢,,
ou commence cette transformation, le corps était dans I'é¢tat n® 1, et
au temps ¢, -+ ot,, le corps a atteint I'état de mouvement n° 2. Je
supprime alors toutes les forces auxiliaires, et laisse les parametres ¢
au repos. Le travail recueilli pendant cette transformation est

14

: : b,
(20) - fda:: f 3¢ dt.
- t—(, o

La chaleur fournie est

. " Aly+Gl
(20 bis) AQ= [doQ = t_f (6K 4- 63 ] L.
1— b J, :

On voit aussitot que les intégrales mises en évidence sont, a des infini-

ment petits pres, celles méme que le principe de moindre action nous a
permis d’évaluer. Et 1l vient, d’apres (15),

’ : .
o +23ta‘e_[] demas [ 1= [ty
v * N

fo lo h

Telle est la formule générale de Bolzmann pour le calcul de la
chaleur fournie AQ pendant une transformation progressive (').

J’ai beaucoup abrégé les raisonnements assez touffus de I'auteur.

Les cas intéressants, pour I'application dela formule, sont les divers
cas de réduction A, B, C, D, E, cités plus haut. Boltzmann les discute
en detail, surtout le cas périodique ct le cas cyclique. Ce dernier cas
montre des analogies frappantes avec les propriétés d’un corps ther-
modynamique, I'énergie cinétique T jouant le role de la température. Je
n’insisterai pas sur ces discussions. Au point de vue des probabilités,
le cas cyclique est un cas de dégénérescence; toutes les configurations
microscopiques internes du corps étant indiscernables entre clles, les
calculs de probabilité sont inapplicables, cct état du corps représen-

(1) BovrtzMANN, loc. cit., p. 181 (formule 247).
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tant la certitude. On doit donc retrouver par des considérations de
mécanique pure les lois macroscopiques du corps.

f. Cas périodiques. Lot de Wien. — Je reprerdrai de prés I'étude
d'un systéme périodique. Je suppose que la durée ¢, — ¢, soit égale
a N périodes © du mouvement initial, et la variation de durée ot égale
A N&z, 8t étant la variation de la période 7. '

Pour passer de I’état 1 a I’état 2, la chaleur fournie sera

L’énergie cinétique moyenne étant définie par la relation

. _ . T ’
) T=- / T dt.

Ceci s’écrit done
(22) AQ = 2A(=T).

Cette relation tres curieuse obtenue par Boltzmann contient, ainsi
que I'a montré Férsterling ('), la démonstration de la loi de Wien
sous une forme d’une extraordinaire généralité.

Introduisons la température absolue ©, par sa définition thermo-
dynamique, c’est-a-dire comme facteur intégrant de AQ; @ devra
évidemment étre de la forme

(23) 0= —/(<T),

J/ étant une fonction arbitraire quelconque. Si ¢ est la fonction
inverse de f, nous en tirons

] ;—'—i — yF :)_ .
7(23 bis) ) = Tgo(r@)_ /F<®>_

L’énergie cinétique moyenne d'un mouvement périodique de

(1) K. FORSTERLING, Ueber die thermodynamischen Gesetze periodischer Bewegungen
welche dem Prinzip der kleinsten Wirkung folgen (Ann. der Physik, Bd 47, 1915,
p. 1127, :
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. re 1 . , , \ .
penode T lfrequence Y = ;J est, 4 température © donné, ega]e avfois

. . *. v .
une fonction arbitraire du rapport—é- Pouvons-nous conclure que la

fonction arbitraire F est une fonction universelle? Ce serait un peu
rapide. Teut ce que nous pouvons affirmer, ¢’est que, pour toute une
classe de mouvements de méme catégorie, capables de se transformer
les uns dans les autres par une lente variation’ des parametres, les
meémes fonctions f, ¢ ou F régiront les propriétés thermodynamiques
de tous les systémes.

Supposons en particulier que ces systémes vibrants soient les degrés
de liberté d’un volume d’éther électromagnétique. Le nombre ot des
degrés de liberté dont la fréquence est comprise entre v et v + dv est,
pour un volume de 1™, égal & [c/. Chap. I, formule (24)]

_ 8mv?

ddo = W d‘),

V étant la vitesse de propagation des ondes et U la vitesse de groupe.
La densité d’énergie cinétique de ces ondes s’écrira donc, a tempé-
rature O,

\)3 5
(24) Oein Yy = %r-r{;—zF <é> dv.

La densité d’énergie totale o serait double de celle-ci puisque, pour
les ondes électromagnétiques, I'énergie potentielle est en moyenne
égale a I'énergie cinétique.

Cette formule représente I'expression de la loi de Wien pour le
rayonnement.

Pour un corps liquide, capable de propager seulement des ondes
longitudinales, on trouverait une formule analogue.

. Pour unsolide, il semble qu’il y ait lieu de prévoir deux fonctions F
différentes, relatives, I'une aux ondes longitudinales, 'autre aux
ondes transversales; une étude plus détaillée des conditions d’échange
d’énergie entre ces deux types d’onde (voir Chapitre suivant) montre
que 'on doit écrire

/

hmo
Y/ . v = -——-—-‘477:) a i L
(24 bis) o,y = U,V I k0> dv
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pour les ondes longitudinales et

S8mvd /v
pordy = 0,2 I ((—a-) dvy
pour les ondes transversales.

La fonction F est la méme dans les deux formules.

Cette démonstration trés intéressante rapproche donc la loi de Wien
du principe de moindre action, et montre la portée extrémement
- générale de cette loi (').

g. Pressions de radiation. — La formule (22) mérite un examen plus

approfondi. Elle se développe ainsi :
’ =, A=

(22) AQ=12(AT+T—)

1° Pour augmenter 'énergie d’un systeme périodique, sans changer

< <

sa période, il faut fournir une énergie double de l'aceroissement
d’énergie cinétique. Ceci est un fait classique pour les vibrateurs a
fréquence constante. ‘

2° Pour modifier la période d’un systéme, sans changer sa force
vive, il faut fournir une énergie (quantité de chaleur)

AQ = »TAlogr.

Cette chaleur peut servir, dans des systtmes périodiques quel-
conques, a une augmentation de I’énergie potentielle moyenne, en
méme temps qu’elle compense le travail recueilli sur les parametres
macroscopiques. Dans le cas particulier d’un systéme vibrant ou 'on
ait

S 37 LI
T=V=-F,
2

(') La suite du travail de Forsterling est moins intéressante. Elle donne une démons-
tration de la loi de Stefan, dont l'auteur affirme qu’elle est valable pour les ondes élas-
tiques. C’est inexact, la démonstraiion exigeant que la vitesse V des ondes soil indépen-
dante de la fréquence. Or & la fréquence limite v,, de Debye ceci n’est plus vrai. Le caleul
de Forsterling pour les pressions de radiation, dans un cas tres particulier, est exact.
Mais les applications qu'il en tire sont incomplétes (voir plus loin les calculs exacts).

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVII. — DECEMBRE 1920, 48
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la chaleur AQ est entiérement récupérée en travail, et peut s’écrire

(22 bis) AQ =AG=FEAlogr.

Cette formule donne immédiatement la valeur des forces telles que
les pressions de radiation. C'est la formule la plus pratique pour ce
genre de calculs. Nous aurons a la comparer plus loin avec les for-
mules de Rayleigh (Chap. VIIT); ces derniéres obligent & reprendre
entierement le calcul sur chaque cas particulier, tandis que la for-
mule (22 bis) fournit aussitot la solutioh.

Pour des systéemes périodiques a période 7 infiniment grande, le
second terme du développement (22) peut se négliger, la période
n’entrant plus dans la formule, on doit admettre que, dans ce cas

limite, elle disparait aussi des fonctions (23) £, ¢ et F qui se ré¢duisent
alors a la relation

T=a0
conformément & la thermodynamique statistique. Ce résultat n’est
que le cas limite pour trés grandes périodes.

h. Transformations adiabatiques de systemes périodiques. — Pour un
phénomeéne périodique, tel que celui que nous venons de considérer,
on trouve facilement les lois d'une transformation adiabatique. Rap-
pelons que, dans une telle transformation, la quantité¢ de chaleur
fournie AQ est nulle, et I'entropie reste constante. Clest donc, au
point de vue ot nous nous sommes placés, une variation lente des
paramétres macroscopiques (liaisons) du mouvement, et I’énergie
(travail) recueillie sur ces parameétres macroscopiques est empruntée
a I’énergie calorifique du systeme.

L’entropie restant constante, on a

70 == const.
La chaleur fournie AQ étant nulle,

AQ=o0, 8(sT)=o, =T = const.
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L’énergie cinétique moyenne T, la fréquence v = - et la tempéra-

ey |-

ture O varient donc proportionnellement.

Supposons que le systéme soit un vibrateur normal, ¢’est-a-dire
assimilable 4 un point matériel se mouvant sur une droite et attiré
par un centre fixe proportionnellement a la distance (*). On pourra
modifier la période en changeant lentement le coefficient de la force
de rappel, ou la masse du point matériel. L’énergie totale du systéeme
vibrant est toujours égale au double de I'énergie cinétique moyenne.
Cette énergie totale E, dans une modification adiabatique, variera donc
proportionnellement a T, c'est-a-dire & v, ou & la température 0.
L’énergie perdue — AE pendant la (ransformation adiabatique se
retrouvera comme travail fourni sur le parameétre lentement variable

LAO

A . LAy
—-A}ydA@————h-(—a—_j—-h—v—a

E ) . . .
La constance du rapport — dans une transformation adiabatique a

une particuliere importance au point de vue de la théorie des quanta.
Le nombre de quanta d’énergie ~v que contient un résonateur reste
invariant dans une transformation adiabatique. L’entropie durésonna-
teur sera donc fonction seulement du nombre des quanta qu'il
possede.

Ces remarques sont d’une extréme importance. Nous allons en
donner une généralisation pour les systémes quasi périodiques, et
la théorie des quanta d’action.

i. Systémes quasi périodiques. — Une classe de mouvements trés
importante est celle qui comporte une périodicité =, par rapport & un
. certain nombre de variables et t,, t,, ..., 7, par rapport a d’autres
variables. Si les différentes périodes = ne sont pas commensurables
entre elles, le mouvement total n’est pas périodique, mais on peut
trouver unc infinité de périodes approchées, ¢’est-a-dire d’intervalles

(') Un degré de liberté d'un corps solide parallélépipédique jouit de ce genre de pro-
priétés. On peut modifier la période en changeant lentement les longueurs y, I, I3 des
arétes du parallélépipede, c’est-a-dire en dilatant lentement I'ensemble du volume.
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de temps 7a tels que 'on ait

T.T= My Ty + &y,
Ty == Mg Ty ~+ Cas
T.= M Tt &pe

Les m étant des nombres entiers quelconques, et les & des quantités
nférieures, en valeur absolue, & une quantité n donnée a 'avance,
aussi petite que I'on voudra. Au bout d’une période approchée 7, le
systeme revient donc 2 un état aussi peu différent que I’on voudra de
I’état initial. '

Si l'on prend 7, comme durée d’intégration, les termes aux limites
pourront étre rendus aussi petits que ’on voudra, et négligeables. La
durée d’intégration étant, i trés peu pres, un nombre entier de
périodes, les résultats du paragraphe précédent s’appliqueront a chaque
période séparément. La chaleur fournie dans une transformation infi-
niment lente s’écrira donc

h -—
g 2AT)
(2%) A=
1

On sera donc justifié, par ces raisons théoriques, i raisonner
séparément sur chacun des groupes de variables périodiques, sans
s'inquicter des autres périodes du systéme. Ceci paraissait certain au
point de vue physique, mais méritait démonstration.-

Les systéemes a multiples périodes sont en effet trés fréquents. Le
parallé¢lépipede et ses différentes vibrations propres électromagné-
tiques en est un exemple. Le corps solide parallélépipédique nous a
fourni un autre modéle. Les raisonnements de Sommerfeld et Epstein,
sur les trajectoires d’électrons, autour d’un atome, portent aussi sur
des cas quasi périodiques. Tous les cas ou les variables se¢ séparent
dans les expressions de la force vive T et de Pénergie potentielle V
sont de ce tvpe (). 4

Dans la transformation adiabatique d’un systéeme de ce genre, par
variation lente des paramétres macroscopiques, U'intégrale (uaction de

() Foir Aevivr, Mécanique raticunelle, t. 1, p. 415 (théoreme de Liouville);
J. HADAMARD, Bulletin des Sciences mathématiques,t. XXXV, 1911, et les généralisalions
importantes de Stoecker, Comptes rendus Acad. Sc., 1893, et octobre 1895.
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Maupertuis) prise sur une période approchée 7,

-
~Ta

2] Tdt
[d

~est un invariant, cela résulte immédiatement de la formule géné-
rale (21). Cette intégrale est une somme de n intégrales relatives a
chacune des périodes et prises chacune sur un nombre presque entier
de périodes, on est donc fondé & étudier séparément chaque intégrale
prise sur une période. L’intégrale d’action

A-:«.f'“('f —Vydu

n’est pas, en général, un invariant. Elle ne I'est que dans les cas parti-
culiers otu les intégrales portant sur T et sur V sont proportionnelles :

ta S e 1
Tdi—= - — A.
f L K/ _de —

K étant une constante. Ceci a lieu par exemple pour les oscillateurs
avec forces de rappel proportionnelles a la distance & un point fixe, et
aussi pour le mouvement képlérien de gravitation. Quant a la variation
de I'action A, elle est, dans le cas général, donnée par la formule (17).

Lors de la trans formation adiabatique, le systéme perd de I’énergie
et fournit un travail extérieur, mais {'intégrale d’action de Maupertuis
garde la méme valeur. Si cette intégrale valait, avantla transformation,
un nombre entier de quanta d’action A, comme on le suppose dans
les théories relatives & I'atome de Bohr, elle vaudra ce méme nombre
de quanta, apres déformation adiabatique. Pour que Dintégrale de
Maupertuis, prise sur toute période approchée <,, vaille un nombre
entiecr de quanta 4, il faut que chacune des intégrales, relative &
chaque variable, et prise sur la période correspondante, soit égale
2 un nombre entier de quanta. C’est bien de cette facon que Sommer-
feld écrit les conditions de quanta. On peut donc conclure que 'en-
tropic est, dans tous ces cas, fonction seulement de la valeur de P'inté-
grale d’action de Maupertuis. '

Des cenclusions équivalentes pourraient s’appliquer aux autres cas
de réduction que nous avons signalés, notamment au cas orthogonal,
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cas qui pourrait, tout comme le cas cyclique, étre un modele utile
pour interprétation des phénomenes physiques (). '

On aurait done, dans ces cas, une interprétation de I'entropie par
Iintégrale d’action de Maupertuis. Pour I'état naturel (mouvement
normal) Pentropie est maxima, Vintégrale d’action est minima. En
dehors des cas deréduction, la définition d’un invariant et’application
des quanta se heurte a de grosses difficultés. On trouvera dans Boltz-

mann P'étude plus compléte de ces analogies pour les systémes
cycliques.

CHAPITRE 1IL

LOIS THERMODYNAMIQUES DES RAYONNEMENTS ELASTIQUES ISOTHERMES.

a. Definitions génerales. — On peut retrouver, pour les rayonne-
ments élastiques existant dans un corps matériel, presque toutes les
lois classiques du rayonnement du corps noir (*). On définira la den-
sité d’énergie des ondes de fréquencev (a dv pres) dont les directions
de propagation sont comprises dans un angle solide dw

(1) dl = dvdn.

L’intensité d’un rayonnement estI’énergie transportée, en une seconde,

(1) Sur laclion (de Maupertuis) comme invariant adiabalique on se reporlera aux
_articles suivants :

Action et quanta : K. ScuwarzcuiLp, Sitz. Ber. Berl. Adkad., 1910, p.548; P. EpsTEIN,
Ann. der Physik, t. L, 1916, p. 490; t. LI, 1916, p. 168; P. Desye, Gétt. Nachr., 1916,
p. t42; Phys. Zeitschr., t. XVII, 1916, p. 507 el 512; A. SOMMERFELD, Ann. der Plysik,
t. LI, 1916, p. v; Phys. Zeitschr., t. XVII, 1916, p. 491; A. SoMMERFELD, Atombau und
Spektrallinien, Vieweg, Leipzig, 1919; K. FORSTERLING, Ann. der Physik, t. LX, 1919,
p. 6735 A. EINSTEIN, Perh. d. deutsch. phys. Ges., t. XVIII, 1916, p. 518.

Invariance adiabatique : P. Ennenvest, Proc. Amst., t. XIX, 1917, p. 5765 J.-M.
BurGERs, Proc. Amst., t. XX, 1918, p. 149, 138, 168. ¢t Ann. der Physik, t. LI, 1917,
p. 195. — Les démonstrations de Burgers sont assez dilférentes des raisonnements (uo
nous avons exposés; elles comportent en parliculier une démonstration assez longue do
la (uasi-périodicité du systéme le plus général, démonstration sur laquelle nous avons
jugé inutile d’insister, ces propriélés étant bien connucs.

(2) Poir PraNck, W irmestrahlung. Leipzig, J.-A. Barth, 19og; 2¢ édilion, 1913. Un trés
bon exposé en francais se trouve dans la These de Bauer (publiée aux Awiales de Phy-
sique). These n® 1471, Paris, Gauthier-Villars, 1912.
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a travers une surface unité normale au rayon
(2) dI:Jvdvdm:Updvdw,

U étant la vitesse du groupe. On sait, en effet, que, dans un milieu
dispersif, la vitesse de transport de I’énergie diftere de la vitesse de
phase V, et se confond pratiquement avec la vitesse de groupe U (*).
Dans un milieu non dispersif on a U=V. Si le milieu est capable

d’émettre et d’absorber le rayonnement (*), ¢ étant le coefficient d’émis-
sion, o celui d’absorption, on a

(3) e=alUp

La loi de Lambert s’applique toujours : a chaque température le rayon-
nement de fréquence v est compléetement diffusé; ¢ est indépendant de
Porientation de 'angle solide dw.

Les définitions et formules ci-dessus sont valables séparément pour
les ondes longitudinales et pour les ondes transversales. On notera
avec l'indice / les quantités relatives aux premiéres, avec l'indice 2
celles qui se rapportent aux secondes.

b. Les lois de Kirchhoff. — Dans un certain milieu, ol les vitesses
de propagation sont, en un point, V (vitesse de phase) et U (vitesse de
groupe), la densité des ondes d’un type donné (soit transversal, soit
longitudinal) peut s’écrire '

- - e
(4) e (v I)IW‘{MV’I)!

L étant, poiu' les ondes du type étudié, une fonction universelle, indé-
pendante des propriétés du milieu. Je vais rappeler la démonstration,
que je devrai généraliser plus loin. Il suffit de montrer que la loi se
vérifie pour les réflexions et réfractions par un petit élément de sur-
face SS qui sépare deux milieux 1 et 2. Un rayon R, O tombe en O sous
I'incidence ©,; il est en partie réfléchi suivant OR, et en partie
réfracté. Soit r, le coefficient de réflexion;jappellerair,le coefficient

(1) A. SOMMERFELD, Ann. der Phys., t. XLIV, 1914, p. 177 & 202, — L. BRILLOVIN, IDid.,
p. 203 & 24o.

() Je rappelle les définitions classiques. Un volume d= traversé par une onde d’inlen-
sité I absorbe en un temps d¢1'énergie «I dr dt; 1'¢mission de ce volume, pour un angle
solide dw et une fréquence v (a4 dv prés), s'écrit edrdvdw dt. La relation ci-dessus
s'obtient en écrivant qu'd température T le volume dt émet autant qu’il absorbe.
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de réflexion d’un rayon R,0 tombant sur SS, dans le deuxiéme milieu,
sous I'angle d’incidence correspondant 0,. Le rayon réfléchi prove-
nant de R,O et le rayon réfracté provenant de R,0 se superposent
sur OR. Dans I’équilibre isotherme les deux rayoas &, 0 et OR doivent

Fig. 1.

B,

avoir tous deux méme densité d’énergie ¢, (v, T). L'énergic apportée
en un temps d¢ par le rayon R, O sur la surface dz s’écrit

(5) dQ,=U,0,(v, T) dvcos®,dodt dw,.
De cette énergie, la fraction r, seulement est réfléchie suivant OR.

L’énergie provenant de R,0 et réfractée suivant OR, est (1 — r,) fois
I"énergie dQ, apportée par R,0. La condition d’équilibre s’écrit

rydQy -+ (1 _‘7"2) dQ,=dQ;

d’out l'on tive, en exprimant dQ, au moyen de (5) et dQ, par I'expres-
sion correspondante, '

(6) Uips (v, T (1= 15)cosOydw,
Usoa (v, T)  (1— 1) cos0,dw,

Le rapport figurant au second membre se calcule aisément. On défi-
nit dw, par une petite variation @, et une rotation do, de toute ia
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tigure autour de ON. Les lois de réfraction donnent
(7) V,sin®,= V;sin0,, 01 == 0y;

d’ou Pon tire

(8) c0s0,dw,  c0s0,8in0,d0,do, sm@»d(smﬁ)z) <V_> )
c0s0,dw; ~ cos®,;8in0,d0,do; ~ sin®,d(sin®,)  \V
De sorte que nous trouvons finalement

(9) o (v MHUVE  1—ry
! Copa(n, THU,VE T 1 —ry

Le premier membre est fonction de v et T, mais indépendant de
'angle d’incidence, le second membre doit donc étre constant et,
pour l'incidence normale, il est égal & 1. Cette relation justifie la loi
de Kirchhoff telle que nous 'avons écrite 4 la formule (4).

c. Premiére généralisation de la loi de Kirchhoff. — Laloi ci-dessus
est valable séparément soit pour les ondes longitudinales, soit pour
les ondes transversales. Elle peut aussi se généraliser et fournir une
relation entre les intensités de ces deux types d’ondes. Les deux caté-
gories d’ondes peuvent échanger de I’énergie par réflexion et réfrac-
tion. Lorsqu'une onde d’un type tombe sur la surface de séparation de
deux milieux, elle peut, en général, exciter dans chaque milieu deux
ondes transversales et une 10nmtudmale soit six ondes au total.

Un cas particulier précisera les idées.

Supposons un corps solide, dont la parm plane, est aqswettw ane
subir aucun déplacement ni tangentiel ni normal. Si une onde trans-
versale, dont les vibrations sont perpendiculaires au plan d'inci-
dence, tombe sur cette paroi, elle n’engendre qu'une onde réfléchie
transversale, vibrant aussi perpendiculairement au plan d’incidence.
Si, au contraire, 'onde transversale incidente vibre dans le plan

d’incidence, elle engendrera, en tombant sur la paroi plane, deux
types d’onde :

-1° Une onde transversale réfléchie vibrant dans le plan d’incidence;
2° Unec onde longitudinale.
Ann. Ec Norm., (3), XXXVII. — DECEMBRE 1920. 49
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Cette seconde onde, que nous pouvons appeler réfractée, est émise
par la paroi sous un angle @, qui est relié & 'angle d'incidence 0, de
la premiére onde par la loi des sinus

sin®, sin@z.
V1 - V‘,Z

Uneondelongitudinale créeraitaussiune onderéfractée transversale.

On calculerait sans aucune difficulté ce cas particulier et on lui
appliquerait le raisonnement qui nous a fourni la loi de Kirchhoff. La
conclusion est la suivante :

Les ondes élastiques, longitudinales ou transversales, d’une certaine
polarisation, qui possédent dans un certain milieu, pour une fré-
quence v(dv), une vitesse de propagation V (vitesse de groupe U) ont,
a une température T donnée, une densité d’énergie '

1

(10) . pdvde = e

(v, T)dv do.

La fonetion { est une fonction universelle, valable pour tous les corps
matériels et tous les types d’ondes élastiques.

Si 'on cherche, pour les ondes transversales, la densité d’énergice
des ondes de toutes polarisations, il faut doubler la formule; on trouve
facilement ce résultat, la formule étant valable pour deux polarisations
aangle droit, suivant lesquelles touteslesautres peuventse décomposer.

Lois de Wien et Stefan. — La loi de Wien s’étend aux ondes élas-
tiques, grace & la démonstration générale que nous en avons donnée
au Chapitre précédent. Elle nous permet de préciser la forme de la
fonction Y de la formule (10) et d’écrire

(11) Mv,'l‘):v?r‘(%).

La densité d’énergic des ondes de toutes directions et de fréquence v
(a dv prés) s’obtient en intégrant en dw, c’est-a-dire en remplacant
dans (10)dw par4w, puisque p,y ou F sontindépendantsde ladirection.

Laloi de Stefan (rayonnement isotherme total, de toutes fréquences,
proportionnel & T*) ne se généralise pas immédiatement pour les
ondes élastiques. Nous 'étudierons plus loin et verrons qu’elle est
remplacée par une loi des états correspondants.
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d. Détermination de la fonction F. — Les premiers auteurs qui ont
abordé la-question se sont contentés de transposer, pour les rayon-
nements élastiques, les formules de quanta de Planck. Ils traitent
chaque degré de liberté de fréquence y comme un résonateur de Planck
avec quanta, ce qui conduit i lui assigner une énergic moyenne

Ny

hv
efT —1

Ce résultat, joint & la numération des degrés de liberté, rappelée au

Chapitre I [formules (24)], permet d’écrire pour la densité d’énergie
des rayonnements de fréquence v (a dv prés) et de toutes directions

hy hmhvdidy
[;‘lrp dv = TR ddt — o <)
efT—1 UV2<e"'T— 1)

ce qui précise notre fonetion F sous la forme

A h
([2) l‘<;I;>: T

. eRT __ -

Je préfere procéder autrement et, sans aucune hypotheése spéciale,
établir une relation entre la fonction arbitraire F, relative aux ondes
élastiques, et la fonction analogue relative aux ondes électromagné-.
tiques (corps noir). Jévite ainsi d’introduire explicitement les
quanta, car il semble difficile d’admettre qu’ils jouent un role prépon-
dérant dans les forces élastiques.

Le second mode de raisonnement, que nous voulons développer
maintenant, a été introduit par M. M. Brillouin (*); il conslitue la géné-
ralisation naturelle des lois de Kirchhoff pour le rayonnement noir.

Supposons que les ondes électromagnétiques soient capables
d’engendrer, par un mécanisme quelconque, des ondes élastiques de
méme fréquence; il faut pour cela admettre une liaison linéaire,
méme trés faible, entre ces deux types de phénomeénes. Il n’y aura

(1) MARCEL BRILLOUIN, Rayonnement et chaleurs-spécifiques (Aunn. de Chim. et de Phys.,
février et mai 1914); Théorie thermodynamique des solides pew déformés (Journ. de
Phys., octobre-novembre 191.4).
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plus, & vrai dire, d’ondes purement ¢lectromagnétiques ou purement
élastiques. Chaque type d’onde comprendra des termes électroma-
gnétiques (champs électriques et magnétiques) et des termes élas-
tiques (déplacements) en proportions déterminées.

Il y aura donc, non pas deux équations distinctes aux vitesses de
propagation, 'une électromagnétique, du deuxiéme degré; l'autre,
~ élastique, du troisieme degré, mais une seule équation du cinquiéme

degré, avec une racine double (ondes principalement électromagné-
tiques; deux ondes transversales); une racine simple (ondes princi-
palement élastiques longitudinales); une racine double (ondes
principalement élastiques transversales).

Du fait de la liaison entre les phénomenes élastiques et électroma-
gnétiques découlent plusieurs faits curieux : une onde incidente d’un
type quelconque donne naissance, a chaque réflexion ou réfraction, a
des ondes de tous les types. Les conditions imposées sur la surface
de réfraction réglent les intensités relatives des diverses ondes. Ainsi,
par exemple, une onde tombant sur la surface de séparation de deux
milieux différents donnera dix ondes nouvelles : cinq ondes réfléchies,
des types élastiques et électromagnétiques, se propageant dans le
premier milieu et cing autres ondes de tous types se propageant dans
le second milieu. '

Les lois de réflexion et réfraction des ondes électromagnétiques
ont pour conséquence les lois de Kirchhoff, d’aprées lesquelles, dans

I'état d’équilibre thermique, la densité du rayonnement p dans une
enceinte est

oydv = UA\E? W(v, T)dv
pour les ondes de polarisation donnée, et de toutes directions de pro-
pagation, V étant la vitesse de propagation, U la vitesse de groupe
et ¥'(v, T) une fonction universelle de la fréquence v et de la tempé-
rature T. Les lois de réfraction et réflexion des ondes électromagné-
tiques et ¢élastiques, que 'on pourra déduire de 'hypothése d’une
liaison linéaire faible, auront pour conséquence I'extension des lois
de Kirchhoff aux ondes de tous types.

Ce résultat sera d’ailleurs indépendant de la grandeur de la liaison
supposée. Il suffira que cette liaison soit linéaire pour que I’équilibre
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final ne puisse étre que celui régi par la formule ci-dessus. La gran-
deur de la liaison influera seulement sur la duarée d’établissement
de I'état d’équilibre final. On peut donc, en pure logique, passer a la
limite et dire que, la liaison. devenant infiniment petite, I'état d’équi-
libre sera toujours le méme. .
e. Hypothéses de liaison. — Mais, en outre, on est forcé, par la
théorie optique des milicux réfringents, d’introduire une liaison de
ce genre, 4 cause de I'inertie des noyaux atomiques ct des électrons.
Supposons, par exemple, une onde électromagnétique-se propageant
dans un milieu transparent. Cette onde met en mouvement tous les
¢lectrons et noyaux atomiques, puisque ceux-ci sont chargés. Et Ia
réaction de ces mouvements matériels détermine la vitesse de propa-
- gation dans le milieu, vitesse toujours inférieure a la vitesse dans le
vide. Les noyaux atomiques, dont la masse, quoique considérable,
n’est pas infinie, subiront donc des déplacements dans la direction du
champ électrique; ces déplacements constituent une onde élastique
forcée qui accompagne 'onde électromagnétique. ’

De méme, une onde élastique se propageant dans ce milieu, com-
munique aux noyaux atomiques des accélérations. La liaison entre le
noyau et les électrons quil’entourent n’est pasrigoureusement rigide,
et I’électron a une masse finie. Il suivra donc les mouvements du
noyau atomique avec un certain retard, ce qui produira une polari-
sation électrique ayant méme direction que les déplacements de
I'atome. » : ‘

On devra donc prévoir, pour les ondes électriques transversales,
une induction électrique b forcée, ayant méme direction que le dépla-
cement. Il y aura aussi une induction magnétique perpendiculaire B
causée tant par les variations de b que par les accélérations de rota-
tion imprimées aux atomes par I'onde élastique.

Unelonde élastique longitudinale sera accompagnée d’une induction
electrique longitudinale forcée ?7, mais il n’y aura aucune induction
magnétique sensible.

La grandeur des ondes forcées, quiaccompagnent 'onde principale,
.dépend essentiellement de la fréquence, puisque nous faisons jouer
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aux accélérations un role primordial. Nous n’expliciterons pas davan-
tage la nature de cette dépendance, car cela nous obligerait & préciser
les hypothéses sur la liaison entre noyau atomique et électron. Nous
écrirons seulement que I'onde forcée, qui accompagne I'onde princi-
.pale, a une amplitude proportionnelle & celle de 'onde principale et
un déphasage constant. Le coefficient de proportionnalité et la phase
seront, dans chaque milieu isotrope, fonction de la fréquence: seu-
lement (').

Notons immédiatement le role perturbateur joué par la pression de
radiation. La pression de radiation d’une onde de type quelconque
produit des forces d’une fréquence double de celle de 'onde inci-
dente; elle engendre donc des ondes élastiques de fréquence double,
d’ott une fuite d’énergie vers les courtes longueurs d’onde. Nous
négligerons, dans ce Chapitre, les forces qui entrent ainsi en jeu, car
ce sont des effets du deuxieme ordre (force proportionnelle i I'énergie,
donc au carré de 'amplitude de 'onde), tandis que les liaisons linéaires
que nous considérons donnent un effet du premier ordre (force pro-
portionnelle a 'amplitude).

Ces considérations générales ont été introduites par M M. Brillouin
dans les articles déja cités. Mais la généralisation de la loi de Kir-
chhoff y était admise, sans démonstration, comme une hypothese (res
vraisemblable. Nous allons montrer, par la suite, comment on peut
démontrer rigoureusement la validité de la loi de Kirchhoff généra-
lisée.

J- Lot des sinus. — 11 serait intéressant d’étudier les lois de réfrac-
tion et réflexion des ondes des divers types, sur des surfaces variées.
Le probléme, sans étre difficile, devient rapidement assez compliqué.
Nous n’entrerons pas dans les détails de cette discussion, mais nous
nous contenterons de noter les lois générales que 'on peut dégager,
et nous aboutirons a la loi de Kirchhoff.

(1) On sait que l'élude des cristaux du type NaCl a conduit & se représenter leur
structure sous la forme suivante : Les ions Na -+ el Cl — sont répartis alternativement
sur un réseau cubique. Il est impossible, dans un tel modéle, de séparer les ondes
électromagnéliques des ondes élastiques; la liaison supposée ci-dessus joue alors un
role prépondérant.
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1° La premiére loi qui apparait comme presque évidente, ¢’est la loZ
classique des sinus. ‘ : _

Considérons une onde incidente plane, d'un type quelconque
auquel j'affecte I'indice n; elle tombe sous un angle 6, sur la surface
plane de séparation de deux milieux. Nous supposons connues les
conditions limites imposées sur toute cette surface plane. Ce seront
les conditions électrostatiques, électromagnétiques et élastiques,
qui représentent les propriétés des deux milieux en contact. Ces
conditions devront étre satisfaites identiquement tout le long de la
surface.

Prenons comme plan d’incidence le plan 0z, le plan Oy étant
la surface de séparation des deux milieux. Soit RO le rayon incident,

Fig. .
A
"\
\
\
\
\
\\
©
Vv
\
o x>
Yy

au point O. Diverses grandeurs (champ électrique /£, champ magné-
tique H et déplacement D) figurent dans I'onde incidente. Toutes ces
grandeurs sont des fonctions de «, y, =, z ayant le méme aspect; soit £,
I'une de ces deux quantités, on aura

'  sinf, + z cos

(13) flz(mvb)"yz")t):Fncosw<t_ HV ® + .n>7
.rn

si V, est la vitesse de propagation de 'onde incidente, ¢, un coef-

ficient de phase et ¥, un coefficient constant d’amplitude. Considérons

I'une des multiples ondes réfractées dans I'un quelconque des deux-
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milieux et affectons l'indice m & ce qui se rapporte a cette onde
(vitesse V,,, angle 0,,, phase ¢,,).

La grandeur etudlee (&, HouD) figure dans 'onde réfractée sous
la forme

’ x sinf,, + 5 cosf
(l[l) f:n(x;yazat)=Fm'COS('J(t“ mV o +C‘Dm>.
m

/

Sans avoir besoin de connaitre exactement les conditions imposées
sur. la surface de réfraction 20y, nous savons que ces conditions
doivent étre identiquement satisfaites en tous les points de cette
surface. ,

Ceci ne pourra se produire que si, sur tout le plan xOy, les gran-
deurs correspondantes f,; f,, des deux ondes dépendent de la méme
facon des @ et de ¢. 11 faut done qu’en faisant z = o dans I’expression

de f, et f,, on trouve pour ces deux grandeurs des fonctions de «, ¢
exactement semblables.

Ceci impose la condition

. sinf,  sind,,
(13) ~V v
n m

Nous retrouvons donc nécessairement la loi de réfraction classique
(loi des sinus) comme absolument générale.

g. Pouvoir transmetteur. — Nous définirons le pouvoir transmetteur
de la surface de réfraction, tout a fait analogue au pouvoir réflecteur.
Ce sera la mesure de la proportion d’énergie transmise par une onde
incidente de type donné, & une onde réfractée d’un type déterminé.

Soit une onde incidente d’intensité J, (densité d’énergie Pm vitesse
de groupe U,, angle d’incidence 0,),

J.= Pn[)n'
La quantité d’énergie qui est apportée par 'onde n, en un temps dz sur
un ¢lément do de surface du plait Oy (surface de réfraction) a pour

expression

(16) dQ,=1J,docosl,dl.
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Soit dQ,,, la quantité d’énergie qui est transformée en onde réfractée
du type m
(17) dQpm=Jumda cosbl, dt

(Jum»> intensité de 'onde réfractée sous I'angle 6,,).
Jappelle « pouvoir transmetteur=,,, » la proportion d’énergie trans-
mise par P'onde n & 'onde m pendant le temps dt

(18) ___dQu.  Jamcosh,
C T — .
T dQ, J,cos5,

Nous définironsde mémele pouvoir transmetteurinverse z,,,. Celui-ci
se rapportera au cas d’une onde incidente de type m (J,,, Q,,, U,, 0,,)
tombant sur la surface de séparation sous 'angle 0,,; c’est une onde
suivant le méme rayon que ’onde réfractée du cas précédent, mais avec
un sens de propagation exactement opposé.

La quantité d’énergie tombant sur la surface est

dQ, =17, dscosb,,dt.

La quantité d’énergie transmise en onde du type n est
den:jmn do cos 0,, dt.

Et le pouvoir transmetteur 7,,, se définit par la relation

. . dann _./‘mn cos 6,
( 18 blS? Tmn=— de _= Jm oS Qm .

h. Egalité des pousoirs transmetteurs inverses. Lot de Kirchhoff géné-
ralisée. -~ Etudions maintenant les échanges d’énergie entre les ondes
de différents types, dans I'état d’équilibre isotherme. Les ondes d’un
type donné, par exemple type n, sontalors complétement diffusées, et
la densité d’énergie des ondes de fréquence v (2 dv prés) dont les rayons
sont compris dans un petitangle solide dw,, est donnée par la formule

(19) . Pn dv dmn:fn (v, T) dvduy,;
/2 (v,T)estlafonction derépartition de I’énergie entre lesfréquences v,

a température T, pour les ondes de type n. Pour des ondes d’un autre
Ann. Ee, Norm., (3), XXXVII. — DECEMIRE 1920, 50
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type, m, nous définirons de méme la densité d’énergie

(]9 blS) Pm dv d(’)m :fm (V: T ) dv_dﬁ)m-

Nous supposons que ces deux types d’onde m et n sont capables
d’échanger de I’énergie, par suite de réfractions. Etudions les échanges
d’énergie dus aux ondes tombant sur la surface de réfraction sous des
angles correspondants 0, et 0,,.

Avec les notations du paragraphe précédent, nous trouvons

(20) = Pn U, dvdw, =1U, fn (v, T) dv dw,,
20
= Om U, dv dw,, = Umfnz (v, T) dvdw,,.

S'il y a équilibre entre les ondes de type n et de type m, c’est que
I'énergie transformée dans le sens m —n est égale a I'énergie trans-
formée dans le sens n—m :

dQnm = dQ mn
ou '

Thm dQ n=— Tmn dQ me

Ceci s’écrit, en tenant compte des relations (18, 19, 20) établies
plus haut,

(21)  Tamfn (¥, T)dw,cos0,dvdo dt =7, fm (v, T) dw,,cos8,,dv dedt;

mais les angles dw, et dw,, doivent se correspondre par réfraction. La
loi des sinus permet de démontrer trés aisément, comme nous I'avons
indiqué a propos de la loi de Kirchhoff [formule (8)], la relation
suivante :

(22 - dw,cos, dw,cosb,

La condition d’équilibre devient alors

(23) Tnm UILVan(\),,T) = TanmVrEnfm(Vv T)
ou
Tmn . U,,,V,zlfn(’l, T) .
Tam  UnVafm (v, T)
Dans cette égalité, le second membre est une constante, indépendante
des valeurs 0,, 0,, des angles de réfraction. Donc le premier membre
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doit étre aussi une constante. Et de fait, dans tous les cas particuliers
que l'on calcule, on trouve toujours que I'on a rigoureusement

- —_
Ymn=—- *nm-

i. Enoncé général. — Ceci se rattache d la loi trés générale
d’Helmholtz. Si, en un point, un rayon de nature donnée subit une
certaine perte d’énergie pour une certaine cause, un rayon, de sens
de propagation opposé et de nature inverse, etc., subira au méme
point une perte d’énergie exactement égale. Cette loi se généralise
méme pour le cas ol les ondes changent de type au point étudié, et se
transforment en ondes d’une autre catégorie.

Ceci entraine la loi de Kirchhoff généralisée, que nous voulions
démontrer et que M. M. Brillouin avait admise & titre d’hypothése
mais sans démonstration. On a donc, d’'une facon absolument géné-
rale, pour les ondes de tous types, la relation

U"V'%f»‘l(vy T) - Unlv;znfm(?, T) = v3F<%)7

F étant une fonction universelle de la fréquence et de la température.
Done, qu’il s’agisse d’ondes électromagnétiques ou élastiques, la den-
sité d’énergie des ondes de type et polarisation donnés, de fréquence
v (dv) et de directions comprises dans un angle solide dw, est donnée
par la formule générale

. 3 s
(24) pndv do = U—,:V_,2,F<TJ‘>d‘J dw.

Jai tenu compte dans cette formule de la loi de Wien, déja établie plus
haut. :

Il est bien entendu que ceci s’applique, siles oscillations sont trans-
versales, & des ondes de polarisation donnée. Si I’on veut tenir compte

des deux polarisations possibies, il faut doubler le résultat, et I’on a
alors

. a2y /v .
24 bis ' dvadn = - K ;-;\ri‘ Lo,
( 4 ) Pn, * Uu‘,z ‘\_ T ; Jdw

Si Pon cherche, en un point donné, la densité des ondes de toutes
directions, il 0’y a qu’'a remplacer dw par 47.
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. A . .. , . . 1

La forme de la fonction F <1—> est jusqu’ici restée arbitraire. Mais

nous savons (ue pour les ondes électromagnétiques, la formule de
Planck est la seule qui concorde bien avec I'expérience

(25) «)31«‘(1\):_’&11.

T i
e

I

Cette formule se justifie par les considérations de quanta appliquées
seulement aux ¢changes d’énergie électromagnétique entre atomes et
éther.

L’expression de Planck pour la fonction universelle P(%) s'é¢tend
maintenant, automatiquement, aux ondes de tous les types. Il n’est pas
nécessaire, pour cela, de supposer pour ces autres types d’onde (ondes
¢lastiques) des échanges d’énergie par quanta. Méme si les échanges
d’¢énergie sont continus, les ondes élastiques ne pourront étre en équi-
libre avec des ondes électromagnétiques de meéme fréquence que si elles
suiventla mémeloi de répartition, celle de Planck. C’est ce qui se déduit
immédiatement de notre généralisation des lois de Kirchhoff.

En général, j'utiliserai les formules en négligeant la dispersion,
¢’est-a-dire en supposant Vindépendant de vet U=V.

On pourrait pourtant, et ce ne serait pas sans intérét, essayer de
développer toute la théorie sans cette restriction.

CHAPITRE V.

REFRACTION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES ET ELASTIQUES AVEC UNE
LIAISON LINEAIRE ENTRE PHENOMENES ELECTROMAGNETIQUES ET ELAS-
TIQUES. CALCUL COMPLET D'UN PROBLEME PARTICULIER.

a. Notations. — Dans le Chapitre précédent nous avons étudié,
d’une facon tres geénérale, 'influence d’une petite liaison linéaire
entre les phénomenes électriques et élastiques. Cette liaison peut,
par exemple, étre due & l'inertie des électrons et des noyaux ato-
miques. Dans I’état actuel de nos conceptions de la matiére, il parait
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tout a fait logique de tenir compte de cette liaison. Le résultat général
sera 'existence d’ondes forcées accompagnant les ondes prmmpales.
Pour une onde el('clromagnethuc plane se propageant dans un milieu

transparent de pouvoir inducteur spécifique #, le champ électrique
- aura 'expression suivante :

— — -
(N h=h, COSm<t "”“—’F—‘svl“h—w>,
% B, v, cosinus directeurs du rayon lumineux;

/zo, vecteur amplitude, perpendiculaire au rayon lumineux.

Ce champ électrique agit sur toutes ies charges électriques pré-
sentes et leur transmet des accélérations. En perticulier, les noyaux
atomiques chargés subiront de ce fait des déplacements. Les dépla-
cement forcés, qui accompagnent ’onde électromagnétique, s’écriront

- ax+Py-+vys
(2) d2:d20005&)<t_“‘—#—y— ——<P>
avec un certain déphasage o constant.
L’amplitude d,, du déplacement sera proportionnelle & amplitude,

h, dua champ électrique, et le déplacement aura méme direction que
ce champ. Soit p le coefficient de proportionnalité

—>
(3) 20—Pho-
L’onde ainsi constituée a une densité d’énergie égale a
k' I
(1) T
3

avec un coefficient 4" différent du pouvoir inducteur spécifique £, car
dans I'¢nergie il faut tenir compte de I'énergie d’agitation des noyaux
atomiques. Les quantités 9, p, & sont, pour chaque milieu trans-
parent, dans des conditions données, des fonctions de la fréquence.

Dans ure onde élastique transversale, le déplacement des atomes du
corps solide s’écrit sous la forme

(5) i)t: D:O uosm(t— z—#u>
: i

e
les vecteurs D,, D,, sont perpendiculaires au rayon («, 3, v). Sous
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I'influence de cette onde, le novau atomique subit des accélérations,
et entraine avec lui, avec un certain retard, les élzctrons qui lui sont
liés. Il s’ensuit une polarisation électrique forcée, de méme fréquence
que T'onde élastique, et qui accompagne celle-ci. Nous noterons I'in-
duction électrique ainsi créée

(6) i bucoso (1 SEEELELE ),
78
1, déphasage constant.
On aura
. I
(7) byo=qDs,.

La densité d’énergie de cette onde est
(8) 02D},

La quantité o, densité fictive, differe de la densité réclle p du
milieu solide.

En effet, dans le calcul de I'énergie, il faudrait tenir compte de
I'énergie des termes électriques forcés, qui accompagnent I'onde
élastique. Les grandeurs ¢, y et o’ sont, pour chaque miiieu donré,
des fonctions de la fréquence et au besoin de la température, du
volume spécifique du milieu.

Pour une onde élastique longitudinale, le déplacement D, s (,Cl‘lt
(9) E:l)‘;:cosw(t—-—f-i—e,‘-’#);

—_
les vecteurs D., D,, sont orientés suivant le rayon («, 3, v).

Cette onde élastique entraine une onde électrique lon rltudlndle
forcée, dont 'induction s’écrira

> > , .
(10) blzbwcom<t—ﬂ.+_ﬁvy_'+_2’_‘_¢)
l
avec
— —
(r1) bro—= Dy

La densité d’énergie aura une valeur

(r2) ’ —;-p”w?fl)fo avec o' Ho.
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Les grandeurs r et p et I'angle de déphasage ¢ sont, pour chaque
mibieu, dans des conditions de volume spécifique et température
données, des fonctions de la fréquence.
Nous pourrons, dans ces hypothéses trés générales, montrer
- comment se traitent différents problémes de réfraction et réflexion,
et vérifier chaque fois I’ egahte des pouvoirs transmettenrs réciproques,
dont nous nous sommes servis au Chapitre précédent pour démontrer
la loi de Kirchhoff généralisée.

b. Proviime. — Un milieu liquide transparent, limité par une paroi
plane absolument rigide et parfaitement conductrice pour. I électricité.

Cette paroi est le type du miroir parfait pour ondes lumineuses.
Nous allons étudier les divers genres de réflexions auxquels elle
peut donner lieu. Dans le milieu liquide transparent, il ne peut
exister que des ondes électromagnétiques (avec deux polarisations a
angle droit) et des ondes ¢élastiques longitudinales.

Fig. 3.

R . b4

Y

Soient zOy la surface du plan réflecteur rigide et conducteur, Oz la
normale au point d’incidence O. Etudions les réflexions des divers
rayon sur ce plan.

Onde électromagnetique, vecteur électrique parallele au plan réflec-
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teur. — Le champ électrique de cette onde incidente s’écrit

i ’1 _1_'sin|0—:~cose\
(13) hy= hye ( v )

le déplacement forcé qui accompagne cette onde est

R rsin—scosh
lw(t_m—_ _@j
dy:plloe A

L’onde réfléchie s’écrit

‘w(lt —

; a’sin0+:cosﬁ)
K= hie '

Al
>

Le champ électrique résultant sera bien, comme il le faut, nul
sur le plan réflecteur z=o, et le déplacement de méme, si l'on
fait A, = A,. Les conditions a la surface sont alors satisfaites, sans
qu’il y ait lieu d’introduire aucune onde supplémentaire. Dans ce pre-
mier cas, il ne se produit donc qu’une réflexion absolument normale.

d. Onde électromagnétique, vecteur électrique dans le plan d’inci-
dence. — L’onde incidente s’écrit :

. [ o l_a'slne-jzcosﬂ
. . hy—= hycosbe (\ v '},
Champ électrique iw({_“rsinﬂ—zcos()‘)
I, = h,sinfe ¥ -
10
) S oo rsindozcosh
. .\ d,=phycoshe v Y.
Déplacement forcé @ =Pl (i xsinf—zcosl *)’
. (/=" =72
d.=physin fe v

L’onde réfléchie s’écrit :

im(t_ asinf+ze0s0 oc)

. . S h\=— Iycosfe v :
Champ électrique * o Z.w(’_.mmeﬂcos&_a‘)’
e W= Jisinfe v ;
(16)
s iu)(/,- ‘M & ﬁ;?\\
- N d,=—pi,cosle v 7
Déplacement forcé ¢ . Ploe . wsin+scosl .

, ;o i )(lﬁ—v—-———i-‘?)
d,—= physinfe .

3 . N N , , . .
Sil n’y avait pas i tenir compte des déplacements d, on écrirait
simplement 4, = £, et o = o, ce qui annule le champ électrique (an-

>
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gent. Mais on ne satisferait pas ainsi a la condition que le déplacement
normal au plan réflecteur soit nul.

Pour satisfaire & cette condition élastique, nous devons introduire
une onde élastique longitudinale. Soient v son angle de réfraction et {3’
le déphasage :

! A asinf+2c087
\ . w1~ i)
D= Dysinne ,

p w0
Déplacement . wsinnseosn
. I);;'-:DioCOSTAe”‘)\I»——_V_[—__‘};
( 7 ) X xsin'n 4z cusT
p— N b= rhsinge TN Y
Induction forcée < “1% 1o ‘ sin 4+ 5 0087, N
i \ bI;:erCOSnelw(l— Vi —ﬁﬁu)

Pour que les conditions de surface soient satisfaites sur le plan z=o,
il faut que, dans les diverses ondes, le facteur de x ait la méme
expression; ceci donne la loi des sinus

Ecrivons maintenant les conditions 'de surface; tout d’abord, l'in-
duction électrique tangente doit étre nulle :

asin 0 /' xsinf asiny

s ) , i ( : _1> . iw(r_——,—'—{i——‘b)
—Akh,cosfe v “+rDyesinne Vi .

iw(,{—

o =/khycosfe

b

Cette relation s’écrit, en supprimant le facteur commun,

iw(l— xsinf ) ’.w(l—xs:n"l
e vV /—e \L

(18)  hy— Ryemivd 4 aD, emioB+h —o
avec la notation

a—" siny,
~ k cosf

En faisant les mémes simplifications, on écrira la condition de
déplacement nul '

(19) ho—+ Iye=iot - pI) ge—ivE—9) == o
avee

S 1.c087

~ p sinf

Ann. Ec. Norm., (3)), XXXVII, — DECEMBRE 1920,

ot
=
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Iin ajoutant les deux relations pour éliminer /', on obtient
) 0 A

—al, (tCOb'J).{—Fb( 0859 + {(— asinmd + bsinng)
D, cos»B + isinmb
a(osmup-t—l)cos«,) _ —asingb + bsine o
o cosmf3 o sinmf3 '

On tirera aisément de ces relations la valeur du carré D32, sous la
forme : '

(20) hg

i[a‘z—\— b+ 2abcosw (o + $)].
|)‘0 4 ' :

Nous pouvons aussi bien chercher maintenantlavaleur de 2 en fonc-
tion de 4,. Nous éliminerons D, entre les deux équations écrites plus,
haut, en multipliant la premlere par be™?, la deuxiéme par — ae—"%
et ajoutant -

/10 (beiwgo_ ae——iwd‘a) — /’/o e-iw:x( beive ae—l‘wd{) — O
Cette équation se développe et s’écrit
hy(beoswo —acosmwl) —Ljcosna(bcoswo +acoswd) — igsinwa (b sinwy — asinwd)=o,
hy(bsinwy +asinoy) —hjcoswa (b sinwo — asinnd) + Agsinou (b coswo +acoswd)=o.

En combinant ces deux équations, on en tire aisément les deux
suivantes :

hysinwa[a®+ b*+ aabcosw(o + )] =— 2abhysine (o + ),
Mycosmala?+ b2+ 2ab cosn (o + V] == h, (b2 — a?).

En élevant au carré et ajoutant, on aura h'? en fonction de A2, Et 'on
trouve comme resultat ﬁml

(21) nE— habcosw(o + U) .
h2 @+ b 2abcosm(o + )

e. Conservation de l’énergie. — Nous voulons maintenant écrire la
conservation de I'énergie. ‘

L’énergie electromaonellque tombant, en une secon(le sur un élé-
ment da de la surface réfléchissante, a pout‘ valeur

. hE -

dQ =KV Srcoséda.
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L’énergic électromagnétique de 'onde réfléchie est

I3 .
iy

dQ'== &'\ gt cosd do.

N
L'énergic de 'onde ¢lastique réfléchie est

7,212
g0 D1,

dg'z=V, cosn dao.

La-conscrvation de I'énergie exige que I'on ait

dQ —dQ'=dq',
ce qui donne
hr— A" 87 V, p"w?® D? cosn

ht AN a2 h* cosf

3 h? LoD .
En tenant compte des valeurs de i—hz—et de o calculées plus

haut, cette relation nous donne

/ 7 \ -
o cosn
abeosw(o+ )= 1wt

A N cosh
Or
ab = I —\—1 cosn -
: Ap 'V cosf

b + - N
d’aprés (17) et (18).

D’ou finalement la relation suivante :

N hro”

(22) -;1—)~(,~)sm(qo+ry):: k’l w?,

Cette velation doit nécessairement exister entre les divers coefti-
cients arbitraires r, p, ¢, &' que nous avions introduits arbitraire-
ment. En ¢éerivant le détail des «quations on aurait-aussi trouvé une
relation liant les angles ¢ et . Iin tenant compte de ceci, nous trou-
verons l'expression du pouvoir transmetteur <,;, U'indice 2 ¢tant
affecté a 'onde électromagnétique incidente (vecteur ¢lectrique dans
le plan d’incidence) et Pindice 3 se rapportant & onde ¢lastique lon-
gitudinale :
h?— h'? Jabeosw (o + 1)

(23) . T T T @ 0+ 2abceosw (o + )

/. Le probleme inverse se (raitera par les mémes procédés. Nous
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étudierons une onde longitudinale plane qui tombe sur la surface de
réfraction, suivant 'angle v. Cette onde engendrera, outre 'onde élas-
tique refléchie, une onde électromagnétique ayant son vecteur élec-
trique dans le plan d’incidence.

L’onde incidente s’écrit :

. z‘w( —
Diyz== Dy sinne RE 7
iw([_.t slnq—gcosr,> )

D,: =Dycosne A\l .

.rsin'r,—:cos’l,)

(24) Déplacement

" L’induction forcée a une amplitude 7D, et un déphasage — w :

I Il r—— U
. \CT 7
bipy=rDy,sinne * - Vi
t-_.'l'blllﬂ—':pcﬂsﬂ-'!J)

z'w(
b, =rDj,cosne A

/s xsinf—sc087 ‘ll)
’

L’onde ¢lastique réfléchie prend la forme :

) ~ . iw( asinf+scosm __{)
. D= D/,sinne \ Vi

(25) Déplacement { '* 1o ST iw(r' _,.smﬂﬂms.,l_v)’

D,;:=—D',cosne Vi ,

D', ¢tant amplitude et — w+y le déphasage.
- Linduction forcée a une amplitude »D,
total — o(y + ).

L’onde ¢lectromagnétique qui prend naissance sur la surface aura
un angle de réfraction 6 donné par la loi des sinus, tout comme dans
le cas précedent. Son champ ¢lectrique a la forme suivante :

et un déphasage

i ’ . asin+zeosh
i t— T )
\ fiy o= — hycosbe v /
(26) ¢ 1 0 o ’_47'sin0~+zcnﬁf}_6‘)’
[ = hysinfe o ,

hy ¢tant Pamplitude et — wc le déphasage.
. Le déplacement force qui 'accompagnera sera
./ arsinO+3c0s0 o :
iw —_———— — (-0
dy—=— phocosfe ( - v '),
) i [_.rsinﬂ-&-':cos()_a_
d:= phesinfe ( v 2,

z

La loi des sinus ¢tant satisfaite, nous pourrons cerire les deux
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conditions de surface, c’est-a-dire 'induction ¢lectrique tangente
nulle et le déplacement normal nul.
Ceci donne

Dm -+ D’1 e—iny — i /l() Cf)s i e_""’(a"‘-?): o,
0 r o sinm
. sinf
Dyy— D', 0 €TIOY — [)ho 277 e @) — 0;

cOS™
ceei s’éerit, avec les notations déja introduites,

r sinn 1 .cosm

“= T cost’ ~ p sinG’

. 1 . )
Do+ D e ior— P hye=iw@=¥ —o,
(27) .
. D10+ D,“) e_ti——'-z;/lo e“'“’(a‘HF’Z o.

On en tire, exactement comme dans le probléme précédent, les
résultats suivants : '

(28) = %:m[aﬁ—i— b*+ 2abcosw(o + )]

et

(29) DD hab cosw (o + ) )
D2 a’+ b+ 2abcosw (o + )

En ¢crivant la conservation de 1'énergie, on se trouvera amené a la
condition suivante :
o w? D2—D2 K R

cosn D :\/‘S—HCOSGD—2

v,

qui, en tenant compte des deux relations précédentes (28) et (29), et
des valeurs des coefficients a, b (27), se réduit a

"2
(30) ——[‘TC‘D @

o cosw (9 +¢) = A

kp
Or, dans le probleme précédent, nous avions trouvé, par la méme
voie, un résultat un peu différent :
r, .2 .
(22) hrp"w 7

0 : !
7 _/‘pcosw(cp—{—y).
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D’ou la conclusion assez curieuse que voici :

Pour que nous puissions ¢écrire les réflexions et refractions, il
faut qu’il existe une relation entre les déphasages des diverses ondes
forcées. Cette relation est la suivante :

(31) ' costw (o + ) = 1.
Les coefficients de déphasage » et  ne sont donc pas ind¢pendants.

Les coefficients d’amplitude ne le sont pas non plus et doivent satis-
faire & la relation

(32) LI

Toute théorie qui voudrait donner une explication plus intime du
phénoméne devra nous fournir des coefficients qui satisfassent aux
relations (31) et (32) que nous venons d’¢erire.

g. Egalité des pouvoirs transmetteurs. — Nous terminerons en mon-
trant sur 'exemple que nous venons d’étudier la vérification de la loi
de réciprocité des pouvoirs transmetteurs.

Affectons l'indice 1 & une onde ¢lectromagnétique polarisce ayant
son vecteur électrique perpendiculaire au plan d’incidence, I'indice 2
2 une onde électromagnétique dont le vecteur ¢lectrique est dans le
plan d’incidence, et 'indice 3 aux ondes élastiques longitudinales.
Pour des valeurs 0 et v correspondantes (loi des sinus) des angles
d’incidence et -de réfraction, nous pourrons résumer nos résultats
en donnant le tableau des valeurs des différents pouvoirs transmet-
teurs [vour équations (21), (23) et (29)] :

T T3 = T ==T31 7= 0

R et Gabceosw (o + )

$23 = 2 T ar—+ b2+2abC05w(c‘D—|—d‘))7
- D:—D’ hab cosw (o -+ )

12 - clz+b2+2abcosm(og—+—¢). '

On trouve bien, pour tous les indices, =, =

~
Ynnee

~ Cest la loi de réciprocité dont nous nous sommes servis au Cha-
pitre précédent, pour démontrer la loi de Kirchhoff généralisée.
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i. Conclusions générales. — Nous pourrions traiter d’autres pro-
blemes, par exemple, des rcflexions ou réfractions sur une surface
séparant deux milieux. Si les milieux sont solides et transparents, ils
pourront étre le siege d’ondes de tous les types : ondes électromagné-
tiques (deux polarisations), ondes élastiques transversales (deux pola-
risations) et ondes élastiques longitudinales.
~ Ce probleme des réfractions deviendra alors assez compliqué,
puisque chaque onde donnera naissance a des ondes de tous les types.
Il ne semble pas utile d’entrer dans le détail de ces caleuls, qui
deviendraient rapidement fastidieux.

I’exemple unique que nous venons de traiter montre pourtant
qu’il v aurait quelques conséquences & en tirer, sous formes de rela-
tions nécessaires entre les différents coefficients arbitraires que nous
avons introduits au début de ce Chapitre, coefficients d’amplitude et
de phase des ondes forcées.

Nous voulions seulement indiquer ce point, et nous terminerons en
montrant que 'exemple traité plus haut suffit & démontrer la validité
absolue de la loi de Kirchhoff généralisée.

En effet, les lois de Kirchhoff et Wien sont démontrées pour toutes
les ondes électromagnétiques. Elles permettent d’affirmer que, dans
I'état d’équilibre isotherme, la densité d’énergie des ondes électro-
magnétiques, de polarisation donnée, dans un milieu ou leur vitesse
de propagation est V, est donnée par une formule de la forme

y3 5
pd~,dw:%F<%> dv dw,

v étant la fréquence, T la température, F une fonction universelle.

De méme, les lois de Kirchhoff' et Wien se démontrent pour toutes
les ondes élastiques, tant longitudinales que transversales, car une
onde élastique d’un type quelconque, tombant sur une surface de
réflexion, donne naissance a des ondes élastiques ‘de tous les types,
suivant les conditions imposées sur la surface.

On écrira donc, pour la densité des ondes élastiques existant dans
I'état d’équilibre isotherme, une formule générale

8

odvdo = \3F'<,l]i>dvdm,
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F” étant une autre fonction universelle de la fréquence v et de la tem-
pérature T. . :

Nous venons de traiter un exemple dans lequel des ondes ¢las-
tiques et ¢lectromagnétiques échangent de I'énergie, en satisfaisant
encore a la loi de Kirchhoff. Cet exemple unique nous oblige donc &
réunir nos deux formules générales en une seule, et & ¢erire

v v
*(3)=r(3)

Tous les autres exemples que nous pourrions traiter devront aussi,
sous peine de contradiction, vérifier cette loi générale, et c’est la le
point important pour les théories dont nous nous occupons.

L’étude plus approfondie de la liaison entre ondes électromagné-
tiques et ¢lastiques serait d’ailleurs intéressante, et fournirait des
renseignements nouveaux sur la structure de I'atome, et sur la natare
des forces qui maintiennent les électrons autour du noyau atomique.
En l'absence de tout renseignement expérimental sur ce point, on ne
saurait d’ailleurs faire actuellement que des hypothéses; aussi avons-
nous voulu n’entamer ces raisonnements que sous une forme aussi
générale que possible.

Les termes secondaires (ondes forcées) étant certainement trés

petits, puisque I’expérience courante ne les révele pas, nous les
négligerons dans la suite.

CHAPITRE V.

PRESSIONS DE RADIATION.

a. Calculs de Lord Rayleigh. — On connait depuis Maxwell |’exis-
tence des pressions exercées par les radiations lumineuses et électro-
magnétiques. Pour les ondes acoustiques, c’est Lord Rayleigh qui
signala le premier I’existence de ces pressions ('). On trouve dans les

(') Lord RavvLeieH, Phil. Mag., t. 111, 1902, p. 338 (reproduit dans Scientific Papers,

vol. V, p. 41); Phil. Mag., t. X, 1905, p. 364 (reproduit dans Scientific Papers, vol. V,
p. 262).

Voir aussi PoyNTING, Phil. Mag., t. IX, 1905, p. 393.
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deux articles de Lord Rayleigh & ce sujet I'indication de plusieurs
modes de raisonnement trés généraux et le caleul de quelques cas
particuliers. Mais certaines crreurs nous obligeront a reprendre en
détail 'exposé de cette question. -

Soit un milieu traversé par des ondes élastiques, qui sont émises,
absorbées, ou réfléchies par les parois, suivant des lois données. On
formera I’expression de I'énergie potentielle de vibration U et celle de
I'énergie cinétique T. Si/est une des coordonnées du systéme, il sera
facile de trouver 'expression de la force L correspondante par la
méthode de Lagrange [C/. Chap. IT, formule (8)].

d /9T oT  oU
=i\ o7 )= G T

Si nous prenons les moyennes sur un temps 7 suffisamment grand,
le premier terme disparaitra, car T reste fini, et I'on aura

(1) . L= ‘l&%

Cette formule générale a été appliquée par Lord Rayleigh au calcul
de plusieurs cas spéciaux. H.-A. Lorentz ('), dans un travail récent
sur la dilatation des solides, a repris de son coté le calcul des pres-
sions de radiation exercées par des ondes longitudinales et transver-
sales. Il a retrouvé, en employant la méthode ci-dessus, des résultats
généraux en concordance avec ceux de Lord Rayleigh, résultats que
nous étudierons et généraliserons a la fin de ce Chapitre.

Dans le premier article, Lord Rayleigh calcule, en particulier, la
pression exercée par une onde, se propageant dans un gaz parfait,
lorsque cette onde se réfléchit normalement sur une paroirigide. Cette
pression s’écrit

(2) Ap =E=2¢,

Ii ¢tant la densité totale d’énergie des deux ondes élastiques incidente
et réfléchie, chacune de ces ondes ayant une densité d’énergie ¢.

(1) H.-A. Lorentz, The dilatation of solid bodies by heat (Proceedings Amsterdam,
vol. XIX, 1917, p. 1324). :

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVII. — DECEMBRE 1920. 52
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Dans le second article, Lord Rayleigh reprend ce calcul pour le cas
ou le fluide aurait une loi de compressibilité quelconque

p=/(p).

Toujours pour l'incidence normale, il trouve alors que les ondes se
réfléchissant sur une paroi exercent une pression supplémentaire

(3) ’ Ap'—]‘<l—|— Pf”)
2/
la vitesse de propagation des ondes étant V = /f".

Lord Rayleigh calcule ensuite la quantité de mouvement lice 4 une
onde; nous reviendrons plus loin sur ce calcul, qui préte a la cri-
tique.

Le résultat de 'auteur est le suivant: une onde se propageant dans
une direction Oz avec une vitesse V transporte une quantité de mou-
vement dont la valeur, par unité de volume, est
(4) 'M:§<I+%i>%-

Un autre mode de raisonnement tres ingénieux, basé sur 'emplon
du viriel, permet de retrouver la pression de radiation sous I'incidence
normale, puis de calculer le cas plus général ou des ondes de toutes
directions, également réparties en tous sens, se réfléchissent sur un

miroir. Si lon appelle E la densité totale d’énergie de ces ondes
pression sur le miroir s’écrit

5y —e(Lel).
(5) Ap-_L<3+ 2f'>
b. Discussion. — En comparant les formules (3) (incidence nor-

male) et (5) (toutes incidences), on ne peut manquer d’étre frappé par

le fait que, dans la formule (5), le facte-ur% ne porte pas sur le coeffi-
f//
2/
tion de la quantité de mouvement de 'onde [d’apres formule (4)] au

moment de la réflexion, on devrait trouver un résultat différent; sous
une incidence v, la pression serait réduite comme cos®y, et la

cient 2. Or, si la pression de radiation était due seulement 4 la varia-
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moyenne des pressions d’ondes de toutes directions s’obtiendrait en
I

7> ce qui donnerait

prenant cos*n =
1./ - " . /1 ~ £\

Ap =z E [—’:—Ei; au lieu de E —+ﬂ-, .

2 f 3 of

Il'y a li une anomalie, qui n’a pas été remarquée par Lord Rayleigh.

La cause en est facile & trouver. En reprenant pour le cas d’une inci-

dence v le raisonnement qui a fourni a Rayleigh la formule (3), on
trouve facilement’ '

(6) - Zﬁ:g&(cos*n—k%)-

Cette formule concorde bien, pour I'incidence normale, avec la
formule (3) et, pour la moyenne d’ondes de toutes directions, avec la
formule (5).

Mais alors, il doit y avoir une erreur dans le calcul de la quantité
de mouvement (4) transportée par une onde. Le raisonnement en est
trés critiquable. La forme d’onde établie par Rayleigh est trés particu-
liére. Les diverses parties de 'onde se propagent avec des vitesses
différentes; 'onde se déforme en se propageant, tout a fait comme
une vague qui déferle. On vérifiera enfin que 'ensemble du fluide est
animé d’une vitesse moyenne non nulle :

—_ \7( '(/) ]>_
U—_— —| —5 — — 6=+~ o
po\ 2/ Po 7

ol

0 étant la dilatation cubique; il est donc hors de doute que I’évalua-
tion de la quantité de mouvement transportée par I'onde de Rayleigh
est inexacte. On peut, trés simplement, reprendre ce calcul. Pour
une onde plane en propagation normale suivant Oa, sans déformation,
on doit-avoir, si « est la vitesse suivant Ox,

du .1 du

Jdx Voot

Or, on a toujours ' .
d6 . Jdu
PY = divue = -a;;

d’ou finalement
U

(7) 9—:—\-
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., . ‘m? )
La quantité de mouvement d’un cylindre de base 1™ et de hau-
teur a, s écrit

(8) x—f Pudx__oof (1—-0)udx_~\,j u’ldx:‘w\d.c',
¢ étant la densité d’énergie de Ionde. La quantité de mouvement
transportée par une onde est donc donnée par sa densité d’énergie
divisée par la vitesse de propagation. ‘

Dans cette onde, les vitesses et dilatations varient proportionnelle-
ment, mais la pression suit sa loi propre

P=f(p) =S (po—po0) = fo—F1 009 + fopo

L’onde provoquera donc une augmentation de pression moyenne
dans le liquide traversé

(9) pep=LpEotle
- !
: 2 2f%
Ce qu'on observera, lors de la réflexion sur une paroi plane, sera la
superposition des deux effets, 'augmentation (9) de la pression

moyenne et la pression due & la variation de la quantité de mouve-
ment (8), soit, au total :

(10) Ap =Ecos*n+ E2 .
: 2/

(E =120 = densité tolale d’énergie des deux ondes).

Si le miroir réfléchissant est une palette immergée dans le liquide,
Ieffet observé sera différent. L’équilibre hydrostatique entre les
diverses régions du liquide exigera que les pressions isotropes soient
les mémes en tous points. La densit¢ moyenne p, dans le volume =,
traverse par les ondes sera différente de la densité g, dans le volume 7,
au repos et de telle sorte que I'on ait 'égalité entre p, ct p, c’est-h-

"

dire p, J} &. Sur la palete réfléchissante immergée dans le liquide,

les pressions isotropes de part et d’autre étant égales, on observera
seulement I'effet du i la variation de quantité de mouvement, ¢’est-
a-dire

(11) v Ap =Ecos’n.
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c. Ondes transversales ou longitudinales complétement diffusées
(H.-A. Lorentz) (). — Le calcul des pressions de radiations se trouve
repris, implicitement, par Lorentz, & propos de la dilatation calori-
fique des solides. Le mode de calcul de 'auteur est basé sur la for-
mule (1) de Rayleigh et les résultats peuvent s’écrire, tant pour les

ondes longitudinales, que pour les ondes transversales complétement
difjusées :

) o 1 dlogV
(12) '1)_E<3+—dlogp>’

I, densité d’énergie des ondes considérées; V, leur vitesse de propa-
gation; g, densité du milieu. ’

Nous allons montrer comment on peut calculer la pression de
radiation d’'une onde 1solée, tombant sur un miroir sous une inei-

dence v. Nous retrouverons le résultat ci-dessus en prenant les
moyennes.

d. Ondes élastiques réflechies suivant une incidence donnée. — Consi-
dérons un volume solide parallélépipédique

ol @<l 0 <y <y, 0<<s<ly;

nous supposcrons comme conditions de surface celles que nous avons
déja introduites au Chapitre I (§ ¢ et &) : déplacements perpendicu-
laires a la surface nuls, forces perpendiculaires non nulles, F()I'C(}b
tangentes nulles, déplacements tangents non nuls.

Ce sont des conditions de réflexion qui permettent, comme nous
'avons déja vu, “de traiter séparément les ondes longitudinales et
transversales. Nous avons calculé tous les modes de vibration propre
d’un tel volume. Choisissons-en de particulierement simples, qui

correspondent & des ondes se propageant parallélement au plan 20z
et se réfléchissant sur les plans 2 = o0, 5 =/, sous des angles == 7.

I. Un mode de vibrations de condensation, de ce genre, sera repré-

(1) H.-A. Lonenrz, Proc. Amst., t. XIX, 1917, p

. 1324. — Poir aussi FORSTERLING,
Ann. der Phys., t. XLVIL, 1915, p. 1127,
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senté par

(13) C Dy=gradP,  P=o,,(¢)cos ”'l'““ cos %,
. 1 3

avec les notations du Chapitre I [formule (8)]; I'angle  est donné
par '

~
<

?

lar gn =

AN

3

~

m et p entiers | Chap. 1, p. 361, ligne 8].

I1. Les vibrations transversales propres de ce genre seront de deux
types; I'un vibre parallelement a I'axe Oy, c’est-a-dire perpendicu-
lairement au plan d’incidence (c¢f. I, 13)

mn

(14) Dy, = ¢ (¢) cos lmcosffz, D,= D.=o.
1 3

1. L’autre vibre dans le plan d'incidence

o Ly . mmx wps
Dyp= z(t)msm 7 cosT,
(13) Dyy=o,
L. TIMX . TPS
l)“_—_—r(t_)ﬁ—; cos ——sin 2 .

On vérifie aisément que la condition de divergence nulle est satis-
faite par ce mode de vibration.

Pour chercher la pression exercée par un de ces modes de vibration
sur le plan r =/, nous calculerons les énergies potentielle U
et cinétique T correspondant & cette vibration, dans tout le
volume ¢ = {,1,1,.

Puis nous ferons subir au systéme une petite déformation ¢ qui ne
sera plus isotrope comme dans le cas de Lorentz, mais qui représen-
tera un allongement de 1 & 1+ ¢ de toutes les coordonnées et compo-
santes suvant z. La tension Q correspondante sera donnée par la
formule de Rayleigh
IU—T)

I) T):
(x = dyg
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Cette tension Q est immédiatement reliée a la pression de radiation p
sur la face z = /,, car le travail élémentaire s'écrit

Qdg = —plilyds =—pl,l,l,dg,
(16) o p=—

A

—~

{,

o~

~Examinons par exemple le cas de la vibration longitudinale I. Les
formules (11) et (12) du Chapitre I nous donnent pour les énergies
cinétique T et potentielle U du mouvement

.,‘M Twm\? ‘mp\2]2
T— VN2 o il a
()T
o M[/mm\* /7p\?].,
=3[ () + (%) ]

~ Pour prend‘re ‘les dérivées par rapport a g, hous supposerons ¢ et ¢
invariables, ainsi que M, masse du corps solide,

dg =dlogly=dlogyv =— dlogop,
¢, volume spécifique; ¢, densité :
2ﬁ2P2
0 ‘ 2 m? ﬂ.zpz B - l% . ..
(17) ()Iog/glob(\ FRT: > mm mpr o8
92 + 2
2 L3
Ceci nous donne aussitot
aT ) N 7 VR dlogV} ~2_>
(8)  Fhogh, = TS GTogy U< dloge ~ CO¥T)

Tenons compte de ce que T et U s’expriment en fonction de la
densité d’énergie E, des ondes longitudinales par

2T =2U0=FE L

et les relations (1), (16) et (18) nous donnent

- ). d]Og\/
(lg) P:|‘41<COS n —+ m .

Nous retrouvons les formules (6) ou (10) déja établies plus haut.
Le calcul se poursuivrait suivant une voie tout & fait analogue pour les
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ondes transversales des deux types Il et ITI. Le résultat est le méme,
la vitesse V,. ct la densité d’énecrgie E, pour ondes transversales
remplacant V, et K, de la formule (19).

e. Ondes électromagnétiques. — Nous allons voir que cette formule
est d’une plus grande généralité encore, et s’applique aux ondes élec-
tromagnétiques. On sait que les formules générales de Mécanique
s’appliquent a I'Electromagnétisme, a condition de considérer I'énergie
¢lectrique comme potentielle, et 1’énergie magnétique comme ciné-
tique. Prenons un volume /,/,/; limité par une surface réfléchissante,

et cherchons les modes de vibration analogues a I et III; ils
s’éerivent :

IT bis. Champ électrique suivant Oy : -

mTmx . TpI
Sin P

hy= a(t)sin I 7.

Le coefficient a nous servira de coordonnée.

Le champ magnétique devra apparaitre comme proportionnel & @, de

pmag )
telle sorte que I’énergie magnétique, proportionnelle & 4*, ait 'aspect
d’une force vive.

i
C’est donc par les deux relations suivantes que nous formerons 1 :

-
> —
roll[:/.'gﬁ, divH = o;
ot

ceci donne

4y
m . Tmx PSS,
= — K S § L),
H, A I p A Msm 7 cos A a(t),
wm mp
(20) « Hy =o,
1y
w Tmx , TpPs .,
{. = ¢ i’ sin ——a ().
Ho =+ 4 L mp Ly mnws l, st ly a(t)
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L’énergie potentielle U (¢nergie électrique) s’écrira done

(21) -_fJJKQMddMJ”*fﬁ
8t 4

L’énergie cinétique T (énergie magnétique) aura la forme

(1 \? ;L\
. llgl; k2 wm + ™ ) .
T= “ dddh_ B P at
4 ( L wp + A 7r.m>’

, A mp
T — Ll nh? I

az.
8n 4 (mp\? wm\?
“/I>+<T>

Les dérivces se calculent aisément :

aU :U<[+ dlogk>,

dlogls dlogy
| (%)
LN 1+d10g”kﬂ+z ‘,l”
dlogl, : dlogy 2% mm\?
— + — -
£) (7
.2
=T x—l—‘ﬂgg—fi—l—zcos’n).
dlogys

On en tire la valeur de Q, en tenant compte des relations
P
m T I,
T=TU=ElLh,

Si E est la densité d’énergie totale moyenne des vibrations

10logpk

(22) Q:Ial,l.z_l:,(——cos“-n——2 dlogv

—E [ cos?,
>_——I,l,lzl3\cos 0+ TTogv

1 010;:\/’2>
car
loguh =—1logVs, logp =—1logv,

V, vitesse de propagation. Et nous retrouvons bien pour p la formule
générale donnée par (19).

11T bis. Le caleul se ferait sans plus de difficulté pour I'autre polari-
sation‘possible, ¢’est-a-dire le vecteur électrique dirigé parallélement
Ann. Ec. Norm., (3),‘XXXVII. — DECEMBRE 1y20. 53
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au plan 0. Ce mode de vibration s’¢erit :

. [ TMX . PT3
Joj= a(t)ﬁcos 7 sin ek
hy = o,
hy = —a(t) 2 nma COSTEPZ;

l Ly
H,=o,
AR nmax TPpE .

=k — — A s
H, h — Trpcos I, cos I a(t),
H.=o

- Nous ne reprendrons pas ce calcul qui rameéne euncore a la for-
mule (19), tout comme dans le cas précédent.

J+ Pression de radiation déduite de la formule de Boltzmann. — La
formule (1) est valable pour tous les types d’onde. Le résultat s’ex-
plique, et je veux donner une démonstration unique, valable dans tous
les cas, en .m’appuyant sur la formule de Boltzmann [Chap. 1I, for-
mules (22) et (22 bis)].

Je profiterai de la souplesse du raisonnement pour étendre encore
un peu la généralité du probleme. Dans tous les cas traités précédem-
ment, je supposais la vitesse de propagation des ondes indépendante
de la fréquence v; je vais désormais supposer que la vitesse est
fonction de cette fréquence v. '

Dans la dilatation d’un systéme vibrant, le travail recueilli (') s

’

éerit
(23) AG=FEL{ Ll Alogr =— Bl 1, Alogy.

Cect n’est autre que notre formule de Boltzmann.
En introduisant la pression de radiation p, on aura

AG=— pdv=—prdlogl, (v:/;lzl;;),

puisque ¢ ct 4 varient proportionnellement. Portons cette valeur

(1) Je réeris cette formule avec les notations adoptées dans ce Chapitre olt E signific
la densité d’énergie, et Ely 15/ est énergie totale, que j'appelais E au Chapitre II.
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dans (23) et nous obtenons

. , dlogv
(24)v p——hdlogil;

1l nous faut évaluer cotte dérivee.
Or, dans tous les cas examinés précédemment (§ d et e), la fré-
quence v est donnée par la formule. [Chap. I, formules (10) et (16)]

W6

» Pour une dilatation de I'aréte /; nous trouvons [voir ce Chapitre, for-

mule (17)]
a2 JAN
dosy ()
dlogly —  [m\* [n\? P\?
(%) +(7) (%)

La différentiation ci-dessus est maintenant a développer, en tenant
compte de ce que la vitesse V dépend de [, directement et aussi de la fre-
quence V.

Nous avons, en prenant deux variables indépendantes v et /,,

(25)

= — cos?.

N

dlogl, dlogi_,

dlogy + ——+—dlogl;.

v
dlogy = dlogl,

dlogy

La premiére dérivée s’écrit, en introduisant la vitesse de groupe U,
P ) group

0103‘% ()%‘ v
=V — ===
U

dlogv v

Dans la seconde dérivée, v est a considérer comme constant, puisque
v et Z, sont supposés indépendants :

v
SOlosy gy

dlogl,  dlogly
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Introduisons maintenant la liaison entre v et /; et nous trouvons

dlog : .
(26) \ V dlogv  dlog)\

dlogl, — U dlogl, ~ dlogl,

Cette expression est, d’ apres (25), égale & — cos?y. Nous en tirons
donc

dlogv__ dlogV st
dlogl, — V\dlogs, ")

Portons cette valeur dans (24), et nous obtenons la formule absolu-
ment générale

- ‘ U, ., OlogV
(‘2/) []__Th (\COS n—+ W)
(en tenant compte de ce que dlogp = — dlogl,).

Cette formule (27)se réduit bien & la formule (19) dans tous les cas
ou lavitesse V estindépendante de lafréquence v, caronaalors V =U.

g. Emission et absorption. — Il nous reste a trouver la pression sur
des plans émetteurs ou absorbants; c’est ce que des raisonnements
tout a fait élémentaires permettent d’obtenir immédiatement.

Fig. 5
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)
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Considérons un volume cylindrique terminé par deux sections nor-
males S, S,. Ce volume est rempli d’'un corps capable de propager
des ondes d’un type quelconque.

Nous aurons & écrire que, lorsque le corps est traversé par des ondes,

la résultante des pressions surles différentes faces est nulle; le volume
reste, au total, au repos.
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1° La paro1 S, est un miroir parfait.

La paroi S, émet des ondes normalement & la surface et absorbe
complétement les ondes réfléchies qui lui reviennent.

Soit ¢ la densité d’énergie du rayonnement émis par S,, la pression
al’émission étant p’; et A 'absorption p’ sous incidence normale. I’équi-
libre exige '

Pa+ Pi= P

=

ph étant la pression a la réflexion normale.

2° S, est émetteur et S, absorbant.
e .
L’équilibre exige .
. Pi—pi=o0;
d’ou finalement

oV
(28) m:ngm:€@+?ﬁ%)
Le calcul de la pression lors de I’émission ou 'absorption d’une onde -
oblique n’est guére plus compliqué.
Considérons une portion de cylindre ayant ses génératrices paralléles
2 Oz, La base du cylindre est le rectangle

o< x < a, o<y <<hb.

La portion-de cylindre estlimitée supérieurement par un plan paral-,
lele & Oy et faisant avec O un angle .

Les parois verticales du cylindre sont réfléchissantes.

Je suppose qu'une onde plane, de densité d’énergie ¢, est émise nor-
malement par le plan zOy. Elle estabsorbée completement par le plan
supérieur, sur lequel elle tombe sous 'incidence 7. Il se développera
sur le plan absorbant une pression normale p, et une force tangen-
tielle par unité de surface p, dirigée dans le sens de la propagation.
Ces deux pressions p,, p, sonta calculer. Les forces résultantes X, Y, Z
sur le volume total doivent s’annuler; ceci donne : )

7 = b& +010gv ab ( cosn -+ 'in'n)*-‘o

C AU T YToge cosn, \PnCOST T [en 0

Y = o parsymétrie,

. . 0logV : oy 010V ab N
X =—bc! Jlogg + b(c—atangn)¢ Jlogg m(p,,Sll]n-—/gCOSﬂ)_O.
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On tire aisément de ces relations

. . dlogV:
Prn=Ccos*n + >,

(29) dlogp
. . pe = C cosmsiny.
Fig. 5
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Tous nos résultats peuvent finalement se grouper en un seul énoncé,
valable pour ondes élastiques, longitudinales ou transversales, et pour
ondes électromagnétiques se propageant dans un milieu isotrope.

1° Lorsqu’une onde se propage avec une vitesse V dans un milien
de densité p, elle produit une augmentation de la pression moyenne
isotrope donnée par la formule

dlogV
{ —_ o]
{30) Ap=2¢_ 5 logp’

¢ ¢tant la densité d’énergie de I'onde.

2° Cette onde transporte une quantité de mouvement; la quantité de
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mouvement présente a4 un instant donné dans un volume dr est
— —>
(31) N =EV-tdr,

Ces résultats sont intéressants par leur généralité. De nombreuses
inexactitudes ont d’ailleurs été dites sur ce sujet : '

A propos de la pression des ondes ¢lectromagnétiques, on ne tient
compte, en général, que de la quantit¢ de mouvement transportée par
I'onde, et 'on oublie le terme fixe. =

A propos de la quantité de mouvement d’ondes élastiques, on
trouve dans Lord Rayleigh une évaluation inexacte.

Dans leurs calculs au sujet de la dilatation des corps solides ou
liquides, en fonction de la température, P.Debye, van Everdingen,
Ornstein ('), Zernike, ont évalué incorrectement la pression de radia-
tion, en tenant compte seulement de I'augmentation de pression
moyenne, et oubliant 'effet des quantités de mouvement des ondes.
Une erreur s’est aussi glissée dans les calculs de M. M. Brillouin & ce
sujet. Nous reviendrons d’ailleurs sur ce point en exposant la théorie
de la dilatation calorifique.

La seule valeur correcte est celle donnée par H.-A. Lorentz (loc. cit.).

CHAPITRE VI.
LOI DES ETATS CORRESPONDANTS. — CHALEURS SPECIFIQUES. — DILATATION.
A partir de ce Chapitre, je suppose toujours que les milieux étudiés
sont sans dispersion, ¢’est-a-dire que la vitesse V est indépendante de
la fréquence v et la vitesse de groupe U égale a V.

. a.Une remarque de Rayleigh (*), dans son premier article sur la
pression de radiation, mérite d’étre notée. Il rappelle que la démons-

“tration de la loi de Stefan est basée sur la valeur de la pression de
radiation. :

(1) Proceedings Amsterdam, vol. IX et X, 1917. :
(%) FORSTERLING (Ann. der Physik, 1915, loc. cit.) a nolé l'intérét que préscale cette
remarque de Rayleigh, mais 1'extension qu’il en donne est incompléte et inexacte.
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En effet, soit
, ! E_ 1,
= - — = =
[ n g n ’
E, I'énergie totale de radiation; ¢, le volume; ¢, la densité d’énergie.
Pour une petite déformation dv et une variation de température &',

le travail et la variation d’énergie interne sont

o LR
ds=pdy,  dE=5gdT+E%,
en supposant la densité d’énergie ¢ fonction seulement de la tempéra-
ture et indépendante du’volume.
La variation d’entropie s’écrit alors
0 98
dS = (p+L) dv -+ = Srdl.

s

Ecrivant que dS est une différentielle exacte et remplacant p par son
expression, on trouve ‘

dlog&=(n+1)dlogT,
d’out
C' - a 'r"'_'_i.

Pour les radiations électromagnétiques dans le vide, on an =3, ce
qui donne la loi de Stefan. Mais il semble que ce méme raisonnement,
appliqué aux corps pour lesquels nous avons trouvé » différent de 3,
. doive donner, d’une facon absolument générale, la loi de variation de
Pénergie interne en fonction de la température. J'ai donc repris ce
raisonnement, qui m’a permis de retrouver, par une voie purement
thermodynamique, une grande partic des résultats de Debye sur les
chaleurs spécifiques et la théorie générale des solides et liquides.

Tout d’abord, dans les corps solides ou liquides, I'énergie interne
(rapportée a la molécule-gramme, par exemple) d’agitation ther-
mique E ne peut plus étre considérée comme fonction uniquement de
la température. C'est une fonction de T, du volume’ spécifique, et des
déformations élémentaires.

Il'y a, en outre, a tenir compte de I’ energw potentielle interne, qui
représente le travail effectué pour comprimer le corps depuis un
volume de référence jusqu'a son volume actuel et sa déformation
actuelle ; tout ceci complique notablement les calculs.
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Enfin le cocfficient », que nous avons calculé, dépend de la loi de
compressibilité du corps; il est donc lui-méme fonction du volume
speécifique. .

Nous allons voir comment peut se traiter un cas simple, celui d’un
corps capable de propager un seul type d’ondes. Ce sera, par exemple,
le cas d’un liquide compressible, conducteur de 'électricité; ce liquide
ne peut propager que des ondes du type élastique de compression.

b. Liquide. — Soient ¢ le volume de la molécule-gramme et F(v)
I’énergie potentielle interne par molécule-gramme en supposant les
molécules au repos, c’est-a-dire le corps au zéro absolu. La loi de
compressibilité élémentaire, en I'absence d’agitation thermique est

_OF
v

(1) P= =—F ().
La vitesse de propagation des ondes longitudinales est V, donnée
~par la formule

__0p . 0P
(2) \?:%ﬂ——"‘W:V‘ZF”(V).
Si, 4 une température T, I'énergie d’agitation est E(v, T) par molé-
cule-gramme, la pression totale exercée sur le milieu extérieur par le
corps est

CE /1 odlogV?
——F'(¢ (- __ "9 - .
(3) P F1() P <3 2010gv>’

c¢’est la superposition de la pression statique et de la pression de radia-
tion. La formule que nous obtenons ainsi immédiatement n’est autre
que « Péquation d’état du corps liquide » (ou solide) trouvée par
Debye et Ratnowsky ('), qui 'ont obtenue par une voie tres détournce,
comme conséquence de leur théorie des chaleurs spécifiques. Rat-
nowsky I’écrit ‘ .

dlogv,,

(3 bis) [p+F(o)]v=—E dTogs

(1) P. DEBYE, Gottinger IV olfskehl Vortrag, 1913. — S. RATNOWSKY, Ann. der Plys.,
t. XXXVIIL, p. 637; Ferh. d. D. Phys. Ges., t. XV, 1913, p. 75.

Ann Ee. Norm., (3), XXXVII. — DECEMBRE 1920, 54
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1
vy (9NN
J"“""([.m)) )

N étant le nombre d’Avogadro. Ceci donne

ou v, a-la valeur suivante :

dlogv,, 1 dlogV

dlogy 3 dlogy

en concordance avec notre formule.

Le calcul de Ratnowsky se réduit donc a4 une simple évaluation
correcte de la pression de radiation moyenne.

Dans I'application de cette formule, il semble que les différents

. ., . 1 .
auteurs aient souvent oublié le coefficient fixe 5 pour ne tenir compte

que du terme en M, qui dépend des écarts a la loi de Hooke.
dlogy
c. Mon raisonnement consiste & partir de cette formule, et, par voie

thermodynamique, a en tirer des résultats tout a fait généraux sur la
théorie des solides.

La formule s’écrit, en introduisant F” au lieu de V,

() | pz-F’(v)_%<3+dlogw>_

3 2dlogy
L’énergie interne totale du corps est
(5) : U(e, T) = E(¢, T) + F(0).

Veffectue maintenant une petite transformation dv, dT; le travail
élémentaire et la variation d’énergie interne valent

, do (o 0logF’
de :pdu:—FdV—E%(% + 20‘]‘;gp>,
oF y OE

90 dy + F'de + JT

dl = drT.

Je (rouve pour la variation d’entropie ’expression

gy dU+de _de[oE _E <2 ()log]”’)] OE dT
- 3 1T T

T =T |o v\37 20logr
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Je dois écrire que dS est une différentielle exacte, ceci me donne la
relation

ok L2 dlogF” Ik /o dlogl”\
(6) ‘)W_PJ(§+2dlogv>+Td_'F<§ 2dlogv>

Cette équation se met sous une forme plus simple, en introduisant
une variable ©

L
(7 0= A3 k"2,

log® = -22; logy + :l)-logl“”—i— logA.

L'équation devient alors

dlogk  odlogk o
(%) dlog@)+ dlog'l‘_—lﬁo'

Par le changement de fonctions et variables

f=1logk, x == 1og0, y =logT,

jecris I'équation sous la forme
df af
oz dy
Pour cette équation linéaire avec second membre, la solution géné-

rale s’obtient en ajoutant une solution particuliere (f=wa) & la
solution générale de I’équation sans second membre

J=F(z —y).
Ceci me donne
f=x+F(x—y),

ou Festune fonction arbitraire quelconque En repassantaux variables
primitives, je trouve

log ki =1log® + F(log® — log'T"),
ce qui donne :

(9) | . L:@qJ(fD.

La fonction @ est une fonction arbitraire, ¢’est-a-dire que les pro-
priétés spéciales du corps étudié cessent d’intervenir pour la déter-
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mination de cette fonction ®; seules des lois plus générales peuvent
permettre de la préciser. 11 est donc légitime d’affirmer que, pour
tous les corps de méme nature, la fonction @ sera la méme, et nous
arrivons  la loi suivante : ‘

d. Lot des températures correspondantes. Cas du liguide. — Soient E
I'énergie interne d’agitation moléculaire, rapportée a la molécule-
gramme, ct @ une température de référence déterminée pour chaque
corps par la relation générale

®_AV

A, coefficient universel;
V, vitesse de propagation des ondes.

L’énergie d’agitation moléculaire E doit étre de la forme

(9) % = fonction universelle de <(%)) .

Je trouve cette loi comme absolument générale, nécessitée simple-
ment par I"application de la Thermodynamique classique et la formule
de prcqsmn de radiation.

Vest la loi des températures correspondantes que P. Debye (') avait
indiquée sur un cas partlculler au moyen de raisonnements par
quanta. '

Nous pouvons aussi bien donner maintenant I’ expressmn de la
densité d’énergte :

bk 0 0 T /70\* (0]
(10) YTY T AJ\*q)(l) APVE <1>®<T)'
Cette formule constitue la généralisation de la loi de Stefan.
Je justifierai plus loin Paffirmation, qui peut paraitre un peu rapide,
du caractére universel de la fonction ®, et déterminerai cette fonction

par les lois générales du rayonnement.
Il est remarquable de noter que, par ce raisonnement tout & fait

(1) P. DeBYE, Ann. der P/L_y,s'i/c, 4¢ série, t. XXXIX, 1912, p. 798

/
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général, je fais apparaitre nécessairement, en facteur de la densité
, . . 1 . , . .
d’énergie, le coefficient 7 qui est prévu par la loi de Kirchhoff.

La chaleur moléculaire du corps, a volume constant, est (par molé-
cule-gramme)

JE A A
(r1) ﬁ~_<T> @(,l—,)_Mcv

(M, masse moléculaire; c,, chaleur spécifique pour 15 du corps),
’ . . (0]
c’est une fonction universelle du rapport -

Sous 'influence de la pression de radiation, le corps échauffé sous
pression constante se dilatera. Nous obtiendrons facilement lu varia-
tion de volume en fonction de la température, en écrivant que la pres-
‘sion extérieure totale reste constante : ‘

P =Po= const.

Considérons le cas o la pression extérieure est nulle, et nous trou-
vons [formule (4)] le résultat général

.« E/2  ologF”
i =21 Z UWet o\ -
(12) Fi(v) + v<3+2dlogv>_‘0

La parenthése s’écrit
Jdlog®
Jdlogy

Développons F” en mettant en évidence la dilatation cubique ¢ :
F=F 4+ (v — e )Fy=F,+ 00, Fy;

mais I est nul, puisque, au zéro absolu, nous supposons la pression
extérieure nulle. Et nous.obtenons la dilatation ¢, & partir du zéro
absolu, par la formule approchée, a basse température,

(12 bis) | S— E  0Jlog®

ve By dloge,

La dilatation (') n’est pas proportionnelle & la’ température, mais

(1) Dans de 1éeonls articles, Grianeisen développe, a partir du résullat général (12),
une formule de dilatation approchée qui serait applicable dans un intervalle étendu de
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proportionnelle & I'énergie d’agitation- K. Cette formule n’est valable
qu'aux trés basses températures. Rappelons encore que le fac-
teur %ogg—eontient un terme constant%, méme en I'absence d’écarts
a la lo1 de Hooke. _

On calculerait aussi sans peine la chaleur spécifique & pression
constante, en tenant compte de la dilatation dans I'expression de
I'énergie interne.

Nous terminerons en donnant I'expression de ’entropie (par mole-
cule-gramme) :

) [©]

T ; T
(13) S:f x@’(x)dx—kconst.::%d)(,%)—f ®(x)dzx + const.
- 0 0

Les résultats précédents ont ¢té ¢tablis pour un liquide conducteur
de I’électricité, capable de propager des ondes ¢lastiques seulement.
Si le liquide est transparent, il pourra étre aussi le sitge d’ondes
¢lectromagnétiques. On pourra néanmoins continuer a lui appliquer
les formules précédentes, car la densité d’énergie des ondes électro-
magnétiques est tout a fait négligeable devant la densité d’¢nergie

, . . 1 . . .
des ondes ¢lastiques, par suite du facteur s quiy intervient.

e. Corps solide. — Pour le corps solide, il y aurait a tenir compte
séparément des deux types d’ondes élastiques et introduire dans
I'expression de l'¢nergie potentielle les diverses déformations. Je
n’aborderai pas ici ce sujet sous son aspect le plus général, mais je
me contenterai d’examiner le cas ou le corps solide ne subit que des
déformations isotropes.

L’énergie potentielle du corps sous un volume ¢ pourra s’écrire,
comme dans le cas précédent, comme fonction de ce volume seul;
soit F(¢) la valeur de cette ¢nergie potenticlle, calculée en supposant
les molécules au repos dans leur position d’équilibre, c’est-a-dire
I'absence de toute agitation thermique.

températare. Celle formule est justifiée pour des liquides; appliquer aux solides ne peul
constituer qu’une approximation assez grossiére. Il faudrait tenir compte des ondes trans-
versales et longiludinales séparément (¢f. E. GRUNEISEN, Ann. der Physik, t. XXXIX,
‘1912, p. 257; L. LV, 1918, p. 371, et t. LVII, 1919, p. 753).
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Le corps est capable de propager des ondes élastiques de .deux
types, longitudinal et (ransversal. Soient E, et E,, les énergies de ccs
ondes par molécule-gramme; V, et V,, leurs vitesses de propagation.
La pression totale exercée par le corps sur I'extérieur s’¢erira

i pemrre B3 - )
Je pose
0, = a\',,,i$‘%,
0, = a\"‘,v~?{,

a étant une constante universelle.
La pression s’écrit

. . E; dlog®, E, 01og@,,
A — — F'(¢) — £ _9 L 7 —_—2 .
(14 bis) p= F,(V) v 0dloge ¢ 0dlogy

Cette formule remplacera la formule de Ratnowsky, qui cesse d’étre
compléte lorsqu’on I'applique au cas d’un corps solide, capable de
propager deux types d’ondes différentes. I.’énergie interne totale du
corps, pour une molécule-gramme, prend la forme

(15) U=F,+ E,+ F(o).

Jobtiens sans peine, comme dans le cas du liquide, 'expression de
la variation d’entropie pour une petite transformation dT, dy :

dS — do (oE, K, dlog®,> oE; 4T

T\ ov v dlogy or T’
" _(éz /0K, . E,_, dlog0,, JE,,. d_[
T \ dv v dlogy JT T

Les termes relatifs aux ondes transversales et ceux relatifs aux
ondes longitudinales se séparent. Pour écrire que dS est une différen- .
tielle exacte, je trouve alors deux ¢quations séparées :

dlogKE, dlogk, .
S dlog®, = dlogT T
| dlogE,.  dlogk,, o
d10g0,, dlogT -

(16)

Ce qui me donne finalement, en appliquant la méthode de résolution



432 LEON BRILLOULIN

indiquée pour I’équation (8),

E, =0, m,(‘f})

(17)
0,
Ell':: (917"1?//' (”r‘l[x‘) .
S Lot des états correspondants. Corps solide. — Les propriétés parti-

culieres du milieu et du type d’ondes apparaissant uniquement dans
I'expression des O, il semble naturel, tout comme dans le cas de
’équation (8), de considérer les deux fonctions @, et ®, comme des
fonctions universelles, analogues a la fonction ® introduite dans le
cas du liquide. Je justifierai cette affirmation a la fin du Chapitre et
donnerai ’expression des fonctions ®.

Nous trouvons |’énergie d’agitation thermique par molécule-gramme
sous la forme
(17 bis) E=0,0, ((l’> + 0 @,(‘1’)
et la densité d’énergie

' . T /0, 0, ™ /0,
(18) "—as\":/.< lv>q)l!<rr>+m<rr> q’/<l>
Les deux termes relatifs aux ondes longitudinales et transversales
sont séparés. Chaque terme a, en facteur d’une fonction universelle

de 'l" le coefficient T* (loi de Stefan généralisée) et le coefficient V—°

(loi de Kirchhoff généralisée). Nous pourrons rapprocher cette
expression des formules établies aux Chapitres IIT et IV par la loi de
Kirchhoff. Ces formules montrent que, & vitesse de propagation et
fréquence égales, les ondes transversales ont une densité d’énergie
double de celle des ondes longitudinales. Ceci nous donnera

(19) O, =20,
ce qui a pour conséquence

(l7tel') ]‘IZGI(D[(?, >+2®[,(I)1< T >

. LT (e, 0, 5 [0,\ . /0,
(18 bis) &= a3\’f<'l‘> @,(T> 2(73—?(1 ) q»,<,T>.
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N
(8
e

L’entropie par molécule-gramme s’cerit

6y e,

(20)" ) ’:f ' x®; (x) do + zf 2 ® () de.

La chaleur spécifique a4 volume constant ¢, a pour valeur

o a3l

M, masse molceulaire. |

Ce facteur intervient, car on 1'ep1’ebeute en général par ¢, la chaleur
spécifique, c’est-d-dire la chaleur rapportée a 18 du corps.

La dilatation, a partir du zéro absolu, sous pression extérieure
nulle, aura pour expression approchée a basse température

T B

dv__, 1 . dlog0,, 0log@,
(22) v e < dlogv, ‘[dlogv>'

Jai obtenu ces rosultats par voie uniquement thermodynamique
classique. lls sont done valables en toute géncéralité, quelle que soit
la forme adoptée pour la fonction universelle ®.

g. Résume. — Jaitrouve, et ¢’est la un point & noter, que pour le
corps solide, les termes relatifs aux ondes longitudinales et aux ondes

(ransversales, doivent se s¢parer dans toutes les formules. Les deux
températures de référence sont définies par

_1 . _
O,=aV,e 3, Q,=aV,v *,
, coefficient universel ;

Vi, Vo, vitesses de propagation des ondes longitudinales ct transver-
sales;

¢, volume dc la molécule-gramme.

Rappelons que le point de départ de notre raisonnement est 1’expres-
sion de la pression de radiation moyenne des ondes, expression
obtenue par un raisonnement purement mécanique.

La seule hypothése introduite est celle, trés logique, qui consiste a
admettre que l'agitation thermique d’un corps peut se décomposer

Ann, Fe. Norm., (3), XXXVII, — DicemMeRE 1020, 55
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suivant toutes les vibrations propres du corps. Nous pouvons dire, ce
qui revient au méme, que nous avons admis (ue l’agitation thermique
était analysable en ondes élastiques se propageant en tous sens dans
le milieu, ondes auxquelles sont applicables les lois générales d’élas-
ticite. '

Une hypothese restrictive a consisté a ne pas tenir compte de la
fréquence de ces ondes et & admettre que toutes les ondes ont une
vitesse uniforme de propagation, quelles que soient leurs fréquences.

Le raisonnement pourrait d’ailleurs se généraliser, si I'on voulait
tenir compte d’une dispersion, c’est-a-dire d’une variation de la
vitesse V en fonction de la fréquence; mais, jusqu’a présent, il n’a pas
ét¢ nécessaire d’introduire une telle hypothése. '

h. Interpretation. Fréquences limites. — La.théorie de P. Debye (')
pour les chaleurs spécifiques va maintenant nous apparaitre comme
cas particulier de nos résultats généraux et nous permettre de fixer la

forme des fonctions universelles @<%>, (I),<(l—)>

Nous avons étudié au Chapitre III I'énergie que prennent, dans
un corps a température T, les ondes élastiques de fréquence v (& v
pres). '

Nous avons démontré la loi de Kirchhoff généralisée et (rouvé que
la densité d’énergie des ondes élastiques longitudinales doit s’écrire

fmyd AN
(23) &dy = i\‘—[;~ 3 <;—;—,)(lv.

la densité des ondes élastiques transversales étant

. 8wy /v
Cpds = 5 F (-,—: v,
0 I

V.., vitesse des ondes transversales;
V., vitesse des ondes longitudinales.

(') P. DeByE, 4dnn. der Physik, 4° série, t. XXXIX, 1912, p. 789. — Aulres réfé-
rences antérieures : A. EINSTEIN, Ann. der Physik, t. XXII, 1907, p. 180; t. XXXV,
1911, p. 679. — NERNST el LINDEMANN, Berl. Ber., 1910, p. 26, et Zeitschr. f. Elektro~
chemie, 1911, p, 817.
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. . /v , . .
La fonction l‘<T> est une fonction universelle, pour laquelle les
raisonnements de Planck conduisent & 'expression

, AR I
(2,;) I <;F>:t - "

ett — g

Nous avions, en outre, ¢tabli, par le calenl des fréquences propres,
que le nombre de degres de liberté de fréquence v (i dv prés) est, pour
un volume unite, de

_ L2 . . .
‘ d)e, = TT“’W pour les vibrations de condensation;
[
{

(29) 82

' dx,,— \,73(/‘1, pour les vibrations transversales.
! 1

Ces résultats ont ¢té obtenus en toute généralité et sont valables
quelles que soient les valeurs des vitesses de propagation V,, V,,.

Pour pousser plus loin, il nous faut maintenant tenir compte de la
structure du milieu solide, et de sa constitution granulaire.

Une méthode consiste a introduire des hypotheses de structure et
des forces intermoléculaires convenablement choisies. Clest la voice
suivie par Born et Karman ('). Une autre méthode, indiquée par
Debye, consiste & admettre une vitesse constante de propagation pour
les ondes de toutes fréquences, mais & tenir compte de ce que le
milieu ne peut propager des fréquences trop élevées.

Dans un milicu & structure granualaire, dont les grains (molécules)
sont & une distance moyenne d, cela n’aurait plus aucun sens de
parler d’ondes élastiques ayant une longueur d’onde inférieure i 2.

Cette demi-longueur d’onde minima, d, estde 'ordre de grandeur de

1
A
(%)
¢, volume de la molécule-gramme ;
N, nombre d’Avogadro (nombre de molécules par molécule-gramme),

(') Borx cl KarwmaN, Lhys. Zeitschr., L XUI, 1912, p. 297. — BorN, Dynamik der
Kristallgittern, Teubner, 1915.
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Pour la calculer exactement, nous tiendrons compte de ce qu'il
faut retrouver 3N comme nombre des degrés de liberté de la molé-
cule-gramme. Le nombre des degrés de liberté ayant unefréquence
égale ou inférieure a une valeur v donnée est

? w3

ho— — 3
~ T 87\ v
BIY ::<-:—, e P

C’est la formule employée par Debye, qui suppose que les ondes
élastiques longitudinales et transversales ont une méme fréquence
limite v,,. Il semble plus logique de supposer que c’est Ta longueur
d’onde limite qui est égale pour les deux types d’onde. On aura alors
deux fréquences limites distinctes :

/ 1
. SN?
pour les ondes longitudinales, yn=V 77
a7
. (26) 1
< [ 3NN\?
pour les ondes transversales, Virm =V u-( TR
Qs

le nombre des degrés de liberté est toujours de 3N au total.
Dans un liquide, capable de propager sculement des ondes longi-
tudinales, on posera

: 1
’ N :{
("7) Yy =\ /(’Q”>

AT

pour retrouver encore 3N comme total.

Les résullats seront tout a fait voisins, pour le cas des solides, si
'on emploie 'unc ou I'autre des formules pour déterminer les fré-
quences limites, mais la seconde” méthode est certainement plus
logique. :
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Elle est en outre justifiée par les raisonnements généraux qui nous
ont montré que, dans le corps solide, les termes relatifs aux ondes

longitudinales et aux ondes transversales doivent se séparer entie-
rement.

g. Expression des fonctions ®. — Nous trouvons des lors la den-
sité totale d’éncrgic des ondes élastiques en intégrant de o & v, pour
les ondes longitudinales, et de o & v,,,, pour les ondes transversales

(28) C:l'—ﬁ Nlm*ﬁF i dv 4 8—7-: vmv"‘F 2\ dy
. Vi, T Vi, T '

De sorte que nous retrouvons les mémes formules générales,

auxquelles nous avait conduit notre raisonnement primitif, en posant :
Pour le solide,

o 1
J\3
. \ 911': ,6‘)11'111: (f) \Vlr< SN > k]

o
(29) ! S
i IN\?
' @/:@‘Jun: @\'/ </”_7> B

Par rapport aux notations des formules (14), ceci s’écrit

(30 =)

,/;Ti

La fonction universelle @, s’exprime en fonction de F par larelation

I~

w

(31)

T o q .
Bl (g)de, avee x = O

() = T ST

SNp A
Cette relation s’obtient aisément par la comparaison des for-
mules (18 bis) et (28) pour la densité d’énergie des rayonnements
élastiques.
Pour le liquide, on posera

1
3

(32) @:'.Bv,”:@‘\“(gN)" A=¢(

JAp——
qny

-

.;\l@

ER P

~—
.
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Et la fonction universelle relative au liquide a pour valeur
(33) b —3®,

Jétais donc bien fondé d’affirmer, au début de ce Chapitre, que les
fonctions ®,®, étaient universelles. Mon raisonnement général les
laissait indéterminées, mais les lois thermodynamiques du rayonne--
ment, telles que nous les avons généralisées aux Chapitres 11l et IV,
permettent d’établir une relation simple entre les fonctions @, @,
et la fonction de Wien pour le rayonnement du corps noir. Les for-
mules générales établies sont tout a fait indépendantes de la théorie
des quanta. Voyons maintenant la forme que prennent ces résultats
quand on y remplace la fonction arbitraire F par celle qu’indique la
formule de Planck

,):*FG‘): /I(’l«,a .

/

et —1

Le coefficient 3 dans les formules (29) et (32) sera posé¢ ¢gal

h , f,
" o o g
P=p n=eiEgE

Et nous obtenons finalement

(31 0i3), (33 bis) T (a) = at (o) = 3R [ ZL0
S Y

en—

. Comparaison avec les résultats expérimentauxr. — Les formules
sont susceptibles de vérifications expérimentales. Les mesures ont
surtout porté sur les chaleurs spécifiques. Dans son article de 1912,
P. Debye donne plusieurs exemples, pour lesquels les concordances
sont trés bonnes. La forme de la courbe des chaleurs spécifiques est
trés exactement représentée par une formule du tvpe Debye pour les
corps suivants : aluminium, diamant, cuivre, argent, plomb. D’apres
les courbes, on peut calculer les températures de référence pour ces
différents corps.

Le calcul a été fait par Debye en utilisant laformule & une fréquence
limite unique. Les résultats ne seraient pas tres différents avec deux
fréquences distinctes. Le Tableau ci-aprés donne, a coté des O
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observés, les valeurs de @ calculées par la formule de Debye :

1
. o A /3NN? b/ 2
' ”‘““‘7:<‘\"F) ’ F*T(x—ﬁf—;ﬁ‘

On a pris pour bases du calcul les vitesses de propagatioh v, V.
observées sur des ondes & tres grande longueur d’onde (ondes acous-
tiques). Néanmoins, les @ calculés et observés sont en assez bonne
concordance, sauf pour le plomb :

Al Cu. Ag. Ph.
0 observé.... ... 396 309 213 95
O calculé........ 399 329 212 59

K

Le plomb étant un des corps pour lesquels la vitesse de propa-
gation des ondes transversales est trés variable avec la température,
I'écart n’a rien de trop surprenant. Une théorie plus complete serait
nécessaire, pour tenir compte de la variation de la vitesse de propa-
gation avec la fréquence, et de 'influence de I'agitation thermique

générale sur la vitesse de propagation d’une onde de fréquence
donnée. '

Les formules relatives & la dilatation du corps en fonction de la
température sont plus difficiles a véritier, car elles font intervenir les
écarts a la loi de Hooke, et les mesures font en général défaut sur ce
point.

La théorie de la dilatation a été indiquée tout d’abord par P. Debye (*)
qui indiquait nettement le role joué par les écarts & la loi de Hooke,
mais ne semblait pas avoir vu le terme constant qui existe dans tous
les cas. Nous avons noté, dans le Chapitre V consacré aux pressions
de radiations, les erreurs de calcul nombreuses qui existent, a ce
sujet, chez divers auteurs.

Un exposé intéressant de la question parut dans les rapports (*) au
deuxieme Congres Solvay a Bruxelles. M. M. Brillouin (*) donnait une

(1) DEBYE, Fortrage iber kinetische Theorie.... B.-G. Teubner, 1914.

(%) Deuxiéme Congrés de Physique Solvay, 1913 (Hayez, Bruxelles); GRUNEISEN,
Molekulartheorie der festen Kirper.

(*) M. BriLLoviN, Journal de Physique, novembre 1914; Annales de Physique, 1914,
p. 13-433.
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théorie compléte non sculement de la dilatation, mais des propriétés
générales du solide. Cet article contient d’ailleurs une erreur dans le
calcul de la pression, de sorte que seul le terme dépendant des écarts
o la loi de Hooke y apparait; la question de la dilatation a fait ’objet
d’une thése de van Everdingen (') et de plusicurs travaux de Ornstein (?)
et Zernike (*). La théorie la plus satisfaisante est celle indiquée par
H.-A. Lorentz (*) qui a calculé une valeur exacte pour la pression de
radiation; nous avons rappelé cette théorie au Chapitre V; une théorie
analogue a été développée par Forsterling (*).

La théorie complete de la dilatation est difficile a vérifier, & cause
des écarts de la loi de Hooke quiy interviennent et sur lesquels nous
manquons de mesures. Un fait en revanche est controlable, ¢’est que
la dilatation d’un corps est proportionnelle, aux basses températures,
au contenu d’énergie du-corps. Des mesures & ce sujet ont été faites
par Rontgen (°) et Dembowska sur le diamant, et donnent une bonne
concordance. Les résultals de mesures faites sur le cuivre par
Dittenberger, Henning et Lindemann ( ) sont aussi trés satisfai-
sants. ‘

Le calcul du coefficient de dilatation, a partir des données ¢lastiques
du corps, a été tenté par Lorentz, dans Particle déja cité. Malheurcu-
sement, sur aucun corps, on ne posséde les mesures des ¢carts de la
loi de Hooke pour les deux coefficients A et . Un seul des deux
coefficients, ou une combinaison d’entre eux, a été étudié, et 'on en
est réduit & admettre que les deux coefficients A et w varient propor-
tionnellement, ce qui est trés hypothétique.

(') Van EVERDINGEN, Procfschrift, Cirecht, 1914.

(2) ORNSTEIN, Proceedings Amsterdam, 1912, p. 983.

(3) ORNSTEIN et ZERNIKE, Proceedings Amsterdam, n” 9-10, 1917, p. 1289, 130 et1312.

(*) LoreNnTz, Proceedings Amsterdam, n° 9-10, 1917, p. 1324.

(5) FORSTERLING, Ann. der Physik, t. XLVII, 1915, p. 1127.

(%) W.-C. RONTGEN, Sitz. ber. Miinchen, 1912, p. 381.

(7) Ann. der Phys., t. XXXIX, 1913, p. 287.

Sur la théorie générale des solides, on consultera aussi : A. Evcken, Perh. d. D.
Phys. Ges., t. XV, 1913, p. 571; GRUNEISEN, Feri. d. D. Phys. Ges., t. VIII, 1906,
p- 469; t. XIlI, 1911, p. 386; Ann. der Physik, t. XXII, 1907, p. 844; t. XXXIX, 1912,
p. 257; ScHuLzk, Siiz. ber. Marburg Ges., 1909, p. 224. L'exposé de Griineisen au
deuxiéme Congres Solvay, 1913, contient de nombreuses références sur ces sujets.
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D’aprés des mesures de Lussana (') et Poyntm (*), Lorentz calculu
le coefficient de dilatation pour les corps suivants :

Caleulé. Observe.

Lussana : Plomb.......... 0,00022 0,00008
» s Btain........... 0,00027 - 0,00006
Poynting : Acier1......... 0,000032 0,000033
» : Acier 2......... 0,000036 0,000033

» s Cuivree..ooooas 0,000028 0,000031

La concordance n’est bonne que pour 'acier, mais les mesures qui
“servent de base au caleul ¢tant tout a fait incomplétes, il n’y a pas licu
de s’¢tonner de trouver des ¢carts considérables.

Griineisen (références p. 430) compare de récentes données expe
rimentales avec une formule de dilatation; la démonstration corrigée
qu’il donne dans son article de 1918 est rigoureuse peur un liquide,
mais la formule est incomplete pour les sohdoS° elle n’a plus qu’une
valeur empirique.

Une théorie tres satisfaisante, en concordance avec cet exposeé, a
été tout récemment donnée par Forsterling (*).

La théorie complete des cristaux exige la connaissance de leurs
différents modes de vibration; déja la courbe des chaleurs spécifiques
est difficile a obtenir avec précision. Les calculs complets des vibra-
tions de réseaux cristallins ont été donnés par Born et Karman (*);
un essal particuliérement intéressant est celui tenté récemment par
Born (*): partant de la structure du réseau cristallin du diamant, telle
que la donne Bragg d’apres l'étude aux rayons X, il calcule les vibra-
tions et la chaleur spéeifique du_ diamant. Malheureusement, les

résultats finaux ne sont donnés que sous forme de développements
un peu pénibles.

(1) Lussana, Mesures prises dans W. Scuur, Proefschrift. Utrecht, 1912.
(%) PeyNTING, Proceedings Royal Society, t. LXXXVI, 1912, p. 534.
*(3) K. ForsteruING, dnn. der Physik, t. LXI, 1920, p. 377 :
(*) M. Borx et Kanmaw, Phys. Zeitschr., t. XIlI, 1912, p. 297; t. XIV, 1913, p. 15
et 65. Foir aussi le livre d’exposé d’ensemble de Born.
(3) M. BorwN, Ann. der Physik, t. XLIV, 1914, p. 605.
Ann, Ee. Norm., (3), XXXVIL. — DFfCEMBRE 1920. 56
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L’étude des corps solides polyatomiques a aussi été tentée ('); il
faut alors tenir compte, dans I’énergie interne du corps, de I'énergie
des ondes élastiques représentée par une formule du type Debye, et
de I’énergie de vibration interne ou rotation des molécules, énergie
qui se représente par une ou plusieurs formules du type de Planck

Ay

hv
erT — 1

Nous n’insisterons pas sur ces résultats, qui nous écartent trop de
notre sujet principal. ‘

CHAPITRE VII.
CONDUGTIBILITE CALORIFIQUE.

a. Nous avons, dans les Chapitres précédents, étudié les lois du
rayonnement élastique thermique dans un corps matériel solide ou
liquide. Nous pouvons résumer nos résultats par la formule suivante :
La densité d’énergie d¢ des rayonnements de fréquence v (a dv prés)
dont les directions de propagation sont comprises dans un angle
solide dQ est, dans I’état d’équilibre isotherme,

%F(%)dvdﬂ:‘“:#—) éi”a v dQ.

ef’ — 1

(1) de =

Lorsque l'on considére des ondes transversales, cette formule
donne la densité des ondes ayant une polarisation donnée. Il faut la
doubler si 'on veut tenir compte de toutes les polarisations possibles;
V est la vitesse de propagation des ondes.

Nous avons, dans le Chapitre précédent, considéré cette vitesse de
propagation ‘comme une constante, indépendante de la fréquence,
pour toutes les fréquences inférieures a la fréquence limite v,,. Et

(1) NErNST et LINDEMANN, Sitzungs .ber. Berlin, 1912, p.1160. — EUCKEN et SCHWERS,
Verhand. d. D. phys. Ges., t. XV, 1913, p. 578. -— NeRrNST, Congrés de Physique Solvay ;
Portrige iber kinetische Theorie, Gottingen, 1913. — LINDEMANN, Phys. Zeitsch.,
1912, p. 737. — R. Ewarp, Ann. der Phys., t. XLIV, 1904, p. 1213, donne de nom-
breuses mesures de chaleurs spécifiques.
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nous avons admis qu’au dela de cette fréquence limite, aucune onde
ne pouvait se propager. Cette séparation brusque, a la fréquence
limite v,,, a quelque chose de trop arbitraire, et pour certains raison-
nements, ce serait une définition mal commode. Aussi avons-nous
preféré introduire dans notre formule ci-dessus, un coefficient de
dispersion A(v, T), comme l'a fait aussi M. M. Brillouin dans ses
articles sur la théorie des solides.

Ce coefficient permettra de tenir compte de la fréquence limite v,
et de la dispersion.

Si V(v, T) est la vitesse de propagation réelle d’'une onde de fré-
quence v a une températare T et V la vitesse moyenne introduite
dans notre formule, on définira le coefficient A(v, T) par la relation

v

) A0 = goyviey

U, vitesse de groupe.
On retrouvera les résultats de la théorie simplifiée de P. Debye en
posant, a chaque température T, '
| A=1 our o<y
(2 bl.s) s } < my
| A=o pour Y < V.

Pour certains problemes, cette définition brutale sera mal com-
mode, car elle introduit une variation discontinue pour v =v,,. Nous
® .
la remplacerons par celle-ci :

3) [ ATy dr =
0

Dans ces conditions, et grace a I'introduction du coefficient A, la
formule générale que nous avons écrite nous donnera la densité.
d’énergie d’une onde de fréquence queltonque, et nous écrirons nos
intégrales par rapport a v de o & + o,

La densit¢ d’énergie totale des ondes de toutes fréquences et toutes
directions, dans I’é¢tat d’équilibre isotherme, s’écrira

o hm [ ey PV
e=T [ aeT) .
“0

hv

. ekt g

Lorsque le corps change de température a un volume constant, la
fréquence limite v, est indépendante de la tempcérature. Mais lorsque
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le corps se dilate en méme (emps qu’il s’échauffe, ou en général subit
une variation de volume pour une raison quelconque, la fréquence
limite v,, varie, et A(v) aussi. Il faudra pouvoir tenir compte de ces
variations. |

Nous voulons montrer comment il est possible d’étudier les corps
_¢cartés légérement de 1'équilibre isotherme. Nous envisagerons
d’abord le cas ol les différentes parties du corps n’ont pas la méme
température. En traitant le cas ou il existe un gradient de tempéra-
ture, pas trop rapide, nous arriverons a définir la conductibilité calo-
rifique du corps. 1’étude d'un corps, dont certaines portions présentent
de petites vitesses d’ensemble par rapport aux autres, nous permettrait
de trouver un terme de viscosité. Dans tous ces problémes, nous sup-
poserons en premiére approximation que chaque élément de volume
pris isolément est dans I’état d’équilibre thermique, et que la for-
mule (1) représente toujours la distribution du rayonnement. C’est
une hypothése analogue que I'on introduit, dans la théorie cinétique
des gaz, pour I’étude dc ces mémes problémes : conductibilité calori-
fique et viscosité. On suppose, qu’'en chaque point du gaz, la loi de
répartition des vitesses de Maxwell est satisfaite.

Iei nous aurons a parler, non de vitesses des molécules, mais de
densité d’éncrgic”des rayonnements. Le rayonnement transporte de
Uénergie; il posséde aussi une quantité de mouvement. Ce sofit ces
deux propriétés qui lui permettent de jouer un role 1mp01tant dans la
conductibilité calorifique et la viscosité.

Il peat naturellement y avoir d’autres effets qui cooperent a la
conductibilité, et il peut exister des forces visqueuses indépendantes
de celles dues an rayonnement. Nous n’examinerons pas dans ce
Chapitre ces autres points de vue, nous ne prétendons donc pas
donner des formules qui représentent la valeur réelle de la conducti-
bilité et de la viscosité, c’est simplement la contribution du rayonne-
ment a ces deux propriétés qui nous intéressera.

(est du printemps de 1914 que datent mes résultats a ce su]et une

.

Note aux Comptes rendus ('), parue & cette époque, contenait un

(1) L. BriLoutn, Conductibilité calorifique et viscosité des liquides monoatomiques
t Comptes rendus dAcad. Sc., juillet 1914).
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résumé des modes de raisonnement et les formules finales obtenues.
La guerre est venue interrompre complétement cette étude. L'exposé
que j'en donnerai ici différe assez notablement des indications de la
Note aux Comptes rendus.

Une étude un pen antérieure de P. Debye sur la conductibilité calo-
rifique avait fait 'objet d’une conférence & Gottingue en 1913, confé-
rence publiée seulement en 1914 (') et dont j’ai eu connaissance
apres avoir moi-méme obtenu des résultats sur ce sujet. Le calcul de
P. Debye est d’ailleurs un peu grossier. Il assimile le rayonnement
thermique & un rayonnement ayant une fréquence donnce, la fré-
quence limite v, ; il y a en outre une erreur de calcul que nous signa-
lerons plus loin. Debye a voulu dans cet article évaluer le'libre par-
cours. moyven des ondes en tenant compte du role des fluctuations;
cette partie de la théorie est trés douteuse, et a &été Pobjet de criti-
ques justifices de la part de Ornstein et Zernike (*) et ‘de Schro-
dinger (*).

c. Absorption et émission. Libre parcours moyen. — Nous étudierons
donc ces questions en introduisant un libre parcours moyen des
ondes ou, ce qui revient au méme, un coefficient d’absorption. Nous
ferons la théorie de la conductibilit¢ calorifique sans nous occuper
de Porigine de cette absorption et réserverons pour plus tard la
discussion des origines de 'absorption et des différentes causes qui
peuvent la produire. ‘ S

Nous (raiterons d’abord le cas d'un corps capable de propager un
seul type d’onde. Ce sera par exemple un liquide, olt peuvent exister
des ondes longitudinales. Il sera ensuite facile de géncraliser les for-
mules finales pour le corps solide, le role des ondes transversales
s'ajoutant simplement i celui des ondes longitudinales. -

Soit a(v, T) le cocflicient d’absorption des ondes de fréquence v i
une température T. Une onde plane d’intensité 1 traversant une

(1)) ortrage iiber die kinetische Theorie der Materie und der Elektrizitit,B.-G. Teubner,
1914.

(2) L.-S. ORNSTEIN et ZERNIKE, Proceedings Amsterdam, n* 9 et 10, 1917, p. 1295,
(%) SCHRODINGER, dnn. der Physik, t. XL, 1914, p. 916.
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couche d’¢paisseur d/ subit un affaiblissement
dl
4) T=—¢ di.

Si le corps est absorbant, il doit en méme temps émettre des ondes
de toutes fréquences, de telle sorte que, dans I'état d’équilibre
isotherme, la densité¢ d’énergie moyenne des ondes reste invariable.

Un volume dz = dSdl du corps est traversé, en une seconde, dans
une direction définie & dQ pres, par un rayonnement de fréquence
v(dv) ayant une intensité

\

A3
\’ 3

F <TJ> S dv dQ,
la portion d’¢nergic absorbée en une seconde par le volume est
(5) AB s = ot V=2 v3F<%>dS dl dv dS.

[l faudra que ce volume dt émette, a la température T, un rayonne-
ment ¢gal. Ceci permet de définir le coefficient ¢ d'émission par centi-
meétre cube du corps. '

L’énergie dE,, émise par un volume d~ dans les directions com-
prises dans un angle solide dQ, et pour une fré¢quence v(dv) est

(6) AV == ¢ (v, T) d= dv d<.

Et 'on a la relation suivante entre ¢, e et F:

(7) - s:a\""?AﬁF(%)-

L’hypothése que nous ferons pour les ¢tats peu (roublés sera alors
la suivante : -

Le pouvoir ¢missif ¢ ot le coefficient d’absorption « de chaque
volume élémentaire d= sont les mémes que dans 'état isotherme.

L’¢mission de rayonnement se fait également dans toutes les diree-
tions. Mais le rayonnement qui traverse I'élément de volume n’est pas
isotrope, sa répartition dépendant de 'état des éléments de volumes
qui entourent le voiume considéré.

Une remarque s’'impose au sujet de la variation des coefficients o
et ¢ pour des frequences de ovdre de la fréquence limite v,,. Le coef-
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ficient d’émission ¢ s’annule pour des fréquences supcérieures i v,
car A s’annule dans ces conditions. Il v aura donc une variation
tres rapide du coefficient ¢ au voisinage de v,,. Le coefficient « au
contraire peut varier de facon continue. Une onde de fréquence supé-
rieure a v, poufra pénétrer dans le liquide et y effectuer un certain
parcours avant d’étre absorbée et de disparaitre. Mais il est i croire que
le coeflicient d’absorption o augmente trés rapidement lorsque la fré-
quence v devient notablement supérieure a v,,, de sorte que des ondes
a tres haute fréquence ne pourront quasiment point pénétrer dans le
liquide et seront absorbées trés rapidement.

d. Conductibilité calorifique d’un liqguide. — Considérons un corps
dans lequel la température varie linéairement suivant une coor-
donnée, z par exemple,

T=T,+bx.

Nous voulons calculer le flux d’énergie qui traversera un é¢lément
de surface dS perpendiculaire a la direction Oz. Prenons des coor-

Fig. 6.

a5

—— e ——

y

données polaires g, 6, ¢ autour du point O. Tous les éléments de
volume =, situés a une méme distance ¢ dans des directions faisant
des angles égaux avee Oz, envoient des énergies é¢gales dans la sur-
face dS. Groupons donc ensemble tout le volume toroidal ainsi défini

dr = 27 singp?dp do,
5 == 0C089.
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L’angle solide dQ, sous lequel on voit S d’un point quelconque du
volume d=, est :
dS coso

dQ—
2
P

Le volume d= émet par seconde, dans cet angle solide dQ, une
" énergie rayonnante de fréquence v(dv) donnée par 'expression
v

(8) AFpp = o\ 2Av3F<T>d7dwl.Q,

ce qui se développe, en tenant compte du gradient de température
d(a V2A%F)
oT

d(a V2 Av3F)
aT

(8 bis) dE,p— [ao\*’;ﬂ Aov*Fo+ bp cosg J &= dv d

== lrocngon*ﬁFo%— bpcoso ] dvdSamsinecosodpdy.
Nous obtiendrons I'énergie émise (') par tous les éléments de volume
en faisant varier g de o & + » et ¢ de 0 4 .

Nous devons maintenant compter quelle proportion de ce rayonne
ment atteindra la surface dS aprés avoir traversé I'épaisseur p e
milidu absorbant. Comme la température n’est pas uniforme, il faut
tenir compte de la variation du coefficient d’absorption avec la tem-

(') Une erreur se-trouve dans Debye (Gotlingen, 1914, loc. cit.,, p. 48). Debye assimile
la quantité dE a un « courant de chaleur », qulil multiplie de nouveau par cos® « pour
en prendre la composante suivant Ox ». Ceci n’a pas de sens, et aurait amené cel aulcur
4 un résultat nul, s’il n’avait compensé cette crreur par une faute de signe dans le caleul
dS coso

2
¢

l'angle solide @@, puisque tous les angles solides correspondant & o <o < = sont

des intégrales. Par la formule dQ = > nous avons déja attribué un signe a

B

&

o

comptés avec le signe + el tous ceux (ui correspondent a —‘)- <o < wont le signe —.

.

On vérifiera d'ailleurs aussitot que le flux total d’énergie a travers la surface dS
s’annule bien quand tout le corps est a la température Ty, tandis que si 'on multiplie par
cosy comme I'a fait Debye, cette compensation n'a plus lieu. Debye 'a rétablie par unc

erreur de signe dans le calcul des intégrales relatives a I'hémisphére supérieur (0 <o :>

et & 'hémispheére inférieur f?— < ¢ > . La formule finale de cet auteur est donc inexacte,

méme dans les hypothéses dans lesquelles il s’est placé, au lieu de [loc. cit., formule (51)]

( - o}
L= ﬂ/—/ le, il faul mettre % = “ﬁ-q le.
4 3
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_ pérature
(9) (v, T) = (v, To) + ot (v, To) (T — To).

L’absorption d’énergie dI pour un rayon dintensité T sur le
trajet dp est alors

al

—1= (Go=+ oy bp coso) dp,
de sorte quaprés un parcours p 'intensité du rayonnement a diminué
comme I’exponentielle

-
, —0p— — bpcosy
{10) e PP ,

ce que nous pouvons écrire, si le gradlent b de tempeérature est assez

faible,

(10 bis) e~ %P [1— % bp?coscp].

I faut multiplie{' par cette expression le développement (8 bis)

pour obtenir I'énergie qui, émise par le volume dz (p o, dp, dy), tra-
verse la surface dS.

Nous ne garderons, dans cette expression, que I’exces d’énergie sur
I'énergie qui, dans le corps a température uniforme T,, atteindrait la
surface d8S. C'est dire que nous ne conservons que les termes propor-
tionnels a b, les autres termes (termes indépendants, termes en 6*)

s’annulant lorsque ’on fait I'intégrale pour toutes valeurs de ¢ deoa .
Nous obtenons ainsi

(1) AdE = [%(OCAV'J”?F),_a_;pa"AOVE”SFO]
X e~ bam dS dvcos*e sing dop dp.

Pour intégrer en ¢ de o & + %, nous avons les intégrales

er)

j e~%fp dp =
0

f e—%p p? dp—
0

Par rapport a 9, nous avons

L —1 ’ 9
. —_ 9 - .
fo cos? sino do= I x*dx 3

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVII. — DicEMBRE 1920, 57

)

Q
Ow-’l!w o =
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Ceci nous donne finalement la quantité d’énergie qui traverse la
surface dS (pour la fréquence v)

pr

A P

3 o2
lmb

ELLPEY ‘_[dT(aAv— vF) — a/AV - mF]

ds dv- S (Av—zuaF)

Pour obtenir le courant de chaleur total, il faut intégrer par rapport
av,deod + oo,

Nous donnerons la conductibilité calorifique A, qui représente le
courant total d’énergie divisé par le gradient b de température et par
la surface dS

. 4w (71 0 . s, v
(13) 7\__—3— i &ﬁ[A(J,T)V 213F<T)] dv.
e. Discussion. — Cette formule différe un peu de celle qui figure

dans la Note aux Comptes rendus de juillet 1914 car, dans cette Note,
javais supposé qu’il n’y avait pas de variation possible de la vitesse V
avec la température, et surtout javais négligé de tenir compte de la
variation de 'absorption avec la température, de sorte que la compen-
sation des deux termes en o’ ne se faisait pas et que je trouvais

4wV 19 , \T
‘—T[“E(TT[“A” Vs ]d

Il faut, pour le calcul de I'intégrale, tenir compte de la facon dont
varient les diverses quantilés en fonction de la température. Lorsque
le liquide est en équilibre, la pression est la méme en tous points, de
sorte que, dans la dérivée par rapport a T, il faut garder la pression
constante et tenir compte des variations de volume, proportionnelles
aux écarts de température. Ces variations de volume entrainent des
variations de la vitesse de propagation V, de la fréquence limite v, et
de I'absorption a. '

La variation de « ne joue pas de role, mais les autres quantités, v,
et V entrent dans la dérivée par rapport a la température.

Si nous appelons ¢, la chaleur spécilique a pression constante,
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nous avons pour la variation de la densité totale d’énergie (a pression
constante) '

(14 pc,,:[m‘[w;f[AV—svaF(%>] &,

ol p désigne la densité du liquide.

Le coefficient g provientde ce que la chaleur spécifique est rapportée
a I'unité de masse et la densité d’énergie a 'unité de volume.

Nous pouvons alors retrouver une formule analogue a celle de Debye
(corrigée du coefficient numérique inexact de cet auteur) et écrire

(15) l:%VITcpp;
le coefficient /;, libre parcours moyen des ondes ayant la définition
précise suivante : '

. %

0 1 0 .
(16) Vi i F)-T(AV—M?»F),,:CO“SLC{‘) :fol = :)—’f(AV_z‘ﬁl‘)p:cons:.dV,

I'indice p = const. rappelant que les dérivées sont prises a pression.
constante.

f- Développement de la formule. — Le libre parcours moyen ainsi
défini est d’ailleurs une fonction assez complexe. Nous pouvons trans-
former un peu cette expression pour faire apparaitre les différents
termes qui y figurent.

Nous avons
. _hm 70 0 [A¥F
(l3bls) .__—3— , aﬁ(v)d}
4w A 0 [v¥F G [ v3F 0A .
=3 ) aw(v)d’ 3.) avior®

Nous pouvons essayer d’introduire ici les différentes hypothéses sim-
plificatrices qui ont réussi & Debye dans la théorie des chaleurs spéci-
fiques. Nous supposerons donc la vitesse de propagation des ondes, V,
indépendante de la fréquence et de la température, et fonction seule-
ment-du volume spécifique. De méme, nous prendrons pour A les



452 * LEON BRILLOUIN,

valeurs
A=1, o<V Y,

A=o, v <<V, f Adv=yv,,.
0

Smta—l% le coefficient de dilatation thermique du corps & pression

constantes; & représentant la dilatation du corps entre le zéro absolu et
la température T, nous avons

dloge  do
oT — JT’
D’autre part, d’aprés la définition de A, nous voyons que %% est nul
pour v v, et infini pour v =v,,. Les dérivées de A et v,, sont reli¢es
par
o4 dv = Pn

oT JoT’

0

de sorte que le dernier terme du développement s’écrit

V3 F(”"l)
. 3 nl m m N
(17) A'frfv F dAdvzégn T ) ov,

3 ) aV2oT 2(v T)V2 0T

La fréquence limite v,, étant fonction de la température seulement par

I'intermédiaire du volume, nous avons
b

dvnl _ dvm do .
oT ~ dlogv dT

1
Or v, est proportionnel a ¢ °V, ce qui donne

Vo —y dlogv, dd /1 JlogV\ dd
OT — " dlogy aT — ~ ™\3 dlogy ) T’
et nous trouvons en conséquence
. N % F vlll ‘
(17 bis) fm [ VF %dv__ 4m I\ ) /0 __0dlogV\ dd
17 o 3)avior™ ™7 3 @(,)VE\3  dloge )T’
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Le premier terme du développement (13 bis) s’écrit lui-méme

dm (A0 WE,fn (10 UF

3J, «dT V2 "7 3 ) «dl V*
4w 1 0v*F 4 0logV 43 V”‘ﬂd
“Wif 2 T YT 3v:*Jloge dT

De sorte que nous obtenons finalement.

(18) A= AT [fvmé %a’v

3v2 JT

_2d50|0givMJ F(T>d db ”’F<T>v <1 dlouV>]

daT Jlogv), a T AT a(vm) 37 Ologvy

Nous pouvons définir raisonnablement le libre parcours moyen L & la
température T par la relation

br v
(19) - VLE= \”f F<r>d1,

¢ étant ladensité totale d’énergie thermique du corps, nous définirons
un second coefficient L; par la relation

‘ 03F<;>
(20) VLpe,= L",_“flm_' T,
=vi) oz Tar

0, den51te,
¢y, chaleur speclﬁque a volume constant.

nous noterons enfin L,, le libre parcours moyen ——— des ondes ayant

( /Il)
la fréquence limite v,

La formule (18) prend alors la forme

_ dd / dlogV hvp, (1 dlogV
(21) x“’gv[l"fpc”_cz_'r( dlom>L°+L’” [ (5—0logv>]’

et —y
V, vitesse de propagation des ondes;
1 L
= volume spécifique;

¢,, chaleur spécifique i volume constant;
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Ly, L et L,, les libres parcours moyens définis ci-dessus (19) et (20);
Vms fréquence limite ;
¢, densité d’énergie du rayonnement thermique;

do . . . .
77 coefficient de dilatation cubique du corps.

Nous avons traité le cas d’un liquide, capable de propager un seul
type d’ondes, des ondes longitudinales.

g. Conductibilité calorifigue d’un corps solide. — Dans un solide, il y
aurait & considérer 'effet des ondes longitudinales et celui des ondes
transversales qui s’ajouteraient I'un & 'autre. Si j’appelle A, le terme A
représenté par la formule ci-dessus pour les ondes longitudinales et
A, le terme identique, calculé pour les ondes transversales seules, on
aurait la conductibilité calorifique du solide par la somme

)\ = )\l—'_ )\1,»,

les expressioné intégrales de A, et A, étant

. _hm ot J —s g '
(13 bis) ).,_—3— 0 oc,(v,T) ()T[ 1() TYVi®y E<,l,>]d1

. _ 8=z I J R
(13 ter) A= 3 7o T) T [Ar (v, TYV203 F ( T >] dv,

0
ol F(%) représente toujours la fonction

VAR h
Fg )=
T

ekl 1

Il faudrait tenir compte que, dans toutes les formules (1), (5),
(7), (8), (11), (12), (13), (14), (15), (16), (18), (19), (20), relatives
aux ondes transversales, il faut multiplier par 2 la fonct10nF< >,carla

densité d’énergie d’ondes transversales est, toutes choses égales d’ail-
leurs, double de celle d’ondes longitudinales,  cause des deux polari-
sations possibles.

Notons enfin que, dans le cas du solide, on ne peut parler d’une
proportionnalité entre A et la densité totale d’énergie ¢ ou la chaleur
specifique totale ¢, car les termes relatifs aux ondes transversales et
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longitudinales étant séparés, ¢’est séparément la densité d’énergie &, et
la chaleur spécifique ¢, relatives aux ondes longitudinales qui intervien-
dront dans le terme 2, tandis que la densité d’énergie ¢, et la chaleur
spécifique c,. relatives aux ondes transversales entreront, avec des
coefficients différents, dans le terme A,,.

h. Note annexe. Chaleur spécifique a pression constante. — Nous
avons donné au Chapitre précédent’expression de la chaleur spécifique
a4 volume constant. Nous allons montrer comment on peut, au moyen
des hypothéses qui viennent de nous servir, trouver le développement

de la chaleur spécifique c, a pression constante. Dans le cas du liquide,
on aura '

0 [(AVF
(2[) 4PCp:4ﬂ'\/ov d—T<—V_3>dV
v3 F Im .
—-Anf‘)mi_.ﬂ) . 47‘5/1;1]._‘<,l‘>v dlogvm .@
=A4r) T\ v7 )" Vi " dlogy a1’

les notations étant les mémes qu’aux formules (17).

La chaleur spécifique a pression constante est caractérisée par le
fait que le volume moléculaire ¢ est fonction de la température, ce qui
modifie v,, et V. J’exprime ces variations en fonction du coefficient de
dilatation cubique ‘

a5 dloge
dt— ~dr ’
o est toujours la densité du corps.

Ceci s’écrit donc

_hm ["m0wF dlogV dd 4m [ /v
Per= vf o P 3 5Toge @ \—f K F(T)"’”
[mv,‘nF<v,,,>d]0gv,,, do

Vi T ) dloge dt

Remplacons F par son expression tirée de la formule de Planck, et tout
ce développement s’écrit

0o .c — & dd dlogV . fmhvi,  0logv,, do
(22) p—e p dt dlogye ({i dloge ot
p Vi\etl—1
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¢, densité d’énergie de toutes les ondés longitudinales;
Vo = k@ fréquence limite; ‘
0, tempcrature de référence du liquide.

Je rappelle que 'on a

dlog® dlogv, (1 dlogV
dloge — dlogey ~ \3  dlogv /)’

Cette formule (22) permet donc de passer de la chaleur spécifique ¢,
a volume constant, définie au Chapitre prccedent a la chaleur spéci-
fique ¢, a pression constante.
Pour le solide on trouverait une formule semblable & la formule (22),
mais avec des termes supplémentaires relatifs aux ondes transversales

, 3dd/,. dlogV dlogV,,.
(22bis)  cp=cy— P th(u —= ¢ gV >

‘ology "0 logy

4_E d_& kvl dlogv, N 2 hv}m dlogvym .
dt hVim dloge hverm N\ g logw

P V"( ot ——1) g 'V?,.(e kT ——x) o

lelxl

Les notations sont les mémes que dans la formule (22), les termes
affectés de I'indice / étant relatifs aux ondes longitudinales, I'indice #
se rapporte aux ondes transversales.

RESUME.
Chapitre premier.

Une idée domine les théories modernes sur les solides : I'agitation
thermique du corps peut se décomposer en ondes élastiques se pro-
“pageant librement en tous sens. Tous les auteurs ont, depuis Einstein
et Debye, basé leurs raisonnements sur cette idée, mais en la liant
intimement aux hypothéses de quanta. J’ai voulu montrer que, sur ce
point, le role des quanta est loin d’étre aussi important qu’il apparait
au -premier abord. Des raisonnements mécaniques et thermodyna-
miques classiques permettent de retrouver tous les résultats généraux
de la théorie des solldes, en s’appuyant uniquement sur I’ hypothebe
initiale.

La voie suivie consiste a généraliser, pour le rayonnement élas-
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tique thermique, les lois classiques relatives aux radiations du corps
noir.

Je rappelle d’abord, d’aprés Debye et Sommerfeld, le calcul des

fréquences propres d’'un corps solide, et I'étude des différents modes
de vibration qui peuvent y exister. '

Chapitre 11.

Boltzmann a donné un raisonnement trés général, qui lui permet
de tirer du principe de moindre action la formule suivante : dans une
transformation infiniment lente, la chaleur fournie & un systéme
périodique de période T s’écrit
' A(TT)

T

AQ =

K

T étant I'énergie cinétique moyenne du systéme. De cette formule,
-on peut tirer une démonstration trés générale de la loi de Wien et
définir les conditions d’invariance adiabatique.

Chapitres 111 et 1V .

L’extension aux rayonnements élastiques des lois de Kirchhoff et
de Wien se fait sans difficulté. Ces lois laissent, dans I’expression du
rayonnement thermique, une fonction indéterminée du rapport % (v,
fréquence; T, température). J'ai voulu montrer que .cette fonction
doit nécessairement étre identique a la fonction analogue, relative
aux radiations électromagnétiques. L’hypotheése d’une liaison, méme
tres petite, entre les phénoménes élastiques et électromagnétiques,
permet d’établir la loi de Kirchhoff sous une forme trés générale et
d’étudier les conditions dans lesquelles les ondes élastiques et élec-
tromagnétiques thermiques peuvent étre en équilibre réciproque. Ces
conditions se résument dans l'identité des deux fonctions arbitraires
de Wien.

Chapitre V.
Les pressions de radiation des ondes ¢lastiques ont été étudiées par

lord Rayleigh, mais les formules données par cet auteur sont incom-

Ann. Fe. Norm., (3), XXXVII. — DECEMBRE 1G20. .58
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plétes et renferment des contradictions. Or ces pressions de radiation
jouent un role trés important dans toutes les théories du solide. J'ai
repris le calcul et trouvé qu’une seule formule donne, pour toutes les
oundes, la valeur de la pression exercée sur un miroir plan

p=E (cosgn FCALLAL \) )
N dlogp )
E, densité d’énergie totale des deux ondes incidente et réfléchie;
V, vitesse des ondes; ‘
¢, densité dn milieu;
7, angle d’incidence.
Un raisonnement trés général, basé sur la formule de Boltzmann
(Chap. II), explique ce résultat.

Chapitre VI.

Cette loi des pressions de radiation une fois établie, il est possible
de reprendre, pour les liquides ou les solides, le raisonnement qui
fournit la loi de Stefan-Boltzmann dans le cas de I’électromagnétisme.
Cette loi de Stefan se trouve profondément modifiée; je démontre
ainsi une loi des états correspondants, sous une forme trés générale,
et je calcule les chaleurs spécifiques, I’énergie, I’entropie, la dilata-
tion du corps. Toutes ces formules se précisent, si I'on admet pour la
loi universelle du rayonnement (Chap. IIT et 1V) l'expression de
Planck, introduite comme loi expérimentale du corps noir. Les
formules ainsi démontrées sont trés voisines de celles de Debye et ont
recu d’excellentes vérifications expérimentales.

Chapitre VII.

En introduisant les conditions d’émission et d’absorption des ondes,
on peut définir leur libre parcours moyen; I’étude des échanges
d’énergie entre les différentes parties d’un liquide ou d’un solide, lors-
qu’il existe un gradient de température, m’a permis de donner I’expres-
sion de la conductibilité calorifique. J’avais, dans une Note aux Comptes
rendus de 1914, indiqué aussi une valeur pour la viscosité. Mais ce
calcul, basé sur des hypothéses trop simples (effet Déppler, aberra-
tion), était-incomplet et devra étre remanié. Les évaluations de Debye,
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au sujet du libre parcours moyen des ondes, sont aussi trés critiquables.
Je remets a plus tard I'étude de ces deux points. ’
L’agitation thermique du corps solide ou liquide étant analysée
sous forme d’ondes élastiques, il est intéressant de rechercher
comment se trouve troublée la propagation d’un rayon lumineux a
travers un tel milieu. J'ai repris cette étude par deux méthodes diffé-
rentes ('). Dans la premiére, je généralise un raisonnement d’Eins-
tein sur cette question. Dans la seconde, j'étudie d’abord U'influence
d’une onde élastique unique (traversant le milieu) sur un rayon lumi-
neux, puis je fais la somme des effets de toutes les ondes élastiques
thermiques de toutes directions et toutes fréquences. La formule
finale obtenue est susceptible de vérifications expérimentales et
se trouve déja confirmée, qualitativement, par diverses observations,
dans le domaine des rayons X. Des expériences précises seraient
trés souhaitables; elles permettraient de vérifier directement si la
loi de Planck, jointe & I’hypothése d'une fréquence limite des ondes
élastiques (Debye) constitue une approximation convenable; sinon,
elle donnerait directement une loi expérimentale des rayonnements
élastiques thermiques. Le second raisonnement permettra, dans tous
les cas, une discussion simple et rapide des résultats. '

(1) Cette partie de I'exposé, n’ayant pas lrouvé sa place ici, sera publiée ultérieu-
rement. Une Note aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. 137, 1914, p. 1331,
en a donné l'essentiel.
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