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Résumé

Localisation spatiale par subdivision
pour l’accélération des calculs en radiomeétrie :
étude théorique et applications industrielles

La physique de la lumiére ainsi que les outils géométriques pour la Conception Assistée par Ordinateur sont
a la base des logiciels de simulation des phénomeénes lumineux pour la fabrication des systémes optiques. Ce
n’est pas sans difficulté que les industriels congoivent ces logiciels dont un des principaux handicaps est que les
simulations sont trés cotteuses en temps. L’objectif principal de ce travail est de rechercher et développer des
algorithmes de calcul plus performants.

Dans un premier temps, on décrit précisément le modéle du transport des photons dans ce contexte, composé
de I’équation de Boltzmann accompagné de conditions de bord, et qui, dans le cas de milieux homogeénes par
morceaux, se raméne a ’équation de radiosité.

Ensuite, on présente les outils géométriques utilisés dans le modeleur hybride CSG (Constructive Solid Geome-
try) et BRep (Boundary Representation) ainsi que les algorithmes de base nécessaires a la recherche d’intersec-
tions entre des demi-droites et des objets géométriques.

Puis, un tour d’horizon des méthodes d’accélération des calculs en radiométrie par localisation spatiale est
présenté. En tenant compte des contraintes industrielles, une telle méthode d’accélération est alors adaptée au
contexte puis développée dans un environnement logiciel existant. Des expérimentations numériques montrent
Iefficacité des nouvelles bibliothéques.

Enfin, une étude théorique des complexités en temps et en mémoire liées aux méthodes de localisation spatiale,
faisant intervenir les sommes de Minkowski d’ensembles géométriques, débouche sur une stratégie consistant a
minimiser la complexité en temps pour choisir les paramétres de localisation.

Mots-clé : subdivision spatiale hiérarchique, complexités, équation de Boltzmann, radiométrie, lancer de rayons,
modélisation géométrique, CAO, CSG, BRep, sommes de Minkowski

Abstract

Accelerated radiometric computation
using subdivision for spatial localization :
theoretical study and industrial applications

Physic of the light and geometrical tools for Computer Aided Geometric Design are the basis of light
phenomenon simulation software for optical systems development. It is difficult for industrials to design and
produce those software with a major handicap being the time needed for the simulations. The aim of this work
is to search and to develop calculus algorithms with higher performances.

Firstly, we describe precisely the photon transport model in our context. We use Boltzmann equation with
boundary conditions which is the radiosity equation in case of homogeneous media by piece.

Secondly, we introduce geometrical tools used in CSG (Constructive Solid Geometry) and BRep (Boundary
Representation) hybrid modeller. Basic algorithms looking for intersections between half-lines and geometrical
objects are described.

Then, we present a survey of acceleration methods in radiometric computation by spatial localization. Taking
into account the constraints relevant to the industry, such an acceleration method is adapted to our context and
then developed in an existing software environment. Numerical tests show the efficiency of the new libraries.
Finally, we study the time and memory complexities of spatial localization methods. This theoretical study uses

Minkowski’s sums of geometrical sets. An important result is a strategical method minimizing time complexity
to choose the localization parameters.

Keywords : hierarchical space subdivision, complexity, Boltzmann equation, radiometry, ray tracing, geometric
modeling, CAGD, CSG, BRep, Minkowski’s sums
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Introduction

Cette thése s’inscrit dans le contexte d’un projet proposé conjointement par la société Optis, spécia-
lisée dans les études d’optique, et par I’équipe Modélisation Géométrique et Approximation du Labo-
ratoire de Modélisation et Calcul, dans le cadre d’une convention Cifre subventionnée par 1’Association
Nationale de la Recherche Technique. Ce projet s’inscrit dans le cadre simulation et développement
logiciel de la société Optis.

Un systéme optique est ’ensemble des organes d’un instrument qui vont de la production d’un
rayonnement & sa détection. Aujourd’hui, ces systémes jouent un role de plus en plus important dans
I'industrie ainsi que dans divers domaines scientifiques. La conception des systémes d’éclairage de
batiments ou d’installations publiques, les tableaux de bord ou les phares de voiture, les facades des
téléphones mobiles ou d’autres appareils du genre ou encore des machines lasers sophistiquées sont
quelques exemples de tels systémes.

La société Optis est spécialisée dans la simulation des phénomeénes physiques de 'optique. C’est pour-
quoi elle s’intéresse en particulier & la radiométrie, discipline qui concerne la caractérisation théorique
et expérimentale des rayonnements dans les systémes optiques. L'image de synthése, dont 1’objet est
la construction d’images réalistes au sens de la perception de ’oeil humain, est un domaine qui se
rapproche des préoccupations des opticiens qui sont de caractériser ou évaluer au plus juste les gran-
deurs physiques mises en jeu. En effet, la simulation des phénomeénes physiques de la radiométrie est,
depuis une quinzaine d’années, également centre d’intérét du domaine de la synthése d’images : les
performances des moyens de calcul autorisent 'utilisation de modeéles physiques sophistiqués ce qui
procure un réalisme accru des images ainsi produites. C’est aussi 'un des objectifs de la collaboration
que de rapprocher les méthodes de la modélisation physique et de la synthése d’image au sein de la
société Optis.

La conception d’un systéme optique nécessite une connaissance précise des propriétés optiques des
matériaux considérés et du modeéle de propagation de la lumiére mais aussi de la géométrie des différents
éléments du systéme. Cette phase est cotiteuse, en grande partie & cause d’une mise au point trés longue
qui nécessite la construction de prototypes. La simulation numérique est devenue un outil indispensable
pour pallier ce probléme et permettre la conception de systémes optiques dans un temps raisonnable et
a moindre coit. Cependant, les différentes méthodes numériques envisagées (en particulier Monte Carlo
et radiosité) nécessitent toujours une définition précise de la géométrie des objets et fait intervenir de
trés nombreux calculs d’intersection entre des rayons et des objets. Ainsi, les simulations sont soumises
a des temps de calcul qui ne sont plus satisfaisants a la vue des contraintes industrielles actuelles.

Il est donc indispensable pour les opticiens de développer des outils visant a accélérer les calculs
dans les simulations. Ce développement devant se faire dans un contexte industriel, il est soumis a un
cahier des charges strict. Les grandes lignes de ce projet s’articulent autour des axes suivants.

e [’¢étude des éléments de la physique sous-jacents est une nécessité pour la compréhension des
phénoménes a considérer.

e [’état de 'art des modéles géométriques utilisés ainsi que des structures de données associées
et des algorithmes intervenant dans les simulations permet de définir précisément le contexte



2  Introduction

technique du projet.

e Une étude des méthodes d’accélération géométrique existantes est un élément indispensable
pour nous guider dans le choix d’un outil & intégrer dans un environnement existant.

Pour chaque axe considéré, une présentation accessible doit permettre a l’entreprise une bonne com-
préhension et un suivi des domaines abordés. Au cours du déroulement de ce travail, les objectifs ont
du évoluer pour plusieurs raisons :

e l’évolution de la modélisation géométrique utilisée par I’entreprise, d’'un modéle CSG (Construc-
tive Solid Geometry) vers un modeéle BRep (Boundary Representation), due par 1’évolution de
la culture d’entreprise et de la demande du marché,

e |’évolution de la composition des équipes de travail au sein de ’entreprise.

Ainsi, pour prendre en compte au mieux ces évolutions, le travail s’est orienté vers ’accélération des
calculs géométriques par localisation spatiale hiérarchique des objets géométriques.

Le chapitre 1 donne les éléments de base nécessaires a la définition du modéle physique du transport
dans un cadre mono-énergétique. La propagation de la lumiére est décrite par I’équation de Boltzmann
accompagnée de conditions aux limites. Cette modélisation constitue une généralisation de l’équation
de radiosité en image de synthése, dont la premiére formulation dans ce contexte est due a Kajiya [52].
Pour le projet qui nous intéresse, les milieux considérés sont homogeénes par morceaux. Ainsi, on se place
dans le contexte de la radiométrie, ou la lumiére est décrite par la luminance et les interactions avec
la matiére sont caractérisées par des fonctions appelées Bidirectional Surface-Scattering Distribution
Function.

Le chapitre 2 a pour but de préciser le contexte technique du projet. La premiére phase d’une
simulation nécessite la définition d’un systéme optique. Conformément & I’évolution des outils de I’en-
treprise, des modeleurs géométriques, de type CSG dans un premier temps, puis mixte CSG-BRep par
la suite, sont utilisés pour définir la géométrie des objets. Les structures de données associées sont
enrichies pour la définition des propriétés optiques. La seconde phase consiste alors en la résolution des
équations données au chapitre 1, ce qui, pour la modélisation considérée, se traduit principalement par
des calculs d’intersection entre des rayons et des objets. Pour chaque modéle géométrique considéré,
une étude des complexités en mémoire et en temps est effectuée dans le but de comprendre et d’ana-
lyser les faiblesses de I’environnement existant et d’en tirer des conclusions pour la mise en place d’un
outil d’accélération des calculs.

Le chapitre 3 traite des méthodes d’accélération classiques pour le calcul d’intersection entre des
rayons et des objets puis propose un choix de méthode en respect du cahier des charges imposé par
Ientreprise (paragraphe 3.1.4). Une méthode de localisation par subdivision spatiale hiérarchique s’est
avérée étre le choix le plus judicieux dans ce contexte. Le développement de plusieurs bibliothéques
d’accélération, suivant ainsi I’évolution des outils de la société, a permis d’obtenir des performances
trés intéressantes, atteignant ainsi un facteur d’accélération des temps de calcul de 'ordre de 100 dans
un environnement prototype de développement et de ’ordre de 25 dans I’environnement logiciel Speos,
limité par le nombre d’objets que ’'on peut considérer.

Le chapitre 4, plus académique dans ses objectifs, s’intéresse a ’évaluation a priori des complexités
des structures de données et des algorithmes liés & la localisation spatiale par subdivision uniforme
présentés dans le chapitre 3. En effet, la méthode de localisation envisagée présente de bonnes perfor-
mances mais reste soumise a un ensemble de parameétres difficiles & définir par les méthodes classiques
et qui changent beaucoup suivant le type de systéme optique considéré. Des formulations précises
des complexités en temps et en mémoire permettent de définir une stratégie de localisation visant &
diminuer au mieux les temps de simulation, tout en contrélant 'occupation mémoire.
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Cleary et Wyvill [18] ont donnés des expressions des complexités en fonction de quelques caractéris-
tiques géométriques des objets (segment, polygone plan) pour des subdivisions uniformes cubiques.
Dans ce chapitre une généralisation de ces résultats est proposée. Ainsi, pour prendre en compte les
caractéristiques des objets considérés (géométriques : objet linéique, surfacique ou volumique; phy-
sique : opacité) ainsi que des subdivisions uniformes non nécessairement cubiques, des formulations
des complexités sont proposées. En particulier, des estimations de certains parameétres essentiels de ces
formulations sont données :

e le nombre de régions traversées par un rayon ou par un objet,
e la longueur d’un rayon,
e le nombre d’objets rencontrés par un rayon.

L’exploitation de ces complexités pour le choix des parameétres de subdivision se raméne alors & un
probléme de minimisation a trois variables (les nombres de subdivisions dans chaque direction).

Ce projet a constitué une passerelle entre une entreprise en quéte d’outils novateurs développés
dans le milieu de la recherche et un laboratoire intéressé par le transfert de technologie vers I'industrie.
Un des objectifs prioritaires d’une petite société en pleine croissance est d’obtenir trés rapidement des
bibliotheques de code, ce qui n’est pas toujours compatible avec une activité de recherche appliquée,
et, de plus, implique de travailler dans des environnements en constante évolution, souvent instables.
Cependant, malgré ces contraintes, le projet a pu étre mené & bien, I'entreprise bénéficiant d’outils
tres satisfaisants. D’autre part, une recherche théorique originale a permis de mieux comprendre des
méthodes trés largement utilisées dans d’autres domaines, en particulier en image de synthése.

Les différentes parties de ce travail ne constituent pas une fin en soi, et laissent méme envisager
d’autres travaux. Ces perspectives sont présentées en fin de document.






Liste des principaux symboles

Unités fondamentales

[s] seconde
[m] métre
[s7] stéradian
[J] Joule
(W] Watt
Photon
T position dans un domaine X € R3 -
v vitesse [ms 1]
direction de la vitesse -
A longueur d’onde [m)]
E) énergie [J]
c vitesse dans le vide 299792458 [ms‘l]
h constante de Planck 6.625 10734 [ ] 5]

Equation du transport

p

¢

db

ky,

Oa,

Os

gb

densité angulaire de photons

densité angulaire de flux

densité angulaire de photons émis par unité de temps
densité angulaire surfacique de photons émis par unité de temps
noyau de dispersion volumique

noyau de dispersion surfacique

coefficient d’absorption

coefficient de dispersion

coefficient d’interaction totale (o = o, + 0y)

gain

gain surfacique

chemin d’absorption
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Grandeurs radiométriques

P flux (W]
I intensité optique [Wsr_l]
L luminance [qus*l]
€ luminance émise [Wm”s*l]
€b luminance surfacique émise [Wm_Qs_l]
indice de réfraction optique -
M émittance [Wm_Q]
E éclairement [Wm*Z]
p BSSDF (Bidirectional Surface-Scattering Distribution Function) [57“_1]
Pr BRDF (Bidirectional Reflectance Distribution Function) [37’*1]
Pt BTDF (Bidirectional Transmission Distribution Function) [57“_1]
Rayon

X domaine de R?
T origine dans X
S? sphére unité sur R3
w direction dans S?

Ry w rayon d’origine x et de direction w
Us fonction distance aux surfaces X
(3> fonction de lancer de rayons par rapport aux surfaces 2
R ensemble de couples (z,w) (dans X x S?%)

() mesure de Lebesgue sur R? d’un voisinage du point z

o(w) mesure de Lebesgue sur 2 d’un voisinage de la direction w

mes (R) | mesure de ’ensemble R

Objet géométrique

0

(0)
(0)
(0)

W B

2o
Yo
by

Ao (z,w)

objet géométrique

surface optique associée & 'objet O

objet de localisation englobant associé & l'objet O

boite englobante de localisation associée & l'objet O
ensemble des surfaces optiques issues des objets opaques
ensemble des surfaces optiques issues des objets non opaques
ensemble des surfaces optiques (X = X, U X))

nombre d’intersection entre un rayon R, , et un objet O
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Objet géométrique CSG

O, opérateur pour un objet CSG
opérateur géométrique
opérateur ensembliste
opérateur constructif

proportion d’opérateurs géométriques

= m Q3 Q

nombre de surfaces virtuelles

Subdivision uniforme

R parallélépipede & subdiviser

OR bord de R

A; longueur d’un parallélépipéde dans la direction

S ensemble des régions d’une subdivision uniforme

Ry région d’une subdivision uniforme

n nombre de régions dans une subdivision

n; nombre de subdivisions dans la direction %

0 longueur d’une région dans la direction i
Complexités

T complexité en temps

M complexité en mémoire

mo nombre de régions traversées par un objet O

moyenne par rapport a R

<> moyenne par rapport i 'ensemble des directions de S?







Chapitre 1
Eléments de physique

Comment définir la lumiére 7 Nous pouvons considérer que la lumiére est un phénomene de transport
d’information. Il existe deux maniéres de transporter de I'information entre deux points, soit par un
échange d’énergie, soit par un échange de masse. C’est autour de ces deux maniéres de concevoir le
transport d’information que se sont développées les différentes théories tentant d’expliquer la nature
de la lumiére.

Dans la théorie ondulatoire de 1’électromagnétique, les équations de Maxwell donnent une descrip-
tion énergétique de la nature de la lumiére. Des hypothéses simplificatrices faites sur ces équations
permettent de passer successivement a l’équation des ondes, & 1’équation eikonale (ou iconale), puis,
lorsque la longueur d’onde considérée est tres petite, a ’équation du rayon lumineux. C’est & partir de
cette derniére qu’est construite I'optique géométrique (Bruhat [12], May [65], Bouche et Molinet [8]).
La description particulaire de la nature de la lumiére conduit a I’équation de Boltzmann de la théorie du
transport. Les bases physiques de ce modele se trouvent dans la théorie du transfert thermique (Siegel
et Howell [77]). La neutronique est un domaine qui utilise ce modéle physique et dont la formalisation
mathématique des méthodes de résolution a été exposée par Dautray et Lions [26] [25]. Depuis quelques
années, les chercheurs du domaine de I'image de synthése portent une attention particuliére a ce modele
physique Arvo et Kirk [4], Arvo [2] [3], Cohen et Wallace [20], Glassner [44], Sillion et Puech [78] pour
ne citer que ces auteurs.

Cette derniére description de la lumiére est le modéle que nous allons considérer tout au long de
ce travail. Il est satisfaisant pour les phénoménes qui doivent étre pris en compte dans le contexte
industriel. Le présent chapitre est inspiré des différents ouvrages et articles cités en référence. Il a pour
objet de rappeler comment I’équation du transport est obtenue.

1.1 Modéle physique du transport

L’équation du transport décrit 1’évolution d’une population de particules dans un domaine X C R?
occupé par un milieu en interaction avec les particules. Le systéme est supposé fermé, ce qui signifie
qu’aucune influence externe au domaine X n’est considérée. En d’autres termes, les conditions de bord
sur 90X sont :

e une particule sortant de X est perdue,
e aucune particule n’entre dans X.

La lumiére peut-étre considérée comme étant constituée de particules, appelées photons. Un photon
est décrit par :

e sa position : z € X,
e la direction de sa vitesse v : w € S? (sphére unité dans R?),

e sa longueur d’onde : A > 0.
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Les travaux de Planck et d’Einstein ont conduit a admettre que I’énergie d’un photon est quantifiée :

hv
E, = ~ ],
ol h est la constante de Planck.
T T T T T T
7 =~ ~
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Fig. 1.1 — Notations.

L’analyse de la propagation de la lumiére consiste a étudier les déplacements et les interactions avec
le milieu d’un ensemble de photons. Pour caractériser cette propagation, il est nécessaire de spécifier
les degrés de liberté d’un ensemble de photons & un instant donné. La densité angulaire de photons,
notée np(z, w), est une fonction a valeurs dans R, d’unité [m*3sr*1], définie telle que :

1, w) dp(z) do(w)

soit le nombre de photons dans le volume différentiel du(z) autour du point z se déplacant dans une
direction contenue dans ’angle solide différentiel do(w) autour de la direction w.

do(w)

o)

dp(z)

Fig. 1.2 — Densité angulaire de photons.

Il est souvent plus intéressant de caractériser un flux de photons qui traverse une surface réelle ou
imaginaire. La densité angulaire de flux, notée ¢(z,w) est une fonction & valeurs dans R définie par :

d(z,w) = vny(z,w) [m™2sr~1s™!] .

Ainsi, le nombre de photons traversant une surface différentielle du(z) autour du point z se déplagant
dans une direction contenue dans 1’angle solide différentiel do(w) autour de la direction w, par unité
de temps, est :

d(z,w) cos O dp(z) do(w) ,

ou # est I’angle entre le vecteur normal & la surface et la direction w.
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Fig. 1.3 — Nombre de photons a travers une surface.

Les phénoménes que nous allons considérer dans la suite permettent de rajouter deux hypothéses
au modéle physique. Tout d’abord, les milieux considérés sont isotropes, c’est-a-dire que les propriétés
de ces milieux ne dépendent pas de la direction. Ensuite, la lumiére considérée est non cohérente, c’est-
a-dire que les photons qui la composent n’interagissent pas entre eux. L’étude est donc menée dans
un cadre mono-énergétique, ce qui signifie que les densités angulaires de flux pourront étre étudiées
de maniére indépendante pour chaque longueur d’onde considérée. Pour obtenir la contribution d’un
ensemble de longueurs d’onde, il suffit d’écrire que la densité angulaire de flux résultante est la somme
des densités angulaires de flux de chaque longueur d’onde :

“+00

d(z,w) = i oa(z,w)dA |

ou ¢y (z,w) est la densité angulaire de flux au point (z,w) pour la longueur d’onde A. Dans la suite,
sauf exception, une seule longueur d’onde sera prise en compte. Ainsi, la longueur d’onde A sera omise.

Sous I'hypothése d’une étude mono-énergétique, un photon posséde donc 5 degrés de liberté (3 pour
la position z dans R? et 2 pour la direction w dans S?). Il évolue dans un espace inclus dans R? x S?,
appelé espace des phases. Les caractéristiques de cet espace sont précisées dans le paragraphe 2.1.2. En
particulier, la définition d’une mesure sur ’espace des phases est induite par les mesures de Lebesgue
sur R? et S?, notées respectivement p et o. Ainsi, la forme différentielle dy correspond a une surface ou
un volume élémentaire. De méme, la forme différentielle do correspond & un angle solide élémentaire,
c’est-a-dire l'aire de la portion de sphére unité interceptée par un angle solide élémentaire.

1.1.1 Equation du transport

Soit Y C X un volume et 2 C S? un angle solide. L’équation du transport s’établit en déterminant
les variations du nombre de photons dans Y x §2 par unité de temps. Pour ce faire, procédons en deux
étapes. La premiére étape consiste a identifier les phénoménes physiques mis en jeu. Ils peuvent étre
classés en trois catégories :

e photons émis dans Y x €2,
e photons traversant Y x 2,
e collisions entre photons et matiére dans Y x .

La seconde étape consiste & regrouper les expressions obtenues pour ces phénomeénes physiques, dans
le but d’écrire I’état d’équilibre qui conduit & I’équation du transport.
Photons émis

Le premier phénomeéne est ’émission de photons. La densité angulaire de photons émis, d’unité
[m_3sr_ls_1], notée g(x,w), est une fonction a valeurs dans R définie telle que :

q(z,w) dp(z) do(w)
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soit le nombre de photons émis dans le volume différentiel du(z) autour du point = se déplacant dans
une direction contenue dans I’angle solide différentiel do(w) autour de la direction w, par unité de
temps. Ainsi, le nombre de photons émis par unité de temps dans Y x  est (figure 1.4) :

p= [ [ dwwan@aotw) [

\Q

Fig. 1.4 — Photons émis par unité de temps.

oy

Photons traversants

Le nombre de photons traversant Y x Q (streaming), est le nombre de photons qui traversent la
surface Y, frontiére du volume Y, dans un angle solide , par unité de temps (figure 1.5) :

= r,w)w,u(r z) do(w s
S= [ [ ) wua)du) dotw) [

ot u(z) est le vecteur normal unitaire sortant de Y au point = et la notation (-, -) représente le produit
scalaire dans R3. Les photons qui entrent dans Y contribuent & la diminution de S, et ceux qui sortent
contribuent & ’augmentation de S.

Fig. 1.5 — Photons traversants par unité de temps.

Collisions

Les collisions entre les photons et la matiére peuvent étre séparés en deux catégories : absorption
et dispersion. Les hypothéses du modéle du transport des photons impliquent que les collisions ne se
produisent qu’entre des photons et la matiére, les photons n’interagissent pas entre eux, qu’elles sont
indépendantes de la densité de flux angulaire, et qu’elles sont proportionnelles & la distance parcourue
par le photon.

Le coefficient d’absorption, d’unité [mfl], notée o, (), est une fonction a valeurs dans R définie telle
que :

0a(@) np (2, ) dpa(z) do (w)
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soit le nombre de photons absorbés dans le volume différentiel du(z) autour du point = se déplagant
dans une direction contenue dans I’angle solide différentiel do(w) autour de la direction w, par unité de
longueur traversée. Ainsi, le nombre de photons absorbés par unité de temps dans Y x 2 est (figure 1.6) :

_ —1
Can = [ [ o) dlaw) duta)dotw) [

Fig. 1.6 — Photons absorbés par unité de temps.

La dispersion est un phénomeéne beaucoup plus complexe. Elle est décrite par un noyau de dispersion
volumique, d’unité [m_lsr_l], noté k(z, (w,w')), a valeurs dans [0, 1], tel que :

k(z, (w,w')) np(z,w) do(w') du(z) do(w)

soit le nombre de photons se trouvant dans le volume différentiel du(z) autour du point x se déplagant
dans une direction contenue dans I’angle solide différentiel do(w) autour de la direction w qui sont
déviés dans une direction contenue dans angle solide différentiel do(w’) autour de la direction w', par
unité de longueur traversée.

Remarque
De maniére générale, le noyau de dispersion volumique est noté k(z,w — w'). Mais, dans le cas
particulier d’un matériau isotrope, les directions w et w’ ne sont pas significatives. Ce qui entre en
compte c’est angle entre ces deux vecteurs. Il est caractérisé par le produit scalaire (w,w’). C’est
pourquoi :

k(z,w — w') = k(z,w — w) = k(z, (w,w')) .
O

Le premier phénomeéne de dispersion (in-scatter) comptabilise les photons de Y qui sont déviés dans
une direction appartenant a Q (figure 1.7). Le nombre de photons par unité de temps dispersés de la
sorte est :

On=[ | [ kot w) d(a.u) dolw) dp(o)dotw) - 571

}9

Fig. 1.7 — Photons dispersés dans €2 par unité de temps.

oy
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Le second phénomene de dispersion (out-scatter) est en quelque sorte 'inverse du précédent. Il comp-
tabilise le nombre de photons dont la direction est dans € et qui sont déviés dans une autre direction
(figure 1.8). Le nombre de photons par unité de temps dispersés de la sorte est :

Cous = [ [ [ ¥latw. ) glow) dolw) dn(o)dotw) 571

HQ

Fig. 1.8 — Photons dispersés en dehors de Q par unité de temps.

oy

Equation du transport

Les cinqg expressions obtenues pour les phénomeénes physiques mis en jeu décrivent une variation
du nombre de photons dans Y x Q par unité de temps. Ecrire I'état d’équilibre, c’est comptabiliser les
photons entrant dans Y x € et les photons sortant de Y x Q par unité de temps :

/Q /Y a(z,w) du(w) do(w)
+

/Q/Y/SQ’“(% (', w)) p(z,w') do(w') dp(z) do(w)

/Q /fayw(x’ w) “’v:(w)> dp(z) do(w)
/Q /Yffa(x) ¢(z, w) dp(z) do(w)
+

/Q /y /Sz k(z, (w,w")) ¢(z,w) do(w') du(z) do(w)

ce que 'on peut noter plus succinctement :

E+ Cn =8 4+ Caps + Cout | - (1.1)
N—_—— N ~
entrants sortants

L’équation 1.1 traduit un état d’équilibre sur un domaine Y x Q, o Y et € sont arbitraires. Pour écrire
une équation ponctuelle, il est nécessaire de transformer le terme S. Le théoréme de Gauss permet de
passer d’une intégration sur dY & une intégration sur Y :

S = [ [ @) wu@) dute) dotw)
= [ ] .St w) dpta) dotw)
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Ainsi, en chaque point (z,w) € Y x Q, la densité de flux angulaire ¢(z,w) vérifie I'équation suivante :

q(z,w) + /82 k(z, (w',w)) ¢p(z,w") do(w') =
(w, Vpp(z,w)) + oa(z) $(z, w) + ¢($,w)/ k(z, (w,w') do(w') . (1.2)

82

Pour simplifier ’écriture de cette équation introduisons deux coefficients caractéristiques du milieu.
Le coefficient de dispersion, d’unité [m_l], notée og(z), est une fonction a valeurs dans R définie telle
que :

03 2) mp (&, w) dp(a) do (w)

soit le nombre de photons dispersés dans le volume différentiel du(x) autour du point z se déplagant
dans une direction contenue dans 1’angle solide différentiel do(w) autour de la direction w, par unité
de longueur traversée. Elle est définie par :

rla) = [kl (wo,0') o)

ol wy est une direction quelconque, puisque le milieu est isotrope. Le coefficient d’interaction totale,
d’unité [m_l], notée o(z), est une fonction & valeurs dans R définie par :

o(z) = oa(z) + 05(7) -

Ainsi, I’équation du transport 1.2, appelée équation intégro-différentielle de Boltzmann, s’écrit de la
maniére suivante :

q(z, w) + /52 k(z, (W', w)) ¢(z,w') do(w') = (w, bd(z,w)) + 0(z) p(z,w) | (1.3)

Le passage de 1.1 & 1.3 n’a pas de réel sens physique. D’un point de vue mathématique, ’égalité dans
I’équation 1.3 doit étre comprise au sens faible ou des distributions.

Remarque
Le noyau de dispersion volumique peut s’exprimer a 'aide de la fonction de phase, d’unité [sr‘l],
notée P (x,«), par la relation suivante :

K(z, ) = P(:I;,Z:ras(:r;) ’

ou « € [0,1].

1.1.2 Milieu homogéne
Indice de réfraction optique

On appelle indice de réfraction optique d’un milieu la quantité, notée 7, qui caractérise la vitesse
de propagation d’'un photon dans ce milieu :

c he

T T NEy

ot ¢ est la vitesse d’un photon dans le vide. Par définition, un milieu est dit homogeéne si I'indice de
réfraction optique est constant en tout point de ce milieu. 1 est alors une caractéristique du milieu.
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Plus un milieu est dense, plus son indice de réfraction optique est élevé, et, par conséquent, moins la
vitesse d’'un photon qui le traverse est grande.

L’indice de réfraction optique peut étre vu comme une fonction de la position, et on notera n(z) sa
valeur en un point z de X. Dans le cadre de notre travail, cette fonction peut étre considérée comme
constante par morceaux. Le lieu des points de discontinuité de I’indice de réfraction optique décrit alors
des surfaces, qui jouent un réle fondamental en optique. Une surface peut éventuellement délimiter un
volume fermé. On note ¥ I'ensemble des surfaces de X (figure 1.9).

—————
-
-~

—_—
_——_ -

Fig. 1.9 — Ensemble des surfaces dans le domaine X (¥ est [’ensemble des
points appartenant auz traits en gras).

Intégration le long d’un rayon

Soit un milieu homogene, et soit un point  dans ce milieu. L’optique géométrique, et plus précisé-

ment le théoréme de Fermat!, précise que les photons suivent le plus court chemin entre deux points.
Le milieu considéré est homogeéne, le chemin est donc un segment de droite, appelé rayon.
L’équation de Boltzmann 1.3 est une équation différentielle linéaire du premier ordre en la variable z.
Le but de ce paragraphe est de donner une expression de la densité angulaire de flux au point (z,w)
en fonction de la densité angulaire de flux en un point situé sur le rayon considéré et des contributions
le long de ce rayon (figure 1.10).

contributions

point du milieu

Fig. 1.10 — Contributions dues a l’équation du transport le long d’un rayon
dans un milieu homogéne.

Soit f une fonction définie sur R associée a une fonction f définie sur R? x S? de la maniére suivante :

F() = fla — tw,w) .

De maniére analogue, soit f une fonction définie sur R associée & une fonction f définie sur R? de la

"Voir les ouvrages généraux, tels que ceux écrit par Bruhat [12] ou May [65].



1.1 Modéle physique du transport 17

maniére suivante :

Fig. 1.11 — Définition de la variable t.

La premiére étape consiste a simplifier 'opérateur nabla en écrivant le produit scalaire sous la forme
d’une dérivée par rapport a une variable :

(w, Vpp(z,w)) = % (x +tw,w)

0
_E(

t=0

x —tw,w)
t=0

ot ¢t > 0. Finalement, en utilisant la notation q%, on obtient :

d -

(w, Vel w) =~

(0) . (1.4)

Pour simplifier les écritures, soit le gain une fonction a valeurs dans R, notée g(z,w), définie pour tout
(z,w) € (X N X) x S? par :

o(@,w) = g(z,w) + /S k@, (0, w)) ¢z, w') do(w') . (1.5)

La seconde étape consiste a injecter dans I’équation de Boltzmann 1.3, écrite au point (z — tw,w),
léquation 1.4, écrite au point (z — tw,w), et a remplacer les fonctions ¢, o et g par les fonctions
chapeaux correspondantes ¢, 6 et g :

S d) - 5(0d(t) = (1) (16)

L’équation 1.6 est une équation différentielle linéaire du premier ordre par rapport & la variable ¢. Pour
en donner une solution considérons un facteur d’intégration. C’est une fonction p qui vérifie :
© [0 0] = ) | S o) — 511
I = —_— — 0 .
at [V U

La résolution de I’équation précédente donne :

1(t) = exp (— /Ot&(u) du> .

Ainsi, en multipliant 1’équation 1.6 par u(t) on trouve la relation suivante :

ol

= 0] = —nt)a(t) -
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En intégrant I’équation précédente entre 0 et ¢ on obtient :

;MWW—M@&@z—Au@ﬂﬁM,

puis en remarquant que x(0) = 1 on arrive a ’équation qui nous intéresse :

R t
¢@=u®ﬂﬂ+£u@ﬂ$®-

Il ne reste plus qu’a remplacer les fonctions chapeaux par leurs homologues, on obtient ainsi I’expression
recherchée de la densité angulaire de flux au point (z,w) :

t
d(z,w) =71(r —tw,z) px —tw,w) +/0 T(r —sw,z)g(x —sw,w)ds | (1.7)

ou 7(z — tw,x) est le chemin d’absorption entre les points z —tw et z :

(@ — tw,z) = exp (—/Ota(x—uw)du> .

L’équation 1.7 est appelée forme intégrale de I’équation de Boltzmann. Cette équation exprime la
densité angulaire de flux en un point (z,w) en fonction de ce qui se trouve en arriére de ce point. Le
premier terme rend compte du transport de la densité angulaire de flux du point (z — tw,w) vers le
point (z,w). Le second terme rend compte des différentes contributions le long du rayon considéreé.

Si 'on recommence les calculs & partir de x + tw, alors ’équation résultante est similaire dans son
expression, mais exprime la densité angulaire de flux d’un point (z,w) en fonction de ce qui se trouve
en avant de ce point, c’est-a-dire dans le sens inverse par rapport au cas précédent. Cela revient aussi
a exprimer ¢(z —tw,w) en fonction de ¢(z,w) dans 'équation 1.7 et a translater la variable d’espace
de tw. L’équation ainsi obtenue est la suivante :

Pz, w) = 77 (2, + tw) p(z + tw,w) +/t7'_1(:1;,:1;+3w)g(:1; +sw,w)ds . (1.8)
0

1.1.3 Prise en compte d’une surface

L’introduction de la notion de surface conduit & la notion d’orientation. Soit z un point de X ou
de ¥, et soit u(z) un vecteur normal unitaire au point z. L’ensemble des directions de 82 peut étre
séparé en trois parties, notées Q (z), Q°(x) et QF(z), telles que (figure 1.12) :

Q (z) = {weS? (wu(r)) <0}
Q) = {weS? (wu(z)) =0}
Qt(z) = {weS? (wu(r)) >0}

Fig. 1.12 — Décomposition de la sphére unité.
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Soit z un point de ¥ et soit u(z) le vecteur normal unitaire au point x. Par convention, si la surface
considérée au point x est fermée alors le vecteur u(z) est orienté vers 'extérieur du volume délimité
par cette surface. La densité angulaire de flux au niveau des surfaces est décrite par deux phénomeénes.
Tout d’abord, le phénomeéne d’émission surfacique est décrit par une fonction & valeurs dans R, d’unité
[m_er_ls_l], notée g (z,w), telle que :

(2, w) dpu(x) do(w)

soit le nombre de photons émis dans ’élément de surface différentiel du(xz) autour du point x se
déplacant dans une direction contenue dans ’angle solide élémentaire do(w) autour de la direction w,
par unité de temps.

Ensuite, le phénomeéne de dispersion surfacique est décrit par une fonction a valeurs dans [0, 1], d’unités
[sril], notée ky,(z,w — w), appelée noyau de dispersion surfacique, telle que :

kp(z,w'" = w) np(z,w) do(w') du(z) do(w)

soit le nombre de photons se trouvant dans le volume différentiel du(z) autour du point x se déplagant
dans une direction contenue dans I’angle solide différentiel do(w') autour de la direction w’ qui sont
déviés dans une direction contenue dans ’angle solide différentiel do(w) autour de la direction w.
Ce noyau décrit les phénomeénes de réflexion, transmission et absorption au niveau des surfaces. Des
exemples de tels noyaux sont donnés au paragraphe 1.2.5.

Ces deux phénomeénes s’ajoutent, la densité angulaire de flux au niveau d’une surface s’écrit de la
maniére suivante :

d(z,w) = qp(z,w) + /82 kp(z,w' — w) ¢p(z,w')do(w) | . (1.9)

1.1.4 Cas particuliers

La résolution de I’équation de Boltzmann dans le cas général est un probléme trés difficile. C’est
pourquoi on s’intéresse & des cas qui correspondent & des configurations particuliéres donnant lieu a
une formulation simple de la modélisation du transport. Physiquement, ces cas ne sont pas réels, mais
ils constituent une approche de la réalité satisfaisante pour un grand nombre d’expérimentations.

Milieu vide

Soit une surface délimitant un volume fermé Y dans le domaine X. Supposons que le milieu Y
soit vide, c’est-a-dire ne contenant aucun élément susceptible d’interagir avec des photons. Ainsi, les
grandeurs physiques intervenant dans le modéle du transport sont toutes nulles :

Les équations de Boltzmann 1.7 et 1.8 se résument donc a 1’équation suivante :

Qb(wi) = ¢($ _twvw) ’

pour tout ¢t € R tel que z —tw € Y. En d’autres termes, la densité angulaire de flux est constante, et
déterminée par les valeurs sur 0Y .
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oY,

r—tw

Fig. 1.13 — Transport de la densité angulaire de flurz dans un miliew vide.

Milieu homogéne non dispersif

Soit une surface délimitant un volume fermé Y dans le domaine X. Dire que le milieu Y est homo-
géne et non dispersif revient & ne considérer que des propriétés d’émission et d’absorption constantes,
c’est-a-dire :

9 =90
k=0
Oa = 0a,0

Cette hypothése implique que le coefficient d’interaction totale o est égal au coefficient d’absorption
0,- L’équation de Boltzmann 1.7 s’écrit alors de la maniére suivante :

P(z,w) =71(r —tw,z) px —tw,w) +/tT(x—sw,$)q(x—sw,w)ds ,
0

pour tout £ > 0 tel que z — tw € QY. Puisque I’émission et I’absorption sont constantes I’équation
précédente se simplifie :

t
bz, w) = exp(—oaot) bl — tw,w) + /0 exp(—0a ) o ds
— exp(—onat) o — tw,w) — - (exp(-ra0t) ~ 1)
= (¢($ —tw,w) — 0 )exp(—aa,g t) + 1
Ta,0 Ta,0

La fonction exponentielle dans I’équation précédente décrit une atténuation de la densité angulaire de
flux lors du transport dans Y.

émission et absorption
aY,

r—tw

Fig. 1.14 — Transport de la densité angulaire de flux dans un milieuw homogéne
non dispersif.
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Milieu homogeéne par morceaux

Soient dY7,...,0Y N des surfaces délimitant éventuellement des volumes fermés (figure 1.15). L’ex-
pression de I’ensemble des surfaces est alors la suivante :
N
s=Jov;.
i=1

On suppose que chaque milieu correspondant a un volume fermé Y; est homogéne. De méme, le milieu
complémentaire dans X est homogeéne. Ainsi, le milieu X est homogene par morceaux (figure 1.15).

—_—_—
_—— -

Fig. 1.15 — Surfaces dans un miliew homogéne par morceauz.

Le transport de la densité angulaire de flux entre deux points (z,w) et (z 4+t w,w), tels que le segment
[z,z 4+ t w] n’ait d’intersection avec aucune des surfaces JY;, est donné par les deux cas particuliers
précédents selon que le milieu est vide ou homogéne non dispersif :

d(x — tw,w) si milieu vide

b, w) = (¢(x_tw,w)_

0 ) exp(—oa0t) + DO i milieu homogeéne non dispersif

Ta,0 Ta,0

(1.10)

C’est pourquoi on ne s’intéresse ici qu’au transport de la densité angulaire de flux depuis une surface
dY; et au transport de la densité angulaire de flux entre les différentes surfaces dYi,...,0Yy. Pour
ce faire, nous allons dans un premier temps exprimer la densité angulaire de flux en un point d’une
surface, puis donner une relation décrivant le transport de la densité angulaire de flux entre deux points
situés sur des surfaces.

Soit z € X \ X, c’est-a-dire un point n’appartenant pas a une surface 9Y;. Soit 2’ € ¥ U0X le premier
point d’intersection entre le rayon d’origine x et de direction —w et une surface 9Y; :

2 = sz, —w) ,
ou &y est la fonction lancer de rayon :

fn: X x8 — YU{zs} "
(x,w) +— &n(z,w) =z+ve(z,w)w ’ (111)

0l T est un point & 'infini, qui représente le cas ou il n’y a pas d’intersection, et vy est la fonction
distance aux surfaces :
vs: X x8% — [0,+q]

1.12
(x,w) +— vy(z,w) ( )
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Par convention, on définit la fonction vs; de la maniére suivante :

t'=inf{t>0, s+tweTUIX} siRy,y NT#D
vy (z,w) =

+0o0 sinon

ol Ry, est la demi-droite orientée, ou rayon, d’origine = et de direction w. Cette définition de vy
exprime le fait que les rayons qui n’ont pas d’intersection avec une surface dY; ont une intersection
avec le bord du domaine considéré, ¢’est-a-dire 9.X, et donc n’ont aucune intersection, d’ott une longueur
infinie du rayon considéré.

Fig. 1.16 — Définition des fonctions lancer de rayon &y, et distance aux surfaces
Uy.

La densité angulaire de flux au point (z,w) est donnée par la relation 1.10 en fonction de la densité
angulaire de flux au point (2, w). L’expression de la densité angulaire de flux au point (z',w) n’est
autre que le gain surfacique en ce point :

¢($,7w) = gb(l‘,,w)

= qv(2',w) + /S2 kp(z',w' — w) ¢z, w'") do(w')

Soit € 3, c’est-a-dire un point appartenant a une surface 9Y;. La densité angulaire de flux au point
(z,w) est le gain surfacique en ce point :

¢(z,w) = go(z,w)

= qp(z,w) +/Q( )kb(as,w' — w) ¢ (gg(w, —w'),w') do(w') , V(z,w) € T x S?

Cette équation décrit un échange de photons entre les surfaces. Elle est similaire & celle donnée par
Kajiya [52]. De plus, si le noyau de dispersion surfacique est supposé indépendant des directions, alors
la densité angulaire de flux ne dépend pas de la direction sur ’ensemble des surfaces :

P(z,w) =d(z) , V€T
On écrit le noyau de dispersion surfacique sous la forme suivante :
kp(z,- — ) = p(z) cosd .

ou p(z) est la BSSDF (Bidirectional Surface-Scattering Distribution Function) au point z. Dans ce
cas, ’équation précédente donnant la densité angulaire de flux en un point d’une surface est une
version continue de ’équation de radiosité (Cohen et Wallace [20], Sillion et Puech [78]), qui consiste
a rechercher la solution de I’équation de Boltzmann sur ’ensemble des surfaces :

d(z) = qv(z) + ,0(:1;)/ ¢ (&n(z, —w')) cos do(w') , Vz € T . (1.13)

Q(z)
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L’équation 1.13 peut étre formulée de maniére différente pour faire apparaitre explicitement 1’échange
d’énergie entre les surfaces. Pour ce faire, deux fonctions caractéristiques des surfaces vont étre définies :
la fonction de visibilité et le facteur géométrique. Soit 2’ le point de ¥ défini par :

Fig. 1.17 — Echange d’énergie entre deuz surfaces.

Deux points z et 2’ de X sont dit visibles si le segment [z, '] n’a pas d’intersection avec X. La fonction
de visibilité, notée vy (z, '), est une fonction & valeurs dans {0, 1}, définie par :

, 0 sifz,z|NT#0
vn(e, @) = 1 sinon

Le facteur géométrique est une fonction a valeurs dans R, notée gx(z,z’), définie pour tout z,z’ dans
> par :

!
gs(z,2') = vs(z, 2’) LHS ’ Cos,ﬁgw
r—

L’angle solide élémentaire do(w') s’écrit :

cos 015

do(w') 5 dp(z’)

o /
|z =/

Pour effectuer le changement de variable dans 'intégrale de ’équation 1.13, il est nécessaire d’introduire
la fonction de visibilité de maniére & pouvoir écrire I'intégrale sur un ensemble de surfaces en ne tenant
compte que des points qui ont une contribution sur le résultat. Cette équation s’écrit alors :

coS Oy

() = ao(2) + p(2) /E L eosd (a2 du(a) , Ve e X,

e = |
ou X(z) est un sous-ensemble de 3 défini par :
S(k)={'e%, =&z —v), ve Qa)} .

L’équation 1.13 s’écrit finalement en fonction du facteur géométrique de la maniére suivante :

#() = qol) + pla) / () e, Ve s, (1.14)
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1.2 Grandeurs radiométriques

1.2.1 Luminance

Un systéme optique est ’ensemble des organes d’un instrument qui vont de la production d’un

rayonnnement & sa détection. L’étude du comportement d’un systéme optique s’intéresse donc aux
propriétés radiatives des sources, & la propagation dans les milieux et les composants optiques, et aux
caractéristiques des détecteurs.
La radiomeétrie (Desvignes [33]) est la discipline qui concerne la caractérisation théorique et expérimen-
tale des rayonnements optiques. La luminance est la grandeur radiométrique qui permet de caractériser
la géométrie d’un rayonnement, c’est-ad-dire sa répartition spatiale et angulaire. La luminance, notée
L(z,w), est une fonction définie sur X x S? a valeurs dans R proportionnelle & la densité angulaire de
flux ¢(z,w) :

L(z,w) = E) ¢(z,w) [Wm7237“71] ,

ou E) est I’énergie d’un photon de longueur d’onde .
De maniére analogue, les fonctions d’émission volumique, notée e(z,w), et d’émission surfacique, notée
ep(z, w), sont proportionnelles aux densités angulaires de flux correspondantes :

{6(w,w) = E) q(v,w) [Wm™2sr]
ep(z,w) = E\ gp(z,w) [Wm_er_l]

L’équation de transfert en luminance se déduit de I’équation 1.3 en la multipliant par 1’énergie du
photon E). Ainsi, pour tout (z,w) € (X \ ) x 82, c’est-a-dire pour tout point n’appartenant pas &
I’ensemble des surfaces, cette équation s’écrit :

e(z,w) + /82 k(z,(w',w)) L(z,w") do(w') = (w, V,L(z,w)) + o(z)L(z,w) | . (1.15)

De méme, la luminance au niveau d’une surface se déduit en multipliant I’équation 1.9 par E\. Elle
s’écrit pour tout (z,w) € ¥ x 82, c’est a dire pour tout point de I’ensemble des surfaces :

L(z,w) = ep(z,w) + /82 kp(z,w" — w) L(z,w')do(w') | . (1.16)

1.2.2 Emittance et éclairement

La densité de flux émis dans une demi-sphére est une fonction & valeurs dans R, appelée émittance,
notée M (z), définie par :

= r,w) cos@do(w m~2] .
M@= [ L) cos0dolw) W

La densité de flux recu dans une demi-sphére est une fonction & valeurs dans R, appelée éclairement,
notée E(z), définie par :

= x,w) cosbdo(w m~2] .
E(x)—/ﬂ(x)u,) 0do(w)  [Wm™)
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émittance éclairement

u(z)

Fig. 1.18 — Emittance et éclairement.

1.2.3 Intensité optique

La densité de flux traversant une surface A est une fonction & valeurs dans R, appelée intensité
optique, notée I4(w), définie par :

Iq(w) :/AL(x,w) dp(z) (Wsr'] .

Fig. 1.19 — Intensité optique a travers une surface.

1.2.4 Flux

Le flux de photons & travers une surface A, se déplacant dans une direction appartenant & un angle
solide 2 est une quantité réelle donnée par :

@AXQ:/Q/AL(JU,U)) cos 0 du(r) do(w) W] .

Fig. 1.20 — Fluz & travers une surface.

La quantité cos 0dwdx est appelée étendue géométrique élémentaire.
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1.2.5 Noyau de dispersion surfacique

En milieu industriel, en particulier pour la radiométrie, les caractéristiques optiques des surfaces,
qui sont le lieu des points de discontinuité de I'indice de réfraction, sont d’une importance fondamentale.
Les propriétés de ces surfaces sont définies de maniére plus ou moins précise selon les besoins de ’étude.
La grandeur qui caractérise la propriété optique d’une surface est la BSSDF (Bidirectional Surface-
Scattering Distribution Function) ou plus simplement BDF, notée p(z,w’ — w), reliée au noyau de
dispersion surfacique par la relation suivante, pour tout (z,w) € ¥ x S8 :

kp(z,w' — w) = p(z,w — w)cosd
= p(z,w" — w) ‘(w',u(x))‘ , Yu' € 8.

Remarque
Le principe de conservation de I’énergie, premiére loi de la thermodynamique, précise que 1’énergie
interagissant avec la surface ne peut-étre supérieure & I’énergie incidente :

/ plz,w' = w)cosfdo(w) <1, Yu' € S?,
S2

ou cos = [(w,u(z))]|.

Fig. 1.21 — Principe de conservation de l’énergie.

Remarque
Le principe de réciprocité d’Helmholtz, deuxiéme loi de la thermodynamique, précise que :

plz,w — w) = plz,w = w'), YweS?, Yu' € §?.
0

En pratique la BDF n’est pas connue exactement. Il existe de nombreuses modélisations des propriétés
de surface (Glassner [44]). Généralement, la BDF est séparée en deux fonctions, l'une modélisant
I'énergie réfléchie par la surface (BRDF), et 'autre I’énergie transmise (BTDF).

Si Q(z) = Q (z), alors le noyau de dispersion surfacique peut étre relié a la BRDF (Bidirectional

Reflectance Distribution Function), notée py(z,w’ — w), par la relation suivante, pour tout (z,w) €
Y x QF(z) :

kp(z,w' —w) = pe(z,w — w) cosd’

—pr(z,w — w)(w',u(z)) , Vo' € Q7 () .

T

Fig. 1.22 — Géométrie de la BRDF.
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De maniére analogue, si Q(z) = Q1 (z), alors le noyau de dispersion surfacique peut étre relié¢ & la BTDF
(Bidirectional Transmission Distribution Function), notée py(z,w’ — w), par la relation suivante, pour
tout (z,w) € ¥ x QT (z) :
Ep(z,w' — w) = pi(z,w — w) cosd'
= pz,w = w){w, u(z)), Yo' € QT (z) .

Fig. 1.23 — Géométrie de la BTDF.

Pour une surface donnée, la BDF est généralement issue de mesures expérimentales. Les directions
angulaires w et w’ sont échantillonnées en fonction de la précision voulue et des caractéristiques de
I’appareil de mesure. La BDF est alors connue pour un certain nombre de valeurs pg en les points
{(z,w), — wg)}r. Son expression peut étre approchée dans une base de fonctions {1;}; de la maniére
suivante :

p(z,w — w) = Zaj Yi(z, v — w),
J
ot les coefficients {a;}; sont déterminés a partir des valeurs mesurées {py }1 et de la base de fonctions

{1;};. Cependant, dans certains cas particuliers, il est possible d’utiliser une expression analytique de
la BDF.

Réflexion spéculaire

La réflexion spéculaire fournie une expression simple de la BRDF.

Fig. 1.24 — Géométrie de la réflexion spéculaire.

Les lois de Snell-Descartes précisent que les vecteurs w, w' et u(z) sont coplanaires et que les angles
d’incidence 6 et de réflexion #' sont égaux. La relation dans le triangle formé par ces trois vecteurs
permet d’écrire :

w—w = 2(w,u(z))u(r)
= 2cosfu(x)

La BRDF s’écrit alors de la maniére suivante :

1 siw =w-—2cosfu(z)

pr(z, 0w — w) = {

0 sinon
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La densité angulaire de flux au niveau d’une surface (équation 1.9) s’écrit, en tout point (z,w) € ¥ x S?
ou il y a réflexion spéculaire, de la maniére suivante :

d(z,w) = gp(z,w) + P(x,w —2cosPu(x))cosh .

Transmission spéculaire

Le cas de la transmission spéculaire est analogue.

Fig. 1.25 — Géométrie de la transmission spéculaire.

Pour exprimer la relation entre les vecteurs w et w’ il est nécessaire d’introduire les indices de réfraction
de chaque coté de la surface X. Soit T (z) I'indice de réfraction situé du coté du vecteur normal u(z) et
n~ (z) lindice de réfraction situé de 'autre coté. Les lois de Snell-Descartes précisent que les vecteurs
w, w' et u(z) sont coplanaires et que les angles 0 et 0 sont reliés par :

nT(x)sind = n (z)sind’ .

La relation entre les différents vecteurs coplanaires s’écrit alors :
w' = ((z)w — <C(3:) cosf — /1 — (2(z) sin? 9) u(z) ,

ou ((z) est le rapport des indices de réfraction :

La BTDF s’écrit alors de la maniére suivante :

pi(z,w — w) = Losiw' = ((@)w- (C(x) cos § — \/W) u(z)

0 sinon

La densité angulaire de flux au niveau d’une surface (équation 1.9) s’écrit, pour tout point (z,w) €
¥ x 8? ot il y a transmission spéculaire, de la maniére suivante :

o, 0) = a0 + 6 (1,0)w = (€(0) cos8 = \/1 = ) sin?0) ulo) ) 1 = C2a) a0

Réflexion diffuse

La réflexion diffuse est un cas encore plus simple. Il correspond a la propriété optique dite lamber-
tienne d’une surface.
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Fig. 1.26 — Géométrie de la réflexion diffuse.

La BRDF est constante quelles que soient les directions w et w’ considérées :
pr(z, 0w — w) = pr(z) .

L’indépendance de la BRDF par rapport a la direction implique une indépendance de la densité angu-
laire de flux par rapport a la direction pour les points appartenant & I’ensemble des surfaces. Ainsi, la
densité angulaire de flux au niveau d’une surface (équation 1.9) s’écrit, pour tout point z € ¥ ou il y
a réflexion diffuse, de maniére analogue & I’équation 1.14 :

() = () + pel2) / B(a") g, ') dp(a)

S+ (z)
ot ¥ (x) est un sous-ensemble de ¥ défini par :

SHr)={2d' €, o =&(z, '), w' e QF(z)} .

Transmission diffuse

De maniére identique, la transmission diffuse précisant que la BTDF est indépendante des directions
w et w' permet d’écrire la densité angulaire de flux au niveau d’une surface (équation 1.9) de la maniére
suivante :

#(2) = av(z) + pu(2) / B(a") g, ') dpa)

% (x)
ol ¥ (x) est un sous-ensemble de ¥ défini par :

S (z)={d €, 2 =&(z, '), w' e Q(z)} .

Fig. 1.27 — Géométrie de la transmission diffuse.

1.3 Conclusion

Ce chapitre donne une idée précise du modeéle physique considéré dans ce projet industriel. Le mo-
déle du transport est suffisamment consistant pour décrire les phénomeénes qui intéressent les opticiens
dans ce contexte de travail. Lorsque le milieu considéré est homogeéne par morceaux alors I’équation
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de Boltzmann accompagnée des conditions de bord sur les surfaces se raméne & I’équation de radiosité
introduite par Kajiya [52] qui fait encore référence aujourd’hui dans le domaine de I'image de synthése.
Différents problémes subsistent quant & 'utilisation en simulation de ce modéle du transport. En par-
ticulier, la connaissance du noyau de dispersion surfacique, qui est un des paramétres fondamentaux,
est un probléme difficile, donnant lieu & un nombre croissant de travaux. Cependant, les opticiens ont
bien souvent une idée du profil de ce noyau en fonction des matériaux des surfaces considérées. Ainsi, &
partir d’'un échantillon expérimental de petite taille, on sait décrire un noyau de dispersion surfacique
suffisamment précis par rapport au besoin.

Dans la suite, on se placera dans des milieux homogénes par morceaux et on supposera disposer de
tous les parameétres nécessaires a la recherche d’une solution pour ce modéle.



Chapitre 2

Représentation des objets et algorithmes
de base

Un systéme optique est défini par une géométrie et des caractéristiques physiques. La géométrie
permet de représenter les surfaces qui sont le lieu des points de discontinuité de I'indice de réfraction
optique. La représentation de ces surfaces peut se faire a l'aide de différents modeles géométriques.
Si, dans un premier temps, les opticiens ont considéré, pour la simulation physique des phénoménes
radiométriques, des formes géomeétriques simples (lentille, sphére, cylindre, etc), les contraintes indus-
trielles et les domaines d’applications imposent désormais une définition des objets & considérer selon
des normes de la CAO (surfaces paramétrées principalement). Cet historique est d’ailleurs conforme a
ce qui s’est passé dans le domaine de la mécanique et des techniques informatiques associées.

Ainsi, dans 'entreprise qui a constitué le contexte de ce travail, le logiciel a du évoluer d’un systéme
fondé sur un modeéle géométrique CSG (section 2.2) vers un systéme comprenant en plus un modeéle
géomeétrique BRep (section 2.3). L’objet principal de ce travail étant d’accompagner cette évolution,
nous avons du étudier les algorithmes d’intersection rayon-objet pour ces deux modéles. Dans le premier
paragraphe (section 2.1), on introduit les notions de base relatives a I’étude des complexités, nécessaires
pour mener & bien ’analyse des algorithmes étudiés.

Tout au long de ce chapitre, nous avons essayé de rédiger pédagogiquement et exhaustivement les no-
tions de base, de maniére & constituer un document introductif sur le sujet pour ’entreprise concernée.

2.1 Complexités

L’étude des complexités en mémoire et en temps est nécessaire pour, d’une part, analyser et com-
prendre les structures de données et les algorithmes mis en ceuvre pour les méthodes considérées, et,
d’autre part, tirer de cette analyse des informations utiles & la recherche de nouvelles méthodes et
techniques pour atteindre le but fixé, & savoir I'accélération des calculs d’intersection. Bien que la com-
plexité en temps soit la préoccupation principale de ce travail, il ne faut pas négliger la complexité en
mémoire, qui, dans le cadre industriel, doit rester acceptable au vu du matériel sur lequel les simulations
sont effectuées.

Dans le contexte qui nous intéresse, le travail a réaliser doit s’intégrer dans un environnement existant.
Les structures de données définissant la géométrie et les propriétés physiques des objets et les algo-
rithmes propres a la simulation sont fixés. C’est pourquoi on commencera par étudier les complexités
relatives & I’environnement existant, de maniére a cadrer le travail d’amélioration des performances.

Les notions de complexité en mémoire d’une structure de données ou de complexité en temps d’un

algorithme sont définies dans de nombreux ouvrages informatiques généraux'.

'Voir des auteurs tels que Froidevaux, Gaudel et Soria [40] ou Cormen, Leisuson et Rivert [23].
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2.1.1 Complexité en mémoire

Dans le contexte industriel, les complexités en mémoire concernent toutes les informations néces-
saires & la définition d’un systéme optique, principalement la géométrie et les propriétés physiques,
mais aussi des informations nécessaires aux calculs d’une simulation. Dans ce travail, nous ne tien-
drons compte que de la géométrie du systéme optique et des structures de données éventuellement
nécessaires aux calculs. De maniére générale, la complexité en mémoire est un nombre, que ’on note
M, et que 'on indice par U'entité considéré. Par exemple, pour un objet O, la complexité en mémoire
associée est notée Mp. Pour ’évaluation de ces complexités on considérera qu’une unité de complexité
en mémoire correspond & la place occupée par un nombre entier ou réel.

2.1.2 Complexité en temps

Les complexités en temps proviennent de ’ensemble des algorithmes utilisés lors d’une simulation.
Dans le cadre de ce travail, ce sont les calculs d’intersection entre des rayons et le systéme optique
considéré qui nous intéressent. La complexité en temps de ces calculs représente une partie prépondé-
rante dans une simulation, ce qui donne un sens a cette étude ciblée en vue de la réduction des temps
de simulation. La justification de cette remarque est faite par la suite.

La complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre un rayon et un systéme optique
est difficile & écrire. En effet, ’ensemble des rayons qui seront traités lors d’une simulation ne sont
pas connus a priori. Il faut, en plus de la géométrie, tenir compte des propriétés optiques des objets
pour prendre en compte les émissions de photons et les interactions entre photons et objets. Ainsi, la
complexité en temps dépend des rayons considérés, de la géométrie et des propriétés optiques. Notre
travail est centré sur la partie géométrique, par conséquent il faut trouver un moyen d’évaluer la
complexité en temps sans se préoccuper des propriétés optiques.

Pour un systéme optique donné (géomeétrie et propriétés optiques), dans un domaine X, de trés grandes
quantités de rayons sont considérées pour une simulation. Soit R Iensemble des couples (z,w) carac-
térisant tous les rayons pouvant étre considérés pour un systéme optique donné :

RCXx8%.

R est donc un sous-ensemble de I’espace R3 x S?, appelé espace des phases. On montre que ’on peut
définir une mesure p sur l'espace des phases (Arvo [3]), construite & partir des mesures de Lebesgue
sur X et S?, notées respectivement p et o. On définit alors la mesure produit o par complétion sur
'espace produit R? x S? et on 1'écrit de la maniére suivante? :

o=UuXo.

R est donc un espace p-mesurable, de mesure finie (X est borné). On note mes (R) la mesure de cet
espace que ’on écrit sous la forme intégrale suivante :

mes (R) = /R do(z, w) = /R dp(z) do(w) .

La forme différentielle du(x) représente soit une surface élémentaire, soit un volume élémentaire autour
de x selon que les origines des rayons, et donc des photons, se situent sur ’ensemble ¥ des surfaces
optiques ou non. La forme différentielle do(w) est l'aire de la portion de sphére unité interceptée par
un angle solide élémentaire autour de w. La forme différentielle do(z,w) est donc d’ordre 4 ou 5.

De manieére générale, on définit Tp la fonction de complexité en temps d’un algorithme de calcul
d’intersection entre un rayon et un objet O du systéme optique considéré :

To: R — RT
(ZB, ’LU) — To(ZE, ’LU)

To(z,w) est la complexité en temps du calcul d’intersection entre le rayon R, ,, et I'objet O.

*Voir des ouvrages généraux, tel que celui écrit par Rubin [71]
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Propriétés de Tp

‘R est un ensemble mesurable de mesure non nulle et finie. C’est une constatation qui a bien un sens
physique (continuité des objets et des milieux considérés). Les notions classiques de 1’analyse peuvent
étre utilisées pour les fonctions définies sur R. Une propriété triviale de Tp est que c’est une fonction
bornée sur R :

0<To(z,w) < +o00, V(z,w) ER .

Puisque R est borné, cela implique que Tp est une fonction de 'espace métrique L' (R).

La caractéristique de cette fonction qui nous intéresse, et qui sera utile tout au long de ce travail,
est sa nature, et en particulier sa régularité. Les algorithmes intervenant dans ’évaluation de cette
fonction n’assurent pas que Tp est continue sur R. Par contre, on peut faire I’hypothése que Tp est
constante par morceaux sur R. Autrement dit, il existe une partition {R1,..., Ry, } de R telle que Tp
est constante sur chaque R; :

To(LL‘,’w) :T0|R]. , V(x,w) S Rj .

Les méthodes de calcul d’intersection rayon-objet sont de deux types. Soit I’équation paramétrique du
rayon est injectée dans le systéme d’équations et/ou d’inéquations, puis le systéme obtenu, dont I'in-
connue est le parameétre du rayon, est résolu. Soit ’'objet considéré est approché par des objets simples
(des faces planes par exemple), puis l'intersection entre ces objets simples et le rayon est recherchée
par des méthodes géométriques simples (intersection rayon-plan par exemple), et, éventuellement, une
projection de la solution sur l'objet est effectuée. La plupart des algorithmes utilisent des critéres géo-
métriques d’exclusion (objets englobants par exemple), qui consistent & éliminer les cas triviaux ou il
n’y a pas de solution.

Dire que Tp est localement constante signifie que pour des rayons proches le comportement algorith-
mique des méthodes envisagées est semblable. Plusieurs remarques renforcent cette constatation. Tout
d’abord, les objets considérés sont réguliers, en ce sens que leur contour est localement continu (on
ne considére pas des objets ponctuels ou linéiques). Ainsi, pour des rayons proches, les systémes a
résoudre sont semblables et engendrent des solutions proches, et, pour des approximations de 1’objet
considéré, les méthodes géométriques envisagées se comportent de maniéres similaires.

To est définie par morceaux car des discontinuités apparaissent pour des rayons tangents a 1’objet
considéré (passage d’existence d’une solution a aucune solution), ou pour des rayons se trouvant dans
des parties de I'objet avec une variation importante de la solution (variation du nombre de solutions),
ou encore pour des rayons se situant au niveau d’un critére géométrique d’exclusion.

Remarque
Soit Ap la fonction représentant le nombre d’intersections entre un rayon issu de R et l'objet O :

)\o: R — N
(xaw) — )\0($,’U})

Les propriétés de Ap sont semblables & celles de T, pour les mémes raisons. C’est une fonction de
L' (R), elle est constante par morceaux. Mais, on doit aussi remarquer que la partition de R ou Tp
est constante est une sous-partition de celle ot A\p est constante. Cela vient du fait que le nombre
d’intersections influe nécessairement sur la complexité en temps du calcul d’intersection puisque les
discontinuités de Tp sont dues, entre autres, au changement du nombre de solutions. C’est une sous-
partition car les critéres d’exclusions géométriques font que pour un méme nombre de solutions la
complexité en temps Tp n’est pas constante. Cette propriété peut s’écrire de la maniére suivante :

To constante sur R; = Ao constante sur R, ,

ol R; est un sous-ensemble de R. Cette propriété remarquable est illustrée dans les expérimentations
qui suivent.

|
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Expérimentations

Pour illustrer cette hypothése sur la régularité de la fonction T, considérons trois exemples en
dimension 2. Le cas de la dimension 3 est identique, mais il est plus simple de mettre en place des
exemples en dimension 2 car il y a moins de paramétres a considérer. Pour ce faire, considérons un
objet, et faisons varier les parameétres qui définissent le rayon, c’est-a-dire les variables x et w. Plus
précisément, on fait varier les deux variables d’espace x¢ et x1 et la variable d’orientation 6 qui est
I’angle entre ’axe xg est w. Pour chaque rayon considéré, un grand nombre de calculs d’intersection
rayon-objet est effectué (échantillon de taille 1000000). On obtient ainsi une valeur expérimentale
représentative. Les différentes valeurs obtenues sont représentées sur un graphique, qui donne les va-
riations de la fonction Tp par rapport & la variable prise en compte. Trois ensembles de rayons sont
pris en compte :

e variation en zo : R = ([0,1] x {0}) x {(0,1)},

e variation en z; : R = ({0} x [0,1]) x {(1,0)},

e variation en 6 : R = {(0,0)} x {(wo,w;) € S, § = arccoswy € [0,7/2]}.
Ces expérimentations ont pour but de donner une idée de la forme des courbes des fonctions Tp. Il
n’est donc pas nécessaire d’accorder de I'importance aux valeurs de ces fonctions aux différents points
considérés. De plus, ces valeurs n’ont de sens que pour un matériel et un environnement de développe-
ment précis, et ne sont donc pas significatives. Par contre, la forme des courbes dépend des méthodes

et des algorithmes utilisés, et reste donc significative quel que soit le matériel et I’environnement de
développement considérés.

Pour le premier exemple, I’objet considéré est un cercle. La méthode de recherche d’intersection consiste
a injecter ’équation du rayon dans I’équation implicite du cercle puis a résoudre une équation du second
degré en le parameétre du rayon. Le graphique montre bien la différence de temps de calcul entre des
rayons qui ont une intersection avec le cercle et des rayons qui n’en ont pas.

T Ty 1
144 1 1 ‘ 14
|
d AN
)
< \_. ]
~ N
!
0 To 0 .‘ Zo 0 l o
0 1 0 1 0 1
Variation en X, Variation en X, Variation en 8

3 8

2

s

, temps (s) N
temps (s)

8
., temps (s)

800 o om  oar om  om
X X 2]
0 1

Variations du temps de calcul d’intersection entre un rayon et un cercle.

Dans le deuxiéme exemple, I'objet considéré est un polygone. La méthode de recherche d’intersection
consiste & calculer direction l'intersection entre le rayon et chaque segment. La méme remarque que
dans le cas du cercle peut étre faite.
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Dans le troisieme exemple, I’'objet considéré est un polynéome. La méthode de résolution consiste tout
d’abord & tester 'intersection entre le rayon et un rectangle englobant le polynoéme, et, s’il y a inter-
section, & injecter I’équation du rayon dans le polyndme, puis a isoler les racines du polynéme obtenu,
enfin & affiner la précision a I'aide d’'une méthode de Newton. Le graphique montre bien les discon-
tinuités dues au critére géométrique d’exclusion par le rectangle englobant, et aussi les discontinuités
dues au nombre de racines trouvées.
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Complexité moyenne en temps

Ce paragraphe a pour but de donner une définition de la complexité en temps de calcul d’intersection
entre un rayon et un objet moyennée par rapport a I’ensemble des rayons issus de R.

Définition 1
La complexité moyenne en temps de la fonction Tp par rapport & I'ensemble R est définie de la
maniére suivante :

1

To=—-
© mes (R)

/ To (. w) du() do(w) . 2.1)
R
O

Cette définition est valable si I'intégrale existe. R est borné et la fonction Tp est dans L' (R), donc
Iintégrale a bien un sens. L’intérét de cette approche réside dans le fait que ’on définit une expression de
la complexité relatant I’ensemble des rayons considérés pour une simulation donnée. Cette complexité
moyenne en temps est donc représentative de la simulation considérée. Une des principales difficultés
est de définir ’ensemble R. Nous verrons au chapitre 4 un moyen de définir un ensemble représentatif
des simulations considérées.

2.2 Modéle géométrique CSG

Le modele géométrique de type CSG (Constructive Solid Geometry) définit une représentation

constructive des objets. Un objet est décrit par un arbre de construction, les nceuds de cet arbre
portent des opérateurs géométriques ou ensemblistes, les feuilles sont des objets primitifs. Des infor-
mations supplémentaires peuvent étre adjointes aux feuilles et aux noeuds (propriétés optiques, boites
englobantes, etc).
Dans un modele CSG, la représentation par un arbre de construction d’un objet fournit une description
implicite en ce sens que le contour de I’'objet n’est pas connu explicitement, il faut I’évaluer. De maniére
générale, cette description pose certains problémes. Par exemple, il est difficile de tester si un objet
décrit I'objet vide. Aussi, il est nécessaire de s’assurer de la cohérence des résultats par application des
opérateurs géométriques et ensemblistes. Cependant, ce modeéle est basé sur la théorie des ensembles,
il est par conséquent fiable et non ambigu.

2.2.1 Description

Requicha et Voelcker [67] furent les premiers a définir un modeéle géométrique CSG pour la repré-
sentation d’objets solides dans le contexte de la mécanique. De facon succincte, un modéle de type
CSG est défini par :

e un ensemble d’objets primitifs {P;};,
e un ensemble d’opérateurs géométriques {G;};,
e un ensemble d’opérateurs ensemblistes {E;};.

Un objet O relevant de ce modeéle est obtenu par applications successives d’opérateurs géométriques
et/ou ensemblistes sur des objets primitifs ou des objets du modele. C’est pourquoi il peut étre écrit
de la maniére suivante :

P si c’est un objet primitif
(0p,01,...,0,) sinon

ou O, est un opérateur n-aire et Oq,...,0, sont des objets CSG. Un objet O de type CSG, non
primitif, est donc représentable par un arbre syntaxique, appelé arbre CSG (figure 2.1).
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VRN

Op,11 Op,1.2
O1,1,1 Opi,1,1 O12,1

/N

O, - O1,1,1,n11.1

3yt

Fig. 2.1 — Représentation par un arbre syntaxique d’un objet de type CSG.

Pour décrire un systéme il est nécessaire de définir plusieurs objets. C’est pourquoi on introduit la notion
de scéne géométrique qui est une liste (ou collection) d’objets de type CSG. On notera O',..., OY une
telle liste composée de N objets.

Objets primitifs

La mise en ceuvre d’un modéle CSG dépend beaucoup de la définition des objets primitifs. Leur
nature répond aux besoins du contexte. Dans le cadre industriel de ’optique une importance particuliére
est accordée aux surfaces. Les objets primitifs doivent permettre de décrire un changement de milieu,
¢’est pourquoi ce sont des objets fermés. Ainsi I'information relative aux propriétés optiques peut étre
portée par l'objet. Il suffit de définir deux indices de réfraction optique® (intérieur et extérieur de
Pobjet). Certains objets primitifs, tel que la lentille, sont spécifiques au domaine (figure 2.2).

paveé polyédre fermé sphére ellipsoide
3 longueurs structure FCVL rayon diamétres
cylindre cone tore lentille

hauteur épaisseur
rayon grand rayon diamétre extérieur
longueur demi-angle au sommet petit et grand rayons  rayons de courbure

Fig. 2.2 — Objets primitifs volumiques.

311 faut comprendre le terme surface comme étant le lieu des points de discontinuité de I'indice de réfraction optique
(voir page 15).
*Voir définition page 15.
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Opérateurs géométriques
Les opérateurs géométriques permettent de définir des transformations géométriques a partir d’ob-

jets CSG. Les trois transformations de base sont :

e translation,

e rotation,

e homothétie.
Ces opérateurs sont de type unaire, par conséquent un objet résultant d’une transformation géométrique
s’écrit :

0 =(G,0) .

Pour décrire de telles transformations il est trés pratique, d’'un point de vue numérique, de se placer
dans I’espace projectif, c’est-a-dire de travailler avec un point z de coordonnées (g, z1, 2, 1) dans R*.
Ainsi chaque transformation est décrite par une matrice (4,4) :

T mir Mmiz2 M1z Mi4 Zo
) _ | m21 M2z Mm23 M2y T
zy || m31 msa m3z mgy T2

1 M4l M4z M43 M4y 1

La translation de vecteur (vg,v1,v3) est décrite par la matrice suivante :

1 0 0 Vo
0 10 U1
0 0 1 v
0 00 1

Pour les rotations de centre (0,0,0) et d’axe 'un des trois axes du repére, Iécriture est la suivante
(rotation d’angle 6 respectivement par rapport aux axes xg, T et ) :

1 0 0 0 cos# 0 sinf 0 cosf# —sinf 0 0
0 cosf —sinf 0 0 1 0 0 sinf cosf 0 O
0 sinf cosf 0 |’ —sinf 0 cosf 0 |’ 0 0 10
0 0 0 1 0 0 o0 1 0 0 0 1

Pour une rotation de centre et d’axe de rotation quelconque il est nécessaire d’effectuer une translation
puis une rotation pour se retrouver dans un repére correspondant a l'une des trois rotations de base,
puis d’appliquer la rotation, enfin il faut se ramener dans le repére d’origine par une rotation inverse
et une translation inverse. Cela se traduit par des produits de matrices.

L’homothétie de centre (0,0,0) et de rapports dans chaque direction (sg,$1,$2) est décrite par la
matrice suivante :

sp 0 0 O
0 s1 0 O
0 0 s2 0
0 0 0 1

Pour une homothétie de centre quelconque il est nécessaire d’effectuer une translation pour se placer
dans le repére centré en le centre de ’homothétie, puis ’homothétie, et, enfin, la translation inverse
pour se ramener au repére d’origine. Cela se traduit par des produits de matrices.

Toute autre transformation (telle que la réflexion ou la similitude) peut étre décrire a partir de ces
trois transformations de bases par des opérations de composition qui se traduisent par des produits
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de matrices. Une liste d’opérateurs géométriques se rameéne donc & une matrice (4,4) représentant la
succession des transformations appliquées. Au niveau de la structure de données, pour connaitre ’his-
torique de la construction, il est nécessaire de conserver les paramétres de la succession des transfor-
mations géométriques appliquée & un objet. Cependant, la matrice correspondante pourra étre calculée
a priori.

Remarque
Dire qu'un opérateur géométrique est appliqué & un objet signifie qu’il est appliqué a ’ensemble des
points constituant cet objet. Ce qui revient & effectuer une certaine transformation sur les paramétres
définissant 'objet en question. Par exemple, appliquer une translation & une sphére revient a appliquer
la translation & son centre. Appliquer une translation & une demi-droite (un rayon) décrite par une
origine et une direction revient & appliquer la translation & son origine. Appliquer une rotation a
une demi-droite revient a appliquer la rotation a l’origine et & la direction. Ce dernier exemple met
en évidence que les transformations géométriques envisagées sur un objet donné ne s’appliquent pas
telles quelles sur les parameétres définissant ’objet considéré.
Les transformations géométriques décrites dans ce paragraphe le sont pour des points de R3, il faut
donc garder & lesprit que des transformations adéquates pour les éléments de S? doivent étre envisa-
gées, de maniére a pouvoir décrire, en particulier, la transformation géométrique associée & un rayon.
0

Opérateurs ensemblistes

Les opérateurs ensemblistes permettent de définir des objets par construction a partir d’objets
primitifs ou d’objets de type CSG. Trois opérateurs de base suffisent a définir toutes les opérations
envisageables :

e 'union (ou),
e lintersection (et),
e la négation (non),

ou 'on a noté entre parenthéses 'opération booléenne correspondante. Les trois opérateurs ensem-
blistes généralement utilisés sont l'union (ou), lintersection (et) et la différence (diff = etnon)
(figure 2.3). La cohérence des objets résultants d’une construction a I’aide des opérateurs ensemblistes
n’est pas systématiquement vérifiée de maniére algorithmique. Il est donc nécessaire de respecter cer-
taines contraintes lors de l'utilisation de ces opérateurs.

-
d

01 ou 02 01 et 02 01 diff 02

Fig. 2.3 — Définition des opérateurs ensemblistes.
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2.2.2 Utilisation du modéle pour 'optique

Dans le contexte qui nous intéresse, la mise en place d’une simulation nécessite la définition d’un
systéme optique, c’est-a-dire la représentation de la fonction indice de réfraction optique n: X C R3 —
R. Ainsi, le contour d’un objet CSG est le lieu des points de discontinuité de la fonction 7. Dans notre
contexte, les objets peuvent étre classés en deux catégories par rapport aux propriétés optiques :

e les objets susceptibles d’émettre des photons,
e les objets qui définissent une discontinuité de la fonction 7.

Ainsi, un objet appartient & 'une, I'autre ou les deux catégories.

Objets primitifs

Les besoins particuliers de ’optique font qu’il est nécessaire, en plus des objets primitifs volumiques
(figure 2.2), de définir des objets primitif linéiques (figure 2.4) et des objets primitifs surfaciques
(figure 2.5).

ligne polyligne arc de conique

équation

2 points liste de points restreinte

Fig. 2.4 — Objets primitifs linéiques.

triangle rectangle quadrilatére polygone
3 points deux longueurs 4 points liste de points
disque ellipse polyeédre ouvert surface
polynomiale
petit et grand équation
rayon rayons structure FCVL restreinte

Fig. 2.5 — Objets primitifs surfaciques.

Les objets linéiques ne sont utilisés que pour la modélisation des sources de lumiéres telles que les
filaments des ampoules. L’indice de réfraction optique d’un objet linéique est celui du milieu dans
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lequel il est placé. En d’autres termes, il n’interagit pas avec des photons au cours d’une simulation.
Par contre, les objets surfaciques ou volumiques définissent bien une discontinuité de la fonction 7.
Seuls les objets volumiques permettent de définir des milieux distincts, c’est-a-dire des valeurs de 75
distinctes. En général i est une constante dans un milieu donné.

Les objets primitifs sont caractérisés par un ensemble de paramétres. Comme nous le verrons par
la suite, les calculs d’intersection entre des demi-droites et des surfaces constituent le coeur d’une
simulation. Ces calculs doivent étre précis et rapides. Une représentation par des fonctions implicites
des objets primitifs est un choix judicieux dans ce contexte.

Enfin, notons que les objets primitifs linéiques et surfaciques ne peuvent étre utilisés avec des opérateurs
ensemblistes.

Opérateurs constructifs

Les opérateurs constructifs permettent de construire des objets & partir d’objets primitifs non nécessai-
rement volumiques. Dans le cadre industriel de 'optique, deux opérateurs constructifs sont envisagés.
Ils permettent de définir les entités géométriques suivantes :

e la surface de révolution, obtenue par rotation autour d’un axe d’une courbe 2D (assemblage de
lignes et d’arcs de conique) (figure 2.6),

e la surface extrudée, obtenue par déplacement d’une courbe 2D (assemblage de lignes et d’arcs
de conique) le long d’un segment (figure 2.6).

surface de révolution surface extrudée

surface ouverte  surface fermée

Fig. 2.6 — Opérateurs constructifs : surface de révolution et surface extrudée.

Une surface de révolution est une collection d’objets primitifs surfaciques, c’est par conséquent un
objet surfacique. Cependant, il est possible de la considérer comme un objet volumique en rajoutant
deux disques aux extrémités de la surface (figure 2.6). Dans ce dernier cas une surface de révolution
peut étre utilisée pour les opérateurs ensemblistes.

Une surface extrudée est une collection d’objets primitifs surfaciques, et c’est un objet surfacique si la
courbe 2D considérée est ouverte, un objet volumique si elle est fermée (considérant que les domaines
délimités par les courbes fermées aux extrémités sont pris en compte). Dans ce dernier cas, une surface
extrudée peut étre utilisée pour les opérateurs ensemblistes.

Un opérateur constructif est caractérisé par un ensemble de paramétres. Pour assurer la cohérence de
I'objet résultant d’une construction & I’aide d’un tel opérateur, il est nécessaire de respecter certaines
contraintes. Celles-ci ne peuvent pas étre systématiquement vérifiées de maniére algorithmique, ce qui
nécessite une certaine rigueur pour l'utilisation de ces opérateurs.

Les objets ainsi construits sont assimilés & des objets primitifs, en ce sens que des algorithmes spécifiques
sont mis en place pour chacun des opérateurs constructifs considérés.
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2.2.3 Test d’intériorité

Le test d’intériorité est essentiel dans le contexte de 'optique. En effet, il permet de connaitre la
valeur de I'indice de réfraction optique en un point donné. Soit O un objet CSG. Soit £ un point de
R3. Le test d’intériorité consiste a déterminer la position de z par rapport a O, c’est-a-dire & savoir si
z € int(O) ou z € ext(0), ou, par convention, on a noté int(Q) U'intérieur de O et ext(O) I'extérieur
de O. On admet la relation :

int(0) Uext(O) Ucont(0) = X ,

ou cont(0) est le contour de l'objet O.

Cette notion de position d’un point par rapport & un objet n’a pas de sens pour des objets linéiques
ou surfaciques. Le test d’intériorité n’a donc de sens que pour les objets volumiques.

Trois cas se présentent. Si O est un objet primitif P, alors le test d’intériorité est propre a P. Ce test
n’a lieu d’étre que sur des objets primitifs volumiques. Si P est décrit par une fonction implicite f,
alors le test d’intériorité s’écrit, par convention sur le signe de f :

z €int(P) < f(z)<0.

Si O = (G, 01) ou G est un opérateur géométrique alors le test d’intériorité revient a une transformation
géométrique sur et un test d’intériorité sur Op, autrement dit :

z €int(G,0,) <= G () € int(0) .

Si O = (E,0q,...,0;,) ou E est un opérateur ensembliste alors le test d’intériorité se résume a
I’évaluation d’une expression booléenne :

x € int(0) < (E,z €int(0y),...,z € int(Oy,))

L’algorithme de test d’intériorité se résume donc & une étude de cas (algorithme 1).

Algorithme 1: Position d’un point par rapport a un objet CSG.
PositioN(z, O)
(1) switch O

(2) case O =P

(3) return POSITIONOBJETPRIMITIF(z, P)

(4) case O = (G,0y)

(5) return PosITION(G™!(z), Oy)

(6) case O = (E,04,...,0,)

(7) return EVALUER(E, POSITION(z, Oy),...,POSITION(z,O,,))

L’algorithme POSITIONOBJETPRIMITIF détermine la position d’un point par rapport & un objet primi-
tif. Il renvoie #nt si le point est & U'intérieur de l'objet considéré, ext s’il est & l'extérieur. L’algorithme
EVALUER évalue une expression booléenne et renvoie int ou ext.

Un point se situant sur le contour d’un objet CSG constitue un cas ambigu. Soit, par convention, il suffit
de considérer qu'un tel point est a l'intérieur ou & l'extérieur de 1’objet. Soit on interdit 'utilisation
de I’algorithme pour de tels points. Dans notre contexte, puisque l'intérét est de connaitre l'indice de
réfraction optique des milieux, et que cet indice n’a pas de valeur sur les contours des objets, il n’est
donc pas nécessaire d’accorder une importance particuliére & ce cas ambigu.
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2.2.4 Intersection entre un rayon et un objet

Soit O un objet CSG. Soit un rayon caractérisé par un point z et une direction w (appartenant a
la sphére unité, c’est-a-dire ||w|| = 1), noté Ry ,,. On pose par définition :

Rx,w:{yE[R?’, y=z+tw, t>0} .

On se propose de trouver, s’il existe, le premier point d’intersection entre le rayon et I'objet O, c’est-
a-dire le point xyi, défini par :

Tmin = o (T, W) ,
oil £o est la fonction de lancer de rayon® (figure 2.7) :
éo(z,w) =z +vo(zr,w)w,
oil v est la fonction distance aux surfaces® définies par objet CSG O (figure 2.7) :

inf{t >0, z+twe O} siRuyNOFD
vo(z,w) =

+o00 sinon

\m

Fig. 2.7 — Fonctions distance vo et lancer de rayon &o.

La recherche de la premiére intersection entre le rayon R, et le contour de 'objet O consiste dans
un premier temps & calculer 'intersection entre R, et tous les objets primitifs (y compris les objets
obtenus & partir d’opérateurs constructifs) qui constituent O, en tenant compte des opérateurs géo-
métriques rencontrés. Ensuite il faut trier ces intersections, par rapport aux opérateurs ensemblistes
rencontrés, de maniére a ne retenir que la plus proche de 'origine du rayon et qui se trouve sur le
contour de l'objet O. Nous allons présenter deux méthodes qui se différencient essentiellement par la
maniére de considérer et trier les intersections :

e la méthode utilisée dans le contexte industriel de 'optique, appelée méthode des epsilons,

e une méthode plus classique, appelée méthode de Roth (Roth [69]).

Méthode des epsilons

Si O est un objet primitif P (y compris obtenu a partir d’opérateurs constructifs), alors le calcul
d’intersection est propre & P.
Si O = (G,01) ou G est un opérateur géométrique alors il est nécessaire de placer le rayon dans le
repére de l'objet Oy, d’effecteur le calcul d’intersection et de replacer U'intersection obtenue dans le
repére d’origine, autrement dit :

RywN(G,01) =G (G (Ryw) NO1) .

Voir les définitions données au chapitre 1 page 21.
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Si O = (E,0q,...,0,) ou E est un opérateur ensembliste, alors il faut calculer l'intersection avec
chaque objet O;, puis trier ces intersections en fonction de 'opérateur ensembliste E. Les algorithmes
de calcul d’intersection entre un rayon et un objet renvoient un couple (Zmin, tmin) composé du point
d’intersection recherché et du parameétre correspondant sur le rayon :

Tmin = T + tmin W .
La recherche de la premiére intersection entre R, ,, et chaque objet O; est un couple (xmin,i, tmin,i). Le

tri des points d’intersection ainsi obtenus consiste a ne retenir que le point le plus proche de 'origine
du rayon, c’est-a-dire le point correspondant au paramétre le plus petit (figure 2.8) :

tmin = miin (tminyi) -

0O, diff Oy

s

Fig. 2.8 — Méthode des epsilons.

Ensuite, il reste a vérifier que zmin est bien sur le contour de I'objet O. Pour ce faire, il est nécessaire
d’éliminer les surfaces virtuelles, c¢’est-a-dire qui ne sont pas sur le contour de 'objet O (pointillés sur
la figure 2.8), ce que permet le test d’intériorité. Il suffit de vérifier que le rayon traverse le contour de
O au point Zyin, autrement dit que la propriété suivante est vérifice (figure 2.9) :

z €int(0) = (Tmin +ew) € ext(0)

de tel que
z €ext(0) = (Tmin +€w) € int(0)

z € ext(0) z € int(0)

Fig. 2.9 — Le rayon traverse le contour de [’objet.

L’algorithme de recherche de la premiere intersection entre R, et O consiste en une étude de cas et
un parcours récursif de I’arbre syntaxique représentant O (algorithme 2).
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Algorithme 2: Méthode des epsilons.
INTERRAYONOBJETCSG-ME(R; 4, O)

Tmin ¢ T + tmin W
choisir € petit
pos < POSITION(Z iy + €w, O)
if pos = posini
T < Tmin + €W
else
trouve < true
return (¢min, Imin)

[\)
-~

(1) switch O

(2) case O =P

(3) return INTERRAYONOBJETPRIMITIF (R, 4, P)
(4)  case O =(G,0,)

(5) (z',w') + (G~ H(z), G (w))
(6) (¢ yin> Imin) <= INTERRAYONOBJETCSG-ME(Ry 4, O1)
(7) if ¢! . < 400

8) bunin G (' + ) — 2
(9) else

(10) tmin < +00

(11) return (tmin, Imin)

(12) case O = (E,0q,...,0,)

(13) trouve < false

(14) posini < POSITION(z, O)

(15) while not trouve

(16) (tmin, Imin) ¢ (400, {})

(17) fori=1ton

(18) (t,I) « INTERRAYONOBJETCSG-ME(Ry 4, O;)
(19) if t < tmin

(20) (tmins Imin) < (¢, 1)
(21) if tmin = +00

(22) trouve < true

(23) else

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

L’algorithme INTERRAYONOBJETPRIMITIF calcule la premiére intersection entre un rayon et un objet
primitif. Si une intersection existe, alors il renvoie le parameétre correspondant sur le rayon et, éven-
tuellement, diverses informations relatives a 1'objet et au point d’intersection trouvé (une référence
a lobjet primitif considéré, le point dans ’espace des paramétres pour un objet paramétrique, etc).
Sinon, par convention, il renvoie (+00,{}). Le choix d’une valeur € pour se déplacer le long du rayon,
en vue de vérifier si le rayon traverse le contour d’'un objet volumique, n’est pas trivial. Il doit étre
suffisamment petit pour ne pas traverser a nouveau le contour de I’objet considéré, mais pas trop petit
pour des raisons numériques (précision, tolérances géométriques). Son choix est d’autant plus difficile
dans le cas de rayons proches du plan tangent a l'objet considéré ou proches de parties de ’objet a
forte courbure.

Méthode de Roth

La méthode de Roth (Roth [69]) se différencie de la méthode des epsilons au niveau du calcul
des points d’intersection. En effet, les algorithmes de calcul d’intersection entre un rayon et un objet
renvoient une liste d’intervalles d’intersection L qui correspond aux intersections avec le contour de
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I'objet considére (figure 2.10). C’est une liste de doublets de nombres réels correspondants a des valeurs
du parameétre sur le rayon. Elle est ordonnée de maniére croissante :

{ L= {(tlyl’tlﬂ)a s (tm,latm,Z)}

t1p St < <imi <tm2

Pour les objets surfaciques on a t; 1 = ¢; 2 puisque ces objets n’ont pas d’épaisseur.

Fig. 2.10 — Liste d’intervalles d’intersection.

Si O est un objet primitif P (y compris obtenu & partir d’opérateurs constructifs), alors le calcul
d’intersection est propre a P.

Si O = (G,01) ou G est un opérateur géométrique alors on est ramené au méme cas que dans la
méthode des epsilons, c’est-a-dire :

RywN(G,01) =G (G H(Ryw)NO1) .

Si O = (E,0q,...,0,) ou E est un opérateur ensembliste, alors il faut calculer la liste d’intervalles
d’intersection avec chaque O;, puis trier ces listes en fonction de 'opérateur ensembliste E. L’inter-
section entre R, , et chaque objet O; est caractérisé par une liste d’intervalles d’intersection L;. La
liste d’intervalles d’intersection entre R, et O résulte de l'application de 'opérateur E aux listes
Ly,...,Ly, (figure 2.11). Le point d’intersection recherché correspond a la premiére valeur, notée ¢,
dans la liste L résultante :

Tmin =T+l 1w .

01 ou 02 01 diff 02
W
B
e
[
(|
//\~
e
.//
Lmin
W
X
Ly, —————+—

Fig. 2.11 — Méthode de Roth.
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La premiere intersection entre IR, ,, et O est donc donnée par le premier élément de la liste d’'intervalles
d’intersection associée a O (algorithme 3).

Algorithme 3: Méthode de Roth.
INTERRAYONOBJETCSG-MR(R; 4, O)

(1) (L,I) <= LISTEINTERRAYONOBJETCSG (R, 4, O)
(2)  return (L[1],1)

L’algorithme LISTEINTERRAYONOBJETCSG calcule la liste d’intervalles d’intersection pour un rayon
et un objet donnés (algorithme 4). Si une intersection existe, alors il renvoie une liste d’intervalles
d’intersection et, éventuellement, des informations relatives & I'objet et au point d’intersection trouvé
(une référence aux objets primitifs considérés, les points dans ’espace des parameétres pour des objets
paramétriques, etc). Sinon, par convention, il renvoie (0, {}).

Algorithme 4: Méthode de Roth (liste d’intervalles d’intersection).

LISTEINTERRAYONOBJETCSG(R; 4, O)

) switch O

) case O =P

) return LISTEINTERRAYONOBIJETPRIMITIF (R, 4, P)

) case O = (G,0y)

) (@) e (G, G ()

6) (L', I) < LISTEINTERRAYONOBJETCSG (R, 41, O1)

) return (G(L'),I)

) case O = (E,04,...,0,)

) fori=1ton
0) (Li, I;) < LISTEINTERRAYONOBJIETCSG (R 4, O;)
1) return LISTEEVALUER(E, Ly, ..., Ly, Iy,...,I,)

L’algorithme LISTEINTERRAYONOBJETPRIMITIF renvoie la liste d’intervalles d’intersection d’un rayon
avec un objet primitif et, éventuellement, diverses informations. L’algorithme LISTEEVALUER évalue
une liste d’intervalles d’intersection a partir d’un opérateur ensembliste appliqué & d’autres listes et,
éventuellement, met & jour les informations relatives aux objets et aux intersections.

2.2.5 Equivalence avec un arbre binaire

Commencons par rappeler quelques définitions et notions élémentaires relatives aux arbres®. Un
arbre est un graphe orienté particulier, c’est-a-dire une ensemble de nceuds dont certains sont reliés
par des branches orientées. Si une branche méne d’un neeud a vers un nceud b alors on dira que a est
le pére de b ou bien que b et le fils de a (figure 2.12). Puisque 1'orientation des branches dans un arbre
est intuitive on se contentera de les représenter par un trait (sans fleche).

a
a pére de b

b fils de a

Fig. 2.12 — Définition des neeuds pére et fils.

®Pour plus de précision, voir des ouvrages généraux tel que celui écrit par Froidevaux, Gaudel et Soria [40].
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Les noeuds qui n’ont pas de fils sont appelés feuilles, les autres sont appelés nceuds internes. Un seul
nceud n’a pas de pére, c’est la racine de ’arbre. Le niveau d’un nceud est égal a un plus la longueur du
plus court chemin pour aller de la racine de I'arbre & ce nceud. Par définition, la racine est un noeud
de niveau 1. La hauteur d’un arbre est le niveau maximal.

o 1
n froe 2 7 : racine
/ \ n4 : nceud interne
f ni oo 3 f : feuille
fo 4
niveau

Fig. 2.13 — Notations pour un arbre.

Un arbre binaire est un arbre dont chaque nceud interne posséde exactement deux fils. Le dénombrement
des nceuds dans de tels arbres est trivial. En effet, un arbre binaire comportant m feuilles contient
m — 1 neeuds internes, donc au total 2m — 1 neeuds. Deux formes d’arbre binaire sont particuliérement
intéressantes : les arbres binaires équilibrés et les arbres binaires dégénérés (figure 2.14). Les hauteurs
de ces arbres sont les suivantes :

{ 1+ logy(m) si arbre équilibré

m si arbre dégénéré

ol m est le nombre de feuilles de 'arbre considéré.
[}
/\
[ ) [ )
/\
[} [ ]
/\
[ ] [ )

./.\.
AN

équilibré dégénéré
Fig. 2.14 — Arbres binaires équilibré et dégénéré.

Un objet CSG est représenté par un arbre quelconque. L’intérét de la proposition suivante est de
donner une représentation équivalente par un arbre binaire. Cela permettra, entre autres, d’utiliser les
expressions simples de dénombrements des nceuds internes et des feuilles. De plus, la représentation
des objets CSG sera ainsi fixée pour la suite.
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Proposition 1
Tout objet CSG, issu du modele géométrique considéré, peut étre représenté par un arbre binaire,
dont tous les éléments contiennent un opérateur géométrique, éventuellement 1’identité.
Donc, un noeud interne de cet arbre contient un opérateur géométrique et un opérateur ensembliste,
et une feuille contient un opérateur géométrique et un objet primitif (y compris les objets construits
a partir des opérateurs constructifs).
m]

Preuve Le principe de la démonstration est d’étudier trois cas de figure envisageables pour un objet
CSG (objet primitif, objet construit & partir d’un opérateur géométrique et objet construit a partir
d’un opérateur ensembliste).

Soit O est un objet primitif (y compris les objets construits & partir des opérateurs constructifs).
L’arbre le représentant se réduit & un seul élément, c’est donc bien un arbre binaire. On peut associer
a la racine de cet arbre 'opérateur géométrique identité.

Soit O = (G, 01) ou G est un opérateur géomeétrique. Considérons que la proposition est vérifiée pour
le sous-arbre représentant I'objet O1. L’objet O est représenté par un arbre unaire. On peut simplifier
cet arbre en placant 'opérateur géométrique au niveau de ’objet sur lequel il opére (figure 2.15). On
a donc remplacé une branche unaire de I'arbre par un seul élément c’est donc bien un arbre binaire.
Puisque 'arbre représentant O; est supposé vérifier la proposition, 'arbre représentant O vérifie aussi
la proposition.

G
— (Ga Ol)
O

Fig. 2.15 — Convention de représentation d’un opérateur géométrique.

Soit O = (E,04,...,0,) ou E est un opérateur ensembliste. Considérons que la proposition est
vérifiée pour les sous-arbres représentants les objets Oy,...,0,. Si EF = diff, alors la proposition est
bien vérifiée puisque c’est un opérateur binaire, et que 'on peut lui associer 'opérateur géométrique
identité. Si £ = ou ou E = et, alors il suffit de remarquer que I’arbre syntaxique représentant
ce type d’opérateur est équivalent & un arbre binaire (figure 2.16). On peut lui associer 'opérateur
géométrique identité, la proposition est donc bien vérifiée.
E
@) E

1O/ \O

Fig. 2.16 — Hypothése de représentation pour les opérateurs ensemblistes ou
et et.

E
JIN =
O 0s 0y

Pour appliquer la proposition 1, on procéde en deux étapes. Tout d’abord, on regroupe les branches
unaires issues d’un opérateur géométrique. On obtient ainsi un arbre dont les nceuds contiennent deux
éléments : un opérateur géométrique et un opérateur ensembliste ou un objet primitif. Ensuite, on
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éclate les nceuds comportant au moins trois fils, en prenant garde de ne transmettre que 'opérateur
ensembliste (il faut associer aux nouveaux nceuds ainsi créés 'opérateur géométrique identité).

Exemple 1
Soit un objet O construit par union de trois objets primitifs Py, P» et P3. Des opérateurs géomé-
triques G, G5 et G'3 sont appliqués respectivement & Py, P» et P3. Sur 'objet résultant un opérateur
géométrique G est appliqué. L’arbre CSG associé & O comporte 8 nceuds.

G

/IN

G Go G3

Py P P

La proposition 1 précise qu’'une représentation par un arbre binaire équivalente & cet arbre existe.
Pour la trouver on commence par regrouper les branches unaires issues d’opérateurs géométriques,
puis on éclate les nceuds comportant plus de deux fils.

(G,ou)

(G, ou) / \
/ ’ \ (Gi,P1)  (Id,ou)

(G1,Pr) (G2, P») (G3, P3) / \
(G2, P») (G, P3)

regroupement éclatement

2.2.6 Complexité en mémoire

Dans ce paragraphe, on cherche a évaluer la complexité en mémoire d’une scéne géométrique de
type CSG, c’est-a-dire d’une liste d’objets CSG O!,...,O". Cette complexité représente la place pour
stocker toutes les données définissant cette liste d’objets, on la note Mp1 _on, et on a la relation
suivante :

N
Mo, ov = ZMOk ; (2.2)
k=1

ott My est la complexité en mémoire pour 'objet OF. Pour calculer cette complexité en mémoire, il
est donc nécessaire d’évaluer la complexité en mémoire pour un objet CSG.
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Proposition 2
Notons Mp la complexité en mémoire pour l'objet primitif P et Mp, la complexité en mémoire pour
Popérateur O,,. Alors la complexité en mémoire pour un objet CSG O s’écrit de maniére récursive :

Mp siO=P
Mo = n
M@p + ZMOi +n SiO:(Op,Ol,...,On)
1=1

]

Preuve Il faut distinguer deux cas. Si O est un objet primitif P (y compris les objets construits a
partir d’opérateurs constructifs) alors la complexité en mémoire est propre a P, et on a :

Mo = Mp .

Si O = (0,,01,...,0,) alors il faut compter le nombre de parameétres caractérisant 'opérateur O,,
rajouter les complexités en mémoire pour les objets O; et tenir compte des liens vers les objets.
Chaque lien peut étre vu comme un pointeur vers un objet, la complexité en mémoire associée est 1.
Ainsi, la complexité en mémoire pour un tel objet s’écrit de maniére récursive :

n
MO:MOp + ZMoi +n.
i=1

Cette expression récursive n’est pas trés explicite, c’est pourquoi on propose de donner une expression
de la complexité en mémoire d’un objet CSG qui soit fonction des objets primitifs considérés, et des
opérateurs rencontrés. Pour ce faire on utilise la proposition 1 qui permet de travailler avec un arbre
binaire.

Proposition 3
Soit O un objet CSG construit & partir de m objets primitifs P, ..., Pp,. Notons Mp la complexité
moyenne en mémoire sur I’ensemble des objets primitifs considérés :

Notons Mg la complexité moyenne en mémoire sur ’ensemble des opérateurs géométriques associés
aux éléments de ’arbre binaire :

1 2m—1
Mg= —— M~
G 2m— 1 JZI G,j o

ou Mg j est la complexité en mémoire de 'opérateur géométrique associé a I’élément j de ’arbre. La
complexité en mémoire s’écrit de la maniére suivante :

M0:(2M0+Mp+3)m— (Mg+3) . (2.3)
]

Preuve La proposition 1 précise que 'objet CSG O peut étre représenté par un arbre binaire. Pour
comptabiliser la complexité en mémoire de cet arbre, il suffit de recenser les différentes complexités
relatives aux nceuds. Un nceud interne contient un opérateur géométrique et opérateur ensembliste,
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dont la complexité en mémoire vaut 1 (un entier suffit a caractériser un tel opérateur). Un arbre
binaire contient m — 1 nceuds internes, la complexité en mémoire associée a 1’ensemble des nceuds
internes s’écrit donc :

m—1

Z (Mgj+1).

j=1

Une feuille contient un opérateur géométrique et un objet primitif. Un arbre binaire contient m
feuilles, la complexité en mémoire associée & I’ensemble des feuilles s’écrit donc :

m

Z(MG,Z' + Mp,) .
i—1

Pour trouver I'expression proposée, il suffit de sommer les deux quantités précédentes et de rajouter
la complexité en mémoire des liens vers les objets, a savoir 2 (m — 1), puis d’injecter les expressions
de Mp et de Mg.

Pour se donner un ordre de grandeur, remarquons qu’un opérateur ensembliste est caractérisé par un
seul parameétre et que les opérateurs géométriques de base sont caractérisés par quelques paramétres.
La translation nécessite un vecteur, la rotation un point, un vecteur et un angle et I’lhomothétie un
point et trois nombres réels.

Exemple 2
Soit un objet O construit par union d’une sphére P; et d’un cylindre P». Le nombre d’objets primitifs
est donc m = 2. Un opérateur de translation G est appliqué a la spheére tandis qu’un opérateur de
rotation G est appliqué au cylindre. Aucun opérateur géométrique n’est appliqué sur I’objet résultant
de l'union.

(Id,ou)

/ N\

(G, P) (G2, P)

La spheére est caractérisée par un rayon, donc Mp, = 1, le cylindre est caractérisé par un rayon et une
longueur, donc Mp, = 2. La complexité moyenne en mémoire sur I’ensemble des objets primitifs est
donc Mp = (1 +2)/2 =3/2.

L’opérateur géométrique de translation G est caractérisé par un vecteur, c’est-a-dire par trois
nombres réels, donc Mg, = 3. L’opérateur géométrique de rotation est caractérisé par trois angles,
donc Mg, = 3. L'opérateur géométrique identité est associé a1’objet résultant. La complexité moyenne
en mémoire sur l’ensemble des opérateurs géométriques est donc Mg = (0 + 3+ 3)/3 = 2.

La complexité en mémoire pour l'objet O s’écrit donc :

Mop=(4+3/2+3)2 — (2+3) =12

2.2.7 Complexité en temps

Dans ce paragraphe, on cherche a évaluer la complexité en temps de recherche de la premiére
intersection entre un rayon R, ,, et une scéne géométrique de type CSG, c’est-a-dire une liste d’objets
CSG O, ...,0", pour une méthode naive (algorithme 6 page 90). Cette complexité représente le coiit



2.2 Modéle géométrique CSG 53

en temps de ’exécution de l’algorithme qui retourne, s’il existe, le point d’intersection recherché, on la
note To1, . o~ (2, w), et on a la relation suivante (proposition 13 page 90) :

N
TOl,...,ON (z,w) = ZTO’“ (z,w) , (2.4)
k=1

ot Tk (z, w) est la complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre le rayon R, ,, et
I'objet OF. Pour calculer cette complexité en temps il est nécessaire d’évaluer la complexité en temps
pour un objet CSG. Et pour ce faire, il faut distinguer les deux méthodes envisagées. Dans chaque
méthode, on se donnera un objet CSG et on différenciera les trois cas suivants :

e O est un objet primitif P (y compris les objets construits a partir d’opérateurs constructifs),
e O =(G,0q) ou G est un opérateur géométrique,

e O=(E,04,...,0,) o E est un opérateur ensembliste.

Test d’intériorité

[’étude de la complexité en temps de la méthode des espilons nécessite de connaitre la complexité
en temps du test d’intériorité (algorithme 1). On considére que la complexité en temps de ce test
est indépendante du point considéré. Cette restriction est justifiée si la complexité en temps du test
d’intériorité appliqué a un objet primitif est indépendante du point considéré. Tout dépend donc des
objets primitifs pris en compte et surtout du test d’intériorité propre a chacun de ces objets. Pour
des objets primitifs représentés par une fonction implicite (la sphére par exemple), le test d’intériorité
se rameéne & une évaluation de fonction. L’hypothése faite est donc valable. Pour des objets primitifs
représentés par un ensemble de fonctions implicites (un cylindre par exemple), le test d’intériorité se
raméne & une évaluation de chacune des fonctions. Cependant, une optimisation de la méthode consiste
a évaluer chaque fonction tant que le critére d’intériorité est vérifié. Toutes les fonctions ne sont donc
pas nécessairement évaluées, la complexité en temps devient donc dépendante du point considéré. Ce
qui contredit notre hypothése. Pour pallier ce probléme, il suffit de considérer une complexité moyenne
en temps sur les objets primitifs.

Rajoutons a ces justifications le fait que, dans notre contexte, les tests d’intériorité sont appliqués a
des points issus d’intersections entre un rayon et un objet, ils sont donc tous situés au voisinage des
contours réels de ces objets.

Proposition 4
Notons T, p la complexité en temps du test d’intériorité appliqué & un objet primitif P. Notons Tz
la complexité en temps relative au calcul de la transformée d’un point par un opérateur géométrique.
La complexité en temps du test d’'intériorité appliqué a un objet O s’exprime de maniére récursive :

( Tpos,P siO=P

Ta + Tpos,01 si 0= (G, 01)
Tpos,O =9

n
Y Tyeso,  s10=(E,0i,...,0,)

\ Z:l

]

Preuve Soit O est un objet primitif (y compris les objets construits a partir d’opérateurs construc-
tifs). Alors la complexité en temps du test d’intériorité est propre a 'objet primitif :

Tpos,O = Tpos,P .



54  Chapitre 2 - Représentation des objets et algorithmes de base

Soit O = (G,01) ou G un opérateur géométrique. La complexité en temps associée consiste en une
transformation géométrique sur un point et un test d’intériorité sur 'objet O, d’oll une expression
récursive :

Tpos,O = TG + Tpos,01 .

Soit O = (E,04,...,0,) ou E un opérateur ensembliste. Il suffit de supposer que la complexité en
temps de I’évaluation de l’expression booléenne (algorithme EVALUER) est négligeable par rapport
aux complexités en temps du test d’intériorité appliqué aux objets Oq,...,0,. La complexité en
temps associée s’écrit donc de maniére récursive :

n
Tpos,O = g Tpos,Oi .
=1

Utilisons la proposition 1 qui permet de travailler avec un arbre binaire pour établir une expression
plus explicite de la complexité en temps.

Proposition 5
Soit O un objet CSG construit & partir de m objets primitifs P, ..., Py,. Notons Tj,es p la complexité
en temps moyennée sur I’ensemble des objets primitifs :

T
T, = — E T, )
pos,P pos,P; -
m
=1

Notons T la complexité en temps relative au calcul de la transformée d’un point par un opérateur
géométrique. Notons ¢ la proportion d’éléments de 'arbre qui sont associés & un opérateur géométrique
qui n’est pas l'identité. La complexité en temps du test d’intériorité appliqué a I'objet O s’écrit :

Tpos,O = (2m - 1) éTG + mTpos,P . (25)
[m]

Preuve Soit O un objet CSG construit a partir de m objets primitifs Py, ..., P, (y compris les objets
construits & partir des opérateurs constructifs). La proposition 1 précise que 'objet CSG O peut étre
représenté par un binaire. Pour évaluer la complexité en temps du test d’intériorité appliqué & O il
suffit de comptabiliser les différentes complexités relatives aux nceuds de cet arbre. Un neceud interne
contient un opérateur géométrique et un opérateur ensembliste. L’évaluation booléenne est négligeable
devant les autres complexités. Un arbre binaire contient m — 1 nceuds internes, la complexité en temps
du test d’intériorité associée a ’ensemble des nceuds internes s’écrit donc :

m—1

> T s
Jj=1
ou T ; est la complexité en temps de I'opérateur géométrique associé au nceud j de I'arbre.

Une feuille contient un opérateur géométrique et un objet primitif. Un arbre binaire contient m
feuilles, la complexité en temps du test d’intériorité associée a I’ensemble des feuilles s’écrit donc :

m

Y (Tai + Tyos,p,) -
i=1
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Pour exprimer la complexité en temps sur tous les éléments de ’arbre considéré, il suffit de sommer
les deux quantités précédentes puis d’injecter I'expression de T p, €n remarquant que par définition
deona:

m—1 m

Taj + Y Tai=@2m—1)¢(Tq .

D’ot I'expression proposée pour Tjes.0-

Exemple 3
Soit un objet O construit par union d’une sphére P; et d’un cylindre P». Le nombre d’objets primitifs
est donc m = 2. Un opérateur de translation G est appliqué a la spheére tandis qu’un opérateur de
rotation G9 est appliqué au cylindre. Aucun opérateur géométrique n’est appliqué sur I'objet résultant
de 'union.

(Id,ou)

/ N\

(G, Py) (G2, P)

Il y a 2 opérateurs géométriques dans ’arbre binaire associé & O, leur proportion est donc & =
(0+141)/3 =2/3. La valeur de la complexité en temps du test d’intériorité appliqué a O est donc :

Tpos,O = 2TG + 2Tpos,P .

Méthodes des epsilons

En particulier pour une écriture plus simple des cas oul il n’y a pas intersection, on introduit la
fonction suivante.

Définition 2
On note 1 o une fonction définie sur R a valeurs dans {0, 1}, dont I’expression est la suivante :

1 siRppyNO#D
0, w) = . 2.6

0 sinon

La fonction 1z o est appelée indicatrice d’intersection sur O relativement a R.
O

Pour donner une expression relativement simple de la complexité en temps pour la méthode des epsilons
il est nécessaire de faire une hypothese supplémentaire sur la fonction Tp. On suppose donc que la Tp
est constante pour des points se trouvant sur un méme rayon et situés dans un voisinage de l'objet O
(par rapport aux objets primitifs de O). Soit R, , un rayon isssu de R. La présente hypothése signifie
que pour des points y se trouvant sur R ,, et situés dans un voisinage de 'objet O alors on a 1’égalité
suivante :

TO(yaw) = To(ZE,’LU) :
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T

Fig. 2.17 — Hypothese sur la fonction Tp.

Cette hypotheése est justifiée par le fait que les calculs d’intersection pour des rayons dont les origines
se trouvent sur R, ,, et de direction w sont semblables puisque ces rayons sont tous portés par le méme
rayon I ..

La proposition suivante donne une expression récursive de la complexité en temps pour la méthode des
epsilons (algorithme 2).

Proposition 6
Soit Ry, un rayon. Notons Tp(z,w) la complexité en temps de recherche de la premiére intersec-
tion entre le rayon et l'objet primitif P. Notons T la complexité en temps relative au calcul de la
transformée d’un point ou d’un vecteur par un opérateur géométrique. Notons ko (z,w) le nombre de
surfaces virtuelles rencontrées par le rayon considéré lors de la recherche de la premiére intersection
avec un objet O. La complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre le rayon R, ,,
et un objet O s’exprime de maniére récursive :

Tp(z,w) siO=P
To(x,w) = 3Tq +To, (x',w') si O = (G, 01) R
Tgo(z,w) siO=(E,01,...,0yp)

ot 7’ et w' sont les paramétres du rayon G~1(Ry.4), et Tr o7, w) est donné par :

n

TE’O(.’L‘,UJ) = (ko(z,w) +1) (Z (TOi (z,w) + Tpos,Oi)) + 173,0({1;‘,11)) (Z Tpos,Oi) )
=1

=1

ol Tpos,0; st la complexité en temps du test d’intériorité appliqué & I'objet O;.

Preuve Soit R, ,, un rayon.
Si O est un objet primitif P (y compris les objets construits & partir d’opérateurs constructifs) alors
la complexité en temps est propre a l'algorithme de calcul d’intersection du rayon avec P et on a :

To(z,w) = Tp(z,w) .

Si O = (G,01) ou G est un opérateur géométrique, alors il faut décomposer la méthode. Dans un
premier temps, le rayon R ,, est transformé & l'aide de l'opérateur G -1,

Ry =G (Ryw) -

La complexité en temps associée est 2T (il faut transformer les deux parameétres du rayon). Ensuite,
la recherche de la premiére intersection entre le rayon R, et I'objet O est effectuée. La complexité
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en temps associée est Tp, (z/,w'). Enfin, le point d’intersection recherché, s’il existe, doit étre replacé
dans le repére de O, ce qui s’obtient par application de 'opérateur géométrique G. La complexité en
temps associée est T¢;. La complexité en temps totale pour la recherche de la premiére intersection
entre le rayon R ., et 'objet O s’écrit donc de maniére récursive :

To(z,w) = 3T¢ + To, (', w') .

SiO=(F,0,...,0,) ou E est un opérateur ensembliste, alors la complexité en temps associée se
rameéne a un calcul d’intersection sur les objets Oq,...,0, et & des tests d’intériorité sur 'objet O.
Le nombre de ces tests dépend de I’existence d’une intersection entre le rayon Ry, et 'objet O (test
conditionnel des lignes 21 a 30 de lalgorithme 2). Ainsi, la complexité en temps recherchée s’écrit de
maniére récursive :

ko(z,w)+1 / n
To (.’L‘, w) = TPOS,O + Z (Z TOi («'L'ja ’LU) + ILR,Ol,...,On (xja w) Tpos,O) )
=1 i—1

ou ko(z,w) + 1 est le nombre de fois ou le calcul de recherche de la premiére intersection est effectué
(boucle conditionnelle des lignes 15 a 30 de l'algorithme 2), ce qui signifie bien que ko (z,w) est le
nombre de surfaces virtuelles rencontrées, 1, ..., Tx,(z,w)+1 Sont les origines successives des différents
rayons générés le long du rayon R, ,, lors des calculs répétés :

rj=zj 1+ (tj1+e_1)w, jE€{2,...,ko(z,w) + 1}, ko(z,w) > 1
rN =T

ou les ¢; sont les distances successives calculées et les €; sont les petits déplacements effectués le long
du rayon pour les tests d’intériorité et, enfin, o1 1z o,,....0, est une fonction définie sur R & valeurs
dans {0,1} qui vaut 1 si au moins une intersection entre R, ,, et un des objets O; existe :

1 sidie{l,...,n} tel que ij,wﬂoi#(b

1r,0,..,0,(%j,w) = { .
0 sinon

y3+63w:x4
Y3
Y2 + €2 w = T3

YL+ €1 w = To
r =T

Succession des calculs en se déplagant le long du rayon.

La succession des calculs pour des rayons dont les origines se trouvent sur le méme rayon R, et
dont la direction est w permet de considérer que la complexité en temps de recherche de la premiére
intersection avec 'objet O; est constante pour les rayons R, .. On a donc les égalités suivantes :

To,(zj,w) = To,(z,w) ,Vj € {l,...,ko(z,w) + 1} .

D’autre part, on remarque que la fonction 1z 0, .0, vaut nécessairement 1 pour tous les points
(zj,w) tels que j € {1,...,ko(z,w)}. En effet, pour ces points il y a bien existence d’une surface
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virtuelle ayant une intersection avec le rayon Ry, .. Par conséquent, on peut regrouper les termes
contenant T} 0 de la maniére suivante :

ko (z,w)+1

Thos,0 + Y 17,0100 (), W) Tpos,0 = (ro(,w) + 1) Thos,0
j=1

+ 1Rr,04,...,0n (xno(x,w)-i-law) Tpos,O .

Dans le dernier terme, le facteur devant T},4s,0 correspond a I'indicatrice d’intersection entre le rayon
Ry et objet O (c’est le dernier calcul effectué), c’est-a-dire :

]]-R,Ol,...,On (:L'no(w,w)Jrlaw) = ]]-R,O(:L'aw) .

D’aprés la proposition 4 la complexité en temps du test d’intériorité s’écrit :

n
Tpos,O = Z Tpos,Oi .
i=1

Ainsi la complexité en temps recherchée s’écrit finalement :

n

To(z,w) = (ko(z,w) +1) (Z (To, (z,w) + Tpos,Oi)) + 1r0(z,w) (Z Tpos,0i>
i=1

=1

D’ou expression de la complexité en temps proposée.

Remarque
Le nombre de surfaces virtuelles rencontrées ko (z, w) est relié aux nombres d’intersections Ao, (z, w)
entre le rayon R, ., et les objets O; par I'inégalité suivante :

0 < rolz,w) <Y Ao, (z,w) . (2.7)
=1

Par contre, il n’y a pas de relation particuliére entre ko(z,w) et Ao(z,w).

O = 0, diff Oy
ko(z,w) =2
)\0(.’1;‘,11)) =2

>‘01 (:I,‘,w) + >‘O2 (xaw) =4

Lien entre le nombre de surfaces virtuelles rencontrées et le nombre d’inter-
sections.

De méme que pour le nombre d’intersections, le nombre de surfaces virtuelles rencontrées est une
fonction de L' (R) continue par morceaux.

|
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La définition suivante donne une caractérisation de la proportion de rayons issus de R qui ont une
intersection avec un objet.

Définition 3
La proportion de rayons issus de R qui ont une intersection avec un objet O est donnée par le nombre
réel suivant :

10 = sz [ Tolww) duta) dotw) (2.5)
O

La définition précédente est cohérente. En effet, 'intégrale au numérateur a bien un sens puisque
lindicatrice d’intersection est une fonction bornée, donc dans I’espace métrique L' (R). D’autre part,
on remarque que yr,0 € [0, 1], et, par définition de Iindicatrice d’intersection, ce nombre représente
bien la proportion de rayons issus de R qui ont une intersection avec ’'objet O considéré.

Le corollaire suivant exprime la complexité moyenne en temps pour la méthode des epsilons (algo-
rithme 2).

Corollaire 1
Soit R; un sous-ensemble de R ol ko est constante. La complexité moyenne en temps de recherche
de la premiére intersection entre un rayon issu de R; et un objet O s’écrit de la maniére suivante :

Tp siO=P
To = 3Ta -I—Tol si O = (G,Ol) ,
TE,O SiO:(E,Ol,...,On)

ol TE,O est donné par :

n n
Tpo = (kolr, +1) (Z (To, + TpOS,Oi)) + Yr;.0 (Z Tpos,0i> ;
i=1

i=1

ol Kp|R; est la valeur de ko sur R;.
m}

Preuve Il suffit d’appliquer la définition 1 de la complexité moyenne en temps par rapport a l’en-
semble de rayons issus de R; a l’expression de la complexité de la proposition 6.
]

Remarque
Le corollaire 1 exprime la valeur de la complexité moyenne en temps sur un sous-ensemble de R.
Les cas O = P et O = (G,0;) peuvent étre écrits pour les rayons issus de R, mais le dernier cas
O = (E,Oq,...,0,) n’est pas trivial. En effet, pour ce cas il est nécessaire de savoir écrire la moyenne
sur R de produits de deux fonctions :

L
mes (R)

ko To, = / ko(z,w)To,(z,w)dp(z)do(w) .
R
L’intégrale au numérateur n’est pas séparable, sauf sur les parties de R ot au moins 'une des deux
fonctions est constante. C’est pourquoi on écrit la complexité moyenne en temps sur une partie de R
ou ko est constante. Cette écriture s’apparente au théoréme de la moyenne appliqué a des fonctions
continues par morceaux.
0
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L’expression récursive du corollaire 1 n’est pas trés explicite, c’est pourquoi on propose de donner une
expression de la complexité moyenne en temps de la méthode des epsilons qui soit fonction des objets
primitifs considérés, et des opérateurs rencontrés. Pour ce faire, on utilise la proposition 1 qui permet
de travailler avec un arbre binaire. Commencons par donner un lemme qui caractérise localement dans
un arbre CSG la complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection. Celui-ci sera
utilisé pour la démonstration de la proposition 7.

Lemme 1

Soit O un objet CSG construit a partir de m objets primitifs P, ..., P,,. Notons Tp la complexité
moyenne en temps de recherche de la premiére intersection moyennée sur I’ensemble des objets pri-
mitifs :

1 m
Tp=— STy,
m =1

Notons T}, p la complexité en temps du test d’intériorité moyennée sur I’ensemble des objets primi-
tifs :

1
Tpos,P = E g Tpos,Pi .
=1

Notons k le nombre moyen de surfaces virtuelles rencontrées lors de la recherche de la premiére
intersection entre un rayon issu de R et un sous-objet de O. Notons v la proportion moyenne de
rayons issus de R et des calculs successifs qui ont une intersection avec un sous-objet de O. Notons
T la complexité en temps relative au calcul de la transformée d’un point ou d’un vecteur par un
opérateur géométrique. Notons ¢ la proportion d’éléments de I’arbre qui sont associés & un opérateur
géométrique qui n’est pas l'identité. La complexité moyenne en temps de recherche de la premiére
intersection entre un rayon issu de R et le sous-objet associé & un élément situé au niveau j de 'arbre
de O s’écrit :

7 (k+1)7 (3+ (1 +7)(2m; —1)) €Tg + (1 +v)m;jTposp) sinceud interne
0, = : _
’ (k+1)7 1 (3¢ T +Tp) si feuille

ol m; est le nombre d’objets primitifs constituant le sous-objet décrit au nceud interne j.

Preuve Soit O un objet CSG construit a partir de m objets primitifs P;,..., P, (y compris les
objets construits a partir d’opérateurs constructifs). La proposition 1 précise que 'objet CSG O peut
étre représenté par un arbre binaire. Ainsi, chaque nceud interne de 'arbre s’écrit (G, E) et chaque
feuille de I'arbre s’écrit (G, P) ou G est un opérateur géométrique, £ un opérateur ensembliste et P
un objet primitif.

Dire que le nombre moyen de surfaces virtuelles rencontrées est s c’est dire qu’est associé a chaque
neeud de ’arbre un coefficient «+ 1 rendant compte du nombre de fois ot ce nceud, et par conséquent
chacun de ses fils, doit étre parcouru (élimination des intersections avec des surfaces virtuelles). En
effet, il y a au moins un parcours du nceud considéré et un parcours pour chaque surface virtuelle
rencontrée, d’ou le coefficient k + 1.
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neeud

. feuille
interne

niveau

Nombre de passages sur un neud interne et sur une feuille lors d’un parcours
récursif répété k + 1 fois a partir de chaque neud.

Dire que ¢ est la proportion d’éléments de ’arbre qui sont associés a un opérateur géométrique
qui n’est pas l'identité, c’est dire que la complexité en temps associée a chaque élément de 1’arbre
pour les opérateurs géométriques s’écrit 3¢ T. Le facteur 3 provient du nombre de transformations
géométriques a effectuer, il y en a deux pour transformer un rayon et une pour transformer un point
(une justification précise est donnée dans la démonstration de la proposition 6). Par définition de &,
&Te est la complexité en temps moyennée sur les éléments de I’arbre (une justification précise est
donnée dans la démonstration de la proposition 5).

Un nceud interne situé au niveau j dans 'arbre contient un opérateur géométrique et un opérateur
ensembliste. Il est nécessaire d’effectuer le test d’intériorité 1+ fois en moyenne (un test d’initialisa-
tion et un test supplémentaire s’il y a intersection) au niveau d’un nceud interne, mais il faut répéter
le test autant de fois que ce nceud est rencontré lors du parcours de I’arbre, autrement dit (x + 1)/
fois.

(G,E) j
Ol 02 .............. ,7 + 1
niveau

Cas d’un neceud interne.

La complexité moyenne en temps associée a un tel nceud interne est donc :
To;=(k+1) BETG + (1+7) Tpos,j)

ol Tpos,j est la complexité en temps du test d’intériorité associée a un nceud interne situé au niveau
j. Cette complexité est donnée par la proposition 5 :

Tpos,j = (2 mj; — l)gTG + myj Tpos,P ’

ou m; est le nombre d’objets primitifs constituant le sous-objet décrit au nceud interne considéreé.
Donc, la complexité moyenne en temps associée a un nceud interne situé au niveau j s’écrit :

Toj=(E+1) (B+1+7) 2m;—1) £Ta + (1+7)m; Tpos,p) -

Une feuille située au niveau 7 de 'arbre CSG contient un opérateur géométrique et un objet primitif.
Le calcul d’intersection entre un rayon et cet objet est effectué autant de fois que cette feuille est
rencontrée lors du parcours de I’arbre, c’est-a-dire (k + 1)7 ! fois.
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niveau

Cas d’une feuille.

La complexité moyenne en temps associée a un telle feuille est donc :

Toyj = (K, + 1)]‘71 (3fTG +Tp) .

Remarque
Le nombre moyen de surfaces virtuelles rencontrées x est moyenné sur ’ensemble R, et devrait en
toute rigueur étre noté . C’est par souci de clarté dans les écritures que 'on a adopté cette notation.
Meéme remarque pour la proportion moyenne de rayons .

O

La proposition suivante donne une expression de la complexité moyenne en temps pour un objet CSG
dans le cas d’arbres binaires particuliers.

Proposition 7
Soit O un objet CSG construit & partir de m objets primitifs P, ..., Pp,. Considérons les mémes
notations qu’au lemme 1. La complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection
entre un rayon issu de R et I'objet O s’écrit :

TO = fG(maHa7)£TG + fpos,P(ma "‘7,'7) Tpos,P + fp(m,lﬁ,")/) TP . (2-9)

Notons kg = k + 1. Si 'arbre binaire représentant 1’'objet O est équilibré et que le nombre d’objets
primitifs est une puissance de 2 alors les fonctions fg, fpos,p €t fp sont définies par :

( H(1]+10g2(m) — kg m H(1)+10g2(m) — kg .
= 2 ]_ 2 _ m—
fa(m, k) mty) = Qo) Ty e g
1+log,(m)
K — K
prS,P(maﬁav) = m(]- +7) ! 0
Ry — 1

\ fP(maKafY) = mK/(T)n—l

Si l’arbre binaire représentant 'objet O est dégénéré alors les fonctions fa, fpos,p €t fp sont définies
par :

( 1
fa(m, k,y) = G =12 (12 +37) kit — (13 + ) K™ + 3601

—(6+2m—1)(1+7)) kg + 6+ (2m+1) (1 +7)) ko)

< m+1 2
2Ky — K — (M +1)K§+mKg
fpos,P(ma Ii,’}’) = (1 + 7) ("“70 _ 1)2
2 kM m—1 _
fP(maKafY) = i a .
L Ko —1
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Preuve Soit O un objet CSG construit a partir de m objets primitifs Pp,..., P, (y compris les
objets construits & partir d’opérateurs constructifs). La proposition 1 précise que 'objet CSG O peut
étre représenté par un arbre binaire.

Pour évaluer la complexité moyenne en temps associée a tous les éléments de l'arbre, ajoutons les
complexités moyennes en temps aux noeuds de 'arbre. Pour un arbre binaire équilibré et complet (le
nombre de feuilles est une puissance de 2), la complexité moyenne en temps s’écrit en sommant les
complexités moyennes en temps associées a chaque niveau :

TO = Z2j_lTO,j + mToym . (210)

N /N

° @ 3 4 _

/N /N /N /N

) [ ) [ ) [ ) @ e 4 — 8
niveau igg:;fe feuille

Nombre de neeuds internes et de feuilles dans un arbre binaire équilibré et
complet.

D’apreés le lemme 1, la complexité moyenne en temps sur I’ensemble des noeuds internes s’écrit :
h-1 h—-1 '
>V To =Y 27" s+ 1)/ (B+ (147 2m; — 1)) Ta + (L+7)m; Tpos,p) - (2.11)
j=1 j=1

Toujours d’apreés le lemme 1, la complexité moyenne en temps sur I’ensemble des feuilles s’écrit :
mTom=m(r+1)""" (36Te +Tp) . (2.12)

Le nombre d’objets primitifs constituant le sous-objet associé au nceud interne situé au niveau j est
le nombre de feuilles du sous-arbre associé a ce noeud, on a donc :
m
mj = 5T

En injectant I’expression de m; dans 2.11 puis en séparant les différents termes on est amené a calculer
les deux sommes suivantes, ot, pour simplifier les écritures, 'on a remplacé k + 1 par kg :

( h—1
; ; 2=l gh _
27~1 1)y = =0 =2
]Zl (k+1) 2rg — 1
< h—1 h
S (k4 1y S
= Ro — ]_
| =

Il ne reste plus qu’a regrouper les différents termes obtenus & partir de 2.11 et 2.12 et de les injecter
dans 2.10, puis de remarquer que la hauteur d’un arbre binaire équilibré s’écrit :

h =1+ logy(m) .
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On obtient alors I’expression proposée pour To :

. H1+10g2(m) — Ky m H1+10g2(m) — Ky )
To = 2m(1+7)0ﬁT+(2_7) 02&0—1 +3m/§6"_ gTG
1+log,(m) — Ky -
+ m(147) 2 p— Tyosp + meg *Tp .

Pour un arbre dégénéré, la complexité en temps s’écrit en sommant les complexités moyenne en temps
associées a chaque niveau :

h—1 h—1

To = ZTOJ + ZTOJ + 2TO,m . (2.13)
Jj=1 Jj=2
@ e 1 1 —_

o e 9 1 1
/\
° ® 3 1 1
;/,\\ ...................... 4 1 1
/\
° @ 5 1 1
./ \. .............................. 6 1 1
/\
° @ 7 1 1
./ \. ................................... 8 — 2
niveau .noeud feuille
Interne

Nombre de neuds internes et de feuilles dans un arbre binaire dégénéré.

D’aprés le lemme 1, la complexité moyenne en temps sur l’ensemble des noeuds internes s’écrit :

h—1 h—1
Y To;=> (k+1)7 (34 (1+7)@2m;—1) T + (L+7)mj Tpos,p) - (2.14)
7j=1 7=1

Encore d’aprés le lemme 1, la complexité moyenne en temps sur ’ensemble des feuilles s’écrit :

h—1 h—1
> Toj+2Tom=> (k+1)7'BETa+Tp) + 2(5+ 1) 3ETe +Tp) (2.15)

Le nombre d’objets primitifs constituant le sous-objet associé au nceud interne situé au niveau j est
le nombre de feuilles du sous-arbre associé a ce noeud, on a donc :

mj=m—(j—1).
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En injectant ’expression de m; dans 2.14 puis en séparant les différents termes on est amené a
considérer les trois sommes suivantes :

( h—1 K',h—li
Iﬂ)-{—lj _ M — "0
Seen = A
) hil( +1)j- Hg(hﬁg—ﬁo—h)+ﬁo
K j =
= (ko — 1)
h—1 h—1
Syt = =2
\ J=2 HO_I

Il ne reste plus qu’a regrouper les différents termes obtenus & partir de 2.14 et 2.15 et de les injecter
dans 2.13, puis de remarquer que la hauteur d’un arbre binaire dégénéré s’écrit h = m. On obtient
alors ’expression proposée pour To :

1
To=——— (12439 kg™ = (13+7) k™ + 355"
(ko — 1)

—6+2m—1)(1+7) x5+ 6+ 2m+1)(1+7)) ko) Ta

267 — K — Ko

2RI — K — (m 4 1) K3 +m kg
Tp.

(Ko —1)?

+ (1 + 7) Tpos,P +

h‘,o—l

Exemple 4
Reprenons 'objet considéré dans 'exemple 3. Soit un objet O construit par union d’une sphére P; et
d’un cylindre P». Le nombre d’objets primitifs est donc m = 2. Un opérateur de translation G est
appliqué & la sphére tandis qu’un opérateur de rotation G5 est appliqué au cylindre. Aucun opérateur
géométrique n’est appliqué sur I'objet résultant de I'union.

(Id,ou)

/ N\

(G, P) (G2, P)

Il y a 2 opérateurs géométriques dans ’arbre binaire associé & O, leur proportion est donc & =
(04+1+1)/3 =2/3. Supposons que l’ensemble R est tel que le nombre moyen de surfaces virtuelles
rencontrées par un rayon est x = 1 et que la proportion moyenne de rayons qui ont une intersection
est v = 1/2. La valeur de la complexité moyenne en temps de la recherche de la premiére intersection
entre un rayon issu de R et 'objet O est donnée par :

To=18T¢ + 6Tpos,p + 4Tp .

Cette complexité est bien évidemment identique pour les deux types d’arbre considérés, puisque I’arbre
représentant O est a la fois équilibré et dégénéré.
0
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Pour comparer les complexités moyennes en temps dans les cas d’arbres binaires équilibrés et dégénérés,
commencgons par observer le tableau suivant.

arbre équilibré arbre dégénéré

fa(m, k,7) O@Bm (k+1)""") O((12+37) (s + 1)1

Foos,p(m ki, 7)| O(m (L+7) (s +1)'820") | O@2(1+79) (k+1)™ 1)

fr(m,k,7) O(m (k +1)™1) 02(k+1)m1h

Ce tableau donne un ordre de grandeur des complexités moyennes en temps pour un nombre d’objets
primitifs trés grand. Cependant, il est & considérer avec la plus grande prudence. En effet, en pratique,
le nombre d’objets primitifs considérés est loin d’étre trés grand, bien au contraire, les objets sont
plutot construits avec un petits nombre d’objets primitifs. Les courbes des fonctions intervenant dans
les complexités considérées (figure 2.18) confirment cette remarque.

Transformations géométriques (K = 1) Test dintériorité (k = 1) Recherche d'intersection (k = 1)

1000 1000

!
—— arbre équilibré —— arbre équilibré B —— arbre équilibré
---  arbre dégénéré --- arbre dégénéré / --- arbre dégénéré
!
I
/

8001 7 800
/

6001 ; 600|
,

f(m)
f(m)
f(m)

/
400F ), 400|

200F

Fig. 2.18 — Courbes des fonctions intervenant dans la complexité moyenne en
temps du calcul des transformations géométriques (fa), du test d’intériorité
(fpos,p) €t de la recherche d’intersection (fp).

Pour mieux comparer les deux types d’arbres, tracons les courbes des complexités moyennes en temps
pour différentes valeurs de & (figure 2.19). Pour ce faire il est nécessaire de se donner les valeurs £ et
et les valeurs des complexités en temps T, Thos,p et Tp. Le choix de ces valeurs n’est pas facile car il
dépend de I'objet considéré, de la maniére dont sont programmeées les différentes méthodes considérées,
du compilateur considéré, des parametres de compilation utilisés et du matériel sur lequel sont exécutés
ces programmes. On prendra donc des ordres de grandeur pour tracer ces courbes :

(¢ _
¥ = 0.5
¢ Tg = 0.1
Toosp = 1
( Tp = 10

Ces courbes montrent qu’il est préférable de construire des objets sous la forme d’un arbre dégénéré
plutot qu’un arbre équilibré. La complexité en temps ainsi obtenue est meilleure.
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Complexité en temps (k = 0.2)

—— arbre équilibré
--- arbre dégénéré

Complexité en temps (k = 1) Complexité en temps (K = 2)

- T 1 T T
/| — arbre équilibré ! —— arbre équilibré
;| --- arbre dégénéré ) --- arbre dégénéré
)
) ;
|
) |

1000

«
3
3
©
3
3
®
3
3

2
3
3
2
3
3
2
3
3

N
3
3
N
8
S

complexité en temps
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8

complexité en temps
complexité en temps

N
3
3

200

N
3
3

Fig. 2.19 — Complexité moyenne en temps pour différentes valeurs de r (To).

Méthode de Roth

La proposition suivante donne une expression récursive de la complexité en temps pour la méthode
de Roth (algorithme 4).

Proposition 8

Soit Ry ., un rayon. Notons Tp(z,w) la complexité en temps de recherche de la premiére intersection
entre le rayon et 1’objet primitif P. Notons T la complexité en temps relative au calcul de la trans-
formée d’un point ou d’un vecteur par un opérateur géométrique. Notons A;(z,w) le nombre de points
d’intersection entre le rayon considéré et un objet O;. Notons T (A1 (z, w), ..., A\p(z, w)) la complexité
en temps pour évaluer la liste d’intervalles d’intersection résultante de ’application de 'opérateur E
a n listes de tailles respectives Ai(z,w),..., \p(z,w). La complexité en temps de recherche de la
premiére intersection entre le rayon R, ,, et un objet O s’exprime de maniére récursive :

( Tp(z,w) siO=P

(2 + M\ (2", w") Tg + To, (2, w') si O =(G,0,)
TO($,’U)) )

Tp(Ai(z,w), ..., Aa(z,w) + Y To,(w,w) si 0= (E,0,...,0,)

\ =1

ot 7' et w' sont les paramétres du rayon G~ (Ry)-

Preuve Soit R, , un rayon.
Si O est un objet primitif P (y compris les objets construits a partir d’opérateurs géométriques) alors
la complexité en temps est propre a l'algorithme de calcul d’intersection du rayon avec P et on a :

To(z,w) = Tp(z,w) .

Si O = (G,01) ou G est un opérateur géométrique, alors il faut décomposer la méthode. Dans un
premier temps, le rayon R, ,, est transformé & l'aide de l'opérateur G -1,

Ryt =G (Ryw) -

La complexité en temps associée est 2T (il faut transformer les deux parameétres du rayon). Ensuite,
la recherche de liste d’intervalles d’intersection entre le rayon R, ,s et l'objet O est effectuée. La
complexité en temps associée est Tp, (z/,w'). Enfin, la liste d’intervalles d’intersection recherchée, si
elle existe, doit étre replacée dans le repére de O, ce qui s’obtient par application de 'opérateur géo-
métrique G. La complexité en temps associée est Ai(z', w') T, ou A\ (z',w’) est le nombre d’éléments
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de la liste considérée, c’est-a-dire le nombre de points d’intersection entre Ry, et O1. La complexité
en temps totale pour la recherche de la premiére intersection entre le rayon R ,, et I'objet O s’écrit
donc de maniére récursive :

To(z,w) = (2+ M\ (z',w")) Tg + To, (', w') .

SiO=(E,0,...,0,) ou E est un opérateur ensembliste, alors la méthode consiste & rechercher les
listes d’intervalles d’intersection avec tous les objets O;, puis a évaluer la liste résultante en fonction
de l'opérateur E. La complexité en temps associée s’écrit donc :

To(z,w) = T (A (z,w),..., \p(z,w)) + ZTOi(w,w)

i=1
D’ou I'expression de la complexité en temps proposée.
|
Remarque
La complexité Tg(A(z,w),...,Aq(x,w)) n'est pas trés explicite de maniére générale. Cependant,

dans le cas ol n = 2 son expression est la suivante :

A (z,w) + A (z,w
Te (M (7, w), Aa(7,w)) = 1 )2 2( )Tlistea

ou Tiste est la complexité en temps du traitement des opérations de comparaison et de construction
de la liste résultante. Pour s’en convaincre il suffit de remarquer que le tri de deux listes d’intervalles
d’intersection, quel que soit 'opérateur ensembliste considéré, nécessite le parcours des intervalles de
ces deux listes, donc de \;j(z,w)/2 nombres pour chaque liste.

O

Corollaire 2
La complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection entre un rayon issu de R
et un objet O s’écrit de la maniére suivante :

( Tp sio=P

_ (2 -I—Xl)TG -I—Tol siO=(G,0,)
To =«

Te(M,.. s x) + 3 To, 0 =(E,01,...,0)

\ i=1

O

Preuve Il suffit de partir de la définition 1 de la complexité moyenne en temps par rapport a
I’ensemble de rayons issus de R a l'expression de la complexité de la proposition 8. On remar-
quera que I’on peut bien écrire T (M1, ..., A,). En effet, d’aprés la remarque précédente, I’expression
Tep(A(z,w),..., \p(z,w)) est linéaire en fonction des A;(z,w), ce qui autorise la décomposition de
I'intégrale au numérateur de ’expression de la complexité moyenne en temps.

L’expression récursive du corollaire 2 n’est pas trés explicite, c’est pourquoi on propose de donner une
expression de la complexité moyenne en temps de la méthode de Roth qui soit fonction des objets
primitifs considérés, et des opérateurs rencontrés. Pour ce faire, on utilise la proposition 1 qui permet
de travailler avec un arbre binaire. De maniére analogue a la méthode des epsilons, on commence par
donner un lemme qui utilisé dans la démonstration de la proposition 9.
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Lemme 2
Soit O un objet CSG construit a partir de m objets primitifs P, ..., P,;,. Notons T'p la complexité
moyenne en temps de recherche de la premiére intersection moyennée sur I’ensemble des objets pri-
mitifs :

1 m
Tp= L S Ty, .
m =1

Notons A le nombre moyen de points d’intersection entre un rayon issu de R et un sous-objet de O.
Notons T la complexité en temps relative au calcul de la transformée d’un point ou d’un vecteur
par un opérateur géométrique. Notons & la proportion d’éléments de l'arbre qui sont associés a un
opérateur géomeétrique qui n’est pas l'identité. Notons Tjige la complexité en temps du traitement des
opérations de comparaison et de construction lors de I’évaluation d’une liste d’intervalles d’intersec-
tion. La complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection entre un rayon issu
de R et le sous-objet associé & un élément situé au niveau j de I'arbre de O s’écrit :

_ (24 N ETg + ATiste  si neeud interne
Tl @4 NETG + Tp sifeuille

]

Preuve Soit O un objet CSG construit a partir de m objets primitifs P;,..., P, (y compris les
objets construits a partir d’opérateurs constructifs). L’arbre CSG associé a O est par hypothése un
arbre binaire.

Dire que £ est la proportion d’éléments de ’arbre qui sont associés a un opérateur géométrique qui
n’est pas l'identité, c’est dire que la complexité en temps associée & chaque élément de 'arbre pour les
opérateurs géomeétriques s’écrit (2 + ) € T Le facteur 2+ X provient du nombre de transformations
géométriques a effectuer, il y en a deux pour transformer un rayon et A pour transformer une liste
d’intervalles d’intersection contenant A éléments (une justification précise est donnée dans la démons-
tration de la proposition 8). Par définition de &, £ T; est la complexité en temps moyennée sur les
éléments de I’arbre (une justification précise est donnée dans la démonstration de la proposition 5).
Un nceud interne situé au niveau j dans I’arbre contient un opérateur géométrique et un opérateur
ensembliste. Il est nécessaire d’évaluer la liste d’intervalles d’intersection résultante. Par hypothese,
I’arbre est binaire. De plus, le nombre moyen de points d’intersection A est le méme pour tous les
neceuds. La complexité en temps de I'évaluation de la liste d’intervalles d’intersection résultante s’écrit
donc :

A4+ A
TE(Aa >\) - T Tliste - >\T1iste .
La complexité moyenne en temps associée & un tel nceud est donc :

TOJ = (2+ >‘)§TG + >\T1iste .

Une feuille située au niveau 5 de 'arbre CSG contient un opérateur géométrique et un objet primitif.
Il est nécessaire d’effectuer le calcul d’intersection entre un rayon et ’objet primitif considéré. La
complexité moyenne en temps associée a un telle feuille est donc :

To;j=02+NETe + Tp .

Remarque
Le nombre moyen de point d’intersection A est moyenné sur I’ensemble R, et devrait en toute rigueur
étre noté A. C’est par souci de clarté dans les écritures que ’on a adopté cette notation.

|
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Proposition 9
Soit O un objet CSG construit & partir de m objets primitifs Py, ..., Pp,. Considérons les mémes
notations qu’au lemme 2. La complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection
entre un rayon issu de R et I'objet O s’écrit :

To = fa(m,\)ETa + fiiste(m, A) Tiiste + fr(m,\)Tp | (2.16)

ou les fonctions fg, fiste €t fp sont définies par :

falm,X) = 2m—-1)(2+))
fiste(m,A) = (m—1)A
fr(m,A) = m

Preuve Soit O un objet CSG construit a partir de m objets primitifs Pp,..., P, (y compris les
objets construits a partir d’opérateurs constructifs). La proposition 1 précise que 'objet CSG O peut
étre représenté par un arbre binaire.

Pour évaluer la complexité moyenne en temps associée a tous les éléments de l'arbre, ajoutons les
complexités moyennes aux nceuds de l'arbre. D’apres le lemme 2, les complexités relatives aux noeuds
situés au niveau j sont indépendantes de j. L’arbre binaire associé & O contient m — 1 noeuds internes
et m feuilles. Par conséquent, la complexité moyenne en temps recherchée s’écrit :

To = (m—1) (2+N&Te + AThiste) + m (2+ N T + Tp)
= 2m—-1)2+NTg + (m—1) ATiste + mTp

Exemple 5
Reprenons l'objet considéré dans les exemples 3 et 4. Soit un objet O construit par union d’une sphére
P, et d’un cylindre P». Le nombre d’objets primitifs est donc m = 2. Un opérateur de translation
G est appliqué a la sphére tandis qu’un opérateur de rotation Go est appliqué au cylindre. Aucun
opérateur géométrique n’est appliqué sur 'objet résultant de I'union.

(Id,ou)

/ N\

(G, P) (G2, P)

Il y a 2 opérateurs géométriques dans l’arbre binaire associé a O, leur proportion est donc & = (0 +
1+ 1)/3 = 2/3. Supposons que ’ensemble R est tel que le nombre moyen d’intersections rencontrées
par un rayon est A = 2. La valeur de la complexité moyenne en temps de la recherche de la premiére
intersection entre un rayon issu de R et 'objet O est donnée par :

To=12Tg + 2Tiste + 2Tp .
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Comparaison des deux méthodes

Pour comparer les méthodes des epsilons et de Roth, tracons les courbes des complexités moyennes
en temps de chaque méthode en faisant varier k et A (figures 2.20 et 2.21). Pour ce faire, il est nécessaire
de se donner les valeurs de £ et «y et les valeurs des complexités en temps T, Thos,p, Tliste €6 Tp. Le
choix de ces valeurs n’est pas facile car il dépend de beaucoup de paramétres. Pour donner une idée
dans un cadre général considérerons des ordres de grandeurs :

(¢ 1
0% = 0.5
Ta = 0.1
Thos,p = 1
Tiiste = 1

| Tp = 10

Il est aussi nécessaire de discuter du choix des paramétres s et A. Soit un rayon issu de R et un sous-
objet de I'objet considéré. k est le nombre de surfaces virtuelles rencontrées lors de la recherche de
la premiére intersection entre le rayon et le sous-objet considérés dans la méthode des epsilons. A est
le nombre de points d’intersection entre le rayon et le sous-objet considéré dans la méthode de Roth.
La seule relation particuliére (relation 2.7) est que k est majoré par la somme des nombres de points
d’intersection des sous-objets. Puisqu’on est dans le cas d’un arbre binaire, on a la relation suivante :

K<2M.

Pour les courbes, on prendra donc deux cas de figure :

e k constant (k = 0), \ varie,

e ket A varient.
De plus, pour la méthode des epsilons, la complexité moyenne en temps choisie est la plus favorable,
c’est-a~dire le cas d’un arbre binaire dégénéré. Pour le cas k = 0, ’équation 2.9 est toujours valable,
mais les expressions des fonctions fq, fpos,p €t fp données dans la proposition 7 ne le sont plus. Dans
ce cas particulier, la complexité moyenne en temps pour un arbre binaire dégénéré est donnée par un
calcul identique a celui de la démonstration de la proposition 7 :

_ 2
fa(m,r,y) = (I+y)m"+6m—(4+7)
1 , 1
foos,p(m,,7) = S (L+y)m”+ o (1+y)m—(1+7)
.fP (ma K, ’Y) = m
Complexité en temps (k =0, A = 1.2) Complexité en temps (k =0, A = 2) Complexité en temps (k = 0, A = 10)
T T T T T T 1000, T T T T T T T T T T
—— méthode des epsilons —— méthode des epsilons —— méthode des epsilons
- méthode de Roth - méthode de Roth --- méthode de Roth
800 800| 800

2 2 2
£ £ £
Q Q Q
= 600F = 600 ‘= 600F
CU 0) CU
2 2 2
9 400 2 400 9 400
Q [=8 Q.
£ £ £
8 8 8

Fig. 2.20 — Comparaison des complexités en temps pour les méthodes des
epsilons et de Roth (k constant, \ varie).



72 Chapitre 2 - Représentation des objets et algorithmes de base

Le premier cas (k constant, A varie) est le cas idéal pour la méthode des epsilons. En effet, K = 0
signifie qu’il n’y a pas de répétitions dans les calculs d’intersection, chaque objet primitif n’est rencontré
qu’une seule fois, ce qui est confirmé par fp(m, k) = m. Les courbes 2.20 montrent qu’il faut prendre
des valeurs de X\ grandes par rapport a x pour que la complexité moyenne en temps de méthode des
epsilons soit équivalente & celle de la méthode de Roth.

Complexité en temps (k = 0.2, A = 1.2) Complexité entemps (k =1, A = 2) Complexité en temps (K = 2, A = 3)
T T : T T T 1000, T T — T T T 1000, T T T T T
—— méthode des epsilons —— méthode des epsilons —— méthode des epsilons
- méthode de Roth --- méthode de Roth --- méthode de Roth

800 800| 800|
1% 1% 1%
Q Q Q
£ £ £
2 2 2

- 600+ = 600 = 600
CU 0) 0)
o Q Q
x x x

9 400+ 9 200 9 200
Q. [=8 [=8
£ £ £
=} [=} o
o o o

200 200 200

0] 0]

2 3 4 5 6 7 8 9 10 2 3 4 5 6 7 8 9 10 2 3 4 5 6 7 8 9 10
m m m

Fig. 2.21 — Comparaison des complexités en temps pour les méthodes des
epsilons et de Roth (k et X varient).

Le second cas montre la supériorité de la méthode de Roth lorsque les parameétres k et A ont la méme
valeur. Les valeurs des complexités moyennes en temps données dans les exemples 4 et 5 se retrouvent
au niveau de ’axe des ordonnées (m = 2) sur le graphe du milieu (k = 1, A = 2).

2.3 Modéle géométrique BRep

Le modeéle géométrique de type BRep (Boundary Representation) définit une représentation par
frontiéres des objets. Un objet est décrit par une frontiére (modélisation surfacique) et par des relations
visant & garantir une certaine cohérence topologique. Les différents modéles géométriques de type BRep
se différencient par le type de surfaces utilisées et par 1’étendue de la topologie considérée.

La description topologique d’un objet consiste donc & définir des volumes, des faces, des arétes, des
sommets et des liens entre ces éléments de la frontiére (incidence, contiguité). Les modeéles les plus
simples se contentent d’une topologie eulérienne (le voisinage de tout point de la frontiére est homéo-
morphe & un disque), les plus complexes admettent des topologies non eulériennes voire hétérotopes
(représentation pertinente des objets ponctuels, linéiques, surfaciques et volumiques avec données et
procédures spécifiques et mieux adaptées).

Du point de vue géométrique, les modeéles les plus simples approchent les surfaces par des faces planes,
les modéles les plus complexes admettent des surfaces paramétrées de type Bézier, spline ou encore
NURBS, éventuellement restreintes ou des surfaces implicites.

L’importance de la modélisation géométrique dans le monde industriel est fortement croissante. Les
éditeurs de logiciels de CAO sont nombreux et, de ce fait, il existe de nombreux formats de données
pour représenter les différents modeéles géométriques existants. Les normes relatives aux fichiers de
données CAO qui se mettent en place actuellement favorisent la représentation par frontiére. D’autre
part, la connaissance explicite des frontiéres permet de visualiser les objets en temps réel, fournissant
ainsi aux utilisateurs une interactivité trés bénéfique.

Cependant, la représentation explicite des surfaces est trés gourmande en espace mémoire, de plus toute
I'information représentée n’est pas toujours indispensable. De plus, il y a des problémes de cohérence
a cause de 'imprécision numeérique. Ce probléme de robustesse est un sujet de recherches activement
étudié par la communauté CAQO. Enfin, I'usage des opérations booléennes n’est pas sans difficulté. La
complexité des structures de données, 'imprécision numérique et les nombreux cas particuliers rendent
la mise en place de ces opérations ensemblistes trés délicate.
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Dans ce paragraphe, on ne s’intéressera pas aux algorithmes constructifs de la représentation BRep.

2.3.1 Description de la topologie
D’un point de vue topologique, un objet O de type BRep est décrit par :

e un ensemble de volumes {V;};,

e un ensemble de faces {F;};,

e un ensemble d’arétes {A4;};,

e un ensemble de sommets {S;};,

e un ensemble de liens entre les volumes, faces, arétes et sommets.
Parmi les différentes représentations topologiques, on distingue deux modéles :

e le modeéle arborescent,

e le modéle combinatoire.

Modéle arborescent

Les modaéles hiérarchiques sont les plus répandus dans le domaine de la CAO. La représentation d’un
objet de type BRep consiste en la description des sous-objets le composant, les relations topologiques
étant exprimées de maniére descendante par rapport a la dimension des sous-objets (figure 2.22).

Vo 3D
/ I\
Iy Fy - Fy 2D
VRN
Ay Aij - Aipgy 1D
N
Sijn1 Siik - insiy 0D
dimension

Fig. 2.22 — Représentation arborescente relativement & la dimension.

Cette représentation topologique est assez générale, et peut prendre en compte des topologies non
eulériennes. Cependant, un des grands handicaps est la recherche des éléments de dimension supérieure
contenant une entité géométrique donnée. Par exemple, étant donnée une aréte, pour retrouver les faces
qui la contiennent, il faut parcourir l'arbre considéré de haut en bas. Un autre inconvénient de taille
est la duplication de I'information au sein de la structure de données, qui pose des problémes de mise
a jour et d’encombrement mémoire.

Modéle combinatoire

Les modéles combinatoires ont pour but de décrire des liens entre les différentes entités géométriques
voisines, non pas au sens de la dimension, mais au sens des relations d’incidence (relation entre deux
entités de dimensions différentes) et d’adjacence (relation entre deux entités de méme dimension).
Parmi ces modéles on peut citer le modele DCEL (Direct Connected Edge List) (Carlier et Szafran [14]
et Degott [28]) dont la définition des liens est basée sur les arétes (figure 2.23). Cependant, ce modeéle
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ne prend en compte que des topologies eulériennes, c’est-a-dire que les nombres de faces, d’arétes et de
sommets sont liés par la relation d’Euler. De plus, c¢’est un modéle qui ne peut pas prendre en compte
des entités géométriques 3D (au sens volumique).

S 4

A Fy

Ay 51

Fig. 2.23 — Structure DCEL.

Pour pallier cet inconvénient, un modele plus général, appelé DCEL généralisé, a été développé (Degott,
Chenin et Dessarce [29]). II peut prendre en compte des topologies non eulériennes et des entités
géométriques 3D. Cependant, la nature de ce modéle pose des problémes de gestion et de mise & jour
des structures de données associées.

Le modele des cartes combinatoires (Lienhardt [60] [61]) est trés attrayant par son formalisme ma-
thématique fondé sur la théorie des groupes de permutation. Il est défini & partir d’'un type unique
d’élément, appelé brin, sur lequel sont définis des opérateurs de permutation. Un brin correspond &
une aréte orientée. Les notions de cellules, de composantes connexes et de bords sont définis par I'in-
termédiaire de la notion d’orbite. Ce modéle utilise des opérateurs algébriques pour définir les relations
de voisinages et de cohérence topologique. Il peut prendre en compte des topologies non eulériennes
et permet, entre autres, de modéliser des variétés cellulaires” orientables de dimension quelconque. Le
modele des cartes combinatoires généralisées permet en plus de considérer des variétés cellulaires non
orientables.

Les modéles combinatoires ont pour principal avantage de permettre un accés direct aux différentes
entités géométriques, et donc d’'une maniére beaucoup plus rapide que dans le modeéle hiérarchique, en
contrepartie d’'une complexité en mémoire importante.

2.3.2 Description de la géométrie

D’un point de vue géométrique, un objet BRep est défini en associant & chaque face une surface

(supposée continue, éventuellement plus, sans auto-intersection), décrite de maniére paramétrique ou
implicite. De maniére similaire, & chaque aréte est associée une courbe (supposée continue, éventuelle-
ment plus, sans auto-intersection), décrite de maniére paramétrique ou implicite.
Contrairement au modele CSG, ou la nature des objets primitifs dépend du contexte, ici la nature des
surfaces et des courbes utilisées est plutot liée & une normalisation des échanges de données issues de la
CAO (IGES, STEP). Dans le contexte de 'optique, il faut remarquer que la construction d’un systéme
optique s’effectue en deux phases. La premiére phase a pour but de définir la géométrie du systéme
optique, tandis que la seconde consiste & associer les propriétés optiques aux différentes entités de cette
géomeétrie. Les entités géométriques considérées sont donc celles que ’on retrouve classiquement dans
le domaine de la mécanique. Dans le contexte qui nous intéresse, on classe ces entités géométriques en
trois catégories :

e les objets de base définis de maniére paramétrique ou implicite (figure 2.24),
e les objets paramétriques polynomiaux (figure 2.25),

e les objets définis a partir d’un opérateur constructif (figure 2.25).

"La notion de variété cellulaire est une notion générale qui englobe la notion de surface dans R®. Toute surface dans
R? est triangularisable et peut donc étre représentée par une variété cellulaire. La notion de variété permet d’introduire
des structures combinatoires.
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plan sphére ellipsoide

cylindre cone tore

Fig. 2.24 — Objets géométriques de base.

surface de Bézier surface de révolution surface extrudée
surface B-spline
NURBS

Fig. 2.25 — Objets paramétriques polynomiauz et objets définis a partir d’un
opérateur constructif (surface de révolution et surface extrudée).

2.3.3 Utilisation du modéle pour 'optique

En optique la mise en place d’une simulation nécessite la représentation de la fonction indice de
réfraction optique® n: X € R?* — R. De facon analogue au cas CSG, les objets peuvent étre classés en
deux catégories par rapport aux propriétés optiques :

e les objets susceptibles d’émettre des photons,
e les objets qui définissent une discontinuité de la fonction 7.

Un objet appartient a I'une, I’autre ou les deux catégories. Toutes les entités géométriques d'un modéle
BRep peuvent étre susceptibles d’émettre des photons. Concernant la deuxiéme catégorie d’objets, il
faut étre plus précis par rapport au contexte. Le modeéle topologique considéré est de type hiérarchique
et ne prend pas en compte les entités géométriques volumiques. Un objet BRep est par définition
représenté par son contour, c’est-a-dire par un ensemble de faces. La notion de volume ne peut pas
étre considérée a cause, d’une part, des problémes d’imprécision numérique qui conduisent & des trous
entre les faces ou & des faces ou des arétes pendantes, et, d’autre part, de I'instabilité des opérateurs
ensemblistes. C’est pourquoi les notions d’intérieur et d’extérieur a un objet n’ont pas de sens robuste
dans ce modele. Il n’est donc pas envisageable de représenter la fonction 7 constante par morceaux,
autrement dit de considérer des changements de milieu. L’information doit donc étre portée par les
faces, qui représentent une discontinuité de la fonction 7. Si ’on veut définir un changement de milieu,
il faut alors orienter les faces et considérer une valeur pour i de chaque coté de la face considérée.
Il est nécessaire d’assurer en méme temps une cohérence topologique (orientation des faces cohérente

8Voir la définition donnée au chapitre 1 page 15.
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pour un méme objet) et une cohérence géométrique (valeurs de 1 cohérentes pour des faces contigués
& un méme milieu). Les arétes et les sommets peuvent aussi jouer un role en optique. Bien que n’étant
pas pris en compte dans les équations du premier chapitre, les phénomeénes de diffraction peuvent étre
envisageés.

Dans la suite, on suppose disposer d’une structure de données cohérente. La fonction essentielle qui
nous intéresse est le calcul d’intersection entre un rayon et un objet.

2.3.4 Intersection entre un rayon et un objet

Soit O un objet de type BRep. Sans aucune hypothése sur ’objet, et si I’on ne considére que les
surfaces optiques (on ne tient pas compte des arétes et des sommets), alors la recherche de la premiére
intersection entre un rayon R, et la surface décrite par I'objet O consiste a rechercher la premiére
intersection avec ’ensemble des faces {F;}I;. L’algorithme correspondant est trivial (algorithme 5).

Algorithme 5: Intersection entre un rayon et un objet BRep.
INTERRAYONOBJETBREP(z, w, O)

(1) (tmin, Imin) < (400, {})

(2) fori=1ton

(3) (t,I) «+ INTERRAYONFACE(z, w, F})
(4) if t < tmin

( ) (tmina-[min) — (t,I)

(6) return (¢min, Imin)

L’algorithme INTERRAYONFACE calcule lintersection entre un rayon et la surface associée & la face
considérée. Si une intersection est trouvée, alors il renvoie le paramétre correspondant sur le rayon et,
éventuellement, diverses informations relatives a ’objet et au point d’intersection trouvé (indice de la
face, point dans l'espace des paramétres pour un objet paramétrique, etc). Sinon, par convention, il
renvoie (400, {}).

L’algorithme 5 est cotliteux en ce sens qu’il ne prend en compte aucune propriété de 'objet considéré.
Ainsi, pour certains types d’objets, il peut étre trés avantageux de prendre en compte la structure de
données pour le parcours des faces. Par exemple, on peut ne pas tester toutes les faces a 'aide de
criteres de localisation géométrique (souvent ce sont des boites englobantes de faces).

Si l’on souhaite tenir compte des arétes et/ou des sommets, alors il faut adapter 1’algorithme 5, et
considérer des intersections entre des photons et des arétes et/ou sommets. Numériquement, l'inter-
section entre un rayon et une aréte ou un sommet ne peut étre envisagée, c’est pourquoi on se donne
une tolérance qui consiste & prendre en compte un voisinage de 'aréte ou du sommet. Généralement
cela revient a considérer un cylindre ou un parallélépipéde autour de 'aréte considérée et une spheére
ou un cube autour du sommet considéré.

2.3.5 Complexité en mémoire

Dans ce paragraphe, on cherche a évaluer la complexité en mémoire d’une scéne géométrique de
type BRep, c’est-a-dire d’une liste d’objets BRep O!,...,O". Cette complexité représente la place
pour stocker toutes les données définissant cette liste d’objets, on la note Mp1 o~ et on a la relation
suivante :

N
Mo, on =Y Mo, (2.17)
k=1

oit Mo est la complexité en mémoire pour I'objet OF. Pour calculer cette complexité il est donc
nécessaire d’évaluer la complexité en mémoire d’'un objet BRep. Elle dépend du modéle topologique
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et des types d’entités géométriques considérés. De maniére générale, pour un objet BRep O cette
complexité en mémoire s’écrit :

MO = Mtopo,O + Mgeo,O )

ou Miopo,0 et Mgeo,0 sont les complexités en mémoire respectivement pour la topologie et pour la
géométrie. Dans la suite, pour étre conforme au contexte qui nous concerne, on considére un objet
BRep représentant une surface, c’est-a-dire décrit par :

e un ensemble de faces {F;}7 |,
e un ensemble d’arétes {A4;;};;,
e un ensemble de sommets {S; ;i }i ik,

et dont le modéle de topologie est de type hiérarchique. Les entités géométriques sont usuellement
décrites par des enregistrements et leurs relations topologiques par des références (des pointeurs ou
des indices dans des tables) entre ces enregistrements. On supposera qu’une telle référence équivaut a
une unité de complexité en mémoire. La proposition suivante donne une expression de la complexité
en mémoire relative & la topologie d’un objet BRep.

Proposition 10
Soit O un objet BRep. La complexité en mémoire liée & la topologie de ’objet O s’écrit de la maniére
suivante :

n

nFi
MtOpO,O = Z nr; + ZnAi,j ) (218)
i=1 j=1

ou np, et na,; sont les nombres respectivement d’arétes liées a la face Fj et de sommets liés a I'aréte
]

Preuve Soit O un objet de type BRep. Dans le modéle hiérarchique, une face F; est lie a np,
arétes et une aréte A;; est liée a ny, ; sommets. Un lien est représenté par une référence a l'entité
géométrique considérée, par convention c’est une unité de complexité en mémoire. En comptabilisant
les faces et les arétes on a bien la relation proposée.

La proposition suivante donne une expression de la complexité en mémoire relative a la géométrie d’un
objet BRep.

Proposition 11
Soit O un objet BRep. Notons Mp,, M4, ; et Mg, ; , les complexités en mémoire relatives a la géomeétrie
respectivement de la face F;, de 'aréte A;; et du sommet S; ;1. La complexité en mémoire relative a
la géométrie de I'objet O s’écrit de la maniére suivante :

n nF; R4
Mgeo,O - Z MFZ + Z MAZ‘,]‘ + Z MSi,]‘,k ) (2]‘9)
i=1 j=1 k=1

ou np, et na,; sont les nombres respectivement d’arétes liées a la face Fj et de sommets liés a I'aréte

A

Z-’j‘

Preuve Il suffit de comptabiliser les différentes entités géométriques considérées.
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Exemple 6
Considérons un objet BRep O composé de ngyce faces triangulaires. Une face est liée a trois arétes et
une aréte & deux sommets. La complexité en mémoire liée & la topologie de I'objet O s’écrit donc de
la maniére suivante :

Nface 3
Mtopo,O = Z 3+ 22 = 9 Nface -
i—1 =1

Une face est représentée par trois sommets, une aréte par deux sommets et un sommet par trois
nombres réels. Considérons qu’un nombre réel nécessite une unité de complexité en mémoire. La
complexité en mémoire liée & la géométrie de I’'objet O s’écrit donc :

Nface 3 2
Mgeo,O:Z (3+3+3)+Z<(3+3) +Z3) = 45 ngace -
i=1 j=1 k=1

La complexité en mémoire de l'objet O s’écrit finalement :

Mo = 54 ngace -

Exemple 7
Considérons un objet BRep O composé de ngce faces de type carreau polynomial paramétrique bi-
cubique. Une face est liée a quatre arétes et une aréte a deux sommets. La complexité en mémoire
liée & la topologie de 'objet O s’écrit donc de la maniére suivante :

Nface 3
Mtopo,O = Z 4 + 22 = 10ngce -
i=1 j=1

Un carreau polynomial paramétrique bi-cubique est représenté par seize points dans R3, une aréte
est une courbe polynomiale de degré 3, elle est donc représentée par quatre coefficients réels et un
sommet est représenté par trois nombres réels. Considérons qu’un nombre réel nécessite une unité de
complexité en mémoire. La complexité en mémoire liée & la géométrie de 'objet O s’écrit donc :

Nface 3 2
Mgeo,O = Z (16 * 3) + Z (4 + Z?)) = T8 Nface -
=1 7j=1 k=1

La complexité en mémoire de l'objet O s’écrit finalement :

Mo = 88 ngace -

2.3.6 Complexité en temps

Dans ce paragraphe, on cherche a évaluer la complexité en temps de recherche de la premiére
intersection entre un rayon R, ,, et une scéne géométrique de type BRep, c’est-a-dire une liste d’objets
BRep O',...,0", pour une méthode naive (algorithme 6 page 90). Cette complexité représente le
cott de I'algorithme qui retourne, s’il existe, le point d’intersection recherché, on la note Tp1  on, et
on a la relation suivante (proposition 13 page 90) :

N
TOI,...,ON (ZB, ’LU) = ZTO’“ (.’L‘, U)) ) (220)
k=1
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ot Tk (z, w) est la complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre le rayon R, ,, et
I'objet OF. 11 faut donc évaluer la complexité en temps pour un objet BRep. De maniére analogue au
paragraphe précédent, on considére un objet BRep représentant une surface, c’est-a-dire décrit par :

e un ensemble de faces {F;}7 |,
e un ensemble d’arétes {A4;;};;,
e un ensemble de sommets {S; ;i }i ik,

et dont le modeéle de topologie est de type hiérarchique. Dans le contexte qui nous intéresse (algo-
rithme 5), la topologie n’est pas prise en compte et seules les faces sont considérées. La proposition
suivante donne une expression de la complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre
un rayon et un objet BRep.

Proposition 12

Soit R, un rayon. La complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre le rayon
R, et un objet O s’écrit de la maniére suivante :

To(z,w) = ZTFi(x,w) , (2.21)
i=1

ot T, (z,w) est la complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre le rayon R,
et la face Fj.

Preuve La lecture de I'algorithme 5 donne immédiatement I’expression proposée.

Corollaire 3

La complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection entre un rayon issu de R
et un objet O s’écrit de la maniére suivante :

n
To=> T, . (2.22)
i=1

Preuve Il suffit d’appliquer la définition 1 de la complexité moyenne en temps par rapport a l’en-
semble de rayons issus de R a l'expression de la complexité de la proposition 12.

Le corollaire précédent montre que la complexité moyenne en temps est linéairement dépendante du
nombre de faces de ’objet considéré. Soit une scéne composée de N objets BRep, chaque objet étant
composé de n faces de méme type, c’est-a-dire dont la complexité moyenne en temps de recherche de la
premiére intersection avec un rayon est T'r. En injectant I’expression 2.22 dans I'expression 2.20 aprés
I’avoir moyennée, la complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection entre un
rayon issu de R et la scéne géométrique s’écrit :

TOI,...,ON = nNTF .
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2.4 Intersecteurs rayon-surface

Les modeéles géométriques offrent différentes représentations (CSG et BRep en ce qui nous concerne)
et surtout une grande diversité de représentations des surfaces qui sont la base des objets. En image de
syntheése, et encore plus en optique radiométrique, la précision du calcul d’intersection entre un rayon et
un objet et du calcul du vecteur normal en un point d’une surface est fondamentale. Cependant, cette
précision ne doit pas étre atteinte au détriment des performances des logiciels. Il est par conséquent
nécessaire d’exploiter au mieux les propriétés particulieres des surfaces utilisées. Ces surfaces sont
connues par certains de leurs parameétres.

De maniére simplifiée, les surfaces implicites sont du type :

F:{xe[R?’, f(:v)zO} ,

oll f est une fonction définie sur R? & valeurs dans R, connue & partir de la structure de données
du modele géométrique considéré. Dans le cas général, f est un polynome & plusieurs variables et on
connait f par les coefficients de ce polynéome dans une base polynomiale. Dans le cas particulier qui
nous intéresse, le plus courant dans le modele géométrique CSG, ou les formes élémentaires sont des
sphéres, ellipsoides, cylindres, cones, f est un polynéme de degré 2 en les variables, la surface F' est
donc une quadrique connue par des paramétres géométriques (rayon, longueur, etc).

Les surfaces paramétriques sont du type :

F:{xEIR3, x =g(s,t), (s,t)EDCIRZ} ,

ol g est une fonction définie sur D a valeurs dans R?, connue & partir de la structure de données du
modele géométrique considéré. Dans le cas général, g est une NURBS (Non Uniform Rational Basis
Spline) ou une Bézier rationnelle. Dans le cas particulier qui nous intéresse, on prend en compte des
symétries (axiales par exemple) ou des opérateurs constructifs (extrusion par exemple).

2.4.1 Surfaces implicites
Cas général

Une surface implicite F est le lieu des points z vérifiant des équations et/ou inéquations implicites
décrites par un ensemble de paramétres :

F:{$EIR37 f0($):0, fl($)<07 ’LE{].,,TI’L}} )

ot {fi}; sont des fonctions définies sur R? a valeurs dans R (figure 2.26). Les inéquations peuvent étre
prises au sens strict.

Pour calculer la premiere intersection entre un rayon R;, et la surface F, il faut commencer par
rechercher la premiére intersection entre R, ,, et les surfaces décrites par les équations implicites f;(z) =
0, pour ¢ € {0,...,m}. Ensuite, il ne reste plus qu’a retenir le point le plus proche de 'origine du rayon
qui satisfait les inéquations implicites définissant la surface (figure 2.26). L’intersection entre R, ,, et
la surface d’équation implicite f;j(z) = 0 est un ensemble de points {z; ;}; vérifiant :

{ Tij € Rm,w
fi(zij) =0

Pour résoudre le systéme précédent, il suffit d’injecter ’équation du rayon dans f;, et de rechercher les
valeurs {t; j}; vérifiant :

fi(.’ll‘-l-ti,jw) =0, tij > 0.
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fa(z) <0

Fig. 2.26 — Représentation implicite et recherche de la premiére intersection
avec un rayon.

La premiére intersection, si elle existe, est le point le plus proche de l'origine du rayon x qui satisfait
les inéquations implicites :

{ ' =min{t;;, filzr +ti;w) <0, i€{l,...,m}}
2,7

=+t w

Les algorithmes de recherche de la premiére intersection se déroulent donc en deux étapes :
e substitution de I’équation du rayon dans ’expression de la surface considérée,
e recherche des zéros de la fonction univariée (le paramétre du rayon) ainsi obtenue.

La substitution est une opération numeérique délicate. Le calcul symbolique est une alternative trés
intéressante. La programmation de ’algorithme de substitution n’est plus nécessaire, il suffit de coder
directement les fonctions propre & chaque type de surface calculées symboliquement. Cependant, les
logiciels de calcul symbolique ne donne pas toujours des résultats minimaux. Il est par conséquent
important, en vue de la recherche des zéros, de simplifier le plus possible les expressions obtenues
(Hanrahan [47]).

La recherche des zéros d’une fonction est un sujet vaste qui fait depuis longtemps 'objet de nombreux
travaux. Aussi des études spécifiques ont été menées pour des fonctions particuliéres. Kalra et Barr [53]
ont introduit une méthode robuste, basée sur la calcul des constantes de Lipschitz, adaptée aux surfaces
algébriques généralisées introduites par Blinn |7]. Lorsque les fonctions considérées sont des polynomes
la surface représentée est dite semi-algébrique, si de plus elle est décrite uniquement par I’équation
fo(z) = 0 (sans inéquation) on parle alors de surface algébrique. Ces surfaces particuliéres occupent
une place importante en image de synthése et prépondérante en optique radiométrique. Lorsque le
degré du polynome est inférieur ou égal & quatre la recherche des zéros est analytique. Par contre, pour
des degrés plus élevés il faut utiliser une méthode numérique robuste. On distingue plusieurs types
de méthodes qui permettent d’approcher les zéros d’'un polynéme univarié. Ces méthodes incluent
généralement une premiére phase de localisation ou de séparation des racines :

e la méthode de Collins-Akritas-Loos (Collins et Akritas [21], Collins et Loos [22]) qui permet de
séparer les racines d'un polyndéme qui ne posséde pas de racine multiple,

e les méthodes géométriques utilisant les propriétés des polynomes de Bernstein (Farouki et
Rajan [38] [39], Marchepoil [64]),

e les méthodes d’exclusion (Dedieu et Yakoubsohn [27], Marchepoil [64]) qui permettent d’élimi-
ner les intervalles ne possédant pas de racine,

e les méthodes utilisant les séquences de Sturm et la régle des signes de Descartes (Durand [35],
Hacques [46]),
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Ensuite intervient une phase de calcul, accomplie par une méthode itérative utilisant une relation de
récurrence (Hacques [46]) telles que les méthodes de Newton-Raphson, Bairstow ou encore Legendre
pour ne citer que celles-ci.

Une fois le point d’intersection déterminé, il est nécessaire de calculer le vecteur normal & la surface
en ce point. Ce calcul se raméne & ’évaluation du gradient de la fonction décrivant la surface au point
considéré (figure 2.27) :

u(z') = Vfo(x) .

Dans le cas de surfaces implicites polynomiales, on peut utiliser un schéma de Hérner pour I’évaluation
du gradient.

Rew

|

V fo(z")

T

Fig. 2.27 — Calcul du vecteur normal.

Cas particulier

Dans le contexte qui nous intéresse, la plupart des surfaces sont au plus du second ordre, c’est-a-
dire des quadriques. L’équation générale d’une quadrique s’écrit de la maniére suivante (dans I'espace
projectif) :

y'Qy=0,

ol y' est le vecteur transposé de y et Q est une matrice symétrique de dimension 4. Soit un rayon Ry w
décrit par I’équation paramétrique suivante (dans ’espace projectif) :

y=x+tw, t>0.

La substitution de I’équation du rayon dans l’expression implicite de la quadrique donne une équation
polynomiale univariée du second ordre :

a4+ art+axt’ =0,

ou les coefficients {a;}; sont donnés par :

a = z'Qu
ar = 2u'Qu
as = wQuw

Ainsi, la premiére intersection, si elle existe, est le point 2’ de parameétre ¢ sur le rayon R, tel que ¢
soit la plus petite solution strictement positive de I’équation de degré 2 précédente.

Les quadriques considérées dans le cadre de 'optique sont la sphére, ’ellipsoide, le cylindre, le cone,
la lentille et les surfaces polynomiales de degré inférieur a deux.
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2.4.2 Surfaces paramétriques
Cas général

Une surface paramétrique F est décrite par une fonction g = (g1, g2, g3) définie sur un domaine
D C R? a valeurs dans R? :

F:{xEIR?’, z=g(s,t), (s,t) €D} .

Fig. 2.28 — Représentation paramétrique.

Soit Ry, un rayon et {z;}; I’ensemble des points d’intersection entre R, ., et F :

T € Rm,w
T € F

ce qui signifie qu'il existe des valeurs du paramétre du rayon {t;}; et des valeurs des paramétres de la
surface {(sj,%;)}; telles que :

{ zj=r+tjw, t; >0

zj = g(sj,tj) , (s5,t;) €D

Selon les cas, on a besoin de connaitre les valeurs {#;}; du parameétre du rayon (test de visibilité ou
calcul de distance), ou les valeurs {(s;,¢;)}; des parameétres de la surface (calcul de vecteur normal
a la surface), ou les points {z;}; sur la surface, ou plusieurs de ces parameétres. Dans notre contexte,
on g’intéresse au premier point d’intersection et au vecteur normal & la surface en ce point, on se

contentera donc des {t;}; et {(s;,%;)};. La premiére intersection entre R, , et F, si elle existe, est
définie par :

tl = min {t]'}
J
¥=x+tw
La méthode générale consiste a résoudre le systéme de trois équations & trois inconnues suivant :
z+tjw—g(sj,tj) =0,

et & ne retenir que les solutions satisfaisant ¢; > 0 et (s;,t;) € D.

Dans la majorité des systémes CAO, les surfaces paramétriques sont des NURBS définies par produit
tensoriel, éventuellement restreintes. Une NURBS définie par un produit tensoriel s’écrit sous la forme
suivante :

F:{xE[R3, x =g(s,t), (s,t)ED} ,
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ol D est un domaine rectangulaire :
D = [Smin, Smax] X [tmin, tmax| -
On note alors {s;}7_, et {t/}}", les points de D suivants :
{ Smin = 50 < 51 <+ < $n-1 < $n = Smax
Imin =t S 11 <+ < <

et on note Dy 4 le sous-domaine de D suivant (figure 2.29) :

Dyp = sk, Sky1] X [te, tey1] -

t
tmax T
- — D
tmin 1~ D
l — s
Smin Smax

Fig. 2.29 — Domaine des parameétres pour une NURBS naturelle.

Soient {N;'}; et {N]"}; deux bases de splines polynomiales & une variable, respectivement par rapport
a s et t. De plus, posons :

Niy'(s:8) = NP () Nj"(£) , ¥ (s,) € D .

Une NURBS est alors définie par un ensemble de poids réels strictement positifs {w; ;}; ;, et un ensemble
de points de R* {a; ;}i ;, et on note :

Z Z wi j aij N m(s t)

1030

Zwa N (s,t)

=0 5=0

g(S,t): ,V(S,t)ED,

la NURBS correspondante. Sur chaque sous-domaine Dy, s, 'expression de g(s, t) se réduit & une fonction
rationnelle que I'on peut exprimer sous la forme :

q
Sl B
=0 7=0

P q
ZZ “Bp’q (s,1)

1=0 j=

Gre(s,t) = , V(s,t) € Dy .

Cette expression peut étre obtenue par les algorithmes d’Oslo (Farin [37], Léon [62]), dont 'objectif
est de fournir une méthode pour exprimer les {w” bijoet {a” }i,; en fonction des {w; j}i; et {ai;}ij.

La base {Bp ’q}l ,j est souvent la base de Bernstein bivariée.

On remarque que dans le cas particulier ot les poids w; j sont tous égaux a 1, alors est est ramené au
cas polynomial (le dénominateur dans ’expression de g(s,t) vaut 1).

Une NURBS restreinte est une NURBS définie sur un sous-ensemble de [Smin, Smax] X [fmin, fmax]- La
donnée d'une NURBS restreinte est :



2.4 Intersecteurs rayon-surface 85

e une NURBS, dite naturelle au sens de la définition précédente,

e une ou plusieurs courbes (NURBS éventuellement) fermées a valeurs dans [Smin, Smax| X [tmins tmax]
qui définissent le domaine D, généralement une courbe extérieure et une courbe intérieure (fi-
gure 2.30).

tma.x T
Z

N

VL\\D

tmin 1

| R—
Smin Smax

Fig. 2.30 — Domaine des paramétres pour une NURBS restreinte.

Les différents algorithmes doivent alors prendre en compte cette difficulté. En particulier, pour les
calculs d’intersection il est nécessaire de vérifier ’appartenance au domaine D. Une autre difficulté est
que, dans la pratique, les dessinateurs ou les concepteurs de systémes mécaniques ou optiques, utilisent
souvent des NURBS dégénérées (superposition de points de controle le plus souvent) qui créent de
nombreux problémes pour 1’évaluation de la dérivée et particuliérement de la normale en un point de
la surface. La bonne méthode serait de définir une NURBS restreinte.

Les différentes méthodes pour rechercher l'intersection entre un rayon et une surface paramétrique
peuvent étre classées en trois catégories :

e les méthodes de tesselation,
e les méthodes numériques itératives,
e les méthodes algébriques.

Les méthodes de tesselation consistent a approcher la surface par un ensemble de facettes. Les plus
simples consistent & subdiviser la surface jusqu’a ce que chaque morceau considéré ait une courbure
moyenne suffisamment faible pour étre approché par un plan. Ces techniques de tesselation peuvent
étre combinées avec des techniques de localisation spatiale ayant pour but de diminuer le nombre
de facettes a parcourir pour chaque rayon considéré. Whitted [86] utilise une hiérarchie de sphéres
englobantes pour subdiviser les surfaces. Sweeney et Bartels [82] subdivisent des surfaces B-splines et
définissent une hiérarchie de volumes englobants en utilisant les propriétés particuliéres de la base de
Bernstein.

Les méthodes numériques itératives (Toth [83] et Barr [5]) consistent & résoudre le probléme d’inter-
section en exprimant, dans ’espace projectif, le rayon comme intersection de deux plans (Sweeney et
Bartels [82]) :

Zai{L‘i:O
> bz =0
i

Dans ’espace projectif, une surface paramétrique est représentée par une fonction h = (hy, ha, h3, hy)
définie sur un domaine D C R? & valeurs dans R*. En injectant les {h;}; dans le systéme précédent, on
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obtient un nouveau systéme de deux équations :

Zai hi(s,t) =0
[

> bihi(s,t) =0
[

Pour résoudre ce systéme, une méthode numérique itérative, de type Newton, nécessite une phase
de localisation qui consiste & définir une valeur initiale. C’est un probléme trés délicat. Certains cas
particuliers donne lieu a des résolutions plus robustes. Pour des carreaux bi-cubiques chaque équation
du systéme précédent est de degré six et en éliminant un des deux parameétres s ou ¢ le systéme se
réduit & une équation univariée de degré six (Kajiya [51]).

Les méthodes algébriques consistent & convertir les surfaces vers une représentation implicite. C’est la
technique d’implicitisation, introduite par Sederberg [76]. On est alors ramené au cas de la recherche de
la premiére intersection entre un rayon et une surface implicite. Steinberg [81] a présenté des résultats
pour la conversion de carreaux bi-cubiques et bi-quadratiques. Sederberg et Anderson [75] ont traités les
carreaux de Steiner (carreaux de Bézier bi-quadratique). Edwards [36] a développé des techniques pour
convertir les superquadriques (produit sphérique de superconiques). Biard [6] présente une méthode qui
traite les surfaces polynomiales de degré quelconque. Cependant, les techniques d’implicitisation sont
difficiles & mettre en ceuvre, 'augmentation de la complexité des fonctions a traiter étant le principal
handicap. On les réservera donc & des cas trés particuliers.

Une fois le point d’intersection déterminé, il est nécessaire de calculer le vecteur normal & la surface
en ce point. De maniére générale, le vecteur normal en un point z = ¢(s,t) est donné par la relation
suivante :

0 0
u(s,t) = —g(s, 1) N —
( ? ) 63 g( Y ) 8t g(
Dans le cas de surfaces paramétriques polynomiales, on peut utiliser un schéma de Horner pour 1’éva-
luation des dérivées partielles.

s,t) .

Cas particulier

Dans le contexte qui nous intéresse, les surfaces considérées sont souvent de degré 2 en chaque
variable, ce sont donc des quadriques, ce qui nous raméne au cas implicite. Pour les surfaces dites semi-
paramétriques, telles que les surfaces de révolution ou les surfaces extrudées, on utilise des méthodes
spécifiques (Dessarce [32] pour les surfaces de révolution).

2.5 Conclusion

Ce chapitre donne une description précise de la représentation des objets pour les deux modéles
géométriques considérés ainsi que les algorithmes de base nécessaires & la recherche d’intersections
entre des rayons et des objets. On retiendra, en particulier, que les spécificités du domaine de 'optique
posent des problémes quant au choix d’un modele géométrique. On est toujours partagé entre le modéle
CSG et le modéle BRep. Pour le premier, les propriétés optiques sont naturellement représentées pour
les surfaces et les volumes et les algorithmes d’intersection sont trés rapides pour des objets primitifs
de type implicite. Pour le second, la représentation des propriétés optiques pour les volumes peut poser
des problémes et les algorithmes d’intersection sont plus cotiteux que dans le cas CSG. Cependant, le
modeéle BRep s’impose comme un standard au niveau industriel, notamment pour la représentation
des données géométriques, d’oll sa nécessité.

L’étude des complexités des algorithmes d’intersection a pour but de donner une idée précise des cotits
en temps a prendre en compte pour la suite. Notamment pour le cas CSG, I’étude comparative entre
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la méthode des epsilons et la méthode de Roth montre que pour ce type d’objet il est crucial de choisir
une méthode qui limite les parcours d’arbre.

Dans la suite, on supposera disposer de ces deux modeéles géométriques et des algorithmes d’intersection
associés.






Chapitre 3

Localisation spatiale pour le calcul
d’intersection

Les différentes méthodes de résolution envisagées sont susceptibles de faire intervenir les notions de

rayon lumineux, de visibilité, en tout cas d’intersection entre un rayon et un objet. On peut considérer
actuellement un rapprochement entre études radiométriques et synthése d’image. Dans le premier cas,
on cherche a calculer au plus prés le phénomeéne physique fondé sur les équations étudiées au premier
chapitre. Dans le second cas, on est d’avantage intéressé par le résultat visuel. Cependant, les modéles
géométriques sont comparables dans les deux domaines, méme si les géométries ne sont pas soumises
aux mémes contraintes de précision dans les deux cas.
Le probléme principal est I’amélioration du temps de simulation en accélérant les calculs d’intersection
entre les rayons et les objets. Dans le premier paragraphe on présentera de fagon succincte les méthodes
d’accélérations traditionnelles pour les calculs d’intersection. Dans le second paragraphe on détaillera
la méthode envisagée pour notre contexte. Enfin, dans un troisiéme paragraphe on présentera des
résultats expérimentaux dans ’environnement industriel.

3.1 Accélération des calculs d’intersection

3.1.1 Ou gagner du temps ?

Dans une simulation, la majeure partie du temps de calcul est consacrée & la recherche de la premiére
intersection entre des rayons et le systéme considéré. Whitted [86] a évalué a au moins 95% le temps
passé a effectuer de tels calculs sur des scénes complexes. Bien que les modéles physiques utilisés dans
nos applications soient plus complexes que ceux généralement utilisés en image de synthése (notamment
pour la modélisation du noyau de dispersion surfacique!), I'expérience montre qu’au moins 80% du
temps est consacré aux calculs d’intersection. Dot la nécessité d’employer des méthodes d’accélération
des calculs d’intersection adaptées et efficaces, dont les plus courantes sont présentées dans la suite.

La gain de temps sur une simulation passe donc par une accélération des calculs d’intersection. Si
I’'on regarde de plus prés, on se rend compte que l'algorithme de recherche de la premiére intersec-
tion entre un rayon et une scéne géométrique O, ..., O comporte deux parties (algorithme 6). La
premiére partie consiste & parcourir tous les objets de la scéne considérée. La seconde partie concerne
les calculs d’intersection rayon-objet. Bien entendu, il s’agit ici d’'une méthode naive. Cependant son
importance réside dans le fait que son analyse permet de classer les méthodes d’accélération des calculs
d’intersection.

'Voir définition au paragraphe 1.2.5.
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Algorithme 6: Méthode naive.

INTERRAYONSCENE-NAIF(z, w, O, ..., ON)
) (iminatmin,Imin) — (—1,+OO,{})

(2) fori=1to N

(3) (t,I) < INTERRAYONOBJET(z, w, O")

(4) if t < tmin

( ) (iminatminajmin) — (i,t,[)

( ) return (imina tmina Imin)

L’algorithme INTERRAYONOBJET recherche la premiére intersection entre un rayon et un objet. Si une
intersection existe, alors il renvoie le parameétre correspondant sur le rayon et, éventuellement, diverses
informations relatives & 1’objet et au point d’intersection trouvé (vecteur normal au point trouvé, point
dans l'espace des paramétres pour un objet paramétrique, numéro de la face pour un objet BRep,
etc). Sinon, par convention, il renvoie (+o00,{}). La proposition suivante donne une expression de la
complexité en temps relative a l'algorithme 6.

Proposition 13

Soit Ry, un rayon. Soient O!,..., OY des objets. La complexité moyenne en temps de recherche de
la premiére intersection entre le rayon R, et la scéne géométrique O',...,0N s%crit de la maniére
suivante :
N
Tor,. ov(z,w) = ZToi (z,w) , (3.1)
i=1

ot Tpi(z, w) est la complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre le rayon Ry
et 'objet O°.

Preuve L’expression de la complexité en temps est évidente a la lecture de ’algorithme 6.
]

Le corollaire suivant donne la complexité moyenne en temps par rapport & un ensemble de rayons issus
de R (voir définition page 32).

Corollaire 4

Soient O, ..., 0" des objets. La complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersec-
tion entre un rayon issu de R et la scéne géomeétrique O, ..., OV s’écrit de la maniére suivante :
N
Toi, . ov = ZToi ; (3.2)
i=1

oit T est la complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection entre un rayon
issu de R et 'objet O°.

O

Preuve Il suffit d’appliquer la définition 1 page 36 de la complexité moyenne en temps a l’expres-
sion 3.1.
]

Accélérer les calculs d’intersection c’est réduire la complexité T'o1 o~ . Considérant que la précision
numérique des calculs d’intersection est fixée, les méthodes d’accélération peuvent étre classées en deux
familles :
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e l'accélération des calculs d’intersection rayon-objet, c’est-a-dire la réduction du cotit de I'algo-
rithme INTERRAYONOBJET, donc la diminution des complexités moyennes en temps 7T,

e l'accélération des calculs d’intersection rayon-scéne, c’est-a-dire la diminution de taille de la
boucle dans l'algorithme 6, donc la diminution de la taille de la liste des objets a parcourir,
caractérisée par la somme dans l'équation 3.2.

Dans la premiére famille, on distingue deux types d’accélérations. D’une part, 'amélioration des mé-
thodes numériques présentées dans le paragraphe 2.4, qui consistent essentiellement en la mise en
ceuvre de techniques robustes et rapides de recherche des zéros d’équations algébriques. Ces techniques
dépendent du type de surface considérée. D’autre part, la mise en place de méthodes géométriques
d’exclusion dont le but est de réduire les cotlts pour des rayons éloignés. Ces méthodes utilisent les
propriétés des surfaces ou des modéles géométriques considérés. Elles sont présentés dans le para-
graphe 3.1.2.

La seconde famille correspond aux méthodes de partition de la liste des objets considérés. Elles
consistent en la définition d’une subdivision de l'espace contenant la scéne géométrique. Le para-
graphe 3.1.3 décrit le principe de ces méthodes.

La mise en ceuvre d’'une méthode dépend de plusieurs paramétres. Les contraintes sont d’autant plus
nombreuses que la mise en place d’'une méthode d’accélération doit se faire dans un contexte industriel.
Le paragraphe 3.1.4 justifie le choix d’une méthode en fonction du cahier des charges.

3.1.2 Utilisation d’objets englobants

Le principe des méthodes & objet englobant est d’associer & chaque objet O un objet englobant O,
(figure 3.1) qui permette des tests d’intersection trés rapides avec un rayon :

O C Oe
To.(z,w) € To(z,w) ,V (z,w) E R ’

ou Tp et Tp, sont les complexités en temps respectivement pour les objets O et O.

Fig. 3.1 — Définition d’un objet englobant.

L’intérét de ces méthodes est d’éviter le calcul d’intersection avec O pour les rayons qui n’ont pas
d’intersection avec l'objet englobant associé. Ce sont des méthodes d’exclusion dans le sens ou elles
consistent & ne pas tenir compte des rayons dont on est sir qu’ils n’ont pas d’intersection avec ['objet
O. Le critére d’exclusion géométrique est caractérisée par (figure 3.2) :

RywyNOe=0 = Ry, NO=0.
L’algorithme de recherche de la premiére intersection entre un rayon et un objet consiste alors a tester

systématiquement l'intersection avec l'objet englobant puis s’il y a intersection & tester l'intersection
avec l'objet considéré (algorithme 7).
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exclusion du rayon calcul d’intersection nécessaire

Fig. 3.2 — Propriété d’exclusion pour un objet englobant.

Algorithme 7: Objet englobant.

INTERRAYONOBJET-ENGLOBANT (2, w, O)

(1) (tmin, I) <= INTERRAYONOBJET(z,w, Oe)

(2) Tmin < {}

(3) if tymin < 400 then (tmin, Imin) < INTERRAYONOBJET(z, w, O)
(4) return (tmin, Imin)

L’algorithme INTERRAYONOBJET recherche la premiére intersection entre un rayon et un objet. Si une
intersection existe, alors il renvoie le paramétre correspondant sur le rayon et, éventuellement, diverses
informations relatives & 1’objet et au point d’intersection trouvé (vecteur normal au point trouvé, point
dans l'espace des paramétres pour un objet paramétrique, numéro de la face pour un objet BRep, etc).
Sinon, par convention, il renvoie (+o0o,{}).

Pour estimer la complexité en temps de ’algorithme précédent, on a besoin de la fonction indicatrice
d’intersection avec un objet englobant (définition 2 page 55). On rappelle que 1 o, une fonction définie
sur R a valeurs dans {0, 1}, dont I’expression est la suivante :

1 SiRyuyNOe#0D
1r,0.(7, w) =

0 sinon
La proposition suivante donne une expression de la complexité en temps relative a l’algorithme 7.

Proposition 14
Soit Ry, un rayon. Soit O un objet. Soit O, un objet englobant O, c’est-a-dire tel que O C O,. La
complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre le rayon R, ,, et 'objet O s’écrit
de la maniére suivante :

To,0.(z,w) = To,(z,w) + Lo, (z,w) To(z,w) , (3.3)

ou To, (x,w) et To(z,w) sont les complexités en temps de recherche de la premiére intersection entre
le rayon R, ,, et respectivement les objets O, et O.

Preuve Elle est évidente a la lecture de I'algorithme 7.
|

De méme que pour l'indicatrice d’intersection, on a besoin de la caractérisation de la proportion de
rayons qui ont une intersection avec un objet englobant (définition 3 page 59). On rappelle que la
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proportion de rayons issus de R qui ont une intersection avec un objet O, est donnée par le nombre
réel suivant :

1

mes (R) /Rﬂoe(w,w) dp(z) do(w) .

TR,0e =
Pour différencier les rayons qui ont une intersection avec un objet englobant O, des autres, on introduit
les deux sous-ensembles suivants :

Rin,Oe = {(.’L‘,U)) €ER ) Rx,w N Oe 7’é @}
Rex,06 = R~ Rin,0.

Rin,0. est donc 'ensemble des rayons issus de R qui ont une intersection avec Oe, Rex,0, €st ’ensemble
complémentaire dans R.
Le corollaire suivant donne la complexité moyenne en temps relative a ’algorithme 7.

Corollaire 5
Soit O un objet. Soit O, un objet englobant O, c’est-a-dire tel que O C Oe. Soit yg o, la proportion
de rayons issus de R qui ont une intersection avec O,. La complexité moyenne en temps de recherche
de la premiére intersection entre un rayon issu de R et 'objet O s’écrit de la maniére suivante :

T0,0. =To. + YR,0.T0 (3.4)

oi1 To, est la complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection entre un rayon issu
de R et I'objet O, et TI(I)I est la complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection
entre un rayon issu de Rin 0, et I'objet O.

]

Preuve Il suffit d’appliquer la définition 1 page 36 de la complexité moyenne en temps a l’expres-
sion 3.3. Le premier terme ne pose aucun probléme. Regardons de plus prés le second. En remarquant
que l'indicatrice d’intersection sur O, relativement & R est nulle sur Rex 0., la moyenne du second
terme de 'expression 3.3 s’écrit de la maniére suivante :

1 1

mes (R) /R]loe(wi) To(z,w) du(z) do(w) = m/&n,oe To(z,w)dpu(z)do(w) .

Donc I'expression précédente devient :

1

mes (Rin,0,)
mes (R)

T .
mes (R) ©

/ Lo, (2, 1) To (2, w) du(a) do(w) =
R

Il ne reste plus qu’a remarquer que le rapport des deux mesures est la proportion de rayons issus de
R qui ont une intersection avec O, c’est-a-dire le nombre yz o,. D’ol 'expression proposée.

L’expression 3.4 rend compte de lefficacité de la méthode & objet englobant. En effet, 'efficacité
augmente lorsque le parametre yr o, et la complexité moyenne en temps To, diminuent. En d’autres
termes, cela signifie que moins I’'objet englobant est traversé par des rayons et plus sa forme est simple,
plus la méthode est efficace. Il faut donc tenter d’utiliser des englobants petits dans le systéme considéré
et de formes simples. C’est un compromis entre la dimension de ’englobant et sa simplicité. Différents
types d’englobants ont été testés.

e Les sphéres, introduites par Whitted [86], sont I’objet englobant le plus simple qui puisse exister,
mais sa dimension relative & 'objet englobé n’est pas controlable.
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e Les ellipsoides, introduits par Bouville |9], permettent de mieux contrdler la dimension des
englobants, mais le choix du meilleur ellipsoide est difficile et les temps de calculs d’intersection
sont beaucoup plus longs que pour la spheére.

e Les cylindres, introduits par Weghorst, Hooper et Greenberg [84], permettent de privilégier une
orientation, mais les temps de calculs d’intersection sont longs.

e Les boites englobantes, introduites par Rubin et Whitted [70], sont des parallélépipedes. Le
choix de leur orientation permet de minimiser leur taille. De plus, les calculs d’intersection
sont rapides. Roth [69] utilise des boites englobantes paralléles aux axes pour des objets de
type CSG. Le principal inconvénient est que la dimension relative a I’objet englobé n’est pas
controlable.

e Les polyedres, introduits par Kay et Kajiya [55] comme une généralisation des boites englo-
bantes mais avec un nombre de directions limitées, généralisés par Roelens [68| qui admet des
directions quelconques, permettent d’approcher encore mieux les objets.

Exemple 8
Soit O un objet. Soit O, une spheére de rayon r englobant O. On suppose que la complexité en temps
relative & 'objet O vérifie les hypothéses du corollaire 5.

La complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection entre un rayon issu de R
et objet O par la méthode & objet englobant est donnée par I’expression 3.4 :

To,0.=To, + Yr,0.To -

Soit x un point. Considérons 'ensemble de rayons issus de R = {z} x S2. On suppose donc que les

rayons sont issus d’une source ponctuelle dont la propriété d’émission est uniforme dans toutes les

directions de I’espace. La proportion de rayons issus de R qui ont une intersection avec O, est le

rapport de la mesure de I'angle solide issu de = interceptant O, et de la mesure de la sphére unité :
mes (Qo,(z))  mes (Qo,(z))

TRO: = s (8?) Adm

La mesure de l’angle solide Q¢,(z) dépend de la position de z. Si z est dans O, alors la mesure est
celle de la sphére unité. Sinon, c’est I'aire de la calotte de sphére de centre z et de rayon vd? — r2,
ou d est la distance entre z et le centre de la sphére O, divisée par le carré du rayon de cette sphére :

4 sixz € Og
mes (Qo, () = 2
(@o.(z)) 27r<1— 1—(2)) siz ¢ O

La complexité moyenne en temps 1o, peut s’écrire sous la forme :

Toe =aTp,
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ou « est un parameétre dans [0, 1] (O, est par définition plus simple que O). La complexité moyenne
en temps pour la méthode & objet englobant s’écrit donc de la maniére suivante :

(a+1)To siz € O,

To,oez 1 2 )
<a+§<1— 1—(3> ))TO siz ¢ O,

Cette expression montre que pour un point z € O, la méthode n’est pas efficace, ce qui est évident
puisque le critéere d’exclusion géométrique n’est jamais vérifie. Pour un point x ¢ O, lefficacité
dépend des paramétres «, r et d. La distance d est arbitraire, on peut prendre d = 1 et faire varier
les deux autres parameétres dans [0, 1] (r est nécessairement plus petit que 1 puisque z n’est pas dans
Oe). Ainsi, un couple («,r) est caractéristique de l'objet englobant O,. « caractérise sa simplicité
relativement & O, tandis que r caractérise sa taille relativement & la distance au point z (car on a
fixé d). L'efficacité de la méthode a englobant est donnée par la valeur du facteur devant Tp dans
Pexpression précédente. Celui-ci est inférieur a 1 pour les couples (a,r) tels que :

(o, 7) € ([0%] ><[0,1]> U ([%1] X {7‘, r<2d\/m}> .

Le graphe suivant illustre I’ensemble des couples admissibles. La zone en dessous de la courbe re-
présente donc les couples (a,r) pour lesquels la méthode & objet englobant est plus efficace que
la méthode classique. On remarque que pour a < 1/2 la méthode a objet englobant est toujours
meilleure quel que soit r. En d’autres termes, dés que la simplicité de 'objet O, par rapport & ’objet
O est telle que la complexité T, soit au moins deux fois plus petite que la complexité Tp, alors la
méthode est efficace quel que soit 'origine des rayons considérée en dehors de l'objet Ok.

3.1.3 Localisation spatiale

Les méthodes de localisation spatiale sont basées sur la propriété de cohérence spatiale entre les
objets et les rayons. Le but est de réduire le nombre d’intersections & calculer pour chaque rayon consi-
déré. Le principe est d’effectuer une partition de ’espace contenant les objets de la scéne géométrique,
puis de rechercher la premiére région traversée par le rayon et qui contient des objets. Si une intersec-
tion est trouvée alors on s’arréte, sinon on progresse dans la partition. Ces méthodes comportent donc
deux phases :

e la phase de pré-calcul consistant & définir une partition des objets,
e la phase de calcul consistant & parcourir la partition.

La performance globale des méthodes de localisation dépend de deux paramétres : le pouvoir séparant
de la partition et la facilité de suivi du rayon. Les partitions non réguliéres permettent une meilleure
précision alors que les partitions régulieres facilitent le suivi du rayon. La définition suivante caractérise
de maniére générale une partition d’'un ensemble d’objets.
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Définition 4
Soient O',...,ON des objets. Une partition de O',...,O" est un ensemble {R;}?_, de régions de
R? tel que :

Vie{l,...,N}, 0" c |JR.
k=1

|

La définition suivante caractérise ’ensemble des points d’un objet qui interagissent avec des rayons (on
ne s'intéresse qu’aux intersections rayon-surface).

Définition 5
Soit O un objet. On appelle surface optique de O, et on note X(0), I'objet suivant :

O  si O est surfacique
¥(0) =

00 si O est volumique

ou 0O représente le contour de O.
O

D’un point de vue pratique, les régions issues d’une partition sont soit des objets englobants (des
spheres, des ellipsoides, des cylindres, des boites englobantes ou des parallélépipédes), soit des poly-
édres (définis par intersections de demi-espaces), soit des voxels (parallélépipedes paralléles aux axes).
Localiser les objets O, ..., OY dans une partition {Ry}}_,, c’est associer a chaque région Ry, des in-
formations décrivant les propriétés géométriques et physiques propres a cette région et donc aux objets
qui s’y trouvent. Il est au moins nécessaire d’associer la liste des objets ayant une intersection avec la
région considérée, c’est-a-dire de localiser les objets dans la partition.

Définition 6

Soient O, ..., O des objets. Soit {Ry}}_, une partition de ces objets. On note Lp, la liste des
indices des objets qui possédent une intersection avec la région Ry :

Lg, ={i€{l,...,N} tel que T(O)N Ry, # 0} ,
ot T(O%) est I'objet considéré pour I’évaluation de l'intersection avec Ry, :
$(0%) c YT(0Y) .
0

En pratique, pour un objet O donné, Y(O) est soit la surface optique, c’est-a-dire 3(0), soit un objet
englobant 'objet O.

Une fois la partition de la scéne géométrique mise en place, il reste & définir le parcours du rayon.
Quelle que soit la méthode de localisation spatiale considérée, la partition de I’ensemble des objets est
associée a une structure de données qui peut étre vue comme un arbre, ot chaque nceud est lié a une
région de la partition, et, par conséquent, a une liste d’objets. Fort de ce constat, les algorithmes de
parcours du rayon dans une partition peuvent étre classés en deux catégories :

e les algorithmes itératifs (algorithme 8),

e les algorithmes récursifs (algorithme 9).
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Algorithme 8: Localisation spatiale (parcours itératif).
INTERRAYONSCENE-ITERATIF(z, w, arbre)

(1) (iminatminalmin) <~ (—1,+OO,{})

(2)  fin « false

3) k+ -1

(4)  while not fin

(5) k + PARCOURSRAYONPARTITION(x, w, arbre, k)
(6) if £ #—1

(7) for j =1 to taille(Lp, )

(8) i Lp,(j) |

9) (t,I) < INTERRAYONOBJET(z,w, O")
(10) if t < tpin then (iminatmina Imin) — (i,t, I)
(11) if tymin < 400 then fin + true

(12) else

(13) fin + true

(14)  return (imin, tmin, Imin)

La variable arbre représente la structure de données qui lie les régions { Ry }}_, aux objets o',...,0N.
L’algorithme PARCOURSRAYONPARTITION renvoie I'indice de la premiére région traversée par un rayon
et qui contient des objets. Par convention, il renvoie —1 si aucune région n’est traversée. Pour initialiser
le parcours, cet algorithme prend en paramétre d’entrée l'indice de la derniére région rencontrée.
L’algorithme INTERRAYONOBJET recherche la premiére intersection entre un rayon et un objet. Si
une intersection existe, alors il renvoie le paramétre correspondant sur le rayon et, éventuellement,
diverses informations relatives a l'objet et au point d’intersection trouvé (vecteur normal au point
trouvé, point dans l'espace des paramétres pour un objet paramétrique, numéro de la face pour un
objet BRep, etc). Sinon, par convention, il renvoie (400, {}).

Algorithme 9: Localisation spatiale (parcours récursif).
INTERRAYONSCENE-RECURSIF (z, w, neud )

(1) (iminatmin,Imin) < (_1,+OO,{})

(2) k< REGION(neeud)

(3) if Lg, #10

(4) for j =1 to taille(Lp,)

5) i Li, () |

(6) (t,I) < INTERRAYONOBJET(z,w, O")

(7) if t < typin then (imina tmin, Imin) — (i, t, I)

(8) neud-courant < INITPARCOURSRAYONARBRE(neud)

(9)  while neud-courant # nil

(10) (¢,t,I) < INTERRAYONSCENE-RECURSIF(z, w, neud-courant )
(11) if t < typin then (iminatmina Imin) — (i,t,I)

(12) neud-courant < PARCOURSRAYONARBRE(x, w, neud-courant )
(13)  return (imin, tmins Imin)

La variable neeud représente un nceud de 'arbre représentant la structure de données qui lie les régions
{Ry}}—, aux objets O',...,0N. L’algorithme REGION est une fonction d’accés & la région associée 2
un neeud donné. L’algorithme INTERRAYONOBJET recherche la premiére intersection entre un rayon
et un objet. Si une intersection existe, alors il renvoie le parameétre correspondant sur le rayon et, éven-
tuellement, diverses informations relatives a ’objet et au point d’intersection trouvé (vecteur normal au
point trouvé, point dans I’espace des parameétres pour un objet paramétrique, numéro de la face pour
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un objet BRep, etc). Sinon, par convention, il renvoie (+o00,{}). L’algorithme INITPARCOURSRAYO-
NARBRE initialise le parcours de 1’arbre. Il renvoie le noeud correspondant au premier fils rencontré,
dans un sens de parcours défini par la méthode considérée. Si aucun nceud n’est pas trouvé, alors, par
convention, il renvoie nil. L’algorithme PARCOURSRAYONARBRE recherche dans ’arbre la prochaine
région traversée par un rayon, dans un sens de parcours défini par la méthode considérée. Si une région
existe alors il renvoie le nceud correspondant. Sinon, par convention, il renvoie nil.

La définition 4 est tres générale en ce sens qu’elle n’impose aucune restriction sur le nombre de
régions ainsi que sur leur type. Ainsi, le domaine contenant 1’ensemble des objets ou encore I’ensemble
des objets englobants sont bien des partitions. Cependant, l'intérét d’une partition est bien évidemment
de considérer plusieurs régions. Il existe différentes méthodes pour définir une partition. Relativement
aux notions d’objet et de scéne géométrique, on distingue trois classes :

e les méthodes locales,
e les méthodes globales,
e les méthodes mixtes.

Les algorithmes 8 et 9 sont écrits dans un contexte général, chaque méthode présentée dans la suite
est rattachée & une variante, voire une utilisation conjointe de ces deux algorithmes.

Meéthodes locales

Ces méthodes consistent a partir des objets pour construire une partition de la scéne géométrique.
Leur principe est d’utiliser les objets englobants des objets de la scéne géométrique comme régions de
base pour la construction de la partition. Différents types de partition ont été développés :

e hiérarchie d’objets englobants,

e spécifique aux objets CSG.

Le principe des méthodes de partition par hiérarchie d’objets englobants est d’inclure les objets
dans des objets englobants, puis de regrouper ces objets englobants dans d’autres objets englobants.
La hiérarchisation consiste a répéter cette étape (figure 3.3). Les régions d’une partition sont donc
des objets englobants et définir une partition c’est regrouper les régions dans d’autres régions jusqu’a
obtenir une région qui englobe toute la scéne géométrique. Par nature de ces méthodes, les structures
de données liées a ce type de partition sont arborescentes. Chaque nceud est associé un objet englo-
bant. Une feuille est associée & un seul objet de la scéne géométrique. Un nceud autre qu’une feuille
n’est associé & aucun objet de la scéne géométrique. La racine de ’arbre est donc associée a l'objet
englobant la scéne géométrique. La localisation des objets dans les différentes régions est induite par la
construction de la structure de données et ne pose donc aucun probléme (on n’utilise pas la définition 6
pour construire les listes de liens).

Le parcours du rayon consiste a rechercher les intersections avec les objets englobants en partant de
la racine de ’arbre. Pour chaque objet englobant, on calcule I'intersection avec le rayon considéré. S’il
y a intersection, alors on recherche l'intersection entre le rayon considéré et les objets englobés. Et
ainsi de suite, jusqu’a rencontrer une feuille de I’arbre, c’est-a-dire un objet de la scéne géométrique.
Naturellement ce processus induit un algorithme de type récursif.

Rubin et Whitted [70] furent les premiers a utiliser une telle méthode de partition. Les objets englobants
sont des boites englobantes, non nécessairement paralléles aux axes de maniére & minimiser leur taille.
La difficulté de ces méthodes de partition est de choisir les meilleurs objets englobants et d’organiser
la structure de données de maniére & miniser la complexité en temps de la recherche d’intersection.
Différents auteurs ont travaillé & "amélioration de la méthode initiale.

Weghorst, Hooper et Greenberg [84] utilisent une expression de la complexité en temps de calcul de
I'intersection entre un rayon et un objet englobant, semblable & celle donnée par le corollaire 5, dans le
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) régions intersections
nrveau parcourues  rayon-objet
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Fig. 3.3 — Hiérarchie d’objets englobants.

but de choisir 'objet englobant qui minimise cette complexité. Ce critére est utilisé pour chaque nceud
de l’arbre.

Gervautz [42]| s’intéresse au parcours du rayon. Il utilise la méthode de classification des points d’in-
tersection introduite par Roth [69] en ne calculant des intersections que dans les régions situées dans
un intervalle d’intersection défini & partir de la premiére intersection rencontrée avec un objet de la
scene géomeétrique.

De maniére similaire, Kay et Kajiya [55] utilisent la particularité de leurs objets englobants (des boites
englobantes généralisées avec un nombre limité de directions) pour la recherche d’intersection. Les
objets englobants sont classés dans un certain ordre défini par la distance entre ’origine du rayon
considéré et le premier point d’intersection avec l'objet englobant considéré.

Charney et Scherson [16] améliorent ’algorithme de parcours du rayon présenté dans [55]. Le principe
consiste a distinguer les régions qui contiennent l'origine du rayon considéré des autres régions. Cette
distinction définit un ordre de parcours des neeuds.

Ke et Chang [56] vont plus loin dans ’amélioration de la méthode présentée dans [55|. Les objets
englobants sont classés en fonction de leurs proximités relatives. Ainsi, les tests d’intersection entre les
rayons et les objets englobants se font dans un ordre défini par cette classification, ce qui, statistique-
ment, réduit le nombre d’intersections a calculer. D’autre part, I’ensemble des objets englobants est
projeté sur le plan image, ce qui permet d’éliminer un grand nombre de parties de 'image ne donnant
pas lieu a des intersections (parties noires).

La principal inconvénient commun a toutes les variantes de ce type de méthode est que le parcours
du rayon est dépendant de I'ordre dans lequel sont insérées dans la structure de données arborescente
les diverses régions. C’est pourquoi lefficacité de ces méthodes de partition est difficile & prédire.
Goldsmith et Salmon [45] ont donné une formulation de la probabilité conditionnelle qu'un rayon
heurte un objet sachant qu’il a heurté un objet I’englobant. Pour ce faire, ils ont supposé que les
rayons sont distribués uniformément. La probabilité recherchée est alors égale au rapport des aires
projetées moyennes (moyenne sur I’ensemble des directions des aires projetées le long d’une direction).
Si de plus les objets considérés sont convexes (généralement les objets englobants sont convexes) alors
la probabilité recherchée est le rapport des aires du contour des objets considérés :

aire(00e,;)

P(Rl_’wﬂoe’i#@|R$’wnOe#®):m?
e

(3.5)
ou Ry, est un rayon appartenant a l’ensemble des rayons considérés, O, ; est un objet convexe englobé
par un objet convexe O, et 00, ; et JO, sont les contours respectifs des objets Oe ; et Oe. Cette relation
permet de donner une expression de la complexité en temps des méthodes utilisant des objets englobants
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convexes. Soient {O, ;}; des objets (objet de la scéne géométrique ou objet englobant convexe) englobés
par un objet convexe O,. La complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection
entre un rayon et un objet contenu dans O, s’écrit :

To, + Tint,0. »

ou la complexité moyenne en temps intérieure Thpg 0, s’exprime de maniére récursive :

— — aire(00e ;) —
Tint.0. = To.. + 2 Zep o ), .
t,Oe Z ( OE,l + alre(aoe) t;Oe,z (3 6)

i

ou TOe,i est la complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection avec I'objet Ok ;
et Tint,oe,i est la complexité moyenne en temps intérieure pour l'objet Oe ;. Par définition, la complexité
moyenne en temps intérieure pour un objet de la scéne géométrique est nulle. Cette estimation de la
complexité moyenne en temps ne donne pas une mesure précise du cotit dans un cas général. En parti-
culier, la distribution de rayons est considérée uniforme, ce qui est faux dans la plupart des simulations.
De plus, les phénomeénes d’occlusions entre les objets englobés ne sont pas pris en compte. Cependant,
I'utilisation de 'expression de la complexité moyenne en temps donne un moyen de construire une hié-
rarchie d’objets englobants qui consiste a minimiser ’expression 3.5 du rapport des aires des contours
des objets englobants (pour des objets englobants convexes).

Le principe des méthodes spécifiques aux objets CSG est de définir, dans un premier temps, des
boites englobantes minimales pour chaque objet de la scéne géométrique. Une boite englobante est
généralement calculée en combinant les boites englobantes des objets primitifs & l'aide des opérateurs
ensemblistes considérés pour l'objet (figure 3.4). La différence entre ce type de partition et une partition
par hiérarchie d’objets englobants tient a la particularité des objets CSG. En effet, dans le cas présent,
on ne cherche pas a localiser un objet mais plutot une partie d’un objet, la plus petite possible. Cette
partie est représentée par un sous-arbre CSG issu de I'objet considéré.

_— . — —— — — — —_— e — — -

O, diff Oy

e — — — — =

Fig. 3.4 — Boite englobante minimale pour un objet CSG.

Arnaldi, Priol et Bouatouch [1] projettent les boites englobantes minimales de chaque objet sur le plan
image. Une partition de type BSP (Binary Space Partionning) est construite a partir des rectangles
issus de la projection. A chaque segment d’un rectangle correspond un plan séparant 'espace de la
scéne géométrique en deux régions. Cette partition est raffinée & I’aide d’une subdivision le long de ’axe
perpendiculaire au plan image. Les régions ainsi obtenues sont associées a une structure de données
contenant notamment des informations de voisinage. Les rayons issus du plan image (dans le cas d'un
lancer de rayons dans le sens inverse), c’est-a-dire les rayons primaires, utilisent principalement la
premiére partition, tandis que les rayons secondaires se déplacent dans les régions issus de la seconde
partition en utilisant les relations de voisinage entre les différentes régions. Pour éviter les calculs
d’intersection redondants, ils ont mis en place sur chaque objet une information qui consiste & conserver
le résultat du dernier calcul d’intersection avec un rayon. Ainsi, lorsque l'objet est rencontré plusieurs
fois par un méme rayon, le calcul n’est effectué qu’une seule fois (figure 3.5).
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Fig. 3.5 — Réduction des calculs redondants lors du parcours du rayon.

Chuang et Hwang [17] utilisent des boites englobantes plus précises que [1], basées sur les boites
englobantes de Cameron [13]. La partition s’appuie sur les faces des boites englobantes des objets. Une
structure de données hiérarchique contient les liens entre les voxels et les sous-arbres CSG issus de la
construction de la partition. Le parcours du rayon est de type itératif et utilise la classification des
points introduite par Roth [69].

Méthodes globales

Ces méthodes consistent a partir de la scéne géométrique. On considére un objet englobant la scéne,
généralement un parallélépipéde. Pour étre conforme aux notations du premier chapitre, notons X ce
domaine. Une partition des objets de la scéne est alors définie en subdivisant le domaine X en régions
le plus souvent parallélépipédiques alors appelées voxels. La partition est alors un partitionnement de
X en ce sens que les régions Ry sont disjointes et que leur union est ’ensemble X :

UR=Xx
k=1
RkﬂRk/:(b, k#k,

A chaque région Ry, est associée I’ensemble des objets qui ont une intersection avec cette région. Cet
ensemble est caractérisé par la liste Lp, donnée par la définition 6. Cette définition met en avant
un des problémes principal de la localisation, a savoir I’évaluation de l'intersection entre un objet et
une région. Puisque l'on s’intéresse aux surfaces optiques (définition 5), pour les calculs d’intersection
rayon-objet, I'idéal est donc de considérer, pour un objet O donné, la surface associée ¥(0). Cependant,
il n’est pas toujours facile d’évaluer si 'intersection entre une région et une surface est ’ensemble vide
ou non. C’est pourquoi on a recours & un objet Y(O) englobant O. Pour construire la liste associée a
une région Ry, on utilise le critére d’exclusion géométrique suivant :

YO)NR,=0 = Z(O)NR,=0,

qui résulte du fait que ¥(0) C YT(0). La qualité de la localisation dépend alors des tailles des listes
Lg, . Celles-ci doivent naturellement étre les plus petites possibles. La hiérarchisation de ces méthodes
consistent a répéter la subdivision aux régions de la partition. Le critére d’arrét le plus utilisé est
un seuil définissant le nombre d’objets maximum pour une région et, bien entendu, une profondeur
maximale de la hiérarchie.

Une fois la partition des objets définie, il reste a rechercher la premiére intersection entre un rayon et
la scéne géométrique considérée. Deux classes d’algorithmes sont associés a ce type de partition : les
algorithmes itératifs et les algorithmes récursifs.

Différents types de partition ont été développées :

e binaire,
e octale,
e grille uniforme,

e macro-régions.
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Le principe de la partition binaire, ou BSP (Binary Space Partionning), consiste a séparer par un
plan chaque région considérée en deux sous-régions, en partant du domaine X (figure 3.6). Par nature,
la structure de données associée a ce type de partition est I’arbre binaire.
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Fig. 3.6 — Partition binaire (cas de plans paralléles aux azes de la scéne
géométrique).

Kaplan [54] a introduit une méthode de partition binaire basée sur des plans paralléles aux axes de la
scéne géométrique. La structure de données est un arbre binaire classique et le parcours du rayon est
de type itératif.

Jansen [49] a introduit une méthode similaire en ce qui concerne la partition et la structure de données
associée, mais utilise un algorithme de parcours du rayon de type récursif dichotomique. L’arbre binaire
associé a la partition est parcouru de haut en bas. Pour chaque nceud non terminal considéré, le parcours
des deux fils est ordonné en fonction de 'ordre de parcours du rayon dans les deux régions associées.

Le principe de la partition octale, ou octree (qui signifie arbre octal), consiste a subdiviser le
domaine X en huit régions disjointes, appelées octants. Chaque région est a nouveau subdivisée en
huit octants. Et ainsi de suite jusqu’a un critére d’arrét (figure 3.7). Par nature, la structure de données
lice & ce type de partition est arborescente.
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Fig. 3.7 — Partition octale (octants uniformes).

Glassner [43] fit un des premiers a mettre en place une telle partition, avec des octants uniformes.
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La structure de données qu’il utilise est basée sur celle introduite par Meagher [66]. Le codage de
loctree est basé sur une numérotation suffixée des voxels. Le parcours du rayon consiste & calculer
les intersections avec les faces des voxels voisins, puis & se déplacer le long du rayon d’une valeur
suffisamment petite pour assurer que le point trouvé est bien dans le voxel suivant. La recherche du
neeud dans l'arbre correspondant s’effectue depuis la racine, et utilise le codage particulier de l'octree.
Le graphe ci-dessous présente le rapport des complexités en temps entre la méthode naive et la méthode
développée par Glassner pour des scénes contenant des nombres d’objets différents (d’apres [43]).

accélération
)
L]

160 R 10‘00 10000
nombre d'objets

Wyvill, Kunii et Shirai [88] ont utilisé une partition de type octree pour le modéle géométrique CSG.
La construction de la partition est adaptative, les critéres d’arréts sont classiques (nombre d’objets
primitifs dans un voxel et profondeur maximale de I'arbre associé a 'octree). L’information associée
a chaque voxel est telle que la structure de données inclue 'arbre CSG de chaque objet. Ainsi, un
nceud non terminal dans ’arbre de cette structure est associé soit & une feuille, soit & un sous-arbre
CSG@G, soit a un octree. Une feuille est associée & un état parmi cing : le voxel est vide, le voxel est
contenu dans un objet primitif, le voxel est a cheval sur la contour d’un objet primitif (sans opérateur
ensembliste diff), le voxel est & cheval sur la contour d’un objet primitif (avec opérateur ensembliste
diff), le voxel est subdivisé. Le parcours du rayon est classique pour 'octree (Wyvill et Kunii [87]), un
traitement particulier est appliqué aux nceuds associés & un sous-arbre CSG. Dans ce cas la recherche
de la premiére intersection est obtenue par une méthode similaire & la méthode des epsilons présentée
au paragraphe 2.2.4.

Whang, Song, Chang, Kim, Cho, Park et Song [85] définissent une partition de type octree, mais
les octants ne sont pas nécessairement uniformes. Les auteurs utilisent le critére présenté dans [45]
(expression 3.5) pour déterminer les octants qui rendent optimal la complexité en temps du lancer de
rayon, au sens de l’expression 3.6.

Le principe de la partition en grille uniforme consiste a subdiviser chaque région considérée en un
certain nombre de régions disjointes de méme taille (figure 3.8). Les structures de données liées a ce
type de subdivision sont des tableaux 3D, ol chaque entrée correspond & un voxel, par le biais de trois
coordonnées entiéres, et chaque case du tableau contient des informations, relatives a la géométrie et a
la physique, liées au voxel considéré. Parmi ces informations, on trouve nécessairement les indices des
objets.

Fujimoto, Tanaka et Iwata [41] furent les premiers a introduire ce type de partition avec une méthode
qu’ils nomment ARTS (Accelerating Ray Tracing System). Le parcours d’un rayon est décrit a l'aide
d’un algorithme connu sous le nom 3DDDA (3D Differential Digital Analyser), qui est une généra-
lisation de l’algorithme de Bresenham [11]| (affichage d’une portion de droite sur un écran). Plus la
subdivision est fine, plus le nombre d’objets a tester est petit. Cependant la complexité en temps du
parcours du rayon et la complexité en mémoire du stockage de la structure de données augmentent
avec la finesse de la subdivision.

Hsiung et Thibadeau [48] ont proposés une ameélioration de la méthode, appelée FINE-ARTS (Fast
INdexing hierarchically Encoded ARTS). Ils ont mis en place une structure de données alliant les
avantages des structures liées aux octrees et des structures liées aux grilles uniformes. D’une part, la
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Fig. 3.8 — Grille uniforme.

complexité en temps de parcours du rayon est logarithmiquement proportionnelle & la finesse de la
subdivision, alors que dans ARTS elle est linéairement proportionnelle. D’autre part, la complexité en
mémoire pour le stockage des liens entre les voxels et les objets croit de maniére linéaire par rapport
a la finesse de la subdivision.

Cohen et Sheffer [19] proposent une méthode pour accélérer le parcours d’un rayon dans une partition
en grilles uniformes (figure 3.9). Elle consiste & parcourir le plus vite possible les espaces vides. Pour ce
faire, une mesure de la proximité entre les voxels vides et les voxels contenant des objets est stockée en
mémoire. Un rayon se trouvant dans un voxel vide n’a pas d’intersection avec un objet dans un certain
intervalle dont la longueur est déterminée par la mesure de proximité propre au voxel considéré. On
peut ainsi se déplacer le long du rayon de la distance concernée.
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Fig. 3.9 — Méthode de prozimité (distance euclidienne).

Yagel, Cohen et Kaufman [89] présentent une approche originale, appelée RRT (Raster Ray Tracer),
basée sur la partition en grille uniforme, et dont l’originalité réside dans la nature de l'information
associée a chaque voxel, qui se traduit par une discrétisation de la scéne géométrique (figure 3.10). La
méthode se décompose en deux phases. Tout d’abord, la scéne est approchée par un ensemble de voxels.
Chaque voxel contient de I'information qui représente localement les propriétés géométrique (vecteur
normal) et physiques (couleur, opacité, texture) de chaque objet. Le parcours de rayons est basé sur la
technique classique de type 3DDDA, c’est un rayon discret (6 ou 26 voisins selon 1’algorithme choisi)
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qui est propagé. Le rayon s’arréte dés qu’il rencontre un voxel non vide et 'interaction avec le rayon
est calculée en fonction des données associées au voxel rencontré. Le principal intérét de la méthode est
qu’il n’y a pas de calcul d’intersection rayon-objet. Les calculs sont d’autant plus rapides qu’ils sont
effectués en arithmétique entiére.
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Fig. 3.10 — Lancer de rayons discret.

Cette méthode pose de nombreux problémes. D’une part, la discrétisation des objets est un probléme
difficile, d’autant plus qu’un voxel est lié¢ & un seul objet, ce qui pose des problémes de cohérence
géométrique, par exemple dans le cas ou plusieurs objets se trouvent dans le méme voxel. D’autre part,
cette discrétisation implique des calculs d’intersection rayon-objet incorrects. De plus, pour obtenir une
qualité du résultat acceptable (par rapport au probléme d’aliassage principalement), il faut construire
une subdivision la plus fine possible ce qui requiert une grande quantité de mémoire et implique un
cout de parcours du rayon élevé. Delfosse, Hewitt et Mériaux [30] proposent une méthode, appelée
SRDRT (Restricted Semi Discrete Ray Tracing), qui est basée sur la méthode RRT, avec des calculs
réels d’intersection rayon-objet et de vecteur normal, dans le cas particulier de scénes polygonales,
en ajoutant des informations topologiques visant & résoudre les problémes de cohérence géométrique.
Cette méthode se rapproche de la méthode ARTS. Ainsi la qualité des images obtenues et lefficacité
de l'algorithme sont intéressantes.

Devillers [34] propose une méthode basée sur la partition en grille uniforme dont 'objectif est de
diminuer le cotit du parcours du rayon. La méthode des macro-régions consiste & partir d’une grille
uniforme, puis & regrouper les voxels voisins ne contenant aucun objet (figure 3.11). Un regroupement
s’appelle une macro-région, qui n’est autre qu’un parallélépipede. Chaque voxel vide est associé & une
macro-région (la plus grande). Lors du parcours du rayon, lorsqu’un voxel vide lié & une macro-région
est rencontré, alors celle-ci est directement traversée. Cette méthode a donc pour but réduire le nombre
de voxels a parcourir.

Méthodes mixtes

Ces méthodes utilisent les avantages des deux classes de méthodes précédentes en essayant de
s’affranchir au mieux des inconvénients. En effet, les méthodes locales ont un pouvoir séparant de trés
bonne qualité puisque chaque région considérée, au début de la mise en place de la construction de
la partition, contient exactement un objet. D’un point de vue géométrique, ce n’est pas vrai puisqu’il
peut y avoir des phénoménes de recouvrement entre les différentes régions, mais, d’un point de vue
de la structure de données, c’est-a-dire au regard de la partition de ’ensemble des objets, c’est bien
vrai. Le point faible de ces méthodes est la parcours du rayon. En effet, il est fortement dépendant de
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Fig. 3.11 — Macro-régions.

la maniére dont les régions sont regroupées. Les méthodes globales offrent un parcours du rayon trés
simple et dont le colt est relativement faible. Cependant, ces méthodes souffrent d’une grande difficulté
a bien séparer les objets, sans trop raffiner la partition, et ont des difficultés & parcourir rapidement les
espaces vides. A la lueur de ces remarques, le principe des méthodes mixtes consiste, dans un premier
temps, & utiliser une méthode locale. Les objets sont regroupés dans des régions selon principalement
deux critéres : la dimension relative des objets et leur distance relative. On obtient ainsi une premiére
partition de la scéne géométrique. Dans une second temps, sur chaque région de cette partition est
alors appliquée une méthode de partition globale sur chaque sous-scéne géométrique contenue dans la
région considérée.

Le parcours du rayon se décompose alors en deux parties. Un parcours des régions issues de la premiére
partition et un parcours des sous-régions issues des secondes partitions.

Snyder et Barr [80] furent les premiers a mettre en place une partition & l’aide d’une hiérarchie d’objets
englobants et de grilles uniformes (figure 3.12). L’objectif des auteurs était de traiter des scénes géomé-
triques contenant des surfaces triangulées contenant jusqu’a 4.10'!" triangles. Pendant la construction
de la partition, les objets de la scéne géométrique et les régions déja définies sont soit insérés dans des
boites englobantes, sur lesquelles sont utilisées des grilles uniformes, soit regroupées dans des boites
englobantes. Généralement, au départ de la construction, chaque surface est insérée dans une boite
englobante subdivisée & ’aide d’une grille uniforme.
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Fig. 3.12 — Hiérarchie de boites englobantes et de grilles uniformes.
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Pour le parcours, les auteurs proposent deux améliorations des méthodes classiques : une pour le
parcours des grilles uniformes et une pour le parcours de boites englobantes. Dans les deux cas, 'objectif
est d’accélérer le parcours des espaces vides (figure 3.13). Pour les boites englobantes le rayon définit
une boite d’exclusion. Pour les grilles uniformes, les boites englobantes sont utilisées comme critére
d’exclusion dans les sous-voxels.

s

boite englobante grille uniforme

Fig. 3.13 — Accélération du parcours du rayon dans une boite englobante et
dans une grille uniforme.

Cazals, Drettakis et Puech [15] s’intéressent principalement aux scénes contenant une grande quantité
d’objets. Les auteurs proposent une partition, appelée HUG (Hierarchy of Uniform Grids), dont un des
intéréts principal est I'automatisation de la construction de la structure de données associée. Pour ce
faire, une premiére partition est mise en ceuvre, pour laquelle les objets sont tout d’abord filtrés selon
un criteére de taille, puis regrouper selon un critére de distance dans des régions parallélépipéediques
appelées clusters. Sur chacun de ces clusters est alors appliqué une seconde partition de type grille
uniforme. Une hiérarchie de ces clusters, appelée hiérarchie de grilles uniformes, est alors mise en place
(figure 3.14). Chaque cluster est alors soit considéré comme un objet, soit comme un sous-cluster d’un
autre cluster. L’algorithme de parcours du rayon comprend une partie itérative, pour le parcours des
grilles uniformes, englobée dans une partie récursive, pour le passage a une grille située a un autre
niveau de la hiérarchie.
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Fig. 3.14 — Hiérarchie de grilles uniformes.

Klimaszewski et Sederberg [59] présentent une méthode hybride similaire &8 HUG, basée sur la méthode
de partition présentée dans [80]. Les auteurs vont plus loin en recherchant des critéres de construction
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de la partition, dans le but d’adapter au mieux les grilles uniformes aux caractéristiques locales de
la scéne géométrique. Dans un premier temps, une hiérarchie de boites englobantes est mise en place
en utilisant l'algorithme introduit par Goldsmith et Salmon [45]. Cette construction est effectuée a
partir d’un critére consistant & minimiser ’aire du contour des boites englobantes (expression 3.5).
Dans un second temps, sur chaque boite englobante est mis en place une partition a l'aide d’une grille
uniforme, construite a partir d’un critére qui prend en compte le nombre d’objets (les objets de la scéne
géomeétrique et les boites englobantes) et les dimensions de la boite englobante considérée. Enfin, une
hiérarchie des grilles uniformes est mise en place, a ’aide d’une amélioration de la méthode présentée
par Jevans et Wyvill [50]. Les sous-grilles s’appuient sur des boites minimales et non sur les voxels de
la grille & subdiviser, ce qui permet de réduire le coit de traversée des espaces vides par des rayons
(figure 3.15). L’algorithme de parcours du rayon est adapté en conséquence.

O
s

e
x
Fig. 3.15 — Sous-grille réduite et parcours du rayon.

3.1.4 Choix d’une méthode

Pour choisir un type de méthode d’accélération des calculs il faut commencer par définir le be-
soin. Ce travail doit s’effectuer dans un contexte industriel et lintégration de la méthode dans un
environnement logiciel existant. Le cahier des charges comporte les points suivants.

e Le temps de développement est limité.

e Les structures de données et les algorithmes développés dans le cadre de ce travail doivent étre
propre au contexte de développement (pas de récupération de code existant).

e La puissance des machines est limitée par le type de matériel utilisé par les utilisateurs des
logiciels (machines mono-processeur, pas de réseau, systéme d’exploitation des machines fixé,
etc.).

e Le modéle géométrique utilisé dans les logiciels concernés est hybride. Une partie est de type
CSG, l'autre de type BRep.

e Les systémes optiques considérés sont quelconques (petits ou grands objets, répartition des
objets quelconque, nombre d’objets quelconque, etc.).

e La méthode d’accélération a implémenter doit respecter la géométrie et la physique (aucune
approximation n’est envisageable).

e L’utilisateur du logiciel ne doit pas intervenir manuellement pendant le calcul.

L’objectif du travail est bien entendu l'amélioration des performances des logiciels concernés, qui se
dégradent trés vite dés que l'on souhaite augmenter la précision des résultats. La méthode doit se
mettre en place dans un contexte trés précis. Elle doit donner lieu & un module devant s’insérer dans
l'architecture de développement existante (figure 3.16).

Le module de calcul utilise le lancer de rayons, dont les algorithmes principaux sont présentés dans les
sections 2.2 et 2.3. Dans le modéle CSG une accélération est proposée pour le calcul d’intersection rayon-
objet. C’est une méthode utilisant des sphéres englobantes, sans hiérarchisation. Dans le modéle BRep
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modeleur CSG modeleur BRep

propriétés optiques

scene géométrique

systeme optique

module de calcul

Fig. 3.16 — Contexte de développement.

les calculs d’intersection ne sont pas accessibles. L’amélioration des performances, en tenant compte du
cahier des charges, ne peut donc pas passer par des méthodes d’intersection rayon-objet spécifiques. Le
choix s’oriente donc vers une méthode de localisation spatiale par hiérarchie de subdivisions uniformes.
Plusieurs raisons & cela, en réponse au cahier des charges essentiellement.

e La mise en ceuvre d'une telle méthode se fera dans un temps de développement raisonnable.

e Les structures de données développées seront spécifiques, et ’encombrement mémoire sera li-
mitée, ce qui permettra une utilisation sur le matériel envisagé.

e [’adaptation de la méthode pour les modéles CSG et BRep ne posera pas de probléme par-
ticulier, du moment que 1’on posséde certaines fonctions géométriques particuliéres a chaque
modele (intersection d’une surface avec une face plane notamment).

e La géométrie sera respectée, aucune approximation n’est nécessaire.

e Une méthode adaptative permettra de prendre en compte la diversité des systémes optiques
envisageables, et ne nécessitera aucune intervention manuelle pendant le calcul.

e Les méthodes basées sur une partition de ’espace en subdivisions uniformes sont parmi les plus
performantes.

3.2 Localisation par subdivision spatiale

L’environnement dans lequel doit étre intégré le module d’accélération des calculs comporte un
modeleur géométrique. Un systéme optique est donc défini par des objets de I'un ou I'autre des modéles.
Pour étre conforme avec les notations du deuxiéme chapitre, on notera O', ..., O 'ensemble des objets
du systéme optique considéré.

Le modéle physique, présenté dans le premier chapitre, est défini dans un certain domaine fermé X.
Dans ce paragraphe, et dans la suite du chapitre, le domaine X considéré est un parallélépipéede parallele
aux axes, a partir duquel la localisation spatiale va étre considérée (figure 3.17) .

Dans la suite nous présentons la méthode développée dans le contexte industriel. Pour ce faire, on
procéde en deux étapes. Le premier paragraphe décrit les techniques nécessaires & la mise en ceuvre
d’une subdivision uniforme. Le second décrit la technique de hiérarchisation des subdivisions uniformes.
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Fig. 3.17 — Domaine englobant la scéne géométrique.

3.2.1 Subdivision uniforme

Une subdivision uniforme d’une région parallélépipédique R, appelée voxel, est une partition en
régions de dimensions identiques (figure 3.18). C’est ce qu’on appelle aussi une grille uniforme. Soit
S = {Ry}}_, 'ensemble des régions d'une subdivision uniforme donnée.

o
S | e
@

( AN
O

|

v

x
Fig. 3.18 — Subdivision uniforme.

La mise en place d’une telle méthode comporte deux phases :
e une phase de pré-calcul consistant & localiser les objets dans la subdivision S,

e une phase de calcul consistant & définir le parcours d’un rayon dans la subdivision S.

Localisation des objets

Les hypotheses faites sur le modeéle physique font que ’on s’intéresse uniquement aux intersections
entre des rayons et des surfaces optiques?. Ce sont les ¥(0"), c’est-a-dire, dans le contexte qui nous
intéresse, les contours des objets CSG et les faces des objets BRep. Il est nécessaire de créer une
structure de données qui lie les régions {Ry}x aux objets {O};, c’est-a-dire se donner un moyen de
construire les listes Lr, données par la définition 6 :

Lr, ={ie{l,...,N}, T(O)NR #0} ,

oit I'on rappelle que YT(O?) représente I'objet considéré pour I’évaluation de l'intersection avec Rj,. La
définition de ces listes permet de différencier les types de localisation d’un objet dans une subdivision

20n rappelle que les surfaces optiques (deéfinition 5 page 96) sont le lieu de discontinuité de 'indice de réfraction
optique (chapitre 1 page 15).
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uniforme. Soit la localisation est effectuée sur la surface optique (Y(0?) = $(0%)). Soit la localisation
est effectuée sur un objet englobant, le plus simple étant une boite englobante (Y(0%) = B(0O")). En
pratique le choix du type de localisation dépend de la nature des objets considérés. Pour certains
objets, il existe des méthodes qui permettent d’évaluer 'intersection entre une surface optique et une
région (figure 3.19). L’utilisation des boites englobantes des objets fournit un critére d’exclusion simple
et trés rapide & évaluer. Ainsi, pour un objet O donné, ne seront testées que les régions qui ont une
intersection avec la boite englobante de I'objet, notée B(O?) :

B(OYNR,=0 = YT(O)NR,=10.

Cependant, I’évaluation de £(0) N Ry, est en général un probléme difficile, et dans bien des cas se limite
a un test avec les boites englobantes. Il ne faut pas perdre de vue que I’on ne doit pas se tromper lors
de cette évaluation, en ce sens qu’il ne faut pas exclure une surface optique d’une région avec laquelle
il y a bien intersection. C’est ce qu’on appelle le critére de robustesse.

Ry,

S(OYNR =0 Y(O)N Ry £0

Fig. 3.19 — Intersection entre une surface optique (cas d’un objet volumique
sur le dessin) et une région.

Pour les objets CSG implicites, il est intéressant en premier lieu de leur associer des boites englobantes
minimales. Ensuite, la nature implicite des objets primitifs nous incite a considérer deux méthodes
pour la localisation. Soit on approche la surface optique par un ensemble de voxels & 1’aide d’une
subdivision non uniforme (Khachan [57]), et on teste 'intersection entre les régions issues de R et les
voxels issus de la surface optique. Soit on recherche les solutions du systéme semi-algébrique associé
a l’objet CSG considéré dans la région considérée (Marchepoil [64]). Pour ce faire, on suppose que les
polynémes des systémes semi-algébriques sont exprimés dans la base de Bernstein (si besoin on peut
effectuer un changement de base), dont les propriétés font que le critére de robustesse est satisfait.
Cependant, on doit garder a l'esprit que le changement de base polynomiale n’est pas sans poser de
problémes numériques (Daniel [24]).

Pour les objets BRep paramétriques, 1a aussi il est intéressant de leur associer des boites englobantes
minimales. Ensuite, si ’on souhaite une localisation plus précise, basée sur les surfaces, alors on ne
sait pas faire de maniére générale sous la contrainte du critére de robustesse. En effet, les méthodes
numeériques classiques sont de type suivi de contour. Par conséquent, on adaptera les méthodes aux
types d’objets considérés. Par exemple, on pourra approcher les surfaces & faible courbure par des
facettes planes et localiser ces facettes avec une certaine tolérance.

Une structure de données doit étre mise en place pour le stockage en mémoire des liens entre les objets
et les régions (figure 3.20). Pour répondre au cahier des charges elle doit satisfaire principalement deux
exigences. D’une part, son encombrement en mémoire doit étre le plus petit possible, car la capacité
des machines est limitée. C’est pourquoi les régions vides (celles qui n’ont d’intersection avec aucun
objet) ne seront pas enregistrées dans la structure de données, ce qui réduit Uinformation des liens aux
listes suivantes :

{LRka LRk 7é 0} .
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D’autre part, un ordonnancement particulier de 'information dans la structure de données permet
d’utiliser des algorithmes de recherche de type dichotomique, de maniére & ne pas dégrader les perfor-
mances.

| | k& |ind | | informations sur la subdivision

.f
&0
&

| | Lg, | | informations sur les régions

Fig. 3.20 — Structure de données pour l’enregistrement des liens entre les
objets et les régions.

Parcours du rayon

La description du parcours d’un rayon dans une subdivision uniforme nécessite dans un pre-
mier temps de repérer les régions dans la subdivision. Le repérage s’effectue par un indice ou par
des coordonnées discrétes. Par convention, a la région Ry sont associées les coordonnées discretes
(co(k),c1(k), c2(k)) (figure 3.21). La coordonnée dans la direction 4 est dans U'intervalle [0,n; — 1], ou
n; est le nombre de subdivisions dans cette direction.

ny — 1
C1 (k)) Rk
0

0 C()(k) ng — 1

Fig. 3.21 — Systéme de coordonnées dans une subdivision uniforme.

Le passage des coordonnées (co(k), ¢1(k),co(k)) a Vindice k est trivial :
k= Co(k?) + no Cl(k?) + npni Cg(k‘) .
Le passage inverse s’écrit :

co(k) = kdiv (ngny)

c1(k) = (kmod (noni)) div ng ,

co(k) = (k mod (ngni)) mod ng
ou div est la division entiére et mod est le reste de la division entiére.
Le parcours d’un rayon dans une subdivision uniforme est effectué a I’aide d’un algorithme dont ’origine
est I’affichage d’une portion de droite sur un écran (Bresenham [10]). Cette méthode a été généralisée

par Slater [79] qui considére des régions non nécessairement cubiques et un espace de propagation de
dimension quelconque. Il se décompose en deux étapes :

e recherche de la premiére région traversée,

e parcours des régions.



3.2 Localisation par subdivision spatiale 113

Fig. 3.22 — Parcours du rayon dans une subdivision uniforme.

Soit Ry, un rayon. Notons Ry, ,..., Ry, la liste des régions successivement rencontrées par le rayon
(figure 3.22).
Les coordonnées de la premiere région rencontrée par le rayon, c’est & dire Ry, , sont données par :

xh —p; )

ci(k1) = { ’5_ - ,Vie{0,1,2},
7

ou 7' est le premier point d’intersection entre le rayon et le voxel R, p est le point inférieur du voxel

R, et les §; sont les longueurs dans chaque direction des régions.

L’algorithme PREMIEREREGION recherche, si elle existe, la premiére région rencontrée par le rayon et

retourne les coordonnées de celle-ci ainsi que le premier point d’intersection entre le rayon et le voxel

R (algorithme 10).

Algorithme 10: Recherche de la premiére région rencontrée par un rayon.
PREMIEREREGION(S, x, w)
(1) ¢+« INTERRAYONVOXEL(z, w, R)

(2) if ¢ < 400

(3) fin + false

(4) <~z +tw

(5) for i =0 to 2

(6) ¢i < (@5 —pi) /6]
(7) else

(8) fin + true

(9)  return (fin, (co,c1,c2),2")

L’algorithme INTERRAYONVOXEL retourne le paramétre sur le rayon de la premiére intersection entre
un rayon et un voxel. Par convention, s’il n’y a pas d’intersection alors la valeur retournée est +o0.
Désormais, supposons connue la suite des voxels traversés par le rayon jusqu’a un certain voxel Ry,
(1 <j <m) et cherchons le voxel suivant Ry, (figure 3.23).

Pour chaque direction ¢ € {0, 1,2}, on recherche I'intersection entre le rayon R, ,, et le plan d’équation
yi = pi + (ci(k;) + pos (w;)) d;, c’est-a-dire le point y défini par :

{ yi = pi + (ci(k;) + pos (w;)) &;

Yi :x;—i-tiwi
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Rew

Ry,
Jj+1 -/0/

c1 (k) d

co(kj)  colky)+1

Fig. 3.23 — Recherche de la région suivante.

ou pos (w;) est, par convention sur le repérage des régions, définie de la maniére suivante :

1 siw; >0
pos (w;) =

0 sinon

Les {t;}; sont par conséquent donnés par :

pi + (ci(kj) + pos (w;)) 6; — z;
ti - (I
+0o0 sinon

Si’wi#o

Soit alors imin € {0,1,2} la direction correspondant au plus petit paramétre le long du rayon :
(2

Il se peut que plusieurs directions satisfassent I’expression précédente, c’est le cas d’un rayon qui passe
par un sommet de la région Ry, . Dans cette situation, on peut considérer une de ces directions ou
avancer dans toutes les directions concernées en méme temps (figure 3.24). En géométrie discréte,
les deux considérations précédentes correspondent respectivement aux voisinages 26-connexes et 6-
connexes (en dimension 3).

Rkj+1 /

Fig. 3.24 — Cas ou plusteurs directions sont candidates pour la recherche de
la région suivante.

Les coordonnées de la région Ry, , sont alors données par :

C(k)) si e 7é Lmin
ci(kj+1)={ o )

ci(kj) +sgn (w;) sinon
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ou sgn (w;) est le signe de w; :

-1 stw; <0
sgn (w;) = 0 siw; =0
1 siw; >0

Il reste & définir un critére d’arrét du parcours, qui correspond & la sortie du rayon de la subdivision.
Lorsque toutes les régions sont connues jusqu’a la région Ry, , alors la région Ry,
ment une des deux conditions suivantes :

vérifie nécessaire-
m—+1

{ Cimin(km+1) < 0 Si wimin < 0

Cimin(km+1) > nimin Si wimin > 0

ou n;_, est le nombre de subdivisions dans la direction #miy.

L’algorithme REGIONSUIVANTE recherche, s'il existe, la région suivante traversée par le rayon (algo-
rithme 11).

Algorithme 11: Passage a la région suivante.
REGIONSUIVANTE(S, (cg, ¢1,¢2), 2, w)

(1) tmin < +00

(2) fori=0to?2

(3) if w; # 0 then t < (p; + (¢; + pos (w;)) §; — =) [ w;
(4) else t + +o0

(5) if ¢ < tmin

(6) tmin < ©

(7) Tmin < ©

(8)  fin « false

(9) i+0

(10) while not fin and 7 < 2

(11) if 4 = imin

(12) i < ¢ +sgn (w;)

(13) fin < (¢; <0) or (¢; >ny)
(14) iit1

(15)  return (fin, (co,c1,c2))

L’algorithme PARCOURSSUBUNIFORME consiste alors & rechercher, s’il existe, la premiére région ren-
contrée, & l'aide de l'algorithme PREMIEREREGION, puis & parcourir les régions a l’aide de 1’algo-
rithme REGIONSUIVANTE jusqu’a trouver une intersection avec un objet ou sortir de la subdivision
(algorithme 12).
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Algorithme 12: Parcours d’un rayon dans une subdivision uniforme.
PARCOURSSUBUNIFORME(S, z, w)

(1) (iobjs tobjs Lobj) = (—1,+00,{})

(2) (fin, (co,c1,¢2),2") < PREMIEREREGION(S, z, w)

(3)  while not fin

(4) (Pobjs tobjs Lobj) < TRAITERREGION(S, (¢, c1,¢2), 2, w)

(5) if top; < +o00

(6) fin + true

(7) else

(8) (fin, (co,c1,c2)) < REGIONSUIVANTE(S, (¢, €1, ¢2), &', w)
(9) return (iobjatobjanbj)

L’algorithme TRAITERREGION (algorithme 13) retourne 'indice du premier objet rencontré par la
rayon considéré et le parameétre correspondant sur ce rayon. Par convention, s’il n’y a pas d’intersection
alors le triplet (—1, 400, {}) est renvoyé.

Quatre cas de figure se présentent pour la recherche d’intersection dans une région (figure 3.25). Pour
un objet O° lié & la région Ry, considérée, dont le point d’intersection avec un rayon Ry, est Zobj, il
faudra s’assurer que z,p; est bien dans Rkj.

Ry.

J

Ry,

Oi

Fig. 3.25 — Différents cas de figure pour la recherche d’intersection dans une
TégiIon.

Si il existe, le point d’intersection recherché z,p; vérifie :

_ Ji € Lg, . tel que zohj € Ry N ok
dj€{1,...,m} tel que I
Tobj € Ry,

L’algorithme TRAITERREGION s’écrit de la maniére suivante.

Algorithme 13: Recherche d’une intersection dans la région courante.
TRAITERREGION(S, (¢p, c1, ¢2), T, w)
1) (iobj» tobjs Lobj) = (=1, +00,{})
if L(co,cl,cz) # 0
for j =1 to taille(L ¢, cy))
4 L(co,cl,cz)(j) .
(t,I) < INTERRAYONOBJET(z,w, O")
if t < tobj
(iobja tobja Iobj) — (i, t, I)
if tob; < +00
Tobj < T + tobj w
) if Zobj & Rico,c1,c0)
) (%objs tobjs Lobj) = (—1,+00,{})
return (iohj, tobj, lobj)

= W N

=~I ot
—_ O —

N N N N N N N N N N N
== O 0o D

[—
[\
~
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L’algorithme INTERRAYONOBJET recherche la premiére intersection entre un rayon et un objet. Si une
intersection existe, alors il renvoie le paramétre correspondant sur le rayon et, éventuellement, diverses
informations relatives a ’objet et au point d’intersection trouvé (vecteur normal au point trouveé, point
dans l'espace des paramétres pour un objet paramétrique, numéro de la face pour un objet BRep, etc).
Sinon, par convention, il renvoie (+o0o,{}).

Pour accélérer le parcours du rayon dans les espaces vides, deux améliorations sont proposées (fi-
gure 3.26). La premiére consiste a tenir compte d’une boite englobante pour la recherche d’intersection
avec chaque objet, de maniére similaire a [80]. La seconde consiste a éviter les calculs redondants avec
un méme objet, de maniére similaire a [1].

T P Raw
s—
— E——

Fig. 3.26 — Accélération du parcours du rayon.

3.2.2 Hiérarchisation

Définir une hiérarchie de subdivisions uniformes c’est définir une partition de régions uniformes du
domaine X considéré, puis répéter cette étape aux régions, et ainsi de suite jusqu’a un certain critére
d’arrét (figure 3.27). Ce type de partition peut étre vue comme une généralisation de la partition octale.

Qs
S g

(e
O

d Ao

|

Y

x
Fig. 3.27 — Hiérarchie de subdivisions uniformes.

De maniére analogue a la méthode de subdivision uniforme, cette méthode comporte deux phases :
e une phase de pré-calcul consistant & localiser les objets dans la hiérarchie,

e une phase de calcul consistant & définir le parcours d’un rayon dans la hiérarchie.

Localisation des objets

De méme qu’il est nécessaire de repérer les régions dans une subdivision uniforme, il est nécessaire
de repérer les subdivisions dans une hiérarchie. Pour ce faire, introduisons une convention de numéro-
tation. Tout d’abord, la numérotation des régions dans une subdivision uniforme est celle introduite
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au paragraphe précédent. Ensuite, la subdivision du domaine X est la subdivision meére dans la hiérar-
chie, elle sera notée S. Puis, une subdivision d’une région sera notée S,, ol a est un multi-indice qui
contient toute l'information relative & ’arborescence. Par exemple, sur la figure 3.27, la subdivision de
la région 5 de S est noté S5 et la subdivision de la région 2 de S5 est notée S5 (figure 3.28).

1°T niveau 2¢ niveau 3¢ niveau
3 12 13 14 15
2 8 9 10 11
1 4 B 6 7
0 0 1 2 3 g R

olof1]2]s3 BB

0 1 2 3 01 2 3 01

S S5 55,2

Fig. 3.28 — Convention de numérotation dans une hiérarchie de subdivisions
uniformes.

Plus généralement, une subdivision uniforme S, est définie de la maniére suivante :

Sa = {Ra,k}Zil )

ol ng est le nombre de régions de la subdivision uniforme considérée. On obtient ainsi une représen-
tation arborescente pour une hiérarchie de subdivisions uniformes (figure 3.29).

S

TN

6 Sio S

S

i 5
- /\
S50 Ss6

Fig. 3.29 — Représentation arborescente d’une hiérarchie de subdivisions uni-
formes.

La localisation des objets dans une hiérarchie consiste & localiser les objets dans chaque subdivision
uniforme puis & placer ces subdivisions dans une structure arborescente gérant les liens entre les
différentes subdivisions. Ainsi, des listes Lg_ , sont associées a chaque région R, de la hiérarchie :

Lg,, = {i, T(O)NRop #0} ,

oil, comme dans le paragraphe précédent, I'intersection entre Y(0O?) et R, dépend du type de locali-
sation des objets choisie. Une structure de données doit étre mise en place pour le stockage en mémoire
des liens entre les objets et les régions des différentes subdivisions de la hiérarchie (figure 3.30). Une
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structure de données de type arborescente, bien que naturelle, n’est pas adaptée pour notre contexte.
D’une part, les informations reliant les différentes subdivisions et les régions associées demanderaient
la gestion d’une tres grande quantité de pointeurs. D’autre part, cette représentation induirait un mor-
cellement de la mémoire, qui pourrait dégrader les cotits de parcours de ce type de structure. Il est par
conséquent nécessaire de définir une structure de données en allouant le minimum de blocs mémoires
et dont la gestion est relativement simple, de maniére & obtenir des cotits faibles de parcours de cette
structure. Une structure de données comportant plusieurs listes, analogues & celles décrites dans le
paragraphe précédent (figure 3.20), est bien adaptée.

subdivision meére

v |
| | | | | | informations sur la hiérarchie

~o% -
$ S5 %
&0 o c)
& © )

| | | | informations sur les régions

Fig. 3.30 — Structure de données pour l’enregistrement des liens entre les
objets et les régions dans une hiérarchie de subdivisions uniformes.

Parcours du rayon

Le parcours d’un rayon dans une hiérarchie de subdivisions uniformes consiste a parcourir en pro-
fondeur l’arbre des subdivisions uniformes en parcourant chaque subdivision uniforme rencontrée &
laide de la méthode décrite dans le paragraphe précédent (figure 3.31). Lors du parcours d’une sub-
division uniforme, pour chaque région rencontrée deux cas se présentent. Soit la région est subdivisée,
auquel cas il faut parcourir la subdivision de cette région. Soit la région n’est pas subdivisée, auquel
cas il faut rechercher une éventuelle intersection avec les objets liés & cette région. Il ne faut pas oublier
de traiter le cas ol le rayon sort d’une région subdivisée, pour lequel il faut remonter dans I'arbre des
subdivisions uniformes.

— 9 =
Rew - Ryw ==
- -
parcours de la région courante passage a la subdivision
et recherche d’intersections de la région courante
Rzw Raw
- +— — =
passage a la région suivante passage a la subdivision mére

Fig. 3.31 — Parcours du rayon dans une hiérarchie de subdivisions uniformes.

I1 est nécessaire de conserver 'information relative au parcours en profondeur, c¢’est-a-dire de connaitre
a chaque instant la position dans ’arbre des subdivisions uniformes. C’est le réle de la notation multi-
indicielle. La méthode se décompose en un algorithme de parcours de la hiérarchie (algorithme 14) et
en un algorithme de parcours d’une subdivision uniforme (algorithme 15). Chaque région rencontrée
qui n’est pas subdivisée est traiter a ’aide de I’algorithme TRAITERREGION (algorithme 13).
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Algorithme 14: Parcours d’un rayon dans une hiérarchie de subdivisions uniformes.
PARCOURSHIERARCHIE(S, z, w)

(1) (a, suiv, fin) < (null, false, false)

(2)  while not fin

(3) (type, (co, €1, ¢2), (Zobj, tobj, Lobj)) <= PARCOURSSUBREGION(S,, (o, ¢1, ¢2), z, w, suiv)
(4) if type = sub

(5) a + AJOUTER(«q, INDICE(S,, (¢o, ¢1,¢2)))
(6) suiv < false

(7) else if type = inter

(8) fin + true

(9) else

(10) if dim(a) =0

(11) fin < true

(12) else

(13) k < DERNIERINDICE(«)

(14) a < ENLEVERDERNIER(«)

(15) (co,c1,c2) < COORDONNEES(S,, k)
(16) suiv < true

(17) return (iobjatobjalobj)

Si la variable suiv vaut false alors le parcours commence dans la région (cg, ¢1, ¢2), sinon suiv vaut true
et le parcours commence dans la région suivante. Ce paramétre est utile lorsqu’on passe & un niveau
supérieur de la hiérarchie. La variable type décrit le type de région courante. Soit elle est subdivisée
(sub), soit elle contient une intersection (inter) soit c’est une région vide (vide). La fonction AJOUTER
ajoute a un multi-indice un indice donné. La fonction ENLEVERDERNIER supprime le dernier indice
d’un multi-indice donné. Ces deux fonctions permettent de définir les multi-indices pour les passages a
un niveau inférieur ou supérieur dans la hiérarchie. La fonction DERNIERINDICE donne le dernier indice
d’un multi-indice donné. Les fonctions INDICE et COORDONNEES permettent de passer du repérage
d’une région par les coordonnées (cy, ¢1,c2) au repérage par un indice k et vice-versa.

Algorithme 15: Parcours d’un rayon dans la subdivision d’une région.
PARCOURSSUBREGION(S,, (co, €1, €2), &, w, Suiv)

1) type < wvide

2 if not suiv

3 (fin, (co,c1,¢2),2") + PREMIEREREGION(S,, =, w)
4 else

) fin < false

D

(4objs tobj, Lobj) = (=1, +00,{})
while not fin
if not suiv
if ESTSUBDIVISE(S,, (¢, ¢1,¢2))
(type,fin) < (sub,true)
else

co

=) ~I
— O — N N

—
~— e e e e e e

12 (Pobjs tobjs Lobj) < TRAITERREGION(S,, (co, ¢1, ¢2), x, w)
13 if top; < +o00

14 (type,fin) < (inter,true)

1 else

16 suiv < false

17 if not fin

[—
9]

(fin, (co,c1,c2)) ¢ REGIONSUIVANTE(S,, (o, c1,¢2), 2, w)
return (type, (co, c1,c2), (iobj, tobj, Lobj))

AN AN N N N N N N N N N N N N N N S N
[a—
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L’algorithme ESTSUBDIVISE teste si une région d’une subdivision uniforme donnée est subdivisée. Les
algorithmes PREMIEREREGION, TRAITERREGION et REGIONSUIVANTE sont liés au parcours d’un
rayon dans une subdivision uniforme. Il sont décrits dans le paragraphe précédent.

3.3 Reésultats expérimentaux

Le développement d’un outil d’accélération des calculs dans le contexte industriel de 'optique s’est
déroulé en deux phases. Dans un premier temps, un prototype a été mis en place pour évaluer I'efficacité
de la méthode envisagée. Dans un second temps, une fois le prototype validé, 'intégration d’un outil
dans l’environnement logiciel a été effectuée. Le paragraphe 3.3.1 présente les résultats obtenus pour
le prototype. Le paragraphe 3.3.2 présente les jeux de tests effectués dans ’environnement logiciel,
nommé Speos, ainsi que les résultats issus de ces jeux de tests.

3.3.1 Prototype

Le développement d’un prototype s’est effectué dans un environnement de test, distinct de ’envi-
ronnement logiciel, possédant cependant en commun quelques bibliothéques. L’objectif de ce dévelop-
pement est de mettre en évidence et quantifier I'efficacité de la méthode proposée dans le paragraphe 3.2
par rapport au nombre d’objets considéré.

Une des restrictions de cet environnement de test est de n’offrir qu'une partie du modeleur géométrique
du logiciel final, & savoir les objets primitifs CSG, sans disposer des opérateurs ensemblistes. Les scénes
testées sont donc composées d’objets primitifs (section 2.2). La répartition des objets est quelconque,
et leur dimension, caractérisée par les parameétres propres a ’objet primitif considéré, est quelconque.
On s’intéresse principalement & faire varier le nombre d’objets primitifs.

Pour quantifier I'efficacité de la méthode de localisation par subdivision spatiale, une comparaison du
temps d’exécution est effectuée pour chaque scéne testée avec la méthode alors utilisée dans 'envi-
ronnement de développement. C’est une méthode de type naif, les calculs d’intersection rayon-objet
sont accélérés & l'aide de spheéres englobantes. Les résultats sont présentés dans le graphe suivant, ou
I’axe des abscisses représente le nombre d’objets primitifs de la scéne testée et 'axe des ordonnées
représente 'accélération. Dans le contexte industriel, la diversité des systémes optiques étudiés montre
que le nombre d’objets dans les scénes géométriques va de quelques dizaines & plusieurs milliers.

accélération
Al

.
.
B Y L
10 100

10‘0 . 10600 100000
nombre d'objets

Le graphe précédent donne un idée de ’efficacité de la nouvelle méthode. En effet, pour les objets
considérés dans ces tests, l'efficacité de la méthode de localisation par subdivision spatiale devient
intéressante & partir de 1 000 objets ou l'accélération est de 'ordre de 10. Pour un nombre d’objets
encore plus grand la méthode devient encore plus efficace, pour atteindre un facteur d’accélération de
I’ordre de 90 pour 50 000 objets. On remarque que la courbe de l'accélération est linéaire, puisque
I’échelle des abscisses du graphe est logarithmique, ’accélération est donc logarithmique, par rapport
au nombre d’objets.

Ce constat est satisfaisant pour 'entreprise, on peut envisager le développement de la méthode dans
I’environnement logiciel.
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3.3.2 Environnement logiciel

Le développement de I’outil d’accélération envisagé nécessite un travail plus important dans l’en-

vironnement logiciel que dans I’environnement de test. D’une part, pour des considérations de qualité,
la bibliotheque doit étre robuste, ce qui implique une méthode de développement particuliére. D’autre
part, le modeleur géométrique hybride est & considérer. Par conséquent, les scénes géométriques peuvent
contenir des objets CSG et des objets BRep. L’évolution du logiciel Speos a impliqué plusieurs déve-
loppements d’une bibliothéque d’accélération. Nous présentons ici des jeux de tests effectués sur la
derniére version.
La bibliotheque qui a été développée peut étre paramétrée manuellement. Mais, pour un utilisateur
du logiciel Speos, les deux phases du calcul (pré-calcul et simulation) doivent étre transparentes, et,
surtout, ne pas nécessiter son intervention. Pour cela, il est nécessaire de fixer certains parameétres
a priori. Tout d’abord, pour connaitre, en particulier, de maniére explicite la frontiére des objets
volumiques, les objets CSG sont convertis en objets BRep. Pour ce faire, chaque objet primitif d’un
objet CSG est associé a un objet BRep. Les différents opérateurs géométriques et ensemblistes sont pris
en compte au cours de cette conversion. Les deux modeéles géométriques sont conservés en mémoire.
A chaque objet BRep est associé une boite englobante qui sera utilisée pour la localisation. Pour les
calculs d’intersection rayon-objet, le modeéle géométrique CSG est utilisé pour les objets CSG. Ensuite,
pour la phase de pré-calcul, c’est-a-dire la mise en place d’une hiérarchie de subdivisions uniformes,
les critéres suivants sont considérés. Soit le nombre de subdivisions dans chaque direction est fixé, soit,
pour la direction i, c’est le nombre donné dans [59] :

AQ N 1/3
(Az’+1 Az‘+2> ’

ot A; est la longueur dans la direction ¢ du parallélépipéde & subdiviser, A;y1 et Ajyo doivent étre
compris comme A1) mod3 €t A(i+2)moda3, IV le nombre d’objets dans le voxel considéré et [-] 'opéra-
teur numérique d’arrondi (valant 1 au minimum pour étre cohérent avec un nombre de subdivisions).
Le critére d’arrét est une profondeur de la hiérarchie maximale (5 niveaux) et un seuil pour le nombre
maximum d’objets par voxel (5 objets).

Les simulations sont effectués & ’aide d’un algorithme de type Monte-Carlo. Des photons sont émis
depuis les sources et sont propagés dans le systéme jusqu’d atteindre une carte réceptrice ou étre
absorbés. L’intervention de l'utilisateur se limite & la définition des caractéristiques de la simulation,
a savoir le nombre de photons a émettre et le nombre de photons enregistrés sur les cartes réceptrices.
Il est nécessaire de préciser que les jeux de tests n’ont pu étre effectués que sur des scénes contenant
un nombre trés limité d’objets (environ 2 000 objets au maximum), et ce pour des raisons de coft
meémoire du modeleur géométrique hybride (c’est essntiellement la partie BRep qui est pénalisante).

n; =

Les jeux de tests sont caractérisés, d’une part, par le systéme optique, et notamment par sa géométrie,
et, d’autre part, par des parameétres observés pendant les différentes simulations envisagées. Les deux
paragraphes suivants décrivent les différents parameétres observés. Le troisiéme paragraphe présente les
résultats des tests.

Paramétres géométriques d’une scéne

Pour caractériser une scéne géométrique, on rend compte des parameétres suivants :
e répartition des types d’objets,
e répartition de la dimension des objets (longueur de la diagonale de la boite englobante),
e répartition de l'aire de la surface optique des objets.

La présentation de ces parameétres est la suivante. La répartition des types de surface des objets
(aprés conversion vers le modéle BRep) est donnée dans un tableau. La répartition de la dimension
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des objets est donnée par un graphique comprenant ’histogramme des dimensions relatives (rapport
entre la dimension de I'objet et la dimension maximale) et la courbe de la dimension relative cumulée.
De maniére similaire, la répartition de ’aire des objets est donnée par un graphique comprenant
I’histogramme des aires relatives (rapport entre laire de la surface optique de ’objet et ’aire maximale)
et la courbe de l'aire relative cumulée.

Paramétres observés lors d’une simulation

Trois types de simulations sont testées pour chaque systéme optique envisagé :

simulation avec la méthode naive (algorithme 2 pour les objets CSG et algorithme 5 pour les
objets BRep), c’est-a-dire sans localisation (type SL),

simulations avec localisation dans une subdivision uniforme (type LU, de 1 & 32 subdivisions
dans chaque direction),

simulation avec localisation dans une hiérarchie de subdivisions uniformes (type LHU).

Différents parameétres sont observés pendant la simulation. Il sont présentés dans un tableau, dont
la définition dans ’ordre des lignes est la suivante.

Le temps de pré-calcul est le temps nécessaire pour lire et éventuellement convertir des objets
dans le modeéle BRep et pour construire la structure de données définissant la localisation.

Le temps de simulation représente uniquement le temps total des calculs optiques (émission
des photons, calculs d’intersection et d’interaction photon-objet, enregistrement sur des cartes
d’observation), le pré-calcul n’est pas pris en compte.

La taille de la structure de données correspond a la quantité de mémoire nécessaire pour stocker
la structure de données relative aux informations de la localisation (liens voxel-objet).

Le nombre moyen d’objets et le pourcentage de voxels vides par voxel sont des parameétres
donnés dans le cas des simulations de type SU.

Le nombre de photons émis correspond au nombre total de photons émis par les objets sources.
C’est un paramétre réglé avant la simulation.

Le nombre de rayons traités correspond au nombre de rayons qui sont engendrés par le parcours
des photons. Un photon émis engendre au moins un rayon. A chaque interaction avec un objet,
soit il y a absorption, soit un nouveau rayon est a traiter.

Le nombre d’intersections correspond au nombre total d’intersections recherchées pour l'en-
semble des rayons traités. Parmi ces intersections, on différencie les intersections réellement
calculées (calcul d’intersection rayon-surface) et les intersections non calculées (dans le cas
de recherches répétées d’intersections entre un méme rayon et un méme objet, le calcul n’est
effectué qu’une seule fois).

Le nombre d’échecs rend compte du nombre de recherches d’intersections qui n’aboutissent pas
(soit il n’y a pas intersection, soit 'intersection trouvée n’est pas le point recherché). Pour un
rayon donné, le nombre d’échecs est donc le nombre de calculs d’intersection entre ce rayon et
des objets auquel on enléve un s’il y a bien existence d’une intersection avec le rayon considéré.

Le nombre moyen de voxels traversés par rayon est la somme des nombres de voxels traversés
pour chaque rayon divisée par le nombre de rayons.

La longueur moyenne d’un rayon est la somme des longueurs de chaque rayon divisée par le
nombre de rayons.

Le nombre moyen d’intersections par rayon est la somme des nombres d’intersections réellement
calculées pour chaque rayon divisée par le nombre de rayons.
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e Le pourcentage d’intersections calculées est le rapport du nombre d’intersections calculées sur
le nombre d’intersections.

e Le pourcentage d’échecs est le rapport du nombre d’échecs moins le nombre d’intersections non
calculées sur le nombre d’intersections.

e Le temps moyen de simulation par rayon est le rapport du temps de simulation sur le nombre
de rayons traités.

e Le temps moyen d’intersection par rayon-objet est la somme des temps cumulés de recherche
d’intersections pour chaque objet divisée par le nombre d’intersections recherchées.

e Le temps moyen de simulation par rayon-objet est le temps de simulation divisé par le nombre
d’intersections recherchées.

Deux graphiques sont tirés de ce tableau. Le premier rend compte de quantités moyennes par rayon
(nombre moyen d’intersections par rayon et temps moyen de simulation par rayon). Le second rend
compte de quantités moyennes par rayon-objet (temps moyen d’intersection par rayon et par objet et
temps moyen de simulation par rayon et par objet).

Enfin, un tableau présente les accélérations obtenues pour la simulation de type LHU par rapport a
la simulation de type SL et par rapport a la simulation de type LU (1,1,1). L’intérét de différencier
les deux accélérations est principalement de prendre en compte les scénes ol la géométrie considérée
dans la simulation de type SL est différente de la géométrie considérée pour la localisation dans les
simulations de type LU et LHU.

Résultats

Chaque test est présenté sur une page séparée en deux parties (caractéristiques géométriques et
simulations). Les systémes optiques testés sont les suivants :

(1) alignement de lentilles,

2) aiguille de tableau de bord,

3) compteur d’automobile,

4) ampoule,

6) matrice d’objets,
7) systéme optique,

(2)
(3)
(4)
e (5) matrice de lentilles,
(6)
(7)
(8) systeéme d’éclairage d’intérieur.
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(1) Alignement de lentilles

surface nombre | pourcentage
plan 19 55.9
cylindre 5 14.7
surface de révolution 10 29.4
40, T T T T 100 4 T T T T 100
35 1 35
80 80
30 1 w 30) w
E 2
[} @
%) Je0 3 o? 60 3
c @ € [}
§ 20 1 g é 2 E
5 c 5 c
=] =
I} s}
10] 1 = 10 Qo
20 20
5 H_‘ 7
% 0.2 0. 6 08 1 0 0.2 04 0.6 08 °
dimension relative aire relative
paramétre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) | LU (32,32,32) LHU
temps de pré-calcul (s) 3 3 3 3 6 17 2
temps de simulation (s) 196 652 401 263 153 143 153 204
taille de la structure de données (octets) 240 1 560 7624 32 800 108 996 372 216 5 580
nombre moyen d’objets par voxel 34.00 13.25 4.96 2.49 2.14 1.98
pourcentage de voxels vides 0.00 0.00 12.50 47.85 77.98 90.53
nombre de photons émis 100 005 100 025 100 019 100 023 100 033 100 020 100 000 100 001
nombre de rayons traités 337 351 336 705 336 780 336 963 328 524 326 576 323 857 335 769
nombre d’intersections 3373 510 11 447 970 8 083 861 5024 307 2 300 043 1726 046 1 891 498 3 358 092
nombre d’intersections calculées 3373 510 11 447 970 6 228 648 3 682 942 1402 030 1084 453 1 002 760 2 298 761
nombre d’intersections non calculées 0 0 1855 213 1341 365 898 013 641 593 888 738 1059 331
nombre d’échecs 3 072 459 11 147 465 7 783 471 4723 434 2 007 989 1436 330 1 604 001 3 058 633
nombre moyen de voxels traversés par rayon 1.00 2.11 2.84 5.32 8.11 13.12 4.52
longueur moyenne d'un rayon 48.27 48.22 48.27 49.75 50.13 50.48 48.23
nombre moyen d’intersections par rayon 10.00 34.00 18.49 10.93 4.27 3.32 3.10 6.85
pourcentage d’intersections calculées 100.00 100.00 77.05 73.30 60.96 62.83 53.01 68.45
pourcentage d’échecs 91.08 97.38 73.33 67.31 48.26 46.04 37.81 59.54
temps moyen de simulation par rayon (ms) 0.58 1.94 1.19 0.78 0.47 0.44 0.47 0.61
temps moyen d’intersection rayon-objet (ms) 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.04 0.05
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.06 0.06 0.06 0.07 0.11 0.13 0.15 0.09
Moyennes par rayon Moyennes par rayon—objet
2 0.2
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30 ---  temps moyen de simulation --- temps moyen de simulation
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(2) Aiguille de tableau de bord

surface nombre | pourcentage
plan 1 2.1
cone 4 8.3
sphere 1 2.1
surface B-spline 42 87.5
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a a
5 20 5 20
% 0.2 0.4 X 08 1 0.2 04 06 08 °
dimension relative aire relative
paramétre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) | LU (32,32,32) LHU
temps de pré-calcul (s) 4 4 4 5 9 39 3
temps de simulation (s) 846 847 807 742 724 680 649 734
taille de la structure de données (octets) 296 1572 4312 16 452 77 944 325 536 20 892
nombre moyen d’objets par voxel 48.00 11.88 5.47 2.83 1.73 1.34
pourcentage de voxels vides 0.00 0.00 53.13 74.41 84.06 91.54
nombre de photons émis 5 000 5000 5 000 5000 5 000 5000 5 000 5000
nombre de rayons traités 44 701 43 531 44 398 44 178 44 100 44 097 44 001 44 548
nombre d’intersections 2145 648 2 089 488 823 950 600 650 430 328 313 388 259 711 655 994
nombre d’intersections calculées 2 145 648 2 089 488 682 067 455 038 278 863 176 655 115 817 400 238
nombre d’intersections non calculées 0 0 141 883 145 612 151 465 136 733 143 894 255 756
nombre d’échecs 2 105 947 2 050 957 784 552 561 472 391 228 274 291 220 710 616 446
nombre moyen de voxels traversés par rayon 1.00 2.63 3.74 6.48 10.00 16.21 7.74
longueur moyenne d'un rayon 5.34 5.27 5.31 5.32 5.33 5.33 5.28
nombre moyen d’intersections par rayon 48.00 48.00 15.36 10.30 6.32 4.01 2.63 8.98
pourcentage d’intersections calculées 100.00 100.00 82.78 75.76 64.80 56.37 44.59 61.01
pourcentage d’échecs 98.15 98.16 78.00 69.23 55.72 43.89 29.58 54.98
temps moyen de simulation par rayon (ms) 18.92 19.47 18.18 16.80 16.43 15.42 14.75 16.48
temps moyen d’intersection rayon-objet (ms) 0.40 1.16 1.60 2.55 3.77 5.47 1.79
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.39 0.41 1.18 1.63 2.60 3.85 5.60 1.83
Moyennes par rayon Moyennes par rayon-objet
25
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(3) Compteur d’automobile
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dimension relative aire relative
paramétre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) | LU (32,32,32) LHU
temps de pré-calcul (s) 2 2 2 4 16 107 1
temps de simulation (s) 814 834 760 737 451 438 428 461
taille de la structure de données (octets) 316 1608 8 684 45 940 213 052 1234 356 34 560
nombre moyen d’objets par voxel 53.00 12.38 4.69 2.34 1.66 1.32
pourcentage de voxels vides 0.00 0.00 0.00 26.56 56.23 67.89
nombre de photons émis 50 001 50 003 50 016 50 001 50 009 50 010 50 009 50 011
nombre de rayons traités 50 001 50 003 50 016 50 001 50 009 50 010 50 009 50 011
nombre d’intersections 2400 048 2 650 159 626 086 309 953 173 391 177 888 207 031 271 273
nombre d’intersections calculées 2 400 048 2650 159 620 797 281 703 140 436 113 094 85 220 204 185
nombre d’intersections non calculées 0 0 5289 28 250 32 955 64 794 121 811 67 088
nombre d’échecs 2 378 457 2 628 366 604 340 288 332 151 732 156 348 185 372 249 622
nombre moyen de voxels traversés par rayon 1.00 1.64 1.90 2.34 4.06 8.40 3.24
longueur moyenne d'un rayon 0.42 0.42 0.42 0.41 0.41 0.42 0.42
nombre moyen d’intersections par rayon 48.00 53.00 12.41 5.63 2.81 2.26 1.70 4.08
pourcentage d’intersections calculées 100.00 100.00 99.16 90.89 80.99 63.58 41.16 75.27
pourcentage d’échecs 99.10 99.18 95.68 83.91 68.50 51.47 30.70 67.29
temps moyen de simulation par rayon (ms) 16.28 16.67 15.19 14.74 9.02 8.76 8.55 9.22
temps moyen d’intersection rayon-objet (ms) 0.30 1.17 2.52 3.02 3.62 4.64 2.12
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.34 0.31 1.22 2.62 3.21 3.87 5.02 2.26
Moyennes par rayon Moyennes par rayon-objet
20
—— nombre moyen d'intersections —— temps moyen d'intersection
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(4) Ampoule

B
surface nombre | pourcentage
plan 8 7.5
cylindre 4 3.8
surface B-spline 94 88.7
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dimension relative aire relative
paramétre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) | LU (32,32,32) LHU
temps de pré-calcul (s) 2 2 2 2 4 17 2
temps de simulation (s) 1063 1172 1032 877 768 757 77 790
taille de la structure de données (octets) 528 2 368 9 808 46 352 310 912 2202 816 83 504
nombre moyen d’objets par voxel 106.00 29.50 8.25 3.82 2.17 1.79
pourcentage de voxels vides 0.00 0.00 0.00 29.69 37.21 43.59
nombre de photons émis 5 003 5002 5 002 5002 5 002 5001 5 004 5001
nombre de rayons traités 36 229 36 104 36 948 35 150 34 573 34 842 36 060 34 736
nombre d’intersections 3 550 442 3 827 024 1079 920 630 296 373 599 393 249 600 746 396 324
nombre d’intersections calculées 3 550 442 3 827 024 946 389 438 645 194 077 139 575 122 655 214 570
nombre d’intersections non calculées 0 0 133 531 191 651 179 522 253 674 478 091 181 754
nombre d’échecs 3519 213 3 795 920 1047 972 600 146 344 026 363 407 569 686 366 588
nombre moyen de voxels traversés par rayon 1.00 177 3.71 6.90 13.50 26.62 8.20
longueur moyenne d'un rayon 11.03 10.78 10.80 10.77 10.85 11.01 10.90
nombre moyen d’intersections par rayon 98.00 106.00 25.61 12.48 5.61 4.01 3.40 6.18
pourcentage d’intersections calculées 100.00 100.00 87.64 69.59 51.95 35.49 20.42 54.14
pourcentage d’échecs 99.12 99.19 84.68 64.81 44.03 27.90 15.25 46.64
temps moyen de simulation par rayon (ms) 29.35 32.46 27.92 24.96 22.20 21.73 21.54 22.73
temps moyen d’intersection rayon-objet (ms) 0.30 1.07 1.97 3.89 5.31 6.14 3.61
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.30 0.31 1.09 2.00 3.95 5.42 6.33 3.68
Moyennes par rayon Moyennes par rayon-objet
1 35 7
100\ - —— nombre moyen d'intersections —— temps moyen d'intersection
~._|--- temps moyen de simulation 30 6 - temps moyen de simulation -~
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(5) Matrice de lentilles

surface nombre | pourcentage
plan 1 0.3
. cylindre 100 332
surface de révolution 200 66.4
80 T T T T 100 100
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W 180 80
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dimension relative aire relative
paramétre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) | LU (32,32,32) LHU
temps de pré-calcul (s) 162 162 162 163 169 209 157
temps de simulation (s) 560 1 887 563 303 194 148 151 184
taille de la structure de données (octets) 1308 3420 6672 23 152 88 232 518 436 341 416
nombre moyen d’objets par voxel 301.00 38.00 13.91 5.92 2.96 1.58
pourcentage de voxels vides 0.00 0.00 50.00 68.55 82.86 86.66
nombre de photons émis 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000
nombre de rayons traités 197 963 197 282 197 959 198 397 198 591 197 728 198 542 198 168
nombre d’intersections 19 994 263 59 381 882 14 704 818 6 154 043 2993 405 1 462 898 1129 927 2 364 994
nombre d’intersections calculées 19 994 263 59 381 882 14 704 656 6 150 070 2 517 186 1045 512 599 334 1 345 808
nombre d’intersections non calculées 0 0 162 3973 476 219 417 386 530 593 1019 186
nombre d’échecs 19 896 300 59 284 600 14 606 859 6 055 646 2894 814 1365 170 1031 385 2 266 826
nombre moyen de voxels traversés par rayon 1.00 2.79 3.84 6.54 11.65 22.37 13.84
longueur moyenne d'un rayon 3.01 3.01 3.01 3.00 3.01 3.01 3.01
nombre moyen d’intersections par rayon 101.00 301.00 74.28 31.00 12.68 5.29 3.02 6.79
pourcentage d’intersections calculées 100.00 100.00 100.00 99.94 84.09 71.47 53.04 56.91
pourcentage d’échecs 99.51 99.84 99.33 98.34 80.80 64.79 44.32 52.75
temps moyen de simulation par rayon (ms) 2.83 9.57 2.85 1.53 0.98 0.75 0.76 0.93
temps moyen d’intersection rayon-objet (ms) 0.03 0.03 0.03 0.03 0.04 0.04 0.04
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.03 0.03 0.04 0.05 0.08 0.14 0.25 0.14
Moyennes par rayon Moyennes par rayon—objet
10 0.
300|
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(6) Matrice d’objets

[ surface nombre | pourcentage
plan 1 0.2
cylindre 100 16.6
cone 100 16.6
sphere 200 33.3
surface B-spline 200 33.3
40, T T T 100 4 100
35 1 35
I 80 I 80
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5 ]
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dimension relative aire relative
paramétre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) | LU (32,32,32) LHU
temps de pré-calcul (s) 26 26 26 27 36 108 26
temps de simulation (s) 9 623 10 734 3120 1622 1129 912 850 898
taille de la structure de données (octets) 2 508 6 780 16 152 63 548 301 484 1825 572 888 024
nombre moyen d’objets par voxel 601.00 105.50 25.30 10.15 5.10 3.06
pourcentage de voxels vides 0.00 0.00 0.00 21.88 44.87 55.22
nombre de photons émis 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000
nombre de rayons traités 234 780 235 001 234 857 234 835 235 578 235 883 235 621 235 964
nombre d’intersections 141 102 780 141 235 601 38 793 083 17 342 674 10 956 716 7 349 354 6 957 000 6674 718
nombre d’intersections calculées 141 102 780 141 235 601 33 430 773 11 394 140 4 815 886 1969 087 1062 482 1598 044
nombre d’intersections non calculées 0 0 5 362 310 5948 534 6 140 830 5 380 267 5894 518 5076 674
nombre d’échecs 140 968 000 141 100 600 38 658 226 17 207 839 10 821 138 7213 471 6 821 379 6 538 754
nombre moyen de voxels traversés par rayon 1.00 2.51 4.96 9.06 16.73 31.55 26.03
longueur moyenne d'un rayon 2.41 2.42 2.42 2.41 2.41 2.42 2.41
nombre moyen d’intersections par rayon 601.00 601.00 142.35 48.52 20.44 8.35 4.51 6.77
pourcentage d’intersections calculées 100.00 100.00 86.18 65.70 43.95 26.79 15.27 23.94
pourcentage d’échecs 99.90 99.90 85.83 64.92 42.72 24.94 13.32 21.90
temps moyen de simulation par rayon (ms) 40.99 45.68 13.28 6.91 4.79 3.86 3.61 3.81
temps moyen d’intersection rayon-objet (ms) 0.07 0.08 0.13 0.21 0.40 0.64 0.46
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.07 0.08 0.09 0.14 0.23 0.46 0.80 0.56
Moyennes par rayon Moyennes par rayon-objet
600 45 0 7
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(7) Systéme optique

surface nombre | pourcentage
plan 1027 99.7
cylindre 1 0.1
surface B-spline 2 0.2
£ T T T 100 100
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dimension relative aire relative
paramétre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) | LU (32,32,32) LHU
temps de pré-calcul (s) 37 37 37 39 55 177 37
temps de simulation (s) 3772 4731 1 656 794 493 216 193 182
taille de la structure de données (octets) 4224 14 456 31 056 110 064 426 432 2 548 480 34 276 688
nombre moyen d’objets par voxel 1 030.00 291.75 87.66 48.92 19.55 12.16
pourcentage de voxels vides 0.00 0.00 9.38 32.81 45.80 51.66
nombre de photons émis 10 019 10 010 10 019 10 019 10 017 10 015 10 019 10 004
nombre de rayons traités 48 120 46 162 45 870 45 446 45 624 46 387 47 141 45 815
nombre d’intersections 49 467 360 47 546 860 17 342 828 8 033 798 4737 611 1 650 620 1 686 830 1662 193
nombre d’intersections calculées 49 467 360 47 546 860 16 164 365 7037 918 3 894 526 999 538 672 937 542 440
nombre d’intersections non calculées 0 0 1178 463 995 880 843 085 651 082 1013 893 1119 753
nombre d’échecs 49 423 220 47 504 568 17 300 878 7992 192 4 695 907 1 608 163 1 643 639 1 620 368
nombre moyen de voxels traversés par rayon 1.00 2.02 3.91 5.37 8.87 18.35 20.05
longueur moyenne d'un rayon 1.73 1.76 1.72 1.75 1.73 1.75 1.76
nombre moyen d’intersections par rayon 1 028.00 1 030.00 352.40 154.86 85.36 21.55 14.27 11.84
pourcentage d’intersections calculées 100.00 100.00 93.20 87.60 82.20 60.56 39.89 32.63
pourcentage d’échecs 99.91 99.91 92.96 87.09 81.32 57.98 37.33 30.12
temps moyen de simulation par rayon (ms) 78.38 102.50 36.09 17.48 10.81 4.65 4.09 3.96
temps moyen d’intersection rayon-objet (ms) 0.09 0.09 0.10 0.11 0.19 0.24 0.28
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.08 0.10 0.10 0.11 0.13 0.22 0.29 0.33
Moyennes par rayon Moyennes par rayon—objet
120 0.
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(8) Systéme d’éclairage d’intérieur

surface nombre | pourcentage
plan 8 0.4
cylindre 4 0.2
/ surface B-spline | 2 076 99.4
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dimension relative aire relative
paramétre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) | LU (32,32,32) LHU
temps de pré-calcul (s) 31 31 32 36 68 331 31
temps de simulation (s) 606 829 365 337 274 281 264 253
taille de la structure de données (octets) 8 456 19 496 28 616 87 288 420 360 2 891 608 13 933 120
nombre moyen d’objets par voxel 2 088.00 317.00 50.75 23.32 12.23 7.98
pourcentage de voxels vides 0.00 0.00 0.00 25.00 37.50 38.87
nombre de photons émis 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
nombre de rayons traités 6 623 7037 6 558 6990 6 460 6 968 6 783 6 755
nombre d’intersections 13 775 840 14 693 256 2 852 176 1 683 470 782 636 698 462 665 005 1012 964
nombre d’intersections calculées 13 775 840 14 693 256 2 680 956 1553 642 582 944 377 978 211 392 146 737
nombre d’intersections non calculées 0 0 171 220 129 828 199 692 320 484 453 613 866 227
nombre d’échecs 13 770 217 14 687 219 2 846 618 1677 480 777 176 692 494 659 222 1007 209
nombre moyen de voxels traversés par rayon 1.00 1.72 2.18 3.70 7.00 13.87 37.76
longueur moyenne d'un rayon 36.66 42.80 38.37 35.45 40.46 35.91 38.60
nombre moyen d’intersections par rayon 2 080.00 2 088.00 408.81 222.27 90.24 54.24 31.16 21.72
pourcentage d’intersections calculées 100.00 100.00 94.00 92.29 74.48 54.12 3L.79 14.49
pourcentage d’échecs 99.96 99.96 93.80 91.93 73.79 53.26 30.92 13.92
temps moyen de simulation par rayon (ms) 91.49 117.81 55.58 48.28 42.44 40.37 38.94 37.41
temps moyen d’intersection rayon-objet (ms) 0.05 0.13 0.21 0.46 0.73 1.22 1.66
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.04 0.06 0.14 0.22 0.47 0.74 1.25 1.72
Moyennes par rayon Moyennes par rayon-objet
120 14
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3.3.3 Analyse des résultats

On propose dans ce paragraphe une analyse des expérimentations faites dans 1’environnement
logiciel. Bien que n’ayant pas pu travailler avec des scénes contenant un grand nombre d’objets, on
peut faire des constatations et tirer quelques enseignements des 8 scénes testées. Pour ce faire, on
distingue deux types de simulation :

e les simulations basées uniquement sur des subdivisions uniformes (type LU),

e les simulations basées sur une hiérarchie de subdivisions uniformes (type LHU).

Subdivisions uniformes

Les subdivisions uniformes considérées sont telles que le nombre de subdivisions dans chaque direc-
tion est identique. Le test LU (1,1,1) s’apparente au test SL (sans localisation), a la différence prés qu’il
y a construction d’une structure de données pour la localisation basée sur les objets BRep (issus de
la conversion). Les calculs d’intersection rayon-objet sont effectués en utilisant le modéle géométrique
original des objets (le modele CSG étant généralement plus performant). Cependant, lorsqu’un objet
CSG se traduit en plusieurs objets BRep, la structure de données prend aussi en compte plusieurs
objets. Ceci explique les différences observées entre les deux tests, notamment pour les temps moyens.
Le temps moyen de simulation par rayon décroit lorsque le nombre de subdivisions augmente. Ce-
pendant, on observe que la pente de la courbe représentant ce parameétre s’atténue fortement. Ce qui
signifie que la méthode est efficace pour un nombre de subdivisions qui n’est pas trop grand. En ef-
fet, 'augmentation du nombre de subdivisions tend bien & diminuer le nombre moyen d’intersections
rayon-objet, mais, en conséquence, il faut parcourir de plus en plus de régions vides (le pourcentage
de voxels vides augmente avec le nombre de subdivisions), ce qui fini par devenir trés cotiteux. Ce
probléme est bien connu et largement décrit dans la littérature.

Le tableau ci-dessous rend compte du gain en nombre moyen d’intersections. C’est le nombre moyen
d’intersections calculées en moins par rapport au test LU (1,1,1).

systéme gain en nombre moyen d’intersections

optique LU (1,L1) LU (22.2) LU (14,0 LU 383) | LU (16,16,16) | LU (32.32,32)
(1) alignement de lentilles 1.00 1.84 3.11 7.96 10.24 10.97
(2) aiguille de tableau de bord 1.00 3.13 4.66 7.59 11.97 18.25
(3) compteur d’automobile 1.00 4.27 9.41 18.86 23.45 31.18
(4) ampoule 1.00 4.14 8.49 18.89 26.43 31.18
(5) matrice de lentilles 1.00 4.05 9.71 23.74 56.90 99.67
(6) matrice d’objets 1.00 4.22 12.39 29.40 71.98 133.26
(7) systéme optique 1.00 2.92 6.65 12.07 47.80 72.18
(8) systéme d’éclairage d’intérieur 1.00 5.11 9.39 23.14 38.50 67.01

Tracons la courbe associée a ce paramétre, en indiquant pour chaque systéme optique le nombre d’objets
considérés pour la localisation.

.

00 5

2

S -+ 1(34)

5 . /

8wl T 2 (48) ;

2 - 3(53) ,

£ ||~ 4(106) roooar
= -<- 5(301) / 7
S | -»  6(601) «

3 -4~ 7(1030)

3 -v-  8(2088)

o 40

=}

[ 34
2

S 2 2
.% 1
=4 —ms=s

(111) (4,4,4) (8,8,8) (16,16,16)  (32,32,32)

subdivision

Pour affiner ces observations, il faut regarder de plus prés les paramétres rendant compte des complexi-
tés en temps et en mémoire. Les deux tableaux ci-aprés récapitulent les valeurs des deux parameétres
suivants :
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e le temps moyen de simulation par rayon,

e la taille de la structure de données.

L’intérét d’observer conjointement ces deux paramétres réside dans le fait que, pour rendre utilisable
la méthode proposée, I’on doit rechercher la subdivision uniforme qui procure la plus petite complexité

en temps, tout en restant acceptable pour la complexité en mémoire.

systéme temps moyen de simulation par rayon (ms)

optique LU (LL1) LU (2.2.2) TU (4,4.0) LU (83,8) | LU (16,16,16) | LU (32,32,32)
(1) alignement de lentilles 1.94 1.19 0.78 0.47 0.44 0.47
(2) aiguille de tableau de bord 19.47 18.18 16.80 16.43 15.42 14.75
(3) compteur d’automobile 16.67 15.19 14.74 9.02 8.76 8.55
(4) ampoule 32.46 27.92 24.96 22.20 21.73 21.54
(5) matrice de lentilles 9.57 2.85 1.53 0.98 0.75 0.76
(6) matrice d’objets 45.68 13.28 6.91 4.79 3.86 3.61
(7) systéme optique 102.50 36.09 17.48 10.81 4.65 4.09
(8) systéme d’éclairage d’intérieur 117.81 55.58 48.28 42.44 40.37 38.94

systeéme taille de la structure de données (octets)

optique LU (LL1) LU (2.2.2) TU (4,4.0) LU (83,8) | LU (16,16,16) | LU (32,32,32)
(1) alignement de lentilles 240 1 560 7624 32 800 108 996 372 216
(2) aiguille de tableau de bord 296 1572 4312 16 452 77 944 325 536
(3) compteur d’automobile 316 1608 8 684 45 940 213 052 1234 356
(4) ampoule 528 2 368 9 808 46 352 310 912 2 202 816
(5) matrice de lentilles 1 308 3420 6672 23 152 88 232 518 436
(6) matrice d’objets 2 508 6 780 16 152 63 548 301 484 1825 572
(7) systéme optique 4224 14 456 31 056 110 064 426 432 2 548 480
(8) systéme d’éclairage d’intérieur 8 456 19 496 28 616 87 288 420 360 2 891 608

Pour analyser ces deux paramétres, calculons les valeurs des deux parameétres relatifs au test LU (1,1,1)

pour les différents systémes optiques considérés :
e laccélération, qui est le temps moyen relatif de simulation par rayon,

e la taille relative de la structure de données.

systéme accélération (réf. LU (1,1,1))

optique LU (1,1,1) LU (2.22) LU (4,4,4) LU (88,8 | LU (16,16,16) | LU (32,32,32)
(1) alignement de lentilles 1.00 1.63 2.49 4.13 4.41 4.13
(2) aiguille de tableau de bord 1.00 1.07 1.16 1.19 1.26 1.32
(3) compteur d’automobile 1.00 1.10 1.13 1.85 1.90 1.95
(4) ampoule 1.00 1.16 1.30 1.46 1.49 1.51
(5) matrice de lentilles 1.00 3.36 6.25 9.77 12.76 12.59
(6) matrice d’objets 1.00 3.44 6.61 9.54 11.83 12.65
(7) systéme optique 1.00 2.84 5.86 9.48 22.04 25.06
(8) systéme d’éclairage d'intérieur 1.00 2.12 2.44 2.78 2.92 3.03

systéme taille relative de la structure de données (réf. LU (1,1,1))

optique LU (1,1,1) LU (2.22) LU (4,4,4) LU (88,8 | LU (16,16,16) | LU (32,32,32)
(1) alignement de lentilles 1.00 6.50 31.80 136.70 454.20 1 550.90
(2) aiguille de tableau de bord 1.00 5.30 14.60 55.60 263.30 1.099.80
(3) compteur d’automobile 1.00 5.10 27.50 145.40 674.20 3 906.20
(4) ampoule 1.00 4.50 18.60 87.80 588.80 4 172.00
(5) matrice de lentilles 1.00 2.60 5.10 17.70 67.50 396.40
(6) matrice d’objets 1.00 2.70 6.40 25.30 120.20 727.90
(7) systéme optique 1.00 3.40 7.40 26.10 101.00 603.30
(8) systéme d’éclairage d'intérieur 1.00 2.30 3.40 10.30 49.70 342.00

Tragons les courbes correspondantes en indiquant pour chaque systéme optique le nombre d’objets

considérés pour la localisation.
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Les courbes de l'accélération ne sont pas, comme on aurait pu naivement le penser, empilées dans
le sens croissant des nombres d’objets. Les systémes optiques 2 & 4 (de 48 & 106 objets) ont des
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courbes similaires. Ce n’est pas étonnant puisque les nombres d’objets sont semblables ainsi que les
répartitions géométriques caractérisées par les courbes de répartition de la dimension et de 'aire de la
surface optique. De méme, les systémes optiques 5 et 6 (301 et 601 objets) ont des courbes similaires,
et ce pour les mémes raisons. La courbe associée au systéme optique 1 (34 objets) présente un pallier
a partir du test LU (8,8,8). Celle associée au systéme optique 7 (1 030 objets) montre une accélération
forte a partir du test LU (16,16,16). Enfin, I’accélération pour le systéme optique 8 (2 088 objets) est
quasiment constante & partir du test LU (2,2,2).

On ne peut donc pas mettre en évidence une relation uniquement entre le nombre d’objets d’un systéme
optique et le nombre de subdivisions. L’écart entre les courbes des systémes optiques 7 et 8 le montre.
Bien évidemment, ce qui doit étre pris aussi en compte c’est la répartition géométrique des objets, leurs
dimensions et leur nature. Le systéme optique 7 est composé en grande partie d’objets simples (99.7%
de plans) dont la dimension relative est grande (prés de 90% d’objets dont la dimension relative est
comprise entre 0.6 et 0.8). Le systéme optique 8 est composé d’objets complexes (99.4% de B-splines)
dont la dimension relative est petite (prés de 60% d’objets dont la dimension relative est comprise
entre 0 et 0.1). Pour ce systéme optique, l'efficacité de la localisation par subdivision uniforme ne
peut se faire ressentir qu’a partir d’'un grand nombre de subdivisions, car de petits objets complexes
engendrent des cotts de calculs d’intersection élevés. Or, lorsque le nombre de subdivisions devient
grand, cette méthode de localisation perd en efficacité.

Les courbes de la taille relative montrent, quel que soit le systéme optique considéré, que la complexité
en mémoire relative (par rapport au test LU (1,1,1)) reste acceptable jusqu’au test LU (8,8,8) pour les
systémes optiques 1 & 4 (34 & 106 objets), et jusqu’au test LU (16,16,16) pour les systémes optiques
5 a8 (301 a 2 088 objets). Bien que les régions vides, c’est-a-dire n’ayant d’intersection avec aucun
objet (au sens de la localisation), ne soient pas enregistrées dans la structure de données, il en résulte
une complexité en mémoire qui devient trés grande.

La aussi les courbes ne sont pas empilées dans le sens croissant des nombres d’objets. Cependant,
I'influence du nombre d’objets est plus forte que pour les courbes de ’accélération. En effet, on distingue
bien deux groupes de systémes optiques 1 & 4 et 5 & 8. La répartition géométrique des objets doit étre
prise en compte.

Pour renforcer ces premiéres analyses, il est intéressant d’observer le rapport entre la taille relative
et l'accélération pour chaque systéme optique et pour chaque subdivision. On introduit un nouveau
parameétre pour quantifier cette grandeur, que 'on appellera indice de performance globale, et que I'on
notera p :

ott M, est la complexité en mémoire relative (taille relative de la structure de données) et T, la
complexité moyenne en temps relative (accélération). Calculons les différentes valeurs de p.

systéme indice de performance globale

optique LU (1,1,1) LU (2.22) LU (4,4,4) LU (88,8 | LU (16,16,16) | LU (32,32,32)
(1) alignement de lentilles 1.0 4.0 12.8 33.1 103.0 375.7
(2) aiguille de tableau de bord 1.0 5.0 12.6 46.9 208.5 833.2
(3) compteur d’automobile 1.0 4.6 24.3 8.7 354.3 2 003.5
(4) ampoule 1.0 3.9 14.3 60.0 394.2 2 768.5
(5) matrice de lentilles 1.0 0.8 0.8 1.8 5.3 315
(6) matrice d’objets 1.0 0.8 1.0 2.7 10.2 57.5
(7) systéme optique 1.0 1.2 1.3 2.7 4.6 24.1
(8) systéme d’éclairage d'intérieur 1.0 1.1 14 3.7 17.0 113.0

Tracons les courbes associées & ce nouveau parameétre, en indiquant pour chaque systéme optique le
nombre d’objets considérés pour la localisation.
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Les courbes montrent que 1’on peut différencier les systémes optiques 1 & 4 des systémes optiques 5

a 8. En effet, les systémes optiques 1 & 4 sont associés a un indice de performance globale acceptable
(inférieur & 100) jusqu’au test LU (8,8,8), alors que pour les systémes optiques 5 & 8 il est acceptable
quasiment jusqu’au test LU (32,32,32). C’est logique de trouver une analyse semblable & celle issue
des courbes de la taille relative puisque I'influence sur p de la complexité en mémoire relative M, est
supérieure & celle de la complexité moyenne en temps relative T';.

L’intérét de l'indice de performance globale est de donner une valeur limite au deld de laquelle la
méthode de localisation par subdivision uniforme n’est plus efficace. En effet, dés que la pente de la
courbe de p devient grande, & la vue des courbes expérimentales, on ne peut espérer qu’'une dégradation
rapide de D'efficacité de la méthode. Il reste a fixer un seuil pour p. Les expériences menées ici nous
aménent a considérer la valeur 100. Bien entendu, ce seuil décrit une limite supérieure relative au
niveau des complexités. Il faut en plus veiller & ce que la complexité en mémoire ne soit pas trop

grande, au regard des contraintes matérielles.

Hormis le constat classique consistant & dire que le parcours des régions vides devient cotiteux lorsque
leur nombre croit, ces expériences sur une localisation par subdivision uniforme met en évidence I'inté-
rét qu’il faut porter & la répartition géométrique des objets, leurs dimensions, mais aussi & leur nature.
Lorsque les objets considérés sont complexes, les algorithmes de calcul d’intersection rayon-objet pos-
sédent des critéres d’exclusion géométriques, qui se traduisent par le fait que plus un rayon est proche
de l'objet, plus le temps de recherche de l'intersection est grand. Or la localisation par subdivision
uniforme rapproche les rayons des objets (les calculs d’intersection sont effectués pour des rayons plus
proches), et par conséquent accroit le temps moyen d’intersection rayon-objet, ce qui entraine une perte
en efficacité de la méthode lorsque le nombre moyen d’intersections ne diminue pas suffisamment.

Hiérarchie de subdivisions uniformes

Une localisation par une subdivision uniforme est peu efficace et tres vite limitée par le nombre
de subdivisions que 'on peut considérer. Cette limite, comme on vient de le voir, est essentiellement
due & deux raisons. L’augmentation du nombre de subdivisions entraine une augmentation du nombre
de régions & parcourir qui devient trés vite grand (c’est caractérisé par le nombre moyen de voxels
traversés). La taille de la structure de données associée croit aussi trés vite. L'intérét d’utiliser une

localisation par hiérarchie de subdivisions uniformes est donc de diminuer au mieux les espaces vides
et d’obtenir une structure de données dont la taille reste acceptable.

Pour analyser lefficacité des tests LHU, il est nécessaire d’observer, d’une part, le temps de pré-calcul
(conversion vers le modele BRep et construction de la structure de données) et, d’autre part, I'indice
de performance globale qui est le rapport entre la taille relative et ’accélération. Le tableau suivant
récapitule ces différentes valeurs. La taille relative et I’indice de performance globale sont comparés au

test LU (1,1,1).
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systéme pré-calcul accélération taille performance

optique (s) réf. SL réf. LU (1,1,1) relative globale
(1) alignement de lentilles 2 0.96 3.18 23.25 7.3
(2) aiguille de tableau de bord 3 115 118 70.58 59.8
(3) compteur d’automobile 1 1.76 1.81 109.37 60.4
(4) ampoule 2 1.29 1.43 158.15 110.6
(5) matrice de lentilles 157 3.04 10.29 261.02 25.4
(6) matrice d’objets 26 10.77 12.00 354.08 29.5
(7) systéme optique 37 19.77 25.85 8 114.75 313.9
(8) systéme d’éclairage d’intérieur 31 2.45 3.15 1647.72 523.1

Les cotits en temps du pré-calcul, comprenant la conversion de la scéne géométrique vers le modele
BRep et la construction de la structure de données, sont faibles. Le plus grand étant pour le systéme
optique 5 (101 objets & convertir) ou I'on atteint plus de 1 minute et 30 secondes. Comparés au cott
en temps des simulations, qui peuvent aller jusqu’a plusieurs heures pour un résultat acceptable au
niveau de la précision numérique sur les cartes d’observation, ce temps est négligeable.

La lecture des parameétres observés (accélération, taille relative et indice de performance globale) montre
que lefficacité d’une hiérarchie de subdivisions uniformes dépend du systéme optique considéré. Pour
le systéme optique 1 (34 objets), le test LHU est plus efficace que les tests LU, notamment au regard
de l'indice de performance globale. Pour les systémes optiques 2 et 3 (48 et 53 objets), les tests LHU
et LU ont des performances similaires jusqu’au test LU (8,8,8). Ensuite, l'accroissement du nombre
de régions vides entraine une forte augmentation de la taille de la structure de données pour les test
LU, et par conséquent un indice de performance globale trop élevé. Pour le systéme optique 4 (106
objets), la configuration LU (8,8,8) est plus efficace que la configuration LHU, pour laquelle la taille
de la structure de données associée est trop importante. Pour les systémes optiques 5 et 6 (301 et
601 objets), les performances des deux méthodes sont comparables. Pour les systémes optiques 7 et
8 (1 030 et 2 088 objets), 'indice de performance globale du test LHU est beaucoup plus élevé que
ceux des test LU. La encore, la taille de la structure de données associée & la hiérarchie de subdivisions
uniformes est trop importante.

Ces tests montrent que lefficacité d’une hiérarchie de subdivisions uniformes n’est pas uniquement
lice au nombre d’objets. Pour les systémes optiques testées, il apparait clairement que la seuil choisi
pour la profondeur (5 niveaux) est trop grand. D’autres tests, non présentés ici, ont montrés que
l'on pourrait se limiter & deux, voire trois, niveaux pour la profondeur. Néanmoins, dans tous les
cas les accélérations obtenues avec une localisation par hiérarchie de subdivisions uniformes sont trés
intéressantes par rapport a celles issues d’une localisation par subdivisions uniformes.

3.4 Conclusion

Ce chapitre présente la solution envisagée dans le contexte industriel pour accélérer les calculs
d’intersection. La prise en compte d’un cahier des charges contraignant a fortement orienté le choix
vers une méthode de localisation spatiale par subdivision uniforme. Néanmoins, les résultats obtenus
sont trés satisfaisants. Leur analyse met en évidence la difficulté de choisir les bons paramétres pour
une subdivision uniforme et encore plus pour une hiérarchie de subdivisions uniformes. Les différentes
études connues a ce jour ne fournissent que des solutions intuitives ou empiriques. En effet, I’évaluation
des complexités en mémoire et en temps pour ces méthodes est un probléme ouvert.

Dans la suite, on se placera dans un contexte plus théorique, et on proposera une méthode pour évaluer
a priori ces complexités et ainsi permettre un choix systématique des parameétres de localisation.






Chapitre 4

Evaluation des complexités dans une
subdivision uniforme

La caractérisation des complexités en mémoire et en temps d’un algorithme de recherche d’inter-
sections par une méthode de localisation des objets est un probléme ouvert. La plupart des solutions
proposées sont empiriques. En effet, les auteurs utilisent des observations faites sur des scénes types
pour déterminer des parameétres de localisation. Plus particuliérement, en ce qui concerne ’algorithme
étudié au chapitre précédent (algorithme 12 page 116), c’est-a-dire la recherche d’intersections par loca-
lisation des objets dans une subdivision uniforme, le méme type d’approche est proposé, et les travaux
visant une approche formelle du probléme sont quasiment inexistants. Néanmoins, Cleary et Wyvill [18]
se sont lancés dans une voie trés intéressante. Ils ont été les premiers a proposer une expression des
complexités en fonction de certaines caractéristiques géométriques des objets et des parameétres de
localisation.

La premiére difficulté pour I'évaluation des complexités est de poser correctement le probléme. Les
expressions de ces complexités font intervenir des parameétres propres & la scéne géométrique, aux
propriétés optiques des objets et & la subdivision uniforme considérées. La seconde difficulté est de
donner une expression exacte voire une estimation de ces parameétres. C’est ce que nous proposons
de faire dans ce chapitre, en donnant une caractérisation des complexités qui prend en compte la
géométrie de la scéne ainsi que la propriété optique d’opacité et les paramétres de la subdivision
uniforme considérée.

Le premier paragraphe présente les stratégies classiques pour définir a priori les parameétres d’une
hiérarchie de subdivisions uniformes. Le second paragraphe est consacré & I’évaluation du nombre de
régions d’une subdivision uniforme traversées par un objet. Les deux paragraphes suivants proposent
des expressions, d'une part, pour la complexité en mémoire des structures de données présentées aux
chapitres 2 et 3 et, d’autre part, pour la complexité moyenne en temps relative aux algorithmes du
chapitre 3. Enfin, les deux derniers paragraphes donne un moyen de choisir a priori les parameétres
d’une subdivision uniforme ainsi que ceux d’une hiérarchie de subdivisions uniformes.

4.1 Choix classiques des paramétres de subdivision

Les méthodes basées sur les subdivisions uniformes sont caractérisées a partir de deux parameétres
essentiels :

e le nombre de subdivisions dans chaque direction,
e la profondeur de la hiérarchie.

Leur objectif est d’atteindre une complexité en temps la plus faible possible, tout en controlant la
complexité en mémoire. Le choix de ces parameétres est un probleme difficile, qui n’a pas encore trouvé
de solution optimale. En effet, pour choisir les bons paramétres il faudrait prendre en compte les
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caractéristiques géométriques des objets et les propriétés optiques associées. C’est utopique au regard
de la quantité d’information & considérer pour un systéme optique quelconque. De plus, la corrélation
entre les paramétres de chaque subdivision uniforme et la profondeur de la hiérarchie rend trés difficile
ce choix. En effet, ce n’est pas en prenant les paramétres qui minimisent les complexités en temps pour
chaque subdivision uniforme de la hiérarchie que ’on minimise nécessairement la complexité en temps
globale.

51 )

———
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Fig. 4.1 — Hiérarchie de subdivisions uniformes.

Faisons un tour d’horizon des stratégies existantes. Dans la plupart des travaux, le nombre de subdi-
visions dans chaque direction est déterminé par I’expression suivante :

n; = é = [aiN1/3] ,
0;

ou A; est la longueur dans la direction 7 (7 = 0, 1,2) du parallélépipéde a subdiviser, a; est un coefficient
dépendant de la méthode, N le nombre d’objets et [] opérateur numérique d’arrondi (valant 1 au
minimum pour étre cohérent avec un nombre de subdivisions). Le choix le plus classique est a; = 1 dans
toutes les directions. Cette stratégie ne prend en compte que le nombre d’objets. C’est optimal si leur
répartition est uniforme et si leurs dimensions sont similaires. Cazals, Drettakis et Puech [15] proposent
de prendre a; = v/2 lorsque le nombre d’objets N est assez grand. C’est un choix issu d’observations
expérimentales. Klimaszewski et Sederberg [59] prennent en compte la taille du parallélépipede a

subdiviser et posent :
2 1/3
AVER WAVER ’

oit Ajy1 et Ayt doivent étre compris comme A1 1) mod3 €6 A(i12) mod3-

Dans un registre différent, Scherson et Caspary [74] proposent une approche formelle qui consiste
a exprimer la complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre un rayon et un
objet (polygone plan) en fonction, entre autres, des parameétres de localisation. La minimisation de
I’expression de la complexité donne alors le nombre optimal, en un certain sens, de subdivisions dans

chaque direction :
27, 1/3
o, =
7 Tv b

ou T est la complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre un rayon et un objet et
T, est la complexité en temps de parcours d’une région de la subdivision uniforme considérée. Cette ap-
proche est limitée & des subdivisions uniformes cubiques et ne prend pas en compte les caractéristiques
géomeétriques des objets. Dans une voie similaire, Cleary et Wyvill [18] expriment les complexités en
temps et en mémoire pour des objets constitués de polygones plans. Leur démarche, bien que novatrice,
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ne prend en compte que des subdivisions uniformes cubiques et la géométrie des objets est considé-
rée par rapport & une moyenne sur leur orientation. Khachan [57] donne une méthode permettant
de choisir des critéres de subdivision des objets (des surfaces fermées au sens ou elles définissent un
objet volumique) de maniére & générer des variétés discrétes qui sont caractérisées a 'aide de critéres
topologiques locaux (au sens de la topologie discréte). Cette méthode permet, entre autres, de séparer
au mieux les objets, dans le sens ou chaque composante connexe définit une variété. Cependant, elle
a été développée pour le cas implicite, elle nécessite une mise en ceuvre complexe et les structures de
données sont trés gourmandes en mémoire (dans le cas uniforme).

La profondeur d’une hiérarchie de subdivisions uniformes est le plus souvent connue a postériori, elle
dépend du nombre d’objets rencontrés au fur et & mesure que 'on subdivise. Un seuil est fixé pour
contrdler en partie la complexité en mémoire. Une région n’est alors subdivisée que si elle contient un
nombre d’objets supérieur a ce seuil. Par conséquent, les caractéristiques géométriques des objets ainsi
que leurs positions relatives ne sont pas prises en compte pour la mise en place de la hiérarchie (indé-
pendamment des paramétres de chaque subdivision uniforme), autrement dit chaque noeud de l’arbre
des subdivisions uniformes est traité indépendamment des autres nceuds. MacDonald et Booth [63]
poursuivent dans la voie empruntée par Goldsmith et Salmon [45] et proposent de construire un arbre
de subdivisions uniformes en tentant de controler la répartition des complexités en temps pour chaque
neeud de l'arbre. Pour ce faire, ils considérent une distribution uniforme des rayons dans R?® x S? et
expriment la complexité en temps sur 'arbre en fonction des aires des parallélépipédes a partir des-
quels sont définis les différentes subdivisions uniformes et des nombres d’objets liés & chacun de ces
parallélépipédes. Cependant, leur méthode ne prend pas en compte les caractéristiques géométriques
des objets.

4.2 Nombre de régions traversées par un objet

4.2.1 Caractérisation

Soit O un ensemble de points de R? décrivant un objet, au sens des objets définis au chapitre 2.
Soit R une région parallélépipédique contenant O. Soit & = {Rj}}_, une subdivision uniforme de R
(paragraphe 3.2.1), ou les Ry sont des parallélépipedes. On se pose alors le probléme suivant : évaluer
le nombre de régions de S traversées par O, noté mo et défini par :

mo = card (Lo) ,

ot1, de maniere analogue & la définition 6 page 96, Lo est la liste des indices des régions de S traversées
par O :

Lo={ke{l,...,n} tel que Rk NO #0} .

&1 ) /| Ry

——
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Fig. 4.2 — Notations pour [’évaluation du nombre de régions traversées par un
objet dans une subdivision uniforme.
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L’évaluation de mgo est un probléme non trivial. La géométrie discréte ne fournit que quelques résultats
pour des objets simples (segment, triangle, cercle en dimension 2, hyperplan en dimension quelconque).
De plus, il est facile de remarquer que le nombre recherché n’est pas invariant si I’on applique a 'objet
O une translation. Soit G est un opérateur géométrique de translation. Le nombre de régions de S
traversées par I'objet GO est par définition :

Lo ={k € {1,...,n} tel que Rt N (GO) # B} .

On a pas nécessairement mgo = mgo. C’est encore plus remarquable si ’on considére un opérateur
géométrique plus général (rotation, homothétie). C’est pourquoi nous proposons une approche visant
a donner une estimation en moyenne de la quantité mgo, basée sur la périodicité de la fonction mgo
pour des opérateurs géométriques de translation. La proposition suivante caractérise l'invariance du
nombre de régions traversées pour une certaine classe de translations.

Proposition 15
Soit S = { Ry }xez une subdivision uniforme de R?. Soit G un opérateur géométrique de translation
caractérisé par un vecteur (vg,v1,v2) € R? tel que :

v = 0

ol aj € Z et d; est la dimension d’une région dans la direction ¢. Alors, le nombre de régions de S
traversées par l'objet GO est identique au nombre de régions de S traversées par 'objet O :

mago = mo .
[m]

Preuve C’est évident, il suffit de constater que la translation de O revient & déplacer la subdivision
uniforme. Le choix de G implique que les deux subdivisions uniformes coincident, et, par conséquent,
que mago = mo.

[

La proposition précédente est trés intéressante en ce sens qu’elle caractérise la périodicité de la fonction
mgao. Soit Gs 7z 'ensemble des opérateurs géométriques de translation suivant :

Gs,z = {G translation de vecteur (g dg, 1 91, 2 92) tel que oy € Z} .
La proposition 15 signifie que :
VG €Gsz, mago=mo .

En d’autres termes, la fonction mgo est entierement caractérisée pour I’ensemble de translations Gs o
défini par :

Gs,0 = {G translation de vecteur (o dg, 1 01, 2 02) tel que o; € [—1/2,1/2]} .

Définir une moyenne de la fonction mgo pour des translations G € Gsp revient & sommer toutes
les valeurs de la fonction mgo pour tous les G considérés puis & diviser par la mesure de ’ensemble
Gs,0. Cependant, on ne sait pas calculer mgo pour un G donné, et, de plus, la notion de mesure sur
I'ensemble Gs g est a préciser. Néanmoins, on peut s’en sortir si 'on remarque que 'union des objets
GO pour des translations de Gs ¢ s’écrit de la maniere suivante :

U GO)=Ry+0,
Gegs.o
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ou Ry est le parallélépipéde défini par :
2
0i 0
Ry = H |:_53 §:| )
1=0
et Ry + O est 'ensemble des points de R? caractérisé par (figure 4.3) :
R0+O:{xE[R3 tel que x =y + 2z avec y € Ry etzEO} .

Ry + O est appelé somme de Minkowski des ensembles Ry et O.

R [
Fig. 4.3 — Somme de Minkowski d’une région Ry et d’un objet O.

La définition suivante caractérise le nombre moyen de régions d’'une subdivision uniforme traversées
par un objet.

Définition 7
Le nombre moyen de régions d’une subdivision uniforme & = { Ry }rcz traversées par un objet O est
donné par le nombre suivant :

vol (Ry + O)

mo = 4.1
ou Ry est le parallélépipéde défini par :
2
0; 0;
Ry = H [—5, 5] : (4.2)
=0
O

Remarque
La définition précédente s’appuie sur une subdivision uniforme de R3. Si I’on considére une subdivision
uniforme d’un parallélépipéde R, alors la définition reste valable pour peu que 'union des objets GO
soit incluse dans R. Cependant, dans le cas contraire, cela ne pose pas vraiment de probléme dans le
sens ol Mo est une valeur moyenne.

O

Les objets qui nous intéressent sont de deux types :
e les segments, qui sont issus des rayons considérés,

e les objets surfaciques ou volumiques, dont la surface optique associée (définition 5 page 96) est
une surface simple continue et dérivable par morceaux.
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Pour le segment (paragraphe 4.2.2), une écriture explicite est envisageable, et, par simple extension,
une majoration peut étre donnée pour une ligne brisée (succession de segments) et donc pour un objet
linéique. Pour les autres objets c’est beaucoup plus compliqué. Pour la localisation spatiale, on s’inté-
resse aux intersections entre un objet T (O) (définition 6 page 96) et les régions de S, ou T(O) est soit
la surface optique associée a l'objet O, soit un objet englobant O, le plus souvent une boite englobante
B(0O). Pour une surface optique (paragraphe 4.2.3), ’évaluation ne peut se faire explicitement dans le
cas général, on considére alors une approximation de la surface par des polygones plans, et ’on donne
une majoration du nombre de régions traversées. Pour une boite englobante (paragraphe 4.2.4), une
écriture explicite est donnée. Dans tous les cas, le résultat recherché est approché par une expression du
nombre de régions de S traversées en fonction des caractéristiques géométriques de ’objet géométrique
O considéré. Pour ne pas prendre en compte les problémes de bord induit par le parallélépipéde R, on
se contentera d’une subdivision uniforme de R3.

4.2.2 Objet linéique

Soit 8 = { Ry, }rez une subdivision uniforme de R3. Soit I' un objet linéique. Notons mr le nombre
de régions de S traversées par I' (figure 4.4).

AN\
AN
T / N
o1 | ' Ry,
do

Fig. 4.4 — Notations pour [’évaluation du nombre de régions traversées par un
objet linéique dans une subdivision uniforme.

L’objectif de ce paragraphe est d’évaluer le nombre mp. L’approche par une estimation moyenne du
nombre de régions traversées par un segment, au sens de la définition 7, est une généralisation du
résultat donné par Cleary et Wyvill [18]. Pour calculer le nombre moyen de régions traversées par un
segment les auteurs utilisent ce qu’ils appellent le volume augmenté d’une région de S et du segment
considéré, qui est en fait la somme de Minkowski de ces deux éléments. Le rapport des volumes de
la somme de Minkowski et d’'une région de S§ donne une estimation du nombre moyen de régions
traversées. Cependant, leur résultat n’est donné que pour des régions cubiques, avec des nombres de
subdivisions identiques dans toutes les directions et il est exprimé par rapport & une moyenne sur
lorientation du segment.

On donnera tout d’abord le résultat pour un segment, puis on s’intéressera & une ligne brisée.

Segment

Soit A = [z, z + £ w] un segment, et notons my4 le nombre de régions de S traversées par ce segment
(figure 4.5).
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TH Lw

511\\®/ Ry,

R

N

do

Fig. 4.5 — Notations pour [’évaluation du nombre de régions traversées par un
segment dans une subdivision uniforme.

La proposition suivante donne une estimation du nombre moyen de régions de S traversées par un
segment A.

Proposition 16
Le nombre moyen de régions d’une subdivision uniforme S de R?® traversées par un segment A de
longueur ¢ et d’orientation w données est donné par le nombre suivant :

2
Wi
ma=1+ eyl (4.3)
i=0 "
ou w; est la coordonnée dans la direction ¢ du vecteur w.
m}

Preuve Partant de la définition 7, il suffit d’écrire le volume de la somme de Minkowski Ry+ A. Pour
ce faire, on le décompose en quatre parties : le volume de Ry et le volume de trois parallélépipédes.
Par analogie, I’aire de la somme de Minkowski d'un rectangle Ry et d'un segment A situés dans R?
se décompose en trois parties : ’aire de Ry et ’aire de deux parallélogrammes.

M

Ainsi, le volume résultant s’écrit :

vol (Ro + A) = vol (RU) + Z 5z’+1 5i+2 / |wl| s
i=0
ou ;41 et d;1o doivent étre compris comme d(;11)mod3 €t 9(i+2)mod3- En divisant par le volume de
Ry, on trouve l'expression proposée pour 4.
]

Pour montrer que 'expression 4.3 est une généralisation du résultat donné par Cleary et Wyvill [18],
commencons par supposer que la taille des régions de la subdivision uniforme considérée est identique
dans toutes les directions :

0; =90 .
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Ainsi 4.3 s’écrit de la maniére suivante :

2
4
=0

La moyenne par rapport a I’ensemble des directions de la sphére unité de ce nombre s’écrit :

1
<My >= i Js mado(w) .

On remarque que :
2
3t dotw) =67
§%i%0

Finalement, le nombre moyen de régions d’une subdivision uniforme traversées par un segment de
longueur ¢ s’écrit :

3
=1+—7.
<my > 256

On retrouve le résultat donné dans [18]. L’expression 4.3 est donc bien une généralisation de ce résultat.

Ligne brisée
Soit I" une ligne brisée simple, constituée d’un ensemble fini de segments (figure 4.6) :

Nseg

I'= U AZ )
i=1
ou les segments A; sont définis comme suit :

{ i = [xivwi—i—l]

$7'+1 = gt + ez w'

Si la ligne brisée est fermée alors o1 = z"ses.

Fig. 4.6 — Notations pour une ligne brisée composée de segments dans R3.

Soit mp le nombre de régions de § traversées par la ligne brisée I'. De maniére analogue au cas du
segment, et pour les mémes raisons, on cherchera plutot a évaluer le nombre moyen mr de régions de
S traversées. Pour ce faire, on commence par donner un résultat sur la mesure du volume d’une union
de sous-ensembles de R3.
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Lemme 3
Soient Eji,..., E, des sous-ensembles de R* mesurables (au sens de la mesure de Lebesgue). Alors, le
volume de leur union s’écrit :

vol(UE) Z vol (B;) — vol | | J(&i N E) : (4.4)

i=1 i>t

]

Preuve On raisonne par récurrence sur le nombre de sous-ensembles considérés. Commencons par
prendre n = 2. Soient E;, By deux sous-ensembles de R? mesurables. On a alors la relation triviale
suivante :

vol (E1 U E2) = vol (El) + vol (EQ) —vol (E1 N E2)
= (vol(E1) — vol (E1 N Ey)) + vol (Bs) .

La relation 4.4 est donc vérifiée pour n = 2. Maintenant, supposons cette relation vraie au rang n et
prouvons la au rang n + 1. Soient E, ..., E, 4 des sous-ensembles de R? mesurables. Alors, on écrit
le volume de I'union de ces ensembles sous la forme suivante :

n+1 n n
vol (U E) = vol (U E) +vol (Epy1) — vol ((U E) N EnH) :
=1 =1 =1

Le premier terme s’écrit en utilisant I’hypothése de récurrence, c’est-a-dire la relation 4.4 écrite au
rang n. Le troisiéme terme se réécrit en distribuant I'intersection sur 'union. Ainsi on obtient :

n+1 n n
VOI(U E) = ) | vol (&) —vol [ J( N E)) | | + vol (Epyr) — vol (U(EmEnH))

=1 =1 7>t =1
n+1
= > | vol (&) — vol | |J(&E:i N E;)
=1 7>t

La relation 4.4 est donc vérifiée au rang n + 1, par conséquent la récurrence s’enclenche.
]

La proposition suivante donne une majoration du nombre moyen de régions de S traversées par une
ligne brisée.

Proposition 17
Le nombre moyen de régions d’une subdivision uniforme S de R3 traversées par une ligne brisée simple
T, constituée d'un ensemble fini de segments {A;}"¢ est majoré de la maniére suivante :

Nseg

1+Z ma, — 1), (4.5)

oll 4, est le nombre moyen de régions de S traversées par le segment A;.

]

Preuve On part de la définition 7, et on calcule le volume de I’ensemble Ry + I'. Pour ce faire, on
écrit ’ensemble sous la forme suivante :

Nseg TNseg

Ro+T=Ro + | J A= [Ro+4) .
i=1 =1
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D’apreés le lemme 3, le volume recherché s’écrit de la maniére suivante :

Nseg
vol (Ro+T) =Y [ vol (Ry + A;) — vol | | J (Ro + Ai) N (Ro + 4;))
i=1 §>i
Pour tout ¢ € {1,...,n5g — 1}, le second terme dans la somme peut étre minoré de la maniére

suivante :
vol U ((Ro + A;) N (Ro + Aj)) > vol ((Ro + A;) N (Ro + Aiy1)) -
J>i

Cette minoration revient a ne pas tenir compte des éventuelles intersections générées par des segments
de I' non consécutifs. Ainsi, le volume recherché est majoré de la maniére suivante :

Nseg Nseg—1
vol (Ry +T) <> vol (Ry+ A;) — Y vol ((Ro+ Ai) N (Ro + Air1)) -
=1 =1

L’intersection entre deux segments consécutifs A; et A;,; est le point z/T!. On remarque alors que :
((Ro + Ai) N (Ro + Ai—l—l)) D (Ro + {xi+1}) ,
ce qui entraine :

vol ((Ro + A;) N (Ro + Ait1)) = vol (Ry) .

i+1
* iy,
A
On a finalement la majoration suivante :
Nseg
vol (Rg +T) < 3 _vol (Ro + A;) — (ngeg — 1) vol (Rp)
i=1

En divisant par le volume de Ry on obtient :

Nseg

mr < YA, — (ngeg — 1) -
i=1

Le membre de droite peut se réécrire sous la forme :

Nseg Nseg
> (A, = 1) + ngeg — (ngeg — 1) =1+ > (a, — 1) .
=1 =1

D’ou le résultat proposeé.
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4.2.3 Surface optique

Soit S = {R},}rez une subdivision uniforme de R®. Soit 3 une surface, et notons my, le nombre de
régions de S traversées par ¥ (figure 4.7).

_<2

(51 1 Rk

—

do

Fig. 4.7 — Notations pour [’évaluation du nombre de régions traversées par
une surface dans une subdivision uniforme.

L’objectif de ce paragraphe est d’évaluer le nombre my. L’approche présentée dans ce paragraphe
constitue une généralisation des résultats donnés par Cleary et Wyvill [18]. Les auteurs utilisent la
notion de volume augmenté, autrement dit de somme de Minkowski de deux ensembles, de maniére
analogue & I’évaluation du nombre moyen de régions traversées par un segment. Cependant le nombre
qu’ils donnent n’est valable que pour des régions cubiques, avec des nombres de subdivisions identiques
dans toutes les directions, et il est exprimé par rapport & une moyenne sur l'orientation de la surface.
On raisonnera dans un premier temps dans R?, puis on prolongera les résultats dans R?. Pour chaque di-
mension on commencera par énoncer deux résultats pour des polygones plans convexes et non convexes.
Enfin, on énoncera un résultat pour une surface.

Polygone dans R?

On se place dans R?. Soit un polygone convexe P, caractérisé par des sommets {z7 }?:1 (figure 4.8).
Par convention, on adopte le sens trigonométrique direct comme sens de parcours des sommets. L’aréte
A; de P est le segment [27, 27+ avec par convention 2P = z!. On note Z; la longueur de cette aréte :

b=l ]

et on note w’ son orientation :

. 1 . .
w = 7 (27t —27) .
J
5
w? 9
4 w
T 4
w
! /
3 +
T w? w!
g orientation des

€T arétes

Fig. 4.8 — Polygone conveze dans R?.
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On note aire(P) l'aire du polygone P. Enfin, on introduit les angles 6; dans [0,27[ et ;- 41 dans
10, 7], orientés dans le sens trlgonometrlque direct (figure 4.9). Le premier représente l’angle entre la
direction w’ et la direction w', le second représente I’angle entre deux directions consécutives w’ et
witl on par convention wPt! = w!. Par définition, on a donc :

Vj—sj+1 = 041 — 0;

w’ Yi—i+l wl
witld /
0.
J /+

’LUl

Fig. 4.9 — Notations pour les orientations des arétes dans un polygone.

Le fait de prendre 7;;41 > 0 pour tout j dans {1,...,p}, revient & supposer que deux arétes consé-
cutives de P ne sont pas colinéaires. De plus, cela témoigne de la convexité du polygone P, ce qui
se traduit par un ordre sur les directions w’, que I’on peut aussi exprimer de la maniére suivante
(figure 4.8) :

Vie{l,...,p—=1}, 0; <0541 .

La proposition suivante donne une estimation du nombre moyen de régions de S traversées par un
polygone convexe P.

Proposition 18
Le nombre moyen de régions d’une subdivision uniforme S de R? traversées par un polygone convexe
P est donné par le nombre suivant :

p=1+ = Z Z‘w‘ gJJrai%glp), (4.6)

ol wZJ- est la coordonnée dans la direction ¢ du vecteur w’.

O

Preuve Pour évaluer mp on part de la définition 7, & savoir que le nombre moyen recherché corres-
pond au rapport des aires de la somme de Minkowski Ry + P et d’une région de §. On remarque
tout d’abord que l'aire de ’ensemble Ry + P se décompose en deux parties : 'aire de P et 'aire de
la couronne autour de P :

aire(Rp + P) = aire(P) + aire((Ry + P) \ P) .
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Pour évaluer 'aire de la couronne autour de P, il suffit de remarquer qu’elle se décompose par rapport
aux arétes de P de la maniére suivante :

P
aire((Rp + P) \ P) = Z (aire(Ro j + 27, 27™]) — ajsj41) (4.7)
7=1

ot Ry j est un quart de Ry déterminé a partir de l'aréte A;. Le premier terme dans la somme est
laire de la somme de Minkowski du domaine Ry ; et de I'aréte j :

1
o 1 .
aive(Ro,j + [, 57+1]) = aire(Ro ) + 5 (Z dig ! ) 4, (4.8)
1=0

ot d;41 doit étre compris comme §(;4 1) mod 2-

Le second terme dans la somme de expression 4.7 représente l'aire algébrique qu’il faut retrancher.
Cette aire dépend de la configuration des deux arétes consécutives considérées. Le dessin suivant
donne I'expression de l'aire «;_, ;41 en fonction des configurations envisageables pour deux arétes j
et j + 1. Par convexité du polygone P, il y en a trois envisageables (I’angle y;_, ;41 est strictement
inférieur a ).

J+2
€ .
2I+2
I+l I+ i+l
x/ ! x/
J+1 )
w . wit! . .
w’ ; w’ w’
wj+1‘ %
aj_yj+1 = aire(Ry ;) ajjt1 =0 @j i1 = —aire(Ry ;)

Il ne reste plus qu’a dénombrer sur toutes les arétes le nombre de fois oil I'on retranche aire(Rg ;). On
remarque la somme des «;_, 41 sur 'ensemble des arétes est constante pour un nombre d’arétes p fixé.
En effet, il suffit d’observer la répartition des orientations des arétes dans les quadrangles [0, 7/2[,
[7/2, 7], [m,37/2] et [37/2,2x[, et on rappelle que par convexité de P les directions des arétes sont
ordonnées. De plus l'aire de Ry ; est le quart de l'aire de Ry, pour tout j, d’ou I’expression suivante :

p

. -4 .
ZO‘J’—UH = (p — 4) aire(Ry,j) = pT aire(Ry) - (4.9)
=1

Le facteur p — 4 peut étre déterminé par une simple récurrence sur le nombre d’arétes.
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p=3 p=4

En injectant 4.8 et 4.9 dans 4.7, on obtient ’expression de l'aire de Ry + P :

)

Pour trouver I’expression proposée, il ne reste plus qu’a diviser l'aire de Ry + P par l'aire du rectangle
Ry.

aire(Ro + P) = aire( ) + 0o 01 -i- (Z (514_1 "LU

Si l'on considére un polygone non convexe (figure 4.10), alors les notations introduites pour un
polygone convexe restent valables, sauf pour I’angle 7;_,;4+1 qui est dans I'intervalle |—,0[ U ]0, [, ou
l'intervalle |—, 0] correspond & une configuration concave d’arétes successives.

orientation des
€T arétes

Fig. 4.10 — Polygone non convere dans R?.

La recherche du nombre moyen de régions d’une subdivision uniforme S traversées par un polygone
non convexe P est un probléeme difficile. Le corollaire suivant donne une majoration de ce nombre.

Corollaire 6
Le nombre moyen de régions d’une subdivision uniforme S de R? traversées par un polygone P est

majoré de la maniére suivante :

’LU 3 P
1+ Z Z‘ ‘ €]+a1;§(51)‘
O

Preuve On raisonne de maniére analogue a la démonstration de la proposition 18. Pour ce faire, on
commence par décomposer ’aire de I’ensemble Ry + P en deux parties :

P
aire(Ry + P) = aire(P) + Z aire(Rg j + [z7,2]) — ZO{]‘*)]LFl .
i=1 =
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L’expression du deuxiéme terme est donné dans la démonstration précédente, seul le troisiéme terme
est différent. Pour le calcul de l'aire algébrique oj 41, il faut différencier les deux configurations
d’arétes envisageables. Si c’est une configuration convexe, c’est-a-dire ;41 € |0, [, alors on est
ramené aux trois cas de la démonstration précédente. Sinon, c’est une configuration concave, c’est a
dire ;41 € ]—m,0[, et dans ce cas on remarque que :

@jyjr1 2 aire(Ro ) -

Pour s’en convaincre, il suffit d’observer les différentes configurations concaves. De maniére analogue
au cas convexe, on peut considérer trois cas.

$j+1 [L‘j+2 $j+1 1‘j+1

J J J
X T . X
$]+

w’ w’ w’

{E/f"”j“

ajjp =aire(Rgj)  ajsjq1 > aire(Roj)  ajsjp1 > 2aire(Ro ;)

1
w wit!

Cependant, on ne perdra pas de vue qu’il y a en fait beaucoup plus de cas si I’'on prend en compte
la longueur des arétes. En effet, si la longueur d’une aréte est au plus de 'ordre de la taille d’une
région, alors la couronne autour de P n’est pas nécessairement influencée par cette aréte (dans le cas
convexe ce probléme ne se pose pas). Et dans ce cas, il faut envisager les configurations avec plus de
deux arétes successives. Mais, pour la majoration que I’on veut atteindre, ce n’est pas nécessaire, car
ce type d’arétes n’entrent pas en compte dans 'aire de la couronne autour de P, et par conséquent
contribue & majorer le nombre recherché.

I+l 2+l

zJ z’

l‘j+3 Ij+3

Ensuite, il reste a ajouter les contributions de toutes les arétes. Chaque configuration d’arétes suc-
cessives correspond a une somme d’aires a;j_,;41. On a donc la majoration suivante :

P

. -4 .
Zaﬂ'—’ﬂ‘l > (p—4)aire(Ry ;) = b aire(Ry) .
i=1

D’ou la majoration proposée.
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Polygone plan dans R?

On se place dans R3. Soit un polygone plan convexe P, caractérisé par des sommets {z’ }§:1- On
adopte les mémes notations et les mémes conventions qu’au paragraphe précédent, en se ramenant au
plan contenant le polygone pour les conventions de parcours et les notions d’angles (figure 4.11). On
notera I, le plan contenant le polygone P, ol u est un vecteur normal unitaire & P.

$5

Fig. 4.11 — Notations pour un polygone dans R3.

La proposition suivante donne une estimation du nombre moyen de régions de S traversées par un
polygone convexe P.

Proposition 19
Le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S de R? traversées par un polygone convexe
P est donné par le nombre suivant :

P& (& | 2 ire(P
mp=1+ 5 Z Z‘(s—z‘ fj + (;5z|ul|) E;LTZE 52) , (4.10)

j=1 \ =0

ou wZJ et u; sont les coordonnées dans la direction 7 des vecteurs w’ et u.

O

Preuve Pour évaluer mp, on raisonne de maniére analogue au cas R?, c’est-a-dire a partir de la
définition 7. Tout d’abord on écrit que le nombre moyen recherché correspond au rapport des volumes
de la somme de Minkowski Ry+ P et d'une région de §. Pour calculer le volume de I’ensemble Ry + P
on le décompose en deux volumes : le volume du & P et le volume de la couronne autour de P :

vol (Ry + P) = vol (Cg,(P)) + vol ((Ry + P) ~ Cg,(P)) ,

ou Cp, est 'opérateur constructif d’extrusion lié & Ry. Le volume du & P correspond au volume de
Pextrusion de P dans une direction induite par orientation de I, (plan contenant P) et de longueur
I’épaisseur de Ry dans la direction u :

2
€y = E 0wl -
i=0
Pour évaluer le volume du a P, il suffit de remarquer que I’on peut I’écrire sous la forme :

tmax
ol (Cry(P) = [ a(t)at

ou a(t) est l'aire de la section de partie de Ry + P due & P dans un plan perpendiculaire au plan II,
placé a I'abscisse t.
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Or, l'aire a(t) s’écrit comme le produit de la longueur £(t) de la section du polygone P par I’épaisseur
de Ry par rapport a la direction w :

D’ou expression du volume recherché :

vol (Cry(P)) = eu /0 " ) dt
= ey aire(P) .

Le volume de la couronne autour de P se calcule de maniére similaire au cas R?, a la différence preés
que le volume de la somme de Minkowski du parallélépipede Ry ; (un quart de Ry) et de l'aréte A;
s’écrit de la maniére suivante :

ou ;11 et ;12 doivent étre compris comme d(;11)mod3 €t O(;+2) mod3- Ensuite, on effectue la somme
sur toutes les arétes, en tenant compte des volumes & rajouter ou a retrancher. Le volume de la
couronne autour de P s’écrit alors :

vol (R(),j [xj $]+1]) = VOl R[]] (Z 5z+15z+2 ‘U}

1 & :
vol ((RU + P) AN CRO(P)) = vol (Ro) + 5 Zl (ZO 5i+15z’+2 ‘w‘z ) g]
J= 1=

En ajoutant les deux volumes calculés puis en divisant par le volume de Ry on obtient ’expression
proposée.
[

Pour montrer que la proposition 19 est une généralisation du résultat de Cleary et Wyvill [18], com-
mencgons par supposer que la taille des régions de la subdivision uniforme considérée est identique dans
toutes les directions :

0; =90 .
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Ainsi 4.10 s’écrit de la maniére suivante :

mp =1+ (Z‘w )e + 5 <Z|uz|) aire(P

La moyenne par rapport a I’ensemble des directions de la sphére unité de ce nombre s’écrit :

1
<Tp>= — / p do(w) do(u) .
S2.J82

16 72

L’intégrale précédente est séparable. On remarque, d’une part, que :

2
L3 bl dotw) =6,
S?i=o

et, d’autre part, que pour tout j € {1,...,p} :

2
R

Finalement, le nombre moyen de régions d’une subdivision uniforme traversées par un polygone convexe
P s’écrit :

3
352 aire(P) ,
ou perim(P) est le périmétre du polygone P, c’est-a-dire la somme des longueurs des arétes de P. L’ex-
pression précédente est le résultat donné dans [18]. L’expression 4.10 est donc bien une généralisation
de ce résultat.

3
<mp>=1+ Bperim(P)

Le triangle est un polygone plan convexe particuliérement intéressant. En effet, dans bien des

cas, une surface quelconque est approchée par un ensemble de triangles, & l'aide d’un procédé de
triangulation. Il est donc intéressant de formuler I’expression du nombre de régions traversées par un
triangle.
Soit 7" un triangle. Soit S une subdivision uniforme de R3. La proposition 19 donne le nombre moyen
de régions traversées par un 7. Pour simplifier I’écriture de I’équation 4.10, introduisons les deux
coefficients réels suivants, caractéristiques du triangle T' et de la subdivision S. Soit p;(w) un coefficient
associé a 'aréte A; de T' et défini de la maniére suivante :

Soit v(u) un coefficient associé au triangle et défini de la maniére suivante :

v(u) =

1 2
50 01 0o ;5 il -

Le nombre de régions de la subdivision S traversées par le triangle T est donné par 1’équation 4.10,
qui peut alors s’écrire de la maniére suivante :

mr=1+ ZW )¢ + v(u)aire(T) . (4.11)

De maniére analogue au cas R?, on adapte les notations et on donne une majoration du nombre
moyen de régions d’une subdivision uniforme S traversées par un polygone non convexe P.
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Corollaire 7
Le nombre moyen de régions d’une subdivision uniforme S de R?® traversées par un polygone P est
majoré de la maniére suivante :

1P / 2 aire(P)
_ —+ . N
mpgmp—l-i-az Z 5, tj + (Z5z|ul|> do 01 92
. ~ =0
o

Preuve Le méme raisonnement que le cas R? (corollaire 6) peut étre utilisé ici. Il suffit de remarquer
que les configurations concaves d’arétes successives tendent & diminuer le volume de la couronne
autour de P.

Surface affine par morceaux
Soit ¥ une surface simple continue, constituée par un ensemble fini de polygones plans (figure 4.12) :
Tpoly

Y= UP
=1

> est une surface affine par morceaux, sans auto-intersection.

Fig. 4.12 — Notations pour une surface constituée de polygones plans.

Les notations et les conventions pour le placement et 1’orientation de 3 sont induites par les polygones
P;. On note {z’ }?:1 I’ensemble des sommets de ¥ et A(X) 'ensemble des arétes de X :

AX)={A=[7,27], j,j' €{1,...,p} , A aréte de S} .
Pour différencier les arétes de bord de X des autres, on introduit les deux sous-ensembles de A(X)

suivants :

{ Abord(B) = {A € A(D) tel que A C 9%}
An(D) = AD)~ Apoa(D)

La proposition suivante donne une majoration du nombre de régions de § traversées par une surface
affine par morceaux.
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Proposition 20
Le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S de R? traversées par une surface ¥ simple
continue, constituée d’un ensemble fini de polygones plans {P;}, ""ly est majoré de la maniére suivante :

Tpoly

<2+ Z(mj;i—1> - Y -, (4.12)
=1

AGAin(Z)

ol m}ti est le majorant du nombre moyen de régions traversées par le polygone P; donné par le

corollaire 7, m 4 est le nombre moyen de régions traversées par I'aréte A donné par la proposition 16
et Ajn(X) est 'ensemble des arétes intérieures a X.

O

Preuve Pour majorer le nombre my, on part de la définition 7. On cherche & calculer le volume de
la somme de Minkowski Ry + X. Cet ensemble est constitué de deux parties, 'une issue de la surface
3 et lautre due a la couronne autour de ¥. On le décompose sur I’ensemble des polygones :

Tepoly Tpoly
Ro+%=Ro+ |J =) (Ro+P) .
i=1 i=1

Le lemme 3 page 147 donne une expression du volume recherché :

Tpoly Tpoly
vol (Ry + %) = 3 vol (R + P,) Zvol U ((Ro + P)) 0 (Ro + Py))
i=1 J>i

Le lemme 3 peut étre & nouveau utilisé pour donner une expression du second terme dans la somme :

vol | [ J((Ro+P)n(Ro+ Py)) | =Y vol((Ro + P) N (Ro + P;))
g>i §>i

— > vol [ | ((Ro + P) N (Ro + Pj) N (Ro + )
j>i k>j

L’expression du volume de Ry + X s’écrit alors de la maniére suivante :

Nipoly Mipoly
vol (Ry+ %) = Y vol(Ro+Pi) — Y _ Y vol((Ro + ) N (Ro + P;))
=1 =1 3>t
Nipoly
+ 3 Y vol [ [ J(Ro+P)N(Ro+Py) N (Ro+ Fy)) | - (4.13)
i=1 j>i k>j

Il s’agit maintenant d’analyser de plus prés les deux derniers termes de ’expression précédente. Le
second terme représente la somme des volumes des intersections deux a deux entre les polygones
{P;}i. Ce terme contient donc les volumes relatifs aux arétes intérieures de ¥, ce qui s’écrit :

Mpoly Tpoly Npoly
DN vol(Ro+P)N(Ro+Py)) =Y Y vol(Ro+Tij) + > > vol(Dy) (4.14)
=1 7>t i=1 5>t =1 7>t

ou I'; ; est 'ensemble des arétes communes aux polygones P; et P; et D; ; sont les ensembles repré-
sentant les éventuelles parties non comptées lors de la décomposition.
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= Ro+ T

D; ;

Le premier terme de I'expression 4.14 contient la somme des volumes sur les arétes de I'; j, ce qui
s’écrit :
vol (Ry+T;) = > wvol(Ry+A) — Y vol(Ro) — vol (Ey;) , (4.15)
ACA(T; ;) S€Sin(Ts )

ot A(T; ;) est 'ensemble des arétes de T'; ;, Sin(I';;) est 'ensemble des sommets intérieurs a T'; ;
(ce sont les sommets qui ont exactement deux arétes incidentes) et E;; est I'ensemble des parties
comptées en trop lors de la décomposition.

w Ei,j

Le troisiéme terme dans 4.13 représente la somme des volumes des intersections trois a trois entre
les polygones I'; ;. Ce terme contient donc les volumes relatifs aux sommets intérieurs a 3 sui sont
communs a au moins trois polygones, donc qui ont au moins trois arétes intérieures incidentes, ce qui

s’écrit :
Tpoly
SN vol | J((Ro+P)N(Ro+P)N(Ro+ ) | = > vol(Ro) + vol(F) , (4.16)
i=1 j>i k>j S€Sina(li,5)

ol Sin,3(2) représente I’ensemble des sommets intérieurs & ¥ qui ont au moins trois arétes incidentes
et F est 'ensemble des parties non comptées lors de cette décomposition. En injectant 4.14, 4.15 et
4.16 dans 4.13, on obtient une nouvelle expression du volume de ’ensemble Ry + 3 :

Tpoly Tepoly Tpoly
vol(Rg+ %)= vol(Ro+P) — D Y > wvol(Re+A)+ > > > vol(Ro)
i=1 i=1 j>i AcA(T ) i=1 j>i SeSin(T; ;)
Tpoly Tpoly
+ 0 vol(Big) — 0 vol(Dig) + Y. vol(Ry) + vol(F) . (4.17)
i=1 j>i i=1 j>i S€Sin,3(Ti,5)

Le second terme de 4.17 n’est autre que la somme sur ’ensemble des arétes intérieures a X :

Tpoly

>0, D, vol(Bet+A)= Y vol(Ro+4) . (4.18)

1=1 j>i AcA(T; ;) A€Ain (%)
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Les troisieme et sixiéme termes de 4.17 se regroupent en la somme des sommets intérieurs & X :

Tpoly
Y > vol(Ro)+ Y. vol(Re)= > vol(Ro) , (4.19)
i=1 j>t SESin(FZ‘,]‘) SGSin,g(Fi,]‘) SGSin(E)

ou Si,(X) représente 'ensemble des sommets intérieurs a 3. Il ne reste plus qu’a regrouper les termes
restants. Les premier et quatriéme termes se regroupent a1’aide du corollaire 7 considéré sur ’ensemble
des polygones { P, };. Celui-ci s’écrit de la maniére suivante :

Tepoly Tpoly
> vol (Ro + P;) < vol (Rg) Y i, .
i=1 i=1

Le majorant peut étre affiné. En effet, il suffit de remarquer que les ensembles E; ; introduits précé-
demment sont comptés en double lors de la majoration de la somme des volumes des Ry + P;. Ainsi,
on peut regrouper les premier et quatriéme termes de 4.17 :

Tpoly Tpoly Tpoly
> vol(Ro+P) + Y > vol (E;j) < vol (Ro) Y g, (4.20)
i=1 i=1 j>i i=1

Enfin, il ne reste plus qu’a remarquer que les ensembles D; ; sont issus d’intersections entre deux poly-
gones alors que F est issu d’intersections entre trois polygones. On obtient donc l'inégalité suivante :

= D vol(Dig) + vol(F) <0 (4.21)

En injectant les expressions 4.18, 4.19, 4.20 et 4.21 dans 4.17, puis en divisant le tout par le volume
de Ry on obtient la majoration suivante :

Tpoly

__ . __

my < E mp, — E MmA + Nsommets, in »
i—1 AL (E)

Ol Ngommets, in €St le cardinal de I’ensemble Sin(2), c’est-a-dire le nombre de sommets situés a l'inté-
rieur de Y. Le membre de droite dans I'expression précédente peut s’écrire sous la forme :

Tipoly

_+ —
E (mpi - ) - E (mA - 1) + Npoly — Naretes, in T Msommets, in -
i=1 A€AR (D)

La relation d’Euler caractérisant la topologie de la surface X est majorée de la maniére suivante
(Kinsey [58]) :

Npoly — (naretes, in T Naretes, ex) + (nsommets, in T NMsommets, ex) <2,
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Ol Maretes, ex €6 Nsommets, ex 0Nt respectivement les nombres d’arétes et de sommets situés sur le bord
de 3. Puisque Naretes, ex — Msommets, ex = 0, on a finalement I'expression suivante :

Npoly — Naretes, in T Msommets, in <2.

D’ou le résultat proposeé.

4.2.4 Boite englobante

Soit S = { R, }kez une subdivision uniforme de R3. Soit B une boite englobante, paralléle aux axes
(figure 4.13).

Ly B
o1 | . Ry
—1
Ly —

do

Fig. 4.13 — Notations pour [’évaluation du nombre de régions traversées par
une boite englobante (paralléle auz azes).

La proposition suivante caractérise le nombre moyen de régions de S traversées par une boite englobante
B paralléle aux axes.

Proposition 21
Le nombre moyen de régions d’une subdivision uniforme S de R? traversées par une boite englobante
B paralléle aux axes, caractérisée par des longueurs L;, est donné par le nombre suivant :

2
1
mp = ——— L; i) - 4.22
mB 505152 lHO( Z+6l) ( )

Preuve Partant de la définition 7, il suffit de calculer le volume de Ry + B :

2
vol (Ry + B) = [ [ (Li + &) -

Ly + 0y B

Pour trouver ’expression proposée, il ne reste plus qu’a diviser le volume de Ry 4+ B par le volume
de Ro.
[
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La proposition précédente est limitée & des boites englobantes particulieres. Généralisons ce résultat a
des boites quelconques. Soit B une boite englobante quelconque (figure 4.14).

\
gy\\y

=

B\

5 )b D Ry,
s>t
Lo 5
0

Fig. 4.14 — Notations pour [’évaluation du nombre de régions traversées par
une boite englobante.

La proposition suivante caractérise le nombre moyen de régions de S traversées par une boite englobante
B non nécessairement paralléle aux axes.

Proposition 22
Le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S de R? traversées par une boite englobante
B, caractérisée par des longueurs Ly, et des vecteurs normaux unitaires «*, est donné par le nombre

suivant :
2 2 ‘uk‘ 2
w-£((EH)e
i=0 i=0

k=0 1=

k
U;

Lpiq Liyo Lo Ly Lo
) 50 01 02 >+ 500105 (4.23)

ol uf est la coordonnée dans la direction i du vecteur u¥, et Ly et Lo doivent étre compris comme

L(k41)mod3 €t L(k42)mod3-
O

Preuve On part de la définition 7, et on cherche & calculer le volume de ’ensemble Ry + B. Pour ce
faire, on décompose en deux parties : le volume de la boite B et le volume de la couronne autour de B.
Pour ce dernier, on utilise les résultats obtenus sur les polygones convexes dans la démonstration de la
proposition 19. Soit P,x une face de B, et soit P_, la face opposée. Soient A, ;, pour j € {1,...,4},
les arétes de la face Pyk.

'U/k+2 Auk,:—}
uf ubtt uf
Lk+2 ©) Auk 4 O] Auk,2
P, P«
Auk,l
Ly1q

Pour calculer le volume de la couronne autour de B, il suffit de décomposer par rapport aux faces de
B. Pour ce faire, on ajoute les volumes des ensembles Ry+ P, et Ry + P_,x, en retranchant la partie
en intersection avec B, puis on retranche les parties comptées en double au niveau des arétes. Tout
d’abord, on remarque que :

vol (Ry + P_x) = vol (Ro + Pyx) .
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Les arétes paralléles vérifient le méme type le relation, et on note :
vol (Ro + A:I:uk,l) = vol (Ro + A:I:uk,i-}) = vol (RU + Auk+1)
vol (Ro + Aiuk,Q) = vol (Ro + AiukA) = vol (Ry + Ay k+2)
Le volume de la couronne autour de B s’écrit alors de la maniére suivante :
2
> (vol (Rg + Pyi) — vol (Ro + A)) (4.24)
k=0

Il ne reste donc plus qu’a calculer chaque volume de ’expression précédente. Se référant a la démons-
tration de la proposition 19, le volume de l’ensemble Ry + P, se décompose en le volume du & P,
et le volume de la couronne autour de P :

4 2

1 .

) aire(P,x) + Z (Vol (Ro,j) + 2 (Z 0i+10i+2 ‘wf
=1 i=0

ot l'indice j se réféere a l'aréte 5 du polygone P, i, et, d’aprés les notations, on pose :

{ ’LU1 = :I:ukﬂ = —’LU3 { 61 = Lk+1 = €3
et

vol (Ry + Pi) = (

w? = +uFt? = —t by = Lo =14
w3 /3
w4 uk uk
® | © |4
2
Py |w P,
wl 51

Finalement on a :

vol (Rg -+ P Ic = ( ) L1 Liyo + vol (Rg)

2 2
+ (Z Oi+10it2 U?“‘) Lyt + (Z Oi+10it2 U?”D Ly -
i=0 i=0

Toujours par référence a la démonstration de la proposition 19, le volume de ’ensemble Ry + A« est
le volume du parallélépipéde résultant :
k ) Ly .

U;

vol (Ro + Auk) = VOl Rg (Z (514_1 (514_2

En regroupant les deux expressions obtenues dans 4.24, on obtient le volume de la couronne autour

de B :
2 2 2
Z (( i |l ) Ljy1 Liyo + (Z Oiv1 0ive |uf ) Lk) .
k=0 \ \i=0 i=0

Uj
Pour obtenir ’expression proposée, il suffit de diviser le volume de Ry + B par le volume de Ry.
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La proposition 22 est bien une généralisation de la proposition 21. Pour s’en convaincre, considérons
une boite englobante B paralléle aux axes, c’est a dire dont les vecteurs normaux unitaires sont :

u’ = (1,0,0)
u! = (0,1,0)
u? = (0,0,1)

L’expression 4.23 s’écrit alors :

2

_ Ly Lyt Lk+2> Lo Ly Ly

mp = E — 4+ — ) 4 ——=
B — ( Ok 550016 dp 01 02

1

2
= ——— (D (ks10k+2 Li + Ok L1 Lpsa) + LoLi Lo |
do 0102 \ =

ce qui s’écrit en développant la somme et en regroupant les termes :

(Lo + 00) (L1 + 01) (Lo + d2)
0o 01 02 '

On retrouve bien ’expression 4.22.

4.3 Complexité en mémoire

4.3.1 Caractérisation

De maniére analogue a la définition 6 page 96 o I'on caractérise la liste des indices des objets qui
possédent une intersection avec une région donnée, la définition suivante caractérise la liste des indices
des régions qui ont une intersection avec un objet donné.

Définition 8
Soit R un parallélépipede. Soit S = {Ry}};_, une subdivision de R. Soit O un objet. On note L)
la liste des indices des régions de S qui possédent une intersection avec I'objet O :

LT(O) = {k € {1,...,’)’L}, T(O)mRk #@} )

ou Y(O) représente l'objet considéré pour ’évaluation de Uintersection avec une région Ry.
0

La proposition suivante donne une expression de la complexité en mémoire relative & une scéne géomé-
trique et une subdivision uniforme données. Bien entendu, seul les objets susceptibles d’interagir avec
des rayons sont considérés, c’est-a-dire les objets surfaciques et les objets volumiques.

Proposition 23

Soit R un voxel. Soit S une subdivision de R. Soient O, ..., O" des objets. La complexité en mémoire
de la localisation des objets O',..., O dans S s’écrit :
N
Msor,ov =Y (Moi + card (Ly(on) M) - (4.25)
i=1

oit Mg est la complexité en mémoire relative a 'objet O et M, est la complexité en mémoire d'un
enregistrement de lien voxel-objet.
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Preuve Soit R un voxel. Soit S = {R;}"_, une subdivision de R. Soient O',...,O" des objets (sur-
faciques ou volumiques). La complexité en mémoire de la localisation des N objets dans R consiste en
le stockage des objets O',..., O et le stockage des liens voxel-objet, c’est-a-dire des listes {Lr, 1},
associées aux régions {Ry}}_,. La complexité en mémoire s’écrit donc de la maniére suivante :

N n
MS,OI,...,ON = ZMoz + ZMLRk .
=1 k=1

Le premier terme est donné au deuxiéme chapitre, pour chaque modéle géométrique considéré. Expli-
citons le second terme. Un lien voxel-objet est décrit par un enregistrement constitué d’'un ensemble
de parameétres représentants les différentes informations nécessaires au repérage des objets dans les
régions Ry (nombre d’objets, indice de chaque objet lié, indices précisant des sous-parties des objets,
indices de régions pour la gestion de la hiérarchie, etc). Supposons que la taille d’un enregistrement
de lien voxel-objet My, est identique pour chaque région. Ainsi, la complexité en mémoire pour les
liens voxel-objet s’écrit :

n n
> Mg, = (Z card (LRk)> My, .
k=1 k=1

La somme du nombre d’objets par région sur S est égale & la somme du nombre de régions par objets
sur O',..., 0N :

=1

n N
Z card (Lg,) = Z card (LT(Oi)) .
k=1

D’ou I'expression de la complexité en mémoire proposée.

4.3.2 Estimation

La complexité en mémoire est caractérisée par la proposition 23. Dans ’expression 4.25 intervient
le nombre de régions d’une subdivision uniforme traversées par un objet. Dans la section 4.2 il est
montré que I’évaluation exacte de ce nombre n’est pas envisageable, ce qui a impliqué une estimation

moyenne. On introduit alors une complexité moyenne approchée M :9 Ol ON:

!
Ms,ol,...,oN

(Moi + My 0iy Myo) | (4.26)

M-

=1

ol (i) est le nombre de régions de S traversées par I'objet O', au sens de la localisation envisagée
pour cet objet.

La localisation d’'un objet O dans une subdivision uniforme consiste a rechercher les régions de la
subdivision qui ont une intersection avec un objet lié a O, noté Y(0O). L’idéal est de considérer la
surface optique associée & O, c’est-a-dire 3(0), au sens de la définition 5 page 96. Cependant, la
complexité géométrique de certains objets ne permet pas d’avoir une localisation aussi précise qu’on
le désire. C’est pourquoi nous présentons dans ce paragraphe deux localisations. La premiére est basée
sur une boite englobante, la deuxiéme sur la surface optique.

Localisation par rapport a une boite englobante

Dans ce paragraphe on s’intéresse a la localisation d’un objet par rapport & une boite englobante
associée (figure 4.15). Ce qui revient & chercher les régions de la subdivision uniforme considérée qui
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ont une intersection avec la boite englobante considérée. Le paragraphe 4.2.4 traite de ce probléme. La
complexité en mémoire d’une telle localisation est donnée par la proposition 21.

Ay
(51 1 Rk
B(0) .

Ay
Fig. 4.15 — Localisation par rapport a une boite englobante associée a un objet.

Exemple 9
Reprenons ’exemple 2 page 52. Soit R un cube de coté 1. Soit une scéne géométrique incluse dans
ce cube et contenant un objet CSG O construit par union d’une sphére P, caractérisée par un rayon
ri, et d’un cylindre P», caractérisé par un rayon ro < 71 et une longueur ¢ > 27y . Un opérateur
de translation G est appliqué a la sphére tandis qu’un opérateur de rotation Go est appliqué au
cylindre. Aucun opérateur géométrique n’est appliqué sur ’objet résultant de 'union.

27rq
(Id,ou)
/ N\ :
(G, P (Goy Py)
279

L’exemple 2 précise que la complexité en mémoire pour I'objet O est :
Mo =12 .

Soit § une subdivision uniforme de R telle que §; = § dans chaque direction. Autrement dit, le nombre
de subdivisions dans chaque direction est :

n; —nl/3

Enfin, soit B(O) une boite englobante minimale de O, paralléle aux axes. Par construction, sa longueur
dans une direction est £ et sa longueur dans les deux autres directions est 27;. Le nombre moyen de
régions de S traversées par B(O) est donné par Pexpression 4.22 :

s 1)? 1
mB(O):nZ- <2T1+;> <£+n—> .

La complexité en mémoire approchée de la localisation s’écrit donc :

1)2 1
Mg,O:12+n§’ <2r1+f> <€+—> My, .

n; g
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Pour illustrer la complexité en mémoire approchée, fixons les valeurs suivantes pour les paramétres a
considérer :

1 = 0.2
79 = 0.1
L = 0.5
My, =1

Le graphe suivant illustre la complexité en mémoire en fonction du nombre de subdivisions.

Objet CSG
3000,

2500

complexité en mémoire
[ oy N
5 ] 5
8 g 8
S 8 8

o
3
S

o

10 20 30 40 50

Localisation par rapport a la surface optique

Dans ce paragraphe on s’intéresse a la localisation d’un objet par rapport & la surface optique
associée (figure 4.16). En d’autres termes, et par définition de la surface optique, on s’intéresse aux
intersections entre une surface et les régions d’une subdivision. Le paragraphe 4.2.3 traite de ce pro-
bléme. Il suffit que la surface optique puisse étre approchée par une surface affine par morceaux. La
complexité en mémoire d’une telle subdivision est estimée & I'aide de la proposition 20.

|

AN

o 5
W

5 | \W\ R
»(0) ‘T’

Ag

Fig. 4.16 — Localisation par rapport a la surface optique associée a un objet.

Exemple 10
Reprenons ’exemple 6 page 78. Soit R un cube de coté 1. Soit une scéne géométrique incluse dans ce
cube et contenant un objet BRep O composé de ngce faces triangulaires. L’exemple 6 précise que la
complexité en mémoire pour 'objet O est :

Mo = 54 ngace -

Soit § une subdivision uniforme de R telle que §; = § dans chaque direction. Autrement dit, le nombre
de subdivisions dans chaque direction est :

%:nw.

n; =
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L’expression 4.12 majore le nombre moyen de régions de la subdivision S traversées par 1’objet O.
Pour I’évaluer, il faut distinguer les triangles et les arétes intérieures & O. Dans un premier temps,
commengons par approcher I’expression 4.11 du nombre de régions traversées par un triangle T} en
ne tenant pas compte de l'orientation des arétes de O, autrement dit en calculant la moyenne de mr;
par rapport a la variable w :
_ 3 . 3 . 2
<mr >=1+ Zperlm(Tj)ni + Ealre(Tj)ni ,
ou perim(7) est le périmétre du triangle 7. Dans un second temps, évaluons le nombre moyen de
régions de S traversées par les arétes intérieures & O a l'aide de I'expression 4.3. Ne tenons pas compte
de l'orientation des arétes, pour étre cohérent avec ’hypothése faite sur les triangles. Ainsi, pour une
aréte Ay de longueur /i, le nombre moyen recherché s’écrit :

3

Les nombres considérés des deux cotés de 'expression 4.12 étant positifs, on peut écrire la moyenne
par rapport a I’ensemble des directions, et on a la majoration suivante :

Nface Naréte,in
<mo><2+ Y (M -1) - Y (@, -1) .
j=1 k=1

En développant la borne supérieure, on remarque qu’elle s’écrit sous la forme suivante :

3 Nface Naréte,in 3
2 + 513 jzlperim(Tj) - ]; O | ng + §aire(0) n? .

Or, 'expression de la somme des périmétres sur ’ensemble des triangles peut se mettre sous la forme
suivante :

Nface Naréte,ex Naréte,in

Zperim(Tj) = Z by + 2 Z U .
j=1 k=1 k=1

D’ot une majoration du nombre de régions de S traversées par ’objet O :
_ 3 3 . 2
<mop >< 2+ Zperlm(O) n; + §a1re(0) n;g .

La complexité en mémoire approchée, et moyennée par rapport & l’ensemble des directions, de la
localisation de 'objet O dans S est alors majorée de la maniére suivante :

3 3
< Mg o >< 54 ngace + <2 + Zperim(O) n; + Eaire(O) n?) M, .

Pour illustrer la complexité en mémoire approchée, fixons les valeurs suivantes pour les paramétres &
considérer :

Nface = 32
perim(O) = 1.8
aire(O) = 0.2

Mo =1
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Le graphe suivant illustre la borne supérieure de la complexité en mémoire en fonction du nombre de
subdivisions.

Objet BRep
3000

1500

N
3
S
S

complexité en mémoire
8
8
3

@
3
3

o

10 20 30 40 50

o

4.4 Complexité en temps

4.4.1 Caractérisation

La proposition suivante donne une expression de la complexité en temps de recherche de la premiére
intersection entre un rayon et une scéne géométrique plongée dans une subdivision uniforme donnée
(algorithme 10 page 113, algorithme 11 page 115 et algorithme 12 page 116). Seuls les objets surfaciques
et volumiques sont considérés.

Proposition 24
Soit Ry, un rayon. Soit R un voxel. Soit & une subdivision de R. Soient O',...,0" des objets.
La complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre le rayon R, et les objets
O',..., 0" s%crit de la maniére suivante :

Ts o1, on(@w) = They + m(z,w) Ty + Y Toi(z,w) , (4.27)
i€l (z,w)

ot Tpey est la complexité en temps de recherche de la premiére région de S traversée par Ry, m(z, w)
est le nombre de régions de S traversées par R, ., T\ est la complexité en temps de parcours d'une
région de S, I(x,w) est 'ensemble des indices des objets rencontrés lors du parcours de Ry, dans S :

I(w,w)y={i€{l,...,N}, YO)NRy, #0, j€{1,...,m(z,w)}} ,

et Tpi(z,w) est la complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre le rayon R,
et 'objet O°.

]

Preuve Soit R;, un rayon. Soit R un voxel. Soit & une subdivision de R. Soient O',...,0N des
objets (surfaciques ou volumiques). La complexité en temps de recherche de la premiére intersection
entre le rayon considéré et la scéne géométrique considérée (algorithme 12 page 116) se décompose
en deux parties.

Tout d’abord, il est nécessaire de rechercher la premiére région de S traversée par le rayon (algo-
rithme 10 page 113). La complexité en temps associée est indépendante du rayon considéré puisque
cette recherche consiste en un calcul d’intersection entre le rayon R, ,, et le voxel R (calcul indépen-
dant du rayon) et trois divisions tronquées ('intersection entre le rayon et le voxel existe toujours).
Cette complexité en temps est Tpgy.
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Ensuite, le rayon parcours les régions jusqu’a trouver une intersection avec un objet O ou sortir
du voxel R. La complexité en temps du parcours de m(z,w) régions de S (algorithme 11 page 115)
s’écrit :

m(z,w) Ty .

La complexité en temps de calcul des intersections (un seul calcul d’intersection est pris en compte
par objet rencontré) s’écrit :

Z Toi(z,w) .

i€l(z,w)

D’ou le résultat proposé.
|

La proposition 24 donne un expression de la complexité en temps difficilement exploitable, et ce a
cause du troisiéme terme de 1’équation 4.27. Le corollaire suivant donne une expression plus abordable
de la complexité en temps dans un cas particulier.

Corollaire 8
Si les objets O',...,O" sont tels que :

Toi(z,w) =To(z,w) , Vie{l,...,N}, V(z,w) e R,
alors la complexité en temps de recherche de la premiére intersection entre le rayon R, ,, et les objets
O',...,0N seécrit :
Ts ot ov(m,w) =Tpsy + m(z,w)Ty + N(z,w)To(z,w) , (4.28)

ou N(z,w) est le cardinal de I’ensemble I(z,w) et représente le nombre d’objets rencontrés lors du
parcours du rayon R, dans S.

Preuve Il suffit de remplacer le troisiéme terme dans ’équation 4.27.
]

L’expression de la complexité en temps donnée dans le corollaire 8 peut étre vue comme une approxi-
mation de la complexité en temps donnée par ’équation 4.27 dans le cas d’objets quelconques. Pour
ce faire, il suffit de considérer une complexité en temps moyennée sur ’ensemble des objets :

N
1
To(z,w) = N E Toi(z,w) .
=1

La complexité en temps de recherche de la premiere intersection entre un rayon R;. et les objets
O',..., 0N est approchée de la maniére suivante :

TS,OI,...,ON(xaw) ~ Tpsv + m(:v,w) TV + N(.’L‘,U)) TO(IL‘,U)) .

Cependant, ce qui nous intéresse n’est pas une complexité en temps pour un rayon R, ,, particulier,
mais plutot une complexité moyenne en temps' sur ’ensemble des rayons issus de R. Pour écrire cette
complexité moyenne en temps, il suffit d’écrire la complexité moyenne en temps pour chaque terme de
I’équation 4.27. Les deux premiers termes ne posent pas de probléme. Par contre, le troisiéme terme
est plus difficile & manipuler. La proposition suivante donne une expression de la complexité moyenne
en temps dans un cas particulier.

'Voir définition 1 page 36.
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Proposition 25
Soit R un voxel. Soit S une subdivision de R. Soient O',..., 0" des objets dont les complexités en
temps Tp: sont telles que :

Toi(z,w) =To , Vie{l,...,N} , ¥V(z,w) € R .

La complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection entre un rayon issu de R
et les objets O', ..., 0" s’écrit de la maniére suivante :

Ts,og...,oN =Tpsw + mTy + NTp . (4.29)
]

Preuve Il suffit d’appliquer la définition 1 de la complexité moyenne en temps (équation 2.1 page 36)
a I’équation 4.28. Le troisieme terme ne pose pas de probléme car T est constante.

L’expression de la complexité moyenne en temps donnée dans la proposition 25 peut étre considérée
comme une approximation de la complexité moyenne en temps dans le cas d’objets quelconques. Pour
ce faire, il suffit de considérer une complexité en temps constante et moyennée sur I’ensemble des objets
considérés :

1 N
TO:N EIToi .
1=

La complexité moyenne en temps de recherche de la premiére intersection entre un rayon issu de R et
les objets O, ..., OV est approchée de la maniére suivante :

TS,Ol,...,ON ~ Tpsv +mTy, + NTO .

Pour expliciter la complexité moyenne en temps, il reste & évaluer m, le nombre moyen de régions
traversées, et IV, le nombre moyen d’objets rencontrés.

4.4.2 Ensemble d’objets

Pour I’évaluation de la complexité moyenne en temps, les objets considérés doivent satisfaire cer-
taines conditions. D’un point de vue géométrique, chaque objet doit étre tel que sa surface optique
associée soit continue, dérivable par morceaux, sans auto-intersection. De plus, lorsqu’on considére
un ensemble d’objets O',..., OV, ceux-ci ne doivent pas s’interpénétrer, seules certaines relations
d’adjacences sont admises. La définition suivante caractérise un ensemble d’objets admissible pour les
simulations envisagées, et donc pour les paragraphes suivants.

Définition 9

Deux objets de type surfacique ou volumique sont dits optiquement cohérents si leur intersection est
soit ’ensemble vide, soit un ensemble de points disjoints, soit un ensemble de points décrivant un
ou plusieurs objets linéiques disjoints. De plus, deux objets de type volumique sont dit optiquement
cohérents si leur intersection est un ensemble de points décrivant un ou plusieurs objets surfaciques
disjoints.

Un ensemble d’objets O, ..., O est dit optiquement cohérent si les objets sont deux & deux opti-
quement cohérents.

|

Par exemple, deux sphéres tangentes sont optiquement cohérentes, 1’ensemble des polygones plans
d’une surface affine par morceaux est optiquement cohérent puisque les intersections deux a deux sont
des arétes, deux cubes adjacents par une face sont optiquement cohérents. Par contre, deux triangles
se chevauchant ne sont pas optiquement cohérents.
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4.4.3 Ensemble de rayons

Pour caractériser la complexité moyenne en temps il est nécessaire de se donner l’ensemble des
rayons issus de R. Connaitre a priori tous les rayons ayant une existence pour un systéme optique
donné est utopique. Dans ce paragraphe, on cherche donc & définir un ensemble de rayons qui est
représentatif des simulations effectuées sur le systéme optique pris en compte.

Pour ce faire, on souhaite s’affranchir des propriétés physiques du systéeme optique considéré. Cepen-
dant, on prendra en compte la propriété d’opacité des objets, qui, d’un point de vue géométrique, a
une influence importante sur ’ensemble de rayons que ’on va considérer par la suite. Par définition,
aucun rayon ne traverse un objet (volumique) opaque. On introduit alors les deux sous-ensembles de
Y suivants, ou l'on rappelle que ¥ est I’ensemble des points situés sur les surfaces optiques :

e Y, 'ensemble des points situés sur les contours des objets (volumiques) opaques,
e X, I'ensemble complémentaire a ¥, dans 3.

On a donc la relation :

Y=2U2% .

Soit R un voxel dans le domaine de simulation X. Soient O',...,O" des objets. On s’intéresse a
I’ensemble des rayons qui traversent R, c’est pourquoi on introduit ’ensemble Rp, qui est un sous-
ensemble de R :

Rr = {(z,w) € R tel que Ry, N R # 0} .

Pour avoir un ensemble de rayons le plus représentatif, indépendant des propriétés optiques des objets,
hormis 'opacité, on prend en compte les surfaces optiques associées a ’ensemble des objets et toutes
les directions de ’espace, autrement dit ’ensemble de rayons & considérer est le suivant :

Rr=TRs, URs,, URsR , (4.30)

ou les ensembles Ry, et Ry, représentent les rayons issus respectivement des objets opaques et des
objets non opaques et Ryr représentent les rayons issus du bord du voxel R. Ils sont définis de la
manieére suivante :

Ry, = {(z,w)€ R tel queze€X,etweQ(z)}
Ry, = {(z,w) €R tel que z € Ty, et w € S?} ,
Ror = {(z,w) € Rtel quez € R et w € Q (z)}

oil les sous-ensembles Q (z) et Q7 (z) de S? sont caractérisés au paragraphe 1.1.3. Cette expression de
I’ensemble des couples (z,w) représentatifs des rayons pris en compte signifie que I'on considére une
distribution uniforme des rayons sur les objets surfaciques et sur les contours des objets volumiques,
dans les directions strictement extérieures pour les objets opaques et dans toutes les directions de
I’espace pour les objets non opaques, et sur les bords du voxel R, dans les directions strictement
intérieures au voxel R (figure 4.17).
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Fig. 4.17 — Définition de ’ensemble des rayons issus de Rp.

On a vu au paragraphe 2.1.2 que ’ensemble R est mesurable (au sens de la mesure produit o = p X 7).
De plus, les ensembles Ry, , Rx,, et Ror sont disjoints, donc ’ensemble Ry est mesurable, et sa
mesure s’exprime de la maniére suivante :

mes (Rr) = mes (Ry,) + mes (Ryx,,) + mes (Ror) -

La mesure de I’ensemble des couples (x,w) représentant les rayons issus de objets opaques s’écrit :

mes (Ry,) = /0 (/QJr(g;) da(w)) du(zr) = 2maire(3,) .

De méme, la mesure de l'ensemble des couples (z,w) représentant les rayons issus des objets non
opaques s’écrit :

mes (Rg,,) = /no </$2 dU(w)) dp(z) = 47 aire(Xy,) .

Enfin, la mesure de ’ensemble des couples (z,w) représentant les rayons issus du bord de la région R
s’écrit :

mes (Ror) = /31?, </Q(x) do(w)) dp(zr) = 2maire(OR) .

Finalement, la mesure de I’ensemble Ry s’écrit :

mes (Rg) = 27 (aire(3,) + 2aire(Xy,) + aire(dR)) . (4.31)

4.4.4 Longueur d’un rayon

Soit R un voxel. Soient O',..., O des objets et ¥ I’ensemble des surfaces optiques (définition 5
page 96) associées a ces objets. Soit R, un rayon traversant R. La longueur du rayon R, ,, est la
fonction distance aux surfaces, donnée par ’équation 1.12 page 21, considérée sur Rp = Ry, URy, U
R&R :

vsusr: Rr  — [0,dR]

(z,w) — vsuar(z,w)

ol dp est la longueur de la diagonale du voxel R :
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Essentiellement pour des raisons pratiques d’écriture, on introduit la fonction longueur ¢y 5r, définie
sur (S UOR) x 82, a valeurs dans [0, dg] :

vsuar(z,w) si(z,w) € Rr
Usuor(z,w) = { , : (4.32)
0 sinon
La fonction £x g n’est autre que le prolongement de v gr sur (3 UJR) x S?. Ne connaissant pas &
priori vy g, on ne peut pas donner une expression de la longueur d’un rayon particulier. Par contre,
il est possible d’évaluer la longueur moyenne d’un rayon issu de R g, dont la définition est la suivante.

Définition 10
La longueur moyenne d’un rayon issu de R est donnée par I’expression suivante :

! /R (e, w) () do(w) (4.33)

VSudR = mes (Rr) (Rr)
O

L’équation 4.33 est valable puisque l'intégrale a bien un sens. En effet, la fonction vsysr est borné,
’ensemble Ry est borné, donc vsy sr est dans I’espace métrique L' (RR). Par définition de la fonction
lsusRr, on peut écrire la longueur moyenne d’un rayon sous la forme suivante :

m /EuaR S2 trupr(@, w) du(z) do(w) . (4.34)

Le probleme qui se pose alors est de calculer la longueur moyenne d’un rayon issu de Rp. Pour ce
faire, il suffit de calculer 'intégrale dans I'expression 4.33. On remarquera que ce calcul peut s’effectuer
en décomposant l'intégrale double par rapport a chaque variable et en commengant par intégrer par
rapport & la variable d’espace z puis en terminant par rapport a la variable de direction w. Le résultat
ne fait alors intervenir que les caractéristiques géométriques du voxel R et des objets O, ..., O, en
tenant compte de la propriété d’opaciteé.

De maniére similaire au paragraphe 1.1.3 oit 'on décompose la sphére unité en trois sous-ensembles,
on introduit la décomposition de OR suivante. Pour une direction w fixée dans S?, on note OR,,, ORY,
et OR; les trois sous-ensembles de points de R suivants :

OR,, = {z € OR tel que (w,u(z)) < 0}
OR® = {z € OR tel que (w,u(z)) =0}
OR} = {x € OR tel que (w,u(x)) >0}

UsusRr =

ou u(x) est le vecteur normal unitaire au point z du bord du voxel R, orienté vers 'extérieur de R
(figure 4.18). On a la relation suivante :

OR = 0R, UOR’ UOR,} .

L’ensemble ORY, caractérise les points de tangence entre les droites d’orientation w et le bord du voxel
R. 11 est vide pour presque toutes les directions de S?, sauf celles qui sont paralléles & une des faces de
R, c’est-a-dire les directions w telles qu’au moins une composante soit nulle.

IR}
u(z) | ¥
<_$</

oR, ‘R

Fig. 4.18 — Définition de OR,, et OR} (ORY = sur cet exemple).
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On adopte des notations analogues pour I’ensemble des surfaces optiques associées aux objets opaques :
Yow = {7 € X tel que (w,u(z)) <0}
Eg,w = {z € &, tel que (w,u(z)) =0}
Saw = {z € X tel que (w,u(z)) > 0}

ou u(z) est le vecteur normal unitaire au point = de la surface 3,, orienté vers l'extérieur de 1'objet
(volumique) associé. On a la relation suivante :

oy 0 +
Do =25, UD),USE, .

L’ensemble Eg,w caractérise les points de tangence entre les droites d’orientation w et le bord de la
surface X,.
La proposition suivante donne ’expression de la longueur moyenne recherchée.

Proposition 26
Soit R un voxel. Soient O',..., O des objets optiquement cohérents. La longueur moyenne d’un
rayon issu de Rp est donnée par I'expression suivante :

N
2 (Vol (R) — sz)
Usuor = i;l , (4.35)
aire(OR) + Zai
i=1

ou v; est défini par :

vol (Ol) si O est un objet volumique opaque
V; = s (4.36)
0 sinon
et a; est défini par :
aire(90") si O' est un objet volumique opaque (437)
T 2 aire(2(0")) sinon ’ .
ol $(0?) est la surface optique associée a 'objet O°.
m}

Preuve On part de 'expression 4.33 de la définition 10 qui donne la longueur moyenne :

1

VsuoRrR = mes (Ron) (Rz)

/ veuor (@, w) dp(z) do(w) |
Rr

Pour calculer l'intégrale dans cette expression, on décompose par rapport & chaque variable. Pour
écrire l'intégration par rapport & la variable z, il faut faire attention au domaine de définition de la
fonction vsgr. Une écriture directe serait délicate, c’est pourquoi on utilise le prolongement de la
fonction vsusg sur (X UOR) x 8% pour utiliser un domaine d’intégration plus simple :

/ vsuor(z,w)du(z)do(w) = / lyuor(z,w)dp(z) do(w)
Rr (SUHR) x S?

= [ suamlow)anta)) dotw
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Soit w fixé dans S%. On s’intéresse a I'intégrale par rapport a x dans l'expression précédente.

R

Sommer les longueurs des rayons issus de > U R est équivalent & sommer les longueurs des rayons
issus de OR et interceptant uniquement R en retranchant les intersections avec les objets volumiques
opaques. Ce qui s’écrit de la maniére suivante :

/E  tson(a,w) duta) = /3 o, w) dn(o) - / o5, (1, w) da()

2o

oll o5, (7, w) est la longueur de la corde issue du rayon R, ,, et interceptant I'objet (volumique) O
tel que z € 9O". On a donc :

/2 ol w)du(o) = /a . ol ) die) ~ / o (i, w) du(z)

0,w

N

= vol(R) — Zvi

=1

Cette expression est indépendante de w. L’intégration par rapport & w est donc triviale :

N
/R vsuor(z,w) dp(z) do(w) =4 (VOI (R) — Z”l>

i=1
Il ne reste plus qu’a diviser par la mesure de I’ensemble R donnée par I’équation 4.31 :

mes (Rg) = 2 (aire(3,) + 2aire(Xy,) + aire(dR))

N
= 27 (aire(aR) + Zai>

=1

D’ou l’expression proposée pour la longueur moyenne d’un rayon.

Exemple 11
Soit R un cube de coté 1. Soit une scéne géométrique incluse dans ce cube et contenant un seul objet
O. Considérons deux cas. Si O est une sphére caractérisée par un rayon r < 1/2, alors la longueur
moyenne d’'un rayon issu de Rp s’écrit de la maniére suivante :

1

3+4mr?
3—4xr’

3(3+2n7r?)

si la sphére est non opaque

Vsusr =
sinon
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Si O est un cube caractérisé par une longueur ¢ < 1 alors la longueur moyenne d’un rayon issu de
R R s’écrit de la maniére suivante :

1
—————— si le cube est non opaque
B 3(1+2a%)
Vsuor = 1— a3
———.  sinon
3(1+4a%)

Les différentes longueurs moyennes obtenues sont illustrées sur les graphes suivants.

Sphere Cube
0. 0. T T T

o

°
e
&
°

longueur moyenne

0057 | ——  sphére non opaque 005F1 ——  cube non opaque
--- sphére opaque --- cube opaque

0 0.1 0.2 03 0.4 05 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r a

4.4.5 Nombre de régions traversées par un rayon

Soit R un voxel. Soit S = {R}?_, une subdivision uniforme de R. Soient O!,..., O des objets
et 3 I'ensemble des surfaces optiques (définition 5 page 96) associées a ces objets. Soit R, , un rayon
traversant R. A ce rayon est associé un segment, noté A, ,,, de longueur vsypr(z, w). Le nombre de
régions de § traversées par R, est le nombre de régions de S traversées par le segment A . Il est
donné par la proposition 16. L’expression 4.3 est trés intéressante puisqu’elle s’affranchit de la position
initiale du segment (pour I’évaluation du nombre moyen de régions traversées, car il subsiste la position
initiale pour l'expression de la longueur du segment) :

~ Jwi
MA,., =1 + Usuar(z, w) Zz% 5.1 .

)

Par définition du nombre moyen de régions traversées par un rayon issu de Rp, on a :

1

m= mes (Rp) /R m(z,w)du(z)do(w) ,

ot m(x,w) est le nombre moyen de régions de S traversées par le rayon R, ,,. Cependant, ne connaissant
pas exactement m(z,w), on approche la quantité m par la quantité ™’ définie de la maniére suivante :
1
—

=—— | ma,, du(z)d
m mes (RR) RR mA:c,w /”’(x) U(w) 7

La proposition suivante donne une expression du nombre m’.

Proposition 27
Soit R un voxel. Soit S une subdivision uniforme de R. Soient O',..., O" des objets optiquement
cohérents. Le nombre moyen de régions de S traversées par un rayon issu de Ry est donné par :

2

1 1
=1 —v E — 4.38
m + 5 VS UdR 2 5 ( )

ol Uygr est la longueur moyenne d’un rayon issu de Rp.
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Preuve On part de I’expression du nombre moyen de régions de S traversées par un rayon issu de
Rr :
_ 1

= m d d .
T = R o, T @) o)

L’intégrale dans I'expression précédente s’écrit de la maniére suivante :

2 .
ma,, du(z)do(w) = /72 (1 + vsuar(z, w) Z |l(;):|) dp(z) do(w)

1=0

Rr

= mes(Rp) +Z(5i [ vsontou) i duto) dotw))
i=0 R

Pour calculer I'intégrale de cette expression, on décompose par rapport & chaque variable, en utilisant
la fonction /5 pp qui est le prolongement sur (3 U JR) x 82 de la fonction vs sr :

/ vsuon(@w) [wi] du(w)do(w) = / Csoon(@,w) [wi] du(z) do(w)
Rr (SUAR)x 82

_ /S 2 ( /2  tsante ) d,u(:r)) jwy] dor(w)

Or, comme on 'a écrit au cours de la démonstration de la proposition 26, 'intégrale de la longueur
d’un rayon sur X U R s’écrit de la maniére suivante :

/ Cson(e, w) du(x) = vol (R) — 3 vy .

ou les {v;}; sont donnés par I’expression 4.36. Cette expression est indépendante de w, on peut donc
écrire :

/R ) vauor(,w) |wi 6 dp(z) do(w) = ( /S il do(w)) <vo1 (R) — Zv>

=1

N
= 27 (VOI(R) - sz>

=1

Il ne reste plus qu’a injecter cette expression dans I’expression de la complexité moyenne en temps :

o 1 2 2n al
m = m (meS(RR) + Z— (VOI(R) - Z”Z)) ’

soit finalement en regroupant les termes et en utilisant ’expression de la mesure de ’ensemble Rp
donnée par 4.31, on obtient :

1=1

(]
|-

N
aire(OR) + Zai =0
i=1
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ou les {a;}; sont donnés par l'expression 4.37. Le second terme de I’expression précédente n’est autre
que la moitié de la longueur moyenne donnée par ’expression 4.35 de la proposition 26. D’ou 'ex-
pression proposée pour le nombre moyen de régions traversées.

Exemple 12
Reprenons I'exemple 11. Soit R un cube de coté 1. Soit une scéne géométrique incluse dans ce cube
et contenant un seul objet O. Soit une subdivision uniforme S de R telle que d; = § dans chaque
direction. Autrement dit, le nombre de subdivisions dans chaque direction est :

n; —nl/3

Considérons deux cas. Si O est une sphére caractérisée par un rayon r < 1/2, alors le nombre moyen
de régions de S traversées par un rayon issu de Rp s’écrit de la maniére suivante :

3
1+ ——n; sila sphére est non opaque
. 203+4rr?) " P pad
N 3—4mr’ .
l + —————-n; sinon
2(3+27r?)

Si O un cube caractérisé par une longueur a < 1 alors alors le nombre moyen de régions de S traversées
par un rayon issu de Rp s’écrit de la maniére suivante :

1
1+ —————mn,; sile cube est non opaque
» 2(1+2d2) " pad
N 1—a® .
L+ ———n; sinon
2(1+4a%)

Les différents nombres de régions traversées, en fonction du nombre de subdivisions n;, sont illustrés
sur les graphes suivants. Pour ce faire, nous avons fixé les valeurs des paramétres de la sphere et du
cube :

r=20.2
a=0.4
Sphére Cube
—— spheére non opaque . —— cube non opaque
---  spheére opaque L --- cube opaque
2 o 2 20|
L k=]
(= [=2
e A
3 15
o =4
[ Q
> >
o =}
£ £10
< <
=} o
£ £
g gs
0

L’influence de la propriété d’opacité des objets sur le nombre moyen de régions traversées est trés
faible pour les parameétres considérés.
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4.4.6 Nombre d’objets rencontrés par un rayon

Soit Ry, un rayon. Soit R un voxel. Soit S = {Rx}?_; une subdivision de R. Soient O',..., OV des
objets. Le nombre N(z,w) introduit dans le corollaire 8 représente le nombre d’objets rencontrés par
R, ., lors du parcours de S. Le nombre est dépendant de la géométrie de la scéne et de la subdivision
considérées. Donner une expression exacte de N(z,w) est un probléme ouvert dont les notions néces-
saires & sa formulation font appels & des techniques de géométrie discréte, éventuellement de géométrie
intégrale. C’est pourquoi dans ce paragraphe on propose de donner une estimation du nombre d’objets
rencontrés par un rayon.

La premiére propriété que ’on peut donner est la suivante :

0< N(z,w) <N .

Cette propriété traduit le fait que le nombre d’objets rencontrés est nécessairement positif et inférieur
au nombre d’objets considérés (lors du calcul d’intersection, un méme objet n’est considéré qu’une seule
fois, méme §'il est rencontré dans plusieurs régions). On ne peut en rester a un tel encadrement, la
borne supérieure correspondant & un calcul d’intersection avec tous les objets O',..., 0", c’est-a-dire
qu’on ne prend pas en compte la subdivision. Pour affiner ’estimation de N (z,w) deux solutions sont
envisageables. La premiére consiste & définir un encadrement plus fin. Soit Ny, le nombre maximum
d’objets dans une région de S :

Nmax =max{card (Lg,), k=1,...,n} ,
ou Lpg, est donné par la définition 6 page 96. D’otl un encadrement de N(z,w) :
0 < N(z,w) < m(z,w) Npax ,

ou m(z,w) est le nombre de régions traversées par R, , dans S. Le nombre d’objets rencontrés au
maximum est bien le nombre de régions parcourues multiplié par le nombre d’objets maximum liés &
une région. Lorsque la subdivision s’affine, c’est-a-dire lorsque n augmente, m(z, w) augmente et Npax
diminue. La borne supérieure de ’encadrement précédent n’est pas satisfaisante. En effet, m(x, w) Nmax
n’est pas nécessairement inférieur a N.

La seconde solution consiste a définir une approximation de N(z,w) plutét qu'un encadrement. Soit
Nmoy le nombre moyen d’objets dans une région de S :

n N
Nmoy = " anrd (Lg,) = — anrd (LT(Ol)) ,
k=1 i=1
ce que finalement ’on peut écrire :
1
Ninoy =~ > mroi) - (4.39)
i=1

Pour évaluer ce nombre, on utilise les résultats de la section 4.2. On a alors une expression approchée
du nombre moyen d’objets par région :

N

— 1 .

Nmoy == E E m'r(oi) . (440)
=1

On peut alors approcher le nombre N (z,w) d’objets rencontrés par Ry, par la quantité suivante :

m(z,w) Nmoy -
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L’expression moyenne de cette quantité, au sens de la définition 1 page 36, par rapport a l’ensemble
des rayons issus de Rp s’écrit :

1

- N ooy diu(z) d =M Nmoy »
T o ) Ny Q) o) = 7 N

et, d’apres le paragraphe 4.4.5, peut étre approchée par la quantité suivante :

-/

N' =7 Nunoy - (4.41)

-/ ) - . . L .
N est une valeur approchée de N. Cette estimation donne une approximation en fonction des para-
meétres géométriques considérés.

4.4.7 Estimation

L’évaluation des différents paramétres introduits lors de la caractérisation de la complexité en temps
permet d’en donner une estimation. Pour ce faire, on se place dans le contexte du corollaire 8 et de la
proposition 25, ol I’'on considére que les complexités en temps de tous les objets sont identiques. La
proposition 25 donne la complexité moyenne en temps pour un ensemble de rayons issus de Rp, ot
Rr est donné au paragraphe 4.4.3. Pour utiliser les estimations des paramétres de l'expression 4.29, il
est nécessaire d’introduire la complexité moyenne en temps approchée T:g’ol’m’oN. Soit R un parallélé-

N . ... . ., —
pipede. Soit = { Ry };_; une subdivision uniforme de R. La complexité moyenne en temps T's o1 on
est donnée par I'expression suivante :

T:S,Ol,...,ON = Tpsv + m' (TV + Nmoy TO) , (442)

ou les différents parameétres sont donnés dans les paragraphes précédents. Les complexités en temps
Tpsv et Ty sont propres aux algorithmes 10, 11 et 12. La complexité en temps T est propre aux objets
pris en compte. La quantité m’ représente le nombre moyen approché de régions de S traversées par
un rayon issu de Rpg, elle est donnée par la proposition 27 et s’écrit :

ol Usugr est la longueur moyenne d’un rayon issu de Rp, donné par la proposition 26 et s’écrit :

N
2 (Vol (R) — Zv,)
i=1

USUoR = N ;
aire(OR) + Zai

=1

ou v; représente le volume pour les objets (volumiques) opaques, il est donné par I'expression 4.36 :

vol (Ol) si O est un objet volumique opaque

v, =
' 0 sinon

et a; caractérise 'aire des surfaces optiques, il est donné par ’expression 4.37 :

aire(90") si O est un objet volumique opaque
a; = .
' 2aire(X(0")) sinon
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oit £(0%) est la surface optique associée a I'objet O'. Nmoy représente le nombre moyen approché
d’objets par régions de S, il est donné par I’expression 4.40 :

1 N
Ninoy = " ZmT(Oi) )
=1

ol (i) est le nombre de régions de S traversées par I'objet O', au sens de la localisation envisagée
pour cet objet. On se reportera a la section 4.3.2 pour différentes expressions de My (o).

Exemple 13
Soit R un cube de coté 1. Soit une scéne géométrique incluse dans ce cube et composée de N sphéres
O*',...,0" optiquement cohérentes deux & deux, non opaques, de rayon r, tel que :
1
r < 72 N 73

La longueur moyenne d’un rayon issu de Rp s’écrit :

1

1% = .
HIOR 3+4N mr?

Soit S une subdivision uniforme de R telle que §; = d dans chaque direction. Autrement dit, le nombre
de subdivisions dans chaque direction est :

n; —nl/3

Le nombre moyen approché de régions de S traversées par un rayon issu de Rp s’écrit :

m =1+ §f2U3Rni .

Supposons que chaque sphére est localisée a ’aide d’une boite englobante associée, un cube de coté
2. La localisation par rapport a I’ensemble de objets O',..., OY donne le nombre (exact) de régions
de § qui ont une intersection avec l’ensemble des objets considérés :

_ 3
Moy = Mpoi) = (2rn; +1)° .
D’ou I'expression du nombre moyen (exact) d’objets par région de S :

Nmoy = Nnj3 (2rn; +1)° .

Pour illustrer ces différentes quantités, et surtout la complexité moyenne en temps approchée, donnée
par ’expression 4.42, considérons les valeurs suivantes pour les parameétres intervenant dans 4.42 :

((Tpew = 1

T, =1

{ To = 10
N = 50
L 7 = 0.01

Les graphes suivants illustrent le nombre moyen de régions de S traversées par un rayon issu de Rp
en fonction du nombre de subdivisions n;, le nombre moyen d’objets par régions de S et la complexité
moyenne en temps approchée.
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Exemple 14
Soit R un cube de coté 1. Soit une scéne géométrique incluse dans ce cube et composée de N triangles
O',..., 0" optiquement cohérents deux & deux, de formes identiques, ¢’est dire de périmétre et d’aire

identiques. L’ensemble de ces triangles décrit un objet surfacique. Ainsi, la longueur moyenne d’un
rayon issu de Rp s’écrit :

_ 1
VEUOR = g7 N aire(T) ’

ot T est un triangle. Soit & une subdivision uniforme de R telle que §; = § dans chaque direction.
Autrement dit, le nombre de subdivisions dans chaque direction est :

1
ni:—:n1/3.

0;
Le nombre moyen approché de régions de S traversées par un rayon issu de Rp s’écrit :
_y 3_
m =1 + §I/EU(‘9R’I’L7; .

Supposons que chaque triangle est localisé par rapport a sa surface. Le nombre de régions de S
traversées par un triangle est donné par 1’expression 4.11 :

1 3 2
mr=1+ 2_(5 Zz‘wzj
j=11=0

Pour simplifier les écritures, considérons une moyenne de cette quantité par rapport aux directions
considérées :

2
1 .
l; + 52 g |ui| aire(T) .
i=0

3 3
<mr>=1+ Zperim(T) n; + §aire(T) n? .
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D’ou l’expression du nombre moyen approché d’objets par région de &, moyennée par rapport a
I’ensemble des directions :

— 3 3
< Ny >= N <ni3 + 1 perim(T) n; * + 3 aire(T") ni1>

Pour illustrer ces différentes quantités, et surtout la complexité moyenne en temps approchée, donnée
par I'expression 4.42, considérons les valeurs suivantes pour les parameétres intervenant dans 4.42 :

p

Tpsy = 1
T, =1

To = 2

< N = 100
perim(7T") = 0.03

| aire(T) = 8.6610°°

Les graphes suivants illustrent le nombre moyen de régions de S traversées par un rayon issu de Rp
en fonction du nombre de subdivisions n;, le nombre moyen d’objets par régions de S et la complexité
moyenne en temps approchée.
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4.5 Une nouvelle méthode de choix des paramétres de subdivision

On rappelle que l'objectif d’'une méthode de subdivision est de diminuer le cotit en temps des
algorithmes de recherche de la premiére intersection entre des rayons et des objets. Les paramétres



4.5 Une nouvelle méthode de choix des parameétres de subdivision 185

d’une subdivision uniforme § d’un parallélépipéde R sont les nombres de subdivisions dans chaque
direction 7 :

ou A; est la dimension dans la direction 7 de R (figure 4.19).

51 | Ry

——

do
Ag

Fig. 4.19 — Rappel des notations pour une subdivision uniforme.

Le meilleur choix pour (ng,ni,ns2) est donc celui qui minimise la complexité moyenne en temps, ca-
ractérisée dans la section 4.4. Pour étre conforme aux développements qui viennent d’étre présentés,
on considere l'expression 4.42 de la complexité moyenne en temps approchée :

= . _
TS:OI,---,ON = Tpsy + m (TV + NmoyTO) :

Cependant, il ne faut pas perdre de vue que les simulations ont lieu sur des machines dont les capacités
mémoire sont limitées. Ainsi, on doit veiller & ce que le triplet (ng,n1,n2) choisi donne une complexité
en mémoire, caractérisée dans la section 4.3, qui soit acceptable. De méme que pour la complexité
moyenne en temps, on considére ’expression 4.26 de la complexité en mémoire approchée :

N
§.01,.08 = D (Moi + iy (o) Myo) -
i=1
Soient O',...,ON des objets optiquement cohérents et R un parallélépipéde englobant ces objets.

Pour déterminer les paramétres d’une subdivision uniforme S de R, on propose de calculer a priori la
complexité en mémoire et la complexité moyenne en temps. Pour ce faire, on commence par déterminer
le type de localisation envisagée pour chaque objet, c’est-a-dire que 'on explicite T(O'),..., T(OY),
ot I'on rappelle que YT(O?) est 'objet envisagé pour la localisation de I'objet O'. Ensuite, on éva-
lue la complexité en mémoire et la complexité moyenne en temps pour différentes valeurs du triplet
(no,n1,m2) € (N*)3, et on ne conserve que celui qui minimise la complexité moyenne en temps, tout
en restant acceptable pour la complexité en mémoire.

L’indice de performance globale, introduit au paragraphe 3.3.3, est fonction des paramétres ng, ny et
ngy. Il est donné théoriquement par :

1 =/
J (10,1, 1) = Mg o1 ov Tsor,. o
1,N2) =
0, ) N NTO
> Mo:
i=1

P . = Lz P
p'(ng,n1,n2) est une valeur approchée puisque M "S o1 o~ e Ts o1 on sont des quantités approchées.
Pour calculer les complexités qui nous intéressent, ainsi que l'indice de performance globale, il est

nécessaire d’évaluer les quantités suivantes pour un triplet (ng, n1,ns2) donné :
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® My(0i), le nombre moyen de régions de § traversées par Y (0?) (section 4.2),
® Ususr, la longueur moyenne d’un rayon (paragraphe 4.4.4),

e ', le nombre moyen de régions de S traversées par un rayon (paragraphe 4.4.5),

® Nmoy, le nombre moyen d’objets rencontrés par un rayon (paragraphe 4.4.6).

La recherche des bons parameétres, au sens du critére consistant a minimiser la complexité moyenne
en temps, tout en s’assurant d’une complexité en mémoire acceptable, revient & chercher les plus
grands nombres de subdivisions pour lesquels l'indice p’(ng, n1,n2) est inférieur a un certain seuil. Le
dénominateur de p'(ng, n1,ng) est constant, il correspond au produit de la complexité moyenne en temps
par la complexité en mémoire pour la méthode naive (algorithme 6 page 90). Seul le numérateur varie.
On propose d’évaluer p'(ng, n1,ng) pour différentes valeurs du triplet (ng,n1,n2) et de retenir celui qui
minimise cette quantité. Les expérimentations menées au chapitre 3 montrent qu’il n’est pas efficace
de trop subdiviser. On pourra donc se contenter de valeurs pour (ng,ni,ns) dans Iy x I} x Iy C (D\l*)3
ou Iy, I1 et I sont des sous-ensembles de N* de petites tailles (par exemple [0,10]). Ce qui fait au
plus 10? évaluations de la complexité moyenne en temps T:g’ol’m’oN et de la complexité en mémoire
Mé,ol,...,oN'

L’algorithme suivant permet de choisir les bons parameétres de subdivision, au sens du critére considéré,
en fonction des ensembles I, I1 et Iy et d’une limite supérieure M, pour la complexité en mémoire.
Il minimise la complexité moyenne en temps par rapport aux variables ng, nq et no sous la contrainte
d’une complexité en mémoire maximale.

Algorithme 16: Recherche des parameétres de subdivision optimaux.
PARSUB(ly, I1, I3, Max)

(].) for each (77,0,77,1,’/7,2) €Iy x1I; x Iy

(2) T min < +00

(3) fori=1to N

(4) évaluil; My (0i)

(5) évaluer TS,OI,...,ON

(6) if Ts o1 on < Tmin

(7) évaluer Mé,ol,...,oN

(8) if Mé’ol,___,oN < Mma.x

9) (Pmin,05 Pmin, 1, Pmin,2) < (10,71, 12)
(10) return (nmin,Ua "'min,1, nmin,Z)

La complexité en temps de ’algorithme 16 est due au choix des ensembles Iy, I; et Is et aux évaluations
de la complexité moyenne en temps et de la complexité en mémoire. Il choisir des ensembles Iy, I; et
I au plus juste, c’est-a-dire d’avoir une borne inférieure suffisamment grande, il n’est pas nécessaire
de toujours prendre 1, et une borne supérieure pas trop grande, que I’on pourra limiter en fonction du
nombre d’objets N & considérer. Il faut adopter une stratégie efficace pour le parcours de Iy x 11 X I5.
On commencera par les plus petites valeurs du triplet (ng,n1,n2).

4.6 Mise en place d’une hiérarchie de subdivisions uniformes

L’algorithme 16 donne un moyen d’évaluer les parameétres optimaux pour une subdivision uniforme.
Dans le cas d'une hiérarchie de subdivisions uniformes, le méme algorithme peut-étre utilisé pour chaque
neeud de arbre des subdivisions. Cependant, il faut tenter de minimiser la complexité en temps de
I’arbre des subdivisions, ce qui ne veut pas nécessairement dire minimiser la complexité en temps pour
chaque nceud de 'arbre. De plus, il faut prendre en compte la complexité en mémoire.
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Ce constat ameéne a se poser naturellement la question de ’évaluation a priori de la complexité moyenne
en temps et de la complexité en mémoire pour une structure hiérarchique. Les évaluations présentées
dans ce chapitre concernant les subdivisions uniformes. Elles nécessitent la connaissance des objets
(propriétés géométriques et optiques). Dans le contexte d’une hiérarchie ces évaluations sont locales. A
chaque nceud de ’arbre d’une hiérarchie de subdivisions uniformes on est donc en mesure de connaitre a
priori la complexité moyenne en temps et la complexité en mémoire associées, & condition de connaitre
les objets a considérer. Pour ce faire, il faut construire au fur et & mesure la structure de données
associée de maniére & déterminer la répartition des objets au niveau des différents nceuds. Ainsi, ce
n’est qu’une fois toute la structure de données construite que ’on peut connaitre les complexités. Ce
n’est donc pas une évaluation a priori.

La solution pour déterminer la hiérarchie de subdivisions uniformes qui consiste & minimiser la com-
plexité moyenne en temps, en évaluant les différentes configurations arborescentes, tout en obtenant
une complexité en mémoire acceptable n’est donc pas envisageable. En effet, le nombre d’évaluations
de la complexité moyenne en temps et de la complexité en mémoire est trés grand, et leur cotit serait
trop important pour un pré-calcul a la simulation.

On peut cependant utiliser des éléments expérimentaux et intuitifs pour guider la recherche d’une
hiérarchie de subdivisions uniformes donnant une complexité moyenne en temps la plus faible possible.
Expérimentalement, on s’apercoit qu’il n’est pas nécessaire de trop subdiviser au début. Ainsi, on peut
utiliser 'algorithme 16 en choisissant bien les ensembles Iy, I; et I>. Des expérimentations seraient
nécessaires pour orienter ces choix. Néanmoins, on peut déja, & la vue des résultats des tests du
chapitre 3, avoir une idée des ensembles a choisir et de la profondeur maximale de la hiérarchie.
Cette méthode a I'avantage de construire la structure de données une seule fois. La complexité en
temps de recherche de la meilleure hiérarchie de subdivisions uniformes est ainsi tout a fait acceptable
pour un pré-calcul.

4.7 Conclusion

Ce chapitre donne des expressions pour la complexité moyenne en temps et la complexité en mé-

moire des méthodes liées & la localisation spatiale par subdivision uniforme. Le développement théo-
rique présenté ici s’applique a des objets linéiques (segment, ligne brisée) et & des objets surfaciques
ou volumiques (polygone plan, surface affine par morceaux). Les boites englobantes, souvent utilisées
pour la localisation, sont aussi considérées. Une stratégie pour la recherche de la meilleure subdivi-
sion uniforme, au sens d’une complexité moyenne en temps minimale et d’une complexité en mémoire
acceptable, est présentée. Elle est étendue a une hiérarchie de subdivisions uniformes.
Ces résultats constituent une approche nouvelle pour la recherche d’un paramétrage optimal des mé-
thodes d’accélération des calculs par localisation spatiale par subdivision uniforme. Les différents pa-
rameétres exhibés (nombre de régions traversées par un objet, longueur moyenne d’un rayon, nombre
d’objets rencontrés par un rayon) peuvent étre utilisés pour d’autres méthodes d’accélération.






Perspectives

Le travail accompli au cours de cette thése laisse envisager, d'une part, des applications immé-
diates des algorithmes proposés ainsi que des résultats théoriques et, d’autre part, des perspectives de
recherches intéressantes.

[’étude théorique menée au chapitre 4 peut étre adaptée sans difficulté & un code de calcul utilisant
une localisation par des subdivisions uniformes. De nombreux travaux dans le domaine de I'image de
synthése sont concernés (méthodes globales et mixtes décrites dans la section 3.1.3). Concernant le
logiciel Speos, une réécriture d’une partie du code serait nécessaire pour stabiliser le logiciel, la mise
en ceuvre des critéres de choix automatiques pour les parameétres de localisation peuvent alors étre
considérés sans difficulté dans les outils développés au cours du projet.

L’estimation du nombre de régions d’une subdivision uniforme traversées par un objet (section 4.2)
a été donnée pour la ligne brisée, la surface affine par morceaux et la boite englobante). Les proposi-
tions 17 page 147 (ligne brisée) et 20 page 158 (surface affine par morceaux) peuvent étre généralisées
pour des objets continus (courbe et surface dérivables). De maniére analogue a la proposition 22
page 162 (boite englobante), une estimation du nombre moyen de régions traversées par un polyedre
est envisageable, ainsi qu’une généralisation pour des objets volumiques dont la frontiére est une surface
fermée dérivable.

La géomeétrie intégrale (Santolo [72| [73], DeLin [31]) est un domaine des mathématiques qui apporte
des idées et des éléments de réponse trés intéressants par rapport aux problémes posés dans le chapitre 4.
Buffon a posé et résolu en 1777 le probléme suivant : étant donné un ensemble de droites paralléles
dans R? séparées d'une distance fixe, quelle est la probabilité qu'un segment de longueur donnée ait
une intersection avec au moins une droite. Ce probléme a été généralisé & des courbes fermées convexes,
puis étendu sous le nom de probléme de Laplace & deux ensembles orthogonaux de droites paralléles
séparées par des distances fixes. On obtient ainsi un ensemble de régions congruentes engendré par
un rectangle, c’est-a-dire une subdivision uniforme rectangulaire de R?. L’utilisation du formalisme
attractif de ce domaine ainsi que des résultats existants laisse envisager des solutions trés intéressantes
pour les problémes qui nous préoccupent dans R3.

Les algorithmes de calcul envisagés pour les simulations numériques qui nous concernent sont
tributaires de la géométrie des éléments mis en jeu. Le constat principal faisant suite & I'étude des
complexités en temps de ces algorithmes est que les calculs d’intersection entre des rayons et des objets
sont trés cotteux. Il serait trés intéressant de pouvoir s’en affranchir. Au cours de la thése et en dehors
des contraintes industrielles, une étude a été engagée dans ce sens, et les premiéres expériences réalisées
sont encourageantes. Ainsi, la notion d’équivalent optique a été introduite. Elle consiste & remplacer
une partie d’un systéme optique par un objet (une boite par exemple), appelé équivalent optique,
et & définir sur les contours de cet objet des fonctions qui décrivent entiérement les caractéristiques
géométriques et physiques de la partie du systéme remplacée. L’équivalent optique fonctionne comme
un systéme prenant en entrée un signal (par exemple la luminance entrante) et rendant en sortie un
autre signal (par exemple luminance sortante). Ainsi, les calculs d’intersections ne sont pas effectués en
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cours de simulation. Bien évidemment, le compromis entre la complexité en mémoire et la complexité
en temps reste présent dans ces premiéres expériences, et, pour I'instant, cette méthode se heurte au
probléme de la gestion d’un trés grande quantité d’information. Comme dans tous les problémes faisant
intervenir des fonctions, le choix des bases est crucial, et c’est dans cette direction que soit s’orienter
la majeure partie du travail de recherche sur ce sujet.
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