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Résumé

Lo
alisation spatiale par subdivision
pour l'a

élération des 
al
uls en radiométrie :
étude théorique et appli
ations industrielles

La physique de la lumière ainsi que les outils géométriques pour la Con
eption Assistée par Ordinateur sont
à la base des logi
iels de simulation des phénomènes lumineux pour la fabri
ation des systèmes optiques. Ce
n'est pas sans di�
ulté que les industriels 
onçoivent 
es logi
iels dont un des prin
ipaux handi
aps est que les
simulations sont très 
oûteuses en temps. L'obje
tif prin
ipal de 
e travail est de re
her
her et développer des
algorithmes de 
al
ul plus performants.

Dans un premier temps, on dé
rit pré
isément le modèle du transport des photons dans 
e 
ontexte, 
omposé
de l'équation de Boltzmann a

ompagné de 
onditions de bord, et qui, dans le 
as de milieux homogènes par
mor
eaux, se ramène à l'équation de radiosité.

Ensuite, on présente les outils géométriques utilisés dans le modeleur hybride CSG (Constru
tive Solid Geome-

try) et BRep (Boundary Representation) ainsi que les algorithmes de base né
essaires à la re
her
he d'interse
-
tions entre des demi-droites et des objets géométriques.

Puis, un tour d'horizon des méthodes d'a

élération des 
al
uls en radiométrie par lo
alisation spatiale est
présenté. En tenant 
ompte des 
ontraintes industrielles, une telle méthode d'a

élération est alors adaptée au

ontexte puis développée dans un environnement logi
iel existant. Des expérimentations numériques montrent
l'e�
a
ité des nouvelles bibliothèques.

En�n, une étude théorique des 
omplexités en temps et en mémoire liées aux méthodes de lo
alisation spatiale,
faisant intervenir les sommes de Minkowski d'ensembles géométriques, débou
he sur une stratégie 
onsistant à
minimiser la 
omplexité en temps pour 
hoisir les paramètres de lo
alisation.

Mots-
lé : subdivision spatiale hiérar
hique, 
omplexités, équation de Boltzmann, radiométrie, lan
er de rayons,

modélisation géométrique, CAO, CSG, BRep, sommes de Minkowski

Abstra
t

A

elerated radiometri
 
omputation
using subdivision for spatial lo
alization :

theoreti
al study and industrial appli
ations

Physi
 of the light and geometri
al tools for Computer Aided Geometri
 Design are the basis of light
phenomenon simulation software for opti
al systems development. It is di�
ult for industrials to design and
produ
e those software with a major handi
ap being the time needed for the simulations. The aim of this work
is to sear
h and to develop 
al
ulus algorithms with higher performan
es.

Firstly, we des
ribe pre
isely the photon transport model in our 
ontext. We use Boltzmann equation with
boundary 
onditions whi
h is the radiosity equation in 
ase of homogeneous media by pie
e.

Se
ondly, we introdu
e geometri
al tools used in CSG (Constru
tive Solid Geometry) and BRep (Boundary
Representation) hybrid modeller. Basi
 algorithms looking for interse
tions between half-lines and geometri
al
obje
ts are des
ribed.

Then, we present a survey of a

eleration methods in radiometri
 
omputation by spatial lo
alization. Taking
into a

ount the 
onstraints relevant to the industry, su
h an a

eleration method is adapted to our 
ontext and
then developed in an existing software environment. Numeri
al tests show the e�
ien
y of the new libraries.

Finally, we study the time and memory 
omplexities of spatial lo
alization methods. This theoreti
al study uses
Minkowski's sums of geometri
al sets. An important result is a strategi
al method minimizing time 
omplexity
to 
hoose the lo
alization parameters.

Keywords : hierar
hi
al spa
e subdivision, 
omplexity, Boltzmann equation, radiometry, ray tra
ing, geometri


modeling, CAGD, CSG, BRep, Minkowski's sums
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Introdu
tion

Cette thèse s'ins
rit dans le 
ontexte d'un projet proposé 
onjointement par la so
iété Optis, spé
ia-
lisée dans les études d'optique, et par l'équipe Modélisation Géométrique et Approximation du Labo-
ratoire de Modélisation et Cal
ul, dans le 
adre d'une 
onvention Cifre subventionnée par l'Asso
iation
Nationale de la Re
her
he Te
hnique. Ce projet s'ins
rit dans le 
adre simulation et développement
logi
iel de la so
iété Optis.

Un système optique est l'ensemble des organes d'un instrument qui vont de la produ
tion d'un
rayonnement à sa déte
tion. Aujourd'hui, 
es systèmes jouent un r�le de plus en plus important dans
l'industrie ainsi que dans divers domaines s
ienti�ques. La 
on
eption des systèmes d'é
lairage de
bâtiments ou d'installations publiques, les tableaux de bord ou les phares de voiture, les façades des
téléphones mobiles ou d'autres appareils du genre ou en
ore des ma
hines lasers sophistiquées sont
quelques exemples de tels systèmes.
La so
iété Optis est spé
ialisée dans la simulation des phénomènes physiques de l'optique. C'est pour-
quoi elle s'intéresse en parti
ulier à la radiométrie, dis
ipline qui 
on
erne la 
ara
térisation théorique
et expérimentale des rayonnements dans les systèmes optiques. L'image de synthèse, dont l'objet est
la 
onstru
tion d'images réalistes au sens de la per
eption de l'oeil humain, est un domaine qui se
rappro
he des préo

upations des opti
iens qui sont de 
ara
tériser ou évaluer au plus juste les gran-
deurs physiques mises en jeu. En e�et, la simulation des phénomènes physiques de la radiométrie est,
depuis une quinzaine d'années, également 
entre d'intérêt du domaine de la synthèse d'images : les
performan
es des moyens de 
al
ul autorisent l'utilisation de modèles physiques sophistiqués 
e qui
pro
ure un réalisme a

ru des images ainsi produites. C'est aussi l'un des obje
tifs de la 
ollaboration
que de rappro
her les méthodes de la modélisation physique et de la synthèse d'image au sein de la
so
iété Optis.
La 
on
eption d'un système optique né
essite une 
onnaissan
e pré
ise des propriétés optiques des
matériaux 
onsidérés et du modèle de propagation de la lumière mais aussi de la géométrie des di�érents
éléments du système. Cette phase est 
oûteuse, en grande partie à 
ause d'une mise au point très longue
qui né
essite la 
onstru
tion de prototypes. La simulation numérique est devenue un outil indispensable
pour pallier 
e problème et permettre la 
on
eption de systèmes optiques dans un temps raisonnable et
à moindre 
oût. Cependant, les di�érentes méthodes numériques envisagées (en parti
ulier Monte Carlo
et radiosité) né
essitent toujours une dé�nition pré
ise de la géométrie des objets et fait intervenir de
très nombreux 
al
uls d'interse
tion entre des rayons et des objets. Ainsi, les simulations sont soumises
à des temps de 
al
ul qui ne sont plus satisfaisants à la vue des 
ontraintes industrielles a
tuelles.

Il est don
 indispensable pour les opti
iens de développer des outils visant à a

élérer les 
al
uls
dans les simulations. Ce développement devant se faire dans un 
ontexte industriel, il est soumis à un

ahier des 
harges stri
t. Les grandes lignes de 
e projet s'arti
ulent autour des axes suivants.

� L'étude des éléments de la physique sous-ja
ents est une né
essité pour la 
ompréhension des
phénomènes à 
onsidérer.

� L'état de l'art des modèles géométriques utilisés ainsi que des stru
tures de données asso
iées
et des algorithmes intervenant dans les simulations permet de dé�nir pré
isément le 
ontexte
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te
hnique du projet.

� Une étude des méthodes d'a

élération géométrique existantes est un élément indispensable
pour nous guider dans le 
hoix d'un outil à intégrer dans un environnement existant.

Pour 
haque axe 
onsidéré, une présentation a

essible doit permettre à l'entreprise une bonne 
om-
préhension et un suivi des domaines abordés. Au 
ours du déroulement de 
e travail, les obje
tifs ont
du évoluer pour plusieurs raisons :

� l'évolution de la modélisation géométrique utilisée par l'entreprise, d'un modèle CSG (Constru
-
tive Solid Geometry) vers un modèle BRep (Boundary Representation), due par l'évolution de
la 
ulture d'entreprise et de la demande du mar
hé,

� l'évolution de la 
omposition des équipes de travail au sein de l'entreprise.

Ainsi, pour prendre en 
ompte au mieux 
es évolutions, le travail s'est orienté vers l'a

élération des

al
uls géométriques par lo
alisation spatiale hiérar
hique des objets géométriques.

Le 
hapitre 1 donne les éléments de base né
essaires à la dé�nition du modèle physique du transport
dans un 
adre mono-énergétique. La propagation de la lumière est dé
rite par l'équation de Boltzmann
a

ompagnée de 
onditions aux limites. Cette modélisation 
onstitue une généralisation de l'équation
de radiosité en image de synthèse, dont la première formulation dans 
e 
ontexte est due à Kajiya [52℄.
Pour le projet qui nous intéresse, les milieux 
onsidérés sont homogènes par mor
eaux. Ainsi, on se pla
e
dans le 
ontexte de la radiométrie, où la lumière est dé
rite par la luminan
e et les intera
tions ave

la matière sont 
ara
térisées par des fon
tions appelées Bidire
tional Surfa
e-S
attering Distribution
Fun
tion.

Le 
hapitre 2 a pour but de pré
iser le 
ontexte te
hnique du projet. La première phase d'une
simulation né
essite la dé�nition d'un système optique. Conformément à l'évolution des outils de l'en-
treprise, des modeleurs géométriques, de type CSG dans un premier temps, puis mixte CSG-BRep par
la suite, sont utilisés pour dé�nir la géométrie des objets. Les stru
tures de données asso
iées sont
enri
hies pour la dé�nition des propriétés optiques. La se
onde phase 
onsiste alors en la résolution des
équations données au 
hapitre 1, 
e qui, pour la modélisation 
onsidérée, se traduit prin
ipalement par
des 
al
uls d'interse
tion entre des rayons et des objets. Pour 
haque modèle géométrique 
onsidéré,
une étude des 
omplexités en mémoire et en temps est e�e
tuée dans le but de 
omprendre et d'ana-
lyser les faiblesses de l'environnement existant et d'en tirer des 
on
lusions pour la mise en pla
e d'un
outil d'a

élération des 
al
uls.

Le 
hapitre 3 traite des méthodes d'a

élération 
lassiques pour le 
al
ul d'interse
tion entre des
rayons et des objets puis propose un 
hoix de méthode en respe
t du 
ahier des 
harges imposé par
l'entreprise (paragraphe 3.1.4). Une méthode de lo
alisation par subdivision spatiale hiérar
hique s'est
avérée être le 
hoix le plus judi
ieux dans 
e 
ontexte. Le développement de plusieurs bibliothèques
d'a

élération, suivant ainsi l'évolution des outils de la so
iété, a permis d'obtenir des performan
es
très intéressantes, atteignant ainsi un fa
teur d'a

élération des temps de 
al
ul de l'ordre de 100 dans
un environnement prototype de développement et de l'ordre de 25 dans l'environnement logi
iel Speos,
limité par le nombre d'objets que l'on peut 
onsidérer.

Le 
hapitre 4, plus a
adémique dans ses obje
tifs, s'intéresse à l'évaluation a priori des 
omplexités
des stru
tures de données et des algorithmes liés à la lo
alisation spatiale par subdivision uniforme
présentés dans le 
hapitre 3. En e�et, la méthode de lo
alisation envisagée présente de bonnes perfor-
man
es mais reste soumise à un ensemble de paramètres di�
iles à dé�nir par les méthodes 
lassiques
et qui 
hangent beau
oup suivant le type de système optique 
onsidéré. Des formulations pré
ises
des 
omplexités en temps et en mémoire permettent de dé�nir une stratégie de lo
alisation visant à
diminuer au mieux les temps de simulation, tout en 
ontr�lant l'o

upation mémoire.
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Cleary et Wyvill [18℄ ont donnés des expressions des 
omplexités en fon
tion de quelques 
ara
téris-
tiques géométriques des objets (segment, polygone plan) pour des subdivisions uniformes 
ubiques.
Dans 
e 
hapitre une généralisation de 
es résultats est proposée. Ainsi, pour prendre en 
ompte les

ara
téristiques des objets 
onsidérés (géométriques : objet linéique, surfa
ique ou volumique ; phy-
sique : opa
ité) ainsi que des subdivisions uniformes non né
essairement 
ubiques, des formulations
des 
omplexités sont proposées. En parti
ulier, des estimations de 
ertains paramètres essentiels de 
es
formulations sont données :

� le nombre de régions traversées par un rayon ou par un objet,

� la longueur d'un rayon,

� le nombre d'objets ren
ontrés par un rayon.

L'exploitation de 
es 
omplexités pour le 
hoix des paramètres de subdivision se ramène alors à un
problème de minimisation à trois variables (les nombres de subdivisions dans 
haque dire
tion).

Ce projet a 
onstitué une passerelle entre une entreprise en quête d'outils novateurs développés
dans le milieu de la re
her
he et un laboratoire intéressé par le transfert de te
hnologie vers l'industrie.
Un des obje
tifs prioritaires d'une petite so
iété en pleine 
roissan
e est d'obtenir très rapidement des
bibliothèques de 
ode, 
e qui n'est pas toujours 
ompatible ave
 une a
tivité de re
her
he appliquée,
et, de plus, implique de travailler dans des environnements en 
onstante évolution, souvent instables.
Cependant, malgré 
es 
ontraintes, le projet a pu être mené à bien, l'entreprise béné�
iant d'outils
très satisfaisants. D'autre part, une re
her
he théorique originale a permis de mieux 
omprendre des
méthodes très largement utilisées dans d'autres domaines, en parti
ulier en image de synthèse.

Les di�érentes parties de 
e travail ne 
onstituent pas une �n en soi, et laissent même envisager
d'autres travaux. Ces perspe
tives sont présentées en �n de do
ument.





Liste des prin
ipaux symboles

Unités fondamentales

[s℄ se
onde

[m℄ mètre

[sr℄ stéradian

[J ℄ Joule

[W ℄ Watt

Photon

x position dans un domaine X 2 R3 -

v vitesse
�
ms�1

�
w dire
tion de la vitesse -

� longueur d'onde [m℄

E� énergie [J ℄


 vitesse dans le vide 299 792 458
�
ms�1

�
h 
onstante de Plan
k 6:625 10�34 [Js℄

Équation du transport

np densité angulaire de photons
�
m�3sr�1

�
� densité angulaire de �ux

�
m�2sr�1s�1

�
q densité angulaire de photons émis par unité de temps

�
m�3sr�1s�1

�
qb densité angulaire surfa
ique de photons émis par unité de temps

�
m�2sr�1s�1

�
k noyau de dispersion volumique

�
m�1sr�1

�
kb noyau de dispersion surfa
ique

�
sr�1

�
�a 
oe�
ient d'absorption

�
m�1

�
�s 
oe�
ient de dispersion

�
m�1

�
� 
oe�
ient d'intera
tion totale (� = �a + �s)

�
m�1

�
g gain

�
m�3sr�1s�1

�
gb gain surfa
ique

�
m�2sr�1s�1

�
� 
hemin d'absorption -
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Grandeurs radiométriques

� �ux [W ℄

I intensité optique
�
Wsr�1

�
L luminan
e

�
Wm�2s�1

�
" luminan
e émise

�
Wm�2s�1

�
"b luminan
e surfa
ique émise

�
Wm�2s�1

�
� indi
e de réfra
tion optique -

M émittan
e
�
Wm�2

�
E é
lairement

�
Wm�2

�
� BSSDF (Bidire
tional Surfa
e-S
attering Distribution Fun
tion)

�
sr�1

�
�r BRDF (Bidire
tional Re�e
tan
e Distribution Fun
tion)

�
sr�1

�
�t BTDF (Bidire
tional Transmission Distribution Fun
tion)

�
sr�1

�

Rayon

X domaine de R3

x origine dans X

S2 sphère unité sur R3

w dire
tion dans S2
Rx;w rayon d'origine x et de dire
tion w

�� fon
tion distan
e aux surfa
es �

�� fon
tion de lan
er de rayons par rapport aux surfa
es �

R ensemble de 
ouples (x;w) (dans X � S2)
�(x) mesure de Lebesgue sur R3 d'un voisinage du point x

�(w) mesure de Lebesgue sur S2 d'un voisinage de la dire
tion w

mes (R) mesure de l'ensemble R

Objet géométrique

O objet géométrique

�(O) surfa
e optique asso
iée à l'objet O

�(O) objet de lo
alisation englobant asso
ié à l'objet O

B(O) boite englobante de lo
alisation asso
iée à l'objet O

�o ensemble des surfa
es optiques issues des objets opaques

�no ensemble des surfa
es optiques issues des objets non opaques

� ensemble des surfa
es optiques (� = �o [ �no)

�O(x;w) nombre d'interse
tion entre un rayon Rx;w et un objet O
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Objet géométrique CSG

Op opérateur pour un objet CSG

G opérateur géométrique

E opérateur ensembliste

C opérateur 
onstru
tif

� proportion d'opérateurs géométriques

� nombre de surfa
es virtuelles

Subdivision uniforme

R parallélépipède à subdiviser

�R bord de R

�i longueur d'un parallélépipède dans la dire
tion i

S ensemble des régions d'une subdivision uniforme

Rk région d'une subdivision uniforme

n nombre de régions dans une subdivision

ni nombre de subdivisions dans la dire
tion i

Æi longueur d'une région dans la dire
tion i

Complexités

T 
omplexité en temps

M 
omplexité en mémoire

mO nombre de régions traversées par un objet O

� moyenne par rapport à R
< � > moyenne par rapport à l'ensemble des dire
tions de S2





Chapitre 1

Éléments de physique

Comment dé�nir la lumière ? Nous pouvons 
onsidérer que la lumière est un phénomène de transport
d'information. Il existe deux manières de transporter de l'information entre deux points, soit par un
é
hange d'énergie, soit par un é
hange de masse. C'est autour de 
es deux manières de 
on
evoir le
transport d'information que se sont développées les di�érentes théories tentant d'expliquer la nature
de la lumière.
Dans la théorie ondulatoire de l'éle
tromagnétique, les équations de Maxwell donnent une des
rip-
tion énergétique de la nature de la lumière. Des hypothèses simpli�
atri
es faites sur 
es équations
permettent de passer su

essivement à l'équation des ondes, à l'équation eikonale (ou i
onale), puis,
lorsque la longueur d'onde 
onsidérée est très petite, à l'équation du rayon lumineux. C'est à partir de

ette dernière qu'est 
onstruite l'optique géométrique (Bruhat [12℄, May [65℄, Bou
he et Molinet [8℄).
La des
ription parti
ulaire de la nature de la lumière 
onduit à l'équation de Boltzmann de la théorie du
transport. Les bases physiques de 
e modèle se trouvent dans la théorie du transfert thermique (Siegel
et Howell [77℄). La neutronique est un domaine qui utilise 
e modèle physique et dont la formalisation
mathématique des méthodes de résolution a été exposée par Dautray et Lions [26℄ [25℄. Depuis quelques
années, les 
her
heurs du domaine de l'image de synthèse portent une attention parti
ulière à 
e modèle
physique Arvo et Kirk [4℄, Arvo [2℄ [3℄, Cohen et Walla
e [20℄, Glassner [44℄, Sillion et Pue
h [78℄ pour
ne 
iter que 
es auteurs.
Cette dernière des
ription de la lumière est le modèle que nous allons 
onsidérer tout au long de

e travail. Il est satisfaisant pour les phénomènes qui doivent être pris en 
ompte dans le 
ontexte
industriel. Le présent 
hapitre est inspiré des di�érents ouvrages et arti
les 
ités en référen
e. Il a pour
objet de rappeler 
omment l'équation du transport est obtenue.

1.1 Modèle physique du transport

L'équation du transport dé
rit l'évolution d'une population de parti
ules dans un domaine X � R
3

o

upé par un milieu en intera
tion ave
 les parti
ules. Le système est supposé fermé, 
e qui signi�e
qu'au
une in�uen
e externe au domaine X n'est 
onsidérée. En d'autres termes, les 
onditions de bord
sur �X sont :

� une parti
ule sortant de X est perdue,

� au
une parti
ule n'entre dans X.

La lumière peut-être 
onsidérée 
omme étant 
onstituée de parti
ules, appelées photons. Un photon
est dé
rit par :

� sa position : x 2 X,

� la dire
tion de sa vitesse v : w 2 S2 (sphère unité dans R3),

� sa longueur d'onde : � > 0.
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Les travaux de Plan
k et d'Einstein ont 
onduit à admettre que l'énergie d'un photon est quanti�ée :

E� =
h v

�
[J ℄ ;

où h est la 
onstante de Plan
k.

X

�X

x

w

Fig. 1.1 � Notations.

L'analyse de la propagation de la lumière 
onsiste à étudier les dépla
ements et les intera
tions ave

le milieu d'un ensemble de photons. Pour 
ara
tériser 
ette propagation, il est né
essaire de spé
i�er
les degrés de liberté d'un ensemble de photons à un instant donné. La densité angulaire de photons,
notée np(x;w), est une fon
tion à valeurs dans R, d'unité

�
m�3sr�1

�
, dé�nie telle que :

np(x;w)d�(x)d�(w)

soit le nombre de photons dans le volume di�érentiel d�(x) autour du point x se déplaçant dans une
dire
tion 
ontenue dans l'angle solide di�érentiel d�(w) autour de la dire
tion w.

d�(x)
x

w

d�(w)

Fig. 1.2 � Densité angulaire de photons.

Il est souvent plus intéressant de 
ara
tériser un �ux de photons qui traverse une surfa
e réelle ou
imaginaire. La densité angulaire de �ux, notée �(x;w) est une fon
tion à valeurs dans R dé�nie par :

�(x;w) = v np(x;w)
�
m�2sr�1s�1

�
:

Ainsi, le nombre de photons traversant une surfa
e di�érentielle d�(x) autour du point x se déplaçant
dans une dire
tion 
ontenue dans l'angle solide di�érentiel d�(w) autour de la dire
tion w, par unité
de temps, est :

�(x;w) 
os � d�(x)d�(w) ;

où � est l'angle entre le ve
teur normal à la surfa
e et la dire
tion w.
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x

d�(x)

w �

Fig. 1.3 � Nombre de photons à travers une surfa
e.

Les phénomènes que nous allons 
onsidérer dans la suite permettent de rajouter deux hypothèses
au modèle physique. Tout d'abord, les milieux 
onsidérés sont isotropes, 
'est-à-dire que les propriétés
de 
es milieux ne dépendent pas de la dire
tion. Ensuite, la lumière 
onsidérée est non 
ohérente, 
'est-
à-dire que les photons qui la 
omposent n'interagissent pas entre eux. L'étude est don
 menée dans
un 
adre mono-énergétique, 
e qui signi�e que les densités angulaires de �ux pourront être étudiées
de manière indépendante pour 
haque longueur d'onde 
onsidérée. Pour obtenir la 
ontribution d'un
ensemble de longueurs d'onde, il su�t d'é
rire que la densité angulaire de �ux résultante est la somme
des densités angulaires de �ux de 
haque longueur d'onde :

�(x;w) =

Z +1

0
��(x;w)d� ;

où ��(x;w) est la densité angulaire de �ux au point (x;w) pour la longueur d'onde �. Dans la suite,
sauf ex
eption, une seule longueur d'onde sera prise en 
ompte. Ainsi, la longueur d'onde � sera omise.

Sous l'hypothèse d'une étude mono-énergétique, un photon possède don
 5 degrés de liberté (3 pour
la position x dans R3 et 2 pour la dire
tion w dans S2). Il évolue dans un espa
e in
lus dans R3 � S2,
appelé espa
e des phases. Les 
ara
téristiques de 
et espa
e sont pré
isées dans le paragraphe 2.1.2. En
parti
ulier, la dé�nition d'une mesure sur l'espa
e des phases est induite par les mesures de Lebesgue
sur R3 et S2, notées respe
tivement � et �. Ainsi, la forme di�érentielle d� 
orrespond à une surfa
e ou
un volume élémentaire. De même, la forme di�érentielle d� 
orrespond à un angle solide élémentaire,

'est-à-dire l'aire de la portion de sphère unité inter
eptée par un angle solide élémentaire.

1.1.1 Équation du transport

Soit Y � X un volume et 
 � S2 un angle solide. L'équation du transport s'établit en déterminant
les variations du nombre de photons dans Y �
 par unité de temps. Pour 
e faire, pro
édons en deux
étapes. La première étape 
onsiste à identi�er les phénomènes physiques mis en jeu. Ils peuvent être

lassés en trois 
atégories :

� photons émis dans Y � 
,

� photons traversant Y �
,

� 
ollisions entre photons et matière dans Y � 
.

La se
onde étape 
onsiste à regrouper les expressions obtenues pour 
es phénomènes physiques, dans
le but d'é
rire l'état d'équilibre qui 
onduit à l'équation du transport.

Photons émis

Le premier phénomène est l'émission de photons. La densité angulaire de photons émis, d'unité�
m�3sr�1s�1

�
, notée q(x;w), est une fon
tion à valeurs dans R dé�nie telle que :

q(x;w)d�(x)d�(w)
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soit le nombre de photons émis dans le volume di�érentiel d�(x) autour du point x se déplaçant dans
une dire
tion 
ontenue dans l'angle solide di�érentiel d�(w) autour de la dire
tion w, par unité de
temps. Ainsi, le nombre de photons émis par unité de temps dans Y � 
 est (�gure 1.4) :

E =

Z



Z
Y
q(x;w)d�(x)d�(w)

�
s�1

�
:

Y�Y




Fig. 1.4 � Photons émis par unité de temps.

Photons traversants

Le nombre de photons traversant Y � 
 (streaming), est le nombre de photons qui traversent la
surfa
e �Y , frontière du volume Y , dans un angle solide 
, par unité de temps (�gure 1.5) :

S =

Z



Z
�Y

h�(x;w)w; u(x)id�(x)d�(w) �
s�1

�
;

où u(x) est le ve
teur normal unitaire sortant de �Y au point x et la notation h�; �i représente le produit
s
alaire dans R3. Les photons qui entrent dans �Y 
ontribuent à la diminution de S, et 
eux qui sortent

ontribuent à l'augmentation de S.

Y�Y

x
u(x)




Fig. 1.5 � Photons traversants par unité de temps.

Collisions

Les 
ollisions entre les photons et la matière peuvent être séparés en deux 
atégories : absorption
et dispersion. Les hypothèses du modèle du transport des photons impliquent que les 
ollisions ne se
produisent qu'entre des photons et la matière, les photons n'interagissent pas entre eux, qu'elles sont
indépendantes de la densité de �ux angulaire, et qu'elles sont proportionnelles à la distan
e par
ourue
par le photon.
Le 
oe�
ient d'absorption, d'unité

�
m�1

�
, notée �a(x), est une fon
tion à valeurs dans R dé�nie telle

que :

�a(x)np(x;w)d�(x)d�(w)
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soit le nombre de photons absorbés dans le volume di�érentiel d�(x) autour du point x se déplaçant
dans une dire
tion 
ontenue dans l'angle solide di�érentiel d�(w) autour de la dire
tion w, par unité de
longueur traversée. Ainsi, le nombre de photons absorbés par unité de temps dans Y �
 est (�gure 1.6) :

Cabs =

Z



Z
Y
�a(x)�(x;w)d�(x)d�(w)

�
s�1

�
:

Y�Y




Fig. 1.6 � Photons absorbés par unité de temps.

La dispersion est un phénomène beau
oup plus 
omplexe. Elle est dé
rite par un noyau de dispersion
volumique, d'unité

�
m�1sr�1

�
, noté k(x; hw;w0i), à valeurs dans [0; 1℄, tel que :

k(x; hw;w0i)np(x;w)d�(w0)d�(x)d�(w)

soit le nombre de photons se trouvant dans le volume di�érentiel d�(x) autour du point x se déplaçant
dans une dire
tion 
ontenue dans l'angle solide di�érentiel d�(w) autour de la dire
tion w qui sont
déviés dans une dire
tion 
ontenue dans l'angle solide di�érentiel d�(w0) autour de la dire
tion w0, par
unité de longueur traversée.

Remarque
De manière générale, le noyau de dispersion volumique est noté k(x;w ! w0). Mais, dans le 
as
parti
ulier d'un matériau isotrope, les dire
tions w et w0 ne sont pas signi�
atives. Ce qui entre en

ompte 
'est l'angle entre 
es deux ve
teurs. Il est 
ara
térisé par le produit s
alaire hw;w0i. C'est
pourquoi :

k(x;w ! w0) = k(x;w0 ! w) = k(x; hw;w0i) :

�

Le premier phénomène de dispersion (in-s
atter) 
omptabilise les photons de Y qui sont déviés dans
une dire
tion appartenant à 
 (�gure 1.7). Le nombre de photons par unité de temps dispersés de la
sorte est :

Cin =

Z



Z
Y

Z
S2

k(x; hw0; wi)�(x;w0)d�(w0)d�(x)d�(w)
�
s�1

�
:

Y�Y




Fig. 1.7 � Photons dispersés dans 
 par unité de temps.
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Le se
ond phénomène de dispersion (out-s
atter) est en quelque sorte l'inverse du pré
édent. Il 
omp-
tabilise le nombre de photons dont la dire
tion est dans 
 et qui sont déviés dans une autre dire
tion
(�gure 1.8). Le nombre de photons par unité de temps dispersés de la sorte est :

Cout =

Z



Z
Y

Z
S2

k(x; hw;w0i)�(x;w)d�(w0)d�(x)d�(w)
�
s�1

�
:

Y�Y




Fig. 1.8 � Photons dispersés en dehors de 
 par unité de temps.

Équation du transport

Les 
inq expressions obtenues pour les phénomènes physiques mis en jeu dé
rivent une variation
du nombre de photons dans Y �
 par unité de temps. É
rire l'état d'équilibre, 
'est 
omptabiliser les
photons entrant dans Y �
 et les photons sortant de Y � 
 par unité de temps :Z




Z
Y
q(x;w)d�(x)d�(w)

+Z



Z
Y

Z
S2

k(x; hw0; wi)�(x;w0)d�(w0)d�(x)d�(w)

=

Z



Z
�Y
h�(x;w)w; u(x)id�(x)d�(w)

+Z



Z
Y
�a(x)�(x;w)d�(x)d�(w)

+Z



Z
Y

Z
S2

k(x; hw;w0i)�(x;w)d�(w0)d�(x)d�(w)

;


e que l'on peut noter plus su

in
tement :

E + Cin| {z }
entrants

= S + Cabs + Cout| {z }
sortants

: (1.1)

L'équation 1.1 traduit un état d'équilibre sur un domaine Y �
, où Y et 
 sont arbitraires. Pour é
rire
une équation pon
tuelle, il est né
essaire de transformer le terme S. Le théorème de Gauss permet de
passer d'une intégration sur �Y à une intégration sur Y :

S =

Z



Z
�Y
h�(x;w)w; u(x)id�(x)d�(w)

=

Z



Z
Y
hw;rx�(x;w)id�(x)d�(w) :
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Ainsi, en 
haque point (x;w) 2 Y �
, la densité de �ux angulaire �(x;w) véri�e l'équation suivante :

q(x;w) +

Z
S2

k(x; hw0; wi)�(x;w0)d�(w0) =

hw;rx�(x;w)i + �a(x)�(x;w) + �(x;w)

Z
S2

k(x; hw;w0i) d�(w0) : (1.2)

Pour simpli�er l'é
riture de 
ette équation introduisons deux 
oe�
ients 
ara
téristiques du milieu.
Le 
oe�
ient de dispersion, d'unité

�
m�1

�
, notée �s(x), est une fon
tion à valeurs dans R dé�nie telle

que :

�s(x)np(x;w)d�(x)d�(w)

soit le nombre de photons dispersés dans le volume di�érentiel d�(x) autour du point x se déplaçant
dans une dire
tion 
ontenue dans l'angle solide di�érentiel d�(w) autour de la dire
tion w, par unité
de longueur traversée. Elle est dé�nie par :

�s(x) =

Z
S2

k(x; hw0; w
0i)d�(w0) ;

où w0 est une dire
tion quel
onque, puisque le milieu est isotrope. Le 
oe�
ient d'intera
tion totale,
d'unité

�
m�1

�
, notée �(x), est une fon
tion à valeurs dans R dé�nie par :

�(x) = �a(x) + �s(x) :

Ainsi, l'équation du transport 1.2, appelée équation intégro-di�érentielle de Boltzmann, s'é
rit de la
manière suivante :

q(x;w) +

Z
S2

k(x; hw0; wi)�(x;w0)d�(w0) = hw;rx�(x;w)i + �(x)�(x;w) : (1.3)

Le passage de 1.1 à 1.3 n'a pas de réel sens physique. D'un point de vue mathématique, l'égalité dans
l'équation 1.3 doit être 
omprise au sens faible ou des distributions.

Remarque
Le noyau de dispersion volumique peut s'exprimer à l'aide de la fon
tion de phase, d'unité

�
sr�1

�
,

notée P (x; �), par la relation suivante :

k(x; �) =
P (x; �)�s(x)

4�
;

où � 2 [0; 1℄.

�

1.1.2 Milieu homogène

Indi
e de réfra
tion optique

On appelle indi
e de réfra
tion optique d'un milieu la quantité, notée �, qui 
ara
térise la vitesse
de propagation d'un photon dans 
e milieu :

� =



v
=

h 


�E�
;

où 
 est la vitesse d'un photon dans le vide. Par dé�nition, un milieu est dit homogène si l'indi
e de
réfra
tion optique est 
onstant en tout point de 
e milieu. � est alors une 
ara
téristique du milieu.



16 Chapitre 1 - Éléments de physique

Plus un milieu est dense, plus son indi
e de réfra
tion optique est élevé, et, par 
onséquent, moins la
vitesse d'un photon qui le traverse est grande.
L'indi
e de réfra
tion optique peut être vu 
omme une fon
tion de la position, et on notera �(x) sa
valeur en un point x de X. Dans le 
adre de notre travail, 
ette fon
tion peut être 
onsidérée 
omme

onstante par mor
eaux. Le lieu des points de dis
ontinuité de l'indi
e de réfra
tion optique dé
rit alors
des surfa
es, qui jouent un r�le fondamental en optique. Une surfa
e peut éventuellement délimiter un
volume fermé. On note � l'ensemble des surfa
es de X (�gure 1.9).

X

�X

Fig. 1.9 � Ensemble des surfa
es dans le domaine X (� est l'ensemble des
points appartenant aux traits en gras).

Intégration le long d'un rayon

Soit un milieu homogène, et soit un point x dans 
e milieu. L'optique géométrique, et plus pré
isé-
ment le théorème de Fermat1, pré
ise que les photons suivent le plus 
ourt 
hemin entre deux points.
Le milieu 
onsidéré est homogène, le 
hemin est don
 un segment de droite, appelé rayon.
L'équation de Boltzmann 1.3 est une équation di�érentielle linéaire du premier ordre en la variable x.
Le but de 
e paragraphe est de donner une expression de la densité angulaire de �ux au point (x;w)
en fon
tion de la densité angulaire de �ux en un point situé sur le rayon 
onsidéré et des 
ontributions
le long de 
e rayon (�gure 1.10).

x w
point du milieu


ontributions

solution 
her
hée

Fig. 1.10 � Contributions dues à l'équation du transport le long d'un rayon
dans un milieu homogène.

Soit f̂ une fon
tion dé�nie sur R asso
iée à une fon
tion f dé�nie sur R3�S2 de la manière suivante :

f̂(t) = f(x� t w;w) :

De manière analogue, soit f̂ une fon
tion dé�nie sur R asso
iée à une fon
tion f dé�nie sur R3 de la

1Voir les ouvrages généraux, tels que 
eux é
rit par Bruhat [12℄ ou May [65℄.
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manière suivante :

f̂(t) = f(x� t w) :

x� t w t

x w

Fig. 1.11 � Dé�nition de la variable t.

La première étape 
onsiste à simpli�er l'opérateur nabla en é
rivant le produit s
alaire sous la forme
d'une dérivée par rapport à une variable :

hw;rx�(x;w)i =
�

�t
�(x+ t w;w)

����
t=0

= � �

�t
�(x� t w;w)

����
t=0

;

où t > 0. Finalement, en utilisant la notation �̂, on obtient :

hw;rx�(x;w)i = � d
dt

�̂(0) : (1.4)

Pour simpli�er les é
ritures, soit le gain une fon
tion à valeurs dans R, notée g(x;w), dé�nie pour tout
(x;w) 2 (X r �)� S2 par :

g(x;w) = q(x;w) +

Z
S2

k(x; hw0; wi)�(x;w0)d�(w0) : (1.5)

La se
onde étape 
onsiste à inje
ter dans l'équation de Boltzmann 1.3, é
rite au point (x � t w;w),
l'équation 1.4, é
rite au point (x � t w;w), et à rempla
er les fon
tions �, � et g par les fon
tions

hapeaux 
orrespondantes �̂, �̂ et ĝ :

d
dt

�̂(t)� �̂(t) �̂(t) = �ĝ(t) : (1.6)

L'équation 1.6 est une équation di�érentielle linéaire du premier ordre par rapport à la variable t. Pour
en donner une solution 
onsidérons un fa
teur d'intégration. C'est une fon
tion � qui véri�e :

d
dt

h
�(t) �̂(t)

i
= �(t)

�
d
dt

�̂(t)� �̂(t) �̂(t)

�
:

La résolution de l'équation pré
édente donne :

�(t) = exp

�
�
Z t

0
�̂(u)du

�
:

Ainsi, en multipliant l'équation 1.6 par �(t) on trouve la relation suivante :

d
dt

h
�(t) �̂(t)

i
= ��(t) ĝ(t) :
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En intégrant l'équation pré
édente entre 0 et t on obtient :

�(t) �̂(t)� �(0) �̂(0) = �
Z t

0
�(s) ĝ(s)ds ;

puis en remarquant que �(0) = 1 on arrive à l'équation qui nous intéresse :

�̂(0) = �(t) �̂(t) +

Z t

0
�(s) ĝ(s)ds :

Il ne reste plus qu'à rempla
er les fon
tions 
hapeaux par leurs homologues, on obtient ainsi l'expression
re
her
hée de la densité angulaire de �ux au point (x;w) :

�(x;w) = �(x� t w; x)�(x � t w;w) +

Z t

0
�(x� sw; x) g(x � sw;w)ds ; (1.7)

où �(x� t w; x) est le 
hemin d'absorption entre les points x� t w et x :

�(x� t w; x) = exp

�
�
Z t

0
�(x� uw)du

�
:

L'équation 1.7 est appelée forme intégrale de l'équation de Boltzmann. Cette équation exprime la
densité angulaire de �ux en un point (x;w) en fon
tion de 
e qui se trouve en arrière de 
e point. Le
premier terme rend 
ompte du transport de la densité angulaire de �ux du point (x � t w;w) vers le
point (x;w). Le se
ond terme rend 
ompte des di�érentes 
ontributions le long du rayon 
onsidéré.
Si l'on re
ommen
e les 
al
uls à partir de x + t w, alors l'équation résultante est similaire dans son
expression, mais exprime la densité angulaire de �ux d'un point (x;w) en fon
tion de 
e qui se trouve
en avant de 
e point, 
'est-à-dire dans le sens inverse par rapport au 
as pré
édent. Cela revient aussi
à exprimer �(x� t w;w) en fon
tion de �(x;w) dans l'équation 1.7 et à translater la variable d'espa
e
de t w. L'équation ainsi obtenue est la suivante :

�(x;w) = ��1(x; x+ t w)�(x + t w;w) +

Z t

0
��1(x; x+ sw) g(x + sw;w)ds : (1.8)

1.1.3 Prise en 
ompte d'une surfa
e

L'introdu
tion de la notion de surfa
e 
onduit à la notion d'orientation. Soit x un point de �X ou
de �, et soit u(x) un ve
teur normal unitaire au point x. L'ensemble des dire
tions de S2 peut être
séparé en trois parties, notées 
�(x), 
0(x) et 
+(x), telles que (�gure 1.12) :8>><

>>:

�(x) =

�
w 2 S2; hw; u(x)i < 0

	

0(x) =

�
w 2 S2; hw; u(x)i = 0

	

+(x) =

�
w 2 S2; hw; u(x)i > 0

	 :

�

x

u(x)


�(x)


+(x)


0(x)

Fig. 1.12 � Dé
omposition de la sphère unité.
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Soit x un point de � et soit u(x) le ve
teur normal unitaire au point x. Par 
onvention, si la surfa
e

onsidérée au point x est fermée alors le ve
teur u(x) est orienté vers l'extérieur du volume délimité
par 
ette surfa
e. La densité angulaire de �ux au niveau des surfa
es est dé
rite par deux phénomènes.
Tout d'abord, le phénomène d'émission surfa
ique est dé
rit par une fon
tion à valeurs dans R, d'unité�
m�2sr�1s�1

�
, notée qb(x;w), telle que :

qb(x;w)d�(x)d�(w)

soit le nombre de photons émis dans l'élément de surfa
e di�érentiel d�(x) autour du point x se
déplaçant dans une dire
tion 
ontenue dans l'angle solide élémentaire d�(w) autour de la dire
tion w,
par unité de temps.
Ensuite, le phénomène de dispersion surfa
ique est dé
rit par une fon
tion à valeurs dans [0; 1℄, d'unités�
sr�1

�
, notée kb(x;w0 ! w), appelée noyau de dispersion surfa
ique, telle que :

kb(x;w
0 ! w)np(x;w)d�(w

0)d�(x)d�(w)

soit le nombre de photons se trouvant dans le volume di�érentiel d�(x) autour du point x se déplaçant
dans une dire
tion 
ontenue dans l'angle solide di�érentiel d�(w0) autour de la dire
tion w0 qui sont
déviés dans une dire
tion 
ontenue dans l'angle solide di�érentiel d�(w) autour de la dire
tion w.
Ce noyau dé
rit les phénomènes de ré�exion, transmission et absorption au niveau des surfa
es. Des
exemples de tels noyaux sont donnés au paragraphe 1.2.5.
Ces deux phénomènes s'ajoutent, la densité angulaire de �ux au niveau d'une surfa
e s'é
rit de la
manière suivante :

�(x;w) = qb(x;w) +

Z
S2

kb(x;w
0 ! w)�(x;w0)d�(w0) : (1.9)

1.1.4 Cas parti
uliers

La résolution de l'équation de Boltzmann dans le 
as général est un problème très di�
ile. C'est
pourquoi on s'intéresse à des 
as qui 
orrespondent à des 
on�gurations parti
ulières donnant lieu à
une formulation simple de la modélisation du transport. Physiquement, 
es 
as ne sont pas réels, mais
ils 
onstituent une appro
he de la réalité satisfaisante pour un grand nombre d'expérimentations.

Milieu vide

Soit une surfa
e délimitant un volume fermé Y dans le domaine X. Supposons que le milieu Y
soit vide, 
'est-à-dire ne 
ontenant au
un élément sus
eptible d'interagir ave
 des photons. Ainsi, les
grandeurs physiques intervenant dans le modèle du transport sont toutes nulles :8>><

>>:
q = 0

k = 0

� = 0

:

Les équations de Boltzmann 1.7 et 1.8 se résument don
 à l'équation suivante :

�(x;w) = �(x� t w;w) ;

pour tout t 2 R tel que x� t w 2 Y . En d'autres termes, la densité angulaire de �ux est 
onstante, et
déterminée par les valeurs sur �Y .
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Y�Y

x� t w
x

w

Fig. 1.13 � Transport de la densité angulaire de �ux dans un milieu vide.

Milieu homogène non dispersif

Soit une surfa
e délimitant un volume fermé Y dans le domaine X. Dire que le milieu Y est homo-
gène et non dispersif revient à ne 
onsidérer que des propriétés d'émission et d'absorption 
onstantes,

'est-à-dire :

8>><
>>:

q = q0

k = 0

�a = �a;0

:

Cette hypothèse implique que le 
oe�
ient d'intera
tion totale � est égal au 
oe�
ient d'absorption
�a. L'équation de Boltzmann 1.7 s'é
rit alors de la manière suivante :

�(x;w) = �(x� t w; x)�(x � t w;w) +

Z t

0
�(x� sw; x) q(x� sw;w)ds ;

pour tout t > 0 tel que x � t w 2 �Y . Puisque l'émission et l'absorption sont 
onstantes l'équation
pré
édente se simpli�e :

�(x;w) = exp(��a;0 t)�(x� t w;w) +

Z t

0
exp(��a s) q0 ds

= exp(��a;0 t)�(x� t w;w) � q0
�a;0

(exp(��a;0 t)� 1)

=

�
�(x� t w;w) � q0

�a;0

�
exp(��a;0 t) + q0

�a;0
:

La fon
tion exponentielle dans l'équation pré
édente dé
rit une atténuation de la densité angulaire de
�ux lors du transport dans Y .

Y�Y

x� t w
x

w

émission et absorption

Fig. 1.14 � Transport de la densité angulaire de �ux dans un milieu homogène
non dispersif.
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Milieu homogène par mor
eaux

Soient �Y1; : : : ; �YN des surfa
es délimitant éventuellement des volumes fermés (�gure 1.15). L'ex-
pression de l'ensemble des surfa
es est alors la suivante :

� =

N[
i=1

�Yi :

On suppose que 
haque milieu 
orrespondant à un volume fermé Yi est homogène. De même, le milieu

omplémentaire dans X est homogène. Ainsi, le milieu X est homogène par mor
eaux (�gure 1.15).

X

�X
�Yi

�Yi0

Fig. 1.15 � Surfa
es dans un milieu homogène par mor
eaux.

Le transport de la densité angulaire de �ux entre deux points (x;w) et (x+ t w;w), tels que le segment
[x; x + t w℄ n'ait d'interse
tion ave
 au
une des surfa
es �Yi, est donné par les deux 
as parti
uliers
pré
édents selon que le milieu est vide ou homogène non dispersif :

�(x;w) =

8><
>:

�(x� t w;w) si milieu vide�
�(x� t w;w) � q0

�a;0

�
exp(��a;0 t) + q0

�a;0
si milieu homogène non dispersif

:

(1.10)

C'est pourquoi on ne s'intéresse i
i qu'au transport de la densité angulaire de �ux depuis une surfa
e
�Yi et au transport de la densité angulaire de �ux entre les di�érentes surfa
es �Y1; : : : ; �YN . Pour

e faire, nous allons dans un premier temps exprimer la densité angulaire de �ux en un point d'une
surfa
e, puis donner une relation dé
rivant le transport de la densité angulaire de �ux entre deux points
situés sur des surfa
es.
Soit x 2 X r�, 
'est-à-dire un point n'appartenant pas à une surfa
e �Yi. Soit x0 2 �[�X le premier
point d'interse
tion entre le rayon d'origine x et de dire
tion �w et une surfa
e �Yi :

x0 = ��(x;�w) ;
où �� est la fon
tion lan
er de rayon :

�� : X � S2 �! � [ fx1g
(x;w) 7�! ��(x;w) = x+ ��(x;w)w

; (1.11)

où x1 est un point à l'in�ni, qui représente le 
as où il n'y a pas d'interse
tion, et �� est la fon
tion
distan
e aux surfa
es :

�� : X � S2 �! [0;+1℄

(x;w) 7�! ��(x;w)
: (1.12)
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Par 
onvention, on dé�nit la fon
tion �� de la manière suivante :

��(x;w) =

(
t0 = inf ft > 0; x+ t w 2 � [ �Xg si Rx;w \� 6= ;
+1 sinon

;

où Rx;w est la demi-droite orientée, ou rayon, d'origine x et de dire
tion w. Cette dé�nition de ��
exprime le fait que les rayons qui n'ont pas d'interse
tion ave
 une surfa
e �Yi ont une interse
tion
ave
 le bord du domaine 
onsidéré, 
'est-à-dire �X, et don
 n'ont au
une interse
tion, d'où une longueur
in�nie du rayon 
onsidéré.

�

x0 = ��(x;�w)

x w

��(
x;�w)

Fig. 1.16 � Dé�nition des fon
tions lan
er de rayon �� et distan
e aux surfa
es
��.

La densité angulaire de �ux au point (x;w) est donnée par la relation 1.10 en fon
tion de la densité
angulaire de �ux au point (x0; w). L'expression de la densité angulaire de �ux au point (x0; w) n'est
autre que le gain surfa
ique en 
e point :

�(x0; w) = gb(x
0; w)

= qb(x
0; w) +

Z
S2

kb(x
0; w0 ! w)�(x0; w0)d�(w0) :

Soit x 2 �, 
'est-à-dire un point appartenant à une surfa
e �Yi. La densité angulaire de �ux au point
(x;w) est le gain surfa
ique en 
e point :

�(x;w) = gb(x;w)

= qb(x;w) +

Z

(x)

kb(x;w
0 ! w)�

�
��(x;�w0); w0

�
d�(w0) ; 8 (x;w) 2 �� S2 :

Cette équation dé
rit un é
hange de photons entre les surfa
es. Elle est similaire à 
elle donnée par
Kajiya [52℄. De plus, si le noyau de dispersion surfa
ique est supposé indépendant des dire
tions, alors
la densité angulaire de �ux ne dépend pas de la dire
tion sur l'ensemble des surfa
es :

�(x;w) = �(x) ; 8x 2 � :

On é
rit le noyau de dispersion surfa
ique sous la forme suivante :

kb(x; � ! �) = �(x) 
os �0 :

où �(x) est la BSSDF (Bidire
tional Surfa
e-S
attering Distribution Fun
tion) au point x. Dans 
e

as, l'équation pré
édente donnant la densité angulaire de �ux en un point d'une surfa
e est une
version 
ontinue de l'équation de radiosité (Cohen et Walla
e [20℄, Sillion et Pue
h [78℄), qui 
onsiste
à re
her
her la solution de l'équation de Boltzmann sur l'ensemble des surfa
es :

�(x) = qb(x) + �(x)

Z

(x)

�
�
��(x;�w0)

�

os �0 d�(w0) ; 8x 2 � : (1.13)
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L'équation 1.13 peut être formulée de manière di�érente pour faire apparaître expli
itement l'é
hange
d'énergie entre les surfa
es. Pour 
e faire, deux fon
tions 
ara
téristiques des surfa
es vont être dé�nies :
la fon
tion de visibilité et le fa
teur géométrique. Soit x0 le point de � dé�ni par :

x0 = ��(x;�w0) :

�
w

u(x)

x �0

�

w
0

u(x 0)

x0

�x0x

Fig. 1.17 � É
hange d'énergie entre deux surfa
es.

Deux points x et x0 de X sont dit visibles si le segment [x; x0℄ n'a pas d'interse
tion ave
 �. La fon
tion
de visibilité, notée v�(x; x

0), est une fon
tion à valeurs dans f0; 1g, dé�nie par :

v�(x; x
0) =

(
0 si [x; x0℄ \ � 6= ;
1 sinon

:

Le fa
teur géométrique est une fon
tion à valeurs dans R, notée g�(x; x
0), dé�nie pour tout x; x0 dans

� par :

g�(x; x
0) = v�(x; x

0)

os �0 
os �x0x

x� x0



2 :

L'angle solide élémentaire d�(w0) s'é
rit :

d�(w0) =

os �x0x

x� x0



2 d�(x0) :

Pour e�e
tuer le 
hangement de variable dans l'intégrale de l'équation 1.13, il est né
essaire d'introduire
la fon
tion de visibilité de manière à pouvoir é
rire l'intégrale sur un ensemble de surfa
es en ne tenant

ompte que des points qui ont une 
ontribution sur le résultat. Cette équation s'é
rit alors :

�(x) = qb(x) + �(x)

Z
�(x)

�(x0) 
os �0 v�(x; x
0)


os �x0x

x� x0


2 d�(x0) ; 8x 2 � ;

où �(x) est un sous-ensemble de � dé�ni par :

�(x) =
�
x0 2 � ; x0 = ��(x;�w0) ; w0 2 
(x)

	
:

L'équation 1.13 s'é
rit �nalement en fon
tion du fa
teur géométrique de la manière suivante :

�(x) = qb(x) + �(x)

Z
�(x)

�(x0) g�(x; x
0)d�(x0) ; 8x 2 � : (1.14)
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1.2 Grandeurs radiométriques

1.2.1 Luminan
e

Un système optique est l'ensemble des organes d'un instrument qui vont de la produ
tion d'un
rayonnnement à sa déte
tion. L'étude du 
omportement d'un système optique s'intéresse don
 aux
propriétés radiatives des sour
es, à la propagation dans les milieux et les 
omposants optiques, et aux

ara
téristiques des déte
teurs.
La radiométrie (Desvignes [33℄) est la dis
ipline qui 
on
erne la 
ara
térisation théorique et expérimen-
tale des rayonnements optiques. La luminan
e est la grandeur radiométrique qui permet de 
ara
tériser
la géométrie d'un rayonnement, 
'est-à-dire sa répartition spatiale et angulaire. La luminan
e, notée
L(x;w), est une fon
tion dé�nie sur X �S2 à valeurs dans R proportionnelle à la densité angulaire de
�ux �(x;w) :

L(x;w) = E� �(x;w)
�
Wm�2sr�1

�
;

où E� est l'énergie d'un photon de longueur d'onde �.
De manière analogue, les fon
tions d'émission volumique, notée "(x;w), et d'émission surfa
ique, notée
"b(x;w), sont proportionnelles aux densités angulaires de �ux 
orrespondantes :(

"(x;w) = E� q(x;w)
�
Wm�3sr�1

�
"b(x;w) = E� qb(x;w)

�
Wm�2sr�1

� :

L'équation de transfert en luminan
e se déduit de l'équation 1.3 en la multipliant par l'énergie du
photon E�. Ainsi, pour tout (x;w) 2 (X r �)� S2, 
'est-à-dire pour tout point n'appartenant pas à
l'ensemble des surfa
es, 
ette équation s'é
rit :

"(x;w) +

Z
S2
k(x; hw0; wi)L(x;w0)d�(w0) = hw;rxL(x;w)i + �(x)L(x;w) : (1.15)

De même, la luminan
e au niveau d'une surfa
e se déduit en multipliant l'équation 1.9 par E�. Elle
s'é
rit pour tout (x;w) 2 �� S2, 
'est à dire pour tout point de l'ensemble des surfa
es :

L(x;w) = "b(x;w) +

Z
S2
kb(x;w

0 ! w)L(x;w0)d�(w0) : (1.16)

1.2.2 Émittan
e et é
lairement

La densité de �ux émis dans une demi-sphère est une fon
tion à valeurs dans R, appelée émittan
e,
notée M(x), dé�nie par :

M(x) =

Z

+(x)

L(x;w) 
os � d�(w)
�
Wm�2

�
:

La densité de �ux reçu dans une demi-sphère est une fon
tion à valeurs dans R, appelée é
lairement,
notée E(x), dé�nie par :

E(x) =

Z

�(x)

L(x;w) 
os � d�(w)
�
Wm�2

�
:
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�

x

u(x)

w �

émittan
e

�

x

u(x)

w
�

é
lairement

Fig. 1.18 � Émittan
e et é
lairement.

1.2.3 Intensité optique

La densité de �ux traversant une surfa
e A est une fon
tion à valeurs dans R, appelée intensité
optique, notée IA(w), dé�nie par :

IA(w) =

Z
A
L(x;w)d�(x)

�
Wsr�1

�
:

A

x

w

Fig. 1.19 � Intensité optique à travers une surfa
e.

1.2.4 Flux

Le �ux de photons à travers une surfa
e A, se déplaçant dans une dire
tion appartenant à un angle
solide 
 est une quantité réelle donnée par :

�A�
 =

Z



Z
A
L(x;w) 
os � d�(x)d�(w) [W ℄ :

A

x

w

�




Fig. 1.20 � Flux à travers une surfa
e.

La quantité 
os �dwdx est appelée étendue géométrique élémentaire.
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1.2.5 Noyau de dispersion surfa
ique

En milieu industriel, en parti
ulier pour la radiométrie, les 
ara
téristiques optiques des surfa
es,
qui sont le lieu des points de dis
ontinuité de l'indi
e de réfra
tion, sont d'une importan
e fondamentale.
Les propriétés de 
es surfa
es sont dé�nies de manière plus ou moins pré
ise selon les besoins de l'étude.
La grandeur qui 
ara
térise la propriété optique d'une surfa
e est la BSSDF (Bidire
tional Surfa
e-
S
attering Distribution Fun
tion) ou plus simplement BDF, notée �(x;w0 ! w), reliée au noyau de
dispersion surfa
ique par la relation suivante, pour tout (x;w) 2 �� S2 :

kb(x;w
0 ! w) = �(x;w0 ! w) 
os �0

= �(x;w0 ! w)
��hw0; u(x)i�� ; 8w0 2 S2 :

Remarque
Le prin
ipe de 
onservation de l'énergie, première loi de la thermodynamique, pré
ise que l'énergie
interagissant ave
 la surfa
e ne peut-être supérieure à l'énergie in
idente :Z

S2

�(x;w0 ! w) 
os � d�(w) 6 1 ; 8w0 2 S2 ;

où 
os � = jhw; u(x)ij.

�

x

u(x)

w

w0

�

Fig. 1.21 � Prin
ipe de 
onservation de l'énergie.

�

Remarque
Le prin
ipe de ré
ipro
ité d'Helmholtz, deuxième loi de la thermodynamique, pré
ise que :

�(x;w0 ! w) = �(x;w ! w0) ; 8w 2 S2 ; 8w0 2 S2 :

�

En pratique la BDF n'est pas 
onnue exa
tement. Il existe de nombreuses modélisations des propriétés
de surfa
e (Glassner [44℄). Généralement, la BDF est séparée en deux fon
tions, l'une modélisant
l'énergie ré�é
hie par la surfa
e (BRDF), et l'autre l'énergie transmise (BTDF).
Si 
(x) = 
�(x), alors le noyau de dispersion surfa
ique peut être relié à la BRDF (Bidire
tional
Re�e
tan
e Distribution Fun
tion), notée �r(x;w

0 ! w), par la relation suivante, pour tout (x;w) 2
�� 
+(x) :

kb(x;w
0 ! w) = �r(x;w

0 ! w) 
os �0

= ��r(x;w
0 ! w)hw0; u(x)i ; 8w0 2 
�(x) :

�

x

u(x)

w

w0

�0

Fig. 1.22 � Géométrie de la BRDF.
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De manière analogue, si 
(x) = 
+(x), alors le noyau de dispersion surfa
ique peut être relié à la BTDF
(Bidire
tional Transmission Distribution Fun
tion), notée �t(x;w0 ! w), par la relation suivante, pour
tout (x;w) 2 �� 
+(x) :

kb(x;w
0 ! w) = �t(x;w

0 ! w) 
os �0

= �t(x;w
0 ! w)hw0; u(x)i ; 8w0 2 
+(x) :

�

x

u(x)

w

w0

�0

Fig. 1.23 � Géométrie de la BTDF.

Pour une surfa
e donnée, la BDF est généralement issue de mesures expérimentales. Les dire
tions
angulaires w et w0 sont é
hantillonnées en fon
tion de la pré
ision voulue et des 
ara
téristiques de
l'appareil de mesure. La BDF est alors 
onnue pour un 
ertain nombre de valeurs �k en les points
f(x;w0

k ! wk)gk. Son expression peut être appro
hée dans une base de fon
tions f jgj de la manière
suivante :

�(x;w0 ! w) =
X
j

aj  j(x;w
0 ! w) ;

où les 
oe�
ients fajgj sont déterminés à partir des valeurs mesurées f�kgk et de la base de fon
tions
f jgj . Cependant, dans 
ertains 
as parti
uliers, il est possible d'utiliser une expression analytique de
la BDF.

Ré�exion spé
ulaire

La ré�exion spé
ulaire fournie une expression simple de la BRDF.

�

x

u(x)

w

w0

�
�

Fig. 1.24 � Géométrie de la ré�exion spé
ulaire.

Les lois de Snell-Des
artes pré
isent que les ve
teurs w, w0 et u(x) sont 
oplanaires et que les angles
d'in
iden
e � et de ré�exion �0 sont égaux. La relation dans le triangle formé par 
es trois ve
teurs
permet d'é
rire :

w � w0 = 2hw; u(x)iu(x)
= 2 
os � u(x) :

La BRDF s'é
rit alors de la manière suivante :

�r(x;w
0 ! w) =

(
1 si w0 = w � 2 
os � u(x)

0 sinon
:
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La densité angulaire de �ux au niveau d'une surfa
e (équation 1.9) s'é
rit, en tout point (x;w) 2 ��S2
où il y a ré�exion spé
ulaire, de la manière suivante :

�(x;w) = qb(x;w) + �(x;w � 2 
os � u(x)) 
os � :

Transmission spé
ulaire

Le 
as de la transmission spé
ulaire est analogue.

�

x

u(x)

w
w0

�

�0

Fig. 1.25 � Géométrie de la transmission spé
ulaire.

Pour exprimer la relation entre les ve
teurs w et w0 il est né
essaire d'introduire les indi
es de réfra
tion
de 
haque 
�té de la surfa
e �. Soit �+(x) l'indi
e de réfra
tion situé du 
�té du ve
teur normal u(x) et
��(x) l'indi
e de réfra
tion situé de l'autre 
�té. Les lois de Snell-Des
artes pré
isent que les ve
teurs
w, w0 et u(x) sont 
oplanaires et que les angles � et �0 sont reliés par :

�+(x) sin � = ��(x) sin �0 :

La relation entre les di�érents ve
teurs 
oplanaires s'é
rit alors :

w0 = �(x)w �
�
�(x) 
os � �

q
1� �2(x) sin2 �

�
u(x) ;

où �(x) est le rapport des indi
es de réfra
tion :

�(x) =
�+(x)

��(x)
:

La BTDF s'é
rit alors de la manière suivante :

�t(x;w
0 ! w) =

8<
: 1 si w0 = �(x)w �

�
�(x) 
os � �

q
1� �2(x) sin2 �

�
u(x)

0 sinon
:

La densité angulaire de �ux au niveau d'une surfa
e (équation 1.9) s'é
rit, pour tout point (x;w) 2
�� S2 où il y a transmission spé
ulaire, de la manière suivante :

�(x;w) = qb(x;w) + �

�
x; �(x)w �

�
�(x) 
os � �

q
1� �2(x) sin2 �

�
u(x)

�q
1� �2(x) sin2 � :

Ré�exion di�use

La ré�exion di�use est un 
as en
ore plus simple. Il 
orrespond à la propriété optique dite lamber-
tienne d'une surfa
e.
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�

x

u(x)

w

w0

Fig. 1.26 � Géométrie de la ré�exion di�use.

La BRDF est 
onstante quelles que soient les dire
tions w et w0 
onsidérées :

�r(x;w
0 ! w) = �r(x) :

L'indépendan
e de la BRDF par rapport à la dire
tion implique une indépendan
e de la densité angu-
laire de �ux par rapport à la dire
tion pour les points appartenant à l'ensemble des surfa
es. Ainsi, la
densité angulaire de �ux au niveau d'une surfa
e (équation 1.9) s'é
rit, pour tout point x 2 � où il y
a ré�exion di�use, de manière analogue à l'équation 1.14 :

�(x) = qb(x) + �r(x)

Z
�+(x)

�(x0) g(x; x0)d�(x0) ;

où �+(x) est un sous-ensemble de � dé�ni par :

�+(x) =
�
x0 2 � ; x0 = ��(x;�w0) ; w0 2 
+(x)

	
:

Transmission di�use

De manière identique, la transmission di�use pré
isant que la BTDF est indépendante des dire
tions
w et w0 permet d'é
rire la densité angulaire de �ux au niveau d'une surfa
e (équation 1.9) de la manière
suivante :

�(x) = qb(x) + �t(x)

Z
��(x)

�(x0) g(x; x0)d�(x0) ;

où �+(x) est un sous-ensemble de � dé�ni par :

��(x) =
�
x0 2 � ; x0 = ��(x;�w0) ; w0 2 
�(x)

	
:

�

x

u(x)

w
w0

Fig. 1.27 � Géométrie de la transmission di�use.

1.3 Con
lusion

Ce 
hapitre donne une idée pré
ise du modèle physique 
onsidéré dans 
e projet industriel. Le mo-
dèle du transport est su�samment 
onsistant pour dé
rire les phénomènes qui intéressent les opti
iens
dans 
e 
ontexte de travail. Lorsque le milieu 
onsidéré est homogène par mor
eaux alors l'équation
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de Boltzmann a

ompagnée des 
onditions de bord sur les surfa
es se ramène à l'équation de radiosité
introduite par Kajiya [52℄ qui fait en
ore référen
e aujourd'hui dans le domaine de l'image de synthèse.
Di�érents problèmes subsistent quant à l'utilisation en simulation de 
e modèle du transport. En par-
ti
ulier, la 
onnaissan
e du noyau de dispersion surfa
ique, qui est un des paramètres fondamentaux,
est un problème di�
ile, donnant lieu à un nombre 
roissant de travaux. Cependant, les opti
iens ont
bien souvent une idée du pro�l de 
e noyau en fon
tion des matériaux des surfa
es 
onsidérées. Ainsi, à
partir d'un é
hantillon expérimental de petite taille, on sait dé
rire un noyau de dispersion surfa
ique
su�samment pré
is par rapport au besoin.
Dans la suite, on se pla
era dans des milieux homogènes par mor
eaux et on supposera disposer de
tous les paramètres né
essaires à la re
her
he d'une solution pour 
e modèle.
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Représentation des objets et algorithmes
de base

Un système optique est dé�ni par une géométrie et des 
ara
téristiques physiques. La géométrie
permet de représenter les surfa
es qui sont le lieu des points de dis
ontinuité de l'indi
e de réfra
tion
optique. La représentation de 
es surfa
es peut se faire à l'aide de di�érents modèles géométriques.
Si, dans un premier temps, les opti
iens ont 
onsidéré, pour la simulation physique des phénomènes
radiométriques, des formes géométriques simples (lentille, sphère, 
ylindre, et
), les 
ontraintes indus-
trielles et les domaines d'appli
ations imposent désormais une dé�nition des objets à 
onsidérer selon
des normes de la CAO (surfa
es paramétrées prin
ipalement). Cet historique est d'ailleurs 
onforme à

e qui s'est passé dans le domaine de la mé
anique et des te
hniques informatiques asso
iées.
Ainsi, dans l'entreprise qui a 
onstitué le 
ontexte de 
e travail, le logi
iel a du évoluer d'un système
fondé sur un modèle géométrique CSG (se
tion 2.2) vers un système 
omprenant en plus un modèle
géométrique BRep (se
tion 2.3). L'objet prin
ipal de 
e travail étant d'a

ompagner 
ette évolution,
nous avons du étudier les algorithmes d'interse
tion rayon-objet pour 
es deux modèles. Dans le premier
paragraphe (se
tion 2.1), on introduit les notions de base relatives à l'étude des 
omplexités, né
essaires
pour mener à bien l'analyse des algorithmes étudiés.
Tout au long de 
e 
hapitre, nous avons essayé de rédiger pédagogiquement et exhaustivement les no-
tions de base, de manière à 
onstituer un do
ument introdu
tif sur le sujet pour l'entreprise 
on
ernée.

2.1 Complexités

L'étude des 
omplexités en mémoire et en temps est né
essaire pour, d'une part, analyser et 
om-
prendre les stru
tures de données et les algorithmes mis en ÷uvre pour les méthodes 
onsidérées, et,
d'autre part, tirer de 
ette analyse des informations utiles à la re
her
he de nouvelles méthodes et
te
hniques pour atteindre le but �xé, à savoir l'a

élération des 
al
uls d'interse
tion. Bien que la 
om-
plexité en temps soit la préo

upation prin
ipale de 
e travail, il ne faut pas négliger la 
omplexité en
mémoire, qui, dans le 
adre industriel, doit rester a

eptable au vu du matériel sur lequel les simulations
sont e�e
tuées.
Dans le 
ontexte qui nous intéresse, le travail à réaliser doit s'intégrer dans un environnement existant.
Les stru
tures de données dé�nissant la géométrie et les propriétés physiques des objets et les algo-
rithmes propres à la simulation sont �xés. C'est pourquoi on 
ommen
era par étudier les 
omplexités
relatives à l'environnement existant, de manière à 
adrer le travail d'amélioration des performan
es.
Les notions de 
omplexité en mémoire d'une stru
ture de données ou de 
omplexité en temps d'un
algorithme sont dé�nies dans de nombreux ouvrages informatiques généraux1.

1Voir des auteurs tels que Froidevaux, Gaudel et Soria [40℄ ou Cormen, Leisuson et Rivert [23℄.
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2.1.1 Complexité en mémoire

Dans le 
ontexte industriel, les 
omplexités en mémoire 
on
ernent toutes les informations né
es-
saires à la dé�nition d'un système optique, prin
ipalement la géométrie et les propriétés physiques,
mais aussi des informations né
essaires aux 
al
uls d'une simulation. Dans 
e travail, nous ne tien-
drons 
ompte que de la géométrie du système optique et des stru
tures de données éventuellement
né
essaires aux 
al
uls. De manière générale, la 
omplexité en mémoire est un nombre, que l'on note
M , et que l'on indi
e par l'entité 
onsidéré. Par exemple, pour un objet O, la 
omplexité en mémoire
asso
iée est notée MO. Pour l'évaluation de 
es 
omplexités on 
onsidérera qu'une unité de 
omplexité
en mémoire 
orrespond à la pla
e o

upée par un nombre entier ou réel.

2.1.2 Complexité en temps

Les 
omplexités en temps proviennent de l'ensemble des algorithmes utilisés lors d'une simulation.
Dans le 
adre de 
e travail, 
e sont les 
al
uls d'interse
tion entre des rayons et le système optique

onsidéré qui nous intéressent. La 
omplexité en temps de 
es 
al
uls représente une partie prépondé-
rante dans une simulation, 
e qui donne un sens à 
ette étude 
iblée en vue de la rédu
tion des temps
de simulation. La justi�
ation de 
ette remarque est faite par la suite.
La 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre un rayon et un système optique
est di�
ile à é
rire. En e�et, l'ensemble des rayons qui seront traités lors d'une simulation ne sont
pas 
onnus a priori. Il faut, en plus de la géométrie, tenir 
ompte des propriétés optiques des objets
pour prendre en 
ompte les émissions de photons et les intera
tions entre photons et objets. Ainsi, la

omplexité en temps dépend des rayons 
onsidérés, de la géométrie et des propriétés optiques. Notre
travail est 
entré sur la partie géométrique, par 
onséquent il faut trouver un moyen d'évaluer la

omplexité en temps sans se préo

uper des propriétés optiques.
Pour un système optique donné (géométrie et propriétés optiques), dans un domaine X, de très grandes
quantités de rayons sont 
onsidérées pour une simulation. Soit R l'ensemble des 
ouples (x;w) 
ara
-
térisant tous les rayons pouvant être 
onsidérés pour un système optique donné :

R � X � S2 :
R est don
 un sous-ensemble de l'espa
e R3 � S2, appelé espa
e des phases. On montre que l'on peut
dé�nir une mesure % sur l'espa
e des phases (Arvo [3℄), 
onstruite à partir des mesures de Lebesgue
sur X et S2, notées respe
tivement � et �. On dé�nit alors la mesure produit % par 
omplétion sur
l'espa
e produit R3 � S2 et on l'é
rit de la manière suivante2 :

% = �� � :

R est don
 un espa
e %-mesurable, de mesure �nie (X est borné). On note mes (R) la mesure de 
et
espa
e que l'on é
rit sous la forme intégrale suivante :

mes (R) =

Z
R

d%(x;w) =
Z
R

d�(x)d�(w) :

La forme di�érentielle d�(x) représente soit une surfa
e élémentaire, soit un volume élémentaire autour
de x selon que les origines des rayons, et don
 des photons, se situent sur l'ensemble � des surfa
es
optiques ou non. La forme di�érentielle d�(w) est l'aire de la portion de sphère unité inter
eptée par
un angle solide élémentaire autour de w. La forme di�érentielle d%(x;w) est don
 d'ordre 4 ou 5.
De manière générale, on dé�nit TO la fon
tion de 
omplexité en temps d'un algorithme de 
al
ul
d'interse
tion entre un rayon et un objet O du système optique 
onsidéré :

TO : R �! R
+

(x;w) 7�! TO(x;w)
:

TO(x;w) est la 
omplexité en temps du 
al
ul d'interse
tion entre le rayon Rx;w et l'objet O.
2Voir des ouvrages généraux, tel que 
elui é
rit par Rubin [71℄
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Propriétés de TO

R est un ensemble mesurable de mesure non nulle et �nie. C'est une 
onstatation qui a bien un sens
physique (
ontinuité des objets et des milieux 
onsidérés). Les notions 
lassiques de l'analyse peuvent
être utilisées pour les fon
tions dé�nies sur R. Une propriété triviale de TO est que 
'est une fon
tion
bornée sur R :

0 < TO(x;w) < +1 ; 8 (x;w) 2 R :

Puisque R est borné, 
ela implique que TO est une fon
tion de l'espa
e métrique L1 (R).
La 
ara
téristique de 
ette fon
tion qui nous intéresse, et qui sera utile tout au long de 
e travail,
est sa nature, et en parti
ulier sa régularité. Les algorithmes intervenant dans l'évaluation de 
ette
fon
tion n'assurent pas que TO est 
ontinue sur R. Par 
ontre, on peut faire l'hypothèse que TO est

onstante par mor
eaux sur R. Autrement dit, il existe une partition fR1; : : : ;Rnrg de R telle que TO
est 
onstante sur 
haque Rj :

TO(x;w) = TOjRj
; 8 (x;w) 2 Rj :

Les méthodes de 
al
ul d'interse
tion rayon-objet sont de deux types. Soit l'équation paramétrique du
rayon est inje
tée dans le système d'équations et/ou d'inéquations, puis le système obtenu, dont l'in-

onnue est le paramètre du rayon, est résolu. Soit l'objet 
onsidéré est appro
hé par des objets simples
(des fa
es planes par exemple), puis l'interse
tion entre 
es objets simples et le rayon est re
her
hée
par des méthodes géométriques simples (interse
tion rayon-plan par exemple), et, éventuellement, une
proje
tion de la solution sur l'objet est e�e
tuée. La plupart des algorithmes utilisent des 
ritères géo-
métriques d'ex
lusion (objets englobants par exemple), qui 
onsistent à éliminer les 
as triviaux où il
n'y a pas de solution.
Dire que TO est lo
alement 
onstante signi�e que pour des rayons pro
hes le 
omportement algorith-
mique des méthodes envisagées est semblable. Plusieurs remarques renfor
ent 
ette 
onstatation. Tout
d'abord, les objets 
onsidérés sont réguliers, en 
e sens que leur 
ontour est lo
alement 
ontinu (on
ne 
onsidère pas des objets pon
tuels ou linéiques). Ainsi, pour des rayons pro
hes, les systèmes à
résoudre sont semblables et engendrent des solutions pro
hes, et, pour des approximations de l'objet

onsidéré, les méthodes géométriques envisagées se 
omportent de manières similaires.
TO est dé�nie par mor
eaux 
ar des dis
ontinuités apparaissent pour des rayons tangents à l'objet

onsidéré (passage d'existen
e d'une solution à au
une solution), ou pour des rayons se trouvant dans
des parties de l'objet ave
 une variation importante de la solution (variation du nombre de solutions),
ou en
ore pour des rayons se situant au niveau d'un 
ritère géométrique d'ex
lusion.

Remarque
Soit �O la fon
tion représentant le nombre d'interse
tions entre un rayon issu de R et l'objet O :

�O : R �! N

(x;w) 7�! �O(x;w)
:

Les propriétés de �O sont semblables à 
elles de TO, pour les mêmes raisons. C'est une fon
tion de
L1 (R), elle est 
onstante par mor
eaux. Mais, on doit aussi remarquer que la partition de R où TO
est 
onstante est une sous-partition de 
elle où �O est 
onstante. Cela vient du fait que le nombre
d'interse
tions in�ue né
essairement sur la 
omplexité en temps du 
al
ul d'interse
tion puisque les
dis
ontinuités de TO sont dues, entre autres, au 
hangement du nombre de solutions. C'est une sous-
partition 
ar les 
ritères d'ex
lusions géométriques font que pour un même nombre de solutions la

omplexité en temps TO n'est pas 
onstante. Cette propriété peut s'é
rire de la manière suivante :

TO 
onstante sur Rj =) �O 
onstante sur Rj ;

où Rj est un sous-ensemble de R. Cette propriété remarquable est illustrée dans les expérimentations
qui suivent.

�
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Expérimentations

Pour illustrer 
ette hypothèse sur la régularité de la fon
tion TO, 
onsidérons trois exemples en
dimension 2. Le 
as de la dimension 3 est identique, mais il est plus simple de mettre en pla
e des
exemples en dimension 2 
ar il y a moins de paramètres à 
onsidérer. Pour 
e faire, 
onsidérons un
objet, et faisons varier les paramètres qui dé�nissent le rayon, 
'est-à-dire les variables x et w. Plus
pré
isément, on fait varier les deux variables d'espa
e x0 et x1 et la variable d'orientation � qui est
l'angle entre l'axe x0 est w. Pour 
haque rayon 
onsidéré, un grand nombre de 
al
uls d'interse
tion
rayon-objet est e�e
tué (é
hantillon de taille 1 000 000). On obtient ainsi une valeur expérimentale
représentative. Les di�érentes valeurs obtenues sont représentées sur un graphique, qui donne les va-
riations de la fon
tion TO par rapport à la variable prise en 
ompte. Trois ensembles de rayons sont
pris en 
ompte :

� variation en x0 : R = ([0; 1℄ � f0g) � f(0; 1)g,
� variation en x1 : R = (f0g � [0; 1℄)� f(1; 0)g,
� variation en � : R = f(0; 0)g � f(w0; w1) 2 S1; � = ar

osw0 2 [0; �=2℄g.

Ces expérimentations ont pour but de donner une idée de la forme des 
ourbes des fon
tions TO. Il
n'est don
 pas né
essaire d'a

order de l'importan
e aux valeurs de 
es fon
tions aux di�érents points

onsidérés. De plus, 
es valeurs n'ont de sens que pour un matériel et un environnement de développe-
ment pré
is, et ne sont don
 pas signi�
atives. Par 
ontre, la forme des 
ourbes dépend des méthodes
et des algorithmes utilisés, et reste don
 signi�
ative quel que soit le matériel et l'environnement de
développement 
onsidérés.

Pour le premier exemple, l'objet 
onsidéré est un 
er
le. La méthode de re
her
he d'interse
tion 
onsiste
à inje
ter l'équation du rayon dans l'équation impli
ite du 
er
le puis à résoudre une équation du se
ond
degré en le paramètre du rayon. Le graphique montre bien la di�éren
e de temps de 
al
ul entre des
rayons qui ont une interse
tion ave
 le 
er
le et des rayons qui n'en ont pas.
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Dans le deuxième exemple, l'objet 
onsidéré est un polygone. La méthode de re
her
he d'interse
tion

onsiste à 
al
uler dire
tion l'interse
tion entre le rayon et 
haque segment. La même remarque que
dans le 
as du 
er
le peut être faite.
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Dans le troisième exemple, l'objet 
onsidéré est un polyn�me. La méthode de résolution 
onsiste tout
d'abord à tester l'interse
tion entre le rayon et un re
tangle englobant le polyn�me, et, s'il y a inter-
se
tion, à inje
ter l'équation du rayon dans le polyn�me, puis à isoler les ra
ines du polyn�me obtenu,
en�n à a�ner la pré
ision à l'aide d'une méthode de Newton. Le graphique montre bien les dis
on-
tinuités dues au 
ritère géométrique d'ex
lusion par le re
tangle englobant, et aussi les dis
ontinuités
dues au nombre de ra
ines trouvées.
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Complexité moyenne en temps

Ce paragraphe a pour but de donner une dé�nition de la 
omplexité en temps de 
al
ul d'interse
tion
entre un rayon et un objet moyennée par rapport à l'ensemble des rayons issus de R.

Dé�nition 1
La 
omplexité moyenne en temps de la fon
tion TO par rapport à l'ensemble R est dé�nie de la
manière suivante :

TO =
1

mes (R)

Z
R

TO(x;w)d�(x)d�(w) : (2.1)

�

Cette dé�nition est valable si l'intégrale existe. R est borné et la fon
tion TO est dans L1 (R), don

l'intégrale a bien un sens. L'intérêt de 
ette appro
he réside dans le fait que l'on dé�nit une expression de
la 
omplexité relatant l'ensemble des rayons 
onsidérés pour une simulation donnée. Cette 
omplexité
moyenne en temps est don
 représentative de la simulation 
onsidérée. Une des prin
ipales di�
ultés
est de dé�nir l'ensemble R. Nous verrons au 
hapitre 4 un moyen de dé�nir un ensemble représentatif
des simulations 
onsidérées.

2.2 Modèle géométrique CSG

Le modèle géométrique de type CSG (Constru
tive Solid Geometry) dé�nit une représentation

onstru
tive des objets. Un objet est dé
rit par un arbre de 
onstru
tion, les n÷uds de 
et arbre
portent des opérateurs géométriques ou ensemblistes, les feuilles sont des objets primitifs. Des infor-
mations supplémentaires peuvent être adjointes aux feuilles et aux n÷uds (propriétés optiques, boîtes
englobantes, et
).
Dans un modèle CSG, la représentation par un arbre de 
onstru
tion d'un objet fournit une des
ription
impli
ite en 
e sens que le 
ontour de l'objet n'est pas 
onnu expli
itement, il faut l'évaluer. De manière
générale, 
ette des
ription pose 
ertains problèmes. Par exemple, il est di�
ile de tester si un objet
dé
rit l'objet vide. Aussi, il est né
essaire de s'assurer de la 
ohéren
e des résultats par appli
ation des
opérateurs géométriques et ensemblistes. Cependant, 
e modèle est basé sur la théorie des ensembles,
il est par 
onséquent �able et non ambigu.

2.2.1 Des
ription

Requi
ha et Voel
ker [67℄ furent les premiers à dé�nir un modèle géométrique CSG pour la repré-
sentation d'objets solides dans le 
ontexte de la mé
anique. De façon su

in
te, un modèle de type
CSG est dé�ni par :

� un ensemble d'objets primitifs fPigi,
� un ensemble d'opérateurs géométriques fGigi,
� un ensemble d'opérateurs ensemblistes fEigi.

Un objet O relevant de 
e modèle est obtenu par appli
ations su

essives d'opérateurs géométriques
et/ou ensemblistes sur des objets primitifs ou des objets du modèle. C'est pourquoi il peut être é
rit
de la manière suivante :

O =

(
P si 
'est un objet primitif

(Op; O1; : : : ; On) sinon
;

où Op est un opérateur n-aire et O1; : : : ; On sont des objets CSG. Un objet O de type CSG, non
primitif, est don
 représentable par un arbre syntaxique, appelé arbre CSG (�gure 2.1).
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Op;1

Op;1;1

O1;1;1 Op;1;1;1

O1;1;1;1 O1;1;1;n1;1;1

Op;1;2

O1;2;1

Fig. 2.1 � Représentation par un arbre syntaxique d'un objet de type CSG.

Pour dé
rire un système il est né
essaire de dé�nir plusieurs objets. C'est pourquoi on introduit la notion
de s
ène géométrique qui est une liste (ou 
olle
tion) d'objets de type CSG. On notera O1; : : : ; ON une
telle liste 
omposée de N objets.

Objets primitifs

La mise en ÷uvre d'un modèle CSG dépend beau
oup de la dé�nition des objets primitifs. Leur
nature répond aux besoins du 
ontexte. Dans le 
adre industriel de l'optique une importan
e parti
ulière
est a

ordée aux surfa
es3. Les objets primitifs doivent permettre de dé
rire un 
hangement de milieu,

'est pourquoi 
e sont des objets fermés. Ainsi l'information relative aux propriétés optiques peut être
portée par l'objet. Il su�t de dé�nir deux indi
es de réfra
tion optique4 (intérieur et extérieur de
l'objet). Certains objets primitifs, tel que la lentille, sont spé
i�ques au domaine (�gure 2.2).

pavé

3 longueurs

polyèdre fermé

stru
ture FCVL

sphère

rayon

ellipsoïde

diamètres

ylindre

rayon
longueur


�ne

hauteur
grand rayon

demi-angle au sommet

tore

petit et grand rayons

lentille

épaisseur
diamètre extérieur
rayons de 
ourbure

Fig. 2.2 � Objets primitifs volumiques.

3Il faut 
omprendre le terme surfa
e 
omme étant le lieu des points de dis
ontinuité de l'indi
e de réfra
tion optique
(voir page 15).

4Voir dé�nition page 15.
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Opérateurs géométriques

Les opérateurs géométriques permettent de dé�nir des transformations géométriques à partir d'ob-
jets CSG. Les trois transformations de base sont :

� translation,

� rotation,

� homothétie.

Ces opérateurs sont de type unaire, par 
onséquent un objet résultant d'une transformation géométrique
s'é
rit :

O = (G;O1) :

Pour dé
rire de telles transformations il est très pratique, d'un point de vue numérique, de se pla
er
dans l'espa
e proje
tif, 
'est-à-dire de travailler ave
 un point x de 
oordonnées (x0; x1; x2; 1) dans R4.
Ainsi 
haque transformation est dé
rite par une matri
e (4; 4) :2

664
x0
0

x0
1

x0
2

1

3
775 =

2
664

m11 m12 m13 m14

m21 m22 m23 m24

m31 m32 m33 m34

m41 m42 m43 m44

3
775
2
664

x0
x1
x2
1

3
775 :

La translation de ve
teur (v0; v1; v2) est dé
rite par la matri
e suivante :2
664

1 0 0 v0
0 1 0 v1
0 0 1 v2
0 0 0 1

3
775 :

Pour les rotations de 
entre (0; 0; 0) et d'axe l'un des trois axes du repère, l'é
riture est la suivante
(rotation d'angle � respe
tivement par rapport aux axes x0, x1 et x2) :2

664
1 0 0 0
0 
os � � sin � 0
0 sin � 
os � 0
0 0 0 1

3
775 ;

2
664


os � 0 sin � 0
0 1 0 0

� sin � 0 
os � 0
0 0 0 1

3
775 ;

2
664


os � � sin � 0 0
sin � 
os � 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

3
775 :

Pour une rotation de 
entre et d'axe de rotation quel
onque il est né
essaire d'e�e
tuer une translation
puis une rotation pour se retrouver dans un repère 
orrespondant à l'une des trois rotations de base,
puis d'appliquer la rotation, en�n il faut se ramener dans le repère d'origine par une rotation inverse
et une translation inverse. Cela se traduit par des produits de matri
es.
L'homothétie de 
entre (0; 0; 0) et de rapports dans 
haque dire
tion (s0; s1; s2) est dé
rite par la
matri
e suivante : 2

664
s0 0 0 0
0 s1 0 0
0 0 s2 0
0 0 0 1

3
775 :

Pour une homothétie de 
entre quel
onque il est né
essaire d'e�e
tuer une translation pour se pla
er
dans le repère 
entré en le 
entre de l'homothétie, puis l'homothétie, et, en�n, la translation inverse
pour se ramener au repère d'origine. Cela se traduit par des produits de matri
es.
Toute autre transformation (telle que la ré�exion ou la similitude) peut être dé
rire à partir de 
es
trois transformations de bases par des opérations de 
omposition qui se traduisent par des produits
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de matri
es. Une liste d'opérateurs géométriques se ramène don
 à une matri
e (4; 4) représentant la
su

ession des transformations appliquées. Au niveau de la stru
ture de données, pour 
onnaître l'his-
torique de la 
onstru
tion, il est né
essaire de 
onserver les paramètres de la su

ession des transfor-
mations géométriques appliquée à un objet. Cependant, la matri
e 
orrespondante pourra être 
al
ulée
a priori.

Remarque
Dire qu'un opérateur géométrique est appliqué à un objet signi�e qu'il est appliqué à l'ensemble des
points 
onstituant 
et objet. Ce qui revient à e�e
tuer une 
ertaine transformation sur les paramètres
dé�nissant l'objet en question. Par exemple, appliquer une translation à une sphère revient à appliquer
la translation à son 
entre. Appliquer une translation à une demi-droite (un rayon) dé
rite par une
origine et une dire
tion revient à appliquer la translation à son origine. Appliquer une rotation à
une demi-droite revient à appliquer la rotation à l'origine et à la dire
tion. Ce dernier exemple met
en éviden
e que les transformations géométriques envisagées sur un objet donné ne s'appliquent pas
telles quelles sur les paramètres dé�nissant l'objet 
onsidéré.
Les transformations géométriques dé
rites dans 
e paragraphe le sont pour des points de R3, il faut
don
 garder à l'esprit que des transformations adéquates pour les éléments de S2 doivent être envisa-
gées, de manière à pouvoir dé
rire, en parti
ulier, la transformation géométrique asso
iée à un rayon.

�

Opérateurs ensemblistes

Les opérateurs ensemblistes permettent de dé�nir des objets par 
onstru
tion à partir d'objets
primitifs ou d'objets de type CSG. Trois opérateurs de base su�sent à dé�nir toutes les opérations
envisageables :

� l'union (ou),

� l'interse
tion (et),

� la négation (non),

où l'on a noté entre parenthèses l'opération booléenne 
orrespondante. Les trois opérateurs ensem-
blistes généralement utilisés sont l'union (ou), l'interse
tion (et) et la di�éren
e (di� = et non)
(�gure 2.3). La 
ohéren
e des objets résultants d'une 
onstru
tion à l'aide des opérateurs ensemblistes
n'est pas systématiquement véri�ée de manière algorithmique. Il est don
 né
essaire de respe
ter 
er-
taines 
ontraintes lors de l'utilisation de 
es opérateurs.

O1 O2

O1 ou O2 O1 et O2 O1 di� O2

Fig. 2.3 � Dé�nition des opérateurs ensemblistes.
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2.2.2 Utilisation du modèle pour l'optique

Dans le 
ontexte qui nous intéresse, la mise en pla
e d'une simulation né
essite la dé�nition d'un
système optique, 
'est-à-dire la représentation de la fon
tion indi
e de réfra
tion optique � : X � R

3 !
R. Ainsi, le 
ontour d'un objet CSG est le lieu des points de dis
ontinuité de la fon
tion �. Dans notre

ontexte, les objets peuvent être 
lassés en deux 
atégories par rapport aux propriétés optiques :

� les objets sus
eptibles d'émettre des photons,

� les objets qui dé�nissent une dis
ontinuité de la fon
tion �.

Ainsi, un objet appartient à l'une, l'autre ou les deux 
atégories.

Objets primitifs

Les besoins parti
uliers de l'optique font qu'il est né
essaire, en plus des objets primitifs volumiques
(�gure 2.2), de dé�nir des objets primitif linéiques (�gure 2.4) et des objets primitifs surfa
iques
(�gure 2.5).

ligne

2 points

polyligne

liste de points

ar
 de 
onique

équation
restreinte

Fig. 2.4 � Objets primitifs linéiques.

triangle

3 points

re
tangle

deux longueurs

quadrilatère

4 points

polygone

liste de points

disque

rayon

ellipse

petit et grand
rayons

polyèdre ouvert

stru
ture FCVL

surfa
e
polynomiale

équation
restreinte

Fig. 2.5 � Objets primitifs surfa
iques.

Les objets linéiques ne sont utilisés que pour la modélisation des sour
es de lumières telles que les
�laments des ampoules. L'indi
e de réfra
tion optique d'un objet linéique est 
elui du milieu dans
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lequel il est pla
é. En d'autres termes, il n'interagit pas ave
 des photons au 
ours d'une simulation.
Par 
ontre, les objets surfa
iques ou volumiques dé�nissent bien une dis
ontinuité de la fon
tion �.
Seuls les objets volumiques permettent de dé�nir des milieux distin
ts, 
'est-à-dire des valeurs de �
distin
tes. En général � est une 
onstante dans un milieu donné.

Les objets primitifs sont 
ara
térisés par un ensemble de paramètres. Comme nous le verrons par
la suite, les 
al
uls d'interse
tion entre des demi-droites et des surfa
es 
onstituent le 
oeur d'une
simulation. Ces 
al
uls doivent être pré
is et rapides. Une représentation par des fon
tions impli
ites
des objets primitifs est un 
hoix judi
ieux dans 
e 
ontexte.

En�n, notons que les objets primitifs linéiques et surfa
iques ne peuvent être utilisés ave
 des opérateurs
ensemblistes.

Opérateurs 
onstru
tifs

Les opérateurs 
onstru
tifs permettent de 
onstruire des objets à partir d'objets primitifs non né
essai-
rement volumiques. Dans le 
adre industriel de l'optique, deux opérateurs 
onstru
tifs sont envisagés.
Ils permettent de dé�nir les entités géométriques suivantes :

� la surfa
e de révolution, obtenue par rotation autour d'un axe d'une 
ourbe 2D (assemblage de
lignes et d'ar
s de 
onique) (�gure 2.6),

� la surfa
e extrudée, obtenue par dépla
ement d'une 
ourbe 2D (assemblage de lignes et d'ar
s
de 
onique) le long d'un segment (�gure 2.6).

surfa
e ouverte surfa
e fermée

surfa
e de révolution surfa
e extrudée

Fig. 2.6 � Opérateurs 
onstru
tifs : surfa
e de révolution et surfa
e extrudée.

Une surfa
e de révolution est une 
olle
tion d'objets primitifs surfa
iques, 
'est par 
onséquent un
objet surfa
ique. Cependant, il est possible de la 
onsidérer 
omme un objet volumique en rajoutant
deux disques aux extrémités de la surfa
e (�gure 2.6). Dans 
e dernier 
as une surfa
e de révolution
peut être utilisée pour les opérateurs ensemblistes.

Une surfa
e extrudée est une 
olle
tion d'objets primitifs surfa
iques, et 
'est un objet surfa
ique si la

ourbe 2D 
onsidérée est ouverte, un objet volumique si elle est fermée (
onsidérant que les domaines
délimités par les 
ourbes fermées aux extrémités sont pris en 
ompte). Dans 
e dernier 
as, une surfa
e
extrudée peut être utilisée pour les opérateurs ensemblistes.

Un opérateur 
onstru
tif est 
ara
térisé par un ensemble de paramètres. Pour assurer la 
ohéren
e de
l'objet résultant d'une 
onstru
tion à l'aide d'un tel opérateur, il est né
essaire de respe
ter 
ertaines

ontraintes. Celles-
i ne peuvent pas être systématiquement véri�ées de manière algorithmique, 
e qui
né
essite une 
ertaine rigueur pour l'utilisation de 
es opérateurs.

Les objets ainsi 
onstruits sont assimilés à des objets primitifs, en 
e sens que des algorithmes spé
i�ques
sont mis en pla
e pour 
ha
un des opérateurs 
onstru
tifs 
onsidérés.
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2.2.3 Test d'intériorité

Le test d'intériorité est essentiel dans le 
ontexte de l'optique. En e�et, il permet de 
onnaître la
valeur de l'indi
e de réfra
tion optique en un point donné. Soit O un objet CSG. Soit x un point de
R
3. Le test d'intériorité 
onsiste à déterminer la position de x par rapport à O, 
'est-à-dire à savoir si

x 2 int(O) ou x 2 ext(O), où, par 
onvention, on a noté int(O) l'intérieur de O et ext(O) l'extérieur
de O. On admet la relation :

int(O) [ ext(O) [ 
ont(O) = X ;

où 
ont(O) est le 
ontour de l'objet O.
Cette notion de position d'un point par rapport à un objet n'a pas de sens pour des objets linéiques
ou surfa
iques. Le test d'intériorité n'a don
 de sens que pour les objets volumiques.
Trois 
as se présentent. Si O est un objet primitif P , alors le test d'intériorité est propre à P . Ce test
n'a lieu d'être que sur des objets primitifs volumiques. Si P est dé
rit par une fon
tion impli
ite f ,
alors le test d'intériorité s'é
rit, par 
onvention sur le signe de f :

x 2 int(P ) () f(x) < 0 :

Si O = (G;O1) oùG est un opérateur géométrique alors le test d'intériorité revient à une transformation
géométrique sur x et un test d'intériorité sur O1, autrement dit :

x 2 int(G;O1) () G�1(x) 2 int(O1) :

Si O = (E;O1; : : : ; On) où E est un opérateur ensembliste alors le test d'intériorité se résume à
l'évaluation d'une expression booléenne :

x 2 int(O) () (E; x 2 int(O1); : : : ; x 2 int(On)) :

L'algorithme de test d'intériorité se résume don
 à une étude de 
as (algorithme 1).

Algorithme 1: Position d'un point par rapport à un objet CSG.
Position(x;O)
(1) swit
h O
(2) 
ase O = P
(3) return PositionObjetPrimitif(x; P )
(4) 
ase O = (G;O1)
(5) return Position(G�1(x); O1)
(6) 
ase O = (E;O1; : : : ; On)
(7) return Evaluer(E;Position(x;O1); : : : ;Position(x;On))

L'algorithme PositionObjetPrimitif détermine la position d'un point par rapport à un objet primi-
tif. Il renvoie int si le point est à l'intérieur de l'objet 
onsidéré, ext s'il est à l'extérieur. L'algorithme
Evaluer évalue une expression booléenne et renvoie int ou ext.
Un point se situant sur le 
ontour d'un objet CSG 
onstitue un 
as ambigu. Soit, par 
onvention, il su�t
de 
onsidérer qu'un tel point est à l'intérieur ou à l'extérieur de l'objet. Soit on interdit l'utilisation
de l'algorithme pour de tels points. Dans notre 
ontexte, puisque l'intérêt est de 
onnaître l'indi
e de
réfra
tion optique des milieux, et que 
et indi
e n'a pas de valeur sur les 
ontours des objets, il n'est
don
 pas né
essaire d'a

order une importan
e parti
ulière à 
e 
as ambigu.
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2.2.4 Interse
tion entre un rayon et un objet

Soit O un objet CSG. Soit un rayon 
ara
térisé par un point x et une dire
tion w (appartenant à
la sphère unité, 
'est-à-dire kwk = 1), noté Rx;w. On pose par dé�nition :

Rx;w =
�
y 2 R3; y = x+ t w ; t > 0

	
:

On se propose de trouver, s'il existe, le premier point d'interse
tion entre le rayon et l'objet O, 
'est-
à-dire le point xmin dé�ni par :

xmin = �O(x;w) ;

où �O est la fon
tion de lan
er de rayon5 (�gure 2.7) :

�O(x;w) = x+ �O(x;w)w ;

où �O est la fon
tion distan
e aux surfa
es5 dé�nies par l'objet CSG O (�gure 2.7) :

�O(x;w) =

(
inf ft > 0; x+ t w 2 Og si Rx;w \O 6= ;
+1 sinon

:

O

x
w

�O(x;w)

�O(
x;w

)

Fig. 2.7 � Fon
tions distan
e �O et lan
er de rayon �O.

La re
her
he de la première interse
tion entre le rayon Rx;w et le 
ontour de l'objet O 
onsiste dans
un premier temps à 
al
uler l'interse
tion entre Rx;w et tous les objets primitifs (y 
ompris les objets
obtenus à partir d'opérateurs 
onstru
tifs) qui 
onstituent O, en tenant 
ompte des opérateurs géo-
métriques ren
ontrés. Ensuite il faut trier 
es interse
tions, par rapport aux opérateurs ensemblistes
ren
ontrés, de manière à ne retenir que la plus pro
he de l'origine du rayon et qui se trouve sur le

ontour de l'objet O. Nous allons présenter deux méthodes qui se di�éren
ient essentiellement par la
manière de 
onsidérer et trier les interse
tions :

� la méthode utilisée dans le 
ontexte industriel de l'optique, appelée méthode des epsilons,

� une méthode plus 
lassique, appelée méthode de Roth (Roth [69℄).

Méthode des epsilons

Si O est un objet primitif P (y 
ompris obtenu à partir d'opérateurs 
onstru
tifs), alors le 
al
ul
d'interse
tion est propre à P .
Si O = (G;O1) où G est un opérateur géométrique alors il est né
essaire de pla
er le rayon dans le
repère de l'objet O1, d'e�e
teur le 
al
ul d'interse
tion et de repla
er l'interse
tion obtenue dans le
repère d'origine, autrement dit :

Rx;w \ (G;O1) = G
�
G�1(Rx;w) \O1

�
:

5Voir les dé�nitions données au 
hapitre 1 page 21.
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Si O = (E;O1; : : : ; On) où E est un opérateur ensembliste, alors il faut 
al
uler l'interse
tion ave


haque objet Oi, puis trier 
es interse
tions en fon
tion de l'opérateur ensembliste E. Les algorithmes
de 
al
ul d'interse
tion entre un rayon et un objet renvoient un 
ouple (xmin; tmin) 
omposé du point
d'interse
tion re
her
hé et du paramètre 
orrespondant sur le rayon :

xmin = x+ tminw :

La re
her
he de la première interse
tion entre Rx;w et 
haque objet Oi est un 
ouple (xmin;i; tmin;i). Le
tri des points d'interse
tion ainsi obtenus 
onsiste à ne retenir que le point le plus pro
he de l'origine
du rayon, 
'est-à-dire le point 
orrespondant au paramètre le plus petit (�gure 2.8) :

tmin = min
i
(tmin;i) :

O1 ou O2

x

w
xmin;1

xmin;2

Rx;
w

O1 et O2

x

w
xmin;1

xmin;2

Rx;
w

O1 di� O2

x

w
xmin;1

xmin;2

Rx;
w

Fig. 2.8 � Méthode des epsilons.

Ensuite, il reste à véri�er que xmin est bien sur le 
ontour de l'objet O. Pour 
e faire, il est né
essaire
d'éliminer les surfa
es virtuelles, 
'est-à-dire qui ne sont pas sur le 
ontour de l'objet O (pointillés sur
la �gure 2.8), 
e que permet le test d'intériorité. Il su�t de véri�er que le rayon traverse le 
ontour de
O au point xmin, autrement dit que la propriété suivante est véri�ée (�gure 2.9) :

9 � tel que
(

x 2 int(O) =) (xmin + �w) 2 ext(O)

x 2 ext(O) =) (xmin + �w) 2 int(O)
:

Ox

w

Rx;w

xmin
xmin + �w

x 2 ext(O)

O

x

w

Rx;w

xmin

xmin + �w

x 2 int(O)

Fig. 2.9 � Le rayon traverse le 
ontour de l'objet.

L'algorithme de re
her
he de la première interse
tion entre Rx;w et O 
onsiste en une étude de 
as et
un par
ours ré
ursif de l'arbre syntaxique représentant O (algorithme 2).
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Algorithme 2: Méthode des epsilons.
InterRayonObjetCSG-ME(Rx;w ; O)
(1) swit
h O
(2) 
ase O = P
(3) return InterRayonObjetPrimitif(Rx;w ; P )
(4) 
ase O = (G;O1)
(5) (x0; w0)  (G�1(x); G�1(w))
(6) (t0min; Imin)  InterRayonObjetCSG-ME(Rx0 ;w0; O1)
(7) if t0min < +1
(8) tmin  kG(x0 + t0minw

0)� xk
(9) else
(10) tmin  +1
(11) return (tmin; Imin)
(12) 
ase O = (E;O1; : : : ; On)
(13) trouve  false
(14) posini  Position(x;O)
(15) while not trouve
(16) (tmin; Imin)  (+1; fg)
(17) for i = 1 to n
(18) (t; I)  InterRayonObjetCSG-ME(Rx;w ; Oi)
(19) if t < tmin

(20) (tmin; Imin)  (t; I)
(21) if tmin = +1
(22) trouve  true
(23) else
(24) xmin  x+ tminw
(25) 
hoisir � petit
(26) pos  Position(xmin + �w;O)
(27) if pos = posini
(28) x  xmin + �w
(29) else
(30) trouve  true
(31) return (tmin; Imin)

L'algorithme InterRayonObjetPrimitif 
al
ule la première interse
tion entre un rayon et un objet
primitif. Si une interse
tion existe, alors il renvoie le paramètre 
orrespondant sur le rayon et, éven-
tuellement, diverses informations relatives à l'objet et au point d'interse
tion trouvé (une référen
e
à l'objet primitif 
onsidéré, le point dans l'espa
e des paramètres pour un objet paramétrique, et
).
Sinon, par 
onvention, il renvoie (+1; fg). Le 
hoix d'une valeur � pour se dépla
er le long du rayon,
en vue de véri�er si le rayon traverse le 
ontour d'un objet volumique, n'est pas trivial. Il doit être
su�samment petit pour ne pas traverser à nouveau le 
ontour de l'objet 
onsidéré, mais pas trop petit
pour des raisons numériques (pré
ision, toléran
es géométriques). Son 
hoix est d'autant plus di�
ile
dans le 
as de rayons pro
hes du plan tangent à l'objet 
onsidéré ou pro
hes de parties de l'objet à
forte 
ourbure.

Méthode de Roth

La méthode de Roth (Roth [69℄) se di�éren
ie de la méthode des epsilons au niveau du 
al
ul
des points d'interse
tion. En e�et, les algorithmes de 
al
ul d'interse
tion entre un rayon et un objet
renvoient une liste d'intervalles d'interse
tion L qui 
orrespond aux interse
tions ave
 le 
ontour de
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l'objet 
onsidéré (�gure 2.10). C'est une liste de doublets de nombres réels 
orrespondants à des valeurs
du paramètre sur le rayon. Elle est ordonnée de manière 
roissante :(

L = f(t1;1; t1;2); : : : ; (tm;1; tm;2)g
t1;1 6 t1;2 < � � � < tm;1 6 tm;2

:

Pour les objets surfa
iques on a ti;1 = ti;2 puisque 
es objets n'ont pas d'épaisseur.

O
x

w

Rx;w

t1;1
t1;2

t2;1
t2;2

L

Fig. 2.10 � Liste d'intervalles d'interse
tion.

Si O est un objet primitif P (y 
ompris obtenu à partir d'opérateurs 
onstru
tifs), alors le 
al
ul
d'interse
tion est propre à P .
Si O = (G;O1) où G est un opérateur géométrique alors on est ramené au même 
as que dans la
méthode des epsilons, 
'est-à-dire :

Rx;w \ (G;O1) = G
�
G�1(Rx;w) \O1

�
:

Si O = (E;O1; : : : ; On) où E est un opérateur ensembliste, alors il faut 
al
uler la liste d'intervalles
d'interse
tion ave
 
haque Oi, puis trier 
es listes en fon
tion de l'opérateur ensembliste E. L'inter-
se
tion entre Rx;w et 
haque objet Oi est 
ara
térisé par une liste d'intervalles d'interse
tion Li. La
liste d'intervalles d'interse
tion entre Rx;w et O résulte de l'appli
ation de l'opérateur E aux listes
L1; : : : ; Ln (�gure 2.11). Le point d'interse
tion re
her
hé 
orrespond à la première valeur, notée t1;1,
dans la liste L résultante :

xmin = x+ t1;1w :

O1 ou O2

L1

L2

L1 ou L2

x

w
xmin

Rx;
w

O1 et O2

L1

L2

L1 et L2

x

w

xmin

Rx;
w

O1 di� O2

L1

L2

L1 di� L2

x

w
xmin

Rx;
w

Fig. 2.11 � Méthode de Roth.
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La première interse
tion entre Rx;w et O est don
 donnée par le premier élément de la liste d'intervalles
d'interse
tion asso
iée à O (algorithme 3).

Algorithme 3: Méthode de Roth.
InterRayonObjetCSG-MR(Rx;w ; O)
(1) (L; I)  ListeInterRayonObjetCSG(Rx;w ; O)
(2) return (L[1℄; I)

L'algorithme ListeInterRayonObjetCSG 
al
ule la liste d'intervalles d'interse
tion pour un rayon
et un objet donnés (algorithme 4). Si une interse
tion existe, alors il renvoie une liste d'intervalles
d'interse
tion et, éventuellement, des informations relatives à l'objet et au point d'interse
tion trouvé
(une référen
e aux objets primitifs 
onsidérés, les points dans l'espa
e des paramètres pour des objets
paramétriques, et
). Sinon, par 
onvention, il renvoie (;; fg).

Algorithme 4: Méthode de Roth (liste d'intervalles d'interse
tion).
ListeInterRayonObjetCSG(Rx;w ; O)
(1) swit
h O
(2) 
ase O = P
(3) return ListeInterRayonObjetPrimitif(Rx;w ; P )
(4) 
ase O = (G;O1)
(5) (x0; w0)  (G�1(x0); G�1(w0))
(6) (L0; I)  ListeInterRayonObjetCSG(Rx0 ;w0 ; O1)
(7) return (G(L0); I)
(8) 
ase O = (E;O1; : : : ; On)
(9) for i = 1 to n
(10) (Li; Ii)  ListeInterRayonObjetCSG(Rx;w ; Oi)
(11) return ListeEvaluer(E;L1; : : : ; Ln; I1; : : : ; In)

L'algorithme ListeInterRayonObjetPrimitif renvoie la liste d'intervalles d'interse
tion d'un rayon
ave
 un objet primitif et, éventuellement, diverses informations. L'algorithme ListeEvaluer évalue
une liste d'intervalles d'interse
tion à partir d'un opérateur ensembliste appliqué à d'autres listes et,
éventuellement, met à jour les informations relatives aux objets et aux interse
tions.

2.2.5 Équivalen
e ave
 un arbre binaire

Commençons par rappeler quelques dé�nitions et notions élémentaires relatives aux arbres6. Un
arbre est un graphe orienté parti
ulier, 
'est-à-dire une ensemble de n÷uds dont 
ertains sont reliés
par des bran
hes orientées. Si une bran
he mène d'un n÷ud a vers un n÷ud b alors on dira que a est
le père de b ou bien que b et le �ls de a (�gure 2.12). Puisque l'orientation des bran
hes dans un arbre
est intuitive on se 
ontentera de les représenter par un trait (sans �è
he).

a

b

a père de b

b �ls de a

Fig. 2.12 � Dé�nition des n÷uds père et �ls.

6Pour plus de pré
ision, voir des ouvrages généraux tel que 
elui é
rit par Froidevaux, Gaudel et Soria [40℄.
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Les n÷uds qui n'ont pas de �ls sont appelés feuilles, les autres sont appelés n÷uds internes. Un seul
n÷ud n'a pas de père, 
'est la ra
ine de l'arbre. Le niveau d'un n÷ud est égal à un plus la longueur du
plus 
ourt 
hemin pour aller de la ra
ine de l'arbre à 
e n÷ud. Par dé�nition, la ra
ine est un n÷ud
de niveau 1. La hauteur d'un arbre est le niveau maximal.

r

ni

f ni

f

f

f

4

3

2

1

niveau

r : ra
ine

ni : n÷ud interne

f : feuille

Fig. 2.13 � Notations pour un arbre.

Un arbre binaire est un arbre dont 
haque n÷ud interne possède exa
tement deux �ls. Le dénombrement
des n÷uds dans de tels arbres est trivial. En e�et, un arbre binaire 
omportant m feuilles 
ontient
m�1 n÷uds internes, don
 au total 2m�1 n÷uds. Deux formes d'arbre binaire sont parti
ulièrement
intéressantes : les arbres binaires équilibrés et les arbres binaires dégénérés (�gure 2.14). Les hauteurs
de 
es arbres sont les suivantes :

h =

(
1 + log2(m) si arbre équilibré

m si arbre dégénéré
;

où m est le nombre de feuilles de l'arbre 
onsidéré.

équilibré dégénéré

Fig. 2.14 � Arbres binaires équilibré et dégénéré.

Un objet CSG est représenté par un arbre quel
onque. L'intérêt de la proposition suivante est de
donner une représentation équivalente par un arbre binaire. Cela permettra, entre autres, d'utiliser les
expressions simples de dénombrements des n÷uds internes et des feuilles. De plus, la représentation
des objets CSG sera ainsi �xée pour la suite.
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Proposition 1
Tout objet CSG, issu du modèle géométrique 
onsidéré, peut être représenté par un arbre binaire,
dont tous les éléments 
ontiennent un opérateur géométrique, éventuellement l'identité.
Don
, un n÷ud interne de 
et arbre 
ontient un opérateur géométrique et un opérateur ensembliste,
et une feuille 
ontient un opérateur géométrique et un objet primitif (y 
ompris les objets 
onstruits
à partir des opérateurs 
onstru
tifs).

2

Preuve Le prin
ipe de la démonstration est d'étudier trois 
as de �gure envisageables pour un objet
CSG (objet primitif, objet 
onstruit à partir d'un opérateur géométrique et objet 
onstruit à partir
d'un opérateur ensembliste).
Soit O est un objet primitif (y 
ompris les objets 
onstruits à partir des opérateurs 
onstru
tifs).
L'arbre le représentant se réduit à un seul élément, 
'est don
 bien un arbre binaire. On peut asso
ier
à la ra
ine de 
et arbre l'opérateur géométrique identité.
Soit O = (G;O1) où G est un opérateur géométrique. Considérons que la proposition est véri�ée pour
le sous-arbre représentant l'objet O1. L'objet O est représenté par un arbre unaire. On peut simpli�er

et arbre en plaçant l'opérateur géométrique au niveau de l'objet sur lequel il opère (�gure 2.15). On
a don
 rempla
é une bran
he unaire de l'arbre par un seul élément 
'est don
 bien un arbre binaire.
Puisque l'arbre représentant O1 est supposé véri�er la proposition, l'arbre représentant O véri�e aussi
la proposition.

G

O1

() (G;O1)

Fig. 2.15 � Convention de représentation d'un opérateur géométrique.

Soit O = (E;O1; : : : ; On) où E est un opérateur ensembliste. Considérons que la proposition est
véri�ée pour les sous-arbres représentants les objets O1; : : : ; On. Si E = di�, alors la proposition est
bien véri�ée puisque 
'est un opérateur binaire, et que l'on peut lui asso
ier l'opérateur géométrique
identité. Si E = ou ou E = et, alors il su�t de remarquer que l'arbre syntaxique représentant

e type d'opérateur est équivalent à un arbre binaire (�gure 2.16). On peut lui asso
ier l'opérateur
géométrique identité, la proposition est don
 bien véri�ée.

E

O1 O2 O3

()

E

O1 E

O2 O3

Fig. 2.16 � Hypothèse de représentation pour les opérateurs ensemblistes ou
et et.

�

Pour appliquer la proposition 1, on pro
ède en deux étapes. Tout d'abord, on regroupe les bran
hes
unaires issues d'un opérateur géométrique. On obtient ainsi un arbre dont les n÷uds 
ontiennent deux
éléments : un opérateur géométrique et un opérateur ensembliste ou un objet primitif. Ensuite, on
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é
late les n÷uds 
omportant au moins trois �ls, en prenant garde de ne transmettre que l'opérateur
ensembliste (il faut asso
ier aux nouveaux n÷uds ainsi 
réés l'opérateur géométrique identité).

Exemple 1
Soit un objet O 
onstruit par union de trois objets primitifs P1, P2 et P3. Des opérateurs géomé-
triques G1, G2 et G3 sont appliqués respe
tivement à P1, P2 et P3. Sur l'objet résultant un opérateur
géométrique G est appliqué. L'arbre CSG asso
ié à O 
omporte 8 n÷uds.

G

ou

G1

P1

G2

P2

G3

P3

La proposition 1 pré
ise qu'une représentation par un arbre binaire équivalente à 
et arbre existe.
Pour la trouver on 
ommen
e par regrouper les bran
hes unaires issues d'opérateurs géométriques,
puis on é
late les n÷uds 
omportant plus de deux �ls.

(G;ou)

(G1; P1) (G2; P2) (G3; P3)

regroupement

(G;ou)

(G1; P1) (Id;ou)

(G2; P2) (G3; P3)

é
latement

�

2.2.6 Complexité en mémoire

Dans 
e paragraphe, on 
her
he à évaluer la 
omplexité en mémoire d'une s
ène géométrique de
type CSG, 
'est-à-dire d'une liste d'objets CSG O1; : : : ; ON . Cette 
omplexité représente la pla
e pour
sto
ker toutes les données dé�nissant 
ette liste d'objets, on la note MO1;:::;ON , et on a la relation
suivante :

MO1;:::;ON =
NX
k=1

MOk ; (2.2)

où MOk est la 
omplexité en mémoire pour l'objet Ok. Pour 
al
uler 
ette 
omplexité en mémoire, il
est don
 né
essaire d'évaluer la 
omplexité en mémoire pour un objet CSG.
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Proposition 2
Notons MP la 
omplexité en mémoire pour l'objet primitif P et MOp la 
omplexité en mémoire pour
l'opérateur Op. Alors la 
omplexité en mémoire pour un objet CSG O s'é
rit de manière ré
ursive :

MO =

8>><
>>:

MP si O = P

MOp +

nX
i=1

MOi
+ n si O = (Op; O1; : : : ; On)

:

2

Preuve Il faut distinguer deux 
as. Si O est un objet primitif P (y 
ompris les objets 
onstruits à
partir d'opérateurs 
onstru
tifs) alors la 
omplexité en mémoire est propre à P , et on a :

MO =MP :

Si O = (Op; O1; : : : ; On) alors il faut 
ompter le nombre de paramètres 
ara
térisant l'opérateur Op,
rajouter les 
omplexités en mémoire pour les objets Oi et tenir 
ompte des liens vers les objets.
Chaque lien peut être vu 
omme un pointeur vers un objet, la 
omplexité en mémoire asso
iée est 1.
Ainsi, la 
omplexité en mémoire pour un tel objet s'é
rit de manière ré
ursive :

MO =MOp +

nX
i=1

MOi
+ n :

�

Cette expression ré
ursive n'est pas très expli
ite, 
'est pourquoi on propose de donner une expression
de la 
omplexité en mémoire d'un objet CSG qui soit fon
tion des objets primitifs 
onsidérés, et des
opérateurs ren
ontrés. Pour 
e faire on utilise la proposition 1 qui permet de travailler ave
 un arbre
binaire.

Proposition 3
Soit O un objet CSG 
onstruit à partir de m objets primitifs P1; : : : ; Pm. Notons MP la 
omplexité
moyenne en mémoire sur l'ensemble des objets primitifs 
onsidérés :

MP =
1

m

mX
i=1

MPi
:

Notons MG la 
omplexité moyenne en mémoire sur l'ensemble des opérateurs géométriques asso
iés
aux éléments de l'arbre binaire :

MG =
1

2m� 1

2m�1X
j=1

MG;j ;

où MG;j est la 
omplexité en mémoire de l'opérateur géométrique asso
ié à l'élément j de l'arbre. La

omplexité en mémoire s'é
rit de la manière suivante :

MO = (2MG +MP + 3) m � (MG + 3) : (2.3)

2

Preuve La proposition 1 pré
ise que l'objet CSG O peut être représenté par un arbre binaire. Pour

omptabiliser la 
omplexité en mémoire de 
et arbre, il su�t de re
enser les di�érentes 
omplexités
relatives aux n÷uds. Un n÷ud interne 
ontient un opérateur géométrique et opérateur ensembliste,
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dont la 
omplexité en mémoire vaut 1 (un entier su�t à 
ara
tériser un tel opérateur). Un arbre
binaire 
ontient m � 1 n÷uds internes, la 
omplexité en mémoire asso
iée à l'ensemble des n÷uds
internes s'é
rit don
 :

m�1X
j=1

(MG;j + 1) :

Une feuille 
ontient un opérateur géométrique et un objet primitif. Un arbre binaire 
ontient m
feuilles, la 
omplexité en mémoire asso
iée à l'ensemble des feuilles s'é
rit don
 :

mX
i=1

(MG;i +MPi
) :

Pour trouver l'expression proposée, il su�t de sommer les deux quantités pré
édentes et de rajouter
la 
omplexité en mémoire des liens vers les objets, à savoir 2 (m � 1), puis d'inje
ter les expressions
de MP et de MG.

�

Pour se donner un ordre de grandeur, remarquons qu'un opérateur ensembliste est 
ara
térisé par un
seul paramètre et que les opérateurs géométriques de base sont 
ara
térisés par quelques paramètres.
La translation né
essite un ve
teur, la rotation un point, un ve
teur et un angle et l'homothétie un
point et trois nombres réels.

Exemple 2
Soit un objet O 
onstruit par union d'une sphère P1 et d'un 
ylindre P2. Le nombre d'objets primitifs
est don
 m = 2. Un opérateur de translation G1 est appliqué à la sphère tandis qu'un opérateur de
rotation G2 est appliqué au 
ylindre. Au
un opérateur géométrique n'est appliqué sur l'objet résultant
de l'union.

(Id;ou)

(G1; P1) (G2; P2)

La sphère est 
ara
térisée par un rayon, don
 MP1 = 1, le 
ylindre est 
ara
térisé par un rayon et une
longueur, don
 MP2 = 2. La 
omplexité moyenne en mémoire sur l'ensemble des objets primitifs est
don
 MP = (1 + 2)=2 = 3=2.
L'opérateur géométrique de translation G1 est 
ara
térisé par un ve
teur, 
'est-à-dire par trois
nombres réels, don
 MG1

= 3. L'opérateur géométrique de rotation est 
ara
térisé par trois angles,
don
MG2

= 3. L'opérateur géométrique identité est asso
ié à l'objet résultant. La 
omplexité moyenne
en mémoire sur l'ensemble des opérateurs géométriques est don
 MG = (0 + 3 + 3)=3 = 2.
La 
omplexité en mémoire pour l'objet O s'é
rit don
 :

MO = (4 + 3=2 + 3) 2 � (2 + 3) = 12 :

�

2.2.7 Complexité en temps

Dans 
e paragraphe, on 
her
he à évaluer la 
omplexité en temps de re
her
he de la première
interse
tion entre un rayon Rx;w et une s
ène géométrique de type CSG, 
'est-à-dire une liste d'objets
CSG O1; : : : ; ON , pour une méthode naïve (algorithme 6 page 90). Cette 
omplexité représente le 
oût
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en temps de l'exé
ution de l'algorithme qui retourne, s'il existe, le point d'interse
tion re
her
hé, on la
note TO1;:::;ON (x;w), et on a la relation suivante (proposition 13 page 90) :

TO1;:::;ON (x;w) =

NX
k=1

TOk(x;w) ; (2.4)

où TOk(x;w) est la 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre le rayon Rx;w et
l'objet Ok. Pour 
al
uler 
ette 
omplexité en temps il est né
essaire d'évaluer la 
omplexité en temps
pour un objet CSG. Et pour 
e faire, il faut distinguer les deux méthodes envisagées. Dans 
haque
méthode, on se donnera un objet CSG et on di�éren
iera les trois 
as suivants :

� O est un objet primitif P (y 
ompris les objets 
onstruits à partir d'opérateurs 
onstru
tifs),

� O = (G;O1) où G est un opérateur géométrique,

� O = (E;O1; : : : ; On) où E est un opérateur ensembliste.

Test d'intériorité

L'étude de la 
omplexité en temps de la méthode des espilons né
essite de 
onnaître la 
omplexité
en temps du test d'intériorité (algorithme 1). On 
onsidère que la 
omplexité en temps de 
e test
est indépendante du point 
onsidéré. Cette restri
tion est justi�ée si la 
omplexité en temps du test
d'intériorité appliqué à un objet primitif est indépendante du point 
onsidéré. Tout dépend don
 des
objets primitifs pris en 
ompte et surtout du test d'intériorité propre à 
ha
un de 
es objets. Pour
des objets primitifs représentés par une fon
tion impli
ite (la sphère par exemple), le test d'intériorité
se ramène à une évaluation de fon
tion. L'hypothèse faite est don
 valable. Pour des objets primitifs
représentés par un ensemble de fon
tions impli
ites (un 
ylindre par exemple), le test d'intériorité se
ramène à une évaluation de 
ha
une des fon
tions. Cependant, une optimisation de la méthode 
onsiste
à évaluer 
haque fon
tion tant que le 
ritère d'intériorité est véri�é. Toutes les fon
tions ne sont don

pas né
essairement évaluées, la 
omplexité en temps devient don
 dépendante du point 
onsidéré. Ce
qui 
ontredit notre hypothèse. Pour pallier 
e problème, il su�t de 
onsidérer une 
omplexité moyenne
en temps sur les objets primitifs.
Rajoutons à 
es justi�
ations le fait que, dans notre 
ontexte, les tests d'intériorité sont appliqués à
des points issus d'interse
tions entre un rayon et un objet, ils sont don
 tous situés au voisinage des

ontours réels de 
es objets.

Proposition 4
Notons Tpos;P la 
omplexité en temps du test d'intériorité appliqué à un objet primitif P . Notons TG
la 
omplexité en temps relative au 
al
ul de la transformée d'un point par un opérateur géométrique.
La 
omplexité en temps du test d'intériorité appliqué à un objet O s'exprime de manière ré
ursive :

Tpos;O =

8>>>>>><
>>>>>>:

Tpos;P si O = P

TG + Tpos;O1
si O = (G;O1)

nX
i=1

Tpos;Oi
si O = (E;O1; : : : ; On)

:

2

Preuve Soit O est un objet primitif (y 
ompris les objets 
onstruits à partir d'opérateurs 
onstru
-
tifs). Alors la 
omplexité en temps du test d'intériorité est propre à l'objet primitif :

Tpos;O = Tpos;P :
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Soit O = (G;O1) où G un opérateur géométrique. La 
omplexité en temps asso
iée 
onsiste en une
transformation géométrique sur un point et un test d'intériorité sur l'objet O1, d'où une expression
ré
ursive :

Tpos;O = TG + Tpos;O1
:

Soit O = (E;O1; : : : ; On) où E un opérateur ensembliste. Il su�t de supposer que la 
omplexité en
temps de l'évaluation de l'expression booléenne (algorithme Evaluer) est négligeable par rapport
aux 
omplexités en temps du test d'intériorité appliqué aux objets O1; : : : ; On. La 
omplexité en
temps asso
iée s'é
rit don
 de manière ré
ursive :

Tpos;O =

nX
i=1

Tpos;Oi
:

�

Utilisons la proposition 1 qui permet de travailler ave
 un arbre binaire pour établir une expression
plus expli
ite de la 
omplexité en temps.

Proposition 5
Soit O un objet CSG 
onstruit à partir de m objets primitifs P1; : : : ; Pm. Notons Tpos;P la 
omplexité
en temps moyennée sur l'ensemble des objets primitifs :

Tpos;P =
1

m

mX
i=1

Tpos;Pi
:

Notons TG la 
omplexité en temps relative au 
al
ul de la transformée d'un point par un opérateur
géométrique. Notons � la proportion d'éléments de l'arbre qui sont asso
iés à un opérateur géométrique
qui n'est pas l'identité. La 
omplexité en temps du test d'intériorité appliqué à l'objet O s'é
rit :

Tpos;O = (2m� 1) � TG +mTpos;P : (2.5)

2

Preuve Soit O un objet CSG 
onstruit à partir dem objets primitifs P1; : : : ; Pm (y 
ompris les objets

onstruits à partir des opérateurs 
onstru
tifs). La proposition 1 pré
ise que l'objet CSG O peut être
représenté par un binaire. Pour évaluer la 
omplexité en temps du test d'intériorité appliqué à O il
su�t de 
omptabiliser les di�érentes 
omplexités relatives aux n÷uds de 
et arbre. Un n÷ud interne

ontient un opérateur géométrique et un opérateur ensembliste. L'évaluation booléenne est négligeable
devant les autres 
omplexités. Un arbre binaire 
ontient m�1 n÷uds internes, la 
omplexité en temps
du test d'intériorité asso
iée à l'ensemble des n÷uds internes s'é
rit don
 :

m�1X
j=1

TG;j ;

où TG;j est la 
omplexité en temps de l'opérateur géométrique asso
ié au n÷ud j de l'arbre.
Une feuille 
ontient un opérateur géométrique et un objet primitif. Un arbre binaire 
ontient m
feuilles, la 
omplexité en temps du test d'intériorité asso
iée à l'ensemble des feuilles s'é
rit don
 :

mX
i=1

(TG;i + Tpos;Pi
) :
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Pour exprimer la 
omplexité en temps sur tous les éléments de l'arbre 
onsidéré, il su�t de sommer
les deux quantités pré
édentes puis d'inje
ter l'expression de Tpos;P , en remarquant que par dé�nition
de � on a :

m�1X
j=1

TG;j +

mX
i=1

TG;i = (2m� 1) � TG :

D'où l'expression proposée pour Tpos;O.

�

Exemple 3
Soit un objet O 
onstruit par union d'une sphère P1 et d'un 
ylindre P2. Le nombre d'objets primitifs
est don
 m = 2. Un opérateur de translation G1 est appliqué à la sphère tandis qu'un opérateur de
rotation G2 est appliqué au 
ylindre. Au
un opérateur géométrique n'est appliqué sur l'objet résultant
de l'union.

(Id;ou)

(G1; P1) (G2; P2)

Il y a 2 opérateurs géométriques dans l'arbre binaire asso
ié à O, leur proportion est don
 � =
(0+ 1+1)=3 = 2=3. La valeur de la 
omplexité en temps du test d'intériorité appliqué à O est don
 :

Tpos;O = 2TG + 2Tpos;P :

�

Méthodes des epsilons

En parti
ulier pour une é
riture plus simple des 
as où il n'y a pas interse
tion, on introduit la
fon
tion suivante.

Dé�nition 2
On note 1R;O une fon
tion dé�nie sur R à valeurs dans f0; 1g, dont l'expression est la suivante :

1R;O(x;w) =

(
1 si Rx;w \O 6= ;
0 sinon

: (2.6)

La fon
tion 1R;O est appelée indi
atri
e d'interse
tion sur O relativement à R.

�

Pour donner une expression relativement simple de la 
omplexité en temps pour la méthode des epsilons
il est né
essaire de faire une hypothèse supplémentaire sur la fon
tion TO. On suppose don
 que la TO
est 
onstante pour des points se trouvant sur un même rayon et situés dans un voisinage de l'objet O
(par rapport aux objets primitifs de O). Soit Rx;w un rayon isssu de R. La présente hypothèse signi�e
que pour des points y se trouvant sur Rx;w et situés dans un voisinage de l'objet O alors on a l'égalité
suivante :

TO(y;w) = TO(x;w) :
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x

w

y

w

R x
;w

Fig. 2.17 � Hypothèse sur la fon
tion TO.

Cette hypothèse est justi�ée par le fait que les 
al
uls d'interse
tion pour des rayons dont les origines
se trouvent sur Rx;w et de dire
tion w sont semblables puisque 
es rayons sont tous portés par le même
rayon Rx;w.
La proposition suivante donne une expression ré
ursive de la 
omplexité en temps pour la méthode des
epsilons (algorithme 2).

Proposition 6
Soit Rx;w un rayon. Notons TP (x;w) la 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
-
tion entre le rayon et l'objet primitif P . Notons TG la 
omplexité en temps relative au 
al
ul de la
transformée d'un point ou d'un ve
teur par un opérateur géométrique. Notons �O(x;w) le nombre de
surfa
es virtuelles ren
ontrées par le rayon 
onsidéré lors de la re
her
he de la première interse
tion
ave
 un objet O. La 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre le rayon Rx;w

et un objet O s'exprime de manière ré
ursive :

TO(x;w) =

8>>><
>>>:

TP (x;w) si O = P

3TG + TO1
(x0; w0) si O = (G;O1)

TE;O(x;w) si O = (E;O1; : : : ; On)

;

où x0 et w0 sont les paramètres du rayon G�1(Rx;w), et TE;O(x;w) est donné par :

TE;O(x;w) = (�O(x;w) + 1)

 
nX
i=1

(TOi
(x;w) + Tpos;Oi

)

!
+ 1R;O(x;w)

 
nX
i=1

Tpos;Oi

!
;

où Tpos;Oi
est la 
omplexité en temps du test d'intériorité appliqué à l'objet Oi.

2

Preuve Soit Rx;w un rayon.
Si O est un objet primitif P (y 
ompris les objets 
onstruits à partir d'opérateurs 
onstru
tifs) alors
la 
omplexité en temps est propre à l'algorithme de 
al
ul d'interse
tion du rayon ave
 P et on a :

TO(x;w) = TP (x;w) :

Si O = (G;O1) où G est un opérateur géométrique, alors il faut dé
omposer la méthode. Dans un
premier temps, le rayon Rx;w est transformé à l'aide de l'opérateur G�1 :

Rx0;w0 = G�1 (Rx;w) :

La 
omplexité en temps asso
iée est 2TG (il faut transformer les deux paramètres du rayon). Ensuite,
la re
her
he de la première interse
tion entre le rayon Rx0;w0 et l'objet O1 est e�e
tuée. La 
omplexité
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en temps asso
iée est TO1
(x0; w0). En�n, le point d'interse
tion re
her
hé, s'il existe, doit être repla
é

dans le repère de O, 
e qui s'obtient par appli
ation de l'opérateur géométrique G. La 
omplexité en
temps asso
iée est TG. La 
omplexité en temps totale pour la re
her
he de la première interse
tion
entre le rayon Rx;w et l'objet O s'é
rit don
 de manière ré
ursive :

TO(x;w) = 3TG + TO1
(x0; w0) :

Si O = (E;O1; : : : ; On) où E est un opérateur ensembliste, alors la 
omplexité en temps asso
iée se
ramène à un 
al
ul d'interse
tion sur les objets O1; : : : ; On et à des tests d'intériorité sur l'objet O.
Le nombre de 
es tests dépend de l'existen
e d'une interse
tion entre le rayon Rx;w et l'objet O (test

onditionnel des lignes 21 à 30 de l'algorithme 2). Ainsi, la 
omplexité en temps re
her
hée s'é
rit de
manière ré
ursive :

TO(x;w) = Tpos;O +

�O(x;w)+1X
j=1

 
nX
i=1

TOi
(xj ; w) + 1R;O1;:::;On(xj ; w)Tpos;O

!
;

où �O(x;w) + 1 est le nombre de fois où le 
al
ul de re
her
he de la première interse
tion est e�e
tué
(bou
le 
onditionnelle des lignes 15 à 30 de l'algorithme 2), 
e qui signi�e bien que �O(x;w) est le
nombre de surfa
es virtuelles ren
ontrées, x1; : : : ; x�O(x;w)+1 sont les origines su

essives des di�érents
rayons générés le long du rayon Rx;w lors des 
al
uls répétés :(

xj = xj�1 + (tj�1 + �j�1)w ; j 2 f2; : : : ; �O(x;w) + 1g ; �O(x;w) > 1

x1 = x
;

où les tj sont les distan
es su

essives 
al
ulées et les �j sont les petits dépla
ements e�e
tués le long
du rayon pour les tests d'intériorité et, en�n, où 1R;O1;:::;On est une fon
tion dé�nie sur R à valeurs
dans f0; 1g qui vaut 1 si au moins une interse
tion entre Rx;w et un des objets Oi existe :

1R;O1;:::;On(xj; w) =

(
1 si 9 i 2 f1; : : : ; ng tel que Rxj ;w \Oi 6= ;
0 sinon

:

x = x1

w

y1

Rx;
w

y1 + �1w = x2

y2

y2 + �2 w = x3

y3

y3 + �3w = x4

Su

ession des 
al
uls en se déplaçant le long du rayon.

La su

ession des 
al
uls pour des rayons dont les origines se trouvent sur le même rayon Rx;w et
dont la dire
tion est w permet de 
onsidérer que la 
omplexité en temps de re
her
he de la première
interse
tion ave
 l'objet Oi est 
onstante pour les rayons Rxj ;w. On a don
 les égalités suivantes :

TOi
(xj ; w) = TOi

(x;w) ;8 j 2 f1; : : : ; �O(x;w) + 1g :

D'autre part, on remarque que la fon
tion 1R;O1;:::;On vaut né
essairement 1 pour tous les points
(xj; w) tels que j 2 f1; : : : ; �O(x;w)g. En e�et, pour 
es points il y a bien existen
e d'une surfa
e
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virtuelle ayant une interse
tion ave
 le rayon Rxj ;w. Par 
onséquent, on peut regrouper les termes

ontenant Tpos;O de la manière suivante :

Tpos;O +

�O(x;w)+1X
j=1

1R;O1;:::;On(xj ; w)Tpos;O = (�O(x;w) + 1) Tpos;O

+ 1R;O1;:::;On(x�O(x;w)+1; w)Tpos;O :

Dans le dernier terme, le fa
teur devant Tpos;O 
orrespond à l'indi
atri
e d'interse
tion entre le rayon
Rx;w et l'objet O (
'est le dernier 
al
ul e�e
tué), 
'est-à-dire :

1R;O1;:::;On(x�O(x;w)+1; w) = 1R;O(x;w) :

D'après la proposition 4 la 
omplexité en temps du test d'intériorité s'é
rit :

Tpos;O =
nX

i=1

Tpos;Oi
:

Ainsi la 
omplexité en temps re
her
hée s'é
rit �nalement :

TO(x;w) = (�O(x;w) + 1)

 
nX

i=1

(TOi
(x;w) + Tpos;Oi

)

!
+ 1R;O(x;w)

 
nX
i=1

Tpos;Oi

!
:

D'où l'expression de la 
omplexité en temps proposée.

�

Remarque
Le nombre de surfa
es virtuelles ren
ontrées �O(x;w) est relié aux nombres d'interse
tions �Oi

(x;w)
entre le rayon Rx;w et les objets Oi par l'inégalité suivante :

0 6 �O(x;w) 6

nX
i=1

�Oi
(x;w) : (2.7)

Par 
ontre, il n'y a pas de relation parti
ulière entre �O(x;w) et �O(x;w).

O1

O2

x

w

Rx;
w

O = O2 di� O1

�O(x;w) = 2

�O(x;w) = 2

�O1
(x;w) + �O2

(x;w) = 4

Lien entre le nombre de surfa
es virtuelles ren
ontrées et le nombre d'inter-
se
tions.

De même que pour le nombre d'interse
tions, le nombre de surfa
es virtuelles ren
ontrées est une
fon
tion de L1 (R) 
ontinue par mor
eaux.

�
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La dé�nition suivante donne une 
ara
térisation de la proportion de rayons issus de R qui ont une
interse
tion ave
 un objet.

Dé�nition 3
La proportion de rayons issus de R qui ont une interse
tion ave
 un objet O est donnée par le nombre
réel suivant :


R;O =
1

mes (R)

Z
R

1O(x;w)d�(x)d�(w) : (2.8)

�

La dé�nition pré
édente est 
ohérente. En e�et, l'intégrale au numérateur a bien un sens puisque
l'indi
atri
e d'interse
tion est une fon
tion bornée, don
 dans l'espa
e métrique L1 (R). D'autre part,
on remarque que 
R;O 2 [0; 1℄, et, par dé�nition de l'indi
atri
e d'interse
tion, 
e nombre représente
bien la proportion de rayons issus de R qui ont une interse
tion ave
 l'objet O 
onsidéré.
Le 
orollaire suivant exprime la 
omplexité moyenne en temps pour la méthode des epsilons (algo-
rithme 2).

Corollaire 1
Soit Rj un sous-ensemble de R où �O est 
onstante. La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he
de la première interse
tion entre un rayon issu de Rj et un objet O s'é
rit de la manière suivante :

TO =

8>>><
>>>:

TP si O = P

3TG + TO1
si O = (G;O1)

TE;O si O = (E;O1; : : : ; On)

;

où TE;O est donné par :

TE;O =
�
�OjRj

+ 1
� nX

i=1

�
TOi

+ Tpos;Oi

�!
+ 
Rj ;O

 
nX
i=1

Tpos;Oi

!
;

où �OjRj
est la valeur de �O sur Rj.

2

Preuve Il su�t d'appliquer la dé�nition 1 de la 
omplexité moyenne en temps par rapport à l'en-
semble de rayons issus de Rj à l'expression de la 
omplexité de la proposition 6.

�

Remarque
Le 
orollaire 1 exprime la valeur de la 
omplexité moyenne en temps sur un sous-ensemble de R.
Les 
as O = P et O = (G;O1) peuvent être é
rits pour les rayons issus de R, mais le dernier 
as
O = (E;O1; : : : ; On) n'est pas trivial. En e�et, pour 
e 
as il est né
essaire de savoir é
rire la moyenne
sur R de produits de deux fon
tions :

�O TOi
=

1

mes (R)

Z
R

�O(x;w)TOi
(x;w)d�(x)d�(w) :

L'intégrale au numérateur n'est pas séparable, sauf sur les parties de R où au moins l'une des deux
fon
tions est 
onstante. C'est pourquoi on é
rit la 
omplexité moyenne en temps sur une partie de R
où �O est 
onstante. Cette é
riture s'apparente au théorème de la moyenne appliqué à des fon
tions

ontinues par mor
eaux.

�
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L'expression ré
ursive du 
orollaire 1 n'est pas très expli
ite, 
'est pourquoi on propose de donner une
expression de la 
omplexité moyenne en temps de la méthode des epsilons qui soit fon
tion des objets
primitifs 
onsidérés, et des opérateurs ren
ontrés. Pour 
e faire, on utilise la proposition 1 qui permet
de travailler ave
 un arbre binaire. Commençons par donner un lemme qui 
ara
térise lo
alement dans
un arbre CSG la 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion. Celui-
i sera
utilisé pour la démonstration de la proposition 7.

Lemme 1

Soit O un objet CSG 
onstruit à partir de m objets primitifs P1; : : : ; Pm. Notons TP la 
omplexité
moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion moyennée sur l'ensemble des objets pri-
mitifs :

TP =
1

m

mX
i=1

TPi
:

Notons Tpos;P la 
omplexité en temps du test d'intériorité moyennée sur l'ensemble des objets primi-
tifs :

Tpos;P =
1

m

mX
i=1

Tpos;Pi
:

Notons � le nombre moyen de surfa
es virtuelles ren
ontrées lors de la re
her
he de la première
interse
tion entre un rayon issu de R et un sous-objet de O. Notons 
 la proportion moyenne de
rayons issus de R et des 
al
uls su

essifs qui ont une interse
tion ave
 un sous-objet de O. Notons
TG la 
omplexité en temps relative au 
al
ul de la transformée d'un point ou d'un ve
teur par un
opérateur géométrique. Notons � la proportion d'éléments de l'arbre qui sont asso
iés à un opérateur
géométrique qui n'est pas l'identité. La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première
interse
tion entre un rayon issu de R et le sous-objet asso
ié à un élément situé au niveau j de l'arbre
de O s'é
rit :

TO;j =

(
(�+ 1)j ((3 + (1 + 
) (2mj � 1)) � TG + (1 + 
)mj Tpos;P ) si n÷ud interne

(�+ 1)j�1 (3 � TG + TP ) si feuille
;

où mj est le nombre d'objets primitifs 
onstituant le sous-objet dé
rit au n÷ud interne j.

2

Preuve Soit O un objet CSG 
onstruit à partir de m objets primitifs P1; : : : ; Pm (y 
ompris les
objets 
onstruits à partir d'opérateurs 
onstru
tifs). La proposition 1 pré
ise que l'objet CSG O peut
être représenté par un arbre binaire. Ainsi, 
haque n÷ud interne de l'arbre s'é
rit (G;E) et 
haque
feuille de l'arbre s'é
rit (G;P ) où G est un opérateur géométrique, E un opérateur ensembliste et P
un objet primitif.

Dire que le nombre moyen de surfa
es virtuelles ren
ontrées est � 
'est dire qu'est asso
ié à 
haque
n÷ud de l'arbre un 
oe�
ient �+1 rendant 
ompte du nombre de fois où 
e n÷ud, et par 
onséquent

ha
un de ses �ls, doit être par
ouru (élimination des interse
tions ave
 des surfa
es virtuelles). En
e�et, il y a au moins un par
ours du n÷ud 
onsidéré et un par
ours pour 
haque surfa
e virtuelle
ren
ontrée, d'où le 
oe�
ient �+ 1.
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4

3

2

1

niveau

�
(�+ 1)3

(�+ 1)2

(�+ 1)

n÷ud
interne

(�+ 1)3

(�+ 1)2

(�+ 1)

�

feuille

Nombre de passages sur un n÷ud interne et sur une feuille lors d'un par
ours
ré
ursif répété �+ 1 fois à partir de 
haque n÷ud.

Dire que � est la proportion d'éléments de l'arbre qui sont asso
iés à un opérateur géométrique
qui n'est pas l'identité, 
'est dire que la 
omplexité en temps asso
iée à 
haque élément de l'arbre
pour les opérateurs géométriques s'é
rit 3 � TG. Le fa
teur 3 provient du nombre de transformations
géométriques à e�e
tuer, il y en a deux pour transformer un rayon et une pour transformer un point
(une justi�
ation pré
ise est donnée dans la démonstration de la proposition 6). Par dé�nition de �,
� TG est la 
omplexité en temps moyennée sur les éléments de l'arbre (une justi�
ation pré
ise est
donnée dans la démonstration de la proposition 5).
Un n÷ud interne situé au niveau j dans l'arbre 
ontient un opérateur géométrique et un opérateur
ensembliste. Il est né
essaire d'e�e
tuer le test d'intériorité 1+
 fois en moyenne (un test d'initialisa-
tion et un test supplémentaire s'il y a interse
tion) au niveau d'un n÷ud interne, mais il faut répéter
le test autant de fois que 
e n÷ud est ren
ontré lors du par
ours de l'arbre, autrement dit (� + 1)j

fois.

(G;E)

O1 O2 j + 1

j

niveau

Cas d'un n÷ud interne.

La 
omplexité moyenne en temps asso
iée à un tel n÷ud interne est don
 :

TO;j = (�+ 1)j (3 � TG + (1 + 
)Tpos;j) ;

où Tpos;j est la 
omplexité en temps du test d'intériorité asso
iée à un n÷ud interne situé au niveau
j. Cette 
omplexité est donnée par la proposition 5 :

Tpos;j = (2mj � 1) � TG + mj Tpos;P ;

où mj est le nombre d'objets primitifs 
onstituant le sous-objet dé
rit au n÷ud interne 
onsidéré.
Don
, la 
omplexité moyenne en temps asso
iée à un n÷ud interne situé au niveau j s'é
rit :

TO;j = (�+ 1)j ((3 + (1 + 
) (2mj � 1)) � TG + (1 + 
)mj Tpos;P ) :

Une feuille située au niveau j de l'arbre CSG 
ontient un opérateur géométrique et un objet primitif.
Le 
al
ul d'interse
tion entre un rayon et 
et objet est e�e
tué autant de fois que 
ette feuille est
ren
ontrée lors du par
ours de l'arbre, 
'est-à-dire (�+ 1)j�1 fois.
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(G;P ) j

niveau

Cas d'une feuille.

La 
omplexité moyenne en temps asso
iée à un telle feuille est don
 :

TO;j = (�+ 1)j�1 (3 � TG + TP ) :

�

Remarque
Le nombre moyen de surfa
es virtuelles ren
ontrées � est moyenné sur l'ensemble R, et devrait en
toute rigueur être noté �. C'est par sou
i de 
larté dans les é
ritures que l'on a adopté 
ette notation.
Même remarque pour la proportion moyenne de rayons 
.

�

La proposition suivante donne une expression de la 
omplexité moyenne en temps pour un objet CSG
dans le 
as d'arbres binaires parti
uliers.

Proposition 7
Soit O un objet CSG 
onstruit à partir de m objets primitifs P1; : : : ; Pm. Considérons les mêmes
notations qu'au lemme 1. La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion
entre un rayon issu de R et l'objet O s'é
rit :

TO = fG(m;�; 
) � TG + fpos;P (m;�; 
)Tpos;P + fP (m;�; 
)T P : (2.9)

Notons �0 = � + 1. Si l'arbre binaire représentant l'objet O est équilibré et que le nombre d'objets
primitifs est une puissan
e de 2 alors les fon
tions fG, fpos;P et fP sont dé�nies par :8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

fG(m;�; 
) = 2m (1 + 
)
�
1+log2(m)
0 � �0

�0 � 1
+ (2� 
)

m�
1+log2(m)
0 � �0
2�0 � 1

+ 3m�m�10

fpos;P (m;�; 
) = m (1 + 
)
�
1+log2(m)
0 � �0

�0 � 1

fP (m;�; 
) = m�m�10

:

Si l'arbre binaire représentant l'objet O est dégénéré alors les fon
tions fG, fpos;P et fP sont dé�nies
par :8>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

fG(m;�; 
) =
1

(�0 � 1)2
�
(12 + 3 
)�m+1

0 � (13 + 
)�m + 3�m�10

�(6 + (2m� 1) (1 + 
))�20 + (6 + (2m+ 1) (1 + 
))�0
�

fpos;P (m;�; 
) = (1 + 
)
2�m+1

0 � �m0 � (m+ 1)�20 +m�0
(�0 � 1)2

fP (m;�; 
) =
2�m0 � �m�10 � �0

�0 � 1

:

2
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Preuve Soit O un objet CSG 
onstruit à partir de m objets primitifs P1; : : : ; Pm (y 
ompris les
objets 
onstruits à partir d'opérateurs 
onstru
tifs). La proposition 1 pré
ise que l'objet CSG O peut
être représenté par un arbre binaire.
Pour évaluer la 
omplexité moyenne en temps asso
iée à tous les éléments de l'arbre, ajoutons les

omplexités moyennes en temps aux n÷uds de l'arbre. Pour un arbre binaire équilibré et 
omplet (le
nombre de feuilles est une puissan
e de 2), la 
omplexité moyenne en temps s'é
rit en sommant les

omplexités moyennes en temps asso
iées à 
haque niveau :

TO =

h�1X
j=1

2j�1 TO;j + mTO;m : (2.10)

4

3

2

1

niveau

�
4

2

1

n÷ud
interne

8

�
�
�

feuille

Nombre de n÷uds internes et de feuilles dans un arbre binaire équilibré et

omplet.

D'après le lemme 1, la 
omplexité moyenne en temps sur l'ensemble des n÷uds internes s'é
rit :

h�1X
j=1

2j�1 TO;j =
h�1X
j=1

2j�1 (�+ 1)j ((3 + (1 + 
) (2mj � 1)) � TG + (1 + 
)mj Tpos;P ) : (2.11)

Toujours d'après le lemme 1, la 
omplexité moyenne en temps sur l'ensemble des feuilles s'é
rit :

mTO;m = m (�+ 1)m�1 (3 � TG + TP ) : (2.12)

Le nombre d'objets primitifs 
onstituant le sous-objet asso
ié au n÷ud interne situé au niveau j est
le nombre de feuilles du sous-arbre asso
ié à 
e n÷ud, on a don
 :

mj =
m

2j�1
:

En inje
tant l'expression de mj dans 2.11 puis en séparant les di�érents termes on est amené à 
al
uler
les deux sommes suivantes, où, pour simpli�er les é
ritures, l'on a rempla
é �+ 1 par �0 :8>>>>>><

>>>>>>:

h�1X
j=1

2j�1 (�+ 1)j =
2h�1 �h0 � �0

2�0 � 1

h�1X
j=1

(�+ 1)j =
�h0 � �0
�0 � 1

:

Il ne reste plus qu'à regrouper les di�érents termes obtenus à partir de 2.11 et 2.12 et de les inje
ter
dans 2.10, puis de remarquer que la hauteur d'un arbre binaire équilibré s'é
rit :

h = 1 + log2(m) :
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On obtient alors l'expression proposée pour TO :

TO =

 
2m (1 + 
)

�
1+log2(m)
0 � �0

�0 � 1
+ (2 � 
)

m�
1+log2(m)
0 � �0
2�0 � 1

+ 3m�m�10

!
� TG

+ m (1 + 
)
�
1+log2(m)
0 � �0

�0 � 1
Tpos;P + m�m�10 TP :

Pour un arbre dégénéré, la 
omplexité en temps s'é
rit en sommant les 
omplexités moyenne en temps
asso
iées à 
haque niveau :

TO =

h�1X
j=1

TO;j +

h�1X
j=2

TO;j + 2TO;m : (2.13)

8

7

6

5

4

3

2

1

niveau

�
1

1

1

1

1

1

1

n÷ud
interne

2

1

1

1

1

1

1

�

feuille

Nombre de n÷uds internes et de feuilles dans un arbre binaire dégénéré.

D'après le lemme 1, la 
omplexité moyenne en temps sur l'ensemble des n÷uds internes s'é
rit :

h�1X
j=1

TO;j =
h�1X
j=1

(�+ 1)j ((3 + (1 + 
) (2mj � 1)) � TG + (1 + 
)mj Tpos;P ) : (2.14)

En
ore d'après le lemme 1, la 
omplexité moyenne en temps sur l'ensemble des feuilles s'é
rit :

h�1X
j=2

TO;j + 2TO;m =
h�1X
j=2

(�+ 1)j�1 (3 � TG + TP ) + 2 (� + 1)m�1 (3 � TG + TP ) : (2.15)

Le nombre d'objets primitifs 
onstituant le sous-objet asso
ié au n÷ud interne situé au niveau j est
le nombre de feuilles du sous-arbre asso
ié à 
e n÷ud, on a don
 :

mj = m� (j � 1) :
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En inje
tant l'expression de mj dans 2.14 puis en séparant les di�érents termes on est amené à

onsidérer les trois sommes suivantes :8>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

h�1X
j=1

(�+ 1)j =
�h0 � �0
�0 � 1

h�1X
j=1

(�+ 1)j j =
�h0 (h�0 � �0 � h) + �0

(�0 � 1)2

h�1X
j=2

(�+ 1)j�1 =
�h�10 � �0
�0 � 1

:

Il ne reste plus qu'à regrouper les di�érents termes obtenus à partir de 2.14 et 2.15 et de les inje
ter
dans 2.13, puis de remarquer que la hauteur d'un arbre binaire dégénéré s'é
rit h = m. On obtient
alors l'expression proposée pour TO :

TO =
1

(�0 � 1)2
�
(12 + 3 
)�m+10 � (13 + 
)�m + 3�m�10

�(6 + (2m� 1) (1 + 
))�20 + (6 + (2m+ 1) (1 + 
))�0
�
� TG

+ (1 + 
)
2�m+10 � �m0 � (m+ 1)�20 +m�0

(�0 � 1)2
Tpos;P +

2�m0 � �m�10 � �0
�0 � 1

TP :

�

Exemple 4
Reprenons l'objet 
onsidéré dans l'exemple 3. Soit un objet O 
onstruit par union d'une sphère P1 et
d'un 
ylindre P2. Le nombre d'objets primitifs est don
 m = 2. Un opérateur de translation G1 est
appliqué à la sphère tandis qu'un opérateur de rotation G2 est appliqué au 
ylindre. Au
un opérateur
géométrique n'est appliqué sur l'objet résultant de l'union.

(Id;ou)

(G1; P1) (G2; P2)

Il y a 2 opérateurs géométriques dans l'arbre binaire asso
ié à O, leur proportion est don
 � =
(0 + 1 + 1)=3 = 2=3. Supposons que l'ensemble R est tel que le nombre moyen de surfa
es virtuelles
ren
ontrées par un rayon est � = 1 et que la proportion moyenne de rayons qui ont une interse
tion
est 
 = 1=2. La valeur de la 
omplexité moyenne en temps de la re
her
he de la première interse
tion
entre un rayon issu de R et l'objet O est donnée par :

TO = 18TG + 6Tpos;P + 4TP :

Cette 
omplexité est bien évidemment identique pour les deux types d'arbre 
onsidérés, puisque l'arbre
représentant O est à la fois équilibré et dégénéré.

�
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Pour 
omparer les 
omplexités moyennes en temps dans les 
as d'arbres binaires équilibrés et dégénérés,

ommençons par observer le tableau suivant.

arbre équilibré arbre dégénéré

fG(m;�; 
)

fpos;P (m;�; 
)

fP (m;�; 
)

O(3m (� + 1)m�1)

O(m (1 + 
) (� + 1)log2(m))

O(m (�+ 1)m�1)

O((12 + 3 
) (� + 1)m�1)

O(2 (1 + 
) (� + 1)m�1)

O(2 (� + 1)m�1)

Ce tableau donne un ordre de grandeur des 
omplexités moyennes en temps pour un nombre d'objets
primitifs très grand. Cependant, il est à 
onsidérer ave
 la plus grande pruden
e. En e�et, en pratique,
le nombre d'objets primitifs 
onsidérés est loin d'être très grand, bien au 
ontraire, les objets sont
plut�t 
onstruits ave
 un petits nombre d'objets primitifs. Les 
ourbes des fon
tions intervenant dans
les 
omplexités 
onsidérées (�gure 2.18) 
on�rment 
ette remarque.
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Fig. 2.18 � Courbes des fon
tions intervenant dans la 
omplexité moyenne en
temps du 
al
ul des transformations géométriques (fG), du test d'intériorité
(fpos;P ) et de la re
her
he d'interse
tion (fP ).

Pour mieux 
omparer les deux types d'arbres, traçons les 
ourbes des 
omplexités moyennes en temps
pour di�érentes valeurs de � (�gure 2.19). Pour 
e faire il est né
essaire de se donner les valeurs � et 

et les valeurs des 
omplexités en temps TG, Tpos;P et TP . Le 
hoix de 
es valeurs n'est pas fa
ile 
ar il
dépend de l'objet 
onsidéré, de la manière dont sont programmées les di�érentes méthodes 
onsidérées,
du 
ompilateur 
onsidéré, des paramètres de 
ompilation utilisés et du matériel sur lequel sont exé
utés

es programmes. On prendra don
 des ordres de grandeur pour tra
er 
es 
ourbes :8>>>>>>>><

>>>>>>>>:

� = 1


 = 0:5

TG = 0:1

Tpos;P = 1

TP = 10

:

Ces 
ourbes montrent qu'il est préférable de 
onstruire des objets sous la forme d'un arbre dégénéré
plut�t qu'un arbre équilibré. La 
omplexité en temps ainsi obtenue est meilleure.
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Fig. 2.19 � Complexité moyenne en temps pour di�érentes valeurs de � (TO).

Méthode de Roth

La proposition suivante donne une expression ré
ursive de la 
omplexité en temps pour la méthode
de Roth (algorithme 4).

Proposition 8
Soit Rx;w un rayon. Notons TP (x;w) la 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion
entre le rayon et l'objet primitif P . Notons TG la 
omplexité en temps relative au 
al
ul de la trans-
formée d'un point ou d'un ve
teur par un opérateur géométrique. Notons �i(x;w) le nombre de points
d'interse
tion entre le rayon 
onsidéré et un objet Oi. Notons TE(�1(x;w); : : : ; �n(x;w)) la 
omplexité
en temps pour évaluer la liste d'intervalles d'interse
tion résultante de l'appli
ation de l'opérateur E
à n listes de tailles respe
tives �1(x;w); : : : ; �n(x;w). La 
omplexité en temps de re
her
he de la
première interse
tion entre le rayon Rx;w et un objet O s'exprime de manière ré
ursive :

TO(x;w) =

8>>>>>><
>>>>>>:

TP (x;w) si O = P

(2 + �1(x
0; w0))TG + TO1

(x0; w0) si O = (G;O1)

TE(�1(x;w); : : : ; �n(x;w)) +
nX
i=1

TOi
(x;w) si O = (E;O1; : : : ; On)

;

où x0 et w0 sont les paramètres du rayon G�1(Rx;w).

2

Preuve Soit Rx;w un rayon.
Si O est un objet primitif P (y 
ompris les objets 
onstruits à partir d'opérateurs géométriques) alors
la 
omplexité en temps est propre à l'algorithme de 
al
ul d'interse
tion du rayon ave
 P et on a :

TO(x;w) = TP (x;w) :

Si O = (G;O1) où G est un opérateur géométrique, alors il faut dé
omposer la méthode. Dans un
premier temps, le rayon Rx;w est transformé à l'aide de l'opérateur G�1 :

Rx0;w0 = G�1 (Rx;w) :

La 
omplexité en temps asso
iée est 2TG (il faut transformer les deux paramètres du rayon). Ensuite,
la re
her
he de liste d'intervalles d'interse
tion entre le rayon Rx0;w0 et l'objet O1 est e�e
tuée. La

omplexité en temps asso
iée est TO1

(x0; w0). En�n, la liste d'intervalles d'interse
tion re
her
hée, si
elle existe, doit être repla
ée dans le repère de O, 
e qui s'obtient par appli
ation de l'opérateur géo-
métrique G. La 
omplexité en temps asso
iée est �1(x0; w0)TG, où �1(x0; w0) est le nombre d'éléments
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de la liste 
onsidérée, 
'est-à-dire le nombre de points d'interse
tion entre Rx0;w0 et O1. La 
omplexité
en temps totale pour la re
her
he de la première interse
tion entre le rayon Rx;w et l'objet O s'é
rit
don
 de manière ré
ursive :

TO(x;w) = (2 + �1(x
0; w0))TG + TO1

(x0; w0) :

Si O = (E;O1; : : : ; On) où E est un opérateur ensembliste, alors la méthode 
onsiste à re
her
her les
listes d'intervalles d'interse
tion ave
 tous les objets Oi, puis à évaluer la liste résultante en fon
tion
de l'opérateur E. La 
omplexité en temps asso
iée s'é
rit don
 :

TO(x;w) = TE(�1(x;w); : : : ; �n(x;w)) +

nX
i=1

TOi
(x;w) :

D'où l'expression de la 
omplexité en temps proposée.

�

Remarque
La 
omplexité TE(�1(x;w); : : : ; �n(x;w)) n'est pas très expli
ite de manière générale. Cependant,
dans le 
as où n = 2 son expression est la suivante :

TE(�1(x;w); �2(x;w)) =
�1(x;w) + �2(x;w)

2
Tliste ;

où Tliste est la 
omplexité en temps du traitement des opérations de 
omparaison et de 
onstru
tion
de la liste résultante. Pour s'en 
onvain
re il su�t de remarquer que le tri de deux listes d'intervalles
d'interse
tion, quel que soit l'opérateur ensembliste 
onsidéré, né
essite le par
ours des intervalles de

es deux listes, don
 de �i(x;w)=2 nombres pour 
haque liste.

�

Corollaire 2
La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion entre un rayon issu de R
et un objet O s'é
rit de la manière suivante :

TO =

8>>>>>><
>>>>>>:

TP si O = P

(2 + �1)TG + TO1
si O = (G;O1)

TE(�1; : : : ; �n) +
nX
i=1

TOi
si O = (E;O1; : : : ; On)

:

2

Preuve Il su�t de partir de la dé�nition 1 de la 
omplexité moyenne en temps par rapport à
l'ensemble de rayons issus de R à l'expression de la 
omplexité de la proposition 8. On remar-
quera que l'on peut bien é
rire TE(�1; : : : ; �n). En e�et, d'après la remarque pré
édente, l'expression
TE(�1(x;w); : : : ; �n(x;w)) est linéaire en fon
tion des �i(x;w), 
e qui autorise la dé
omposition de
l'intégrale au numérateur de l'expression de la 
omplexité moyenne en temps.

�

L'expression ré
ursive du 
orollaire 2 n'est pas très expli
ite, 
'est pourquoi on propose de donner une
expression de la 
omplexité moyenne en temps de la méthode de Roth qui soit fon
tion des objets
primitifs 
onsidérés, et des opérateurs ren
ontrés. Pour 
e faire, on utilise la proposition 1 qui permet
de travailler ave
 un arbre binaire. De manière analogue à la méthode des epsilons, on 
ommen
e par
donner un lemme qui utilisé dans la démonstration de la proposition 9.
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Lemme 2
Soit O un objet CSG 
onstruit à partir de m objets primitifs P1; : : : ; Pm. Notons TP la 
omplexité
moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion moyennée sur l'ensemble des objets pri-
mitifs :

TP =
1

m

mX
i=1

TPi
:

Notons � le nombre moyen de points d'interse
tion entre un rayon issu de R et un sous-objet de O.
Notons TG la 
omplexité en temps relative au 
al
ul de la transformée d'un point ou d'un ve
teur
par un opérateur géométrique. Notons � la proportion d'éléments de l'arbre qui sont asso
iés à un
opérateur géométrique qui n'est pas l'identité. Notons Tliste la 
omplexité en temps du traitement des
opérations de 
omparaison et de 
onstru
tion lors de l'évaluation d'une liste d'intervalles d'interse
-
tion. La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion entre un rayon issu
de R et le sous-objet asso
ié à un élément situé au niveau j de l'arbre de O s'é
rit :

TO;j =

(
(2 + �) � TG + �Tliste si n÷ud interne

(2 + �) � TG + TP si feuille
:

2

Preuve Soit O un objet CSG 
onstruit à partir de m objets primitifs P1; : : : ; Pm (y 
ompris les
objets 
onstruits à partir d'opérateurs 
onstru
tifs). L'arbre CSG asso
ié à O est par hypothèse un
arbre binaire.
Dire que � est la proportion d'éléments de l'arbre qui sont asso
iés à un opérateur géométrique qui
n'est pas l'identité, 
'est dire que la 
omplexité en temps asso
iée à 
haque élément de l'arbre pour les
opérateurs géométriques s'é
rit (2 + �) � TG. Le fa
teur 2+ � provient du nombre de transformations
géométriques à e�e
tuer, il y en a deux pour transformer un rayon et � pour transformer une liste
d'intervalles d'interse
tion 
ontenant � éléments (une justi�
ation pré
ise est donnée dans la démons-
tration de la proposition 8). Par dé�nition de �, � TG est la 
omplexité en temps moyennée sur les
éléments de l'arbre (une justi�
ation pré
ise est donnée dans la démonstration de la proposition 5).
Un n÷ud interne situé au niveau j dans l'arbre 
ontient un opérateur géométrique et un opérateur
ensembliste. Il est né
essaire d'évaluer la liste d'intervalles d'interse
tion résultante. Par hypothèse,
l'arbre est binaire. De plus, le nombre moyen de points d'interse
tion � est le même pour tous les
n÷uds. La 
omplexité en temps de l'évaluation de la liste d'intervalles d'interse
tion résultante s'é
rit
don
 :

TE(�; �) =
�+ �

2
Tliste = �Tliste :

La 
omplexité moyenne en temps asso
iée à un tel n÷ud est don
 :

TO;j = (2 + �) � TG + �Tliste :

Une feuille située au niveau j de l'arbre CSG 
ontient un opérateur géométrique et un objet primitif.
Il est né
essaire d'e�e
tuer le 
al
ul d'interse
tion entre un rayon et l'objet primitif 
onsidéré. La

omplexité moyenne en temps asso
iée à un telle feuille est don
 :

TO;j = (2 + �) � TG + TP :

�

Remarque
Le nombre moyen de point d'interse
tion � est moyenné sur l'ensemble R, et devrait en toute rigueur
être noté �. C'est par sou
i de 
larté dans les é
ritures que l'on a adopté 
ette notation.

�
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Proposition 9
Soit O un objet CSG 
onstruit à partir de m objets primitifs P1; : : : ; Pm. Considérons les mêmes
notations qu'au lemme 2. La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion
entre un rayon issu de R et l'objet O s'é
rit :

TO = fG(m;�) � TG + fliste(m;�)Tliste + fP (m;�)T P ; (2.16)

où les fon
tions fG, fliste et fP sont dé�nies par :

8>>><
>>>:

fG(m;�) = (2m� 1) (2 + �)

fliste(m;�) = (m� 1)�

fP (m;�) = m

:

2

Preuve Soit O un objet CSG 
onstruit à partir de m objets primitifs P1; : : : ; Pm (y 
ompris les
objets 
onstruits à partir d'opérateurs 
onstru
tifs). La proposition 1 pré
ise que l'objet CSG O peut
être représenté par un arbre binaire.
Pour évaluer la 
omplexité moyenne en temps asso
iée à tous les éléments de l'arbre, ajoutons les

omplexités moyennes aux n÷uds de l'arbre. D'après le lemme 2, les 
omplexités relatives aux n÷uds
situés au niveau j sont indépendantes de j. L'arbre binaire asso
ié à O 
ontient m�1 n÷uds internes
et m feuilles. Par 
onséquent, la 
omplexité moyenne en temps re
her
hée s'é
rit :

TO = (m� 1) ((2 + �) � TG + �Tliste) + m
�
(2 + �) � TG + TP

�
= (2m� 1) (2 + �)TG + (m� 1)�Tliste + mTP :

�

Exemple 5
Reprenons l'objet 
onsidéré dans les exemples 3 et 4. Soit un objet O 
onstruit par union d'une sphère
P1 et d'un 
ylindre P2. Le nombre d'objets primitifs est don
 m = 2. Un opérateur de translation
G1 est appliqué à la sphère tandis qu'un opérateur de rotation G2 est appliqué au 
ylindre. Au
un
opérateur géométrique n'est appliqué sur l'objet résultant de l'union.

(Id;ou)

(G1; P1) (G2; P2)

Il y a 2 opérateurs géométriques dans l'arbre binaire asso
ié à O, leur proportion est don
 � = (0 +
1 + 1)=3 = 2=3. Supposons que l'ensemble R est tel que le nombre moyen d'interse
tions ren
ontrées
par un rayon est � = 2. La valeur de la 
omplexité moyenne en temps de la re
her
he de la première
interse
tion entre un rayon issu de R et l'objet O est donnée par :

TO = 12TG + 2Tliste + 2TP :

�
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Comparaison des deux méthodes

Pour 
omparer les méthodes des epsilons et de Roth, traçons les 
ourbes des 
omplexités moyennes
en temps de 
haque méthode en faisant varier � et � (�gures 2.20 et 2.21). Pour 
e faire, il est né
essaire
de se donner les valeurs de � et 
 et les valeurs des 
omplexités en temps TG, Tpos;P , Tliste et TP . Le

hoix de 
es valeurs n'est pas fa
ile 
ar il dépend de beau
oup de paramètres. Pour donner une idée
dans un 
adre général 
onsidérerons des ordres de grandeurs :8>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

� = 1


 = 0:5

TG = 0:1

Tpos;P = 1

Tliste = 1

TP = 10

:

Il est aussi né
essaire de dis
uter du 
hoix des paramètres � et �. Soit un rayon issu de R et un sous-
objet de l'objet 
onsidéré. � est le nombre de surfa
es virtuelles ren
ontrées lors de la re
her
he de
la première interse
tion entre le rayon et le sous-objet 
onsidérés dans la méthode des epsilons. � est
le nombre de points d'interse
tion entre le rayon et le sous-objet 
onsidéré dans la méthode de Roth.
La seule relation parti
ulière (relation 2.7) est que � est majoré par la somme des nombres de points
d'interse
tion des sous-objets. Puisqu'on est dans le 
as d'un arbre binaire, on a la relation suivante :

� 6 2� :

Pour les 
ourbes, on prendra don
 deux 
as de �gure :

� � 
onstant (� = 0), � varie,

� � et � varient.

De plus, pour la méthode des epsilons, la 
omplexité moyenne en temps 
hoisie est la plus favorable,

'est-à-dire le 
as d'un arbre binaire dégénéré. Pour le 
as � = 0, l'équation 2.9 est toujours valable,
mais les expressions des fon
tions fG, fpos;P et fP données dans la proposition 7 ne le sont plus. Dans

e 
as parti
ulier, la 
omplexité moyenne en temps pour un arbre binaire dégénéré est donnée par un

al
ul identique à 
elui de la démonstration de la proposition 7 :8>>>>><

>>>>>:

fG(m;�; 
) = (1 + 
)m2 + 6m� (4 + 
)

fpos;P (m;�; 
) =
1

2
(1 + 
)m2 +

1

2
(1 + 
)m� (1 + 
)

fP (m;�; 
) = m

:
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Fig. 2.20 � Comparaison des 
omplexités en temps pour les méthodes des
epsilons et de Roth (� 
onstant, � varie).
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Le premier 
as (� 
onstant, � varie) est le 
as idéal pour la méthode des epsilons. En e�et, � = 0
signi�e qu'il n'y a pas de répétitions dans les 
al
uls d'interse
tion, 
haque objet primitif n'est ren
ontré
qu'une seule fois, 
e qui est 
on�rmé par fP (m;�) = m. Les 
ourbes 2.20 montrent qu'il faut prendre
des valeurs de � grandes par rapport à � pour que la 
omplexité moyenne en temps de méthode des
epsilons soit équivalente à 
elle de la méthode de Roth.
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Fig. 2.21 � Comparaison des 
omplexités en temps pour les méthodes des
epsilons et de Roth (� et � varient).

Le se
ond 
as montre la supériorité de la méthode de Roth lorsque les paramètres � et � ont la même
valeur. Les valeurs des 
omplexités moyennes en temps données dans les exemples 4 et 5 se retrouvent
au niveau de l'axe des ordonnées (m = 2) sur le graphe du milieu (� = 1, � = 2).

2.3 Modèle géométrique BRep

Le modèle géométrique de type BRep (Boundary Representation) dé�nit une représentation par
frontières des objets. Un objet est dé
rit par une frontière (modélisation surfa
ique) et par des relations
visant à garantir une 
ertaine 
ohéren
e topologique. Les di�érents modèles géométriques de type BRep
se di�éren
ient par le type de surfa
es utilisées et par l'étendue de la topologie 
onsidérée.
La des
ription topologique d'un objet 
onsiste don
 à dé�nir des volumes, des fa
es, des arêtes, des
sommets et des liens entre 
es éléments de la frontière (in
iden
e, 
ontiguïté). Les modèles les plus
simples se 
ontentent d'une topologie eulérienne (le voisinage de tout point de la frontière est homéo-
morphe à un disque), les plus 
omplexes admettent des topologies non eulériennes voire hétérotopes
(représentation pertinente des objets pon
tuels, linéiques, surfa
iques et volumiques ave
 données et
pro
édures spé
i�ques et mieux adaptées).
Du point de vue géométrique, les modèles les plus simples appro
hent les surfa
es par des fa
es planes,
les modèles les plus 
omplexes admettent des surfa
es paramétrées de type Bézier, spline ou en
ore
NURBS, éventuellement restreintes ou des surfa
es impli
ites.
L'importan
e de la modélisation géométrique dans le monde industriel est fortement 
roissante. Les
éditeurs de logi
iels de CAO sont nombreux et, de 
e fait, il existe de nombreux formats de données
pour représenter les di�érents modèles géométriques existants. Les normes relatives aux �
hiers de
données CAO qui se mettent en pla
e a
tuellement favorisent la représentation par frontière. D'autre
part, la 
onnaissan
e expli
ite des frontières permet de visualiser les objets en temps réel, fournissant
ainsi aux utilisateurs une intera
tivité très béné�que.
Cependant, la représentation expli
ite des surfa
es est très gourmande en espa
e mémoire, de plus toute
l'information représentée n'est pas toujours indispensable. De plus, il y a des problèmes de 
ohéren
e
à 
ause de l'impré
ision numérique. Ce problème de robustesse est un sujet de re
her
hes a
tivement
étudié par la 
ommunauté CAO. En�n, l'usage des opérations booléennes n'est pas sans di�
ulté. La

omplexité des stru
tures de données, l'impré
ision numérique et les nombreux 
as parti
uliers rendent
la mise en pla
e de 
es opérations ensemblistes très déli
ate.
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Dans 
e paragraphe, on ne s'intéressera pas aux algorithmes 
onstru
tifs de la représentation BRep.

2.3.1 Des
ription de la topologie

D'un point de vue topologique, un objet O de type BRep est dé
rit par :

� un ensemble de volumes fVigi,
� un ensemble de fa
es fFigi,
� un ensemble d'arêtes fAigi,
� un ensemble de sommets fSigi,
� un ensemble de liens entre les volumes, fa
es, arêtes et sommets.

Parmi les di�érentes représentations topologiques, on distingue deux modèles :

� le modèle arbores
ent,

� le modèle 
ombinatoire.

Modèle arbores
ent

Les modèles hiérar
hiques sont les plus répandus dans le domaine de la CAO. La représentation d'un
objet de type BRep 
onsiste en la des
ription des sous-objets le 
omposant, les relations topologiques
étant exprimées de manière des
endante par rapport à la dimension des sous-objets (�gure 2.22).

V

F1 Fi

Ai;1 Ai;j

Si;j;1 Si;j;k Si;j;ns;i;j

Ai;na;i

Fnf

0D

1D

2D

3D

dimension

Fig. 2.22 � Représentation arbores
ente relativement à la dimension.

Cette représentation topologique est assez générale, et peut prendre en 
ompte des topologies non
eulériennes. Cependant, un des grands handi
aps est la re
her
he des éléments de dimension supérieure

ontenant une entité géométrique donnée. Par exemple, étant donnée une arête, pour retrouver les fa
es
qui la 
ontiennent, il faut par
ourir l'arbre 
onsidéré de haut en bas. Un autre in
onvénient de taille
est la dupli
ation de l'information au sein de la stru
ture de données, qui pose des problèmes de mise
à jour et d'en
ombrement mémoire.

Modèle 
ombinatoire

Les modèles 
ombinatoires ont pour but de dé
rire des liens entre les di�érentes entités géométriques
voisines, non pas au sens de la dimension, mais au sens des relations d'in
iden
e (relation entre deux
entités de dimensions di�érentes) et d'adja
en
e (relation entre deux entités de même dimension).
Parmi 
es modèles on peut 
iter le modèle DCEL (Dire
t Conne
ted Edge List) (Carlier et Szafran [14℄
et Degott [28℄) dont la dé�nition des liens est basée sur les arêtes (�gure 2.23). Cependant, 
e modèle
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ne prend en 
ompte que des topologies eulériennes, 
'est-à-dire que les nombres de fa
es, d'arêtes et de
sommets sont liés par la relation d'Euler. De plus, 
'est un modèle qui ne peut pas prendre en 
ompte
des entités géométriques 3D (au sens volumique).

A

A1

A2

S1

S2

F1 F2

Fig. 2.23 � Stru
ture DCEL.

Pour pallier 
et in
onvénient, un modèle plus général, appelé DCEL généralisé, a été développé (Degott,
Chenin et Dessar
e [29℄). Il peut prendre en 
ompte des topologies non eulériennes et des entités
géométriques 3D. Cependant, la nature de 
e modèle pose des problèmes de gestion et de mise à jour
des stru
tures de données asso
iées.
Le modèle des 
artes 
ombinatoires (Lienhardt [60℄ [61℄) est très attrayant par son formalisme ma-
thématique fondé sur la théorie des groupes de permutation. Il est dé�ni à partir d'un type unique
d'élément, appelé brin, sur lequel sont dé�nis des opérateurs de permutation. Un brin 
orrespond à
une arête orientée. Les notions de 
ellules, de 
omposantes 
onnexes et de bords sont dé�nis par l'in-
termédiaire de la notion d'orbite. Ce modèle utilise des opérateurs algébriques pour dé�nir les relations
de voisinages et de 
ohéren
e topologique. Il peut prendre en 
ompte des topologies non eulériennes
et permet, entre autres, de modéliser des variétés 
ellulaires7 orientables de dimension quel
onque. Le
modèle des 
artes 
ombinatoires généralisées permet en plus de 
onsidérer des variétés 
ellulaires non
orientables.
Les modèles 
ombinatoires ont pour prin
ipal avantage de permettre un a

ès dire
t aux di�érentes
entités géométriques, et don
 d'une manière beau
oup plus rapide que dans le modèle hiérar
hique, en

ontrepartie d'une 
omplexité en mémoire importante.

2.3.2 Des
ription de la géométrie

D'un point de vue géométrique, un objet BRep est dé�ni en asso
iant à 
haque fa
e une surfa
e
(supposée 
ontinue, éventuellement plus, sans auto-interse
tion), dé
rite de manière paramétrique ou
impli
ite. De manière similaire, à 
haque arête est asso
iée une 
ourbe (supposée 
ontinue, éventuelle-
ment plus, sans auto-interse
tion), dé
rite de manière paramétrique ou impli
ite.
Contrairement au modèle CSG, où la nature des objets primitifs dépend du 
ontexte, i
i la nature des
surfa
es et des 
ourbes utilisées est plut�t liée à une normalisation des é
hanges de données issues de la
CAO (IGES, STEP). Dans le 
ontexte de l'optique, il faut remarquer que la 
onstru
tion d'un système
optique s'e�e
tue en deux phases. La première phase a pour but de dé�nir la géométrie du système
optique, tandis que la se
onde 
onsiste à asso
ier les propriétés optiques aux di�érentes entités de 
ette
géométrie. Les entités géométriques 
onsidérées sont don
 
elles que l'on retrouve 
lassiquement dans
le domaine de la mé
anique. Dans le 
ontexte qui nous intéresse, on 
lasse 
es entités géométriques en
trois 
atégories :

� les objets de base dé�nis de manière paramétrique ou impli
ite (�gure 2.24),

� les objets paramétriques polyn�miaux (�gure 2.25),

� les objets dé�nis à partir d'un opérateur 
onstru
tif (�gure 2.25).

7La notion de variété 
ellulaire est une notion générale qui englobe la notion de surfa
e dans R3. Toute surfa
e dans
R
3 est triangularisable et peut don
 être représentée par une variété 
ellulaire. La notion de variété permet d'introduire

des stru
tures 
ombinatoires.
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plan sphère ellipsoïde


ylindre 
�ne tore

Fig. 2.24 � Objets géométriques de base.
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surfa
e de révolution surfa
e extrudée

Fig. 2.25 � Objets paramétriques polyn�miaux et objets dé�nis à partir d'un
opérateur 
onstru
tif (surfa
e de révolution et surfa
e extrudée).

2.3.3 Utilisation du modèle pour l'optique

En optique la mise en pla
e d'une simulation né
essite la représentation de la fon
tion indi
e de
réfra
tion optique8 � : X � R

3 ! R. De façon analogue au 
as CSG, les objets peuvent être 
lassés en
deux 
atégories par rapport aux propriétés optiques :

� les objets sus
eptibles d'émettre des photons,

� les objets qui dé�nissent une dis
ontinuité de la fon
tion �.

Un objet appartient à l'une, l'autre ou les deux 
atégories. Toutes les entités géométriques d'un modèle
BRep peuvent être sus
eptibles d'émettre des photons. Con
ernant la deuxième 
atégorie d'objets, il
faut être plus pré
is par rapport au 
ontexte. Le modèle topologique 
onsidéré est de type hiérar
hique
et ne prend pas en 
ompte les entités géométriques volumiques. Un objet BRep est par dé�nition
représenté par son 
ontour, 
'est-à-dire par un ensemble de fa
es. La notion de volume ne peut pas
être 
onsidérée à 
ause, d'une part, des problèmes d'impré
ision numérique qui 
onduisent à des trous
entre les fa
es ou à des fa
es ou des arêtes pendantes, et, d'autre part, de l'instabilité des opérateurs
ensemblistes. C'est pourquoi les notions d'intérieur et d'extérieur à un objet n'ont pas de sens robuste
dans 
e modèle. Il n'est don
 pas envisageable de représenter la fon
tion � 
onstante par mor
eaux,
autrement dit de 
onsidérer des 
hangements de milieu. L'information doit don
 être portée par les
fa
es, qui représentent une dis
ontinuité de la fon
tion �. Si l'on veut dé�nir un 
hangement de milieu,
il faut alors orienter les fa
es et 
onsidérer une valeur pour � de 
haque 
�té de la fa
e 
onsidérée.
Il est né
essaire d'assurer en même temps une 
ohéren
e topologique (orientation des fa
es 
ohérente

8Voir la dé�nition donnée au 
hapitre 1 page 15.
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pour un même objet) et une 
ohéren
e géométrique (valeurs de � 
ohérentes pour des fa
es 
ontiguës
à un même milieu). Les arêtes et les sommets peuvent aussi jouer un r�le en optique. Bien que n'étant
pas pris en 
ompte dans les équations du premier 
hapitre, les phénomènes de di�ra
tion peuvent être
envisagés.
Dans la suite, on suppose disposer d'une stru
ture de données 
ohérente. La fon
tion essentielle qui
nous intéresse est le 
al
ul d'interse
tion entre un rayon et un objet.

2.3.4 Interse
tion entre un rayon et un objet

Soit O un objet de type BRep. Sans au
une hypothèse sur l'objet, et si l'on ne 
onsidère que les
surfa
es optiques (on ne tient pas 
ompte des arêtes et des sommets), alors la re
her
he de la première
interse
tion entre un rayon Rx;w et la surfa
e dé
rite par l'objet O 
onsiste à re
her
her la première
interse
tion ave
 l'ensemble des fa
es fFigni=1. L'algorithme 
orrespondant est trivial (algorithme 5).

Algorithme 5: Interse
tion entre un rayon et un objet BRep.
InterRayonObjetBRep(x;w;O)
(1) (tmin; Imin)  (+1; fg)
(2) for i = 1 to n
(3) (t; I)  InterRayonFa
e(x;w; Fi)
(4) if t < tmin

(5) (tmin; Imin)  (t; I)
(6) return (tmin; Imin)

L'algorithme InterRayonFa
e 
al
ule l'interse
tion entre un rayon et la surfa
e asso
iée à la fa
e

onsidérée. Si une interse
tion est trouvée, alors il renvoie le paramètre 
orrespondant sur le rayon et,
éventuellement, diverses informations relatives à l'objet et au point d'interse
tion trouvé (indi
e de la
fa
e, point dans l'espa
e des paramètres pour un objet paramétrique, et
). Sinon, par 
onvention, il
renvoie (+1; fg).
L'algorithme 5 est 
oûteux en 
e sens qu'il ne prend en 
ompte au
une propriété de l'objet 
onsidéré.
Ainsi, pour 
ertains types d'objets, il peut être très avantageux de prendre en 
ompte la stru
ture de
données pour le par
ours des fa
es. Par exemple, on peut ne pas tester toutes les fa
es à l'aide de

ritères de lo
alisation géométrique (souvent 
e sont des boîtes englobantes de fa
es).
Si l'on souhaite tenir 
ompte des arêtes et/ou des sommets, alors il faut adapter l'algorithme 5, et

onsidérer des interse
tions entre des photons et des arêtes et/ou sommets. Numériquement, l'inter-
se
tion entre un rayon et une arête ou un sommet ne peut être envisagée, 
'est pourquoi on se donne
une toléran
e qui 
onsiste à prendre en 
ompte un voisinage de l'arête ou du sommet. Généralement

ela revient à 
onsidérer un 
ylindre ou un parallélépipède autour de l'arête 
onsidérée et une sphère
ou un 
ube autour du sommet 
onsidéré.

2.3.5 Complexité en mémoire

Dans 
e paragraphe, on 
her
he à évaluer la 
omplexité en mémoire d'une s
ène géométrique de
type BRep, 
'est-à-dire d'une liste d'objets BRep O1; : : : ; ON . Cette 
omplexité représente la pla
e
pour sto
ker toutes les données dé�nissant 
ette liste d'objets, on la note MO1;:::;ON , et on a la relation
suivante :

MO1;:::;ON =
NX
k=1

MOk ; (2.17)

où MOk est la 
omplexité en mémoire pour l'objet Ok. Pour 
al
uler 
ette 
omplexité il est don

né
essaire d'évaluer la 
omplexité en mémoire d'un objet BRep. Elle dépend du modèle topologique
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et des types d'entités géométriques 
onsidérés. De manière générale, pour un objet BRep O 
ette

omplexité en mémoire s'é
rit :

MO =Mtopo;O +Mgeo;O ;

où Mtopo;O et Mgeo;O sont les 
omplexités en mémoire respe
tivement pour la topologie et pour la
géométrie. Dans la suite, pour être 
onforme au 
ontexte qui nous 
on
erne, on 
onsidère un objet
BRep représentant une surfa
e, 
'est-à-dire dé
rit par :

� un ensemble de fa
es fFigni=1,
� un ensemble d'arêtes fAi;jgi;j ,
� un ensemble de sommets fSi;j;kgi;j;k,

et dont le modèle de topologie est de type hiérar
hique. Les entités géométriques sont usuellement
dé
rites par des enregistrements et leurs relations topologiques par des référen
es (des pointeurs ou
des indi
es dans des tables) entre 
es enregistrements. On supposera qu'une telle référen
e équivaut à
une unité de 
omplexité en mémoire. La proposition suivante donne une expression de la 
omplexité
en mémoire relative à la topologie d'un objet BRep.

Proposition 10
Soit O un objet BRep. La 
omplexité en mémoire liée à la topologie de l'objet O s'é
rit de la manière
suivante :

Mtopo;O =
nX
i=1

0
�nFi +

nFiX
j=1

nAi;j

1
A ; (2.18)

où nFi et nAi;j
sont les nombres respe
tivement d'arêtes liées à la fa
e Fi et de sommets liés à l'arête

Ai;j.

2

Preuve Soit O un objet de type BRep. Dans le modèle hiérar
hique, une fa
e Fi est liée à nFi
arêtes et une arête Ai;j est liée à nAi;j

sommets. Un lien est représenté par une référen
e à l'entité
géométrique 
onsidérée, par 
onvention 
'est une unité de 
omplexité en mémoire. En 
omptabilisant
les fa
es et les arêtes on a bien la relation proposée.

�

La proposition suivante donne une expression de la 
omplexité en mémoire relative à la géométrie d'un
objet BRep.

Proposition 11
Soit O un objet BRep. NotonsMFi ,MAi;j

etMSi;j;k les 
omplexités en mémoire relatives à la géométrie
respe
tivement de la fa
e Fi, de l'arête Ai;j et du sommet Si;j;k. La 
omplexité en mémoire relative à
la géométrie de l'objet O s'é
rit de la manière suivante :

Mgeo;O =

nX
i=1

0
�MFi +

nFiX
j=1

0
�MAi;j

+

nAi;jX
k=1

MSi;j;k

1
A
1
A ; (2.19)

où nFi et nAi;j
sont les nombres respe
tivement d'arêtes liées à la fa
e Fi et de sommets liés à l'arête

Ai;j.

2

Preuve Il su�t de 
omptabiliser les di�érentes entités géométriques 
onsidérées.

�
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Exemple 6
Considérons un objet BRep O 
omposé de nfa
e fa
es triangulaires. Une fa
e est liée à trois arêtes et
une arête à deux sommets. La 
omplexité en mémoire liée à la topologie de l'objet O s'é
rit don
 de
la manière suivante :

Mtopo;O =

nfa
eX
i=1

0
�3 +

3X
j=1

2

1
A = 9nfa
e :

Une fa
e est représentée par trois sommets, une arête par deux sommets et un sommet par trois
nombres réels. Considérons qu'un nombre réel né
essite une unité de 
omplexité en mémoire. La

omplexité en mémoire liée à la géométrie de l'objet O s'é
rit don
 :

Mgeo;O =

nfa
eX
i=1

0
�(3 + 3 + 3) +

3X
j=1

 
(3 + 3) +

2X
k=1

3

!1A = 45nfa
e :

La 
omplexité en mémoire de l'objet O s'é
rit �nalement :

MO = 54nfa
e :

�

Exemple 7
Considérons un objet BRep O 
omposé de nfa
e fa
es de type 
arreau polynomial paramétrique bi-

ubique. Une fa
e est liée à quatre arêtes et une arête à deux sommets. La 
omplexité en mémoire
liée à la topologie de l'objet O s'é
rit don
 de la manière suivante :

Mtopo;O =

nfa
eX
i=1

0
�4 +

3X
j=1

2

1
A = 10nfa
e :

Un 
arreau polynomial paramétrique bi-
ubique est représenté par seize points dans R3, une arête
est une 
ourbe polynomiale de degré 3, elle est don
 représentée par quatre 
oe�
ients réels et un
sommet est représenté par trois nombres réels. Considérons qu'un nombre réel né
essite une unité de

omplexité en mémoire. La 
omplexité en mémoire liée à la géométrie de l'objet O s'é
rit don
 :

Mgeo;O =

nfa
eX
i=1

0
�(16 � 3) +

3X
j=1

 
4 +

2X
k=1

3

!1A = 78nfa
e :

La 
omplexité en mémoire de l'objet O s'é
rit �nalement :

MO = 88nfa
e :

�

2.3.6 Complexité en temps

Dans 
e paragraphe, on 
her
he à évaluer la 
omplexité en temps de re
her
he de la première
interse
tion entre un rayon Rx;w et une s
ène géométrique de type BRep, 
'est-à-dire une liste d'objets
BRep O1; : : : ; ON , pour une méthode naïve (algorithme 6 page 90). Cette 
omplexité représente le

oût de l'algorithme qui retourne, s'il existe, le point d'interse
tion re
her
hé, on la note TO1;:::;ON , et
on a la relation suivante (proposition 13 page 90) :

TO1;:::;ON (x;w) =

NX
k=1

TOk(x;w) ; (2.20)
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où TOk(x;w) est la 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre le rayon Rx;w et
l'objet Ok. Il faut don
 évaluer la 
omplexité en temps pour un objet BRep. De manière analogue au
paragraphe pré
édent, on 
onsidère un objet BRep représentant une surfa
e, 
'est-à-dire dé
rit par :

� un ensemble de fa
es fFigni=1,
� un ensemble d'arêtes fAi;jgi;j ,
� un ensemble de sommets fSi;j;kgi;j;k,

et dont le modèle de topologie est de type hiérar
hique. Dans le 
ontexte qui nous intéresse (algo-
rithme 5), la topologie n'est pas prise en 
ompte et seules les fa
es sont 
onsidérées. La proposition
suivante donne une expression de la 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre
un rayon et un objet BRep.

Proposition 12
Soit Rx;w un rayon. La 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre le rayon
Rx;w et un objet O s'é
rit de la manière suivante :

TO(x;w) =
nX
i=1

TFi(x;w) ; (2.21)

où TFi(x;w) est la 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre le rayon Rx;w

et la fa
e Fi.

2

Preuve La le
ture de l'algorithme 5 donne immédiatement l'expression proposée.

�

Corollaire 3
La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion entre un rayon issu de R
et un objet O s'é
rit de la manière suivante :

TO =

nX
i=1

TFi : (2.22)

2

Preuve Il su�t d'appliquer la dé�nition 1 de la 
omplexité moyenne en temps par rapport à l'en-
semble de rayons issus de R à l'expression de la 
omplexité de la proposition 12.

�

Le 
orollaire pré
édent montre que la 
omplexité moyenne en temps est linéairement dépendante du
nombre de fa
es de l'objet 
onsidéré. Soit une s
ène 
omposée de N objets BRep, 
haque objet étant

omposé de n fa
es de même type, 
'est-à-dire dont la 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la
première interse
tion ave
 un rayon est TF . En inje
tant l'expression 2.22 dans l'expression 2.20 après
l'avoir moyennée, la 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion entre un
rayon issu de R et la s
ène géométrique s'é
rit :

TO1;:::;ON = nN TF :
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2.4 Interse
teurs rayon-surfa
e

Les modèles géométriques o�rent di�érentes représentations (CSG et BRep en 
e qui nous 
on
erne)
et surtout une grande diversité de représentations des surfa
es qui sont la base des objets. En image de
synthèse, et en
ore plus en optique radiométrique, la pré
ision du 
al
ul d'interse
tion entre un rayon et
un objet et du 
al
ul du ve
teur normal en un point d'une surfa
e est fondamentale. Cependant, 
ette
pré
ision ne doit pas être atteinte au détriment des performan
es des logi
iels. Il est par 
onséquent
né
essaire d'exploiter au mieux les propriétés parti
ulières des surfa
es utilisées. Ces surfa
es sont

onnues par 
ertains de leurs paramètres.
De manière simpli�ée, les surfa
es impli
ites sont du type :

F =
�
x 2 R3; f(x) = 0

	
;

où f est une fon
tion dé�nie sur R3 à valeurs dans R, 
onnue à partir de la stru
ture de données
du modèle géométrique 
onsidéré. Dans le 
as général, f est un polyn�me à plusieurs variables et on

onnaît f par les 
oe�
ients de 
e polyn�me dans une base polynomiale. Dans le 
as parti
ulier qui
nous intéresse, le plus 
ourant dans le modèle géométrique CSG, où les formes élémentaires sont des
sphères, ellipsoïdes, 
ylindres, 
�nes, f est un polyn�me de degré 2 en les variables, la surfa
e F est
don
 une quadrique 
onnue par des paramètres géométriques (rayon, longueur, et
).
Les surfa
es paramétriques sont du type :

F =
�
x 2 R3; x = g(s; t) ; (s; t) 2 D � R

2
	
;

où g est une fon
tion dé�nie sur D à valeurs dans R3, 
onnue à partir de la stru
ture de données du
modèle géométrique 
onsidéré. Dans le 
as général, g est une NURBS (Non Uniform Rational Basis
Spline) ou une Bézier rationnelle. Dans le 
as parti
ulier qui nous intéresse, on prend en 
ompte des
symétries (axiales par exemple) ou des opérateurs 
onstru
tifs (extrusion par exemple).

2.4.1 Surfa
es impli
ites

Cas général

Une surfa
e impli
ite F est le lieu des points x véri�ant des équations et/ou inéquations impli
ites
dé
rites par un ensemble de paramètres :

F =
�
x 2 R3; f0(x) = 0 ; fi(x) 6 0 ; i 2 f1; : : : ;mg	 ;

où ffigi sont des fon
tions dé�nies sur R3 à valeurs dans R (�gure 2.26). Les inéquations peuvent être
prises au sens stri
t.
Pour 
al
uler la première interse
tion entre un rayon Rx;w et la surfa
e F , il faut 
ommen
er par
re
her
her la première interse
tion entre Rx;w et les surfa
es dé
rites par les équations impli
ites fi(x) =
0, pour i 2 f0; : : : ;mg. Ensuite, il ne reste plus qu'à retenir le point le plus pro
he de l'origine du rayon
qui satisfait les inéquations impli
ites dé�nissant la surfa
e (�gure 2.26). L'interse
tion entre Rx;w et
la surfa
e d'équation impli
ite fi(x) = 0 est un ensemble de points fxi;jgj véri�ant :(

xi;j 2 Rx;w

fi(xi;j) = 0
:

Pour résoudre le système pré
édent, il su�t d'inje
ter l'équation du rayon dans fi, et de re
her
her les
valeurs fti;jgj véri�ant :

fi(x+ ti;j w) = 0 ; ti;j > 0 :
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F

f0(x) = 0

f1(x) 6 0

f2(x) 6 0

F

x

w
x0

Rx;w

Fig. 2.26 � Représentation impli
ite et re
her
he de la première interse
tion
ave
 un rayon.

La première interse
tion, si elle existe, est le point le plus pro
he de l'origine du rayon x qui satisfait
les inéquations impli
ites :(

t0 = min
i;j

fti;j ; fi(x+ ti;j w) 6 0 ; i 2 f1; : : : ;mgg
x0 = x+ t0 w

:

Les algorithmes de re
her
he de la première interse
tion se déroulent don
 en deux étapes :

� substitution de l'équation du rayon dans l'expression de la surfa
e 
onsidérée,

� re
her
he des zéros de la fon
tion univariée (le paramètre du rayon) ainsi obtenue.

La substitution est une opération numérique déli
ate. Le 
al
ul symbolique est une alternative très
intéressante. La programmation de l'algorithme de substitution n'est plus né
essaire, il su�t de 
oder
dire
tement les fon
tions propre à 
haque type de surfa
e 
al
ulées symboliquement. Cependant, les
logi
iels de 
al
ul symbolique ne donne pas toujours des résultats minimaux. Il est par 
onséquent
important, en vue de la re
her
he des zéros, de simpli�er le plus possible les expressions obtenues
(Hanrahan [47℄).
La re
her
he des zéros d'une fon
tion est un sujet vaste qui fait depuis longtemps l'objet de nombreux
travaux. Aussi des études spé
i�ques ont été menées pour des fon
tions parti
ulières. Kalra et Barr [53℄
ont introduit une méthode robuste, basée sur la 
al
ul des 
onstantes de Lips
hitz, adaptée aux surfa
es
algébriques généralisées introduites par Blinn [7℄. Lorsque les fon
tions 
onsidérées sont des polyn�mes
la surfa
e représentée est dite semi-algébrique, si de plus elle est dé
rite uniquement par l'équation
f0(x) = 0 (sans inéquation) on parle alors de surfa
e algébrique. Ces surfa
es parti
ulières o

upent
une pla
e importante en image de synthèse et prépondérante en optique radiométrique. Lorsque le
degré du polyn�me est inférieur ou égal à quatre la re
her
he des zéros est analytique. Par 
ontre, pour
des degrés plus élevés il faut utiliser une méthode numérique robuste. On distingue plusieurs types
de méthodes qui permettent d'appro
her les zéros d'un polyn�me univarié. Ces méthodes in
luent
généralement une première phase de lo
alisation ou de séparation des ra
ines :

� la méthode de Collins-Akritas-Loos (Collins et Akritas [21℄, Collins et Loos [22℄) qui permet de
séparer les ra
ines d'un polyn�me qui ne possède pas de ra
ine multiple,

� les méthodes géométriques utilisant les propriétés des polyn�mes de Bernstein (Farouki et
Rajan [38℄ [39℄, Mar
hepoil [64℄),

� les méthodes d'ex
lusion (Dedieu et Yakoubsohn [27℄, Mar
hepoil [64℄) qui permettent d'élimi-
ner les intervalles ne possédant pas de ra
ine,

� les méthodes utilisant les séquen
es de Sturm et la règle des signes de Des
artes (Durand [35℄,
Ha
ques [46℄),
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Ensuite intervient une phase de 
al
ul, a

omplie par une méthode itérative utilisant une relation de
ré
urren
e (Ha
ques [46℄) telles que les méthodes de Newton-Raphson, Bairstow ou en
ore Legendre
pour ne 
iter que 
elles-
i.

Une fois le point d'interse
tion déterminé, il est né
essaire de 
al
uler le ve
teur normal à la surfa
e
en 
e point. Ce 
al
ul se ramène à l'évaluation du gradient de la fon
tion dé
rivant la surfa
e au point

onsidéré (�gure 2.27) :

u(x0) = rf0(x0) :

Dans le 
as de surfa
es impli
ites polynomiales, on peut utiliser un s
héma de Hörner pour l'évaluation
du gradient.

F

f0

f0f1

f2

x

w
x0

Rx;w

rf0(x0)

Fig. 2.27 � Cal
ul du ve
teur normal.

Cas parti
ulier

Dans le 
ontexte qui nous intéresse, la plupart des surfa
es sont au plus du se
ond ordre, 
'est-à-
dire des quadriques. L'équation générale d'une quadrique s'é
rit de la manière suivante (dans l'espa
e
proje
tif) :

ytQy = 0 ;

où yt est le ve
teur transposé de y et Q est une matri
e symétrique de dimension 4. Soit un rayon Rx;w

dé
rit par l'équation paramétrique suivante (dans l'espa
e proje
tif) :

y = x+ t w ; t > 0 :

La substitution de l'équation du rayon dans l'expression impli
ite de la quadrique donne une équation
polynomiale univariée du se
ond ordre :

a0 + a1 t+ a2 t
2 = 0 ;

où les 
oe�
ients faigi sont donnés par :8>><
>>:

a0 = xtQx

a1 = 2wtQx

a2 = wtQw

:

Ainsi, la première interse
tion, si elle existe, est le point x0 de paramètre t sur le rayon Rx;w tel que t
soit la plus petite solution stri
tement positive de l'équation de degré 2 pré
édente.
Les quadriques 
onsidérées dans le 
adre de l'optique sont la sphère, l'ellipsoïde, le 
ylindre, le 
�ne,
la lentille et les surfa
es polynomiales de degré inférieur à deux.
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2.4.2 Surfa
es paramétriques

Cas général

Une surfa
e paramétrique F est dé
rite par une fon
tion g = (g1; g2; g3) dé�nie sur un domaine
D � R

2 à valeurs dans R3 :

F =
�
x 2 R3; x = g(s; t); (s; t) 2 D

	
:

s

t

D F

(s; t) g(s; t)

Fig. 2.28 � Représentation paramétrique.

Soit Rx;w un rayon et fxjgj l'ensemble des points d'interse
tion entre Rx;w et F :(
xj 2 Rx;w

xj 2 F
;


e qui signi�e qu'il existe des valeurs du paramètre du rayon ftjgj et des valeurs des paramètres de la
surfa
e f(sj ; tj)gj telles que : (

xj = x+ tj w ; tj > 0

xj = g(sj ; tj) ; (sj; tj) 2 D
:

Selon les 
as, on a besoin de 
onnaître les valeurs ftjgj du paramètre du rayon (test de visibilité ou

al
ul de distan
e), ou les valeurs f(sj ; tj)gj des paramètres de la surfa
e (
al
ul de ve
teur normal
à la surfa
e), ou les points fxjgj sur la surfa
e, ou plusieurs de 
es paramètres. Dans notre 
ontexte,
on s'intéresse au premier point d'interse
tion et au ve
teur normal à la surfa
e en 
e point, on se

ontentera don
 des ftjgj et f(sj ; tj)gj . La première interse
tion entre Rx;w et F , si elle existe, est
dé�nie par : (

t0 = min
j
ftjg

x0 = x+ t0 w
:

La méthode générale 
onsiste à résoudre le système de trois équations à trois in
onnues suivant :

x+ tj w � g(sj ; tj) = 0 ;

et à ne retenir que les solutions satisfaisant tj > 0 et (sj ; tj) 2 D.
Dans la majorité des systèmes CAO, les surfa
es paramétriques sont des NURBS dé�nies par produit
tensoriel, éventuellement restreintes. Une NURBS dé�nie par un produit tensoriel s'é
rit sous la forme
suivante :

F =
�
x 2 R3; x = g(s; t); (s; t) 2 D

	
;
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où D est un domaine re
tangulaire :

D = [smin; smax℄� [tmin; tmax℄ :

On note alors fskgnk=0 et ft`gm`=0 les points de D suivants :(
smin = s0 6 s1 6 � � � 6 sn�1 6 sn = smax

tmin = t0 6 t1 6 � � � 6 tm�1 6 tm = tmax

;

et on note Dk;` le sous-domaine de D suivant (�gure 2.29) :

Dk;` = [sk; sk+1℄� [t`; t`+1℄ :

s

t

D

Dk;`

smin smax

tmin

tmax

Fig. 2.29 � Domaine des paramètres pour une NURBS naturelle.

Soient fNn
i gi et fNm

j gj deux bases de splines polynomiales à une variable, respe
tivement par rapport
à s et t. De plus, posons :

Nn;n
i;j (s; t) = Nn

i (s)Nm
j (t) ; 8 (s; t) 2 D :

Une NURBS est alors dé�nie par un ensemble de poids réels stri
tement positifs f!i;jgi;j , et un ensemble
de points de R3 fai;jgi;j, et on note :

g(s; t) =

nX
i=0

mX
j=0

!i;j ai;j N
n;m
i;j (s; t)

nX
i=0

mX
j=0

!i;j N
n;m
i;j (s; t)

; 8 (s; t) 2 D ;

la NURBS 
orrespondante. Sur 
haque sous-domaineDk;`, l'expression de g(s; t) se réduit à une fon
tion
rationnelle que l'on peut exprimer sous la forme :

gk;`(s; t) =

pX
i=0

qX
j=0

!k;`
i;j a

k;`
i;j B

p;q
i;j (s; t)

pX
i=0

qX
j=0

!k;`
i;j B

p;q
i;j (s; t)

; 8 (s; t) 2 Dk;` :

Cette expression peut être obtenue par les algorithmes d'Oslo (Farin [37℄, Léon [62℄), dont l'obje
tif
est de fournir une méthode pour exprimer les f!k;`

i;j gi;j et fak;`i;j gi;j en fon
tion des f!i;jgi;j et fai;jgi;j.
La base fBp;q

i;j gi;j est souvent la base de Bernstein bivariée.
On remarque que dans le 
as parti
ulier où les poids !i;j sont tous égaux à 1, alors est est ramené au

as polynomial (le dénominateur dans l'expression de g(s; t) vaut 1).
Une NURBS restreinte est une NURBS dé�nie sur un sous-ensemble de [smin; smax℄ � [tmin; tmax℄. La
donnée d'une NURBS restreinte est :
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� une NURBS, dite naturelle au sens de la dé�nition pré
édente,

� une ou plusieurs 
ourbes (NURBS éventuellement) fermées à valeurs dans [smin; smax℄�[tmin; tmax℄
qui dé�nissent le domaine D, généralement une 
ourbe extérieure et une 
ourbe intérieure (�-
gure 2.30).

s

t

D

smin smax

tmin

tmax

Fig. 2.30 � Domaine des paramètres pour une NURBS restreinte.

Les di�érents algorithmes doivent alors prendre en 
ompte 
ette di�
ulté. En parti
ulier, pour les

al
uls d'interse
tion il est né
essaire de véri�er l'appartenan
e au domaine D. Une autre di�
ulté est
que, dans la pratique, les dessinateurs ou les 
on
epteurs de systèmes mé
aniques ou optiques, utilisent
souvent des NURBS dégénérées (superposition de points de 
ontr�le le plus souvent) qui 
réent de
nombreux problèmes pour l'évaluation de la dérivée et parti
ulièrement de la normale en un point de
la surfa
e. La bonne méthode serait de dé�nir une NURBS restreinte.
Les di�érentes méthodes pour re
her
her l'interse
tion entre un rayon et une surfa
e paramétrique
peuvent être 
lassées en trois 
atégories :

� les méthodes de tesselation,

� les méthodes numériques itératives,

� les méthodes algébriques.

Les méthodes de tesselation 
onsistent à appro
her la surfa
e par un ensemble de fa
ettes. Les plus
simples 
onsistent à subdiviser la surfa
e jusqu'à 
e que 
haque mor
eau 
onsidéré ait une 
ourbure
moyenne su�samment faible pour être appro
hé par un plan. Ces te
hniques de tesselation peuvent
être 
ombinées ave
 des te
hniques de lo
alisation spatiale ayant pour but de diminuer le nombre
de fa
ettes à par
ourir pour 
haque rayon 
onsidéré. Whitted [86℄ utilise une hiérar
hie de sphères
englobantes pour subdiviser les surfa
es. Sweeney et Bartels [82℄ subdivisent des surfa
es B-splines et
dé�nissent une hiérar
hie de volumes englobants en utilisant les propriétés parti
ulières de la base de
Bernstein.
Les méthodes numériques itératives (Toth [83℄ et Barr [5℄) 
onsistent à résoudre le problème d'inter-
se
tion en exprimant, dans l'espa
e proje
tif, le rayon 
omme interse
tion de deux plans (Sweeney et
Bartels [82℄) :

8>><
>>:
X

i

ai xi = 0

X
i

bi xi = 0
:

Dans l'espa
e proje
tif, une surfa
e paramétrique est représentée par une fon
tion h = (h1; h2; h3; h4)
dé�nie sur un domaine D � R

2 à valeurs dans R4. En inje
tant les fhigi dans le système pré
édent, on
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obtient un nouveau système de deux équations :8>><
>>:
X

i

ai hi(s; t) = 0

X
i

bi hi(s; t) = 0
:

Pour résoudre 
e système, une méthode numérique itérative, de type Newton, né
essite une phase
de lo
alisation qui 
onsiste à dé�nir une valeur initiale. C'est un problème très déli
at. Certains 
as
parti
uliers donne lieu à des résolutions plus robustes. Pour des 
arreaux bi-
ubiques 
haque équation
du système pré
édent est de degré six et en éliminant un des deux paramètres s ou t le système se
réduit à une équation univariée de degré six (Kajiya [51℄).
Les méthodes algébriques 
onsistent à 
onvertir les surfa
es vers une représentation impli
ite. C'est la
te
hnique d'impli
itisation, introduite par Sederberg [76℄. On est alors ramené au 
as de la re
her
he de
la première interse
tion entre un rayon et une surfa
e impli
ite. Steinberg [81℄ a présenté des résultats
pour la 
onversion de 
arreaux bi-
ubiques et bi-quadratiques. Sederberg et Anderson [75℄ ont traités les

arreaux de Steiner (
arreaux de Bézier bi-quadratique). Edwards [36℄ a développé des te
hniques pour

onvertir les superquadriques (produit sphérique de super
oniques). Biard [6℄ présente une méthode qui
traite les surfa
es polynomiales de degré quel
onque. Cependant, les te
hniques d'impli
itisation sont
di�
iles à mettre en ÷uvre, l'augmentation de la 
omplexité des fon
tions à traiter étant le prin
ipal
handi
ap. On les réservera don
 à des 
as très parti
uliers.

Une fois le point d'interse
tion déterminé, il est né
essaire de 
al
uler le ve
teur normal à la surfa
e
en 
e point. De manière générale, le ve
teur normal en un point x = g(s; t) est donné par la relation
suivante :

u(s; t) =
�

�s
g(s; t) ^ �

�t
g(s; t) :

Dans le 
as de surfa
es paramétriques polynomiales, on peut utiliser un s
héma de Hörner pour l'éva-
luation des dérivées partielles.

Cas parti
ulier

Dans le 
ontexte qui nous intéresse, les surfa
es 
onsidérées sont souvent de degré 2 en 
haque
variable, 
e sont don
 des quadriques, 
e qui nous ramène au 
as impli
ite. Pour les surfa
es dites semi-
paramétriques, telles que les surfa
es de révolution ou les surfa
es extrudées, on utilise des méthodes
spé
i�ques (Dessar
e [32℄ pour les surfa
es de révolution).

2.5 Con
lusion

Ce 
hapitre donne une des
ription pré
ise de la représentation des objets pour les deux modèles
géométriques 
onsidérés ainsi que les algorithmes de base né
essaires à la re
her
he d'interse
tions
entre des rayons et des objets. On retiendra, en parti
ulier, que les spé
i�
ités du domaine de l'optique
posent des problèmes quant au 
hoix d'un modèle géométrique. On est toujours partagé entre le modèle
CSG et le modèle BRep. Pour le premier, les propriétés optiques sont naturellement représentées pour
les surfa
es et les volumes et les algorithmes d'interse
tion sont très rapides pour des objets primitifs
de type impli
ite. Pour le se
ond, la représentation des propriétés optiques pour les volumes peut poser
des problèmes et les algorithmes d'interse
tion sont plus 
oûteux que dans le 
as CSG. Cependant, le
modèle BRep s'impose 
omme un standard au niveau industriel, notamment pour la représentation
des données géométriques, d'où sa né
essité.
L'étude des 
omplexités des algorithmes d'interse
tion a pour but de donner une idée pré
ise des 
oûts
en temps à prendre en 
ompte pour la suite. Notamment pour le 
as CSG, l'étude 
omparative entre
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la méthode des epsilons et la méthode de Roth montre que pour 
e type d'objet il est 
ru
ial de 
hoisir
une méthode qui limite les par
ours d'arbre.
Dans la suite, on supposera disposer de 
es deux modèles géométriques et des algorithmes d'interse
tion
asso
iés.





Chapitre 3

Lo
alisation spatiale pour le 
al
ul
d'interse
tion

Les di�érentes méthodes de résolution envisagées sont sus
eptibles de faire intervenir les notions de
rayon lumineux, de visibilité, en tout 
as d'interse
tion entre un rayon et un objet. On peut 
onsidérer
a
tuellement un rappro
hement entre études radiométriques et synthèse d'image. Dans le premier 
as,
on 
her
he à 
al
uler au plus près le phénomène physique fondé sur les équations étudiées au premier

hapitre. Dans le se
ond 
as, on est d'avantage intéressé par le résultat visuel. Cependant, les modèles
géométriques sont 
omparables dans les deux domaines, même si les géométries ne sont pas soumises
aux mêmes 
ontraintes de pré
ision dans les deux 
as.

Le problème prin
ipal est l'amélioration du temps de simulation en a

élérant les 
al
uls d'interse
tion
entre les rayons et les objets. Dans le premier paragraphe on présentera de façon su

in
te les méthodes
d'a

élérations traditionnelles pour les 
al
uls d'interse
tion. Dans le se
ond paragraphe on détaillera
la méthode envisagée pour notre 
ontexte. En�n, dans un troisième paragraphe on présentera des
résultats expérimentaux dans l'environnement industriel.

3.1 A

élération des 
al
uls d'interse
tion

3.1.1 Où gagner du temps ?

Dans une simulation, la majeure partie du temps de 
al
ul est 
onsa
rée à la re
her
he de la première
interse
tion entre des rayons et le système 
onsidéré. Whitted [86℄ a évalué à au moins 95% le temps
passé à e�e
tuer de tels 
al
uls sur des s
ènes 
omplexes. Bien que les modèles physiques utilisés dans
nos appli
ations soient plus 
omplexes que 
eux généralement utilisés en image de synthèse (notamment
pour la modélisation du noyau de dispersion surfa
ique1), l'expérien
e montre qu'au moins 80% du
temps est 
onsa
ré aux 
al
uls d'interse
tion. D'où la né
essité d'employer des méthodes d'a

élération
des 
al
uls d'interse
tion adaptées et e�
a
es, dont les plus 
ourantes sont présentées dans la suite.

La gain de temps sur une simulation passe don
 par une a

élération des 
al
uls d'interse
tion. Si
l'on regarde de plus près, on se rend 
ompte que l'algorithme de re
her
he de la première interse
-
tion entre un rayon et une s
ène géométrique O1; : : : ; ON 
omporte deux parties (algorithme 6). La
première partie 
onsiste à par
ourir tous les objets de la s
ène 
onsidérée. La se
onde partie 
on
erne
les 
al
uls d'interse
tion rayon-objet. Bien entendu, il s'agit i
i d'une méthode naïve. Cependant son
importan
e réside dans le fait que son analyse permet de 
lasser les méthodes d'a

élération des 
al
uls
d'interse
tion.

1Voir dé�nition au paragraphe 1.2.5.
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Algorithme 6: Méthode naïve.
InterRayonS
ene-Naif(x;w;O1 ; : : : ; ON )
(1) (imin; tmin; Imin)  (�1;+1; fg)
(2) for i = 1 to N
(3) (t; I)  InterRayonObjet(x;w;Oi)
(4) if t < tmin

(5) (imin; tmin; Imin)  (i; t; I)
(6) return (imin; tmin; Imin)

L'algorithme InterRayonObjet re
her
he la première interse
tion entre un rayon et un objet. Si une
interse
tion existe, alors il renvoie le paramètre 
orrespondant sur le rayon et, éventuellement, diverses
informations relatives à l'objet et au point d'interse
tion trouvé (ve
teur normal au point trouvé, point
dans l'espa
e des paramètres pour un objet paramétrique, numéro de la fa
e pour un objet BRep,
et
). Sinon, par 
onvention, il renvoie (+1; fg). La proposition suivante donne une expression de la

omplexité en temps relative à l'algorithme 6.

Proposition 13
Soit Rx;w un rayon. Soient O1; : : : ; ON des objets. La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de
la première interse
tion entre le rayon Rx;w et la s
ène géométrique O1; : : : ; ON s'é
rit de la manière
suivante :

TO1;:::;ON (x;w) =
NX
i=1

TOi(x;w) ; (3.1)

où TOi(x;w) est la 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre le rayon Rx;w

et l'objet Oi.

2

Preuve L'expression de la 
omplexité en temps est évidente à la le
ture de l'algorithme 6.

�

Le 
orollaire suivant donne la 
omplexité moyenne en temps par rapport à un ensemble de rayons issus
de R (voir dé�nition page 32).

Corollaire 4
Soient O1; : : : ; ON des objets. La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
-
tion entre un rayon issu de R et la s
ène géométrique O1; : : : ; ON s'é
rit de la manière suivante :

TO1;:::;ON =

NX
i=1

TOi ; (3.2)

où TOi est la 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion entre un rayon
issu de R et l'objet Oi.

2

Preuve Il su�t d'appliquer la dé�nition 1 page 36 de la 
omplexité moyenne en temps à l'expres-
sion 3.1.

�

A

élérer les 
al
uls d'interse
tion 
'est réduire la 
omplexité TO1;:::;ON . Considérant que la pré
ision
numérique des 
al
uls d'interse
tion est �xée, les méthodes d'a

élération peuvent être 
lassées en deux
familles :
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� l'a

élération des 
al
uls d'interse
tion rayon-objet, 
'est-à-dire la rédu
tion du 
oût de l'algo-
rithme InterRayonObjet, don
 la diminution des 
omplexités moyennes en temps TOi ,

� l'a

élération des 
al
uls d'interse
tion rayon-s
ène, 
'est-à-dire la diminution de taille de la
bou
le dans l'algorithme 6, don
 la diminution de la taille de la liste des objets à par
ourir,

ara
térisée par la somme dans l'équation 3.2.

Dans la première famille, on distingue deux types d'a

élérations. D'une part, l'amélioration des mé-
thodes numériques présentées dans le paragraphe 2.4, qui 
onsistent essentiellement en la mise en
÷uvre de te
hniques robustes et rapides de re
her
he des zéros d'équations algébriques. Ces te
hniques
dépendent du type de surfa
e 
onsidérée. D'autre part, la mise en pla
e de méthodes géométriques
d'ex
lusion dont le but est de réduire les 
oûts pour des rayons éloignés. Ces méthodes utilisent les
propriétés des surfa
es ou des modèles géométriques 
onsidérés. Elles sont présentés dans le para-
graphe 3.1.2.
La se
onde famille 
orrespond aux méthodes de partition de la liste des objets 
onsidérés. Elles

onsistent en la dé�nition d'une subdivision de l'espa
e 
ontenant la s
ène géométrique. Le para-
graphe 3.1.3 dé
rit le prin
ipe de 
es méthodes.
La mise en ÷uvre d'une méthode dépend de plusieurs paramètres. Les 
ontraintes sont d'autant plus
nombreuses que la mise en pla
e d'une méthode d'a

élération doit se faire dans un 
ontexte industriel.
Le paragraphe 3.1.4 justi�e le 
hoix d'une méthode en fon
tion du 
ahier des 
harges.

3.1.2 Utilisation d'objets englobants

Le prin
ipe des méthodes à objet englobant est d'asso
ier à 
haque objet O un objet englobant Oe

(�gure 3.1) qui permette des tests d'interse
tion très rapides ave
 un rayon :

(
O � Oe

TOe(x;w)� TO(x;w) ;8 (x;w) 2 R
;

où TO et TOe sont les 
omplexités en temps respe
tivement pour les objets O et Oe.

O

Oe

Fig. 3.1 � Dé�nition d'un objet englobant.

L'intérêt de 
es méthodes est d'éviter le 
al
ul d'interse
tion ave
 O pour les rayons qui n'ont pas
d'interse
tion ave
 l'objet englobant asso
ié. Ce sont des méthodes d'ex
lusion dans le sens où elles

onsistent à ne pas tenir 
ompte des rayons dont on est sûr qu'ils n'ont pas d'interse
tion ave
 l'objet
O. Le 
ritère d'ex
lusion géométrique est 
ara
térisée par (�gure 3.2) :

Rx;w \Oe = ; =) Rx;w \O = ; :

L'algorithme de re
her
he de la première interse
tion entre un rayon et un objet 
onsiste alors à tester
systématiquement l'interse
tion ave
 l'objet englobant puis s'il y a interse
tion à tester l'interse
tion
ave
 l'objet 
onsidéré (algorithme 7).
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O

Oe

x

w

R x
;w

ex
lusion du rayon

O

Oe

x

w

Rx;w


al
ul d'interse
tion né
essaire

Fig. 3.2 � Propriété d'ex
lusion pour un objet englobant.

Algorithme 7: Objet englobant.
InterRayonObjet-Englobant(x;w;O)
(1) (tmin; I)  InterRayonObjet(x;w;Oe)
(2) Imin  fg
(3) if tmin < +1 then (tmin; Imin)  InterRayonObjet(x;w;O)
(4) return (tmin; Imin)

L'algorithme InterRayonObjet re
her
he la première interse
tion entre un rayon et un objet. Si une
interse
tion existe, alors il renvoie le paramètre 
orrespondant sur le rayon et, éventuellement, diverses
informations relatives à l'objet et au point d'interse
tion trouvé (ve
teur normal au point trouvé, point
dans l'espa
e des paramètres pour un objet paramétrique, numéro de la fa
e pour un objet BRep, et
).
Sinon, par 
onvention, il renvoie (+1; fg).
Pour estimer la 
omplexité en temps de l'algorithme pré
édent, on a besoin de la fon
tion indi
atri
e
d'interse
tion ave
 un objet englobant (dé�nition 2 page 55). On rappelle que 1R;Oe une fon
tion dé�nie
sur R à valeurs dans f0; 1g, dont l'expression est la suivante :

1R;Oe(x;w) =

(
1 si Rx;w \Oe 6= ;
0 sinon

:

La proposition suivante donne une expression de la 
omplexité en temps relative à l'algorithme 7.

Proposition 14
Soit Rx;w un rayon. Soit O un objet. Soit Oe un objet englobant O, 
'est-à-dire tel que O � Oe. La

omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre le rayon Rx;w et l'objet O s'é
rit
de la manière suivante :

TO;Oe(x;w) = TOe(x;w) + 1Oe(x;w)TO(x;w) ; (3.3)

où TOe(x;w) et TO(x;w) sont les 
omplexités en temps de re
her
he de la première interse
tion entre
le rayon Rx;w et respe
tivement les objets Oe et O.

2

Preuve Elle est évidente à la le
ture de l'algorithme 7.

�

De même que pour l'indi
atri
e d'interse
tion, on a besoin de la 
ara
térisation de la proportion de
rayons qui ont une interse
tion ave
 un objet englobant (dé�nition 3 page 59). On rappelle que la
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proportion de rayons issus de R qui ont une interse
tion ave
 un objet Oe est donnée par le nombre
réel suivant :


R;Oe =
1

mes (R)
Z
R

1Oe(x;w)d�(x)d�(w) :

Pour di�éren
ier les rayons qui ont une interse
tion ave
 un objet englobant Oe des autres, on introduit
les deux sous-ensembles suivants :( Rin;Oe = f(x;w) 2 R ; Rx;w \Oe 6= ;g

Rex;Oe = RrRin;Oe

:

Rin;Oe est don
 l'ensemble des rayons issus de R qui ont une interse
tion ave
 Oe, Rex;Oe est l'ensemble

omplémentaire dans R.
Le 
orollaire suivant donne la 
omplexité moyenne en temps relative à l'algorithme 7.

Corollaire 5
Soit O un objet. Soit Oe un objet englobant O, 
'est-à-dire tel que O � Oe. Soit 
R;Oe la proportion
de rayons issus de R qui ont une interse
tion ave
 Oe. La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he
de la première interse
tion entre un rayon issu de R et l'objet O s'é
rit de la manière suivante :

TO;Oe = TOe + 
R;Oe T
in
O ; (3.4)

où TOe est la 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion entre un rayon issu

de R et l'objet Oe et T
in
O est la 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion

entre un rayon issu de Rin;Oe et l'objet O.

2

Preuve Il su�t d'appliquer la dé�nition 1 page 36 de la 
omplexité moyenne en temps à l'expres-
sion 3.3. Le premier terme ne pose au
un problème. Regardons de plus près le se
ond. En remarquant
que l'indi
atri
e d'interse
tion sur Oe relativement à R est nulle sur Rex;Oe , la moyenne du se
ond
terme de l'expression 3.3 s'é
rit de la manière suivante :

1

mes (R)
Z
R

1Oe(x;w)TO(x;w)d�(x)d�(w) =
1

mes (R)
Z
Rin;Oe

TO(x;w)d�(x)d�(w) :

Don
 l'expression pré
édente devient :

1

mes (R)
Z
R

1Oe(x;w)TO(x;w)d�(x)d�(w) =
mes (Rin;Oe)

mes (R) T
in
O :

Il ne reste plus qu'à remarquer que le rapport des deux mesures est la proportion de rayons issus de
R qui ont une interse
tion ave
 Oe, 
'est-à-dire le nombre 
R;Oe . D'où l'expression proposée.

�

L'expression 3.4 rend 
ompte de l'e�
a
ité de la méthode à objet englobant. En e�et, l'e�
a
ité
augmente lorsque le paramètre 
R;Oe et la 
omplexité moyenne en temps TOe diminuent. En d'autres
termes, 
ela signi�e que moins l'objet englobant est traversé par des rayons et plus sa forme est simple,
plus la méthode est e�
a
e. Il faut don
 tenter d'utiliser des englobants petits dans le système 
onsidéré
et de formes simples. C'est un 
ompromis entre la dimension de l'englobant et sa simpli
ité. Di�érents
types d'englobants ont été testés.

� Les sphères, introduites par Whitted [86℄, sont l'objet englobant le plus simple qui puisse exister,
mais sa dimension relative à l'objet englobé n'est pas 
ontr�lable.
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� Les ellipsoïdes, introduits par Bouville [9℄, permettent de mieux 
ontr�ler la dimension des
englobants, mais le 
hoix du meilleur ellipsoïde est di�
ile et les temps de 
al
uls d'interse
tion
sont beau
oup plus longs que pour la sphère.

� Les 
ylindres, introduits par Weghorst, Hooper et Greenberg [84℄, permettent de privilégier une
orientation, mais les temps de 
al
uls d'interse
tion sont longs.

� Les boîtes englobantes, introduites par Rubin et Whitted [70℄, sont des parallélépipèdes. Le

hoix de leur orientation permet de minimiser leur taille. De plus, les 
al
uls d'interse
tion
sont rapides. Roth [69℄ utilise des boîtes englobantes parallèles aux axes pour des objets de
type CSG. Le prin
ipal in
onvénient est que la dimension relative à l'objet englobé n'est pas

ontr�lable.

� Les polyèdres, introduits par Kay et Kajiya [55℄ 
omme une généralisation des boîtes englo-
bantes mais ave
 un nombre de dire
tions limitées, généralisés par Roelens [68℄ qui admet des
dire
tions quel
onques, permettent d'appro
her en
ore mieux les objets.

Exemple 8
Soit O un objet. Soit Oe une sphère de rayon r englobant O. On suppose que la 
omplexité en temps
relative à l'objet O véri�e les hypothèses du 
orollaire 5.

O

Oe

x


Oe(x)

La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion entre un rayon issu de R
et l'objet O par la méthode à objet englobant est donnée par l'expression 3.4 :

TO;Oe = TOe + 
R;Oe TO :

Soit x un point. Considérons l'ensemble de rayons issus de R = fxg � S2. On suppose don
 que les
rayons sont issus d'une sour
e pon
tuelle dont la propriété d'émission est uniforme dans toutes les
dire
tions de l'espa
e. La proportion de rayons issus de R qui ont une interse
tion ave
 Oe est le
rapport de la mesure de l'angle solide issu de x inter
eptant Oe et de la mesure de la sphère unité :


R;Oe =
mes (
Oe(x))

mes (S2)
=

mes (
Oe(x))

4�
:

La mesure de l'angle solide 
Oe(x) dépend de la position de x. Si x est dans Oe alors la mesure est

elle de la sphère unité. Sinon, 
'est l'aire de la 
alotte de sphère de 
entre x et de rayon

p
d2 � r2,

où d est la distan
e entre x et le 
entre de la sphère Oe, divisée par le 
arré du rayon de 
ette sphère :

mes (
Oe(x)) =

8>><
>>:

4� si x 2 Oe

2�

 
1 �

r
1�

�r
d

�2!
si x =2 Oe

:

La 
omplexité moyenne en temps TOe peut s'é
rire sous la forme :

TOe = �TO ;
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où � est un paramètre dans [0; 1℄ (Oe est par dé�nition plus simple que O). La 
omplexité moyenne
en temps pour la méthode à objet englobant s'é
rit don
 de la manière suivante :

TO;Oe =

8>><
>>:

(�+ 1)TO si x 2 Oe 
�+

1

2

 
1 �

r
1�

�r
d

�2!!
TO si x =2 Oe

:

Cette expression montre que pour un point x 2 Oe la méthode n'est pas e�
a
e, 
e qui est évident
puisque le 
ritère d'ex
lusion géométrique n'est jamais véri�é. Pour un point x =2 Oe, l'e�
a
ité
dépend des paramètres �, r et d. La distan
e d est arbitraire, on peut prendre d = 1 et faire varier
les deux autres paramètres dans [0; 1℄ (r est né
essairement plus petit que 1 puisque x n'est pas dans
Oe). Ainsi, un 
ouple (�; r) est 
ara
téristique de l'objet englobant Oe. � 
ara
térise sa simpli
ité
relativement à O, tandis que r 
ara
térise sa taille relativement à la distan
e au point x (
ar on a
�xé d). L'e�
a
ité de la méthode à englobant est donnée par la valeur du fa
teur devant TO dans
l'expression pré
édente. Celui-
i est inférieur à 1 pour les 
ouples (�; r) tels que :

(�; r) 2
��

0;
1

2

�
� [0; 1℄

�
[
��

1

2
; 1

�
�
n
r ; r 6 2 d

p
(1� �)�

o�
:

Le graphe suivant illustre l'ensemble des 
ouples admissibles. La zone en dessous de la 
ourbe re-
présente don
 les 
ouples (�; r) pour lesquels la méthode à objet englobant est plus e�
a
e que
la méthode 
lassique. On remarque que pour � 6 1=2 la méthode à objet englobant est toujours
meilleure quel que soit r. En d'autres termes, dès que la simpli
ité de l'objet Oe par rapport à l'objet
O est telle que la 
omplexité TOe soit au moins deux fois plus petite que la 
omplexité TO, alors la
méthode est e�
a
e quel que soit l'origine des rayons 
onsidérée en dehors de l'objet Oe.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

α

r

�

3.1.3 Lo
alisation spatiale

Les méthodes de lo
alisation spatiale sont basées sur la propriété de 
ohéren
e spatiale entre les
objets et les rayons. Le but est de réduire le nombre d'interse
tions à 
al
uler pour 
haque rayon 
onsi-
déré. Le prin
ipe est d'e�e
tuer une partition de l'espa
e 
ontenant les objets de la s
ène géométrique,
puis de re
her
her la première région traversée par le rayon et qui 
ontient des objets. Si une interse
-
tion est trouvée alors on s'arrête, sinon on progresse dans la partition. Ces méthodes 
omportent don

deux phases :

� la phase de pré-
al
ul 
onsistant à dé�nir une partition des objets,

� la phase de 
al
ul 
onsistant à par
ourir la partition.

La performan
e globale des méthodes de lo
alisation dépend de deux paramètres : le pouvoir séparant
de la partition et la fa
ilité de suivi du rayon. Les partitions non régulières permettent une meilleure
pré
ision alors que les partitions régulières fa
ilitent le suivi du rayon. La dé�nition suivante 
ara
térise
de manière générale une partition d'un ensemble d'objets.
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Dé�nition 4
Soient O1; : : : ; ON des objets. Une partition de O1; : : : ; ON est un ensemble fRkgnk=1 de régions de
R
3 tel que :

8 i 2 f1; : : : ; Ng ; Oi �
n[

k=1

Rk :

�

La dé�nition suivante 
ara
térise l'ensemble des points d'un objet qui interagissent ave
 des rayons (on
ne s'intéresse qu'aux interse
tions rayon-surfa
e).

Dé�nition 5
Soit O un objet. On appelle surfa
e optique de O, et on note �(O), l'objet suivant :

�(O) =

(
O si O est surfa
ique

�O si O est volumique
;

où �O représente le 
ontour de O.

�

D'un point de vue pratique, les régions issues d'une partition sont soit des objets englobants (des
sphères, des ellipsoïdes, des 
ylindres, des boîtes englobantes ou des parallélépipèdes), soit des poly-
èdres (dé�nis par interse
tions de demi-espa
es), soit des voxels (parallélépipèdes parallèles aux axes).
Lo
aliser les objets O1; : : : ; ON dans une partition fRkgnk=1, 
'est asso
ier à 
haque région Rk des in-
formations dé
rivant les propriétés géométriques et physiques propres à 
ette région et don
 aux objets
qui s'y trouvent. Il est au moins né
essaire d'asso
ier la liste des objets ayant une interse
tion ave
 la
région 
onsidérée, 
'est-à-dire de lo
aliser les objets dans la partition.

Dé�nition 6
Soient O1; : : : ; ON des objets. Soit fRkgnk=1 une partition de 
es objets. On note LRk

la liste des
indi
es des objets qui possèdent une interse
tion ave
 la région Rk :

LRk
=
�
i 2 f1; : : : ; Ng tel que �(Oi) \Rk 6= ;	 ;

où �(Oi) est l'objet 
onsidéré pour l'évaluation de l'interse
tion ave
 Rk :

�(Oi) � �(Oi) :

�

En pratique, pour un objet O donné, �(O) est soit la surfa
e optique, 
'est-à-dire �(O), soit un objet
englobant l'objet O.

Une fois la partition de la s
ène géométrique mise en pla
e, il reste à dé�nir le par
ours du rayon.
Quelle que soit la méthode de lo
alisation spatiale 
onsidérée, la partition de l'ensemble des objets est
asso
iée à une stru
ture de données qui peut être vue 
omme un arbre, où 
haque n÷ud est lié à une
région de la partition, et, par 
onséquent, à une liste d'objets. Fort de 
e 
onstat, les algorithmes de
par
ours du rayon dans une partition peuvent être 
lassés en deux 
atégories :

� les algorithmes itératifs (algorithme 8),

� les algorithmes ré
ursifs (algorithme 9).
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Algorithme 8: Lo
alisation spatiale (par
ours itératif).
InterRayonS
ene-Iteratif(x;w; arbre )
(1) (imin; tmin; Imin)  (�1;+1; fg)
(2) �n  false
(3) k  �1
(4) while not �n
(5) k  Par
oursRayonPartition(x;w; arbre; k)
(6) if k 6= �1
(7) for j = 1 to taille(LRk

)
(8) i  LRk

(j)
(9) (t; I)  InterRayonObjet(x;w;Oi)
(10) if t < tmin then (imin; tmin; Imin)  (i; t; I)
(11) if tmin < +1 then �n  true
(12) else
(13) �n  true
(14) return (imin; tmin; Imin)

La variable arbre représente la stru
ture de données qui lie les régions fRkgnk=1 aux objets O1; : : : ; ON .
L'algorithme Par
oursRayonPartition renvoie l'indi
e de la première région traversée par un rayon
et qui 
ontient des objets. Par 
onvention, il renvoie �1 si au
une région n'est traversée. Pour initialiser
le par
ours, 
et algorithme prend en paramètre d'entrée l'indi
e de la dernière région ren
ontrée.
L'algorithme InterRayonObjet re
her
he la première interse
tion entre un rayon et un objet. Si
une interse
tion existe, alors il renvoie le paramètre 
orrespondant sur le rayon et, éventuellement,
diverses informations relatives à l'objet et au point d'interse
tion trouvé (ve
teur normal au point
trouvé, point dans l'espa
e des paramètres pour un objet paramétrique, numéro de la fa
e pour un
objet BRep, et
). Sinon, par 
onvention, il renvoie (+1; fg).

Algorithme 9: Lo
alisation spatiale (par
ours ré
ursif).
InterRayonS
ene-Re
ursif(x;w;n÷ud )
(1) (imin; tmin; Imin)  (�1;+1; fg)
(2) k  Region(n÷ud)
(3) if LRk

6= ;
(4) for j = 1 to taille(LRk

)
(5) i  LRk

(j)
(6) (t; I)  InterRayonObjet(x;w;Oi)
(7) if t < tmin then (imin; tmin; Imin)  (i; t; I)
(8) n÷ud-
ourant  InitPar
oursRayonArbre(n÷ud)
(9) while n÷ud-
ourant 6= nil
(10) (i; t; I)  InterRayonS
ene-Re
ursif(x;w; n÷ud-
ourant )
(11) if t < tmin then (imin; tmin; Imin)  (i; t; I)
(12) n÷ud-
ourant  Par
oursRayonArbre(x;w;n÷ud-
ourant )
(13) return (imin; tmin; Imin)

La variable n÷ud représente un n÷ud de l'arbre représentant la stru
ture de données qui lie les régions
fRkgnk=1 aux objets O1; : : : ; ON . L'algorithme Region est une fon
tion d'a

ès à la région asso
iée à
un n÷ud donné. L'algorithme InterRayonObjet re
her
he la première interse
tion entre un rayon
et un objet. Si une interse
tion existe, alors il renvoie le paramètre 
orrespondant sur le rayon et, éven-
tuellement, diverses informations relatives à l'objet et au point d'interse
tion trouvé (ve
teur normal au
point trouvé, point dans l'espa
e des paramètres pour un objet paramétrique, numéro de la fa
e pour
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un objet BRep, et
). Sinon, par 
onvention, il renvoie (+1; fg). L'algorithme InitPar
oursRayo-
nArbre initialise le par
ours de l'arbre. Il renvoie le n÷ud 
orrespondant au premier �ls ren
ontré,
dans un sens de par
ours dé�ni par la méthode 
onsidérée. Si au
un n÷ud n'est pas trouvé, alors, par

onvention, il renvoie nil. L'algorithme Par
oursRayonArbre re
her
he dans l'arbre la pro
haine
région traversée par un rayon, dans un sens de par
ours dé�ni par la méthode 
onsidérée. Si une région
existe alors il renvoie le n÷ud 
orrespondant. Sinon, par 
onvention, il renvoie nil.

La dé�nition 4 est très générale en 
e sens qu'elle n'impose au
une restri
tion sur le nombre de
régions ainsi que sur leur type. Ainsi, le domaine 
ontenant l'ensemble des objets ou en
ore l'ensemble
des objets englobants sont bien des partitions. Cependant, l'intérêt d'une partition est bien évidemment
de 
onsidérer plusieurs régions. Il existe di�érentes méthodes pour dé�nir une partition. Relativement
aux notions d'objet et de s
ène géométrique, on distingue trois 
lasses :

� les méthodes lo
ales,

� les méthodes globales,

� les méthodes mixtes.

Les algorithmes 8 et 9 sont é
rits dans un 
ontexte général, 
haque méthode présentée dans la suite
est ratta
hée à une variante, voire une utilisation 
onjointe de 
es deux algorithmes.

Méthodes lo
ales

Ces méthodes 
onsistent à partir des objets pour 
onstruire une partition de la s
ène géométrique.
Leur prin
ipe est d'utiliser les objets englobants des objets de la s
ène géométrique 
omme régions de
base pour la 
onstru
tion de la partition. Di�érents types de partition ont été développés :

� hiérar
hie d'objets englobants,

� spé
i�que aux objets CSG.

Le prin
ipe des méthodes de partition par hiérar
hie d'objets englobants est d'in
lure les objets
dans des objets englobants, puis de regrouper 
es objets englobants dans d'autres objets englobants.
La hiérar
hisation 
onsiste à répéter 
ette étape (�gure 3.3). Les régions d'une partition sont don

des objets englobants et dé�nir une partition 
'est regrouper les régions dans d'autres régions jusqu'à
obtenir une région qui englobe toute la s
ène géométrique. Par nature de 
es méthodes, les stru
tures
de données liées à 
e type de partition sont arbores
entes. Chaque n÷ud est asso
ié un objet englo-
bant. Une feuille est asso
iée à un seul objet de la s
ène géométrique. Un n÷ud autre qu'une feuille
n'est asso
ié à au
un objet de la s
ène géométrique. La ra
ine de l'arbre est don
 asso
iée à l'objet
englobant la s
ène géométrique. La lo
alisation des objets dans les di�érentes régions est induite par la

onstru
tion de la stru
ture de données et ne pose don
 au
un problème (on n'utilise pas la dé�nition 6
pour 
onstruire les listes de liens).
Le par
ours du rayon 
onsiste à re
her
her les interse
tions ave
 les objets englobants en partant de
la ra
ine de l'arbre. Pour 
haque objet englobant, on 
al
ule l'interse
tion ave
 le rayon 
onsidéré. S'il
y a interse
tion, alors on re
her
he l'interse
tion entre le rayon 
onsidéré et les objets englobés. Et
ainsi de suite, jusqu'à ren
ontrer une feuille de l'arbre, 
'est-à-dire un objet de la s
ène géométrique.
Naturellement 
e pro
essus induit un algorithme de type ré
ursif.
Rubin et Whitted [70℄ furent les premiers à utiliser une telle méthode de partition. Les objets englobants
sont des boîtes englobantes, non né
essairement parallèles aux axes de manière à minimiser leur taille.
La di�
ulté de 
es méthodes de partition est de 
hoisir les meilleurs objets englobants et d'organiser
la stru
ture de données de manière à miniser la 
omplexité en temps de la re
her
he d'interse
tion.
Di�érents auteurs ont travaillé à l'amélioration de la méthode initiale.
Weghorst, Hooper et Greenberg [84℄ utilisent une expression de la 
omplexité en temps de 
al
ul de
l'interse
tion entre un rayon et un objet englobant, semblable à 
elle donnée par le 
orollaire 5, dans le
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Fig. 3.3 � Hiérar
hie d'objets englobants.

but de 
hoisir l'objet englobant qui minimise 
ette 
omplexité. Ce 
ritère est utilisé pour 
haque n÷ud
de l'arbre.
Gervautz [42℄ s'intéresse au par
ours du rayon. Il utilise la méthode de 
lassi�
ation des points d'in-
terse
tion introduite par Roth [69℄ en ne 
al
ulant des interse
tions que dans les régions situées dans
un intervalle d'interse
tion dé�ni à partir de la première interse
tion ren
ontrée ave
 un objet de la
s
ène géométrique.
De manière similaire, Kay et Kajiya [55℄ utilisent la parti
ularité de leurs objets englobants (des boîtes
englobantes généralisées ave
 un nombre limité de dire
tions) pour la re
her
he d'interse
tion. Les
objets englobants sont 
lassés dans un 
ertain ordre dé�ni par la distan
e entre l'origine du rayon

onsidéré et le premier point d'interse
tion ave
 l'objet englobant 
onsidéré.
Charney et S
herson [16℄ améliorent l'algorithme de par
ours du rayon présenté dans [55℄. Le prin
ipe

onsiste à distinguer les régions qui 
ontiennent l'origine du rayon 
onsidéré des autres régions. Cette
distin
tion dé�nit un ordre de par
ours des n÷uds.
Ke et Chang [56℄ vont plus loin dans l'amélioration de la méthode présentée dans [55℄. Les objets
englobants sont 
lassés en fon
tion de leurs proximités relatives. Ainsi, les tests d'interse
tion entre les
rayons et les objets englobants se font dans un ordre dé�ni par 
ette 
lassi�
ation, 
e qui, statistique-
ment, réduit le nombre d'interse
tions à 
al
uler. D'autre part, l'ensemble des objets englobants est
projeté sur le plan image, 
e qui permet d'éliminer un grand nombre de parties de l'image ne donnant
pas lieu à des interse
tions (parties noires).
La prin
ipal in
onvénient 
ommun à toutes les variantes de 
e type de méthode est que le par
ours
du rayon est dépendant de l'ordre dans lequel sont insérées dans la stru
ture de données arbores
ente
les diverses régions. C'est pourquoi l'e�
a
ité de 
es méthodes de partition est di�
ile à prédire.
Goldsmith et Salmon [45℄ ont donné une formulation de la probabilité 
onditionnelle qu'un rayon
heurte un objet sa
hant qu'il a heurté un objet l'englobant. Pour 
e faire, ils ont supposé que les
rayons sont distribués uniformément. La probabilité re
her
hée est alors égale au rapport des aires
projetées moyennes (moyenne sur l'ensemble des dire
tions des aires projetées le long d'une dire
tion).
Si de plus les objets 
onsidérés sont 
onvexes (généralement les objets englobants sont 
onvexes) alors
la probabilité re
her
hée est le rapport des aires du 
ontour des objets 
onsidérés :

P (Rx;w \Oe;i 6= ; jRx;w \Oe 6= ;) = aire(�Oe;i)

aire(�Oe)
; (3.5)

où Rx;w est un rayon appartenant à l'ensemble des rayons 
onsidérés, Oe;i est un objet 
onvexe englobé
par un objet 
onvexe Oe et �Oe;i et �Oe sont les 
ontours respe
tifs des objets Oe;i et Oe. Cette relation
permet de donner une expression de la 
omplexité en temps des méthodes utilisant des objets englobants
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onvexes. Soient fOe;igi des objets (objet de la s
ène géométrique ou objet englobant 
onvexe) englobés
par un objet 
onvexe Oe. La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion
entre un rayon et un objet 
ontenu dans Oe s'é
rit :

TOe + T int;Oe ;

où la 
omplexité moyenne en temps intérieure T int;Oe s'exprime de manière ré
ursive :

T int;Oe =
X
i

�
TOe;i +

aire(�Oe;i)

aire(�Oe)
T int;Oe;i

�
; (3.6)

où TOe;i est la 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion ave
 l'objet Oe;i

et T int;Oe;i est la 
omplexité moyenne en temps intérieure pour l'objet Oe;i. Par dé�nition, la 
omplexité
moyenne en temps intérieure pour un objet de la s
ène géométrique est nulle. Cette estimation de la

omplexité moyenne en temps ne donne pas une mesure pré
ise du 
oût dans un 
as général. En parti-

ulier, la distribution de rayons est 
onsidérée uniforme, 
e qui est faux dans la plupart des simulations.
De plus, les phénomènes d'o

lusions entre les objets englobés ne sont pas pris en 
ompte. Cependant,
l'utilisation de l'expression de la 
omplexité moyenne en temps donne un moyen de 
onstruire une hié-
rar
hie d'objets englobants qui 
onsiste à minimiser l'expression 3.5 du rapport des aires des 
ontours
des objets englobants (pour des objets englobants 
onvexes).

Le prin
ipe des méthodes spé
i�ques aux objets CSG est de dé�nir, dans un premier temps, des
boîtes englobantes minimales pour 
haque objet de la s
ène géométrique. Une boîte englobante est
généralement 
al
ulée en 
ombinant les boîtes englobantes des objets primitifs à l'aide des opérateurs
ensemblistes 
onsidérés pour l'objet (�gure 3.4). La di�éren
e entre 
e type de partition et une partition
par hiérar
hie d'objets englobants tient à la parti
ularité des objets CSG. En e�et, dans le 
as présent,
on ne 
her
he pas à lo
aliser un objet mais plut�t une partie d'un objet, la plus petite possible. Cette
partie est représentée par un sous-arbre CSG issu de l'objet 
onsidéré.

O1 ou O2 O1 et O2 O1 di� O2

Fig. 3.4 � Boîte englobante minimale pour un objet CSG.

Arnaldi, Priol et Bouatou
h [1℄ projettent les boîtes englobantes minimales de 
haque objet sur le plan
image. Une partition de type BSP (Binary Spa
e Partionning) est 
onstruite à partir des re
tangles
issus de la proje
tion. À 
haque segment d'un re
tangle 
orrespond un plan séparant l'espa
e de la
s
ène géométrique en deux régions. Cette partition est ra�née à l'aide d'une subdivision le long de l'axe
perpendi
ulaire au plan image. Les régions ainsi obtenues sont asso
iées à une stru
ture de données

ontenant notamment des informations de voisinage. Les rayons issus du plan image (dans le 
as d'un
lan
er de rayons dans le sens inverse), 
'est-à-dire les rayons primaires, utilisent prin
ipalement la
première partition, tandis que les rayons se
ondaires se dépla
ent dans les régions issus de la se
onde
partition en utilisant les relations de voisinage entre les di�érentes régions. Pour éviter les 
al
uls
d'interse
tion redondants, ils ont mis en pla
e sur 
haque objet une information qui 
onsiste à 
onserver
le résultat du dernier 
al
ul d'interse
tion ave
 un rayon. Ainsi, lorsque l'objet est ren
ontré plusieurs
fois par un même rayon, le 
al
ul n'est e�e
tué qu'une seule fois (�gure 3.5).
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Fig. 3.5 � Rédu
tion des 
al
uls redondants lors du par
ours du rayon.

Chuang et Hwang [17℄ utilisent des boîtes englobantes plus pré
ises que [1℄, basées sur les boîtes
englobantes de Cameron [13℄. La partition s'appuie sur les fa
es des boîtes englobantes des objets. Une
stru
ture de données hiérar
hique 
ontient les liens entre les voxels et les sous-arbres CSG issus de la

onstru
tion de la partition. Le par
ours du rayon est de type itératif et utilise la 
lassi�
ation des
points introduite par Roth [69℄.

Méthodes globales

Ces méthodes 
onsistent à partir de la s
ène géométrique. On 
onsidère un objet englobant la s
ène,
généralement un parallélépipède. Pour être 
onforme aux notations du premier 
hapitre, notons X 
e
domaine. Une partition des objets de la s
ène est alors dé�nie en subdivisant le domaine X en régions
le plus souvent parallélépipèdiques alors appelées voxels. La partition est alors un partitionnement de
X en 
e sens que les régions Rk sont disjointes et que leur union est l'ensemble X :8><

>:
n[

k=1

Rk = X

Rk \Rk0 = ; ; k 6= k0

:

À 
haque région Rk est asso
iée l'ensemble des objets qui ont une interse
tion ave
 
ette région. Cet
ensemble est 
ara
térisé par la liste LRk

donnée par la dé�nition 6. Cette dé�nition met en avant
un des problèmes prin
ipal de la lo
alisation, à savoir l'évaluation de l'interse
tion entre un objet et
une région. Puisque l'on s'intéresse aux surfa
es optiques (dé�nition 5), pour les 
al
uls d'interse
tion
rayon-objet, l'idéal est don
 de 
onsidérer, pour un objet O donné, la surfa
e asso
iée �(O). Cependant,
il n'est pas toujours fa
ile d'évaluer si l'interse
tion entre une région et une surfa
e est l'ensemble vide
ou non. C'est pourquoi on a re
ours à un objet �(O) englobant O. Pour 
onstruire la liste asso
iée à
une région Rk, on utilise le 
ritère d'ex
lusion géométrique suivant :

�(O) \Rk = ; =) �(O) \Rk = ; ;

qui résulte du fait que �(O) � �(O). La qualité de la lo
alisation dépend alors des tailles des listes
LRk

. Celles-
i doivent naturellement être les plus petites possibles. La hiérar
hisation de 
es méthodes

onsistent à répéter la subdivision aux régions de la partition. Le 
ritère d'arrêt le plus utilisé est
un seuil dé�nissant le nombre d'objets maximum pour une région et, bien entendu, une profondeur
maximale de la hiérar
hie.
Une fois la partition des objets dé�nie, il reste à re
her
her la première interse
tion entre un rayon et
la s
ène géométrique 
onsidérée. Deux 
lasses d'algorithmes sont asso
iés à 
e type de partition : les
algorithmes itératifs et les algorithmes ré
ursifs.
Di�érents types de partition ont été développées :

� binaire,

� o
tale,

� grille uniforme,

� ma
ro-régions.
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Le prin
ipe de la partition binaire, ou BSP (Binary Spa
e Partionning), 
onsiste à séparer par un
plan 
haque région 
onsidérée en deux sous-régions, en partant du domaine X (�gure 3.6). Par nature,
la stru
ture de données asso
iée à 
e type de partition est l'arbre binaire.
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Fig. 3.6 � Partition binaire (
as de plans parallèles aux axes de la s
ène
géométrique).

Kaplan [54℄ a introduit une méthode de partition binaire basée sur des plans parallèles aux axes de la
s
ène géométrique. La stru
ture de données est un arbre binaire 
lassique et le par
ours du rayon est
de type itératif.
Jansen [49℄ a introduit une méthode similaire en 
e qui 
on
erne la partition et la stru
ture de données
asso
iée, mais utilise un algorithme de par
ours du rayon de type ré
ursif di
hotomique. L'arbre binaire
asso
ié à la partition est par
ouru de haut en bas. Pour 
haque n÷ud non terminal 
onsidéré, le par
ours
des deux �ls est ordonné en fon
tion de l'ordre de par
ours du rayon dans les deux régions asso
iées.

Le prin
ipe de la partition o
tale, ou o
tree (qui signi�e arbre o
tal), 
onsiste à subdiviser le
domaine X en huit régions disjointes, appelées o
tants. Chaque région est à nouveau subdivisée en
huit o
tants. Et ainsi de suite jusqu'à un 
ritère d'arrêt (�gure 3.7). Par nature, la stru
ture de données
liée à 
e type de partition est arbores
ente.
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Fig. 3.7 � Partition o
tale (o
tants uniformes).

Glassner [43℄ fût un des premiers à mettre en pla
e une telle partition, ave
 des o
tants uniformes.
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La stru
ture de données qu'il utilise est basée sur 
elle introduite par Meagher [66℄. Le 
odage de
l'o
tree est basé sur une numérotation su�xée des voxels. Le par
ours du rayon 
onsiste à 
al
uler
les interse
tions ave
 les fa
es des voxels voisins, puis à se dépla
er le long du rayon d'une valeur
su�samment petite pour assurer que le point trouvé est bien dans le voxel suivant. La re
her
he du
n÷ud dans l'arbre 
orrespondant s'e�e
tue depuis la ra
ine, et utilise le 
odage parti
ulier de l'o
tree.
Le graphe 
i-dessous présente le rapport des 
omplexités en temps entre la méthode naïve et la méthode
développée par Glassner pour des s
ènes 
ontenant des nombres d'objets di�érents (d'après [43℄).
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Wyvill, Kunii et Shirai [88℄ ont utilisé une partition de type o
tree pour le modèle géométrique CSG.
La 
onstru
tion de la partition est adaptative, les 
ritères d'arrêts sont 
lassiques (nombre d'objets
primitifs dans un voxel et profondeur maximale de l'arbre asso
ié à l'o
tree). L'information asso
iée
à 
haque voxel est telle que la stru
ture de données in
lue l'arbre CSG de 
haque objet. Ainsi, un
n÷ud non terminal dans l'arbre de 
ette stru
ture est asso
ié soit à une feuille, soit à un sous-arbre
CSG, soit à un o
tree. Une feuille est asso
iée à un état parmi 
inq : le voxel est vide, le voxel est

ontenu dans un objet primitif, le voxel est à 
heval sur la 
ontour d'un objet primitif (sans opérateur
ensembliste di�), le voxel est à 
heval sur la 
ontour d'un objet primitif (ave
 opérateur ensembliste
di�), le voxel est subdivisé. Le par
ours du rayon est 
lassique pour l'o
tree (Wyvill et Kunii [87℄), un
traitement parti
ulier est appliqué aux n÷uds asso
iés à un sous-arbre CSG. Dans 
e 
as la re
her
he
de la première interse
tion est obtenue par une méthode similaire à la méthode des epsilons présentée
au paragraphe 2.2.4.
Whang, Song, Chang, Kim, Cho, Park et Song [85℄ dé�nissent une partition de type o
tree, mais
les o
tants ne sont pas né
essairement uniformes. Les auteurs utilisent le 
ritère présenté dans [45℄
(expression 3.5) pour déterminer les o
tants qui rendent optimal la 
omplexité en temps du lan
er de
rayon, au sens de l'expression 3.6.

Le prin
ipe de la partition en grille uniforme 
onsiste à subdiviser 
haque région 
onsidérée en un

ertain nombre de régions disjointes de même taille (�gure 3.8). Les stru
tures de données liées à 
e
type de subdivision sont des tableaux 3D, où 
haque entrée 
orrespond à un voxel, par le biais de trois

oordonnées entières, et 
haque 
ase du tableau 
ontient des informations, relatives à la géométrie et à
la physique, liées au voxel 
onsidéré. Parmi 
es informations, on trouve né
essairement les indi
es des
objets.
Fujimoto, Tanaka et Iwata [41℄ furent les premiers à introduire 
e type de partition ave
 une méthode
qu'ils nomment ARTS (A

elerating Ray Tra
ing System). Le par
ours d'un rayon est dé
rit à l'aide
d'un algorithme 
onnu sous le nom 3DDDA (3D Di�erential Digital Analyser), qui est une généra-
lisation de l'algorithme de Bresenham [11℄ (a�
hage d'une portion de droite sur un é
ran). Plus la
subdivision est �ne, plus le nombre d'objets à tester est petit. Cependant la 
omplexité en temps du
par
ours du rayon et la 
omplexité en mémoire du sto
kage de la stru
ture de données augmentent
ave
 la �nesse de la subdivision.
Hsiung et Thibadeau [48℄ ont proposés une amélioration de la méthode, appelée FINE-ARTS (Fast
INdexing hierar
hi
ally En
oded ARTS ). Ils ont mis en pla
e une stru
ture de données alliant les
avantages des stru
tures liées aux o
trees et des stru
tures liées aux grilles uniformes. D'une part, la
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Fig. 3.8 � Grille uniforme.


omplexité en temps de par
ours du rayon est logarithmiquement proportionnelle à la �nesse de la
subdivision, alors que dans ARTS elle est linéairement proportionnelle. D'autre part, la 
omplexité en
mémoire pour le sto
kage des liens entre les voxels et les objets 
roit de manière linéaire par rapport
à la �nesse de la subdivision.
Cohen et She�er [19℄ proposent une méthode pour a

élérer le par
ours d'un rayon dans une partition
en grilles uniformes (�gure 3.9). Elle 
onsiste à par
ourir le plus vite possible les espa
es vides. Pour 
e
faire, une mesure de la proximité entre les voxels vides et les voxels 
ontenant des objets est sto
kée en
mémoire. Un rayon se trouvant dans un voxel vide n'a pas d'interse
tion ave
 un objet dans un 
ertain
intervalle dont la longueur est déterminée par la mesure de proximité propre au voxel 
onsidéré. On
peut ainsi se dépla
er le long du rayon de la distan
e 
on
ernée.
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Fig. 3.9 � Méthode de proximité (distan
e eu
lidienne).

Yagel, Cohen et Kaufman [89℄ présentent une appro
he originale, appelée RRT (Raster Ray Tra
er),
basée sur la partition en grille uniforme, et dont l'originalité réside dans la nature de l'information
asso
iée à 
haque voxel, qui se traduit par une dis
rétisation de la s
ène géométrique (�gure 3.10). La
méthode se dé
ompose en deux phases. Tout d'abord, la s
ène est appro
hée par un ensemble de voxels.
Chaque voxel 
ontient de l'information qui représente lo
alement les propriétés géométrique (ve
teur
normal) et physiques (
ouleur, opa
ité, texture) de 
haque objet. Le par
ours de rayons est basé sur la
te
hnique 
lassique de type 3DDDA, 
'est un rayon dis
ret (6 ou 26 voisins selon l'algorithme 
hoisi)
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qui est propagé. Le rayon s'arrête dès qu'il ren
ontre un voxel non vide et l'intera
tion ave
 le rayon
est 
al
ulée en fon
tion des données asso
iées au voxel ren
ontré. Le prin
ipal intérêt de la méthode est
qu'il n'y a pas de 
al
ul d'interse
tion rayon-objet. Les 
al
uls sont d'autant plus rapides qu'ils sont
e�e
tués en arithmétique entière.
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Fig. 3.10 � Lan
er de rayons dis
ret.

Cette méthode pose de nombreux problèmes. D'une part, la dis
rétisation des objets est un problème
di�
ile, d'autant plus qu'un voxel est lié à un seul objet, 
e qui pose des problèmes de 
ohéren
e
géométrique, par exemple dans le 
as ou plusieurs objets se trouvent dans le même voxel. D'autre part,

ette dis
rétisation implique des 
al
uls d'interse
tion rayon-objet in
orre
ts. De plus, pour obtenir une
qualité du résultat a

eptable (par rapport au problème d'aliassage prin
ipalement), il faut 
onstruire
une subdivision la plus �ne possible 
e qui requiert une grande quantité de mémoire et implique un

oût de par
ours du rayon élevé. Delfosse, Hewitt et Mériaux [30℄ proposent une méthode, appelée
SRDRT (Restri
ted Semi Dis
rete Ray Tra
ing), qui est basée sur la méthode RRT, ave
 des 
al
uls
réels d'interse
tion rayon-objet et de ve
teur normal, dans le 
as parti
ulier de s
ènes polygonales,
en ajoutant des informations topologiques visant à résoudre les problèmes de 
ohéren
e géométrique.
Cette méthode se rappro
he de la méthode ARTS. Ainsi la qualité des images obtenues et l'e�
a
ité
de l'algorithme sont intéressantes.

Devillers [34℄ propose une méthode basée sur la partition en grille uniforme dont l'obje
tif est de
diminuer le 
oût du par
ours du rayon. La méthode des ma
ro-régions 
onsiste à partir d'une grille
uniforme, puis à regrouper les voxels voisins ne 
ontenant au
un objet (�gure 3.11). Un regroupement
s'appelle une ma
ro-région, qui n'est autre qu'un parallélépipède. Chaque voxel vide est asso
ié à une
ma
ro-région (la plus grande). Lors du par
ours du rayon, lorsqu'un voxel vide lié à une ma
ro-région
est ren
ontré, alors 
elle-
i est dire
tement traversée. Cette méthode a don
 pour but réduire le nombre
de voxels à par
ourir.

Méthodes mixtes

Ces méthodes utilisent les avantages des deux 
lasses de méthodes pré
édentes en essayant de
s'a�ran
hir au mieux des in
onvénients. En e�et, les méthodes lo
ales ont un pouvoir séparant de très
bonne qualité puisque 
haque région 
onsidérée, au début de la mise en pla
e de la 
onstru
tion de
la partition, 
ontient exa
tement un objet. D'un point de vue géométrique, 
e n'est pas vrai puisqu'il
peut y avoir des phénomènes de re
ouvrement entre les di�érentes régions, mais, d'un point de vue
de la stru
ture de données, 
'est-à-dire au regard de la partition de l'ensemble des objets, 
'est bien
vrai. Le point faible de 
es méthodes est la par
ours du rayon. En e�et, il est fortement dépendant de
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Fig. 3.11 � Ma
ro-régions.

la manière dont les régions sont regroupées. Les méthodes globales o�rent un par
ours du rayon très
simple et dont le 
oût est relativement faible. Cependant, 
es méthodes sou�rent d'une grande di�
ulté
à bien séparer les objets, sans trop ra�ner la partition, et ont des di�
ultés à par
ourir rapidement les
espa
es vides. À la lueur de 
es remarques, le prin
ipe des méthodes mixtes 
onsiste, dans un premier
temps, à utiliser une méthode lo
ale. Les objets sont regroupés dans des régions selon prin
ipalement
deux 
ritères : la dimension relative des objets et leur distan
e relative. On obtient ainsi une première
partition de la s
ène géométrique. Dans une se
ond temps, sur 
haque région de 
ette partition est
alors appliquée une méthode de partition globale sur 
haque sous-s
ène géométrique 
ontenue dans la
région 
onsidérée.
Le par
ours du rayon se dé
ompose alors en deux parties. Un par
ours des régions issues de la première
partition et un par
ours des sous-régions issues des se
ondes partitions.
Snyder et Barr [80℄ furent les premiers à mettre en pla
e une partition à l'aide d'une hiérar
hie d'objets
englobants et de grilles uniformes (�gure 3.12). L'obje
tif des auteurs était de traiter des s
ènes géomé-
triques 
ontenant des surfa
es triangulées 
ontenant jusqu'à 4: 1011 triangles. Pendant la 
onstru
tion
de la partition, les objets de la s
ène géométrique et les régions déjà dé�nies sont soit insérés dans des
boîtes englobantes, sur lesquelles sont utilisées des grilles uniformes, soit regroupées dans des boîtes
englobantes. Généralement, au départ de la 
onstru
tion, 
haque surfa
e est insérée dans une boîte
englobante subdivisée à l'aide d'une grille uniforme.
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Fig. 3.12 � Hiérar
hie de boîtes englobantes et de grilles uniformes.
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Pour le par
ours, les auteurs proposent deux améliorations des méthodes 
lassiques : une pour le
par
ours des grilles uniformes et une pour le par
ours de boîtes englobantes. Dans les deux 
as, l'obje
tif
est d'a

élérer le par
ours des espa
es vides (�gure 3.13). Pour les boîtes englobantes le rayon dé�nit
une boîte d'ex
lusion. Pour les grilles uniformes, les boîtes englobantes sont utilisées 
omme 
ritère
d'ex
lusion dans les sous-voxels.
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R x
;w

boîte englobante

x

w

R x
;w

grille uniforme

Fig. 3.13 � A

élération du par
ours du rayon dans une boîte englobante et
dans une grille uniforme.

Cazals, Drettakis et Pue
h [15℄ s'intéressent prin
ipalement aux s
ènes 
ontenant une grande quantité
d'objets. Les auteurs proposent une partition, appelée HUG (Hierar
hy of Uniform Grids), dont un des
intérêts prin
ipal est l'automatisation de la 
onstru
tion de la stru
ture de données asso
iée. Pour 
e
faire, une première partition est mise en ÷uvre, pour laquelle les objets sont tout d'abord �ltrés selon
un 
ritère de taille, puis regrouper selon un 
ritère de distan
e dans des régions parallélépipèdiques
appelées 
lusters. Sur 
ha
un de 
es 
lusters est alors appliqué une se
onde partition de type grille
uniforme. Une hiérar
hie de 
es 
lusters, appelée hiérar
hie de grilles uniformes, est alors mise en pla
e
(�gure 3.14). Chaque 
luster est alors soit 
onsidéré 
omme un objet, soit 
omme un sous-
luster d'un
autre 
luster. L'algorithme de par
ours du rayon 
omprend une partie itérative, pour le par
ours des
grilles uniformes, englobée dans une partie ré
ursive, pour le passage à une grille située à un autre
niveau de la hiérar
hie.

x

w

R x
;w

niveau

1

2

3

régions
par
ourues

6

8

3

interse
tions
rayon-objet

0

0

0

Fig. 3.14 � Hiérar
hie de grilles uniformes.

Klimaszewski et Sederberg [59℄ présentent une méthode hybride similaire à HUG, basée sur la méthode
de partition présentée dans [80℄. Les auteurs vont plus loin en re
her
hant des 
ritères de 
onstru
tion
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de la partition, dans le but d'adapter au mieux les grilles uniformes aux 
ara
téristiques lo
ales de
la s
ène géométrique. Dans un premier temps, une hiérar
hie de boîtes englobantes est mise en pla
e
en utilisant l'algorithme introduit par Goldsmith et Salmon [45℄. Cette 
onstru
tion est e�e
tuée à
partir d'un 
ritère 
onsistant à minimiser l'aire du 
ontour des boîtes englobantes (expression 3.5).
Dans un se
ond temps, sur 
haque boîte englobante est mis en pla
e une partition à l'aide d'une grille
uniforme, 
onstruite à partir d'un 
ritère qui prend en 
ompte le nombre d'objets (les objets de la s
ène
géométrique et les boîtes englobantes) et les dimensions de la boîte englobante 
onsidérée. En�n, une
hiérar
hie des grilles uniformes est mise en pla
e, à l'aide d'une amélioration de la méthode présentée
par Jevans et Wyvill [50℄. Les sous-grilles s'appuient sur des boîtes minimales et non sur les voxels de
la grille à subdiviser, 
e qui permet de réduire le 
oût de traversée des espa
es vides par des rayons
(�gure 3.15). L'algorithme de par
ours du rayon est adapté en 
onséquen
e.

x

w

Rx;
w

Fig. 3.15 � Sous-grille réduite et par
ours du rayon.

3.1.4 Choix d'une méthode

Pour 
hoisir un type de méthode d'a

élération des 
al
uls il faut 
ommen
er par dé�nir le be-
soin. Ce travail doit s'e�e
tuer dans un 
ontexte industriel et l'intégration de la méthode dans un
environnement logi
iel existant. Le 
ahier des 
harges 
omporte les points suivants.

� Le temps de développement est limité.

� Les stru
tures de données et les algorithmes développés dans le 
adre de 
e travail doivent être
propre au 
ontexte de développement (pas de ré
upération de 
ode existant).

� La puissan
e des ma
hines est limitée par le type de matériel utilisé par les utilisateurs des
logi
iels (ma
hines mono-pro
esseur, pas de réseau, système d'exploitation des ma
hines �xé,
et
.).

� Le modèle géométrique utilisé dans les logi
iels 
on
ernés est hybride. Une partie est de type
CSG, l'autre de type BRep.

� Les systèmes optiques 
onsidérés sont quel
onques (petits ou grands objets, répartition des
objets quel
onque, nombre d'objets quel
onque, et
.).

� La méthode d'a

élération à implémenter doit respe
ter la géométrie et la physique (au
une
approximation n'est envisageable).

� L'utilisateur du logi
iel ne doit pas intervenir manuellement pendant le 
al
ul.

L'obje
tif du travail est bien entendu l'amélioration des performan
es des logi
iels 
on
ernés, qui se
dégradent très vite dès que l'on souhaite augmenter la pré
ision des résultats. La méthode doit se
mettre en pla
e dans un 
ontexte très pré
is. Elle doit donner lieu à un module devant s'insérer dans
l'ar
hite
ture de développement existante (�gure 3.16).
Le module de 
al
ul utilise le lan
er de rayons, dont les algorithmes prin
ipaux sont présentés dans les
se
tions 2.2 et 2.3. Dans le modèle CSG une a

élération est proposée pour le 
al
ul d'interse
tion rayon-
objet. C'est une méthode utilisant des sphères englobantes, sans hiérar
hisation. Dans le modèle BRep
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Fig. 3.16 � Contexte de développement.

les 
al
uls d'interse
tion ne sont pas a

essibles. L'amélioration des performan
es, en tenant 
ompte du

ahier des 
harges, ne peut don
 pas passer par des méthodes d'interse
tion rayon-objet spé
i�ques. Le

hoix s'oriente don
 vers une méthode de lo
alisation spatiale par hiérar
hie de subdivisions uniformes.
Plusieurs raisons à 
ela, en réponse au 
ahier des 
harges essentiellement.

� La mise en ÷uvre d'une telle méthode se fera dans un temps de développement raisonnable.

� Les stru
tures de données développées seront spé
i�ques, et l'en
ombrement mémoire sera li-
mitée, 
e qui permettra une utilisation sur le matériel envisagé.

� L'adaptation de la méthode pour les modèles CSG et BRep ne posera pas de problème par-
ti
ulier, du moment que l'on possède 
ertaines fon
tions géométriques parti
ulières à 
haque
modèle (interse
tion d'une surfa
e ave
 une fa
e plane notamment).

� La géométrie sera respe
tée, au
une approximation n'est né
essaire.

� Une méthode adaptative permettra de prendre en 
ompte la diversité des systèmes optiques
envisageables, et ne né
essitera au
une intervention manuelle pendant le 
al
ul.

� Les méthodes basées sur une partition de l'espa
e en subdivisions uniformes sont parmi les plus
performantes.

3.2 Lo
alisation par subdivision spatiale

L'environnement dans lequel doit être intégré le module d'a

élération des 
al
uls 
omporte un
modeleur géométrique. Un système optique est don
 dé�ni par des objets de l'un ou l'autre des modèles.
Pour être 
onforme ave
 les notations du deuxième 
hapitre, on notera O1; : : : ; ON l'ensemble des objets
du système optique 
onsidéré.
Le modèle physique, présenté dans le premier 
hapitre, est dé�ni dans un 
ertain domaine fermé X.
Dans 
e paragraphe, et dans la suite du 
hapitre, le domaineX 
onsidéré est un parallélépipède parallèle
aux axes, à partir duquel la lo
alisation spatiale va être 
onsidérée (�gure 3.17) .
Dans la suite nous présentons la méthode développée dans le 
ontexte industriel. Pour 
e faire, on
pro
ède en deux étapes. Le premier paragraphe dé
rit les te
hniques né
essaires à la mise en ÷uvre
d'une subdivision uniforme. Le se
ond dé
rit la te
hnique de hiérar
hisation des subdivisions uniformes.
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Oi
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Fig. 3.17 � Domaine englobant la s
ène géométrique.

3.2.1 Subdivision uniforme

Une subdivision uniforme d'une région parallélépipèdique R, appelée voxel, est une partition en
régions de dimensions identiques (�gure 3.18). C'est 
e qu'on appelle aussi une grille uniforme. Soit
S = fRkgnk=1 l'ensemble des régions d'une subdivision uniforme donnée.

x

w

R x
;w

R

Fig. 3.18 � Subdivision uniforme.

La mise en pla
e d'une telle méthode 
omporte deux phases :

� une phase de pré-
al
ul 
onsistant à lo
aliser les objets dans la subdivision S,
� une phase de 
al
ul 
onsistant à dé�nir le par
ours d'un rayon dans la subdivision S.

Lo
alisation des objets

Les hypothèses faites sur le modèle physique font que l'on s'intéresse uniquement aux interse
tions
entre des rayons et des surfa
es optiques2. Ce sont les �(Oi), 
'est-à-dire, dans le 
ontexte qui nous
intéresse, les 
ontours des objets CSG et les fa
es des objets BRep. Il est né
essaire de 
réer une
stru
ture de données qui lie les régions fRkgk aux objets fOigi, 
'est-à-dire se donner un moyen de

onstruire les listes LRk

données par la dé�nition 6 :

LRk
=
�
i 2 f1; : : : ; Ng; �(Oi) \Rk 6= ;	 ;

où l'on rappelle que �(Oi) représente l'objet 
onsidéré pour l'évaluation de l'interse
tion ave
 Rk. La
dé�nition de 
es listes permet de di�éren
ier les types de lo
alisation d'un objet dans une subdivision

2On rappelle que les surfa
es optiques (dé�nition 5 page 96) sont le lieu de dis
ontinuité de l'indi
e de réfra
tion
optique (
hapitre 1 page 15).
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uniforme. Soit la lo
alisation est e�e
tuée sur la surfa
e optique (�(Oi) = �(Oi)). Soit la lo
alisation
est e�e
tuée sur un objet englobant, le plus simple étant une boîte englobante (�(Oi) = B(Oi)). En
pratique le 
hoix du type de lo
alisation dépend de la nature des objets 
onsidérés. Pour 
ertains
objets, il existe des méthodes qui permettent d'évaluer l'interse
tion entre une surfa
e optique et une
région (�gure 3.19). L'utilisation des boîtes englobantes des objets fournit un 
ritère d'ex
lusion simple
et très rapide à évaluer. Ainsi, pour un objet Oi donné, ne seront testées que les régions qui ont une
interse
tion ave
 la boîte englobante de l'objet, notée B(Oi) :

B(Oi) \Rk = ; =) �(Oi) \Rk = ; :
Cependant, l'évaluation de �(Oi)\Rk est en général un problème di�
ile, et dans bien des 
as se limite
à un test ave
 les boîtes englobantes. Il ne faut pas perdre de vue que l'on ne doit pas se tromper lors
de 
ette évaluation, en 
e sens qu'il ne faut pas ex
lure une surfa
e optique d'une région ave
 laquelle
il y a bien interse
tion. C'est 
e qu'on appelle le 
ritère de robustesse.

Oi

Rk

Oi

Rk

Oi Rk

�(Oi) \Rk = ; �(Oi) \Rk 6= ;
Fig. 3.19 � Interse
tion entre une surfa
e optique (
as d'un objet volumique
sur le dessin) et une région.

Pour les objets CSG impli
ites, il est intéressant en premier lieu de leur asso
ier des boîtes englobantes
minimales. Ensuite, la nature impli
ite des objets primitifs nous in
ite à 
onsidérer deux méthodes
pour la lo
alisation. Soit on appro
he la surfa
e optique par un ensemble de voxels à l'aide d'une
subdivision non uniforme (Kha
han [57℄), et on teste l'interse
tion entre les régions issues de R et les
voxels issus de la surfa
e optique. Soit on re
her
he les solutions du système semi-algébrique asso
ié
à l'objet CSG 
onsidéré dans la région 
onsidérée (Mar
hepoil [64℄). Pour 
e faire, on suppose que les
polyn�mes des systèmes semi-algébriques sont exprimés dans la base de Bernstein (si besoin on peut
e�e
tuer un 
hangement de base), dont les propriétés font que le 
ritère de robustesse est satisfait.
Cependant, on doit garder à l'esprit que le 
hangement de base polynomiale n'est pas sans poser de
problèmes numériques (Daniel [24℄).
Pour les objets BRep paramétriques, là aussi il est intéressant de leur asso
ier des boîtes englobantes
minimales. Ensuite, si l'on souhaite une lo
alisation plus pré
ise, basée sur les surfa
es, alors on ne
sait pas faire de manière générale sous la 
ontrainte du 
ritère de robustesse. En e�et, les méthodes
numériques 
lassiques sont de type suivi de 
ontour. Par 
onséquent, on adaptera les méthodes aux
types d'objets 
onsidérés. Par exemple, on pourra appro
her les surfa
es à faible 
ourbure par des
fa
ettes planes et lo
aliser 
es fa
ettes ave
 une 
ertaine toléran
e.
Une stru
ture de données doit être mise en pla
e pour le sto
kage en mémoire des liens entre les objets
et les régions (�gure 3.20). Pour répondre au 
ahier des 
harges elle doit satisfaire prin
ipalement deux
exigen
es. D'une part, son en
ombrement en mémoire doit être le plus petit possible, 
ar la 
apa
ité
des ma
hines est limitée. C'est pourquoi les régions vides (
elles qui n'ont d'interse
tion ave
 au
un
objet) ne seront pas enregistrées dans la stru
ture de données, 
e qui réduit l'information des liens aux
listes suivantes :

fLRk
; LRk

6= ;g :
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D'autre part, un ordonnan
ement parti
ulier de l'information dans la stru
ture de données permet
d'utiliser des algorithmes de re
her
he de type di
hotomique, de manière à ne pas dégrader les perfor-
man
es.

informations sur les régionsLRk

informations sur la subdivisionk ind

ré
g
io
n

Fig. 3.20 � Stru
ture de données pour l'enregistrement des liens entre les
objets et les régions.

Par
ours du rayon

La des
ription du par
ours d'un rayon dans une subdivision uniforme né
essite dans un pre-
mier temps de repérer les régions dans la subdivision. Le repérage s'e�e
tue par un indi
e ou par
des 
oordonnées dis
rètes. Par 
onvention, à la région Rk sont asso
iées les 
oordonnées dis
rètes
(
0(k); 
1(k); 
2(k)) (�gure 3.21). La 
oordonnée dans la dire
tion i est dans l'intervalle [0; ni � 1℄, où
ni est le nombre de subdivisions dans 
ette dire
tion.

Rk

0 
0(k) n0 � 1

0


1(k)

n1 � 1

Fig. 3.21 � Système de 
oordonnées dans une subdivision uniforme.

Le passage des 
oordonnées (
0(k); 
1(k); 
2(k)) à l'indi
e k est trivial :

k = 
0(k) + n0 
1(k) + n0 n1 
2(k) :

Le passage inverse s'é
rit : 8>><
>>:


2(k) = k div (n0 n1)


1(k) = (k mod (n0 n1)) div n0


0(k) = (k mod (n0 n1)) mod n0

;

où div est la division entière et mod est le reste de la division entière.
Le par
ours d'un rayon dans une subdivision uniforme est e�e
tué à l'aide d'un algorithme dont l'origine
est l'a�
hage d'une portion de droite sur un é
ran (Bresenham [10℄). Cette méthode a été généralisée
par Slater [79℄ qui 
onsidère des régions non né
essairement 
ubiques et un espa
e de propagation de
dimension quel
onque. Il se dé
ompose en deux étapes :

� re
her
he de la première région traversée,

� par
ours des régions.
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Rk1

Rkm

Æ0

Æ1

p

x

w

R x;
w

x0

Fig. 3.22 � Par
ours du rayon dans une subdivision uniforme.

Soit Rx;w un rayon. Notons Rk1 ; : : : ; Rkm la liste des régions su

essivement ren
ontrées par le rayon
(�gure 3.22).
Les 
oordonnées de la première région ren
ontrée par le rayon, 
'est à dire Rk1 , sont données par :


i(k1) =

�
x0
i � pi
Æi

�
;8 i 2 f0; 1; 2g ;

où x0 est le premier point d'interse
tion entre le rayon et le voxel R, p est le point inférieur du voxel
R, et les Æi sont les longueurs dans 
haque dire
tion des régions.
L'algorithme PremiereRegion re
her
he, si elle existe, la première région ren
ontrée par le rayon et
retourne les 
oordonnées de 
elle-
i ainsi que le premier point d'interse
tion entre le rayon et le voxel
R (algorithme 10).

Algorithme 10: Re
her
he de la première région ren
ontrée par un rayon.
PremiereRegion(S; x; w)
(1) t  InterRayonVoxel(x;w;R)
(2) if t < +1
(3) �n  false
(4) x0  x+ t w
(5) for i = 0 to 2
(6) 
i  b(x0

i � pi) = Æi

(7) else
(8) �n  true
(9) return (�n; (
0; 
1; 
2); x0)

L'algorithme InterRayonVoxel retourne le paramètre sur le rayon de la première interse
tion entre
un rayon et un voxel. Par 
onvention, s'il n'y a pas d'interse
tion alors la valeur retournée est +1.
Désormais, supposons 
onnue la suite des voxels traversés par le rayon jusqu'à un 
ertain voxel Rkj

(1 6 j < m) et 
her
hons le voxel suivant Rkj+1 (�gure 3.23).
Pour 
haque dire
tion i 2 f0; 1; 2g, on re
her
he l'interse
tion entre le rayon Rx;w et le plan d'équation
yi = pi + (
i(kj) + pos (wi)) Æi, 
'est-à-dire le point y dé�ni par :(

yi = pi + (
i(kj) + pos (wi)) Æi

yi = x0
i + tiwi

;
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Rkj

Rkj+1


0(kj) 
0(kj) + 1


1(kj)


1(kj) + 1

Rx;w

Fig. 3.23 � Re
her
he de la région suivante.

où pos (wi) est, par 
onvention sur le repérage des régions, dé�nie de la manière suivante :

pos (wi) =

(
1 si wi > 0

0 sinon
:

Les ftigi sont par 
onséquent donnés par :

ti =

8<
:

pi + (
i(kj) + pos (wi)) Æi � xi
wi

si wi 6= 0

+1 sinon
:

Soit alors imin 2 f0; 1; 2g la dire
tion 
orrespondant au plus petit paramètre le long du rayon :

timin = min
i
ftig :

Il se peut que plusieurs dire
tions satisfassent l'expression pré
édente, 
'est le 
as d'un rayon qui passe
par un sommet de la région Rkj . Dans 
ette situation, on peut 
onsidérer une de 
es dire
tions ou
avan
er dans toutes les dire
tions 
on
ernées en même temps (�gure 3.24). En géométrie dis
rète,
les deux 
onsidérations pré
édentes 
orrespondent respe
tivement aux voisinages 26-
onnexes et 6-

onnexes (en dimension 3).

Rkj

Rkj+1

Rx;w

Fig. 3.24 � Cas où plusieurs dire
tions sont 
andidates pour la re
her
he de
la région suivante.

Les 
oordonnées de la région Rkj+1 sont alors données par :


i(kj+1) =

(

i(kj) si i 6= imin


i(kj) + sgn (wi) sinon
;
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où sgn (wi) est le signe de wi :

sgn (wi) =

8>><
>>:
�1 si wi < 0

0 si wi = 0

1 si wi > 0

:

Il reste à dé�nir un 
ritère d'arrêt du par
ours, qui 
orrespond à la sortie du rayon de la subdivision.
Lorsque toutes les régions sont 
onnues jusqu'à la région Rkm , alors la région Rkm+1 véri�e né
essaire-
ment une des deux 
onditions suivantes :

(

imin(km+1) < 0 si wimin < 0


imin(km+1) > nimin si wimin > 0
;

où nimin est le nombre de subdivisions dans la dire
tion imin.

L'algorithme RegionSuivante re
her
he, s'il existe, la région suivante traversée par le rayon (algo-
rithme 11).

Algorithme 11: Passage à la région suivante.
RegionSuivante(S; (
0 ; 
1; 
2); x0; w)
(1) tmin  +1
(2) for i = 0 to 2
(3) if wi 6= 0 then t  (pi + (
i + pos (wi)) Æi � x0

i) =wi

(4) else t  +1
(5) if t < tmin

(6) tmin  t
(7) imin  i
(8) �n  false
(9) i  0
(10) while not �n and i 6 2
(11) if i = imin

(12) 
i  
i + sgn (wi)
(13) �n  (
i < 0) or (
i > ni)
(14) i  i+ 1
(15) return (�n; (
0; 
1; 
2))

L'algorithme Par
oursSubUniforme 
onsiste alors à re
her
her, s'il existe, la première région ren-

ontrée, à l'aide de l'algorithme PremiereRegion, puis à par
ourir les régions à l'aide de l'algo-
rithme RegionSuivante jusqu'à trouver une interse
tion ave
 un objet ou sortir de la subdivision
(algorithme 12).
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Algorithme 12: Par
ours d'un rayon dans une subdivision uniforme.
Par
oursSubUniforme(S; x; w)
(1) (iobj; tobj; Iobj)  (�1;+1; fg)
(2) (�n; (
0; 
1; 
2); x0)  PremiereRegion(S; x; w)
(3) while not �n
(4) (iobj; tobj; Iobj)  TraiterRegion(S; (
0; 
1; 
2); x; w)
(5) if tobj < +1
(6) �n  true
(7) else
(8) (�n; (
0; 
1; 
2))  RegionSuivante(S; (
0; 
1; 
2); x0; w)
(9) return (iobj; tobj; Iobj)

L'algorithme TraiterRegion (algorithme 13) retourne l'indi
e du premier objet ren
ontré par la
rayon 
onsidéré et le paramètre 
orrespondant sur 
e rayon. Par 
onvention, s'il n'y a pas d'interse
tion
alors le triplet (�1;+1; fg) est renvoyé.
Quatre 
as de �gure se présentent pour la re
her
he d'interse
tion dans une région (�gure 3.25). Pour
un objet Oi lié à la région Rkj 
onsidérée, dont le point d'interse
tion ave
 un rayon Rx;w est xobj, il
faudra s'assurer que xobj est bien dans Rkj .

Rkj

Oi

Rkj

Fig. 3.25 � Di�érents 
as de �gure pour la re
her
he d'interse
tion dans une
région.

Si il existe, le point d'interse
tion re
her
hé xobj véri�e :

9 j 2 f1; : : : ;mg tel que
( 9 i 2 LRkj

tel que xobj 2 Rx;w \Oi

xobj 2 Rkj

:

L'algorithme TraiterRegion s'é
rit de la manière suivante.

Algorithme 13: Re
her
he d'une interse
tion dans la région 
ourante.
TraiterRegion(S; (
0; 
1; 
2); x; w)
(1) (iobj; tobj; Iobj)  (�1;+1; fg)
(2) if L(
0;
1;
2) 6= ;
(3) for j = 1 to taille(L(
0;
1;
2))
(4) i  L(
0;
1;
2)(j)
(5) (t; I)  InterRayonObjet(x;w;Oi)
(6) if t < tobj
(7) (iobj; tobj; Iobj)  (i; t; I)
(8) if tobj < +1
(9) xobj  x+ tobjw
(10) if xobj =2 R(
0;
1;
2)

(11) (iobj; tobj; Iobj)  (�1;+1; fg)
(12) return (iobj; tobj; Iobj)
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L'algorithme InterRayonObjet re
her
he la première interse
tion entre un rayon et un objet. Si une
interse
tion existe, alors il renvoie le paramètre 
orrespondant sur le rayon et, éventuellement, diverses
informations relatives à l'objet et au point d'interse
tion trouvé (ve
teur normal au point trouvé, point
dans l'espa
e des paramètres pour un objet paramétrique, numéro de la fa
e pour un objet BRep, et
).
Sinon, par 
onvention, il renvoie (+1; fg).
Pour a

élérer le par
ours du rayon dans les espa
es vides, deux améliorations sont proposées (�-
gure 3.26). La première 
onsiste à tenir 
ompte d'une boîte englobante pour la re
her
he d'interse
tion
ave
 
haque objet, de manière similaire à [80℄. La se
onde 
onsiste à éviter les 
al
uls redondants ave

un même objet, de manière similaire à [1℄.

x

w

Rx;w

Fig. 3.26 � A

élération du par
ours du rayon.

3.2.2 Hiérar
hisation

Dé�nir une hiérar
hie de subdivisions uniformes 
'est dé�nir une partition de régions uniformes du
domaine X 
onsidéré, puis répéter 
ette étape aux régions, et ainsi de suite jusqu'à un 
ertain 
ritère
d'arrêt (�gure 3.27). Ce type de partition peut être vue 
omme une généralisation de la partition o
tale.

x

w

R x
;w

Fig. 3.27 � Hiérar
hie de subdivisions uniformes.

De manière analogue à la méthode de subdivision uniforme, 
ette méthode 
omporte deux phases :

� une phase de pré-
al
ul 
onsistant à lo
aliser les objets dans la hiérar
hie,

� une phase de 
al
ul 
onsistant à dé�nir le par
ours d'un rayon dans la hiérar
hie.

Lo
alisation des objets

De même qu'il est né
essaire de repérer les régions dans une subdivision uniforme, il est né
essaire
de repérer les subdivisions dans une hiérar
hie. Pour 
e faire, introduisons une 
onvention de numéro-
tation. Tout d'abord, la numérotation des régions dans une subdivision uniforme est 
elle introduite
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au paragraphe pré
édent. Ensuite, la subdivision du domaine X est la subdivision mère dans la hiérar-

hie, elle sera notée S. Puis, une subdivision d'une région sera notée S�, où � est un multi-indi
e qui

ontient toute l'information relative à l'arbores
en
e. Par exemple, sur la �gure 3.27, la subdivision de
la région 5 de S est noté S5 et la subdivision de la région 2 de S5 est notée S5;2 (�gure 3.28).

1er niveau

0 1 2 3

0

1

2

3

0 1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11

12 13 14 15

S

2e niveau

0 1 2 3

0

1

0 1 2 3

4 5 6 7

S5

3e niveau

0 1

0

1

0 1

2 3

S5;2
Fig. 3.28 � Convention de numérotation dans une hiérar
hie de subdivisions
uniformes.

Plus généralement, une subdivision uniforme S� est dé�nie de la manière suivante :

S� = fR�;kgn�k=1 ;

où n� est le nombre de régions de la subdivision uniforme 
onsidérée. On obtient ainsi une représen-
tation arbores
ente pour une hiérar
hie de subdivisions uniformes (�gure 3.29).

S

S5

S5;2 S5;6

S6 S10 S11

Fig. 3.29 � Représentation arbores
ente d'une hiérar
hie de subdivisions uni-
formes.

La lo
alisation des objets dans une hiérar
hie 
onsiste à lo
aliser les objets dans 
haque subdivision
uniforme puis à pla
er 
es subdivisions dans une stru
ture arbores
ente gérant les liens entre les
di�érentes subdivisions. Ainsi, des listes LR�;k

sont asso
iées à 
haque région R�;k de la hiérar
hie :

LR�;k
=
�
i; �(Oi) \R�;k 6= ;	 ;

où, 
omme dans le paragraphe pré
édent, l'interse
tion entre �(Oi) et R�;k dépend du type de lo
ali-
sation des objets 
hoisie. Une stru
ture de données doit être mise en pla
e pour le sto
kage en mémoire
des liens entre les objets et les régions des di�érentes subdivisions de la hiérar
hie (�gure 3.30). Une
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stru
ture de données de type arbores
ente, bien que naturelle, n'est pas adaptée pour notre 
ontexte.
D'une part, les informations reliant les di�érentes subdivisions et les régions asso
iées demanderaient
la gestion d'une très grande quantité de pointeurs. D'autre part, 
ette représentation induirait un mor-

ellement de la mémoire, qui pourrait dégrader les 
oûts de par
ours de 
e type de stru
ture. Il est par

onséquent né
essaire de dé�nir une stru
ture de données en allouant le minimum de blo
s mémoires
et dont la gestion est relativement simple, de manière à obtenir des 
oûts faibles de par
ours de 
ette
stru
ture. Une stru
ture de données 
omportant plusieurs listes, analogues à 
elles dé
rites dans le
paragraphe pré
édent (�gure 3.20), est bien adaptée.

informations sur les régions

informations sur la hiérar
hie

ré
g
io
n

su
bd

ivi
sio

n ré
g
io
n

subdivision mère

Fig. 3.30 � Stru
ture de données pour l'enregistrement des liens entre les
objets et les régions dans une hiérar
hie de subdivisions uniformes.

Par
ours du rayon

Le par
ours d'un rayon dans une hiérar
hie de subdivisions uniformes 
onsiste à par
ourir en pro-
fondeur l'arbre des subdivisions uniformes en par
ourant 
haque subdivision uniforme ren
ontrée à
l'aide de la méthode dé
rite dans le paragraphe pré
édent (�gure 3.31). Lors du par
ours d'une sub-
division uniforme, pour 
haque région ren
ontrée deux 
as se présentent. Soit la région est subdivisée,
auquel 
as il faut par
ourir la subdivision de 
ette région. Soit la région n'est pas subdivisée, auquel

as il faut re
her
her une éventuelle interse
tion ave
 les objets liés à 
ette région. Il ne faut pas oublier
de traiter le 
as où le rayon sort d'une région subdivisée, pour lequel il faut remonter dans l'arbre des
subdivisions uniformes.

Rx;w

par
ours de la région 
ourante
et re
her
he d'interse
tions

Rx;w

passage à la subdivision
de la région 
ourante

Rx;w

passage à la région suivante

Rx;w

passage à la subdivision mère

Fig. 3.31 � Par
ours du rayon dans une hiérar
hie de subdivisions uniformes.

Il est né
essaire de 
onserver l'information relative au par
ours en profondeur, 
'est-à-dire de 
onnaître
à 
haque instant la position dans l'arbre des subdivisions uniformes. C'est le r�le de la notation multi-
indi
ielle. La méthode se dé
ompose en un algorithme de par
ours de la hiérar
hie (algorithme 14) et
en un algorithme de par
ours d'une subdivision uniforme (algorithme 15). Chaque région ren
ontrée
qui n'est pas subdivisée est traiter à l'aide de l'algorithme TraiterRegion (algorithme 13).



120 Chapitre 3 - Lo
alisation spatiale pour le 
al
ul d'interse
tion

Algorithme 14: Par
ours d'un rayon dans une hiérar
hie de subdivisions uniformes.
Par
oursHierar
hie(S; x; w)
(1) (�; suiv ;�n)  (null; false; false)
(2) while not �n
(3) (type; (
0; 
1; 
2); (iobj; tobj; Iobj))  Par
oursSubRegion(S� ; (
0; 
1; 
2); x; w; suiv )
(4) if type = sub
(5) �  Ajouter(�, Indi
e(S�; (
0; 
1; 
2)))
(6) suiv  false
(7) else if type = inter
(8) �n  true
(9) else
(10) if dim(�) = 0
(11) �n  true
(12) else
(13) k  DernierIndi
e(�)
(14) �  EnleverDernier(�)
(15) (
0; 
1; 
2)  Coordonnees(S� ; k)
(16) suiv  true
(17) return (iobj; tobj; Iobj)

Si la variable suiv vaut false alors le par
ours 
ommen
e dans la région (
0; 
1; 
2), sinon suiv vaut true
et le par
ours 
ommen
e dans la région suivante. Ce paramètre est utile lorsqu'on passe à un niveau
supérieur de la hiérar
hie. La variable type dé
rit le type de région 
ourante. Soit elle est subdivisée
(sub), soit elle 
ontient une interse
tion (inter) soit 
'est une région vide (vide). La fon
tion Ajouter
ajoute à un multi-indi
e un indi
e donné. La fon
tion EnleverDernier supprime le dernier indi
e
d'un multi-indi
e donné. Ces deux fon
tions permettent de dé�nir les multi-indi
es pour les passages à
un niveau inférieur ou supérieur dans la hiérar
hie. La fon
tion DernierIndi
e donne le dernier indi
e
d'un multi-indi
e donné. Les fon
tions Indi
e et Coordonnees permettent de passer du repérage
d'une région par les 
oordonnées (
0; 
1; 
2) au repérage par un indi
e k et vi
e-versa.

Algorithme 15: Par
ours d'un rayon dans la subdivision d'une région.
Par
oursSubRegion(S� ; (
0; 
1; 
2); x; w; suiv )
(1) type  vide
(2) if not suiv
(3) (�n; (
0; 
1; 
2); x0)  PremiereRegion(S�; x; w)
(4) else
(5) �n  false
(6) (iobj; tobj; Iobj)  (�1;+1; fg)
(7) while not �n
(8) if not suiv
(9) if EstSubdivise(S�; (
0; 
1; 
2))
(10) (type,�n)  (sub,true)
(11) else
(12) (iobj; tobj; Iobj)  TraiterRegion(S�; (
0; 
1; 
2); x; w)
(13) if tobj < +1
(14) (type,�n)  (inter,true)
(15) else
(16) suiv  false
(17) if not �n
(18) (�n; (
0; 
1; 
2))  RegionSuivante(S�; (
0; 
1; 
2); x0; w)
(19) return (type ; (
0; 
1; 
2); (iobj; tobj; Iobj))
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L'algorithme EstSubdivise teste si une région d'une subdivision uniforme donnée est subdivisée. Les
algorithmes PremiereRegion, TraiterRegion et RegionSuivante sont liés au par
ours d'un
rayon dans une subdivision uniforme. Il sont dé
rits dans le paragraphe pré
édent.

3.3 Résultats expérimentaux

Le développement d'un outil d'a

élération des 
al
uls dans le 
ontexte industriel de l'optique s'est
déroulé en deux phases. Dans un premier temps, un prototype a été mis en pla
e pour évaluer l'e�
a
ité
de la méthode envisagée. Dans un se
ond temps, une fois le prototype validé, l'intégration d'un outil
dans l'environnement logi
iel a été e�e
tuée. Le paragraphe 3.3.1 présente les résultats obtenus pour
le prototype. Le paragraphe 3.3.2 présente les jeux de tests e�e
tués dans l'environnement logi
iel,
nommé Speos, ainsi que les résultats issus de 
es jeux de tests.

3.3.1 Prototype

Le développement d'un prototype s'est e�e
tué dans un environnement de test, distin
t de l'envi-
ronnement logi
iel, possédant 
ependant en 
ommun quelques bibliothèques. L'obje
tif de 
e dévelop-
pement est de mettre en éviden
e et quanti�er l'e�
a
ité de la méthode proposée dans le paragraphe 3.2
par rapport au nombre d'objets 
onsidéré.
Une des restri
tions de 
et environnement de test est de n'o�rir qu'une partie du modeleur géométrique
du logi
iel �nal, à savoir les objets primitifs CSG, sans disposer des opérateurs ensemblistes. Les s
ènes
testées sont don
 
omposées d'objets primitifs (se
tion 2.2). La répartition des objets est quel
onque,
et leur dimension, 
ara
térisée par les paramètres propres à l'objet primitif 
onsidéré, est quel
onque.
On s'intéresse prin
ipalement à faire varier le nombre d'objets primitifs.
Pour quanti�er l'e�
a
ité de la méthode de lo
alisation par subdivision spatiale, une 
omparaison du
temps d'exé
ution est e�e
tuée pour 
haque s
ène testée ave
 la méthode alors utilisée dans l'envi-
ronnement de développement. C'est une méthode de type naïf, les 
al
uls d'interse
tion rayon-objet
sont a

élérés à l'aide de sphères englobantes. Les résultats sont présentés dans le graphe suivant, où
l'axe des abs
isses représente le nombre d'objets primitifs de la s
ène testée et l'axe des ordonnées
représente l'a

élération. Dans le 
ontexte industriel, la diversité des systèmes optiques étudiés montre
que le nombre d'objets dans les s
ènes géométriques va de quelques dizaines à plusieurs milliers.
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Le graphe pré
édent donne un idée de l'e�
a
ité de la nouvelle méthode. En e�et, pour les objets

onsidérés dans 
es tests, l'e�
a
ité de la méthode de lo
alisation par subdivision spatiale devient
intéressante à partir de 1 000 objets où l'a

élération est de l'ordre de 10. Pour un nombre d'objets
en
ore plus grand la méthode devient en
ore plus e�
a
e, pour atteindre un fa
teur d'a

élération de
l'ordre de 90 pour 50 000 objets. On remarque que la 
ourbe de l'a

élération est linéaire, puisque
l'é
helle des abs
isses du graphe est logarithmique, l'a

élération est don
 logarithmique, par rapport
au nombre d'objets.
Ce 
onstat est satisfaisant pour l'entreprise, on peut envisager le développement de la méthode dans
l'environnement logi
iel.
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3.3.2 Environnement logi
iel

Le développement de l'outil d'a

élération envisagé né
essite un travail plus important dans l'en-
vironnement logi
iel que dans l'environnement de test. D'une part, pour des 
onsidérations de qualité,
la bibliothèque doit être robuste, 
e qui implique une méthode de développement parti
ulière. D'autre
part, le modeleur géométrique hybride est à 
onsidérer. Par 
onséquent, les s
ènes géométriques peuvent

ontenir des objets CSG et des objets BRep. L'évolution du logi
iel Speos a impliqué plusieurs déve-
loppements d'une bibliothèque d'a

élération. Nous présentons i
i des jeux de tests e�e
tués sur la
dernière version.
La bibliothèque qui a été développée peut être paramétrée manuellement. Mais, pour un utilisateur
du logi
iel Speos, les deux phases du 
al
ul (pré-
al
ul et simulation) doivent être transparentes, et,
surtout, ne pas né
essiter son intervention. Pour 
ela, il est né
essaire de �xer 
ertains paramètres
a priori. Tout d'abord, pour 
onnaître, en parti
ulier, de manière expli
ite la frontière des objets
volumiques, les objets CSG sont 
onvertis en objets BRep. Pour 
e faire, 
haque objet primitif d'un
objet CSG est asso
ié à un objet BRep. Les di�érents opérateurs géométriques et ensemblistes sont pris
en 
ompte au 
ours de 
ette 
onversion. Les deux modèles géométriques sont 
onservés en mémoire.
À 
haque objet BRep est asso
ié une boîte englobante qui sera utilisée pour la lo
alisation. Pour les

al
uls d'interse
tion rayon-objet, le modèle géométrique CSG est utilisé pour les objets CSG. Ensuite,
pour la phase de pré-
al
ul, 
'est-à-dire la mise en pla
e d'une hiérar
hie de subdivisions uniformes,
les 
ritères suivants sont 
onsidérés. Soit le nombre de subdivisions dans 
haque dire
tion est �xé, soit,
pour la dire
tion i, 
'est le nombre donné dans [59℄ :

ni =

"�
�2

i N

�i+1�i+2

�1=3
#

;

où �i est la longueur dans la dire
tion i du parallélépipède à subdiviser, �i+1 et �i+2 doivent être

ompris 
omme �(i+1)mod 3 et �(i+2)mod 3, N le nombre d'objets dans le voxel 
onsidéré et [�℄ l'opéra-
teur numérique d'arrondi (valant 1 au minimum pour être 
ohérent ave
 un nombre de subdivisions).
Le 
ritère d'arrêt est une profondeur de la hiérar
hie maximale (5 niveaux) et un seuil pour le nombre
maximum d'objets par voxel (5 objets).
Les simulations sont e�e
tués à l'aide d'un algorithme de type Monte-Carlo. Des photons sont émis
depuis les sour
es et sont propagés dans le système jusqu'à atteindre une 
arte ré
eptri
e ou être
absorbés. L'intervention de l'utilisateur se limite à la dé�nition des 
ara
téristiques de la simulation,
à savoir le nombre de photons à émettre et le nombre de photons enregistrés sur les 
artes ré
eptri
es.
Il est né
essaire de pré
iser que les jeux de tests n'ont pu être e�e
tués que sur des s
ènes 
ontenant
un nombre très limité d'objets (environ 2 000 objets au maximum), et 
e pour des raisons de 
oût
mémoire du modeleur géométrique hybride (
'est essntiellement la partie BRep qui est pénalisante).
Les jeux de tests sont 
ara
térisés, d'une part, par le système optique, et notamment par sa géométrie,
et, d'autre part, par des paramètres observés pendant les di�érentes simulations envisagées. Les deux
paragraphes suivants dé
rivent les di�érents paramètres observés. Le troisième paragraphe présente les
résultats des tests.

Paramètres géométriques d'une s
ène

Pour 
ara
tériser une s
ène géométrique, on rend 
ompte des paramètres suivants :

� répartition des types d'objets,

� répartition de la dimension des objets (longueur de la diagonale de la boîte englobante),

� répartition de l'aire de la surfa
e optique des objets.

La présentation de 
es paramètres est la suivante. La répartition des types de surfa
e des objets
(après 
onversion vers le modèle BRep) est donnée dans un tableau. La répartition de la dimension



3.3 Résultats expérimentaux 123

des objets est donnée par un graphique 
omprenant l'histogramme des dimensions relatives (rapport
entre la dimension de l'objet et la dimension maximale) et la 
ourbe de la dimension relative 
umulée.
De manière similaire, la répartition de l'aire des objets est donnée par un graphique 
omprenant
l'histogramme des aires relatives (rapport entre l'aire de la surfa
e optique de l'objet et l'aire maximale)
et la 
ourbe de l'aire relative 
umulée.

Paramètres observés lors d'une simulation

Trois types de simulations sont testées pour 
haque système optique envisagé :

� simulation ave
 la méthode naïve (algorithme 2 pour les objets CSG et algorithme 5 pour les
objets BRep), 
'est-à-dire sans lo
alisation (type SL),

� simulations ave
 lo
alisation dans une subdivision uniforme (type LU, de 1 à 32 subdivisions
dans 
haque dire
tion),

� simulation ave
 lo
alisation dans une hiérar
hie de subdivisions uniformes (type LHU).

Di�érents paramètres sont observés pendant la simulation. Il sont présentés dans un tableau, dont
la dé�nition dans l'ordre des lignes est la suivante.

� Le temps de pré-
al
ul est le temps né
essaire pour lire et éventuellement 
onvertir des objets
dans le modèle BRep et pour 
onstruire la stru
ture de données dé�nissant la lo
alisation.

� Le temps de simulation représente uniquement le temps total des 
al
uls optiques (émission
des photons, 
al
uls d'interse
tion et d'intera
tion photon-objet, enregistrement sur des 
artes
d'observation), le pré-
al
ul n'est pas pris en 
ompte.

� La taille de la stru
ture de données 
orrespond à la quantité de mémoire né
essaire pour sto
ker
la stru
ture de données relative aux informations de la lo
alisation (liens voxel-objet).

� Le nombre moyen d'objets et le pour
entage de voxels vides par voxel sont des paramètres
donnés dans le 
as des simulations de type SU.

� Le nombre de photons émis 
orrespond au nombre total de photons émis par les objets sour
es.
C'est un paramètre réglé avant la simulation.

� Le nombre de rayons traités 
orrespond au nombre de rayons qui sont engendrés par le par
ours
des photons. Un photon émis engendre au moins un rayon. À 
haque intera
tion ave
 un objet,
soit il y a absorption, soit un nouveau rayon est à traiter.

� Le nombre d'interse
tions 
orrespond au nombre total d'interse
tions re
her
hées pour l'en-
semble des rayons traités. Parmi 
es interse
tions, on di�éren
ie les interse
tions réellement

al
ulées (
al
ul d'interse
tion rayon-surfa
e) et les interse
tions non 
al
ulées (dans le 
as
de re
her
hes répétées d'interse
tions entre un même rayon et un même objet, le 
al
ul n'est
e�e
tué qu'une seule fois).

� Le nombre d'é
he
s rend 
ompte du nombre de re
her
hes d'interse
tions qui n'aboutissent pas
(soit il n'y a pas interse
tion, soit l'interse
tion trouvée n'est pas le point re
her
hé). Pour un
rayon donné, le nombre d'é
he
s est don
 le nombre de 
al
uls d'interse
tion entre 
e rayon et
des objets auquel on enlève un s'il y a bien existen
e d'une interse
tion ave
 le rayon 
onsidéré.

� Le nombre moyen de voxels traversés par rayon est la somme des nombres de voxels traversés
pour 
haque rayon divisée par le nombre de rayons.

� La longueur moyenne d'un rayon est la somme des longueurs de 
haque rayon divisée par le
nombre de rayons.

� Le nombre moyen d'interse
tions par rayon est la somme des nombres d'interse
tions réellement

al
ulées pour 
haque rayon divisée par le nombre de rayons.
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� Le pour
entage d'interse
tions 
al
ulées est le rapport du nombre d'interse
tions 
al
ulées sur
le nombre d'interse
tions.

� Le pour
entage d'é
he
s est le rapport du nombre d'é
he
s moins le nombre d'interse
tions non

al
ulées sur le nombre d'interse
tions.

� Le temps moyen de simulation par rayon est le rapport du temps de simulation sur le nombre
de rayons traités.

� Le temps moyen d'interse
tion par rayon-objet est la somme des temps 
umulés de re
her
he
d'interse
tions pour 
haque objet divisée par le nombre d'interse
tions re
her
hées.

� Le temps moyen de simulation par rayon-objet est le temps de simulation divisé par le nombre
d'interse
tions re
her
hées.

Deux graphiques sont tirés de 
e tableau. Le premier rend 
ompte de quantités moyennes par rayon
(nombre moyen d'interse
tions par rayon et temps moyen de simulation par rayon). Le se
ond rend

ompte de quantités moyennes par rayon-objet (temps moyen d'interse
tion par rayon et par objet et
temps moyen de simulation par rayon et par objet).
En�n, un tableau présente les a

élérations obtenues pour la simulation de type LHU par rapport à
la simulation de type SL et par rapport à la simulation de type LU (1,1,1). L'intérêt de di�éren
ier
les deux a

élérations est prin
ipalement de prendre en 
ompte les s
ènes où la géométrie 
onsidérée
dans la simulation de type SL est di�érente de la géométrie 
onsidérée pour la lo
alisation dans les
simulations de type LU et LHU.

Résultats

Chaque test est présenté sur une page séparée en deux parties (
ara
téristiques géométriques et
simulations). Les systèmes optiques testés sont les suivants :

� (1) alignement de lentilles,

� (2) aiguille de tableau de bord,

� (3) 
ompteur d'automobile,

� (4) ampoule,

� (5) matri
e de lentilles,

� (6) matri
e d'objets,

� (7) système optique,

� (8) système d'é
lairage d'intérieur.
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(1) Alignement de lentilles

surface nombre pourcentage

plan 19 55.9

cylindre 5 14.7

surface de r�evolution 10 29.4
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param�etre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32) LHU

temps de pr�e-
al
ul (s) 3 3 3 3 6 17 2

temps de simulation (s) 196 652 401 263 153 143 153 204

taille de la stru
ture de donn�ees (o
tets) 240 1 560 7 624 32 800 108 996 372 216 5 580

nombre moyen d'objets par voxel 34.00 13.25 4.96 2.49 2.14 1.98
pour
entage de voxels vides 0.00 0.00 12.50 47.85 77.98 90.53

nombre de photons �emis 100 005 100 025 100 019 100 023 100 033 100 020 100 000 100 001

nombre de rayons trait�es 337 351 336 705 336 780 336 963 328 524 326 576 323 857 335 769
nombre d'interse
tions 3 373 510 11 447 970 8 083 861 5 024 307 2 300 043 1 726 046 1 891 498 3 358 092

nombre d'interse
tions 
al
ul�ees 3 373 510 11 447 970 6 228 648 3 682 942 1 402 030 1 084 453 1 002 760 2 298 761

nombre d'interse
tions non 
al
ul�ees 0 0 1 855 213 1 341 365 898 013 641 593 888 738 1 059 331

nombre d'�e
he
s 3 072 459 11 147 465 7 783 471 4 723 434 2 007 989 1 436 330 1 604 001 3 058 633

nombre moyen de voxels travers�es par rayon 1.00 2.11 2.84 5.32 8.11 13.12 4.52

longueur moyenne d'un rayon 48.27 48.22 48.27 49.75 50.13 50.48 48.23

nombre moyen d'interse
tions par rayon 10.00 34.00 18.49 10.93 4.27 3.32 3.10 6.85

pour
entage d'interse
tions 
al
ul�ees 100.00 100.00 77.05 73.30 60.96 62.83 53.01 68.45
pour
entage d'�e
he
s 91.08 97.38 73.33 67.31 48.26 46.04 37.81 59.54

temps moyen de simulation par rayon (ms) 0.58 1.94 1.19 0.78 0.47 0.44 0.47 0.61

temps moyen d'interse
tion rayon-objet (ms) 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.04 0.05
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.06 0.06 0.06 0.07 0.11 0.13 0.15 0.09
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(2) Aiguille de tableau de bord

surface nombre pourcentage

plan 1 2.1

cône 4 8.3

sph�ere 1 2.1

surface B-spline 42 87.5
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param�etre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32) LHU

temps de pr�e-
al
ul (s) 4 4 4 5 9 39 3

temps de simulation (s) 846 847 807 742 724 680 649 734

taille de la stru
ture de donn�ees (o
tets) 296 1 572 4 312 16 452 77 944 325 536 20 892

nombre moyen d'objets par voxel 48.00 11.88 5.47 2.83 1.73 1.34
pour
entage de voxels vides 0.00 0.00 53.13 74.41 84.06 91.54

nombre de photons �emis 5 000 5 000 5 000 5 000 5 000 5 000 5 000 5 000

nombre de rayons trait�es 44 701 43 531 44 398 44 178 44 100 44 097 44 001 44 548
nombre d'interse
tions 2 145 648 2 089 488 823 950 600 650 430 328 313 388 259 711 655 994

nombre d'interse
tions 
al
ul�ees 2 145 648 2 089 488 682 067 455 038 278 863 176 655 115 817 400 238

nombre d'interse
tions non 
al
ul�ees 0 0 141 883 145 612 151 465 136 733 143 894 255 756

nombre d'�e
he
s 2 105 947 2 050 957 784 552 561 472 391 228 274 291 220 710 616 446

nombre moyen de voxels travers�es par rayon 1.00 2.63 3.74 6.48 10.00 16.21 7.74

longueur moyenne d'un rayon 5.34 5.27 5.31 5.32 5.33 5.33 5.28

nombre moyen d'interse
tions par rayon 48.00 48.00 15.36 10.30 6.32 4.01 2.63 8.98

pour
entage d'interse
tions 
al
ul�ees 100.00 100.00 82.78 75.76 64.80 56.37 44.59 61.01
pour
entage d'�e
he
s 98.15 98.16 78.00 69.23 55.72 43.89 29.58 54.98

temps moyen de simulation par rayon (ms) 18.92 19.47 18.18 16.80 16.43 15.42 14.75 16.48

temps moyen d'interse
tion rayon-objet (ms) 0.40 1.16 1.60 2.55 3.77 5.47 1.79
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.39 0.41 1.18 1.63 2.60 3.85 5.60 1.83

(1,1,1) (2,2,2) (4,4,4) (8,8,8) (16,16,16) (32,32,32)
0

10

20

30

40

50
Moyennes par rayon

subdivision

no
m

br
e 

d′
in

te
rs

ec
tio

ns

(1,1,1) (2,2,2) (4,4,4) (8,8,8) (16,16,16) (32,32,32)
0

5

10

15

20

25

te
m

ps
 (

m
s)

nombre moyen d′intersections
temps moyen de simulation

(1,1,1) (2,2,2) (4,4,4) (8,8,8) (16,16,16) (32,32,32)
0

1

2

3

4

5

6
Moyennes par rayon−objet

subdivision

te
m

ps
 (

m
s)

temps moyen d′intersection
temps moyen de simulation

r�ef�erence acc�el�eration LHU

SL 1.15

LU (1,1,1) 1.18
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(3) Compteur d'automobile

surface nombre pourcentage

plan 6 11.3

surface B-spline 47 88.7
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param�etre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32) LHU

temps de pr�e-
al
ul (s) 2 2 2 4 16 107 1

temps de simulation (s) 814 834 760 737 451 438 428 461

taille de la stru
ture de donn�ees (o
tets) 316 1 608 8 684 45 940 213 052 1 234 356 34 560

nombre moyen d'objets par voxel 53.00 12.38 4.69 2.34 1.66 1.32
pour
entage de voxels vides 0.00 0.00 0.00 26.56 56.23 67.89

nombre de photons �emis 50 001 50 003 50 016 50 001 50 009 50 010 50 009 50 011

nombre de rayons trait�es 50 001 50 003 50 016 50 001 50 009 50 010 50 009 50 011
nombre d'interse
tions 2 400 048 2 650 159 626 086 309 953 173 391 177 888 207 031 271 273

nombre d'interse
tions 
al
ul�ees 2 400 048 2 650 159 620 797 281 703 140 436 113 094 85 220 204 185

nombre d'interse
tions non 
al
ul�ees 0 0 5 289 28 250 32 955 64 794 121 811 67 088

nombre d'�e
he
s 2 378 457 2 628 366 604 340 288 332 151 732 156 348 185 372 249 622

nombre moyen de voxels travers�es par rayon 1.00 1.64 1.90 2.34 4.06 8.40 3.24

longueur moyenne d'un rayon 0.42 0.42 0.42 0.41 0.41 0.42 0.42

nombre moyen d'interse
tions par rayon 48.00 53.00 12.41 5.63 2.81 2.26 1.70 4.08

pour
entage d'interse
tions 
al
ul�ees 100.00 100.00 99.16 90.89 80.99 63.58 41.16 75.27
pour
entage d'�e
he
s 99.10 99.18 95.68 83.91 68.50 51.47 30.70 67.29

temps moyen de simulation par rayon (ms) 16.28 16.67 15.19 14.74 9.02 8.76 8.55 9.22

temps moyen d'interse
tion rayon-objet (ms) 0.30 1.17 2.52 3.02 3.62 4.64 2.12
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.34 0.31 1.22 2.62 3.21 3.87 5.02 2.26
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(4) Ampoule

surface nombre pourcentage

plan 8 7.5

cylindre 4 3.8

surface B-spline 94 88.7
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param�etre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32) LHU

temps de pr�e-
al
ul (s) 2 2 2 2 4 17 2

temps de simulation (s) 1 063 1 172 1 032 877 768 757 777 790

taille de la stru
ture de donn�ees (o
tets) 528 2 368 9 808 46 352 310 912 2 202 816 83 504

nombre moyen d'objets par voxel 106.00 29.50 8.25 3.82 2.17 1.79
pour
entage de voxels vides 0.00 0.00 0.00 29.69 37.21 43.59

nombre de photons �emis 5 003 5 002 5 002 5 002 5 002 5 001 5 004 5 001

nombre de rayons trait�es 36 229 36 104 36 948 35 150 34 573 34 842 36 060 34 736
nombre d'interse
tions 3 550 442 3 827 024 1 079 920 630 296 373 599 393 249 600 746 396 324

nombre d'interse
tions 
al
ul�ees 3 550 442 3 827 024 946 389 438 645 194 077 139 575 122 655 214 570

nombre d'interse
tions non 
al
ul�ees 0 0 133 531 191 651 179 522 253 674 478 091 181 754

nombre d'�e
he
s 3 519 213 3 795 920 1 047 972 600 146 344 026 363 407 569 686 366 588

nombre moyen de voxels travers�es par rayon 1.00 1.77 3.71 6.90 13.50 26.62 8.20

longueur moyenne d'un rayon 11.03 10.78 10.80 10.77 10.85 11.01 10.90

nombre moyen d'interse
tions par rayon 98.00 106.00 25.61 12.48 5.61 4.01 3.40 6.18

pour
entage d'interse
tions 
al
ul�ees 100.00 100.00 87.64 69.59 51.95 35.49 20.42 54.14
pour
entage d'�e
he
s 99.12 99.19 84.68 64.81 44.03 27.90 15.25 46.64

temps moyen de simulation par rayon (ms) 29.35 32.46 27.92 24.96 22.20 21.73 21.54 22.73

temps moyen d'interse
tion rayon-objet (ms) 0.30 1.07 1.97 3.89 5.31 6.14 3.61
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.30 0.31 1.09 2.00 3.95 5.42 6.33 3.68

(1,1,1) (2,2,2) (4,4,4) (8,8,8) (16,16,16) (32,32,32)
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

110
Moyennes par rayon

subdivision

no
m

br
e 

d′
in

te
rs

ec
tio

ns

(1,1,1) (2,2,2) (4,4,4) (8,8,8) (16,16,16) (32,32,32)
0

5

10

15

20

25

30

35

te
m

ps
 (

m
s)

nombre moyen d′intersections
temps moyen de simulation

(1,1,1) (2,2,2) (4,4,4) (8,8,8) (16,16,16) (32,32,32)
0

1

2

3

4

5

6

7
Moyennes par rayon−objet

subdivision

te
m

ps
 (

m
s)

temps moyen d′intersection
temps moyen de simulation

r�ef�erence acc�el�eration LHU

SL 1.29

LU (1,1,1) 1.43



3.3 Résultats expérimentaux 129

(5) Matri
e de lentilles

surface nombre pourcentage

plan 1 0.3

cylindre 100 33.2

surface de r�evolution 200 66.4
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param�etre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32) LHU

temps de pr�e-
al
ul (s) 162 162 162 163 169 209 157

temps de simulation (s) 560 1 887 563 303 194 148 151 184

taille de la stru
ture de donn�ees (o
tets) 1 308 3 420 6 672 23 152 88 232 518 436 341 416

nombre moyen d'objets par voxel 301.00 38.00 13.91 5.92 2.96 1.58
pour
entage de voxels vides 0.00 0.00 50.00 68.55 82.86 86.66

nombre de photons �emis 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000

nombre de rayons trait�es 197 963 197 282 197 959 198 397 198 591 197 728 198 542 198 168
nombre d'interse
tions 19 994 263 59 381 882 14 704 818 6 154 043 2 993 405 1 462 898 1 129 927 2 364 994

nombre d'interse
tions 
al
ul�ees 19 994 263 59 381 882 14 704 656 6 150 070 2 517 186 1 045 512 599 334 1 345 808

nombre d'interse
tions non 
al
ul�ees 0 0 162 3 973 476 219 417 386 530 593 1 019 186

nombre d'�e
he
s 19 896 300 59 284 600 14 606 859 6 055 646 2 894 814 1 365 170 1 031 385 2 266 826

nombre moyen de voxels travers�es par rayon 1.00 2.79 3.84 6.54 11.65 22.37 13.84

longueur moyenne d'un rayon 3.01 3.01 3.01 3.00 3.01 3.01 3.01

nombre moyen d'interse
tions par rayon 101.00 301.00 74.28 31.00 12.68 5.29 3.02 6.79

pour
entage d'interse
tions 
al
ul�ees 100.00 100.00 100.00 99.94 84.09 71.47 53.04 56.91
pour
entage d'�e
he
s 99.51 99.84 99.33 98.34 80.80 64.79 44.32 52.75

temps moyen de simulation par rayon (ms) 2.83 9.57 2.85 1.53 0.98 0.75 0.76 0.93

temps moyen d'interse
tion rayon-objet (ms) 0.03 0.03 0.03 0.03 0.04 0.04 0.04
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.03 0.03 0.04 0.05 0.08 0.14 0.25 0.14
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(6) Matri
e d'objets

surface nombre pourcentage

plan 1 0.2

cylindre 100 16.6

cône 100 16.6

sph�ere 200 33.3

surface B-spline 200 33.3
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param�etre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32) LHU

temps de pr�e-
al
ul (s) 26 26 26 27 36 108 26

temps de simulation (s) 9 623 10 734 3 120 1 622 1 129 912 850 898

taille de la stru
ture de donn�ees (o
tets) 2 508 6 780 16 152 63 548 301 484 1 825 572 888 024

nombre moyen d'objets par voxel 601.00 105.50 25.30 10.15 5.10 3.06
pour
entage de voxels vides 0.00 0.00 0.00 21.88 44.87 55.22

nombre de photons �emis 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000

nombre de rayons trait�es 234 780 235 001 234 857 234 835 235 578 235 883 235 621 235 964
nombre d'interse
tions 141 102 780 141 235 601 38 793 083 17 342 674 10 956 716 7 349 354 6 957 000 6 674 718

nombre d'interse
tions 
al
ul�ees 141 102 780 141 235 601 33 430 773 11 394 140 4 815 886 1 969 087 1 062 482 1 598 044

nombre d'interse
tions non 
al
ul�ees 0 0 5 362 310 5 948 534 6 140 830 5 380 267 5 894 518 5 076 674

nombre d'�e
he
s 140 968 000 141 100 600 38 658 226 17 207 839 10 821 138 7 213 471 6 821 379 6 538 754

nombre moyen de voxels travers�es par rayon 1.00 2.51 4.96 9.06 16.73 31.55 26.03

longueur moyenne d'un rayon 2.41 2.42 2.42 2.41 2.41 2.42 2.41

nombre moyen d'interse
tions par rayon 601.00 601.00 142.35 48.52 20.44 8.35 4.51 6.77

pour
entage d'interse
tions 
al
ul�ees 100.00 100.00 86.18 65.70 43.95 26.79 15.27 23.94
pour
entage d'�e
he
s 99.90 99.90 85.83 64.92 42.72 24.94 13.32 21.90

temps moyen de simulation par rayon (ms) 40.99 45.68 13.28 6.91 4.79 3.86 3.61 3.81

temps moyen d'interse
tion rayon-objet (ms) 0.07 0.08 0.13 0.21 0.40 0.64 0.46
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.07 0.08 0.09 0.14 0.23 0.46 0.80 0.56
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(7) Système optique

surface nombre pourcentage

plan 1 027 99.7

cylindre 1 0.1

surface B-spline 2 0.2
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param�etre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32) LHU

temps de pr�e-
al
ul (s) 37 37 37 39 55 177 37

temps de simulation (s) 3 772 4 731 1 656 794 493 216 193 182

taille de la stru
ture de donn�ees (o
tets) 4 224 14 456 31 056 110 064 426 432 2 548 480 34 276 688

nombre moyen d'objets par voxel 1 030.00 291.75 87.66 48.92 19.55 12.16
pour
entage de voxels vides 0.00 0.00 9.38 32.81 45.80 51.66

nombre de photons �emis 10 019 10 010 10 019 10 019 10 017 10 015 10 019 10 004

nombre de rayons trait�es 48 120 46 162 45 870 45 446 45 624 46 387 47 141 45 815
nombre d'interse
tions 49 467 360 47 546 860 17 342 828 8 033 798 4 737 611 1 650 620 1 686 830 1 662 193

nombre d'interse
tions 
al
ul�ees 49 467 360 47 546 860 16 164 365 7 037 918 3 894 526 999 538 672 937 542 440

nombre d'interse
tions non 
al
ul�ees 0 0 1 178 463 995 880 843 085 651 082 1 013 893 1 119 753

nombre d'�e
he
s 49 423 220 47 504 568 17 300 878 7 992 192 4 695 907 1 608 163 1 643 639 1 620 368

nombre moyen de voxels travers�es par rayon 1.00 2.02 3.91 5.37 8.87 18.35 20.05

longueur moyenne d'un rayon 1.73 1.76 1.72 1.75 1.73 1.75 1.76

nombre moyen d'interse
tions par rayon 1 028.00 1 030.00 352.40 154.86 85.36 21.55 14.27 11.84

pour
entage d'interse
tions 
al
ul�ees 100.00 100.00 93.20 87.60 82.20 60.56 39.89 32.63
pour
entage d'�e
he
s 99.91 99.91 92.96 87.09 81.32 57.98 37.33 30.12

temps moyen de simulation par rayon (ms) 78.38 102.50 36.09 17.48 10.81 4.65 4.09 3.96

temps moyen d'interse
tion rayon-objet (ms) 0.09 0.09 0.10 0.11 0.19 0.24 0.28
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.08 0.10 0.10 0.11 0.13 0.22 0.29 0.33
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(8) Système d'é
lairage d'intérieur

surface nombre pourcentage

plan 8 0.4

cylindre 4 0.2

surface B-spline 2 076 99.4
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param�etre SL LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32) LHU

temps de pr�e-
al
ul (s) 31 31 32 36 68 331 31

temps de simulation (s) 606 829 365 337 274 281 264 253

taille de la stru
ture de donn�ees (o
tets) 8 456 19 496 28 616 87 288 420 360 2 891 608 13 933 120

nombre moyen d'objets par voxel 2 088.00 317.00 50.75 23.32 12.23 7.98
pour
entage de voxels vides 0.00 0.00 0.00 25.00 37.50 38.87

nombre de photons �emis 1 000 1 000 1 000 1 000 1 000 1 000 1 000 1 000

nombre de rayons trait�es 6 623 7 037 6 558 6 990 6 460 6 968 6 783 6 755
nombre d'interse
tions 13 775 840 14 693 256 2 852 176 1 683 470 782 636 698 462 665 005 1 012 964

nombre d'interse
tions 
al
ul�ees 13 775 840 14 693 256 2 680 956 1 553 642 582 944 377 978 211 392 146 737

nombre d'interse
tions non 
al
ul�ees 0 0 171 220 129 828 199 692 320 484 453 613 866 227

nombre d'�e
he
s 13 770 217 14 687 219 2 846 618 1 677 480 777 176 692 494 659 222 1 007 209

nombre moyen de voxels travers�es par rayon 1.00 1.72 2.18 3.70 7.00 13.87 37.76

longueur moyenne d'un rayon 36.66 42.80 38.37 35.45 40.46 35.91 38.60

nombre moyen d'interse
tions par rayon 2 080.00 2 088.00 408.81 222.27 90.24 54.24 31.16 21.72

pour
entage d'interse
tions 
al
ul�ees 100.00 100.00 94.00 92.29 74.48 54.12 31.79 14.49
pour
entage d'�e
he
s 99.96 99.96 93.80 91.93 73.79 53.26 30.92 13.92

temps moyen de simulation par rayon (ms) 91.49 117.81 55.58 48.28 42.44 40.37 38.94 37.41

temps moyen d'interse
tion rayon-objet (ms) 0.05 0.13 0.21 0.46 0.73 1.22 1.66
temps moyen de simulation rayon-objet (ms) 0.04 0.06 0.14 0.22 0.47 0.74 1.25 1.72
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3.3.3 Analyse des résultats

On propose dans 
e paragraphe une analyse des expérimentations faites dans l'environnement
logi
iel. Bien que n'ayant pas pu travailler ave
 des s
ènes 
ontenant un grand nombre d'objets, on
peut faire des 
onstatations et tirer quelques enseignements des 8 s
ènes testées. Pour 
e faire, on
distingue deux types de simulation :

� les simulations basées uniquement sur des subdivisions uniformes (type LU),

� les simulations basées sur une hiérar
hie de subdivisions uniformes (type LHU).

Subdivisions uniformes

Les subdivisions uniformes 
onsidérées sont telles que le nombre de subdivisions dans 
haque dire
-
tion est identique. Le test LU (1,1,1) s'apparente au test SL (sans lo
alisation), à la di�éren
e près qu'il
y a 
onstru
tion d'une stru
ture de données pour la lo
alisation basée sur les objets BRep (issus de
la 
onversion). Les 
al
uls d'interse
tion rayon-objet sont e�e
tués en utilisant le modèle géométrique
original des objets (le modèle CSG étant généralement plus performant). Cependant, lorsqu'un objet
CSG se traduit en plusieurs objets BRep, la stru
ture de données prend aussi en 
ompte plusieurs
objets. Ce
i explique les di�éren
es observées entre les deux tests, notamment pour les temps moyens.
Le temps moyen de simulation par rayon dé
roît lorsque le nombre de subdivisions augmente. Ce-
pendant, on observe que la pente de la 
ourbe représentant 
e paramètre s'atténue fortement. Ce qui
signi�e que la méthode est e�
a
e pour un nombre de subdivisions qui n'est pas trop grand. En ef-
fet, l'augmentation du nombre de subdivisions tend bien à diminuer le nombre moyen d'interse
tions
rayon-objet, mais, en 
onséquen
e, il faut par
ourir de plus en plus de régions vides (le pour
entage
de voxels vides augmente ave
 le nombre de subdivisions), 
e qui �ni par devenir très 
oûteux. Ce
problème est bien 
onnu et largement dé
rit dans la littérature.
Le tableau 
i-dessous rend 
ompte du gain en nombre moyen d'interse
tions. C'est le nombre moyen
d'interse
tions 
al
ulées en moins par rapport au test LU (1,1,1).

syst�eme gain en nombre moyen d'interse
tions

optique LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32)

(1) alignement de lentilles 1.00 1.84 3.11 7.96 10.24 10.97

(2) aiguille de tableau de bord 1.00 3.13 4.66 7.59 11.97 18.25

(3) 
ompteur d'automobile 1.00 4.27 9.41 18.86 23.45 31.18

(4) ampoule 1.00 4.14 8.49 18.89 26.43 31.18

(5) matri
e de lentilles 1.00 4.05 9.71 23.74 56.90 99.67

(6) matri
e d'objets 1.00 4.22 12.39 29.40 71.98 133.26

(7) syst�eme optique 1.00 2.92 6.65 12.07 47.80 72.18

(8) syst�eme d'�e
lairage d'int�erieur 1.00 5.11 9.39 23.14 38.50 67.01

Traçons la 
ourbe asso
iée à 
e paramètre, en indiquant pour 
haque système optique le nombre d'objets

onsidérés pour la lo
alisation.
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Pour a�ner 
es observations, il faut regarder de plus près les paramètres rendant 
ompte des 
omplexi-
tés en temps et en mémoire. Les deux tableaux 
i-après ré
apitulent les valeurs des deux paramètres
suivants :
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� le temps moyen de simulation par rayon,

� la taille de la stru
ture de données.

L'intérêt d'observer 
onjointement 
es deux paramètres réside dans le fait que, pour rendre utilisable
la méthode proposée, l'on doit re
her
her la subdivision uniforme qui pro
ure la plus petite 
omplexité
en temps, tout en restant a

eptable pour la 
omplexité en mémoire.

syst�eme temps moyen de simulation par rayon (ms)

optique LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32)

(1) alignement de lentilles 1.94 1.19 0.78 0.47 0.44 0.47

(2) aiguille de tableau de bord 19.47 18.18 16.80 16.43 15.42 14.75

(3) 
ompteur d'automobile 16.67 15.19 14.74 9.02 8.76 8.55

(4) ampoule 32.46 27.92 24.96 22.20 21.73 21.54

(5) matri
e de lentilles 9.57 2.85 1.53 0.98 0.75 0.76

(6) matri
e d'objets 45.68 13.28 6.91 4.79 3.86 3.61

(7) syst�eme optique 102.50 36.09 17.48 10.81 4.65 4.09

(8) syst�eme d'�e
lairage d'int�erieur 117.81 55.58 48.28 42.44 40.37 38.94

syst�eme taille de la stru
ture de donn�ees (o
tets)

optique LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32)

(1) alignement de lentilles 240 1 560 7 624 32 800 108 996 372 216

(2) aiguille de tableau de bord 296 1 572 4 312 16 452 77 944 325 536

(3) 
ompteur d'automobile 316 1 608 8 684 45 940 213 052 1 234 356

(4) ampoule 528 2 368 9 808 46 352 310 912 2 202 816

(5) matri
e de lentilles 1 308 3 420 6 672 23 152 88 232 518 436

(6) matri
e d'objets 2 508 6 780 16 152 63 548 301 484 1 825 572

(7) syst�eme optique 4 224 14 456 31 056 110 064 426 432 2 548 480

(8) syst�eme d'�e
lairage d'int�erieur 8 456 19 496 28 616 87 288 420 360 2 891 608

Pour analyser 
es deux paramètres, 
al
ulons les valeurs des deux paramètres relatifs au test LU (1,1,1)
pour les di�érents systèmes optiques 
onsidérés :

� l'a

élération, qui est le temps moyen relatif de simulation par rayon,

� la taille relative de la stru
ture de données.

syst�eme a

�el�eration (r�ef. LU (1,1,1))

optique LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32)

(1) alignement de lentilles 1.00 1.63 2.49 4.13 4.41 4.13

(2) aiguille de tableau de bord 1.00 1.07 1.16 1.19 1.26 1.32

(3) 
ompteur d'automobile 1.00 1.10 1.13 1.85 1.90 1.95

(4) ampoule 1.00 1.16 1.30 1.46 1.49 1.51

(5) matri
e de lentilles 1.00 3.36 6.25 9.77 12.76 12.59

(6) matri
e d'objets 1.00 3.44 6.61 9.54 11.83 12.65

(7) syst�eme optique 1.00 2.84 5.86 9.48 22.04 25.06

(8) syst�eme d'�e
lairage d'int�erieur 1.00 2.12 2.44 2.78 2.92 3.03

syst�eme taille relative de la stru
ture de donn�ees (r�ef. LU (1,1,1))

optique LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32)

(1) alignement de lentilles 1.00 6.50 31.80 136.70 454.20 1 550.90

(2) aiguille de tableau de bord 1.00 5.30 14.60 55.60 263.30 1 099.80

(3) 
ompteur d'automobile 1.00 5.10 27.50 145.40 674.20 3 906.20

(4) ampoule 1.00 4.50 18.60 87.80 588.80 4 172.00

(5) matri
e de lentilles 1.00 2.60 5.10 17.70 67.50 396.40

(6) matri
e d'objets 1.00 2.70 6.40 25.30 120.20 727.90

(7) syst�eme optique 1.00 3.40 7.40 26.10 101.00 603.30

(8) syst�eme d'�e
lairage d'int�erieur 1.00 2.30 3.40 10.30 49.70 342.00

Traçons les 
ourbes 
orrespondantes en indiquant pour 
haque système optique le nombre d'objets

onsidérés pour la lo
alisation.
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Les 
ourbes de l'a

élération ne sont pas, 
omme on aurait pu naïvement le penser, empilées dans
le sens 
roissant des nombres d'objets. Les systèmes optiques 2 à 4 (de 48 à 106 objets) ont des
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ourbes similaires. Ce n'est pas étonnant puisque les nombres d'objets sont semblables ainsi que les
répartitions géométriques 
ara
térisées par les 
ourbes de répartition de la dimension et de l'aire de la
surfa
e optique. De même, les systèmes optiques 5 et 6 (301 et 601 objets) ont des 
ourbes similaires,
et 
e pour les mêmes raisons. La 
ourbe asso
iée au système optique 1 (34 objets) présente un pallier
à partir du test LU (8,8,8). Celle asso
iée au système optique 7 (1 030 objets) montre une a

élération
forte à partir du test LU (16,16,16). En�n, l'a

élération pour le système optique 8 (2 088 objets) est
quasiment 
onstante à partir du test LU (2,2,2).

On ne peut don
 pas mettre en éviden
e une relation uniquement entre le nombre d'objets d'un système
optique et le nombre de subdivisions. L'é
art entre les 
ourbes des systèmes optiques 7 et 8 le montre.
Bien évidemment, 
e qui doit être pris aussi en 
ompte 
'est la répartition géométrique des objets, leurs
dimensions et leur nature. Le système optique 7 est 
omposé en grande partie d'objets simples (99:7%
de plans) dont la dimension relative est grande (près de 90% d'objets dont la dimension relative est

omprise entre 0:6 et 0:8). Le système optique 8 est 
omposé d'objets 
omplexes (99:4% de B-splines)
dont la dimension relative est petite (près de 60% d'objets dont la dimension relative est 
omprise
entre 0 et 0:1). Pour 
e système optique, l'e�
a
ité de la lo
alisation par subdivision uniforme ne
peut se faire ressentir qu'à partir d'un grand nombre de subdivisions, 
ar de petits objets 
omplexes
engendrent des 
oûts de 
al
uls d'interse
tion élevés. Or, lorsque le nombre de subdivisions devient
grand, 
ette méthode de lo
alisation perd en e�
a
ité.

Les 
ourbes de la taille relative montrent, quel que soit le système optique 
onsidéré, que la 
omplexité
en mémoire relative (par rapport au test LU (1,1,1)) reste a

eptable jusqu'au test LU (8,8,8) pour les
systèmes optiques 1 à 4 (34 à 106 objets), et jusqu'au test LU (16,16,16) pour les systèmes optiques
5 à 8 (301 à 2 088 objets). Bien que les régions vides, 
'est-à-dire n'ayant d'interse
tion ave
 au
un
objet (au sens de la lo
alisation), ne soient pas enregistrées dans la stru
ture de données, il en résulte
une 
omplexité en mémoire qui devient très grande.

Là aussi les 
ourbes ne sont pas empilées dans le sens 
roissant des nombres d'objets. Cependant,
l'in�uen
e du nombre d'objets est plus forte que pour les 
ourbes de l'a

élération. En e�et, on distingue
bien deux groupes de systèmes optiques 1 à 4 et 5 à 8. La répartition géométrique des objets doit être
prise en 
ompte.

Pour renfor
er 
es premières analyses, il est intéressant d'observer le rapport entre la taille relative
et l'a

élération pour 
haque système optique et pour 
haque subdivision. On introduit un nouveau
paramètre pour quanti�er 
ette grandeur, que l'on appellera indi
e de performan
e globale, et que l'on
notera � :

� =
Mr

T r

;

où Mr est la 
omplexité en mémoire relative (taille relative de la stru
ture de données) et T r la

omplexité moyenne en temps relative (a

élération). Cal
ulons les di�érentes valeurs de �.

syst�eme indi
e de performan
e globale

optique LU (1,1,1) LU (2,2,2) LU (4,4,4) LU (8,8,8) LU (16,16,16) LU (32,32,32)

(1) alignement de lentilles 1.0 4.0 12.8 33.1 103.0 375.7

(2) aiguille de tableau de bord 1.0 5.0 12.6 46.9 208.5 833.2

(3) 
ompteur d'automobile 1.0 4.6 24.3 78.7 354.3 2 003.5

(4) ampoule 1.0 3.9 14.3 60.0 394.2 2 768.5

(5) matri
e de lentilles 1.0 0.8 0.8 1.8 5.3 31.5

(6) matri
e d'objets 1.0 0.8 1.0 2.7 10.2 57.5

(7) syst�eme optique 1.0 1.2 1.3 2.7 4.6 24.1

(8) syst�eme d'�e
lairage d'int�erieur 1.0 1.1 1.4 3.7 17.0 113.0

Traçons les 
ourbes asso
iées à 
e nouveau paramètre, en indiquant pour 
haque système optique le
nombre d'objets 
onsidérés pour la lo
alisation.
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Les 
ourbes montrent que l'on peut di�éren
ier les systèmes optiques 1 à 4 des systèmes optiques 5
à 8. En e�et, les systèmes optiques 1 à 4 sont asso
iés à un indi
e de performan
e globale a

eptable
(inférieur à 100) jusqu'au test LU (8,8,8), alors que pour les systèmes optiques 5 à 8 il est a

eptable
quasiment jusqu'au test LU (32,32,32). C'est logique de trouver une analyse semblable à 
elle issue
des 
ourbes de la taille relative puisque l'in�uen
e sur � de la 
omplexité en mémoire relative Mr est
supérieure à 
elle de la 
omplexité moyenne en temps relative T r.

L'intérêt de l'indi
e de performan
e globale est de donner une valeur limite au delà de laquelle la
méthode de lo
alisation par subdivision uniforme n'est plus e�
a
e. En e�et, dès que la pente de la

ourbe de � devient grande, à la vue des 
ourbes expérimentales, on ne peut espérer qu'une dégradation
rapide de l'e�
a
ité de la méthode. Il reste à �xer un seuil pour �. Les expérien
es menées i
i nous
amènent à 
onsidérer la valeur 100. Bien entendu, 
e seuil dé
rit une limite supérieure relative au
niveau des 
omplexités. Il faut en plus veiller à 
e que la 
omplexité en mémoire ne soit pas trop
grande, au regard des 
ontraintes matérielles.

Hormis le 
onstat 
lassique 
onsistant à dire que le par
ours des régions vides devient 
oûteux lorsque
leur nombre 
roît, 
es expérien
es sur une lo
alisation par subdivision uniforme met en éviden
e l'inté-
rêt qu'il faut porter à la répartition géométrique des objets, leurs dimensions, mais aussi à leur nature.
Lorsque les objets 
onsidérés sont 
omplexes, les algorithmes de 
al
ul d'interse
tion rayon-objet pos-
sèdent des 
ritères d'ex
lusion géométriques, qui se traduisent par le fait que plus un rayon est pro
he
de l'objet, plus le temps de re
her
he de l'interse
tion est grand. Or la lo
alisation par subdivision
uniforme rappro
he les rayons des objets (les 
al
uls d'interse
tion sont e�e
tués pour des rayons plus
pro
hes), et par 
onséquent a

roît le temps moyen d'interse
tion rayon-objet, 
e qui entraîne une perte
en e�
a
ité de la méthode lorsque le nombre moyen d'interse
tions ne diminue pas su�samment.

Hiérar
hie de subdivisions uniformes

Une lo
alisation par une subdivision uniforme est peu e�
a
e et très vite limitée par le nombre
de subdivisions que l'on peut 
onsidérer. Cette limite, 
omme on vient de le voir, est essentiellement
due à deux raisons. L'augmentation du nombre de subdivisions entraîne une augmentation du nombre
de régions à par
ourir qui devient très vite grand (
'est 
ara
térisé par le nombre moyen de voxels
traversés). La taille de la stru
ture de données asso
iée 
roît aussi très vite. L'intérêt d'utiliser une
lo
alisation par hiérar
hie de subdivisions uniformes est don
 de diminuer au mieux les espa
es vides
et d'obtenir une stru
ture de données dont la taille reste a

eptable.

Pour analyser l'e�
a
ité des tests LHU, il est né
essaire d'observer, d'une part, le temps de pré-
al
ul
(
onversion vers le modèle BRep et 
onstru
tion de la stru
ture de données) et, d'autre part, l'indi
e
de performan
e globale qui est le rapport entre la taille relative et l'a

élération. Le tableau suivant
ré
apitule 
es di�érentes valeurs. La taille relative et l'indi
e de performan
e globale sont 
omparés au
test LU (1,1,1).
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syst�eme pr�e-
al
ul a

�el�eration taille performan
e

optique (s) r�ef. SL r�ef. LU (1,1,1) relative globale

(1) alignement de lentilles 2 0.96 3.18 23.25 7.3

(2) aiguille de tableau de bord 3 1.15 1.18 70.58 59.8

(3) 
ompteur d'automobile 1 1.76 1.81 109.37 60.4

(4) ampoule 2 1.29 1.43 158.15 110.6

(5) matri
e de lentilles 157 3.04 10.29 261.02 25.4

(6) matri
e d'objets 26 10.77 12.00 354.08 29.5

(7) syst�eme optique 37 19.77 25.85 8 114.75 313.9

(8) syst�eme d'�e
lairage d'int�erieur 31 2.45 3.15 1 647.72 523.1

Les 
oûts en temps du pré-
al
ul, 
omprenant la 
onversion de la s
ène géométrique vers le modèle
BRep et la 
onstru
tion de la stru
ture de données, sont faibles. Le plus grand étant pour le système
optique 5 (101 objets à 
onvertir) où l'on atteint plus de 1 minute et 30 se
ondes. Comparés au 
oût
en temps des simulations, qui peuvent aller jusqu'à plusieurs heures pour un résultat a

eptable au
niveau de la pré
ision numérique sur les 
artes d'observation, 
e temps est négligeable.
La le
ture des paramètres observés (a

élération, taille relative et indi
e de performan
e globale) montre
que l'e�
a
ité d'une hiérar
hie de subdivisions uniformes dépend du système optique 
onsidéré. Pour
le système optique 1 (34 objets), le test LHU est plus e�
a
e que les tests LU, notamment au regard
de l'indi
e de performan
e globale. Pour les systèmes optiques 2 et 3 (48 et 53 objets), les tests LHU
et LU ont des performan
es similaires jusqu'au test LU (8,8,8). Ensuite, l'a

roissement du nombre
de régions vides entraîne une forte augmentation de la taille de la stru
ture de données pour les test
LU, et par 
onséquent un indi
e de performan
e globale trop élevé. Pour le système optique 4 (106
objets), la 
on�guration LU (8,8,8) est plus e�
a
e que la 
on�guration LHU, pour laquelle la taille
de la stru
ture de données asso
iée est trop importante. Pour les systèmes optiques 5 et 6 (301 et
601 objets), les performan
es des deux méthodes sont 
omparables. Pour les systèmes optiques 7 et
8 (1 030 et 2 088 objets), l'indi
e de performan
e globale du test LHU est beau
oup plus élevé que

eux des test LU. Là en
ore, la taille de la stru
ture de données asso
iée à la hiérar
hie de subdivisions
uniformes est trop importante.
Ces tests montrent que l'e�
a
ité d'une hiérar
hie de subdivisions uniformes n'est pas uniquement
liée au nombre d'objets. Pour les systèmes optiques testées, il apparaît 
lairement que la seuil 
hoisi
pour la profondeur (5 niveaux) est trop grand. D'autres tests, non présentés i
i, ont montrés que
l'on pourrait se limiter à deux, voire trois, niveaux pour la profondeur. Néanmoins, dans tous les

as les a

élérations obtenues ave
 une lo
alisation par hiérar
hie de subdivisions uniformes sont très
intéressantes par rapport à 
elles issues d'une lo
alisation par subdivisions uniformes.

3.4 Con
lusion

Ce 
hapitre présente la solution envisagée dans le 
ontexte industriel pour a

élérer les 
al
uls
d'interse
tion. La prise en 
ompte d'un 
ahier des 
harges 
ontraignant a fortement orienté le 
hoix
vers une méthode de lo
alisation spatiale par subdivision uniforme. Néanmoins, les résultats obtenus
sont très satisfaisants. Leur analyse met en éviden
e la di�
ulté de 
hoisir les bons paramètres pour
une subdivision uniforme et en
ore plus pour une hiérar
hie de subdivisions uniformes. Les di�érentes
études 
onnues à 
e jour ne fournissent que des solutions intuitives ou empiriques. En e�et, l'évaluation
des 
omplexités en mémoire et en temps pour 
es méthodes est un problème ouvert.
Dans la suite, on se pla
era dans un 
ontexte plus théorique, et on proposera une méthode pour évaluer
a priori 
es 
omplexités et ainsi permettre un 
hoix systématique des paramètres de lo
alisation.





Chapitre 4

Évaluation des 
omplexités dans une
subdivision uniforme

La 
ara
térisation des 
omplexités en mémoire et en temps d'un algorithme de re
her
he d'inter-
se
tions par une méthode de lo
alisation des objets est un problème ouvert. La plupart des solutions
proposées sont empiriques. En e�et, les auteurs utilisent des observations faites sur des s
ènes types
pour déterminer des paramètres de lo
alisation. Plus parti
ulièrement, en 
e qui 
on
erne l'algorithme
étudié au 
hapitre pré
édent (algorithme 12 page 116), 
'est-à-dire la re
her
he d'interse
tions par lo
a-
lisation des objets dans une subdivision uniforme, le même type d'appro
he est proposé, et les travaux
visant une appro
he formelle du problème sont quasiment inexistants. Néanmoins, Cleary et Wyvill [18℄
se sont lan
és dans une voie très intéressante. Ils ont été les premiers à proposer une expression des

omplexités en fon
tion de 
ertaines 
ara
téristiques géométriques des objets et des paramètres de
lo
alisation.
La première di�
ulté pour l'évaluation des 
omplexités est de poser 
orre
tement le problème. Les
expressions de 
es 
omplexités font intervenir des paramètres propres à la s
ène géométrique, aux
propriétés optiques des objets et à la subdivision uniforme 
onsidérées. La se
onde di�
ulté est de
donner une expression exa
te voire une estimation de 
es paramètres. C'est 
e que nous proposons
de faire dans 
e 
hapitre, en donnant une 
ara
térisation des 
omplexités qui prend en 
ompte la
géométrie de la s
ène ainsi que la propriété optique d'opa
ité et les paramètres de la subdivision
uniforme 
onsidérée.
Le premier paragraphe présente les stratégies 
lassiques pour dé�nir a priori les paramètres d'une
hiérar
hie de subdivisions uniformes. Le se
ond paragraphe est 
onsa
ré à l'évaluation du nombre de
régions d'une subdivision uniforme traversées par un objet. Les deux paragraphes suivants proposent
des expressions, d'une part, pour la 
omplexité en mémoire des stru
tures de données présentées aux

hapitres 2 et 3 et, d'autre part, pour la 
omplexité moyenne en temps relative aux algorithmes du

hapitre 3. En�n, les deux derniers paragraphes donne un moyen de 
hoisir a priori les paramètres
d'une subdivision uniforme ainsi que 
eux d'une hiérar
hie de subdivisions uniformes.

4.1 Choix 
lassiques des paramètres de subdivision

Les méthodes basées sur les subdivisions uniformes sont 
ara
térisées à partir de deux paramètres
essentiels :

� le nombre de subdivisions dans 
haque dire
tion,

� la profondeur de la hiérar
hie.

Leur obje
tif est d'atteindre une 
omplexité en temps la plus faible possible, tout en 
ontr�lant la

omplexité en mémoire. Le 
hoix de 
es paramètres est un problème di�
ile, qui n'a pas en
ore trouvé
de solution optimale. En e�et, pour 
hoisir les bons paramètres il faudrait prendre en 
ompte les
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ara
téristiques géométriques des objets et les propriétés optiques asso
iées. C'est utopique au regard
de la quantité d'information à 
onsidérer pour un système optique quel
onque. De plus, la 
orrélation
entre les paramètres de 
haque subdivision uniforme et la profondeur de la hiérar
hie rend très di�
ile

e 
hoix. En e�et, 
e n'est pas en prenant les paramètres qui minimisent les 
omplexités en temps pour

haque subdivision uniforme de la hiérar
hie que l'on minimise né
essairement la 
omplexité en temps
globale.

Æ0

Æ1

�0

�1

Fig. 4.1 � Hiérar
hie de subdivisions uniformes.

Faisons un tour d'horizon des stratégies existantes. Dans la plupart des travaux, le nombre de subdi-
visions dans 
haque dire
tion est déterminé par l'expression suivante :

ni =
�i

Æi
=
h
�iN

1=3
i
;

où�i est la longueur dans la dire
tion i (i = 0; 1; 2) du parallélépipède à subdiviser, �i est un 
oe�
ient
dépendant de la méthode, N le nombre d'objets et [�℄ l'opérateur numérique d'arrondi (valant 1 au
minimum pour être 
ohérent ave
 un nombre de subdivisions). Le 
hoix le plus 
lassique est �i = 1 dans
toutes les dire
tions. Cette stratégie ne prend en 
ompte que le nombre d'objets. C'est optimal si leur
répartition est uniforme et si leurs dimensions sont similaires. Cazals, Drettakis et Pue
h [15℄ proposent
de prendre �i =

p
2 lorsque le nombre d'objets N est assez grand. C'est un 
hoix issu d'observations

expérimentales. Klimaszewski et Sederberg [59℄ prennent en 
ompte la taille du parallélépipède à
subdiviser et posent :

�i =

�
�2

i

�i+1�i+2

�1=3

;

où �i+1 et �i+2 doivent être 
ompris 
omme �(i+1)mod 3 et �(i+2)mod 3.
Dans un registre di�érent, S
herson et Caspary [74℄ proposent une appro
he formelle qui 
onsiste
à exprimer la 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre un rayon et un
objet (polygone plan) en fon
tion, entre autres, des paramètres de lo
alisation. La minimisation de
l'expression de la 
omplexité donne alors le nombre optimal, en un 
ertain sens, de subdivisions dans

haque dire
tion :

�i =

�
2TO
Tv

�1=3

;

où TO est la 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre un rayon et un objet et
Tv est la 
omplexité en temps de par
ours d'une région de la subdivision uniforme 
onsidérée. Cette ap-
pro
he est limitée à des subdivisions uniformes 
ubiques et ne prend pas en 
ompte les 
ara
téristiques
géométriques des objets. Dans une voie similaire, Cleary et Wyvill [18℄ expriment les 
omplexités en
temps et en mémoire pour des objets 
onstitués de polygones plans. Leur démar
he, bien que novatri
e,
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ne prend en 
ompte que des subdivisions uniformes 
ubiques et la géométrie des objets est 
onsidé-
rée par rapport à une moyenne sur leur orientation. Kha
han [57℄ donne une méthode permettant
de 
hoisir des 
ritères de subdivision des objets (des surfa
es fermées au sens où elles dé�nissent un
objet volumique) de manière à générer des variétés dis
rètes qui sont 
ara
térisées à l'aide de 
ritères
topologiques lo
aux (au sens de la topologie dis
rète). Cette méthode permet, entre autres, de séparer
au mieux les objets, dans le sens où 
haque 
omposante 
onnexe dé�nit une variété. Cependant, elle
a été développée pour le 
as impli
ite, elle né
essite une mise en ÷uvre 
omplexe et les stru
tures de
données sont très gourmandes en mémoire (dans le 
as uniforme).
La profondeur d'une hiérar
hie de subdivisions uniformes est le plus souvent 
onnue à postériori, elle
dépend du nombre d'objets ren
ontrés au fur et à mesure que l'on subdivise. Un seuil est �xé pour

ontr�ler en partie la 
omplexité en mémoire. Une région n'est alors subdivisée que si elle 
ontient un
nombre d'objets supérieur à 
e seuil. Par 
onséquent, les 
ara
téristiques géométriques des objets ainsi
que leurs positions relatives ne sont pas prises en 
ompte pour la mise en pla
e de la hiérar
hie (indé-
pendamment des paramètres de 
haque subdivision uniforme), autrement dit 
haque n÷ud de l'arbre
des subdivisions uniformes est traité indépendamment des autres n÷uds. Ma
Donald et Booth [63℄
poursuivent dans la voie empruntée par Goldsmith et Salmon [45℄ et proposent de 
onstruire un arbre
de subdivisions uniformes en tentant de 
ontr�ler la répartition des 
omplexités en temps pour 
haque
n÷ud de l'arbre. Pour 
e faire, ils 
onsidèrent une distribution uniforme des rayons dans R3 � S2 et
expriment la 
omplexité en temps sur l'arbre en fon
tion des aires des parallélépipèdes à partir des-
quels sont dé�nis les di�érentes subdivisions uniformes et des nombres d'objets liés à 
ha
un de 
es
parallélépipèdes. Cependant, leur méthode ne prend pas en 
ompte les 
ara
téristiques géométriques
des objets.

4.2 Nombre de régions traversées par un objet

4.2.1 Cara
térisation

Soit O un ensemble de points de R3 dé
rivant un objet, au sens des objets dé�nis au 
hapitre 2.
Soit R une région parallélépipédique 
ontenant O. Soit S = fRkgnk=1 une subdivision uniforme de R
(paragraphe 3.2.1), où les Rk sont des parallélépipèdes. On se pose alors le problème suivant : évaluer
le nombre de régions de S traversées par O, noté mO et dé�ni par :

mO = 
ard (LO) ;

où, de manière analogue à la dé�nition 6 page 96, LO est la liste des indi
es des régions de S traversées
par O :

LO = fk 2 f1; : : : ; ng tel que Rk \O 6= ;g :

Rk

R

Æ0

Æ1

�0

�1

O

Fig. 4.2 � Notations pour l'évaluation du nombre de régions traversées par un
objet dans une subdivision uniforme.
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L'évaluation de mO est un problème non trivial. La géométrie dis
rète ne fournit que quelques résultats
pour des objets simples (segment, triangle, 
er
le en dimension 2, hyperplan en dimension quel
onque).
De plus, il est fa
ile de remarquer que le nombre re
her
hé n'est pas invariant si l'on applique à l'objet
O une translation. Soit G est un opérateur géométrique de translation. Le nombre de régions de S
traversées par l'objet GO est par dé�nition :

LGO = fk 2 f1; : : : ; ng tel que Rk \ (GO) 6= ;g :

On a pas né
essairement mGO = mO. C'est en
ore plus remarquable si l'on 
onsidère un opérateur
géométrique plus général (rotation, homothétie). C'est pourquoi nous proposons une appro
he visant
à donner une estimation en moyenne de la quantité mO, basée sur la périodi
ité de la fon
tion mGO

pour des opérateurs géométriques de translation. La proposition suivante 
ara
térise l'invarian
e du
nombre de régions traversées pour une 
ertaine 
lasse de translations.

Proposition 15
Soit S = fRkgk2Z une subdivision uniforme de R3. Soit G un opérateur géométrique de translation

ara
térisé par un ve
teur (v0; v1; v2) 2 R3 tel que :

vi = �i Æi ;

où �i 2 Z et Æi est la dimension d'une région dans la dire
tion i. Alors, le nombre de régions de S
traversées par l'objet GO est identique au nombre de régions de S traversées par l'objet O :

mGO = mO :

2

Preuve C'est évident, il su�t de 
onstater que la translation de O revient à dépla
er la subdivision
uniforme. Le 
hoix de G implique que les deux subdivisions uniformes 
oïn
ident, et, par 
onséquent,
que mGO = mO.

�

La proposition pré
édente est très intéressante en 
e sens qu'elle 
ara
térise la périodi
ité de la fon
tion
mGO. Soit GS;Z l'ensemble des opérateurs géométriques de translation suivant :

GS;Z = fG translation de ve
teur (�0 Æ0; �1 Æ1; �2 Æ2) tel que �i 2 Zg :

La proposition 15 signi�e que :

8G 2 GS;Z ; mGO = mO :

En d'autres termes, la fon
tion mGO est entièrement 
ara
térisée pour l'ensemble de translations GS;0
dé�ni par :

GS;0 = fG translation de ve
teur (�0 Æ0; �1 Æ1; �2 Æ2) tel que �i 2 [�1=2; 1=2℄g :

Dé�nir une moyenne de la fon
tion mGO pour des translations G 2 GS;0 revient à sommer toutes
les valeurs de la fon
tion mGO pour tous les G 
onsidérés puis à diviser par la mesure de l'ensemble
GS;0. Cependant, on ne sait pas 
al
uler mGO pour un G donné, et, de plus, la notion de mesure sur
l'ensemble GS;0 est à pré
iser. Néanmoins, on peut s'en sortir si l'on remarque que l'union des objets
GO pour des translations de GS;0 s'é
rit de la manière suivante :[

G2GS;0

(GO) = R0 +O ;
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où R0 est le parallélépipède dé�ni par :

R0 =

2Y
i=0

�
�Æi
2
;
Æi
2

�
;

et R0 +O est l'ensemble des points de R3 
ara
térisé par (�gure 4.3) :

R0 +O =
�
x 2 R

3 tel que x = y + z ave
 y 2 R0 et z 2 O
	
:

R0 +O est appelé somme de Minkowski des ensembles R0 et O.

R0

O b

b

b

b

R0 +O

Fig. 4.3 � Somme de Minkowski d'une région R0 et d'un objet O.

La dé�nition suivante 
ara
térise le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme traversées
par un objet.

Dé�nition 7
Le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S = fRkgk2Z traversées par un objet O est
donné par le nombre suivant :

mO =
vol (R0 +O)

vol (R0)
; (4.1)

où R0 est le parallélépipède dé�ni par :

R0 =
2Y

i=0

�
�Æi
2
;
Æi
2

�
: (4.2)

�

Remarque
La dé�nition pré
édente s'appuie sur une subdivision uniforme de R3. Si l'on 
onsidère une subdivision
uniforme d'un parallélépipède R, alors la dé�nition reste valable pour peu que l'union des objets GO
soit in
luse dans R. Cependant, dans le 
as 
ontraire, 
ela ne pose pas vraiment de problème dans le
sens où mO est une valeur moyenne.

�

Les objets qui nous intéressent sont de deux types :

� les segments, qui sont issus des rayons 
onsidérés,

� les objets surfa
iques ou volumiques, dont la surfa
e optique asso
iée (dé�nition 5 page 96) est
une surfa
e simple 
ontinue et dérivable par mor
eaux.
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Pour le segment (paragraphe 4.2.2), une é
riture expli
ite est envisageable, et, par simple extension,
une majoration peut être donnée pour une ligne brisée (su

ession de segments) et don
 pour un objet
linéïque. Pour les autres objets 
'est beau
oup plus 
ompliqué. Pour la lo
alisation spatiale, on s'inté-
resse aux interse
tions entre un objet �(O) (dé�nition 6 page 96) et les régions de S, où �(O) est soit
la surfa
e optique asso
iée à l'objet O, soit un objet englobant O, le plus souvent une boîte englobante
B(O). Pour une surfa
e optique (paragraphe 4.2.3), l'évaluation ne peut se faire expli
itement dans le

as général, on 
onsidère alors une approximation de la surfa
e par des polygones plans, et l'on donne
une majoration du nombre de régions traversées. Pour une boîte englobante (paragraphe 4.2.4), une
é
riture expli
ite est donnée. Dans tous les 
as, le résultat re
her
hé est appro
hé par une expression du
nombre de régions de S traversées en fon
tion des 
ara
téristiques géométriques de l'objet géométrique
O 
onsidéré. Pour ne pas prendre en 
ompte les problèmes de bord induit par le parallélépipède R, on
se 
ontentera d'une subdivision uniforme de R3.

4.2.2 Objet linéique

Soit S = fRkgk2Z une subdivision uniforme de R3. Soit � un objet linéique. Notons m� le nombre
de régions de S traversées par � (�gure 4.4).

Rk

Æ0

Æ1

�

Fig. 4.4 � Notations pour l'évaluation du nombre de régions traversées par un
objet linéique dans une subdivision uniforme.

L'obje
tif de 
e paragraphe est d'évaluer le nombre m�. L'appro
he par une estimation moyenne du
nombre de régions traversées par un segment, au sens de la dé�nition 7, est une généralisation du
résultat donné par Cleary et Wyvill [18℄. Pour 
al
uler le nombre moyen de régions traversées par un
segment les auteurs utilisent 
e qu'ils appellent le volume augmenté d'une région de S et du segment

onsidéré, qui est en fait la somme de Minkowski de 
es deux éléments. Le rapport des volumes de
la somme de Minkowski et d'une région de S donne une estimation du nombre moyen de régions
traversées. Cependant, leur résultat n'est donné que pour des régions 
ubiques, ave
 des nombres de
subdivisions identiques dans toutes les dire
tions et il est exprimé par rapport à une moyenne sur
l'orientation du segment.

On donnera tout d'abord le résultat pour un segment, puis on s'intéressera à une ligne brisée.

Segment

Soit A = [x; x+`w℄ un segment, et notons mA le nombre de régions de S traversées par 
e segment
(�gure 4.5).
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Rk

Æ0

Æ1
x

w

x+ `w
A

`

Fig. 4.5 � Notations pour l'évaluation du nombre de régions traversées par un
segment dans une subdivision uniforme.

La proposition suivante donne une estimation du nombre moyen de régions de S traversées par un
segment A.

Proposition 16
Le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S de R3 traversées par un segment A de
longueur ` et d'orientation w données est donné par le nombre suivant :

mA = 1 + `

2X
i=0

jwij
Æi

; (4.3)

où wi est la 
oordonnée dans la dire
tion i du ve
teur w.

2

Preuve Partant de la dé�nition 7, il su�t d'é
rire le volume de la somme de Minkowski R0+A. Pour

e faire, on le dé
ompose en quatre parties : le volume de R0 et le volume de trois parallélépipèdes.
Par analogie, l'aire de la somme de Minkowski d'un re
tangle R0 et d'un segment A situés dans R2

se dé
ompose en trois parties : l'aire de R0 et l'aire de deux parallélogrammes.

R0
+A

Æ0

Æ1

w

aire(R0)

Æ1 ` jw0j

Æ0 ` jw1j

Ainsi, le volume résultant s'é
rit :

vol (R0 +A) = vol (R0) +

2X
i=0

Æi+1 Æi+2 ` jwij ;

où Æi+1 et Æi+2 doivent être 
ompris 
omme Æ(i+1)mod 3 et Æ(i+2)mod 3. En divisant par le volume de
R0, on trouve l'expression proposée pour mA.

�

Pour montrer que l'expression 4.3 est une généralisation du résultat donné par Cleary et Wyvill [18℄,

ommençons par supposer que la taille des régions de la subdivision uniforme 
onsidérée est identique
dans toutes les dire
tions :

Æi = Æ :
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Ainsi 4.3 s'é
rit de la manière suivante :

mA = 1 +
`

Æ

2X
i=0

jwij :

La moyenne par rapport à l'ensemble des dire
tions de la sphère unité de 
e nombre s'é
rit :

< mA >=
1

4�

Z
S2
mA d�(w) :

On remarque que :

Z
S2

2X
i=0

jwij d�(w) = 6� :

Finalement, le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme traversées par un segment de
longueur ` s'é
rit :

< mA >= 1 +
3

2 Æ
` :

On retrouve le résultat donné dans [18℄. L'expression 4.3 est don
 bien une généralisation de 
e résultat.

Ligne brisée

Soit � une ligne brisée simple, 
onstituée d'un ensemble �ni de segments (�gure 4.6) :

� =

nseg[
i=1

Ai ;

où les segments Ai sont dé�nis 
omme suit :(
Ai = [xi; xi+1℄

xi+1 = xi + `iw
i

:

Si la ligne brisée est fermée alors x1 = xnseg .

x1
w
1

A1 x2

w2
A2

x3

w
3

A3 x4

Fig. 4.6 � Notations pour une ligne brisée 
omposée de segments dans R3.

Soit m� le nombre de régions de S traversées par la ligne brisée �. De manière analogue au 
as du
segment, et pour les mêmes raisons, on 
her
hera plut�t à évaluer le nombre moyen m� de régions de
S traversées. Pour 
e faire, on 
ommen
e par donner un résultat sur la mesure du volume d'une union
de sous-ensembles de R3.
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Lemme 3
Soient E1; : : : ; En des sous-ensembles de R3 mesurables (au sens de la mesure de Lebesgue). Alors, le
volume de leur union s'é
rit :

vol

 
n[
i=1

Ei

!
=

nX
i=1

0
�vol (Ei) � vol

0
�[
j>i

(Ei \Ej)

1
A
1
A : (4.4)

2

Preuve On raisonne par ré
urren
e sur le nombre de sous-ensembles 
onsidérés. Commençons par
prendre n = 2. Soient E1; E2 deux sous-ensembles de R3 mesurables. On a alors la relation triviale
suivante :

vol (E1 [E2) = vol (E1) + vol (E2)� vol (E1 \E2)

= (vol (E1)� vol (E1 \E2)) + vol (E2) :

La relation 4.4 est don
 véri�ée pour n = 2. Maintenant, supposons 
ette relation vraie au rang n et
prouvons la au rang n+ 1. Soient E1; : : : ; En+1 des sous-ensembles de R3 mesurables. Alors, on é
rit
le volume de l'union de 
es ensembles sous la forme suivante :

vol

 
n+1[
i=1

Ei

!
= vol

 
n[
i=1

Ei

!
+ vol (En+1)� vol

  
n[
i=1

Ei

!
\En+1

!
:

Le premier terme s'é
rit en utilisant l'hypothèse de ré
urren
e, 
'est-à-dire la relation 4.4 é
rite au
rang n. Le troisième terme se réé
rit en distribuant l'interse
tion sur l'union. Ainsi on obtient :

vol

 
n+1[
i=1

Ei

!
=

nX
i=1

0
�vol (Ei)� vol

0
�[
j>i

(Ei \Ej)

1
A
1
A+ vol (En+1)� vol

 
n[
i=1

(Ei \En+1)

!

=

n+1X
i=1

0
�vol (Ei) � vol

0
�[
j>i

(Ei \Ej)

1
A
1
A :

La relation 4.4 est don
 véri�ée au rang n+ 1, par 
onséquent la ré
urren
e s'en
len
he.

�

La proposition suivante donne une majoration du nombre moyen de régions de S traversées par une
ligne brisée.

Proposition 17
Le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S de R3 traversées par une ligne brisée simple
�, 
onstituée d'un ensemble �ni de segments fAignsegi=1 est majoré de la manière suivante :

m� 6 1 +

nsegX
i=1

(mAi
� 1) ; (4.5)

où mAi
est le nombre moyen de régions de S traversées par le segment Ai.

2

Preuve On part de la dé�nition 7, et on 
al
ule le volume de l'ensemble R0 + �. Pour 
e faire, on
é
rit l'ensemble sous la forme suivante :

R0 + � = R0 +

nseg[
i=1

Ai =

nseg[
i=1

(R0 +Ai) :
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D'après le lemme 3, le volume re
her
hé s'é
rit de la manière suivante :

vol (R0 + �) =

nsegX
i=1

0
�vol (R0 +Ai) � vol

0
�[
j>i

((R0 +Ai) \ (R0 +Aj))

1
A
1
A :

Pour tout i 2 f1; : : : ; nseg � 1g, le se
ond terme dans la somme peut être minoré de la manière
suivante :

vol

0
�[
j>i

((R0 +Ai) \ (R0 +Aj))

1
A > vol ((R0 +Ai) \ (R0 +Ai+1)) :

Cette minoration revient à ne pas tenir 
ompte des éventuelles interse
tions générées par des segments
de � non 
onsé
utifs. Ainsi, le volume re
her
hé est majoré de la manière suivante :

vol (R0 + �) 6

nsegX
i=1

vol (R0 +Ai) �
nseg�1X
i=1

vol ((R0 +Ai) \ (R0 +Ai+1)) :

L'interse
tion entre deux segments 
onsé
utifs Ai et Ai+1 est le point xi+1. On remarque alors que :

((R0 +Ai) \ (R0 +Ai+1)) �
�
R0 + fxi+1g� ;


e qui entraîne :

vol ((R0 +Ai) \ (R0 +Ai+1)) > vol (R0) :

A i

xi+1 Ai+1

On a �nalement la majoration suivante :

vol (R0 + �) 6

nsegX
i=1

vol (R0 +Ai) � (nseg � 1) vol (R0) :

En divisant par le volume de R0 on obtient :

m� 6

nsegX
i=1

mAi
� (nseg � 1) :

Le membre de droite peut se réé
rire sous la forme :

nsegX
i=1

(mAi
� 1) + nseg � (nseg � 1) = 1 +

nsegX
i=1

(mAi
� 1) :

D'où le résultat proposé.

�
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4.2.3 Surfa
e optique

Soit S = fRkgk2Z une subdivision uniforme de R3. Soit � une surfa
e, et notons m� le nombre de
régions de S traversées par � (�gure 4.7).

Rk

Æ0

Æ1

�

Fig. 4.7 � Notations pour l'évaluation du nombre de régions traversées par
une surfa
e dans une subdivision uniforme.

L'obje
tif de 
e paragraphe est d'évaluer le nombre m�. L'appro
he présentée dans 
e paragraphe

onstitue une généralisation des résultats donnés par Cleary et Wyvill [18℄. Les auteurs utilisent la
notion de volume augmenté, autrement dit de somme de Minkowski de deux ensembles, de manière
analogue à l'évaluation du nombre moyen de régions traversées par un segment. Cependant le nombre
qu'ils donnent n'est valable que pour des régions 
ubiques, ave
 des nombres de subdivisions identiques
dans toutes les dire
tions, et il est exprimé par rapport à une moyenne sur l'orientation de la surfa
e.
On raisonnera dans un premier temps dans R2, puis on prolongera les résultats dans R3. Pour 
haque di-
mension on 
ommen
era par énon
er deux résultats pour des polygones plans 
onvexes et non 
onvexes.
En�n, on énon
era un résultat pour une surfa
e.

Polygone dans R2

On se pla
e dans R2. Soit un polygone 
onvexe P , 
ara
térisé par des sommets fxjgpj=1 (�gure 4.8).
Par 
onvention, on adopte le sens trigonométrique dire
t 
omme sens de par
ours des sommets. L'arête
Aj de P est le segment [xj; xj+1℄, ave
 par 
onvention xp+1 = x1. On note `j la longueur de 
ette arête :

`j =


xj+1 � xj



 ;

et on note wj son orientation :

wj =
1

`j

�
xj+1 � xj

�
:

P
x1 w 1

x2

x3

x4

x5

+
w1

w2w3

w4

w5

orientation des
arêtes

Fig. 4.8 � Polygone 
onvexe dans R2.
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On note aire(P ) l'aire du polygone P . En�n, on introduit les angles �j dans [0; 2�[ et 
j!j+1 dans
℄0; �[, orientés dans le sens trigonométrique dire
t (�gure 4.9). Le premier représente l'angle entre la
dire
tion wj et la dire
tion w1, le se
ond représente l'angle entre deux dire
tions 
onsé
utives wj et
wj+1, où par 
onvention wp+1 = w1. Par dé�nition, on a don
 :


j!j+1 = �j+1 � �j :

w1

wj

�j

wj

wj+1


j!j+1

+

Fig. 4.9 � Notations pour les orientations des arêtes dans un polygone.

Le fait de prendre 
j!j+1 > 0 pour tout j dans f1; : : : ; pg, revient à supposer que deux arêtes 
onsé-

utives de P ne sont pas 
olinéaires. De plus, 
ela témoigne de la 
onvexité du polygone P , 
e qui
se traduit par un ordre sur les dire
tions wj , que l'on peut aussi exprimer de la manière suivante
(�gure 4.8) :

8 j 2 f1; : : : ; p� 1g ; �j < �j+1 :

La proposition suivante donne une estimation du nombre moyen de régions de S traversées par un
polygone 
onvexe P .

Proposition 18
Le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S de R2 traversées par un polygone 
onvexe
P est donné par le nombre suivant :

mP = 1 +
1

2

pX
j=1

0
� 1X

i=0

���wj
i

���
Æi

1
A `j +

aire(P )

Æ0 Æ1
; (4.6)

où wj
i est la 
oordonnée dans la dire
tion i du ve
teur wj .

2

Preuve Pour évaluer mP on part de la dé�nition 7, à savoir que le nombre moyen re
her
hé 
orres-
pond au rapport des aires de la somme de Minkowski R0 + P et d'une région de S. On remarque
tout d'abord que l'aire de l'ensemble R0 + P se dé
ompose en deux parties : l'aire de P et l'aire de
la 
ouronne autour de P :

aire(R0 + P ) = aire(P ) + aire((R0 + P )r P ) :

P

R0 + fxjg

wj

R0;j + fxjg

R0;j + fxj+1g
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Pour évaluer l'aire de la 
ouronne autour de P , il su�t de remarquer qu'elle se dé
ompose par rapport
aux arêtes de P de la manière suivante :

aire((R0 + P )r P ) =

pX
j=1

�
aire(R0;j + [xj ; xj+1℄)� �j!j+1

�
; (4.7)

où R0;j est un quart de R0 déterminé à partir de l'arête Aj. Le premier terme dans la somme est
l'aire de la somme de Minkowski du domaine R0;j et de l'arête j :

aire(R0;j + [xj ; xj+1℄) = aire(R0;j) +
1

2

 
1X

i=0

Æi+1

���wj
i

���
!
`j ; (4.8)

où Æi+1 doit être 
ompris 
omme Æ(i+1)mod 2.

xj

wj

xj+1
R 0

;j
+
[x
j ; x

j+
1 ℄

Le se
ond terme dans la somme de l'expression 4.7 représente l'aire algébrique qu'il faut retran
her.
Cette aire dépend de la 
on�guration des deux arêtes 
onsé
utives 
onsidérées. Le dessin suivant
donne l'expression de l'aire �j!j+1 en fon
tion des 
on�gurations envisageables pour deux arêtes j
et j + 1. Par 
onvexité du polygone P , il y en a trois envisageables (l'angle 
j!j+1 est stri
tement
inférieur à �).

xj+1

xj

xj+2

wj
wj+1

�j!j+1 = aire(R0;j)

xj+1

xj

xj+2

wjwj+1

�j!j+1 = 0

xj+1

xj
xj+2

wj

wj+1

�j!j+1 = �aire(R0;j)

Il ne reste plus qu'à dénombrer sur toutes les arêtes le nombre de fois où l'on retran
he aire(R0;j). On
remarque la somme des �j!j+1 sur l'ensemble des arêtes est 
onstante pour un nombre d'arêtes p �xé.
En e�et, il su�t d'observer la répartition des orientations des arêtes dans les quadrangles [0; �=2[,
[�=2; �[, [�; 3�=2[ et [3�=2; 2�[, et on rappelle que par 
onvexité de P les dire
tions des arêtes sont
ordonnées. De plus l'aire de R0;j est le quart de l'aire de R0, pour tout j, d'où l'expression suivante :

pX
j=1

�j!j+1 = (p� 4) aire(R0;j) =
p� 4

4
aire(R0) : (4.9)

Le fa
teur p� 4 peut être déterminé par une simple ré
urren
e sur le nombre d'arêtes.
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P

p = 3

P

p = 4

En inje
tant 4.8 et 4.9 dans 4.7, on obtient l'expression de l'aire de R0 + P :

aire(R0 + P ) = aire(P ) + Æ0 Æ1 +
1

2

pX
j=1

 
1X

i=0

Æi+1

���wj
i

���
!
`j :

Pour trouver l'expression proposée, il ne reste plus qu'à diviser l'aire de R0+P par l'aire du re
tangle
R0.

�

Si l'on 
onsidère un polygone non 
onvexe (�gure 4.10), alors les notations introduites pour un
polygone 
onvexe restent valables, sauf pour l'angle 
j!j+1 qui est dans l'intervalle ℄��; 0[ [ ℄0; �[, où
l'intervalle ℄��; 0[ 
orrespond à une 
on�guration 
on
ave d'arêtes su

essives.

P
x1 w 1

x2

x3

x4

x5

+
w1

w2

w3

w4

w5

orientation des
arêtes

Fig. 4.10 � Polygone non 
onvexe dans R2.

La re
her
he du nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S traversées par un polygone
non 
onvexe P est un problème di�
ile. Le 
orollaire suivant donne une majoration de 
e nombre.

Corollaire 6
Le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S de R2 traversées par un polygone P est
majoré de la manière suivante :

mP 6 1 +
1

2

pX
j=1

0
� 1X

i=0

���wj
i

���
Æi

1
A `j +

aire(P )

Æ0 Æ1
:

2

Preuve On raisonne de manière analogue à la démonstration de la proposition 18. Pour 
e faire, on

ommen
e par dé
omposer l'aire de l'ensemble R0 + P en deux parties :

aire(R0 + P ) = aire(P ) +

pX
j=1

aire(R0;j + [xj; xj+1℄) �
pX

j=1

�j!j+1 :
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L'expression du deuxième terme est donné dans la démonstration pré
édente, seul le troisième terme
est di�érent. Pour le 
al
ul de l'aire algébrique �j!j+1, il faut di�éren
ier les deux 
on�gurations
d'arêtes envisageables. Si 
'est une 
on�guration 
onvexe, 
'est-à-dire 
j!j+1 2 ℄0; �[, alors on est
ramené aux trois 
as de la démonstration pré
édente. Sinon, 
'est une 
on�guration 
on
ave, 
'est à
dire 
j!j+1 2 ℄��; 0[, et dans 
e 
as on remarque que :

�j!j+1 > aire(R0;j) :

Pour s'en 
onvain
re, il su�t d'observer les di�érentes 
on�gurations 
on
aves. De manière analogue
au 
as 
onvexe, on peut 
onsidérer trois 
as.

xj+1

xj

xj+2

wj

wj+1

�j!j+1 = aire(R0;j)

xj+1

xj

xj+2

wj

wj+1

�j!j+1 > aire(R0;j)

xj+1

xj

xj+2

wj

wj+1

�j!j+1 > 2 aire(R0;j)

Cependant, on ne perdra pas de vue qu'il y a en fait beau
oup plus de 
as si l'on prend en 
ompte
la longueur des arêtes. En e�et, si la longueur d'une arête est au plus de l'ordre de la taille d'une
région, alors la 
ouronne autour de P n'est pas né
essairement in�uen
ée par 
ette arête (dans le 
as

onvexe 
e problème ne se pose pas). Et dans 
e 
as, il faut envisager les 
on�gurations ave
 plus de
deux arêtes su

essives. Mais, pour la majoration que l'on veut atteindre, 
e n'est pas né
essaire, 
ar

e type d'arêtes n'entrent pas en 
ompte dans l'aire de la 
ouronne autour de P , et par 
onséquent

ontribue à majorer le nombre re
her
hé.

xj+1

xj

xj+3

xj+2

xj+1

xj

xj+3

xj+2

Ensuite, il reste à ajouter les 
ontributions de toutes les arêtes. Chaque 
on�guration d'arêtes su
-

essives 
orrespond à une somme d'aires �j!j+1. On a don
 la majoration suivante :

pX
j=1

�j!j+1 > (p� 4) aire(R0;j) =
p� 4

4
aire(R0) :

D'où la majoration proposée.

�
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Polygone plan dans R3

On se pla
e dans R3. Soit un polygone plan 
onvexe P , 
ara
térisé par des sommets fxjgpj=1. On
adopte les mêmes notations et les mêmes 
onventions qu'au paragraphe pré
édent, en se ramenant au
plan 
ontenant le polygone pour les 
onventions de par
ours et les notions d'angles (�gure 4.11). On
notera �u le plan 
ontenant le polygone P , où u est un ve
teur normal unitaire à P .

P

w 1x1

x2

x3

x4

x5

u

Fig. 4.11 � Notations pour un polygone dans R3.

La proposition suivante donne une estimation du nombre moyen de régions de S traversées par un
polygone 
onvexe P .

Proposition 19
Le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S de R3 traversées par un polygone 
onvexe
P est donné par le nombre suivant :

mP = 1 +
1

2

pX
j=1

0
� 2X

i=0

���wj
i

���
Æi

1
A `j +

 
2X

i=0

Æi juij
!

aire(P )
Æ0 Æ1 Æ2

; (4.10)

où wj
i et ui sont les 
oordonnées dans la dire
tion i des ve
teurs wj et u.

2

Preuve Pour évaluer mP , on raisonne de manière analogue au 
as R2, 
'est-à-dire à partir de la
dé�nition 7. Tout d'abord on é
rit que le nombre moyen re
her
hé 
orrespond au rapport des volumes
de la somme de Minkowski R0+P et d'une région de S. Pour 
al
uler le volume de l'ensemble R0+P
on le dé
ompose en deux volumes : le volume du à P et le volume de la 
ouronne autour de P :

vol (R0 + P ) = vol (CR0
(P )) + vol ((R0 + P )r CR0

(P )) ;

où CR0
est l'opérateur 
onstru
tif d'extrusion lié à R0. Le volume du à P 
orrespond au volume de

l'extrusion de P dans une dire
tion induite par l'orientation de �u (plan 
ontenant P ) et de longueur
l'épaisseur de R0 dans la dire
tion u :

eu =
2X

i=0

Æi juij :

Pour évaluer le volume du à P , il su�t de remarquer que l'on peut l'é
rire sous la forme :

vol (CR0
(P )) =

Z tmax

0
a(t)dt ;

où a(t) est l'aire de la se
tion de partie de R0 + P due à P dans un plan perpendi
ulaire au plan �u

pla
é à l'abs
isse t.
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P

u

t = 0

t = tmax

Or, l'aire a(t) s'é
rit 
omme le produit de la longueur `(t) de la se
tion du polygone P par l'épaisseur
de R0 par rapport à la dire
tion u :

a(t) = eu `(t) :

u u

eu

`(t)

D'où l'expression du volume re
her
hé :

vol (CR0
(P )) = eu

Z tmax

0
`(t)dt

= eu aire(P ) :

Le volume de la 
ouronne autour de P se 
al
ule de manière similaire au 
as R2, à la di�éren
e près
que le volume de la somme de Minkowski du parallélépipède R0;j (un quart de R0) et de l'arête Aj

s'é
rit de la manière suivante :

vol
�
R0;j + [xj; xj+1℄

�
= vol (R0;j) +

1

2

 
2X

i=0

Æi+1Æi+2

���wj
i

���
!
`j ;

où Æi+1 et Æi+2 doivent être 
ompris 
omme Æ(i+1)mod 3 et Æ(i+2)mod 3. Ensuite, on e�e
tue la somme
sur toutes les arêtes, en tenant 
ompte des volumes à rajouter ou à retran
her. Le volume de la

ouronne autour de P s'é
rit alors :

vol ((R0 + P )rCR0
(P )) = vol (R0) +

1

2

pX
j=1

 
2X

i=0

Æi+1Æi+2

���wj
i

���
!
`j :

En ajoutant les deux volumes 
al
ulés puis en divisant par le volume de R0 on obtient l'expression
proposée.

�

Pour montrer que la proposition 19 est une généralisation du résultat de Cleary et Wyvill [18℄, 
om-
mençons par supposer que la taille des régions de la subdivision uniforme 
onsidérée est identique dans
toutes les dire
tions :

Æi = Æ :
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Ainsi 4.10 s'é
rit de la manière suivante :

mP = 1 +
1

2 Æ

pX
j=1

 
2X

i=0

���wj
i

���
!
`j +

1

Æ2

 
2X

i=0

juij
!
aire(P ) :

La moyenne par rapport à l'ensemble des dire
tions de la sphère unité de 
e nombre s'é
rit :

< mP >=
1

16�2

Z
S2

Z
S2
mP d�(w)d�(u) :

L'intégrale pré
édente est séparable. On remarque, d'une part, que :Z
S2

2X
i=0

juij d�(u) = 6� ;

et, d'autre part, que pour tout j 2 f1; : : : ; pg :Z
S2

2X
i=0

���wj
i

��� d�(w) = 6� :

Finalement, le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme traversées par un polygone 
onvexe
P s'é
rit :

< mP >= 1 +
3

4 Æ
perim(P ) +

3

2 Æ2
aire(P ) ;

où perim(P ) est le périmètre du polygone P , 
'est-à-dire la somme des longueurs des arêtes de P . L'ex-
pression pré
édente est le résultat donné dans [18℄. L'expression 4.10 est don
 bien une généralisation
de 
e résultat.

Le triangle est un polygone plan 
onvexe parti
ulièrement intéressant. En e�et, dans bien des

as, une surfa
e quel
onque est appro
hée par un ensemble de triangles, à l'aide d'un pro
édé de
triangulation. Il est don
 intéressant de formuler l'expression du nombre de régions traversées par un
triangle.
Soit T un triangle. Soit S une subdivision uniforme de R3. La proposition 19 donne le nombre moyen
de régions traversées par un T . Pour simpli�er l'é
riture de l'équation 4.10, introduisons les deux

oe�
ients réels suivants, 
ara
téristiques du triangle T et de la subdivision S. Soit �j(w) un 
oe�
ient
asso
ié à l'arête Aj de T et dé�ni de la manière suivante :

�j(w) =
1

2

2X
i=0

���wj
i

���
Æi

:

Soit �(u) un 
oe�
ient asso
ié au triangle et dé�ni de la manière suivante :

�(u) =
1

Æ0 Æ1 Æ2

2X
i=0

Æi juij :

Le nombre de régions de la subdivision S traversées par le triangle T est donné par l'équation 4.10,
qui peut alors s'é
rire de la manière suivante :

mT = 1 +

3X
j=1

�j(w) `j + �(u) aire(T ) : (4.11)

De manière analogue au 
as R2, on adapte les notations et on donne une majoration du nombre
moyen de régions d'une subdivision uniforme S traversées par un polygone non 
onvexe P .
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Corollaire 7
Le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S de R3 traversées par un polygone P est
majoré de la manière suivante :

mP 6 m+
P = 1 +

1

2

pX
j=1

0
� 2X

i=0

���wj
i

���
Æi

1
A `j +

 
2X

i=0

Æi juij
!

aire(P )

Æ0 Æ1 Æ2
:

2

Preuve Le même raisonnement que le 
as R2 (
orollaire 6) peut être utilisé i
i. Il su�t de remarquer
que les 
on�gurations 
on
aves d'arêtes su

essives tendent à diminuer le volume de la 
ouronne
autour de P .

�

Surfa
e a�ne par mor
eaux

Soit � une surfa
e simple 
ontinue, 
onstituée par un ensemble �ni de polygones plans (�gure 4.12) :

� =

npoly[
i=1

Pi :

� est une surfa
e a�ne par mor
eaux, sans auto-interse
tion.

P1

P2
wx1

x2

x3 x4

x5

x6

x7

u1 u2

Fig. 4.12 � Notations pour une surfa
e 
onstituée de polygones plans.

Les notations et les 
onventions pour le pla
ement et l'orientation de � sont induites par les polygones
Pi. On note fxjgpj=1 l'ensemble des sommets de � et A(�) l'ensemble des arêtes de � :

A(�) = fA = [xj ; xj
0

℄ ; j; j0 2 f1; : : : ; pg ; A arête de �g :

Pour di�éren
ier les arêtes de bord de � des autres, on introduit les deux sous-ensembles de A(�)
suivants : (

Abord(�) = fA 2 A(�) tel que A � ��g
Ain(�) = A(�)rAbord(�)

:

La proposition suivante donne une majoration du nombre de régions de S traversées par une surfa
e
a�ne par mor
eaux.
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Proposition 20
Le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S de R3 traversées par une surfa
e � simple

ontinue, 
onstituée d'un ensemble �ni de polygones plans fPignpolyi=1 est majoré de la manière suivante :

m� 6 2 +

npolyX
i=1

�
m+

Pi
� 1
�
�

X
A2Ain(�)

(mA � 1) ; (4.12)

où m+
Pi

est le majorant du nombre moyen de régions traversées par le polygone Pi donné par le

orollaire 7, mA est le nombre moyen de régions traversées par l'arête A donné par la proposition 16
et Ain(�) est l'ensemble des arêtes intérieures à �.

2

Preuve Pour majorer le nombre m�, on part de la dé�nition 7. On 
her
he à 
al
uler le volume de
la somme de Minkowski R0 +�. Cet ensemble est 
onstitué de deux parties, l'une issue de la surfa
e
� et l'autre due à la 
ouronne autour de �. On le dé
ompose sur l'ensemble des polygones :

R0 +� = R0 +

npoly[
i=1

Pi =

npoly[
i=1

(R0 + Pi) :

Le lemme 3 page 147 donne une expression du volume re
her
hé :

vol (R0 +�) =

npolyX
i=1

vol (R0 + Pi) �
npolyX
i=1

vol

0
�[

j>i

((R0 + Pi) \ (R0 + Pj))

1
A :

Le lemme 3 peut être à nouveau utilisé pour donner une expression du se
ond terme dans la somme :

vol

0
�[

j>i

((R0 + Pi) \ (R0 + Pj))

1
A =

X
j>i

vol ((R0 + Pi) \ (R0 + Pj))

�
X
j>i

vol

0
�[

k>j

((R0 + Pi) \ (R0 + Pj) \ (R0 + Pk))

1
A :

L'expression du volume de R0 +� s'é
rit alors de la manière suivante :

vol (R0 +�) =

npolyX
i=1

vol (R0 + Pi) �
npolyX
i=1

X
j>i

vol ((R0 + Pi) \ (R0 + Pj))

+

npolyX
i=1

X
j>i

vol

0
�[

k>j

((R0 + Pi) \ (R0 + Pj) \ (R0 + Pk))

1
A : (4.13)

Il s'agit maintenant d'analyser de plus près les deux derniers termes de l'expression pré
édente. Le
se
ond terme représente la somme des volumes des interse
tions deux à deux entre les polygones
fPigi. Ce terme 
ontient don
 les volumes relatifs aux arêtes intérieures de �, 
e qui s'é
rit :

npolyX
i=1

X
j>i

vol ((R0 + Pi) \ (R0 + Pj)) =

npolyX
i=1

X
j>i

vol (R0 +�i;j) +

npolyX
i=1

X
j>i

vol (Di;j) ; (4.14)

où �i;j est l'ensemble des arêtes 
ommunes aux polygones Pi et Pj et Di;j sont les ensembles repré-
sentant les éventuelles parties non 
omptées lors de la dé
omposition.
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Pi

Pj

R0 + �i;j

Di;j

Le premier terme de l'expression 4.14 
ontient la somme des volumes sur les arêtes de �i;j, 
e qui
s'é
rit :

vol (R0 + �i;j) =
X

A2A(�i;j)

vol (R0 +A) �
X

S2Sin(�i;j)

vol (R0) � vol (Ei;j) ; (4.15)

où A(�i;j) est l'ensemble des arêtes de �i;j, Sin(�i;j) est l'ensemble des sommets intérieurs à �i;j
(
e sont les sommets qui ont exa
tement deux arêtes in
identes) et Ei;j est l'ensemble des parties

omptées en trop lors de la dé
omposition.

Pi

Pj

Ei;j

Le troisième terme dans 4.13 représente la somme des volumes des interse
tions trois à trois entre
les polygones �i;j. Ce terme 
ontient don
 les volumes relatifs aux sommets intérieurs à � sui sont

ommuns à au moins trois polygones, don
 qui ont au moins trois arêtes intérieures in
identes, 
e qui
s'é
rit :

npolyX
i=1

X
j>i

vol

0
�[

k>j

((R0 + Pi) \ (R0 + Pj) \ (R0 + Pk))

1
A =

X
S2Sin;3(�i;j )

vol (R0) + vol (F ) ; (4.16)

où Sin;3(�) représente l'ensemble des sommets intérieurs à � qui ont au moins trois arêtes in
identes
et F est l'ensemble des parties non 
omptées lors de 
ette dé
omposition. En inje
tant 4.14, 4.15 et
4.16 dans 4.13, on obtient une nouvelle expression du volume de l'ensemble R0 +� :

vol (R0 +�) =

npolyX
i=1

vol (R0 + Pi) �
npolyX
i=1

X
j>i

X
A2A(�i;j)

vol (R0 +A) +

npolyX
i=1

X
j>i

X
S2Sin(�i;j )

vol (R0)

+

npolyX
i=1

X
j>i

vol (Ei;j) �
npolyX
i=1

X
j>i

vol (Di;j) +
X

S2Sin;3(�i;j)

vol (R0) + vol (F ) : (4.17)

Le se
ond terme de 4.17 n'est autre que la somme sur l'ensemble des arêtes intérieures à � :
npolyX
i=1

X
j>i

X
A2A(�i;j)

vol (R0 +A) =
X

A2Ain(�)

vol (R0 +A) : (4.18)
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Les troisième et sixième termes de 4.17 se regroupent en la somme des sommets intérieurs à � :

npolyX
i=1

X
j>i

X
S2Sin(�i;j)

vol (R0) +
X

S2Sin;3(�i;j)

vol (R0) =
X

S2Sin(�)

vol (R0) ; (4.19)

où Sin(�) représente l'ensemble des sommets intérieurs à �. Il ne reste plus qu'à regrouper les termes
restants. Les premier et quatrième termes se regroupent à l'aide du 
orollaire 7 
onsidéré sur l'ensemble
des polygones fPigi. Celui-
i s'é
rit de la manière suivante :

npolyX
i=1

vol (R0 + Pi) 6 vol (R0)

npolyX
i=1

m+
Pi
:

Le majorant peut être a�né. En e�et, il su�t de remarquer que les ensembles Ei;j introduits pré
é-
demment sont 
omptés en double lors de la majoration de la somme des volumes des R0 + Pi. Ainsi,
on peut regrouper les premier et quatrième termes de 4.17 :

npolyX
i=1

vol (R0 + Pi) +

npolyX
i=1

X
j>i

vol (Ei;j) 6 vol (R0)

npolyX
i=1

m+
Pi
: (4.20)

Pi

Pj

En�n, il ne reste plus qu'à remarquer que les ensembles Di;j sont issus d'interse
tions entre deux poly-
gones alors que F est issu d'interse
tions entre trois polygones. On obtient don
 l'inégalité suivante :

�
npolyX
i=1

X
j>i

vol (Di;j) + vol (F ) 6 0 : (4.21)

En inje
tant les expressions 4.18, 4.19, 4.20 et 4.21 dans 4.17, puis en divisant le tout par le volume
de R0 on obtient la majoration suivante :

m� 6

npolyX
i=1

m+
Pi

�
X

A2Ain(�)

mA + nsommets, in ;

où nsommets, in est le 
ardinal de l'ensemble Sin(�), 
'est-à-dire le nombre de sommets situés à l'inté-
rieur de �. Le membre de droite dans l'expression pré
édente peut s'é
rire sous la forme :

npolyX
i=1

�
m+

Pi
� 1
�
�

X
A2Ain(�)

(mA � 1) + npoly � naretes, in + nsommets, in :

La relation d'Euler 
ara
térisant la topologie de la surfa
e � est majorée de la manière suivante
(Kinsey [58℄) :

npoly � (naretes, in + naretes, ex) + (nsommets, in + nsommets, ex) 6 2 ;
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où naretes, ex et nsommets, ex sont respe
tivement les nombres d'arêtes et de sommets situés sur le bord
de �. Puisque naretes, ex � nsommets, ex = 0, on a �nalement l'expression suivante :

npoly � naretes, in + nsommets, in 6 2 :

D'où le résultat proposé.

�

4.2.4 Boîte englobante

Soit S = fRkgk2Z une subdivision uniforme de R3. Soit B une boîte englobante, parallèle aux axes
(�gure 4.13).

Rk

Æ0

Æ1

B

L0

L1

Fig. 4.13 � Notations pour l'évaluation du nombre de régions traversées par
une boîte englobante (parallèle aux axes).

La proposition suivante 
ara
térise le nombre moyen de régions de S traversées par une boîte englobante
B parallèle aux axes.

Proposition 21
Le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S de R3 traversées par une boîte englobante
B parallèle aux axes, 
ara
térisée par des longueurs Li, est donné par le nombre suivant :

mB =
1

Æ0 Æ1 Æ2

2Y
i=0

(Li + Æi) : (4.22)

2

Preuve Partant de la dé�nition 7, il su�t de 
al
uler le volume de R0 +B :

vol (R0 +B) =

2Y
i=0

(Li + Æi) :

B

L0 + Æ0

L1 + Æ1

Pour trouver l'expression proposée, il ne reste plus qu'à diviser le volume de R0 + B par le volume
de R0.

�
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La proposition pré
édente est limitée à des boîtes englobantes parti
ulières. Généralisons 
e résultat à
des boîtes quel
onques. Soit B une boîte englobante quel
onque (�gure 4.14).

Rk

Æ0

Æ1

B

u
0

u
1

L0

L1

Fig. 4.14 � Notations pour l'évaluation du nombre de régions traversées par
une boîte englobante.

La proposition suivante 
ara
térise le nombre moyen de régions de S traversées par une boîte englobante
B non né
essairement parallèle aux axes.

Proposition 22
Le nombre moyen de régions d'une subdivision uniforme S de R3 traversées par une boîte englobante
B, 
ara
térisée par des longueurs Lk et des ve
teurs normaux unitaires uk, est donné par le nombre
suivant :

mB =

2X
k=0

  
2X

i=0

��uki ��
Æi

!
Lk +

 
2X

i=0

Æi

���uki ���
!
Lk+1 Lk+2

Æ0 Æ1 Æ2

!
+

L0 L1 L2

Æ0 Æ1 Æ2
; (4.23)

où uki est la 
oordonnée dans la dire
tion i du ve
teur uk, et Lk+1 et Lk+2 doivent être 
ompris 
omme
L(k+1)mod 3 et L(k+2)mod 3.

2

Preuve On part de la dé�nition 7, et on 
her
he à 
al
uler le volume de l'ensemble R0+B. Pour 
e
faire, on dé
ompose en deux parties : le volume de la boîte B et le volume de la 
ouronne autour de B.
Pour 
e dernier, on utilise les résultats obtenus sur les polygones 
onvexes dans la démonstration de la
proposition 19. Soit Puk une fa
e de B, et soit P�uk la fa
e opposée. Soient Auk;j, pour j 2 f1; : : : ; 4g,
les arêtes de la fa
e Puk .

Puk

uk uk+1

uk+2

Lk+1

Lk+2

Puk

uk

Auk;1

Auk;2

Auk;3

Auk;4

Pour 
al
uler le volume de la 
ouronne autour de B, il su�t de dé
omposer par rapport aux fa
es de
B. Pour 
e faire, on ajoute les volumes des ensembles R0+Puk et R0+P�uk , en retran
hant la partie
en interse
tion ave
 B, puis on retran
he les parties 
omptées en double au niveau des arêtes. Tout
d'abord, on remarque que :

vol
�
R0 + P�uk

�
= vol (R0 + Puk) :
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Les arêtes parallèles véri�ent le même type le relation, et on note :(
vol
�
R0 +A�uk;1

�
= vol

�
R0 +A�uk;3

�
= vol (R0 +Auk+1)

vol
�
R0 +A�uk;2

�
= vol

�
R0 +A�uk;4

�
= vol (R0 +Auk+2)

:

Le volume de la 
ouronne autour de B s'é
rit alors de la manière suivante :

2X
k=0

(vol (R0 + Puk) � vol (R0 +Auk)) : (4.24)

Il ne reste don
 plus qu'à 
al
uler 
haque volume de l'expression pré
édente. Se référant à la démons-
tration de la proposition 19, le volume de l'ensemble R0 + Puk se dé
ompose en le volume du à Puk

et le volume de la 
ouronne autour de Puk :

vol (R0 + Puk) =

 
2X

i=0

Æi

���uk
i

���
!
aire(Puk) +

4X
j=1

 
vol (R0; j) +

1

2

 
2X

i=0

Æi+1 Æi+2

���wj
i

���
!
`j

!
;

où l'indi
e j se réfère à l'arête j du polygone Puk , et, d'après les notations, on pose :(
w1 = �uk+1 = �w3

w2 = �uk+2 = �w4
et

(
`1 = Lk+1 = `3

`2 = Lk+2 = `4
:

w1

w2

w3

w4

Puk

uk

`1

`2

`3

`4

Puk

uk

Finalement on a :

vol (R0 + Puk) =

 
2X

i=0

Æi

���uk
i

���
!
Lk+1 Lk+2 + vol (R0)

+

 
2X

i=0

Æi+1 Æi+2

���uk+1
i

���
!
Lk+1 +

 
2X

i=0

Æi+1 Æi+2

���uk+2
i

���
!
Lk+2 :

Toujours par référen
e à la démonstration de la proposition 19, le volume de l'ensemble R0+Auk est
le volume du parallélépipède résultant :

vol (R0 +Auk) = vol (R0) +

 
2X

i=0

Æi+1 Æi+2

���uk
i

���
!
Lk :

En regroupant les deux expressions obtenues dans 4.24, on obtient le volume de la 
ouronne autour
de B :

2X
k=0

  
2X

i=0

Æi

���uk
i

���
!
Lk+1 Lk+2 +

 
2X

i=0

Æi+1 Æi+2

���uk
i

���
!
Lk

!
:

Pour obtenir l'expression proposée, il su�t de diviser le volume de R0 +B par le volume de R0.

�
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La proposition 22 est bien une généralisation de la proposition 21. Pour s'en 
onvain
re, 
onsidérons
une boîte englobante B parallèle aux axes, 
'est à dire dont les ve
teurs normaux unitaires sont :8>><

>>:
u0 = (1; 0; 0)

u1 = (0; 1; 0)

u2 = (0; 0; 1)

:

L'expression 4.23 s'é
rit alors :

mB =
2X

k=0

�
Lk
Æk

+ Æk
Lk+1 Lk+2
Æ0 Æ1 Æ2

�
+

L0 L1 L2
Æ0 Æ1 Æ2

=
1

Æ0 Æ1 Æ2

 
2X

k=0

(Æk+1 Æk+2 Lk + Æk Lk+1 Lk+2) + L0 L1 L2

!
;


e qui s'é
rit en développant la somme et en regroupant les termes :

mB =
(L0 + Æ0) (L1 + Æ1) (L2 + Æ2)

Æ0 Æ1 Æ2
:

On retrouve bien l'expression 4.22.

4.3 Complexité en mémoire

4.3.1 Cara
térisation

De manière analogue à la dé�nition 6 page 96 où l'on 
ara
térise la liste des indi
es des objets qui
possèdent une interse
tion ave
 une région donnée, la dé�nition suivante 
ara
térise la liste des indi
es
des régions qui ont une interse
tion ave
 un objet donné.

Dé�nition 8
Soit R un parallélépipède. Soit S = fRkgnk=1 une subdivision de R. Soit O un objet. On note L�(O)
la liste des indi
es des régions de S qui possèdent une interse
tion ave
 l'objet O :

L�(O) = fk 2 f1; : : : ; ng; �(O) \Rk 6= ;g ;

où �(O) représente l'objet 
onsidéré pour l'évaluation de l'interse
tion ave
 une région Rk.

�

La proposition suivante donne une expression de la 
omplexité en mémoire relative à une s
ène géomé-
trique et une subdivision uniforme données. Bien entendu, seul les objets sus
eptibles d'interagir ave

des rayons sont 
onsidérés, 
'est-à-dire les objets surfa
iques et les objets volumiques.

Proposition 23
Soit R un voxel. Soit S une subdivision de R. Soient O1; : : : ; ON des objets. La 
omplexité en mémoire
de la lo
alisation des objets O1; : : : ; ON dans S s'é
rit :

MS;O1;:::;ON =

NX
i=1

�
MOi + 
ard

�
L�(Oi)

�
Mvo

�
: (4.25)

où MOi est la 
omplexité en mémoire relative à l'objet Oi et Mvo est la 
omplexité en mémoire d'un
enregistrement de lien voxel-objet.

2
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Preuve Soit R un voxel. Soit S = fRkgnk=1 une subdivision de R. Soient O1; : : : ; ON des objets (sur-
fa
iques ou volumiques). La 
omplexité en mémoire de la lo
alisation des N objets dans R 
onsiste en
le sto
kage des objets O1; : : : ; ON et le sto
kage des liens voxel-objet, 
'est-à-dire des listes fLRkgnk=1
asso
iées aux régions fRkgnk=1. La 
omplexité en mémoire s'é
rit don
 de la manière suivante :

MS;O1;:::;ON =

NX
i=1

MOi +

nX
k=1

MLRk
:

Le premier terme est donné au deuxième 
hapitre, pour 
haque modèle géométrique 
onsidéré. Expli-

itons le se
ond terme. Un lien voxel-objet est dé
rit par un enregistrement 
onstitué d'un ensemble
de paramètres représentants les di�érentes informations né
essaires au repérage des objets dans les
régions Rk (nombre d'objets, indi
e de 
haque objet lié, indi
es pré
isant des sous-parties des objets,
indi
es de régions pour la gestion de la hiérar
hie, et
). Supposons que la taille d'un enregistrement
de lien voxel-objet Mvo est identique pour 
haque région. Ainsi, la 
omplexité en mémoire pour les
liens voxel-objet s'é
rit :

nX
k=1

MLRk
=

 
nX

k=1


ard (LRk)

!
Mvo :

La somme du nombre d'objets par région sur S est égale à la somme du nombre de régions par objets
sur O1; : : : ; ON :

nX
k=1


ard (LRk) =
NX
i=1


ard
�
L�(Oi)

�
:

D'où l'expression de la 
omplexité en mémoire proposée.

�

4.3.2 Estimation

La 
omplexité en mémoire est 
ara
térisée par la proposition 23. Dans l'expression 4.25 intervient
le nombre de régions d'une subdivision uniforme traversées par un objet. Dans la se
tion 4.2 il est
montré que l'évaluation exa
te de 
e nombre n'est pas envisageable, 
e qui a impliqué une estimation
moyenne. On introduit alors une 
omplexité moyenne appro
hée M 0

S;O1;:::;ON
:

M 0

S;O1;:::;ON
=

NP
i=1

�
MOi +m�(Oi)Mvo

�
; (4.26)

où m�(Oi) est le nombre de régions de S traversées par l'objet Oi, au sens de la lo
alisation envisagée
pour 
et objet.
La lo
alisation d'un objet O dans une subdivision uniforme 
onsiste à re
her
her les régions de la
subdivision qui ont une interse
tion ave
 un objet lié à O, noté �(O). L'idéal est de 
onsidérer la
surfa
e optique asso
iée à O, 
'est-à-dire �(O), au sens de la dé�nition 5 page 96. Cependant, la

omplexité géométrique de 
ertains objets ne permet pas d'avoir une lo
alisation aussi pré
ise qu'on
le désire. C'est pourquoi nous présentons dans 
e paragraphe deux lo
alisations. La première est basée
sur une boîte englobante, la deuxième sur la surfa
e optique.

Lo
alisation par rapport à une boîte englobante

Dans 
e paragraphe on s'intéresse à la lo
alisation d'un objet par rapport à une boîte englobante
asso
iée (�gure 4.15). Ce qui revient à 
her
her les régions de la subdivision uniforme 
onsidérée qui
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ont une interse
tion ave
 la boîte englobante 
onsidérée. Le paragraphe 4.2.4 traite de 
e problème. La

omplexité en mémoire d'une telle lo
alisation est donnée par la proposition 21.

Rk

Æ0

Æ1

�0

�1 O

B(O)

Fig. 4.15 � Lo
alisation par rapport à une boîte englobante asso
iée à un objet.

Exemple 9
Reprenons l'exemple 2 page 52. Soit R un 
ube de 
�té 1. Soit une s
ène géométrique in
luse dans

e 
ube et 
ontenant un objet CSG O 
onstruit par union d'une sphère P1, 
ara
térisée par un rayon
r1, et d'un 
ylindre P2, 
ara
térisé par un rayon r2 < r1 et une longueur ` > 2 r1 . Un opérateur
de translation G1 est appliqué à la sphère tandis qu'un opérateur de rotation G2 est appliqué au

ylindre. Au
un opérateur géométrique n'est appliqué sur l'objet résultant de l'union.

(Id;ou)

(G1; P1) (G2; P2)

2 r1

2 r2

`

L'exemple 2 pré
ise que la 
omplexité en mémoire pour l'objet O est :

MO = 12 :

Soit S une subdivision uniforme de R telle que Æi = Æ dans 
haque dire
tion. Autrement dit, le nombre
de subdivisions dans 
haque dire
tion est :

ni = n1=3 :

En�n, soit B(O) une boîte englobante minimale de O, parallèle aux axes. Par 
onstru
tion, sa longueur
dans une dire
tion est ` et sa longueur dans les deux autres dire
tions est 2 r1. Le nombre moyen de
régions de S traversées par B(O) est donné par l'expression 4.22 :

mB(O) = n3
i

�
2 r1 +

1

ni

�2 �
`+

1

ni

�
:

La 
omplexité en mémoire appro
hée de la lo
alisation s'é
rit don
 :

M 0
S;O = 12 + n3

i

�
2 r1 +

1

ni

�2 �
`+

1

ni

�
Mvo :
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Pour illustrer la 
omplexité en mémoire appro
hée, �xons les valeurs suivantes pour les paramètres à

onsidérer : 8>>>>><

>>>>>:

r1 = 0:2

r2 = 0:1

` = 0:5

Mvo = 1

:

Le graphe suivant illustre la 
omplexité en mémoire en fon
tion du nombre de subdivisions.
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Lo
alisation par rapport à la surfa
e optique

Dans 
e paragraphe on s'intéresse à la lo
alisation d'un objet par rapport à la surfa
e optique
asso
iée (�gure 4.16). En d'autres termes, et par dé�nition de la surfa
e optique, on s'intéresse aux
interse
tions entre une surfa
e et les régions d'une subdivision. Le paragraphe 4.2.3 traite de 
e pro-
blème. Il su�t que la surfa
e optique puisse être appro
hée par une surfa
e a�ne par mor
eaux. La

omplexité en mémoire d'une telle subdivision est estimée à l'aide de la proposition 20.

Rk

Æ0

Æ1

�0

�1

O

�(O)

Fig. 4.16 � Lo
alisation par rapport à la surfa
e optique asso
iée à un objet.

Exemple 10
Reprenons l'exemple 6 page 78. Soit R un 
ube de 
�té 1. Soit une s
ène géométrique in
luse dans 
e

ube et 
ontenant un objet BRep O 
omposé de nfa
e fa
es triangulaires. L'exemple 6 pré
ise que la

omplexité en mémoire pour l'objet O est :

MO = 54nfa
e :

Soit S une subdivision uniforme de R telle que Æi = Æ dans 
haque dire
tion. Autrement dit, le nombre
de subdivisions dans 
haque dire
tion est :

ni =
1

Æi
= n1=3 :
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L'expression 4.12 majore le nombre moyen de régions de la subdivision S traversées par l'objet O.
Pour l'évaluer, il faut distinguer les triangles et les arêtes intérieures à O. Dans un premier temps,

ommençons par appro
her l'expression 4.11 du nombre de régions traversées par un triangle Tj en
ne tenant pas 
ompte de l'orientation des arêtes de O, autrement dit en 
al
ulant la moyenne de mTj

par rapport à la variable w :

< mTj >= 1 +
3

4
perim(Tj)ni +

3

2
aire(Tj)n

2
i ;

où perim(T ) est le périmètre du triangle T . Dans un se
ond temps, évaluons le nombre moyen de
régions de S traversées par les arêtes intérieures à O à l'aide de l'expression 4.3. Ne tenons pas 
ompte
de l'orientation des arêtes, pour être 
ohérent ave
 l'hypothèse faite sur les triangles. Ainsi, pour une
arête Ak de longueur `k, le nombre moyen re
her
hé s'é
rit :

< mAk
>= 1 +

3

2
`k ni :

Les nombres 
onsidérés des deux 
otés de l'expression 4.12 étant positifs, on peut é
rire la moyenne
par rapport à l'ensemble des dire
tions, et on a la majoration suivante :

< mO >6 2 +

nfa
eX
j=1

�
m0

Tj � 1
�
�

narête;inX
k=1

�
m0

Ak
� 1
�
:

En développant la borne supérieure, on remarque qu'elle s'é
rit sous la forme suivante :

2 +
3

2

0
�1

2

nfa
eX
j=1

perim(Tj) �
narête;inX
k=1

`k

1
A ni +

3

2
aire(O)n2i :

Or, l'expression de la somme des périmètres sur l'ensemble des triangles peut se mettre sous la forme
suivante :

nfa
eX
j=1

perim(Tj) =

narête;exX
k=1

`k + 2

narête;inX
k=1

`k :

D'où une majoration du nombre de régions de S traversées par l'objet O :

< mO >6 2 +
3

4
perim(O)ni +

3

2
aire(O)n2i :

La 
omplexité en mémoire appro
hée, et moyennée par rapport à l'ensemble des dire
tions, de la
lo
alisation de l'objet O dans S est alors majorée de la manière suivante :

< M 0
S;O >6 54nfa
e +

�
2 +

3

4
perim(O)ni +

3

2
aire(O)n2i

�
Mvo :

Pour illustrer la 
omplexité en mémoire appro
hée, �xons les valeurs suivantes pour les paramètres à

onsidérer : 8>>>>><

>>>>>:

nfa
e = 32

perim(O) = 1:8

aire(O) = 0:2

Mvo = 1

:
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Le graphe suivant illustre la borne supérieure de la 
omplexité en mémoire en fon
tion du nombre de
subdivisions.
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4.4 Complexité en temps

4.4.1 Cara
térisation

La proposition suivante donne une expression de la 
omplexité en temps de re
her
he de la première
interse
tion entre un rayon et une s
ène géométrique plongée dans une subdivision uniforme donnée
(algorithme 10 page 113, algorithme 11 page 115 et algorithme 12 page 116). Seuls les objets surfa
iques
et volumiques sont 
onsidérés.

Proposition 24
Soit Rx;w un rayon. Soit R un voxel. Soit S une subdivision de R. Soient O1; : : : ; ON des objets.
La 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre le rayon Rx;w et les objets
O1; : : : ; ON s'é
rit de la manière suivante :

TS;O1;:::;ON (x;w) = Tpsv + m(x;w)Tv +
X

i2I(x;w)

TOi(x;w) ; (4.27)

où Tpsv est la 
omplexité en temps de re
her
he de la première région de S traversée par Rx;w, m(x;w)
est le nombre de régions de S traversées par Rx;w, Tv est la 
omplexité en temps de par
ours d'une
région de S, I(x;w) est l'ensemble des indi
es des objets ren
ontrés lors du par
ours de Rx;w dans S :

I(x;w) =
�
i 2 f1; : : : ; Ng ; �(Oi) \Rkj 6= ; ; j 2 f1; : : : ;m(x;w)g	 ;

et TOi(x;w) est la 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre le rayon Rx;w

et l'objet Oi.

2

Preuve Soit Rx;w un rayon. Soit R un voxel. Soit S une subdivision de R. Soient O1; : : : ; ON des
objets (surfa
iques ou volumiques). La 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion
entre le rayon 
onsidéré et la s
ène géométrique 
onsidérée (algorithme 12 page 116) se dé
ompose
en deux parties.
Tout d'abord, il est né
essaire de re
her
her la première région de S traversée par le rayon (algo-
rithme 10 page 113). La 
omplexité en temps asso
iée est indépendante du rayon 
onsidéré puisque

ette re
her
he 
onsiste en un 
al
ul d'interse
tion entre le rayon Rx;w et le voxel R (
al
ul indépen-
dant du rayon) et trois divisions tronquées (l'interse
tion entre le rayon et le voxel existe toujours).
Cette 
omplexité en temps est Tpsv.
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Ensuite, le rayon par
ours les régions jusqu'à trouver une interse
tion ave
 un objet Oi ou sortir
du voxel R. La 
omplexité en temps du par
ours de m(x;w) régions de S (algorithme 11 page 115)
s'é
rit :

m(x;w)Tv :

La 
omplexité en temps de 
al
ul des interse
tions (un seul 
al
ul d'interse
tion est pris en 
ompte
par objet ren
ontré) s'é
rit : X

i2I(x;w)

TOi(x;w) :

D'où le résultat proposé.

�

La proposition 24 donne un expression de la 
omplexité en temps di�
ilement exploitable, et 
e à

ause du troisième terme de l'équation 4.27. Le 
orollaire suivant donne une expression plus abordable
de la 
omplexité en temps dans un 
as parti
ulier.

Corollaire 8
Si les objets O1; : : : ; ON sont tels que :

TOi(x;w) = TO(x;w) ; 8 i 2 f1; : : : ; Ng ; 8 (x;w) 2 R ;

alors la 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre le rayon Rx;w et les objets
O1; : : : ; ON s'é
rit :

TS;O1;:::;ON (x;w) = Tpsv + m(x;w)Tv + N(x;w)TO(x;w) ; (4.28)

où N(x;w) est le 
ardinal de l'ensemble I(x;w) et représente le nombre d'objets ren
ontrés lors du
par
ours du rayon Rx;w dans S.

2

Preuve Il su�t de rempla
er le troisième terme dans l'équation 4.27.

�

L'expression de la 
omplexité en temps donnée dans le 
orollaire 8 peut être vue 
omme une approxi-
mation de la 
omplexité en temps donnée par l'équation 4.27 dans le 
as d'objets quel
onques. Pour

e faire, il su�t de 
onsidérer une 
omplexité en temps moyennée sur l'ensemble des objets :

TO(x;w) =
1

N

NX
i=1

TOi(x;w) :

La 
omplexité en temps de re
her
he de la première interse
tion entre un rayon Rx;w et les objets
O1; : : : ; ON est appro
hée de la manière suivante :

TS;O1;:::;ON (x;w) � Tpsv + m(x;w)Tv + N(x;w)TO(x;w) :

Cependant, 
e qui nous intéresse n'est pas une 
omplexité en temps pour un rayon Rx;w parti
ulier,
mais plut�t une 
omplexité moyenne en temps1 sur l'ensemble des rayons issus de R. Pour é
rire 
ette

omplexité moyenne en temps, il su�t d'é
rire la 
omplexité moyenne en temps pour 
haque terme de
l'équation 4.27. Les deux premiers termes ne posent pas de problème. Par 
ontre, le troisième terme
est plus di�
ile à manipuler. La proposition suivante donne une expression de la 
omplexité moyenne
en temps dans un 
as parti
ulier.

1Voir dé�nition 1 page 36.
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Proposition 25
Soit R un voxel. Soit S une subdivision de R. Soient O1; : : : ; ON des objets dont les 
omplexités en
temps TOi sont telles que :

TOi(x;w) = TO ; 8 i 2 f1; : : : ; Ng ; 8 (x;w) 2 R :

La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion entre un rayon issu de R
et les objets O1; : : : ; ON s'é
rit de la manière suivante :

T S;O1;:::;ON = Tpsv + mTv + N TO : (4.29)

2

Preuve Il su�t d'appliquer la dé�nition 1 de la 
omplexité moyenne en temps (équation 2.1 page 36)
à l'équation 4.28. Le troisième terme ne pose pas de problème 
ar TO est 
onstante.

�

L'expression de la 
omplexité moyenne en temps donnée dans la proposition 25 peut être 
onsidérée

omme une approximation de la 
omplexité moyenne en temps dans le 
as d'objets quel
onques. Pour

e faire, il su�t de 
onsidérer une 
omplexité en temps 
onstante et moyennée sur l'ensemble des objets

onsidérés :

TO =
1

N

NX
i=1

TOi :

La 
omplexité moyenne en temps de re
her
he de la première interse
tion entre un rayon issu de R et
les objets O1; : : : ; ON est appro
hée de la manière suivante :

T S;O1;:::;ON � Tpsv + mTv + N TO :

Pour expli
iter la 
omplexité moyenne en temps, il reste à évaluer m, le nombre moyen de régions
traversées, et N , le nombre moyen d'objets ren
ontrés.

4.4.2 Ensemble d'objets

Pour l'évaluation de la 
omplexité moyenne en temps, les objets 
onsidérés doivent satisfaire 
er-
taines 
onditions. D'un point de vue géométrique, 
haque objet doit être tel que sa surfa
e optique
asso
iée soit 
ontinue, dérivable par mor
eaux, sans auto-interse
tion. De plus, lorsqu'on 
onsidère
un ensemble d'objets O1; : : : ; ON , 
eux-
i ne doivent pas s'interpénétrer, seules 
ertaines relations
d'adja
en
es sont admises. La dé�nition suivante 
ara
térise un ensemble d'objets admissible pour les
simulations envisagées, et don
 pour les paragraphes suivants.

Dé�nition 9
Deux objets de type surfa
ique ou volumique sont dits optiquement 
ohérents si leur interse
tion est
soit l'ensemble vide, soit un ensemble de points disjoints, soit un ensemble de points dé
rivant un
ou plusieurs objets linéïques disjoints. De plus, deux objets de type volumique sont dit optiquement

ohérents si leur interse
tion est un ensemble de points dé
rivant un ou plusieurs objets surfa
iques
disjoints.
Un ensemble d'objets O1; : : : ; ON est dit optiquement 
ohérent si les objets sont deux à deux opti-
quement 
ohérents.

�

Par exemple, deux sphères tangentes sont optiquement 
ohérentes, l'ensemble des polygones plans
d'une surfa
e a�ne par mor
eaux est optiquement 
ohérent puisque les interse
tions deux à deux sont
des arêtes, deux 
ubes adja
ents par une fa
e sont optiquement 
ohérents. Par 
ontre, deux triangles
se 
hevau
hant ne sont pas optiquement 
ohérents.
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4.4.3 Ensemble de rayons

Pour 
ara
tériser la 
omplexité moyenne en temps il est né
essaire de se donner l'ensemble des
rayons issus de R. Connaître a priori tous les rayons ayant une existen
e pour un système optique
donné est utopique. Dans 
e paragraphe, on 
her
he don
 à dé�nir un ensemble de rayons qui est
représentatif des simulations e�e
tuées sur le système optique pris en 
ompte.

Pour 
e faire, on souhaite s'a�ran
hir des propriétés physiques du système optique 
onsidéré. Cepen-
dant, on prendra en 
ompte la propriété d'opa
ité des objets, qui, d'un point de vue géométrique, a
une in�uen
e importante sur l'ensemble de rayons que l'on va 
onsidérer par la suite. Par dé�nition,
au
un rayon ne traverse un objet (volumique) opaque. On introduit alors les deux sous-ensembles de
� suivants, où l'on rappelle que � est l'ensemble des points situés sur les surfa
es optiques :

� �o l'ensemble des points situés sur les 
ontours des objets (volumiques) opaques,

� �no l'ensemble 
omplémentaire à �o dans �.

On a don
 la relation :

� = �o [ �no :

Soit R un voxel dans le domaine de simulation X. Soient O1; : : : ; ON des objets. On s'intéresse à
l'ensemble des rayons qui traversent R, 
'est pourquoi on introduit l'ensemble RR, qui est un sous-
ensemble de R :

RR = f(x;w) 2 R tel que Rx;w \R 6= ;g :

Pour avoir un ensemble de rayons le plus représentatif, indépendant des propriétés optiques des objets,
hormis l'opa
ité, on prend en 
ompte les surfa
es optiques asso
iées à l'ensemble des objets et toutes
les dire
tions de l'espa
e, autrement dit l'ensemble de rayons à 
onsidérer est le suivant :

RR = R�o [R�no [R�R ; (4.30)

où les ensembles R�o et R�no représentent les rayons issus respe
tivement des objets opaques et des
objets non opaques et R�R représentent les rayons issus du bord du voxel R. Ils sont dé�nis de la
manière suivante :

8>><
>>:

R�o =
�
(x;w) 2 R tel que x 2 �o et w 2 
+(x)

	
R�no =

�
(x;w) 2 R tel que x 2 �no et w 2 S2	

R�R =
�
(x;w) 2 R tel que x 2 �R et w 2 
�(x)

	 ;

où les sous-ensembles 
�(x) et 
+(x) de S2 sont 
ara
térisés au paragraphe 1.1.3. Cette expression de
l'ensemble des 
ouples (x;w) représentatifs des rayons pris en 
ompte signi�e que l'on 
onsidère une
distribution uniforme des rayons sur les objets surfa
iques et sur les 
ontours des objets volumiques,
dans les dire
tions stri
tement extérieures pour les objets opaques et dans toutes les dire
tions de
l'espa
e pour les objets non opaques, et sur les bords du voxel R, dans les dire
tions stri
tement
intérieures au voxel R (�gure 4.17).
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R

�0

�1

�no

�o

�no

Fig. 4.17 � Dé�nition de l'ensemble des rayons issus de RR.

On a vu au paragraphe 2.1.2 que l'ensemble R est mesurable (au sens de la mesure produit % = ���).
De plus, les ensembles R�o , R�no et R�R sont disjoints, don
 l'ensemble RR est mesurable, et sa
mesure s'exprime de la manière suivante :

mes (RR) = mes (R�o) +mes (R�no) +mes (R�R) :

La mesure de l'ensemble des 
ouples (x;w) représentant les rayons issus de objets opaques s'é
rit :

mes (R�o) =

Z
�o

 Z

+(x)

d�(w)

!
d�(x) = 2� aire(�o) :

De même, la mesure de l'ensemble des 
ouples (x;w) représentant les rayons issus des objets non
opaques s'é
rit :

mes (R�no) =

Z
�no

�Z
S2

d�(w)

�
d�(x) = 4� aire(�no) :

En�n, la mesure de l'ensemble des 
ouples (x;w) représentant les rayons issus du bord de la région R
s'é
rit :

mes (R�R) =

Z
�R

 Z

�(x)

d�(w)

!
d�(x) = 2� aire(�R) :

Finalement, la mesure de l'ensemble RR s'é
rit :

mes (RR) = 2� (aire(�o) + 2 aire(�no) + aire(�R)) : (4.31)

4.4.4 Longueur d'un rayon

Soit R un voxel. Soient O1; : : : ; ON des objets et � l'ensemble des surfa
es optiques (dé�nition 5
page 96) asso
iées à 
es objets. Soit Rx;w un rayon traversant R. La longueur du rayon Rx;w est la
fon
tion distan
e aux surfa
es, donnée par l'équation 1.12 page 21, 
onsidérée sur RR = R�o [R�no [
R�R :

��[�R : RR �! [0; dR℄

(x;w) 7�! ��[�R(x;w)
;

où dR est la longueur de la diagonale du voxel R :

dR =

vuut 2X
i=0

�2
i :
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Essentiellement pour des raisons pratiques d'é
riture, on introduit la fon
tion longueur `�[�R, dé�nie
sur (� [ �R)� S2, à valeurs dans [0; dR℄ :

`�[�R(x;w) =

(
��[�R(x;w) si (x;w) 2 RR

0 sinon
: (4.32)

La fon
tion `�[�R n'est autre que le prolongement de ��[�R sur (� [ �R)� S2. Ne 
onnaissant pas à
priori ��[�R, on ne peut pas donner une expression de la longueur d'un rayon parti
ulier. Par 
ontre,
il est possible d'évaluer la longueur moyenne d'un rayon issu de RR, dont la dé�nition est la suivante.

Dé�nition 10
La longueur moyenne d'un rayon issu de RR est donnée par l'expression suivante :

��[�R =
1

mes (RR)

Z
RR

��[�R(x;w)d�(x)d�(w) : (4.33)

�

L'équation 4.33 est valable puisque l'intégrale a bien un sens. En e�et, la fon
tion ��[�R est borné,
l'ensemble RR est borné, don
 ��[�R est dans l'espa
e métrique L1 (RR). Par dé�nition de la fon
tion
`�[�R, on peut é
rire la longueur moyenne d'un rayon sous la forme suivante :

��[�R =
1

mes (RR)

Z
�[�R

Z
S2
`�[�R(x;w)d�(x)d�(w) : (4.34)

Le problème qui se pose alors est de 
al
uler la longueur moyenne d'un rayon issu de RR. Pour 
e
faire, il su�t de 
al
uler l'intégrale dans l'expression 4.33. On remarquera que 
e 
al
ul peut s'e�e
tuer
en dé
omposant l'intégrale double par rapport à 
haque variable et en 
ommençant par intégrer par
rapport à la variable d'espa
e x puis en terminant par rapport à la variable de dire
tion w. Le résultat
ne fait alors intervenir que les 
ara
téristiques géométriques du voxel R et des objets O1; : : : ; ON , en
tenant 
ompte de la propriété d'opa
ité.
De manière similaire au paragraphe 1.1.3 où l'on dé
ompose la sphère unité en trois sous-ensembles,
on introduit la dé
omposition de �R suivante. Pour une dire
tion w �xée dans S2, on note �R�w , �R

0
w

et �R+
w les trois sous-ensembles de points de �R suivants :8>><

>>:
�R�w = fx 2 �R tel que hw; u(x)i < 0g
�R0

w = fx 2 �R tel que hw; u(x)i = 0g
�R+

w = fx 2 �R tel que hw; u(x)i > 0g
;

où u(x) est le ve
teur normal unitaire au point x du bord du voxel R, orienté vers l'extérieur de R
(�gure 4.18). On a la relation suivante :

�R = �R�w [ �R0
w [ �R+

w :

L'ensemble �R0
w 
ara
térise les points de tangen
e entre les droites d'orientation w et le bord du voxel

R. Il est vide pour presque toutes les dire
tions de S2, sauf 
elles qui sont parallèles à une des fa
es de
R, 
'est-à-dire les dire
tions w telles qu'au moins une 
omposante soit nulle.

R�R�w

�R+
w

x

wu(x)

Fig. 4.18 � Dé�nition de �R�w et �R+
w (�R0

w = ; sur 
et exemple).
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On adopte des notations analogues pour l'ensemble des surfa
es optiques asso
iées aux objets opaques :8>><
>>:

��o;w = fx 2 �o tel que hw; u(x)i < 0g
�0
o;w = fx 2 �o tel que hw; u(x)i = 0g

�+
o;w = fx 2 �o tel que hw; u(x)i > 0g

;

où u(x) est le ve
teur normal unitaire au point x de la surfa
e �o, orienté vers l'extérieur de l'objet
(volumique) asso
ié. On a la relation suivante :

�o = ��o;w [ �0
o;w [ �+

o;w :

L'ensemble �0
o;w 
ara
térise les points de tangen
e entre les droites d'orientation w et le bord de la

surfa
e �o.
La proposition suivante donne l'expression de la longueur moyenne re
her
hée.

Proposition 26
Soit R un voxel. Soient O1; : : : ; ON des objets optiquement 
ohérents. La longueur moyenne d'un
rayon issu de RR est donnée par l'expression suivante :

��[�R =

2

 
vol (R) �

NX
i=1

vi

!

aire(�R) +
NX
i=1

ai

; (4.35)

où vi est dé�ni par :

vi =

(
vol
�
Oi
�

si Oi est un objet volumique opaque

0 sinon
; (4.36)

et ai est dé�ni par :

ai =

(
aire(�Oi) si Oi est un objet volumique opaque

2 aire(�(Oi)) sinon
; (4.37)

où �(Oi) est la surfa
e optique asso
iée à l'objet Oi.

2

Preuve On part de l'expression 4.33 de la dé�nition 10 qui donne la longueur moyenne :

��[�R =
1

mes (RR)

Z
RR

��[�R(x;w)d�(x)d�(w) :

Pour 
al
uler l'intégrale dans 
ette expression, on dé
ompose par rapport à 
haque variable. Pour
é
rire l'intégration par rapport à la variable x, il faut faire attention au domaine de dé�nition de la
fon
tion ��[�R. Une é
riture dire
te serait déli
ate, 
'est pourquoi on utilise le prolongement de la
fon
tion ��[�R sur (� [ �R)� S2 pour utiliser un domaine d'intégration plus simple :Z

RR

��[�R(x;w)d�(x)d�(w) =

Z
(�[�R)�S2

`�[�R(x;w)d�(x)d�(w)

=

Z
S2

�Z
�[�R

`�[�R(x;w)d�(x)

�
d�(w) :
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Soit w �xé dans S2. On s'intéresse à l'intégrale par rapport à x dans l'expression pré
édente.

R

�no

�o

�no
w w

Sommer les longueurs des rayons issus de � [ �R est équivalent à sommer les longueurs des rayons
issus de �R et inter
eptant uniquement �R en retran
hant les interse
tions ave
 les objets volumiques
opaques. Ce qui s'é
rit de la manière suivante :Z

�[�R
`�[�R(x;w)d�(x) =

Z
�R

`�R(x;w)d�(x) �
Z
�0

��0(x;w)d�(x) ;

où ��0(x;w) est la longueur de la 
orde issue du rayon Rx;w et inter
eptant l'objet (volumique) Oi

tel que x 2 �Oi. On a don
 :Z
�[�R

`�[�R(x;w)d�(x) =

Z
�R�w

��R(x;w)d�(x) �
Z
��0;w

��0(x;w)d�(x)

= vol (R) �
NX
i=1

vi :

Cette expression est indépendante de w. L'intégration par rapport à w est don
 triviale :

Z
RR

��[�R(x;w)d�(x)d�(w) = 4�

 
vol (R) �

NX
i=1

vi

!
:

Il ne reste plus qu'à diviser par la mesure de l'ensemble RR donnée par l'équation 4.31 :

mes (RR) = 2� (aire(�o) + 2 aire(�no) + aire(�R))

= 2�

 
aire(�R) +

NX
i=1

ai

!
:

D'où l'expression proposée pour la longueur moyenne d'un rayon.

�

Exemple 11
Soit R un 
ube de 
�té 1. Soit une s
ène géométrique in
luse dans 
e 
ube et 
ontenant un seul objet
O. Considérons deux 
as. Si O est une sphère 
ara
térisée par un rayon r < 1=2, alors la longueur
moyenne d'un rayon issu de RR s'é
rit de la manière suivante :

��[�R =

8>>><
>>>:

1

3 + 4� r2
si la sphère est non opaque

3� 4� r3

3 (3 + 2� r2)
sinon

:
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Si O est un 
ube 
ara
térisé par une longueur a < 1 alors la longueur moyenne d'un rayon issu de
RR s'é
rit de la manière suivante :

��[�R =

8>>><
>>>:

1

3 (1 + 2 a2)
si le 
ube est non opaque

1� a3

3 (1 + a2)
sinon

:

Les di�érentes longueurs moyennes obtenues sont illustrées sur les graphes suivants.
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4.4.5 Nombre de régions traversées par un rayon

Soit R un voxel. Soit S = fRkgnk=1 une subdivision uniforme de R. Soient O1; : : : ; ON des objets
et � l'ensemble des surfa
es optiques (dé�nition 5 page 96) asso
iées à 
es objets. Soit Rx;w un rayon
traversant R. À 
e rayon est asso
ié un segment, noté Ax;w, de longueur ��[�R(x;w). Le nombre de
régions de S traversées par Rx;w est le nombre de régions de S traversées par le segment Ax;w. Il est
donné par la proposition 16. L'expression 4.3 est très intéressante puisqu'elle s'a�ran
hit de la position
initiale du segment (pour l'évaluation du nombre moyen de régions traversées, 
ar il subsiste la position
initiale pour l'expression de la longueur du segment) :

mAx;w = 1 + ��[�R(x;w)

2X
i=0

jwij
Æi

:

Par dé�nition du nombre moyen de régions traversées par un rayon issu de RR, on a :

m =
1

mes (RR)

Z
RR

m(x;w)d�(x)d�(w) ;

oùm(x;w) est le nombre moyen de régions de S traversées par le rayon Rx;w. Cependant, ne 
onnaissant
pas exa
tement m(x;w), on appro
he la quantité m par la quantité m0 dé�nie de la manière suivante :

m0 =
1

mes (RR)

Z
RR

mAx;w d�(x)d�(w) ;

La proposition suivante donne une expression du nombre m0.

Proposition 27
Soit R un voxel. Soit S une subdivision uniforme de R. Soient O1; : : : ; ON des objets optiquement

ohérents. Le nombre moyen de régions de S traversées par un rayon issu de RR est donné par :

m0 = 1 +
1

2
��[�R

2X
i=0

1

Æi
; (4.38)

où ��[�R est la longueur moyenne d'un rayon issu de RR.

2
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Preuve On part de l'expression du nombre moyen de régions de S traversées par un rayon issu de
RR :

m0 =
1

mes (RR)

Z
RR

mAx;w d�(x)d�(w) :

L'intégrale dans l'expression pré
édente s'é
rit de la manière suivante :

Z
RR

mAx;w d�(x)d�(w) =

Z
RR

 
1 + ��[�R(x;w)

2X
i=0

jwij
Æi

!
d�(x)d�(w)

= mes (RR) +

2X
i=0

�
1

Æi

Z
RR

��[�R(x;w) jwij d�(x)d�(w)
�

:

Pour 
al
uler l'intégrale de 
ette expression, on dé
ompose par rapport à 
haque variable, en utilisant
la fon
tion `�[�R qui est le prolongement sur (� [ �R)� S2 de la fon
tion ��[�R :Z

RR

��[�R(x;w) jwij d�(x)d�(w) =

Z
(�[�R)�S2

`�[�R(x;w) jwij d�(x)d�(w)

=

Z
S2

�Z
�[�R

`�[�R(x;w)d�(x)

�
jwij d�(w) :

Or, 
omme on l'a é
rit au 
ours de la démonstration de la proposition 26, l'intégrale de la longueur
d'un rayon sur � [ �R s'é
rit de la manière suivante :

Z
�[�R

`�[�R(x;w)d�(x) = vol (R) �
NX
i=1

vi ;

où les fvigi sont donnés par l'expression 4.36. Cette expression est indépendante de w, on peut don

é
rire : Z

RR

��[�R(x;w) jwij Æi d�(x)d�(w) =

�Z
S2
jwij d�(w)

� 
vol (R) �

NX
i=1

vi

!

= 2�

 
vol (R) �

NX
i=1

vi

!
:

Il ne reste plus qu'à inje
ter 
ette expression dans l'expression de la 
omplexité moyenne en temps :

m0 =
1

mes (RR)

 
mes (RR) +

2X
i=0

2�

Æi

 
vol (R) �

NX
i=1

vi

!!
;

soit �nalement en regroupant les termes et en utilisant l'expression de la mesure de l'ensemble RR

donnée par 4.31, on obtient :

m0 = 1 +

vol (R) �
NX
i=1

vi

aire(�R) +
NX
i=1

ai

2X
i=0

1

Æi
;
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où les faigi sont donnés par l'expression 4.37. Le se
ond terme de l'expression pré
édente n'est autre
que la moitié de la longueur moyenne donnée par l'expression 4.35 de la proposition 26. D'où l'ex-
pression proposée pour le nombre moyen de régions traversées.

�

Exemple 12
Reprenons l'exemple 11. Soit R un 
ube de 
�té 1. Soit une s
ène géométrique in
luse dans 
e 
ube
et 
ontenant un seul objet O. Soit une subdivision uniforme S de R telle que Æi = Æ dans 
haque
dire
tion. Autrement dit, le nombre de subdivisions dans 
haque dire
tion est :

ni = n1=3 :

Considérons deux 
as. Si O est une sphère 
ara
térisée par un rayon r < 1=2, alors le nombre moyen
de régions de S traversées par un rayon issu de RR s'é
rit de la manière suivante :

m0 =

8>>><
>>>:

1 +
3

2 (3 + 4� r2)
ni si la sphère est non opaque

1 +
3� 4� r3

2 (3 + 2� r2)
ni sinon

:

Si O un 
ube 
ara
térisé par une longueur a < 1 alors alors le nombre moyen de régions de S traversées
par un rayon issu de RR s'é
rit de la manière suivante :

m0 =

8>>><
>>>:

1 +
1

2 (1 + 2 a2)
ni si le 
ube est non opaque

1 +
1� a3

2 (1 + a2)
ni sinon

:

Les di�érents nombres de régions traversées, en fon
tion du nombre de subdivisions ni, sont illustrés
sur les graphes suivants. Pour 
e faire, nous avons �xé les valeurs des paramètres de la sphère et du

ube : (

r = 0:2

a = 0:4
:
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L'in�uen
e de la propriété d'opa
ité des objets sur le nombre moyen de régions traversées est très
faible pour les paramètres 
onsidérés.

�
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4.4.6 Nombre d'objets ren
ontrés par un rayon

Soit Rx;w un rayon. Soit R un voxel. Soit S = fRkgnk=1 une subdivision de R. Soient O1; : : : ; ON des
objets. Le nombre N(x;w) introduit dans le 
orollaire 8 représente le nombre d'objets ren
ontrés par
Rx;w lors du par
ours de S. Le nombre est dépendant de la géométrie de la s
ène et de la subdivision

onsidérées. Donner une expression exa
te de N(x;w) est un problème ouvert dont les notions né
es-
saires à sa formulation font appels à des te
hniques de géométrie dis
rète, éventuellement de géométrie
intégrale. C'est pourquoi dans 
e paragraphe on propose de donner une estimation du nombre d'objets
ren
ontrés par un rayon.
La première propriété que l'on peut donner est la suivante :

0 6 N(x;w) 6 N :

Cette propriété traduit le fait que le nombre d'objets ren
ontrés est né
essairement positif et inférieur
au nombre d'objets 
onsidérés (lors du 
al
ul d'interse
tion, un même objet n'est 
onsidéré qu'une seule
fois, même s'il est ren
ontré dans plusieurs régions). On ne peut en rester à un tel en
adrement, la
borne supérieure 
orrespondant à un 
al
ul d'interse
tion ave
 tous les objets O1; : : : ; ON , 
'est-à-dire
qu'on ne prend pas en 
ompte la subdivision. Pour a�ner l'estimation de N(x;w) deux solutions sont
envisageables. La première 
onsiste à dé�nir un en
adrement plus �n. Soit Nmax le nombre maximum
d'objets dans une région de S :

Nmax = max f
ard (LRk
) ; k = 1; : : : ; ng ;

où LRk
est donné par la dé�nition 6 page 96. D'où un en
adrement de N(x;w) :

0 6 N(x;w) 6 m(x;w)Nmax ;

où m(x;w) est le nombre de régions traversées par Rx;w dans S. Le nombre d'objets ren
ontrés au
maximum est bien le nombre de régions par
ourues multiplié par le nombre d'objets maximum liés à
une région. Lorsque la subdivision s'a�ne, 
'est-à-dire lorsque n augmente, m(x;w) augmente et Nmax

diminue. La borne supérieure de l'en
adrement pré
édent n'est pas satisfaisante. En e�et,m(x;w)Nmax

n'est pas né
essairement inférieur à N .
La se
onde solution 
onsiste à dé�nir une approximation de N(x;w) plut�t qu'un en
adrement. Soit
Nmoy le nombre moyen d'objets dans une région de S :

Nmoy =
1

n

nX
k=1


ard (LRk
) =

1

n

NX
i=1


ard
�
L�(Oi)

�
;


e que �nalement l'on peut é
rire :

Nmoy =
1

n

NX
i=1

m�(Oi) : (4.39)

Pour évaluer 
e nombre, on utilise les résultats de la se
tion 4.2. On a alors une expression appro
hée
du nombre moyen d'objets par région :

Nmoy =
1

n

NX
i=1

m�(Oi) : (4.40)

On peut alors appro
her le nombre N(x;w) d'objets ren
ontrés par Rx;w par la quantité suivante :

m(x;w)Nmoy :
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L'expression moyenne de 
ette quantité, au sens de la dé�nition 1 page 36, par rapport à l'ensemble
des rayons issus de RR s'é
rit :

1

mes (RR)

Z
RR

m(x;w)Nmoy d�(x)d�(w) = mNmoy ;

et, d'après le paragraphe 4.4.5, peut être appro
hée par la quantité suivante :

N
0
= m0Nmoy : (4.41)

N
0
est une valeur appro
hée de N . Cette estimation donne une approximation en fon
tion des para-

mètres géométriques 
onsidérés.

4.4.7 Estimation

L'évaluation des di�érents paramètres introduits lors de la 
ara
térisation de la 
omplexité en temps
permet d'en donner une estimation. Pour 
e faire, on se pla
e dans le 
ontexte du 
orollaire 8 et de la
proposition 25, où l'on 
onsidère que les 
omplexités en temps de tous les objets sont identiques. La
proposition 25 donne la 
omplexité moyenne en temps pour un ensemble de rayons issus de RR, où
RR est donné au paragraphe 4.4.3. Pour utiliser les estimations des paramètres de l'expression 4.29, il
est né
essaire d'introduire la 
omplexité moyenne en temps appro
hée T

0

S;O1;:::;ON . Soit R un parallélé-

pipède. Soit = fRkgnk=1 une subdivision uniforme de R. La 
omplexité moyenne en temps T
0

S;O1;:::;ON

est donnée par l'expression suivante :

T
0

S;O1;:::;ON = Tpsv + m0
�
Tv + Nmoy TO

�
; (4.42)

où les di�érents paramètres sont donnés dans les paragraphes pré
édents. Les 
omplexités en temps
Tpsv et Tv sont propres aux algorithmes 10, 11 et 12. La 
omplexité en temps TO est propre aux objets
pris en 
ompte. La quantité m0 représente le nombre moyen appro
hé de régions de S traversées par
un rayon issu de RR, elle est donnée par la proposition 27 et s'é
rit :

m0 = 1 +
1

2
��[�R

2X
i=0

1

Æi
;

où ��[�R est la longueur moyenne d'un rayon issu de RR, donné par la proposition 26 et s'é
rit :

��[�R =

2

 
vol (R) �

NX
i=1

vi

!

aire(�R) +
NX
i=1

ai

;

où vi représente le volume pour les objets (volumiques) opaques, il est donné par l'expression 4.36 :

vi =

(
vol
�
Oi
�

si Oi est un objet volumique opaque

0 sinon
;

et ai 
ara
térise l'aire des surfa
es optiques, il est donné par l'expression 4.37 :

ai =

(
aire(�Oi) si Oi est un objet volumique opaque

2 aire(�(Oi)) sinon
;
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où �(Oi) est la surfa
e optique asso
iée à l'objet Oi. Nmoy représente le nombre moyen appro
hé
d'objets par régions de S, il est donné par l'expression 4.40 :

Nmoy =
1

n

NX
i=1

m�(Oi) ;

où m�(Oi) est le nombre de régions de S traversées par l'objet Oi, au sens de la lo
alisation envisagée
pour 
et objet. On se reportera à la se
tion 4.3.2 pour di�érentes expressions de m�(Oi).

Exemple 13
Soit R un 
ube de 
�té 1. Soit une s
ène géométrique in
luse dans 
e 
ube et 
omposée de N sphères
O1; : : : ; ON optiquement 
ohérentes deux à deux, non opaques, de rayon r, tel que :

r <
1

2N1=3
:

La longueur moyenne d'un rayon issu de RR s'é
rit :

��[�R =
1

3 + 4N � r2
:

Soit S une subdivision uniforme de R telle que Æi = Æ dans 
haque dire
tion. Autrement dit, le nombre
de subdivisions dans 
haque dire
tion est :

ni = n1=3 :

Le nombre moyen appro
hé de régions de S traversées par un rayon issu de RR s'é
rit :

m0 = 1 +
3

2
��[�R ni :

Supposons que 
haque sphère est lo
alisée à l'aide d'une boîte englobante asso
iée, un 
ube de 
�té
2 r. La lo
alisation par rapport à l'ensemble de objets O1; : : : ; ON donne le nombre (exa
t) de régions
de S qui ont une interse
tion ave
 l'ensemble des objets 
onsidérés :

m�(Oi) = mB(Oi) = (2 r ni + 1)3 :

D'où l'expression du nombre moyen (exa
t) d'objets par région de S :

Nmoy = N n�3i (2 r ni + 1)3 :

Pour illustrer 
es di�érentes quantités, et surtout la 
omplexité moyenne en temps appro
hée, donnée
par l'expression 4.42, 
onsidérons les valeurs suivantes pour les paramètres intervenant dans 4.42 :8>>>>>>>><

>>>>>>>>:

Tpsv = 1

Tv = 1

TO = 10

N = 50

r = 0:01

:

Les graphes suivants illustrent le nombre moyen de régions de S traversées par un rayon issu de RR

en fon
tion du nombre de subdivisions ni, le nombre moyen d'objets par régions de S et la 
omplexité
moyenne en temps appro
hée.
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hée a un minimum pour ni = 12.
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Exemple 14
Soit R un 
ube de 
�té 1. Soit une s
ène géométrique in
luse dans 
e 
ube et 
omposée de N triangles
O1; : : : ; ON optiquement 
ohérents deux à deux, de formes identiques, 
'est dire de périmètre et d'aire
identiques. L'ensemble de 
es triangles dé
rit un objet surfa
ique. Ainsi, la longueur moyenne d'un
rayon issu de RR s'é
rit :

��[�R =
1

3 +N aire(T )
;

où T est un triangle. Soit S une subdivision uniforme de R telle que Æi = Æ dans 
haque dire
tion.
Autrement dit, le nombre de subdivisions dans 
haque dire
tion est :

ni =
1

Æi
= n1=3 :

Le nombre moyen appro
hé de régions de S traversées par un rayon issu de RR s'é
rit :

m0 = 1 +
3

2
��[�R ni :

Supposons que 
haque triangle est lo
alisé par rapport à sa surfa
e. Le nombre de régions de S
traversées par un triangle est donné par l'expression 4.11 :

mT = 1 +
1

2 Æ

3X
j=1

2X
i=0

���wj
i

��� `j +
1

Æ2

2X
i=0

juij aire(T ) :

Pour simpli�er les é
ritures, 
onsidérons une moyenne de 
ette quantité par rapport aux dire
tions

onsidérées :

< mT >= 1 +
3

4
perim(T )ni +

3

2
aire(T )n2i :
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D'où l'expression du nombre moyen appro
hé d'objets par région de S, moyennée par rapport à
l'ensemble des dire
tions :

< Nmoy >= N

�
n�3i +

3

4
perim(T )n�2i +

3

2
aire(T )n�1i

�
:

Pour illustrer 
es di�érentes quantités, et surtout la 
omplexité moyenne en temps appro
hée, donnée
par l'expression 4.42, 
onsidérons les valeurs suivantes pour les paramètres intervenant dans 4.42 :8>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

Tpsv = 1

Tv = 1

TO = 2

N = 100

perim(T ) = 0:03

aire(T ) = 8:66 10�5

:

Les graphes suivants illustrent le nombre moyen de régions de S traversées par un rayon issu de RR

en fon
tion du nombre de subdivisions ni, le nombre moyen d'objets par régions de S et la 
omplexité
moyenne en temps appro
hée.
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omplexité moyenne en temps appro
hée a un minimum pour ni = 8.
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4.5 Une nouvelle méthode de 
hoix des paramètres de subdivision

On rappelle que l'obje
tif d'une méthode de subdivision est de diminuer le 
oût en temps des
algorithmes de re
her
he de la première interse
tion entre des rayons et des objets. Les paramètres
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d'une subdivision uniforme S d'un parallélépipède R sont les nombres de subdivisions dans 
haque
dire
tion i :

ni =
�i

Æi
;

où �i est la dimension dans la dire
tion i de R (�gure 4.19).

Rk

R

Æ0

Æ1

�0

�1

Fig. 4.19 � Rappel des notations pour une subdivision uniforme.

Le meilleur 
hoix pour (n0; n1; n2) est don
 
elui qui minimise la 
omplexité moyenne en temps, 
a-
ra
térisée dans la se
tion 4.4. Pour être 
onforme aux développements qui viennent d'être présentés,
on 
onsidère l'expression 4.42 de la 
omplexité moyenne en temps appro
hée :

T
0

S;O1;:::;ON = Tpsv + m0
�
Tv + Nmoy TO

�
:

Cependant, il ne faut pas perdre de vue que les simulations ont lieu sur des ma
hines dont les 
apa
ités
mémoire sont limitées. Ainsi, on doit veiller à 
e que le triplet (n0; n1; n2) 
hoisi donne une 
omplexité
en mémoire, 
ara
térisée dans la se
tion 4.3, qui soit a

eptable. De même que pour la 
omplexité
moyenne en temps, on 
onsidère l'expression 4.26 de la 
omplexité en mémoire appro
hée :

M 0

S;O1;:::;ON =

NX
i=1

�
MOi +m�(Oi)Mvo

�
:

Soient O1; : : : ; ON des objets optiquement 
ohérents et R un parallélépipède englobant 
es objets.
Pour déterminer les paramètres d'une subdivision uniforme S de R, on propose de 
al
uler a priori la

omplexité en mémoire et la 
omplexité moyenne en temps. Pour 
e faire, on 
ommen
e par déterminer
le type de lo
alisation envisagée pour 
haque objet, 
'est-à-dire que l'on expli
ite �(O1); : : : ;�(ON ),
où l'on rappelle que �(Oi) est l'objet envisagé pour la lo
alisation de l'objet Oi. Ensuite, on éva-
lue la 
omplexité en mémoire et la 
omplexité moyenne en temps pour di�érentes valeurs du triplet
(n0; n1; n2) 2 (N�)3, et on ne 
onserve que 
elui qui minimise la 
omplexité moyenne en temps, tout
en restant a

eptable pour la 
omplexité en mémoire.
L'indi
e de performan
e globale, introduit au paragraphe 3.3.3, est fon
tion des paramètres n0, n1 et
n2. Il est donné théoriquement par :

�0(n0; n1; n2) =
M 0

S;O1;:::;ON

NP
i=1

MOi

T
0

S;O1;:::;ON

N TO
:

�0(n0; n1; n2) est une valeur appro
hée puisqueM 0

S;O1;:::;ON et T
0

S;O1;:::;ON sont des quantités appro
hées.
Pour 
al
uler les 
omplexités qui nous intéressent, ainsi que l'indi
e de performan
e globale, il est
né
essaire d'évaluer les quantités suivantes pour un triplet (n0; n1; n2) donné :
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� m�(Oi), le nombre moyen de régions de S traversées par �(Oi) (se
tion 4.2),

� ��[�R, la longueur moyenne d'un rayon (paragraphe 4.4.4),

� m0, le nombre moyen de régions de S traversées par un rayon (paragraphe 4.4.5),

� Nmoy, le nombre moyen d'objets ren
ontrés par un rayon (paragraphe 4.4.6).

La re
her
he des bons paramètres, au sens du 
ritère 
onsistant à minimiser la 
omplexité moyenne
en temps, tout en s'assurant d'une 
omplexité en mémoire a

eptable, revient à 
her
her les plus
grands nombres de subdivisions pour lesquels l'indi
e �0(n0; n1; n2) est inférieur à un 
ertain seuil. Le
dénominateur de �0(n0; n1; n2) est 
onstant, il 
orrespond au produit de la 
omplexité moyenne en temps
par la 
omplexité en mémoire pour la méthode naïve (algorithme 6 page 90). Seul le numérateur varie.
On propose d'évaluer �0(n0; n1; n2) pour di�érentes valeurs du triplet (n0; n1; n2) et de retenir 
elui qui
minimise 
ette quantité. Les expérimentations menées au 
hapitre 3 montrent qu'il n'est pas e�
a
e
de trop subdiviser. On pourra don
 se 
ontenter de valeurs pour (n0; n1; n2) dans I0 � I1 � I2 � (N�)3

où I0, I1 et I2 sont des sous-ensembles de N� de petites tailles (par exemple [0; 10℄). Ce qui fait au
plus 103 évaluations de la 
omplexité moyenne en temps T

0

S;O1;:::;ON et de la 
omplexité en mémoire
M 0

S;O1;:::;ON .
L'algorithme suivant permet de 
hoisir les bons paramètres de subdivision, au sens du 
ritère 
onsidéré,
en fon
tion des ensembles I0, I1 et I2 et d'une limite supérieure Mmax pour la 
omplexité en mémoire.
Il minimise la 
omplexité moyenne en temps par rapport aux variables n0, n1 et n2 sous la 
ontrainte
d'une 
omplexité en mémoire maximale.

Algorithme 16: Re
her
he des paramètres de subdivision optimaux.
ParSub(I0; I1; I2;Mmax)
(1) for ea
h (n0; n1; n2) 2 I0 � I1 � I2
(2) Tmin  +1
(3) for i = 1 to N
(4) évaluer m�(Oi)

(5) évaluer T
0

S;O1;:::;ON

(6) if T
0

S;O1;:::;ON < Tmin

(7) évaluer M 0

S;O1;:::;ON

(8) if M 0

S;O1;:::;ON < Mmax

(9) (nmin;0; nmin;1; nmin;2)  (n0; n1; n2)
(10) return (nmin;0; nmin;1; nmin;2)

La 
omplexité en temps de l'algorithme 16 est due au 
hoix des ensembles I0, I1 et I2 et aux évaluations
de la 
omplexité moyenne en temps et de la 
omplexité en mémoire. Il 
hoisir des ensembles I0, I1 et
I2 au plus juste, 
'est-à-dire d'avoir une borne inférieure su�samment grande, il n'est pas né
essaire
de toujours prendre 1, et une borne supérieure pas trop grande, que l'on pourra limiter en fon
tion du
nombre d'objets N à 
onsidérer. Il faut adopter une stratégie e�
a
e pour le par
ours de I0 � I1 � I2.
On 
ommen
era par les plus petites valeurs du triplet (n0; n1; n2).

4.6 Mise en pla
e d'une hiérar
hie de subdivisions uniformes

L'algorithme 16 donne un moyen d'évaluer les paramètres optimaux pour une subdivision uniforme.
Dans le 
as d'une hiérar
hie de subdivisions uniformes, le même algorithme peut-être utilisé pour 
haque
n÷ud de l'arbre des subdivisions. Cependant, il faut tenter de minimiser la 
omplexité en temps de
l'arbre des subdivisions, 
e qui ne veut pas né
essairement dire minimiser la 
omplexité en temps pour

haque n÷ud de l'arbre. De plus, il faut prendre en 
ompte la 
omplexité en mémoire.
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Ce 
onstat amène à se poser naturellement la question de l'évaluation a priori de la 
omplexité moyenne
en temps et de la 
omplexité en mémoire pour une stru
ture hiérar
hique. Les évaluations présentées
dans 
e 
hapitre 
on
ernant les subdivisions uniformes. Elles né
essitent la 
onnaissan
e des objets
(propriétés géométriques et optiques). Dans le 
ontexte d'une hiérar
hie 
es évaluations sont lo
ales. À

haque n÷ud de l'arbre d'une hiérar
hie de subdivisions uniformes on est don
 en mesure de 
onnaître a
priori la 
omplexité moyenne en temps et la 
omplexité en mémoire asso
iées, à 
ondition de 
onnaître
les objets à 
onsidérer. Pour 
e faire, il faut 
onstruire au fur et à mesure la stru
ture de données
asso
iée de manière à déterminer la répartition des objets au niveau des di�érents n÷uds. Ainsi, 
e
n'est qu'une fois toute la stru
ture de données 
onstruite que l'on peut 
onnaître les 
omplexités. Ce
n'est don
 pas une évaluation a priori.
La solution pour déterminer la hiérar
hie de subdivisions uniformes qui 
onsiste à minimiser la 
om-
plexité moyenne en temps, en évaluant les di�érentes 
on�gurations arbores
entes, tout en obtenant
une 
omplexité en mémoire a

eptable n'est don
 pas envisageable. En e�et, le nombre d'évaluations
de la 
omplexité moyenne en temps et de la 
omplexité en mémoire est très grand, et leur 
oût serait
trop important pour un pré-
al
ul à la simulation.
On peut 
ependant utiliser des éléments expérimentaux et intuitifs pour guider la re
her
he d'une
hiérar
hie de subdivisions uniformes donnant une 
omplexité moyenne en temps la plus faible possible.
Expérimentalement, on s'aperçoit qu'il n'est pas né
essaire de trop subdiviser au début. Ainsi, on peut
utiliser l'algorithme 16 en 
hoisissant bien les ensembles I0, I1 et I2. Des expérimentations seraient
né
essaires pour orienter 
es 
hoix. Néanmoins, on peut déjà, à la vue des résultats des tests du

hapitre 3, avoir une idée des ensembles à 
hoisir et de la profondeur maximale de la hiérar
hie.
Cette méthode a l'avantage de 
onstruire la stru
ture de données une seule fois. La 
omplexité en
temps de re
her
he de la meilleure hiérar
hie de subdivisions uniformes est ainsi tout à fait a

eptable
pour un pré-
al
ul.

4.7 Con
lusion

Ce 
hapitre donne des expressions pour la 
omplexité moyenne en temps et la 
omplexité en mé-
moire des méthodes liées à la lo
alisation spatiale par subdivision uniforme. Le développement théo-
rique présenté i
i s'applique à des objets linéiques (segment, ligne brisée) et à des objets surfa
iques
ou volumiques (polygone plan, surfa
e a�ne par mor
eaux). Les boîtes englobantes, souvent utilisées
pour la lo
alisation, sont aussi 
onsidérées. Une stratégie pour la re
her
he de la meilleure subdivi-
sion uniforme, au sens d'une 
omplexité moyenne en temps minimale et d'une 
omplexité en mémoire
a

eptable, est présentée. Elle est étendue à une hiérar
hie de subdivisions uniformes.
Ces résultats 
onstituent une appro
he nouvelle pour la re
her
he d'un paramètrage optimal des mé-
thodes d'a

élération des 
al
uls par lo
alisation spatiale par subdivision uniforme. Les di�érents pa-
ramètres exhibés (nombre de régions traversées par un objet, longueur moyenne d'un rayon, nombre
d'objets ren
ontrés par un rayon) peuvent être utilisés pour d'autres méthodes d'a

élération.





Perspe
tives

Le travail a

ompli au 
ours de 
ette thèse laisse envisager, d'une part, des appli
ations immé-
diates des algorithmes proposés ainsi que des résultats théoriques et, d'autre part, des perspe
tives de
re
her
hes intéressantes.

L'étude théorique menée au 
hapitre 4 peut être adaptée sans di�
ulté à un 
ode de 
al
ul utilisant
une lo
alisation par des subdivisions uniformes. De nombreux travaux dans le domaine de l'image de
synthèse sont 
on
ernés (méthodes globales et mixtes dé
rites dans la se
tion 3.1.3). Con
ernant le
logi
iel Speos, une réé
riture d'une partie du 
ode serait né
essaire pour stabiliser le logi
iel, la mise
en ÷uvre des 
ritères de 
hoix automatiques pour les paramètres de lo
alisation peuvent alors être

onsidérés sans di�
ulté dans les outils développés au 
ours du projet.

L'estimation du nombre de régions d'une subdivision uniforme traversées par un objet (se
tion 4.2)
a été donnée pour la ligne brisée, la surfa
e a�ne par mor
eaux et la boîte englobante). Les proposi-
tions 17 page 147 (ligne brisée) et 20 page 158 (surfa
e a�ne par mor
eaux) peuvent être généralisées
pour des objets 
ontinus (
ourbe et surfa
e dérivables). De manière analogue à la proposition 22
page 162 (boîte englobante), une estimation du nombre moyen de régions traversées par un polyèdre
est envisageable, ainsi qu'une généralisation pour des objets volumiques dont la frontière est une surfa
e
fermée dérivable.

La géométrie intégrale (Santoló [72℄ [73℄, DeLin [31℄) est un domaine des mathématiques qui apporte
des idées et des éléments de réponse très intéressants par rapport aux problèmes posés dans le 
hapitre 4.
Bu�on a posé et résolu en 1777 le problème suivant : étant donné un ensemble de droites parallèles
dans R2 séparées d'une distan
e �xe, quelle est la probabilité qu'un segment de longueur donnée ait
une interse
tion ave
 au moins une droite. Ce problème a été généralisé à des 
ourbes fermées 
onvexes,
puis étendu sous le nom de problème de Lapla
e à deux ensembles orthogonaux de droites parallèles
séparées par des distan
es �xes. On obtient ainsi un ensemble de régions 
ongruentes engendré par
un re
tangle, 
'est-à-dire une subdivision uniforme re
tangulaire de R2. L'utilisation du formalisme
attra
tif de 
e domaine ainsi que des résultats existants laisse envisager des solutions très intéressantes
pour les problèmes qui nous préo

upent dans R3.

Les algorithmes de 
al
ul envisagés pour les simulations numériques qui nous 
on
ernent sont
tributaires de la géométrie des éléments mis en jeu. Le 
onstat prin
ipal faisant suite à l'étude des

omplexités en temps de 
es algorithmes est que les 
al
uls d'interse
tion entre des rayons et des objets
sont très 
oûteux. Il serait très intéressant de pouvoir s'en a�ran
hir. Au 
ours de la thèse et en dehors
des 
ontraintes industrielles, une étude a été engagée dans 
e sens, et les premières expérien
es réalisées
sont en
ourageantes. Ainsi, la notion d'équivalent optique a été introduite. Elle 
onsiste à rempla
er
une partie d'un système optique par un objet (une boîte par exemple), appelé équivalent optique,
et à dé�nir sur les 
ontours de 
et objet des fon
tions qui dé
rivent entièrement les 
ara
téristiques
géométriques et physiques de la partie du système rempla
ée. L'équivalent optique fon
tionne 
omme
un système prenant en entrée un signal (par exemple la luminan
e entrante) et rendant en sortie un
autre signal (par exemple luminan
e sortante). Ainsi, les 
al
uls d'interse
tions ne sont pas e�e
tués en
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ours de simulation. Bien évidemment, le 
ompromis entre la 
omplexité en mémoire et la 
omplexité
en temps reste présent dans 
es premières expérien
es, et, pour l'instant, 
ette méthode se heurte au
problème de la gestion d'un très grande quantité d'information. Comme dans tous les problèmes faisant
intervenir des fon
tions, le 
hoix des bases est 
ru
ial, et 
'est dans 
ette dire
tion que soit s'orienter
la majeure partie du travail de re
her
he sur 
e sujet.
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