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Tu verras, lorsque tu [examines,
que chaque particule recéle
en son sein, un soleil.

Molavi (13 siscle)
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Introduction

De quoi le monde est—il fait ? Il s’agit 14 de 'une des questions fondamentales & laquelle ’hu-
manité a longuement réfléchi, dans sa continuelle poursuite de la connaissance. La réponse
a cette énigme va de la simple solution offerte par les anciennes écoles grecques de philoso-
phie, qui proposaient que 'air, ’eau, le feu et la terre soient les éléments fondamentaux de
la Nature, & des réponses plus complexes, et pourtant plus structurées, comme la table des
éléments fournie par Mendeleev. Toutes les réponses, en dépit de leur variété, mettent en
évidence notre quéte pour décrire la Nature en utilisant des constituants fondamentaux et
des interactions pour les lier.

De nos jours, une tentative de réponse a cette question combine la simplicité de ’ancien
concept grec du monde a ’édifice quantitatif de Mendeleev. L’effort actuel et organisé des
hommes nous a conduit & la physique des particules moderne et son fameux Modeéle Stan-
dard, qui nous proposent aujourd’hui cette déclaration : le monde est constitué de quarks
et de leptons. Ces constituants fondamentaux apparaissent en trois générations et ont une
multitude de propriétés intrinseques, telles que la masse, le spin, la charge, ou d’autres
“nombres quantiques”, comme on les appelle. L’interaction entre ces particules se manifeste
sous quatre formes différentes : interactions électromagnétique, faible, forte et gravitation-
nelle, qui sont médiées par des porteurs de force. Bien que le Modele Standard incorpore
avec succes interactions électromagnétique, faible et forte dans une méme théorie, la gravi-
tation n’a pas encore pu y étre incluse de maniere consistante.

Toutes les particules élémentaires connues pour constituer la matiere ont un spin 1/2. On les
appelle des fermions, et elles obéissent au principe d’exclusion de Pauli, qui dit qu’il ne peut
exister qu'un seul fermion dans un état quantique donné. Au contraire, toutes les particules
médiatrices des interactions ont des spins entiers et s’appellent bosons. A la différence des
fermions, plusieurs bosons peuvent partager un méme état et avoir donc les mémes nombres
quantiques. Ainsi, la propriété de spin fournit un moyen basique pour classifier les parti-
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cules. Les autres nombres quantiques des particules élémentaires décrivent leurs propriétés
lorsqu’elles interagissent via les forces fondamentales : la charge électrique est la source de
Pinteraction électromagnétique, I'isospin faible est relié a I'interaction faible, la charge de
couleur est la source de la force forte, et la masse détermine l'intensité de la force gravita-
tionnelle (voir tableau 1).

Interaction Intensité | Portée Médiateur Spin Masse
(m) (GeV/c?)
Gravitationnelle 103 00 graviton ? 2 0
Faible 10~6 1077 | WH, W=, z%| 1 | 804, 80.4, 91.2
Electromagnétique 1072 o0 photon 1 0
Forte 1 10719 gluons 1 0

TAB. 1 — Les quatre interactions fondamentales et leurs médiateurs.

Dans le Modele Standard, la masse est générée par le mécanisme de Higgs. Ainsi, on s’attend
a ce qu'une particule supplémentaire soit ajoutée a I’ensemble des particules élémentaires
connues, le boson de Higgs. C’est I'interaction avec le champ de Higgs qui permet aux autres
particules d’étre massives, et pourtant le boson de Higgs n’a pas encore été observé.

Les interactions qui gouvernent les particules de matiere, et donc implicitement leurs médi-
ateurs, ont des propriétés relativement variées. L’interaction électromagnétique, qui se
couple & la charge électrique des particules, a une portée infinie et est médiée par des
photons sans masse. L'interaction faible, d’autre part, est portée par des bosons lourds,
appelés W ou Z, et agit & de tres faibles distances de 'ordre de 1077 metres. Bien que les
intensités de ces deux forces fondamentales soient différentes dans les processus de la Nature,
la force faible étant prés de 10000 fois plus faible que la force électromagnétique, les deux
interactions ont pu étre unifiées dans ce que I’on nomme la Théorie Electrofaible. L’intensité
de I'interaction forte est 100 fois plus grande que celle de I'interaction électromagnétique,
mais, & cause du confinement, sa portée reste limitée & 10~'° metres. Cette interaction agit
sur le nombre quantique “couleur” des particules élémentaires et est médiée par des gluons,
bosons non—massifs. La théorie qui décrit les interactions entre quarks et gluons est appelée
Chromodynamique Quantique (du grec “khroma”, couleur).

En plus des forces implémentées dans le Modele Standard existe aussi la gravitation. A
I’échelle de la physique des particules, la faible intensité de cette force (1073% fois plus pe-
tite que la force forte) la rend insignifiante en comparaison des autres interactions et est
donc négligée. On pense que son médiateur est une particule non-massive appelée gravi-
ton, et que la portée de cette force est infinie. Le but d’un grand nombre de physiciens de
la physique des particules est d’incorporer toutes les interactions dans une méme théorie
d’unification.
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Jusqu’a quel point ces constituants de la matiere sont-ils fondamentaux 7 Toutes les parti-
cules du Modeéle Standard sont ponctuelles, et aucune structure n’a été observée jusqu’a des
échelles aussi petites que 10~'® metres. Dans les collisionneurs de particules, qui sont en fait
d’énormes microscopes permettant d’étudier la structure interne de la matiere, a pris place
dans les dernieres décennies une course continue pour améliorer le pouvoir de résolution et
pour étudier jusqu’a quel point les particules sont élémentaires.

Pour compléter cette vision, il est nécessaire d’introduire une image miroir contenant les
antiparticules. Pour chaque particule existe une antiparticule, qui a la méme masse et le
méme spin, mais des valeurs opposées de la charge électrique, de 'isospin faible et de la
couleur. Ces antiparticules sont soumises aux mémes interactions fondamentales et avec la
méme intensité que leurs particules de matiere partenaires.

Dans le Modele Standard, les particules sont représentées par des champs. On décrit la
propagation des particules dans I’espace—temps et leurs interactions a partir de ces champs
par un lagrangien. On demande alors & ce lagrangien de respecter certaines symétries ob-
servées dans la Nature. En exigeant l'invariance du lagrangien sous la symétrie de jauge,
apparaissent des champs de jauge, qui correspondent aux bosons médiateurs des interac-
tions. Une telle théorie est appelée théorie de jauge.

L’ensemble des opérations de symétrie de jauge qui laissent invariant le lagrangien du Modele
Standard forme le groupe :

SU(3)C X SU(2)L X U(l)y

Le groupe de symétrie locale SU(2) x U(1) correspond aux interactions électrofaibles. Il
admet quatre générateurs, et les interactions sont donc transmises par quatre bosons : 7,
79, W et W—. Les expériences ont montré que les trois derniers bosons sont massifs, ce qui
a soulevé un probleme important, puisque cette masse n’est pas compatible avec la symétrie
SU(2) x U(1). Une solution au probléeme a été trouvée dans le mécanisme de Higgs, qui
brise spontanément la symétrie de jauge, et qui introduit une particule scalaire, le boson de
Higgs.

Le groupe SU(3) correspond & la Chromodynamique Quantique qui décrit les interactions
fortes. Ce groupe admet huit générateurs, et I'interaction forte est donc médiée par huit
gluons.

Les différentes questions soulevées par le Modele Standard — en particulier, 'existence du
boson de Higgs — nécessitent des études expérimentales plus poussées. C’est pour cette rai-
son qu’une nouvelle génération de collisionneurs hadroniques a trés haute énergie, tels que
le futur LHC (Large Hadron Collider), qui est un collisionneur proton—proton au CERN, va
bientot entrer en service. Ils auront d’importantes capacités pour rechercher de nouvelles
particules. Comme ils font intervenir directement les interactions fortes, il est nécessaire de
bien maitriser les prédictions de la Chromodynamique Quantique.

Les prédictions théoriques de la Chromodynamique Quantique, destinées & une confron-
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tation avec les résultats expérimentaux, reposent sur le calcul perturbatif de diagrammes
de Feynman a l'aide des propriétés générales de la théorie. Le calcul a 'ordre dominant est
aisé, mais ne fournit pas la précision nécessaire a de telles énergies. Le calcul des ordres
supérieurs est extrémement compliqué.

Quand une nouvelle particule sera découverte, il sera nécessaire d’en étudier les caractéris-
tiques (masse, couplage...), de maniére & contraindre les parametres des différents modeéles.
Pour cette raison, de nombreux canaux devront étre analysés, et spécialement ceux qui
conduisent & plusieurs particules dans I’état final.

Pour effectuer des calculs d’ordres supérieurs, il faut considérer les sections efficaces de
tous les sous—processus partoniques qui contribuent a la réaction étudiée, tout d’abord au
premier ordre, puis les corrections réelles et virtuelles (& une boucle) & ces sections efficaces.
A Tordre d’une boucle, il est nécessaire de combiner les corrections réelles et virtuelles et
de compenser les divergences infrarouges. Le calcul des corrections réelles est relativement
simple, contrairement aux corrections virtuelles qui sont particulierement difficiles a calculer
si le nombre de particules externes est supérieur a quatre, ou si les particules sont massives.
Par conséquent, il serait tres utile de mettre au point un programme automatique capable
de calculer les amplitudes virtuelles.

Le but de cette thése est la mise au point de méthodes et d’outils pouvant étre utilisés
dans un tel code automatique. Ce manuscrit comporte deux parties principales.

La premiere partie consiste en des rappels théoriques et techniques. Nous y décrirons succin-
tement la théorie de la Chromodynamique Quantique perturbative, ainsi que des méthodes
et éléments de calculs que nous utiliserons dans la suite.

Dans une deuxieme partie, nous nous intéresserons au calcul des processus multiparti-
cules. Ce genre de calculs fait intervenir des intégrales de boucle souvent tres difficiles a
calculer. Aussi, nous developperons tout d’abord des méthodes de réduction des intégrales
qui permettront un calcul plus aisé de ces intégrales. Ensuite, aprés avoir étudié 'exemple
du processus qg — <y, nous considérerons le calcul plus compliqué de I'amplitude de
gg — vvg. L’intérét de cette réaction est double. D’une part, de par sa complexité, elle
va nous permettre de mettre au point un code analytique qui pourra étre réutilisé pour le
calcul d’autres amplitudes, en particulier des amplitudes contenant des particules massives.
Cette amplitude a pu étre extraite de la réaction gg — ggg, ce qui nous permettra de
vérifier les résultats obtenus. D’autre part, cette réaction participe au bruit de fond de la
recherche du Higgs, et les prédictions phénoménologiques intéressent les expérimentateurs
des détecteurs ATLAS et CMS du LHC. Les résultats seront alors explicitement présentés
sous une représentation qui met en évidence l'invariance de jauge. Nous terminerons par
I’étude phénoménologique de cette réaction.

En annexe sera également détaillé le calcul des intégrales & quatre et cinq points, ainsi
que les résultats des intégrales a trois points.
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Rappels théoriques et techniques






Chapitre 1
QCD perturbative

Dans ce chapitre, nous allons évoquer brievement quelques aspects de la QCD perturba-
tive. La littérature traitant de ce sujet étant tres riche, j’aborderai ici seulement quelques
généralités sur la théorie, en particulier le lagrangien de la QCD, le probléme des diver-
gences et le modele des partons. Pour des descriptions plus compleétes, on peut se reporter
aux revues [1-8].

1.1 Généralités

La Chromodynamique Quantique (QCD) est la théorie qui traite de I'interaction forte. Les
particules soumises a cette interaction sont appelées hadrons. L’idée de base de la QCD est
que les hadrons ne sont pas des objets fondamentaux, mais sont en fait des états liés de
quarks, particules de spin 1/2 qui peuvent se présenter sous trois saveurs différentes. Sous
une telle hypothese, les hadrons peuvent apparaitre comme des états symétriques de spin et
de saveur. Cependant, les fermions obéissent & la statistique de Fermi-Dirac, et devraient
donc étre des états antisymétriques. Pour résoudre ce dilemme, une nouvelle charge quan-
tique, la couleur, a été introduite.

L’interaction de couleur entre un quark ¢ et un anti-quark g est transmise par des par-
ticules de jauge, les gluons. A la différence des photons en électromagnétisme, les gluons
ont eux—méme une charge de couleur et peuvent donc auto—interagir, ce qui rend possibles
les vertex & trois ou quatre gluons. Cette particularité illustre le fait que la QCD est une
théorie des champs non—abélienne.

Chaque saveur de quarks apparait sous trois couleurs. La symétrie de jauge locale la plus
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simple & considérer est donc SU (3). Il s’agit en fait d’une symétrie exacte, et par conséquent
les gluons sont non-massifs. La couleur est échangée via huit gluons colorés.

Les hadrons n’ont pas de couleur, et on peut en distinguer deux types. Ainsi, les mésons
(bosons) sont formés d'un quark et d’un anti-quark de couleurs opposées, tandis que les
baryons (fermions) contiennent trois quarks de couleurs complémentaires.

La “constante” de couplage as de la QCD varie avec ’énergie. Si la distance entre deux
quarks augmente, cette constante de couplage augmente fortement, si bien qu’il est im-
possible de séparer deux quarks. Ainsi, toute tentative pour isoler un quark aboutit & la
création de hadrons supplémentaires (c’est le confinement).

A Tinverse, a faible distance apparait la liberté asymptotique («as < 1) : les quarks se com-
portent comme des particules ponctuelles quasi-libres qui n’interagissent pas.

Lorsque a; est petit (& haute énergie), il est alors possible d’utiliser la théorie des per-
turbations et d’écrire les sections efficaces des réactions o sous la forme :

U:A0+A1045+A2042+... , (11)

ou les A; sont des coefficients & calculer pour chaque ordre du calcul perturbatif de la
réaction considérée.

1.2 Le Lagrangien de la QCD

La Chromodynamique Quantique est définie, en tant que théorie des champs, par sa densité
lagrangienne :

EQCD = Luatiere + Lym + Ejauge + Leantome + £§ . (1'2)

Les deux premiers termes du lagrangien en constituent la partie classique et invariante sous
les transformations de jauge locale de SU(3)!.

La partie “matiere” peut s’écrire sous la forme :
ny
Lomatiere = wa (i’YﬂD,u - mf) 'l/)f ) (13)
f=1

ol ¢s est le champ de Dirac, f un indice qui représente les différentes saveurs des quarks,
ny le nombre de saveurs, v* les matrices de Dirac et m; la masse des quarks. Ainsi, les

13 est le nombre de couleurs. Plus généralement, le groupe est noté SU(N.), ot N, est le nombre de
couleurs de la théorie. I y aura donc N2 — 1 (soit 8) générateurs du groupe, notés T%, aveca =1--- N2 — 1
(qui satisfont I’équation (1.5)).
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quarks ne sont distincts dans le lagrangien de la QCD que par leurs masses. La dérivée

covariante D est donnée par
D, = 0, +1igs A, T* | (1.4)

ou g, est le couplage fort, A le champ vectoriel de jauge du gluon, ¢ = 1,2, ...,8 ses huit
composantes, et T' la matrice de couleur qui satisfait la relation :

[Ta Tb] fabcTc ’ (1.5)

définissant ainsi 'algébre de Lie de SU(3) [9]. f%° est la constante de structure du groupe,
antisymétrique par permutation des indices.

Sous une transformation de jauge de couleurs, le champ de Dirac devient

1/)}(3:) =U(z)yys(z) , (1.6)

U(z) = exp{ Zﬁa a} , (1.7)

ou les 5%(z) sont des réels. Le champ de gluon doit donc suivre la loi de transformation :

Al\(2) = U(2) Ay () U z) + ;;s[auU(x)]U—l(x) . (1.8)

On pourra vérifier que ces regles de transformation respectent bien I'invariance de jauge.

Le deuxiéme terme du lagrangien (1.2) est le terme de Yang et Mills. Il décrit la dyna-
mique des gluons, et prend la forme :

Ly = ——F2 ZF;}VF‘“”“ , (1.9)

ou 'on a introduit le tenseur :
¢, = 0y AL — 9,A% — g, fUCAD AL (1.10)

Le dernier terme est imposé par 'invariance de jauge et est responsable de I'auto—interaction
des gluons.

L’étape suivante consiste & quantifier le champ des quarks et gluons. La procédure de quan-
tification n’est pas unique et plusieurs méthodes (que nous ne décrirons pas ici) existent [10].
Cette quantification du lagrangien classique est rendue difficile a cause de l'invariance de
jauge. C’est pourquoi on ajoute au lagrangien les termes de fixation de jauge Ljauge et de
fantome Leintome tels que :

8
1
Liauge = Y > (@, Ar)? (1.11)
a=1
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et
»Cfantéme = (auea)((sacau - gsfabCAM7b)cC ’ (1'12)

qui sont les choix les plus communs. Les résultats physiques ne dépendent pas de la maniere
de fixer la jauge. Le terme de fantome est aussi appelé terme de Fadeev—Popov, et il assure
I'unitarité en compensant les effets des polarisations non—physiques [11]. £ est le parameétre
de fixation de jauge, et ¢ et ¢ sont les champs de fantomes et d’anti-fantémes. Ces champs
scalaires ne correspondent pas a des particules physiques, mais sont des champs virtuels qui
vont permettre les calculs perturbatifs.

Il faut mentionner aussi qu’en fixant la jauge, on brise 'invariance de jauge du lagran-
gien. Cependant, méme apres ce choix de jauge, le lagrangien respecte une autre symétrie,

la symétrie BRST [12], qui apparait comme un reste de la symétrie de jauge initiale.

Enfin, on peut mentionner I'existence du terme Lz, qui peut s’écrire sous la forme :

L; =00 Fo fom (1.13)

ot Fom — %e’“’ a3 )‘fp est le dual de Fjj,. Ce terme est un terme effectif qui provient d’une
part des propriétés topologiques du vide des théories de jauge non-abéliennes, et d’autre
part du processus de diagonalisation de la matrice de masse des quarks. Il n’intervient pas
dans les calculs perturbatifs, car il peut s’écrire comme la divergence d’un courant, et donc
comme un terme de surface dans l’action. Pour plus de détails, on pourra se reporter a [13].

1.3 Regles de Feynman

Les regles de Feynman associées aux différents termes du lagrangien de la QCD sont données
ci—apres.

- ligne fermionique entrante
—> o u(p) (1.14)
- ligne anti-fermionique entrante

— > o (p) (1.15)



1.3 Regles de Feynman

- ligne fermionique sortante

- ligne anti—fermionique sortante

- propagateur fermionique

io—p—ej

- ligne gluonique entrante

—
2 QOO
k

- ligne gluonique sortante

—
AQQQO0Q, a
k

- propagateur du gluon

1 4099000 # bv

- propagateur du fantome

b

b

=l
S

64
p—m+iA

€a(k)

—j gob K kv
py (1 gy 2
k2+i>\<g ( ’S)k2+m>

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)
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- vertex fermion-fermion-gluon

a,

i j —ig (T " (1.23)

- vertex fantome-fantéme-gluon

a, Y, p

4

q
a“ abe
bV e 9/ q (1.24)

(g=p—r)

- vertex gluon-gluon-gluon

b, v, q
l
oo S K\Qpﬂ —g [ [g" (p—q)" + "7 (g — )" + g"" (r — p)"] (1.25)

(p+q+r=0)

- vertex gluon-gluon-gluon-gluon

a, [ b, v
—ig2 feac febd (guugpa _ guagl/p)
—ig? fetfOC (ghY 9?7 — giP gV 7) (1.26)
—2g2 feab fecd (gupgl/a _guagl/p)

¢, p d, o
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1.4 Les divergences et la renormalisation

Lors de calculs perturbatifs, on rencontre inévitablement des divergences dans les intégrales
de boucles. Celles-ci proviennent habituellement du comportement aux grandes impulsions
de ces intégrales, et sont donc appelées divergences ultraviolettes (UV). Ces divergences
peuvent étre éliminées en ajoutant des contre-termes au lagrangien.

On peut aussi voir apparaitre des divergences infrarouges (IR) ou colinéaires provenant
du comportement des intégrales & faible énergie (ces intégrales tiennent compte de la région
ou le gluon virtuel devient mou dans le cas des divergences infrarouges, et de la région
dans laquelle 'impulsion du gluon est parallele & celle du quark qui I’a émis, dans le cas
des divergences colinéaires). D’apres le théoreme de Lee-Kinoshita—Nauenberg [14, 15], ces
divergences se compensent entre les diagrammes réels et virtuels.

En redéfinissant de maniére appropriée la normalisation des champs, les parameétres de
masse et les constantes de couplage du lagrangien, il est possible d’absorber les divergences
UV, autrement dit, de renormaliser. Mais avant de renormaliser, il est nécessaire d’isoler
ces divergences pour leur donner un sens mathématique, et de travailler avec des quantités
finies : c’est la régularisation. Plusieurs méthodes de régularisation existent, et on va plus
particulierement s’intéresser a la “régularisation dimensionnelle” [16]. Dans cette méthode,
on va modifier la dimension de I’espace-temps, et travailler en n = 4 + 2¢ dimensions
(n =4 + 2¢ pour des divergences IR et n =4 — 2¢ pour des divergences UV, avec ¢ > 0),
de maniere a retrouver I'espace-temps a 4 dimensions pour € — 0 (voir section (2.3)). Les
divergences vont ainsi se manifester sous la forme de poles en 1/¢P. Le grand avantage de
la régularisation dimensionnelle est qu’elle respecte 'invariance de la théorie sous les trans-
lations et sous les transformations de jauge. C’est cette méthode que nous utiliserons dans
la suite.

Puisqu’on veut travailler directement avec les quantités renormalisées, on va chercher a
remplacer les parametres existants (dits “nus”) par leurs équivalents renormalisés (indicés
dans la suite avec R), en écrivant le lagrangien sous la forme d’une partie qui contient
tous les parametres renormalisés, et d'une partie correspondant & des contre—termes [17].
Le lagrangien de la QCD s’écrit donc :

[’QCD = [’SCD + »Ccontrefterme ) (1'27)
avec

Econtrefterme = (Z2 - I)ERZ' @¢R - (ZQZm - l)mRaRwR (1'28)
1 N
+5 (% - 1) A% R 6% [g" 020\ — 0,0,) AR — (Z3 — 1)56°° 0 Oxcy
_ 1
—(Z1r = D)gsrY " T YrALR — (Z1 — 1)§gst“bc(8uAﬁR — O AL R) AL R AL

1 -
—(Zs = ) J95R S S AL R AL R AT AT, + (Z1 = Dgan " ChOu(Afnck)
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et ol les Z sont des constantes multiplicatives telles que :

¥ =\ Zoypg Al = \/Z3 A,

c =1\ Zscr 9s = ZggsR
§=2Z5¢r m = ZmMmg
7y = 7,723 Zip = 2,727
7y = 2,232 Zy=2273 .

On a comme contrainte la conservation de l'invariance de jauge (identités de Slavnov-
Taylor) :
Zy 21 a2y

7 7 Z 7 (1.29)
On peut choisir les Z; de maniére & compenser les divergences. Ce choix détermine le schéma
de renormalisation [17]. Le schéma de renormalisation le plus commun pour les calculs de
QCD est le schéma de “soustraction minimale modifiée” (MS) [18]. 11 s’agit d’un schéma
relativement simple qui consiste & soustraire les poles en 1/e, ainsi qu’éventuellement cer-
taines constantes provenant de la maniére de régulariser les divergences.

Méme si la forme des calculs et des expressions dépend du schéma choisi, les prédictions
physiques ne doivent au contraire pas en dépendre. Cette contrainte se traduit dans les
“équations du groupe de renormalisation” [19].

1.4.1 Constante de couplage «a; et liberté asymptotique

Comme on vient de le voir, les sections efficaces physiques ne doivent pas dépendre du choix
du schéma de renormalisation :

ZdU(Mzu Oés)

el (1.30)

mais la section efficace dépend cependant de ay, donc :

do(,u2,as) B dagy 0O
ZW N (#28(’“2) +#2d(u2) 8045> O—(:U‘Qaas) (131)
9 0
= (M28(M2) + B(as) 8—%) o(p? as) =0, (1.32)
IUJZdOés(HQ) = B(as) . (1.33)
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En QCD perturbative, la fonction S peut s’écrire comme un développement en puissances
du couplage fort :
Blas) = —Bai(4®)(1+ Bias + Bacl +...) (1.34)

avec, en particulier, B = (11 — 2n;/3)/(4n), ny étant le nombre de saveurs de quarks
pouvant participer a l'interaction, compte tenu de la valeur de ;2. On peut remarquer que
pour ny < 17, B est positif, et par conséquent o va décroitre lorsque p? augmente.

Au premier ordre, I'équation (1.33) peut s’écrire :

d

W(l/as(ﬂ2)) =B . (1.35)

On en déduit la solution :
1 1
as(Q?)  as(p?)

ol Q? représente la valeur de référence de 2, ce qui signifie que si 'on connait a; & une
certaine échelle, il va étre possible de 'obtenir & d’autres échelles aussi. On peut donc écrire :

= Bln (Q°/1?) (1.36)

a(p?
ay(Q%) = 1+Ba5(u§ﬁn) G (1.37)

ou encore, en divisant par a,(u?) et en posant 1/ay(u?) = B In (u?/A?) :

1

= @)

(1.38)
La constante A, qui fixe le taux de variation de «g, est indépendante de la référence ar-
bitraire Q?. Elle donne une estimation de 1'énergie & laquelle le couplage devient grand et
ou la théorie perturbative échoue. Les données suggerent que A =~ 0.2 GeV (pour n; = 6).
Pour étre sir que la théorie perturbative est valide, il faut donc choisir une échelle plus

élevée que cette valeur. L’échelle habituellement choisie pour la QCD perturbative, appelée
My, est de 'ordre de 1 GeV.

On peut s’apercevoir des propriétés de la liberté asymptotique a partir de la variation
de la constante de couplage. En effet, I’équation (1.38) montre que a; décroit avec I'énergie.
Cela signifie d'une part que pour des diffusions & hautes énergies, ou le moment transféré
est important, les quarks et les gluons se comportent comme des particules quasi-libres, et
d’autre part que, puisque «; est petit, la théorie perturbative est valide.

1.4.2 Comptage de puissance

Le comptage de puissance est une méthode simple qui permet de déterminer le comporte-
ment des divergences ultra-violettes d'un diagramme de Feynman [13].
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Comme nous l'avons vu dans ce chapitre, les divergences ultra—violettes apparaissent dans
des diagrammes avec boucle. Examinons le cas d’un diagramme D qui comporte Er lignes
externes et Ip lignes internes de fermions, et Ep lignes externes et Ip lignes internes de
bosons. On considérera uniquement le cas ou les fermions ont un spin 1/2 et les bosons un
spin 0 ou 1. D peut contenir des vertex de types différents. Soit n; le nombre de vertex
de type ¢ associés a la constante de couplage g;. Le nombre total de vertex est alors donné
simplement par :

N=> n . (1.39)

Le nombre de boucles correspond au nombre de variables d’intégration indépendantes, et
est donné par :

L est donc le nombre d’impulsions de D qui ne sont pas fixées par la conservation de ’énergie
impulsion. Le degré de divergence superficielle est donné par :

w(D) =4 — %EF — Ep— Z dim(g;)n; , (1.41)

)

ou dim(g;) dénote la dimension de la contante de couplage g;. L’intégrale sur les impulsions
tournant a Pintérieur des boucles est alors divergente si w(D) > 0.

Dans le cas de la QCD et de la QED, les constantes de couplage sont sans dimension,
si bien que le degré de divergence superficielle peut s’écrire :

w(D) = 4 — gEF _ By . (1.42)

Ce qui signifie qu’il existe un nombre fini de fonctions de Green superficiellement divergentes
et qu’il est possible de renormaliser la théorie.

1.5 Modele des partons

La diffusion profondément inélastique a permis de mettre en évidence 'existence de consti-
tuants ponctuels a Pintérieur des hadrons [20]. On appelle ces constituants des partons, un
terme qui englobe aussi bien les quarks que les gluons.

On peut calculer la section efficace des réactions faisant intervenir des partons. Mais on
s’intéresse en réalité aux réactions hadroniques, qui contrairement aux réactions partoniques
sont directement observables expérimentalement, et ’enjeu du modele des partons est donc
de relier les sections efficaces hadroniques aux sections efficaces partoniques. Pour ce faire,
on utilise le procédé de “factorisation” qui consiste a séparer (ou factoriser) les contribu-
tions perturbatives et non perturbatives pour des réactions avec grands moments transférés.

Considérons la collision de deux hadrons A et B :
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b1

1 P1

Ta P2

\

A D2

A trés haute énergie, on néglige la masse des hadrons et on suppose que tous les partons
initiaux (entrant dans la diffusion) emportent un moment x p, c’est—-a—dire une fraction z
du moment p du hadron parent?.

La section efficace hadronique s’écrit alors comme une convolution des distributions parto-
niques de chaque hadron avec la section efficace de diffusion de deux partons, de la maniere
suivante :

o(A,B) =) / dxydzs fi(wy, i) f(2, p3) 63 (p1, P2, 150) - (1.43)
(2%

Ainsi, 6;; est la section efficace de la diffusion de deux partons i et j, et f; est la den-
sité de probabilité de trouver le parton 7 (qui emporte le moment xp) dans le hadron.
On appelle cette densité de probabilité, “densité partonique” du parton 7 dans le ha-
dron. Ces densités ont un caractere universel et décrivent la physique & longue distance
(échelle d’énergie inférieure a Mj). Elles ne sont donc pas calculables perturbativement,
mais peuvent néanmoins étre obtenues expérimentalement. Au contraire, 6;; décrit la phy-
sique & courte distance (échelle d’énergie supérieure & M) et peut donc étre calculée par des
méthodes perturbatives. Il s’agit 14 du procédé de factorisation précédemment mentionné.
Le parameétre pp présent dans les densités partoniques apparait alors comme une échelle de
factorisation. En regle générale, on choisit un facteur d’échelle unique pour la renormalisa-
tion et la factorisation, et sa valeur est généralement prise égale & Q?, qui est I’énergie qui
caractérise la diffusion parton—parton dure.

211 s’agit 1a d’une hypothése qui n’est pas toujours réaliste. Il est cependant possible de lui apporter des
corrections (voir par exemple [21] pour le cas des petits x).
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La section efficace 0;; peut étre développée en série perturbative :

. 0 , % (1 as\2 (2
O'ij:O'Z(j)—F%OZ(j)-F(E) o@D 4 (1.44)

L’ordre (0) est appelé ordre de Born ou de 'arbre.

Les densités partoniques ont un caractére universel, et ne dépendent pas des réactions.
Méme si la QCD perturbative ne permet pas de calculer leur amplitude et leur forme, on
peut néanmoins prédire leur évolution en fonction de Q?. Ainsi, si 'on connait ces fonctions
a une échelle donnée, il est possible de les utiliser & d’autres échelles.

L’équation d’évolution des densités partoniques, appelée équation DGLAP (Dokshitzer,
Gribov, Lipatov, Altarelli, Parisi) [22], décrit I’évolution de la distribution des quarks et
des gluons dans les hadrons.

Considérons f,(z,Q?) la densité de quarks ou d’antiquarks dans le hadron, et f,(z, Q%) =
g(z,Q?) celle de gluons. On peut alors écrire au premier ordre :

d folz, Q* s(@%) [td
;1(;6@2 - aéﬂ )/x gy[qu(g)fq(%@)+qu(§)g(y,Q2) : (1.45)

pour chaque saveur de quark. Le premier terme qui apparait dans 'intégrale exprime le fait
qu’'un quark emportant une fraction d’impulsion = peut avoir été produit par un quark de
plus grande fraction d’impulsion y ayant rayonné un gluon. Le second terme résulte de la
possibilité qu’un quark de fraction d’impulsion z puisse provenir d’un gluon parent de plus
grande fraction d’impulsion y. La probabilité de chaque événement est proportionnelle aux
noyaux d’Altarelli-Parisi (s Pgp).

De méme, 1’évolution de la densité de gluons s’écrit :

z. 02 a,(Q2) [1 . .
dfi(ln,éi) - ég )/w %;[qu(g)fq(yan)+ng(§)9(yaQ2)] ) (1.46)

ou 'on somme sur ¢, c’est—a—dire sur les quarks et les antiquarks de toutes les saveurs.
La fonction de partition Py est, a 'instar de 4;;, calculable en QCD perturbative :

[0
Pu(z,05) = PV (2) + ﬁP{fg)(z) 4. (1.47)

Dans le cas ou il n’y a pas de divergence infrarouge ou colinéaire, Py, peut étre interprétée
comme la probabilité de produire un parton du type a a partir d’un parton du type b avec
une fraction z de son moment longitudinal et un moment transverse bien inférieur & .

L’ordre (0) dans les équations (1.44) et (1.47) correspond au “leading order” (LO), I'ordre
(1) au “next to leading order” (NLO) et 'ordre (2) au “next to next to leading order”
(NNLO), et ainsi de suite.



1.5

Dans cette these, nous allons nous intéresser au calcul perturbatif de sections efficaces
partoniques. Les sections efficaces hadroniques peuvent ensuite étre retrouvées a l'aide du
modele des partons.

Apres cette rapide description de la QCD perturbative, nous allons nous intéresser aux
différents outils et méthodes nécessaires au calcul perturbatif de sections efficaces de réactions.
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Chapitre 2

Calculs et méthodes

Dans ce chapitre, nous allons présenter différents aspects du calcul d’amplitudes, en particu-
lier les méthodes habituelles de calcul de sections efficaces, la méthode amplitude d’hélicité,
et quelques outils techniques.

2.1 Calcul de sections efficaces

Lorsqu’on cherche & calculer la section efficace d’une réaction, on suit un mode opératoire
bien défini : on commence par tracer les diagrammes de Feynman associés, puis on calcule
I’amplitude de Feynman M de chaque diagramme en utilisant les regles de Feynman.
Considérons ’état initial |¢) d’une réaction. Soit une transformation canonique représentée
par l'opérateur unitaire S. L’état final correspondant a cette transformation s’écrit S|i).
L’amplitude de probabilité de trouver |f) dans I’état final S|i) est donnée par Sy; = (f[S]i).
On peut écrire cette amplitude de probabilité en fonction de 'amplitude de Feynman :

Spi =05 —i(2m)*o(py —pi) NMyi | (21)

ou N est un facteur de normalisation et p désigne I'impulsion.
L’amplitude totale du processus est décrite par M = ZM;Z Si ’on considere les particules

J
entrantes a et b, la section efficace différentielle s’écrit :

1 d3p
_ 4 . f 12
R ey AL ((27r)32Ef> Ml 22
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ou U, et vy sont les vitesses considérées colinéaires, et £ dénote I'énergie. On peut montrer
que :

BuBy |63~ 53] = \/ (pa - )2 — m2m. . (2.3)

Lorsqu'un faisceau de particules est non—polarisé, les détecteurs n’enregistrent aucune in-
formation sur I'hélicité des particules. Pour autoriser toutes les configurations d’hélicités
(ou de spins), il faut moyenner le carré de 'amplitude de Feynman sur le spin des particules
entrantes et sommer sur ’hélicité des particules dans I’état final, ce qui correspond a :

- 1

(Myil? — [Mi]* = > Mgl (2.4)
(Zsa +1)(2s +1) | 50,

On peut alors calculer la section efficace totale a partir de la section efficace différentielle
en intégrant sur les impulsions dans I’état final [1].

Méme si ce procédé de calcul est bien défini, en pratique de nombreux probléemes tech-
niques apparaissent. En particulier, si 'on effectue des calculs & des ordres supérieurs, le
nombre de diagrammes de Feynman a calculer devient tres important, et les calculs sont
souvent tres compliqués.

2.2 Meéthode Amplitude d’hélicité

La méthode qui vient d’étre décrite permet donc de calculer la section efficace de réactions,
que 'on moyenne sur les hélicités entrantes et que I'on somme sur les hélicités sortantes.
L’inconvénient est que la section efficace obtenue est indépendante des hélicités, et ainsi on
perd toute 'information sur chaque configuration.

Par contre, dans la méthode d’Amplitude d’hélicité [2—4], on réalise le calcul pour chaque
combinaison d’hélicités des particules. Cette méthode a beaucoup d’avantages : tout d’abord,
il n’y a aucune perte d’information sur les hélicités, et on calcule séparément I'amplitude
pour chaque configuration. Comme les différentes configurations d’hélicité n’interferent pas,
pour obtenir la section efficace totale, il suffit de sommer le carré de toutes les amplitudes
qui peuvent contribuer au processus.

D’autre part, on peut profiter des propriétés d’invariance de jauge, ce qui nous permet
d’avoir le choix d’une représentation explicite pour les vecteurs de polarisation, et ainsi de
simplifier remarquablement les calculs.

Soit u(p) un spineur de Dirac non-massif, tel que
pulp) =0 , p*=0. (2.5)
On définit les deux états d’hélicités par les projections chirales :

u+(p) = I1u(p) (2.6)
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avec 1
e = S(1£7) - (2.7)

On utilise, pour les spineurs u (p) et leurs conjugués de charge w4 (p), la convention :
us(p) = lp+) , (2.8)
ux(p) = (px| - (2.9)
On normalise les spineurs comme suit :
(p|yulp+) = 2py (2.10)

On peut relier les vecteurs de polarisation non—massifs eﬁ aux spineurs non-massifs par :
e, (p) = Aus(p)yv (2.11)

e, (p) = (1 (0)" , (2.12)

ou v est un spineur de Dirac a priori arbitraire, et A est une constante de normalisation,
nécessaire pour satisfaire les relations habituelles d’orthonormalisation des vecteurs de po-
larisation circulaire :

e"(p)- (e () =0, (2.13)
e (p)- (" (p)"=-1. (2.14)

De plus, ces vecteurs de polarisation satisfont :
eE(p)-p=0 . (2.15)

L’invariance de jauge associée au vecteur non—-massif peut étre paramétrée a l'aide d'un
choix du spineur v. En particulier, en introduisant le vecteur de référence arbitraire non—
massif 7, on peut écrire, pour un choix de jauge adéquat [2] :

e (p,r) = Alr—|yulp-) (2.16)

€u (p,7) = AX(re|vulps) (2.17)

Les propriétés d’orthonormalisation fixent la valeur de A, de maniére & ce que :

~ {r—lvulp-)
e:(p,r) = 7\/§<rﬁ|p+) , (2.18)
€y (py7) = e lulpe) (2.19)

V2(r_lpy)*

Les vecteurs de polarisation se contractent avec les matrices v de la maniere suivante :

V2
7 (p,r) = T ips) [ {r—|+re) el ] (2.20)
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V2

(r-|p+)*

Par la suite, un choix adéquat de r peut permettre de simplifier remarquablement les calculs.
On peut aussi utiliser les propriétés des spineurs non—massifs, qui sont énoncées ci-apres.

#(p,7) = [ o) (el +lrYp-11 (2.21)

La représentation des vecteurs de polarisation en terme de spineurs a été généralisée dans
le cas de particules massives de spin 1/2, 1 ou 3/2 dans [5].

Propriétés des spineurs non-massifs

Pour des spineurs non—massifs d’impulsions p et ¢, on a :

(p+lgy) = (p-lg-) =0 (2.22)
(p-lg+) = —(q-Ip-) (2.23)
(p-lp+) = (p+lp-) =0 . (2.24)

Pour simplifier les notations, on prend :

(p-la+) = (pa) , (2.25)
et on a donc :
(g-lp+) = —(pa) (2.26)
(g+lp-) = (pa)" (2.27)
(p+la-) = —(pa)”, (2.28)
et
(pa)|* =2(p-q) - (2.29)
D’autre part :
p=Ip—)p—|+pt)p+], (2.30)
et
p)p+| = 4 (2.31)
lpMp-| = 1§ . (2.32)

Nous allons utiliser ces propriétés par la suite.

Lors du calcul d’amplitudes, des divergences peuvent apparaitre. Il est possible d’évaluer la
divergence des intégrales & 'aide du comptage de puissance (voir chapitre 1).



2.3 Eléments de calcul intégral

Lorsqu’on voit apparaitre des divergences dans les intégrales, on va chercher & les isoler
par régularisation. En particulier, dans la régularisation dimensionnelle, on va effectuer les
calculs non plus en 4 dimensions, mais en n dimensions.

Lors du calcul des amplitudes, 'intégrale suivante apparait comme un élément de base :

_ d"l (l2)r
I = / @ (& — Ry (2.33)

avec r et m des nombres entiers positifs ou nuls. On se place dans 'espace euclidien par
une rotation de Wick. Dans ’espace de Minkowski, on avait :

P=1- 2. (2.34)

L’intégrale I, ,, vaut donc :

dnfll_' +o0 (l2 _ |ﬂ2)7’
I, = / / dl 0_ ) 2.35
o @O oo @2 — |2 — R2)m (2.85)

Par transformation de Wick, le vecteur [ devient :

I — lE
I — ZE

On réécrit donc I, sous la forme :

dnfll_' +o00 _12 _ [’21"
o = [ [T, T

2m)" ) oo (=12, — |Ig2 — R2)m

. r—m dnlE (12 )T
— i(-1) /(%)n e (2.37)

On peut passer en coordonnées sphériques :

/d”lE E/|ZE|(”1)d|lE|dQn , (2.38)

ou €2, est 'angle solide en n dimensions. On peut montrer que :

27.rn/2
ds, = 2.
[ 9=tz (2:39)
Donc, I, vaut :
(= /*"O dlip| _y (eP)

L = lp| ) =L, 2.40
T Sy e P (240
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p+1 p+1
- wL — lz( +1-n )F( n JTla - T)
/0 d (zn 4+ 27)1  n ! ! T(q) ; (2.41)
et on en déduit :
A G L z-(—1)(7"_7”) ov(n/2trmy L (/24 7)D(m —r —n/2)
/ 2m)" (12— R%)™ ~ ' (4m)n/2 (R7) T(m)T(n/2) . (2.42)

Lorsqu’on travaille en n dimensions, il est parfois nécessaire de séparer les 4 dimensions
habituelles des n—4 dimensions restantes. Dans ce cas, puisque les espaces sont orthogonaux,
on peut écrire [ sous la forme :

P=P+2, (2.43)

ou ! est la partie en 4 dimensions et [ la partie en n — 4 dimensions.
Alors, on peut montrer d’une maniére similaire (voir Annexe B.2) que :

/‘dw () (DO pouppgrm D/2 47 = D0 —r = nf2)

@m)" (2 —R2)™  (4m)n/2 I'(m)L(n/2 — 2) ’

et

/ (@) i1 (R /zer-m L@ HNI0m =1 =n/2) -

@m)" (Z—RA)™  (41)n/2 T'(m)

Cette premiere partie est désormais terminée. Nous y avons présenté les bases de la théorie
QCD, ainsi que des outils que nous allons maintenant utiliser et appliquer au calcul de
processus multi—particules.
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Deuxieme partie

Calcul des processus multi—particules






Chapitre 3
Méthodes de Réduction des intégrales

3.1 Introduction

Une nouvelle génération de collisionneurs (en particulier LHC au CERN) va entrer en fonc-
tion dans les prochaines années, donnant acces & de tres hautes énergies. La capacité de
découverte de nouvelles particules (et donc de nouvelle Physique) de telles machines est
extrémement élevée et la quantité de données expérimentales produite sera extraordinaire-
ment grande. Il sera donc tres important d’avoir des prédictions théoriques précises de la
production de particules dans ces collisionneurs. Les calculs a I’ordre de Born ne fournissent
pas une telle précision & cause de leur grande dépendance en fonction des échelles (voir le
chapitre 1). Lorsqu’on effectue des calculs aux ordres supérieurs de la série perturbative, on
rencontre des intégrales de boucle, qui sont hautement non triviales.

Ce chapitre est consacré au calcul des intégrales de boucle. La complexité des intégrales
croit avec le nombre de particules (pattes) externes. De plus, & cause des divergences infra-
rouges qui apparaissent, il est nécessaire de travailler non plus en 4 dimensions, mais en n.
Des méthodes de réduction des intégrales scalaires (c’est-a-dire des intégrales sans indice
de Lorentz au numérateur) ont été développées (voir par exemple [1,2]). Il existe aussi des
formules pour relier les intégrales tensorielles aux intégrales scalaires [3,4], mais seulement
pour le cas massif. Une méthode générale de réduction aussi bien pour les intégrales sca-
laires que pour les intégrales tensorielles & N points a été présentée dans [5], qui présente
une solution au probléme de 'inversion de la matrice de Gram pour N > 6.
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b3 PN-1

F1G. 3.1 — Diagramme & N points.

Dans ce chapitre, nous allons étendre et appliquer le formalisme de [5]. L’idée principale
sera ici de séparer 'intégrale en deux parties : une partie libre de divergence, donc calculable
a 4 dimensions, et une autre qui contient toutes les divergences infrarouges mais dont le
nombre de propagateurs est réduit.

Nous allons nous intéresser tout d’abord au cas des intégrales scalaires, puis nous pas-
serons au cas des intégrales tensorielles. On étudiera aussi la réduction des intégrales a 6 ou
8 dimensions.

3.2 Intégrales scalaires

Considérons une amplitude & une boucle et & N points (voir figure (3.1)) avec des propa-
gateurs non massifs. L’intégrale correspondant i cette amplitude s’écrit! :

a'k 1
1= / —— . (3.1)
/2 N )
4
i=1
Si au moins 'un des propagateurs internes est sans masse, 'intégrale est divergente dans
Pinfrarouge et il est nécessaire de la régulariser. Ainsi, on se place dans le cadre de la
régularisation dimensionelle, et on travaillera donc en n = 4 4 2¢ (avec € > 0). Les parti-

cules externes sont considérées & 4 dimensions.

On considérera que toutes les impulsions externes p; sont entrantes. La conservation de
I’énergie-impulsion nous donne :

N
.lei =0 . (3.2)
1=

Les impulsions internes s’écrivent :

.....

'Le facteur 1/im™/? est choisi ici & la place de 1/(27)" de maniere & alléger les notations.
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k correspond a I'impulsion tournant dans la boucle, et les r; sont des vecteurs indéterminés.
A cause de la conservation d’énergie—impulsion, les quadri-vecteurs r; ne sont pas indépen-
dants et respectent r; = p; + r;_1.

La méthode qu’on entreprend ici consiste & ajouter et soustraire un terme & (3.1) tel que
I'intégrale se sépare en deux parties : une qui est finie, ¢c’est—a—dire libre de toute divergence,
tandis que l'autre contient toutes les divergences mais posséde un propagateur de moins.
On peut donc écrire :

N 2 N 2
I > big; Ik (1—12@'%)

YR L
,L'ﬂ-n/2 N Z'ﬂ-n/Z N
[14? I14?
=1 =1
= Idiv+Iﬁn . (34)

On va choisir les b; de maniere & ce qu’ils annulent les divergences infrarouges dans le terme
de droite de (3.4). Cette intégrale constitue la partie finie de I'intégrale I. Elle possede le
méme nombre de propagateurs que l'intégrale d’origine, mais a cependant I'avantage de
pouvoir étre calculée en 4 dimensions.

Au contraire, le premier terme de (3.4) contient des divergences infrarouges, mais le nombre
de propagateurs a diminué, puisque des qi2 du numérateur peuvent se simplifier avec des qi2
du dénominateur. Elle est donc bien moins compliquée que 'intégrale de départ. On pourra
également réitérer 'opération de réduction sur cette derniére. Au final, toute la partie di-
vergente se retrouvera dans les fonctions a 3 points, qui sont plus simples a calculer que les
intégrales d’origine. On pourra se reporter a la figure (3.2) pour une description schématique
du procédé.

Si 'on applique le paramétrage de Feynman (voir annexe B) sur la partie finie de I'intégrale
(3.4) de maniére & mettre le dénominateur sous la forme (12 — R?), on trouve :

N
In =T() [ [Tdzo( - ézj) = ( = ) , (3.5)

0 k=1 j /2 N NN
(2o zi4;)
i=1
ol en utilisant 'équation (3.3), le dénominateur peut s’écrire comme :

N N 2
lezqf = (k + Z%ﬁ) - R? (3.6)
1=

=1

avec
1N N

> > #iziSij = —gj > %izjSij - (3.7)

R*= ——
23> i=1j>i
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FiG. 3.2 — Présentation schématique de la réduction des intégrales scalaires. Le diagramme
pentagone en n dimensions peut se réécrire comme la somme d’un pentagone en 4 dimensions
et de diagrammes en boite en n dimensions qui contiennent toute la partie divergente. Ces
derniers peuvent a leur tour étre réduits.

Le facteur 1/2 tient compte du double comptage. Les S;; sont les éléments de la matrice S,
qui contient toutes les informations cinématiques. Ils sont définis comme S;; = (r; — rj)Z,
et sont symétriques et invariants par translation des 7.

On effectue donc le changement de variable :
N
k—1— Zzim . (3.8)
i=1
On peut réécrire les quadri—vecteurs g; apres ce changement de variable :
N
q; — |+ ZZZA]Z s (3.9)
i=1

avec : Ay = 14 — 73, qui est invariant par translation des r (les r sont arbitraires, seule leur
différence ne l’est pas).
Ainsi, le numérateur de Iy, devient :

M=

N
1— > big? — — (> + R?) b +
=1

it

N
Z (1 — Zb]Sm) . (3.10)
7=1

i=1

Le premier terme représente la partie finie : il ajoute soit une puissance I? soit une puis-
sance R? au numérateur. Si 'on considére la formule (2.42), on remarque qu’il s’agit d’une



intégrale en (R2)"/2+1-N — (R%)("+2)/2-N " que 'on appelle communément “intégrale 3 6
dimensions”.

Au contraire, le terme de droite est potentiellement divergent et doit donc étre annulé. On
impose alors :

SB=1, (3.11)
b 1
b 1
ou B = . et [ =
by 1

Dans le cas ou S est inversible, on trouve :
M et
b; = ZS]_Z . (3.12)
Jj=1

L’équation (3.11) n’a pas une solution unique pour N > 7. En effet, dans ce cas det(S) = 0,
donc S n’est pas inversible. Une solution serait alors de définir un pseudo-inverse pour S.
Cette tache étant difficile, on préfere définir une autre matrice (dite de Gram) pour pallier

a ce probléme :
G(V=1)x(N-1)

ij =TTy - (3.13)

On choisit ry = 0, si bien que G est une matrice carrée de rang (N — 1). Elle est reliée a la

matrice S par :
Sij=—2Gy+r1] +715 . (3.14)

L’équation (3.11) peut alors étre exprimée sous la forme :
N—1 1 ,X Nl
Z Gijbj = §Ti ij ) Z ’f'jbj =1. (3.15)
J=1 J=1 J=1
Ce sont ces deux équations que l'on résout lorsque det(S) = 0. Pour N > 7, on a aussi
det(G) = 0. Une solution de (3.15) peut étre trouvée dans ce cas & partir du “pseudo—
inverse” de G, appelé H. Ce dernier est défini par la condition HGH = H et GHG =G. 11

est possible de constuire ce H. Pour plus de détails, on se reportera a [5,6].

Ainsi, en remplagant (3.10) dans (3.5), 'intégrale Ig, peut se réécrire :

N LN N 'k 12+ R?
Isn, = —T'(N b; dzo(1 — - - . 3.16
! ( )<ZZI > 0 1};[1 10 ]‘lej)/’bﬂ'”/2 (12 — R2)N (3.16)

En utilisant la formule (2.42), on montre que :

T = (- DN (BN —n - DOV —1—n/2) [ {1zt — S 2 ()2
i=1 0 k=1 j=1

3.17)
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Nous venons donc de calculer la partie finie de I'intégrale (3.4). Pour trouver l'intégrale
de départ, il restera donc a lui ajouter la partie réduite.

On remarque que :

e pour N = 5, lintégrale Ig,, étant proportionnelle & (N —n — 1), est d’ordre ¢. On
peut donc la négliger.

e pour N = 6 : la conservation d’énergie-impulsion nous conduit a dire que seulement 5 des
6 quadri-vecteurs externes doivent étre indépendants. Cependant, ’espace-temps étant a
4 dimensions, il existe une relation supplémentaire entre ces quadrivecteurs, qui se traduit
par det(G) = 0. Cette relation conduit & des contraintes non-linéaires sur les variables de
Mandelstam. On peut cependant montrer que [5] :

N
B= b o det(G) | (3.18)
=1

ce qui correspond & des contraintes linéaires sur les b;. Il s’agit ici d’'un avantage considérable
de cette méthode de réduc6tion.
Ainsi, pour N = 6, on a Y b; = 0, et la partie finie de I'intégrale (3.4) est donc nulle. Par

=1
conséquent, l'intégrale & 6 points (3.4) s’écrit sous la forme d’une somme d’intégrales & 5

points.

e pour N = 7 (et plus) : avec le méme raisonnement que pour N = 6, on montre que
N
> b; =0, et 'intégrale (3.4) n’a donc pas de partie finie. Les intégrales & N points peuvent

i=1
ainsi étre exprimées en fonctions d’intégrales & N — 1 points.

Au final, pour N > 6, la partie finie étant nulle, il n’est pas nécessaire de calculer des
intégrales de dimensions supérieures. On échappe ainsi au calcul trés compliqué de ces
intégrales.

3.3 Intégrales tensorielles

Les intégrales rencontrées ont souvent une structure tensorielle. D’une maniere similaire au
cas des intégrales scalaires, il est possible de réduire les intégrales tensorielles a une boucle,
a N points et de rang L. On développera dans la suite un formalisme de réduction invariant
par translation des impulsions internes.



3 3 Integrales tensorlelles 39

Fi1G. 3.3 — Présentation schématique de la réduction des intégrales tensorielles. Le dia-
gramme pentagone a n dimensions et de rang L peut se réécrire comme la somme d’un
pentagone & 4 dimensions et de rang (L — 1) et de diagrammes en boite & n dimensions et
de rang (L — 1), qui contiennent toute la partie divergente. Ces derniers peuvent & leur tour
étre réduits.

3.3.1 Méthode

L’idée de base est encore de séparer I'intégrale en deux parties : une partie libre de divergence
et une autre, réduite, qui contiendrait toutes les divergences. Pour cela, on ajoute et on
soustrait un terme & un propagateur du numérateur?. Ainsi :

H

Ak j=1
Hiprp —
o — [ 28 : (3.19)
q.
=1 !

N

N
> Chi 4k Hq . ((A“—Z ﬁi%%) Hq

B d"k k=1 n k=1
B Gn/2 jn/2

H @’ H @’
i=1 i=1

Ik

WL 1L
div + Iﬁn

De méme que dans le cas scalaire, le premier terme de (3.19) peut étre réduit en simplifiant
des q]2- du numérateur avec des qz-2 du dénominateur. Cette intégrale constituera la partie
divergente de I. Ainsi, avec la méme procédure, on réduit en méme temps le nombre de
propagateurs et le rang. Une description schématique est présentée sur la figure (3.3).

On introduit les parametres de Feynman, de maniére & ce que le dénominateur prenne

20n pourrait également effectuer la procédure de soustraction et d’addition sur deux, trois ou tous les q;
du numérateur. Cela permettrait de réduire plusieurs rang en méme temps, mais va accroitre la complexité
des intégrales.
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la forme (I? — R?). On obtient alors :

N

[ = k+Z:lzZ-7“Z, (3.20)
7

R = —= lezzz] i (3.21)
i=1j

ce qui conduit, en utilisant la relation (3.3), &
N
a =1+ >zl . (3.22)
i=1

Par conséquent, la quantité ¢ — ZC]an présente dans le terme de droite de (3.19) se

transforme de la fagon suivante :

N
anq] — P+ Sy Al
i=1

N N 2 N
-y | (Sads) 2t Taa (3.23)
On peut montrer que :
N 2 N
(lez Aji) = lez Sji + R?
1= 1=
L’équation précédente se réécrit donc :
X o AP 2 2\ % i
q ZCJaq] — P g" =23y Ci AL — (5 + R%) CE,
j=1 i=1 j=1 j=1
N N
+Ya (al - Zlc;fasji) . (3.24)
1= J]=

On choisit C,‘: , de maniere & annuler le dernier terme, potentiellement divergent. Ainsi :
I N o1 AH
Cro = — lekj Al (3.25)
]:
L’équation (3.24) devient alors :

N N N
Z ]aq] — lp (gllﬂ + 2222 Z Z S]_k;lAl]:aAgz> (l2 + R2) Z bk? ka 9 (326)

i=1 j=1k=1 k=

ou les by sont les mémes que pour le cas scalaire (voir (3.12)).
On introduit les notations :

N
TH =g" + 221 kzls R ALLAL (3.27)
]:



et
N
Vi = Y kA, (3.28)
k=1

qui permettent d’obtenir des formules plus compactes. L’équation (3.26) s’écrit donc :
N N
L Y R (7;*,? n 2ZziA§iV(’f> @+ R (3.29)
En effectuant la transformation (3.29), on obtient :

1 N N
g = T [ [dad - 3 ) (3.30)
0 k=1 m=1

N L N
. [zp (7;‘;1p+2ZziA§iVé“> L@t R 51] i <m- LS Ajg‘)
i=1 =2 i=1
></Z'7T7L/2 (lz _RQ)N

Cette intégrale ne contient pas de divergence infrarouge, et elle peut donc s’écrire sous
la forme d’une intégrale & 6 dimensions. Le produit de droite du numérateur doit étre
développé et multiplié soit par le terme en (I? + R?), soit par celui en [?. Au final, les termes
comportant un nombre impair de / au numérateur sont nuls.

Etudions avec plus de détails le cas des intégrales avec N =5 et N = 6.
e Commencons par le cas N = 6. La partie finie est alors nulle, car :
V=0,
hv
T =0 .

Démonstration
Pour les fonctions a 6 points, V est défini comme :
VH = ZﬁjlbiAé‘a . (3.31)
i=
On contracte cette expression avec A}, pour k et [ quelconques. Alors :

6
VEAL = Ybilia - Ay (3.32)
i=1

1({6 6
= 5 (Z ZSUI> (Sit + Sak — Sik — Sat)

i=1j=1

1/ 6 6 6
= 5| 20— 20k + (Sar = Sa) 2 b5
j=1 7=1 =1

J

1 6
= —(Sar —Sa) D b; .
=1

[\)

J
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6
Comme N =6,ona ) b; =0, dou:
j=1

VEAR =0 (3.33)

Etant donné que N = 6, il est possible de trouver 4 vecteurs A linéairement indépendants.
Par conséquent, 'équation (3.33) implique Vi = 0.

De la méme maniére, on montre que 7" =0 :

On définit 0 6
Xl =3 3 S ALAY, (3.34)
J=1k=1
On contracte cette expression avec A4 AY et on trouve :
YA A Y 1 1 6
Xab AzlAmn = 5 _(Amn : Azl) + §(Sai - Sal)(smb -§, )Ebj . (335)
j=1
6
La encore, ) b; =0, on a donc :
j=1
v v 1
X AEAY = —§A’;mA§‘l . (3.36)

Comme on peut choisir les A de maniére & ce qu’ils forment une base de ’espace vectoriel,
on a nécessairement :

14 ]' 14
Xy = 59" (3.37)

On remplace X!}” dans I'équation (3.27), et on trouve :

T =0 . (3.38)
Donc, pour N =6, V et T sont nuls.
Ainsi, si on remplace V et T dans I’équation (3.29), on trouve :

N

gt — ZIC]’-‘anZ- =0, (3.39)
]:

et la partie finie (/g,) est donc nulle.

e Pour N = 5, la partie finie de lintégrale (3.19) est d’ordre &, et on n’a donc pas be-
soin de la calculer. (C’est vrai pour les intégrales & une boucle. Pour les intégrales & deux
boucles, elle sera multipliée par un terme divergent, et il faudrait alors en extraire la partie
finie.)

Pour démontrer cela, on a besoin d’utiliser la relation suivante, qui permettra d’annuler la
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partie finie (3.31) :

Vi vy
Th =2 5 (3.40)
ou B =) b;.
Démonstration
On définit le tenseur :
S = = Zzb-bk A;La AL . (3.41)
7k
On multiplie cette équation par AZ AY . et on obtient :
1
Voo Bt Aun = 7 (Sai = Sat) (Smp = Sm) B . (3.42)
En soustrayant de cette équation I’expression (3.35), on trouve :
1
(X8 = Vi) Al Any = —5 9" AL AL, (3.43)

En remplacant X! et Y"” par leurs expressions et en utilisant la définition de V et 7 on

obtient :

VEVY
R

Comme on ne peut définir que quatre A linéairement indépendants pour N = 5, cette

égalité n’est valable qu’en 4 dimensions. Elle servira & montrer que les termes de dimensions

supérieures sont pour N = 5 d’ordre .

T =2

(3.44)

3.3.2 Résultats

Revenons maintenant & 'équation (3.31), et commengons par calculer cette intégrale pour
le cas L = 1. On a dans ce cas :

N
(T + 2; zALVE) + VE(I? + R?)

If, = T(N) Hdzk(s(l—ZzJ) | . (3.45)

0 k=1 imn/? (12 — RN

Le premier terme est nul puisqu’il ne contient qu’une puissance impaire de /. Le deuxieme
terme peut étre calculé en utilisant Péquation (2.42). Pour obtenir I#, on ajoute a It la
partie réduite (11 ), et on trouve :

) NN "k 4
IF = (N —n— DVET2A) — 3 3 S5l A¢ /— G (3.46)
i=1k=1"7 /2 N
4q;
=1
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ou le terme de gauche représente la partie finie, et le terme de droite contient des divergences
infrarouges. J}f,“ est une intégrale a 6 dimensions donnée par :

Jg“(A):(—1)NP(N—(n+2)/2)/O kHIdzké(l— Zz])( ) AN € W

ou A est un ensemble d’arguments correspondant aux impulsions des pattes externes.

On peut effectuer le méme calcul pour une intégrale tensorielle de rang 2. On utilise encore
la méthode de soustraction (3.19) et, par un calcul similaire, on obtient :

d"k qhqy
o b
I = (/~”ﬂw2 ~ ) (3.48)
q;
i=1

T TR + (V=2 = )3 5, 4) AV )

Il
/\
l\Dl»—t

B é\f: %S_IA” d"k q](Ja
=iy TR /2 N 2
[1 q;
i=1
Ce résultat fait intervenir des intégrales & 6 dimensions avec un parametre de Feynman.
On définit les intégrales & 6 dimensions avec m parametres de Feynman :

I i 7 A) = (ST = (n+2)/2) x (3.49)
1 N
[1dzk0(1 — Z )z“ ez (R2 . i)\)(n+2)/27N
0 k=1 =

De méme, pour une intégrale tensorielle de rang 3, on obtient :

d"k qb q g~
oo = [k didia (3.50)
i/ lll’[ 9
q;
i=1

= [N =3 ve

LS T, A) (7der A+ T AL )
255

N N
+ (N =3—n) > Tz, 2 A) AL AY, vg’}
j=1k=1
N N "k ¢ qiqy
—1 AP J b
- 2 XS Akc/mnp

N
Jj=1k=1 2

Hqi

=1

9

qui fait intervenir des intégrales a 6 et 8 dimensions avec zéro, un ou deux parametres de
Feynman.
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Pour une intégrale de rang 4, on a :

p I
[ _ / Ih G di e df (3.51)
Z7.(.n/2 N )
Hqi
=1

E [ TRENA) (9 TE + 9 T+ g T

1

_ 2 (N 4 _ TL) Z Jn+4(z]’A) (glw Ag] + ghr AII;] +g"* A';Z) Vg
1N N

LSS ey A) (T A Af + T Al AL TH AL AL
j=1lk=1

N N N
+ (N —4=n)> > STz, 2, 2, A) AL A AL VS

N N 'k 4 qh q) qt
-1 J b

Jj=1k=1 2
[1 q;
i=1

avec cette fois-ci jusqu’a 3 parameétres de Feynman dans les intégrales & 6 ou 8 dimensions.

On peut utiliser la méme procédure pour les intégrales de rang supérieur. On pourra se
reporter aux annexes C, D et E pour le calcul détaillé des intégrales tensorielles de rangs 3,
4 et 5.

On remarque que ce formalisme de réduction nous a conduit & des formules de réduction
ne faisant pas intervenir explicitement 1/det(G), sources de divergences factices. Il s’agit 1a
d’un des avantages de cette méthode.

3.4 Réduction des intégrales a D dimensions

Nous venons de voir que pour calculer les intégrales tensorielles, il est nécessaire de connaitre
les intégrales a 3 ou 4 points de 6 ou 8 dimensions avec ou sans parametres de Feynman.
En réalité, nous n’avons pas a calculer toutes ces intégrales, et on peut trouver des relations
entre elles. Par exemple, pour les intégrales a 4 points, la seule intégrale & calculer explici-
tement est 'intégrale a 6 dimensions sans parametre de Feynman.

Par souci de rigueur, introduisons ici la notion de liste. Dans le cas d'une boucle avec
N propagateurs internes, les labels leur correspondant forment une liste ordonnée S =
{n1,m9,...,nn}, ou les n; sont les valeurs des labels comprises entre 1 et N. On notera
p(i,S) la position du label 7 dans la liste S. De plus, on notera S — {i} la nouvelle liste
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formée en enlevant I’élément 7 de la liste S et en préservant ’ordre.

On peut écrire les intégrales & D dimensions avec plusieurs parametres de Feynman en
fonction d’intégrales & D dimensions avec moins de parametres de Feynman.

Exemple : pour des boucles a 4 points, il existe une relation qui nous permet d’obtenir
une intégrale & 6 dimensions avec un parametre de Feynman en fonction d’intégrales a 6
dimensions sans parametre de Feynman et d’intégrales a 3 points.

Pour ce faire, on peut contracter le tenseur I*”(S) avec AY,_;, ou les indices ¢ et ¢t — 1
appartiennent & la liste S. Pour cela, on utilise la définition de I*¥(S) et la formule :

1
Ga - Dyy—1 = 3 [qtz - qt2_1 - (S[S]at - S[S]at—1)] . (3.52)

On obtient donc :

1 d"k @2t 1 A"k ¢ ¢
PO My = g [ -y [ AR

2 11 2 ) im? [lq
i€S €S
1 "k qF
_Lgs _gis /__ _ 3.53
1€

On peut aussi contracter AY,_; avec le résultat du calcul de I*(S) (équation (3.48)). On
utilise les relations suivantes :

TN Al = (S, — S1T4q) VISTy (3.54)
1

VIl AL = 5 B (80 — 8ua) (3.55)
1

N, ALy = 5 8= dje+ 057 (S _S[S}ad):| . (3.56)

On obtient :
1
I"(S)AY,—, = —§V[S}Z (S — SB,-1) TS (As)

— BIS) (8181, — 8181y, 1) 3 I8 (55 As) AF,
jEeS

1 / 'k q?_lqé‘_/ A"k qi ga

D) i /2 HqZZ i /2 quz
€S €S
n 2 u
—i—jezs b (8Pl — Sy 1) i 11| (3.57)

1€S
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Les équations (3.53) et (3.57) doivent étre égales. On les divise par (S[S}bt - S[S]bt,l), et
on obtient :

Bl ZS T5(z5; As) Al + VI T (Ag) =
je

k41 [5]/ "k ¢ da (3.58)

1
Ll sglsin, A /_ _Lsyls [ Ak 90
2 jeskes Fe ) imn2 Tlad 2jes 7 ) in? Tl
€8 1€S
On utilise la formule (C.4) pour réduire la derniére intégrale. Comme les vecteurs A sont
linéairement indépendants, on trouve finalement :

1 1
TieiAs) = g { 0 IR (AS) + 5 TSI T (As )
JjeSs
; by 75 1A 3.59
2 ESZ{Z} Jj 3 (zp(l,Sf{j})a S*{j}) ) (3.59)
jebe

ou JJ est une intégrale & 3 points (voir annexe C), définie comme :

13 3
JP(Ag) = — i k]_[ldzk 5(1 — lej)(R2 — A2 (3.60)
= ]:

Ainsi, on a réduit une intégrale & 6 dimensions avec un parameétre de Feynman en fonction
d’intégrales & 6 dimensions sans parametre de Feynman et d’intégrales & 3 points. On peut
de la méme maniere réduire des intégrales & 6 dimensions avec p parametres de Feynman
en fonction d’intégrales & 6 dimensions avec p — 1 (ou moins) parametres de Feynman et
d’intégrales & 3 points. On trouvera ces relations dans 'annexe D.

On peut aussi s’'intéresser aux intégrales & 8 dimensions. Le nombre de parameétres de
Feynman dans ces intégrales peut étre réduit avec la méme méthode que pour les intégrales
a 6 dimensions. Une intégrale a 8 dimensions sans parametre de Feynman peut ensuite étre
reliée aux intégrales & 6 dimensions. On se reportera aussi a ’annexe D.

Nous avons vu apparaitre dans I’équation (3.59) des coefficients 1/BS] o 1/det(G). J§
est cependant une intégrale finie. Donc, si det(G) s’annule, le numérateur s’annule aussi, et
le résultat reste fini.

Pour ne pas causer d’instabilités numériques, il faut faire attention & ne pas ajouter expli-
citement de facteurs en 1/B, qui seraient alors des sources de divergences factices. Ainsi, la
stratégie & suivre avant d’utiliser les relations de réduction (par exemple, I’équation (3.59)),
est d’abord d’essayer de factoriser B au numérateur et de mettre en évidence explicitement
les compensations.

Nous avons mis au point dans ce chapitre des formules de réduction pour les intégrales



scalaires et tensorielles. Notons que ce formalisme nous a permis d’obtenir également des

formules reliant les intégrales de dimensions supérieures sans grand effort, contrairement
aux méthodes existant dans la littérature.
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Chapitre 4

Calcul des amplitudes : vers une
automatisation

4.1 Introduction

Les futurs collisionneurs hadroniques nous conduiront jusqu’a 1’échelle du TeV. A cause
des hautes énergies en jeu, les états finals seront extrémement complexes, et de multiples
réactions avec plusieurs particules externes dans I’état final seront générées.

Lorsqu’on cherche & calculer ’amplitude de tels processus multi—particules, d’une part le
nombre de diagrammes de Feynman devient tres élevé, et d’autre part, la structure non—
abélienne des vertex conduit a une explosion du nombre de termes générés, et les techniques
standards de calcul deviennent inutilisables. De maniere a contourner le probleme, nous
avons construit des outils basés d’une part sur la réduction des intégrales de boucle (voir
chapitre 3) et d’autre part sur la méthode “Amplitude d’Hélicité” (voir chapitre 2), qui per-
met d’obtenir des expressions plus condensées, et donc plus faciles & manipuler.

En travaillant dans ’approximation NLO, on doit combiner les corrections réelles et vir-
tuelles et compenser les divergences infrarouges. Le calcul des corrections virtuelles reste
tres compliqué si le nombre de particules externes est supérieur a quatre, ou si les particules
sont massives. Il existe & ce jour plusieurs codes automatiques pour calculer les amplitudes
réelles (tels que GRACE [1] ou CompHEP [2]), et il serait trés intéressant de développer
un code automatique permettant aussi le calcul des amplitudes virtuelles, qui est bien plus
compliqué.

Dans ce chapitre, nous considérons I'exemple relativement simple d’une boucle & 4 points.
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4.2 La méthodologie au travers d’un exemple : réaction qqg —
vy a une boucle

4.2.1 Problématique

De maniere a construire les bases de la méthodologie et du formalisme, on va tout d’abord
s’intéresser a un calcul simple : celui de la réaction gqg — y7y. Une fois que nous aurons
calculé la section efficace partonique de cette réaction, le modele des partons nous permettra
d’obtenir la section efficace hadronique totale. Ainsi, cette réaction partonique pourra étre
utilisée pour le calcul de pp — vy + X.

Les diagrammes concernés sont les suivants :

D1 P3

14

q=p1— D3

s
)
s

P2 D4 7 P2
(a) (b)
On peut écrire les corrections au diagramme (a), qui sont présentées sur la figure (4.1). Les
corrections au diagramme (b) s’écrivent de la méme maniére.
Le calcul des amplitudes (1) & (5) de la figure (4.1) représente un cas d’école que nous
ne détaillerons pas ici. Nous allons par contre nous intéresser & ’amplitude (6), qui corres-
pond au calcul d’une boucle & 4 points. Dans ce chapitre, nous allons présenter sans entrer

dans les détails les étapes et les points principaux de ce calcul.

Précisons les données du calcul sur le diagramme (6) :

. P3
q p1 q2 v
5V
q1 m q3
q SN Y
P2 q4

Pa o



4.2 La méthodologie au travers d’un exemple :

boucle

q

LSl

<
S}
<
2

(5) (6)

F1G. 4.1 — Corrections & gg — 7.

L’amplitude associée & ce diagramme s’écrit, dans la jauge de Feynman (¢ = 1) :

7:;4 q% q%lqg, QZ U, (P2)Y s ¢A4 (pa) 4 ff/\?’ (p3) Ao v, (P1)
(4.1)

ou A; dénote la polarisation (£1), et les ¢; sont les impulsions internes. K est un facteur
s’écrivant :

d
M4()\17>‘25>‘37>\4):K/(2

K = —e’e;g’ ' C=(1T%) 5 (4.2)

ou e, est la charge du quark. La méthode que nous allons suivre ici a été implémentée et
testée dans le langage de manipulation symbolique FORM [3]. Nous avons donc mis au
point un code informatique qui pourra servir de base & des calculs plus complexes (voir
chapitre 5).
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4.2.2 Application de la méthode Amplitude d’hélicité

On définit la fonction :
S(AL, A2, Az, Aa) = T, (02)7" dy £ (04) ds £ (p3) dy Vun, (1) - (4.3)
On peut relier vy, et uy, aux v et « habituels :
uy, (p1) = (1 + Xiys)u(pr) (4.4)

T, (P2) = 0(p2) (1 + Xays) (4.5)

Lorsqu’on remplace ces expressions dans S et qu’on utilise les propriétés de commutation
des matrices y* et 5 :

{7ua75} =0 ) (46)
on obtient :
S(A1, A2, A3, A1) = B(p2)V da ™ (p4) 3 (03) oy (1 — A2ys) (L + Arys)u(pr) - (4.7)

Une astuce calculatoire peut permettre d’éviter le calcul de certaines configurations d’hélici-
tés. En effet, on remarque dans S la présence d’un terme

(T4 A7) (1 = A2ys) = (1 = AiA2) + (A1 — A2)ys - (4.8)
On peut remarquer que si A\; = Ag, ce terme est nul. On a donc :
S(A1, A1, A3, A1) = S(—=A1, — A1, A3, 04) =0 . (4.9)

On peut écrire uy, et Uy, sous la forme [4] :

ux (p1) = |p1, A1) (4.10)
U, (p2) = (P2, = A2 - (4.11)

On a alors
Sty =M, A3y A1) = (D2, M [V dy £ (91) ds 2 (03) doVulp1s A1) - (4.12)

On utilise I'identité de Kahane—Chisholm [5]
My, = —2T (4.13)

ou I' est une chaine de spineurs avec un nombre impair de matrices v, et I' est cette méme
chaine écrite dans I'ordre inverse. On trouve :

S, —A1, Az, Aa) = —2(p2, At | £o % (p3) ds £ (Pa) da|P1, M) - (4.14)
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On définit les vecteurs de polarisation € selon la méthode amplitude d’hélicité (voir chapitre
2) et on obtient :

S(A1, A1, A3, ) = —2(p2, M|doN (A3, 73, p3) [ [p3, —As)(rs, —As| + |r3, As)(ps, As| | o3
N(As,74,04) [ [Pas = Aa) (ras = Aa| 4 |74y Aa)(pas Aa| | dalpr, A1) (4.15)

avec
<ﬁ> -
= rp
N(A,r,p) /2 (4.16)
A=-1
(rp)*
On développe (4.15), et on utilise les propriétés :
(¢+Tlg'—) =0, (4.17)
(¢—ITlg'+) =0 . (4.18)

Intéressons nous par exemple au cas ou
Al=—Xd=A3=—-=+1.

L’équation (4.15) donne :

4
S, =+ =) = = (P2 + |dolrs+)(ps + | 43 [pat) (ra + [dulpr+) - (419)
(r3 p3)(ra pa)
Pour faire apparaitre des produits scalaires en ¢;, on utilise la relation :
1
di = 57— [2(qi - k2) fy +2(qi - k1) ko — Ko diko — KodiKi] (4.20)
2(ky - ko)

ou ki et ko sont des quadri—vecteurs arbitraires. On se retrouve alors avec 64 termes, que
nous ne détaillerons plus ici.

On peut maintenant choisir les vecteurs arbitraires. r3 et r4 peuvent étre choisis égaux
a p1 ou po sans risque d’annuler le dénominateur. La seule contrainte sur kq est qu’il soit
différent de ko. On peut limiter le nombre de termes générés en prenant r3 = r4 = ko = py
et kl = p2.

On peut alors concaténer les produits spinoriels en utilisant les formules suivantes, dérivées
a partir de l'article [6] :

iz

lp=Ng+| = @Hﬂ (4.21)

pa—| = 2L, (422)
(pg)

RV pUd

lp=){g - | 7<p_|a|q_>ﬂ+ : (4.23)

lp+)a+] = 4 . (4.24)

{(p+¥lg+)
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On notera aussi que :

IilpiF) = 0, (4.25)
[Lilpi£) = [pit) . (4.26)

On simplifie les produits spinoriels a I'aide des formules suivantes :

(K1 Knlar) = —(q-|kn--Kilp+) (n pair) , (4.27)
(Pl k1 knlg-) = —(q+|kn--Kilp-) (n pair) , (4.28)
(|1 Hnlgr) = (g-|K¥n--Kilp—) (n impair) . (4.29)

A partir du théoreme de Fierz [7], on peut aussi montrer que :

(Pt lvulgr ) (r—s-) = 2(py[s-)(r—lay) (4.30)
ce qui peut se réarranger sous la forme :
(p-lap)(r-lss) = (p-ls ) r-lgp) + (p-Ir4){g-[s+) - (4.31)

Apres avoir simplifié en utilisant les formules ci-dessus, on remplace les g; par leurs valeurs :

o = k, (4.32)
@ = k+p, (4.33)
g3 = k—p2+ps, (4.34)
g = k—py . (4.35)

Si plus d’un k est sandwiché a I'intérieur des produits spinoriels, on les réordonne de maniere
a pouvoir sortir les k£ sous la forme de produits scalaires, en utilisant :

k¢ = 2k-p—pk , (4.36)
Kk = K> . (4.37)

Ces produits scalaires peuvent étre réécrits de maniere a faire apparaitre des qi2 au numeéra-
teur :

1, 1,

p1-k = 5‘]%—5411 ; (4.38)
1 1

pok = §qf—§qi, (4.39)
1 1

ps k= @ — 5@ —pieps (4.40)
1 1

py-k = §Q§—§qz+p2'p4 ; (4.41)

K o= 4. (4.42)
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Ainsi, les qi2 du numérateur vont pouvoir se simplifier avec ceux du dénominateur, et le
nombre de propagateurs et le rang des intégrales va diminuer. Au final, I'intégrale la plus
compliquée va étre une intégrale a 4 points et de rang 1 (contre l'intégrale & 4 points de

rang 3 de départ) : . »
Il = . 4.43
! / (2m)* ¢f 43 a5 03 49

4.2.3 Calcul des intégrales

Pour calculer I'intégrale (4.43), on utilise la méthode de réduction des intégrales developpée
au chapitre précédent. En se servant de la formule (3.46), on obtient :
y i N e Lo [d%
I = Gy B W LHAIT A - 3 S5, / T
=i
ol

1
Jpt? = / [Mdzid(1 — Yz) (R2)"*7 (4.45)
0 1 i

et Afj =rl —7';-‘ . Les coefficients b; peuvent étre obtenus & partir de la matrice S;; = (r;—r;)>.
Dans notre cas, on a vy = 0, 79 = p1, 73 = pg — P2 et r4 = —po. Puisque les pattes sont

toutes non—massives, la matrice S s’écrit simplement :

0 0 —2p9 - Py 0
o 0 0 0 2p1 * D2
S=| ypp 0 0 0 (4.46)
0 2p1 - po 0 0
Pour obtenir les b;, on résout 1’équation :
b1 1
| 1
sl |=11 (4.47)
by 1
Ainsi :
1
by = b3 = — , (4.48)
2p2 - pa
1
by = by = . 4.49
? ! 2p1 - p2 (4.49)
L’équation (4.44) devient alors :
- B e "
! Py =Py Py — P32\ 2
I = 3—n)( = )Ji(A 4.50
! (4m)n/2 ( ) 2p1-p2  2p2-ps/ Tt ) (4:50)
I I no_ o
P1 Py — Do
I - Is5(—p1, — I — .
T 3(p2; p4) ST 3(—p1, —p3) + ST 3(p3, —pa)
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On a pris pour convention les notations :

d"k kM. R
I]I<71 ML(pla"' apN—l) = n — . (451)
(2m) kQNHI(k . )2
pi
=1

Notons qu’il est toujours possible de se ramener par un changement de variable & une
intégrale contenant un k? au dénominateur.

On va s’intéresser tout d’abord a l'intégrale J; "2 Etant donnée qu’elle est finie, on prend
n = 4. Le R? (défini en (3.7)) s’écrit :

R? = 2924(2p1 - p2) — 2123(2p2 - p4) = Sz024 +t 2123 (4.52)

ol les z; sont des parametres de Feynman, et s et ¢ les variables de Mandelstam. On effectue
le changement de variable suivant :

21 = zzw , (4.53)

z = z(l—-z)w , (4.54)

zz = (1=2)(1-ylw, (4.55)

22 = y(l—2)w , (4.56)
conduisant au déterminant du jacobien det(J) = —w?2z(1 — z). On obtient :

J = / Hdzl ZZZ)

-1
- /0 dwdysx(l—ymy(l—x)
1 1

En utilisant la définition de la fonction dilogarithme (voir annexe A), et la relation :

In(a+bx) , 1 ae—bc , ct+ex
/md$—g |:h’l( o ) IH(C+6$)—L'LQ<—ba6_bC):| . (458)
on trouve finalement :
1 —S 2
K= [Lm( )+ Lis(=5) - ] - (4.59)

Il reste donc uniquement a calculer les intégrales a 3 points. On peut montrer que :

(4m)n/2 (n — 4) Di - Dj (4.60)

I3(pi, pj) = —
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Le calcul de I; est maintenant terminé.

Les autres intégrales que I'on peut rencontrer lors du calcul de 'amplitude (4.1) sont :

w i gr”
I (piypj) = G (Tr(z—n/z) (4.61)
1 iy + 19} pj +
R e L R Lk LAV
2 2pi - pj 2 2p;-pj
- "
g —|—p.
Hip p) — — _ pn2—2 Pi TP
I3 (pup]) (471')”/2 F(2 ’I’L/2) (2pz p]) 2p1 Do s (462)
- "
i o Py TP
I;(piapj) = —Wr(2—”/2) (2pz"Pj)n/2 2% ) (4.63)
1 _
L(pi,pj) = WF(Q—"/2) 2pi - py)"*72 . (4.64)
En utilisant toutes ces relations, on obtient, apres simplification :
S(+, =, +,—) (p1pa) (p2p3)” 312 4 _24’Y+ln+ (4.65)
T (p1pa)* (p1ps) si, 8127" Eir
— 4
+—814(8132 3912) i‘ 8% — yIny — Ing +_m?
S12 57 3
afin(22) 2 (2)] ]
512 514
ou
Iny = In(s12) +In(—s13) , (4.66)
In. = In(s12) —In(—s13) , (4.67)
ln, = ln2(512)—|—ln2(—313) . (4.68)

Nous venons de voir dans ce chapitre la démarche & entreprendre pour effectuer le cal-
cul d’'une amplitude avec la méthode amplitude d’hélicité et en utilisant les formules de
réduction des intégrales. Nous avons ainsi pu construire un prototype de code informatique
relativement simple, qui servira de base pour la suite.

Dans le chapitre suivant, nous allons mener le calcul beaucoup plus compliqué de 'am-
plitude d’une boucle & 5 pattes. Le formalisme utilisé restera le méme, mais les intégrales
seront bien plus complexes et le nombre de termes énormément plus élevé. Il sera alors



vers une automatisation

nécessaire de développer des méthodes de simplification efficaces. Pour mettre au point
un programme automatique de calcul, il faudra veiller & conserver 1’aspect général de la
méthodologie.
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Chapitre 5
Application a la réaction gg — yvg

5.1 Introduction

Les futurs collisionneurs hadroniques sont prioritairement axés sur la recherche de nouvelles
particules, en particulier le boson de Higgs. Les canaux vy, ZZ et WW ont une importance
capitale dans cette recherche. En plus de deux photons, nous allons considérer dans la suite
la présence d’un jet. Il y a en particulier deux raisons importantes a cela : d’une part, le
rapport signal sur bruit de fond est bien meilleur dans le cas de vy + jet que dans le cas
sans jet. D’autre part, les expérimentateurs de CMS ont besoin de connaitre la queue de
distribution de production du Higgs pour des impulsions transverses élevées, ce qui nécessite
de prendre en compte la présence d’un jet dans les calculs [34].

Ainsi, on considére dans ce chapitre la réaction gg — yvg. Cette amplitude avait pu
étre dérivée du résultat de amplitude d’une boucle & 5 gluons [19]. Cependant, le calcul
direct de cette amplitude reste tres intéressant. Il s’agit ici de trouver un formalisme adapté
a ce genre de calculs et de réaliser un code généralisable & d’autres réactions, en particulier,
a des réactions impliquant des particules massives (ZZ et WW), tout en gardant la possi-
bilité de vérifier les résultats.

Au final, cette amplitude, de par la complexité de son calcul, est un exemple idéal pour
mettre en place un formalisme et un code informatique adaptés aux processus multi—
particules. On utilisera la méthodologie et les outils mis en place dans les chapitres précé-
dents.



5.2 Reéaction g9 — yvg

5.2.1 Problématique

L’amplitude correspondant a la réaction gg — ~yyg comprend deux topologies. On peut en
effet avoir une boucle avec 5 pattes (trois gluons et deux photons). Cette configuration est
appelée pentagone. Mais on peux aussi avoir la topologie avec deux gluons couplés, ce qui
correspond a une boite. La topologie avec trois gluons couplés est interdite par la conserva-
tion de couleur. Les deux topologies sont presentées dans la figure (5.1). Pour obtenir tous
les graphes, il faut permuter les cingq pattes. On obtient ainsi, pour une certaine orientation
des lignes internes, 18 graphes pour la boite et 24 pour le pentagone. Pour avoir 'amplitude
de chaque configuration d’hélicités, il faut sommer les amplitudes des 42 graphes.

Ps

p1
da D4

q1 q3

(a) (b)

FiG. 5.1 — La réaction gluon + gluon — photon + photon + gluon admet deux topologies :
a gauche (a), une topologie dite “pentagone”, et & droite (b) une topologie dite “boite”.
En permuttant les pattes, on obtient 24 groupes de graphes pentagones, et 18 groupes de
graphes boites.

Si 'on souhaite avoir I'amplitude totale non—polarisée, il faut sommer toutes les confi-
gurations d’hélicités possibles. On a 5 particules, avec pour chacune deux états d’hélicités
possibles ce qui conduit & 32 configurations. A priori il faut calculer tous les graphes, ce qui
correspond a 1344 diagrammes différents. Heureusement, on peut profiter des propriétés de
symétrie pour réduire le nombre de graphes & calculer. La symétrie de parité nous permet
de réduire le nombre de graphes d’un facteur 2.



On a par exemple :
A TTH(1,2,3,4,5) = AT 7(1,2,3,4,5) . (5.1)
1 et 2 désignent les photons et 3, 4 et 5 les gluons.

Les amplitudes sont aussi symétriques par échange des photons, ou par un “relabeling”
cyclique des gluons. A cause de la symétrie de Bose et de la présence de facteurs de couleur,
I'amplitude est antisymétrique par échange des gluons. Par exemple :

ATTT77(1,2,3,4,5) = —A~TT77(1,2,5,4,3) . (5.2)

De telles propriétés fournissent aussi de bons outils pour tester les résultats.
Au final, il ne reste que six configurations d’hélicités indépendantes & calculer, qui sont :

e e T B o g et B
A , A , A , A , A , A :

5.2.2 Code informatique

Nous avons mis en place un code informatique capable de traiter automatiquement toutes
les amplitudes avec les mémes méthodes. On peut en distinguer deux composantes princi-
pales : un programme PERL génere pour chaque configuration d’hélicités 42 programmes
écrits dans le langage de manipulations symboliques FORM [29], correspondant aux 42
diagrammes de Feynman. Il y a d’autre part un autre programme FORM qui va sommer
ces 42 amplitudes et les simplifier. On obtient ainsi les amplitudes des six configurations
d’hélicités indépendantes. Une simplification finale s’effectue par un code MAPLE [33].

Le code informatique complet est résumé dans I'arbre de la page suivante.



Application a la réaction gg — yyg

amp 1
(FORM)

—[déclarations et déﬁnitions]—

—[traitement des traces)*

—[amplitude de Feynman}

matrice S

—[comptage de puissance}

—[suppression des intégrales impairesj

—[décomposition des traces]

_[déﬁnition des vecteurs de polarisation]

—(simpliﬁcation des produits spinoriels}

—[reconstruction des traces]

—[calcul des intégralesJi

amp 2
(FORM)

—[traitement des divergences]—

—[calcul des traces]

—[préparation des intégrales}

—[réduction des fonctions a 5 points]

—[réduction des fonctions & 4 points]

—[calcul des fonctions a 3 points}

—[calcul des fonctions a 1 ou 2 points}

—[réduction des fonctions & 6 dimensions ou plusj

—(introduction explicite de S]

poles en 1/,

poles en 1/¢;,

—[divergences factices en 1/ Det(G)J

—[variables de Mandelstam]

—[postprocessing}

amp 42
(FORM) —(

somme des 42 résultats]

total
(FORM)

simplification

—[réduction des Jf” et des Jf*ﬂ

—[factorisation globale des produi

ts spinoriels]

—[annulation des divergences ultrafviolettesJ

simplification

[Simpliﬁcation par MAPLEJ




Nous allons effectuer maintenant une description détaillée du code de calcul.

Déclarations et définitions

On considérera que toutes les impulsions externes sont entrantes. Pour retrouver le cas phy-
sique, il faudra inverser I’hélicité et le signe des impulsions des particules que 1’on souhaite
sortantes (voir chapitre suivant).

L’utilisation des regles de Feynman nous permet d’écrire 'amplitude correspondant & chaque
diagramme. Par exemple, si I’on considere le diagramme (a) de la figure (5.1), dans le cas
ou toutes les hélicités sont positives, ’amplitude correspondante vaut :

A1+++++ 322 5(2—n/2)Tr[Ta3Ta5Ta4]/ d"k Tr[ﬁ Q/5 ¢; Q/4 ﬂq g/?) ﬂl?f Q/Z g g/l]

= gseeg :
o (2m)m a1 43 43 41 43
(5.3)
ou: g =k +r; (k étant 'impulsion tournant dans la boucle et r; = p; +r;_1).
L’amplitude correspondant au diagramme (b) est :
AT = gle2eZ)PEn/) (Ty[Tos a7 ] — Ty[T* T T4)) (5.4)

d"k 1
/ 2m)" (ps +p5)2 2R 2 @2 (ea-esTelds 75 oo 73 o 41 da #d]

—eq - s Tr[f5 ?{;,r do ?{; th 9{1+ dy P5] + 2p5 - esTr[ 5 ¢3+ s 9{2+ th 9{1+ dy #5]
—2py - €5TF[Q’3 ?{;,r Q’2 ff; Q’1 ?{f Q’4 ¢4])

Dans la partie “Déclarations et définitions” du programme, on définit donc les amplitudes,
qui ont été générées automatiquement par une routine PERL. C’est aussi a ce moment que
nous spécifions les propriétés de la matrice S.

Traitement des traces

Cette procédure commence par un comptage de puissance. Sil’amplitude est potentiellement
divergente en ultra—violet, on considérera les propagateurs internes en n dimensions. Si non,
on restera en 4 dimensions.

Dans le cas ou l'on travaille en n dimensions, pour éviter toute confusion, on sépare la partie
en 4 dimensions de la partie en n — 4 dimensions. Ainsi,

qi:k—i-m:iﬂ—i-fﬂﬁ-?"i:];}#—ﬁi, (5.5)

car les r; sont en 4 dimensions. On se retrouve alors avec des intégrales comportant au
numérateur un nombre pair ou impair de k. Comme les intégrales “impaires” sont nulles,
on les supprime directement & cette étape.

Deux approches sont alors possibles : soit on calcule directement les traces, et on décide



de traiter ultérieurement les termes générés, soit on commence par appliquer la méthode
amplitude d’hélicité et traiter les termes, puis on calcule les traces. Nous avons choisi cette
deuxiéme approche dans le but de limiter le nombre de termes produits.

Ainsi, on débute par la décomposition des traces en produits spinoriels. En suivant la
méthode amplitude d’hélicité, on définit les vecteurs de polarisation (voir chapitre 2) et
leurs propriétés :

€ P = %% ’ >0
oo = (ripipiry)” (5.10)

o A{ripi)(ripj)*

ou les r; sont les vecteurs de référence, arbitraires. On les choisit parmi les cinq impulsions
externes de maniere a réduire le plus possible le nombre de termes.

On simplifie alors au maximum les produits spinoriels avant de recoller les brakets et de
reconstuire des traces. On peut cependant remarquer que certains brakets ne forment pas
directement de trace. On utilise alors les formules suivantes :

lp-Na+| = %H—, (5.11)
pile | =~ (5.12)
Ip-)g-| = %m, (5.13)
Ip){a+] = %H_. (5.14)

Les vecteurs b sont des vecteurs arbitraires choisis automatiquement par le programme de
maniére & éviter les dénominateurs nuls. Aprés avoir concaténé tous les produits spinoriels
des numérateurs sous forme de traces, on effectue le calcul des traces, et on simplifie le
résultat.



Calcul des intégrales

Avant de pouvoir calculer les intégrales, il est nécessaire de les mettre sous une forme
adaptée.

On voit en fait apparaitre trois types de termes :
e des produits scalaires en p; - pj, que 'on écrit en fonction des éléments de la matrice S,
e des termes en p; - §j, pour lesquels on peut utiliser les formules suivantes :

PL¢i = q1-Gi—Gq5°qi
P2-qi = G2°Gi—q1-qi
P3 Gi = q3°Gi— G2+ G
Pa-Gi = qa-Gi—q3-qi
P5Gi = G5°Gi—qa-qi ,

e et enfin des produits scalaires ¢; - ¢j. Pour ces termes, on utilise :

PN Lo 9
Gi -4 = 5@ +dj — Sij) -
On géneére ainsi des ¢ qui se simplifieront avec les dénominateurs (il faut néanmoins faire

attention & la dimension des quadri—vecteurs).

A cette étape s’effectue la réduction des intégrales (voir chapitre 3). Ainsi, les intégrales &
5 et 4 points sont réduites en fonction des intégrales a 3 points et des intégrales finies & 6
ou 8 dimensions (JI'*2 et JI'™), avec ou sans paramétres de Feynman.

On réduit aussi le nombre de parametres de Feynman dans le cas ou les B
devant les intégrales (voir paragraphe 3.4). Dans le cas contraire, on garde les intégrales en

I’état, et on les réduira dans 'amplitude totale.

(51 se factorisent

Les intégrales & 3 points sont alors calculées explicitement selon les conventions de ’an-
nexe C. On donne aussi explicitement les fonctions & 1 ou 2 points.

Un code MAPLE génere l'inverse de la matrice S ainsi que tous les coefficients b[;} et bgsf{z}].
La matrice S a 4 points est obtenue en retirant la ligne et la colonne 7 de la matrice S a 5
points.

Traitement des divergences

Les pentagones et les boites sont libres de divergences infrarouges, car ils comportent uni-
quement des lignes internes fermioniques. Par contre, les boites sont chacunes divergentes
en ultra—violet, mais leur somme ne l'est pas. On s’intéresse donc ici aux divergences infra-
rouges.

Il est important de s’assurer que les divergences infrarouges s’annulent bien, ce qui se fait
en deux étapes : poles en 1 /622“ puis poles en 1/g;. Pour cela, on utilise les formules de
réduction des fonctions H (voir annexe C).



Il ne nous reste qu’a mettre en facteur des B! au numérateur pour simplifier ceux qui sont
présents au dénominateur et qui sont générateurs de divergences factices.

Postprocessing

Le calcul de I'amplitude est désormais terminé. On écrit alors les éléments de la matrice
S en fonction des variables de Mandelstam, définies par s;; = 2p; - pj. A part pour la
configuration contenant uniquement des polarisations positives, le nombre de termes est
important, et ceci en particulier pour les amplitudes avec deux hélicités négatives, a cause
de la présence de termes logarithmiques (fonctions & 2 points) et de JJ't? (fonctions & 4
points). Il est donc tres important de trouver des méthodes de simplification pour réduire
au maximum le nombre de termes.

Le résultat de chaque amplitude est alors sauvegardé séparément.

Amplitude totale

Un code FORM calcule 'amplitude totale pour chaque configuration d’hélicités en sommant
les amplitudes des 42 diagrammes.

Un certain nombre de simplifications et de réductions n’étant possibles que dans la somme,
elles sont effectuées a cette étape. En particulier, on réduit les fonctions & 6 ou 8 dimensions
restantes.

Le résultat contient des produits spinoriels au dénominateur, provenant des équations (5.6)
a (5.14). Etant donné que le choix des b a été effectué automatiquement, les dénominateurs
peuvent avoir des formes variées. Néanmoins, ces différentes représentations sont reliées, et
Ienjeu est ici de trouver un facteur commun adapté qui puisse s’écrire facilement sous une
forme explicitement invariante de jauge. On développera davantage ce point dans la section
suivante.

Une fois cette factorisation effectuée, on vérifie que tous les termes ultra—violets se com-
pensent dans 'amplitude totale. On réalise alors une derniere simplification avec FORM,
complétée ensuite par une simplification finale par MAPLE.

5.2.3 Représentation invariante de jauge

Nous venons de voir comment on réalise le calcul des amplitudes & 'aide du code infor-
matique. Par exemple, si 'on regarde la configuration avec le photon 1 d’hélicité négative
et les autres particules d’hélicités positives (— + + + +), pour les vecteurs de référence
(p2, p3, P2, P2, P2), le résultat final apparait sous la forme :

_ A+ 4e(p1,p2,p3,p4) B
At — 93 ,(9.15
(p3 p2) (P2 P3) (P2 P4) (P2 P5) (P2 P1)*(P1 + | Py lP5+) (P2 + | ¥5 |Pat) )

ou A et B sont des combinaisons de variables de Mandelstam. Ce résultat est bien entendu



invariant de jauge, mais cette invariance n’est pas explicite. Il serait donc tres intéressant de
trouver une autre représentation qui mettrait clairement en évidence les invariances. Pour
cela, on utilise les tenseurs de champ électromagnétique définis par :

Fi¥ = plel —pje . (5.16)

Le but est de relier les produits spinoriels présents dans (5.15) aux tenseurs F. En utilisant
la relation (5.8), on obtient :

+ ot
L =29 (5.17)
(p3p2) (P2 p3) —593

On peut aussi utiliser la formule (5.6) :

1 (ef - ps)(ed - pa)

= ) 5.18
Gapn)as) 2= B Ipi—) (o2 — | #1Ipr) (519

et enfin la formule (5.7) :

1 € " P4
T = V2 — . 5.19
{p2p1)* (p2 + | Pslp1+) (5.19)
On peut montrer que :
Te(Fy Fy) = —sasles -€5) (5.20)
To(FFFS) = 2(ef -ps)(ed -pa) (5.21)
1 _

p2-Fyopr = gsizle pa) (5.22)

En utilisant ces relations, ’équation (5.15) devient :

AT = (A +4€(p1,p2,p3,p4) B)Tr(f;f;)Tr(fz_f;)(pg ’ ‘7:1_ 'p4)
s3as12 (D1 + | Balps+) (02 + | Bs [pat)(p2 — | #s [pa—) (2 — | Ba|ps—) (P2 + | By |1 +)

Par les propriétés des spineurs, il est facile de voir que le dénominateur est constitué de
produits scalaires!. On obtient donc :

g+t _ I F)IFSFS) (A+ 4e(prp2.ps.pa) B)

) (p2 - F{ -pa) - (5.23)
5§53545514512524525

Il reste maintenant a s’affranchir du tenseur . Celui-ci peut s’écrire sous la forme :

1 p2psoms) = ST(L gy o) — [ Txls By B ) (5:29)

!Lors du calcul de 'amplitude totale, un choix astucieux du facteur global des produits spinoriels peut
permettre de trouver plus facilement une forme simple et compacte.



On peut montrer que :
2
Tr(Il- §5 #1 Py #o) = S24514 —
p2-Fy - pa

En définissant :

_ A= BTi(ds 4 1 1)

514512824525

Ca

9

et
2B

CB = —
812525

I'amplitude se réécrit :

A*++++ — H(f;f;)ﬁ(fjf;)

2 2
593545

p2-Fy - ps

(CA(pz-ff-p4)—CB(pz-ff-p5)>

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

Au final, une telle réécriture des résultats permet de faire apparaitre explicitement I'inva-
riance de jauge et les symétries. Cela nous a permis de tester tous les résultats en vérifiant

leurs symétries.

Ce changement de représentation peut étre effectué pour toutes les amplitudes. On se re-
portera a 'article présenté & la suite de cette section pour connaitre les autres résultats.
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Abstract

A compact representation of the loop amplitude yyggg — 0 is presented. The result has
been obtained by using helicity methods and sorting with respect to an irreducible function
basis. We show how to convert spinor representations into a field strength representation of
the amplitude. The amplitude defines a background contribution for Higgs boson searches
at the LHC in the channel H — vy + jet which was earlier extracted indirectly from the
one-loop representation of the 5-gluon amplitude.



1 Introduction

Collider experiments at the TeV scale and especially the forthcoming LHC experiment at
CERN produce a large amount of data which has to be cross checked with theoretical
predictions. To understand signatures from the Standard Model and beyond on a quanti-
tative level, a good understanding of signal and background reactions is mandatory. This
fact motivates a considerable effort from the theory side to describe prominent signal and
background reactions beyond tree level. This task is highly challenging due to the com-
binatorial complexity of the Feynman diagrammatic approach if the number of external
particles increases. Even the number of known 5-point 1-loop amplitudes is very restricted.
Notable exceptions relevant for multi-jet [1-4] and Higgs physics exist [5-10]. Up to now
not a single Standard Model process which has generic 2 — 4 kinematics is computed at
the one-loop level although this is relevant for many search channels at the LHC. Examples
for such amplitudes are provided only for the Yukawa model [11,12] or for special helicity
configurations [13-18].

To attack such a highly involved problem new methods have to be investigated and
efficient, constructive algorithms have to be developed which allow an automated compu-
tation of the corresponding amplitudes. To test and investigate new ideas and concepts we
calculate the gg — yyg amplitude in the present paper.

In hadronic collisions this amplitude is relevant for the production of photon pairs in
association with a jet and as such a contribution of the background to the Higgs boson
search channel H — ~7v + jet. A phenomenological analysis has already been provided
in [19,20]. Further this amplitude contributes to the 2-loop corrections for gg — vy [21].
In both articles the gg — g amplitude has been extracted from the well known 1-loop
5-gluon amplitude [1] by replacing two gluons by photons and modifying the colour algebra
of the original result. No direct computation has been presented yet. We will see that a
compact representation for this amplitude can be obtained by decomposing the amplitude
in helicity components and by using an irreducible function basis.

In the next section we will explain the organization of our calculation and the used
methods. Especially we will show how spinorial representations can be retranslated into
field strength representations of the result and give some rules to switch between equivalent
representations. In section 3 our result will be presented in terms of helicity amplitudes
which are expressed by field strength tensors. Section 4 will close the paper with a summary
and an outlook for future applications of our methods.

2 Algebraic methods

We will outline here briefly the basic technology we have used to perform the calculation.
We will focus here predominantly on features which we think are not standard and will not
provide all details of the given calculation in this article.
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2.1 Preliminaries

We consider here the one-loop amplitude for two photon three gluon scattering, yyggg — 0.
It is defined by QED and QCD Feynman rules. The amplitude with all momenta in-going
has the following kinematics :

Y(p1, A1) + (P2, A2) + 9(p3, A3, ¢3) + g(pa, A, c4) + g(ps, A5, ¢5) — 0 (5.29)

Aj and ¢; are helicity and the colour indices. The conversion to physical kinematics is done
by crossing rules. The amplitude consists of 24 pentagon Feynman graphs and 18 box
diagrams?. In Fig.5.2 the two basic topologies are shown.

é

F1G. 5.2 — The two basic topologies of the yyggg amplitude. All the other graphs are obtained
by reordering of photons and gluons.

The colour structure of the pentagon topology is proportional to a trace of three colour
matrices T in the fundamental representation. With the normalization tr(T%T?) = 044/2
one has : tr(TBTNTS) = (d®34% 4 fe3¢4¢) /4. Because of Furry’s theorem only the totally
antisymmetric contribution in colour space remains which is also present in the 4-point
topology, such that there is only one colour structure. Subsequently the amplitude will be
written as

F{’\j}’{cﬂ'}hvggg N 0] qus fcsc4C5A/\1/\2/\3/\4/\5 (5.30)

All numeric factors are shifted to AMA2237MXs5 Tn principle there are 32 helicity amplitudes
but some of them are related by parity conservation. One has

ATTHEH(1,2,3,45) = A (1,2,3,4,5)
ATTHT7(1,2,3,4,5) = A~ 1(1,2,3,4,5)
A™TTH1(1,2,3,4,5) = AT7777(1,2,3,4,5)
ATTT(1,2,3,4,5) = ATT777(1,2,3,4,5)
ATTT77(1,2,3,4,5) = A777771(1,2,3,4,5)
A™TT7(1,2,3,4,5) = AT7771(1,2,3,4,5) (5.31)

*The triangle diagrams with a 4-gluon vertex vanish due to colour conservation.



All the others are obtained by interchange of the photons and/or cyclic relabeling of the
gluons. Thus, it is sufficient to calculate the 6 helicity amplitudes in (5.31). Note that because
of Bose symmetry and the colour structure of the amplitude anti-symmetry relations for
the auxiliary objects A exist. For example :

.A+++__(]-7 27 37 47 5) = _A+++__(17 27 37 57 4) = _‘A++_+_(17 27 47 37 5) (532)

The Bose symmetry allows for stringent checks of the calculation.

2.2 Spinor helicity methods

The use of helicity methods for loop calculations is well established meanwhile [22,23]. The
polarization vectors are represented by spinor products

<k |plp~ >
€+ ’k = _—
n (PoK) V2 <k~ |pt >
_ < kt|ulpt > B .
k) = ST >t s (5.33)

V2IpH]

Here £ is an arbitrary light-like vector defining the transverse direction for the respective
photon/gluon polarization vector. To perform the calculation we followed two strategies.
In a first approach we constructed an algebraic program where the reference vectors can
be chosen arbitrarily. In a second approach we have chosen the reference momenta for the
polarization vectors such that there is a global spinorial factor for all Feynman diagrams.
In this way a spinorial factor can be extracted from the amplitude and all graphs can be
treated uniformly for a given helicity amplitude. To give an example for the second approach
let us consider the amplitude I'"t+~. After computing the traces of the one-loop integrals
the numerator of the integrals is a polynomial of scalar products of polarization vectors and
four momenta, P(; - €;,€ - pj,pi - p;j). Products of polarization vectors are expressible in
terms of scalar products between polarization vectors and momenta by using the following
formulas

0 if j=1
Loty g) o et (k1) - pi ifi# 1,5 #1
+(: . + _ Dipl 7 ’ (3 I
@D = 0 T )y k) -py i #hi=1j#]
_I%E+(iaj)'pk 6+(kal)'pj lfj#ka'&:laj?él
o 0 ifi=lorj=k
*(i,4) - k) = o _ e . 5.34
€ g) e (k) { L (i) pr e (ki) gLtk O

The arguments stand for the respective index of the external momentum. By applying these

formulas to the numerator polynomials P, each numerator is now a linear combination
5

of terms ~ [] ¢; - ¢;. Using for example the reference momenta (ps,ps,p2,p3,p1) for the
j=1



polarization vectors €, e;', e{'{, ei’, e; and formulas (5.34) one can express these products by
spinor traces through
5 _ _
e < 571g51q15922g33 4[4 >
Y 4V/2[15] < 52 >< 23 >< 34 > [51]
tr~ (595 1915¢22g33¢442)

_ (5.35)
44/2[15] < 52 >< 23 >< 34 > [51] < 42 > [25]

=1

Here we use the notations tr*(j,...) = tr¥(pj,...) = tr([1£s]pj,...)/2 and < j7|IT >=<
gl >. To achieve the trace representation a factor one, 1 =< 47[2|57 > / < 47|2|5~ >,
was included. Here the vector ps may be replaced by any other light-like vector. The spinor
product is now a global factor multiplying the given helicity amplitude and does not enter
the subsequent reduction algebra of scalar and tensor integrals. After tensor and scalar
integral reduction one finds a result of the form

A+¢(1,2,3,4) B
44/2[15] < 52 >< 23 >< 34 > [51] < 42 > [25]

AT = (5.36)

A and B stand for combinations of Mandelstam variables and scalar integrals. The epsilon
tensor here is defined by &(i,7,k,l) = tr(ysij k). For the given reference momenta one
has : €1 -ps = €9 ps = €3 -p2 = €4 - p3 = €5 - p1 = 0. Using this fact the spinor representation
can be rewritten in terms of field strength tensors, .7-"]” _— py e]V — p]”- 69‘ . The non-Abelian
part of the gluon field strength tensor does not enter in the given order in «;. By rewriting
the epsilon tensor in terms of spinors and identifying the spinor products with polarization
vectors and external vectors one arrives at the field strength representation of the given
helicity amplitude. With the abbreviations C, = [A + Btr(2354)], C, = —2s93524B one

gets :
At = Te(F F ) Te(FS F) | Caps - Fi - p2+ Cyps - Ff - ps (5.37)
The field strength objects are more explicitly

Tl”(f;if;t) = 2pi . E;-tpj . 6;t — Sij 6;t . E;-t
pi-Fy vk = (sijpr-€ —sjkpi-€;)/2 (5.38)

The Mandelstam variables are defined by s;; = 2p;-p;. The obtained representations are not
unique and we will discuss below how to transform the result into equivalent representations.
An analogous approach is possible for all the other helicity amplitudes, too. We will see
below that all amplitudes are constructed from traces and so-called tails [24], which are
Lorentz invariants built out of field strength tensors and external momenta. Here only the
most simple type for a tail term appears, p; - ]—',;t - p. Using helicity methods in amplitude
calculations typically leads to expressions where spinor products are the basic building
blocks. Within the method presented here complex phases do not appear in the final results,
which is of advantage concerning numerical evaluation.



2.3 Basic analytical structures

As explained in the last subsection each Feynman diagram is a linear combination of spinor
terms <i |...k...p;...|j >. It was already observed elsewhere [25-27] that it is always
possible to convert such an expression to a form with inverse propagators and a spinor
trace which contains at most one power of the loop momentum. This means that only rank
1 5-point tensor integrals have to be reduced which simplifies the calculation considerably.
It is easy to see that this statement holds true for a general massive 5-point amplitude
too, by using the helicity formalism for massive particles and applying the same reasoning
as outlined above. A similar observation was made recently in [28]. We want to remark
that an equivalent statement is true for general N-point amplitudes. Note that by power
counting all 5-point graphs are IR and UV finite. The tensor reduction introduces spurious
UV and IR divergences. The box topologies are UV divergent but the divergence cancels
in the sum over all box graphs. For the reduction of the rank 1 5-point function and the
4-point tensor integrals we applied the formalism outlined in [30,31]. After tensor reduction
one is left with scalar integrals which are reduced to a basic set of integrals using well
known formulas [30,32]. We have used FORM [29] to perform the tensor and scalar integral
reductions. The 5-point functions are reduced to box integrals with one external massive
line. The latter are reduced to triangle functions and box functions in (n 4 2) dimensions,
where n = 4 — 2¢. In this way the spurious infrared divergences are isolated in a transparent
way. For a given ordering of the external legs, say (1,2,3,4,5), one finds the following basis
of scalar functions, see also Fig.5.3 :

If+2(p1,p27p3ap4 + p5) + 4 cyclic permutations
I} (p1,p2 + p3,p4 + p5) + 4 cyclic permutations
I} (p1,p2,p3 + pa + p5) + 4 cyclic permutations
I3 (p1 + p2,p3 + p4 + ps) + 4 cyclic permutations

We are following the notation in [30]. In addition the amplitude contains a finite part from
the ultra-violet region of the one loop integrals. Terms of order O(n — 4) combine with UV
divergent 2-point integrals I} ~ 1/e to constant terms. The coefficients of these functions
are first simplified on a graph by graph basis.

- D= ==

Fi1G. 5.3 — The scalar graph topologies of the yyggg amplitude.

As each graph is infrared finite the triangle graphs with one and two external legs off-shell
cancel as a whole. No expansion in € is performed for the scalar integrals. The different
analyticity properties, or in other words, the different cut structure of each basis function
does not allow any cross talking between the coefficients. It follows that each graph is



expressible by 6-dimensional box integrals, 2-point functions and a constant term. For later
use we define the following dimensionless function :
1

6
F1(8j1j273j2j3’3j4j5) = . ... _ . I4(pj1’pj27pj3’pj4 +pj5) (5.39)
Sjajs — Sj1j2 T Sjajs

Its analytic representation is well known and can be found in [12]. Our result will be expres-
sed entirely in terms of this function, the scalar 2-point integral in n = 4 — 2¢ dimensions,

€ — €)% (—si;)"¢
o) = TELE AL =0 i

(5.40)

and a constant term. As the amplitude is UV finite also the sum of coefficients of the 2-point
functions have to cancel. For each helicity amplitude the coefficient of a given function was
first simplified for each graph. Then the sum over all graphs was performed and the result
again simplified using MAPLE [33]. The application of the helicity method together with
the sorting of a given diagram into a function bases proved to be an efficient method for the
calculation of the given amplitude. The size of the expressions was never a problem in our

approach as we have split up the calculation as much as possible into irreducible building
blocks.

2.4 Rules for field strength objects

We have shown above that one can convert spinor representations into field strength repre-
sentations of the amplitudes. The latter are not unique and we quote two useful formulas
to relate equivalent representations to each other. The first is a permutation rule :

Te(F Fy)
5%3323

+812813(83i P3 - Fy - pj — 835 p3 - Fo 'Pz’)} (5.41)

Te(FF ) pi- Fi opj = { [323(31j33i — 513835) + S13(52i835 — 32j33i)}p3 -Fyom

Of course the formula is true for arbitrary indices. The indices 1,2,3 were taken for conve-
nience. In a given helicity basis it is easy to see that for a given field strength tensor only
two tails, p; - F - p;, are independent. This is directly related to the fact that there are only
two independent scalar products between a polarization vector and external vectors. The
second useful identity is a flipping rule :

Te(Fy 7)) Te(F5 7))

tr+(1243)>2

e ) (U2

Te(F 7)) Te(Fy 7))
2 2

[tr(1243)tr™ (1243) — s12513534565)42)
513 524

Both identities can be verified by choosing an arbitrary set of reference momenta and

the identities in Eq. (5.34). By complex conjugation, (ef)* = €; , the formulas hold also

J
for negative helicities. As Tr(]-"f]—"j_) = 0, no flipping or permutation rules exist between

different helicities.



3 Result

We present now our result by expressing each helicity amplitude through field strength
tensors and coefficients for the functions Fi, I3, 1. The Ward identities are manifest in this
representation.

3.1 A+++++

For the helicity amplitude with all helicities plus, all 6-dimensional box and 2-point func-
tions cancel. This can be understood by the fact that every amplitude is defined, up to a
polynomial remainder, by the sum over all cuts [16]. Each cut corresponds to the gluing of
two tree level amplitudes, in our case 2 or 3 gauge bosons attached to a fermion line. The
tree level amplitude of a massless fermion and two/three gauge bosons with equal helicities
vanishes. It follows that no non-polynomial function, i.e. F; or Iy, can be present in the
amplitude. By choosing reference momenta in a cyclic way, p; for €;1, we find a term of
the form

512

1
trt(1,2,3,5)—= (5.43)
272 <51 >< 12 >< 23 >< 34 >< 45 > 535

At

which can be written as

5.44
25345845535 ( )

where FJ” Y= p? € — pY¥ 69‘ is the Abelian part of the field strength tensor of the photons
and gluons. In this form Ward identities are manifest. The expression is symmetric un-
der exchange of the two photons and antisymmetric under gluon exchange. Including the
antisymmetric colour factor leads to the full S3 ® S3 Bose symmetry of this amplitude.

3.2 At

The only allowed structure is a polynomial. We find

- Te(Fy F)Te(FLF) -
Y (F5 32) 2( 1 75) [C FE py  FT opa — (4<—>5)] (5.45)
593545
with the coeflicient
O—++++ — _ 515812 S15 | S23  S15 (5.46)

524535 535 524 534

Using the shift rules one finds that A~ +t+T77 is totally anti-symmetric in the gluon indices
3,4,5. Taking into account the colour factor this leads to the full S5 Bose symmetry of the
corresponding helicity amplitude.



3.3 Atttis

Again no nontrivial function can be present due to cutting rules. For the polynomial term
we find the following result

ATt — T (A 7 )T (B 7)) CFHH+t-

> p1-Fg -p3— (3 < 4) (5.47)
812534
e coefficient is given
Th fficient by
p 845513514  S13845 842;5 8%2 + 84215 — 8512845  S13S15  S13 — S34
C = - — + — + +
835515524  S15835  S15524 835515 823545 823
834845 ~ S15 — S25  S23 + S35 823525 | S34 + S12
— + — - + (5.48)
823515 S45 813 513545 S15

We have checked that the corresponding amplitude has a So ® So Bose symmetry when the
photons and the gluons with equal helicities are interchanged.

3.4 Attt

Now a nontrivial cut structure is possible. The cuts which can be associated with the
Mandelstam variables s13, S14, S15, S23, S24, S25 are allowed by the helicity structure. No other
Mandelstam variable is to be expected as an argument of the functions F, I3 and indeed
is not observed. We split the result into three pieces with indices F, B, 1, which belong to
the part proportional to 6-dimensional boxes F7, a part containing bubble graphs I3, and
a constant term, respectively.

A77+++ :AE_++++AE_++++A1__+++ (5‘49)
We find
o Te(Fy Fo )Te(FF) .,
At = (%5 22) 2( 574 ) [CF - F ps— (3 6 4)}F1(513,314,525)
$12534
45 -5c3)+(1+2)—-(1+24+<5)—(1+2,5+3)
(5.50)
__ Te(Fy Fo ) Te(Fs F) o n
Az~ = (77 22) 2( 5 74 ) [CB +++p1-f5+-p3—(3(—)4)}[2(815)
512534
—(45)-5<3)+(1+2)—(1+2,4<5)—(1+2,5+3)
(5.51)
AT = Te(Fy Fy ) Te(F5 Ff Fy) (5.52)

25345455535



The indicated permutations have to be applied to the respective initial term for the indices
of the field strength tensors, momenta and Mandelstam variables. The coefficients are

Ottt = 1sf) —2s13814  S1a S14
2 s35815 S34 S35
(5.53)
Cr = 845 | S13 + 835 | S14 1 845 575513 4 S1asss 2(815 + 545)°
815 [ S14 + 845  S13 + 835 S15835 515545 s3s
_s13ts3s s14sa5 St L oSutsan | sz s = ss o 514(515 + 545)
515 515835 535515 545 514 + 845 %
535515 2545 + 815 5 (s15 + 845)823 (2845 + s15) | 813(2545 + 515)
s3:(s13 + s35)  S13 + S35 s35(s13 + 535) 535 53

In the given expressions the Sy ® S3 symmetry under exchange of the two photons and
the three gluons is manifest after taking into account the omitted colour factor. We note
that we have actually calculated all coefficients of the F, I3 functions and checked the
symmetry explicitly. A further nontrivial check is provided by the fact that the sum of all
coefficients of the bubble integrals add up to zero. Of course the amplitude is finite and the
1/e poles cancel. To show this the flipping and shifting rules (5.41,5.42) for the field strength
expressions have to be applied. The logarithmic terms can be organized as logarithms of
ratios of Mandelstam variables. The presence of the constant term can be inferred from the
+ + 4+ + + amplitude. Gauge invariance predicts this term as a part of the result. The fact
that no other constant term is present seems to be an effect of the high symmetry of this
amplitude.

3.5 Attt -

The amplitude has a So ® Sy symmetry under exchange of the gluons with equal helicities
and the photons. Although we use this symmetry in the representation we have calculated
all the coefficients of the functions independently and checked the symmetries explicitly.
Again we write

ATHF== = gt g gty g (5.54)

The amplitude has less symmetries than A~ "+ above :

- Tr(F;F FD)Te(F, Fr) __
ape = BRI opre pF e (10 2R st~ (4609
To(Fy F5) [Te(F A —
( 45 ) [ ( L3 )[C;:-;Jr p1-Fy - pa— (14 3)] Fi(s14, 834, S25)
815 513

+(1+2)—(4+5)—(1+2,4+5)
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The coefficients are

CHH—— |:_ 28%4834 B 2594 (823 + S24) B 3594 " 2594(—834 + 2894)
£l 579535 57 S12 835812
(sl s34 (stats3)) (214 —2s04) sz (saat 2814)]
2513534 534535 835 835 2513
(5.55)
cttte— [ 534 (s34 +5145)° Sﬁ]
£z 2512894 2512824 513
The nonvanishing two-point functions are
L TF R ) -
At = S S IOE T - B pat (L6 D) (sa0) — (4.0 5)|
12515

Te(F, Fy ) [Te(FFFy . — n
n (%4 5)[ (12 3)[C§§j pL-Fy pa+ CEy ™ pa - F pa] I3 (s15)

2
845 513

+(1<—)2)—(4<—>5)—(1<—>2,4<—>5)]

with the coefficients

ot = 512554 _ s2a(812 — 524) | S24(S45 + 2504 + 512) 253,
s34(823 + 524)° (823 + 524)* s34(823 + 524) s12(823 + $24)
512 _ 523(3s14 4 s12 4 S23) s53514 | 523(523 + s12 + 514) 523814512

(523 + s524) 534513 $34575 534(513 + 514) s534(s13 + 514)?

+(813 + 593) (=523 + 515) | 514834(512 — 514)° _ 523514 (—514 + 4512) _ 523574(2512 — 514)
534523 8%3(813 + s14)? 8128%3(813 + S14) 8%3(813 + s14)?

2514835 2s19834(—2s14 + S12) 3574503 s23514(4512 + 5s14) 2574523

s512(513 + S14) s23(s13 + S14) s24512(s13 + S14) $24(s13 + s14) $2.519

_ 2893514(813 — 2514) n (2593 + 2512 + 2534) (834514 + 2512534 + 2893514) (812 + 813 — 823)

2 2
813512 S13 S13 523



B2a 23 + $24)2 82353, - s512(523 + s24)%s23 (523 + 524)2523

P
_ 534(6523 — 3534 + 594 — 2545) 2534512 s34 534524(534 + 3513 — S24)

$12523 593524(823 + S24)  (s23 + 524) (823 + 524) 8%,
512534824 — 534)  S13534(834 + S024) i 2553(3s34545 + 534 + 35%;) 834

(523 + 524)? 523 $93524(523 + 534) 8%, 52483, (523 + 534)

_2824834 B 824834 B 834(2823 — 3834 — 3845 + 824) n 2823(—3825 + 8%4) B 2825(2823 + 824)
st 572523 57 51 s72534
+534(—2845 + 25819 — 3834) " 2834834 B 825823 834(7834 + 5513 + 3812) n 5S34

824523 (593 + $24)83, 25834804 (523 + 524) 524 824

O [ 53,83, 83455, (—824 + 3834 + 2513)  524(—2894 + 3534 + 2513) 834
(

_ 28%3825 _ $93 (4834 =+ 684215 + 9834845) _ 834(6834 + 4813 — 3824) n 84215(2823 + 2594 — S45 + 812)

7 3
835834524 579524 (523 + 524)512 579534

B2b 593 + 524)? - (s23 + 524)2 (823 + 524)2 - s34

2514534823 2514534523 2512834(534 + 512)  2535534(S24 + S12) 4514523545
(s23 +524)5Ty  s245%, 594553 (s23 + 534) 35 524579
2 2
2s14 s12534(—3s35 + s12) 512534535 s14(s14 + $24) (2513 + s23)

(523 + 524) 524 (523 + 594)* (593 + $34) 835524 512534524 523

C+++77 _ [ 8%5 834(2835 + 812) 824(824 + 2834 — 2835) (2812834 + 8%3)
(

2
534524514 514512534 514512534 514512534 2814845823 (2814 - 834)814

2 ) 2 2

s12(s23 + 524)%  s5,(s23 + s24) 594553 554523 579534524 (823 + 524)512
2 2 2 2 2 2 2
879554 519834 S5a(S24 +512) | s14(3514 + 824) $24835 281484

2 2 2 2 2 2
s54(823 + 524)% 53355, (523 + 534)8%3 512524 (s23 +834)853  83457o

The constant term is

At = Te(F, Fy) ) Te(Fy Fy)

5 [CHH =" po-Ff -ps— (4 5)]  (5.56)
S12545

)



with the coefficient

Ot =
[_812(815 + 2513 +514) | (s15 + 835) (823 + s15)825 | 514(2815 + 514) (813 — 515)% (s34 + 513)
523(—534 + 515) (—534 + 515)523534 513(513 + 514) (513 + 514) 523514
(—=s14 +513)° (s34 +513) | s14(s35514 — 575) 55514 514 $23513
513523(515 + 513) 513535(515 + 513) 513523535 523513 S14(S14 — 535)
823515 s35(— 520+ 2523) _ (s134 514)825 | (134 2512) _ s14515(513 + 34 — 515)
535(514 — 535) 514(514 — 535) 535514 534 513535523
n (8%2 + 2812813 + 8%3 + S12825 + S25513 + 8%5) n (s14 — s15) _ (813 — 834 + 815 — 3523)
523534 513 S14
+(813 — 515)% (834 + 513) _ (s15 + 514)(—3534 + S14) _ (—3s35 + 513 — 3515 — 2814)]
523513514 523513 523
3.6 A+

The amplitude has only a Sy symmetry under exchange of the gluons with equal helicities
Again we split the amplitude into an Fi, I3 and constant part.

A,+++, :AE+++_+AE+++_+AI+++_ (5‘57)

with

A;+++_ — { [[CET++_ Py - _’F2+ - p3 Fi (813, S14, 325)]

b Te(Fy Fy ) Te(F Ff
+HCrs " P Fy - ps F1(835,345,812)]] Gt 352)32( s 71)
15534

+ [[CE},HML_ p1-Fi p2+ (24 3)] Fi(s12, 813, 845)

HCr it o Ff opo+ Colyt o1 FY - ps) F1(825,8357814)]
Te(Fy F5 ) Te(Fy F)
2 2 }
515523

— (3 4)



2
Cpftt— = LS5 swsu su s
! —
2512823 512823 834 523
(5.58)
- — -
Crs = —Cpy
(5.59)
2 2
Crftt = 1Sy L B12%1s L S13  S13 Sip 2819513
d — 215 27etld
2514824  S14824  S24 823 514845
513 824  S12 812515
e [ R
593 893 845 823545
(5.60)
2
o-tt+— _ Lsiy—2s198513  s13 su3
Fa =
¢ 2 514524 S94 823
(5.61)
2 2
oottt — 513 . (813 + 315) + (312 - 813) + sﬁ
F4b =
2514834 2514534 834 823

The nonvanishing contribution of the 2-point integrals can be cast into the form

A = {|oat p F p Bs)

Te(F Fs ) Te(F 7))
2 o2
515534

HICs e FE p (20 3) 1 (s5)

+Cy3 T pr - FY 3 I3 (s25)

_ _ - - Te(F Fo ) Te(FF Fab
+[CBZ;F+ n ‘fz“ 'p2+CBj1rb++ n _]_-4+ - p3)] 13(314)] (F 52) 2( 23 )}
315523
-3+ 4)

Note that I3 (s) ~ (—s)7¢/e leads to a logarithmic term and a pole part. The latter has to
vanish because of the finiteness of the amplitude. Replacing the I3’ integrals by the pole part
only leads to a nontrivial relation between the coefficients. We have checked algebraically
that the sum over the pole parts is indeed zero by using the flipping and remapping for our
field strength representation rules (5.41,5.42). Of course this provides another non-trivial
check of the calculation. The coefficients of the logarithms are
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e
Cp1 =

[_2(812 + 593) (=515 + 513)  s45(—s35 +524)  Sa5(545 +2524)  2s14(514 — 524)
s3, s12(s14 + s24)%  s12(S14 + 524) 523545
_3%4(—314 +4s12) n (512 + 524)824 n s14(s23 + 2512 — 2524) _ 523(3514 — S23 — 2545)
345333 8128%3 523545 512524

 s24(4845 + S14 — 2524) 2535524 3sous3s (2512 + s24) (=24 + 513)°

2 2
593812 s12(823 +513) 512553 §24535

2 2 2

_4sassia (s12 4 s24) (=524 + 3545 +8s14)  sf5  s35(S35 — S23)7s%5
2 2

$23512 S53 S12824  512553(s23 + 513)?

524835 (2512 + 2594 — 535)  (—2545 + S34) n (3s12 + 3s15 + s23)

(s23 + s13)2s12 (s23 + s13) 512 S24
524535545 S45535 (3524 + $35) 25535 535545524 (— 523 4 2535)
s12(s14 + 524)2 8128%3(823 + 513) 524512(514 + S24) (523 + 513)?512523
2(s12534 + S12824 — S45524)° n (512 + 524)524(2535 — 3545) n (2512 + 4515 + 4594)

3%3(323 + 513)512545 812833 S23
 2s35(824 + 545) (835 — 2845) (2824 — 2545)  2593535(s12 + S23)
512523(523 + S13) (514 + 524) 8128%4

—++t+—
CB2 -
2 2 2
_ s14(s14525 + S12524) | S14 514524873 24535 | 524573  S25(S13 + S35)

(824 + 545)512524 s94 (593 + 535)523512 s34 512533 S33(s23 + $35)

—+++— _
Cp3 =

[_ s33(s24 + 534)  s93(s23 +834) 512553 545(524 + 545) 533
s14(s23 + 513)? (s23 + s13)? s14534(s23 + 513) (12 + 523)2 5145024
_ Ssa5(S24 + 2803) 572534 (s24 +545)535 | 523(2534512 — 514523)
(812 + s23)2 8143%4(812 + s93)  s14524(s12 + S23) 3%4(312 + 523)
 2s13(s23 +524)  (s12504 + 533 + 2503504 + 53,) n $34(3824 — 3835 + S23 — S34)
(512 + 523) 523 514534 524514
(524 + 514) n (2593 + 2s34) N 2534 (s23 + 3834 —3s25)  (S23+824)  sm ]

(s12 + s23) S24 823 S14 834 (s23 + s13)




Cpia =
534533 _ S5s1  s23(s35 +534) (S24 +2823)  S23834
s14(s12 + s24)? 5%4(312 + 594)2 s24(s12 + 524)? 535(s12 + 524)
(s35+534) | 533(3513 +2s23)  sssza (s34 —s35)  3s34(2534 + 513)
(s12 + S24) s3,(s12 + s24) s14(s23 +s35)  (s23 + S35) 524514
_834(3834 — 3s35 + 2813) n 2824835 n (813 + 834)834 n 8%5(815 — 824)(2814 + 824) B 38%5
534514 51453, 535514 53553, s34
253583 n 2575(s15 — 3s34)  soa(s23 +535) (s34 + 815 — 824) (524 + 530 + 535)
s34(s12 + s24) 3, 834814 834 S14
Cpu =
[_ 524553 523(S23 + S24) 524553 . (834 — 2535)(s24 + S14)
s35(512 + 524)2 (s12 + s24)? 514535(512 + 524) 534(823 + 535)
n (523 — S24)(S23 + S24)  (S24835 + S14823 + S23524)* 524535 523524
So4(S12 + $24) s3,514(s23 + $35) s14(s23 +s35)  s14(S12 + 524)
_ 8%5(2814 + 824) n 824(835 + 824) B 834(2823 — 834 + 5835) n (3823 + 9534 + 6824)
24535 514834 824814 S24
253,535 | 4s34(s23 + 534) n (3524 +2s14) (3823 — 3534 + 3835 — 2824)]
3%4514 3%4 534 S14

Finally the constant term reads

A Te(Fy F5 ) Te(F5 F))
' s155%4

[CT 7 pr B ops = (3 > 4)]



Cptt =
[_ 3524(2504 — 2535 — S45) 4 512845 $12(2812 — 3835 + 6524)  (S23 + 524)835523
533 533 533 s34(s12 + s24)
B 535524 s24(523 + 835)° 834545 s34(524 — 3535)
512535(534 + S45)  Sass12(S12 + 523) 8128%3(812 +s93)  s12523(s12 + S23)
_ 524(3s45524 + 3545535 + 25%5) 2535524 (s23 + 524 + 535) | 535524
812545523 s23(523 + S13)545 (s12 + s23) 81284215
n (35 + 2513 — 2803) (2504 — 2595) n (s23 + 524) (823 — 824 — 2845)  535(S23 + 524)
$24 523 s12(812 + s24) 523(812 + 524)
_ Sa5(824 — 845) | S24(S24 + 2535) 824835 83594 _ 524(s23 — 835)
535(534 + 545) 593(s12 + 523) s545(s23 + 513)  s35(s23 + 513) 812545
s35(s23 — s35)* _ $34(2594 — 335 — 3545) _ 523(=2s45 — 3835 + 2823)
$34(s23 + 513) $12535 524812
553535 | S45(3524 — 545) n 513(s513 — 2824)  (—S24 + 845 +3s23)  sua(—s23 + 814)2]
$1283, 512835 824835 512 545535

4 Summary

We have presented a calculation of the one-loop amplitude yyggg — 0. By applying the
spinor helicity method a decomposition in helicity amplitudes was obtained which in the
end were reexpressed in terms of field strength tensors. We have derived useful relations
for invariants built out of field strength tensors to switch between different field strength
representations. This approach avoids complex-valued spinor products in the numerical
evaluation of cross sections. Two independent algebraic programs have been designed with
different implementations of the spinor helicity framework. We find agreement of both re-
sults. Further we have checked the Bose symmetries of the given helicity amplitudes. The
Ward identities are manifestly fulfilled in the given representation. The decomposition of
the algebraic expressions in terms of an appropriate function basis leads to a very efficient
organization of the calculation which is fully automated by using algebraic programs. The
final result is compact which suggests that our method is well designed to deal with more
complex amplitudes. A phenomenological application of our calculation will be provided
elsewhere.
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Chapitre 6
Etude phénoménologique

6.1 Introduction

Nous venons de présenter au chapitre précédent le calcul de I'amplitude correspondant
a la reaction yyggg — 0, ainsi que les résultats pour les six configurations d’hélicités
indépendantes, dans lesquels nous avons fait apparaitre explicitement 'invariance de jauge
a l'aide des tenseurs de champ électromagnétique. Si 'on souhaite maintenant calculer la
section efficace correspondant & gg — yg, il est nécessaire de connaitre la probabilité de
réaction, c’est—a—dire le carré de I'amplitude.

Dans la suite sera présenté tout d’abord le calcul du carré de 'amplitude, basé en par-
ticulier sur les propriétés des produits spinoriels. Nous étudierons ensuite le comportement
des amplitudes aux limites colinéaires. Ces études ont abouti sur deux codes informatiques :
un code analytique FORM/MAPLE, et un code numérique FORTRAN. Le calcul numérique
nécessite une grande précision pour s’affranchir des possibles divergences numériques, et une
librairie multiprécision a été implémentée. Enfin, ces procédures numériques sont insérées
dans le générateur Monte Carlo DIPHOX, dans le but d’effectuer des études dans ’approxi-
mation NLO.

6.2 Carré de 'amplitude et section efficace

Nous allons maintenant chercher a évaluer le carré de I’amplitude. La méthode standard
consiste a sommer les amplitudes puis & en prendre le carré. Par contre, les configura-
tions d’hélicités sont orthogonales dans la méthode amplitude d’hélicité, et les termes d’in-
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terférence sont donc nuls. Ainsi, il est aussi possible de sommer le carré des amplitudes de
chaque configuration, et on a :

|ZA/\1,~--,/\5|2 =y |Ax\1,"',/\5|2 . (6.1)

Il faudra tout d’abord obtenir les 32 amplitudes correspondant aux 32 configurations d’hélici-
tés possibles. Pour cela, on utilisera les propriétés de symétrie de ces amplitudes (voir le
paragraphe 5.2.1).

Pour effectuer le calcul du carré de ’amplitude, deux approches s’offrent & nous : soit une
approche analytique, soit une approche numérique, qui correspondent & des techniques de
calcul différentes.

Dans I’approche analytique, nous allons calculer le carré de ’amplitude de chaque configura-
tion séparemment. Dans ’approche numérique, les deux méthodes de calcul sont possibles.
Ces procédures seront détaillées dans la suite.

Nous avons considéré jusqu’a présent le cas ou toutes les particules sont entrantes. Il s’agit
bien entendu d’un cas non physique, et il sera donc nécessaire de passer au cas physique
gg — 7yyg en changeant le signe des impulsions et les hélicités des particules entrantes. Le
passage au cas physique pourra s’effectuer a n’importe quelle étape du calcul. Nous allons
continuer & considérer dans la suite le cas non—physique.

6.2.1 Calcul du carré de 'amplitude

Les résultats que nous avons obtenu au chapitre précédent ont été écrits en fonction des ten-
seurs de champ électromagnétique et ont donc une forme agréable et clairement invariante
de jauge. Nous allons maintenant voir que cette écriture n’apporte pas d’inconvénient dans
calcul de 'amplitude au carré.

Les amplitudes ont une structure contenant des termes en Tr(]-"z'" .7-"]7" ), Di -.7-",? - pj avec des
coefficients réels ou complexes. On va tout d’abord commencer par écrire ces termes en
fonction des produits spinoriels.

On utilise pour cela la définition des tenseurs de champ électromagnétique :

T =pjej —pje; (6.2)
On obtient donc :
(FF) =2 ¢) - 6) v (6 -€)) - (6.3

On reprend aussi la définition des € :

(r-lyulp-) - ~ Arslyulps)
=, () =

Varipy) = V) (64)

et(p,r) =

Puisque ces € sont définis en fonction de vecteurs de références arbitraires, le résultat ne



doit pas dépendre du choix de ces vecteurs (on vérifiera ceci dans la suite). L’équation
précédente devient :

(pj + |pi—)
(rj —Ipj+) (ri — |pit+

T (F F) = ) ((rj—lpﬂr) {(pitlpi=) (ri=lpj+) =2pip; (Ti+|7"j—>) :

En utilisant la formule (4.31), on peux montrer que :

(pj + |pi—)
(rj —Ipj+) (ri — |pit

+(rj = ri+) (pi — lpj+) (pi + |pj—) —2pi-pj<m+|rj—>) . (6.5)

Te(F F) 5 (s = o) (ri = i) i+ Iy

Ainsi, on trouve finalement la formule :

Te(FF) = (pj+lpi=) (pi+Ipj—) = — ((pj + i)
= —((pip)")* . (6.6)

De la méme maniere, on peut montrer que :

Te(F; 7 ) =—((pip))” (6.7)
et
Te(F FiF) = %(pipﬁ*(pjpk)*(pkpi)* : (6.8)

Avec un calcul similaire, on obtient aussi :

1

pi-Fppj = ﬁ(pipﬂ(pipk)*(pkpj)* : (6.9)
pi-F -pj = %(pipj)*@ipk)(pkpj) : (6.10)

Ces expressions ont une forme simple et ne dépendent clairement pas des vecteurs de
références. Elles nous seront utiles dans le calcul du carré des amplitudes.
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On peut réécrire les amplitudes sous la forme! :

gt DEF)TEEF) (6.11)
2 534545535
. Te(Fy F)Te(F T (o - - -
A 2 3333 = 475 (01 T (py - F7 - pa) + Oyt (py - FT - )) (6.12)
S (.7:+]-"+ Te(FiFy) (C++++ L FF p) 4 O (o p )) (6.13)
515 334
At = Dl f2 (Cf7+++ 3 Fs p2) +Cy T (ps - Fiop )> (6.14)
51 534
+
ATt = Tr(7y '7:2 (Fi 75) (C T F op) + G T (pa F o )> (6.15)
575 51
+ F Ty
At = DT Fy) ( S o Fops) Oy T (o FS p )> (6.16)
533 515

On obtient les coefficients C; et Cy en utilisant les C de la section (5.3). Notons que dans
le cas des configurations avec une seule hélicité négative, ces coefficients ne contiennent que
des produits scalaires. Par contre, pour les amplitudes avec deux polarisations négatives, il
existe plusieurs types de termes : termes logarithmiques (provenant des fonctions & deux
points), intégrales & 6 dimensions (fonctions & quatre points) et termes constants. On peut
trouver une structure en fonction du tenseur F commune & tous ces termes, qui permet
d’obtenir une écriture simplifiée, comme présentée ci—dessus, au détriment de la simpli-
cité des coefficients C;, qui contiennent cette fois—ci aussi des termes logarithmiques et des
intégrales & 6 dimensions.

En utilisant les formules (6.6) & (6.10), il devient trés simple de calculer les carrés des
termes en F. Dans le cas de A= TTTT et ATTTT~les coefficients C et Co sont réels, ce qui

simplifie le calcul du carré. Etudions par exemple avec plus de détails le cas de A~ T+,
Le carré de cette amplitude s’écrit :
|A7++++|2 — (.A7++++)(‘A7++++)* (6.17)

= Gy 135)2 (T AT FD) (T 7 ) IF )

X (Cl (p2-Fy -pa) + C2(p2- Fy -p5)>
x(C1 (o F 1)+ Ca (o2 F - p5))

ou nous avons omis la notation (—++++) des C pour alléger les notations. En utilisant les

!Nous avons vu dans le paragraphe 2.4 de l'article que la représentation en fonction du tenseur F n’est
pas unique.
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relations (6.6) & (6.10), on obtient :

1 1
(s2, 52.)2 [012(323)2(34215)2§834 512 514 (6.18)
23 945
1

+C3(s93)* (84215)25825 512 515

|A—++++|2

+C Ca(s23)? (825)2882«1721)4) (p3pa)* (p2ps)* (p3ps)

+(p2p4)" (P3p4) (P2D5) <P3P5>*>]

On peut concaténer les produits spinoriels pour obtenir des traces. Le terme contenant les
produits spinoriels de I’équation (6.18) devient alors :

Te(Il- gy ¢y $1 ¥5) + Te(lly gy py ¥ ¥5) = Te(Py By ¥1 Ps5)

= (S24 815 + S25 S14 — S23 S45) -

Par conséquent, on a :

_ 2 512 2 2
AT = 8% %) Cis34514 + Csa5 815 + C1 Co(s24 515 + 825 514 — 523 845) |
23 S15

ou, en utilisant les résultats de la section (5.3) de l'article :

_ S15512 S15 523 S15
Cl++++ = 2l o, 7w 7
524535 535 524 534
_ 514812 S14 523 S14

525534 534 525 535

De maniere similaire, on peut calculer le carré des autres amplitudes. Le carré des ampli-
tudes avec deux polarisations négatives est cependant plus compliqué a calculer, car les
coefficients C' sont cette fois—ci complexes. Puisque C,C5 # CjCy, des termes contenant
des tenseurs € vont alors apparaitre. La procédure reste cependant la méme.

Les termes logarithmiques et les J"2 peuvent avoir une partie complexe. On traite les
logarithmes de la maniére suivante :

| In(z) siz>0
In(z £ 4A) = { In(|z]) £ir si 2 <0 (6.19)

En ce qui concerne les intégrales a six dimensions, elles s’écrivent, d’une maniere générale :

J"+2(a,b,c) = Lz’2<1 - f) + Lz’2(1 - g) - L¢2(—9) - Li2<—%) . (6.20)

a a
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En utilisant les propriétés des Lio (voir paragraphe A.4), on peut mettre en évidence la

partie imaginaire :

Jn+2(§ij7 gk)la gm’n)

Jn+2(‘§ij7 —Skl, gmn)

Jn+2(_§ij7 gk‘h _gm’n)

Jnt? (SZ]a 5Icla_gmn)

JHH(—Ez’j, —3kis Smn)

Jn+2(_§ij7 gk)la gm’n)

Jn+2(§ij7 gk‘h _gm’n)

J" (=555, —5kt, —Fmn)

avec 5;; = —Sij

2 1 .
Lip(1=2m) 4 Ly (1= 2) 4+ 5 2w (22 (6.21)
Sij Skl 6 2 Skl
1
Li2<1 - Sm“) - LiQ(iskl ) - —ln2< okl )
Sij Skl + Smn 2 Skl + Smn
1
—iwln(i) +—ln2<%) +i7rln<%) , (6.22)
Skl + Smn 2 Sij Sij
1
L12<1 - Sm”) Liy (L) - —ln2< Skl )
Sij Skl + Smn 2 Skl + Smn
+mn($) o2 (22) pim(P2) . (6.23)
Skl + Smn 2 Skl Skl
Lis (1 _ Sﬂ) _ Li2($) _ l]ﬁ(L)
Skl Sij + Smn 2 Sij + Smn
+m1n<s¢) +—ln2<8]) - ln< ]) . (6.24)
8ij + Smn 2 Skl Skl
—Lz'Q(is” ) _Z n2(73” ) —mm(isw )
Sij + Smn 2 Sij + Smn Sij + Smn
1
A A
Skl + Smn 2 Skl + Smn
1 i 2
—z'yrln(i) +:In (3”) 4o (6.25)
Skl + Smn 2 Skl 6
Lip(1 — 2mmy (7) - 11n2<75“' )
Skl z] + Smn 2 Sij + Smn
—iwln($> +-n 2( D +inln(22) 0 (6.26)
Sij + Smn 2 Sk Skl

() L — ) ()
Sij + Smn 2 Sij + Smn Sij + Smn
1
2

o) ()
—Lig( —2—) — okt
Skl + Smn Skl + Smn

1 2
+i7rln<i) + —ln2<S—J) Ly (6.27)
Skl + Smn 2 Skl 6
T2 (sij, Skts Smn) (6.28)

— @A, A étant un réel infinitésimal positif et les s;; étant tous considérés

positifs. Le conjugué de ces fonctions s’écrit tout simplement en inversant le signe de tous

les parameétres de I’argument :
[Jn+2 (a’a b7 C)] f= Jn+2(_a7 _ba —C) ) (629)

ou a,b et ¢ sont des réels.
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Le calcul du carré des amplitudes avec deux hélicités négatives est, comme nous ’avons déja
dit, plus compliqué, car la présence des In et des J" 12 va générer des termes supplémentaires.
Néanmoins, la méthode reste la méme pour ce calcul, et les résultats ne seront pas présentés
ici.

6.2.2 Limites colinéaires

On considére que les deux photons (1 et 2) ont, pour étre observables, une impulsion trans-
verse assez élevée et ne peuvent pas étre colinéaires. Au contraire, le gluon 5 (de ’état final)
peut étre mou ou colinéaire aux deux autres gluons, ce qui peut annuler certaines des va-
riables de Mandelstam et donc poser d’importants problémes de stabilité numérique lorsque
ces variables existent dans le dénominateur des expressions. On étudie le comportement des
amplitudes dans ces limites. On s’intéressera uniquement au cas ou 3//5 (voir figure (6.1)),
le cas 4//5 étant tout—a—fait similaire.

F1G. 6.1 — Graphe de Feynman avec deux gluons couplés. 3 et 5 peuvent étre colinéaires.

Dans la situation ou 8 << 1, on peut relier linéairement les quadrivecteur ps et ps & un
méme quadrivecteur P35 par :

p3 = ZP35, (630)
ps = (1—-2)Ps . (6.31)

Ainsi, on a :
(1-2)

z

ps = p3 (6.32)

et aussi? :

lpst) = |P3i : (6.33)

20n notera que les kets contiennent des phases (voir plus loin I’équation (6.53)), et que la relation suivante
n’est valable que dans le cas ou ’angle 6 entre 3 et 5 est petit.
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La conservation d’énergie-impulsion donne :
p3
prtprt+—+pa=0, (6.34)
et par conséquent :

(pL+p2+p)° =0,
S14 + 824 = —5s12 . (6.35)

On écrit les variables de Mandelstam en fonction de z :

S34 =2p3pa=22zps- P35 = 2519 . (6.36)
De méme, on a :
S§13 = ZS24 ,
1—2z
515 = ( . ) 513 5 (6.37)
$23 = 2514 ,
S45 = (1 - Z) S12 .

Intéressons nous par exemple au cas de ATTT+— :

AT Te(F 7)) Te(F 7))

2 2
512534

<C(17273747 5) b1 - f5_ *p3 — 0(172747375) b1~ ‘7:5_ p4> (638)

1
On isole la partie en — des coefficients C' (donnés dans ’équation (5.48) de l'article) :

535
C(1,2,3,4,5) = 1 [_ 545513514 513545 $2y + s%5 — 312345] , (6.39)
S35 S$15824 S15 S15
1
C(1,2,4,3,5) = —M(ﬁww —825824> .
835 514524

En utilisant le fait que toutes les variables de Mandelstam ne sont pas indépendantes (&
cause de la conservation d’énergie-impulsion), on peut montrer que :

C(1,2,4,3,5) = —

1 (s14 + S24) (
S35  S14824

$15823 — S25513 + 835812) . (6.40)

Le terme s15593 — S25513 + S35512 s’annule & la limite colinéaire comme ,/s35. On peut I’écrire
comine :

(815823 — 525513 + 835812> = Te(Ily #) Vs #3 ¥o) + Tr(Il §y 5 s ¥y)  (6.41)

= (ps5p1)"(psp3) (P2p3)" (P2p1)
+(p1ps) (P3p5)* (P3p2) (PLP2)" .
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En se servant des équations (6.37) et de la formule précédente, on trouve finalement :

C(1,2,4,3,5) = L (1t s20) \/ ! ; z ((p3p1)* (p2p3)* (p2p1) (p5p3)

535 514524

+(p1p3) (p3p2) (P1p2)” <p3p5)*> . (6.42)

Intéressons nous maintenant a C'(1,2,3,4,5). En utilisant les formules du paragraphe (4.2.2),
on obtient, aprés simplification :

C(1,2,3,4,5) L st (2 = ) (6.43)
= —_— 2z zZ — . .
3 4y 9y 535 513 1— 2
On écrit alors :
1 1

s35 (psps) (psps)*
I1 ne reste qu’a calculer (p; - F5 - p3) et (ps-F5 - p1). On trouve :

—1 1-=2
Fs 3= o8 : 6.44
pieFs o= oo T s13 (p3s5) (6.44)
qui s’annule comme ,/s35, et
_ -1 1-=2 .
pa-F5 p1= o {(p1p3) (pap1)* (pap3) - (6.45)
Ainsi I’équation (6.38) devient :
AT (7‘?}-2 )Te(F5 Ff) [1—2 (6.46)
pa/fps 572534 2\/_
1 [ — 2 512513
X |5792(22 — + + + ]
{(p3p5)* 12 ( l—z) 2 314324<p3 | Bo #1 By |P3+)

1 1—2 512

+<P3P5) z 314324<p1p3>2<p3_|7j2|p1_><p1+|]54|173+)}.

On va écrire les produits spinoriels sous une forme plus adaptée. On peut montrer que :

(p3 + P $1 Py Ip3+) = —512523

et

(p1p3)*(ps — |#alp1=) (p1 + [Balps+) = (p3 — |Halpa—) (paps)? (ps — [Hilpa—) -

En remplacant ces expressions dans (6.46), et en écrivant les variables de Mandelstam et
les traces de F en fonction de produits spinoriels, on obtient :
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P z2 )(mpz)* (p3pa)”
p3//ps 2\/_ (p3ps)* 1—Z (prp2) (p3pa)
1 — 2\ (p1p2)* (P1p3) (P2p3)
<p3p5>( 2 ) (p1p2) (P1p4) <p2;04>} ' (647

En utilisant
<p1p2>* (p1p3> = —<p2p4>>k <p3p4> s

et en remplacant |ps£) par \/z |Ps5£), on trouve finalement :

At 1 1 22 (pip2)* (Psspa)*
ps//ps 2v2 (p3ps)* \/2(1 —z) (p1p2) (P35p4)
1 1 (1—2)* (Pssps) (Pssp2) (p2pa)*
(6.48)
2v2 (p3ps) \/2(1 —2) (p1p2) (p1psa) (P2ps)
On peut faire deux remarques importantes :
1
e dans la limite ot I'impulsion 3 est colinéaire a 5, I’amplitude se comporte comme < X
p3Dps

donc comme 1/,/s35.
e deux structures spinorielles apparaissent dans (6.48). On peut comparer ces structures
avec 'amplitude de 2 gluons — 2 photons & une boucle [1]. La premiére structure :

(p1p2)* (P35p4)*
(p1p2) (P35p4)

correspond en fait & 'amplitude de 2 gluons — 2 photons, avec des polarisations positives
pour toutes les particules (ATTTT) tandis que le deuxi¢me terme :

(P35 pa) (P35p2) (p2pa)*
(p1p2) (p1p1) (P2p4)

correspond & lamplitude ATT~F. Par conséquent, le diagramme de la figure (6.1) ap-
parailt, dans le cas colinéaire, comme une superposition d’'un diagramme & 4 points avec
I’hélicité 3 positive et d'un diagramme a 4 points avec I’hélicité 3 négative. Les coefficients
22/\/2(1 — z) et (1 —2)?/4/2(1 — 2) sont reliés aux fonctions de partition (splitting) [2,3].
La premiére correspond au cas ol un gluon d’hélicité positive engendre un gluon colinéaire
d’hélicité positive et de fraction d’impulsion z, tandis que la deuxiéme correspond au cas
ou un gluon d’hélicité positive engendre un gluon colinéaire d’hélicité négative. En effet, on
peut écrire 'amplitude sous la forme :

A1A2A3 4
AN (1, p, s, pa, p5) = Z Sa(p3p3") ANV (D1 o ps +ps,pa) L (6.49)

ou A désigne I'hélicité et S des fonctions de partition.
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6.3 Code informatique

6.3.1 Code analytique

Le code analytique suit la méthode que nous venons de présenter. Plus précisément, on
peut mettre en évidence trois étapes. La premiere étape se fait avec MAPLE. Apres y avoir
généré toutes les amplitudes et spécifié les coefficients, on donne la définition des traces et
des produits scalaires de F. On crée alors le complexe conjugué des amplitudes & partir
des conjugués des produits spinoriels et des autres termes. On traite finalement les In et
les J"2, et on définit le carré d’une amplitude comme le produit de 'amplitude par son
conjugué.

Un deuxiéme code, écrit en FORM, est chargé du traitement des produits spinoriels. On
utilise pour cela les relations des chapitres 4 et 5, de maniere & construire des traces et a
les calculer.

Un dernier code MAPLE rassemble les résultats, passe au cas physique et termine le calcul
du carré des amplitudes . On y réalise aussi une évaluation numérique de maniére & vérifier
les résultats du code numérique.

6.3.2 Code numérique

Un code écrit en FORTRAN calcule la valeur de chaque amplitude, puis somme le carré
des amplitudes.

Pour pouvoir calculer une amplitude numériquement, on a besoin de connaitre entre autre
les valeurs numériques des produits spinoriels. Pour cela, on utilise le formalisme et les re-
lations définis dans [4].

Soit k* un quadrivecteur tel que :

ko
k
EF =" . (6.50)
ky
k.,
On introduit les notations :
ky =koxk, |, (6.51)
et
ki =ky +iky =|ki|et = \/kik_ e . (6.52)

Par un choix convenable de la phase, on trouve :

Vi
ke = [ VR (6.53)
0
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0

k) = Jheion| (6.54)
~VE

Par conséquent, on a

<k‘1k2> kl |k2+ \/kl k‘2+€ o1 \/k1+k2_€i(’02 . (6.55)

Cette relation est explicitement antisymétrique et nous permet d’évaluer numériquement les
valeurs des produits spinoriels. On peut aussi se trouver avec des produits spinoriels d’im-
pulsions négatives (essentiellement lors du passage au cas physique). La formule suivante
est utile [5,6] dans ce cas :

(g5| — px) = (—axlp+) = i(qx|p+) (po,q0 > 0) . (6.56)

Ces relations sont utilisées dans le code numérique, qui permet de calculer la valeur de
chaque amplitude. Il reste donc & calculer la norme au carré de chaque amplitude, et a en
faire la somme.

On remarquera que la structure compliquée des amplitudes et le nombre de termes rendent
difficiles les calculs dans le cas colinéaire. En effet, les calculs habituels avec 15 chiffres
significatifs ne sont plus suffisants et donnent lieu & des divergences numériques lorsqu’on
se rapproche du cas colinéaire. Pour pallier & ce probleme, j’ai utilisé dans les calculs une
librairie multiprécision [7] qui permet de choisir le nombre de chiffres significatifs. On notera
que 50 chiffres significatifs suffisent amplement a éviter toute divergence numérique. Cette
librairie permet le calcul des fonctions simples, mais il m’a été nécessaire de réécrire entre
autre une fonction Lie multiprécision. Un grand aspect positif des librairies multiprécisions
concerne la haute précision et la stabilité remarquable des résultats aux limites colinéaires.
Un aspect négatif provient néanmoins du temps de calcul, car les ordinateurs 32/64 bits ne
sont pas optimisés pour ce genre de précision a multiples chiffres significatifs.

6.3.3 Implémentation dans DIPHOX

DIPHOX [8] est un code informatique générateur d’événements partoniques qui étudie la
hadroproduction de diphotons. Plus précisément, il s’agit d’un programme du type Monte
Carlo dont le but est le calcul d’observables inclusives & I'approximation NLO.

Apres passage au cas physique (en inversant le signe de I’hélicité et de I'impulsion des
particules que l'on souhaite dans 'état de sortie), le processus s’écrit :

g(p1) + g(p2) — v(p3) +v(pa) +9(ps) - (6.57)

Dans ce cadre, les seules colinéarités possibles arrivent si py//ps ou si pa//ps. Pour isoler la
partie contenant d’éventuelles singularités colinéaires ou infrarouges, on considére dans le
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carré de amplitude le coefficient du terme :

By = 242 (6.58)
P1-pP5 P2-Ps

On appelle ce coefficient Hy5(ps). Ainsi, on peut écrire 'amplitude au carré sous la forme
suivante :
|M|? = Hyi2(ps) Era (6.59)

Ce His a pu étre implanté dans DIPHOX. L’intégration sur I'espace de phase a I'aide de
DIPHOX permet d’obtenir la section efficace de notre réaction. Dans la section suivante,
les résultats numériques ainsi obtenus sont présentés.

6.4 Résultats numériques

Les valeurs des sections efficaces présentées ici sont obtenues en utilisant DIPHOX, pour les
coupures cinématiques de ATLAS et CMS [9], notamment pour 'impulsion transverse du
photon le plus énergétique (photon 1) pr(,,) > 40 GeV et la rapidité || < 2.5. Le critere
d’isolement des photons leur impose aussi une énergie déposée inférieure & E7 4, dans un
cone de rayon défini et orienté dans la direction du photon. Ces valeurs sont imposées par
les expériences.

Pour les fonctions de distribution partonique nous avons utilisé le paramétrage cteq6 [10].

Sur la figure (6.2) est présentée la section efficace de production exclusive de deux photons
et un jet en fonction de la masse invariante des deux photons, en imposant une impulsion
transverse supérieure & 40 GeV pour le jet et les photons. On souhaite que les deux pho-
tons et le jet soient au moins séparés par une distance de 0.3 dans I'espace rapidité—angle
azimutal. On impose ainsi :

ARgep = /AP + A2 > 0.3 (6.60)
ou ¢ est 'angle azimutal entre les photons.
Les échelles de factorisation et de renormalisation sont choisies telles que :
p? = M* = m3, + i er) (6.61)

ou m.~ est la masse invariante de la paire de photons. Les résultats obtenus sont en accord
avec ceux de [11].

Sur la figure (6.3) est représentée la section efficace de production inclusive de deux photons,
en fonction de 'impulsion transverse des photons. En appliquant les coupures cinématiques
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Fi1G. 6.2 — Section efficace de production exclusive de deux photons et un jet en fonction de

la masse invariante des deux photons.
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de ATLAS et CMS, on impose pour l'impulsion transverse du photon le plus énergétique
(photon 1) :
DT () > 40 GeV (6.62)

et pour I'impulsion transverse du photon moins énergétique (photon 2) :
PT (v2) > 25 GeV . (6.63)

On choisit les échelles de renormalisation et de factorisation telles que :

1
2 2 2
po=M* = UL (6.64)
Les courbes obtenues dépendent de 1’échelle choisie. Comme critere d’isolement des photons,
on impose cette fois—ci :

ET maz > 15 GeV | (6.65)

et, pour le rayon du cne d’isolement :

R= A+ An?2>04 . (6.66)

Dans ce cas, on prend comme coupure gy > 20 GeV pour la paire de photons.

A titre de comparaison, les contributions des processus de photoproduction directe, une
fragmentation et deux fragmentations sont aussi présentées sur la figure. On peut remar-
quer que la contribution de g9 — vy + jet est inférieure aux contributions directe et une
fragmentation mais supérieure a la contribution de deux fragmentations.
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Conclusion et Perspectives

Les différentes réussites et la construction consistante du Modeéle Standard en ont fait la
Théorie Standard de la physique des particules. Il dépeint les constituants fondamentaux de
la matiere, les quarks et les leptons, et les interactions entre eux, unifiant dans une méme
théorie les interactions électromagnétique, faible et forte. Le boson de Higgs reste le lien
manquant qui empéche le Modele Standard d’étre complet.

L’un des principaux buts de la physique des particules expérimentale est actuellement la re-
cherche de ce boson de Higgs et de nouvelle physique. Pour cela, de nouveaux collisionneurs
a tres hautes énergies vont entrer en fonction. Il s’agit de collisionneurs hadroniques, qui
sont de véritables usines & quarks et a gluons. Le secteur du Modele Standard qui considere
ces particules est la Chromodynamique Quantique, qui est maintenant établie comme la
théorie des interactions fortes.

Pour pouvoir découvrir de nouvelles particules, il est nécessaire d’avoir des prédictions
théoriques quantitatives précises de la physique connue, de maniére & étre capable d’ex-
traire toute nouvelle physique. Cette these est consacrée aux calculs aux ordres supérieurs
d’amplitudes de réactions hadroniques. Les techniques standards de calcul ne permettent
pas d’atteindre la précision requise lorsqu’il s’agit de processus avec plusieurs particules
dans 1’état final. Cette tache est aussi difficile dans le cas ou les particules impliquées sont
massives. Nous venons de voir que ce genre de calculs peut étre réalisé a ’aide de la méthode
amplitude d’hélicité et d’un formalisme adapté pour la réduction des intégrales, qui consti-
tue une partie compliquée du calcul. La méthode amplitude d’hélicité differe des techniques
standards et consiste a calculer séparement I’amplitude de chaque configuration d’hélicités
en exploitant les propriétés de jauge, ce qui permet d’avoir une représentation explicite des
vecteurs de polarisation. En pratique, cette méthode fonctionne bien. Cependant, a 'ordre
NLO apparait dans les calculs une difficulté majeure : les intégrales de boucle. Le calcul
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de ces intégrales est hautement non—trivial, et il a fallu développer de nouvelles techniques.
Nous avons donc mis en place un formalisme de réduction des intégrales scalaires et ten-
sorielles qui consiste & séparer la partie divergente de la partie finie des intégrales. Nous
avons vu qu’il est ainsi possible de réduire le nombre de pattes et le rang des intégrales.
Ces techniques ont été implémentées dans un code analytique basé sur des langages de
manipulations symboliques (FORM et MAPLE). A P'aide de ce code, j’ai effectué le calcul
dans l'approximation NLO de la production associée de deux photons et d’'un jet, c’est—
a—dire un processus a cinq corps. Cette réaction est en particulier intéressante pour les
expérimentateurs d’ATLAS et CMS, en tant que bruit de fond & la recherche du Higgs.
De plus, elle est utile pour décrire correctement le comportement de la distribution trans-
verse du boson de Higgs & impulsion élevée. En effet, ce genre de réactions n’est pas décrit
correctement par les générateurs utilisés habituellement par les expérimentateurs, tels que
HERWIG ou PYTHIA, et des calculs & 'ordre NLO sont requis pour obtenir des prédictions
précises.

Un aspect compliqué de ce genre de calculs est contenu dans le nombre élevé de termes
générés. 1l est donc important de trouver des méthodes pour rendre le résultat compact (ce
qui est crucial pour les codes numériques qui doivent rester relativement rapides). De plus,
il faut prendre garde & éliminer les divergences factices, sources d’instabilités numériques.

Ainsi, j’ai présenté des résultats compacts du calcul des amplitudes des différentes configura-
tions d’hélicités de gg — g, sous une forme faisant apparaitre clairement I’invariance de
jauge et les symétries. J’ai alors écrit un code analytique et un code numérique pour calculer
les carrés de ces amplitudes dans le but de trouver la section efficace. Le code numérique
a pu étre intégré 4 DIPHOX. Méme si les résultats sont compacts, ils ont une structure
bien plus compliquée que les autres amplitudes codées dans DIPHOX, et il a fallu ajouter
a ce code une librairie multiprécision pour rendre compte correctement du comportement
de la section efficace aux limites colinéaires. Une remarque cependant concerne la rapidité
du code numérique. En effet, 'utilisation de librairies multiprécisions augmente le temps de
calcul. Il peut donc étre intéressant de développer dans le futur de nouvelles optimisations
qui permettraient de limiter le recours aux nombres multiprécisions.

L’étape suivante consiste a appliquer ce formalisme & d’autres études. En particulier, il
serait intéressant de remplacer les photons dans ’état final par des bosons—vecteurs (W, Z)
qui sont, contrairement aux photons, massifs. Le formalisme est indépendant des masses, si
bien que le méme code peut étre réutilisé. Cependant, le nombre de termes sera bien plus
important que dans le cas sans masse.

Une autre possibilité intéressante sera de remplacer les gluons entrants par des quarks. La
encore, le méme code pourra étre utilisé, méme si le calcul n’est pas exactement le méme.
Notre méthode nous permettra de calculer les contributions virtuelles, et de maniere & ob-
tenir la section efficace totale, il sera nécessaire de leur ajouter les contributions réelles, qui
sont plus faciles & calculer et méme déja connues.



La question fondamentale de la nature de la matiére et des particules, qui se pose depuis
l'origine de I’humanité, est toujours d’actualité. La réponse d’aujourd’hui combine concepts
philosophiques et efforts mathématiques au sein du Modele Standard. Il ne me reste qu’a
espérer que mon travail, petite goutte d’eau dans 'océan, aidera & mieux appréhender le
monde qui nous entoure.
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Annexe A

Formulaire

A.1 Algebre de Dirac

Soit une algebre de Dirac a n dimensions. La métrique qui lui est associée est :

g = (1,=1,—1,..,—1) . (A.1)
~—_—

(n—1) fois
On a donc, en notation d’Einstein :
9" g =g, =06,=n . (A.2)

Les matrices v de Dirac ont, comme régle d’anticommutation :

{fYIMfYV} = 2glw s (A3)
d’ou l'on tire

Yy =mn . (A.4)

On peut en déduire :
T = 2—n)n (A.5)
’Y,u’)’u’)’p’)’u = 491//) - (4 - n)’)’u'}/p (A'G)
VY Yo = =297 + (4 = )oY (A7)
VYo Yo Yo YoV = 290 Yo Yo + 2% VoV Ye + (N — VYo YoYe - (A.8)
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Dans le cas o n = 4, les matrices de Dirac apparaissent comme une généralisation des

matrices de Pauli :
i (0 oy
v = <0i 0) , (A.9)

0= (2 é) , (A.10)

ou les ¢ sont les matrices de Pauli habituelles :

01:<(1) é) 02:@ _OZ> 03:@ _01> : (A.11)

On définit alors la matrice 5 par :

et

7 =i’y (A.12)
On peut vérifier que :
()2 =1, (A.13)
et que
{5yt =0 . (A.14)

Les formules de traces les plus utiles sont :

Tr[yuv] = 49w (A.15)

Tr[’)’u’)’u'yp’)’a] = 4(guugpa + GuoGvp — gupgua) . (A.16)

De plus, la trace d’un produit d’'un nombre impair de matrices v est nulle.

A.2 Facteurs de couleur

On considere le groupe SU(N,), ot N, est le nombre de couleurs. Il existe N2 —1 générateurs
dans ce groupe, notés T% avec a =1--- N2 — 1.

Les relations suivantes sont utiles lors du calcul de diagrammes :

[T, T = i fabere | £ totalement antisymétrique (A.17)

{1, 1"} = Nic Oap I + d®cTe d*®¢ totalement symétrique (A.18)

pah _ l[% I+ (d% +,L-fabc)Tc:| 7 (A.19)
2LN,

TS T = % (61055 — %Maij ki) (A.20)



A.3 Fonctions I et

avec
fabb — 0 ,
dabb — 0 ,
Fd §2 = N, by
facd dbcd =0 ,
dacd dbcd _ N62 —4 5ab )
c
Les traces ont les propriétés suivantes :
T[T =0 |
1
Te[T, T = 50ab
1
Tr[Ta,Tb,TC] — Z(dabc +Z-fabc) 7
1 1
TI'[Ta,Tb,TC,Td] — —6ab 6cd + _(dabe +Z~fabe) (dcde +Z~fcde) ,
4N, 8
1
T[T, T, T4 TY = ———6pq -
[ ) ) ) ] 4Nc bd

A.3 Fonctions I' et B

La fonction I' d’Euler admet la représentation intégrale suivante :

o0
I'(z) = / dtt*~texp(—t) pour z réel positif .
0

On peut montrer que :
MNe+1)=zl(x) .

Pour un entier positif, I' se confond avec la factorielle :

I(n)=(n-1)".
La fonction d’Euler a les propriétés utiles suivantes :
s
I'(z)l'(1 - = —
()01 = 2) sin(rz) ’
1 1
rQ2z) = —2012Ar@) @+ 2) ,
) = = (@) +3)

e—0 2 7T2 2
M(l+e = 1—’76+<’y +—

ou 7 est la constante d’Euler :

1 1 1
y(z) = lim (1+§+—+...+——lnn) ~ 0.5772 .
n

3

6)%+0(62) ’

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)
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La fonction B a pour représentation intégrale :
1
B(z,y) = / dtt*~'(1 —t)¥"1  pour z et y réels positifs . (A.38)
0

Elle est reliée & la fonction I' par :

© 1 I'(z)[(y)
B(z,y) :/0 e F(H;’) . (A.39)

A.4 Fonction L1

La fonction dilogarithme Liy est définie par :
. % ¥
Lisiz) = 3 55 (A40)
=1k

pour les nombres complexes tels que |z| < 1. Pour |z| > 1, la fonction Lio est définie par
prolongement analytique de la série :

Lis(z) = —/Ozwdt, (A.41)

pour un z tel que |arg(l — z)| < 7.

Elle a les propriétés suivantes :

2
Liy(z) + Lio (%) = —% In?(z) + % +imln(z) pour Jarg(—z)| <7 , (A.42)
2
Lis(z) + Lio(1 —2) = % —In(2)In(1 — 2) pour |arg(z)|, |arg(l — z)| < w(A.43)
2
Lis(1) = T . (A.44)
: ?
Lis(—1) = TR (A.45)
1 21
Lis(3) = 15— 5% . (A.46)

On considere maintenant le cas ou z = x+1iAs, avec s = %1 et A est un nombre infinitésimal.
On a alors :

= 2

1
- 2 (A.47)
pour z > 0 3~

1 pour z < 0 —%—
9

Liy(z) + Lis (



Annexe B

Eléments techniques

B.1 Paramétrage de Feynman

Lors du calcul d’intégrales, on utilise le paramétrage de Feynman afin de linéariser les
dénominateurs. Pour cela, on peut se référer aux formules suivantes :

! 1
ab /0 b=z (B-1)

que l'on peut généraliser en :

1 T(p+q) 1 oP~H1 — )9t
= T Jy e T (B.2)

On peut aussi montrer que :

1
%_2/ dyy/ aﬂ:y—i—byl—x)—i—c(l— y))? (B.3)

et par récurrence, on la généralise a :

1 4(1 ij)
=t [ Hn— = (B.4)
.qu'Q ot (kz—:1$qu)N




B.2 Calcul de ir,m

Calcul de :

B dnl (iQ)r
Ly, = , B.
= | G (B2
ot [ est la partie en n — 4 dimensions du vecteur quelconque /. On a :
P=P+10P. (B.6)

Donc :

I~ B / dnl (iQ)r
o (2m)" (12 + 12 — R2)m

B d'l A= ()
= /(2%)4/(2@(71—4) (l~2—R’2)m ) (B.7)

que 'on peut écrire sous la forme suivante dans ’espace euclidien :

B a7 (n—4)7 _72\r
o= [ e | G ms
(2m) (2m) (=12 — 12 — R%)m

On prend R? = (% + R?, d’ot :

~ d4ZE d 4)l~E (l~2 )"
o (r—m) E
Ir,m = 1(—1) / (2 )4 / (2 )(n - (l~2 12) . (Bg)

On commence par calculer :

dn Vi (3)r

I = = . B.10
1 /(27T)(’n4) (l2E+R/2)m ( )
En coordonnées sphériques :
/d”lE E/|ZE|("1)d|lE|dQn . (B.11)
On a donc : < nes) _—
dlig| |lg]""~ le|?)"
(2m)(n (|lig|2 + R2)m
On sait que :
27.rn/2
Q, = . B.1
J 0=t (49
Dot (n/2-2) ]| (n+2r—>5)
2 n — 1 o - n r—
I = —— / dliy e (B.14)
['(n/2 —2) (27)n—4) (lig|? + R2)m



B.2 Calcul de I, 123

On utilise la formule suivante :

> 4 r(EEh(g — 2L
/ dp—2 12(17+17nq) (=) (g - &) ’ (B.15)
0 (" +2")4 n I'(q)
pour en déduire :
= 1 1 12 (n/2+r—2—m)F(n/2+’r— 2)F(m—n/2 —’I“+2)
h= Jem s (B F(n/2 — 2)T(m) (B.16)
Par conséquent :
dl
= - T B.1
I i(-1) /(27T)411 (B.17)
. ’i(—l)(T*m) F(n/2+T—2)F(m—n/2_fr+2)/ d4lAE 1
= (47r)(n/2—2) I'(n/2 —2)I'(m) (2m)4 (ZZE I R2)(*"/2*T+2+m) .
On pose :
d4ZE 1
b= ; B.18
2 / (27r)4 (l% + RZ)(—n/Z—r—I—Q-i—m) ( )
/ 13
J G — -
(2m)* (ip]? + R2)(m+2—r-n/2)
2 o0 ol 3 ~
S / _ lipPdlig] 5.20)
U'(2) 2m)* Jo  (lig|? + R2)(m+2-r-n/2)
— LE(R)(3+1*2m74+2r+n) FEEr(m+2—-r—-n/2-2)
247'('22 F(m+2—r—n/2)
_ L (gymprom _Llm—n/2-7) (B.21)

(47)2 'm+2-r—n/2)

En remplagant Iy dans I’équation (B.17), on obtient :

dnl ([2)r B
/ (2m)m (12 — RH)™

i(=1)r—m) wsoirm D(/2 + 1 = 2)0(m — 1 —n/2)
Gy B ()T (n/2 = 2) (B-22)
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Annexe C

Intégrales a 3 points

Dans cet annexe sont donnés les résultats des calculs des intégrales scalaires et tensorielles
de rangs 1, 2 et 3 & 3 points. On définit :

13 3
J:?(zil, e ,Zi3;¢45) = —F(3 — n/2) H dzk (5(1 — ZZ]) Zi1 "t Ris (R2 — i)\)n/273 s (Cl)
0 k=1 7=1
et
1 3 3
T2 (2 s 2153 As) = —T(3—(n+2)/2) [1dze 6(1= 3 2)) 23y -+ - 23 (RZ—iN)("F2)/273
0 k=1 7=1

(C.2)

Les intégrales scalaires et tensorielles de rangs 1, 2 et 3 & 3 points s’écrivent, apres pa-
ramétrage de Feynman :

d"k 1
. = Jy(As) , C.3
/W"/2qrzn1qr2n2q72n3 3 (As) (C.3)
drk ¢ :
/,L',n-n/Q P ]%;g Ay ;I3 (zp(j.5)5 As) (C.4)
m1 Ymo Ymg
dnk qltl qlt‘z 1 .
/mn/Q Q2 aqlz a;2 = _59’““2 T3 (As) (C.5)
m1 9ms Ymg

+€25 ;SAI[EZ Affjj J:?(Zp(z',S)aZp(j,S); As)
€S ]



Intégrales & 3 points

d"k  qb) gy qhs Lo s g 2
. = ——g AL T3 (20,95 As) (C.6)
| B Bl 27 BT )
1
—5 0 NG T3 ()3 As)
jES

1 A
) g ’”kZS AL T (2 (,5)5 As)
S

+,€ZS %kzejs Agiz Aéfj Afifk I3 (2p(i,9)> Zp(j,5)s Zp(k,9); As) -
i€S ]

La liste S (correspondant & I'ensemble des labels des propagateurs internes) est dans notre
cas {my,ma, m3}. R? est alors défini comme :

R? = 21 2 SN iy + 2023 Sy + 21 23 Sy (C.7)
et argument des intégrales J est alors :
As : p%a p%a p% ) (CS)

avec, conformément a la figure (C.1) :

P11 = 4ms — 49m,
P2 = d4mz — 49ms (Cg)
P3 = d4dm; — 49m3

ot (qm; — Qmj)2 = S[S}mimj. Par conséquent, on a :
As = S s S s S ms (C.10)

On considere ici des diagrammes comportant une ou deux pattes massives. Dans le cas avec
une seule patte massive, on choisit le label des propagateurs internes de maniére a ce que la
masse se retrouve & la derniére position de 'argument (S [S]mlms). On appelle cette masse
Ms3. De méme, pour une fonction a 3 points avec deux masses, on choisit les labels de sorte
que les deux masses, appelées My et Ms, se retrouvent aux positions S [S]m2m3 et S [S]mlms.

Pour avoir des notations compactes, on définit les fonctions suivantes :

AOé
= A1
HO(A7 Oé) A (C )
Aa _Ba
Hl(A,B,O() = ﬁ s (012)
Aa 1 Aa—H _Ba—i—l
Hy(A, B = 1



dm; dms

Qm

b D2

Fic. C.1 — Diagramme a 3 points.

A® 2 Aatl
H3(A, B = .14
9 Ao+2 _ go+2
+ )
(a+1)(a+2) (A-B)3
A> 3 Aotl 6 Aot?
H.(A,B
(A Be) = et Ao E T e D)@t A-B)
6 Ao+3 _ go+3
+ T > (C.15)
(a+1)(a+2)(a+3) (A-DB)
ol 'on a introduit la notation A = —A — i\. Ces fonctions ont les propriétés de symétrie
suivantes :
Hl(AaBaa) = Hl(BaAa 04) ) (016)
Hg(A,B,Oz) = —HQ(B,A, Ot) +H1(B,A, Ot) , (017)
Hs3(A,B,a) = H3(B,A,a) —2H9(B,A,a) + Hi (B, A, a) (C.18)

H4(A,B,O() = —H4(B,A, Oé) + 3H3(B,A, Ot) — 3H2(B,A, Oé) + Hl(B,A, Oé) . (Clg)

Toutes ces fonctions ont un comportement régulier quand A = B. Dans tous les calculs
analytiques, avant d’introduire I'’expression explicite de ces fonctions, on essaie, pour éviter
les divergences factices, de factoriser (A — B). Si cette factorisation est possible, on peut les
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réduire en utilisant les formules suivantes :

(A— BYH\(A,B,a) = A°_B° (C.20)
(A— B)Hy(A, B,a) — liaA“—H%BHI(A,B,a), (C.21)
(A— B)Hs(A,B,a) = Qiaﬁo‘—ﬂ%BHg(A,B,a), (C.22)
(A— B)H4y(A,B,a) = 3+aﬁa—3iaBH3(A,B,a) (C.23)

On peut aussi montrer que :

Hi(A,B,a+1) = —A°— BH\(A,B,a) , (C.24)
Hy(A,B,a+1) = Zi;(—A“—BHQ(A,B,a)), (C.25)
Hy(A,B,a+1) = Zi;(—AQ—BHg,(A,B,a)), (C.26)
Hy(A,B,a+1) = Zii(—Aa—Bﬂ4(A,B,a)). (C.27)

Avant de donner le résultat des intégrales & 3 points, on définit aussi la quantité I

Eir :
r. - T(1— &) T*(1 + &4r)
fir L(1+2¢g;)
2 2
=1 + Y€ + (% - E) 6221" : (028)

A partir de ces définitions, on présente maintenant le résultat du calcul des intégrales a 3
points :

e pour les intégrales sans parametre de Feynman, on obtient :

L.

J3(0,0,M3) = 2” Ho(Ms, i) (C.29)

ir
TI..
JE’?(O’M%MEE) = %HI(M&MZ’&W) 3 (030)

r




J:?(Zl, ana M3)

J3 (22;0,0, M3)
J3(23;0,0, M3)
J3 (2150, My, M)
J3 (2250, My, M)

J:?(Z?,; 0, MQ, M3)

Eir

Eir

(1 — 25ir) HO(M375Z'T) s

St (1 — 264 +4€2) Hy(Ms,e4)

(1 — 25ir) HO(M375Z'T) s
(1 — &4 +26€2) Hy(M3, My, €5r)
(1 — &g +26€2) Hy(My, M3, €5,)

(1 - 26i1") Hl(M?n M276i1”) )

e pour les intégrales avec deux parametres de Feynman :

J3' (21, 21; 0,0, M3)
J3 (22,22 0,0, M3)
J3 (z3,23;0,0, M3)
J3 (21,22;0,0, M3)
J3(z1,23;0,0, M3)
J3 (22, 23;0,0, M3)
J3' (21,2150, M2, M3)
J3' (22,2250, M2, M3)
J3' (23,2350, M2, M3)

J?T,l(zlazQ; Oa M27 M3)

J3 (21, 23;0, Mo, M3)

Jg(ZQ,Zg; 0, Mg, Mg)

Fsir
Eir

Eir

1
(5 — &ir) Ho(M3, €ir)

—= (1 =3¢ + 76%) Ho(Ms, i)

1
(5 — &ir) Ho(M3, €ir)
1 3

"~ (= — =) Ho(Ms, e4)

2 2
Ho(Ms3,€i)
1 3

— (_ - _5ir)H0(M3a5ir) >

2

Eir

2 2

3
Lo (1= 3ey 43620 Hy (s, Mo i)

3
(1 - Esir + 36%) H3(M27M37€i7") )

1
(5 — &ir) H1 (M3, M2, €ir)
2

3
(1 - Egir + 35?1")

X (H2(M3a M2a 8i7") - H3(M37 M2,€ir)) )

—

Eir

Eir

!

Eir

Eir

1
(5 - 51'1") HQ(M?)a M2a 51'7") )

1
(_ - 6ir) H2(M27 M3, €iT) )
2

(C.31)
(C.32)
(C.33)
(C.34)
(C.35)

(C.36)

(C.37)
(C.38)
(C.39)
(C.40)

(C.41)

(C.42)
(C.43)
(C.44)

(C.45)

(C.46)

(C.47)

(C.48)
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e pour les intégrales avec trois parametres de Feynman :

I'.. 1 13
Jg(zl,zl,zl;0,0,Mg) = % (g - E&'r) HO(M376i1") ) (049)
ir
I.. 11 85
Jg(z2,z2722;0,0,M3) = 62” (1 — ?Q‘T + 3 2 ) Ho(Mg,&ZT) s (050)
i
I, 1 13
J3' (23,23, 23;0,0, M3) = s~” (g—ﬁﬁir> Ho(Ms,€ir) (C.51)
n ey, (14
J3 (21721522;070aM3) — e 6 - §6iT HO(M358iT) 9 (052)
I.. 1 11
Jg' (21, 22, 20;0,0, M3) = ;” (g—gﬁzv) Hy(M3,eir) (C.53)
ir
1
Jg(zl,zl,zg;0,0,Mg) = FEiTgHo(Mg,Q‘T) y (054)
I, 1 11
J3' (22, 22, 23;0,0, M3) = s~” (5—36#) Ho(Ms,€ir) (C.55)
1
Jg(zlaz3az3;070aM3) = F&‘ir 6 HO(M?)agiT) 3 (056)
n ngr 1 4
5 (22,23, 23:0,0, M3) = —= | o — gew | Ho(Ms,eir) (C.57)
ir
1
J??(Zl,ZQ,Zg;0,0,Mg) = FEiT EHO(M37€iT) , (058)
I.. 11 67
Jg(zl,zl,zl;O,MQ,Mg) = 62” (1 — Fszr 18 2 > H4(M3,M2,6“~) y (059)
i
I'.. 11 67
Jg(ZQ,ZQ,ZQ;O,MQ,Mg) = 62” (1 — Feir 18 2 > H4(M2,M3,6“~) y (060)
i
n ngr 1 13
J3 (23,23,23;0, M2,M3) = c. g - Esir Hl(Mg,M2,€iT) y (061)
ir
I.. 11 67
J3 (21, 21, 22; 0, Mo, M3) = 62” (1 - €€ir+ 13 Z2r> (C.62)
i
x (Hs(Ms, My, €ir) — Ha(Ms, Ma, &)
I'.. 11 67
J3' (21, 22, 2250, Mo, M3) = ;2” (1—E€' t g€ & ) (C.63)

x (Hs (Mo, M37€zr ) — Hy(My, M3, €ir))

T.. 1

J3 (21, 21, 23,0, Mo, M3) = ;” (5 >H3 M3, Ms, eir) (C.64)
wr
T.. 1

J3 (29, 29, 23,0, Mo, M3) = ;” (g )H?, My, M3, i) (C.65)
wr
I.. 1

J3 (21, 23, 23,0, Mo, M3) = 65 (g >H2 M3, My, eir) (C.66)
r
I.. 1

I (29, 23, 23; 0, My, M3) = 65 (6 )Hz My, M3, e5) (C.67)
r

n ngr 1

J3 (21722723; 07 M27 M3) — o g (068)
wr
(Hz(M?,,Mz,&zr — H3(Ms, My, ei))



e Les intégrales & 6 dimensions sont issues de :

1 3

3
[ dok 001 = 3 2) 1,2 / B TR (C.69)

0 k=1

d"k 12

On sépare la partie de [ & 4 dimensions (notée [) de celle & n — 4 dimensions (/). On désigne
I'intégrale associée a [ par J et celle associée a [ par J.

Ainsi, pour les intégrales & 6 dimensions sans parameétre de Feynman, on a :

J§?+2(Oa 07 M3) = HO(M?)a 1- 6uv) 3 (070)
JET2(0, My, M3) = Hy(Ms, Ma, 1 —gyy) (C.71)
(C.72)

e et enfin pour les intégrales & 6 dimensions avec un parametre de Feynman :

1

Tt (21:0,0,M5) = SHo(Ms, 1~ ew) | (C.73)
1

J?tH—Q(z?;OaOaMiS) = gHo(Mg,l—&uv), (C74)
1

3 (23:0,0, My) = SHo(Ms, 1 —ew) (C.75)
2

J?T)l+2(z1;07M27M3) = §H2(M37M271_6uv)7 (076)
2

J§1+2(z2;07M27M3) = §H2(M27M371_6uv)7 (077)

1
J0F2(23;0, My, M3) = —3Hi(Ms, M, 1 = ey) (C.78)
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Annexe D

Intégrales a 4 points

On souhaite calculer I'intégrale a 4 points de rang 4 :

d"k qhq’qlqq
urpo da4p1cdd
I4abcd /(2%)" 4 . (Dl)

H

D’apres le formalisme de réduction des intégrales (voir chapitre 3), on décompose 'intégrale
sous la forme :

. ayqqg (g6 — ZCJaq]) s qué’qg(zC]aq])
oo :/ i= +/ J=1 , (D.2)
(2m)m™ CH. (2m)n CH.
Hqi Hqi
i=1 =1
avec
4
ch = —zlsj—ilAga : (D.3)
1=

L’intégrale de droite se réduit a une intégrale a 3 points (en simplifiant des ¢; du numérateur
avec des ¢; du dénominateur). Soit I; I'intégrale de gauche :

- ayatqg (g4 EC]aq])
Ilz/(%)n . : (D.4)
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On effectue la transformation :
4 \ 4
g = S0l — P (TI+ 20 A0V + (2 + ROV (D.5)
j=1 i=1

ou e est un indice arbitraire, avec :

4 4
Ty = 9" +2% zsj—,jAg‘aAgb ; (D.6)
Jj=1k=1
4
Vi = YA, - (D.7)
k=1
Ainsi :
4 4 4 4 1 4
dh= 30— P (97 22 a Y S SHALAY) + P+ B) Y baf, . (D)
7=1 =1 j=1lk=1 k=1

Apres avoir réalisé cette transformation, en effectuant le paramétrage de Feynman (voir
annexe B), on obtient :

1 m
L = T4 /0 iﬁldzié(l —iflzi) (;r;" @ —132)4 (D.9)

4 4 4 4
X [qZ 245 (lA(g“A 232 ZlkZISﬁgIAZLaA%) + (12 + R2)kzlbkﬁf5a>]
i=1 j=lk= =



I

4
Or ¢ — 1+ > zAji, on a donc :
i=1
(@) [ TTdzad( = St 1 D
0(1 — i .10
@ 0 il;Il 0l i;zZ)(ZW)" (1* — R?)* (D.10)

4 4 4
x| (1" + leiAZi) (17 + ZIZJAZJ) (ir + kZ Z A8
1= 1= =1

4 4 4 4
(g™ +25 2 2 S S AL AN + (2 + B2 L AL,

i=1 j=1lk=1 k=1
L4 4.4 1
I(4 dzio(1 — 3z D.11
@) 0 il;Il ( z; )(27)" (12 — R2)4 ( )
4 4 4 4 4
X PV g 42302 ) 3 S AL AY) + 1M1 (1P + RY) Y biAfaY s AL,
=1 j=1lk=1 k=1 =1
2 2 - 1 2 2 1 =
+IP(I2 + R?)Y biAkaY 2 A% +171°(12 + R?) Y bpAla Y 2 A
k=1 7=1 k=1 =1
4 4 4 4 4
FEP (g 4285 Y D SIALAL) (X 3 7 aAgAL)
i=1 j=1lk=1 j=1k=1
4 4 4 4 4
TG 2302 Y0 S AR AR) (30 3 mm AL AL)
i=1 j=1lk=1 i=1k=1

4 4 4 4 4
FUP(9 4202 30 3 S D A) (2 2 20258485
i=1 j=lk=1 i=1j=1
4 4 4 4
+ 030 3 iz A AL AG (2 bidfa) (P + )
1=1)=1k= =
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On peut le réécrire sous la forme :

d™l 1
e = R)

1 4 4
L o= T@ | [ld=s(l - X 2) (D.12)
0 =1 i=1
4 4 4 4
l (guagp/\ +gupgaA + gl//\gap) (gu/\ + 22222 ZS-_IAM A)‘)
n(n +2) i=1 j=1k=1 Ik “ka™gr
4 12 4
ZjAgj + Zg”p ElzlAZz)
1=

4 12 4 12
+ (2 + B) Y e, (=97 Y wl + =g
k=1 noi=1 no =1
5 vA A = SR —1AB AN L 14
+—g"Mg" 232 3 3SR AL AN (X X zaAyAL)
n i=1 j=lk=1 Jj=lk=1
T S N Y- v AP
+—g"M (" + 2202 30 DS ALAR) (X X e AL)
n i=1 j=lk=1 i=1lk=1
2o 4. 44 RPERE
+ =g (g + 2302 30 3 S A AY) (X X ziz A AY)
n i=1 j=1k=1 J i=1j=1
4 4 4 4 ) )
+> EzizjzkAgiAZjAgk(z bpAja) (1 + R?)
i=1j=1k=1 k=1

= v [ [ldzs - e 21 (D.13)
- o i T M e (2 - Ry '

14

x Vo Pl VP Of v op
n(n+2)(g 9" + P97+ + g1 g7")

4 4 4
+2(9"79" + 997 + 9 g7) (2 30 3 Spt AL AR)
=1 j=1k=1
12 v VA 1 SR —1TAHE AX L p
+ g+ 2(0 D 3 3 S AL AN (X 3 22 A5 AY)
i=1 j=1k=1 j=1k=1

12 NENRE R 4 4
+ Eg‘”‘ +2(g° RDIDY SjklAﬁaA;\i) (Z > zizkAZjAgk)
=1 j=1k=1 i=1k=1

2 4 4 4 4 4
+ EQW +2(g” DI SjklAZaA?i) (2 X7z Ay AG)
i=1 j=1lk=1 1=1j=1

4 4 4 4
+ 2000 X mia AL AGAG (X kAka) (I + R?)
i=1j=1h=1 k=1

12 4 4 4 4
+ 5(12 + R2)kzlbkA’k‘a <g”” 21 z AL+ 7P lejAgj + g% 2%%)]
= 1= ]: 1=



En introduisant «, o/, 3, 7, d et &, on peut mettre cette derniere relation sous la forme :

I = T4 1 [[dzd(1 - 2432) dl ! (D.14)
b 0 =1 1 (2m)m (12 - R2)! '
X[l4(oz+o/)+lz(,8+7+5+§)+12R2a'+R2§ .
D’apres la formule (2.42), on a :
d"l It i tmen (2 4+n/2)T(2 —n/2)
/ (27‘(’)” (12 _ R2)4 = (47‘(’)"/2 (R2 — 7)\)( /2-2) I‘(n/Z)F(él) , (D.15)
I e DL+ n/2)T(3 = n/2)
| G = = G - @
et
dml 1 i v(n/a—ay (4 —n/2)
/ G~ gy & N (D.17)
D’ot :
L = i Hdzz ( 2 ) (D.IS)

(A2 Jo i
{Pn/Q a+a +n/2)0(2 —n/2)
—()T(1 +7n/2)0(3 _n/2)]( —ix)(n/22)

L+ /TG ~n/2)] g —z')\)(”/23)} |

[(5) (4 nf2) - (3044 g IR



Intégrales & 4 points

On a donc, en remplagant les a, o/, 3, 7, ¢ et £ par leurs valeurs :

; 1 4 4
L o= — / [Tdzid(1 — 3 z)(R? — in) (/22 (D.19)
(4m)n/2 Jo =i i=1

1

X W{F@ +n/2)['(2—-n/2) [m(guagpu + gvPgoH + g,/'uggp)

2

44 4
+ vo p/\+ vp <7/\+ VA _op § :z S-_IAM A
n(n + 2) (g g 99 g9 )(izl 23211;::1 Ik “ka JZ)

1 4 4 4 4
(077 2 A+ g3 Ay + 7 5AL) (AL
n k=1 j=1 i=1 =1
n

1 4 4 4 4
—T(1+n/2)T(3 —n/2) = (9" 3 2k Al + ¢"7 X" 2 Ay + g””ZziAZi)(ZblAﬁl)}
k=1 j=1 i=1 =1

i 14 4
- dzd(1 — S 2;) (B2 — ix)®/2-3)
i (4m)/2 Jo il;ll a0t z;z)(R )

4 4 4 4
X {F(4 -n/2)Y 32> zizjzkAZiAnggk (szﬁé‘a)
i=1j=1k=1 =1

— P +n/2)0(3 = n/2) [(QV“ 24: i zjzkAngZk)

nl'(n/2) j=1k=1
4 4 4 4
+ (972 Y ma Ay AG) + (9732 30 iz ApAG)
1=1k=1 i=1j=1
4 4 4 4 4
+20"M (230 3 Syt ALAR) (X X 2z AGAL)
i=1 I=1I'=1 j=1k=1
4 4 4 4 4
+29M(, Ziy, ZSLZIA%AZ}')(Z > 22 Ay AY)
=1 I=1I'=1 j=1lk=1
4 4 4 4 4
+ 207 (7 20 30 St Al AR) (X 3 zi2r Ay A,
i=1 [=1I'=1 Jj=1k=1
4 4 4 4
+ nZ:I ZlkzlzizjzkAszgkAgk(lzlblAfa)} )
1=1y= = =

En introduisant les intégrales & 6 et 8 dimensions :

1 4 4
Ty (ziys e 2igs As) = F(4—(n+2)/2)/ [T dzkd(1= 3 25)zi, - 2ig (R2—iA) (" F2/270)
0 j=1

k=1 J
(D.20)
et
14 4
TPt 2y, 5 2ig3 As) = T(A=(n+4)/2) | T dzeb(1= Y 25)zi, - - - 2ig (R2—iX)(1F0/273)
0 k=1 i=1

(D.21)



On obtient :

P F(2+n/2)[ 1
L= (4m)n/2 | T(n/2) Ln(n+2

) (9”7 g™ + g"Pg°" + g"*g°P) Ty T (As) (D.22)

+ ﬁ (9“7 9" + ¢"P9" + g”g"p)Zéyi:1kzi:18ﬁclAﬁaA?z’)Jf Tz As )}
T2+n/2) T1+n/2)2-n/2)\ &, \u
( WT(n/2) nl'(n/2) ) (Zho

4 4 4
07 32 T (s A Ay 97 0T 255 A G+ 070 ST (21 As) )
= J= 1=

4 4 .4 4 I'(1+n/2)
+(3—-n/2 bAla J 2 (25, 25, 21 Ag) AV AP AT — T
( /)(l;l l )igljglkgl 4 ( js “k S) bi = cj = dk ,nr(n/2)
4

4 4 4
X [QV“ ZlkZIJf“(zj, 23 As) AL A + g7 Z:lkzlJf+2(2i, 23 As) Aj AL
J=1lk= 1=1K=

4 4 4 4 4
+ 90 3 Tz, 253 As) ALAG + (29 2 2 30 T (i, 2, 2k As) A AL,
i=1j=1 1=1j=1k=1
4 4 4 404 4

+ 2" 21 Zmzleffﬁ(zi, Zj, 2k AS)AZjAgk + 297 Zl -Zlkzl‘]f+2(zia Zjs %k AS)AZjAgk)
1=1y)=1k= ===

4 4 4 4 4 4
X (l;l,;sz?lA%Aﬁ) + ”(l;blﬁfa) ;JZ:M;JE 2 (2, 25, 215 AS)AZiAngZk] }

Z. 1 vo 14 a vV a
= W{Z(g g+ g"Pg M + gt g ) TP (As) (D.23)

4 4 4

1 B 4 4 B
+ 52 (0778 XS ALAL 97 X 30 S ALAT
i=1 j=1k=1 7j=1k=1

4 4 +2 1 4 4
+Qgpz ZSjkIAzaA]yi)J2+4(zi;A5) + (n - _(2 - E)) (Z ZSWIA%)
j=1lk=1 4 2 2

1=1l'=1
4 4 4
X (g””kZIJf“(zk; As)AL, +g"° ZlJf+4(zj; Ag)Ag + gapZ:IJf+4(zi3 As)A})
= Jj= =

4 4 4 4 4
+ <(3 - ﬂ) - M) (Z SﬁflAﬁa) >0 Jf+2(ziazja Zk; AS)AZZ'AZ]‘AZ/C
2 ['(n/2) I=1'=1 i=1j=1k=1
4 4 4 4
— g 35 30 T g, 243 A AN + 97 1 3T e 25 A AL A,
J=1k= i=1k=
4 4 4 4 4 4 4
+ gpuzl 21J£+2(zi’ zj; As) Ay A + 2;1;:151;1 (21 Zlkzl,]f+2(zi, 2js 2k AS)AnggkAﬁaA;’i)
t=1)= =1ll'= i=1j=1k=

404 4 404 4
+ 300 ST (2 2 2k AS) AL AL AL AT + 3030 3 T8 (20, 24, ks AS)AZJ-AZ;CA%AZ)} } :
i=1j=1k=1 i—1j=1k=1
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On trouve alors :

i 1
L = ——p Ph  gVPgH + g"Hg7P) TP (A D.24
1 (4W)n/2{4(9 g + 9" g7t + g g7P) I (As) (D.24)

4
lzl (yzlsll’lAﬁa) (97 A7 + 9" Af + g AL) Ji (235 As)

n —1 gn
9 (Elz Su'lAl' ) Z ( WAp + QUpAU + QapAV ) + (227 AS)
1/

+ Z Z ( ll’lAM )Z Z i‘]4+2(zuzjazka¢45) |:( _’n)(Angp AU )

=1l'=1 i=1j=1k=1

(AGALAL + AL ALAT + AL AGAD)]

1 4 4

- 5(2 ZQV“J”H(%%,AS)A%A& + 30 YT (2, 2k As) A AL
j=1lk= 1=1k=1

+ > Zg”“JfH(%Z;‘;AS)AZA%)} :

i=1j=1

Au final, on a :

1 1
I — Iy PR ZN) vp o v, op Jn+4
1 (47r)n/2 {4(9 g+ gt + g g7P) I (As)

) Z Z Z S A, <9VU (Af + (n —1AZ)

z 1=1I'=1

+ g7 (A% + (0= 1AG) + g7 (A + (0 — 1) zi))Jﬁ‘*(zi;As)}

47r)ﬂ/2 { 2 E E E Z511'1J4 (Zi,zj,zk;Ag)

( i=1j=1k=1i=11'=1
x |8 = mARAGAL — AGALAL — AfALAT - A ARAL]
1 4 4
3. ZQV“A%A&JZ+ (2j, 25 As) — —E EQU“AZiAngfH(Zi,Zk;AS)
j=1k=1 2 5k=
144 v Ao Tn+2
_Ezlzlg AbzAd]J4 (ZZ,Z],AS) .
i=1j

(D.18)



b3

FiGc. D.1 — Diagramme & 4 points.

qm,

9ms

Amy

On obtient ainsi les intégrales & 4 points et de rang 4 en fonction d’intégrales a 6 et 8
dimensions, sans ou avec parametres de Feynman. Comme nous I’avons vu au chapitre 3, il
n’est pas nécessaire de calculer toutes ces intégrales et car il existe des relations entre elles.
En effet, on peut écrire les intégrales avec p parametres de Feynman en fonction d’intégrales
avec p — 1 (ou moins) parametres de Feynman et d’intégrales a 3 points.

Pour une fonction & 4 points qui contient les propagateurs ¢m,, ¢mys dms, Gm, (voir figure

D.1), on définit :

Y41
b2
p3
yZ!

m,
dm,
Ams

Ay

- qm4
— dmy
— Gms

— qmg

(D.19)

ou (gm; — qmj)2 = Sm;m,, et on place les arguments de cette fonction dans l'ordre suivant :

As = (p2+p3)?, (01 +p2)% 02,02, 02,02 .

On considere ici le cas avec une seule patte massive. Par un relabeling des propagateurs

internes, on fait en sorte que la patte massive se retrouve en py.

On utilise les méme notations et définitions que dans ’annexe C.
Il est possible de réduire le nombre de parametres de Feynman des

n+2
J4

en utilisant les
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relations suivantes :

1
Jf”(z]',Zk,zl;As) = 5gBE {ng]Jf”(zj,zk;As)—i—bEcS}Jf“(zj,zl;As)—i—ng]Jf“(zk,zl;As)
1 _ _
—g(sj[.;? LT (s As) + S TR (2 As) + S IR j;AS))
1

S| m .
— 12 BB s s s— )i As— ()
ZES*{Jakzl}

1
+ﬁ<- > ST I (2.5 i) Znts— (i) As—13y) (D.20)
ZES_{.]:k}
S]—1 o[S
+ 5 SETSET I s (i 2. 1ini As i)
ZES_{]J}
SISI=151511 g, A )
+ Z ij ij 3 Zp(k,5—{i})s #p(1,S—{i})s “AS—{i} s
ieS—{k 1}
2 1 _
T mmi As) = g {bz[s]t]fﬂ(zm;fls)+b§]Jf+2(zl;As)—551[}5,;] LI (As)
7.2 b IS (s i) Zeems—(in)s As— (5}
jesS—{l,m}
1 S]=1 7n
t3 > 5][7,1 IZ (2p,5—4iy); As—{j}) (D.21)
jes—{i}
1 S]-1 7n
+tg X SR (zp(m,S{i})aAS{j})}a
jeS—{m}
1
TP As) = e I () + 1 S SET L (s )
BIS] 4ics
1
1 > b[ L7p (2 p(l,5—{i}); As— {J})} : (D.22)
jes—{i}
et pour les intégrales & 8 dimensions :
n 1 n
F e As) = 5+ { () - 35)
1
+ 5 J4(Zla-AS) 5 2 bHJ (2p1,5-1j1) As—{i})

jes—{l}

- = Z S J§1+2("45—{j})} ; (D.23)

JGS



bl 2 (4 . D.24
9 3 BIS] jEZS ( S— {]}) ( )

Il est utile de mentionner aussi une autre caractéristique de ces intégrales. Considérons des
intégrales avec un seul parametre de Feynman. Quatre possibilités existent :

I 2215 As), JPT2 (205 As), Ji (233 As), JPT2 (245 As)

En effet, seulement deux de ces quatre intégrales sont indépendantes, puisque :

T2 (s Ag) = S TI(As) — Ji (e As) (D.25)
n+2 . _ 1 n+2 n+2 .
J (227 AS) - 2 4 ("4 ) J (237 AS) . (D26)

Démonstration :

On peut appliquer la relation (3.59) & notre cas :

1 1 ;
Tz As) = = B IR (As) + 5 0 ST I8 (As )
BlS] 2 /s
1
—5 X b B s s {J})} , (D.27)
jes—{1}
et
76 _ 1 [S] 76 1 [S]-1 _ gn
2 (23 As) = = by Ji(As) + 5 D0 S5 I3 (As—gjy)
BlS] 2 /s
1
—5 X b0 sy As- {]})}. (D.28)
jes—{5}
D’ou :
6 6 1 [S] [S]y 76
Ji (215 As) + Ji (245 As) = m (b1 + by ) Ji(As) (D.29)

i1 Z;g( T+ ST B (As_y)
]G

1
D) (b[z J3 (215 Asf{z}) + ng] J3 (213 Asf{?,})

+ 08 T (215 As_gsy) + b7 T3 (235 As 1))

07 T (23 As—2)) + 05 T3 (2 AS_{?’}))} |



144 Integrales a 4 pomts

On a
1
Jo (215 Ag) + J§ (24 Ag) = YEN { B g8 (As) (D.30)

+ b[25] Jy (235 As_q2y) + bgs] 5 (233 As—(3})
— b7 (a3 Asq1y) = 057 (U3 (213 A qa)) + T3 (233 As12)))

— 057 (5 (215 As_qzy) + T3 (733 As_gay)) — b5 T8 (23 As{s})} :

Et finalement :

Ji (215 Ag) + Jf (245 As) = VS {B J2(As) (D.31)

DL T (235 As_q1y) + 05 T3 (20 Ag_py)

+ bg,s] T (e As-) = 7 (7313 As- ) } |

Le diagramme a 5 points a la forme :

La liste S5 associée a ce diagramme s’écrit :

Ss ={1,2,3,4,5} .



Le diagramme & 4 points s’obtient & partir du diagramme & 5 points en pingant les pattes
3 et 5, et par conséquent, 4 disparait :

D5
P q5 P4
q1 qs3
q2
D2 P3

La liste S associée & ce diagramme se trouve en enlevant l'indice 4 :
S = {17 27 37 5} = {mla m2,ms, m4} .

La matrice § associée s’obtient en supprimant la colonne et la ligne 4 de la matrice S du
diagramme & 5 points. L’inverse de la matrice S & 4 points s’écrit :

—S3 1
S13825  Si3
—S35 0 0 RS
Sls1-1 — 5131525 Sas (D.32)
—_— 0 0 0
S13 )
0 — 0 0
Sos
On a donc :
Sos — S
plol = 2B T 0% D.33
! 8513825 ( )
S13 — S35
) 7 D.34
2 8513825 ( )
1
sl = L D.35
5 5 (D.35)
1
sl _ L D.36
: 5 (D.36)
D’ou :

Bls! — 2(S13 + Sa5 — S35)
8138525

(D.37)

On remarquera que

ol bl = %B[S] . (D.38)



Intégrales & 4 points

Les fonctions & 3 points s’obtiennent en pincant les différentes pattes du diagramme & 4
points. Ainsi, on a :

associé a la liste S — {1},

associé a la liste S — {2},

associé a la liste S — {3}, et enfin



associé a la liste S — {5}.

On en déduit :

Tz As 1)) = J2(z5:0, 835, ) | (D.39)
3 (225 As_(2y) = J5'(23;0,813,835) (D.40)
I3 (225 As—q31) = J3(23;0,0,82) , (D.41)
J3(z15As_53) = J3(2150,0,813) . (D.42)

On va pouvoir maintenant remplacer les J§' par leurs expressions, données dans I’annexe C.
L’égalité (D.31) s’écrit donc :

1
J{ (215 Ag) + Jf (245 Ag) = SBE { B8l J8(Ag) (D.43)

1 ) ) ln(325) — ln(335)
+ (—bla(l ~2eir)eq gt
1n(§13) - 1n(§35)

1
+ bz;(l — 2¢€ir)€ir

ir S13 — S35
by 1 —
+ —— (14 ¢4 In(S 1— 2¢;,
So5 €ir ( (825))( )
bs 1 —
B I 1— 2; :
Si3 £ir ( + Eir n(813))( 517")) }

En remplagant les b; par leurs valeurs, de nombreux termes s’annulent, et on trouve finale-
ment :

1
Ji (e As) = 51 (As) = 1 (a0 As) (D.44)



Intégrales & 4 points

On peut aussi montrer que :

2
It (21,215 As) = 3 T2 (215 As) — JPTR (21, 245 As) (D.45)
1
T2z, 29, Ag) = ngH(Zl;AS) — I (21, 235 As) (D.46)
2
it (29, 205 Ag) = ng”(Zz;As) — J{ R (29, 233 As) (D.47)
n+2 1 n+2 1 n+2
Iy (20, 205 Ag) = §J4 (225 Ag) — §J4 (215 Asg)
+J£L+2(Zlaz3;~’45) ) (D48)
2
Tt (23, 235 Ag) = 3 2 (35 As) — JP T (22, 233 As) (D.49)
1
JPt2(23, 245 Ag) = ngH(Z?);AS) — I (21, 235 As) (D.50)

2
{224, 245 Ag) = 3 T2 (245 Ag) — JP P21, 245 As) (D.51)



Annexe E

Intégrales a 5 points

On prend le cas général d’une intégrale & N points. On veut calculer :

Iuypa@ :/ d"k ngbqungg

N abede — (27T)n N
I1g}
i=1
D’apres la méthode de réduction :
B v P 0 npp o B v P LA
- qgaqy9eqg (a2 — Y2 Cleq?) - qaqy9eqq (Y Cheq?)
qupa@ _/ Jj=1 + Jj=1
Moo ) @ N (2m)" N
I af Ildf
1= 1=
avec :
[% al —1A0
1=

On effectue la transformation :

N N
o~ L0} — P (T +22zia;ivg) + (R,
j= i=

(E.1)

(E.2)
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ou f est un indice arbitraire,

N
Th =g + 221 kzs R ARAY (E.5)
]:
et
N
Vi = by, (E.6)
k=1

L’intégrale de droite se réduit a une intégrale a 4 points. Soit I; I'intégrale de gauche :

gy qfqg (2 ZC]eq])

d"k
5= E.7
1 /(Zﬂ)n e v
=1
N d™l 1
= ) [ Mazoti - 32 / TR

X [q’éqb”qé’qd (lA (5 + 2ZzZ V) + (12 + R2)V§)

Or:
N
q; — [+ ZZZA]Z . (ES)
=1
Dot :
N d™l 1
L, = ( ) . ZHde ( _Ezl)/ (271')“ (ZZ_RZ)N
(lA(T + 2221 VO + (12 + R?)vg) (E.9)

[(m M) S o) (s o) 0 3l

J1=1 Js=1 Ja=1



En ne gardant que les exposants pairs de [, on obtient :

no= e [l - 3 ')/ oy |+ RV
1 = 0 it 2 Z_lel (2m)" (12 — R2)N ¢
N
+ PN (TH + 2;:121' )( E ZJ4 AZ,)
O (TN 4 o
+ P17 (T Y +222i )(Ezjz bis)

l‘ululol)‘ (T + ZZZZ )( Z Zj3 cys)

Jz=1

+MWFU'+53A*)(E%1%)
Ji1=1

me+ﬁxz%3mMZ%4m)

HWW+MME%ZMMZ%4W)
Jo=1 Ja=1

-WWW+MMZ%2MHZ%3W)

Jo=1 73=1
+ IV (1% + R2)( lem a]l)( Z Zj4 dj4)
J1
+VWF+WMZ%1 MZ%BW)
J1=1
HWW+WNZ%1MMZ%2M)
J1=1 J2

N
+ l“l/\ (7-89th + QZIZZA?ZVS) ( .lejZAZ]é) ( E Zj3Agj3) ( E Zj4Agj4)
1= J2= = =
N N
+ lyl/\ (7:39]‘/\ + 2ZZiA;\ng) ( 2 Zj1 Azjl) ( E 2]3 ) ( E Zja dg4)

+mq7442% MZ%IWMZQQMME%A@)

Ji=1

lal/\(T + 2EZZ )( Z Zj1 a]1)( Z ZJ2 b]z)( Z ZJS 6]3)

J1=1

+ (12 + RZ)( Z Zh a]l)( Z ZJZ b] )( Z ZJS 0]3)( Z ZJ4 d]4) : (E.lO)

=1
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1 mn
L = F(N) ﬁdzl ( Zzl)/ (Zdﬂ.;n (12 _1R2)N

l4
uv po up Vo no vp 12 21y 0
X{in(n—l—%(g 9" + g g" + g g"?) (I° + R*)V,

l4 (D Al /\
+7n(n+2) (7’8f +2Z§1Z1Af )

+(9"9" + 9" 9" + 9" 9" ) (

(997 + g9 + ) (3 2, AZ,)
Ja=1

—

Agjz)

=
N

.
—_

M=

+ (g,uug(r)\ + g,u(rgu)\ + g,u)\gua) ( Zijs AP, )

cJ3

<.

@
Il
—

M=

i (gupgw\ g7 " + guAgp(r)( leAgjl)}

Il
_

J1
2
+%(l2 +R2)V§[ o Z 2js AL ) ( E %A,

Js=1 Jja=1

+gﬂp( > zjzAij)( Z Zja d]4) +glw( Z Zja b]g)( Z 233 C]g)

j2=1 Jja=1 ]2—1 ja=1

( Z z]l 11]1)( Z 2]4 d]4) + gu(r( Z z]l a]l)(jzzlzjsAgjg)

Ji=1 J1=

+9 pa(JZ Zjy agl)(,g Zj2AZj2)}

N N
+1? (T + ZZzZ Va)g’”\( Z Zj bjz)(.lejBAgjs)(.lej‘iAgjzx)

J2=1

+ V/\( Z Zj1 a]l)( Z ZJS 6]3)( Z ZJ4 d]4)

=1

+ p/\( Z 211 a]l)( Z ZJZ b] )(2 Zj4Agj4)

Jj1=
+ i (]12— Zj1 a]l)( Z ZJZ b] )(]E Zj3 0]3)

+ (l2 +R2)( Z i1 aj1)( Z ZJ2 b] )( Z: Zjs 6]3)( Z ZJ4 d]4)} : (E'll)

=1



N
Zi = Y70y (E.12)

d’ou l'on tire :

L = F(N)/1 lly[dzié(l — g:zz)/ dl L
0 i=1 i=1 (2m)m (12 — R?)N
" {n(nlier) (9" 9" + 9" g"" + g"g"*) (I* + R*)V!
4
Taln2)
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+( WT +gua o +guo7~€u)zp
+ (9P TS + g””T + g T2

[(g“ YT+ g T + g T 28

+ 2i;zivg ((g“l’Asﬁi 4 gMﬂA;i + gl/pA.Ui)Za
+ (9" A + 9" A%, + g7 AY) ZY
+ (Q“VA% + gMTAY, + guaA;;i)Zé;

+ (ngAUZ' + gVUA?i + ngAVi)Zg>i|

l2 l2 + R2
+ %Vg (9" 2827 + g"* Zy 23 + g7 Z) Z¢
+g"PZEZG + g" ZEZE + g7 Z1 7))

1y
+g[7-ef“Zb”Z£’Zé’+T Y ZRZRZG + TR ZY 2] + TIf 212y ZF

N
Ry
+ 2; ZV (AL ZY ZEZG + A% Za 2027 + A 28 ZY 75 + NG, 24 2 Zg)]

+ (P + R2)Zf;zgzgzg} : (E.13)
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On introduit les notations «, B, v, 1 et &, telles que :

1 m
no=rw [ iﬁldzié(l—ig‘lzi) / (;r;" (12 —1R2)N (E.14)

16 14 R? 4 I?R? 12
- <L+7>+—7+—n+l2f+R2£
n+2 0 n

% n(n +2) +n(n—i—2)a+ n

On obtient :
I, = L(—l)N 1 ﬁdz-é(l — ﬁz.) (E.15)
SNCTSTE 0 =l = '
I'B+n/2)T(N -3 - ”/2)a 2 _ i\ (3-N+n/2)
{ L(n/2)n(n+2) (B A
T(2+n/2)T(N —2—n/2)
I'(n/2)n(n+2)
T(2+n/2)T(N —2—n/2) ( B
L(n/2)n n+2
CT(1+n/2)T(N —1-n/2)
L(n/2)n
CT(1+n/2)T(N —1-n/2)
L(n/2)n
I(1+n/2)T(N —1—n/2) (1 Nn
T/ >£(R2 _M)(l N+ /2)}

O[(R2 _ i)\)(3fN+n/2)

n 7) (R? — i@ -N+n/2)

,Y(RZ _ i)\)(?*N‘Fﬂ/?)

77(R2 _ i)\)(l*N‘Fﬂ/?)

+ (I‘(N —n/2) -

b oW [ B s 1
- (47T)n/2( ! 0 il;[1d 9l Z; Z){F(n/2)n (E.16)

[ (T2 +7n/2)T(N —2—n/2) —T(3+n/2)[(N — 3 — n/g))%H(Rz _ in)B-N+n/2)

+(0(2+n/2)T(N —2—n/2) (niﬁ + 7) —T(1+n/2)T(N —1—mn/2)y)

a 2 y\\(2=N+n/2)
X ) (R” —1i\)

(L +n/2)0(N — 1 —n/2)n(R? - z‘A)(l—NW?)]

DL /2T L nf2)y oo )\)(1N+n/2)} |

+ (F(N —n/2) — (/%)




ou l'on a utilisé les relations suivantes :

1
Mn+2ﬂwwm(ﬂ2+nﬂ)FUV—Z—nﬂ)—F@+nﬂ)FUV—3—nﬂ»
:i(N—5—n)F(N—3—n/2) , (E.17)
G L /ALY~ 1= n/2) = %F(N “1-n/2) (E.18)
]XN—nﬂ)—Fu+nﬂ?é%;1_nﬂ):(N—l—nHﬂV—l—nﬂ), (E.19)
et :
CE+n/20N-2-n/2) T@+n/)TN -2 n/2)
I'(n/2)n(n + 2) nl'(n/2)
T(1 4+ n/2)T(N =1 —n/2)
— AT (/) v (E.20)
- I‘(N—2—n/2)<iﬁ— %(N—3—n)'y> .
D’ou :
! v 5 3 E.21
= (4m)n/2 1) 0 z‘l;[1dZi (- i;Zi) (E.21)

x [F(N =5~ )LV =3~ n/2) a (B — in)0=N+/2

1 1
+I(N -2 - n/2)<Z B — 5(N —3—n)y )(RZ — §\)@=N+n/2)
- %F(N —1—n/2) 5 (R? —i)\)1-N+n/2)

F(N—1-n)D(N —1-n/2) & (R* - iA)(l_N+”/2)] .
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En remplagant «, 8, v, n et &, on obtient :

I, = ! ny 1Nd B) 3
L = W(_ ) I1dz (1—i;zi) (E.22)

0 i=1

1
x {Z(N —5—n)T(N =3 —n/2) (¢"g" +g"g"" + g"g"*)V? (R* —i\)E N +n/2)

1
+ 3TV —2 - n/2) (G TF + 90T + g T 25+ (07 Tef + g T + 9" T 28
+ (g,uurreefa +gua7- + guarTHM)Zp + ( Vpr]:ZOf(r + guav]:ffp +gpa7—e€fu)zg

2V (920 + g 25 + g0 2) 25 + (9 2§ + ¢ 2] + 9" 24) 2}

(927 + g7 2+ 9" L)) 2L+ (9 ZF + 97 2p + g Z)) 2L ) | (R = in) Ve

1
— 3 (N =3 =m)D(N =2 —n/2)V! [gﬂ”zgzg g ZYZG + gz 7P

g LLLT + g T ZLTL + g 2L | (R — NN

1
— 3TV = 1-n/2) THZY 2025 + T 2L 2025 + T ZL 20 25 + T 2824 78

+ 2V (24 2y 0TS + ZRZLALTG + ZYZL T G + ZZLZ 70| (B — in) ()
+(N—1—n)(N —1—n/2)Z 7Y Z° Z5 (R? — M)<1—N+"/2>} :

En substituant les ZZ” par leurs expressions et en utilisant la notation :

1
TN (As) = (—1)NF(N—n;6) /0 ]Fvldzké(1—2z])( — N

k=1
4 L' N n
TNz, sz As) = (DNT(N - nt ) x [ [Tdzd(1 - EZJ)ZH' iy (R — i)
0 k=1
2 n
J]7zf+2(zi17 T 7zi4;~AS) = (_1)NF(N - n;_ ) H dzk(s(l - EZJ)ZH ' 'zi4(R2 - Z>‘)(%2
0 k=1
N n b n_N
JRT(ZZ'N"' 7zi4;~AS) = (_1) F(N_ 5) Hdzk(s(l - EZJ)ZH : 'Zi4(R2 _'D‘)(Ei )

0 k=1 Jj=

(E.23)

—N) (E.24)

~N) (E.25)

(E.26)



on trouve :
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(4m)n/2 4
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i=1j=1
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+ 9" AGAL + g7 ALAL + QWAZJAZZ}
1NN 2 A 7’9“A”A”A” T AP AP AT
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Pour N =5:
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9 9
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5 5 5 5
+(4- n)ZIZIZ ng+2(zivzj7Zkvzl;‘AS)AgiAZjAgkAgl} . (E.28)
i=1j=1k=1i=1



On pose n =4 — 2¢yy :
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L’intégrale Ls est définie par :
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Ls(As) = [ T]dzd0(1 - > z)In(R?) . (E.31)
0 i=1 i=1
Or:
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D’ou :

D(1 + €uo)
€un'(5)

JITO(Ag) = - + Ls(Asg) (E-33)

L’indice f est arbitraire, on peut donc le choisir tel que f = ¢ quand l'indice du haut est
i, f = b quand l’indice du haut est v, f = ¢ quand l'indice du haut est p et f = d quand
I'indice du haut est 0. On trouve alors :
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Abstract

Collider experiments in the TeV range demand precise predictions for signal and
background reactions. We develop algebraic/numerical methods to describe multi-
particle/jet production at the loop-level. Explicitly we discuss the analytic calcula-
tion of the 3-gluon 2-photon 1-loop amplitude. We also discuss numerical methods
to tackle the calculation of 1-loop 6-point functions. Methods to calculate one-loop
multi-leg amplitudes will be described ; analytical ones for the massless case as well
as numerical ones, the latter being applicable to amplitudes involving massive and
massless particles.
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1 Introduction

In this decade experiments at hadron colliders explore the TeV scale. The large center of
mass energies lead generically to multi-particle final states created by QCD initial states.
The application of perturbative methods is justified if the scales of the problem are conside-
rably larger than the proton mass. Then a systematic separation of long and short distance
effects is possible and predictions for cross sections can be made at the loop level, which
is mandatory for a reliable estimate of production rates especially at hadron colliders. The
calculation of multi-particle production at the one-loop level is very challenging due to the
combinatorial complexity of the Feynman diagrammatic approach. Although the calculation
of partonic 2 — 2 amplitudes at one-loop is meanwhile standard, already the number of
known 2 — 3 1-loop amplitudes is very restricted. Up to now not a single Standard Model
process which has generic 2 — 4 kinematics is computed at the one-loop level. Needless
to say this is highly relevant to many search channels for the Higgs boson at the LHC,
like gluon fusion and weak boson fusion, where additional jets have to be tagged to im-
prove the signal to background ratio. For signal reactions like PP — H + 0,1, 2 jets, with
H — vy, WW*, 777~ which are available at one-loop level, not all amplitude calculations
for the background exist. This is due to the fact that the signal case typically contains
only 5-point functions at 1-loop, whereas the background has generic 2 — 4 kinematics.
As an example for such reactions consider PP — bbbb + X, PP — vy + 2 jets + X or
PP — ZZ + v+ X. These require the evaluation of hexagon graphs like

b

Fic. F.1 — Hexagon graphs for multi-particle production. The ¢ in the right graph indicates
that the fermion is a top quark.

The aim of our working group is to develop methods for the calculation of such hexagon
amplitudes. The final goal is a tool to tackle the computation of general 2 — 4 processes
at the one-loop level in a completely automated way. A basic ingredient of such a tool
are algebraic reduction formulas. Our reduction formalism is described in the next section.
As an example for the efficiency of our methods we discuss the 5-point 1-loop amplitude
gg — ~yyg in Section 3. The fully analytical treatment of hexagon one-loop amplitudes
seems to be feasible analogously, if massless particles are considered. Examples of hexagon
amplitudes in the Yukawa model calculated with our approach can be found in [1,2]. Other,



phenomenologically relevant examples are presently under study. For the massive case we
suggest a numerical evaluation described in Section 4.

2 Reduction Formalism

We will very briefly discuss the basic reduction formulas for N-point scalar and tensor
integrals. More details can be found in [3,4].

2.1 Tensor reduction
Feynman diagrams correspond to combinations of tensor integrals. The momentum space

representation of an N-point tensor integral of rank R in D = 4 — 2¢ dimensions is given by

M1 PR _
IN

D H1 KR
/d kK kM k (F.1)

—D/2 (N
inP/ Hj:1(qj2'— 3)

Here g; is a linear combination of the loop momentum k and external momenta p1,...py.
If N > b5 standard reduction methods lead to a proliferation of terms with complicated
denominators. This has to be avoided, as otherwise a stable numerical evaluation of the
amplitude is hardly possible. By using helicity or projection methods loop momenta can
always be combined with external momenta such that they are expressed by combinations
of inverse propagators, e.g. with s; = p?, sij = (pi +pj)2 ,q1=k—prand g =k—p; —ps:

2k - py = (qf — mi) — (a3 —m3) + (512 — m3) — (s1 —m) (F.2)

After expressing products of loop momenta with external vectors by propagators and cance-
ling as many propagators as possible, one is left with tensor integrals which are irreducible.
One finds that at most rank 1 N-point integrals have to be reduced for an N-point pro-
blem. Explicit representations for the irreducible tensor integrals can be found in [4]. After
complete tensor reduction one is left with a linear combination of scalar integrals.

2.2 Scalar reduction

To achieve as many analytic cancellations as possible the amplitude has to be expressed by
a basis of scalar integrals. To this end scalar N-point integrals have to be reduced further.
The scalar N-point function in momentum and Feynman parameter space is given by

1

D (1= 2
1}3:/ ,le/“z - 12 —=(-D)"T(N-D/2) [ d"> (N 2j=1%) (F.3)
= Tl (g — m3) > ij—1Sij%i%j/2

0

where Sij = Gij — Gzz/2 — ij/Q +m12 +m?, Gij =2r;-: rj, rj =p1+ -+ Dj. The basic



3 Analytlc Calculatlon of gg — 'y'yg 167

reduction formula relates an N-point scalar integral to (N — 1)-point scalar integrals IX

]"]’
where the jth propagator is omitted, and (D + 2)-dimensional remainder terms :
det(G) 7D+2 _
—(1+42€¢)7 ot (3) I, N =4
N
Iy = ijI]l\?—l,j + O(e) N=5 (F.4)
0 N>6
The reduction coefficients are b; = — leil Sﬁl. One finds by iteration that each N-point

function and therefore each amplitude can be expressed by 2- and 3-point functions in D
dimensions and 4-point functions in D + 2 dimensions only. These form the basic building
blocks for an irreducible representation of the amplitude in terms of scalar functions. The
coefficients of these scalar integrals are expected to simplify to a large extent.

3 Analytic Calculation of gg — vvg

To give an example for our algebraic approach to N-point amplitudes we have reconsidered
the 5-point 1-loop amplitude gg — y7vyg. While this amplitude only had been extracted
indirectly from the 5-gluon amplitude [5] by replacing gluons by photons until recently, we
present a direct calculation [6]. For convenience we define all particles as incoming.

Y(p1, A1) + (P2, A2) + 9(p3, A3, c3) + g(pa, A,y ca) + g(ps, A5, c5) — 0 (F.5)

Out-states can be obtained by crossing rules. In hadronic collisions this amplitude is rele-
vant for the production of photon pairs in association with a jet and as such a contribution
of the background to the Higgs boson search channel H — 7+ + jet. A phenomenological
analysis has already been provided in [7,8]. The colour structure of this amplitude is simple.
It can be written as

F{/\j}’{cj}[’y’yggg N 0] qus fcsc4c5A/\1/\2/\3/\4/\5 (FG)

AMA2230A5 are helicity dependent linear combinations of scalar integrals and a constant
term which is a remnant of two-point functions with coefficients of order (D — 4). Six
independent helicity components exist : +++++, ++++—-, —++++, —+++, +++—,
—+++—. As the amplitude is finite one expects that all 3-point functions which carry

spurious infrared poles cancel. The function basis of the problem is thus reduced to 2-point
F(1+€)F(176)2 (—sij)75
I'(2—2¢) €

functions IP(s;;) = , 4-point functions in D + 2 dimensions written



1 6
Fy (8j1j2? Sjaja> Sj4j5) = .. .. I (pj17pj2’pj3’pj4 +pj5) (F.7)
Sjajs — Sj1j2 — Sjags

and constant terms. From unitarity one expects that the +++++,++++—,—++++
amplitudes should be polynomial. The other helicity amplitudes will also contain non-
polynomial functions like logarithms and dilogarithms contained in IP and Fy. To give
an example of each case we show here the results for AT™"TT~ and A=~T1T only, the re-
maining ones which have also compact representations can be found in [6]. The result is

expressed in terms of field strength tensors F}* = pfie? — p¥e/ which satisfy the relations

+ o+ + + + &+
Te(FF)) = 2pi-€pj-€ —Sij€ €

pi-Fy ok = (sijpe-€ —sjepi-€;)/2 (F.8)

where e;t are the polarization vectors of the gluons and photons. For ATTTT~ which is
polynomial we find the following result

'I‘r(.7-“+}"+)Tr(f+f+)

s 172 374 R -

A = A c pFs - (36 4)] (F.9)

512534

The coefficient is given by

S4558138 S13S 52 §25 4 s2- — 3128 S$138 S13 — S
ottt 545813514 S13Sa5 | Sis ST 15 12845 | 813515 , 513 34
$355155824  S15535  S15524 535515 823545 523
834845 | S15 — S25  S23 T 835  S23S25 | S34 1+ S12
- + - - + (F.10)

523815 S45 S13 513545 S15

We have checked that the corresponding amplitude has a Sy ® S Bose symmetry when
the photons and the gluons with equal helicities are interchanged. For A=~ Tt we split
the result into three pieces with indices F, B, 1, which belong to the part proportional to 6-
dimensional boxes F}, a part containing bubble graphs I, and a constant term, respectively.

A——+++ :AE7++++A57++++A;7+++ (F.ll)
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We find
o Te(F; Fo )Te(FLFyr o
Az = (F1 22) 2( 3 4)[CF +++p1,fgr_p3_(3<_>4)}F1(31375147825)
512534
—4eB) e +(1e2) (162405 (14254 3)
(F.12)
_ Te(Fr Fy ) Te(FFF)p o
Az +++ (F1 22) 2( 3 4)[03 +++p1,]_-5+,p3_(394)}1213(315)
812534
—4eB) e +(1e2) (162405 (14254 3)
(F.13)

AT = Te(Fy F ) Te(F F F) (F.14)
2534545535

The indicated permutations have to be applied to the indices of the field strength tensors,
momenta and Mandelstam variables. The coefficients are

2
159 — 2513814 S14  S14

Oo-—t++ — 28127 4513514 S14 Sud
F 2
535515 534 835
(F.15)
2 2
o-—t+t 545|513 + 835 4 S + 845 4 SisS13 | S14835 2(815 + 545)
B - e 2 2
S15 [ S14 + 845  S13 + S35 515535  S15545 535
2
_ 813 T 835 S14845  Si5 4 S + 824 4 %12 781 T 835 2814(815 + S45)
515 515835 535515 545 S14 + S5 535
2
533515 2545+ 515 (515 + s45)823 (2845 + 515) | 513(2845 + 515)
s35(s13 + $35) 813 + 835 535(513 + 835) 835 s3s

In the given expressions the Sy ® S3 symmetry under exchange of the two photons and
the three gluons is manifest after taking into account the omitted colour factor. The result
indicates that with our approach indeed a compact representation of complicated loop
amplitudes can be obtained. The application of our approach to relevant 6-point amplitudes
is presently under study.

4 Numerical Evaluation of Multi-Leg Integrals

As already mentioned, our final aim is a complete automatisation of one-loop calculations.
The bottleneck for this goal is mainly given by the calculation of the virtual amplitudes : As
the number of external legs increases, the growing number of invariants renders the analy-
tical expressions more and more complicated. If in addition massive particles are involved,
the complexity of the resulting expressions rapidly approaches a limit where the analytical



evaluation of the amplitude becomes unfeasible. Therefore, a numerical approach seems to
be more appropriate to tackle different types of one-loop amplitudes in a unified and efficient
way. Of course, it has to be stated what "numerical” means, as any method should finally
lead to "numbers” to be compared to data. The important question is at what stage of
the calculation the transition from analytical to numerical evaluation should be made. The
conventional approach to calculate NLO cross sections seeks to keep analytical expressions
in the course of the calculation of a cross section as far as possible. Of course, there are
good reasons to do so : If infrared (and/or ultraviolet) poles are present, they have to be
isolated and canceled before any numerical evaluation can be attempted. Further, analy-
tic expressions are flexible in the sense that they can be used in ”crossed” processes with
different kinematics by analytic continuation. On the other hand, the analytical approach
may be troublesome if the calculation of differential cross sections do/dO for some (infrared
safe) observable O and/or the implementation of experimental cuts requires modifications
of the analytic expressions. In addition, concerning the virtual integrals, it is well known
that even if a closed form exists, the implementation into a Monte Carlo program may lead
to numerical instabilities because the expressions are not appropriate for every phase space
region. These drawbacks of the ”maximally analytical” approach suggest to make the tran-
sition analytical — numerical at an earlier stage of the calculation. A completely numerical
approach has been suggested by D. Soper [9,10], where the sum over cuts for a given graph
is performed before the numerical integration over the loop momenta, in this way exploiting
unitarity to cancel soft and collinear divergences. This method is very elegant, but choo-
sing appropriate integration contours in the multi-dimensional parameter space is far from
straightforward and therefore might be hard to automate. In [11], a different approach has
been suggested, where the calculation is split into ”virtual” (loop) and "real” contributions
as in the conventional approach, but a subtraction formalism for the UV and soft/collinear
divergences of the one-loop graphs has been worked out, such that the subtracted integrals
can be performed numerically in four dimensions. While the subtractions act on a graph
by graph basis, the subtraction terms are added back (in analytically integrated form)
after having been summed over the graphs, as only the summation leads to expressions
which are simple enough to be integrated analytically. Another promising approach in this
context is the one of [12], which tries to tackle the problem of infrared divergences by its
very root : Starting from the observation that the clash between the long-range nature of
the interactions in a massless gauge theory and the assumption of asymptotically free ex-
ternal states causes the appearance of IR singularities in the ”conventional” amplitudes,
they show that an appropriate redefinition of the external states, which includes the long-
range interactions, leads to S-matrix elements which are IR finite and apply it to the case
ete™ — 2jets at NLO. The method we suggest here to calculate one-loop amplitudes is
oriented at the aim of automatisation as a main guideline. It follows to a large extent the
7analytical road” in treating virtual and real emission corrections separately. This is fea-
sible as the isolation of IR/UV divergences is straightforward if the discussed reduction
formalism is used. UV renormalisation is well understood, and systematic methods for the
combination of the IR divergences from the virtual corrections with their counterparts from
the real emission contribution also exist [13—-19]. The main problem consists in calculating
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the remaining finite terms of the N-point one-loop amplitudes, especially for N = 5,6, and
we will concentrate on this point in what follows. By making the transition from analy-
tical to numerical evaluation for these terms at an earlier stage than in the conventional
approach, complicated cancellations between numerous dilogarithms can be avoided. We
should mention that another approach to calculate loop integrals numerically is suggested
by Passarino et al. [20,21], based on the Bernstein-Tkachov relation [22].

4.1 Reduction to basic building blocks

A one-loop N-point amplitude involving particles with arbitrary masses (including the case
m = 0) will be reduced to basic building blocks using the method of [4], as outlined in Section
2 As basic building blocks, we choose scalar 2-point functions 12D and 3-point functions I?P
in D dimensions and D + 2 dimensional box functions I f *2_ The latter are infrared finite.
Possible UV singularities are only contained in the 2-point functions and their subtraction
is straightforward. The (soft and collinear) IR singularities are, as a result of the reduction,
only contained in 2-point functions and 3-point functions with one or two light-like legs.
In this form, they are easy to isolate and to subtract from the amplitude. However, the
resulting expression in general still has integrable (threshold) singularities which hinder a
successful numerical evaluation. For example, the general 6-point integral (where all internal
lines have different masses m; and all external legs are off-shell, p? =8 ,i = 1...6)
depends on 21 kinematic invariants with one non-linear constraint among them, and its
analytic form contains hundreds of dilogarithms. A numerical evaluation of the latter leads
to large cancellations in certain kinematic regions and such a representation is therefore
inappropriate.

4.2 Parameter representation of basic building blocks

After reduction and separation of the divergent parts, we are left with finite integrals 12 and
I f +2_ To evaluate them we first use standard Feynman parametrisation and then perform
a sector decomposition’

1=0(zxy >z9,...,2N) +O(z2 > z1,...,2N) + -+ O(zy > z1,...,TN_1) (F.16)

for the integration over N parameters (N = 3 for the triangle, N = 4 for the box). Now,
we carry out only one parameter integration. We obtain

D 2 2 2\
-[3 (517527337m17m27m3) -

D 2 2 2 D 2 2 2 D 2 2 2
STri(SZa 53, SlamQam?)aml) + STM'(SS, S1, 827m37m1am2) + STm'(Sh 52, 837m17m27m3)]

!We define the step function © to be 1 if its argument is true, and 0 else.
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1
_ 1 1
Stet 2 m3 /dt dt
Tri (817823333m1am27m3) 1 2(1+t1+t2) At%+Bt2+C—’L(5
0
1
dt 24 |log(2A + B — VR) — log(B — VR) —log(2A + B +T) +log(B +T)
'VR T+VR
B log(2A + B+ +VR) —log(B + vVR) —log(2A+ B+ T) + log(B + T) (F.17)
T-VR '
with
A = m}, B=(mi+mi—so)ti+m3+mj—s3
C = mit?+ (m]+mi—s1)t1 +m3

R = B?—4AC+i5, T=2A(1+t)-B

We show the explicit expressions only for the triangle, the ones for the box are analogous
and can be found in [23]. In the case of vanishing masses or invariants, as long as the
functions remain IR finite, analogous expressions can be derived.

4.3 Singularity structure

In order to analyse the singularity structure of the integrands, we explicitly separate ima-
ginary and real part. One obtains

1
STQri (81a32a337m1am2am3 /d T2 R log(2A + B +T) — IOg(B +T):|

+O(R < 0) [log(C) - 10g2(A + ; +0O)

+\/1_;R<arctan (g) — arctan (21\:;—};) +7OB<0<24+ B))}

+O(R > 0) [T;\/‘g (10g (124 + B~ VE|) —log (1B - VE|) - ir0(B < VE < 24+ B))
T;f( og (|2A Y B+ x/ﬁ|) ~log (|B + \/ﬁ|) +inO(B < —vVR < 24 + B))] }(F.18)

Three regions which lead to an imaginary part can be distinguished :
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1 s (a)

Region III

-15 -1 0.5
B/ (2A)
A+B+C<0 Region II

F1G. F.2 — Analytic regions of the box and triangle integrands. Within regions I,IT and I1I the
integrand has an imaginary part. The integrable square-root and logarithmic singularities
are located at the boundaries of these regions.

RegionI: A+ B+C>0,-24<B<0,C >0« (B<+VR<2A+B).
Region IT: A+B+C >0,C <0« (B <VR<2A+B)and not (B < —VR <24+ B).

Region II1: A+B+C <0,C > 0% (B < —VR<2A+B)and not (B < VR < 2A+B).

Region I is an overlap region where the imaginary part has two contributions. In regions II
and III only one of the ©-functions in (F.18) contributes. All critical regions are shown in
Fig. F.2, which illustrates the analytic structure of the integrand.

Line segment (a) corresponds to the integration region of a triangle function where only
logarithmic singularities are present, while for line segment (b) square-root and logarithmic
singularities are present. Note that the box function 7P~ has the same singularity structure.
As IP=% and IP=5 are the basic building blocks, this analysis of the singularity structure
is done once and for all.
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4.4 Numerical integration

We now discuss the numerical evaluation of the analytic expressions derived above.? So far,
we showed that any finite scalar N-point function can be written as a linear combination
of the basic building block SR~ of Eq. (F.18) and a similar 2-dimensional integral, S5=6,
with coefficients that are rational functions of the kinematical 1nvar1ants and masses. To
avoid numerical instabilities, the residual dimensions of SR=% and SE=6 are then integra-
ted over numerically. Since scalar function expressions can contain dozens of building blocks
and an amplitude has to be evaluated many times to calculate a cross section, a fast me-
thod to evaluate the basic building blocks is called for. However, the naive application of
standard numerical integration techniques is not sufficient to achieve this objective. This
is due to the presence of integrable singularities and step discontinuities in the integrands,
which the detailed analysis above revealed. It prevents the naive application of determi-
nistic, integration-rule based algorithms that are better suited for fast evaluation than the
more robust, but significantly slower Monte Carlo techniques commonly used to evaluate
multi-particle cross sections in high energy physics. Several approaches can be pursued to
achieve a sufficiently fast and accurate numerical integration of the basic building blocks.
A first direction are automatic methods, i.e. methods that do not require knowledge of
the exact location and type of the discontinuities. The key to success here are adaptive
algorithms that iteratively divide the integration volume into non-uniform subvolumes and
apply basic numerical integration methods to each subvolume until an optimal partition
of the integration volume minimizes the total error. Using this approach the 1-dimensional
integral of S’Tm can be integrated with negligible time requirements (fractions of a se-
cond). The 2-dimensional integral of S& D=6 is much more challenging, but can be tackled
in the same spirit by combining deterministic and Monte Carlo integration techniques (see
Ref. [24] and references therein). We note that the time required to integrate all SE=6 buil-
ding blocks of the scalar hexagon function using this approach depends on the kinematical
configuration and, while sufficiently short at this stage, is no longer negligible. If, at a sub-
sequent stage, i.e. for the calculation of a certain cross section, the SE~6 building blocks
had to be computed in a time comparable to the one for the SDM4 functions, a second
direction could be pursued. Since the location of all singularities and step discontinuities is
known analytically, one can identify regions with continuous integrand and in each region
flatten the integrand either by transforming integration variables or subtracting singular
approximations. The resulting bounded integrands could then be integrated numerically
with standard deterministic methods at a speed that would facilitate millions of amplitude
evaluations in a reasonable amount of time. To demonstrate the practicality of our method
to evaluate multi-leg integrals, we show in Fig. F.3 a scan of the 2m; = 350 GeV threshold
of the 4-dimensional scalar hexagon function for a kinematical configuration appropriate
for the Feynman diagram to the right in Fig. F.1.

%A more detailed description can be found in Ref. [23].
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FiG. F.3 — Scan of the 2m; = 350 GeV threshold of the 4-dimensional scalar hexagon func-
tion which corresponds topologically and kinematically to the rightmost Feynman diagram
of Fig. F.1.

5 Conclusion

We have outlined new algebraic/numerical approaches for 1-loop calculations. We have
shown that our algebraic formalism leads to compact representations of complicated 1-
loop amplitudes. Furthermore we have constructed numerical methods for general hexagon
kinematics. The presented methods are parts of a project to describe multi-particle/jet
production at TeV colliders with 2 — 4 kinematics at the 1-loop level.
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Résumé

Le futur collisionneur du CERN (le LHC) posséde un fantastique potentiel de découverte a condition
d'avoir une prédiction quantitative de la QCD. Pour ce faire, il est nécessaire d'effectuer des calculs
dans l'approximation NLO de maniére a réduire la dépendance de la section efficace en fonction des
¢chelles non physiques. Pour obtenir des résultats dans cette approximation, il faut calculer les
sections efficaces des sous-processus partoniques contribuant a la réaction étudiée a 'ordre le plus
bas ainsi que les corrections virtuelles (une boucle) et réelles. Le calcul des corrections virtuelles
reste trés compliqué si le nombre de particules externes est supérieur a quatre ou si les particules
externes (internes) sont massives.

Dans cette thése est proposée une méthode automatique pour effectuer les calculs a une boucle et a
cinq pattes, et qui peut étre généralisée aux cas de particules massives.

Dans une premicere partie, nous décrirons divers outils et méthodes nécessaires a de tels calculs.
Nous les appliquerons ensuite au calcul de la réaction gg — yy g, qui intéresse les expérimentateurs
des expériences ATLAS et CMS comme bruit de fond a la recherche du Higgs, notamment pour
décrire correctement la queue de la distribution transverse du boson de Higgs. Sera alors présenté le
résultat explicite de cette amplitude pour chaque configuration d'hélicités sous une forme compacte
et une représentation clairement invariante de jauge. Nous terminerons par une ¢étude
phénoménologique de cette réaction.

Mots-clé : Chromodynamique Quantique, QCD perturbative, corrections radiatives, calcul
automatique, NLO, boson de Higgs, collisionneurs hadroniques, LHC, amplitude d’hélicité.

Abstract

The future CERN collider (LHC) has a fantastic potential of discovery, provided QCD can be
quantitatively predicted. To do so, it is necessary to work at NLO approximation in order to reduce
the dependence of the cross-section on the non-physical scales. To obtain results in this
approximation, one has to calculate the cross-sections of the partonic subprocesses contributing to
the studied reaction at the lowest order, and also the virtual corrections (loop corrections) and the
real corrections. The calculation of the virtual corrections remains very complicated if the number of
external particles is greater than four or if the external (internal) particles are massive.

In this thesis, an automatic method which enables to calculate one loop diagrams with five external
legs and which can be generalized to the case of massive particles is presented.

In a first part, we describe different tools and methods necessary to such calculations. We then apply
them to the calculation of the gg — yy g reaction, which interests the ATLAS and CMS
experimentalists as the background for the Higgs boson search. We also give the explicit result for
this amplitude for each helicity configuration in a compact form and a clearly gauge invariant
representation. We finally present a phenomenological study of this reaction.

Keywords: Quantum Chromodynamics, perturbative QCD, radiative corrections, automatic
calculation, NLO, Higgs boson, hadronic colliders, LHC, helicity-amplitude.





