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Chapitre 1

Introduction générale

Les systémes magnétiques ont servi de base pour élaborer et construire des mo-
déles en physique du solide ainsi que pour comprendre et analyser les mises en
ordre et les transitions de phases associées [1, 2|. Le magnétisme quantique est au-
jourd’hui un probléme riche de la physique du solide moderne, tant du point de
vue théorique qu’expérimental. En effet, de plus en plus de composés, tels que les
oxydes de cuivre, possédent, a I’état pur, des caractéristiques magnétiques trés in-
téressantes : frustration magnétique, transition spin-Peierls, couplages spin-phonon,
plateaux d’aimantation... La stoechiométrie étant de mieux en mieux controlée, le
dopage de tels composés magnétiques avec des impuretés est possible, permettant
ainsi une investigation des effets liés aux impuretés et au désordre dans les systémes
de spins quantiques de basse dimensionnalité. Dans ces systémes fortement corrélés,
la compétition entre les fluctuations quantiques et le désordre peut donner lieu a
une nouvelle physique, non triviale. L’exemple d’école est I'apparition d’un ordre
antiferromagnétique & basse température induit par les impuretés, observée sur le
composé spin-Peierls CuGeOy [3, 4, 5].

Du point de vue théorique, de nombreuses voies existent pour appréhender le
comportement des systémes de spins quantiques. Par exemple, des traitements ana-
lytiques de certains problémes unidimensionels comme la chaine de spins % antiferro-
magnétique par I’Ansatz de Bethe ou par la technique perturbative de bosonisation
donnent accés aux propriétés de basse energie de ce systéme. Lorsque du désordre
est introduit dans la chaine de spins %, Fisher [6] a démontré que la phase pure
était immeédiatement déstabilisée, quelle que soit I'intensité de ce désordre. Néan-
moins, les outils analytiques disponibles sont limités, surtout lorsque les effets liés au
désordre sont pris en compte au niveau microscopique. En effet, I’introduction d’une
impureté dans un matériau magnétique quasi-unidimensionnel peut avoir diverses
conséquences : changement d’espéce magnétique, modification locale de la constante
d’échange intrachaine ou interchaine, introduction d’une lacune non magnétique. Par
conséquent, la prise en compte des impuretés nécessite de construire des modéles mi-
croscopiques particuliers dont le traitement théorique requiert le plus souvent une
approche numérique.

Afin d’appréhender correctement la spécificité des effets liés aux impuretés et au
désordre dans certains systémes magnétiques de basse dimensionnalité, comme les
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chaines antiferromagnétiques désordonnées de taille finie ou les chaines spin-Peierls
dopées, I'utilisation des techniques numériques a été au cceur de ce travail de thése.

Les motivations expérimentales qui sous-tendent les travaux théoriques présentés
ici constituent ’objet du chapitre II, dans lequel plusieurs matériaux sont présentés,
avec notamment un traitement particulier réservé au composé CuGeQOs. Les princi-
paux modeéles théoriques utilisés au cours de ce travail sont décrits dans le chapitre
ITI, une large partie étant notamment consacrée aux modéles unidimensionnels. Au
cours de ce méme chapitre III, les méthodes numériques employées dans cette thése
sont passées en revue.

Les résultats originaux obtenus au cours de ce travail sont présentés dans les
chapitres IV, V et VL. Les effets de taille finie (déja abordés dans la section 1.2 c)
du chapitre III) rencontrés dans les chaines de spins désordonnées, constituent le
sujet du chapitre IV dans lequel un phénomeéne de crossover est mis en évidence et
interprété a travers une analogie avec les problémes de localisation a une dimen-
sion. Les chapitres V et VI sont dédiés a I’étude du role joué par les impuretés dans
un systéme quasi-unidimensionnel de chaines frustrées de spins % Un modéle mi-
croscopique de chaines spin-Peierls couplées est d’abord étudié numériquement sur
des réseaux de taille finie dans le chapitre V ; ’accent étant mis en particulier sur
I’effet provoqué par l'introduction d’une ou de plusieurs impuretés non magnétique
dans de tels systémes. Un modéle effectif de basse énergie, décrivant l'interaction
entre les impuretés sous le gap de spin, peut ensuite étre construit; son étude par
Monte Carlo quantique sur de trés grands réseaux, présentée lors du chapitre VI,
permet d’appréhender les problématiques liées a la mise en ordre antiferromagné-
tique induite par le dopage dans les systémes spin-Peierls. La suite de ce chapitre
VI est dédiée a I’étude du comportement inattendu observé sur la susceptibilité
magnétique a basse température. Interprété a travers la formation de grands spins
effectifs a basse énergie a ’aide d’'une méthode de décimation des couplages dans
I’espace réel, le comportement critique du systéme quasi-unidimensionnel est aussi
comparé aux classes d’universalités connues dans les systémes magnétiques soumis
au désordre.
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Chapitre II. Motivations expérimentales

1 Désordre dans les chaines de spins quantiques

1.1 Des chaines de spins % dans la nature

Cu
) O Sr,Cu0,
a=12.6910(7) A
. Sr b =3.9089(2) A
¢ =3.4940(2) A

1.0A, 60°

|

FiGg. II.1 — Structure du composé SroCuQs, les chaines de spins 5 sont dans la

direction b.

N[

Nous ne pouvions commencer cette partie sur les motivations expérimentales sans
mentionner I'existence de composés magnétiques de spins % présentant de véritables
caractéristiques unidimensionnelles. Le plus célébre est sans aucun doute le composé
SroCuQs, fortement anisotrope dans la direction b (voir la figure I1.1), présentant
une interaction de super-échange antiferromagnétique J ~ 2000K entre les ions
Cu?*, chacun portant un spin S = 1.

Toutefois un couplage transverse entre les chaines est présent, mais sa valeur
extrémement, faible (J, /J ~ 107°) entraine que la susceptibilité, représentée sur la
figure 11.2, exhibe un comportement unidimensionnel parfaitement décrit par la loi
de Eggert, Affleck et Takahashi [9] jusqu’a des températures trés basses. Au dela,
une mise en ordre antiferromagnétique tridimensionnelle intervient.

De nombreux composés possédent aussi ce caractére anisotrope et en donner une
liste exhaustive ici serait illusoire. Nous renvoyons par conséquent le lecteur intéressé
aux revues récentes sur le sujet |10, 11].

1.2 Chaines antiferromagnétiques désordonnées

Les problémes de magnétisme soumis au désordre sont explorés depuis mainte-
nant plusieurs décennies [12, 13]. De nombreux exemples de chaines de spins ayant
des couplages désordonnés ont vu le jour depuis les travaux de Bulaevskii et al.
[14]. Dans la suite, nous donnons un bref appergu des propriétés remarquables ob-
servées dans de tels matériaux a travers quelques exemples choisis parmi les plus
caractéristiques.

a) Exemples de composés
Des mesures de susceptibilité magnétique, effectuées sur la famille de composés

Mg Ti;4,OBO;3 [15], ont révélé une trés forte divergence a basse température:

4



1 Désordre dans les chaines de spins quantiques

9
SrpCuO3
J=2200K(EAT) *
ot
g | 1=2800K(BF) \

X SCgin(IO'Semu/mol)

J=2200K(BF)

0 200 400 600
T(K)

F1G. I1.2 — Susceptibilité magnétique mesurée sur le composé SroCuOs (o) par Mo-
toyama et al. [7], et comparée & la loi de Bonner-Fisher (BF) [8] et aux calculs
analytiques de Eggert et al. (EAT) [9] par la bosonisation. A trés basse tempéra-
ture, la chute de x signale une mise en ordre antiferromagnétique tridimensionnelle.
Figure extraite de la référence [7].

X(T) ~ T~ avec a ~ 0,83, indépendant de z. Un tel comportement a été interprété
comme une signature de la présence d’échanges antiferromagnétiques aléatoires entre
les spins % portés par les ions Ti*t . Des observations similaires ont été effectuées
sur le composé (TCNQ), avec un exposant « ~ 0,8 [16].

Plus récemment, le composé unidimensionnel CuCly,Bra1 5 (7 —pic)s [17], réali-
sation expérimentale d’une chaine de Heisenberg avec des échanges antiferromagné-
tiques alternés désordonnés, a révélé un comportement caractéristique d’une phase
de Griffiths quantique [12, 13|, confirmé par des études théoriques [18, 19].

D’autres exemples, avec des spins plus grands, existent. Citons la réalisation
expérimentale d’une chaine de Haldane (S = 1) avec couplages aléatoires [20] ainsi
que le composé (CD3)4NMn,Cu;_,Cl [21] qui, du fait de la présence de grands spins
(S = 5/2 pour Mn), est plutét une réalisation de la chaine de spins classiques [22].

b) Observation de la phase des singulets aléatoires

Au cours de la derniére décennie, de trés nombreux travaux théoriques ont été
développés (voir la section 2.1 du chapitre IIT), améliorant ainsi grandement la com-
préhension des effets provoqués par la fluctuation aléatoire des constantes d’échanges
dans les chaines antiferromagnétiques. Ainsi, pour le cas S = %, des théories trés ro-
bustes prévoient I’apparition d’une nouvelle phase, totalement désordonnée, dite
de singulets aléatoires (23, 6|, lorsque les constantes d’échanges antiferromagné-
tiques sont aléatoires. Du point de vue macroscopique, cette phase, que nous serons
amenés a rencontrer plusieurs fois au cours de ce travail, est notamment caractérisée
par une divergence trés particuliére de la susceptibilité uniforme a basse tempéra-

5



Chapitre II. Motivations expérimentales

ture:
1

X(T) ~ m,

(I1.1)
)y étant une échelle d’énergie caractéristique, de ’ordre de la constante d’échange
antiferromagnétique moyenne.

Trés récemment, le composé BaCuy(Sip 5Gep5)207 a fait 'objet d’une étude expé-
rimentale [24] dans laquelle la susceptibilité uniforme, représentée sur la figure I1.3,
a pu étre interprétée comme caractéristique de la phase des singulets aléatoires’,
le dopage avec des atomes de germanium, distribués aléatoirement, modifiant les

10

(0)

277

1
!

% (10° emu/mol)
w

T(K)

F1aG. 11.3 — Susceptibilité magnétique mesurée par Masuda et al. [24] sur le composé
BaCluy (Sio5Geo s )2 07 (0), et comparée au composé pur BaCuySisO; (e). La droite
hachurée représente le comportement de spins libres en loi de Curie et les courbes
noires (pleine et hachurée) sont des fits utilisant la loi (II.1). Les températures de
mise en ordre du composé pur et des maxima de Bonner-Fisher sont indiquées par
Tx et Ty . Figure extraite de la référence [24].

constantes d’échanges antiferromagnétiques. Des mesures du facteur de structure
dynamique [24] ont aussi confirmé les prédictions associées a la phase des singulets
aléatoires [25].

1.3 Chaines de spins avec des couplages aléatoires ferroma-
gnétiques et antiferromagnétiques

La chaine de spins % Sr3CuPt;_,Ir,Og, dont les composés parents SrsCuPtOg

et Sr3CulrOg sont respectivement des chaines antiferromagnétiques et ferromagné-
tiques, est une réalisation d’une chaine quantique présentant des couplages aléatoi-
rement ferromagnétiques et antiferromagnétiques [26]. Pour p = 0 (p = 1), le com-
portement de la susceptibilité d’une chaine antiferromagnétique (ferromagnétique),

1. Ceci suggeére éventuellement de re-considérer les divergences observées sur les composés cités
dans la partie 1.2 a) & la lumiére de I’analyse menée ici par Masuda et al. [24].
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2 Le composé spin-Peierls CuGeO;

schématisé sur la figure I1.4, a bien été observé (figure I1.5). Lorsque 0 < p < 1, les
prédictions théoriques de Furusaki et al. |27, 28| ont été vérifices expérimentalement
|26], avec une divergence de x & basse température en loi de Curie, la constante de
Curie ¢ dépendant de la proportion p de liens ferromagnétiques:

c(p) x ——. (I1.2)

10.0

=0

4?0 8.0
4k, T/J

Fi1G. 1.4 — Représentation schématique de la susceptibilité inverse théorique d’une

chaine de spins % désordonnée avec une concentration p (1 — p) de liens ferroma-

gnétiques (antiferromagnétiques). De haut en bas, p = 0, 1/4, 1/2, 3/4, 1. Figure
extraite de la référence [28].
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F1G. IL5 — Susceptibilité inverse mesurée sur le composé Srs CuPt,_,Ir, O avec, de
haut en bas, p=0, 1/4, 1/2, 3/4, 1. Figure extraite de la référence [26].

2 Le composé spin-Peierls CuGeOs
Depuis sa découverte en 1993 par Hase et al. [3], le composé CuGeQOj3, premier

matériau inorganique présentant une transition de spin-Peierls [29], a trés rapide-
ment, occupé un role central dans les problématiques de magnétisme quantique a
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Chapitre II. Motivations expérimentales

basse dimension. En effet, grace a la synthése possible de gros monocristaux dont le
dopage peut étre bien controlé, de trés nombreuses expériences lui ont été consacrées.
Dans la suite, nous présentons briévement? certains éléments relatifs & CuGeQOs

en nous concentrant surtout sur les effets spectaculaires liés au dopage de ce systéme
par des impuretés statiques.

2.1 Propriétés du composé pur

a) Transition de spin-Peierls

w

o) T T T T j 2.0 y T J T J T '
Tg: single—crystal CuGeOg, § | single—crystal CuGeO,
S | Bonner and 345l

g Fisher gl

2+ . ()

& J=88K @

o o

= —1.0r

= | 2

5 5

a 50.5F

(O] 1 (O]

? 3

> (a) > ‘

(@))] 0 L ] I ) (@p] 0.0 L 1 L 1 . 1 .

0 100 200 300 0 5 10 15 20
Temperature (K) Temperature (K)

F1G. I1.6 — Susceptibilité magnétique mesurée par Hase et al. [3] sous H=1T. (a)
Comparaison avec la courbe de Bonner-Fisher [8] pour J = 88 K. (b) Chute brutale
de x autour de Tsp ~ 14,2 K. Figure extraite de la référence [3].

Par des mesures de susceptibilité magnétique, Hase et al. ont mis en évidence
une transition de spin-Peierls & Tsp ~ 14,2 K sur des monocristaux de CuGeQOs;
[3]. En effet, on peut observer sur la figure I1.6 que quelle que soit la direction du
champ appliqué, une chute brutale de y intervient a basse température, suggérant
ainsi ’apparition d’un fondamental singulet non magnétique, séparé de la premiére
excitation de spin par un gap fini. Des mesures de diffraction et de diffusion de

rayons X ont ensuite permis de mettre en évidence précisément une dimérisation du
réseau associée a la transition [31, 32|.

b) Structure et couplages

La structure cristallographique de CuGeOj est représentée sur la figure I1.7(a).
Plus schématiquement, la figure I1.7(b) révéle une structure de plans faiblement
couplés dans la direction a, chaque ion cuivre Cu?t portant un spin % Dans la
direction ¢, ces derniers interagissent de facon antiferromagnétique, par un méca-
nisme de super-échange faisant intervenir le germanium: J. ~ 135 K [33]. En étu-
diant la dispersion des excitations par diffusion inélastique de neutrons, Nishi et

2. Nous renvoyons le lecteur intéressé a la trés bonne revue de K. Uchinokura [30].



2 Le composé spin-Peierls CuGeO;

al. [34] et Regnault et al. [35] estiment les couplages interchaines a J,/J. ~ 0,1 et
Jo/J. =~ —0,01. On remarque que le caractére unidimensionnel de CuGeQOj3 n’est
pas parfait, 'interaction antiferromagnétique interchaine dans la direction b étant
relativement importante.

(a) Structure cristallogra- (b) Représentation dans le
phique du composé pur. plan (b, ¢).

FiGg. I1.7 — Composé CuGeQOs pur. Dans la direction c, les atomes de cuivre sont
couplés par des super-échanges antiferromagnétiques et forment des chaines de spins
% faiblement couplées dans la direction b.

c) Frustration

La présence d’un couplage antiferromagnétique aux seconds voisins dans la di-
rection des chaines, d’abord suggérée par Lorenzo et al. [36], semble aujourd’hui bien
acceptée. En effet, le désaccord avec la courbe de Bonner-Fisher (figure I1.6) indique
qu’un modéle purement unidimensionnel n’est vraissemblablement pas suffisant.

Castilla et al. [39] et Riera et al. [38] ont montré la pertinence d’un couplage J;
frustrant entre spins % seconds voisins, estimant respectivement o = 0,24 et a = 0,36
pour le rapport Jy/J.. Sur la figure IL.8, les résultats numériques obtenus par Riera
et al. pour la susceptibilité d’une chaine de spins % incluant un terme J; montrent

un trés bon accord avec les données expérimentales [3, 37].

2.2 Influence du dopage sur le composé CuGeQOs;
a) Dopage en zinc

Tout juste aprés la découverte de la transition spin-Peierls dans CuGeQOj3 pur,
Ieffet provoqué par le dopage avec des ions Zn?* (non magnétique S = 0) remplagant
les ions magnétiques Cu®* (S = ) a été étudié par Hase et al. [40]. On voit sur la
figure I11.9 que la température de transition spin-Peierls de Cu; ,7Zn,GeO3 décroit
rapidement & mesure que x augmente. En dessous de Tsp, la susceptibilité diverge
pour ensuite saturer a trés basse température.

Cette nouvelle phase & basse température, d’abord interprétée a tort comme une
phase verre de spins [40] s’est révélée étre en fait une phase antiferromagnétique [4].

9
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1000 x susceptibility (emu/mole)

Fi1G. I1.8 — Comparaison entre les mesures de susceptibilité effectués sur CuGeQOs
par Hase et al. [3] (courbes larges), Hori et al. [37] (courbe pointillée) et des calculs
par diagonalisation exacte d’une chaine antiferromagnétique frustrée de spins % de
taille N = 16 avec J, = 160 K et o = Jy/J. = 0,36 (courbe pleine). Figure extraite

de la référence [38].

(@)

N

w

N

—

Susceptibility (1073 emu/Cu mole)

(@)
(@]

0—00 55' | )
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F1G. I1.9 — Susceptibilité magnétique de Cuy_, Zn, GeOs mesurée par Hase et al. [40]
pour des températures inférieures a 20 K pour 13 concentrations x différentes, de
z =0 (courbe du bas) 4 x = 0,1 (en haut). Figure extraite de la référence [40].

b) Coexistence entre la phase spin-Peierls et un ordre antiferroma-
gnétique

I. MISE EN EVIDENCE PAR DIFFUSION ELASTIQUE DE NEUTRONS

Par la suite, Regnault et al. [5] ont clairement mis en évidence par des expériences
de diffusion élastique de neutrons sur le compoisé dopé au silicium CuGeg 993519 00703

10



2 Le composé spin-Peierls CuGeO;

la coexistence a basse température entre la phase spin-Peierls et un ordre antifer-
romagnétique. Cette méme coexistence de phase a aussi été observée pour le com-
posé dopé au zinc [41, 42|, jusqu’a des concentrations x = 0,0042 par Martin et
al. [42]. Sur la figure I1.10, on identifie clairement les deux transitions observés sur
Cug 968Z1m0,032GeO3 : pour T' < Tgp = 10,3 K, la phase spin-Peierls apparait et lorsque
T < Ty = 4,2 K, une instabilité antiferromagnétique est observée, coexistant avec
la dimérisation.

15000 1200

Cuy_2Zn,GeO; (x = 0.032)

o o
D I
2 af 3
£ 1000 &
™ w
@ o
£10000 . oo &

[}
S y SP 1 7
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@ 5000 L Tep=103K 1300 5
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S " <200 3.
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o @
@

i N ———
o 2 4 6 8 10 12 14 18
Temperature (K)

FiGg. I1.10 — Intensité des pics de diffusion élastique de neutrons aux vecteurs
(1/2, 3, 1/2) pour la phase spin-Peierls et (0, 1, 1/2) pour la phase antiferromagné-
tique mesurées sur Cug ges Zng 032 GeOs. Figure extraite de la référence [42].

II. TEMPERATURE DE NEEL

La transition vers la phase antiferromagnétique ordonnée, induite par les im-
puretés, s’effectue & une température de Néel Ty qui dépend de la concentration .
L’évolution de Tx(z), mesurée sur Cu;_,Zn,GeO3 pour des concentrations 0,00112 <
x < 0,0049 par Manabe et al. [43| est représentée sur la figure I1.11.

2

10°F T T
3 Para

10" Fos ® ® ©00%e oo E
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g oofe
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Q 3
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=10"F

107

10" 107 107
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FiGg. I1.11 — Tx et Tsp en fonction de la concentration en Zn. La courbe est un fit
exponentiel (I1.3). Figure extraite de la référence [43].
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Chapitre II. Motivations expérimentales

Etudié pour de grandes dilutions, le comportement de la température de Néel
suggeére fortement ’absence de concentration critique nécessaire a la mise en ordre
antiferromagnétique. Un fit de la forme

Tx(z) = Aexp(—?) (I1.3)

a d’ailleurs été proposé avec les parameétres A = 2,3 K et B = 5,7 x 1072 [43].

De la méme facon, pour le composé CuGe;_,Si,O3 étudié jusqu’a des concentra-
tions y = 0,002, Grenier et al. [44] ne concluent pas non plus a l'existence d’un seuil
de dopage critique a dépasser pour que la mise en ordre ait lieu.

c) Diagramme des phases température-dopage
I. COMPOSE DOPE AU MAGNESIUM

Pour Cu;_,Mg,GeO3, Masuda et al. [45, 46] ont établit le diagramme des phases
température-dopage suivant (figure I1.12). On voit que la phase dimérisée (SP) est
rapidement détruite par le dopage. L’apparition a basse température d’un ordre
antiferromagnétique, induit par le dopage est aussi relevée, mais la région de coexis-
tence (D-AF) est bornée par une concentration critique z, ~ 0,25 au dela de laquelle
la dimérisation disparait, laissant place a un antiferromagnétisme uniforme (U-AF),
plus conventionnel®. Mentionnons aussi qu’une discontinuité de la température de
Néel est observée a x., suggérant ainsi une transition du premier ordre entre les deux
phases.

SP

Temperature (K)

U-AF

n n n n 1 n n n n
0.00 0.05 0.10
Mg concentration x

Fi1G. 11.12 — Diagramme des phases température-dopage obtenu par Masuda et al.
[45] par étude de la susceptibilité magnétique de Cuy_, Mg, GeOs. Figure extraite de
la référence [45].

3. La réapparition d’une dimérisation sous forte pression a été récemment observée dans la phase
U-AF de Cuy Mg, GeOg [46, 47, 48] ; un tel phénomeéne peut s’expliquer par le fait que la pression
renforce la frustration dans les chaines.
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3 Influence du dopage sur d’autres composés possédant un gap de spin

II. DIAGRAMME « UNIVERSEL »

Il a pu étre établit que le comportement de CuGeO3 dopé ne dépendait esentiel-
lement pas du type d'impureté?®. En effet, Grenier et al. [50] ont, par des mesures
de susceptibilité, construit le diagramme des phases « universel » suivant (figure
I1.13) pour Cu;_;M,GeO3 avec M = Zn, Mg, Ni, ainsi que pour CuGe;_,Si,O3. La
particularité essentielle observée entre les différents types de dopages réside dans
la loi d’échelle y = 3z. En effet la proportion de spins % libérés par les impuretés
et contribuant a la loi de Curie se révéle étre trois fois plus grande dans le cas du
dopage hors chaine par le silicium que dans le cas d’un dopage dans la chaine par
M = Zn, Mg ou Ni. Encore aujourd’hui, ce phénoméne demeure mal compris.

y (CuGel_ySiyOS)
1%000 0.005 0.010  0.015 0020 0.025

T

0.02 004 0.06 0.08 0.10

1473
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% 81 O Zn ¢ z
= il o Mg

6 A Nj a %

4+ X _Si o’ X Oo X

L NE TN A A
2f _oba AF

ofeet
0.000 0.015 0.030  0.045 0.060  0.075
x (Cu, M GeO,: M=Zn, Mg, Ni)

Fi1G. 11.13 — Diagramme des phases « universel » température-dopage (y = 3x)
obtenu par Grenier et al. [50] a l'aide de mesures de susceptibilité magnétique ef-
fectuées sur les composés Cuy_ My GeOs avec M = Zn, Mg, Ni et CuGe,_,St,O;.
La vignette est un zoom sur la région des basses températures. Figure extraite de la
référence [50].

3 Influence du dopage sur d’autres composés possé-
dant un gap de spin

3.1 Chaines de Haldane

Dans une chaine de spins 1, I'introduction d’une impureté non magnétique pro-
duit des excitations de spin % localisées au voisinage de la lacune [51, 52|. Plusieurs
expériences ont effectivement observé ce phénoméne. Sur le composé NENP, ces

4. Notons toutefois que la mise en ordre antiferromagnétique observée a faible concentration
s’établit selon ’axe préférentiel a dans le cas du dopage au Ni alors que dans tous les autres cas
c’est selon l'axe ¢ [49].
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excitations de bords ont été mises en évidence par des mesures de résonance pa-
ramagnétique électronique 53] ainsi que par résonance magnétique nucléaire sur
Y,BaNiO5 dopé au Mg |54, 55| ou au Zn |56, 57|. Il est aussi trés intéressant de
noter que des mesures de susceptibilité sur le composé YyBaNi;_,7Zn,O5 trouvent
une divergence ~ T~* avec a ~ 0,8 [58] révélant ainsi I’existence d’un fondamen-
tal vraissemblablement controlé par le désordre®. Toutefois, & I'inverse de CuGeQOs,
aucune signature d’une mise en ordre antiferromagnétique des moments effectifs a
basse température n’a été observée pour YoBaNiOj, ceci résultant trés certainement
de son caractére fortement anisotrope (|J, /J| < 5 x 107%).

En revanche, une mise en ordre de ces spins effectifs a faible dopage a été ob-
servée dans le composé PbNiyV,Og dopé au Mg [59]. Ce dernier présente un cou-
plage interchaine non négligeable .J, ~ J/100 le rendant ainsi plus proche du point
critique J{ =~ 0,04 de mise en ordre antiferromagnétique des chaines de Haldane
[60]. La figure I1.14 rapporte les résultats des mesures de susceptibilité effectués sur
Pb(Ni;_,Mg,)2V20s par Uchiyama et al. [59]. On y observe clairement une diver-
gence de y a basse température pour tous les échantillons dopés, signature de spins
effectifs libérés par les impuretés, suivie d’une transition magnétique au dessous de
T. ~ 3,5 K pour z > 0,020. L’anisotropie observée en vignette de la figure 11.14
est caractéristique d’une mise en ordre antiferromagnétique avec 1’axe facile selon la
direction c.

30
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F1G. I1.14 — Comportement a basse température de la susceptibilité magnétique mesu-
rée sur Pb(Niy_, Mg, )a Vo O par Uchiyama et al. [59]. Figure extraite de la référence

[59].

Trés récemment, par des mesures de susceptibilité et de chaleur spécifique effec-
tuées sur Pb(Ni; ;M;)2V2Og, Imai et al. [61] ont présenté des résultats fort inté-
ressants pour quatre types d’impuretés: M = Mn, Co, Cu, Mg. Le diagramme des

5. En effet a basse énergie, un modéle effectif minimal se raméne & des spins % effectifs en

interaction, aléatoirement distribués dans la chaine (F. Alet, communication privée).
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3 Influence du dopage sur d’autres composés possédant un gap de spin

phases qu’ils proposent est qualitativement similaire & celui de CuGeO3 dopé, avec
notamment une dépendance de la température de Néel en fonction du dopage (voir
la figure I1.15(b)) suggérant aussi I’absence de concentration critique. Cependant, le
caractére universel observé pour le composé spin-Peierls ne semble pas d’actualité
ici car, comme on peut le voir sur la figure I1.15, quantitativement le comportement
de Tx(z) dépend fortement du type de dopant®.
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Fic. 1I1.15 -  Diagramme des phases température-concentration  de

Pb(Niy_o M, )y VoOs, établit par Imai et al. [61] pour M = Mn, Co, Cu, My.
La variation de la température de Néel est représentée pour 0 < x < 1 en (a) et
un zoom sur la région de basses concentrations est montré en (b) sur une échelle

log-log. Figure extraite de la référence [61].

6. A ce sujet, nous renvoyons a la discussion [61].
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3.2 Mise en ordre des spins effectifs: un comportement gé-
nérique?

Comme il a été suggéré par plusieurs auteurs [59, 30|, la mise en ordre induite
par le dopage semble étre un phénoméne générique pour les composés possédant un
gap de spin. En effet, a la liste constituée par CuGeOs et PbNiyV,Og se rajoutent
au moins deux composés: SrCuy O3, échelle de spins % a deux montants, et T1CuCls,
systéme de diméres couplés.

Par des mesures de susceptibilité et de chaleur spécifique dans Sr(Cu;_,7Zn;);03
(0,02 < z < 0,08), Azuma et al. [62] ont mis en évidence & basse température la
formation de moments effectifs s’ordonnant de fagon antiferromagnétique, accompa-
gnée d’une supression du gap de spin par le dopage. Ces moments locaux ont aussi
été observés par résonance magnétique nucléaire dans le composé dopé au Zn ou au
Ni [63, 64].

Le composé TICuCls, systéme de dimére couplés?, présente une mise en ordre
antiferromagnétique induite par le dopage avec du Mg [67|. De plus, Oosawa et al.
|68] ont observé une coexistence entre ’ordre antiferromagnétique et le gap de spin
pour T1Cu;_,Mg,Cl3 avec z = 0,03.

Il semble toutefois que la mise en ordre antiferromagnétique des moments effec-
tifs induits par les impuretés soit subordonnée a la présence de couplages tridimen-
sionnels conséquents. En effet, I’absence de mise en ordre observée dans Y,BaNiOs
dopé ou encore dans le composé & échelle de spins % 4 deux montants dopé au Zn
(Cuy_yzZng)2(CsHiaNy)oCly [69], est dans les deux cas liée a de trop faibles couplages

interchaine ou inter-échelle.

7. Notons que ce composé présente une transition vers un ordre magnétique alterné induit par
le champ magnétique, décrite en terme de condensation de Bose-Einstein de magnons [65, 66].
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Chapitre III. Principaux modéles étudiés et méthodes utilisées

1 Modéles de spins sur réseau

Le modéle de Hubbard & une bande [70], dont le hamiltonien sur réseau s’écrit

Huubbard = —t Z (CI,acj,a + h.c) + UZ”iT”iia (I11.1)

<%,j>,0 7

fournit un point de départ trés pertinent & la description théorique des systémes
T

électroniques fortement corrélés. c; , est 'opérateur de création d’un fermion de
spin ¢ au site 7 et n;, est le nombre de fermions de spin ¢ au site 7. Dans le
hamiltonien (III.1), ou ¢ et U sont positifs, le premier terme décrit 1’énergie cinétique
des électrons: il favorise leur mouvement et donc, leur délocalisation. Le second
terme caractérise l'interaction Coulombienne, tendant plutét & localiser les particules
sur site. La compétition entre ces deux tendances donne naissance a des effets non
triviaux et, bien que ce modéle constitue déja une approximation des interactions
électroniques dans la matiére, il peut encore étre simplifié dans certains cas spéciaux.
Par exemple sur un réseau carré, si le nombre d’électrons est égal au nombre de sites,
lorsque t > U, la délocalisation est favorisée: on a un comportement métallique.
Par contre si t < U, le systéme est isolant et peut étre décrit en termes d’électrons
localisés ou seuls les degrés de liberté de spin interviennent. En effet, la physique de
basse énergie d’un tel isolant (dit de Mott) est contenue dans le modéle effectif de

Heisenberg antiferromagnétique

4¢2 5 =
7'[Heisenberg = 7 Z Sz : Sj, (IIIQ)
<ij>
ouJ = % est la constante d’échange antiferromagnétique.

1.1 Considérations générales
a) Hamiltonien de spins

D’une facgon plus générale on peut écrire le hamiltonien de spins en interaction

sous la forme suivante:
H=> D Jrsyss. (IT1.3)

%,] O=T,Y,2
Ainsi on peut distinguer plusieurs cas de figure selon les paramétres de H :

(i) Signe de J:linteraction est ferromagnétique si J < 0 et antiferromagnétique si
J > 0.

(ii) Portée de l'interaction: le plus souvent, 'interaction est restreinte aux plus
proches voisins mais ’échange a plus longue distance existe et peut notamment
donner lieu & des phénoménes de frustration magnétique.

(iii) Symétrie des couplages: dans le cas ou J* = JY = J* on parle du modéle de
Heisenberg isotrope. Si J* = JY # J? on fait alors référence au modéle XXZ.

Les limites d’Ising et XY sont obtenues respectivement pour J, > J%,JY et
JE=JY> J
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1 Modéles de spins sur réseau

(iv) Invariance par translation: lorsque J;; ne dépend que de la distance |i — j|,
le modéle est invariant par translation et H peut aussi s’écrire dans 1’espace
réciproque oul les approches analytiques sont souvent plus aisées. Par contre
lorsque J;; dépend de 7 et de j, la symétrie de translation est brisée et les
approches analytiques sont essentiellement restreintes a ’espace réel. De plus,
les techniques numériques utilisent beaucoup les symétries des modéles, et
notamment la symétrie de translation, qui réduisent la taille de 1’espace de
Hilbert a considérer.

(v) Valeur du spin: la quantification du spin selon une direction donnée, par
exemple (Oz), entraine que lopérateur S* ne prend qu’'un nombre fini de
valeurs {—=S, — S + 1,...,5 — 1, S}. Dans le cas des grands spins S > 1,
la quantification peut étre négligée et le vecteur S est traité comme une va-
riable classique pouvant accéder & un continuum de valeurs. A I'inverse, le cas
des petits spins (typiquement S = %, 1, %) est fortement sensible aux fluc-

tuations quantiques, surtout a trés basse température, lorsque les fluctuations

thermiques deviennent négligeables.

De plus, comme 1’a montré Haldane en 1983 [71], le caractére entier ou demi-

entier de S se révéle étre un paramétre fort important, notamment pour les

chaines de spins. En effet, le modéle de Heisenberg isotrope a une dimension
présente des propriétés a basse énergie radicalement différentes selon la parité
de 2S. Pour les chaines de spins demi-entiers, le spectre des excitations ne
poséde pas de gap de spin (Ag; = 0), la longueur de corrélation est donc infinie

(6 ~ A7! — o). Cela se traduit par des fonctions de corrélation de spin

qui décroissent de fagon algébrique a 7" = 0: on parle alors de quasi-ordre a

longue distance. Par contre, lorsque S est un nombre entier, de facon assez

surprenante un gap s’ouvre dans le spectre des excitations A, ~ S2 exp(—m9)
et les fonctions de corrélation de spin decroissent alors de maniére exponentielle
avec une longueur de corrélation & ~ S~!exp(7S)®.

Une autre donnée essentielle, que nous venons d’aborder briévement avec la pro-
blématique des chaines de spins quantiques, concerne la forme du réseau. Nous allons
voir que la géométrie, et notamment la dimensionnalité, jouent un réle majeur quant
aux fluctuations quantiques.

b) Fluctuations quantiques en dimensionnalité réduite
I. GENERALITES

Dans le cas classique (S > 1), 'état fondamental d’un systéme de spins en
interaction antiferromagnétique aux plus proches voisins sur un réseau bipartite, via
le hamiltonien de Heisenberg isotrope

H=>Y JS;-S, (IIL.4)

<t,j>

1. Les résultats des simulations numériques les plus récentes pour S = 1, 2, 3 sont rapportés
dans [72].
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est un état de Néel d’aimantation alternée par site maximale

PCHEDIRCH!

i€cA jeB

1
MAF = —

i3 =5.

L est le nombre de spins et le réseau bipartite est partagé en deux sous-réseaux A
et B. Par contre lorsque les spins sont des objets quantiques, 'état de Néel | 1)1
.. ) n’est plus un état propre de (III.4), mais est « habillé » par des fluctuations
quantiques; la théorie des ondes de spins donnant |73]

1 dPk
(2m)P k-’

marp — S ~ —

ou D est la dimensionnalité du réseau. Si D = 1, 'intégrale diverge en 0, ce qui
nous informe qu’un ordre de type Néel n’est pas possible. En revanche, si D = 2, la
mise en ordre peut avoir lieu, mais seulement a température nulle |74, 75]. A trois
dimensions par contre, la transition vers un ordre antiferromagnétique s’effectue a
une température de Néel Ty # 0. Dans la suite de I'exposé S est égal a % dans la
quasi-totalité des situations. Toutefois, nous préciserons explicitement les cas ou des

spins plus grands seront étudiés.
1. D=2

Le cas bidimensionnel est trés intéressant car la géométrie du réseau peut jouer un
role essentiel dans le mécanisme de mise en ordre antiferromagnétique. Par exemple,
les réseaux bipartites sans frustration magnétique? de type carré ou nid d’abeille,
présentent un fondamental ordonné (mar # 0). A P'inverse, sur des réseaux frustrés
du type Kagomé [76] ou Shastry-Sutherland [77], 'ordre de Néel est détruit par les
fluctuations quantiques [78|. Pourtant la frustration, via les fluctuations quantiques
qu’elle peut générer, ne suffit pas & détruire un ordre antiferromagnétique. Le modéle
de Heisenberg sur le réseau triangulaire en est un exemple car, malgré la compétition
entre les interactions, un ordre de Néel s’établit & température nulle [79].

. D=1

Défini sur un anneau de L sites (voir la figure II1.1) par le hamiltonien

H=> JS S, (I1L.5)

=1

avec des conditions aux bords périodiques §L+1 = 51, le modéle de Heisenberg
isotrope en dimension 1 jouit d’un statut particulier car I'ordre antiferromagné-
tique y est proscrit. Ses propriétés sont bien connues depuis les travaux fonda-
teurs de Bethe en 1931 [80]. Ce modéle, véritable paradigme en physique de la

2. L’image la plus simple illustrant la frustration magnétique est obtenue en considérant 1’in-
teraction antiferromagnétique de trois spins sur un triangle, oit I’'un des trois liens ne peut étre
satisfait dans une configuration d’énergie minimale.
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1 Modéles de spins sur réseau

Fi1G. III.1 — Réseau unidimensionnel de spins % (cercles noirs) couplés auz premiers
voisins. Les conditions aux bords sont périodiques.

matiére condensée, symbolise I'importance que peuvent revétir les fluctuations quan-
tiques. En effet, la fonction d’onde de son état fondamental, situé dans le secteur
ou S, = Zle S7 = 0, est une superposition des #&/2, états du sous-espace.
Bien que non-ordonné, le systéme est fortement corrélé a grande distance car un
quasi-ordre a longue portée s’y établit: la longueur de corrélation est par consé-
quent infinie et le spectre des excitations présente un continuum d’états de basse

énergie.
1.2 La chaine XXZ de spins %

Dans le contexte des transitions de phases quantiques®, la chaine antiferroma-
gnétique de spins % dans sa version anisotrope est extrément intéressante a étudier.
En effet, le modéle XXZ unidimensionnel, décrit par le hamiltonien

L L
J _ _
Hxxr = 5 > (S Sy + Sy Sfy) + A 8287, (111.6)
i=1 i=1
exhibe & T' = 0 une transition pour A = 1 entre une phase, que nous qualifierons de
critique si A € [0,1], et une phase de type Ising apparaissant lorsque A > 1.

a) Solution exacte par Ansatz de Bethe

Depuis 'article original de Bethe [80], la chaine XXZ ainsi que bien d’autres
modéles admettant aussi une solution exacte de type Ansatz de Bethe ont fait 1’objet
de multiples études. En donner une bibliographie, méme superficielle, serait illusoire
tant cette approche est un véritable paradigme pour les modéles intégrables [81].
Citons toutefois les travaux de Yang et Yang [82, 83| ou la solution des équations
de Bethe fut étendue au cas XXZ pour la premiére fois. Le livre de Gaudin [84]
constitue un ouvrage fondamental sur le sujet ainsi que ’approche algébrique de
Baxter [81]. Dans ce qui suit nous présentons les grandes lignes de la solution exacte
pour I'état fondamental de la chaine XXZ par I’Ansatz de Bethe, inspirées de [85, 86]
ainsi que du cours de DEA de F. Mila donné en 2000.

Comme le commutateur [H,SZ,, ] = 0, nous travaillons dans les sous-espaces ol

SZ . est fixé, égal & £ — m, le fondamental antiferromagnétique se situant dans le

3. Par transitions de phases quantiques [2], nous désignons les changements de phase qui ont
lieu & température nulle et dont le paramétre de controle n’est plus la température 7', mais un
paramétre extérieur comme par exemple un champ magnétique, un couplage, voire le désordre.
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secteur ou m = % Pour m = 0 on a I’état complétement polarisé |F) = | 11 ... 1). Si
’on introduit une excitation (on retourne 1 spin) on obtient un état & 1 magnon qui
s’écrit dans 'espace réciproque |¥) = \/— Z] y exp(ikj)|j), ou I'état [j) = S;|F) =

| Tng J TL) et k= 27Tp/L, P = 0 L 1.
Pour les secteurs de m > 1, I’état fondamental peut se mettre sous la forme
d’une superposition d’ondes de spins de la forme

|\Ij> = Z a(jla-"ajm)|j1a-"ajm>' (HI7)

1<1 < Sjm <L

Sous plusieurs conditions que ’on impose aux a({j}) [85], les coefficients de la fonc-
tion de Bethe s’écrivent

jla a]m Z A eXp(iZk'P(l)jl)’ (1118)
=1

Pelly,

avec A(P) = sgn(P) exp(—i Z Op(1),P(n))-

I<n

I1,, étant le groupe des permutations a m éléments et ©, , est le terme de déphasage
qui obéit a

A sin ( f2=a
cos(k”+kq) +<A cos)(kp kq) ) (IIL.9)

Les conditions aux bords périodiques imposent alors une relation entre les dépha-
sages O et les impulsions & :

Opq =2 arctan(

Lkj=2rl; = On, (111.10)
n#j

ou la famille {I;} représente les nombres quantiques de Bethe qui dans un secteur
m quelconque sont donnés par [82]

m 1 m 3 m 1
ILi=——4+—- —— 4+, .., = ——. I1.11
! 2Ty T2y T ( )
Le calcul de I’énergie du fondamental s’effectue alors assez simplement :
L2
JLA
Ey=-2""1+ JZ —cosky), (I11.12)

les impulsions k; pouvant étre calculées directement numériquement & partir de
(IT1.10) en utilisant une paramétrisation astucieuse des k; [86]. A la limite thermo-
dynamique, le résultat bien connu au point antiferromagnétique isotrope A = 1
donnant une énergie par site eg(L — o0) = i — In2 ~ —0.44315 est bien vérifié,
comme le montre la figure II1.2 ou les résultats par Ansatz de Bethe sont comparés
aux corrections de taille finie prévues par la théorie conforme [87, 88]. En effet, dans
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1 Modéles de spins sur réseau
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F1G. II1.2 — Energie par site de ’état fondamental du modéle XXX (equation (111.6)
avec A = 1) en fonction de la taille de la chaine L. Les cercles représentent le résultat
exact calculé numériquement par Ansatz de Bethe jusqu’a L = 10* sites et la ligne
brisée montre les corrections de taille finie calculées par la théorie conforme dans
[87]. La ligne pleine est la valeur & la limite thermodynamique eg(L — 00) = 1 —In 2.
En vignette nous vérifions la convergence en L2 wvers la limite thermodynamique
(équation (111.13)).

le régime critique les corrections de taille finie a 1’énergie par site du fondamental
ont été évaluées par la théorie conforme:

™ 1
eo(A,L) = eo(A,L — 00) — u(A)c@ + o(ﬁ), (II1.13)

ou u(A) = ;ﬁ est la vitesse des excitations de basse énergie et c est la charge
centrale qui vaut 1. La résolution numérique des équations de Bethe pour des
chaines de tailles finies nous donne des résultats en parfait accord avec 1’équation
(II1.13), comme le montre la figure II1.2.

La solution exacte de la chaine XXZ nous fournit de nombreuses informations
sur I’état fondamental et ses applications & des modéles classiques de physique sta-
tistique se sont révélées tres fructueuses [81]. Dans la section 1.2 ¢) de ce chapitre,
nous reviendrons sur la solution exacte de la chaine XXZ dans le cas de conditions

de bords particuliéres que nous qualifierons de « twistées ».

b) Bosonisation
I. TRANSFORMATION DE JORDAN-WIGNER

Dans cette partie nous nous interessons aux excitations de basse énergie de la

chaine de spins %, accessibles par la technique de bosonisation. Celle-ci raméne le

modéle XXZ a un probléme de fermions sans spin en interaction qui peut étre décrit
par la théorie du liquide de Luttinger [89]. La premiére étape consiste a exprimer
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les opérateurs de spin % en terme d’opérateurs fermioniques, via la transformation

de Jordan-Wigner [90]:

7j—1 7j—1
Sf = c; exp(innl), S; = exp(—innl)cj. (II1.14)
=1 =1

n; = C}Cj est le nombre de fermions au site j (0 ou 1), donné par n; = 1/2+ S%. On

peut noter que les relations d’anticommutation sont bien vérifiées: {c!,c;} = d; ;. Le
hamiltonien XXZ (II1.6) devient alors

L L

HXXZ = gZ(C;{CH_l + CI_HCZ') + JA Z(TLZ — %)(niﬂ - %) (11115)

i=1 =1

Arrétons nous quelques instants sur la forme du hamiltonien (IT1.15) qui décrit des
fermions sans spin. Le premier terme est un terme de saut, correspondant & 1’énergie
cinétique des fermions; le second, lui, apparait comme une interaction entre fermions
voisins. Un tel modéle est aussi appelé ¢t —V avec t = J/2 et V = JA. Le nombre
total de fermions N = Y1 n; est relié au secteur de SZ,, par N = SZ ., + L/2.

Autrement dit le fondamental antiferromagnétique du probléme de spins se trouve
dans le secteur correspondant au demi-remplissage pour le probléme de fermions.

II. MODELE DE SINE-(GORDON

Dans ce qui suit, nous nous contenterons seulement d’un bref rappel des princi-
paux résultats de la bosonisation de la chaine XXZ. Pour plus de détails, de nom-
breuses références existent sur le sujet [91, 92, 93, 94| et nous invitons le lecteur
intéressé a s’y référer.

L’étude des excitations de basse énergie repose sur la linéarisation du spectre au
voisinage du niveau de Fermi. L’introduction de champs bosoniques continus ®(z)
et II(z), vérifiant [®(z),I1(y)] = id(x — y), permet une récriture des opérateurs de
spin

ST(z) = exp(—iwgﬂl;[(:r)dx) (exp(—WTx)—FcosQ(I)(:r)),
@) = () + (T2,

ol a est le pas du réseau. Physiquement, —%(%(I)(x) est relié a la densité de fermions
et II(z) au courant. La formulation continue de (II1.15) est donnée par le hamiltonien
sine-Gordon

Heo =/d§{%[ﬂﬂ]2+ %Py 4 2(‘7]%2 /dxcos(4(1>). (IIL16)

Dans le cas sans interaction A = 0, (II1.16) est le modéle du liquide de Luttinger qui
décrit simplement une chaine élastique. Pour la chaine XY, la vitesse des excitations
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W
A

K-1/2

FiG. II1.3 — Flot de renormalisation du modéle sine-Gordon (I111.16).

est donnée par u = 1 et le paramétre de Luttinger K = 1. A température nulle, les
fonctions de corrélation de spin sont données par [91, 92]:

(S @S 0) ~ (1), (m.17)
(S*@)S (0) ~ (=1 e

On retrouve bien le quasi-ordre a longue portée avec de telles fonctions de corrélation
qui décroissent en loi de puissance. Dans le cas avec interaction A # 0, le terme
g [ dz cos(4®(x)) est traité en perturbation. La question est de savoir comment va
se comporter le couplage g sous un changement d’échelle. Les équations du groupe
de renormalisation obtenues par José, Kadanoff, Kirkpatrick et Nelson [95], donnent

dg

o= (2—4K)g+ O(¢%) (T11.18)
dK

= = _Ag?

dl g 7

avec | = In(L) et A une constante > 0. Notons que ces équations sont identiques
a celles obtenues par Kosterlitz et Thouless 96| dans le traitement du modéle XY
classique & deux dimensions décrivant la transition superfluide. Le flot de renorma-
lisation de ce systéme est représenté sur la figure I11.3 o 'on peut identifier deux
types de points fixes:

(i) g = 0 et K = K*. La perturbation est non pertinente et le systéme se comporte
comme un liquide de Luttinger avec notamment des fonctions de corrélation décrites
par (II1.17) et controlées par ’exposant K*.

(ii) g = oo et K — 0. On tend vers la limite de couplage fort, la renormalisation
détruit le liquide de Luttinger.
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I1I. CONCLUSIONS POUR LA CHAINE XXZ

Pour la chaine XXZ le point fixe K* peut s’obtenir exactement en fonction de
I'anisotropie A € [—1,1] par Ansatz de Bethe [97| et vaut

K*(A) = -

. ITI.19
2(m — arccos A) ( )

Dans le regime antiferromagnétique ou A > 0, on identifie aisément les différents
comportements :

(i) Si A € [0,1], K — K* et le terme d’interaction est renormalisé & zero: le
liquide de Luttinger est stable. Pour 1/2 < K* < 1 (i.e. 0 < A < 1) la pertu-
bation est non-pertinente alors qu’au point isotrope K* = 1/2 (i.e. A = 1) on
parle de perturbation non-pertinente marginale pouvant notamment produire des
corrections logarithmiques aux observables physiques. Les corrélations de spin sont
quasi-ordonnées avec des décroissances en lois de puissances

Co(r) = (S28% ) o (1)1 ™, a =z, y, 2, (I11.20)

ot les exposants 7,, =1, ' =1 — arccos A*.

(ii) Si A > 1, la renormalisation positive de 'interaction fait plonger le systéme
dans une phase différente ou le terme d’Ising prend le dessus et tend & ordonner
les spins de facon antiferromagnétique®. Un gap de spin s’ouvre dans le spectre des
excitations, et les fonctions de corrélation de spin décroissent exponentiellement.

c) Exemple: calcul des corrections de taille finie a la rigidité de spin

Dans cette partie, un exemple de calcul exact par Ansatz de Bethe est présenté
et les corrections de taille finie sont analysées, puis comparées a un calcul par boso-
nisation. La compréhension des effets de taille finie est cruciale du point de vue de
la physique de systémes mésoscopiques et notamment pour I’étude des propriétés de
transport et des courants permanents [100, 101, 102].

I. GENERALITES
La conductivité du liquide Luttinger, donnée par

K
U325

o(w) = (W) + Oreg(w), (II1.21)

T

se compose d’une partie a fréquence nulle et d’une partie réguliére. Le préfacteur
% est appelé poids de Drude ol encore, rigidité de charge dans le cas d’un modéle
de fermions (comme t — V' |94]), ou rigidité de spin dans le cas d’'un hamiltonien
de spins. La connaissance de cette rigidité p nous permet notamment d’accéder au
courant permanent induit par la présence d’un flux Aharonov-Bohm &, _ [103]:

J = 27r,0¢‘$—;B [104], &y étant le quantum de flux. L’application d’un tel flux a4 un

4. Notons toutefois qu’au point isotrope A = 1, des corrections logarithmiques de la forme
C(r) (—l)T@ sont observées [98, 99].

5. Une telle mise en ordre & une dimension n’est pas en contradiction avec le théoréme de
Mermin-Wagner [75] car le hamiltonien n’est plus invariant SU(2).
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anneau de fermions modifie les conditions aux bords [105]. En effet, partant d’une
chaine périodique, le flux va avoir pour effet de « tordre » ’anneau d’un angle dit

. ® .
de « twist » ¢ = 2%%. Plus précisément on aura

¢l = cl exp(ig) et cri1 = c1 exp(—ig), (I11.22)

ou, en terme d’opérateurs de spin

St., = ST exp(+ig) et S7,, = 5. (I11.23)
A température nulle, la rigidité est donnée par la deuxiéme dérivée de I’énergie du
fondamental ¢y par rapport au twist, ramené a I'unité de longueur ¢/L:

p= Peald)) (I11.24)

9(o/L)*le=0
Dans la section 2.1 du chapitre IV, nous reviendrons sur les lois d’échelle qui régissent,
le comportement de la rigidité au voisinage d'un point critique. Toutefois, nous
pouvons mentionner ici que dans une phase critique (pour la chaine XXZ c’est une
ligne critique pour A € [—1,1]), en dimension D, la rigidité d’un systéme de taille
L se comporte comme [106]
p(L) ~ L> P2, (I11.25)

ou z est I'exposant dynamique, qui dans le cas de chaine XXZ vaut 1. A la limite
thermodynamique, on prévoit donc d’observer une rigidité finie non nulle dans la
phase critique alors qu'une chute de p & 0 est attendue a la transition pour A =1
(ou —1). Ceci est bien confirmé par 1’étude de Sutherland et Shastry [107] qui ont
dérivé ’expression suivante, exacte, a la limite thermodynamique pour la rigidité

m _sin(y) SN —
P _ ] Tury SUA=cos(u) € [-L]] (I11.26)
0 sinon.

La phase ou A € [—1,1] est qualifiée de métallique alors que pour A < —let A > 1,
on parle de phase isolante avec, comme vu précédemment, I'ouverture d’un gap ainsi
qu’'une longueur de corrélation finie. La transition de phase & A = 1, accompagnée
par la chute brutale a 0 de la rigidité, est une transition de type Metal-Isolant suivant
un méchanisme de Mott [108].

Dans la suite de la section, nous posons pour simplifier I’échelle d’énergie J = 1.

II. CALCUL DE LA RIGIDITE PAR L’ANSATZ DE BETHE

Sous les conditions de bord « twistées » (I11.22-1I1.23), les équations de 1’Ansatz
de Bethe peuvent étre résolues [109, 110|. L’angle ¢ imposé en bord de chaine peut
étre distribué uniformément sur chaque lien a raison de ¢ = ¢/L par lien. Les
impulsions k, introduites en (IT1.10), subissent uniquement un décalage dans 1’espace
réciproque de ¢. L’équation (II11.10) devient donc

ki(¢) = %[%Il +6—) O, (111.27)
n#l
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avec O, toujours donné par I’équation (III.9). Dans le secteur du fondamental, les
nombres quantiques de Bethe restent inchangés (II1.11). Le calcul de la rigidité est
alors donné par [111]

0?eo()
_ 29%alv)
p(L) = L e (I11.28)
L/2
0% (cos(ki(¥))
= _LZ 2 =0
L/2
Pk . ok
= LZ[—lsm (k1) + ( agj) cos (k)] o

Par la suite il est possible de calculer les dérivées 9%k;/0¢? et Ok;/0p a partir de
(II1.27) et (II1.9). Pour 0k;/O¢ on obtient I’expression suivante

8kl 9O (k1 k) Ok 9O (ku k) Db
11 9% 9OUkn) Oy 111.2
Z[ ok dp | ok, 0 (TI1.29)

Etant donné que les dérivées 00 (k;,k,,)/0k; ne dépendent pas de 0k; /Oy, mais seule-
ment des impulsions k; connues, une simple équation matricielle permet d’accéder
a 0k;/0p. La résolution s’effectue numériquement, a I’aide de routines standards
d’algébre linéaire. Une expression équivalente existe pour le calcul de 8%k;/0p? qui
se réduit aussi & un probléme d’algébre linéaire une fois que les 0k;/d¢ sont connus.
Par conséquent, p(L) peut étre déterminé numériquement exactement, une fois les
k; déterminés.

La figure III.4 illustre ce calcul exact de la rigidité en fonction de I’anisotropie
A de la chaine XXZ. Outre le fait que la transition métal-isolant &8 A = 1 est
bien retrouvée, la question qui nous intéresse concerne les corrections de taille finie
p(L) = p(L — o0) + f(L). Dans le régime isolant, on sait que p(L — o) =0 et on
s’attend a ce que f(L) ~ Y (L/&), avec Y une fonction universelle [112] caractérisant
la transition métal-isolant d’un systéme unidimensionnel®. En ce qui concerne le
régime critique, la simple analyse d’échelle de 1’équation (II1.25) est insuffisante
pour appréhender correctement la fonction f(L).

11I. ETUDE DES CORRECTIONS DE TAILLE FINIE PAR LE GROUPE DE RE-
NORMALISATION

L’intégration des équations de renormalisation (II1.18) de Ly & L donne accés
aux corrections de taille finie de K (L) et g(L). Les corrections de g ont été calculées
par Cardy [114] et se révélent utiles notamment pour évaluer les corrections d’ordres
supérieurs a I’énergie (II1.13) [98, 115, 116].

6. Mentionnons les récents travaux de Gu et al. [113] ot une meilleure loi d’échelle a été trouvée,
de la forme L™"Y(L/£), n étant toutefois < 1.
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Fi1G. I11.4 — Rigidité de spin p tracée en fonction de l’anisotropie A de la chaine XXZ
pour différentes tailles. Les points a L = 8, 128 et 526 ont été obtenus par Ansatz
de Bethe et la ligne pleine est le résultat a la limite thermodynamique [équation
(II11.26)]. Figure extraite de la référence [111], publication n° 1.

i) Perturbation marginale : corrections logarithmiques

Au point isotrope A = 1, on a K* = 1/2. La perturbation est donc marginale et
I'intégration de (II11.18) donne pour K (L) [111]

1 K(Ly) -1
K(L) = 57 AR (Ly) = (D)’ (I11.30)

Un tel comportement est en accord avec les prédictions de Loss et Maslov [117]. Au
premier ordre en 1/1In(L/Ly) ", la rigidité doit se comporter comme

p(L)’:l-i- p(Lo) — 1/4

11 T8(p(Lo) - 1A (L] To) (L3

La comparaison avec les calculs exacts par Ansatz de Bethe est trés satisfaisante,
comme le montre la figure IIL.5.

7. Le paramétre Lo définit une borne pour l'intégration des équations du groupe de renormali-
sation entre L et Lg. Afin d’accéder au propriétés pour L — oo, il convient de choisir pour Lg la
plus grande valeur accessible par les calculs numériques de I’Ansatz de Bethe.

29



Chapitre III. Principaux modéles étudiés et méthodes utilisées
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FiG. IIL5 — Rigidité de spin p(L) en fonction de 1/L pour A = 1. Les résultats
du groupe de renormalisation (équation (I11.31) ligne pleine) avec Ly = 10000 sont
comparés auz résultats exacts obtenus par Ansatz de Bethe (o) sur des chaines allant
Jusqu’a L = 10000 spins. La valeur & la limite thermodynamique est p = 1/4. Figure
extraite de la référence [111], publication n° 1.

ii) Perturbation non-pertinente : corrections algébriques

Dans le régime anisotrope, A < 1, on a 1/2 < K* < 1. Les équations (III.18)
intégrées de Ly & L donnent [111]

a1 oges ~8(K*-1/2)
1— K*— K(Lp) Lo
I\ " 16(K"-1/2)
L0 (L_) _ (111.32)
0

On remarque que l'exposant

4 arccos A

y=8(K*—1/2) = (II1.33)

T — arccos A

varie entre 0 et 4. Pourtant, des termes en L2 sont attendus a cause de 'invariance
conforme [118, 119]. Par conséquent les corrections dominantes sont en L~2 pour
0<AL % et en L™ pour % < A < 1, ce qui est montré sur la figure II1.6 ou les
résultats numériques par Ansatz de Bethe confirment bien ce fait.

En résumé, dans le régime anisotrope de la chaine XXZ, a 'ordre le plus bas les
corrections de taille finie & la rigidité sont

(111.34)

sin L% si0<AL1)/2
(L) { /

Tdum—p) L7 sil2<A<1
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F1G. I11.6 — Exposant contrdlant la correction dominante de taille finie de la rigidité
de spin p(L), tracé en fonction de l’anisotropie A, calculé par Ansatz de Bethe
(o) et comparé & 'exposant v déterminé par le groupe de renormalisation (équation
(I111.83), ligne pleine). Figure extraite de la référence [111], publication n° 1.

1.3 Modéles de chaines spin-Peierls

Une partie des travaux effectués lors de cette thése a porté sur ’étude de systémes
spin-Peierls. Ces derniers avaient auparavant fait ’objet du travail de thése de David
Augier [120]. La bréve introduction théorique aux chaines spin-Peierls qui suit est
largement inspirée de cette solide référence [120].

a) La chaine explicitement dimérisée

La facon la plus simple d’obtenir une dimérisation dans une chaine de spins
est d’'y introduire explicitement un terme rigide de modulation des couplages aux
premiers voisins :

L
Hdim = Z J(l + (—1)Z5)§, . §i+1. (11135)
i=1

Une phase de type spin-Peierls [121, 122] apparait Vé # 0 ou le quasi-ordre a longue
distance disparait, cédant la place a un état fondamental unique, non dégénéré,

possédant une dimérisation d = ‘(S_”i,l . 5’;) - (S_"Z . S';Jrl)‘ non nulle. Les corrélations

de spin sont fortes sur le lien dont le couplage est le plus fort J(1 + d) et faibles
sur l'autre. Cette dimérisation est illustrée par la figure II1.7 o est représenté le

corrélateur (5'; . §i+1) le long d’une chaine de spins 1 gouvernée par le hamiltonien

2
(II1.35) avec L = 100 sites. Ce calcul a été effectué a 'aide de la technique Monte
Carlo quantique SSE, que nous présenterons plus loin, dans la section 3.3 de ce
chapitre.

La forme bosonisée du terme de modulation hy =), J(—1)i6S;- S;4; est donnée
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Fi1G. IIL.7 — Corrélations auzx plus proches voisins (5’; - 5'i+1> dans la chaine de Hei-
senberg dimérisée, calculées par Monte Carlo quantique SSE pour L = 100 sites et
0 =0, 0,1, 0,5. Les barres d’erreurs sont de la taille des symboles. La fleche in-
dique la valeur connue par I’Ansatz de Bethe de i —1In2 ~ 0.443 pour la chaine non
dimérisée. Le cas trivial § = 1 est indiqué par les cercles ouverts.

par [123]
hg ~ 6 / 42 in(20) (II1.36)
~ — sin .
d o ’
qui, ajouté a (I11.16) donne un hamiltonien non soluble, du type sine-Gordon & deux
fréquences. Toutefois, on sait que le terme (II1.36) est pertinent (du point de vue

du groupe de renormalisation) et ouvre un gap singulet-triplet dans le spectre des
excitations [124, 125]

A, x 623 /| log 8|12 (I11.37)
b) Roéle de la frustration
I. LA CHAINE J; — Jp

Une autre fagon de déstabiliser le quasi-ordre & longue distance de la chaine de
Heisenberg est de brancher une interaction antiferromagnétique aux seconds voisins
qui va introduire une compétition entre les couplages.

i-3 i-1 i+l i+3

JY\/W\/\/

J i-2 i i+2

J2

F1G. I11.8 — Représentation schématique de la chaine J, — Jo dite en « zig-zag ».

Considérons ainsi le modéle J; — J, unidimensionnel, que 1’on peut représenter
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sur une chaine dite en « zig-zag » (voir figure I11.8) et dont le hamiltonien s’écrit

L
HJI_Jz = Z(J1§,§Z+1 + J2L§:i.§i+2). (11138)

=1

Le terme d’interaction aux seconds voisins Jo produit de la frustration dont on me-
sure l'intensité par o = Jo/J;. Un tel modéle, introduit initialement par Majumdar
et Ghosh [126] s’est avéré étre trés pertinent pour décrire les propriétés du maté-
riau CuGeOj3 (voir page 9). D’un point de vue strictement théorique ’étude de la
chaine J; — Jy est extrémement riche et a motivé de nombreux travaux durant les
derniéres années [127, 128, 129, 130, 131, 132].

II. ETAT FONDAMENTAL AU POINT MAJUMDAR-GHOSH

Tout d’abord on connait exactement 1'état fondamental de (II1.38) pour a = 0
(voir la section précédente sur I’Ansatz de Bethe) ainsi que pour o = 0,5 que I'on
appelle point Majumdar-Ghosh (MG) [133]. En ce point, pour une chaine ayant
des conditions de bord périodiques et un nombre pair de sites, le fondamental est
spontanément dimérisé et brise ainsi la symétrie de translation. De plus il est deux
fois dégénéré, |@;) et |Py) étant les deux états singulets suivants

@) = [1,2] [3,4] .. [L-1,1], (111.39)
(@) = [2,3] [4,5] .. [L,1], (111.40)
avec [i , j] = w, le singulet formé entre les spins i et j. La figure I11.9 donne
une représentation schématique des ces deux fonctions d’ondes. Ces états, dits de

>
i-3 i-1 2 i+1 43

SNININSNS

i-2 i i+2
£J |P1>
2

F1G. I11.9 — Représentation schématique des deux états fondamentaux |®1) et |Ds)
de la chaine « zig-zag » au point MG.

MG 8, présentent exactement une dimérisation dyg = %, ainsi qu'une énergie par site
indépendante de la taille du systéme eq = —gJI. Notons aussi que dans le cas d’une
chaine frustrée et explicitement dimérisée, le singulet de MG reste le fondamental
exact le long de la ligne de Shastry-Sutherland ou § + 2cc = 1 [135, 136].

III. GAP DE SPIN

Au point MG, la premiére excitation magnétique, qui consiste a briser un sin-
gulet pour créer un triplet de spin Siysa = 1, présente un gap fini assez important

8. On trouve aussi la dénomination « état de Kékulé », en référence aux états a liaison de valence
de la molécule de Benzéne, découverts par Kékulé en 1865 [134].
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Ag ~ J1/4 [135, 137]. Par conséquent les corrélations magnétiques s’annulent trés
rapidement, typiquement au dela de 2 sites?. Contrairement au cas avec dimérisation
rigide, oul la phase critique est immédiatement déstabilisée Vé # 0, la chaine J; — Js
demeure dans la phase quasi-ordonnée pour des valeurs de la frustration « inférieures
a une certaine valeur critique a,, au dela de laquelle un gap de spin s’ouvre dans
le spectre. On sait maintenant que la transition entre la phase quasi-ordonnée et la

05 —mmr——————r—

04 r
03 r

3‘—1
0.2 r

01 r

0.0 b
00 05 10 15 20

3,13,

F1G. II1.10 — Gap de spin en fonction de la frustration o = g—; pour la chaine J, — Jo
obtenu en DMRG sur L = 200 spins % par White et Affleck dans [138].

phase dimérisée avec gap de spin est du second ordre, et s’établit a a, ~ 0.2412,
comme 'ont montré plusieurs groupes par diverses méthodes [139, 136, 140] (voir
aussi la section 3.2 de ce chapitre pour une détermination de «, par diagonalisation
exacte). Des études analytiques ont montré [141, 91| que I'ouverture du gap s’effec-
tue pour a 2 a, comme A; x exp(—const/(a—ca.)) et dans le cas limite ot Jy, > Ji,
un traitement en bosonisation donne [138] A, x exp(—const/a). Pour des régimes
de frustration intermédiaire (0,4 < a < 2) des simulations numériques par DMRG
(Density Matriz Renormalization Group) ont été effectuées sur des chaines allant
jusqu’a 200 sites [138]. Leur résultat pour le gap de spin est montré sur la figure
I11.10.

Par ailleurs, Il est aussi important de noter que au dela du point MG, les corré-
lations de spin ne sont plus commensurables [136, 138|. Un diagramme schématique
résume les propriétés de la chaine frustrée et dimérisée dans le plan (« , J) sur la
figure III.11.

9. Se placer au voisinage de a = 0,5 est alors trés avantageux du point de vue numérique car les
effets de taille finie y sont trés faibles.
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F1G. III.11 — Diagramme des phases schématique de la chaine frustrée et dimérisée
a — 6. Pour 6 = 0, le quasi-ordre o longue portée est robuste tant que o < ag.
Au dela, une dimérisation de la chaine apparait, accompagnée par ’ouverture d’un
gap dans le spectre. Le long de la droite de Shastry-Sutherland (ligne pointillée), le
fondamental est décrit par ’état MG. A gauche de cette derniére, les corrélations
sont commensurables alors qu’a droite elles sont incommensurables.

2 Introduction du désordre dans les modéles

La physique des systémes désordonnés constitue un champ d’étude extrémement
riche de la physique de la matiére condensée, tant du point de vue expérimental (voir
le chapitre IT) que du point de vue théorique. Les systémes réels présentent en effet
trés souvent des imperfections et des impuretés. De tels défauts peuvent alors donner
naissance a une physique totalement nouvelle. Le cas des systémes magnétiques en
constitue un trés bel exemple comme nous allons le voir par la suite.

L’un des points cruciaux qui nous a permis d’appréhender les propriétés des
chaines de spins % dans la section 1.2 de ce chapitre réside dans la périodicité du
réseau, permettant notamment de se placer dans I’espace réciproque. L’introduction
du désordre dans de tels réseaux cristallins en brise la périodicité et restreint alors
les études théoriques a I’espace réel. Dans cette partie, nous nous concentrerons plus
particuliérement sur deux aspects des systémes magnétiques soumis au désordre:
la chaine XXZ de spins % avec des couplages aléatoires et 'influence des impuretés
non magnétiques dans des chaines spin-Peierls. Une bréve revue des résultats connus
concernant ces systémes est donnée, et servira de point d’ancrage a la présentation
des travaux originaux de cette thése, dans les chapitres IV, V et VL.

2.1 Chaines de spins % désordonnées
a) Faible désordre: Approche par la bosonisation

La chaine XXZ |[hamiltonien (IIL.6)] perturbée par différents type de désordres
a été étudiée par Doty et Fisher [23] & 'aide des techniques de bosonisation, dans
la limite ol les termes aléatoires restent faibles. Deux cas ont été considérés, selon
que le terme aléatoire préserve ou non la symétrie de rotation autour de I'axe de
quantification du spin (Oz). Dans la suite nous ne nous intéressons qu’au cas ou cette
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symétrie n’est pas brisée. Trois types de perturbations peuvent alors étre étudiées:
e [’échange aléatoire dans le plan XY

SHxy =Y 8JL(0)(SFSE + SYSY,,). (I11.41)

e L’échange aléatoire selon (Oz)

0Hzz =Y 0.J.(1)S7SFy (111.42)

e Le champ magnétique aléatoire selon (Oz)

0Hz = _h(i)S;. (I11.43)

Il est trés important de noter que la forme de la distribution des variables aléatoires
n’est pas une donnée pertinente. Un seul paramétre suffit a caratériser le désordre,
nous le noterons D. Il est défini comme le second moment de la variable aléatoire,
ce qui donne par exemple pour le modéle (111.41)

2

D=(J.0))Z- (JL(Z')) , (IIL.44)

ou Jy (i) = 1+ 0J,(i). L’échelle d’énergie du systéme a été volontairement posée
égale & 1. Pour les trois types de perturbations (I11.41-111.43), dans la limite du
faible désordre D < 1, la renormalisation de D et du paramétre de Luttinger K
sous un changement d’échelle | = In L dans le systéme s’écrivent [23, 142]

oD

97— (3-2K)D

P -,

aa_lz{ _ _K2§. (LI1.45)

Notons que ces relations de récursion ont aussi été obtenues par Giamarchi et Schulz
[143] pour le probléme de la localisation & une dimension dans un potentiel aléatoire.

En se restreignant au régime ou —1 < A < 1 (i.e. K < 1/2), on voit que le
désordre est pertinent si K < 3/2, ce qui correspond a —1/2 < A < 1. Par contre
dans la région on —1 < A < —1/2, la renormalisation de D sous un changement
d’échelle est négative, ce qui indique que la phase quasi-ordonnée n’est pas immé-
diatement détruite pour D > 0. L’analyse du flot de (II1.45) conduit [23] & une
parabole critique dans le régime d’anisotropie A € [—1,—1/2] et & une ligne critique
aD =0 pour —1/2 < A < 1. D’un point de vue qualitatif, ce comportement est
résumé schématiquement sur la figure I11.12.

Bien que similaires quant a la renormalisation des paramétres K et D, les effets
du champ aléatoire et de I’échange aléatoire sont trés différents eu égard aux phases
qu’ils engendrent lorsque le désordre est pertinent. Un tel constat n’est pas surpre-
nant dans le sens ou la symétrie de réflexion qui transforme S* en —S? n’est pas
affectée par ’échange aléatoire alors qu’un champ magnétique la brise.

A ce stade de la réflexion, il est intéressant de re-considérer la chaine XXZ
sous I'ceil fermionique, via la transformation de Jordan-Wigner. Alors que le terme
planaire (II1.41) peut étre vu comme un terme de saut aléatoire, le champ aléatoire
(IT1.43) renvoit au probléme des fermions sans spin dans un potentiel aléatoire.
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Phase des singulets aléatoires - Localisée

| | | | A
= 0 -1
Quasi-Ordre

F1G. I11.12 — Représentation schématique du diagramme des phases de la chaine XXZ
d’anisotropie A soumise a du désordre d’intensité D préservant la symétrie XY. Le
quast-ordre & longue distance existe dans la zone noire ainsi que le long de la ligne
D = 0. Ailleurs la phase est dite des singulets aléatoires ou localisée.

I. EFFET D’UN CHAMP MAGNETIQUE ALEATOIRE: PHASE LOCALISEE

Le cas sans interaction A = 0, introduit initialement en 1958 par Anderson dans
un article de référence [144], a donné lieu par la suite & de nombreuses études, en
partie résumées ou référencées dans [145, 142|. Partant d’un hamiltonien unidimen-
sionnel de fermions sans spin possédant un terme de saut ¢ constant et un terme
d’énergie sur site €(i) aléatoire, les fonctions d’ondes seront localisées dans 1'espace
quelle que soit la force du désordre D, # 0. Autrement dit le systéme de fermions
sera isolant, on parle d’isolant « d’Anderson »'°. Dans le cas du hamiltonien de
spins, 'appellation phase localisée est conservée et Klein et Perez [146] ont rigoureu-
sement montré que la fonction de corrélation transverse, moyennée sur le désordre,
décroit de facon exponentielle & T' = 0,

Clia (1) = (ST 57,) ~ exp(~1/6), (11L46)

avg

ou & est une longueur caractéristique, appelée longueur de localisation. La nature
de la phase localisée pour A # 0 n’est pas modifiée, comme 'ont confirmé diverses
études numériques [147, 148].

II. EFFET DE L’ECHANGE ALEATOIRE

Récrivons le hamiltonien XXZ avec échanges aléatoires sous sa forme générale
L
d . .
Hmd =3 [JL(Z)(s;v T+ SYSY. ) + JL()ASFSE, . (IIL.47)
i=1
Contrairement au cas précédent oil les inhomogénéités du potentiel sur site ont ten-
dance a localiser les excitations, le désordre dans les couplages antiferromagnétiques
aura pour effet de « geler » certaines paires de spins en singulets [149, 150].

10. Cette dénomination est & mettre en paralléle de l'isolant dit « de Mott » pour lequel la
transition métal-isolant est induite par les interactions et s’accompagne de 'ouverture d’un gap
alors que dans le cas d’Anderson c’est le désordre qui induit la transition, sans pour autant ouvrir
de gap dans le spectre.
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Une fois de plus, I'approche & A = 0 est plus aisée et notamment, certains
résultats exacts existent pour la densité d’états du probléme fermionique [151, 152,
153]. Au niveau de Fermi elle diverge comme ~ |e(In€)3| ™" ce qui donne, dans le
language des spins, une susceptibilité uniforme qui diverge a basse température

comme

x(T) ~ ﬁ (I11.48)

La longueur de localisation diverge aussi au niveau de Fermi [154, 152], ce qui en-

traine que les fonctions de corrélation moyennes décroissent de fagon algébrique a
T = 0 comme

a Teacay . (1)

Cang (1) = (S75%,) ~

avg

. (TI1.49)
ol 'exposant ngsp = 2! pour toutes les composantes o = z, , z. Un tel comporte-
ment est singulier car, comme nous le verrons plus loin, cette lente décroissance en
loi de puissance n’est pas caractéristique d’un quasi-ordre [équation (III.20)] mais
signale le fort couplage de certaines paires de spins en singulets a des distances ar-
bitrairement grandes [23]. Cette phase, de nature assez étrange, est appelée phase
des singulets aléatoires. Nous approfondirons ses propriétés d’ici quelques pages.

III. LONGUEUR CARACTERISTIQUE

La transition entre I’état quasi-ordonné, caractéristique du point fixe pur, et la
phase ou le désordre croit avec la renormalisation (voir la figure II1.12) est une
transition de phase quantique ou l'on s’attend & ce qu’émerge une longueur carac-
téristique, divergente a I’approche du point critique.

Dans le cas de la chaine de spins soumise & un champ aléatoire, Doty et Fisher
ont identifié cette longueur comme étant la longueur £ caractérisant la décroissance
des corrélations transverses de spin, décrite par I’équation (II1.46). Pour le cas de
I’échange aléatoire, nous verrons dans le chapitre IV que cette longueur peut étre
vue comme une longueur de « crossover » controlant la transition entre la ligne XXZ
de points fixes purs (répulsive) et le point fixe a fort désordre (attractif). Du point
de vue fermionique, cette longueur est appelée longueur de localisation [93].

La divergence de £ a la transition n’a pas la méme forme & droite ou & gauche
de A =-1/2.

(i) Si —1/2 < A <1, transitiona D, =0si —1/2< A< 1:
¢(D) ~ D 72 pour D — 0. (111.50)

(ii) Si —1 < A < —1/2, transition a D.(A), de type KT [96]:

( const
VA - A

11. L’acronyme RSP fait référence a la phase des singulets aléatoires (Random Singlet Phase) [6].

E(A) ~ex ) pour A — A.. (II1.51)

38



2 Introduction du désordre dans les modéles

b) Fort désordre: Renormalisation dans 1’espace réel
I.  UN BREF HISTORIQUE

Introduite a la fin des années 70 par Ma, Dasgupta et Hu [149, 150] pour traiter

la chaine antiferromagnétique XXX de spins + avec des couplages aléatoires, la

technique de renormalisation dans I’espace réel 2a ensuite été appliquée au cas XXZ
[155]. Bhatt et Lee ont étendu cette méthode aux couplages a longue distance pour
traiter le probléme de l’interaction antiferromagnétique a longue portée de spins
% localisés dans des semi-conducteurs dilués [156]. Nous reviendrons plus tard sur
cette approche qui nous a servi pour I’étude du comportement & basse température
de systémes spin-Peierls désordonnés (voir chapitre VI).

C’est un véritable tour de force qui fut réalisé par Fisher en 1994 en détermi-
nant la solution exacte des équations de renormalisation dans l’espace réel pour
la chaine XXZ désordonnée [6]. Le point fixe a ainsi été identifié comme étant un
point fixe de désordre infini, associé a la phase des singulets aléatoires. Forts de ce
succeés, de nombreux modéles magnétiques désordonnés ont ensuite fait I’objet d’in-
vestigations par cette méthode de décimation, la procédure subissant éventuellement
quelques modifications selon les modéles. Citons par exemple la chaine magnétique
ol les spins sont couplés par des constantes d’échanges aléatoirement ferromagné-
tiques ou antiferromagnétiques [27, 157, 158]; la chaine de spins 1 désordonnée
[159, 160, 161, 162, 163]'2; les échelles de spins § [167, 168]; la chaine de spins 3
[169, 170, 171, 172|; des modéles frustrés [173, 174].

II. LA TECHNIQUE POUR LA CHAINE DE SPINS %

1

Partant d’'un hamiltonien isotrope de spins 5 couplés aux premiers voisins par

une interaction aléatoire J(i) > 0

—

L
et =" J(0)S; - S, (I11.52)
=1

I'ingrédient essentiel de la technique de renormalisation consiste en une décima-
tion successive des plus forts couplages dans la chaine. Illustrons ceci sur I'exemple
d’un groupement de 4 spins, représenté sur la figure II1.13. Le hamiltonien d’un tel
systéme oul Joz > Ji9, J34 s’écrit

Hy spins = J12§1 : 52 + J23§2 : 53 + J34§3 : 54

~ JUS, . S, + const, (111.53)
avec J J
Jeit — 212734 T11.54

calculé en perturbation au second ordre. Le résultat de cette premiére étape de
décimation est le suivant: les deux spins couplés le plus fortement au départ sont

12. Notons qu’un débat existe autour du diagramme des phases de la chaine de spins 1 désordon-
née: voir [164, 165, 166]
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J 12 J 23 J 34

*—@ @ @
1 2 3

~0

o @™» o (O
1 4

T
J1a

F1G. I11.13 — Schéma de la décimataion dans l’espace réel d’un ensemble de 4 spins.
(a) Le couplage le plus fort, entre les spins 2 et 3 est décimé. — (b) Les spins 2 et
3 sont « gelés » en singulet et les spins 1 et 4 sont couplés via un couplage effectif
Je

gelés en un singulet et une interaction effective apparait alors entre les spins voisins
de ce singulet. Ce raisonnement peut alors étre étendu sur une chaine infinie [149,
150, 6].

On voit a travers (I11.54) que la renormalisation produit de nouveaux couplages,
plus faibles que les couplages originels. Fisher a démontré |6] 1’existence d’un point
fixe pour la distribution de ces couplages effectifs

Po(JT) o (J) T 5 . (IIL55)

Une telle distribution, tres large, garantie que la procédure de renormalisation est
asymptotiquement exacte étant donné que la décimation produit des couplages tou-
jours plus petits, la condition nécessaire a la validité de I'approche perturbative
Jog > Ji9,J34, est de mieux en mieux satisfaite & mesure que la renormalisation
progresse.

La procédure de décimation successive des couplages peut aussi étre vue comme
une diminution de la température (ou de 1’échelle d’énergie) du systéme. Cette der-
niére est donnée a chaque étape de renormalisation par le plus fort couplage n’ayant
pas encore subi la décimation. A mesure que 1’échelle d’énergie {2 diminue, les cou-
plages survivants tendent de plus en plus vers la distribution d’équilibre (IIL.55): le
point fixe est qualifié de point fize de désordre infini |6].

L’équation (III.54) peut étre généralisée au cas de la chaine anisotrope XXZ
[155, 6]. Il est important de réaliser qu'une telle approche perturbative n’est valide
que si le désordre est un paramétre pertinent (au sens du groupe de renormalisation
de la section 2.1 a)). Par conséquent, la région du diagramme des phases de la figure
I11.12 ou la phase ordonnée demeure robuste face au désordre, ne peut pas étre
analysée par la technique de décimation des couplages (voir & ce propos la note 14
de [6]).

III. PROPRIETES DE LA PHASE DES SINGULETS ALEATOIRES

Au cours de la renormalisation, des paires de spins (pas nécessairement premiers
voisins dans le réseau initial) se gélent en singulets: la phase associée au point fixe
de désordre infini est la phase des singulets aléatoires, dont nous allons maintenant
rappeller les principales propriétés.
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L’image physique que I’on peut associer a cette curieuse phase de diméres couplés
a des distances arbitrairement grandes est représentée sur la figure I11.14. Au cours

O s O Sy e

Fi1G. II1.14 — Représentation schématique de la phase des singulets aléatoires ou des
liens singulets entre spins méme trés éloignés peuvent se former aléatoirement.

de la décimation, a mesure que ’échelle d’énergie €) s’abaisse, la densité de spins % qui
demeurent encore libres décroit comme (In )2 [6]. Par conséquent la susceptibilité
a basse température, donnée par la contribution des spins libres & la loi de Curie,
est bien conforme a I’équation (II1.48) donnant

1

X(T) ~ Fae

La distance caractéristique entre deux spins non encore affectés par la renormalisa-
tion est donc ~ (In2)?, i.e. I'inverse de la densité de spins libres. Par conséquent, le
gap de taille finie d’une chaine de longueur L, A (L), est donné par

InA, ~ —VL. (I11.56)

L’exposant dynamique au point fixe de désordre infini est donc formellement z = oo.

Les fonctions de corrélation peuvent aussi étre obtenues et méritent une attention
particuliére car elle traduisent la spécificité de la phase des singulets aléatoires.
La fonction de corrélation de spin dite « moyenne » est dominée par les singulets
couplés a longue distance et décroit donc lentement comme l'indique 1’équation
(II1.49), Copg(r) ~ (;21), quelle que soit la direction. Si par contre I'on s’intéresse
au comportement « typique » des corrélations de spin, la décroissance est beaucoup
plus rapide :

Chp(r) =exp (ln |<SZ-°‘S§’+T>‘) ~ exp(—AVT), (IIL.57)

o A est une constante non universelle. Une autre quantité, mesurant un ordre
topologique dans la chaine, est la fonction de corrélation dite de « string » '3, définie
a distance r par

2r+1 L
S(r) =~ > (SiSi..Sh) (I11.58)

=1

Dans la phase des singulets aléatoires, la moyenne sur le désordre de S(r) est donnée
par [176, 177|

Savg(r) = S(r) o Sl (I11.59)

ol ¢ = # est le nombre d’or.

13. Trés utilisée dans le cas des spins 1, pour caractériser I’ordre topologique [175].
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2.2 Impuretés dans des systémes de chaines spin-Peierls

Dans le chapitre II, nous avons vu que le composé spin-Peierls CuGeQO3 exhibe
un diagramme des phases extrémement riche lorsqu’on le dope avec des impuretés
statiques. A faible dopage, la coexistence entre I’état dimérisé et un ordre antiferro-
magnétique est un phénoméne surprenant qui trouve son origine dans la formation
de moments magnétiques effectifs localisés.

a) Effet d’une impureté non magnétique dans une chaine dimérisée
isolée

I. CHAINE FRUSTREE J; — Jo

Comme nous 'avons vu précédemment, la chaine de spins % frustrée, décrite par
le hamiltonien J; — Jo (I11.38), est dans une phase critique, sans gap de spin, tant
que a < . ~ 0.24. Au dela de o, un gap s’ouvre dans le spectre et le systéme
rentre dans une phase dimérisée avec un fondamental deux fois dégénéré. Au point
MG, il est simplement donné par les états exacts |®;) et |®o) (voir les équations
(IT1.39-111.40)).

L’introduction d’une impureté non magnétique dans la chaine revient a remplacer
un spin % par un site inactif. Si le nombre de sites est pair (ce que nous supposerons
par la suite), un dimére est brisé et un spin % est alors libéré dans la chaine. Du fait
de la dégénérescence double de son état fondamental, la chaine MG ne favorise ni

1

|®1) ni |®y); cela se traduit par une délocalisation du spin 3, appelé aussi soliton

[178|. L’image physique du soliton « déconfiné » est donnée sur la figure I11.15.

F1G. IT1.15 — Représentation schématique du déconfinement du spin % (1) libéré par
Uimpureté non magnétique (O) dans la chaine MG. Les diméres, symbolisés en noir,
représentent les états |®1) et |Dy), de part et d’autre de I'impureté.

Par des calculs DMRG sur des chaines MG ouvertes avec L = 101 spins, Sgren-
sen et al. [178] ont clairement mis en évidence ce phénoméne de déconfinement du
soliton, comme le montre la figure II1.16. L’introduction de deux impuretés dans une
chaine MG supporte le méme type de raisonnement et le déconfinement se traduit
alors par une recombinaison des spins % libérés et par un gap de spin non affecté
par le dopage [178, 130]. Un tel comportement est lié a la dégénérescence double de

’état fondamental qui permet aux diméres de s’adapter autour de I'impureté 4.

14. Notons aussi qu’un phénoméne analogue de gels de diméres autour de I'impureté, accompagné
par le déconfinement d’un spin %, a récemment été observé & deux dimensions pour le modéle de
Heisenberg sur le réseau Kagomé [179].
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- const(O 3 3+( ‘I )sln (xl/(L+1 )]

0 20 40 60 80 100
i

Fi1G. II1.16 — Profil d’aimantation (S?) de la chaine MG avec une impureté non
magnétique. Résultats obtenus en DMRG (o) dans le fondamental Sg,, = % pour
L =101 spins + 1 impureté positionnée en i = 0 (ou i = 102) sont comparés avec le
profil d’une onde stationnaire dans une boite (o), d’équation (S?) = const(0.313 +
(—1)%) x sin®(mi/(L + 1)). Figure extraite de Sorensen et al. [178].

1. ROLE DE LA DIMERISATION RIGIDE

Le modéle MG dimérisé défini sur une chaine ouverte de L — 1 spins 3 (L étant
un nombre pair) par

L-2 L-2

— —

. 1
HMG—dim = Z(l + (=1)"6)S; - Sit1 + 3 Z i1 - z+1, (ITL.60)

i=1 =2

exhibe un comportement bien différent du cas précédent, et ce V§ # 0 [178]. Le
terme de modulation J, qui trouve son origine physique dans le couplage élastique
tridimensionnel entre les chaines voisines, brise I'invariance par translation dans la
chaine et sélectionne un fondamental dimérisé unique (il est plus favorable de placer
un dimére sur un lien fort J(1+ §)). Le spin % libéré par I'impureté non magnétique
reste alors localisé dans son voisinage afin de minimiser la région ou les dimeéres
s’établissent sur les liens faibles. Qualitativement, ce phénoméne est illustrée par
la figure II1.17. Le fait d’éloigner le soliton de l'impureté non magnétique d’une

— e ik U mm () e - - -

Fi1G. II1.17 — Représentation schématique du confinement du spin % (1) libéré par
Uimpureté non magnétique (O) dans la chaine MG dimérisée. Les diméres couvrant
les liens forts J(1 + 0) sont représentés en noir et les dimeéres quadrillés, couvrant
les liens faibles J(1 — &), représentent le « mauvais fondamental ». Le potentiel
d’interaction entre 'impureté et le soliton est noté V(r).
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distance r engendre un cotit en énergie V(r) qui est proportionnel a la distance. Le
soliton est ainsi confiné dans un demi-puit de potentiel linéaire dont la pente est
proportionnelle a ¢ [180].

Les résultats numériques pour pour les profils d’aimantation obtenus par Sgren-
sen et al. [178], avec 0,001 < § < 0,1, sont représentés sur la figure IT1.18.

T 0.4
i
v
' © 8=0.1000
rm 0 $=0.0250 4 0.3
) > 8=0.0100

i ® 5-0.0025

" . . L 0.2
10 20 30 40 50

Fi1G. II1.18 — Profil d’aimantation (S?) de la chaine MG explicitement dimérisée
(II1.60) avec § # 0. Résultats obtenus en DMRG pour L = 51 spins + 1 impureté
positionnée en i = 0 (ou i = 52). Figure extraite de Sgrensen et al. [178].

III. MODELE ADIABATIQUE: ROLE DES PHONONS

Il est important de souligner que la modulation rigide d des couplages aux pre-
miers voisins ne prend pas en compte les distortions locales du réseau. Le premier
pas vers une description permettant la relaxation du réseau, consiste a considérer le
modeéle unidimensionnel adiabatique suivant

—

; K
Hadiab = J;(l +6,)8; - Sipa + 7” ;53, (I11.61)

ou K| est la constante de raideur du réseau. Les variables classiques ¢; sont déter-
minées par

J(S; - Sip1) + K6 = 0, (I11.62)

de fagon & minimiser I’énergie du systéme.

Ce hamiltonien est en fait la limite classique d’un probléme quantique plus géné-
ral incluant des phonons a toutes fréquences. En effet, pour considérer rigoureuse-
ment le réle des phonons, §; doit étre remplacé par un terme de la forme g(bg +b;) o
g est le couplage magnéto-élastique et 'opérateur b, bosonique, est relié a la création
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et a la destruction des phonons. Néanmoins le cas adiabatique, qui sélectionne les
phonons de basse fréquence, est une approximation raisonnable '°.

La présence d’une impureté non magnétique dans la chaine provoque de fortes
distortions locales du réseau autour de 'impureté et, comme I’ont montré Hansen et
al. [183], le soliton est déconfiné. Une importante dimérisation se forme alors autour
de I'impureté (notons qu’elle serait certainement renforcée si un terme de frustration
était ajouté au hamiltonien (IT1.61)), et ce afin de minimiser I’énergie élastique. Par
suite, aucun état lié impureté-soliton ne se forme & une dimension [183, 120|. Par
contre, la prise en compte des effets élastiques interchaines change radicalement la
situation et favorise ’apparition de moments localisés comme nous allons le voir
maintenant.

b) Prise en compte des effets bidimensionnels

Motivés par le fait que le composé Cu;_,M,GeOs (M=Zn ou Mg) présente,
a faible dopage =, des moments localisés s’ordonnant de fagon antiferromagné-
tique dans un bain de diméres (voir la discussion des résultats expérimentaux dans
la section 2 du chapitre II), la prise en compte des couplages interchaines s’avére
nécessaire. Dans cette optique, le hamiltonien bidimensionnel suivant a été étudié
par Dobry et al. [184]:

HQD(OZ,KH,KL,JL,) = Z [(1 + 5i,a)§z’,a - _;+1,a + &gi,a . §i+2,a (11163)

2,0
J.S;q-S; Kige | k5.0
+ 1”4%,a z,a+1+ 2 i,a+ 1Y,aY%,a+1 |-

L’échelle d’énergie a été fixée égale a 1, et les déplacements J;, sont considérés
comme des variables classiques.

Nous reviendrons aussi sur ce modéle dans le chapitre V & travers notamment
les analogies qu’il présente avec le modeéle purement magnétique étudié dans [131].
Qualitativement, le couplage transverse J, a tendance a favoriser une phase antifer-
romagnétique alors que K| tend plutdt a stabiliser la dimérisation. Dans la région
du diagramme des phases (figure 1 de la référence [184]) ou I'état est dimérisé, les
distortions entre chaines voisines sont en phase ou en opposition de phase suivant le
signe de K| [120]. Une telle corrélation entre les chaines est & ’origine d’un potentiel
attractif de confinement entre une impureté non magnétique et le spin % libéré dans
la chaine.

Outre le profil d’aimantation qui permet d’observer le phénoméne de confine-
ment, on peut aussi calculer une aimantation alternée locale, définie par

M = 2 (-1 (2(S5,) — (SEyra) — (ST, (111.64)

La figure II1.19 représente cette quantité, calculée par Dobry et al. en Monte Carlo
quantique pour le hamiltonien (II1.63) avec 1 impureté non magnétique introduite

15. Nous renvoyons le lecteur intéressé par ces problématiques a la thése de David Augier [120]
ainsi qu’aux travaux [181, 182].
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dans un systéme de 8 chaines de 40 sites, couplées en champ moyen. Les paramétres
élastiques et le couplage transverse J, ayant été choisis de fagon réaliste par rapport
a CuGeOs [35, 185]. On voit qu’un excés d’aimantation antiferromagnétique est loca-

F1G. II1.19 — Aimantation locale alternée Mslg d’un systéme de 8 chaines de 40 sites
couplées, gouvernées par le hamiltonien (II1.63) avec o = 0, K = 2,4, K, = 0,2
et J, = 0,1. Limpureté non magnétique, repérée par (T), se situe au centre de la
chaine notée 0 (o). L’aimantation alternée est montrée pour la chaine dopée ainsi que
pour les chaines voisines notées 1, 2, 8 et 4 (représentées par les différents symboles).
Résultats d’un calcul Monte Carlo quantique extraits de la référence [184].

lisé au voisinage de I'impureté. De plus, de fortes corrélations interchaines ont pour
effet d’étendre le nuage de polarisation antiferromagnétique aux chaines voisines. Un
tel modéle, incluant les effets bidimensionnels, est réaliste quant aux problématiques
expérimentales soulevées par le composé CuGeQOj3. Pour une gamme de paramétres
physiquement pertinents, il posséde un état fondamental dimérisé et de plus, son
comportement face au dopage en impuretés non magnétiques est extrémement inté-
ressant dans le sens ol un moment magnétique localisé au voisinage de 'impureté
est observé, ainsi qu'une mise en ordre antiferromagnétique a 7" = 0 [184]. Pourtant
le role joué par la frustration dans la chaine, impossible & prendre en compte dans les
calculs Monte Carlo quantiques, est sans doute trés important. Une autre question
concerne aussi le role du couplage magnétique interchaine J, dans le mecanisme
de confinement. Ce sont de telles interrogations qui ont motivé I’étude d’un modéle
purement magnétique [131] que nous expliciterons en détails dans le chapitre V.
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3 Meéthodes numériques

3.1 Introduction

Quelques rares hamiltoniens de systémes fortement corrélés (essentiellement a
une dimension) ont la particularité d’admettre un traitement analytique, permettant
notamment d’accéder aux propriétés de basse énergie. Pourtant, une description
détaillée des composés expérimentaux nécessite d’aller au dela de tels hamiltoniens
modéles, et une bonne compréhension des systémes électroniques fortement corrélés
requiert donc le plus souvent une approche numérique.

En ce qui concerne les problémes de magnétisme, et plus particulierement de spins
en interaction, trois principales méthodes existent, chacune possédant ses propres
avantages et inconvénients. La premiére est appelée la diagonalisation exacte qui,
comme son nom l'indique, consiste & résoudre exactement un probléme aux valeurs
propres. A priori applicable & tout type de probléme de mécanique quantique, elle est
cependant limitée par la taille des matrices & diagonaliser ; nous ’aborderons dans
la section 3.2. La section 3.3 sera consacrée a la méthode de Monte Carlo quantique,
dans sa version SSE (pour Stochastic Series Expansion). Beaucoup moins limitée
par la taille des systémes que la diagonalisation exacte, elle souffre néanmoins du
fameux probléme de signe qui la restreint a I’étude de hamiltoniens non frustrés.
La troisiéme technique est la méthode DMRG (pour Density Matriz Renormaliza-
tion Group) que nous ne traiterons pas ici. En quelques mots toutefois, elle s’appuie
sur la diagonalisation exacte de petits systémes, couplée aux principes du groupe
de renormalisation. Développée par White au début des années 90 [186, 187], son
champ d’application est varié, comprenant aussi bien les systémes frustrés que désor-
donnés et permettant d’accéder & de grandes tailles. Cependant, les calculs DMRG
sont restreints aux propriétés de systémes essentiellement unidimensionnels avec des
conditions aux bords ouvertes.

D’autres méthodes moins conventionnelles ont vu le jour ces derniéres années.
Par exemple, la méthode CORE (pour Contractor Renormalization) [188| consiste a
construire des hamiltoniens effectifs en appliquant successivement des changements
d’échelles dans I'espace réel. Ceci permet d’accéder a des tailles supérieures a celles
disponibles en diagonalisation exacte, et la méthode n’est a priori pas restreinte a des
problémes & une dimension comme le DMRG, ou non frustrés comme le Monte Carlo
quantique. Nous renvoyons le lecteur intéressé aux travaux récents [189, 190, 191] ou
cette méthode a été appliquée avec succés. Dans un méme esprit de renormalisation
dans I’espace réel, les systémes de spins désordonnés peuvent étre étudiés a 1’aide
d’une approche reprenant les idées développées par Fisher [6] pour la chaine de spins
% avec couplages aléatoires (voir la section 2.1 b) de ce chapitre). Nous détaillerons
cette technique dans le chapitre VI, a travers I’étude d’un modéle effectif désor-
donné de spins % en interaction a longue portée, aléatoirement ferromagnétique ou
antiferromagnétique [192].

47



Chapitre III. Principaux modéles étudiés et méthodes utilisées

3.2 Diagonalisation exacte

Dans un article de référence datant de 1964, Bonner et Fisher [8] ont, en quelque
sorte, inauguré la diagonalisation exacte numérique par le calcul fort célébre ! de la
dépendance en température de la susceptibilité magnétique d’'une chaine de 11 spins
%. Par la suite, le succés de cette méthode fut intimement lié au développement spec-
taculaire de la puissance des ordinateurs ainsi qu’a son caractére fondamentalement
exact.

Le probléme aux valeurs propres posé par 1’équation de Schrodinger

H|T) = E|0), (I11.65)

pour un systéme quantique de taille finie requiert la diagonalisation de la matrice
de opérateur H exprimé dans une certaine base. Le plus souvent, on ne s’intéresse
qu’aux propriétés de basse énergie des modéles, ce qui restreint les études au bas du
spectre. Dans un tel contexte, 'algorithme de Lanczos [193] est trés efficace, surtout
dans le cas de systémes en interaction a courte portée, se traduisant par des matrices
a diagonaliser trés creuses.

a) Meéthode de Lanczos

Durant cette thése, les programmes de diagonalisation exacte par la méthode
de Lanczos utilisés, sont des adaptations de codes initialement écrits par Didier
Poilblanc. Pour plus de détails on pourra consulter les revues [194, 195, 196].

I. UTILISATION DES SYMETRIES

Le principe de base consiste a écrire la matrice de A dans un certain secteur de
symétrie. Prenons comme exemple un anneau périodique de L spins % interagissant
via le hamiltonien de Heisenberg frustré et dimérisé suivant

L L
H(ad) = (14 (=1)'0)S;- S + Y Si - Sive. (111.66)

i=1 =1

La dimension de I'espace de Hilbert total est d,{°®a! = 2L, Néanmoins il est possible
de réduire de fagon conséquente cette taille en utilisant les symétries du systéme.
Pour L = 36 sites, dif°®® ~ 6,9 x 10!° ce qui est manifestement trop important pour
les machines de calculs actuelles. Cependant il est trés profitable de se placer dans
un secteur de S7,,; donné: par exemple dans le secteur ou SZ ., = 0, la dimension
devient 18‘?’—%! ~ 9 x 10°. Ensuite, en fonction des symétries de la chaine on peut
diagonaliser le hamiltonien dans des sous-espaces encore plus réduits, de dimension
i valant typiquement la dimension totale du secteur de S7,,; donné, divisée par le
nombre de symétries. Le tableau ITI.1 résume ces caractéristiques pour le hamiltonien
(II1.66) avec ou sans impureté. Techniquement, la présence d’une impureté dans la
chaine a des conséquences facheuses car les symétries de translation disparaissent.
Dans cette thése, les problématiques qui ont été abordées par la technique de
Lanczos ont concerné 'effet des impuretés non magnétiques, prohibant malheureu-

sement |’'utilisation de la plupart des symétries d’espace.

16. Cet article compte, début 2004, plus de 1500 citations.
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| @, 6, impureté | Symétries | d}; dans S5, =0et k=0 |
VO!, 0= 0, 0 1mp T36 ® 02 ® IQ ~ 6,3 X 106
VO{, 0 7é 0, 0 1mp T18 ® 02 X IQ ~ 1,3 X 107
V(a,d), 1 imp. P ~ 2,3 x 10°

TAB. III.1 — Groupes de symétries et tailles des espaces de Hilbert réduits pour

une chaine de spins %, frustrée et dimérisée (II1.66), avec ou sans impureté non
magnétique. La taille typique de [’espace de Hilbert réduit dy est calculée dans le
secteur S¢ .., = 0 et dimpulsion k = 0 pour des chaines de L = 36 sites. Ty et I,
représentent respectivement les translations a N éléments et ['inversion de spin. Cy

est la réflexion par rapport au centre de la chaine .

II. ALGORITHME

L’algorithme de Lanczos [193] utilise le fait que 'on ne s’intéresse qu’au bas
du spectre de matrices trés creuses. Partant d’un vecteur de la base de travail (par
exemple la base des états de S7 ., = 0), aléatoire |¢;), on lui applique succéssivement
‘H, ce qui donne

H|p1) = au|dr) + Bild), (I1L.67)
ol |¢9) est orthogonal & |¢;) et de norme unité. Puis
H|po) = Bud1) + a|da) + Ba|ds), (111.68)

avec |¢3) normé et othogonal & |¢;1) et & |¢y). On arrive ensuite a la loi récurrente
pour n > 1
H|¢n> = ﬁn—1|¢n—1> + an|¢n> + ﬂn+1|¢n+1>; (11169)

avec |¢,41) normé et orthogonal a tous les |¢;) (i = 1,...,n).
Le hamiltonien est en fait récrit dans une base tronquée ou il prend la forme
matricielle tridiagonale suivante :

o 51 0 Ce 0
B oy B :
M=10238 - - o]l (111.70)
. Qp—1 ﬁnfl
0 e 0 /anl (679

Les valeurs propres extrémales de M convergent vers celles de H, exponentielle-
ment avec le nombre d’itérations Lanczos n [197|. Typiquement, n ~ 100 itérations
suffisent & obtenir ’énergie du fondamental d’une chaine de Heisenberg avec une
précision de 1078,

b) Application aux systémes magnétiques frustrés

Un des champs d’applications de cette méthode numérique concerne les systémes
magnétiques frustrés, pour lesquels le Monte Carlo quantique ne peut étre utilisé
[198]. Nous donnons dans la suite deux exemples, tous deux sur le modéle J; — J, &
une dimension.
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I. DETERMINATION DU «, POUR LA CHAINE J; — J,

Comme discuté précédemment, dans la section 1.3 b) de ce chapitre, on sait
qu’une valeur critique de la frustration sépare une phase quasi-ordonnée, d’une phase
dimérisée possédant un gap singulet-triplet non nul. La localisation de «, est néan-
moins assez ardue car 'ouverture du gap s’y effectue trés lentement [141, 91]. La mé-
thode développée par Emery et Noguera [199] consiste & repérer en fonction de « le
croisement entre les deux plus basses excitations pour une taille L donnée, ce croise-
ment s’effectuant & a.(L). La loi d’échelle attendue est de la forme a.(L)—a, ~ 1/L?
[199], comme l'illustre la figure II11.20. La valeur extrapolée o, ~ 0.2412 est conforme
aux meilleures estimations que I'on peut trouver dans la littérature [139, 136, 140].

0.246 | e .
0.245 ‘ - j

0.244 - -7 .

o (L)
Q

0.243 - - .

0.242 © .

0.241 .

0.000 0.005 0.0120 0.015 0.020
1/L

FiG. II1.20 -~ Valeur critique a.(L) de la frustration en fonction de 1/L?, calculée par
diagonalisations exactes pour L = 8, 12, 16, 20, 24, 28 avec la méthode de croisement
des niveaux développée dans [199]. Figure extraite de la référence [120].

II. IMPURETES NON MAGNETIQUES DANS LA CHAINE J; — Jo

Une impureté non magnétique, introduite dans la chaine J; — J,, libére un soliton
déconfiné (voir la figure IT1.16). Dans le cas a plusieurs impuretés, la chaine frustrée
ne présente pas de moment effectif au voisinage des impuretés, les spins % libérés
se recombinant en singulet [178, 130]. Ce phénoméne est mis en évidence par un
calcul en diagonalisations exactes, effectué sur une chaine MG de L = 20 sites
avec 2 impuretés non magnétiques. Les corrélations aux plus proches voisins ont
été déterminées numériquement (voir la figure I11.21) et loscillation de (S; ; - S;)
entre les valeurs ~ 0 et ~ —0.75 montre clairement que les diméres |®;) et |Dy)
|équations (II1.39-1I1.40)| s’établissent de part et d’autre des impuretés, empéchant
ainsi la formation de moments localisés.
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Fig. 111.21 — Calcul par la méthode de Lanczos des corrélations aux plus proches

— —

voisins (S;_1-S;) dans la chaine MG de L = 20 sites, avec 2 impuretés, repérées par

(X ), situées en i =11 et i = 20 (i = 0). En haut de la figure, la formation des
dimeres de type |®1) et | Do) est schématisée.

III. AUTRES APPLICATIONS

La compréhension de 'effet des impuretés non magnétiques dans les systémes de
chaines spin-Peierls est 'une des thématiques centrales de cette thése. Le role joué
par les couplages magnétiques interchaines sur la formation de moments effectifs
localisés sera analysé dans le chapitre V a ’aide de la méthode de Lanczos, couplée
a un champ moyen auto-cohérent. Nous y expliciterons en détail les problématiques
liées & la convergence de cette méthode numérique qui nous a permis d’accéder, dans
la limite de validité du champ moyen, & des systémes allant jusqu’a 128 spins %

3.3 Monte Carlo quantique

Les méthodes de Monte Carlo quantique constituent, depuis les travaux de Me-
tropolis en 1953 [200], un outil de référence pour simuler de nombreux problémes
classiques ou quantiques de spins en interaction!”. Le principe de ces techniques re-
pose sur une marche aléatoire dans I’espace des configurations d’un systéme donné,
le but étant d’en échantillonner la fonction de partition en ne retenant que les confi-
gurations les plus significatives. Dans ce qui suit nous donnons un bref exposé de
la technique SSE (Stochastic Series Expansion) qui a été employée dans cette thése
pour traiter le hamiltonien de Heisenberg de spins 1 couplés aux plus proches voi-

2
sins (II1.47). Une version plus avancée, considérant des interactions magnétiques a

17. Voir notamment le compte-rendu de la conférence célébrant le cinquantiéme anniversaire de
Palgorithme de Metropolis [201].
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longue portée (non frustrantes), a aussi été utilisée en collaboration avec Anders
Sandvik ; les détails algorithmiques relatifs & cette méthode sont disponibles dans
[202|. Le lecteur intéressé par les méthodes de Monte Carlo quantique pourra par
ailleurs consulter les trés nombreuses revues existant sur ce sujet ; nous en donnons
ici un petit échantillon [203, 60, 204, 201].

a) Principes de la technique SSE
I. INTRODUCTION

Développée par Sandvik au début des années 90 [205], la technique SSE s’est
rapidement affirmée comme étant une méthode de choix pour traiter des hamilto-
niens de spins non frustrés. En comparaison avec son « concurrent » 1’algorithme de
boucle world line |203], I'algorithme SSE est certainement plus simple a utiliser car
il travaille exclusivement avec des nombres entiers. De plus, dans le cas de systémes
soumis & des champs magnétiques externes, le SSE est nettement plus performant
que l'algorithme de boucle qui souffre de ralentissement critique [206].

Partant du modéle XXZ avec couplages aléatoires, on peut récrire le hamiltonien
(II1.47) comme la somme de deux termes, un diagonal et un non diagonal :

L
Hitwd = = D[ L) Hiy = JL(0)Hay|. (I1L.71)

b=1

ou b définit un lien connectant une paire (i(b),5(b)) de spins en interaction. La partie
diagonale de (II1.71) s’écrit

Hl,b =C—- AS;Z([,)S;((,), (111.72)

et la non diagonale est donnée par
1

La base de travail est {|a)} = {|57,5%,...,5%)} et la constante C rajoutée au terme
diagonal dans (II1.72) joue juste le role d’un décalage dans les énergies, permettant
ainsi de rendre tous les éléments de matrice non nuls positifs. La technique s’appuie
sur le développement en série de Taylor de la fonction de partition, en puissances

de 3:

o0

7 = Tr[exp( H;?(r;d ] Z

n=0

n
rand
n' [ XXZ] . (IT1.74)
Le développement s’effectue en principe jusqu’'a n — oo, mais on va voir qu’il est
réaliste d’introduire une coupure M dans la somme.
L’énergie moyenne d’un systéme de taille L est, dans cette formulation, simple-
ment donnée par

0lnZ 1
55 = 5T LC (I1L.75)

Ceci nous donne en fait une idée du comportement de la valeur moyenne (n) du
nombre de termes contribuant a la somme dans (II1.74): (n) ~ L. Comme nous

E=—
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le verrons plus loin, la coupure M est une quantité dynamique dans les simulations
(ajustée durant la phase de thermalisation), ce qui nous assure que les termes du
développement pour n > M ne contribuent pas a la fonction de partition.

La trace (II1.74) se calcule dans la base {|a)}:

B
7=y P M, < ‘H Jos (05) Hoy |0, (ITL.76)
67 SM
ol Sy, notée
M = [a1,bl],[ag,bz],...[aM,bM], (11177)
sert & repérer une suite d’opérateurs considérés dans le produit. L'indice a; = 1,2
correspond au type de l'opérateur (diagonal ou pas) et b; = 1, 2, ..., L, repére le

lien sur lequel 'opérateur agit. Il est important de remarquer qu’une séquence de
longueur M ne contient pas M opérateurs de type 1 ou 2, mais seulement n < M ;
M — n opérateurs identité I étant insérés dans la séquence afin de gonfler artificiel-
lement sa taille. L’insertion de ces opérateurs peut se faire de diverses maniéres: il

a C//\\A"_" possibilités dont nous avons tenu compte dans 'écriture (II1.76) de Z.
Notons aussi qu’un opérateur identité est noté dans Sy, par [0,0].

Une configuration Monte Carlo est donnée par un état |a) et une séquence Syy.
L’action successive des opérateurs de la séquence sur 1'état |«) définit alors une
propagation, repérée par un indice p, 'état propagé étant |a(p)) ~ [15_, Ha;p:l ).
Notons aussi que la cyclicité de la trace impose que |a(M)) = |a(0)) = |a).

II. ALGORITHME SSE

Les conditions initiales d’une simulation SSE sont données par un état de dé-
part |a)init, aléatoire, et une séquence, de longueur M, d’opérateurs identités Sy, =
[0,0],...,[0,0]. La simulation s’effectue & une température 7' = 1/3. La marche aléa-
toire dans ’espace des configurations est ensuite controlée par une certaine loi de
probabilité, via une série de deux mouvements principaux. Le premier, appelé mou-
vement diagonal, consiste & proposer d’échanger les opérateurs identités et diago-
naux [0,0], <— [1,b],, les uns aprés les autres. Le second mouvement est non lo-
cal, car il s’appuie sur la construction d’une boucle d’opérateurs [207], le long de
laquelle les opérateurs diagonaux et non diagonaux sont éventuellement échangés
[1,b], <— [2,b],: c’est le mouvement de boucle.

i) Mouvement diagonal

C’est le plus simple: & chaque indice p de propagation, on regarde le type d’opé-
rateur y agissant. Si le type est 2 (non diagonal) il ne se passe rien; si c’est 1 on
propose le mouvement [1,b], — [0,0], qui sera accepté avec la probabilité de Metro-
polis [205]

P([1,b], = [0,0],) = min |1, Mon+l . (111.78)

J(0)L5{a(p) | Hy|a(p) )

53



Chapitre III. Principaux modéles étudiés et méthodes utilisées

En revanche si 'opérateur rencontré a l'indice p est de type 0 (identité), le mouve-
ment [0,0], — [1,b], est alors proposé, toujours selon une probabilité de Metropolis

) LB a(p)| Hip|a(n))

M—-n

P([0,0], — [1,b],) = min |1, (I11.79)

Notons que ces lois de transition vérifient bien le bilan détaillé [205].

Lors du mouvement, le nombre n d’opérateurs non identité peut varier a chaque
indice de propagation. C’est une variable trés importante car elle permet d’accéder
a ’énergie [équation (IIL.75)]; et I'on peut aussi controler grace a elle la coupure M
imposée dans le développement. Nous avons donc fixé un critére dans nos simula-
tions: dés que n > 0,8 X M, la coupure est réajustée telle que M —— n x 1,25. La
figure I11.22 illustre ce fait. Afin d’atteindre une configuration Monte Carlo équili-
brée avant d’effectuer les mesures proprement dites, il conviendra donc de vérifier
que la thermalisation est bien achevée.

10000 , ,

<

8000

6000

T

4000

T

T

2000

0

1 10 100 1000
PasMC

FiG. 111.22 — Ewolution du nombre n d’opérateurs non identité (ligne pleine) et
coupure M (ligne brisée) en fonction du nombre de pas Monte Carlo pour une
chaine XXX pure de L = 100 spins % a B =100.

ii) Mouvement de boucle

L’étape suivante est le mouvement non diagonal dit de boucle qui opére a n
constant. Son but est d’effectuer la substitution [1,b], «— [2,b], de fagon non locale.
Proposé par Sandvik [207], un algorithme de boucle performant permet d’effectuer
un trés grand nombre de mouvements non diagonaux a la fois. La construction
de la boucle, discutée en détail par Syljuésen et Sandvik [204], est complétement
déterministe au point antiferromagnétique SU(2) dans le sens ou chaque boucle est
construite de facon unique. Par conséquent, pour A = 1 toutes les boucles sont
mises a jour indépendemment, avec probabilité 1/2. Si A # 1 la construction d’une
boucle dépend de probabilités bien définies [204]| & chaque fois qu’un opérateur non
identité est rencontré.
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F1G. 111.23 — Ezemple du déroulement d’un pas Monte Carlo SSE sur une chaine de
1

6 spins 5. La configuration 1 est symbolisé par e et | par o. Au départ, en haut
a gauche, Uétat est |a(0)) = [ITT)) et il n’y a que des opérateurs identités:
Sm=4 = [0,0],[0,0],][0,0],[0,0]. (a) Le premier mouvement diagonal génére les opé-
rateurs diagonauz de type 1. (b) Construction de toutes les boucles. (c) Seule la
boucle rouge a été retournée : un spin traversé par la boucle est retourné et un opé-
rateur est transformé 1 — 2 ou 2 — 1 chaque fois qu’une boucle le rencontre. La
nouvelle configuration est |a(0)) = [TIMI) et Sm=q = [2,1],]2,1],[1,2],[1,4]. L’ étape
sutvante consisterait & agrandir l’espace dans la direction de propagation: M =5,
et a recommencer un mouvement diagonal.

Dans le travail présenté dans la suite, les simulations SSE ont été effectuées au
point isotrope A = 1 ou la constante C' est prise égale a 1/4. Enfin, pour résumer
les différentes étapes qui constituent un pas Monte Carlo, un exemple & 6 spins est
présenté sur la figure I11.23.

III. OBSERVABLES

La méthode SSE sert a échantilloner la fonction de partition Z. Bien que cette
derniére ne soit pas directement calculable lors des simulations, de nombreuses ob-
servables physiques sont accessibles, la moyenne statistique sur 1’ensemble des confi-
gurations Monte Carlo d’un opérateur O étant notée par (O).
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i) Energie

La plus simple des quantités est I’énergie, donnée par 1’équation (II1.75). De cette
derniére découle la chaleur spécifique qui vaut

821nZ_

Co= "5

(n?) — (n)* — (n). (IT1.80)

ii) Facteurs de structure

Dans la base de travail {|a)} = {|5%,5%,...,5%)}, les opérateurs diagonaux sont
faciles a déterminer. Par exemple le facteur de structure ferromagnétique, au vecteur
d’onde qr = 0, est trés simple & calculer car au cours d’un pas Monte Carlo, 1’ai-
mantation totale est conservée lors de la propagation de p = 0 a M. Par conséquent,
il suffit d’évaluer I'aimantation totale sur I’état initial & p = 0: on trouve

S(qr) = % <a(0) (Z Sf) a(0)> (I11.81)

(ou { ... ) représente la valeur moyenne prise sur toutes les configurations Monte
Carlo), et pour I'aimantation moyenne par site

1 L
mp =7 <a(0) (; SZ-)

Par contre, I’aimantation alternée, elle, n’est pas conservée lors de la propagation,
ce qui implique une intégration dans la direction de propagation pour déterminer le
facteur de structure antiferromagnétique & qarp = 7:

Slarr) = %<(Z(—1>i5§)>

- ﬁi@(m (Z(—Uis,.z) a(p)>. (T11.83)

p:O i=1

a(0)> . (I11.82)

A la limite thermodynamique, le paramétre d’ordre antiferromagnétique, mesurant
I'aimantation alternée par site, est donné par'®

MAF = Lh_)nolo 3S(qar)- (I11.84)

18. 11 existe deux expressions pour évaluer "aimantation par site d’un systéme fini, I'une avec
le facteur de structure alterné [équation (II1.84)], Pautre avec la fonction de corrélation entre
les spins les plus éloignés [208]. Elles tendent toutes les deux vers la méme valeur & la limite
thermodynamique, avec toutefois des corrections de taille finie différentes [208, 209].
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iii) Fonctions de corrélations statiques

La fonction de corrélation diagonale entre deux spins ¢ et j, définie par C7; =
(SfSt) se calcule, comme pour 'aimantation alternée, en intégrant dans la direction
de la propagation p:

Cli= L Z <a(p) |SZZS;‘ a(p)>. (II1.85)

n+1 prs
Si le systéme est périodique, on peut par exemple calculer pour les spins les plus
éloignés, une corrélation moyenne a mi-distance, définie comme

L/2

C*(L)2) = Z Clivrya- (111.86)

Dans le cas d’un systéme invariant par translation, la somme sur ¢ améliore la
statistique et dans le cas des systémes avec échange aléatoire, la quantité définie par
(II1.86), améliore aussi la moyenne sur les réalisations du désordre.

i)  Susceptibilités

La susceptibilité statique uniforme, définie par

< (Xi; Sf)2> - <2; S{‘>2 (I11.87)

se calcule a partir des expressions (II1.81) et (II1.82).
On peut aussi accéder a la susceptibilité généralisée entre deux opérateurs dia-
gonaux O et Oy:

B
X010, :A <01(T)02(0)>d7', (11188)

qui devient en SSE
n—1
X010, = < NCESY (Z O (p ) 2 OQ(p')> (111.89)
1 n

+ O (P)O:(p) ).

2
(n+1) =

avec O(p) = (a(p) |O| a(p)). Par exemple, la susceptibilité magnétique alternée a
température 1" s’obtient en évaluant

1 [P
(@) = 7 X7 [ (5085 0)ar. (11L.90)
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b) Application aux chaines de spins %

Dans le cas de la chaine XXX de spins % définie par le hamiltonien général

L

H=> J3G)S: S, (111.91)

=1

I’algorithme SSE est déterministe. Dans la suite, nous présentons quelques exemples
d’application de la méthode Monte carlo quantique SSE pour ce modéle.

I. QUELQUES PROPRIETES THERMODYNAMIQUES DE LA CHAINE XXX PURE

Lorsque J(i) = 1 Vi, nous retrouvons le cas pur (III.5) pour lequel nous pouvons
calculer diverses observables.

i) Energie par site

Le premier calcul concerne 1'énergie par site eq(7'), en fonction de la température,
1

avec L = 256 spins ; sur un anneau fermé. Les résultats de ces simulations sont
représentés sur la figure I11.24(a) ou 'on voit clairement que pour 7" < 0,01, I'énergie
par site est quasiment confondue avec la valeur exacte de i — In2. On sait en outre
que le gap de taille finie de la chaine est A(L) o 1/L; en se plagant a T < A(L)
on peut raisonnablement considérer que le systéme est dans son état fondamental.

Sur la figure II1.24(b), cette méme énergie, extrapolée & T = 0 est représentée
pour différentes tailles de chaines (L = 8, 16, 32, 64, 128, 256) et est aussi comparée

avec succes a la loi d’échelle (II1.13) prévue par la théorie conforme [87, 88, 110].
ii) Susceptibilité uniforme

La susceptibilité magnétique, évaluée selon (II1.87), est trés sensible au gap de
taille finie. En effet lorsque 7" < A(L), le systéme « voit » le gap de spin et x(7) a
un comportement activé a basse température ~ exp(—7"/A(L)). La figure I11.24(c)
illustre cette caractéristique pour la susceptibilité uniforme représentée pour L =
128, 256, 512. On devine aisément que lorsque L — oo, x va tendre vers une valeur
constante & T = 0. Cette valeur est par ailleurs connue par ’Ansatz de Bethe, elle
vaut x(0) = 1/7%.

iii) Fonction de corrélation

Enfin nous montrons aussi sur la figure I11.24(d) le comportement de la fonction

de corrélation diagonale & mi-distance, C*(L/2) définie par (I111.86), calculée a T =0

pour L = 4, 8, 16, 32, 64, 128 et 256. Les résultats obtenus en SSE sont comparés
aux prédictions issues de la bosonisation C#(L) o< (—1)L YL [98, 99].

II. SUSCEPTIBILITE MAGNETIQUE DANS LA PHASE DES SINGULETS ALEA-
TOIRES

Le hamiltonien (II1.91) est maintenant étudié en prenant les échanges J (i) comme
des variables aléatoires tirées indépendamment selon une certaine distribution P(.J).
Les fluctuations entre les différents échantillons sont d’autant plus importantes que
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3 Méthodes numériques
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Fia. 111.24 — Résultats de simulations SSE effectuées sur la chaine XXX de spins
1

3 non désordonnée. Aprés thermalisation, les mesures ont été faites pour 10° pas
Monte Carlo & chaque température. (a) Energie par site (o) pour une chaine de
L = 256 spins en fonction de la température T ; la valeur exacte de I’Ansatz de Bethe
(BA) est symbolisée par (x). (b) Energie par site (o) calculée dans le fondamental
en fonction de la taille L de la chaine; la courbe pleine est la loi d’échelle (111.13).
(c) Susceptibilité uniforme x(T) tracée pour trois tailles (indiquées sur le graphe)
en fonction de la température T ; la valeur attendue a la limite thermodynamique de
1/7% est représentée G gauche par (x ). (d) Fonction de corrélation diagonale a mi-

distance C*(L/2) représentée en fonction de la taille L et comparée & une fonction
vVInL

de la forme ¥7=.
le désordre est large. Il est donc nécessaire de faire des moyennes pour les observables
sur un grand nombre de réalisations du désordre. Dans la section 1.3 a) du chapitre
IV, nous reviendrons en détail sur cet effet des fluctuations liées au désordre qui
nécessitent un traitement trés soigneux.

Selon les prédictions de Fisher pour la chaine désordonnée (voir la section 2.1
b) de ce chapitre), on s’attend & observer dans la phase des singulets aléatoires une
susceptibilité divergente (II1.48). Ce qui implique une constante de Curie C(T) =
X(T) x T se comportant comme

1
(InT)?

C(T) ~ (I11.92)

Les résultats pour C(T') d’un calcul SSE, effectué sur une chaine de L = 32 spins
couplés aléatoirement avec les J(i) distribués selon P(J) oc J-1*5, sont représentés
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Chapitre III. Principaux modéles étudiés et méthodes utilisées

sur la figure II1.25. La procédure appelée « S-doubling scheme », développée par

6 - A 0.1+ 1
1 A\ & 005 -
1 A S
C(T) 5| \A\ r |
\A 0 = 3 1
~_.10 10 10
A T
\A\\
4 A A
A
A
3L L = 32 spins A\A |
P(J) o< J4/5
2 L o,
107° 10 10°° 107 10™
T

Fi1G. I11.25 — Constante de Curie C(T) = x(T) X T moyennée sur 10* chaines XXX
de L = 32 spins % avec couplages aléatoires distribués dans P(J) indiquée sur la
figure. La procédure « 5-doubling scheme » [210] a été utilisée pour descendre jusqu’a

des températures de 27'5. Sur la figure principale, ,/ﬁ erhibe un comportement

linéaire en fonction de InT. En vignette, la constante de Curie tend lentement vers
0 lorsque T — 0 les barres d’erreurs sont trés faibles.

Sandvik [210], a été utilisée pour accéder a des températures T < 10~ tout en
optimisant les procédures de thermalisation (nous détaillerons cette approche dans
la section 1.3 a) du chapitre IV). Les résultats des simulations ont été moyennés sur
10% échantillons indépendants. La constante de Curie est représentée sur la figure
IT1.25. Le choix d’un désordre trés fort nous assure que le comportement universel
du point fixe de désordre infini est observable, méme sur un petit systéme. En effet
la figure II1.25 nous confirme que la dépendance en température de la constante de
Curie calculée par SSE est bien conforme a I’équation (II1.92).
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Chapitre IV

Crossover et localisation dans les
chaines de spins % désordonnées
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Chapitre IV. Crossover et localisation dans les chaines de spins % désordonnées

Phénomeénes de crossover pour les fonctions de cor-
rélation

Les propriétés de la phase de singulets aléatoires ont été décrites dans le chapitre
I1I, a la page 40. En particulier, il a été montré par la bosonisation [23| ainsi que
par renormalisation dans 'espace réel [6] que les fonctions de corrélation de spin
présentent en moyenne une décroissance algébrique avec la distance,

——ama— (L)
Cang(1) = < S35, >~ e (IV.1)
L’exposant universel, indépendant de la direction @ = =z, y, 2z, vaut exactement
Npsp = 2. Datant de plus de dix ans, ces prédictions analytiques ont fait I’'objet de
nombreuses vérifications numériques a ’aide de diverses méthodes.

1.1 L’universalité des corrélations de spin en question
a) Confirmations de ’'universalité

Tout d’abord, en 1993 des diagonalisations exactes par la méthode de Lanczos
(voir la section 3.2 du chapitre III) ont été réalisées par Haas et al. [211] sur des
petits systémes (L,q, = 18) décrits par le hamiltonien XXZ perturbé par un terme
de désordre dans le plan XY :

HR = > L) (S7ST + SYSY) + ASSE] - (IV.2)
7
Le comportement universel des fonctions de corrélation a été vérifié pour des désordres
de trés grande intensité. Notons aussi que le diagramme des phases proposé par Doty
et Fisher 23| (représenté sur la figure I111.12), fut qualitativement retrouvé.

A Taide de la transformation de Jordan-Wigner, la chaine XX désordonnée a
fait I'objet de plusieurs études par des diagonalisations exactes sur des grandes
tailles, allant jusqu’a 1024 spins [212, 213|. Le comportement critique des fonctions
de corrélation, étudiées pour des couplages aléatoires distribués uniformément dans
I'intervalle [0,1], s’est avéré étre en trés bon accord avec les prédictions analytiques®.

Utilisant une approche par renormalisation dans I’espace réel, Hikihara et al.
[215], a aussi confirmé le comportement universel des corrélations a longue distance.

Mentionnons aussi ’étude & température finie par Monte Carlo quantique de la
chaine antiferromagnétique désordonnée [216] dans laquelle des prédictions relatives
a la thermodynamique, telles que le comportement de la susceptibilité magnétique
X(T) ~ m ont été vérifiées sur des systémes allant jusqu’a 96 spins.

b) Non universalité selon une étude en DMRG

Alors que le comportement universel des fonctions de corrélation (II11.49) ne
semblait plus pouvoir étre remis en question, tant toutes les études numériques

1. Il est important de noter que pour le probléme relié de la chaine d’Ising désordonnée en champ
transverse, des calculs numériques similaires ont aussi confirmé le comportement universel sur des
sytémes de taille finie (L4, = 128 spins) : voir la référence [214].
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1 Phénomeénes de crossover pour les fonctions de corrélation

convergeaient vers une décroissance de Cgyy(r) en loi de puissance avec un exposant
universel ngsp = 2, la récente publication de résultats obtenus en DMRG a ouvert
un débat [217, 218]. Ces calculs, effectués sur des chaines XXZ ouvertes avec désordre
planaire [hamiltonien (IV.2)], ont considéré des réseaux allant jusqu’a 400 sites. Les
distributions des couplages sont des lois uniformes centrées autour de 1 et de largeur
2W. Les conclusions se sont alors dirigées vers une non-universalité des corrélations
et une dépendance de 7 en fonction de A et de W a été avancée. Sur la figure
IV.1, la corrélation transverse a distance r dans la chaine est représentée? pour une
anisotropie A = 0,5 et un désordre W = 0,1. L’exposant de décroissance est évalué
an~0,96 %+ 0,01, bien différent de 2.

107 ——rrrrrr

eSS 2
a

,_.
OI

0o L00

FiG. IV.1 — Fonction de corrélation transverse (Sy S;") calculée par DMRG sur une
chaine ouverte (IV.2) ¢ A = 0,5 et W = 0,1 par Hamacher et al. [217]. Les diffé-
rents symboles représentent les différentes tailles utilisées (L = 120, 240, 320, 400).
La droite hachurée représente le comportement attendu dans la phase de singulets
aléatoires, avec n = 2. Figure extraite de la référence [217].

c) Commentaires

Ces résultats, en désaccord avec les prédictions du point fixe & désordre infini,
doivent étre interprétés a travers les effets de taille finie dont ils sont victimes. C’est
pourquoi I’étude DMRG présentée dans la lettre [217] a par la suite fait ’'objet d’un
commentaire [218] afin d’éclaircir au mieux ces effets de taille finie. Une distance
caractéristique &, dite de « crossover », a ainsi pu étre dégagée et sa dépendance en
fonction de la force du désordre D a aussi été exprimée [218, 219|. Ainsi I'universalité
des fonctions de corrélation a bien été vérifiée pour des tailles de systéemes L > €.

Dans la suite nous présentons les calculs numériques qui ont été effectués sur les
chaines désordonnées de tailles finies, afin de décrire quantitativement ce phénomeéne
de crossover. Les résultats de diagonalisations exactes au point XX (A = 0) seront
d’abord exposés, suivis par la présentation de calculs par Monte Carlo quantique
SSE au point isotrope XXX (A =1).

2. Notons que les auteurs précisent dans le légende de cette figure publiée [217] que seulement
un huitiéme des données sont représentées, par mesure de clarté.
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Chapitre IV. Crossover et localisation dans les chaines de spins % désordonnées

1.2 Etude par diagonalisations exactes des corrélations trans-
verses dans la chaine XX désordonnée

a) Approche par les fermions libres

Considérons pour commencer le modéle unidimensionnel XX de spins % avec des
couplages désordonnés J(i). Ce probléme est décrit par le hamiltonien suivant

Hrand — Z J(i T+ SYSY ), (IV.3)

auquel nous imposons des conditions aux bords périodiques. Comme il a été vu
page 23, la transformation de Jordan-Wigner [90] permet de transformer (IV.3) en
un hamiltonien de fermions sans spin. L’avantage du point XX est que le terme
d’interaction densité-densité de ’équation (II1.15) disparait, et 'on se retrouve avec
des fermions libres décrits par

L-1

ran J(2
e =3 T3 clew + caa) -

=1

J(L)
2

(chey + cleg) exp(inN). (IV.4)

Le second terme de droite, relatif aux conditions de bord, dépend du nombre total
de fermions présents dans le systéme: N = ZZ " Z . Les conditions aux bords du
probléme fermionique sont donc antipériodiques si N est pair alors que pour N
impair elles sont périodiques.

Dans le cas non désordonné, via une transformation de Fourier, le probléme est
analytiquement soluble [220]. Le hamiltonien est alors diagonal dans I’espace des k
et s’écrit

HYY = —Jchck cos( (IV.5)

L’état fondamental se trouve au deml-remphssage (N = L/2, correspondant au
secteur S¢,,; = 0 du probléme de spins). Dans notre étude avec couplages aléatoires,
I’invariance par translation est brisée par le désordre. L’approche numérique a donc
été privilégiée pour étudier les effets de taille finie sur les fonctions de corrélation.
En suivant I’approche décrite par plusieurs auteurs [220, 221, 214, 212, 213|, nous
calculons la fonction de corrélation transverse a mi-distance C*(L/2). Pour résumer,
ce calcul nécessite I’évaluation des vecteurs propres d’'une matrice L x L et d’un
déterminant L/2 — 1 x L/2 — 1, ce qui peut étre facilement effectué a 'aide de
routines usuelles d’algébre linéaire, telle que LAPACK.

b) Résultats numériques
En P’absence de désordre, le comportement de C*(L/2) est connu [221]:
1
C*(L/2) ~ —. IvV.6
L2~ o (1v.6
Notons au passage que la corrélation longitudinale C*(L/2) décroit plus rapidement,
en L 2. Mais étant donné que I’exposant attendu dans la phase de singulets aléatoires
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1 Phénomeénes de crossover pour les fonctions de corrélation

est précisemment nrsp = 2, ’étude de C* ne nous permettrait pas de conclure sur
la nature de la phase?.

Afin d’appréhender du mieux possible I'influence du désordre dans les couplages
nous considérons la distribution carrée

P(J):{ s siJe[l—W1+W]

i IV.

0 sinon (IV.7)
ot I'intensité du désordre est contrdlée par sa largeur 2W. Ici le paramétre D, défini
par I'équation (II1.44) page 36, est simplement donné par D = 3W?. Afin de ré-
duire les erreurs statistiques dues aux fluctuations entre échantillons, nous calculons

la fonction de corrélation moyenne suivante Cg, (L/2) = C*(L/2) ot la moyenne

(...) est effectuée sur un trés grand nombre S d’échantillons indépendants. De plus
nous exploitons la périodicité des chaines en effectuant pour chaque échantillon une
moyenne le long de la chaine; ce qui donne

L
2

ce,(L/2) = % Z(Sg”S;ﬁr%). (IV.8)

=1

L’expression (IV.8) a été évaluée numériquement pour des tailles de systémes L =
29 avec ¢ = 1,...,12 et des désordres W = 0,25, 0,5, 0,625, 0,75, 1; le nombre
d’échantillons S étant de 5 x 10* pour L < 1024, 3000 pour L = 2048 et 500 pour
L = 4096.

0.1

0.01

(L12)

avg

< 0.001F o—o W=0 3
O E =-m W=025 E
<& < W=0.5
r X-X W=0.625
0.0001 & A W=0.75 E
E F—k W=1
C — L2
1e-05 E
E " MR | il 1l 3
10 100 1000 10000

FiG. IV.2 — Fonction de corrélation transverse moyenne a mi-distance Cg,,(L/2)
calculée par des diagonalisations exactes au point XX et tracée en fonction de la
taille L pour différents désordres W indiqués sur la figure. Les données pour le cas
non désordonné W = 0 suivent une loi < L2 et la ligne pleine est la loi en L2
prédite par Fisher [23, 6]. Figure extraite de la référence [219], publication n° 5.

3. Néanmoins il ne serait pas totalement inutile d’étudier les corrélations longitudinales car leur
décroissance typique ~ exp(—A4/r), mentionnée page 41, reste une signature du point fixe de
désordre infini.

65



Chapitre IV. Crossover et localisation dans les chaines de spins % désordonnées

Sur la figure IV.2, les résultats sont montrés pour Cj,,(L/2) en fonction de L.
Pour les petites tailles, la décroissance observée en échelle log-log s’effectue avec un
exposant effectif n¢// clairement inférieur a la valeur 2 attendue. Mais lorsque L
augmente, un phénoméne de crossover est observé, entre un régime non universel
avec un exposant dépendant de W: n°//(W) < 2, et un régime asymptotique oil
I’exposant ne varie plus et vaut ngsp = 2. Un tel comportement suggére qu’il existe
une longueur caractéristique dans le systéme, dépendante du désordre, et contrélant
un crossover entre le point fixe sans désordre, instable, et le point fixe de désordre

infini, attractif VW > 0.
c) Analyse du crossover
I. FONCTION D’ECHELLE

Définissons le paramétre sans dimension z = L/ ou & est la longueur de crosso-
ver. On peut alors identifier 3 régimes en fonction de z:
(i) Si z < 1, le comportement critique du systéme pur (J(i) = constante) est
dominant avec un exposant effectif de décroissance n¢// (W) = 1/2.
(ii) Si x > 1, le régime asymptotique est atteint: les propriétés du point fixe a
désordre infini sont observées, et en particulier n¢/ (W) = n,,, = 2.
(iii) Dans le régime intermédiaire ou x ~ 1, un crossover est attendu, caractérisé
par un exposant non universel 1/2 < n¢//(W) < 2.

aaL — T T
1p—o—om—om o O -
o—o purecase
0.1 = -m £=600 =
E(X) E &< =140
I X-% £=88
A A E=54
0.01F *—k £=20 =
F — x¥Rrsp
0_001nn| R RET | 1ol R EET] R L
0.01 0.1 1 10 100

X=L/§
F1G. IV.3 — Fonction d’échelle ¢(x) définie par (IV.9), obtenue pour les données de
la figure IV.2 avec & = 600, 140, 88, 54, 20 pour W = 0,25, 0,5, 0,625, 0,75 et

1, respectivement. Les symboles sont identiques a ceux utilisés pour la figure IV.2.
Figure extraite de la référence [219], publication n° 5.

Par conséquent, la loi d’échelle suivante est proposée:
T L —1/2~
C(wg 5 =L C(L/é-)’ (Ivg)

avec une fonction d’échelle ¢(z) =constante dans le régime (i) et ¢(z) — 2~3/2 dans
le régime (ii). Sur la figure IV.3, cette fonction a été obtenue par « l’écrasement »
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1 Phénomeénes de crossover pour les fonctions de corrélation

des points de la figure IV.2 sur une méme courbe, universelle et invariante d’échelle.
Notons que £(W = 1) a été choisie de fagon a ce que la région de crossover (iii) soit
centrée autour de r ~ 1, les autres valeurs ont été ajustées graphiquement afin de
produire le meilleur écrasement.

1I. LONGUEUR DE CROSSOVER

La dépendance de £ en fonction du désordre W (ou D) est fort intéressante
a étudier. En effet elle peut éventuellement nous renseigner sur l'existence d’un
désordre critique D, dans le systéme car a la transition entre la phase pure et la
phase désordonnée, on s’attend a ce que & — oo lorsque D — D,.

: @ ‘ ® Numerical results‘ (b)

1000 = —1000
&(D) &(0)
100:— = —:100
I TR 10

D

Fic. IV.4 — Comportement de la longueur de crossover & en fonction du désordre.
Les carrés noirs sont les estimations numériques, issues de la figure IV.3 et les
lignes pleines sont des fits. (a) En fonction de D, le fit est ~ D19, En (b), le fit
est £(8) ~ 6 8. Figure extraite de la référence [219], publication n° 5.

On voit sur la figure IV4 (a) que & — oo pour D — 0. A faible désordre,
la longueur de crossover peut étre correctement décrite par une loi de puissance
£(D) x D7, avec un exposant vy = 1+0.1. Cette dépendance est en trés bon accord
avec le comportement trouvé par Doty et Fisher [23| pour la longueur caractéris-
tique mentionnée page 38: £(D) ~ Dﬁ, avec le paramétre de Luttinger K =1 au
point XX. En revanche, lorsque l'intensité du désordre devient plus importante, une
déviation par rapport a la loi de puissance est nettement observée. Un tel comporte-
ment n’est pas surprenant car I’analyse pertubative de Doty et Fisher n’est valable
qu’aux abords de la transition D < 1.

Pour les forts désordres, ’approche perturbative dans I’espace réel (voir la section
2.1 b) du chapitre IIT) a prouvé l'existence d’un point fixe de désordre infini [6] ol
la distribution des couplages antiferromagnétiques est donnée par

Po(J) o (I 5 = 0. (IV.10)
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Une quantité qui apparait alors naturelle pour caractériser le désordre fort (proche
du point critique) est la variance du logarithme des couplages aléatoires, donnée par

5= \/(ln J(i)>2 - (W)Q (IV.11)

Le comportement de & en fonction de ce paramétre § est représenté sur la figure
IV.4 (b) ou 'accord avec une loi de puissance du type

E(6) x 62 (IV.12)

est bon pour toute la gamme de désordres considérés ici. L’estimation numérique de
Iexposant est & = 1,8 £ 0,02. § peut aussi étre relié a la largeur de la distribution

carrée W par
=1 (L] (v.13)

Aux faibles désordres, W < 1, on obtient § ~ v/D. Par conséquent on peut s’at-
tendre a ce que cet exposant ® soit directement relié au parameétre de Luttinger K
par la relation ® = -~ 2K, ce qui donne: & = 2 au point XX.

Nous verrons plus loin dans la section b), qu’une telle prédiction est en fait bien
robuste.

1.3 Etude au point isotrope XXX par Monte Carlo quantique
SSE

Les principes généraux de I'algorithme SSE ont été présentés dans la section 3.3
du chapitre III. Dans cette partie nous allons utiliser cet algorithme pour étudier,
comme précédemment au point XX, des fonctions de corrélation de spin dans la
chaine de Heisenberg isotrope désordonnée. Une attention particuliére sera d’abord
portée sur le controle rigoureux des fluctuations statistiques ainsi que les effets liés
a la température finie. Les résultats seront ensuites présentés et analysés en termes
d’effets de crossover. La longueur de crossover sera finalement étudiée en fonction
de l'intensité du désordre dans les chaines.

a) Controle des fluctuations liées au désordre et convergence dans le
fondamental

L’évaluation précise des observables physiques a l'aide de simulations Monte
Carlo souffre inévitablement d’erreurs statistiques dues a la finitude du nombre de
pas Monte Carlo utilisés. De plus lorsque le systéme physique considéré est désor-
donné, les fluctuations entre les différents échantillons introduisent une nouvelle
source d’erreurs. Les valeurs moyennes des observables doivent par conséquent étre

évaluées comme
N,

Oy = (0) = Z i(Oi)”, (IV.14)

ou les différents échantillons sont étiquetés par o = 1,...,§ et les mesures Monte
Carlo sont effectuées de i = 1 jusqu’a N,,.
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1 Phénomeénes de crossover pour les fonctions de corrélation

Un autre ingrédient trés important est la température 7' = 3! car I’algorithme
SSE travaille & 3 fini. Puisque nous sommes intéressés par les propriétés de 1’état
fondamental de la chaine de spin désordonnée, les températures nécessaires pour
atteindre le fondamental seront extrémement basses. En effet, comme indiqué par
I'équation (IT1.56) page 41, le gap est exponentiellement petit avec la taille L. Pour
ce faire, nous utilisons une méthode trés efficace, appelée [-doubling scheme, qui
a été développée par Sandvik pour ’étude du modéle de Heisenberg sur le réseau
carré dépeuplé autour du seuil de percolation [210]. Cette technique est trés puis-
sante pour notre probléme car elle va nous permettre d’atteindre des températures
extrémement basses assez rapidement tout en réduisant au cours du refroidissement
le temps nécessaire pour obtenir une configuration Monte Carlo équilibrée.

Le point de départ est une chaine de spins de longueur L, avec un tirage de
couplages antiferromagnétiques aléatoires donné, que l'on simule & une tempéra-
ture inverse ; = 2° = 1. Par simulation on entend que N, pas de thermalisation
(sans mesure) sont d’abord effectués, suivis de N, pas de mesure ou les observales
physiques sont éventuellement calculées. Notons que la configuration Monte Carlo
a l'issue des Ngy, + Ny, pas est donnée par un état |«) et une chaine d’opérateurs
Sy = [a1,b1],--.[ar,bam]. L'étape suivante consiste a diviser la température par
deux: 8 — 2 x 3. On se retrouve alors & 3; = 2! et I'on tire avantage du calcul
précédent & [y en prenant comme configuration Monte Carlo de départ, 'état |«)
et la chaine d’opérateurs suivante

SQM = [(Ll,bl],...[CLM,bM][CLM,bM],...,[al,bl]. (IV15)

En effet, une configuration & priori équilibrée a § présente une chaine d’opérateurs
approximativement deux fois plus longue qu’a /2 (rappellons nous que le nombre
moyen d’opérateurs non identité est (n) ~ SL). Le choix de Sops nous fournit une
bonne séquence d’opérateurs. La procédure est ensuite répétée jusqu’a une certaine
température ;= 2'me= et ceci pour chaque échantillon. On voit qu’au cours du
refroidissement ¢t = 0, 1, ..., t,,4s, la configuration Monte Carlo devient de plus en
plus équilibrée car la simulation tient compte de I’histoire du sytéme. Par conséquent
le nombre de pas nécessaires pour atteindre ’équilibre V., a chaque température
[; sera un nombre relativement petit étant donné que le nombre effectif de pas de
thermalisation est en fait N&J/ = (t 4 1)(Neg + Np). Concernant le nombre de pas
de mesures N,,, on peut vérifier numériquement que méme pour N, < 100, les
fluctuations entre les divers échantillons sont plus importantes que les fluctuations
statistiques dans les mesures, comme on peut le voir sur la figure IV.5 ol les mesures
de la fonction de corrélation longitudinale & mi-chaine

CH(L/2) = + 3 (S8, 1) (IV.16)

T
M

=1

sont représentées.

La meilleure stratégie pour appréhender correctement de tels systémes de spins
désordonnés consiste & réaliser des simulations plutot courtes (avec N, et N, typi-
quement < 100) sur une trés grand nombre d’échantillons (S > 1000) en utilisant
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Chapitre IV. Crossover et localisation dans les chaines de spins % désordonnées

oo N;=50, N, =100
- N_=250, N, =500
0.08 e

0.02 -

-0.01 bbb b bl b b,

F1G. IV.5 — Fonction de corrélation longitudinale a mi-chaine C*(L/2) calculée par
SSE pour la chaine de Heisenberg désordonnée (désordre carré W = 1) avec L = 32
sites a = 2048 en utilisant le B-doubling scheme. 8 échantillons différents ont été
utilisés (0 =1, ..., 8) et pour chacun, N, pas de thermalisation suivis de 10 x Ny, pas
de mesure ont été effectués avec Ny = 50, N, = 100 (cercles) et N, = 250, N, =
500 (carrés).

le 5-doubling scheme. Sur la figure IV.6 (a), nous illustrons ceci par le calcul de
C,g(L/2) en fonction de §; (t =0, 1, ..., 9) sur une chaine désordonnée (distribution
carrée des couplages, de largeur W = 0,5) de L = 16 spins % pour diverses valeurs
du couple (Neg, Np,), la moyenne étant prise sur S = 1000 échantillons.

En ce qui concerne les effets liés a la température, pour une observable O donnée
le choix de t,,,, s’effectue selon le critére suivant :

7O
Ro(t) = <<0</3;W>>> (IV-17)

doit étre tel que Ro(tmae — 1) — 1 est inférieur aux erreurs statistiques. De la figure
IV.6 (b), on déduit que les propriétés du fondamental du sytéme considéré sont
atteintes pour ¢ > 6 et que le choix d’un couple de valeurs (N4, N,,) 2 (25, 50) est
suffisant.

b) Etude de la fonction de corrélation longitudinale au point isotrope

Nous étudions la chaine antiferromagnétique désordonnée de spins % au point
isotrope, définie par le hamiltonien suivant

L
e =" J () S; - Sia (IV.18)
=1

Les couplages, tous positifs, sont tirés aléatoirement dans une distribution carrée
définie par (IV.7) ou bien dans une distribution plus singuliére, définie par la loi de
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1 Phénomeénes de crossover pour les fonctions de corrélation
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F1G. IV.6 — (a) Fonction de corrélation longitudinale moyenne C;,,(L/2) calculée a
mi-chaine par SSE. Les paramétres sont: L = 16 spins %, désordre carré de largeur
W = 0,5, § = 1000 échantillons. En abscisses, t représente la température inverse
suivant By = 2'. Les différentes valeurs du couple (Npy, Np) sont indiquées sur
la figure. (b) Rapport Re:(t) — 1 en fonction du paramétre de température inverse
t=1Inp3/In2 calculé pour tye, =9 sur le méme systéme que (a) et pour des valeurs

du couple (Neg, Np) indiquées sur la figure. La ligne brisée montre le zéro.

puissance P(J) = +J717" si J € [0,1] ou 0 sinon.
Rappelons d’abord que dans le cas non désordonné (J(i) constant, Vi), les fonc-

tions de corrélation spin-spin décroissent de fagon isotrope, asymptotiquement comme

[99]

, Vinr

(2n)*2r

I. CONVERGENCE DANS LE FONDAMENTAL

Cpur (1) = (S7*S3) = (=1)

pur

, sl 7 — 00. (IV.19)

Comme nous venons de le voir précédemment, nous allons utiliser la procédure
de doublement de 3 pour accélérer la convergence dans le fondamental tout en tirant
profit de ses effets thermalisants.

La figure IV.7 est le résultat de plusieurs calculs par SSE, effectués pour le modéle
(IV.18) avec L = 32, 48, 64, et 96, 'intensité du désordre étant ici donnée par
W = 0,6. La convergence de C;, (L/2) vers sa valeur & T' = 0 apparait comme étant
d’autant plus lente que L est grand. Cet effet est analysé a travers la quantité Sgg =
2'cs définie telle que Re:(tgs) ne soit plus distinguable de 1. Le comportement de
Bas en fonction de la taille L est tracé en vignette sur la figure IV.7: un fit de la forme

In Bas(L) ~ 0,74 + /L est obtenu. Ceci implique que la température a atteindre
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F1G. IV.7 — Convergence dans le fondamental de Cévg(%)f calculée par SSE et tracée
pour L = 32, 48, 64, et 96 en fonction de 3. Simulations effectuée sur le mo-
dele (IV.18) pour un désordre carré de largeur W = 0,6 en utilisant le B-doubling
scheme. La moyenne sur le désordre est effectuée sur & = 1000 échantillons et le
couple (Neg, Ni) est pris égal a (50, 100). En vignette, la température inverse de
convergence dans le fondamental (voir texte) Bgs est tracée en échelle logarithmique
en fonction de 'L pour 7 tailles différentes. Un fit de la forme In Bas(L) ~ 0,744++vL

est obtenu (ligne pleine).

pour que le systéme soit dans son état fondamental décroit exponentiellement avec
la racine carrée de la taille L, ce qui représente un défi au niveau numeérique. Il n’est
cependant pas surprenant d’observer une telle loi d’échelle vu que le gap de taille
fini obéit & In A, ~ —/L dans la phase de singulets aléatoires [6]. Notons toutefois
que la température de convergence de Cz, (L/2) dans sa valeur & T = 0 est trés
certainement plus élévée que le « vrai » gap du systéme, mais son comportement en

fonction de la taille L reste qualitativement valable®.
1. RESULTATS

Nous pouvons maintenant regarder le comportement de Cj,,(L/2) dans I’état fon-

damental en fonction de la taille des chaines pour différentes intensités du désordre.

Les résultats, présentés dans la figure IV.8, vont dans le méme sens que pour le

4. Dans le cas de la chaine de spins 1 désordonnée, Bergkvist et al. [162] ont aussi du faire face
a de tels effets.
5. Anders W Sandvik, communication privée.
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1 Phénomeénes de crossover pour les fonctions de corrélation
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Fic. IV.8 — Fonctions de corrélation longitudinales moyennes a mi-distance

Ci,g(L/2) tracées en fonction des tailles de chaines L. Résultats de calculs Monte
Carlo quantique SSE dans ’état fondamental de la chaine XXX désordonnée avec
w =0, 0,25, 0,5, 0,6, 0,8, 0,9, 1, et 6 = 2 (de haut en bas). Pour chaque point,
plus de 1000 échantillons ont été simulés. Les données pour le cas pur a W = 0,
représentées par les cercles ouverts, suivent une loi < \/In(L)/L [équation (IV.19)]
(courbe noire). La ligne brisée représente la loi de puissance attendue selon les pré-
dictions de Fisher [6] avec un exposant nrsp = 2. Figure extraite de la référence

[219], publication n° 5.

cas XX étudié précédemment (voir la figure IV.2). En effet, on remarque que plus
les tailles L sont petites et les intensités de désordre faibles, plus les courbes se rap-
prochent du comportement de la chaine pure. A I'inverse, lorsque L et le désordre
augmentent, les points tendent alors vers le comportement asymptotique en L2
attendu dans la phase de singulets aléatoires |23, 6]. Par ailleurs, il est remarquable
d’observer que méme pour le plus fort désordre 0 = 2, correspondant a la distribu-
tion fortement singuliére P(J) ~ J~/2, un crossover entre le cas pur et la loi en L2
est visible sur la figure IV.8. Toutefois a partir de L > 16, le comportement asymp-
totique est atteint. A I'instar de la chaine XX, une telle caractéristique de crossover
peut étre étudiée a travers une loi d’échelle pour les fonctions de corrélation.

c) Loi d’échelle et longueur de crossover

La méme démarche qu’en 1.2 ¢) est adoptée ici. En effet, définissant le paramétre
sans dimension z = L/&, la fonction d’échelle ¢(z) = C7,,(L)/C;,.(L) est introduite.

On peut alors récrire Cj,, comme
B InL_
Cing() = Y75 (a), (1V.20)
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Chapitre IV. Crossover et localisation dans les chaines de spins % désordonnées

o W=0 ¢—»w
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Fi1G. IV.9 — Fonction d’échelle ¢(x), définie par (IV.20), obtenue par l’écrasement
des données de la figure IV.8 en une courbe unique. Les longueurs de crossover &
utilisées sont indiquées sur le graphe. La ligne pleine est associée au régime pur
o ¢(x) = 1 et la courbe brisée correspond au point fize de désordre infini avec
¢(z) ~ (zvInz)~t. Notons que ¢(x) est normalisée a 1 pour v < 1. Figure extraite
de la référence [219], publication n° 5.

ou ¢(x) va se comporter comme une constante dans le régime pur ou z < 1 et dans
le régime asymptotique x > 1, ¢(z) ~ (zvInz)~!. Entre les deux, un régime de
crossover est attendu. Comme vu précédemment pour la chaine XX, la longueur &,
dépendant du désordre, va contréler le crossover entre un point fixe pur instable et
le point fixe de désordre infini, attractif. Sur la figure IV.9, la loi d’échelle (IV.20)
est obtenue pour les données de la figure IV.8. Les longueurs de crossover ont été
soigneusement adaptées pour chaque W afin d’obtenir le meilleur écrasement des
données. £(W = 1) a été choisie de fagon a ce que la région de croisement entre les
deux régimes soit centrées autour de x ~ 1.

Le comportement de £ en fonction du désordre, représenté sur la figure IV.10,
est clairement divergent lorsque I'intensité du désordre tend vers 0. Le paramétre D,
mesurant le second moment des couplages aléatoires [équation (IT1.44)], est utilisé
en (a) afin de comparer nos résultats numeériques aux prédictions issues de la boso-
nisation [23], résumées page 36. L’analogie entre la longueur caractéristique de Doty
et Fisher [équation (II1.50)| et la longueur de crossover pour les corrélations spin-
spin s’est révélée étre trés satisfaisante pour la chaine XX. Dans le cas présent, ol
le désordre est distribué de facon isotrope sur la chaine XXX [hamiltonien(IV.18)],
on s’attend a ce que la prédiction (II1.50) ne soit pas parfaitement vérifiée & cause
de la présence du terme aléatoire dans la direction (Oz): J(7)S7S7,,. En effet, bien
que marginalement non pertinent [222|, ce dernier va introduire des corrections lo-
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F1G. IV.10 — Dépendance de la longueur de crossover & en fonction de l'intensité du
désordre pour la chaine XXX gouvernée par le hamiltonien (IV.18). Les carrés noirs
sont les données numériques tirées de l’écrasement des points sur la figure IV.9.
(a) En fonction du paramétre D, la loi de puissance & ~ D701201 (ligne pleine)
est un fit pour les faibles désordres. La ligne brisée représente la loi de puissance
(II1.50) au point XXX : & ~ D~Y2. (b) En fonction de 6, les données numériques
sont approchées par le fit £ ~ § 11692 (ligne pleine). La ligne brisée représente la
loi € ~ 6% avec ® =1 au point XXX.

garithmiques & I’exposant ®. Nous observons sur la figure IV.10 (a) qu’effectivement,
&(D) ~ D lorsque D — 0 avec v > (3 — 2Kxxx)~ ' = 1/2. Un fit des données
numériques donne v = 0,6 £+ 0,1. En fonction du paramétre ¢, défini par (IV.11),
nous voyons sur la figure IV.10 (b) que pour toute la gamme de désordres considérés
ici, la loi de puissance £(J) ~ 6~ décrit correctement les données numériques, avec

v~ 2.

2 Transport de spin: localisation & une dimension

Dans cette partie, I'attention est portée sur les propriétés de transport de spin
dans les chaines antiferromagnétique de spins % désordonnées. Nous avons vu dans la
section 1.2 ¢) du chapitre III que la chaine XXZ sans désordre exhibe une transition
de type Métal-Isolant suivant un mécanisme de Mott [108] au point isotrope A =
1. En effet la rigidité de spin, définie par I’équation (II1.24), posséde une valeur
finie pour 0 < A < 1 (régime métallique dans le language fermionique) et chute
brutalement a 0 dés que A > 1 (régime isolant).

6. Edmond Orignac, communication privée
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Chapitre IV. Crossover et localisation dans les chaines de spins % désordonnées

Lorsque le systéme n’est plus homogeéne, la situation change de facon dramatique.
Par exemple si seulement une constante d’échange dans la chaine est 1égérement plus
faible que toutes les autres, le comportement critique de la chaine de spin devient
alors équivalent a celui d’une chaine ouverte [223, 224|, bloquant ainsi le transport
de spin. Cette propriété a été vérifiee numériquement par Byrnes et al. [225] qui ont
trouvé une rigidité de spin tendant vers 0 dans la limite thermodynamique.

Dans le cas ou les couplages sont des nombres aléatoires tirés dans une distribu-
tion P(J), caractérisée par le second moment des couplages D (I111.44), nous avons
vu dans la section 2.1 du chapitre III que le régime antiferromagnétique critique
pur (0 < A <1, D = 0) est déstabilisé par le désordre, VD > 0 [23]. Les calculs
numeériques des fonctions de corrélation, présentés au début de ce chapitre, ont aussi
validé ce fait. La transition de phase a D = 0 peut étre vue comme une transition
de localisation [226]| des fermions de Jordan-Wigner. En effet, Doty et Fisher [23]
ont montré que les propriétés de la chaine XXZ de spins % perturbée par des termes
aléatoires préservant la symmétrie XY appartiennent a la classe d’universalité de
Giamarchi-Schulz pour la localisation & une dimension [143]. Dans la phase locali-
sée, la rigidité s’annule a la limite thermodynamique [147, 227| et pour un systéme
fini de taille L, une fonction d’échelle

ps(L) = g(L/€") (IV.21)

est attendue, avec g(L/£*) — 0 pour L > £*. La longueur caractéristique associée
a la transition d’Anderson est la longueur de localisation £*. La connaissance d’une
telle quantité peut se révéler essentielle pour une bonne compréhension des effets de
taille finie et de crossover [217, 218, 219, 228|.

D’une facon plus générale, les problémes de transport unidimensionnel dans les
milieux désordonnés |25, 229| ainsi que les effets de localisation et de courants per-
manents dans les anneaux désordonnés ont motivés récemment un grand nombre
d’études théoriques [230, 147, 227, 231, 148, 232|. Dans le contexte de la physique
meésoscopique, la compréhension de ’effet provoqué par le désordre sur le transport
dans les systémes finis est en effet cruciale [102, 101, 100|

2.1 Etude de la rigidité de spin de la chaine XX désordonnée
a) Investigations numériques par diagonalisations exactes
I. CONDITIONS AUX BORDS « TWISTEES »

Reprenons le hamiltonien de la chaine XX désordonnée [équation (IV.3)] auquel
nous imposons maintenant des conditions aux bords dites « twistées » [équation
(II1.23)]. On obtient

L—1 .
M o) =) [JTZ)(SZ*SZ-+1 +he)| + hi(e), (IV.22)
=1
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2 Transport de spin: localisation & une dimension

ou le terme de bord est hy(¢) = @(Sfoe_wﬁ-h.c). En utilisant la transformation
de Jordan-Wigner [équation (II1.14)], le hamiltonien se récrit

L-1_ ..
J on (L ; ;
MR ;[ g C i Citl T+ Cz+1CZ)] B GMN%(CTLQ@_W + CICLGW)- (Iv.23)

Le nombre total de fermions dans le systéme est N = ZZ 1 ZcZ L’état fondamental
se trouve au demi-remplissage N’ = L/2, correspondant au secteur de spin S, = 0.
En choisissant un nombre total de sites L = 4l (avec [ entier), on s’assure que A est
pair. Il convient aussi de définir un angle de twist par site d¢ = ¢/ L.

Dans le cas non désordonné, 1’énergie par site du fondamental en fonction de d¢
est donnée par [111]

J cos (5(;5

L, =—— .
eo(L, 6¢) = Zcos Py dp) = ~7 Sz (IV.24)
d’oul 'on peut extraire facilement la rigidité de spin
9 e (L, 09)
L — 7 V.2
,OS( ) 8(5¢)2 $=0 ( Vv 5)
= J(Lsin(%))_l. (IV.26)

II. EVALUATION NUMERIQUE DE LA RIGIDITE

Lorsque les couplages sont désordonnés, I'invariance par translation étant bri-
sée, nous diagonalisons numériquement le hamiltonien (IV.23), a I'instar du calcul
précédent pour les fonctions de corrélation. Notons toutefois que le calcul de I'ener-
gie du fondamental nécessite uniquement d’évaluer les L/2 valeurs propres les plus
basses de la matrice hamiltonienne (L x L), celle-ci étant écrite dans une base ap-
propriée. L’obtention de la rigidité de spin s’effectue via une dérivée numérique: en
effet I’équation (IV.25) peut étre exprimée de fagon discréte comme

€o(¢) — €(0)
(69)?

Par conséquent, pour chaque échantillon, le calcul de pg nécessite d’évaluer 1’énergie
deux fois: une a ¢ fini et une a ¢ = 0. Toutefois, le choix de ¢ est assez délicat, comme
I'illustre la figure IV.11 (a) sur laquelle les résultats numériques des corrections de
taille finie pg(L) — ps(o0) sont montrés dans le cas pur pour trois valeurs différentes
de d¢. La précision du calcul numérique de pg(L) via 'expression (IV.27) est en effet
trés sensible au choix de d¢. Le désaccord entre les simulations et le résultat exact
(IV.26), observé pour d¢/m = 1072 et §¢/7 = 107> peut étre interprété comme suit.
Utilisant I’expression (IV.24) on peut récrire (IV.27) comme

ps =~ 2 , pour ¢ — 0. (IV.27)

1 —cosdg :
ﬁJ(L sin —

L)—l. (IV.28)

ps =~ 2
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F1G. IV.11 — (a) Valeur absolue des corrections de taille finie de la rigidité de spin
|ps(L)—n~1| pour différentes valeurs de 6¢ calculées pour la chaine XX pure. La ligne
brisée est l'expression eracte Lsin(F)~' —n~! et les différents symboles représentent
les résultats numériques d’un calcul en double précision de (IV.27) pour les trois
valeurs de §¢ indiquées sur le graphe. (b) Fonction Y (§¢) = 2(1 — cosd¢)/(d¢)?
calculée numériquement en double precision. Figure extraite de la référence [228],

publication n° 6.

La fonction Y (6¢) = 2(1 — cos §¢)/(6¢)? vaut exactement 1 pour d¢ = 0 et décroit
lentement lorsque d¢ augmente. Pourtant ’évaluation numérique de Y (d¢) est in-
trinséquement limitée par la précision de 'ordinateur. En effet, il apparait sur la
figure IV.11 (b) que méme en double précision, une instabilité numérique s’installe
dés d¢/m < 10™*, caractérisée par des oscillations indésirables. Ceci impose donc a
la procédure numérique une frontiére pour la valeur minimale de §¢ susceptible de
fournir de bons résultats, ce qui est bien illustré par la figure IV.11 (a) pour la valeur
d¢/m = 107°. Par contre, lorsque d¢ > 10~* la fonction Y s’écarte de la valeur 1
de facon significative, eut égard a la précision requise par le calcul des corrections
de taille finie. Pour §¢/m = 1073, Pévaluation numérique de la rigidité présente en
fait une précision inférieure & 107¢. Par conséquent, les meilleurs résultats du cal-
cul numérique de la dérivée discréte (IV.27) en double précision, sont obtenus pour
d¢ ~ 10~*r. Dans la suite, nous utiliserons par conséquent la valeur d¢ = 107 7.
Néanmoins, il est clair qu'un tel niveau de précision (< 10~7) pour évaluer la rigidité
de spin de la chaine désordonnée ne semble pas étre absolument nécessaire car les
fluctuations dues au désordre seront trés certainement plus importantes.
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2 Transport de spin: localisation 4 une dimension

b) Résultats
I. COMPORTEMENT DE LA RIGIDITE MOYENNE

Utilisant la méthode numérique présentée précédemment, nous étudions mainte-
nant le comportement de la rigidité de spin de la chaine XX de spins 3 (IV.22) dont
les couplages aléatoires sont tirés dans une distribution carrée de largeur W (IV.7).
Nous considérons une large plage pour les tailles de chaines, de L,,;, = 8 jusqu’a
L0 = 2048, ainsi que pour les intensités de désordre, prises entre W,,,;,, = 0,025 et
Winez = 1. Afin de réduire au maximum les fluctuations entre échantillons, un trés
grand nombre de chaines sont simulées: de S = 10® pour la plus grande taille, et
jusqu’a S = 10° pour les plus petits systémes. Ainsi, la rigidité moyenne est calculée

0-4 T I T I T I T I T
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u-m | =16 i
L=32
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oSS T, W L=128
O, L=256 |
\ Scv L=512
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_ A > . * % [=1536
D Sc - L=2048
0. . - ¥ L—oo
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= ii e
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3\ ii :.:':I::_.:
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Fiag. IV.12 — Valeur moyenne de la rigidité de spin ps en fonction de l’intensité
du désordre W, tracée pour différentes tailles de chaines , indiquées sur le graphe.
Résultats de simulations numériques par diagonalisations exactes, moyennés sur S =
10® échantillons indépendants pour la plus grande taille et jusqu’a S = 10° pour
les plus petites. Les barres d’erreurs, trés petites, sont wvisibles sur le graphe. Le
comportement attendu a la limite thermodynamique est représenté par les étoiles
noires. Figure extraite de la référence [228], publication n° 6.

numériquement suivant une somme sur tous les échantillons o :

s
2
— _ — €,(0))°. V.29
Ps S(36)2 ;(60(05) €0(0)) ( )
A la limite thermodynamique elle subit une discontinuité a la transition a W = 0:
_ 2 SiW=0
ps(o0) = { 0 siW 0. (IV.30)
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Pour les chaines de tailles finies par contre, on voit clairement sur la figure IV.12
que ps(L, W) — 0 lorsque L augmente et ce d’autant plus vite que 'intensité du
désordre W est grande.

II. ANALYSE D’ECHELLE POUR LA PHASE LOCALISEE

La dimension physique de la rigidité (ou densité superfluide) est donnée, en
dimension D, par l'inverse de (longueur”=2 x &) [106], ou &, est la longueur de
corrélation temporelle. Pour un systéme de taille finie L, on s’attend donc a ce que
dans la phase de singulets aléatoires, la rigidité obéisse a la loi d’échelle

ps(L) ~ L*~P~=, (IV.31)

ol z est 'exposant dynamique et D = 1 pour la chaine. Or, la phase de singulets
aléatoires est caractérisée par un exposant dynamique formellement infini, impli-
quant ainsi que ps — 0 quand L — oo. Plus précisément, on a vu que le gap de
taille finie A, ~ L™ est tel que In A, ~ —v/L. Par conséquent, dans la phase loca-
lisée on prévoit que la rigidité de la chaine de spins % désordonnée se comporte, a
des corrections logarithmiques prés, comme

In pg(L) ~ —V'L. (IV.32)

11I. FONCTION DE DISTRIBUTION

Pour vérifier une telle loi d’échelle, il est intéressant de regarder la fonction de
distribution de la rigidité dans un régime ou le désordre est suffisamment élevé
pour vérifier le comportement asymptotique IV.32. Pour un désordre W = 0,5, les
histogrammes des valeurs de pg sont construits pour des tailles allant de L = 16 a
L = 512 avec pour chaque taille S = 10* échantillons indépendants. Sur la figure
IV.13 (a), les distributions des logarithmes de pg sont tracées et un élargissement des
courbes & mesure que L augmente est observé, confirmant ainsi le fait que z = oo.
L’équation (IV.32) nous suggére que la quantité In pg(L)/v/L est un invariant, ce
qui est bien vérifié sur la figure IV.13 (b) ot la distribution P(In pg(L)/v/'L) exhibe
un comportement universel, invariant d’échelle.

2.2 Transition de localisation

A partir des données numériques présentées sur la figure IV.12, nous pouvons
maintenant analyser en détail la transition vers la phase localisée qui a lieu & W =
0, en regardant le comportement de pg en fonction de la taille L, et ce pour des
désordres faibles.

a) Crossover entre le régime métallique pur et la phase localisée de
singulets aléatoires

Sur la figure IV.14, on observe que la rigidité de spin moyenne tend vers 0
lorsque la taille des chaines augmente. Le régime asymptotique (IV.32) apparait
manifestement dés L ~ 100 pour les désordres W > 0,3. Cependant nous voyons
que le régime pur pg ~ 1/7 demeure robuste jusqu’a de trés grandes tailles lorsque
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F1G. IV.13 — Distribution de la rigidité de spin ps obtenue pour 10* échantillons
avec W = 0,5. Les différentes tailles utilisées sont indiquées sur le graphe. (a) Pour
les différents L, les P(In pg) sont tracées en fonction de In ps en échelle log-linéaire.
(b) Ecrasement des données montrées en (a) sur la courbe P(In ps/v/L), invariante
d’échelle. Figure extraite de la référence [228], publication n° 6.

W — 0. Ceci est typique d’'un comportement de crossover, & I'image des fonctions
de corrélations de spin étudiées en section 1. Afin de mieux décrire ce phénoméne
de crossover, la fonction d’échelle g(z), écrite en (IV.21), est étudiée. En fonction de
x = L/€&*, & (W) étant la longueur de localisation, trois régimes sont & considérer :

(i) Siz < 1, le systéme semble délocalisé avec g ~ 7~ 1.

(ii) Siz > 1, le comportement est celui de la phase localisée: Ing ~ —/x.

(iii) Dans la région intermédiaire ot z ~ 1, un crossover entre le point fixe pur,
répulsif, et le point fixe de désordre infini, attractif, est attendu.

La fonction g(x), obtenue par 1’écrasement des données de la figure IV.14, est
représentée sur la figure IV.15. Notons que pour W = 0,225 nous avons choisi £* =
100 de fagon a ce que la région (ii) de crossover soit centrée autour de x = L/&* ~ 1.
Les autres estimations de £* ont été soigneusement ajustées afin d’obtenir le meilleur
écrasement des données sur une courbe unique. Les trois régimes mentionnés plus
haut sont alors parfaitement visibles

b) Longueur de localisation

Le comportement de la longueur de localisation £*, extraite de la figure IV.15,
est représenté en fonction du désordre sur la figure IV.16. Les résultats numériques,
tracés en fonction de D = W?/3 sur la figure IV.16 (a), sont comparés a la loi
de puissance £* ~ D! prédite par la bosonisation. Pour D < 0,1, I'accord est
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FiG. IV.14 — Inverse du logarithme de la rigidité de spin moyennée sur 10* échan-
tillons tracée en fonction de /L pour différentes valeurs du désordre W, indiquées
sur le graphe. Les barres d’erreurs plus petites que les tailles de symboles ont été
effacées pour une plus grande clarté. La courbe continue représente le cas pur et la
ligne en pointillés le comportement asymptotique (IV.32) dans la phase de singulets
aléatoires. Figure extraite de la référence [228], publication n° 6.
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Fi1G. IV.15 — Fonction d’échelle g(x) obtenue par ’écrasement des données de la
figure 1V.14. Les £* sont indiquées sur le graphes pour chaque intensité de désordre.
Les comportements pur et localisé sont respectivement représentés par les lignes
pleine et pointillée. Figure extraite de la référence [228], publication n° 6.

excellent mais a I'instar de la longueur de crossover étudiée dans la section 1.2 c),
une déviation a la loi de puissance est observée lorsque D > 0.1. En revanche, en
fonction du paramétre §, on voit sur la figure IV.16 (b) que l'accord avec la loi de
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F1G. IV.16 — Comportement de la longueur de localisation £ de la chaine XX désor-
donnée en fonction de l'intensité du désordre. Les résultats des simulations numé-
riques sont représentés par (o) et les droites sont des lois de puissances, explicitées
sur le graphe. (a) En fonction du paramétre D et (b) en fonction de §. Figure extraite
de la référence [228], publication n° 6.

puissance

&~ (IV.33)

est parfait pour toute la gamme de désordre considérée ici.

3 Conclusion

Dans ce chapitre, les effets de taille finie ont été analysés dans des chaines de
spins % désordonnées. Que ce soit par des diagonalisations exactes au point XX a
I’aide d’un mapping vers des fermions libres, ou par des simulations Monte Carlo
quantique SSE au point isotrope XXX, les conclusions pour la dépendance en taille
des fonctions de corrélation sont similaires. En effet, nous avons montré que dans
un systéme de longueur L, & T" = 0 le régime asymptotique ou

. (L 1
et (£)

caractéristique de la phase de singulets aléatoire, ne peut étre observé que si L > €.
Cette longueur d’échelle &, appelée longueur de crossover a ainsi pu étre identifiée
sans ambiguité. De plus, sa dépendance en fonction de I'intensité du désordre D a pu
étre exprimée et comparée avec succes a la longueur d’échelle émergeant des calculs
de bosonisation [176]; la divergence de £ lorsque D — 0 démontrant notamment la
pertinence de la phase de singulets aléatoires VD > 0.
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Chapitre IV. Crossover et localisation dans les chaines de spins % désordonnées

Une analogie entre la transition magnétique vers la phase de singulets aléatoires et
la transition métal-isolant vers une phase localisée a aussi été explorée. Il est apparu
que la longueur de localisation £*, caractéristique de la transition d’Anderson, et la
longueur de crossover &, controlant la renormalisation vers le point fixe de désordre
infini, représentent en fait 'unique longueur d’échelle qui caractérise la transition
entre une phase pure-métallique et une phase infiniment désordonnée-localisée.

A faible désordre, cette distance caractéristique est divergente comme

(D) ~ D™ (IV.34)

ouy= ﬁ, K étant le parameétre de Luttinger. En revanche, pour des intensités
du désordre plus importantes, la loi précédente n’est plus valable et, a ’aide du
nouveau paramétre de désordre ¢, la variation suivante

2

£(8) ~ 752K (IV.35)

semble décrire parfaitement la divergence. Signalons tout de méme que dans le cas
de la chaine XXX désordonnée de fagon isotrope, la présence du terme d’Ising,
marginal, introduit des corrections logarithmiques.

Outre les résultats qui viennent d’étre mentionnés, cette étude numérique peut
revétir un caractére plus général dans le contexte des systémes magnétiques désor-
donnés. En effet, nombreux sont les modéles pour lesquels une intensité finie du
désordre D, # 0 est nécessaire pour y observer une transition vers la phase de sin-
gulets aléatoires. Par exemple les systémes possédant un gap de spin comme les
chaines de spins 1 ou les échelles de spins, voient leur gap demeurer robuste face
au faible désordre, ainsi qu'une phase de type Griffiths pour des désordres intermé-
diaires. Une identification précise de la valeur critique du désordre D, serait tres
certainement facilitée en analysant la divergence de & lorsque D — D .
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Chapitre V

Impuretés non magnétiques dans des
chaines de spins % frustrées
faiblement couplées
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Chapitre V. Impuretés non magnétiques dans des chaines de spins % frustrées

faiblement couplées

1 Introduction

L’effet crée par I'introduction d’impuretés non magnétiques dans des systémes
spin-Peierls a été abordé pour trois modéles unidimensionnels dans la section 2.2 du
chapitre III. Le role joué par les phonons a par ailleurs fait ’objet de nombreuses
études théoriques [120, 181, 182]. Il a notamment été montré que le mécanisme de
formation de moments magnétiques localisés aux voisinage des impuretés était lié
au couplage avec le réseau et aux effets interchaines [184].

Dans le cas du composé spin-Peierls CuGeOj (voir la revue expérimentale du
chapitre II), la valeur relativement importante de l'interaction antiferromagnétique
interchaine J, ~ 0,1J; est bien admise [35], J; étant le couplage entre spins %
plus proches voisins dans la direction des chaines. L’interaction frustrante «JJ; entre
seconds voisins est aussi un élément important. Des estimations théoriques |39, 38|

pour CuGeQOj3 suggérent par exemple que o ~ 0,3 > «, ~ 0,24.

Ce chapitre est consacré a 1’étude théorique d’un modéle de chaines de spins %
ou la frustration ainsi que les couplages interchaines sont pris en compte simultané-
ment. Dans la section 2.1, une approche de type champ moyen est d’abord introduite
afin de traiter les petits couplages bidimensionnels. Des diagonalisations exactes par
la méthode de Lanczos, couplées au champ moyen, nous permettent alors de simuler
des systémes relativement grands (16 x 8), pour lesquels le diagramme des phases
dans le plan frustration-couplage transverse est construit. L’effet d’un échange cy-
clique a 4 spins Jy, introduit dans le systéme de chaines couplées, est analysé en
section 2.2, dans la limite des faibles couplages. Le diagramme des phases, ainsi
que les propriétés de I’état fondamental dimérisé, sont ensuite présentés en fonction
de J;. La seconde partie est consacrée a I’étude d’une ou plusieurs impuretés non
magnétiques introduites dans la phase dimérisée. Dans le cas d’une seule impureté,
traité en section 3.1, la formation d’un spin % effectif localisé est analysée a travers le
mécanisme de confinement du soliton. Ce dernier se révéle étre controlé par le cou-
plage a 4 spins. Pour des concentrations finies en impuretés, chaque impuretés libére
un spin effectif. C’est & des échelles d’énergies inférieures au gap que l'interaction
effective entre ces spins se met en place. Le calcul pour deux impuretés, présenté
dans la section 3.2, nous permet de construire un modeéle effectif pour lequel seules
quelques échelles de longueurs et d’énergies suffisent & décrire le comportement &
toute distance d’un ensemble d’impuretés aléatoirement distribuées.

2 Prise en compte des effets bidimensionnels

2.1 Chaines faiblement couplées

Le modéle bidimensionnel de départ est le suivant :

L M
Hop(Jr1,0,J 1) = Z Z[ehgi,a : §i+1,a + aJlgi,a : §z‘+2,a + JJ_gi,a ‘ gz',a—l—l]- (V.1)

=1 a=1
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2 Prise en compte des effets bidimensionnels

J1 est le couplage entre premiers voisins, a est le terme de frustration et J, est
le couplage interchaines . L’indice ¢ indexe les spins S = % le long des chaines de
longueur L et a est 'indice dans la direction transverse ou M chaines sont couplées.
L et M sont pairs et des conditions aux bords périodiques sont choisies dans les
deux directions: ,S_';-,a = -;+L,a et S"i,a = Si,a+M.

Fi1G. V.1 — Représentation schématique du systéme de chaines de spins % frustrées et
couplées. Dans la direction des chaines, indexées par i, les couplages sont respective-
ment notés J, (en noir) pour les premiers voisins et aJy (en rouge) pour les seconds
voisins. J| (en vert) désigne linteraction dans la direction transverse, indexée par
a. Les cercles noirs rerésentent les sites magnétiques portant chacun un spin S = %

Bien évidemment un tel modéle pourrait étre étudié directement par diagona-
lisations exactes sur le réseau bidimensionnel de taille L x M mais, comme nous
en avons discuté précédemment (section 3.2 du chapitre III), la taille de 1’espace
de Hilbert croit exponentiellement avec le nombre de spins. A I’heure actuelle, le
nombre maximal de spins % que l'on peut simuler exactement par la méthode de
lanczos ne dépasse pas 40 en utilisant toutes les symmétries et en fournissant un
effort trés conséquent en terme de programmation [197]. C’est pourquoi nous allons
approximer le hamiltonien (V.1) afin de pouvoir simuler des réseaux de plus grandes

tailles.
a) Champ moyen auto-cohérent
I. PRINCIPE

Dans la limite o les chaines sont faiblement couplées, le terme transverse du
hamiltonien (V.1) peut étre traité en champ moyen. A 'origine, une telle approche
fut appliquée par Schulz [233] & ’étude de 'instabilité antiferromagnétique dans les
chaines de spins % faiblement couplées. Dans la limite ou J, < Ji, on applique le
champ moyen au hamiltonien (V.1) qui devient

L M
Hoy (T, 1) = Z Z[Jpgi,a : §i+1,a + ajlgi,a : §i—|—2,a
1=1 a=1
+hi,aSiZ,a - JJ—<S:,a> <S§,a+1>]’ (V2)
ou
hia = J1L((Sfas1) + (SFa-1)) (V.3)
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faiblement couplées

est définit comme un champ magnétique effectif auto-cohérent.

En l'absence d’impureté, il y a invariance par translation dans les deux di-
rections: toutes les chaines sont alors équivalentes. Le systéme de chaines cou-
plées se réduit donc a une seule chaine plongée dans un champ magnétique alterné
h; = £2(—1)*J.m ot m est le paramétre d’ordre antiferromagnétique définit par

(S2,) = (~1)""*m.

Le hamiltonien effectif unidimensionnel s’écrit alors

L
HE (J,0,])) = Z[Jlg;- - Sis1 + adiS; - Sig + 2mJ  (—1)'S?] + constante. (V.4)

i=1

En P'absence de frustration o = 0, Schulz a montré que la mise en ordre antiferro-
magnétique est immédiate V.J; > 0, m ~ /J [233].

II. EXEMPLE

Dans le cas ou a # 0, I’équation d’auto-cohérence du champ moyen m =
(—1)*(S?), est résolue numériquement sur des chaines de taille finie par la méthode
de Lanczos. Par exemple au point MG ou o = 0,5, la mise en ordre antiferromagné-
tique ne s’établit que pour des valeurs J; > J{ =~ 0,107 comme le montre la figure
V.2 (les corrections de taille finie étant négligeables dans ce cas). Notons aussi que
le paramétre d’ordre antiferromagnétique se comporte de fagon continue au point
critique, ce qui suggére une transition du second ordre.

0.3 T
.
o
0.2k o .
m AN
0.1+ SP o -
o
o
o5 & §—8 1" 0.15
J1

Fi1G. V.2 — Paramétre d’ordre antiferromagnétique m calculé par diagonalisations
exactes sur des chaines MG (o = 0,5) couplées de longueurs L = 12, tracé en
fonction du couplage transverse J,. Les phases antiferromagnétique et spin-Peierls
sont respectivement notées AF et SP.

b) Convergence du champ moyen

La technique numérique utilisée consiste simplement & appliquer 1’algorithme

de Lanczos pour diagonaliser exactement une chaine frustrée de spins % soumise a

un champ magnétique variable. La convergence de la procédure vers 1’état fonda-
mental requiert de diagonaliser plusieurs fois (V.4), jusqu’a ce que 'équilibre soit
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atteint. A chaque étape p, la chaine est diagonalisée et le paramétre d’ordre anti-
ferromagnétique m(p) est calculé exactement puis, réinjecté a I’étape suivante dans
le « nouveau » champ magnétique h;(p) = 2(—1)*J m(p). La procédure est ainsi
répétée jusqu’a ce que m(p) converge vers une valeur constante m* (point fixe).

Le point de départ du calcul numérique est une valeur arbitraire m(0) # 0
et la convergence vers m* est alors étudiée en fonction du nombre p d’itérations.
Empiriquement, une loi exponentielle de la forme

m(p) —m" x exp(—p/&;) sip>>¢&;, (V.5)

est trouvée. On identifie alors & comme D’échelle de temps caractéristique de la
convergence du champ moyen (voir la figure V.3). En effet, si 'on définit la vitesse
de convergence du champ moyen comme v(p) = |m(p+1)—m(p)|, on voit en vignette
sur la figure V.3 que cette quantité exhibe une décroissance vers 0 de la forme

v(p) x exp(—t) avect = fﬁ >> 1. (V.6)
Notons de surcroit que I’on peut qualifier la convergence du champ moyen d’univer-
selle dans le sens ou le choix de m(0) # 0 n’a pas d’influence sur le comportement
aux temps p > &,.

&

Fi1G. V.3 — Comportement de [’échelle de temps caractéristique &,, associée a la
convergence du champ moyen interchaine, en fonction de la distance au point cri-
tique §J, = J, — J. Résulats de simulations Lanczos sur une chaine MG (o = 0,5)
représentés par (o) pour la phase spin-Peierls (SP) et par (o) pour la phase an-
tiferromagnétique (AF). Les lignes sont des lois de puissances & ~ |0J,|7* avec
w =~ 1, discutée dans le texte. En vignette, décroissance universelle de la vitesse de
convergence de la procédure champ moyen v(t) en fonction de l'indice d’itération re-
normalisé t = f%. Résultats de simulations Lanczos sur le modeéle (V.4) avec L = 12
et « = 0,5 et, de haut en bas, J, = 0,075; 0,13; 0,1; 0,11; 0,108; 0,106. Les lignes
rouges sont utilisées pour la phase spin-Peierls (m(t) — m* = 0) et les noires pour
la phase antiferromagnétique (m(t) — m* #0).
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Le comportement de la longueur temporelle caractéristique &, en fonction de la
distance au point critique 6J; = J; — J{ est remarquable, comme le montre la
figure V.3. Le point critique séparant les phases spin-Peierls et AF étant donné par

¢ ~ 0,107 pour o = 0,5 (voir figure V.2), on observe clairement que ’échelle de
temps caractéristique &, diverge a ’approche de cette frontiére. On peut caractériser
cette divergence par une loi de puissance de la forme

&~ |0JL|T* sidJ. — 0,

avec les valeurs p ~ 1,06 si 6J;, < 0 et pu ~ 0,95 si 6J;, > 0 extraites de fits
numériques (voir figure V.3). Ceci suggére fortement que I’exposant dynamique a
I’approche de la transition est z = 1, corroborant ainsi le fait que la transition est
d’ordre deux®.

D’un point de vue purement technique, on voit que prés d’un point critique
quantique, la procédure de champ moyen interchaines subit un ralentissement cri-
tique qui se traduit au niveau numeérique par des temps de calcul qui explosent au
voisinage de la transition SP-AF. Par exemple, 'obtention du couplage critique J§
avec une précision de 10~ requiert environ 1000 diagonalisations exactes successive
d’une chaine.

c) Diagramme des phases

02— —1—— 1
0.1 — T T
0.15+ 0.05-— -
L 1 1
J_J_ 0O 0.05 0.1 =12
0.1F 1/L =16 _]

F1G. V.4 — Diagramme des phases du modeéle (V.4) dans le plan (a,J, ). Les points,
issus de calculs Lanczos sur des sytémes de tailles finies (L = 12 et L = 16), séparent
une phase dimériséee spin-peierls (SP) d’une phase ordonnée antiferromagnétique
(AF). Le losange noir montre le point critique & o, ~ 0,24 et le point ¢ o = 0,5
est signifié par MG. La ligne briséee représente le comportement attendu a la limite
thermodynamique. Le long de la ligne o = 0, les différents symboles représentent
JS(L,a = 0) pour, de haut en bas, L = 8, 12, 16,18. En vignette, le comportement
de J§(L,o = 0) est tracé en fonction de 1/L.

1. P. Lecheminant, communication privée
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Nous présentons maintenant le diagramme des phases dans le plan (a,J)) sur
la figure V.4, calculé en diagonalisations exactes via le champ moyen interchaine
pour L = 12 et L = 16 sites dans la direction des chaines. Notons d’abord que
dans tout le regime ol o < a, =~ 0.24, pour les tailles finies L, la mise en ordre
antiferromagnétique s’établit & J¢(L) — 0 comme 1/L lorsque L — oo (voir la
vignette sur la figure V.4 pour le cas a = 0). Par contre si @ > «,, une ligne
de transition J§(a) # 0 apparait?. Les résultats de simulations Lanczos sur des
chaines de tailles finies nous permettent de tracer cette ligne critique sur la figure
V.4. 1l est remarquable de voir que les effets de tailles finies sont absents au point MG
ce qui confére & ce point un statut particulier sur lequel nous allons nous appuyer
par la suite pour nos calculs numériques sur des systémes finis.

2.2 Echange a 4 spins
a) Rappels sur ’échange cyclique

Bien que notre but ne soit pas de présenter ici une revue sur les échanges cy-
cliques, il convient toutefois de rappeler briévement quelques éléments importants.
Etudiés depuis trés longtemps dans les films d’3He [235], les échanges multiples ont
récemment connu un regain d’intéret dans la thématique du magnétisme frustré,
a travers notamment le probléme de 1’échange multiple pour le modéle de Heisen-
berg sur le réseau triangulaire [236]. De plus, dans certains oxydes de cuivre, la
pertinence d’un échange a 4 spins a été démontrée sans ambiguité, comme dans
le matériau bidimensionnel La,CuO,4 [237, 238|. Citons aussi le composé & échelle
de spins La;Cajs_,Cuss Oy qui, suite a la découverte expérimentale d'un échange
cyclique non négligeable [239], a motivé de nombreuses investigations théoriques
[240, 241, 242, 243, 244].

Le couplage cyclique dans une plaquette de 4 spins, schématisée sur la figure
V.5, se décompose en plusieurs termes bilinéaires et biquadratiques comme

(i,a+1) (i+1la+1)

(i,a) (i +1,a)

F1G. V.5 — Représentation schématique d’une plaquette de 4 spins.

2. Bien que les calculs numériques sur des systémes de tailles finies ne permettent pas d’appré-
hender quantitativement le comportement de cette ligne critique prés de a., les résultats analy-
tiques obtenus par Fabrizio et al. [234] sur un modeéle relié peuvent étre utilisés ici. En effet, la
chaine J; — J; isolée plongée dans un champ alterné h, exhibe une ligne critique qui s’ouvre pour
a > a. comme hS ~ A?;/ 2 [234], A, étant le gap de spin de la chaine J; — J> dont l'ouverture
’effectue comme exp(—const/(a — a.)).
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1 — — — —
Hyc= 7 A (Sz' a* Sitl,a T Sitiat1 - Siat1

L

i+1l,a ° Sz—|—1 a+1 + Sz ,a+1 " S

—

2,0 gz—l—l,a—l—l + Sz—l—l a’ Sz,a—l—l
(S ,Q Sz+1,a)(5i+1,a+1 ) Sz',a—H)
(

— —

4 2,a Sz,a+1)(§i+1,a . '§'i+1,a+1)
- 4(Si,a ) Si+1,a+1)(§i+1,a ) gi,a—l—l))
+ constante, (V.7)

—

W

<

ol Jy est la constante d’échange cyclique. Interressons-nous a 1’effet d’un tel couplage
sur notre systéme bidimensionnel de chaines frustrées, schématisé par la figure V.6.
On peut déja inclure V'effet des termes bilinéaires intrachaine (premiére ligne de
I'équation (V.7)) en redéfinissant J;. Le hamiltonien s’écrit alors, & une constante
preés,

L M
— - - — Ji = —
HQD(JI,O'/’JJ_"LL) = Z Z(Jlsi,a . Sz’—}—l,a + a’JISi,a . Si—|—2 a (JJ_ + 4)Sz,a Si,a—|—1
i=1 a=1
+ J4[(§i,a : §i+1,a) (§i+1,a—|—1 : ‘S_;z',a—l—l) + (gza : g’i,a—kl)(‘g’i—kl,a . §i+1,a+1)
— — — — 1 — — 1 — —
- (Si,a ) i+1,a+1)(5i+1,a ) Si,a+1) + ZSi,a ) Si+1,a+1 + ZSi,a—f-l ) Si+1,a]) . (V8)
C¥J1 Jl

F1G. V.6 — Représentation schématique du systéme de chaines de spins % frustrées

et couplées, similaire a la figure V.1, avec ici le couplage cyclique Jy représenté en
bleu.

b) Traitement en champ moyen: équivalence avec un modéle spin-
phonon

I. HAMILTONIEN EN CHAMP MOYEN

Bien qu’il existe certains composés ot Jy/.J; n’est pas négligeable [242|, on s’at-
tend généralement a ce que les effets d’échanges cycliques soient des effets perturba-
tifs du 4°™¢ ordre, d’amplitude faible. Nous allons par conséquent appliquer la méme
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2 Prise en compte des effets bidimensionnels

procédure de champ moyen interchaine que précédemment au systéme gouverné par
le hamiltonien (V.8), dans la limite ou J;, < J; et J, < Jj.
Les termes bilinéaires interchaines sont alors remplacés par

J.
Sia | J1 ((Stap) +(S2am)) + (S0 +2(STa) + (Shiran)

T (SE )+ 2SEu )+ (SEaa )]

Or dans la phase homogene (sans impureté), (S7,) = —(S7.; ,). On peut par consé-
quent réduire la longue expression précédente sous la forme SFahia, ot le champ
magnétique effectif est simplement donné par

hiw = JL((Sfa41) + (SFaz1))- (V.9)

Les termes biquadratiques, eux, conduisent dans I'approximation de champ moyen
interchaine, & J4S; 4 - Sit1.0((Sia+1 - Si+1,a+1) + (Sia—1 - Sit1,0-1)). Finalement, le
modéle (V.8) peut s’écrire

—

Hp (Jroud 1 Js) =D A1 + 6i) Sia - Sira

+ Q’Jl S‘i,a . 'S_"i+2,a + h'i,aSiz,a] ) (VlO)

ou h;, est définit par (V.9) et §;, se présente comme un terme de modulation du
couplage intrachaine aux premiers voisins et est donné par
J4 — — —

0ia = 7 ((Sz a+1 * Sittat+1) + (Sia—1 - Sit1,0-1))- (V.11)
1

II. INTERPRETATION PHYSIQUE DU TERME DE MODULATION

Nous venons de voir que le terme de modulation 6;, peut étre rigoureusement
relié & un échange cyclique, dans ’approximation de champ moyen. Néanmoins,
une telle quantité peut aussi apparaitre via le développement perturbatif du terme
J LSZ .S a+1 [245] ainsi qu’en considérant un couplage magnéto-élastique [184]. Dans
ce dernier cas, on peut méme montrer qu’il y a équivalence parfaite avec le modéle
spin-phonon étudié par Dobry et al. [184], donné par le hamiltonien (II1.63), les
modulations ¢; , provenant (au moins en partie) des déplacements relatifs des ions.
La rigidité du réseau est alors prise en compte dans la direction des chaines dans le
terme K I Zz . , , €t dans la direction transverse par K Z o 0ia0i a1 [246]. Ainsi,
l’equatlon (V.11) est remplacée [183] par,

K bia+ K1 (0011 + ia—1) = J1<§i,a . §i+1,a> - (V.12)

On peut ainsi monter que pour des chaines non dopées, les équations de champ
moyen (V.11) et (V.12) sont équivalentes si 1’on pose

24/ Jy = Ji/Keg (V.13)

avec Ko = K| — 2| K| [120, 184].
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c) Diagramme des phases

Revenons maintenant au modéle magnétique (V.10) dont le diagramme des
phases est tracé sur la figure V.7 pour plusieurs valeurs de J, > 0. L’un des ré-
sultats essentiel est que le terme en J, stabilise la phase dimérisée au détriment de
la phase ordonnée antiferromagnétique. En effet, on voit que les lignes de transitions?®
se déplacent vers la gauche & mesure que le paramétre J, augmente.

0.3

mJy; =0.01
><J4 = 0.05
0J4 =0.1

0.2

J1L

0.1

F1G. V.7 - Diagramme des phases du modéle (V.10) dans le plan (o, J ) ot les phases
antiferromagnétique (AF) et spin-Peierls (SP) sont signifies. Les différents sym-
boles correspondent auz différentes valeurs du couplage Jy indiquées sur le graphe.
Les points pour Jy > 0 sont les résultats de calculs Lanczos sur des sytémes de taille
L = 16. Les corrections de taille finie sont plus petites que la taille des symboles.
Les points issus du calcul sont prolongés par des tentatives de lignes de transitions
(courbes brisées) dans les domaines o les effets de taille finie deviennent impor-
tants. Pour Jy = 0 quelques points issus de la figure V.4 ont été tracés au voisinage
du point MG pour L = 12 et L = 16. Figure extraite de la référence [131], publication
n° 2.

Un tel comportement est en fait tout a fait naturel eu égard au fait que la mo-
dulation du couplage entre premiers voisins produite par J4 entraine une instabilité
de Peierls [121] dans les chaines, favorisant ainsi un état dimérisé. Cette instabilité
de Peierls est aussi mise en évidence sur la ligne & = 0 o, contrairement au cas
Jy = 0, une valeur finie de J, est maintenant nécessaire pour que ’ordre antiferro-
magnétique s’installe dans le systéme [247].

3. Bien que notre étude n’ai pas porté en détails sur la transition SP-AF, nous pouvons toutefois
faire état ici de certaines conclusions quant & la nature de cette transition de phase quantique. Dans
le cas ou Jy était nul, nous avons vu sur la figure V.2 que le paramétre d’ordre antiferromagnétique
ne subissait pas de discontinuité a la transition. Par contre lorsque Jy # 0, une discontinuité est
clairement observée a la transition. Ceci suggére que la transition SP-AF est du premier ordre si
Js # 0 alors que pour Js = 0 elle est d’ordre deux.
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d) Deégénérescence de ’état fondamental

A ce stade de la discussion, il est intéressant de se demander si la phase spin-
Peierls présente un quelconque ordre dans la configuration des diméres. Dans le
cas d’'une chaine MG (a = 0,5) isolée, ’état fondamental présente deux fonctions
d’ondes dégénérées |®;) et |Py) [équations (I11.39-111.40)]. Lorsque M chaines sont
couplées, définissons les états parfaitement dimérisés suivants: celui ot les diméres
forment une configuration en colonne

|ICOL) = [®1)4=1 ® [P1)a=2 ® ... ®[P1)a=ps OU [P2)4=1 ® [P2)=2 ® ... ® |P2)e=nr,
(V.14)
représentée sur la figure V.8 (b), et celui ou les diméres s’arrangent de fagon alternée

|[ALT) = [®1)q21 ® |D2)a=2 @ ... @ |Po)ons OU [P2)om1 @ [P1)o2 ® ... @ |D1)aznrs
(V.15)

comme le montre la figure V.8 (c).

—_—_—_—_— (a) J4 - 0 g - 2M
— = — — (D) Ji<0 g=2

FiGg. V.8 — Représentation schématique des différentes configurations de diméres
obtenues dans la phase spin-Peierls pour le modéle (V.10) de chaines frustréees
couplées, en fonction du signe de Jy. (a) Si Jy = 0, chaque chaine est deux fois
dégénérée, indépendament des autres: il n’y a pas de mise en ordre interchaine des
dimeres. (b) Si Jy < 0, c’est la configuration en colonnes qui représente l’état fon-
damental. (¢) Si Jy > 0, une alternance des dimeéres entre chaines voisines est la
configuration de plus basse énergie.

Si on regarde maintenant des chaines faiblement couplées, au point MG le ha-
miltonien (V.10) va favoriser un état fondamental du type |[COL) si Jy < 0 alors
que si Jy > 0 ce sera un état du type |ALT). En effet, considérant la chaine a, on
voit que si ses chaines voisines a & 1 abritent chacune un dimeére au lien (i, i + 1), le
couplage sur la chaine @ au lien (7, ¢ 4+ 1) est donné par 1 +6;, =1 — % qui est un
lien faible si J; > 0, favorisant ainsi une configuration du type |ALT), alors que si
Jy <0,146,=1+ % est un lien fort, favorisant plutdt la configuration |[COL).

La différence d’énergies A7 cor, normalisée par site, entre ces deux types
d’états, calculée par Lanczos sur des chaines de L = 12 sites avec a = 0,5 et
J, = 0,1, est représentée en fonction de J; sur la figure V.9. Le raisonnement
précédent y est validé: on obtient A rr_cor < 0si Jy > 0 et Aarr_cor > 0 si

Jy < 0. A la frontiére J; = 0 on voit que A r_cor, = 0, ce qui entraine que chaque
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< 00— T
S 3 |
g of---—-- QJ;;;;;L¢~_~*_<<‘75 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -
q | i ‘ |
-0.004} L ,,‘
0'00-8.05 -0.(|)25 0 0.625 0.05
Ja

Fi1G. V.9 — Différence d’énergie Aapr_cor par site entre les états de plus basse
énergie présentant une configuration de dimeres respectivement alternés (voir figure
V.8 (c)) et en colonnes (voir figure V.8 (b)). Aarr—cor est tracé en fonction de
Jy pour le modéle (V.10) avec oo = 0,5, J, = 0,1 et L = 12. Figure extraite de la
référence [196], publication n° 8.

chaine se comporte indépendamment des autres, vis a vis de la dimérisation, comme
suggéré par la figure V.8 (a). Par conséquent on déduit que la dégénérescence de
'état fondamental vaut g = 2™ pour J, = 0* et g = 2 lorsque J; # 0.

3 Effets des impuretés non magnétiques

Dans la section 2.2 du chapitre III, I'effet provoqué par l'introduction d’une
impureté non magnétique dans des chaines dimérisées isolées a été présenté. Nous
avons vu que pour un modéle purement unidimensionnel, seul un terme de modula-
tion rigide 6 du couplage aux premiers voisins provoquait 'apparition d’un potentiel
attractif de confinement entre 'impureté et le spin 3 alors libéré [178, 130]. Dans le
cas d’un couplage élastique avec le réseau, les effets bidimensionnels introduits dans
le modele (IT1.63) sont nécessaires pour qu’apparaisse un moment effectif, localisé
au voisinage de 'impureté.

Dans cette partie nous allons nous intéresser a 'effet produit par les impure-
tés non magnétiques dans le systéme de chaines frustrées et couplées [hamiltonien
(V.10)] précédemment étudié. Introduire une impureté non magnétique dans le sys-
téme de chaines couplées représenté sur la figure V.6 revient a remplacer un spin
Sivar = % par un site inactif S;, o, = 0. Dans toute la suite, nous focalisons sur le
modéle en question avec des paramétres raisonnables pour CuGeOs: J; = J;/10 et
a = 0,5. Certes cette derniére est légérement supérieur aux valeurs estimées dans
CuGeO3 mais le choix de travailler au point MG est trés avantageux car les effets
de taille finie y sont trés faibles et 'image physique fournie par le singulet exact de
MG est tres facile & manier. En ce qui concerne la constante du couplage a 4 spins
Jy, elle nous servira de variable, dans la limite champ moyen J; < J;. En résumé le

4. Cette dégénéréscence est en fait levée par des effets en J2, non pris en compte dans le
traitement en champ moyen.
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hamiltonien que nous allons considérer dans la suite s’écrit

L M

H(Jy) = Z Z [(1 +0ia(J1)) Sia - Sit1a +

=1 a=1

1,0

S’ti,a ) _;+2,a + hi,aS? ] 3 (V16)

DN | =

le couplage aux premiers voisins J; ayant été posé égal a I'unité. h; , et §; ,(Js) sont
respectivement donnés par les équations du champ moyen (V.9) et (V.11)

3.1 Le cas d’une seule impureté
a) Formation de moments locaux
I. RESULTATS NUMERIQUES

La formation d’un moment magnétique effectif au voisinage de I'impureté peut
étre étudiée a ’aide de 'aimantation alternée locale
1 .
Mg = 1D = (Shie) = (Sra)): (V.17)

On observe sur la figure V.10 que, en I'absence de Jy, le profil de Mflg est symé-

alt

M

1,0

F1G. V.10 — Aimantation alternée locale Mflg pour L x M = 16 X 8 chaines couplées
avec une impureté D (signifiée par la fléche) située en ay =1, iy = 16. Résultats de
simulations Lanczos effectuées sur le modéle (V.16). Les cercles correspondent au
cas Jy = 0 (jusqu’a la troisiéme chaine voisine de la chaine dopée) et les carrés (les
croiz) au cas Jy = 0,01 (Jy = 0,08). Notons que le couplage Jo qui enjambe l'impureté
a été posé égal a 0 par commodité pour la convergence du champ moyen (voir la note
5, en bas de la page 100). Figure extraite de la référence [181], publication n° 2.

trique par rapport au centre de la chaine dopée a; = 1, ce qui nous indique qu’il
n’y a pas de confinement du soliton. Notons par ailleurs que 1'effet des corrélations
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antiferromagnétique interchaines est nettement visible sur les chaines proches voi-
sines a = 2 et a = 3. En revanche, lorsque J; # 0, la situation change radicalement
car le profil solitonique n’est plus symétrique. Le spin % libéré est alors attiré par
I'impureté: il y a confinement.

II. LIEN AVEC LA DEGENERESCENCE DES CHAINES

D’un point de vue qualitatif, on peut utiliser 'image physique offerte par les
singulets de MG en reprenant la figure schématique V.8. On voit en effet que si
I’on introduit une lacune non magnétique dans un chaine, un singulet se brise et
libére ainsi un spin 3. Dans le cas ou la dégénérescence est g = 2 (figure V.8 (a)),
comme il n’y a pas de configuration de diméres spécialement favorisée, la situation
est totalement équivalente & une chaine MG isolée dans laquelle le soliton est dé-
confiné (voir figure II1.16 (a)). Par contre lorsque J; # 0, la dégénérescence chute
a g = 2 et par conséquent, l'arrangement alterné des singulets (figure V.8 (c¢)) ou
en colonne (figure V.8 (b)) va créer un potentiel de confinement pour le soliton de
facon & minimiser la région ol les diméres seraient arrangés dans la « mauvaise »
configuration, & 'image de la figure II1.17 pour la chaine explicitement dimérisée.
Nous résumons schématiquement ces propriétés sur la figure V.11.

’ - - O - - (a) J4:0
_— — O = = (b) L<0
_ = O == == () >0

F1G. V.11 — Représentation schématique du mécanisme de confinement du soliton
induit par le couplage Jy. L’impureté non magnétique est représentée par (o) et le
soliton par (1).

b) Longueur de confinement du soliton

Une autre fagon de caractériser le confinement, et d’en mesurer I'intensité, consiste
a évaluer la longueur intrachaine de confinement & que nous définissons comme

- S (= i) [(57)] -
S SRS T '

Cette quantité mesure, dans la chaine dopée a1, la « distance moyenne » entre le soli-
ton et I'impureté non magnétique localisée en (i1,a;). En ’absence de confinement, le
soliton étant situé en milieu de chaine, on a {; = L/2. En revanche la formation d’un
moment localisé est signalée par la convergence de & vers une valeur finie a la limite
thermodynamique. Afin de quantifier le role joué par le couplage J; dans le méca-
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FI1G. V.12 — Distance moyenne soliton-impureté §(Jy) [équation (V.18)] calculée par
Lanczos sur des sytémes L x M = 12 x 6 (8) et 16 x 8 (¢) et tracée en fonction
de Jy. Les courbes en ligne brisée sont des fits en loi de puissance (voir le texte).
En vignette est représenté le profil d’aimantation de la chaine dopée ( fl) pour les
2 tailles de systémes considérées, avec Jy = 0,08 correspondant a § = 2,5. Figure
extraite de la référence [131], publication n° 2.

nisme de confinement, &(J4) a été calculée numériquement pour —0,2 < J; < 0,2
sur des systémes de M = 6 ou 8 chaines couplées avec L = 12 ou 16 sites, I'impureté
étant localisée en 71 = L, a; = 1. Les résultats de ces simulations Lanczos sont
visibles sur la figure V.12. Tout d’abord on voit clairement que le confinement est
contrdlé par le couplage Jy car & (Jy = 0) = L/2. De plus il est remarquable de
noter que les effets de taille finie sont trés vite négligeables lorsque J, augmente. Le
comportement de la longueur de confinement peut étre décrit par une loi de puis-
sance | (Jy) ~ J; " avec n > 0,33 si Jy < 0 et n = 0,5 si J; > 0. Une telle asymétrie
provient du fait que le couplage effectif aux premiers voisins subit une renormalisa-
tion opposée suivant le signe de Jy. En effet si J; <0, 6J;, > 0 et le couplage aux
plus proches voisins est en moyenne plus grand que pour le cas J, > 0 ot §J;, < 0.
Par conséquent la frustration effective o°f < % siJy <0eta > % si Jy > 0. L’esti-
mation analytique de Nakamura [248] donnant pour la chaine frustrée explicitement
dimérisée [équation (IT1.66)] la longueur de localisation du soliton £ ~ §~%/3 dans
le régime o, < a < 1/2 est alors retrouvée si o < 1/2, contrairement au cas ou
ot > 1/2.
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3.2 Le cas de deux impuretés non magnétiques

Venons en maintenant au cas de deux impuretés introduites dans le systéme
bidimensionnel de chaines couplées (voir figure V.13°). Chaque dopant va libérer un
spin % effectif, localisé dans son voisinage a une distance ~ ¢, contrélée par la force
du couplage & 4 corps Jy.

F1G. V.13 — Représentation schématique du systéme de chaines de spins % frustrées
et couplées de la figure V.6 dans lequel 2 impuretés non magnétiques (O) ont été
introduites. Les séparations relatives entre impuretés sont notées sur le schéma : A1
dans la direction des chaines et Aa dans la direction transverse. Notons que les
couplages qui enjambaient les impuretés ont été supprimés par commodité 5.

a) Couplage effectif entre solitons
I.  DEFINITION

L’interaction effective entre les moments localisés J°¥ est donnée par le coiit,
ou gain énergétique associé au passage de la configuration singulet (S = 0) a la
configuration triplet (S = 1). Autrement dit,

J = E(S=1)-E(S=0). (V.19)

On voit que si un triplet (singulet) est I’état fondamental, 'interaction effective
entre solitons est ferromagnétique (antiferromagnétique). Comme indiqué sur la fi-
gure V.13, les distances séparant les 2 impuretés sont notées Ai (Aa) dans la di-
rection intrachaine (transverse). Nous allons chercher a décrire la dépendance de
I'interaction effective entre impuretés en fonction de leurs séparations respectives.
Pour cela, dans notre systéme périodique de taille finie L x M, il faut considérer
les (L/2 +1) x (M/2+ 1) positions relatives, c’est a dire Ai =0, 1, 2, ..., L/2 et
Aa=0,1,2, .., M/2.

L’un des résultats essentiel réside dans le caractére non frustrant de I'interaction
effective entre impuretés. En effet, si la séparation est paire (Aa+ A7 est un nombre
pair) les 2 impuretés appartiennent au méme sous-réseau et le couplage effectif est
ferromagnétique. Si & I'inverse, les 2 dopants sont situés sur les sous-réseaux opposés,
on trouve que 'interaction effective est antiferromagnétique.

5. Les couplages aux seconds voisins qui enjambent les impuretés ont été posés égaux a zéro
afin d’obtenir une convergence de la procédure de champ moyen interchaines vers un état unique.
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1. EXEMPLE DE DEUX IMPURETES SUR DES CHAINES VOISINES

Dans cet exemple nous nous interressons au cas ou Aa = 1, avec un couplage
Ji = 0,08 (correspondant a & = 2,5). Pour Aj impair, I'interaction effective entre les
nuages de solitons est ferromagnétique et décroit rapidement lorsque la séparation
entre impuretés augmente. En revanche si Ai est pair, J°T est antiferromagnétique
et exhibe un comportement croissant pour Az < 2§ puis décroissant ensuite. Cet
effet a courtes distances, illustré par la figure V.14, est lié¢ au fait que dans le cas
antiferromagnétique, lorsque les impuretés s’éloignent le recouvrement des nuages
solitoniques augmente d’abord pour atteindre un maximum lorsque A7 ~ 2. Une
fois ce recrouvement maximal passé, en séparant encore les impuretés, l'interaction
effective décroit alors rapidement. La figure V.15 montre les aimantations alternées

0.2

| J°T(Aa,Ad)|

F1G. V.14 — Valeur absolue de linteraction effective |J°Y| entre deuz impuretés lo-
calisées sur deuz chaines proches voisines (Aa = 1) en fonction de leur séparation
relative Ai. Les symboles pleins (vides) correspondent & une interaction antiferro-
magnétique JT > 0 (ferromagnétique J*T < 0 ). Résultats de simulations Lanczos
sur le modéle (V.16) avec L x M = 16 x 8 et J, = 0,08. Les profils magnétiques
correspondant & Ai =0 (a), Ai =6 (b), Ai=1 (c) et Ai =5 (d) sont montrés sur
la figure V.15. Figure extraite de la référence [131], publication n° 2.

locales M2} et M2% pour différentes configurations spatiales des impuretés. On
voit en (a) que lorsque Ai = 0, les solitons se situent chacun de part et d’autre de
leur impureté, entrainant ainsi un trés faible recouvrement antiferromagnétique. Par
contre, on voit en (b) que pour une séparation Ai = 6 le recouvrement est optimal.
Dans les cas ferromagnétiques (c) et (d), les solitons étant situés du méme coté
de leur impureté, la séparation effective entre les solitons est directement reliée a la
séparation entre les dopants. En fait, on peut aussi comprendre qu’un tel phénoméne
est forcé par la configuration interchaine des diméres (ici alternée).

b) Vers un modéle effectif

Bien que le modéle microscopique sous-jacent (V.16) soit frustré, I'interaction
effective entre les impuretés n’est pas frustrante. De plus, le comportement & longue
distance est controlé par un petit nombre de paramétres effectifs qui dépendent
uniquement des constantes de couplage du modele initial, & savoir la frustration «,
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FiG. V.15 — Aimantations locales alternées M;® pour la chaine a = 1 (symboles
vides) dopée par Uimpureté D, et pour la chaine a = 2 (symboles pleins) dopée par
Utmpureté Dy. Les positions des dopants sont signifiées par les fléches. Résultats
obtenues pour les 4 séparations Ai notées de (a) o (d) sur la figure V.14. Figure
extraite de la référence [131], publication n° 2.

le couplage interchaine J, et le couplage a 4 corps Jy.
I. IMPURETES DANS UNE MEME CHAINE

Lorsque Aa = 0, deux situations distinctes doivent étre considérées.

(1) Si les deux lacunes appartiennent au méme sous-réseau, du fait que le couplage
frustrant enjambant I'impureté ait été posé égal a zéro (voir la note 5, en bas de
la page 100), les spins % ne peuvent se recombiner & travers une impureté afin de
minimiser 1’énergie magnétique. Par conséquent on trouve que les solitons libérés se
comportent essentiellement comme des spins % effectifs libres. Plus exactement, leur
interaction est légérement ferromagnétique, mais avec une amplitude négligeable
|JeT| <1073,

(ii) Si les deux impuretés sont situées sur des sous-réseaux différents (figure
V.16), l'interaction effective est antiferromagnétique. Par contre 'amplitude est de
I’ordre de grandeur du gap de spin et la décroissance en fonction de Ai est lente,
comme l'indique la figure V.17 (a). D’un point de vue simplement qualitatif, la
figure V.16 donne une représentation schématique d’un triplet S = 1 (a) et du
singulet S = 0 (b) lorsque la séparation entre les impuretés est suffisamment faible
pour que la création d’une paire soliton-antisoliton ne soit pas favorable. On voit
que la différence d’énergies entre ces deux configurations sera alors donnée par un
terme constant positif, de I’ordre du gap de spin, auquel on va retrancher un terme
proportionnel & I’extension spatiale A¢ de la région entre les deux impuretés ou la
dimérisation en colonnes engendre un potentiel attractif entre les impuretés (diméres
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représentés en gris sur la figure V.16 (b)).

—_ O | == —— ) =
a) S=1 -
(b) S=0

F1G. V.16 — Représentation schématique du cas ot deuzr impuretés sont localisées sur
la méme chaine et sur des sous-réseauz différents. (a) Configuration triplet S = 1.
(b) Configuration singulet S =0

En fait, ce potentiel d’attraction, dii aux chaines voisines, est simplement donné
par V(A7) ~ %J4Az'/2, ou l'on a supposé que l'état était parfaitement dimérisé
donnant ainsi une contribution de —% par dimére. On s’attend donc a ce que le
couplage effectif dans ce cas ait la forme J*T(Ad) = Jy — aAi avec a(Jy) ~ 2Jy et Jy
de I’ordre du gap de spin. Les résultats pour J;, = 0,08 sont représentés sur la figure
V.17 (a). Un fit donne Jy ~ 0,52 et a ~ 0,03 que ’on peut comparer a %J4 = 3/100.
Un tel comportement reste valable pour une gamme de valeurs de J; assez grande.

Pour résumer, l'interaction effective dans la configuration ot deux impuretés
appartiennent a une méme chaine est donnée par

Jo(1 — %) si Ai pair et Ai < &
Il

) (V.20)
0 sinon

J(AG,0) = {

avec Jy ~ 0,52 et §|(|) ~ 17,3 dans le cas ou J; = 0,08. L’équation (V.20) est repré-
sentée sur la figure V.17 (a).

II. IMPURETES SUR DES CHAINES DIFFERENTES

Examinons maintenant la configuration, déja abordée plus haut, ou les deux
impuretés sont situées sur des chaines différentes. Les résultats de calculs Lanczos
pour les configurations ot Aa = 1, 2 et 3 sont représentés sur les figures V.17 (b),
(c) et (d). On retrouve le comportement décrit page 101 pour le cas ou Aa = 1.
A partir de ces données numériques, des lois mathématiques assez simples peuvent
étre dérivées, a l'instar du cas Aa = 0 [équation (V.20)].

Avec seulement un paramétre pour I’échelle d’énergie et deux pour les échelles de
longueurs, on peut décrire l'interaction effective entre impuretés situées sur des
chaines différentes par

JAY) Aa

JM(Ai,Aa) = —J) exp(——) exp(—é__—L

3 ), (V.21)
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si Ai + Aa est pair alors que dans le cas impair,

J(’)% exp(—22) si A <2
Ni-2g;"

C oA V.22
Jbexp(— g )exp(—%) si A > 2¢). ( )

T (Ai,Aq) = {

Pour J; = 0,08 les valeurs suivantes ont été utilisées: Jy = 0,3, {1 =1 et & = 2,5.
Les équations (V.21) et (V.22) sont représentées avec ces paramétres sur les figures
V.17 (b), (c) et (d).
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FIG. V.17 — Valeur absolue de linteraction effective |J°Y| entre deux impuretés sépa-
rées de Aa dans la direction transverse, tracée en fonction de leur séparation relative
Ai dans la direction intrachaine. Les symboles pleins (vides) correspondent & une
interaction antiferromagnétique J*T > 0 (ferromagnétique J*T < 0 ). Résultats de
simulations Lanczos sur le modéle (V.16) avec L x M = 16 x 8 et J, = 0,08. Les
courbes en traits pleins sont des expressions mathématiques discutées dans le texte.
Figure extraite de la référence [249], publication n° 9.

La signification et la pertinence physique de ces paramétres ont été testées pour
d’autres valeurs de J; ainsi que du couplage interchaines J,. Le couplage Jj est
en fait directement proportionnel a J,, la longueur caractéristique de l'interaction
effective dans la direction transverse £, est une fonction de J, et dans la direction
des chaines nous avons gardé la méme notation que pour la longueur de confinement,
&) car c’est en fait la méme quantité. Pour finir il est important de souligner que le
comportement alterné de J% est crucial et garantie que les couplages effectifs entre
spins % localisés ne sont pas frustrants.

4 Conclusion partielle

Dans ce chapitre, I'effet produit par I'introduction d’une ou plusieurs impuretés
1

non magnétiques dans un systéme de chaines de spins ; frustrées couplées a été
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analysé a l’aide de simulations numériques par la méthode de Lanczos combinée
a4 un champ moyen auto-cohérent. Dans le cas non dopé, I'étude de la compéti-
tion entre la frustration et les interactions antiferromagnétiques interchaine nous a
permis de construire un diagramme des phases sur lequel apparaissent une phase
antiferromagnétique ordonnée et une phase spin-Peierls dimérisée.

Dans la phase spin-Peierls, la formation de moments magnétiques localisés au
voisinage des impuretés résulte de I'appartion d’'un potentiel d’attraction soliton-
impureté, controlé par la diméristaion des chaines voisines. Nous avons vu en outre
que cette derniére pouvait étre stabilisée par un couplage interchaine a 4 spins
provoquant une modulation des interactions aux premiers voisins. Par ailleurs, il
a été établi que dans la limite des faibles couplages, une modulation semblable
pouvait aussi provenir d’un couplage avec le réseau.

L’interaction effective entre deux impuretés, intervenant a des échelles d’énergies
inférieures au gap de spin, a été calculée et I'un des résultats essentiels réside dans
son caractére non frustrant, malgré le fait que le modéle microscopique sous-jacent
soit explicitement frustré. Bien que le nombre de configurations relatives pour les
positions des impuretés soit trés important, seules quelques lois phénoménologiques
permettent de décrire le comportement & longue distance de 'interaction effective
qui, hormis le cas particulier ol les impuretés sont sur une méme chaine, est de la

forme )
J(AG,Aa) oc (—1)AFFAeHL gt exp(—g — &), (V.23)
§ &
les paramétres Jg, & et £, pouvant étre directement calculés a partir du modéle
microscopique de départ.

En raison du caractere alterné du couplage, on peut s’attendre a ce que les spins %
effectifs s’ordonnent & longue distance, comme il a été observé pour le modéle (II1.63)
de chaines spin-Peierls couplées via des interactions magnéto-élastiques [184|. C’est
ce que nous allons explorer maintenant, dans le chapitre VI, ou le modéle effectif
que nous venons de construire va étre étudié sur de trés grands sytémes, a 1’aide de
simulations en Monte Carlo quantique SSE ainsi que par une méthode originale de
renormalisation des couplages dans I’espace réel.
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Modéle effectif désordonné de
chaines spin-Peierls couplées dopées
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Chapitre VI. Modéle effectif désordonné de chaines spin-Peierls couplées dopées

Introduction

Dans les systémes dopés possédant un gap de spin, le comportement de 1'in-
teraction entre les moments effectifs libérés par les impuretés est, de facon géné-
rique, donné par 'équation (V.23) [250, 184, 251, 252, 253, 130]. Dans les systémes
spin-Peierls, la coexistence entre une phase dimérisée et un ordre antiferromagné-
tique, observée expérimentalement pour de trés faibles concentrations en impuretés
[5, 45, 44], reste a I’heure actuelle un challenge pour les théoriciens. En effet, ’exis-
tence ou non d’une concentration critique en impuretés, nécessaire pour que la mise
en ordre entre les moments effectifs ait lieu, est un probléme non trivial qui n’est
pas entiérement résolu.

Plusieurs approches théoriques ont vu le jour par le passé, visant a décrire la
mise en ordre antiferromagnétique qui apparait dans la phase dimérisée soumise
au dopage. Bien que certaines observations expérimentales aient pu étre correcte-
ment décrites a travers des modéles effectifs fortement désordonnés, ces approches
étaient souvent limitées par la non prise en compte de certains effets microscopiques.
Par exemple un modéle purement unidimensionnel considérant I'interaction effective
entre solitons aléatoirement distribués dans une chaine [254, 255] n’intégrait pas
Ieffet des corrélations antiferromagnétiques interchaine, pourtant trés importantes
dans CuGeQOs. Par ailleurs, des approches analytiques tenant compte des effets in-
terchaines, ont été appliquées & des modeéles de spins avec des couplages aléatoires
antiferromagnétiques. Que ce soit en utilisant la renormalisation dans 1’espace réel
[256], ou une transformation vers un probléme effectif de fermions de Dirac avec
masse aléatoire [257|, I'origine microscopique et de fait, le caractére non frustrant
des interactions effectives entre solitons, ne sont pas considérés dans ces calculs. No-
tons aussi que ces auteurs concluent sur ’existence d’une concentration critique x,
nécessaire a ’apparition de la mise en ordre antiferromagnétique alors que la plupart
des résultats expérimentaux suggérent plutot le contraire [45, 44, 43].1

Ce chapitre est consacré a 1’étude d’un modeéle effectif désordonné décrivant I'in-
teraction entre les spins % libérés par des impuretés, aléatoirement distribuées dans
des chaines dimérisées couplées. Le point de départ résulte de la détermination des
interactions effectives entre impuretés, effectuée a ’aide des simulations Lanczos
explicitées au chapitre précédent. Dans une premiére section, le modéle effectif est
construit et simulé & ’aide de I'algorithme Monte Carlo quantique SSE sur des sys-
témes de trés grandes tailles. La mise en ordre antiferromagnétique est étudiée a
T = 0 pour le modéle bidimensionnel ainsi qu'a Ty # 0 pour le probléme quasi-
bidimensionnel. Le comportement a basse température de la suceptibilité uniforme
est ensuite analysé et mis en comparaison avec le probléme des échelles de spins
a deux montants dopées. Dans la deuxiéme section, le méme modéle désordonné
est étudié a 'aide de la technique de renormalisation des couplages dans 'espace
réel. Le comportement critique du systéme y est décrit a travers la formation de

1. Comme souligné dans [256], une telle modélisation du dopage en terme de couplages antifer-
romagnétiques d’intensités aléatoires, convient certainement mieux a la description du dopage hors
chaine de CuGeQO3 avec du silicium remplagant le germanium.
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clusters? corrélés présentant des grands spins effectifs. La validité de cette approche
perturbative est aussi discutée et une comparaison directe avec les résultats des
résultats Monte Carlo quantique est présentée. Pour finir, une série d’exposants cri-
tiques est aussi proposée et comparée au modéle unidimensionnel de spins % couplés
aléatoirement via des échanges ferromagnétiques ou antiferromagnétiques.

2 Mise en ordre induite par le dopage

2.1 Présentation du modéle effectif bidimensionnel

F1G. VI.1 — Représentation schématique du systéme dimérisé désordonné par la pré-
sence d’impuretés non magnétiques (O), chaque impureté libérant un spins & (1).
Les dimeres sont représentés par les larges traits noirs.

Le modéle microscopique de chaines de spins frustrées couplées, gouverné par le
hamiltonien (V.16), étudié au chapitre précédent va nous servir de point de départ
a la construction d’un hamiltonien effectif bidimensionnel désordonné décrivant les
propriétés de basse énergie d’'un systéme spin-Peierls dopé.

Considérons un ensemble de chaines de spins frustrées (o = 0,5) et couplées
entre elles, via des échanges antiferromagnétiques et cycliques d’intensités respec-
tives J, = 0,1 et J, = 0,08. Notons dés maintenant que toutes les échelles d’énergies
seront exprimées en unité de J;, constante d’échange aux premiers voisins. En I’ab-
sence d’impureté, un tel systéme présente un état fondamental dimérisé du type
alterné (voir la figure V.8 (c)) et un gap de spin Ag ~ 0,46. Lorsque ’on dope un tel
systéme avec une faible concentration z d’impuretés non magnétiques, la physique
de basse énergie (i.e. & des températures inférieures au gap de spin) est gouvernée
par les spins effectifs libérés par les impuretés [250, 258, 184]. En effet, chaque lacune
introduite dans le systéme gappé brise un dimeére et libére ainsi un spin % effectif
(voir la figure VI.1), décrit dans le chapitre précédent en terme de soliton. Ce der-
nier, localisé au voisinage de I'impureté, interagit avec les autres solitons localisés
lorsque la température s’abaisse. Dans ’optique d’analyser le comportement a trés
basse température de ce systéme spin-Peierls soumis a du désordre de dilution, nous
ne considérons que la seule interaction entre impuretés, les diméres étant considérés

2. Apreés plusieurs hésitations pour traduire ce terme en francais, entre amas, groupements,
ensemble..., le choix s’est finalement porté vers le terme anglais.
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comme gelés & ces échelles d’énergies. Le hamiltonien effectif correspondant décrit
I’interaction entre des spins %, aléatoirement distribués sur un réseau carré de taille
LXxL:
Heﬂ - Z GFIGFQJQH(Fl — FQ) Lt Oy (VIl)
T1,72

Le facteur d’occupation est ez = 1 (0) avec une probabilité z (1 —z), ou z = N;/L?

est la concentration en impuretés, N, étant le nombre de spins % L’interaction
effective J°, non frustrante et décroissante a longue distance, est donnée par les

expressions (V.20), (V.21) et (V.22).

2.2 Etude de la mise en ordre antiferromagnétique par Monte
Carlo quantique

Le modéle effectif (VI.1) est maintenant étudié a 'aide de la méthode Monte
Carlo quantique SSE que nous avons présenté dans la section 3.3 du chapitre III.
Néanmoins I’algorithme utilisé ici tient compte du couplage non frustrant a longue
distance entre tous les spins. Développé initialement dans le cadre du modéle d’Ising
en champ transverse avec des interactions a distances arbitraires [202], Anders Sand-
vik a par la suite adapté cet algorithme au probléme qui nous est posé ici [259].

a) Convergence dans le fondamental

Afin d’étudier la mise en ordre antiferromagnétique induite par le dopage, nous
nous intéressons au facteur de structure alterné, normalisé par site

s(mm) = 2ol (-1'S7 - (VL.2)

Les indices 7 indexent les IV sites magnétiques actifs du réseau L x L. Dans un état
antiferromagnétique ordonné, on s’attend & ce que s(w,m) converge vers une valeur
finie & la limite thermodynamique.

Le caractére aléatoire des positions des impuretés sur le réseau nous impose
d’effectuer des simulations sur un grand nombre S d’échantillons indépendants, apres
quoi les valeurs moyennes des observables sont calculées. Par exemple pour le facteur
de structure alterné par site, on évalue

() = % S (s(mm)” (VL3)

ou les différents échantillons sont indexés par 0. Comme il en a déja été discuté
dans la section 1.3 a) du chapitre IV a propos des chaines de spins % avec couplages
aléatoires, le controle des fluctuations liées au désordre ainsi que la convergence de
I’algorithme SSE dans le fondamental sont des points cruciaux pour les systémes
désordonnés, nécessitant un traitement rigoureux. A I'instar du calcul des fonctions
de corrélation de spin de la chaine désordonnée, nous mettons ici en oeuvre la mé-
thode B-doubling scheme [210] jusqu’a des températures 3.1 = 2718 ~ 38 x 107°

max
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2 Mise en ordre induite par le dopage

pour N; = 256 spins. Nous avons de plus considéré jusqu’a & = 2000 échantillons
pour calculer s(m,m) sur des réseaux allant de 56 x 56 a 96 x 96 avec N; = 256
spins. La convergence vers le fondamental pour ces systémes est représentée sur
la figure VI.2. Bien évidemment il aurait été intéressant de pouvoir accéder a des

004 LY LY LR HERRRRLLY | T
+ x=4/49 ~ 8.2%
[ % x=1/16

X x=4/81 ~ 4.9%
0.03@x=1/25

W x=4/121 ~ 3.3%
. | & x=1/36 ~ 2.8%

5
Eo0.02f
2}

0.01

Fi1G. V1.2 — Facteur de structure alterné par site en fonction de la température
mwerse 3, calculé numériqguement par Monte Carlo quantique SSE en utilisant le
B-doubling scheme. Résultats moyennés sur 2000 échantillons avec Ny = 256 spins
distribués aléatoirement sur des réseaur carrés de tailles 56 x 56, 64 x 64, 72 x 72,
80 x 80, 88 x 88 et 96 x 96 (de haut en bas), correspondant auz concentrations x
indiquées sur le graphe. Figure extraite de la référence [259], publication n° 4.

concentrations plus basses encore, mais la température inverse nécessaire pour ob-
tenir la convergence dans le fondamental se comportant comme? In fgs ~ 1/4/z,
lobtention des propriétés a température nulle pour des concentrations = < 2,78%
aurait demandé un effort numérique vraiment trop important. Notons toutefois que
les propriété a température finie ont été étudiées jusqu’a z ~ 0,4%, comme nous
verrons dans la suite.

b) Mise en ordre bidimensionnelle 4 7' =0

Une fois que nous nous sommes assurés que les propriétés de 1’état fondamental
sont atteintes, le paramétre d’ordre antiferromagnétique par site & 7' = 0 mar est

obtenu en utilisant
(mar)® = 3(s(m,m)), (VL4)

le facteur 3 venant de I'invariance SU(2) [208]. Etant donné qu’a deux dimension,
la mise en ordre antiferromagnétique ne s’établit qu’a 7' = 0 [75], nous extrapolons
d’abord mar & sa valeur dans le fondamental (8 — oc0) pour les systémes de taille
finie (figure VI.3 (b)). Ensuite, a I’aide de fonctions polynomiales en 1/+/N; (seule-
ment jusqu’a 'ordre 2), ’extrapolation vers la limite thermodynamique N; — 0o est

3. Remarquons & ce titre que la distance moyenne séparant deux impuretés étant ~ 1/4/z, le
couplage moyen entre impuretés voisines se comporte comme (In |J°%|) ~ —1/,/z.
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F1G. V1.3 — Aimantation alternée par site mar, moyennée sur S = 2000 échantillons.
Etant plus petites que les tailles de symboles (voir la figure VI.2), les barres d’erreurs
sont absentes afin d’améliorer la lecture du graphe. (a) Eztrapolation vers la limite
thermodynamique de mayp(N;) pour des dopages identiques a ceux de la figure VI.2:
1/36 < x < 4/49 (les symboles utilisés sont les mémes que pour la figure VI.2). (b)
Comportement de mar en fonction du dopage pour Ny = 16, 64, 144, 256 spins, et
a la limite thermodynamique (cercles pleins). La courbe solide est un fit de la forme
mar ~ ¥, discuté dans le texte. Figure extraite de la référence [259], publication

n° 4.

réalisée, comme le montre la figure VI.3(a). Le comportement de map(Ns — 00) en
fonction de z est représentée sur la figure VI.3(b). Si I'on suppose une dépendance
en loi de puissance, le meilleur fit donne msp ~ x*, avec p ~ 1.38 > 1 (courbe solide
sur la figure VI.3(b)). Néanmoins, avec moins d’une décade entiére, il est difficile de
trancher entre une loi de puissance et un comportement exponentiel, comme suggéré
par certains résultats expérimentaux [43].

La conclusion essentielle que 1’on tire de la figure VI.3 est que la mise en ordre
s’établit Vx > 0: il n’existe donc pas de concentration critique nécessaire a 1’établis-
sement d’un ordre antiferromagnétique.

c) Température de Néel
I. APPROXIMATION RPA
La température de mise en ordre tridimensionnelle peut étre évaluée a I’aide d’un

raisonnement RPA (Random Phase Approzimation [260]). En effet si ’on suppose
un faible couplage A3p entre les plans, la température de Néel est simplement donnée
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2 Mise en ordre induite par le dopage

par

¢
Xalt(TN) = —. (VI5)
[Asp]
Nous prendrons pour simplifier ( = 1%, et comme couplage tridimensionnel, \3p =
1072 (valeur tout a fait consistante avec 1’estimation pour CuGeOj3 [35]). La suscep-
tibilité magnétique alternée x,i;, normalisée par site

B
xlT) = 13 0 [ (S 0S;0)r, (V16)

irj 0

est représentée sur la figure VI.4 (a) pour 0,69% < z < 4%. § = 2000 échantillons
indépendants ont été utilisés ici et les résultats sont des moyennes sur tous ces
échantillons. Notons dés & présent la divergence de xa(7") lorsque T — 0 (carac-
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F1G. V1.4 — (a) Dépendance en température de la susceptibilité alternée moyenne
Xait(T') par site, calculée par Monte Carlo quantique SSE pour 2000 échantillons, avec
N, = 256 (symboles pleins) et Ny = 576 (symboles ouverts). Les différentes concen-
trations x sont indiquées sur le graphe. La droite hachurée représente 1/Asp = 100.
(b) Température de Néel Tx(z) tracée en fonction de la concentration en impuretés
non magnétiques x pour un couplage tridimensionnel Asp = 1/100 traité par RPA.
Figure extraite de la référence [259], publication n° 4.

4. Le critére RPA habituel donnerait { = 2 dans le cas présent mais le travail récent de Yasuda
et al. [261] propose un critére RPA modifié¢ donnant ici ¢ ~ 1,3.
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téristique de 'instabilité antiferromagnétique) que nous analyserons plus en détail
dans la section 3.4 b).

II. TEMPERATURE DE NEEL

La température critique de mise en ordre antiferromagnétique est évaluée gra-
phiquement par l'intersection de X et 1/A3p = 100. Les résultats sont visibles sur
la partie (b) de la figure VI.4. Le comportement de Tx(z) révéle clairement la dé-
croissance rapide de la température critique lorsque x — 0 et suggére, a 'instar des
conclusions tirées pour mar(z), ’absence de concentration critique . non nulle.

Les données numériques, obtenus jusqu’a des concentrations x ~ 0,007 pour
Ny = 256 et 576 spins, peuvent étre décrites par une loi de puissance Tx(x) ~ x”
avec v ~ 2,5. Notons toutefois qu'un comportement exponentiel du type Tx(z) ~
exp(—B/z), suggéré par des résultats expérimentaux sur Cu;_,7Zn,GeOj [43] (voir
page 11), ne peut pas étre exclu.

Dans tous les cas, le résultats essentiel réside dans 1’absence de concentration
critique x. # 0 pour la mise en ordre tridimensionnelle: Yz > 0, Tx(z) > 0.

2.3 Susceptibilité de Curie

Expérimentalement (voir le chapitre IT), il a été observé que dans plusieurs com-
posés possédant un gap de spin, le dopage avec des impuretés provoque, a basse
température, la divergence de la susceptibilité uniforme par site selon une loi de
Curie

X(T) = = (VL7)

ot la constante de Curie est proportionnelle & la concentration en impuretés : C'(x) o
z. Un tel comportement signale que chaque impureté libére un spin effectif qui,
dans un certain régime de températures, inférieures au gap de spin, contribue a
la loi de Curie. En revanche, lorsque la température décroit, les moments effectifs
commencent a se corréler, réduisant ainsi la densité de spins libres, et la constante
de Curie d’autant; mais pour la plupart des composés, une mise en ordre anti-
ferromagnétique apparait finalement, & trés basse température, du & un couplage
tridimensionnel. Toutefois, il est trés intéressant d’explorer le régime de tempéra-
ture Ty < T < A, ot la constante de Curie subit une réduction, comme nous allons
le voir.

a) L’exemple de I’échelle & deux montants dopée

Les travaux de Sigrist et Furusaki [250], portant sur les propriété thermody-

namiques d’une échelle de spins % a deux montants, dopée par des impuretés non

magnétiques (en concentration z < 1) ont fait date. A basse énergie, I'interac-
tion entre les impuretés, aléatoirement distribuées dans I’échelle, est décrite par un
modéle effectif de spins % en interaction aux plus proches voisins, aléatoirement
ferromagnétique ou antiferromagnétique.

Il a été montré que la constante de Curie présente trois régimes bien distincts,

schématisés sur la figure VL.5:
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(i) A haute température T > A, tous les spins sont paramagnétiques et contri-
buent alors chacun librement & la loi de Curie: c’est le régime appelé « free spins »
sur la figure VI.5, avec .

C= §S(S+1) =71

(ii) Lorsque la température devient inférieure au gap 7' < Ay, la phase liquide de
spin est « gelée » et seuls les moments effectifs libérés par les impuretés contribuent
a la susceptibilité: c’est le régime « free impurity spins », ol

x
C= 1

(iii) Aux échelles d’énergies plus basses encore, les moments effectifs, qui sont
couplés via des interactions aléatoirement ferromagnétique ou antiferromagnétique,
commencent & s’apparier. Le caracteére aléatoire en signe et en amplitude des cou-
plages entraine, via un argument de marche aléatoire, que I’état fondamental d’un
échantillon de L sites voit son moment effectif total croitre comme (S¢1)? = zL /4.
On s’attend ainsi a observer dans ce régime de basse température, appelé « correlated
impurity spins », une constante de Curie réduite d’'un facteur 3:

X
C=—.
12

free spins —>

free impurity spins

Curie constant

——— correlated impurity spins

o TO Alkg
temperature

Fi1G. VI.5 — Représentation schématique des trois régimes attendus pour la constante
de Curie par site de ’échelle a deur montants dopée par des impuretés non magné-
tiques. A est le gap de spin et T* est ’echelle de température a partir de laquelle les
impuretés commencent & étre corrélées. Figure extraite de Sigrist et Furusaki [250].

Le composé Sr(Cuy_;Zn,),03, exhibe bien les deux premiers régimes pour 7' >
T* mais la réduction de 1/3 n’est pas observée a cause de la mise en ordre tridimen-
sionnelle [62] . Par contre, cette réduction de C' a vraissemblablement été observée
sur le composé (Cu;_,Zn,)2(CsH15N3)oCly [69]. En effet ce dernier correspond plus
a la situation d’une échelle isolée, le couplage tridimensionnel entre les échelles étant
extrémement faible.
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b) Constante de Curie du systéme de chaines spin-Peierls dopées

Parmi les trés nombreux travaux théoriques portant sur I'influence du dopage sur
la susceptibilité uniforme dans les systémes possédant un gap de spin, la plupart se
sont concentrés sur les échelles [250, 262, 263, 264, 265, 266| et seulement quelques
uns se sont penchés sur d’autres types de liquides de spins®, comme des chaines spin-
Peierls [251] ou des chaines de Haldane [267, 56].

C’est pourquoi dans la suite nous proposons de nous concentrer sur le compor-
tement de la susceptibilité du modéle effectif bidimensionnel (VI.1) d’impuretés en
interactions. Utilisant I’expression

¢ Ni<<z: s;) ) (VL8)

pour évaluer la constante de Curie par impureté, les résultats des simulations Monte
Carlo SSE pour ¢, moyennée sur le désordre, sont représentés sur la figure VI.6 en
fonction de la température T' = B~!, pour des concentrations 0,7% < z < 8.2%.

Le modeéle effectif que nous étudions ici ne décrit que les degrés de liberté des
impuretés, intervenant a des échelles d’énergies inférieures au gap de spin. Par consé-
quent, pour établir une comparaison avec 1’échelle dopée, le régime ou 7" > 1 sur
la figure VI.6 correspond au régime (ii) appelé « free impurity spins » sur la figure
VIL5. En effet dans cette gamme de températures, chaque spin se comporte libre-
ment, donnant ainsi une contribution de i par impureté a la susceptibilité. Ensuite
lorsque la température devient comparable a 1’échelle d’énergie des spins les plus
fortement couplés, ces derniers deviennent corrélés entre eux et c¢ subit ainsi une
réduction, & mesure que T décroit. Ce phénoméne est clairement mis en évidence
sur la figure VI.6 ou l'on observe que la constante de Curie par spin ¢(T") décroit
lorsque la température s’abaisse.

A mesure que 7' — 0, de plus en plus de spins se gélent dans des clusters de taille
n. Comme les interactions sont aléatoirement ferromagnétiques ou antiferromagné-
tiques au sein de ces clusters, un argument de marche aléatoire similaire au cas de
I’échelle peut étre invoqué. On s’attend en effet & ce que, en moyenne, le spin total
d’un cluster de taille n se comporte comme [250]

S = V2

5y pourn > 1. (VL.9)

Par conséquent, a trés basse température un régime de saturation apparait, a I'instar
.\ 2
de I'échelle dopée, avec ¢ = 3 (Sﬁﬁ) /n — 1/12 lorsque T — 0.

Bien que le modéle effectif décrivant I'interaction entre les impuretés dans I’échelle
dopée [250, 157, 158] soit bien différent® du modéle effectif traité ici, la saturation
de la constante de Curie vers la valeur de 1/12 est observée dans les deux cas. En

5. Par liquides de spins, nous entendons les composés possédant un fondamental non magnétique
séparé de la premiére excitation de spin par un gap fini.
6. La connectivité est formellement infinie, alors que pour 1’échelle elle vaut seulement 2.
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Fi1G. V1.6 — Constante de Curie par impureté, calculée par Monte Carlo quantique
SSE en utilisant le S-doubling scheme. Ny = 256 spins ont été simulés sur 103 <
S < 10* échantillons pour chacune des 8 concentrations x indiquées sur le graphe.
¢ est tracée en fonction de la température T', la ligne pleine représentant la valeur
de saturation @ % En vignette, un zoom est effectué sur un régime de températures
intermédiaires. Figure extraite de la référence [192], publication n° 7.

effet, que les spins % en interaction aléatoirement ferromagnétique ou antiferroma-
gnétique soient couplés aux premiers voisins ou a longue distance sur un réseau
bidimensionnel dilué, les comportements, a prori similaires, trouvent dans les deux
cas leur origine dans la formation de clusters ayant un grand spin. L’analyse de
ces grands moments effectifs sera menée plus en détail dans la section 3 par une

approche en renormalisation dans I’espace réel.

c) Températures intermédiaires: discussion

La décroissance de ¢(T') vers le régime de saturation est observée pour des tem-
pératures d’autant plus basses que la concentration en impuretés est faible. Un tel
phénoméne se comprend aisément car le couplage entre impuretés décroit trés rapi-
dement avec la distance. Or la séparation moyenne inter-impuretés se comportant
comme ~ 1/4/z, il est naturel de devoir atteindre des températures d’autant plus
faibles que x est petit pour que les spins deviennent corrélés.

Néanmoins, il est intéressant de regarder de plus prés le régime de températures
intermédiaires, représenté en vignette sur la figure VI.6. On y observe que pour les
plus grandes concentrations z > 2,8%, un régime de plateau pour la constante de
Curie semble se dessiner ; d’autant plus marqué que x est grand. En revanche, pour
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les concentrations plus faibles, un tel comportement n’apparait pas, ¢ décroissant de
fagon réguliére vers 1/12.

Afin d’interpréter qualitativement cette apparition d’un plateau dans la constante
de Curie, il convient d’abord d’analyser les différents régimes de dopage de notre
modéle. Définissons une connectivité moyenne a courte distance z, comme étant
le nombre de voisins moyens « fortement couplés » a chaque spin. Par fortement
couplés, nous entendons couplés a l'intérieur d’une région caractéristique, dont les
dimensions sont données par les distances naturelles qui émergent des couplages ef-
fectifs (V.20), (V.21) et (V.22), i.e. §, §ﬁ et £, . Cette connectivité moyenne dépend
de z de fagon linéaire

Z(z) ~ Nz, (VI.10)

N étant le nombre de sites contenus dans la région caractéristique. Avec les para-
métre de notre modeéle, nous trouvons la valeur de N' = 65 sites. Ainsi, nous pouvons
définir deux régimes de dopage bien distincts:

(i) Si z < 1, autrement dit < 1,6%, la probabilité pour qu’un cluster de spins
fortement couplés se forme tend vers 0 avec la taille du cluster. Ce régime est appelé
régime fortement dilué.

(ii) Si z > 2, autrement dit z > 3%, chaque spin est, en moyenne, fortement
couplé & au moins deux voisins: un « seuil de percolation » est donc atteint et ’on
s’attend a ce que des groupements de taille infinie se forment & la limite thermody-
namique. Ce régime est nommé le régime faiblement dilué.

Dans le régime faiblement dilué, quand le systéme est refroidi, les clusters de spins
fortement couplés deviennent corrélés lorsque la température atteint le couplage
« typique » entre impuretés voisines. A cette échelle d’énergie, la constante de Curie
subit une réduction brutale car chaque cluster de taille n a été « gelé » dans son
état fondamental de spin total 0 < S¢I | < n/2. Ces nouveaux degrés de liberté sont
ensuite corrélés a des échelles d’énergies bien plus basses que le couplage « typique »
mentionné plus haut. C’est pourquoi on observe une gamme de température ou
ces moments effectifs se comportent essentiellement librement, produisant ainsi ce
régime de plateau, transitoire, observé en vignette sur la figure VI.6.

Dans la suite, nous verrons que cette connectivité a courte distance z(z), ainsi
que les deux régimes de dilution évoqués plus haut, sont physiquement pertinents.
Ils nous permettrons en outre de justifier 'application du groupe de renormalisation
dans I’espace réel dans le régime fortement dilué.

3 Etude du régime basse température par renormali-
sation dans I’espace réel

3.1 Procédure de décimation des couplages

Le pertinence et I'efficacité de la méthode de renormalisation des forts couplages,
initiée par Ma, Dasgupta et Hu [149, 150] ont été démontrées dans de trés nombreux
cas, comme nous en avons déja discuté dans le chapitre 11, page 39. Notre objectif
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ici, est d’appliquer cette procédure au modéle effectif (VI.1) de spins % dilués, en

interaction a longue portée aléatoirement ferromagnétique ou antiferromagnétique.
a) Equations de renormalisation

Dans un article fondateur, Bhatt et Lee [156] ont appliqué la décimation des cou-
plages & un probléme de spins en interaction antiferromagnétique & longue portée
dans des semi-conducteurs dilués [268]. Pour ce faire, une méthode de renormali-
sation par clusters a été développée [156]. Nous proposons de I’étendre ici & notre
modéle pour lequel la présence des couplages ferromagnétiques doit étre prise en
compte dans les équations de renormalisation des interactions [157, 174], et intégrée
aux effets a longue portée.

Par mesure de simplicité, les sites des impuretés sont indexés (dans un ordre
arbitraire) par ¢ = 1,...,N; et les couplages, par J; ;. Un pas de la procédure de
renormalisation, illustré schématiquement par ’exemple a 4 spins de la figure V1.7,
se décompose comme suit :

a aut d’abord localiser la paire de spins (51,052) qul possedent le plus gran
Il £ d’abord localiser 1 ire d i 51,5 i od le pl d
gap Aio. Le couplage étant égal & .J; 2, le gap est donné par

ALQ = J1,2(1 + |Sl — SQD si JLQ >0 (VIll)
= _JI,Q(Sl + SQ) si JLQ < 0. (V112)

Notons que A; o = A définie I'échelle d’énergie de la transformation, et de
fait, joue le role de la température.

(b) Cette paire de spins est ensuite décimée et remplacée par un spin effectif

S = ‘Sl — SQ‘ si J1,2 >0 (VI]_3)
= 51495 =i Jl’g < 0. (V114)

(c) Renormalisation des couplages:

e Si S # 0, en perturbation au premier ordre, les nouveaux couplages entre
S et tous les autres spins (S3, Sy, ..., Sn,) sont donnés par

J5 s, = J1i M(51,52,9) + Jo; A(S2,51,5), (VL15)
avec 1 = 3, 4, ..., Ng, et

MSe.508) = S(S+1)+ ikéf%_:_ll)) —Si(S+1)

. (VI.16)

On voit aussi que si S = 0, on trouve A = 0.
e Si S =0, la paire (S1,52) a été remplacée par un singulet. La renormali-
sation des couplages est donc donnée par le deuxiéme ordre des perturbations.
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Ici, Papproximation suivante a été utilisée: seule la paire (S3,S;) la plus for-
tement couplée aux spins originels (S1,S,), voit son interaction renormalisée :

251(51+1)

Jsa=J.
3,4 3,4+ 3712

(Ji3 — Jo3)(Jou — J14)- (VIL.17)
Ensuite, nous retournons a la premiére étape, et la procédure” est réitérée un trés
grand nombre de fois.
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F1G. V1.7 — Représentation schématique du systeme spin-Peierls dopé, similaire a
la figure VI.1. Les trois étapes (a) (b) (c) de la renormalisation du systéme dilué
sont illustrées sur un exemple & 4 spins. (a) La paire la plus fortement couplée est
repérée par le lien en rouge. (b) Cette paire, ferromagnétique, est remplacée par un
spin effectif S =1 T (c) Les couplages avec les autres spins (lignes brisées) sont
renormalisés.

b) Approche numérique

[’approche numérique a été privilégiée ici. Pour un systéme possédant N, spins
%, il y a Ns(N; — 1)/2 couplages a considérer. Comme nous I’avons déja signalé lors
de ’analyse des données Monte Carlo pour la constante de Curie, la présence de
couplages ferromagnétiques et antiferromagnétiques dans le probléme entraine que
des grands spins peuvent se former durant la renormalisation. A chaque étape p
de la transformation, ’échelle d’énergie Ay diminue (voir figure VI.8) et le nombre
de spins inactifs augmente. En effet, les spins originels sont soit gelés en singulet
(S = 0), auquel cas leur nombre est réduit comme Ny — Ny — 2; soit la renorma-
lisation produit un spin d’amplitude finie (S > 1/2), auquel cas N, —» N, — 1. Par
conséquent, en moyenne, & chaque étape le nombre de spins actifs est réduit comme
Ny — Ns; — v(p), avec 1 < v(p) < 2; ce qui implique que sur un systéme de taille
finie, la décimation sera, en moyenne, stoppée a une certaine étape N;/2 < p* < Nj.
La figure VIL.8 illustre bien ce fait sur un exemple & N, = 1024 spins o1 ’on voit que
au dela de p* ~ 650, les barres d’erreurs de viennent inacceptables, signalant ainsi
I’arrét de la procédure.

Dans la suite nous allons appliquer la technique de décimation dans I’espace réel
a 'analyse de la formation des grands spins effectifs & mesure que ’échelle d’énergie
décroit, ainsi qu’a I’étude de la susceptibilité de Curie.

7. Remarquons que la transformation préserve le caratére non frustré du probléme.
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FiG. V1.8 — Evolution de U’échelle d’énergie Ay de la transformation en fonction du
nombre de pas de renormalisation p. Résultats, moyennés sur 10000 échantillons,
d’un calcul numérique effectué sur le modéle (VI.1) pour un systéme de taille 320 x
320, avec Ny = 1024 spins 5 (z = 1%).

3.2 Formation de grands spins effectifs et susceptibilité de
Curie

a) Formation des moments effectifs
1. CALCUL NUMERIQUE DE Seff

Durant la renormalisation, I’évolution de la taille moyenne des moments magné-
tiques est calculée en utilisant 1’expression

Ns(p)
1 -
Seﬁ(p) = N (p) E Si, (VIIS)
$ i=1

oll N,(p) est le nombre de spins effectifs 5; > 1/2 demeurant actifs a la p-ieme étape
de la décimation. Sur la figure VI.9 sont représentés S°f(p) et Ni(p) en fonction
de p. On voit en (a) que le nombre moyen de spins actifs décroit assez lentement
jusqu’a p* ~ 650; au dela, N, tend trés rapidement vers 0. Le comportement de la
taille moyenne du spin effectif, représenté sur la figure VI.9(b), est trés intéressant
car & mesure que 1’échelle d’énergie décroit, on voit que S°f augmente, démontrant
ainsi la formation de grands spins dans le systéme & basse température. La aussi,

on observe que au dela de p* ~ 650, la procédure de décimation pert sa validité.
II. CROISSANCE DES SPINS EFFECTIFS A BASSE TEMPERATURE

Pour pouvoir étudier le comportement de Sef directement en fonction de Iéchelle
d’énergie Ay, on calcule cette derniére a chaque pas p et on effectue ensuite une
moyenne sur tous les échantillons désordonnés, afin d’obtenir la correspondance p =
f(Ay). Une fois ce calcul réalisé, on représente sur la figure VI.10 Sef(A) avec des
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0 200 4%0 500 800
Fi1Gg. V1.9 — (a) Nombre moyen et (b) taille moyenne des spins effectifs demeurant
actifs a la p-ieme étape de la décimation. N, et S, tous deux tracés en fonction
de p, ont été calculés numériquement pour Ny = 1024 spins % distribués dans un
réseau de 320 x 320 (x = 1%), et moyennés sur 10000 échantillons. Afin d’améliorer
la clarté de la figure, les barres d’erreurs ne sont pas tracées; notons cependant que,
a Uinstar de la figure V1.8, ces derniéres sont plus petites que les tailles de symboles
pour p < 650 et qu’elles deviennent inacceptables ensuite.

0'5 Lo | T I v
10° 10° 10" 107

Ay

FiGc. VI.10 — Comportement du spin effectif S¥ en fonction de Uéchelle d’éner-
gie de la renormalisation Ay, pour N, = 1024 spins dilués & r = 1%, calculé sur
10000 échantillons. Les barres d’erreurs dans les deux directions sont représentées.
La coupure A} (discutée dans le texte) est figurée par la fleche.

barres d’erreurs dans les deux directions. En échelle log-log, on voit que le spin effectif
croit en loi de puissance lorsque I’énergie diminue, jusqu’a une certaine coupure en
énergie A a partir de laquelle les barres d’erreurs deviennent trop importantes.
Cette divergence en loi de puissance est maintenant analysée pour différentes
concentrations x. Bien que la procédure numérique nous permettent de simuler des
systémes contenant jusqu’a N™# ~ 10* spins (ce qui correspond a 5 x 107 termes
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3 Etude du régime basse température par renormalisation dans ’espace réel

de couplages), nous faisons le choix de simuler Ny = 1024 spins afin de maximiser
les moyennes sur le désordre, le nombre d’échantillons utilisés étant trés grand:
S > 10% Par ailleurs, nous avons vérifié que les effets de taille finie sont faibles
lorsque le nombre de spins considéré devient typiquement supérieur a 103.

100 ~ T T T
\ N
\
\
\
\
4+ \ IS 10 ]
\
\
\
\1
\ 10
=}
& 2F. 7
AN \\ A x=1/36 ~2.8%
\\ x=1/49 ~ 2%
9 x=1.5625%
x x=1%
1 - x=1/144 ~ 0.7% |
x=0.4096%
0.5 ] -|8| L 6 _;1 2 0
10 10 10 10 10

FiGc. VI.11 — Comportement du spin effectif moyen S en fonction de l’échelle
d’énergie moyenne Ny, tracé pour six concentrations différentes 0,4096% < x <
2,7778%, comme indiqué sur le graphe. Résultats obtenus par résolution numérique
des équations de renormalisation pour Ny = 1024 spins, et moyennés sur 10000
échantillons. Les barres d’erreurs sont plus petites ou de tailles similaires auzr sym-
boles. En vignette, pour les mémes échantillons, le nombre moyen de spins % originels
T par spin effectif est tracé en fonction de No. Les droites hachurées sont des fits
en lois de puissances, discutés dans le texte. Figure extraite de la référence [192],
publication n° 7.

La formation des grands spin, illustrée par la figure VI.11, est caractérisée par
une divergence en loi de puissance de la forme

Se , (By) @) (VL.19)

avec un exposant «(z) dépendant de la concentration (voir le tableau VI.1). Le
nombre moyen de spins % originels m participant & la formation d’un grand spin
est, lui aussi, divergent lorsque 1’échelle d’énergie est réduite, comme le montre la
vignette de la figure VI.11. Cette divergence est également caractérisée par une loi

de puissance, de la forme
7~ (D) @ (V1.20)
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avec un exposant k(z) que nous trouvons ~ 2q(z) pour les plus petites valeurs
de z. L’argument de marche aléatoire, évoqué plus haut, conduisant & SF ~ /@
semblent donc valide dans le régime fortement dilué. Les valeurs des exposants « et
k/2, déterminés a l’aide de fits sur les données numériques sont rapportées dans le
tableau VI.1.

z (%) 01 |041]0,7]1 1562 |28
a 0,035 | 0,08 | 0,1 [ 0,12 0,15 | 0,17 | 0,19
x/2 | 0,035 0,08]0,1] 0,12 0,14 | 0,15 | 0,16

TAB. VI.1 — Ezxposants a(x) et k(x) controlant la formation des grands spins a basse
température, selon (VI.19) et (VI.20), obtenus pour sept concentrations 0,1% < z <
2.8%. Valeurs extraites de fits sur les résultats de la renormalisation numérique,
représentés sur la figure VI.11 (excepté pour x = 0.1%).

b) Etude de la constante de Curie

0_25 I T rrrmr I T rrrmmr I T rorrrmr
5

o0 x=0.4096% x=1.5625%
L x=1/144 ~ 0.7% x=1/49 ~ 2% i
x x=1% A x=1/36 ~ 2.8%
O | TR | R RTIIT | PRI
10°® 10™ 10 10°
Ay

F1G. VI.12 — Constante de Curie par impureté en fonction de [’échelle de température
Ao. Résultats de calculs par décimation dans l’espace réel sur des réseaux contenant
N, = 1024 spins, fortement dilués. Siz concentrations différentes, indiquées sur la
figure par les différents symboles, ont été utilisées et les moyennes sur le désordre
ont été effectuées sur 10000 échantillons. La ligne pleine représente la wvaleur de
saturation a %

La détermination numérique de la constante de Curie par impureté c, s’effectue
a chaque pas de renormalisation p, en utilisant la formule

cC=

1
3N, 2{; N,o(c +1), (VI.21)
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3 Etude du régime basse température par renormalisation dans ’espace réel

ou N, représente le nombre de spins effectifs de taille ¢ demeurant encore actifs
a la p-iéme étape, Y N, = Ny(p). Les données sont ensuite moyennées, comme
précédemment sur un trés grands nombre d’échantillons désordonnés. Ainsi, la fi-
gure VI.12 représente ¢, obtenue pour 10000 échantillons indépendants, avec N; =
1024 spins % aléatoirement distribués sur des réseaux carrés de tailles L x L, avec
500 < L < 192. De fagon tout a fait similaire a la figure VI.6, on observe ici une
constante de Curie qui subit une réduction d’un facteur ~ 3 & mesure que 1’échelle
d’énergie moyenne A, diminue. D’un point de vue qualitatif, & basse température
la comparaison entre les données obtenues par décimation et les calculs en Monte
Carlo quantique SSE donne des résultats a priori trés satisfaisants; a savoir une
saturation de ¢ vers 1/12, d’autant plus lente que z est faible.

A ce stade du travail, il convient de se poser la question de la validité quantitative
de cette approche par renormalisation des plus forts couplages. Par exemple, on
peut facilement s’imaginer que lorsque la concentration z augmente, la densité de
spins fortement couplés (& courte distance), va aussi augmenter et éventuellement
compromettre ’applicabilité de la procédure perturbative. La section suivante est
dédiée a une telle analyse.

3.3 Discussion concernant la validité de ’approche perturba-
tive
a) Arguments qualitatifs

Dans le cas de la chaine antiferromagnétique, la procédure de décimation des
couplages aléatoires est asymptotiquement exacte, comme I’a démontré Fisher [6];
fournissant ainsi une justification robuste & cette méthode. Dans I'exemple de la
chaine avec des couplages aléatoires en amplitude et en signe [157, 158], la décimation
a aussi fournit de trés bons résultats ; I’existence d’un point fixe pour la distribution
des couplages ayant été prouvée sans ambiguité [158]. La validité de 'approche a
aussi été discutée [158] et une comparaison directe avec des calculs par Monte Carlo
quantique a permis de valider applicabilité de cette technique [269, 270].

Formellement, notre probléme bidimensionnel (VI.1) est infiniment connecté : en
effet chaque spin est couplé avec tous les autres. Pourtant, bien que les moments
puissent s’ordonner & température nulle pour des concentrations x arbitrairement
faibles (voir la section 2.2 de ce chapitre), & température finie la physique est contro-
lée par les couplages a courte distance. La connectivité moyenne a courte distance,
définie par 1’équation (VI.10), va nous permettre de quantifier les effets a courte
portée. Dans le régime fortement dilué mentionné plus haut, le fait que z < 1
(x < 1.55%) nous assure que la probabilité d’observer un spin S3 fortement couplé
a la paire de spins la plus fortement couplée (S1,5) est extrémement faible. Ceci
entraine alors que la condition

Jl,z > JLi,JQ,Z’, Vi > 2 (VI.22)

est remplie, justifiant ainsi I’application d’'une méthode perturbative. En revanche,
dans le régime faiblement dilué on a z > 2 (z > 3,1%) et par conséquent, comme
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nous 'avons déja abordé dans la discussion page 118, des clusters fortement couplés
de trés grande taille peuvent se former, rendant ainsi la condition (V1.22) caduque.

b) Comparaison directe avec le Monte Carlo quantique

Bien que les précédents arguments aient un caractére qualitatif, nous pouvons
vérifier leur pertinence en comparant directement les résultats issus de la décimation
des couplages avec ceux provenant des simulations SSE, a I’aide de la figure VI.13.
La convergence de la constante de Curie vers sa valeur de saturation a trés basse
température de 1/12 y est analysée pour les données provenant des deux méthodes
numeériques.

I TTITmr I Ilm‘—‘:’v
0.1 VVVvV“"' 0.1
VVVVV
n VVV
0.01 =HHl——{=HHHil———+
0.1 P> = '
~ - [>|>l>l> 3 |
| - [>[>|>[> . =
| [ (b) z ~0,7% ] 0.01
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Ay, T N, T

F1G. VI.13 — Comparaison entre les résultats issus des simulations SSE (symboles)
et de la renormalisation numérique (lignes pleines) pour © — 11—2, en fonction de la
température T (SSE) ou de l’échelle d’énergie Ao (décimation). Les siz concentra-
tions différentes, indiquées sur le graphe, correspondent aux connectivités moyennes
a courte distance suivantes: (a) z ~ 0,27, (b) z ~ 0,45, (¢) 2~ 0,65, (d) Z~1, (e)
F~13 et (f) 2~ 18.

Pour la plus basse concentration, représentée sur la figure VI.13(a), z ~ 0,41%,
'accord entre le SSE et la renormalisation numérique est excellent ; énergie A, et
température 7" étant de plus quasiment confondus. Lorsque x augmente, outre 1’écart
grandissant observé entre A, et T, la comparaison entre les deux méthodes reste
trés satisfaisante jusqu'a z < 1%. Au dela de z > 1,56% (figures VI.13 (d), (e) et
(f)), 'approche perturbative pert manifestement sa validité. On vérifie ainsi que les
arguments qualitatifs développés en a) sont tout a fait recevables. Nous pouvons
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3 Etude du régime basse température par renormalisation dans ’espace réel

finalement conclure que quantitativement, la renormalisation des couplages fournit
de trés bons résultats dans le régime fortement dilué ou z < 1.

Cette procédure est en fait trés générale et peut a priori s’appliquer a tout type
de probléme de magnétisme désordonné avec des interactions a longue distance. Le
critére phénoménologique de validité du traitement perturbatif, z < 1, que nous
mettons en avant ici, peut aussi se transposer au cas général d’une interaction ex-
ponentielle du type (V.23), avec

zZ= 7T§||€J_.’,E. (VI.23)

Par conséquent le régime faiblement dilué serait donné dans le cas général par la

P 1
condition z < e

3.4 Régime critique

Afin d’analyser en détail le régime critique, notre démarche ici consiste a établir
pour les propriétés & basse température, une comparaison avec la chaine de spin
aléatoirement ferromagnétique ou antiferromagnétique. En effet cette derniéere offre
un exemple extrémement riche d’un point fixe a grands spins®[158].

a) Reégime critique du modéle unidimensionnel

Plusieurs lois d’échelles émergent de ’analyse a basse température de la chaine de
spins désordonnée par des couplages aléatoirement ferromagnétiques ou antiferroma-
gnétiques. Il a notamment été démontré [157, 158| que lorsque la distribution initiale
des gaps P(A) était moins singuliére que P.(A) ~ A7% avec 0,656 < y. < 0,75, la
procédure de renormalisation converge vers un point fixe universel ot nombre de
quantités divergent en lois de puissance.

La formation des grands spins effectifs par exemple, est gouvernée & basse tem-
pérature par L

Seff T, (VI1.24)

1

5 originels participant a la formation d’un grand spin

le nombre moyen de spins
étant
n~ T2 (VI1.25)

L’exposant critique « a été évalué numériquement par renormalisation dans I'espace
réel |157, 158|:
a=0,22+0,01. (V1.26)

Dans le régime asymptotique 7" — 0, la constante de Curie, mesurée en Monte Carlo
quantique [269, 270], exhibe un comportement critique de la forme

1 o
(T) = = ~T°, (VL.27)

ol

conformément & une analyse statistique [269]. Les estimations de « issues de ces
simulations Monte Carlo fournissent la valeur o = 0,21 + 0,02.

8. Une classification des différents types de points fixes contrdolant les systémes magnétiques
désordonnés est initiée dans [174].
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En se basant sur une discussion utilisant la description de la chaine désordonnée
en terme de modéle sigma non linéaire, Nagaosa et al. [258] suggérent que chaque

cluster contenant 7 spins originels forme un moment alterné (classique) S ~ 7.
Par suite, la susceptibilité alternée par spin s’exprime comme

S g
alt TR VI.28
nT T ( )

Xalt ™~

Néanmoins, une étude par Monte Carlo quantique se trouve étre en désaccord avec
(VI.28), concluant plutot sur une divergence plus faible: Xy ~ 779, avec a =
1,17+ 0,01 [270).

b) Détermination des exposants

Les divergences de S et de 7, données par (VI.19) et (VI.20), ont été mise en
évidence dans la section 3.2 a). Contrairement au cas unidimensionnel ot émerge un
point fixe avec o =~ 0,22, il est apparut que dans le modéle traité ici, la formation des
clusters de grand spins effectifs est controlée par un exposant critique non universel,
dépendant explicitement de la dilution z (voir le tableau VI.1).

Dans ce qui suit, nous analysons le régime critique pour la constante de Curie
ainsi que pour la suceptibilité alternée.

I. CONSTANTE DE CURIE

Nous avons vu que la constante de Curie par spin subit une réduction d’un facteur
3 entre la valeur ¢ = 1/4 a haute température (tous les spins % sont paramagnétiques)
et ¢ — 1/12 a trés basse température ou des clusters de grands spins effectifs se
forment. Néanmoins, & basse température des corrections quantiques a la valeur
classique de 1/12 |27, 26| sont présentes. Elles ont d’ailleurs fait ’objet pour le
probléme unidimensionnel d’une analyse statistique par Frischmuth et al. [269] ou
la correction (VI.27) a été confirmée par des simulations en Monte Carlo quantique
[269, 270]. Dans notre cas, bidimensionnel, nous postulons le comportement suivant :

1
(T) == ~ 17, (VL.29)

ol

avec 7, a priori dépendant de z, a determiner.

Nous utilisons pour ce faire les données obtenues pour ¢ en Monte Carlo quan-
tique (figure VI.6) et par la renormalisation dans l'espace réel (figure VI.12). La
procédure utilisée est la suivante: d’abord la valeur de v est estimée pour la concen-
tration la plus basse (i.e. Zpyi, = 0,41% pour les données SSE et i, = 0,1% pour
les données de la décimation (RG)) en utilisant directement un fit en loi de puis-
sance (Ygs(0,0041) ~ 0,12 et v,,(0,001) ~ 0,065). Ensuite, connaissant la valeur
de saturation de ¢ lorsque T — 0, les autres valeurs de 7 sont adaptées dans le but
d’obtenir le meilleur écrasement de toutes les données, tracées en fonction de 77,
sur une droite universelle passant par 1/12 a4 T = 0.

La figure VI.14 illustre ceci: on y remarque que pour les données obtenues en SSE
(figure VI.14(a)), la déviation de la droite universelle & hautes températures est la
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F1G. VI.14 — Constante de Curie ¢ tracée en fonction de T7ss2(®) (q) ou (A—O)AYRG(I)
(b). La saturation & trés basses températures vers la valeur classique de 1/12 est
analysée a laide de ’écrasement des données de la figure VI.6 pour (a) et de la
figure VI.12 pour (b) en une droite unique passant par 1/12 pour T — 0 (ligne
pleine en (a) et ligne brisée en (b)). Les concentrations considérées sont figurées sur
les graphes. Partie (a) extraite de la référence [192], publication n° 7.

signature du plateau, évoqué plus haut pour le régime faiblement dilué (z > 2,8%).
A plus basse température toutefois, les points se retrouvent sur la droite linéaire
passant par 1/12. Pour les fortes dilutions (z < 2%), une seule droite est visible. Sur
la partie (b) de la figure VI.14, la méme chose est réalisée pour les données issues
des simulations numériques de la procédure de décimation. Seules les plus basses
concentrations y sont représentées, x < 1,56%, correspondant au régime de dilution
pour lequel approche perturbative peut étre considérée valide (voir la figure VI.13).
Les estimations de 7(z) sont reportées dans le tableau VI.2 ou il est intéressant de
remarquer que y =~ K =~ 2q.

Lz (%) [Jor o4 Jo7 |1 |156% |2 [28 [4 [49 [82]
Yese 0,12 0,16 [ 0,19 0,25 [0,29]0,305 0,37 | 0,43 | 0,6 |
Yea || 0,065 | 0,14 | 0,2 [ 0,24 | 0,34 | 0,39
K 0,07 [0,15]0,2 [0,23[028 [03 [0,32 |

RG

TAB. V1.2 — Ezxposants v(z) déterminés a l’aide de loi (VI.29) en procédant & l’écra-
sement des données de la constante de Curie obtenues par SSE (figure VI.14(a))
et par décimation (RG) (figure VI.14(b)). Les cases vides signifient que les don-
nées n’étaient soit pas disponibles (SSE), soit non interprétables (RG). L’exposant
k, (VI.20), est reporté a titre comparatif.
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II. SUSCEPTIBILITE ALTERNEE

A Tinstar de ’analyse phénoménologique effectuée pour la constante de Curie a
basse température, nous utilisons les résultats obtenus pour le probléme unidimen-
sionnel, en prenant ’expression (VI.28) comme point de départ. La divergence de la
susceptibilité alternée par site, calculée par SSE, est représentée sur la figure VI.15
ol T X Y est tracée en fonction de T'. Supposant le comportement

Yoz ~ T 1727, (VL.30)

nous sommes en mesure d’extraire ’exposant 7'(z) pour les cinq concentrations
représentées sur le graphe. Le fait que nous trouvions +'(z) > 0 nous confirme qu’une

10 T
x~1.6%
X~2%
AL—A x~2.8%
L; ¥—k x~3.3%
< X=4%
X
~ 1 3
R o 3
0.1 0.0001 0.01 1

F1G. VI.15 — Divergence a basse température de la susceptibilité alternée par spin,
représentée pour cing concentrations différentes. Résultats de calculs SSE pour Ny =
576 spins. Les droites sont des fits en lois de puissances, discutées dans le texte.
Figure extraite de la référence [192], publication n° 7.

instabilité antiferromagnétique est présente dans le systéme (nous avons vu en 2.2
qu’un ordre antiferromagnétique apparait & 7' = 0). Par ailleurs, la dépendance en z
de ' est reportée dans le tableau VI.3 ou la comparaison avec I’exposant 7, extrait
précédemment pour les corrections quantiques a la constante de Curie, nous indique
que vy ~ 7.

I1I. EXPOSANTS

Nous résumons maintenant les résultats obtenus pour les 4 exposants «, k, 7 et
+'. Les deux premiers sont extraits des résultats de la renormalisation numérique :
Seff ~ (Ag) " et @ ~ (Ag) . Par ailleurs, la validité de I'argument de marche
aléatoire a bien été vérifiée, donnant ainsi la relation

Kk = 2. (VI.31)
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3 Etude du régime basse température par renormalisation dans ’espace réel

x [1,5625% | 1/49 | 1/36 | 4/121 | 4%
v 10,27 0,29 [ 0,32 [ 0,33 [0,345
| Yesu | 0,25 [ 0,29 | 0,31 | 10,37 |

TAB. VL.3 — Ezposant v'(x) déterminé a l’aide de loi V1.30 par des fits des données
numériques SSE (figure VI.15). Les estimations sont comparées o celles obtenues
pour l’exposant v de la constante de Curie.

Le troisiéme exposant, 7, a pu étre évalué par renormalisation et par SSE, en utilisant
¢(T) — 1/12 ~ T7. Le dernier, contrdlant la divergence de la susceptibilité alternée
Xaz ~ T2 a lui, été évalué par SSE. La figure VI.16 résume les résultats pour
ces exposants controlant les divergences des quantités thermodynamiques & basse
température. Outre le fait que ’on y vérifie bien que k = 2« & basse concentration,

il est intéressant de remarquer a(x) ~ /z. Les similarités dans les comportements

1 ———rr —— s
.8 0.1 < & =~ -
g 3
é’ O-0Y (RG) & @y (SSE) | ]
;:14 %X o (RG) o--ay’ (SSE)| -
O O k2 (RG) 05|

0-01 1 1 1 1 TR | 1 1 1 1 L1 1

0.001 0.01 0.1
T

F1G. VI.16 — Comportement des exposants critiques o, k, v et 7' en fonction de
la concentration x. Les droites sont des fits ~ \/x et ~ 2\/x. Figure eztraite de la
référence [192], publication n° 7.

de v(x) et 7'(x) sont aussi remarquables, et la relation d’échelle suivante semble se
dessiner :

v =7"=2a. (V1.32)

Alors qu’a une dimension, les arguments développés par Nagaosa et al. [258] pour
la divergence de la susceptibilité alternée (VI.28) n’ont manifestement pas été validés
[270], nous vérifions ici que I’exposant -y qui contrdle les corrections quantiques a la
constante de Curie et 4" qui gouverne la divergence de X,;; sont vraissemblablement
les mémes.
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Chapitre VI. Modéle effectif désordonné de chaines spin-Peierls couplées dopées

Iv. DISCUSSION

Plusieurs éléments peuvent faire 'objet de discussions. Tout d’abord le fait que
I’exposant « soit, contrairement & la chaine ou il est constant ~ 0,22, non universel
car dépendant du désordre o +/z, nous indique que la procédure de renormalisa-
tion ne converge pas vers un point fixe universel. Cependant, la distribution initiale

® Xx=1/36~2.8% |
m x=4/49~8.2%

|7

F1G. VI.17 — Distribution P(|J|) des valeurs absolues des couplages effectifs initiauz
pour le modéle (VI.1) représentée pour deux concentrations différentes. Les symboles
vides (pleins) symbolisent les couplages antiferromagnétiques (ferromagnétiques). La
ligne pleine est ~ |J|=! et la ligne brisée est ~ |J|7%7.

des couplages est, comme le montre la figure VI.17, plus singuliére que la distribu-
tion critique trouvée par Westerberg et al. [158] dans le probléme unidimensionnel :
P.(A) ~ A% avec 0,65 < y. < 0,75. Ceci entraine que le flot du groupe de renor-
malisation ne peut converger vers cette distribution d’équilibre moins singuliére.

Une autre fagon d’interpréter le comportement de «(x) consiste a analyser le
comportement critique du systéme comme suit : I’échelle d’énergie caractéristique Ay
d’un systéme de taille L s’exprime naturellement a 1’aide de I’exposant dynamique
z comme

Ay~ L. (VI.33)

En utilisant la relation d’échelle (VI.20) et le fait que x = 2, on en déduit que en
dimension D,

D D
Kk 20
Par conséquent, contrairement au cas unidimensionnel ot le point fixe est caractérisé
par un exposant dynamique constant z,, = 1/2a ~ 2,273, nous trouvons ici un
exposant dynamique dépendant du désordre, & 'image d’une phase de Griffiths
[12, 174], avec z(x) ~ 1/ /.

Mentionnons pour finir que lors de la procédure de décimation utilisée ici, I’échelle
d’énergie moyenne A, définie par

—  JdAAP(A)
~ [dAP(A)

2 (VL.34)

(VL.35)
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4 Conclusion

reste largement inférieure & Aq (< 1072).

Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons présenté les résultats relatifs a4 I’étude d’un
modeéle effectif désordonné décrivant I'interaction entre les spins % libérés par des
impuretés (en concentration z), aléatoirement distribuées dans des chaines dimé-
risées couplées. Le caractére aléatoire (en amplitude et en signe) non frustré des
interactions magnétiques ainsi que la trés grande connectivité du modéle effectif ont
nécessité une approche numérique intensive. Deux méthodes originales ont été utili-
sées : la technique de Monte Carlo quantique SSE et la méthode de renormalisation
des couplages dans ’espace réel.

A température nulle, une mise en ordre antiferromagnétique a été observée sur de
trés grands systémes bidimensionnels jusqu’a trés basse concentration, fournissant
ainsi de solides arguments pour une absence de concentration critique nécessaire a
I’établissement d’un ordre antiferromagnétique. A ’aide d’un raisonnement RPA,
la mise en ordre tridimensionnelle a aussi été étudiée, et la dépendance en z de
la température de Néel est qualitativement en trés bon accord avec les expériences
effectuées sur Cu;_,7Zn,GeO3.

Bien que le probléme bidimensionnel exhibe une mise en ordre des moments ma-
gnétique a température nulle, le comportement & basse température de la suceptibi-
lité uniforme présente une analogie fort intéressante avec des modéles désordonnés
unidimensionnels. Ainsi, nous avons vu par Monte Carlo quantique que des spins
libres participent & la susceptibilité de Curie jusqu’a des températures extrément
basses. Un régime de saturation pour la constante de Curie vers la valeur 1/12 a été
identifié, signalant ainsi une formation de clusters de grands spins effectifs, & I'instar
de I’échelle de spins a deux montants dopée.

Afin d’explorer plus avant ce régime de formation de clusters, la méthode de
renormalisation des couplages dans ’espace réel s’est avérée trés efficace. Ainsi,
la formation des grands spins effectifs a pu étre démontrée sans ambiguité et la
comparaison des résultats obtenus pour la susceptibilité de Curie avec ceux issus du
SSE présente un bon accord quantitatif, au moins pour les plus basses concentrations
étudiées ici.

Pour finir, le régime critique de trés basse température a été mis en comparaison
directe avec le probléme de la chaine de spins couplés aléatoirement ferromagnétique
ou antiferromagnétique. De facon trés intéressante, nous avons vu que les exposants
critiques controlant la divergence de plusieurs quantités thermodynamiques & basse
température sont ici, contrairement & la classe d’universalité du cas unidimensionnel,
dépendant du désordre. Du point de vue du groupe de renormalisation, c’est un
exemple fort intéressant d’un point fixe & grand spin avec un exposant dynamique
dépendant du désordre (la dilution) z ~ 2=/, 4 I"image d’une phase de Giffiths.
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Conclusion générale et perspectives

La compréhension de l'effet du désordre dans des systémes de spins quantiques
en dimensionnalité réduite s’avére cruciale. Du point de vue expérimental, la ca-
ractérisation de nouvelles phases générées par les impuretés est trés importante.
L’observation directe de moments magnétiques induits par le dopage (par des me-
sures de résonance magnétique nucléaire par exemple) ou indirecte (par des mesures
de susceptibilité a basse température) permet notamment de comprendre la nature
du fondamental et des excitations de basse énergie.

En ce qui concerne les systémes magnétiques possédant un gap de spin, et plus
particuliérement pour le composé CuGeQOs, I’apparition d’une nouvelle phase a basse
température ol le dopage induit une mise en ordre des moments effectifs, coexistant
avec la phase dimérisée, est liée & un mécanisme d’interaction effective entre les spins
libérés par les impuretés et localisés au voisinage de ces derniéres. Dans ce travail
de thése, nous avons montré qu’'un modéle purement magnétique de chaines frus-
trées et couplées permet de décrire correctement de telles propriétés. Un ordre an-
tiferromagnétique induit par le dopage émerge en effet naturellement de ce modéle
quasi-unidimensionnel. D’un point de vue plus théorique, nous avons aussi montré
qu’un tel systéme de chaines couplées et désordonnées par la présence d’impuretés
non magnétiques présente un comportement critique non trivial, en particulier pour
la constante de Curie. Plusieurs exposants critiques, dépendants de la concentration
en impuretés, ont d’ailleurs été identifiés.

Outre les problématiques liées aux impuretés dans les systémes de type liquide
de spin, nous avons aussi montré que les chaines de spins % de taille finie présentent
des propriétés trés intéressantes. En ce qui concerne la chaine de Heisenberg pure,
non désordonnée, nous avons vu que ses propriétés de transport de spin étaient par-
faitement décrites par les équations de ’Ansatz de Bethe. Grace & ces derniéres,
les effets de taille finie ont pu étre caractérisés pour la rigidité de spin, ouvrant
ainsi d’éventuelles perspectives dans le domaine trés prometteur des anneaux ma-
gnétiques nano- ou mésoscopiques. Cette méme rigidité de spin, étudiée en présence
de désordre pour la chaine XX, nous a permis de caractériser la transition vers la
phase de singulets aléatoires prévue par Fisher, comme étant analogue a la transition
de localisation d’Anderson a une dimension. De plus, une seule et méme longueur
d’échelle, cruciale pour interpréter les effets de taille finie, a pu étre mise en évi-
dence, caractérisant soit la longueur de localisation contrélant le transport, soit une
longueur de crossover controlant les corrélations a longue portée dans la phase des
singulets aléatoires.



Chapitre VI. Conclusion générale et perspectives

Il est clair que la compréhension des effets provoqués par le désordre dans les
systémes de spins quantiques est bien loin d’étre achevée. De nombreuses questions
notamment demeurent quant & I'existence de la phase de singulets aléatoires pour
les systémes quasi-unidimensionnels voire bi- ou tridimensionnels. [’influence du
désordre sur le gap de spin reste aussi sujet & de nombreux questionnements. L’ordre
antiferromagnétique induit par les impuretés dans les matériaux & gap de spin est-il
un phénoméne générique? Ou ce comportement n’est pas généralisable, comme le
laissent entrevoir de récent travaux sur le systéme hautement frustré Kagomé [179).
D’autres interrogations émergent quant a l’existence ou non d’une concentration
critique nécessaire a l’apparition de 'ordre antiferromagnétique dans le composé
PbNiyV,0g dopé, ainsi qu’a la possibilité d’observer expérimentalement un régime
critique dans des matériaux magnétiques dopés.
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Morris Zapp réfiéchit. Ne désespérez pas, Percy. Je vais vous dire ce que vous
devriez faire : venez au prochain congrés de la M.L.A. Tous les fanas de congrés se
retrouvent fatalement au M.L.A.

- Quand est-ce?

- En décembre. A New York.

- Douz Jésus, se lamente le jeune homme. Il faut que j’attende jusque-la ?
D. Lodge (smai world, 1984)



Mots-Clés: Désordre, chaines de spz’n—%, spin-Peierls, CuGeQOs, impuretés, simulations.

Influence des impuretés et du désordre dans des systémes magnétiques
de basse dimensionnalité

Dans les systémes fortement corrélés, tels que les oxydes de cuivre, la compétition entre
les fluctuations quantiques et le désordre peut donner lieu & une nouvelle physique, non
triviale. Afin d’appréhender correctement la spécificité des effets liés aux impuretés et au
désordre dans certains systémes magnétiques de basse dimensionnalité, l'utilisation des
techniques numeériques est au coeur de ce travail de thése.

Tout d’abord, nous verrons que la physique des chaines antiferomagnétiques de spin-
% avec des couplages aléatoires est, pour les systémes de taille finie, contrélée par un
crossover entre une ligne critique de points fixes purs et un point fixe qualifié de désordre
infini. De plus, une analogie directe avec le probléme de la localisation & une dimension
est soulevée, grace & 1’émergence d’une seule et unique longueur d’échelle, dépendant du
désordre, gouvernant les deux phénoménes. Par ailleurs, 'influence du désordre sur des
systémes ayant un gap de spin sera aussi abordée & travers le probléme du dopage en
impuretés non magnétiques de chaines de spin—% frustrées couplées, modélisant ainsi le
comportement du composé spin-Peierls CuGeOs dopé. Un hamiltonien effectif de basse
énergie, décrivant 'interaction entre les impuretés sous le gap de spin, sera ensuite construit
et étudié a ’aide de simulations Monte Carlo quantique SSE afin d’appréhender la mise en
ordre antiferromagnétique induite par le dopage. La suite du travail sera dédiée & I’étude du
comportement inattendu de la susceptibilité magnétique & basse température a ’aide d’une
méthode de renormalisation des couplages dans l’espace réel. Le comportement critique de
ce systéme quasi-unidimensionnel sera aussi comparé aux classes d’universalités connues
dans les systémes magnétiques soumis au désordre.

Keywords: Disorder, spz'n—% chains, spin-Peierls, CuGeOs, impurities, simulations.

Impurities and disorder effects in low dimensionnal magnets

In strongly correlated systems, such as copper oxydes, the interplay between quantum
fluctuations and disorder can gives rise to a non trivial new physics. In order to achieve a
good understanding of the peculiarity of impurities and disorder effects in low dimensionnal
magnets, numerical tools have been intensively used during this PhD thesis.

First, we will see that the behavior of finite size antiferromagnetic spin chains with bond
randomness is controlled by a crossover between a critical line of pure fixed points and an
infinite randomness fixed point. Interestingly enough, a direct analogy with localization
in one dimension will be discussed through the existence of only one relevant disorder
dependent lenght scale which governs both phenomenon. In addition, we also deal with
disorder effects in spin gapped systems through the problem of doping coupled frustrated
spin—% chains with non magnetic impurities, in order to describe the properties of the
spin-Peierls compound CuGeO3 under doping. An effective low energy hamiltonian, which
describes the interaction between impurities under the spin gap, is derived and studied
with SSE quantum Monte Carlo simulations in order to investigate the impurity-induced
antiferromagnetic ordering mechanism. The rest of the work is devoted to the unexpected
behavior of the low temperature magnetic susceptibility which is understood with a real
space renormalization group approach. Critical properties of this quasi-one dimensionnal
system will be compared with previously known random magnets universality classes.



