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ite . . . . . . . . . . . . . . . . . 151.4.2 Estimation des quantiles extrêmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161.5 Tests de queues de distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161.5.1 Prin
ipe des tests de queue de distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171.5.2 Le test ET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171.5.3 Le test GPD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.6 Le logi
iel Extremes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.7 Perspe
tives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 Estimation de fronti�ere 212.1 Nos points de d�epart . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.1.1 L'estimateur de Ge�roy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222.1.2 L'estimateur de Ja
ob & Suquet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23



ii Table des mati�eres2.2 Estimation �a partir de partitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242.2.1 Estimation par proje
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242.2.1.1 Proje
tion sur une base orthogonale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242.2.1.2 Cas d'une base non-orthogonale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262.2.2 Estimation par la m�ethode du noyau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262.2.3 Estimation par la m�ethode du noyau g�en�eralis�e . . . . . . . . . . . . . . . . . 272.2.3.1 Cadre de l'�etude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282.2.3.2 Comportement asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282.2.3.3 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.2.4 Illustration sur simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312.3 Estimation par programmation lin�eaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312.3.1 Constru
tion de l'estimateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312.3.2 Lien ave
 d'autres m�ethodes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332.3.3 Propri�et�es asymptotiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342.4 Perspe
tives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343 R�edu
tion de dimension et analyse d'images 373.1 Les mod�eles auto-asso
iatifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373.1.1 Exemple de l'analyse en 
omposantes prin
ipales . . . . . . . . . . . . . . . . 383.1.2 D�e�nition des mod�eles auto-asso
iatifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393.1.3 Constru
tion et propri�et�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413.1.4 Deux mod�eles parti
uliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413.1.4.1 Les mod�eles auto-asso
iatifs lin�eaires . . . . . . . . . . . . . . . . . 423.1.4.2 Les mod�eles auto-asso
iatifs de r�egression . . . . . . . . . . . . . . . 423.1.5 Mise en �uvre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 433.1.5.1 Estimation de la fon
tion de r�egression . . . . . . . . . . . . . . . . 433.1.5.2 D�etermination des dire
tions r�ev�elatri
es . . . . . . . . . . . . . . . 433.2 Appli
ation en analyse d'images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 443.2.1 Re
onstru
tion �a partir d'une seule proje
tion radiographique . . . . . . . . . 453.2.2 Repr�esentation de bases d'images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 463.3 Perspe
tives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 494 Estimation de 
ourbes de r�ef�eren
e 514.1 Covariable unidimensionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 514.1.1 Quantiles 
onditionnels et 
ourbes de r�ef�eren
e . . . . . . . . . . . . . . . . . 524.1.2 M�ethodes non param�etriques d'estimation des quantiles 
onditionnels . . . . 534.1.3 Comparaison sur simulations des trois m�ethodes non param�etriques . . . . . 544.1.4 Appli
ation �a des donn�ees r�eelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 554.1.4.1 Les m�ethodes d'estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 554.1.4.2 R�esultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 574.2 Covariable multidimensionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 584.2.1 Aspe
ts th�eoriques de la r�edu
tion de dimension en r�egression . . . . . . . . . 594.2.2 Pro
�edure d'estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614.2.3 Propri�et�es asymptotiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 624.2.4 Validation sur simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62



Table des mati�eres 14.2.5 Appli
ation �a des donn�ees r�eelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 654.3 Perspe
tives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 655 Perspe
tives 675.1 Constru
tion et estimation de 
opules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 675.2 Domaines d'appli
ation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68Bibliographie 69





Introdu
tion 3Introdu
tionCe m�emoire est une synth�ese de mon a
tivit�e de re
her
he depuis ma th�ese d�ebut�ee en o
tobre1993. Les travaux pr�esent�es s'ins
rivent dans le 
adre de l'inf�eren
e statistique au sens large. Pluspr�e
is�ement, ils s'arti
ulent autour des th�emes suivants :{ estimation de quantiles extrêmes,{ estimation de fronti�ere,{ r�edu
tion de dimension en analyse d'images,{ estimation de 
ourbes de r�ef�eren
e.Mes 
ontributions �a 
es quatre domaines sont d�e
rites en autant de 
hapitres, num�erot�es de 1 �a 4,pouvant être lus ind�ependamment.Le Chapitre 1 est 
onsa
r�e �a l'estimation de quantiles extrêmes. Le quantile xpn d'ordre pnd'une variable al�eatoire X est le nombre qui a probabilit�e pn d'être d�epass�ee : P (X > xpn) = pn:Dans le 
as o�u pn < 1=n, 
e quantile est dit extrême 
ar il est \en g�en�eral" sup�erieur �a l'observationmaximale. L'estimation de tels quantiles n�e
essite des m�ethodes semi-param�etriques d'extrapolationau-del�a de l'observation maximale faisant le minimum d'hypoth�eses sur la loi de X .Le probl�eme abord�e dans le Chapitre 2 est l'estimation d'un ensemble D �a partir de pointsdispos�es al�eatoirement dans 
elui-
i. Le probl�eme n'est pas trait�e i
i dans toute sa g�en�eralit�e maison se restreint au 
as d'ensembles de la forme D = f(x;y) : x 2 E ; 0 � y � f(x)g; E �etant unsous-ensemble de Rd 
onnu, et f une fon
tion de E dans R+ in
onnue, si bien que l'estimation deD se ram�ene �a 
elle de la fon
tion fronti�ere f .Les m�ethodes de r�edu
tion de dimension non-lin�eaires introduites Chapitre 3 ont �et�e motiv�eespar des appli
ations �a l'analyse d'images. Une image peut en e�et être repr�esent�ee par un ve
teurde grande dimension et les m�ethodes de r�edu
tion de dimension lin�eaires sont souvent mal adapt�ees�a repr�esenter les d�eformations même simples d'une image.Dans le Chapitre 4 de nouvelles m�ethodologies pour l'estimation de 
ourbes de r�ef�eren
es sontpr�esent�ees. Ces appro
hes sont bas�ees sur une estimation non-param�etrique de quantiles 
ondition-nels pr�e
�ed�ee si besoin est d'une �etape de r�edu
tion de dimension de la 
ovariable.En�n, je montre dans le dernier 
hapitre de 
e do
ument 
omment la 
onfrontation de 
esdomaines de re
her
he ave
 d'autres th�ematiques fait naitre de nouvelles perspe
tives. Avant 
elaj'aimerais souligner les liens qui unissent 
es re
her
hes.Tout d'abord, les probl�ematiques des 
hapitres 1, 3 et 4 sont issues de 
ollaborations ave
 desindustriels, respe
tivement EDF (�ele
tri
it�e de Fran
e), le CEA (
ommissariat �a l'�energie atomique)et le CERIES (
entre de re
her
he et d'investigation �epidermiques et sensorielles de Chanel). Enr�egle g�en�erale, les travaux d�e
rits dans 
e m�emoire s'�etendent de l'�etude th�eorique d'une m�ethode



4 Introdu
tionstatistique au d�eveloppement d'outils logi
iels l'impl�ementant. Dans le 
as de l'estimation de quan-tiles extrêmes et de 
ourbes de r�ef�eren
e, les logi
iels sont mis �a la disposition de tous [32, 50℄.Ensuite, les quatre domaines de re
her
he abord�es font appel �a des th�emes 
ommuns. Ainsi,l'estimation de fronti�ere, de 
ourbes de r�ef�eren
e et la r�edu
tion de dimension en analyse d'imagesrel�event toutes trois de l'estimation fon
tionnelle, et estimation de quantiles extrêmes ou de 
ourbesde r�ef�eren
es font appel �a des m�ethodes semi-param�etriques. Notons que 
es deux derni�eres probl�e-matiques asso
i�ees �a l'estimation de fronti�ere peuvent être 
onsid�er�ees 
omme di��erents aspe
ts del'estimation de quantiles, 
onditionnels ou non. D'autre part le sou
i de la r�edu
tion de dimensionse retrouve �a la fois en analyse d'images et dans le 
adre de l'estimation de 
ourbes de r�ef�eren
e.ConventionsLes notations suivantes seront utilis�ees dans 
e m�emoire :{ Si (An) et (Bn) sont deux suites r�eelles positives, on �e
rit An � Bn lorsque0 < limn!1 inf An=Bn � limn!1 supAn=Bn < +1:An � 0 s'interpr�ete par An ! 0. On note An � Bn si An=Bn ! 1 quand n!1:{ La 
onvergen
e en loi est not�ee d! et la 
onvergen
e en probabilit�e est not�ee P!.En�n, dans les 
hapitres suivants, les r�esultats sont parfois �enon
�es sous des hypoth�eses simpli��eesa�n de ne pas alourdir la pr�esentation.



5Chapitre 1Estimation de quantiles extrêmesSupposons que l'on dispose de n observations x1; : : : ;xn d'une grandeur physique mod�elis�eepar une variable al�eatoire X . Le quantile xpn d'ordre pn de X est la quantit�e qui a la probabilit�epn d'être d�epass�ee : P (X > xpn) = pn: Dans le 
as o�u pn < 1=n, 
e quantile est dit extrême
ar il est \en g�en�eral" sup�erieur �a l'observation maximale. Plus pr�e
is�ement, si Xn;n d�esigne lamaximum de n variables al�eatoires ind�ependantes et de même loi que X , alors npn ! 0 impliqueP (xpn > Xn;n)! 1 quand n!1.Les probl�emes d'estimation de quantiles extrêmes se trouvent typiquement en hydrologie : �a partirde mesures x1; : : : ;xn de d�ebit d'une rivi�ere sur 50 ans, estimer le d�ebit de la 
rue du si�e
le. Lesprobl�emes abord�es dans 
e 
hapitre trouvent 
ependant leur motivation dans un domaine di��erent,la �abilit�e. A l'ex
eption du paragraphe 1.4, les r�esultats obtenus i
i ont en e�et �et�e a
quis dans le
adre d'une 
ollaboration de 7 ann�ees entre le projet is2 de l'INRIA Rhône-Alpes et la dire
tiondes �etudes et re
her
he de EDF. La 
on
lusion de 
ette 
ollaboration a �et�e le d�eveloppement d'unlogi
iel d'�etude des queues de distribution.Nous pr�esentons au paragraphe 1.1 la th�eorie des valeurs extrêmes, et la notion de domaine d'at-tra
tion, qui sont �a la base des m�ethodes d�evelopp�ees i
i. Les paragraphes 1.2 �a 1.4 pr�esentent lesm�ethodes d'estimation des quantiles extrêmes, 
lass�ees par domaine d'attra
tion, que nous avonspropos�ees. Un test d'ad�equation d�edi�e aux queues de distribution et utilisant la notion de quantileextrême est introduit paragraphe 1.5. Le logi
iel Extremes o�u sont implant�ees quelques unes de
es m�ethodes est bri�evement pr�esent�e paragraphe 1.6. En�n, quelques perspe
tives sont propos�eesparagraphe 1.7.1.1 La th�eorie des valeurs extrêmesSoit X une variable al�eatoire r�eelle de fon
tion de r�epartition F et de fon
tion de survie �F = 1�F .On note xF = supfx 2 R; F (x) < 1g le point terminal de F . On introduit �egalement u � xF unr�eel appel�e seuil. L'ex
�es Y de X au del�a du seuil u est la variable al�eatoire d�e�nie par Y = X � uquand X > u. Soit fX1; : : : ;Xng un �e
hantillon de n variables al�eatoires ind�ependantes et de mêmeloi que X et soit X1;n � � � � � Xn;n les statistiques d'ordre asso
i�ees.La th�eorie des valeurs extrêmes �etablit deux types de 
omportement asymptotique. D'une part, leth�eor�eme des valeurs extrêmes donne la loi asymptotique de Xn;n, le maximum de l'�e
hantillon,lorsque n tend vers l'in�ni. Ce r�esultat est pr�esent�e dans le paragraphe 1.1.1. D'autre part, le



6 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmesth�eor�eme de Pi
kands donne la loi asymptotique de l'ex
�es Y quand le seuil u tend vers le pointterminal xF . Ce r�esultat est pr�esent�e dans le paragraphe 1.1.2.1.1.1 Le th�eor�eme des valeurs extrêmesTh�eor�eme 1.1.1 Sous 
ertaines 
onditions de r�egularit�e sur F , il existe � 2 R et deux suitesr�eelles (�n)n�1 et (�n)n�1 (�n > 0) tels que 8x 2 R;limn!1 P (��1n (Xn;n � �n) � x) = limn!1 Fn(�n + �nx) = H�(x);o�u H� est la fon
tion de r�epartition de la loi des valeurs extrêmes (EVD) :H�(x) = ( exp h� (1 + �x)�1=�+ i si � 6= 0; o�u y+ = max(0; y):exp(� exp(�x)) si � = 0: (1.1)Les 
onditions de r�egularit�e sur F sont d�e
rites dans [19℄, page 108 et [46℄, page 54. Elles sontv�eri��ees pour la plupart des lois usuelles. La loi de fon
tion de r�epartition H� est appel�ee loides valeurs extrêmes, et le param�etre � est appel�e indi
e des valeurs extrêmes. Si F v�eri�e leTh�eor�eme 1.1.1, on dit que F appartient au domaine d'attra
tion de H�. On distingue alors trois
as :{ si � < 0, F appartient au domaine d'attra
tion de Weibull, et l'on note F 2 DA(Weibull),{ si � = 0, F appartient au domaine d'attra
tion de Gumbel, et l'on note F 2 DA(Gumbel),{ si � > 0, F appartient au domaine d'attra
tion de Fr�e
het, et l'on note F 2 DA(Fr�e
het).Des des
riptions de 
es trois domaines d'attra
tion sont propos�ees dans le paragraphe 1.1.3.1.1.2 Le th�eor�eme de Pi
kandsLa fon
tion de r�epartition de l'ex
�es Y au-del�a du seuil u est not�ee Fu, la fon
tion de survie asso
i�ees'�e
rit pour x � 0 : �Fu(x) = P (X � u > xjX > u) = �F (u+ x)= �F (u):Le th�eor�eme de Pi
kands [107℄ donne une approximation de 
ette fon
tion de survie (ou de fa�
on�equivalente de la fon
tion de r�epartition) lorsque le seuil u est pro
he du point terminal xF .Th�eor�eme 1.1.2 F appartient au domaine d'attra
tion de H� si et seulement si il existe unefon
tion � telle que limu!xF sup0<x<xF�u ��� �Fu(x)� �FGPD�;�(u)(x)��� = 0; (1.2)o�u �FGPD�;� est la fon
tion de survie de la loi de Pareto g�en�eralis�ee (GPD) :�FGPD�;� (x) = � (1 + �x=�)�1=� si � 6= 0;exp(�x=�) si � = 0; (1.3)d�e�nie pour x � 0 si � � 0 et 0 � x � ��=� sinon.Remarquons que si F 2 DA(Gumbel), alors �FGPD0;� , la fon
tion de survie asso
i�ee par le th�eor�eme dePi
kands, est la fon
tion de survie d'une loi exponentielle d'esp�eran
e �. De plus, si F est elle-mêmela fon
tion de r�epartition d'une loi exponentielle alors l'approximation de Pi
kands est exa
te dansle sens o�u la loi de l'ex
�es est exponentielle quel que soit le seuil.



1.1 La th�eorie des valeurs extrêmes 71.1.3 Des
ription des domaines d'attra
tionNous rappelons les 
onditions n�e
essaires et suÆsantes sur une fon
tion de r�epartition pour qu'elleappartienne �a un domaine d'attra
tion. Ces 
ara
t�erisations font appel aux 
lasses de fon
tions �avariations r�eguli�eres RV� et de fon
tions �a variations r�eguli�eres lisses SR� [11℄, paragraphes 1.4,1.5, 1.8, 2.3 et 2.4. Dans les deux 
as, � 2 R est appel�e indi
e de variations r�eguli�eres, et si � = 0, onparle de variations lentes (lisses). Les domaines d'attra
tion de Fr�e
het et Weibull se 
ara
t�erisentalors ais�ement �a partir de RV0.Th�eor�eme 1.1.3(i) F appartient �a DA(Fr�e
het) ave
 un indi
e de valeurs extrêmes � > 0 si et seulementsi (a) xF = +1 et (b) il existe ` 2 RV0 tel que �F (x) = x�1=�`(x):(ii) F appartient �a DA(Weibull) ave
 un indi
e de valeurs extrêmes � < 0 si et seulementsi (a) xF < +1 et (b) il existe ` 2 RV0 tel que �F (x) = (xF � x)�1=�`((xF � x)�1).Le domaine d'attra
tion de Gumbel peut, quant �a lui, être d�e
rit �a partir des fon
tions de typeVon-Mises [42℄, Th�eor�eme 3.3.26. Cependant, il n'en existe pas de 
ara
t�erisation simple. Nousproposons 
i-dessous un exemple de 
lasse de lois repr�esentatif de la diversit�e des lois de 
e domained'attra
tion. Ce dernier 
ontient des fon
tions de r�epartition F de point terminal �ni ou in�ni. I
i,nous nous limitons au se
ond 
as. Plus pr�e
is�ement, nous d�e�nissons la famille suivante de fon
tionsde r�epartition, introduite dans [37℄.D�e�nition 1.1.1 Une fon
tion de r�epartition F appartient �a C � DA(Gumbel) si(i) F est inversible.(ii) La fon
tion V : x 2 R+� ! V (x) = �F�1(exp(�x)) 2 R (fon
tion de hasard 
umul�eeinverse) appartient �a C1� [ C2 [ C3� ave
C1� = SR�, � > 0, � 6= 1;C11 = C11;1 [ C11;� = fV 2 SR1 : V 00 = 0g [ fV 2 SR1 : jV 00j 2 SR�1��g, � � 0,C2 = fV 2 SR0; V 0 2 SR�1g;C3� = fV = exp g; g 2 SR�; 0 < � < 1g:Pour 
on
lure 
e paragraphe les domaines d'attra
tion asso
i�es �a quelques lois usuelles sont pr�e
is�es.Exemple 1.1.1{ Domaine d'attra
tion de Fr�e
het (� > 0) : Loi de Burr, loi de Fr�e
het, loi de Pareto, loi deStudent.{ Domaine d'attra
tion de Weibull (� < 0) : Loi uniforme (� = �1), loi inverse de Burr.{ Domaine d'attra
tion de Gumbel (� = 0) : Loi exponentielle (C11;1), loi gamma (C11;1), loinormale (C11=2), loi de Weibull (C11=�, � �etant le param�etre de forme), loi double-exponentielle(C2) de fon
tion de survie �F (x) = exp(� exp(x)), loi lognormale (C31=2).1.1.4 M�ethode des ex
�es pour l'estimation des quantiles extrêmesNous donnons i
i les grandes lignes de la m�ethode des ex
�es, d�e�nie dans [15℄ et bas�ee sur leth�eor�eme de Pi
kands. Rappelons que l'on 
her
he �a estimer le quantile extrême xpn d�e�ni par�F (xpn) = pn ave
 0 < pn < 1=n. Pour 
ela, on introduit un se
ond quantile un, 
lassique 
elui-
i,



8 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmesd�e�ni par �F (un) = 
n, ave
 1=n � 
n < 1. L'heuristique de la m�ethode des ex
�es 
onsiste alors �aappliquer l'approximation (1.2) ave
 u = un et x = xpn � un pour obtenir l'approximation ~xGPDpn dexpn : ~xGPDpn = un + ( �FGPD�;�(un))�1(pn=
n) = un � �(un)� �1� (
n=pn)�� : (1.4)L'estimateur 
orrespondant est obtenu en estimant un par Xn�kn+1;n o�u kn = n
n et en rempla�
ant�(un) et � par des estimateurs appropri�es �̂n et �̂n 
onstruits sur la base des ex
�es ordonn�esfXn�i+1;n � Xn�kn+1;n; i = 1; : : : ;kn � 1g. Des exemples sont donn�es au paragraphe 1.1.5. Onobtient alors : x̂GPDpn = Xn�kn+1;n � �̂n̂�n �1� (
n=pn)�̂n� : (1.5)Un 
as parti
ulier important de 
et estimateur est l'estimateur ET (Exponential Tail) introduitdans [15℄. Il 
onsiste �a supposer que la fon
tion de r�epartition F est dans le domaine d'attra
tionde Gumbel. D�es lors, il suÆt de poser �̂n = 0 dans (1.5) et d'estimer �(un) par la moyenne empiriquedes ex
�es, �̂n = 1kn � 1 kn�1Xi=1 (Xn�i+1;n �Xn�kn+1;n); (1.6)pour obtenir l'estimateur ET de xpn :x̂ETpn = Xn�kn+1;n + �̂n log(
n=pn): (1.7)1.1.5 Estimation des param�etres de la loi GPDL'estimation des param�etres � et � de la loi GPD �a partir d'un �e
hantillon d'ex
�es est un probl�emed�eli
at en pratique. La prin
ipale diÆ
ult�e provient du fait que, sur un �e
hantillon de n observa-tions, on ne peut disposer que de kn ex
�es pour r�ealiser l'estimation (le 
hoix du nombre kn d'ex
�esest �egalement un probl�eme en lui-même). Dans 
e 
ontexte, l'estimateur du maximum de vraisem-blan
e [115℄ est peu utilis�e 
ar d'une part, il pose des probl�emes num�eriques et d'autre part il est peuperformant pour des nombres d'ex
�es inf�erieurs �a 500 [28, 81℄. Parmi les nombreuses propositionsexistantes pour pallier 
es limitations 
itons les estimateurs des moments pond�er�es [87℄.1.2 Estimation dans DA(Gumbel)Notre 
ontribution �a l'estimation des quantiles extrêmes dans le domaine d'attra
tion de Gumbelporte sur deux points. Dans un premier temps, nous avons �etudi�e les propri�et�es asymptotiquesde l'estimateur ET d�e�ni en (1.7). Dans un se
ond temps, nous avons propos�e un estimateur desquantiles extrêmes d�edi�e �a la 
lasse C1� , � > 0.1.2.1 Propri�et�es asymptotiques de l'estimateur ETCe travail a �et�e r�ealis�e en 
ollaboration ave
 Jean Diebolt (CNRS, Universit�e de Marne-la-Vall�ee).L'�etude des propri�et�es asymptotiques de l'estimateur ET a �et�e n�eglig�ee dans la litt�erature. Ontrouve 
ependant dans [29℄ un r�esultat donnant la loi asymptotique de la di��eren
e x̂ETpn �xpn , maisnous avons montr�e [37℄ que 
e r�esultat est en g�en�eral faux. Pour notre part, nous avons tout d'abord



1.2 Estimation dans DA(Gumbel) 9�etudi�e le 
omportement du terme d�eterministe ~xETpn � xpn puis du terme sto
hastique x̂ETpn � ~xETpn , o�u~xETpn est l'approximation du quantile extrême d�e�nie par analogie ave
 (1.4) par~xETpn = un + ( �FGPD0;�(un))�1(pn=
n) = un + �(un) log(
n=pn): (1.8)1.2.1.1 Etude du terme d�eterministeLes d�etails de 
ette �etude sont parus dans [72℄. Nous avons montr�e que, dans la 
lasse C, l'approxi-mation (1.8) est un 
as parti
ulier de~xET;kpn = un + kXi=1 �[i℄ni! logi (
n=pn);o�u �[i℄n = V (i)(� log 
n), appel�ee approximation d'ordre k du quantile xpn . On v�eri�e en e�et que~xET;1pn = ~xETpn . On note "app;kn = (xpn�~xET;kpn )=xpn, l'erreur d'approximation d'ordre k et on introduit lasuite de fon
tions Kk(x) = xkV (k)(x)=V (x); x > 0; k � 0: On suppose que les ordres des quantilespeuvent s'�e
rire pn = 1=nq+�n , 
n = 1=nq0+�0n ave
 0 < q0 � 1 � q, �n ! 0, �0n ! 0 et �n � �0n. Deplus, si q = q0 = 1 alors on suppose que �0n < 0 < �n. En�n, on note Nk = f1; : : : ;kg. Le r�esultatsuivant donne des 
onditions n�e
essaires et suÆsantes pour que l'erreur d'approximation d'ordre k
onverge vers 0.Th�eor�eme 1.2.1 Soit F 2 C.(i) Si V 2 C11=� et � 2 Nk alors "app;kn ! 0 pour tout 0 < q0 � 1 � q.De plus, si q 6= q0 alors "app;kn � Kk+1(logn).(ii) Si V 2 C11=� et � =2 Nk alors ["app;kn ! 0 , q = q0 = 1 ℄.De plus, si q = q0 = 1 alors "app;kn � �(� � 1) : : :(� � k)(k + 1)! (�n � �0n)k+1.(iii) Si V 2 C2 alors "app;kn ! 0 pour tout 0 < q0 � 1 � q.De plus, si q 6= q0 alors "app;kn � Kk+1(logn).(iv) Si V 2 C3� alors ["app;kn ! 0 ) q = q0 = 1 ℄.Inversement, si q = q0 = 1 et s'il existe s > 0 tel que �n log�+s(n)! 0 alors "app;kn ! 0et "app;kn � (�n � �0n)k+1Kk+1(logn).Ce r�esultat �etablit le lien entre les ordres pn et 
n des quantiles �a estimer et la 
lasse �a laquellela loi appartient. Dans les 
as (ii) et (iv) la 
onvergen
e de l'erreur d'approximation vers 0 im-pose de 
hoisir p = p0 = 1, 
e qui implique log (1=pn)= log (n) ! 1. Dans de telles situations, lesapproximations ~xET;kpn ne sont pro
hes de xpn que pour des quantiles \peu" extrêmes, 
'est �a direpro
hes de l'observation maximale. Consid�erons le 
as k = 1, 
orrespondant �a la m�ethode ET. LeTh�eor�eme 1.2.1 montre que l'approximation ET est de bonne qualit�e pour les lois dont la fon
-tion de survie d�e
roit tr�es vite vers 0 (
lasse C2), le quantile extrême xpn peut être appro
h�e sans
ondition sur son ordre pn. A l'inverse, les lois dont la fon
tion de survie d�e
roit relativement lente-ment vers 0 (
lasse C3� ) demandent de fortes 
onditions sur l'ordre du quantile pn a�n d'obtenir desapproximations a

eptables. La 
lasse C1� , � 6= 1 repr�esente un 
as interm�ediaire. En�n, la 
lasseC11 
onduit �a des approximations de bonne qualit�e 
ar les lois 
onsid�er�ees sont pro
hes de la loiexponentielle.



10 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmesIl est int�eressant de remarquer que la 
onvergen
e ou non vers 0 de l'erreur d'approximation "app;knne d�epend pas de l'ordre de l'approximation k dans les 
lasses C11=�, � =2 N, C2 et C3� . Par exemplel'erreur 
orrespondant �a l'approximation na��ve ~xET;0pn = un 
onverge vers 0 sous les mêmes 
onditionsque l'erreur asso
i�ee �a l'approximation ET : ~xET;1pn = ~xETpn . De 
e point de vue, l'approximation dePi
kands ne modi�e pas la nature de la 
onvergen
e.1.2.1.2 Etude du terme sto
hastiqueLes d�etails de 
ette �etude sont publi�es dans [37℄. Les r�esultats sont obtenus i
i pour une 
lasse defon
tions de r�epartition plus g�en�erale que la pr�e
�edente.D�e�nition 1.2.1 Une fon
tion de r�epartition F appartient �a D � DA(Gumbel) si(i) F est inversible et deux fois d�erivable.(ii) La fon
tion d�e�nie par A : x 2 R+� ! A(x) = V 00=V 0(log x) 2 R,o�u V (x) = �F�1(exp(�x)) v�eri�e les 
onditions suivantes :A(x)! 0 quand x! +1,A est asymptotiquement de signe 
onstant,Il existe � � 0 tel que jAj 2 RV�.On a 
omme annon
�e C � D � DA(Gumbel), et le r�esultat est le suivant:Th�eor�eme 1.2.2 Soit F 2 D et soit a : x 2 R! V 00=V 0(V �1(x)) 2 R. Si kn ! +1, 
n ! 0,pn=
n ! 0 et k1=2n a(un)! 0 alorsk1=2n�(un) log(
n=pn) �x̂ETpn � ~xETpn� d! N (0;1) quand n!1:L'appli
ation 
e th�eor�eme aux lois de la 
lasse C permet d'obtenir des formes plus expli
ites pourla 
ondition k1=2n a(un)! 0.Corollaire 1.2.1 Soit F 2 C. Si kn ! +1 et pn=
n ! 0 alors dans les 
as suivants :(i) V 2 C1� [ C2, � 6= 1 et kn = o((logn)2),(ii) V 2 C11;1 et kn = o(n),(iii) V 2 C11;� et kn = O((logn)2(1+�)�Æ) 8Æ > 0 arbitrairement petit,(iv) V 2 C3� et kn = O((logn)2(1��)�Æ) 8Æ > 0 arbitrairement petit,on a, k1=2n�(un) log(
n=pn) �x̂ETpn � ~xETpn� d! N (0;1) quand n!1:1.2.2 Cas des lois �a queue de type WeibullParmi les familles de lois de C, la 
lasse C1� est la plus int�eressante dans le sens o�u elle englobela majorit�e des lois de DA(Gumbel): Weibull, gamma, normale ... De 
e fait, des estimateurs desquantiles extrêmes d�edi�es �a 
ette famille de lois ont �et�e introduits, par exemple [9, 5, 16, 94℄. Pluspr�e
is�emment, 
es estimateurs s'adressent aux lois dont la fon
tion de survie satisfait l'hypoth�esesuivante :(A.1) : �F (x) = exp(�H(x)), ave
 V (t) = H�1(t) = t�`(t) et ` 2 RV0.



1.2 Estimation dans DA(Gumbel) 11De telles lois sont appel�ees lois �a queue de type Weibull. Ce sont essentiellement les lois de la
lasse C1� dont les 
onditions de r�egularit�e sur V , l'inverse de la fon
tion de hasard 
umul�ee, sontassouplies. Le param�etre � est appel�e indi
e de queue de type Weibull. L'estimation des quantilesextrêmes pour les lois �a queue de type Weibull passe alors par l'estimation de �.1.2.2.1 Estimation de l'indi
e de queue de WeibullDans [67℄, nous proposons l'estimateur suivant du param�etre � :�̂n = kn�1Xi=1 (log(Xn�i+1;n)� log(Xn�kn+1;n)),kn�1Xi=1 (log2 (n=i)� log2 (n=kn)) ; (1.9)o�u log2 (t) = log(log(t)), t > 1 et (kn) est une suite d'entiers tels que 1 � kn < n. Cet estimateurapparâ�t naturellement si l'on 
onsid�ere la fon
tion quantile d�e�ne parq(t) = �F�1(t) = V (log(1=t)) = (log(1=t))�`(log(1=t)); (1.10)et si l'on remarque que pour s et t pro
hes de 0 quelog(q(t))� log(q(s)) = �(log2 (1=t)� log2 (1=s)) + log� `(log(1=t))`(log(1=s))�' �(log2 (1=t)� log2 (1=s)): (1.11)Cette derni�ere approximation est justi��ee par le fait que ` est une fon
tion �a variations lentes. Ilest important de remarquer que (1.11) est exa
te dans le 
as des lois de Weibull o�u ` est 
onstante.Cette propri�et�e n'est en g�en�eral pas v�eri��ee pour les autres estimateurs de � (par exemple [16℄ou [5℄) 
e qui se r�ev�ele p�enalisant dans la pratique, voir [67℄ pour une 
omparaison des di��erentsestimateurs sur simulations. La 
onsistan
e de �̂n y est �etablie :Th�eor�eme 1.2.3 Sous (A1), si kn !1 et kn=n! 0 alors �̂n P! �.La normalit�e asymptotique requiert l'hypoth�ese de se
ond ordre habituelle sur la fon
tion �a va-riations lentes ` : il existe � � 0 et b(x) ! 0 tels que, uniform�ement lo
alement en � � 1 quandx!1,(A.2) : log�`(�x)`(x) � � b(x)K�(�),o�uK�(�) = R �1 u��1du. Le param�etre � � 0 
ontrôle la vitesse de 
onvergen
e du rapport `(�x)=`(x)vers 1. La 
ondition (A2) est la 
l�e de voute des preuves de normalit�e asymptotique pour lesestimateurs bas�es sur les valeurs extrêmes. Nous renvoyons �a [85℄ ou [7℄ pour d'autres utilisationsdans des 
ontextes identiques. Notre r�esultat est alors le suivant :Th�eor�eme 1.2.4 Sous (A1) et (A2), k1=2n (�̂n � �) d! N (0;�2), pour toute suite (kn) telle quekn !1; k1=2n b(log(n=kn))! 0 et k1=2n = log(n=kn)! 0: (1.12)



12 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmes1.2.2.2 Estimation des quantiles extrêmesDisposant d'un estimateur �̂n de l'indi
e de queue de Weibull �, nous proposons dans [57℄ d'estimerle quantile xpn par l'estimateur WT (Weibull Tail) :x̂WTpn = Xn�kn+1;n � log(1=pn)log(1=
n)��̂n ; (1.13)o�u, 
omme pr�e
�edemment, 
n = kn=n. L�a en
ore, 
et estimateur b�en�e�
ie d'une justi�
ation intui-tive. Pour s et t pro
hes de 0, la fon
tion quantile d�e�nie en (1.10) v�eri�eq(t)q(s) = V (log(1=t))V (log(1=s)) ' � log(1=t)log(1=s)�� ;
e qui permet, de fa�
on similaire �a l'appro
he des ex
�es d�e
rite paragraphe 1.1.4, de rempla
erl'estimation d'une quantile extrême par l'estimation d'un quantile 
lassique.En introduisant �n = log(1=pn)= log(1=
n), on a les th�eor�emes asymptotiques suivants.Th�eor�eme 1.2.5 Sous (A1), si kn !1, kn=n! 0 et �n � 1 alors x̂WTpn =xpn P! 1 quand n!1.Th�eor�eme 1.2.6 Sous (A1) et (A2), si (1.12) est v�eri��ee et si �n ! 1 alors,log(1=
n)k1=2nlog(
n=pn) � x̂WTpnxpn � 1� d! N (0;�2):L'�etude du 
omportement de 
et estimateur sur simulations est bas�ee sur la notion de pouvoird'extrapolation introduite dans [41℄.1.3 Estimation dans DA(Fr�e
het)L'estimation des quantiles extrêmes dans le domaine d'attra
tion de Fr�e
het par la m�ethode desex
�es (1.5) n�e
essite l'estimation des deux param�etres � et � de la loi GPD. Les diÆ
ult�es li�ees�a 
ette estimation ont �et�e �evoqu�ees dans le paragraphe 1.1.5. Nous proposons i
i une m�ethoded'inf�eren
e bay�esienne pour tenter de d�epasser 
es diÆ
ult�es.Ce travail a �et�e r�ealis�e en 
ollaboration ave
 Jean Diebolt (CNRS, Universit�e de Marne-la-Vall�ee),Mhamed-Ali El-Aroui (ISG de Tunis) et Myriam Garrido (ENAC, Universit�e Toulouse 3) dans le
adre de la th�ese de 
ette derni�ere ([58℄, Chapitre 3). Une synth�ese de la m�ethode est pr�esent�eedans [33℄.1.3.1 Estimation bay�esienne des param�etres de la loi GPDReparam�etrisation de la loi GPD. La param�etrisation standard de la fon
tion de survie�FGPD�;� de loi GPD d�e
rite en (1.3) est rempla
�ee par une nouvelle param�etrisation mieux adapt�eedans le 
as � > 0 qui nous int�eresse i
i. Deux nouveaux param�etres positifs � = 1=� et � = �=�sont introduits et leur 
ouple est not�e � = (�;�). La fon
tion de survie ainsi reparam�etr�ee est not�ee�FGPD(: j �) et s'�e
rit �FGPD(y j �) = �1 + y���� ; y � 0 ; (1.14)



1.3 Estimation dans DA(Fr�e
het) 13et la densit�e asso
i�ee est fGPD(y j �) = �� �1 + y����� 1 ; y � 0 : (1.15)Nous supposons disposer de r�ealisations y = (y1; : : : ;yk) de variables al�eatoires ind�ependanteset identiquement distribu�ees Y1; : : : ;Yk selon (1.14){(1.15). En pratique, il s'agit d'ex
�es au-del�ad'un seuil u de variables al�eatoires X1; : : : ;Xn ind�ependantes et identiquement distribu�ees selonune loi appartenant �a DA(Fr�e
het). Le point de d�epart de 
ette �etude est la repr�esentation de ladensit�e (1.15) par un m�elange introduite dans [110℄, page 157 :fGPD(y j �) = Z p(y j z)g(z j �) dz ; (1.16)o�u p(:jz) est la densit�e de la loi exponentielle d'esp�eran
e 1=z d�e�nie par p(yjz) = z e�yzIfy>0gpour tout z > 0 et o�u g(: j �) est la densit�e de la loi gamma de 
ouple de param�etres � = (�;�) :g(z j �) = ��(�(�))�1 z��1e��z Ifz>0g: La repr�esentation sous forme de m�elange (1.16) permet depallier l'absen
e de 
lasse 
onjugu�ee pour la loi GPD en 
onstruisant une 
lasse quasi-
onjugu�eepour la loi GPD �a partir de la 
lasse 
onjugu�ee pour la loi gamma.Classe 
onjugu�ee pour la loi gamma. La d�e�nition de la 
lasse 
onjugu�ee pour la loi gammarepose sur la loi Gam
on de type II [27℄. Elle est not�ee Gam
on II(
; d) o�u 
 > 1 et d > 0 sont deuxparam�etres. Sa densit�e s'�e
rit :�
; d(x) = I�1
; d �(dx + 1) (�(x))�d (
 d)�dxIfx>0g ; (1.17)o�u I
; d est un 
oeÆ
ient de normalisation. Soit z = (z1; : : : ;zk) un ensemble de k r�ealisations devariables al�eatoires Z1; : : : ;Zk ind�ependantes et de même loi gamma de 
ouple de param�etres � =(�;�). D'apr�es [27℄, Th�eor�eme 2, la densit�e a priori 
onjugu�ee sur � ave
 
omme hyper-param�etresÆ > 0 et � > � > 0 est donn�ee par �(�) = �(�)�(� j�) o�u �(�) est la densit�e de la loi Gam
on IIde param�etres 
 = �=� et d = Æ et �(� j�) est la densit�e de la loi gamma de 
ouple de param�etres(Æ�+ 1; Æ�). Les densit�es a posteriori 
orrespondantes sont alors�(� j z) = �(� j z)�(� j�; z) (1.18)ave
 �(� j z) la densit�e de la loi Gam
on II de param�etres 
0 = �0=�0 et d0 = Æ0, o�uÆ0 = Æ + k ; �0 = Æ� + Pki=1 ziÆ + k et �0 = �Æ=(Æ+ k) kYi=1 zi!1=(Æ+ k) ; (1.19)et �(� j�; z) la densit�e de la loi gamma de 
ouple de param�etres (Æ0�+ 1; Æ0�0).Appli
ation �a la loi GPD. Nous avons remarqu�e [33℄, paragraphe 2.1, que la loi a posterioride � sa
hant y s'�e
rit 
omme un m�elange dont la densit�e est�(� jy) = Z q�(z jy) �(� j z) dz (1.20)



14 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmeso�u q�(: jy) est la densit�e d�e�nie parq�(z jy) = p(y j z)g�(z)R p(y j z0)g�(z0) dz0 et g�(z) = Z g(z j �0)�(�0)d�0;ave
 les notations g(z j�) = kYi=1 g(zi j �) et p(y j z) = kYi=1 p(yi j zi):Il apparâ�t que la densit�e (1.20) ne peut être 
al
ul�ee expli
itement. On a 
ependant a

�es auxdensit�es 
onditionnelles �(� jy;z) par (1.18) et �(z jy;�) en remarquant que�(z jy;�)/ p(y j z)g(z j�) = kYi=1 z�i e�(�+yi)ziIfzi>0g;et don
 que pour i = 1; : : : ;k, 
onditionnellement �a � et yi, Zi suit une loi gamma de 
ouple deparam�etres (� + 1;� + yi). Il est alors possible (voir par exemple [111℄, Chapitre 5) de simulerdes r�ealisations a posteriori de � sa
hant y grâ
e �a un �e
hantillonneur de Gibbs. Le prin
ipe de la(m+ 1)�eme it�eration est le suivant :1. Simulation des z(m+1)i de loi Gamma(�(m) + 1; �(m) + yi);2. Simulation de �(m+1) de loi Gam
on II(�0=�0; Æ0), ave
 Æ0 = Æ+k, �0 et �0 
al
ul�es�a partir des z(m+1) par l'�equation (1.19);3. Simulation de �(m+1) de loi Gamma(Æ0�(m+1) + 1; Æ0�0).Les nombreux probl�emes de mise en �uvre de 
et algorithme sont abord�es dans [33℄ : simulationd'une loi Gam
on II, 
hoix des hyperparam�etres Æ, � et �, d�ete
tion du r�egime stationnaire . . .Soit (�j ; �j), j = 1; : : : ;K un �e
hantillon de K 
ouples simul�es par l'algorithme pr�e
�edent, une foisle r�egime stationnaire atteint. Il est alors possible d'estimer le 
ouple (�;�) par la moyenne, le modeou la m�ediane empirique de la distribution pr�e
�edente.1.3.2 Appli
ation �a l'estimation des quantiles extrêmesA partir de l'�e
hantillon (�j ; �j), j = 1; : : : ;K pr�e
�edent, on 
al
ule K estimations de xpn sur labase de la m�ethode des ex
�es (1.5) :x̂GPD;jpn = Xn�kn+1;n � �j �1� (
n=pn)1=�j� :De même, de nombreux estimateurs peuvent être 
al
ul�es �a partir de 
et ensemble de valeurs [33℄.1.4 Estimation dans DA(Weibull)Les travaux pr�esent�es i
i sont issus de la th�ese de Laurent Gardes [55℄ 
o-en
adr�ee par Pierre Ja
ob(Universit�e de Montpellier 2) et moi-même. L'estimation des quantiles extrêmes dans DA(Weibull) estbas�ee sur la 
ara
t�erisation du Th�eor�eme 1.1.3. En remarquant que �F�� est approximativementlin�eaire au voisinage du point terminal xF , on en d�eduit l'approximation�F��(a)� �F��(b)�F��(
)� �F��(b) ' a� b
� b ; (1.21)



1.4 Estimation dans DA(Weibull) 15valable pour a, b, et 
 pro
hes de xF . En donnant des valeurs bien 
hoisies �a 
es param�etres, ilest alors possible d'estimer l'indi
e des valeurs extrêmes � (paragraphe 1.4.1) puis des quantilesextrêmes (paragraphe 1.4.2).1.4.1 Estimation de l'indi
e des valeurs extrêmesNous donnons dans 
e paragraphe deux exemples d'estimateurs de � qu'il est possible d'obtenir surla base de l'approximation (1.21). Dans les deux 
as, on pose a = unXn;n, b = Xn;n et 
 = vnXn;n o�u(un) et (vn) sont deux suites de l'intervalle ℄0;1[. On appro
he alors �F (un) par la variable al�eatoire�un=n ave
 �un = IfXn;n > 0g nXi=1 IfXi � unXn;ng:De même, on appro
he �F (vn) par �vn=n o�u �vn est d�e�ni similairement. Nous proposons deuxapproximations possibles de �F (Xn;n) donnant lieu �a deux estimateurs de �.1.4.1.1 Un estimateur �a double seuil expli
iteDans 
e paragraphe, on appro
he �F (Xn;n) par 0. La validit�e de l'approximation d�eduite de (1.21)qui en r�esulte est garantie par [55℄, Th�eor�eme 3.2. Sous 
ertaines 
onditions sur (un) et (vn), on aen e�et 1� vn1� un ��un�vn ��� P! 1:L'estimateur qui en r�esulte est le suivant :�̂1;n = � log(1� un)� log(1� vn)log(�un)� log(�vn) :Ses propri�et�es th�eoriques sont �etablies dans [55℄, Chapitre 3. En parti
ulier, il est montr�e que �̂1;n
onverge en probabilit�e vers � pour tout � < 0 et 
onverge en loi si � < �1=2. Le r�esultat (publi�edans [54℄, Th�eor�eme 2.2) est le suivant :(n �F (unxF ))1=2(�̂1;n � �) d! N  0;(1� 
�1=�)�4log2(
) ! ; (1.22)o�u 
 est une 
onstante appartenant �a l'intervalle ℄0;1[. Ce r�esultat est obtenu au prix d'une 
onditionde se
ond ordre de type (A2) et de 
ontraintes sur les suites (un) et (vn). Cependant, il estremarquable que la vitesse de la 
onvergen
e (1.22) soit en puissan
e de n. De plus la 
onvergen
epresque sûre est �etablie pour � < �1. N�eanmoins, l'int�erêt de 
et estimateur est prin
ipalementth�eorique 
ar ses performan
es sur simulations sont m�edio
res. L'estimateur �̂1;n sou�re en e�etd'un important biais syst�ematique dû sans doute �a l'approximation grossi�ere de �F (Xn;n).1.4.1.2 Un estimateur �a double seuil impli
iteCette limitation pratique est surmont�ee en appro
hant �F (Xn;n) par 1=n. La validit�e de l'approxima-tion d�eduite de (1.21) qui en r�esulte est garantie par [55℄, Th�eor�eme 3.4. Sous 
ertaines 
onditions



16 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmessur (un) et (vn), on a en e�et � 1� vn1� un� ���un � 1���vn � 1! P! 1:L'estimateur �̂3;n r�esultant de 
ette approximation est d�e�ni 
omme la ra
ine en � de l'�equation :� 1� vn1� un� ���un � 1���vn � 1! = 1: (1.23)Il n'est pas possible de tirer de 
ette �equation une formulation expli
ite pour �̂3;n. N�eanmoins, onprouve que, sous 
ertaines 
onditions sur les suites (un) et (vn), l'�equation (1.23) admet une uniquesolution ave
 une probabilit�e qui tend vers 1 quand n tend vers l'in�ni. La 
onsistan
e faible de�̂3;n est �egalement �etablie, voir [55℄, Th�eor�eme 3.7. L'obtention d'autres propri�et�es asymptotiquespour 
et estimateur est a
tuellement �a l'�etude. Son 
omportement sur simulations est satisfaisant.1.4.2 Estimation des quantiles extrêmesLaurent Gardes [55℄, paragraphe 4.2, montre que sur la base de l'approximation (1.21) et d'unestimateur �̂n 
onsistant de �, il est possible de 
onstruire un estimateur du quantile extrême xpn .Pour 
ela, en 
onsid�erant � = �̂n, a = unXn;n, b = xpn et 
 = vnXn;n dans (1.21), on dispose d'unenouvelle approximation impliquant le quantile re
her
h�e. La validit�e de 
ette approximation estprouv�ee dans [55℄, Lemme 4.1 ave
 la 
onvergen
e� xpn � vnXn;nxpn � unXn;n� ���̂nun � (npn)��̂n���̂nvn � (npn)��̂n! P! 1:On d�eduit alors de 
ette approximation l'estimateur suivant de xpn :x̂DAWpn (�̂n) = unXn;n � �n(�̂n)�̂n �1� (�un=npn)�̂n� ;o�u l'on a d�e�ni �n(�̂n) = �̂nXn;n un � vn���̂nun � ���̂nvn :L'estimateur du quantile extrême ainsi d�e�ni est similaire �a l'estimateur GPD (1.5). Il fait in-tervenir un seuil al�eatoire unXn;n et le pour
entage de points �un=n d�epassant 
e seuil. Notonsqu'i
i 
e pour
entage est al�eatoire alors qu'il est d�eterministe (
n) dans (1.5). On montre dans [55℄,Th�eor�eme 4.2, que x̂DAWpn (�̂n) est 
onsistant d�es que �̂n est un estimateur 
onsistant de �. Il apparâ�tsur simulations que l'estimateur x̂DAWpn (�̂3;n) b�en�e�
ie de bonnes performan
es.1.5 Tests de queues de distributionLa th�eorie des valeurs extrêmes, telle qu'elle est expos�ee dans le paragraphe 1.1.1, permet, grâ
e �aun mod�ele semi-param�etrique, d'extrapoler la 
omportement de la queue de distribution au-del�a del'observation maximale �a partir des plus grandes valeurs de l'�e
hantillon. De 
e fait, les estimateurs



1.5 Tests de queues de distribution 17qui en d�e
oulent n'utilisent qu'une petite partie de l'information pr�esente dans l'�e
hantillon (parexemple les kn ex
�es) et sont peu eÆ
a
es lorsque le nombre de donn�ees est petit ou mod�er�e.Pour 
ette raison, dans des situations 
on
r�etes, issues de la �abilit�e par exemple, il est plusint�eressant de disposer d'un mod�ele param�etrique 
onstruit sur l'ensemble des donn�ees. Un telmod�ele pr�esente de plus l'int�erêt d'être interpr�etable pour les ing�enieurs et d'être disponible dansla majorit�e des logi
iels de �abilit�e. Les tests d'ad�equation 
lassiques (Cramer von Mises, Ander-son Darling, . . . ) permettent de s�ele
tionner un tel mod�ele. Cependant, 
es pro
�edures testentessentiellement l'ad�equation d'un mod�ele �a la partie 
entrale des donn�ees. Les dangers 
aus�es parl'extrapolation des r�esultats de 
es tests aux queues de distribution sont d�e
rits dans [38℄ et [82℄.Pour 
ela, nous avons d�evelopp�e une pro
�edure permettant de v�eri�er l'ad�equation d'un mod�eleparam�etrique aux valeurs extrêmes de l'�e
hantillon. Son prin
ipe g�en�eral est d�e
rit paragraphe 1.5.1et plusieurs variantes en sont pr�esent�ees paragraphes 1.5.2 et 1.5.3.1.5.1 Prin
ipe des tests de queue de distributionSupposons qu'un test d'ad�equation usuel ne rejette pas l'hypoth�ese nulle H0 selon laquelle F ap-partient �a la famille de mod�eles param�etriques fF� : � 2 �g . Le but du test est de 
ontrôlerl'ad�equation de la queue de Fb�n , o�u b�n est par exemple l'estimateur du maximum de vraisemblan
ede �, aux plus grandes donn�ees et de v�eri�er si 
ette queue de distribution permet des extrapola-tions raisonnables au-del�a de l'observation maximale. Il s'agit don
 de tester H0 : F 2 fF� : � 2 �g
ontre H1 : F =2 fF� : � 2 �g en queue de distribution. Le prin
ipe du test est de 
omparer deuxestimateurs du quantile extrême xpn sous H0. Le premier est l'estimateur param�etrique du quantilex̂parampn = �F�1b�n (pn). Le se
ond est l'estimateur GPD introduit en (1.5) :x̂GPDpn = Xn�kn+1;n � �̂n̂�n �1� (
n=pn)�̂n� :Plus pr�e
is�ement, nous 
onstruisons sous H0 un intervalle de 
on�an
e IC� de niveau � pour ladi��eren
e entre les deux quantiles estim�es et nous rejetons l'hypoth�ese nulle si x̂GPDpn � x̂parampn =2 IC�.Plusieurs versions du test peuvent être d�e
lin�ees selon le prin
ipe de 
onstru
tion de l'intervalleIC� et les estimateurs �̂n et �̂n utilis�es pour 
al
uler x̂GPDpn .1.5.2 Le test ETDans le 
as o�u les lois F� 
onsid�er�ees dans l'hypoth�ese nulle appartiennent �a DA(Gumbel), il suÆtde 
hoisir �̂n = 0 et �̂n d�e�ni par (1.6). On a alors x̂GPDpn = x̂ETpn (voir �equation (1.7)), et le testobtenu est appel�e test ET. Chronologiquement, il s'agit du premier test que nous avons mis en�uvre. Son prin
ipe a �et�e d�e�ni en 
ollaboration ave
 Jean Diebolt [36℄ et des d�eveloppements ont�et�e propos�es dans la th�ese de Myriam Garrido [58℄, Chapitre 1. En parti
ulier, plusieurs versionsdu test ET ont �et�e introduites.Le test ET asymptotique. Sur la base du Th�eor�eme 1.2.2, nous avons 
onstruit un intervallede 
on�an
e IC� asymptotique. Le 
omportement asymptotique du niveau et de la puissan
e de 
etest a �et�e �etabli [35℄ dans le 
as d'hypoth�eses simples et de lois appartenant �a la 
lasse C. N�eanmoins,l'int�erêt de 
ette version du test est uniquement th�eorique. En e�et, la 
onvergen
e en loi �enon
�eedans le th�eor�eme est tr�es lente, et de 
e fait le test ET asymptotique est peu puissant pour des�e
hantillons de petite taille.



18 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmesLe test ET \bootstrap" param�etrique. Pour pallier 
ette limitation, nous avons d�evelopp�eune version du test ET bas�ee sur une �evaluation par bootstrap param�etrique de l'intervalle IC�.Nous avons v�eri��e sur simulations que le test ainsi 
onstruit b�en�e�
ie d'une bonne puissan
e [34℄.En 
ontrepartie, 
ette version du test est tr�es 
oûteuse en temps de 
al
ul. Pour 
ette raison,nous avons �egalement propos�e une version \bootstrap" param�etrique simpli��ee. Constatant queles 
u
tuations de x̂ETpn sont de l'ordre de k�1=2n et 
elles de x̂parampn de l'ordre de n�1=2, nous avonsn�eglig�e 
es derni�eres en ne \bootstrappant" pas l'estimateur param�etrique. Le gain de temps estappr�e
iable lorsque l'estimateur du maximum de vraisemblan
e �̂n est lourd �a 
al
uler, et la pertede puissan
e peu importante.1.5.3 Le test GPDLe prin
ipe du test GPD est 
elui d�e
rit dans le paragraphe 1.5.1. Le 
hoix des estimateurs �̂n et �̂npour le 
al
ul de x̂GPDpn a �et�e �etudi�e dans le 
adre du stage de DEA de Abdelhak Imoussaten [89℄. Pourdes raisons aussi bien th�eoriques (invarian
e des estimateurs par rapport aux param�etres de positionet d'�e
helle) que pratiques (bonne puissan
e exp�erimentale), il est apparu que les estimateurs desmoments pond�er�es (d�e
rits au paragraphe 1.1.5) �etaient bien adapt�es. Nous avons �egalement 
hoiside ne pas d�evelopper de version asymptotique du test GPD, toujours pour des raisons de puissan
e.Seules les versions bootstrap et boostrap simpli��ee ont �et�e propos�ees.1.6 Le logi
iel ExtremesLe logi
iel Extremes a �et�e �e
rit par J�erôme E
arnot, sous la dire
tion 
onjointe de Jean Dieboltet moi-même et dans le 
adre d'un 
ontrat entre EDF et le projet is2 de l'INRIA Rhône-Alpes. Celogi
iel regroupe quelques unes des di��erentes m�ethodes de mod�elisation de queues de distributionet d'estimation de quantiles extrêmes d�e
rites dans 
e 
hapitre. Par exemple, on y trouve plusieursfon
tions pour estimer l'indi
e des valeurs extrêmes � ou les param�etres de la loi GPD (voir pa-ragraphe 1.1.5). Les pro
�edures d�evelopp�ees dans le 
adre de la th�ese de Myriam Garrido y sont�egalement pr�esentes. Par exemple, les tests de queue de distribution d�e
rits au paragraphe 1.5 sontimpl�ement�es. Ce logi
iel, �e
rit en C++ ave
 une interfa
e Matlab se veut un outil 
onvivial pourexp�erimenter graphiquement les pro
�edures de statistique des extrêmes. Il est disponible librement�a l'adresse suivante : http://www.inrialpes.fr/is2/pub/software/EXTREMES a

ompagn�e d'unedo
umentation 
ompl�ete. Un des
riptif r�esum�e du logi
iel est �egalement disponible [32℄.1.7 Perspe
tivesJe travaille a
tuellement �a l'extension �a tous les domaines d'attra
tion de l'estimateur �a doubleseuil impli
ite �̂3;n, d�edi�e au DA(Weibull). Le travail men�e en 
ollaboration ave
 Laurent Gardes
onsiste �a rempla
er les seuils d�eterministes un et vn par des seuils al�eatoires Xn�k0n+1;n=Xn;n etXn�kn+1;n=Xn;n o�u (kn) et (k0n) sont des suites d�eterministes tendant vers l'in�ni moins vite quen. Le nouvel estimateur de � est obtenu en r�esolvant en � l'�equation similaire �a (1.23) :�Xn;n �Xn�kn+1;nXn;n �Xn�k0n+1;n� k0n�� � 1kn�� � 1! = 1:



1.7 Perspe
tives 19La 
onsistan
e faible de 
et estimateur est �etablie dans [56℄, Th�eor�eme 1, quel que soit le signede �, 
'est �a dire quel que soit le domaine d'attra
tion de la loi des observations. Nous avons�egalement montr�e sous 
ertaines 
onditions (voir [56℄, Th�eor�eme 2) que la loi limite de l'estimateur
onvenablement renormalis�e est gaussienne si � < �1=2 et une loi des valeurs extrêmes si � > �1=2.Ce r�esultat laisse �a penser que la limitation du r�esultat (1.22) �a � < �1=2 est bien une n�e
essit�e etnon une fa
ilit�e de 
al
ul.A 
ourt terme, nous projetons de 
onstruire un nouvel estimateur des quantiles extrêmes bas�e sur
et estimateur de �.D'autre part, le test GPD pr�esent�e paragraphe 1.5.3 m�erite d'être am�elior�e. Il est en e�et souhai-table d'adapter l'estimateur de � utilis�e suivant le domaine d'attra
tion o�u se situent les lois F�
onsid�er�ees dans l'hypoth�ese nulle. Par exemple, si F� est un ensemble de lois de type Weibull, ilsemble pr�ef�erable d'utiliser l'estimateur ad ho
 pr�esent�e paragraphe 1.2.2 plutôt qu'un estimateur\g�en�eraliste". Cette intuition doit être valid�ee sur simulations et, pour 
ela, le logi
iel Extremesest un outil pr�e
ieux.A plus long terme, je souhaite d�evelopper une 
orre
tion du biais pour les estimateurs propos�esdans 
e 
hapitre. Sous une hypoth�ese de se
ond ordre de type (A2), le terme dominant du biaisdes estimateurs est dû �a la fon
tion b. Cette fon
tion peut alors être estim�ee [7, 102℄ dans le 
adred'une mod�ele de r�egression pour 
orriger l'estimateur. Cette d�emar
he doit permettre �egalement desimpli�er la s�ele
tion du param�etre kn optimal. Il s'agit d'une se
onde dire
tion de re
her
he queje souhaite d�evelopper en m'appuyant sur les travaux existants pour l'estimateur de Hill [39, 80℄.En�n, l'estimation de fronti�ere pr�esent�ee au 
hapitre suivant est un prolongement naturel de laprobl�ematique d'estimation des quantiles extrêmes par l'introdu
tion d'une 
ovariable.
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21Chapitre 2Estimation de fronti�ereLe probl�eme abord�e dans 
e 
hapitre est l'estimation d'un ensemble D born�e de Rd+1, d � 1,�a partir d'un ensemble Nn de points dispos�es al�eatoirement dans 
elui-
i. Nous ne traitons pasi
i le probl�eme dans toute sa g�en�eralit�e mais nous nous pla�
ons dans le 
as parti
ulier o�u D estde la forme D = f(x;y) : x 2 E ; 0 � y � f(x)g; E �etant un sous-ensemble de Rd 
onnu,et f une fon
tion de E dans R+. L'estimation de D se ram�ene don
 �a l'estimation de f appel�eefon
tion fronti�ere. Le probl�eme ainsi pos�e a �et�e introduit initialement par Ge�roy [59℄. Depuis,des appli
ations se sont d�evelopp�ees en traitement d'images [96, 101℄ et en �e
onom�etrie. Dans 
edernier 
as, f est appel�ee la fronti�ere de produ
tion optimale. Des estimateurs sont propos�es selonque f est suppos�ee 
roissante (estimateur FDH, Free Disposal Hull [31℄) ou 
on
ave et 
roissante(estimateur DEA, Data Envelopment Analysis [43, 63℄). Les estimateurs �etudi�es i
i ne n�e
essitentpas d'hypoth�ese de mono
it�e sur f . Nous �etudions leurs propri�et�es dans les deux 
adres suivants :(a) Nn est un �e
hantillon de points (Xi;Yi) 2 E �R+, i = 1; : : : ;n ind�ependants et identiquementdistribu�es sur D selon une densit�e �.(b) Nn est un pro
essus de Poisson de mesure moyenne n
�
�ID, 
 est une 
onstante stri
tementpositive, � d�esigne la mesure de Lebesgue sur R, et � une mesure absolument 
ontinue parrapport �a la mesure de Lebesgue sur Rd. On note dans 
e 
as f(Xi;Yi); i � 1g � E � R+l'ensemble des points asso
i�es.Nous nous fo
alisons i
i sur la des
ription de la loi asymptotique d'estimateurs non-param�etriquesde f lorsque n tend vers l'in�ni. Par 
ommodit�e, nous 
onsid�erons parfois les 
as parti
uliersE = [0;1℄, � 
onstante sur D dans le 
as (a) et E = [0;1℄, � = � dans le 
as (b).Nous pr�esentons dans le paragraphe 2.1 les estimateurs de la litt�erature qui ont inspir�es nos tra-vaux. Le paragraphe 2.2 est d�edid�e �a la pr�esentation des estimateurs que nous avons propos�esdemandant une partition de D. Cette partition pr�ealable est abandonn�ee dans le paragraphe 2.3ave
 l'introdu
tion des estimateurs par programmation lin�eaire. Les perspe
tives sont �evoqu�ees auparagraphe 2.4.2.1 Nos points de d�epartNos travaux se sont appuy�es sur deux 
ontributions �a l'estimation de fronti�ere. Outre le fait de sepla
er dans le 
as E = [0;1℄, leur point 
ommun est l'introdu
tion d'une partition du support D enkn 
ellules Dn;r = f(x;y); x 2 In;r; 0 � y � f(x)g o�u fIn;r; r = 1; : : : ;kng est une partition r�eguli�ere



22 Chapitre 2. Estimation de fronti�erede E = [0;1℄. La suite (kn), suppos�ee tendre vers l'in�ni ave
 n, est un param�etre 
ommun aux deuxm�ethodes d'estimation. La premi�ere d'entre elles, qui est aussi la premi�ere �a notre 
onnaissan
edans le domaine, est due �a Ge�roy [59℄. L'estimateur propos�e est 
onstruit �a partir des kn pointsles plus hauts dans 
haque 
ellule Dn;r. Ses propri�et�es, d�etaill�ees dans le paragraphe 2.1.1, rel�eventde la th�eorie des valeurs extrêmes. La se
onde m�ethode que nous avons 
onsid�er�ee a �et�e propos�eepar Ja
ob & Suquet [90℄. La fon
tion f in
onnue est d�e
ompos�ee en s�eries orthogonales dont les
oeÆ
ients sont estim�es �a partir des nombres de points dans 
haque 
ellule (paragraphe 2.1.2).2.1.1 L'estimateur de Ge�royCe paragraphe entre dans le 
adre (a) ave
 E = [0;1℄, l'ensemble Nn 
onsid�er�e est un �e
hantillonde points (Xi;Yi), i = 1; : : : ;n ind�ependants et identiquement distribu�es selon une densit�e �. Lesvaleurs extrêmes de l'�e
hantillon sont d�e�nies par Y �n;r = maxfYi; (Xi;Yi) 2 Dn;rg, o�u l'on a pos�emaxf;g = 0. L'estimateur de Ge�roy [59℄ est alors la fon
tion 
onstante par mor
eaux d�e�nie parf̂Gn (x) = knXr=1 Ifx 2 In;rgY �n;r: (2.1)Dans 
e même arti
le, il est montr�e sous diverses hypoth�eses sur les fon
tions f et � et sur la suite(kn) que la distan
e L1 d�e�nie pard1(f̂Gn ;f) = supx2[0;1℄ ���f̂Gn (x)� f(x)��� (2.2)
onvenablement normalis�ee 
onverge en loi vers une loi de Gumbel de fon
tion de r�epartition H0d�e�nie en (1.1). Plus r�e
emment, Korostelev & Tsybakov [96℄ ont in
lu l'estimateur (2.1) dans lafamille plus g�en�erale des estimateurs polynômiaux par mor
eauxf̂KTn (x; �) = knXr=1 Ifx 2 In;rgP �n;r(x; �); (2.3)o�u, sur 
haque intervalle In;r, P �n;r(:; �) est le polynôme de degr�e � englobant tous les points et d'aireminimum. En d'autres termes, il s'agit de r�esoudre le probl�eme d'optimisation sous 
ontraintessuivant : min ZIn;r Pn;r(x; �)dx s.
. Pn;r(Xi; �) � Yi; Xi 2 In;r: (2.4)En parti
ulier, on a f̂Gn (x) = f̂KTn (x; 0). On remarque alors que d'apr�es [96℄, Th�eor�eme 4.1.1, l'esti-mateur f̂Gn est minimax si � est 
onstante et si f est 1-lips
hitzienne dans les 
adres suivants(i) kn = (n= logn)1=2 et pour la distan
e L1 d�e�nie en (2.2),(ii) kn = n1=2 et pour la distan
e L1 d�e�nie pard1(f̂Gn ;f) = Z 10 ���f̂Gn (x)� f(x)���dx: (2.5)A�n de 
ompl�eter 
es r�esultats, nous avons montr�e [61℄ ave
 Pierre Ja
ob (Universit�e Montpellier 2)et Jean Ge�roy la normalit�e asymptotique de l'erreur L1 
onvenablement normalis�ee :Th�eor�eme 2.1.1 Si � est 
onstante et si f est �-lips
hitzienne (0 < � � 1), kn = o(n= logn),n = o(k1+�n ), alors n
k1=2n �d1(f̂Gn ;f)� E hd1(f̂Gn ;f)i� d! N (0;1): (2.6)



2.1 Nos points de d�epart 23Pour prouver (2.6), nous avons d�ej�a �etabli 
e r�esultat lorsque Nn est un pro
essus de Poisson [77℄,puis nous avons utilis�e la te
hnique de Ge�roy [60℄ pour �etendre le r�esultat au 
as de l'�e
hantillon.En renfor�
ant les 
onditions sur la suite (kn), la 
onvergen
e (2.6) est 
onserv�ee si on rempla
el'esp�eran
e E[d1(f̂Gn ;f)℄ par kn=(n
), voir [61℄, Corollaire 2. De même, la 
onstante 
 peut êtrerempla
�ee par l'estimateur 
̂Gn = kn, knXr=1 Y �n;r ;sans perturber la 
onvergen
e en loi, [61℄, Corollaire 3.2.1.2 L'estimateur de Ja
ob & SuquetJa
ob & Suquet [90℄ ont adapt�e la m�ethode de proje
tion sur s�eries orthogonales, d�ej�a 
onnue enestimation de la densit�e ou en r�egression, au 
as de l'estimation de fronti�ere. Ces travaux entrentdans le 
adre (b) simpli��e o�u E = [0;1℄ et � = � de sorte que Nn est un pro
essus de Poissonhomog�ene de mesure moyenne n
�2ID, 
 �etant une 
onstante stri
tement positive et �2 d�esignantla mesure de Lebesgue sur R2. Le prin
ipe est le suivant. Soit (bn) une suite d'entiers qui tend versl'in�ni et soit (e`)`2N une base orthonorm�ee de L2. Le d�eveloppement de f sur la base est tronqu�eau (bn + 1)�eme terme et 
haque 
oeÆ
ienta` = Z 10 f(t)e`(t)dt = knXr=1 ZIn;r f(t)e`(t)dt (2.7)est appro
h�e par a`;kn = knXr=1 e`(xr) ZIn;r f(t)dt = knXr=1 e`(xn;r)�2(Dn;r); (2.8)o�u xn;r est le 
entre de In;r. En introduisant Nn;r = ℄fYi; (Xi;Yi) 2 Dn;rg; et en remarquant queE [Nn;r℄ = n
�2(Dn;r), les auteurs proposent d'estimer a`;kn parâJS`;kn = knXr=1 e`(xn;r)Nn;rn
 : (2.9)L'estimateur de la fronti�ere s'�e
rit don
f̂ JSn (x) = knXr=1Kn(x;xn;r)Nn;rn
 ; (2.10)ave
 Kn d�esignant le noyau de Diri
hlet d'ordre bn asso
i�e �a la base (e`) d�e�ni parKn(x;y) = bnX̀=0 e`(x)e`(y); (x;y) 2 [0;1℄2:Les auteurs �etudient alors di��erents types de 
onvergen
e de f̂ JSn vers f sous des hypoth�eses g�en�eralessur le noyau de Diri
hlet asso
i�e �a une base C1. La normalit�e asymptotique pon
tuelle de l'esti-mateur 
entr�e sur son esp�eran
e f̂ JSn (x) � E[f̂ JSn (x)℄ et 
onvenablement normalis�e est �egalement



24 Chapitre 2. Estimation de fronti�ere�etablie. Ces r�esultats sont illustr�es sur l'exemple de la base trigonom�etrique. Notons que les auteurs�etablissent en parall�ele les mêmes r�esultats pour la base de Haar. N�eanmoins, les estimateurs detype (2.10) pr�esentent l'in
onv�enient de n�e
essiter la 
onnaissan
e du 
oeÆ
ient 
 pour leur miseen �uvre, 
e qui n'est pas le 
as de l'estimateur de Ge�roy (2.1). Cette 
onstatation est �a la basedes travaux d�e
rits dans le paragraphe suivant.2.2 Estimation �a partir de partitionsL'ensemble 
e paragraphe se situe dans le 
adre (b), 
'est �a dire que Nn est un pro
essus de Poisson.2.2.1 Estimation par proje
tionLes travaux d�e
rits dans 
e paragraphe ont �et�e men�es en 
ollaboration ave
 Pierre Ja
ob. Nousmontrons tout d'abord dans le paragraphe 2.2.1.1 
omment adapter l'estimateur f̂ JSn au 
as 
in
onnu en utilisant les valeurs extrêmes du pro
essus de fa�
on similaire �a f̂Gn . Le 
as des basesnon orthogonales est abord�e ave
 l'exemple de la base de Faber-Shauder dans le 
adre de la th�esede Laurent Gardes, le prin
ipe d'estimation �etant d�e
rit i
i paragraphe 2.2.1.2. L'ensemble de 
estravaux suppose E = [0;1℄ et � = �.2.2.1.1 Proje
tion sur une base orthogonaleLe prin
ipe d'estimation des 
oeÆ
ients (a`) 
onsiste �a reprendre l'approximation (2.8) dans laquelle�2(Dn;r) est estim�ee par l'aire d'un re
tangle de base In;r et de hauteur [0;Y �n;r℄ :âGJ`;kn = knXr=1 e`(xn;r)Y �n;rkn : (2.11)L'estimateur de la fronti�ere s'�e
rit don
f̂Prn (x) = knXr=1Kn(x;xn;r)Y �n;rkn ; (2.12)et ne n�e
essite pas la 
onnaissan
e de 
. L'in
onv�enient de 
e type d'estimateurs provient du faitque Y �n;r=kn est un estimateur de �2(Dn;r) biais�e inf�erieurement 
omme le montre le d�eveloppementsuivant : E � Y �n;rkn � = �2(Dn;r)� 1n
 + o� nk4n� ;�etabli dans [76℄, Lemme 2, dans le 
as o�u f est une fon
tion C1, et sous les 
onditions n = o(k2n) etkn = o(n= logn). Il est 
ependant possible de r�eduire 
e biais en modi�ant l'estimateur (2.11) defa�
on �a �eliminer le fa
teur 1=(n
) :âGJ;2`;kn = knXr=1 e`(xn;r)Y �n;r + Znkn ; (2.13)



2.2 Estimation �a partir de partitions 25o�u Zn est la variable al�eatoire d�e�nie parZn = 1kn knXr=1 Z�n;r; (2.14)ave
 Z�n;r = minfYi; (Xi;Yi) 2 Dn;rg. Cette 
orre
tion de biais est justi��ee par le fait que Z�n;r=kn aun 
omportement sym�etrique �a Y �n;r=kn. L'estimateur de la fronti�ere 
orrespondant est alorsf̂Pr;2n (x) = knXr=1Kn(x;xn;r)Y �n;r + Znkn : (2.15)Les estimateurs (2.12) et (2.15) s'�e
rivent 
omme des 
ombinaisons lin�eaires des valeurs extrêmes deNn. Leurs propri�et�es asymptotiques d�ependent en grande partie du 
omportement des 
oeÆ
ientsde 
ette 
ombinaison lin�eaire et don
 du noyau de Diri
hlet de la base utilis�ee. Deux 
as tr�esdi��erents ont �et�e envisag�es : les bases C1 et la base de Haar. Dans 
es deux situations on pose�Prn (x) = k1=2nn
 K1=2n (x;x): (2.16)Bases C1. Cette situation est �etudi�ee en d�etails dans [76℄. En parti
ulier, la normalit�e asympto-tique de (�Prn (x))�1(f̂Prn (x)�E[f̂Prn (x)℄) et (�Prn (x))�1(f̂Pr;2n (x)�f(x)) est �etablie �a x 2 [0;1℄ �x�e sousdiverses 
onditions sur le noyau de Diri
hlet ([76℄, th�eor�emes 2 & 3). Cette situation est illustr�eeave
 la base trigonom�etrique dont le noyau de Diri
hlet est donn�e parKn(x;y) = ������ sin (1 + bn)�(x� y)sin �(x� y) si x 6= y;1 + bn sinon:Les 
onditions de 
onvergen
e se r�e�e
rivent alors simplement en fon
tion des suites (kn) et (bn).Base de Haar. Ce 
as est pr�esent�e dans [75℄. La base de Haar est d�e�nie �a partir d'une subdivisiondyadique fJ`g`�1 de [0;1℄. Pour 
haque entier naturel `, l'intervalle J` est d�e�ni parJ` = � p`2q`�1 ;p` + 12q`�1 � ;o�u p` et q` sont les entiers d�etermin�es de mani�ere unique par ` = 2q`�1 + p` et 0 � p` < 2q`�1. Labase de Haar est d�e�nie par :e0 = If[0;1℄g; e` = 2 q`�12 (IfJ2`g � IfJ2`+1g) ; ` � 1:Le nombre de termes dans le d�eveloppement de f sur la base est n�e
essairement une puissan
e dedeux : hn+1 = 2b0n , b0n 2 N, et on impose de plus kn = 
n(bn+1), 
n 2 N� de sorte que la partitiond�e�nie par les fIn;rg soit un raÆnement de 
elle asso
i�ee aux fJ`g. Ainsi, pour tout ` � hn, J` estexa
tement l'union de 
n sous-intervalles In;r. On introduit alorsR(n;`) = fr = 1; : : : ;kn; In;r � J`g,



26 Chapitre 2. Estimation de fronti�ereet on a 
ardR(n;`) = 
n. Sous 
es 
onditions et si x 2 J`, les 
oeÆ
ients pond�erant les valeursextrêmes dans les estimateurs (2.12) et (2.15) sont donn�es parKn(x;xn;r) = ���� bn + 1 si r 2 Rn;`;0 sinon:L'estimateur f̂Prn est alors tout simplement la moyenne arithm�etique de 
n valeurs extrêmes. Lorsque
n = 1, l'estimateur f̂Prn se r�eduit �a l'estimateur de Ge�roy f̂Gn rappel�e (2.1). Dans 
e 
adre,et sous 
ertaines 
onditions sur la suite (kn), nous avons montr�e [75℄, Th�eor�eme 4 que f̂Prn (x)
onvenablement normalis�e 
onverge en loi �a x 2 [0;1℄ �x�e vers une loi de Weibull des valeursextrêmes de fon
tion de r�epartition H�1 d�e�nie en (1.1). Par 
ontre, lorsque 
n !1, on retrouveune 
omportement analogue �a 
elui apparaissant ave
 les bases C1. La normalit�e asymptotique de(�Prn (x))�1(f̂Prn (x) � E[f̂Prn (x)℄) et (�Prn (x))�1(f̂Pr;2n (x) � f(x)) est �etablie �a x 2 [0;1℄ �x�e dans [75℄,th�eor�emes 5 & 7 ave
 �Prn (x) introduit en (2.16). En�n, nous avons montr�e la normalit�e asymptotiquede l'erreur L1 entre l'estimateur de Haar et la vraie fronti�ere d1(f̂Prn ;f) dans le 
as o�u Nn est unpro
essus de Poisson [68℄ :Th�eor�eme 2.2.1 Supposons f �-lips
hitzienne (0 < � � 1). Si kn = o(n= logn), n = o(h1+�n ) etkn = o(h4=3n ) alors n
k1=2n �d1(f̂Prn ;f)� E hd1(f̂Prn ;f)i� d! N (0;1): (2.17)Notons que 
e r�esultat englobe les deux 
as oppos�es 
n = 1 (estimateur de Ge�roy) et 
n ! 1.En renfor�
ant les 
onditions sur la suite (hn), la 
onvergen
e (2.17) est 
onserv�ee si on rempla
el'esp�eran
e E hd1(f̂Prn ;f)i par kn=(n
), voir [68℄, Th�eor�eme 1.2.2.1.2 Cas d'une base non-orthogonaleL'exemple de la base de Faber-Shauder est �etudi�e dans la th�ese de Laurent Gardes [55℄, Chapitre 1.La base de Faber-Shauder est d�e�nie �a partir de la subdivision dyadique fJ`g`�1 de [0;1℄ introduitedans le paragraphe pr�e
�edent. Les fon
tions qui la 
omposent sont 
ontinues et sont donn�ees pare�1(x) = Ifx 2 [0;1℄g; e0(x) = xIfx 2 [0;1℄g;et pour ` � 1 pare`(x) = 2q` ��x� p`2q`�1�Ifx2 J2`g � �x� p` + 12q`�1 �Ifx2 J2`+1g� :Les suites (bn) et (kn) sont d�e�nies de la même mani�ere que pour l'estimateur de Haar. L'estima-teur f̂LGn obtenu s'�e
rit en
ore sous la forme (2.15) o�u l'expression du noyau est donn�ee par [53℄,Proposition 1. Suivant les ordres de grandeur respe
tifs de (bn) et (kn), la di��eren
e f̂LGn (x)� f(x)
onvenablement normalis�ee 
onverge en loi vers une loi des valeurs extrêmes (voir [53℄, Th�eor�eme 5)ou vers une loi normale 
entr�ee r�eduite (voir [53℄, Th�eor�eme 7).2.2.2 Estimation par la m�ethode du noyauLes travaux d�e
rits dans 
e paragraphe ont �et�e men�es en 
ollaboration ave
 Pierre Ja
ob et sontd�e
rits dans [78℄. Par sou
i de 
omparaison ave
 le 
adre (a), nous avons pos�e 
 = 1=�2(D) de sorte



2.2 Estimation �a partir de partitions 27que E(Nn(D)) = n. Formellement, l'estimateur de la fronti�ere bas�e sur la m�ethode du noyau estsemblable �a (2.12). Il s'�e
rit f̂Ken (x) = knXr=1Kn(x� xn;r)Y �n;rkn ; (2.18)o�u Kn est d�e�ni par Kn(t) = 1hnK � thn� ; t 2 R:(hn) d�esigne une suite de r�eels positifs tendant vers 0 parfois appel�ee fenêtre de lissage et K est unnoyau de Parzen-Rosenblatt. Nous avons �egalement introduit f̂Ke;2n , une version de 
et estimateur
orrig�ee du biais, f̂Ke;2n (x) = knXr=1Kn(x� xn;r)Y �n;r + Z0nkn ;o�u, 
ontrairement �a (2.14), la 
orre
tion de biais d�e�nie parZ0n = 1n� kn knXr=1 Y �n;r ;ne fait appel qu'�a des observations situ�ees au voisinage de la fronti�ere. La normalit�e asymptotique�a x 2℄0;1[ �x�e de (�Ken )�1(f̂Ken (x)� E[f̂Ken (x))℄ et (�Ken )�1(f̂Ke;2n (x)� f(x)) est �etablie pour�Ken = k1=2nn
h1=2n �ZRK2(t)dt�1=2 ; (2.19)et sous diverses 
onditions sur le noyau K, la r�egularit�e de la fon
tion f et les suites (kn) et(hn), voir th�eor�emes 3 & 5. La 
onvergen
e en loi n'a lieu i
i que sur l'int�erieur de l'intervalle[0;1℄. De même, f̂Ken ne 
onverge uniform�ement vers f que sur les 
ompa
ts de ℄0;1[, voir parexemple [78℄, Th�eor�eme 1 ou Th�eor�eme 2. Ce mauvais 
omportement des estimateurs �a noyau surles bords de l'intervalle d'estimation est bien 
onnu, il a �et�e �egalement 
onstat�e dans la pratique.Des m�ethodes de sym�etrisation des donn�ees ont �et�e propos�ees a�n de pallier 
es limitations. Parexemple, l'appli
ation de la te
hnique d�e
rite dans [25℄ �a f̂Ke;2n 
onduit �a l'estimateur suivant:f̂Ke;3n (x) = knXr=1 (Kn(x� xn;r) +Kn(x+ xn;r) +Kn(x+ xn;r � 2))�Y �n;r + Znkn � :Les propri�et�es asymptotiques de f̂Ke;2n sur les 
ompa
ts de ℄0;1[ peuvent alors être �etendues �a f̂Ke;3nsur l'intervalle [0;1℄.2.2.3 Estimation par la m�ethode du noyau g�en�eralis�eLes travaux pr�esent�es i
i sont issus d'une 
ollaboration ave
 Ludovi
 Menneteau (Universit�e Mont-pellier 2). La famille d'estimateurs propos�ee [79℄ englobe les estimateurs f̂Prn et f̂Ken , tout en o�rantun 
adre g�en�eral pour 
onstruire de nouveaux estimateurs de la fronti�ere f .



28 Chapitre 2. Estimation de fronti�ere2.2.3.1 Cadre de l'�etudeNous nous pla�
ons dans le 
as (b) le plus g�en�eral o�u le support s'�e
ritD = f(x;y) : x 2 E ; 0 � y � f(x)g; (2.20)l'ensemble E �etant un sous-ensemble de Rd. Dans 
e 
ontexte, l'ensemble des (In;r), r = 1; : : : ;kn estune partition quel
onque de E. D'autre part, Nn est un pro
essus de Poisson de mesure moyennen
� 
 �ID, � d�esignant la mesure de Lebesgue sur R, et � une mesure absolument 
ontinue parrapport �a la mesure de Lebesgue sur Rd. Nous introduisons la famille d'estimateursf̂GKn (x) = knXr=1 �n;r�n;r(x)Y �n;r; (2.21)o�u �n;r = �(In;r) et �n;r : E ! R est un noyau g�en�eralis�e sur lequel quelques 
onditions serontimpos�ees par la suite. On note mn;r = infff(x); x 2 In;rg et Mn;r = supff(x); x 2 In;rg. La versionde (2.21) 
orrig�ee du biais est̂fGK;2n (x) = knXr=1 �n;r�n;r(x)�1 + 1Nn;r� Y �n;r : (2.22)Cette 
orre
tion est motiv�ee par la remarque que, 
onditionnellement �a Nn;r, Y �n;r a approxima-tivement la même loi que le maximum de Nn;r variables al�eatoires ind�ependantes et distribu�eesuniform�ement sur [0;mn;r℄, voir [79℄, Lemme 1. La 
orre
tion de biais est e�e
tu�ee ind�ependammentsur 
haque 
ellule Dn;r de la partition de fa�
on �a être adapt�ee �a des mesures � quel
onques.2.2.3.2 Comportement asymptotiqueOn introduit �n(x) =  knXr=1 �2n;r(x)!1=2 ; x 2 E;le noyau g�en�eralis�e normalis�e wn;r(x) = �n;r(x)=�n(x), ainsi que �n = minf�n;r; 1 � r � kng et�n = maxfMn;r �mn;r; 1 � r � kng. Les hypoth�eses sont alors les suivantes :(H:1) kn !1 et n�n !1 quand n!1.(H:2) 0 < m �M < +1 et Æn := max1�r�kn �n;r(Mn;r �mn;r) = o(1=n).Il existe F � E tel que :(H:3) Pour tout (x1; : : : ;xp) � F , il existe une matri
e de 
ovarian
e �(x1;:::;xp) = [�(xi;xj)℄1�i;j�pde Rp telle que pour tout 1 � i, j � p,knXr=1wn;r(xi)wn;r(xj)! �(xi;xj) quand n!1:(H:4) Pour tout x 2 F , max1�r�kn jwn;r(x)j ! 0 quand n! 1:



2.2 Estimation �a partir de partitions 29(H:5) Pour tout x 2 F ,����� knXr=1 �n;r�n;r(x)mn;r � f(x)����� = o��n(x)n � quand n!1:(H:6) Pour tout x 2 F ,knXr=1 jwn;r(x)jmax�(nÆn)2;�n;n�n exp (�mn
�n)�! 0 quand n! 1:Les hypoth�eses (H:1){(H:4) sont d�edi�ees au 
ontrôle de l'estimateur 
entr�e f̂GK;2n (x)� E[f̂GK;2n (x)℄.La 
ondition (H:1) impose que le nombre moyen de points dans 
haque 
ellule Dn;r tende versl'in�ni. (H:2) assure que la fon
tion f ne s'annule pas et que le nombre moyen de points dans Dn;rau-dessus de mn;r 
onverge vers 0. Le 
ouple de 
onditions (H:1) et (H:2) implique la 
onvergen
euniforme de l'os
illation de f sur In;r vers 0 : maxf(Mn;r �mn;r); 1 � r � kng ! 0 quand n!1.L'hypoth�ese (H:3) est d�edi�ee aux aspe
ts multidimensionnels de la 
onvergen
e en loi. (H:4) imposeaux 
oeÆ
ients �n;r(x) de la 
ombinaison lin�eaire (2.22) d'être tous approximativement du mêmeordre a�n d'obtenir un 
omportement asymptotique gaussien. Le 
ouple de 
onditions (H:5) et(H:6) est d�edi�e au 
ontrôle du biais E[f̂GK ;2n (x)℄� f(x) de fa�
on �a 
e qu'il reste n�egligeable devantl'�e
art-type de l'estimateur �GKn (x) = �n(x)n
 :Sous 
es hypoth�eses, on a la 
onvergen
e en loi suivante :Th�eor�eme 2.2.2 Sous (H:1){(H:6) et pour tout (x1; : : : ;xp) � F;n(�GKn (xj))�1 �f̂GK;2n (xj)� f(xj)� : 1 � j � po d! N (0;�(x1;:::;xp));o�u N (0;�(x1;:::;xp)) est la loi normale sur Rp 
entr�ee et de matri
e de 
ovarian
e �(x1;:::;xp):Dans 
e r�esultat, le 
oeÆ
ient de normalisation �GKn d�epend de la 
onstante 
 suppos�ee in
onnue.Nous avons montr�e qu'il est possible de la rempla
er par l'estimateur suivant
̂GKn = knXr=1Nn;r, knXr=1 n�n;r �1 + 1Nn;r� Y �n;rsans modi�er la 
onvergen
e du Th�eor�eme 2.2.2.2.2.3.3 ExemplesLien ave
 les estimateurs existants.{ On se pla
e dans le 
as o�u d = 1, � = �, E = [0;1℄ et fIn;rg est une partition r�eguli�ere de[0;1℄ de sorte que �n;r = 1=kn. En 
hoisissant �n;r(x) = Kn(x;xn;r) o�u xn;r est le 
entre de In;r etKn est un noyau de Diri
hlet asso
i�e �a une base orthogonale, l'estimateur f̂GK;2n est un estimateurde type proje
tion similaire �a f̂Pr;2n mais ave
 une 
orre
tion de biais di��erente. L'appli
ation duTh�eor�eme 2.2.2 �a l'estimateur ainsi obtenu dans le 
as des bases C1 et de la base de Haar permet deretrouver les r�esultats de normalit�e asymptotique �etablis dans [76℄, Th�eor�eme 3 et [75℄, Th�eor�eme 7,ave
 le même 
oeÆ
ient de normalisation �GKn = �Prn .



30 Chapitre 2. Estimation de fronti�ere{ Dans le même 
adre que pr�e
�edemment, mais en 
onsid�erant�n;r(x) = 1hnK �x� xn;rhn �ave
 K un noyau de Parzen-Rosenblatt et hn une fenêtre de lissage, l'estimateur f̂GK;2n est unestimateur de type noyau similaire �a f̂Ke;2n mais ave
 une 
orre
tion de biais di��erente. L'appli
a-tion du Th�eor�eme 2.2.2 �a l'estimateur ainsi obtenu permet de retrouver les r�esultats de normalit�easymptotique �etablis dans [78℄, Th�eor�eme 5 ave
 le même 
oeÆ
ient de normalisation �GKn = �Ken .{ En�n, dans le 
adre d�e
rit paragraphe 2.2.3.1, et quand la mesure � est in
onnue, l'estimateursuivant de la fronti�ere peut être 
onsid�er�e :f̂GK;3n (x) = knXr=1 �̂n;r�n;r(x)�1 + 1Nn;r� Y �n;r ;�̂n;r �etant un estimateur de �n;r . On remarque alors que, si �n;r est le noyau de Diri
hlet asso
i�e �aune base orthogonale, le 
hoix �̂n;r = Nn;r�n
�1 + 1Nn;r� Y �n;r
onduit �a f̂GK;3n = f̂ JSn introduit initialement dans [90℄ lorsque d = 1, � = �, E = [0;1℄, fIn;rg estune partition r�eguli�ere de [0;1℄ et dont l'expression est rappel�ee en (2.10).Introdu
tion de nouveaux estimateurs.{ Par sou
i de simpli
it�e, on se pla
e dans le 
as o�u d = 1, � = �, E = [0;1℄ et fIn;rg est unepartition r�eguli�ere de [0;1℄ de sorte que �n;r = 1=kn. Il est possible d'exhiber dans la famille (2.22) unnouveau type d'estimateurs par proje
tion. Pour 
ela, il suÆt dans la d�e�nition (2.7) des 
oeÆ
ientsde proje
tion sur la base, de rempla
er f(t) sur l'intervalle In;r par l'estimateur Y �n;r(1+N�1n;r). Onobtient alors âGM`;kn = knXr=1 ZIn;r e`(t)dt!�1 + 1Nn;r� Y �n;r: (2.23)La di��eren
e entre les estimations (2.13) et (2.23), outre la 
orre
tion de biais, r�eside dans le faitque la se
onde d'entre elles ne repose pas sur l'approximation de la valeur moyenne de e` sur In;rpar e`(xn;r). Ce nouvel estimateur s'�e
rit alorsf̂Pr;3n (x) = knXr=1 ZIn;r Kn(t;x)dt!�1 + 1Nn;r� Y �n;r ;il entre dans la famille (2.22) en posant�n;r(x) = 1�n;r ZIn;r Kn(t;x)dt = kn ZIn;r Kn(t;x)dt;o�u Kn d�esigne le noyau de Diri
hlet asso
i�e �a la base orthogonale. Nous avons �etabli dans [79℄,Corollaire 3, que dans le 
as du noyau de Diri
hlet asso
i�e �a la base trigonom�etrique, la vitessedans la 
onvergen
e en loi de f̂Pr;3n �etait sup�erieure �a 
elle de de f̂Pr;2n .



2.3 Estimation par programmation lin�eaire 31{ La 
onstru
tion de nouveaux estimateurs �a noyaumultidimensionnels entre �egalement ais�ementdans le 
adre du paragraphe 2.2.3.1. Posons E = [0;1℄d, d 2 N�, � = �d la mesure de Lebesgue surE, et introduisons fIn;r : 1 � r � kng la partition r�eguli�ere de E d�e�nie par In;r = Qdj=1 Jn;r;j ave
�(Jn;r;j) = 1=k1=dn , de sorte que �n;r = 1=kn pour tout 1 � r � kn. On note toujours xn;r le 
entrede In;r, r = 1; : : : ;kn. De fa�
on similaire �a l'�etude pr�e
�edente, il apparâ�t qu'il est souhaitable de
onsid�erer l'estimateur �a noyau multidimensionnel d�e�ni par�n;r(x) = 1�n;r ZIn;r 1hdnK �x� thn � dt;o�u K : Rd ! R+ est un noyau de Parzen-Rosenblatt multidimensionnel et (hn) est une suite der�eels positifs tendant vers 0. Les hypoth�eses (H:1){(H:6) sont v�eri��ees sous 
ertaines hypoth�esessur le noyau K, les suites (kn) et (hn), voir [79℄, Corollaire 2. On obtient alors une vitesse de l'ordrede n� ��+d dans la 
onvergen
e en loi en dimension d pour une fronti�ere �-Lips
hitzienne.2.2.4 Illustration sur simulationsA titre d'illustration, nous avons simul�e dans le 
adre (b) simpli��e un pro
essus de Poisson deparam�etre d'intensit�e n
 = 800 et de support d�e�ni par la fon
tion fronti�eref(x) = [0:1 + sin (�x)℄ �1:1� 0:5 exp��64(x� 0:5)2�� ;pour x 2 [0;1℄. La partition de l'intervalle [0;1℄ 
omporte kn = 32 de même longueur. Dans le 
as del'estimateur �a noyau (paragraphe 2.2.2), le param�etre de lissage est hn = 0:025. Dans le 
as des es-timateurs de Haar, trigonom�etriques (paragraphe 2.2.1.1) et de Faber-Shauder (paragraphe 2.2.1.2)bn = 15 termes sont utilis�es dans le d�eveloppement de f . Les r�esultats sont pr�esent�es Figure 2.1 o�ules estimateurs sont superpos�es �a la vraie fronti�ere. Les th�eor�emes de normalit�e asymptotiques sontutilis�es pour tra
er des intervalles de 
on�an
e pon
tuels �a 90% pour f(x) en 50 points di��erents.2.3 Estimation par programmation lin�eaireLes travaux d�e
rits i
i sont men�es en 
ollaboration ave
 Guillaume Bou
hard (INRIA Rhône-Alpes),Anatoli Iouditski (Universit�e Grenoble 1) et Alexander Nazin (Institute of Control S
ien
es, Mos-
ou) [13, 14℄.Le prin
ipe d'estimation propos�e dans 
e paragraphe ne requiert pas de partition du support D.Ce point est important dans la pratique 
ar le 
hoix de la partition In;r, r = 1; : : : ;kn et don
 de lasuite (kn) est un probl�eme ouvert en 
e qui 
on
erne tous les estimateurs du paragraphe 2.2. Dansla suite, on se pla
e dans le 
adre (a) simpli��e, Nn est un �e
hantillon de points (Xi;Yi), i = 1; : : : ;nind�ependants et uniform�ement distribu�es sur le support D = f(x;y) : x 2 [0;1℄ ; 0 � y � f(x)g:Par 
ommodit�e, nous 
onsid�erons l'extension de f sur tout R en posant f(x) = 0 si x =2 [0;1℄.2.3.1 Constru
tion de l'estimateurL'estimateur propos�e s'ins�ere dans la famille suivante8><>: f̂PLn (x) = nXi=1 Kn(x�Xi)�i ; Kn(t) = h�1n K(t=hn);�i � 0; i = 1; : : : ;n; (2.24)
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(d)Fig. 2.1 { Superposition du pro
essus pon
tuel simul�e, de la fon
tion f �a estimer (ligne 
ontinue)et des quatre di��erents estimations (tirets) obtenues ave
 l'estimateur de Haar (a), Faber-Shauder(b), trigonom�etrique (
) et �a noyau (d). Dans 
haque 
as, les lignes verti
ales repr�esentent lesintervalles de 
on�an
e pon
tuels �a 90%



2.3 Estimation par programmation lin�eaire 33o�u K est un noyau de Parzen-Rosenblatt r�eel et hn est une fenêtre de lissage. Formellement, 
ettefamille est similaire �a 
elle des estimateurs �a noyau (2.18). Cependant, l'expression d�e�nissant f̂PLnfait a priori intervenir tous les points de l'�e
hantillon. En pratique, seuls les points (Xi;Yi) pourlesquels �i 6= 0 interviennent dans l'estimation. De tels points sont appel�es \ve
teurs support" paranalogie ave
 les Support Ve
tor Ma
hines (SVM). Nous renvoyons �a [26℄ pour une synth�ese sur 
esujet et �a [113℄, Chapitre 8 pour des exemples d'appli
ation des SVM �a l'estimation de quantiles.La 
ontrainte �i � 0 pour i = 1; : : : ;n implique f̂PLn (x) � 0 pour tout x 2 R et assure une 
ertainer�egularit�e �a l'estimateur. Nous reviendrons sur 
e point plus tard. En remarquant que la surfa
edu support estim�e D̂n = f(x;y) : x 2 [0;1℄ ; 0 � y � f̂PLn (x)g; (2.25)est donn�ee par ZRf̂PLn (x) dx = nXi=1 �i; (2.26)il est naturel de d�eterminer le ve
teur de param�etres � =t (�1; : : : ;�n) par le probl�eme de program-mation lin�eaire suivant : min� t1� (2.27)sous les 
ontraintes A� � Y (2.28)� � 0: (2.29)Les notations suivantes sont adopt�ees : 1 =t (1;1; : : : ;1) 2 Rn, A = (Kn(Xi �Xj))1�i;j�n etY =t (Y1; : : : ;Yn). Ainsi A� =t (f̂PLn (X1); : : : ;f̂PLn (Xn)), et la 
ontrainte (2.28) se traduit parf̂PLn (Xi) � Yi, i = 1; : : : ;n. L'estimateur ainsi obtenu f̂PLn est la fon
tion de la famille (2.24) asso
i�eeau support (2.25) 
ontenant tous les points de Nn et de surfa
e minimale. En g�en�eral, la solutiondu probl�eme de programmation lin�eaire est parsimonieuse dans le sens o�u le nombre de 
oeÆ
ients�i non nuls est faible pour des valeurs mod�er�ees de hn.2.3.2 Lien ave
 d'autres m�ethodesEstimateur du maximum de vraisemblan
e. L'estimateur obtenu 
omme solution du probl�emede programmation lin�eaire (2.27){(2.29) peut être 
onsid�er�e 
omme l'estimateur du maximum devraisemblan
e dans la famille de fon
tions (2.24). La densit�e jointe de l'ensemble des observationsNn 
onnaissant la fronti�ere f s'�e
rit :P (Nn j f) = nYi=1 f(Xi)Cf � 1f(Xi)If0� Yi � f(Xi)g;o�u Cf est l'aire du support D : Cf = R 10 f(x)dx = RRf(x)dx: En remarquant que d'apr�es (2.26) :Cf jf=f̂PLn =Pni=1 �i; la fon
tion de log-vraisemblan
e est donn�ee parlog P (Nn j f̂PLn ) = �n log nXi=1 �i + nXi=1 logIfYi � f̂PLn (Xi)g;et par 
ons�equent sa maximisation sur l'ensemble des param�etres � positifs est �equivalente auprobl�eme (2.27){(2.29).



34 Chapitre 2. Estimation de fronti�ereEstimateurs polynomiaux par mor
eaux. La famille d'estimateurs (2.3) introduite dans [96℄est �a la fois bas�ee sur une partition du support et la r�esolution de probl�emes de programmationlin�eaire. Sur 
haque intervalle In;r, les 
oeÆ
ients du polynôme Pn;r sont estim�es par r�esolutiond'un probl�eme d'optimisation lin�eaire (2.4) similaire �a (2.27){(2.29).Estimation par la m�ethode du noyau. Comme nous l'avons remarqu�e, la famille d'estima-teurs (2.24) est similaire �a 
elle des estimateurs �a noyau (2.18). Ces derniers peuvent être interpr�et�es
omme reposant sur un estimation des 
oeÆ
ients �i �a partir de la partition In;r parb�i = ���� Y �n;r=kn si 9 r 2 f1; : : : ;kng ; Yi = Y �n;r0 sinon,alors que pour les estimateurs de type programmation lin�eaire, les 
oeÆ
ients �i sont d�etermin�esautomatiquement, 
'est �a dire sans 
hoix d'une partition au pr�ealable par l'utilisateur.2.3.3 Propri�et�es asymptotiquesNous avons �etabli la 
onvergen
e presque sure de la norme L1 des estimateurs d�e�nis par le probl�emede programmation lin�eaire (2.27){(2.29).Th�eor�eme 2.3.1 Si f est 1-lips
hitzienne et sous quelques 
onditions sur le noyau K (voir [12℄,Th�eor�eme 1), si nh2n= logn!1 quand n!1, alorslim supn!1 "�1n d1(f̂PLn ;f) � C <1 p:s:ave
 "n = max�hn;(logn)1=2=(n1=2hn)	 :Dans 
es 
onditions, la vitesse maximum de 
onvergen
e estd1(f̂PLn ;f) = OP �(logn=n)1=4� : (2.30)Il faut remarquer que 
ette vitesse est relativement faible en regard de la vitesse minimax n�1=2 at-teinte par l'estimateur de Ge�roy (2.1). Le r�esultat (2.30) peut 
ependant être am�elior�e l�eg�erementen 
hoisissant des noyaux K parti
uliers. Nous donnons dans [12℄, paragraphe 5.6, un exemplede noyau permettant d'obtenir une vitesse de l'ordre de (logn=n)1=3. L'obtention de vitessessup�erieures passe par une modi�
ation de l'estimateur f̂PLn envisag�ee au paragraphe 2.4 dans le
adre de nos perspe
tives de re
her
he.2.4 Perspe
tivesLes deux types d'estimateurs d�e
rits dans 
e 
hapitre, estimateurs bas�es sur des partitions etestimateurs bas�es sur une optimisation, ouvrent des perspe
tives d'ordres di��erents.{ L'estimateur �a noyau g�en�eralis�e multidimensionnel d�e�ni au paragraphe 2.2.3.3 est l'estima-teur le plus prometteur dans la famille des estimateurs bas�es sur des partitions 
ar il b�en�e�
ied'une vitesse de l'ordre de n� ��+d en dimension d pour une fronti�ere �-Lips
hitzienne. Sur un planth�eorique, il serait int�eressant d'�etablir ses vitesses de 
onvergen
e en norme L1 et L1 pour les 
om-parer aux vitesses minimax. Il est probable que les vitesses optimales soient atteintes �a un fa
teurlogarithmique pr�es. Il serait alors n�e
essaire d'�etudier dans quelle mesure la te
hnique de preuve



2.4 Perspe
tives 35utilis�ee dans le 
as de l'estimateur de Haar [68℄ peut être adapt�ee, puis d'employer la m�ethode deGe�roy [60℄ a�n de passer du 
adre des pro
essus de Poisson �a 
elui de l'�e
hantillon. Sur un planpratique, il est n�e
essaire d'�etudier les performan
es de 
et estimateur sur simulations.{ L'estimateur f̂PLn ne 
onstitue que le premier pas vers la d�e�nition d'estimateurs de fronti�ereperformants sur la base de m�ethodes d'optimisation. La premi�ere modi�
ation envisag�ee est l'in-
orportation dans le probl�eme d'optimisation lin�eaire (2.27){(2.29) d'une 
ontrainte de Lisps
hitzsur l'estimateur. Cela doit permettre, au prix d'une 
omplexit�e algorithmique plus importante,d'am�eliorer sensiblement les vitesses obtenues au paragraphe 2.3.3. L'extension de 
et estimateurau 
as multivari�e doit �egalement être r�ealis�ee. En�n, il me parait �egalement int�eressant d'�etudierla loi asymptotique de 
e type d'estimateurs d�e�nis par des probl�emes d'optimisation. Pour 
ela,l'�etude de travaux 
onnexes [95, 83℄ est indispensable.Les deux familles d'estimateurs n�e
essitent �egalement des re
her
hes 
ommunes. Dans les deux
as, il est n�e
essaire de d�e�nir une pro
�edure de 
hoix adaptative du param�etre de lissage hn ned�egradant pas les performan
es asymptotiques de l'estimateur. Une piste pourrait être l'utilisationde m�ethodes de type Lepski [98℄. Ces deux familles d'estimateurs doivent aussi être adapt�ees au
as o�u la densit�e de points n'est pas uniforme et s'annule au voisinage de la fon
tion fronti�ere.Les m�ethodes �a d�evelopper dans 
e 
as sont issues de la th�eorie des valeurs extrêmes et passentpar l'estimation d'un indi
e des valeurs extrêmes d�e
rivant la vitesse de d�e
roissan
e de la densit�evers 0 [64, 6℄. Cette dire
tion de re
her
he \Estimation de quantiles extrêmes 
onditionnels" rejointalors les travaux de th�ese de Laurent Gardes [55℄, Chapitre 4, ainsi que les m�ethodes d'estimationde quantiles extrêmes et de quantiles 
onditionnels expos�ees aux 
hapitres 1 & 4 de 
e m�emoire.



36 Chapitre 2. Estimation de fronti�ere



37Chapitre 3R�edu
tion de dimension et analysed'imagesL'analyse d'images est un 
hamp d'appli
ation privil�egi�e des m�ethodes de r�edu
tion de dimen-sion. Une image de M �M pixels en niveaux de gris peut en e�et être repr�esent�ee par un ve
teurde Rp ave
 p = M2. Même pour des tailles d'images raisonnables, on obtient des donn�ees dans desespa
es de tr�es grande dimension. L'analyse en 
omposantes prin
ipales (ACP) est alors un outilg�en�eralement eÆ
a
e pour r�eduire la dimension de 
es donn�ees [103, 119℄. Toutefois, même desd�eformations tr�es simples entre images peuvent se traduire par des fortes non lin�earit�es dans Rp,diminuant ainsi de beau
oup l'eÆ
a
it�e de l'ACP. Cette remarque nous a 
onduit �a introduire lesmod�eles auto-asso
iatifs permettant de 
onstruire de nouvelles m�ethodes de r�edu
tion de dimensionnon-lin�eaires. Ces mod�eles sont pr�esent�es dans un 
adre g�en�eral paragraphe 3.1 et leur appli
ation�a l'analyse d'images est illustr�ee paragraphe 3.2.3.1 Les mod�eles auto-asso
iatifsL'ACP [91℄ est une m�ethode 
ouramment utilis�ee pour la r�edu
tion de dimension en analyse desdonn�ees. Elle b�en�e�
ie de plusieurs interpr�etations :{ Etant donn�e un ensemble de points deRp, et pour un entier 0 � d � p, l'ACP 
onstruit le sous-espa
e aÆne de dimension d appro
hant au mieux les points au sens de la distan
e eu
lidienne.Partant de 
e point de vue g�eom�etrique, de nombreux auteurs ont propos�e des extensions non-lin�eaires de 
ette m�ethode. Les appro
hes de type 
ourbes ou surfa
es prin
ipales [84℄ font partiede 
ette famille de m�ethodes.{ L'ACP peut �egalement être interpr�et�ee en termes de poursuite de proje
tion [88, 92℄. Ellere
her
he le sous-espa
e aÆne de dimension d maximisant la varian
e projet�ee. Un algorithmede type poursuite de proje
tion permettant de r�ealiser l'ACP it�erativement est pr�esent�e dans leparagraphe 3.1.1. L'introdu
tion de 
rit�eres autres que la varian
e permet de d�e�nir autant dem�ethodes d'exploration des donn�ees [44, 106℄. Dans les appro
hes de type ACPVI-Spline (analyse en
omposantes prin
ipales de variables instrumentales [40℄) et ACP 
urvilin�eaire [10℄, l'introdu
tion detransformations non-lin�eaires des 
oordonn�ees permet de 
onserver un 
rit�ere de varian
e projet�eesur les donn�ees transform�ees.{ En�n, il est �egalement possible d'asso
ier un mod�ele probabiliste gaussien �a l'ACP [118℄, le



38 Chapitre 3. R�edu
tion de dimension et analyse d'imagessous-espa
e aÆne �etant alors obtenu par maximisation d'une vraisemblan
e. Cette appro
he permetd'obtenir d'autres m�ethodes de r�edu
tion de dimension en 
onsid�erant des mod�eles non-gaussiens,par exemple des mod�eles de m�elange.Construire une l'ACP non-lin�eaire est don
 un probl�eme diÆ
ile si l'on ne souhaite pas perdreses trois interpr�etations. Ainsi, la 
onstru
tion d'un mod�ele probabiliste satisfaisant est souventimpossible sans sp�e
i�er la loi des observations. La m�ethode ainsi 
onstruite est alors ad ho
 et depeu d'utilit�e en pratique. De plus, l'introdu
tion d'une non-lin�earit�e peut fait perdre l'interpr�etationg�eom�etrique du mod�ele 
onstruit. Les notions de variables prin
ipales, de dire
tions prin
ipales,d'inertie expliqu�ee et r�esiduelle se g�en�eralisent alors malais�ement. La non-lin�earit�e du mod�ele pose�egalement les probl�emes de l'existen
e, uni
it�e et 
al
ulabilit�e d'un estimateur du mod�ele.Dans le paragraphe 3.1.2, nous d�e�nissons les mod�eles auto-asso
iatifs (AA), 
andidats �a la g�en�erali-sation de l'ACP. Les mod�eles AA ont �et�e introduits initialement du point de vue g�eom�etrique dansle 
adre de ma th�ese [65℄ dirig�ee par Bernard Chalmond (Universit�e de Cergy-Pontoise) et Jean-Mar
 Dinten (LETI/CEA). Ces mod�eles reposent sur l'approximation du nuage des observationspar une vari�et�e di��erentiable [71℄. Nous montrons dans le paragraphe 3.1.3 que 
es mod�eles peuvent�egalement être interpr�et�es 
omme des mod�eles de poursuite de proje
tion en r�egression [45℄ adapt�esau 
as auto-asso
iatif. De 
e fait, nous proposons un algorithme de mise en �uvre ais�ee. Deuxexemples de mod�eles parti
uliers sont pr�esent�es paragraphe 3.1.4. Les aspe
ts de mise en �uvresont �evoqu�es paragraphe 3.1.5. Ces travaux ont �et�e r�ealis�es en 
ollaboration ave
 Serge Iovle�(Universit�e Lille 1) et sont publi�es dans [74℄.3.1.1 Exemple de l'analyse en 
omposantes prin
ipalesSoit X est un ve
teur al�eatoire de Rp poss�edant un moment du se
ond ordre. Il peut se d�e
omposeren une somme de d variables al�eatoires non 
orr�el�ees (variables prin
ipales) et d'un r�esidu enappliquant de mani�ere it�erative les �etapes [A℄ (re
her
he d'Axes), [P℄ (Proje
tion), [R℄ (R�egression)et [M℄ (Mise �a jour) suivantes :Algorithme 3.1.1{ Pour j = 0, on pose R0 = X � E [X ℄.{ Pour j = 1; : : : ;d :[A℄ D�eterminer aj = argmaxx2RpE h
x;Rj�1�2i s.
. kxk = 1 et 
x;ak� = 0; 1 � k < j.[P℄ Cal
uler Yj = 
aj ;Rj�1�.[R℄ D�eterminer bj = arg minx2RpE h

Rj�1 � Yjx

2i s.
. 
x;aj� = 1,(on trouve bj = aj) puis poser sj(Yj) = Yjbj.[M℄ Cal
uler Rj = Rj�1 � sj(Yj).Les ve
teurs aj sont appel�ees dire
tions r�ev�elatri
es, les variables al�eatoires Yj variables prin
ipales,les fon
tions sj fon
tions de r�egression, et les ve
teurs al�eatoires Rj r�esidus. L'�etape [A℄ 
onsiste�a re
her
her un axe privil�egi�e perpendi
ulaire aux pr�e
�edents, qui maximise un 
ertain 
rit�ere : i
ila varian
e projet�ee. L'�etape [P℄ est une proje
tion des r�esidus sur l'axe trouv�e pour d�eterminerles variables prin
ipales, l'�etape [R℄ 
onsiste �a 
her
her la meilleure fon
tion lin�eaire des variablesprin
ipales qui appro
he les r�esidus. L'�etape [M℄ est une mise �a jour des r�esidus.



3.1 Les mod�eles auto-asso
iatifs 39Les mod�eles AA �etendent l'algorithme pr�e
�edent en 
onsid�erant des �etapes [A℄ et [R℄ plus g�en�erales.Pour l'�etape [A℄, nous 
onsid�erons un 
ertain nombre d'autres 
rit�eres issus de la poursuite de pro-je
tion 
orrespondant �a des obje
tifs di��erents. Nous envisageons l'�etape [R℄ 
omme un probl�emede r�egression pouvant être abord�e par des outils de type splines ou estimateurs �a noyaux. Nousmontrons que 
e type de g�en�eralisation de l'ACP permet de 
onserver ses prin
ipales propri�et�esth�eoriques (
onstru
tion d'un mod�ele exa
t, d�e
roissan
e des r�esidus, ...) ou de les �etendre (approxi-mation des r�ealisations de X non plus par un sous-espa
e aÆne mais par une vari�et�e di��erentiable).3.1.2 D�e�nition des mod�eles auto-asso
iatifsD�e�nition 3.1.1 Une appli
ation F : Rp ! Rp est dite auto-asso
iative de dimension d, s'ilexiste d ve
teurs orthonorm�es aj et d fon
tions sj : R! Rp v�eri�ant Paj Æ sj = IRp et Pak Æ sj = 0,1 � k < j � d, o�u Paj(x) = 
aj ;x�, tels queF = �IRp � sd Æ Pad� Æ : : : Æ �IRp � s1 Æ Pa1� = 1ak=d�IRp � sk Æ Pak� :Les ve
teurs aj sont appel�es les dire
tions r�ev�elatri
es, les fon
tions sj sont appel�ees les fon
tionsde r�egression et on �e
rit F 2 Ada;s.Par la suite, le signe produit repr�esentera le produit de 
omposition. Un mod�ele auto-asso
iatifde dimension d est don
 d�etermin�e par d fon
tions de r�egression et d dire
tions r�ev�elatri
es. Onmontre (voir [70℄, Lemme 2) que les mod�eles auto-asso
iatifs additifs d�e�nis 
i-dessous sont un 
asparti
ulier des mod�eles auto-asso
iatifs.D�e�nition 3.1.2 Une appli
ation F : Rp! Rp est dite auto-asso
iative additive de dimension d,s'il existe d ve
teurs orthonorm�es aj et d fon
tions sj : R! Rp v�eri�ant PajÆsj = IRp et PakÆsj = 0,1 � k < j � d, o�u Paj(x) = 
aj ;x�, tels queF = IRp � dXk=1 sk Æ Pak :D'autre part, un mod�ele auto-asso
iatif est dit lin�eaire si les fon
tions de r�egressions sont lin�eaires.Le lemme suivant est �etabli dans [66℄.Lemme 3.1.1 Soit F 2 Ada;s, et supposons que les sj, j = 1; : : : ;d soient C1 de R dans Rp.L'�equation F (x) = 0 d�e�nit alors une sous-vari�et�e di��erentiable de dimension d.Ce r�esultat est essentiel puisqu'il permet de g�en�eraliser l'interpr�etation g�eom�etrique de l'ACP :l'approximation de nuages de points par un sous-espa
e ve
toriel.D�e�nition 3.1.3 Soit X un ve
teur al�eatoire de Rp de 
arr�e int�egrable. On dit que X v�eri�eun mod�ele auto-asso
iatif de dimension d de dire
tions r�ev�elatri
es (a1; : : : ;ad), de fon
tions der�egression (s1; : : : ;sd) et de r�esidu ", si X v�eri�e F (X � �) = " o�u F 2 Ada;s, � 2 Rp et o�u " estun ve
teur al�eatoire 
entr�e.Donnons deux exemples de mod�eles auto-asso
iatifs triviaux :1. Tout X satisfait un mod�ele AA de dimension 0. Il suÆt de 
hoisir F = IRp, � = E [X ℄ et" = X � E [X ℄. On a alors Var[k"k2℄ = Var[kXk2℄.
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tion de dimension et analyse d'images2. X satisfait toujours �egalement un mod�ele AA de dimension p. Dans 
e 
as F = 0, � = 0 et" = 0 
onduisent �a Var hk"k2i = 0.Dans la pratique, il s'agit de r�ealiser un 
ompromis entre 
es deux extrêmes en 
onstruisant unmod�ele de dimension d � p et tel que Var hk"k2i � Var hkXk2i. Par exemple, dans le 
as o�u Xposs�ede une matri
e de varian
e-
ovarian
e � de rang d, il satisfait un mod�ele AA additif lin�eairede dimension d de r�esidu nul. En e�et, en notant aj , j = 1; : : : ;d les ve
teurs propres de � asso
i�esaux valeurs propres non nulles. Les 
hoixF (x) = 1ak=d�IRp � Pakak� (x);� = E [X ℄ et " = 0 p.s. d�e�nissent un mod�ele auto-asso
iatif additif lin�eaire pour X :X = E [X ℄ + dXk=1Dak;X � E [X ℄E ak p:s: (3.1)Il s'agit de la d�e
omposition de X obtenue par ACP, 
omme il sera vu dans le Corollaire 3.1.2.En�n, si X v�eri�e un mod�ele auto-asso
iatif additif, on aX = �+ dXk=1 sk �Dak;XE�+ "; (3.2)
e qui est une forme parfois propos�ee dans les appro
hes de type r�eseaux de neurones (voir parexemple [93℄ ou le Per
eptron Multi
ou
hes [24℄) a�n de g�en�eraliser le mod�ele (3.1). Les limites de
ette extension sont �evoqu�ees au paragraphe 3.1.4.1.D�e�nition 3.1.4 On dit qu'un ensemble S(R;Rp) de fon
tions mesurables de R dans Rp est ad-missible s'il est un sous-ensemble ferm�e de L2 et s'il v�eri�e la 
ondition suivante :(R) :8<: 8a 2 Rp tel que kak = 1; s 2 S(R;Rp)) s� ha;si a 2 S(R;Rp)8b 2 Rp s 2 S(R;Rp)) s+ b 2 S(R;Rp)IRb 2 S(R;Rp):La 
ondition (R) s'interpr�ete 
omme une invarian
e par proje
tion et par translation. Un 
hoixpossible de S(R;Rp) est l'ensemble des fon
tions aÆnes de R dans Rp. Cet exemple est pr�esent�edans le paragraphe 3.1.4.1.D�e�nition 3.1.5 Soit a un ve
teur unitaire de Rp. Un index I est une fon
tionnelle qui asso
ie �ala proje
tion du ve
teur al�eatoire X sur a (i.e. ha;Xi) un r�eel positif.Un 
hoix de I possible est I(ha;Xi) = Var [ha;Xi℄, la varian
e projet�ee. D'autres exemples sontpr�esent�es au paragraphe 3.1.5.2.



3.1 Les mod�eles auto-asso
iatifs 413.1.3 Constru
tion et propri�et�esSoient S(R;Rp) un ensemble de fon
tions admissibles et d 2 f0; : : : ;pg. On introduit l'algorithmesuivant:Algorithme 3.1.2{ Pour j = 0, on pose � = E [X ℄ et R0 = X � �.{ Pour j = 1; : : : ;d :[A℄ D�eterminer aj = argmaxx2Rp I(
x;Rj�1�) s.
. kxk = 1, 
ak ;x� = 0; 1 � k < j.[P℄ Cal
uler Yj = 
aj ;Rj�1�.[R℄ Choisir sj 2 arg mins2S(R;Rp) E h

Rj�1 � s(Yj)

2i s.
. Paj Æ sj = I.[M℄ Cal
uler Rj = Rj�1 � sj(Yj).Nous v�eri�ons Th�eor�eme 3.1.1 que 
et algorithme 
onstruit un mod�ele auto-asso
iatif de dimen-sion d. De plus, �a l'issue de p it�erations il 
onstruit une repr�esentation exa
te de X .L'�etape [R℄ d�epend fortement du 
hoix de S(R;Rp). Deux 
as extrêmes sont �etudi�es : le 
as o�uS(R;Rp) = A(R;Rp) l'ensemble des fon
tions aÆnes de R dans Rp, dans le paragraphe 3.1.4.1 et le
as o�u S(R;Rp) = L2, dans le paragraphe 3.1.4.2. Le 
hoix de l'index I est dis
ut�e paragraphe 3.1.5.2.Th�eor�eme 3.1.1 L'algorithme 3.1.2 
onstruit un mod�ele auto-asso
iatif de dimension d de dire
-tions r�ev�elatri
es (a1; : : : ;ad), de fon
tions de r�egression (s1; : : : ;sd) et de r�esidu " = Rd. De plus,si d = p alors " = Rp = 0 et on a la d�e
omposition exa
te :X = E [X ℄ + pXk=1 sk(Yk) p:s:Ces propri�et�es sont g�en�erales dans le sens o�u elles ne d�ependent ni de l'index I 
hoisi, ni de l'ensemblede fon
tions admissible S(R;Rp). Dans le paragraphe 3.1.4 quelques propri�et�es 
ompl�ementaires
orrespondant �a des 
hoix de I et S(R;Rp) parti
uliers sont �etablies. Le 
orollaire suivant est utileen pratique pour 
hoisir la dimension d'un mod�ele.Corollaire 3.1.1 Soit Qd la fra
tion d'information repr�esent�ee par un mod�ele AA de dimension d :Qd = 1� E �


Rd


2� /Var [kXk℄ :On a alors Q0 = 0, Qp = 1 et la suite (Qd) est 
roissante.3.1.4 Deux mod�eles parti
uliersNous 
onsid�erons deux 
as importants en pratique o�u il est possible de fournir une solution expli
ite�a l'�etape [R℄ : les mod�eles auto-asso
iatifs lin�eaires et les mod�eles auto-asso
iatifs de r�egression.Ces mod�eles h�eritent des propri�et�es �etablies dans le paragraphe pr�e
�edent. Dans 
haque 
as, nous
ompl�etons 
es propri�et�es g�en�erales par quelques 
ara
t�eristiques propres �a 
es deux 
as parti
uliers.
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tion de dimension et analyse d'images3.1.4.1 Les mod�eles auto-asso
iatifs lin�eairesNous nous int�eressons au 
as o�u S(R;Rp) = A(R;Rp). L'�etape [R℄ s'�e
rit[R℄ Trouver bj = arg minx2RpE �kRj�1 � Yjxk2�, s.
. 
aj ;x� = 1,et on obtient 
omme solution du probl�eme d'optimisation sous 
ontraintebj = �j�1aj=(taj�j�1aj) (3.3)o�u �j est la matri
e de varian
e-
ovarian
e de Rj . On a l'analogue du Th�eor�eme 3.1.1 suivant :Th�eor�eme 3.1.2 L'algorithme 3.1.2 
onstruit un mod�ele auto-asso
iatif lin�eaire de dimension dpour X de fon
tions de r�egression sj(t) = tbj . De plus pour d = p, on a la d�e
omposition :X = E [X ℄ + pXk=1 Ykbk; p:s: (3.4)o�u les variables al�eatoires Yk, k = 1; : : : ;p sont non 
orr�el�ees.Sur la base de 
e r�esultat, il est possible de 
onstruire des mod�eles auto-asso
iatifs lin�eaires quine soient pas additifs �a partir de l'�etape [R℄ ainsi d�e�nie. On montre �egalement dans le 
orollairesuivant que pour une �etape [A℄ bien 
hoisie, on retrouve le mod�ele lin�eaire et additif de l'ACP.Corollaire 3.1.2 Si de plus I(
x;Rj�1�) = Var �
x;Rj�1��, alors l'algorithme 3.1.2 e�e
tue uneACP de X. En parti
ulier, pour d = p, on aX = E [X ℄ + pXk=1 Ykak; p:s:ave
 Yk = 
X � E [X ℄ ;ak� et ak est le ve
teur propre de la matri
e de 
ovarian
e de X asso
i�e �ala k�eme plus grande valeur propre.Nous avons �egalement prouv�e un r�esultat r�e
iproque ([70℄, Th�eor�eme 1) : le seul mod�ele auto-asso
iatif additif est 
elui de l'ACP. Ce r�esultat limite 
onsid�erablement l'int�erêt des mod�eles auto-asso
iatifs additifs tels que (3.2).3.1.4.2 Les mod�eles auto-asso
iatifs de r�egressionNous 
onsid�erons d�esormais le 
as o�u S(R;Rp) = L2. Dans 
e 
as, l'�etape [R℄ poss�ede une solutionexpli
ite : sj(Yj) = E �Rj�1jYj�. En e�et, l'esp�eran
e 
onditionnelle est un proje
teur orthogonalet v�eri�e la 
ontrainte du probl�eme d'optimisation puisque 
aj ;Rj�1� = Yj . On a alors le r�esultatsuivant :Th�eor�eme 3.1.3 L'algorithme 3.1.2 
onstruit un mod�ele auto-asso
iatif de dimension d. De plussi d = p alors on a la d�e
omposition exa
te :X = E [X ℄ + pXj=1 sj(Yj); p:s: (3.5)o�u Yj et Yj+1 sont non-
orr�el�ees, j = 1; : : : ;p� 1.Dans la suite 
es mod�eles seront d�esign�es par mod�eles auto-asso
iatifs de r�egression (AAR).



3.1 Les mod�eles auto-asso
iatifs 433.1.5 Mise en �uvreLe param�etre � est estim�e par la moyenne empirique. Les deux �etapes 
ru
iales dans l'algo-rithme 3.1.2 sont [A℄ et [R℄ : la d�etermination de la dire
tion r�ev�elatri
e et l'estimation de la fon
tionde r�egression. Le 
hoix de l'index I et de la 
lasse de fon
tions S(R;Rp) d�eterminent en e�et �a lafois la nature du mod�ele obtenu et la 
omplexit�e de 
al
ul asso
i�ee aux probl�emes d'optimisation[A℄ et [R℄.3.1.5.1 Estimation de la fon
tion de r�egressionPour 
e probl�eme on peut remarquer que si S(R;Rp) est l'ensemble des fon
tions lin�eaires de Rdans Rp alors il existe une unique solution donn�ee par (3.3). Il suÆt don
 de rempla
er dans 
etteexpression �j�1 par son estimateur empirique et aj par son estimation obtenue �a l'�etape [A℄.Dans le 
as des mod�eles auto-asso
iatifs de r�egression, il s'agit d'estimer l'esp�eran
e 
onditionnellede Rj�1 sa
hant Yj . Ce probl�eme standard peut être r�esolu (par exemple) par une r�egression parnoyau ou une r�egression spline. Par rapport au probl�eme 
lassique de r�egression, nous avons une
ontrainte suppl�ementaire sur la fon
tion �a estimer. A l'it�eration j, elle doit v�eri�er Paj Æ sj = I.En se pla�
ant dans la base orthonorm�ee Bj obtenue en 
ompl�etant fa1; : : : ;ajg, il suÆt de r�ealiserp � j r�egressions, 
omposantes par 
omposantes. Pour la 
omposante num�ero k 2 fj + 1; : : : ;pgl'estimateur �a noyau s'�e
rit dans la base Bj :~sjk(u) = nXi=1 ~Rj�1i;k Kh(u� Yi;j), nXi=1 Kh(u� Yi;j) ; (3.6)o�u ~Rj�1i;k repr�esente la k�eme 
oordonn�ee du r�esidu de l'individu i �a la (j � 1)�eme it�eration dans labase Bj . Yi;j repr�esente la valeur de la j�eme variable prin
ipale pour l'individu i.3.1.5.2 D�etermination des dire
tions r�ev�elatri
esLe 
hoix de l'index I est �a la base de tout probl�eme de poursuite de proje
tion (PP) o�u il s'agitde trouver des dire
tions \int�eressantes". Nous renvoyons �a [88, 92℄ pour des arti
les de synth�esesur 
e type de probl�eme. Le sens de l'adje
tif \int�eressantes" d�epend du probl�eme d'analyse desdonn�ees 
onsid�er�e. Par exemple, Friedman et al [44℄ ont propos�e un index pour faire apparâ�tre desgroupes ou utilisent une distan
e �a la normalit�e pour mettre en �eviden
e d'�eventuelles stru
turesplus 
omplexes du nuage de points. Citons �egalement les index d�edi�es �a la re
her
he de pointsaberrants [106℄.Dans le 
adre des mod�eles auto-asso
iatifs de r�egression, il s'agit de re
her
her des dire
tions quiparam�etrent au mieux la vari�et�e que l'on 
her
he �a estimer. Dans 
e 
adre, Demartines [30℄ proposeun index qui favorise les dire
tions dans lesquelles la proje
tion 
onserve approximativement lesdistan
es. Nous donnons deux exemples d'index favorisant les dire
tions dans lesquelles la stru
turede voisinage est respe
t�ee par proje
tion.Premier index. L'index suivant 
omptabilise le nombre de points qui sont plus pro
hes voisinsdans Rp et le sont en
ore apr�es proje
tion. Il est introduit dans [66℄. A l'it�eration j, il s'�e
rit :I �
x;Rj�1�� = nXi=k X̀6=k InRj�1k ppv Rj�1` oInDx;Rj�1k E ppv Dx;Rj�1` Eo ; (3.7)
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tion de dimension et analyse d'imageso�u "ppv" est l'abr�eviation de "plus pro
he voisin de". Cet index peut être r�e�e
rit sous la formeI �
x;Rj�1�� = nXi=k X̀6=k mjk`InDx;Rj�1k E ppv Dx;Rj�1` Eo ;o�u mjk` = IfRj�1k ppv Rj�1` g sont les 
oeÆ
ients de la matri
e de 
ontigu��t�e du premier ordre :Mj = (mjk`). Il apparâ�t que l'index b�en�e�
ie des propri�et�es d'invarian
e par translation et �e
helle([66℄, Lemme 3.1) permettant de le pla
er dans la 
lasse III d�e�nie par Huber [88℄. La maximisationde 
et index est un probl�eme d�eli
at. Une solution bas�ee sur un algorithme de re
uit simul�e estintroduite dans [21℄. N�eanmoins, 
ette solution est tr�es lourde �a mettre en �uvre. Une versionsimpli��ee de l'index (3.7) est alors introduite.Se
ond index. Nous proposons i
i une appro
he similaire �a 
elle de Lebart [97℄ qui 
onsiste �ad�e�nir un 
oeÆ
ient de 
ontigu��t�e dont la minimisation permet de d�eplier les stu
tures non lin�eaires.En terme d'index, il s'agit de maximiser en x �a l'it�eration j le rapport de formes quadratiques :I �
x;Rj�1�� = nXi=1 Dx;Rj�1i E2, nXk=1 nX̀=1mjk` Dx;Rj�1k � Rj�1` E2 : (3.8)Le num�erateur de (3.8) est la varian
e projet�ee des r�esidus, son d�enominateur repr�esente la distan
eentre la proje
tion de r�esidus plus pro
hes voisins dans Rp. La maximisation de (3.8) doit alorsr�ev�eler les dire
tions dans lesquelles la proje
tion pr�eserve la stru
ture de voisinage du premierordre. La dire
tion r�ev�elatri
e aj est donn�ee par le ve
teur propre asso
i�e �a la plus petite valeurpropre de la matri
e V ?j V �1j o�uV ?j = nXk=1 nX̀=1mjk`t(Rj�1k �Rj�1` )(Rj�1k �Rj�1` )est proportionnelle �a la matri
e de 
ovarian
e lo
ale. La matri
eVj = nXk=1 tRj�1k Rj�1kest proportionnelle �a la matri
e de 
ovarian
e empirique de Rj�1. V �1j d�esigne son inverse g�en�eralis�e,Vj n'�etant pas inversible puisque Rj est orthogonal �a fa1; : : : ;ajg d'apr�es [74℄, Proposition 2.1(ii).Notons que 
ette appro
he est �equivalente �a 
elle de Lebart lorsque la matri
e de 
ontigu��t�e Mj estsym�etrique. Dans la pratique, les appro
hes (3.7) et (3.8) donnent des r�esultats 
omparables.3.2 Appli
ation en analyse d'imagesNous pr�esentons deux exemples d'appli
ation des m�ethodes de r�edu
tion de dimension pr�e
�edentesen analyse d'images.



3.2 Appli
ation en analyse d'images 453.2.1 Re
onstru
tion �a partir d'une seule proje
tion radiographiqueL'obje
tif g�en�eral de la re
onstru
tion d'images est de d�eterminer une image tridimensionnelle dela stru
ture interne d'un objet �a partir de proje
tions radiographiques bidimensionnelles de 
elui-
i.Le 
hamp d'appli
ation le plus 
onnu de 
e type de probl�ematique est la m�ede
ine, mais l'industrieen fait �egalement partie ave
 le 
ontrôle non destru
tif. C'est dans 
e 
ontexte que se situent nostravaux en 
ollaboration ave
 Bernard Chalmond (Universit�e de Cergy-Pontoise) et Jean-Mar
Dinten (LETI/CEA). Plus pr�e
is�ement, nous nous pla�
ons dans le 
as o�u les 
aden
es de 
ontrôleen ligne imposent la prise d'une seule radiographie, la re
onstru
tion devant alors être men�ee �apartir d'une seule proje
tion. Il s'agit d'un probl�eme inverse mal pos�e qui ne peut être r�esolusans l'introdu
tion de fortes informations a priori sur la g�eom�etrie de l'objet �a re
onstruire. Nouspr�esentons dans la suite une d�emar
he permettant de 
onstruire un mod�ele a priori d'objet 
exible(dans le sens ou un objet n'est pas n�e
essairement de g�eom�etrie �g�ee) �a partir d'un jeu d'exemplesde ses variations de forme. Ce mod�ele est destin�e �a être utilis�e dans une pro
�edure d'estimationbay�esienne de l'objet.Mod�ele de la proje
tion de l'objet. L'objet �a re
onstruire est mod�elis�e par un 
ylindreg�en�eralis�e, 
'est �a dire un volume 
ara
t�eris�e par une 
ourbe axiale et une 
ourbe ferm�ee d�e
rivant le
ontour des se
tions transverses [4℄. Nous nous restreignons �a des se
tions transverses re
tangulaires.Ce mod�ele tr�es simple d'objet (voir �gure 3.1a) 
onduit �a une repr�esentation de sa proje
tionradiographique par une surfa
e d'�equation�(M) = f(xH) exp��Kq �kHMk`(xH) �q� ; (3.9)ave
 Kq = 2q log 2 et o�u M est un point dans le plan (Oxy) de l'image, H est le point le pluspro
he de M sur la surfa
e S d'�equation y = �(x) dans R3 et xH son abs
isse sur 
ette surfa
e (voir�gure 3.1b). La fon
tion � d�e
rit la proje
tion de la 
ourbe axiale du 
ylindre g�en�eralis�e. La fon
tionf d�e
rit la se
tion de la surfa
e (3.9) par S, et la fon
tion ` la largeur �a mi-hauteur des se
tionstransverses. Le param�etre q > 0 quanti�e le 
ou induit par le syst�eme d'a
quisition radiographique.En r�esum�e, la proje
tion radiographique est enti�erement d�e
rite par les trois fon
tions �, ` et f .Leurs graphes sont appel�es 
ourbes 
ara
t�eristiques.
(a) Mod�ele de l'objet M

H

X

Y

Z

S

f(x   )H

y=µ(x)

l(x   )H(b) Mod�ele de la proje
tionFig. 3.1 { Mod�elisation de l'objet par un 
ylindre g�en�eralis�e et de sa proje
tion radiographique parune surfa
e.
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tion de dimension et analyse d'imagesApprentissage des d�eformations de la proje
tion de l'objet. Il s'agit de mod�eliser lesd�eformations de la proje
tion de l'objet �a partir d'un ensemble d'observations de 
elles-
i. Compte-tenu du formalisme du paragraphe pr�e
�edent, il suÆt de mod�eliser les d�eformations des trois 
ourbes
ara
t�eristiques. Consid�erons par exemple la 
ourbe d�e
rite par la fon
tion f . On suppose que l'ondispose d'un �e
hantillon ff1; : : : ;fng de ses d�eformations, 
ha
une d'elles �etant dis
r�etis�ee en p pointsfi =t (f1i ; : : :fpi ). On obtient alors un ensemble de n ve
teurs de Rp, pouvant être interpr�et�e 
ommela r�ealisation d'un ve
teur al�eatoire X lorsque les 
ourbes sont dis
r�etis�ees sur un même intervalle.L'apprentissage des d�eformations de la proje
tion est alors ramen�e �a la 
onstru
tion d'un mod�eleauto-asso
iatif d�e
rite au paragraphe 3.1. Dans la suite, nous supposons que le ve
teur al�eatoireX est gaussien justi�ant l'utilisation de mod�eles auto-asso
iatifs lin�eaires 
onstruits par ACP. Leslimitations de 
ette hypoth�ese sont illustr�ees dans [69℄ par l'introdu
tion d'un d�e
alage simul�e partranslation dans l'�e
hantillon form�e par les fon
tions dis
r�etis�ees. D'apr�es le Corollaire 3.1.2, onobtient un mod�ele lin�eaire �a d param�etres des d�eformations de la 
ourbe 
ara
t�eristique :f̂(Y1; : : : ;Yd) = �f + dXk=1 Yk �fko�u �f est une estimation de E [X ℄ obtenue par la moyenne empirique des ff1; : : : ;fng et �fk estl'estimation de la dire
tion prin
ipale ak par le ve
teur propre asso
i�e �a la k�eme plus grande valeurpropre �k de la matri
e de 
ovarian
e empirique des ff1; : : : ;fng. Dans 
e 
ontexte, �fk est appel�e lek�eme mode de d�eformation (ou mode propre) de la 
ourbe 
ara
t�eristique et peut b�en�e�
ier d'uneinterpr�etation physique (torsion, �elongation, . . . ). Le param�etre d est 
hoisi �a l'aide de la fra
tiond'information repr�esent�ee, voir Corollaire 3.1.1. En a

ord ave
 l'hypoth�ese de normalit�e de X , leslois des param�etres de d�eformation sont mod�elis�ees par des lois normales 
entr�ees et ind�ependantes :Yk � N (0;�k).Exemple en 
ontrôle non destru
tif. Le prin
ipe de mod�elisation d�e
rit 
i-dessus a �et�e misen �uvre dans le 
adre du 
ontrôle non destru
tif de soudures de 
ir
uits imprim�es [73℄. A partird'une image radiographique de 
ir
uits imprim�es soud�es, il est n�e
essaire de 
onstruire une image dela soudure seule. Le probl�eme est don
 le suivant : en tout point M de la proje
tion radiographique�ps d'une patte de 
omposant soud�e, on 
her
he �a distinguer la proje
tion radiogrpahique de lasoudure �s de 
elle de la patte du 
omposant �p sa
hant que �ps(M) = �p(M) + �s(M). Dans
et obje
tif, on mod�elise la proje
tion radiographique d'une patte de 
omposant par (3.9). Cettemod�elisation est valide pour les pattes de type Gull-Wing 
onsid�er�ees. Les variations de g�eom�etriede 
ette proje
tion (dues aux tol�eran
es de fabri
ation et aux d�eformations possibles d'une patte de
omposant) sont apprises sur une base d'images de 
omposants non-soud�es. Le mod�ele param�etriqueainsi obtenu fournit un mod�ele a priori pour �p permettant son identi�
ation �a partir de la seuleobservation de �ps grâ
e �a une d�emar
he bay�esienne non d�e
rite i
i. On pourra se reporter �a [20℄,Chapitre 12 pour plus de d�etails. Disposant alors de l'estimation �̂p, on en d�eduit imm�ediatementune estimation �̂s de �s par soustra
tion, et il est �egalement possible de re
onstruire la g�eom�etrietridimensionnelle de la patte de 
omposant. Un exemple de r�esultats est pr�esent�e �gure 3.2.3.2.2 Repr�esentation de bases d'imagesNous pr�esentons deux exemples de repr�esentation de bases d'images extraits de [21℄.
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(a) (b) Debut du modele (
)Fig. 3.2 { Repr�esentation des images en surfa
es de niveaux de gris : (a) patte soud�ee �ps, (b)estimation �̂p 
orrespondant �a la patte seule, (
) estimation �̂s asso
i�ee �a la soudure.Images de synth�ese. Nous �etudions i
i une base de 45 images de taille 256�256 issue de l'ar
hivedu Centre For Intelligent Systems, Fa
ulty of Human S
ien
es and Fa
ulty of Te
hnology, Universityof Plymouth. Il s'agit d'images d'un objet de synth�ese vu sous di��erents angles d'�el�evation etd'azimuth. Un extrait de la base est repr�esent�e �gure 3.3.(a) (b) (
) (d) (e)(f) (g) (h) (i)Fig. 3.3 { Extrait de la base d'images de synth�ese. (a) image r�ef�eren
e, (b-e) rotation utilisantl'angle d'�el�evation, (f-i) rotation utilisant l'angle d'azimuth.Chaque image est repr�esent�ee par un ve
teur de dimension M2 = 2562. On obtient don
 un nuagede n = 45 points en dimension 65536. Cependant, par un simple 
hangement de rep�ere, on seram�ene �a un ensemble de points en dimension p = 44. Notre but est de 
omparer les r�esultats demod�elisation obtenus par ACP et par les mod�eles AAR introduits au paragraphe 3.1.4.2. Il apparâ�tqu'un mod�ele AAR de dimension d = 1 permet de repr�esenter plus de Q1 = 96% de l'information. Atitre de 
omparaison, un mod�ele lin�eaire 
onstruit par ACP doit être de dimension 4 pour atteindre
e pour
entage. De plus, le 
oude dans la 
ourbe repr�esentant la suite (Qd)d�0 asso
i�ee aux mod�eles
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+Fig. 3.4 { Repr�esentation de la proje
tion de la vari�et�e de dimension 1 et du nuage de points dansle rep�ere form�e par les trois premiers axes prin
ipaux.
Fig. 3.5 { Simulation de 4 images par le mod�ele AAR de dimension 1. La variable Y1 est simul�eeuniform�ement sur l'intervalle [mini Y1;i;maxi Y1;i℄.AAR semble indiquer que d = 1 est un 
hoix 
orre
t de dimension de mod�ele. La proje
tion de lavari�et�e 
orrespondante dans l'espa
e form�e par les trois premiers axes prin
ipaux est repr�esent�ee�gure 3.4 o�u elle est superpos�ee �a la proje
tion du nuage de points. Mod�eliser 
e nuage de points parune vari�et�e de bidimensionnelle a �egalement un sens puisque les images sont g�en�er�ees par rotationde l'objet dans deux dire
tions orthogonales.Il est int�eressant de noter que la variable prin
ipale Y1 asso
i�ee au mod�ele AAR de dimension 1est interpr�etable. Elle 
orrespond �a l'angle de rotation d'�el�evation. Pour s'en 
onvain
re, il suÆt desimuler des r�ealisations uniformes de 
ette variable et de repr�esenter les images ainsi simul�ees ave
le mod�ele AAR de dimension 1 (�gure 3.5). La variable Y2 n'est pas aussi ais�ement interpr�etable.Pour 
ette raison, le mod�ele AAR de dimension 1 semble pr�ef�erable.Images r�eelles. Une exp�erimentation similaire est men�ee �a partir d'une base de 400 images detaille 112 � 92 issue du Olivetti and Ora
le Resear
h Laboratory. Il s'agit d'images de visages de40 individus. L'ACP demande un mod�ele de dimension 210 pour obtenir les mêmes performan
esd'approximation d'un mod�ele AAR de dimension 89. A dimension �egale (�a 89), l'ACP 
onduit �aune erreur relative par pixel de 35% 
ontre 20% les mod�eles AAR. Ce
i 
e traduit visuellement sur



3.3 Perspe
tives 49les visages (�gure 3.6). Par ACP, on obtient uniquement la forme globale du visage ave
 disparitiondes prin
ipaux traits 
ara
t�eristiques. Ave
 les mod�eles AAR, les yeux et la bou
he, primitivessouvent utilis�ees par les m�ethodes de re
onnaissan
e de visage, sont beau
oup mieux re
onstruits.

Fig. 3.6 { Repr�esentation de 5 images di��erentes du même individu (premi�ere ligne) par le mod�eleAAR (se
onde ligne) et par ACP (derni�ere ligne).3.3 Perspe
tivesLes travaux d�e
rits dans 
e 
hapitre trouvent une partie de leurs prolongements dans le 
adre d'uneACI \masse de donn�ees" impliquant en parti
ulier le projet LEAR (apprentissage et re
onnaissan
een vision par ordinateur) de l'INRIA Rhône-Alpes. Dans 
e même 
ontexte, je 
o-en
adre depuiso
tobre 2003 ave
 Cordelia S
hmid (LEAR) la th�ese de Charles Bouveyron sur le th�eme \Mod�elesstatistiques pour la s�ele
tion et l'organisation de des
ripteurs d'images". Nous nous proposonsd'�etudier les probl�emes parti
uliers pos�es par l'utilisation des m�ethodes de r�edu
tion de dimensionen analyse d'images. Ainsi, la mod�elisation d'une image par un ve
teur de Rp propos�ee en introdu
-tion n'est pas satisfaisante 
ar ne prenant pas en 
ompte la notion de proximit�e entre pixels. Unesolution envisageable est de ne pas travailler sur les pixels eux-mêmes, mais sur des des
ripteursextraits de l'image. Dans les deux 
as, il est indispensable d'adapter la m�ethode de r�edu
tion dedimension �a la nature spatiale des donn�ees.Ind�ependamment du 
ontexte de l'analyse d'image, l'�etude des mod�eles auto-asso
iatifs demande�a être poursuivie. Je projette d'�etudier les propri�et�es asymptotiques des estimateurs mis en �uvreet ainsi de d�e�nir un test permettant le 
hoix de la dimension du mod�ele. D'autre part, les mod�eles
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tion de dimension et analyse d'imagesauto-asso
iatifs tels qu'ils sont d�e�nis i
i supposent l'existen
e de dire
tions dans lesquelles lavari�et�e est param�etrable. Cette hypoth�ese limite le 
hamp d'appli
ation de 
es mod�eles. A�n delever 
ette limitation, j'envisage d'�etendre la d�e�nition de 
es mod�eles aux vari�et�es param�etrablespar des 
ouples de dire
tions. En�n, j'aimerais �egalement �etendre 
es mod�eles �a la repr�esentationde r�eunion de vari�et�es a�n de pouvoir prendre en 
ompte les distributions de m�elange.
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ourbes de r�ef�eren
eDe nombreuses exp�erimentations, en parti
ulier dans le 
adre d'�etudes biom�edi
ales, sont 
on-duites pour �etablir des intervalles de valeurs qui sont prises \normalement" par une variabled'int�erêt Y , dans une population 
ible. I
i, le terme \normalement" fait r�ef�eren
e aux valeurs quel'on est sus
eptible d'observer ave
 une probabilit�e donn�ee, dans des 
onditions normales et pourdes individus types pr�esum�es en bonne sant�e. Ces intervalles sont appel�es intervalles de r�ef�eren
e etles valeurs 
orrespondantes valeurs de r�ef�eren
e. Par exemple, on peut s'int�eresser �a un intervalleex
luant les 5% d'observations les plus grandes et les 5% d'observations les plus petites. Ainsi,la 
onstru
tion d'intervalles de r�ef�eren
e repose sur le 
al
ul de quantiles. Par ailleurs, il arriver�eguli�erement que, sur la population 
ible, l'on dispose simultan�ement, ave
 la variable d'int�erêt Y ,d'une information 
ompl�ementaire sous la forme d'une 
ovariable X . Tr�es souvent, X repr�esentel'âge du sujet. Pour une valeur donn�ee x de X , on peut 
onstruire un intervalle de r�ef�eren
e. Lorsquex varie, on obtient alors des \
ourbes de r�ef�eren
e" ou plus pr�e
is�ement des hypersurfa
es. Dans
e 
adre, il est n�e
essaire de travailler ave
 les quantiles 
onditionnels de Y sa
hant X . Le tra
�e de
ourbes de r�ef�eren
e sur le nuage des valeurs prises par le 
ouple (X;Y ) pour les sujets de r�ef�eren
edonne un r�esum�e graphique tr�es utile et interpr�etable lorsque la 
ovariable X est unidimensionnelle.Ainsi, un individu i repr�esent�e par le point (xi;yi) pourra être 
ompar�e �a la population de r�ef�eren
e.En d'autres termes, une \anormalit�e" de 
et individu sera suspe
t�ee si 
e point se situe en dessousde la 
ourbe de r�ef�eren
e inf�erieure ou au dessus de la 
ourbe de r�ef�eren
e sup�erieure. L'estimationdes 
ourbes de r�ef�eren
es se pose aussi bien dans les domaines biom�edi
al et biom�etrique, que dansle domaine industriel. Nos travaux dans le 
adre unidimensionnel sont pr�esent�es paragraphe 4.1.L'extension au 
as multidimensionnel fait l'objet du paragraphe 4.2. L'ensemble de l'�etude r�esum�eedans 
e 
hapitre est le fruit d'une 
ollaboration ave
 Ali Gannoun, J�erôme Sara

o (Universit�eMontpellier 2) et Christiane Guinot (CERIES).4.1 Covariable unidimensionnelleNous pr�esentons dans le paragraphe 4.1.1 un extrait de la litt�erature 
on
ernant l'estimation desquantiles 
onditionnels. Le paragraphe 4.1.2 est 
onsa
r�e �a la pr�esentation des estimateurs nonparam�etriques des quantiles 
onditionnels que nous avons retenus. Un extrait de l'�etude 
omparativede 
es estimateurs sur simulations men�ee dans [49℄ est pr�esent�e dans le paragraphe 4.1.3. En�n,nous exposons dans le paragraphe 4.1.4 une appli
ation visant �a �etablir des 
ourbes de r�ef�eren
e,
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ourbes de r�ef�eren
een fon
tion de l'âge, des propri�et�es biophysiques de la peau de femmes sur deux zones du visageet une zone de l'avant-bras. L'�etude 
ompl�ete peut être trouv�ee dans [48℄. Les logi
iels d�evelopp�espour mener 
ette �etude sont d�e
rits dans [50℄.4.1.1 Quantiles 
onditionnels et 
ourbes de r�ef�eren
eLe quantile 
onditionnel d'ordre � 2℄0:5;1[ de Y sa
hant X = x est d�e�ni par q�(x) = F�1(�jx),o�u F (:jx) d�esigne la fon
tion de r�epartition 
onditionnelle de Y sa
hant X = x. Une 
ara
t�erisationalternative de q�(x) est obtenue sous forme d'un probl�eme d'optimisation :q�(x) = argmin�2RE [��(Y � �)jX = x℄ ; (4.1)o�u �� est la fon
tion d�e�nie par ��(z) = �zI[0;1)(z)�(1��)zI(�1;0)(z): Pour une valeur x donn�ee,l'intervalle de r�ef�eren
e 
ontenant 100(2 � � 1)% des sujets de r�ef�eren
e est ensuite d�e�ni parI�(x) = [q1��(x); q�(x)℄: Les 
ourbes de r�ef�eren
e sont alors les ensembles de points f(x;q1��(x)get f(x;q�(x)g lorsque x varie. Soit qn;�(x) un estimateur de q�(x) obtenu �a partir de l'�e
hantillonf(Xi;Yi); i = 1; : : : ;ng de n r�ealisations ind�ependantes du 
ouple de variables al�eatoires (X;Y ).L'estimateur 
orrespondant de I�(x) est d�e�ni par In;�(x) = [qn;1��(x); qn;�(x)℄: En pratique, pourobtenir les 
ourbes de r�ef�eren
e �a 90%, � est 
hoisi �egal �a 0:95. Trois types d'appro
hes existentpour l'estimation des quantiles 
onditionnels.Appro
he param�etrique. Quand l'�e
hantillon est de petite taille, des hypoth�eses param�etriquessont habituellement impos�ees a�n de r�eduire le nombre de param�etres �a estimer. En parti
ulier,lorsque la fon
tion de r�epartition 
onditionnelle est suppos�ee gaussienne, un estimateur du quantile
onditionnel est obtenu �a partir d'estimateurs de l'esp�eran
e et de la varian
e 
onditionnelles. Unmod�ele lin�eaire ou polynomial [112℄ asso
i�e �a la m�ethode des moindres 
arr�es est g�en�eralementutilis�e pour estimer 
es deux quantit�es. Cependant 
es estimations sont tr�es sensibles aux valeursaberrantes de Y . De plus, il peut être n�e
essaire de transformer les donn�ees de d�epart dans l'espoird'obtenir des r�esidus normalement distribu�es ave
 
ette nouvelle �e
helle. L'existen
e d'une telletransformation n'est nullement garantie. Il est aussi 
onnu que les hypoth�eses param�etriques sontrestri
tives et peuvent rarement être faites ave
 
ertitude [22℄. Ainsi, l'appro
he param�etrique peutêtre mal adapt�ee �a la r�ealit�e des donn�ees en parti
ulier biologiques. Des appro
hes semi ou nonparam�etriques du probl�eme ont alors �et�e d�evelopp�ees a�n de pallier 
es probl�emes d'hypoth�eses etde mod�elisation param�etriques.Appro
he semi param�etrique. Les m�ethodes semi param�etriques 
onsistent �a re
her
her unetransformation des valeurs observ�ees de la variable Y de fa�
on �a les rendre normalement distribu�ees.Par exemple, la m�ethode LMS [22℄ e�e
tue la transformation suivanteZi = (Yi=M(Xi))L(Xi) � 1L(Xi)S(Xi) :Les fon
tions L, M et S sont estim�ees sous forme de fon
tions splines respe
tivement par L̂, M̂ etŜ grâ
e �a une m�ethode de maximum de vraisemblan
e p�enalis�ee. L'estimateur 
orrespondant duquantile q�(x) est alors M̂(x)(1 + L̂(x)Ŝ(x)z�)1=L̂(x) o�u z� est le quantile 
orrespondant de la loinormale 
entr�ee r�eduite.
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he non param�etrique. De nombreux travaux r�e
ents ont �et�e men�es pour l'estimationnon param�etrique des quantiles 
onditionnels. Le point 
ommum �a 
es m�ethodes est de ne pasn�e
essiter d'hypoth�ese sur la nature de la distribution. A titre d'exemple, une appro
he robustepermettant d'obtenir des 
ourbes de r�ef�eren
e est introduite dans [86℄. Cette m�ethode est bas�ee surune partition du support de X en intervalles. Pour 
haque intervalle, les deux quantiles q�(x) etq1��(x) sont estim�es de fa�
on usuelle. L'ensemble des quantiles estim�es est alors liss�e selon x pourobtenir les 
ourbes de r�ef�eren
e.Les appro
hes non param�etrique que nous 
onsid�erons i
i ne n�e
essitent pas de partition du sup-port de X . De plus, elles sont robustes dans le sens o�u les 
ourbes de r�ef�eren
es 
al
ul�ees sontpeu sensibles �a la pr�esen
e de points aberrants. Dans la suite, trois m�ethodes non param�etriquesd'estimation des quantiles 
onditionnels sont pr�esent�ees.4.1.2 M�ethodes non param�etriques d'estimation des quantiles 
onditionnels1{ M�ethode d'estimation par noyau. D�e�nissons tout d'abord un estimateur non pa-ram�etrique de la fon
tion de r�epartition 
onditionnelle de Y sa
hant X = x, pour y 2 R:~Fn(yjx) = nXi=1 K �x�Xihn �IfYi � yg, nXi=1 K �x�Xihn � (4.2)La fon
tion K, appel�ee noyau, est d'int�egrale �egale �a un. Le param�etre hn permet de 
ontrôlerle lissage appliqu�e aux donn�ees. Il est alors naturel d'estimer le quantile 
onditionnel q�(x) par~q�;n(x) = ~F�1n (�jx). Les propri�et�es asymptotiques de 
et estimateur sont �etablies en parti
ulierdans [47℄.2{ M�ethode de la 
onstante lo
ale. La m�ethode dite de la 
onstante lo
ale 
onsiste �a estimerla solution du probl�eme (4.1) par�qn;�(x) = argmina2R nXi=1 ��(Yi � a)K �x�Xihn � ;o�u hn et K d�esignent la fenêtre et le noyau mentionn�es pr�e
�edemment. Cette m�ethode dire
ted'estimation pr�esente en parti
ulier l'avantage d'un bon 
omportement fa
e aux e�ets de bordsDe plus, sous des 
onditions g�en�erales, la 
onvergen
e de 
et estimateur est obtenue sans �etudierpr�ealablement la 
onvergen
e de l'estimateur de la fon
tion de r�epartition 
onditionnelle [120℄.3{ M�ethode d'estimation par noyau produit. Une version plus \lisse" de l'estimateur de lafon
tion de r�epartition 
onditionnelle d�e�nie en (4.2) peut être introduite en rempla�
ant la fon
tionindi
atri
e par une nouvelle densit�e sym�etrique !. L'estimateur 
orrespondant, appel�e estimateurpar noyau produit est d�e�ni 
omme suit :F̂n(yjx) = nXi=1 K �x�Xih1;n �
�y � Yih2;n �, nXi=1K �x�Xih1;n � ;o�u 
 est la fon
tion de r�epartition asso
i�ee �a !. Cet estimateur peut �egalement être vu 
omme uneprimitive de l'estimateur �a noyau de la densit�e 
onditionnelle. Il en d�e
oule l'estimateur suivant
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eq̂�;n(x) = F̂�1n (�jx). Cette appro
he est attra
tive mais n�e
essite le 
hoix de deux param�etres delissage h1;n et h2;n. Il apparâ�t en pratique que 
et estimateur est extrêmement sensible au 
hoixde 
es deux param�etres. Les propri�et�es asymptotiques de 
et estimateur sont �etablies par exempledans [8℄.Choix des param�etres de lissage. La qualit�e des estimateurs non param�etriques bas�es surles noyaux est �etroitement li�ee aux 
hoix des param�etres de lissage. Une importante litt�eratureest 
onsa
r�ee �a 
e sujet, et en parti
ulier aux m�ethodes de s�ele
tion automatique par minimisationd'un 
rit�ere, telles que la validation 
rois�ee. Nous avons retenu les 
hoix suivants pour les di��erentesfenêtres intervenant dans 
ha
un des estimateurs. Pour l'estimateur ~q�;n(x), une appro
he d�eriv�eedu 
rit�ere de validation 
rois�ee est utilis�ee :hn = argminh>0 nXj=1 ZRfIfYj � yg � ~Fn;�j(yjx)g2!(y)dy; (4.3)o�u ~Fn;�j(:jx) est l'estimateur de F (:jx) d�e�ni au paragraphe 4.1.2 mais 
al
ul�e �a partir de l'�e
hantillonf(Xi;Yi); i = 1; : : : ;ng priv�e de la j-�eme observation.Pour les estimateurs �qn;�(x) et �qn;�(x), une r�egle empirique reposant sur l'hypoth�ese de normalit�ede la loi 
onditionnelle de Y sa
hant X et propos�ee dans [120℄ est retenue. L'utilisation de tellesr�egles empiriques pr�esente l'avantage d'une mise en �uvre simple et rapide. Cependant 
et avantageest a
quis au prix d'une perte de g�en�eralit�e due �a l'ajout d'une hypoth�ese de normalit�e.4.1.3 Comparaison sur simulations des trois m�ethodes non param�etriquesLes trois m�ethodes non param�etriques d�e
rites pr�e
�edemment sont �evalu�ees dans [49℄ sur desdonn�ees simul�ees mais r�ealistes au vu de l'appli
ation sur donn�ees r�eelles 
onsid�er�ee paragraphe 4.1.4.Plus pr�e
is�ement, lorsque le 
hoix de la fenêtre de l'estimateur est bas�e sur des 
onsid�erations denormalit�e, son 
omportement vis �a vis de 
ette hypoth�ese est examin�e.Des
ription du mod�ele simul�e. Nous 
onsid�erons le mod�ele suivant :y = 16(x� 0:5)2 + "; (4.4)o�u le terme d'erreur " est �egal �a "��a� ave
 "� suivant une loi gamma de param�etres d'�e
helle � etde param�etre de forme a. Rappelons que E ["�℄ = a�, Var ["�℄ = a�2 et S("�) = 2=pa, S d�esignantle 
oeÆ
ient d'asym�etrie, ou skewness. Dans la suite de la simulation, on 
hoisit a = 1=�2 a�n detravailler ave
 un terme d'erreur de varian
e unit�e. Dans 
e 
adre parti
ulier, " 2 [�1=�; +1[,l'esp�eran
e de "� �etant �egale �a 1=�, le terme d'erreur " est 
entr�e. De plus, le 
oeÆ
ient d'asym�etrieest alors �egal �a 2�. Ainsi, plus � est grand, plus la distribution de l'erreur est dissym�etrique et don
s'�eloignera de la normalit�e. Les donn�ees r�eelles �etudi�ees dans la suite, pr�esentent, pour la plupartdes variables d'int�erêt, une r�epartition du nuage de points du même type que � = 1 ou 1.5 dans lemod�ele (4.4). Dans le 
adre de 
e mod�ele, le quantile 
onditionnel d'ordre � s'�e
rit i
i expli
itementsous la forme q�(x) = 16(x� 0:5)2+ q(g)� � 1=�; o�u q(g)� est le quantile d'ordre � de la loi gamma deparam�etres (�;1=�2).Pour 
ha
une des valeurs de � 
onsid�er�ees, N = 50 �e
hantillons de taille n = 200 sont simul�es selonle mod�ele (4.4) ave
 la 
ovariable X g�en�er�ee selon la loi uniforme dis
r�ete sur fj=30; j = 0;1; : : : ;30g.
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hoix de l'uniforme dis
r�ete se justi�e par le fait que, sur les donn�ees r�eelles �etudi�ees, la 
ovariableest l'âge (arrondi �a l'ann�ee) des individus. Pour 
haque �e
hantillon simul�e, nous avons ensuite estim�eq�(zj), pour zj = j=50; j = 0;1; : : : ;50, par 
ha
une des trois m�ethodes non param�etriques. A�nd'�evaluer les di��erentes m�ethodes, pour 
haque �e
hantillon (k = 1; : : : ;50) l'erreur relative m�ediane,not�ee ERM(k) est 
al
ul�ee :ERM(k) = m�ediane(�����q(k)�;n(zj)� q�(zj)q�(zj) ����� ; j = 0;1; : : : ;50) ;o�u q(k)�;n(zj) 
orrespond �a l'estimation de q�(zj) obtenue par la m�ethode non param�etrique 
onsid�er�eesur l'�e
hantillon k.Exemple de r�esultats. Les distributions des ERM sont pr�esent�ees sous forme de bô�tes �amousta
hes en fon
tion du degr�e d'asym�etrie du bruit en �gure 4.1. La d�egradation des performan
esdes estimateurs 2 et 3 ave
 l'augmentation de l'asym�etrie du bruit n'est pas surprenante, le 
hoixdes fenêtres �etant bas�e sur une hypoth�ese de normalit�e. La d�et�erioration des r�esultats est surtoutsensible pour l'estimation des quantiles d'ordre 5%, 
'est �a dire pour l'estimation des quantilespro
hes de l'extr�emit�e �nie (�1=�) du support de la loi du bruit. Ceux-
i sont globalement sous-estim�es, le plus souvent situ�es en de�
�a du support (q200; 0:05 < �1=�). Pour �eliminer 
e probl�eme,la solution 
onsisterait �a 
hanger de r�egle de 
hoix de largeur de fenêtre.4.1.4 Appli
ation �a des donn�ees r�eellesUne �etude r�ealis�ee par le CE.R.I.E.S a �et�e 
onduite entre novembre 1998 et d�e
embre 1999 sur n =322 femmes de type 
au
asien ag�ees de 20 �a 80 ans pr�esentant une peau apparemment saine. Chaquevolontaire a �et�e examin�ee en atmosph�ere 
ontrôl�ee. Cette �etude 
omportait des questionnaires surles habitudes de vie, un interrogatoire et un examen m�edi
al 
utan�e, ainsi qu'une �evaluation despropri�et�es biophysiques 
utan�ees. Les propri�et�es biophysiques de la peau in
luaient : le taux des�e
r�etion de s�ebum (taux instantan�e de lipides (�g=m2), la temp�erature 
utan�ee (exprim�ee endegr�es Celsius), la perte insensible en eau (g=m2h), le pH 
utan�e, l'hydratation de la peau estim�eepar la 
apa
itan
e et la 
ondu
tan
e, et la 
ouleur de la peau. La 
ouleur a �et�e exprim�ee �a l'aide destrois param�etres luminosit�e, 
oordonn�ees de 
hroma
it�e rouge/vert et 
oordonn�ees de 
hroma
it�ejaune/bleu. L'�evaluation des param�etres biophysiques a �et�e e�e
tu�ee sur deux zones du visage(front et joue) et sur la fa
e ant�erieure de l'avant-bras gau
he, sauf pour le taux de s�ebum mesur�euniquement sur les deux zones du visage.En r�esum�e, les variables d'int�erêt sont au nombre de 12 sur la fa
e ant�erieure de l'avant-bras gau
heet de 13 sur le front et la joue. La 
ovariable est l'âge des volontaires. Les d�etails de 
ette �etudesont publi�es dans [48℄.4.1.4.1 Les m�ethodes d'estimationM�ethode param�etrique. La m�ethodologie utilis�ee pour l'�etablissement de valeurs de r�ef�eren
edes mesures biophysiques 
utan�ees en fon
tion de l'âge des sujets d�e
oule de 
elle propos�ee dans [112℄.Elle 
omporte six �etapes l�eg�erement modi��ees a�n de l'adapter aux donn�ees.
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4.1 Covariable unidimensionnelle 57M�ethode semi param�etrique. L'estimateur LMS pr�esent�e au paragraphe 4.1.1 est 
al
ul�e grâ
e�a un logi
iel sp�e
i�que �e
rit par T. J. Cole et P. Green. Ce logi
iel nous a �et�e fourni par les auteurs.M�ethodes non param�etriques. La 
ovariable ne prend que des valeurs enti�eres allant de 20�a 80 ans. Notons fzt; t = 1; : : : ;Tg 
es T valeurs distin
tes. Pour 
ha
un des estimateurs nonparam�etriques, le quantile 
onditionnel q�(x) a �et�e �evalu�e en 
es valeurs. On obtient don
 l'ensembledes points f(zt; bq�(zt)); t = 1; : : : ;Tg. Pour la repr�esentation graphique des 
ourbes de r�ef�eren
e, uneappro
he basique 
onsiste �a r�ealiser une interpolation lin�eaire entre 
es di��erents points. Cependantles 
ourbes obtenues ave
 
ette appro
he pr�esentent un aspe
t visuel non \lisse". Ainsi, pour pallier
e d�efaut, nous avons opt�e pour un lissage par la m�ethode du noyau de 
es points, le noyau 
hoisi�etant le noyau gaussien et la fenêtre utilis�ee �etant obtenue par validation 
rois�ee.4.1.4.2 R�esultatsNous pr�e
isons tout d'abord les 
rit�eres utilis�es pour a

epter ou rejeter a posteriori les 
ourbes der�ef�eren
e obtenues. Puis, nous r�esumons les r�esultats obtenus par les di��erentes m�ethodes. Nousremarquons en�n que, même lorsqu'il existe un mod�ele param�etrique et que les 
ourbes de r�ef�eren
essont a

ept�ees, l'appro
he non param�etrique fon
tionne bien.Crit�ere d'a

eptabilit�e des 
ourbes de r�ef�eren
es. Les 
ourbes de r�ef�eren
e (obtenues parles m�ethodes param�etrique, semi param�etrique ou non param�etriques) sont 
onsid�er�ees 
ommea

eptables si elles satisfont les trois 
onditions suivantes :{ Elles n'in
luent pas de valeurs impossibles pour Y (par exemple des valeurs nulles ou n�egativesalors que la variable Y ne peut prendre en r�ealit�e que des valeurs stri
tement positives).{ Elles 
ontiennent le pour
entage d�esir�e d'individus �a savoir 100(2�� 1)%.{ Les valeurs individuelles qui se trouvent en dehors des limites des 
ourbes de r�ef�eren
e sontr�eparties de fa�
on uniforme en fon
tion de la 
ovariable et au
un regroupement de valeurs indivi-duelles n'apparâ�t.Synth�ese des r�esultats obtenus par la m�ethode param�etrique. Pour un 
ertain nombredes variables �etudi�ees, nous avons pu �etablir des 
ourbes de r�ef�eren
e en fon
tion de l'âge par lam�ethode param�etrique. Le tableau 4.1(a) r�esume les r�esultats ainsi obtenus. Pr�e
isons que le mod�eleparam�etrique est a

eptable lorsque les r�esidus sont normalement distribu�es (apr�es transformationau pr�ealable des donn�ees si n�e
essaire). Si le mod�ele param�etrique n'est pas a

ept�e, les 
ourbesde r�ef�eren
e ne peuvent alors être 
onstruites. Il apparâ�t que la mod�elisation polynomiale estappropri�ee pour 25 variables sur 38. Seules 21 
ourbes de r�ef�eren
es sont ensuite a

eptables.Synth�ese des r�esultats obtenus par la m�ethode semi param�etrique. Les r�esultats obtenuspar la m�ethode LMS sont r�esum�es dans le tableau 4.1(b). Pour la plupart des variables (34 sur 38)les 
ourbes de r�ef�eren
e sont a

ept�ees. Les 4 
ourbes restantes ne r�epondent pas au premier 
rit�ere.Synth�ese des r�esultats obtenus par les m�ethodes non param�etriques. Les 
ourbes der�ef�eren
e en fon
tion de l'âge ont �et�e �etablies ave
 su

�es pour tous les param�etres biophysiquesanalys�es par l'estimateur �a noyau (m�ethode 1). Pour la presque totalit�e des param�etres, la m�ethodede la 
onstante lo
ale (m�ethode 2) donne des 
ourbes de r�ef�eren
e a

eptables. Par 
ontre, les
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e
ourbes de r�ef�eren
e obtenues par la m�ethode du noyau produit (m�ethode 3) sont moins satis-faisantes. Il apparâ�t 
lairement que la r�egle empirique pour le 
hoix de h2;n est mal adapt�ee etentrâ�ne des 
ourbes de r�ef�eren
e sur-liss�ees. Pour rem�edier �a 
e probl�eme d�ej�a 
onstat�e sur simu-lations, d'autres m�ethodes de 
hoix ne reposant pas sur une hypoth�ese de normalit�e doivent êtreenvisag�ees. Le tableau 4.1 r�esume l'ensemble des r�esultats obtenus ave
 les trois m�ethodes nonparam�etriques. Joue Front Avant-brasNombre de variables 13 13 12M�ethode param�etriqueNombre de mod�eles a

ept�es 7 10 8Nombre de 
ourbes de r�ef�eren
e a

ept�ees 6 9 6M�ethode semi param�etriqueNombre de 
ourbes de r�ef�eren
e a

ept�ees 11 11 12M�ethodes non param�etriquesM�ethode 1 : nombre de 
ourbes de r�ef�eren
e a

ept�ees 13 13 12M�ethode 2 : nombre de 
ourbes de r�ef�eren
e a

ept�ees 12 12 12M�ethode 3 : nombre de 
ourbes de r�ef�eren
e a

ept�ees 6 5 3Tab. 4.1 { R�e
apitulatif des r�esultats obtenus ave
 les di��erentes m�ethodes (m�ethode 1 : m�ethoded'estimation par noyau, m�ethode 2 : m�ethode de la 
onstante lo
ale, m�ethode 3 : m�ethode d'estima-tion par noyau produit).Illustration graphique. Lorsqu'un mod�ele param�etrique a pu être 
onstruit et que les 
ourbesde r�ef�eren
e ont �et�e d�e
lar�ees a

eptables, les appro
hes semi param�etrique et non param�etriquedonnent des r�esultats semblables. Par exemple, sur la �gure 4.2 toutes les 
ourbes de r�ef�eren
eobtenues ave
 les diverses m�ethodes �evoluent de fa�
on 
omparable sur la four
hette d'âges �etudi�ee.D'autres situations sont examin�ees en d�etail dans [48℄.4.2 Covariable multidimensionnelleL'extension formelle des estimateurs de quantiles 
onditionnels �a des 
ovariables de dimension p > 1(not�ee X dans 
e 
adre multidimensionnel) ne pose pas de probl�eme. Cependant, la mise en �uvredes estimateurs sou�re du 
�eau de la dimension ou 
urse of dimensionality. Plus g�en�eralement,la raret�e des observations en grande dimension est un probl�eme r�e
urrent en estimation non pa-ram�etrique. Ce
i apparâ�t �egalement sur le plan th�eorique, la vitesse de 
onvergen
e des estimateursnon param�etriques diminuant lorsque p augmente. Pour plus de d�etails sur 
ette question, on pourrase reporter �a [116℄. De plus, dans 
e 
as les 
ourbes de r�ef�eren
e sont en fait un 
ouple d'hypersur-fa
es de dimension p, leur visualisation est diÆ
ile, et elles sont alors moins utiles pour les analysesexploratoires. Il est par exemple d�eli
at de d�ete
ter graphiquement si un individu est normal ounon.Notre but est de r�eduire la dimension du ve
teur X sans perte d'information sur la loi 
onditionnellede Y sa
hantX et sans utiliser de mod�ele param�etrique. Des �etudes similaires existent dans le 
adre
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Fig. 4.2 { Exemples de 
ourbes de r�ef�eren
e �a 90% obtenues ave
 la m�ethode param�etrique (poin-till�es), la m�ethode LMS (tirets) et l'estimateur �a noyau, m�ethode 1 (ligne 
ontinue).de la r�egression. Par exemple, dans [117℄, des mod�eles additifs sont utilis�es pour pallier le 
�eau dela dimension. I
i, une m�ethode de proje
tion lin�eaire est 
onsid�er�ee a�n de r�eduire la dimension des
ovariables et obtenir un estimateur eÆ
a
e des quantiles 
onditionnels. La r�edu
tion de dimensionproprement dite est bas�ee sur la m�ethode SIR (sli
e inverse regression) introduite dans [99℄.Les aspe
ts th�eoriques li�es �a la r�edu
tion de dimension en r�egression ainsi que la m�ethode SIR sontpr�esent�es paragraphe 4.2.1. Un estimateur semi param�etrique des quantiles 
onditionnels bas�e sur
ette m�ethode est introduit paragraphe 4.2.2. Quelques r�esultats asymptotiques sont �etablis para-graphe 4.2.3. Les performan
es de l'estimateur propos�e sont bri�evement illustr�ees sur simulationsparagraphe 4.2.4. En�n, dans le paragraphe 4.2.5, la m�ethode est mise en �uvre dans le 
adre del'appli
ation d�e
rite paragraphe 4.1. L'�etude 
ompl�ete est publi�ee dans [51℄.4.2.1 Aspe
ts th�eoriques de la r�edu
tion de dimension en r�egressionDans 
e paragraphe, nous introduisons la notion de sous-espa
e de r�edu
tion de dimension ainsique le prin
ipe de 
onstru
tion d'une base de sous-espa
e par la m�ethode SIR. Nous insistons surles 
ons�equen
es 
on
ernant l'estimation des quantiles 
onditionnels.Sous-espa
es de r�edu
tion de dimension. On suppose l'existen
e d'une matri
e B de taillep� r telle que F (yjx) = F (yj tBx); (4.5)o�u F (:j:) est la fon
tion de r�epartition 
onditionnelle de Y . Une telle matri
e existe toujourspuisque (4.5) est trivialement vraie ave
 B = Ip la matri
e identit�e de taille p�p. L'hypoth�ese (4.5)implique que le ve
teur des pr�edi
teurs X de taille p � 1 peut être rempla
�e par le ve
teur tBX
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ede taille r � 1 sans perte d'information de r�egression. Si r < p alors on r�ealis�e une r�edu
tion dedimension. La d�e�nition suivante [99℄ est introduite :D�e�nition 4.2.1 Le sous-espa
e ve
toriel S(B) engendr�e par les 
olonnes de B est appel�e unsous-espa
e de r�edu
tion de dimension.La dimension de S(B) r�ev�ele le nombre de 
omposantes lin�eaires de X n�e
essaires pour expliquer Y .Lorsque (4.5) est vraie, alors 
ette propri�et�e est en
ore vraie en rempla�
ant B par tout matri
edont les 
olonnes forment une base de S(B). Il est don
 
lair que la 
onnaissan
e du sous-espa
e der�edu
tion de dimension de plus petite dimension fournit la 
ara
t�erisation de Y sa
hant X la pluspar
imonieuse. On a alors la d�e�nition suivante [23℄ :D�e�nition 4.2.2 On note SY jX l'unique sous-espa
e de r�edu
tion de dimension de dimensionminimale, appel�e sous-espa
e 
entral de r�edu
tion de dimension parfois abr�eg�e espa
e EDR poure�e
tive dimension redu
tion subspa
e.Soit d = dim(SY jX), d � r, la dimension de 
e sous-espa
e et � la matri
e de taille p � d dont les
olonnes forment une base de SY jX. D'apr�es (4.5), on a alors q�(x) = q�( t�x):D�e�nition 4.2.3 La 
ourbe de r�egression inverse 
entr�ee est l'ensembleSE[XjY ℄ = fE [XjY ℄� E [X℄ : Y 2 
Y go�u 
Y 2 R est l'ensemble des valeurs de Y .Sous (4.5), on suppose que la loi marginale de X satisfait la 
ondition de lin�earit�e suivante :(LC) : Pour tout b 2 Rp; E � tbXj t�X� est lin�eaire en t�X.Soit � la matri
e de 
ovarian
e de X, suppos�ee d�e�nie positive. Sous (LC), il est prouv�e [99℄ quela 
ourbe de r�egression inverse 
entr�ee appartient au sous-espa
e engendr�e par les 
olonnes de ��not�e S(��). On a alors SE[XjY ℄ � S(��) = �SY jX: (4.6)Soit Z le pr�edi
teur X normalis�e d�e�ni par Z = ��1=2(X�E [X℄). On montre [23℄ qu'il est possiblede se restreindre �a travailler sur Z sans perte de g�en�eralit�e puisque tout base de SY jZ peut êtretransform�ee en une base de SY jX selon le prin
ipe SY jX = ��1=2SY jZ. Comme 
ons�equen
e de (4.6),on a la propri�et�e [23℄ :Proposition 4.2.1 Sous (LC), on a SE[ZjY ℄ � S(�) = SY jZ; ave
 � = �1=2�.De plus S(Var [E [ZjY ℄℄) = SE[ZjY ℄; sauf sur un ensemble de mesure nulle.Le sous-espa
e 
entral de r�edu
tion de dimension peut don
 être estim�e �a partir de la 
ourbede r�egression inverse SE[ZjY ℄ via l'estimation de la matri
e Var [E [ZjY ℄℄. Les m�ethodes bas�ees sur
e prin
ipe n'estiment en fait que des parties du sous-espa
e 
entral de r�edu
tion de dimension,l'�egalit�e entre SE[ZjY ℄ et SY jZ n'�etant pas garantie. Le paragraphe suivant est d�edi�e �a la m�ethodeSIR introduite dans [99℄ et qui repose sur une estimation non lisse et non param�etrique de SY jZ.La m�ethode SIR. La m�ethode SIR est bas�ee sur un partitionnement des valeurs de Y en unnombre �x�e H de tran
hes not�ees S1; : : : ;SH. Les p 
omposantes de Z sont alors r�egress�ees sureY la version dis
r�etis�ee de Y par le d�e
oupage en tran
hes. Cette r�egression inverse se traduitsimplement par p r�egressions unidimensionnelles. Soit la matri
e M = Var[E[ZjeY ℄℄. On d�eduit de



4.2 Covariable multidimensionnelle 61la Proposition 4.2.1 la s�erie d'in
lusions suivante : S(M) = SE[ZjeY ℄ � SeY jZ � SY jZ; la derni�erein
lusion �etant une 
ons�equen
e du fait que eY est une fon
tion de Y , et don
 que SY jZ est un sous-espa
e de r�edu
tion de dimension pour la r�egression de eY sur Z. A partir du d�e
oupage S1; : : : ;SH,on a la d�e
omposition : M = HXh=1 phmh tmh; (4.7)ave
 ph = P(Y 2 Sh) etmh = E [ZjY 2 Sh℄. En supposant d = dim(S(M)), on note s1 � � � � � sd lesd valeurs propres non nulles de M , u1; : : : ;ud les ve
teurs propres 
orrespondants et bk = ��1=2uk,k = 1; : : : ;d. On a alors S(M) = S(u1; : : : ;ud), et b1; : : : ;bd forment une base de S(�) et sont parfoisappel�ees dire
tions EDR (
f D�e�nition 4.2.2).4.2.2 Pro
�edure d'estimationDans la suite, on note yi la i�eme observation de la variable r�eponse unidimensionnelle Y et xi leve
teur de taille p� 1 des valeurs observ�ees de la 
ovariable, i = 1; : : : ;n.Etape d'estimation li�ee �a SIR. Soient x et b� la moyenne et la matri
e de 
ovarian
e empi-riques des xi. On note bzi le i�eme pr�edi
teur normalis�e d�e�ni par bzi = b��1=2(xi � x), i = 1; : : : ;n.L'estimation de M d�e�nie en (4.7) par la m�ethode SIR est donn�ee par
M = HXh=1 bph bmh t bmh;ave
 bph = nh=n o�u nh est le nombre d'observations dans la h�eme tran
he et bmh est le ve
teurobtenu en moyennant les bzi de la tran
he h. On introduit ŝ1 � � � � � ŝp les valeurs propres de 
M etû1; : : : ;ûp les ve
teurs propres asso
i�es. Si la dimension d de S(M) est 
onnue, S(
M) = S(û1; : : : ;ûd)est alors un estimateur 
onsistant de S(M). Dans la pratique, la dimension d est estim�ee par d̂, lenombre de valeurs propres que l'on estime non nulles [99℄.Lorsque dim(S(�)) = d, 
M fournit une estimation d'une base de S(�) et les dire
tions EDR estim�eesb̂k = b��1=2ûk, k = 1; : : : ;d sont une estimation d'une base de l'espa
e EDR S(�).Estimation des quantiles 
onditionnels. Par sou
i de simpli
it�e, on suppose pour l'instantd = 1. On note b̂ = b̂1 la dire
tion estim�ee de SY jX = S(�) et v̂ = tb̂x la proje
tion des obser-vations de la 
ovariable sur 
ette dire
tion, appel�ee indi
e. De fa�
on similaire �a (4.2), on introduitl'estimateur �a noyau de F (yjx) �a partir des observations (yi;v̂i), i = 1; : : : ;n :Fn(yj tb̂x) = Fn(yjv̂) = nXi=1 K � v̂ � bvihn �Ifyi � yg, nXi=1 K � v̂ � bvihn � : (4.8)On d�eduit de (4.8) un estimateur de q�(x) parqn;�( tb̂x) = qn;�(v̂) = F�1n (� j v̂); (4.9)



62 Chapitre 4. Estimation de 
ourbes de r�ef�eren
eet les 
ourbes de r�ef�eren
es �a 100� (2�� 1)% sont estim�ees pour � > 0:5 parIn;�(x) = [qn;1��(v̂);qn;�(v̂)℄ = [qn;1��( tb̂x);qn;�( tb̂x)℄: (4.10)L'extension de 
e prin
ipe d'estimation au 
as d > 1 ne pose pas de probl�eme, on travaille alors ave
plusieurs dire
tions EDR b̂j = b��1=2ûj , j = 1; : : : ;d, plusieurs indi
es (tb̂1xi; : : : ;tb̂dxi), i = 1; : : : ;net on utilise un noyau multidimensionnel dans (4.8) pour obtenir qn;�( tb̂1x; : : : ;tb̂dx).4.2.3 Propri�et�es asymptotiquesDans le 
as d = 1, nous avons �etabli la 
onsistan
e de qn;�( tb̂x) dans [51℄ sous les hypoth�esessuivantes :(A1) Les ve
teurs al�eatoires (Xi;Yi), i = 1; : : : ;n sont ind�ependants et de même loi.(A2) Le noyau K : R �! R est une densit�e de probabilit�e born�ee telle que jvjK(v) ! 0 quandjvj ! 1, R vK(v)dv = 0 et R v2K(v)dv <1.(A3) hn ! 0 et nhn= logn!1 quand n!1.(A4) La densit�e de X est 
ontinue.(A5) Pour tout x 2 Rp et y 2 R, F (: j tbx) et F (y j :) sont 
ontinues.(A6) Quels que soient � 2℄0;1[ et x 2 Rp, F (: j tbx) a un unique quantile d'ordre �.Cette derni�ere hypoth�ese peut être �evit�ee en utilisant l'inverse g�en�eralis�e pour d�e�nir le quantile
onditionnel par : q�(x) = inffy : F (y j tbx) � �g. On a les deux r�esultats de 
onsistan
e suivants.Th�eor�eme 4.2.1 Sous les hypoth�eses (4.5), (LC), (A1)-(A5), et pour x �x�e dans Rp, on asupy2R���Fn(y j tb̂x)� F (y j x)��� P! 0:Si de plus (A6) est v�eri��ee alors qn;�( tb̂x) P! q�(x):4.2.4 Validation sur simulationsDans 
e paragraphe, les performan
es de la m�ethode d'estimation propos�ee sont �evalu�ees sur simu-lations. En parti
ulier, nous 
omparons notre estimateur �a l'estimateur non param�etrique 
lassiquen'in
luant pas d'�etape de r�edu
tion de dimension.M�ethodes d'estimation. Nous 
onsid�erons trois estimateurs du quantile 
onditionnel d'ordre� au point x :(a) q(a)n;�(x) = qn;�( tb̂x) est l'estimateur d�e�ni en (4.9). La dire
tion bb est estim�ee par la m�ethodeSIR et le quantile 
onditionnel par inversion num�erique de la fon
tion de r�epartition 
ondi-tionnelle estim�ee (4.8). Le noyau 
hoisi est le noyau gaussien et la largeur de fenêtre est
al
ul�ee par validation 
rois�ee.(b) q(b)n;�(x) = qn;�( t�x) est introduit uniquement pour 
omparaison ave
 l'estimateur pr�e
�edent.La dire
tion de proje
tion n'est pas estim�ee mais �x�ee �a sa valeur th�eorique.(
) q(
)n;�(x) = qn;�(x) est l'estimateur non param�etrique 
lassique des quantiles 
onditionnels. Il est
al
ul�e en inversant num�eriquement la fon
tion de r�epartition 
onditionnelle estim�ee par (4.2)en utilisant un noyau multidimensionnel. Nous avons retenu un noyau gaussien, et la largeurde fenêtre est, l�a en
ore, 
al
ul�ee par validation 
rois�ee.



4.2 Covariable multidimensionnelle 63Mod�eles simul�es. Nous 
onsid�erons deux mod�eles.(M1) Y = f(�TX) + ",est un mod�ele de r�egression ave
 
omme fon
tion de lien f(t) = 1+exp(2t=3). Le ve
teur al�eatoireXsuit la loi normale multidimensionnelle Np(0;Ip) et la variable al�eatoire " est normale 
entr�ee-r�eduite" � N (0;1) et ind�ependante de X. Ce mod�ele permet d'�evaluer le 
omportement des estimateursen fon
tion de la dimension p 2 f3;5; : : : ;13g. La dire
tion � est d�e�nie par t� = (p�1)�1=2[
;�
;0℄ave
 
 = [1; : : : ;1℄ le ve
teur ligne de longueur (p� 1)=2, Le quantile 
onditionnel th�eorique s'�e
ritq�(x) = f( t�x) + z�; o�u z� est le quantile d'ordre � de la loi normale 
entr�ee-r�eduite.(M2) Y = (1� �)g( t�X) + �h(X) + ";est une mod�ele de m�elange en dimension p = 3 ave
 
omme fon
tion de lien g(t) = 1 + 2t=3. Leparam�etre � d�etermine l'importan
e de la 
ontamination du mod�ele de r�egression par la fon
tionh(x;y;z) = 2xyz=3. Ce type de mod�ele permet d'�evaluer la robustesse des m�ethodes d'estimationvis �a vis du degr�e de 
ontamination � 2 f0;0:2; : : : ;1g, et don
 de l'hypoth�ese (4.5). De même quepr�e
�edemment t� = 2�1=2[1;� 1;0℄, X suit la normale multidimensionnelle N3(0;I3), " est normal
entr�e-r�eduit " � N(0;1) et ind�ependant de X. De plus on a Var �g( t�X)� = Var [h(X)℄ = 1 et lequantile 
onditionnel th�eorique s'�e
rit q�(x) = (1� �)g( t�x) + �h(x) + z�:Evaluation des r�esultats. Les trois estimateurs (a), (b) et (
) sont 
ompar�es au quantileth�eorique dans les situations (M1) et (M2). Pour 
ela, N = 100 �e
hantillons de taille n = 200 sontsimul�es dans 
haque situation. Les quantiles 
onditionnels sont estim�es pour � = 5% et � = 95%sur une grille en dimension p. Cette grille est 
onstitu�ee de 125 points fz`; ` = 1; : : : ;125g tir�es auhasard suivant une loi uniforme sur [�3=2;3=2℄p. La performan
e des estimateurs est mesur�ee sur
ha
un des N �e
hantillons par l'erreur quadratique moyenne :E(�)n;� = 1125 125X̀=1 �q(�)n;�(z`)� q�(z`)�2 ; o�u � 2 fa;b;
g:Exemple de r�esultats. Pour une pr�esentation exhaustive des r�esultats obtenus, on pourra sereporter �a [51℄. La distribution empirique des erreurs E(�)n;� pour � 2 fa;b;
g et � 2 f0:05;0:95g estpr�esent�ee �gure 4.3. La premi�ere 
olonne pr�esente les r�esultats obtenus sur le mod�ele (M1) ave
d 2 f3;9;13g. Il apparâ�t qu'il n'y pas de di��eren
e signi�
ative entre E(a)n;� et E(b)n;�. L'estimation dela dire
tion � par bb a peu de 
ons�equen
es sur la qualit�e de l'estimation des 
ourbes de r�ef�eren
e,et 
e quelle que soit la dimension. Par 
ontre, les r�esultats obtenus par les estimateurs (a) et (
)sont tr�es di��erents. L'estimateur (a) donne de meilleurs r�esultats que l'estimateur sans �etape der�edu
tion de dimension (
). De plus la di��eren
e s'a

entue ave
 le nombre p de 
ovariables. Le
�eau de la dimension 
onstitue don
 une limitation importante �a l'estimateur (
) 
e qui rend (a)parti
uli�erement int�eressant dans de telles situations. La se
onde 
olonne pr�esente les r�esultatsobtenus sur le mod�ele (M2) ave
 � 2 f0;0:6;1g. Les r�esultats obtenus ave
 l'estimateur (a) restentmeilleurs ou 
omparables ave
 
eux obtenus par l'estimateur (
) lorsque la 
ontamination ne d�epassepas 60%. Ce r�esultat est dû �a la robustesse de la m�ethode SIR qui donne des estimations 
orre
tesdes dire
tions EDR dans 
ette plage de valeurs de �.
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onditionnels multidimensionnels.



4.3 Perspe
tives 654.2.5 Appli
ation �a des donn�ees r�eellesLe 
ontexte de 
ette �etude est 
elui du paragraphe 4.1.4. L'�etude 
ompl�ete est d�e
rite dans [51℄.Les 
ovariables utilis�ees i
i regroupent l'ensemble des variables d�e
rites dans le paragraphe 4.1.4ainsi que la temp�erature et l'humidit�e relative de l'environnement.Pro
�edure d'estimation. Notons X l'ensemble des p 
ovariables et Y la variable d'int�erêt.{ Etape 1. Le graphe repr�esentant l'�ebouli des valeurs propres obtenus par la m�ethode SIRpermet de d�eterminer le nombre d̂ de dire
tions EDR �a retenir. Ces dire
tions sont not�ees b̂1; : : : ;̂bd̂.On visualise alors la stru
ture des donn�ees projet�ees (yi; tb̂1xi; : : : ; tb̂d̂xi), i = 1; : : : ;n.{ Etape 2. Le but de 
ette �etape est de simpli�er les indi
es tb̂kx, k = 1; : : : ;d̂ de fa�
on �a obtenirune interpr�etation plus ais�ee. Ainsi, pour 
haque indi
e, une r�egression lin�eaire de tb̂kx sur les
ovariables de X est e�e
tu�ee ave
 une s�ele
tion forward des variables bas�ee sur le 
rit�ere AIC. Onobtient ainsi un sous-ensemble X1; : : : ;Xd̂ de 
ovariables s�ele
tionn�ees parmi X . Le sous-ensemble�nal de 
ovariables retenues est alors eX = [d̂k=1Xk . La pro
�edure SIR est appliqu�ee une nouvellefois ave
 les 
ovariables de eX et on obtient les d̂ dire
tions EDR estim�ees eb1; : : : ;ebd̂. En�n, on v�eri�eque les graphes ( tb̂kxi; tebkxi), i = 1; : : : ;n ont une stru
ture lin�eaire.{ Etape 3. Les 
ourbes de r�ef�eren
es (qui sont en fait des hypersurfa
es lorsque d̂ > 1) sontalors 
al
ul�ees sur l'ensemble (yi; teb1xi; : : : ; tebd̂xi), i = 1; : : : ;n, par l'estimateur �a noyau d�e
ritparagraphe 4.2.2.R�esultats. A titre d'exemple nous avons 
hoisi 
omme variable d'int�erêt la 
ondu
tan
e de lapeau mesur�ee sur l'avant-bras. Les r�esultats de l'analyse montrent que six 
ovariables entrent dansle mod�ele �nal : l'âge des volontaires, la temp�erature et l'humidit�e relative de l'environnement, lepH de la peau, sa 
apitan
e et sa perte insensible en eau. Les 
ourbes de r�ef�eren
es �a 90% sontpr�esent�ees �gure 4.4. Ces r�esultats ont �et�e valid�es par les sp�e
ialistes du CERIES.4.3 Perspe
tivesA�n de para
hever l'�etude de l'estimation des quantiles 
onditionnels dans le 
as d'une 
ovariablemultidimensionnelle, il est n�e
essaire de 
ompl�eter les r�esultats asymptotiques du paragraphe 4.2.3en �etablissant la 
onvergen
e en loi de qn;�( tb̂x). Cela doit permettre d'appr�e
ier le gain de vitessede 
onvergen
e apport�e par l'�etape de r�edu
tion de dimension.Du point de vue appli
atif, il serait souhaitable de disposer d'un test permettant de 
omparerles espa
es EDR obtenus sur deux �e
hantillons ind�ependants. Ainsi, il serait possible de mettre enparall�ele les 
ourbes de r�ef�eren
es obtenues sur des populations di��erentes. Ce travail a �et�e initi�e parJ�erôme Sara

o sous la forme d'une proposition de projet de DEA de Biostatistique �a l'Universit�eMontpellier 2. Dans le 
adre des d�eveloppements en 
ours sur le th�eme de l'estimation de 
ourbesde r�ef�eren
e, j'aimerais �egalement 
iter les travaux de Ali Gannoun, J�erôme Sara

o et ChristianeGuinot [52℄ dans le 
adre d'une variable d'int�erêt Y multidimensionnelle. La r�edu
tion simultan�eede la dimension de X et Y est rendue possible grâ
e �a la m�ethode Alternating SIR [100℄ permettantde trouver les dire
tions les plus pr�evisibles dans l'espa
e des valeurs de Y . Le 
al
ul des quantiles
onditionnels multivari�es repose, quant �a lui, sur le formalisme introduit dans [8℄.
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Fig. 4.4 { Courbes de r�ef�eren
e �a 90% estim�ees pour la variable KBRAS (
ondu
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e mesur�ee surl'avant-bras) �a partir de l'indi
e 
al
ul�e par la pro
�edure d�e
rite paragraphe 4.2.5.



67Chapitre 5Perspe
tivesLes 
hapitres pr�e
�edents re
�etent l'�etat a
tuel de mes re
her
hes sur les questions d'estimationde quantiles extrêmes, de fronti�ere, et de 
ourbes de r�ef�eren
e ainsi que sur les probl�emes dede r�edu
tion de dimension en analyse d'image. La pr�esentation de 
ha
un de 
es quatre th�emesest 
on
lue par mes travaux en 
ours et les perspe
tives soulev�ees dans le domaine de re
her
he
orrespondant. Ce dernier 
hapitre est d�edi�e �a la br�eve pr�esentation d'une nouvelle dire
tion dere
her
he, l'�etude des 
opules, que je souhaite d�evelopper dans les ann�ees �a venir en raison de sesappli
ations probables dans mes th�emes de re
her
he a
tuels.5.1 Constru
tion et estimation de 
opulesJ'ai d�ebut�e r�e
emment mon travail sur les 
opules par l'introdu
tion d'une nouvelle famille semi-param�etrique, l'�etude de ses propri�et�es de d�ependan
e et la mise en pla
e d'une pro
�edure d'esti-mation dans le 
adre d'une 
ollaboration ave
 C�e
ile Amblard (Universit�e Grenoble 2).Rappelons qu'une 
opule bivari�ee (pour simpli�er les notations) est une fon
tion de r�epartitiond�e�nie sur le 
arr�e unit�e et de marginales uniformes. Pour une pr�esentation exhaustive de la th�eoriedes 
opules, on pourra se reporter �a [104℄. Bri�evement, l'�etude des 
opules est motiv�ee par leth�eor�eme de Sklar [114℄ �etablissant que toute fon
tion de r�epartition bivari�ee H de fon
tions der�epartition marginales F et G peut s'�e
rire H(x;y) = C(F (x);G(y)) o�u C est une 
opule. L'int�erêtde 
ette d�e
omposition r�eside dans le fait que les propri�et�es de d�ependan
e entre les marginales sontenti�erement d�etermin�ees par la 
opule C. Nous avons introduit [1℄ la famille de 
opules suivante :C�(u;v) = uv + ��(u)�(v); � 2 [�1;1℄; (5.1)o�u � est une fon
tion de [0;1℄ dans Rv�eri�ant 
ertaines 
onditions d�e
rites dans [2℄, Th�eor�eme 1. Larepr�esentation (5.1) o�re l'avantage d'englober di��erentes familles param�etriques existantes [109,105℄ tout en les �etendant. Les propri�et�es de d�ependan
e mod�elis�ees par les 
opules de type (5.1)sont �etudi�ees en d�etails dans [2℄ et les probl�emes li�es �a l'estimation de la fon
tion � sont abord�esdans [3℄.



68 Chapitre 5. Perspe
tives5.2 Domaines d'appli
ationLa th�eorie des 
opules est d'une grande utilit�e pour l'�etudes des valeurs extrêmes multivari�ees.Par exemple, un 
ouple de maxima de variables al�eatoires peut être mod�elis�e par une fon
tion der�epartition bivari�ee de 
opuleC(u;v) = exp(log(uv)A(log(u)= log(uv))) (5.2)o�u A est une fon
tion univari�ee 
onvexe, appel�ee fon
tion de d�ependan
e [108℄. L'estimation deA a �et�e largement �etudi�ee, en parti
ulier dans [17℄. R�e
emment, une famille de 
opules ar
himaxin
luant �a la fois les 
opules de type (5.2) et les 
opules ar
him�ediennes [62℄ a �et�e introduite [18℄.Plus g�en�eralement, l'�etude des valeurs extrêmes multivari�ees est un domaine de re
her
he tr�es a
-tif a
tuellement et o�u de multiples questions int�eressantes se posent. Ainsi, la d�e�nition même dela notion d'extrême multivari�e est un probl�eme d�eli
at et peu de r�esultats existent en
ore sur 
eth�eme en regard du 
as univari�e pr�esent�e au Chapitre 1 et des nombreuses appli
ations potentielles.Je projette don
 d'aborder les questions de mod�elisation et d'estimation pos�ees en statistique desextrêmes multivari�es en m'appuyant sur la th�eorie des 
opules.J'aimerais �egalement utiliser les 
opules pour �etendre les travaux du Chapitre 2 �a des supports deforme plus g�en�erale. L'estimation de r�egions de grande probabilit�e mise en �uvre [3℄ dans le 
asdes 
opules de type (5.1) semble être un bon point de d�epart pour 
ela.Les m�ethodes de r�edu
tion de dimension et d'analyse d'image d�e
rites Chapitre 3 peuvent �egalementb�en�e�
ier de l'utilisation de la th�eorie des 
opules. Ainsi, il parait int�eressant d'�etudier la formede la 
opule asso
i�ee �a une fon
tion auto-asso
iative telle qu'elle est introduite D�e�nition 3.1.1. Celien permettrait d'�evaluer le degr�e de g�en�eralit�e des mod�eles auto-asso
iatifs. De plus, l'extensiondes mod�eles a
tuels �a des vari�et�es param�etrables par des 
ouples de dire
tions pourrait �egalementêtre bas�ee sur l'utilisation de 
opules bivari�ees. En�n, dans le 
adre de l'appli
ation des m�ethodesde r�edu
tion de dimension �a l'analyse d'image, la stru
ture de d�ependan
e spatiale inh�erente auxdonn�ees pourrait être mod�elis�ee elle aussi via l'utilisation de 
opules.
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e, 2004. { A parâ�tre.[80℄ Gomes, I. et Oliveira, O. { The bootstrap methodology in statisti
s of extremes. 
hoi
e ofthe optimal sample fra
tion. Extremes, vol. 4, n�4, 2001, pp. 331{358.[81℄ Grimshaw, S.D. { Computing maximum likelihood estimates for the Generalized ParetoDistribution. Te
hnometri
s, vol. 35, n�2, 1993, pp. 185{191.[82℄ Hahn, G. et Meeker, W. { Pitfalls and pra
ti
al 
onsiderations in produ
t life analysis, part 1:Basi
 
on
epts and dangers of extrapolation. Journal of Quality Te
hnology, vol. 14, 1982.[83℄ Hall, P., Park, B. U. et Stern, S. E. { On polynomial estimators of frontiers and boundaries.Journal of Multivariate Analysis, vol. 66, n�1, 1998, pp. 71{98.[84℄ Hastie, T. et Stuetzle, W. { Prin
ipal 
urves. Journal of the Ameri
an Statisti
al Asso
iation,vol. 84, n�406, 1989, pp. 502{516.[85℄ H�ausler, E. et Teugels, J.L. { On asymptoti
 normality of Hill's estimator for the exponentof regular variation. The Annals of Statisti
s, vol. 13, 1985, pp. 743{756.[86℄ Horn, P.S., Pes
e, A.J. et Copeland, B.E. { A robust approa
h to referen
e interval estimationand evoluation. Clini
al Chemistry, vol. 44, 1998, pp. 622{631.[87℄ Hosking, J. et Wallis, J. { Parameter and quantile estimation for the generalized Paretodistribution. Te
hnometri
s, vol. 29, n�3, 1987, pp. 339{349.[88℄ Huber, P.J. { Proje
tion pursuit. The Annals of Statisti
s, vol. 13, n�2, 1985, pp. 435{475.[89℄ Imoussaten, A. { Un test d'ad�equation aux valeurs extrêmes. { M�emoire de DEA, Universit�eGrenoble 1, 2003.[90℄ Ja
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