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Introduction

Ce mémoire est une synthese de mon activité de recherche depuis ma these débutée en octobre
1993. Les travaux présentés s’inscrivent dans le cadre de I'inférence statistique au sens large. Plus
précisément, ils s’articulent autour des themes suivants:

— estimation de quantiles extrémes,

— estimation de frontiere,

— réduction de dimension en analyse d’images,
— estimation de courbes de référence.

Mes contributions a ces quatre domaines sont décrites en autant de chapitres, numérotés de 1 a 4,
pouvant étre lus indépendamment.

Le Chapitre 1 est consacré a l'estimation de quantiles extrémes. Le quantile z,, d’ordre p,
d’une variable aléatoire X est le nombre qui a probabilité p, d’étre dépassée: P(X > z,,) = pp.
Dans le cas ol p,, < 1/n, ce quantile est dit extréme car il est “en général” supérieur a I'observation
maximale. L’estimation de tels quantiles nécessite des méthodes semi-paramétriques d’extrapolation
au-dela de 'observation maximale faisant le minimum d’hypotheses sur la loi de X.

Le probleme abordé dans le Chapitre 2 est estimation d’un ensemble D a partir de points
disposés aléatoirement dans celui-ci. Le probleme n’est pas traité ici dans toute sa généralité mais
on se restreint au cas d’ensembles de la forme D = {(z,y):2 € £; 0 < y < f(x)}, £/ étant un
sous-ensemble de R? connu, et f une fonction de F dans Rt inconnue, si bien que I’estimation de
D se ramene a celle de la fonction frontiere f.

Les méthodes de réduction de dimension non-linéaires introduites Chapitre 3 ont été motivées
par des applications a ’analyse d’images. Une image peut en effet étre représentée par un vecteur
de grande dimension et les méthodes de réduction de dimension linéaires sont souvent mal adaptées
a représenter les déformations méme simples d’une image.

Dans le Chapitre 4 de nouvelles méthodologies pour I'estimation de courbes de références sont
présentées. Ces approches sont basées sur une estimation non-paramétrique de quantiles condition-
nels précédée si besoin est d’une étape de réduction de dimension de la covariable.

Enfin, je montre dans le dernier chapitre de ce document comment la confrontation de ces
domaines de recherche avec d’autres thématiques fait naitre de nouvelles perspectives. Avant cela
j'aimerais souligner les liens qui unissent ces recherches.

Tout d’abord, les problématiques des chapitres 1, 3 et 4 sont issues de collaborations avec des
industriels, respectivement EDF (électricité de France), le CEA (commissariat a I’énergie atomique)
et le CERIES (centre de recherche et d’investigation épidermiques et sensorielles de Chanel). En
regle générale, les travaux décrits dans ce mémoire s’étendent de ’étude théorique d’une méthode
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statistique au développement d’outils logiciels I'implémentant. Dans le cas de ’estimation de quan-
tiles extrémes et de courbes de référence, les logiciels sont mis a la disposition de tous [32, 50].
Ensuite, les quatre domaines de recherche abordés font appel a des themes communs. Ainsi,
Iestimation de frontiere, de courbes de référence et la réduction de dimension en analyse d’images
relevent toutes trois de I’estimation fonctionnelle, et estimation de quantiles extrémes ou de courbes
de références font appel a des méthodes semi-paramétriques. Notons que ces deux dernieres problé-
matiques associées a ’estimation de frontiere peuvent étre considérées comme différents aspects de
I’estimation de quantiles, conditionnels ou non. D’autre part le souci de la réduction de dimension
se retrouve a la fois en analyse d’images et dans le cadre de I'estimation de courbes de référence.

Conventions

Les notations suivantes seront utilisées dans ce mémoire:
—Si (4,) et (B,) sont deux suites réelles positives, on écrit A, < B, lorsque

0 < lim inf A,/B, < lim sup A, /B, < 4.

A, =< 0 g’interprete par 4, — 0. On note A, ~ B, si A,/B,, — 1 quand n — oc.

. , d ey 2 , P
— La convergence en loi est notée — et la convergence en probabilité est notée —.

Enfin, dans les chapitres suivants, les résultats sont parfois énoncés sous des hypotheses simplifiées
afin de ne pas alourdir la présentation.



Chapitre 1

Estimation de quantiles extrémes

Supposons que 'on dispose de n observations zy,...,x, d’une grandeur physique modélisée
par une variable aléatoire X. Le quantile z,, d’ordre p, de X est la quantité qui a la probabilité
pn d’étre dépassée: P(X > x,,) = p,. Dans le cas ou p, < 1/n, ce quantile est dit extréme
car il est “en général” supérieur a l'observation maximale. Plus précisément, si X, , désigne la
maximum de n variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X, alors np,, — 0 implique
P(z,, > X, ) — 1 quand n — oco.

Les problemes d’estimation de quantiles extrémes se trouvent typiquement en hydrologie: a partir
de mesures zq,...,2, de débit d’une riviere sur 50 ans, estimer le débit de la crue du siecle. Les
problemes abordés dans ce chapitre trouvent cependant leur motivation dans un domaine différent,
la fiabilité. A 'exception du paragraphe 1.4, les résultats obtenus ici ont en effet été acquis dans le
cadre d’une collaboration de 7 années entre le projet 152 de 'INRIA Rhone-Alpes et la direction
des études et recherche de EDF. La conclusion de cette collaboration a été le développement d’un
logiciel d’étude des queues de distribution.

Nous présentons au paragraphe 1.1 la théorie des valeurs extrémes, et la notion de domaine d’at-
traction, qui sont a la base des méthodes développées ici. Les paragraphes 1.2 & 1.4 présentent les
méthodes d’estimation des quantiles extrémes, classées par domaine d’attraction, que nous avons
proposées. Un test d’adéquation dédié aux queues de distribution et utilisant la notion de quantile
extréme est introduit paragraphe 1.5. Le logiciel EXTREMES ou sont implantées quelques unes de
ces méthodes est brievement présenté paragraphe 1.6. Enfin, quelques perspectives sont proposées
paragraphe 1.7.

1.1 La théorie des valeurs extrémes

Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F et de fonction de survie F' =1 —F.
On note zp = sup{z € R, F'(z) < 1} le point terminal de F. On introduit également u < zp un
réel appelé seuil. L’exces YV de X au dela du seuil u est la variable aléatoire définie par Y = X —u
quand X > u. Soit {Xy,...,X,,} un échantillon de n variables aléatoires indépendantes et de méme
loi que X et soit Xy, <--- <X, , les statistiques d’ordre associées.

La théorie des valeurs extrémes établit deux types de comportement asymptotique. D’une part, le
théoreme des valeurs extrémes donne la loi asymptotique de X, ;,, le maximum de I’échantillon,
lorsque n tend vers l'infini. Ce résultat est présenté dans le paragraphe 1.1.1. D’autre part, le
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théoreme de Pickands donne la loi asymptotique de 'exces Y quand le seuil » tend vers le point
terminal zp. Ce résultat est présenté dans le paragraphe 1.1.2.

1.1.1 Le théoreme des valeurs extrémes

Théoréme 1.1.1 Sous certaines conditions de régularité sur F, il existe £ € R et deux suites
réelles (o) p>1 €t (Bp)n>1 (B > 0) tels que Vo € R,

lim P8 (Xpn —an) <) = 1i_>m F™ (o, + Bpa) = He(z),

n—0oo

ou Hg est la fonction de répartition de la loi des valeurs extrémes (EVD):

-1/¢ : ;

exp{— 14 &z } si€#0, ouyy =max(0,y).

He(r) = Uree ] 0.9) (11)
exp(—exp(—2)) s1&=0.

Les conditions de régularité sur I’ sont décrites dans [19], page 108 et [46], page 54. Elles sont

vérifiées pour la plupart des lois usuelles. La loi de fonction de répartition H, est appelée loi

des valeurs extrémes, et le parametre £ est appelé indice des valeurs extrémes. Si F' vérifie le

Théoreme 1.1.1, on dit que I appartient au domaine d’attraction de H¢. On distingue alors trois
cas:

— si £ <0, I appartient au domaine d’attraction de Weibull, et I'on note I' € DA(Weibull),

— si £ =0, I appartient au domaine d’attraction de Gumbel, et I’on note I’ € DA(Gumbel),

— si & > 0, I appartient au domaine d’attraction de Fréchet, et 'on note F' € DA(Fréchet).
Des descriptions de ces trois domaines d’attraction sont proposées dans le paragraphe 1.1.3.

1.1.2 Le théoréme de Pickands

La fonction de répartition de ’exces Y au-dela du seuil u est notée F,, la fonction de survie associée
s’écrit pour > 0:

Fuz)=P(X —u>z|X >u)=F(ut+a)/F(u).

Le théoreme de Pickands [107] donne une approximation de cette fonction de survie (ou de fagon
équivalente de la fonction de répartition) lorsque le seuil u est proche du point terminal zp.

Théoréme 1.1.2 I' appartient au domaine d’attraction de H¢ si et seulement si il existe une
fonction o telle que

lim sup
U=TF Oa<e p—u

Ful@) = Fgy ()] =0, (1.2)
ou FgGgD est la fonction de survie de la loi de Pareto généralisée (GPD):
= 1—|—€96/U)_1/g si€E#0
FfP(z) = ( ’ 1.3
7 = exp(—a/7)  sif=0, (1)
définie pour x > 0 51> 0 et 0 < a < —0/€ sinon.

Remarquons que si I’ € DA(Gumbel), alors F&C’;D, la fonction de survie associée par le théoreme de
Pickands, est la fonction de survie d’une loi exponentielle d’espérance o. De plus, si I est elle-méme
la fonction de répartition d’une loi exponentielle alors I’approximation de Pickands est exacte dans
le sens ou la loi de 'exces est exponentielle quel que soit le seuil.
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1.1.3 Description des domaines d’attraction

Nous rappelons les conditions nécessaires et suffisantes sur une fonction de répartition pour qu’elle
appartienne a un domaine d’attraction. Ces caractérisations font appel aux classes de fonctions a
variations régulieres RV, et de fonctions a variations régulieres lisses SR, [11], paragraphes 1.4,
1.5, 1.8, 2.3 et 2.4. Dans les deux cas, p € R est appelé indice de variations régulieres, et si p = 0, on
parle de variations lentes (lisses). Les domaines d’attraction de Fréchet et Weibull se caractérisent
alors aisément a partir de RV,.

Théoréme 1.1.3
(i) I appartient @ DA (Fréchet) avec un indice de valeurs extrémes £ > 0 si et seulement
si (a) vy = +oo et (b) il existe { € RV tel que F(z) = 2~/ (x).
(i1) F appartient ¢ DA(Weibull) avec un indice de valeurs extrémes £ < 0 si et seulement
si (a) xp < +0o et (b) il existe { € RV tel que F(z) = (x5 — )~ Yel((xp — 2)71).

Le domaine d’attraction de Gumbel peut, quant & lui, étre décrit & partir des fonctions de type
Von-Mises [42], Théoreme 3.3.26. Cependant, il n’en existe pas de caractérisation simple. Nous
proposons ci-dessous un exemple de classe de lois représentatif de la diversité des lois de ce domaine
d’attraction. Ce dernier contient des fonctions de répartition I’ de point terminal fini ou infini. Ici,
nous nous limitons au second cas. Plus précisément, nous définissons la famille suivante de fonctions
de répartition, introduite dans [37].

Définition 1.1.1 Une fonction de répartition F' appartient a C C DA(Gumbel) si
(i) I’ est inversible.
(ii) La fonction V :x € Rf — V(z) = F~Yexp(—2z)) € R (fonction de hasard cumulée
inverse) appartient ¢ Cy UC* UC} avec
Cl=8Ry, 6>0,0+#1,
Cl=Cl UC,={VeSR, : V'=0U{VeSR, : [V'eSR_1_+}, 7>0,
CP={V SRy, V' € SR_1},
Co={V =expg, g€ SRy, 0< 8 <1}.

Pour conclure ce paragraphe les domaines d’attraction associés a quelques lois usuelles sont précisés.

Exemple 1.1.1
— Domaine d’attraction de Fréchet (£ > 0): Loi de Burr, loi de Fréchet, loi de Pareto, loi de
Student.
— Domaine d’attraction de Weibull (£ < 0) : Loi uniforme (£ = —1), loi inverse de Burr.
— Domaine d’attraction de Gumbel (¢ = 0): Lot exponentielle (C] ), loi gamma (C{ ), loi
normale (Cll/z), loi de Weibull (Cll/ﬁ, B étant le paramétre de formé), loi double-exponéntielle
(C?) de fonction de survie F(z) = exp(— exp(w)), loi lognormale (Cf’/z).

1.1.4 Meéthode des exces pour ’estimation des quantiles extrémes

Nous donnons ici les grandes lignes de la méthode des exces, définie dans [15] et basée sur le
théoreme de Pickands. Rappelons que 'on cherche a estimer le quantile extréme z,, défini par

F(z,,) = p, avec 0 < p, < 1/n. Pour cela, on introduit un second quantile u,, classique celui-ci,
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défini par F(u,) = ¢,, avec 1/n < ¢, < 1. L’heuristique de la méthode des exces consiste alors &

appliquer I"approximation (1.2) avec u = u,, et * = x,,, — u,, pour obtenir I'approximation &, de

Lp

n*

T =ty + (FES0, ) T (Pafen) = wp — U(gn) (1 - (cn/pn)f) . (1.4)

L’estimateur correspondant est obtenu en estimant u,, par X,,_j, 41, ou k, = nc, et en remplagant
o(u,) et & par des estimateurs appropriés &, et &, construits sur la base des exceés ordonnés
{Xo—it1n — Xo—kpt10, ¢ = 1,...,k, — 1}. Des exemples sont donnés au paragraphe 1.1.5. On
obtient alors: R

A g 3

x;:D = Xn—kn-l—l,n - A_n (1 - (Cn/pn)én) . (15)

&n

Un cas particulier important de cet estimateur est estimateur ET (Exponential Tail) introduit
dans [15]. Il consiste & supposer que la fonction de répartition F' est dans le domaine d’attraction
de Gumbel. Des lors, il suffit de poser &, = 0 dans (1.5) et d’estimer o (u,,) par la moyenne empirique

des exces,
1 kn—1
b0 =7 > Xncirrn = Xockgin), (1.6)
n =1
pour obtenir I'estimateur ET de z,,, :
i;: = Xn—kn-l-l,n + &n log(cn/pn)- (17)

1.1.5 Estimation des parametres de la loi GPD

L’estimation des parametres £ et o de la loi GPD a partir d’un échantillon d’exces est un probleme
délicat en pratique. La principale difficulté provient du fait que, sur un échantillon de n observa-
tions, on ne peut disposer que de k,, exces pour réaliser ’estimation (le choix du nombre k,, d’exces
est également un probleme en lui-méme). Dans ce contexte, l'estimateur du maximum de vraisem-
blance [115] est peu utilisé car d’une part, il pose des problémes numériques et d’autre part il est peu
performant pour des nombres d’exces inférieurs a 500 [28, 81]. Parmi les nombreuses propositions
existantes pour pallier ces limitations citons les estimateurs des moments pondérés [87].

1.2 Estimation dans DA (Gumbel)

Notre contribution a I’estimation des quantiles extrémes dans le domaine d’attraction de Gumbel
porte sur deux points. Dans un premier temps, nous avons étudié les propriétés asymptotiques
de l'estimateur ET défini en (1.7). Dans un second temps, nous avons proposé un estimateur des
quantiles extrémes dédié & la classe Cj, 6 > 0.

1.2.1 Propriétés asymptotiques de ’estimateur ET

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Jean Diebolt (CNRS, Université de Marne-la-Vallée).
L’étude des propriétés asymptotiques de l'estimateur ET a été négligée dans la littérature. On
pn = Tp,, Mais
nous avons montré [37] que ce résultat est en général faux. Pour notre part, nous avons tout d’abord

trouve cependant dans [29] un résultat donnant la loi asymptotique de la différence &
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étudié le comportement du terme déterministe z,” — x,,, puis du terme stochastique ;" — 2", ot
&, est Papproximation du quantile extréme définie par analogie avec (1.4) par
Fpr =t + (Fg () T (Pn/en) = tn + o (un) log(cn/ps)- (1.8)

1.2.1.1 Etude du terme déterministe

Les détails de cette étude sont parus dans [72]. Nous avons montré que, dans la classe C, I"approxi-
mation (1.8) est un cas particulier de

k[
- On :
x?:k = u, + Z - log* (¢,./pn),
=1

ol 07[5] = V(i)(— log ¢,,), appelée approximation d’ordre k& du quantile z,,. On vérifie en effet que
gt = Z,>. On note gappoh — (zp, —igZ’k)/xpn, Perreur d’approximation d’ordre & et on introduit la

suite de fonctions Ki(z) = 25V (2)/V(z), 2 > 0,k > 0. On suppose que les ordres des quantiles
peuvent s’écrire p, = 1/n9™, ¢, = 1/n? 4t avec 0 < ¢/ <1< ¢, 5, — 0, 7, = 0 et 1, =< 7’ De
plus, si ¢ = ¢’ = 1 alors on suppose que 7/, < 0 < 1,. Enfin, on note N, = {1, ... k}. Le résultat
suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que ’erreur d’approximation d’ordre k
converge vers 0.

Théoréme 1.2.1 Soit F €C.

(i) SiV € C11/9 et 6 € Ny alors 7F 50 pour tout 0 < ¢’ <1< q.
app,

De plus, si q# q' alors ey b Kiy1(logn).

(ii) SiV €Cly et 0 ¢ Ny alors 1" -0 & g=q'=1].
660 —1)...(0—k)
(k+1)!

(iii) SiV € C? alors " = 0 pour tout 0 < ¢ < 1< q.

De plus, si q # ¢ alors carmk — Kiy1(logn).

(iv) SiV € Cy alors ot 50 = g=¢ =1].

Inversiment, siq=q =1 et sl eviste s > 0 tel que n, 10g€+5(n) — 0 alors 7% 5 0
app,

et £ = (g — )" Ky (log ).

De plus, siq=q¢ =1 alors "% ~

(17 — 777/1)“—1'

Ce résultat établit le lien entre les ordres p, et ¢, des quantiles a estimer et la classe & laquelle
la loi appartient. Dans les cas (ii) et (iv) la convergence de lerreur d’approximation vers 0 im-
pose de choisir p = p’ = 1, ce qui implique log (1/p,)/log(n) — 1. Dans de telles situations, les
approximations igZ’k ne sont proches de z,, que pour des quantiles “peu” extrémes, c’est a dire
proches de I'observation maximale. Considérons le cas k = 1, correspondant a la méthode ET. Le
Théoreme 1.2.1 montre que 'approximation ET est de bonne qualité pour les lois dont la fonc-
tion de survie décroit tres vite vers 0 (classe C?), le quantile extréme z,,, peut étre approché sans
condition sur son ordre p,. A 'inverse, les lois dont la fonction de survie décroit relativement lente-
ment vers 0 (classe Cj) demandent de fortes conditions sur l'ordre du quantile p,, afin d’obtenir des
approximations acceptables. La classe C;, 6 # 1 représente un cas intermédiaire. Enfin, la classe
C{ conduit & des approximations de bonne qualité car les lois considérées sont proches de la loi
exponentielle.
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Il est intéressant de remarquer que la convergence ou non vers 0 de I'erreur d’approximation 57"’

ne dépend pas de l'ordre de 'approximation k& dans les classes Cll/é,7 6 ¢ N, C? et Cg’. Par exemple

1, d N 1, . . . ~ET,0 1 ~ d .
erreur correspon ant a approx1mat10n naive rp, = U, converge vers 0 sous les mémes conditions

./ N . . ~BET,1 ~ . . .
que erreur associée a l'approximation ET: Z,," = 25". De ce point de vue, 'approximation de
Pn

Pickands ne modifie pas la nature de la convergence.

1.2.1.2 Etude du terme stochastique

Les détails de cette étude sont publiés dans [37]. Les résultats sont obtenus ici pour une classe de
fonctions de répartition plus générale que la précédente.

Définition 1.2.1 Une fonction de répartition F appartient a D C DA(Gumbel) si
(i) I est inversible et deux fois dérivable.
(ii) La fonction définie par A :x € Rf — A(x) =V"/V'(logz) € R,
ot V(z) = F~1(exp(—=)) vérifie les conditions suivantes :
A(z) = 0 quand © — +o0,
A est asymptotiquement de signe constant,
Il existe p < 0 tel que |A| € RV,.

On a comme annoncé C C D C DA(Gumbel), et le résultat est le suivant:

Théoréme 1.2.2 Soit F € D et soit a:ax € R — V"/V(V~l(z)) € R. Si k,, = 400, ¢, = 0,

Pn/Cn — 0 et k}l/za(un) — 0 alors

M2

) (@7 — &) 4 N(0,1) quand n — .

o (un)log(cn/pn

L’application ce théoreéme aux lois de la classe C permet d’obtenir des formes plus explicites pour
la condition k}l/za(un) — 0.
Corollaire 1.2.1 Soit F € C. Si k, = 400 et p,/c, — 0 alors dans les cas suivants :

(i) VeCiuC? 0#£1 et k, = o((logn)?),

(ii)) V €Cf ., et k, =o(n),

(iii) V € C{ , et k, = O((log n)20+7)=9Y Y5 > 0 arbitrairement petit,

(iv) V €3 et k, = O((logn)?1=9=%) ¥§ > 0 arbitrairement petit,

on a,

M2

(&27 — &27) % A(0,1) quand n — oo

o (un) log(en/pn)

1.2.2 Cas des lois & queue de type Weibull

Parmi les familles de lois de C, la classe C} est la plus intéressante dans le sens ol elle englobe
la majorité des lois de DA(Gumbel): Weibull, gamma, normale ... De ce fait, des estimateurs des
quantiles extrémes dédiés a cette famille de lois ont été introduits, par exemple [9, 5, 16, 94]. Plus
précisémment, ces estimateurs s’adressent aux lois dont la fonction de survie satisfait ’hypothese
suivante :

(A1) : F(z) = exp(—H(z)), avec V(t) = H™L(t) = t%4(t) et £ € RV.
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De telles lois sont appelées lois a queue de type Weibull. Ce sont essentiellement les lois de la
classe C; dont les conditions de régularité sur V', 'inverse de la fonction de hasard cumulée, sont
assouplies. Le parametre € est appelé indice de queue de type Weibull. L’estimation des quantiles
extrémes pour les lois & queue de type Weibull passe alors par I'estimation de 6.

1.2.2.1 Estimation de l’indice de queue de Weibull

Dans [67], nous proposons 'estimateur suivant du parametre 6 :

kn—1 kn—1
6, = Z (log(Xn—it1.n) — log(Xy—k,41,n)) Z (logy (n/1) — logy (n/kn)) , (1.9)

ou log, (t) = log(log(t)), t > 1 et (k,) est une suite d’entiers tels que 1 < k,, < n. Cet estimateur
apparait naturellement si 'on considere la fonction quantile défine par

q(t) = F~1(t) = V(log(1/1)) = (log(1/t))"((log(1/1)), (1.10)

et si 'on remarque que pour s et ¢ proches de 0 que

log(q(t)) — log(g(s)) = 6(logy (1) — log, (1/5)) + log (mT
~ B(log, (1/t) — log, (1/5)). (1.11)

Cette derniere approximation est justifiée par le fait que £ est une fonction a variations lentes. Il
est important de remarquer que (1.11) est exacte dans le cas des lois de Weibull ol ¢ est constante.
Cette propriété n’est en général pas vérifiée pour les autres estimateurs de 6 (par exemple [16]
ou [5]) ce qui se révele pénalisant dans la pratique, voir [67] pour une comparaison des différents
estimateurs sur simulations. La consistance de 6, v est établie:

Théoréme 1.2.3 Sous (A1), si k, — oo et k,/n — 0 alors 6, 5.

La normalité asymptotique requiert I’hypothese de second ordre habituelle sur la fonction a va-
riations lentes (: il existe p < 0 et b(z) — 0 tels que, uniformément localement en A > 1 quand
r — 00,
(M)
A.2) :lo
(a:2) stog (5
ou K,(A) = flA u’~ du. Le parametre p < 0 contréle la vitesse de convergence du rapport £(Az)/{(x)
vers 1. La condition (A2) est la clé de voute des preuves de normalité asymptotique pour les

) ~ b(@) K (M),

estimateurs basés sur les valeurs extrémes. Nous renvoyons & [85] ou [7] pour d’autres utilisations
dans des contextes identiques. Notre résultat est alors le suivant :

Théoréme 1.2.4 Sous (Al) et (A2), k}z/z(én —-9) 4 N(0,6%), pour toute suite (k) telle que

k, — 0o, kM 2b(log(n/k,)) = 0 et k2 /log(n/k,) — 0. (1.12)
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1.2.2.2 Estimation des quantiles extrémes

Disposant d’un estimateur 9,, de I'indice de queue de Weibull 6, nous proposons dans [57] d’estimer
le quantile z,, par 'estimateur WT (Weibull Tail) :

) log(1/p,) On
WT = X,,_ n |l ———= 1.1
o et (log(l/cn) ’ )

ou, comme précédemment, ¢, = k, /n. La encore, cet estimateur bénéficie d’une justification intui-
tive. Pour s et ¢ proches de 0, la fonction quantile définie en (1.10) vérifie

gt) _ V(og(1/t) _ (1og<1/t>)9

q(s)  V(log(l/s)) — \log(1/s)

ce qui permet, de facon similaire a ’approche des exces décrite paragraphe 1.1.4, de remplacer
I’estimation d’une quantile extréme par ’estimation d’un quantile classique.
En introduisant 7, = log(1/p,)/log(1/c,), on a les théorémes asymptotiques suivants.

Théoréme 1.2.5 Sous (A1), si k, — o0, k,/n— 0 et 7, < 1 alors 3,7 [z, 51 quand n — 0o.

Théoréme 1.2.6 Sous (A1) et (A2), si (1.12) est vérifiée et si 7, — 1 alors,

10}:);(1/071)1@711/2 (@ZVT ) d 2
1) = N(0,6%).
log(c/pn) Tpp ( )

L’étude du comportement de cet estimateur sur simulations est basée sur la notion de pouvoir
d’extrapolation introduite dans [41].

1.3 Estimation dans DA (Fréchet)

L’estimation des quantiles extrémes dans le domaine d’attraction de Fréchet par la méthode des
exces (1.5) nécessite l'estimation des deux parametres & et o de la loi GPD. Les difficultés liées
a cette estimation ont été évoquées dans le paragraphe 1.1.5. Nous proposons ici une méthode
d’inférence bayésienne pour tenter de dépasser ces difficultés.

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Jean Diebolt (CNRS, Université de Marne-la-Vallée),
Mhamed-Ali El-Aroui (ISG de Tunis) et Myriam Garrido (ENAC, Université Toulouse 3) dans le
cadre de la these de cette derniere ([58], Chapitre 3). Une synthese de la méthode est présentée
dans [33].

1.3.1 Estimation bayésienne des parametres de la lot GPD

Reparamétrisation de la loi GPD. La paramétrisation standard de la fonction de survie
FGJPD de loi GPD décrite en (1.3) est remplacée par une nouvelle paramétrisation mieux adaptée
dans le cas £ > 0 qui nous intéresse ici. Deux nouveaux parametres positifs « = 1/€ et § = 0 /¢
sont introduits et leur couple est noté # = («,3). La fonction de survie ainsi reparamétrée est notée
Fapp (-] 0) et s7éerit

FGPD(Z/|0):(1‘|‘ %)_a7 y>0, (1.14)
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et la densité associée est

—a—1
Jarn(y]8) :% (1 + %) . y>0. (1.15)

Nous supposons disposer de réalisations y = (y1,...,yx) de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées Y7,...,Y}; selon (1.14)-(1.15). En pratique, il s’agit d’exces au-dela
d’un seuil u de variables aléatoires Xy,...,X, indépendantes et identiquement distribuées selon
une loi appartenant & DA (Fréchet). Le point de départ de cette étude est la représentation de la
densité (1.15) par un mélange introduite dans [110], page 157:

forn (4]6) = / ply| 2)g(=]0) dz, (1.16)

ol p(.|z) est la densité de la loi exponentielle d’espérance 1/z définie par p(y|z) = ze 150
pour tout z > 0 et ou g(.|#) est la densité de la loi gamma de couple de parametres § = («,5):
g(z|6) = B*(I'(a)) ™ 227 1e™P? I(,5¢). La représentation sous forme de mélange (1.16) permet de
pallier ’absence de classe conjuguée pour la loi GPD en construisant une classe quasi-conjuguée
pour la loi GPD & partir de la classe conjuguée pour la loi gamma.

Classe conjuguée pour la loi gamma. La définition de la classe conjuguée pour la loi gamma
repose sur la loi Gamcon de type 11 [27]. Elle est notée Gamcon Il(c,d) ot ¢ > 1 et d > 0 sont deux
parametres. Sa densité s’écrit :

Coyal) = IZ5T(de + 1) (N(2) ™ (cd) ™ (4s0y (1.17)
ot I. 4 est un coefficient de normalisation. Soit z = (z1,...,2;) un ensemble de k réalisations de
variables aléatoires 77, ...,7) indépendantes et de méme loi gamma de couple de parametres 8 =

(e, 8). D’apres [27], Théoreme 2, la densité a priori conjuguée sur # avec comme hyper-parametres
d>0etn>p>0est donnée par 7(0) = 7(a)7(8] @) ot w(a) est la densité de la loi Gamcon 11
de parametres ¢ = n/p et d =6 et 7(5|a) est la densité de la loi gamma de couple de parameétres
(6ar+ 1,6m). Les densités a posteriori correspondantes sont alors

w(0|z) =rw(a|z)r (5|, z) (1.18)

avec m(a|z) la densité de la loi Gamcon Il de parametres ¢ = 7//p' et d' = &', ou

5+ Y 5 Eo\MEEY
5 = 5_|_ k‘7 77/ — % et ,U/ _ Iu(g/((g-l-k) (H Zi) ; (119)
=1

et 7(5|a,z) la densité de la loi gamma de couple de parametres (8'a+ 1,0'7).

Application a la loi GPD. Nous avons remarqué [33], paragraphe 2.1, que la loi a posteriori
de @ sachant y s’écrit comme un mélange dont la densité est

wO1y) = [ a-laly)7(6]2)ds (1.20)
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ol ¢-(.|y) est la densité définie par

0 (z|y) = pyl2)g-(z) gr(2) = / g(z| )7 (¢) a8,

[ p(y|2)g-(2) dz’

avec les notations .
9(z10) =[] 9(2i16) et p(y|z) = Hp yi | z).
=1

Il apparait que la densité (1.20) ne peut étre calculée expllcltement. On a cependant acces aux
densités conditionnelles 7(0|y,z) par (1.18) et 7(z|y,f) en remarquant que

m(z|y.0) < ply|z)g H e TTIAT o,
=1
et donc que pour ¢ = 1,...,k, conditionnellement a € et y;, Z; suit une loi gamma de couple de

parametres (a + 1,5 + y;). Il est alors possible (voir par exemple [111], Chapitre 5) de simuler
des réalisations a posteriori de 8 sachant y grace a un échantillonneur de Gibbs. Le principe de la
(m 4+ 1)eme itération est le suivant :

1. Simulation des z}mﬂ) de loi Gamma(al™ + 1,307 4 y;);

2. Simulation de o1 de loi Gamcon II(y//i',d'), avec &' = d+k, i’ et p' calculés
3 partir des z("*! par 1’équation (1.19) ;

3. Simulation de "%V de loi Gamma(d'a™*V) 4+ 1,4'7).

Les nombreux problemes de mise en ceuvre de cet algorithme sont abordés dans [33]: simulation
d’une loi Gamcon II, choix des hyperparametres ¢, n et p, détection du régime stationnaire ...
Soit (a;,5;), 7 =1,...,/K un échantillon de K couples simulés par I’algorithme précédent, une fois
le régime stationnaire atteint. Il est alors possible d’estimer le couple («,/3) par la moyenne, le mode
ou la médiane empirique de la distribution précédente.

1.3.2 Application a ’estimation des quantiles extrémes

A partir de I"échantillon («j,5;), j = 1,...,K précédent, on calcule K estimations de z,, sur la
base de la méthode des exces (1.5):

Bl = X pt1in — B (1 - (Cn/pn)l/aj) -

De méme, de nombreux estimateurs peuvent étre calculés a partir de cet ensemble de valeurs [33].

1.4 Estimation dans DA (Weibull)

Les travaux présentés ici sont issus de la these de Laurent Gardes [55] co-encadrée par Pierre Jacob
(Université de Montpellier 2) et moi-méme. L’estimation des quantiles extrémes dans DA (Weibull) est
basée sur la caractérisation du Théoréme 1.1.3. En remarquant que F~¢ est approximativement
linéaire au voisinage du point terminal 2y, on en déduit "approximation

]:j_f(a)—F_f(b) a—1b

~

F~¢(c)— F~¢(b) ~ c—b’

(1.21)
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valable pour a, b, et ¢ proches de zr. En donnant des valeurs bien choisies & ces parametres, il
est alors possible d’estimer 'indice des valeurs extrémes £ (paragraphe 1.4.1) puis des quantiles
extrémes (paragraphe 1.4.2).

1.4.1 Estimation de I’indice des valeurs extrémes

Nous donnons dans ce paragraphe deux exemples d’estimateurs de & qu’il est possible d’obtenir sur
la base de I’approximation (1.21). Dans les deux cas, on pose ¢ = u, X, , b = X, et ¢ = v, X, ,, ol

(un) et (v,) sont deux suites de I'intervalle ]0,1[. On approche alors F'(u,,) par la variable aléatoire
Tuy, /T avec

Tup = X > 03> TH{X: > 0, X0}

=1
De méme, on approche F(v,) par 7, /n ou 7, est défini similairement. Nous proposons deux
approximations possibles de F'(X,, ;) donnant lieu a deux estimateurs de €.
1.4.1.1 Un estimateur & double seuil explicite

Dans ce paragraphe, on approche F(X,, ) par 0. La validité de 'approximation déduite de (1.21)
qui en résulte est garantie par [55], Théoreme 3.2. Sous certaines conditions sur (u,) et (v,), on a

en effet
1—w, (7'un)_g P
— 1.
1—u, \ 7y,

L’estimateur qui en résulte est le suivant :

: _log(l —uy,) —log(1 —v,)
log(Tun) - log(T'Un) ‘

1,n —

Ses propriétés théoriques sont établies dans [55], Chapitre 3. En particulier, il est montré que flm
converge en probabilité vers £ pour tout £ < 0 et converge en loi si £ < —1/2. Le résultat (publié
dans [54], Théoreme 2.2) est le suivant :

—1/€\ ¢4
(nF (upar)) 2 (€1 — 6) SN (0%) : (1.22)
log*(c)

ou ¢ est une constante appartenant a l'intervalle ]0,1[. Ce résultat est obtenu au prix d’une condition
de second ordre de type (A2) et de contraintes sur les suites (u,) et (v,). Cependant, il est
remarquable que la vitesse de la convergence (1.22) soit en puissance de n. De plus la convergence
presque stire est établie pour & < —1. Néanmoins, 'intérét de cet estimateur est principalement
théorique car ses performances sur simulations sont médiocres. L’estimateur flm souffre en effet
d’un important biais systématique dii sans doute a "approximation grossiere de F(Xnm).

1.4.1.2 TUn estimateur & double seuil implicite

Cette limitation pratique est surmontée en approchant /'(X,, ) par 1/n. La validité de I’approxima-
tion déduite de (1.21) qui en résulte est garantie par [55], Théoreme 3.4. Sous certaines conditions
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1-v,\ (7ol =1\ p
= 1.
1_un T;lg—l

L’estimateur fgm résultant de cette approximation est défini comme la racine en 6 de I’équation :

1—w r=0_1
( n) “"6, =1. (1.23)

1- Unp, T;l -1
Il n’est pas possible de tirer de cette équation une formulation explicite pour égm. Néanmoins, on
prouve que, sous certaines conditions sur les suites (uy,) et (v,), 'équation (1.23) admet une unique
solution avec une probabilité qui tend vers 1 quand n tend vers 'infini. La consistance faible de

fgm est également établie, voir [55], Théoreme 3.7. L’obtention d’autres propriétés asymptotiques
pour cet estimateur est actuellement a I’étude. Son comportement sur simulations est satisfaisant.

sur (u,) et (v,), on a en effet

1.4.2 Estimation des quantiles extrémes

Laurent Gardes [55], paragraphe 4.2, montre que sur la base de 'approximation (1.21) et d’un
estimateur fn consistant de &, il est possible de construire un estimateur du quantile extréme z,,.
Pour cela, en considérant £ = én, a=u, Xy, b=21,, et c=1v,X,, dans (1.21), on dispose d’une
nouvelle approximation impliquant le quantile recherché. La validité de cette approximation est
prouvée dans [55], Lemme 4.1 avec la convergence

(xpn - Uanyn) Tu—ngn - (npn)—fn £> 1
Tp, — uanm ﬂff" . (npn)_g"

On déduit alors de cette approximation I’estimateur suivant de z,,

P () = 1, X = 28 (1, fup ).

n

ou ’on a défini

£ £ Up — Up
/\n(fn) =& Xnm nT e
Tun no__ Tvn n

L’estimateur du quantile extréme ainsi défini est similaire a l'estimateur GPD (1.5). Il fait in-
tervenir un seuil aléatoire u,X, , et le pourcentage de points 7,,/n dépassant ce seuil. Notons
qu’ici ce pourcentage est aléatoire alors qu’il est déterministe (c,) dans (1.5). On montre dans [55],

Théoreme 4.2, que 72" (En) est consistant dés que &, est un estimateur consistant de £. Il apparait

SDAW

sur simulations que 1 estlmateur T,

(€3.,) bénéficie de bonnes performances.

1.5 Tests de queues de distribution

La théorie des valeurs extrémes, telle qu’elle est exposée dans le paragraphe 1.1.1, permet, grace a
un modele semi-paramétrique, d’extrapoler la comportement de la queue de distribution au-dela de
I’observation maximale a partir des plus grandes valeurs de ’échantillon. De ce fait, les estimateurs
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qui en découlent n’utilisent qu’une petite partie de I'information présente dans I’échantillon (par
exemple les k, exces) et sont peu efficaces lorsque le nombre de données est petit ou modéré.
Pour cette raison, dans des situations concretes, issues de la fiabilité par exemple, il est plus
intéressant de disposer d’un modele paramétrique construit sur ’ensemble des données. Un tel
modele présente de plus I'intérét d’étre interprétable pour les ingénieurs et d’étre disponible dans
la majorité des logiciels de fiabilité. Les tests d’adéquation classiques (Cramer von Mises, Ander-
son Darling, ...) permettent de sélectionner un tel modele. Cependant, ces procédures testent
essentiellement ’adéquation d’un modele a la partie centrale des données. Les dangers causés par
I’extrapolation des résultats de ces tests aux queues de distribution sont décrits dans [38] et [82].
Pour cela, nous avons développé une procédure permettant de vérifier ’adéquation d’un modele
paramétrique aux valeurs extrémes de ’échantillon. Son principe général est décrit paragraphe 1.5.1
et plusieurs variantes en sont présentées paragraphes 1.5.2 et 1.5.3.

1.5.1 Principe des tests de queue de distribution

Supposons qu’un test d’adéquation usuel ne rejette pas 'hypothese nulle Hg selon laquelle F' ap-
partient a la famille de modeles paramétriques {Fy : 8 € O} . Le but du test est de contrdler
I’adéquation de la queue de Fé\n, ol §n est par exemple 'estimateur du maximum de vraisemblance
de 8, aux plus grandes données et de vérifier si cette queue de distribution permet des extrapola-
tions raisonnables au-dela de I'observation maximale. Il s’agit donc de tester Ho : F' € {Fy: 6 € ©}
contre Hy : F' ¢ {Fy : 0 € O} en queue de distribution. Le principe du test est de comparer deux
estimateurs du quantile extréme z,, sous Hg. Le premier est ’estimateur paramétrique du quantile

gharam — ngil (pn). Le second est I'estimateur GPD introduit en (1.5):

j;}:D = Xn—kn—l—l,n - 0;_71 (1 - (Cn/pn)gn) .
&n
Plus précisément, nous construisons sous Hg un intervalle de confiance IC, de niveau « pour la
différence entre les deux quantiles estimés et nous rejetons I’hypothese nulle si 272 — @b ¢ IC,.
Plusieurs versions du test peuvent étre déclinées selon le principe de construction de l'intervalle

IC, et les estimateurs G, et &, utilisés pour calculer &7"°.

1.5.2 Le test ET

Dans le cas ou les lois Iy considérées dans I’hypothese nulle appartiennent a DA(Gumbel), il suffit
de choisir &, = 0 et &, défini par (1.6). On a alors tort = &, (voir équation (1.7)), et le test
obtenu est appelé test ET. Chronologiquement, il s’agit du premier test que nous avons mis en
ceuvre. Son principe a été défini en collaboration avec Jean Diebolt [36] et des développements ont
été proposés dans la thése de Myriam Garrido [58], Chapitre 1. En particulier, plusieurs versions

du test ET ont été introduites.

Le test ET asymptotique. Sur la base du Théoréme 1.2.2, nous avons construit un intervalle
de confiance IC, asymptotique. Le comportement asymptotique du niveau et de la puissance de ce
test a été établi [35] dans le cas d’hypotheses simples et de lois appartenant a la classe C. Néanmoins,
I’intérét de cette version du test est uniquement théorique. En effet, la convergence en loi énoncée
dans le théoreme est tres lente, et de ce fait le test ET asymptotique est peu puissant pour des
échantillons de petite taille.
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Le test ET “bootstrap” paramétrique. Pour pallier cette limitation, nous avons développé
une version du test ET basée sur une évaluation par bootstrap paramétrique de 'intervalle IC.,.
Nous avons vérifié sur simulations que le test ainsi construit bénéficie d’'une bonne puissance [34].
En contrepartie, cette version du test est tres couteuse en temps de calcul. Pour cette raison,

nous avons également proposé une version “bootstrap” paramétrique simplifiée. Constatant que

E
P

négligé ces derniéres en ne “bootstrappant” pas ’estimateur paramétrique. Le gain de temps est
appréciable lorsque 'estimateur du maximum de vraisemblance 8, est lourd a calculer, et la perte
de puissance peu importante.

les fluctuations de 22" sont de l'ordre de k;l/z et celles de #b*™ de l'ordre de n~Y2, nous avons

1.5.3 Le test GPD

Le principe du test GPD est celui décrit dans le paragraphe 1.5.1. Le choix des estimateurs fn et &,
pour le calcul de #°" a été étudié dans le cadre du stage de DEA de Abdelhak Imoussaten [89]. Pour
des raisons aussi bien théoriques (invariance des estimateurs par rapport aux parametres de position
et d’échelle) que pratiques (bonne puissance expérimentale), il est apparu que les estimateurs des
moments pondérés (décrits au paragraphe 1.1.5) étaient bien adaptés. Nous avons également choisi
de ne pas développer de version asymptotique du test GPD, toujours pour des raisons de puissance.
Seules les versions bootstrap et boostrap simplifiée ont été proposées.

1.6 Le logiciel EXTREMES

Le logiciel EXTREMES a été écrit par Jérome Ecarnot, sous la direction conjointe de Jean Diebolt
et moi-méme et dans le cadre d’un contrat entre EDF et le projet 1s2 de 'INRIA Rhone-Alpes. Ce
logiciel regroupe quelques unes des différentes méthodes de modélisation de queues de distribution
et d’estimation de quantiles extrémes décrites dans ce chapitre. Par exemple, on y trouve plusieurs
fonctions pour estimer 'indice des valeurs extrémes £ ou les parameétres de la loi GPD (voir pa-
ragraphe 1.1.5). Les procédures développées dans le cadre de la thése de Myriam Garrido y sont
également présentes. Par exemple, les tests de queue de distribution décrits au paragraphe 1.5 sont
implémentés. Ce logiciel, écrit en C4++ avec une interface Matlab se veut un outil convivial pour
expérimenter graphiquement les procédures de statistique des extrémes. Il est disponible librement
a l’adresse suivante : http://www.inrialpes.fr/is2/pub/software/EXTREMES accompagné d’une
documentation complete. Un descriptif résumé du logiciel est également disponible [32].

1.7 Perspectives

Je travaille actuellement & l'extension a tous les domaines d’attraction de 'estimateur a double
seuil implicite égm, dédié au DA(Weibull). Le travail mené en collaboration avec Laurent Gardes
consiste a remplacer les seuils déterministes u,, et v, par des seuils aléatoires Xn—k;fl—l,n/Xn,n et
Xo—knt1,n/Xnn ot (ky) et (kl) sont des suites déterministes tendant vers l'infini moins vite que
n. Le nouvel estimateur de & est obtenu en résolvant en # I’équation similaire a (1.23):

(Xn,n - Xn—kn—l—l,n) k%_e -1 —1
Xn,n - Xn—k;l—l—l,n kn_e -1 o
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La consistance faible de cet estimateur est établie dans [56], Théoréeme 1, quel que soit le signe
de &, c’est a dire quel que soit le domaine d’attraction de la loi des observations. Nous avons
également montré sous certaines conditions (voir [56], Théoréme 2) que la loi limite de I'estimateur
convenablement renormalisé est gaussienne si & < —1/2 et une loi des valeurs extrémessi £ > —1/2.
Ce résultat laisse a penser que la limitation du résultat (1.22) & £ < —1/2 est bien une nécessité et
non une facilité de calcul.

A court terme, nous projetons de construire un nouvel estimateur des quantiles extrémes basé sur
cet estimateur de &.

D’autre part, le test GPD présenté paragraphe 1.5.3 mérite d’étre amélioré. Il est en effet souhai-
table d’adapter 'estimateur de £ utilisé suivant le domaine d’attraction ou se situent les lois Fy
considérées dans ’hypothese nulle. Par exemple, si Fy est un ensemble de lois de type Weibull, il
semble préférable d’utiliser I'estimateur ad hoc présenté paragraphe 1.2.2 plutét qu’un estimateur
“généraliste”. Cette intuition doit étre validée sur simulations et, pour cela, le logiciel EXTREMES
est un outil précieux.

A plus long terme, je souhaite développer une correction du biais pour les estimateurs proposés
dans ce chapitre. Sous une hypothese de second ordre de type (A2), le terme dominant du biais
des estimateurs est di a la fonction b. Cette fonction peut alors étre estimée [7, 102] dans le cadre
d’une modele de régression pour corriger ’estimateur. Cette démarche doit permettre également de
simplifier la sélection du parametre k,, optimal. Il s’agit d’une seconde direction de recherche que
je souhaite développer en m’appuyant sur les travaux existants pour l’estimateur de Hill [39, 80].
Enfin, l'estimation de frontiere présentée au chapitre suivant est un prolongement naturel de la
problématique d’estimation des quantiles extrémes par l'introduction d’une covariable.
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Chapitre 2

Estimation de frontiere

Le probleme abordé dans ce chapitre est I'estimation d’un ensemble D borné de R4, d > 1,

a partir d’un ensemble N, de points disposés aléatoirement dans celui-ci. Nous ne traitons pas

ici le probleme dans toute sa généralité mais nous nous placons dans le cas particulier ot D est

de la forme D = {(z,y) : 2 € F; 0 < y < f(z)}, E étant un sous-ensemble de R¢ connu,
et f une fonction de ¥ dans RT. L’estimation de D se ramene donc & ’estimation de f appelée
fonction frontiere. Le probleme ainsi posé a été introduit initialement par Geffroy [59]. Depuis,
des applications se sont développées en traitement d’images [96, 101] et en économétrie. Dans ce
dernier cas, f est appelée la frontiere de production optimale. Des estimateurs sont proposés selon
que f est supposée croissante (estimateur FDH, Free Disposal Hull [31]) ou concave et croissante

(estimateur DEA, Data Envelopment Analysis [43, 63]). Les estimateurs étudiés ici ne nécessitent

pas d’hypothese de monocité sur f. Nous étudions leurs propriétés dans les deux cadres suivants:

(a) N, est un échantillon de points (X;,Y;) € £ x RT, i =1,...,n indépendants et identiquement
distribués sur D selon une densité ¢.

(b) N, est un processus de Poisson de mesure moyenne ncv @ Alp, ¢ est une constante strictement
positive, A désigne la mesure de Lebesgue sur R, et v une mesure absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue sur R% On note dans ce cas {(Xy,Y;), 1 > 1} Cc ExRY
I’ensemble des points associés.

Nous nous focalisons ici sur la description de la loi asymptotique d’estimateurs non-paramétriques
de f lorsque n tend vers l'infini. Par commodité, nous considérons parfois les cas particuliers
FE =[0,1], ¢ constante sur D dans le cas (a) et ¥ =[0,1], v = A dans le cas (b).

Nous présentons dans le paragraphe 2.1 les estimateurs de la littérature qui ont inspirés nos tra-
vaux. Le paragraphe 2.2 est dédidé a la présentation des estimateurs que nous avons proposés
demandant une partition de D. Cette partition préalable est abandonnée dans le paragraphe 2.3
avec l'introduction des estimateurs par programmation linéaire. Les perspectives sont évoquées au
paragraphe 2.4.

2.1 Nos points de départ

Nos travaux se sont appuyés sur deux contributions a I’estimation de frontiere. Qutre le fait de se
placer dans le cas E' = [0,1], leur point commun est 'introduction d’une partition du support D en
ky, cellules D, , ={(z,y),2 € [,,,0 <y < f(z)} ou {[,,,r=1,....k,} est une partition réguliere
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de E = [0,1]. La suite (k,,), supposée tendre vers I'infini avec n, est un parametre commun aux deux
méthodes d’estimation. La premiere d’entre elles, qui est aussi la premiere a notre connaissance
dans le domaine, est due a Geffroy [59]. L’estimateur proposé est construit & partir des k,, points
les plus hauts dans chaque cellule D, ,.. Ses propriétés, détaillées dans le paragraphe 2.1.1, relevent
de la théorie des valeurs extrémes. La seconde méthode que nous avons considérée a été proposée
par Jacob & Suquet [90]. La fonction f inconnue est décomposée en séries orthogonales dont les
coefficients sont estimés & partir des nombres de points dans chaque cellule (paragraphe 2.1.2).

2.1.1 L’estimateur de Geffroy

Ce paragraphe entre dans le cadre (a) avec £/ = [0,1], ’ensemble N,, considéré est un échantillon
de points (X;,Y;), ¢ = 1,...,n indépendants et identiquement distribués selon une densité ¢. Les
valeurs extrémes de I’échantillon sont définies par V', = max{Y;, (X;,Y;) € D, ,}, ot I'on a posé
max{0} = 0. L’estimateur de Geffroy [59] est alors la fonction constante par morceaux définie par
kn
[E@) =) Hae L,}Yr,. (2.1)
r=1
Dans ce méme article, il est montré sous diverses hypotheses sur les fonctions f et ¢ et sur la suite
(kn) que la distance L., définie par

doo(fy ) = sup
z€[0,1]

File) = f(x) (2.2)

convenablement normalisée converge en loi vers une loi de Gumbel de fonction de répartition Hy
définie en (1.1). Plus récemment, Korostelev & Tsybakov [96] ont inclu I'estimateur (2.1) dans la
famille plus générale des estimateurs polynémiaux par morceaux

kn

JEM(@;0) =) Wa € 1, )P, (2;6), (2.3)

r=1
ot, sur chaque intervalle I, ., P .(.; 0) est le polynome de degré 0 englobant tous les points et d’aire
minimum. En d’autres termes, il s’agit de résoudre le probleme d’optimisation sous contraintes
suivant :

min/ P, (2;0)dz sc. P, (X;;0)>Y,, X;€l,,. (2.4)
In,r

En particulier, on a ﬁf’(w) = fffT(x; 0). On remarque alors que d’apres [96], Théoreme 4.1.1, I'esti-
mateur f est minimax si ¢ est constante et si f est 1-lipschitzienne dans les cadres suivants

(i) k, = (n/logn)'/? et pour la distance L., définie en (2.2),

(ii) k, = n'/? et pour la distance L; définie par

4(fo.f) = / Fo () — fla)| de. (2.5)

Afin de compléter ces résultats, nous avons montré [61] avec Pierre Jacob (Université Montpellier 2)
et Jean Geffroy la normalité asymptotique de 'erreur Ly convenablement normalisée :
Théoréme 2.1.1 Si ¢ est constante et si f est a-lipschitzienne (0 < o < 1), k, = o(n/logn),
n = o(k:t®), alors

L (e —E[d(fen]) S N0, (2.6)

/2
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Pour prouver (2.6), nous avons déja établi ce résultat lorsque N, est un processus de Poisson [77],
puis nous avons utilisé la technique de Geffroy [60] pour étendre le résultat au cas de ’échantillon.
En renforcant les conditions sur la suite (k,), la convergence (2.6) est conservée si on remplace
lespérance E[d; ( ;f’,f)] par ky/(nc), voir [61], Corollaire 2. De méme, la constante ¢ peut étre

remplacée par 'estimateur
kn
&=k /Y VY,
r=1
sans perturber la convergence en loi, [61], Corollaire 3.

2.1.2 L’estimateur de Jacob & Suquet

Jacob & Suquet [90] ont adapté la méthode de projection sur séries orthogonales, déja connue en
estimation de la densité ou en régression, au cas de ’estimation de frontiere. Ces travaux entrent
dans le cadre (b) simplifié ou F = [0,1] et v = X de sorte que N,, est un processus de Poisson
homogene de mesure moyenne ncA;lp, ¢ étant une constante strictement positive et Ay désignant
la mesure de Lebesgue sur R2. Le principe est le suivant. Soit (b,) une suite d’entiers qui tend vers
I'infini et soit (ey)¢ery une base orthonormée de L2. Le développement de f sur la base est tronqué
au (b, + 1)eme terme et chaque coefficient

1 kn
W:/o FWetydt =>" | f(t)es(t)dt (2.7)

=1 In,r

est approché par

kn kn
Ak = Z er(zy) ft)dt = Z er(Tnr)A2(Dnyr),s (2.8)
r=1 In,r r=1

ol z,, est le centre de [, ,. En introduisant N, , = #{Y;, (X;,Y;) € D, .}, et en remarquant que
E[N,] = ncAg(D,, ), les auteurs proposent d’estimer ay i, par

kn N
W, = eolwn,) =", (2.9)

nc

r=1

L’estimateur de la frontiere s’écrit donc

nc

kn N
fés (f) = Z I(n(wywn,r) - 3 (210)
r=1

avec I, désignant le noyau de Dirichlet d’ordre b,, associé a la base (e;) défini par

bn

Ky (zy) = Zeg(x)eg(y), (z,y) € [071]2'

£=0

Les auteurs étudient alors différents types de convergence de f;ls vers f sous des hypotheses générales
sur le noyau de Dirichlet associé & une base C''. La normalité asymptotique ponctuelle de I’esti-
mateur centré sur son espérance f;°(z) — E[f)°(z)] et convenablement normalisé est également
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établie. Ces résultats sont illustrés sur 'exemple de la base trigonométrique. Notons que les auteurs
établissent en parallele les mémes résultats pour la base de Haar. Néanmoins, les estimateurs de
type (2.10) présentent 'inconvénient de nécessiter la connaissance du coefficient ¢ pour leur mise
en ceuvre, ce qui n’est pas le cas de l'estimateur de Geffroy (2.1). Cette constatation est a la base
des travaux décrits dans le paragraphe suivant.

2.2 Estimation a partir de partitions

L’ensemble ce paragraphe se situe dans le cadre (b), c’est a dire que N,, est un processus de Poisson.

2.2.1 Estimation par projection

Les travaux décrits dans ce paragraphe ont été menés en collaboration avec Pierre Jacob. Nous
montrons tout d’abord dans le paragraphe 2.2.1.1 comment adapter 'estimateur f;ls au cas ¢
inconnu en utilisant les valeurs extrémes du processus de facon similaire a fﬁ Le cas des bases
non orthogonales est abordé avec I’exemple de la base de Faber-Shauder dans le cadre de la these
de Laurent Gardes, le principe d’estimation étant décrit ici paragraphe 2.2.1.2. L’ensemble de ces
travaux suppose E = [0,1] et v = A.

2.2.1.1 Projection sur une base orthogonale

Le principe d’estimation des coefficients (a;) consiste a reprendre ’approximation (2.8) dans laquelle
A2(Dy,r) est estimée par I'aire d’un rectangle de base I, et de hauteur [O,Yn*ﬁ,] :

kn Y*
a5l = ) /2= 2.11
Qg k., ;64(90 ) ) ( )
L’estimateur de la frontiere s’écrit donc
kn Y*
)y =y K, (2,0,,)—L 2.12
i) = 3 (ostn) 2.12)

et ne nécessite pas la connaissance de c¢. L’inconvénient de ce type d’estimateurs provient du fait
que V", /k, est un estimateur de Ay(D,, ) biaisé inférieurement comme le montre le développement
?

suivant :
Y 1 n
E|22 = D, ) — — _
| o= o (7).

établi dans [76], Lemme 2, dans le cas oli f est une fonction C'1, et sous les conditions n = o(k2) et
k, = o(n/logn). 1l est cependant possible de réduire ce biais en modifiant I'estimateur (2.11) de
fagon a éliminer le facteur 1/(nc):

k
~ = Yn*r—l_Zn
gyt = eelen,) (2.13)

r=1
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ol Z, est la variable aléatoire définie par

Z " (2.14)

7’L

avec Z; . = min{Y;, (X;,Y;) € D, }. Cette correction de biais est justifiée par le fait que 7 ./k, a
un comportement symétrique a V¥, /k,. L’estimateur de la frontiere correspondant est alors

—I-Z
Pr2 nr
I( nr
I E (z,x T

(2.15)
Les estimateurs (2.12) et (2.15) s’écrivent comme des combinaisons linéaires des valeurs extrémes de
N,. Leurs propriétés asymptotiques dépendent en grande partie du comportement des coefficients
de cette combinaison linéaire et donc du noyau de Dirichlet de la base utilisée. Deux cas tres
différents ont été envisagés: les bases C'! et la base de Haar. Dans ces deux situations on pose

k1/2
ol (x) = %Kg/?(x,x). (2.16)

Bases C'!. Cette situation est étudiée en détails dans [76]. En particulier, la normalité asympto-
tique de (oF ()12 (2) —Ff2* (2)]) et (o2 (2)) "L % (x) — f(2)) est établie & z € [0,1] fixé sous
diverses conditions sur le noyau de Dirichlet ([76], théoremes 2 & 3). Cette situation est illustrée
avec la base trigonométrique dont le noyau de Dirichlet est donné par

sin(14+b,)m(z—y) .
K, (zy) = sinm(z — y) e 7y,
1+ 6, sinon.

Les conditions de convergence se réécrivent alors simplement en fonction des suites (k) et (b,,).

Base de Haar. Ce cas est présenté dans [75]. La base de Haar est définie & partir d’une subdivision
dyadique {J;}¢>1 de [0,1]. Pour chaque entier naturel £, I'intervalle J, est défini par

g, = | P pet+1
C7 921901 )

oll p; et g sont les entiers déterminés de maniere unique par £ = 291 4 py et 0 < py < 2971, La
base de Haar est définie par:

(o) — HTaepa}), € > 1.

eo = I{[0,1]}, ep =

Le nombre de termes dans le développement de f sur la base est nécessairement une puissance de
deux: h,+1 = 2, bl € N, et on impose de plus k,, = v, (b, + 1), 7, € N* de sorte que la partition
définie par les {1, ,} soit un raffinement de celle associée aux {.Jy}. Ainsi, pour tout ¢ < h,,, J; est
exactement I'union de 7, sous-intervalles I, .. On introduit alors R(n,0) = {r =1,.. . .k,, I,,, C J¢},
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et on a card R(n,l) = 7,. Sous ces conditions et si @ € .Jy, les coefficients pondérant les valeurs
extrémes dans les estimateurs (2.12) et (2.15) sont donnés par

O e L
L’estimateur f};r est alors tout simplement la moyenne arithmétique de +,, valeurs extrémes. Lorsque
Yo = 1, Pestimateur f};r se réduit a lestimateur de Geftroy fﬁ rappelé (2.1). Dans ce cadre,
et sous certaines conditions sur la suite (k,), nous avons montré [75], Théoreme 4 que fFr(z)
convenablement normalisé converge en loi & @ € [0,1] fixé vers une loi de Weibull des valeurs
extrémes de fonction de répartition H_; définie en (1.1). Par contre, lorsque ~,, — 0o, on retrouve
une comportement analogue & celui apparaissant avec les bases C''. La normalité asymptotique de
(oPr ()~ fPr () — E[f27 (2)]) et (afr(2)) "L (fi"%(x) — f(x)) est établie & 2 € [0,1] fixé dans [75],
théoremes 5 & 7 avec 0, () introduit en (2.16). Enfin, nous avons montré la normalité asymptotique
de Derreur L' entre I'estimateur de Haar et la vraie frontiére dy(fFr,f) dans le cas olt N, est un
processus de Poisson [68]:

Théoréme 2.2.1 Supposons f a-lipschitzienne (0 < o < 1). Si k, = o(n/logn), n = o(hLt?) et
k, = o(hi/?’) alors

iz (@ U7n ~ B0 (70]) S V. (2.17)

Notons que ce résultat englobe les deux cas opposés v, = 1 (estimateur de Geffroy) et v, — oc.
En renforcant les conditions sur la suite (h,,), la convergence (2.17) est conservée si on remplace

Pespérance E {dl( Apr,f)} par k,/(nc), voir [68], Théoréme 1.

n

2.2.1.2 Cas d’une base non-orthogonale

L’exemple de la base de Faber-Shauder est étudié dans la these de Laurent Gardes [55], Chapitre 1.
La base de Faber-Shauder est définie a partir de la subdivision dyadique {J¢}¢>; de [0,1] introduite
dans le paragraphe précédent. Les fonctions qui la composent sont continues et sont données par

e_1(z) =1{z €[0,1]}, eo(z) = 2l{z € [0,1]},
et pour £ > 1 par

Pe pe+1
€g($) = 2% |:(x — 2%_1) ]I{$ € JQ[} — ($ — 221 ) ]I{$ € J24_|_1}:| .

Les suites (b,) et (k,) sont définies de la méme maniére que pour I'estimateur de Haar. L’estima-
teur ]%G obtenu s’écrit encore sous la forme (2.15) ou ’expression du noyau est donnée par [53],
Proposition 1. Suivant les ordres de grandeur respectifs de (b,) et (k,), la différence f2(z) — f(z)
convenablement normalisée converge en loi vers une loi des valeurs extrémes (voir [53], Théoreme 5)
ou vers une loi normale centrée réduite (voir [53], Théoreme 7).

2.2.2 Estimation par la méthode du noyau

Les travaux décrits dans ce paragraphe ont été menés en collaboration avec Pierre Jacob et sont
décrits dans [78]. Par souci de comparaison avec le cadre (a), nous avons posé ¢ = 1/Ay(D) de sorte
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que F(N,(D)) = n. Formellement, Iestimateur de la frontiéere basé sur la méthode du noyau est
semblable & (2.12). Il s’écrit

Y
fRe (e Z Ko(x — 2p,)—2" (2.18)

ou K, est défini par

1 t
K,t)y=—K|— ], teR.
0=k ().
(hy) désigne une suite de réels positifs tendant vers 0 parfois appelée fenétre de lissage et K est un
noyau de Parzen-Rosenblatt. Nous avons également introduit fffe’Q, une version de cet estimateur
corrigée du biais,

Yo+,
Ke 2 n,r n
I( n,r 77
L Z — ) =

ou, contrairement & (2.14), la correction de biais définie par

kn
E nr7

ne fait appel qu’a des observations situées au voisinage de la frontiere. La normalité asymptotique

Az €]0,1[ fixé de (a5)~1(fEe(2) — E[fX<(2))] et (a5)~1(fr*(x) — f(x)) est établie pour

. k1/2 , 1/2
oo = K*(t)dt 7 2.19
" nch1/2 (/R Q ) ( )

et sous diverses conditions sur le noyau K, la régularité de la fonction f et les suites (k,) et
(hy), voir théoremes 3 & 5. La convergence en loi n’a lieu ici que sur Uintérieur de intervalle

[0,1]. De méme, fffe ne converge uniformément vers f que sur les compacts de ]0,1[, voir par
exemple [78], Théoreme 1 ou Théoreme 2. Ce mauvais comportement des estimateurs a noyau sur
les bords de l'intervalle d’estimation est bien connu, il a été également constaté dans la pratique.
Des méthodes de symétrisation des données ont été proposées afin de pallier ces limitations. Par
exemple, 'application de la technique décrite dans [25] a fffe’z conduit a 'estimateur suivant:

kn

fKe 3( ) Z (I{ ( an,) + I(n($ + $n,7’) + I{n($ + Tnyr — 2)) (WJ’TZ_Zn) .

r=1

rKe,2 rKe,3

Les propriétés asymptotiques de f,
sur I'intervalle [0,1].

sur les compacts de ]0,1[ peuvent alors étre étendues a f,

2.2.3 Estimation par la méthode du noyau généralisé

Les travaux présentés ici sont issus d’une collaboration avec Ludovic Menneteau (Université Mont-
pellier 2). La famille d’estimateurs proposée [79] englobe les estimateurs fF* et fKe tout en offrant
un cadre général pour construire de nouveaux estimateurs de la frontiere f.
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2.2.3.1 Cadre de I’étude

Nous nous plagons dans le cas (b) le plus général ou le support s’écrit
D={(zy):2eF;0< y < fla)}, (2.20)

’ensemble E étant un sous-ensemble de R% Dans ce contexte, ’ensemble des (Iny),r=1,...k, est
une partition quelconque de E. D’autre part, NV, est un processus de Poisson de mesure moyenne
nev @ Alp, A désignant la mesure de Lebesgue sur R, et v une mesure absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R% Nous introduisons la famille d’estimateurs

(@) =Y Virbng (2 (2.21)

ot v, = v(l,,) et Ky, : IF — R est un noyau généralisé sur lequel quelques conditions seront
imposées par la suite. On note m,, , = inf{f(z),z € I,,} et M,,, = sup{f(z),z € I, }. La version
de (2.21) corrigée du biais est

. 1
T2(2) = Ui (@) (1 + 5 ) vy (2.22)

)

Cette correction est motivée par la remarque que, conditionnellement & N, ,, Y. a approxima-
?

tivement la méme loi que le maximum de NN, , variables aléatoires indépendantes et distribuées

uniformément sur [0,m,, ], voir [79], Lemme 1. La correction de biais est effectuée indépendamment

sur chaque cellule D, , de la partition de facon a étre adaptée a des mesures v quelconques.

2.2.3.2 Comportement asymptotique

On introduit
K 1/2
(1) = (zmm) en
r=1

le noyau généralisé normalisé w,, ,(z) = Ky, (2)/k,(2), ainsi que v, = min{v,,, 1 < r < k,} et
A, = max{M,, —m,,, 1 <r <k,}. Les hypotheses sont alors les suivantes :

(H.1) k,, — oo et ny,, — oo quand n — oco.

(H2) 0 <m < M < 400 et §, 1= maxi<,<p, Vn,r (Mn, — my,) = o(1/n).

Il existe F' C IV tel que:

(H.3) Pour tout (zy,...,2,) C F, il existe une matrice de covariance ¥, .y = [0(247;)]1<i<p
de RP telle que pour tout 1 <14, 7 < p,

kn
an7r(xi)wn7r(xj) — o(z;,2;) quand n — oo.
r=1

(H.4) Pour tout z € I,

122}}; |wy,r(2)| = 0 quand n — oo.
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(H.5) Pour tout = € F,

kn
Z Vp b (Z)Mp, — f(2)| =0 (Hn(x)) quand n — oo.
r=1

(H.6) Pour tout = € F,

kn
Z |wy,,r(2)| max ((ncsn)z,An,m/n exp (—mncz/n)) — 0 quand n — oo.
r=1

GK,2

Les hypothéses (H.1)—(H.4) sont dédiées au contréle de Pestimateur centré f7%(x) — E[f7* % (2)].
La condition (H.1) impose que le nombre moyen de points dans chaque cellule D, , tende vers
Vinfini. (H.2) assure que la fonction f ne s’annule pas et que le nombre moyen de points dans D, ,
au-dessus de m,, , converge vers 0. Le couple de conditions (H.1) et (H.2) implique la convergence
uniforme de loscillation de f sur I, , vers 0: max{(M,,, — m,,), 1 <r < k,} — 0 quand n — oo.
L’hypothese (H.3) est dédiée aux aspects multidimensionnels de la convergence en loi. (H.4) impose
aux coefficients ,, . (z) de la combinaison linéaire (2.22) d’étre tous approximativement du méme
ordre afin d’obtenir un comportement asymptotique gaussien. Le couple de conditions (H.5) et
(H.6) est dédié au contréle du biais E[f7**(x)] — f(z) de fagon & ce qu’il reste négligeable devant
I’écart-type de ’estimateur

Fon (2)
oS¥(z) = 22,
() = 2L
Sous ces hypotheses, on a la convergence en loi suivante :
Théoreme 2.2.2 Sous (H.1)~(H.6) et pour tout (z1,...,2,) C F,

{oe @)™ (F72 () = F)) 11 <7 < ph 5 N O ep)s

ot N(O,E(mw@p)) est la loi normale sur RP centrée et de matrice de covariance Xy, . .-

Dans ce résultat, le coefficient de normalisation o % dépend de la constante ¢ supposée inconnue.
Nous avons montré qu’il est possible de la remplacer par 'estimateur suivant

kn kn

~GK

et = g Ny» g Ny (1—|— )Yn*ﬁ,
r=1 r=1 ?

1
NTL r
sans modifier la convergence du Théoreme 2.2.2.

2.2.3.3 Exemples

Lien avec les estimateurs existants.
— On se place dans le casou d =1, p = A, IF = [0,1] et {[,,,} est une partition réguliere de
[0,1] de sorte que v, , = 1/k,. En choisissant x,, ,(z) = K, (z,2,,) ol z,, est le centre de I, et

2 .
"™ est un estimateur

K, est un noyau de Dirichlet associé & une base orthogonale, I’estimateur ﬁf’K
de type projection similaire a ﬁsr’z mais avec une correction de biais différente. L’application du
Théoréme 2.2.2 & I'estimateur ainsi obtenu dans le cas des bases C'! et de la base de Haar permet de
retrouver les résultats de normalité asymptotique établis dans [76], Théoreme 3 et [75], Théoreme 7,

avec le méme coefficient de normalisation o* = ol".
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— Dans le méme cadre que précédemment, mais en considérant

1 T — Ty,
n,7r = _I(Y —_—
i, (2) I ( I )

avec K un noyau de Parzen-Rosenblatt et h, une fenétre de lissage, I'estimateur fﬁK’Q est un
estimateur de type noyau similaire a fffe’z mais avec une correction de biais différente. L’applica-
tion du Théoreme 2.2.2 a ’estimateur ainsi obtenu permet de retrouver les résultats de normalité
asymptotique établis dans [78], Théoreme 5 avec le méme coefficient de normalisation o;* = o)°.

— Enfin, dans le cadre décrit paragraphe 2.2.3.1, et quand la mesure v est inconnue, 'estimateur
suivant de la frontiere peut étre considéré:

k
R i 1
fé}K,B(x) = g I)n7,,/£n7r($) (1 + N ) Yn*’,,,
r=1 mr

Uy, étant un estimateur de v, . On remarque alors que, si £, , est le noyau de Dirichlet associé a

une base orthogonale, le choix
2 N. 14 ! Y,
Vngpe = Npyp [ NC n,r
il il NnJ, 9

conduit & f7% = f2% introduit initialement dans [90] lorsque d = 1, u = X, E = [0,1], {I,,.,} est
une partition réguliere de [0,1] et dont I’expression est rappelée en (2.10).

Introduction de nouveaux estimateurs.

— Par souci de simplicité, on se place dans le casou d =1, p = X, £ =[0,1] et {I,,,} est une
partition réguliere de [0,1] de sorte que v, , = 1/k,,. Il est possible d’exhiber dans la famille (2.22) un
nouveau type d’estimateurs par projection. Pour cela, il suffit dans la définition (2.7) des coefficients
de projection sur la base, de remplacer f(t) sur I'intervalle I, . par 'estimateur Y,* (1 + Nn_}) On
obtient alors

k
. 1
agy = Z (/I ez(t)dt) (1 + N ) Yy, (2.23)
r=1 n,r n,r

La différence entre les estimations (2.13) et (2.23), outre la correction de biais, réside dans le fait
que la seconde d’entre elles ne repose pas sur I’approximation de la valeur moyenne de e, sur I, ,
par e¢(z,,,). Ce nouvel estimateur s’écrit alors

kn

o)y =Y (/In Kn(tw)dt) (1 + NL,) Y

r=1

il entre dans la famille (2.22) en posant

/ Kn(t,x)dt:kn/ K, (tx)dt,

anr In,r In,r

Fne(2) =

ou K, désigne le noyau de Dirichlet associé a la base orthogonale. Nous avons établi dans [79],

Corollaire 3, que dans le cas du noyau de Dirichlet associé a la base trigonométrique, la vitesse

. fPr,3 ., . J o] N FPr,2
dans la convergence en loi de f,," était supérieure a celle de de f,"”.
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— La construction de nouveaux estimateurs a noyau multidimensionnels entre également aisément

dans le cadre du paragraphe 2.2.3.1. Posons E = [0,1]%, d € N*, v = A4 la mesure de Lebesgue sur
d

E, et introduisons {1/, , : 1 <r < k,} la partition réguliere de £ définie par I,,, = szl Jn,r,; avec
AMJnyri) = 1/k711/d7 de sorte que v, , = 1/k,, pour tout 1 < r < k,. On note toujours z, , le centre
de I, ,, r =1,...,k,. De facon similaire a I’étude précédente, il apparait qu’il est souhaitable de

considérer 'estimateur a noyau multidimensionnel défini par

1 1 x—t
nrlz) = — K| —— | dt,
o () Vn,r /I,w hd ( ho, )

ot K : R* = R est un noyau de Parzen-Rosenblatt multidimensionnel et (h,) est une suite de
réels positifs tendant vers 0. Les hypotheses (H.1)—(H.6) sont vérifiées sous certaines hypotheses
sur le noyau K, les suites (ky,) et (hy,), voir [79], Corollaire 2. On obtient alors une vitesse de lordre

R . . . RN . . .
de n~ otd dans la convergence en loi en dimension d pour une frontiére a-Lipschitzienne.

2.2.4 Illustration sur simulations

A titre d’illustration, nous avons simulé dans le cadre (b) simplifié un processus de Poisson de
parametre d’intensité nc = 800 et de support défini par la fonction frontiere

f(z) = [0.1 +sin (72)] [1.1 — 0.5 exp (—64(z — 0.5)%)],

pour € [0,1]. La partition de l'intervalle [0,1] comporte k,, = 32 de méme longueur. Dans le cas de
I’estimateur & noyau (paragraphe 2.2.2), le parametre de lissage est h,, = 0.025. Dans le cas des es-
timateurs de Haar, trigonométriques (paragraphe 2.2.1.1) et de Faber-Shauder (paragraphe 2.2.1.2)
b, = 15 termes sont utilisés dans le développement de f. Les résultats sont présentés Figure 2.1 ou
les estimateurs sont superposés a la vraie frontiere. Les théoremes de normalité asymptotiques sont
utilisés pour tracer des intervalles de confiance ponctuels & 90% pour f(z) en 50 points différents.

2.3 Estimation par programmation linéaire

Les travaux décrits ici sont menés en collaboration avec Guillaume Bouchard (INRIA Rhéne-Alpes),
Anatoli louditski (Université Grenoble 1) et Alexander Nazin (Institute of Control Sciences, Mos-
cou) [13, 14].

Le principe d’estimation proposé dans ce paragraphe ne requiert pas de partition du support D.
Ce point est important dans la pratique car le choix de la partition 1, ., r =1,...,k, et donc de la
suite (k,) est un probléme ouvert en ce qui concerne tous les estimateurs du paragraphe 2.2. Dans
la suite, on se place dans le cadre (a) simplifié, N,, est un échantillon de points (X;,Y;),i=1,...,n
indépendants et uniformément distribués sur le support D = {(z,y) : 2 € [0,1]; 0 < y < f(a)}.

Par commodité, nous considérons 'extension de f sur tout R en posant f(z) = 0si z ¢ [0,1].
2.3.1 Construction de ’estimateur
L’estimateur proposé s’insere dans la famille suivante
[Py =) Ku(e - Xoai,  Ku(t) = h ' K(t/hn), (2.24)
i=1 )

a; > 0, 1=1,...,n,
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1.08 | 1.08 |
0.96 0.96 |
0.84 0.84 -
0.72 0.72
0.60 0.60
0.48 0.48 -

0.36 0.36

1.08 - 1.08 -

0.96 0.96 -
0.84 - 0.84 -
0.72 0.72
0.60 0.60 -
0.48 0.48 -

0.36 0.36

F1G. 2.1 — Superposition du processus ponctuel simulé, de la fonction f a estimer (ligne continue)
et des quatre différents estimations (tirets) obtenues avec Uestimateur de Haar (a), Faber-Shauder
(b), trigonométrique (c) et a noyau (d). Dans chaque cas, les lignes verticales représentent les
intervalles de confiance ponctuels a 90%
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ol K est un noyau de Parzen-Rosenblatt réel et h,, est une fenétre de lissage. Formellement, cette
famille est similaire a celle des estimateurs a noyau (2.18). Cependant, I’expression définissant fPL
fait a priori intervenir tous les points de I’échantillon. En pratique, seuls les points (X;,Y;) pour
lesquels «; # 0 interviennent dans 'estimation. De tels points sont appelés “vecteurs support” par
analogie avec les Support Vector Machines (SVM). Nous renvoyons & [26] pour une synthese sur ce
sujet et a [113], Chapitre 8 pour des exemples d’application des SVM & I’estimation de quantiles.
La contrainte a; > 0 pour 7z = 1,...,n implique f};L(x) > 0 pour tout € R et assure une certaine
régularité a I'estimateur. Nous reviendrons sur ce point plus tard. En remarquant que la surface
du support estimé

Dy={(zy):x€01]: 0< y < fiM (@)}, (2.25)
est donnée par
i@y de =Y o, (2.26)
Jfeae=d
il est naturel de déterminer le vecteur de parametres o =" (evq, .. .,a,) par le probleme de program-
mation linéaire suivant :
min "1a (2.27)
sous les contraintes
Aa>Y (2.28)
a>0. (2.29)
Les notations suivantes sont adoptées: 1 =" (1,1,...,1) € R*, A = (K, (X; — X; ))1<Z g<n €t
Y =" (Y1,....Y,). Ainsi Ao =" (fi8(X1), .. frH(Xa)), et la contrainte (2.28) se traduit par
fPU(Xy) > Y, i=1,...,n. L’estimateur ainsi obtenu fI'" est la fonction de la famille (2.24) associée

au support (2.25) contenant tous les points de N,, et de surface minimale. En général, la solution
du probleme de programmation linéaire est parsimonieuse dans le sens ou le nombre de coefficients
«; non nuls est faible pour des valeurs modérées de h,,.

2.3.2 Lien avec d’autres méthodes

Estimateur du maximum de vraisemblance. L’estimateur obtenu comme solution du probléme
de programmation linéaire (2.27)—(2.29) peut étre considéré comme 'estimateur du maximum de
vraisemblance dans la famille de fonctions (2.24). La densité jointe de I’ensemble des observations
N, connaissant la frontiere f s’écrit:

(X
PN, /Y =]] (Cf X)
=1

(X},

ou 'y est 'aire du support D: C'y = fo z)der = fR z)dz. En remarquant que d’aprés (2.26):
Cf|f:pr => ", o, la fonction de log- Vralsemblance est donnee par

log P(N, | fi*) = —nlog} ai+ > logI{Y; < fI(Xy)},
=1 =1

et par conséquent sa maximisation sur ’ensemble des parametres a positifs est équivalente au
probleme (2.27)—-(2.29).
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Estimateurs polynomiaux par morceaux. La famille d’estimateurs (2.3) introduite dans [96]
est a la fois basée sur une partition du support et la résolution de probléemes de programmation
linéaire. Sur chaque intervalle 7, ., les coefficients du polynéme P, , sont estimés par résolution
d’un probleme d’optimisation linéaire (2.4) similaire & (2.27)—(2.29).

Estimation par la méthode du noyau. Comme nous I'avons remarqué, la famille d’estima-
teurs (2.24) est similaire a celle des estimateurs a noyau (2.18). Ces derniers peuvent étre interprétés
comme reposant sur un estimation des coefficients «; a partir de la partition 1, , par

o — Yo ke sidre{l,. k) Yi=Y,
10 sinon,
alors que pour les estimateurs de type programmation linéaire, les coeflicients «; sont déterminés

automatiquement, c’est a dire sans choix d’une partition au préalable par 'utilisateur.

2.3.3 Propriétés asymptotiques

Nous avons établi la convergence presque sure de la norme L! des estimateurs définis par le probleme
de programmation linéaire (2.27)—(2.29).

Théoréme 2.3.1 Si f est I-lipschitzienne et sous quelques conditions sur le noyau K (voir [12],
Théoréme 1), si nh?/logn — oo quand n — 0o, alors

limsup 7 dy (f7,f) <C < 0o pas.

n
n—0oo

avec g, = max { h,,(logn)/2/(n*/?h,)} .

Dans ces conditions, la vitesse maximum de convergence est
d (54 ) = Op ((logn/m) /1) . (2.30)

Il faut remarquer que cette vitesse est relativement faible en regard de la vitesse minimax n=1/2 at-
teinte par l'estimateur de Geffroy (2.1). Le résultat (2.30) peut cependant étre amélioré légérement
en choisissant des noyaux K particuliers. Nous donnons dans [12], paragraphe 5.6, un exemple
de noyau permettant d’obtenir une vitesse de l'ordre de (logn/n)'/?. L’obtention de vitesses
supérieures passe par une modification de 'estimateur f};L envisagée au paragraphe 2.4 dans le
cadre de nos perspectives de recherche.

2.4 Perspectives

Les deux types d’estimateurs décrits dans ce chapitre, estimateurs basés sur des partitions et
estimateurs basés sur une optimisation, ouvrent des perspectives d’ordres différents.

— L’estimateur a noyau généralisé multidimensionnel défini au paragraphe 2.2.3.3 est 'estima-
teur le plus prometteur dans la famille des estimateurs basés sur des partitions car il bénéficie
d’une vitesse de I'ordre de n~3+2 en dimension d pour une frontiere a-Lipschitzienne. Sur un plan
théorique, il serait intéressant d’établir ses vitesses de convergence en norme Lq et L., pour les com-
parer aux vitesses minimax. Il est probable que les vitesses optimales soient atteintes a un facteur
logarithmique pres. 1l serait alors nécessaire d’étudier dans quelle mesure la technique de preuve
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utilisée dans le cas de 'estimateur de Haar [68] peut étre adaptée, puis d’employer la méthode de
Geffroy [60] afin de passer du cadre des processus de Poisson a celui de I’échantillon. Sur un plan
pratique, il est nécessaire d’étudier les performances de cet estimateur sur simulations.

— L’estimateur f};L ne constitue que le premier pas vers la définition d’estimateurs de frontiere

performants sur la base de méthodes d’optimisation. La premiere modification envisagée est 1’in-
corportation dans le probleme d’optimisation linéaire (2.27)—(2.29) d’une contrainte de Lispschitz
sur l'estimateur. Cela doit permettre, au prix d’une complexité algorithmique plus importante,
d’améliorer sensiblement les vitesses obtenues au paragraphe 2.3.3. L’extension de cet estimateur
au cas multivarié doit également étre réalisée. Enfin, il me parait également intéressant d’étudier
la loi asymptotique de ce type d’estimateurs définis par des problemes d’optimisation. Pour cela,
I’étude de travaux connexes [95, 83] est indispensable.
Les deux familles d’estimateurs nécessitent également des recherches communes. Dans les deux
cas, il est nécessaire de définir une procédure de choix adaptative du parametre de lissage h,, ne
dégradant pas les performances asymptotiques de 'estimateur. Une piste pourrait étre ’utilisation
de méthodes de type Lepski [98]. Ces deux familles d’estimateurs doivent aussi étre adaptées au
cas ou la densité de points n’est pas uniforme et s’annule au voisinage de la fonction frontiere.
Les méthodes a développer dans ce cas sont issues de la théorie des valeurs extrémes et passent
par 'estimation d’un indice des valeurs extrémes décrivant la vitesse de décroissance de la densité
vers 0 [64, 6]. Cette direction de recherche “Estimation de quantiles extrémes conditionnels” rejoint
alors les travaux de theése de Laurent Gardes [55], Chapitre 4, ainsi que les méthodes d’estimation
de quantiles extrémes et de quantiles conditionnels exposées aux chapitres 1 & 4 de ce mémoire.
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Chapitre 3

Réduction de dimension et analyse
d’images

L’analyse d’images est un champ d’application privilégié des méthodes de réduction de dimen-
sion. Une image de M x M pixels en niveaux de gris peut en effet étre représentée par un vecteur
de R? avec p = M?%. Méme pour des tailles d’images raisonnables, on obtient des données dans des
espaces de tres grande dimension. L’analyse en composantes principales (ACP) est alors un outil
généralement efficace pour réduire la dimension de ces données [103, 119]. Toutefois, méme des
déformations tres simples entre images peuvent se traduire par des fortes non linéarités dans R?,
diminuant ainsi de beaucoup efficacité de PACP. Cette remarque nous a conduit a introduire les
modeles auto-associatifs permettant de construire de nouvelles méthodes de réduction de dimension
non-linéaires. Ces modeles sont présentés dans un cadre général paragraphe 3.1 et leur application
a Panalyse d’images est illustrée paragraphe 3.2.

3.1 Les modeles auto-associatifs

L’ACP [91] est une méthode couramment utilisée pour la réduction de dimension en analyse des
données. Elle bénéficie de plusieurs interprétations:

— Etant donné un ensemble de points de R?, et pour un entier 0 < d < p, PACP construit le sous-
espace affine de dimension d approchant au mieux les points au sens de la distance euclidienne.
Partant de ce point de vue géométrique, de nombreux auteurs ont proposé des extensions non-
linéaires de cette méthode. Les approches de type courbes ou surfaces principales [84] font partie
de cette famille de méthodes.

— L’ACP peut également étre interprétée en termes de poursuite de projection [88, 92]. Elle
recherche le sous-espace affine de dimension d maximisant la variance projetée. Un algorithme
de type poursuite de projection permettant de réaliser ’ACP itérativement est présenté dans le
paragraphe 3.1.1. L’introduction de critéres autres que la variance permet de définir autant de
méthodes d’exploration des données [44, 106]. Dans les approches de type ACPVI-Spline (analyse en
composantes principales de variables instrumentales [40]) et ACP curvilinéaire [10], 'introduction de
transformations non-linéaires des coordonnées permet de conserver un critere de variance projetée
sur les données transformeées.

— Enfin, il est également possible d’associer un modele probabiliste gaussien a ’ACP [118], le
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sous-espace affine étant alors obtenu par maximisation d’une vraisemblance. Cette approche permet
d’obtenir d’autres méthodes de réduction de dimension en considérant des modeles non-gaussiens,
par exemple des modeles de mélange.

Construire une 'ACP non-linéaire est donc un probleme difficile si 'on ne souhaite pas perdre
ses trois interprétations. Ainsi, la construction d’un modele probabiliste satisfaisant est souvent
impossible sans spécifier la loi des observations. La méthode ainsi construite est alors ad hoc et de
peu d’utilité en pratique. De plus, 'introduction d’une non-linéarité peut fait perdre 'interprétation
géométrique du modele construit. Les notions de variables principales, de directions principales,
d’inertie expliquée et résiduelle se généralisent alors malaisément. La non-linéarité du modele pose
également les problemes de ’existence, unicité et calculabilité d’un estimateur du modele.

Dans le paragraphe 3.1.2, nous définissons les modéles auto-associatifs (AA), candidats a la générali-
sation de ’ACP. Les modeles AA ont été introduits initialement du point de vue géométrique dans
le cadre de ma these [65] dirigée par Bernard Chalmond (Université de Cergy-Pontoise) et Jean-
Marc Dinten (LETI/CEA). Ces modeéles reposent sur 'approximation du nuage des observations
par une variété différentiable [71]. Nous montrons dans le paragraphe 3.1.3 que ces modéles peuvent
également étre interprétés comme des modeles de poursuite de projection en régression [45] adaptés
au cas auto-associatif. De ce fait, nous proposons un algorithme de mise en ceuvre aisée. Deux
exemples de modeles particuliers sont présentés paragraphe 3.1.4. Les aspects de mise en ceuvre
sont évoqués paragraphe 3.1.5. Ces travaux ont été réalisés en collaboration avec Serge lovleff
(Université Lille 1) et sont publiés dans [74].

3.1.1 Exemple de ’analyse en composantes principales

Soit X est un vecteur aléatoire de R? possedant un moment du second ordre. Il peut se décomposer
en une somme de d variables aléatoires non corrélées (variables principales) et d’un résidu en
appliquant de maniére itérative les étapes [A] (recherche d’Axes), [P] (Projection), [R] (Régression)
et [M] (Mise a jour) suivantes:

Algorithme 3.1.1
— Pour j =0, on pose R° = X — E[X].
- Pourj=1,....d:
A] Déterminer ai = B[ (o, R71)?] s.e. flall = 1 et (w,0%) = 0,1 <k < j.
[A] Déterminer a arg;ré%)é <x, > s.c. ||z € <x,a> A <k<y
[P] Calculer Y; = (a/ ,RI1).

, : ; . i 2 ’
[R] Déterminer b’ = arg;gl&E {HRJ L YJJUH } s.c. <$,a]> =1,

(on trouve b) = a’ ) puis poser s?(Y;) = Y;b.

[M] Calculer RY = RI=' — s7(Y;).

Les vecteurs a/ sont appelées directions révélatrices, les variables aléatoires Y; variables principales,
les fonctions s/ fonctions de régression, et les vecteurs aléatoires R’ résidus. L’étape [A] consiste
a rechercher un axe privilégié perpendiculaire aux précédents, qui maximise un certain critere: ici
la variance projetée. L’étape [P] est une projection des résidus sur I’axe trouvé pour déterminer
les variables principales, 1’étape [R] consiste a chercher la meilleure fonction linéaire des variables
principales qui approche les résidus. L’étape [M] est une mise a jour des résidus.
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Les modeéles AA étendent I’algorithme précédent en considérant des étapes [A] et [R] plus générales.
Pour I’étape [A], nous considérons un certain nombre d’autres critéres issus de la poursuite de pro-
jection correspondant a des objectifs différents. Nous envisageons 1’étape [R] comme un probleme
de régression pouvant étre abordé par des outils de type splines ou estimateurs & noyaux. Nous
montrons que ce type de généralisation de 'ACP permet de conserver ses principales propriétés
théoriques (construction d’un modele exact, décroissance des résidus, ...) ou de les étendre (approxi-
mation des réalisations de X non plus par un sous-espace affine mais par une variété différentiable).

3.1.2 Définition des modeéles auto-associatifs

Définition 3.1.1 Une application F : R? — RP est dite auto-associative de dimension d, s’il
existe d vecteurs orthonormés a’ et d fonctions s? : R — RP vérifiant P,; 08’ = Ipr et Pixos’ =0,
1<k<j<d, ouP,z)= <a],x>, tels que

1

F=(Tgr—s5"0Pu)o...o(lr—s' 0 Pu) = [T (I — 5" 0 P ).
k=d

Les vecteurs a’ sont appelés les directions révélatrices, les fonctions s? sont appelées les fonctions
de régression et on écrit F € A? .
?

Par la suite, le signe produit représentera le produit de composition. Un modele auto-associatif
de dimension d est donc déterminé par d fonctions de régression et d directions révélatrices. On
montre (voir [70], Lemme 2) que les modeles auto-associatifs additifs définis ci-dessous sont un cas
particulier des modeles auto-associatifs.

Définition 3.1.2 Une application F : R? — RP est dite auto-associative additive de dimension d,
s’il existe d vecteurs orthonormés a’ et d fonctions s’ : R — RP vérifiant P05’ = Igp et P,xos’ = 0,
1<k<j<d, ouP,z)= <aj,x>, tels que

k
S OPak.

]~

F — ]IRP —
k=1

D’autre part, un modele auto-associatif est dit linéaire si les fonctions de régressions sont linéaires.
Le lemme suivant est établi dans [66].

Lemme 3.1.1 Soit F € Ais, et supposons que les s7, j = 1,...,d soient C' de R dans RP.
L’équation F(z) = 0 définit alors une sous-variété différentiable de dimension d.

Ce résultat est essentiel puisqu’il permet de généraliser I'interprétation géométrique de ’ACP :
I’approximation de nuages de points par un sous-espace vectoriel.

Définition 3.1.3 Soit X un vecteur aléatoire de R? de carré intégrable. On dit que X vérifie
un modéle auto-associatif de dimension d de directions révélatrices (a',...,a%), de fonctions de
régression (s',...,s%) et de résidu ¢, si X vérifie F(X —pu) = ou F € Ais, u € RP et ou e est

un vecteur aléatoire centré.

Donnons deux exemples de modeles auto-associatifs triviaux:

1. Tout X satisfait un modele AA de dimension 0. Il suffit de choisir F' = Ipp, p = E[X] et
=X —E[X]. On a alors Var[||¢]|*] = Var[|| X]|*].
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2. X satisfait toujours également un modele AA de dimension p. Dans ce cas F' =0, up = 0 et
¢ = 0 conduisent a Var {He”ﬂ =0.

Dans la pratique, il s’agit de réaliser un compromis entre ces deux extrémes en construisant un
modele de dimension d < p et tel que Var {He[ﬂ < Var {HXHQ} Par exemple, dans le cas o X
possede une matrice de variance-covariance X de rang d, il satisfait un modele AA additif linéaire

de dimension d de résidu nul. En effet, en notant a’/, j = 1,...,d les vecteurs propres de X associés
aux valeurs propres non nulles. Les choix

1

Fo)=]] (HRP - Pakak) (2),

k=d

p=E[X] et e =0 p.s. définissent un modele auto-associatif additif linéaire pour X :

d
X=E[X]+) <ak,X - E[X]> a* p.s. (3.1)
k=1

Il s’agit de la décomposition de X obtenue par ACP, comme il sera vu dans le Corollaire 3.1.2.
Enfin, si X vérifie un modele auto-associatif additif, on a

KoY (o)) - 2

ce qui est une forme parfois proposée dans les approches de type réseaux de neurones (voir par
exemple [93] ou le Perceptron Multicouches [24]) afin de généraliser le modeéle (3.1). Les limites de
cette extension sont évoquées au paragraphe 3.1.4.1.

Définition 3.1.4 On dit qu’'un ensemble S(R,R?) de fonctions mesurables de R dans R? est ad-
missible s’il est un sous-ensemble fermé de Lo et s’il vérifie la condition suivante :
Va € RP tel que ||a]| =1, s € S(RR?) = s — (a,s)a € S(R,RP)
(R):< VbeRP se€ S(RRP) = s+be S(RRP)
Irb € S(R,R?).

La condition (R) s’interpréte comme une invariance par projection et par translation. Un choix
possible de S(R,RP) est I’ensemble des fonctions affines de R dans RP. Cet exemple est présenté
dans le paragraphe 3.1.4.1.

Définition 3.1.5 Soit a un vecteur unitaire de RP. Un index I est une fonctionnelle qui associe a
la projection du vecteur aléatoire X sur a (i.e. (a,X)) un réel positif.

Un choix de I possible est I({a,X)) = Var[(a,X)], la variance projetée. D’autres exemples sont
présentés au paragraphe 3.1.5.2.
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3.1.3 Construction et propriétés

Soient S(R,RP) un ensemble de fonctions admissibles et d € {0,...,p}. On introduit I'algorithme
suivant:

Algorithme 3.1.2
— Pour j =0, on pose u =E[X] et R® = X — pu.
- Pourj=1,....d:

A] Déterminer al = I({x,R7~1)) s.c. |lz] =1, {(a¥2) = 0,1 <k < j.
[A] Déterminer a arg max ((z,R71)) s.e. ||zl =1, (a"2) =0,1 <k < j
[P] Calculer Y; = {a’ ,RI71).

[R] Choisir s’ € argseg?ﬂi%r}Rp)E {HRj_l - 8()/})“2} s.c. Pyosl =1.

[M] Calculer RY = RI=' — s7(Y;).

Nous vérifions Théoreme 3.1.1 que cet algorithme construit un modele auto-associatif de dimen-
sion d. De plus, a l'issue de p itérations il construit une représentation exacte de X.

L’étape [R] dépend fortement du choix de S(R,RP). Deux cas extrémes sont étudiés: le cas ol
S(R,RP) = A(R,RP) I’ensemble des fonctions affines de R dans R?, dans le paragraphe 3.1.4.1 et le
casou §(R,RP) = L, dans le paragraphe 3.1.4.2. Le choix de 'index [ est discuté paragraphe 3.1.5.2.

Théoréme 3.1.1 L’algorithme 3.1.2 construit un modéle auto-associatif de dimension d de direc-
tions révélatrices (a',...,a%), de fonctions de régression (s',...,s%) et de résidu ¢ = R*. De plus,

sid=p alorse = R? =0 et on a la décomposition exacle :

p
X=E[X]+) M) ps.
k=1
Ces propriétés sont générales dans le sens ou elles ne dépendent ni de I’index I choisi, ni de ’ensemble
de fonctions admissible S(R,RP). Dans le paragraphe 3.1.4 quelques propriétés complémentaires

correspondant a des choix de [ et S(R,RP) particuliers sont établies. Le corollaire suivant est utile
en pratique pour choisir la dimension d’un modele.

Corollaire 3.1.1 Soit Qg la fraction d’information représentée par un modeéle AA de dimension d :
4112
Qi=1-E [HR | ] /Var [|IX]]].
On a alors Qo =0, Q, =1 et la suite (Qq) est croissante.

3.1.4 Deux modeles particuliers

Nous considérons deux cas importants en pratique ot il est possible de fournir une solution explicite
a Iétape [R]: les modeles auto-associatifs linéaires et les modeles auto-associatifs de régression.
Ces modeles héritent des propriétés établies dans le paragraphe précédent. Dans chaque cas, nous
complétons ces propriétés générales par quelques caractéristiques propres a ces deux cas particuliers.
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3.1.4.1 Les modéles auto-associatifs linéaires
Nous nous intéressons au cas ot S(R,RP) = A(R,RP). L’étape [R] s’écrit
[R] Trouver b’ = arg;g%élpE [HRj_l - Y]xHQ], s.c. (af,x) =1,
et on obtient comme solution du probleme d’optimisation sous contrainte
Wo=Y"ta /(S el (3.3)
ot X7 est la matrice de variance-covariance de R7. On a I’analogue du Théoréme 3.1.1 suivant :

Théoréme 3.1.2 L’algorithme 3.1.2 construit un modéle auto-associatif linéaire de dimension d
pour X de fonctions de régression s’ (t) = tb’. De plus pour d = p, on a la décomposition :

p
X =E[X]+)_ Yib", ps. (3.4)
k=1

ot les variables aléatoires Yy, k = 1,...,p sont non corrélées.

Sur la base de ce résultat, il est possible de construire des modeles auto-associatifs linéaires qui
ne soient pas additifs a partir de ’étape [R] ainsi définie. On montre également dans le corollaire
suivant que pour une étape [A] bien choisie, on retrouve le modeéle linéaire et additif de ’ACP.
Corollaire 3.1.2 Si de plus I(<$,Rj_1>) = Var [<x,Rj_1>], alors Ualgorithme 3.1.2 effectue une
ACP de X. En particulier, pour d = p, on a

p
X =E[X]+) Yid*", ps.
k=1

avec Yy = <X - E[X] ,ak> et a¥ est le vecteur propre de la matrice de covariance de X associé q
la keme plus grande valeur propre.

Nous avons également prouvé un résultat réciproque ([70], Théoreme 1): le seul modele auto-
associatif additif est celui de PACP. Ce résultat limite considérablement I’'intérét des modeles auto-
associatifs additifs tels que (3.2).

3.1.4.2 Les modéles auto-associatifs de régression

Nous considérons désormais le cas ot S(R,RP) = Ly. Dans ce cas, I’étape [R] posséde une solution
explicite : s/(Y;) = E [R]_1|Yj]. En effet, 'espérance conditionnelle est un projecteur orthogonal
et vérifie la contrainte du probleme d’optimisation puisque <a],R]_1> =Y;. On a alors le résultat
suivant :

Théoréme 3.1.3 L’algorithme 3.1.2 construit un modéle auto-associalif de dimension d. De plus
st d = p alors on a la décomposition exacte :

X =E[X]+ ) &(Y)), ps. (3.5)
i=1
ouY; et Y;11 sont non-corrélées, j =1,...,p—1.

Dans la suite ces modeles seront désignés par modeles auto-associatifs de régression (AAR).
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3.1.5 Mise en ceuvre

Le parametre p est estimé par la moyenne empirique. Les deux étapes cruciales dans 'algo-
rithme 3.1.2 sont [A] et [R]: la détermination de la direction révélatrice et I'estimation de la fonction
de régression. Le choix de I'index [ et de la classe de fonctions S(R,RP) déterminent en effet a la
fois la nature du modele obtenu et la complexité de calcul associée aux problemes d’optimisation

[A] et [R].

3.1.5.1 Estimation de la fonction de régression

Pour ce probleme on peut remarquer que si S(R,R?) est I'ensemble des fonctions linéaires de R
dans RP alors il existe une unique solution donnée par (3.3). Il suffit donc de remplacer dans cette
expression Y~! par son estimateur empirique et @/ par son estimation obtenue & I’étape [A].
Dans le cas des modeles auto-associatifs de régression, il s’agit d’estimer I’espérance conditionnelle
de R'=1 sachant Y;. Ce probleme standard peut étre résolu (par exemple) par une régression par
noyau ou une régression spline. Par rapport au probléeme classique de régression, nous avons une
contrainte supplémentaire sur la fonction & estimer. A I'itération j, elle doit vérifier P, o s/ = L.
En se placant dans la base orthonormée B’ obtenue en complétant {a',...,a’}, il suffit de réaliser
p — J régressions, composantes par composantes. Pour la composante numéro k € {j+ 1,...,p}
estimateur & noyau s’écrit dans la base B :

n

Slw) = 3R (= i) / D Knlu=Yig) (3.6)

=1
< pi-1 . N . ;. N , T
olt RI7" représente la kéme coordonnée du résidu de I'individu ¢ & la (j — 1)éme itération dans la
?

base B’. Y; ; représente la valeur de la jeme variable principale pour I'individu .

3.1.5.2 Détermination des directions révélatrices

Le choix de I'index I est a la base de tout probleme de poursuite de projection (PP) ou il s’agit
de trouver des directions “intéressantes”. Nous renvoyons a [88, 92] pour des articles de synthese
sur ce type de probleme. Le sens de I'adjectif “intéressantes” dépend du probleme d’analyse des
données considéré. Par exemple, Friedman et al [44] ont proposé un index pour faire apparaitre des
groupes ou utilisent une distance a la normalité pour mettre en évidence d’éventuelles structures
plus complexes du nuage de points. Citons également les index dédiés & la recherche de points
aberrants [106].

Dans le cadre des modeles auto-associatifs de régression, il s’agit de rechercher des directions qui
paramétrent au mieux la variété que 'on cherche a estimer. Dans ce cadre, Demartines [30] propose
un index qui favorise les directions dans lesquelles la projection conserve approximativement les
distances. Nous donnons deux exemples d’index favorisant les directions dans lesquelles la structure
de voisinage est respectée par projection.

Premier index. L’index suivant comptabilise le nombre de points qui sont plus proches voisins
dans R? et le sont encore apres projection. Il est introduit dans [66]. A I'itération j, il s’écrit:

I ((z,R77Y)) = zn:ZH {7 ooy BT {0 B pov (a7 (3.7)

i=k (#k
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ol "ppv” est 'abréviation de ”plus proche voisin de”. Cet index peut étre réécrit sous la forme

n

1 (<x,Rj_1>) = sziéﬂ {<x,Ri_1> ppv <$,R§_1>},

i=k (#k

ol mié = ]I{Ri_1 ppv Rz_l} sont les coefficients de la matrice de contiguité du premier ordre:
M; = (miz). Il apparait que 'index bénéficie des propriétés d’invariance par translation et échelle
([66], Lemme 3.1) permettant de le placer dans la classe 111 définie par Huber [88]. La maximisation
de cet index est un probleme délicat. Une solution basée sur un algorithme de recuit simulé est
introduite dans [21]. Néanmoins, cette solution est trés lourde a mettre en ceuvre. Une version
simplifiée de I'index (3.7) est alors introduite.

Second index. Nous proposons ici une approche similaire & celle de Lebart [97] qui consiste a
définir un coeflicient de contiguité dont la minimisation permet de déplier les stuctures non linéaires.
En terme d’index, il s’agit de maximiser en x a l'itération j le rapport de formes quadratiques:

(2,771 = i <x,R{f‘1>2 /g:g:mié (w. R - R§‘1>2 . (3.8)

Le numérateur de (3.8) est la variance projetée des résidus, son dénominateur représente la distance
entre la projection de résidus plus proches voisins dans RP. La maximisation de (3.8) doit alors
révéler les directions dans lesquelles la projection préserve la structure de voisinage du premier
ordre. La direction révélatrice a’ est donnée par le vecteur propre associé a la plus petite valeur
propre de la matrice Vj*Vj_1 ol

V= mi, (R — Ry (R - R
k=1 {¢=1

est proportionnelle & la matrice de covariance locale. La matrice
n
o Z tpi—1pi—1
k=1

est proportionnelle & la matrice de covariance empirique de R7~1, Vj_1 désigne son inverse généralisé,
V; n’étant pas inversible puisque R’ est orthogonal & {a!,...,a’} d’apres [74], Proposition 2.1(ii).
Notons que cette approche est équivalente a celle de Lebart lorsque la matrice de contiguité M; est
symétrique. Dans la pratique, les approches (3.7) et (3.8) donnent des résultats comparables.

3.2 Application en analyse d’images

Nous présentons deux exemples d’application des méthodes de réduction de dimension précédentes
en analyse d’images.
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3.2.1 Reconstruction a partir d’une seule projection radiographique

L’objectif général de la reconstruction d’images est de déterminer une image tridimensionnelle de
la structure interne d’un objet a partir de projections radiographiques bidimensionnelles de celui-ci.
Le champ d’application le plus connu de ce type de problématique est la médecine, mais I'industrie
en fait également partie avec le controle non destructif. C’est dans ce contexte que se situent nos
travaux en collaboration avec Bernard Chalmond (Université de Cergy-Pontoise) et Jean-Marc
Dinten (LETI/CEA). Plus précisément, nous nous placons dans le cas ou les cadences de controle
en ligne imposent la prise d’une seule radiographie, la reconstruction devant alors étre menée a
partir d’une seule projection. Il s’agit d’un probléeme inverse mal posé qui ne peut étre résolu
sans 'introduction de fortes informations a priori sur la géométrie de 'objet a reconstruire. Nous
présentons dans la suite une démarche permettant de construire un modele a priori d’objet flexible
(dans le sens ou un objet n’est pas nécessairement de géométrie figée) a partir d’un jeu d’exemples
de ses variations de forme. Ce modele est destiné a étre utilisé dans une procédure d’estimation
bayésienne de 'objet.

Modeéle de la projection de 1’objet. L’objet & reconstruire est modélisé par un cylindre
généralisé, c’est a dire un volume caractérisé par une courbe axiale et une courbe fermée décrivant le
contour des sections transverses [4]. Nous nous restreignons a des sections transverses rectangulaires.
Ce modele tres simple d’objet (voir figure 3.1a) conduit a une représentation de sa projection
radiographique par une surface d’équation

o) = femyesp {1, (12}, (3.9)

avec K, = 2%]log2 et ot M est un point dans le plan (Oxzy) de I'image, H est le point le plus
proche de M sur la surface S d’équation y = u(z) dans R? et z 7 son abscisse sur cette surface (voir
figure 3.1b). La fonction p décrit la projection de la courbe axiale du cylindre généralisé. La fonction
f décrit la section de la surface (3.9) par S, et la fonction ¢ la largeur & mi-hauteur des sections
transverses. Le parametre ¢ > 0 quantifie le flou induit par le systeme d’acquisition radiographique.
En résumé, la projection radiographique est entierement décrite par les trois fonctions u, £ et f.
Leurs graphes sont appelés courbes caractéristiques.

i

(a) Modele de I'objet (b) Modele de la projection

Fic. 3.1 — Modélisation de l'objet par un cylindre généralisé et de sa projection radiographique par
une surface.
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Apprentissage des déformations de la projection de I'objet. 1l s’agit de modéliser les
déformations de la projection de 'objet a partir d’un ensemble d’observations de celles-ci. Compte-
tenu du formalisme du paragraphe précédent, il suffit de modéliser les déformations des trois courbes
caractéristiques. Considérons par exemple la courbe décrite par la fonction f. On suppose que ’on
dispose d’un échantillon { f1,...,f,} de ses déformations, chacune d’elles étant discrétisée en p points
fi="(fL, ... /7). On obtient alors un ensemble de n vecteurs de R?, pouvant étre interprété comme
la réalisation d’un vecteur aléatoire X lorsque les courbes sont discrétisées sur un méme intervalle.
L’apprentissage des déformations de la projection est alors ramené a la construction d’un modele
auto-associatif décrite au paragraphe 3.1. Dans la suite, nous supposons que le vecteur aléatoire
X est gaussien justifiant 'utilisation de modeles auto-associatifs linéaires construits par ACP. Les
limitations de cette hypothese sont illustrées dans [69] par I'introduction d’un décalage simulé par
translation dans I’échantillon formé par les fonctions discrétisées. D’apres le Corollaire 3.1.2, on
obtient un modele linéaire a d parametres des déformations de la courbe caractéristique:

d
f(Ylv"-vyd) :f+Zkak

k=1

oit f est une estimation de E[X] obtenue par la moyenne empirique des {fy,...,f,} et f* est
I’estimation de la direction principale a* par le vecteur propre associé a la keéme plus grande valeur
propre A de la matrice de covariance empirique des {fi,...,f,}. Dans ce contexte, f* est appelé le
keme mode de déformation (ou mode propre) de la courbe caractéristique et peut bénéficier d’une
interprétation physique (torsion, élongation, ...). Le parametre d est choisi a 'aide de la fraction
d’information représentée, voir Corollaire 3.1.1. En accord avec I’hypothese de normalité de X, les
lois des parametres de déformation sont modélisées par des lois normales centrées et indépendantes :

Vi ~ N(0,Ap).

Exemple en contrdle non destructif. Le principe de modélisation décrit ci-dessus a été mis
en ceuvre dans le cadre du controle non destructif de soudures de circuits imprimés [73]. A partir
d’une image radiographique de circuits imprimés soudés, il est nécessaire de construire une image de
la soudure seule. Le probleme est donc le suivant : en tout point M de la projection radiographique
¢ps d’une patte de composant soudé, on cherche a distinguer la projection radiogrpahique de la
soudure ¢ de celle de la patte du composant ¢, sachant que ¢,s(M) = ¢,(M) + ¢5(M). Dans
cet objectif, on modélise la projection radiographique d’une patte de composant par (3.9). Cette
modélisation est valide pour les pattes de type Gull-Wing considérées. Les variations de géométrie
de cette projection (dues aux tolérances de fabrication et aux déformations possibles d’une patte de
composant) sont apprises sur une base d’images de composants non-soudés. Le modele paramétrique
ainsi obtenu fournit un modele a priori pour ¢, permettant son identification a partir de la seule
observation de ¢, grace a une démarche bayésienne non décrite ici. On pourra se reporter a [20],
Chapitre 12 pour plus de détails. Disposant alors de ’estimation q§p, on en déduit immédiatement
une estimation q§5 de ¢, par soustraction, et il est également possible de reconstruire la géométrie
tridimensionnelle de la patte de composant. Un exemple de résultats est présenté figure 3.2.

3.2.2 Représentation de bases d’images

Nous présentons deux exemples de représentation de bases d’images extraits de [21].
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Debut du modele

Fra. 3.2 - Representatwn des images en surfaces de niveauz de gris: (a) patte soudée ¢,g, (b)
estimation (bp correspondant a la patte seule, (c) estimation qﬁs associée a la soudure.

Images de synthése. Nous étudionsici une base de 45 images de taille 256 x 256 issue de I’archive
du Centre For Intelligent Systems, Faculty of Human Sciences and Faculty of Technology, University
of Plymouth. 1l s’agit d’images d’un objet de synthese vu sous différents angles d’élévation et
d’azimuth. Un extrait de la base est représenté figure 3.3.

F1G. 3.3 — Futrait de la base d’images de synthése. (a) image référence, (b-e) rotation utilisant
Uangle d’élévation, (f-i) rotation utilisant 'angle d’azimuth.

Chaque image est représentée par un vecteur de dimension M? = 2562. On obtient donc un nuage
de n = 45 points en dimension 65536. Cependant, par un simple changement de repere, on se
ramene a un ensemble de points en dimension p = 44. Notre but est de comparer les résultats de
modélisation obtenus par ACP et par les modeles AAR introduits au paragraphe 3.1.4.2. Il apparait
qu’un modele AAR de dimension d = 1 permet de représenter plus de Q1 = 96% de I'information. A
titre de comparaison, un modele linéaire construit par ACP doit étre de dimension 4 pour atteindre
ce pourcentage. De plus, le coude dans la courbe représentant la suite (Q4)4>0 associée aux modeles
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Fic. 3.4 — Représentation de la projection de la variété de dimension 1 et du nuage de points dans
le repere formé par les trois premiers axes principaus.

Fic. 3.5 — Simulation de 4 images par le modeéle AAR de dimension 1. La variable Y1 est simulée
uniformément sur Uintervalle [minY; ;, max Yy ;].
K3 K3

AAR semble indiquer que d = 1 est un choix correct de dimension de modele. La projection de la
variété correspondante dans ’espace formé par les trois premiers axes principaux est représentée
figure 3.4 ou elle est superposée a la projection du nuage de points. Modéliser ce nuage de points par
une variété de bidimensionnelle a également un sens puisque les images sont générées par rotation
de 'objet dans deux directions orthogonales.

Il est intéressant de noter que la variable principale Y; associée au modele AAR de dimension 1
est interprétable. Elle correspond a 'angle de rotation d’élévation. Pour s’en convaincre, il suffit de
simuler des réalisations uniformes de cette variable et de représenter les images ainsi simulées avec
le modele AAR de dimension 1 (figure 3.5). La variable Y5 n’est pas aussi aisément interprétable.
Pour cette raison, le modele AAR de dimension 1 semble préférable.

Images réelles. Une expérimentation similaire est menée a partir d’une base de 400 images de
taille 112 x 92 issue du Olivetti and Oracle Research Laboratory. Il s’agit d’images de visages de
40 individus. I’ACP demande un modele de dimension 210 pour obtenir les mémes performances
d’approximation d’un modele AAR de dimension 89. A dimension égale (& 89), PTACP conduit a
une erreur relative par pixel de 35% contre 20% les modeles AAR. Ceci ce traduit visuellement sur
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les visages (figure 3.6). Par ACP, on obtient uniquement la forme globale du visage avec disparition
des principaux traits caractéristiques. Avec les modeles AAR, les yeux et la bouche, primitives
souvent utilisées par les méthodes de reconnaissance de visage, sont beaucoup mieux reconstruits.

F'1G. 3.6 — Représentation de 5 images différentes du méme individu (premiére ligne) par le modeéle

AAR (seconde ligne) et par ACP (derniére ligne).

3.3 Perspectives

Les travaux décrits dans ce chapitre trouvent une partie de leurs prolongements dans le cadre d’une
ACI “masse de données” impliquant en particulier le projet LEAR (apprentissage et reconnaissance
en vision par ordinateur) de 'INRIA Rhone-Alpes. Dans ce méme contexte, je co-encadre depuis
octobre 2003 avec Cordelia Schmid (LEAR) la these de Charles Bouveyron sur le theme “Modeéles
statistiques pour la sélection et I'organisation de descripteurs d’images”. Nous nous proposons
d’étudier les problemes particuliers posés par I'utilisation des méthodes de réduction de dimension
en analyse d’images. Ainsi, la modélisation d’une image par un vecteur de R? proposée en introduc-
tion n’est pas satisfaisante car ne prenant pas en compte la notion de proximité entre pixels. Une
solution envisageable est de ne pas travailler sur les pixels eux-mémes, mais sur des descripteurs
extraits de 'image. Dans les deux cas, il est indispensable d’adapter la méthode de réduction de
dimension a la nature spatiale des données.

Indépendamment du contexte de 'analyse d’image, ’étude des modeles auto-associatifs demande
a étre poursuivie. Je projette d’étudier les propriétés asymptotiques des estimateurs mis en ceuvre
et ainsi de définir un test permettant le choix de la dimension du modele. D’autre part, les modeles
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auto-associatifs tels qu’ils sont définis ici supposent l'existence de directions dans lesquelles la
variété est paramétrable. Cette hypothese limite le champ d’application de ces modeles. Afin de
lever cette limitation, j’envisage d’étendre la définition de ces modeles aux variétés paramétrables
par des couples de directions. Enfin, j'aimerais également étendre ces modeles & la représentation
de réunion de variétés afin de pouvoir prendre en compte les distributions de mélange.
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Chapitre 4

Estimation de courbes de référence

De nombreuses expérimentations, en particulier dans le cadre d’études biomédicales, sont con-
duites pour établir des intervalles de valeurs qui sont prises “normalement” par une variable
d’intérét Y, dans une population cible. Ici, le terme “normalement” fait référence aux valeurs que
I’on est susceptible d’observer avec une probabilité donnée, dans des conditions normales et pour
des individus types présumés en bonne santé. Ces intervalles sont appelés intervalles de référence et
les valeurs correspondantes valeurs de référence. Par exemple, on peut s’intéresser a un intervalle
excluant les 5% d’observations les plus grandes et les 5% d’observations les plus petites. Ainsi,
la construction d’intervalles de référence repose sur le calcul de quantiles. Par ailleurs, il arrive
régulierement que, sur la population cible, I’on dispose simultanément, avec la variable d’intérét Y,
d’une information complémentaire sous la forme d’une covariable X. Tres souvent, X représente
I’age du sujet. Pour une valeur donnée = de X, on peut construire un intervalle de référence. Lorsque
x varie, on obtient alors des “courbes de référence” ou plus précisément des hypersurfaces. Dans
ce cadre, il est nécessaire de travailler avec les quantiles conditionnels de Y sachant X. Le tracé de
courbes de référence sur le nuage des valeurs prises par le couple (X,Y) pour les sujets de référence
donne un résumé graphique tres utile et interprétable lorsque la covariable X est unidimensionnelle.
Ainsi, un individu 7 représenté par le point (z;,y;) pourra étre comparé a la population de référence.
En d’autres termes, une “anormalité” de cet individu sera suspectée si ce point se situe en dessous
de la courbe de référence inférieure ou au dessus de la courbe de référence supérieure. L’estimation
des courbes de références se pose aussi bien dans les domaines biomédical et biométrique, que dans
le domaine industriel. Nos travaux dans le cadre unidimensionnel sont présentés paragraphe 4.1.
L’extension au cas multidimensionnel fait I’'objet du paragraphe 4.2. L’ensemble de I’étude résumée

dans ce chapitre est le fruit d’une collaboration avec Ali Gannoun, Jérome Saracco (Université
Montpellier 2) et Christiane Guinot (CERIES).

4.1 Covariable unidimensionnelle

Nous présentons dans le paragraphe 4.1.1 un extrait de la littérature concernant I'estimation des
quantiles conditionnels. Le paragraphe 4.1.2 est consacré a la présentation des estimateurs non
paramétriques des quantiles conditionnels que nous avons retenus. Un extrait de I’étude comparative
de ces estimateurs sur simulations menée dans [49] est présenté dans le paragraphe 4.1.3. Enfin,
nous exposons dans le paragraphe 4.1.4 une application visant a établir des courbes de référence,
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en fonction de I’dge, des propriétés biophysiques de la peau de femmes sur deux zones du visage
et une zone de ’avant-bras. L’étude complete peut étre trouvée dans [48]. Les logiciels développés
pour mener cette étude sont décrits dans [50].

4.1.1 Quantiles conditionnels et courbes de référence

Le quantile conditionnel d’ordre a €]0.5,1[ de Y sachant X = x est défini par ¢,(z) = F~1(alz),
ot F(.|z) désigne la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant X = . Une caractérisation
alternative de ¢, (2) est obtenue sous forme d’un probléme d’optimisation :

(@) = argmin Elpa( = )X =], (4.1)

ol p, est la fonction définie par p,(2) = azljp oo)(2) — (1 —a)zl(_ g)(2). Pour une valeur  donnée,
I'intervalle de référence contenant 100(2a — 1)% des sujets de référence est ensuite défini par
I,(2) = [q1-a(x), ga(x)]. Les courbes de référence sont alors les ensembles de points {(z,q1_(2)}
et {(2,¢o(2)} lorsque & varie. Soit ¢, o(2) un estimateur de ¢,(z) obtenu a partir de I’échantillon
{(X,Y:), ¢ = 1,...,n} de n réalisations indépendantes du couple de variables aléatoires (X,Y).
L’estimateur correspondant de I, () est défini par I, o (2) = [¢n,1-a (%), ¢n,o(2)]. En pratique, pour
obtenir les courbes de référence a 90%, « est choisi égal & 0.95. Trois types d’approches existent
pour 'estimation des quantiles conditionnels.

Approche paramétrique. Quand I’échantillon est de petite taille, des hypotheéses paramétriques
sont habituellement imposées afin de réduire le nombre de parametres a estimer. En particulier,
lorsque la fonction de répartition conditionnelle est supposée gaussienne, un estimateur du quantile
conditionnel est obtenu a partir d’estimateurs de I'espérance et de la variance conditionnelles. Un
modele linéaire ou polynomial [112] associé & la méthode des moindres carrés est généralement
utilisé pour estimer ces deux quantités. Cependant ces estimations sont tres sensibles aux valeurs
aberrantes de Y. De plus, il peut étre nécessaire de transformer les données de départ dans I’espoir
d’obtenir des résidus normalement distribués avec cette nouvelle échelle. L’existence d’une telle
transformation n’est nullement garantie. Il est aussi connu que les hypothéses paramétriques sont
restrictives et peuvent rarement étre faites avec certitude [22]. Ainsi, 'approche paramétrique peut
étre mal adaptée a la réalité des données en particulier biologiques. Des approches semi ou non
paramétriques du probleme ont alors été développées afin de pallier ces problemes d’hypotheses et
de modélisation paramétriques.

Approche semi paramétrique. Les méthodes semi paramétriques consistent & rechercher une
transformation des valeurs observées de la variable Y de facon a les rendre normalement distribuées.
Par exemple, la méthode LMS [22] effectue la transformation suivante

(YVi/M(X) A — 1

Zi = L(X)S(X))

Les fonctions L, M et S sont estimées sous forme de fonctions splines respectivement par i, M et
S grace a une méthode de maximum de vraisemblance pénalisée. L'estimateur correspondant du
quantile ¢, (z) est alors M (z)(1+ L(2)S(x)24)/M*) ot 2, est le quantile correspondant de la loi
normale centrée réduite.
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Approche non paramétrique. De nombreux travaux récents ont été menés pour 'estimation
non paramétrique des quantiles conditionnels. Le point commum a ces méthodes est de ne pas
nécessiter d’hypothese sur la nature de la distribution. A titre d’exemple, une approche robuste
permettant d’obtenir des courbes de référence est introduite dans [86]. Cette méthode est basée sur
une partition du support de X en intervalles. Pour chaque intervalle, les deux quantiles ¢, (z) et
¢1—o(2) sont estimés de fagon usuelle. L’ensemble des quantiles estimés est alors lissé selon & pour
obtenir les courbes de référence.

Les approches non paramétrique que nous considérons ici ne nécessitent pas de partition du sup-
port de X. De plus, elles sont robustes dans le sens ou les courbes de références calculées sont
peu sensibles a la présence de points aberrants. Dans la suite, trois méthodes non paramétriques
d’estimation des quantiles conditionnels sont présentées.

4.1.2 Meéthodes non paramétriques d’estimation des quantiles conditionnels

1- Méthode d’estimation par noyau. Définissons tout d’abord un estimateur non pa-
ramétrique de la fonction de répartition conditionnelle de ¥ sachant X = z, pour y € R:

Fulyle) = ZA (5 s w ZK (=) (12)

La fonction K, appelée noyau, est d’intégrale égale & un. Le parametre h, permet de controler
le lissage appliqué aux données. Il est alors naturel d’estimer le quantile conditionnel ¢,(z) par
Gon(z) = F7'(alz). Les propriétés asymptotiques de cet estimateur sont établies en particulier
dans [47].

2— Méthode de la constante locale. La méthode dite de la constante locale consiste & estimer
la solution du probleme (4.1) par

- r—X;
Gn o0 = i ozYvi_ K ;
fuale) = segnin .Y~ a) (52)

ol h, et K désignent la fenétre et le noyau mentionnés précédemment. Cette méthode directe
d’estimation présente en particulier I’avantage d’un bon comportement face aux effets de bords
De plus, sous des conditions générales, la convergence de cet estimateur est obtenue sans étudier
préalablement la convergence de ’estimateur de la fonction de répartition conditionnelle [120].

3— Méthode d’estimation par noyau produit. Une version plus “lisse” de I'estimateur de la
fonction de répartition conditionnelle définie en (4.2) peut étre introduite en remplagant la fonction
indicatrice par une nouvelle densité symétrique w. L’estimateur correspondant, appelé estimateur
par noyau produit est défini comme suit :

. " (- X; y—Y; (2 X
Fn(y|x)—;K( hin )Q( han )/;K( hi )7

ol 2 est la fonction de répartition associée a w. Cet estimateur peut également étre vu comme une
primitive de ’estimateur a noyau de la densité conditionnelle. 1l en découle I'estimateur suivant
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Gan(z) = F'(a|z). Cette approche est attractive mais nécessite le choix de deux paramétres de
lissage Ny, et ha,,. Il apparait en pratique que cet estimateur est extrémement sensible au choix
de ces deux parametres. Les propriétés asymptotiques de cet estimateur sont établies par exemple

dans [8].

Choix des parameétres de lissage. La qualité des estimateurs non paramétriques basés sur
les noyaux est étroitement liée aux choix des parametres de lissage. Une importante littérature
est consacrée a ce sujet, et en particulier aux méthodes de sélection automatique par minimisation
d’un critere, telles que la validation croisée. Nous avons retenu les choix suivants pour les différentes
fenétres intervenant dans chacun des estimateurs. Pour 'estimateur ¢, ,(2), une approche dérivée
du critere de validation croisée est utilisée:

b =oreiy 3 [0 < 0} = Fustolo))t)ay, (4.3)

ot Fj, _;(.|z) est 'estimateur de F'(.|z) défini au paragraphe 4.1.2 mais calculé & partir de I’échantillon
{(X,Y:), e =1,...,n} privé de la j-éme observation.

Pour les estimateurs ¢, () et g, (), une régle empirique reposant sur ’hypotheése de normalité
de la loi conditionnelle de Y sachant X et proposée dans [120] est retenue. L’utilisation de telles
regles empiriques présente 'avantage d’une mise en ceuvre simple et rapide. Cependant cet avantage
est acquis au prix d’une perte de généralité due a ’ajout d’une hypothese de normalité.

4.1.3 Comparaison sur simulations des trois méthodes non paramétriques

Les trois méthodes non paramétriques décrites précédemment sont évaluées dans [49] sur des
données simulées mais réalistes au vu de I’application sur données réelles considérée paragraphe 4.1.4.
Plus précisément, lorsque le choix de la fenétre de ’estimateur est basé sur des considérations de
normalité, son comportement vis a vis de cette hypothese est examiné.

Description du modeéle simulé. Nous considérons le modele suivant :
y = 16(z —0.5)* 4 ¢, (4.4)

ol le terme d’erreur € est égal & €* — a avec £* suivant une loi gamma de parametres d’échelle A et
de paramétre de forme a. Rappelons que E[e*] = a\, Var[e*] = aA? et S(¢*) = 2/\/a, S désignant
le coefficient d’asymétrie, ou skewness. Dans la suite de la simulation, on choisit « = 1/A? afin de
travailler avec un terme d’erreur de variance unité. Dans ce cadre particulier, £ € [—1/A, + o],
Pespérance de £* étant égale a 1/, le terme d’erreur £ est centré. De plus, le coefficient d’asymétrie
est alors égal a 2. Ainsi, plus A est grand, plus la distribution de 'erreur est dissymétrique et donc
s’éloignera de la normalité. Les données réelles étudiées dans la suite, présentent, pour la plupart
des variables d’intérét, une répartition du nuage de points du méme type que A = 1 ou 1.5 dans le
modele (4.4). Dans le cadre de ce modele, le quantile conditionnel d’ordre « s’écrit ici explicitement
sous la forme ¢, (2) = 16(x — 0.5)2 + ¢ — 1/, ot ¢¥ est le quantile d’ordre « de la loi gamma de
parametres (\,1/A?).

Pour chacune des valeurs de A considérées, N = 50 échantillons de taille n = 200 sont simulés selon
le modele (4.4) avec la covariable X générée selon la loi uniforme discrete sur {j/30,j = 0,1,...,30}.



4.1 Covariable unidimensionnelle 55

Le choix de 'uniforme discrete se justifie par le fait que, sur les données réelles étudiées, la covariable
est ’age (arrondi a I’'année) des individus. Pour chaque échantillon simulé, nous avons ensuite estimé
¢o(2;), pour z; = j/50, j = 0,1,...,50, par chacune des trois méthodes non paramétriques. Afin

d’évaluer les différentes méthodes, pour chaque échantillon (£ = 1,...,50) 'erreur relative médiane,
notée INRM (k) est calculée:

() — 4a(2)
o (Zj)

ERM (k) = médiane {

7(]':0,1,...,50}7

(%)

ol ¢a.n(2;) correspond a l'estimation de ¢, (2;) obtenue par la méthode non paramétrique considérée
sur I’échantillon k.

Exemple de résultats. Les distributions des FRM sont présentées sous forme de boites a
moustaches en fonction du degré d’asymétrie du bruit en figure 4.1. La dégradation des performances
des estimateurs 2 et 3 avec 'augmentation de I"asymétrie du bruit n’est pas surprenante, le choix
des fenétres étant basé sur une hypothese de normalité. La détérioration des résultats est surtout
sensible pour l'estimation des quantiles d’ordre 5%, c’est a dire pour 'estimation des quantiles
proches de I'extrémité finie (—1/A) du support de la loi du bruit. Ceux-ci sont globalement sous-
estimés, le plus souvent situés en deca du support (g200,0.05 < —1/A). Pour éliminer ce probleme,
la solution consisterait a changer de regle de choix de largeur de fenétre.

4.1.4 Application a des données réelles

Une étude réalisée par le CE.R.I.LE.S a été conduite entre novembre 1998 et décembre 1999 sur n =
322 femmes de type caucasien agées de 20 a 80 ans présentant une peau apparemment saine. Chaque
volontaire a été examinée en atmosphere contrélée. Cette étude comportait des questionnaires sur
les habitudes de vie, un interrogatoire et un examen médical cutané, ainsi qu’une évaluation des
propriétés biophysiques cutanées. Les propriétés biophysiques de la peau incluaient : le taux de
sécrétion de sébum (taux instantané de lipides (ug/m?), la température cutanée (exprimée en
degrés Celsius), la perte insensible en eau (g/m?h), le pH cutané, ’hydratation de la peau estimée
par la capacitance et la conductance, et la couleur de la peau. La couleur a été exprimée a 1’aide des
trois parametres luminosité, coordonnées de chromacité rouge/vert et coordonnées de chromacité
jaune/bleu. L’évaluation des parameétres biophysiques a été effectuée sur deux zones du visage
(front et joue) et sur la face antérieure de I’avant-bras gauche, sauf pour le taux de sébum mesuré
uniquement sur les deux zones du visage.

En résumé, les variables d’intérét sont au nombre de 12 sur la face antérieure de ’avant-bras gauche
et de 13 sur le front et la joue. La covariable est I’dge des volontaires. Les détails de cette étude
sont publiés dans [48].

4.1.4.1 Les méthodes d’estimation

Méthode paramétrique. La méthodologie utilisée pour I’établissement de valeurs de référence
des mesures biophysiques cutanées en fonction de I’age des sujets découle de celle proposée dans [112].
Elle comporte six étapes légerement modifiées afin de 'adapter aux données.
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Fia. 4.1 — Boites a moustaches pour les différentes erreurs relatives médianes obtenues avec les
estimateurs des quantiles conditionnels unidimensionnels.
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Méthode semi paramétrique. [’estimateur LMS présenté au paragraphe 4.1.1 est calculé grace
a un logiciel spécifique écrit par T. J. Cole et P. Green. Ce logiciel nous a été fourni par les auteurs.

Méthodes non paramétriques. La covariable ne prend que des valeurs entieres allant de 20

a 80 ans. Notons {z, t = 1,...,7} ces T valeurs distinctes. Pour chacun des estimateurs non
paramétriques, le quantile conditionnel g, () a été évalué en ces valeurs. On obtient donc I’ensemble
des points {(z1,G5(z)),t = 1,...,T}. Pour la représentation graphique des courbes de référence, une

approche basique consiste a réaliser une interpolation linéaire entre ces différents points. Cependant
les courbes obtenues avec cette approche présentent un aspect visuel non “lisse”. Ainsi, pour pallier
ce défaut, nous avons opté pour un lissage par la méthode du noyau de ces points, le noyau choisi
étant le noyau gaussien et la fenétre utilisée étant obtenue par validation croisée.

4.1.4.2 Résultats

Nous précisons tout d’abord les criteres utilisés pour accepter ou rejeter a posteriori les courbes de
référence obtenues. Puis, nous résumons les résultats obtenus par les différentes méthodes. Nous
remarquons enfin que, méme lorsqu’il existe un modele paramétrique et que les courbes de références
sont acceptées, I’approche non paramétrique fonctionne bien.

Critére d’acceptabilité des courbes de références. Les courbes de référence (obtenues par
les méthodes paramétrique, semi paramétrique ou non paramétriques) sont considérées comme
acceptables si elles satisfont les trois conditions suivantes :

— Elles n’incluent pas de valeurs impossibles pour Y (par exemple des valeurs nulles ou négatives
alors que la variable Y ne peut prendre en réalité que des valeurs strictement positives).

— Elles contiennent le pourcentage désiré d’individus a savoir 1002« — 1)%.

— Les valeurs individuelles qui se trouvent en dehors des limites des courbes de référence sont
réparties de facon uniforme en fonction de la covariable et aucun regroupement de valeurs indivi-
duelles n’apparait.

Synthése des résultats obtenus par la méthode paramétrique. Pour un certain nombre
des variables étudiées, nous avons pu établir des courbes de référence en fonction de I’age par la
méthode paramétrique. Le tableau 4.1(a) résume les résultats ainsi obtenus. Précisons que le modele
paramétrique est acceptable lorsque les résidus sont normalement distribués (apres transformation
au préalable des données si nécessaire). Si le modele paramétrique n’est pas accepté, les courbes
de référence ne peuvent alors étre construites. Il apparait que la modélisation polynomiale est
appropriée pour 25 variables sur 38. Seules 21 courbes de références sont ensuite acceptables.

Synthése des résultats obtenus par la méthode semi paramétrique. Les résultats obtenus
par la méthode LMS sont résumés dans le tableau 4.1(b). Pour la plupart des variables (34 sur 38)
les courbes de référence sont acceptées. Les 4 courbes restantes ne répondent pas au premier critere.

Synthése des résultats obtenus par les méthodes non paramétriques. Les courbes de
référence en fonction de ’age ont été établies avec succes pour tous les parametres biophysiques
analysés par I'estimateur & noyau (méthode 1). Pour la presque totalité des parametres, la méthode
de la constante locale (méthode 2) donne des courbes de référence acceptables. Par contre, les
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courbes de référence obtenues par la méthode du noyau produit (méthode 3) sont moins satis-
faisantes. Il apparait clairement que la regle empirique pour le choix de hy, est mal adaptée et
entraine des courbes de référence sur-lissées. Pour remédier a ce probleme déja constaté sur simu-
lations, d’autres méthodes de choix ne reposant pas sur une hypothese de normalité doivent étre
envisagées. Le tableau 4.1 résume I’ensemble des résultats obtenus avec les trois méthodes non
paramétriques.

Joue | Front | Avant-bras
Nombre de variables 13 13 12
Méthode paramétrique

Nombre de modeles acceptés 7 10 8

Nombre de courbes de référence acceptées 6 9 6
Méthode semi paramétrique

Nombre de courbes de référence acceptées ‘ 11 ‘ 11 ‘ 12
Méthodes non paramétriques

Méthode 1: nombre de courbes de référence acceptées 13 13 12

Méthode 2: nombre de courbes de référence acceptées 12 12 12

Méthode 3: nombre de courbes de référence acceptées 6 5 3

TaB. 4.1 — Récapitulatif des résultats obtenus avec les différentes méthodes (méthode 1: méthode
d’estimation par noyau, méthode 2: méthode de la constante locale, méthode 3: méthode d’estima-
tion par noyau produit).

Tllustration graphique. Lorsqu’un modele paramétrique a pu étre construit et que les courbes
de référence ont été déclarées acceptables, les approches semi paramétrique et non paramétrique
donnent des résultats semblables. Par exemple, sur la figure 4.2 toutes les courbes de référence
obtenues avec les diverses méthodes évoluent de facon comparable sur la fourchette d’ages étudiée.
D’autres situations sont examinées en détail dans [48].

4.2 Covariable multidimensionnelle

L’extension formelle des estimateurs de quantiles conditionnels a des covariables de dimension p > 1
(notée X dans ce cadre multidimensionnel) ne pose pas de probleme. Cependant, la mise en ceuvre
des estimateurs souffre du fléau de la dimension ou curse of dimensionality. Plus généralement,
la rareté des observations en grande dimension est un probleme récurrent en estimation non pa-
ramétrique. Ceci apparalt également sur le plan théorique, la vitesse de convergence des estimateurs
non paramétriques diminuant lorsque p augmente. Pour plus de détails sur cette question, on pourra
se reporter a [116]. De plus, dans ce cas les courbes de référence sont en fait un couple d’hypersur-
faces de dimension p, leur visualisation est difficile, et elles sont alors moins utiles pour les analyses
exploratoires. 1l est par exemple délicat de détecter graphiquement si un individu est normal ou
non.

Notre but est de réduire la dimension du vecteur X sans perte d’information sur la loi conditionnelle
de Y sachant X et sans utiliser de modele paramétrique. Des études similaires existent dans le cadre
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F1G. 4.2 — Exemples de courbes de référence a 90% obtenues avec la méthode paramétrique (poin-
tillés), la méthode LMS (tirets) et Uestimateur a noyau, méthode 1 (ligne continue).

de la régression. Par exemple, dans [117], des modeles additifs sont utilisés pour pallier le fléau de
la dimension. Ici, une méthode de projection linéaire est considérée afin de réduire la dimension des
covariables et obtenir un estimateur efficace des quantiles conditionnels. La réduction de dimension
proprement dite est basée sur la méthode SIR (slice inverse regression) introduite dans [99].

Les aspects théoriques liés a la réduction de dimension en régression ainsi que la méthode SIR sont
présentés paragraphe 4.2.1. Un estimateur semi paramétrique des quantiles conditionnels basé sur
cette méthode est introduit paragraphe 4.2.2. Quelques résultats asymptotiques sont établis para-
graphe 4.2.3. Les performances de 'estimateur proposé sont brievement illustrées sur simulations
paragraphe 4.2.4. Enfin, dans le paragraphe 4.2.5, la méthode est mise en ceuvre dans le cadre de
lapplication décrite paragraphe 4.1. L’étude complete est publiée dans [51].

4.2.1 Aspects théoriques de la réduction de dimension en régression

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de sous-espace de réduction de dimension ainsi
que le principe de construction d’une base de sous-espace par la méthode SIR. Nous insistons sur
les conséquences concernant ’estimation des quantiles conditionnels.

Sous-espaces de réduction de dimension. On suppose 'existence d’une matrice B de taille
p X r telle que
F(y|x) = F(y| ' Bx), (4.5)

ot F(.|.) est la fonction de répartition conditionnelle de Y. Une telle matrice existe toujours
puisque (4.5) est trivialement vraie avec B = [, la matrice identité de taille p X p. L’hypothese (4.5)
implique que le vecteur des prédicteurs X de taille p x 1 peut étre remplacé par le vecteur 'BX
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de taille r x 1 sans perte d’information de régression. Si r < p alors on réalisé une réduction de
dimension. La définition suivante [99] est introduite :

Définition 4.2.1 Le sous-espace vectoriel S(B) engendré par les colonnes de B est appelé un
sous-espace de réduction de dimension.

La dimension de S(B) révele le nombre de composantes linéaires de X nécessaires pour expliquer Y.
Lorsque (4.5) est vraie, alors cette propriété est encore vraie en remplacant B par tout matrice
dont les colonnes forment une base de S(B). Il est donc clair que la connaissance du sous-espace de
réduction de dimension de plus petite dimension fournit la caractérisation de Y sachant X la plus
parcimonieuse. On a alors la définition suivante [23]:

Définition 4.2.2 On note Sy|x ['unique sous-espace de réduction de dimension de dimension
minimale, appelé sous-espace central de réduction de dimension parfois abrégé espace EFDR pour
effective dimension reduction subspace.

Soit d = dim(Sy|x), d < r, la dimension de ce sous-espace et 3 la matrice de taille p x d dont les
colonnes forment une base de Sy x. D’apres (4.5), on a alors ¢, (x) = ¢.(‘8x).

Définition 4.2.3 La courbe de régression inverse centrée est l’ensemble
Sexpy] = {E[X[Y] - E[X]: YV € Qy}
ot Qy € R est 'ensemble des valeurs de Y .

Sous (4.5), on suppose que la loi marginale de X satisfait la condition de linéarité suivante :
(LC) : Pour tout b € R?, E [ 0X]|!5X] est linéaire en '5X.

Soit X la matrice de covariance de X, supposée définie positive. Sous (LC), il est prouvé [99] que
la courbe de régression inverse centrée appartient au sous-espace engendré par les colonnes de X/

noté S(X4). On a alors
Sgix|y] € S(58) = LSy x. (4.6)

Soit Z le prédicteur X normalisé défini par Z = ©~1/2(X — E[X]). On montre [23] qu’il est possible
de se restreindre a travailler sur Z sans perte de généralité puisque tout base de Sy |z peut étre
transformée en une base de Sy x selon le principe Sy |x = 2_1/25y|z. Comme conséquence de (4.6),
on a la propriété [23]:

Proposition 4.2.1 Sous (LC), on a Sgz)y) C S(1) = Sy|z, avec n = $/28.

De plus S(Var [E[Z|Y]]) = Sgzpy, sauf sur un ensemble de mesure nulle.

Le sous-espace central de réduction de dimension peut donc étre estimé a partir de la courbe
de régression inverse Sgz|y] via I'estimation de la matrice Var [E[Z]Y]]. Les méthodes basées sur
ce principe n’estiment en fait que des parties du sous-espace central de réduction de dimension,
I’égalité entre Sgpz|y] et Sy |z n’étant pas garantie. Le paragraphe suivant est dédi¢ a la méthode
SIR introduite dans [99] et qui repose sur une estimation non lisse et non paramétrique de Sy|z.

La méthode SIR. La méthode SIR est basée sur un partitionnement des valeurs de Y en un
nombre fixé H de tranches notées Sy,...,8. Les p composantes de Z sont alors régressées sur
Y la version discrétisée de Y par le découpage en tranches. Cette régression inverse se traduit
simplement par p régressions unidimensionnelles. Soit la matrice M = Var[E[Z|Y]]. On déduit de
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E[Z|Y] c 517|z

inclusion étant une conséquence du fait que ¥ est une fonction de Y, et donc que Sy |z est un sous-

la Proposition 4.2.1 la série d’inclusions suivante: S(M) = C Syjz, la derniere

espace de réduction de dimension pour la régression de Y sur Z. A partir du découpage Sy, ...,S,
on a la décomposition :

H
M = thmh tm?, (4.7)
h=1

avec p, = P(Y € S),) et m" = E[Z|Y € S}]. En supposant d = dim(S(M)), on note s; > -+ > s4 les
d valeurs propres non nulles de M, u!, ... u? les vecteurs propres correspondants et bF = 2=1/2yk,
kE=1,....,d.On aalors S(M) = S(u',...,u?), et b',...,b% forment une base de S() et sont parfois
appelées directions EDR (cf Définition 4.2.2).

4.2.2 Procédure d’estimation

Dans la suite, on note y; la ieme observation de la variable réponse unidimensionnelle Y et x; le
vecteur de taille p X 1 des valeurs observées de la covariable, ¢ = 1,...,n.

Etape d’estimation liée & SIR. Soient X et S la moyenne et la matrice de covariance empi-
riques des x;. On note z; le :éme prédicteur normalisé défini par z; = 2_1/2(Xi -X),t=1,...,n.
L’estimation de M définie en (4.7) par la méthode SIR est donnée par

H
M=) "t il
h=1

avec pp = np/n ou ny est le nombre d’observations dans la héme tranche et m" est le vecteur
obtenu en moyennant les z;j de la tranche h. On introduit §; > --- > §, les valeurs propres de M et
@', ...,4P les vecteurs propres associés. Si la dimension d de S(M) est connue, S(M\) = S(al,.. .,Aﬁd)
est alors un estimateur consistant de S(M). Dans la pratique, la dimension d est estimée par d, le
nombre de valeurs propres que 1’on estime non nulles [99].

Lorsque dim(S(n)) = d, M fournit une estimation d’une base de S(n) et les directions EDR estimées

b =S-1245 k= 1,...,d sont une estimation d’une base de I'espace EDR S(8).

Estimation des quantiles conditionnels. Par souci de simplicité, on suppose pour l'instant
d = 1. On note b = b! la direction estimée de Syix = S(f) et © = thx la projection des obser-
vations de la covariable sur cette direction, appelée indice. De fagon similaire & (4.2), on introduit
I’estimateur a noyau de F'(y|x) & partir des observations (y;,0;), i = 1,...,n:

@):éfx’(ﬁ;ﬁ)u{%gy} ZK(?};@)- (4.8)

On déduit de (4.8) un estimateur de ¢, (x) par

Fu(y] 'ox) = Fuly

o ('0X) = g, (8) = F; ' (a

o), (4.9)
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et les courbes de références a 100 x (2ar — 1)% sont estimées pour o > 0.5 par

L’extension de ce principe d’estimation au cas d > 1 ne pose pas de probleme, on travaille alors avec
plusieurs directions EDR 7 = S~1/247, j =1, ... d, plusieurs indices (b'x;, . . .,tbdxi)7 1=1,....n
et on utilise un noyau multidimensionnel dans (4.8) pour obtenir ¢, (‘b'x, ..., 'b%).

4.2.3 Propriétés asymptotiques

Dans le cas d = 1, nous avons établi la consistance de qma(ti)x) dans [51] sous les hypotheses
suivantes :

(A1) Les vecteurs aléatoires (X;,Y;), 7 =1,...,n sont indépendants et de méme loi.

(A2) Le noyau K : R — R est une densité de probabilité bornée telle que |v|K(v) — 0 quand
lvo] = oo, [vK(v)dv=10et [v?K(v)dv < .

(A3) h, — 0 et nh,/logn — co quand n — oo.

(A4) La densité de X est continue.

(A5) Pour tout x € RP et y € R, F'(. | "bx) et F(y | .) sont continues.

(A6) Quels que soient a €]0,1[ et x € R?, F(.| 'bx) a un unique quantile d’ordre a.

Cette derniere hypothese peut étre évitée en utilisant I'inverse généralisé pour définir le quantile
conditionnel par: ¢, (x) = inf{y : F(y | "bx) > a}. On a les deux résultats de consistance suivants.
Théoréme 4.2.1 Sous les hypotheses ({.5), (LC), (A1)-(A5), et pour x fizé dans RP, on a

sup |F,,(y | thx) — F(y | x) L.
yeR

Si de plus (A6) est vérifiée alors q, . (1bx) L ¢ (X).

4.2.4 Validation sur simulations

Dans ce paragraphe, les performances de la méthode d’estimation proposée sont évaluées sur simu-
lations. En particulier, nous comparons notre estimateur a ’estimateur non paramétrique classique
n’incluant pas d’étape de réduction de dimension.

Méthodes d’estimation. Nous considérons trois estimateurs du quantile conditionnel d’ordre

o au point x:

(a) qfﬁc)y (X) = ¢n.o('hx) est 'estimateur défini en (4.9). La direction b est estimée par la méthode
SIR et le quantile conditionnel par inversion numérique de la fonction de répartition condi-
tionnelle estimée (4.8). Le noyau choisi est le noyau gaussien et la largeur de fenétre est
calculée par validation croisée.

(b) qfffL (X) = ¢n.o('8%) est introduit uniquement pour comparaison avec ’estimateur précédent.
La direction de projection n’est pas estimée mais fixée a sa valeur théorique.

(c) qfﬁL (X) = ¢pn,o (x) est Iestimateur non paramétrique classique des quantiles conditionnels. Il est
calculé en inversant numériquement la fonction de répartition conditionnelle estimée par (4.2)
en utilisant un noyau multidimensionnel. Nous avons retenu un noyau gaussien, et la largeur
de fenétre est, la encore, calculée par validation croisée.
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Modéles simulés.  Nous considérons deux modeles.

(M1) Y = f(5"X) +¢,

est un modele de régression avec comme fonction de lien f(t) = 1+exp(2¢/3). Le vecteur aléatoire X
suit la loi normale multidimensionnelle N,(0,1,) et la variable aléatoire ¢ est normale centrée-réduite
e ~ N(0,1) et indépendante de X. Ce modele permet d’évaluer le comportement des estimateurs
en fonction de la dimension p € {3,5,...,13}. La direction 3 est définie par '8 = (p—1)~"/?[¢,-¢,0]
avec ¢ = [1,...,1] le vecteur ligne de longueur (p — 1)/2, Le quantile conditionnel théorique s’écrit
4o (x) = f('8X) + 24, OU 2z, est le quantile d’ordre « de la loi normale centrée-réduite.

(M2) Y = (1 - 0)g('6X) + 0h(X) + =,

est une modele de mélange en dimension p = 3 avec comme fonction de lien ¢g(t) = 1+ 2¢/3. Le
parametre € détermine I'importance de la contamination du modele de régression par la fonction
h(z,y,z) = 2zyz/3. Ce type de modele permet d’évaluer la robustesse des méthodes d’estimation
vis & vis du degré de contamination 6 € {0,0.2,...,1}, et donc de I’hypothese (4.5). De méme que
précédemment ‘5 = 271/2[1, — 1,0], X suit la normale multidimensionnelle N3(0,13), £ est normal
centré-réduit £ ~ N(0,1) et indépendant de X. De plus on a Var [¢('6X)] = Var[h(X)] =1 et le
quantile conditionnel théorique s’écrit ¢, (x) = (1 — 0)g('x) + Oh(x) + 2,.

Evaluation des résultats. Les trois estimateurs (a), (b) et (¢) sont comparés au quantile
théorique dans les situations (M1) et (M2). Pour cela, N = 100 échantillons de taille n = 200 sont
simulés dans chaque situation. Les quantiles conditionnels sont estimés pour a = 5% et o = 95%
sur une grille en dimension p. Cette grille est constituée de 125 points {z;, £ = 1,...,125} tirés au
hasard suivant une loi uniforme sur [-3/2,3/2]P. La performance des estimateurs est mesurée sur
chacun des N échantillons par ’erreur quadratique moyenne:

125
o) _ 1 B 2 .
E7(1a) ~ 125 ; (‘]7(1,53(24) - f]a(Zz)) , ou O € {ab,c}.

Exemple de résultats. Pour une présentation exhaustive des résultats obtenus, on pourra se
reporter a [51]. La distribution empirique des erreurs Eff)a) pour © € {a,b,c} et a € {0.05,0.95} est

présentée figure 4.3. La premiere colonne présente les résultats obtenus sur le modele (M1) avec
d € {3,9,13}. 1l apparait qu’il n’y pas de différence significative entre Effc)y et Efll’)cz L’estimation de
la direction 8 par ba peu de conséquences sur la qualité de I’estimation des courbes de référence,
et ce quelle que soit la dimension. Par contre, les résultats obtenus par les estimateurs (a) et (c)
sont tres différents. L’estimateur (a) donne de meilleurs résultats que I’estimateur sans étape de
réduction de dimension (c). De plus la différence s’accentue avec le nombre p de covariables. Le
fléau de la dimension constitue donc une limitation importante a l’estimateur (¢) ce qui rend (a)
particulierement intéressant dans de telles situations. La seconde colonne présente les résultats
obtenus sur le modeéle (M2) avec 8§ € {0,0.6,1}. Les résultats obtenus avec I’estimateur (a) restent
meilleurs ou comparables avec ceux obtenus par I'estimateur (c) lorsque la contamination ne dépasse
pas 60%. Ce résultat est di a la robustesse de la méthode SIR qui donne des estimations correctes
des directions EDR dans cette plage de valeurs de 6.
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Fic. 4.3 — Boites a moustaches pour les différentes erreurs quadratiques moyennes obtenues avec
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4.2.5 Application a des données réelles

Le contexte de cette étude est celui du paragraphe 4.1.4. L’étude complete est décrite dans [51].
Les covariables utilisées ici regroupent I’ensemble des variables décrites dans le paragraphe 4.1.4
ainsi que la température et I’humidité relative de environnement.

Procédure d’estimation. Notons A" ’ensemble des p covariables et Y la variable d’intérét.

— Elape 1. Le graphe représentant I’ébouli des valeurs propres obtenus par la méthode SIR
permet de déterminer le nombre d de directions EDR & retenir. Ces directions sont notées 131, .. .,l;d.
On visualise alors la structure des données projetées (y;, 75131)(2', .. .,tl;dxi), 1=1,...,n.

— Etape 2. Le but de cette étape est de simplifier les indices 7’LIA)kx, k=1,.. .,d de facon a obtenir
une interprétation plus aisée. Ainsi, pour chaque indice, une régression linéaire de thrx sur les
covariables de A" est effectuée avec une sélection forward des variables basée sur le critere AIC. On

obtient ainsi un sous-ensemble X7,...,A’; de covariables sélectionnées parmi A'. Le sous-ensemble
final de covariables retenues est alors X' = Uizl)(k. La procédure SIR est appliquée une nouvelle

fois avec les covariables de X' et on obtient les d directions EDR estimées 31, .. .,Zd. Enfin, on vérifie
que les graphes (”LIA)]“XZ'7 {I;kxi), t=1,...,n ont une structure linéaire.

— Ftape 3. Les courbes de références (qui sont en fait des hypersurfaces lorsque d > 1) sont
alors calculées sur I’ensemble (yi,tglxi, .. .,”(l;czxi)7 1 = 1,...,n, par Pestimateur a noyau décrit
paragraphe 4.2.2.

Résultats. A titre d’exemple nous avons choisi comme variable d’intérét la conductance de la
peau mesurée sur ’avant-bras. Les résultats de I’analyse montrent que six covariables entrent dans
le modele final: I’dge des volontaires, la température et ’humidité relative de I’environnement, le
pH de la peau, sa capitance et sa perte insensible en eau. Les courbes de références a 90% sont
présentées figure 4.4. Ces résultats ont été validés par les spécialistes du CERIES.

4.3 Perspectives

Afin de parachever ’étude de 'estimation des quantiles conditionnels dans le cas d’une covariable
multidimensionnelle, il est nécessaire de compléter les résultats asymptotiques du paragraphe 4.2.3
en établissant la convergence en loi de qma(ti)x). Cela doit permettre d’apprécier le gain de vitesse
de convergence apporté par I’étape de réduction de dimension.

Du point de vue applicatif, il serait souhaitable de disposer d’un test permettant de comparer
les espaces EDR obtenus sur deux échantillons indépendants. Ainsi, il serait possible de mettre en
paralléle les courbes de références obtenues sur des populations différentes. Ce travail a été initié par
Jérome Saracco sous la forme d’une proposition de projet de DEA de Biostatistique a I’Université
Montpellier 2. Dans le cadre des développements en cours sur le theme de 'estimation de courbes
de référence, j'aimerais également citer les travaux de Ali Gannoun, Jérome Saracco et Christiane
Guinot [52] dans le cadre d’une variable d’intérét ¥ multidimensionnelle. La réduction simultanée
de la dimension de X et Y est rendue possible grace a la méthode Alternating SIR [100] permettant
de trouver les directions les plus prévisibles dans I'espace des valeurs de Y. Le calcul des quantiles
conditionnels multivariés repose, quant a lui, sur le formalisme introduit dans [8].
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KBRAS
40 80 100 120 140
1 1 1 1

20

First index (step 2)

F'1G. 4.4 — Courbes de référence a 90% estimées pour la variable KBRAS (conductance mesurée sur
Uavant-bras) a partir de Uindice calculé par la procédure décrite paragraphe 4.2.5.
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Chapitre 5

Perspectives

Les chapitres précédents refletent 1’état actuel de mes recherches sur les questions d’estimation
de quantiles extrémes, de frontiere, et de courbes de référence ainsi que sur les problemes de
de réduction de dimension en analyse d’image. La présentation de chacun de ces quatre themes
est conclue par mes travaux en cours et les perspectives soulevées dans le domaine de recherche
correspondant. Ce dernier chapitre est dédié a la breve présentation d’une nouvelle direction de
recherche, I’étude des copules, que je souhaite développer dans les années & venir en raison de ses
applications probables dans mes themes de recherche actuels.

5.1 Construction et estimation de copules

J’ai débuté récemment mon travail sur les copules par 'introduction d’une nouvelle famille semi-
paramétrique, ’étude de ses propriétés de dépendance et la mise en place d’une procédure d’esti-
mation dans le cadre d’une collaboration avec Cécile Amblard (Université Grenoble 2).

Rappelons qu’une copule bivariée (pour simplifier les notations) est une fonction de répartition
définie sur le carré unité et de marginales uniformes. Pour une présentation exhaustive de la théorie
des copules, on pourra se reporter a [104]. Brievement, ’étude des copules est motivée par le
théoreme de Sklar [114] établissant que toute fonction de répartition bivariée H de fonctions de
répartition marginales F' et G peut s’écrire H(z,y) = C'(F(2),G(y)) ot C est une copule. L’intérét
de cette décomposition réside dans le fait que les propriétés de dépendance entre les marginales sont
entierement déterminées par la copule C'. Nous avons introduit [1] la famille de copules suivante :

Co(u,v) = uv + 0p(u)p(v), 0 € [-1,1], (5.1)

ol ¢ est une fonction de [0,1] dans R vérifiant certaines conditions décrites dans [2], Théoréme 1. La
représentation (5.1) offre 'avantage d’englober différentes familles paramétriques existantes [109,
105] tout en les étendant. Les propriétés de dépendance modélisées par les copules de type (5.1)
sont étudiées en détails dans [2] et les problemes liés & I’estimation de la fonction ¢ sont abordés

dans [3].
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5.2 Domaines d’application

La théorie des copules est d’une grande utilité pour I’études des valeurs extrémes multivariées.
Par exemple, un couple de maxima de variables aléatoires peut étre modélisé par une fonction de
répartition bivariée de copule

C'(u,v) = exp(log(uv) A(log(u)/ log(uv))) (5.2)

ou A est une fonction univariée convexe, appelée fonction de dépendance [108]. L’estimation de
A a été largement étudiée, en particulier dans [17]. Récemment, une famille de copules archimax
incluant & la fois les copules de type (5.2) et les copules archimédiennes [62] a été introduite [18].
Plus généralement, ’étude des valeurs extrémes multivariées est un domaine de recherche tres ac-
tif actuellement et ot de multiples questions intéressantes se posent. Ainsi, la définition méme de
la notion d’extréme multivarié est un probleme délicat et peu de résultats existent encore sur ce
theme en regard du cas univarié présenté au Chapitre 1 et des nombreuses applications potentielles.
Je projette donc d’aborder les questions de modélisation et d’estimation posées en statistique des
extrémes multivariés en m’appuyant sur la théorie des copules.

J’aimerais également utiliser les copules pour étendre les travaux du Chapitre 2 a des supports de
forme plus générale. L’estimation de régions de grande probabilité mise en ceuvre [3] dans le cas
des copules de type (5.1) semble étre un bon point de départ pour cela.

Les méthodes de réduction de dimension et d’analyse d’image décrites Chapitre 3 peuvent également
bénéficier de I'utilisation de la théorie des copules. Ainsi, il parait intéressant d’étudier la forme
de la copule associée & une fonction auto-associative telle qu’elle est introduite Définition 3.1.1. Ce
lien permettrait d’évaluer le degré de généralité des modeles auto-associatifs. De plus, I'extension
des modeles actuels a des variétés paramétrables par des couples de directions pourrait également
étre basée sur I'utilisation de copules bivariées. Enfin, dans le cadre de ’application des méthodes
de réduction de dimension a ’analyse d’image, la structure de dépendance spatiale inhérente aux
données pourrait étre modélisée elle aussi via I'utilisation de copules.
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