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7Notations Quelques ensemblesN désigne l'ensemble des entiers naturels :N := f0; 1; 2; � � � galors que Z désigne l'ensemble des entiers relatifs :Z := f� � � � 2;�1; 0; 1; 2; � � � get Q l'ensemble des nombres rationnels. L'ensemble des nombres premiers est noté P :P := f3; 5; 7; � � � g :L'ensemble des nombres réels est noté R alors que l'ensemble des nombres 
omplexes estnoté C . Si z est un nombre 
omplexe alors sa partie réelle est <(z) et sa partie imaginaireest =(z).Pour 
haque ensemble E pré
édemment dé
rit, E� est l'ensemble des éléments non-nuls deE : E� := fe 2 E ; x 6= 0g :En�n, si A est un ensemble �ni, on notera #A ou jAj son 
ardinal.Fon
tions spé
ialesSi A et B sont des ensembles alors F(A;B) désigne l'ensemble des fon
tions de A dans B.Pour tout ensemble A, �A est la fon
tion 
ara
téristique de A dé�nie par :�A(x) = � 1 si x 2 A;0 sinon.Par exemple, si N est un entier naturel non-nul, ��N désigne la fon
tion 
ara
téristique des
arrés premiers ave
 N .log2 est la fon
tion dé�nie sur R�+ qui à tout nombre réel x stri
tement positif asso
ielog (log (x)).E est la fon
tion partie entière : 
'est la fon
tion dé�nie sur R qui à tout nombre réel xasso
ie l'unique entier relatif E(x) véri�ant :E(x) � x < E(x) + 1:Si L : C ! C est une fon
tion qui admet un développement en produit Eulérien alors
elui-
i sera automatiquement é
rit de la façon suivante :L(z) :=Yp2P Lp(z):



8 NotationsEn tout nombre premier p, Lp est le fa
teur lo
al de L en p. Pour tout entier naturel non-nulN , L(N) est la fon
tion suivante : L(N)(z) :=Yp2Pp-N Lp(z)alors que L(N) est dé�nie par : L(N)(z) :=Yp2PpjN Lp(z):Comparaison de fon
tionsSoient f : C ! C et g : C ! R+ deux fon
tions.La notation f = Ou;v;���(g) signi�e qu'il existe une 
onstante C � 0 dépendant de u; v; � � �telle que pour tout nombre 
omplexe z dans un domaine pré
isé ou non,jf(z)j � Cg(z):On é
rira aussi : f �u;v;��� g.La notation f = ou;v;���(g) signi�e que f est une fon
tion dépendant de u; v; � � � telle quepour tout nombre 
omplexe z de module su�samment grand,f(z) = g(z)"(z)où " est une fon
tion qui tend vers 0 lorsque jzj ! +1.Symbole de Krone
kerSoit E un énon
é Mathématique. Le symbole ÆE asso
ié à 
et énon
é est dé�ni de la façonsuivante : ÆE = � 1 si E est vrai ;0 sinon.Si E est un énon
é d'égalité, la notation simpli�
atri
e suivante sera adoptée :Æx0(x) = � 1 si x = x0;0 sinon.Fon
tions arithmétiquesSoit N un entier naturel non-nul et p un nombre premier. p1(N) désigne le plus petitdiviseur premier de N . Les fon
tions suivantes sont des fon
tions multipli
atives. Le nombrede diviseurs d'un entier est donné par la fon
tion � :� (p) = 2:



9Le nombre de diviseurs premiers d'un entier est donné par la fon
tion ! :!(p) = 1:La fon
tion � de Möebius est dé�nie par :�(p) = �1:La fon
tion ' d'Euler est donnée par :'(p) = p�1� 1p�alors que : �(p) = p�1 + 1p� :Le 
ara
tère trivial de Diri
hlet de module N est dé�nie par :"N (p) = � 1 si p - N;0 sinon.En�n, �3(N) := ���f(i; j; k) 2 N�3 ; ijk = Ng��� :Relations arithmétiquesSoient m et n deux entiers naturels non-nuls.Si p est un nombre premier alors la notation p jj n signi�e que p divise n mais que p2 nedivise pas n. En d'autres termes, la valuation p-adique de n vaut 1.La notation m j n1 signi�e que si p est un nombre premier divisant m alors p divise n.Autrement dit, pour tout nombre premier p, la valuation p-adique de m est inférieure à lavaluation p-adique de n.m ^ n désigne le plus grand 
ommun diviseur de m et de n.Algèbre linéaireSi 
 est une matri
e 
arrée à 
oe�
ients 
omplexes alors det(
) est le déterminant de 
ettematri
e et tr(
) est sa tra
e.





11Introdu
tionPrésentation des résultats et des te
hniques utiliséesCe travail a été motivé par un résultat très surprenant de J.B. Conrey et K. Soundara-rajan qui ont prouvé dans [CoSo℄ que :Théorème (J.B. Conrey-K. Soundararajan (2002)). Il existe une in�nité (au moins20% en un sens 
onvenable) de 
ara
tères de Diri
hlet primitifs � dont la fon
tion L deDiri
hlet L(�; s) :=Pn �(n)n�s ne s'annule pas sur le segment 
ritique [0; 1℄.La famille de fon
tions L étudiée par les auteurs est :G := aX2f2m;m2N�gG(X)ave
 : G(X) := �L (��8d; :) ; 2 - d; �2(d) = 1; X � d � 2X	où ��8d(n) := ��8dn � (n 2 Z) est le symbole de Krone
ker. Enumérons les propriétés de 
ettefamille qui jouent un r�le 
ru
ial au 
ours de la preuve de 
e résultat :� les équations fon
tionnelles de 
haque fon
tion L de 
ette famille ont le même signe,� 
e signe vaut un ; par 
onséquent, l'ordre d'annulation au point 
ritique 12 de 
haquefon
tion L de 
ette famille est un entier naturel pair,� le type de symétrie de 
ette famille est le type symple
tique 
e qui entraîne une répul-sion du premier zéro de 
haque fon
tion L de 
ette famille loin de l'axe réel et motivela méthode utilisée par les auteurs.K. Soundararajan a annon
é aux Journées Arithmétiques 2003 de Graz avoir prouvé unrésultat similaire pour les familles :H� := aK2f2m;m2N�gH�(K)ave
 : H+(K) := fL (f; :) ; f 2 Spk(1);K � k � 2K; k � 0 [4℄g ;H�(K) := fL (f; :) ; f 2 Spk(1);K � k � 2K; k � 2 [4℄goù Spk(1) désigne l'ensemble des formes primitives 
uspidales de niveau 1, de poids k etde 
ara
tère trivial. Il est alors naturel de tenter de généraliser de tels résultats à d'autresfamilles de fon
tions L. Dans 
ette introdu
tion, g est une forme primitive 
uspidale �xéede niveau D sans fa
teurs 
arrés, de poids kg et de 
ara
tère trivial. Notons Spk(q) l'ensemble



12 Introdu
tiondes formes primitives (arithmétiquement normalisées) 
uspidales de niveau q, de poids k etde 
ara
tère trivial et 
onsidérons la famille :F =aq2Pq-D F(q)ave
 : F(q) := fL(f � g; :); f 2 Spk(q)goù L(f � g; :) désigne la fon
tion L de Rankin-Selberg asso
iée à f et g et P représentel'ensemble des nombres premiers. La famille F partage les mêmes propriétés (au moins
onje
turalement) que 
elles 
itées pré
édemment pour la famille G. Le nouveau 
hallengerepose dans le fait que le 
ondu
teur analytique noté Qf�g(0) de toute L(f � g; :) apparte-nant à F(q) est grand en 
omparaison ave
 la taille de jF(q)j ; on a :logQf�g(0)log jF(q)j ! 2 lorsque q ! +1alors que pour les familles G et H�, on a :logQ��8d(0)log jG(X)j ! 1; logQf (0)log jH�(K)j ! 1 lorsque respe
tivementX;K ! +1:En parti
ulier, le se
ond moment (dont l'évaluation est né
essaire pour appliquer la mé-thode de ramollissement) est déjà 
ritique dans notre 
as alors que pour les trois autresfamilles, le se
ond moment n'est pas 
ritique (le moment 
ritique dans 
es 
as est le qua-trième). De plus, les fon
tions L de la famille F sont des produits Eulériens de degré 4 (aulieu de un ou deux dans les autres 
as) 
e qui a

roît signi�
ativement l'analyse 
ombina-toire.Pour énon
er notre résultat, on introduit l'opérateur de moyenne harmonique :Ahq [�℄ := hXf2Spk(q)�f := Xf2Spk(q)!q(f)�fpour toute suite de nombres 
omplexes �: indexée par Spk(q) où le poids harmonique estdé�ni par : !q(f) := � (k � 1)(4�)k�1hf; fiqet h:; :iq désigne le produit s
alaire de Petersson. A�n de donner un sens à la notion depour
entage, on introduit aussi la mesure de probabilité harmonique sur Spk(q). Pour toutepartie A de Spk(q), on pose : �hq (A) := 1Ahq [1℄Ahq ��A(:)�où �A désigne la fon
tion 
ara
téristique de A. Il est possible maintenant d'énon
er l'ana-logue du résultat obtenu par J.B. Conrey et K. Soundararajan :



13Théorème A. Soit g une forme primitive 
uspidale de niveau D sans fa
teurs 
arrés, depoids kg � 22 et de 
ara
tère trivial. Il existe une in�nité (au moins 1:8% en un sens
onvenable) de fon
tions L de Rankin-Selberg L(f � g; :), où f dé
rit l'ensemble des formesprimitives 
uspidales de niveau premier q su�samment grand, de poids k � kg + 6 et de
ara
tère trivial qui admettent au plus huit zéros réels non-triviaux. Plus pré
isément, pourq un nombre premier et premier ave
 D, et k � kg + 6, on a :�hq (ff 2 Spk(q); L(f � g; :) admet au plus huit zéros dans [0; 1℄g) � 0:018 + og(1):Remarque 0.0.1. En supposant la 
onje
ture de Ramanujan-Petersson-Selberg (hypothèseH2(0) page suivante), on obtient 4% de fon
tions L de Rankin-Selberg ayant au plus 6 zérosréels non-triviaux. Cependant, même 
ette 
onje
ture puissante et profonde ne semble pasdonner l'existen
e d'une in�nité de fon
tions L de Rankin-Selberg sans zéros dans [0; 1℄ parla méthode a
tuelle.Remarque 0.0.2. On a aussi établi au 
ours de la preuve du théorème A que le ranganalytique de la famille F dé�ni par :r(f � g) := ords= 12L(f � g; s)est borné en moyenne et de façon plus pré
ise satisfait :1Ahq [1℄Ahq [r(:� g)℄ � 9:82 + og(1):On peut rempla
er 9:82 par 7:66 en supposant la 
onje
ture de Ramanujan-Petersson-Selberg. En fait, en appliquant la pro
édure dé
rite dans [H-BMi℄, on obtient la dé
rois-san
e exponentielle du rang analytique de la famille F à savoir il existe des 
onstantesabsolues B;C > 0 telles que : 1Ahq [1℄Ahq [exp (Br(:� g))℄ � C:La preuve du théorème A repose sur des formules asymptotiques robustes pour le se
ondmoment harmonique ramolli de la famille F dé�ni par :(0.0.1) Wh(g;�) := Ahq "����L�:� g; 12 + ������2#où : 8s 2 C ; L(f � g; s) := L(f � g; s) X1�l�L �f(l)ls xl(g; s)ave
 L � 1 aussi grand que possible. I
i, les (xl(g; s))1�l�L sont des 
oe�
ients bien 
hoisisdépendant de s, g, 0 < � < 1 et d'un polyn�me P satisfaisant P (0) = P 0(0) = P 0(�) = 0et P (�) = 1. Nos résultats te
hniques prin
ipaux sont des formules asymptotiques pourWh(g;�) lorsque � est à une distan
e de l'ordre de 1log q du point 
ritique :"0log q � j�j � 1log q



14 Introdu
tionpour une 
onstante absolue "0 > 0. Le résultat pré
is est le suivant. En posant pour tousnombres réels u et v :V��;P (u; v) := 1 + exp (�u)� �sinhuu � sin vv �Z �0 exp (�2u�(1� x)) ����P 0(x) + P 00(x)2(u+ iv)� ����2 dxave
 � := logL2 log q la longueur (logarithmique) relative du ramollisseur, on trouve que siL < pq alors :(0.0.2) Wh(g;�) = V(2 log (q)<(�); 2 log (q)=(�)) + Errse
(q; L;�)+Ok;g � 1qÆ + 1log q ��R+(� ) L�2�(1��) + �R�(� ) q�2�L�4���où Æ est une 
onstante absolue stri
tement positive et une borne pour le terme d'erreur estdonnée par :(0.0.3) Errse
(q; L;�) = Ok;g � 1q��pour une 
onstante absolue � > 0 lorsque L n'est pas trop grand par rapport à q.Remarque 0.0.3. L'asymptotique du se
ond moment harmonique ramolli de 
ette familleest la même que 
elle du se
ond moment ramolli de la famille G étudié par J.B. Conrey etK. Soundararajan. Cela est en a

ord ave
 le modèle des matri
es aléatoires étant donnéque 
es deux familles ont le même type de symétrie.Le fait que (0.0.3) soit vrai pour L une petite puissan
e positive de q est une 
onséquen
edu travail de E. Kowalski, P. Mi
hel et J. Vanderkam ([KoMiVa℄) et leur résultat entraîneque :Proposition D. Soit g une forme primitive 
uspidale de niveau D sans fa
teurs 
arrés etde 
ara
tère trivial. Supposons que q est un nombre premier, premier ave
 D et qu'il n'y aque des formes nouvelles dans Sk(q). Si j�j � 1log q alors pour tout entier naturel non-nulL,(0.0.4) Errse
(q; L;�) = O";k;g (qL)" L 52q 112 + L 214q 14 !!pour tout " > 0. En parti
ulier, si � < 160 = 0:01666::: alors :Errse
(q; L;�) = Ok;g � 1q��pour une 
onstante absolue � > 0.



15C'est une 
onséquen
e de la formule asymptotique prouvée dans [KoMiVa℄ des se
ondsmoments harmoniques tordus de la famille qui sont dé�nis par :(0.0.5) Mhg(�; l) := Ahq �L�:� g; 12 + ��L�:� g; 12 + ���:(l)�où � 2 C , l � 1 et �:(l) est une valeur propre de He
ke. Ils ont montré dans [KoMiVa℄que :Théorème (E. Kowalski-P. Mi
hel- J. Vanderkam (2002)). Soit g une forme primi-tive 
uspidale de niveau D sans fa
teurs 
arrés et de 
ara
tère trivial. Supposons que q estpremier, premier ave
 D et qu'il n'y a que des formes nouvelles dans Sk(q). Si j<(�)j � 1log qalors pour tout entier naturel non-nul l < q,(0.0.6) (qD)2<(�)Mhg (�; l) = MT(�) + Errtwist(q; l;�)où MT(�) désigne le terme prin
ipal et une borne pour le terme d'erreur est donnée par :(0.0.7) Errtwist(q; l;�) = O";k;g  (ql)" (1 + j=(�)j)B  l 34q 112 + l 178q 14 !!pour une 
onstante absolue B > 0 et pour tout " > 0.Ce
i n'est 
ependant pas su�sant pour obtenir le théorème A 
ar la longueur admissible(stri
tement inférieur à 1=60) est trop 
ourte pour ramollir e�
a
ement. 1Notre prin
ipale 
ontribution est une augmentation notable de la longueur de ramollis-seur autorisée grâ
e à l'intervention de la théorie spe
trale des formes automorphes. Pourpouvoir énon
er notre résultat, introduisons l'hypothèse suivante qui est une approximationde la 
onje
ture de Ramanujan-Petersson-Selberg.Hypothèse H2(�). Soit � une forme automorphe 
uspidale sur GL2(Q)nGL2(A Q) de pa-ramètres de He
ke lo
aux �(1)� (p), �(2)� (p) en tout nombre premier p et �(1)� (1), �(2)� (1) enl'in�ni. Si �p (p 2 P) et �1 ne sont pas rami�ées alors on dispose des bornes suivantes pourj dans f1; 2g : j�(j)� (p)j � p�;j<��(j)� (1)�j � �:On dit que � est admisible si H2(�) est satisfaite. Pour l'instant, �0 = 764 est le plus petitréel admissible suite aux travaux de H. Kim, F. Shahidi et P. Sarnak (
onfer [KiSh℄ et[KiSa℄).Théorème B. Soit � un nombre réel dans ℄0; 1[. Soient g une forme primitive 
uspidalede niveau D sans fa
teurs 
arrés, de poids kg > 1 + 52(1��) et de 
ara
tère trivial et � un1ave
 � < 160 nous obtenons une proportion positive de L(f � g; :) s'annulant au plus 22 fois sur [0; 1℄.



16 Introdu
tionnombre 
omplexe. Supposons que q est premier, premier ave
 D et que k � kg + 6. Si � estadmissible et j<(�)j � 1log q alors pour tout entier naturel non-nul l,(0.0.8) Errtwist(q; l;�) = O";k;g  (ql)"(1 + j=(�)j)B l2+�q 12�� + l 94+ �2��q�� 12��!!et pour tout entier naturel non-nul L,(0.0.9) Errse
(q; L;�) = O";k;g (qL)"(1 + j=(�)j)B  L5+2�q 12�� + L 112 +��2�q�� 12�� !! :pour une 
onstante absolue B > 0 et pour tout " > 0. Par 
onséquent, sous H2(�), si � eststri
tement inférieur à �max(�) := 1�2�4(5+2�) alors :Errse
(q; L;�) = Ok;g � 1q��pour une 
onstante absolue � > 0.Remarque 0.0.4. Nottons que :�max(�0) = 25668 = 0:03742:::�max(0) = 120 = 0:05:La borne du terme d'erreur donnée en (0.0.7) provient de la résolution par les auteursd'un problème de 
onvolution ave
 dé
alage additif qui ont 
onjointement utilisé la mé-thode du Æ-symbole de W. Duke, J.B. Friedlander et H. Iwanie
 ([DuFrIw℄). L'estimationdu terme d'erreur est amélioré par une te
hnique de P. Sarnak (
onfer [Sa℄) qui systématisel'usage de la théorie des formes automorphes. Cependant, 
ette méthode seule nous autoriseseulement à prendre un ramollisseur de longueur � < 1�2�8(4+�) sous H2(�) et nous devons lara�ner. En parti
ulier, il s'agit de 
onsidérer le problème de 
onvolution ave
 dé
alage ad-ditif en moyenne et de déte
ter des 
ompensations grâ
e à des inégalités de grand 
rible. Ils'agit aussi d'utiliser un ra�nement de B. Kroetz et R.J. Stanton sans lequel on ne pourraitprendre qu'un ramollisseur de longueur � < 1�2�4(7+2�) sous H2(�).Une autre 
onséquen
e de 
es améliorations est une nouvelle borne de sous-
onvexitépour les fon
tions L de Rankin-Selberg par rapport au niveau obtenue par la méthoded'ampli�
ation :Théorème C. Soit g une forme primitive 
uspidale de niveau sans fa
teurs 
arrés, depoids kg � 20 et de 
ara
tère trivial. Supposons que q est un nombre premier su�sammentgrand et k � kg +6. Si � est admissible alors pour tout entier naturel j et pour toute formef dans Spk(q), on a :(0.0.10) ����L(j)�f � g; 12 + it������";k;j;g (1 + jtj)B q 12�!(�)+";



17pour tout " > 0 où t est un nombre réel, l'exposant B > 0 est une 
onstante absolue et :!(�) := 1� 2�4(9 + 4�) :Remarque 0.0.5. Dans [KoMiVa℄, le même résultat mais ave
 ! = 180 = 0:0125 au lieude !(�) a été prouvé. Nottons que :!(�0) = 251208 = 0:020695:::;!(0) = 136 = 0:027777:::



18 Introdu
tionPlan du mémoireNous allons donner i
i un plan su

in
t de 
e mémoire.� Le 
hapitre 1 est une présentation générale de la notion de fon
tions L agrémentée detous les exemples de fon
tions L qui interviendront dans la suite.� Le 
hapitre 2 met l'a

ent sur la notion de familles de fon
tions L et insiste surla notion de moment 
ritique d'une famille de fon
tions L. Trois exemples de tellesfamilles sont détaillées, notamment la famille F de fon
tions L de Rankin-Selberg dontl'étude analytique est la raison de 
e mémoire.� Le 
hapitre 3 donne les énon
és pré
is et les preuves 
omplètes de toutes les formulesasymptotiques obtenues pour le se
ond moment harmonique ramolli de la famille F .La preuve de la proposition D est donnée dans 
e 
hapitre.� Le 
hapitre 4 est le 
hapitre le plus important de 
e mémoire 
ar il 
ontient la résolutionpar une méthode spe
trale 
onsidérée en moyenne du problème de 
onvolution ave
dé
alage additif responsable de la limitation de la longueur du ramollisseur. La preuvedu théorème B est détaillée dans 
e 
hapitre.� Le 
hapitre 5 
ontient la preuve du théorème A et expose le modèle matri
iel aléatoiredes petits zéros d'une famille de fon
tions L. Un des obje
tifs de 
e 
hapitre est dedonner de nouvelles preuves de la pertinen
e de 
e modèle.� Le 
hapitre 6 traîte de façon générale du problème de sous-
onvexité en théorie ana-lytique des nombres et de ses appli
ations arithmétiques. La preuve du théorème C yest présentée.







21Remer
iementsJe remer
ie très sin
èrement :� mon dire
teur de thèse, le Professeur Philippe Mi
hel, sans qui 
e travail n'aurait sûre-ment pas vu le jour. Ses 
onvi
tions profondes, ses intuitions étonnantes et ses 
onseilsé
lairés ont eu raison de mes doutes. Je lui exprime aussi toute ma re
onnaissan
epour m'avoir permis de me dépla
er à de nombreuses reprises et d'avoir été ainsi au
oeur de l'a
tion ;� le Professeur Henryk Iwanie
 pour avoir a

epté de rapporté ma thèse ;� le Professeur Etienne Fouvry, rapporteur de 
ette thèse, pour son invitation au sémi-naire de théorie analytique et élémentaire des nombres de l'université de Paris-SudXI ;� le Professeur Emmanuel Kowalski, membre du jury, pour ses nombreuses remarquesMathématiques et pour l'a

euil qui m'a été réservé à l'Université de Bordeaux I ;� le Professeur Brian Conrey pour avoir interrompu son séjour à Cambridge a�n d'êtreprésent le jour de ma soutenan
e ;� le Professeur Robert Silhol pour avoir a

epté de faire partie du jury ;� Emmanuel Royer pour non seulement sa disponibilité quotidienne et ses 
onseils te
h-niques avisés (notamment dans la dernière ligne droite...) mais aussi pour sa gentillessenaturelle ;� la jeune équipe de théorie des nombres de Montpellier pour le dynamisme qu'elle m'ainsu�é ;� mon professeur de Mathématiques Supérieures, Mi
hel Alessandri, pour m'avoir initiéaux Mathématiques et pour m'avoir enseigner les solides bases né
essaires ;� mon professeur de Mathématiques de terminale, Philippe Granier, pour m'avoir, lepremier, fait prendre 
ons
ien
e qu'il serait judi
ieux de poursuivre dans la voie royaledes Mathématiques ;� le Fields Institute de Toronto (Ontario, Canada) pour l'a

ueil ex
eptionnel qui m'aété réservé et pour les ex
ellentes 
onditions de travail dont j'ai pu jouir pendant unmois. Une partie des résultats présentés dans 
e mémoire a vu le jour durant ma visite ;� les do
torants du département de Mathématiques pour nos dis
ussions Mathématiqueset autres, nos repas pris en 
ommun, quelques soirées ex
eptionnelles partagées. Jepense notamment à Olivier Brahi
, Florent Bala
he�, Yves Guiraud, Daniel Maerten,Christophe Nègre, Jér�me Petit et Hassène Siby ;� les biostatisti
iennes Sandie Ferrigno et Marie-José Martinez pour leur tou
he de fé-minité dans 
e monde d'hommes ;� mon ami et Mathémati
ien Pierre Charollois à qui je souhaite toute la réussite qu'ilmérite ;� les se
rétaires du département de Mathématiques pour leur disponibilité ave
 une men-tion spé
iale pour Pierrette Arnaud, Ni
ole Gra
het, Bernadette La
an et Geneviève



22 Remer
iementsPiard ;� les bibliothé
aires de la bibliothèque de re
her
he de Mathématiques ave
 une énormepensée pour Sarah Dubaquier à qui je souhaite de trouver une �nouvelle� stru
tureoù elle pourra en�n s'épanouir professionnellement ;� Baptiste Chapuisat pour la gestion de mes problèmes informatiques quotidiens ;� mes parents pour m'avoir supporté (et pas seulement �nan
ièrement) pendant vingt-huit années et pour m'avoir donné tout leur amour ;� ma petite soeur Aurélie à qui je souhaite beau
oup de 
ourage pour la �n ( ?) de sesétudes ;� ma grande famille pour sa solli
itude générale ;� mes amis grand-mottois (David, Davy, Julia, Julien, Sylvain et Yann) qui ont fa
ilitémon insertion dans 
e petit village et grâ
e à qui mon séjour restera éternellementgravé dans ma mémoire ;� mon ami Jean-Baptiste Quiot : te souviens-tu de toutes nos aventures, 
ommunes ounon, souvent no
turnes, au ly
ée Jo�re ? ;� tous mes ami(e)s que je ne peux pas tous 
iter sous peine d'en oublier. Cha
un d'entreeux m'a enri
hi de sa personnalité.







Table des matièresNotations 7Introdu
tion 11Remer
iements 211 Fon
tions L 331.1 Présentation générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331.2 Fon
tions L de Diri
hlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351.3 Fon
tions L de formes modulaires 
uspidales . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361.3.1 Formes modulaires 
uspidales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361.3.2 Fon
tions L asso
iées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421.4 Fon
tions L de 
ourbes elliptiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421.5 Fon
tions L de 
arré symétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 431.6 Fon
tions L de Rankin-Selberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 442 Familles de fon
tions L et moments 472.1 Notion de familles et exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472.1.1 Exemple A : Famille de fon
tions L de Diri
hlet . . . . . . . . . . . . 482.1.2 Exemple B : Familles de fon
tions L de formes modulaires . . . . . . 482.1.3 Exemple C : Famille de fon
tions L de Rankin-Selberg . . . . . . . . 492.2 Méthode des moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 492.2.1 Des
ription de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 492.2.2 Formules de tra
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 532.2.3 Moments ramollis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 563 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-Selberg 613.1 Présentation des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 623.2 Fon
tion L de Rankin-Selberg ramollie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 643.3 Le se
ond moment harmonique ramolli autour du point 
ritique . . . . . . . 673.3.1 Les se
onds moments harmoniques tordus selon E. Kowalski, P. Mi-
hel et J. Vanderkam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 673.3.2 Appli
ation au se
ond moment harmonique ramolli . . . . . . . . . . 693.3.3 Contribution des petits termes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 733.3.4 Contribution des grands termes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 813.4 Le se
ond moment harmonique ramolli loin du point 
ritique . . . . . . . . . 8625



26 TABLE DES MATIÈRES4 Problème de 
onvolution ave
 dé
alage additif 954.1 Présentation des résultats et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 954.1.1 Vers la 
onje
ture de Ramanujan-Petersson-Selberg . . . . . . . . . . 954.1.2 Nos résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 984.1.3 Identi�
ation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1004.2 Résolutions génériques d'un problème de 
onvolution dé
alé . . . . . . . . . 1064.2.1 Présentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1064.2.2 La méthode du Æ-symbole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1084.2.3 La méthode spe
trale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1094.2.4 La méthode spe
trale en moyenne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1124.2.5 Le ra�nement de B. Kroetz et R.J. Stanton . . . . . . . . . . . . . . 1184.2.6 Spe
tre dis
ret versus spe
tre 
ontinu . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1194.3 Améliorations de la borne de Errtwist(q; l;�) donnée en (3.3.3) . . . . . . . . 1194.3.1 Contribution des petits termes via la méthode du Æ-symbole . . . . . 1214.3.2 Contribution des termes médians . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1234.3.3 Contribution des grands termes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1254.3.4 Preuve des théorèmes 4.1.1, 4.1.2 et 4.1.3 . . . . . . . . . . . . . . . . 1265 Zéros des fon
tions L et méthode de ramollissement 1295.1 Zéros de grande hauteur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1295.2 Matri
es aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1305.3 Zéros de grande hauteur et matri
es aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . 1325.4 Zéros de petite hauteur et matri
es aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . 1325.5 Méthode de ramollissement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1335.5.1 Des
ription de la méthode sur un exemple . . . . . . . . . . . . . . . 1335.5.2 Historique et motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1355.5.3 Zéros réels des fon
tions L de Diri
hlet . . . . . . . . . . . . . . . . . 1365.6 Zéros réels des fon
tions L de Rankin-Selberg . . . . . . . . . . . . . . . . . 1375.6.1 Autour du lemme de 
omptage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1385.6.2 Les étapes su

essives et la méthode de ramollissement . . . . . . . . 1405.6.3 Fin de la preuve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1435.6.4 Justi�
ation via le modèle des matri
es aléatoires . . . . . . . . . . . 1466 Taille des fon
tions L et méthode d'ampli�
ation 1496.1 Présentation du problème de sous-
onvexité et premiers exemples . . . . . . 1496.1.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1496.1.2 Premiers exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1516.2 Méthode d'ampli�
ation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1536.3 Cas des fon
tions L de Rankin-Selberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1546.4 Appli
ations arithmétiques de la sous-
onvexité . . . . . . . . . . . . . . . . 1576.4.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1576.4.2 Exemple I : plus petit résidu non-quadratique modulo un nombrepremier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1586.4.3 Exemple II : problème de di�érentiation des formes modulaires vialeur 
oe�
ients de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159



TABLE DES MATIÈRES 27Con
lusion 163A Formes automorphes réelles analytiques 169A.1 Des
ription des opérateurs linéaires et di�érentiels en jeu . . . . . . . . . . . 169A.2 Espa
es fon
tionnels en jeu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170A.3 Théorie spe
trale du Lapla
ien de poids 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171A.3.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171A.3.2 Spe
tre 
ontinu : séries d'Eisenstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171A.3.3 Spe
tre dis
ret : formes de Maass 
uspidales . . . . . . . . . . . . . . 173A.3.4 Formule de Parseval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177B Quelques sommes exponentielles arithmétiques 179B.1 Sommes de Ramanujan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179B.2 Sommes de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180B.3 Sommes de Kloosterman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181C Boîte à outils analytique 183C.1 Fon
tion � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183C.2 Fon
tions de Bessel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185C.2.1 Fon
tions de Bessel de première espè
e . . . . . . . . . . . . . . . . . 185C.2.2 Fon
tions de Bessel de deuxième espè
e . . . . . . . . . . . . . . . . . 185C.3 Formule de Perron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186C.4 Transformée intégrale de Mellin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186C.5 Un 
al
ul utile de résidu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187D Le problème purement te
hnique des formes an
iennes 189Bibliographie 197





Liste des tableaux2.1 Moment 
ritique de 
haque famille . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 524.1 Spe
tre dis
ret versus spe
tre 
ontinu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1195.1 Valeurs prises par dW (G)(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1335.2 Quelques valeurs prises par Inum(�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

29





Table des �gures3.1 S
héma de preuve des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 613.2 Premier dépla
ement de 
ontour . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 893.3 Deuxième dépla
ement de 
ontour . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 893.4 Troisième dépla
ement de 
ontour . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 905.1 Boîte B(q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1396.1 Graphe de � 7! �(�0; �) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152A.1 Lo
alisation du paramètre spe
tral r dans le plan 
omplexe . . . . . . . . . . 175

31





Chapitre 1Fon
tions LCe 
hapitre 
ontient une �dé�nition� assez générale de la notion de fon
tions L illustréede nombreux exemples, tout en insistant sur le lien profond entre l'analyse et l'arithmétique.C'est aussi l'o

asion de mettre en pla
e tous les objets né
essaires à la le
ture de 
emémoire.1.1 Présentation généraleSoit � un objet théorique auquel on asso
ie au moins formellement une série de Diri
hletnotée : L(�; s) :=Xn�1 ��(n)nsoù s 2 C et (��(n))n�1 est une suite de nombres 
omplexes asso
iée à �. On dit que L(�; :)est une fon
tion L si les hypothèses suivantes sont satisfaites :1. La série de Diri
hlet L(�; :) est absolument 
onvergente dans fs 2 C ;<(s) > 1g et yadmet un produit Eulérien absolument 
onvergent donné par :L(�; s) =Yp2P Lp(�; s)sa
hant que l'inverse du fa
teur lo
al en p est un polyn�me en p�s de degré inférieurou égal à d� (exa
tement égal à d� sauf pour un nombre �ni de nombres premiers)é
rit sous la forme suivante :Lp(�; s)�1 := d�Yi=1 �1� ��;i(p)ps � :Les paramètres (��;i(p))1�i�d� sont appelés paramètres lo
aux de � en p.2. L(�; :) admet un prolongement méromorphe au plan 
omplexe ave
 au plus un p�lesimple en s = 1.3. L(�; :) satisfait une équation fon
tionnelle de la forme :8s 2 C ; q s2�L1(�; s)L(�; s) = "�q 1�s2� L1(e�; 1� s)L(e�; 1 � s)33



34 Fon
tions Loù q� est un entier naturel non-nul appelé 
ondu
teur arithmétique de �, "� est unnombre 
omplexe de module 1 appelé abusivement signe de l'équation fon
tionnelle,L1(�; s) est un produit de d� fa
teurs Gamma :L1(�; s) := d�Yi=1 �R(s� ��;i)ave
 : �R(s) := �� s2� �s2� :Les 
oe�
ients (��;i)1�i�d� sont appelés paramètres lo
aux de � en 1 et l'entier d�est son degré (
elui-
i quanti�e la 
omplexité 
ombinatoire de la fon
tion L). ~� est unautre objet théorique dit objet dual de � auquel on asso
ie en toute pla
e p 2 P[f1gde Q : Lp(~�; s) := Lp(�; s)et la fon
tion : L(~�; s) := Yp2P Lp(~�; s):On suppose que les paramètres lo
aux de � en 1 sont des nombres réels négatifs.4. �(�; s) := L1(�; s)L(�; s) est uniformément bornée dans toute bande verti
ale. Onl'appelle fon
tion L 
omplétée.Remarque 1.1.1. Si L(�; :) est une fon
tion L alors L(~�; :) l'est aussi.La bande fs 2 C ; 0 � <(s) � 1g est appelée bande 
ritique, ses points réels 
onstituent lesegment 
ritique, la droite �s 2 C ;<(s) = 12	 est la droite 
ritique et 12 est le point 
ritique.Insistons sur le fait que l'objet � n'est pas obligatoirement un objet purement arith-métique : il peut provenir autant de l'algèbre que de la géométrie. Les exemples divers etvariés des se
tions suivantes illustreront 
e fait. Mentionnons que l'objet le plus �général�auquel on pense est une représentation automorphe 
uspidale d'un groupe de Lie rédu
tifet prin
ipalement de GLd(A Q) (
onfer [GoJa℄).Une fon
tion L 
onsiste don
 
omme l'indique son développement en produit Eulérienen un regroupement global de données lo
ales (��;: et ��;:) 
odées par les fa
teurs lo
auxLp(�; :) et L1(�; :). On va les 
onsidérer au 
ours de 
e travail 
omme des objets analytiquesfas
inants et de plus en plus insaisissables au fur et à mesure que le degré augmente. Undes obje
tifs de la réda
tion de 
ette thèse est de 
onvain
re le le
teur qu'une meilleure
onnaissan
e analytique de 
es objets augmenterait nos 
onnaissan
es arithmétiques. Ils'agit plus exa
tement d'a

roître nos 
onnaissan
es analytiques des fon
tions L de Rankin-Selberg et d'obtenir en retour des 
onséquen
es arithmétiques.



1.2 Fon
tions L de Diri
hlet 351.2 Fon
tions L de Diri
hletOn 
hoisit pour � un 
ara
tère de Diri
hlet primitif de 
ondu
teur q noté � et on luiasso
ie la suite de ses valeurs : 8n 2 N� ; ��(n) := �(n):On trouve dans [Kn℄ une preuve du fait que L(�; :) est une fon
tion L de degré 1, de
ondu
teur analytique q et d'objet dual �. Son paramètre lo
al en tout premier p est �(p)alors que son paramètre lo
al en 1 est :��;1 = (0 si �(�1) = 1;�1 si �(�1) = �1:Le signe de l'équation fon
tionnelle vaut :"� = (G1(�)pq si �(�1) = 1;�iG1(�)pq si �(�1) = �1où G1(�) désigne une somme de Gauss du 
ara
tère � (
onfer annexe B).La fon
tion zéta de Riemann est trivialement une fon
tion L de Diri
hlet : 
'est la seuleadmettant un p�le simple en s = 1. La présen
e de 
e p�le équivaut au fait qu'il existe unein�nité de nombres premiers et de façon plus pré
ise quePp2P 1p diverge.Un intérêt arithmétique profond de 
es fon
tions L de Diri
hlet est l'étude du 
ardinaldu groupe des 
lasses d'idéaux d'un 
orps quadratique imaginaire K = Q(p�q) où �q estun dis
riminant fondamental. On note h(q) 
e 
ardinal. Si ��q := ��q: � est le symbole deKrone
ker (de 
ondu
teur q), alors L. Diri
hlet a établi la formule suivante :h(q) = pq� L(��q; 1):L'analyse 
omplexe permet de déduire des minorations de jL(��q; 1)j à partir de régionssans zéros pour 
ette fon
tion L. Par exemple, l'hypothèse de Riemann généralisée (
onfer
hapitre 5) pour L(��q; :) implique que h(q) varie très peu autour de pq. Suite aux travauxde J. Hadamard et C.J. de la Vallée-Poussin, on sait que pour presque tout 
ara
tère deDiri
hlet primitif � de module q, L(�; :) ne s'annule pas dans la région suivante :<(s) > 1� 
log (q(2 + j=(s)j))où 
 > 0 est une 
onstante absolue. Le �presque tout� signi�e pour tout 
ara
tère deDiri
hlet primitif de module q sauf pour au plus un éventuel 
ara
tère de Diri
hlet primitifde module q qui serait réel et dont la fon
tion L de Diri
hlet admettrait un zéro réel simple



36 Fon
tions Ldans i1� 
log q ; 1i appelé zéro de Siegel. E. Landau ([La℄) et C.L. Siegel ([Si℄) ont montréque pour tout " > 0, il existe une 
onstante ine�e
tive 
" > 0 telle que :h(q) � 
"q 12�":Le mot �ine�e
tive� provient du fait que leur preuve repose sur l'existen
e ou non de 
ethypothétique zéro de Siegel. Ainsi, 
e qui pré
ède 
onstitue un premier exemple impor-tant du lien profond qui existe entre les propriétés analytiques des fon
tions L et 
ertainsrésultats arithmétiques.1.3 Fon
tions L de formes modulaires 
uspidales1.3.1 Formes modulaires 
uspidalesAu sujet des formes modulaires, les référen
es utilisées sont prin
ipalement [Iw℄ et [Kn℄.Le demi-plan de Poin
aréH désigne le demi-plan de Poin
aré 
'est-à-dire l'ensemble des nombres 
omplexes departie imaginaire stri
tement positive que l'on munit de la distan
e hyperbolique donnéepar : 8(z; w) 2 H 2 ; u(z; w) := jz � wj24=(z)=(w):La mesure asso
iée dite de Poin
aré et notée �0 est :d�0 = dxdyy2 :Le demi-plan de Poin
aré muni de 
ette métrique est le modèle de Poin
aré du plan hyper-bolique. Pour 
 = � a b
 d � dans GL+2 (R) et z dans H , on dé�nit :
:z = az + b
z + d:On établit aisément que (
; z) 7! 
:z dé�nit une a
tion du groupe SL2(R) sur H appe-lée a
tion par homographies et que la mesure �0 est GL+2 (R)-invariante. Cette a
tion seprolonge par 
ontinuité en une a
tion sur H � := H [ (Q [ f1g).Courbe modulaire de niveau NPour tout entier naturel non-nul N , on note �0(N) le sous-groupe de 
ongruen
e deSL2(Z) suivant : �0(N) := �� a b
 d � 2 SL2(Z); N j 
� :



1.3 Fon
tions L de formes modulaires 
uspidales 37On l'appelle sous-groupe de 
ongruen
e de He
ke de niveau N . Il s'agit d'un sous-groupenormal de �0(1) d'indi
e �ni multipli
atif donné par :�(N) := NYpjN �1 + 1p� = [�0(1) : �0(N)℄ :On appelle domaine fondamental de �0(N) tout ouvert D0(N) de H tel que :1. toute orbite de l'a
tion par homographies de �0(N) sur H �traverse� l'adhéren
e de
et ouvert : 8z 2 H ; 9
 2 �0(N); 
:z 2 D0(N);2. si deux points de D0(N) sont équivalents alors ils sont égaux.Une pointe de �0(N) est une 
lasse d'équivalen
e de Q [ f1g sous l'a
tion de �0(N). Unsystème de représentants �ni des pointes de �0(N) est donné par :Cusp (�0(N)) := �uv ; v j N;u ^ v = 1; 1 � u � v ^ Nv � :Le nombre de pointes de �0(N) est don
 :jCusp (�0(N))j = Xvw=N ' (v ^ w) �" N1+"pour tout " > 0. Notons que �0(1) ne possède qu'une seule pointe : la 
lasse d'équivalen
ede 1. Si � est une pointe de �0(N) alors son stabilisateur :(�0(N))� := f
 2 �0(N); 
:� = �gest un groupe monogène (plus pré
isément, il s'agit de l'image de 
e stabilisateur dansPSL2(R)). Soit 
� un générateur de 
e groupe. Il existe une matri
e �� dans SL2(R) ditematri
e de normalisation asso
iée à la pointe � telle que :��:1 = � et ��1� 
��� = � 1 10 1 � :De plus, toute telle autre matri
e de normalisation f�� est de la forme :f�� = ���� 1 t0 1 �où t est un nombre réel.On note Y0(N) l'espa
e quotient �0(N)nH . On peut le munir d'une stru
ture 
omplexeinduite par H . Y0(N) est aussi une 
ourbe algébrique a�ne lisse dé�nie sur Q. X0(N) estobtenu en 
ompa
ti�ant (au sens d'Alexandro�) Y0(N) : on lui rajoute les pointes de �0(N).C'est une 
ourbe algébrique proje
tive lisse dé�nie sur Q. On l'appelle 
ourbe modulaire deniveau N .
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tions LEspa
e des formes 
uspidalesPour 
 = � a b
 d � dans GL+2 (R) et z dans H , on dé�nit :j(
; z) := 
z + d:Soit k un entier naturel pair non-nul. Pour 
 dans GL+2 (R) et f : H ! C , on pose :8z 2 H ; f jk
(z) = (det(
)) k2j(
; z)k f(
:z):Cela dé�nit 
lairement une a
tion de SL2(R) sur l'espa
e des fon
tions 
omplexes sur ledemi-plan de Poin
aré noté F(H ; C ) dite de poids k. Une fon
tion modulaire de niveau N ,de poids k et de 
ara
tère trivial est une fon
tion f : H ! C holomorphe satisfaisant :8
 2 �0(q); f jk
 = f:Soit 
�1:1 une pointe de �0(N) ave
 
 dans �0(1). Si f est une fon
tion modulaire deniveau N , de poids k et de 
ara
tère trivial alors f jk
�1 est une fon
tion périodique depériode N que l'on peut é
rire 
omme :f jk
�1(z) =Xn2Z
ne�nzN �où e(z) := exp (2i�z). On dit que f est holomorphe en la pointe 
�1:1 si :8n 2 Z��; 
n = 0et f s'annule en la pointe 
�1:1 si :8n 2 Z�; 
n = 0:Une forme modulaire de niveau N , de poids k et de 
ara
tère trivial est une fon
tionmodulaire de niveau N , de poids k et de 
ara
tère trivial holomorphe en toutes les pointesde �0(N). Une forme 
uspidale de niveau N , de poids k et de 
ara
tère trivial est une formemodulaire de niveau N , de poids k et de 
ara
tère trivial s'annulant en toutes les pointesde �0(N). Pour f et g deux formes modulaires de niveau N , de poids k et de 
ara
tèretrivial dont l'une au moins est 
uspidale, on dé�nit le produit s
alaire de Petersson de fet g par : hf; giN := ZD0(N) ykf g d�0où D0(N) désigne un quel
onque domaine fondamental de �0(N). Notons Sk(N) l'espa
ede Hilbert pour h : ; : iN des formes 
uspidales de niveau N , de poids k et de 
ara
tèretrivial . Une telle forme admet un développement de Fourier en la pointe in�nie de la formesuivante : f(z) =Xn�1  f (n)n k�12 e(nz):L'information arithmétique de f est portée par ses 
oe�
ients de Fourier  f(:).



1.3 Fon
tions L de formes modulaires 
uspidales 39Opérateurs de He
keOn note "N le 
ara
tère de Diri
hlet trivial de module N dé�ni par :�N (n) = � 1 si n ^N = 10 sinonpour tout entier relatif n. On dé�nit aussi :8
 = � a b
 d � 2 GL+2 (R); "N(
) := "N(d):Remarquons au passage que �N(
) = 1 si 
 appartient à �0(N). Pour tout entier naturelnon-nul l, on dé�nit :G0;l(N) = �
 = � a b
 d � 2M2(Z);det(
) = l; a ^N = 1; N j 
� ;�0;l(N) = �
 = � a b0 d � 2M2(Z); ad= l; a ^N = 1; 0 � b < d� :�0(N) agit par multipli
ation à droite sur G0;l(N) et on peut prouver que �0;l(N) est unsystème de représentants �ni pour 
ette a
tion. On dé�nit le l-ième opérateur de He
ke depoids k sur Sk(N) par : Tlf = l� k+12 X�2�0(N)nG0;l(N) "N(�)f jk�:Ainsi, Tl est un endomorphisme de Sk(N). De plus, en se servant de �0;l(N), on obtient :Tlf(z) = 1plXad=l "N (a) X0�b<d f �az + bd �
e qui assure que 
et opérateur est indépendant du poids k. On peut prouver que Tl estun opérateur hermitien si l est un entier naturel non-nul premier ave
 N et que l'algèbreengendrée par les opérateurs de He
ke est 
ommutative. Plus pré
isément :(1.3.1) 8(l1; l2) 2 N�2 ; Tl1 Æ Tl2 = Xdjl1^l2 "N (d)T l1l2d2 :Une forme 
uspidale qui est un ve
teur propre des opérateurs Tl pour tout entier naturelnon-nul l premier ave
 N est appelée forme 
uspidale de He
ke et une base orthonorméede Sk(N) 
onstituée de formes 
uspidales de He
ke est appelée base de He
ke.Théorie d'Atkin-LehnerLa référen
e prin
ipale de 
ette théorie est [AtLe℄. On obtient une dé
omposition deSk(N) en Sak(N)�? Snk (N) ave
 :Sak(N) = V e
t�f(dz); N 0 j N; d j NN 0 ; d 6= 1; f 2 Sk�NN 0�� (�a� pour an
ienne);Snk (N) = (Sak(N))? (�n� pour nouvelle):
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tions LCes deux espa
es sont invariants sous l'a
tion des opérateurs de He
ke Tl pour lesquels lest premier ave
 N . Une forme primitive 
uspidale est une forme 
uspidale de He
ke quiest nouvelle et satisfait :  f(1) = 1:Un tel élément f est automatiquement un ve
teur propre des autres opérateurs de He
keet aussi des opérateurs d'Atkin-Lehner qui seront dé�nis ultérieurement et satisfait : f (l) = �f (l)pour tout entier naturel non-nul l où :Tl(f) = �f(l)fet �f(l) s'appelle la l-ième valeur propre de He
ke de f . L'ensemble des formes primitives
uspidales est noté Spk(N) (�p� pour primitive).Soit f une forme 
uspidale de He
ke de valeurs propres de He
ke (�f (l))l^N=1. La pro-priété de 
omposition (1.3.1) des opérateurs de He
ke entraîne que pour tout entier naturelnon-nul l1 et tout entier naturel non-nul l2 premier ave
 N : f(l1)�f(l2) = Xdjl1^l2 "N(d) f �l1l2d2 � ;(1.3.2)  f (l1l2) = Xdjl1^l2 �(d)"N(d) f �l1d��f � l2d�(1.3.3)et 
ette relation est vraie pour tous entiers naturels non-nuls l1 et l2 si f est primitive.D'autre part, pour tout entier naturel non-nul l premier ave
 N ,(1.3.4) �f(l) = �f(l) et  f(l) =  f(l)et 
ela reste vrai pour tout entier naturel non-nul l si f est primitive.Opérateurs d'Atkin-LehnerLes résultats suivants ont été établis par A. Atkin et J. Lehner. Supposons que N = N1N2ave
 N1 et N2 premiers entre eux. Soient x; y; z et w quatre entiers relatifs satisfaisant :y � 1 [N1℄;x � 1 [N2℄;N21xw � Nyz = N1:Si !N1 = � xN1 yzN wN1 � alors : WN1 = ???k!N1
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tions L de formes modulaires 
uspidales 41est un endomorphisme linéaire de Sk(N) indépendant du 
hoix de x; y; z et w satisfaisantles propriétés 
itées 
i-dessus appelé opérateur d'Atkin-Lehner. Si N1 = N alors WN1 estl'involution de Fri
ke donnée par : !N = � 0 1�N 0 � :A. Atkin et W. Li ont prouvé que :Proposition 1.3.1 (A. Atkin-W. Li (1970)). Si N1 j N et N1 ^ NN1 = 1 alors :8f 2 Snk (N);WN1f = �f(N1)foù �f(N1) = �1.Remarque 1.3.1. Ave
 les notations de 
ette proposition, �f(N1) est une valeur propred'Atkin-Lehner. Par exemple, on peut prouver que :�f(1) = 1:Bornes pour les valeurs propres de He
ke de formes primitives 
uspidalesSoit f une forme primitive 
uspidale de niveau N , de poids k et de 
ara
tère trivial ave
 :8l 2 N� ; Tlf = �f(l)f:Pour tout nombre premier p, soient �f;1(p) et �f;2(p) les ra
ines 
omplexes de l'équationquadratique suivante : X2 � �f(p)X + "N (p) = 0:Suite aux e�orts de M. Ei
hler-G. Shimura-J. Igusa et de P. Deligne, la borne de Ramanujan-Petersson-Selberg est vraie :(1.3.5) 8p 2 P ;8i 2 f1; 2g ; j�f;i(p)j � 1de sorte que :(1.3.6) 8l 2 N� ; j�f(l)j � � (l):En parti
ulier, si �f(n) :=Pdjn j�f(d)j alors :(1.3.7) 8X 2 R�+; Xn�X �f(n)2 �";f X1+"pour tout " > 0.



42 Fon
tions L1.3.2 Fon
tions L asso
iéesDans 
e 
as, � = f est une forme primitive 
uspidale de niveau N , de poids k et de
ara
tère trivial. Notons (�f(l))l�1 la suite de ses valeurs propres de He
ke. On pose alors :8l 2 N� ; ��(l) := �f(l):L(f; :) est une fon
tion L de degré 2 et de 
ondu
teur arithmétique N . Son objet dual estf : on dit que f est auto-duale. Ses paramètres lo
aux en tout nombre premier p valent�f;1(p) et �f;2(p) (
onfer (1.3.1)) alors que ses paramètres lo
aux en 1 valent �f;1 = 1�k2et �f;2 = �1+k2 . Le signe de l'équation fon
tionnelle est :"f = �f (N)ik = �f(N)�(+1 si k � 0 [4℄;�1 si k � 2 [4℄:Cette fon
tion L n'admet pas de p�le en s = 1. En 
e qui 
on
erne 
es fon
tions L, ons'intéresse parti
ulièrement à l'ordre d'annulation en 12 . La raison en est que, en notantrg J0(N) le rang de la Ja
obienne de la 
ourbe modulaire de niveau N , et admettant la
onje
ture de Bir
h et Swinnerton-Dyer, on montre suite aux travaux de M. Ei
hler-G.Shimura, J. Igusa et H. Carayol que :rg J0(N) = Xf2Sp2 (N) ords= 12 L(f; s)si N est un nombre premier. Remarquons que la 
onje
ture de Bir
h et Swinnerton-Dyertente de faire le lien entre le rang du groupe de Mordell-Weil d'une variété abélienne etl'ordre d'annulation au point 
ritique d'une autre fon
tion L qui est la fon
tion L asso-
iée à 
ette variété abélienne. Nombreuses sont les personnes qui ont trouvé des résultats(
onditionnels ou non) du type :Xf2Sp2(N) ords= 12 L(f; s) � (
+ o(1))dimJ0(N)où 
 est une 
onstante absolue sa
hant que la 
onstante optimale attendue est 12 . Onpeut notamment 
iter par ordre 
hronologique A. Brumer ([Br℄), E. Kowalski et P. Mi-
hel ([KoMi℄), W. Luo, H. Iwanie
 et P. Sarnak ([IwLuSa℄).1.4 Fon
tions L de 
ourbes elliptiquesL'objet � est 
ette fois-
i une 
ourbe elliptique E dé�nie sur Q et on suppose que l'équa-tion de Weierstrass de 
ette 
ourbe est globalement minimale et de dis
riminant �. Pourtout nombre premier p, on pose : ap := p+ 1� jEp(Zp)joù Ep est la rédu
tion de la 
ourbe modulo p et :Lp(u) := ( 11�apu+pu2 si p - �;11�apu si p j �:



1.5 Fon
tions L de 
arré symétrique 43En�n, on regroupe toutes 
es données lo
ales par :L(E; s) :=Yp2P Lp(p�s):Le fait que L(E; :) soit une fon
tion L résulte des travaux de A. Wiles et R. Taylor ([Wi℄,[TaWi℄) qui ont prouvé la 
onje
ture de Y. Taniyama-G. Shimura-A. Weil :Conje
ture de Y. Taniyama-G. Shimura-A. Weil (A. Wiles-R. Taylor (1995)). Ilexiste un entier naturel non-nul N et une forme primitive 
uspidale de niveau N , de poids2 et de 
ara
tère trivial tels que : L(E; :) = L(f; :):Ainsi, L(E; :) est une fon
tion L de degré 2. De telles fon
tions ont joué un r�le importantdans l'étude du 
ardinal du groupe des 
lasses d'idéaux d'un 
orps quadratique imaginaire.En e�et, D. Goldfeld ([Go℄) a montré que s'il existe une fon
tion L de degré 2 s'annulantà l'ordre 3 au point 
ritique alors il existe 
 > 0 telle que :h(q) � 
Ypjq �1� 2pp� log q:B. Gross et Don Zagier ([GrZa℄) ont 
onstruit une 
ourbe elliptique dont la fon
tion Lpossède 
ette propriété et ont don
 prouvé que h(q)! +1 lorsque q ! +1 (problème deJ.C.F. Gauss). Notons que 
ette dernière estimation est malgré tout éloignée du résultatoptimal attendu et que le produit sur les nombres premiers divisant q dé
roît très lentement(il est d'ordre (log2 q)�1) 
e qui pose des problèmes pratiques pour déterminer tous les 
orpsquadratiques imaginaires de petit nombre de 
lasses.1.5 Fon
tions L de 
arré symétrique� est la donnée de g dans Spkg(D) où D est un entier sans fa
teurs 
arrés. On note :� = Sym2(g). On lui asso
ie :L(Sym2(g); s) := �(D)(2s)Xn�1 �g(n2)ns :Selon les travaux de G. Shimura ([Sh℄), L(Sym2(g); :) est une fon
tion L entière de degré3, de 
ondu
teur analytique D2 et de signe d'équation fon
tionnelle +1. Ses paramètreslo
aux en tout nombre premier p sont :�Sym2(g);(i;j)(p) = �g;i(p)�g;j(p)pour 1 � i � j � 2 et à l'in�ni sont :f�1; 1 � kg;�kgg :
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tions LRemarquons aussi que : L(Sym2(g); s) =Xn�1 �g(n)nsoù :(1.5.1) 8n 2 N� ; �g(n) = Xm2l=n "D(m)�g(l2):1.6 Fon
tions L de Rankin-Selberg� est la donnée de f dans Spk(q) et de g dans Spkg(D) où :� D et q sont deux entiers sans fa
teurs 
arrés premiers entre eux,� k et kg sont deux entiers naturels non-nuls pairs.On note � = f � g et on lui asso
ie :L(f � g; s) := �(qD)(2s)Xn�1 �f(n)�g(n)ns :En a

ord ave
 la théorie de Rankin-Selberg, L(f � g; :) est une fon
tion L entière de degré4, de 
ondu
teur analytique (qD)2. Cet objet est lui-aussi auto-dual. Il est remarquable de
onstater que le signe de l'équation fon
tionnelle est indépendant des formes f et g et vaut+1. Ses paramètres lo
aux en tout nombre premier p sont :�f�g;(i;j)(p) = �f;i(p)�g;j(p)pour 1 � i; j � 2 et à l'in�ni sont :fkg � k; kg � k � 2; 2� k � kg;�k � kgg :Remarque 1.6.1. Dans la suite apparaîtra la fon
tion L de Rankin-Selberg L(g � g; :)dé�nie sur <(s) > 1 par : L(g � g; s) := �(D)(2s)Xn�1 �g(n)2ns :Cette fon
tion admet un prolongement méromorphe au plan 
omplexe ave
 exa
tementdeux p�les simples en s = 0 et s = 1. On note alors :(1.6.1) Rg := ress=1 L(g � g; s):D'autre part, 
ette fon
tion L véri�e :8s 2 C ; L(g � g; s) = �(D)(s)L(Sym2g; s):







Chapitre 2Familles de fon
tions L et momentsCe 
hapitre introduit des objets fondamentaux en théorie analytique des nombres : lesfamilles de fon
tions L. L'étude analytique d'une telle famille de fon
tions L repose prin
i-palement sur l'analyse asymptotique de ses moments. En parti
ulier, 
e 
hapitre présentela notion de moment 
ritique à la fois en théorie et en pratique à travers trois exemplesimportants pour 
e mémoire de familles de fon
tions L.2.1 Notion de familles et exemplesH. Iwanie
 et P. Sarnak ont été amenés à introduire une nouvelle quantité atta
hée àtoute fon
tion L appelée 
ondu
teur analytique. C'est une fon
tion dé�nie sur les nombresréels par : 8t 2 R; Q�(t) := q� d�Yi=1 ����12 + it� ��;i���� := q�Q�1(t):Cette quantité jouera un r�le à plusieurs reprises et �mesure� la taille de la fon
tion Lsur la droite 
ritique (
onfer 
hapitre 6). Pour des raisons qui apparaîtront dans la se
tionsuivante, il est judi
ieux dans l'optique d'étudier une 
ertaine fon
tion L de l'in
lure dansune famille de fon
tions L puis d'étudier simultanément tous les éléments de 
ette famille.Le 
hoix de la famille englobante n'est pas toujours évident et est de toute façon di
té par
ertaines 
ontraintes.Cette nouvelle façon d'étudier une fon
tion L a montré tout son intérêt pour la premièrefois lorsqu'il a fallu étudier la répartition des nombres premiers dans les progressions arith-métiques. La preuve du théorème de Diri
hlet repose en e�et sur l'étude de :X�2\( ZqZ)� (logL(�; :)) (s)au voisinage de 1 a�n de prouver que L(�; 1) 6= 0 lorsque � n'est pas le 
ara
tère trivial. I
i,logL(�; :) désigne une détermination holomorphe du logarithme de L(�; :) au voisinage de 1.47



48 Familles de fon
tions L et momentsOn 
onsidère des familles de fon
tions L indexées par leur 
ondu
teur analytique évalué en0 
'est-à-dire : F := aQ�1F(Q)ave
 : logQ�(0) wQ!+1�2F(Q) logQ:Nous allons donner quelques exemples qui reviendront en �ligrane tout au long de 
e mé-moire.2.1.1 Exemple A : Famille de fon
tions L de Diri
hletIl s'agit de G := `X2f2m;m2Ng G(X) où :G(X) := �L (��8d; :) ; 2 - d; �2(d) = 1; X � d � 2X	ave
 ��8d(n) := ��8dn � pour tout entier relatif n. Ces 
ara
tères sont primitifs de module8d, véri�ent ��8d(�1) = �1 et ont pour 
ondu
teur analytique :Q��8d(t) = 4dp4t2 + 9:Ainsi, logQ��8d(0) w X!+1L(��8d;:)2G(X) logX:D'autre part, log jG(X)j wX!+1 logX
ar : Xd�x �2(d) wx!+1 6x�2 :2.1.2 Exemple B : Familles de fon
tions L de formes modulairesOn 
onsidère les familles H� :=`K2f2m;m2NgH�(K) ave
 :H+(K) := fL (f; :) ; f 2 Spk(1);K � k � 2K; k � 0 [4℄g ;H�(K) := fL (f; :) ; f 2 Spk(1);K � k � 2K; k � 2 [4℄g :Les notations � sont justi�ées par le fait que le signe de l'équation fon
tionnelle de f dansH�(K) vaut �1. Le 
ondu
teur analytique de f dans H�(K) vaut :Qf (t) = ����k2 + it���� ����k + 22 + it����de sorte que : logQf (0) w K!+1L(f;:)2H�(K) logK2:De plus, selon (2.2.2), jSpk(1)j wk!+1 k�112 d'où :log jH�(K)j wK!+1 logK2:



2.2 Méthode des moments 492.1.3 Exemple C : Famille de fon
tions L de Rankin-SelbergDans toute la suite de 
e mémoire, g est une forme primitive 
uspidale �xée de niveauD sans fa
teurs 
arrés, de poids kg � 2 et de 
ara
tère trivial "D. Notre famille de fon
tionsL de Rankin-Selberg est F =`q2Pq-D F(q) ave
 :F(q) := fL(f � g; :); f 2 Spk(q)g :Le 
ondu
teur analytique de L(f � g; :) dans F(q) vaut :Qf�g(t) = (qD)2 ����k � kg + 12 + it���� ����k � kg + 52 + it���� ����k + kg � 32 + it���� ����k + kg + 12 + it����
e qui entraîne que : logQf�g(0) w q!+1f�g2F(q) log q2:D'autre part, 
omme jSpk(q)j wq!+1 k�112 (q � 1) :log jF(q)j wq!+1 log q:2.2 Méthode des moments2.2.1 Des
ription de la méthodeSoit F := `Q�1F(Q) une famille de fon
tions L. La suite prouvera qu'il est très intéres-sant d'étudier les moments de 
ette famille. Soient Q � 1, � dans F(Q) et L = Q� un entiernaturel non-nul ave
 � > 0. Pour tout ve
teur �!x = (xl)1�l�L, on dé�nit un polyn�me deDiri
hlet de longueur au plus L par :M(�;�!x ; s) := X1�l�L e��(l)ls xl:où e��(l) est 
onstruit à partir de ��(l).� est la longueur relative logarithmique du polyn�mede Diri
hlet. Le moment d'ordre 1 de F(Q) est la forme linéaire en �!x dé�nie pour toutnombre 
omplexe s par :M1(F(Q);�!x ; s) := X�2F(Q)L(�; s)M(�;�!x ; s)et ses moments d'ordre un entier naturel non-nul pair � sont les formes quadratiques en �!xsuivantes : M�(F(Q);�!x ; s) := X�2F(Q) jL(�; s)j� ���M(�;�!x ; s)���2pour tout nombre 
omplexe s. La méthode des moments est un plan d'attaque systématiquequi permet d'évaluer 
es moments dans la bande 
ritique et souvent sur la droite 
ritique



50 Familles de fon
tions L et momentselle-même. Nous allons en donner une des
ription.Étape 1 Équation Fon
tionnelle Appro
héeLa référen
e prin
ipale utilisée est [Mi1℄. Il s'agit de 
ontr�ler la fon
tion L dans la bande
ritique sa
hant que l'on n'est pas dans le domaine d'absolue 
onvergen
e et que l'on n'adon
 pas à notre disposition de formule expli
ite pour la fon
tion L dans la bande 
ritique.La méthode qui suit a été appliquée pour la première fois pour la fon
tion zéta de Riemannpar G.H. Hardy et J.E. Littlewood ([HaLi℄) en 1921 qui ont obtenu 
e que l'on a 
outumed'appeler l'équation fon
tionnelle appro
hée de la fon
tion zéta de Riemann :8t 2 R; � �12 + it� = Xn�pQ�(t) 1n 12+it + � �12 + it�� �12 � it� Xn�pQ�(t) 1n 12�it +O �jtj� 14 log jtj� :Ainsi, la fon
tion zéta de Riemann est la somme de deux séries de longueur la ra
ine du
ondu
teur analytique de la fon
tion zéta. Cette équation respe
te la symétrie t 7! �t. Onremarque aussi que le fa
teur devant la se
onde somme est un nombre 
omplexe de module1. Il s'agit de généraliser 
ela. On suppose que la fon
tion L(�; :) n'a pas de p�le en s = 1 eton va approximer L(�; s) pour tout nombre 
omplexe s sur la droite 
ritique. On supposeaussi (juste par sou
i de simpli�
ation) que :8i 2 f1; � � � ; d�g ; ��;i < �12 :Soit " > 0 très petit. Soit G une fon
tion paire holomorphe dans un voisinage tubulaire dela bande 
ritique satisfaisant G(0) = 1. On �xe s = 12 + it sur la droite 
ritique. Le pointde départ est l'intégrale suivante :12i� Z(1+") q s+z2� L1(�; s + z)L(�; s + z)G(z)dzzqui est égale à : q s2� Xn�1 ��(n)ns 12i� Z(1+") q z2�L1(�; s + z)n�zG(z)dzz :La dé
roissan
e exponentielle de L1(�; s+ z)L(�; s+ z) (
onfer annexe C) nous permet dedé
aler 
ette intégrale sur (�1 � ") en ne heurtant qu'un p�le simple en z = 0 de résiduégal à : q s2�L1(�; s)L(�; s)Le 
hangement de variable z 7! �z dans l'intégrale résiduelle ainsi que l'équation fon
tion-nelle de la fon
tion L(�; :) assurent que :L(�; s) =Xn�1 ��(n)ns V�1 ;s npQ�(t)!+ !(�; s)Xn�1 �e�(n)n1�s Ve�1 ;1�s npQe�(t)!



2.2 Méthode des moments 51où !(�; s) := "�q 1�2s2� L1(e�;1�s)L1(�;s) est un nombre 
omplexe de module 1 et :8� 2 f�; ~�g ; V�1 ;s(y) := 12i� Z(1+") y�zL(�1; s+ z)L(�1; s) Q�1(t)� z2G(z)dzz :Comme la formule de Stirling (proposition C.1.1) assure que pour toute 
onstante 
 > 0 etpour � égal à � ou ~� : L1(�; s+ z)L1(�; s) Q�1(t)�
 �d� ;
 exp��4d� jzj�;il est possible de 
hoisir la fon
tion holomorphe G de sorte que V�1 ;s(y) soit très petitelorsque y > 1. Ainsi, on a exprimé L(�; s) 
omme la somme de deux séries de longueurpQ�(t). Par 
ontre, la symétrie s 7! 1 � s n'est respe
tée que si � est auto-duale. Ceprin
ipe admet de nombreuses variantes et on pourra se reporter au 
ours de P. Mi
helprésenté à Park City ([Mi1℄) et à la thèse de G. Har
os ([Ha℄) pour des pré
isions et denombreux approfondissements.Étape 2 Propriété de multipli
ativité des 
oe�
ients de Diri
hletOn é
rit :jL(�; s)j� ���M(�;�!x ; s)���2 = �L(�; s)�2M(�;�!x ; s)��L(�; s)�2M(�;�!x ; s)�;puis on rempla
e L(�; s) par son équation fon
tionnelle appro
hée et on développe l'expres-sion obtenue. Des propriétés de multipli
ativité des 
oe�
ients de Diri
hlet ��(l) et ~��(l)nous ramènent à l'étude de sommes du type :(2.2.1) X�2F(Q)��(m)��(n)où m et n sont des variables de longueur au plus Q�2+�. Enonçons les propriétés de multi-pli
ativité qui interviennent dans le 
as des exemples A, B et C.Cas des 
ara
tères de Diri
hletSoit � un 
ara
tère de Diri
hlet primitif. Par dé�nition d'un 
ara
tère, on a :8(m;n) 2 N�2 ; ��(m)��(n) = ��(mn):Les 
oe�
ients de Diri
hlet d'une fon
tion L de Diri
hlet sont don
 totalement multipli
a-tifs.



52 Familles de fon
tions L et momentsCas des formes modulairesSoit f une forme 
uspidale de He
ke de niveauN et de valeurs propres de He
ke (�f(l))l^N=1.La propriété de 
omposition (1.3.1) des opérateurs de He
ke entraîne que pour tout entiernaturel non-nul l1 et tout entier naturel non nul l2 premier ave
 N : f (l1)�f(l2) = Xdjl1^l2 "N (d) f �l1l2d2 �et 
ette relation est vraie pour tous entiers naturels non-nuls l1 et l2 si f est primitive.Étape 3 Formules de tra
esIl s'agit d'évaluer alors des sommes du type (2.2.1) 
e qui se fait à l'aide de formulesde tra
es qui révèlent des liens profonds entre les 
oe�
ients de Diri
hlet des di�érentesfon
tions L de la famille : X�2F(Q)��(m)��(n) = Æm;n + TND(m;n)où TND désigne un terme non-diagonal. En réinje
tant tout 
ela dans l'expression dumoment, on 
onstate que 
elui-
i est la somme d'un terme dit diagonal provenant destermes m = n et d'un terme non-diagonal. Le terme diagonal est plus fa
ile à 
ontr�ler 
aril 
omporte beau
oup moins de terme. Par 
ontre, le terme non-diagonal est de moins enmoins maîtrisé lorsque � augmente 
ar les variables sont alors de plus en plus grandes. Onappelle moment 
ritique le moment d'ordre �0 donné par :�0 + 2� = lim Q!+1�2F(Q) 4 log jF(Q)jlogQ�(0) :En pratique, il s'agit du premier moment pour lequel le terme non-diagonal 
esse d'être�trivialement� négligeable devant le terme diagonal : il faut alors tenir 
ompte de termesnon-diagonaux ! Le tableau 2.1 donne les moments 
ritiques de nos exemples. Il faut retenirFamille Moment 
ritiqueG 4H� 4F 2Tab. 2.1 � Moment 
ritique de 
haque familleque évaluer le moment 
ritique d'une famille de fon
tions L sur la droite 
ritique est trèsdéli
at. C'est un peu plus raisonnable et les résultats sont meilleurs lorsqu'on 
her
he à le



2.2 Méthode des moments 53faire au bord de la bande 
ritique 
ar on est �presque� dans le domaine d'absolue 
onver-gen
e (
onfer [Ro℄, [RoWu℄, [CoMi℄). Par 
ontre, donner une asymptotique d'un momentsur
ritique sur la droite 
ritique est beau
oup plus déli
at. Le le
teur peut 
onsulter l'ex-posé de P. Mi
hel ([Mi3℄) aux Journées Arithmétiques 2001 de Lille pour des pré
isions
on
ernant la notion de moment 
ritique.2.2.2 Formules de tra
eRevenons un instant à la problématique initiale. On 
her
he à étudier une fon
tion Lparti
ulière que l'on in
lut dans une famille de fon
tions L. Le 
hoix de la famille defon
tions L englobante doit être fait de sorte qu'il existe une formule de tra
es pour 
ettefamille : on dit que la famille doit être spe
tralement 
omplète. En parti
ulier, elle doitêtre su�samment grosse. Nous allons maintenant donner les formules de tra
es utiles pourtraiter les exemples A, B et C.Cas des 
ara
tères d'un groupeSoit G un groupe �ni auquel on asso
ie son groupe de 
ara
tères noté bG. On disposed'une relation d'orthogonalité des 
ara
tères de G donnée par :8(g; g0) 2 G2; 1j bGjX�2bG�(g)�(g0) = Æg;g0:Cette relation 
onstitue l'exemple le plus simple de formule de tra
e puisqu'elle ne 
omportepas de terme non-diagonal. Expli
itons 
ette relation dans le 
as de G = (Z=qZ;+) :8(m;n) 2 N�2 ; 1qXl(q) e� l(m� n)q � = Æm�n [q℄et dans le 
as de G = �(Z=qZ)� ;�� :8(m;n) 2 N�2 ; 1'(q) X�2\( ZqZ)� �(m)�(n) = Æm�n [q℄mn^q=1:Notons que 
ette formule d'orthogonalité est un 
as parti
ulier de la formule d'inversion deFourier qui exprime toute fon
tion F : G! C 
omme étant égale à sa série de Fourier :8g 2 G; F (g) = 1jGjX�2 bG Xh2GF (h)�(h)!�(g):Cette formule d'orthogonalité est don
 de nature spe
trale.



54 Familles de fon
tions L et momentsCas des formes modulairesSoit N � 1 et Bk(N) une base orthogonale de Sk(N) pour le produit s
alaire de Peters-son h:; :iN .Formule de PeterssonOn dé�nit pour toute forme 
uspidale f un fa
teur de normalisation appelée poids harmo-nique par : !N (f) := � (k � 1)(4�)k�1 hf; fiNqui véri�e selon [GoHoLi℄ : !N (f)�k logNNuniformément par rapport à f .On dé�nit aussi le �-symbole par :�N(m;n) := Æm;n + 2�ikX
2N�N j
 S(m;n; 
)
 Jk�1 �4�pmn
 �pour tous entiers naturels non-nuls m et n. I
i, S(:; :; :) est une somme de Kloostermandé�nie dans l'appendi
e B et Jk�1(:) est une fon
tion de Bessel de première espè
e dé�niedans l'appendi
e C. La formule de Petersson est donnée par :Théorème 2.2.1. Soit N un entier naturel non-nul. Si m et n sont des entiers naturelsnon-nuls alors : Xf2Bk(N)!N (f) f(m) f(n) = �N(m;n):Cette formule de tra
es traduit une relation de �presque-orthogonalité� entre les 
oe�-
ients de Fourier des formes modulaires d'une base orthogonale. Son prin
ipal in
onvénientest qu'il s'agit d'une moyenne sur une base orthogonale et non sur l'ensemble des formes pri-mitives. On peut toutefois remarquer que si N est premier et k < 12 alors Sk(N) = Snk (N).La formule de Petersson est par essen
e de nature spe
trale 
ar elle s'obtient en dé
ompo-sant une forme 
uspidale sur une base adaptée de Sk(N) fabriquée à l'aide des séries ditesde Poin
aré.Formule d'Iwanie
-Luo-SarnakH. Iwanie
, W. Luo et P. Sarnak ont donné une autre formule de tra
es dans le 
as où Nest sans fa
teurs 
arrés ([IwLuSa℄) qui 
onsiste en une moyenne sur les formes primitives.On dé�nit l'opérateur de moyenne harmonique par :AhN [�℄ := hXf2Spk(N)�f := Xf2Spk(N)!N (f)�fpour toute suite � de nombres 
omplexes indexée par l'ensemble des formes primitives.L'opérateur de moyenne naturelle est donnée par :AN [�℄ := Xf2Spk(N)�f :



2.2 Méthode des moments 55On pourrait penser que les poids harmoniques engendrent une di�éren
e entre le 
ompor-tement asymptotique de l'opérateur de moyenne harmonique et l'opérateur de moyennenaturelle lorsque N ! +1. Cependant, E. Kowalski et P. Mi
hel ([KoMi℄) ont montréqu'il n'en est rien dans le 
as où N est premier et k < 12. De façon plus pré
ise, si les
oe�
ients �f ne 
roissent pas trop et n'os
illent pas trop lorsque N devient grand alors :AN [�℄ wN!+1 AhN [�℄ :E. Royer et J. Wu ([RoWu℄) ont généralisé 
ela à un 
adre qui apparaîtra naturellementdans la suite. Le résultat prin
ipal obtenu par H. Iwanie
, W. Luo et P. Sarnak est :Théorème 2.2.2 (H. Iwanie
-W. Luo-P. Sarnak (2001)). Soient N un entier naturelnon-nul sans fa
teurs 
arrés et f dans Spk(N). Si m et n sont des entiers naturels non-nulssatisfaisant m ^N = 1 et n ^N2 j N alors :AhN [�:(m)�:(n)℄ = 1N XLM=N �(L)M�(n ^ L)XljL1 1l�M(ml2; n);= '(N)N Æm;n +O (mn) 14 � (N)2�3(m ^ n) log (2mnN)k 56Npn ^N ! :En prenant m = n = 1 dans le théorème pré
édent, on obtient :Corollaire 2.2.3 (H. Iwanie
-W. Luo-P. Sarnak (2001)). Si N est un entier naturelnon-nul sans fa
teurs 
arrés alors :AhN [1℄ = 1 +O� 2!(N)p1(N)�où p1(N) désigne le plus petit diviseur premier de N .Ainsi, si N est sans fa
teurs 
arrés et sans petits diviseurs premiers, l'opérateur demoyenne harmonique est bel et bien un opérateur de moyenne lorsque N ! +1. H.Iwanie
, W. Luo et P. Sarnak, reprenant la méthode mise au point par E. Kowalski et P.Mi
hel, ont supprimé 
es poids harmoniques pour obtenir :Proposition 2.2.4 (H. Iwanie
-W. Luo-P. Sarnak (2001)). Soit N un entier naturelnon-nul sans fa
teurs 
arrés. Si n un entier naturel non-nul véri�ant n ^N2 j N alors :AN [�:(n)℄ = k � 112 XLM=N �(L)M�(n ^ L) Xm^M=1 �M (m2; n)m ;= k � 112 '(N)pn ��N (n) +O n 16 (kN) 23pn ^N ! :On en déduit que, en prenant n = 1,Corollaire 2.2.5 (H. Iwanie
-W. Luo-P. Sarnak (2001)). Si N est un entier naturelnon-nul sans fa
teurs 
arrés alors :(2.2.2) dimC Snk (N) = k � 112 '(N) +O �(kN) 23� :



56 Familles de fon
tions L et moments2.2.3 Moments ramollisLes moments ramollis d'une famille de fon
tions L sont les moments de 
ette familleobtenus pour un 
hoix spé
i�que du polyn�me de Diri
hlet M(�;�!x ; s) de sorte que :L(�; s)M(�;�!x ; s) soit très pro
he de 1au moins en moyenne sur la famille. Dans 
e 
as, M(�;�!x ; s) s'appelle un ramollisseuret L(�; s) := L(�; s)M(�;�!x ; s) est la fon
tion L ramollie. Le le
teur peut se reporter au
hapitre 5 pour 
omprendre les raisons pour lesquelles on s'intéresse à 
es moments ramollis.Constru
tion typique d'un ramollisseur.On rappelle que L = Q� est une petite puissan
e du 
ondu
teur analytique en 0 de �.Soient � un réel dans ℄0; 1[ et P un polyn�me satisfaisant P (0) = 0 et P (�) = 1. On dé�nitpour tout entier naturel non-nul l :F�L (l) := 8>>><>>>:1 si 1 � l � L1��;P � log (Ll )logL � si L1�� � l � L;0 sinon.On 
her
he à é
rire le futur ramolliseur sous la forme suivante :Xl�1 m�(l)F�L (l)ls :On remarque que sur <(s) > 1 : L(�; s) =Xn�1 ��(n)nsoù les 
oe�
ients de Diri
hlet sont donnés par :8n 2 N� ; ��(n) := Xlm=nm�(l)F�L (l)��(m):En outre, si 1 � n � L1�� alors :��(n) = Xlm=nm�(l)��(m):On suppose que pour tout entier naturel n 
ompris entre 1 et L1��, on a :(2.2.3) Xlm=nm�(l)��(m) = Æ1(n):Dans 
e 
as, il est 
lair que : L(�; s) = 1 + Xn>L1�� ��(n)ns



2.2 Méthode des moments 57D'autre part, si on suppose que : 8l 2 N� ; ��(l)�" l"pour tout " > 0 alors sur <(s) > 1 + " :L(�; s) = 1 +O"� 1Q�(1��)(<(s)�(1+"))�
e qui justi�e bien le fait que L(�; s) est très pro
he de 1 (d'autant plus pro
he que �est grand). La façon la plus naturelle de 
hoisir un ramollisseur satisfaisant (2.2.3) est deprendre la série de Diri
hlet L(�; s)�1 sur <(s) > 1 et de la tronquer. De façon expli
ite,si : L(�; s)�1 =Xn�1 ��(n)nsalors on 
hoisit : M(�;�!x ; s) :=Xl�1 ��(l)F�L (l)ls :Revenons maintenant à l'exemple A. J.B. Conrey et K. Soundararajan ([CoSo℄) ontobtenu l'asymptotique du se
ond moment ramolli de la famille G autour du point 
ritique.Les 
oe�
ients de Diri
hlet du ramollisseur utilisé par les auteurs sont donnés par :8l 2 N� ; m�(l) := Æ2-l�(l)��8d(l):Il est tout à fait moral de retrouver la fon
tion de Moëbius dans 
es 
oe�
ients 
ar il s'agitplus ou moins des 
oe�
ients de Diri
hlet de l'inverse d'une série de Diri
hlet. L'hypothèse(2.2.3) est satisfaite sa
hant que :Xlm=n��8d(m)Æ2-l�(l)��8d(l) = ��8d(n)X2-ljn �(l)(2.2.4)Le résultat suit 
ar ��8d(n) = 0 si n est pair etPljn �(l) = Æ1(n). Le se
ond moment ramolliétudié par les auteurs est donné par :W(�;�) := 1P2-d �2(d)� � dX �X2-d �2(d) ����L���8d; 12 + ������2�� dX�où � est un nombre 
omplexe et � est une fon
tion lisse positive bornée à support 
ompa
tdans [1; 2℄ satisfaisant R 21 �(t)dt� 1. Pour 0 < � < 1, � > 0 et P un polyn�me de R[X℄,on dé�nit une fon
tion sur R2 par :V��;P (u; v) := 1 + exp (�u)� �sinhuu � sin vv �� Z �0 exp (�2u�(1� x)) ����P 0(x) + P 00(x)2(u+ iv)�����2 dx:



58 Familles de fon
tions L et momentsNotons que 
ette fon
tion admet une fausse singularité en tout point (u0; v0) satisfaisantu0v0 = 0 et s'y prolonge par 
ontinuité par V��;P (u0; v0). D'autre part :(2.2.5) 9 limu!+1V��;P (u; v) = 1et :(2.2.6) 9 limv!�1V��;P (u; v) = 1 + exp (�u)� sinhuu Z �0 exp (�2u�(1� x))P 0(x)2dx:Le résultat fondamental de J.B. Conrey et K. Soundararajan ([CoSo℄) est le suivant :Théorème 2.2.6 (J.B. Conrey-K. Soundararajan (2002)). Soient � un réel dans℄0; 1[, P un polyn�me satisfaisant P (0) = P 0(0) = P 0(�) = 0 et P (�) = 1 et � un nombre
omplexe. Si "0logX � j�j � 1logX pour une 
onstante absolue "0 > 0 et 0 < � < 12 alors :W(�;�) = V��;P (log (X)<(�); log (X)=(�)) +O� 1XÆ + L�2�(1��)logX �pour une 
onstante Æ stri
tement positive ne dépendant que de "0.Remarque 2.2.1. K. Soundararajan a annon
é aux Journées Arithmétiques 2003 à Graz(Autri
he) avoir établi une formule asymptotique pour les se
onds moments ramollis desfamilles H�.







Chapitre 3Se
ond moment harmonique ramolli desfon
tions L de Rankin-SelbergCe 
hapitre 
ontient les énon
és et les preuves des formules asymptotiques pré
ises éta-blies pour le se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-Selberg notéWh(g;�) où � est un nombre 
omplexe. La �gure 3.1 dé
rit le lieu de validité de 
es for-mules (
'est-à-dire les nombres 
omplexes � pour lesquels 
es formules s'appliquent) et leste
hniques employées pour les prouver.
0 1/2−C/log(q) 1/2+f(q)/log(q)

1

+b/log(q)
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contour

Fig 3.1: S
héma de preuve des résultatsTout au long de 
e 
hapitre, � désigne un nombre 
omplexe, � sa partie réelle, t sa partieimaginaire et Æ := it. 61



62 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-Selberg3.1 Présentation des résultatsLes résultats fondamentaux de 
e travail 
onsistent en des formules asymptotiques duse
ond moment harmonique ramolli Wh(g;�) de la famille F de l'exemple C. Celui-
i estdonné pour tout nombre 
omplexe � par :(3.1.1) Wh(g;�) := Ah "����L�:� g; 12 + ������2#où L(f � g; :) désigne la fon
tion L de Rankin-Selberg ramollie 
onstruite de façon pré
isedans la se
tion suivante.Comparons brièvement 
e travail ave
 
elui de J.B. Conrey et K. Soundararajan. Lenouveau 
hallenge réside dans le fait que le 
ondu
teur analytique Qf�g(0) de toute L(f �g; :) dans F(q) est grand par rapport à la taille de F(q) lorsque q devient grand :logQf�g(0)log jF(q)j ! 2 lorsque q ! +1alors que pour la famille G, Q��8d(0) et jG(X)j sont du même ordre de grandeur lorsque Xdevient grand : logQ��8d(0)log jG(X)j ! 1 lorsque X ! +1:Il en est de même pour les familles H� à savoir :logQf (0)log jH�(K)j ! 1 lorsque K ! +1:En parti
ulier, dans notre 
as, le se
ond moment est déjà 
ritique alors que pour les famillesG et H�, le moment 
ritique est le moment d'ordre 4. De plus, les fon
tions L de la familleG (respe
tivement H�) sont de degré 1 (respe
tivement 2) alors que les fon
tions L dela famille F sont de degré 4 : 
ela a

roît 
onsidérablement l'analyse 
ombinatoire de 
esmoments.La di�
ulté est d'estimer 
e se
ond moment harmonique ramolli autour du point 
ritique.On prouve que :Théorème 3.1.1. Soient � un réel dans ℄0; 1[, P un polyn�me satisfaisant P (0) = P 0(0) =P 0(�) = 0 et P (�) = 1 et � un nombre 
omplexe. Soit g une forme primitive 
uspidalede niveau D sans fa
teurs 
arrés et de 
ara
tère trivial. Supposons que q est un nombrepremier, premier ave
 D et qu'il n'y a que des formes nouvelles dans Sk(q). Si :"0log q � j�j � 1log qpour une 
onstante absolue "0 > 0 et L = q2� < pq alors :(3.1.2) Wh(g;�) = V��;P (2 log (q)<(�); 2 log (q)=(�)) + Errse
(q; L;�)+Ok;g � 1qÆ + 1log q ��R+(� ) L�2�(1��) + �R�(� ) q�2�L�4���



3.1 Présentation des résultats 63où Æ est une 
onstante absolue stri
tement positive et une borne pour le terme d'erreur estdonnée par :(3.1.3) Errse
(q; L;�) = O";k;g (qL)" L 52q 112 + L 214q 14 !!pour tout " > 0.Remarque 3.1.1. Le le
teur peut véri�er que le même résultat reste valide ave
 des 
ondi-tions légèrement moins restreignantes sur le nombre 
omplexe � à savoir :"0log q � j�j;� 
log q � <(�) � f1(q)log q ;j=(�)j � f2(q)log qoù "0 et 
 sont des 
onstantes absolues stri
tement positives et f1, f2 sont des fon
tionsstri
tement positives véri�ant : 9 limq!+1 f1(q) = +1;f1(q) = o(log q);f2(q) = O(log q):Sous les autres hypothèses du théorème pré
édent,(3.1.4) Wh(g;�) = V��;P (2 log (q)<(�); 2 log (q)=(�)) + Errse
(q; L;�)+Ok;g � 1qÆ +�f1(q)log q + f2(q)log q ���R+(� ) L�2�(1��) + �R�(� ) q�2�L�4���où Æ est une 
onstante absolue stri
tement positive. Cette variante nous permettra, au
ours de l'estimation du se
ond moment harmonique ramolli loin du point 
ritique, de nousdé
aler vers la droite du point 
ritique d'une distan
e légèrement plus grande que l'inversedu logarithme du 
ondu
teur analytique évalué en 0.Dans toute la suite, on dira que � = logL2 log q est e�e
tif si :(3.1.5) Errse
(q; L = q2�;�) = Ok;g �(1 + j=(�)j)B 1q��pour une 
onstante absolue � stri
tement positive. Le théorème pré
édent assure que tout� < 160 = 0:016666::: est e�e
tif. Ainsi, la borne obtenue pour le terme d'erreur est loind'être su�sante 
ar elle nous empê
he de pouvoir prendre un ramollisseur de longueurlogarithmique relative su�samment grande pour ramollir e�
a
ement les fon
tions L de



64 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-SelbergRankin-Selberg alors que J.B. Conrey et K. Soundararajan avaient réussi à prendre un ra-mollisseur de longueur relative 12 
e qui est ex
ellent. Améliorer 
ette borne sera fait dansle 
hapitre suivant et 
onstitue le résultat essentiel de 
e mémoire.Loin de 12 , on trouve par des prin
ipes généraux de 
onvexité de type Phragmen-Lindelöfque :Théorème 3.1.2. Soit g une forme primitive 
uspidale de niveau D sans fa
teurs 
arréset de 
ara
tère trivial. Supposons que q est un nombre premier, premier ave
 D et qu'il n'ya que des formes nouvelles dans Sk(q). Si � est un nombre 
omplexe véri�ant :<(�) � f(q)log qoù f est une fon
tion stri
tement positive satisfaisant :9 limq!+1 f(q) = +1;f(q) = o(log q)et � est e�e
tif alors pour tout 0 < a < 4�(1��), on a :(3.1.6) Wh(g;�) = Ahq [1℄ +O �(1 + j=(�)j)Bq�a<(�)�pour une 
onstante absolue B > 0.Remarque 3.1.2. Dans les deux théorèmes pré
édents, l'hypothèse "il n'y a que des formesnouvelles dans Sk(q)" est purement te
hnique et provient du théorème 3.3.1. On supprimera
ette hypothèse dans l'annexe D.3.2 Fon
tion L de Rankin-Selberg ramollieIl s'agit d'expli
iter i
i le 
hoix du ramollisseur pour la famille F de l'exemple C. Sur<(s) > 1, on a : L(f � g; s) =Xn�1 af�g(n)nsave
 : 8n � 1; af�g(n) = Xn=n21n2 "q(n1)"D(n1)�f(n2)�g(n2):Remarquons que jaf�g(n)j � � (n)2Pn=n21n2 1�" n" pour tout " > 0. La série de Diri
hletde L(f � g; s)�1 est donnée par :Proposition 3.2.1. Sur <(s) > 1,L(f � g; s)�1 = K(g; 2s)Xl�1 g
f�g(l; s)ls



3.2 Fon
tion L de Rankin-Selberg ramollie 65où pour tout nombre premier p et tout entier naturel non-nul l :Kp(g; s) := 1 + "q(p)�g(p2)p�s + "qD(p)p�2s;g
f�g(l; s) := Xl=l1l22l33 �2(l1l2l3)�(l1l3)"q(l3)"D(l2l3)�g(l1l3)K(l)(g; s)�1�f(l1l22l3):Preuve de la proposition 3.2.1. On ne donne que les grandes lignes. Si on pose :L(f � g; s)�1 :=Xl�1 ullsalors on montre que ul = 0 sauf si l = l1l22l33l44 ave
 l1, l2, l3, l4 des entiers naturels non-nulssans fa
teurs 
arrés et deux à deux premiers entre eux auquel 
as :ul = �(l1l3)"qD(l3l4)�f(l1l3)�g(l1l3) Xl2=l02l002 "q(l002)"D(l02)�f(l022 )�g(l0022 )En fait, on peut se limiter à 
al
uler upk pour tout nombre premier p et tout entier naturelk par multipli
ativité. Ce
i a
hève la preuve �On remarque que la fon
tion K(g; s) s'é
rit sous la forme suivante :K(g; s) = k(g; s)L(q)(g � g; s)�(qD)(s)où k(g; s) est une fon
tion holomorphe sur <(s) > 12 . Ainsi, K(g; s) s'étend en une fon
tionholomorphe sur <(s) > 12 .Redonnons une dernière fois les notations. Soient 0 < � < 1 un nombre réel, P unpolyn�me de R[X℄ satisfaisant P (�) = 1, P (0) = P 0(0) = P 0(�) = 0 et L = q2� � 1 unentier naturel non-nul ave
 � > 0. On pose :F�L (l) = 8><>: 1 si 1 � l � L1��P � log LllogL � si L1�� � l � L0 sinon.On 
hoisit le ramollisseur suivant :M(f � g; s) = K(g; 2s)Xl�1 
f�g(l; s)lsave
 :
f�g(l; s) = Xl=l1l22l33 �2(l1l2l3)�(l1l3)"q(l3)"D(l2l3)�f(l1l22l3)�g(l1l3)K(l)(g; 2s)�1F�L (l1l22l3)



66 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-Selbergpour tout entier naturel non-nul l, tout nombre 
omplexe s et on remarque que :M(f � g; s) =Xl�1 �f(l)ls xl(g; s)où : xl(g; s) = K(g; 2s) Xl=l1l22l3 1l2s3 �2(l1l2l3)�(l1l3)"q(l3)"D(l2l3)�g(l1l3)K(l)(g; 2s)�1F�L (l)pour tout entier naturel non-nul l et tout nombre 
omplexe s de sorte que M(f � g; :) estbien un polyn�me de Diri
hlet de longueur au plus L = q2�. � est la longueur relativelogarithmique du ramollisseur. La forme du ramollisseur assure que :(3.2.1) L(f � g; s) = 1 +O" �L(1��)(1+"��)�pour tout " > 0 et sur <(s) := � > 1 + ". Par 
onséquent, L(f � g; :) ne s'annule pas àdroite de 1 + log2 qlog q (au moins pour q su�samment grand). De plus, pour q su�sammentgrand, jL(f � g; s) � 1j < 1 sur <(s) > 1 + " et il est alors légitime de poser :(logL(f � g; :)) (s) := L (L(f � g; s))sur <(s) > 1 + " ave
 L(z) :=Pn�1 (�1)n+1n (z � 1)n.On 
her
he à donner une expression intégrale des 
oe�
ients du ramollisseur qui serautile pour la suite. Premièrement, à tout polyn�meA(X) =Pk�0 akXk et pour tout nombreréel M , on asso
ie la fon
tion suivante :dAM (s) =Xk�0 ak k!(s logM)k :pour tout nombre 
omplexe s. On obtient le résultat suivant :Lemme 3.2.2. Soit m un entier naturel non-nul.12i� logM Z(3)�Mm�sdAM (s)dss2 = Æm<M  Z (1)A! log �Mm �logM !où R (1)A désigne le polyn�me obtenu en intégrant 1 fois A sans au
une 
onstante d'inté-gration.Preuve du lemme 3.2.2. Par linéarité, on se rend 
ompte qu'il est su�sant de prouver
e lemme pour A(X) = Xk ave
 k 2 N. En posant y = Mm , 
ela revient à prouver que :12i� Z(3) ys dssk+2 = Æy>1 logk+1 (y)(k + 1)!
e qui est un résultat 
lassique bien 
onnu qui s'obtient par un dé
alage judi
ieux des
ontours.



3.3 Le se
ond moment harmonique ramolli autour du point 
ritique 67�Au polyn�me P déjà dé�ni, on asso
ie le polyn�me suivant :R(X) := P ((1��)X + �)� 1et l'on donne l'expression intégrale du ramollisseur qui est une 
onséquen
e dire
te dulemme pré
édent :Proposition 3.2.3. Soit l un entier naturel non-nul.F�L (l) = 12i� logL Z(3)�L1��l �s�
P 0L(s)L�s � 11��\R0L1��(s)� dss2 :3.3 Le se
ond moment harmonique ramolli autour dupoint 
ritique3.3.1 Les se
onds moments harmoniques tordus selon E. Kowalski,P. Mi
hel et J. VanderkamLes se
onds moments harmoniques tordus de la famille F sont donnés par :(3.3.1) Mhg(�; l) := Ahq �L�:� g; 12 + ��L�:� g; 12 + ���:(l)�où � est un nombre 
omplexe, l est un entier naturel non-nul et �:(l) est la l-ème valeurpropre de He
ke. E. Kowalski, P. Mi
hel et J. Vanderkam ont donné dans [KoMiVa℄ uneformule asymptotique pour 
es quantités sous 
ertaines 
onditions très raisonnables portantsur D et k; q.Certaines de leurs notationsOn redonne i
i des notations utilisés dans leur arti
le. Pour z et s des nombres 
omplexes,on pose : �g(s) := � �s+ jk � kgj2 �� �s+ jk + kgj2 � 1� ;Gg;z(s) := (4�2)z�g �12 + z�  � �12 + s� z�� �12� !5 Pg(s)Pg(z)où �(s) = s(1�s)�� s2� (s)�(s) et Pg(s) est un polyn�me pair dont les 
oe�
ients sont réels,ne dépendent que de k; kg et sont 
hoisis de sorte que Pg(s)�g �12 + s� soit holomorphe sur<(s) > �A ave
 A > 12 . On remarque que :(3.3.2) 8(z; s) 2 C 2 ; Gg;z(�s) = (4�2)z �g �12 � z�(4�2)�z �g �12 + z�Gg;�z(s):



68 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-SelbergOn pose pour tous nombres 
omplexes z et s :Hg;z(s) := �4�2��s �g �12 + s�Gg;z(s):Ainsi, 8z 2 C ; Hg;z(z) = 1:Finalement : 8z 2 C ; "z(f � g) := (4�2)z �g �12 � z�(4�2)�z �g �12 + z�"(f � g)Souvenons-nous que "(f � g) = 1.Nouvelles notationsSoit S l'involution sur f��;��g donnée par S(z) = �z. On dé�nit :S(�; �) := f(�; �); (S(�); �); (�;S(�)); (S(�);S(�))get �1(a; b) := a; �2(a; b) := b pour tous objets a et b. Soit " (g;�) la matri
e suivante :" (g;�) := � 1 "�(f � g) "�(f � g) "�(f � g)"�(f � g) � :On dé�nit aussi : M(g;�; l) := 0BB� Mg((�; �)); l)Mg((S(�); �); l)Mg((�;S(�)); l)Mg((S(�);S(�)); l) 1CCAoù pour tout U 2 S(�; �) on a posé :Mg(U ; l) := '(q)qpl resu=�1(U) 12i� Z(3) Jg(u; v;U ; l)(qD)u+v dv(u� �1(U))(v � �2(U))ave
 :Jg(u; v;U ; l) := Hg;�1(U)(u)�(D)(1 + 2u)Hg;�2(U)(v)�(qD)(1 + 2v)�g(l;u; v)L(g � g; 1 + u+ v)�D(2(1 + u+ v))où : �g(l;u; v) :=XÆ"=l 1Æu"v YpjÆ" Xk�0 �g(pk+vp(Æ))�g(pk+vp("))pk(1+u+v) ! Xk�0 �g(pk)�g(pk)pk(1+u+v) !�1 :



3.3 Le se
ond moment harmonique ramolli autour du point 
ritique 69Le résultat de leur travailThéorème 3.3.1 (E. Kowalski-P. Mi
hel-J. Vanderkam (2002)). Soit g une formeprimitive 
uspidale de niveau D sans fa
teurs 
arrés et de 
ara
tère trivial. Supposons que qest premier, premier ave
 D et qu'il n'y a que des formes nouvelles dans Sk(q). Si j� j � 1log qalors pour tout entier naturel non-nul l < q,(qD)2� Mhg(�; l) = " (g;�)M(g; �; l) + Errtwist(q; l;�)où une borne pour le terme d'erreur est donnée par :(3.3.3) Errtwist(q; l;�) = O";k;g �(ql)" (1 + j=(�)j)B � la1qb1 + la2qb2��ave
 a1 = 34 ; b1 = 112 , a2 = 178 ; b2 = 14 et pour tout " > 0.Remarque 3.3.1. En
ore une fois, la 
ondition �il n'y a que des formes nouvelles dansSk(q)� est simplement te
hnique et sera supprimé dans l'annexe D.3.3.2 Appli
ation au se
ond moment harmonique ramolliOn borne Wh(g;�) lorsque � est à une distan
e de l'ordre de 1log q du point 
ritique eton prouve dans 
ette partie le théorème 3.1.2. En fait, on ne le prouve que pour � véri�ant� 6= 0 et t 6= 0 a�n de simpli�er la présentation de la preuve mais le théorème reste validesans 
es hypothèses sur �. Posons �1 := �, �2 := �. On a pour tout 
omplexe � :Wh(g;�) = (qD)�2� Xl1;l2�1 1l 12+�11 l 12+�22 Xd�1 "q(d)d1+�1+�2 xdl1(g; �)xdl2(g; �)(qD)2�Mhg (�; l1l2):Dé�nissons : W(g;�) := 0BB� Wg((�; �))Wg((S(�); �))Wg((�;S(�)))Wg((S(�);S(�))) 1CCAave
 pour U dans S(�; �) :(3.3.4) Wg(U) := (qD)�2� Xl1;l2�1 1l 12+�11 l 12+�22 Xd�1 "q(d)d1+�1+�2xdl1(g; �1)xdl2(g; �2)Mg(U ; l1l2):Le théorème 3.3.1 entraîne que :Proposition 3.3.2. Soit g une forme primitive 
uspidale de niveau D sans fa
teurs 
arréset de 
ara
tère trivial. Supposons que q est premier, premier ave
 D et qu'il n'y a que desformes nouvelles dans Sk(q). Si j� j � 1log q alors pour tout entier naturel non-nul L < pq,(3.3.5) Wh(g;�) = " (g;�)W(g;�) + Errse
(q; L;�)où Errse
(q; L;�) := (qD)�2� X1�l1;l2;d;dl1�L;dl2�L xdl1(g; �1)xdl2(g; �2)l 12+�11 l 12+�22 d1+�1+�2 Errtwist(q; l1l2;�)



70 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-Selbergsatisfait :(3.3.6) Errse
(q; L;�) = O�;k;g �(qL)"(1 + jtj)B �L2a1+1qb1 + L2a2+1qb2 ��pour tout " > 0. Par 
onséquent, si(3.3.7) � < inf � b12 (2a1 + 1) ; b22 (2a2 + 1)� = 160 = 0:01666:::alors � est e�e
tif.Preuve de la proposition 3.3.2. Il s'agit simplement de véri�er la borne du termed'erreur. On a :jErrse
(q; L;�)j � (qD)�2� Xd�1 1d1+2� Xl1;l2�1 jxdl1(g; �1)jl 12+�1 jxdl2(g; �2)jl 12+�2 �la1q�b1 + la2q�b2� :Comme jxdli(g; �i)j �" L"Pdli=l1l22l3 1, (dli)�� = O(1) et ai � 12 � 0, on remarque que :jErrse
(q; L;�)j �" (qL)"Xd�1 1d X1�l1;l2�Ld �L2(a1� 12 )q�b1 + L2(a2� 12 )q�b2�
e qui entraîne le résultat �Etudions maintenant le terme prin
ipal du se
ond moment harmonique ramolli qui estdonné par (qD)�2�" (g;�)W(g;�). On pose :"f�g(�; �) = 1;"f�g(��; �) = "�(f � g);"f�g(�;��) = "�(f � g);"f�g(��;��) = "�(f � g)"�(f � g):On montre que :Proposition 3.3.3. Soit g une forme primitive 
uspidale de niveau D sans fa
teurs 
arréset de 
ara
tère trivial. Si j� j � 1log q alors il existe Æ > 0 tel que :" (g;�)W(g;�) = X(�;�)2S(�;�)Wh(�;�)(�) +Og(q�Æ)où Æ > 0 est une 
onstante absolue et Wh(�;�)(�) = f(�; �)V(�;�)(�) ave
 :V(�;�)(�) :=Xl�1 �g(l;�; �) Xl1l2=lXd�1 1d1+�1+�2 xdl1(g; �1)l1+�11 xdl2(g; �2)l1+�22et :f(�; �) := '(q)q (qD)�2�+�+�"f�g(�; �)L(g � g; 1 + �+ �)�(D)(1 + 2�)�(qD)(1 + 2�)�(D)(2(1 + �+ �)) :



3.3 Le se
ond moment harmonique ramolli autour du point 
ritique 71Preuve de la proposition 3.3.3. Selon (3.3.4) et l'expression intégrale des 
oe�
ientsdu ramollisseur (
onfer proposition 3.2.3), on obtient pour U = (�; �) 2 S(�; �) :Wg(U) = (qD)�2� �(q)q (logL)2 resu=� 1(2i�)3 Z(3) Z(3) Z(3)mg(u; v; s1; s2)ds1s21 ds2s22 dv(u� �)(v � �)où l'on a posé :mg(u; v; s1; s2) := (qD)u+vHg;�(u)Hg;�(v)hg(u; v; s1; s2)L(1��)s1 �
P 0L(s1)L�s1 � 11��\R0L1��(s1)�L(1��)s2 �
P 0L(s2)L�s2 � 11� �\R0L1��(s2)��(D)(1 + 2u)�(qD)(1 + 2v)�(D)(1 + s1 + 2�1)�(D)(1 + s2 + 2�2)�(D)(2(1 + u+ v))L(g � g; 1 + u+ v)L(g � g; 1 + s1 + s2 + �1 + �2)L(g � g; 1 + u+ s2 + �2)L(g � g; 1 + v + s2 + �2)L(g � g; 1 + s1 + 2�1)L(g � g; 1 + s2 + 2�2)L(g � g; 1 + u+ s1 + �1)L(g � g; 1 + v + s1 + �1) :I
i, hg est une fon
tion holomorphe quand toutes les variables ont une partie réelle légè-rement négative qui satisfait hg(u; v; s1; s2) = hg(v; u; s1; s2). Ainsi, le p�le en u = � estsimple d'où :Wg(U) = (qD)�2� �(q)q (logL)2 1(2i�)3 Z(3) Z(3) Z(3)mg(�; v; s1; s2)ds1s21 ds2s22 dvv � � :En tant que fon
tion de v, l'intégrande admet trois p�les simples en v = �, �� et 0. Onbouge le v-
ontour jusqu'à ��12 + "� heurtant 
es trois p�les et on remarque que l'intégralerésiduelle est bornée par q�Æ pour une 
onstante absolue Æ > 0. Ainsi, à un 
oût admissibleprès, on a :" (g;�)W(g;�) = X(�;�)2S(�;�) "f�g(�; �) (r1(�; �) + r2(�; �) + r3(�; �))où r1(�; �) (respe
tivement r2(�; �), r3(�; �)) est la 
ontribution du résidu en v = � (res-pe
tivement ��, 0) provenant de Wg((�; �)). On remarque que :"f�g(�; �)r2(�; �) = �"f�g(��;��)r2(��;��);"f�g(�; �)r3(�; �) = �"f�g(�;��)r3(�;��)
ar : "f�g(�; �)Hg;�(��) = "f�g(��;��)Hg;��(�);"f�g(�; �)Hg;�(0) = "f�g(�;��)Hg;��(0)selon (3.3.2). Ainsi, la 
ontribution du p�le en v = �� provenant deWg((�; �)) se 
ompenseexa
tement ave
 la 
ontribution du p�le en v = �(��) provenant de Wg((��;��)) et la



72 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-Selberg
ontribution du p�le en v = 0 provenant de Wg((�; �)) se 
ompense exa
tement ave
 la
ontribution du p�le en v = 0 provenant de Wg((�;��)). Ainsi, à un 
oût admissible près,on a : " (g;�)W(g;�) = X(�;�)2S(�;�) "f�g(�; �)r1(�; �)
e qui est exa
tement le terme prin
ipal de la proposition 3.3.3 �On pose pour tous entiers naturels non-nuls m;n et pour tout (�; �) dans S(�; �) :Vg(m;n;�; �) := Yp2Ppjjmpjjn �g(p3;�; �)�g(p;�; �)�g(p2;�; �) ;Wg(m;n;�; �) := Yp2Ppjjmpjjn �g(p2;�; �)�g(p;�; �)2 :Lemme 3.3.4. Soient � un nombre 
omplexe et (�; �) dans S(�; �). On a :V(�;�)(�) =Xw�1 1w1+�1+�2 Xuvjw �(�;�)(u; v)Su;v;w(�; �;�1)Su;v;w(�; �;�2)où pour z dans f�1; �2g :�(�;�)(u; v) = �(u)�g(u2;�; �)�g(v2;�; �)Vg(u; v;�; �)2uv ;Su;v;w(�; �; z) = Xl�1 �g(l;�; �)Vg(l; v;�; �)Wg(l; u;�; �)l1+z xwl(g; z):Preuve du lemme 3.3.4. On a en posant l1 = ka et l2 = kb ave
 a ^ b = 1 :V(�;�)(�) =Xk�1 Xa^b=1 �g(k2ab;�; �)k1+�1+�2a1+�1b1+�2 Xd�1 xdka(g; �1)xdkb(g; �2)d1+�1+�2 :Par la multipli
ativité de �g et le fait que ka et kb sont deux entiers naturels sans fa
teurs
ubiques ave
 a ^ b = 1, on a :�g(k2ab;�; �) = �g(k2;�; �)�g(a;�; �)�g(b;�; �)Vg(a; k;�; �)Vg(b; k;�; �)d'où,V(�;�)(�) = Xk;
;d�1 �g(k2;�; �)�(
)(k
d)1+�1+�2k
 Xa�1 �g(a
;�; �)Vg(a
; k;�; �)a1+�1 xdka(g; �1)! Xb�1 �g(b
;�; �)Vg(b
; k;�; �)b1+�2 xdkb(g; �2)! :



3.3 Le se
ond moment harmonique ramolli autour du point 
ritique 73De nouveau, on remarque que :�g(a
;�; �) = �g(a;�; �)�g(
;�; �)Wg(a; 
;�; �)
e qui nous amène à l'expression 
orre
te énon
ée dans le lemme �Dé�nissons pour (�; �) dans S(�; �) :V�(�;�)(�) = X1�w�L1�� 1w1+�1+�2Xuvjw �(�;�)(u; v)Su;v;w(�; �;�1)Su;v;w(�; �;�2);V>(�;�)(�) = XL1��<w�L 1w1+�1+�2Xuvjw �(�;�)(u; v)Su;v;w(�; �;�1)Su;v;w(�; �;�2)et appelons-les somme des respe
tivement petits et grands termes. On prend aussi les no-tations 
orrespondantes : Wh;�(�;�)(�) = f(�; �) V�(�;�)(�);Wh;>(�;�)(�) = f(�; �) V>(�;�)(�);Wh�(�) = X(�;�)2S(�;�)Wh;�(�;�)(�);Wh>(�) = X(�;�)2S(�;�)Wh;>(�;�)(�):En�n, asso
ions à tout 
ouple (�; �) de S(�; �) le réel suivant :(3.3.8) m(�; �) := inf (<(�);<(�)):3.3.3 Contribution des petits termesEtude de Su;v;w(�; �; z) quand 1 � w � L1��.On pose pour tout nombre 
omplexe z et tous entiers naturels non-nuls l1, l2, l3, l :�z(l1; l2; l3) = �2(l1l2l3)�(l1l3)"D(l2l3)l1+2z3 �g(l1l3)�z(l) = Xl=l1l22l3 �z(l1; l2; l3)de sorte que :xl(g; z) = K(g; 1 + 2z) Xl=l1l22l3 �z(l1; l2; l3)F�L (l)K(l)(g; 1 + 2z)�1:On dé�nit aussi pour tous entiers naturels non-nuls u; v; w véri�ant uv j w, tout nombreréel y > 0, tout nombre 
omplexe s et tout polyn�me R :



74 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-Selberg(3.3.9) Tu;v;w(s;�; �; z) = K(g; 1 + 2z)Xl�1 �g(l;�; �)Vg(l; v;�; �)Wg(l; u;�; �)l1+s+zXwl=l1l22l3 �z(l1; l2; l3)K(wl)(g; 1 + 2z)�1;(3.3.10) Tu;v;w;y;R(�; �; z) = K(g; 1 + 2z) X1�l� yw �g(l;�; �)Vg(l; v;�; �)Wg(l; u;�; �)l1+zXwl=l1l22l3 �z(l1; l2; l3)K(wl)(g; 1 + 2z)�1R log � ywl�log y ! :Finalement, on dé�nit pour tout nombre premier p et tout nombre 
omplexe s :L0p(s; �; �; z) = Kp(g; 1 + 2z) + �g(p;�; �)�z(p)p1+s+z + �g(p2;�; �)�z(p2)p2(1+s+z)et :L1p(u; v; w; s; �; �; z) = Kp(g; 1 + 2z)�1 + �g(p; u;�; �)Vg(p; v;�; �)Wg(p; u;�; �)�z(wp)p1+s+z�z(w) � :Rappelons la forme de la région sans zéros de Hadamard-de la Vallée-Poussin pour L(g �g; 1 + :) dans le lemme suivant :Lemme 3.3.5. Etant donné g 
omme 
i-dessus, il existe 
g > 0 aussi petit que né
essairetel que L(g � g; 1 + :) ne s'annule pas dans le domaine :�s 2 C ;<(s) � �
glog (2 + j=(s)j)� :De plus, 
ette fon
tion, son inverse et leurs dérivées jusqu'à l'ordre � sont bornées sur lafrontière de 
e domaine par Cg;�;Æ (1 + j=(s)j)Æ pour tout Æ > 0.Cela sera utile dans le lemme suivant :Lemme 3.3.6. Soient z dans f�1; �2g et (�; �) dans S(�; �). Soient u, v et w des entiersnaturels non-nuls. Soit y un nombre réel satisfaisant y > w.(3.3.11) Tu;v;w(s;�; �; z) = �z(w)K(w)(g; 1 + 2z)�1h1(u; v; w; s; �; �; z)L(q)(Sym2(g); 1 + 2z)L(g � g; 1 + s+ z + �)L(g � g; 1 + s + z + �)où h1 est holomorphe quand toutes les variables ont une partie réelle légèrement négative etest dé�nie par :(3.3.12) h1;p(u; v; w; s; �; �; z) = Lp(g � g; 1 + s+ z + �)Lp(g � g; 1 + s + z + �)L(q)p (Sym2(g); 1 + 2z)�8><>:L0p(s; �; �; z) si p - w;L1p(u; v; w; s; �; �; z) si p jj w;Kp(g; 1 + 2z) si p2 jj w:
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ond moment harmonique ramolli autour du point 
ritique 75Par 
onséquent, si � est un nombre 
omplexe borné satisfaisant j� j � 1log q et R est unpolyn�me satisfaisant R(0) = R0(0) = 0 alors :(3.3.13) Tu;v;w;y;R(�; �; z) = (ress=0 �z(w)K(w)(g; 1 + 2z)�1h1(u; v; w; s; �; �; z)L(q)(Sym2(g); 1 + 2z)sL(g � g; 1 + s+ z + �)L(g � g; 1 + s+ z + �)Xl�0 1(s log y)lR(l) log � yw�log y !)+Og� j�z(w)jlog2 y � yw��(�+m(�;�)) exp��A0rlog� yw���pour une 
onstante absolue A0 > 0.Preuve du lemme 3.3.6. L'égalité (3.3.11) se prouve en 
al
ulant le développement enproduit Eulérien de 
haque membre de l'égalité et en véri�ant leur égalité. Contentons-nous de prouver l'égalité (3.3.13). En réinje
tant le développement de Taylor de R dansl'expression de Tu;v;w;y;R(�; �; z) et en tenant 
ompte du fait que 
omme y > w,1j! �log � yw��j = 12i� Z(3) � yw�s dssj+1pour tout entier naturel j � 2, on obtient :Tu;v;w;y;R(�; �; z) =Xj�2 R(j)(0)(log y)j 12i� Z(3) �z(w)K(w)(g; 1 + 2z)�1L(q)(Sym2(g); 1 + 2z)L(g � g; 1 + s+ z + �)L(g � g; 1 + s+ z + �) � yw�s h1(u; v; w; s; �; �; z) dssj+1 :Les hypothèses portant sur le nombre 
omplexe � entraînent qu'il est possible de trouverune 
onstante absolue F1 > 0 telle que :<(z + �);<(z + �) � �F1log y :On bouge le 
ontour jusqu'à la droite <(s) = F1+1log ( yw ) sans 
roiser de p�les et on 
oupel'intégrale au segment : " F1 + 1log � yw� � iT; F1 + 1log � yw� + iT#à un 
oût admissible de O �j�z(w)j log � yw�2T�2� où T := exp�qlog � yw��. On bouge lesegment pré
édent jusqu'au segment :�� inf (<(z + �);<(z + �))� F2log T � iT;� inf (<(z + �);<(z + �))� F2log T + iT�



76 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-Selbergoù F2 est une 
onstante absolue 
hoisie de sorte que 
e segment soit in
lus dans une régionsans zéros pour L(g � g; 1 + : + z + �)L(g � g; 1 + : + z + �) donnée par le lemme 3.3.5.On 
roise un p�le multiple en s = 0 dont le résidu est pré
isément le terme prin
ipal de(3.3.13). En e�et, pour le 
al
ul de résidu, il est possible de rempla
er :Xj�2 R(j)(0)sj logj (y) � yw�spar : Xj�2 R(j)(0)sj(log y)j  X0�i�j sii! �log yw�i!qui vaut sa
hant que R(0) = R0(0) = 0 :Xh�0 s�hlogh (y)Xi�0 R(h+i)(0)i! � log ywlog y �i :Les intégrales résiduelles 
ontribuent 
omme :Og j�z(w)j�log�Tyw ��2 T�2 + � yw�� inf (<(z+�);<(z+�))� F2log T!! :Ainsi, il existe une 
onstante absolue A0 > 0 telle que tous les termes d'erreur soient bornéspar : j�z(w)jlog2 y � yw�� inf (<(z+�);<(z+�)) exp��A0rlog � yw�� �Cela nous amène dire
tement à :Proposition 3.3.7. Soient z dans f�1; �2g, (�; �) dans S(�; �) et u, v des entiers naturelsnon-nuls. Si � est un nombre 
omplexe borné satisfaisant j� j � 1log q et w est un entiernaturel satisfaisant 1 � w � L1�� alors :(3.3.14) Su;v;w(�; �; z) = TP�u;v;w(�; �; z) + Err�u;v;w(�; �; z)où le terme prin
ipal TP�u;v;w(�; �; z) est donné par :Æ(z+�)(z+�)6=0 �z(w)h1(u; v; w; 0; �; �; z)K(w)(g; 1 + 2z) L(q)(Sym2(g); 1 + 2z)L(g � g; 1 + z + �)L(g � g; 1 + z + �)et une borne pour le terme d'erreur est donnée par :Err�u;v;w(�; �; z) = Og j�z(w)jlog2 q �L1��w ��(�+m(�;�)) exp �A0slog�L1��w �!! :



3.3 Le se
ond moment harmonique ramolli autour du point 
ritique 77Preuve de la proposition 3.3.7. Soit Q(X) = 1� P (� + (1��)X). Il satisfait Q(0) =Q0(0) = 0 et : P  log �Lw�logL ! = 1�Q0� log �L1��w �log (L1��)1A ;1logl (L)P (l) log �Lw�logL ! = � 1logl (L1��)Q(l)0� log�L1��w �logL1�� 1A :pour tout entier naturel non-nul l. Remarquons que :Su;v;w(�; �; z) = Tu;v;w;L;P (�; �; z) + Tu;v;w;L1�� ;Q(�; �; z)En appliquant le lemme 3.3.6 à deux reprises, on remarque que le terme prin
ipal (
'est-à-dire la somme des deux résidus) vaut :ress=0 � � � � � �Xl�0 1sl 0BB� 1logl (L)P (l) log �Lw�logL !+ 1logl (L1��)Q(l)0BB� log�(L1��)w �log (L1��) 1CCA1CCAoù les pointillés sont mis pour la fon
tion de la variable 
omplexe s 
onvenable (
onferlemme 3.3.6). Le le
teur peut noter que la seule 
ontribution provient de l = 0 et que lesautres termes prin
ipaux provenant de l � 1 se 
ompensent exa
tement 
e qui a
hève lapreuve �Remarque 3.3.2. La proposition pré
édente révèle que le seul terme qui 
ontribue vrai-ment au terme prin
ipal de Wh�(�) est Wh;�(�;�)(�).Etude de V�(�;�)(�).Posons :



78 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-Selberg(3.3.15)Lp(s; �; �) = 0� Yz2f�1;�2gL0p(0; �; �; z)1A + p�(1+s)(0� Yz2f�1;�2g �z(p)L1p(1; 1; p; 0; �; �; z)Kp(g; 1 + 2z) 1A+ �g(p2;�; �)p�10� Yz2f�1;�2g �z(p)L1p(1; p; p; 0; �; �; z)Kp(g; 1 + 2z) 1A� �g(p;�; �)2p�10� Yz2f�1;�2g �z(p)L1p(p; 1; p; 0; �; �; z)Kp(g; 1 + 2z) 1A)+0� Yz2f�1;�2g�z(p2)1A p�2(1+s)(1 + �g(p2;�; �)p�1 � �g(p;�; �)2p�1� �g(p;�; �)2�g(p2;�; �)Vg(p; p;�; �)2p�2 + �g(p4;�; �)p�2):L'évaluation de V�(�;�)(�) né
essite le lemme suivant :Lemme 3.3.8. Soient � un nombre 
omplexe, (�; �) dans S(�; �) et z dans f�1; �2g.(3.3.16) Xw�1 1w1+s Xuvjw �(�;�)(u; v)0� Yz2f�1;�2g �z(w)K(w)(g; 1 + 2z)h1(u; v; w; 0; �; �; z)1A =L(g � g; 1 + s)h2(s; �; �)où h2 est une fon
tion holomorphe quand toutes les variables ont une partie réelle légèrementnégative qui est dé�nie par :(3.3.17) h2;p(s; �; �) = 0� Yz2f�1;�2g Lp(g � g; 1 + z + �)Lp(g � g; 1 + z + �)L(q)p (Sym2(g); 1 + 2z) 1ALp(g � g; 1 + s)Lp(s; �; �):Par 
onséquent, si j� j � 1log q alors :(3.3.18) X1�w�x 1w1+�1+�2 Xuvjw �(�;�)(u; v)0� Yz2f�1;�2g �z(w)K(w)(g; 1 + 2z)h1(u; v; w; 0; �; �; z)1A= L(g � g; 1 + �1 + �2)h2(�1 + �2; �; �) �1� x�2��+Og �x�2�� :Preuve du lemme 3.3.8. L'égalité (3.3.16) se prouve en 
al
ulant le développement enproduit Eulérien de 
haque membre et en remarquant qu'ils 
oin
ident. Contentons-nous



3.3 Le se
ond moment harmonique ramolli autour du point 
ritique 79de détailler la preuve de l'égalité (3.3.18). La formule de Perron (
onfer proposition C.3.1)assure que le membre de gau
he de 
ette égalité vaut :12i� Z A+iTA�iT L(g � g; 1 + s+ 2� )h2(s+ 2�; �; �)xsdss +O�xA�2�T � :où A > �2� et T > 0 seront 
hoisis ultérieurement. On bouge le 
ontour jusqu'à <(s) = �Aheurtant des p�les en s = 0 et s = �2� . L'intégrale résiduelle 
ontribue 
omme :Og�xA�2�T + x�A�2�T� :On 
hoisit T = xA a�n de retrouver le terme d'erreur de (3.3.18). Les résidus des p�lesren
ontrés sont :L(g � g; 1 + 2� )h2(2�; �; �)� Rg2� h2(0; �; �)x�2� =L(g � g; 1 + 2� )h2(2�; �; �) �1� x�2��+Og �x�2���Enonçons dans la proposition suivante l'estimation de V�(�;�)(�).Proposition 3.3.9. Soient � un nombre 
omplexe et (�; �) dans S(�; �). Si j�j � 1log qalors :V�(�;�)(�) = Æ(�;�)(�; �) h2(�1 + �2; �; �)L(g � g; 1 + 2� ) �1� L�2�(1��)�0� Yz2f�1;�2g L(q)(Sym2(g); 1 + 2z)L(g � g; 1 + �+ z)L(g � g; 1 + �+ z)1A+Og� 1log4 (q) �Æ(�;�)(�; �)L�2�(1��) + L�(1��)(�+m(�;�)) + L�2(1��)(�+m(�;�))�� :Preuve de la proposition 3.3.9. Grâ
e à la proposition 3.3.7 et au lemme 3.3.4, onremarque que :(3.3.19) V�(�;�)(�) = X1�w�L1�� 1w1+�1+�2 Xuvjw �(�;�)(u; v) TP�u;v;w(�; �; �1)TP�u;v;w(�; �; �2)+ TP�u;v;w(�; �; �1)Err�u;v;w(�; �; �2) + Err�u;v;w(�; �; �1)TP�u;v;w(�; �; �2)+ Err�u;v;w(�; �; �1)Err�u;v;w(�; �; �2)!:Commençons par observer que si (z + �)(z + �) 6= 0 alors :1L(g � g; 1 + z + �)L(g � g; 1 + z + �) �g 1log2 (q) :
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ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-SelbergAinsi, le terme d'erreur dans l'égalité (3.3.19) est borné par :1log4 (q) �L�(1��)(�+m(�;�)) + L�2(1��)(�+m(�;�))� :D'autre part, 
omme :TP�u;v;w(�; �; �1) TP�u;v;w(�; �; �2) 6= 0 () (�; �) = (�; �);le terme prin
ipal dans l'égalité (3.3.19) vaut selon le lemme 3.3.8 :Æ(�;�)(�; �) h2(�1 + �2; �; �)L(g � g; 1 + 2� ) �1� L�2�(1��)�0� Yz2f�1;�2g L(q)(Sym2(g); 1 + 2z)L(g � g; 1 + �+ z)L(g � g; 1 + �+ z)1A+Og�Æ(�;�)(�; �) 1log4 (q)L�2�(1��)�
e qui a
hève la preuve �Etude de Wh�(�).L'estimation des petits termes est résumée dans le théorème suivant :Théorème 3.3.10. Soit � un nombre 
omplexe. Si "0log q � j�j � 1log q pour une 
onstanteabsolue "0 > 0 alors :(3.3.20)Wh�(�) = �1� L�2�(1��)�+Og � 1qÆ + 1log q ��R+(� ) L�2�(1��) + �R�(� ) q�2�L�4�(1��)��pour une 
onstante absolue Æ > 0.Preuve du théorème 3.3.10. Rappelons que :Wh�(�) = X(�;�)2S(�;�)Wh;�(�;�)(�)ave
 Wh;�(�;�)(�) = f(�; �)V�(�;�)(�). Comme,f(�; �)� log3 (q) q�2�+�+�pour tout (�; �) 2 S(�; �) (la borne la plus grande étant obtenue en (�; �) = (�; �)), laproposition 3.3.9 implique que :Wh�(�) = f(�; �)h2(�1 + �2; �; �)L(g � g; 1 + �1 + �2) �1� L�2�(1��)�0� Yz2f�1;�2g L(q)(Sym2(g); 1 + 2z)L(g � g; 1 + �+ z)L(g � g; 1 + �+ z)1A+Og � 1log q ��R+(� ) L�2�(1��) + �R�(� ) q�2�L�4�(1��)�� :



3.3 Le se
ond moment harmonique ramolli autour du point 
ritique 81Le terme prin
ipal de l'égalité pré
édente est égal à :'(q)q �q(1 + 2�)Lq(Sym2g; 1 + 2�)Lq(Sym2g; 1 + 2�) h2(2�; �; �)�(D)(2(1 + 2� )) �1� L�2�(1��)� :Le logi
iel de 
al
ul formel MapleV1 nous permet alors de véri�er que :h2(2�; �; �)�(D)(2(1 + 2� )) = 1 +Og� 1qÆ�pour une 
onstante absolue Æ > 0. Plus pré
isément, le terme pré
édent admet un dévelop-pement en produit Eulérien et il s'agit de 
onstater formellement que le fa
teur lo
al en toutnombre premier di�érent de q vaut 1. Le terme d'erreur présent dans l'égalité pré
édenteprovient don
 du fa
teur lo
al au nombre premier q. �3.3.4 Contribution des grands termesEtude de Su;v;w(�; �; z) quand L1�� < w � L.Proposition 3.3.11. Soient z dans f�1; �2g, (�; �) dans S(�; �) et u, v des entiers naturelsnon-nuls. Si � est un nombre 
omplexe borné satisfaisant j� j � 1log q et w est un entiernaturel satisfaisant L1�� < w � L alors :Su;v;w(�; �; z) = TP>u;v;w(�; �; z) + Err>u;v;w(�; �; z)où le terme prin
ipal TP>u;v;w(�; �; z) est donné par :�z(w)K(w)(g; 1 + 2z)�1h1(u; v; w; 0; �; �; z)L(q)(Sym2(g); 1 + 2z)R2g((z + �)(z + �)P  log �Lw�logL !+ 2z + �+ �logL P 0 log �Lw�logL ! + 1log2 (L)P 00 log �Lw�logL !)et une borne pour le terme d'erreur est donnée par :Err>u;v;w(�; �; z)�g j�z(w)jlog2 (q) �Lw��(�+m(�;�)) exp �A0slog�Lw�! + 1log3 (q) :Preuve de la proposition 3.3.11. On remarque que :Su;v;w(�; �; z) = Tu;v;w;L;P (�; �; z):Le lemme 3.3.6 implique que :1les lignes de 
ode (vg.mws et 
temumubar.mws) sont disponibles à l'adresse suivante :http ://guillaume.ri
otta.free.fr



82 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-SelbergSu;v;w(�; �; z) = ress=0�z(w)K(w)(g; 1 + 2z)�1h1(u; v; w; s; �; �; z) L(q)(Sym2(g); 1 + 2z)sL(g � g; 1 + s+ z + �)L(g � g; 1 + s+ z + �)�Xl�0 1(s logL)lP (l) log �Lw�logL !+Og j�z(w)jlog2 (L) �Lw��(�+m(�;�)) exp �A0slog�Lw�!! :A�n de 
al
uler 
e résidu, observons que :h1(u; v; w; s; �; �; z)L(g � g; 1 + s+ z + �)L(g � g; 1 + s+ z + �) =�(z + �)(z + �)R2g h1(u; v; w; 0; �; �; z) +Og � 1log3 (q)��+ �2z + � + �R2g h1(u; v; w; 0; �; �; z) +Og � 1log2 (q)�� s+ �R�2g L(w)(0;�; �; z)�1h1(u; v; w; 0; �; �; z) +Og� 1log q�� s2+Xn�3Og(1)sn
e qui 
onduit à (3.3.11) �Etude de V>(�;�)(�).Lemme 3.3.12. Soient � un nombre 
omplexe, (�; �) dans S(�; �) et z dans f�1; �2g. Si1 � y � x, j� j � 1log q et R est une fon
tion lisse sur [0; 1℄ alors :(3.3.21) Xy�w�x 1w1+�1+�2 Xuvjw �(�;�)(u; v)0� Yz2f�1;�2g �z(w)K(w)(g; 1 + 2z)h1(u; v; w; 0; �; �; z)1AR� logwlog x� =(�1 + �2)L(g � g; 1 + �1 + �2)h2(�1 + �2; �; �)Z xy R� log �log x� d��1+�1+�2+Og �x�2� + y�2�� :Remarque 3.3.3. Pour prouver 
e lemme, on se ramène grâ
e à une formule de sommationpar parties au lemme 3.3.8 puis on 
on
lut par une intégration par parties.



3.3 Le se
ond moment harmonique ramolli autour du point 
ritique 83Ce lemme nous permet d'estimer V>(�;�)(�) :Proposition 3.3.13. Soient � un nombre 
omplexe et (�; �) dans S(�; �). Si j�j � 1log qalors :(3.3.22) V>(�;�)(�) = h2(�1 + �2; �; �)(�1 + �2)L(g � g; 1 + �1 + �2)1R4g 0� Yz2f�1;�2gL(q)(Sym2(g); 1 + 2z)1A I�;�(L;�; P ;�)+Og� 1log4 (q) �L�2(�+m(�;�)) + L�(�+m(�;�)) + L�2� + L�2�(1��)��où :(3.3.23) I�;�(L;�; P ;�) := logLZ �0 L�2�(1�x)0� Yz2f�1;�2g�(z + �)(z + �)P (x) + (2z + �+ �)logL P 0(x) + 1log2 (L)P 00(x)�1Adx:Preuve de la proposition 3.3.13. Selon la proposition 3.3.11 et le lemme 3.3.4, on montreque :(3.3.24) V>(�;�)(�) = XL1��<w�L 1w1+�1+�2 Xuvjw �(�;�)(u; v) TP>u;v;w(�; �; �1)TP>u;v;w(�; �; �2)+ TP>u;v;w(�; �; �1)Err>u;v;w(�; �; �2) + Err>u;v;w(�; �; �1)TP>u;v;w(�; �; �2)+ Err>u;v;w(�; �; �1)Err>u;v;w(�; �; �2)!:Sa
hant que pour (�; �) dans S(�; �) et z dans f�1; �2g,TP>u;v;w(�; �; z) �g 1log2 (q)les termes d'erreur dans l'égalité (3.3.24) provenant de la multipli
ation d'un terme prin
ipalTP>u;v;w(�; �; :) par un terme d'erreur Err>u;v;w(�; �; :) sont bornés par :L�(�+m(�;�))log4 (q) + L�2�(1��)log2 (q) :D'autre part, le terme d'erreur dans l'égalité (3.3.24) provenant de la multipli
ation desdeux termes d'erreur Err>u;v;w(�; �; :) est borné par :L�2(�+m(�;�))log4 (q) + L�(�+m(�;�))log5 (q) + L�2�(1��)log6 (q) :



84 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-SelbergLe terme prin
ipal dans l'égalite (3.3.24) vaut :(3.3.25) 1R4g XL1��<w�L 1w1+�1+�2 Xuvjw �(�;�)(u; v)( Yz2f�1;�2g �z(w)Kw(g; 1 + 2z)h1(u; v; w; 0; �; �; z)L(q)(Sym2(g); 1 + 2z) (z + �)(z + �)P  log �Lw�logL !+ 2z + �+ �logL P 0 log �Lw�logL ! + 1log2 (L)P 00 log �Lw�logL !!):Le lemme 3.3.12 appliqué ave
 y = L1��, x = L assure que pour tout 
ouple (i; j) d'entiersnaturels 
ompris entre 0 et 2 :XL1��<w�L 1w1+2� Xuvjw �(�;�)(u; v)0� Yz2f�1;�2g �z(w)Kw(g; 1 + 2z)h1(u; v; w; 0; �; �; z)1AP (i)�1� logwlogL�P (j)�1� logwlogL� =2�L(g� g; 1 + 2� )h2(2�; �; �)Z LL1�� P (i)�1� log �logL�P (j)�1� log �logL� d��1+2�+Og �L�2� + L�2�(1��)� :L'intégrale présente dans le membre de droite de l'égalité pré
édente est égale à :logLZ �0 L�2�(1��)P (i)(x)P (j)(x)dx
omme le montre le 
hangement de variable :x = 1� log �log x:Ainsi, le terme é
rit en (3.3.25) est pré
isément le terme prin
ipal apparaissant dans laproposition 3.3.13 modulo une erreur qui est bornée par :�g (L�2� + L�2�(1��))0� Yz2f�1;�2g�(z + �)(z + �) + 2z + � + �logL + 1log2 (L)�1A �Etude de Wh>(�).Simpli�ons l'expression des intégrales I�;�(L;�; P ;�) qui est obtenue par de multiplesintégrations par partie sa
hant que P (0) = P 0(0) = P 0(�) = 0 et P (�) = 1. Pour 
ela,posons :
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ond moment harmonique ramolli autour du point 
ritique 85I(L;�; P ;�) = Z �0 L�2�(1�x) ����P 0(x) + P 00(x)2� logL����2 dx:On se 
ontente de résumer les résultats obtenus dans le lemme suivant :Lemme 3.3.14. Soit (�; �) dans S(�; �).I�;�(L;�; P ;�) = ( 4��logLI(L;�; P ;�) + 8���L�2�(1��) si (�; �) = (�; �);4��logLI(L;�; P ;�) sinon.Le théorème suivant donne l'estimation des grands termes :Théorème 3.3.15. Soit � un nombre 
omplexe. Si "0log q � j�j � 1log q pour une 
onstanteabsolue "0 > 0 alors :(3.3.26)Wh>(�) = L�2�(1��) + �q2� � q�2�2� logL � q2Æ � q�2Æ2Æ logL �Z �0 L�2�(1�x) ����P 0(x) + P 00(x)2� logL ����2 dx)+Og � 1qÆ + 1log q ��R+(� ) L�2�(1��) + �R�(� ) q�4�L�4���pour une 
onstante absolue Æ > 0.Preuve du théorème 3.3.15. Rappelons que :Wh>(�) = X(�;�)2S(�;�)Wh;>(�;�)(�)ave
 Wh;>(�;�)(�) = f(�; �)V>(�;�)(�). Comme,f(�; �)� log3 (q) q�2�+�+�pour tout (�; �) 2 S(�; �) (la borne la plus grande étant obtenue en (�; �) = (�; �)), laproposition 3.3.13 implique que :Wh>(�) = X(�;�)2S(�;�) g(�;�)(�)q�2�+�+�I�;�(L;�; P ;�)+Og � 1log q ��R+(� ) L�2�(1��) + �R�(� ) q�4�L�4��� :où :g(�;�)(�) := 1R4g q2��(�+�)f(�; �)2�L(g � g; 1 + 2� )h2(2�; �; �)0� Yz2f�1;�2gL(q)(Sym2(g); 1 + 2z)1A



86 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-Selbergpour tout (�; �) dans S(�; �). On remarque que :g(�;�)(�) = 14��(� + �) h2(0; 0; 0)�(D)(2) +Og �log3 (q)�et que : I�;�(L;�; P ;�)� L�2�(1��)log4 (q)pour tout (�; �) dans S(�; �). D'autre part, le logi
iel de 
al
ul formel MapleV2 nous permetde nouveau de 
onstater que : h2(0; 0; 0)�(D)(2) = 1 +Og � 1qÆ�pour une 
onstante absolue Æ > 0. Ainsi, le terme prin
ipal de Wh>(�) vaut :X(�;�)2S(�;�) q�2�+�+�4��(�+ �)I�;�(L;�; P ;�)
e qui est pré
isément le terme prin
ipal de (3.3.26) selon le lemme 3.3.14 �3.4 Le se
ond moment harmonique ramolli loin du point
ritiqueOn donne en détail la preuve du théorème 3.1.2 basée sur deux lemmes et un argumentde 
onvexité. D'une part, juste à droite du point 
ritique, on a :Lemme 3.4.1. Si � = f(q)log q où f est une fon
tion stri
tement positive véri�ant :9 limq!+1 f(q) = +1;f(q) = o(log q);et � est e�e
tif alors :(3.4.1) Wh(g;�)�g (1 + jtj)B :Preuve du lemme 3.4.1. La remarque 3.1.1 entraîne que :Whg (�) = V��;P (2 log (q)<(�); 2 log (q)=(�)) +Ok;g �1 + f(q)log q�si � = f(q)log q , jtj � 1 et � est e�e
tif d'où, selon (2.2.5) et (2.2.6) :Whg (�)�k;g 12les lignes de 
ode (vg.mws et 
te.mws) sont disponibles à l'adresse suivante :http ://guillaume.ri
otta.free.fr
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ond moment harmonique ramolli loin du point 
ritique 87si � = f(q)log q , jtj � 1 et � est e�e
tif. Ainsi, on peut supposer pour la suite de la preuve quejtj � 1. Selon la proposition 3.3.3 et sa preuve, nous savons que à une erreur admissibleprès :"(g;�)W(g;�) = X(�;�)2S(�;�) f(�; �) 1(2i�)2 Z(3) Z(3) hg(�; �; s1; s2)ng(s1; �1; �; �)ng(s2; �2; �; �)L(g � g; 1 + s1 + s2 + 2� )ds1s21 ds2s22ave
 pour z 2 f�1; �2g,ng(s; z; �; �) := 1logLL(1��)s�
P 0L(s)L�s � 11� �\R0L1��(s)�L(g � g; 1 + s+ 2z)�(D)(1 + s+ 2z)L(g� g; 1 + �+ s+ z)L(g � g; 1 + � + s + z) :Estimons la 
ontribution de 
haque terme de la somme individuellement. Le prin
ipe de lapreuve repose sur des dépla
ements su

essifs de 
ontour vers la gau
he de l'axe imaginairepur tout en restant dans des régions sans zéros (de type Hamadard-de la Vallée-Poussin)des fon
tions L de Rankin-Selberg apparaissant au dénominateur de l'intégrande. De tellesrégions existent 
ar 
es fon
tions L de Rankin-Selberg sont du type :L(g � g; 1 + a� + ib+ :)où a est une 
onstante absolue positive et b est une 
onstante absolue réelle. On remarqueque L(g � g; 1 + a� + ib+ :) ne s'annule pas sur :<(s) � �
glog (2 + j=(s) + bj) � a�;
ette dernière région étant (au moins) un translaté vers la gau
he de la région sans zérosde type Hadamard-de la Vallée-Poussin pour L(g � g; :). L'hypothèse � > 0 intervient i
i.On remarque aussi qu'il n'y a pas de �mélange� entre les variables 
omplexes s1 et s2 dansles fon
tions L apparaissant au dénominateur de l'intégrande 
e qui va nous permettrede bouger les s1 et s2-
ontours un après l'autre sans problèmes. Avant de rentrer dans ledétail, nous allons énumérer les règles à respe
ter qui nous guideront dans les dépla
ementsde 
ontour à venir.� Les fon
tions L de Rankin-Selberg seront estimées de la façon suivante (a et b sontdes 
onstantes absolues réelles) :L(g � g; 1 + a� + ib)�1 �g;" �R�(b) sup (1; jbj)" + jaj�pour tout " > 0 et :L(g � g; 1 + a� + ib)�g;" (jaj� + jbj" si jbj � 1;jaj� + 1 si jbj � 1:si (a; b) 6= (0; 0) et pour tout " > 0.



88 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-Selberg� Le module des puissan
es de L apparaissant dans les intégrales résiduelles doivent êtredes puissan
es négatives de L qui 
ompenseront les puissan
es de log q provenant no-tamment des estimations des fon
tions L pré
édentes. Ainsi, 
es intégrales résiduellesseront des termes d'erreur. Ce
i est la raison pour laquelle on estime le se
ond momentharmonique ramolli à une distan
e à peine plus grande que 1log q de la droite 
ritique.En e�et, lorsque l'on bouge le s1-
ontour vers la gau
he de l'axe imaginaire pur, on
roise le p�le simple �s2 � 2� et la puissan
e de L apparaissant dans l'intégrale rési-duelle est L�2� . Si � = O(1)log q alors 
ette puissan
e n'est que bornée alors que si � = f(q)log q ,
ette puissan
e devient une exponentielle négative :L�2� = exp (�4�f(q)):Les détails sont donnés sous la forme de deux 
as. Ces 
as apparaissent naturellement 
ar :f(�; �)� (1 + jtj)B logA (q)(qD)�2�+�+�pour deux 
onstantes absolues A et B et on remarque que :(qD)�2�+�+� � (1 si (�; �) = (�; �);exp (�2f(q)) sinon.Seul le premier 
as sera entièrement développé 
ar il s'agit du 
as le moins favorable.Premier 
as : (�; �) = (�; �)Les fon
tions L apparaissant au dénominateur de l'intégrande sont :L(g � g; 1 + 2�+ s1)L(g � g; 1 + 2� + s1)et : L(g � g; 1 + 2� + s2)L(g � g; 1 + 2�+ s2):On bouge le s1-
ontour et le s2-
ontour jusqu'à �+
1 f(q)log q� sans ren
ontrer de p�les pour
1 > 0. Ces dépla
ements de 
ontour sont résumés dans la �gure 3.2.On peut dépla
er le s1-
ontour jusqu'à ��
2 f(q)log q� ave
 0 < 
2 < 2 en 
roisant des p�les ens1 = 0 et s1 = s2 � 2� . La �gure 3.3 résume 
e dépla
ement de 
ontour.Contribution de l'intégrale résiduelleLes puissan
es de L intervenant dans l'intégrale résiduelle sont :Ls1+s2 ; Ls1+(1��)s2; L(1��)s1+s2; L(1��)(s1+s2):On impose 
1 < (1��)
2 de sorte que toutes les puissan
es pré
édentes sont bornées par :exp (�Æf(q))ave
 Æ := 2�((1��)
2 � 
1) > 0. L'intégrale résiduelle est bornée par :logA (q) exp (�2Æf(q))pour un 
ertain réel A 
e qui est admissible.
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3

s1   ,   s2

c1  f(q) / log (q) 

Fig 3.2: Premier dépla
ement de 
ontour
c1 f(q) / log (q)0−2 f(q) / log (q) −c2 f(q) / log (q)

s1

−s2 −2 Fig 3.3: Deuxième dépla
ement de 
ontour



90 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-SelbergContribution du résidu en s1 = 0La proposition C.5.1 assure que :ress1=0 hg(�; �; s1; s2)ng(s1; �1; �; �)L(g � g; 1 + s1 + s2 + 2� )s�21 =L(g � g; 1 + s2 + 2� ) hg(�; �; 0; s2)�(D)(1 + 2�)L(g � g; 1 + 2� ) :Ainsi, la 
ontribution de 
e résidu vaut :f(�; �)�(D)(1 + 2�)L(g � g; 1 + 2� ) 12i� logL Z(+
1 f(q)log q ) hg(�; �; 0; s2)L(g � g; 1 + s2 + 2�)�(D)(1 + s2 + 2�)L(g � g; 1 + 2�+ s2)L(1��)s2 �
P 0L(s2)L�s2 � 11��\R0L1��(s2)� ds2s22 :On bouge le s2-
ontour jusqu'à �� f(q)log q� en 
roisant uniquement un p�le en s2 = 0.(
onfer �gure 3.4).
s2

0− f(q) / log (q) c1 f(q) / log (q)

Fig 3.4: Troisième dépla
ement de 
ontourL'intégrale résiduelle est bornée par :logA (q) exp (�2�f(q))pour un réel A 
e qui est admissible alors que la 
ontribution du résidu en s2 = 0 vaut selonla proposition C.5.1 : f(�; �)�(D)(1 + 2�)�(D)(1 + 2�)L(g � g; 1 + 2� ) = '(q)q �(q)(1 + 2�)�(D)(2(1 + 2� ))hg(�; �; 0; 0)
e qui est borné.
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ond moment harmonique ramolli loin du point 
ritique 91Contribution du résidu en s1 = �s2 � 2�La 
ontribution de 
e résidu vaut :Rgf(�; �) 12i� logL Z(+
1 f(q)log q ) hg(�; �;�s2 � 2�; s2)1�(D)(1� s2 + 2it)�(D)(1 + s2 + 2�)L(g � g; 1 � s2)L(g � g; 1 + 2� + s2)L(1��)s2 �
P 0L(s2)L�s2 � 11��\R0L1��(s2)�L�(1��)(s2+2�)�
P 0L(�s2 � 2� )L��(s2+2�) � 11��\R0L1��(�s2 � 2� ))� ds2s22 :Les puissan
es de L intervenant dans 
ette intégrale sont :L�2� ; L�(2�+�s2); L�2(1��)�+�s2; L�2(1��)� :Comme 
1 < 2(1��), toutes les puissan
es pré
édentes sont bornées par :exp (�~Æf(q))ave
 ~Æ := 2�(2(1��)� 
1) > 0. L'intégrale pré
édente est alors bornée par :logA (q) exp (�~Æf(q))pour un réel A 
e qui est admissible.Deuxième 
as : (�; �) 6= (�; �)On bouge le s1-
ontour et le s2-
ontour jusqu'à �+ 1log q� sans ren
ontrer de p�les. Toutesles puissan
es de L apparaissant dans l'intégrande sont alors des termes bornés. Ces inté-grales sont don
 bornées par : logA (q) exp (�2f(q))pour un réel A 
e qui est admissible �D'autre part, très loin de 12 dans le domaine d'absolue 
onvergen
e,Lemme 3.4.2. Si � > 12 + " alors :(3.4.2) Ahq "����L�:� g; 12 + ��� 1����2#�" q�4�(1��)(��( 12+")):pour tout " > 0.Ce lemme est une 
onséquen
e dire
te de (3.2.1). On rappelle i
i un prin
ipe de 
onvexitéde type Phragmen-Lindelöf pour les fon
tions sous-harmoniques :



92 Se
ond moment harmonique ramolli des fon
tions L de Rankin-SelbergLemme 3.4.3. Soient h1; � � � ; hj des fon
tions holomorphes dans la bande :0 < a� � < <(s) = � < b+ �(pour un � > 0), de sorte que la fon
tionh = jh1j2 + � � �+ jhjj2soit au plus à 
roissan
e polynomiale dans la bande et satisfaitjh(s)j � Cq
jsjB; sur <(s) = ajh(s)j � CqdjsjB; sur <(s) = b;où 
; d; B et C sont des nombres réels ave
 B � 0, C � 0. Alors pour tout s dans la bandea � <(s) � b, on a jh(s)j � Cq�(�)jsjBoù � est la fon
tion a�ne véri�ant �(a) = 
 et �(b) = d.Une preuve de 
e lemme peut être trouvée dans la thèse de E. Kowalski ([Ko℄).Preuve du théorème 3.1.2. Les lemmes 3.4.1 et 3.4.2 ave
 l'argument de 
onvexitédonnent :Ahq "����L�:� g; 12 + ��� 1����2#�" (1 + jtj)Bq� �� f(q)log q�0� f(q)log q (4�(1��)(�0�( 12+"))+")pour un réel �0 stri
tement supérieur à 12 + ". En notant :A := 4�(1��)��0 � �12 + "��on remarque alors que :Ahq "����L�: � g; 12 + ��� 1����2#�" (1 + jtj)Bq� A�0 �qA ��0� �� f(q)log q�0� f(q)log q !:Comme : ��0 � � � f(q)log q�0 � f(q)log q � 0;on 
onstate que : Ahq "����L�:� g; 12 + ��� 1����2#�" (1 + jtj)Bq� A�0 �
e qui est su�sant en 
hoisissant " su�samment petit et �0 su�samment grand �







Chapitre 4Problème de 
onvolution ave
 dé
alageadditifL'obje
tif est d'améliorer pour tout nombre premier q, tout entier naturel non-nul l ettout nombre 
omplexe � la borne de Errtwist(q; l;�) donnée en (3.3.3) 
e qui permettrad'obtenir une nouvelle estimation de Errse
(q; L;�) et une meilleure longueur de ramollis-seur e�e
tive. On rappelle que si :Errtwist(q; l;�) = O";k;g �(ql)"(1 + j=(�)j)B laqb� :où a et b sont des entiers naturels alors :Errse
(q; L;�) = O";k;g �(qL)"(1 + j=(�)j)BL2a+1qb � :et tout réel � < b2(2a+1) est e�e
tif. On adoptera tout au long de 
e 
hapitre les notationssuivantes : � := <(�)et : Æ := i=(�) := it:4.1 Présentation des résultats et notations4.1.1 Vers la 
onje
ture de Ramanujan-Petersson-SelbergPour énon
er notre résultat, on introduit l'hypothèse suivante qui est une approximationde la 
onje
ture de Ramanujan-Petersson-Selberg.Hypothèse H2(�). Soit � une forme automorphe 
uspidale sur GL2(Q)nGL2(A Q) de pa-ramètres de He
ke lo
aux �(1)� (p), �(2)� (p) en tout nombre premier p et �(1)� (1), �(2)� (1) enl'in�ni. Si �p (p 2 P) et �1 ne sont pas rami�ées alors on dispose des bornes suivantes pourj dans f1; 2g : j�(j)� (p)j � p�;j<��(j)� (1)�j � �:95



96 Problème de 
onvolution ave
 dé
alage additifRemarque 4.1.1. On dispose de bornes analogues en des pla
es rami�ées qui peuvent êtreparfois utiles en pratique.On dit que � est admisible si H2(�) est vraie. Pour l'instant, �0 = 764 est le plus petitréel admissible grâ
e aux travaux de H. Kim, F. Shahidi et P. Sarnak (
onfer [KiSh℄ et[KiSa℄). La 
onje
ture de Ramanujan-Petersson-Selberg est l'hypothèse H2(0).Nous allons maintenant donner un sens à l'hypothèse pré
édente en dé
rivant l'usagepratique que l'on en fera dans la suite. La référen
e utilisée est [Ge℄. Si p est un nombrepremier, on note Qp le 
omplété de Q pour la topologie p-adique et Op l'anneau des entiersde Qp . Kp := GL2(Op) est alors un sous-groupe maximal 
ompa
t ouvert de GL2(Qp).D'autre part, en la pla
e in�nie, Q1 = R et K1 = O2(R). A Q désigne l'anneau des adèlesde Q et A �Q son groupe des inversibles. Le 
entre de GL2(Q)nGL2(A Q) est :Z(GL2(Q)nGL2(A Q)) := �� t 00 t � ; t 2 A �Q� :Dé�nition 4.1.1. Une forme automorphe sur GL2(Q)nGL2(A Q) est une fon
tion � surGL2(A Q) satisfaisant :1. � est GL2(Q) invariante à gau
he :8g 2 GL2(A Q);8
 2 GL2(Q); �(
g) = �(g);2. il existe un 
ara
tère unitaire 	 de Q�nA �Q tel que :8g 2 GL2(A Q);8z 2 Z(GL2(Q)nGL2(A Q)); �(gz) = �(zg) = 	(z)�(g);3. � est K := K1Qp<1Kp �nie à droite 
e qui signi�e que l'espa
e ve
toriel engendrépar les translatés à droite de � par les éléments de K est de dimension �nie,4. en tant que fon
tion de GL2(R), � est lisse et Z-�nie où Z désigne le 
entre del'algèbre enveloppante de GL2(R),5. � est à 
roissan
e modérée 
e qui signi�e que pour tout 
 > 0 et pour tout ensemble
ompa
t ! de GL2(A Q), il existe des 
onstantes C et N de sorte que pour tout g dans! et tout a dans A �Q véri�ant jaj > 
, on a :��� a 00 1 � g� � CjajN :Si de plus, � véri�e la 
ondition suivante pour presque tout g dans GL2(A Q) :ZQnAQ��� 1 x0 1 � g�dx = 0alors on dit que � est une forme automorphe 
uspidale sur GL2(Q)nGL2(A Q).



4.1 Présentation des résultats et notations 97Nous allons donner deux 
lasses d'exemples de formes automorphes 
uspidales, l'une pro-venant du monde holomorphe et l'autre du monde réel-analytique. La théorie des formesautomorphes réelles-analytiques est rappelée dans l'annexe A.Soit f dans Sk(N). Le prin
ipe d'approximation forte pour SL2(A Q) implique que :GL2(A Q) = GL2(Q)GL+2 (R) Yp<1KNpoù : KNp := �� a b
 d � 2 GL2(Op); 
 � 0 [N ℄� :Ainsi, toute matri
e g de GL2(A Q) se dé
ompose sous la forme :g = 
g1k0ave
 
 dans GL2(Q), g1 dans GL+2 (R) et k0 dans Qp<1KNp . On dé�nit une fon
tion �fsur GL2(A Q) par :8g = 
g1k0 2 GL2(A Q); �f(g) = f(g1:i)(det(g1)) k2j(g1; i)k :Selon [Ge℄, �f est une forme automorphe 
uspidale sur GL2(Q)nGL2(A Q). De plus, lesparamètres lo
aux de �f en tout nombre premier p sont donnés par :�(1)�f (p) = �f;1(p);�(2)�f (p) = �f;2(p)et les paramètres lo
aux de �f à l'in�ni sont donnés par :�(1)�f (1) = �f;1;�(2)�f (1) = �f;2:La 
onje
ture de Ramanujan-Petersson-Selberg est prouvé pour toutes les formes auto-morphes 
uspidales provenant de formes holomorphes.Soit F une forme de He
ke-Maass 
uspidale de niveau N , de poids 0 et de 
ara
tèretrivial ave
 : (�0 + �F )F = 0où : �F = 14 + r2Fet rF est un nombre 
omplexe. La suite des valeurs propres de He
ke est notée (�F (n))n^N=1et on suppose que F est aussi un ve
teur propre de l'opérateur ré�exion :9"F 2 f�1g ; X F = "F F:
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onvolution ave
 dé
alage additifDé�nissons une fon
tion �F sur GL2(A Q) par :8g = 
g1k0 2 GL2(A Q); �F (g) = F (g1:i):Selon [Ge℄, �F est aussi une forme automorphe 
uspidale de paramètres lo
aux donnés entout nombre premier p par : �(1)�F (p) = �F;1(p);�(2)�F (p) = �F;2(p)et à l'in�ni par : �(1)�F (1) = "F � 12 � irF ;�(2)�F (1) = "F � 12 + irF :Dans 
e 
as, la 
onje
ture de Ramanujan-Petersson-Selberg n'a pas en
ore été prouvée.L'hypothèse H2(�) est alors un substitut à 
ette 
onje
ture qui nous permettra de 
ontr�lerla taille des 
oe�
ients de Fourier des formes de Maass. En e�et, si � est admissible alors :j=(rF )j � �;j�F (n)j � � (n)n�pour tout entier naturel non-nul n premier ave
 N . En parti
ulier,�F � 14 � �2:Remarque 4.1.2. Selon la dernière égalité, la 
onje
ture de Ramanujan-Petersson-Selberg
ontient en parti
ulier la 
onje
ture de Selberg à savoir :�F � 14 :4.1.2 Nos résultatsEn appliquant dire
tement la méthode spe
trale de P. Sarnak, on obtient :Théorème 4.1.1. Soit � un réel dans ℄0; 1[. Soient g une forme primitive 
uspidale deniveau D sans fa
teurs 
arrés, de poids kg > 1 + 52(1��) et de 
ara
tère trivial et � unnombre 
omplexe. Supposons que q est premier, premier ave
 D et que k � kg + 10. Si �est admissible et j<(�)j � 1log q alors pour tout entier naturel non-nul l,(4.1.1) Errtwist(q; l;�) = O";k;g  (ql)"(1 + j=(�)j)B l 72+�q 12�� + l 92+��3�q3�� 52��!!pour une 
onstante absolue B > 0 et pour tout " > 0. En parti
ulier, si � est admissible etj<(�)j � 1log q alors pour tout entier naturel non-nul L,(4.1.2) Errse
(q; L;�) = O";k;g �(qL)"(1 + j=(�)j)B �L8+2�q 12�� + L10+2��6�q3�� 52�� ��pour une 
onstante absolue B > 0 et pour tout " > 0. Par 
onséquent, sous H2(�), tout réelinférieur stri
tement à 1�2�8(4+�) est e�e
tif.



4.1 Présentation des résultats et notations 99Remarque 4.1.3. La longueur de ramollisseur e�e
tive 1�2�8(4+2�) est obtenue en 
hoisissant� := 2527 + 427� 
e qui entraîne que kg � 36.En appliquant la méthode spe
trale de P. Sarnak en moyenne, on prouve que :Théorème 4.1.2. Soit � un réel dans ℄0; 1[. Soient g une forme primitive 
uspidale deniveau D sans fa
teurs 
arrés, de poids kg > 1 + 52(1��) et de 
ara
tère trivial et � unnombre 
omplexe. Supposons que q est premier, premier ave
 D et que k � kg + 10. Si �est admissible et j<(�)j � 1log q alors pour tout entier naturel non-nul l,(4.1.3) Errtwist(q; l;�) = O";k;g (ql)"(1 + j=(�)j)B  l3+�q 12�� + l 174 + �2�3�q3�� 52�� !!pour une 
onstante absolue B > 0 et pour tout " > 0. En parti
ulier, si � est admissible etj<(�)j � 1log q alors pour tout entier naturel non-nul L,(4.1.4) Errse
(q; L;�) = O";k;g (qL)"(1 + j=(�)j)B  L7+2�q 12�� + L 192 +��6�q3�� 52�� !!pour une 
onstante absolue B > 0 et pour tout " > 0. Par 
onséquent, sous H2(�), tout réelinférieur stri
tement à 1�2�4(7+2�) est e�e
tif.Remarque 4.1.4. La longueur de ramollisseur e�e
tive 1�2�4(7+2�) est obtenue en 
hoisissant� := 8996 + �8 + �224 
e qui entraîne que kg � 36.En appliquant la méthode spe
trale en moyenne ave
 le ra�nement de B. Kroetz et R.J.Stanton, le résultat �nal est le suivant :Théorème 4.1.3. Soit � un réel dans ℄0; 1[. Soient g une forme primitive 
uspidale deniveau D sans fa
teurs 
arrés, de poids kg > 1 + 52(1��) et de 
ara
tère trivial et � unnombre 
omplexe. Supposons que q est premier, premier ave
 D et que k � kg + 6. Si � estadmissible et j<(�)j � 1log q alors pour tout entier naturel non-nul l,(4.1.5) Errtwist(q; l;�) = O";k;g  (ql)"(1 + j=(�)j)B l2+�q 12�� + l 94+ �2��q�� 12��!!pour une 
onstante absolue B > 0 et pour tout " > 0. En parti
ulier, si � est admissible etj<(�)j � 1log q alors pour tout entier naturel non-nul L,(4.1.6) Errse
(q; L;�) = O";k;g (qL)"(1 + j=(�)j)B  L5+2�q 12�� + L 112 +��2�q�� 12�� !!pour une 
onstante absolue B > 0 et pour tout " > 0. Par 
onséquent, sous H2(�), tout réelinférieur stri
tement à �max(�) := 1�2�4(5+2�) est e�e
tif.Remarque 4.1.5. La longueur de ramollisseur e�e
tive 1�2�4(5+2�) est obtenue en 
hoisissant� := 78 + �6 + �26 
e qui entraîne que kg � 22.



100 Problème de 
onvolution ave
 dé
alage additifRemarque 4.1.6. Insistons sur le fait que :�max(�0) = 25668 = 0:03742:::�max(0) = 120 = 0:05:4.1.3 Identi�
ation du problèmeIl s'agit déjà d'identi�er pré
isément Errtwist(q; l;�). Selon [KoMiVa℄, on a :(4.1.7) Errtwist(q; l;�) = 2�ik XM;N�1X~ee=l "q(~e)p~e Xab=~e �(a)"D(a)pa �g(b)TM;Nave
 : TM;N = X
2N�
�0 mod q 1
2TM;N(
);TM;N (
) = 
 Xm;n�1 �g(m)�g(n)S(m; aen; 
)FM;N(m;n)Jk�1 �4�paemn
 � :I
i, Jk�1 est une fon
tion de Bessel de première espè
e dé�nie dans l'annexe B et FM;N (:; :)(M;N � 1) est une fon
tion à support 
ompa
t dans �M2 ; 2M�� �N2 ; 2N� satisfaisant pourtous entiers naturels i et j, tous nombres réels positifs A et A0, tous nombres réels positifsx et y :(4.1.8) xiyj �i+jFM;N�xi�yj (x; y)� (1 + jtj)B(MN)� 12 (log q)i+j �qDx �A� qD~eay�A0 :De plus, suite à une partition dyadique de l'unité e�e
tuée dans [KoMiVa℄ :8X 2 R+; XM�X 1� logX:Le 
ontr�le des fon
tions FMN (M;N � 1) dé
rit en (4.1.8) entraîne que l'on peut 
ouperles sommes en M et N en (qD)1+" pour tout " > 0 :(4.1.9) Errtwist(q; l;�) = 2�ik XM;N�"(qD)1+"X~ee=l "q(~e)p~e Xab=~e �(a)"D(a)pa �g(b)TM;N+Og;";A�(1 + jtj)B 1qA�pour tout nombre réel stri
tement positif A.



4.1 Présentation des résultats et notations 101Remarque 4.1.7. Les hypothèses faites sur le poids de f dans les théorèmes 4.1.1, 4.1.2 et4.1.3 permettent de rendre 
onvergente la série en 
 apparaissant dans TM;N . Ces hypothèseste
hniques peuvent 
ertainement être supprimées en enlevant les grandes valeurs de 
 grâ
eaux inégalités de grand 
rible pour les sommes de Kloosterman (
onfer proposition B.3.2) :X1�l�eLl^q=1 xlX~ee=l "q(~e)p~e Xab=~e �(a)"D(a)pa �g(b) X
2N�
�0 mod q
�C 1
2T�M;N(
)�" (qeLC)" peLMNC !k� 32  1 + eLNq ! 12pour tout " > 0 et toute suite (xl)1�l�eL satisfaisant xl �" l" pour tout entier naturel1 � l � eL premier ave
 q.En appliquant la formule sommatoire de Voronoï é
rite dans [KoMiVa℄ à la variablem (dont l'e�et prin
ipal est de transformer les sommes de Kloosterman en sommes deRamanujan), on obtient pour tous nombres réels M;N � 1 et tout entier naturel non-nul
 divisible par q : TM;N(
) = TODM;N(
) + T�M;N (
)où : TODM;N(
) = '(
)"D2(�
)�g(D2)pD2 Xn�1 �g(aenD2)�g(n)G�(aen; n);T�M;N(
) = �g(D2)pD2 Xh6=0 r(�hD2; 
)T�h (
);T�h (
) = Xm�(aeD2)n=h�g(m)�g(n)G�� mD2 ; n� ;G�(z; y) = 2�ikg Z +10 Jkg�1�4�pzu
 � Jk�1�4�paeyu
 �FM;N(u; y)du:I
i,� D2 := DD^
 ,� D2 est l'inverse de D2 modulo 
,� r(:; :) est une somme de Ramanujan (
onfer annexe B),� Jkg�1(:) est une fon
tion de Bessel de première espè
e dé�nie dans l'annexe C,E. Kowalski, P. Mi
hel et J. Vanderkam ont alors prouvé que :(4.1.10) Errtwist(q; l;�) = 2�ik XM;N�"(qD)1+"X~ee=l "q(~e)p~e Xab=~e �(a)"D(a)pa �g(b)T�M;N+Og;";A�(1 + jtj)B � 1qA + q"�g(l)pl �� :
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onvolution ave
 dé
alage additifNotons Errtwist0(q; l;�) le terme prin
ipal de l'égalité pré
édente :Errtwist0(q; l;�) := 2�ik XM;N�"(qD)1+"X~ee=l "q(~e)p~e Xab=~e �(a)"D(a)pa �g(b)T�M;ND'autre part, T�M;N est la somme des deux termes suivants :T�M;N(1) = X
2N�qjj
 1
2T�M;N (
);T�M;N(2) = X
2N�
�0 mod q2 1
2T�M;N (
):Nous allons nous 
on
entrer seulement sur le premier terme sa
hant que la même te
hniques'applique pour le se
ond terme et donne des résultats en
ore meilleurs (
ela peut êtrevéri�é de façon plus élégante grâ
e à la remarque 4.1.7). Ainsi, on peut é
rire :
 = q
0 ave
 
0 ^ q = 1de sorte que (proposition B.1.3) :8h 2 Z�; r(�hD2; 
) = r(h; q)r(h; 
0):Comme le théorème B.1.1 assure que :r(h; 
0) = Xdj
0^h d��
0d� ;r(h; q) = �1 + Æqjhq;pour tout entier relatif non-nul h, on obtient :(4.1.11) T�M;N (
) = �g(D2)pD2 Xbq2f1;qg "(bq)bqXdj
0 d��
0d�Xh6=0 T�bqdh(
)ave
 "(bq) = (�1 si bq = 1;+1 si bq = q:Posons pour tous nombres réels positifs z et y :F (z; y) = 2�ikgD2 Z +10 Jkg�1�4�pzx
 � Jk�1�4�pyx
 �FM;N �D2x; ya2�dx:Les propriétés du support de FM;N pour M;N � 1 entraînent que :F (z; y) = 4�ikgD2 Z q 2MD2q M2D2 Jkg�1�4�
 pzx� Jk�1�4�
 pyx�FM;N �D2x2; yaeD2�xdx



4.1 Présentation des résultats et notations 103pour tous nombres réels positifs z et y et que l'on peut se limiter à l'intervalle suivant pourla deuxième variable : NaeD22 � y � 2NaeD2:Nous aurons besoin d'estimations de 
ette fon
tion F . Pour 
ela, posons :Y := Nae;Z1 := 
2M ;P := 1 +r YZ1 ;Z := Z1P 2:On a automatiquement Z � Z1 et Z � Y .Lemme 4.1.4. Pour tous entiers naturels �, �, tous nombres réels A1; A2; A3 stri
tementpositifs et tous nombres réels positifs z et y,z�y� ��+�F�z��y� (z; y)�k;kg ;�;�;A1;A2;A3 (1 + jtj)B (log q)�+�+A1+A2+A3P�+�rMN 0� q YZ11 +q YZ11Ak�1 1�1 +q YZ1� 12 0� q zZ11 +q zZ11Akg�1 1�1 +q zZ1� 121�1 + zZ�A1 �1 + yY �A2 �1 + Y(pZ1+pz)2�A3 :Preuve du lemme 4.1.4. On donne la preuve uniquement pour les 
as � = � = 0. Siz < Z, on applique dire
tement les estimations des fon
tions de Bessel données en (C.2.1)et nous obtenons :(4.1.12) F (z; y)�k;kg (1 + jtj)BrMN 0� q YZ11 +q YZ11Ak�1 1�1 +q YZ1� 120� q zZ11 +q zZ11Akg�1 1�1 +q zZ1� 12 :Si z > Z, on exploite les os
illations de Jkg�1 en intégrant l fois par parties :F (z; y) = 4�ikg Z q 2MD2q M2D2  exp �i4�
 pzx��i4�
 pz�l f (l)(x) + exp ��i4�
 pzx���i4�
 pz�l f (l)(x)!dx



104 Problème de 
onvolution ave
 dé
alage additifave
 f(x) = xVkg�1 �4�
 pzx�Jk�1 �4�
 pyx�FM;N �D2x2; ya2� satisfaisant :(4.1.13) f (l)(x)�k;kg ;l (1 + jtj)B (log q)l P lpMN 0� q YZ11 +q YZ11Ak�1 1�1 +q YZ1� 120� q zZ11 +q zZ11Akg�1 1�1 +q zZ1� 12 1xl�1 :Justi�ons l'estimation (4.1.13). On note :az := 4�
 pz;ay := 4�
 py;b1 := r M2D2 ;b2 := r2MD2 :et on é
rit f(x) = xf1(x)f2(x)(f3 Æ f4)(x) où :f1(x) = Vkg�1(azx);f2(x) = Jk�1(ayx);f3(x) = FM;N �D2x; ya2� ;f4(x) = x2:Les estimations 
onnues sur les fon
tions de Bessel (
onfer (C.2.3)) entraînent que pourtout entier naturel j, xjf (j)1 (x)�j;kg � azb11 + azb1�kg�1 1(1 + azb2) 12et que : xjf (j)2 (x)�j;kg (1 + ayb2)j � ayb11 + ayb1�k�1 1(1 + ayb2) 12 :L'estimation (4.1.8) donne :xjf (j)3 (x)�j (1 + jtj)B logj (q) 1pMN :Une appli
ation répétée de la formule de Leibniz assure que :f (l)(x) = 1Xi=0 l�iXj=0 jXk=0 
(i; j; k)x1�if (l�(i+j))1 (x)f (j�k)2 (x)(f3 Æ f4)(k)(x)



4.1 Présentation des résultats et notations 105où les 
(i; j; k) sont des 
onstantes absolues. D'autre part, on montre par ré
urren
e sur kque : (f3 Æ f4)(k)(x) =Xi2Ik �ix2�if (
i)3 (x2)où Ik est un ensemble indexateur �ni, les �i sont des 
ontantes absolues, les �i et 
i sontdes entiers naturels satisfaisant : 
i � �i = k2et 
i � k:On retrouve l'estimation (4.1.13) en mettant bout à bout toutes les pré
édentes remarques.Par 
onséquent,(4.1.14) F (z; y)�k;kg (1 + jtj)BrMN 0� q YZ11 +q YZ11Ak�1 1�1 +q YZ1� 120� q zZ11 +q zZ11Akg�1 1�1 +q zZ1� 12 P l � zZ��2l :On 
on
lut grâ
e à (4.1.12) et (4.1.14) et en remarquant que l'on peut aussi exploiter lesos
illations de Jk�1 lorsque Y est grand �Remarque 4.1.8. Les os
illations de Jkg�1 entraînent que la fon
tion F (z; y) est petitelorsque z > Z. D'autre part, pour z dans [0; Z1℄, F (z; y) est petite quitte à prendre le poidsde g su�samment grand. Le domaine 
ritique pour F (z; y) est don
 donné par [Z1;Z℄ ��Y2 ; 2Y �.La fon
tion F (z; y) n'est pas à support 
ompa
t par rapport à la variable z mais on va s'yramener grâ
e à une partition dyadique de l'unité. Pour 
ela, soit � : R ! R à support
ompa
t dans [1; 2℄ satisfaisant : Xa�0 �� x2a� = 1:On pose pour tout entier naturel a :(4.1.15) FZ(z; y) := �� z2a�F (z; y)où Z := 2a désigne dorénavant la variable indexatri
e de la partition dyadique de l'unité.Pour tout Z, FZ est une fon
tion à support 
ompa
t dans :[Z; 2Z℄ � �Y2 ; 2Y �



106 Problème de 
onvolution ave
 dé
alage additifet on remarque que : F (z; y) =XZ�1 FZ(z; y):Les estimations de la fon
tion test F obtenues pré
édemment se transposent trivialementà la fon
tion FZ pour tout Z :Lemme 4.1.5. Pour tous entiers naturels �, �, tous nombres réels A1, A2, A3 stri
tementpositifs et tous nombres réels positifs z et y :(4.1.16) z�y� ��+�FZ�z��y� (z; y)�k;kg ;�;�;A1;A2;A3 (1 + jtj)B (log q)�+�+A1+A2+A3P�+�rMN 0� q YZ11 +q YZ11Ak�1 1�1 +q YZ1� 12 0� q ZZ11 +q ZZ11Akg�1 1�1 +q ZZ1� 121�1 + ZZ�A1 �1 + yY �A2 �1 + Y(pZ1+pZ)2�A3 :Remarquons que : T�bqdh(
) = XZ�1Z=2aa2N Sbqdh(FZ; g; 1; aeD2)où : Sbqdh(FZ; g; 1; aeD2) := Xm�aeD2n=bqdh�g(m)�g(n)FZ(m; aeD2n)pour tout entier relatif non-nul h.4.2 Résolutions génériques d'un problème de 
onvolu-tion dé
alé4.2.1 PrésentationSoit H : R�+ ! R une fon
tion lisse 
ompa
tement supportée :(4.2.1) Supp(H) � [Z; 2Z℄ � �Y2 ; 2Y �et satisfaisant :(4.2.2) 8(z; y) 2 R�+; z�y� ��+�H�z��y� (z; y)��;� P�+�pour tous entiers naturels � et �. Fixons deux entiers naturels non-nuls a1 et a2 ave
a1a2 < q et 
onsidérons les sommes suivantes :Sh(H; g; a1; a2) := Xa1m�a2n=h�g(m)�g(n)H(a1m; a2n)



4.2 Résolutions génériques d'un problème de 
onvolution dé
alé 107dé�nies pour tout entier relatif non-nul h. Dé�nissons aussi :�r(H; g; a1; a2) := Xh2Z�h�0 mod rSh(H; g; a1; a2)pour tout entier naturel non-nul r. Les propriétés du support de la fon
tion testH entraînentque la moyenne pré
édente est de longueur sup (Z; Y ) :�r(H; g; a1; a2) = Xh2Z�jhj�sup (Z;Y )h�0 mod r Sh(H; g; a1; a2):Le problème de 
onvolution ave
 dé
alage additif revient à estimer de façon non-triviale lessommes Sh(g; a1; a2) pour h 6= 0 sa
hant que la borne triviale est donnée par :Sh(H; g; a1; a2)�g;" (ZY )" inf �Za1 ; Ya2�pour tout " > 0. La borne triviale pour �r(H; g; a1; a2) est alors donnée par :�r(H; g; a1; a2)�g;" (ZY )" inf �Za1 ; Ya2� sup (Z; Y ):Il s'agit dans 
e travail d'obtenir une borne optimale en a1a2 pour Sh(H; g; a1; a2) sa
hantque notre obje
tif �nal est d'obtenir une bonne longueur de ramollisseur e�e
tive. Ainsi,au
une question d'uniformité par rapport aux paramètres de g (
omme son niveau) ne seraabordée.De tels problèmes de 
onvolution ave
 dé
alage additif sont intensément étudiés 
ar ilssont intimement liés aux problèmes de sous-
onvexité (
onfer 
hapitre 6). Historiquement,le premier exemple de problème de 
onvolution ave
 dé
alage additif a été le problème dediviseur ave
 dé
alage additif donné par :Sh(�; 1; 1) := Xn�N � (n)� (n+ h)pour tout entier relatif non-nul h. Les 
oe�
ients (� (n))n�1 sont les 
oe�
ients de Fourierde la forme modulaire :g(z) = ��E(z; :)�s ��12� = py log y + 4pyXn�1 � (n) 
os (2�nx)K0(2�ny)où pour tout nombre 
omplexe s, z 7! E(z; s) est la série d'Eisenstein de SL2(Z) de poids0 et de 
ara
tère trivial. Comme g n'est pas 
uspidale, le problème de 
onvolution ave
dé
alage additif 
orrespondant aura un terme prin
ipal et Ingham a prouvé en 1927 que :(4.2.3) Sh(�; 1; 1) wN!+1 C(h)N log2N:
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 dé
alage additifLe terme d'erreur peut être exprimé en fon
tion des sommes de Kloosterman qui ont étéintensivement étudiées par H.D. Kloosterman ([Kl℄), puis par A. Weil ([We℄) et T. Es-termann ([Es℄). En fait, H.D. Kloosterman a mis au point une méthode permettant derésoudre le problème de diviseur ave
 dé
alage additif appelée méthode du 
er
le qui a étéreprise et perfe
tionnée par W. Duke, J.B. Friedlander et H. Iwanie
 ([DuFrIw℄) sous lenom de méthode du Æ-symbole. P. Mi
hel, E. Kowalski et J. Vanderkam ont obtenu la bornedu terme d'erreur Errtwist(q; l;�) donnée en (3.3.3) en appliquant leurs résultats.4.2.2 La méthode du Æ-symboleSurvol de la méthodeLa référen
e prin
ipale utilisée i
i est l'exposé de P. Mi
hel à l'o

asion du programmesur les formes automorphes qui s'est déroulé au Fields Institute de Toronto ([Mi4℄). Il s'agitd'exprimer la 
ondition k = 0 en fon
tion de 
ara
tères additifs de 
ondu
teur plus petitque pjkj. Tout repose sur les 
onstatations suivantes :� si d j k et jkj < d alors k = 0,� si d j k alors d � pk ou kd � pk.En déte
tant la 
ondition d j k grâ
e aux relations d'orthogonalité de Z=dZet en utilisantde façon très astu
ieuse les deux remarques pré
édentes, on peut montrer que :Æ0(k) =X
�1 �
(k)r(k; 
)où si jkj � K alors �
(k) = 0 sauf si 
 � pK. Après avoir utilisé 
e qui pré
ède pourdéte
ter la 
ondition a1m� a2n = h, on utilise des formules sommatoires de type Voronoïet on se rend 
ompte qu'estimer Sh(g; a1; a2) revient à estimer des sommes du type :X1�
�pMN X1�m;n �g(m)�g(n)S(�a1m+ a2n;�h; 
) ~F (m;n; 
):Ces sommes sont estimées en étudiant ~F (m;n; 
) qui est une transformée intégrale de F eten estimant les sommes de Kloosterman par la borne de A. Weil.Résultat générique via la méthode du Æ-symboleCe résultat peut-être trouvé dans [DuFrIw3℄ et [KoMiVa℄ :Théorème 4.2.1. Soient h un entier relatif non-nul et r un entier naturel non-nul. Si a1et a2 sont premiers entre eux et H véri�e les 
onditions (4.2.1) et (4.2.2) alors :Sh(H; g; a1; a2)�";g P 54 (Z + Y ) 14 (Y Z) 14+"pour tout " > 0. Ainsi,�r(H; g; a1; a2)�";g P 54 (Z + Y ) 14 (Y Z) 14+" sup (Z; Y )rpour tout " > 0.
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alé 1094.2.3 La méthode spe
traleDes
ription détaillée de la méthode spe
traleCette méthode spe
trale a été suggérée dans les années soixante par A. Selberg et mise enpla
e de façon très générale par P. Sarnak ([Sa℄). Tout repose sur les propriétés analytiquesde la série de Diri
hlet suivante (tout au long de 
ette partie, h est un entier relatif non-nul) :Dh(g; a1; a2; s) := Xa1m�a2n=h�g(m)�g(n)� pa1a2mna1m+ a2n�kg�1 (a1m+ a2n)�squi est liée à notre problème par la formule d'inversion de Mellin (proposition C.4.1) :(4.2.4) Sh(g; a1; a2) = 12i� Z(2)Dh(g; a1; a2; s) bH(h; s) dsave
 :(4.2.5) bH(h; s) = Z h+4Na2sup (jhj;h+Na2)H �u+ h2 ; u� h2 ��4 + 2hu� h � 2hu+ h� kg�12 usduu :On obtient un 
ontrole de bH(h; s) par intégration par parties et qui permettra de rendre
onvergente la s-intégrale dans (4.2.4) :Lemme 4.2.2. Si H véri�e les 
onditions (4.2.1) et (4.2.2) alors :bH(h; s)�� �sup (Z; Y )inf (Z; Y ) �kg�12 +��1 sup (Z; Y )<(s) P �jsj�pour tout entier naturel �.Remarque 4.2.1. Si jhj � sup (Z; Y ) alors bH(h; s) = 0.Preuve du lemme 4.2.2. Selon les propriétés du support de H et par � integrations parparties, on obtient :bH(h; s) = Z �h+O(inf (Z;Y ))�h+O(inf (Z;Y )) us+��1s(s+ 1) � � � (s+ � � 1)f (�)(u)duave
 : f(u) = H �u+ h2 ; u� h2 �w(u);w(u) = g(u) kg�12 ;g(u) = 4 + 2hu� h � 2hu+ h:On montre par ré
urren
e sur j que :w(j)(u) = X�1;��� ;�j ;mj 
(�i;mj) �g(1)(u)��1 � � � �g(j)(u)��j g(u) kg�12 �mj
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alage additifoù les 
(�i;mj) sont des 
onstantes absolues et les �i et mj sont des entiers naturels satis-faisant : j � mj;2�1 + � � �+ (j + 1)�j �mj = j;�1 + � � �+ �j �mj � 0:On en déduit que : w(j)(u)� sup (Z; Y )kg�12inf (Z; Y ) kg�12 +j :L'estimation pré
édente et le lemme 4.1.5 assurent alors que :f (�)(u)�� �sup (Z; Y )inf (Z; Y ) � kg�12 1inf (Z; Y )�P �
e qui est su�sant pour la preuve �On dé�nit deux formes de Maass de niveau Da1a2, de poids 0 et de 
ara
tère trivial par :V (z) := (a1y) kg2 g(a1z)(a2y) kg2 g(a2z)et par : Uh(z; s) := X
 2 (�0(Da1a2))1n�0(Da1a2) (=(
:z))s e(�h<(
:z)):On remarque alors que :Dh(g; a1; a2; s) = (2�)s+kg�1�(s+ kg � 1)pa1a2 (Uh(:; s); V ):Pour toute base de He
ke orthonormale de C0(Da1a2) notée � := (uj)j�1 véri�ant :8j � 1; (�0 + �j) uj = 0ave
 �j := 14 + r2j à laquelle on rajoutte la fon
tion 
onstante u0, l'égalité de Parseval(théorème A.3.1) s'é
rit :(4.2.6) Dh(g; a1; a2; s) = (2�)s+kg�1�(s+ kg � 1)pa1a2(Xj�1 pjhj �j(�h)2�s� 12 jhjs� 12 ��s� 12 + irj2 ���s� 12 � irj2 ��uj ; V �+ 14� X�2Cusp(�0(Da1a2))Z 1�1pjhj��;r(�h)2�s� 12 jhjs� 12 ��s� 12 + ir2 ���s� 12 � ir2 ��E��:; 12 + ir� ; V �dr)
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ar : (Uh(:; s); u0) = 0;(Uh(:; s); uj) = pjhj�j(�h)2�s� 12 jhjs� 12 ��s � 12 + irj2 ���s� 12 � irj2 � ;�Uh(:; s); E��:; 12 + ir�� = pjhj��;r(�h)2�s� 12 jhjs� 12 ��s� 12 + ir2 ���s� 12 � ir2 �pour tout entier naturel non-nul j, tout nombre réel r et toute pointe � de �0(Da1a2).On se rend 
ompte que l'hypothèse H2(�) est très naturelle 
ar elle permet de 
ontr�lere�
a
ement la taille de la partie dis
rète du membre de droite. En fait, en supposant que �est admissible, il est possible de 
hoisir une base � formée de ve
teurs propres de l'opérateurré�exion : 8j � 1; X uj = "j uj:et dont les 
oe�
ients de Fourier de ses éléments véri�ent (
onfer [IwLuSa℄) :(4.2.7) 8h 2 Z�; �j(h)�" (jhja1a2(1 + jrjj))"pa1a2 
osh��rj2 �jhj�� 12pour tout j � 1 et pour tout " > 0. P. Sarnak ([Sa℄) a alors prouvé que :(4.2.8) 8j � 1; �uj; V ��g pa1a2 (1 + jrjj)kg+1 exp���jrj j2 �Ainsi, la 
roissan
e exponentielle en j de �j(h) est 
ompensée exa
tement par la dé
roissan
eexponentielle en j de �uj ; V �. Ce point 
ru
ial a été obtenu par P. Sarnak par des argumentstrès généraux qui ne tiennent pas 
ompte de la nature profondémment arithmétique dela surfa
e de Riemann 
ompa
te X0(Da1a2) et qui restent valides pour des surfa
es deRiemann 
ompa
tes beau
oup plus générales. L'estimation (4.2.8) 
ombinée ave
 la loi deWeyl pour le spe
tre du Lapla
ien �0 surX0(Da1a2) donnée en (A.3.4) valident l'estimationen moyenne suivante :(4.2.9) Xjrj j�R ���uj; V ���2 exp (�jrj j)�";g R2kg+4+"(a1a2)2+"pour tout nombre réel R � 1. On dispose aussi de la version 
ontinue de (4.2.8) :(4.2.10) 8r 2 R; �E��:; 12 + ir� ; V ��g pa1a2 (1 + jrj)kg+1 exp���jrj2 �pour toute pointe � de �0(Da1a2) d'où :(4.2.11) 14� X�2Cusp(�0(Da1a2))Z R�R �����E��:; 12 + ir� ; V �����2 exp (�jrj)�";g R2kg+4+"(a1a2)2+"pour tout nombre réel R � 1.
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alage additifRésultat générique via la méthode spe
traleEn appliquant la formule de Stirling, l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, (4.2.9), (4.2.11) et(4.2.7) dans la formule de Parseval donnée en (4.2.6), P. Sarnak ([Sa℄) a prouvé que :Théorème 4.2.3 (P. Sarnak (2001)). Dh(g; a1; a2; s) admet un prolongement analytiqueau demi-plan �<(s) � 12 + � + "	 pour tout " > 0 dès que � est admissible et y véri�e :Dh(g; a1; a2; s)�" pa1a2(1 + j=(s)j)3jhj 12+�+"�<(s):Tous les outils né
essaires sont à notre disposition pour pouvoir prouver le théorèmesuivant :Théorème 4.2.4. Soient h un entier relatif non-nul et r un entier naturel non-nul. Si Hvéri�e les 
onditions (4.2.1) et (4.2.2) alors :Sh(H; g; a1; a2)�";g �sup (Z; Y )inf (Z; Y ) �kg�12 +3+" sup (Z; Y )12+�+"pa1a2P 4+"pour tout " > 0. Ainsi,�r(H; g; a1; a2)�";g �sup (Z; Y )inf (Z; Y ) �kg�12 +3+" sup (Z; Y ) 32+�+"r pa1a2P 4+"pour tout " > 0.Preuve du théorème 4.2.4. Selon le théorème 4.2.3, il est possible de bouger le 
ontourd'intégration de (4.2.4) jusqu'à �12 + � + "� sous l'hypothèse � admissible 
e qui entraîneque :Sh(H; g; a1; a2)�";g;� �sup (Z; Y )inf (Z; Y ) � kg�12 +��1 sup (Z; Y ) 12+�+"pa1a2P �Z(12+�+")(1 + j=(s)j)3 dsjsj�grâ
e au lemme 4.2.5. On 
hoisit alors � := 3+ 1+ " pour rendre 
onvergente la s-intégrale�4.2.4 La méthode spe
trale en moyenneQuelques é
lair
issementsAu lieu de résoudre le problème de 
onvolution ave
 dé
alage additif pour 
haque entierrelatif h 6= 0 puis réinje
ter l'estimation non triviale obtenue pour obtenir une borne de�r(H; g; a1; a2), on trouve dire
tement une borne de 
ette dernière quantité. C'est P. Mi
helqui, semble-t-il, a eu l'idée de �moyenner� un problème de 
onvolution ave
 dé
alage additifsa
hant que son but �nal était de résoudre le problème de sous-
onvexité par rapport auniveau pour les fon
tions L de Rankin-Selberg de 
ara
tères non-triviaux (
onfer [Mi5℄) de
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ondu
teur aussi grand que possible. Signalons que 
e problème de 
onvolution en moyennese ramenait lui-même à un problème de sous-
onvexité pour les fon
tions L de Maass depoids 0 et de 
ara
tère non-trivial et pour les fon
tions L de Diri
hlet. Ainsi, un phénomènese 
on�rme : un problème de sous-
onvexité pour des fon
tions L de degré 4 s'est ramenéà un problème de sous-
onvexité pour des fon
tions L de degré plus petit (à savoir 1 et 2).Pour revenir à nos préo

upations, on peut ramener notre problème de 
onvolution ave
dé
alage addittif au problème de sous-
onvexité pour les fon
tions L de Maass de poids 0et de 
ara
tère trivial. Malheureusement,� d'une part, 
e problème de sous-
onvexité n'est toujours pas résolu même si on sembledisposer de tous les outils théoriques pour s'y attaquer,� d'autre part, même une borne de sous-
onvexité (
onfer 
hapitre 6) pour les fon
tionsL de Maass de poids 0 et de 
ara
tère trivial ne permet pas d'obtenir une bonnelongueur de ramollisseur e�e
tive.On pallie 
es di�
ultés en remplaçant le problème de sous-
onvexité pour les fon
tionsL de Maass de poids 0 et de 
ara
tère trivial par des inégalités de grand 
rible pour les
oe�
ients de Fourier des formes de Maass de poids 0 et de 
ara
tère trivial. Il se trouveque la longueur de ramollisseur e�e
tive obtenue par 
es inégalités de grand 
rible est lamême que 
elle que l'on obtiendrait en supposant l'hypothèse de Lindelöf généralisée pourtoutes les fon
tions L de formes de Maass de poids 0 et de 
ara
tère trivial. De toute fa-çon, le problème de sous-
onvexité et les inégalités de grand 
rible traduisent tous les deuxdes os
illations des 
oe�
ients de Fourier de 
es formes de Maass. L'idée qui 
onsiste àmoyenner un problème de 
onvolution ave
 dé
alage additif a de nouveau fait ses preuvesdans un travail ré
ent de G. Har
os et P. Mi
hel ([HaMi℄) qui ont résolu le problème desous-
onvexité par rapport au niveau pour les fon
tions L de Rankin-Selberg de 
ara
tèresnon-triviaux de �grand� 
ondu
teur. Il ne fait au
un doute que 
ette idée aura d'autresappli
ations.On dé
ompose �r(H; g; a1; a2) en :�r(h; g; a1; a2) := �dis
r (H; g; a1; a2) + �
ontr (H; g; a1; a2)où �dis
r (H; g; a1; a2) est la 
ontribution du spe
tre dis
ret et �
ontr (H; g; a1; a2) la 
ontri-bution du spe
tre 
ontinu. La �n de 
e 
hapitre est prin
ipalement dédiée à l'estimationsu

essive de 
es deux 
ontributions.
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alage additifContribution du spe
tre dis
retLa 
ontribution du spe
tre dis
ret vaut :(4.2.12) �dis
r (H; g; a1; a2) := 12i�pa1a2 Z(12+�+") 2s+kg�2�kg� 12Xj�1 � s� 12+irj2 !� s� 12�irj2 !�(s+ kg � 1) �uj ; V �Xh6=0 prjhj "j �j(rh)jrhjs� 12 bH(rh; s)ds:On peut dé
omposer r sous la forme :(4.2.13) r = q�~roù ~r est premier ave
 q et � est un entier naturel. Sa
hant que q est premier ave
 Da1a2,la propriété de multipli
ativité (A.3.9) s'é
rit :(4.2.14) prjhj�j(rh) =p~rjhj�j(~rh)�j(q�)� ÆqjrÆqjhs~rhq �j �~rhq�pour tout entier relatif non-nul h. Nous allons prouver :Théorème 4.2.5. Soient h un entier relatif non-nul et r un entier naturel non-nul dé
om-posé 
omme en (4.2.13). Si � est admissible et H véri�e les 
onditions (4.2.1) et (4.2.2)alors :�dis
r (H; g; a1; a2)�";g q" �sup (Z; Y )inf (Z; Y ) �kg�12 +3+" (a1a2) 12q �2 ~r 12+� P 4+" sup (Z; Y )1+�+" sup 1; sup (Z; Y )12+"q �2+"pa1a2 !+ Æqjrq 12+�(�+1) sup 1; sup (Z; Y )12+"q �+12 +"pa1a2 !!pour tout " > 0.Preuve du théorème 4.2.5. On donne la preuve seulement pour la 
ontribution provenantdu premier terme de (4.2.14). Grâ
e à la formule de Stirling (proposition C.1.1) et enappliquant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz , la 
ontribution du spre
tre dis
ret est bornéepar :� 1pa1a2 Z(12+�+") (1 + j=(s)j)�kg0� Xjrj j�1+j=(s)j ���uj ; V ���2 
osh (�rj)1A120B� Xjrj j�1+j=(s)j 1
osh (�rj) ������� Xj~rhj� sup (Z;Y )q� p~rjhj �j(~rh)"j �j(q�) bH(q�~rh; s)(q�~rjhj)s� 12 �������21CA 12 ds:
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alé 115Selon (4.2.9), la 
ontribution de la première ra
ine 
arrée :�g (a1a2) (1 + j=(s)j)2+kg :La deuxième ra
ine 
arrée vaut :0B� Xjrj j�1+j=(s)j 1
osh (�rj) ������� Xjnj� sup (Z;Y )q� ann 12�j(n)�������21CA 12où l'on a posé : an := (0 si ~r - n;1(q�~rjhj)s�12 "j �j(q�) bH(q�~rh; s) si n = ~rh:L'inégalité du grand 
rible pour les 
oe�
ients de Fourier des formes de Maass de poids 0(
onfer (A.3.5)) assure que la deuxième ra
ine 
arrée est bornée par :�"  (1 + j=(s)j)2 + sup (Z; Y )1+"q�+"a1a2 ! 12 jjajj2:Le lemme 4.2.2 entraîne que 
e terme est borné par :�g;";� q"�sup (Z; Y )inf (Z; Y ) �kg�12 +��1 sup (Z; Y )1+�+"q �2 ~r 12+� sup 1; sup (Z; Y ) 12+"q �2+"pa1a2 ! P � 1 + j=(s)jjsj�et on 
on
lut en 
hoisissant � = 3 + 1 + " pour rendre 
onvergente la s-integrale �Contribution du spe
tre 
ontinuLa 
ontribution du spe
tre 
ontinu est :(4.2.15) �
ontr (H; g; a1; a2) := 18i�2pa1a2 Z(12+�+") 2s+kg�2�kg� 12Z +1t=�1 � s� 12+it2 !� s� 12�it2 !�(s+ kg � 1) X�2Cusp(�0(Da1a2))�E��:; 12 + it� ; V �Xh6=0prjhj��(rh; t) bH(rh; s)(rjhj)s� 12 dtds:Nous allons prouver :
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 dé
alage additifThéorème 4.2.6. Soient h un entier relatif non-nul et r un entier naturel non-nul dé
om-posé 
omme en (4.2.13). Si � est admissible et H véri�e les 
onditions (4.2.1) et (4.2.2)alors :�
ontr (H; g; a1; a2)�";g q" �sup (Z; Y )inf (Z; Y ) � kg�12 +3+" (a1a2) 12q �2 ~r 12+� P 4+" sup (Z; Y )1+�+"sup 1; sup (Z; Y ) 12+"q �2+"pa1a2 !pour tout " > 0.Nous aurons besoin du lemme suivant à propos des 
oe�
ients de Fourier des sériesd'Eisenstein qui jouera le même r�le que 
elui joué par la propriété de multipli
ativité des
oe�
ients de Fourier des formes de Maass dans le 
as du spe
tre dis
ret :Lemme 4.2.7. Soient h un entier relatif non-nul, r un entier naturel dé
omposé 
ommeen (4.2.13) et � = uw une pointe de �0(Da1a2) ave
 :w j Da1a2;u ^w =1;1 � u �w ^�Da1a2w �et a un entier premier ave
 �w ^ �Da1a2w ��. On note �a(�) la pointe uaw . Alors :1. L'appli
ation �a est bije
tive.2. Si qk jj h et v désigne l'inverse de v modulo �w ^ �Da1a2w �� alors :��(rh; t) = (q�+k)�12 Xvjq�+k �q�+kv2 �it ��q�+kv2(�)�~r hqk ; t� :Preuve du lemme 4.2.7. Nous prouvons seulement la deuxième assertion. Selon (A.3.2),on a :��(rh; t) = � 12+it jrhjit� 12� �12 + it�  w ^ �Da1a2w �wDa1a2 ! 12+it 1' �w ^ �Da1a2w ��X (w^(Da1a2w )) Æw0( )jrhw0( ) (w0( ))G (1;w�( ))  (u) � rhw0( )�L(Da1a2)( 2; 1 + 2it)X
j(Da1a2)1
^Da1a2w =1  2(
)
1+2it r(rh; 
w00( )) Xejrhe^Da1a2=1  2(e)e2it



4.2 Résolutions génériques d'un problème de 
onvolution dé
alé 117où pour tout 
ara
tère de Diri
hlet  de module w^ �Da1a2w � on note w�( ) son 
ondu
teuret l'on é
rit w = w�( )w0( )w00( ) ave
 w0( ) j w�( ) et w00( ) ^w�( ) = 1. Comme q�+kest premier ave
 ~rhq�k, on remarque que :Æw0( )jrh = Æw0( )j~rhq�k ;r(rh; 
w00( )) = r(~rhq�k; 
w00( ));Xejrhe^Da1a2=1  2(e)e2it = Xvjq�+k  2(v)v2it Xej~rhq�ke^Da1a2=1  2(e)e2it �Preuve du théorème 4.2.6. La formule de Stirling (proposition C.1.1) et le lemme pré-
édent assurent que :�
ontr (H; g; a1; a2)� 1pa1a2q�� Xk�0 1qk� Xvjq�+k Z( 12+�+") (1 + j=(s)j)�kgX�2Cusp(�0(Da1a2))Z (1+j=(s)jt=�(1+j=(s)j) f�(t; s)g�(t; s)dtdsave
 : f�(t; s) = �����E��:; 12 + it� ; V ����� ����� �12 + it������1 ;g�(t; s) = ����� �12 + it����� ������� Xj~rhj� sup (Z;Y )q�+k p~rjhj ��q�+kv2(�)(~rh; t) bH(q�+k~rh; s)(~rjhj)s� 12 ������� :En appliquant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz à deux reprises, on remarque que :�
ont
;f (a1; a2)� 1pa1a2q�� Xk�0 1qk� Xvjq�+k Z(12+�+")(1 + j=(s)j)�kg0� X�2Cusp(�0(Da1a2))Z (1+j=(s)j)t=0 f�;(t; s)2dt1A120� X�2Cusp(�0(Da1a2))Z (1+j=(s)j)t=0 g�(t; s)2dt1A12 ds:Selon (4.2.11), la 
ontribution de la première ra
ine 
arrée est :� a1a2 (1 + j=(s)j)2+kg :



118 Problème de 
onvolution ave
 dé
alage additifComme l'appli
ation �q�+kv2 réalise une bije
tion de l'ensemble des pointes de �0(Da1a2),on 
onstate que la deuxième ra
ine 
arrée vaut :0B� X�2Cusp(�0(Da1a2))Z (1+j=(s)j)t=0 ����� �12 + it�����2 ������� Xj~rhj� sup (Z;Y )q�+k p~rjhj��(~rh; t) bH(q�+k~rh; s)(~rjhj)s� 12 �������21CA12
e qui vaut :0B� X�2Cusp(�0(Da1a2))Z (1+j=(s)j)t=0 ����� �12 + it�����2 ������� Xjnj� sup (Z;Y )q�+k jnj 12an��(n; t)�������21CA 12où : an := (0 si q j n ou ~r - n;1(~rjhj)s�12 bH(q�+k~rh; s) si n = ~rh ave
 q - h:L'inégalité du grand 
rible pour les 
oe�
ients de Fourier des séries d'Eisenstein de poids0 (
onfer (A.3.3)) assure que la 
ontribution de 
ette deuxième ra
ine 
arrée est :�"  (1 + j=(s)j)2 + sup (Z; Y )1+"q�+k+"(a1a2)! 12 jjajj2:L'estimation (4.2.2) de la fon
tion test a
hève la preuve en prenant � = 4 + " pour rendre
onvergente la s-intégrale. �4.2.5 Le ra�nement de B. Kroetz et R.J. StantonLes preuves des théorèmes 4.2.5 et 4.2.6 utilisent l'estimation en moyenne des produitstriples suivante :(4.2.16)Xjrj j�R ���uj ; V ���2 exp (�jrj j) + 14� X�2Cusp(�0(Da1a2))Z R�R �����E��:; 12 + ir� ; V �����2 exp (�jrj)dr�g;" (a1a2R)"(a1a2)2R2kg+xoù x = 4 
e qui nous oblige à 
hoisir � = x2 +1+1+ " = 4+ " pour rendre 
onvergente la s-intégrale dans (4.2.12) et (4.2.15). Malheureusement, il apparaît alors un fa
teur P � = P 4+"qui peut être grand. B. Kroetz et R.J. Stanton ([KrSt℄) ont prouvé l'amélioration suivante :(4.2.17)Xjrj j�R ���uj ; V ���2 exp (�jrj j) + 14� X�2Cusp(�0(Da1a2))Z R�R �����E��:; 12 + ir� ; V �����2 exp (�jrj)dr�g;" (a1a2R)"(a1a2)2R2kg
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e qui nous permet de prendre � = 1 + 1 + " = 2 + ". Il n'apparaît alors qu'un fa
teurP 2+". Signalons que A. Good ([Go℄) a prouvé l'optimalité en le paramètre R de (4.2.17) etque E. Kowalski ([Ko2℄) a déterminé la dépendan
e en les paramètres de g de (4.2.17). Cera�nement de B. Kroetz et R.J. Stanton nous permet d'énon
er le théorème suivant :Théorème 4.2.8. Soient h un entier relatif non-nul et r un entier naturel non-nul dé
om-posé 
omme en (4.2.13). Si � est admissible et H véri�e les 
onditions (4.2.1) et (4.2.2)alors :�r(H; g; a1; a2)�";g q"�sup (Z; Y )inf (Z; Y ) �kg�12 +1+" (a1a2) 12q �2 ~r 12+� P 2+" sup (Z; Y )1+�+" sup 1; sup (Z; Y )12+"q �2+"pa1a2 !+ Æqjrq 12+�(�+1) sup 1; sup (Z; Y )12+"q �+12 +"pa1a2 !!pour tout " > 0.4.2.6 Spe
tre dis
ret versus spe
tre 
ontinuOn remarque que la 
ontribution du spe
tre 
ontinu dans les méthodes spe
trales enmoyenne pré
édentes est la même que 
elle du spe
tre dis
ret. On résume dans le tableau4.1 les analogies entre 
es deux 
ontributions.Spe
tre dis
ret Spe
tre 
ontinuLoi de Weyl pour le spe
tre de X0(Da1a2) Nombre de pointes de �0(Da1a2)Multipli
ativité des 
oe�
ients de Fourierdes formes de Maass de poids 0 Lemme 4.2.7et de 
ara
tère trivial (A.3.9)Inégalité du grand 
rible Inégalité du grand 
riblepour les 
oe�
ients de Fourier pour les 
oe�
ients de Fourierdes formes de Maass de poids 0 des séries d'Eisenstein de poids 0et de 
ara
tère trivial (A.3.5) et de 
ara
tère trivial (A.3.3)Tab. 4.1 � Spe
tre dis
ret versus spe
tre 
ontinu4.3 Améliorations de la borne de Errtwist(q; l;�) donnéeen (3.3.3)La borne donnée en (3.3.3) est la borne obtenue dans [KoMiVa℄ en résolvant le problèmede 
onvolution ave
 dé
alage additif T�h (
) par la méthode du Æ-symbole 
'est-à-dire enutilisant le théorème 4.2.1. Nous allons donner les améliorations su

essives que l'on obtienten résolvant 
e problème de 
onvolution ave
 dé
alage additif par la méthode spe
trale, puis



120 Problème de 
onvolution ave
 dé
alage additifla méthode spe
trale en moyenne et en�n le ra�nement de B. Krotz et R.J. Stanton. Ons'intéresse don
 à :Errtwist00(q; l;�) := 2�ik XM;N�"(qD)1+"X~ee=l "q(~e)p~e Xab=~e �(a)"D(a)pa �g(b)T�M;N(1)où on rappelle que :(4.3.1) T�M;N(1) = �g(D2)pD2 Xbq2f1;qg X(
;d)2N�2qjj
dj 
q dbq
2 �� 
dq� XZ�1Z=2aa2N� �bqd (FZ ; g; 1; aeD2) :Le théorème suivant est un énon
é uni�
ateur des théorèmes 4.2.4, 4.2.5, 4.2.6 et 4.2.8 enprenant 
omme fon
tion test la fon
tion FZ où Z � 1 :Théorème 4.3.1. Soient h un entier relatif non-nul, 
 un entier naturel stri
tement divi-sible par q, d un diviseur de 
q , bq dans f1; qg et Z � 1. Si � est admissible alors :�bqd(FZ ; g; 1; aeD2)�";g;A1;A3;� q" (1 + jtj)BrMN (ae) 12 0� q YZ11 +q YZ11Ak�1 1�1 +q YZ1� 120� q ZZ11 +q ZZ11Akg�1 1�1 +q ZZ1� 12 1�1 + ZZ�A1 �1 + Y(pZ1+pZ)2�A3�sup (Z; Y )inf (Z; Y ) �kg�12 +��1+" P �+" sup (Z; Y ) 12+�+x1+"bqx2dx3  sup 1; sup (Z; Y )12+"bq 12+"pae !!x4pour tout " > 0 où :� x1 x2 x3 x4 � � := 8>>><>>>:� 1 1 1 0 4 � par la méthode spe
trale,� 12 12 12 + � 1 4 � par la méthode spe
trale en moyenne,� 12 12 12 + � 1 2 � par B. Kroetz et R.J. Stanton.Pour tout nombre réel x et tout élément y de R+ [ f+1g, posons :Cbqd(x; y) := Xx�Z�yZ=2aa2N� �bqd (FZ ; g; 1; aeD2) :Soit � un nombre réel �xé dans ℄0; 1[. On dé
ompose la Z-somme apparaissant en (4.3.1)de la façon suivante :XZ�1Z=2aa2N� �bqd (FZ ; g; 1; aeD2) = Cbqd(1; Z�1 ) + Cbqd(Z�1 ;Z) + Cbqd(Z;+1):
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es sommes jusqu'à la �n de 
e 
hapitre de la façon suivante :Cbqd(1; Z�1 ) petits termes;Cbqd(Z�1 ;Z) termes médians;Cbqd(Z;+1) grands termeset nous adopterons les notations simpli�
atri
es suivantes :Kg := kg � 12 ;K := k � 12 :4.3.1 Contribution des petits termes via la méthode du Æ-symboleL'obje
tif de 
ette partie est de 
onvain
re le le
teur que les petits termes ne limiterontpas la longueur de ramollisseur e�e
tive quitte à prendre le poids de g su�samment grand.Tout repose sur le fait que la fon
tion test FZ est asymptotiquement nulle lorsque kg ! +1pour 1 � Z � Z�1 . En e�et, la proposition 4.2.5 assure que :(4.3.2) FZ(z; y)�k;kg (1 + jtj)B (log q)A3 rMN 0� q YZ11 +q YZ11Ak�1 1�1 +q YZ1� 12 � ZZ1�Kg :pour tout 1 � Z � Z�1 .Proposition 4.3.2. Soit 0 < � < 1. Si kg > 1 + 52(1��) alors :Xbq2f1;qg X(
;d)2N�2qjj
dj 
q dbq
2 �� 
dq� Cbqd(1; Z�1 )�k;g (1 + jtj)B 1qÆpour une 
onstante absolue Æ > 0.Preuve de la proposition 4.3.2. Si 1 � Z � Z�1 alors le théorème 4.2.1 et l'égalité (4.3.2)assurent que :�bqd (FZ ; g; 1; aeD2)�k;g;";A3 (1 + jtj)B (log q)A3rMN 0� q YZ11 +q YZ11Ak�1 1�1 +q YZ1� 12 � ZZ1�Kg 1�1 + Y(pZ1+pZ)2�A3P 54Z 12+"Y 14+":On dé
ompose les petits termes en :(4.3.3) Cbqd(1; Z�1 ) = ÆY�Z�1 Cbqd(Y; Z�1 ) + ÆY�Z�1 Cbqd(1; Y )+ ÆZ�1 <Y�Z1Cbqd(1; Z�1 ) + ÆZ1<Y Cbqd(1; Z�1 ):



122 Problème de 
onvolution ave
 dé
alage additifContribution du premier terme de (4.3.3).Dans 
e 
as, P � 1, Z� Z1 et 
� pM(Nae) 12� . Ainsi,ÆY�Z�1 Cbqd(Y; Z�1 )�k;g;" (1 + jtj)B Æ
�pM(Nae) 12� 1dbqrMN � YZ1�K Z 12+"1 Y 14+" X1�Z�Z�1 � ZZ1�Kg Z:On a alors :ÆY�Z�1 Cbqd(Y; Z�1 )�k;g;" q" (1 + jtj)B Æ
�pM(Nae) 12� 1dbqrMN Y 14+KZ� 12+K��+(1��)Kg1 :La 
ontribution de 
e premier terme à T�M;N(1) est �nalement bornée par :�k;g;" (1 + jtj)Bq"N1+( 1��1)(14�Kg)(ae)1+ 14( 1�+1)�( 1��1)Kgq 34
e qui est admissible si kg > 1 + 3�+12(1��).Contribution du deuxième terme de (4.3.3).On a de nouveau P � 1, Z� Z1 et 
� pM(Nae) 12� d'où :ÆY�Z�1 Cbqd(1; Y )�k;g;" q" (1 + jtj)B Æ
�pM(Nae) 12� 1dbqrMN Y 54+K+KgZ� 12+K+Kg1 :La 
ontribution du deuxième terme à T�M;N(1) est �nalement bornée par :�k;g;" (1 + jtj)Bq"N 34+(1� 1�)Kg (ae) 54+(1� 1�)Kgq
e qui est admissible si kg > 1 + 5�2(1��).Contribution du troisième terme de (4.3.3).Dans 
e troisième 
as, P � 1, Z� Z1 et pMNae� 
� pM(Nae) 12� d'où :ÆZ�1 <Y�Z1Cbqd(1; Z�1 )�k;g;" q" (1 + jtj)B ÆpMNae�
�pM(Nae) 12� 1dbqrMN Y 54+KZ� 12+K+(1��)Kg1 :La 
ontribution de 
e troisième terme à T�M;N (1) est bornée par :�k;g;" (1 + jtj)Bq"N 34�(1��)Kg(ae) 54+(1��)Kgq
e qui est admissible si kg > 1 + 52(1��).Contribution du quatrième terme de (4.3.3).I
i, P �q YZ1 , Z� Y et 
� pMNae d'où :ÆZ1<Y Cbqd(1; Z�1 )�k;g;" q" (1 + jtj)B Æ
�pMNae 1dbqrMN Y 178Z 38+(1��)Kg1 :
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ontribution de 
e quatrième terme à T�M;N (1) est �nalement bornée par :�k;g;" (1 + jtj)Bq" (ae) 178q 14+(1��)Kg
e qui est admissible si kg > 1 + 32(1��) �4.3.2 Contribution des termes médiansProposition 4.3.3. Soit 0 < � < 1. Si � est admissible et k > kg+2�+x4+2x1+�� 12� x32alors :Xbq2f1;qg X(
;d)2N�2qjj
dj 
q dbq
2 �� 
dq� Cbqd(Z�1 ;Z)�k;g;" (1 + jtj)Bq" l1+x1+��x32q 12�� + l 12+x1+ �2+�q 12��+ l�+x1�x32 +���(��1)q 32����+�(��1) !pour tout " > 0 où :� x1 x2 x3 x4 � � := 8>>><>>>:� 1 1 1 0 4 � par la méthode spe
trale,� 12 12 12 + � 1 4 � par la méthode spe
trale en moyenne,� 12 12 12 + � 1 2 � par B. Kroetz et R.J. Stanton.Preuve de la proposition 4.3.3. On dé
ompose les termes médians en :(4.3.4) Cbqd(Z�1 ;Z) = ÆY�Z�1 (Cbqd(Z�1 ; Z1) + Cbqd(Z1;Z))+ ÆZ�1 <Y�Z1 (Cbqd(Z�1 ; Y ) + Cbqd(Y; Z1) + Cbqd(Z1;Z))+ ÆZ1<Y (Cbqd(Z�1 ; Z1) + Cbqd(Z1; Y ) + Cbqd(Y;Z)) :Premier 
as : Y � Z�1 .Dans 
e 
as, 
 � pM(Nae) 12� � pMNae, P � 1 et Z � Z1. Le théorème 4.3.1 assureque :�bqd(FZ ; g; 1; aeD2)�";g;A1;� q" (1 + jtj)BrMN (ae) 12 � YZ1�K0� q ZZ11 +q ZZ11Akg�1 1�1 +q ZZ1� 12 �ZY �Kg+��1+" Z 12+�+x1+"bqx2dx3 �ZY �x42 N Æ1(bq)2 x4



124 Problème de 
onvolution ave
 dé
alage additifpour tout " > 0.Contribution du premier terme de (4.3.4).La 
ontribution de 
e terme à T�M;N(1) est bornée par :�";k;g (1 + jtj)Bq" (ae)1+x1+��x32q 12+x2�x1��+Æ1(bq)(1�x42 �x2) = (1 + jtj)Bq" (ae)1+x1+��x32q 12��si K�Kg > �x32 +�� 12+ x42 +�+x1. La 
ondition pré
édente permet de rendre 
onvergenteles séries en 
 et en d.Contribution du deuxième terme de (4.3.4).Sa
hant que Z� Z1, la 
ontribution du deuxième terme à T�M;N(1) est exa
tement la mêmeque la 
ontribution du premier terme.Deuxième 
as : Z�1 < Y � Z1.Dans 
e 
as, pMNae � 
 � pM(Nae) 12� , P � 1 et Z � Z1. Le théorème 4.3.1 assureque :�bqd(FZ ; g; 1; aeD2)�";g;A1;� q" (1 + jtj)BrMN (ae) 12 � YZ1�K0� q ZZ11 +q ZZ11Akg�11�1 +q ZZ1� 12 �sup (Z; Y )inf (Z; Y ) �Kg+��1+" sup (Z; Y ) 12+�+x1+"bqx2dx3 �sup (Z; Y )Y �x42 N Æ1(bq)2 x4pour tout " > 0. On se rend 
ompte alors que la 
ontribution du quatrième terme de(4.3.4) à T�M;N (1) sera égale à la 
ontribution du premier terme de (4.3.4) à T�M;N (1) et quela 
ontribution du 
inquième terme de (4.3.4) à T�M;N(1) sera égale à la 
ontribution dudeuxième terme de (4.3.4) à T�M;N (1).Contribution du troisième terme de (4.3.4).La 
ontribution de 
e terme à T�M;N(1) est bornée par :�";k;g (1 + jtj)Bq" (ae)�+x1�x32 +���(��1)q 32��+x2�x1��+�(��1)+Æ1(bq)(1�x42 �x2) = (1 + jtj)Bq" (ae)�+x1�x32 +���(��1)q 32����+�(��1) :Au
un 
ondition sur K n'est né
essaire i
i 
ar les séries en 
 et d 
onvergent automatique-ment.Troisième 
as : Z1 < Y .
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e 
as, 
� pMNae, P �q YZ1 et Z� Y . Le théorème 4.3.1 assure que :�bqd(FZ ; g; 1; aeD2)�";g;A3;� q" (1 + jtj)BrMN (ae) 12 �Z1Y �140� q ZZ11 +q ZZ11Akg�1 1�1 +q ZZ1� 12 1�1 + Y(pZ1+pZ)2�A3�sup (Z; Y )inf (Z; Y ) � kg�12 +��1+"� YZ1� �2+" sup (Z; Y ) 12+�+x1+"bqx2dx3 �sup (Z; Y )Y �x42 N Æ1(bq)2 x4pour tout " > 0.Contribution du sixième terme de (4.3.4).La 
ontribution de 
e terme à T�M;N(1) est bornée par :�";k;g (1 + jtj)Bq" (ae)�+x1�x32 +���(��1)q 32��+x2�x1��+�(��1)+Æ1(bq)(1�x42 �x2) = (1 + jtj)Bq" (ae)�+x1�x32 +���(��1)q 32����+�(��1)en 
hoisissant A3 := x32 � 14 +Kg + �2 + �(� � 1)� ".Contribution du septième terme de (4.3.4).La 
ontribution de 
e terme à T�M;N(1) est bornée par :�";k;g (1 + jtj)Bq" (ae) 12+x1+ �2+�q 12+x2�x1��+Æ1(bq)(1�x42 �x2) = (1 + jtj)Bq" (ae) 12+x1+ �2+�q 12��en 
hoisissant A3 := Kg + � � 34 + ".Contribution du huitième terme de (4.3.4).La 
ontribution de 
e huitième terme à T�M;N (1) est bornée par :�";k;g (1 + jtj)Bq" (ae) 12+x1+ �2+�q 12+x2�x1��+Æ1(bq)(1�x42 �x2) = (1 + jtj)Bq" (ae) 12+x1+ �2+�q 12��en prenant A3 := 0.4.3.3 Contribution des grands termesProposition 4.3.4. Si � est admissible et k > kg + 2� + x4 + 2x1 + � � 12 � x32 alors :Xbq2f1;qg X(
;d)2N�2qjj
dj 
q dbq
2 �� 
dq� Cbqd(Z;+1)�k;g;" (1 + jtj)Bq" l1+x1+��x32q 12�� + l 12+x1+ �2+�q 12�� !pour tout " > 0 où :� x1 x2 x3 x4 � � := 8>>><>>>:� 1 1 1 0 4 � par la méthode spe
trale,� 12 12 12 + � 1 4 � par la méthode spe
trale en moyenne,� 12 12 12 + � 1 2 � par B. Kroetz et R.J. Stanton.



126 Problème de 
onvolution ave
 dé
alage additifPreuve de la proposition 4.3.4. Si Z � Z alors le théorème 4.3.1 assure que :�bqd(FZ ; g; 1; aeD2)�";g;A1;� q" (1 + jtj)BrMN (ae) 12 0� q YZ11 +q YZ11Ak�1 1�1 +q YZ1� 12�Z1Z � 14 �ZZ�A1 �ZY �Kg+��1+" P �+"Z 12+�+x1+"bqx2dx3  sup 1; Z 12+"bq 12+"pae!!x4pour tout " > 0 d'où :Cbqd(Z;+1)�";g;A1;� q" (1 + jtj)BrMN (ae) 12 0� q YZ11 +q YZ11Ak�1 1�1 +q YZ1� 12P �+"bqx2dx3 Z 141 N Æ1(bq)2 x4Z� 34+Kg+x42 +�+�+x1+2"Y Kg+��1+x42 +" :On dé
ompose les grands termes en :(4.3.5) Cbqd(Z;+1) = ÆY�Z1Cbqd(Z;+1) + ÆY�Z1Cbqd(Z;+1):Contribution du premier terme de (4.3.5).Pour 
e terme, P � 1, Z � Z1 et 
 � pMNae. La 
ontribution de 
e terme à T�M;N(1)est bornée par :�";k;g (1 + jtj)Bq" (ae)1+x1+��x32q 12+x2�x1��+Æ1(bq)(1�x42 �x2) = (1 + jtj)Bq" (ae)1+x1+��x32q 12��si K�Kg > �x32 +�� 12+ x42 +�+x1. La 
ondition pré
édente permet de rendre 
onvergenteles séries en 
 et en d.Contribution du deuxième terme de (4.3.5).I
i, P �q YZ1 , Z� Y et 
� pMNae. La 
ontribution de 
e terme à T�M;N (
) est bornéepar : �";k;g (1 + jtj)Bq" (ae) 12+x1+ �2+�q 12+x2�x1��+Æ1(bq)(1�x42 �x2) = (1 + jtj)Bq" (ae) 12+x1+ �2+�q 12�� �4.3.4 Preuve des théorèmes 4.1.1, 4.1.2 et 4.1.3On se 
ontente de prouver le théorème 4.1.1 sa
hant que les preuves des deux autresthéorèmes sont identiques.Preuve du théorème 4.1.1. Les propositions 4.3.2, 4.3.3 et 4.3.4 assurent que :(4.3.6) Errtwist(q; l;�) = O";k;g  (ql)"(1 + j=(�)j)B  l 32+�q 12�� + l 72+�q 12�� + l 92+��3�q3�� 52��!!



4.3 Améliorations de la borne de Errtwist(q; l;�) donnée en (3.3.3) 127si kg > 1 + 52(1��) et k > kg + 9 + � d'où :(4.3.7) Errse
(q; L;�) = O";k;g �(qL)"(1 + j=(�)j)B �L4+2�q 12�� + L8+2�q 12�� + L10+2��6�q3�� 52�� �� :Ainsi, toute longueur de ramollisseur inférieure stri
tement à :inf � 1� 2�8 (2 + �) ; 1� 2�8 (4 + �) ; 6� � 5� 2�8 (5 + � � 3�)�est e�e
tive. Le dernier terme dans le minimum pré
édent est une fon
tion 
roissante parrapport à �. On 
hoisit alors � := 2527 + 427� de sorte que :1� 2�8 (4 + �) = 6�� 5� 2�8 (5 + � � 3�) �





Chapitre 5Zéros des fon
tions L et méthode deramollissementL'obje
tif de 
e 
hapitre est triple :� présenter le résultat �nal 
on
ernant l'analyse des zéros réels non-triviaux d'une famillede fon
tions L de Rankin-Selberg,� dé
rire le modèle des matri
es aléatoires qui permet de prévoir un tel résultat,� motiver la méthode analytique utilisée à savoir la méthode de ramollissement.5.1 Zéros de grande hauteurSoit L(�0; :) une fon
tion L satisfaisant (pour vraiment simpli�er) :8i 2 f1; � � � ; d�0g ; ��0;i < 0et que : 8i 2 f1; � � � ; d�0g ; ��0;i = O(p
)pour une 
onstante abolue 0 < 
 � 1. L'existen
e d'un produit Eulérien sur <(s) > 1entraîne que : 8s 2 C ; <(s) > 1) L(�0; s) 6= 0:Selon l'équation fon
tionnelle satisfaite par L(�0; :), les seuls zéros de la fon
tion L sur<(s) < 0 sont donnés par les p�les de L1(�0; :) 
'est-à-dire :[1�i�d�0 f��0;i � 2n; n 2 Ng :Ces zéros s'appellent les zéros triviaux de la fon
tion L. On peut montrer de façon 
lassiquepar le prin
ipe de l'argument que pour T su�samment grand :N(�0; T ) := ������ 2 C ; ����<(�)� 12 ���� < 12 ; 0 � =(�) � T����� = d�02� T log T (1 + o(1))de sorte que l'é
art moyen entre les parties imaginaires de deux zéros 
onsé
utifs de partieimaginaire inférieure à T est de l'ordre de 2�d�0 log T . Ces résultats portent sur le 
omptage129



130 Zéros des fon
tions L et méthode de ramollissementdes zéros dits de grande hauteur. Un des problèmes majeurs de la théorie analytique desnombres est l'étude de la répartition de 
es zéros dans la bande 
ritique et notamment dela répartition horizontale de 
es zéros. La 
onje
ture prin
ipale est l'hypothèse de Riemanngénéralisée :Hypothèse de Riemann généralisée. Tous les zéros de L(�0; :) appartenant à la bande
ritique sont sur la droite <(s) = 12 .Cette 
onje
ture fondamentale 1 n'est même pas prouvée pour la fon
tion zéta de Rie-mann et possède de nombreuses appli
ations arithmétiques (
onfer 
hapitres 1 et 6). Unetentative d'attaque de la 
onje
ture de Riemann, inspirée par G. Polya et D. Hilbert, estde réaliser les zéros d'une fon
tion L 
omme le spe
tre d'un opérateur su�samment symé-trique pour déduire la 
onje
ture de Riemann pour 
ette fon
tion L. La nature spe
traledes zéros non-triviaux d'une fon
tion L a été 
on�rmée par H.L. Montgomery ([Mo℄) quia prouvé un lien entre les valeurs propres de 
ertaines matri
es aléatoires de grand rang etles zéros non-triviaux de la fon
tion zéta de Riemann.5.2 Matri
es aléatoiresLa référen
e exhaustive pour la théorie des matri
es aléatoires est [Me℄. I
i, on se
ontente de reprendre �dèlement l'exposé donné par P. Mi
hel ([Mi6℄) au séminaire Bour-baki. Un ensemble de matri
es aléatoires est une suite G := (G(N); dN )N�1 d'espa
es deprobabilités matri
iels véri�ant G(N) � GLN(C ). Nous ne donnons que les exemples quiont un intérêt pour 
e mémoire. L'ensemble unitaire Gaussien G=GUE est dé�ni par :(G(N) = matri
es inversibles hermitiennes de taille N;dNA = 
N exp (�Ntr(A2))dxN(A)où dxN désigne la mesure de Lebesque sur le R-espa
e ve
toriel des matri
es hermitiennesde taille N . Les trois autres exemples sont des espa
es matri
iels 
ompa
ts qui sont auto-matiquement munis de leur mesure de Haar :� le type symple
tique G = Sp : G(N) est le groupe des matri
es symple
tiques unitairesde taille 2N ,� le type orthogonal pair G = SO+ : G(N) est le groupe des matri
es orthogonales detaille 2N ,� le type orthogonal impair G = SO� : G(N) est le groupe des matri
es orthogonalesde taille 2N + 1.G désigne l'un des ensembles de matri
es aléatoires pré
édents. On note fe(�1); � � � ; e(�N)gles valeurs propres de A à symétries près. Ainsi, si A est une matri
e de Sp(N) ou deSO+(N) alors l'ensemble de ses valeurs propres est noté :�e(�1); � � � ; e(�N); e��1 + 12� ; � � � ; e��N + 12��1Cette 
onje
ture ne résoudra pas tous les problèmes arithmétiques (
omme par exemple le problèmedu plus grand é
art entre grands nombres premiers) et on arrive parfois à prouver des énon
és en moyenneou de densité plus puissants que la 
onje
ture de Riemann.



5.2 Matri
es aléatoires 131et si A est une matri
e de SO�(N) alors l'ensemble de ses valeurs propres est noté :�1; e(�1); � � � ; e(�N); e��1 + 12� ; � � � ; e��N + 12��ave
 dans tous les 
as 0 � �1 � � � � � �N � 12 et on les renormalise par :b�i := 2N�i:La distribution de 
orrélation d'ordre 2 est dé�nie par :R2(A;�) := 2N X1�i<j�N �(b�i; b�j)pour toute fon
tion � symétrique, invariante par les translations de ve
teurs (u; � � � ; u) pourtout réel u, et ave
 de �bonnes� propriétés de dé
roissan
e. R2(A;�) 
ompte le nombre de
ouples de valeurs propres distin
tes dans un intervalle de longueur 1N . La distribution derépartition d'ordre 1 est dé�nie par :W (A;�) := NXi=1 �(b�i)pour toute fon
tion � symétrique et à dé
roissan
e rapide. W (A;�) dé
rit la répartitiondes valeurs propres de A dans un 1N -voisinage de 1. N. M. Katz et P. Sarnak ([KaSa℄) ontétudié le 
omportement de 
es statistiques lorsque N ! +1 :Théorème 5.2.1 (N. M. Katz-P. Sarnak (1999)). Soit G l'un des ensembles de ma-tri
es aléatoires pré
édents. Il existe des distributions R2(G) et W (G) véri�ant pour toutefon
tion test 
onvenable � :limN!+1ZG(N)R2(A;�)dN (A) = ZR�(x)R2(G)(x)dx;limN!+1ZG(N)W (A;�)dN (A) = ZR�(x)W (G)(x)dx:De plus, les auteurs ont 
al
ulé 
es distributions limites et ont obtenu les formules ex-pli
ites suivantes :R2(Sp)(x) = R2(SO+)(x) = R2(SO�)(x) = R2(GUE)(x) = 1� �sin (2�x)2�x �2et : W (SO+)(x) = 1 + sin (2�x)2�x ;W (SO�)(x) = 1� sin (2�x)2�x + Æ0(x);W (Sp)(x) = 1� sin (2�x)2�xoù Æ0 est la distribution de Dira
 en 0.



132 Zéros des fon
tions L et méthode de ramollissement5.3 Zéros de grande hauteur et matri
es aléatoiresOn peut dé�nir de façon analogue des statistiques sur les zéros d'une fon
tion L(�0; :).Par exemple, en notant � = 12 + i
 les zéros non-triviaux de 
ette fon
tion L (
 2 C ) et en�xant une fon
tion h lisse à dé
roissan
e rapide, on pose :Rh2;�0(T;�) := 2�d�0T log T X(
�0 ;
0�0 )2C2L(�0; 12+i
�0)=0L(�0; 12+i
0�0)=0 h�
�0T �h�
 0�0T ���d�0 log T2� (
�0 � 
 0�0)�pour toute fon
tion lisse à dé
roissan
e rapide. Rh2;�0(T;�) 
ompte le nombre de 
ouple dezéros de L(�0; :) de hauteur de l'ordre de T et d'é
art de l'ordre de 2�d�0 log T . Z. Rudni
k etP. Sarnak ([RuSa℄) ont prouvé que si L(�0; :) véri�e une hypothèse te
hnique qui est unepetite 
onséquen
e d'une généralisation de la 
onje
ture de Ramanujan-Petersson-Selbergalors pour toute fon
tion h qui est la transformée de Fourier d'une fon
tion lisse à support
ompa
t et pour toute fon
tion lisse � dont la transformée de Fourier est à support 
ompa
tsu�samment petit au voisinage de 0, on a :limT!+1Rh2;�0(T;�) = bh2(0)ZR�(x)R2(GUE)(x)dx:Ainsi, aussi surprenant que 
ela puisse paraître, l'espa
ement entre les 
ouples de zéros degrande hauteur de toutes les fon
tions L se 
omporte de la même façon.5.4 Zéros de petite hauteur et matri
es aléatoiresOn appelle zéros de petite hauteur d'une fon
tion L les zéros de la bande 
ritique qui sonttrès �pro
hes� du point 
ritique. On peut montrer en supposant l'hypothèse de Riemanngénéralisée pour la fon
tion L(�0; s) que lorsque Q�0(0) est grand :N(�0; 1) = logQ�0(0)� (1 + o(1)):Ainsi, l'espa
ement moyen entre deux zéros de L(�0; :) de parties imaginaires inférieures à1 est de l'ordre de 2�logQ�0 (0). On 
her
he à étudier par analogie ave
 l'étude menée pour leszéros de grande hauteur la répartition des zéros de L(�0; :) dans un 1logQ�0(0)-voisinage dusegment 
ritique. Pour 
ela, on in
lut la fon
tion L(�0; :) dans une famille F de fon
tionsL et on étudie pour toute fon
tion lisse � dont la transformée de Fourier est à support
ompa
t : W (FQ;�) := 1jFQj X�2FQW (�;�)où : W (�;�) := X
�2CL(�; 12+i
�)=0�� logQ�(0)2� 
�� :On 
her
he à prouver des résultats du type :
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é de Densité ED(�). Il existe un ensemble de matri
es aléatoires G tel que si �est une fon
tion lisse dont la transformée de Fourier est à support 
ompa
t dans ℄ � �; �[alors : limQ!+1W (FQ;�) = ZR�(x)W (G)(x)dx:Dans 
e 
as, on dit que le type de symétrie de la famille F est G. De tel résultatsmontrent de nouveau l'intérêt de 
onsidérer des fon
tions L en famille et introduisent une
lassi�
ation des familles de fon
tions L par leur type de symétrie. Contrairement à 
equi se passe pour les zéros de grande hauteur, la répartition des zéros de petite hauteurd'une famille de fon
tions L dépend de 
ette famille et plus exa
tement de son type desymétrie. Cependant, 
es résultats sont souvent des résultats 
onditionnels 
ar on les prouveen supposant l'hypothèse de Riemann généralisée au moins pour toutes les fon
tions L quiapparaissent dans la famille. Par exemple, H. Iwanie
-W. Luo-P. Sarnak ont prouvé dans[IwLuSa℄ que le type de symétrie de la famille H+ est SO+ et que le type de symétrie dela famille H� est SO� en supposant l'hypothèse de Riemann généralisée pour toutes lesfon
tions L de 
ette famille mais aussi pour toutes les fon
tions L de Diri
hlet. Le typede symétrie de la famille G est Sp. En 
e qui 
on
erne la famille F des fon
tions L deRankin-Selberg, il est 
onje
turé que son type de symétrie est aussi Sp. Il est important deremarquer que la valeur 
ritique pour un énon
é de densité est � = 1. En e�et, la formulede Plan
herel assure que :ZR�(x)W (G)(x)dx= ZR b�(x)\W (G)(x)dxet on remarque, en a

ord ave
 la tableau 5.1, qu'il n'est pas possible de distinguer lesSp SO+ SO�x = 0 12 32 320 6= jxj < 1 �12 12 12x = �1 �14 14 34jxj > 1 0 0 0Tab. 5.1 � Valeurs prises par\W (G)(x)distributions SO+ et SO� sur ℄ � 1; 1[ et que la distibution Sp a une dis
ontinuité en �1.Lorsque le 
ondu
teur de la famille est grand devant la taille de la famille, il est très di�
ilede fran
hir la valeur 
ritique � = 1 et on se 
ontente parfois d'énon
é de densité en moyenne.5.5 Méthode de ramollissement5.5.1 Des
ription de la méthode sur un exempleCet exemple est issu de [KoMiVa2℄. Soit q un nombre premier. Pour f dans Sp2(q), onnote : �(f; s) := q s2f L1(f; s)L(f; s)



134 Zéros des fon
tions L et méthode de ramollissementla fon
tion L 
omplétée de la forme modulaire f . Un des obje
tifs (parmi d'autres...) desauteurs est de prouver qu'il y a une proportion positive expli
ite de formes 
uspidales deniveau q et de poids 2 dont la fon
tion L ne s'annule pas au point 
ritique 
'est-à-dire :limq!+1 ���f 2 Sp2(q);� �f; 12� 6= 0	��jSp2(q)j � �0où �0 > 0 est une 
onstante absolue expli
ite. Pour 
ela, ils étudient les premier et se
ondmoments harmoniques de la famille :aq2P fL(f; :); f 2 Sp2(q)gau point 
ritique qui sont donnés par :Mh1 �q; 12� = hXf2Sp2 (q)��f; 12� ;(5.5.1) Mh2 �q; 12� = hXf2Sp2 (q)��f; 12�2 :(5.5.2)W. Duke ([Du℄) a prouvé que :Mh1 �q; 12� wq!+1 
1;(5.5.3) Mh2 �q; 12� wq!+1 
2 log q(5.5.4)où 
1 > 0 et 
2 > 0 sont des 
onstantes absolues. L'inégalité de Cau
hy-S
hwarz impliqueque :(5.5.5) hXf2Sp2(q);�(f; 12)6=0 1� 1log q :Malheureusement, la borne inférieure 
i-dessus tend vers 0 lorsque le niveau q devient grand.Les estimations (5.5.3) et (5.5.4) nous informent que même si � �f; 12� est génériquementde taille 1, il existe des formes f pour lesquelles � �f; 12� est de taille au moins plog q. On aobtenu (5.5.5) en travaillant en moyenne 
e qui fait que l'on perd la 
ontribution des formes fpour lesquelles � �f; 12� est anormalement grand par rapport à la valeur moyenne. On peutrattrapper 
ette perte et 
ompenser le fa
teur gênant log q dans (5.5.5) en ramollissant
'est-à-dire en e�e
tuant la substitution suivante :��f; 12� ��f; 12�M �f; 12�où M �f; 12� est un polyn�me de Diri
hlet 
hoisi de sorte que � �f; 12�M �f; 12� soit presque
onstant lorsque f dé
rit Sp2(q) :M �f; 12� := X1�m�q� �f(m) xmpm:
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 � > 0. On étudie alors les premier et se
ond moments harmoniques ramollis de lafamille : Mh1 �q; 12� = hXf2Sp2(q)��f; 12�M �f; 12� ;Mh2 �q; 12� = hXf2Sp2(q)��f; 12�2M �f; 12�2 :E. Kowalski, P. Mi
hel et J. Vanderkam ont alors prouvé que :Mh1 �q; 12� wq!+1 L(�!x );Mh2 �q; 12� wq!+1 Q(�!x )où L(�!x ) est une forme linéaire en �!x = (xm)1�m�q� et Q(�!x ) une forme quadratique d'où :(5.5.6) hXf2Sp2(q);�(f; 12) 6=0 1� L(�!x )2Q(�!x ) :Il s'agit alors de minimiser la forme quadratiqueQ sous la 
ontrainte linéaire L : il existe unepro
édure 
lassique pour résoudre un tel problème d'optimisation. L'in
onvénient prin
ipalde la méthode de ramollissement est que l'on 
ompte non seulement les zéros des fon
tionsL mais aussi les zéros du ramollisseur.5.5.2 Historique et motivationCette te
hnique de ramollissement a été inventé par H. Bohr et E. Landau ([BoLa℄)au début du siè
le pré
édent puis a été largement développé par A. Selberg ([Se2℄) pourestimer la proportion des zéros de la fon
tion zéta de Riemann sur la droite 
ritique. Hafnera repris 
ette étude dans le 
as des fon
tions L de degré 2.Ramollir a été remis au grand jour de façon très spe
ta
ulaire par H. Iwanie
 et P. Sar-nak ([IwSa℄) qui ont prouvé que pour N su�samment grand, L �f; 12� 6= 0 pour au moins50% de formes 
uspidales f de niveau N , de poids k �xé, de 
ara
tère trivial et de signed'équation fon
tionnelle +1. D'autre part, et 
ela justi�e l'intérêt que l'on porte aux zé-ros des fon
tions L, toute amélioration même mi
ros
opique de 50% en 50% + " (" > 0)
onstituerait une preuve de l'inexisten
e du zéro de Siegel et entraînerait don
 :h(q) � 
"q 12�"pour une 
onstante 
" > 0 e�e
tive. Cet exemple est vraiment surprenant 
ar un résultatde non-annulation pour une première famille de fon
tions L nous amène à un résultat denon-annulation pour une deuxième famille de fon
tions L. La théorie des matri
es aléatoires



136 Zéros des fon
tions L et méthode de ramollissementa mis en lumière le fait que les zéros des fon
tions L d'une même famille ont des liens entreeux. Cet exemple nous fait intuiter que les zéros de toutes les fon
tions L ne sont pasindépendants 
e qui amène J.B. Conrey à évoquer une �
onspiration entre les fon
tions L�([Co℄). Ainsi, il apparaît par exemple peu probable de prouver l'hypothèse de Riemanngénéralisée pour une fon
tion L isolée.5.5.3 Zéros réels des fon
tions L de Diri
hletNous nous 
ontentons i
i d'énon
er le résultat qui a été en quelque sorte à l'origine de
e mémoire. J.B. Conrey et K. Soundararajan ([CoSo℄) ont prouvé, en ramollissant et ense servant d'un lemme de 
omptage de zéros du à A. Selberg ([Se℄) qui avait été remis augoût du jour par E. Kowalsi et P. Mi
hel ([KoMi℄), le résultat très surprenant suivant :Théorème 5.5.1 (J.B. Conrey-K. Soundararajan (2002)). Il existe une in�nité (aumoins 20% en un sens 
onvenable) de 
ara
tères de Diri
hlet primitifs � dont la fon
tionL de Diri
hlet L(�; :) ne s'annule pas sur le segment 
ritique [0; 1℄.C'est la première fois que l'on réussissait à exhiber une in�nité de fon
tions L sans zérosréels. La famille 
onsidérée par les auteurs est la famille G. La te
hnique de 
omptage deszéros sera dé
rite dans la partie suivante dans le 
as de notre famille favorite, la famille Fde fon
tions L de Rankin-Selberg. Voi
i néanmoins les propriétés partagées par les famillesF et G qui jouent un r�le 
ru
ial :� les équations fon
tionnelles de 
haque fon
tion L de 
es familles ont le même signe,� 
e signe vaut un ; par 
onséquent, l'ordre d'annulation au point 
ritique 12 de 
haquefon
tion L de 
es familles est un entier naturel pair,� le type de symétrie de 
es familles est le type symple
tique (au moins 
onje
turalementpour la famille F).Remarque 5.5.1. Nous insistons sur le fait que la formule asymptotique obtenue pour lese
ond moment harmonique ramolli de la famille F (
onfer théorème 3.1.1) est la même quela formule asymptotique obtenue par J.B. Conrey et K. Soundararajan (
onfer théorème2.2.6) pour le se
ond moment ramolli de la famille G. Ce
i est 
onforme ave
 la théorie desmatri
es aléatoires et plus pré
isément la 
onje
ture des moments qui prévoit que l'asymp-totique d'un moment d'une famille ne dépend que du type de symétrie de 
ette famille.De même, les formules asymptotiques obtenues par K. Soundararajan pour les se
onds mo-ments ramollis des familles H� seront 
ertainement di�érentes de 
elles obtenues pour lesfamilles F et G.Remarque 5.5.2. K. Soundararajan a annon
é aux Journées Arithmétiques 2003 (Graz)avoir prouvé un résultat 
on
ernant les zéros réels des fon
tions L appartenant aux famillesH�. Il faut toutefois noter que toutes les fon
tions L de la familleH� admettent trivialementun zéro au point 
ritique sa
hant que le signe de leur équation fon
tionnelle vaut �1.
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tions L de Rankin-Selberg 1375.6 Zéros réels des fon
tions L de Rankin-SelbergL'espa
e Spk(q) est un espa
e de probabilité pour la mesure de probabilité harmoniquesuivante : 8A � Spk(q); �hq (A) := 1Ahq [1℄Ahq ��A(:)�où �A est la fon
tion 
ara
téristique de l'ensemble mesurable A. Le résultat �nal 
on
ernantles zéros réels des fon
tions L de Rankin-Selberg est donné par :Théorème 5.6.1. Soit g une forme primitive 
uspidale de niveau D sans fa
teurs 
arrés,de poids kg � 22 et de 
ara
tère trivial. Il existe une in�nité (au moins 1:8% en un sens
onvenable) de fon
tions L de Rankin-Selberg L(f � g; :), où f dé
rit l'ensemble des formesprimitives 
uspidales de niveau premier q su�samment grand, de poids k � kg + 6 et de
ara
tère trivial qui admettent au plus huit zéros réels non-triviaux. Plus pré
isément, pourq un nombre premier et premier ave
 D, et k � kg + 6, on a :�hq (ff 2 Spk(q); L(f � g; :) admet au plus huit zéros dans [0; 1℄g) � 0:018 + og(1):Remarque 5.6.1. En supposant la 
onje
ture de Ramanujan-Petersson-Selberg (hypothèseH2(0)), on obtient 4% de fon
tions L de Rankin-Selberg ayant au plus 6 zéros réels non-triviaux. Cependant, même 
ette 
onje
ture puissante et profonde ne semble pas donnerl'existen
e d'une in�nité de fon
tions L de Rankin-Selberg sans zéros dans [0; 1℄ par laméthode a
tuelle.Au 
ours de la preuve du théorème pré
édent, nous établissons aussi des résultats 
on
er-nant le rang analytique de la famille F dé�ni par :r(f � g) = ords= 12L(f � g; s):Théorème 5.6.2. Le rang analytique r(:� g) de la famille F est borné en moyenne. Pluspré
isément, il satisfait : 1Ahq [1℄Ahq [r(:� g)℄ � 9:82 + og(1)Remarque 5.6.2. On peut rempla
er 9:82 par 7:66 en supposant la 
onje
ture deRamanujan-Petersson-Selberg.Remarque 5.6.3. En fait, en appliquant la pro
édure dé
rite dans [H-BMi℄, on peutobtenir la dé
roissan
e exponentielle du rang analytique de la famille F : il existe des
onstantes absolues A;B > 0 telles que :1Ahq [1℄Ahq [exp (Ar(:� g))℄ � B:Ainsi, la proportion harmonique des formes primitives de niveau premier q premier ave
 D,de poids k � kg + 6 et de rang analytique plus grand que r dé
roit exponentiellement ave
r.



138 Zéros des fon
tions L et méthode de ramollissementRemarque 5.6.4. Tous les résultats pré
édents 
on
ernant le rang analytique de la familleF sont en a

ord ave
 la théorie des matri
es aléatoires et en parti
ulier ave
 la 
onje
turedu rang qui prédit que pour tout entier naturel m � 1 :�hq (ff 2 Spk(q); r(f � g) = 0g) ! 1;�hq (ff 2 Spk(q); r(f � g) = 2mg) ! 0lorsque q ! +1.Nous allons maintenant donner les détails de la te
hnique de 
omptage.5.6.1 Autour du lemme de 
omptageLe lemme de Selberg est le point de départ de la preuve des résultats pré
édents :Lemme 5.6.3. Soit  une fon
tion holomorphe, qui ne s'annule pas dans un demi-plan<(z) � W . Soit B la boîte re
tangulaire de sommets W0 � iH, W1 � iH où H > 0 etW0 < W < W1. Alors :4H X� + i
 2 B (� + i
) = 0 
os� �
2H� sinh��(� �W0)2H � = Z H�H 
os� �t2H� log j (W0 + it)jdt+ Z W1W0 sinh��(� �W02H � log j (�+ iH) (�� iH)jd�� <�Z H�H 
os��W1 �W0 + it2iH �(log )(W1 + it)�dt:Une preuve de 
e lemme est donnée dans l'arti
le de J.B. Conrey et K. Soundararajan([CoSo℄). Cette preuve repose sur le fait que :(5.6.1) Z�B k(s)(log f)(s)ds = 0ave
 : k(s) := 
os��s�W02iH �et �B le bord de la boîte B. Signalons que les propriétés indispensables notées (P) du noyauk sont :� k est imaginaire pur sur =(s) = H et y satisfait :k(s) = �k(s);� k véri�e la 
ondition de positivité suivante dans la boite B :8� 2 [W0;W1℄ ;8
 2 [�H;H℄ ; <k(� + i
) � 0:
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140 Zéros des fon
tions L et méthode de ramollissementOn désire appliquer le lemme de Selberg à L(f � g; :) ave
 la boîte B(q) (�gure 5.1). SoientN un entier naturel et Spk(q;N) l'ensemble des formes f de Spk(q) dont la fon
tion L deRankin-Selberg L(f � g; :) admet :� un zéro d'ordre 2n1 en 12 ,� et n2 zéros ave
 multipli
ités dans �12 ; 1�ave
 2n1 + 2n2 � 2(N + 1). On remarque que le 
omplémentaire de Spk(q;N) dans Spk(q)est exa
tement l'ensemble des formes f de Spk(q) dont la fon
tion L de Rankin-SelbergL(f � g; :) admet au plus 2N zéros dans [0; 1℄. On note aussi :sp;hk (q;N) := �h (Spk(q;N)) :L'idée de la preuve est la suivante : nous allons trouver un entier naturel N indépendantde q tel que pour q su�samment grand :sp;hk (q;N) � s0 < 1et 
on
lure que pour 100(1 � s0)% de formes primitives 
uspidales f de poids k et de
ara
tère trivial, L(f � g) admet au plus 2N zéros non-triviaux sur l'axe réel (et en faitdans une petite boîte B(q) de hauteur O(1)= log q).5.6.2 Les étapes su

essives et la méthode de ramollissementNous suivons la méthode développée dans l'arti
le de J.B. Conrey et K. Soundararajan.Soit f dans Spk(q). On pose :Zq(f ; b; 
) := X1 � � � 12 � 
log q� 6= 12L(f � g; �) = 0 sinh � �
+ log q �� � 12��2b !:Le lemme de Selberg entraîne que :4b sinh��
2b�r(f � g) + 4bZq(f ; b; 
) � 3Xj=1 Iqf (j)où : Iqf (1) = Z b�b 
os��t2b� log ����L�f � g; 12 � 
log q + i tlog q�����dt;Iqf (2) = Z (�0� 12) log q�
 sinh��(x+ 
)2b � log ����L�f � g; 12 + xlog q + i blog q�����2dx;Iqf (3) = �< Z b�b 
os ���0 � 12� log q + 
+ it2ib ! (logL(f � g; :))��0 + i tlog q�dt! :Tout repose sur le lemme suivant :



5.6 Zéros réels des fon
tions L de Rankin-Selberg 141Lemme 5.6.4. Soit f dans Spk(q). Si L(f � g; :) admet n2 zéros ave
 multipli
ités dans�12 ; 1� alors : Zq(f ; b; 
) � 2n2 sinh��
2b�:Preuve du lemme 5.6.4 Supposons que L(f � g; �) = 0 ave
 12 < � � 1.� Si 12 + 
log q < � � 1 alors :sinh � �
 + log q �� � 12��2b ! � 2 sinh��
2b�
ar sinh (2x) � 2 sinhx si x � 0.� Si � := 12 + �log q ave
 0 < � � 
 alors l'équation fon
tionnelle implique que :L�f � g; 12 � �log q� = 0et la 
ontribution de 
e zéro � à Zq(f ; b; 
) est de :sinh�� (
+ �)2b �+ sinh�� (
 � �)2b � � 2 sinh��
2b�
ar sinh (x+ y) + sinh (x� y) � 2 sinhx si 0 � y � x.On termine la preuve de 
e lemme en remarquant que la somme dans Zq(f ; b; 
) tient 
omptedes multipli
ités. �Ainsi, on s'aperçoit que si f appartient à Spk(q;N) alors :(N + 1)� 8b sinh ��
2b� � 3Xj=1 Iqf (j)et que pour toute forme f dans Spk(q) :4b sinh��
2b�r(f � g) � 3Xj=1 Iqf (j):On obtient en moyennant :sp;hk (q;N) � 1N + 1 1Ahq [1℄8b sinh ��
2b �Ahq " 3Xj=1 Iq: (j)#et : 1Ahq [1℄Ahq [r(:� g)℄ � 2 1Ahq [1℄8b sinh ��
2b�Ahq " 3Xj=1 Iq: (j)# :



142 Zéros des fon
tions L et méthode de ramollissementLe se
ond moment de la famille F est dé�ni pour tout nombre 
omplexe � par :W h(g;�) := Ahq "����L�:� g; 12 + ������2# :La 
on
avité de la fon
tion log entraîne alors que :(5.6.2) sp;hk (q;N) � 1N + 1 18b sinh ��
2b � �Jq;h1 + Jq;h2 + 1Ahq [1℄Ahq [Iq: (3)℄�et(5.6.3) 1Ahq [1℄Ahq [r(:� g)℄ � 2 18b sinh ��
2b � �Jq;h1 + Jq;h2 + 1Ahq [1℄Ahq [Iq: (3)℄�où : Jq;h1 := Z b0 
os��t2b� log� 1Ahq [1℄W h�g; �
 + itlog q ��dt;Jq;h2 := Z (�0� 12) log q�
 sinh��(x+ 
)2b � log� 1Ahq [1℄W h�g; x+ iblog q ��dx:J.B. Conrey et K. Soundararajan ont 
omparé le lemme de Selberg et le prin
ipe del'argument habituellement utilisé pour 
ompter des zéros. Le prin
ipal in
onvénient duprin
ipe de l'argument est que l'argument de L(f � g; :) est très lié aux éventuels zérosprésents sur les 
�tés horizontaux de B(q) 
e qui fait que l'on maîtrise mal L(f � g; :)sur 
es segments. Pour appliquer le lemme de Selberg, on a seulement besoin de 
ontr�lerlogL(f � g; :) sur 
es 
�tés horizontaux, sur le segment verti
al gau
he 
e qui est plus fa
ileet dans la région d'absolue 
onvergen
e de la fon
tion L pour le segment verti
al droite.Tout 
e
i est rendu possible par la 
ontribution du noyau x 7! sinh (�(x+
)2b ). Malheureuse-ment, 
e noyau 
roît 
omme x 7! q �(x+
)2b sur les 
�tés horizontaux de la boîte 
e qui n'estpas a

eptable pour nous. Ce problème est résolu en ramollissant : on rempla
e L(f � g; :)par L(f � g; :) := L(f � g; :)M(f � g; :) de sorte que la fon
tion L ramollie soit très pro
hede 1. Ainsi, la 
roissan
e exponentielle du noyau est 
ompensée par la dé
roissan
e expo-nentielle du logarithme du se
ond moment harmonique ramolli de la famille F . Le défautde 
ette pro
édure est que l'on 
ompte de nouveau les zéros à la fois de la fon
tion L deRankin-Selberg et du ramollisseur.K. Soundararajan a vraiment légitimé la méthode de ramollissement aux Journées Arith-métiques 2003 (Graz). En e�et, on pourrait avoir l'idée de modi�er le lemme de Selberg etde 
her
her un autre noyau k dans (5.6.1) ayant les propriétés (P) qui ne 
roisse pas expo-nentiellement vite sur les segments horizontaux de la boîte. Cette idée est vouée à l'é
he

ar K. Soundararajan nous a 
onvain
u, par des arguments d'analyse 
omplexe (prin
ipede ré�exion, prin
ipe du maximum), que tout noyau k 
onvenable 
roît exponentiellementsur les 
�tés horizontaux de la boîte !



5.6 Zéros réels des fon
tions L de Rankin-Selberg 143Au 
ours de la preuve, il deviendra évident qu'il est malheureusement impossible de
hoisir une boîte d'ordre de grandeur plus petit que O � 1log q� (
onfer (5.6.7)). De plus, ilapparaîtra une limitation naturelle entre la hauteur de la boîte et la longueur du ramollis-seur (
onfer (5.6.8)).En re
ommençant la même pro
édure ave
 la fon
tion L ramollie au lieu de la fon
tionL, on obtient :Proposition 5.6.5.(5.6.4) sp;hk (q;N) � 1N + 1 18b sinh ��
2b � �J q;h1 + J q;h2 + 1Ahq [1℄Ahq [Iq: (3)℄�et(5.6.5) 1Ahq [1℄Ahq [r(:� g)℄ � 2 18b sinh ��
2b � �J q;h1 + J q;h2 + 1Ahq [1℄Ahq [Iq: (3)℄�où : J q;h1 := Z b0 
os��t2b� log� 1Ahq [1℄Wh�g; �
 + itlog q ��dt;J q;h2 := Z (�0� 12) log q�
 sinh��(x+ 
)2b � log� 1Ahq [1℄Wh�g; x+ iblog q ��dxet pour tout f dans Spk(q),I qf (3) = �< Z b�b 
os ���0 � 12� log q + 
 + it2ib ! (logL(f � g; :))��0 + i tlog q�dt! :5.6.3 Fin de la preuveOn suppose que � est une longueur de ramollisseur e�e
tive. Le point de départ est lesinégalités (5.6.4) et (5.6.5). On pose ~b := 2b et ~
 := 2
. On 
hoisit :(5.6.6) �0 := 1 + log2 (q)log q :En nottant B �f � g; �0 + i tlog q� := L�f � g; �0 + i tlog q�� 1, on a :(logL(f � g; :))��0 + i tlog q� = B�f � g; �0 + i tlog q�+O ����B�f � g; �0 + i tlog q�����2!et aussi : 1Ahq [1℄Ahq �log�L�:� g; �0 + i tlog q���� q�4�(1��)( 12+ log2 qlog q )



144 Zéros des fon
tions L et méthode de ramollissementselon le théorème 3.1.2. Finalement :(5.6.7) 1Ahq [1℄Ahq [I q: (3)℄� (log q)(�~b�4�(1��)) q �2~b�2�(1��):Ce terme est un terme d'erreur 
ar on suppose dorénavant que :(5.6.8) ~b > �4�(1��) :Soit f une fon
tion stri
tement positive satisfaisant :9 limq!+1 f(q) = +1;f(q) = o(log q):On pose :J q;h2;1 := Z f(q)�
 sinh��(x+ 
)2b � log� 1Ahq [1℄Wh�g; x+ iblog q ��dx;J q;h2;2 := Z (�0� 12) log qf(q) sinh��(x+ 
)2b � log� 1Ahq [1℄Wh�g; x+ iblog q ��dx:Le théorème 3.1.1 assure que :J q;h1 = 12 Z ~b0 
os��t2~b� log �V��;P (�~
; t)�dt+Og� 1qÆ + 1log q� ;J q;h2;1 = 12 Z 2(
+f(q))0 sinh��x2~b � log�V��;P �x� ~
;~b��dx+ exp��f(q)~b �qÆ+f(q)log q  1 + Z f(q)0 sinh��(x+ 
)2b � exp (�4�(1��))dx! ;J q;h2;2 � exp���4�(1��)� �~b� f(q)�pour une 
onstante absolue Æ stri
tement positive. Notre 
hoix de hauteur de boîte entraîneque les intégrales : 12 Z 2(
+f(q))0 sinh��x2~b � log �V��;P �x� ~
;~b��dxet : Z f(q)0 sinh��(x+ 
)2b � exp (�4�(1� �)x)dx
onvergent en +1 d'où :J q;h1 � 12 Z ~b0 
os��t2~b� log �V��;P (�~
; t)�dt+ og(1);J q;h2;1 � 12 Z +10 sinh��x2~b � log �V��;P �x� ~
;~b��dx+ exp ��f(q)~b �qÆ + f(q)log q ;J q;h2;2 � exp���4�(1��)� �~b� f(q)�:



5.6 Zéros réels des fon
tions L de Rankin-Selberg 145On 
hoisit alors : f(q) = log� qave
 0 < � < 1 
e qui assure que :sp;hk (q;N) � 1N + 1 18~b sinh��~
2~b� Z ~b0 
os��t2~b� log �V��;P (�~
; t)�dt+ Z 10 sinh��x2~b � log �V��;P �x� ~
;~b��dx!+ og(1)et que :1Ahq [1℄Ahq [r(:� g)℄ � 2 18~b sinh��~
2~b� Z ~b0 
os��t2~b� log �V��;P (�~
; t)�dt+ Z 10 sinh��x2~b� log �V��;P �x� ~
;~b��dx!+ og(1):On 
hoisit : P (x) = 3� x��2 � 2� x��3et : ~b = �4�(1��)� 10�10 :Ainsi, sp;hk (q;N) � 1N + 1Inum(�) + og(1);1Ahq [1℄Ahq [r(:� g)℄ � 2Inum(�) + og(1)où :Inum(�) = inf0<�<1~
>0 num 18~b sinh��~
2~b� Z ~b0 
os��t2~b� log �V��;P (�~
; t)�dt+ Z 10 sinh��x2~b� log�V��;P �x� ~
;~b��dx!La notation infnum signi�e que l'on 
al
ule de façon numérique ave
 le logi
iel MapleV2 lesintégrales apparaissant dans le membre de droite et que l'on détermine don
 expérimenta-lement la plus petite valeur possible pour le membre de droite à longueur de ramollisseure�e
tive �xée. On 
onstate évidemment que la �fon
tion� Inum(�) est �dé
roissante� (tout2les lignes de 
ode (inte.mws) sont disponibles à l'adresse suivante : http ://guillaume.ri
otta.free.fr
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tions L et méthode de ramollissement� � ~
 Inum(�) 2N Inum(�)E(Inum(�))+1 100�1� Inum(�)E(Inum(�))+1� 2Inum(�)160 0:3 10 11:17 22 0:94 6% 22:34251052 0:37 17 7:66 14 0:96 4:3% 15:3225924 0:39 17 6:8 12 0:98 2:9% 13:6132 0:4 20 5:17 10 0:87 13:9% 10:34128 0:42 21 5:14 10 0:86 14:4% 10:2825668 0:44 23 4:91 8 0:982 1:8% 9:82120 0:45 23:7 3:83 6 0:96 4% 7:6612 0:64 6:8 0:79 0 0:79 21% 1:58Tab. 5.2 � Quelques valeurs prises par Inum(�)
e
i est expérimental d'où les guillemets) : plus le ramollisseur est long, meilleur est lerésultat. On 
hoisit alors :(5.6.9) N = E(Inum(�))où E(x) désigne la partie entière de x. On donne dans le tableau 5.2 quelques valeursobtenues pour Inum(�) pour les longueurs de ramollisseur qui nous intéressent. Le tableause lit de la façon suivante : pour 
haque ramolliseur � et pour tout nombre premier qsu�samment grand, on arrive à exhiber :100�1� Inum(�)E(Inum(�)) + 1�%de fon
tions L de Rankin-Selberg L(f�g; :) ave
 f dans Spk(q) ayant au plus 2N zéros réelsnon-triviaux �5.6.4 Justi�
ation via le modèle des matri
es aléatoiresLa théorie des matri
es aléatoires permet de 
omprendre pourquoi 
ette méthode a une
han
e d'être e�
a
e à 
ondition de pouvoir prendre une longueur de ramollisseur su�sam-ment grande. Le défaut majeur de 
ette méthode est que l'on tient 
ompte des zéros desfon
tions L qui sont dans la boîte B(q) privée de l'axe réel. Or, même en supposant l'hy-pothèse de Riemann généralisée pour toutes les fon
tions L des familles F et G, il pourraity avoir a priori des zéros sur l'axe 
ritique très pro
hes du point 
ritique ! La théorie desmatri
es aléatoires prévoit que 
e n'est pas le 
as 
ar :� les valeurs propres des matri
es aléatoires unitaires symple
tiques de grand rang se
omportent 
omme les valeurs propres des matri
es aléatoires orthogonales impairesde grand rang,



5.6 Zéros réels des fon
tions L de Rankin-Selberg 147� pour les matri
es aléatoires orthogonales impaires de grand rang, la valeur propre 1�repousse� les autres valeurs propres.En d'autres termes, 
omme le type de symétrie des familles F et G est le type symple
tique,le premier zéro de toute fon
tion L des familles F et G est repoussé su�samment loin del'axe réel. Ce phénomène de répulsion est aussi présent pour les familles H� :� le premier zéro de toute fon
tion L de H+ est repoussée par l'axe réel,� le se
ond zéro de toute fon
tion L de H� est repoussée par le point 
ritique (qui estle premier zéro !).





Chapitre 6Taille des fon
tions L et méthoded'ampli�
ationLe problème fondamental en théorie analytique des nombres détaillé dans 
e 
hapitre estle problème de sous-
onvexité dont les 
onséquen
es arithmétiques sont nombreuses et ontsouvent des interprétations �géométriques�. La nouvelle borne de sous-
onvexité obtenuepour les fon
tions L de Rankin-Selberg est prouvée dans 
e 
hapitre.6.1 Présentation du problème de sous-
onvexité et pre-miers exemples6.1.1 GénéralitésOn s'intéresse dans 
e 
hapitre à la taille des fon
tions L sur toute droite verti
ale etplus spé
ialement sur la droite 
ritique. Soit L(�0; :) une fon
tion L �xée. On dé�nit pourtout nombre réel � :(6.1.1) �(�0;�) := inf �� 2 R;8t 2 R; L(�0; � + it) = O �Q�0(t)��	:Selon [Ti1℄, � 7! �(�0;�) est une fon
tion 
onvexe positive dé
roissante 
ontinue appeléefon
tion ordre de �0. Le point-
lef est la 
onvexité de 
ette fon
tion qui résulte du prin
ipede Phragmen-Lindelöf suivant prouvé dans [Ti2℄ :Proposition 6.1.1 (E.C. Tit
hmarsh). Soient �1 < �2 deux nombres réels. On supposeque : 8� 2 [�1; �2℄ ;9� 2 R;8t 2 R; L(�0; � + it)� Q�0(t)�:Si : 8j 2 f0; 1g ;8t 2 R; L(�0; �j + it)� Q�0(t)�jalors : 8� 2 [�1; �2℄ ;8t 2 R; L(�0; � + it)� Q�0(t)l(�)où l(�) est l'appli
ation a�ne prenant la valeur �1 en �1 et �2 en �2.149



150 Taille des fon
tions L et méthode d'ampli�
ationSoit Æ > 1. La théorie générale des séries de Diri
hlet entraîne que sur <(s) := � � Æ, ona : 8t 2 R; L(�0; � + it)�" Q�0(t)"pour tout " > 0 don
 �(�0;�) = 0 si � � Æ pour tout Æ > 1. Par 
ontinuité,(6.1.2) 8� � 1; �(�0;�) = 0:L'équation fon
tionnelle de L(�0; :) s'é
rit :8s 2 C ; L(�0; s) = �(�0; s)L( ~�0; 1 � s)où : �(�0; s) := "�0q 12�s�0 L1( e�0; 1 � s)L1(�0; s)véri�e selon la formule de Stirling :8� 2 R; �(�0; � + it) wjtj!+1 � 12�d�0� 12�� Q�0(t) 12��:Ainsi, on obtient selon (6.1.2), �(�0;�) = 12 � � si � � �Æ pour tout Æ > 0. Par 
ontinuité,(6.1.3) 8� � 0; �(�0;�) = 12 � �:La fon
tion � 7! �(�0;�) est 
onvexe don
 son graphe est en-dessous de la 
orde joignant�0; 12� à (1; 0) 
e qui assure que : ���0; 12� � 14 :En d'autres termes,(6.1.4) 8t 2 R; L��0; 12 + it��" Q�0(t) 14+"pour tout " > 0. La borne pré
édente est appellée borne de 
onvexité ou borne triviale. L'hypothèse de Lindelöf généralisée est une 
onje
ture qui 
on
erne la taille de L(�0; :) sur ladroite 
ritique :Hypothèse de Lindelöf généralisée.8t 2 R; L��0; 12 + it��" Q�0(t)"pour tout " > 0.Cette 
onje
ture est une 
onséquen
e faible de l'hypothèse de Riemann généralisée pourL(�0; :) : il s'agit d'appliquer le prin
ipe du maximum à une détermination holomorphe dulogarithme de L(�0; :). On peut la réé
rire sous la forme suivante :



6.1 Présentation du problème de sous-
onvexité et premiers exemples 151Hypothèse de Lindelöf généralisée.���0; 12� = 0:L'hypothèse de Lindelöf généralisée pour L(�0; :) est équivalente à l'énon
é suivant :(6.1.5) �(�0;�)8><>:= 12 � � si � � 0;� 12 � � si 0 � � � 12 ;= 0 si � � 12 :L'allure du graphe de �(�0; :) est donnée dans la �gure 6.1. On appelle borne de sous-
onvexité tout résultat intermédiaire entre la borne de 
onvexité et l'hypothèse de Lindelöfgénéralisée pour L(�0; :) à savoir il existe Æ > 0 tel que :(6.1.6) 8t 2 R; L��0; 12 + it��" Q�0(t) 14�Æ+"pour tout " > 0 
e qui se réé
rit :�(�0;�)8>>><>>>:= 12 � � si � � 0;� 12 � �12 + 2Æ�� si 0 � � � 12 ;� �12 � 2Æ� (� � 1) si 12 � � � 1;0 si � � 0:La dernière se
tion de 
e 
hapitre mettra l'a

ent sur le fait qu'une borne de sous-
onvexitémême mi
ros
opique (
'est-à-dire ave
 Æ minus
ule) a des 
onséquen
es arithmétiques pro-fondes. Parfois, on se 
ontente d'une borne de sous-
onvexité par rapport à un seul para-mètre à savoir le 
ondu
teur arithmétique (parfois appelé niveau) q�0 ou la hauteur de sdonnée par ��12 + it�� ou le paramètre spe
tral à l'in�ni dé�ni par Qd�0i=1 (1 + j��0;ij) tout engardant les autres paramètres 
onstants. Certaines appli
ations né
essitent alors de garderun 
ontr�le raisonnable (polynomial par exemple) de 
es autres paramètres. On dit que l'ona résolu le problème de 
onvexité pour une fon
tion L lorsque l'on a prouvé une borne desous-
onvexité pour 
elle-
i.6.1.2 Premiers exemplesExemple ALa borne de 
onvexité pour les fon
tions L de Diri
hlet est donnée par :L��; 12 + it��" �q ����12 + it�����14+"pour tout 
ara
tère de Diri
hlet primitif de module q et pour tout " > 0. D.A. Burgess([Bu℄) a obtenu une borne de sous-
onvexité par rapport au niveau à savoir :L��; 12 + it��" ����12 + it����2 q 14� 116+"
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Fig 6.1: Graphe de � 7! �(�0; �)pour (entre autres...) tout 
ara
tère de Diri
hlet primitif de module q et pour tout " > 0.J.B. Conrey et H. Iwanie
 ([CoIw℄) ont amélioré 
e résultat dans le 
as des 
ara
tères deDiri
hlet primitifs réels de module q (entre autres...) :L��; 12 + it��" ����12 + it����3 q 14� 316+":Exemple BLa borne de 
onvexité pour L(f; :) où f est une forme primitive 
uspidale de niveau N , depoids k et de 
ara
tère trivial est donnée par :L�f; 12 + it��"  N ����12 + it����2 k2! 14+"pour tout " > 0.Exemple CLa borne de 
onvexité pour les fon
tions L de Rankin-Selberg de la famille F est donnéepar : L�f � g; 12 + it��g;k;"  q ����12 + it����2! 12+"pour tout ". E. Kowalski, P. Mi
hel et J. Vanderkam ([KoMiVa℄) ont résolu le problèmede 
onvexité pour 
es fon
tions L de Rankin-Selberg par rapport au niveau :L�f � g; 12 + it��g;k;" ����12 + it����B q 12� 180+"pour une 
onstante absolue B > 0 et pour tout ".



6.2 Méthode d'ampli�
ation 1536.2 Méthode d'ampli�
ationCette méthode permet parfois d'obtenir une borne de sous-
onvexité pour une fon
tionL(�0; :). On va en donner une des
ription assez théorique en se limitant au point 
ritique.On in
lut 
ette fon
tion L parti
ulière dans une famille F := `Q�1F(Q) de fon
tions L.En pratique, on peut s'attendre à obtenir la borne suivante :(6.2.1) X�2F(Q) ����L��; 12������ �" jF(Q)jQ"pour tout " > 0 et pour Q su�samment grand. Remarquons que 
ette borne est réaliséesi l'on suppose l'hypothèse de Lindelöf généralisée pour toutes les fon
tions L de la familleF . Cette borne est 
ommunément appelé borne de Lindelöf en moyenne et entraîne que :(6.2.2) ����L��0; 12������" jF(Q)j 1� Q"�0pour tout " > 0. On se rend 
ompte que 
e
i permet de résoudre le problème de 
onvexitépour L(�0; :) uniquement lorsque :� > �0 = 4log jF(Q)jlogQ :Ainsi, il faut absolument pouvoir borner un moment sur
ritique sur la droite 
ritique. Laméthode d'ampli�
ation permet de réduire la di�
ulté en se limitant au moment 
ritiqueet nous autorise à prendre � = �0. En pratique, on est 
apable de prouver que :(6.2.3) X�2F(Q) ����L��; 12������0 ����M ��;�!x ; 12�����2 �" jF(Q)j�jj�!X jj22 + LAjF(Q)ja jj�!X jj1�où �!X est dé�ni par : 81 � l � L = Q�; Xl := xlpl :I
i, A peut être �grand� et a peut être �petit� mais on espère que 
e n'est pas trop le 
as.On 
hoisit le ve
teur �!x de sorte que ���M ��0;�!x ; 12���� soit �grand� et ampli�e la 
ontributionde �0 : ����M ��0;�!x ; 12�����2 � L�;(6.2.4) jj�!X jj22 + jj�!X jj1 � L�(6.2.5)ave
 � et � des nombres réels stri
tement positifs. Le polyn�me de Diri
hlet M ��;�!x ; s�s'appelle alors un ampli�
ateur. Cette estimation en moyenne entraine que :L��0; 12�� Q 14� ��0 (���)�0 +Q 14� ��0 (����A)� a4�0�0 :
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ationEn supposant � > � et �(�� � � A) + a > 0 et en 
hoisissant :� = a4Aon obtient :(6.2.6) L��0; 12�� Q 14� a4A�0 (���)�0
e qui est une borne de sous-
onvexité. Nous reviendrons dans la se
tion suivante sur le 
hoixd'un ampli�
ateur dans le 
as du degré 2. La méthode d'ampli�
ation apparaît don
 
ommela méthode �duale� de la méthode de ramollissement dé
rite dans le 
hapitre pré
édent.6.3 Cas des fon
tions L de Rankin-SelbergUne 
onséquen
e intéressante de la nouvelle borne obtenue pour Errtwist(q; l;�) (théo-rème 4.1.3) est une nouvelle borne de sous-
onvexité en fon
tion du niveau pour les fon
tionsL de Rankin-Selberg de la famille F obtenue par la méthode d'ampli�
ation :Théorème 6.3.1. Soit g une forme primitive 
uspidale de niveau sans fa
teurs 
arrés, depoids kg � 20 et de 
ara
tère trivial. Supposons que q est un nombre premier su�sammentgrand et k � kg +6. Si � est admissible alors pour tout entier naturel j et pour toute formef dans Spk(q), on a :(6.3.1) ����L(j)�f � g; 12 + it������";k;j;g (1 + jtj)B q 12�!(�)+";pour tout " > 0 où t est un nombre réel, l'exposant B > 0 est une 
onstante absolue et :!(�) := 1� 2�4(9 + 4�) :Remarque 6.3.1. Dans [KoMiVa℄, le même résultat a été prouvé mais ave
 ! = 180 =0:0125 au lieu !(�). Mentionnons que :!(�0) = 251208 = 0:020695:::;!(0) = 136 = 0:027777:::La suite de 
ette se
tion est dédiée à la preuve du théorème 6.3.1. Posons (
omme dans[KoMiVa℄) pour tout entier naturel non-nul L � 1 et toute suite de nombres 
omplexes�!x = (xl)1�l�L satisfaisant xl = 0 si q j l :Lg(�; �;L;�!x ) := X1�l�L xlMg(�; �; l):Selon [KoMiVa℄ :Lg(�; �;L;�!x ) = X1�l�L xlErrtwist(q; l;�) +O";g  (1 + jtj)Bq" X1�l�L jxlj�g(l)pl ! :Le théorème 4.1.3 entraine que :



6.3 Cas des fon
tions L de Rankin-Selberg 155Proposition 6.3.2. Soit � un nombre réel dans ℄0; 1[. Soient g une forme primitive 
us-pidale de niveau D sans fa
teurs 
arrés, de poids kg > 1 + 52(1��) et de 
ara
tère trivialet � un nombre 
omplexe. Supposons que q est un nombre premier premier ave
 D et quek � kg +6. Si � est admissible et <(�)� 1log q alors pour tout entier naturel non-nul L < q,Lg(�; �;L;�!x )�";k;g (qL)" (1 + jtj)B  X1�l�L jxlj�g(l)pl+ L 54+ �2q 12�� + L2+�q 12�� + L 94+ �2��q�� 12�� ! jj�!x jj1!pour tout " > 0.Preuve du théorème 6.3.1. Soit Q(:) la forme quadratique suivante :Q(�!x ) := hXf2Spk(q) ����� X1�l�L xl�f(l)�����2 ����L�f � g; 12 + ������2 :pour L < pq. Dé�nissons �!X := (Xl)1�l�L2 ave
 :Xl :=Xd�1 Xl1l2=l1�l1;l2�Ld xdl1xdl2:Les auteurs de [KoMiVa℄ ont prouvé que :Q(�!x )�g Lg(�; �;L2;�!X ):Comme : X1�l�L2 jXlj�g(l)pl �" L"jj�!x jj22;jj�!X jj1 �" jj�!x jj21pour tout " > 0, la proposition 6.3.2 nous amène à :����� X1�l�L xl�f(l)�����2 ����L�f � g; 12 + ������2 �";k;g (qL)"(1 + jtj)Bq jj�!x jj22+ L 52+ �2q 12�� + L4+2�q 12�� + L 92+��2�q�� 12�� ! jj�!x jj1!pour tout " > 0. Il s'agit alors de judi
ieusement 
hoisir les 
oe�
ients de Diri
hlet du futurampli�
ateur. Le 
hoix le plus naturel est donné par :xl := (�f(p) si l = p ave
 p un nombre premier, p � L;0 sinon.
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ationDans 
e 
as, ����� X1�l�L xl�f(l)�����2 = ������ X1�p�pL j�f(p)j2������2 :Malheureusement, 
ette dernière quantité peut être petite (en fait, 
haque valeur propre deHe
ke �f(p) (p 2 P) peut être petite) et l'ampli�
ation est loin d'être optimale. Un 
hoixplus judi
ieux a été proposé dans [DuFrIw3℄ :xl := 8><>:�1 si l = p2 ave
 p un nombre premier, p � pL;�f (p) si l = p ave
 p un nombre premier, p � pL;0 sinon.Dans 
e 
as, ��P1�l�L xl�f(l)��2 est grande 
ar pour tout nombre premier p ne divisant pasq, les valeurs propres de He
ke �f (p) et �f (p2) ne peuvent pas être simultanément petitesétant donné que : �f(p)2 � �f(p2) = 1:Il est important de remarquer que 
et ampli�
ateur est très la
unaire 
e qui est propre audegré 2 (dans le 
as du degré 1, il est possible de 
onstruire des ampli�
ateurs pratiquementsans �trous�). Toutefois, on prouve que :����� X1�l�L xl�f(l)�����2 �" q�"L;jj�!x jj22 + jj�!x jj1 � pLpour tout " > 0. Ainsi,����L�f � g; 12 + ������2 �";k;g (qL)"(1 + jtj)B qpL + q 12+�L 52+� + q 12+�L4+2�+ q 32+���L 92+��2�!pour tout entier naturel non-nul L < pq et tout " > 0. On 
her
he L sous la forme L = q2xave
 0 < x < 14 . Ainsi,����L�f � g; 12 + ������2 �";k;g q"(1 + jtj)B inf0<x< 14 �q1�x + q 12+�+(8+4�)x + q 32+���+(9+2��4�)x�et le minimum est atteint en x = 1�2�2(9+4�) ave
 le 
hoix suivant de � :� := 1922 + 211� + 211�2:On a alors prouvé le théorème 6.3.1 pour j = 0 dans un voisinage tubulaire de la droite
ritique. Les autres 
as (j 6= 0) en dé
oulent grâ
e aux inégalités de Cau
hy �



6.4 Appli
ations arithmétiques de la sous-
onvexité 1576.4 Appli
ations arithmétiques de la sous-
onvexité6.4.1 GénéralitésSoient L(�1; :) et L(�2; :) deux fon
tions L. Donnons-nous une fon
tion ' : R+ ! R dontle support est un 
ompa
t in
lus dans [0; b℄ et véri�ant :8x 2 [0; a℄; '(x) = 1:ave
 0 � a < b. Supposons qu'il existe deux fon
tions f�1��1(:) et f�1��2(:) holomorphessans zéros sur <(s) > 12 � " (" > 0) telles que :L(�1 � �1; s) := f�1��1(s)Xn�1 ��1(n)��1(n)ns ;L(�1 � �2; s) := f�1��2(s)Xn�1 ��1(n)��2(n)nssoient deux fon
tions L et supposons que L(�1 � �2; :) est entière. Pour tout entier naturelnon-nul N , les sommes SN(�1; �2) :=Xn�1 ��1(n)��2(n)'� nN �jouent un r�le important en théorie analytique des nombres. En e�et,� d'une part, briser la 
onvexité pour L(�1 � �2; :) peut parfois être réalisé en obtenantune borne non-triviale pour SN(�1; �2) lorsque N est de l'ordre depQ�1��2(t) 
ommele montre l'équation fon
tionnelle appro
hée de 
ette fon
tion L (
onfer 
hapitre 2),� d'autre part, 
es sommes permettent d'obtenir une majoration non-triviale pour :N(�1; �2) := inf fn � 1; ��1(n) 6= ��2(n)g:Le point de départ est la remarque suivante :SN(�1;�2)(�1; �2) = SN(�1;�2)(�1; �1)si a = 0 et b = 1. Ces 
hoix de a et b étant �xés, la formule d'inversion de Mellin(
onfer proposition C.4.1) appliquée à deux reprises assure que :SN(�1;�2)(�1; �2) = 12i� Z(3)N(�1; �2)sL(�1 � �2; s)f�1��2(s) M(')(s)ds;SN(�1;�2)(�1; �1) = 12i� Z(3)N(�1; �2)sL(�1 � �1; s)f�1��1(s) M(')(s)dsEn bougeant le 
ontour jusqu'à <(s) = 12 dans 
haque intégrale, on obtient en mettant



158 Taille des fon
tions L et méthode d'ampli�
ationbout à bout toutes les remarques pré
édentes :(6.4.1) M(')(1) ress=1 L(�1 � �1; s)f�1��1(1) N(�1; �2) =12i� Z( 12)N(�1; �2)sL(�1 � �2; s)f�1��2(s) M(')(s)ds� 12i� Z(12)N(�1; �2)sL(�1 � �1; s)f�1��1(s) M(')(s)ds:Estimer N(�1; �2) revient alors à 
ontr�ler les intégrales résiduelles grâ
e à une bornede (sous-)
onvexité pour L(�1 � �2; :) et pour L(�1 � �1; :). Nous allons maintenantdonner deux exemples assez similaires.6.4.2 Exemple I : plus petit résidu non-quadratique modulo unnombre premierCet exemple est détaillé dans [Mo2℄. Soit p un nombre premier impair. I
i,� �1 := "1 est le 
ara
tère de Diri
hlet trivial de module 1,� �2 := �p := � :p� est un 
ara
tère de Diri
hlet primitif de module p.Notons : N(p) := inf fn � 1; �p(n) 6= "1(n) = 1g:Il est immédiat de véri�er que :N(p) := inf fN � 1; ����� X1�n�N �p(n)����� < Ng:L'inégalité de Polya-Vinogradov ([Ap℄) assure que pour tout entier naturel non-nul N ,����� X1�n�N �p(n)����� < 2pp log pdon
 : N(p)�" p 12+"pour tout " > 0. D'autre part,Théorème 6.4.1. Soit p un nombre premier impair. Si :8t 2 R; L��p; 12 + it��" p 14�!+"où 0 < ! < 14 et pour tout " > 0 alors :(6.4.2) N(p)�" p 12�2!+"pour tout " > 0.



6.4 Appli
ations arithmétiques de la sous-
onvexité 159Preuve du théorème 6.4.1. L'égalité (6.4.1) assure que :(M(')(1) ress=1 �(s)) N(p) = 12i� Z(12)N(p)sL(�p; s)M(')(s)ds� 12i� Z( 12)N(p)s�(s)M(')(s)ds:et on 
on
lut grâ
e à l'hypothèse faite sur la taille de L(�p; :) sur la droite 
ritique �Remarque 6.4.1. La borne de 
onvexité pour L(�p; :) permet de retrouver le résultatobtenu par l'inégalité de Polya-Vinogradov alors que l'hypothèse de Lindelöf généraliséepour L(�p; :) donne le résulat optimal attendu à savoir :(6.4.3) N(p)�" p"pour tout " > 0.6.4.3 Exemple II : problème de di�érentiation des formes modu-laires via leur 
oe�
ients de FourierPour traîter 
et exemple, on fait le 
hoix suivant :� �1 := g est une forme primitive 
uspidale de niveau D sans fa
teurs 
arrés, de poidskg � 20 et de 
ara
tère trivial,� �2 := f est une forme primitive 
uspidale de niveau premier q premier ave
 D, depoids k � kg + 6 et de 
ara
tère trivial.On note alors : Ng(f) := inf fn � 1; �f (n) 6= �g(n)g:L'estimation obtenue est :Théorème 6.4.2. Soit g une forme primitive 
uspidale de niveau sans fa
teurs 
arrés, depoids kg � 20 et de 
ara
tère trivial. Supposons que q est un nombre premier su�sammentgrand et k � kg + 6. Si � est admissible alors pour toute forme f dans Spk(q), on a :(6.4.4) Ng(f)�";k;g q1�2!(�)+"pour tout " > 0 où : !(�) := 1� 2�4(9 + 4�) :Preuve du théorème 6.4.2. L'égalité (6.4.1) assure que :M(')(1) ress=1 L(g � g; s)�(D)(2) Ng(f) =12i� Z(12)Ng(f)sL(f � g; s)�(qD)(2s) M(')(s)ds� 12i� Z(12)Ng(f)sL(g � g; s)�(D)(2s) M(')(s)ds:On 
on
lut grâ
e à la borne de 
onvexité pour L(f � g; :) obtenue au théorème 6.3.1



160 Taille des fon
tions L et méthode d'ampli�
ation�Remarque 6.4.2. La borne de 
onvexité pour L(f � g; :) et L(g � g; :) entraîne que :Ng(f)�";k;g q1+"pour tout " > 0.Remarque 6.4.3. En supposant l'hypothèse de Riemann généralisée pour L(f � g; :) etL(g � g; :), D. Goldfeld et J. Ho�stein ([GoHo℄) ont prouvé que :Ng(f)�k;kg log (qD)2(log log (qD))4dès que qD est su�samment grand.







163Con
lusionRé
apitulatif des résultats et des te
hniques utiliséesAu 
ours de 
e travail, des formules asymptotiques pré
ises ont été établies pour lese
ond moment harmonique ramolli d'une famille de fon
tions L de Rankin-Selberg. Dans
es formules apparaît une limitation de la longueur du ramollisseur 
ausée par la résolutiond'un problème de 
onvolution ave
 dé
alage additif qui 
onstitue le point essentiel de 
emémoire. Ce problème de 
onvolution a été résolu en appliquant une méthode spe
trale deP. Sarnak et en la ra�nant en travaillant en moyenne notament via des inégalités de grand
rible pour les 
oe�
ients de Fourier des formes de Maass de poids 0 et de 
ara
tère trivial.Il est �nalement possible de prendre un ramollisseur de longueur de l'ordre de 120 . On aalors proposé deux appli
ations de 
es formules asymptotiques :� en utilisant une te
hnique de 
omptage de zéros suggérée par A. Selberg et développéepar J.B. Conrey et K. Soundararajan et en ramollissant, on a prouvé l'existen
e d'unein�nité de fon
tions L de Rankin-Selberg ave
 au plus huit zéros réels non-triviaux,� en ampli�ant, on a prouvé une nouvelle borne de sous-
onvexité pour les fon
tions Lde Rankin-Selberg.Ce travail 
on�rme aussi le fait que le modèle des matri
es aléatoires asso
ié à 
haquefamille de fon
tions L est un modèle extrêmement �able qui permet de nous guider dansl'étude analytique d'une famille de fon
tions L. En e�et, on 
onstate que le se
ond momentharmonique ramolli de la famille F et le se
ond moment ramolli de la famille G ont le même
omportement asymptotique 
e qui est en a

ord ave
 la 
onje
ture des moments 
ar 
esdeux familles ont (
onje
turalement) le même type de symétrie. En outre, tous les résultats
on
ernant le rang analytique de la famille F 
omme par exemple sa dé
roissan
e analy-tique sont en a

ord ave
 la 
onje
ture du rang. En�n, le modèle des matri
es aléatoires dela famille prévoit que toutes les te
hniques utilisées ont une 
han
e d'aboutir.Suppression des poids harmoniquesIl est naturel de se demander si les résultats que l'on a obtenu en moyenne harmoniquerestent valables en moyenne naturelle. La seule question à se poser est si les formulesasymptotiques établies pour le se
ond moment harmonique ramolli de la famille F restentvalables pour le se
ond moment ramolli de la famille F dé�ni par :W(g;�) := Aq "����L�:� g; 12 + ������2#pour tout nombre 
omplexe �. Il ne fait au
un doute que la même formule restera valide dansle domaine d'absolue 
onvergen
e et ave
 la même longueur de ramollisseur e�e
tive étant



164 Con
lusiondonné que 
ela résulte uniquement de la forme des 
oe�
ients du ramollisseur. Autour dupoint 
ritique, tentons d'appliquer la pro
édure mise en pla
e par E. Kowalski et P. Mi
hel([KoMi℄) en poids 2 mais valable sans au
un doute en poids quel
onque. Rappelons 
ettepro
édure. Si � est une suite de nombres 
omplexes indexée par Spk(q) satisfaisant :Ahq [j�:j℄ � logA (q);(6.4.5) supf2Spk(q)!q(f) j�f j � 1qÆ(6.4.6)pour des 
onstantes absolues stri
tement positives A et Æ alors pour tout nombre réel �stri
tement positif, il existe une 
onstante 
 stri
tement positive ne dépendant que de � etde Æ telle que : W(g;�) = 1�(2)Ahq [!: (q�)�:℄ +O(q�
)où (
onfer (1.5.1)) : 8f 2 Spk(q); !f (q�) := X1�n�q� �f (n)n :Tentons d'appliquer 
ette pro
édure pour :8f 2 Spk(q); �f := ����L�f � g; 12 + ������2 :Remarquons déjà que autour du point 
ritique :Wh(g;�)�g (1 + j=(�)j)Bpour une 
onstante absolue B : il s'agit des théorèmes 3.1.1 et 3.1.2. La 
ondition (6.4.5) estdon
 satisfaite. A propos de la 
ondition (6.4.6), on remarque que si j<(�)j � 1log q alors :8f 2 Spk(q); M �f � g; 12 + ���" L 12+"pour tout " > 0. Ainsi, si :8f 2 Spk(q); L�f � g; 12 + ���g;" q 12�!+"pour tout " > 0 et pour un nombre réel ! alors si j<(�)j � 1log q :supf2Spk(q)!q(f) j�f j �" q4��2!+"pour tout " > 0. La 
ondition (6.4.6) est don
 satisfaite si :� < !:Ainsi, se débarasser des poids harmoniques semble avoir un 
oût puisqu'il semble falloirprendre un ramollisseur de longueur stri
tement inférieure à !(�) sous l'hypothèse � admis-sible et sa
hant que !(0) = 136 . On s'attend don
 à 
e que la même formule asymptotique



165pour le se
ond moment ramolli que pour le se
ond moment harmonique ramolli soit valableautour du point 
ritique mais ave
 une longueur de ramollisseur beau
oup plus petite.Perspe
tives nouvellesLa motivation première de 
e travail était de tenter d'exhiber une in�nité de fon
tionsL de Rankin-Selberg sans zéros réels non-triviaux. On a seulement réussi pour l'instantà produire une in�nité de fon
tions L de Rankin-Selberg ave
 au plus huit zéros réelsnon-triviaux. De plus, même l'hypothèse de Ramanujan-Petersson-Selberg ne permet pasd'exhiber une in�nité de fon
tions L de Rankin-Selberg sans zéros réels non-triviaux par laméthode a
tuelle. La raison est que l'on ne peut pas prendre un ramollisseur de longueuraussi grande que souhaitée. En e�et, suite à 
e travail, il n'est pas possible de prendre unramollisseur de longueur supérieure à 120 :� � 120 :Rappelons que la limitation de la longueur du ramollisseur provient de la résolution d'unproblème de 
onvolution ave
 dé
alage additif. Il semble di�
ile d'améliorer la longueurde ramollisseur e�e
tive maximale par les te
hniques disponibles à l'heure a
tuelle. Aussi,deux options sont envisageable :� soit mettre en pla
e une autre te
hnique de 
omptage de zéros que 
elle utilisée quipermet de 
on
lure ave
 un ramollisseur de longueur de l'ordre de 120 ,� soit améliorer la longueur de ramollisseur e�e
tive maximale en implémentant de nou-velles idées.La deuxième option est plus intéressante 
ar elle 
onsiste à développer de nouveaux ou-tils qui, 
ertainement, seront amenés à jouer un r�le important en théorie analytique desnombres. Nous allons donner quelques pistes 
on
ernant la deuxième option.Une première piste 
onsiste à obtenir des inégalités de grand 
rible pour les 
oe�
ientsde Fourier des formes de Maass de niveau N , de poids 0 et de 
ara
tère trivial faisantintervenir la norme p (p > 2) de la suite des 
oe�
ients au lieu de la norme 2 
'est-à-dire :Xjrj j�R 1
osh�rj ����� X1�m�M ampm�j(m)�����p �" �RA + M1+"N � jjajjpppour tout " > 0 et tout nombre réel R � 1 et pour une 
onstante absolue A > 0.Une deuxième piste 
onsiste à travailler en
ore davantage en moyenne en estimant di-re
tement Errse
(q; L;�). Souvenons-nous que :Errse
(q; L;�) = X1�d;l1;l2;dl1�L;dl2�L xdl1(g; �)xdl2(g; �)l 12+�1 l 12+�1 d1+�+� Errtwist(q; l1l2;�)



166 Con
lusionOn a jusqu'à présent exploité seulement le fait que les 
oe�
ients x:(g; :) du ramollisseursont petits mais on n'a pas exploité le fait que 
es 
oe�
ients os
illent à 
ause de la pré-sen
e de fon
tions de Moebius. Pour tenir 
ompte de 
es os
illations, il faudrait établir desinégalités de grand 
rible pour les 
oe�
ients de Fourier des formes de Maass de poids 0 etde 
ara
tère trivial en moyenne sur le niveau.Une dernière piste 
onsiste à obtenir une nouvelle estimation en moyenne sur le spe
tredu produit triple en tenant 
ompte 
ette fois-
i de la nature profondémment arithmétiquede la surfa
e de Riemann 
ompa
te sur laquelle vivent les objets qui interviennent. Ce
ipourrait être réalisé en examinant les identités de produit triple prouvées par M. Harris-S.S.Kudla ([HaKu℄), S. Bo
herer-R. S
hulze-Pillot ([BoS
℄) et T. Watson ([Wa2℄) qui font lelien entre le produit triple et des valeurs spé
iales de fon
tions L :���uj; V ���2 � � �g � g � uj; 12��(Sym2; 1)2�(Sym2uj; 1) :Dans l'égalité pré
édente, � désigne la fon
tion L 
omplétée. Signalons que de telles identitésne sont pas valides pour l'instant en toute généralité. P. Mi
hel a suggéré dans [Mi1℄d'utiliser la 
onvexité ave
 le grand 
rible et de tirer parti de la fa
torisation suivante :��g � g � uj; 12� = ��Sym2g � uj; 12���uj; 12�pour obtenir de meilleures estimations en moyenne du produit triple que 
elles obtenuesjusqu'à présent.Le le
teur l'aura 
ompris : 
e travail est loin d'être terminé et je vais y 
onsa
rer toutemon énergie lors de mon futur séjour postdo
toral à l'Université de Montréal (Québe
,Canada).







Annexe AFormes automorphes réelles analytiquesDans 
et appendi
e est rappelée sans au
une preuve la théorie des formes automorphesréelles-analytiques de poids 0 et de 
ara
tère trivial. Tout n'est pas né
essaire pour la
ompréhension du 
hapitre 4 : la longueur de 
et appendi
e se justi�e 
ependant par lavolonté de rendre 
e mémoire 
omplet. L'ex
ellente référen
e prin
ipale est [DuFrIw2℄.Les 
onnaissan
es minimales sur les fon
tions spé
iales apparaissant dans 
ette annexe sontdétaillées dans l'annexe C.A.1 Des
ription des opérateurs linéaires et di�érentielsen jeuA toute matri
e 
 de SL2(R) est asso
iée l'opérateur translation R
 : il s'agit de l'opé-rateur linéaire sur F(H ; C ) dé�ni par :8f 2 F(H ; C );8z 2 H ; (R
f) (z) = f (
:z) :L'obje
tif de 
ette théorie est entre autres de mieux 
omprendre l'algèbre des opérateursinvariants de poids 0 qui est 
onstituée des opérateurs linéaires qui 
ommutent ave
 tous lesopérateurs translation. L'opérateur invariant de poids 0 le plus important est le Lapla
iende poids 0 donné par : �0 := y2 � �2�x2 + �2�y2� :Cet opérateur invariant est fondamental 
ar l'algèbre des opérateurs invariants se trouveêtre l'algèbre des polyn�mes en �0. Intéressons-nous don
 aux fon
tions propres de 
etopérateur : il s'agit des fon
tions lisses f : H ! C satisfaisant :(�0 + �)f = 0:Dans 
e 
as, � s'appelle la valeur propre de �0 asso
iée à f . Il est 
outume d'é
rire lesvaleurs propres du Lapla
ien sous la forme :�(s) := s(1� s)169



170 Formes automorphes réelles analytiquesoù : s = 12 + iret r est un nombre 
omplexe. Signalons que 
omme�0 est un opérateur elliptique, toutes sesfon
tions propres sont réelles-analytiques sur le demi-plan de Poin
aré. Enumérons quelquesfon
tions propres remarquables du Lapla
ien de poids 0 :� toute fon
tion holomorphe sur H est une fon
tion propre de valeur propre �(0) = 0,� les fon
tions suivantes ont pour valeur propre �(s) :f+(z; s) = 12 �ys + y1�s� ;f�(z; s) = 12s� 1 �ys � y1�s� ;f+0 (z; s) = 2pyKs� 12 (2�y)e(x);f+0 (z; s) = 2pyKs� 12 (2�y)e(�x):A.2 Espa
es fon
tionnels en jeuSoit N un entier naturel non-nul. Une fon
tion f : H ! C est dite �0(N)-automorphede poids 0 et de 
ara
tère trivial si elle satisfait la relation d'automorphie suivante :f(
:z) = f(z)pour toute matri
e 
 de �0(N). On note A0(N) le C -espa
e ve
toriel des fon
tions �0(N)-automorphes de poids 0 et de 
ara
tère trivial.Une forme de Maass de niveau N , de poids 0 et de 
ara
tère trivial est une fon
tion lissede A0(N) qui est aussi une fon
tion propre du Lapla
ien de poids 0. Si f est une forme deMaass de niveau N , de poids 0 et de 
ara
tère trivial satisfaisant la 
ondition de 
roissan
esuivante : 8z = x+ iy 2 H ; f(x+ iy)� y� + y1��pour un réel � alors f admet le développement de Fourier suivant :f(z) = �+f+(z; s) + ��f�(z; s) + 2py Xn2Z��f (n)jnj 12Kir(2�jnjy)e(nx)où �(s) = � �12 + ir� est la valeur propre de f et �+, �� et �f(n) (n 2 Z�) sont des nombres
omplexes appelés 
oe�
ients de Fourier de f . On s'aperçoit que le signe de r n'in�ue pas
ar Kir(:) = K�ir(:).On note L0(N) l'espa
e des fon
tions �0(N)-automorphes de poids 0, de 
ara
tère trivialet de 
arré intégrable relativement au produit s
alaire :(f; g) := ZD0(N) f(z)g(z) dxdyy2



A.3 Théorie spe
trale du Lapla
ien de poids 0 171où D0(N) est un domaine fondamental de �0(N)nH . En�n, B0(N) désigne le C -espa
eve
toriel des fon
tions lisses bornées de A0(N) de Lapla
iens bornés sur le demi-plan dePoin
aré.A.3 Théorie spe
trale du Lapla
ien de poids 0A.3.1 GénéralitésLa théorie spe
trale de �0 repose sur les remarques suivantes :� B0(N) est un sous-espa
e dense de L0(N) pour la topologie hermitienne induite par( : ; : ),� ��0 est un opérateur hermitien sur B0(N),� ��0 est borné inférieurement sur B0(N) à savoir :8f 2 B0(N); (f;��0 f) � 0:Certains résultats d'analyse spe
trale assurent alors que ��0 admet un prolongement her-mitien à L0(N) et que 
e prolongement dé
ompose 
et espa
e en espa
es propres. Il apparaîtalors deux 
omposantes :� une 
omposante 
ontinue engendrée par les séries d'Eisenstein in
omplètes,� une 
omposante dis
rète engendrée par les formes de Maass 
uspidales.A.3.2 Spe
tre 
ontinu : séries d'EisensteinSéries d'EisensteinLa série d'Eisenstein de niveau N , de poids 0 et de 
ara
tère trivial asso
iée à la pointe� de �0(N) est donnée par :E�(z; s) := X
2(�0(N))�n�0(N) �=(��1� 
:z)�soù �� est une matri
e de normalisation pour 
ette pointe, z est dans le demi-plan de Poin
aréet s est un nombre 
omplexe. Rappelons les propriétés des séries d'Eisenstein démontréesprin
ipalement par A. Selberg ([Se3℄) :� Fixons z0 dans H . s ! E�(z0; s) est une fon
tion holomorphe sur <(s) > 1 et admetun prolongement méromorphe à C . De plus, sur <(s) � 12 , E�(z0; :) possède un uniquep�le simple en s = 1 de résidu indépendant de z0 donné par :ress=1 E�(z0; s) = 1Vol(X0(N)) :� Fixons s0 dans C privé des p�les de E�(z; :). La fon
tion z ! E�(z; s0) est alors uneforme de Maass de niveau N , de poids 0, de 
ara
tère trivial et de valeur propre �(s0)mais n'appartient pas à L0(N) (sa valeur propre �(s0) n'est pas toujours positive).



172 Formes automorphes réelles analytiquesLe développement de Fourier en la pointe 1 de la série d'Eisenstein asso
iée à la pointe� = uw est donné par :E��z; 12 + ir� = Æ1(�)y 12+ir + ���12 + ir� y 12�ir + 2pyXn2Z���(n; r)jnj 12Kir(2�jnjy)e(nx)ave
 pour tout entier relatif non-nul n :(A.3.1) ��(n; r) = �irjnjir� 12� �12 + ir�  w ^ NwwN ! 12+ir X
^Nw=1
�1�2ir XÆ(
w)Æ^
w=1Æ
�umod(w^Nw )e��n Æ
w�dans le domaine =(r) < 0 (
onfer [DeIw℄) et :8s 2 C ; ��(s) := p�� �s� 12�� (s) X
2N� S1;�(0; 0; 
)
2soù S1;�(0; 0; :) est une somme de Kloosterman plus générale que 
elles dé
rites dans l'ap-pendi
e B (
onfer [Iw℄). Les ��(n; r) (n 2 Z�) sont les 
oe�
ients de Fourier de la séried'Eisenstein asso
iée à la pointe �. E�(z; s) est paire au sens suivant :8n 2 N� ; ��(�n; r) = ��(n; r):Selon la théorie générale des séries d'Eisenstein, l'appli
ation r 7! ��(n; r) (n est un entiernaturel non-nul) dé�nie sur =(r) < 0 se prolongent holomorphiquement au plan 
omplexe.Ces 
oe�
ients de Fourier ne sont pas multipli
atifs 
ar les séries d'Eisenstein ne sontpas des ve
teurs propres des opérateurs de He
ke mais P. Mi
hel ([Mi2℄) a �restauré� lamultipli
ativité en prouvant que pour tout entier relatif non-nul n :(A.3.2) ��(n; r) = �irjnjir� 12� �12 + ir�  w ^ NwwN ! 12+ir 1' �w ^ �Nw ��X (w^(Nw )) Æw0( )jnw0( ) (w0( ))G (1;w�( ))  (u) � nw0( )�L(N)( 2; 1 + 2ir)X
jN1
^Nw=1  2(
)
1+2ir r(n; 
w00( )) Xejne^N=1  2(e)e2iroù pour tout 
ara
tère de Diri
hlet  de module w^ �Nw �, w�( ) désigne son 
ondu
teur etl'on é
rit : w = w�( )w0( )w00( )ave
 : w0( ) j w�( )



A.3 Théorie spe
trale du Lapla
ien de poids 0 173et : w00( ) ^ w�( ) = 1:J.-M. Deshouillers et H. Iwanie
 ont établis dans [DeIw℄ l'inégalité de grand 
rible suivantepour 
es 
oe�
ients de Fourier :(A.3.3) X�2Cusp(�0(N))Z +R�R ����� �12 + ir�����2 ����� X1�m�M amm 12��(m; r)�����2 dr�" �R2 + M1+"N � jjajj22pour tout nombre réel R � 1, toute suite de nombres 
omplexes (am)1�m�M et tout " > 0.Séries d'Eisenstein in
omplètes et théorie spe
traleSoit  une fon
tion lisse à support 
ompa
t dans R+. La série d'Eisenstein in
omplèteasso
iée à  et à la pointe � est dé�nie par :E�(z;  ) := X
2(�0(N))�n�0(N) �=(��1� 
:z)� :E�(z;  ) appartient à L0(N) mais n'est pas une forme de Maass (
e n'est pas une fon
tionpropre du Lapla
ien). On note alors :E0(N) := Ve
tC (fE�(:;  );  2 C1
 (R+)g)(:;:):�0 admet un spe
tre 
ontinu sur E0(N) qui re
ouvre [14 ;+1[ de multipli
ité égale au nombrede pointes de �0(N). De plus, tout fon
tion f de E0(N) admet le développement suivant :f(z) = (f; u0)u0(z) + X�2Cusp(�0(N)) 14� Z +1�1 �f(:); E��:; 12 + ir��E��z; 12 + ir�droù u0 est la fon
tion 
onstante de valeur 1pVol(X0(N)) . La dé
omposition pré
édente estvalable au sens de la norme 2 pour toute f de E0(N) mais aussi au sens de la 
onvergen
eabsolue et de la 
onvergen
e uniforme 
ompa
te si f est dans B0(N).A.3.3 Spe
tre dis
ret : formes de Maass 
uspidalesThéorie spe
traleNotons C0(N) l'orthogonal de E0(N) pour le produit s
alaire (:; :). Cet espa
e 
onsisteen les fon
tions f dont les 
oe�
ients de Fourier �+ et �� s'annulent. De plus, C0(N) est�0-stable. Une forme de Maass 
uspidale est une forme de Maass qui appartient à C0(N).Le noyau de �0 est donné par l'espa
e des formes modulaires 
uspidales de niveau N , depoids 0 et de 
ara
tère trivial S0(N). La 
orrespondan
e entre les 
oe�
ients de Fourier estdonnée par : 8f 2 S0(N);8n 2 N� ;  f (n) = pn�f (n):



174 Formes automorphes réelles analytiques�0 admet un spe
tre dis
ret, in�ni et de multipli
ité �nie sur C0(N). Si (fj)j�1 est unebase orthonormée de C0(N) alors tout élément f de C0(N) admet le développement suivant :f(z) =Xj�1(f; uj)uj(z):La dé
omposition pré
édente est valable au sens de la norme 2 pour toute f de C0(N) maisaussi au sens de la 
onvergen
e absolue et de la 
onvergen
e uniforme 
ompa
te si f estdans B0(N). Il est 
onje
turé que la multipli
ité de toute valeur propre non-nulle est bornée.Loi de Weyl pour le spe
tre et inégalité de grand 
ribleSoit (fj)j�1 une base orthonormale de C0(N). On note �j := �(sj) := � �12 + irj� lavaleur propre de fj pour tout entier naturel non-nul j.Comme ��0 est un opérateur hermitien positif, les valeurs propres �j sont des réelspositifs pour tout entier naturel non-nul j. Soit j0 un entier naturel non-nul �xé. Troissituations peuvent se produire :� soit rj0 est un nombre réel et alors :�j0 = 14 + r2j0 � 14et : <(sj0) = 12 ;� soit rj0 2 �� i2	 et alors : �j0 = 0et : sj0 2 f0; 1g;(fj0 appartient à S0(N))� soit rj0 est un nombre imaginaire pur véri�ant j=(rj0)j < 12 et alors :�j0 = 14 � =(rj0)2 > 0et : 0 < sj0 < 1:La valeur propre �j0 est dite ex
eptionnelle. La 
onje
ture de Selberg (
onfer 
hapitre4) prédit que le spe
tre dis
ret ne 
ontient pas de valeurs propres ex
eptionnelles.
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de MaassFig A.1: Lo
alisation du paramètre spe
tral r dans le plan 
omplexeTout est résumé dans la �gure A.1 (on y a in
lut la 
onje
ture de Selberg et l'hypothèseH2(�) dé
rites dans le 
hapitre 4).Compter le nombre de valeurs propres inférieures à une borne donnée est possible grâ
eà la loi de Weyl sur le spe
tre :(A.3.4) Xjrj j�R 1 = vol(X0(N))4� R2 +O �pNR log (NR)�où : vol(X0(N)) = �3 �(N)�" N1+"pour tout " > 0.J.-M. Deshouillers et H. Iwanie
 ont établis dans [DeIw℄ l'inégalité de grand 
rible sui-vante pour les 
oe�
ients de Fourier des formes fj :(A.3.5) Xjrj j�R 1
osh (�rj) ����� X1�m�M amm 12�j(m)�����2 �" �R2 + M1+"N � jjajj22pour tout nombre réel R � 1, toute suite de nombres 
omplexes (am)1�m�M et tout " > 0.Opérateurs de He
keLes opérateurs de He
ke (Tn)n�1 agissent aussi sur L0(N), 
ommutent ave
 �0 et sonthermitiens si n ^ N = 1. Une forme 
uspidale de He
ke-Maass est une forme de Maass
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uspidale qui est aussi un ve
teur propre de Tn pour n^N = 1. Une base de He
ke est unebase orthonormale de C0(N) 
onstituée de formes 
uspidales de He
ke-Maass. Pour f uneforme 
uspidale de He
ke-Maass de valeurs propres de He
ke (�f(n))n^N=1, on dispose desrelations suivantes valables pour tous entiers naturels non-nulsm et n véri�antmn^N = 1 :pn�f(n) = �f (1)�f(n);pn�f (�n) = �f (�1)�f(n);(A.3.6) �f(m)�f(n) = Xdjm^n "N(d)�f �mnd2 � ;(A.3.7) �f (mn) = Xdjm^n�(d)"N(d)�f �md � �f �nd� :L'a
tion des opérateurs de He
ke sur le développement de Fourier d'une forme de He
ke-Maass 
uspidale f est 
onnue :(A.3.8) pm�f (m)�f(n) = Xdjm^n "N(d)rmnd2 �f �mnd2 � ;(A.3.9) pmn�f (mn) = Xdjm^n�(d)"N(d)rmd �f �md ��f �nd�pour tous entiers naturels non-nuls m et n ave
 n ^N = 1.Opérateur ré�exionL'opérateur ré�exion est l'opérateur linéaire sur L0(N) dé�ni par :8f 2 L0(N);8z 2 H ; (Xf)(z) = f(�z):Cet opérateur est une involution qui 
ommute ave
 le Lapla
ien et les opérateurs de He
ke :il est don
 possible de 
hoisir une base de He
ke 
onstituée de fon
tions propres pourl'opérateur ré�exion 
e qui signi�e que si f est un élément de 
ette base de valeur proprenon-nulle (pour le Lapla
ien) alors :8n 2 N� ; �f (�n) = "f �f (n)ave
 "f 2 f�1g. On dit que f est paire si "f = +1 et impaire sinon.Théorie d'Atkin-LehnerLa théorie d'Atkin-Lehner dé
rite au 
hapitre 1 pour l'espa
e S0(N) est tout autantvalable pour l'espa
e C0(N) ave
 la même terminologie. La propriété-
lef est la propriétéde multipli
ité un qui assure que deux fon
tions nouvelles de C0(N) qui sont des ve
teurspropres ave
 les mêmes valeurs propres de He
ke de tous les opérateurs de He
ke sauf unnombre �ni d'entre eux sont égales à une 
onstante 
omplexe multipli
ative près. Ainsi, uneforme de He
ke nouvelle est fon
tion propre de tous les opérateurs de He
ke. D'autre part,les égalités (A.3.6) et (A.3.7) sont valables pour tous les entiers naturels non-nuls m et nsi f est nouvelle.



A.3 Théorie spe
trale du Lapla
ien de poids 0 177A.3.4 Formule de ParsevalCon
luons 
ette appendi
e en énonçant la formule de Parseval utile dans le 
hapitre 4.Théorème A.3.1. Soient f et g dans L0(N). Si (uj)j�1 est une base orthonormée de C0(N)et u0 est la fon
tion 
onstante de norme 2 égale à 1 alors :(f; g) =Xj�0(f; uj)(g; uj)+ X�2Cusp(�0(N)) 14� Z +1�1 �f(:); E��:; 12 + ir���g(:); E��:; 12 + ir��dr:





Annexe BQuelques sommes exponentiellesarithmétiquesL'étude de la taille des sommes exponentielles arithmétiques est un problème 
entral enthéorie analytique des nombres. On dé
rit dans 
et appendi
e toutes les sommes exponen-tielles que l'on a 
roisées dans 
e mémoire.B.1 Sommes de RamanujanLa référen
e utilisée est [Ap℄. Les sommes de Ramanujan sont dé�nies par :(B.1.1) r(m;n) := Xl mod nl^n=1 e� lmn �pour tous entiers relatifs m et n non-nuls. En tant que fon
tion de m, r(m;n) est n-périodique 
e qui signi�e que :8(m;n) 2 Z�2; r(m+ n;n) = r(m;n):La formule prin
ipale est donnée dans le théorème suivant :Théorème B.1.1. Soient m et n des entiers relatifs non-nuls. On a :r(m;n) = Xdjm^n d��nd� :Remarque B.1.1. Cette formule est en quelque sorte le développement de Fourier del'appli
ation suivante : m! Xdjm^n d��nd�où n est un entier relatif non-nul �xé.Corollaire B.1.2. Soient m et n deux entiers relatifs non-nuls ave
 n j m.r(1;n) = �(n);r(m;n) = '(n):179



180 Quelques sommes exponentielles arithmétiquesLes propriétés de multipli
ativité des sommes de Ramanujan sont résumées dans laproposition suivante :Proposition B.1.3. Soient m1, m2, n1et n2 quatre entiers relatifs non-nuls.r(m1m2;n1n2) = 8><>:r(m1;n1)r(m2;n2) si m1 ^ n2 = m2 ^ n1 = 1;r(m1;n1) si n2 = 1 et m2 ^ n1 = 1;r(m1;n1)�(n2) si m2 = 1 et m1 ^ n2 = 1:Le théorème B.1.1 et les propriétés de multipli
ativité pré
édentes aboutissent à la for-mule �nale suivante :Théorème B.1.4. Soient m et n deux entiers relatifs non-nuls.r(m;n) = '(n)� � nm^n�' � nm^n� :B.2 Sommes de GaussTous les détails peuvent être trouvés dans [Ap℄. Soit � un 
ara
tère de Diri
hlet demodule un entier naturel n. Les sommes de Gauss asso
iées à � sont dé�nies par :(B.2.1) Gm(�) := nXl=1 �(l)e�lmn � :pour tout entier relatif non-nul m. Notons que lorsque � est le 
ara
tère de Diri
hlet trivial"n de module n alors on retrouve les sommes de Ramanujan :8m 2 Z�; Gm("n) = r(m;n):Il est naturel de se demander s'il est toujours possible d'exprimer Gm(�) en fon
tion deG1(�). La réponse est positive pour tout entier relatif m premier ave
 le niveau de �. Ene�et :Proposition B.2.1. Soient � un 
ara
tère de Diri
hlet de niveau un entier naturel non-nuln et m un entier relatif premier ave
 n.Gm(�) = �(m)G1(�):La réponse est positive pour tout entier relatif m si � est un 
ara
tère de Diri
hletprimitif (et en fait si et seulement si � est primitif).Théorème B.2.2. Soient � un 
ara
tère de Diri
hlet primitif de niveau un entier naturelnon-nul n et m un entier relatif non-nul.Gm(�) = �(m)G1(�):De plus, jG1(�)j = pn:



B.3 Sommes de Kloosterman 181B.3 Sommes de KloostermanPour 
ette se
tion, le le
teur peut 
onsulter [Iw0℄. Soient m, n des entiers relatifs et 
un entier naturel non-nul. La somme de Kloosterman 
lassique (
'est-à-dire pour le groupede 
ongruen
e �0(1) et les pointes 1 et 1) est donnée par :(B.3.1) S(m;n; 
) := Xx mod 
 e�mx+ nx
 �où x désigne l'inverse de x modulo 
. Par exemple, si n = 0 alors on retrouve les sommesde Ramanujan : S(m; 0; 
) = r(m; 
):On aura besoin de la majoration de A. Weil ([We℄) et T. Estermann ([Es℄) :Théorème B.3.1 (A. Weil-T. Estermann). Soient m, n des entiers relatifs non-nulset 
 un entier naturel non-nul.jS(m;n; 
)j � (m;n; 
) 12p
 � (
):Nous redonnons aussi l'inégalité du grand 
rible pour les sommes de Kloosterman (
onfer[DuFrIw3℄) :Proposition B.3.2. Soit k � 2 un entier naturel. Pour toute fon
tion � à support dans[C; 2C℄ telle que �(i) �i C�i pour tout entier naturel i, on pose :��(n; l) := 2�ik X
2N�
�0 mod q S(n; l; 
)
 Jk�1 4�pln
 ! �(
):Pour toutes suites de nombres 
omplexes �!x := (xl)1�l�L et �!y := (yn)1�n�N ,X1�l�L X1�n�N xlyn��(n; l)�";k C" pLNC !k� 32 �1 + Lq� 12 �1 + Nq � 12 jj�!x jj2jj�!y jj2pour tout " > 0.





Annexe CBoîte à outils analytiqueCet appendi
e est une sorte de bestiaire analytique qui 
ontient tous les outils analytiquesdont on a eu besoin dans 
e mémoire.C.1 Fon
tion �La référen
e utilisée i
i est [Bl℄. La fon
tion � est dé�nie sur <(s) > 0 par :�(s) := Z 10 exp (�u)usduu :La 
onvergen
e uniforme de l'intégrale pré
édente assure que 
ette fon
tion est holomorphesur <(s) > 0. D'autre part, on montre en intégrant par parties que la fon
tion � véri�e larelation suivante : �(s+ 1) = s�(s)pour <(s) > 0. Cette relation permet de prolonger méromorphiquement la fon
tion � auplan 
omplexe ave
 uniquement des p�les simples en Z� de résidu :8n 2 N; ress=�n �(s) = (�1)nn! :Une propriété fondamentale de la fon
tion � est que �(s) dé
roit exponentiellement vitelorsque =(s) 
roit vers �1. Il s'agit de dé
rire le 
omportement asymptotique de la fon
tion� sur toute partie 
omplexe du type :Da;b := fs 2 C ; a � <(s) � b; j=(s)j � 1goù a � b sont des nombres réels. Le résultat est le suivant :Proposition C.1.1. Pour tout s dans Da;b,j�(s)j = p2� exp���2 j=(s)j�jsj<(s)� 12 0�1 +O0� 1j=(s)j 
os2 �arg(s)2 � + jaj3 + jbj3j=(s)j3 1A1Aoù la 
onstante impliquée dans le symbole de Landau est absolue et en parti
ulier ne dépendpas de a et de b. 183



184 Boîte à outils analytiqueRemarque C.1.1. Cette formule sera abusivement appelée �formule de Stirling�. C'estune généralisation pré
ise de la formule de Stirling pour les fa
torielles.Preuve de la proposition C.1.1 On note s := � + it où � et t sont des réels et on selimite au 
as t � 1. La (véritable) formule de Stirling ([Ti1℄) assure que :(C.1.1) (log �)(s) = �s� 12� log s� s+ log 2�2 + Z 10 �(u)(s+ u)2duoù log � est une détermination holomorphe du logarithme de � sur Da;b, log est une déter-mination holomorphe de la fon
tion identité sur Da;b et � est une fon
tion de la variableréelle bornée dé�nie par :8u 2 R; �(u) := �Z u0 �fvg � 12�dv:Comme :js+ uj2(t+ u)2 = 1� (1� 
os (arg(s))) 2ut(t+ u)2 � 1� 12(1� 
os (arg(s))) = 
os2�arg(s)2 �;on remarque que :(C.1.2) ����Z 10 �(u)(s+ u)2du����� 1t 
os2 �arg(s)2 �où la 
onstante impliquée est absolue. D'autre part,(C.1.3) <��s � 12� log s� s� = �� � 12� log jsj � t ar
tan� t��� �:Comme : ar
tan� t�� = �2 � ar
tan��t � = �2 � �t +O� jaj3 + jbj3t3 � ;on obtient, en prenant la partie réelle dans (C.1.1) et en tenant 
ompte de (C.1.2) et de(C.1.3), que :(C.1.4) log j�(s)j = logp2� + �� � 12� log jsj � �2 t+ Err(s)où : Err(s) = O0� 1t 
os2 �arg(s)2 � + jaj3 + jbj3t3 1A :En prenant l'exponentielle de l'égalité (C.1.4), on 
onstate que :j�(s)j = p2� exp���2 t�jsj�� 12 exp (Err(s))et le résultat en dé
oule 
ar limt!+1 Err(s) = 0 don
 :exp (Err(s)) = 1 +O(Err(s))ave
 une 
onstante impliquée absolue �



C.2 Fon
tions de Bessel 185C.2 Fon
tions de BesselOn énumère i
i les dé�nitions et les estimations des fon
tions de Bessel de première etdeuxième espè
e qui apparaissent dans 
e mémoire.C.2.1 Fon
tions de Bessel de première espè
eLa fon
tion de Bessel de première espè
e d'ordre un entier naturel k est dé�nie par :8z 2 C ; Jk(z) :=Xn�0 (�1)rr!(k + r)! �z2�k+2r :Les fon
tions Jk envisagées 
omme des fon
tions de la variable réelle sont des fon
tionsos
illantes amorties et plus k est grand plus 
es os
illations sont amorties. Selon [Wa℄, pourtout entier naturel non-nul k,(C.2.1) 8j � 0; � x1 + x�j J (j)k (x)�j;k 1(1 + x)12 � x1 + x�k :Plus pré
isément, pour tout entier naturel non-nul k,(C.2.2) Jk(x) = exp (ix)Vk(x) + exp (�ix)Vk(x)où :(C.2.3) 8j � 0; xjV (j)k (x)�j;k 1(1 + x)12 � x1 + x�k :C.2.2 Fon
tions de Bessel de deuxième espè
eLa fon
tion de Bessel de deuxième espè
e d'ordre un nombre 
omplexe � est dé�nie par :8y 2 R; K�(y) = 12 Z 10 t� exp��y2(t+ t�1)�dtt :Ainsi, la fon
tion � ! K�(y) est une fon
tion holomorphe sur C et paire si <(y) > 0 alorsque la fon
tion y ! K�(y) dé
roit exponentiellement vite en +1. Plus pré
isément, laformule suivante est valide uniformément sur <(�) � 0 et y > 0 (
onfer [Mot℄) :K�(y) = � �2y�12 exp (�y)�1 +O� j�j2y �� :



186 Boîte à outils analytiqueC.3 Formule de PerronUne formule de Perron expli
ite est donnée dans la proposition suivante dont une preuvepeut être trouvée dans [Te℄ :Proposition C.3.1. Soit D(s) :=Pn�1 dnn�s une série de Diri
hlet d'abs
isse de 
onver-gen
e absolue �nie �a. Si x, T sont des nombres réels supérieurs à 1 ave
 x non-entier et
 est un nombre réel stri
tement supérieur à sup (0; �a) alors :X1�n�x dn = 12i� Z 
+iT
�iT D(s)xsdss +O x
Xn�1 jdnjn
 �1 + T j log �xn�j�! :C.4 Transformée intégrale de MellinLa référen
e utilisée pour 
ette notion est [CoLa℄. Soit h : R+ ! R une fon
tion. Ondé�nit au moins formellement la transformée de Mellin de h notée M(f) 
omme étant lafon
tion de la variable 
omplexe suivante :(C.4.1) 8s 2 C ; M(h)(s) := Z +10 xsh(x)dxx :Remarque C.4.1. En posant f(y) = h(exp (�y)), on 
onstate que la transformée de Mellinde h est la transformée de Lapla
e bilatérale de f et don
 la somme de deux transforméesde Lapla
e unilatérales de f .Selon la remarque pré
édente, il est possible de prouver que deux situations peuvent seproduire :� soit M(h)(s) n'est dé�nie pour au
un nombre 
omplexe s,� soitM(h)(s) est dé�nie sur une bande de 
onvergen
e �1 < <(s) < �2 notée B(�1; �2).Un problème intéressant est d'inverser le pro
essus au sens suivant : 
onnaissant une fon
-tion � sur B(�1; �2), est-il possible de trouver une fon
tion h : R+ ! R véri�ant :8s 2 B(�1; �2); M(h)(s) = �(s) ?D'autre part, une telle fon
tion h est-elle unique ? Une réponse partielle est donnée par laversion suivante de la formule d'inversion de Mellin :Proposition C.4.1. Soit � une fon
tion holomorphe sur une bande B(�1; �2). On supposequ'il existe une sous-bande B(�1; �2) de B(�1; �2) et un réel � > 0 ave
 :�(s) = O� 1s1+��lorsque s!1 dans 
ette sous-bande. Si l'on dé�nit une fon
tion h sur R+ par :8x 2 R+; h(x) := 12i� Z(
) x�z�(z)dzpour �1 < 
 < �2 alors : 8s 2 B(�1; �2); M(h)(s) = �(s):



C.5 Un 
al
ul utile de résidu 187Remarque C.4.2. Sous les hypothèses pré
édentes, la transformée de Mellin inverse de� existe et est unique sur toute bande d'holomorphie de �. Cependant, il est possibled'obtenir des transformées de Mellin inverse de � distin
tes sur deux bandes d'holomorphiede � disjointes.C.5 Un 
al
ul utile de résiduRappelons que l'on a asso
ié à tout polyn�me à 
oe�
ients réels A(X) := Pk�0 akXket tout nombre réel M la fon
tion de la variable 
omplexe s suivante :dAM (s) =Xk�0 ak k!(s logM)k :Proposition C.5.1. Soient A un polyn�me à 
oe�
ients réels, M un nombre réel, a unentier naturel non-nul et l un entier naturel.ress=0 1loga�1 (M)M ssl\A(a�1)M (s)sa = A(l)(1)logl (M) :Preuve du lemme C.5.1 : E
rivons le développement de Taylor de A(a�1)(X) sous laforme : A(a�1)(X) =Xk�0 a(a�1)k Xket notons r le résidu à évaluer. On a alors :r =Xk�0 a(a�1)k k!logk (M)Xn�0 logn (M)n! ress=0 sn+l�(a+k):Comme : ress=0 sn+l�(a+k) = Æa+k�(1+l)(n);le résidu à évaluer vaut don
 :r = 1logl (M) Xk�1+l�a a(a�1)k k!(k + a� 1� l)! :Le le
teur peut véri�er que pour tout entier naturel k � 1 + l � a :a(a�1)k = ak+a�1(k + (a� 1)) � � � (k + 1)
e qui entraîne que :r = 1logl (M) Xk�1+l�a a(a�1)k (k + a� 1� (l � 1)) � � � (k + a� 1)et la somme pré
édente vaut A(l)(1) �





Annexe DLe problème purement te
hnique desformes an
iennesL'obje
tif prin
ipal de 
et appendi
e est de 
onvain
re le le
teur que le théorème 3.3.1reste valide même si il y a des formes an
iennes dans Sk(q). Rappelons 
ertaines notationsde [KoMiVa℄ :(D.0.1) fMg(�; �; l) := Xm;n�1 �g(m)�g(n)pmn Vg;�� mqD�Vg;� � nqD� hXf2Spk(q) f (m) f(n)�f(l):où (�; �) 2 S(�; �) et la fon
tion Vg;:(:) et ses propriétés peuvent être trouvées en pages137-138 :(D.0.2) 8y 2 R+;8A > 0; Vg;:(y)�A (1 + j=(�)j)B y�Apour une 
onstante absolue B > 0. Dans 
ette appendi
e, t désigne la partie imaginaire de�. Les auteurs ont prouvé en utilisant la formule de Petersson (
onfer page 138) donnée authéorème 2.2.1 que s'il n'y a pas de formes an
iennes dans Sk(q) et si l < q alors :(qD)2<(�)Mhg(�; l) = "(g;�)0BBB� fMg(�; �; l)fMg(��; �; l)fMg(�;��; l)fMg(��;��; l) 1CCCAave
 pour tout (�; �) dans S(�; �) :(D.0.3) fMg(�; �; l) =X~ee=l "q(~e)p~e Xab=~e �(a)"D(a)pa �g(b)Xm;n�1 �g(m)�g(n)pmn Vg;�� mqD�Vg;� �a~enqD ��q(m; aen):Dans notre 
as, il y a des formes an
iennes 
ar le poids k est grand mais nous allons prouverque : 189



190 Le problème purement te
hnique des formes an
iennesProposition D.0.2. Soit g une forme primitive 
uspidale de niveau D sans fa
teurs 
arréset de 
ara
tère trivial. Supposons que q est premier, premier ave
 D. Si � est un nombre
omplexe et l < q est un entier naturel non-nul alors :(D.0.4) fMg(�; �; l) =X~ee=l "q(~e)p~e Xab=~e �(a)"D(a)pa �g(b)Xm;n�1 �g(m)�g(n)pmn Vg;�� mqD�Vg;� �a~enqD ��q(m; aen)+O";k;g  (ql)"(1 + j=(�)j)Bplq !pour une 
onstante absolue B > 0 et pour tout " > 0.Par 
onséquent, si l < q alors tout se passe 
omme s'il n'y avait pas de formes an
ienneset le théorème 3.3.1 reste valide même si il y a des formes an
iennes. Nous aurons besoindu lemme suivant :Lemme D.0.3. Soit N � 1. Pour tous entiers naturels non-nuls m et n, on a :(D.0.5) �N (m;n)�" (Nmn)"pmnN :Preuve du lemme D.0.3. Les estimations des fon
tions de Bessel données dans l'appen-di
e C entraînent que :�N (m;n)� 1N X
�pmnN jS(m;n;N
)j
 � N
pmn�12 + 1N X
�pmnN jS(m;n;N
)j
 �pmnN
 �k�1et on 
on
lut grâ
e à l'estimation de Weil des sommes de Kloosterman (appendi
e B) �Preuve de la proposition D.0.2. En utilisant les propriétés de multipli
ativité des valeurspropres de He
ke de f et de g, on remarque que :(D.0.6) fMg(�; �; l) =X~ee=l "q(~e)p~e Xab=~e �(a)"D(a)pa �g(b)Xm;n�1 �g(m)�g(n)pmn Vg;�� mqD�Vg;� �a~enqD � hXf2Spk(q)�f (m)�f(aen):On 
oupe la sommation en les variables m et n dans D:0:6 de la façon suivante :(D.0.7) Xq-mq2-n � � �+Xq-nq2-m � � �+ Xq2jmn � � � := I + II + III:



191Montrons que le troisième terme dans (D.0.7) est un terme d'erreur :III =Xq2jmn�1 � � �+Xqjmqjn � � �+Xm�1q2jn � � � := IIIa + IIIb + III
:Nous ne donnons les détails que pour la 
ontribution provenant du terme IIIa. On remarqueque : ������ hXf2Spk(q)�f(q2m)�f(aen)������� 0� hXf2Bk(q) �� f(q2m)��21A 12 0� hXf2Bk(q) j f (aen)j21A 12et on sait que 
'est borné par pqm �1 + paenq � selon la formule de Petersson (théorème2.2.1). Ainsi,(D.0.8) IIIa�  Xm�1 j�g(q2m)jpq2m pqm jVg;�(qm)j! Xn�1 j�g(n)jpn �1 + paenq � ����Vg;� �a~enq �����! := IIIa1 � IIIa2:En utilisant l'estimation (D.0.2), on observe que :IIIa1 �" q"pae(1 +pq);IIIa2 �";A q"q 12+Apour tout A > 1. Ainsi, la 
ontribution du troisième terme dans (D.0.7) est :III �" q"paeq :A propos du premier terme dans (D.0.7) (on pro
ède de même pour le se
ond terme), onpeut appliquer la formule d'H. Iwanie
, W. Luo, P. Sarnak (2.2.2) 
e qui donne (n'oublionspas que q est premier !) :hXf2Spk(q)�f (m)�f(aen) = �q(m; aen)� 1q�(n ^ q)X~qjq1 1~q�1(m~q2; aen):Par 
onséquent, le premier terme vaut :(D.0.9) I =Xq-mq2-n �g(m)�g(n)�(q ^ n)pmn�q(m; aen)� 1qX~qjq1 1~qXq-mq2-n �g(m)�g(n)�(q ^ n)pmn�1(m~q2; aen) := Ia+ Ib



192 Le problème purement te
hnique des formes an
iennesave
, selon la formule de Petersson (le niveau i
i est un !) :(D.0.10) �1(m~q2; aen) = Xh2Spk(1)!1(h)�h(m~q2)�h(aen):La 
ontribution du se
ond terme dans (D.0.9) est don
 égale à :(D.0.11) Ib = 1qX~qjq1 1~q Xh2Spk(1)!1(h)0BB�Xm�1q-m �g(m)�h(~q2m)pm Vg;�� mqD�1CCA�0BB�Xn�1q2-n �g(n)�h(aen)pn�(q ^ n) Vg;� �a~enqD �1CCA:= 1q X~qjq1 1~q Xh2Spk(1)!1(h)Ib1� Ib2:Etudions Ib2 :Ib2 =Xn�1q-n �g(n)�h(aen)pn Vg;� �a~enqD �+ 1�(q)Xn�1qjjn �g(n)�h(aen)pn�(q ^ n) Vg;� �a~enqD � := Ib21 + Ib22:On se 
ontente d'analyser Ib21 sa
hant que la même démar
he s'applique pour Ib22 etdonne un résultat en
ore meilleur. La formule d'inversion de Mellin (proposition C.4.1)assure que Ib21 vaut :(D.0.12) 12i� Z(2)L�ae; q2; 12 + z��qDa~e �zM(Vg;�)(z)dzave
 : L(ae; q2; z) :=Xn�1q2-n �h(aen)�g(n)nz :On montre que :(D.0.13) 8z 2 C ; M(Vg;�)(z)� (1 + jtj)Bjzj�2:En utilisant les propriétés de multipli
ativité des valeurs propres de He
ke de f et de g, onobtient : L(ae; q2; z) = R(ae; z)L(aeq2)(h� g; z)�(aeq2)(2z)



193ave
 : R(ae; z) := Xnj(ae)1 �h(aen)�g(n)nz :En fait, si ae = pa11 � � � parr est la dé
omposition en fa
teurs premiers de ae alors on remarqueque : R(ae; z) = rYi=0  Xk�0 �g(pki )�f(pai+ki )pkzi !et la borne de Ramanujan-Petersson-Selberg pour les valeurs propres de g assure que 
haquesérie apparaissant dans l'égalité pré
édente 
onverge sur <(z) > 0 don
 R(ae; z) y 
onvergeaussi. De plus, sur <(z) > 0, Xk�0 �g(pki )�f(pa1+ki )pkzi � � (pai+1)pour tout entier naturel i 
ompris entre 0 et r don
 :R(ae; z)� � (ae)�" (ae)"pour tout " > 0. En bougeant le 
ontour jusqu'à <(z) = " dans (D.0.12), on obtient grâ
eà la borne de 
onvexité de la fon
tion L de Rankin-Selberg L(h� g; :) (h est de niveau 1 !)que : Ib21�" (qae)"(1 + jtj)Bpour tout " > 0. On obtient de façon analogue :Ib22�" (qae)"pq�(q)(1 + jtj)BIl est plus fa
ile de gérer Ib1 
ar 
omme ~q ^m = 1 si q - m, on a :�h(~q2m) = �h(~q2)�h(m):Finalement,(D.0.14) Ib�";g (aeq)"qpour tout " > 0. Mettant tout ensemble, on a prouvé que :(D.0.15) fMg(�; �; l) =X~ee=l "q(~e)p~e Xab=~e �(a)"D(a)pa �g(b)Xm;n�1 �g(m)�g(n)pmn Vg;�� mqD�Vg;� �a~enqD ��q(m; aen)�X~ee=l "q(~e)p~e Xab=~e �(a)"D(a)pa �g(b) Xm;n�1q2jmn �g(m)�g(n)pmn Vg;�� mqD�Vg;� �a~enqD ��q(m; aen)+O";g  (ql)"(1 + jtj)Bplq !et le se
ond terme de (D.0.15) est �";g (ql)"plq grâ
e au lemme D.0.3



194 Le problème purement te
hnique des formes an
iennes�Remarque D.0.1. La même analyse est valable pour les premiers moments harmoniquestordus qui ont aussi été étudiés dans [KoMiVa℄.
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RésuméCette thèse établit des formules asymptotiques robustes pour le se
ond moment harmoniqueramolli des fon
tions L de Rankin-Selberg. La prin
ipale 
ontribution est une améliorationsubstan
ielle de la longueur admissible du ramollisseur qui est réalisée grâ
e à la résolutiond'un problème de 
onvolution ave
 dé
alage additif par une méthode spe
trale 
onsidérée enmoyenne. Une première 
onséquen
e est une nouvelle borne de sous-
onvexité pour les fon
-tions L de Rankin-Selberg par rapport au niveau qui possède de nombreuses appli
ationsarithmétiques déjà 
onnues. En outre, une in�nité de fon
tions L de Rankin-Selberg ayantau plus huit zéros réels non-triviaux est exhibée et de nouvelles estimations non-trivialesdu rang analytique de la famille étudiée sont obtenues.Real zeros and size of Rankin-Selberg L-fun
tions in the level aspe
tAbstra
tThis thesis establishes some strong asymptoti
 formulae for the harmoni
 molli�ed se
ondmoment of a family of Rankin-Selberg L-fun
tions. The main 
ontribution is a substan
ialimprovement of the admissible length of the molli�er whi
h is done by solving a shifted
onvolution problem by a spe
tral method on average. A �rst 
onsequen
e is a new sharpsub
onvexity bound for Rankin-Selberg L-fun
tions in the level aspe
t whi
h has many al-ready known arithmeti
 appli
ations. Moreover, in�nitely many Rankin-Selberg L-fun
tionshaving at most eight non-trivial real zeros are produ
ed and some new non-trivial estimatesof the analyti
 rank of the family studied are obtained.Dis
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