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Introduction

Les représentations des groupes classiques en caractéristique zéro ont été étu-
diées tout au long du vingtième siècle, et on peut considérer qu'elles sont bien
comprises depuis deux décennies. Les premiers résultats signi�catifs sont obtenus
par Schur qui donne en 1901 la description des représentations polynômiales du
groupe linéaire (cf. [20]). En 1925, Weyl démontre la formule des caractères qui
porte son nom, formule dont on pourrait croire qu'elle met un point �nal à l'étude
des représentations. Elle ne donne cependant pas une construction vectorielle des
représentations irréductibles. En outre on souhaiterait exprimer les dimensions des
sous-espaces de poids, qui sont des nombres entiers positifs, comme le cardinal d'un
ensemble (en l'occurrence, un ensemble de tableaux sur un diagramme de Young)
plutôt que comme une somme de quantités positives et négatives. En 1946 paraît
le livre de Weyl �Les groupes classiques� [44], dans lequel il utilise les paires duales
pour construire explicitement les représentations irréductibles des groupes linéaires,
symplectiques et orthogonaux. A la même époque, on sait décrire les caractères ir-
réductibles du groupe linéaire à l'aide de tableaux semi-standards. Il faut attendre
1962 (Zhelobenko [48]) pour obtenir une combinatoire analogue pour le groupe sym-
plectique et 1983 (King [28]) pour le groupe orthogonal. On dispose également de
la formule de Littlewood-Richardson pour décomposer les produits tensoriels des
représentations irréductibles, formule énoncée dans les années trente pour le groupe
linéaire et démontrée pour tous les groupes classiques à la �n des années quatre-vingt
par Littelmann [32].

La situation est beaucoup moins favorable en caractéristiquep, mais des progrès
sensibles ont été accompli ces dernières années, en particulier grâce à la conjecture de
Lusztig [35]. Celle-ci exprime le caractère des modules simples comme une combinai-
son linéaire explicite de caractères de modules de Weyl, pourvu quep soit supérieur
ou égal au nombre de Coxeter deG. Andersen, Jantzen et Soergel [1] ont montré que
pour un système de racines �xé, la conjecture est vraie pourp su�samment grand,
mais sans borne explicite. L'emploi couplé des modules basculants et des paires
duales de groupes a également permis des avancées notables pour le groupe linéaire
(Mathieu et Papadopoulo [37], Mathieu [38]) et le groupe symétrique (Mathieu [38],
Erdmann [14]). Nous appliquons cette dernière méthode aux groupesG = Sp(2m),
SO(2m), SO(2m + 1) , Spin(2m) et Spin(2m + 1) dé�nis sur la clôture algébrique
d'un corps �ni de caractéristiquep, le casp = 2 se présentant uniquement pour le
groupe symplectique. Nous en déduisons le caractère de certaines représentations
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INTRODUCTION

rationnelles irréductibles sur ce même corps. On obtient notamment des formules de
caractères non couvertes par la conjecture de Lusztig, et on a des résultats particu-
lièrement précis pour les représentations de plus haut poids un poids fondamental
ou une somme de deux poids fondamentaux.

Avant de détailler le plan de cette thèse, il nous faut expliquer la démarche
suivie. On désigne parK le corps de base qui est, suivant le contexte, le corps des
nombres complexes ou la clôture algébrique d'un corps �ni de caractéristiquep. Le
groupe classiqueG est dé�ni sur K et les représentations rationnelles considérées
sont des espaces vectoriels de dimension �nie surK . On emploie indi�éremment
les termes �représentation (irréductible) deG� et � G-module (simple)�. Les deux
outils principaux de cette thèse sont la théorie des paires duales et celle des modules
basculants, théories dont nous mentionnons maintenant quelques points essentiels.

Soit Gaux un groupe classique auxiliaire et soitM un G £ Gaux-module tels que
l'algèbre des endomorphismes deM commutant à l'action de G soit engendrée par
l'action de Gaux et vice-versa. Le moduleM est ce qu'on appelle une(G; Gaux) paire
duale au sens de Howe [22]. Rappelons rapidement la théorie des paires duales en
caractéristique zéro. Il existe une correspondance bijectiveÁM entre certaines repré-
sentations irréductibles deG et de Gaux . Si L est une représentations irréductible
de G apparaissant dansM , la représentation irréductibleÁM (L) est caractérisée par
le fait que L ­ ÁM (L) est un facteur direct deM , et on montre que ce facteur est
sans multiplicité. Ainsi la dimension deL est la multiplicité de ÁM (L) dans M vu
commeGaux-module. Cette dualité échange donc les dimensions et les multiplicités.
En caractéristique p, le G £ Gaux-module M ne peut pas s'écrire comme somme
directe de représentations irréductibles, mais on montre qu'on a toujours une cor-
respondance bijectiveÁM entre les facteurs de composition duG-module M et les
facteurs directs indécomposables duGaux-module M , et la dimension deL est la
multiplicité de ÁM (L) comme facteur direct duGaux-module M . Cette multiplicité
est en général di�cile à calculer.

Dans notre cas, les facteurs indécomposables deM sont basculants, et sous l'ac-
tion de Gaux , M s'écrit comme une puissance tensorielle de l'algèbre extérieure de
la représentation naturelle deGaux . Il s'agit donc de comprendre la décomposition
de ces produits tensoriels en somme directe deGaux-modules basculants indécompo-
sables. Les modules basculants d'un groupe algébrique ont été introduits au début
des années quatre-vingt-dix par Donkin [13]. Cette catégorie de modules jouit de pro-
priétés remarquables, elle est notamment stable par produit tensoriel et les modules
basculants indécomposables sont paramétrés par les poids dominants du groupe. On
dispose en outre de la formule modulaire de Verlinde (Mathieu et Georgiev [18]) qui,
sous certaines conditions, donne une décomposition partielle des produits tensoriels
de modules basculants indécomposables. Cette formule fait intervenir le groupe de
Weyl a�ne, ainsi que les constantes de Kostant qui décrivent la décomposition ana-
logue en caractérisque zéro. Si on revient à la paire dualeM , on est ainsi amené
à étudier la décomposition des produits tensoriels des puissances extérieures de la
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INTRODUCTION

représentation naturelle deGaux en caractéristique zéro, pour en déduire les multipli-
cités des modules basculants qui sont facteurs directs deM . On obtient �nalement
les dimensions et le caractère de certaines représentations irréductibles deG en ca-
ractéristique p.

Dans le premier chapitre, on rappelle la dé�nition et les propriétés bien connues
de l'algèbre de Cli�ord. On fait aussi quelques rappels sur les groupes classiques et
leurs représentations, en particulier pour les groupes non connexes. On mentionne
en�n, lorsque K = C, une formule de caractère sur la seconde composante connexe
des groupes orthogonaux pairs.

Au second chapitre, on supposeK = C, on considère le groupeGaux = Sp(2n),
Spin(2n + 1) , Pin(2n), O(2n) ou O(2n + 1) et on calcule la décomposition des pro-
duits tensoriels¤ lV ­ L(¯ ), où ¯ est un poids dominant deGaux et V est la re-
présentation naturelle deGaux . Ces décompositions s'expriment en termes de boîtes
ajoutées et retranchées au diagramme de Young de¯ . On traduit ensuite cette dé-
composition en termes de tableaux sur des diagrammes gauches.

Le troisième chapitre débute par un rappel de quelques résultats fondamentaux
sur les représentations en caractéristiquep. On signale notamment le rôle essentiel
joué par le groupe de Weyl a�ne, et on énonce la conjecture de Lusztig. Puis nous
exposons brièvement la théorie des modules basculants pour les groupes algébriques
et la formule modulaire de Verlinde. Ces résultats sont ensuite appliqués aux groupes
classiques.

Au quatrième chapitre, on étudie cinq paires duales décrites par Adamovich et
Rybnikov [2]. On commence par une discussion en caractéristique zéro pour éclairer
la suite. Puis on construit la correspondanceÁ mentionnée ci-dessus, et on montre
que les dimensions des sous-espaces de poids desG-modules simples sont des multi-
plicités, comme facteurs directs, deGaux-modules basculants indécomposables dans
des produits tensoriels de puissances extérieures de la représentation naturelle de
Gaux .

Le cinquième chapitre réalise la synthèse des chapitres 2 et 4 et prépare le chapitre
suivant. On y retrouve les formules de caractères des groupes classiques en caracté-
ristique zéro, exprimées à l'aide deG-tableaux sur des diagrammes de Young, telles
qu'elles sont formulées par Proctor [40], et on démontre aussi la formule de caractère
pour les groupes orthogonaux pairs signalée au premier chapitre.

Les chapitres qui suivent rassemblent de nombreux résultats nouveaux, on dé-
taille donc leur contenu.

Dans le sixième chapitre, on trouve des formules de caractères en caractéristique
p en termes deG-tableaux. On commence par énoncer des formules simples lorsque
le plus haut poids est un poids fondamental soumis à une certaine condition. Si
G = Sp(2m), on a ainsi une nette amélioration d'un résultat de Gow [19]. On
retrouve également un théorème de Suprunenko et Zalesskii [42]. Puis on donne des
formules s'appliquant à des poids dominants plus généraux. L'intérêt principal de ces
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INTRODUCTION

formules est qu'elles sont valables même si la caractéristique est inférieure au nombre
de Coxeter, pourvu que le plus haut poids satisfasse la condition rappelée dans les
tableaux page ix. On est donc en dehors du domaine de la conjecture de Lusztig.
On mentionne également la stabilité, en un certain sens, des formules obtenues.

Le septième chapitre est consacré aux représentations irréductibles de plus haut
poids un poids fondamental ou une somme de deux poids fondamentaux. On exploite
dans ce chapitre la connaissance précise qu'on a des modules basculants deSL(2),
connaissance qui s'exprime de manière commode à l'aide de séries génératrices. On
obtient plusieurs expressions pour la dimension des représentations irréductibles,
sans les restrictions du chapitre précédent sur le plus haut poids. On obtient aussi des
formules donnant le caractère de la représentation quandG = Sp(2m), Spin(2m + 1)
ou Spin(2m), et on en trouvera d'autres au chapitre suivant. On conclut le chapitre
en déterminant le comportement asymptotique des dimensions, àp �xé, lorsque le
rang du groupe tend vers l'in�ni.

En�n, au dernier chapitre, on considère les modules de Weyl de plus haut poids
un poids fondamental (resp. la somme d'un poids fondamental et du plus haut poids
de la représentation spin) lorsqueG = Sp(2m) (resp. Spin(2m + 1) ou Spin(2m)).
Après avoir rappelé la description de leurs facteurs de composition, on décrit en
termes élémentaires, parmi ces modules de Weyl, ceux qui sont simples (pour le
groupe spécial linéaire ou le groupe orthogonal, les modules de Weyl de plus haut
poids un poids fondamental sont simples, cf. [47]). Puis on exprime le caractère des
modules simples de plus haut poids un poids fondamental (resp. la somme d'un poids
fondamental et du plus haut poids de la représentation spin) comme une somme al-
ternée de caractères de modules de Weyl, ce qui précise un énoncé obtenu au chapitre
précédent. On conclut ce chapitre par un résultat concernant les modules simples de
SL(2) : on reformule la description des facteurs de composition des modules de Weyl
obtenue par Carter et Cline [8], et on en déduit le caractère des modules simples
comme une somme alternée de caractères de modules de Weyl.

Les tableaux �gurant sur la page ix donnent, pour chaque groupe classique,
la condition que doit véri�er le plus haut poids ¸ pour qu'on puisse déterminer
le caractère et/ou la dimension du module simpleL(¸ ) de plus haut poids¸ . On
indique également les théorèmes correspondants.

Soit m le rang du groupeG. On note § "1; : : : ; § "m les poids non nuls de la
représentation naturelle deG. Pour tout l ¸ 1 on pose­ l = "1 + ¢ ¢ ¢+ " l . Si
G = Sp(2m), les poids­ l sont les poids fondamentaux. SiG = Spin(2m + 1) ou
SO(2m + 1) et l 6= m, ­ l est un poids fondamental. SiG = Spin(2m) ou SO(2m) et
l 6= m; m ¡ 1, ­ l est un poids fondamental. Dans l'expression­ i 1 + ¢ ¢ ¢+ ­ i n , l'entier
n est toujours supposé strictement plus grand que1 et i 1 ¸ i 2 ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ i n .
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Chapitre 1

Algèbre de Cli�ord et groupes
classiques

Soit K = C ou Fp. Avant de rentrer dans le vif du sujet, il nous faut décrire les
di�érents groupes, dé�nis sur K , que nous allons rencontrer. Certains d'entre eux
sont des revêtements de groupes orthogonaux, et l'algèbre de Cli�ord permet de les
étudier commodément. On commence donc par rappeler les propriétés de base de
cette algèbre, en particulier la réalisation du groupe spin comme sous-groupe du
groupe des éléments inversibles de l'algèbre. On décrit ensuite les modules simples
de l'algèbre de Cli�ord, qui jouent un rôle important dans la construction des paires
duales au chapitre 4.

Pour les groupes symplectiques, spéciaux orthogonaux et spin, on explicite un
tore maximal et un sous-groupe de Borel le contenant, ainsi que le système de racines
associé. On rappelle aussi comment construire, en caractéristique zéro, les représen-
tations irréductibles de plus haut poids un poids fondamental à l'aide des puissances
extérieures de la représentation naturelle du groupe. Pour les groupes classiques non
connexes, on dé�nit les analogues des tores, poids, etc. et on rappelle comment
obtenir leurs représentations irréductibles via la théorie de Cli�ord. On termine en
détaillant la situation dans le cas du groupe orthogonal pair.

On notera que les résultats de ce chapitre sont valables en toute caractéristique,
sauf mention explicite du contraire, la caractéristique2 n'étant considérée que dans
le cas du groupe symplectique. On remarquera aussi que les di�érents groupes uti-
lisés dans ce chapitre sont paramétrés par la lettrer , alors que dans les chapitres
suivants le paramètre seran, ou m, ou les deux. On aura en e�et à considérer des
paires(G1(m); G2(n)) de groupes, c'est pourquoi on choisit dans ce chapitre la lettre
�neutre� r .

1.1 L'algèbre de Cli�ord

Le lecteur trouvera toutes les propriétés mentionnées ici et bien d'autres résultats
dans l'ouvrage de Chevalley [10]. Il pourra aussi consulter [7], [17] et [33] pour les
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CHAPITRE 1. ALGÈBRE DE CLIFFORD ET GROUPES CLASSIQUES

propriétés spéci�ques à la caractéristique zéro.

Dé�nition 1.1 Soit V un espace vectoriel de dimension �nie surK . Une forme
quadratiqueq sur V est une application deV dansK telle que :

1. q(av) = a2q(v) pour tous a 2 K et v 2 V.
2. l'application b : V £ V ! K dé�nie par b(v; w) = q(v + w) ¡ q(v) ¡ q(w) est

bilinéaire.
La forme bilinéaire b est appelée la polarisation deq.

On rappelle qu'un sous-espace vectorielW de V est dit totalement isotrope si la
restriction de q à W est nulle, etq est dite non dégénérée si sa polarisation est non
dégénérée.

Soit V un espace vectoriel de dimension �nie muni d'une forme quadratiqueq.
L'algèbre de Cli�ord (Cli®(V); i ) est la donnée d'une algèbre unitaireCli®(V) et
d'une application linéairei : V ! Cli®(V) telle quei (v)2 = q(v):1 pour tous v 2 V.
En outre on demande que l'algèbre de Cli�ord soit universelle pour cette propriété :
si E est une algèbre unitaire et sij : V ! E est une application linéaire telle que
j (v)2 = q(v):1 pour tous v 2 V, alors il existe un unique homomorphisme d'algèbres
k : Cli®(V) ! E tel que j = k ±i , ce qu'on représente par le diagramme commutatif
suivant.

V
j

i

E

Cli®(V)
k

On a clairement la règle de commutationi (v)i (w) + i (w)i (v) = b(v; w):1 pour tous
v; w 2 V. Remarquons que dans la littérature, on trouve aussi la formulei (v)2 =
¡ q(v):1 dans la dé�nition de l'algèbre de Cli�ord, et on passe d'une convention à
l'autre en remplaçant partout q par ¡ q.

On construit Cli®(V) en quotientant l'algèbre tensorielleT(V) de V par l'idéal
bilatère I engendré par lesv­ v¡ q(v):1 (v 2 V), et l'application i est la composée de
l'inclusion V ½ T(V) et de la projection naturelleT(V) ! Cli®(V). En particulier
Cli®(V) est engendrée pari (V). L'idéal I est engendré par des éléments de degré
pair, ce qui munit Cli®(V) d'une structure d'algèbre graduée surZ=2Z. On note
Cli®+ (V) la partie paire de Cli®(V), c'est-à-dire le sous-espace engendré par les
produits d'un nombre pair d'éléments dei (V). On a aussi une �ltration naturelle
sur Cli®(V), héritée de l'algèbre tensorielle deV, et on montre que l'algèbre graduée
qui s'en déduit est isomorphe à l'algèbre extérieure deV. Ceci implique la proposition

Proposition 1.2 Si (e1; : : : ; el ) est une base deV, alors les produitsei 1 : : : ei k , pour
tout k · l et tous i 1 < ¢ ¢ ¢< i k forment une base deCli®(V). En particulier
l'application i est un plongement deV dansCli®(V).

On convient de ne plus mentionner le plongementi et on écrit simplement
V ½ Cli®(V). A l'aide de la propriété universelle, on construit trois involutions
remarquables deCli®(V) que l'on décrit ci-dessous.
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1.1. L'ALGÈBRE DE CLIFFORD

Dé�nition 1.3 L'involution principale de Cli®(V) est l'automorphisme® deCli®(V)
dé�ni par la formule ®(v1 : : : vk) = ( ¡ 1)kv1 : : : vk pour tousv1; : : : ; vk 2 V. L'antiau-
tomorphisme principal¯ de Cli®(V) est dé�ni par la formule ¯ (v1 : : : vk) = vk : : : v1

pour tous v1; : : : ; vk 2 V. En�n on appelle conjugaison l'antiautomorphisme¤ =
®±¯ = ¯ ±®.

Exemple 1.4Supposons exceptionnellement queK = R. Si V est un espace vectoriel
de dimension 1, de base(i ) et muni de la forme quadratique dé�nie parq(i ) = ¡ 1,
on a Cli®(V) = C et ¤ est la conjugaison complexe. SiV est un espace vectoriel
de dimension 2, de base(i; j ) et muni de la forme quadratique dé�nie parq(ai +
bj) = ¡ a2 ¡ b2, Cli®(V) est l'algèbre des quaternions et¤ est la conjugaison des
quaternions.

A partir de maintenant, la forme quadratiqueq est supposée non dégénérée.

On dé�nit maintenant les groupes Spin(V) et Pin(V), lorsque p est impair,
comme des sous-groupes deCli®(V)¤.

Dé�nition 1.5 Soit Pin(V) = f s 2 Cli®(V) j s¯ (s) = 1 et sV s¡ 1 ½ Vg et
Spin(V) = Pin( V) \ Cli®+ (V). Le morphisme de groupesÂ : Pin(V) ! GL(V)
dé�ni par Â(s)(v) = svs¡ 1 est appelée la représentation naturelle dePin(V) (et de
Spin(V) par restriction).

Notons que l'image deÂ est contenue dans le groupeO(V) car pour tout s 2
Pin(V), on a q(Â(s)(v); Â(s)(v)) = ( Â(s)(v))2 = ( svs¡ 1)2 = sv2s¡ 1 = sq(v; v)s¡ 1 =
q(v; v).

En caractéristique zéro, le groupeSpin(V) est le revêtement universel, à deux
feuillets, du groupe spécial orthogonalSO(V), et Pin(V) est un revêtement non
connexe à deux feuillets du groupe orthogonalO(V). En outre Spin(V) est un sous-
groupe d'indice deux dePin(V). C'est aussi vrai en caractéristique impaire, comme
le montre le théorème ci-dessous.

Théorème 1.6 Les morphismes de groupesÂ : Pin(V) ! O(V) et Â : Spin(V) !
SO(V) sont surjectifs de noyauf§ 1g.

La proposition qui suit donne une autre dé�nition possible des groupesSpin(V)
et Pin(V), et elle implique en particulier que l'algèbreCli®(V) (resp. Cli®+ (V)) est
engendrée parPin(V) (resp. Spin(V)), car V possède des bases orthonormées en
caractéristique impaire lorsqueq est non dégénérée.

Proposition 1.7 Le groupePin(V) est engendré par lesv 2 V tels quev2 = 1, et
Spin(V) est engendré par les produitsvw avecv; w 2 V tels quev2 = w2 = 1.

On termine cette section en rappellant les théorèmes bien connus qui fournissent
une construction explicite des modules simples deCli®(V) (resp.Cli®+ (V)) lorsque
V est de dimension paire (resp. impaire). On emploie la notationw1^¢ ¢ ¢ b̂wi ^¢ ¢ ¢ŵr ,
qui signi�e que le vecteurwi a été retiré du produit.
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CHAPITRE 1. ALGÈBRE DE CLIFFORD ET GROUPES CLASSIQUES

Théorème 1.8 Soit V de dimension paire. On considère une décompositionV =
W © W 0 avec W et W 0 totalement isotropes. L'algèbreCli®(V) admet un unique
module simple, vectoriellement isomorphe à¤W et sur lequelCli®(V) agit comme
suit :

1. w 2 W agit sur ¤W par multiplication extérieure :
w ¢(w1 ^ ¢ ¢ ¢ ŵr ) = w ^ w1 ^ ¢ ¢ ¢ ŵr pour tous w1; : : : ; wr 2 V.

2. w0 2 W 0 agit sur ¤W par dérivation intérieure :
w0 ¢(w1 ^ ¢ ¢ ¢ ^wr ) =

P
i (¡ 1)i +1 b(w0; wi )w1 ^ ¢ ¢ ¢ ^bwi ¢ ¢ ¢ ŵr pour tous

w1; : : : ; wr 2 V.

Théorème 1.9 Soit V de dimension impaire tel queV = Kx 0 © N avecq(x0) 6= 0
et N l'orthogonal dex0. Si on munit N de la forme quadratique¡ q(x0)q, on a un
isomorphisme d'algèbres deCli®(N ) sur Cli®+ (V) qui envoiey sur x0y pour tout
y 2 N .

Remarquons que, commeK est algébriquement clos, l'algèbre de Cli�ord deN
muni de la forme quadratique¡ q(x0)q est isomorphe à l'algèbre de Cli�ord deN
muni de la forme quadratiqueq.

1.2 Les groupes classiques connexes

Les notations de cette section s'inspirent de l'article d'Adamovich et Rybni-
kov [2], ainsi que du livre de Fulton et Harris [17].

Pour r 2 N; r ¸ 1, on considère les groupes connexes suivants :Sp(2r ), SO(2r ),
SO(2r + 1) , Spin(2r ), Spin(2r + 1) . Soit G l'un de ces groupes et soitV la repré-
sentation naturelle deG, munie de la forme bilinéaire alternée non dégénéréeb ou
de la forme quadratique non dégénéréeq. On note H un tore maximal, B un sous-
groupe de Borel contenantH , U son radical unipotent,B ¡ le sous-groupe de Borel
opposé àB, U¡ son radical unipotent etW le groupe de Weyl deG. Soit P = X (H )
le groupe des caractères deH et P+ l'ensemble des poids dominants relativement
au sous-groupe de BorelB . Le paramétrage classique desG-modules simples en
caractéristique zéro s'étend en toute caractéristique.

Théorème 1.10 (Borel-Weyl) Soit G un groupe algébrique simple connexe etP+

l'ensemble des poids dominants relativement à un sous-groupe de Borel. Pour tout
¸ 2 P+ , il existe une unique représentation irréductible de plus haut poids¸ , notée
L(¸ ), et toute représentation irréductible est isomorphe à un certainL(¹ ).

Décrivons brièvement les choix deH , B , . . . dans chaque cas à l'aide d'une
base convenablement choisie deV. Pour les trois premiers groupes qui suivent, et
relativement aux bases précisées ci-dessous,H est le sous-groupe des matrices dia-
gonales etB est le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures. On désigne
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1.2. LES GROUPES CLASSIQUES CONNEXES

par diag(d1; : : : ; dk) (k = dim V) la matrice diagonale dont, pour tout j , le coe�-
cient à l'intersection de la lignej et de la colonnej est dj . Pour tout 1 · j · r on
dé�nit le poids " j qui associe à toute matrice diagonale son coe�cientdj . On décrit
également ci-dessous les puissances extérieures de la représentation standard deG
lorsqueK = C (et aussi pourK de caractéristiquep si G est un groupe orthogonal),
car elles jouent un rôle technique important dans la suite.

1.2.1 Groupe symplectique

Soit G = Sp(2r ). On note (z1; : : : ; zr ; z¡ r ; : : : ; z¡ 1) une base deV telle que pour
tout 1 · i · n, ¡ n · j · n, la forme bilinéaire alternéeb véri�e b(zi ; zj ) = 1 si
i = ¡ j et 0 sinon.

Une matrice diagonalediag(h1; : : : ; hr ; h¡ r ; : : : ; h¡ 1) est dansH si et seulement
si hj h¡ j = 1 pour tout j .

Les racines positives (resp. simples) sont les(" i + " j )1· i · j · r et les(" i ¡ " j )1· i<j · r

(resp. (" i ¡ " i +1 )1· i<r et 2" r ). Les poids fondamentaux sont! 1 = "1; ! 2 = "1 +
"2; : : : ; ! r = "1 + ¢ ¢ ¢+ " r .

Tout poids ¸ s'écrit ¸ =
rP

i =1
¸ i " i , avec les¸ i entiers, et ¸ est dominant si et

seulement si̧ 1 ¸ ¸ 2 ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ ¸ r ¸ 0: On associe à̧ 2 P+ le diagramme de Young
Y(¸ ) avec¸ 1 boîtes sur la première ligne,̧ 2 boîtes sur la seconde ligne, etc.

A tout w 2 W, on associe une permutation¾ 2 Sr telle que w(" j ) = § "¾(j ) .
Réciproquement, toute transformation de cette forme dé�nit un élément deW. Ainsi
W est un produit semi-direct deSr par (Z=2Z)r .

En�n en caractéristique zéro on a¤ i V = L(! i ) © L(! i ¡ 2) © : : : pour tout i · r .

1.2.2 Groupe spécial orthogonal impair

Soit G = SO(2r + 1) . On note (z1; : : : ; zr ; z0; z¡ r ; : : : ; z¡ 1) une base deV telle
que q(cr zr + ¢ ¢ ¢+ c0z0 + ¢ ¢ ¢+ c¡ r z¡ r ) = cr c¡ r ¢ ¢ ¢+ c1c¡ 1 + c2

0.
Une matrice diagonalediag(h1; h2; : : : ; hr ; h0; h¡ r ; : : : ; h¡ 1) est dansH si et seule-

ment si h0 = 1 et hj h¡ j = 1 pour tout j .
Les racines positives (resp. simples) sont les(" i § " j )1· i<j · r et les(" i )1· i · r (resp.

(" i ¡ " i +1 )1· i<r et " r ). Les poids fondamentaux sont! 1 = "1; ! 2 = "1+ "2; : : : ; ! r ¡ 1 =
"1 + ¢ ¢ ¢+ " r ¡ 1; ! + = 1

2("1 + ¢ ¢ ¢+ " r ).
La description des poids, des poids dominants, des diagrammes de Young et du

groupe de Weyl est la même que pour le groupe symplectique.
En caractéristique impaire ou nulle, on aL(! i ) = ¤ i V si i < r et L(2! + ) = ¤ r V :

ce résultat a été démontré par Wong [47], et on peut aussi simplement constater que
la démonstration de ([7], chapitre VI, paragraphe5:4) reste valable en caractéris-
tique p.
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CHAPITRE 1. ALGÈBRE DE CLIFFORD ET GROUPES CLASSIQUES

1.2.3 Groupe spécial orthogonal pair

Soit G = SO(2r ). On note (z1; : : : ; zr ; z¡ r ; : : : ; z¡ 1) une base deV telle que
q(cr zr + ¢ ¢ ¢+ c¡ r z¡ r ) = cr c¡ r ¢ ¢ ¢+ c1c¡ 1.

Une matrice diagonalediag(h1; h2; : : : ; hr ; h¡ r ; : : : ; h¡ 1) est dansH si et seule-
ment si hj h¡ j = 1 pour tout j .

Les racines positives (resp. simples) sont les(" i § " j )1· i<j · r (resp. (" i ¡ " i +1 )1· i<r

et " r ¡ 1 + " r ). Les poids fondamentaux sont! 1 = "1; : : : ; ! r ¡ 2 = "1 + ¢ ¢ ¢+ " r ¡ 2; ! ¡ =
1
2("1 + ¢ ¢ ¢ ¡" r ); ! + = 1

2("1 + ¢ ¢ ¢+ " r ).

Tout poids ¸ s'écrit ¸ =
rP

i =1
¸ i " i , avec les¸ i entiers, et ¸ est dominant si et

seulement si̧ 1 ¸ ¸ 2 ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ j ¸ r j: On associe à̧ 2 P+ le diagramme de Young
Y(¸ ) avec ¸ 1 boîtes sur la première ligne,̧ 2 boîtes sur la seconde ligne,: : : , j¸ r j
boîtes sur la ligner .

Soit w 2 W et ¾2 Sr telle que w(" j ) = § "¾(j ) . Alors le nombre dej · r tels
que w(" j ) = ¡ "¾(j ) est pair, et réciproquement une telle transformation dé�nit un
élément deW. Le groupeW est donc un produit semi-direct deSr par (Z=2Z)r ¡ 1.

En caractéristique impaire ou nulle, on aL(! i ) = ¤ i V si i < r ¡ 1, L(! ¡ + ! + ) =
¤ r ¡ 1V et L(2! + ) © L(2! ¡ ) = ¤ r V, avec la même justi�cation que dans le cas
précédent.

1.2.4 Groupes spin

On considère les groupesSpin(V) avecdim V = 2r ou 2r +1. Soit Â : Spin(V) !
SO(V) la représentation naturelle deSpin(V). Le tore et le sous-groupe de Borel
positif de Spin(V) sont les images réciproques parÂ de ceux deSO(V). Un poids

¸ =
rP

i =1
¸ i " i de Spin(V) est dit entier (resp. demi-entier) si tous leş i sont dansZ

(resp. Z + 1
2). Tout poids de Spin(V) est entier ou demi-entier, et les poids entiers

sont identi�és aux poids deSO(V). Lorsque¸ est dominant et demi-entier, on lui
associe le diagramme de YoungY(¸ ) avec¸ 1 ¡ 1

2 boîtes sur la première ligne,̧ 2 ¡ 1
2

boîtes sur la seconde ligne, . . .,j¸ r j ¡ 1
2 boîtes sur la ligner .

ll nous reste à dé�nir la représentation spinS de Spin(V). Si dim V est paire,
notons S l'unique module simple deCli®(V). CommePin(V) engendreCli®(V), S
est une représentation irréductible dePin(V), et on verra dans la section suivante
qu'elle est somme directe de deux représentations irréductibles deSpin(V), notéesS+

et S¡ . On peut expliciter ces deux représentations. Soient(z1; : : : ; z¡ 1) la base dé�nie
précédemment pourSO(V), V¡ le sous-espace deV engendré par(z¡ 1; : : : ; z¡ r ) et
V+ celui engendré par(z1; : : : ; zr ). D'après le théorème 1.8,S s'identi�e à ¤V¡ , et
on montre que si on posezI = zi 1 ^ ¢ ¢ ¢ ẑi k pour tout I = f i 1; : : : ; ikg ½ f1; : : : ; rg,
alors zI est de poids1

2(¡
P

j 2¡ I " j +
P

j 62¡I " j ). On en déduit que la partie paire
©i ¤ 2i V¡ (resp. impaire ©i ¤ 2i +1 V¡ ) de ¤V¡ est la représentationS+ (resp. S¡ ) de
plus haut poids! + (resp. ! ¡ ).
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1.3. GROUPES CLASSIQUES NON CONNEXES

Si dim V est impaire, on noteS l'unique module simple deCli®+ (V), qui est aussi
une représentation irréductible deSpin(V). Si on noteV¡ le sous-espace engendré
par (z¡ 1; : : : ; z¡ r ), S s'identi�e à ¤V¡ , zI est de poids1

2(¡
P

j 2¡ I " j +
P

j 62¡I " j ), et
S est la représentation de plus haut poids! + .

On peut se représenter les représentations spin comme des �racines carrées� de
l'algèbre extérieure deV : si dim V est paire (resp. impaire), il est clair queS­ 2 (resp.
S­ 2 © S­ 2) et ¤V ont même caractère, et elles sont en fait isomorphes (cf. [10]).

1.3 Groupes classiques non connexes

Pour ce chapitre, l'article de Digne et Michel [12] ainsi que [7] sont de bonnes
références. Dans ce paragraphe, on considèreG = Pin(2 r ), O(2r ) ou O(2r + 1) , on
note G0 la composante neutre deG, et la composante connexeG n G0 est appelée
seconde composante connexe. On dé�nit les analogues des sous-groupes usuels, on
décrit les représentations irréductibles deG et on conclut en rappelant une formule
donnant les caractères irréductibles deO(2r ) sur sa seconde composante connexe.

1.3.1 Sous-groupes remarquables

Il nous faut expliquer ce que nous appellerons tore, Borel, etc. Rappelons les
dé�nitions suivantes de Digne et Michel. On �xe un groupe algébrique linéaireG
sur K .

Dé�nition 1.11 [12] Soit H ½ B un couple formé d'un tore maximal deG0 et d'un
sous-groupe de Borel le contenant. On appelle �Borel� deG le groupeBe = NG(B )
et �tore� de G le groupeHe = NG(H; B ).

Dé�nition 1.12 [12] Un élément deG est dit quasi-semi-simple s'il induit par
conjugaison un automorphisme deG0 qui stabilise un couple formé d'un tore maxi-
mal deG0 et d'un sous-groupe de Borel le contenant.

Un élément deG est donc quasi-semi-simple si et seulement si il est dans un
�tore�. On montre (cf. [12]) que tout élément semi-simple deG est dans un �tore� de
G, et l'action par conjugaison deG0 est transitive sur les couplesHe ½ Be formés
d'un �tore� et d'un �Borel� de G. Pour calculer le caractère d'une représentation
rationnelle deG, on peut donc se restreindre à un �tore� particulier, ce qu'on fera
dans la dernière section du chapitre.

On dé�nit un élément quasi-semi-simple¾pour chacun des trois groupesPin(2r ),
O(2r ) et O(2r + 1) . Soit (z1; : : : ; z¡ 1) la base dé�nie précédemment pourSO(2r ) ou
SO(2r + 1) . Si G = O(2 r ), on note ¾l'élément d'ordre 2 deO(2r ) n SO(2r ) dé�ni
par ¾(zi ) = zi pour tout i 6= § r et ¾(zi ) = z¡ i si i = § r . Si G = Pin(2 r ), ¾désigne
un élément de la seconde composante connexe dePin(2r ) tel que Â(¾) = ¾2 O(2r ),
Â étant la projection canonique dePin(2r ) sur O(2r ). En�n Si G = O(2 r + 1) , on
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dé�nit ¾par ¾(zi ) = zi pour tout i 6= 0 et ¾(z0) = ¡ z0. Considérons le tore maximal
H et le sous-groupe de BorelB dé�nis dans les paragraphes précédents. On voit
facilement que ce couple est stabilisé par¾qui est donc quasi-semi-simple. On note
He le �tore� engendré parH et ¾et Be le �Borel� engendré parB et ¾. Notons que
le radical unipotent deBe est le même que celui deB.

1.3.2 Représentations : théorie de Cli�ord

On étudie maintenant les représentations d'un groupe algébrique non connexeG
dont la composante neutreG0 est un sous-groupe d'indice deux deG, en reprenant
les résultats énoncés dans [2] et [7]. Soit¾ un élément �xé de G n G0. Lorsque G
est l'un des trois groupes classiques qui nous intéresse,¾n'est autre que l' élément
quasi-semi-simple dé�ni ci-dessus. A toute représentationM de G0, on associe la
représentationM¾ (M tordue par ¾) de G0 dé�nie par g ¢u = ¾g¾¡ 1u pour tous
g 2 G0 et tous u 2 M . Notons que la représentationM¾ est indépendante du choix
de ¾ puisque G0 est supposé d'indice deux dansG. A toute représentation N de
G, on associe la représentationN­ = N ­ ­ de G, où ­ est la représentation de
dimension1 deG telle que tout g 2 GnG0 (resp. tout g 2 G0) agit par multiplication
par ¡ 1 (resp. agit trivialement). Ces deux opérations sont évidemment involutives
et transforment les représentations irréductibles en représentations irréductibles. En
outre il est évident queResGG0 N = ResG

G0 N­ et IndG
G0 M = Ind G

G0 M¾ pour toutes
représentationsM de G0 et N de G.

Théorème 1.13 (Cli�ord) 1. Si M est une représentation irréductible deG0

et M ' M¾, on a IndG
G0 M = N © N­ , où N est une représentation irréductible

de G telle queN 6' N­ et ResGG0 N = M .

2. Si N est une représentation irréductible deG et N 6' N­ , ResGG0 N est une
représentation irréductibleM de G0 telle queM ' M¾ et IndG

G0 M = N © N­ .

3. Si M est une représentation irréductible deG0 et M 6' M¾, IndG
G0 M est une

représentation irréductibleN de G tellle queN ' N­ et ResGG0 N = M © M¾.

4. Si N est une représentation irréductible deG et N ' N­ , on a ResGG0 N =
M © M¾, où M est une représentation irréductible deG0 telle queM 6' M¾

et IndG
G0 M = N .

Le théorème peut se reformuler en disant qu'on a une correspondance �une à
deux� et �deux à une� entre les représentations irréductibles deG et de G0.

Explicitons l'action de ¾ sur les représentations deG0 lorsque G = Pin(2 r ),
O(2r ) ou O(2r + 1) . Suivant le cas,G0 est Spin(2r ), SO(2r ) ou SO(2r + 1) . On
voit facilement que si v est de poids¸ sous H , alors ¾v est de poids¿(¸ ), où
¿(¸ 1"1 + ¢ ¢ ¢+ ¸ r ¡ 1" r ¡ 1 + ¸ r " r ) = ¸ 1"1 + ¢ ¢ ¢+ ¸ r ¡ 1" r ¡ 1 ¡ ¸ r " r si G 6= O(2 r + 1) , et ¿
est l'identité si G = O(2 r + 1) . On en déduit queL(¸ )¾ = L(¿(¸ )) pour tout poids
dominant ¸ de G0. Autrement dit, l'action de ¾sur les représentations irréductibles
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de G0 correspond à l'automorphisme du diagramme de Dynkin deG0. Remarquons
que lorsqueG = O(2 r ) ou O(2r + 1) , ­ n'est autre que le déterminant.

Appliquons maintenant le théorème précédent au groupe non connexeHe : si ¸
est un poids deG0 et ¿(¸ ) = ¸ , on a une représentation irréductible deHe qui est
la droite de poids¸ où ¾agit trivialement, et une autre représentation irréductible
de He qui est la droite de poids¸ où ¾ agit par multiplication par ¡ 1. Si ¸ est
un poids deG0 et ¿(¸ ) 6= ¸ , on a une représentation irréductible deHe qui est la
somme directe d'une droite de poidş et d'une droite de poids¿(¸ ), ¾agissant par
permutation de ces droites. On obtient ainsi toutes les représentations irréductibles
de He. Ceci nous mène aux dé�nitions suivantes.

Dé�nition 1.14 Soit ¸ un poids deG0 tel que ¿(¸ ) = ¸ et soit s 2 f + ; ¡g . Un
vecteur de poidş sousH est dit de poids(¸; s ) sousHe si ¾agit trivialement (resp.
par multiplication par ¡ 1) quand s = + (resp. s = ¡ ). Si V est une représentation
de G, on note V(¸;s ) le sous-espace des vecteurs de poids(¸; s ).

Dé�nition 1.15 Si ¸ est un poids dominant deG0 tel que ¿(¸ ) 6= ¸ et ¸ n > 0,
on dit que ¸ est un poids dominant deG. Si ¸ est un poids dominant deG0 tel
que ¿(¸ ) = ¸ et si on a s = § , on dit que (¸; s ) est un poids dominant deG. Le
diagramme de Young d'un poids dominant deG est le diagramme du poids dominant
de G0 sous-jacent.

On introduit quelques notations pour désigner les représentations irréductibles
deG = Pin(2 r ), O(2r ) ou O(2r + 1) . Soit ¸ un poids dominant deG0 tel que¸ n ¸ 0.
Si ¿(¸ ) 6= ¸ , c'est-à-direG 6= O(2 r + 1) et ¸ r 6= 0, on désigne parL(¸; 0) la repré-
sentation irréductible deG qui est la somme directe vectorielle des représentation
irréductibles L(¸ ) et L(¿(¸ )) de G0. Il est important de noter que les seules repré-
sentations dePin(2r ) que nous aurons à considérer seront de ce type. SiG = O(2 r )
et ¸ r = 0, ou si G = O(2 r + 1) , on note L(¸; ¡ ) et L(¸; +) les représentations
irréductibles distinctes deG qui, restreintes àG0, sont égales à la représentation ir-
réductible L(¸ ) de G0. La représentationL(¸; +) est celle où¾agit trivialement sur
le vecteur de plus haut poids, et¾agit par multiplication par ¡ 1 sur le vecteur de
plus haut poids deL(¸; ¡ ). D'après ce qui précède, les représentations irréductibles
de G sont en bijection avec les poids dominants deG. Remarquons qu'on n'intro-
duit pas de notation pour l'ensemble des poids dominants deG, P+ désignera donc
toujours le cône des poids dominants deG0.

Exemple 1.16SupposonsV de dimension paire, et soitS l'unique Cli®(V)-module
simple. CommePin(V)-module, on aS = L(! + ; 0) et commeSpin(V)-module, on a
S = L(! + ) © L(! ¡ ).

Si G = O(2 r + 1) , on peut écrireG comme un produit direct deG0 par le groupe
à deux éléments, plutôt que comme un produit semi-direct : il su�t de remplacer
¾par l'élément central¾c = ¡ id. Il est clair que tout ce qui vient d'être dit sur les
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représentations deO(2r + 1) reste valable avec¾c, et l'action de ¾c sur un G-module
M indécomposable est particulièrement simple : Notons¾c le G-endomorphisme de
M dé�nit par l'action de ¾c sur M . On a ¾c

2 = id , et comme la caractéristique est
impaire ou nulle, le polynôme minimal de¾c est à racines simples,¾c est diagonali-
sable, les valeurs propres valent§ 1, et le lemme de Fitting montre qu'il y a une seule
valeur propre. Ainsi¾c = § id. Ce résultat facilite notamment les calculs de produits
tensoriels de représentations, et on peut modi�er sans di�culté les formules ainsi
obtenues pour trouver la décomposition sous¾en remarquant que¾= ¾chc, où hc

est l'élément du tore deSO(2r + 1) tel que " i (hc) = ¡ 1 pour tout i . Par conséquent,
et sauf mention du contraire, on décomposera dans la suite les produits tensoriels
des représentations deO(2r + 1) sous l'action de¾c.

1.3.3 Caractères irréductibles de O(2r )

On suppose ici queK = C et G = O(2 r ). Sous ces hypothèses, on dispose d'une
formule donnant le caractère d'une représentation irréductible deG sur la seconde
composante connexe¾G0 de G. Cette formule combinée à la formule des caractères
de Weyl permet notamment de déterminer les dimensions des sous-espaces de poids
de L(¸; § ) sousO(2r ).

Dé�nition 1.17 Soit ¸ un poids dominant deSO(2r ) et s 2 f + ; ¡ ; 0g. On pose
Â¾L(¸; s ) =

P

¹
¹ r = 0

(dim L(¸; s )(¹; +) ¡ dim L(¸; s )(¹; ¡ ))e¹ .

Véri�ons que Â¾ est la dé�nition adéquate du caractère deN = L(¸; s ) sur
¾SO(2r ). D'après les remarques faites dans la section 1.3.1, il su�t de déterminer le
caractère deN sur He \ ¾G0 = ¾H. Pour tout h = diag(h1; h2; : : : ; hr ; h¡ r ; : : : ; h¡ 1)
élément du toreH de SO(2r ) et tout poids ¹ =

P r
i =1 ¹ i " i de H , on posee¹ (h) =Q r

i =1 h¹ i
i . Si un poids¹ de H véri�e ¹ r 6= 0, alors la trace de¾hrestreinte au sous-

espace de poids¹ de N est nulle, puisque¾ envoie le sous-espace de poids¹ sur
le sous-espace de poids¿(¹ ). Si ¹ r = 0 et v est un vecteur de poids(¹; +) (resp.
(¹; ¡ )), la trace de ¾hsur la droite Cv vaut e¹ (h) (resp. ¡ e¹ (h)). D'après ce qui
précède, pour touth 2 H , la valeur du caractère deN en¾hest bien égale àÂ¾N (h).

On veut maintenant déterminer Â¾L(¸; s ). Si ¸ r 6= 0, autrement dit si s = 0,
il est clair que Â¾L(¸; 0) = 0 puisque L(¸; 0) = L(¸; 0) ­ det et Â¾det = ¡ 1. Si
¸ r = 0, on se réduit au cas oùs = + . On identi�e diag(h1; : : : ; 1; 1; : : : ; h¡ 1) 2 H 0

¾
à diag(h1; : : : ; h¡ 1), élément du tore deSp(2r ¡ 2), et pour tout poids ¹ tel que
¹ r = 0,

P
i<r ¹ i " i est un poids deSp(2r ¡ 2) qu'on note toujours ¹ .

Avec ces conventions, on obtient le théorème qui suit, démontré au chapitre 5.
Remarquons que Jantzen ([26], partie I, paragraphe 9) en a obtenu une version plus
générale valable pour les produits semi-directs du groupe à deux éléments avec un
groupe de typeA, D ou E6. Pour un groupe de typeD, Jantzen signale que ce
résultat remonte à Weyl. Plus précisément, dans le paragraphe 9 du chapitre VII
de [44], on peut lire page 227 �Les sommes élémentaires»¡ (l1; : : : ; lº ¡ 1) sont comme
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celles du groupe symplectique (. . .)Â¡ = »¡ (l1 ;:::;l º ¡ 1 )
»¡ (l01 ;:::;l 0

º ¡ 1 ) �, Â¡ étant le caractère sur la

seconde composante connexe deO(2r ).

Théorème 1.18 ([26], [43] ou [44]) Soit K = C et soit ¸ un poids dominant de
SO(2r ) tel que¸ r = 0. On a

Â¾L(¸; +) = ch L (2r ¡ 2)(¸ )

où L (2r ¡ 2)(¸ ) est la représentation irréductible deSp(2r ¡ 2) de plus haut poidş:

Remarquons que ce théorème est faux en caractéristiquep. En e�et on a signalé
qu'en toute caractéristiqueL(! + + ! ¡ ; +) = ¤ r ¡ 1V, par conséquentÂ¾L(! + +
! ¡ ; +) ne dépend pas de la caractéristique, alors quechL (2r ¡ 2)(! r ¡ 1) en dépend :
il résulte du théorème 8.7 du dernier chapitre que la dimension deL (2r ¡ 2)(! r ¡ 1) en
caractéristiquep est égale à la dimension deL (2r ¡ 2)(! r ¡ 1) en caractéristique zéro si
et seulement sip ¸ 1 + r

2 .
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Chapitre 2

Produits tensoriels en caractéristique
zéro

Dans ce chapitre, le corps de base estC. Le but de ce chapitre est un énoncé
technique, à savoir le calcul de la décomposition des produits tensoriels¤ lV ­ L(¯ )
sous l'action deG = Sp(2n); Spin(2n + 1) ; Pin(2n); O(2n + 1) et O(2n), V étant la
représentation naturelle deG et ¯ un poids dominant deG.

On commence par dé�nir l'opérateur de Weyl, en s'inspirant de la formule des
caractères de Weyl, et on rappele ses propriétés essentielles. Puis on l'utilise pour
obtenir la décomposition annoncée, exprimée en termes de boîtes ajoutées et re-
tranchées au diagramme de YoungY(¯ ). On procède d'abord à la démonstration
dans le cas des groupes connexes, la démonstration s'inspirant de la formule de Kli-
myk [29]. On en déduit facilement le résultat pour les groupes non connexesPin(2n)
et O(2n + 1) . Le traitement du groupe orthogonal pair pose certaines di�cultés,
résolues par l'emploi du théorème 1.18. On termine ce chapitre par la traduction de
cette combinatoire en termes de tableaux sur des diagrammes gauches.

Au chapitre 5, on verra comment combiner les résultats de ce chapitre à ceux du
chapitre 4 sur les paires duales de groupes, pour retrouver les expressions combina-
toires des caractères irréductibles des groupes classiques en caractéristique zéro.

2.1 Opérateur de Weyl

Soit G un groupe algébrique simple connexe dé�ni surC. On choisit un tore
maximal et un sous-groupe de Borel le contenant. On noteP le réseau des poids
de G, P+ le cône des poids dominants,W le groupe de Weyl deG, ½2 R ­ Z P la
demi-somme des racines positives etZ[P] l'algèbre du groupeP, de Z-base(e¹ )¹ 2 P .
On dé�nit une action de W sur Z[P] par w(e¹ ) = ew(¹ ) pour tout w 2 W et tout
¹ 2 P et on noteZ[P]W le sous-groupe des éléments deZ[P] invariants sous l'action
de W.

On dé�nit également l' action pointée de W sur Z[P] (resp. P) par w ¢ȩ =
ew(¸ + ½)¡ ½ (resp. w ¢¸ = w(¸ + ½) ¡ ½) pour tout w 2 W et tout ¸ 2 P. Pour toute
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racine positive®, on note h® sa coracine ets® la ré�exion associée à®, et on dit
qu'un poids ¸ est singulier s'il existe une racine® telle que s® ¢¸ = ¸ , c'est-à-dire
¸ (h®) = ¡ 1. On prendra garde qu'il ne s'agit pas de la dé�nition classique de poids
singulier, qu'on peut trouver dans le livre de Humphreys [23] par exemple, car on
considère l'action pointée du groupe de Weyl.

Dé�nition 2.1 On appelle opérateur de Weyl le morphisme de groupesÂ : Z[P] !
Z[P]W dé�ni par

Â(e¸ ) =

P

w2 W
" (w)ew(¸ + ½)

P

w2 W
"(w)ew½

pour tout ¸ 2 P:

On rappelle dans la proposition qui suit les propriétés bien connues de l'opérateur
de Weyl, qu'on peut trouver dans l'ouvrage de Jantzen ([25], II.5).

Proposition 2.2 1. Â(ȩ ) = ch( L(¸ )) pour tout ¸ 2 P+ .

2. Â(BA ) = BÂ(A) pour tout A 2 Z[P] et tout B 2 Z[P]W .

3. Â(w ¢A) = "(w)Â(A) pour tout w 2 W et tout A 2 Z[P] .

4. Â(ȩ ) = 0 si et seulement si̧ est singulier.

Démonstration. Le premier point est le seul non trivial, puisqu'il s'agit de la formule
des caractères de Weyl. Les points 2. et 3. sont clairs siA = ȩ avec¸ dansP, et on
étend par linéarité. Pour démontrer le point 4., remarquons que si¸ est singulier,
il existe une racine® telle que s®(¸ + ½) = ¸ + ½. On a alors d'après 3. :Â(ȩ ) =
Â(es¢̧ ) = ¡ Â(ȩ ); d'où Â(ȩ ) = 0 . Réciproquement, si̧ est non singulier, il existe
w 2 W tel que ¹ = w ¢¸ soit dominant et, toujours d'après 3.,Â(ȩ ) = § Â(ew¢̧ ) =
§ chL(¹ ) 6= 0. 2

A titre d'application, on montre comment retrouver la formule de Klimyk [29]
grâce à l'opérateur de Weyl. Notons que le principe de la démonstration est le même
que pour la proposition 2.3 dans la section suivante. Soient¸; ¹ deux poids do-
minants, et supposons qu'on connaisse le caractère deL(¹ ), donné parchL(¹ ) =P

i mi e° i . On en déduit alors la décomposition deL(¸ )­ L(¹ ) en somme directe de re-
présentations irréductibles : on achL(¸ )­ L(¹ ) = Â(ȩ )

P
i mi e° i = Â(

P
i mi e° i + ¸ ) =P

i mi Â(e° i + ¸ ). Lorsque° i + ¸ n'est pas singulier, on notewi l'unique élément deW
tel que ±i = wi ¢(° i + ¸ ) soit dominant, et on trouve �nalement chL(¸ ) ­ L(¹ ) =P

i mi " (wi ) chL(±i ). Remarquons que la preuve originelle de Klimyk est essentielle-
ment la même.

14



2.2. LA DÉCOMPOSITION FONDAMENTALE

2.2 La décomposition fondamentale

La proposition qui suit donne la décomposition de¤ lV ­ L(¯ ) sous l'action de
G0 = Sp(2n); Spin(2n + 1) ; Spin(; )SO(2n + 1) et SO(2n). Remarquons que certaines
de ces formules se trouvent déjà dans [45].

Proposition 2.3 Soit 0 · l · dim V et ¯ 2 P+ avec¯ n ¸ 0. Si G0 = Spin(V), on
suppose quē est demi-entier. On a alors la décomposition

¤ lV ­ L(¯ ) =
M

(±;° )

L(° )

où les couples(±; °) véri�ent :

1. On a ± = ¯ + Á 2 P+ où Á est une somme de" i deux à deux distincts.

2. On a ° = ¯ + Á¡ Ã 2 P+ où Ã est une somme de" j deux à deux distincts.

3. Soit h le nombre de termes deÁ et k celui deÃ.
Si G0 6= Spin(2n + 1) ; SO(2n + 1) , on a h + k = l.
Si G0 = Spin(2n + 1) ou SO(2n + 1) , on a h + k = l ou h + k = l ¡ 1.

4. Si G0 = SO(2n) ou SO(2n + 1) , on dit que (±; °) réalise (¤) pour i si ¯ i = 0
et " i est un terme deÁ et deÃ. Avec cette dé�nition, on a :

(a) si G0 = SO(2n), (±; °) réalise (¤) pour n ou il ne réalise(¤) pour aucun
i .

(b) si G0 = SO(2n + 1) et h + k = l alors (±; °) ne réalise(¤) pour aucuni .

(c) si G0 = SO(2n + 1) , h + k = l ¡ 1 et ¯ n = 0, alors "n est un terme deÁ.

Les deux premières conditions s'énoncent facilement en termes de diagrammes :
on ajoute au plus une boîte par ligne au diagramme de¯ de manière à obtenir un
diagramme de Young (celui de±), puis on retranche au plus une boîte par ligne au
diagramme précédemment construit de manière à obtenir un diagramme de Young
(celui de ° ).

Démonstration. Soit (z1; : : : ; z1 ) la base deV dé�nie au chapitre précédent. Si on
a G0 6= Spin(2n + 1) ; SO(2n + 1) , on note B la base de¤ lV formée des vecteurs
v = zi 1 ^ ¢ ¢ ¢ ẑi r ^ z¡ j 1 ^ ¢ ¢ ¢ ẑ¡ j s avec1 · i 1 < ¢ ¢ ¢< i r · n, 1 · j 1 < ¢ ¢ ¢< j s · n
et r + s = l. Si G0 = Spin(2n + 1) ou SO(2n + 1) , B est formée des vecteurs
v = zi 1 ^ ¢ ¢ ¢ ẑi r ^ z¡ j 1 ^ ¢ ¢ ¢ ẑ¡ j s avecr + s = l, ce qu'on indique par la notation
z0 0 v, et des vecteursv = z0 ^ zi 1 ^ ¢ ¢ ¢ ẑi r ^ z¡ j 1 ^ ¢ ¢ ¢ ẑ¡ j s avecr + s = l ¡ 1,
désignés parz0 ` v.

Pour tout v 2 B , soit Á(v) = " i 1 + ¢ ¢ ¢+ " i r et Ã(v) = " j 1 + ¢ ¢ ¢+ " j s . Le poids de
v est alorsÁ(v) ¡ Ã(v), et tout élément v de B est déterminé par la connaissance de
Á(v) et Ã(v) si G0 6= Spin(2n + 1) ; SO(2n + 1) . Remarquons que pour toutv 2 B
et toute racine simple®, on a ¡ 1 · Á(v)(h®) · 2 et ¡ 1 · Ã(v)(h®) · 2. On pose
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en�n B1 = f v 2 B j ¯ + Á(v) 2 P+ ; ¯ + Á(v) ¡ Ã(v) 2 P+ g. D'après la proposition
2.2, on a

ch ¤ lV ­ L(¯ ) = ch ¤ lV chL(¯ )

= (
X

v2B

eÁ(v)¡ Ã(v))Â(e¯ )

= Â(
X

v2B

eÁ(v)¡ Ã(v)e¯ )

=
X

v2B

Â(e¯ + Á(v)¡ Ã(v))

= S1 + S2 + S3;

avec

S1 =
P

v2B 1

Â(ē + Á(v)¡ Ã(v));

S2 =
P

v 2 B ;
¯ + Á( v ) 2 P +

¯ + Á( v ) ¡ Ã ( v ) =2 P +

Â(ē + Á(v)¡ Ã(v));

S3 =
P

v 2 B ;
¯ + Á( v ) =2 P +

Â(ē + Á(v)¡ Ã(v)):

Lorsque G0 6= SO(2n); SO(2n + 1) , la preuve de la proposition se fait comme
suit : on voit que tous les termes deS2 sont nuls et que chaque terme non nul deS3

s'élimine avec un autre terme deS3. Il ne subsiste alors que la sommeS1 qui donne
les formules annoncées.

La sommeS3 est nulle pour chacun des cinq groupes considérés. Pour le voir,
�xons ¹ non dominant, posonsB0 = f v 2 B ; ¯ + Á(v) = ¹ g et montrons que la somme
S¹ =

P

v2B 0
Â(ē + Á(v)¡ Ã(v)) est nulle. Soit® une racine simple telle que¹ (h®) · ¡ 1. On

peut supposerB0 non vide, et pour tout v 2 B 0, commeÁ(v)(h®) ¸ ¡ 1 et ¯ (h®) ¸ 0,
on obtient ¯ (h®) = 0 et ¹ (h®) = Á(v)(h®) = ¡ 1. En particulier ¹ est invariant sous
l' action pointée de s®. On ne peut avoir ® = "n¡ 1 + "n , ® = 2"n ou ® = "n car
ceci impliquerait Á(v)(h®) ¸ 0. On a donc ® = "q ¡ "q+1 pour un certain q, et
l'action naturelle de s® sur les poids est la transposition qui échange"q et "q+1 . On
dé�nit une transformation analogueT® sur B, qui, dans l'écriture d'un élément deB
comme produit extérieur deszi , échangez¡ q et z¡ q¡ 1. La transformation T® est une
involution sur B, et pour tout v 2 B , T®(v) est de poidsÁ(v) ¡ s®(Ã(v)). Comme
s® ¢e¹ ¡ Ã(v) = es® (¹ ¡ Ã(v)+ ½)¡ ½ = es® (¹ + ½)¡ ½es® (¡ Ã(v)) = e¹ es® (¡ Ã(v)) = e¹ ¡ s® (Ã(v)) =
e¹ ¡ Ã(T® (v)) , on a Â(e¹ ¡ Ã(v)) + Â(e¹ ¡ Ã(T® (v)) ) = Â(e¹ ¡ Ã(v)) + Â(s® ¢e¹ ¡ Ã(v)) = 0 en
vertu de 2.2. Par conséquent2S¹ =

P

v2B 0
Â(e¹ ¡ Ã(v)) +

P

v2B 0
Â(e¹ ¡ Ã(T® (v))) = 0 , d'où

S¹ = 0.
On s'intéresse maintenant à la sommeS2. On suppose quē + Á(v) ¡ Ã(v) n'est

ni dominant, ni singulier. Alors il existe une racine simple® tel que (¯ + Á(v) ¡
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Ã(v))( h®) · ¡ 2. Plusieurs cas sont à envisager :

1. Si ® = "q ¡ "q+1 , ceci implique¯ (h®) = 0 ; Á(v)(h®) = ¡ 1 et Ã(v)(h®) = 1 , et
on en déduit que¯ + Á(v) est singulier.

2. On ne peut avoir® = 2"n car Á(v)(h®) ¸ 0 et Ã(v)(h®) · 1.

3. Si ® = "n¡ 1 + "n ou ® = "n , on a ¯ (h®) = 0 ; Á(v)(h®) = 0 ; Ã(v)(h®) = 2 .
Si G0 = Spin(2n) ou Spin(2n + 1) , cela est impossible car̄ n¡ 1 ¸ ¯ n ¸ 1

2
contredit ¯ (h®) = 0 .

Pour voir que tous les termes deS2 sont nuls lorsqueG0 est l'un des groupes
Sp(2n), Spin(2n) ou Spin(2n + 1) , il su�t de prouver que si ¯ + Á(v) ¡ Ã(v) n'est ni
dominant, ni singulier, alors¯ + Á(v) n'est pas dominant, ce qui résulte de l'étude de
cas qu'on vient de faire. La proposition est donc démontrée siG0 = Sp(2n); Spin(2n)
ou Spin(2n + 1) .

On traite maintenant les casG0 = SO(2n) ou SO(2n + 1) . On suppose que
¯ + Á(v) ¡ Ã(v) n'est ni dominant, ni singulier et que¯ + Á(v) est dominant. Par
ce qui précède, pour toutq < n on a (¯ + Á(v) ¡ Ã(v))( h" q¡ " q+1 ) 6· ¡ 2, donc
(¯ + Á(v) ¡ Ã(v))( h" q¡ " q+1 ) ¸ 0 puisque le poids̄ + Á(v) ¡ Ã(v) n'est pas singulier.
On a aussī (h®) = 0 ; Á(v)(h®) = 0 et Ã(v)(h®) = 2 si ® = "n¡ 1 + "n et G0 = SO(2n)
(resp. ® = "n et G0 = SO(2n + 1) ).

On pose désormais® = "n¡ 1 + "n (resp. ® = "n ) si G0 = SO(2n) (resp.
SO(2n + 1) ) et on construit un poids dominant dans l'orbite dē + Á(v) ¡ Ã(v) sous
l'action pointée du groupe de Weyl. Soit́ = s® ¢(¯ + Á(v) ¡ Ã(v)) = s®(¯ + Á(v) ¡
Ã(v)+ ½)¡ ½= ¯ + Á(v)¡ Ã(v)+2 ®+ ½¡ ®¡ ½= ¯ + Á(v)¡ Ã(v)+ ®. Le poids´ n'est pas
singulier puisquē + Á(v) ¡ Ã(v) ne l'est pas. Par ailleurs on a établi que pour toutq,
(´ ¡ ®)(h" q¡ " q+1 ) = ( ¯ + Á(v) ¡ Ã(v))( h" q¡ " q+1 ) ¸ 0. On en déduit ´ (h" q¡ " q+1 ) ¸ ¡ 1,
puis ´ (h" q¡ " q+1 ) ¸ 0 car ´ n'est pas singulier, et commé (h®) = 0 on obtient que´
est dominant. On a donc, en posantI = f v 2 B j ¯ + Á(v) 2 P+ ; ¯ + Á(v) ¡ Ã(v)
non dominant, non singulierg :

ch(¤ lV2 ­ L(¯ )) =
X

v2B 1

Â(e¯ + Á(v)¡ Ã(v)) +
X

v2 I

Â(e¯ + Á(v)¡ Ã(v))

=
X

v2B 1

Â(e¯ + Á(v)¡ Ã(v)) ¡
X

v2 I

Â(e¯ + Á(v)¡ Ã(v)+ ®)

=
X

v2B 1

chL(¯ + Á(v) ¡ Ã(v)) ¡
X

v2 I

chL(¯ + Á(v) ¡ Ã(v) + ®):

On a besoin d'une description di�érente deI . Considérons l'ensembleI 0 = f v 2
B j ¯ + Á(v) 2 P+ ; ¯ + Á(v) ¡ Ã(v) + ® 2 P+ ; ¯ (h®) = Á(v)(h®) = 0 ; Ã(v)(h®) = 2 g:
Il contient I , et lui est en fait égal : pour toutv 2 I 0, on as®¢(¯ + Á(v) ¡ Ã(v)+ ®) =
¯ + Á(v) ¡ Ã(v) qui est donc non singulier, et̄ + Á(v) ¡ Ã(v) n'est pas dominant
puisque(¯ + Á(v) ¡ Ã(v))( h®) = ¡ 2. Si ¯ (h®) 6= 0, I est vide et la proposition est
démontrée.
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On suppose jusqu'à la �n de la démonstration quē(h®) = 0 , et on dispose pour
l'instant de l'équation

ch(¤ lV2 ­ L(¯ )) =
X

v2B 1

chL(¯ + Á(v) ¡ Ã(v)) ¡
X

v2 I

chL(¯ + Á(v) ¡ Ã(v) + ®);

avec

v 2 I ()

8
>>>><

>>>>:

v 2 B
¯ + Á(v) 2 P+

¯ + Á(v) ¡ Ã(v) + ® 2 P+

Á(v)(h®) = 0
Ã(v)(h®) = 2

On traite tout d'abord le groupe SO(2n). Dans l'équation ci-dessus, on simpli�e
les termes de la somme indicée parI avec certains termes de la somme indicée par
B1 en construisant une injection¡ de I dansB1. Si v 2 I , on constate que"n¡ 1 et "n

sont des termes deÃ(v), la somme du nombre de termes deÁ(v) et de (¡ Ã(v) + ®)
vaut donc l ¡ 2, et non pasl comme on le souhaite. On ajoute donc un nouveau terme
" i +1 à Á(v) et on le retranche à¡ Ã(v) + ®, en faisant en sorte que¡ " i +1 ne soit pas
déjà un terme de¡ Ã(v) + ®. Avant d'indiquer le choix de i , posonsr = Á(v) + " i +1 ,
s = Ã(v) + " i +1 ¡ ®. On veut dé�nir v0 = ¡( v) 2 B1 de telle sorte queÁ(v0) = r
et Ã(v0) = s, et on aura alorsL(¯ + Á(v) ¡ Ã(v) + ®) = L(¯ + Á(v0) ¡ Ã(v0)) . On
doit avoir ¯ + r dominant et il faut également que§ " i +1 ne soit pas un terme de
Á(v) ou de Ã(v) ¡ ®. Le seul choix raisonnable esti = maxf j j (¯ + Á(v)) j 6= 0g,
et si ¯ + Á(v) = 0 on convient quei = 0. Remarquons quei · n ¡ 2 puisque
¯ (h®) = Á(v)(h®) = 0 . Comme ¯ + Á(v) est dominant, on a¯ j = 0 et Á(v) j = 0
pour tout j ¸ i + 1. Par ailleurs ¯ + Á(v) ¡ Ã(v) + ® est dominant et i + 1 < n ,
on a donc (¯ + Á(v) ¡ Ã(v) + ®) i +1 ¸ 0, c'est-à-dire (¡ Ã(v) + ®) i +1 ¸ 0, d'où
(¡ Ã(v) + ®) i +1 = 0, (¯ + Á(v) ¡ Ã(v) + ®) i +1 = 0, puis (¯ + Á(v) ¡ Ã(v) + ®) j = 0
pour tout j ¸ i + 1, et en�n (Ã(v) ¡ ®) j = 0 pour tout j ¸ i + 1.

Tout ceci montre quei véri�e les propriétés voulues. Il existe un uniquev0 2 B1

tel que Á(v0) = r et Ã(v0) = s, et on note ¡ l'application qui envoie v sur v0. On a
en particulier Á(¡( v)) i +1 = 1, Ã(¡( v)) i +1 = 1 et pour tout j ¸ i + 2, Á(¡( v)) j =
0 et Ã(¡( v)) j = 0. L'application ¡ est clairement injective : siv0 = ¡( v) on a
Á(v0) = Á(v) + " i +1 et Ã(v0) = Ã(v) + " i +1 ¡ "n¡ 1 ¡ "n , où i + 1 est le plus grand
indice j tel que " j soit un terme de Á(v0). Ainsi v0 détermine i , et on en déduit
Á(v), Ã(v) et v lui-même. On convient de dire quev0 2 B1 réalise (*) pour i si
(¯ + Á(v0); ¯ + Á(v0) ¡ Ã(v0)) réalise (*) pour i . Si on pose

I 1 = f v0 2 B1 j v0 réalise (*) pour un certain i mais pas pourng;

il est clair que l'image de¡ est contenue dansI 1, et il su�t d'établir l'égalité
pour terminer la démonstration. Si v0 2 I 1, on dé�nit i · n ¡ 2 par i + 1 =
maxf j j v0 réalise (*) pour j g. On a donc ¯ i +1 = 0, Á(v0) i +1 = 1, Ã(v0) i +1 = ¡ 1
et (¯ + Á(v0) ¡ Ã(v0)) i +1 = 0. Ceci entraîne¯ j = 0 et (¯ + Á(v0) ¡ Ã(v0)) j = 0
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pour tout j ¸ i + 1. De la dé�nition de i , on déduit alors queÁ(v0) j = Ã(v0) j = 0
pour tout j > i + 1. Ainsi i + 1 est le plus grand indicej tel que " j soit un terme
de Á(v0), et s'il existe v tel que ¡( v) = v0, v est dé�ni par Á(v0) = Á(v) + " i +1 et
Ã(v0) = Ã(v)+ " i +1 ¡ "n¡ 1 ¡ "n . Il est clair que cev est dansI et satisfait à ¡( v) = v0.

Il reste à adapter cette preuve lorsqueG0 = SO(2n + 1) . On a

ch(¤ lV2 ­ L(¯ )) =

0

B
@

X

v 2 B 1 ;
z0 ` v

chL(¯ + Á(v) ¡ Ã(v)) ¡
X

v 2 I;
z0 0 v

chL(¯ + Á(v) ¡ Ã(v) + ®)

1

C
A

+

0

B
@

X

v 2 B 1 ;
z0 0 v

chL(¯ + Á(v) ¡ Ã(v)) ¡
X

v 2 I;
z0 ` v

chL(¯ + Á(v) ¡ Ã(v) + ®)

1

C
A :

Dans la première parenthèse, on remarque que siv 2 B1 et z0 ` v (resp. v 2 I et
z0 0 v) , la somme des nombres de termes deÁ(v) et Ã(v) (resp.Á(v) et Ã(v)¡ ®) vaut
l ¡ 1. Le contenu de la première parenthèse est donc égal à

P

(±;° )
chL(° )¡

P

(±1 ;° 1 )
chL(° 1)

où les couples(±; °), (±1; ° 1) véri�ent :
1. On a ± = ¯ + Á 2 P+ où Á est une somme de" i deux à deux distincts, et

±1 = ¯ + Á1 2 P+ où Á1 est une somme de" i deux à deux distincts et distincts
de "n .

2. On a ° = ¯ + Á¡ Ã 2 P+ où Ã est une somme de" j deux à deux distincts, et
° 1 = ¯ + Á1 ¡ Ã1 2 P+ où Ã1 est une somme de" j deux à deux distincts et
distincts de "n .

3. Soit h (resp. h1) le nombre de termes deÁ (resp. Á1) et k (resp. k1) celui deÃ
(resp. Ã1). On a h + k = l ¡ 1 (resp.h1 + k1 = l ¡ 1).

Comme ¯ n = 0, on voit que cette expression est encore égale à
P

(±;° )
chL(° ) où les

couples(±; °) véri�ent :
1. On a± = ¯ + Á 2 P+ où Á est une somme de" i deux à deux distincts, et dont

"n est un terme.
2. On a ° = ¯ + Á¡ Ã 2 P+ où Ã est une somme de" j deux à deux distincts.
3. Soit h le nombre de termes deÁ et k celui deÃ. On a h + k = l ¡ 1.
Dans la seconde parenthèse, siv 2 B1 et z0 0 v (resp.v 2 I et z0 ` v) , la somme

des nombres de termes deÁ(v) et Ã(v) (resp. Á(v) et Ã(v) ¡ ®) vaut l (resp. l ¡ 2).
On dé�nit une injection ¡ 1 de f v 2 I; z0 ` vg dans f v 2 B1; z0 0 vg exactement
comme on a dé�ni ¡ dans le casG0 = SO(2n) : pour tout v 2 I tel que z0 ` v
on posei = maxf j j (¯ + Á(v)) j 6= 0g, et il existe un unique v0 2 B1 véri�ant
z0 0 v0 et tel queÁ(v0) = Á(v) + " i +1 et Ã(v0) = Ã(v) + " i +1 ¡ ®. L'application ¡ 1 est
injective d'image f v 2 B1jz0 0 v et v réalise (*) pour un certain ig; ce qui achève
cette démonstration. 2
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Avant de poursuivre il nous faut introduire deux dé�nition lorsqueG0 = Spin(2n).

Dé�nition 2.4 Soit G = Pin(2 n) et soient¯ 2 P et 0 · l · n �xés. Un poids ° est
dit admissible si la somme des coordonnées de° ¡ ¯ dans la base des" i est congrue
à l modulo 2.

Si (±;° ) satisfait les conditions de la proposition précédente, comme° ¡ ¯ = Á¡ Ã,
on voit que ° est admissible. De plus, si°n = § 1

2 , les poids° et ¿(° ) ne peuvent
être tous deux admissibles car° ¡ ¯ + ( ¯ ¡ ¿(° )) = ° ¡ ¿(° ) = § "n .

Dé�nition 2.5 Soit G = Pin(2 n) et soient ¯ 2 P et 0 · l · n �xés. Si ° 2 P
véri�e °n = § 1

2 , on note µ(° ) celui des deux poids° et ¿(° ) qui est admissible.
Sinon, µ(° ) = ° .

Par conséquent, si°n = § 1
2 , seulµ(° ) peut apparaître dans la décomposition de

la proposition précédente. Cette remarque sera souvent utile ultérieurement.

Exemple 2.6Soient G0 = Spin(2n), 0 · r · n et considérons la décomposition de
¤ r V ­ L(! + ) sous l'action deG0. On pose­ i = "1 + ¢ ¢ ¢+ " i pour tout i · n. La
proposition précédente montre qu'on a¤ r V ­ L(! + ) = L(! + +­ r ) © L(! + +­ r ¡ 2) ©
¢ ¢ ¢ ©L(! ¡ + ­ r ¡ 1) © L(! ¡ + ­ r ¡ 3) © : : : . En tordant cette équation par ¾ et en
remplaçant r par r ¡ 1 on obtient ¤ r ¡ 1V ­ L(! ¡ ) = L(! ¡ + ­ r ¡ 1) © L(! ¡ + ­ r ¡ 3) ©
¢ ¢ ¢ ©L(! + + ­ r ¡ 2) © L(! + + ­ r ¡ 4) © : : : .

On en déduit ¤ r V ­ L(! + ) = (¤ r ¡ 1V ­ L(! ¡ )) © L(! + + ­ r ), en particulier
dim L(! + + ­ r ) = 2 n¡ 1(Cr

2n ¡ Cr ¡ 1
2n ), formule qu'on utilisera ultérieurement. On

voit de même que sous l'action deSpin(2n + 1) , on a ¤ r V ­ L(! + ) = (¤ r ¡ 1V ­
L(! + )) © L(! + + ­ r ). Ces décompositions sont à rapprocher de la décomposition
¤ i V = ¤ i ¡ 2V © L(! i ) sous l'action deSp(2n).

On énonce maintenant les décompositions correspondantes pour les groupes
Pin(2n), O(2n) et O(2n + 1) . On traite tout d'abord le groupe O(2n), pour lequel
la détermination des signes nécessite plus de travail que pour les groupesPin(2n) et
O(2n + 1) .

Corollaire 2.7 Soit G = O(2 n), l · dim V et ¯ 2 P+ avec¯ n ¸ 0.
Si ¯ n ¸ 1, on a

¤ lV ­ L(¯; 0) =
M

(¢ ; ¡)
¡ n ¸ 1

L(¡ ; 0) ©
M

(±; ° )
° n = 0

(L(°; +) © L(°; ¡ ))

où les couples(±; °), (¢ ; ¡) sont soumis aux conditions de la proposition 2.3.
Si ¯ n = 0, on a

¤ lV ­ L(¯; +) =
M

(¢ ; ¡)
¡ n ¸ 1

L(¡ ; 0) ©
M

(±; °; s)
° n = 0

L(°; s)
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où les couples(±; °), (¢ ; ¡) sont soumis aux conditions de la proposition 2.3 et
s = § est dé�ni comme suit, avec les notations de 2.3 :s = ¡ si et seulement si
(±; °) réalise (¤) pour n.

Démonstration. Si ¯ n ¸ 1, on remarque que¤ lV ­ L(¯; 0) = ¤ lV ­ L(¯; 0) ­ det, il
y a donc autant deL(°; +) que deL(°; ¡ ) dans la décomposition en somme directe
de ¤ lV ­ L(¿(¯ )) . On écrit la décomposition de¤ lV ­ L(¯ ) sousSO(2n), en notant
que siL(° ) �gure dans cette décomposition, on a°n ¸ 0. On obtient une seconde
équation en tordant les représentations par¾et on somme ces deux équations pour
obtenir la décomposition de¤ lV ­ L(¿(¯ )) sousO(2n).

Si ¯ n = 0, la représentation¤ lV ­ L(¯ ) de SO(2n) est invariante quand on
la tord par ¾, il y a donc, si ¡ n 6= 0, autant de L(¡) que de L(¿(¡)) dans sa
décomposition en somme directe, d'où la condition¡ n ¸ 1. Il reste à déterminer
les signess = § . Fixons ° avec °n = 0, notons P le nombre de triplets(±; °;1) et
N le nombre de triplets (±; °; ¡ 1). La multiplicité de L(° ) dans ¤ lV ­ L(¯ ) sous
l'action de SO(2n) est égale àP + N , et on détermineP ¡ N à l'aide du théorème
1.18. On convient de désigner par la même notationV les représentations naturelles
de SO(2n) et Sp(2n ¡ 2), et on note L (2n¡ 2)(¸ ) la représentation irréductible de
Sp(2n ¡ 2) de plus haut poids¸ . Si l < n , on applique Â¾ à une décomposition
de ¤ lV ­ L(¯; +) en somme directe de représentations irréductibles, et on voit que
P ¡ N est la multiplicité de L (2n¡ 2)(° ) dansL (2n¡ 2)("1 + ¢ ¢ ¢+ " l ) ­ L (2n¡ 2)(¯ ). On
a vu au premier chapitre queL (2n¡ 2)("1 + ¢ ¢ ¢+ " l ) ' ¤ lV=¤ l ¡ 2V, on obtient donc
queP ¡ N est la di�érence entre la multiplicité deL (2n¡ 2)(° ) dans¤ lV ­ L (2n¡ 2)(¯ )
et la multiplicité de L (2n¡ 2)(° ) dans ¤ l ¡ 2V ­ L (2n¡ 2)(¯ ). C'est également le cas si
l = n : on a P = N car ¤ nV = ¤ nV ­ det sousO(2n), et comme¤ n¡ 2V et ¤ nV
sont isomorphes sous l'action deSp(2n ¡ 2), la di�érence des deux multiplicités est
nulle. Il n'y a donc pas lieu de séparer les casl < n et l = n.

On a N = P + N ¡ (P ¡ N )
2 , on doit donc calculer la multiplicité deL(° ) dans¤ lV ­

L(¯ ) sous l'action deSO(2n), lui ajouter la multiplicité de L (2n¡ 2)(° ) dans¤ l ¡ 2V ­
L (2n¡ 2)(¯ ) et lui retrancher la multiplicité de L (2n¡ 2)(° ) dans¤ lV ­ L (2n¡ 2)(¯ ), avant
de diviser le tout par deux. On introduit les conventions suivantes pour alléger la
preuve : comme° est �xé, tout couple (±; °) soumis aux deux premières conditions
de 2.3 et tel queh + k = l est abrégé en±. On dit que ± réalise (*) (resp. ne réalise
pas (*)) si (±; °) réalise (*) pour un certain i (resp. pour aucuni ). De même±
réalise (*) pour n si (±; °) réalise (*) pour n. Un couple (±; °) intervenant dans la
décomposition de¤ lV ­ L(¯ ) pour SO(2n) est donc identi�é au poids±, réalisant (*)
pour n ou ne réalisant pas (*). Un couple(±; °) intervenant dans la décomposition
de¤ lV ­ L (2n¡ 2)(¯ ) est identi�é au poids±, avec±n = 0. Considérons en�n un couple
(±; °) intervenant dans la décomposition de¤ l ¡ 2V ­ L (2n¡ 2)(¯ ). Avec les notations
de 2.3, on ah+ k = l ¡ 2 et non pash+ k = l comme on le voudrait. Pour y remédier,
le couple(±; °) est identi�é au couple(±+ " i +1 ; ° ), c'est-à-dire au poids±+ " i +1 , où
i = maxf j j (¯ + Á(v)) j 6= 0g · n ¡ 1. Cette identi�cation est légitime car cette
correspondance est clairement injective, d'image l'ensemble des poids± réalisant la
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condition (*), comme on le voit en reprenant la �n de la démonstration de 2.3. Avec
ces notations :

1. la multiplicité de L(° ) dans¤ lV ­ L(¯ ) sous l'action deSO(2n) est égale à
cardf ± ne réalisant pas (*)g + cardf ± réalisant (*) pour n g,

2. la multiplicité de L (2n¡ 2)(° ) dans¤ l ¡ 2V ­ L (2n¡ 2)(¯ ) est égale à
cardf ± réalisant (*) g,

3. la multiplicité de L (2n¡ 2)(° ) dans¤ lV ­ L (2n¡ 2)(¯ ) est égale à
cardf ± j ±n = 0g.

Il vient 2N = cardf ± ne réalisant pas (*)g + cardf ± réalisant (*) pour ng
+cardf ± réalisant (*) g ¡ cardf ± j ±n = 0g = cardf ± j ±n 6= 0g+
cardf ± réalisant (*) pour ng = 2cardf ± réalisant (*) pour ng: 2

Dans la proposition qui suit, si° est un poids dominant deSpin(2n), on note °
celui des deux poids° et ¿(° ) dont la nème coordonnée est positive. Ainsi° est un
poids dominant dePin(2n) et L(° ) est bien dé�ni. La notation ° ne sera employée
nulle part ailleurs.

Corollaire 2.8 Soit G = Pin(2 n), l · dim V et ¯ 2 P+ demi-entier avec¯ n ¸ 0.
On a

¤ lV ­ L(¯; 0) =
M

(±;° )

L(°; 0)

où les couples(±; °) sont soumis aux conditions de la proposition 2.3.

Démonstration. Comme représentation deSpin(2n), ¤ lV est invariante si on la tord
par ¾2 Pin(2n) puisqu'elle est la restriction de la représentation¤ lV de Pin(2n).
Il su�t alors d'écrire la décomposition de ¤ lV ­ L(¯ ) sousSpin(2n), de la tordre
par ¾et d'additionner les deux équations pour trouver la formule annoncée. 2

Quelques remarques s'imposent. Considérons un couple(±; °) qui paramètre la
décomposition qu'on vient d'obtenir. Si°n 6= § 1

2, on a ° = ° . Si °n = § 1
2 , la

multiplicité de L(°; 0) dans ¤ lV ­ L(¯; 0) est donnée par le nombre de couples
véri�ant les conditions de 2.3 et dont la seconde composante est° ou ¿(° ). Mais on
a remarqué que° et ¿(° ) ne peuvent �gurer tous deux dans la décomposition de
2.3. La multiplicité de L(°; 0) dans¤ lV ­ L(¯; 0) est donc la multiplicité deL(µ(° ))
(voir la dé�nition 2.5) dans ¤ lV ­ L(¯ ) sous l'action deSpin(2n).

En�n, sous l'action de¾c dé�ni à la �n du paragraphe 1.3.2, on a l'énoncé suivant.

Corollaire 2.9 Soit G = O(2 n + 1) , l · dim V et ¯ 2 P+ . On a sous l'action de
¾c

¤ lV ­ L(¯; +) =
M

(±;° )

L(°; (¡ 1)l )

où les couples(±; °), sont soumis aux conditions de la proposition 2.3.
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Démonstration. Comme¾c agit par multiplication par (¡ 1)l sur ¤ lV et trivialement
sur L(¯; +) , il agit par multiplication par (¡ 1)l sur ¤ lV ­ L(¯; +) . 2

2.3 Expressions combinatoires

Pour traduire les formules précédentes en termes de diagrammes de Young, il nous
faut introduire certaines notations. SoientY1 et Y2 deux diagrammes de Young. On
écrit Y1 ½ Y2 si la boîte la plus à gauche de la première ligne deY1 est la même que
celle deY2, et pour tout i , le nombre de boîtes sur lai ème ligne deY1 est inférieur ou
égal au nombre de boîtes sur lai ème ligne deY2. Si ¯ et ° sont deux poids dominants
de G0 tels queY(¯ ) ½ Y(° ), on peut considérer le diagramme gaucheY(° ) n Y(¯ ),
où pour tout i la i ème ligne deY(° ) nY(¯ ) est la i ème ligne deY(° ) privée des boîtes
de la i ème ligne deY(¯ ). Si ° est un poids dominant, on noteY 0(° ) le diagramme
de Young obtenu en rajoutant une première colonne ayant exactementn boîtes à
Y(° ). Si Y(¯ ) ½ Y 0(° ), on désigne par̄ ! ° le diagramme gaucheY 0(° ) n Y(¯ )
(voir l'exemple 2.12).

Dé�nition 2.10 Soit Y un diagramme de Young gauche. Un pseudo-GL(2)-tableau
gauche de formeY est un remplissageT des boîtes deY par des entier· 2 tel que
la numérotation est strictement croissante dans chaque ligne et croissante au sens
large dans chaque colonne. Pouri 2 f 1; 2g, on note Ti le nombre de boîtes deT
portant le numéro i . Le poids de T est ¹ (T) = T2 ¡ T1:

Notons que cette dé�nition prépare celles du chapitre cinq, où on dé�nit lesG-
tableaux et les pseudo-G-tableaux sur des diagrammes de Young,G étant un groupe
classique connexe.

Proposition 2.11 Soit 0 · l · dim V et soient¯; ° 2 P+ avec¯ n ¸ 0 et °n ¸ 0. Si
G = Pin(2 n) ou Spin(2n + 1) , on suppose quē; ° sont demi-entiers. SiG = O(2 n),
soient s; t 2 f + ; ¡ ; 0g, et si G = O(2 n + 1) , soit s 2 f + ; ¡g .

1. Si G = Sp(2n), la multiplicité de L(° ) dans ¤ lV ­ L(¯ ) est égale au nombre
de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° et de poidsn ¡ l .

2. Si G = Spin(2n + 1) , la multiplicité de L(° ) dans ¤ lV ­ L(¯ ) est égale au
nombre de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° et de poidsn ¡ l
ou n ¡ l + 1.

3. Si G = Pin(2 n), la multiplicité de L(°; 0) dans ¤ lV ­ L(¯; 0) est égale au
nombre de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° et de poidsn ¡ l
véri�ant la condition suivante. Si ¯ n = °n = 1

2 , on autorise un coe�cient
particulier dans l'unique boîte dē ! ° sur la ligne n : il s'agit d'un 2 suivi
d'un dièse, indiquant que ce2 ne doit pas être pris en compte dans le calcul
du poids du tableau.
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4. Si G = O(2 n), la multiplicité de L(°; t ) dans¤ lV ­ L(¯; s ) est égale au nombre
de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° et de poidsn ¡ l véri�ant
la condition suivante lorsquē n = °n = 0. Si s = t, il n'existe pas dei tel que
(¯ i = 0 et le tableau a un1 et pas de2 sur la ligne i ). Si s 6= t, alors le tableau
a un 1 et pas de2 sur la ligne n.

5. Si G = O(2 n + 1) , la multiplicité de L(°; (¡ 1)ls) dans ¤ lV ­ L(¯; s ) sous¾c

est égale au nombre de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° et de
poids n ¡ l ou n ¡ l + 1 véri�ant la condition suivante. Si le poids estn ¡ l ,
il n'existe pas dei tel que (̄ i = 0 et le tableau a un1 et pas de2 sur sa i ème

ligne). Si le poids estn ¡ l + 1 et ¯ n = 0, le numéro 1 �gure sur la ligne n.

Avant de démontrer cette proposition, faisons quelques remarques.

1. Si G = O(2 n), soit T un tableau soumis aux conditions de la proposition,
supposons̄ n = °n = 0 et soit i = min f j j ¯ j = ° j = 0g. Alors toutes les
lignes j ¸ i ont une unique boîte, ces boîtes sont dans une même colonne, et
la condition à satisfaire s'énonce comme suit : toutes les lignesj ¸ i portent
le même numéro, 1 sis 6= t, 2 sinon.

2. SiG = Pin(2 n) et ¯ , ° et l sont �xés, on voit facilement que les tableaux soumis
aux conditions de la proposition ont tous ce2 suivi d'un dièse, ou aucun d'entre
eux ne l'a. Dans la preuve qui suit, on verra que ceci est lié au fait queL(° ) et
L(¿(° )) ne peuvent apparaître tous deux dans la décomposition de¤ lV ­ L(¯ )
sousSpin(2n). Plus précisément, les tableaux auront ce2# si et seulement si
µ(° )n = ¡ 1

2.

3. Si G = Spin(2n + 1) ou O(2n + 1) et ¯ , ° et l sont �xés, tous les tableaux
seront de poidsn ¡ l , ou tous de poidsn ¡ l + 1, car le poids deT est congru
au nombre de boîtes dē ! ° modulo 2.

Démonstration. 1. Soit G = Sp(2n), et reprenons les notations de 2.3. Pour tout
i tel que " i est un terme deÁ, on ajoute une boîte portant le numéro1 sur la
ligne i de Y(¯ ). Puis, pour tout j tel que " j n'est pas un terme deÃ, on ajoute
une boîte portant le numéro2 sur la ligne j de Y(¯ ). On obtient ainsi un
diagrammeY, partiellement numéroté, qui représente un facteur directL(° )
de ¤ lW ­ L(¯ ), et on retrouve le diagrammeY(° ) en supprimant la première
colonne deY. On a donc Y = Y 0(° ), et Y 0(° ) n Y(¯ ) est bien muni d'un
pseudo-GL(2)-tableau gauche de formē ! ° et de poidsn ¡ k ¡ h = n ¡ l .
La croissance stricte dans chaque ligne équivaut à dire queÁ et Ã sont des
sommes de" j distincts, et la croissance au sens large dans chaque colonne
signi�e que ¯ + Á est dominant.

2. Les casG = Spin(2n + 1) , O(2n) ou O(2n + 1) s'obtiennent de même.

3. Soit G = Pin(2 n). Si ¯ n > 1
2 ou ¯ n = 1

2 et °n > 1
2 , le corollaire 2.8 montre que

tous les(±; °) paramétrant la somme directe véri�ent°n ¸ 1
2 , et l'expression

combinatoire de la multiplicité se fait comme dans le casG = Sp(2n). Si
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¯ n = °n = 1
2, les couples à prendre en compte sont soit de la forme(±; °),

soit de la forme(±; ¿(° )) , un des deux cas excluant l'autre comme on l'a déjà
signalé. Dans le premier cas, tout se passe comme précédemment, mais dans
le second, un couple(±; ¿(° )) s'identi�e à un pseudo-GL(2)-tableau gauche sur
le diagramme gauchē ! ° privé de la lignen, de poidsn ¡ l . Comme¯ ! °
a une boîte sur la lignen, on convient de remplir cette ligne avec un2# , le 2
étant choisi pour se conformer à la croissance de la numérotation dans chaque
colonne.

2

Exemple 2.12Soit G = Sp(8), ¯ = "1 + "2 + "3, ° = 2 "1 + "2. On a

Y(¯ ) = Y(° ) = et ¯ ! ° = :

La multiplicité de L(° ) dans¤ 4V ­ L(¯ ) est égale à deux, car on a exactement
deux pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° et de poids nul :

1 2
1

2

et

1 2
2

1

:
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Chapitre 3

Modules en caractéristique p

Soient K = Fp et G un groupe algébrique dé�ni surK . L'étude des représenta-
tions de G en caractéristiquep est bien plus di�cile qu'en caractéristique zéro, et à
l'heure actuelle on ignore presque tout des dimensions des modules simples lorsque
la caractéristique est inférieure au nombre de Coxeter deG. Une des grandes dif-
férences est qu'on ne dispose plus de l'application exponentielle, et de fait on n'a
plus de dictionnaire entre le groupe et son algèbre de Lie. La question majeure est
la détermination des caractères des modules simples, et elle équivaut à la recherche
des facteurs de composition des modules de Weyl, qui sont des réductions modulop
des modules simples de caractéristique zéro. L'approche que nous choisissons permet
d'obtenir certains caractères irréductibles sans passer par la matrice de décomposi-
tion des modules de Weyl. On abordera toutefois cette question au dernier chapitre.

On débute ce chapitre en rappelant quelques résultats qui illustrent les di�érences
entre caractéristique zéro et caractéristiquep. On dé�nit tout d'abord les modules de
Weyl et les duaux des modules de Weyl, en s'inspirant de la construction des modules
simples en caractéristique zéro, et on indique leurs principales propriétés. Puis on
énonce le théorème du produit tensoriel de Steinberg, qui fournit une description de
tous les modules simples à l'aide d'un nombre �ni d'entre eux. On illustre ces résul-
tats lorsqueG = SL(2) , seul groupe pour lequel on dispose de résultats satisfaisants.
On consacre ensuite un paragraphe au groupe de Weyl a�ne, qui joue un rôle aussi
important que le groupe de Weyl en caractéristique zéro. Il intervient notamment
dans la conjecture de Lusztig, dont on rappelle brièvement l'énoncé, et qui permet
d'exprimer le caractère des modules simples à l'aides des caractères des modules de
Weyl, pourvu que p soit assez grand. On aborde en�n la théorie des modules bas-
culants, qui a déjà permis des progrès notables dans l'étude des représentations du
groupe linéaire ([38]). Les points cruciaux de cette théorie sont la paramétrisation
des modules basculants indécomposables par les poids dominants, et la stabilité par
produit tensoriel. On termine par une partie technique où on applique les résultats
de ce chapitre aux groupes classiques.

A l'exception des modules basculants, tous les résultats mentionnés ici, et beau-
coup d'autres, se trouvent dans le livre de Jantzen [25].
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CHAPITRE 3. MODULES EN CARACTÉRISTIQUE P

3.1 Modules simples, modules de Weyl

Dans ce chapitre,G est un groupe algébrique simple connexe dé�ni surK , H est
un tore maximal et B est un sous-groupe de Borel contenantH . Soit P le réseau des
poids,P+ le cône des poids dominants et soit½2 R­ Z P la demi-somme des racines
positives. On rappelle qu'en caractéristiquep, les coracines sont des homomorphisme
de K ¤ dans H , et pour tout poids ¸ 2 P = X (H ) et toute coracineh®, on note
¸ (h®) l'unique entier relatif tel que pour tout k 2 K ¤, ¸ ±h®(k) = k¸ (h® ) .

Pour tout ¸ 2 P+ , L(¸ ) désigne leG-module simple de plus haut poidş . On
note W le groupe de Weyl etw0 l'élément le plus long deW. Pour tout poids ¹ , K ¹

est le H -module simple de poids¹ , et pour tout module M , M ¹ est le sous-espace
de poids¹ de M . On note H 0(U; M ) le sous-espace des vecteursU-invariants de M .
Remarquons que commeH normaliseU, H 0(U; M ) est unH -module. On note en�n
F : G ! G le morphisme de Frobenius, etF¤M désigne le module obtenu en faisant
agir g 2 G sur m 2 M par F (g)m.

On rappelle la propriété universelle du foncteurIndG
L , L étant un sous-groupe

fermé deG : si N est unL-module, on a unL-morphisme canoniqueIndG
L N ! N , et

pour tout G-moduleM , tout L-morphismeM ! N se factorise à travers un unique
G-morphismeM ! IndG

L N . Ceci se traduit par le diagramme commutatif suivant.

M N

IndG
L N

Dé�nition 3.1 Soit ¸ un poids dominant. Le dual du module de Weyl de plus haut
poids¸ est r (¸ ) = Ind G

B K w0 ¸ , et le module de Weyl de plus haut poids¸ est ¢( ¸ ) =
r (¡ w0¸ )¤.

On a choisi de dé�nir les modules de Weyl à partir de leurs duaux, mais on
peut aussi les construire par réduction modulop des représentations irréductibles en
caractéristique zéro. Rappellons brièvement cette construction et celle des modules
de Vema dont on reparlera dans la section suivante. SoitGC le groupe algébrique
simple simplement connexe surC de même diagramme de Dynkin queG. On désigne
par g l'algèbre de Lie deGC, h est une sous-algèbre de Cartan etb une sous-
algèbre de Borel contenanth . Pour toute algèbre de Liel, on noteU(l) son algèbre
enveloppante. SoitZ (¸ ) = U(g) ­ U(b) C¸ le module de Verma de plus haut poidş. Il
admet un unique quotient simpleV(¸ ), et si on noteVZ(¸ ) la Z-forme de Chevalley
de V(¸ ) engendrée par un vecteur de plus haut poids¸ , alors ¢( ¸ ) = K ­ Z VZ(¸ ).

Si le groupeG a deux composantes connexes, la description de ses modules de
Weyl et duaux des modules de Weyl en fonction de ceux deG0 se fait de la même
manière qu'au premier chapitre.

En caractéristique zéro, les modulesr (¸ ), ¢( ¸ ) et L(¸ ) sont isomorphes, mais
ce n'est plus le cas en caractéristiquep. Les deux énoncés qui suivent illustrent les
di�érentes propriétés des modules¢( ¸ ) et r (¸ ).
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Théorème 3.2

1. Le poids¸ est l'unique plus haut poids der (¸ ) et dim r (¸ )¸ = 1.

2. On a H 0(U;r (¸ )) = Kv ¸ , où v¸ est un vecteur de poidş .

3. Les poids der (¸ ) sont dans l'enveloppe convexe deW¸ .

4. Le moduler (¸ ) contient un unique sous-module simpleL(¸ ), qui est engendré
par v¸ .

5. Le caractère der (¸ ) est donné par la formule des caractères de Weyl.

On déduit de ce théorème quer (¸ ) est un module indécomposable, tout comme
¢( ¸ ), et que le caractère de¢( ¸ ) est également donné par la formule des caractères
de Weyl. Notons que le module¢( ¸ ) est la solution d'un problème universel, comme
le montre la proposition ci-dessous, dont il résulte queL(¸ ) est un quotient de¢( ¸ ).

Proposition 3.3 ¢( ¸ ) est engendré par un vecteurU-invariant de poids¸ , et tout
module engendré par un vecteurU-invariant de poids¸ est un quotient de¢( ¸ ).

On mentionne maintenant un théorème sans équivalent en caractéristique zéro,
qui permet de réduire l'étude des modules simples à un nombre �ni d'entre eux.
Soient f ®i gi 2 I les racines simples etf hi gi 2 I les coracines correspondantes. Un poids
dominant est restreint si ¸ (hi ) < p pour tout i , et tout poids dominant ¸ admet
une unique décompositionp-adique¸ = ¸ (0) + p¸ (1) + p2¸ (2) + : : : où les¸ (i ) sont
restreints et presque tous nuls.

Théorème 3.4 ( du produit tensoriel de Steinberg) Soit ¸ = ¸ (0) + p¸ (1) +
p2¸ (2) + : : : comme ci-dessus. On a

L(¸ ) = L(¸ (0)) ­ F¤L(¸ (1)) ­ F 2
¤ L(¸ (2)) ­ ¢ ¢ ¢

Exemple 3.5Illustrons ce qui vient d'être dit avec G = SL(2) . Pour tout entier
n ¸ 0, on convient de notern le poids n½. Soit V la représentation naturelle de
SL(2). Si (X; Y ) est une base deV avecX et Y de poids respectifs1; ¡ 1, alors Sr V
est formé des polynômes homogènes de degrér enX et Y. On a alors une description
concrète des duaux des modules de Weyl et des modules simples (cf. [25], seconde
partie, 2.16) :

1. On a r (m) ' SmV pour tout m ¸ 0.

2. Le sous-module simpleL(m) a pour base les monômesX r Y m¡ r tels quep ne
divise pasCr

m .

Rappelons (cf. [24], lemme 22.4) quep ne divise pasCr
m si et seulement simi ¸ r i

pour tout i , avecr =
P k

i =0 r i pi , m =
P k

i =0 mi pi , 0 · r i < p pour tout i et 0 · mi < p
pour tout i . Pour le voir, il su�t de remarquer que sur le corps àp éléments, les
polynômes(X + 1) m et (X + 1) m0 (X p + 1) m1 : : : (X pk

+ 1) mk sont les mêmes, et la
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comparaison des coe�cients deX r donne le résultat. Ainsi r (m) est simple si et
seulement sim = apj ¡ 1 avec0 · j et 1 · a · p¡ 1, en particulier si0 · m · p¡ 1.

Le théorème du produit tensoriel de Steinberg fournit une autre description des
SL(2)-modules simples : le poidsn est restreint si et seulement sin · p ¡ 1, et
dans ce cas on vient d'établir queL(n) ' r (n). On a doncL(

P k
i =0 r i pi ) = L(r0) ­

F¤L(r1) ­ ¢ ¢ ¢ ' r (r0) ­ F¤r (r1) ­ ¢ ¢ ¢.
Terminons cet exemple en signalant que la structure des modules de Weyl de

SL(2), c'est-à-dire leurs facteurs de composition et leurs sous-modules, a étée obtenue
par Carter et Cline [8] et Deriziotis [11].

3.2 Le groupe de Weyl a�ne

On peut lire Bourbaki [5] pour tout ce qui concerne les groupes de ré�exions, ou
consulter Jantzen [25] pour les groupes de Weyl a�nes. On noteR le système de
racines,R+ l'ensemble des racines positives, on posePR = R ­ Z P, on désigne par
f ®i gi 2 I l'ensemble des racines simples et parf hi gi 2 I les coracines correspondantes.

Dé�nition 3.6 Le groupe de Weyl a�ne Wa® est le sous-groupe du groupe des
transformations a�nes de PR engendré par le groupe de WeylW et par les trans-
lations de PR de vecteur danspR. L'action pointée de Wa® sur PR est donnée par
w ¢¸ = w(¸ + ½) ¡ ½pour tout w 2 Wa® et tout ¸ 2 PR.

Un poids ¸ 2 P est dit p-singulier s'il existe une racine® telle quep divise (¸ +
½)(h®), et un poids qui n'est pasp-singulier est dit p-régulier. Les poidsp-singuliers
sont les poids �xés sous l'action pointée d'un élément non trivial du groupe de Weyl
a�ne. Pour toute racine ®et tout k 2 Z, on poseF®;k = f ¸ 2 PR j (¸ + ½)(h®) = pkg.
LesF®;k sont appelés murs, et chaque composante connexe du complémentaire dans
PR de la réunion des murs est appelée alcôve. L'adhérence de chaque alcôve est
un domaine fondamental pour l'action pointée deWa®, et Wa® agit simplement
transitivement sur ce système d'alcôves. L'alcôveCfond = f ¸ 2 PR j 0 < (¸ + ½)(h®) <
p pour tout ® 2 R+ g est appeléealcôve fondamentale, et on poseC0 = Cfond \ P+ .
Les poidsp-réguliers sont les poids conjugués sous l'action pointée deWa® à un
élément deC0. On appliquera ces dé�nitions quand on traitera les groupesPin(4) et
O(4) qui ne sont pas simples. Lorsque le groupeG est simple, le système de racines est
irréductible et Wa® est engendré parW et la symétrie a�ne s0 : ¸ 7! ¸ ¡ (¸ (h0)¡ p)®0

où h0 est la plus grande coracine et®0 la plus grande racine courte. On a alors
Cfond = f ¸ 2 PRj(¸ + ½)(h0) < p et 0 < (¸ + ½)(hi ) pour tout ig.

Exemple 3.7On représente sur la page 31 le système d'alcôves pourSp(4) pour un p
�xé, ainsi que le cône des poids dominants. Un poids¸ = ¸ 1"1 + ¸ 2"2 est représenté
par le point de coordonnées(¸ 1; ¸ 2), et C0 est l'ensemble des poids contenus dans
la partie grisée du cône.
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Revenons un instant aux modules de Verma. A l'aide de l'isomorphisme de
Harish-Chandra, on montre que siV(¹ ) est un facteur de composition deZ(¸ ),
alors il existe w 2 W avec ¸ = w ¢¹ . On a un résultat analogue en caractéris-
tique p, où le groupe de Weyl a�ne remplace le groupe de Weyl. Il su�t pour cela
d'appliquer le théorème qui suit àM = ¢( ¸ ).

Théorème 3.8 (�linkage principle�) (cf. [25], partie II, 6.17) Soit M un G-
module indécomposable et soient¸; ¹ 2 P+ : Si L(¹ ) et L(¸ ) sont des facteurs de
composition deM , alors il existew 2 Wa® avec¹ = w ¢¸:

Corollaire 3.9 Si ¸ est dominant et(¸ + ½)(h0) · p, alors ¢( ¸ ) ' r (¸ ) est simple.

Démonstration. Si ¸ est dominant et (¸ + ½)(h0) · p, il n'existe pas de poids
¹ 2 P+ \ Wa®¢̧ tel que¹ < ¸ . Par conséquent, le module¢( ¸ ) est simple, et comme
r (¸ ) a le même caractère que¢( ¸ ), il vient chr (¸ ) = ch L(¸ ) puis r (¸ ) ' L(¸ ).
2

En particulier, on voit que pour un poids dominant¸ �xé et p assez grand, le
module L(¸ ) a même caractère qu'en caractéristique zéro.

La conjecture de Lusztig, dont nous allons maintenant dire quelques mots, ex-
prime le caractère des modules simples comme combinaison linéaire des caractères
des modules de Weyl, une des conditions étant quep est supérieur ou égal au nombre
de Coxeter. On pourra consulter l'article de Donkin dans [9] pour plus d'explica-
tions. Soit h0 la plus grande coracine eth = ½(h0) + 1 le nombre de Coxeter. On
note ` la fonction longueur surWa® vu comme groupe de Coxeter, on désigne par·
l'ordre de Bruhat sur Wa® et les polynômes de Kazhdan-Lusztig sont notésPy;w .

Conjecture 3.10 (Lusztig) ([35]) Soit w 2 Wa® tel que¡ w½¡ ½soit dominant.
Si p ¸ h et ¡ w½(h0) · p(p ¡ h + 2) , on a

chL(¡ w½¡ ½) =
X

y · w
¡ y½¡ ½2 P +

(¡ 1)` (w)¡ `(y)Py;w (1) ch ¢( ¡ y½¡ ½):

Si on ap ¸ h, on peut obtenir le caractère de tous les modules simples à partir de
cette conjecture (cf. [3]). A l'heure actuelle, on sait seulement que, pour un système
de racines �xé, la conjecture est vraie pourp su�samment grand (cf. [1]) . Un des
objectifs de cette thèse est d'obtenir des formules valables sip < h. A titre d'exemple,
on donne au chapitre 7 des équivalents des dimensions des modules simples de plus
haut poids un poids fondamental lorsque le rang du groupe (et donch) tend vers
l'in�ni, à p �xé.

3.3 Modules basculants

Tous les résultats rappelés dans cette section peuvent se trouver dans les articles
de Donkin [13] et Mathieu [38].
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3.3.1 Premières propriétés

Dé�nition 3.11 Un G-module M est muni d'une bonne �ltration (resp. �ltration
de Weyl) s'il existe une �ltration M ¾ M 1 ¾ M 2 ¾ ¢ ¢ ¢ ¾ f0g de M par des sous-
modules tels queM i =Mi +1 = r (¸ i )n i , (resp. M i =Mi +1 = ¢( ¸ i )n i ) avec ¸ i 2 P+ et
ni 2 N. Un module M est basculant siM est muni d'une bonne �ltration et d'une
�ltration de Weyl.

On peut donc écrire le caractère d'un module basculant comme une somme de
caractères de modules de Weyl. Le coe�cient dech ¢( ¸ ) dans la décomposition
de chM est appelé multiplicité de¢( ¸ ) dans M et notée [M : ¢( ¸ )]. Notons que
cette multiplicité est indépendante de la �ltration, et elle est égale à la multiplicité
[M : r (¸ )] de r (¸ ) dansM .

On énonce maintenant un critère nécessaire et su�sant pour qu'unG-module
donné soit muni d'une bonne �ltration. MunissonsZ[P] de la relation d'ordre sui-
vante : soient ´ =

P
¸ 2 P ´ ¸ ȩ 2 Z[P] et » =

P
¸ 2 P »̧ ȩ 2 Z[P]. Alors ´ · » si et

seulement si pour tout¸ 2 P on a ´ ¸ · »̧ .

Proposition 3.12 Pour tout G-module M on a chM ·
P

¸ 2 P +

h0(M; ¸ ) ch ¢( ¸ ),

avech0(M; ¸ ) = dim H 0(U; M )¸ .

Proposition 3.13 Soit M un G-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. M est muni d'une bonne �ltration

2. chM =
P

¸ 2 P +

h0(M; ¸ ) ch ¢( ¸ ).

3. Ext 1(¢( ¸ ); M ) = 0 pour tous ¸ 2 P+ .

Si M est basculant, on a donc[M : ¢( ¸ )] = h0(M; ¸ ) pour tout ¸ 2 P+ . Cette
proposition a pour corollaire immédiat

Corollaire 3.14 Tout facteur direct d'un module muni d'une bonne �ltration (resp.
basculant) est muni d'une bonne �ltration (resp. basculant).

On dispose d'un autre résultat de stabilité pour la classe des modules munis
d'une bonne �ltration (resp. basculant), beaucoup plus di�cile à établir.

Théorème 3.15 (Donkin,Mathieu) Le produit tensoriel de deux modules munis
d'une bonne �ltration (resp. basculants) est muni d'une bonne �ltration (resp. bas-
culant).
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3.3.2 Modules basculants indécomposables

D'après ce qui précède, tout module basculant est une somme directe de modules
basculants indécomposables, ce qui nous amène à étudier ces derniers en détail. La
classi�cation des modules basculants indécomposables est particulièrement sympa-
thique puisqu'ils admettent un paramétrage discret par les poids dominants. Du
théorème ci-dessous, on déduit en outre facilement que deux modules basculants
ayant même caractère sont isomorphes, un résultat à la fois remarquable et utile
dans les calculs.

Théorème 3.16 (Donkin [13])

1. Pour tout poids dominant¸ , il existe un unique module basculant indécompo-
sableT(¸ ) tel quedim T(¸ )¸ = 1 et tous les poids deT(¸ ) sont dans l'enveloppe
convexe deW¸ .

2. T(¸ ) ' T(¹ ) si et seulement si̧ = ¹ .

3. Tout module basculant indécomposable est isomorphe à un certainT(¸ ).

Si le groupeG a deux composantes connexes, on peut décrire ses modules bas-
culants indécomposables en fonction de ceux deG0, exactement comme on a décrit
les modules simples deG à l'aide de ceux deG0 au premier chapitre.

Le linkage principle nous apporte une information supplémentaire : si¢( ¹ ) ou
L(¹ ) est un sous-quotient deT(¸ ), alors il existew 2 Wa® avec¹ = w¢̧ . Remarquons
qu'en caractéristique zéro, tout module est basculant etT(¸ ) ' L(¸ ) ' ¢( ¸ ) '
r (¸ ) pour tout ¸ 2 P+ . On énonce maintenant un lemme technique qui sera souvent
utilisé par la suite.

Lemme 3.17 Soit M un G-module tel quech(M ) =
P

ni ch ¢( ¸ i ), où les poids
¸ i sont dans l'adhérence deCfond , i. e. (¸ i + ½)(h0) · p pour tout i . Alors M est
basculant etM = ©T(¸ i )n i . En particulier on a r (¸ ) = ¢( ¸ ) = L(¸ ) = T(¸ ) pour
tout poids dominant¸ tel que(¸ + ½)(h0) · p.

Démonstration. Si ¸ est dominant et (¸ + ½)(h0) · p, on a vu quer (¸ ) = ¢( ¸ ) =
L(¸ ). Ainsi L(¸ ) est basculant et indécomposable, d'oùT(¸ ) = L(¸ ). Ceci montre
qu'une suite de composition deM est à la fois une bonne �ltration et une �ltration
de Weyl, et ch(M ) =

P
ni chT(¸ i ), d'où le résultat. 2

On a une connaissance beaucoup plus précise des modulesT(¸ ) lorsque G =
SL(2). On peut en e�et déterminer leur caractère de manière récursive à l'aide d'une
formule analogue au théorème du produit tensoriel de Steinberg. Notons qu'on ne
connaît pas les caractères des modulesT(¸ ) lorsqueG = SL(3) (cf. [27]).

Théorème 3.18 (Donkin [13]) Soit G = SL(2) .

1. Si 0 · j · p ¡ 1, on a T(j½) ' ¢( j½) ' L(j½).
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2. Si p · j · 2p ¡ 2 et i + j = 2p ¡ 2, on a une suite exacte courte

0 ! ¢( j½) ! T(j½) ! ¢( i½) ! 0:

3. Si j = kp+ i avecp¡ 1 · i · 2p¡ 2 et k ¸ 0, on a T(j½) = F¤T(k½) ­ T(i½).

Remarquons que le point 1. correspond au cas où(¸ + ½)(h0) · p. Dans [14], ce
théorème est utilisé pour obtenir la décomposition explicite des produits tensoriels
T(1) ­ T(j ), qui elle-même permet de calculer la série génératrice, àm 2 N �xé, des
multiplicités [T(1)­ j : T(m)]. On utilisera ce résultat de manière décisive au dernier
chapitre.

On termine ce paragraphe par une généralisation du point 2. du théorème pré-
cédent.

Proposition 3.19 Soit ¸ 2 C0. On a une suite exacte non scindée

0 ! ¢( s0 ¢¸ ) ! T(s0 ¢¸ ) ! ¢( ¸ ) ! 0:

Démonstration. Dans [38], il est rappelé que siTs0 est le foncteur de ré�exion de
Jantzen et siM est basculant, alorsTs0 M est basculant. Le corollaire10:3 de [38]
montre que le moduleTs0 ¢( ¸ ) est indécomposable et qu'on a une suite exacte non
scindée0 ! ¢( s0 ¢¸ ) ! Ts0 ¢( ¸ ) ! ¢( ¸ ) ! 0. Comme¸ est dansC0, le module
¢( ¸ ) est basculant,Ts0 ¢( ¸ ) est donc basculant et indécomposable de plus haut
poids s0 ¢¸ , ce qui permet de conclure. 2

3.3.3 Formule modulaire de Verlinde

On ne dispose malheureusement pas d'une formule pour décomposer les produits
tensorielsT(®)­ T(¯ ) pour tous®; ¯ dominants. Cependant, si on choisit®et ¯ dans
C0, on a une expression explicite de la multiplicité deT(° ) pour tout ° 2 C0. Avant
d'énoncer ce résultat, quelques préliminaires s'imposent. Considérons la catégorieT
des modules basculants. Elle est stable par somme directe et produit tensoriel, ce
qui en fait une catégorie tensorielle. On commence par exhiber un idéal tensorielI
de T . On note h = ½(h0) + 1 le nombre de Coxeter, et on remarque queC0 est non
vide si et seulement sip ¸ h. Les lemmes8:5 et 9:3 de [38] peuvent se résumer en le
théorème suivant.

Théorème 3.20 Soit p ¸ h et soit ¸ 2 P+ . La dimension deT(¸ ) est divisible par
p si et seulement si̧ 62C0. En outre, si M est un module basculant etp divise
dim T(¸ ), alors p divise la dimension de tout facteur direct deM ­ T(¸ ).

Ainsi les modules basculants qui sont somme directe de certainsT(¸ ), ¸ 62C0,
forment un idéal tensorielI deT , et la formule qu'on a en vue donne la structure de
la catégorie tensorielle quotient. Pour tout poidş dominant, on noteÂ¸ le caractère
de ¢( ¸ ), et pour tous poids dominants®; ¯; ° on noteK ®;¯

° les multiplicités dé�nies
par Â®Â¯ =

P
K ®;¯

° Â° . Autrement dit on a en caractéristique zéroL(®) ­ L(¯ ) =

©L(° )K ®;¯
° .
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Théorème 3.21 (Formule modulaire de Verlinde) [38] Soient®; ¯ 2 C0. On a

T(®) ­ T(¯ ) = ©° 2 C0 T(° )n®;¯
° © T;

avecT 2 I et n®;¯
° =

P

w2 Wa®

"(w)K ®;¯
w¢° · K ®;¯

° pour tout ° 2 C0.

Ces deux théorèmes jouent un rôle primordial au chapitre 6. En particulier le
domaine de validité des formules de caractères qu'on obtient en résulte directement.

3.4 Application aux groupes classiques

Dans cette section, on considèreG = Sp(2n); Spin(2n + 1) ; Pin(2n); O(2n) ou
O(2n + 1) et on démontre un certain nombre de résultats techniques.

3.4.1 Alcôve fondamentale

On commence par décrireC0 pour la composante neutre de chacun de ces
groupes, et on dégage des conditions nécessaires et su�santes pour queC0 soit
non vide. On désigne toujours parh le nombre de Coxeter deG.

Lemme 3.22

1. Soit G = Sp(2n).

(a) Si n ¸ 2, on a h = 2n et C0 = f
nP

i =1
¸ i " i 2 P+ j ¸ 1 + ¸ 2 + 2n · pg:

(b) Si n = 1, on a h = 2 et C0 = f ¸ 1"1 2 P+ j ¸ 1 + 2 · pg:

2. Soit G = Spin(2n + 1) ou O(2n + 1) . On a h = 2n et C0 = f
nP

i =1
¸ i " i 2

P+ j 2¸ 1 + 2n · pg:

3. Soit G = Pin(2 n) ou O(2n).

(a) Si n ¸ 3, on a h = 2n ¡ 2 et C0 = f
nP

i =1
¸ i " i 2 P+ j ¸ 1 + ¸ 2 + 2n ¡ 2 · pg:

(b) Si n = 2, on a C0 = f ¸ 1"1 + ¸ 2"2 j ¸ 1 + j¸ 2j · p ¡ 2; j¸ 2j · ¸ 1g:

Démonstration. Si G = Pin(4) ou G = O(4) , les racines positives sont"1 § "2 et on
a ½= "1, d'où Cfond = f ¸ 1"1 + ¸ 2"2 j ¸ 1 + j¸ 2j + 1 < p; 0 < ¸ 1 ¡ j ¸ 2j + 1g.

Les autres groupes étant simples, il su�t d'expliciter®0 et ½. Si G = Spin(2n + 1)
ou O(2n + 1) , on a ½= ( n ¡ 1

2)"1 + ( n ¡ 1 ¡ 1
2)"2 + ¢ ¢ ¢+ 1

2"n , les racines courtes
positives sont les§ " i et pour tout i on a " i · "1, par conséquent®0 = "1 . Si
G = Sp(2) = SL(2) on a ®0 = 2"1 et ½= "1.

Dans tous les autres cas les racines courtes positives sont les(" i § " j ) i<j et pour
tous i < j on a " i ¡ " j · "1 ¡ " j · "1 + "2, par conséquent®0 = "1 + "2 . Si
G = Sp(2n), on a ½= n" 1 + ( n ¡ 1)"2 + ¢ ¢ ¢+ "n , et si G = Pin(2 n) ou G = O(2 n)
on a ½= ( n ¡ 1)"1 + ( n ¡ 2)"2 + ¢ ¢ ¢+ "n¡ 1. 2
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Commep est impair lorsqueG 6= Sp(2n), on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.23 Si G = Sp(2n) (resp. G = Spin(2n + 1) ou O(2n + 1) , G =
Pin(2n) ou O(2n)), C0 est non vide si et seulement sip ¸ 2n (resp. p ¸ 2n + 1,
p ¸ 2n ¡ 1).

3.4.2 Puissances extérieures de la représentation naturelle

On verra au chapitre suivant que les puissances extérieures de la représenta-
tion naturelle de G sont desG-modules basculants (cf. corollaire 4.14). On montre
ici que lorsqueC0 est non vide, lesG-modules¤ lV sont des modules basculants
dont on fournit la décomposition en somme directe de modules indécomposables. Si
G = Spin(2n + 1) , on poseS = L(! + ), et si G = Pin(2 n) on poseS = L(! + ; 0),
conformément aux notations de 1.2.4.

Lemme 3.24 On supposeC0 non vide.

1. Si G = Sp(2n) et l · n, on a ¤ lV ' T(! l ) © T(! l ¡ 2) © ¢ ¢ ¢:

2. Si G = Spin(2n + 1) on a ¤ lV ' T(! l ) pour tout l · n ¡ 1, ¤ nV ' T(2! + )
et S ' T(! + ) .

3. Si G = O(2 n + 1) on a (sous l'action de¾c) : ¤ lV ' T(! l ; (¡ 1)l ) pour tout
l · n ¡ 1, ¤ nV ' T(2! + ; (¡ 1)n ).

4. Si G = O(2 n) on a¤ lV ' T(! l ; +) pour tout l · n¡ 2, ¤ n¡ 1V ' T(! + + ! ¡ ; +)
et ¤ nV ' T(2! + ; 0).

5. Si G = Pin(2 n) on a S ' T(! + ).

Démonstration. Si G = Sp(2n), tous les poids fondamentaux sont dans l'adhérence
de l'alcôve fondamentale : sin ¸ 2, on a p+ 1 ¸ 2n + 2 car p est impair, et si n = 1
on a p + 1 ¸ 3. En outre on a ch ¤ lV = ch ¢( ! l ) + ch ¢( ! l ¡ 2) + : : : : c'est vrai
en caractéristique 0, et donc en toute caractéristique puisque le caractère de¤ lV
et des modules de Weyl ne dépend pas de la caractéristique. Le lemme 3.17 donne
alors le résultat. SiG = Spin(2n + 1) , les poids fondamentaux et2! + sont dans
l'adhérence deCfond , et on conclut de la même manière. SiG = Pin(2 n), O(2n) ou
O(2n + 1) , on démontre tout d'abord les formules correspondantes sous l'action de
G0. Pour cela on véri�e que les poids fondamentaux ainsi que2! + , 2! ¡ , ! + + ! ¡

sont dans l'adhérence deCfond , et la suite de l'argument est identique. Il n'y a plus
qu'à préciser l'action de¾ (ou ¾c) sur le vecteur de plus haut poids, ce qui est
immédiat. On obtient en particulier, sous l'action deG0 : ¤ nV ' T(2! + ) © T(2! ¡ )
si G = O(2 n) et S ' T(! + ) © T(! ¡ ) si G = Pin(2 n). 2

3.4.3 Suite exacte

Nous aurons besoin par la suite d'un analogue de la suite exacte 3.19 pourG =
O(2n) ou O(2n + 1) , appliquée à un poidş tel que (¸ + ½)(h0) = p¡ 1, c'est-à-dire
s0 ¢¸ = ¸ + ®0. Le poids¸ est donc au bord de l'alcôveCfond .
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Proposition 3.25 Soit G = O(2 n + 1) . Si ¸ 2 C0 et s0 ¢¸ = ¸ + ®0, on a (sous
l'action de ¾c) la suite exacte0 ! ¢( s0 ¢¸; +) ! T(s0 ¢¸; +) ! ¢( ¸; +) ! 0:

Démonstration. Le moduleT(s0 ¢̧ ; +) est indécomposable, ce qui implique que¾c

agit comme§ id. Comme¾c agit trivialement sur le vecteur de plus haut poids, on
en déduit qu'il agit trivialement sur T(s0 ¢¸; +) , et donc sur¢( s0 ¢¸ ) et ¢( ¸ ). 2

Proposition 3.26 Soit G = O(2 n) avec n ¸ 3 et soit ¸ 2 C0 tel que ¸ n = 0 et
s0 ¢̧ = ¸ + ®0. On a la suite exacte0 ! ¢( s0 ¢̧ ; +) ! T(s0 ¢̧ ; +) ! ¢( ¸; +) ! 0:

Démonstration. A priori on a 0 ! ¢( s0 ¢¸; +) ! T(s0 ¢¸; +) ! ¢( ¸; § ) ! 0; et
il reste à établir que¢( ¸; ¡ ) ne �gure pas dans une bonne �ltration deT(s0 ¢̧ ; +) .
Montrons tout d'abord que si ¸ n¡ 1 = 0,

T(¸; +) ­ T("1; +) ­ 2 = T(s0 ¢¸; +) © : : : ;

et si ¸ n¡ 1 6= 0,

T(¸; +) ­ T("1; +) ­ 2 = T(s0 ¢¸; +) © T(¸ + "n ; 0) ­ T("1; +) © : : : :

On a T("1; +) ­ 2 = T(0) © T(2"1; +) © T("1 + "2; +) . En e�et le lemme 3.17
s'applique car les poids"1, 2"1 et "1 + "2 sont dans l'adhérence deCfond . Il su�t
donc d'établir quech ¢( "1; +) ­ 2 = ch T(0) + ch ¢(2 "1; +) + ch ¢( "1 + "2; +) . Cette
équation est indépendante de la caractéristique et elle résulte, en caractéristique zéro,
du corollaire 2.7. CommeT(s0 ¢¸; +) est facteur direct deT(¸; +) ­ T("1 + "2; +) ,
ce qui précède montre qu'il est aussi facteur direct deT(¸; +) ­ T("1; +) ­ 2. De
plus, si ¸ n¡ 1 6= 0, T(¸ + "n ; 0) est facteur direct deT(¸; +) ­ T("1; +) : on a
T(¸; +) ­ T("1; +) = ¢( ¸; +) ­ ¢( "1; +) , et le corollaire 2.7 donnech ¢( ¸; +) ­
¢( "1; +) = ch ¢( ¸ + "n ; 0)+

P
¹ k¹ ch ¢( ¹; +) , où ¸ + "n et les¹ sont dans l'adhérence

deCfond , d'où T(¸; +) ­ T("1; +) = T(¸ + "n ; 0)©
L

¹ T(¹; +) k¹ . Le même argument
montre queT(s0 ¢¸; +) n'est pas facteur direct deT(¸ + "n ; 0) ­ T("1; +) ' ¢( ¸ +
"n ; 0)­ ¢( "1; +) , on a donc bien la décomposition annoncée deT(¸; +) ­ T("1; +) ­ 2.

Déterminons la multiplicité de ¢( ¸; ¡ ) dansT(¸; +) ­ T("1; +) ­ 2 ' ¢( ¸; +) ­
¢( "1; +) ­ 2. Le corollaire 2.7 appliqué deux fois montre qu'elle est nulle si¸ n¡ 1 = 0,
et qu'elle vaut 1 sinon. Dans ce dernier cas, ce même corollaire implique que la
multiplicité de ¢( ¸; ¡ ) dansT(¸ + "n ; 0)­ T("1; +) est aussi égale à 1. Par conséquent
¢( ¸; ¡ ) n'apparaît pas dans une bonne �ltration deT(s0 ¢¸; +) . 2

3.4.4 Produits tensoriels

On termine ce chapitre par la détermination des multiplicitésD ° dans la décom-
position

¤ lV ­ T(¯ ) =
M

° 2 C0

T(° )D ° © T
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avec T 2 I . On pourrait les obtenir à l'aide de 3.21 et 3.24, mais on va procéder
de manière plus directe. En e�et la formule 3.21 est insu�sante lorsqueG = O(2 n),
mais la proposition 3.26 remédie à ce problème. On énonce d'abord les décompo-
sitions sous l'action deG0, en remarquant que siG = O(2 n + 1) la situation est
particulièrement simple.

Proposition 3.27 Soient l · dim V, ¯ 2 C0 avec¯ n ¸ 0, ¯ demi-entier si G0 =
Spin(2n) ou Spin(2n + 1) et n ¸ 3 si G0 = Spin(2n) ou SO(2n). On a

ch ¤ lV ­ ¢( ¯ ) =
X

° 2 P +

C° ch ¢( ° );

où C° est donné par la proposition2:3; et

¤ lV ­ T(¯ ) =
M

° 2 C0

T(° )D ° © T

avecT 2 I et D ° = C° ¡ Cs0¢° pour tout ° 2 C0, en particulier D ° · C° pour tout
° 2 C0. De plus :

1. Si G0 = SO(2n + 1) , on a D ° = C° pour tout ° 2 C0.

2. SupposonsCs0¢° 6= 0 et soit s0 ¢° = ¯ + Á¡ Ã avec les notations de 2.3. On a

(a) (¯ + ½)(h0) = p ¡ 1, (° + ½)(h0) = p ¡ 1,

(b) "1 et "2 sont des termes deÁ et ne sont pas des termes deÃ si G0 =
Sp(2n), SO(2n) ou Spin(2n),

(c) "1 est un terme deÁ et n'est pas un terme deÃ si G0 = Spin(2n + 1) .

Démonstration. Soit ° 2 P+ un poidsp-régulier en dehors de l'adhérence deCfond ,
et notons D ° la multiplicité de T(° ) dans ¤ lV ­ T(¯ ). Si D ° 6= 0, on a C° 6= 0,
(¯ + ½)(h0) · p ¡ 1 et (° + ½)(h0) ¸ p + 1. La combinatoire de 2.3 implique alors
(° + ½)(h0) = p + 1, (¯ + ½)(h0) = p ¡ 1, et si ° = ¯ + Á ¡ Ã on a Á(h0) = 2 et
Ã(h0) = 0 , d'où l'assertion sur les termes deÁ et Ã.

On en déduit s0 ¢° = ° ¡ ®0, ce qui montre ques0 ¢° est dans l'adhérence de
Cfond , et commes0 ¢° est p-régulier, on a en faits0 ¢° 2 C0. D'après 3.19 on a alors
chT(° ) = ch ¢( ° ) + ch ¢( s0 ¢° ), ce qui donne

ch ¤ lV ­ T(¯ ) =
P

° p -singulier
D ° chT(° ) +

P

° 2 C0

D ° chT(° ) +
P

° 2 C0

Ds0¢° chT(s0 ¢° )

=
P

° p -singulier
D ° chT(° ) +

P

° 2 C0

D ° ch ¢( ° ) +
P

° 2 C0

Ds0¢° (ch ¢( s0 ¢° ) + ch ¢( ° ))

=
P

° 2 C0

(D ° + Ds0¢° ) ch ¢( ° ) +
P

° p -singulier
D ° chT(° ) +

P

° 2 C0

Ds0¢° ch ¢( s0 ¢° ):

Soit ° 0 2 C0. De ce qui précède, on déduit queC° 0 = D ° 0 + Ds0¢° 0 et Cs0¢° 0 = Ds0¢° 0,
d'où D ° 0 = C° 0 ¡ Cs0¢° 0.

En�n si G0 = SO(2n + 1) , on a (¯ + ½)(h0) = 2 ¯ 1 + 2n ¡ 1 avec ¯ 1 entier,
par conséquent(¯ + ½)(h0) est impair alors quep ¡ 1 est pair, on n'a donc jamais
(¯ + ½)(h0) = p ¡ 1. 2
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On traite maintenant les groupes simples non connexes. En combinant la pro-
position précédente et les suites exactes 3.25 et 3.26, on trouve sans di�culté les
formules ci-dessous.

Corollaire 3.28 Soient n ¸ 3, G = O(2 n), l · dim V et ¯ 2 C0 avec¯ n ¸ 0.

1. Si ¯ n ¸ 1, on a

ch ¤ lV­ ¢( ¯; 0) =
X

° 2 P +

° n ¸ 1

C(°; 0) ch ¢( °; 0)+
X

° 2 P +

° n = 0

C° (ch ¢( °; +)+ch ¢( °; ¡ ))

et

¤ lV ­ T(¯; 0) =
M

° 2 C0

° n ¸ 1

T(°; 0)D ( °; 0) ©
M

° 2 C0

° n = 0

(T(°; +) © T(°; ¡ ))D ° © T;

avecT 2 I , D (°; 0) = C(°; 0) ¡ C(s0¢°; 0) et D ° = C° ¡ Cs0¢° pour tout ° 2 C0:

2. Si ¯ n = 0, on a

ch ¤ lV ­ ¢( ¯; +) =
X

° 2 P +

° n ¸ 1

C° ch ¢( °; 0) +
X

° 2 P +

° n = 0
" = §

C(°;" ) ch ¢( °; " )

et

¤ lV ­ T(¯; +) =
M

° 2 C0

° n ¸ 1

T(°; 0)D ( °; 0) ©
M

° 2 C0

° n = 0
" = §

(T(°; " ))D ( °;" ) © T;

avec T 2 I , D (°; 0) = C(°; 0) ¡ C(s0¢°; 0) et D (°;" ) = C(°;" ) ¡ C(s0¢°;" ) pour tout
° 2 C0 et " = § .

3. Si C(s0¢°; 0) 6= 0, Cs0¢° 6= 0 ou C(s0¢°;" ) 6= 0, on a (¯ + ½)(h0) = p¡ 1, (° + ½)(h0) =
p¡ 1, et si s0 ¢° = ¯ + Á¡ Ã avec les notations de 2.3,"1 et "2 sont des termes
de Á et ne sont pas des termes deÃ.

Démonstration. Si ¯ n ¸ 1, il su�t de remarquer que C(°; 0) (resp. C° ) est la mul-
tiplicité de ch ¢( ° ) (resp. ch ¢( ° )) dans ch ¤ lV ­ ¢( ¯ ) sousG0

2, et de mêmeD (°; 0)

(resp. D ° ) est la multiplicité de T(°; 0) (resp. T(° )) dans ¤ lV ­ T(¯ )) sousG0
2. Si

¯ n = 0, la même remarque vaut pourC(°; 0) et D (°; 0) . En�n on reprend la �n de la
preuve de 3.27 en utilisant 3.26 pour trouverD (°;" ) = C(°;" ) ¡ C(s0¢°;" ) . 2

Corollaire 3.29 Soient n ¸ 3, G = Pin(2 n), l · dim V et ¯ 2 C0 avec¯ n ¸ 0 et
¯ demi-entier. On a

ch ¤ lV ­ ¢( ¯; 0) =
X

° 2 P +

° n ¸ 1
2

C(°; 0) ch ¢( °; 0)
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et
¤ lV ­ T(¯; 0) =

M

° 2 C0

° n ¸ 1
2

T(°; 0)D ( °; 0) © T;

avecT 2 I et D (°; 0) = C(°; 0) ¡ C(s0¢°; 0) pour tout ° 2 C0. De plus, siC(s0¢°; 0) 6= 0, on
a (¯ + ½)(h0) = p¡ 1, (° + ½)(h0) = p¡ 1, et si s0 ¢° = ¯ + Á¡ Ã avec les notations
de 2.3, "1 est un terme deÁ et n'est pas un terme deÃ.

Démonstration. Notons D ° (resp. C° ) la multiplicité de T(° ) (resp. ch ¢( ° )) dans
¤ lV ­ T(¯ ) (resp.ch ¤ lV ­ ¢( ¯ )) sousG0 pour tout ° 2 P+ . Il est clair que ¿ et
l'action pointée des0 commutent puisquen ¸ 3, on a doncD (°; 0) = D ° + D¿(° ) =
C° ¡ Cs0¢° + C¿(° ) ¡ Cs0¢¿(° ) = C° ¡ Cs0¢° + C¿(° ) ¡ C¿(s0¢° ) = C(°; 0) ¡ C(s0¢°; 0). 2

Ce corollaire appelle une remarque sur sa traduction en termes de tableaux
gauches. Soient doncn ¸ 3 et G = Pin(2 n). Pour tout poids ° tel que °n = 1

2,
on rappelle queµ(° ) désigne celui des poids° ou ¿(° ) qui est admissible (cf. dé�ni-
tion 2.5). La somme des coordonnées des0¢° ¡ ¯ = ° ¡ (° + ½)(h0)®0 ¡ ¯ dans la base
des" i est congru modulo 2 à celle de° ¡ ¯ , ainsi ° est admissible si et seulement si
s0 ¢° l'est, autrement dit µ(s0 ¢° ) = s0 ¢µ(° ). Commeµ(s0 ¢° )n = ( s0 ¢µ(° ))n = µ(° )n ,
on voit que dans la soustractionC(°; 0) ¡ C(s0¢°; 0), si on traduit les multiplicités en
termes de tableaux gauches, tous les tableaux considérés auront un2# ou aucun
d'entre eux n'en aura.

Corollaire 3.30 Soient G = O(2 n + 1) , l · dim V et ¯ 2 C0. On a

ch(¤ lV ­ ¢( ¯; +)) =
X

°

C° ch(¢( °; (¡ 1)l ))

et
¤ lV ­ T(¯; +) =

M

° 2 C0

T(°; (¡ 1)l )C° © T

avecT 2 I .

La preuve de ce résultat est immédiate. Il nous reste à traiter les groupes non
connexes qui ne sont pas simples, à savoirPin(4) et O(4).

Lemme 3.31 Soient G = Pin(4) ou O(4), l · 4, ¯; ° 2 C0 avec¯ 2 ¸ 0; °2 ¸ 0, et
¯; ° demi-entiers siG = Pin(4) . Avec les notations des corollaires précédents :

1. Soit G = Pin(4) . On a D (°; 0) = C(°; 0) si ° 6= ¯ , D (¯; 0) = C(¯; 0) ¡ 1 si (l = 2 et
¯ 1 + ¯ 2 = p ¡ 2) et D (¯; 0) = C(¯; 0) sinon.

2. Soit G = O(4) et ¯ 2 ¸ 1. On a D (°; 0) = C(°; 0) si ° 6= ¯ et °2 ¸ 1, D (°; § ) =
C(°; § ) si °2 = 0, D (¯; 0) = C(¯; 0) ¡ 1 si (l = 2 et ¯ 1+ ¯ 2 = p¡ 2) et D (¯; 0) = C(¯; 0)

sinon.
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3. Soit G = O(4) et ¯ 2 = 0. On a D (°; § ) = C(°; § ) si ° 6= ¯ et °2 = 0, D (°; 0) =
C(°; 0) si °2 ¸ 1, D (¯; § ) = 0 si (l = 2 et ¯ 1 + ¯ 2 = p ¡ 2) et D (¯; § ) = C(¯; § )

sinon.

Démonstration. On représente sur le dessin suivant le système d'alcôves pourSO(4)
et p �xé, ainsi que le cône des poids dominants.

0-r

axe de s+

axe de s-

Soit h+ (resp. h¡ ) la coracine de2! + = "1 + "2 (resp. 2! ¡ = "1 ¡ "2). On
dé�nit deux ré�exions a�nes s+ et s¡ de Wa® par s+ (¸ ) = ¸ ¡ (¸ (h+ ) ¡ p)2! + et
s¡ (¸ ) = ¸ ¡ (¸ (h¡ ) ¡ p)2! ¡ . Remarquons que la suite exacte 3.19 reste valable pour
le groupeSpin(4) = SL(2) £ SL(2) et pour SO(4) à condition de remplacers0 par s+

ou s¡ . NotonsD ´ (resp.C´ ) la multiplicité de T(´ ) (resp.ch ¢( ´ )) dans¤ lV ­ T(¯ )
(resp. ch ¤ lV ­ ¢( ¯ )) sousG0 pour tout ´ 2 P+ . Si C´ 6= 0 et ´ est en dehors de
l'adhérence deCfond , alors l = 2, ¯ 1 + ¯ 2 = p ¡ 2, ´ = s§ ¢¯ = ¯ + "1 § "2 avec
´ 1 + j´ 2j = p et C´ = 1. On a donc´ 1 = ¯ 1 + 1 et j´ 2j = j¯ 2 § 1j = ¯ 2 + 1, et on en
déduit que si¯ 2 6= 0, alors ´ = ¯ + "1 + "2.

Supposons̄ 2 6= 0. La preuve de 3.27 reste valable en remplaçants0 et h0 par
s+ et h+ . On a D ° = C° pour tout ° 2 C0 distinct de ¯ , D ¯ = C¯ ¡ 1 si (l = 2 et
¯ 1 + ¯ 2 = p¡ 2) et D ¯ = C¯ sinon. SoitG = Pin(4) et soit ° véri�ant les hypothèses
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de l'énoncé. Si° = ¯ et (l = 2 et ¯ 1 + ¯ 2 = p ¡ 2), on a D (°; 0) = D ° + D¿(° ) =
C° ¡ 1 + C¿(° ) = C(°; 0) ¡ 1. Sinon, D (°; 0) = D ° + D¿(° ) = C° + C¿(° ) = C(°; 0). Si
G = O(4) on a D (°; 0) = D ° et C(°; 0) = C° , d'où les formules voulues.

Si ¯ 2 = 0, ce qui implique G = O(4) , on sait que D ° = C° sauf si l = 2
et ¯ 1 + ¯ 2 = p ¡ 2. Supposons maintenantl = 2 et ¯ 1 + ¯ 2 = p ¡ 2. On pose
¡ 1 = ¯ + "1 + "2 et ¡ 2 = ¯ + "1 ¡ "2. Si ´ 2 P+ est tel queD ´ 6= 0 et ´ n'est pas
dans l'adhérence deCfond , on a ´ = ¡ 1 ou ´ = ¡ 2. CommeC¡ 1 = C¡ 2 = 1, on en
déduit D ¡ 1 = 1 ou D ¡ 2 = 1. Or la représentation¤ lV ­ T(¯ ) est invariante quand
on la tord par ¾, on a doncD ´ = D¿(´ ) pour tout poids ´ dominant, en particulier
D ¡ 1 = D ¡ 2 = 1. CommeC¯ = 2, la suite exacte 3.19 avecs0 remplacé pars+ ou s¡

montre queD ¯ = 0 et D ° = C° si ° 6= ¯ . On en déduit immédiatement les formules
pour O(4). 2
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Chapitre 4

Paires duales

Un exemple particulièrement connu de paire duale est la paire(GL( m); Sn ), qui
relie les représentations deGL(m) à celles du groupe symétriqueSn via la célèbre
dualité de Schur-Weyl. Nous étudions une dualité analogue pour des paires(G1; G2)
de groupes algébriques en suivant la méthode exposée dans [37] et [38].

On rappelle dans une première section la dé�nition d'une paire duale, et on
montre brièvement comment cette dualité échange les dimensions de certainsG1-
modules simples et certaines multiplicités deG2-modules indécomposables, via une
correspondance qu'on notȩ $ ~̧. Puis on explicite cinq paires duales construites
par Adamovich et Rybnikov [2] à l'aide du module simple de l'algèbre de Cli�ord
de V1 ­ V2, V1 et V2 étant respectivement les représentations naturelles deG1 et
G2. On précise pour chaque paire duale la correspondance¸ $ ~̧, et on montre
en�n comment le calcul du caractère de certaines représentations irréductibles de
G1 se ramène à la décomposition de certainsG2-modules basculants, à savoir des
produits tensoriels de puissances extérieures deV2, en somme directe deG2-modules
basculants indécomposables.

Les résultats de ce chapitre sont valables en toute caractéristique, sauf mention
explicite du contraire. Pour clari�er l'écriture, si i = 1; 2, on met un i en indice pour
indiquer à quel groupe on se réfère. AinsiP+

1 désigne le cône des poids dominants
de G1, etc.

4.1 Principe de dualité

Dé�nition 4.1 (Howe) [22] Soient G1, G2 deux groupes,M un G1 £ G2-module
et soient Ái : Gi ! GL(M ) les morphismes de groupes correspondants. On dit que
M est une(G1; G2) paire duale si l'algèbreEndG1 (M ) est engendré parÁ2(G2) et si
l'algèbreEndG2 (M ) est engendré parÁ1(G1).

Plaçons nous en caractéristique zéro, et soientG1, G2 connexes et semi-simples.
On considère une (G1,G2) paire duale M . Soit E (resp. F ) l'ensemble des poids
¸ 2 P+

1 (resp. P+
2 ) tels que L1(¸ ) (resp. L2(¸ )) est facteur direct du G1-module
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(resp. G2-module) M . Un résultat bien connu donne la décomposition duG1 £ G2-
module M .

Proposition 4.2 Il existe une bijection¸ 7! ~̧ de E sur F telle qu'on ait

M =
M

¸ 2 E

L1(¸ ) ­ L2(~̧):

Démonstration. A priori on a seulementM =
L

(¸ 1 ;¸ 2 )2 E £ F (L1(¸ 1) ­ L2(¸ 2))m ¸ 1 ;¸ 2 .
Si on montre que pour tout¸ 2 2 F , le G1-module H 0(U2; M )¸ 2 =

L
¸ 1

L1(¸ 1)m ¸ 1 ;¸ 2

est simple, on en déduitM =
L

¸ 22 F L1(µ(¸ 2)) ­ L2(¸ 2) pour une certaine fonctionµ.
Par symétrie on trouve une fonctionÃ telle queM =

L
¸ 12 E L1(¸ 1) ­ L2(Ã(¸ 1)) , ce

qui permet de conclure.
On est donc réduit à montrer que, pour tout¸ 2 tel que H 0(U2; M )¸ 2 est non

nul, le G1-module H 0(U2; M )¸ 2 est simple. PosonsC = End G2 (M ). Il su�t d'éta-
blir que H 0(U2; M )¸ 2 est un C-module simple. Si on écritM = ©¹ L2(¹ )m ¹ , on a
H 0(U2; M )¸ 2 = H 0(U2; L2(¸ 2)m ¸ 2 )¸ 2 = K m ¸ 2 et C = ©¹ EndG2 (L2(¹ )m ¹ ). On doit
donc véri�er que H 0(U2; L2(¸ 2)m ¸ 2 )¸ 2 est unEndG2 (L2(¸ 2)m ¸ 2 )-module simple. Il est
clair que pour tout A 2 End(K m ¸ 2 ), il existe une matriceA0 2 EndG2 (L2(¸ 2)m ¸ 2 ),
constituée de blocs diagonaux, qui agit parA sur H 0(U2; M )¸ 2 , d'où le résultat. 2

Supposons maintenant queK = Fp, et soit M une (G1; G2) paire duale. On
note A (resp. B) la sous-algèbre des endomorphismes deM engendrée par l'action
de G1 (resp. G2). Comme B-module, on aM =

L

i 2 I
S(i ) ­ I (i ) , où les I (i ) sont des

B-modules indécomposables distincts et lesS(i ) sont des espaces vectoriels. Par
construction, la dimension deSi est égale à la multiplicité deI (i ) comme facteur
direct du B-module M . On poseA0 =

L

i 2 I
EndSi . Cette algèbreA0 est semi-simple,

les Si sont lesA0-modules simples, etA0 est une sous-algèbre deA = End B (M ).
On peut montrer queA = A0 © R, où R est le radical deA. Par conséquent lesA-
modules simples s'identi�ent auxA0-modules simples. Il en résulte en particulier que
la dimension duG1-module simpleS(i ) est la multiplicité de I (i ) comme facteur direct
du G2-moduleM . Les paires duales échangent donc les dimensions desG1-modules
simples et les multiplicités desG2-modules indécomposables, et c'est cette propriété
qui va nous permettre d'obtenir des formules de caractères en caractéristiquep.

A titre d'exemple, on esquisse le traitement de la(Sp(2m); Sp(2n)) paire duale
en caractéristique zéro. On poseG1 = Sp(2m), G2 = Sp(2n), et pour i 2 f 1; 2g,
on note Vi la représentation naturelle deGi et bi la forme alternée non dégéné-
rée sur Vi . On munit V1 ­ V2 du produit scalaire b1 ­ b2 et on note S la re-
présentation simple deCli®(V1 ­ V2). Il est clair que Sp(2m) £ Sp(2n) agit sur
V1 ­ V2 par des transformations orthogonales, et comme ce groupe est connexe,
ces transformations sont de déterminant égal à1. Le groupe Sp(2m) £ Sp(2n)
étant simplement connexe, cette action se relève en un morphisme de groupes
Sp(2m) £ Sp(2n) ! Spin(V1 ­ V2) ½ Cli®(V1 ­ V2), comme illustré ci-dessous.
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Spin(V1 ­ V2)

Sp(2m) £ Sp(2n) SO(V1 ­ V2)

Il en résulte une structure deSp(2m) £ Sp(2n)-module surS, et on montre que
S est une(Sp(2m); Sp(2n)) paire duale. En tant queSp(2n)-module,S s'identi�e à
(¤ V2)­ m . On déduit du théorème que la dimension deL1(¸ ) est la multiplicité de
L2(~̧) dans leSp(2n)-module(¤ V2)­ m , et la proposition 2.3 permet de calculer cette
multiplicité pourvu qu'on connaisse~̧. On peut même ra�ner cette technique pour
obtenir le caractère deL1(¸ ), comme on le verra dans les sections suivantes.

4.2 Cinq paires duales

Le corps de baseK est à nouveau de caractéristique quelconque, et on procède
comme suit. A chaque paire(G1; G2), on associe un espace muni d'une forme qua-
dratique Q, et on note C(Q) son algèbre de Cli�ord ou la partie paire de l'algèbre
de Cli�ord suivant le cas. On construit deux réalisations du module simple deC(Q),
l'une étant de manière naturelle unG1-module et l'autre étant de manière naturelle
un G2-module. Par transport de structure, on obtient un(G1; G2)-moduleM qui est
en fait une (G1; G2) paire duale.

On reprend ici certaines des paires duales de [2]. Sur chaque ligne du tableau
suivant, on trouve une paire de groupes(G1; G2) et deux espaces vectorielsN1 et N2.
Le groupe G1 (resp. G2) dépend du paramètrem (resp. n), la base (z1; : : : ; z¡ 1)
dé�nie au premier chapitre est notée(x1; : : : ; x¡ 1) (resp. (y1; : : : ; y¡ 1)) et V1 (resp.
V2) désigne la représentation naturelle deG1 (resp. G2). On note égalementV1+

(resp. V1¡ ) l'espace vectoriel engendré parx1; : : : ; xm (resp. x¡ 1; : : : ; x¡ m ) et V2+

(resp. V2¡ ) l'espace vectoriel engendré pary1; : : : ; yn (resp. y¡ 1; : : : ; y¡ n ).

G1 G2 N1 N2

Sp(2m) Sp(2n) V1 ­ V2¡ V1¡ ­ V2

SO(2m + 1) Pin(2n) V1 ­ V2¡ (V1¡ ­ V2) © (Kx 0 ­ V2¡ )
SO(2m) O(2n) V1 ­ V2¡ V1¡ ­ V2

Spin(2m + 1) Spin(2n + 1) (V1 ­ V2¡ ) © (V1¡ ­ Ky 0) (V1¡ ­ V2) © (Kx 0 ­ V2¡ )
Spin(2m) O(2n + 1) (V1 ­ V2¡ ) © (V1¡ ­ Ky 0) V1¡ ­ V2

Chaque ligne correspond à une(G1; G2) paire dualeM qu'on va dé�nir à l'aide
des espacesN1 et N2. Ces paires duales sont soumises à quelques restrictions : on
ne considère que des poids demi-entiers si le groupe considéré est un groupe spin ou
Pin(2n), p est supposé impair lorsque la paire duale n'est pas la paire symplectique,
et on supposen ¸ 2 quand on utilise les groupesO(2n) ou Pin(2n). Cette der-
nière condition n'est en fait nécessaire qu'en caractéristiquep, l'alcôve fondamentale
n'étant pas dé�nie si n = 1.
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On munit V1 ­ V2 d'une forme quadratique non dégénéréeQ dé�nie comme suit.
On noteb1 la forme bilinéaire alternée (resp. la polarisation de la forme quadratique)
de V1 lorsqueG1 = Sp(2m) (resp. G1 6= Sp(2m)), et on dé�nit de mêmeb2. On pose

Q(
nP

j = ¡ n
vj ­ yj ) =

nP

j =1
b1(vj ; v¡ j ) si G2 = Sp(2n); Spin(2n) ou O(2n),

et Q(
nP

j = ¡ n
vj ­ yj ) =

nP

j =1
b1(vj ; v¡ j ) ¡ b1(v0; v0) si G2 = Spin(2n + 1) ou O(2n + 1) .

On voit facilement que la polarisation deQ est b1 ­ b2 et queQ peut également
être dé�nie par la formule

Q(
mP

j = ¡ m
x j ­ wj ) =

mP

j =1
b2(wj ; w¡ j ) si G1 = Sp(2m); SO(2m) ou Spin(2m),

et Q(
mP

j = ¡ m
x j ­ wj ) =

mP

j =1
b2(wj ; w¡ j )¡ b2(w0; w0) si G1 = Spin(2m + 1) ou SO(2m + 1) .

Si G1 6= Spin(2m + 1) , on peut décomposerV1­ V2, de dimension paire, en somme
directe de sous-espaces totalement isotropes maximaux. SiG1 = Spin(2m + 1) , V1 ­
V2 est de dimension impaire et on aV1 ­ V2 = K (x0 ­ y0) © N où N est l'orthogonal
de K (x0 ­ y0), c'est-à-dire le sous-espace deV1 ­ V2 engendré par lesx i ­ yj , (i; j ) 6=
(0; 0). On peut décomposerN en somme directe de sous-espaces totalement isotropes
maximaux. On donne ci-dessous, pour chaque groupe, deux telles décompositions :

1. Si G1 = Sp(2m) ou G1 = SO(2m), on a V1 ­ V2 = N1 © (V1 ­ V2+ ) et
V1 ­ V2 = N2 © (V1+ ­ V2).

2. SiG1 = SO(2m + 1) , on aV1 ­ V2 = N1 © (V1 ­ V2+ ) et V1 ­ V2 = N2 © ((V1+ ­
V2) © (Kx 0 ­ V2+ )) .

3. Si G1 = Spin(2m + 1) , on a N = N1 © ((V1 ­ V2+ ) © (V1+ ­ Ky 0)) et N =
N2 © ((V1+ ­ V2) © (Kx 0 ­ V2+ )) .

4. Si G1 = Spin(2m), on a V1 ­ V2 = N1 © ((V1 ­ V2+ ) © (V1+ ­ Ky 0)) et
V1 ­ V2 = N2 © (V1+ ­ V2).

On poseC(Q) = Cli®( V1­ V2) si G1 6= Spin(2m + 1) et C(Q) = Cli® + (V1­ V2) '
Cli®(N ) sinon. On a vu que¤N1 et ¤N2 sont desC(Q)-modules simples, et l'algèbre
C(Q) a un unique module simple. Il existe donc, à multiplication par un scalaire près,
un unique C(Q)-isomorphisme' entre ¤N1 et ¤N2. Par ailleurs, pour chacune des
paires(G1; G2), ¤N1 est un G1-module et¤N2 un G2-module : siG2 = Pin(2 n) ou
Spin(2n + 1) , on a un isomorphisme vectoriel naturel entre¤N2 et (¤ V2)­ m ­ ¤V2¡ .
Comme ¤V2¡ = S est la représentation spin deG2, on peut munir ¤N2 d'une
structure de G2-module. On fait de même pourG1 = Spin(2m) ou Spin(2m + 1) .
Ainsi l'isomorphisme ' fait de ¤N1 et ¤N2 des (G1; G2)-modules isomorphes par
transport de structure, et on désigne parM ce (G1; G2)-module. On rappelle que
pour tout G-module M , on appelle commutant deM l'algèbre EndG(M ).

Théorème 4.3 [2] M est unG1£ G2-module. De plus,M est unG2-module (resp.G1-
module) basculant dont le commutant est engendré par l'action deG1 (resp. G2).
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En particulier, M est une(G1; G2) paire duale. Notons que la(SO(2m + 1) ; Pin(2n))
paire duale est aussi une(O(2m + 1) ; Spin(2n)) paire duale, et la(SO(2m); O(2n))
paire duale est aussi une(O(2m); SO(2n)) paire duale. Ce constat sera utile au
dernier chapitre, où on a besoin de(G1; G2) paires duales avecG2 connexe. Notons
également que ces deux �nouvelles� paires duales n'en sont pas, puisqu'en permutant
G1 et G2 on les retrouve dans notre tableau.

On peut expliciter l'isomorphime ' à l'aide du lemme et de la proposition qui
suivent.

Lemme 4.4 Il existe un uniqueC(Q)-isomorphisme' de ¤N1 sur ¤N2 qui envoie
1 sur ^ ¡ m

i = ¡ 1 ^ n
j =1 x i ­ yj .

Démonstration. On sait déjà qu'il existe, à multiplication par un scalaire près,
un unique C(Q)-isomorphisme' entre ¤N1 et ¤N2, il nous faut donc simplement
calculer ' (1). On dé�nit deux élémentsv; v0 de C(Q) comme suit :

1. v0 est le produit desx i ­ yj 2 N1 \ N2.

2. v est le produit desx i ­ yj 2 N1 nN1 \ N2, c'est-à-dire le produit desx i ­ yj 2
V1+ ­ V2¡ .

On veut montrer que ' (1) est le produit desx i ­ yj 2 N2 n N1 \ N2, c'est-à-dire
le produit des x i ­ yj 2 V1¡ ­ V2+ . En utilisant les résultats du premier chapitre,
on voit que v agit par multiplication extérieure sur ¤N1 et par dérivation sur ¤N2,
et v0 agit par multiplication extérieure sur ¤N1 et ¤N2. On a doncv ¢1 6= 0, d'où
v ¢' (1) = ' (v ¢1) 6= 0, et de mêmev0¢' (1) 6= 0. En considérant l'action dev sur
¤N2, il vient ' (1) = ( ^ ¡ m

i = ¡ 1 ^ n
j =1 x i ­ yj ) ^ w avec w 2 ¤N2, et l'action de v0 sur

¤N2 montre quew est scalaire. 2

Proposition 4.5 Soit

u = (
^

(i;j )2 ­ 1

x i ­ yj ) ^ (
^

(i;j )2 ­ 2

x i ­ yj ) 2 ¤N1

avec

­ 1 ½ f¡ 1; : : : ; ¡ mg £ f¡ 1; : : : ; ¡ ng si G1 = Sp(2m) ou G1 = SO(2m),
­ 1 ½ f 0; : : : ; ¡ mg £ f¡ 1; : : : ; ¡ ng si G1 = SO(2m + 1) ,
­ 1 ½ f¡ 1; : : : ; ¡ mg £ f 0; : : : ; ¡ ng si G1 = Spin(2n),
­ 1 ½ f 0; : : : ; ¡ mg £ f¡ 1; : : : ; ¡ ng [ f¡ 1; : : : ; ¡ mg £ f 0g si G1 = Spin(2m + 1) ,
­ 2 ½ f 1; : : : ; mg £ f¡ 1; : : : ; ¡ ng;
­ = f¡ 1; : : : ; ¡ mg £ f 1; : : : ; ng:

Alors
' (u) = § (

^

(i;j )2 ­ 1

x i ­ yj ) ^ (
^

(i;j )2 ­ n¡ ­ 2

x i ­ yj ) 2 ¤N2:
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Démonstration. Dans chaque cas,­ 1 (resp. ­ 2) est l'ensemble des indices(i; j ) tels
que x i ­ yj �gure dans u et x i ­ yj 2 N1 \ N2 (resp. N1 n N1 \ N2). On peut écrire

u = (¦ (i;j )2 ­ 1 x i ­ yj ) ¢(¦ (i;j )2 ­ 2 x i ­ yj ) ¢1;
' (u) = (¦ (i;j )2 ­ 1 x i ­ yj ) ¢(¦ (i;j )2 ­ 2 x i ­ yj ) ¢' (1) 2 ¤N2:
Notons que les di�érents facteurs du produit(¦ (i;j )2 ­ 1 x i ­ yj ) ¢(¦ (i;j )2 ­ 2 x i ­ yj ) 2

C(Q) anticommutent entre eux, l'ordre des facteurs n'a donc pas d'importance au
vu du résultat qu'on souhaite démontrer. Dans¤N2; le produit ¦ (i;j )2 ­ 2 x i ­ yj agit
par dérivation et le produit ¦ (i;j )2 ­ 1 x i ­ yj par multiplication extérieure. Comme
' (1) = ^ ¡ 1

i = ¡ m ^ n
j =1 x i ­ yj , on obtient la formule voulue. 2

On énonce maintenant un résultat technique sur le comportement de l'isomor-
phisme' par rapport aux sommes directes. Ce résultat intervient uniquement dans
la démonstration de la proposition 7.3, et on pourrait en fait s'en passer. C'est
pourquoi on se contente de l'énoncer pour la paire(G1; G2) = (Sp(2m); Sp(2n)).

Soit 1 · k · m. On note Uk;+ (resp. Uk;+ ) le sous-espace deV1+ engendré par
(x1; : : : ; xk) (resp. (xk+1 ; : : : ; xm )), et on note Uk;¡ (resp. Uk;¡ ) le sous-espace de
V1¡ engendré par(x¡ 1; : : : ; x¡ k) (resp. (x¡ k¡ 1; : : : ; x¡ m )). PosonsUk = Uk;+ © Uk;¡ ,
Uk = Uk;+ ©Uk;¡ . Soit ' m (resp. ' k , ' k) l'isomorphisme¤( V1 ­ V2¡ )

' m¡¡! ¤( V1¡ ­ V2)

(resp. ¤( Uk ­ V2¡ )
' k¡! ¤( Uk;¡ ­ V2), ¤( Uk ­ V2¡ )

' k¡! ¤( Uk;¡ ­ V2)) qui envoie1 sur
¤ ¡ m

i = ¡ 1¤ n
j =1 x i ­ yj (resp.¤ ¡ k

i = ¡ 1¤ n
j =1 x i ­ yj , ¤ ¡ m

i = ¡ k¡ 1¤ n
j =1 x i ­ yj ). On a un isomorphisme

canonique entre¤( V1 ­ V2¡ ) et ¤( Uk ­ V2¡ ) ­ ¤( Uk ­ V2¡ ), ainsi qu'entre¤( V1¡ ­ V2)
et ¤( Uk;¡ ­ V2) ­ ¤( Uk;¡ ­ V2). On a donc un diagramme (non commutatif)

¤( U ­ V2¡ ) ­ ¤( Uk ­ V2¡ ) ' ¤( V1 ­ V2¡ )

#' k ­ ' k ' m#
¤( Uk;¡ ­ V2) ­ ¤( Uk;¡ ­ V2) ' ¤( V1¡ ­ V2)

De la proposition précédente on déduit immédiatement le lemme qui suit.

Lemme 4.6 Si on identi�e de manière canonique¤( V1 ­ V2¡ ) avec¤( Uk ­ V2¡ ) ­
¤( Uk ­ V2¡ ) et ¤( V1¡ ­ V2) avec¤( Uk;¡ ­ V2) ­ ¤( Uk;¡ ­ V2), alors on a

(' k ­ ' k)
³

(
V

(i;j )2 ­ k
x i ­ yj ) ­ (

V
(i;j )2 ­ k

x i ­ yj )
´

= § ' m

³ V
(i;j )2 ­ m

x i ­ yj

´

pour tous ­ k ½ f¡ k; : : : ; kg £ f¡ 1; : : : ; ¡ ng,
­ k ½ f¡ m; : : : ; ¡ k ¡ 1; k + 1; : : : ; mg £ f¡ 1; : : : ; ¡ ng
et ­ m = ­ k [ ­ k .

4.3 La correspondance ¸ $ ~̧

On dé�nit maintenant la bijection ¸ $ ~̧ entre certains poids dominants de
G1 et de G2. On prendra garde que pour le groupeO(2n + 1) , on utilise ¾et non
pas ¾c pour décrire ses représentations (voir la �n du paragraphe 1.3.2). Soit¸ un
poids dominant deG1 tel qu'on ait ¸ 1 · n + 1

2. Cela signi�e qu'on a l'inclusion
Y(¸ ) ½ R(m; n), où R(m; n) est un rectangle dem lignes et n colonnes. SoitC le
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complémentaire deY(¸ ) dansR(m; n). En lui appliquant une symétrie par rapport
à la seconde diagonale on trouve un diagramme de Young~Y, comme le montre
l'exemple suivant. On dé�nit le poids dominant ~̧ de G2 comme suit.

1. Si G2 = Sp(2n) ou Spin(2n + 1) , il existe un unique poids dominant~̧ (demi-
entier si G2 = Spin(2n + 1) ) de G2 de diagramme~Y.

2. Si G2 = Pin(2 n), on choisit l'unique poids~̧ de Spin(2n) qui soit demi-entier
et qui véri�e ~̧

n > 0 et Y(~̧) = ~Y.

3. Si G2 = O(2 n), notons ´ l'unique poids dominant deG0
2 tel que ´ n ¸ 0 et

Y(´ ) = ~Y, et remarquons quȩ n = 0 si et seulement sí n > 0. On pose~̧ = ´
si ¸ n = 0, ~̧ = ( ´; +) si ¸ n > 0 et ~̧ = ( ´; ¡ ) si ¸ n < 0.

4. Si G2 = O(2 n + 1) et ´ est l'unique poids dominant deG0
2 tel que Y(´ ) = ~Y,

on pose~̧ = ( ´; +) si ¸ n > 0 et ~̧ = ( ´; ¡ ) si ¸ n < 0.

On a ainsi une bijection entre les poids dominantş de G1 tels que Y(¸ ) ½
R(m; n) et les poids dominants~̧ de G2 tels queY(~̧) ½ R(n; m) (et qui sont demi-
entiers siG2 = Pin(2 n) ou Spin(2n + 1) ).

Exemple 4.7Si on considère la paire symplectique avecm = 3, n = 5, et ¸ =
4"1 + 2 "2 + "3; on a ~̧ = 3 "1 + 2 "2 + 2 "3 + 1 "4 + 0 "5.

Y(¸ )
C

Y(~̧)

La première �gure est celle deY(¸ ), la seconde représente l'inclusionY(¸ ) ½
R(3; 5) et la troisième montreY(~̧).

Pour pouvoir montrer dans la section suivante quȩ $ ~̧ est la correspondance
voulue, on doit d'abord exhiber un vecteur deM qui est U1 £ U2-invariant de poids
(¸; ~̧). A chaque poids dominanţ sousG1 tel que Y(¸ ) ½ R(m; n), on associe un
vecteur v¸ 2 M qui est U1 £ U2-invariant de poids (¸; ~̧) et un vecteur v¡

¸ 2 M
qui est U¡

1 £ U¡
2 -invariant. Le vecteur v¸ est dé�ni comme un produit extérieur de

certainsx i ­ yj 2 N1, et v¡
¸ est le produit extérieur desx i ­ yj 2 N1 ne �gurant pas

dansv¸ . En particulier on a v¸ ^ v¡
¸ 6= 0.

Supposons tout d'aborş m ¸ 0. Dans l'inclusion Y(¸ ) ½ R(m; n), on associe à
la boîte b située sur la lignei · m et la colonnej l'élément zb = x i ­ yj ¡ n¡ 1 de N1,
comme le montre l'exemple ci-dessous. On posev¸ =

V

b2 Y (¸ )
zb 2 ¤N1, et on véri�e

immédiatement quev¸ et v¡
¸ ont les propriétés requises.

Si G1 = SO(2m) et ¸ m < 0, soit ¾1 2 O(2m) dé�ni de la même manière que
¾2 O(2n) au premier chapitre. Les vecteursv¸ = ¾1v¿(¸ ) et v¡

¸ (= ¾1v¡
¿(¸ )) ont les

propriétés voulues. Seule leurU1-invariance (resp.U¡
1 -invariance) n'est pas tout à

fait évidente : il faut remarquer queU1 et U¡
1 sont stables par conjugaison par¾1,

c'est-à-dire que¾1 est quasi-semi-simple.
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En�n si G1 = Spin(2m) et ¸ m < 0, on procède de même : on fait agir trivialement
¾1 sur la représentation spin deSpin(2m), on obtient ainsi une action de¾1 sur ¤N1

et on posev¸ = ¾1v¿(¸ ) ^ (x¡ n ­ y0).

Exemple 4.8Soit m = 3, n = 6 et (G1; G2) la paire symplectique. On posȩ =
4"1 + 3"2 + 2"3. Le tableau qui suit montre l'inclusionY(¸ ) ½ R(2m; n).

y¡ 6 y¡ 5 y¡ 4 y¡ 3 y¡ 2 y¡ 1

x1

x2 b
x3

x¡ 3

x¡ 2

x¡ 1

On a

zb = x2 ­ y¡ 5 ,

v¸ = x1 ­ y¡ 6 ^ x1 ­ y¡ 5 ^ x1 ­ y¡ 4 ^ x1 ­ y¡ 3

^ x2 ­ y¡ 6 ^ x2 ­ y¡ 5 ^ x2 ­ y¡ 4

^ x3 ­ y¡ 6 ^ x3 ­ y¡ 5;

v¡
¸ = x1 ­ y¡ 2 ^ x1 ­ y¡ 1

^ x2 ­ y¡ 3 ^ x2 ­ y¡ 2 ^ x2 ­ y¡ 1

^ x3 ­ y¡ 4 ^ x3 ­ y¡ 3 ^ x3 ­ y¡ 2 ^ x3 ­ y¡ 1

^ x¡ 3 ­ y¡ 6 ^ x¡ 3 ­ y¡ 5 ^ x¡ 3 ­ y¡ 4 ^ x¡ 3 ­ y¡ 3 ^ x¡ 3 ­ y¡ 2 ^ x¡ 3 ­ y¡ 1

^ x¡ 2 ­ y¡ 6 ^ x¡ 2 ­ y¡ 5 ^ x¡ 2 ­ y¡ 4 ^ x¡ 2 ­ y¡ 3 ^ x¡ 2 ­ y¡ 2 ^ x¡ 2 ­ y¡ 1

^ x¡ 1 ­ y¡ 6 ^ x¡ 1 ­ y¡ 5 ^ x¡ 1 ­ y¡ 4 ^ x¡ 1 ­ y¡ 3 ^ x¡ 1 ­ y¡ 2 ^ x¡ 1 ­ y¡ 1:

4.4 Echange des dimensions et des multiplicités

Soit M un G2-module basculant. On notei l'injection canonique deH 0(U2; M )
dansM . On dé�nit également H0(U¡

2 ; M ) = M=I; où I est le sous-espace engendré
par lesg v ¡ v, avecg 2 U¡

2 et v 2 M , et on désigne par¼la projection canonique
de M sur H0(U¡

2 ; M ). Soit C = End G2 (M ) le commutant du G2-module M , et
notonsS¯ (M ) le C-moduleH 0(U2; M )¯ pour tout poids dominant ¯ de G2. Si G2 =
O(2n) ou O(2n + 1) , rappelons quē peut désigner un couple(´; " ) avec ´ 2 P+

2

et " 2 f + ; ¡g , et on parle de vecteurs de poids̄ au sens de la dé�nition 1.14. Soit
T(M ) l'image de¼ ± i : H 0(U2; M ) i¡! M ¼¡! H0(U¡

2 ; M ): C'est un C-module et un
H2-module dont on noteT¯ (M ) le sous-espace de poids¯ . On note [M : T2(¯ )] la
multiplicité, comme facteur direct, deT2(¯ ) dans le module basculantM .
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Remarquons que la démonstration des deux résultats suivants qu'on trouve
dans [38], pour un groupe connexe, est également valable pour les groupesO(2n),
O(2n + 1) et Pin(2n).

Lemme 4.9 ([38], lemme 7.3) On a [M : T2(¯ )] = dim T¯ (M ), en particulier
T¯ (T(° )) = f 0g si ¯ 6= ° et T¯ (T(¯ )) = K ¯ , où K ¯ est leH2-module de dimension
1 et de poids¯ .

Proposition 4.10 ([38], lemme 11.1) Soit ¯ un poids dominant deG2 tel que
T¯ (M ) 6= f 0g.

1. Le C-moduleT¯ (M ) est simple, de dimension[M : T2(¯ )].

2. Soit Z¯ (M ) le noyau du morphisme surjectif deC-modulesS¯ (M ) ! T¯ (M )
induit par ¼ ± i . On a Z¯ (M ) = Rad( C)S¯ (M ), où Rad(C) est le radical de
C.

3. En particulier, tout v 2 S¯ (M )nZ¯ (M ) engendreS¯ (M ) et T¯ (M ) est l'unique
quotient simple deS¯ (M ).

On constate une similitude entre les propriétés deS¯ (M ) et celles des modules de
Weyl, ce que la proposition suivante précise. Notons auparavant qu'en caractéristique
nulle, S¯ (M ) et T¯ (M ) sont isomorphes puisqueRad(C) = f 0g, et la projection ¼
est donc super�ue. En caractérisquep, appliquer ¼à i (T(¸ )) permet d'éliminer tous
les vecteursU2-invariants de poids< ¸ . On applique maintenant les résultats qui
précèdent àM = M.

Proposition 4.11 Soit ¸ 2 P+
1 tel que¸ 1 · n + 1

2 . On a

1. T~̧(M) = L1(¸ ).

2. S~̧(M) = ¢ 1(¸ ).

3. dim L1(¸ )¹ = [ M ¹ : T2(~̧)] pour tout ¹ 2 P1.

Démonstration. Remarquons tout d'abord queM ¹ est facteur direct, commeG2-
module, du G2-module basculantM, et ainsi M ¹ est lui-même basculant, ce qui
justi�e la notation [M ¹ : T2(~̧)].

1. SupposonsG2 = Sp(2n), O(2n) ou O(2n + 1) . On posed = dim V1¡ ­ V2 et on
considère l'application¡ : ¤ N2 ! ¤ dN2 dé�nie par ¡( w) = ¦( w ^ ' (v¡

¸ )) , ¦
étant la projection naturelle de¤N2 sur ¤ dN2 et ' étant l'isomorphisme entre
les modules de Cli�ord ¤N1 et ¤N2. L'application ¦ est U¡

2 -équivariante,
U¡

2 agit trivialement sur Im(¡) car ¤ dN2 est de dimension 1 et' (v¡
¸ ) est

U¡
2 -invariant, ce qui montre que¡ se factorise à traversH0(U¡

2 ; M) en une
application ¡ . Comme¡( ¼(' (v¸ ))) = ¡( ' (v¸ )) = ' (v¸ ) ^ ' (v¡

¸ ) est non nul,
on en déduit que¼ ± i(' (v¸ )) 2 T~̧(M) est non nul. Ce vecteur étantU1-
invariant de poids ¸ , la proposition 4.10 donne le résultat annoncé.
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Si G2 = Pin(2 n) ou Spin(2n + 1) , on prend d = dim V1¡ ­ V2, ¡ : ¤ N2 !
¤ d(V1¡ ­ V2) ­ ¤V2¡ et ¦ est la projection naturelle de¤N2 sur ¤ d(V1¡ ­
V2) ­ ¤V2¡ . Le reste de l'argument est identique, en particulier on voit que
U¡

2 agit trivialement sur Im(¡) car y¡ 1 ^ ¢ ¢ ¢ ŷ¡ n 2 ¤V2¡ est de poids¡ ! + ,
et donc U¡

2 -invariant.

2. SupposonsG2 = Sp(2n), Spin(2n + 1) , O(2n + 1) , Pin(2n), ou (G2 = O(2 n)
et ¸ n = 0). En caractéristique zéro, on aS~̧(M) = ¢ 1(¸ ) : il su�t de reprendre
la démonstration du point précédent, valable en toute caractéristique. Le ca-
ractère deM ne dépend pas de la caractéristique, et comme leG0

2-module M
est muni d'une bonne �ltration, on en déduit quedim S~̧(M) n'en dépend pas
non plus d'après 3.13. Comme la dimension de¢ 1(¸ ) ne dépend également
pas de la caractéristique, on adim S~̧(M) = dim ¢ 1(¸ ) en toute caractéris-
tique. De plus on a vu que' (v¸ ) 62Z ~̧(M), on déduit donc de 4.10 queS~̧(M)
est engendré par un vecteurU1-invariant de poids ¸ sousG1, et la propriété
universelle de¢ 1(¸ ) permet de conclure.
Si G2 = O(2 n) et ~̧ = ( ´; s) avec ´ 2 P+ , ´ n = 0 et s 2 f + ; ¡g , on montre
comme ci-dessus quedim S(´; +) (M) + dim S(´; ¡ )(M), c'est-à-dire la dimension
de l'espace des vecteursU2-invariants de poids´ sousG0

2, vaut dim ¢ 1(¸ ) +
dim ¢ 1(¿(¸ )) en toute caractéristique. On sait aussi que sit = s (resp.t = ¡ s),
S(´;t )(M) est engendré par un vecteurU1-invariant de poids¸ (resp.¿(¸ )) sous
G1, la propriété universelle des modules de Weyl implique alors queS(´;t )(M)
est un quotient de¢ 1(¸ ) (resp. ¢ 1(¿(¸ ))), et on conclut comme auparavant.

3. On a (T~̧(M)) ¹ = T~̧(M ¹ ) pour tout poids ¹ de G1. En e�et on a clairement
T~̧(M ¹ ) ½ (T~̧(M)) ¹ , et T~̧(M) = T~̧(©M ¹ ) =

P
T~̧(M ¹ ) = ©(T~̧(M)) ¹ , d'où

l'égalité. Le lemme 4.9 donne alorsdim L1(¸ )¹ = dim( T~̧(M)) ¹ = dim T~̧(M ¹ ) =
[M ¹ : T2(~̧)].

2

Il ne reste plus qu'à expliciter leG2-module M ¹ . Remarquons queV1¡ et Kx 0

sont desH1-modules, si bien queN2, puis ¤N2 héritent d'une nouvelle structure de
H1-module, qu'on désigne comme étant laseconde action deH1 sur ¤N2. On parle
simplement de l'action deH1 sur ¤N2 quand on veut parler de l'action naturelle de
H1 sur ¤N1, transportée via ' : ¤N1 ! ¤N2.

Proposition 4.12 Soit v 2 ¤N2 de poidsº sous la seconde action deH1. Le poids

de v sous l'action deH1 est º + n
mP

i =1
" i si G1 = Sp(2m), SO(2m) ou SO(2m + 1) ,

et º + ( n + 1
2)

mP

i =1
" i si G1 = Spin(2m + 1) ou Spin(2m).

Démonstration. Il su�t de démontrer cette formule pour les v qui sont des pro-
duits extérieurs desx i ­ yj . Elle résulte immédiatement de la proposition 4.5 liant
v et ' ¡ 1(v) 2 ¤N1 : suposons tout d'abordG1 6= Spin(V1). Pour tout E ½
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f¡ m; : : : ; mg £ f 0; : : : ; ¡ ng, on dé�nit le poids ¹ (E) de E (relativement à H1) par
¹ (E) =

P m
i =1 (E i; + ¡ E i; ¡ )" i où E i; + (resp.E i; ¡ ) est le cardinal def j j (x i ; yj ) 2 Eg

(resp. f j j (x¡ i ; yj ) 2 Eg. En reprenant les notations de 4.5, on voit que le poids de
w = ' ¡ 1(v) sousH1 est ¹ (­ 1)+ ¹ (­ 2), et le poids dev = ' (w) sous la seconde action

de H1 est ¹ (­ 1) + ¹ (­ n ¡ ­ 2) = ¹ (­ 1) + ¹ (­) + ¹ (­ 2) = ¹ (­ 1) + ¹ (­ 2) ¡ n
mP

i =1
" i .

Si G1 = Spin(2m + 1) ou Spin(2m), il faut prendre en compte la représentation
spin. Avec les notations de 4.5, on peut écrire­ 1 comme la réunion de deux ensembles
disjoints ­ 0 et ­ 1 tels que ­ 0 ½ f¡ 1; : : : ; ¡ mg £ f 0g et ­ 1 ½ f 0; : : : ; ¡ mg £
f¡ 1; : : : ; ¡ ng. Alors le poids dew est

¹ (­ 1) + ¹ (­ 2) + 1
2(

P

j 62¡­ 0

" j ¡
P

j 2¡ ­ 0

" j ),

et le poids dev sous la seconde action est

¹ (­ 0) + ¹ (­ 1) + ¹ (­ 2) ¡ n
mP

i =1
" i

= ¹ (­ 1)+ ¹ (­ 2)+ 1
2(

P

j 62¡­ 0

" j ¡
P

j 2¡ ­ 0

" j )+( ¹ (­ 0) ¡ n
mP

i =1
" i ¡ 1

2(
P

j 62¡­ 0

" j ¡
P

j 2¡ ­ 0

" j ))

= poids dew¡
P

j 2¡ ­ 0

" j ¡ n
mP

i =1
" i ¡ 1

2

P

j 62¡­ 0

" j + 1
2

P

j 2¡ ­ 0

" j = poids dew¡ (n+ 1
2)

mP

i =1
" i .

2

Dé�nition 4.13 Pour tout ¹ =
mP

i =1
¹ i " i 2 P1 entier (resp. demi-entier), on pose

¤ ¹ V2 =
mN

i =1
¤ n¡ ¹ i V2 (resp. ¤ ¹ V2 =

mN

i =1
¤ n+ 1

2 ¡ ¹ i V2).

Corollaire 4.14 Pour tout ¹ 2 P1 (demi-entier si G1 = Spin(2m + 1) ou Spin(2m))
on a les égalités entreG2-modules :

1. Si G1 = Sp(2m), SO(2m) ou Spin(2m), M ¹ ' ¤ ¹ V2.

2. Si G1 = SO(2m + 1) ou Spin(2m + 1) , M ¹ ' ¤ ¹ V2 ­ ¤V2¡ .

Démonstration. D'après la proposition précédente,M ¹ est l'ensemble des vecteurs

de ¤N2 de poids º =
mP

i =1
º i " i = ¹ ¡ n

mP

i =1
" i (resp.º = ¹ ¡ (n + 1

2)
mP

i =1
" i ) sous la

seconde action deH1 si G1 6= Spin(2m + 1) ; Spin(2m) (resp. G1 = Spin(2m + 1) ou
Spin(2m)).

1. Si G1 = Sp(2m),SO(2m) ou Spin(2m), une base deM ¹ est la famille desV

i ¸ 1

V

j 2 J i

x¡ i ­ yj 2 ¤N2 aveccardJi = ¡ º i = n ¡ ¹ i pour tout i si G1 = Sp(2m)

ou SO(2m), et cardJi = ¡ º i = n + 1
2 ¡ ¹ i pour tout i si G1 = Spin(2m).

On en déduit un isomorphisme deG2-modulesÃ : ¤ ¹ V2 ! M ¹ qui envoieN
i (

V
j 2 J i

yj ) sur
N

i (
V

j 2 J i
x¡ i ­ yj ).

2. Si G1 = SO(2m + 1) ou Spin(2m + 1) , une base deM ¹ est la famille desV

i ¸ 0

V

j 2 J i

x¡ i ­ yj 2 ¤N2 avecJ0 ½ f¡ 1; : : : ; ¡ ng, et pour tout i 6= 0 : cardJi =
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¡ º i = n ¡ ¹ i si G1 = SO(2m + 1) et cardJi = ¡ º i = n + 1
2 ¡ ¹ i si G1 =

Spin(2m + 1) . On en déduit un isomorphisme deG2-modules Ã : ¤ ¹ V2 ­
¤V2¡ ! M ¹ qui envoie(

N
i 6=0 (

V
j 2 J i

yj )) ­ (
V

j 2 J0
yj ) sur

N
i (

V
j 2 J i

x¡ i ­ yj ).

2

Corollaire 4.15 Soient ¸ 2 P+
1 tel que¸ 1 · n + 1

2 et ¹ 2 P1.
Si G1 = Sp(2m), SO(2m) ou Spin(2m), on a dim L1(¸ )¹ = [¤ ¹ V2 : T2(~̧)].
Si G1 = SO(2m + 1) ou Spin(2m + 1) , on a dim L1(¸ )¹ = [¤ ¹ V2 ­ ¤V2¡ : T2(~̧)].

Dans tous les cas, les poids¹ =
mP

i =1
¹ i " i de L1(¸ ) véri�ent j¹ i j · n + 1

2 pour tout i .
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Chapitre 5

Caractères en caractéristique zéro

On se propose dans ce chapitre de retrouver les formules combinatoires don-
nant les caractères des groupes classiques en caractéristique zéro. Cela nous permet
d'introduire des dé�nitions qui serviront dans le chapitre suivant, et de séparer les
di�cultés liées à la caractéristique et celles liées à la combinatoire.

Même dans ce cadre, le recours aux paires duales est intéressant : classiquement,
les démonstrations des formules qui expriment les valeurs des caractères des groupes
classiques en termes de diagrammes de Young se réduisent à des manipulations
combinatoires faisant intervenir des bidéterminants (reformulations de la formule
des caractères de Weyl) et des identités entre polynômes symétriques. Les paires
duales permettent de minimiser la partie combinatoire et lui donnent davantage de
sens, en montrant qu'elle traduit la décomposition de certains produits tensoriels de
représentations du groupe auxiliaire.

Pour déterminer le caractère d'une représentationL(¸ ), nous procédons comme
suit. On traite d'abord le groupe symplectique, dont la combinatoire est la plus
simple. On réunit les résultats des chapitres précédents, ce qui permet d'exprimer le
caractère de la représentationL(¸ ) de Sp(2m) en termes de suites de pseudo-GL(2)-
tableaux gauches, suites qu'on concatène en pseudo-Sp(2m)-tableaux, eux-mêmes
transformés enSp(2m)-tableaux de formeY(¸ ). On applique ensuite le même schéma
aux autre groupes.

On conclut ce chapitre par une démonstration du théorème 1.18, qui donne les
caractères deO(2n) sur la seconde composante connexe de ce groupe. On utilise
pour cela la paire duale(SO(2m); O(2n)), mais les rôles sont inversés par rapport à
ceux du chapitre précédent : on veut calculer les caractères irréductibles deO(2n),
et c'est SO(2m) qui est le groupe auxiliaire.

5.1 Synthèse des chapitres 2 et 4

Montrons comment les chapitres précédents nous permettent de trouver des for-
mules de caractères. SoitG = G1 = Sp(2m) et soient ¸ 2 P+

1 et ¹ 2 P1. Grâce aux
paires duales, on sait que si on �xe un entiern ¸ ¸ 1, une (Sp(2m),Sp(2n)) paire
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duale nous donne la formuledim L1(¸ )¹ = [¤ ¹ V2 : L2(~̧)]. Il nous faut donc itérer
des produits tensoriels de puissances extérieures deV2 et traduire les multiplicités
sous forme combinatoire à l'aide des résultats du chapitre 2. Rappelons tout d'abord
quelques dé�nitions classiques.

Dé�nition 5.1 Soit Y un diagramme de Young. Un tableauT de forme Y est
un remplissage des boîtes deY par des entiers strictements positifs. Pour touti
on note Ti le nombre de boîtes deT ayant le numéroi . Si la numérotation deT
est croissante au sens large dans chaque ligne (parcourue de gauche à droite) et
chaque colonne (parcourue de haut en bas), pour touti on note T[i ] le diagramme
de Young constituée des boîtes de numéro· i . On dit que T est semi-standard si la
numérotation est croissante au sens large dans chaque ligne et strictement croissante
dans chaque colonne.

On obtient immédiatement que la multiplicité deL(~̧) dans¤ ¹ V2 est le nombre de
suites de pseudo-GL(2)-tableaux gauches sur des diagrammes gauches° 0 ! ° 1; ° 1 !
° 2; : : : ; ° m¡ 1 ! ° m avec ° 0 = 0, ° m = ~̧ et pour tout i , les tableaux gauches sur
° i ¡ 1 ! ° i sont de poids¹ i . Considérons une telle suite, et pour touti remplaçons
1 par 2i ¡ 1 et 2 par 2i dans le tableau gauche sur° i ¡ 1 ! ° i . En imbriquant ces
tableaux gauches les uns à la suite des autres, on obtient un tableauT sur un certain
diagramme de Young. Indiquons brièvement comment retrouver les poids° i et les
diagrammes gauches° i ¡ 1 ! ° i à partir du tableau T. Par construction on sait déjà
que ° i ¡ 1 ! ° i = T[2i ] n T[2i ¡ 2] pour tout i , et une récurrence immédiate suri
montre queR(n; i ) ½ T[2i ] et Y(° i ) = T[2i ] n R(n; i ) pour tout i .

On a en particulier Y(~̧) = T[2m] n R(n; m). Ceci nous amène à introduire les
dé�nitions suivantes, notamment celle de pseudo-Sp(2m)-tableau.

Dé�nition 5.2 Un GL(m)-tableauT est un tableau semi-standard dont les numéros
sont compris entre1 et m.

Dé�nition 5.3 Un pseudo-GL(m)-tableau est le transposé d'unGL(m)-tableau (autre-
ment dit les numéros sont compris entre1 et m et la numérotation est strictement
croissante dans chaque ligne et croissante au sens large dans chaque colonne).

Dé�nition 5.4 Soit Y un diagramme de Young. UnSp(2m)-tableauT de formeY
est un GL(2m)-tableau de formeY où, si t1 < t 2 < : : : sont les numéros des boîtes
situées sur la première colonne deY, on a t i ¸ 2i ¡ 1 pour tout i .

Le poids deT est
mP

i =1
(T2i ¡ 1 ¡ T2i )" i :

Fixons n ¸ 1, et rappelons queR(n; j ) désigne le diagramme rectangulaire àn
lignes et j colonnes.
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Dé�nition 5.5 SupposonsR(n; m) ½ Y ½ R(n; 2m). Un pseudo-Sp(2m)-tableauT
de formeY est un pseudo-GL(2m)-tableau tel que pour touti · m on a R(n; i ) ½
T[2i ].

Le poids deT est
mP

i =1
(T2i ¡ T2i ¡ 1)" i :

On notera que la dé�nition du poids n'est pas la même pour lesSp(2m)-tableaux
et les pseudo-Sp(2m)-tableaux, et on remarquera que la notion de pseudo-Sp(2m)-
tableau dépend de l'entiern �xé.

Le tableau T obtenu par juxtaposition de pseudo-GL(2)-tableaux gauches est
donc un pseudo-Sp(2m)-tableau de formeY(~̧ + m! n ) (qui est le diagrammeY(~̧)
auquel on a ajouté un rectangleR(n; m)). Ainsi dim L(¸ )¹ est le nombre de pseudo-
Sp(2m)-tableaux de formeY(~̧ + m! n ) et de poids¹ . On établit dans la section
suivante une bijection naturelle entre les pseudo-Sp(2m)-tableaux de formeY(~̧ +
m! n ) et lesSp(2m)-tableaux de formeY(¸ ). Cette bijection élimine la dépendance
en n et permet d'exprimer dim L(¸ )¹ en termes de tableaux surY(¸ ).

5.2 Une correspondance entre tableaux

Soit G = Sp(2m), considérons un pseudo-Sp(2m)-tableau de formeY avec
R(n; m) ½ Y ½ R(n; 2m), et soit C = R(n; 2m) n Y. En appliquant à C la symétrie
par rapport à la seconde diagonale, on trouve un diagrammeÁ(Y) ½ R(m; n). A tout
pseudo-Sp(2m)-tableau T de formeY, on associe un tableauÁ(T) de formeÁ(Y) de
la manière suivante (voir l'exemple ci-dessous). CommeY ½ R(n; 2m), le tableauT
est une numérotation partielle deR(n; 2m), et sur chaque ligne deR(n; 2m), tout
numéro �gure au plus une fois. On complète cette numérotation de telle sorte que
sur chaque ligne deR(n; 2m), on trouve tous les entiers entre1 et 2m, les numéros
rajoutés décroissant strictement de la gauche vers la droite. On obtient ainsi une
numérotation des boîtes deÁ(Y), la numérotation étant strictement croissante dans
chaque colonne.

Exemple 5.6Si m = 3 et n = 5, la première �gure est un pseudo-Sp(6)-tableau T
de formeY = (6 ; 5; 5; 4; 4), la seconde �gure indique la numérotation deR(5; 6) et
la troisième est le tableauÁ(T) de formeÁ(Y) = (4 ; 2).

T

1 2 3 4 5 6
1 2 4 5 6
1 3 4 5 6
2 3 4 5
2 4 5 6

1 2 3 4 5 6
1 2 4 5 6 3
1 3 4 5 6 2
2 3 4 5 6 1
2 4 5 6 3 1

Á(T)
1 1 2 3
3 6

Sur la ligne 4 par exemple, il manquait les numéros6 et 1, on a donc complété
2 3 4 5en 2 3 4 5 6 1.
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On dispose de même d'une applicationÃ qui associe un tableauÃ(T) de formeY
à tout Sp(2m)-tableau T de formeÁ(Y), la numérotation deÃ(T) étant strictement
croissante dans chaque ligne. On veut prouver la proposition suivante.

Proposition 5.7 L'application Á est une bijection entre les pseudo-Sp(2m)-tableaux
de formeY et lesSp(2m)-tableaux de formeÁ(Y), son inverse étantÃ. En outre Á
et Ã préservent le poids.

Lemme 5.8 Si T est un pseudo-Sp(2m)-tableau de formeY, alors Á(T) est un
Sp(2m)-tableau de formeÁ(Y).

Démonstration. Etablissons tout d'abord queÁ(T) est un tableau semi-standard. Il
su�t d'établir la croissance au sens large de la numérotation dans chaque ligne, et on
peut se réduire au casn = 2, c'est-à-dire au cas oùÁ(Y) a au plus deux colonnes. Ob-
servons qu'un tableauU sur un diagramme de Young est une numérotation croissante
au sens large sur chaque ligne et sur chaque colonne si et seulement siU[j ] est un dia-
gramme de Young pour toutj . On doit donc montrer queÁ(T)[j ] est un diagramme
de Young pour tout j . La numérotation étant strictement croissante dans chaque
colonne deÁ(T), il su�t d'établir que la première colonne de Á(T)[j ] a au moins
autant de boîtes que la seconde. Pour tout diagramme de YoungV, notons L1(V)
(resp.L2(V), C1(V), C2(V)) le nombre de boîtes dans la première ligne deV (resp.
seconde ligne, première colonne, seconde colonne). On aC1(Á(T)[j ])+ L2(T[j ]) = j =
C2(Á(T)[j ]) + L1(T[j ]), d'où C1(Á(T)[j ]) ¡ C2(Á(T)[j ]) = L1(T[j ]) ¡ L2(T[j ]) ¸ 0.
Ainsi Á(T) est un tableau semi-standard.

Pour tout j , soit qj (resp.q0
j ) le nombre de numéros· 2j sur la première colonne

de Á(T) (resp. la lignen de T). Il résulte des dé�nitions queq0
j ¸ j , et on aq0

j + qj =
2j , d'où qj · j et t j +1 > 2j . Ainsi Á(T) est un Sp(2m)-tableau de formeÁ(Y). 2

Démonstration de la proposition. Le lemme 5.8 montre queÁ est à valeurs dans
l'ensemble desSp(2m)-tableaux de formeÁ(Y), et un lemme analogue montrerait
que Ã est à valeurs dans l'ensemble des pseudo-Sp(2m)-tableaux de formeY. Les
applications Á et Ã sont alors clairement inverses l'une de l'autre. En�n siT est un
pseudo-Sp(2m)-tableau de formeY, on voit queTj + Á(T) j = n pour tout j , et donc
T2i ¡ T2i ¡ 1 = Á(T)2i ¡ 1 ¡ Á(T)2i pour tout i , ce qui prouve queÁ préserve le poids.2

Via cette correspondance, dire qu'on a exactement (resp. au plus, au moins)l
boîtes de numéro· j sur la lignek de T équivaut à dire qu'on a exactement (resp.
au moins, au plus)j ¡ l boîtes de numéro· j sur la colonnen + 1 ¡ k de Á(T).

5.3 G-poids des G-tableaux

On dé�nit dans cette section lesG-tableaux,G étant un des nos cinq groupes clas-
siques connexes, et leurG-poids. SoitY un diagramme de Young etT un GL(2m)-
tableau de formeY. On note tu;v le numéro de la boîte à l'intersection de la ligneu
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et de la colonnev. On note égalementt1 < t 2 < : : : les numéros des boîtes situées
sur la première colonne deT. On rappelle pour commencer la dé�nition 5.4 d'un
Sp(2m)-tableau.

Dé�nition On dit que T est un Sp(2m)-tableau de formeY et de poids¹ si on a

t i ¸ 2i ¡ 1 pour tout i et
mP

i =1
(T2i ¡ 1 ¡ T2i )" i = ¹ .

Dé�nition 5.9 On dit que T est un Spin(2m + 1) -tableau de formeY et de poids

¹ si on a t i ¸ 2i ¡ 1 pour tout i et si
mP

i =1
(T2i ¡ 1 ¡ T2i )" i = ¹ + 1

2

mP

i =1
§ " i .

On remarque qu'unSpin(2m + 1) -tableau T de formeY n'a pas un poids déter-
miné, il y a en fait exactement2m poids¹ tels queT soit de poids¹ . Dans la section
suivante, on montre que la dimension deL(¸ ) est le nombre deG-tableaux de forme
Y(¸ ). Si G = Spin(2m + 1) , la dimension deL(¸ ) est donc le nombre deSp(2m)-
tableaux de formeY(¸ ) multiplié par 2m , autrement dit dim L(¸ ) = 2 m dim L0(¸ ),
L0(¸ ) étant la représentation deSp(2m) de plus haut poids¸ . Cette formule peut
aussi se déduire facilement de la formule des dimensions de Weyl.

Dé�nition 5.10 On dit queT est unSpin(2m)-tableau de formeY et de poids¹ si

on a t i ¸ 2i ¡ 1 pour tout i ,
mP

i =1
(T2i ¡ 1 ¡ T2i )" i = ¹ + 1

2

mP

i =1
§ " i , ainsi que les conditions

suivantes :

1. Si T2i ¡ 1 ¡ T2i = ¹ i ¡ 1
2, alors pour tout j , t i;j = 2i implique t i ¡ 1;j = 2i ¡ 1.

2. Si T2i ¡ 1 ¡ T2i = ¹ i + 1
2 , alors t i 6= 2i ¡ 1.

Dé�nition 5.11 On dit queT est unSO(2m + 1) -tableau de formeY et de poids¹

si on a t i ¸ 2i ¡ 1 pour tout i ,
mP

i =1
(T2i ¡ 1 ¡ T2i )" i = ¹ ainsi que la condition suivante :

si i est tel quet i = 2i ¡ 1, on peut placer un# à droite de t i , dans la même boîte.
Les 2i ¡ 1 accompagnés d'un# ne sont pas comptabilisés dans le calcul deT2i ¡ 1.

Dé�nition 5.12 On dit que T est un SO(2m)-tableau de formeY et de poids¹ si

on a t i ¸ 2i ¡ 1 pour tout i ,
mP

i =1
(T2i ¡ 1 ¡ T2i )" i = ¹ ainsi que les conditions suivantes :

1. Si t i · 2i , on doit placer un signesi 2 f + ; ¡g à droite de t i , dans la même
boîte. On convient de posert0 = 0 et s0 = + .

2. Si on a t i ¡ 1 · 2i ¡ 2 et t i = 2i pour un i ¸ 1, on a si = ¡ si ¡ 1.

3. si on a t i ¡ 1 · 2i ¡ 2 et t i = 2i ¡ 1 pour un i ¸ 1, on a si = si ¡ 1 et pour tout
j , t i;j = 2i implique t i ¡ 1;j = 2i ¡ 1.
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5.4 Caractères en caractéristique zéro

Soit G un de nos groupes classiques connexes. SiG = SO(2m) et ¸ m 6= 0, on
convient que dans toutG-tableau de formeY(¸ ), on a sm = + si ¸ m > 0 et sm = ¡
si ¸ m < 0. Avec cette convention, on a siG = Sp(2m), SO(2m + 1) , SO(2m),
Spin(2m + 1) ou Spin(2m) :

Théorème 5.13 Pour tout ¸ 2 P+ et tout ¹ 2 P tel que¹ · ¸ , la dimension de
L(¸ )¹ est le nombre deG-tableaux de formeY(¸ ) et de poids¹ .

Démonstration. On �xe n ¸ ¸ 1 ¡ 1
2 et on considère la(G1; G2) paire dualeM telle

que G1 = G. Soit T un Sp(2m)-tableau de formeY(¸ ), Ã(T) étant la juxtaposition
d'une suite de pseudo-GL(2)-tableaux gauches sur les diagrammes gauches° 0 !
° 1; ° 1 ! ° 2; : : : ; ° m¡ 1 ! ° m . Pour chaque groupeG, il nous faut véri�er que les
di�érentes conditions portant sur les pseudo-GL(2)-tableaux font deT un G-tableau
de poids¹ .

1. SiG = Sp(2m) le résultat découle immédiatement des discussions précédentes.

2. Si G = Spin(2m + 1) , seule la condition portant sur le poids demande une
véri�cation. On a ° 0 = ! + , ° m = ~̧, et le tableau gauche sur° i ¡ 1 ! ° i est de
poidsn ¡ (n + 1

2 ¡ ¹ i ) = ¹ i ¡ 1
2 ou n ¡ (n + 1

2 ¡ ¹ i )+1 = ¹ i + 1
2 , d'où la formule

voulue.

3. Si G = SO(2m + 1) , on a ° 0 = ! + , ° m = ~̧. En vertu de 2.11, si on a uni
tel que ° i ¡ 1

n = ° i
n = 1

2, on peut avoir un 2i# dans l'unique boîte située sur la
ligne n de ° i ¡ 1 ! ° i . CommeY(° i ) = Ã(T)[2i ] n R(n; i ), la condition ° i

n = 1
2

équivaut à dire qu'il y a exactementi boîtes de numéro· 2i sur la lignen de
Ã(T), ce qui équivaut aussi à dire qu'il y a exactementi boîtes de numéro· 2i
sur la première colonne deT, c'est-à-dire t i · 2i puisqu'on a t i +1 ¸ 2i + 1.
Par conséquent sit i ¡ 1 · 2i ¡ 2 et t i · 2i on peut avoir un 2i# sur la ligne n
de Ã(T), dans l'unique boîte dont le numéro est2i ¡ 1 ou 2i . Sur la première
colonne deT on a également une unique boîte dont le numéro est2i ¡ 1 ou
2i , et ce numéro est2i (resp. 2i ¡ 1) si le numéro sur la lignen de Ã(T) est
2i ¡ 1 (resp. 2i ). On dièse le2i ¡ 1 de T lorsque le2i de Ã(T) est diésé, et
on véri�e que ce(2i ¡ 1)# ne doit pas être pris en compte dans le calcul du
poids. Finalement, sit i ¡ 1 · 2i ¡ 2 et t i · 2i on peut avoir un (2i ¡ 1)# sur
la première colonne deT, nécessairement sur la lignei , ce qui équivaut à la
condition de l'énoncé.

4. Si G = SO(2m), on considère en outre une suites0; : : : ; sm avecsi 2 f 0; + ; ¡g
pour tout i et (° 0; s0) = (0 ; +) , (° m ; sm ) = ~̧ si ¸ m 6= 0, (° m ; sm ) = ( ~̧; 0)
sinon. La multiplicité de L(° i ; si ) dans ¤ lV2 ­ L(° i ¡ 1; si ¡ 1) est donnée par la
proposition 2.11, et on en déduit des conditions surT. Si ° i ¡ 1

n = ° i
n = 0 et

si ¡ 1 = si , il n'existe pas dej tel que (° i ¡ 1
j = 0 et Ã(T) a un 2i ¡ 1 et pas

de 2i sur la ligne j ). La condition ° i
n = 0 équivaut à t i · 2i , et sous cette

hypothèse on met le signesi à droite det i dans la même boîte. On asi ¡ 1 = si
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si et seulement s'il n'existe pas dej tel que (on a exactementi ¡ 1 boîtes de
numéro · 2i ¡ 2 sur la ligne j de Ã(T) et Ã(T) a un 2i ¡ 1 et pas de2i sur
la ligne j ), c'est-à-dire qu' il n'existe pas dej tel que (t i ¡ 1;j · 2i ¡ 2 et T
a un 2i et pas de2i ¡ 1 sur la colonnej ). Comme t i +1 ;j ¸ t i +1 ¸ 2i + 1, la
condition se réécrit : il n'existe pas dej tel que (t i ¡ 1;j · 2i ¡ 2 et t i;j = 2i ).
Si ° i ¡ 1

n = ° i
n = 0, on a si ¡ 1 = ¡ si si et seulement siÃ(T) a un 2i ¡ 1 et

pas de2i sur la ligne n, ce qui signi�e queT a un 2i et pas de2i ¡ 1 sur
la première colonne, autrement ditt i = 2i . Résumons les conditions obtenues
sous l'hypothèset i ¡ 1 · 2i ¡ 2 et t i · 2i :

(a) si ¡ 1 = si si et seulement s'il n'existe pas dej tel que (t i ¡ 1;j · 2i ¡ 2 et
t i;j = 2i ).

(b) si ¡ 1 = ¡ si si et seulement sit i = 2i .

Ces conditions sont clairement équivalentes à celles de l'énoncé.

5. Si G = Spin(2m), on considère encore une suites0; : : : ; sm avec si 2 f + ; ¡g
pour tout i et (° 0; s0) = (0 ; +) , (° m ; sm ) = ~̧. Pour tout i , le tableau gauche
sur ° i ¡ 1 ! ° i est de poids¹ i § 1

2 et il véri�e la condition suivante : s'il est
de poids¹ i ¡ 1

2 , il n'existe pas dei tel que (° i ¡ 1
j = 0 et Ã(T) a un 2i ¡ 1 et

pas de2i sur la ligne j ), et s'il est de poids¹ i + 1
2 et ° i ¡ 1

n = 0, le numéro
2i ¡ 1 �gure sur la ligne n. La première possibilité a déjà été traitée dans le
casG = SO(2m), on peut donc supposer que le poids est¹ i + 1

2 et ° i ¡ 1
n = 0,

c'est-à-dire que lai ème composante du poids deT est ¹ i + 1
2 et t i ¡ 1 · 2i ¡ 2.

Alors le numéro 2i ¡ 1 ne �gure pas sur la première colonne deT. Ceci se
reformule en : si lai ème composante du poids deT est ¹ i + 1

2 et t i ¡ 1 · 2i ¡ 2,
alors t i 6= 2i ¡ 1. Mais il est évident que sit i ¡ 1 ¸ 2i ¡ 1, alors t i 6= 2i ¡ 1, et
la condition sur t i ¡ 1 est donc super�ue.

Il reste à traiter la condition portant sur sm , à savoirsm = 1 si et seulement
si ¸ m > 0. Pour cela, il nous faut déterminersm . On rappelle les notations du
premier chapitre :¾c = ¡ id et ¾= ¾chc. Soit w~̧ le vecteur de plus haut poids
de L2(~̧), sur lequel ¾ agit par multiplication par sm . Comme " i (h) = ¡ 1
pour tout i , on voit que ¾c agit sur w~̧ par multiplication par sm (¡ 1)

P ~̧i .
Considérons maintenant un produit tensoriel¤ n+ 1

2 ¡ ¹ i V2­ L(° i ¡ 1; si ¡ 1) sous¾c.
Si L(° i ; si ) en est un facteur direct, on a vu que¾c agit par multiplication par
si = si ¡ 1(¡ 1)n+ 1

2 ¡ ¹ i sur L(° i ). On trouve donc (¡ 1)
P

(n+ 1
2 ¡ ¹ i ) = sm (¡ 1)

P ~̧i .
Si ¸ m > 0, on a

P ~̧
i +

P
(¸ i ¡ 1

2) = mn, et si ¸ m < 0, on a
P ~̧

i +
P

i 6= m (¸ i ¡ 1
2)¡

¸ m ¡ 1
2 = mn. On en déduitsm = ( ¡ 1)

P
(¸ i ¡ ¹ i ) si ¸ m > 0 et sm = ¡ (¡ 1)

P
(¸ i ¡ ¹ i )

si ¸ m < 0, et la condition devient
P

(¸ i ¡ ¹ i ) pair, ce qui est automatique si
¸ ¸ ¹ .

2

On voit facilement que ces formules sont identiques à celles de Proctor [40] ou
Koike et Terada [30], en s'appuyant sur la remarque suivante lorsqueG = SO(2m) :
si on considère unSO(2m)-tableau surY(¸ ) et qu'on omet, dans un premier temps,
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la condition sur sm , on voit que tous les signes sont déterminés si on connaît le
tableau non signé et les signes sur les lignesi + 1 telles que la lignei ne porte pas
de signe et la lignei + 1 porte un signe, c'est-à-diret i = 2i + 1 et t i +1 = 2i + 2.

5.5 Caractères de O(2n) en caractéristique zéro

On se propose ici de démontrer, à l'aide des paires duales, la formule donnant
le caractère des représentations irréductibles deO(2n) sur la seconde composante
connexe de ce groupe. On rappelle brièvement l'énoncé du théorème 1.18 donnant
cette formule. On introduit les notations suivantes : pour toutl ¸ 1 et tout poids
dominant ¸ de Sp(2l), L (2l )(¸ ) désigne la représentation irréductible deSp(2l) de
plus haut poids¸ . Si ¸ est un poids dominant deSO(2n) tel que ¸ n = 0, on pose

Â¾L(¸; +) =
X

¹ n =0

(dim L(¸; +) (¹; +) ¡ dim L(¸; +) (¹; ¡ ))e¹

et on identi�e ¸ =
P n¡ 1

i =1 " i à un poids dominant deSp(2n ¡ 2).

Théorème Soit ¸ un poids dominant deSO(2n) tel que¸ n = 0. On a

Â¾L(¸; +) = ch L (2n¡ 2)(¸ ):

Pour démontrer ce théorème, on considère la paire(G1; G2) = (SO(2m); O(2n)),
mais on inverse les rôles : on calcule le caractère d'une représentation deG2 en étu-
diant les produits tensoriels des représentations deG1. Le principe de la preuve étant
toujours le même, on se contente d'en exposer les points clés. On notera l'inversion
de la notation ~̧, qui désigne ici le poids deG1 correspondant au poidş de G2.

Proposition 5.14 Soit v 2 ¤N1 de poids º sous la seconde action du tore de

SO(2n). Le poids dev sous l'action de ce tore estº + m
nP

i =1
" i .

Corollaire 5.15 Pour tout poids ¹ de SO(2n) on a M ¹ = ¤ ¹ V1.

Proposition 5.16 Soit ¹ un poids deSO(2n) avec¹ n = 0. On a les égalité entre
G1-modules

M (¹; +) = L1(2! + ) ­
n¡ 1N

i =1
¤ m¡ ¹ i V1,

M (¹; ¡ ) = L1(2! ¡ ) ­
n¡ 1N

i =1
¤ m¡ ¹ i V1.

Démonstration. A l'aide de 4.5, on obtient immédiatement les inclusions suivantes
dans¤N1 :

(x1 ­ y¡ n ) ^ ¢ ¢ ¢ (̂xm¡ 1 ­ y¡ n ) ^ (xm ­ y¡ n ) ­
n¡ 1N

i =1
(¤ m¡ ¹ i V1 ­ y¡ i ) ½ M (¹; +) ,
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(x1 ­ y¡ n ) ^ ¢ ¢ ¢ (̂xm¡ 1 ­ y¡ n ) ^ (x¡ m ­ y¡ n ) ­
n¡ 1N

i =1
(¤ m¡ ¹ i V1 ­ y¡ i ) ½ M (¹; ¡ ) ,

et commeM (¹; +) , M (¹; ¡ ) sont desG1-modules, on en déduit

L1(2! + ) ­
n¡ 1N

i =1
¤ m¡ ¹ i V1 ½ M (¹; +) ,

L1(2! ¡ ) ­
n¡ 1N

i =1
¤ m¡ ¹ i V1 ½ M (¹; ¡ ) .

De plus M ¹ = ¤ ¹ V1, M ¹ = M (¹; +) © M (¹; ¡ ) et ¤ ¹ V1 =
µ

L1(2! + ) ­
n¡ 1N

i =1
¤ m¡ ¹ i V1

¶
©

µ
L1(2! ¡ ) ­

n¡ 1N

i =1
¤ m¡ ¹ i V1

¶
, ce qui achève la démonstration. 2

On a maintenant tous les résultats nécessaires à la démonstration du théorème
1.18. Soit¸ un poids dominant deSO(2n) tel que ¸ n = 0 et considérons la représen-
tation L(¸; +) , où ¾agit trivialement sur le vecteur de plus haut poidş . On �xe
m ¸ ¸ 1, et on remarque que le poids correspondant~̧ de G1 véri�e ~̧

m > 0. On doit
prouver que pour tout poids¹ de SO(2n) tel que ¹ n = 0 on a

dim L(¸; +) (¹; +) ¡ dim L(¸; +) (¹; ¡ ) = dim L (2n¡ 2)(¸ )¹ :

PosonsS¹ =
n¡ 1N

i =1
¤ m¡ ¹ i V1. D'après ce qui précède,dim L(¸; +) (¹; +) ¡ dim L(¸; +) (¹; ¡ )

= [ S¹ ­ L1(2! + ) : L1(~̧)] ¡ [S¹ ­ L1(2! ¡ ) : L1(~̧)]: Si on tord la représentation
S¹ ­ L1(2! + ) par ¾, on voit immédiatement quechS¹ (chL1(2! + ) ¡ chL1(2! ¡ )) est
dans leZ-module engendré par la famille libre(chL1(¯ ) ¡ chL1(¿(¯ ))) ¯ m ¸ 1, et la
multiplicité de chL1(~̧) danschS¹ (chL1(2! + ) ¡ chL1(2! ¡ )) est la même que celle
de chL1(~̧) ¡ chL1(¿(~̧)) .

Or la proposition 2.3 nous donne, sī 2 P+
1 est tel que¯ m ¸ 1 :

ch ¤ lV1(chL1(¯ ) ¡ chL1(¿(¯ ))) =
X

(±;° )

(chL1(° ) ¡ chL1(¿(° )))

où les couples(±; °) véri�ent
(i) On a ± = ¯ + Á 2 P+ où Á est une somme de" i deux à deux distincts.
(ii) On a ° = ¯ + Á¡ Ã 2 P+ où Ã est une somme de" j deux à deux distincts.
(iii) Si h est le nombre de termes deÁ et k celui deÃ, on a h + k = l.
(iv) °m ¸ 1.

En retirant la première colonne des diagrammesY(¯ ), Y(° ), on fait apparaître
la combinatoire du groupe symplectiqueSp(2m) : si on identi�e les poids dominants
± de SO(2m) tels que±m ¸ 0 à des poids dominants deSp(2m), la multiplicité de
(chL1(° )¡ chL1(¿(° ))) dansch ¤ lV1(chL1(¯ )¡ chL1(¿(¯ ))) est exactement la multi-
plicité de L (2m)(° ¡

P m
i =1 " i ) dans¤ lV1­ L (2m)(¯ ¡

P m
i =1 " i ). On en déduit que la mul-

tiplicité de (chL1(~̧) ¡ chL1(¿(~̧))) dansch ¤m¡ ¹ n ¡ 1 V1 : : : ch ¤m¡ ¹ 1 V1(chL1(2! + ) ¡
chL1(2! ¡ )) est la même que celle deL (2m)(~̧ ¡

P m
i =1 " i ) dans ¤ m¡ ¹ n ¡ 1 V1 ­ (¢ ¢ ¢ ­
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(¤ m¡ ¹ 1 V1 ­ L (2m)(0)) : : : ). En considérant la paire duale(Sp(2m); Sp(2n ¡ 2)), on
voit que ceci n'est autre quedim L (2n¡ 2)(¸ )¹ .
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Chapitre 6

Caractères en caractéristique p

Dans ce chapitre, on doit apporter deux modi�cations notables aux raisonne-
ments du chapitre précédent sur les suites de diagrammes gauches° 0 ! ° 1; ° 1 !
° 2; : : : ; ° m¡ 1 ! ° m . D'une part on doit avoir ° i 2 C0 pour tout i pour pouvoir
appliquer la formule modulaire de Verlinde (Ÿ3.3.3), d'autre part on doit exclure
certains tableaux gauches en vertu de cette même formule.

On traite d'abord le groupe symplectique dans deux situations simples, déjà étu-
diées dans [19] et [42] par des méthodes complètement di�érentes, où la formule
modulaire de Verlinde n'apporte en fait aucun terme correctif à la multiplicité de
caractéristique zéro. On traite ensuite des cas particuliers analogues pour les autres
groupes classiques connexes, puis on énonce les formules de caractères les plus gé-
nérales, en remarquant que leur domaine de validité di�ère de celui de la conjecture
de Lusztig. On termine ce chapitre en observant la stabilité, en un certain sens, des
formules de caractères obtenues.

Notons qu'il est aujourd'hui possible de calculer numériquement des caractères
en caractéristiquep grâce à quelques programmes disponibles sur le web (cf. [31]), et
c'est évidemment aussi le cas pour la caractéristique zéro (cf. [34], Maple ou Gap).

6.1 Formules particulières pour le groupe symplec-
tique

Dans les chapitres suivants (proposition 7.21, théorème 8.16), on calculera le
caractère de n'importe quelle représentation fondamentale deSp(2m). Le théorème
suivant en est un cas particulier sous forme combinatoire, qui améliore un résultat
de Gow [19]. Notons que dans l'énoncé ci-dessous, le poids¹ est nécessairement
conjugué à un poids fondamental d'après 4.15.

Théorème 6.1 Soit G = Sp(2m). Si l ¸ m + 2 ¡ p, dim L(! l )¹ est le nombre
de Sp(2m)-tableauxT de formeY(! l ) et de poids ¹ tels que pour touti · m, le
nombre de boîtes deT[2i ] est ¸ i + 2 ¡ p.
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Si p = 2, l'énoncé se simpli�e : le nombre de boîtes deT[2i ] doit être égal ài
pour tout i · m puisquet i +1 ¸ 2i + 1. Par conséquentdim L(! m ) = 2 m , les poids
de L(! m ) sont les poids conjugués à! m et ils sont sans multiplicité.

Démonstration. On choisit n = 1, ce qui signi�e queM est une (Sp(2m); Sp(2))
paire duale. On sait déjà que pour touti on a ¡ 1 · ¹ i · 1, et la condition ~̧ 2 C0

équivaut à m ¡ l · p¡ 2. Reprenons les notations de 3.27 : si on a¯; ° 2 C0 et Cs0¢°

non nul, la combinatoire de caractéristique zéro impliques0¢° = ¯; ¯ +1 ou ¯ ¡ 1, en
particulier s0 ¢° est dans l'adhérence deCfond ,mais 3.27 montre qu'on a aussis0 ¢° en
dehors de cette adhérence, ce qui est absurde. On a doncD ° = C° pour tout ° 2 C0.
Considérons une suite de diagrammes gauches° 0 ! ° 1; ° 1 ! ° 2; : : : ; ° m¡ 1 ! ° m

avec° 0 = 0, ° m = ~̧ = m ¡ l et ° i 2 C0 pour tout i . La multiplicité de T2(° i ) dans
¤ n¡ ¹ i V2 ­ T2(° i ¡ 1) est donnée par le nombre de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de
forme ° i ¡ 1 ! ° i et de poids¹ i . La dimension deL1(! l )¹ est donc le nombre de
tableaux Sp(2m)-pseudo-standardT de formeY(2m ¡ l), de poids¹ et soumis à la
condition : le diagrammeT[2i ]nR(1; i ) a au plusp¡ 2 boîtes pour tout i . Autrement
dit on a au plus p ¡ 2 + i boîtes de numéro· 2i sur l'unique ligne deT, c'est-à-
dire au moins i ¡ p + 2 boîtes de numéro· 2i sur l'unique colonne du tableau
Sp(2m)-standard Á(T). 2

Ce théorème fournit en particulier le caractère deL(! m ) en tout caractéristique.
Si p ¸ m + 1, on voit que pour tout tableau T, le nombre de boîtes deT[2i ] est
supérieur ou égal ài + 2 ¡ p pour tout i · m, et le caractère de tous les modules
simples de plus haut poids un poids fondamental est le même qu'en caractéristique
zéro. Sip · m, la remarque suivant la proposition 8.12 montre qu'au moins un de
ces modules simples n'a pas le même caractère qu'en caractéristique zéro.

Exemple 6.2Le théorème 6.1 nous permet de calculer le caractère deL(! 2) lorsque
p ¸ m. D'après ce qu'on vient de voir, il ne nous reste qu'à traiter le cas oùp = m.
Sous cette hypothèse, la seule contrainte est que le nombre de boîtes deT[2(m ¡ 1)]
soit supérieur ou égal àm ¡ 1 + 2 ¡ p = 1, ce qui signi�e queT doit contenir au

moins un numéro inférieur ou égal à2m ¡ 2. Autrement dit le tableau
2m ¡ 1

2m
; de

poids nul, est exclu. On a doncchL(! 2) = ch ¢( ! 2) ¡ e0:

Les représentations deSp(2m) de plus haut poids un poids fondamental! l

tel que l ¸ m + 2 ¡ p ont déjà été étudiées dans [19], dont on rappelle un des
principaux résultats. On considère un certain opérateur de contraction@: ¤V !
¤V Sp(2m)-équivariant de degré¡ 2. En caractéristique zéro, on montre que pour
tout 0 · k · m on a ker@\ ¤ kV = L(! k). En caractéristique p, le module
ker@\ ¤ kV=@p¡ 1(¤ k+2 p¡ 2V) est trivial si k < m ¡ p + 2 et égal à L(! k) sinon.
Cette réalisation explicite ne permet pas d'obtenir le caractère desL(! k), mais elle
fournit une formule de récurrence pour leur dimension, formule qui découle facile-
ment du théorème que nous venons de démontrer.
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Le théorème suivant, déjà démontré par Suprunenko et Zalesskii [42], fournit un
autre exemple de formule de caractère.

Théorème 6.3 Soit G = Sp(2m), p ¸ 3, ¸ 1 = p¡ 3
2 ! m + ! m¡ 1, ¸ 2 = p¡ 1

2 ! m . On
a dim L(¸ 1) = pm ¡ 1

2 ; dim L(¸ 2) = pm +1
2 , les poids de ces représentations sont sans

multiplicité et ¹ =
mP

i =1
¹ i " i est un poids deL(¸ 1) (resp. L(¸ 2)) si et seulement si il

véri�e les conditions suivantes :
1) 8i; j¹ i j · p¡ 1

2 .
2) on a un nombre impair (resp. pair) dep¡ 1

2 ¡ ¹ i impairs.

Démonstration. On choisit n tel que p = 2n + 1, ce qui est possible puisquep est
impair. Comme p ¸ 2n, C0 est non vide et on aC0 = f 0; "1g. Il est plus simple
de raisonner directement avec~̧ sans invoquer la correspondance de la proposition
5.7. On a ~̧ = 0 ou ~̧ = "1, c'est-à-dire ¸ = ¸ 1 ou ¸ = ¸ 2. On convient de noterT
tout module basculant appartenant à l'idéal tensorielI dé�ni au paragraphe 3.3.3.
Si l · 2n, il résulte de 3.24 que¤ lV2 = T2(0) © T si l est pair et ¤ lV2 = T2("1) © T
si l est impair. On a donc

¤ lV2 ­ T2(0) = T2(0) © T et ¤ lV2 ­ T2("1) = T2("1) © T si l est pair,

¤ lV2 ­ T2(0) = T2("1) © T et ¤ lV2 ­ T2("1) = T2(0) © T si l est impair.

Le dernier cas demande une démonstration. Il faut montrer queT2("1) ­ T2("1) =
T(0)©T, ce qui résulte du lemme 3.17 : sin = 1 on aT2("1)­ T2("1) = T2(0)©T2(2"1),
et si n ¸ 2 on a T2("1) ­ T2("1) = T2(0) © T2(2"1) © T2("1 + "2).

Traitons le cas ~̧ = 0. Si ¹ est un poids deL(¸ 2) on sait que ¡ n · ¹ i · n

pour tout i , et sous cette hypothèse on adim L(¸ 2)¹ = [
mN

i =1
¤ n¡ ¹ i V2 : T2(0)] = 1 si

et seulement si on a un nombre pair den ¡ ¹ i impairs, et dim L(¸ 2)¹ = 0 sinon.
On a n valeurs impaires possibles pourn ¡ ¹ i et n + 1 valeurs paires. Pour calculer
dim L(¸ 2), il faut d'abord choisir un nombre pairs d'indicesi parmi m, et pour ces
indicesn ¡ ¹ i peut prendren valeurs. Pour les autres indices,n ¡ ¹ i peut prendre
n + 1 valeurs. On a donc

dim L(¸ 2) =
X

i

C2i
m n2i (n + 1) m¡ 2i =

1
2

((n + 1 + n)m + ( n + 1 ¡ n)m )

=
1
2

((2n + 1) m + 1) =
pm + 1

2
:

On obtient de même, pour~̧ = "1 :

dim L(¸ 1) =
X

i

C2i +1
m n2i +1 (n + 1) m¡ 2i ¡ 1 =

1
2

((n + 1 + n)m ¡ (n + 1 ¡ n)m )

69
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=
1
2

((2n + 1) m ¡ 1) =
pm ¡ 1

2
:

2

Ce théorème a déjà été obtenu sous une forme équivalente dans [42], à l'aide des
représentations de Weil des groupes symplectiques �nis. Si on note©i

k (i = 1; 2)
la représentationL(¸ i ) de Sp(2k) et ©i

l;k ¡ l sa restriction au sous-groupeSp(2l) £

Sp(2(k ¡ l)) , il est démontré dans [42] quedim ©i
k = pk +( ¡ 1) i

2 , les poids de©i
k sont

sans multiplicité et ©1
l;k ¡ l = (© 1

l ­ ©2
k¡ l ) © (©2

l ­ ©1
k¡ l ), ©2

l;k ¡ l = (© 1
l ­ ©1

k¡ l ) © (©2
l ­

©2
k¡ l ). En prenant l = 1, on en déduit par récurrence surk la détermination des

poids de©i
k .

On vient de voir que siG = Sp(2m), les casn = 1 et p = 2n + 1 sont très
simples à traiter et on en a déduit des formules de caractères nouvelles ou non
triviales. On obtient des formules analogues au théorème 6.1 pour les autres groupes
dans la section qui suit, mais siG = SO(2m + 1) ou SO(2m) et p = 2n ¡ 1 (resp.
G = Spin(2m + 1) ou Spin(2m) et p = 2n + 1), la situation est beaucoup plus
décevante : on a~̧ 2 C0 si et seulement si~̧ = 0; "1; ! + ou ! ¡ , ce qui donne

1. ¸ = ( p + 1) ! + ou p! + + ! ¡ si G = SO(2m).

2. ¸ = ( p + 1) ! + si G = SO(2m + 1) .

3. ¸ = p! + si G = Spin(2m + 1) .

4. ¸ = p! + ou p! ¡ si G = Spin(2m).

Le caractère deL(¸ ) se déduit alors immédiatement du théorème du produit tensoriel
de Steinberg.

6.2 Formules particulières pour les autres groupes

Dans cette section, on prendn = 1 si G = Spin(2m + 1) ou Spin(2m) et n = 2 si
G = SO(2m + 1) ou SO(2m), et on applique la formule modulaire de Verlinde pour
calculer les multiplicités sousG2. Si G = SO(2m + 1) , on a vu dans la proposition
3.27 que la formule modulaire de Verlinde n'apporte aucun terme correctif à la
multiplicité de caractéristique zéro. On a donc seulement trois lemmes techniques à
énoncer.

Lemme 6.4 Soit G2 = Spin(3) , l · dim V2 et supposons2¯ 1; 2°1 · p ¡ 2 (i. e.
¯; ° 2 C0). La multiplicité de T2(° ) dans ¤ lV2 ­ T2(¯ ) est égale au nombre de
pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° et de poids1 ¡ l ou 2 ¡ l , sauf si
(2¯ 1 = p ¡ 2, ° = ¯ et l = 1 ou 2), auquel cas la multiplicité est nulle.

Démonstration. On a D ° = C° pour tout ° 2 C0 si 2¯ 1 < p ¡ 2, et si 2¯ 1 = p ¡ 2
on a D ¯ = C¯ ¡ Cs0 ¢̄ et D ° = C° pour tout ° 2 C0 distinct de ¯ . Si 2¯ 1 = p ¡ 2 et
Cs0 ¢̄ 6= 0, commes0 ¢¯ = ¯ + "1 on déduit de 2.3 quel = 1 ou l = 2. Dans les deux
cas on aC¯ = Cs0 ¢̄ = 1. On a doncD ¯ = 0 si (l = 1 ou l = 2) et 2¯ 1 = p ¡ 2. 2
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On déduit immédiatement de la proposition 3.31 les deux lemmes qui suivent.

Lemme 6.5 Soient G2 = Pin(4) , l · dim V2, et supposons̄ et ° dans C0 avec
¯ 2 ¸ 1

2 et °2 ¸ 1
2 . La multiplicité de T2(°; 0) dans¤ lV2 ­ T2(¯; 0) est égale au nombre

de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° et de poids2 ¡ l véri�ant les
conditions suivantes.

1. Si ¯ n = °n = 1
2, on autorise un coe�cient particulier dans l'unique boîte de

¯ ! ° sur la ligne n : il s'agit d'un 2 suivi d'un dièse, indiquant que ce2 ne
doit pas être pris en compte dans le calcul du poids du tableau.

2. Si ¯ 1 + ¯ 2 = p ¡ 2, ° = ¯ et l = 2, on exclut le tableau tel que le numéro1
�gure sur la première ligne et le numéro2 �gure sur la seconde ligne.

Lemme 6.6 Soient G2 = O(4) , l · dim V2, et supposons̄ et ° dans C0 avec
¯ 2 ¸ 0, °2 ¸ 0 et s; t 2 f + ; ¡ ; 0g. La multiplicité de T2(°; t ) dans ¤ lV2 ­ T2(¯; s )
est égale au nombre de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° et de poids
2 ¡ l véri�ant les conditions suivantes.

1. Supposons̄ n = °n = 0. Si s = t, il n'existe pas dei tel que (̄ i = 0 et le
tableau a un 1 et pas de 2 sur la lignei ). Si s 6= t, alors le tableau a un 1 et
pas de 2 sur la lignen.

2. Supposons̄ 1 + ¯ 2 = p ¡ 2, ° = ¯ et l = 2. Si ¯ 2 ¸ 1, on exclut le tableau
tel que le numéro1 �gure sur la première ligne et le numéro2 �gure sur la
seconde ligne. Sī 2 = 0 la multiplicité est nulle.

Pour tout 0 · l · m on pose­ l =
P l

i =1 " i . A l'aide de 5.2, et en remaquant que
si ¯ 2 P+

2 est demi-entier,¯ 1 + ¯ 2 ¡ 1 est égal au nombre total de boîtes deY(¯ ),
on obtient sans di�culté les théorèmes suivants.

Théorème 6.7 Soit G = Spin(2m + 1) . Si l ¸ m + 3¡ p
2 , dim L(! + + ­ l )¹ est le

nombre deSpin(2m + 1) -tableauxT de formeY(! + + ­ l ) et de poids¹ tels que

1. Pour tout 1 · i · m, le nombre de boîtes total deT[2i ] est ¸ i + 3¡ p
2 .

2. Pour tout 1 · i · m, si le nombre de boîtes total deT[2i ¡ 2] est égal à
i ¡ 1+ 3¡ p

2 et ¹ i = § 1
2 , on exclut les tableaux tels qu'on a exactement une boîte

dont le numéro est2i ou 2i ¡ 1.

Théorème 6.8 Soit G = Spin(2m). Si l ¸ m + 3¡ p
2 , dim L(! + + ­ l )¹ est le nombre

de Spin(2m)-tableauxT de formeY(! + + ­ l ) et de poids¹ tels que pour tout1 ·
i · m, le nombre de boîtes total deT[2i ] est ¸ i + 3¡ p

2 .

Théorème 6.9 Soit G = SO(2m + 1) . Si l + k ¸ 2m + 3 ¡ p, dim L(­ k + ­ l )¹ est
le nombre deSO(2m + 1) -tableauxT de formeY(­ k + ­ l ) et de poids¹ tels que

1. Pour tout 1 · i · m, le nombre de boîtes total deT[2i ] est ¸ 2i + 3 ¡ p.
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2. Pour tout 1 · i · m, si le nombre de boîtes total deT[2i ¡ 2] est égal à
2i + 1 ¡ p et ¹ i = 0, on exclut les tableaux tels que2i ¡ 1 �gure sur la première
colonne, 2i n'y �gure pas, 2i �gure sur la seconde colonne,2i ¡ 1 n'y �gure
pas.

Théorème 6.10 Soit G = SO(2m). Si l + k ¸ 2m + 2 ¡ p, dim L(­ k + ­ l )¹ est le
nombre deSO(2m + 1) -tableauxT de formeY(­ k + ­ l ) et de poids¹ tels que

1. Pour tout 1 · i · m, le nombre de boîtes total deT[2i ] est ¸ 2i + 2 ¡ p.

2. Pour tout 1 · i · m, si le nombre de boîtes total deT[2i ¡ 2] est égal à2i ¡ p,
¹ i = 0 et t i ¸ 2i +1, on exclut les tableaux tels que2i ¡ 1 �gure sur la première
colonne, 2i n'y �gure pas, 2i �gure sur la seconde colonne,2i ¡ 1 n'y �gure
pas.

3. Pour tout 1 · i · m, si le nombre de boîtes total deT[2i ¡ 2] est égal à2i ¡ p,
¹ i = 0 et t i · 2i , on exclut les tableaux tels qu'on a exactement une boîte dont
le numéro est2i ou 2i ¡ 1 sur chacune des deux colonnes.

6.3 Situation générale

On procède comme dans la section précédente, en supposantn ¸ 2 si G2 =
Sp(2n) ou Spin(2m + 1) , et n ¸ 3 si G2 = Pin(2 n) ou O(2n). Les di�érents cas se
traitant de manière similaire, on les regroupe dans un seul et même lemme.

Lemme 6.11 Soit l · dim V2 et supposons̄ et ° dansC0, ¯ n ¸ 0 et °n ¸ 0.

1. Si G2 = Sp(2n), la multiplicité de T2(° ) dans¤ lV2 ­ T2(¯ ) est égale au nombre
de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° et de poidsn ¡ l avec la
restriction suivante si ¯ 1 + ¯ 2 = p ¡ 2n : on exclut les tableaux tels que le
numéro 2 �gure sur la première ligne, le numéro1 n'y �gure pas, le numéro1
�gure sur la seconde ligne et le numéro2 n'y �gure pas.

2. Si G2 = Spin(2n + 1) et ¯; ° demi-entiers, alors la multiplicité deT2(°; 0)
dans ¤ lV2 ­ T2(¯; 0) est égale au nombre de pseudo-GL(2)-tableaux gauches
de forme¯ ! ° et de poidsn ¡ l ou n ¡ l + 1 avec la restriction suivante si
2¯ 1 = p ¡ 2n : si le poids estn ¡ l , on exclut les tableaux tels que le numéro
1 �gure sur la première ligne et le numéro2 n'y �gure pas. Si le poids est
n ¡ l + 1, on exclut les tableaux tels que la première ligne contient exactement
une boîte qu'on noteb, et il y a au moins une ligne contenant une unique boîte
située dans la colonne deb et portant le numéro2.

3. Si G2 = Pin(2 n) et ¯; ° demi-entiers, alors la multiplicité deT2(°; 0) dans
¤ lV2­ T2(¯; 0) est égale au nombre de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de forme
¯ ! ° et de poidsn ¡ l véri�ant les conditions suivantes.

(a) Si ¯ n = °n = 1
2 , on autorise un coe�cient particulier dans l'unique boîte

de ¯ ! ° sur la ligne n : il s'agit d'un 2 suivi d'un dièse, indiquant que
ce 2 ne doit pas être pris en compte dans le calcul du poids du tableau.
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(b) Supposons̄ 1 + ¯ 2 = p¡ 2n + 2. On exclut les tableaux tels que le numéro
1 �gure sur la première ligne, le numéro2 n'y �gure pas, la seconde ligne
contient exactement une boîte qu'on noteb, et il y a au moins une ligne,
distincte de la lignen, contenant une unique boîte située dans la colonne
de b et portant le numéro2.

4. Si G2 = O(2 n) et s; t 2 f + ; ¡ ; 0g, alors la multiplicité de T2(°; t ) dans¤ lV2 ­
T2(¯; s ) est égale au nombre de pseudo-GL(2)-tableaux gauches de forme¯ ! °
et de poidsn ¡ l véri�ant les conditions suivantes.

(a) Supposons̄ n = °n = 0. Si s = t, il n'existe pas dei tel que (̄ i = 0 et le
tableau a un 1 et pas de 2 sur la lignei ). Si s 6= t, alors le tableau a un
1 et pas de 2 sur la lignen.

(b) Supposons̄ 1 + ¯ 2 = p ¡ 2n + 2. Si ¯ 2 6= 0, on exclut les tableaux tels
que le numéro2 �gure sur la première ligne, le numéro1 n'y �gure pas,
le numéro 1 �gure sur la seconde ligne et le numéro2 n'y �gure pas. Si
¯ 2 = 0, on exclut les tableaux où1 �gure sur la première ligne et pas sur
les autres, et ceux où2 �gure sur la première ligne et pas sur les autres.

Démonstration. On reprend les notations de 3.27.
Soit G2 = Sp(2n). On sait queD ° = C° ¡ Cs0¢° , et Cs0¢° est non nul seulement si

(¯ + ½)(h0) = p¡ 1 et s0¢° = ° + ®0 = ¯ + Á¡ Ã où Á contient "1 et "2 et Ã ne contient
ni l'un ni l'autre. Par conséquent Cs0¢° est non nul seulement sī 1 + ¯ 2 = p ¡ 2n
et le diagramme gauchē ! ° + "1 + "2 a exactement deux boîtes sur la première
ligne et deux sur la seconde (ce qui revient à dire que le diagramme gauche¯ ! ° a
exactement une boîte sur la première ligne et une sur la seconde). Supposons donc
que ¯ 1 + ¯ 2 = p ¡ 2n et que ¯ ! ° + "1 + "2 a deux boîtes sur la première ligne
et deux boîtes sur la seconde ligne. Il reste à traduire la di�érenceC° ¡ C° + " 1+ " 2

en termes de diagrammes gauches sur¯ ! °: Pour cela, on construit une injection
de l'ensemble des pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° + "1 + "2 et de
poids n ¡ l dans l'ensemble des pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° et
de poidsn ¡ l . Comme p est di�érent de 2 (puisquep ¸ 2n d'après le corollaire
3.23), on a¯ 1 6= ¯ 2, ce qui permet de dé�nir une injection¡ de la manière suivante.
Soit T un pseudo-GL(2)-tableau gauche de formē ! ° + "1 + "2 et de poidsn ¡ l .
On supprime la boîte qui porte le numéro2 sur la première ligne et on remplace le
numéro 1 par le numéro2 dans la boîte restante sur cette première ligne. Puis on
supprime la boîte qui porte le numéro2 sur la seconde ligne, et on obtient ainsi¡( T):
L'image de¡ est l'ensemble des pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° et
de poidsn ¡ l tels que la boîte sur la première ligne porte le numéro2 et la boîte
sur la seconde ligne porte le numéro1.

Si G2 = Spin(2n + 1) , 2¯ 1 = p ¡ 2n et ¯ ! ° + "1 a deux boîtes sur la première
ligne, on cherche à calculerC° ¡ C° + " 1 de la même manière. Remarquons que dans
cette soustraction on est dans l'une des deux situations suivantes : tous les tableaux
sur ¯ ! ° sont de poidsn ¡ l et tous les tableaux sur̄ ! ° + "1 sont de poids
n ¡ l + 1, ou tous les tableaux sur̄ ! ° sont de poidsn ¡ l + 1 et tous les tableaux
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sur ¯ ! ° + "1 sont de poidsn ¡ l . Soit T un pseudo-GL(2)-tableau gauche de forme
¯ ! ° + "1. On sait qu'on a un 1 et un 2 sur la première ligne. Dans le premier
cas, c'est-à-dire siT est de poidsn ¡ l + 1, on dé�nit l'injection ¡ en supprimant
la boîte contenant le numéro2 sur la première ligne. Le second cas est plus délicat.
Considérons la colonneC contenant le1 de la première ligne. On supprime la boîte
portant le numéro2 sur la première ligne et le dernier1 de la colonneC est remplacé
par un 2, ce qui donne¡( T). Dans cette situation, l'image de¡ est l'ensemble des
pseudo-GL(2)-tableaux gauches de formē ! ° et de poidsn ¡ l + 1 tels que la
première ligne contient exactement une boîte qu'on noteb, et il y a au moins une
ligne contenant une unique boîte située dans la colonne deb et portant le numéro2.

Si G2 = Pin(2 n), ¯ 1 + ¯ 2 = p ¡ 2n + 2 et ¯ ! ° + "1 + "2 a deux boîtes sur la
première ligne et deux boîtes sur la seconde ligne, on calculeC° ¡ C° + " 1+ " 2 de la
même manière, en se rappelant que dans cette soustraction tous les tableaux portent
un 2# ou aucun d'entre eux (d'après la remarque suivant le corollaire 3.29) : on
cherche une injection¡ de l'ensemble des pseudo-GL(2)-tableaux gauches de forme
¯ ! ° + "1 + "2 et de poidsn¡ l dans l'ensemble des pseudo-GL(2)-tableaux gauches
de forme¯ ! ° et de poidsn ¡ l , telle que siT porte un 2# (resp. n'en porte pas),
c'est aussi le cas pour¡( T). On dé�nit ¡ de façon similaire au casG2 = Spin(2n + 1) .
Soit T un pseudo-GL(2)-tableau gauche de formē ! ° + "1 + "2 et de poidsn ¡ l .
On sait qu'on a un 1 et un 2 sur la première et la seconde ligne. La colonneC
contient le 1 de la seconde ligne. On supprime les boîtes portant le numéro2 sur
les deux premières lignes et le dernier1 de la colonneC est remplacé par un2 non
diésé, ce qui donne¡( T).

Si G2 = O(2 n), ¯ 1 + ¯ 2 = p ¡ 2n + 2 et ¯ ! ° + "1 + "2 a deux boîtes sur la
première ligne et deux boîtes sur la seconde ligne, on procède comme suit. On dit
que i réalise (*) si ¯ i = 0 et le tableau a un 1 et pas de 2 sur la lignei . La première
condition de l'énoncé dit que sī n = °n = 0 et s = t, aucun i ne réalise (*), alors
que si ¯ n = °n = 0 et s 6= t, n réalise (*). Rappelons queD (°;" ) = C(°;" ) ¡ C(s0¢°;" )

pour " = § . Si ¯ 2 6= 0, l'injection ¡ utilisée si G2 = Sp(2n) convient : on a de
nouveau¯ 1 6= ¯ 2, et k réalise (*) pour T si et seulement sik réalise (*) pour ¡( T).
Si ¯ 2 = 0, on doit prendre garde à la condition (*). On a aussi°2 = 0 et la remarque
qui suit la proposition 2.11 montre qu'à partir de la seconde ligne dē ! ° , il n'y
a plus qu'une boîte dans chaque ligne jusqu'à la lignen, ces boîtes sont dans une
même colonne et elles portent toutes le même numéro,1 si s 6= t, 2 sinon. On dé�nit
une injection ¡ 1 comme suit. S'il existek ¸ 3 tel que la ligne k porte le numéro
1, on applique l'injection ¡ . Sinon on supprime la boîte portant le numéro2 sur la
première ligne, puis on supprime la boîte portant le numéro2 sur la seconde ligne,
et on met le numéro2 à la place du1 dans la boîte restante sur la seconde ligne. On
véri�e immédiatement que l'image de cette injection¡ 1 est l'ensemble des tableaux
où 1 �gure sur la première ligne et pas sur les autres, et ceux où2 �gure sur la
première ligne et pas sur les autres. 2

On peut en�n énoncer le théorème général. SoitG l'un des groupes classiques
Sp(2m), SO(2m + 1) , SO(2m), Spin(2m + 1) , Spin(2m) et soit ¸ 2 P+ . On note
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n le nombre de colonnes deY(¸ ) avec n ¸ 2 si G = Sp(2m) ou Spin(2m + 1) et
n ¸ 3 si G = SO(2m + 1) ou SO(2m). Pour tout i · n on désigne parci le nombre
de boîtes sur la colonnei de Y. Sous certaines conditions surY(¸ ), les théorèmes
suivants déterminent le caractère deL(¸ ), i.e. dim L(¸ )¹ pour tout ¹ 2 P.

Théorème 6.12 Soit G = Sp(2m) et supposonscn + cn¡ 1 ¸ 2(m + n + 1¡ p
2 ) ¡ 1. La

dimension deL(¸ )¹ est le nombre deSp(2m)-tableauxT de formeY(¸ ) et de poids
¹ tels que

1. Pour tout 1 · i · m, la somme du nombre de boîtes sur les colonnesn et
n ¡ 1 de T[2i ] est ¸ 2i + 2n ¡ p.

2. Si la somme du nombre de boîtes sur les colonnesn et n ¡ 1 de T[2i ¡ 2] est
égale à2i + 2n ¡ 2 ¡ p, on exclut les tableaux où2i ¡ 1 �gure sur la colonne
n, 2i n'y �gure pas, 2i �gure sur la colonne n ¡ 1 et 2i ¡ 1 n'y �gure pas.

Théorème 6.13 Soit G = Spin(2m + 1) et supposonscn ¸ m + n + 1¡ p
2 . La dimen-

sion deL(¸ )¹ est le nombre deSpin(2m + 1) -tableauxT de formeY(¸ ) et de poids
¹ tels que

1. Pour tout 1 · i · m, le nombre de boîtes sur la colonnen de T[2i ] est
¸ i + n + 1¡ p

2 .

2. Si le nombre de boîtes sur la colonnen de T[2i ¡ 2] est égal ài + n ¡ p+1
2 il y

a deux possibilités : si lai ème composante du poids deTest ¹ i ¡ 1
2 , on exclut

les tableaux où2i �gure sur la colonne n et 2i ¡ 1 n'y �gure pas. Si la i ème

composante du poids deTest ¹ i + 1
2 , on exclut les tableaux tels que la colonne

n porte exactement l'un des deux numéros2i ou 2i ¡ 1, situé sur une lignek,
et il existe une colonne qui ne porte pas le numéro2i et qui porte le numéro
2i ¡ 1 sur la ligne k.

Théorème 6.14 Soit G = Spin(2m) et supposonscn ¸ m + n + 1¡ p
2 . La dimension

de L(¸ )¹ est le nombre deSpin(2m)-tableauxT de formeY(¸ ) et de poids¹ tels que
pour tout 1 · i · m, le nombre de boîtes sur la colonnen de T[2i ] est ¸ i + n + 1¡ p

2 .

Théorème 6.15 Soit G = SO(2m + 1) et supposonscn + cn¡ 1 ¸ 2(m+ n+ 1¡ p
2 ) ¡ 2.

La dimension deL(¸ )¹ est le nombre deSO(2m + 1) -tableauxT de formeY(¸ ) et
de poids¹ tels que

1. Pour tout 1 · i · m, la somme du nombre de boîtes sur les colonnesn et
n ¡ 1 de T[2i ] est ¸ 2i + 2n ¡ 1 ¡ p.

2. Si le nombre de boîtes sur les colonnesn et n ¡ 1 de T[2i ¡ 2] est égal à
2i + 2n ¡ 3 ¡ p, on exclut les tableaux où2i �gure sur la colonne n, 2i ¡ 1 n'y
�gure pas, la colonne(n ¡ 1) porte exactement l'un des deux numéros2i ou
2i ¡ 1, situé sur une lignek, et il existe une colonne, distincte de la première
colonne, qui ne porte pas le numéro2i et qui porte le numéro2i ¡ 1 sur la
ligne k.
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Théorème 6.16 Soit G = SO(2m) et supposonscn + cn¡ 1 ¸ 2(m + n + p¡ 1
2 ) ¡ 3.

La dimension deL(¸ )¹ est le nombre deSO(2m)-tableauxT de forme Y(¸ ) et de
poids ¹ tels que

1. Pour tout 1 · i · m, la somme du nombre de boîtes sur les colonnesn et
n ¡ 1 de T[2i ] est ¸ 2i + 2n ¡ 2 ¡ p.

2. Si la somme du nombre de boîtes sur les colonnesn et n ¡ 1 de T[2i ¡ 2] est
égale à2i + 2n ¡ 4¡ p, il y a deux possibilités : Si on a exactementi ¡ 1 boîtes
sur la colonnen ¡ 1 de numéro· 2i ¡ 2, on exclut les tableaux tels que2i ne
�gure pas sur la colonnen mais �gure sur toutes les autres, et ceux tels que
2i ¡ 1 ne �gure pas sur la colonnen mais �gure sur toutes les autres. Si on a
strictement moins dei ¡ 1 boîtes sur la colonnen ¡ 1 de numéro· 2i ¡ 2, on
exclut les tableaux où2i ¡ 1 �gure sur la colonnen, 2i n'y �gure pas, 2i �gure
sur la colonnen ¡ 1 et 2i ¡ 1 n'y �gure pas.

Démonstration. Si G = Sp(2m) ou SO(2m), la formule découle immédiatement de
la correspondance de 5.2 et du lemme ci-avant.

Si G = Spin(2m), on applique la correspondance de 5.2 et l'inégalité(° + ½)(h0) ·
p ¡ 2 pour le groupeO(2n + 1) , dont on a vu qu'elle équivaut à(° + ½)(h0) · p ¡ 1
puisque(° + ½)(h0) = 2 °1 + 2n ¡ 1 est impair.

Si G = SO(2m + 1) , il faut modi�er un peu l'énoncé �la seconde ligne deÃ(T)[2i ]n
Ã(T)[2i ¡ 2] contient exactement une boîte qu'on noteb, et il y a au moins une
ligne, distincte de la lignen, contenant une unique boîte située dans la colonne de
b et portant le numéro 2i � qu'on trouve à partir du lemme précédant le théorème.
Il est clair que cette condition se reformule en �la seconde ligne deÃ(T) contient
exactementq boîtes de numéro· 2i , elle porte exactement l'un des deux numéros2i
ou 2i ¡ 1, et il y a au moins une ligne, distincte de la lignen, qui contient exactement
q boîtes de numéro· 2i , qui ne porte pas le numéro2i ¡ 1 et qui porte le numéro
2i �. On en déduit la condition du théorème.

On trouve de même la formule pourSpin(2m + 1) . 2

On voit que p peut prendre des valeurs inférieures au nombre de Coxeter deG,
on obtient donc des formules dont le domaine de validité est très di�érent de celui
de la conjecture de Lusztig. On constate également que les formules des théorèmes
ci-dessus sont stables au sens suivant. SoitG = Sp(2m) par exemple et soiţ 2 P+

satisfaisant les hypothèses de 6.1, 6.3 ou 6.12. Si on place une ligne den boîtes avant
la première ligne deY(¸ ), on obtient un nouveau diagramme pourSp(2m + 2) qui
véri�e toujours les hypothèses de 6.1, 6.3 ou 6.12. Cette notion de stabilité apparaît
aussi au chapitre suivant. On y montre par exemple que pourp et e ¸ d ¸ 0 �xés,
la série génératrice des dimensions desSO(2(n + d))-modules simples de plus haut
poids ! n + ! n+ d¡ e est rationnelle, et on en déduit le comportement asymptotique de
ces dimensions quandn tend vers l'in�ni.

Remarquons en�n que si̧ 2 P+ satisfait les conditions des théorèmes précé-
dents, le nombre de colonnes deY(¸ ) n'excède pasp+1

2 . Plus précisément on trouve
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2n · p si G = Sp(2m), 2n +1 · p si G = Spin(2m) ou Spin(2m + 1) et 2n ¡ 1 · p si
G = SO(2m) ou SO(2m + 1) (autrement dit l'alcôve fondamentale du groupe auxi-
liaire G2 est non vide). On en déduit facilement quȩ est restreint ou égal à l'un des
poids p! + , (p+ 1) ! + ou p! + + ! ¡ (et si ¸ est égal à l'un de ces trois derniers poids,
il est évidemment plus simple d'utiliser le théorème de Steinberg pour déterminer le
caractère deL(¸ )).

Exemple 6.17Soit G = Sp(2m). Si p ¸ 3 et 0 · s · p¡ 1
2 , le théorème précédent

associé au théorème 6.1 fournit le caractère deL(s! m ), et le théorème de Steinberg
permet d'en déduire le caractère deL((

P
si pi )! m ), avec0 · si · p¡ 1

2 pour tout i .
Si p = 2, on a déjà vu que le théorème 6.1 donne une description très simple

de chL(! m ), et on en déduit de mêmechL(s! m ) pour tout s. On a en particulier
dim L(s! m ) = 2 mr , où r est le nombre de1 dans l'écriture 2-adique des.
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Chapitre 7

Modules simples de plus haut poids
! i ou ! i + ! j

Soit G l'un des groupes classiquesSp(2m), SO(2m + 1) , SO(2m), Spin(2m + 1) ,
Spin(2m). On s'intéresse dans ce chapitre auxSp(2m)-modules simples de plus haut
poids un poids fondamental, auxSO(2m + 1) -modules etSO(2m)-modules de plus
haut poids une somme de deux poids fondamentaux, et auxSpin(2m + 1) -modules
et Spin(2m)-modules de plus haut poids la somme d'un poids fondamental et du
poids fondamental! + . On cherche notamment à calculer leur dimension ou leur
caractère. Dans ce cadre, on obtient des résultats beaucoup plus précis que dans le
cas général : pour les choixn = 1 ou n = 2, les paires duales font intervenirSL(2)
ou SL(2) £ SL(2), groupes dont on connaît tous les modules basculants.

Les séries génératrices des dimensions sont l'outil privilégié de ce chapitre. On
commence par montrer que sous une certaine condition, les séries considérées sont
rationnelles à pôles réels simples, et on détermine ces pôles. Puis on étudie un
produit de convolution entre séries formelles, et on consacre plusieurs pages à une
certaine série génératrice relative aux modules basculants deSL(2), série considérée
par Karin Erdmann dans [14]. Ces deux outils nous permettent de calculer les sé-
ries génératrices, autrement dit les dimensions des modules simples, cette fois sans
aucune restriction, et on montre comment en déduire également les caractères des
représentations lorsqueG = Sp(2m), Spin(2m) ou Spin(2m + 1) . On se restreint en-
suite provisoirement au cas oùG est un groupe symplectique ou un groupe spin. On
exprime alors la dimension des modules simples de trois façons di�érentes : comme
coe�cients de séries entières simples, comme une somme alternée de dimensions de
modules de Weyl (résultat qui est amélioré au chapitre suivant), et en�n comme
sommes �périodiques� de coe�cients binômiaux. Puis on revient à nos cinq groupes
classiques, pour lesquels on donne la dimension des modules simples par une for-
mule faisant intervenir les fonctions trigonométriques. De cette formule, on déduit
�nalement les équivalents des dimensions des modules simples lorsquem tend vers
l'in�ni à p �xé.

Remarquons que le chapitre suivant est en fait un prolongement de celui-ci aux
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modules de Weyl. Notons également que les formules que nous obtenons permettent
de réaliser des calculs e�ectifs rapides, même pour de grandes valeurs des di�érents
paramètres.

7.1 Approche qualitative

On considère les familles de groupes(Sp(2q))q¸ 1, (Spin(2q+ 1)) q¸ 1, (Spin(2q))q¸ 1,
(SO(2q+ 1)) q¸ 1 et (SO(2q))q¸ 1. A chacune de ces famillesF , on associe une série for-
melle dépendant d'un ou deux paramètres. Pour cela, on noteLq(¸ ) la représentation
irréductible de plus haut poids¸ pour Sp(2q); Spin(2q+ 1) ; Spin(2q); SO(2q+ 1) ou
SO(2q) suivant la famille considérée, on pose­ i = "1 + ¢ ¢ ¢+ " i pour tout i ¸ 0 et on
convient que! 0 = ­ 0 = 0. On dé�nit les séries formelles suivantes pour tousd ¸ 0,
ou pour tousd ¸ e ¸ 0.

Âd(z) =
P

n¸ 0
dim Ld+ n (! n )zn si F = (Sp(2q))q¸ 1;

Âd(z) =
P

n¸ 0
dim Ld+ n (! + + ­ n )zn si F = (Spin(2q+ 1)) q¸ 1 ou F = (Spin(2q))q¸ 1;

Âd;e(z) =
P

n¸ 0
dim Ld+ n (­ n + ­ n+ d¡ e)zn si F = (SO(2q+ 1)) q¸ 1 ou F = (SO(2q))q¸ 1:

On écrit Â(z) pour abréger s'il n'y a pas d'ambiguité sur la familleF , et donc sur
les paramètres.

Rappelons quelques isomorphismes classiques. On aSp(2) ' Spin(3) ' SL(2), et
on identi�e le poids fondamental deSp(2) et celui deSpin(3) au poids 1 deSL(2). Le
groupeSO(3) est le quotient deSpin(3) ' SL(2) par f§ 1g, et sous l'identi�cation
précédente le poidsj" 1 de SO(3) correspond au poids2j de SL(2). Sous l'isomor-
phismeSpin(4) ' SL(2) £ SL(2), le poidsa"1 + b"2 de Spin(4) correspond au poids
(a ¡ b; a+ b) de SL(2) £ SL(2), et SO(4) est le quotient deSpin(4) ' SL(2) £ SL(2)
par f (1; 1); (¡ 1; ¡ 1)g.

Signalons en�n le résultat utile suivant, qui est (par exemple) une conséquence
du lemme 3.17.

Lemme 7.1 SousSL(2) on a pour tout p impair ¢(1) ­ ¢(1) = ¢(2) © 1.

On rappelle ici un théorème de Mathieu [38]. SoitG un groupe algébrique simple
connexe et simplement connexe surFp, on noteGC le groupe simple connexe et sim-
plement connexe de même diagramme de Dynkin dé�ni surC. SoientM; N deux G-
modules, soit̄ 2 P+ et notonsC = End G(M ). On fait agir trivialement C sur N , et
ainsi, avec les notations de 4.4,T¯ (M ­ N ­ n ) est unC-module. Pour tout C-module
U, on note [U] son image dans le groupe de GrothendieckK 0(C), et on dé�nit la
série formelleS¯ (z) à valeurs dansK 0(C) par S¯ (z) =

P

n¸ 0
[T¯ (M ­ N ­ n )]zn . On pose

Z(N ) = f x 2 C j il existe un élément régulierg de GC tel que gp soit central et x =
(chN )(g)g.
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Théorème 7.2 ([38], théorème 11.4) Soit¯ 2 C0. Alors S¯ (z) est une fraction
rationnelle à pôles simples, plus précisémentS¯ (z) =

P

x2 Z (N )

ax
1¡ xz pour certains ax

dansC ­ K 0(C).

On en déduit un premier résultat qualitatif qu'on va généraliser par une approche
di�érente au paragraphe 7.4.

Proposition 7.3 1. Si F = (Sp(2q))q¸ 1, on supposed · p ¡ 2.

2. Si F = Spin(2q+ 1)) q¸ 1 ou F = Spin(2q))q¸ 1, on supposed · p¡ 3
2 .

3. Si F = SO(2q+ 1)) q¸ 1, on supposed + e · p ¡ 3.

4. Si F = SO(2q))q¸ 1, on supposed + e · p ¡ 2.
Alors Â(z) est une fraction rationnelle à pôles simples, et siZ désigne l'ensemble

des inverses des pôles, on a

1. Z = f 4 cos2( ¼j
2p )j1 · j · pg si F = (Sp(2q))q¸ 1.

2. Z = f 8 cos2( ¼j
p )j1 · j · pg si F = Spin(2q+ 1)) q¸ 1 ou F = Spin(2q))q¸ 1.

3. Z = f 16 cos2( (j ¡ h)¼
2p ) cos2( (j + h)¼

2p )j1 · j · 2p ¡ 1; 1 · h · 2p ¡ 1; j 6= p; h 6= pg
si F = SO(2q+ 1)) q¸ 1 ou F = SO(2q))q¸ 1,

Démonstration. Signalons tout d'abord qu'on appliquera ci-dessous le premier point
de la proposition 4.11 à la(Pin(2d); SO(3)) paire duale et à la(O(2d + 1) ; Spin(4))
paire duale, qui ne font pas partie des cinq paires duales qu'on manipule ordinaire-
ment, mais qui s'en déduisent (voir la remarque suivant le théorème 4.3). On véri�e
immédiatement que ce point reste valable pour ces deux paires duales.

1. Soit F = (Sp(2q))q¸ 1. Avec les notations du théorème 7.2, soientG = Sp(2) '
SL(2) et ¯ = d 2 C0. On poseM = (¤ V2)­ d et N = ¤ V2 = 2 © V2. Le
moduleM s'identi�e à la (Sp(2d); Sp(2)) paire dualeM et le commutant C du
G-module M est engendré par l'action deSp(2d) sur M.
On détermine facilementZ = Z(N ) : tout élément régulierg 2 GC tel que gp

est central est conjugué à une matrice
·

» 0
0 »¡ 1

¸
; avec» 6= § 1 et »2p = 1. On

trouve alors (chN )(g) = 2 + » + »¡ 1 = 2(1 + cos( ¼j
p )) = 4 cos2( ¼j

2p ) avecp qui
ne divise pasj .
On veut identi�er [Td(M ­ N ­ n )]. On considère pour cela la(Sp(2d + 2n); Sp(2))
paire duale étudiée au chapitre 4, notéeM d+ n , et sous cette paire duale on
considère les poidş = ! n de Sp(2d + 2n) et ~̧ = d de Sp(2). On sait que
T~̧(M d+ n ) = Ld+ n (¸ ) = Ld+ n (! n ) commeSp(2d + 2n)-module. De plus on a
M d+ n = M ­ N ­ n commeG-module et commeC-module :
(a) CommeG-module on aM ­ N ­ n = (¤ V2)­ (d+ n) = ¤( V2 ­ Cd+ n ) = M d+ n .

(b) Comme C-module d'après le lemme 4.6, où on prend pourUk la repré-
sentation naturelle deSp(2d), via l'inclusion naturelle de Sp(2d) dans
Sp(2d + 2n).

81



CHAPITRE 7. MODULES SIMPLES DE PLUS HAUT POIDS ! I OU ! I + ! J

Par conséquentT~̧(M ­ N ­ n ) = T~̧(M d+ n ) = Ld+ n (¸ ) commeC-module. Il ne
reste plus qu'à appliquer l'opérateur linéaire£ : C ­ K 0(C) ! C dé�ni par
£( X ) = dim X pour obtenir le résultat annoncé pourÂd(z) = £( Sd(z)) .

2. Soit F = (Spin(2q+ 1)) q¸ 1. On procède de la même manière. On poseG =
Spin(3) ' SL(2), ¯ = 2d + 1 2 C0 , M = (¤ V2)­ d ­ ¤V2¡ , N = ¤ V2 =
2(1© V2) = 2(1 © ¢(2)) = 2¢(1) ­ 2 d'après 7.1 et leG-moduleM s'identi�e à
la (Spin(2d + 1) ; Spin(3)) paire dualeM. La suite est identique à ce qui précède.
Avec les mêmes notations qu'auparavant, on a(chN )(g) = 2(2 + »2 + »¡ 2) =
4(1 + cos(2¼j

p )) = 8 cos2( ¼j
p ) et p ne divise pasj .

3. SoitF = (Spin(2q))q¸ 1. Le théorème 7.2 ne s'applique qu'aux groupes connexes,
mais la (Spin(2d); O(3)) paire duale M est aussi une(Pin(2d); SO(3)) paire
duale (cf. [2]). On a

Âd(z) =
1
2

X

n¸ 0

dim Ld+ n (! + + ­ n ; 0)zn

où Ld+ n (¹; 0) est la représentation irréductible dePin(2d + 2n) de plus haut
poids ¹ . On considère le poids̄ = 2d de SL(2), et ce qui vient d'être fait pour
F = (Spin(2q+ 1)) q¸ 1 reste vrai sans modi�cation.

4. Soit F = (SO(2q+ 1)) q¸ 1. La (SO(2d + 1) ; Pin(4)) paire dualeM est aussi une
(O(2d + 1) ; Spin(4)) paire duale (cf. [2]). On a évidemment

Âd;e(z) =
X

n¸ 0

dim Ld+ n (­ n + ­ n+ d¡ e; +) zn

où Ld+ n (¸; +) est la représentation irréductible deO(2d + 2n + 1) de plus haut
poids (¸; +) . On poursuit alors de la même manière. On poseG = Spin(4) ,
¯ = ( d+ 1

2)"1 +( e+ 1
2)"2 2 C0, M = M est la (O(2d + 1) ; Spin(4)) paire duale,

N = ¤ V2 = 2 © 2V2 © ¤ 2V2 = 2 © 2¢( "1) © ¢(2 ! + ) © ¢(2 ! ¡ ).
Il reste à déterminerZ , ce qu'on fait en identi�ant Spin(4) avecSL2£ SL2. On a
alorsN = 21£ 1©2¢(1) £ ¢(1) ©1£ ¢(2) ©¢(2) £ 1 = (¢(1) £ 1©1£ ¢(1)) ­ 2.
On considère un couple(a; b) d'éléments réguliers deSL2 dont la puissancepème

est centrale :

a =
·

» 0
0 »¡ 1

¸
; » 6= § 1; »2p = 1 et b=

·
´ 0
0 ´ ¡ 1

¸
; ´ 6= § 1; ´ 2p = 1.

On a » = exp i¼j
p , ´ = exp i¼h

p et p ne divise nih ni j . On trouve (chN )(a; b) =

(» + »¡ 1 + ´ + ´ ¡ 1)2 = 4(cos( j¼
p ) + cos( h¼

p ))2 = 16 cos2( (j ¡ h)¼
2p ) cos2( (j + h)¼

2p ).

5. Soit F = (SO(2q))q¸ 1. On applique la même idée, en considérantM comme
une (O(2d); SO(4)) paire duale plutôt qu'une (SO(2d); O(4)) paire duale. On
a alors, sie 6= 0, Âd;e(z) =

P

n¸ 0
dim Ld+ n (­ n + ­ n+ d¡ e; +) zn et si e = 0, on a

Âd;e(z) = 1
2

P

n¸ 0
dim Ld+ n (­ n + ­ n+ d¡ e; 0)zn : On pose¯ = d"1 + e"2, et le calcul

de Z est exactement identique au cas précédent.

2
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7.2. CONVOLUTION BINÔMIALE

7.2 Convolution binômiale

On dé�nit un produit de convolution entre séries formelles, produit qui intervient
dans le théorème 7.18 et qui réduit l'étude deÂ(z) à une certaine sérieDd(z).

Dé�nition 7.4 Pour tous A =
P

n¸ 0
anzn ; B =

P

n¸ 0
bnzn 2 C[[z]] on dé�nit le produit

de convolutionA ¤ B =
P

n¸ 0
(

nP

k=0
Ck

n akbn¡ k)zn . On dé�nit aussi l'application linéaire

µ : C[[z]] ! C[[z]] qui envoie
P

n¸ 0
anzn sur

P

n¸ 0

an
n! z

n .

Cette convolution est clairement commutative et associative, d' élément neutre 1,
et µ est un isomorphisme d'algèbres de(C[[z]]; + ; ¤) sur (C[[z]]; + ; ¢). Comme on a
µ( 1

1¡ az ) = exp( az) et exp(az) exp(bz) = exp(( a+ b)z), il vient une première formule :
1

1¡ az ¤ 1
1¡ bz = 1

1¡ (a+ b)z . La proposition qui suit, apparemment nouvelle, généralise
cette formule, puisqu'elle décrit l'e�et de la convolution par 1

1¡ az pour tout a 2 C.
On donne deux démonstrations de cette proposition, la seconde étant due à Wolfgang
Soergel. Notons que la première de ces démonstrations montre que la proposition
reste valable si on remplaceC par un anneau commutatif quelconque.

Proposition 7.5 Soit a 2 C. Pour tout P(z) 2 C[[z]] on a
1

1 ¡ az
¤ P(z) =

1
1 ¡ az

P(
z

1 ¡ az
);

en particulier 1
1¡ az ¤ 1

1¡ bz = 1
1¡ (a+ b)z et 1

(1¡ az)k +1 = 1
1¡ az ¤ (1 + az)k :

Démonstration 1 Remarquons que la compositionP( z
1¡ az ) a un sens puisque la fa-

mille (( z
1¡ az )n )n2 N est sommable. Soit(z) l'idéal engendré parz dans C[[z]]. L'idée

est de démontrer la proposition lorsqueP(z) est un polynôme, puis d'étendre le
résultat par densité,C[[z]] étant muni de la topologie(z)-adique.

Soit Ã : C[[z]] ! C[[z]] l'opérateur linéaire dé�ni par

Ã(
P

n¸ 0
bnzn ) = 1

1¡ az ¤ (
P

n¸ 0
bnzn ) =

P

n¸ 0
(

nP

k=0
Ck

n an¡ kbk)zn :

Si S(z) =
P

n¸ 0
bnzn et b¡ 1 = 0, on a

Ã(zS) =
X

n¸ 1

(
nX

k=0

Ck
n an¡ kbk¡ 1)zn

=
X

n¸ 1

(
nX

k=1

Ck¡ 1
n¡ 1an¡ kbk¡ 1)zn +

X

n¸ 1

(
n¡ 1X

k=0

Ck
n¡ 1an¡ kbk¡ 1)zn

= z
X

n¸ 0

(
n+1X

k=1

Ck¡ 1
n an+1 ¡ kbk¡ 1)zn + az

X

n¸ 0

(
nX

k=0

Ck
n an¡ kbk¡ 1)zn

= z
X

n¸ 0

(
nX

k=0

Ck
n an¡ kbk)zn + az

X

n¸ 0

(
nX

k=0

Ck
n an¡ kbk¡ 1)zn

= zÃ(S) + azÃ(zS);
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donc (1 ¡ az)Ã(zS) = zÃ(S) et Ã(zS) = z
1¡ az Ã(S). On en déduit Ã(RS) =

R( z
1¡ az )Ã(S) pour R 2 C[z]; S 2 C[[z]], d'où Ã(R) = R( z

1¡ az )Ã(1) = R( z
1¡ az ) 1

1¡ az .
La proposition est donc démontrée pour les polynômes.

Pour tout entier positif n, l'idéal (z)n = ( zn ) est aussi un idéal de(C[[z]]; + ; ¤).
La convolution est donc une opération continue pour la topologie(z)-adique, et
comme les polynômes sont denses dansC[[z]], on a le résultat. 2

Démonstration 2 On démontre ici la formule pour un sous-espace vectorielV de
C[[z]] dense pour la topologie(z)-adique, et on conclut comme dans la première
démonstration. Le sous-espaceV est engendré par la famille

¡
1

1¡ bz

¢
b2 C

, et sa densité
est claire, comme on le voit en considérant le déterminant de Vandermonde. On est
donc réduit à démontrer la formule 1

1¡ az ¤ 1
1¡ bz = 1

1¡ az
1

1¡ b z
1¡ az

, c'est-à-dire 1
1¡ az ¤

1
1¡ bz = 1

1¡ (a+ b)z , et cette égalité a été établie juste après la dé�nition du produit de
convolution. 2

Cette proposition permet de calculer facilement le produit de convolution de
deux fractions rationnellesF1; F2 dont 0 n'est pas un pôle. En e�et par linéarité
on se réduit à calculer 1

(1¡ az)k +1 ¤ 1
(1¡ bz) l +1 = 1

1¡ az ¤ (1 + az)k ¤ 1
1¡ bz ¤ (1 + bz) l =

1
1¡ (a+ b)z ¤ P(z) = 1

1¡ (a+ b)z P( z
1¡ (a+ b)z ) où P est un polynôme de degrék + l. En

particulier les pôles deF1 ¤ F2 sont de la forme 1
a+ b, où a (resp. b) est l'inverse

d'un pôle de F1 (resp. F2), de multiplicité strictement inférieure à la somme des
multiplicités de 1

a et 1
b.

Dé�nition 7.6 Soi S(z) =
P

snzn 2 C[[z]]. La partie paire (resp. impaire) deS(z)
est

P
s2nz2n = 1

2(S(z) + S(¡ z)) (resp.
P

s2n+1 z2n+1 = 1
2(S(z) ¡ S(¡ z))), et S

coincide avec sa partie paire (resp. impaire) si et seulement siS(¡ z) = S(z) (resp.
S(¡ z) = ¡ S(z)), auquel cas on dit queS est paire (resp. impaire).

A l'aide de l'isomophisme d'algèbresµ, on voit que si S et T sont toutes deux
paires ou toutes deux impaires, alorsS ¤ T est paire, et siS est paire et T im-
paire, alors S ¤ T est impaire. Cete remarque servira notamment au cours de la
démonstration du théorème 7.18.

7.3 Série génératrice pour SL(2)

Dans cette section, on rapelle les propriétés principales d'une certaine série for-
melle Dd(z), où d est un entier positif, étudiée par Karin Erdmann [14] à l'aide de
la connaissance desSL(2)-modules(T(k))k2 N (cf. 3.18). Cette série est très liée aux
di�érentes sériesÂ(z), comme on le verra dans la section suivante. On démontre
également quelques résultats nouveaux, notamment la décomposition en éléments
simples deDd(z).

Pour tout k ¸ 0, on noteT(k) le module basculant indécomposable de plus haut
poids k½de SL(2).
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Dé�nition 7.7 Pour tout entier d ¸ 0, soit Dd(z) =
P

n¸ 0
[T(1)­ n : T(d)]zn .

Remarquons queDd = zd +
P

n>d
cd;nzn . En outre Dd est paire (resp. impaire) si

d est pair (resp. impair). Pour le voir, il su�t de remarquer que si deux poids sont
dans une même orbite sous l'action deWa®, ils ont la même parité. Par conséquent
tous les modules de Weyl intervenant dans une bonne �ltration deT(d) ont leur plus
haut poids de même parité qued, et �nalement tous les poids deT(d) ont même
parité que d.

7.3.1 Expression à l'aide des polynômes de Chebyshev

On énonce ici le principal résultat de [14]. Pour toutk ¸ 1, Uk¡ 1 désigne lekème

polynôme de Chebyshev de deuxième espèce dé�ni parsin(kµ) = Uk¡ 1(cosµ) sin µ
pour tout µ 2 R. Pour tout k ¸ 0, on note égalementTk le kème polynôme de
Chebyshev de première espèce dé�ni parcos(kµ) = Tk(cosµ) pour tout µ 2 R. On
rappelle en�n la dé�nition suivante.

Dé�nition 7.8 Soit j un entier positif. On appelle décomposition en basep de j
l'écriture j =

P

i ¸ 0
j i pi , avec j i 2 N et 0 · j i · p ¡ 1 pour tout i .

Théorème 7.9 [14] Soit d 2 N et soit d + 1 =
kP

i = f
di pi la décomposition en basep

de d + 1 avecdf 6= 0, dk 6= 0. On a

Dd(z) =
1
z

kY

i = f

U(p¡ di )pi ¡ 1( 1
2z )

Upi +1 ¡ 1( 1
2z )

:

Si p = 2 et d + 1 =
kP

i =1
2tk avect1 < t 2 < ¢ ¢ ¢< t k , cette formule se simpli�e en

Dd(z) =
1
z

kY

i =1

1
2T2t i ( 1

2z )
:

Il est important de noter que les pôles deDd(z) sont simples et de la forme
1

2 cos( s¼
pk +1 ) avec1 · s · pk+1 ¡ 1. En e�et, on remarque tout d'abord que sin divisem,

alors Un¡ 1(X ) divise Um¡ 1(X ) : si m = kn on a Um¡ 1(X ) = Uk¡ 1(Tn (X ))Um¡ 1(X ).

Avec les notations du théorème, on aDd(z) = 1
z

U( p¡ df ) pf ¡ 1 ( 1
2z )

Upk +1 ¡ 1 ( 1
2z )

k¡ 1Q

i = f

U( p¡ di +1 ) pi +1 ¡ 1 ( 1
2z )

Upi +1 ¡ 1 ( 1
2z )

, et

la remarque précédente montre que
U( p¡ di +1 ) pi +1 ¡ 1 ( 1

2z )

Upi +1 ¡ 1 ( 1
2z )

est un polynôme en1
z , autre-

ment dit une fraction rationnelle dont le seul pôle éventuel est0. Par ailleurs, pour
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tout n, lesn¡ 1 racines distinctes deUn¡ 1(x) sont les nombrescos(l¼n ), 1 · l · n¡ 1.
Comme0 ne peut pas être un pôle de la série formelleDd(z), on obtient bien le ré-
sultat annoncé.

On peut faire quelques observations supplémentaires. Sip = 2 et d = 0, Dd(z)
n'a pas de pôle puisqueDd(z) = 1 . Si p ¸ 3, ou si p = 2 et d ¸ 1, on a
cos( ¼

pk +1 ) 6= 0 et 1
2 cos( ¼

pk +1 ) est un pôle deDd(z) puisqu'il n'annule pas le numé-

rateur
kQ

i = f
U(p¡ di )pi ¡ 1( 1

2z ). En considérant les racines des polynômes de Chebyshev

intervenant au numérateur et au dénominateur deDd(z), on voit plus généralement
que les pôles deDd(z) sont les nombres 1

2 cos( s¼
pi +1 ) avecs premier àp, 1 · s · pi +1 ¡ 1

et s di�érent de pi +1

2 .

7.3.2 Formules explicites

On conserve les notations du théorème 7.9, et on énonce un autre théorème de
[14] qui permet de calculer ponctuellement les coe�cients deDd(z) en transformant,
par un changement de variable judicieux (voir par exemple la démonstration du
théorème 7.24), la sérieDd(z) en une série plus simple à manipuler .

Théorème 7.10 [14] Le coe�cient de zd+2 r dans Dd(z) est le coe�cient de X r

dans le développement en série entière de(1 ¡ X )(1 + X )d+2 r
kQ

i = f

X ( p¡ di ) pi
¡ 1

X pi +1 ¡ 1
.

Nous déduisons de ce théorème un premier résultat, qui améliore un lemme
de [14]. On convient que le coe�cient binômialCk

n est nul si k < 0 ou k > n .

Proposition 7.11 Soit ± = ( p ¡ df )pf .
Le coe�cient de zd+2 r dansDd(z) est

P

j 2 J
(Cr ¡ j

d+2 r ¡ Cr ¡ j ¡ 1
d+2 r ¡ Cr ¡ j ¡ ±

d+2 r + Cr ¡ j ¡ ±¡ 1
d+2 r )

avecJ = f j ¸ 0 | si j i est le coe�cient de pi dans la décomposition en basep de j ,
on a j i = 0 pour tout i · f et j i + di < p pour tout i ¸ f + 1g.

Démonstration. Le coe�cient de zd+2 r dans Dd(z) est le coe�cient de X r dans le

développement en série entière de(1¡ X )(1+ X )d+2 r X ±¡ 1
X pk +1 ¡ 1

k¡ 1Q

i = f

X ( p¡ di +1 ) pi +1
¡ 1

X pi +1 ¡ 1
. Pour

tout i , le polynômeX pi +1
¡ 1 divise le polynômeX (p¡ di +1 )pi +1

¡ 1, et on noteP(X )

le polynôme
k¡ 1Q

i = f

X ( p¡ di +1 ) pi +1
¡ 1

X pi +1 ¡ 1
. Ce polynôme est à coe�cients entiers positifs, et on

peut l'expliciter complètement : on a

1¡ X ( p¡ di +1 ) pi +1

1¡ X pi +1 =
P

n¸ 0
X np i +1

¡
P

n¸ 0
X pi +1 (n+ p¡ di +1 )

=
P

0· n<p ¡ di +1

X np i +1
:
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Le coe�cient c(P; j ) deX j dansP est donc le nombre de(k¡ f )-uplets (nf ; : : : ; nk¡ 1)

tels que0 · ni < p ¡ di +1 pour tout i et
k¡ 1P

i = f
ni pi +1 = j . L'unicité de l'écriture de j

en basep montre qu'il y a au plus un tel (k ¡ 1)-uplet. Ainsi c(P; j ) est nul ou égal
à 1, et c(P; j ) = 1 si et seulement sipf +1 divise j , j < p k+1 et j i + di < p lorsque
f + 1 · i · k, j i étant le coe�cient de pi dans la décomposition en basep de j .

Le même argument montre que les coe�cients de la série formelleP (X )

1¡ X pk +1 valent

0 ou 1, et le coe�cient de X j est non nul si et seulement sij 2 J . Comme
(1 ¡ X )(1 ¡ X ±) = 1 ¡ X ¡ X ± + X ±+1 et (1 + X )d+2 r =

P

i
C i

d+2 r X
i , on trouve

(1 ¡ X )(1 + X )d+2 r 1 ¡ X ±

1 ¡ X pk +1 P(X ) = (1 ¡ X ¡ X ± + X ±+1 )
X

i

C i
d+2 r X

i
X

j 2 J

X j

=
X

i
j 2 J

(C i
d+2 r ¡ C i ¡ 1

d+2 r )X
i + j ¡

X

i
j 2 J

(C i ¡ ±
d+2 r ¡ C i ¡ ±¡ 1

d+2 r )X i + j

d'où la formule voulue. 2

On introduit une notation supplémentaire.

Dé�nition 7.12 On poseA = f
kP

i = f +1
ai pi j 8i; 0 · ai · p ¡ 1 ¡ di g.

Remarquons queA = f 0g si f = k. Avec cette dé�nition, on a le corollaire

Corollaire 7.13 Le coe�cient de zd+2 r dansDd(z) est
X

a2 A

X

n2 Z

(Cr ¡ b+ npk +1

d+2 r ¡ Cr ¡ 1¡ b+ npk +1

d+2 r ):

Démonstration. D'après la proposition précédente, le coe�cient dezd+2 r dansDd(z)
est P

j 2 J
((Cr ¡ j

d+2 r + Cr ¡ j ¡ ±¡ 1
d+2 r ) ¡ (Cr ¡ j ¡ 1

d+2 r + Cr ¡ j ¡ ±
d+2 r ))

=
P

j 2 J
((Cr ¡ j

d+2 r + Cd+1+ r + j + ±
d+2 r ) ¡ (Cr ¡ j ¡ 1

d+2 r + Cd+ r + j + ±
d+2 r )) .

Il su�t de montrer que
P

j 2 J
(Cr ¡ j

d+2 r + Cd+1+ r + j + ±
d+2 r ) =

P

a 2 A
n 2 Z

Cr ¡ b+ npk +1

d+2 r , la seconde

égalité
P

j 2 J
(Cr ¡ j ¡ 1

d+2 r + Cd+ r + j + ±
d+2 r ) =

P

a 2 A
n 2 Z

Cr ¡ 1¡ b+ npk +1

d+2 r s'obtenant de même.

On poseS1 =
P

j 2 J
Cr ¡ j

d+2 r et S2 =
P

j 2 J
Cd+1+ r + j + ±

d+2 r . On a J = f a + pk+1 n j a 2

A; n 2 Ng, ce qui donneS1 =
P

a 2 A
n 2 N

Cr ¡ a¡ npk +1

d+2 r . Remarquons que l'application
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qui envoie a 2 A sur (pk+1 ¡ pf +1 ¡
kP

i = f +1
di pi ) ¡ a est une involution deA : si

a =
kP

i = f +1
ai pi avec0 · ai · p ¡ 1 ¡ di lorsquef + 1 · i · k, on a (pk+1 ¡ pf +1 ¡

kP

i = f +1
di pi ) ¡ a =

kP

i = f +1
(p ¡ 1 ¡ di ¡ ai )pi qui est un élément deA. Par conséquent

S2 =
P

a 2 A
n 2 N

C
d+1+ r + ±+( pk +1 ¡ pf +1 ¡

kP

i = f +1
di pi ¡ a)+ np t k +1

d+2 r . Or d + 1 + r + ±+ ( pk+1 ¡ pf +1 ¡

kP

i = f +1
di pi ¡ a)+ nptk +1 = r + pk+1 (n+1) ¡ a. Autrement dit S2 =

P

a 2 A
n 2 N

Cr ¡ a+( n+1) pk +1

d+2 r ,

ce qui achève la preuve. 2

Le lemme technique suivant permet de calculer les sommes de coe�cients bino-
miaux qui apparaissent dans le corollaire qu'on vient d'établir.

Lemme 7.14 Soient q; s2 N et r 2 Z. On a
P

n2 Z
Cr + ns

q = 1
s

sP

j =1
cos(j¼(q¡ 2r )

s )(2 cos(j¼s ))q:

Démonstration. Soit ´ = e
i¼
s et montrons que

P

n2 Z
Cr + ns

q = 1
s

sP

j =1
´ ¡ 2rj (1 + ´ 2j )q.

On a
sP

j =1
´ ¡ 2rj (1 + ´ 2j )q =

sP

j =1
´ ¡ 2rj

P

n
Cn

q ´ 2jn =
P

n
Cn

q

sP

j =1
´ 2j (n¡ r )

=
P

n´ r mod s
Cn

q

sP

j =1
´ 2j (n¡ r ) +

P

n6 ŕ mod s
Cn

q

sP

j =1
´ 2j (n¡ r ) =

P

n2 Z
Cr + ns

q £ s +
P

n6 ŕ mod s
Cn

q £ 0:

Par conséquent
P

n2 Z
Cr + ns

q = 1
s

sP

j =1
´ ¡ 2rj (1 + ´ 2j )q = 1

s

sP

j =1
´ j (q¡ 2r )(´ ¡ j + ´ j )q

= 1
s

sP

j =1
´ j (q¡ 2r )(2 cos(j¼s ))q, et on extrait la partie réelle de cette dernière expression.

2

Corollaire 7.15 Le coe�cient de zd+2 r dansDd(z) est

2
pk+1

pk +1 ¡ 1X

j =1

Ã
X

a2 A

sin(
j¼(d + 1 + 2 a)

pk+1
)

!

sin(
j¼

pk+1
)(2 cos(

j¼
pk+1

))d+2 r :

Démonstration. Des résultats qui précèdent, on déduit que le coe�cient dezd+2 r

dansDd(z) est

1
pk+1

X

a2 A

pk +1X

j =1

µ
cos(

j¼(d + 2a)
pk+1

) ¡ cos(
j¼(d + 2 + 2 a)

pk+1
)
¶

(2 cos(
j¼

pk+1
))d+2 r :
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On voit immédiatement que le terme correspondant àj = pk+1 est nul, et la
formule cosx ¡ cosy = 2 sin( x+ y

2 ) sin( y¡ x
2 ) donne l'expression annoncée. 2

7.3.3 Décomposition en éléments simples

A partir du dernier corollaire de la section qui précède, on obtient une première
décomposition de la fraction rationnelleDd(z). On conserve les notations de la sec-
tion précédente.

Proposition 7.16 On a

Dd(z) =
2

pk+1

pk +1 ¡ 1X

j =1

Ã
X

a2 A

sin(
j¼(d + 1 + 2 a)

pk+1
)

!

sin(
j¼

pk+1
)

(2 cos( j¼
pk +1 )z)d

1 ¡ (2 cos( j¼
pk +1 ))2z2

:

On en déduit la décomposition en éléments simples deDd(z) si p ¸ 3.

Corollaire 7.17 Supposonsp ¸ 3. On a

Dd(z) =
2

pk+1

pk +1 ¡ 1X

j =1

Ã
X

a2 A

sin(
j¼(d + 1 + 2 a)

pk+1
)

!

sin(
j¼

pk+1
)

1

1 ¡ 2 cos( j¼
pk +1 )z

:

Démonstration. Montrons tout d'abord que la partie polynômiale est nulle. Les po-
lynômes de Chebyshev satisfont la relation de récurrenceUn+2 (X ) = 2 XUn+1 (X ) ¡
Un (X ), U0(X ) = 1 et U1(X ) = 2 X . On voit en particulier que U2n (X ) a un terme
constant non nul. Il découle alors du théorème 7.9 que le degré du numérateur de
Dd(z) est strictement inférieur à celui du dénominateur.

On détermine maintenant les parties polaires de la décomposition. Un calcul
élémentaire donne

(2 cos( j¼
pk +1 )z)d

1¡ (2 cos( j¼
pk +1 )) 2z2 = R(z) + 1

2
1

1¡ 2 cos( j¼
pk +1 )z

+ (¡ 1)d

2
1

1+2 cos( j¼
pk +1 )z

;

où R(z) est un polynôme dépendant des. On obtient donc

Dd(z) = 1
pk +1

pk +1 ¡ 1P

j =1
sin( j¼

pk +1 )
µ

P

a2 A
sin( j¼(d+1+2 a)

pk +1 )
¶

1
1¡ 2 cos( j¼

pk +1 )z

+ 1
pk +1

pk +1 ¡ 1P

t=1
sin( t¼

pk +1 )
µ

P

a2 A
sin( t¼(d+1+2 a)

pk +1 )
¶

(¡ 1)d

1+2 cos( t¼
pk +1 )z

:

On poset = pk+1 ¡ j dans la seconde somme, d'où
pk +1 ¡ 1P

t=1
sin( t¼

pk +1 )
µ

P

a2 A
sin( t¼(d+1+2 a)

pk +1 )
¶

(¡ 1)d

1+2 cos( t¼
pk +1 )z

=
pk +1 ¡ 1P

j =1
sin( j¼

pk +1 )
µ

P

a2 A
(¡ 1)d sin( j¼(d+1+2 a)

pk +1 )
¶

(¡ 1)d

1¡ 2 cos( j¼
pk +1 )z

.

On a donc bien la formule voulue. 2
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Remarquons que sip = 2, la partie polaire est la même que ci-dessus, et on voit
facilement que la partie polynômiale est constante. Plus précisément, elle est nulle
lorsqued est impair, elle vaut ¡ 1

2k ¡ 1 lorsqued est congru à2 modulo 4, et elle vaut
1

2k ¡ 1 lorsque4 divise d. On ne détaille pas les calculs car on n'aura pas besoin de la
décomposition en éléments simples deDd(z) lorsquep = 2.

7.4 Série génératrice pour chaque famille de groupes

Dans cette partie, on montre comment exprimer simplementÂ(z) en fonction de
Dd(z). On en déduit en particulier queÂ(z) est une fraction rationnelle à pôles réels
positifs et simples. LorsqueF = (Sp(2q))q¸ 1, (Spin(2q+ 1)) q¸ 1 ou (Spin(2q))q¸ 1, on
donne aussi des formules pour calculer les dimensions des sous-espaces de poids. Dans
les prochaines sections, on exploite le théorème qui suit pour obtenir des formules
plus explicites pour les dimensions desG-modules simples.

Théorème 7.18

Si F = (Sp(2q))q¸ 1; Âd(z) =
1
zd

µ
1

1 ¡ 2z
¤ Dd(z)

¶
:

Si F = (Spin(2q+ 1)) q¸ 1; Âd

µ
1
2

z2

¶
=

2d

z2d+1
D2d+1 (z):

Si F = (Spin(2q))q¸ 1; Âd

µ
1
2

z2

¶
=

2d¡ 1

z2d
D2d(z):

Si F = (SO(2q+ 1)) q¸ 1; Âd;e(z2) =
1

z2d+1
(Dd¡ e(z) ¤ Dd+ e+1 (z)) :

Si F = (SO(2q))q¸ 1 et e 6= 0; Âd;e(z2) =
1

z2d
(Dd¡ e(z) ¤ Dd+ e(z)) :

Si F = (SO(2q))q¸ 1 et e = 0; Âd;0(z2) =
1
2

1
z2d

(Dd(z) ¤ Dd(z)) :

Démonstration. 1. Soit F = (Sp(2q))q¸ 1 et considérons la(Sp(2d + 2n); Sp(2))
paire duale M. La dimension deLd+ n (! n ) est la multiplicité de T(d) dans

(¤ V2)­ (d+ n) = (2 T(0) + T(1)) ­ (d+ n) =
d+ nP

k=0
Ck

d+ n2d+ n¡ kT(1)­ k . Par conséquent

dim Ld+ n (! n ) est le coe�cient de zd+ n dans
¡

1
1¡ 2z ¤ Dd(z)

¢
.

2. Soit F = (Spin(2q+ 1)) q¸ 1. L'étude de la (Spin(2d + 2n + 1) ; Spin(3))-paire
duale M montre que la dimension deLd+ n (! + + ­ n ) est la multiplicité de
T((2d + 1) ! + ) dans (¤ V2)­ (d+ n) ­ ¤V2¡ = (2 + 2 V2)­ (d+ n) ­ ¤V2¡ = (2 +
2T(2! + )) ­ (d+ n) ­ T(! + ). Après identi�cation de Spin(3) avecSL2, on trouve
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quedim Ld+ n (! + +­ n ) est la multiplicité de T(2d+1) dans(2+2T(2)) ­ (d+ n) ­
T(1). Or 1 + T(2) = T(1) ­ T(1) d'après le lemme 7.1, doncdim Ld+ n (! + +
­ n ) est la multiplicité de T(2d + 1) dans2d+ nT(1)­ (2d+2 n+1) , c'est-à-dire2d+ n

que multiplie le coe�cient de z2d+2 n+1 dans D2d+1 (z). On en déduit que le
coe�cient de z2n de Âd( 1

2z2) est 2d que multiplie le coe�cient de z2d+2 n+1 dans
D2d+1 (z). Les fonctionsÂd( 1

2z2) et 1
z2d+1 D2d+1 étant paires, on en déduit le

résultat.

3. SoitF = (Spin(2q))q¸ 1. On utilise la (Pin(2d + 2n); SO(3)) paire dualeM pour
gagner du temps : on évite ainsi les questions de signe pour les représentations
de O(3). Il faut noter que la fonction Â(z) pour la paire (Pin(2d + 2n); SO(3))
est le double de la fonctionÂ(z) pour la paire(Spin(2d + 2n); O(3)). La dimen-
sion deLd+ n (! + + ­ n ; 0) est la multiplicité de T(d"1) dans (¤ V2)­ (d+ n) sous
l'action de SO(3), et un calcul identique au cas précédent donne la formule
annoncée.

4. Soit F = (SO(2q+ 1)) q¸ 1. On considère la(SO(2d + 2n + 1) ; Pin(4)) paire
dualeM. La dimension deLd+ n (­ n +­ n+ d¡ e) est la multiplicité de T((d+ 1

2)"1+
(e+ 1

2)"2; 0) dans (¤ V2)­ (d+ n) ­ ¤V2¡ sous l'action dePin(4), qui est aussi la
multiplicité de T((d + 1

2)"1 + ( e+ 1
2)"2) dans(¤ V2)­ (d+ n) ­ ¤V2¡ sous l'action

de Spin(4). On a déjà vu, dans la démonstration de la proposition 7.3, que
¤V2 = (1 £ T(1)©T(1)£ 1)­ 2 sousSL(2)£ SL(2), et ¤V2¡ = 1 £ T(1)©T(1)£ 1.
On a donc
Âd;e(z) =

P

n¸ 0
[(1 £ T(1) © T(1) £ 1)­ (2d+2 n+1) : T(d ¡ e) £ T(d + e+ 1)] zn

=
P

n¸ 0

P

i
C i

2d+2 n+1 [T(1)­ i £ T(1)2d+2 n+1 ¡ i : T(d ¡ e) £ T(d + e+ 1)] zn

=
P

n¸ 0

P

i
C i

2d+2 n+1 [T(1)­ i : T(d ¡ e)][T(1)2d+2 n+1 ¡ i : T(d + e+ 1)] zn :

Comme[T(1)­ i : T(d ¡ e)] est le coe�cient de zi dansDd¡ e et [T(1)2d+ n+1 ¡ i :
T(d + e+ 1)] est le coe�cient de z2d+ n+1 ¡ i dansDd+ e+1 , on voit que

1
z2d+1 Dd¡ e ¤ Dd+ e+1

=
P

n¸ 0

P

i
C i

2d+ n+1 [T(1)­ i : T(d ¡ e)][T(1)2d+ n+1 ¡ i : T(d + e+ 1)] zn

=
P

n¸ 0

P

i
C i

2d+2 n+1 [T(1)­ i : T(d ¡ e)][T(1)2d+2 n+1 ¡ i : T(d + e+ 1)] z2n

car 1
z2d+1 Dd¡ e ¤ Dd+ e+1 est paire, d'où le résultat annoncé.

5. Soit F = (SO(2q))q¸ 1. On utilise la (O(2d + 2n); SO(4)) paire dualeM pour
éviter les di�cultés liées à la décomposition des produits tensoriels sousO(4).
La dimension deLd+ n (­ n + ­ n+ d¡ e; " ) (" = 0 ou " = + ) est la multiplicité de
T(d"1 + e"2) dans (¤ V2)­ (d+ n) sous l'action deSO(4). Un calcul identique au
cas précédent donne

P

n¸ 0
dim Ld+ n (­ n + ­ n+ d¡ e; " )z2n = 1

z2d (Dd¡ e ¤ Dd+ e); et

on en déduit les deux formules.
2

91



CHAPITRE 7. MODULES SIMPLES DE PLUS HAUT POIDS ! I OU ! I + ! J

Corollaire 7.19 Soient F = (Sp(2q))q¸ 1 et d 2 N. Si d + 1 =
kP

i = f
di pt i est la

décomposition en basep de d + 1, on a

Âd(z) =
1

zd+1

kY

i = f

U(p¡ di )pi ¡ 1( 1
2z ¡ 1)

Upi +1 ¡ 1( 1
2z ¡ 1)

:

Dans le corollaire qui suit, on généralise les observations faites dans le premier
paragraphe du chapitre, et on donne en particulier le plus petit pôle deÂ(z), qui
interviendra dans le paragraphe 7.7.

Corollaire 7.20 Les pôles deÂ(z) sont simples, réels et positifs. Plus précisément :

1. Si F = (Sp(2q))q¸ 1, les pôles deÂd(z) sont de la forme 1
2+2 cos( j¼

pk +1 )
= 1

4 cos2 ( j¼
2pk +1 )

,

1 · j · pk+1 ¡ 1, où pk est la plus grande puissance dep dans le développement
en basep de d + 1. Le plus petit pôle est 1

4 cos2 ( ¼
2pk +1 ) .

2. Si F = (Spin(2q+ 1)) q¸ 1 ou (Spin(2q))q¸ 1, les pôles deÂd(z) sont de la forme
1

8 cos2 ( j¼
pk +1 )

, 1 · j · pk+1 ¡ 1, où ptk est la plus grande puissance dep dans le

développement en basep de 2d + 2 si F = (Spin(2q+ 1)) q¸ 1 (resp. 2d + 1 si
F = (Spin(2q))q¸ 1). Le plus petit pôle est 1

8 cos2 ( ¼
pk +1 ) .

3. Si F = (SO(2q+ 1)) q¸ 1 ou (SO(2q))q¸ 1, les pôles deÂd;e(z) sont de la forme
1

4(cos( i¼
ph +1 )+cos( j¼

pk +1 )) 2 , 1 · i · ph+1 ¡ 1, 1 · j · pk+1 ¡ 1, où ph est la plus

grande puissance dep dans le développement en basep de d ¡ e+ 1, et pk est
la plus grande puissance dep dans le développement en basep de d + e+ 2 si
F = (SO(2q+ 1)) q¸ 1 (resp. d + e+ 1 si F = (SO(2q))q¸ 1). Le plus petit pôle
est 1

4(cos( ¼
ph +1 )+cos( ¼

pk +1 )) 2 .

Démonstration. Ce corollaire est une conséquence presque immédiate des propriétés
du produit de convolution ¤, associées à la description des pôles deDd(z) faite
au paragraphe 7.3.1. Pour les groupes autres que le groupe symplectique, il faut
remarquer que si la sérieF (z2) est rationnelle à pôles simples, on peut regrouper
chaque pôle de la fraction rationnelle paireF (z2) avec son opposé, et l'équation

1
1¡ az + 1

1+ az = 2
1¡ a2z2 permet de conclure. 2

LorsqueG = Sp(2m), Spin(2m + 1) ou Spin(2m), on obtient des formules ana-
logues aux précédentes pour calculer les dimensions des sous-espaces de poids.

Proposition 7.21 Soient r; s · m.
Si G = Sp(2m), la dimension deL(! r )! s est le coe�cient de zm¡ s dansDm¡ r (z).
Si G = Spin(2m + 1) , la dimension deL(! + +­ r )! + +­ s est le coe�cient de zm¡ s

dans 1
z¡ 1 ¤

D 2( m ¡ r )+1 (
p

z)
p

z .
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Si G = Spin(2m) et si r ¡ s est pair, la dimension deL(! + + ­ r )! + +­ s est le
coe�cient de zm¡ s dans 1

z¡ 1 ¤D2(m¡ r )(
p

z), et la dimension deL(! + + ­ r )! ¡ +­ s est
nulle.

Si G = Spin(2m) et si r ¡ s est impair, la dimension deL(! + + ­ r )! ¡ +­ s est le
coe�cient de zm¡ s¡ 1 dans 1

z¡ 1 ¤ D2(m¡ r )(
p

z) et la dimension deL(! + + ­ r )! + +­ s

est nulle.

Démonstration. Si F = (Sp(2q))q¸ 1 et n ¸ 0, on adim Ld+ n (! n )! n ¡ l = [ T(1)­ (d+ l ) :
T(d)], et il su�t de poser n = r , d = m ¡ r et l = r ¡ s pour en déduire le résultat.

Si F = (Spin(2q+ 1)) q¸ 1, on a dim Ld+ n (! + + ­ n )! + +­ n ¡ l = [ T(2)­ (d+ l ) ­ T(1) :

T(2d+1)] = [( T(1)­ T(1)¡ 1)­ (d+ l )­ T(1) : T(2d+1)] =
d+ lP

k=0
Ck

d+ l (¡ 1)d+ l¡ k [T(1)­ (2k+1) :

T(2d + 1)] . Cette dernière expression est le coe�cient dezd+ l dans 1
z¡ 1 ¤ D 2d+1 (

p
z)p

z ,
et il n'y a plus qu'à posern = r , d = m ¡ r et l = r ¡ s.

On procède de même siF = (Spin(2q))q¸ 1. Sous l'action de¾c, on adim Ld+ n (! + +
­ n )! + +­ n ¡ l = [ T("1; ¡ )­ (d+ l ) : T(d"1; (¡ 1)d)]. Si cette dimension est non nulle,l
est nécessairement pair, et en identi�antSO(3) et SL(2) on trouve dim Ld+ n (! + +

­ n )! + +­ n ¡ l = [ T(2)­ (d+ l ) : T(2d)] =
d+ lP

k=0
Ck

d+ l (¡ 1)d+ l¡ k [T(1)­ (2k) : T(2d)]. On trouve

pareillement dim Ld+ n (! + + ­ n )! ¡ +­ n ¡ l = [ T(2)­ (d+ l ¡ 1) : T(2d)] avecl impair. 2

Dans la section 7.5, on obtient d'autres expressions pour les dimensions des
modules simples ne faisant plus intervenir les séries et la convolution, et on pourrait
obtenir sans di�culté des résultats analogues pour les dimensions des sous-espaces
de poids à partir de la proposition qu'on vient de démontrer.

7.5 Formules pour les groupes symplectiques et spin

On obtient dans cette section plusieurs expressions pour les dimensions des mo-
dules simples lorsqueG = Sp(2m), Spin(2m) ou Spin(2m + 1) . On les obtient
d'abord comme coe�cients de séries entières très simples, ce qui permet notam-
ment, grâce à l'informatique, d'obtenir les valeurs numériques des dimensions, même
lorsque les di�érents paramètres sont grands. On écrit ensuite les dimensions des mo-
dules simples comme somme alternée de dimensions de modules de Weyl. Notons
qu'au chapitre suivant, on verra que ces égalités sont également vraies au niveau des
caractères. En�n on exprime les dimensions des modules simples par des sommes
�périodiques� de coe�cients binomiaux.

Dé�nition 7.22 Pour tout r · m on pose

1. R = m + 1 ¡ r si G = Sp(2m),

2. R = 2( m + 1 ¡ r ) si G = Spin(2m + 1) ,

3. R = 2( m + 1 ¡ r ) ¡ 1 si G = Spin(2m),
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et soit R =
kP

i = f
Ri pi la décomposition deR en basep avecRf 6= 0 et Rk 6= 0.

Ces notations sont utilisées dans toute la suite de la section 7.5, et on les complète
dans la section 7.6, ainsi qu'au chapitre suivant.

7.5.1 Séries entières élémentaires

Proposition 7.23 Si G = Spin(2m + 1) , alors 1
2m dim L(! + + ­ r ) est le coe�cient

de X r dans le développement en série entière de(1 ¡ X )(1 + X )2m+1
kQ

i = f

X ( p¡ di ) pi
¡ 1

X pi +1 ¡ 1
.

Si G = Spin(2m), alors 1
2m ¡ 1 dim L(! + + ­ r ) est le coe�cient de X r dans le

développement en série entière de(1 ¡ X )(1 + X )2m
kQ

i = f

X ( p¡ di ) pi
¡ 1

X pi +1 ¡ 1
.

Démonstration. SupposonsG = Spin(2m + 1) . Par dé�nition dim L(! + +­ r ) est le
coe�cient de zr dansÂm¡ r (z), qui est aussi le coe�cient dez2r dans2m D 2( m ¡ r )+1 (z)

z2( m ¡ r )+1 .
Ainsi 1

2m dim L(! + + ­ r ) est le coe�cient de z2m+1 dans D2(m¡ r )+1 (z), et il n'y a
plus qu'à appliquer le théorème 7.10. On procède de même siG = Spin(2m). 2

Proposition 7.24 Si G = Sp(2m), alors dim L(! r ) est le coe�cient de X r dans le

développement en série entière de(1 ¡ X )(1 + X )2m+1
kQ

i = f

X 2( p¡ di ) pi
¡ 1

X 2pi +1 ¡ 1
.

Démonstration. Posonsd = m ¡ r et suivons la méthode de [14]. On doit montrer
que le coe�cient de zr dansÂd(z) est le coe�cient de X r dans le développement en

série entière de£ d;r (X ) = (1 ¡ X )(1 + X )2d+2 r +1
kQ

i = f

X 2( p¡ di ) pi
¡ 1

X 2pi +1 ¡ 1
. Or le coe�cient de

zr dansÂd(z) est égal à 1
2i¼

H Âd (z)
zr +1 dz, le contour étant un lacet d'indice 1 autour de

l'origine. Soit µ 2 R, et posonsw = eiµ et 1
2z ¡ 1 = cosµ = 1

2(w+ 1
w ). On a z = w

(w+1) 2

et sin(kµ) = wk ¡ w¡ k

2i pour tout k 2 N, d' où, à l'aide de 7.19

Âd(z) =
1

( w
(w+1) 2 )d+1

kY

i = f

sin((p ¡ di )pi µ)
sin(pi +1 µ)

=
(1 + w)2d+2

wd+1

kY

i = f

w(p¡ di )pi
¡ w¡ (p¡ di )pi

wpi +1 ¡ w¡ pi +1

=
(1 + w)2d+2

wd+1

kY

i = f

w2(p¡ di )pi
¡ 1

w2pi +1 ¡ 1
wd+1 = (1 + w)2d+2

kY

i = f

w2(p¡ di )pi
¡ 1

w2pi +1 ¡ 1
:

Comme dz = 1¡ w
(1+ w)3 dw, l'application w 7! z est biholomorphe dans un petit

voisinage de l'origine, on peut donc e�ectuer le changement de variablez = w
(w+1) 2 ,

ce qui donne
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1
2i¼

I
Âd(z)
zr +1

dz =
1

2i¼

I
(1 ¡ w)(1 + w)2r ¡ 1

wr +1
Âd(

w
(w + 1) 2

) dw

=
1

2i¼

I
(1 ¡ w)(1 + w)2d+2 r +1

wr +1

kY

i = f

w2(p¡ di )pi
¡ 1

w2pi +1 ¡ 1
dw =

1
2i¼

I
£ d;r (w)

wr +1
dw:

2

Exemple 7.25Soit m = 10, p = 2 et G = Sp(2m). On trouve le tableau suivant
pour les dimensions des modules simples, la dernière ligne donnant les dimensions
en caractéristique zéro. Remarquons quedim L(! m ) = 1024 = 210, conformément
au théorème 6.1. On remarque aussi que si on écritm + 1 = 1 + 2 + 2 3, les valeurs
de r pour lesquelles¢( ! r ) est simple sont1; 1 + 2; 1 + 2 + 2 2, comme le veut le
corollaire 8.14.

r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
dim L(! r ) 20 188 1120 4466 14344 29448 62016 53296 76096 1024

Cr
2m ¡ Cr ¡ 2

2m 20 189 1120 4655 14364 33915 62016 87210 90440 58786

7.5.2 Modules de Weyl

On écrit maintenant dim L(! r ) comme une somme alternée de dimensions de
modules de Weyl à l'aide de la proposition 7.11. Dans le théorème qui suit, on
convient que¢( ! s) = ¢( ! + + ­ s) = 0 si s < 0, et ¢( ! 0) est le module trivial. Au
chapitre suivant (théorème 8.16), on améliore ce théorème en montrant qu'on peut y
remplacerdim(?) par ch(?) lorsqueG = Sp(2m) ou Spin(2m + 1) . Si G = Spin(2m),
on peut remplacerdim(?) par ch(?) à condition de remplacer! + + ­ r ¡ j (resp.
! + + ­ r ¡ (j + ±)) par ! ¡ + ­ r ¡ j (resp. ! ¡ + ­ r ¡ (j + ±)) lorsque j (resp. (j + ±)) est
impair.

Théorème 7.26 Soit ± = ( p ¡ Rf )pf .
Si G = Sp(2m) on a

dim L(! r ) =
X

j 2 J

(dim ¢( ! r ¡ 2j ) ¡ dim ¢( ! r ¡ 2(j + ±))) ;

et si G = Spin(2m + 1) ou G = Spin(2m) on a

dim L(! + + ­ r ) =
X

j 2 J

(dim ¢( ! + + ­ r ¡ j ) ¡ dim ¢( ! + + ­ r ¡ (j + ±))) ;

avecJ = f j ¸ 0 | si j i est le coe�cient de pi dans la décomposition en basep de j ,
on a j i = 0 pour tout i · f et j i + Ri < p pour tout i ¸ f + 1g.
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Démonstration. Si G = Sp(2m), on utilise le théorème 7.24 et on reprend la dé-
monstration de la proposition 7.11. SiG = Spin(2m + 1) ou Spin(2m)), c'est une
conséquence directe du théorème 7.18 et de la proposition 7.11, en remarquant que
dim ¢( ! + + ­ i ) = 2 m (C i

2m+1 ¡ C i ¡ 1
2m+1 ) (resp. 2m¡ 1(C i

2m ¡ C i ¡ 1
2m )), comme on l'a

montré dans l'exemple 2.6. 2

Exemple 7.27Soit G = Sp(2m) et r = 2. On trouve immédiatement que

dim L(! 2) =
½

m(2m ¡ 1) ¡ 2 si p divise m;
m(2m ¡ 1) ¡ 1 sinon:

Corollaire 7.28 Soient r et p �xés.
Si F = (Sp(2q))q¸ 1, on a

dim L(! r ) »
m!1

dim ¢( ! r ) »
m!1

2r

r !
mr :

Si F = (Spin(2q+ 1)) q¸ 1, on a

dim L(! + + ­ r ) »
m!1

dim ¢( ! + + ­ r ) »
m!1

2r

r !
2mmr :

Si F = (Spin(2q))q¸ 1, on a

dim L(! + + ­ r ) »
m!1

dim ¢( ! + + ­ r ) »
m!1

2r

r !
2m¡ 1mr :

Démonstration. Dans le théorème précédent, le cardinal deI est majoré parr + 1,
et les di�érents termes sont des polynômes enm (multipliés par 2m pour les groupes
spin), ce qui su�t pour conclure. 2

On dispose également de formules faisant intervenir des sommes périodiques de
coe�cients binomiaux, formules qui s'obtiennent en reprenant la démonstration du

corollaire 7.13. On poseA = f
kP

i = f +1
ai pi j 8i; 0 · ai · p ¡ 1 ¡ Ri g.

Corollaire 7.29 Si G = Sp(2m) on a

dim L(! r ) =
X

a2 A

X

n2 Z

(Cr ¡ 2a+2 npk +1

2m ¡ Cr ¡ 2¡ 2a+2 npk +1

2m ):

Si G = Spin(2m + 1) on a

dim L(! + + ­ r ) = 2 m
X

a2 A

X

n2 Z

(Cr ¡ a+ npk +1

2m+1 ¡ Cr ¡ 1¡ a+ npk +1

2m+1 ):

Si G = Spin(2m) on a

dim L(! + + ­ r ) = 2 m¡ 1
X

a2 A

X

n2 Z

(Cr ¡ a+ npk +1

2m ¡ Cr ¡ 1¡ a+ npk +1

2m ):
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7.6 Expressions trigonométriques

Dans cette section, on obtient pour chaque groupe classiqueG les dimensions
desG-modules simples comme sommes de produits decos i¼

pk et sin j¼
pk . Ces dernières

formules peuvent s'obtenir directement à partir du théorème 7.18 et de la décompo-
sition explicite de Dd(z) en éléments simples, et c'est d'ailleurs comme cela qu'on
procède pour les groupes spéciaux orthogonaux.

Dé�nition 7.30 Pour tous q · r · m on pose

1. R = m + 1 ¡ r si G = Sp(2m),

2. R = 2m + 2 ¡ 2r si G = Spin(2m + 1) ,

3. R = 2m + 1 ¡ 2r si G = Spin(2m),

4. R = 2m + 2 ¡ r ¡ q et S = r ¡ q+ 1 si G = SO(2m + 1) ,

5. R = 2m + 1 ¡ r ¡ q et S = r ¡ q+ 1 si G = SO(2m).

Soit R =
kP

i = f
Ri pi et S =

lP

i = g
Si pi les décompositions en basep de R et S, avec

Rf 6= 0, Rk 6= 0, Sg 6= 0, Sl 6= 0. On poseA = f
kP

i = f +1
ai pi j 8i; 0 · ai · p ¡ 1 ¡ Ri g

et B = f
lP

i = g+1
bi pi j 8i; 0 · bi · p ¡ 1 ¡ Si g.

Proposition 7.31 Si G = Sp(2m), la dimension deL(! r ) est

2
pk+1

pk +1 ¡ 1X

i =1

Ã
X

a2 A

sin(
i¼(R + 2a)

pk+1
)

!

sin(
i¼

pk+1
)(2 cos(

i¼
2pk+1

))2m :

Si G = Spin(2m + 1) , la dimension deL(! + + ­ r ) est

2m+1

pk+1

pk +1 ¡ 1X

i =1

Ã
X

a2 A

sin(
i¼(R + 2a)

pk+1
)

!

sin(
i¼

pk+1
)(2 cos(

i¼
pk+1

))2m+1 :

Si G = Spin(2m), la dimension deL(! + + ­ r ) est

2m

pk+1

pk +1 ¡ 1X

i =1

Ã
X

a2 A

sin(
i¼(R + 2a)

pk+1
)

!

sin(
i¼

pk+1
)(2 cos(

i¼
pk+1

))2m :

Si G = SO(2m + 1) et r ¸ q, la dimension deL(­ r + ­ q) est

4
pl+ k+2

X

1 · i · pk +1 ¡ 1
1 · j · p l +1 ¡ 1

0

B
@

X

a 2 A
b 2 B

sin(
i¼(R + 2a)

pk+1
) sin(

j¼(S + 2b)
pl+1

)

1

C
A
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sin(
i¼

pk+1
) sin(

j¼
pl+1

)(2 cos(
i¼

pk+1
) + 2 cos(

j¼
pl+1

))2m+1 :

Si G = SO(2m) et m > r ¸ q, la dimension deL(­ r + ­ q) est

4
pl+ k+2

X

1 · i · pk +1 ¡ 1
1 · j · p l +1 ¡ 1

0

B
@

X

a 2 A
b 2 B

sin(
i¼(R + 2a)

pk+1
) sin(

j¼(S + 2b)
pl+1

)

1

C
A

sin(
i¼

pk+1
) sin(

j¼
pl+1

)(2 cos(
i¼

pk+1
) + 2 cos(

j¼
pl+1

))2m :

Si r = m, il faut diviser ce nombre par deux.

Démonstration. Pour les groupes symplectiques et spin, on peut déduire immédia-
tement le résultat de la proposition 7.29 et du lemme 7.14. Notons cependant que
si G = Sp(2m), on trouve tout d'abord que la dimension deL(! r ) est

1
pk+1

2pk +1X

i =1

Ã
X

a2 A

sin(
i¼(R + 2a)

pk+1
)

!

sin(
i¼

pk+1
)(2 cos(

i¼
2pk+1

))2m :

Les termes correspondant ài = pk+1 et i = 2pk+1 sont nuls, on peut donc couper
la somme en deux : une première somme suri compris entre 1 et pk+1 ¡ 1, une
seconde suri compris entrepk+1 + 1 et 2pk+1 ¡ 1. Dans la seconde somme, on pose
i = 2pk+1 ¡ j , avecj compris entre1 et pk+1 ¡ 1, et ce changement montre que les
deux sommes sont égales, d'où la formule voulue.

Pour les groupes spéciaux orthogonaux, il faut utiliser le théorème 7.18 et le
corollaire 7.17, c'est-à-dire la décomposition deDd(z) en éléments simples. 2

Exemple 7.32Si G = Sp(2m), on a dim L(! m ) = 2
p

p¡ 1P

i =1
sin2( i¼

p )
³

2 + 2 cos(i¼p )
´ m

. Si

p = 2 ou p = 3 on trouve respectivement2m et 1
2(3m + 1) , résultats déjà obtenus au

chapitre précédent (théorèmes 6.1 et 6.3). Sip = 5, on a cos(¼5 ) =
p

5+1
4 ; cos(2¼

5 ) =
p

5¡ 1
4 ; sin2( ¼

5 ) = 5¡
p

5
8 ; sin2( 2¼

5 ) = 5+
p

5
8 , d'où

dim L(! m ) = 1
5

³
5¡

p
5

4 ( 5+
p

5
2 )m + 5+

p
5

4 ( 5¡
p

5
2 )m + 5+

p
5

4 ( 3+
p

5
2 )m + 5¡

p
5

4 ( 3¡
p

5
2 )m

´
:

7.7 Comportement asymptotique

C'est le plus petit pôle deÂ(z), déterminé dans la section 7.4, qui dicte le com-
portement asymptotique des dimensions desG-modules simples lorsque le rang de
G tend vers l'in�ni : soit a non nul et b = 1

a . On a 1
z¡ a = ¡ 1

a
1

1¡ bz = ¡ 1
a

P

n¸ 0
bnzn .

Ainsi, lorsquen devient grand, le coe�cient de zn dansÂ(z) est équivalent àcbn , où
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c est une constante non nulle etb a le plus grand module, ce qui signi�e quea est
le plus petit pôle deÂ(z). Soit F = (Sp(2q))q¸ 1 par exemple, et soientp et d �xés.
Il existe une constantec > 0 telle que

dim Ld+ n (! n ) »
n!1

c 4n cos2n

µ
¼

2pk+1

¶

où pk est la plus grande puissance dep dans le développement en basep de d + 1.
Les formules de la section précédente nous permettent d'obtenir l'expression dec en
fonction de p et d.

Avant même de déterminer la valeur exacte dec, on peut comparer les dimen-
sions avec celles de caractéristique zéro. SiF = (Sp(2q))q¸ 1 on a dim Ld+ n (! n ) =
Cn

2d+2 n ¡ Cn¡ 2
2d+2 n en caractéristique zéro, et en s'aidant de la formule de Stirling on

trouve dim Ld+ n (! n ) »
n!1

4d+1 (d+1)p
¼

4n

n
p

n : On voit en particulier que le rapport des deux

dimensions décroît exponentiellement vers zéro.
Pour tous 0 · e · d, on pose

1. R = d + 1 si G = Sp(2m),

2. R = 2d + 2 si G = Spin(2m + 1) ,

3. R = 2d + 1 si G = Spin(2m),

4. R = d + e+ 2 et S = d ¡ e+ 1 si G = SO(2m + 1) ,

5. R = d + e+ 1 et S = d ¡ e+ 1 si G = SO(2m).

On conserve les notations attachées àR et S, et on dé�nit
§ R = 2

pk +1 sin( ¼
pk +1 )

P

a2 A
sin(¼(R+2 a)

pk +1 ), § S = 2
pl +1 sin( ¼

pl +1 )
P

b2 B
sin(¼(S+2 b)

pl +1 ).

On pose en�n

1. c = § R(2 cos( ¼
2pk +1 ))2d si F = (Sp(2q))q¸ 1,

2. c = 2 d+1 § R(2 cos( ¼
pk +1 ))2d+1 si F = (Spin(2q+ 1)) q¸ 1,

3. c = 2 d§ R(2 cos( ¼
pk +1 ))2d si F = (Spin(2q))q¸ 1,

4. c = 2§ R§ S(2 cos( ¼
pk +1 ) + 2 cos( ¼

pl +1 ))2d+1 si F = (SO(2q+ 1)) q¸ 1,

5. c = 2§ R§ S(2 cos( ¼
pk +1 ) + 2 cos( ¼

pl +1 ))2d si F = (SO(2q))q¸ 1.

Proposition 7.33 Soient 0 · e · d et p �xés.

1. Soit F = (Sp(2q))q¸ 1. On a

dim Ld+ n (! n ) »
n!1

c 4n cos2n

µ
¼

2pk+1

¶
:

2. Soit F = (Spin(2q+ 1)) q¸ 1 ou (Spin(2q))q¸ 1 . On a

dim Ld+ n (! + + ­ n ) »
n!1

c 8n cos2n

µ
¼

pk+1

¶
:
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3. Soit F = (SO(2q+ 1)) q¸ 1 ou (SO(2q))q¸ 1. On a

dim Ld+ n (­ n + ­ n+ d¡ e) »
n!1

c 4n

µ
cos(

¼
pk+1

) + cos(
¼

pl+1
)
¶ 2n

:

Démonstration. La démonstration est immédiate, en notant toutefois que pour les
groupes spin et spéciaux orthogonaux, deux termes de la formule de la proposition
7.31 apportent une contribution (en fait la même contribution). Pour les groupes
spin par exemple, ce sont les termes correspondant àj = 1 et j = ptk +1 ¡ 1. 2

100



Chapitre 8

Modules de Weyl de plus haut poids
! r ou ! + + ! r

Dans ce dernier chapitre, on considère les modules de Weyl de plus haut poids! r

si G = Sp(2m), et de plus haut poids! + + ! r si G est un groupe spin. On rappelle
tout d'abord quels sont leurs facteurs de composition, et on mentionne les critères
d'irréductibilité obtenus par Premet et Suprunenko [39] pour les modules de Weyl
¢( ! r ) si G = Sp(2m) et p > 2.

La connaissance des facteurs de composition, associée au théorème 7.26, fournit
une condition nécessaire et su�sante, liantr et m ¡ r , pour qu'un module de Weyl
de plus haut poids! r (resp. ! + + ­ r ) soit simple. A partir de cette condition, on
obtient la liste de tous ces modules de Weyl simples et leur nombre.

On améliore ensuite le théorème 7.26 en montrant qu'on peut y remplacerdim(?)
par ch(?). On obtient donc le caractère des modules simples de plus haut poids
! r si G = Sp(2m), et de plus haut poids! + + ! r si G est un groupe spin, sous
forme d'une somme alternée de caractères de modules de Weyl. On arrive à ce
résultat en inversant les matrices de décomposition des modules de Weyl. L'idée de la
démonstration est d'utiliser la nature fractale des matrices en jeu pour procéder par
récurrence. On termine ce chapitre par une application aux caractères des modules
simples deSL(2), qu'on exprime comme somme alternée de caractères de modules
de Weyl.

8.1 Matrices de décomposition

On rappelle deux résultats dus respectivement à Donkin [13] et James [24], en
reprenant les notations du chapitre 4.

Proposition 8.1 (Donkin)([2], proposition 1:6) On a [¢( ¸ ) : L(¹ )] = [ T(~¹ ) : ¢( ~̧)].

On introduit maintenant une dé�nition importante de James [24]. On rappelle
que pour tout entier positif j , la décomposition en basep de j désigne l'écriture
j =

P

i ¸ 0
j i pi , avecj i 2 N et 0 · j i · p ¡ 1 pour tout i .
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Dé�nition 8.2 Si a =
P

ai pi et b =
P

bi pi sont les décompositions respectives en
basep des entiersa et b, on écrit a ½ b si, pour tout i , on a ai = 0 ou ai = bi .

La dé�nition initiale de James comporte en fait une condition supplémentaire,
condition dont on voit, grâce au lemme 8.21, qu'elle est automatiquement véri�ée
dans le théorème ci-dessous. Considérons les représentations modulaires du groupe
symétrique Sn associées à des partitions den en au plus deux parts. Pour tous
0 · j · i · n

2 , on noteS(n¡ i;i ) le module de Specht associé à la partition(n ¡ i; i ) et
D (n¡ j;j ) le Sn -module simple associé à la partition(n¡ j; j ). Si on posej 0 = n+1 ¡ 2j
et i 0 = n + 1 ¡ 2i , on a le théorème qui suit.

Théorème 8.3 (James [24]) Les facteurs de composition deS(n¡ i;i ) sont sans mul-
tiplicité, et D (n¡ j;j ) est un facteur de composition deS(n¡ i;i ) si et seulement si
j 0¡ i 0

2 ½ j 0.

Le théorème suivant fournit la matrice de décomposition des modules de Weyl
¢( ! r ) et ¢( ! + + ! r ). Il a été obtenu pour G = Sp(2m) et p > 2 par Premet et
Suprunenko [39] grâce au théorème de James ci-dessus, et pourG = Spin(2m + 1)
on le trouve dans [36].

On reprend les notations de la dé�nition 7.22 et on les complète comme suit :

Dé�nition 8.4 Pour tout r · m on pose

1. M = m + 1 et R = M ¡ r si G = Sp(2m),

2. M = 2m + 2 et R = M ¡ 2r si G = Spin(2m + 1) ,

3. M = 2m + 1 et R = M ¡ 2r si G = Spin(2m),

et soit R =
kP

i = f
Ri pi la décomposition en basep de R.

Pour 0 · j · m, on note toujours­ j la somme"1 + ¢ ¢ ¢+ " j , et le moduleL(! 0) est
le module trivial.

Théorème 8.5 Soit 1 · r · m.
Si G = Sp(2m), on a ch ¢( ! r ) =

P

r ¡ j
2 ½M ¡ j

chL(! j ):

Si G = Spin(2m + 1) , on a ch ¢( ! + + ­ r ) =
P

r ¡ j ½M ¡ 2j
chL(! + + ­ j ):

Si G = Spin(2m), on a
ch ¢( ! + + ­ r ) =

P

r ¡ j ½ M ¡ 2j
r ¡ j pair

chL(! + + ­ j ) +
P

r ¡ j ½ M ¡ 2j
r ¡ j impair

chL(! ¡ + ­ j ):

Démonstration. Si G = Sp(2m), la formule a été obtenue par Baranov et Supru-
nenko dans [6] pour toutp. La proposition précédente appliquée à la(Sp(2m); SL(2))
paire duale montre alors que pour le groupeSL(2), on a [T(s) : ¢( r )] = 1 si
s¡ r

2 ½ s + 1 et [T(s) : ¢( r )] = 0 sinon. On applique alors à nouveau la propo-
sition précédente à la(Spin(2m + 1) ; SL(2)) paire duale et à la(Spin(2m); O(3))
paire duale pour obtenir les formules voulues. 2
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Si G = Sp(2m) et p > 2, Premet et Suprunenko [39] ont également obtenu
plusieurs conditions nécessaires et su�santes pour qu'un module de Weyl de plus
haut poids ! r soit irréductible. On rappelle brièvement ces conditions,vp étant la
valuation p-adique surQ¤.

Théorème 8.6 [39] Soit 1 · r · m.

1. Le module de Weyl¢( ! r ) est simple si et seulement si pour tout entierj
véri�ant 1 · j · r

2 , on a vp( m¡ r +1
j + 1) · 0.

2. Le module de Weyl¢( ! r ) est simple si et seulement si pour tout entierj

véri�ant 0 · j < r et j ´ r mod 2, p ne divise pasC
r ¡ j

2

m¡ r +1+ r ¡ j
2

.

8.2 Modules de Weyl simples

On pourra consulter Jantzen ([25], II,8.21) sur la simplicité des modules de Weyl.
Rappelons simplement que les modules de Weyl de plus poids un poids fondamental
sont simples pour les groupes de typeA, B et D (cf. Wong [47]). Dans cette section,
on se propose de déterminer, pourG = Sp(2m), Spin(2m + 1) ou Spin(2m), tous
les modules de Weyl simples de plus haut poids! r (! + + ­ r pour les groupes spin).
On démontre tout d'abord le théorème-clé de cette partie, qui donne une condition
nécessaire et su�sante entrer et m ¡ r pour que¢( ! r ) (ou ¢( ! + +­ r )) soit simple.
On conserve les notations de la dé�nition 8.4.

Théorème 8.7 Soit 1 · r · m.
Si G = Sp(2m), ¢( ! r ) est simple si et seulement sir < 2(p ¡ Rf )pf .
Si G = Spin(2m + 1) ou Spin(2m), ¢( ! + + ­ r ) est simple si et seulement sir <
(p ¡ Rf )pf .

Démonstration. Si G = Sp(2m) et r < 2(p ¡ Rf )pf , il résulte immédiatement du
théorème 7.26 quedim L(! r ) = dim ¢( ! r ), et comme L(! r ) est un quotient de
¢( ! r ), on a ¢( ! r ) ' L(! r ).

Si G = Sp(2m) et r ¸ 2(p ¡ Rf )pf , posonsj = r ¡ 2(p ¡ Rf )pf ¸ 0. On a
alors r ¡ j

2 = ( p ¡ Rf )pf ½ M ¡ j = R + 2( p ¡ Rf )pf , et donc d'après 8.5 on a
dim ¢( ! r ) ¸ dim L(! r ) + dim L(! j ) > dim L(! r ).

L'argument est le même siG = Spin(2m + 1) ou Spin(2m). 2

Ce critère est beaucoup plus simple que ceux de [39] rappelés plus haut, mais le
lecteur pourra véri�er facilement qu'il leur est équivalent (en utilisant si besoin est
la remarque sur la nullité des coe�cients binomiaux modulop dans l'exemple 3.5).

On peut maintenant se réduire à l'étude de l'ensembleI p(N ) dé�ni comme suit.

Dé�nition 8.8 Pour tout entier N ¸ 2 et pour tout 0 · r < N , on poseN ¡ r =
kP

i = f
Ri pi . On note I p(N ) l'ensemble des entiers naturelsr tels quer < 2(p ¡ Rf )pf ,

et on désigne parCp(N ) le cardinal deI p(N ).
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Cette dé�nition est cohérente avec la dé�nition du paragraphe précédant, comme
on le voit dans le corollaire suivant. Remarquons que0 et 1 sont des éléments de
I p(N ). Notons aussi que sir = 0, on peut convenir que le module de Weyl¢( ! r )
est le module trivial. Comme le module¢( ! + + ­ 0) est simple, on a le corollaire

Corollaire 8.9 Si G = Sp(2m) et 0 · r · m, ¢( ! r ) est simple si et seulement si
r appartient à I p(M ).

Si G = Spin(2m + 1) ou Spin(2m) et 0 · r · m, ¢( ! + + ­ r ) est simple si et
seulement si2r appartient à I p(M ).

Avant d'aller plus loin, nous établissons un résultat qui n'est pas indispensable
pour la suite mais qui va éclairer l'énoncé du théorème qu'on a en vue.

Dé�nition 8.10 On écrit N =
hP

i =1
N i psi avec 1 · N i · p ¡ 1 pour tout i et 0 ·

s1 < s 2 < ¢ ¢ ¢< s h.

Proposition 8.11 Si r est dansI p(N ) et r + pf < N , alors r + pf est dansI p(N ).

En particulier
jP

i =1
N i psi est dansI p(N ) pour tout j · h ¡ 1.

Démonstration. On a N = r +
kP

i = f
Ri pi = ( r + pf ) + ( Rf ¡ 1)pf + Rf +1 pf +1 + : : : . Si

Rf ¸ 2, on a bienr + pf < 2(p ¡ (Rf ¡ 1))pf puisquer + pf < 2(p ¡ Rf )pf + pf et
2(p¡ (Rf ¡ 1))pf = 2( p¡ Rf )pf + 2pf . SupposonsRf = 1. Commer + pf < N , on a
R = pf +

P

i ¸ g
Ri pi avecg > f et Rg 6= 0. Par conséquentr + pf < (2p¡ 2Rf + 1) pf <

2(p ¡ Rg)pg, et r + pf est dansI p(N ).
On a toujours 0 dansI p(N ), et en itérant la première partie de la proposition,

on trouve le résultat annoncé. 2

On peut déjà obtenir facilement la valeur deCp(N ). On note logp le logarithme
de basep, et pour tout nombre réelx, [x] désigne sa partie entière.

Proposition 8.12 On a Cp(N ) = ( p ¡ 1)[logp(N )] +
h

N
p[log p ( N )]

i
:

Démonstration. Posonsf (N ) = ( p ¡ 1)sh + Nh. La formule à démontrer se réécrit
alors Cp(N ) = f (N ). Il est clair que si N + 1 = dpt avec 1 · d · p ¡ 1, on a
f (N + 1) = f (N ) + 1 , et f (N + 1) = f (N ) sinon. CommeCp(2) = 2 = f (2), il
su�t d'établir que Cp(N + 1) = Cp(N ) + 1 si N + 1 = dpt avec1 · d · p ¡ 1 et
Cp(N + 1) = Cp(N ) sinon.

On a N = r +
kP

i = f
Ri pi , d'où N + 1 = ( r + 1) +

kP

i = f
Ri pi . Si r n'est pas dans

I p(N ), on en déduit quer + 1 n'est pas dansI p(N + 1) . Si r est dansI p(N ), alors
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r + 1 est dans I p(N + 1) , sauf lorsquer = 2( p ¡ Rf )pf ¡ 1, ce qui équivaut à

N = 2( p ¡ Rf )pf ¡ 1 +
kP

i = f
Ri pi = ( p ¡ Rf )pf ¡ 1 + pf +1 + Rf +1 pf +1 + ¢ ¢ ¢=

(p ¡ Rf )pf ¡ 1 + pf +1 u, avec u non nul. Autrement dit N + 1 a au moins deux
chi�res non nuls dans son écriture en basep. En conclusion, siN + 1 = dpt avec
1 · d · p ¡ 1, on a r 0 dans I p(N + 1) si et seulement sir 0 = 0 ou r 0 ¡ 1 est dans
I p(N ), et doncCp(N + 1) = Cp(N ) + 1 . Dans le cas contraire,r 0 est dansI p(N + 1)
si et seulement sir 0 = 0 ou r 0¡ 1 est dansI p(N ) privé de l'élément2(p¡ Rf )pf ¡ 1,
et par conséquentCp(N + 1) = Cp(N ). 2

Remarquons que la preuve précédente fournit une construction itérative deI p(N ),
mais on va procéder de manière plus directe pour déterminerI p(N ). On peut no-
ter également que les formules obtenues dans cette dernière démonstration, à savoir
Cp(N + 1) = Cp(N ) + 1 si N + 1 = dpt avec1 · d · p ¡ 1 et Cp(N + 1) = Cp(N )
sinon, montrent en particulier que, lorsqueG = Sp(2m), les modules de Weyl de
plus haut poids un poids fondamental sont tous simples si et seulement sip ¸ m+1.

Théorème 8.13 Soit 0 · r < N . Alors r appartient à I p(N ) si et seulement si
r = 0 ou r �gure dans dans le tableau ci-dessous :

r conditions
dps s < s1 ,

1 · d · p ¡ 1
dps1 1 · d · N1 ¡ 1

jP

i =1
N i psi 1 · j < h

jP

i =1
N i psi + dpsj 1 · j < h ,

N j + 1 · d · p ¡ 1
jP

i =1
N i psi + dps 1 · j < h ,

sj < s < s j +1 ,
1 · d · p ¡ 1

jP

i =1
N i psi + dpsj +1 1 · j < h ,

1 · d · N j +1 ¡ 1

Démonstration. L'entier r appartient à I p(N ) si et seulement si il véri�e l'une des
deux conditions suivantes :

1. r = dps avecd = 0, ou ( s < s1 et 1 · d · p¡ 1), ou ( s = s1 et 1 · d · N1¡ 1).

2. Il existe 1 · j < h tel que r =
jP

i =1
N i psi + dps avec d = 0, ou ( s = sj et

N j + 1 · d · p ¡ 1), ou ( sj < s < s j +1 et 1 · d · p ¡ 1), ou ( s = sj +1 et
1 · d · N j +1 ¡ 1).
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Véri�ons tout d'abord qu'on a bien (p¡ 1)sh+ Nh valeurs distinctes pourr , comme
le veut la proposition précédente. Dans le premier cas, on a1 + ( p¡ 1)s1 + N1 ¡ 1 =
(p ¡ 1)s1 + N1 valeurs. Dans le second cas, pour unj �xé, on a 1 + ( p ¡ N j ¡ 1) +
(p¡ 1)(sj +1 ¡ sj ¡ 1) + N j +1 ¡ 1 = ( p¡ 1)(sj +1 ¡ sj ) + N j +1 ¡ N j valeurs. En faisant
la somme, on trouve bien(p ¡ 1)sh + Nh valeurs distinctes.

Il ne reste plus qu'à véri�er que toutes les valeurs prises parr sont dansI p(N ).
Il su�t de traiter le second cas, le premier s'obtenant de même. Soit doncr =

jP

i =1
N i psi + dps. Si d = 0, la proposition 8.11 donne le résultat. Sisj < s < s j +1 et

1 · d · p ¡ 1, ou si s = sj et N j + 1 · d · p ¡ 1, on a N = r + ( p ¡ d)ps +
(p ¡ 1)ps+1 + ¢ ¢ ¢+ ( p ¡ 1)psj +1 ¡ 1 + ( N j +1 ¡ 1)psj +1 + : : : , et dans tous les cas on a
r < 2dps. Si s = sj +1 et 1 · d · N j +1 ¡ 1, on a N = r + ( N j +1 ¡ d)psj +1 + : : : avec
1 · N j +1 ¡ d · p ¡ 1 et r < 2dpsj +1 < 2(p ¡ N j +1 + d)psj +1 . 2

Corollaire 8.14 Soit G = Sp(2m), p = 2 et m + 1 =
hP

i =1
psi avec0 · s1 < s 2 <

¢ ¢ ¢< s h et s0 = 0. Il y a exactementsh + 1 modules de Weyl¢( ! r ) simples, et le

module de Weyl¢( ! r ) est simple si et seulement sir = 0, r = 1 ou r =
jP

i =1
psi + ps

avec0 · j · h ¡ 1, sj < s · sj +1 et s < sh.

Remarquons qu'en combinant les résultats de [14] et [24] sur les représentations
modulaires du groupe symétriqueSn , on trouve par les mêmes raisonnements que,
si la partition (n ¡ i; i ) est p-régulière, le module de SpechtS(n¡ i;i ) est simple si et
seulement si2i 2 I p(n + 1) . On véri�e facilement que cette condition équivaut au
théorème 23.13 de [24], qui dit queS(n¡ i;i ) est simple si et seulement si, pour tout
1 · j · i , on a vp(j ) = vp(n + 1 ¡ 2i + j ), vp étant la valuation p-adique surQ¤.
Cet énoncé est évidemment à rapprocher des critères de Premet et Suprunenko.

8.3 Inverse de la matrice de décomposition

On détermine ici les inverses des matrices de décomposition obtenues dans la
section précédente. Cela nous permet d'améliorer le théorème 7.26, et on en déduit
également un résultat apparemment nouveau pourSL(2) dans la section suivante.

8.3.1 Notations

Dé�nition 8.15 Si a =
P

ai pi avec0 · ai · p ¡ 1 pour tout i et b =
P

i ¸ s
bi pi avec

0 · bi · p ¡ 1 pour tout i et bs 6= 0, on écrit

1. a Á 1 b si a0 = ¢ ¢ ¢= as = 0 et ai + bi < p pour tout i > s .

2. a Á ¡ 1 b si a0 = ¢ ¢ ¢= as¡ 1 = 0, as + bs = p et ai + bi < p pour tout i > s .

3. a Á b si a Á 1 b ou a Á ¡ 1 b.
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On rappelle la dé�nition de M : si G = Sp(2m) on a M = m + 1, si G =
Spin(2m + 1) on a M = 2m + 2, et si G = Spin(2m) on a M = 2m + 1. Pour
tous 0 · r; j · m on introduit les notations suivantes. SiG = Sp(2m), on pose
R = M ¡ r et J = M ¡ j , et si G = Spin(2m + 1) ou Spin(2m) on poseR = M ¡ 2r
et J = M ¡ 2j . Les théorèmes 7.26 et 8.5 peuvent alors se reformuler comme suit.
On notera leur ressemblance avec le théorème 8.3.

Théorème Soit 0 · r · m.
Si G = Sp(2m), on a ch ¢( ! r ) =

P

J ¡ R
2 ½J

chL(! j ):

Si G = Spin(2m + 1) , on a ch ¢( ! + + ­ r ) =
P

J ¡ R
2 ½J

chL(! + + ­ j ):

Si G = Spin(2m), on a ch ¢( ! + +­ r ) =
P

J ¡ R
2 ½ J

J ¡ R
2 pair

chL(! + +­ j )+
P

J ¡ R
2 ½ J

J ¡ R
2 impair

chL(! ¡ + ­ j ):

Théorème Soit 0 · r · m.
Si G = Sp(2m), on a dim L(! r ) =

P

J ¡ R
2 Á 1R

dim ¢( ! j ) ¡
P

J ¡ R
2 Á ¡ 1R

dim ¢( ! j ):

Si G = Spin(2m + 1) ou G = Spin(2m), on a dim L(! + +­ r ) =
P

J ¡ R
2 Á 1R

dim ¢( ! + + ­ j )

¡
P

J ¡ R
2 Á ¡ 1R

dim ¢( ! + + ­ j ):

On veut préciser ce dernier théorème en montrant que les égalités entre les dimen-
sions sont en fait des égalités au niveau des caractères, modulo quelques précautions
lorsqueG = Spin(2m).

Théorème 8.16 Soit 0 · r · m.
Si G = Sp(2m), on a chL(! r ) =

P

J ¡ R
2 Á 1R

ch ¢( ! j ) ¡
P

J ¡ R
2 Á ¡ 1R

ch ¢( ! j ):

Si G = Spin(2m + 1) , on a chL(! + +­ r ) =
P

J ¡ R
2 Á 1R

ch ¢( ! + +­ j )¡
P

J ¡ R
2 Á ¡ 1R

ch ¢( ! + + ­ j ):

Si G = Spin(2m), on a chL(! + +­ r ) =
P

J ¡ R
2 Á 1 R

J ¡ R
2 pair

ch ¢( ! + +­ j )+
P

J ¡ R
2 Á 1 R

J ¡ R
2 impair

ch ¢( ! ¡ + ­ j )

¡
P

J ¡ R
2 Á ¡ 1 R

J ¡ R
2 pair

ch ¢( ! + + ­ j ) ¡
P

J ¡ R
2 Á ¡ 1 R

J ¡ R
2 impair

ch ¢( ! ¡ + ­ j ):

Exemple 8.17On améliore ici les exemples qui suivent les théorèmes 6.1 et 7.26 : si
G = Sp(2m) et r = 2, on a

chL(! 2) =
½

ch ¢( ! 2) ¡ e0 si p divise m;
ch ¢( ! 2) sinon:

Pour démontrer que ce dernier théorème est équivalent au théorème 8.5, il su�t
de prouver que les matrices associées sont inverses l'une de l'autre. Ceci nous amène
à la dé�nition suivante.
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Dé�nition 8.18 Pour tout entier n, on dé�nit les matrices carrées unipotentes in-
férieures A(n)1· i;j · n et B(n)1· i;j · n d'ordre n par

1. A(n) i;j = 1 si i ¡ j
2 Á 1 n + 1 ¡ i ,

2. A(n) i;j = ¡ 1 si i ¡ j
2 Á ¡ 1 n + 1 ¡ i ,

3. A(n) i;j = 0 sinon,

4. B(n) i;j = 1 si i ¡ j
2 ½ n + 1 ¡ j ,

5. B (n) i;j = 0 sinon.

Remarquons que siA(n) i;j ou B(n) i;j est non nul, i et j ont même parité.

Lemme 8.19 Si on a A(n)¡ 1 = B(n) pour tout n, alors le théorème 8.16 est vrai.

Démonstration. Si G = Sp(2m), A(M ) et B(M ) sont les matrices associées aux
systèmes linéaires donnés par les théorèmes 8.5 et 8.16, d'où le résultat.

Si G = Spin(2m + 1) , les matrices des deux systèmes linéaires s'obtiennent en ne
gardant que les lignes et les colonnes de numéro impair deA(M ) et B(M ), et elles
sont donc également inverses l'une de l'autre (puisque sii et j n'ont pas la même
parité, A(M ) i;j = B(M ) i;j = 0).

Si G = Spin(2m), rappelons que¿(¸ 1"1 + ¢ ¢ ¢+ ¸ m "m ) = ¸ 1"1 + ¢ ¢ ¢ ¡̧ m "m . On
a ch ¢( ! + + ­ r ) + ch ¢( ¿(! + + ­ r )) =

P

J ¡ R
2 ½J

(chL(! + + ­ j ) + ch L(¿(! + + ­ j )))

pour tout r · m, et le même argument que ci-dessus montre que ces relations
s'inversent pour donnerchL(! + + ­ r ) + ch L(¿(! + + ­ r )) =

P

J ¡ R
2 Á 1R

(ch ¢( ! + + ­ j ) +

ch ¢( ¿(! + + ­ j ))) ¡
P

J ¡ R
2 Á ¡ 1R

(ch ¢( ! + + ­ j ) + ch ¢( ¿(! + + ­ j ))) : On pose

S1 =
P

J ¡ R
2 Á 1 R

J ¡ R
2 pair

ch ¢( ! + +­ j )+
P

J ¡ R
2 Á 1 R

J ¡ R
2 impair

ch ¢( ! ¡ +­ j )¡
P

J ¡ R
2 Á ¡ 1 R

J ¡ R
2 pair

ch ¢( ! + +­ j )¡
P

J ¡ R
2 Á ¡ 1 R

J ¡ R
2 impair

ch ¢( ! ¡ + ­ j );

S2 =
P

J ¡ R
2 Á 1 R

J ¡ R
2 pair

ch ¢( ¿(! + + ­ j )) +
P

J ¡ R
2 Á 1 R

J ¡ R
2 impair

ch ¢( ¿(! ¡ + ­ j )) ¡
P

J ¡ R
2 Á ¡ 1 R

J ¡ R
2 pair

ch ¢( ¿(! + + ­ j )) ¡

P

J ¡ R
2 Á ¡ 1 R

J ¡ R
2 impair

ch ¢( ¿(! ¡ + ­ j )) .

En remarquant que lorsqueJ ¡ R
2 est impair, on aj 6= r et donc¿(! ¡ +­ j ) = ! + +­ j ,

on voit quechL(! + +­ r )+ch L(¿(! + +­ r )) = S1+ S2, ce qui s'écrit aussichL(! + +
­ r ) ¡ S1 = S2 ¡ chL(¿(! + + ­ r )) . Tous les poids¹ qui �gurent dans le membre de
gauche véri�ent ¹ · ! + +­ r , et tous les poids¹ qui �gurent dans le membre de droite
véri�ent ¹ · ¿(! + + ­ r ). Or aucun poids¹ ne peut véri�er à la fois ¹ · ! + + ­ r et
¹ · ¿(! + +­ r ) : la somme de ses coordonnées dans la base"1; : : : ; "m serait à la fois
paire et impaire. On en déduit quechL(! + + ­ r ) ¡ S1 = S2 ¡ chL(¿(! + + ­ r )) = 0 .
2
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On peut opérer une dernière réduction. Pour cela, un changement de coordon-
nées est nécessaire. On dé�nit les matrices~A(n) et ~B(n) en posant ~A(n)u;v =
A(n)n+1 ¡ u;n +1 ¡ v et ~B(n)u;v = B(n)n+1 ¡ u;n +1 ¡ v, autrement dit

1. ~A(n)u;v = 1 si v¡ u
2 Á 1 u,

2. ~A(n)u;v = ¡ 1 si v¡ u
2 Á ¡ 1 u,

3. ~A(n)u;v = 0 sinon,

4. ~B(n)u;v = 1 si v¡ u
2 ½ v,

5. ~B(n)u;v = 0 sinon.

On a alors clairement, pour tout entiern,

~A(n + 1) =

0

B
B
B
@

¤

~A(n)
:::
¤

0 ¢ ¢ ¢ 0 1

1

C
C
C
A

, ~B(n + 1) =

0

B
B
B
@

¤

~B(n)
:::
¤

0 ¢ ¢ ¢ 0 1

1

C
C
C
A

et par consé-

quent ~A(n + 1) ~B(n + 1) =

0

B
B
B
@

¤

~A(n) ~B(n)
:::
¤

0 ¢ ¢ ¢ 0 1

1

C
C
C
A

.

Ainsi, pour montrer que ~A(n) et ~B(n) sont inverses l'une de l'autre, il su�t de
l'établir pour ~A(n +1) et ~B(n +1) . En particulier il su�t de montrer que, pour tout
n, ~A(pn )¡ 1 = ~B(pn ), ce qui équivaut àA(pn )¡ 1 = B(pn ).

8.3.2 Structure fractale

On donne ici la description récursive des matricesA(pn ) et B (pn ), dont on dé-
duit facilement queA(pn )¡ 1 = B(pn ) pour tout n. La justi�cation de cette structure
récursive est l'objet des sections suivantes. Remarquons que la matrice de décom-
position que nous étudion est fortement liée à celle du groupe symétrique pour les
partitions en au plus deux parts (cf. [24]), et la struture fractale de cette dernière
matrice a déjà été signalée dans [21]. On peut donner facilement un début d'expli-
cation à cette structure pour la matriceB(pn ) : d'après la proposition 8.1, si on
a 1 · r; s · pn , la multiplicité [¢( ! pn ¡ r ) : L(! pn ¡ s)] pour le groupe symplectique
Sp(2(pn ¡ 1)) est égale à la multiplicité[T(s¡ 1) : ¢( r ¡ 1)] pour SL(2). On a vu, au
cours de la démonstration du théorème 8.5, que[T(s¡ 1) : ¢( r ¡ 1)] = 1 si s¡ r

2 ½ s et
[T(s¡ 1) : ¢( r ¡ 1)] = 0 sinon. On a donc[T(s¡ 1) : ¢( r ¡ 1)] = [ T(ps¡ 1) : ¢( pr¡ 1)],
d'où [¢( ! pn ¡ r ) : L(! pn ¡ s)] = [¢( ! pn ¡ pr ) : L(! pn ¡ ps)].

Introduisons quelques notations. Pour toutn, Idn est la matrice identité d'ordre
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n et En =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0
::: : :

:
1

::: : :
:

: :
:

0
::: : :

:
: :

:
: :

: :::
0 1 0 ¢ ¢ ¢0

1

C
C
C
C
C
C
C
A

est d'ordre n. Les matricesA(pn ) et B (pn )

satisfont à

1. A(p) = B(p) = Id p.

2. A(pn+1 ) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

A(pn ) 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 0

¡ A(pn )Epn
: : :

: : :
:::

A(pn )E 2
pn

: : :
: : :

:::

¡ A(pn )Epn
: : :

: : :
:::

A(pn )E 2
pn

: : : 0
::: ¢ ¢ ¢ ¡A(pn )Epn A(pn )

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

3. B(pn+1 ) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

B(pn ) 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 0

Epn B(pn )
: : :

: : :
:::

0
: : :

: : :
:::

:::
: : :

: : :
:::

:::
: : : 0

0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0 Epn B(pn ) B (pn )

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Exemple 8.20Pour p = 3 et n = 4, les matricesA(pn ) et B (pn ) sont représentées
sur les pages 111 et 112. Seuls y �gurent les coe�cients non nuls.

Montrons queA(pn )B (pn ) = Id pn pour tout n : si A est un anneau non commu-
tatif et x; y; z sont dansA, on a0

B
B
B
B
B
B
B
@

x 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0

¡ xz
: : :

: : :
:::

xz2 : : :
: : :

:::
¡ xz3 0

::: ¢ ¢ ¢ ¡xz x

1

C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
@

y 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0

zy
: : :

: : :
:::

0
: : :

: : :
:::

:::
: : :

: : :
: : : 0

0 ¢ ¢ ¢ 0 zy y

1

C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

xy 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0

0
: : :

: : :
:::

:::
: : :

: : :
:::

:::
: : :

: : : 0
0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0 xy

1

C
C
C
C
C
C
C
A

Si on applique cette remarque àx = A(pn ), y = B(pn ) et z = Epn = z3, on
obtient que A(pn+1 )B (pn+1 ) = Id pn +1 si et seulement siA(pn )B (pn ) = Id pn , et c'est
évidemment le cas pourn = 1.
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B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1
1

1
1

� 1 1
� 1 1

1
1 � 1 1

1 � 1 1
1

� 1 1
� 1 1

� 1 1
� 1 1 � 1 1

� 1 1 � 1 1
� 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1

1
1 � 1 1

1 � 1 1
1 � 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1

1 � 1 1
1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1

1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1
1

� 1 1
� 1 1

� 1 1
� 1 1 � 1 1

� 1 1 � 1 1
� 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1

� 1 1
� 1 1 � 1 1

� 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1

� 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1

1
1 � 1 1

1 � 1 1
1 � 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1

1 � 1 1
1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1

1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1
1 � 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1

� 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1
� 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1

1 � 1 1
1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1

1 � 1 1 � 1 1 � 1 1 � 1 1
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1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

11
1



C
H

A
P

IT
R

E
8.

M
O

D
U

LE
S

D
E

W
E

Y
L

D
E

P
LU

S
H

A
U

T
P

O
ID

S
!

R
O

U
!

+
+

!
R

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1
1

1
1

1 1
1 1

1
1 1

1 1
1

1 1 1
1 1 1

1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1

1 1 1
1 1 1

1
1 1 1

1 1 1
1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1
1 1 1

1 1 1
1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

11
2



8.3. INVERSE DE LA MATRICE DE DÉCOMPOSITION

8.3.3 Matrices ~B(pn)

Il nous reste à établir la construction deA(pn+1 ) et B (pn+1 ) à partir de A(pn )
et B (pn ). Il est plus commode de raisonner avec les matrices~A(pn ) et ~B(pn ), et on
traite tout d'abord les matrices ~B(pn ) qui ont une structure simple.

On commence par étudier quelques propriétés des couples(u; v) d'entiers relatifs
véri�ant v ¸ 0, ¡ v · u · v et v¡ u

2 ½ v . On s'intéresse notamment à la stabilité
de la relation v¡ u

2 ½ v sous la symétrieu 7! ¡ u et sous certaines translations
(u; v) 7! (u + k; v + k).

Lemme 8.21 Soient u et v deux entiers tels que¡ v · u · v. On a v¡ u
2 ½ v si et

seulement siv = v0 + v1p+ ¢ ¢ ¢+ vkpk et u = § v0 § v1p§ ¢ ¢ ¢ §vk¡ 1pk¡ 1 § vkpk avec
vk non nul et 0 · vi · p ¡ 1 pour tout i . Si on a u ¸ 0, alors v¡ u

2 ½ v équivaut à
v = v0 + v1p + ¢ ¢ ¢+ vkpk et u = § v0 § v1p § ¢ ¢ ¢ §vk¡ 1pk¡ 1 + vkpk . En particulier,
si v = vkpk et u ¸ 0, on a v¡ u

2 ½ v si et seulement siu = v.

Démonstration. Supposonsv¡ u
2 ½ v et v = v0 + v1p + ¢ ¢ ¢+ vkpk comme dans

l'énoncé. On a donc une partition def 0; : : : ; kg en deux ensemblesX et Y tels que
v¡ u

2 =
P

i 2 X
vi pi et v+ u

2 =
P

i 2 Y
vi pi . Commeu = v+ u

2 ¡ v¡ u
2 , on trouve u = § v0 § v1p §

¢ ¢ ¢ §vk¡ 1pk¡ 1 § vkpk , et si u est positif, on a nécessairementu = § v0 § v1p § ¢ ¢ ¢ §
vk¡ 1pk¡ 1 + vkpk . La réciproque est claire. 2

Lemme 8.22 Soient u et v deux entiers tels que¡ v · u · v. On a v¡ u
2 ½ v si et

seulement siv+ u
2 ½ v. Si pn > v , d ¸ 1 et v¡ u

2 ½ v, alors (v+ dpn )¡ (u+ dpn )
2 ½ v + dpn .

Démonstration. Si on aa ½ b, il est clair que b¡ a ½ b, ce qui prouve la première
assertion. La seconde assertion est immédiate. 2

On dé�nit la matrice Fn =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0 ¢ ¢ ¢ 0 1 0
::: : :

:
: :

:
: :

: :::

0 : :
:

: :
: :::

1 : :
: :::

0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0

1

C
C
C
C
C
C
C
A

d'ordre n, on considère la

matrice D(p) = Id p et on dé�nit les matrices D(pn ), n ¸ 1, par la relation de récur-
rence

D(pn+1 ) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

D(pn ) Fpn D(pn ) 0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 0

0
: : :

: : :
: : :

:::
:::

: : :
: : :

:::
:::

: : :
: : : 0

:::
: : :

: : : Fpn D(pn )
0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0 D(pn )

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

.
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On veut montrer que pour toutn, D(pn ) = ~B(pn ). Ceci équivaut à dire que pour
tout v · pn , D(pn )u;v 6= 0 si et seulement siv¡ u

2 ½ v. On procède par récurrence sur
n.

1. Si n = 1 et v · p, on a v¡ u
2 ½ v si et seulement siu = v d'après le lemme 8.21,

d'où D(p) = ~B(p).

2. Supposons queD(pn ) = ~B(pn ), et déterminons les couples(u0; v0) tels que
D(pn+1 )u0;v0 soit non nul. Deux possibilités se présentent :

(a) soit u0 = dpn + u et v0 = dpn + v avecv · pn , 0 · d · p¡ 1 et D(pn )u;v 6= 0,

(b) soit u0 = dpn ¡ u et v0 = dpn + v avecu < p n , v · pn , 1 · d · p ¡ 1 et
D(pn )u;v 6= 0.

Supposons queD(pn+1 )u0;v0 6= 0. Si v < pn , comme v¡ u
2 ½ v, le lemme 8.22

montre que v0¡ u0

2 ½ v0. Si v = pn , on a u = pn , on est donc dans le cas où
u0 = dpn + u et v0 = dpn + v, et on a bien v0¡ u0

2 ½ v0. On a donc montré que si
D(pn+1 )u0;v0 6= 0, on a v0¡ u0

2 ½ v0.

La réciproque se déduit du lemme 8.21 : sipn < v 0 < p n+1 et v0¡ u0

2 ½ v0, on
a v0 = v0 + v1p + ¢ ¢ ¢+ vnpn et u0 = § b0 § v1p § ¢ ¢ ¢ §vn¡ 1pn¡ 1 + vnpn , et on
posev = v0¡ vnpn , u = § (u0¡ vnpn ) ¸ 0 et d = vn . On a doncv0 = dpn + v
et u0 = dpn § u avec 1 · d · p ¡ 1, u < p n , v · pn et v¡ u

2 ½ v, autrement
dit D(pn )u;v 6= 0. Ceci montre queD(pn+1 )u0;v0 6= 0. Si v0 · pn et v0¡ u0

2 ½ v0,
on a évidemmentD(pn+1 )u0;v0 6= 0, et en�n si v0 = pn+1 et v0¡ u0

2 ½ v0, on a
u0 = v0 = ( p ¡ 1)pn + pn et D(pn )pn ;pn 6= 0, d'où D(pn+1 )u0;v0 6= 0.

8.3.4 Matrices ~A(pn)

On commence là aussi par quelques lemmes sur la relationv¡ u
2 Á u.

Lemme 8.23 Soient 1 · u · v = dpn avec1 · d · p ¡ 1. Si on a v¡ u
2 Á u, alors

u = v.

Démonstration. On posez = v¡ u
2 et u = usps + ¢ ¢ ¢+ unpn avecus 6= 0 et 0 · ui ·

p ¡ 1 pour tout i . On a v = 2z + u = usps + : : : ou (p¡ us)ps + : : : , ce qui implique
s = n, 2z = ( d ¡ un )pn < (p ¡ un )pn et en�n z = 0. 2

Lemme 8.24 Soit 1 · u < p n , u · v < 2pn et v¡ u
2 Á u. Si v¡ u

2 Á 1 u, on a
(2pn ¡ v)¡ u

2 Á ¡ 1 u, et si v¡ u
2 Á ¡ 1 u, on a (2pn ¡ v)¡ u

2 Á 1 u.

Démonstration. On posez = v¡ u
2 et on écrit u = usps + ¢ ¢ ¢+ un¡ 1pn¡ 1, z =

zsps + ¢ ¢ ¢+ zn¡ 1pn¡ 1 avecus 6= 0 et 0 · ui ; zi · p ¡ 1 pour tout i . On a (2pn ¡ v)¡ u
2 =

pn ¡ u ¡ z = ( p ¡ us ¡ zs)ps +
n¡ 1P

i = s+1
(p ¡ 1 ¡ ui ¡ zi )pi . Pour tout i > s , on a

0 · p ¡ 1 ¡ ui ¡ zi · p ¡ 1 et (p ¡ 1 ¡ ui ¡ zi ) + ui · p ¡ 1 , et si zs = 0 (resp.
zs = p ¡ us), alors on a(p ¡ us ¡ zs)ps = ( p ¡ us)ps (resp. 0), d'où le résultat. 2
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Lemme 8.25 Soient 1 · u · v et soit i = § 1. Si 2pn > v , d ¸ 1 et v¡ u
2 Á i u, alors

(v+ dpn )¡ (u+ dpn )
2 Á i u + dpn .

Démonstration. Evidente. 2

On dé�nit les matrices C(pn ) par récurrence en posantC(p) = Id p et

C(pn+1 ) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

C(pn ) ¢ ¢ ¢
: : :

:::

0
: : :

: : : C(pn )F 2
pn

:::
: : :

: : : ¡ C(pn )Fpn

:::
: : :

: : : C(pn )F 2
pn

:::
: : :

: : : ¡ C(pn )Fpn

0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢0 C(pn )

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

. On veut montrer que

pour tout n, C(pn ) = ~A(pn ). Ceci équivaut à dire que pour toutv · pn , C(pn )u;v = 1
(resp. ¡ 1) si et seulement siv¡ u

2 Á1 u (resp. v¡ u
2 Á ¡ 1 u), et C(pn )u;v = 0 sinon. On

procède par récurrence surn.

1. Si n = 1, le lemme 8.23 montre qu'on aC(p) = ~A(p).

2. On suppose queC(pn ) = ~A(pn ), et on détermine les couples(u0; v0) tels que
C(pn+1 )u0;v0 soit non nul. Ils sont de trois formes :

(a) on a u0 = dpn + u et v0 = dpn + v avec u · v · pn , 0 · d · p ¡ 1 et
C(pn+1 )u0;v0 = C(pn )u;v 6= 0,

(b) on a u0 = dpn + u et v0 = ( d + 2 + 2 e)pn + v avec u · v < pn , d ¸ 0,
e ¸ 0, 0 · d + 2 + 2 e · p ¡ 1 et C(pn+1 )u0;v0 = C(pn )u;v 6= 0,

(c) on a u0 = dpn + u et v0 = ( d + 2 + 2 e)pn ¡ v avec u · v < pn , 0 ·
d + 2 + 2 e · p et C(pn+1 )u0;v0 = ¡ C(pn )u;v 6= 0.

Supposons queC(pn+1 )u0;v0 6= 0 et v < pn . Dans les deux premiers cas, à savoir
v0 = dpn + v ou v0 = ( d + 2 + 2 e)pn + v, le lemme 8.25 montre que comme
v¡ u

2 Á i u, on a v0¡ u0

2 Á i u0. Si v0 = ( d + 2 + 2 e)pn ¡ v et v¡ u
2 Á i u, il résulte du

lemme 8.24 quev0¡ u0

2 Á ¡ i u. On en déduit bien que siC(pn+1 )u0;v0 = 1 (resp.
¡ 1), on a v0¡ u0

2 Á1 u0 (resp. v0¡ u0

2 Á ¡ 1 u0). Si C(pn+1 )u0;v0 6= 0 et v = pn , on
a u = v d'après 8.23 etu0 = dpn + u = dpn + v = v0, d'où C(pn+1 )u0;v0 =
C(pn )u;v = 1 et v0¡ u0

2 Á1 u0.

Réciproquement, supposonsv
0¡ u0

2 Á i u0 et pn < v 0 < p n+1 . On posez = v0¡ u0

2 =
z0+ ¢ ¢ ¢+ znpn , v0 = v0

0+ ¢ ¢ ¢+ v0
npn , u0 = u0

0+ ¢ ¢ ¢+ u0
npn , avec0 · zj ; v0

j ; u0
j · p¡ 1

pour tout j . On a v0 = u0+ 2z et en considérant les retenues éventuelles dans
l'addition de u0 et 2z, on voit que v0

n = u0
n + 2zn ou v0

n = u0
n + 2zn + 1.

Si v0
n = u0

n + 2zn , on posev = v0 ¡ u0
npn ¡ 2znpn et u = u0 ¡ u0

npn , et on
trouve v¡ u

2 = z ¡ znpn . Comme z Á i u0, on a z ¡ znpn Á i u0 ¡ u0
npn , ce qui

s'écrit v¡ u
2 Á i u avec u · v < pn , d'où C(pn )u;v = i et C(pn+1 )u0;v0 = i . Si

v0
n = u0

n +2zn +1, on poseu = u0¡ u0
npn < p n et v = 2pn ¡ (v0¡ u0

npn ¡ 2znpn ) ·

115



CHAPITRE 8. MODULES DE WEYL DE PLUS HAUT POIDS ! R OU ! + + ! R

pn . Remarquons qu'on a nécessairementu0 6= v0, et le lemme 8.23 implique
que v < pn . On a (2pn ¡ v)¡ u

2 = z ¡ znpn Á i u0 ¡ u0
npn = u, et on déduit

du lemme 8.24 quev¡ u
2 = (2pn ¡ (2pn ¡ v)) ¡ u

2 Á ¡ i u, avec u · v < pn . On a
donc C(pn+1 )u0;v0 = ¡ C(pn )u;v = ¡ (¡ i ) = i . Si v0 · pn et v0¡ u0

2 Á i v0, on a
C(pn+1 )u0;v0 = i , et en�n si v0 = pn+1 et v0¡ u0

2 Á i v0, on au0 = v0 = ( p¡ 1)pn + pn ,
i = 1 et C(pn )pn ;pn = 1, d'où C(pn+1 )u0;v0 = 1.

8.4 Application à SL(2)

On termine cette thèse par une jolie application de ce qui précède aux carac-
tères des modules simples deSL(2). Rappelons que les facteurs de composition des
modules de Weyl deSL(2) ont été décrits par Carter et Cline [8], Deriziotis [11] et
Winter [46]. Nous obtenons tout d'abord une description de ces facteurs exprimée à
l'aide de la relation ½. Pour cela nous utilisons le théorème suivant.

Théorème 8.26 [46] Soient r; s ¸ 0 et s =
P

si pi avec0 · si · p ¡ 1 pour tout i .
Alors [¢( r ) : L(s)] = 1 si et seulement si il existe un sous-ensemble �niI de N tel
quer =

P

i 2 I
(2p ¡ 2 ¡ si )pi +

P

i 62I
si pi .

Corollaire 8.27 Soient 0 · s · r · pk ¡ 1. On a [¢( r ) : L(s)] = 1 si et seulement
si r ¡ s

2 ½ pk ¡ 1 ¡ s.

Démonstration. Posonsz = r ¡ s
2 et s =

k¡ 1P

i =0
si pi avec 0 · si · p ¡ 1 pour tout i .

Si z ½ pk ¡ 1 ¡ s, il existe un sous-ensembleI de f 0; 1; : : : ; k ¡ 1g tel que z =P

i 2 I
(p¡ 1¡ si )pi , et on ar = s+2z =

P

i 62I
si pi +

P

i 2 I
(2p¡ 2¡ si )pi , d'où [¢( r ) : L(s)] = 1

d'après le théorème précédent. Réciproquement, s'il existe un sous-ensemble �niI
de N tel que r =

P

i 2 I
(2p ¡ 2 ¡ si )pi +

P

i 62I
si pi , on a z =

P

i 2 I
(p ¡ 1 ¡ si )pi · pk ¡ 1, ce

qui implique I ½ f 0; 1; : : : ; k ¡ 1g et donc z ½ pk ¡ 1 ¡ s. 2

Ce résultat est aussi une conséquence immédiate de la proposition 2.8 de [6].
Baranov et Suprunenko y montrent en e�et l'équivalence entre la combinatoire de
Carter et Cline [8] en terme de ré�exions admissibles et la combinatoire de la rela-
tion ½.

Ce corollaire, associé aux résultats de la section précédente, permet d'exprimer
explicitement chL(r ) comme une somme alternée de caractères de modules de Weyl.

Proposition 8.28 Soit 0 · r et r + 1 =
P

i ¸ s
ai pi avec0 · ai · p ¡ 1 pour tout i et

as 6= 0. Si on poseJ = f
P

i>s
ci pi j0 · ci · ai pour tout ig, on a

chL(r ) =
X

j 2 J
r ¡ 2j ¸ 0

ch ¢( r ¡ 2j ) ¡
X

j 2 J
r ¡ 2as ps ¡ 2j ¸ 0

ch ¢( r ¡ 2asps ¡ 2j ):
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Démonstration. Soit k ¸ 1 tel que r + 1 · pk ¡ 1, et posonsn = pk ¡ 1. Pour
tout 1 · r 0 · n, on a ch ¢( r 0 ¡ 1) =

P

1· s0· r 0
B(n)r 0;s0 chL(s0 ¡ 1) d'après le co-

rollaire, avec les notations de la section précédente. On en déduitchL(r 0 ¡ 1) =P

1· s0· r 0
A(n)r 0;s0 ch ¢( s0 ¡ 1) pour tout 1 · r 0 · n, en particulier pour r 0 = r + 1.

On veut déterminer less0 tels ques0 = r 0 ¡ 2j avec j Á pk ¡ r 0. Commepk ¡ r 0 =

pk ¡ (1 + r ) = ( p ¡ as)ps +
k¡ 1P

i = s+1
(p ¡ 1 ¡ ai )pi , on a j Á1 pk ¡ r 0 si et seulement

si j 2 J et j < p k , et j Á ¡ 1 pk ¡ r 0 si et seulement sij ¡ asps 2 J et j < p k . La
condition j < p k est automatiquement véri�ée sis0 = r 0 ¡ 2j puisques0 ¸ 0, et on
a donc la formule annoncée. 2
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Soit p un nombre premier etG un groupe classique de typeB, C ou D dé�ni sur la
clôture algébriqueK du corps àp éléments (siG est de typeB ou D, p est impair).
A l'aide de paires duales de groupes et de modules basculants, on trouve le caractère
de certaines représentations rationnelles irréductibles deG sur K . On obtient tout
d'abord des formules en termes de tableaux semi-standards, non couvertes par la
conjecture de Lusztig. Puis on détermine la dimension et/ou le caractère des repré-
sentations irréductibles de plus haut poids un poids fondamental, ou une somme de
deux poids fondamentaux, suivantG. On en déduit notamment le comportement
asymptotique de leur dimension, àp �xé, quand le rang du groupe tend vers l'in�ni.
On dresse en�n la liste des modules de Weyl simples de plus haut poids un poids
fondamental quandG est un groupe symplectique, ou de plus haut poids la somme
d'un poids fondamental et du plus haut poids de la représentation spin quandG est
un groupe spin.

Title : Character formulae for irreducible representations of classical groups in equal
characteristic

Let p be a prime andG a classical group of typeB, C or D de�ned over an algebraic
closureK of the �nite �eld with p elements (if the type ofG is B or D, p is odd).
Using dual pairs and tilting modules, one can �nd the character of some irreducible
rational representations ofG over K . One �rst obtains character formulas expressed
with semi-standard tableaux, outside the validity domain of the Lusztig conjecture.
Then one determines the dimension and/or character of the irreducible representa-
tions whose highest weight is a fundamental weight, or the sum of two fundamental
weights, according toG. In particular, for a given p, one deduces the asymptotic
behavior of their dimension when the rank of the group is growing towards in�nity.
Finally, one gets the simple Weyl modules whose highest weight is a fundamental
weight whenG is a symplectic group, or a sum of a fundamental weight and of the
highest weight of the spin representation whenG is a spin group.

Discipline : Mathématiques Pures.

Mots-clés : groupes classiques, représentations modulaires irréductibles, modules de
Weyl, caractères de Brauer, paires duales, modules basculants, formule modulaire
de Verlinde.
Keywords : classical groups, irreducible modular representations, Weyl modules,
Brauer characters, dual pairs, tilting modules, modular Verlinde formula.
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