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Introduction

Les représentations des groupes classiques en caractéristique zéro ont été étu-
diées tout au long du vingtieme siecle, et on peut considérer qu'elles sont bien
comprises depuis deux décennies. Les premiers résultats signi catifs sont obtenus
par Schur qui donne en 1901 la description des représentations polynémiales du
groupe linéaire (cf. [20]). En 1925, Weyl démontre la formule des caracteres qui
porte son nom, formule dont on pourrait croire qu'elle met un point nal a I'étude
des représentations. Elle ne donne cependant pas une construction vectorielle des
représentations irréductibles. En outre on souhaiterait exprimer les dimensions des
sous-espaces de poids, qui sont des nombres entiers positifs, comme le cardinal d'un
ensemble (en l'occurrence, un ensemble de tableaux sur un diagramme de Young)
plutdt que comme une somme de quantités positives et négatives. En 1946 parait
le livre de Weyl Les groupes classiques [44], dans lequel il utilise les paires duales
pour construire explicitement les représentations irréductibles des groupes linéaires,
symplectiques et orthogonaux. A la méme époque, on sait décrire les caracteres ir-
réductibles du groupe linéaire a l'aide de tableaux semi-standards. Il faut attendre
1962 (Zhelobenko [48]) pour obtenir une combinatoire analogue pour le groupe sym-
plectique et 1983 (King [28]) pour le groupe orthogonal. On dispose également de
la formule de Littlewood-Richardson pour décomposer les produits tensoriels des
représentations irréductibles, formule énoncée dans les années trente pour le groupe
linéaire et démontrée pour tous les groupes classiques a la n des années quatre-vingt
par Littelmann [32].

La situation est beaucoup moins favorable en caractéristiqye mais des progres
sensibles ont été accompli ces dernieres années, en particulier grace a la conjecture de
Lusztig [35]. Celle-ci exprime le caractere des modules simples comme une combinai-
son linéaire explicite de caracteres de modules de Weyl, pourvu qusoit supérieur
ou égal au nombre de Coxeter d@. Andersen, Jantzen et Soergel [1] ont montré que
pour un systeme de racines xé, la conjecture est vraie poprsu samment grand,
mais sans borne explicite. L'emploi couplé des modules basculants et des paires
duales de groupes a également permis des avancées notables pour le groupe linéaire
(Mathieu et Papadopoulo [37], Mathieu [38]) et le groupe symétrique (Mathieu [38],
Erdmann [14]). Nous appliquons cette derniére méthode aux group@s= Sp(2m),
SO(2m), SO(2n + 1), Spin(2m) et Spin(2m + 1) dé nis sur la cléture algébrique
d'un corps ni de caractéristiquep, le casp = 2 se présentant uniguement pour le
groupe symplectique. Nous en déduisons le caractéere de certaines représentations
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INTRODUCTION

rationnelles irréductibles sur ce méme corps. On obtient notamment des formules de
caractéres non couvertes par la conjecture de Lusztig, et on a des résultats particu-
lierement précis pour les représentations de plus haut poids un poids fondamental
ou une somme de deux poids fondamentaux.

Avant de détailler le plan de cette thése, il nous faut expliquer la démarche
suivie. On désigne paK le corps de base qui est, suivant le contexte, le corps des
nombres complexes ou la cléture algébrique d'un corps ni de caractéristigpelLe
groupe classiques est dé ni sur K et les représentations rationnelles considérées
sont des espaces vectoriels de dimension nie skir. On emploie indi éremment
les termes représentation (irréductible) deG et G-module (simple). Les deux
outils principaux de cette these sont la théorie des paires duales et celle des modules
basculants, théories dont nous mentionnons maintenant quelques points essentiels.

Soit Gy un groupe classique auxiliaire et soil un G £ G,-module tels que
l'algébre des endomorphismes dd commutant a l'action de G soit engendrée par
I'action de G4« et vice-versa. Le modulév est ce qu'on appelle un€G; G,.x) paire
duale au sens de Howe [22]. Rappelons rapidement la théorie des paires duales en
caractéristique zéro. Il existe une correspondance bijectidg entre certaines repré-
sentations irréductibles deG et de G,u«. Si L est une représentations irréductible
de G apparaissant dansVl , la représentation irréductibleAy (L) est caractérisée par
le fait que L - Ay (L) est un facteur direct deM , et on montre que ce facteur est
sans multiplicité. Ainsi la dimension del est la multiplicité de Ay (L) dansM vu
commeG,,x-module. Cette dualité échange donc les dimensions et les multiplicités.
En caractéristiquep, le G £ G,x-module M ne peut pas s'écrire comme somme
directe de représentations irréductibles, mais on montre qu'on a toujours une cor-
respondance bijectivedy, entre les facteurs de composition dG-module M et les
facteurs directs indécomposables dG,,-module M, et la dimension deL est la
multiplicité de Ay (L) comme facteur direct duG,,,-module M . Cette multiplicité
est en général di cile a calculer.

Dans notre cas, les facteurs indécomposablesMesont basculants, et sous l'ac-
tion de Gk, M s'écrit comme une puissance tensorielle de l'algébre extérieure de
la représentation naturelle deG,.«. Il s'agit donc de comprendre la décomposition
de ces produits tensoriels en somme directe @g,x-modules basculants indécompo-
sables. Les modules basculants d'un groupe algébrique ont été introduits au début
des années quatre-vingt-dix par Donkin [13]. Cette catégorie de modules jouit de pro-
priétés remarquables, elle est notamment stable par produit tensoriel et les modules
basculants indécomposables sont paramétrés par les poids dominants du groupe. On
dispose en outre de la formule modulaire de Verlinde (Mathieu et Georgiev [18]) qui,
sous certaines conditions, donne une décomposition partielle des produits tensoriels
de modules basculants indécomposables. Cette formule fait intervenir le groupe de
Weyl a ne, ainsi que les constantes de Kostant qui décrivent la décomposition ana-
logue en caractérisque zéro. Si on revient a la paire dude, on est ainsi amené
a étudier la décomposition des produits tensoriels des puissances extérieures de la
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représentation naturelle deG,,, en caractéristique zéro, pour en déduire les multipli-
cités des modules basculants qui sont facteurs directs Be. On obtient nalement
les dimensions et le caractére de certaines représentations irréductiblessden ca-
ractéristique p.

Dans le premier chapitre, on rappelle la dé nition et les propriétés bien connues
de l'algébre de Cli ord. On fait aussi quelques rappels sur les groupes classiques et
leurs représentations, en particulier pour les groupes non connexes. On mentionne
enn, lorsque K = C, une formule de caractére sur la seconde composante connexe
des groupes orthogonaux pairs.

Au second chapitre, on supposk = C, on considéere le group&,,x = Sp(2n),
Spin(2n + 1), Pin(2n), O(2n) ou O(2n + 1) et on calcule la décomposition des pro-
duits tensorielsa'V - L(7), o0~ est un poids dominant deG,. et V est la re-
présentation naturelle deG,.x. Ces décompositions s'expriment en termes de boites
ajoutées et retranchées au diagramme de Young deOn traduit ensuite cette dé-
composition en termes de tableaux sur des diagrammes gauches.

Le troisieme chapitre débute par un rappel de quelques résultats fondamentaux
sur les représentations en caractéristique On signale notamment le réle essentiel
joué par le groupe de Weyl a ne, et on énonce la conjecture de Lusztig. Puis nous
exposons brievement la théorie des modules basculants pour les groupes algébriques
et la formule modulaire de Verlinde. Ces résultats sont ensuite appliqués aux groupes
classiques.

Au quatrieme chapitre, on étudie cinq paires duales décrites par Adamovich et
Rybnikov [2]. On commence par une discussion en caractéristique zéro pour éclairer
la suite. Puis on construit la correspondancé mentionnée ci-dessus, et on montre
gue les dimensions des sous-espaces de poidsalesdules simples sont des multi-
plicités, comme facteurs directs, d&,,x-modules basculants indécomposables dans
des produits tensoriels de puissances extérieures de la représentation naturelle de
Gaux-

Le cinquieme chapitre réalise la synthése des chapitres 2 et 4 et prépare le chapitre
suivant. On y retrouve les formules de caractéres des groupes classiques en caracté-
ristique zéro, exprimées a l'aide d&-tableaux sur des diagrammes de Young, telles
gu'elles sont formulées par Proctor [40], et on démontre aussi la formule de caractére
pour les groupes orthogonaux pairs signalée au premier chapitre.

Les chapitres qui suivent rassemblent de nombreux résultats nouveaux, on dé-
taille donc leur contenu.

Dans le sixieme chapitre, on trouve des formules de caractéres en caractéristique
p en termes deG-tableaux. On commence par énoncer des formules simples lorsque
le plus haut poids est un poids fondamental soumis a une certaine condition. Si
G = Sp(2m), on a ainsi une nette amélioration d'un résultat de Gow [19]. On
retrouve également un théoreme de Suprunenko et Zalesskii [42]. Puis on donne des
formules s'appliquant a des poids dominants plus généraux. L'intérét principal de ces
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formules est qu'elles sont valables méme si la caractéristique est inférieure au nombre
de Coxeter, pourvu que le plus haut poids satisfasse la condition rappelée dans les
tableaux page ix. On est donc en dehors du domaine de la conjecture de Lusztig.
On mentionne également la stabilité, en un certain sens, des formules obtenues.

Le septieme chapitre est consacré aux représentations irréductibles de plus haut
poids un poids fondamental ou une somme de deux poids fondamentaux. On exploite
dans ce chapitre la connaissance précise qu'on a des modules basculanSL{2),
connaissance qui s'exprime de maniere commode a l'aide de séries génératrices. On
obtient plusieurs expressions pour la dimension des représentations irréductibles,
sans les restrictions du chapitre précédent sur le plus haut poids. On obtient aussi des
formules donnant le caractére de la représentation qua@= Sp(2m), Spin(2m + 1)
ou Spin(2m), et on en trouvera d'autres au chapitre suivant. On conclut le chapitre
en déterminant le comportement asymptotique des dimensions,paxe, lorsque le
rang du groupe tend vers I'in ni.

En n, au dernier chapitre, on considére les modules de Weyl de plus haut poids
un poids fondamental (resp. la somme d'un poids fondamental et du plus haut poids
de la représentation spin) lorsqué& = Sp(2m) (resp. Spin(2m + 1) ou Spin(2m)).
Aprés avoir rappelé la description de leurs facteurs de composition, on décrit en
termes élémentaires, parmi ces modules de Weyl, ceux qui sont simples (pour le
groupe spécial linéaire ou le groupe orthogonal, les modules de Weyl de plus haut
poids un poids fondamental sont simples, cf. [47]). Puis on exprime le caractére des
modules simples de plus haut poids un poids fondamental (resp. la somme d'un poids
fondamental et du plus haut poids de la représentation spin) comme une somme al-
ternée de caracteres de modules de Weyl, ce qui précise un énonceé obtenu au chapitre
précédent. On conclut ce chapitre par un résultat concernant les modules simples de
SL(2) : on reformule la description des facteurs de composition des modules de Weyl
obtenue par Carter et Cline [8], et on en déduit le caractére des modules simples
comme une somme alternée de caracteres de modules de Weyl.

Les tableaux gurant sur la page ix donnent, pour chague groupe classique,
la condition que doit vérier le plus haut poids, pour qu'on puisse déterminer
le caractere et/ou la dimension du module simplé(, ) de plus haut poids,. On
indique également les théorémes correspondants.

Soit m le rang du groupeG. On note 8"4;:::;8", les poids non nuls de la
représentation naturelle deG. Pour tout | , 1 on pose-;, = "; + ¢C& ", Si
G = Sp(2m), les poids- | sont les poids fondamentaux. SG = Spin(2m + 1) ou
SO(@2n +1) etl 6 m, - | est un poids fondamental. SG = Spin(2m) ou SO(2m) et
| 6 m;mj 1, -, estun poids fondamental. Dans I'expression;, + ¢ ¢€- I'entier
n est toujours suppose strictement plus grand queetiy, i,,¢¢C  iy,.

iny
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Sp(2m)

chL(-, + ¢¢€- ;) aveCin 1+ in,, 2(Mm+ n+ 1i_2p)i 1
théoréme 6.12

chL(B=-  +- ;1) etchL(B=- ) avecp impair
théoréme 6.3, résultat obtenu par Suprunenko et Zalesskii [42]

chL(- ) avecl, m+2j p
théoreme 6.1, amélioration d'un résultat de Gow [19]

chL(- ;) pour tout |
proposition 7.24, théoréme 7.26, corollaire 7.29, proposition 7.31
théoreme 8.16

Spin(2m + 1)

chL(!, +- ,+ ¢C&- ;) aveci,, m+ n+ P
théoreme 6.13

chL(', +- ) avecl, m+ 3P
théoréeme 6.7

chL(! + +- ) pour tout |
proposition 7.23, théoréme 7.26, corollaire 7.29, proposition 7.31
théoréme 8.16

Spin(2m)

chL(!, +- ,+ ¢C&- ;) aveCi,, m+ n+ P
théoreme 6.14

chL(': +- ) avecl, m+ 3P
théoreme 6.8

chL(! + +- ) pour tout |
proposition 7.23, théoréme 7.26, corollaire 7.29, proposition 7.31
théoréme 8.16

SO(2m +1)

chL(- i, + ¢¢C€- ;) aveCin; 1+ in, 2(m+n+ L) 2etn 3
théoreme 6.15

chL(- x+- ) aveck+ 1|, 2m+3j p
théoreme 6.9

dimL(- « +- |) pour tousk et |
proposition 7.31

SO(2m)

chL(- i, + ¢¢€- ;) aveCin; 1+ in, 2(m+n+ L) 3etn, 3
théoreme 6.15

chL(- x+- ) aveck+ 1|, 2m+2j p
théoréme 6.10

dimL(- « +- |) pour tousk et |
proposition 7.31

et
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Chapitre 1

Algebre de Cli ord et groupes
classiques

Soit K = C ou F,. Avant de rentrer dans le vif du sujet, il nous faut décrire les
di érents groupes, dé nis surK, que nous allons rencontrer. Certains d'entre eux
sont des revétements de groupes orthogonaux, et lI'algébre de Cli ord permet de les
étudier commodément. On commence donc par rappeler les propriétés de base de
cette algebre, en particulier la réalisation du groupe spin comme sous-groupe du
groupe des éléments inversibles de l'algébre. On décrit ensuite les modules simples
de l'algebre de Cli ord, qui jouent un réle important dans la construction des paires
duales au chapitre 4.

Pour les groupes symplectiques, spéciaux orthogonaux et spin, on explicite un
tore maximal et un sous-groupe de Borel le contenant, ainsi que le systeme de racines
associé. On rappelle aussi comment construire, en caractéristique zéro, les représen-
tations irréductibles de plus haut poids un poids fondamental a l'aide des puissances
extérieures de la représentation naturelle du groupe. Pour les groupes classiques non
connexes, on dé nit les analogues des tores, poids, etc. et on rappelle comment
obtenir leurs représentations irréductibles via la théorie de Cli ord. On termine en
détaillant la situation dans le cas du groupe orthogonal pair.

On notera que les résultats de ce chapitre sont valables en toute caractéristique,
sauf mention explicite du contraire, la caractéristigu® n'étant considérée que dans
le cas du groupe symplectique. On remarquera aussi que les di érents groupes uti-
lisés dans ce chapitre sont paramétrés par la lettme alors que dans les chapitres
suivants le parametre seran, ou m, ou les deux. On aura en e et a considérer des
paires(G1(m); G,(n)) de groupes, c'est pourquoi on choisit dans ce chapitre la lettre
neutre r.

1.1 L'algebre de Cliord

Le lecteur trouvera toutes les propriétés mentionnées ici et bien d'autres résultats
dans I'ouvrage de Chevalley [10]. Il pourra aussi consulter [7], [17] et [33] pour les
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CHAPITRE 1. ALGEBRE DE CLIFFORD ET GROUPES CLASSIQUES

propriétés spéci ques a la caractéristique zéro.

Dé nition 1.1  Soit V un espace vectoriel de dimension nie suK. Une forme
guadratiqueq sur V est une application devV dansK telle que :

1. g(av) = a’g(v) pour tousa2 K etv2 V.

2. l'application b: V £ V! K dénie par b(v;w) = glv+ w)i g(v)i g(w) est

bilinéaire.
La forme bilinéaire b est appelée la polarisation dg.
On rappelle qu'un sous-espace vectori®V/ de V est dit totalement isotrope si la
restriction de g a W est nulle, etg est dite non dégénérée si sa polarisation est non
dégénérée.

Soit V un espace vectoriel de dimension nie muni d'une forme quadratique
L'algebre de Cliord (Cli®(V);i) est la donnée d'une algébre unitair€li®(V) et
d'une application linéairei : V ! Cli®(V) telle quei(v)? = q(v):1 pour tousv 2 V.
En outre on demande que l'algébre de Cli ord soit universelle pour cette propriété :
si E est une algébre unitaire et sj : V ! E est une application linéaire telle que
j(v)? = g(v):1 pour tousv 2 V, alors il existe un unique homomorphisme d'algébres
k:Cli®\V)! E telquej = kzi, ce qu'on représente par le diagramme commutatif
suivant. _

v ' E
i
Cli®(V)

On a clairement la régle de commutation(v)i(w) + i(w)i(v) = b(v;w):1 pour tous
v;w 2 V. Remarquons que dans la littérature, on trouve aussi la formuigv)? =

i g(v):1 dans la dé nition de l'algébre de Cli ord, et on passe d'une convention a
l'autre en remplacant partout g par i Q.

On construit Cli®(V) en quotientant I'algébre tensorielleT (V) de V par l'idéal
bilatere | engendré par les- vj q(v):1(v 2 V), et I'application i est la composée de
l'inclusion V %2 T(V) et de la projection naturelleT(V) ! Cli®(V). En particulier
Cli®(V) est engendrée par(V). L'idéal | est engendré par des éléments de degré
pair, ce qui munit Cli®(V) d'une structure d'algebre graduée suZ=2Z. On note
Cli®. (V) la partie paire de Cli®(V), c'est-a-dire le sous-espace engendré par les
produits d'un nombre pair d'éléments dei(V). On a aussi une ltration naturelle
sur Cli®(V), héritée de l'algébre tensorielle d¥, et on montre que l'algebre graduée
qui s'en déduit est isomorphe a l'algebre extérieure d& Ceci implique la proposition

tout k - | et tousi; < ¢¢& i, forment une base deCli®(V). En particulier
I'application i est un plongement d& dansCIli®(V).

On convient de ne plus mentionner le plongemernt et on écrit simplement
V % Cli®(V). A l'aide de la propriété universelle, on construit trois involutions
remarquables deCli® (V) que I'on décrit ci-dessous.

2



1.1. L'ALGEBRE DE CLIFFORD

Dé nition 1.3  L'involution principale de Cli®(V) est I'automorphisme® de Cli® (V)

®+ = *®.

Exemple 1.4Supposons exceptionnellement qué = R. SiV est un espace vectoriel
de dimension 1, de basé) et muni de la forme quadratique dé nie parq(i) = j 1,
on aCli®(V) = C et o est la conjugaison complexe. S est un espace vectoriel
de dimension 2, de basé;j ) et muni de la forme quadratique dé nie parg(ai +
bj) = j a®j I?, Cli®(V) est l'algébre des quaternions et est la conjugaison des
guaternions.

A partir de maintenant, la forme quadratiqueq est supposée non dégénérée.

On dé nit maintenant les groupes Spin(V) et Pin(V), lorsque p est impair,
comme des sous-groupes @i®(V)".

Dé nition 1.5 Soit Pin(V) = fs 2 Cli®(V) j s (s) = 1 etsVs?! % Vg et
Spin(V) = Pin(V)\ Cli®, (V). Le morphisme de grouped : Pin(V) ! GL(V)
dé ni par A(s)(v) = svs ! est appelée la représentation naturelle dein(V) (et de
Spin(V) par restriction).

Notons que l'image deA est contenue dans le group®(V) car pour tout s 2
Pin(V), on ag(A(s)(v); A(s)(v)) = (A(s)(v))2 = (svs 1)? = svési 1 = sq(v;v)si ! =
a(v;v).

En caractéristique zéro, le group&pin(V) est le revétement universel, a deux
feuillets, du groupe spécial orthogonaBO(V), et Pin(V) est un revétement non
connexe a deux feuillets du groupe orthogon@l(V). En outre Spin(V) est un sous-
groupe d'indice deux dePin(V). C'est aussi vrai en caractéristique impaire, comme
le montre le théoréme ci-dessous.

Théoréme 1.6 Les morphismes de groupes : Pin(V) ! O(V) et A: Spin(V) !
SO(V) sont surjectifs de noyau§ 1g.

La proposition qui suit donne une autre dé nition possible des group&pin(V)
et Pin(V), et elle implique en particulier que I'algebreCli® (V) (resp. Cli®, (V)) est
engendrée parPin(V) (resp. Spin(V)), car V possede des bases orthonormées en
caractéristique impaire lorsqueg est non dégénéree.

Proposition 1.7 Le groupePin(V) est engendré par les 2 V tels quev? = 1, et
Spin(V) est engendré par les produitgw avecv;w 2 V tels quev? = w? = 1.

On termine cette section en rappellant les théorémes bien connus qui fournissent
une construction explicite des modules simples @i®(V) (resp. Cli®. (V)) lorsque
V est de dimension paire (resp. impaire). On emploie la notatiom ¢ ¢ ¢4y, ¢ ¢ CAv,,
qui signi e que le vecteurw; a éte retiré du produit.
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CHAPITRE 1. ALGEBRE DE CLIFFORD ET GROUPES CLASSIQUES

Théoreme 1.8 Soit V de dimension paire. On considére une décompositidh =
W © W?avecW et WP totalement isotropes. L'algébreCli®(V) admet un unique
module simple, vectoriellement isomorphe @aW et sur lequelCli®(V) agit comme
suit :

1. w2 W agit sur @W par multiplication extérieure :

2. w2 WO agit sur s W paEdérivation intérieure :
woe(wi A eeew) = (i ) bwlwi)wg A ¢¢ ¢ Al ¢ ¢ ¢ A, pour tous

Théoréme 1.9 Soit V de dimension impaire tel qué/ = Kxq© N avecq(x,) 6 0
et N l'orthogonal dexo. Si on munit N de la forme quadratiqug g(Xo)g, on a un
isomorphisme d'algébres d€Ii®(N) sur Cli®. (V) qui envoiey sur Xy pour tout
y2 N.

Remarquons que, comm& est algébriquement clos, I'algebre de Cli ord deéN
muni de la forme quadratiquej q(Xo)qg est isomorphe a l'algebre de Cli ord deN
muni de la forme quadratiqueq.

1.2 Les groupes classigues connexes

Les notations de cette section s'inspirent de l'article d'Adamovich et Rybni-
kov [2], ainsi que du livre de Fulton et Harris [17].

Pourr 2 N;r , 1, on considére les groupes connexes suivanSp(2), SO(2),
SO(2 +1), Spin(2r), Spin(2r +1). Soit G l'un de ces groupes et soiV la repré-
sentation naturelle deG, munie de la forme bilinéaire alternée non dégénérbeu
de la forme quadratique non dégénérég On note H un tore maximal, B un sous-
groupe de Borel contenantH, U son radical unipotent,B' le sous-groupe de Borel
opposé a, Ui son radical unipotent etW le groupe de Weyl des. SoitP = X (H)
le groupe des caractéres dd et P* I'ensemble des poids dominants relativement
au sous-groupe de BoreB. Le paramétrage classique deG-modules simples en
caractéristique zéro s'étend en toute caractéristique.

Théoréme 1.10 (Borel-Weyl) Soit G un groupe algébrique simple connexefet
I'ensemble des poids dominants relativement a un sous-groupe de Borel. Pour tout
, 2 P*, il existe une unigue représentation irréductible de plus haut poigs notée
L(,), et toute représentation irréductible est isomorphe a un certain(*).

Décrivons brievement les choix déd, B, ... dans chaque cas a l'aide d'une
base convenablement choisie dé. Pour les trois premiers groupes qui suivent, et
relativement aux bases précisées ci-dessoHis est le sous-groupe des matrices dia-
gonales etB est le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures. On désigne
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1.2. LES GROUPES CLASSIQUES CONNEXES

cient a l'intersection de la lignej et de la colonng estd,. Pourtout 1- j - r on
dé nit le poids "; qui associe a toute matrice diagonale son coe cierd;. On décrit
également ci-dessous les puissances extérieures de la représentation standaf de
lorsqueK = C (et aussi pourK de caractéristiquep si G est un groupe orthogonal),
car elles jouent un réle technique important dans la suite.

1.2.1 Groupe symplectique

Soit G = Sp(2r). On note (z3;:::;%,;z +;:::,;Z 1) une base de/ telle que pour
tout1- i- n,in- j - n,laforme bilinéaire alternéeb vérie b(z;z) =1 si
i =i etOsinon.

Une matrice diagonalediag(hy;:::;hr;h; r;:::;h, 1) est dansH si et seulement
sihjh;; =1 pour tout j.

Les racines positives (resp. simples) sont I€§+ "j)1.i.j. r etles("ii "j)1 iq - r
(resp. ("i i "i+1)1 i«r €t 2";). Les poids fondamentaux sont ; = "3;!, = ", +
"oyiinhy ="+ CCE ",

Tout poids , s'écrit , = ? .i'i, avec les, entiers, et, est dominant si et
i=1
seulementsi,;, ,»,¢¢¢, . ., 0:Onassociea 2 P* le diagramme de Young
Y (,) avec, ; boites sur la premiere ligne, , boites sur la seconde ligne, etc.
A tout w 2 W, on associe une permutatior¥s2 S; telle quew(";) = 8"yj).
Réciproquement, toute transformation de cette forme dé nit un élément d&/. Ainsi
W est un produit semi-direct deS; par (Z=22)".

En n en caractéristique zéroon &'V = L(! ) ©L(!;;2)©::: pourtouti - r.

1.2.2 Groupe spécial orthogonal impair

ment sihg =1 et h;h;; =1 pour tout j.

Les racines positives (resp. simples) sont I€§8 "j)1. i« . r etles("i)1. i. r (resp.
("ii "i+1)1 i<r €t";). Les poids fondamentaux sont; = "5;1 o= "1+ "y 1 =
"It CCe T = (" e ).

La description des poids, des poids dominants, des diagrammes de Young et du
groupe de Weyl est la méme que pour le groupe symplectique.

En caractéristique impaire ou nulle, on & (! ;) =a 'V sii<r etL(2! ,)==a 'V :
ce résultat a été démontré par Wong [47], et on peut aussi simplement constater que
la démonstration de ([7], chapitre VI, paragrapheb:4) reste valable en caractéris-
tique p.



CHAPITRE 1. ALGEBRE DE CLIFFORD ET GROUPES CLASSIQUES

1.2.3 Groupe spécial orthogonal pair

Soit G = SO(2r). On note (z;;:::;%;2 r;:::;Z 1) une base deV telle que
g(czr +¢¢€c,z,)=cC CCE CC ;.

Une matrice diagonalediag(hi;hy;:::;he;h, (;:::;h, 1) est dansH si et seule-
ment sih;h;; =1 pour tout j.

Les racines positives (resp. simples) sont I€58 "j)1. i«j . r (resp.("ii "i+1)1. i<r
et",, 1+ ";). Les poids fondamentaux sont ; = "1;:::;!l 2= "1+ CC€ " ! =

(it eeei)t. = (" CCe ).
Tout poids , s'écrit , = P .i'i, avec les, ; entiers, et, est dominant si et
i=1
seulementsi;, ,,,¢¢¢  j ,j: On associe § 2 P* le diagramme de Young
Y(,) avec, ; boites sur la premiére ligne, , boites sur la seconde ligne,::, j, (]
boites sur la ligner.

Soitw 2 W et %2 S; telle quew(";) = §"y;). Alors le nombre dej - r tels
quew("j) = i ") est pair, et réciproquement une telle transformation dé nit un
élément deW. Le groupeW est donc un produit semi-direct deS, par (Z=2Z)"i .

En caractéristique impaire ou nulle, ond (! ) =o'V sii<r j 4, L(!, +!,)=
afily et L(2',)©L(2',) = ="V, avec la méme justi cation que dans le cas
précédent.

1.2.4 Groupes spin

On considére les groupeSpin(V) avecdimV = 2r ou2r +1. Soit A : Spin(V) !
SO(V) la représentation naturelle deSpin(V). Le tore et le sous-groupe de Borel
positif de Spin(V) sont les images réciproques pak de ceux deSO(V). Un poids
, = ,i'i de Spin(V) est dit entier (resp. demi-entier) si tous les; sont dansZ

i=1
(resp.Z + %). Tout poids de Spin(V) est entier ou demi-entier, et les poids entiers
sont identi és aux poids deSO(V). Lorsque, est dominant et demi-entier, on lui
associe le diagramme de Young(, ) avec, i j % boites sur la premiére ligne, ; %
boites sur la seconde ligne, ..j,(ji 3 boites sur la ligner.

Il nous reste a dé nir la représentation spinS de Spin(V). Si dimV est paire,
notons S I'uniqgue module simple deCli®(V). CommePin(V) engendreCli®(V), S
est une représentation irréductible dé”in(V), et on verra dans la section suivante
gu'elle est somme directe de deux représentations irréductiblesSigin(V), notéesS*

V. celui engendré par(z;;:::;z). D'apres le théoreme 1.8S s'identie a aV, , et
on montre que si on posgp = zj, "¢ ¢z, pour tout | = fig; i ikg¥fl;:::;rg,
alors z; est de poids3(j 211t jezn 1) On en déduit que la partie paire

©;a?V, (resp. impaire©;e?*1V. ) de oV, est la représentationS* (resp. Si ) de
plus haut poids! . (resp.! ;).
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SidimV estimpaire, on noteS l'unique module simple deCli®. (V), qui est aussi
une représentation irréductible deSpin(V). Si on noteV, Fle sous-esgace engendré
par (z, 1;::1;z ), S sidentie & =V, , z est de poidss(j izt ez i) et
S est la représentation de plus haut poids. .

On peut se représenter les représentations spin comme des racines carrées de
l'algébre extérieure déV : sidimV est paire (resp. impaire), il est clair qué&s™ 2 (resp.
S 20 S ?) et oV ont méme caractére, et elles sont en fait isomorphes (cf. [10]).

1.3 Groupes classiques non connexes

Pour ce chapitre, l'article de Digne et Michel [12] ainsi que [7] sont de bonnes
références. Dans ce paragraphe, on consid&e= Pin(2r), O(2r) ou O(2r + 1), on
note G° la composante neutre de5, et la composante connex& n G° est appelée
seconde composante connexe. On dé nit les analogues des sous-groupes usuels, on
décrit les représentations irréductibles d& et on conclut en rappelant une formule
donnant les caractéres irréductibles d®(2r) sur sa seconde composante connexe.

1.3.1 Sous-groupes remarquables

Il nous faut expliquer ce que nous appellerons tore, Borel, etc. Rappelons les
dé nitions suivantes de Digne et Michel. On xe un groupe algébrique linéair&
surK.

Dé nition 1.11  [12] SoitH % B un couple formé d'un tore maximal d&° et d'un
sous-groupe de Borel le contenant. On appelle Borel d&le groupeBe = Ng(B)
et tore de G le groupeH, = Ng(H;B).

Dé nition 1.12 [12] Un élément deG est dit quasi-semi-simple s'il induit par
conjugaison un automorphisme d&° qui stabilise un couple formé d'un tore maxi-
mal de G° et d'un sous-groupe de Borel le contenant.

Un élément deG est donc quasi-semi-simple si et seulement si il est dans un
tore . On montre (cf. [12]) que tout élément semi-simple d& est dans un tore de
G, et l'action par conjugaison deG° est transitive sur les coupledd. %2 B, formés
d'un tore et d'un Borel de G. Pour calculer le caractére d'une représentation
rationnelle de G, on peut donc se restreindre a un tore particulier, ce qu'on fera
dans la derniere section du chapitre.

On dé nit un élément quasi-semi-simplépour chacun des trois groupeRin(2r),

SO(2 +1). Si G = O(2r), on note ¥l'élément d'ordre 2 deO(2r) n SO(2) dé ni
par ¥{z;) = z pourtout i 6 8r et ¥z) =z ; sii = §r. SiG =Pin(2r), ¥désigne
un élément de la seconde composante connexeRie(2r) tel que A(¥) = %2 O(2r),
A étant la projection canonique dePin(2r) sur O(2r). Enn Si G = O(2r + 1), on

v



CHAPITRE 1. ALGEBRE DE CLIFFORD ET GROUPES CLASSIQUES

dé nit ¥apar ¥{z) = z pourtout i 6 0 et ¥zy) = | zo. Considérons le tore maximal
H et le sous-groupe de BoreB dé nis dans les paragraphes précédents. On voit
facilement que ce couple est stabilisé p&tqui est donc quasi-semi-simple. On note
H. le tore engendré parH et ¥%et B, le Borel engendré paB et % Notons que
le radical unipotent deB. est le méme que celui dB.

1.3.2 Représentations : théorie de Cliord

On étudie maintenant les représentations d'un groupe algébrique non connéxe
dont la composante neutreG°® est un sous-groupe d'indice deux dé, en reprenant
les résultats énoncés dans [2] et [7]. Séiun élément xé de G n GP. Lorsque G
est I'un des trois groupes classiques qui nous intéres¥m'est autre que I' élément
quasi-semi-simple dé ni ci-dessus. A toute représentatiod de G°, on associe la
représentationMs, (M tordue par %) de G° dé nie par g ¢u = 3.g%tu pour tous
g2 G° et tousu 2 M. Notons que la représentatiorM s, est indépendante du choix
de ¥ puisque G° est supposé d'indice deux danG. A toute représentation N de
G, on associe la représentatioNl. = N - - de G, ou - est la représentation de
dimension1 de G telle que toutg 2 GnGP (resp. tout g 2 G°) agit par multiplication
par i 1 (resp. agit trivialement). Ces deux opérations sont évidemment involutives
et transforment les représentations irréductibles en représentations irréductibles. En
outre il est évident queRegN = ResSN. et IndgeM = Ind My, pour toutes
représentationsM de G° et N de G.

Théoreme 1.13 (Cli ord) 1. Si M est une représentation irréductible des°
etM ' M;j, ona IndgoM = NON._, ouN est une représentation irréductible
de G telle queN 6'N. et RegoN = M.

2. Si N est une représentation irréductible dé&s et N 6' N_, RegoN est une
représentation irréductibleM de G° telle queM ' My, et IndS;M = N ©N. .

3. Si M est une représentation irréductible d&° et M 6' My, IndgoM est une
représentation irréductibleN de G tellle queN ' N_ et ReoN = M © My,

4. Si N est une représentation irréductible d&s et N ' N., on a RegoN =
M © Mgy, ol M est une représentation irréductible d&° telle queM 6' My,
et IndgM = N.

Le théoreme peut se reformuler en disant qu'on a une correspondance une a
deux et deux a une entre les représentations irréductibles d& et de G°.

Explicitons l'action de 3. sur les représentations des° lorsque G = Pin(2r),
O(2r) ou O(2r +1). Suivant le cas,G° est Spin(2r), SO(2) ou SO(2 +1). On
voit facilement que siv est de poids, sousH, alors %vest de poids¢(,), ou
11+ Cee "t )= LM CCE 11 L SIGBOR2r +1), et
est l'identité si G = O(2r +1). On en déduit queL(, )s.= L(¢(,)) pour tout poids
dominant , de G°. Autrement dit, I'action de ¥asur les représentations irréductibles
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1.3. GROUPES CLASSIQUES NON CONNEXES

de G° correspond a l'automorphisme du diagramme de Dynkin d&°. Remarquons
gue lorsqueG = O(2r) ou O(2r +1), - n'est autre que le déterminant.

Appliquons maintenant le théoréme précédent au groupe non connexe : si,
est un poids deG° et ¢(, ) = ,, on a une représentation irréductible déd. qui est
la droite de poids, ou ¥agit trivialement, et une autre représentation irréductible
de He qui est la droite de poids, ou ¥ agit par multiplication par j 1. Si, est
un poids deG° et ¢(,) 6 ,, on a une représentation irréductible déd. qui est la
somme directe d'une droite de poids et d'une droite de poids¢(, ), ¥%agissant par
permutation de ces droites. On obtient ainsi toutes les représentations irréductibles
de He. Ceci nous méne aux dé nitions suivantes.

Dé nition 1.14  Soit , un poids deG° tel que¢(,) = , et soits 2 f+;ijg. Un

vecteur de poids sousH est dit de poids(,;s) sousH si ¥agit trivialement (resp.

par multiplication par i 1) quands =+ (resp.s= j ). Si V est une représentation
de G, on noteV ;) le sous-espace des vecteurs de pofds ).

Dé nition 1.15  Si, est un poids dominant deG° tel que¢(,) 6 , et,, > 0,
on dit que , est un poids dominant deG. Si , est un poids dominant deG° tel
que¢(,) =, etsionas= 8§, on dit que(,;s) est un poids dominant deG. Le
diagramme de Young d'un poids dominant d8 est le diagramme du poids dominant
de G° sous-jacent.

On introduit quelques notations pour désigner les représentations irréductibles
deG =Pin(2r), O(2r) ouO(2r +1). Soit, un poids dominant deG° tel que, , , O.
Si¢(,) 6 ,, cest-a-direG 6 O(2r +1) et ,, 6 0, on désigne par(,; 0) la repré-
sentation irréductible deG qui est la somme directe vectorielle des représentation
irréductibles L(,) et L(¢(,)) de G°. Il est important de noter que les seules repré-
sentations dePin(2r) que nous aurons a considérer seront de ce type.GBF O(2r)
et,, =0,0usiG=0(2r+1),onnotelL(,;i) etL(,;+) les représentations
irréductibles distinctes deG qui, restreintes aG°, sont égales a la représentation ir-
réductible L(, ) de G°. La représentationL (,; +) est celle ol®4agit trivialement sur
le vecteur de plus haut poids, ebsagit par multiplication par j 1 sur le vecteur de
plus haut poids deL (,; i ). D'apres ce qui précede, les représentations irréductibles
de G sont en bijection avec les poids dominants d&. Remarquons qu'on n'intro-
duit pas de notation pour I'ensemble des poids dominants d& P* désignera donc
toujours le cone des poids dominants d&°.

Exemple 1.16SupposonsV de dimension paire, et soiS I'unique CIli®(V)-module
simple. CommePin(V)-module, on aS = L(! +;0) et commeSpin(V)-module, on a
S=L(+)OL(,).

SiG =0(2r + 1), on peut écrireG comme un produit direct deG° par le groupe
a deux éléments, plutbét que comme un produit semi-direct : il sut de remplacer
Yapar I'élément central 3% = i id. Il est clair que tout ce qui vient d'étre dit sur les
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représentations deO(2r + 1) reste valable aveés, et I'action de % sur un G-module
M indécomposable est particulierement simple : Notor# le G-endomorphisme de
M dé nit par l'action de % sur M. On a %? =id, et comme la caractéristique est
impaire ou nulle, le polyndme minimal dé7% est a racines simples¥s est diagonali-
sable, les valeurs propres valef@ 1, et le lemme de Fitting montre qu'il y a une seule
valeur propre. Ainsi¥% = 8id. Ce résultat facilite notamment les calculs de produits
tensoriels de représentations, et on peut modi er sans di culté les formules ainsi
obtenues pour trouver la décomposition sous.en remarquant que¥a= ¥%h., ou h
est I'élément du tore deSO(2r + 1) tel que"i(h;) = i 1 pour tout i. Par conséquent,
et sauf mention du contraire, on décomposera dans la suite les produits tensoriels
des représentations d©(2r + 1) sous l'action de¥.

1.3.3 Caractéres irréductibles de  O(2r)

On suppose ici quek = C et G = O(2r). Sous ces hypotheses, on dispose d'une
formule donnant le caractére d'une représentation irréductible dé sur la seconde
composante connex&@ de G. Cette formule combinée a la formule des caractéres
de Weyl permet notamment de déterminer les dimensions des sous-espaces de poids
deL(,; 8) sousO(2r).

Dé nition 1.17 §oit un poids dominant deSO(2) ets2f +;j ;0g. On pose

5

AAL(,;s) = dimL(,;s)ew i dimL(,;s)e )€

1, =0

Vérions que A” est la dé nition adéquate du caractére deN = L(,;s) sur
¥50(2). D'aprés les remarques faites dans la section 1.3.1, il sut de déterminer le

6ément du toreH de SO(2) et tout poids* = _, 1;"; de H, on pose€ (h) =
" h.'. Siun poidst deH vérie 1, 60, alors la trace de¥shrestreinte au sous-
espace de poid$ de N est nulle, puisque¥senvoie le sous-espace de poiélssur
le sous-espace de poigg*). Sit, = 0 et v est un vecteur de poidg?; +) (resp.
(3; i )), la trace de ¥%hsur la droite Cv vaut € (h) (resp. j € (h)). D'aprés ce qui
précéde, pour touth 2 H, la valeur du caractére déN en¥hest bien égale &A™N (h).
On veut maintenant déterminer AL (;s). Si,, 6 0, autrement dit si s = 0,

il est clair que A"L(,; 0) = 0 puisquelL(,; 0) = L(,; 0) - det et A%det = j 1. Si
,r =0, on se réduit au cas ots = + . On identie diag(hy;:::;1;1;:::;h, 1) 2 HY,

1, =0, ., 'i"iestun poids deSp(2 i 2) qu'on note toujours?.

Avec ces conventions, on obtient le théoréme qui suit, démontré au chapitre 5.
Remarquons que Jantzen ([26], partie |, paragraphe 9) en a obtenu une version plus
générale valable pour les produits semi-directs du groupe a deux éléments avec un
groupe de typeA, D ou Eg. Pour un groupe de typeD, Jantzen signale que ce
résultat remonte a Weyl. Plus précisément, dans le paragraphe 9 du chapitre VII
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1.3. GROUPES CLASSIQUES NON CONNEXES

. fio— » (sl N4 N
celles du groupe symplectique (.. N = ﬁ(i—lfhl) A étant le caractére sur la
seconde composante connexe Q%2r).

Théoréme 1.18 ([26], [43] ou [44]) Soit K = C et soit, un poids dominant de
SO(Z) tel que,; =0.0n a

RL(; +)= ch LC2()
ou L@ri2( ) est la représentation irréductible d&Sp(2 | 2) de plus haut poids:

Remarquons que ce théoréme est faux en caractéristiqueEn e et on a signalé
gu'en toute caractéristiqueL(!, + !, ;+) = & "IV, par conséquentA”L (! . +
I . ;+) ne dépend pas de la caractéristique, alors qeaL @' 2(! .. ;) en dépend :
il résulte du théoréme 8.7 du dernier chapitre que la dimension dé*"i (1 ;. ;) en
caractéristiquep est égale a la dimension de®'i 2(! ;. ;) en caractéristique zéro si
et seulement sp, 1+ 5.
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CHAPITRE 1. ALGEBRE DE CLIFFORD ET GROUPES CLASSIQUES
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Chapitre 2

Produits tensoriels en caractéristigue
ZEéro

Dans ce chapitre, le corps de base eSt Le but de ce chapitre est un énonceé
technique, & savoir le calcul de la décomposition des produits tensoriely - L(7)
sous l'action deG = Sp(2n); Spin(2n + 1) ; Pin(2n); O(2n + 1) et O(2n), V étant la
représentation naturelle deG et un poids dominant deG.

On commence par dé nir l'opérateur de Weyl, en s'inspirant de la formule des
caractéres de Weyl, et on rappele ses propriétés essentielles. Puis on l'utilise pour
obtenir la décomposition annoncée, exprimée en termes de boites ajoutées et re-
tranchées au diagramme de Yound (' ). On procede d'abord a la démonstration
dans le cas des groupes connexes, la démonstration s'inspirant de la formule de Kili-
myk [29]. On en déduit facilement le résultat pour les groupes non conneXs(2n)
et O(2n +1). Le traitement du groupe orthogonal pair pose certaines di cultés,
résolues par I'emploi du théoréme 1.18. On termine ce chapitre par la traduction de
cette combinatoire en termes de tableaux sur des diagrammes gauches.

Au chapitre 5, on verra comment combiner les résultats de ce chapitre a ceux du
chapitre 4 sur les paires duales de groupes, pour retrouver les expressions combina-
toires des caracteres irréductibles des groupes classiques en caractéristique zéro.

2.1 Opérateur de Weyl

Soit G un groupe algébrique simple connexe dé ni su€. On choisit un tore
maximal et un sous-groupe de Borel le contenant. On note le réseau des poids
de G, P* le cone des poids dominantd)V le groupe de Weyl deG, 22 R- ; P la
demi-somme des racines positives 2{P] l'algébre du groupeP, de Z-base(€ ) »p.
On dé nit une action de W sur Z[P] par w(e' ) = €'(") pour tout w 2 W et tout
1 2 P etonnoteZ[P]W le sous-groupe des éléments d¢P] invariants sous l'action
deW.

On dé nit également I' action pointée de W sur Z[P] (resp. P) par w ¢e =
ev(*Ai % (resp.w ¢, = w(, + 3| ¥ pour tout w2 W et tout , 2 P. Pour toute

13



CHAPITRE 2. PRODUITS TENSORIELS EN CARACTERISTIQUE ZERO

racine positive®, on note hg sa coracine etsg la ré exion associee &, et on dit
gu'un poids, est singulier s'il existe une racin® telle quesg ¢, = ,, c'est-a-dire

. (he) = i 1. On prendra garde qu'il ne s'agit pas de la dé nition classique de poids
singulier, qu'on peut trouver dans le livre de Humphreys [23] par exemple, car on
considére l'action pointée du groupe de Weyl.

Dé nition 2.1  On appelle opérateur de Weyl le morphisme de grougesZ[P]!
Z[P]W dé ni par
" (w)ew +¥)
A(e ) - w2\:M

w2W

||(W)eW1/2
pour tout , 2 P:

On rappelle dans la proposition qui suit les propriétés bien connues de l'opérateur
de Weyl, qu'on peut trouver dans l'ouvrage de Jantzen ([25], I1.5).

Proposition 2.2 1. A(e)=ch(L(,)) pourtout, 2 P*.
2. A(BA) = BA(A) pour tout A 2 Z[P] et tout B 2 Z[P]V.
3. A(w ¢A) = "(w)A(A) pour toutw 2 W et tout A 2 Z[P] .

4. A(le ) =0 siet seulement si est singulier.

Démonstration. Le premier point est le seul non trivial, puisqu'il s'agit de la formule
des caracteres de Weyl. Les points 2. et 3. sont clairs’sE e avec, dansP, et on
étend par linéarité. Pour démontrer le point 4., remarquons que si est singulier,
il existe une racine® telle quese(, + YA = , + % On a alors d'aprés 3. A(e ) =

Aet) = | A(e); d'ot A(e ) = 0. Réciproquement, si, est non singulier, il existe
w2 W tel que! = w¢, soit dominant et, toujours d'aprés 3. A(e ) = §A(e"%) =
§ chL(*) 6 0. 2

A titre d'application, on montre comment retrouver la formule de Klimyk [29]
grace a l'opérateur de Weyl. Notons que le principe de la démonstration est le méme
gue pour la proposition 2.3 dans la section suivante. Soieft! deux poids do-
p,unants et supposons qu'on connaisse le caractére ldg ), donné parchL () =

. mje . On en déduit alors la decomposition dE( )- |9(1) en somme directe de re-
Bresentatlons|rreduct|bles on@hL(,)-L(*)=Ale) mei=AC mei*)=

.m;A(e’*>). Lorsque®; + , n'est pas singulier, on note/v. l'unique element dew

I que = w; ¢(°; + ,) soit dominant, et on trouve nalementchL(,)- L(*) =

; m;"(w;) chL(%). Remarquons que la preuve originelle de Klimyk est essentielle-

ment la méme.
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2.2. LA DECOMPOSITION FONDAMENTALE

2.2 La décomposition fondamentale

La proposition qui suit donne la décomposition de'V - L(7) sous l'action de
G° = Sp(2n); Spin(2n + 1) ; Spin(;)SO(2n + 1) et SO(2n). Remarquons que certaines
de ces formules se trouvent déja dans [45].

Proposition 2.3 Soit0- |- dimV et 2 P* avec ,,, 0. Si G%=Spin(V), on
suppose que est demi-entier. On a alors la décomposition
B M
a'V- L()=  L(°)

ou les couplegt; °) verient :
1. Ona+="+ A2 P* ou A est une somme dé&; deux & deux distincts.
2.0na°="+Aj A2P"* ouA est une somme d&; deux a deux distincts.
3. Soit h le nombre de termes d@ et k celui deA.
Si G° 6 Spin(2n+1);SO(n+1),onah+ k=1.
Si G°=Spin(2n+1) ouSON +1),onah+k=1louh+ k=1 1
4. Si G° = SO(2n) ou SQ(Zn + 1~), on dit que (z;°) réalise (v) pouri si ; =0
et"; est un terme deA et deA. Avec cette dé nition, on a :
(a) si G°=S0(2n), (+;°) réalise (8) pour n ou il ne réalise (&) pour aucun
i.
(b) si G®=S0(2n+1) eth+ k =1 alors (;°) ne réalise(r) pour aucuni.
(c) si G°=S0(2n+1),h+k=1j 1et , =0, alors", est un terme deA.

Les deux premieres conditions s'énoncent facilement en termes de diagrammes :
on ajoute au plus une boite par ligne au diagramme dede maniére a obtenir un
diagramme de Young (celui det), puis on retranche au plus une boite par ligne au
diagramme précédemment construit de maniere a obtenir un diagramme de Young
(celui de®).

a G® & Spin(2n+1);SO(n + 1), on note B la base der'V formée des vecteurs
v=1z,"¢¢¢% "z ;,"CCC% ; avecl: i;<C¢CC&i, - n,1:- j;<¢CC&j - n

i1 ils

etr+s =1 SiG% = Spin(2n+1) ou SO +1), B est formée des vecteurs
v=1z,"¢¢c "z ;,"¢CCC’Z;, avecr + s= I, ce qu'on indique par la notation
Zo 0 v, et des vecteursy = " z, " ¢¢ ¢’z Nz, "¢CCC’z ;, avecr + s= || 1,

désignés parzg, V.

Pour tout v2 B, soit A(v) = i, + ¢¢€"; etA(v)=";,+ ¢¢€¢ " . Le poids de
v est alorsA(v) j A(v), et tout élémentv de B est déterminé par la connaissance de
A(v) et A(v) si G° 6 Spin(2n + 1); SO(2n + 1). Remarquons que pour touty 2 B

et toute racine simple®, on aj 1- A(V)(he) - 2etj 1- A(v)(hg) - 2. On pose

15



CHAPITRE 2. PRODUITS TENSORIELS EN CARACTERISTIQUE ZERO

enn Bi=fv2Bj +A\V)2P*:" + Alv)j A(v) 2 P*g. D'aprés la proposition
2.2,0na

cha'v - L(D) :cr;<u'v chL(")
=( fWi A(V))A(e_)

v2B

A(X Vi A(V)e_)
v2B
A(e AW AM)
v2B

Si+ S+ Sg;

avec
P .
Sl = A(e +AV)i A(V));

SZ = s A(e_"' A(v)i A(V));
v 2B;
T+ j&:v?;;}\(zv;j; P*
83 = A(e_"' AW)i A(V)):
v 2B;
"+ Awv)zpP*

Lorsque G° 6 SO(2n); SO(2n + 1), la preuve de la proposition se fait comme
suit : on voit que tous les termes dé&, sont nuls et que chaque terme non nul d8;
s'élimine avec un autre terme dé&;. Il ne subsiste alors que la somm®; qui donne
les formules annoncées.

La sommeS; est nulle pour chacun des cinq groupes considérés. Pour le voir,
xons & non dominant, posondg°= fv 2 B; + A(v) = g et montrons que la somme

S = A(e *AWi AW) est nulle. Soit® une racine simple telle qué (hg) - 1. 0On
v2B 0
peut supposeB°non vide, et pour toutv 2 B, commeA(v)(he) ., i let (he), O,

on obtient ~(he) = 0 et (he) = A(V)(he) = i 1. En particulier * est invariant sous
I" action pointée desg. On ne peut avoir® = ", ;1 + ", ® = 2", ou® = ", car
ceci impliquerait A(v)(hg) , 0. On a donc® = "4 "g.1 pour un certain g, et
I'action naturelle de sg sur les poids est la transposition qui échandg et "q.1. On
dé nit une transformation analogueTg sur B, qui, dans I'écriture d'un élément deB

comme produit extérieur deg;, échangez; 4 et z; ¢ 1. La transformation Te est une
involution sur B, et pour tout v 2 B, Te(Vv) est de poidsA(v)j se(A(V)). Comme
S Ce 1 AV = oI A+ Hi % = goe( Wi Ygse(i AV) = g gsali AV) = i sa(A(V) =

eli A(T®(V))’ on a A(eli A(,V)) + A(eli A(TB(V))) :. ~A(eli A(Vp +A A(S®~ ¢eli A(V)) =0 el"]
vertu de 2.2. Par conséquenS. = A(g'i AV + A(e' i ATeMY)) = 0, d'ou
s =0 v2BO v2BO

On s'intéresse maintenant a la somms,. On suppose qué + A(v) i A(v) n'est
ni dominant, ni singulier. Alors il existe une racine simple® tel que (— + A(V) j
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2.2. LA DECOMPOSITION FONDAMENTALE

A(W))(he) -i 2. Plusieurs cas sont & envisager :
1. Si®="4j "g1, CeCI jmplique_(h®) =0; Alv)(he) = i 1et A(v)(he) =1, et
on en déduit que + A(v) est singulier.
2. On ne peut avoir®= 2", car A(v)(he) , 0etA(v)(he) -
3.Si®=",1+",ou®=",,0ona (heg) =0; A(v)(h®) = 0; A(v)(h®) = 2
SiG° = Spln(2n) ou Spin(2n + 1), cela est impossible car,; 1, n , 5
contredit (hg) =

Pour voir que tous Ies termes de&S, sont nuls lorsqueG° est I'un des groupes
Sp(2n), Spin(2n) ou Spin(2n + 1), il su t de prouver que si ~ + A(v)j A(v) n'est ni
dominant, ni singulier, alors™ + A(v) n'est pas dominant, ce qui résulte de I'étude de
cas qu'on vient de faire. La proposition est donc démontréeGP = Sp(2n); Spin(2n)
ou Spin(2n +1).

On traite maintenant les casG® = SO(2n) ou SO(2n + 1). On suppose que
~+ A(v) j A(v) n'est ni dominant, ni singulier et que_ + A(v) est dominant. Par
ce qui precede pour toutg < n on a ( + A(V) j A(v))(h qi "g) 6712, donc
(+ Av)i AWV))(h- o -q+1) 0 pwsque le poids™ + A(V) i i A(v) n'est pas singulier.
On a aussi (h®) =0;A(Vv)(hg) =0 etA(v)(hg) =2 si®= ", 1+ ", et G® = SO(2n)
(resp.®= ", et G°=SO(2n + 1)).

On pose désormais® = ", 1+ ", (resp. ® = ") si G° = SO(2n) (resp.
SO(2n + 1)) et on construit un poids dominant dans l'orbite de + A(v)j A(v) sous
l'action pointée du groupe de Weyl. Soif = sg¢(" + A(V) | A(V)) = se(” + A(V) |
A(V)+ W) Y= "+ AV)| A(V)+2@+Y4 ®) Ye= +A(V)j A(v)+ ®. Le poids” n'est pas
singulier puisque + A(v)j A(v) ne l'est pas. Par ailleurs on a établi que pour toud,
(i ®(hegi o) = (T + AW i AW)(hegivgy) . 0.Onen déduit” (heg; - ) i L
puis “ (h-,; -, ), Ocar” n'est pas singulier, et comme(h®) =0 on optient qye’
est dominant. On a donc, en posant = fv2Bj + Alv) 2 P*; + Av) i A(v)
non dominant, non singulierg :

X A X P
ch(®'V,- L(7)) = A(e HAMI AWy 4 Ade *AWi Aty

v2B 1 v2I
= A(ef+ AW)i A(V)) i A(e*+ AW)i A(v)+ ®)
v2B 1 v21
X o . X o .
= chL(” + Av) i A(V)) i chL(” + A(v)i A(v)+ ®):
V2B 1 v2l

On a besoin d'une description di érente dd . Considérons I'ensemblé®= fv 2
Bj +AV)2P*;  +AWV)j A(V)+ ®2 P*;  (he) = AV)(he) =0;A(V)(he) = 20:
Il contient |, et lui est en fait égal : pour toutv 2 1% on ase®™ + A(v)j A(V)+ ®) =
~+ A(v) i A(v) qui est donc non singulier, el + A(v) j A(v) n'est pas dominant
puisque(” + A(v) i A(V))(he) = i 2. Si~ (he) 6 0, | est vide et la proposition est
démontrée.
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On suppose jusqu'a la n de la démonstration que (hg) = 0, et on dispose pour
l'instant de I'équation

X X
ch@'Vo- L(T) = chL(C+AW) i A(v)i  chL(C+Av)i A(V)+ ®);

v2B 1 v2l

avec

v21( T+AV) AVv)+ ®2P*
A(v)(he) = 0

AV)(he) =2

On traite tout d'abord le groupe SO(2n). Dans I'équation ci-dessus, on simpli e
les termes de la somme indicée paravec certains termes de la somme indicée par
B, en construisant une injection; del dansB;. Siv 2 |, on constate qué',,; ; et",
sont des termes dé\(v), la somme du nombre de termes d&(v) et de (j A(v) + ®)
vaut donclj 2, et non pasl comme on le souhaite. On ajoute donc un nouveau terme
"i+1 aA(v) et on le retranche & A(v) + ®, en faisant en sorte qug "is1 ne soit pas
déja un terme dej A(v) + ®. Avant d'indiquer le choix dei, posonsr = A(v) + "1,
s= A(V)+ "i;1 i ® On veut dénir v°= j( v) 2 B, de telle sorte queA(VY) = r
et A(V9) = s, et on aura alorsL(” + A(v) | A(V)+ ® = L(C + AV9j A(vY). On
doit avoir ~ + r dominant et il faut également que8 ";+; ne soit pas un terme de
A(v) ou deA(v) | ®. Le seul choix raisonnable est = maxfj j (" + A(v)),- 6 09,
et si— + A(v) = 0 on convient quei = 0. Remarquons quei - nj 2 puisque
“(he) = A(v)(hg) = 0. Comme ™ + A(v) est dominant, ona™; =0 et A(v); =0
pour tout j , i+1. Par ailleurs™ + A(v) j A(v)+ ® est dominant eti +1 <n,
on a donc(” + A(v) j A(V)+ ®),1 . O, c'est-a-dire (j A(v) + ®)i;; ., 0, d'ou
(i AV)+ ®isa =0, (T + Av) i A(V)+ ®)isg =0, puis (T + Av) | A(V)+ ®); =0
pourtoutj , i+1,etenn (A(v)i ®; =0 pourtoutj kB i+1.

Tout ceci montre quei véri e les propriétés voulues. Il existe un unique®2 B,
tel que AV) = r et A(V9) = s, et on note l'application qui envoiev sur v% On a
en particulier AGi( v))ixa = 1, AGi(V))iz1 =1 et pourtout j , i+2, AGi(Vv)); =
0 et A(j( v)); = 0. L'application j est clairement injective : siv® = j( v) on a
AVY = A(v) + "isg et AV) = A(V)+ "isa i "ni1i "n, OUIQ+1 estle plus grand
indice j tel que"; soit un terme deA(V9. Ainsi v déterminei, et on en déduit
A(v), A(v) et v lui-méme. On convient de dire ques® 2 B, réalise (*) pouri Si
(+ AVY:; T+ AVY i A(V9Y) réalise (*) pouri. Si on pose

8

v2B
% T+ Av) 2 PY
3

I, = fv°2 B, j vOréalise (*) pour un certaini mais pas poumng;

il est clair que lI'image dej est contenue dand,, et il sut d'établir I'égalité

pour terminer la démonstration. Siv® 2 I, on dénit i - nj 2pari+1 =
maxfj j vOréalise (¥) pourjg. On a donc iy =0, AV9isy =1, AV9)isr = j 1
et "+ AV)i A(WV9)i.1 = 0. Cecientraine; =0 et ( + AV) i A(WY);, =0
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pour tout j , i+ 1. De la dé nition de i, on déduit alors queA(v9; = A(V9); =0
pour tout j >i +1. Ainsii+1 estle plus grand indicg tel que"”; soit un terme
de A(V9), et s'il existe v tel que j(v) = V% v est dé ni par AV) = A(v) + "i,1 et
A(VO) = A(V)+ "is1i "ni2i "n. Il estclair que cev est dansl et satisfait aj( v) = V°.

Il reste & adapter cette preuve lorsqu&® = SO(2n +1). On a
0 1

X X
ch(@'V,- L()= @  chL(C+ANM) | AW)i  chL(T+AV)i AWV)+ @)X

vV2Bg; v2l
zp "V zp O v

1

0
X i . X . -
+® chL(C+AW) i AV) i chL( +AW) | AW)+ ®K :

Dans la premiére parenthese, on remarque quevs B; etz ~ v (resp.v 2 | et
Zo 0 v), la somme des nombres de termes 8év) et A(v) (qgsp.A(v) et Aﬁ,v)1 ®) vaut
li 1. Le contenu de la premiére parenthese est donc égal achL(°);j chL(°?Y)
(£°) (#1°1)
ou les coupleg+; °), (£ °1) vérient :

1. Ona+x= "+ A2 P* ou A est une somme dé¢; deux a deux distincts, et
+= 7+ Al 2 P* ou Al est une somme dé&; deux & deux distincts et distincts
de",.

2.0na°="+Aj; A2 P* ouA est une somme d¢&; deux a deux distincts, et
°l= "+ Alj A2 P* ol A! est une somme dé¢; deux a deux distincts et
distincts de",,.

3. Soith (resp.h?) le nombre de termes dé\ (resp. A!) et k (resp.k?) celui de A
(resp.Al). Onah+ k=1j 1(respht+ k=1 1).
Comme |, = 0, on voit que cette expression est encore égale a chL(°) ou les
couples(;°) vérient : “
1. Onatz= "+ A2 P* ouAest une somme d&; deux & deux distincts, et dont
", est un terme.

2.0na°="+Aj A2 P* ouA est une somme d¢; deux & deux distincts.
3. Soith le nombre de termes dé et k celui deA. Onah+ k=1 1.

Dans la seconde parenthése, 2 B; etz 0 v (respv 2 | etz " V), la somme
des nombres de termes d&(v) et A(v) (resp. A(v) et A(v) | ®) vaut | (resp.l 2).
On dé nit une injection j; defv 2 I;zo ~ vg dansfv 2 B3;z, 0 vg exactement
comme on a dénij dans le casG® = SO(2n) : pour tout v 2 | tel quezy ~ Vv
on posei = maxfj j (" + Av)); 6 0g, et il existe un uniquev® 2 B, véri ant
20 0 VOet tel que A(VY) = A(v)+ "is1 et A(V) = A(V)+ "j41 | ®. L'application j ; est
injective d'imagefv 2 B1jzo 0 v et v réalise (*) pour un certainig; ce qui acheve
cette démonstration. 2
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Avant de poursuivre il nous faut introduire deux dé nition lorsqueG° = Spin(2n).

Dé nition 2.4  Soit G =Pin(2n) etsoient 2 P et0- |- n xés. Un poids°® est
dit admissible si la somme des coordonnées ¢  dans la base de% est congrue
a | modulo 2.

Si(+°) satisfait les conditions de la proposition précédente, comrig ~ = Aj A,
on voit que ° est admissible. De plus, st, = § 1, les poids® et ¢(°) ne peuvent
étre tous deux admissibles cati +( i ¢(°))= °i ¢(°)=8"n.

Dé nition 2.5 Soit G = Pin(2n) et soient 2 Pet0O- |- n xés.Si° 2 P
vérie °, = §% , on note W(°) celui des deux poids$ et ¢(°) qui est admissible.
Sinon, pu(°) = °.

Par conséquent, sf, = 8 % seuly(°) peut apparaitre dans la décomposition de
la proposition précédente. Cette remarque sera souvent utile ultérieurement.

Exemple 2.6Soient G° = Spin(2n), 0 - r - n et considérons la décomposition de
a"V - L(!,) sous l'action deG°. On pose-; = ";+ ¢¢¢ "; pourtouti - n.La
proposition précédente montre quon&"'V- L(! ;)= L(! ++- )OL(' + +- ;;2)©
cece@(, +-,,1)OL(!;, +-,3) ©:::. En tordant cette equation par¥et en
remplagantr parrj lonobtienta'v- L(1.)=L(, +- ;,)OL(, +- ;,3)©
CCe@('+ +- ,2)OL(1++- 1,401,

On en déduita'V - L(1,) =@ "V - L(,)OL(+ +- ), en particulier
dmL(! s+ +- ;) = 2M¥CL, i Ci 1), formule qu'on utilisera ultérieurement. On
voit de méme que sous l'action dSpin(2n+1), onaa'V - L(1,) = (a"ilV -
L('+)OL(+ +- ). Ces décompositions sont a rapprocher de la décomposition
'V =ali2y ©L(!;) sous l'action deSp(2n).

On énonce maintenant les décompositions correspondantes pour les groupes
Pin(2n), O(2n) et O(2n +1). On traite tout d'abord le groupe O(2n), pour lequel
la détermination des signes nécessite plus de travail que pour les groupeg2n) et
o(@2n+1).

Corollaire 2.7 SoitG=0(2n), |- dmV et 2 P* avec ,, O.

Si », L,ona
B M M
a'V- L(50)= L(i ;0)© (LC;+H) OLC: i)
()] £°)
in, 1 °h =0

ou les couplegt;°), (¢ ;i) sont soumis aux conditions de la proposition 2.3.
Si ,=0,0na

B M M
a'V- L(G+)= L(i ;0)© L(°;s)
¢ ;i (°;s)
in, 1 °hn =0
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2.2. LA DECOMPOSITION FONDAMENTALE

ou les coupleg#;°), (¢ ;i) sont soumis aux conditions de la proposition 2.3 et
s = 8§ est dé ni comme suit, avec les notations de 2.3s = | si et seulement si
(£;°) réalise (v) pour n.

Démonstration. Si ., 1, onremarque quea'V- L(7; 0)=a'V- L(7; 0)- det, il

y a donc autant deL (°; +) que deL(°; j ) dans la décomposition en somme directe
dea'V - L(¢(7)). On écrit la décomposition dex'V - L(7) sousSO(2n), en notant
qgue siL(°) gure dans cette décomposition, on &, , 0. On obtient une seconde
équation en tordant les représentations pa¥set on somme ces deux équations pour
obtenir la décomposition dea'V - L(¢(7)) sousO(2n).

Si , = 0, la représentationa'V - L(7) de SO(2n) est invariante quand on
la tord par % il y a donc, sij, 6 0, autant de L(j) que deL(¢(j)) dans sa
décomposition en somme directe, d'ou la conditiop, , 1. Il reste & déterminer
les signes = §. Fixons ° avec®, = 0, notons P le nombre de triplets(z; °;1) et
N le nombre de triplets(+;°;j 1). La multiplicité de L(°) dansa'V - L(7) sous
I'action de SO(2n) est égale & + N, et on détermineP j N a l'aide du théoréme
1.18. On convient de désigner par la méme notation les représentations naturelles
de SO(2n) et Sp(nj 2), et on note L@" 2(,) la représentation irréductible de
Sp(2nj 2) de plus haut poids, . Sil < n, on applique A* & une décomposition
dea'V - L(7; 4) en somme directe de représentations irréductibles, et on voit que
P i N estla multiplicité de L@"i 2(°) dansL®@"i 2"+ ¢¢€ ")) - LG 2(7). On
a vu au premier chapitre queL®@" 2", + ¢¢¢ ")) ' a'V=ali2v on obtient donc
queP i N est la di érence entre la multiplicité deL?"i 2(°) dansa'V - L@"i 2(7)
et la multiplicité de L®@" 2(°) dansa'i 2y - L@ni 2(7), C'est également le cas si
| =n:onaP = N cara"V =a"V - det sousO(2n), et commea"i 2V et a"V
sont isomorphes sous l'action d8p(2nj 2), la di érence des deux multiplicités est
nulle. Il n'y a donc pas lieu de séparer les cas n etl = n.

OnaN = ZNEPIN) “on doit donc calculer la multiplicité del (°) dansa'V -

L (") sous l'action deSO(2n), lui ajouter la multiplicité de L®?"i 2(°) dansa'i 2V -

L @ni 2(7) et |ui retrancher la multiplicité de L@ 2(°) dansa'V - L?" 2(7), avant
de diviser le tout par deux. On introduit les conventions suivantes pour alléger la
preuve : comme® est xé, tout couple (z;°) soumis aux deux premieres conditions
de 2.3 et tel queh + k = | est abrégé ert. On dit que * réalise (*) (resp. ne réalise
pas (*)) si (£;°) réalise (*) pour un certaini (resp. pour aucuni). De mémex
réalise (*) pour n si (£;°) réalise (*) pour n. Un couple (%; °) intervenant dans la
décomposition dea'V - L(7) pour SO(2n) est donc identi é au poidsx, réalisant (*)
pour n ou ne réalisant pas (*). Un couplgz;°) intervenant dans la décomposition
der'V- L@"i 2(7) est identi € au poids+, avect, = 0. Considérons en n un couple
(%;°) intervenant dans la décomposition de'i 2v - L 2(7). Avec les notations
de 2.3,on ah+ k = |j 2etnon pash+ k = | comme on le voudrait. Pour y remédier,
le couple(; °) est identi & au couple (£+ "i;1;°), C'est-a-dire au poidst+ "i,1, ou

i = maxfj j (" + Av)); 6 0g - nj Ll Cette identi cation est légitime car cette
correspondance est clairement injective, d'image I'ensemble des paid®alisant la
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CHAPITRE 2. PRODUITS TENSORIELS EN CARACTERISTIQUE ZERO

condition (*), comme on le voit en reprenant la n de la démonstration de 2.3. Avec
ces notations :

1. la multiplicité de L(°) dansa'V - L(7) sous l'action deSO(2n) est égale a
cardf £ ne réalisant pas (*)g + cardf = réalisant (*) pour n g,
2. la multiplicité de L©@"i 2(°) dansa'i 2V - L@"i 2(7) est égale a
cardf + réalisant (*) g,
3. la multiplicité de L®?"i 2(°) dansa'V - L©"i 2(7) est égale a
cardf £ +, = 0g.
Il vient 2N = cardf = ne réalisant pas (*)g + cardf  réalisant (*) pour ng
+cardf  réalisant (*) gj cardf+j £, =0g=cardfzj £ 6 0g+
cardf £ réalisant (*) pour ng = 2cardf * réalisant (*) pour ng: 2

Dans la proposition qui suit, si® est un poids dominant deSpin(2n), on note *
celui des deux poidS et ¢(°) dont la n®M® coordonnée est positive. Ainst” est un
poids dominant dePin(2n) et L(*) est bien dé ni. La notation * ne sera employée
nulle part ailleurs.

Corollaire 2.8 Soit G=Pin(2n), | - dimV et 2 P* demi-entier avec , , O.
On a
M
a'V- L(50)= L(%0)
(£°)
ou les couplegt;°) sont soumis aux conditions de la proposition 2.3.

Démonstration. Comme représentation d&pin(2n), &'V est invariante si on la tord
par %2 Pin(2n) puisqu'elle est la restriction de la représentatiom'V de Pin(2n).
Il sut alors d'écrire la décomposition de &'V - L(7) sousSpin(2n), de la tordre
par ¥et d'additionner les deux équations pour trouver la formule annoncée. 2

Quelgues remargues s'imposent. Considérons un coufde®) qui paramétre la
décomposition qu'on vient d'obtenir. Si°,, 6 § % ona® = °.Si°, = 8 % la
multiplicité de L(*;0) dansa'V - L(7; 0) est donnée par le nombre de couples
véri ant les conditions de 2.3 et dont la seconde composante &sbu ¢(°). Mais on
a remarqué que® et ¢(°) ne peuvent gurer tous deux dans la décomposition de
2.3. La multiplicité de L(*; 0) dansa'V - L(~; 0) est donc la multiplicité deL (u(*))
(voir la dé nition 2.5) dans a'V - L(7) sous l'action deSpin(2n).

En n, sous l'action de % dé niala n du paragraphe 1.3.2, on a I'énoncé suivant.

Corollaire 2.9 Soit G=0(2n+1),1- dimV et 2 P*. On a sous l'action de
Ye
M
alV-LGH= LG 1)
(£°)
ou les coupleg+; °), sont soumis aux conditions de la proposition 2.3.
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Démonstration. Comme¥; agit par multiplication par (j 1) sura'V et trivialement
sur L(7; +), il agit par multiplication par (j 1)' sura'v - L(7; +). 2

2.3 Expressions combinatoires

Pour traduire les formules précédentes en termes de diagrammes de Young, il nous
faut introduire certaines notations. SoientY; et Y, deux diagrammes de Young. On
écrit Y1 %2 Y, si la boite la plus a gauche de la premiere ligne &g est la méme que
celle deY,, et pour tout i, le nombre de boites sur |&™ ligne deY; est inférieur ou
égal au nombre de boites sur l&™ ligne deY,. Si~ et ° sont deux poids dominants
de GO tels queY (7) ¥2Y(°), on peut considérer le diagramme gauché(°) nY ("),
ol pour tout i lai®™e ligne deY (°)nY (") est lai®™® ligne deY (°) privée des boites
de lai®™® ligne deY (™). Si° est un poids dominant, on noteY{°) le diagramme
de Young obtenu en rajoutant une premiere colonne ayant exactememtboites a
Y(°).SiY() £ YY°), on désigne par ! ° le diagramme gauche¥{°)nY (")
(voir 'exemple 2.12).

Dé nition 2.10  Soit Y un diagramme de Young gauche. Un pseu@i-(2)-tableau
gauche de formey est un remplissagd des boites d&/ par des entier- 2 tel que

la numérotation est strictement croissante dans chaque ligne et croissante au sens
large dans chaque colonne. Pour2 f 1;2g, on note T; le nombre de boites d&
portant le numéroi. Le poids de T est*(T)= T, Ti:

Notons que cette dé nition prépare celles du chapitre cing, ou on dé nit le&-
tableaux et les pseudds-tableaux sur des diagrammes de Young étant un groupe
classique connexe.

Proposition 2.11 Soit0- |- dimV etsoient ;° 2 P* avec ,, Oet°,, 0.Si
G = Pin(2 n) ou Spin(2n + 1), on suppose que; ° sont demi-entiers. SiG = O(2n),
soients;t2f+;j ;0g, etsiG=0(2n+1), soits2f+;ig .

1. Si G = Sp(2n), la multiplicité de L(°) dansa'V - L(7) est égale au nombre
de pseuddsL(2)-tableaux gauches de forme! ° et de poidsn I.

2. Si G = Spin(2n + 1), la multiplicité de L(°) dansa'V - L(7) est égale au
nombre de pseud&L(2)-tableaux gauches de forme! ° et de poidsn |
ounj I +1.

3. Si G = Pin(2n), la multiplicité de L(°; 0) dansa'Vv - L("; 0) est égale au
nombre de pseud&L(2)-tableaux gauches de forme! ° et de poidsn |
véri ant la condition suivante. Si ,, = °, = % on autorise un coe cient
particulier dans l'unique boite de ! ° sur la lignen : il s'agit d'un 2 suivi
d'un diése, indiquant que c& ne doit pas étre pris en compte dans le calcul

du poids du tableau.
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4. SiG =0(2n), la multiplicité de L(°;t) dansa'V - L(";s) est égale au nombre
de pseuddsL(2)-tableaux gauches de forme! ° et de poidsn | vériant
la condition suivante lorsque , = °, =0. Si s=t, il n'existe pas dei tel que
(i =0 etle tableau a url et pas de2 sur la lignei). Si s 6 t, alors le tableau
a un 1 et pas de2 sur la lignen.

5. SiG =0(2n+1), la multiplicité de L(°; (j 1)'s) dansa'V - L(;s) sous¥%
est égale au nombre de pseu@i-(2)-tableaux gauches de forme! ° et de
poidsnj lounj |+1 vériant la condition suivante. Si le poids estnj |,
il nNexiste pas dei tel que (; = 0 et le tableau a unl et pas de2 sur sai®™®
ligne). Si le poids esnj |+1 et ,, =0, le numérol gure sur la ligne n.

Avant de démontrer cette proposition, faisons quelques remarques.
1. SiG = O(2n), soit T un tableau soumis aux conditions de la proposition,

supposons , = °, = 0 et soiti = minfj j ; = °; = 0g. Alors toutes les
lignesj , i ont une unique boite, ces boites sont dans une méme colonne, et
la condition a satisfaire s'énonce comme suit : toutes les lignes i portent

le méme numéro, 1 s§ 6 t, 2 sinon.

2. SiG=Pin(2n) et ,° etl sont xés, on voit facilement que les tableaux soumis
aux conditions de la proposition ont tous c@ suivi d'un diése, ou aucun d'entre
eux ne I'a. Dans la preuve qui suit, on verra que ceci est lié au fait qu¢°) et
L (¢(°)) ne peuvent apparaitre tous deux dans la décomposition d&v - L(7)
sousSpin(2n). Plus précisément, les tableaux auront c2# si et seulement si
H(°)n = i %

3. SiG =Spin(2n+1) ouO(2n+1) et , ° etl sont xés, tous les tableaux
seront de poidsnj |, ou tous de poidsnj |+1, car le poids deT est congru
au nombre de boites de ! ° modulo 2.

Démonstration. 1. SoitG = Sp(2n), et reprenons les notations de 2.3. Pour tout
i tel que"; est un terme deA, on ajoute une boite portant le numérdl sur la
lignei deY (). Puis, pour tout j tel que"; n'est pas un terme déA, on ajoute
une boite portant le numéro2 sur la lignej de Y( ). On obtient ainsi un
diagrammeY, partiellement numérote, qui représente un facteur diredt (°)
dea'W - L(7), et on retrouve le diagrammeY (°) en supprimant la premiére
colonne deY. On a doncY = YY°), et Y{°) nY (") est bien muni d'un
pseudoGL(2)-tableau gauche de forme ! ° et de poidsnj kj h=nj I.
La croissance stricte dans chaque ligne équivaut a dire gheet A sont des
sommes de'; distincts, et la croissance au sens large dans chaque colonne
signi e que ~ + A est dominant.

2. Les casG = Spin(2n + 1), O(2n) ou O(2n + 1) s'obtiennent de méme.

3. SoitG =Pin(2n). Si > fou , = ;et°, > 3, le corollaire 2.8 montre que
tous les(z; °) paramétrant la somme directe vérient®, , % et I'expression
combinatoire de la multiplicité se fait comme dans le ca& = Sp(2n). Si
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n = °n = 3, les couples a prendre en compte sont soit de la forr; °),
soit de la forme(%; ¢(°)), un des deux cas excluant l'autre comme on l'a déja
signalé. Dans le premier cas, tout se passe comme précédemment, mais dans
le second, un couplét; ¢°)) s'identi e a un pseudoGL(2)-tableau gauche sur
le diagramme gauche ! ° privé de la lignen, de poidsnj |. Comme ! °
a une boite sur la lignen, on convient de remplir cette ligne avec u#, le 2
étant choisi pour se conformer a la croissance de la numérotation dans chaque
colonne.

2

Exemple 2.12Soit G =Sp(8), ="+ ",+"3,°=2"1+",.0na

|

YO)=| |YC)= et 1 oe= L

La multiplicité de L(°) dansu?V - L(7) est égale a deux, car on a exactement
deux pseudosL(2)-tableaux gauches de forme ! ° et de poids nul :

1]2] 1]2]

L | et L — |
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Chapitre 3

Modules en caractéristique p

SoientK = F, et G un groupe algébrique dé ni surk . L'étude des représenta-
tions de G en caractéristiquep est bien plus di cile qu'en caractéristique zéro, et a
I'neure actuelle on ignore presque tout des dimensions des modules simples lorsque
la caractéristique est inférieure au nombre de Coxeter d&. Une des grandes dif-
férences est qu'on ne dispose plus de l'application exponentielle, et de fait on n'a
plus de dictionnaire entre le groupe et son algébre de Lie. La question majeure est
la détermination des caracteres des modules simples, et elle équivaut a la recherche
des facteurs de composition des modules de Weyl, qui sont des réductions mogulo
des modules simples de caractéristique zéro. L'approche que nous choisissons permet
d'obtenir certains caracteres irréductibles sans passer par la matrice de décomposi-
tion des modules de Weyl. On abordera toutefois cette question au dernier chapitre.

On débute ce chapitre en rappelant quelques résultats qui illustrent les di érences
entre caractéristique zéro et caractéristiqup. On dé nit tout d'abord les modules de
Weyl et les duaux des modules de Weyl, en s'inspirant de la construction des modules
simples en caractéristique zéro, et on indique leurs principales propriétés. Puis on
énonce le théoreme du produit tensoriel de Steinberg, qui fournit une description de
tous les modules simples a l'aide d'un nombre ni d'entre eux. On illustre ces résul-
tats lorsqueG = SL(2), seul groupe pour lequel on dispose de résultats satisfaisants.
On consacre ensuite un paragraphe au groupe de Weyl a ne, qui joue un role aussi
important que le groupe de Weyl en caractéristique zéro. Il intervient notamment
dans la conjecture de Lusztig, dont on rappelle brievement I'énoncé, et qui permet
d'exprimer le caractere des modules simples a l'aides des caracteres des modules de
Weyl, pourvu gue p soit assez grand. On aborde en n la théorie des modules bas-
culants, qui a déja permis des progres notables dans I'étude des représentations du
groupe linéaire ([38]). Les points cruciaux de cette théorie sont la paramétrisation
des modules basculants indécomposables par les poids dominants, et la stabilité par
produit tensoriel. On termine par une partie technique ou on applique les résultats
de ce chapitre aux groupes classiques.

A l'exception des modules basculants, tous les résultats mentionnés ici, et beau-
coup d'autres, se trouvent dans le livre de Jantzen [25].
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3.1 Modules simples, modules de Weyl

Dans ce chapitre G est un groupe algébrique simple connexe dé ni sir, H est
un tore maximal etB est un sous-groupe de Borel contenaht. Soit P le réseau des
poids,P* le céne des poids dominants et soit2 R- ;P la demi-somme des racines
positives. On rappelle qu'en caractéristiqup, les coracines sont des homomorphisme
de K® dansH, et pour tout poids, 2 P = X(H) et toute coracinehg, on note
. (he) l'unique entier relatif tel que pour tout k 2 K?, | +hg(k) = k- (),

Pour tout , 2 P*, L(,) désigne leG-module simple de plus haut poids. On
note W le groupe de Weyl et I'élément le plus long deW. Pour tout poids ?, K.
est le H-module simple de poidg, et pour tout module M, M. est le sous-espace
de poidst deM. On note H%(U; M) le sous-espace des vecteudsinvariants de M .
Remarquons que commel normaliseU, H°(U; M) est unH-module. On note en n
F :G! G le morphisme de Frobenius, ef.M désigne le module obtenu en faisant
agirg2 Gsurm2 M par F(g)m.

On rappelle la propriété universelle du foncteutnd®, L étant un sous-groupe
fermé deG : siN est unL-module, on a unL-morphisme canoniquénd®N ! N, et
pour tout G-module M, tout L-morphismeM ! N se factorise a travers un unique
G-morphismeM ! Ind®N. Ceci se traduit par le diagramme commutatif suivant.

M N

Ind®N

Dé nition 3.1  Soit, un poids dominant. Le dual du module de Weyl de plus haut
poids, estr (,)=Ind §Ky, , et le module de Weyl de plus haut poigsest¢( , ) =

r (i wo,)".

On a choisi de dé nir les modules de Weyl a partir de leurs duaux, mais on
peut aussi les construire par réduction modulp des représentations irréductibles en
caractéristique zéro. Rappellons brievement cette construction et celle des modules
de Vema dont on reparlera dans la section suivante. Sdgc le groupe algébrique
simple simplement connexe sut de méme diagramme de Dynkin qué. On désigne
par g l'algebre de Lie deGc, h est une sous-algébre de Cartan di une sous-
algébre de Borel contenanh . Pour toute algebre de Lid, on note U(l) son algebre
enveloppante. SoiZ (, ) = U(9)- uw) C. le module de Verma de plus haut poids. I
admet un unique quotient simpleV (, ), et si on noteV(, ) la Z-forme de Chevalley
de V(, ) engendrée par un vecteur de plus haut poids alors¢(,) = K - z Vz(,).

Si le groupeG a deux composantes connexes, la description de ses modules de
Weyl et duaux des modules de Weyl en fonction de ceux @& se fait de la méme
maniere qu'au premier chapitre.

En caractéristique zéro, les modules (, ), ¢(,) et L(, ) sont isomorphes, mais
ce n'est plus le cas en caractéristique Les deux énonceés qui suivent illustrent les
di érentes propriétés des moduleg(,) etr (,).
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Théoréme 3.2
1. Le poids, est l'unique plus haut poids de (, ) etdimr (,) = 1.
2. OnaH%U;r (,))= Kv_, ouv estun vecteur de poids.
3. Les poids dea (, ) sont dans l'enveloppe convexe &¥, .
4

. Le moduler (,) contient un unique sous-module simple(, ), qui est engendré
par v .

5. Le caractere der (,) est donné par la formule des caractéres de Weyl.

On déduit de ce théeoréme que (, ) est un module indécomposable, tout comme
¢(,), et que le caractere d€( , ) est également donné par la formule des caracteres
de Weyl. Notons que le modul€( , ) est la solution d'un probléme universel, comme
le montre la proposition ci-dessous, dont il résulte que(, ) est un quotient de¢( , ).

Proposition 3.3 ¢(,) est engendré par un vectedd-invariant de poids, , et tout
module engendré par un vecteld-invariant de poids, est un quotient de¢( , ).

On mentionne maintenant un théoreme sans équivalent en caractéristique zéro,
qui permet de réduire I'étude des modules simples a un nombre ni d'entre eux.
Soientf ® g, les racines simples eth;gi;, les coracines correspondantes. Un poids
dominant est restreint si, (h;) < p pour tout i, et tout poids dominant , admet
une unique décompositiop-adique, = , (0)+ p, (1) + p?, (2)+ ::: ol les, (i) sont
restreints et presque tous nuls.

Théoréme 3.4 ( du produit tensoriel de Steinberg) Soit, =, (0)+p,(1)+
p?, (2) + ::: comme ci-dessus. On a

L(,)= L((0)) - FoL(, (1)~ FJL(, (2)-¢¢¢

Exemple 3.5lllustrons ce qui vient d'étre dit avec G = SL(2). Pour tout entier

n , 0, on convient de notern le poidsn¥z Soit V la représentation naturelle de
SL(2). Si(X;Y) est une base d& avecX etY de poids respectifd;j 1, alorsS"V

est formé des polynémes homogénes de degeh X et Y. On a alors une description
concrete des duaux des modules de Weyl et des modules simples (cf. [25], seconde
partie, 2.16) :

1. Onar (m)' S™V pourtout m, O.

2. Le sous-module simpl& (m) a pour base les monémex'Y™i " tels quep ne

divise pasC/,.

Rappelons (cf. [2'4,], lemme 22.4p3qL[ene divise pasC/, si et seulement sm; , r;
pour tout i, avecr = ikzo rip, m= !‘:0 m;p',0- r; <p pourtoutietO- m; <p
pour tout i. Pour le voir, il sut de remarquer que sur le corps ap €léments, les
polyndmes(X +1)™ et (X +1)Mo(X P+ 1) ::: (X P +1)™ sont les mémes, et la
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comparaison des coe cients deX' donne le résultat. Ainsir (m) est simple si et
seulementsim= ap | lavecO- jetl- a- pj 1, en particuliersi0- m- pj L

Le théoreme du produit tensoriel de Steinberg fournit une autre description des
SL(2)-modules simples : le poids est restreint si et seulerg,ent sh - pj 1, et
dans ce cas on vient d'établir qué.(n) 'r (n). On a doncL( :‘=0 rip') = L(ro) -
FoaL(ry)-¢¢cC'r (ro)- For (ry))-¢cc

Terminons cet exemple en signalant que la structure des modules de Weyl de
SL(2), c'est-a-dire leurs facteurs de composition et leurs sous-modules, a étée obtenue
par Carter et Cline [8] et Deriziotis [11].

3.2 Le groupe de Weyl a ne

On peut lire Bourbaki [5] pour tout ce qui concerne les groupes de ré exions, ou
consulter Jantzen [25] pour les groupes de Weyl a nes. On note le systeme de
racines,R* I'ensemble des racines positives, on poBg = R- ; P, on désigne par
f® g2 I'ensemble des racines simples et pah;gi,, les coracines correspondantes.

Dé nition 3.6  Le groupe de Weyl ane W,e est le sous-groupe du groupe des
transformations a nes de Pr engendré par le groupe de WeW et par les trans-
lations de Pr de vecteur dan9R. L'action pointée de W,e sur Pg est donnée par
we, = w(, +%Xj Yepourtoutw 2 Wye et tout , 2 Pg.

Un poids, 2 P est dit p-singulier s'il existe une racine® telle quep divise (, +
A(he), et un poids qui n'est pagp-singulier est dit p-régulier. Les poidsp-singuliers
sont les poids xés sous l'action pointée d'un élément non trivial du groupe de Weyl
a ne. Pour toute racine ®ettout k 2 Z, on poseFex = f, 2 Prj (, + A(he) = pka.
LesFgx sont appelés murs, et chaque composante connexe du complémentaire dans
Pr de la réunion des murs est appelée alcbve. L'adhérence de chaque alcbve est
un domaine fondamental pour l'action pointée déN,e, et Wye agit simplement
transitivement sur ce systeme d'alcéves. L'alcOv@ong = f, 2 PrjO< (, +WA(he) <
p pour tout ® 2 R* g est appeléealcdve fondamentaleet on poseC® = Cing \ P*.

Les poidsp-réguliers sont les poids conjugués sous l'action pointée W&e a un
élément deC°. On appliquera ces dé nitions quand on traitera les groupeRin(4) et
O(4) qui ne sont pas simples. Lorsque le grougeest simple, le systéme de racines est
irréductible et W,e est engendré pawV etla symétrieane so:, 7! ,i (, (ho)i P®
ou hy est la plus grande coracine e®, la plus grande racine courte. On a alors
Ciona = T, 2 Pri(, + %3(ho) <p et0< (, + %3(hi) pour tout ig.

Exemple 3.70n représente sur la page 31 le systéme d'alcéves p8p(4) pour un p
xé, ainsi que le céne des poids dominants. Un poids= , ;"1 + , »,", est représenté
par le point de coordonnéeg, ;. »), et C° est I'ensemble des poids contenus dans
la partie grisée du cone.
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Revenons un instant aux modules de Verma. A l'aide de l'isomorphisme de
Harish-Chandra, on montre que sV (*) est un facteur de composition de&(, ),
alors il existew 2 W avec, = w ¢!. On a un résultat analogue en caractéris-
tique p, ou le groupe de Weyl a ne remplace le groupe de Weyl. Il sut pour cela
d'appliquer le théoréme qui suit aM = ¢( ).

Théoreme 3.8 (linkage principle ) (cf. [25], partie II, 6.17) Soit M un G-
module indécomposable et soient! 2 P*: SiL(t) et L(,) sont des facteurs de
composition deM, alors il existew 2 W, avec! = w ¢ :

Corollaire 3.9 Si, estdominant et(, + “3(ho) - p,alors¢(,)'r (,) estsimple.

Démonstration. Si, est dominant et (, + “(ho) - p, il n'existe pas de poids
1 2 P"\ Wyet telquel<, .Parconséquent, le modulé( ,) est simple, et comme
r (,) ale méme caractére qué( , ), il vient chr () =ch L(,) puisr (,) "' L(,).
2

En particulier, on voit que pour un poids dominant, xé et p assez grand, le
moduleL(, ) a méme caractére qu'en caracteristique zéro.

La conjecture de Lusztig, dont nous allons maintenant dire quelgues mots, ex-
prime le caractére des modules simples comme combinaison linéaire des caracteres
des modules de Weyl, une des conditions étant qpest supérieur ou égal au nombre
de Coxeter. On pourra consulter l'article de Donkin dans [9] pour plus d'explica-
tions. Soit hy la plus grande coracine eh = “£hg) + 1 le nombre de Coxeter. On
note ° la fonction longueur surW,e vu comme groupe de Coxeter, on désigne par
I'ordre de Bruhat sur Wy et les polynémes de Kazhdan-Lusztig sont noté%,., .

Conjecture 3.10 (Lusztig)  ([35]) Soit w 2 W,e tel quej w¥j Y2soit dominant.
Sip, hetjw¥hg) - p(pi h+2),o0na
X
chL(i w¥ %= (i W OPy,()che(i y¥a %:
y- w
i Y w2 P*

Sionap, h, on peut obtenir le caractere de tous les modules simples a partir de
cette conjecture (cf. [3]). A I'heure actuelle, on sait seulement que, pour un systéme
de racines xé, la conjecture est vraie poup su samment grand (cf. [1]) . Un des
objectifs de cette thése est d'obtenir des formules valablegpst h. A titre d'exemple,
on donne au chapitre 7 des équivalents des dimensions des modules simples de plus
haut poids un poids fondamental lorsque le rang du groupe (et dohg tend vers
inni,a p xé.

3.3 Modules basculants

Tous les résultats rappelés dans cette section peuvent se trouver dans les articles
de Donkin [13] et Mathieu [38].
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3.3.1 Premiéres propriétés

Dé nition 3.11  Un G-module M est muni d'une bonne ltration (resp. Itration
de Weyl) s'il existe une lItration M % M, ¥aM, % ¢¢ ¢ ¥0f de M par des sous-
modules tels queMi=M;.; = r (, )™, (resp. Mi{=M;,; = ¢( ,;)™) avec,; 2 P* et
n; 2 N. Un moduleM est basculant sM est muni d'une bonne lItration et d'une
Itration de Weyl.

On peut donc écrire le caractéere d'un module basculant comme une somme de
caractéres de modules de Weyl. Le coe cient deh¢(,) dans la décomposition
de chM est appelé multiplicité de¢(,) dansM et notée[M : ¢( ,)]. Notons que
cette multiplicité est indépendante de la Itration, et elle est égale a la multiplicité
[M:r (,)] der (,) dansM.

On énonce maintenant un critére nécessaire et su sant pour qu'uG-module
donné soit muni d'||_=1ne bonne lItration. MunigsonsZ[P] de la relation d'ordre sui-
vante : soient” =, e 2 Z[P]Jet»= = ,.»e 2 Z[P]. Alors " - »siet
seulement si pour tout, 2 P ona’” - ». ’

P

Proposition 3.12 Pour tout G-module M on a chM - ho(M;, )che(,),
2P+

avech®(M;, ) =dim HO(U; M) .

Proposition 3.13 SoitM un G-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. M est muni d'une bonne lItration
P
2. chM = ho(M; . Yche(,).

,2P*

3. Ext}(¢(,);M) =0 pour tous, 2 P*.

Si M est basculant, on a dondM : ¢(,)] = h°(M;, ) pour tout , 2 P*. Cette
proposition a pour corollaire immédiat

Corollaire 3.14 Tout facteur direct d'un module muni d'une bonne ltration (resp.
basculant) est muni d'une bonne lItration (resp. basculant).

On dispose d'un autre résultat de stabilité pour la classe des modules munis
d'une bonne ltration (resp. basculant), beaucoup plus di cile a établir.

Théoréme 3.15 (Donkin,Mathieu) Le produit tensoriel de deux modules munis
d'une bonne lItration (resp. basculants) est muni d'une bonne lItration (resp. bas-
culant).
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CHAPITRE 3. MODULES EN CARACTERISTIQUE P

3.3.2 Modules basculants indécomposables

D'apres ce qui précede, tout module basculant est une somme directe de modules
basculants indécomposables, ce qui nous amene a étudier ces derniers en détail. La
classi cation des modules basculants indécomposables est particulierement sympa-
thique puisqu'ils admettent un paramétrage discret par les poids dominants. Du
théoreme ci-dessous, on déduit en outre facilement que deux modules basculants
ayant méme caractére sont isomorphes, un résultat a la fois remarquable et utile
dans les calculs.

Théoréme 3.16 (Donkin [13])

1. Pour tout poids dominant, , il existe un unique module basculant indécompo-
sableT(, ) telquedimT(,) =1 ettous les poids d& (, ) sont dans I'enveloppe
convexe den , .

2. T(,)' T(*) sietseulementsi =1.
3. Tout module basculant indécomposable est isomorphe a un cerfaip).

Si le groupeG a deux composantes connexes, on peut décrire ses modules bas-
culants indécomposables en fonction de ceux @&, exactement comme on a décrit
les modules simples d& a l'aide de ceux deG° au premier chapitre.

Le linkage principle nous apporte une information supplémentaire : ¢( 1) ou
L(*) estun sous-quotient dd (, ), alors il existew 2 W, avect = w¢ . Remarquons
gu'en caractéristique zéro, tout module est basculant €(,) ' L(,) " ¢(,) "'

r (,) pourtout , 2 P*. On énonce maintenant un lemme technique qui sera souvent
utilisé par la suite.

Lemme 3.17 Soit M un G-module tel quech(M) = P nich¢(,"), ol les poids
. sont dans l'adhérence d€ng, i. €. (,' + YA(hg) - p pour tout i. Alors M est
basculant etM = ©T(, ')". En particulieronar (,)=¢( ,)= L(,)= T(,) pour
tout poids dominant, tel que(, + “A(ho) - p.

Démonstration. Si, est dominantet(, + “A(hg) - p,onavuquer (,)=¢( ,)=
L(,). Ainsi L(,) est basculant et indécomposable, d'oli(,) = L(,). Ceci montre
gu'une suite de compgsition déM est a la fois une bonne lItration et une ltration
de Weyl, etch(M) = n;chT(,'), d'ou le résultat. 2

On a une connaissance beaucoup plus précise des modiilgs) lorsque G =
SL(2). On peut en e et déterminer leur caractere de maniére récursive a l'aide d'une
formule analogue au théoreme du produit tensoriel de Steinberg. Notons qu'on ne
connait pas les caracteres des modul€$, ) lorsqueG = SL(3) (cf. [27]).

Théoréme 3.18 (Donkin [13])  Soit G = SL(2).
1. Si0- j- pj L,onaT(j¥d"' ¢(jQ"' L(¥.
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2.Sip- j- 2pj 2eti+] =2pj 2, 0n a une suite exacte courte
0! ¢(jA! T(GH! ¢(iA! O
3. Sij = kp+iavecpj 1- i- 2pj 2etk, 0,onaT(jA = F.T(k¥3- T(i¥3.

Remarquons que le point 1. correspond au cas u+ A(hy) - p. Dans [14], ce
théoreme est utilisé pour obtenir la décomposition explicite des produits tensoriels
T(1)- T(j), qui elle-méme permet de calculer la série génératricema2 N xé, des
multiplicités [T(1)"! : T(m)]. On utilisera ce résultat de maniére décisive au dernier
chapitre.

On termine ce paragraphe par une généralisation du point 2. du théoreme pré-
cédent.

Proposition 3.19 Soit, 2 C° On a une suite exacte non scindée

0! ¢(se¢)! T(so¢)! ¢(.)! O

Démonstration. Dans [38], il est rappelé que sls, est le foncteur de ré exion de
Jantzen et siM est basculant, alorsT;,M est basculant. Le corollairel(:3 de [38]
montre que le moduleTg, ¢( , ) est indécomposable et qu'on a une suite exacte non
scindée0! ¢(sp¢,)! Ts¢(,)! ¢(,)! 0. Comme, estdansC® le module
¢(,) est basculant, T¢,¢(,) est donc basculant et indécomposable de plus haut
poids sy ¢, , ce qui permet de conclure. 2

3.3.3 Formule modulaire de Verlinde

On ne dispose malheureusement pas d'une formule pour décomposer les produits
tensorielsT(®)- T( ) pour tous®; dominants. Cependant, si on choisiPet dans
CY, on a une expression explicite de la multiplicité d& (°) pour tout ° 2 C°. Avant
d'énoncer ce résultat, quelques préliminaires s'imposent. Considérons la catégorie
des modules basculants. Elle est stable par somme directe et produit tensoriel, ce
qui en fait une catégorie tensorielle. On commence par exhiber un idéal tensoriel
de T. On note h = ¥%hy) + 1 le nombre de Coxeter, et on remarque que® est non
vide si et seulement sp, h. Les lemmes8:5 et 9:3 de [38] peuvent se résumer en le
théoreme suivant.

Théoreme 3.20 Soitp, hetsoit, 2 P*. La dimension deT(, ) est divisible par
p si et seulement si, 62C°. En outre, si M est un module basculant ep divise
dimT(, ), alors p divise la dimension de tout facteur direct d& - T(,).

Ainsi les modules basculants qui sont somme directe de certaifig, ), , 62C°,
forment un idéal tensoriell deT, et la formule qu'on a en vue donne la structure de
la catégorie tensorielle quotient. Pour tout poids dominant, on noteA e caractére
de¢(,), et pour tous poids dominants®; ; ° on noteK® les multiplicités dé nies
par AgA- = K® A-. Autrement dit on a en caractéristique zérd_(®) - L(") =

OL(° )K" .
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CHAPITRE 3. MODULES EN CARACTERISTIQUE P

Théoreme 3.21 (Formule modulaire de Verlinde) [38] Soient®; 2 C° Ona
T(@- T()= @) ©T;
_ P _ _
avecT 21| etn® = "W)K - K® pour tout ° 2 CO.
w2Wae

Ces deux théoremes jouent un role primordial au chapitre 6. En particulier le
domaine de validité des formules de caracteres qu'on obtient en résulte directement.

3.4 Application aux groupes classiques

Dans cette section, on consider& = Sp(2n); Spin(2n + 1) ; Pin(2n); O(2n) ou
O(2n + 1) et on démontre un certain nombre de résultats techniques.

3.4.1 Alcbve fondamentale

On commence par décrireC° pour la composante neutre de chacun de ces
groupes, et on dégage des conditions nécessaires et su santes pour Qiesoit
non vide. On désigne toujours pah le nombre de Coxeter deés.

Lemme 3.22
1. Soit G = Sp(2n).

P
@Sin, 22onah=2netC°=f _"i2P*"j, 1+ ,2,+2n- pg
i=1

(b)Sin=1,onah=2etC=f "y 2P*j . 1+2 - pg
P
2. Soit G = Spin(2n+1) ou O(2n+1). Onah =2netC® = f ;" 2

i=1

P"j21+2n - pg:
3. Soit G = Pin(2n) ou O(2n).
P
(@ Sin, 3,onah=2nj 2etC°=f _"i2P*j,1+ ,,+2nj 2- pg
i=1
(b) Sin=2,0naCo%=f 1"1+ ,2"2),1+],2- Pi 2,2 ,10

Démonstration. SiG =Pin(4) ou G = O(4), les racines positives sorit; § ", et on
a¥e="1,dou Cong = f,1"1+ ,2"2),1+],2+1<p;0<, 1j],oj+10

Les autres groupes étant simples, il su t d'expliciter®, et %2 SiG = Spin(2n + 1)
ouO(@2n+1),ona%=(nj 3)"1+(nj 1i 3)">+ ¢¢¢& 1", les racines courtes
positives sont les§"; et pour tout i on a"; - ";, par conséquent®, = "; . Si
G=Sp(2) =SL(2) ona® =2"; et¥=";.

Dans tous les autres cas les racines courtes positives sont(fe§ ") et pour

tousi<j ona"ij "j - "1i"j - "1+ "2 par conséquent® = "+ ", . Si
G=Sp(2n),ona%=n";+(nj 1)',+¢¢c¢ ", etsiG=Pin(2n) ouG =0(2n)
onaY=(nj 1)"1+(nj 2)",+ ¢¢c& ", ;. 2
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Commep est impair lorsqueG 6 Sp(2n), on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.23 Si G = Sp(2n) (resp. G = Spin(2n+1) ou O(2n+1), G =
Pin(2n) ou O(2n)), C° est non vide si et seulement $, 2n (resp.p, 2n+1,
p., 2nj 1.

3.4.2 Puissances extérieures de la représentation naturelle

On verra au chapitre suivant que les puissances extérieures de la représenta-
tion naturelle de G sont desG-modules basculants (cf. corollaire 4.14). On montre
ici que lorsqueCP® est non vide, lesG-modulesa'V sont des modules basculants
dont on fournit la décomposition en somme directe de modules indécomposables. Si
G = Spin(2n+1), on poseS = L(!+), et siG = Pin(2n) on poseS = L(!.;0),
conformément aux notations de 1.2.4.

Lemme 3.24 On supposeC® non vide.

1. SiG=Sp(2n) etl - n,onac'V' T())OT(,,)0¢c¢e

2. SiG=Spin(2n+1) onax'V' T(,) pourtoutl - nj 1, a"vV' T(2!,)
etS' T(.).

3. SiG=0(2n+1) on a (sous l'action de¥%) : &'V ' T(!:(j 1)") pour tout
|- nj 1,8"V"' T@ ;G D).

4, SiG=0(2n)onaa'V' T(!;+) pourtoutl - nj 2,8V T, +1 ;4)
eta"V' T(2!.;0).

5. SiG=Pin(2n) onasS"' T(!',).

Démonstration. Si G = Sp(2n), tous les poids fondamentaux sont dans l'adhérence
de l'alcove fondamentale : sh, 2, onap+1, 2n+2 carpestimpair, etsin=1
onap+1, 3. Enoutre onacho'V =ch¢(!)+ch¢(! )+ ::: : cest vrai
en caractéristiqgue 0, et donc en toute caractéristique puisque le caractére al®/

et des modules de Weyl ne dépend pas de la caractéristique. Le lemme 3.17 donne
alors le résultat. SiG = Spin(2n +1), les poids fondamentaux e®! . sont dans
I'adhérence deCsng, €t on conclut de la méme maniere. $b = Pin(2 n), O(2n) ou
O(2n + 1), on démontre tout d'abord les formules correspondantes sous l'action de
GP°. Pour cela on véri e que les poids fondamentaux ainsi qu# ., 2!, , !, + !,
sont dans l'adhérence d€sq, €t la suite de I'argument est identique. Il n'y a plus
gu'a préciser l'action de%¥ (ou %) sur le vecteur de plus haut poids, ce qui est
immédiat. On obtient en particulier, sous l'action deG® : s"V ' T(2! ,)©T(2! )
siG=0@2n)etS" T(+)O©T(!,) siG=Pin(2n). 2

3.4.3 Suite exacte

Nous aurons besoin par la suite d'un analogue de la suite exacte 3.19 pGus
O(2n) ou O(2n + 1), appliquée a un poids tel que (, + “A(hy) = pi 1, c'est-a-dire
So ¢, =, + ®. Le poids, est donc au bord de l'alcOveCyng.

5
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Proposition 3.25 Soit G=0(2n+1).Si, 2 C%etsy ¢, = , + ®, on a (sous
l'action de %) la suite exacteO! ¢(sp¢,; +) ! T(sp¢;+)! ¢(,;+) ! O

Démonstration. Le moduleT(so ¢,; +) est indécomposable, ce qui implique qué
agit comme8id. Comme ¥, agit trivialement sur le vecteur de plus haut poids, on
en déduit qu'il agit trivialement sur T(sp ¢,; +), et donc sur¢(sg¢, ) et¢(,). 2

Proposition 3.26 Soit G = O(2n) avecn , 3 et soit, 2 C°tel que,, = 0 et
So¢, =, + ®. On alasuite exacteD! ¢(sp¢; +) ! T(seC;+)! ¢(,;+) ! O

Démonstration. A prioriona 0! ¢(sp¢,; +) ! T(spC,;+) ! ¢(,;8)! O et
il reste a établir que¢( ,; i ) ne gure pas dans une bonne lItration deT(sy ¢,; +).
Montrons tout d'abord que si, ,; 1 =0,

T+ - T(";4) ?2=T(so ¢, +) ©:::;
etsi,,; 160,
T(;#) - T(54) 2= T(s0€,; +) OT(, + "n;0)- T("1;+) ©::0:

OnaT(";+) " 2=TO)OTR"1;;+) ©OT("1+ "2;4). En eet le lemme 3.17
s'applique car les poids'y, 2"; et "; + ", sont dans l'adhérence d&sng. Il sut
donc d'établir quech ¢("1;+) 2=ch T(0)+ch¢(2 "1;+)+ch¢( "1+ ", +). Cette
éguation est indépendante de la caractéristique et elle résulte, en caractéristique zéro,
du corollaire 2.7. CommeT (sq ¢,; +) est facteur direct deT(,; +) - T("1+ "2; 1),
ce qui précéde montre qu'il est aussi facteur direct d€(,; +) - T("1;+) 2. De
plus, si ;1 6 0, T(, + ",;0) est facteur direct deT(,; +) - T("1;;+) : on a
T(;+) - T(";+) =¢( Ij-) - ¢("q;t+), et le corollaire 2.7 donnech ¢( ,; +) -
¢("y;;+)=che¢( ,+",;0)+ , kich¢(?; +),0u Lt ", etles! sontdans I'adhérence
deCiong, dOUT(,; +) - T("1;4)= T(, +"n;00© , T(Y; +)* . Le méme argument
montre queT (S ¢,; +) n'est pas facteur direct deT(, + ",;0)- T("y;+) " ¢(, +
",;0)- ¢("1;+), on adonc bien la décomposition annoncée @¢ ; +) - T("1;+) 2.

Déterminons la multiplicité de ¢( ; j ) dansT(,; +) - T("1;+) 2" ¢(,; +) -
¢("1;+) 2. Le corollaire 2.7 appliqué deux fois montre qu'elle est nulle si, 1 =0,
et qu'elle vaut 1 sinon. Dans ce dernier cas, ce méme corollaire implique que la
multiplicité de ¢( ,; j ) dansT(, +"5;0)- T("1;+) estaussi égale a 1. Par conséquent
¢(,; i ) n'apparait pas dans une bonne lItration deT (sp ¢,; +) . 2

3.4.4 Produits tensoriels
On termine ce chapitre par la détermination des multiplicité®- dans la décom-
position M
alv- T()= TC)> ©T
°2CO
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avecT 2 | . On pourrait les obtenir & l'aide de 3.21 et 3.24, mais on va procéder
de maniere plus directe. En e et la formule 3.21 est insu sante lorsqu& = O(2n),
mais la proposition 3.26 remédie a ce probléme. On énonce d'abord les décompo-
sitions sous l'action deG°, en remarquant que siG = O(2n +1) la situation est
particulierement simple.

Proposition 3.27 Soientl - dimV, ~ 2 C%° avec™,, 0, demi-entier si G° =
Spin(2n) ou Spin(2n + 1) etn, 3si G° = Spin(2n) ou SO(2n). On a
X
cha'V- ¢(7)= C. ch¢(°);

cop+

ou C. est donné par la propositior2:3; et

M
elv- T()= TCE)>oT
°2CoO
avecT 21 etD- = C-j Cge pourtout® 2 C° en particulier D- - C. pour tout
° 2 C° De plus :

1. SiG°=S0(2n+1), on aD- = C- pour tout ° 2 CP°.
2. SupposonLg,c 6 0 et soitsy ¢° = + A A avec les notations de 2.3. On a

@ ( +%(ho)=pi 1, (°+%(ho) = pi 1,

(b) ", et ", sont des termes dé\ et ne sont pas des termes d& si G° =
Sp(2n), SO(2n) ou Spin(2n),

(c) "1 est un terme deA et n'est pas un terme de\ si G° = Spin(2n +1).

Démonstration. Soit° 2 P* un poids p-régulier en dehors de I'adhérence d&onq,
et notons D- la multiplicité de T(°) dansa'v - T(7). SiD- 6 0,onaC- 60,
( +%Ahy) - pi let(°+ %(hy), p+1.Lacombinatoire de 2.3 implique alors
(°+ %(hy) = p+1, C +Why) = pi Letsic="+Aj AonaAhy) =2 et
A(ho) = 0, d'ou l'assertion sur les termes dé et A.

On en déduitsy ¢° = ° | ®y, ce qui montre quesy ¢° est dans l'adhérence de
Ciond, €t COMmesg ¢° est p-régulier, on a en faitsy ¢° 2 C°. D'aprés 3.19 on a alors
chT(°)=ch¢( °)+ch¢§,so ¢°), ce qui don.a,e p

chae'vVv- T(M)= D.chT(°)+ D.chT(°)+ Ds,e ChT(So ¢°)

P ° p-singulier °2Co °2Co

= D.chT(°)+ D.ch¢(°)+ Dg,e(ch€¢(sp¢°)+che( °))

°|:p-singulier °2Co °2CoO ]

= (Ds + Dg,e)cChe(°) + D.chT(°)+ Dg,e Ch¢( S ¢°):

°2C0 ° p-singulier °2Co
Soit °%2 C°. De ce qui précéde, on déduit qUE-o= D-o+ Dg,¢o €t Cs,e0= Dg,e0,
d'ot Do = Ceoj Cg,eo.

Ennsi G° =SO@2n+1),ona( + %hy) =2 1+2nj 1avec ; entier,
par conséquent( + %A(hg) est impair alors quepi 1 est pair, on n'a donc jamais
( +%(ho)=pi L. 2
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On traite maintenant les groupes simples non connexes. En combinant la pro-
position précédente et les suites exactes 3.25 et 3.26, on trouve sans di culté les
formules ci-dessous.

Corollaire 3.28 Soientn, 3, G=0(2n), |- dimV et” 2 C°avec ,,, O.
1.Si ,, 1L,ona

X X

cha'V- ¢(7; 0) = Ceigche(°; 0)+ Ce(che(®; +)+che( ;i)
°2P* °2P*
°n, 1 °n =0

et

_ M M
alV - T(50)= T(;0°¢0© (TC;+) ©T(C5i )™ ©T;

° 2o ° 2O
°n, 1 °n =0

avecT 21, D(o;o) = C(o;o) i C(so¢°;0) etD. = Co j Csoqy pour tout ° 2 CO
2.Si ,=0,0ona

X X
cha'Vv - ¢(7 +) = C.ch¢(°; 0)+ Cemyche(;™)
°2P* °2P*
on, 1 °h =0
"= §

et
_ M M
aly - T(; +)= T(; O)D(o;O) © (T(O;n))D(o;.,) oOT:

och och
on,l °n =0

avecT 2 1|, D(O;o) = C(o;o) i C(SO@;Q) et D(o;") = C(O;") i C(sot]f’;“) pour tout

°2Clet" = 8.
3. SiCsye;0 80, Cspe 80 0UC(si¢;r) 80, 0na( +%(ho) = pi 1, (°+%(ho) =
pi 1, etsisg¢® = + Aj A avec les notations de 2.3, et", sont des termes

de A et ne sont pas des termes d&.

Démonstration. Si , , 1, il sut de remarquer que C.q) (resp.C-) est la mul-
tiplicité de ch¢(°) (resp.ch¢(°)) danscha'V - ¢( ™) sousG3, et de mémeD ..
(resp. D-) est la multiplicité de T(°; 0) (resp. T(°)) dansa'V - T(7)) sousG). Si
“n =0, la méme remarque vaut pouC-.g) et D(-.qy . Enn on reprend la n de la
preuve de 3.27 en utilisant 3.26 pour trouveD -y = Ceey i Cispery- 2

Corollaire 3.29 Soientn, 3, G=Pin(2n), |- dimV et” 2 C°avec ,, Oet
~ demi-entier. On a

X
cha'v- ¢(70)= Cg)Ch ¢(°; 0)
“2p
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et M
olV - T(7 0) = T(; 00 ©T;

° 2 CO

° 1

n, 3
avecT 21 etD.g = Ci0)i Csoe;0) poUr tout © 2 CO. De plus, SiCsye:0) 6 0, On
a(C+%W(hy)=pi 1, (°+%A(hy) = pi 1, etsisg¢ =+ Aj A avec les notations
de 2.3,"; est un terme deA et n'est pas un terme deA.

Démonstration. NotonsD- (resp.C.) la multiplicité de T(°) (resp.ch¢(°)) dans
a'V - T(7) (respcha'V - ¢( 7)) sousG° pour tout ° 2 P*. Il est clair que ¢, et
I'action pointée des, commutent puisquen , 3, on a doncD.q) = De + D) =
Coi Cse + Corr) i Coouerr) = Coii Csoe + Coe) i Cusoe) = Cri00 i Crsoeso)- 2

Ce corollaire appelle une remarque sur sa traduction en termes de tableaux
gauches. Soient donm , 3 et G = Pin(2n). Pour tout poids ° tel que °, = %
on rappelle queu(®) désigne celui des poids ou ¢(°) qui est admissible (cf. dé ni-
tion 2.5). La somme des coordonnées det’ i = °j (°+XA(ho)®j danslabase
des"; est congru modulo 2 a celle d&j ", ainsi® est admissible si et seulement si
So ¢ l'est, autrement dit p(so¢) = So®U(°). Commep(so® )n = (So®(°))n = KU(°)n,
on voit que dans la soustractiorC.q) i Csye:0), Si 0N traduit les multiplicités en
termes de tableaux gauches, tous les tableaux considérés auront2a#h ou aucun
d'entre eux n'en aura.

Corollaire 3.30 SoientG=0(2n+1),! - dimV et” 2 C% On a

X
ch(e'V - ¢(7 +) = C- ch(e(°; (i 1))

et M
alv- T(G+)= TC; G D) oT
°2Co

avecT 21 .

La preuve de ce résultat est immédiate. Il nous reste a traiter les groupes non
connexes qui ne sont pas simples, a savéin(4) et O(4).

Lemme 3.31 SoientG =Pin(4) ouO(4), |- 4, ° 2C%avec ,, 0;°,, O, et
;¢ demi-entiers siG = Pin(4) . Avec les notations des corollaires précédents :
1. SoitG = Pln(4) .Ona D(O;o) = C(°;0) Si° 6 _, D(*;o) = C(*;o) i 1 Si (| =2 et
1+t 2=pj 2) et Do = Crp sinon.
2. Soit G =0(4) et o ., 1. Ona D(O;o) = C(O;o) si°6 et°, . L D(o;g) =
C(°;§) si°, =0, D(*;o) = C(*;o)i 1si (l =2 et_1+_2 = Pi 2) et D(*;o) = C(*;o)
sinon.

41



CHAPITRE 3. MODULES EN CARACTERISTIQUE P

3. SoitG=0(4) et ,=0.0naDgs) = Crs)si°6 et°,=0, Deyg =
CeopSi®2, L, Drs)=0si(l=2et 1+ 2=pj 2etDrs) = Crg
sinon.

Démonstration. On représente sur le dessin suivant le systéme d'alcéves pS@(4)
et p xé, ainsi que le cone des poids dominants.

axe de s+

axe de s-

Soit h, (resp. h; ) la coracine de2! . = "1+ ", (resp. 2!, = "1 "2). On
dé nit deux ré exions anes s, ets, deWgepars:(,)=,i (,(h:s)i p2!. et
ss(,)=.1i ((h;)i p2',.Remarquons que la suite exacte 3.19 reste valable pour
le groupeSpin(4) = SL(2) £ SL(2) et pour SO(4) a condition de remplacers, par s.
ous; . NotonsD- (resp.C-) la multiplicité de T(") (resp.ch¢( ")) danse'v - T(7)
(resp.cha'Vv - ¢( 7)) sousG° pour tout ~ 2 P*. SiC- 6 0 et " est en dehors de
l'adhérence deCipng, alorsl =2, 1+ ,=pj 2,  =ss¢ = +"; 8", avec
1+ j=petC =1.0nadonc’y;= ,+letj,j=j,81= ,+1,etonen
déduitque si ,60,alors” = + "+ "5,

Supposons , 6 0. La preuve de 3.27 reste valable en remplacas§ et hg par
s. eth,.OnaD- = C. pour tout ° 2 C° distinctde ,D-=C-j 1si(l=2 et
1+ .= pj 2) etD- = C-sinon. SoitG = Pin(4) et soit ° véri ant les hypothéses
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de I'énoncé. Si° = et (=2 et 1+ > =pj 2),0naDg = Do+ Dyey =
Cj 1+ Cé(O) = C(o;o) i 1 Sinon, D(";O) = D. + Dé(O) =C. + Cé(o) = C(°;0). Si
G =0(4) onaD.q = D- et C..qy = C-, d'ou les formules voulues.

Si , = 0, ce qui impligue G = O(4), on sait queD- = C. sauf sil = 2
et 1+ , = pj 2 Supposons maintenani = 2 et ;+ , = pj 2 On pose
1= +" +"setjr= +";j ",.Si” 2 P*esttel queD- 6 0 et n'est pas
dans l'adhérence de&Cong, oOna” =j *ou” =i 2 CommeC,, = C;, =1, 0onen
déduit D;, =1 ouD,, = 1. Or la représentationa'V - T(7) est invariante quand
on la tord par % on a doncD- = D, pour tout poids ~ dominant, en particulier
D,, = D;,=1. CommeC- = 2, la suite exacte 3.19 aves, remplacé pars, ous,
montre queD- =0 et D- = C. si® 6 . On en déduit immédiatement les formules
pour O(4). 2
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Chapitre 4

Paires duales

Un exemple particulierement connu de paire duale est la paif€L(m); S,), qui
relie les représentations d&L(m) a celles du groupe symétriqus, via la célébre
dualité de Schur-Weyl. Nous étudions une dualité analogue pour des paif&s; G,)
de groupes algébriques en suivant la méthode exposée dans [37] et [38].

On rappelle dans une premiere section la dé nition d'une paire duale, et on
montre brievement comment cette dualité échange les dimensions de certaihs
modules simples et certaines multiplicités d&,-modules indécomposables, via une
correspondance qu'on note $ . Puis on explicite cingq paires duales construites
par Adamovich et Rybnikov [2] a l'aide du module simple de Il'algébre de Cli ord
de Vi - V,, V; et V, étant respectivement les représentations naturelles de; et
G,. On précise pour chaque paire duale la correspondances -, et on montre
enn comment le calcul du caractere de certaines représentations irréductibles de
G, se ramene a la décomposition de certailtd,-modules basculants, a savoir des
produits tensoriels de puissances extérieures dg en somme directe d&,-modules
basculants indécomposables.

Les résultats de ce chapitre sont valables en toute caractéristique, sauf mention
explicite du contraire. Pour clari er I'écriture, sii =1;2, on met uni en indice pour
indiquer a quel groupe on se réfere. Ain§l; désigne le cone des poids dominants
de G4, etc.

4.1 Principe de dualité

Dé nition 4.1 (Howe) [22] SoientG,, G, deux groupesM un G; £ G,-module

et soientA : G; ! GL(M) les morphismes de groupes correspondants. On dit que
M est une(Gy; G,) paire duale si l'algébreEndg, (M) est engendré paly(G,) et si
l'algébre Endg, (M) est engendré pai,(G,).

Placons nous en caractéristique zéro, et soieBt, G, connexes et semi-simples.
On considére une G;,G;) paire duale M. Soit E (resp. F) I'ensemble des poids
2 P; (resp.P,) tels queLy(,) (resp. La(,)) est facteur direct du G;-module

5
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CHAPITRE 4. PAIRES DUALES

(resp. Go-module) M . Un résultat bien connu donne la décomposition dG; £ G,-
module M .

Proposition 4.2 Il existe une bijection, 7!  de E sur F telle qu'on ait

M
M = Li(,) - L2(D):
2E

L
Démonstration. A priori on a seulementM = . op . (La(, 1?_- Lo(,2)™ 12,

Si on montre que pour tout, p 2 F, le Gy-moduleH%(Uy; M) , = CLa( )M
est simple, on en déduiM = 2F La(M(, 2))- Lo, zp_pour une certaine fonctioru.
Par symétrie on trouve une fonctionA telle queM =, Li(, 1)- L2(A(, 1)), ce

qui permet de conclure.

On est donc réduit & montrer que, pour tout, , tel que H%(U; M) , est non
nul, le G;-module H%(U,; M) , est simple. Poson< = Endg,(M). Il sut d'éta-
blir que H°(U,; M) , est un C-module simple. Si on écritM = ©.L,(*)™, on a
H O(Uz; M ) , = H O(Uz; LZ(, 2)m>2), 5 = KMz etC = O EndGz(Lz(l )m1 ) On doit
donc véri er que H(Uy; Lo(, 2)™ 2) , estunEndg,(L2(, 2)™ 2)-module simple. Il est
clair que pour tout A 2 End(K ™.2), il existe une matriceA°2 Endg,(L2(, 2)™ 2),
constituée de blocs diagonaux, qui agit pah sur H°(U; M) ,, d'ou le résultat. 2

Supposons maintenant quK = F,, et soit M une (G;;G,) paire duale. On
note A (resp. B) la sous-algébre des endomorphismes Wk engendrée par Il'action
de G; (resp. G,). Comme B-module, on aM = ~ SO - 10 o0 lesl ) sont des

i21

B-modules indécomposables distincts et 163 sont des espaces vectoriels. Par
construction, la dimension deS; est égale a la multiplicité del () comme facteur
direct du B-module M. On poseA® = =~ EndS;. Cette algebreA° est semi-simple,

i21
les S; sont lesA°-modules simples, etA® est une sous-algébre d& = Endg(M).
On peut montrer queA = A°© R, ol R est le radical deA. Par conséquent leg\-
modules simples s'identi ent auxA°-modules simples. Il en résulte en particulier que
la dimension duG;-module simpleS(") est la multiplicité de | ) comme facteur direct
du G,-module M . Les paires duales échangent donc les dimensions @ganodules
simples et les multiplicités dess,-modules indécomposables, et c'est cette propriété
qui va nous permettre d'obtenir des formules de caracteres en caractéristique

A titre d'exemple, on esquisse le traitement de 18Sp(2m); Sp(2n)) paire duale
en caractéristiqgue zéro. On pos&; = Sp(2m), G, = Sp(2n), et pouri 2 f 1;2qg,
on note V, la représentation naturelle deG; et h la forme alternée non dégéné-
rée surV,. On munit V; - V, du produit scalaire b, - b, et on note S la re-
présentation simple deCli®(V; - V,). Il est clair que Sp(2m) £ Sp(2n) agit sur
V; - V, par des transformations orthogonales, et comme ce groupe est connexe,
ces transformations sont de déterminant égal 4. Le groupe Sp(2m) £ Sp(2n)
étant simplement connexe, cette action se releve en un morphisme de groupes
Sp(2m) £ Sp(2n) ! Spin(V1- V) % Cli®(Vy - V,), comme illustré ci-dessous.
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Spin(Vi - Vy)

Sp(2m) £ Sp(n) SO(V1- Vo)

Il en résulte une structure deSp(2m) £ Sp(2n)-module surS, et on montre que
S est une(Sp(2m); Sp(2n)) paire duale. En tant queSp(2n)-module, S s'identi e a
(2V,)" ™. On déduit du théoréme que la dimension de;(, ) est la multiplicité de
Lo(7) dans leSp(2n)-module(2V,)" ™, et la proposition 2.3 permet de calculer cette
multiplicité pourvu qu'on connaisse;”. On peut méme ra ner cette technique pour
obtenir le caractere del1(, ), comme on le verra dans les sections suivantes.

4.2 Cing paires duales

Le corps de bas& est a nouveau de caractéristigue quelconque, et on procede
comme suit. A chaque pairdGy; G,), on associe un espace muni d'une forme qua-
dratique Q, et on note C(Q) son algebre de Cli ord ou la partie paire de l'algébre
de Cli ord suivant le cas. On construit deux réalisations du module simple d&(Q),
l'une étant de maniére naturelle unG;-module et l'autre étant de maniere naturelle
un G,-module. Par transport de structure, on obtient un(G;; G,)-moduleM qui est
en fait une (Gy; G,) paire duale.

On reprend ici certaines des paires duales de [2]. Sur chaque ligne du tableau
suivant, on trouve une paire de groupefs;; G,) et deux espaces vectorield; et N».

(resp. V; ) I'espace vectoriel engendré pays;:::;yn (resp.y; 1;:::;Yi n)-

G, G, Ny N2

Sp(2m) Sp(n) Vi- Vy Vi - Vo

SO(2n+1) | Pin(2n) Vi- Vy (Vi - Vo) © (KXo- Vy)
SO(ZTI) O(Zn) Vi - V2i Vli - Vs

Spin(2m +1) | Spin(2n+1) | (Vi- Vo ) © (Vi = Kyo) | (Vi - Vo) © (KXo~ V)
Spin(2m) O(2n +1) (Vi- Vo )©(Vy; - Kyo) | Vy; - V2

Chaque ligne correspond a ungG;; G,) paire dualeM qu'on va dé nir a l'aide
des espacedl; et N,. Ces paires duales sont soumises a quelques restrictions : on
ne considere que des poids demi-entiers si le groupe considéré est un groupe spin ou
Pin(2n), p est supposé impair lorsque la paire duale n'est pas la paire symplectique,
et on supposen . 2 quand on utilise les groupe€(2n) ou Pin(2n). Cette der-
niére condition n'est en fait nécessaire qu'en caractéristigpel'alcove fondamentale
n'étant pas dé nie sin=1.
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On munit V; - V, d'une forme quadratique non dégénéré@ dé nie comme suit.
On note by la forme bilinéaire alternée (resp. la polarisation de la forme quadratique)
deV; lorsqueG; = Sp(2m) (resp.G; 6 Sp(2m)), et on dé nit de mémeh,. On pose

P P . .

QU Vi- %)= bu(y;v) si Gy = Sp(2n); Spin(2n) ou O(2n),
-

i=in j
P P
et Q( Vi - Y= bi(vi;v,j)i bu(vo; Vo) si Gy =Spin(2n+1) ouO(2n +1).
j=in i=1
On voit facilement que la polarisation deQ estb;, - b, et que Q peut également
étrep(]jé nie par la f%‘rmule
Q( Xj - W)= (Wi ; w; j) si G1 = Sp(2m); SO(2m) ou Spin(2m),
j=im j=1
P P
et Q( Xj- W)= (Wi s W, )i B(Wo; Wo) SiGy = Spin(2m + 1) ouSO(2m + 1).
j=im i=1
SiG; 6 Spin(2m + 1), on peut décomposeY;- V,, de dimension paire, en somme
directe de sous-espaces totalement isotropes maximauxGzi= Spin(2m + 1), V; -
V, est de dimension impaire et on &;- Vo = K(Xo- Yo) ©N ou N est lI'orthogonal
deK (Xo- Yo), C'est-a-dire le sous-espace dg- V, engendré par les; - y;, (i;j) 6
(0; 0). On peut décomposeN en somme directe de sous-espaces totalement isotropes
maximaux. On donne ci-dessous, pour chaque groupe, deux telles décompositions :

1. SiG; = Sp(2m) ou G; = SO(2m), on aV;- Vo, = N1 © (Vp - Vo) et
Vi- Vo= N © (Vs - Vo).

2. Si61:SO(2m+1),0n aVi- W, = N1©(V1- V2+) etVi- Wb, = N2©((V1+'
V2) © (KXo - V2u)).

3. SiG; = Spin2m+1),onaN = N;© ((V1- Voi) © (V14 - Kyg)) et N =
N2© ((Vi+ - V2) © (Kxo- Va.)).

4. Si Gl = Spln(Zm), on aVl - V2 = N]_ © ((Vl - V2+) © (V1+ - Kyo)) et
Vi- V2= N2© (Vis - Vo).

On poseC(Q) = Cli®(Vi- V,) siGy 6 Spin(2m +1) et C(Q) = Cli® 4 (Vi- Vo) '
Cli®(N) sinon. On a vu quea N; et @ N, sont desC(Q)-modules simples, et l'algebre
C(Q) a un unigue module simple. Il existe donc, a multiplication par un scalaire pres,
un unigue C(Q)-isomorphisme' entre @N; et @N,. Par ailleurs, pour chacune des
paires(Gq; G,), @N; est un G;-module etaN, un G,-module : siG, = Pin(2n) ou
Spin(2n + 1), on a un isomorphisme vectoriel naturel entre N, et (aV,)" ™ - aV,, .
CommerV,, = S est la représentation spin deG,, on peut munir @N, d'une
structure de G,-module. On fait de méme pouiG; = Spin(2m) ou Spin(2m +1).
Ainsi l'isomorphisme ' fait de @N; et @N, des(G;; G,)-modules isomorphes par
transport de structure, et on désigne paM ce (G;; G,)-module. On rappelle que
pour tout G-module M, on appelle commutant deM I'algebre Endg(M ).

Théoreme 4.3 [2] M est unG;£ G,-module. De plusM est unG,-module (respG;-
module) basculant dont le commutant est engendré par I'action @g (resp. G,).
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En particulier, M est une(G;; G,) paire duale. Notons que [§SO(2m + 1) ; Pin(2n))
paire duale est aussi un€O(2m + 1); Spin(2n)) paire duale, et la(SO(2m); O(2n))
paire duale est aussi un€éO(2m); SO(2n)) paire duale. Ce constat sera utile au
dernier chapitre, ou on a besoin déG;; G,) paires duales ave&, connexe. Notons
également que ces deux nouvelles paires duales n'en sont pas, puisqu'en permutant
G et G, on les retrouve dans notre tableau.

On peut expliciter lisomorphime' a l'aide du lemme et de la proposition qui
suivent.

Lemme 4.4 |l existe un uniqueC(Q)-isomorphisme' deaN; sur @N, qui envoie
1sur™i 1M X Y

Démonstration. On sait déja qu'il existe, a multiplication par un scalaire pres,
un unique C(Q)-isomorphisme' entre @aN; et &N, il nous faut donc simplement
calculer' (1). On dé nit deux élémentsv;v° de C(Q) comme suit :

1. vOest le produit desx; - y; 2 N1\ Na.

2. v est le produit desx; - y; 2 N;nN;\ N, c'est-a-dire le produit desx; - y; 2
V1+ = V2| .

On veut montrer que' (1) est le produit desx; - y; 2 N, n N3\ Ny, c'est-a-dire
le produit desx; - y; 2 Vi; - V... En utilisant les résultats du premier chapitre,
on voit que v agit par multiplication extérieure suraN; et par dérivation suraN,,

et v0 agit par multiplication extérieure sur aN; et aN,. On a doncv ¢1 6 0, d'ou
ve (1) = ' (vel) 8 0, et de mémevP¢' (1) 6 0. En considérant I'action dev sur
aNo, il vient ' (1) = ("ii:r?l’\j"zl Xi - Yj) ™ wavecw 2 aNjy, et l'action de vO sur
aN, montre quew est scalaire. 2

Proposition 4.5 Soit

N N
u=( Xi- Y¥i) ™ ( Xi- ¥j)28N;
(ij)2-1 (ij)2-2
avec
-1 % fi Lo imgEfi 1::0i ng si Gy =Sp(2m) ou G; = SO(2m),
-1% 10 i mgEfi 1000 ngsi Gy =S0O(2m+1),
-1%f Lii mgETFO; ;i ngsi Gy =Spin(2n),
-1%f0; i mgEfi Lo ng[fi L:::;i mgEf Ogsi Gy =Spin2m+1),
- % fLio;mgEfy 100 ng;
-= fi Liiiimg£fLiiiing
Alors A A
" (u) = §( Xi- ¥j) " ( Xi- Y¥j) 2 aNp:
(i )2- 1 (i)2-ni -2
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Démonstration. Dans chaque cas, ; (resp.- ;) est I'ensemble des indice§;] ) tels
quex;- y; guredansuetx;- y; 2 N\ Ny (resp.N;nN3i\ Ny). On peut écrire

U=G iz Xi - Y) 6G Giz-oXi- Y) ¢

W) =G @z- X o Y1) GG g2 X - Y) ¢ (1) 2 BNy

Notons que les di érents facteurs du produil} (i;j)z-.Xi- ¥j) X} (ij)2-.Xi- Yj) 2
C(Q) anticommutent entre eux, I'ordre des facteurs n'a donc pas d'importance au
vu du résultat qu'on souhaite démontrer. DanstNy; le produit | (i)2-,X; - Y; agit
par dérivation et le produit | (j)2-,Xi - Y; par multiplication extérieure. Comme
'(1) = "iizli m =1 Xi - Yj, on obtient la formule voulue. 2

On énonce maintenant un résultat technique sur le comportement de l'isomor-
phisme' par rapport aux sommes directes. Ce résultat intervient uniguement dans
la démonstration de la proposition 7.3, et on pourrait en fait s'en passer. C'est
pourquoi on se contente de I'énoncer pour la paif&:; G,) = (Sp(2m); Sp(2n)).

Soit 1. k- m. On note Uy, (resp.Uy.) le sous-espace d¥,. engendré par

Uy = Ur ©Uy;; . Soit' 1, (resp.” k, "x) lisomorphismea(Vi- Vo, )i ™ 8(Vy - Vo)

(resp.a(Ug- Vo, )b o(Ug; - Vo), 8(Uc- Vo )} 8(Ug; - W) qui envoiel sur
ol M ei Xi- Y (resp.ai X 197 Xim Yy, BT 19 Xi yj). On a un isomorphisme
canonique entrea(Vi- Vo, ) eta(Ug- Vo )- 8(Ug- Vo, ), ainsi qu'entrea(Vy; - Vs)

eta(Ug; - Vo) - 8(U; - V). On a donc un diagramme (non commutatif)

O(U' Vzi)' Q(U_k' VZi) I r‘-I(Vl' VZi)
"k Tk "m
B(Uc; - Vo) - (U - Vo) ° 8(Vy - Vo)
De la proposition précédente on déduit immédiatement le lemme qui suit.
Lemme 4.6 Si on identi e de maniere canoniquea(Vi- V) avece(Uy- Vy ) -
a(Ug - Vo ) et {:/(vli - V) a\vecnf(\L/Jk;i - Vo) - g(U; - Wo)s 3Iors on a

e ) Oz Xim W)= e Xim W) =8 m o Xim

pour tous- Y2 fi k;:::i;kgEfi 1;:::54 ng,
Sk Yefi minii ki Lk+1;:omg£Efi L ng
et'm:'k['k-

$

4.3 La correspondance

5

On dé nit maintenant la bijection , $  entre certains poids dominants de
G, et de G,. On prendra garde que pour le group®(2n + 1), on utilise ¥et non
pas ¥ pour décrire ses représentations (voir la n du paragraphe 1.3.2). Sqitun
poids dominant deG; tel qu'on ait ,; - n+ % Cela signie qu'on a l'inclusion

Y(,) ¥2 R(m;n), ou R(m;n) est un rectangle dem lignes etn colonnes. SoitC le
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complémentaire deY (, ) dansR(m;n). En lui appliquant une symétrie par rapport
a la seconde diagonale on trouve un diagramme de Youlg comme le montre
I'exemple suivant. On dé nit le poids dominant_” de G, comme sulit.

1. SiG; = Sp(2n) ou Spin(2n + 1), il existe un unique poids dominant™ (demi-
entier si G, = Spin(2n + 1)) de G, de diagrammeY .
2. SiG; = Pin(2n), on choisit I'unique poids;~ de Spin(2n) qui soit demi-entier

etquiverie ;,>0etY())=Y.

3. SiG, = O(2n), notons” l'unique poids dominant deG) tel que ", , 0 et
Y()= Y, etremarquons que , =0 si et seulement si, > 0. On pose; =~
Si,n=0,7=(";+)si,n>0et7=(";j)si,n<0.

4. SiG,=0(2n+1) et est l'unique poids dominant deG) tel que Y (") = Y,
onpose =(";+) si,n,>0et"=(";j)si,n<0O.

On a ainsi une bijection entre les poids dominants de G; tels queY(,) %

R(m;n) et les poids dominants~ de G, tels queY () %2 R(n; m) (et qui sont demi-
entiers siG, = Pin(2 n) ou Spin(2n + 1)).

Exemple 4.7Si on considére la paire symplectigue aven = 3, n = 5, et | =
4lll+2ll2+ II3; On a:‘:3ll1+2II2+2"3+1H4+OII5.

N ] |
Y(,) . Y(©)

La premiére gure est celle deY (, ), la seconde représente l'inclusiol (,) ¥
R(3;5) et la troisieme montreY (7).

Pour pouvoir montrer dans la section suivante que $ ~ est la correspondance
voulue, on doit d'abord exhiber un vecteur déVl qui estU; £ U,-invariant de poids
(,; 7). A chaque poids dominant, sousG; tel que Y(, ) %2 R(m;n), on associe un
vecteurv. 2 M qui est U; £ Up-invariant de poids (,; ) et un vecteurvi 2 M
qui estU{ £ Uj -invariant. Le vecteurv est dé ni comme un produit extérieur de
certainsx;i - y; 2 Ny, etv' est le produit extérieur desx; - y; 2 N; ne gurant pas
dansv . En particulier onav ~ vi 60.

Supposons tout d'abors ,, , 0. Dans linclusion Y (,) ¥ R(m;n), on associe &
la boite b située sur la lignei - m et la colonnej I'éIém@nt Zy= Xi- Yjin;i 1 deNy,

comme le montre I'exemple ci-dessous. On poge= Z, 2 aNy, et on vérie
b2Y(,)

immédiatement quev et v ont les propriétés requises.

Si G; = SO(2m) et . m < 0, soit % 2 O(2m) dé ni de la méme maniére que
%2 O(2n) au premier chapitre. Les vecteury = %v,() etV (= %Vi;(,)) ont les
propriétés voulues. Seule leud;-invariance (resp.U; -invariance) n'est pas tout a
fait évidente : il faut remarquer queU; et U] sont stables par conjugaison pa¥s,
c'est-a-dire que¥; est quasi-semi-simple.
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Ennsi Gy = Spin(2m) et, , < 0, on procede de méme : on fait agir trivialement

¥, sur la représentation spin déSpin(2m), on obtient ainsi une action de¥; sur aN;
et on posev. = %V, )" (X, n- Yo).

Exemple 4.8Soit m = 3, n = 6 et (Gy;G,) la paire symplectique. On pose =
4", +3",+2"3. Le tableau qui suit montre l'inclusionY (, ) ¥2 R(2m;n).

H yie‘ yis‘ yi4‘ yi3‘ yiz‘ yil‘
o I L

On a

Zh= X2- Yis,

V. =X1- Yie™X1- ¥i5™ Xe- Via" X1 Y3
N Xa- YieN Xo- YisN Xa- Y4
N Xz- Y6 X3t Y s,
Vi =X- Y2 Xa- Vi
N Xo- Y3 X V2N Xa- Y
N Xz- Yia Xz Y3 Xzt Y2 X3t Y
N Xzt Ve Xiz- VisN X3t ViaN Xi3- Vis" Xis- V2™ Xi3- Vi
N X2t YieN Xi2- VisN X2 Via® Xi2- Vst X220 V2™ X2 Vi
N

Xi1- YieN Xi1- ¥is ™M Xi1- Yia™Xi1- Vi3 Xi1- V2N Xi1- Y

4.4 Echange des dimensions et des multiplicités

Soit M un G,-module basculant. On notd l'injection canonique deH%(U,; M)
dansM. On dé nit égalementH(Uj} ;M) = M=I; oul est le sous-espace engendré
par lesgvi v, avecg2 U} etv2 M, et on désigne pa#ala projection canonique
de M sur Ho(Uj ;M). Soit C = Endg,(M) le commutant du G,-module M, et
notonsS-(M) le C-moduleH °(U,; M )- pour tout poids dominant ™ de G,. SiG, =
O(2n) ou O(2n + 1), rappelons que  peut désigner un couplg”;") avec” 2 P,
et" 2f+;ig, et on parle de vecteurs de poids au sens de la dé nition 1.14. Soit
T(M) limage de¥%i : HO(Ux M) M! il/“ Ho(Uj ;M): C'est un C-module et un
H,-module dont on noteT-(M) le sous-espace de poids On note [M : T,( )] la
multiplicité, comme facteur direct, deT,( ) dans le module basculanM .
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Remarguons que la démonstration des deux résultats suivants qu'on trouve

dans [38], pour un groupe connexe, est également valable pour les groupém),
O(2n +1) et Pin(2n).

Lemme 4.9 ([38], lemme 7.3) On a[M : T,( )] = dim T-(M), en particulier
T-(T(°))= fOgsi 6 ° etT-(T( )) = K-, ouK- est leH,-module de dimension
1 et de poids .

Proposition 4.10 ([38], lemme 11.1) Soit un poids dominant deG, tel que
T-(M) 6 fOg.

1. Le C-module T-(M) est simple, de dimensiofM : To( )].

2. Soit Z-(M) le noyau du morphisme surjectif d€-modulesS-(M)! T-(M)
induit par ¥2+i. On aZ-(M) = Rad(C)S-(M), ou Rad(C) est le radical de
C.

3. En particulier, tout v2 S-(M)nZ-(M) engendreS-(M) et T-(M) est l'unique
guotient simple deS-(M).

On constate une similitude entre les propriétés d&-(M ) et celles des modules de
Weyl, ce que la proposition suivante précise. Notons auparavant qu'en caractéristique
nulle, S-(M) et T-(M) sont isomorphes puisqu&kad(C) = f0g, et la projection ¥4
est donc super ue. En caractérisque, appliquervsai(T(, )) permet d'éliminer tous
les vecteursU-invariants de poids< , . On applique maintenant les résultats qui
précédent aM = M.

Proposition 4.11 Soit, 2 P; telque, ;- n+ % On a
L T-(M)= La(,).
2. S\ (M)=¢ 4(,).
3. dimLy(,): =[M: : To(])] pour tout® 2 Py.

Démonstration. Remarquons tout d'abord queM. est facteur direct, commeG,-
module, du G,-module basculantM, et ainsi M. est lui-méme basculant, ce qui
justi e la notation [M: : Ty(7)].

1. Supposonss; = Sp(2n), O(2n) ou O(2n +1). On posed = dim V;; - V, eton
considére l'applicationj : @ N, !  ©@9N, dé nie par j(w) =!( w” ' (v')), |
étant la projection naturelle deaN, sura?N, et' étant I'isomorphisme entre
les modules de Cliord @N; et aN,. L'application | est U} -équivariante,
Uj agit trivialement sur Im(j) car a9N, est de dimension 1 et (v ) est
Ul -invariant, ce qui montre quej se factorise a traversHoy(Ul ; M) en une
application j . Comme (%' (v.))) =i( ' (v))= "' (v)" "' (v') est non nul,
on en déduit que¥azi(' (v )) 2 T-(M) est non nul. Ce vecteur étantU;-
invariant de poids , , la proposition 4.10 donne le résultat annoncé.
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Si G, = Pin(2n) ou Spin(2n+1), on prendd = dim Vy; - V,, j : @ Ny !
ad(Vy;, - Vo) - oV, et estla projection naturelle deaN, sur od(Vy, -
V,) - a8V, . Le reste de l'argument est identique, en particulier on voit que
Ul agit trivialement sur Im(j) cary, ;" ¢¢¢’y. , 2 oV, estde poidsj ! .,
et donc U] -invariant.

2. Supposon$s;, = Sp(2n), Spin(2n +1), O(2n + 1), Pin(2n), ou (G, = O(2n)
et, , =0). En caractéristique zéro, on &-(M) =¢ 4(,) : il sutde reprendre
la démonstration du point précédent, valable en toute caractéristique. Le ca-
ractére deM ne dépend pas de la caractéristique, et comme@&-module M
est muni d'une bonne lItration, on en déduit quedim S-(M) n'en dépend pas
non plus d'aprés 3.13. Comme la dimension di;(, ) ne dépend également
pas de la caractéristique, on aim S-(M) = dim¢ 4(,) en toute caractéris-
tiqgue. De plus on a vu qué (v ) 62Z-(M), on déduit donc de 4.10 qu&-(M)
est engendré par un vecteut);-invariant de poids, sousGy, et la propriété
universelle de¢ ,(, ) permet de conclure.

SiG,=0(2n)et “=(";s)avec” 2 P*, ", =0 ets2f+;ig, on montre
comme ci-dessus quéim S;. ;) (M) + dim S;.; y(M), c'est-a-dire la dimension
de l'espace des vecteuns,-invariants de poids” sousGY, vaut dim¢ ,(,) +
dim¢ 1(¢(,)) en toute caractéristique. On sait aussi que si= s (resp.t = j S),
Sc.t)(M) est engendré par un vecteud;-invariant de poids, (resp.¢(, )) sous
Gy, la propriété universelle des modules de Weyl implique alors qg. (M)
est un quotient de¢ ,(, ) (resp. ¢ 1(¢(,))), et on conclut comme auparavant.

3. On a(T-(M)): = T-(M:) pour tout poids * ds G;. En e et on a clairement
T-(M:) % (T-(M)):, et T- (M) = T-(OM.) = T (M:) = ©(T-(M)):, d'ou
l'égalité. Le lemme 4.9 donne aloim Ly(, ): = dim( T-(M)): = dim T-(M:) =
M. To(D)]-

2

Il ne reste plus qu'a expliciter leG,-module M. . Remarquons queV;; et Kxy
sont desH;-modules, si bien quéN,, puis @ N, héritent d'une nouvelle structure de
H;-module, qu'on désigne comme étant laeconde action déd; sur @N,. On parle
simplement de I'action deH; sur @ N, quand on veut parler de I'action naturelle de
H; suraNy, transportée via' :aN;! ©N,.

Proposition 4.12 Soit v 2 ©N, de poids® sous la seconde action dd,. Le poids
dev sous l'action deH; est® + n " si Gy = Sp(2m), SO(2n) ou SO(2n +1),

i=1
M
et®+(n+ 1) " si Gy=Spin(2m+1) ou Spin(2m).
i=1
Démonstration. Il sut de démontrer cette formule pour les v qui sont des pro-
duits extérieurs desx; - y;. Elle résulte immédiatement de la proposition 4.5 liant
v et 'il(v) 2 aN; : suposons tout d'abordG; & Spin(Vi). Pour tout E %
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1(E)= T, (Ei+i Ei;)"i OUE;. (respE;; ) est le cardinal defj j (xi;y;) 2 Eg
(resp.fj j (X;i;y;) 2 Eg. En reprenant les notations de 4.5, on voit que le poids de
w="11(v) sousH; estl (- 1)+ 1 (- ,), etle poids dev =" (w) sous la secondlemaction
deHpest’(- )+ (- nj-2)=C-)+*()+ *(2)=*C)*+*¢-2in "
i=1
Si G; = Spin(2m + 1) ou Spin(2m), il faut prendre en compte la représentation
spin. Avec les notations de 4.5, on peut écrire; comme la réunion de deux ensembles

disjoints - o et - ; tels que-o % fj 1;:::;i mg£fOg et -, % f0;:::;i mg £
fi 1,:::50 ng. Alors le @pids dewlgst
LED+ (e 2+ 5( i),
j62i- 0 i2i -0

et le poids dev sous la seconde action est

L)+ 2) n__l"i

— 1 P n P n P] n 1 P n P n
=)+t 5 ji DHCCoin i a( ji i)
i62i- o i2i -0 i=1 i62i- o i2i -0
. 4 . P . P , WP
= poids dewj in N3 i3 "j = poids dewj (n+3) ;.
i2i -0 i=1 162i- 0 12i -0 i=1

2

P
Dé nition 4.13  Pour tout! = 1;"; 2 P, entier (resp. demi-entier), on pose
i=1

1 N] P 1 M 1.1,
o'V, = ahi'iV, (resp.a’ Vo= @ zitiV),
i=1 i=1
Corollaire 4.14 Pourtout! 2 P; (demi-entier siG; = Spin(2m + 1) ou Spin(2m))
on a les égalités entré&s,-modules :
1. Si G; = Sp(2m), SO(2m) ou Spin(2m), M. ' @’ V.
2. SiG;=SO@2m+1) ouSpin(2m+1), M. ' &'V,- gV, .

Démonstration. D'apres la proposition précédenteM. est I'ensemble des vecteurs
: fn P
de aN, de poids® = " =1in " (resp® =1 (n+ %) "i) sous la

i=1 i=1 i=1
seconde action déd; si G; 6 Spin(2m + 1) ; Spin(2m) (resp. G; = Spin(2m + 1) ou
Spin(2m)).

1. §| Q= Sp(2m),SO(2m) ou Spin(2m), une base deM. est la famille des

X;i- Yj 2aNyaveccard); = j % = nj ! pourtouti siG; =Sp(2m)
i, 1j2J
ou SO(2m), et cardJ; = | ° = n+ % i 1 pour tout i si Gy = Spin(2m).

Qn en déduit unNisomorphisme deG,-modulesA : 8"V, | M. qui envoie
iCjaa Y sur (g Xii- Y-
2. §| Q= SO(2m +1) ou Spin(2m + 1), une base deM. est la famille des
i,0j2J

55



CHAPITRE 4. PAIRES DUALES

i% =nj 1 siG =SO@2m+1) etcard); = j° = n+ %i 1.81Gy =
Spin(2m +1). On en dﬁpluit un isomorph'\§me der-ledulgsA s atV, -
aVy I M. qui envoie( 4 ( (29 i) - ( J.ZJOyj)sur i( 20 Xii - Yi)-

2

Corollaire 4.15 Soient, 2 P telque, ;- n+ % ett 2 P;.
Si G; = Sp(2m), SO(2m) ou Spin(2m), on adimL;(,): =[2 "V, : To(D)].
SiG; =S0O(2m + 1) ouSpin(2m +1), on adimLy(,): =[= " Vo- 8V, : To(D)].

Dans tous les cas, les poids=  1;"; deLy(,) vérient j1ij- n+ % pour tout i.
i=1
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Chapitre 5

Caracteres en caractéristique zéro

On se propose dans ce chapitre de retrouver les formules combinatoires don-
nant les caractéres des groupes classiques en caractéristiqgue zéro. Cela nous permet
d'introduire des dé nitions qui serviront dans le chapitre suivant, et de séparer les
di cultés liees a la caractéristique et celles liées a la combinatoire.

Méme dans ce cadre, le recours aux paires duales est intéressant : classiguement,
les démonstrations des formules qui expriment les valeurs des caractéres des groupes
classiques en termes de diagrammes de Young se réduisent a des manipulations
combinatoires faisant intervenir des bidéterminants (reformulations de la formule
des caracteres de Weyl) et des identités entre polyndmes symétriques. Les paires
duales permettent de minimiser la partie combinatoire et lui donnent davantage de
sens, en montrant qu'elle traduit la décomposition de certains produits tensoriels de
représentations du groupe auxiliaire.

Pour déterminer le caractére d'une représentatioh(, ), nous procédons comme
suit. On traite d'abord le groupe symplectique, dont la combinatoire est la plus
simple. On réunit les résultats des chapitres précédents, ce qui permet d'exprimer le
caractére de la représentatioh (, ) de Sp(2m) en termes de suites de pseudst(2)-
tableaux gauches, suites qu'on concatene en pseugjo2m)-tableaux, eux-mémes
transformés erSp(2m)-tableaux de formeY (, ). On applique ensuite le méme schéma
aux autre groupes.

On conclut ce chapitre par une démonstration du théoreme 1.18, qui donne les
caractéres deO(2n) sur la seconde composante connexe de ce groupe. On utilise
pour cela la paire dualgSO(2m); O(2n)), mais les rbles sont inversés par rapport a
ceux du chapitre précédent : on veut calculer les caracteres irréductibles@n),
et c'est SO(2m) qui est le groupe auxiliaire.

5.1 Synthese des chapitres 2 et 4

Montrons comment les chapitres précédents nous permettent de trouver des for-
mules de caractéres. Soit = G; = Sp(2m) et soient, 2 P, et! 2 P;. Grace aux
paires duales, on sait que si on xe un entien , | 1, une (Sp(2m),Sp(2n)) paire
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duale nous donne la formulaimL(,): =[a "V, : Lo(7)]. Il nous faut donc itérer
des produits tensoriels de puissances extérieures\geet traduire les multiplicités
sous forme combinatoire a I'aide des résultats du chapitre 2. Rappelons tout d'abord
guelques dé nitions classiques.

Dé nition 5.1  Soit Y un diagramme de Young. Un tablead de formeY est

un remplissage des boites dé par des entiers strictements positifs. Pour tout

on note T; le nombre de boites d& ayant le numéroi. Si la numérotation deT

est croissante au sens large dans chaque ligne (parcourue de gauche a droite) et
chaque colonne (parcourue de haut en bas), pour taubn note T[i] le diagramme

de Young constituée des boites de numeéroi. On dit que T est semi-standard si la
numérotation est croissante au sens large dans chaque ligne et strictement croissante
dans chaque colonne.

On obtient immédiatement que la multiplicité deL (7)) dansa” V, est le nombre de
suites de pseuddsL(2)-tableaux gauches sur des diagrammes gauchég °*;°11
°2.ii;emily em gqvec©® =0, °™ = ~ et pour tout i, les tableaux gauches sur
°iil1 el gont de poidst;. Considérons une telle suite, et pour tout remplagons
1par2ij 1et2par2 dans le tableau gauche sut'i*! °! En imbriquant ces
tableaux gauches les uns a la suite des autres, on obtient un tabléasur un certain
diagramme de Young. Indiquons briévement comment retrouver les poiéls et les
diagrammes gauche&'i 1 I °' & partir du tableau T. Par construction on sait déja
que°'il 1l °l = T[2iInT[2i j 2] pour tout i, et une récurrence immédiate sur
montre queR(n;i) 2 T[2i] et Y(°') = T[2i]nR(n;i) pour tout i.

On a en particulier Y () = T[2m] nR(n; m). Ceci nous améne a introduire les
dé nitions suivantes, notamment celle de pseud8p(2m)-tableau.

Dé nition 5.2  Un GL(m)-tableauT est un tableau semi-standard dont les numéros
sont compris entrel et m.

Dé nition 5.3  Un pseudoGL(m)-tableau est le transposé d'uGL(m)-tableau (autre-
ment dit les numéros sont compris entrd et m et la numeérotation est strictement
croissante dans chaque ligne et croissante au sens large dans chaque colonne).

Dé nition 5.4  Soit Y un diagramme de Young. UrSp(2m)-tableauT de formeY
est un GL(2m)-tableau de formeY ou, sit; <t, <::: sont les numéros des boites
situées sur la premiére colonne d¥, on at;, 2ij 1 pour touti.

fn
Le poids deT est  (Ta, 17 Ta)"i:
i=1

Fixonsn , 1, et rappelons queR(n;j) désigne le diagramme rectangulaire &
lignes etj colonnes.
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Dé nition 5.5  Supposon®R(n;m) ¥2Y %2 R(n;2m). Un pseudoSp(2m)-tableauT
de formeY est un pseuddsL(2m)-tableau tel que pour tout - m on a R(n;i) %
T[2i].

54
Le poids deT est  (Ta i Taj1)"i:
i=1

On notera que la dé nition du poids n'est pas la méme pour leSp(2m)-tableaux
et les pseuddsp(2m)-tableaux, et on remarquera que la notion de pseudgp(2m)-
tableau dépend de l'entiem xé.

Le tableau T obtenu par juxtaposition de pseuddsL(2)-tableaux gauches est
donc un pseuddSp(2m)-tableau de formeY (I + m! ;) (qui est le diagrammeY (])
auquel on a ajouté un rectangl&®(n; m)). Ainsi dimL(, ). estle nombre de pseudo-
Sp(2m)-tableaux de formeY (T + m! ) et de poids!. On établit dans la section
suivante une bijection naturelle entre les pseud8p(2m)-tableaux de formeY (T +
m! ) et les Sp(2m)-tableaux de formeY (, ). Cette bijection élimine la dépendance
enn et permet d'exprimerdimL(, ). en termes de tableaux sul (, ).

5.2 Une correspondance entre tableaux

Soit G = Sp(2m), considérons un pseud&p(2m)-tableau de formeY avec
R(n;m) ¥2Y % R(n; 2m), et soit C= R(n;2m) nY. En appliquant a C la symétrie
par rapport & la seconde diagonale, on trouve un diagramméY ) ¥2 R(m; n). A tout
pseudoSp(2m)-tableau T de formeY, on associe un tablead(T) de formeA(Y) de
la maniére suivante (voir I'exemple ci-dessous). Comme?2 R(n; 2m), le tableauT
est une numérotation partielle deR(n; 2m), et sur chaque ligne de&r(n; 2m), tout
numéro gure au plus une fois. On compléte cette numeérotation de telle sorte que
sur chaque ligne deR(n; 2m), on trouve tous les entiers entrel et 2m, les numéros
rajoutés décroissant strictement de la gauche vers la droite. On obtient ainsi une
numeérotation des boites dé\(Y), la numérotation étant strictement croissante dans
chaque colonne.

Exemple 5.6Sim = 3 et n = 5, la premiére gure est un pseud®&p(6)-tableau T
de formeY = (6;5;5;4;4), la seconde gure indique la numérotation ddr(5; 6) et
la troisiéme est le tableauA(T) de formeA(Y) = (4;2).

1[2[3[4][5]6] 1[2[3[4]5]6
1[/2[4[5]6 1/2]4]5[6]3
T/1[3[4[5]6 1[/314]5[6] 2 A(T)ééz‘?"
21345 2/3/4[5[/6 1
21456 2/4]/5/6(|3 1

Sur la ligne 4 par exemple, il manquait les numéro8 et 1, on a donc complété
2345en234561
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On dispose de méme d'une applicatiof qui associe un tablealA(T) de formeY
a tout Sp(2m)-tableau T de formeA(Y), la numérotation deA(T) étant strictement
croissante dans chaque ligne. On veut prouver la proposition suivante.

Proposition 5.7 L'application A est une bijection entre les pseudsp(2m)-tableaux
de formeY et lesSp(2m)-tableaux de formeA(Y), son inverse étantA. En outre A
et A préservent le poids.

Lemme 5.8 Si T est un pseuddp(2m)-tableau de formeY, alors A(T) est un
Sp(2m)-tableau de formeA(Y).

Démonstration. Etablissons tout d'abord queA(T) est un tableau semi-standard. I
su t d'établir la croissance au sens large de la numérotation dans chaque ligne, et on
peut se réduire au cas = 2, c'est-a-dire au cas od\(Y) a au plus deux colonnes. Ob-
servons qu'un tablealJ sur un diagramme de Young est une numérotation croissante
au sens large sur chaque ligne et sur chaque colonne si et seulemddfjgiest un dia-
gramme de Young pour touf . On doit donc montrer queA(T)[j] est un diagramme
de Young pour tout j. La numérotation étant strictement croissante dans chaque
colonne deA(T), il sut d'établir que la premiére colonne de A(T)[j] a au moins
autant de boites que la seconde. Pour tout diagramme de YoulMy notonsL (V)
(respL2(V), Ci(V), Cx(V)) le nombre de boites dans la premiére ligne dé (resp.
seconde ligne, premiére colonne, seconde colonne). @E\(T)[j )+ Lo(T[[D) =] =
Co(AMID + Lo(THD, dou CLAMID i@ C2AAAMID = Lo(THD i L2(THD . O
Ainsi A(T) est un tableau semi-standard.

Pour tout j, soit g (resp.qo) le nombre de numéros 2j sur la premiére colonne
de A(T) (resp. la lignen deT). Il ré§ulte des dé nitions queqO . J,eton e}q0+ g =
2j,douq - jettjy; > 2. Ainsi A(T) est un Sp(2m)-tableau de formeA(Y). 2

Démonstration de la proposition. Le lemme 5.8 montre queA est a valeurs dans
l'ensemble desSp(2m)-tableaux de formeA(Y), et un lemme analogue montrerait
que A est a valeurs dans I'ensemble des pseuBp{2m)-tableaux de formeY. Les
applications A et A sont alors clairement inverses l'une de l'autre. En n sT est un
pseudoSp(2m)-tableau de formeY, on voit que T; + A(T); = n pour tout j, et donc
Tai Tai; 1= A(T)2, 10 A(T)y pour tout i, ce qui prouve queA préserve le poids2

Via cette correspondance, dire qu'on a exactement (resp. au plus, au moihs)
boites de numéro | sur la lignek de T équivaut a dire qu'on a exactement (resp.
au moins, au plus)j j | boites de numéro j surla colonnen+1 i k de A(T).

5.3 G-poids des G-tableaux

On dé nit dans cette section lesG-tableaux, G étant un des nos cing groupes clas-
siques connexes, et leus-poids. SoitY un diagramme de Young efl un GL(2m)-
tableau de formeY. On notet,, le numéro de la boite a l'intersection de la ligne
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et de la colonnev. On note également; <t, <::: les numéros des boites situées
sur la premiére colonne dd . On rappelle pour commencer la dé nition 5.4 d'un
Sp(2m)-tableau.

Dé nition On dit que T est un Sp(2m)-tableau de formeY et de poidst si on a
ti, 2ij 1pourtouti et (Ty,1i Tz)"i=71.
i=1

Dé nition 5.9 On dit que T est un Spin(2m + 1) -tableau de formeY et de poids

1 sionati, 2ij 1pourtoutietsi (Tp;1i Ta)"i=1+3 "
i=1 i=1

On remarque qu'unSpin(2m + 1) -tableau T de formeY n'a pas un poids déter-
miné, il y a en fait exactement2™ poids?! tels queT soit de poids! . Dans la section
suivante, on montre que la dimension de(, ) est le nombre deG-tableaux de forme
Y(,). SiG = Spin(2m + 1), la dimension deL(, ) est donc le nombre de&Sp(2m)-
tableaux de formeY (,) multiplié par 2™, autrement dit dimL(,) =2™dimLY,),
LY, ) étant la représentation deSp(2m) de plus haut poids, . Cette formule peut
aussi se déduire facilement de la formule des dimensions de Weyl.

Dé nition 5.10 On dit queT est unSpin(2m)-tableau de formeY et de poidst si

onat;, 2 1pourtouti, _ (Tai, 1§ Ta)"i=1+ % "i, ainsi que les conditions

suivantes : = =
1. SiTa;1i Ta=1ij
2. SiTyj1i Ta =1+

, alors pour toutj, ti; =2i impliquet;; 1; =2ii L
,alorst; 6 2i 1

NI NI

Dé nition 5.11  On dit queT est unSO(2n + 1) -tableau de formeY et de poidst
P

sionat;, 2ij 1pourtouti, (Ta;1i Ta)"i = ! ainsi que la condition suivante :
i=

si i est tel quet; = 2ij 1, on peut placer un# a droite det;, dans la méme boite.

Les2i j 1 accompagnés d'u# ne sont pas comptabilisés dans le calcul d@g; ;.

Dé nition 5.12 On dit que T est un SO(2m)-tableau de formeY et de poidst si

onat;, 2ij 1pourtouti, (T, 1i Tz)"i =1 ainsi que les conditions suivantes :
i=1

1. Sit; - 2i, on doit placer un signes; 2 f +;ijg a droite det;, dans la méme
boite. On convient de poset, =0 et sp =+ .

2. Sionatj; ;- 2ij 2ettj=2i pouruni, l,onas=ijsj;i.
3.sionatj;;- 2ij 2ett;=2ij lpouruni, 1, onas = s etpour tout
j1ti;j =2i II’np'IqueLl 1 =2i i 1
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5.4 Caracteres en caractéristique ze€ro

Soit G un de nos groupes classiques connexes. G5+ SO(2m) et ., 6 0, on
convient que dans toutG-tableau de formeY(, ), onasy, =+ Si,m > 0etsy, = j
si ,m < 0. Avec cette convention, on a siG = Sp(2m), SO(2n + 1), SO(2n),
Spin(2m + 1) ou Spin(2m) :

Théoréeme 5.13 Pour tout, 2 P* ettout! 2 P tel quet! - ,, la dimension de
L(,): estle nombre des-tableaux de formeY (, ) et de poidst.

Démonstration. On xe n, i % et on considére Ia(g%l;Gz) paire dualeM telle
que G; = G. Soit T un Sp(2m)-tableau de formeY (, ), A(T) étant la juxtaposition
d'une suite de pseuddsL(2)-tableaux gauches sur les diagrammes gauches!
oliel e2...w.emily em Ppoyr chaque groupeG, il nous faut véri er que les
di érentes conditions portant sur les pseuddsL(2)-tableaux font deT un G-tableau
de poids?.

1. SiG = Sp(2m) le résultat découle immédiatement des discussions précédentes.

2. SiG = Spin(2m + 1), seule la condition portant sur le poids demande une
vérication. Ona °%=1,,°™ = ~ et le tableau gauche suf'i 11 °' est de
poidsnj (n+%j 1j)=1;j Zounj (n+3j *)+1= 1;+1 doulaformule
voulue.

3.SiG=S0@2m+1),ona°®=1,,°"™" =~ En vertu de 2.11, si on a uri
tel que°li* = ° = %, on peut avoir un2i# dans l'unique boite située sur la
lignen de°'i*1 °'. CommeY(°') = A(T)[2i] nR(n;i), la condition °} = 1
équivaut a dire gu'il y a exactement boites de numéro 2i sur la lignen de
A(T), ce qui équivaut aussi a dire qu'il y a exactemeritboites de numéro 2i
sur la premiéere colonne dd, c'est-a-diret; - 2i puisqu'on atj,; , 2i +1.
Par conséquent st;; ; - 2ij 2ett; - 2i on peut avoir un2i# sur la lignen
de A(T), dans l'unique boite dont le numéro es®i j 1 ou 2i. Sur la premiére
colonne deT on a également une unique boite dont le numéro eatj 1 ou
2i, et ce numéro esi (resp.2i j 1) si le numéro sur la lignen de A(T) est
2i i 1 (resp.2i). On diése le2i j 1 de T lorsque le2i de A(T) est diésé, et
on veérie que ce(2i i 1)# ne doit pas étre pris en compte dans le calcul du
poids. Finalement, sitj; 1 - 2ij 2ett; - 2i on peut avoir un(2i j 1)# sur
la premiére colonne ddl', nécessairement sur la ligng, ce qui équivaut a la
condition de I'énoncé.

pour tout i et (°%sg) = (0;+), (°™;Sm) = “Si,m 60, (°™;Sm) = (3 0)
sinon. La multiplicité de L(°";s;) dansa'V, - L(°'i 1;s;, ;) est donnée par la
proposition 2.11, et on en déduit des conditions suF. Si°li1 = °l =0 et
Si;1= si, il n'existe pas dej tel que (°//* =0 et A(T) aun2i 1etpas
de 2i sur la lignej). La condition ° = O équivaut at; - 2i, et sous cette
hypothése on met le signs; a droite det; dans la méme boite. On &, ; = S;
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si et seulement s'il n'existe pas d¢ tel que (on a exactemeni | 1 boites de

numéro- 2ij 2surlalignej de A(T) et A(T) aun2ij 1etpas de2i sur

la ligne j), c'est-a-dire qu' il n'existe pas dej tel que (ti;1; - 2ii 2etT

aun 2 etpas de2ij 1surlacolonnej). Commeti,yj , tiva, 2+1,la

condition se réécrit : il nexiste pas dg tel que (ti; 1 - 2ii 2etty = 2i).

Sielit="°l=0,0nas;,1=is sietseulement SiA(T) aun2ij 1et

pas de2| sur la ligne n, ce qui signie queT a un 2i et pas de2i j 1 sur

la premiére colonne, autrement dit; = 2i. Résumons les conditions obtenues

sous lI'hypothesd;, ; - 2ij 2ett; - 2 :

(a) si; 1 = si si et seulement s'il n'existe pas d¢ tel que (ti; 1j - 2 i 2et
ti;j = 2|)

(b) si; 1= i si sietseulement st; = 2i.

Ces conditions sont clairement équivalentes a celles de I'énoncé.

5. SiG = Spin(2m), on considére encore une sSui®);:::;S, avecs; 2 f +;ig
pour tout i et (°%sy) =(0;+), (°m Sm) = .. Pour tout i, le tableau gauche
surelil el est de poidst; § 1 5 et il veri e la condition suivante : s'il est
de poids?; j 2, il n‘existe pas de| tel que °" l=0etA(T)aun2ij let
pas de2i sur la lignej), et s'il est de p0|ds1 + ; et °lil =0, le numéro
2i i 1 gure sur la ligne n. La premiere possibilité a déja été traitée dans le
casG = SO(2m), on peut donc supposer que le poids ekt + % et°lil=0,
c'est-a-dire que lai®™ composante du poids dd est!; + L ett; ;- 2ij 2
Alors le numéro2i i 1 ne gure pas sur la premiere colonne d&. Ceci se
reformule en : si lai®™ composante du poids dd est?; + % etti ;- 2j 2
alorst; 6 2i j 1. Mais il est évident que sitj; 1, 2ij 1, alorst; 6 2ij 1, et
la condition sur t;; ; est donc super ue.

Il reste a traiter la condition portant sur s;,, a savoirs,, = 1 si et seulement
si, m > 0. Pour cela, il nous faut déterminers,,. On rappelle les notations du
premier chapitre :% = i id et %= %h.. Soit w- le vecteur de plus haut poids
de Lo(7), sur lequel % agit par multiplication par s,. Comme "j(h) = oi 1
pour tout i, on voit que % agit sur w- par multlpllcatlon par Sn(j 1) .
Considérons maintenant un produit tensorieh"* i MiVo- L(°TT L s 1) souse.
SiL(°";s) en est un facteur direct, on a vu qués agjt par multlpllcatloanar
si = Si; 1(j 1)”"Fgl i s,_cer(°') On trouve donc(j 1) (”‘Ig.z‘ V5 sm(i 1) .
Si,m>0,0na i+ (,ii3)= mn,etsi,m < O,ona i+

’ |6m(PI| 2)|
.mi 3 = Mn.Onen déduitsy, =(i|3) Ciit)si > Oetsy = (j 1) Ciito

si,m < 0, et la condition devient (,;j ;) pair, ce qui est automatique si
1

5 1

1
2

5 5

2

On voit facilement que ces formules sont identiques a celles de Proctor [40] ou
Koike et Terada [30], en s'appuyant sur la remarque suivante lorsq@= SO(2m) :
si on considére urBO(2m)-tableau surY (, ) et qu'on omet, dans un premier temps,
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la condition sur s, on voit que tous les signes sont déterminés si on connait le
tableau non signé et les signes sur les lignes 1 telles que la lignei ne porte pas
de signe et la ligna + 1 porte un signe, c'est-a-dird; = 2i +1 et tj;; =2i +2.

5.5 Caracteres de O(2n) en caractéristique zero

On se propose ici de démontrer, a l'aide des paires duales, la formule donnant
le caractere des représentations irréductibles d&(2n) sur la seconde composante
connexe de ce groupe. On rappelle brievement I'énoncé du théoreme 1.18 donnant
cette formule. On introduit les notations suivantes : pour toutl ; 1 et tout poids
dominant , de Sp(2), L@)(,) désigne la représentation irréductible dSp(2) de
plus haut poids, . Si, est un poids dominant deSO(2n) tel que , , =0, on pose

X
ANL(,; +) = dmL(; +) e i dmL(; +) @))€
1n=0

P .
etonidentie , = i”:'ll "i a un poids dominant deSp(2nj 2).

Théoréme Soit , un poids dominant deSO(2n) tel que, , =0. On a
AL(; #)= ch LeMI(,):

Pour démontrer ce théoréme, on considére la paif€1; G,) = (SO(2m); O(2n)),
mais on inverse les roles : on calcule le caractére d'une représentatiorGdesn étu-
diant les produits tensoriels des représentations @&, . Le principe de la preuve étant
toujours le méme, on se contente d'en exposer les points clés. On notera l'inversion
de la notation -, qui désigne ici le poids dé&; correspondant au poids de G.,.

Proposition 5.14 Soit v 2 ©N; de poids® sous la Fsﬂeconde action du tore de

SO(2n). Le poids dev sous l'action de ce tore est + m ;.
i=1

Corollaire 5.15 Pour tout poids? de SO(2n) on aM. =1 'V,

Proposition 5.16 Soit* un poids deSO(2n) avec!, = 0. On a les égalité entre
G;-modules
N 1 )
M(1;+) = L1(2| +)' . gmi iV]_,
N
Mgy = L2 ) - pMmi iV,
i=1

Démonstration. A l'aide de 4.5, on obtient immédiatement les inclusions suivantes

dansoNj :

N1
(X1- ¥Yin)MCCCAXm;1- Yin) N Xm- Yin)- (@M V- Y ) 2My g,
=1
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N L
(X1- Yin) "CCEAXmia- Yin) N Xim- Yin)-  (@TTTIVI- y) Y2Me,

i=1
et commeM. y, M@ ;) sont desG;-modules, on en déduit
N 1
La@'s)- 8™V Mgy,
N
L]_(Z!i)' o Mmi iV]_]/ZM(l;i).

i=1 U N1 ﬂ
De plusM: =2 °V;, M: = M. sy ©Mg, ;) eta’Vi= Ly(2!,)- aMitiv; ©
U N1 ﬂ i=1
Li(2!)- aMi*iVy, | ce qui achéve la démonstration. 2

i=1

On a maintenant tous les résultats nécessaires a la démonstration du théoréme
1.18. Soit, un poids dominant deSO(2n) tel que, , = 0 et considérons la représen-

5

tation L(,; +), ou ¥agit trivialement sur le vecteur de plus haut poids . On xe

m , , 1, et on remarque que le poids correspondaftde G; vérie T, > 0. On doit
prouver que pour tout poids! de SO(2n) tel quel, =0 on a

dimL(; +) e i dmL(; +) oy = dim L@ (),

N 1
PosonsS' =~ o™i 'V, D'aprés ce qui précededimL(,; +) .+ i dimL(; +) @)
i=1
=[S - Li(2'+) : La(D)]i [S - L1(2';) : L1(D)]: Si on tord la représentation
S' - L4(2! ;) par % on voit immédiatement quechS’ (chL(2! +)j chL(2!,)) est
dans leZ-module engendré par la famille librchL1( ) i chLi(¢( ). 1, et la
multiplicité de chL(7) danschS'(chL1(2!+)j chL(2!,)) estla méme que celle
dechLi(7)i chLi(e(D)-
Or la proposition 2.3 nous donne, si 2 P; esttelque ,, 1:
X
cha'Vy(chLy(7) i chLy(e()) = (chL1(®) i chL1(e(®))

(%°)
ou les coupleg+; °) véri ent
()Ona+="+ A2 P* ol A est une somme dé&; deux & deux distincts.

(Ona°="+Aj A2 P* ouA est une somme d&; deux a deux distincts.
(i) Si h est le nombre de termes dé et k celui deA, on ah+ k = I.
(iv) °m, L

En retirant la premiére colonne des diagrammeg( ), Y (°), on fait apparaitre
la combinatoire du groupe symplectiqu&p(2m) : si on identi e les poids dominants
+ de SO(2m) tels ques, , 0 a des poids dominants d&p(2m), la multiplicité de
(chL4(®)i chLa(¢(p)) dansch a'Vi(chLq()j chlgl(g,(_))) est exactement la multi-

plicitt deL@™(°j T, ") dansa'Vvy- LE™M (T - T "), On en déduit que la mul-
tiplicité de (chL1() i chL1(¢(D))) danschoa™i 1|5i 1V iicha™i“1V(chL,(2! +)
chLy(2!;)) est la méme que celle de@™(~j 1 ") dansa™i‘ri1V; - (¢¢¢ -
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(@Mi*1vy - LCM(0)):::). En considérant la paire dualgSp(2m);Sp(ni 2)), on
voit que ceci n'est autre quedim L©@"i (), .
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Chapitre 6

Caracteres en caractéristique p

Dans ce chapitre, on doit apporter deux modi cations notables aux raisonne-
ments du chapitre précédent sur les suites de diagrammes gauchgg °?1;°1 1
°2.:.;;emil 1 em Dyne part on doit avoir °' 2 C° pour tout i pour pouvoir
appliquer la formule modulaire de Verlinde (Y3.3.3), d'autre part on doit exclure
certains tableaux gauches en vertu de cette méme formule.

On traite d'abord le groupe symplectique dans deux situations simples, déja étu-
diées dans [19] et [42] par des méthodes completement di érentes, ou la formule
modulaire de Verlinde n'apporte en fait aucun terme correctif a la multiplicité de
caractéristique zéro. On traite ensuite des cas particuliers analogues pour les autres
groupes classiques connexes, puis on énonce les formules de caracteres les plus gé-
nérales, en remarquant que leur domaine de validité di eére de celui de la conjecture
de Lusztig. On termine ce chapitre en observant la stabilité, en un certain sens, des
formules de caractéres obtenues.

Notons qu'il est aujourd'hui possible de calculer numériquement des caracteres
en caractéristiquep grace a quelques programmes disponibles sur le web (cf. [31]), et
c'est évidemment aussi le cas pour la caractéristique zéro (cf. [34], Maple ou Gap).

6.1 Formules particulieres pour le groupe symplec-
tique

Dans les chapitres suivants (proposition 7.21, théoreme 8.16), on calculera le
caractére de n'importe quelle représentation fondamentale &»(2m). Le théoréme
suivant en est un cas particulier sous forme combinatoire, qui améliore un résultat
de Gow [19]. Notons que dans I'énoncé ci-dessous, le pdidest nécessairement
conjugué a un poids fondamental d'aprés 4.15.

Théoréme 6.1 Soit G = Sp(2m). Si | , m+2 i p, dimL(!|). est le nombre
de Sp(2m)-tableauxT de formeY (!|) et de poids ! tels que pour touti - m, le
nombre de boites d&[2i]est, i+2 | p.
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Sip = 2, I'énoncé se simpli e : le nombre de boites d€[2i] doit étre égal ai
pour tout i - m puisquetj,; , 2i +1. Par conséquendimL(! ) =2™, les poids
deL(! ) sont les poids conjugués &, et ils sont sans multiplicité.

Démonstration. On choisit n = 1, ce qui signie queM est une (Sp(2m); Sp(2))
paire duale. On sait déja que pour tout onaj 1- ;- 1, et la condition =2 CO°
équivautami | - pj 2 Reprenons les notations de 3.27 : sion @& 2 CP et Cq,¢
non nul, la combinatoire de caractéristique zéro impliqgug¢ = ; +1ou | 1, en
particulier so¢ est dans I'adhérence d€snq,mais 3.27 montre qu'on a auss, ¢ en
dehors de cette adhérence, ce qui est absurde. On a dBnc= C- pour tout ° 2 C°.
Considérons une suite de diagrammes gauctfds! °%;°t 1 °2.....omily om
avec°%=0,°"="=mj | et° 2 C° pour tout i. La multiplicit¢ de T,(°') dans
ani iV, - To(°'i 1) est donnée par le nombre de pseudsk(2)-tableaux gauches de
forme °'il 1 °i et de poids?;. La dimension deL(! ). est donc le nombre de
tableaux Sp(2m)-pseudo-standardl de formeY (2m |), de poids! et soumis a la
condition : le diagrammeT [2i]nR(1;i) a au pluspj 2 boites pour touti. Autrement
dit on a au pluspij 2+ i boites de numéro 2i sur l'unique ligne deT, c'est-a-
dire au moinsi j p+ 2 boites de numéro- 2i sur l'unique colonne du tableau
Sp(2m)-standard A(T). 2

Ce théoreme fournit en particulier le caractere de(! ) en tout caractéristique.
Sip, m+1, on voit que pour tout tableau T, le nombre de boites dd [2i] est
supérieur ou égal & +2 j p pour tout i - m, et le caractere de tous les modules
simples de plus haut poids un poids fondamental est le méme qu'en caractéristique
zéro. Sip - m, la remarque suivant la proposition 8.12 montre qu‘au moins un de
ces modules simples n'a pas le méme caractére qu'en caractéristique zéro.

Exemple 6.2Le théoreme 6.1 nous permet de calculer le caractereld@ ,) lorsque
p. m. D'apres ce qu'on vient de voir, il ne nous reste qu'a traiter le cas qu= m.
Sous cette hypothese, la seule contrainte est que le nombre de boite3 [&m 1)]
Soit supérieur ou égal anj 1+2 i p =1, ce qui signie queT doit contenir au
2mij 1| de

2m

moins un numéro inférieur ou égal 2am 2. Autrement dit le tableau

poids nul, est exclu. On a donchL(! ;) =ch¢( !,) €

Les représentations deSp(2m) de plus haut poids un poids fondamental
telque | , m+ 2 pontdéja été étudiées dans [19], dont on rappelle un des
principaux résultats. On considére un certain opérateur de contractio@: oV !
aV Sp(2m)-équivariant de degré;j 2. En caractéristique zéro, on montre que pour
tout 0 - k - m on aker@ =*v = L(!). En caractéristique p, le module
ker@\ okvV=@ (ak*2Pi2y) est trivial si k <m | p+2 et égal aL(! ) sinon.
Cette réalisation explicite ne permet pas d'obtenir le caractere dég! ), mais elle
fournit une formule de récurrence pour leur dimension, formule qui découle facile-
ment du théoreme que nous venons de démontrer.
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Le théoréme suivant, déja démontré par Suprunenko et Zalesskii [42], fournit un
autre exemple de formule de caractere.

Théoréme 6.3 Soit G = Sp(2m), p, 3, ,1= P31+ 1, o= B4 On

adimL(,q) = % dimL(, ) = pm2+l , les poids de ces représentations sont sans

multiplicité et * = 1;"; est un poids deL(, 1) (resp. L(, 2)) si et seulement si il
i=1
véri e les conditions suivantes :

1) 8i; jiij- B
2) on a un nombre impair (resp. pair) dep‘Tl i 1 impairs.

Démonstration. On choisit n tel que p=2n+ 1, ce qui est possible puisqup est
impair. Comme p , 2n, C° est non vide et on aC® = f0;",g. Il est plus simple
de raisonner directement ave¢ sans invoquer la correspondance de la proposition
57.0na; =0 ou ="y, cest-a-dire, =, ou, = ,,. On convient de noterT
tout module basculant appartenant a I'idéal tensoriel dé ni au paragraphe 3.3.3.
Sil - 2n, il résulte de 3.24 quea'V, = TL,(0)© T sil est pair eta'V, = To(")© T
si| est impair. On a donc

'\, - T,(0)= TL(0)© T eta'V,- To("1) = To("1) ©T sil est pair,
a'Vy- To(0)= To("1) ©T eta'Vy- To("1) = To(0)©T sil est impair.

Le dernier cas demande une démonstration. Il faut montrer qui("1) - T»("1) =
T(0)OT, ce quirésulte dulemme 3.17:si=1 onaT,("1)- To("1) = TL(0)©T,(2",),
etsin, 2onaTy("1)- T2("1) = T2(0) © To(2"1) © To("1 + "2).

Traitons le cas” = 0. Si ! est un poids deL(, ) on sait quejn - %; - n
pour tout i, et sous cette hypothese on dimL(,2). =[ =" "IV, 1 To(0)] =1 si

i=1
et seulement si on a un nombre pair da i *; impairs, etdimL(, 2): = 0 sinon.
On an valeurs impaires possibles pourj 1; et n+1 valeurs paires. Pour calculer
dimL(, 2), il faut d'abord choisir un nombre pairs d'indices parmi m, et pour ces
indicesn j 1; peut prendren valeurs. Pour les autres indicesy j 1 peut prendre
n+1 valeurs. On a donc

X . .
dmL(.)= " CAn(n+D)™ 2= 2(n+14 " +(n+1i ")

1 p"+1
= (2n+1)"+1)= ;
>((@n+1) ) >

On obtient de méme, pour. = " :

X . . . 1
dmL(,;)=  Ch™"n?(n+1)m2it= S(n+1+ n™i (n+1i n)™)
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CHAPITRE 6. CARACTERES EN CARACTERISTIQUE P

pmi 1
>

= J(@n+ )" 1=
2

Ce théoréme a déja été obtenu sous une forme équivalente dans [42], a I'aide des
représentations de Weil des groupes symplectiques nis. Si on n&@ (i = 1;2)
la représentationL (, ;) de Sp(X) et ©};ki | Sa restriction au sous-group&p(4) £
Sp(2k 1)), il est démontré dans [42] queim ©, = ka'(T'l) les poids de©) sont
sans multiplicité et©}, . | = (©- ©f )©(©f- © ), O, = (©f- © ) ©(©}-
©§i ). En prenant| = 1, on en déduit par récurrence suk la détermination des
poids de®©\..

On vient de voir que siG = Sp(2m), les casn = 1 et p = 2n + 1 sont tres
simples a traiter et on en a déduit des formules de caractéres nouvelles ou non
triviales. On obtient des formules analogues au théoréme 6.1 pour les autres groupes
dans la section qui suit, mais sG = SO(2m +1) ou SO(2m) et p=2nj 1 (resp.

G = Spin(2m +1) ou Spin(2m) et p = 2n + 1), la situation est beaucoup plus
décevante : on g2 C° si et seulement si"=0;"3;! + ou!, , ce qui donne

1., =(p+1)!,oups +!,. siG=S0O(2m).

2., =(p*+1!, siG=SO(2m+1).

3., =pls siG=Spin(2m+1).

4.  =p!,youp!, siG=Spin(2m).

5

Le caractére dd_(, ) se déduit alors immédiatement du théoreme du produit tensoriel
de Steinberg.

6.2 Formules particuliéres pour les autres groupes

Dans cette section, on preneh =1 siG = Spin(2m + 1) ou Spin(2m) etn = 2 si
G =S0O(2m + 1) ou SO(2m), et on applique la formule modulaire de Verlinde pour
calculer les multiplicités sousG,. Si G = SO(2m + 1), on a vu dans la proposition
3.27 que la formule modulaire de Verlinde n'apporte aucun terme correctif a la
multiplicité de caractéristique zéro. On a donc seulement trois lemmes techniques a
énoncer.

Lemme 6.4 Soit G, = Spin(3), | - dimV, et supposon? 1;2°; - pi 2 (i. e.
° 2 CY. La multiplicité de T,(°) dans &'V, - T,(7) est égale au nombre de
pseudoGL(2)-tableaux gauches de forme! ° et de poidslj | ou 2 I, sauf si

(2 1=pi 2, °= etl=1 ou?2), auquel cas la multiplicité est nulle.

Démonstration. OnaD- = C. pourtout ° 2 C°si2 <pj 2, etsi2 ;= pj 2
onaD-=C-j Cg¢ etD- = C- pourtout ° 2 C° distinctde ~. Si2 ;= pj 2et
Cs,¢ 80, commesy ¢ = +"; on déduit de 2.3 qud =1 oul = 2. Dans les deux
casonaC-=Cg¢=1.0OnadoncD-=0si(l=1oul=2)et2 ;=pj 2. 2
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On déduit immédiatement de la proposition 3.31 les deux lemmes qui suivent.

Lemme 6.5 Soient G, = Pin(4), | - dimV,, et supposons et ° dans C° avec
T2, zet°, 1. Lamultiplicité de T,(°; 0) danse'V,- To(7; 0) est égale au nombre
de pseuddsL(2)-tableaux gauches de forme ! ° et de poids2 | vériant les
conditions suivantes.

1. Si ,=°, = % on autorise un coe cient particulier dans l'unique boite de
~ I ° surlalignen : il s'agit d'un 2 suivi d'un diése, indiquant que c& ne
doit pas étre pris en compte dans le calcul du poids du tableau.

2.Si 1+ ,=pj 2 °= etl=2, on exclut le tableau tel que le numérb
gure sur la premiére ligne et le numéra2 gure sur la seconde ligne.

Lemme 6.6 Soient G, = O(4), | - dimV,, et supposons et ° dans C° avec
T, . 0,° ., Oets;t2f+;i ;09 La multiplicit¢ de T,(°;t) dansa'V, - T,(;s)

est égale au nombre de pseucBi-(2)-tableaux gauches de forme! ° et de poids
2i | vériant les conditions suivantes.

1. Supposons , = °, = 0. Si s = t, il nexiste pas dei tel que (; =0 et le
tableau a un 1 et pas de 2 sur la ligrg. Si s 6 t, alors le tableau a un 1 et
pas de 2 sur la lignen.

2. Supposons 1+ ,=pj 2,°= etl=2.Si ,, 1, on exclut le tableau
tel que le numérol gure sur la premiére ligne et le numéro2 gure sur la
seconde ligne. Si, = 0 la multiplicité est nulle.

Pourtout O- |- mon pose | = P ::1 "i. A l'aide de 5.2, et en remaquant que

si~ 2 P, est demi-entier, 1+ ,i 1 estégal au nombre total de boites d¥ (™),
on obtient sans di culté les théoremes suivants.

Théoréme 6.7 Soit G = Spin2m+1). Si|, m+ 32 dimL(', +- ). estle

nombre deSpin(2m + 1) -tableauxT de formeY (! . +- |) et de poidst tels que
1. Pourtout1- i- m, le nombre de boites total d&[2i] est, i+ 3'7‘)

2. Pour tout 1 - i - m, si le nombre de boites total d&[2i j 2] est égal a
ij 1+ 3'—2“’ ett; = 8§ % on exclut les tableaux tels qu'on a exactement une boite
dont le numéro est2i ou 2i j 1.

Théoréme 6.8 Soit G = Spin(2m). Sil, m+ 32 dimL(!. +- |): estle nombre
de Spin(2m)-tableauxT de formeY (! . +- |) et de poids' tels que pour toutl -

i - m, le nombre de boites total d&[2i] est, i+ %

Théoreme 6.9 Soit G=SO(2m+1). Sil+k, 2m+3j p, dimL(- x +- |): est
le nombre deSO(2m + 1) -tableauxT de formeY (- « +- |) et de poidst tels que

1. Pourtout1- i- m, le nombre de boites total d&[2i] est, 2i+3 | p.
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2. Pour tout1 - i - m, si le nombre de boites total d&[2i j 2] est égal a
2i+1j pett; =0, on exclut les tableaux tels qu& j 1 gure sur la premiere
colonne, 2i ny gure pas, 2i gure sur la seconde colonne2i j 1 ny gure
pas.

Théoréme 6.10 Soit G =S0O(2m). Sil+ k, 2m+2j p, dimL(- x +- |). estle
nombre deSO(2m + 1) -tableauxT de formeY (- x +- |) et de poidst tels que

1. Pourtoutl- i- m,le nombre de boites total d&[2i] est, 2i+2 | p.

2. Pourtoutl- i- m, sile nombre de boites total d€[2i | 2] est égal a2i p,
1, =0ett;, 2i+1, on exclut les tableaux tels qu&j 1 gure sur la premiere
colonne, 2i ny gure pas, 2i gure sur la seconde colonne2i j 1 ny gure
pas.

3. Pourtoutl- i- m, sile nombre de boites total d&€[2i j 2] est égal a2ij p,
1, =0 ett; - 2i,on exclut les tableaux tels qu'on a exactement une boite dont
le numéro est2i ou 2i j 1 sur chacune des deux colonnes.

6.3 Situation générale

On procéde comme dans la section précédente, en supposant 2 si G, =
Sp(2n) ou Spin(2m+1), etn, 3 si G, = Pin(2n) ou O(2n). Les di érents cas se
traitant de maniére similaire, on les regroupe dans un seul et méme lemme.

Lemme 6.11 Soit| - dimV, et supposons et° dansC® —,, Oet°,, O.

1. SiG, = Sp(2n), la multiplicité de T»(°) dansa'V,- T,(7) est égale au nombre
de pseuddsL(2)-tableaux gauches de forme! ° et de poidsnj | avec la
restriction suivante si ;+ , = pj 2n : on exclut les tableaux tels que le
numeéro 2 gure sur la premiere ligne, le numérol n'y gure pas, le numéro 1l
gure sur la seconde ligne et le numér@ n'y gure pas.

2. Si G, = Spin(2n+1) et ;° demi-entiers, alors la multiplicité deT,(°; 0)
dansa'V, - T,(7; 0) est égale au nombre de pseu@-(2)-tableaux gauches
de forme ! ° etde poidsnj | ounj |+ 1 avec la restriction suivante si
2 1= pi 2n:sile poids estnj I, on exclut les tableaux tels que le numéro
1 gure sur la premiére ligne et le numéro2 ny gure pas. Si le poids est
ni I+1, on exclut les tableaux tels que la premiére ligne contient exactement
une boite qu'on noteb, et il y a au moins une ligne contenant une unique boite
située dans la colonne db et portant le numéro2.

3. Si G, = Pin(2n) et ;° demi-entiers, alors la multiplicité deT,(°; 0) dans
a'\,- T,("; 0) est égale au nombre de pseu@i-(2)-tableaux gauches de forme
~ I ° etde poidsn | vériant les conditions suivantes.

@S ,=°= % on autorise un coe cient particulier dans l'unique boite
de ! ° surlalignen : il s'agit d'un 2 suivi d'un diése, indiquant que
ce 2 ne doit pas étre pris en compte dans le calcul du poids du tableau.
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(b) Supposons 1+ , = pj 2n+2. On exclut les tableaux tels que le numéro
1 gure sur la premiere ligne, le numéro2 n'y gure pas, la seconde ligne
contient exactement une boite qu'on note et il y a au moins une ligne,
distincte de la lignen, contenant une unique boite située dans la colonne
de b et portant le numéro2.

4. SiG,=0(2n) ets;t2f+;j ;0g, alors la multiplicité de T,(°;t) dansa'V, -
T,(;s) est égale au nombre de pseui-(2)-tableaux gauches de forme! °
et de poidsn j | véri ant les conditions suivantes.

(@) Supposons , = °, =0. Sis=t, il nNexiste pas dei tel que (; =0 et le
tableau a un 1 et pas de 2 sur la ligri¢. Si s 6 t, alors le tableau a un
1 et pas de 2 sur la ligne.

(b) Supposons 1+ , = pj 2n+2. Si , 6 0, on exclut les tableaux tels
que le numéro2 gure sur la premiere ligne, le numérol n'y gure pas,
le numérol gure sur la seconde ligne et le numér@ ny gure pas. Si
~, =0, on exclut les tableaux ol gure sur la premiéere ligne et pas sur
les autres, et ceux o’ gure sur la premiere ligne et pas sur les autres.

Démonstration. On reprend les notations de 3.27.

Soit G, = Sp(2n). On sait queD- = C. | Cg,¢, €t Cg,¢ est non nul seulement si
(T+%W(ho) = pj letse®® = °+® = +Aj AouAcontient"; et", et A ne contient
ni I'un ni l'autre. Par conséquentCs,¢ est non nul seulement si; + , = pj 2n
et le diagramme gauche ! ° + "; + ", a exactement deux boites sur la premiére
ligne et deux sur la seconde (ce qui revient a dire que le diagramme gaucHe ° a
exactement une boite sur la premiére ligne et une sur la seconde). Supposons donc
gque 1+ L,=pj 2netque ! °+ "+ ", adeux boites sur la premiére ligne
et deux boites sur la seconde ligne. Il reste a traduire la di érenc® | Co,» -,
en termes de diagrammes gauches sut  °: Pour cela, on construit une injection
de I'ensemble des pseudBi(2)-tableaux gauches de forme ! ° + "; + ", et de
poidsn i | dans I'ensemble des pseudBL(2)-tableaux gauches de forme ! ° et
de poidsn i |I. Commenp est diérent de 2 (puisquep , 2n d'apres le corollaire
3.23),ona ;6 ,, ce qui permet de dé nir une injectionj de la maniére suivante.
Soit T un pseudoGL(2)-tableau gauche de forme ! ° + ";+ ", et de poidsni I.
On supprime la boite qui porte le numér@ sur la premiére ligne et on remplace le
numéro 1 par le numéro2 dans la boite restante sur cette premiere ligne. Puis on
supprime la boite qui porte le numér@ sur la seconde ligne, et on obtient aing( T):
L'image dej est I'ensemble des pseudBi(2)-tableaux gauches de forme ! ° et
de poidsn j | tels que la boite sur la premiére ligne porte le numémdet la boite
sur la seconde ligne porte le numérb,

SiG,=Spin2n+1),2 ;=pj 2net ! °+"; adeux boites sur la premiére
ligne, on cherche a calcule€. j C..,., de la méme maniere. Remarquons que dans
cette soustraction on est dans l'une des deux situations suivantes : tous les tableaux
sur ! ° sont de poidsnj | et tous les tableaux sur ! ° + "; sont de poids
nj I+1, ou tous les tableaux sur ! ° sont de poidsnj |+1 ettous les tableaux
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sur ! °+";sontde poidsnj |. Soit T un pseudo6GL(2)-tableau gauche de forme
1 °+ ", 0Onsait qu'on a unletun 2 sur la premiere ligne. Dans le premier
cas, c'est-a-dire sil est de poidsnj | +1, on dé nit I'injection j en supprimant
la boite contenant le numéra sur la premiere ligne. Le second cas est plus délicat.
Considérons la colonn€ contenant lel de la premiére ligne. On supprime la boite
portant le numéro2 sur la premiére ligne et le derniet de la colonneC est remplacé
par un 2, ce qui donnej( T). Dans cette situation, I'image dej est I'ensemble des
pseudoGL(2)-tableaux gauches de forme ! ° et de poidsni | +1 tels que la
premiere ligne contient exactement une boite qu'on note et il y a au moins une
ligne contenant une unigue boite située dans la colonne et portant le numéro 2.

SiG,=Pin(2n), 1+ L,=pj 2n+2et | °+ "1+ ", adeux boites sur la
premiére ligne et deux boites sur la seconde ligne, on calc@le C-.- .-, de la
méme maniere, en se rappelant que dans cette soustraction tous les tableaux portent
un 2# ou aucun d'entre eux (d'apres la remarque suivant le corollaire 3.29) : on
cherche une injection; de I'ensemble des pseudBLi(2)-tableaux gauches de forme
1 °+" +"; etde poidsnj | dans I'ensemble des pseudst(2)-tableaux gauches
de forme ! ° etde poidsnj I, telle que siT porte un 2# (resp. n'en porte pas),
c'est aussile cas poui( T). On dé nit | de fagon similaire au ca&, = Spin(2n +1).
Soit T un pseudo6GL(2)-tableau gauche de forme ! ° +";+", et de poidsnj |.
On sait qu'on a unl et un 2 sur la premiere et la seconde ligne. La colonr@
contient le 1 de la seconde ligne. On supprime les boites portant le numé&aur
les deux premieres lignes et le dernidrde la colonneC est remplacé par ur2 non
diésé, ce qui donng( T).

SiG,=0(2n), 1+ ,=pj 2n+2et | °+ " +",adeux boites sur la
premiere ligne et deux boites sur la seconde ligne, on procede comme suit. On dit
guei réalise (*) si ; =0 et le tableau a un 1 et pas de 2 sur la lignie La premiéere
condition de I'énoncé dit que si , = °, = 0 et s = t, aucuni ne réalise (*), alors
que si , = °, =0 ets 6 t, n réalise (*). Rappelons queD -y = Ceey | Csoeerr)
pour" = 8. Si , 6 0, lnjection  utilisée siG, = Sp(2n) convient : on a de
nouveau ; 6 ,, etk réalise (*) pour T si et seulement sk réalise (*) pourj( T).

Si , =0, on doit prendre garde a la condition (*). On a aussi, = 0 et la remarque
qui suit la proposition 2.11 montre qu'a partir de la seconde ligne de! °, il n'y

a plus qu'une boite dans chaque ligne jusqu'a la ligne ces boites sont dans une
méme colonne et elles portent toutes le méme numéfosi s 6 t, 2 sinon. On dé nit
une injection j ; comme suit. S'il existek , 3 tel que la lignek porte le numéro
1, on applique l'injection j . Sinon on supprime la boite portant le numér@ sur la
premiére ligne, puis on supprime la boite portant le numérd sur la seconde ligne,
et on met le numéro2 a la place dul dans la boite restante sur la seconde ligne. On
véri e immédiatement que l'image de cette injectiory ; est 'ensemble des tableaux
ou 1 gure sur la premiére ligne et pas sur les autres, et ceux dli gure sur la
premiere ligne et pas sur les autres. 2

On peut en n énoncer le théoréeme général. Sol I'un des groupes classiques
Sp(2m), SO(2m + 1), SO(2m), Spin(2m + 1), Spin(2m) et soit , 2 P*. On note
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n le nombre de colonnes d& (,) avecn , 2si G = Sp(2m) ou Spin(2m +1) et
n, 3siG=S0(2m+1) ouSO(2m). Pour tout i - n on désigne par; le nombre

de boites sur la colonneé de Y. Sous certaines conditions suY (, ), les théoremes
suivants déterminent le caractére dé&.(, ), i.e.dimL(, ). pourtout® 2 P.

Théoréme 6.12 Soit G = Sp(2m) et SUPpPOSONE, + C; 1, 2(M+n+ HP)j 1 La
dimension deL (, ). est le nombre de&Sp(2m)-tableauxT de formeY (,) et de poids
1 tels que

1. Pour tout 1 - i - m, la somme du nombre de boites sur les colonneset
ni 1deT[2]est, 21 +2nj p.

2. Si la somme du nombre de boites sur les colonmestnj 1deT[2i | 2] est
€gale a2i +2nj 2j p, on exclut les tableaux oi i 1 gure sur la colonne
n, 2i Ny gure pas, 2i gure sur la colonnenj let2 j 1ny gure pas.

Théoreme 6.13 Soit G = Spin(2m + 1) et supposong, , m+n+ % La dimen-
sion deL(, ). est le nombre deSpin(2m + 1) -tableauxT de formeY (, ) et de poids
1 tels que

1. Pour tout 1 - i - m, le nombre de boites sur la colonne de T[2i] est
i Lip
i+ n+ LB
2
2. Si le nombre de boites sur la colonmede T[2i j 2] est égal & + n j % ily
a deux possibilités : si 1a®™ composante du poids d&est?; j % on exclut
les tableaux owRi gure sur la colonnen et 2i j 1 ny gure pas. Si la i®™¢
composante du poids d&est!; + 1, on exclut les tableaux tels que la colonne
n porte exactement I'un des deux numérd ou 2i j 1, situé sur une lignek,
et il existe une colonne qui ne porte pas le numéeRd et qui porte le numéro

2i i 1sur lalignek.

Théoreme 6.14 Soit G = Spin(2m) et supposons, , m+ n+ % La dimension
delL(,): estle nombre dé&pin(2m)-tableauxT de formeY (, ) et de poids' tels que
pour tout1- i - m, le nombre de boites sur la colonnedeT[2i] est, i+ n+ %

Théoréme 6.15 Soit G = SO(2m + 1) et supposong,+ Cy; 1, 2(m+n+ %)i 2.
La dimension deL (, ). est le nombre de&SO(2m + 1) -tableauxT de formeY(,) et
de poids? tels que

1. Pour tout 1 - i - m, la somme du nombre de boites sur les colonmeset
ni 1deT[2i]est, 2i+2nj 1 p.

2. Si le nombre de boites sur les colonneset nj 1 de T[2i | 2] est égal a
2i+2nj 3j p, on exclut les tableaux o gure sur la colonnen, 2ij 1ny
gure pas, la colonne(nj 1) porte exactement l'un des deux numérdd ou
2i i 1, situé sur une lignek, et il existe une colonne, distincte de la premiére
colonne, qui ne porte pas le numér@i et qui porte le numeéro2i i 1 sur la
ligne k.
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Théoréme 6.16 Soit G = SO(2m) et SUPPOSONS, + Cy; 1, 2(M+ n+ L) 3,
La dimension deL(, ). est le nombre deSO(2m)-tableauxT de formeY(,) et de
poids? tels que

1. Pourtoutl - i - m, la somme du nombre de boites sur les colonneset
ni 1deT[2i]est, 2i+2nj 2j p.

2. Si la somme du nombre de boites sur les colonmestnj 1deT[2i j 2] est
€gale a2i +2nj 4 p, il y a deux possibilités : Si on a exactement 1 boites
sur la colonnenj 1 de numéro- 2i i 2, on exclut les tableaux tels qu& ne
gure pas sur la colonnen mais gure sur toutes les autres, et ceux tels que
2i i 1ne gure pas sur la colonnen mais gure sur toutes les autres. Si on a
strictement moins dei j 1 boites sur la colonnenj 1 de numéro- 2ij 2, on
exclut les tableaux o@i j 1 gure sur la colonnen, 2i Ny gure pas, 2i gure
sur la colonnenj let2 j 1ny gure pas.

Démonstration. Si G = Sp(2m) ou SO(2m), la formule découle immédiatement de
la correspondance de 5.2 et du lemme ci-avant.

SiG = Spin(2m), on applique la correspondance de 5.2 et I'inégalitge+ ¥3(ho) -
pi 2 pour le groupeO(2n + 1), dont on a vu qu'elle équivaut a(° + A(hg) - pij 1
puisque(® + X(hg) =2°,+2nj 1estimpair.

SiG = SO(2m + 1), il faut modi er un peu I'énoncé la seconde ligne dA(T)[2i]n
A(T)[2i 2] contient exactement une boite qu'on notdy, et il y a au moins une
ligne, distincte de la lignen, contenant une unique boite située dans la colonne de
b et portant le numéro2i qu'on trouve a partir du lemme précédant le théoreme.
Il est clair que cette condition se reformule en la seconde ligne A€T) contient
exactementq boites de numéro 2i, elle porte exactement I'un des deux numérds
ouZ2ij 1, etily aaumoins une ligne, distincte de la ligna, qui contient exactement
g boites de numéro 2i, qui ne porte pas le numér@i j 1 et qui porte le numeéro
2i . On en déduit la condition du théoreme.

On trouve de méme la formule pouSpin(2m +1). 2

On voit que p peut prendre des valeurs inférieures au nombre de Coxeter @e
on obtient donc des formules dont le domaine de validité est tres di érent de celui
de la conjecture de Lusztig. On constate également que les formules des théorémes
ci-dessus sont stables au sens suivant. SGit= Sp(2m) par exemple et soit, 2 P*
satisfaisant les hypothéses de 6.1, 6.3 ou 6.12. Si on place une ligne deites avant
la premiere ligne deY (, ), on obtient un nouveau diagramme pouSp(2m + 2) qui
Véri e toujours les hypotheses de 6.1, 6.3 ou 6.12. Cette notion de stabilité apparait
aussi au chapitre suivant. On y montre par exemple que poprete, d, 0 xés,
la série génératrice des dimensions d8©(2(n + d))-modules simples de plus haut
poids! , + ! h4g4; e €St rationnelle, et on en déduit le comportement asymptotique de
ces dimensions quand tend vers I'in ni.

Remarquons enn que si, 2 P* satisfait les conditions des théorémes précé-
dents, le nombre de colonnes dé(, ) n‘excede pa%l. Plus précisément on trouve
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2n - psiG=Sp(2m),2n+1 - psiG=Spin(2m) ouSpin(Zm+1) et2nj 1- psi

G =S0O(2m) ou SO(2m + 1) (autrement dit I'alcéve fondamentale du groupe auxi-
liaire G, est non vide). On en déduit facilement que est restreint ou égal a I'un des
poidsp! ., (p+1)!, oup!, +!, (etsi, estégal alun de ces trois derniers poids,
il est évidemment plus simple d'utiliser le théoreme de Steinberg pour déterminer le
caractere delL (, )).

Exemple 6.17Soit G = Sp(2m). Sip, 3et0- s- p‘Tl le théoréme précédent
associé au théoreme 6.1 fournit le cargctére tes! ), et le théoréeme de Steinberg
permet d'en déduire le caractére de((  sip')! m), avecO- s; - p._21 pour tout i.
Sip =2, on a déja vu que le théoreme 6.1 donne une description trés simple
dechL(! ), et on en déduit de mémehL(s! ,,) pour tout s. On a en particulier
dimL(s!'m)= 2™, our estle nombre del dans I'écriture 2-adique des.
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Chapitre 7

Modules simples de plus haut poids
ljoulj+1y

Soit G 'un des groupes classiqueSp(2m), SO(2n + 1), SO(2n), Spin(2m + 1),
Spin(2m). On s'intéresse dans ce chapitre au&p(2m)-modules simples de plus haut
poids un poids fondamental, auxsO(2m + 1) -modules etSO(2m)-modules de plus
haut poids une somme de deux poids fondamentaux, et a®pin(2m + 1) -modules
et Spin(2m)-modules de plus haut poids la somme d'un poids fondamental et du
poids fondamental! .. On cherche notamment a calculer leur dimension ou leur
caractére. Dans ce cadre, on obtient des résultats beaucoup plus précis que dans le
cas général : pour les choir =1 oun = 2, les paires duales font interveniiSL(2)
ou SL(2) £ SL(2), groupes dont on connait tous les modules basculants.

Les séries génératrices des dimensions sont l'outil privilégié de ce chapitre. On
commence par montrer gue sous une certaine condition, les séries considérées sont
rationnelles a pdles réels simples, et on détermine ces pbles. Puis on étudie un
produit de convolution entre séries formelles, et on consacre plusieurs pages a une
certaine série génératrice relative aux modules basculants 8(2), série considérée
par Karin Erdmann dans [14]. Ces deux outils nous permettent de calculer les sé-
ries génératrices, autrement dit les dimensions des modules simples, cette fois sans
aucune restriction, et on montre comment en déduire également les caracteres des
représentations lorsqué& = Sp(2m), Spin(2m) ou Spin(2m + 1) . On se restreint en-
suite provisoirement au cas ol est un groupe symplectique ou un groupe spin. On
exprime alors la dimension des modules simples de trois facons di érentes : comme
coe cients de séries entiéres simples, comme une somme alternée de dimensions de
modules de Weyl (résultat qui est amélioré au chapitre suivant), et enn comme
sommes périodiques de coe cients binGmiaux. Puis on revient a nos cing groupes
classiques, pour lesquels on donne la dimension des modules simples par une for-
mule faisant intervenir les fonctions trigonométriques. De cette formule, on déduit
nalement les équivalents des dimensions des modules simples lorsquéend vers
l'innia p xé.

Remarquons que le chapitre suivant est en fait un prolongement de celui-ci aux

79



CHAPITRE 7. MODULES SIMPLES DE PLUS HAUT POIDS !, QU ! | + I

modules de Weyl. Notons également que les formules que nous obtenons permettent
de realiser des calculs e ectifs rapides, méme pour de grandes valeurs des di érents
parametres.

7.1 Approche qualitative

On considere les familles de group€Sp(20)) . 1, (Spin(2q+ 1)) ¢ 1, (SpiN(29)) 4, 1,
(SO(29+ 1)) q 1 €t(SO(20))4 1. A chacune de ces famillels, on associe une série for-
melle dépendant d'un ou deux parametres. Pour cela, on ndtg(, ) la représentation
irréductible de plus haut poids, pour Sp(29); Spin(2g+ 1) ; Spin(29); SO(29+ 1) ou
SO(2y) suivant la famille considérée, on pose; = "1+ ¢¢€"; pourtouti, Oeton
convient que! g =- o =0. On dé nit les séries formelles suivantes pour toud, O,
ou pour tousd, e, O.

5

. P

Aq(z) = 0dim Lasn(!n)z" siF =(Sp(29)q, 1;

Afz)= " dimLgon(! s +- )2" SIF = (Spin(2q+ 1)) ¢ 1 0UF = (SPIN(2))q 1

Age() = | QM Lgen- 0% neay 2" SiF = (SOQ2+ 1)) q 1 0UF = (SO@)q 1
n, 0

On écrit A(z) pour abréger s'il n'y a pas d'ambiguité sur la famille= , et donc sur
les parametres.

Rappelons quelques isomorphismes classiques. C8pd2)" Spin(3)' SL(2), et
on identi e le poids fondamental deSp(2) et celui deSpin(3) au poids 1 deSL(2). Le
groupe SO(3) est le quotient deSpin(3) ' SL(2) par f§ 1g, et sous l'identi cation
précédente le poidg" ; de SO(3) correspond au poid®j de SL(2). Sous l'isomor-
phismeSpin(4)' SL(2)£ SL(2), le poidsa”; + b", de Spin(4) correspond au poids
(aj b;a+ b) deSL(2)£ SL(2), et SO(4) est le quotient deSpin(4)' SL(2)£ SL(2)
par f(1;1);(i Li 1g.

Signalons en n le résultat utile suivant, qui est (par exemple) une conséquence
du lemme 3.17.

Lemme 7.1 SousSL(2) on a pour toutp impair ¢(1) - ¢(1)=¢(2) © 1

On rappelle ici un théoreme de Mathieu [38]. Sofs un groupe algébrique simple
connexe et simplement connexe s&,, on note G¢ le groupe simple connexe et sim-
plement connexe de méme diagramme de Dynkin dé ni s@. SoientM; N deux G-
modules, soit 2 P* et notonsC = Endg(M ). On fait agir trivialement C surN, et
ainsi, avec les notations de 4.4-(M - N- ") est unC-module. Pour tout C-module
U, on note [U] son image dans le groupe de Grothgndie#k,(C), et on dé nit la
série formelleS-(z) a valeurs dan¥K o(C) par S-(z) = [T-(M - N~ ™)]z". On pose

0

n:
Z(N) = fx 2 Cj il existe un élément régulieg de G¢ tel que g° soit central et x =

(chN)(g)g-
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Théoreme 7.2 ([38], théoreme 11.4) Soit™ 2 C° Algss S-(z) est une fraction

rationnelle a pbles simples, plus précisémeft(z) = 1iaxxz pour certains ay
x2Z(N)

dansC- Kg(C).

On en déduit un premier résultat qualitatif qu'on va généraliser par une approche
di érente au paragraphe 7.4.

Proposition 7.3 1. SiF =(Sp(20))q 1, On supposed - pi 2.
2. SiF =Spin(2q+ 1)) 4 1 ou F =Spin(2q))q 1, On supposed - EL2,
3. SiF =S0(2q+ 1)) 4 1, On supposed+ e- pj 3.
4. Si FA: SO(20))q 1, On supposed+ e- pj 2.
Alors A(z) est une fraction rationnelle a p6les simples, et & désigne I'ensemble
des inverses des pdles, on a

1. Z = f4co§(%)j1- j - pgsiF =(Sp(29)q 1.
2.Z = fscoé(%)jl- j - pgsiF =Spin(2q+1))4 1 ouF =Spin(20))q 1.

3.Z = f16co8(Ll ) co(50™)j1- j - 2pi L,1- h- 2pj 1j 6 p;h6 pg
si F =S0(2g+1))q 1 ou F =S0(29))q 1,

Démonstration. Signalons tout d'abord qu'on appliquera ci-dessous le premier point
de la proposition 4.11 a IgPin(2d); SO(3)) paire duale et a la(O(2d + 1) ; Spin(4))
paire duale, qui ne font pas partie des cing paires duales qu'‘on manipule ordinaire-
ment, mais qui s'en déduisent (voir la remarque suivant le théoreme 4.3). On véri e
immédiatement que ce point reste valable pour ces deux paires duales.

1. SoitF = (Sp(20q))4, 1. Avec les notations du théoreme 7.2, soie@ = Sp(2) '
SL(2) et~ = d2 C° OnposeM = (@V,)%etN =2V, =20V, Le
moduleM s'identi e a la (Sp(2d); Sp(2)) paire dualeM et le commutant C du
G-module M est engendré par l'action deéSp(2d) sur M.

On détermine facilementZ = Z(N) : tout élément régulierg 2 G¢ tel que g°

3 »iol ;avec»8 §let»®=1.0n

trouve alors(chN)(g) =2+ »+ » 1 =2(1 + cos(%‘j)) = 40052(12/—‘3) avecp qui

ne divise pag .

Onveutidenti er [Tg(M - N-")]. On considéere pour cela léSp(2d + 2n); Sp(2))

paire duale étudiée au chapitre 4, notédy. ,, et sous cette paire duale on

considere les poids = !, de Sp(2d+2n) et 7 = d de Sp(2). On sait que

T-(Mg+n) = Lgsn(,) = Lgen(! n) commeSp(2d + 2n)-module. De plus on a

Mgin = M - N-" commeG-moduleet commeC-module :

(a) CommeG-moduleonaM - N-" = (& \,) (@M =g( \,- C*") = My, ,.

(b) Comme C-module d'aprés le lemme 4.6, ou on prend polu la repré-
sentation naturelle deSp(2d), via l'inclusion naturelle de Sp(2d) dans
Sp(2d + 2n).

est central est conjugué a une matrice
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Par conséquenfT-(M - N" ") = T-(Mg+n) = Lg+n(,) commeC-module. Il ne
reste plus qu'a appliquer l'opérateur linéaireE : C- Ko(C) ! C déni par
£(X) =dim X pour obtenir le résultat annoncé poudy(z) = £( Sy(2)).

2. Soit F = (Spin(2g+1)) 4 1. On procede de la méme maniére. On posk =
Spin(8) ' SL(2), =2d+12C°, M =(®V)%- oV, ,N =8V, =
2(10V,) =2(1 © ¢(2)) =2¢(1) -2 daprés 7.1 et leG-moduleM s'identi e a
la (Spin(2d + 1) ; Spin(3)) paire dualeM. La suite est identique a ce qui précede.
Avec les mémes notations qu'auparavant, on @hN)(g) = 2(2+ »* + » 2) =
41 + cos(%)) = 80052(1%") et p ne divise pag .

3. SoitF = (Spin(2q)), 1. Le théoreme 7.2 ne s'applique qu'aux groupes connexes,
mais la (Spin(2d); O(3)) paire duale M est aussi une(Pin(2d); SO(3)) paire
duale (cf. [2]). On a

. 1X
Ag(2) = = dimLgn(! + +- 5;0)Z"
Z n, 0
ou Lg+n(%; 0) est la représentation irréductible dePin(2d + 2n) de plus haut
poids?. On considére le poids = 2d de SL(2), et ce qui vient d'étre fait pour
F = (Spin(2g+ 1)) q 1 reste vrai sans modi cation.

4. SoitF =(SO(2g+1))4 1. La(SO(2d + 1) ; Pin(4)) paire dualeM est aussi une

(O(2d + 1) ; Spin(4)) paire d)gale (cf. [2]). On a évidemment

Ad;e(z) = dim I—d+n(' nt- n+tdje +) z"
n, 0

oULg:n(,; +) estlareprésentation irréductible deO(2d + 2n + 1) de plus haut
poids (,; +). On poursuit alors de la méme maniére. On posg = Spin(4),
T =(d+ )" +(e+ 3)"22 C% M = M estla (O(2d + 1) ; Spin(4)) paire duale,
N=a\,=202V,082,=202¢(",)0©¢2!.)0¢2!,).

Il reste a déterminerZ, ce qu'on fait en identi ant Spin(4) avecSL,£ SL,. On a
alorsN = 21£ 102¢(1) £ ¢(1) ©1£ ¢(2) ©¢(2) £1 = (¢(1) £ 101£ ¢(1)) ~ 2
On considére un coupléa; b) d'éléments réguliers dSL, dont la puissanceg®™®
est centrale L

a= (); »iol »6 §l;»2p:]_ etb= 0 ,91 681" =1,
On a»=exp '/“’ " = exp %0 et p ne divise nih ni j. On trouve (chN)(a; b =
(o 5 14+ 11)2 = 4(cos(12) + cos(™)? = 16 coF(U1%) co(451%)

5. SoitF = (SO(2q))q 1. On appliqgue la méme idée, en considéraM comme
une (O(2d); SO(4)) paire dugle plutdt qu'une (SO(2d); O(4)) paire duale. On

a alors, sie 6 0, Aye(2) = dmLgin(- n+- negjest) 2" etsie=0, on a
P . n, 0 _

Age(z)= 1 dimLgin(- n+- n+gj e;0)2": On pose” = d";+ e", et le calcul
n, 0

de Z est exactement identique au cas précédent.
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7.2. CONVOLUTION BINOMIALE

7.2 Convolution bindbmiale

On dé nit un produit de convolution entre séries formelles, produit qui intervient
dans le théoréme 7.18 et qui réduit I'étude d&(z) & une certaine sérid 4(z).
Dé nition 7.4  Pour tous A = a,z";B = b,z" 2 C[[z]] on dé nit le produit
0

n, 0 n,
de convolutionA aB = P (Ia Ckachh; k)z". On dé nit aussi I'application linéaire
n, 0 k
u:Cl[z]]!' CI[z]] qui envoie a,z" sur P & z".
n, 0 n, 0

Cette convolution est clairement commutative et associative, d' élément neutre 1,
et u est un isomorphisme d'algébres deC[[z]]; +; &) sur (C[[z]]; +;®. Comme on a
u(lilaz) = exp(az) et exp(az) exp(bz) = exp((a+ b)z), il vient une premiere formule :
sz P Tz = Tarpze L@ proposition qui suit, apparemment nouvelle, généralise
cette formule, puisqu'elle décrit I'e et de la convolution parlilaz pour tout a2 C.
On donne deux démonstrations de cette proposition, la seconde étant due a Wolfgang
Soergel. Notons que la premiére de ces démonstrations montre que la proposition
reste valable si on remplac€ par un anneau commutatif quelconque.

Proposition 7.5 Soita 2 C. Pour tout P(z) 2 CJ[[z]] on a

1 z
aP(z) = P ;
1; az (2) 1; az (1i az)
i H 1 1 1 1 — 1 k-
en particulier - 8 15 = 7 € @ager T 1 2t azg)k
Démonstration 1 Remarquons que la compositioﬁ’(lizaz) a un sens puisque la fa-

mille (( 1izaz)n)”2N est sommable. Soi(z) l'idéal engendré parz dans C[[z]]. L'idée
est de démontrer la proposition lorsqué®(z) est un polynéme, puis d'étendre le
résultat par densité,C[[z]] étant muni de la topologie(z)-adique.
Soit A: C[[z]]! C[[z]] 'opérateur linéaire dé ni par
AC z")= gze( bz") = ( Ckamikh)z":
n, 0 n, 0 n, 0 k=0

Si S(z mz”etq1£0,ona
n, 0

) X
A(zS)

11
~
O
=
=

x~
£
~

S

1
~

ki 14nj k k i k
Cnil 1anl bKi 1)Zn + ( Cni 1anl bKi 1)Zn
n, 1 k=1 n, 1 k=0

ciilamlikp. )z"+az ( Cka"ikp,,)z"
n, 0 k=1 n, 0 k=0
z ( Cfakp)z"+az ( Cka"ikp,,)z"
N0 ks n, 0 k=0
zA(S) + azA(zS);

1
N
—~
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donc (1 j az)A(zS) = zA(S) et A(zS) =
R(t%%
La prop03|t|on est donc demontree pour les polynomes

Pour tout entier positif n, l'idéal (z)" = (z") est aussi un idéal d€C[[z]]; +; 7).
La convolution est donc une opération continue pour la topologi€z)-adique, et
comme les polyndmes sont denses dabfz]], on a le résultat. 2

A(S). On en déduit A(RS) =
2)AQ) = R(

1az

1i az)1| az’

Démonstration 2 On démontre ici la formule pour un sous-espace vectori€l de
C[[z]] dense pour la topologle(z) adique, et on conclut comm@ dans la premiére
o etsa densité
est claire, comme on le voit en con5|derant le determlnant de Vandermonde On est

1 — 1
donc redwt a démontrer la formule’;; o o = g bl.zaz c'est-a-dire
1 — .
T = I (a+ 5z et cette égalité a été établie juste aprés la dé nition du produit de

convolution. 2

Cette proposition permet de calculer facilement le produit de convolution de
deux fractions rationnellesF;;F, dont O n'est pas un pble. En e et par linéarité
on se réduit a calculer; ai)m e blz)|+1 = 1. —o(l+azka L a(l+ bz =
m P(2) = 1 (al+b)z (farpz) OU P est un polynéme de degrek + 1. E
particulier les poles deF; @ F, sont de la forme -2 —p OU a (resp. b) est I'inverse
d'un pble de F; (resp. F,), de multiplicité strictement inférieure a la somme des

multiplicités de : et ¢.

Dé rﬂjtion 7.6 SoiS(z)= P shz" 2 C[[g] La partie paire (resp. impaire) deS(z)
est ;7" = 3(S(2) + S(i 2)) (resp. S22 = 2(S(2) i S(i 2))), et S
coincide avec sa partie paire (resp. impaire) si et seulement S{j z) = S(z) (resp.
S(j z) = i S(z)), auquel cas on dit queS est paire (resp. impaire).

A l'aide de lisomophisme d'algébregl, on voit que siS et T sont toutes deux
paires ou toutes deux impaires, alor§ @ T est paire, et siS est paire etT im-
paire, alorsS & T est impaire. Cete remarque servira notamment au cours de la
démonstration du théoréme 7.18.

7.3 Série génératrice pour SL(2)

Dans cette section, on rapelle les propriétés principales d'une certaine série for-
melle D4(z), ou d est un entier positif, étudiée par Karin Erdmann [14] a l'aide de
la connaissance deSL(2)-modules(T (k))k2n (cf. 3.18). Cette série est tres liée aux
di érentes sériesA(z), comme on le verra dans la section suivante. On démontre
également quelques résultats nouveaux, notamment la décomposition en éléments
simples deDy(z).

Pour tout k , 0, on noteT (k) le module basculant indécomposable de plus haut
poids k¥2de SL(2).
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P
Dé nition 7.7  Pour tout entier d, 0, soit Dy4(z) = [T@) " :T(d)]z".
0

n:

P . . : ,
Remarquons queDy = z% + Cy:nZ". En outre Dy est paire (resp. impaire) si
n>d

d est pair (resp. impair). Pour le voir, il sut de remarquer que si deux poids sont
dans une méme orbite sous l'action d¢/,e, ils ont la méme parité. Par conséquent
tous les modules de Weyl intervenant dans une bonne ltration d€(d) ont leur plus
haut poids de méme parité quel, et nalement tous les poids deT (d) ont méme
parité que d.

7.3.1 Expression a l'aide des polynébmes de Chebyshev

On énonce ici le principal résultat de [14]. Pour touk , 1, Uy, ; désigne leké™m®
polynéme de Chebyshev de deuxieme espece dé ni man(kp) = Uy; 1(cosp) sin
pour tout p 2 R. Pour tout k , 0, on note égalementT, le k®™ polynéme de
Chebyshev de premiere espéece dé ni paoskp) = Ty(cosy) pour tout p2 R. On
rappelle en n la dé nition suivante.

Dé nition 7.8 P Soit j un entier positif. On appelle décomposition en bagede |
I'écriture | = j;p', avecjj 2 NetO- j; - pj 1 pourtouti.
0

i
R

R .
Théoréme 7.9 [14] Soitd2 N et soitd+1 = dip' la décomposition en base

i=f
ded+1 avecd; 60, d, 60. On a

Dq4(2) = }Yk Upi d)p's 15%):
VA i=f Upi+l i 1(2)

FR
Sip=2etd+1= 2% avect; <t, < ¢¢&t,, cette formule se simplie en
i=1

1 ¥ 1
Dqy(z) = > B —Zthi (%)

Il est important de noter que les poles dd®y(z) sont simples et de la forme
1

K+1 . . .
Zoos( T avecl- s- p“*i 1 Ene et onremarque toutd'abord que sin divisem,

alors Uy, 1(X) divise Un; 1(X) : sim = kn on alm; 1(X) = Ug 1(Ta(X))Un; 1(X).
1 Yo di )" | 1(%) lQl Utei djsg )Pt 1)

Avec les notations du théoréme, on Z)= = , et
d(2) = 7 Ukt 1(z5)  _p g, 1(55)

. 1
(pi dj4g )P ¥ 1(37)

U
la remarque précédente montre que—;- 1y estun polyndme ent, autre-
. . . piftitaz] .
ment dit une fraction rationnelle dont le seul péle éventuel e€. Par ailleurs, pour
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tout n, lesnj 1racines distinctes deJ,; ;(x) sont les nombre$osd%‘), 1-1- nj L
Comme0 ne peut pas étre un pole de la série formellz4(z), on obtient bien le ré-
sultat annonce.

On peut faire quelques observations supplémentaires. [5F 2 et d = 0, Dy(2)
n'a pas de pole puisqueDd(z) =1.Sip, 3,ousip=2etd, 1 0na
cos(pk+1) 6 0 et W_ est un pole deDd(z) puisqu'il n‘annule pas le numé-

rateur _®f Ui d)p' 1(5). En considérant les racines des polyndmes de Chebyshev

intervenant au numérateur et au dénominateur d®4(z), on voit plus généralement

gue les poles d®4(z) sont les nombrew avecs premierap,1- s- p*ti 1

et s di érent de %

7.3.2 Formules explicites

On conserve les notations du théoréme 7.9, et on énonce un autre théoreme de
[14] qui permet de calculer ponctuellement les coe cients de4(z) en transformant,
par un changement de variable judicieux (voir par exemple la démonstration du
théoreme 7.24), la séri® 4(z) en une série plus simple a manipuler .

Théoréme 7.10 [14] Le coe cient de z%2" dans Dy(z) est le coe cient de X'

P ;- ‘8 . d+2 @ X (pi dj ip! 1
dans le développement en série entiére @ej X)(1+ X )%=’ Wll—
Nous déduisons de ce théoreme un premier résultat, qui améliore un lemme

de [14]. On convient que le coe cient binbmialCk est nul sik < Oouk >n .

Proposition 7.11 Soit+=(pj d)p' _
Le coe cient de z%*?" dansDgy(z) est (CLiJ, i Cillity ciiliz+ clili®it
j23

avecJ = fj . 0] sij; est le coe cient de p' dans la décomposition en bagedej,
onaj;=0 pourtouti- f etj;+d <p pourtouti, f +1g.

Démonstration. Le coe cient de z%*?" dansDq(z) est le coe cient de X' dans le

Xii 1 lﬁglx(pl dj 41 )Pi+l
XPk+1ili_f Xpg
tout i, le polyndmeX P ™ i 1 divise le polyndmeX (i d+1)P"™ © 1 et on note P(X)
L i diag 20
Xle i 1

développement en série entiére d&; X)(1+ X )*2r il Pour

le polynébme il Ce polyndme est a coe cients entiers positifs, et on
i=f

peut I'expliciter complétement : on a

1, X (Pi disg)p'* - P ani+l . P Xpi+1 (n+pj disx)
1 X Pl |
! nop n, o0
_ anH-l .
0 n<pj dia
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L . o . .

tels que0- n;<pj di.; pourtouti et n;p*t =j. L'unicité de I'écriture de |
i=f
en basep montre qu'il y a au plus un tel (ki 1)-uplet. Ainsi ¢(P;j) est nul ou égal
al, etc(P;j)=1 sietseulement sp' *! divisej, j<p*™ etj; + d <p lorsque
f+1- i- k,j;étant le coe cient de p' dans la décomposition en basede]j.
Le méme argument montre que les coe cients de la série formellléD%(k)T valent
1

O ou 1, et le coecient de X! est non nul si et seule:,v_@ent sj 2 J. Comme

Li X)@Qi XH=1j Xj X=+ X" et (1+X)*' =" Cy,, X', on trouve
|
. d+2r li X* — . . + ++1 X i iX j
@i X)A+ X)) e PX) = (@0 X i XT+ X7 Cip X X
i i j23
X i . i1l i+ . X ij+ . ijti1 i+]
= (Cd+2r [ Cd+2r)x | (Cd+2_r I Cd+2_r )X
P29 P23
d'ou la formule voulue. 2

On introduit une notation supplémentaire.

p .
Dé nition 7.12  On poseA = f ap j8i; 0- & - pj 1j dg.

i=f+1
Remarquons queA = f0g sif = k. Avec cette dé nition, on a le corollaire

Corollaire 7.13 Le coe cient de z%*?" dansDq(z) est
X X
ri btnpk*t ri 1j b+ np**ly.
(Caizr ™ i Cglgy ™ )
a2zA n2z

Démonstration. D'aprés la proposition précédente, le coe cient dg®?" dansDy(z)
((CEi3e+ CE3i ™ i (G T+ Cildl ™)

j23
— rij d+1+ r+j+ £ | rijil d+r+j++
- _ZJ((CdLZr + Cd+2r ) l (Cdlz: + Cd+2r ))
j
P o ; P . k+1
rij d+1+ r+j+4y _ ri b+np
Il sut de montrer que (Cgiar + Chinr ) = Chiny , la seconde
j23 a2 A
n2z
7 e P sl i P . . k+1 R
égalit¢  (CLit+ clyHi = CLi L Pt giobtenant de méme.
j2 a
23 . S
On poseS, = Cill etS, = Cir™** OnaJ=fa+p*nja?
j23 P j23 )
. . . +1 . .
A;n 2 Ng, ce qui donneS; = Cisi ™. Remarquons que l'application
a2 A
n2N
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R .
qui envoiea 2 A sur (Pt p'*tt dip) i a est une involution deA : s
i=f+1

R .
a= ap avecO- a - pij 1i d lorsquef +1 - i- k,ona(pti p*ti
i=f+1

. R .
dp)i a= (pi 1i dii &)p' quiestun élément deA. Par conséquent
i=f+1 i=f+1

k+1 f+1 R i ty +1
P d+le r+ (i p dip'i a)+ np'k
i=f+
S = Carar ' LOrd+1+ r+£+(pti pitt
2N
: P k+1
. e+l — k+1 . . _ ri at(n+l)p
_ dp'i a+np«*™ = r+p*(n+1) a. Autrementdit S, = Caior ,
i=f+1 a2 A
2N
ce qui achéve la preuve. 2

Le lemme technique suivant permet de calculer les sommes de coe cients bino-
miaux qui apparaissent dans le corollaire qu'on vient d'établir.
Lemme 7.14 Soientq;s2 Netr 2 Z. On a

B iv4(qi 2 |Ya
crms=1 cos(A920) (2 cos())e:
n2zZ j=1

i P PR . .
z . o Ya ;o -
Démonstration. Soit~ = es et montrons que  C[*"™ = 1 P21+ A),

n2z j=1
C)nal3 '12rj(1+'2j)q: R 72 P Ch-an = P Cn|3 2 2i(nj 1)
j:l J:l n g n qJ:l

P n P 22j(njr) P n R 22j(njr) P r+ns P n
= Cq ] (Nj + Cq ) (i - Cq £s+ Cq£0
nN"rmods j=1 n6r mods j=1 n2z nér mod s
P S tP C””S—lg'izﬂ'1+'21'Q—1|3'j<qi2r)'ij+'jq
ar consequen - q =5 . ( ) =3 . ( )

n j= j=

% i@ 22 cosC{))q, et on extrait la partie réelle de cette derniere expression.
j=1

Corollaire 7.15 Le coe cient de z%*?" dansDy(z) est
A I

2 i iYd+1+2a) Y e,
Sln( pk+1 ) m( k+1 )(2 pk+1 ))

k+1
P j=1 a2A

Démonstration. Des résultats qui précédent, on déduit que le coe cient dg*?’
dansDy(z) est

1 X XM g4 2a) A1/4(d+2+2a)
— cos————2) cos 2 cos d2r.
pk+1 on o1 (] pk+L ) i . K+ ) (2c $k+l )
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On voit immédiatement que le terme correspondant § = p<*! est nul, et la

formule cosx j cosy = 2sin(*3¥) sin(¥*) donne I'expression annoncée. 2

7.3.3 Décomposition en €léments simples

A partir du dernier corollaire de la section qui précéde, on obtient une premiéere
décomposition de la fraction rationnelledd 4(z). On conserve les notations de la sec-
tion précédente.

Proposition 7.16 On a

4 A ! »
PXITUX  yqd+1+2a),  jva. (2cos@)z)?
Dd(z) o Sm( k+1 ) ( k+1) . Ya \\252°
P aa P P 1 (2cosar))?z

On en déduit la décomposition en éléments simples Bg(z) sip, 3.

Corollaire 7.17 Supposongp, 3.0n a

!
2kaliib\X . jY(d+1+2a) L7 1 )
Du(z) = - sin( 1 ) () 7 iy
P i=1  a2A P p 1 ZCOS%W)Z

Démonstration. Montrons tout d'abord que la partie polynémiale est nulle. Les po-
lynbmes de Chebyshev satisfont la relation de récurrentig., (X) = 2XUp+1 (X)
Un(X), Ug(X) =1 et Uy(X) =2X. On voit en particulier que U,,(X) a un terme
constant non nul. Il découle alors du théoréme 7.9 que le degré du numérateur de
Dq4(z) est strictement inférieur a celui du dénominateur.

On détermine maintenant les parties polaires de la décomposition. Un calcul
élémgrggg(irs cigl;me d

pk+L il .

1 (2005?31(11‘—1))222 = R(@)+ %h 20081(5%‘—1)2 + 0 2) 1+2cos(1p7{1/+1)z’

ou R(z) est un polynéme dﬁpendant ds. On oh)tient donc
PPl " P ideien
Dd(Z) = pk%l - Sln(pf(_{l) oA SII'](J (c::,kﬂ a)) 1 20051(5,'(1/%1)2
Pl T

Hp .
Sin( tVa ) Sin(t/4(d+1+2 a)) (i 1)
t=1 a2A

pk+1 pk+1 1+2°°S(p{%1)2'
On poset = p*1 | j dans la sfconde somme, d'ou
pkpi 1 u
t=1
PPl , P i d
— in(_J17% . N\ qin(i%(d+1+2 a) (i 1)
i=1 SIn(Pk+l ) a2A(I 1) Sm( pk+l ) 1 2cos(pl':fjl Yz
On a donc bien la formule voulue. 2

1
+pk_+l

P . d
. " -tV (d+142 a) (i 1)
Sm(BW . Sln( pkHT ) 1+2 cos( ;%1 )Z
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Remarquons que sp = 2, la partie polaire est la méme que ci-dessus, et on voit
facilement que la partie polyndmiale est constante. Plus précisément, elle est nulle
lorsqued est impair, elle vaut g‘k% lorsqued est congru a2 modulo 4, et elle vaut
Ek}—l lorsque4 divise d. On ne détaille pas les calculs car on n‘aura pas besoin de la
décomposition en éléments simples d&y(z) lorsquep = 2.

7.4 Serie génératrice pour chaque famille de groupes

Dans cette partie, on montre comment exprimer simplemer(z) en fonction de
Dq4(z). On en déduit en particulier queA(z) est une fraction rationnelle a poles réels
positifs et simples. Lorsqué= = (Sp(20))q, 1, (Spin(2q+ 1)) ¢ 1 ou (Spin(20d))q 1, ON
donne aussi des formules pour calculer les dimensions des sous-espaces de poids. Dans
les prochaines sections, on exploite le théoréme qui suit pour obtenir des formules
plus explicites pour les dimensions des-modules simples.

Théoreme 7.18

" 1 H 1 1
SiF =(Sp(20))q, 1; Aa(z) = A 1 2= 2 Dy(2)
LA
SiF =(Spin(2q+1))q 1; Ad 522 = ZZWDZdﬂ (2):
R |J'1 l 2di 1
Si F =(Spin(20)q, 1; Ad 522 = ﬁDzd(Z):

SiF =(SO2a+1))q 1; Aue(z?) = %(Ddi o(2) #Daren (2)):
SiF =(SO(20))q 1 et e6 0; Age(z?) = Z—:l-d(Ddi e(2) @D+ e(2)):

Si F = (SO(20)q 1 et e=0; Ag(z) = 5 3;(Ds(2) 8 Dy(2):

Démonstration. 1. SoitF = (Sp(20)), 1 et considérons laSp(2d + 2n); Sp(2))
paire duale M. La dimension deLg4.+n(! n) est la multiplicité de T(d) dans

Pn
(BVp) (M = 2T(0)+ T(1)) @™ =~ Ck 29" kT(1) k. Par conséquent

k=0 ¢
. . |
dimLgn(! 1) est le coe cient de z4*" dans 1i122 aDy(z) .

2. Soit F = (Spin(2q+ 1)) 4 1. L'étude de la (Spin(2d + 2n + 1) ; Spin(3))-paire
duale M montre que la dimension deLg.n(! + +- ) est la multiplicité de
T(@d+1)!,) dans (Vo) @M - oV, = (2+2V,) (@D . oV, = (2+
2T (2! ,)) @ . T(1,). Aprés identi cation de Spin(3) avecSL,, on trouve
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quedimLgsn(! + +- ) est la multiplicité de T(2d+1) dans(2+2T(2))" (¢*M-
T@).Or1+T(2)= T(1)- T(1) d'aprés le lemme 7.1, dondimLg.n(! + +
- n) est la multiplicité de T(2d+ 1) dans2™"T (1) @42n+1)  c'est-a-dire 24+ "
que multiplie le coe cient de z2#*2"*1 dans Dyg.1 (z). On en déduit que le
coe cient de z>" de Ay(3z°) est2* que multiplie le coe cient de z2*2"*1 dans
Dog+1(2). Les fonctionsAq(32°) et i+ Dog.1 étant paires, on en déduit le
résultat.

3. SoitF = (Spin(20q)) 4, 1- On utilise la (Pin(2d + 2n); SO(3)) paire dualeM pour
gagner du temps : on évite ainsi les questions de signe pour les représentations
de O(3). Il faut noter que la fonction A(z) pour la paire (Pin(2d + 2n); SO(3))
est le double de la fonctiorA(z) pour la paire (Spin(2d + 2n); O(3)). La dimen-
sion deLg:n(! + +- ,;0) est la multiplicité de T(d";) dans (2 V,) (¢*" sous
I'action de SO(3), et un calcul identique au cas précédent donne la formule
annonceée.

4. Soit F = (SO(2q+ 1)) q 1. On considere 1a(SO(2d +2n + 1); Pin(4)) paire
dualeM. La dimension deL g, n (- n+- n+q; e) €St la multiplicité de T ((d+ %)"1+
(e+ 1)"5;0) dans (2 Vy) (™M - @V, sous l'action dePin(4), qui est aussi la
multiplicité de T((d+ 3)"1+(e+ 3)";) dans(aV,) @M - oV, sous l'action
de Spin(4). On a déja vu, dans la démonstration de la proposition 7.3, que
oV, = (1£ T(1)OT(1)£ 1) 2 sousSL(2)£ SL(2), etaV, =1£T(1)OT(1)E 1L
On a don
Aie(2)= [AE£TDOTA)E 1)y @*2n*) - T(dj €) £ T(d+ e+1)]z"

pp ™° . .
= Chyna TQ) £ T2 T(dj @£ T(d+ e+1)]2"
N
n, 0 i
Comme[T(1) ': T(dj €)] est le coe cient de z' dansDg; ¢ et [T(1)2*n*1it:
T(d+ e+ 1)] est le coe cient de z2#*"*1i 1 dansDgs e+1, ON VOIt que

Charznsa [T(D) 11 T(dj OIT(1)*M2MH11:T(d+ e+ 1)]2":

ﬁD 1e°Dd+e+1
= Cornet [T(X) 11 T(di OIT@)* "1 T(d+ e+ 1)]2"
2

n, 0 i
car 22%Ddi e @ Dy+e+1 €St paire, d'ou le résultat annonce.

5. SoitF = (SO(20))q 1. On utilise la (O(2d + 2n); SO(4)) paire dualeM pour
éviter les di cultés liees a la décomposition des produits tensoriels so@x4).
La dimension deLgin(- n +- n+dgje;”) (" =0 ou™ =+ ) est la multiplicité de
T(d"; + e";) dans(aYs) (™ sous l'action deSO(4). Un calcul identique au

cas précédent donne dimLgin(- n + - neg ;") = Z%(Ddi e @ Dgyre); €t
n, 0
on en déduit les deux formules.

Chgrzna [T(1) 1 T(dj @IT(L)*>2M1 1 T(d+ e+ 1)z
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FR
Corollaire 7.19 Soient F = (Sp(2Q))q 1 etd 2 N. Sid+1 = dip' est la
i=f
décomposition en basp ded+ 1, on a

Au(z) = 1 ¥ Ui apii 1(%i 1):
zd+1 o Ups, (20 1)

Dans le corollaire qui suit, on généralise les observations faites dans le premier
paragraphe du chapitre, et on donne en particulier le plus petit péle d&(z), qui
interviendra dans le paragraphe 7.7.

Corollaire 7.20 Les poles dé\(z) sont simples, réels et positifs. Plus précisément :
1. SiF =(Sp(20))q 1, les pdles déd\y(z) sont de la forme 1 1

2+2 cos( - k+1 ) 4co§(2p1;/11 )’
1- j - p*'j 1, oupK estlaplus grande puissance qbadans le développement
en basep ded+ 1. Le plus petit pole estmv—)

2p k+1

2. SiF =(Spin(2q+ 1)) q 1 ou (Spin(29))4 1, les pdles dedy(z) sont de la forme
1-j - pti 1, oup* estla plus grande puissance dedans le

8coZ (- k+1 )’
developpement en bagede2d+2 si F = (Spin(2q+ 1)) 1 (resp. 2d+ 1 si
F =(Spin(2q))q 1). Le plus petit pdle eSthz(l%‘l_)'

3. SIiF = (SO(2q+ 1)) q 1 ou (SO(209))q, 1, les poles déAye(z) sont de la forme
1- i- p™i1,1- - pti 1, oup" estla plus

4(cos(— h+1 )+cos( k+l 2!
grande puissance de dans le développement en bapaded e+ 1, et p* est
la plus grande puissance de dans le développement en bapaled+ e+ 2 si
F =(SO(2q+1))q 1 (resp.d+ e+ 1 si F = (S0(20))q 1). Le plus petit pole
est 1

4(cos(ph‘—+"1)+cos( pk‘—;‘l)) 2

Démonstration. Ce corollaire est une conséquence presque immeédiate des propriétés
du produit de convolution &, associées a la description des pbles Bg(z) faite

au paragraphe 7.3.1. Pour les groupes autres que le groupe symplectique, il faut
remarquer que si la sérid (z?) est rationnelle a p6les simples, on peut regrouper
chaque péle de Ia fraction rationnelle pairé=(z?) avec son opposé, et I'équation

1ilaz + == T Z— permet de conclure. 2

Lorsque G = Sp(2m), Spin(2m + 1) ou Spin(2m), on obtient des formules ana-
logues aux précédentes pour calculer les dimensions des sous-espaces de poids.

Proposition 7.21 Soientr;s - m.
Si G = Sp(2m), la dimension deL (! ;). est le coe cient de z™i * dansDn; ((2).
SiG =Spin(2m + 1), la dimension deL (! + +- ), +. . est le coe cient de z™Mi ®

p
1 Do(mi gyr1 ( 2)
dans 717 S
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Si G = Spin(2m) et sirj s est p&ir, la dimension deL(! + +- ;),,+ . estle
coe cient de zMi s dansrl1 8Dom; (" Z), et la dimension deL(! + +- ;). + . est
nulle.

Si G =Spin(2m) etsirj s est impaib la dimension deL (! + +- ), +. , estle

coe cient de z™ % dans 5 @ Do (" 2) et la dimension deL (!« +- )i,
est nulle.

Démonstration. SiF = (Sp(20))q 1 etn, 0,onadimLg.n(!n), , =[T() @D
T(d)], etilsutde poser n=r,d=mj r etl=rj spouren déduire le résultat.
SiF =(Spin(2q+1))q 1, onadimLbLgen(! + +- )i+ o [T2) @h- T(1):

T@AH)] = [( T)- T 1 @D T): TR = | Ch (i 1P KT (L) @D

k=0
T(2d + 1)]. Cette derniére expression est le coe cient dg®*' dansz%l a Dﬁﬂ@,
etiln'yaplusquaposern=r,d=mj retl=rj s
On procede de méme &i = (Spin(20))q, 1. Sous l'action de¥, on adim Ly n(! + +
=)y = [T ) @D 0 T(d"; (0 1)9)]. Si cette dimension est non nullel
est nécessairement pair, et en identi anSO(3) et SL(2) on trouve dimLg: (! + +
|
) o, S[TE)Y @D T(2d)] = " CK, (i 1)@ k[T (1) @9 : T(2d)]. On trouve
k=0

pareillementdimLa:n(! « +- n)1, « .., =[T(2) @Y :T(2d)] avecl impair. 2

Dans la section 7.5, on obtient d'autres expressions pour les dimensions des
modules simples ne faisant plus intervenir les séries et la convolution, et on pourrait
obtenir sans di culté des résultats analogues pour les dimensions des sous-espaces
de poids a partir de la proposition qu'on vient de démontrer.

7.5 Formules pour les groupes symplectiques et spin

On obtient dans cette section plusieurs expressions pour les dimensions des mo-
dules simples lorsqueG = Sp(2m), Spin(2m) ou Spin(2m +1). On les obtient
d'abord comme coe cients de séries entieres trés simples, ce qui permet notam-
ment, grace a l'informatique, d'obtenir les valeurs numériques des dimensions, méme
lorsque les di érents parametres sont grands. On écrit ensuite les dimensions des mo-
dules simples comme somme alternée de dimensions de modules de Weyl. Notons
gu'au chapitre suivant, on verra que ces égalités sont également vraies au niveau des
caractéres. En n on exprime les dimensions des modules simples par des sommes
périodiques de coe cients binomiaux.

Dé nition 7.22  Pour tout r - m on pose
1. R=m+1j rsiG=Sp(2m),
2. R=2(m+1j r)siG=Spin(2m+1),
3. R=2(m+1j r)j 1siG=Spin(2m),
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R .
et SOitR = Rip' la décomposition deR en basep avecRs 6 0 et R, 6 0.
i=f

Ces notations sont utilisées dans toute la suite de la section 7.5, et on les complete
dans la section 7.6, ainsi qu'au chapitre suivant.

7.5.1 Séries entieres élémentaires

Proposition 7.23 Si G = Spin(2m + 1), alors —dimL(!;+ +- ;) est le coe cient

m+1 @ X (Pi diyp’. 1

de X" dans le développement en série entiere figj X )(1+ X)? FEESE

i=f
dimL(!+ +- ;) est le coecient de X" dans le
@ X (pi dj e 1
Xp|+1 1

Si G = Spin(2m), alors zm

développement en série entiere déj X)(1+ X)2m

Démonstration. Supposonss = Spin(2m + 1) . Par dé nition dimL(! . +- ;) estle
coe cient de z" dansA,; ((2), qui est aussi le coe cient dez?* danszm[)i‘zm,—')r*)il(z).
Ainsi a LdimL(!+ +- ;) est le coe cient de z2™*? dans Dym; r1+1 (2), €t il Ny a
plus qu'a appliquer le théoreme 7.10. On procede de mémessk Spin(2m). 2

Proposition 7.24 Si G = Sp(2m), alorsdimL(! ;) est le coe cient de X" dans le
développement en série entiére dg&j X)(1+ X)2m*! @ %dli'l—l
i= :
Démonstration. Posonsd = mj r et suivons la méthode de [14]. On doit montrer
que le coe cient de z' dansAy(z) est le coe cient de X" dans le développement en
série entiére def ¢, (X) = (1 j X)(1+ X)2d+2r+1 @ %,ifp—'l Or le coe cient de
H ~ i=f

Z" dansAq(z) est égal a 507 ’;?—Ef)dz, le contour étant un lacet d'indice 1 autour de
l'origine. Soit p2 R, et posonsw = e# et 2 1=cospu= i(w+1).Onaz=

et sin(kp) = Y% " pour tout k 2 N, d' ou, & l'aide de 7.19
1 Yosin(pi d)pp _ (L+ w)2d2 YO lei d)p' ;i (pi d)p

_w__
(w+1) 2

Ad(Z) = H 1 - i+ Lot
((Wr;-)z)d+1 i Sln(p|+l u) Wd+l i Wp 1 | Wi p 1
= (1 + W)2d+2 Yk WZ(pi di)pi i 1 d+l — 2d+2 Y< Wz(pi di)pi i 1.
- Wd+1 2pi+l 1 W - (1 + W) 2pi+l 1 '
= W ! - W [
Commedz = ~%.dw, l'application w 7! z est biholomorphe dans un petit

- (1+W )
voisinage de l'origine, on peut donc e ectuer le changement de variakde= %

) (W+1) 2
ce qui donne
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1 A 1 @i warwri

- dz= —
2i%  z'*1 2i%4 wr+t Ad((W +1)?

) dw

| ) i
1 (1i w)(l+ W)2d+2r+1 YK w2(pi di)p i ]_d 1 £ 4r (W)
21 wr+l CoowT 1 T 2w

Exemple 7.25Soit m = 10, p = 2 et G = Sp(2m). On trouve le tableau suivant
pour les dimensions des modules simples, la derniere ligne donnant les dimensions
en caractéristiqgue zéro. Remarquons quéimL(! ) = 1024 = 2 conformément

au théoréme 6.1. On remarque aussi que si on éant+1=1+2+2 3, les valeurs

de r pour lesquellest(!,) est simple sontl;1 +2;1+ 2+ 22, comme le veut le
corollaire 8.14.

r 1/ 2] 3| 4| 5 6 7 8 9 | 10
dimL(I,) | 20| 188] 1120] 4466 14344 29448| 62016| 53296| 76096| 1024
Cl.i Cui?|20|189]1120] 4655| 14364| 33915 62016| 87210| 90440| 58786

7.5.2 Modules de Weyl

On écrit maintenant dimL(! ;) comme une somme alternée de dimensions de
modules de Weyl a l'aide de la proposition 7.11. Dans le théoréme qui suit, on
convient que¢(!)=¢( !+ +- ) =0 sis< 0, et¢(!,) estle module trivial. Au
chapitre suivant (théoreme 8.16), on améliore ce théoréme en montrant qu'on peuty
remplacerdim(?) par ch(?) lorsqueG = Sp(2m) ou Spin(2m + 1) . SiG = Spin(2m),

on peut remplacerdim(?) par ch(?) a condition de remplacer! , +- ;; (resp.
L, +-  gen) Par !, +- 1 (resp. !, +-,, (+s) lorsquej (resp. ( + 1)) est
impair.

Théoréme 7.26 Soit+=(pj R¢)p'.
Si G =Sp(2m) on a

X
dimL(!)=  (dime( ! z)i dime(!; 2+4));
j2J

et si G =Spin(2m+ 1) ou G = Spin(2m) on a
X
dmL(+ +- ()= dime(! . +- )i dme(! . +- 1 +9));
j23d

avecJ = fj . 0] sij; estle coe cient de p' dans la décomposition en bagede]j,
onaj;=0 pourtouti- f etjj+ Ry <p pourtouti,6 f +1g.
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Démonstration. Si G = Sp(2m), on utilise le théoréme 7.24 et on reprend la dé-
monstration de la proposition 7.11. SG = Spin(2m + 1) ou Spin(2m)), c'est une
conséquence directe du théoreme 7.18 et de la proposition 7.11, en remarquant que
dime(!. +- ) = 2™(Clyyy i Chithy) (resp. 2" Y(Ch, i Ch,'), comme on la
montré dans I'exemple 2.6. 2

Exemple 7.27Sgjf G = Sp(2m) et r = 2. On trouve immédiatement que
. m(2mi 1) 2 sip divisem;
| =
dimL(!2) m(2mi 1)i 1 sinon

Corollaire 7.28 Soientr et p xés.
Si F =(Sp(20))q 1, On a

dim L(! r)m!)i dime(! r)m!)i ﬁmr:

Si F =(Spin(2q+1))4 1, 0n a

r

. . 2
dimL(! + +- r)m!)i dime¢( !, +- r)m!>]). Fmer:

Si F =(Spin(2q)q 1, ON a

. . 2 _
dimL(!; +-,) » dm¢(!, +-,) » =2MIm"
m!1 mi1  rl
Démonstration. Dans le théoreme précédent, le cardinal deest majoré parr +1,
et les di érents termes sont des polynémes an (multipliés par 2™ pour les groupes
spin), ce qui sut pour conclure. 2

On dispose également de formules faisant intervenir des sommes périodiques de
coe cients binomiaux, formules qui s'obtiennent en reprenant la démonstration du
R :
corollaire 7.13. On pos& = f ap j8i; 0- a- pi 1i Rig.
i=f+1
Corollaire 7.29 Si G =Sp(2m) on a

X X _ . N )
dim L(l I') = (C£r|nZa+2npk 1 i C;rlnz' 2a+2 npk+1 ):

a2A n2z
Si G =Spin(2m +1) on a
X X

dimL(ts +-)=2" (Chi 2t it ey,
a2A n2z
Si G = Spin(2m) on a
. 'lX X ri a+n k+1 r 1 a+n K+1
dimL(! s +-,)=2M (Com P Con™ P ):
a2zA n2z

96



7.6. EXPRESSIONS TRIGONOMETRIQUES

7.6 Expressions trigonométriques

Dans cette section, on obtient pour chaque groupe classiqGeles dimensions
desG-modules simples comme sommes de produitscct&sg—/k“ et sin%. Ces derniéres
formules peuvent s'obtenir directement a partir du théoreme 7.18 et de la décompo-
sition explicite de D4(z) en éléments simples, et c'est d'ailleurs comme cela qu'on

procede pour les groupes spéciaux orthogonaux.

Dé nition 7.30 Pour tousq- r - m on pose

1. R=m+1j rsiG=Sp(2m),
2. R=2m+2j 2r si G=Spin(2m+1),
3. R=2m+1 i 2r si G=Spin(2m),
4. R=2m+2j rj qetS=rj q+1siG=SO02m+1),
5. R=2m+1j rj qgetS=rj q+1 siG=S0O(2m).
R : P .
SoitR = Rip' et S = Sp' les décompositions en bagede R et S, avec
i=f i=g
R .
Ri 60, Rc60,S;,60, S 60. On poseA = f ap j8i; 0- & - pi 1i Rig

i=f+1

P .
etB = f hp j8i; 0- b- pi 1i Sig.
i=g+l
Proposition 7.31 Si G = Sp(2m), la dimension deL (! ;) est
4 A !
2 PXitX G ARY28) W i

T n pk—+l) sin(—)(2 cos(zpﬁ))zm:
i=1 a2A

k+1
p

Si G =Spin(2m +1), la dimension deL(! + +- ;) est
A I

g . A
o+ PXITUX R +2a)
Sli

1Ya 1Y
S n(—————=) sin(—)(2 cos(——-))?m**:
K K+ K+ K
p ! i=1 a2A p ! p ! p !
Si G = Spin(2m), la dimension deL (! + +- ) est
4 A !
on PXITUX R +28). i
T sm(%) sln(pk+1 )(2 cos(pk+1 ))2m:

i=1 azA

SiG=S0(2m+1) etr , g, ladimension deL (- +- ) est
0 1

X X i i
4 %D sin(l/ﬂ;kjlza))sin(] /4(3;2b))£
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)) 2m +1

gm )+2Cﬂ

)sm(

)(2 cos (

k+1 I+1 k+l |+1

SiG=S0(2m) etm>r , q la dimension deL(- ; +- ) est

0 1

4 X X i{R+2a (S + 21
ntk+2 %) sin( { k+1 )) (J 4 [+1 ))X
SR p p

Sln( k+1)sm( |+1 )(2 cos (k+1) +2c OS( |+1 ))Zm

Sir = m, il faut diviser ce nombre par deux.

Démonstration. Pour les groupes symplectiques et spin, on peut déduire immédia-
tement le résultat de la proposition 7.29 et du lemme 7.14. Notons cependant que
si G = Sp(2m), on trouve tout d'abord que la dimension de_(! ;) est

1 2K<+1 AX '1/4(R +2 ) | Y.
i a iYa
ot sm(pk—ﬂ) ( gt )(2 (zpk+1 )

i=1 a2A

)2m.

Les termes correspondant a= p**! eti = 2p** sont nuls, on peut donc couper
la somme en deux : une premiére somme suicompris entrel et p** j 1, une
seconde sui compris entrept** +1 et 2p** | 1. Dans la seconde somme, on pose
i =2p*1 i j, avecj compris entrel et pk** | 1, et ce changement montre que les
deux sommes sont égales, d'ou la formule voulue.

Pour les groupes spéciaux orthogonaux, il faut utiliser le théoreme 7.18 et le
corollaire 7.17, c'est-a-dire la décomposition dey(z) en éléments simples. 2

. )
Fpl iy 1L m .

Exemple 7.32Si G = Sp(2m), on adimL(! m) = 7 sinz(%‘) 2+2cos(y) . Si
i=1

p =2 oup =3 on trouve respectivemen2™ et l(3m +1), résultats déja obtenus au

chapitre précédent (theoremes 6.1 et 6.3). i=5, on acosf) = 5+1 ;cos@) =
—'— Slnz(l/4 :3_L5 S|n2(21/4 - 5+% dOU
d'ml—(' m)= 1 g 5(5+ 5)m + 5* g(5l 5)m + 54" 5(3+ S)m 5i:§(3i2p§)m

7.7 Comportement asymptotique

C'est le plus petit pole deA(z), déterminé dans la section 7.4, qui dicte le com-
portement asymptotique des dimensions dgs-modules S|mples lorsque lg rang de
1 11 -

- - 1 n
G tend vers linni : soit anonnuletb= 2. Ona ;. = 24 = J;n OU"Z

Ainsi, lorsquen devient grand, le coe cient de z" dansA(z) est équivalent acld', ou
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c est une constante non nulle eb a le plus grand module, ce qui signi e qua est
le plus petit pdle deA(z). Soit F = (Sp(20)),, 1 par exemple, et soienp et d xés.
Il existe une constantec > O telle que

u1/4ﬂ

dimLgsn(! n) »c 4" cog" Py
ou p* est la plus grande puissance dedans le développement en baseded + 1.
Les formules de la section précédente nous permettent d'obtenir I'expressioncan
fonction dep et d.

Avant méme de déterminer la valeur exacte de, on peut comparer les dimen-
sions avec celles de caractéristique zéro. [Si= (Sp(20))q 1 on adimLg.n(! n) =
Cluan i Coi5, en caractéristique zéro, et en s'aidant de la formule de Stirling on

trouve dim Lasn (! n) » L7814 On voit en particulier que le rapport des deux
n!

dimensions décroit exponentiellement vers zéro.
Pour tousO0- e- d, on pose

1. R=d+1 siG=Sp(2m),
2. R=2d+2 siG=Spin(2m + 1),
3. R=2d+1 siG = Spin(2m),
4. R=d+e+2etS=dj e+1siG=SO(2m+1),
5. R=d+e+letS=dj e+1 siG=S0O(2m).
On conserve les notatllgns attachéesR et S, et on dé nit
8r = FArsin(gr sm(@kﬁf—a)) §s = Frsin(gh sm(is,%b) .

a2A b2 B
On pose enn

¢ = 8§ r(2C08ger))* siF = (Sp2Q)q 1,

=2018(2 cos(‘—f{ﬁ))2d+l siF =(Spin(2q+1))q 1,
c=298R(2 cos(‘—),ﬁ—l))Zd si F = (Spin(20d))q 1,
c=28Rr8s(2 cos(pklf‘l ) + 2 cos(zit #-))241 siF = (SO(2q+ 1)) q 1,
c=28Rr85(2 cos(pklf‘l ) + Zcos(p.#i))2d siF =(SO(2q))q 1.

.U"P.W!\J!‘

Proposition 7.33 Soient0O- e- detp xés.
1. SoitF =(Sp(20))q 1. On a

. n nl-l Ya l
dim Ld+n(! n) n!)l) c 4" cog ZDW :
2. Soit F = (Spin(2g+ 1)) 4 1 ou (Spin(20))q 1 - On a

M 1, 1
dimLaen(t+ +-0n) » ¢ 8" cog" T -
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3. SoitF =(SO(2g+1))4 1 0u (SO(29))q 1. On a

P- 1/4 1 ﬂZn
dimLgin(- n+- nedje) > c 4" cos(pk+l ) + cos(

4
P

Démonstration. La démonstration est immeédiate, en notant toutefois que pour les
groupes spin et spéciaux orthogonaux, deux termes de la formule de la proposition
7.31 apportent une contribution (en fait la méme contribution). Pour les groupes
spin par exemple, ce sont les termes correspondant & 1 etj = p**! | 1. 2
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Chapitre 8

Modules de Weyl de plus haut poids
lryoul 4+ + 1

Dans ce dernier chapitre, on considére les modules de Weyl de plus haut pbids
si G = Sp(2m), et de plus haut poids! . + !, si G est un groupe spin. On rappelle
tout d'abord quels sont leurs facteurs de composition, et on mentionne les criteres
d'irréductibilité obtenus par Premet et Suprunenko [39] pour les modules de Weyl
¢(!,) siG=Sp2m)etp>2

La connaissance des facteurs de composition, associée au théoreme 7.26, fournit
une condition nécessaire et su sante, liant et mj r, pour qu'un module de Weyl
de plus haut poids! ; (resp.! . +- ;) soit simple. A partir de cette condition, on
obtient la liste de tous ces modules de Weyl simples et leur nombre.

On améliore ensuite le théoreme 7.26 en montrant qu'on peut y remplackm(?)
par ch(?). On obtient donc le caractere des modules simples de plus haut poids
't si G = Sp(2m), et de plus haut poids! + + !, si G est un groupe spin, sous
forme d'une somme alternée de caracteres de modules de Weyl. On arrive a ce
résultat en inversant les matrices de décomposition des modules de Weyl. L'idée de la
démonstration est d'utiliser la nature fractale des matrices en jeu pour procéder par
récurrence. On termine ce chapitre par une application aux caractéres des modules
simples deSL(2), qu'on exprime comme somme alternée de caractéres de modules
de Weyl.

8.1 Matrices de décomposition

On rappelle deux résultats dus respectivement a Donkin [13] et James [24], en
reprenant les notations du chapitre 4.

Proposition 8.1  (Donkin)([2], proposition 1:6) Ona[¢(,): L) =[T®): ¢( D).

On introduit maintenant une dé nition importante de James [24]. On rappelle
que pour tout entier positif j, la décomposition en bas@ de ] désigne I'écriture
j = Jip',avecj;2NetO- jj- pj 1pourtouti.

i,0
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P : P
Dénition 8.2 Sia= ap etb= Qp sont les décompositions respectives en
basep des entiersa et b, on écrit a2 b si, pour touti,onaa =0 oua = b.

La dé nition initiale de James comporte en fait une condition supplémentaire,
condition dont on voit, grace au lemme 8.21, qu'elle est automatiguement véri ée
dans le théoreme ci-dessous. Considérons les représentations modulaires du groupe
symetrique S associees a des partitions de en au plus deux parts. Pour tous
0-j- i- 2 onnoteSM ) le module de Specht associé a la partitiom i;i) et
DMi i) le Sn *module simple associé a la partitiognj j;j ). Sion posg°= n+1; 2]
eti=n+1ji 2, on alethéoréeme qui suit.

Théoréme 8.3 (James [24]) Les facteurs de composition d&" ') sont sans mul-
tiplicité, et D(Mi i) est un facteur de composition des("i ') sj et seulement si
g | I 1/2J

Le théoréme suivant fournit la matrice de décomposition des modules de Weyl
¢(')et¢(!, + 1) Il aété obtenu pourG = Sp(2m) et p > 2 par Premet et
Suprunenko [39] grace au théoreme de James ci-dessus, et gdur Spin(2m + 1)
on le trouve dans [36].

On reprend les notations de la dé nition 7.22 et on les complete comme suit :

Dé nition 8.4  Pour tout r - m on pose
IL.M=m+letR=Mj rsiG=Sp(2m),
2. M=2m+2 etR=Mj 2r si G=Spin(2m+1),
3. M=2m+1etR=Mj 2r si G=Spin(2m),
R .
et SoitR = Rip' la décomposition en basp de R.
i=f

Pour0- j - m, on note toujours- j la somme";+ ¢ ¢€ ", et le moduleL (! () est
le module trivial.

Théoréme 8.5 Soitl- r - m. p
SiG=Sp(2m),onach¢(!,)= chL(!;):

FELYM |

P
SiG=Spin2m+1),onach¢(!, +- )= chL(!+ +-):
ri j¥aMi 2j
Si G = Spin(2m), on g =
che(!s +- )= chL(!+ +- )+ chL('; +-):
ri j%Mij 2 rij%Mi 2
ri j pair ri j impair

Démonstration. Si G = Sp(2m), la formule a été obtenue par Baranov et Supru-
nenko dans [6] pour toufp. La proposition précédente appliquée a Igsp(2m); SL(2))
paire duale montre alors que pour le group&L(2), on a[T(s) : ¢(r)] = 1 si
SLL Y s+ 1 et [T(s) : ¢(r)] = 0 sinon. On applique alors a nouveau la propo-
sition précédente a la(Spin(2m + 1) ; SL(2)) paire duale et a la(Spin(2m); O(3))
paire duale pour obtenir les formules voulues. 2
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8.2. MODULES DE WEYL SIMPLES

Si G = Sp(2m) et p > 2, Premet et Suprunenko [39] ont également obtenu
plusieurs conditions nécessaires et su santes pour qu'un module de Weyl de plus
haut poids ! ; soit irréductible. On rappelle brievement ces conditionsy, étant la
valuation p-adique surQ®.

Théoréme 8.6 [39] Soitl- r - m.
1. Le module de Weyl¢(! ) est simple si et seulement si pour tout entier
vériant 1 - j - 5, on avp(ﬂijf—+1+1) 0}
2. Le module de Weyl¢(! ;) est simple si et seulement si pour tout entigjr

riJ

vériant 0 - j<r etj  r mod 2 p ne divise pasC ?

. rij-
mj r+l1+ -

8.2 Modules de Weyl simples

On pourra consulter Jantzen ([25], 11,8.21) sur la simplicité des modules de Weyl.
Rappelons simplement que les modules de Weyl de plus poids un poids fondamental
sont simples pour les groupes de typ®, B et D (cf. Wong [47]). Dans cette section,
on se propose de déterminer, pous = Sp(2m), Spin(2m + 1) ou Spin(2m), tous
les modules de Weyl simples de plus haut poidls (! + +- , pour les groupes spin).
On démontre tout d'abord le théoreme-clé de cette partie, qui donne une condition
nécessaire et su sante entrag etmj r pour que¢(! ;) (ou ¢(! . +- ;)) soit simple.

On conserve les notations de la dé nition 8.4.

Théoreme 8.7 Soitl- r - m.

Si G =Sp(2m), ¢(!,) est simple si et seulement si< 2(pj R¢)p.

Si G = Spin(2m + 1) ou Spin(2m), ¢(! . +- ;) est simple si et seulement gi <
(Pi Ri)p'.

Démonstration. Si G = Sp(2m) etr < 2(pj R;)p', il résulte immédiatement du
théoréme 7.26 quedimL(!,) = dim¢( !,), et commelL(!,) est un quotient de
¢(!y),onac(!,)" L(',).

SiG =Sp@2m)etr, 2(pi Rf)p', posonsj = rj 2(pi Ri)p’, 0.0na
alors L = (pj Re)p" 2M j j = R+2(pi Rf)p', et donc d'apreés 8.5 on a
dme(!,), dimL(!)+dim L(!j)> dimL(!,).

L'argument est le méme siG = Spin(2m + 1) ou Spin(2m). 2

Ce critere est beaucoup plus simple que ceux de [39] rappelés plus haut, mais le
lecteur pourra véri er facilement qu'il leur est équivalent (en utilisant si besoin est

la remarque sur la nullité des coe cients binomiaux modulg dans I'exemple 3.5).
On peut maintenant se réduire a I'étude de I'ensemblg(N) dé ni comme suit.

Dé nition 8.8  Pour tout entier N , 2 et pour toutO- r<N , on poseN j r =
Rip'. On note I ,(N) I'ensemble des entiers naturels tels quer < 2(pj Ry)p',

i=f

et on désigne paiC,(N) le cardinal del,(N).
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Cette dé nition est cohérente avec la dé nition du paragraphe précédant, comme
on le voit dans le corollaire suivant. Remarquons que et 1 sont des éléments de
Io(N). Notons aussi que si = 0, on peut convenir que le module de Wey( ! )
est le module trivial. Comme le module&(! . +- o) est simple, on a le corollaire

Corollaire 8.9 SiG=Sp(2m) et0- r - m, ¢(!,) est simple si et seulement si
r appartient aly,(M).

Si G =Spin(2m +1) ou Spin(2m) et0- r - m, ¢(!, +- ;) est simple si et
seulement si2r appartient aly(M).

Avant d'aller plus loin, nous établissons un résultat qui n'est pas indispensable
pour la suite mais qui va éclairer I'énoncé du théoréme qu'on a en vue.

Fh
Dé nition 8.10 On écrit N = _ Nip® avecl- N; - pj 1pourtoutietO -
5;<s,< ¢t¢¢sy. =

Proposition 8.11 Sir est dansl,(N) etr+ p" <N , alorsr + p' est dansl,(N).

P
En particulier ~ N;p® est dansl,(N) pour toutj - hj 1
i=1

R .
Démonstration. OnaN =r+ Rip =(r+p)+(Rfj 1)pf + Rsap ™t +:::. Si
i=f
Ri ., 2,onabienr+p < 2(pi (Rfi 1)p" puisquer + p’ < 2(pi R)p' + p' et
2(pi (Re p D)P" =2(pi Ri)p' +2p'. SupposonR; = 1. Commer +p' <N ,ona
R=p + Rip avecg>f etRy 6 0. Par conséquent + p' < (2pj 2R +1)pf <
i, g
2(pi Rg)p?, etr + p' est dansl(N).
On a toujours 0 dansl,(N), et en iterant la premiere partie de la proposition,
on trouve le résultat annoncé. 2

On peut déja obtenir facilement la valeur deCp,(N). On note log, le logarithme
de basep, et pour tout nombre réelx, [x] désigne sa partie entiere.
h [
Proposition 8.12 On aCy(N)=(pi 1)[log,(N)]+ p[log’\‘w

Démonstration. Posonsf (N) = (pi 1)sy + Np. La formule a démontrer se réécrit
alors C,(N) = f(N). Il est clair que siN +1 = dpf avecl- d- pj 1, ona
f(N+1)= f(N)+1,etf(N+1)= f(N) sinon. CommeC,(2) = 2 = f(2), il
sut d'établir que Cp(N +1) = C,(N)+1 siN+1= dp avecl- d- pj let
Cp(N +1) = C,(N) sinon.
R . R i
OnaN =r+ Rip', douUN +1 =(r+1)+ Rip'. Sir n'est pas dans
i=f i=f
I,(N), on en déduit quer + 1 n'est pas dansl,(N +1). Sir est dansly(N), alors
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r +1 est danslp(N + 1), sauf lorsquer = 2(pi R¢)p' i 1, ce qui équivaut a
R .

N =2(pi R)P i 1+ Rp =(pi R)p'i 1+p™ +Rup™ + ¢t
i=f

(pi Ri)P' i 1+ p'*tu, avecu non nul. Autrement dit N + 1 a au moins deux

chires non nuls dans son écriture en basp. En conclusion, siN +1 = dp avec

1- d- pi 1, onar®dansiy(N +1) si et seulement si®=0 our? 1 estdans

I,(N), et doncCy(N +1) = Cy(N)+1. Dans le cas contrairer®est dansl ,(N +1)

si et seulement si®=0 our? 1estdansl,(N) privé de I'élément2(pi R¢)p i 1,

et par conséqueniCy(N +1) = C,(N). 2

Remarquons que la preuve précedente fournit une construction itérative dgN ),
mais on va procéder de maniere plus directe pour détermingy(N). On peut no-
ter également que les formules obtenues dans cette derniere démonstration, a savoir
Co(N+1)= Cy(N)+1 siN+1=dp avecl- d- pj letCy(N +1)= Cy(N)
sinon, montrent en particulier que, lorsqueG = Sp(2m), les modules de Weyl de
plus haut poids un poids fondamental sont tous simples si et seulemenpsi m+1.

Théoreme 8.13 Soit 0 - r < N . Alors r appartient a l,(N) si et seulement si
r =0 our gure dans dans le tableau ci-dessous :

r conditions
dp® s<si,
1-d- pil
dp™: 1- d- Nyj 1
P , :
N;p* 1-j<h
i=1
P _ _ .
Nip* +dps |1 j<h,
=1 N;j+1-d- pj1l
Nip® + dp® 1- j<h,
=1 Sj <S<Sj+,
1-d- pil
P | . .
Nip® + dp¥+t | 1- j<h,
=1 1-d- Njupij 1

Démonstration. L'entier r appartient a I,(N) si et seulement si il véri e 'une des
deux conditions suivantes :

l.r=dpavecd=0,0u(s<s;etl:- d- pj 1),ou(s=s;etl- d- Nij 1.

2. llexistel - j<h tel quer = N;p® + dp®> avecd = 0, ou (s = s; et
i=1

Nj+1- d- pj 1),ou(s <s<sjy etl- d-
1- d- Njai 1.

pi 1), o0u(s= s« et

105



CHAPITRE 8. MODULES DE WEYL DE PLUS HAUT POIDS g OU !, + 1R

Véri ons tout d'abord qu'on a bien (pj 1)s,+ N}, valeurs distinctes pour, comme
le veut la proposition précédente. Dans le premier cas, orla (pj 1)s;+ N;j 1=
(pi 1)s;+ N valeurs. Dans le second cas, pour ynxé,ona 1+(pi N;j 1)+
(Pi (Sj+2i Sji D+ Njari 1=(pi 1)(sj+1i S))*+ Nj+ i N; valeurs. En faisant
la somme, on trouve bienpj 1)s, + Ny valeurs distinctes.

Il ne reste plus qu'a veri er que toutes les valeurs prises parsont dansl,(N).
Il sut de traiter le second cas, le premier s'obtenant de méme. Soit donc =

N;ip® + dp’. Sid = 0, la proposition 8.11 donne le résultat. S§; <s <sj;; et
i=1
1- d- pi Lousis=sjetN;j+1- d- pj LonaN=r+(pj dp°+
(pi Dpft +c¢ce(pi L)piit+(Njqi 1)psi + :::, et dans tous les cas on a
r< 2dp®. Sis=sj4;; etl- d- Njua i L,onaN =r+(Njsy i d)p¥i +::: avec
1- Njspj d- pi letr< 2dpii+t < 2(pj Njs1 + d)pdi+. 2

P

Corollaire 8.14 Soit G = Sp(2m), p=2 etm+1 = p¥ avecO - s; <s,<
i=1

¢¢& sy etsp=0.1lyaexactements, + 1 modules de Weyk(! ) simples, et le

P
module de Weylt( ! ;) est simple si et seulementsi=0,r =1 our = pS + p°
i=1

avecO- j - hj 1,5 <s - 541 ets<sy.

Remarquons qu'en combinant les résultats de [14] et [24] sur les représentations
modulaires du groupe symétriques,,, on trouve par les mémes raisonnements que,
si la partition (nj i;i) estp-réguliére, le module de SpeciB(i i) est simple si et
seulement si2i 2 |,(n +1). On véri e facilement que cette condition equivaut au
théoréme 23.13 de [24], qui dit qu&™i ") est simple si et seulement si, pour tout
1-j - i,onavp(j)= v(n+1j 2i+j), v, étant la valuation p-adique surQ®.

Cet énoncé est évidemment a rapprocher des criteres de Premet et Suprunenko.

8.3 Inverse de la matrice de décomposition

On détermine ici les inverses des matrices de décomposition obtenues dans la
section précédente. Cela nous permet d'améliorer le théoreme 7.26, et on en déduit
€galement un résultat apparemment nouveau po8L(2) dans la section suivante.

8.3.1 Notations
P P
Dé nition 8.15 Sia= ap avecO- a - pij 1pourtouti etb= hp' avec

0- bh- pi 1pourtouti eths 60, on écrit "
1. aAibsiag=¢¢¢% a; =0 eta + b <p pour touti>s.
2.aAilbsiaO:¢¢¢asi1:O,as+bS:peta+h<p pour touti>s.
3. aAbsiaA;bouaA; b
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On rappelle la dé nition de M : siG = Sp2m) onaM = m+1,siG =
Spin2m+1) onaM =2m+2,etsiG = Spin(2m) on aM = 2m + 1. Pour
tous 0 - r;j - m on introduit les notations suivantes. SiG = Sp(2m), on pose
R=MjretJ=Mjj,etsiG=3Spin(2m+ 1) ou Spin(2m) on poseR = M j 2r
etJ = M 2. Les théoremes 7.26 et 8.5 peuvent alors se reformuler comme suit.
On notera leur ressemblance avec le théoreme 8.3.

Théoreme SoitO- r - m. P
Si G =Sp(2m),onach¢(!,)= chL(!;):

%1/2‘]

P
SiG=Spin2m+1),onach¢(!, +-,)= chL(!+ +-j):
Jile/zJ P
SiG =Spin(2m),onach¢(! . +- ;)= chL(!,+- )+ chL(!; + - j):
TR ) LiR 1
JIZR pair JiZR impair

Théoréme SoitO- r - m. P P
Si G =Sp(2m), onadimL(!,)= dme(!;)i dime(!):
%AlR ¥A| 1R
SiG =Spin(2m +1) ouG = Spin(2m),onadimL(! + +- ;) = dme(! . +- )
P %A;LR
i dme(! ., +-;):
LiRA 4R
On veut préciser ce dernier théoreme en montrant que les égalités entre les dimen-
sions sont en fait des égalités au niveau des caractéres, modulo quelques précautions

lorsque G = Spin(2m).

Théoreme 8.16 Soit0- r- m. p p
Si G =Sp(2m), on achL(!,) = che(!;)i che(!):

LiRAIR LiRA 4R

P
SiG =Spin2m+1),onachL(! ,+- ;)= che(! +- )i che(! ,+- ).
J-RAIR JBA IR
SiG =Spin(2m),onachL(! ++- ;) = che(! . +- )+ che(!, +- )
P P JizR 2a1irR JizR /l-\mlpaFlzr
i che(!, +- )i che(!; +-):
JizR A, 1R JizR A, LR
J]ZR pair JizR impair

Exemple 8.170n améliore ici les exemples qui suivent les théoremes 6.1 et 7.26 : si
G =Sp(2m) ety =2, on a
che(!,) i €° sipdivisem;
| =
chL(t2) ch¢(!,) sinon

Pour démontrer que ce dernier théoréme est équivalent au théoreme 8.5, il su't
de prouver que les matrices associées sont inverses l'une de l'autre. Ceci nous amene
a la dé nition suivante.

107



CHAPITRE 8. MODULES DE WEYL DE PLUS HAUT POIDS g OU !, + 1R

Dé nition 8.18  Pour tout entier n, on dé nit les matrices carrées unipotentes in-
férieures A(n)1. ij. n €t B(N)1. j. n d'ordre n par

1. A(n)y =1si'BLAn+1 i,
An)y =i 1siBLA n+1j i,
A(n)i; =0 sinon,

B(n)y =1si%l%n+1j j,
B(n)i; =0 sinon.

o &~ N

Remarquons que sA(n);; ou B(n);; est non nul,i etj ont méme parité.
Lemme 8.19 Sion aA(n)i = B(n) pour tout n, alors le théoréme 8.16 est vrai.

Démonstration. Si G = Sp(2m), A(M) et B(M) sont les matrices associées aux
systemes linéaires donnés par les théoremes 8.5 et 8.16, d'ou le résultat.

SiG = Spin(2m + 1), les matrices des deux systémes lin€aires s'obtiennent en ne
gardant que les lignes et les colonnes de numéro impairéM ) et B(M), et elles
sont donc également inverses l'une de l'autre (puisqueiset j n'ont pas la méme
parité, A(M)ij = B(M);; =0).

Si G = Spin(2m), rappelons queg(, 113 ¢C€ ") = 1"t CCC ", On

ache(!. +- )+che( ¢l +- 1) = (chL(!+ +- ) +chL(e(ls +- )
IR 1)
pour tout r - m, et le méme argumerit que ci-dessus montre que ces relations
s'inversent pour donnerchL(! . +- )+ch L(¢('+ +- () = (che(!ly +- )+
Ji R A
P 7 AR
che(e(ls + - ) i (che(! s +- ;)+che( ¢(!+ +- ;)): On pose
P JiZR lilR P P
S = Ch¢(!++-j)+ Ch¢(!1+'j)i Ch¢(!++-j)i Ch¢(!i+'j);
LR AR LR AR LR AR LR AR
JizR ir JizR impair JizR pair P JizR impair
S = che(e(t+ +- )+ che(e(ty +-4))i che(e(t+ +-4))i
JizR AlR JiZR AlR J12R Ai 1R
IZR pair JizR impair %pair

che(e(!y +- 1)

Ji R
oZn it F
5= impair

En remarquant que Iorsque’—iz—R estimpair,onaj 6 r etdonc¢(!; +- )= "!++-,

onvoitquechL(! + +- )+ch L(¢ (! + +- 1)) = Si+ Sy, ce qui s'écrit ausschL (! .+ +

-0)i S1=S2i chL(¢(t+ +- ). Tous les poidst qui gurent dans le membre de
gauche vérientt - !, +- . ettousles poids$ qui gurentdansle membre de droite
vérient 1 - (!4 +- ;). Oraucun poids! ne peut vérier a lafoist - !, +- | et
L. (s +- ) lasomme de ses coordonnées dans la base:: ;" serait a la fois
paire et impaire. On en déduit quechL(! + +- ;)i Si1= S, chL(¢('+ +- 1)) =0.

2
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On peut opérer une derniére réduction. Pour cela, un changement de coordon-
nées est nécessaire. On dé nit les matrice&(n) et B(n) en posant A(n),, =
A(n)|"|.+.:|_l u;n+1i Vv et B(n)u’V = B(n)n_}.l| u;n+li Vs aUtrement dlt

w

. A(n)yy =0 sinon,

4. B(N)yy =1 si ¥5* %,

a1

. B(n)y.y =0 sinon.

On a alors Blairement, pour tgut entiern,

0 1
o} o}
A(n+1)= (% A(n) : § B(n+1)= % B(n) : % et par consé-
a o}
0 ¢ce|1 Qlo ¢¢¢ 0|1

quent A(n + 1) B(n + 1) = % A(n)B(n) : §

0 ¢¢¢ 0|1

Ainsi, pour montrer que A(n) et B(n) sont inverses l'une de l'autre, il sut de
I'établir pour A(n+1) et B(n+1). En particulier il sut de montrer que, pour tout
n, A(p")i = B(p"), ce qui équivaut aA(p")' 1 = B(p").

8.3.2 Structure fractale

On donne ici la description récursive des matrices(p") et B(p"), dont on dé-
duit facilement queA(p")' * = B(p") pour tout n. La justi cation de cette structure
récursive est l'objet des sections suivantes. Remarquons que la matrice de décom-
position que nous étudion est fortement liee a celle du groupe symétrique pour les
partitions en au plus deux parts (cf. [24]), et la struture fractale de cette derniere
matrice a déja été signalée dans [21]. On peut donner facilement un début d'expli-
cation a cette structure pour la matriceB(p") : d'aprés la proposition 8.1, si on
al- rs - p" lamulplicite [¢(! ;) : L(! p;s)] pour le groupe symplectique
Sp(2(E" i 1)) est égale a la multiplicité[T(sj 1) : ¢(rj 1)] pour SL(2). On a vu, au
cours de la demonstration du théoreme 8.5, qii€(sj 1) : ¢(rj 1)] =1 si®5- Yaset
[T(sj 1):¢(rj 1)]=0sinon.OnadondT(sj 1):¢(rj 1)]=[T(psi 1):¢(prj 1)],
dot [¢( ! pni ) i L pny )] =[6C i pr) 2 L(Y poj ps)]-

Introduisons quelques notations. Pour toun, Id, est la matrice identité d'ordre
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0 1
0 ¢¢¢ ¢cc daece

: 1
netE, = B : .0 it g & est dordre n. Les matricesA(p") et B(p")

0O 1 0 c¢c¢c¢O

satisfont a

1. A(p) = B(p) =1d . .

A(p") 0 ¢¢¢ ¢ee ¢ee O

i A(P)Ep 0T

A(p")EZ Eh EE :

2. A(p””) = i - . .

i A(PM)Ep - K :

A(p”)Egn 0

¢¢¢ A(P)Ey A(P)
B(P) O ¢¢¢ ¢¢¢  ¢¢¢ O
ExB(p") :
3. B(p™) = o

- - O
0 ¢¢¢ ¢¢0 EnB(p") B(p")

Exemple 8.20Pour p = 3 et n = 4, les matricesA(p") et B(p") sont représentées
sur les pages 111 et 112. Seuls y gurent les coe cients non nuls.

Montrons queA(p")B(p") = Id ,» pour tout n : si A est un anneau non commu-
6at|f et X;y;z sont dansA, Ppa 1 0 1
X 0 ¢¢c¢c ¢c¢oO y 0 ¢c¢c¢ c¢caear xy 0 ¢¢¢ ¢co

ixz toh : zy o : 0

. 3 : : : . . .

| X2 0 : 0 : 0
¢¢¢ xz X 0 ¢¢¢cO0 zy y 0O ¢¢¢ ¢¢cO xy

Si on applique cette remarque & = A(p"), y = B(p") etz = Epn = Z3 on
obtient que A(p"**)B(p"*!) = Id p1 si et seulement siA(p")B(p") = Id pn, et c'est
évidemment le cas poun =1.
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8.3. INVERSE DE LA MATRICE DE DECOMPOSITION

8.3.3 Matrices B(p")

Il nous reste a établir la construction deA(p"*!) et B(p"*!) a partir de A(p")
et B(p"). Il est plus commode de raisonner avec les matricd%p"”) et B(p"), et on
traite tout d'abord les matrices B (p") qui ont une structure simple.

On commence par étudier quelques propriétés des coudlesv) d'entiers relatifs
vériant v, O, jv- u- vet¥dlv. On sintéresse notamment a la stabilité
de la relation “;* % v sous la symétrieu 7! j u et sous certaines translations
(u;v) 71 (u+ ki v + k).

Lemme 8.21 Soientu et v deux entiers tels qug v - u - v. On a “5= %2V si et
seulement siv = Vo + vip+ ¢ ¢€ vp< etu= 8vy 8 vip8 ¢ ¢ ¢ 8y, 1p¢ 18 v p* avec
Vi hon nul etO- v; - pj 1pourtouti.Sionau, O, alors “;* % v équivaut a
V=Vo+ vip+ ¢C¢ vipk etu= 8vp 8 vip8C ¢ ¢ 8y, 1p¢ 1+ vpX. En particulier,

siv=yvpetu, 0 ona Y8 Y2 v si et seulement su = v.

Démonstration. Supposons‘it % v et v = vo+ vip+ ¢¢ & vp* comme dans
Ienonclg On a donc unlg partition de 0;:::;kg en deux ensembleX etY tels que

Yol = vip et H = vip'. Commeu = 54§ i ontrouveu= 8Vvo8 vip8§
i2X i2Y

¢CCe§, P18 vk, etsiu est positif, on a nécessairement= §v, § vip§¢¢¢§

Vi; 14 T+ v pk. La réciproque est claire. 2

Lemme 8.22 Soientu et v deux entiers tels qug v - u - v. On a ¥5* %2 v si et
seulement si%s4 Y4 v. Sip' >v, d, 1let 'Ll Yy, alors VDI 1)y 4 g,

Démonstration. Sion aa 2 b, il est clair quebj a¥ b, ce qui prouve la premiére
assertion. La seconde assertion est immédiate. 2

0 1
0 ¢¢c¢cO 1 O

On dé nit la matrice F, = B o :° : ¢ d'ordre n, on considére la

1 :

0 ¢¢¢ ¢¢c¢ ¢
matrice D(p) = Id , et on dé nit les matricesD(p"), n, 1, par la relation de récur-
rence

D(p") Fan(p) 0 ¢¢¢ ¢¢¢ O

0 1
D(p™*) = é : . ::: :
- - 0

T FeD(Y)

¢¢  ¢¢¢ ¢0¢ D(p)
113
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On veut montrer que pour toutn, D(p") = B(p"). Ceci équivaut a dire que pour
tout v- p", D(p")uy 6 O si et seulement s %2 v. On procede par récurrence sur
n.

1. Sin=1etv- p, ona“* %V sietseulement su = v d'apres le lemme 8.21,
d'ou D(p) = B(p).

2. Supposons qué(p") = B(p"), et déterminons les couplegu® V9 tels que
D (p"*!)yey0 soit non nul. Deux possibilités se présentent :
(@) soitu®= dp"+uetvP= dp"+vavecv- p",0- d- pj letD(p")u 60,
(b) soit = dp"j uetvP=dp'+vavecu<p",v- p",1- d- pj let

D(p")uyv 60.

Supposons qued (p"**)yeve 6 0. Siv < p", comme ¥t 12 v, le lemme 8.22
montre queVO‘TuO Y% v% Siv = p", on au = p", on est donc dans le cas ol
uw=dp'+uetvl=dp'+ v, etona bienv—oiz—uo % v% On a donc montré que si
D(p"**)yov0 6 0, ON a"OIT”O Yo\,
La réciproque se déduit du lemme 8.21 : gI' <v%< p"*! et V—°'2—“° Y v on
avl= vo+ vip+ ¢C¢ v,p" et u®= 8y 8§ vip8CCC 8y, 1p" T+ vyp, eton
posev = V% v,p",u= §(u® vyp"), Oetd=v,. Onadoncv’= dp'+ v
etu=dp"8uavecl: d- pj Lu<p", v- p'et Y2 Y5 v, autrement
dit D(p")yv 6 0. Ceci montre queD (p"*!)yov0 6 0. Siv0- p" et "O‘T“O Yo V°,
on a évidemmentD (p"*!) 00 8 0, et enn si V0= p"*1 et "O—IZ—UO Y% V% on a
ul= Vo= (pi 1)p"+ p" et D(P")prpr 60, d'oli D(P"**)yoyv0 6 0.

8.3.4 Matrices A(p")

On commence la aussi par quelques lemmes sur la relatigg A u.

Lemme 8.23 Soientl- u- v=dp' avecl- d- pj 1. Siona%! A u, alors
u=v.

Démonstration. On posez = 1'2—” etu=ugp*+ ¢C€ u,p" avecus 60 et0- u; -
pi lpourtouti.Onav=2z+u=usp’+:::0u(pj Us)p°+ :::,ce quiimplique
s=n,2z=(dj uy)p" < (pi un)p" etenn z=0. 2

Lemme 8.24 Soit1- u<p", u- v< 2p'etWil A u Siv¥ A u ona

i . A 1 A n. . L
MAilu’etSIﬂZ_uAilu,onaMAlu_

Démonstration. On posez = Y5* et on écrit u = usp® + ¢¢& upy; (P 1z =

zsp*+ ¢ ¢€ z,, 1p" Lavecus 60 et 0+ u;;z - pj 1pourtouti. Ona @iVt =
1 .

P"i uj z=(pi Usj Z)p°+ (Pi 1i uij z)p'. Pourtouti>s, ona
i=s+l

O- pi 1i uiz- pilet(pi li uj z)+tu- - pj l,etsizg=0 (resp.

Zs= Ppj Us), alorsona(pj Usi zs)p°=(pi us)p® (resp.0), d'ou le résultat. 2
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Lemme 8.25 Soientl- u- vetsoiti= 81 Si2p">v,d, let** A; u, alors
(V+dP")i2(U+dp”) Aiu+ dp'.

Démonstration. Evidente. 2

On dé nit Iea matrices C(p") par récurrence en posan(p) =1d et

C(p") ¢ee :
0o 't i C(PFA
C(p™) = - _ ::3 i C(P")Fp . On veut montrer que
: : T C(PF3
i C(P")Fpm

0O ¢¢¢c ¢¢c¢ ¢coCc C(p")
pour tout n, C(p") = A(p"). Ceci ,équivaut a dire que pour toul - p", C(P")uv =1
(resp. i 1) si et seulement si5* Aj u (resp. Y= A; 1 u), et C(p")y,y =0 sinon. On
procede par récurrence sum.
1. Sin=1, le lemme 8.23 montre qu'on &(p) = A(p).

2. On suppose quec(p”) = A(p"), et on détermine les couplegu® v9 tels que
C(p"*1)y0y0 soit non nul. lls sont de trois formes :
(@ onauw=dp'+uetv=dp"+vavecu- v- p",0- d- pj let
C(anrl)uo;v0 = C(p")uy 60,
(b)onau®=dp"+uetvVP=(d+2+2¢p"+vavecu- v<p" d, O
e, 0,0- d+2+2e- pj let C(pn+1)u°;v°: C(p")uy 80,
(conauw’=dp"+uetvP=(d+2+2¢p"j vavecu- - v <p", 0-
d+2+2e- petC(p")yo0=j C(p")yv 60.
Supposons qué€(p"*!)y00 6 0 et v < p". Dans les deux premiers cas, a savoir
Vi=dp"+ vouvl=(d+2+2¢ep" + v, le lemme 8.25 montre que comme
VLY Aju, on a"—lo'z—uO A Wl SivP=(d+2+2¢ep"j vetilA;u, il résulte du
lemme 8.24 que"oiz—uo A. . u. On en déduit bien que siC(p"**)yev0 = 1 (resp.
i 1), on a ¥ A, uO (resp. YL A, 5 u9. Si C(p"*! )00 6 0 €tV = P, On
au=vdaprés 823 etu’= dp" + u = dp" + v = V@ d'ou C(p"**)yey0 =
C(P")uv =1 et ﬁz—“o AWl
Réciproquement, supposonéfﬁz—uO A; uletp” <vP<p"™!, Onposez = ﬁz—uo =
Zo+ ¢ ¢z, p", vO= v+ ¢ ¢EVIp", u®= ug+ ¢ ¢Hupp”, avecO - z;vPul - pj 1
pour tout j. On av®= u®+ 2z et en considérant les retenues éventuelles dans
I'addition de u® et 2z, on voit que V2 = ud + 2z, ou v? = ul + 2z, + 1.
Siv? = ul +2z, on posev = V% ulp”i 2z,p" etu = u®j ulp", et on
trouve L = 7z z,p". Commez A; u% onazj z,p" A u°j ulp", ce qui
s'écrit YLU Aj u avecu - v < p", d'ott C(p")yy = i et C(p")yovo = i. Si
v0 = ul+2z,+1,0onposeu = u% ulp" <p"etv=2p"; (V% ulp’j 2z,p") -
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p". Remarquons qu'on a nécessairemenf 6 V° et le lemme 8.23 implique
quev < p". On a ¥EVLY = 74 z.p0 A; u®f ulp = u, et on déduit
du lemme 8.24 que'it = @PLERIVIIM Ay avecu - v < p". On a

donc C(p"*)yovo = § C(P")uw = j (j i) = i. SivP- p" et "—0'2—“0 A; v° on a
C(p"**)yovo = i,etennsiv0= p"*! et "0—'2—”0 A; V0 onau®= vO=(pj 1)p"+p",

i =1 et C(p")prpn = 1, d'oll C(P"™*!)yoyo = 1

8.4 Application a SL(2)

On termine cette thése par une jolie application de ce qui précéde aux carac-
teres des modules simples d&l(2). Rappelons que les facteurs de composition des
modules de Weyl deSL(2) ont été décrits par Carter et Cline [8], Deriziotis [11] et
Winter [46]. Nous obtenons tout d'abord une description de ces facteurs exprimée a
l'aide de la relation%. Pour cela nous utilisons le théoréme suivant.

P .
Théoréme 8.26 [46] Soientr;s, Oets= sjp' avecO- s - pj 1pourtouti.
Alors [¢q:,r) L(s)]=1 si etpseulement si il existe un sous-ensemble hide N tel
quer = (2pj 2j s)pP'+ sp.
i21 i62
Corollaire 8.27 Soient0- s- r- p¢j 1.Onal[¢(r):L(s)]=1 sietseulement
si S hpfi 1§ s
1

Démonstration. Posonsz = ° et s = sip avecO - s; - pj 1 pour tout i.
i=0

gl z%pki 1 s, il existe un Sops- enserpblda def0;1;:::;kj 1g tel que z =

(pi 1j s)p,etonar =s+2z=sp+ (2pi 2j s.)p dou [¢(r):L(9)]=
i21 62 i21
d'apres le theorelme précédent. Rec,j,proquement s ||:,eX|ste un sous-ensemblel ni

deNtelquer = (2pj 2i s)p'+ sp,onaz= (pj 1i s)p'- p*i 1, ce
i21 i62 i2l

qui implique | 2f0;1;:::;kj lgetdoncz%p<i 1i s. 2

Ce résultat est aussi une conséquence immédiate de la proposition 2.8 de [6].
Baranov et Suprunenko y montrent en e et I'équivalence entre la combinatoire de
Carter et Cline [8] en terme de ré exions admissibles et la combinatoire de la rela-
tion Y.

Ce corollaire, associé aux résultats de la section précédente, permet d'exprimer
explicitementchL (r) comme une somme alternée de caracteres de modules de Weyl.

P .
Proposition 8.28 Soit0- r etr +1 = ap avecO- a - pj 1pourtouti et
P s
as60.Sionposel =f ¢pjO- ¢ - & pourtoutig, on a
X* X
chL(r) = che(ri 2)j che(ri 2ap’i 2j):

j23 j23
ri 2, 0 ri 2asp®i 2j, 0
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Démonstration. Soitk , 1tel quer +1 P pi 1, et posonsn = p¢j 1. Pour
tout 1 - r%. n,onach¢(r® 1) = B(n)rosochL (s 1) d'apres le co-
1. s0 r0
roflaire, avec les notations de la section précédente. On en dédaitL (r% 1) =
A(n)osoch ¢(s®j 1) pour tout 1 - r°. n, en particulier pourr®=r + 1.

1. 0. (0

On veut déterminer less® tels ques®= r% 2j avecj A p¢i r% Commept r°=
Pl . .

PKi +r)=(pi a)p’+ (pi 1i &)p',onaj A; p¢i r°si et seulement
i=s+l

sij2Jetj<pk etj A 1p<i rOsietseulementsij ap’2 Jetj<pk La

condition j < p ¥ est automatiquement véri ée sis®= r%; 2j puisques®, 0, et on

a donc la formule annoncée. 2
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Soit p un nombre premier etG un groupe classique de typ8, C ou D dé ni sur la
cloture algébriqueK du corps ap €léments (siG est de typeB ou D, p est impair).

A l'aide de paires duales de groupes et de modules basculants, on trouve le caractere
de certaines représentations rationnelles irréductibles d& sur K. On obtient tout
d'abord des formules en termes de tableaux semi-standards, non couvertes par la
conjecture de Lusztig. Puis on détermine la dimension et/ou le caractére des repré-
sentations irréductibles de plus haut poids un poids fondamental, ou une somme de
deux poids fondamentaux, suivaniG. On en déduit notamment le comportement
asymptotique de leur dimension, @ xé, quand le rang du groupe tend vers I'in ni.

On dresse enn la liste des modules de Weyl simples de plus haut poids un poids
fondamental quandG est un groupe symplectique, ou de plus haut poids la somme
d'un poids fondamental et du plus haut poids de la représentation spin quarl est

un groupe spin.

Title : Character formulae for irreducible representations of classical groups in equal
characteristic

Let p be a prime andG a classical group of typé3, C or D de ned over an algebraic
closureK of the nite eld with p elements (if the type ofG is B or D, p is odd).
Using dual pairs and tilting modules, one can nd the character of some irreducible
rational representations ofG over K . One rst obtains character formulas expressed
with semi-standard tableaux, outside the validity domain of the Lusztig conjecture.
Then one determines the dimension and/or character of the irreducible representa-
tions whose highest weight is a fundamental weight, or the sum of two fundamental
weights, according toG. In particular, for a given p, one deduces the asymptotic
behavior of their dimension when the rank of the group is growing towards in nity.
Finally, one gets the simple Weyl modules whose highest weight is a fundamental
weight whenG is a symplectic group, or a sum of a fundamental weight and of the
highest weight of the spin representation whef® is a spin group.

Discipline : Mathématiques Pures.

Mots-clés : groupes classiques, représentations modulaires irréductibles, modules de
Weyl, caractéres de Brauer, paires duales, modules basculants, formule modulaire
de Verlinde.

Keywords : classical groups, irreducible modular representations, Weyl modules,
Brauer characters, dual pairs, tilting modules, modular Verlinde formula.
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