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Introduction

Dans cette introduction, j’expose les résultats établis dans cette
thèse. Celle-ci est divisée en trois parties dont la première est indépen-
dante des deux autres.

I Une remarque sur les (B,N)-paires scindées

La première partie de cette thèse traite des groupes possédant une
(B,N)-paire scindée ([73], [20, §65, §69], [15], [16]). L’axiomatique des
(B,N)-paires, introduite par J. Tits dans son article [81], regroupe l’es-
sentiel des propriétés des groupes de Chevalley (cf. [17]). Les diverses
classifications de (B,N)-paires finies, (B,N)-paires scindées, selon [39] et
[82], font d’ailleurs apparaître que, réciproquement, les groupes de Che-
valley en sont à peu près les seuls exemples. En particulier, la formule
des commutateurs de Chevalley est, via ces classifications, toujours vé-
rifiée. Nous montrons dans cette partie, que dès que la décomposition
de Lévi (faible) a lieu, alors une démonstration élémentaire permet de
retrouver une formule des commutateurs.

Théorème 1.5.1 Soit G un groupe admettant une (B,N)-paire scin-
dée, satisfaisant l’hypothèse (de décomposition de Lévi faible) :

pour toute racine simple δ ∈ ∆, U ∩ Usδ ⊳ U,

alors il satisfait la formule du commutateur

pour toutes racines α, β ∈ Φ, α 6= ±β,

[Xα, Xβ] ⊆
〈
Xiα+jβ, i > 0, j > 0, iα + jβ ∈ Φ

〉
.

Les notations U du p-sous-groupe distingué maximal de B et X−

des groupes radiciels sont les notations classiques et sont rappelées au
chapitre 1. La démonstration fait intervenir principalement des consi-
dérations de convexité dans la représentation géométrique du groupe
de Weyl.
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II Matrices de décomposition

La seconde partie de ce mémoire traite de matrices de décomposi-
tion de modules et d’algèbres. Ces matrices permettent de relier des
représentations ordinaires et modulaires, suivant la notion introduite
par R. Brauer. Nous nous intéressons essentiellement aux matrices de
décomposition unitriangulaires (carrées) et à la conservation de cette
forme lors du passage d’une matrice de décomposition pour un module
sur une algèbre graduée à la matrice de décomposition de la restriction
de ce module à une algèbre qui effectue la graduation. Nous verrons

Théorème 2.2.1 Soit (O, K, k) un système p-modulaire pour un nombre
premier p et un corps k algébriquement clos. Soit A une O-algèbre O-
libre, de type fini, graduée sur une sous-algèbre B par un groupe ré-
soluble d’ordre r premier à p. Supposons que K⊗OA et K⊗OB sont
semi-simples déployées. Soit M un module sur A possédant, à multipli-
cité près, les mêmes facteurs directs indécomposables que Ind A

BRes A
BM .

Alors, si la matrice de décomposition de M est carrée unitriangu-
laire, il en est de même de la matrice de décomposition de Res A

BM .

Cette étude repose sur la théorie de Clifford décrite au chapitre 2.

Le chapitre 3 commence par un rappel sur les algèbres cellulaires.
Celles-ci ont été introduites par J.J. Graham et G.I. Lehrer dans leur
article [48]. Elles sont définies à partir d’axiomes, à l’image de la cor-
respondance de Robinson-Schensted. Ainsi sont-elles pourvues de nom-
breuses propriétés combinatoires. Elles possèdent notamment une ma-
trice de décomposition "cellulaire" qui est unitriangulaire. Grâce au
rapport entre la matrice de décomposition "cellulaire" et la matrice
de décomposition classique d’une algèbre, une version généralisée du
théorème précédent trouve des applications dans ces algèbres et dans
des algèbres où la donnée cellulaire est encore plus précise, algèbres que
nous appellerons algèbres fortement et très fortement cellulaires. Les
algèbres de Ariki-Koike (voir [8], [28]) sont un exemple d’algèbre très
fortement cellulaire.

Le chapitre 4 contient deux applications concrètes. La première
illustre le théorème généralisant le Théorème 2.2.1 et concerne les al-
gèbres de Ariki-Koike ou plus généralement les algèbres de Hecke cy-
clotomiques ([2], [5]).
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Théorème 4.1.5 Soient d, f, n des entiers naturels non nuls. Soit
(O, K, k) un système p-modulaire, p ne divisant pas f , et k algébri-
quement clos. Soit ω ∈ O, une racine primitive f -ième de l’unité.
Fixons une unité q de O telle que, pour tout i ∈ [2, n], q n’est pas
une racine i-ième de 1 et les ensembles {ωi mod J(O) ; i ∈ [1, f − 1]}
et {qi modJ(O) ; i ∈ Z} sont d’intersection vide. Soit une suite x :=
(x1, . . . , xd) d’unités de O telles que, pour tout i ∈ [1, d], il existe yi

une racine primitive f -ième de xi et pour i, i′ ∈ [1, d], j ∈ [0, f−1],
j 6= 0 si i = i′, alors ωjyi

yi′
6= qm, |m| < n.

Alors, il existe une matrice de décomposition unitriangulaire infé-
rieure de l’algèbre de Hecke H

q,x
fd,f,n(O), associée au groupe de réflexions

complexes G(fd, f, n), qui est g-stable, g étant l’automorphisme de
conjugaison de H

q,x
fd,f,n(O) donné par T1.

La seconde application traite de q-algèbres de Schur de type B et D,
qui sont des algèbres d’endomorphismes de modules sur des algèbres de
Hecke de type B et D. C’est un résultat qui a été établi par J. Gruber
et G. Hiss. Nous en donnerons à nouveau une preuve reposant sur le
Théorème 2.2.1.

Théorème 4.2.1 ([50, Corollaire 7.17]) Soit n ∈ N et (O, K, k) un
système p-modulaire, avec k algébriquement clos et p un nombre pre-
mier impair. Soit q une puissance d’un nombre premier différent de p
tel que l’ordre de q (mod p) est impair. Soit H′ := H

q,(1)
2,2,n(O), l’algèbre

de Hecke de type D de paramètre q. Alors la matrice de décomposition
de la q-algèbre de Schur S(H′) de type D est carrée unitriangulaire.

III Sur la conjecture de J. Gruber et G. Hiss

Le travail effectué dans la dernière partie concerne la conjecture
formulée par J. Gruber et G. Hiss pour les nombres de décomposition
des algèbres de Hecke de type D et de type B, [50, §7.15]. Le problème
est exposé au chapitre 5.

Conjecture (GHPI) Soit n un entier pair strictement positif et
(O, K, k) un système p-modulaire avec k algébriquement clos et un
nombre premier p impair. Soit q une puissance d’un nombre premier
différent de p tel que l’ordre e de q (mod p) est impair. Les nombres
de décomposition d′− de H

q,(1)
2,2,n(O), algèbre de Hecke de type D de para-
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mètre q, satisfont

d′(λ,+),(α,−) = d′(λ,−),(α,+) = 0,

pour λ et α des partitions de n
2

avec α e-régulière.

Dans le chapitre 6, cette conjecture est généralisée aux cas des al-
gèbres de groupes de réflexions complexes G(r, f, n) et G(r, 1, n). Avec
quelques notations et définitions combinatoires qui seront déterminées
dans ce chapitre, voici ce qui est démontré.

Proposition 6.4.1 Soit (O, K, k) un système p-modulaire, pour un
nombre premier p et k algébriquement clos. Soit ρ := (r, f, n), pour
des entiers strictement positifs r, f et n tels que f | r et r est premier
avec p. Soient λ un élément de Lρ, un sous-ensemble des compositions
de n de hauteur r, α ⊢p−reg λ, β ⊢ λ, et deux entiers i ∈ [0, σ′ρ

α−1],
j ∈ [0, σ′ρ

β−1]. Notons m le plus petit commun multiple de s′ρβ, s
′ρ
α.

Alors le nombre de décomposition de la O-algèbre OG(r, f, n) para-

métré par
(
(β, j); (α, i)

)
est nul si i 6≡ j (mod

σρ
λ

m
).

Enfin, dans le dernier chapitre de cette troisième partie, nous don-
nons une condition naturelle portant sur des filtrations de produit de
modules de Specht sur le corps résiduel, sous-laquelle la conjecture
(GHPI) est vérifiée.

Proposition 7.2.1 Soit (O, K, k) un système p-modulaire pour un
nombre premier impair p et k algébriquement clos. Soit n un entier
naturel pair, n = 2m. Soit q une unité de O qui n’est pas une racine
i-ième de l’unité pour i ∈ [1, n] et telle que l’ordre o de q (mod J(O))
est impair si o est fini. Soit α une partition de m. Supposons que le
produit de modules de Specht Sα(k) ⊗k Sα(k) admet une filtration

{0} = S0 ⊂ S1 ⊂ . . . ⊂ Ss = Sα(k) ⊗k Sα(k)

stable par l’application echSα(k),Sα(k) qui échange les composantes de
Sα(k) ⊗k Sα(k), où chaque quotient successif est isomorphe à un mo-
dule simple Dβ(k) ⊗k Dβ(k), pour β ⊢o−reg m, ou à une somme de
modules simples Dµ(k) ⊗k Dν(k), pour µ, ν ⊢o−reg m, µ 6= ν, et vé-
rifiant la propriété suivante. Pour tout i ∈ [0, s−1], si le (i+1)-ième
quotient est isomorphe à Dβ(k)⊗kDβ(k), pour une partition o-régulière
β de m, alors il existe un isomorphisme isi : Si+1/Si → Dβ(k)⊗kDβ(k)
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tel que isi ◦ echDβ(k),Dβ(k) = echSα(k),Sα(k)|Si+1/Si
◦ isi.

Alors, pour tout β ⊢o−reg m, nous avons l’égalité suivante concer-
nant les nombres de décomposition d′− de H

q,(1)
2,2,n, l’algèbre de Hecke de

type D :
d′(α,+),(β,−) = d′(α,−),(β,+) = 0.

Annexes

Dans le premier chapitre de l’annexe se trouve des résultats numé-
riques pour certaines algèbres de Ariki-Koike provenant de programmes
qui effectuent des calculs, sous gap [75], dans la base de Ariki-Koike.
Ils ont été établis afin de mieux comprendre ce qui empêche la généra-
lisation de la preuve de la conjecture (GHPI) des algèbres de groupes
aux algèbres de Hecke.

Au second chapitre de l’annexe sont placés des résultats obtenus en
utilisant le package specht [64] sous gap. Ils permettent de donner des
exemples pour lesquels la condition de la Proposition 7.2.1 portant sur
la filtration est satisfaite.
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Chapitre 1

Formule du commutateur d’un
groupe à (B,N)-paire scindée

1.1 Introduction

Ce premier chapitre est indépendant des chapitres suivants. Il traite
de la formule du commutateur pour un groupe admettant une (B,N)-
paire scindée de caractéristique p.

La structure axiomatique des (B,N)-paires reprend l’essentiel des
propriétés des groupes de Chevalley ([17]) et est à l’origine, principale-
ment destinée à étudier ces derniers (cf. [81]). Les axiomes définissant
un tel groupe n’impliquent pas de façon immédiate la formule du com-
mutateur. Or les groupes finis admettant une (B,N)-paire (scindée) ont
été classifiés ([39], [82]). Ce sont à peu près tous des groupes de Che-
valley. Il est possible de vérifier que, pour chacun d’eux, la formule du
commutateur est valable. Le but de ce chapitre est de prouver que la
décomposition de Lévi implique les formules du commutateur pour les
groupes radiciels, par une méthode élémentaire et avec des considéra-
tions géométriques, sans vérification au cas par cas.

1.2 Rappels sur les (B,N)-paires, notations

En premier lieu, donnons quelques définitions sur les groupes à
(B,N)-paire.

Définition - Notation 1.2.1 Une (B,N)-paire (ou un système de Tits)
est la donnée d’un groupe G et de deux sous-groupes B et N tels que

17



18 CHAPITRE 1. FORMULE DU COMMUTATEUR

(BN1) : G est engendré par B et N ,

(BN2) : T := B ∩N est distingué dans N ,

(BN3) : le quotient W := N/T est engendré par un ensemble S d’in-
volutions satisfaisant

(BN4) : pour tout w ∈W, s ∈ S, sBw ⊆ BwB ∪ BswB,

(BN5) : pour tout s ∈ S, sBs 6= B.

W est appelé le groupe de Weyl de la (B,N)-paire.

Remarque : Dans la définition, ainsi que dans la suite, nous effec-
tuerons le léger abus de notation qui consiste à utiliser des éléments
de W et non leurs représentants dans N , quand cela a un sens. Par
exemple, Bw := Bẇ ne dépend pas du représentant (à gauche ou à
droite) de w ∈W , ici ẇ ∈ N , puisque T est distingué dans N et T est
un sous-ensemble de B.

Définition - Notation 1.2.2 Une (B,N)-paire, notée, selon la défi-
nition précédente, sous la forme du quadruplet (G,B,N, S) est dite
scindée de caractéristique p, pour un nombre premier p, si et seule-
ment si

(SC1) : G est un groupe fini,

(SC2) :
⋂

w∈W

Bw = T ,

(SC3) : B admet une décomposition en produit semi-direct B = UT
où U ⊳ B, U est un p-groupe et T est un p ′-groupe abélien.

Désormais, nous supposerons que (G,B,N, S) est un groupe à
(B,N)-paire scindée de caractéristique p, comme dans la Défini-
tion - Notation 1.2.2.

Conservons la notation W pour désigner le groupe de Weyl de la
(B,N)-paire scindée (G,B,N, S). Le couple (W,S) est alors un système
de Coxeter ([20, Théorème 65.9], [73, Théorème 1.6]). Le groupe de
Coxeter W admet une representation géométrique (fidèle) dans un
espace euclidien E de dimension |S|. Ceci permet d’identifier W à un
groupe fini de réflexions ([20, Théorème 64.28], [73, Théorème 1.7]).
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Définition - Notation 1.2.3 Soit Φ le système de racines associé
à W , i.e., les vecteurs unitaires orthogonaux aux hyperplans fixés par
les réflexions de W .

Soit ∆ un système fondamental pour Φ, choisi de façon à ce que
les réflexions fondamentales {sδ ; δ ∈ ∆} correspondent aux éléments
de S ( [20, 64.A, Théorème 1], [73, Théorème 1.7]).

Désignons par ℓ la longueur dans W relativement à S et notons
w0 l’élément de plus grande longueur. Pour tout δ ∈ ∆, Xδ est le
sous-groupe radiciel U ∩ Uw0sδ .

Rappelons trois résultats provenant de la structure axiomatique
définissant une (B,N)-paire (scindée de caractéristique p).

(R1)([20, Proposition 69.2]) : Soit γ ∈ Φ, γ = w(δ) pour certains
δ ∈ ∆, w ∈ W . Alors Xγ :=wXδ est bien défini au sens où ce groupe
ne dépend que de γ et est non-trivial.

(R2)([20, Proposition 69.2] ou [73, Théorème 3.3] par récurrence) :
Il existe une suite (γ1, . . . , γN) formée des N := ℓ(w0) racines positives
distinctes de Φ telle que U est égal au produit Xγ1 . . .XγN

. Si γ ∈ Φ+,
alors X−γ ∩ U = {1} = U ∩ Uw0 .

(R3)([73, Lemme 2.3]) : Soient w ∈ W , s ∈ S tels que
ℓ(ws) = ℓ(w) + 1, alors U ∩ Uws ⊆ U ∩ Us.

Avec les notations introduites, nous sommes désormais en mesure
d’énoncer la formule du commutateur.

Pour toutes racines α, β ∈ Φ, α 6= ±β,

[Xα, Xβ] ⊆
〈
Xiα+jβ ; i > 0, j > 0, iα + jβ ∈ Φ

〉
. (1.2.1)

Remarque : Supposons que la condition (SC1) n’est pas satisfaite
mais que

(SC1’) : W est un groupe fini,

(SC2) :
⋂

w∈W

Bw = T ,

(SC3’) : pour tout g ∈ G, Ug ∩ B ⊆ U.
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Il est alors possible d’établir les relations (R1), (R2), (R3), et par
conséquent d’appliquer les raisonnements effectués ci-dessous.

1.3 Décomposition de Lévi

Maintenant que les notions utiles, relatives aux (B,N)-paires ont
été données, faisons quelques commentaires sur les rapports entre la
décomposition de Lévi et la formule du commutateur (1.2.1).

Pour tout groupe possédant une (B,N)-paire scindée, la for-
mule (1.2.1) est utilisée pour vérifier les décompositions de Lévi.
Rappelons en quoi consistent ces décompositions.

Soient I ⊆ S, un sous-ensemble de réflexions fondamentales,
WI :=< I > le sous-groupe de W engendré par ces réflexions, wI ,
son élément de plus grande longueur, NI le sous-groupe de N conte-
nant T tel que NI/T = WI et PI le sous-groupe parabolique standard
BWIB qui admet une (B,N)-paire : (PI , B,NI , I) (cf. [20, §65.C]). No-
tons encore LI , le sous-groupe engendré par certains groupes radiciels
et T ,

LI :=< T, Xγ ; γ ∈ ΦI >,

et UI , le sous-groupe engendré par des groupes radiciels,

UI :=< Xγ ; γ ∈ Φ+\Φ+
I >,

où ΦI est le sous-ensemble des racines associé à WI et Φ+
I := Φ+ ∩ΦI .

Par le Lemme 1.4.1, cité ci-dessous,

UI = U ∩ UwI .

La décomposition de Lévi permet d’exprimer PI sous la forme d’un
produit semi-direct PI = UI ⋊LI . D’après la formule du commutateur,
UI est normalisé par LI , donc par PI , en observant que PI est engendré
par LI et UI .
En effet, utilisons l’expression (1.2.1) ainsi que des considérations
sur les racines. Nous obtenons que, si α ∈ ΦI , β ∈ Φ+\Φ+

I , alors
[Xα, Xβ] ⊆ UI . Comme UI est clairement normalisé par T , LI norma-
lise UI .
Ceci montre que la décomposition de Lévi vient en vérifiant que UI est
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normalisé par le groupe engendré par les groupes radiciels Xα, α ∈ Φ+
I ,

(soit U ∩ Uw0wI , en appliquant le Lemme 1.4.1) ou encore en vérifiant
que UI est distingué dans U d’après le rappel (R2).

Suivant ce qui vient d’être dit, la formule du commutateur (1.2.1)
implique la relation

pour tout I ⊆ S, U ∩ UwI ⊳ U, (1.3.1)

en particulier en choisissant I sous la forme d’un singleton, la for-
mule (1.2.1) entraine la relation, plus faible a priori,

pour tout δ ∈ ∆, U ∩ Usδ ⊳ U. (1.3.2)

N. Tinberg ([80]) a montré que sous l’hypothèse (1.3.2), il est
possible d’obtenir l’expression (1.3.1), i.e., la propriété de décom-
position de Lévi, en utilisant des méthodes élémentaires. Dans la
suite de ce chapitre, nous allons prouver un peu plus, à savoir que la
"décomposition de Lévi faible" (1.3.2) implique la formule du commu-
tateur (1.2.1). Nous procèderons également de façon élémentaire, sans
utiliser la classification des (B,N)-paires ou le cas du rang 2 (exposé
dans [FS]) en nous basant sur des considérations de convexité dans
l’espace de représentation des réflexions de W .

Remarque : Terminons cette présentation du problème par une
remarque concernant la validité de l’expression (1.3.2). Si tous les
sous-groupes radiciels Xδ, δ ∈ ∆, sont d’ordre p, alors la relation (1.3.2)
est toujours vérifiée.

Preuve : Fixons δ ∈ ∆. Rappelons que U{δ} = U ∩ Usδ . Avec (R2)
et le Lemme 1.4.1, U = U{δ}Xδ et U{δ} ∩Xδ = {1}. L’indice [U : U{δ}]
est égal à |Xδ|, soit par hypothèse à p. Ainsi, U{δ} ⊳ U et la formule
(1.3.2) est satisfaite grâce à l’affirmation suivante. Si H1 est un groupe
fini possédant un sous-groupe propre H2 d’indice p, où p est le plus
petit diviseur premier de l’ordre de H1, alors H2 est distingué dans
H1, par un résultat classique de théorie des groupes.

1.4 Premiers résultats

Dans cette partie, nous donnons des résultats préliminaires qui
seront utilisés dans la preuve du théorème final. Avant de les énoncer
et de les prouver, introduisons deux notations.
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Définition - Notation 1.4.1 Si E ′ est un sous-ensemble de l’espace
euclidien E,

X(E ′) :=
〈
Xγ ; γ ∈ E ′ ∩ Φ

〉
.

Si A est un sous-ensemble de W , non-vide,

VA :=
⋂

w∈A

Uw.

La proposition suivante montre comment exprimer VA pour A sous-
groupe non-vide de W , en fonction des groupes radiciels Xγ, γ ∈ Φ.
Dans cette perspective, nous avons d’abord besoin du

Lemme 1.4.1 Soient des racines positives distinctes γ1, . . . , γm, pour
un entier m strictement positif, et une réflexion w ∈ W . Pour tout
i ∈ [1, m], soit xi ∈ Xγi

\{1}. Alors x1x2 . . . xm ∈ Uw, si et seulement
si, pour tout i ∈ [1, m], la racine w(γi) est positive.

Preuve : L’implication "indirecte" est claire. Si pour tout i ∈ [1, m],
w(γi) ∈ Φ+, alors, pour tout i ∈ [1, m], Xw(γi) =wXγi

⊆ U par (R2).
Prouvons l’implication "directe" par récurrence sur ℓ(w).
Si w = 1, c’est trivial avec (R1).
Si w = sδ pour une racine fondamentale δ, nous devons vérifier

que δ n’apparaît pas dans {γi ; i ∈ [1, m]}. Supposons au contraire qu’il
existe i0 ∈ [1, m] tel que δ = γi0. Alors, pour tout i ∈ [1, m], i 6= i0,
sδ(γi) ∈ Φ+ par hypothèse sur les γj, j ∈ [1, m]. En appliquant l’impli-
cation "indirecte" déjà vérifiée, x1 . . . xi0−1 ∈ Usδ et xi0+1 . . . xm ∈ Usδ .
Ainsi, xi0 ∈ Usδ ∩ Xδ ⊆ Usδ ∩ Uw0sδ = {1} par (R2). Ceci contredit
l’hypothèse faite sur xi0 .

Si w ∈ W tel que ℓ(w) ≥ 1. Écrivons w = w′sδ pour certains
w′ ∈W et δ ∈ ∆ avec ℓ(w′) = ℓ(w)− 1. Par (R2), U ∩Uw ⊆ U ∩Usδ .
Nous venons de voir que pour tout i ∈ [1, m], sδ(γi) ∈ Φ+. Pour tout
i ∈ [1, m], posons γ′i := sδ(γi) et x′i := xi

ṡδ ∈ Xγ′
i
pour un représentant

ṡδ ∈ N de sδ. Le résultat vient en appliquant l’hypothèse de récurrence
à x′1x

′
2 . . . x

′
m ∈ Uw′

.
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Proposition 1.4.2 Pour tout ensemble non-vide A ⊆ W, VA = X(ΨA)
où ΨA := {γ ∈ Φ ; pour tout w ∈ A, w(γ) ∈ Φ+}. En outre, ΨA est
aussi le sous-ensemble {γ ∈ Φ ; Xγ ⊆ VA}.

Preuve : Supposons que 1 ∈ A de sorte que ΨA ⊆ Φ+. Choisis-
sons γ1, . . . , γm ∈ Φ+ comme dans (R2). L’ensemble ΨA est égal
à {γi1, . . . , γir} pour certains indices 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m. Tout
x ∈ VA ⊆ U, s’écrit x = x1 . . . xm avec xi ∈ Xγi

, pour tout i ∈ [1, m]. Le
Lemme 1.4.1 implique que xi = 1 quand γi 6∈ ΨA, donc VA = X(ΨA).
Il est alors clair que ΨA ⊆ {γ ∈ Φ ; Xγ ⊆ VA}. Mais si γ ∈ Φ est
tel que Xγ ⊆ VA, alors γ ∈ Φ+ par (R1) et (R2). Selon le lemme
cité ci-dessus, il vient que γ ∈ ΨA. La dernière égalité de l’énoncé est
prouvée.

Supposons, maintenant, que 1 6∈ A. Choisissons a ∈ A et posons
A′ := Aa−1 ⊆ W. Appliquons ce que nous venons juste de montrer
à A′ qui contient 1. Cela permet de conclure puisque VA = VA′

a et
ΨA = a−1ΨA′ .

À présent, passons à trois résultats géométriques, indépendants de
la théorie des (B,N)-paires. Le premier est une légère adaptation du
théorème de séparation des convexes convenant à nos besoins.

Lemme 1.4.3 Soient Ψ un ensemble fini de E\{0} et C un cône
convexe fermé de E tel que C ∩−C = {0}. Soit F le sous-ensemble du
dual E∨ de E, F := {f ∈ E∨ ; f(C\{0}) ⊆ R∗

+, 0 6∈ f(Ψ)}. Alors,

C =
⋂

f∈F

f−1(R∗
+) ∪ {0}.

Preuve : L’inclusion directe est claire. Pour l’autre inclusion, soit
x 6∈ C( donc x 6= 0). Nous allons trouver une forme linéaire f telle que
f(C\{0}) ⊆ R∗

+, f(x) < 0 et 0 6∈ f(Ψ).
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que x est de norme 1.
Si r > 0, soit Cr, resp. Dr, le cône ouvert engendré par les éléments
de la boule unité qui se trouvent à une distance strictement inférieure
à r, des éléments de C, resp. de x. Il est clair que, pour r suffisamment
petit, Cr ∩ Dr = ∅. Par hypothèse sur C, il est possible de séparer
C\{0} et −C\{0} par un hyperplan passant par 0. Pour r petit, il est
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facile de voir que cet hyperplan sépare Cr et −Cr, donc Cr ∩−Cr = ∅.
Choisissons r assez petit de façon à ce que Cr ∩Dr = Cr ∩ −Cr = ∅.
Prenons un hyperplan qui sépare les ouverts convexes Cr et Dr.
Il passe par 0 de façon évidente. Ceci nous dit que l’ensemble
G := {f ∈ E∨ ; f(C\{0}) ⊆ R∗

+, f(x) < 0} est non-vide. De plus,
G est clairement un ouvert de E∨ (G est défini par des "conditions
ouvertes") et que l’ensemble {f ∈ G ; 0 ∈ f(Ψ)} 6= G parce que Ψ est
fini. Ainsi, le sous-ensemble de G, {f ∈ G ; 0 6∈ f(Ψ)}, est non-vide, ce
qui prouve l’assertion.

Ce lemme permet d’établir une correspondance entre les sous-
ensembles "convexes" de Φ et des sous-groupes de G comme suit.

Proposition 1.4.4 Soit C une cône fermé convexe de E tel que
C ∩ −C = {0}. Notons A(C) := {w ∈W ; C ∩ Φ ⊆ w−1(Φ+)}. Alors,

(i) C ∩ Φ = ΨA(C) avec les notations de la Proposition 1.4.2,
(ii) X(C) = VA(C).

Preuve : L’inclusion C ∩ Φ ⊆ ΨA(C) =
⋂

w∈A(C)

w−1(Φ+) est triviale.

Dans l’autre sens, selon le Lemme 1.4.3, C ∩ Φ =
⋂

f∈F

f−1(R∗
+) ∩ Φ

où F est l’ensemble formé des f ∈ E∨ vérifiant f(C\{0}) ⊆ R∗
+ et

0 6∈ f(Φ). Pour un tel f , f−1(R∗
+) ∩ Φ définit un nouvel ensemble

de racines positives de Φ, donc un nouveau système fondamental
([20, p. 554]). Par transitivité de W sur les systèmes fondamentaux,
il existe wf ∈ W tel que f−1(R∗

+) ∩ Φ = w−1
f (Φ+). Clairement,

wf ∈ A(C). Ainsi, C ∩ Φ est égal à l’intersection
⋂

f∈F

w−1
f (Φ+) qui

contient
⋂

w∈A(C)

w−1(Φ+) i.e. ΨA(C). Nous avons obtenu l’implication

inverse cherchée et l’assertion (i).
L’ensemble X(C) est égal à X(ΨA(C)) par (i), soit VA(C) par la

Proposition 1.4.2, d’où la seconde égalité (ii).

Grâce à cette correspondance, il vient le

Corollaire 1.4.5 Soient C et D deux cônes convexes fermés vérifiant
C ∩ −C = {0} et D ∩ −D = {0}. Alors, X(C) ∩X(D) = X(C ∩D).
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Preuve : D’après la Proposition 1.4.4 (ii), X(C) ∩ X(D) est égal
à VA(C) ∩ VA(D) = VA(C)∪A(D), soit encore à X(ΨA(C)∪A(D)) par la
Proposition 1.4.2. Or, ΨA(C)∪A(D) est égal à ΨA(C) ∩ΨA(D), encore égal
à C∩D∩Φ selon la Proposition 1.4.4 (i). Ceci prouve l’égalité cherchée.

1.5 La formule du commutateur

Nous sommes à présent en mesure de donner le résultat principal
de ce chapitre.

Théorème 1.5.1 Soit G un groupe admettant une (B,N)-paire
scindée de caractéristique p qui satisfait la condition de décomposition
de Lévi faible (1.3.2), alors il vérifie la formule du commutateur (1.2.1).

Preuve : Pour tout sous-ensemble fini Y ⊆ E, désignons par C(Y )
le cône convexe fermé engendré par Y . Si y, z ∈ E, nous utiliserons
l’abréviation C(y, z) pour C({y, z}).

Supposons que G vérifie l’hypothèse (1.3.2). Soient α ∈ ∆ et
β ∈ Φ+, α 6= β. Le groupe U{α} est égal à V{1,sα} par définition,
donc égal à X(Ψ{1,sα}) selon la Proposition 1.4.2 et Xβ ⊆ Uα selon
cette même proposition, puisque Ψ{1,sα} = Φ+\{α}. Or Φ+\{α} =
Φ ∩ C(Φ+\{α}) parce que toute combinaison linéaire positive de ra-
cines positives qui est une racine est une racine positive et parce que,
α étant une racine fondamentale, α ne s’exprime pas comme combinai-
son linéaire positive de plusieurs éléments de Φ+ ([20, 64.A, preuve du
Corollaire 64.10]). Par conséquent, U{α} = X

(
C(Φ+\{α})

)
.

Comme Xα ⊆ U , la formule (1.3.2) implique que [Xα, Xβ] ⊆
[Xα, U{α}] ⊆ U{α}. Par ailleurs, Xα et Xβ sont des sous-groupes de
X

(
C(α, β)

)
donc [Xα, Xβ] ⊆ X

(
C(α, β)

)
. Les deux cônes convexes

fermés C(Φ+\{α}) et C(α, β) satisfont C ∩ −C = {0}, par pro-
priété des racines posives. Le commutateur [Xα, Xβ] est inclus dans
U{α}∩X

(
C(α, β)

)
= X

(
C(Φ+\{α})

)
∩X

(
C(α, β)

)
d’après ce qui pré-

cède, soit X
(
C(α, β)\{α}

)
par le Corollaire 1.4.5. Finalement, nous

avons obtenu que, pour tout α ∈ ∆, β ∈ Φ+\{α},

[Xα, Xβ] ⊆ X
(
C(α, β)\{α}

)
. (1.5.1)

Si α ∈ ∆ et β ∈ Φ−\{−α}, la relation (1.5.1) est aussi vérifiée.
En effet, nous appliquons le travail fait ci-dessus à w0sα(α) ∈ ∆ et
w0sα(β) ∈ Φ+, pour obtenir l’analogue de l’inclusion (1.5.1) faisant
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intervenir les racines w0sα(α) et w0sα(β). Puis nous conjuguons les
sous-groupes obtenus dans cette dernière relation par sαw0 ∈W .

Enfin, si α et β sont des racines quelconques, non-proportionnelles,
il existe w ∈ W tel que w(α) ∈ ∆. Appliquons l’un des deux cas
précédents à w(α) et w(β). Il vient que

[Xw(α), Xw(β)] ⊆ X
(
C

(
w(α), w(β)

)
\{α}

)
.

En conjugant ensuite les groupes intervenant dans cette relation, nous
montrons que l’expression (1.5.1) est satisfaite pour toutes racines α,
β non-proportionnelles.

Échangeons maintenant les rôles de α et β, racines non-
proportionnelles,

[Xα, Xβ] ⊆ X
(
C(α, β)\{β}

)
.

Par conséquent,

[Xα, Xβ] ⊆ X
(
C(α, β)\{α}

)
∩X

(
C(α, β)\{β}

)
.

En considérant le plan engendré par α et β, il est clair que chaque en-
semble Φ∩

{
C(α, β)\{α}

}
, Φ∩

{
C(α, β)\{β}

}
et Φ∩

{
C(α, β)\{α, β}

}
,

peut s’écrire Φ∩C où C est un cône convexe fermé vérifiant C ∩−C =
{0}. Le Corollaire 1.4.5 implique alors que

X
(
C(α, β)\{α}

)
∩X

(
C(α, β)\{β}

)
⊆ X

(
C(α, β)\{α, β}

)
.

La formule du commutateur (1.2.1) est démontrée.



Convention

Désormais, jusqu’à la fin de la thèse, nous adopterons les "conven-
tions anglaises". À savoir :

– Une application sera notée à droite de l’élément qu’elle trans-
forme. Par conséquent, les compositions d’applications sont à
lire de gauche à droite. Ceci est notamment valable pour les
permutations.

– Toutes les algèbres seront considérées comme des R-algèbres
libres de type fini, pour un anneau R commutatif intègre. Tous
les modules utilisés seront des modules à droite, sauf indication
contraire, sur des R-algèbres A comme précisées ci-avant. Ils
seront supposés libres de type fini (sur R). Nous noterons
mod(A), la catégorie de tels modules.

Ces choix ont été faits afin d’assurer une cohérence avec les
principales références et applications, notamment du Chapitre 4.
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Deuxième partie

Matrices de décomposition
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Chapitre 2

Matrices de décomposition de
modules induits et restreints

Le but de ce chapitre est d’étudier les relations entre la matrice de
décomposition d’un module sur une algèbre graduée et la matrice de
décomposition de ce module restreint à la sous-algèbre effectuant la
graduation. Sous certaines hypothèses, nous allons observer que si la
première matrice est carrée unitriangulaire, alors la seconde l’est aussi,
et réciproquement. En fait, nous donnerons un théorème plus général
qui affirme que si la première est "stable" unitriangulaire, alors la
seconde l’est aussi et réciproquement, pour des notions de stabilité
appropriées.

Commençons par quelques rappels.

2.1 Rappels

2.1.1 Algèbres graduées

Définition - Notation 2.1.1 Soient S un groupe fini, noté multipli-
cativement, R un anneau commutatif, A une R-algèbre de type fini en
tant que R-module. Une famille {As}s∈S de sous-modules sur R de A,
est appelée un système de Clifford S-gradué si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1. AsAt = Ast (en tant que produit de modules),

2. pour chaque s ∈ S, il existe une unité as ∈ A telle que

As = asA1 = A1as,

31
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3. A se décompose en la somme
⊕

s∈S

As, cette décomposition sera

dite graduée,

4. 1 ∈ A1.

Une R-algèbre satisfaisant ces conditions est appelée une R-algèbre
graduée par S sur A1 ([19, §11]).

Supposons que le groupe S paramétrant les indices de la décomposi-
tion graduée est un groupe cyclique d’ordre r, pour r ∈ N. L’algèbre A
est une R-algèbre graduée par un groupe cyclique d’ordre r, sur (la
sous-algèbre) A1, de même unité que A, s’il existe une unité a ∈ A,
telle que aA1 = A1a, ar ∈ A1 et A = ⊕aiA1.

À une graduation effectuée par un groupe cyclique, il est possible
d’associer deux automorphismes.

Définition - Notation 2.1.2 Soient un entier r strictement positif
et un anneau commutatif R contenant une racine primitive r-ième
de l’unité ω. Soit A une R-algèbre graduée par un groupe cyclique
d’ordre r, sur une sous-algèbre A1 : A =

⊕

s∈[0,r−1]

asA1, pour une unité

a ∈ A, telle que aA1 = A1a et ar ∈ A1.
À une telle décomposition graduée sont associés deux automorphismes,

un automorphisme h(ω)
A/A1

de A, défini sur asA1 comme égal à ωsIdasA1,

pour tout s ∈ [0, r−1], et un automorphisme g(a)
A1/A de A1 qui est la

conjugaison par a, qui envoie a1 ∈ A1 sur a−1a1a.

Relations entre les radicaux de A et A1

Supposons que R est un corps.

Soit A une R-algèbre graduée comme dans la Définition - Nota-
tion 2.1.2. Si J(−) désigne le radical de Jacobson, nous avons une
première relation entre les radicaux des algèbres A1 et A,

r−1⊕

j=0

J(A1)a
j ⊆ J(A). (2.1.1)
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Afin de prouver l’inclusion précédente, montrons d’abord que

J(A1) = A1 ∩ J(A). (2.1.2)

L’idéal de A1, A1 ∩ J(A), est nilpotent, donc A1 ∩ J(A) ⊆ J(A1).
L’idéal J(A1) annule tout module simple V sur A car la restriction
de V à A1 se décompose en une somme de modules simples sur A1.
Par propriété du radical, J(A1) ⊆ J(A) et l’égalité (2.1.2) est satisfaite.

L’idéal J(A) est bilatère et l’unité a ∈ A normalise A1. L’expression
de J(A1) en (2.1.2) implique que

aJ(A1) = J(A1)a. (2.1.3)

En utilisant la graduation de A, A =

r−1⊕

j=0

ajA1, il est clair que

r−1⊕

j=0

a
jJ(A1) est un idéal bilatère de A. Il est nilpotent, donc inclus

dans J(A) et l’inclusion (2.1.1) est démontrée.

Remarque :
Si A est semi-simple, J(A) = {0}. D’après (2.1.1), J(A1) = {0} donc
l’algèbre A1 est aussi semi-simple.

Supposons maintenant que le corps R satisfait l’hypothèse (HSS).

Hypothèse (HSS) : Pour tout module simple N de A1, le module
induit N ⊗A1 A est un module semi-simple sur A.

Montrons que sous la condition (HSS), l’inclusion (2.1.1) est en
fait une égalité, i.e.,

r−1⊕

j=0

ajJ(A1) = J(A). (2.1.4)

Soit x ∈ J(A), x = a0 + a1a + · · ·+ ar−1a
r−1 pour certains éléments

ai ∈ A1, i ∈ [0, r−1]. Soit N un module simple sur A1. Par hypothèse
et propriété du radical, x annule N ⊗A1 A. Donc, pour tout ni ∈ N ,

i ∈ [0, r−1], la somme (
r−1∑

i=0

ni⊗A1 ai)(
r−1∑

j=0

aj aj) est nulle. En particulier,
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nous obtenons que, pour tout j ∈ [0, r−1], aj annule N . Comme N est
un module simple arbitraire sur A1, aj ∈ J(A1), pour tout j ∈ [0, r−1],

et x ∈
r−1⊕

j=0

ajJ(A1). Nous avons montré l’égalité (2.1.4).

Remarques :
1. À partir de l’égalité (2.1.4), nous obtenons l’équivalence suivante :

sous la condition (HSS), A est semi-simple si et seulement si sa sous-
algèbre A1 l’est aussi. Plus généralement,

dimRA/J(A) = r dimRA1/J(A1). (2.1.5)

2. Dans la suite, nous montrerons que les corps dont la caractéris-
tique ne divise pas r satisfont la condition (HSS).

Par contre, l’hypothèse (HSS) n’est pas toujours satisfaite si la
caractéristique du corps divise r comme nous l’observons dans le contre-
exemple suivant.

Soit G := (C2)
2, où C2 est le groupe cyclique d’ordre 2, C2 = {1, c},

et H = {(1, 1), (c, c)}. Soit k le corps à deux éléments. Il est clair que
kG est C2-graduée sur kH . Une décomposition graduée est :

kG = kH ⊕ (c, 1)kH.

Comme l’algèbre d’un p-groupe en caractéristique p admet un unique
module simple, la k-algèbre kG, resp. kH , admet un unique module
simple kSG, resp. kSH , où SG :=

∑

x∈G

x, resp. SG :=
∑

x∈H

x, de dimen-

sion 1. Supposons que le module induit SH ⊗kH kG est semi-simple.
Comme il est de dimension 2, il est isomorphe à 2 kSG. Soit f un tel
isomorphisme. Il vérifie

(
SH ⊗kH (c, 1)

)
f =

(
SH ⊗kH (1, 1)

)
f(c, 1) par

kG-linéarité, soit
(
SH ⊗kH (1, 1)

)
f d’après l’action de kG sur 2 kSG.

Nous en déduisons que f n’est pas injective, ce qui est en contradiction
avec l’hypothèse faite sur f .

2.1.2 Matrices de décomposition

Afin de donner les définitions de matrices de décomposition, nous
avons besoin de la

Définition - Notation 2.1.3 Le triplet (O, K, k) est un système
p-modulaire si O est un anneau de valuation discrète complet, K est
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son corps de fraction de caractéristique 0, k est son corps résiduel
de caractéristique p. Il est dit neutralisant pour une O-algèbre A, si
l’algèbre des endomorphismes d’un module simple sur Â = K ⊗O A,
resp. sur A = k ⊗O A, est isomorphe à K, resp. à k, soit encore
l’algèbre quotient Â/J(Â), resp. A/J(A), est isomorphe à un produit
d’algèbres de matrices à coefficients dans K, resp. k.

Nous allons nous placer sous les hypothèses (HMD).

Hypotèses (HMD) : Soient (O, K, k) un système p-modulaire neu-
tralisant pour A, une O-algèbre (libre de type fini sur O).

Supposons que K ⊗O A est semi-simple.

Les définitions de matrices de décomposition sont les suivantes.

Définition - Notation 2.1.4 Sous les hypotèses (HMD), la ma-
trice de décomposition de l’algèbre A est la matrice Dec(A) = (Dij)
où i, resp. j, parcourt l’ensemble des classes d’isomorphismes des
sous-modules simples de K ⊗O A, resp. de k ⊗O A, et Dij représente
la multiplicité de j dans k ⊗O Ei, où Ei est une O-forme de i.

Remarque : Des résultats classiques montrent que la multiplicité
Dij ne dépend pas du choix de la O-forme de i ([10, Proposition 1.9.6]).

Définition - Notation 2.1.5 Sous les hypotèses (HMD), soit M
un module sur A. La matrice de décomposition du module M est
la matrice DecA(M) = (Dij) où i, resp. j, parcourt l’ensemble des
classes d’isomorphismes des sous-modules simples de K ⊗O M ,
resp. des facteurs directs indécomposables de M , et Dij représente
la multiplicité de i dans K⊗OYj, pour un représentant Yj de la classe j.

Remarques :
1. Il est facile de voir que la matrice de décomposition du module

régulier AA est égale à la matrice de décomposition de l’algèbre A :
DecA(AA) = Dec(A), (cf. [10, Proposition 1.9.6] ou [44, Exemple 4.3]).
Reprenons les indices utilisés pour définir la matrice de décomposition
de A. Le coefficient Dij est aussi égal à la multiplicité de i dans le
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relèvement à O de la couverture projective de j tensorisé par K. Ceci
justifie l’assertion précédente.

2. Une autre relation entre les matrices de décomposition d’algèbres
et les matrices de décomposition de modules est la suivante. Avec
les hypothèses et notations ci-dessus, DecA(M) = Dec

(
End

A
(M)

)
.

La bijection entre les modules indécomposables, resp. simples, est
induite par le foncteur HomA(M,−), resp. HomK⊗A(K⊗OM,−), ([44,
Lemme 4.5]).

2.2 Premier théorème

Ces premiers rappels effectués, nous allons énoncer un théorème
afin de justifier les notations, définitions et hypothèses qui apparaissent
à la section suivante. Voici le premier résultat décrivant une relation
entre la matrice de décomposition d’un module sur une algèbre graduée
et celle du module restreint à la sous-algèbre déterminant la graduation.

Théorème 2.2.1 Soit (O, K, k) un système p-modulaire pour un
nombre premier p et un corps k algébriquement clos. Soit A une
O-algèbre O-libre, de type fini, graduée sur une sous-algèbre B par
un groupe résoluble d’ordre r premier à p. Supposons que K ⊗O A et
K ⊗O B sont semi-simples déployées. Soit M un module sur A possé-
dant, à multiplicité près, les mêmes facteurs directs indécomposables
que Ind A

BRes A
BM .

Alors, si la matrice de décomposition de M est carrée unitriangu-
laire, il en est de même de la matrice de décomposition de Res A

BM .

Dans la suite de ce chapitre, nous nous employons à prouver ce
théorème. Plus exactement, le Théorème 2.2.1, dans le cas particulier
où l’algèbre A est graduée sur B par un groupe cyclique, est une
conséquence d’un théorème un peu plus général affirmant que si l’une
des matrices de décomposition est, ce que nous appelerons stable
unitriangulaire, alors il en est de même de l’autre. Notamment, si l’une
des matrices de décomposition est carrée unitriangulaire, alors l’autre
matrice l’est aussi. Le Théorème 2.2.1, pris dans son cadre général,
s’obtient par récurrence.
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2.3 Second théorème

2.3.1 Quelques notions de stabilité

Soient R un anneau de valuation discrète complet (par exemple un
corps), L une R-algèbre et h un automorphisme d’algèbre de L.

Selon des notations classiques, pour tout module N sur L, Nh est
le module sur L de même espace sous-jacent que N et où l’action de
L est tordue par h. À savoir, l’action de L sur Nh est donnée par
n ∗ l := n (l)h, pour tout l ∈ L, n ∈ N .

Supposons qu’il existe un entier r strictement positif, tel que pour
tout module N sur L, N et Nhr

sont isomorphes.

Il est possible de faire agir le groupe cyclique Cr =< c> sur l’en-
semble des classes d’isomorphismes des modules sur L. Si s ∈ [0, r−1] et
N est un module sur L, cs envoie la classe d’isomorphismes contenant
N sur celle contenant Nhs

.

Définition - Notation 2.3.1 Soit N un module sur L.
Nous noterons o(h,N) le cardinal de la Cr-orbite via h de la classe

d’isomorphismes de N .
N sera dit h-stable si N est isomorphe à Nh, i.e., o(h,N) = 1.
N sera appelé h-quasi-stable si Nh

0 est une facteur direct de N
pour tout facteur direct indécomposable N0 de N .

Désignons par Σh,N le module h-stable, Σh,N :=

o(h,N)−1⊕

j=0

Nhj

.

Rappelons qu’une matrice D = (dij) de taille n×m est
unitriangulaire inférieure si n ≥ m et pour tout i ∈ [1, n], j ∈ [1, m],

si j > i alors dij = 0,
si j = i alors dij = 1,

unitriangulaire supérieure si c’est la matrice transposée d’une matrice
unitriangulaire inférieure.

Nous pouvons alors donner la nouvelle

Définition - Notation 2.3.2 Soit (O, K, k) un système p-modulaire
neutralisant pour une O-algèbre A, libre de type fini sur O, avec
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Â := K ⊗O A semi-simple. Pour tout module M sur A et tout auto-
morphisme h ∈ EndA(M), la matrice de décomposition D := DecA(M)
de M , de taille nr × nc, est dite h-stable unitriangulaire si

D est unitriangulaire inférieure (nr ≥ nc) et pour tout module
simple V sur Â qui correspond à un indice de ligne s ∈ [1, nc], resp.
s ∈ [nc+1, nr], alors V 1K⊗Oh correspond à un indice de ligne s′ ∈ [1, nc],
resp. s′ ∈ [nc+1, nr], ou

D est unitriangulaire supérieure (nr ≤ nc) et pour chaque facteur
direct indécomposable Y de M qui correspond à un indice de colonne
s ∈ [1, nr], resp. s ∈ [nr + 1, nc], alors Y h correspond à un indice de
colonne s′ ∈ [1, nr], resp. s′ ∈ [nr + 1, nc].

Remarque : Dans le cas particulier où D est une matrice carrée
unitriangulaire et M est un module h-quasi-stable, la condition de
h-stabilité pour D est automatiquement vérifiée.

2.3.2 Second théorème

Commençons par citer les hypothèses sous lesquelles les résultats
énoncés dans le second théorème sont vérifiés.

Hypothèses (H) : Soient r un entier strictement positif et (O, K, k)
un système p-modulaire pour un nombre premier p ne divisant
pas r et k algébriquement clos.

Soit ω une racine primitive r-ième de O.

Soit A une O-algèbre (libre de type fini) graduée sur une sous-
algèbre B par un groupe cyclique d’ordre r :

A =

r−1⊕

i=0

aiB, pour une unité a ∈ A, aB = Ba, ar ∈ B,

d’automorphismes associés h := h
(ω)
A/B pour A, g := g

(a)
B/A pour B,

avec K ⊗O A et K ⊗O B semi-simples déployées.

Remarques : Supposons que les hypothèses (H) sont satisfaites.

1. L’entier r est inversible dans O. En effet, il existe des entiers
u, v tels que ru = 1 − pv avec p ∈ J(O), le radical de de Jacobson
de O, puisque k ∼= O/J(O). Par propriété du radical, r est inversible.
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2. Le corps k étant supposé algébriquement clos, de caractéristi-
que p, O admet une racine primitive r-ième de l’unité, selon le lemme
de Hensel.

Donnons à présent le théorème principal du chapitre dont le
théorème 2.2.1 est une conséquence. Nous en verrons des applications
dans le chapitre 4.

Théorème 2.3.1 (Théorème principal) Supposons que les hypo-
thèses (H) sont satisfaites. Soit M un module sur A, h-quasi-stable.

Si la matrice de décomposition D := DecA(M), est h-stable
unitriangulaire, alors la matrice de décomposition D′ := DecB(ResM)
est g-stable unitriangulaire. De plus, si D est carrée, D′ l’est aussi.

Avant de donner des corollaires de ce théorème, nous développons
certains résultats utiles à la preuve.

2.4 Premiers résultats

Nous conservons les hypothèses (H) de 2.3.2. Nous y ajoutons la
notation,

Définition - Notation 2.4.1 Notons −̂ := K ⊗O −.

Commençons par énoncer quelques propriétés vérifiées par les
foncteurs d’induction et de restriction.

2.4.1 Restriction et induction

Dans cette sous-section, les algèbres Â et B̂ ne sont pas nécessaire-
ment semi-simple déployées et k n’a pas besoin d’être algébriquement
clos.

Considérons les foncteurs adjoints de restriction et d’induction des
catégories de modules sur A et B, resp. sur Â et B̂. Afin de simplifier
les notations, nous les désignerons indifféremment par Res et Ind ,

Res− : mod(A) → mod(B), Ind− = −⊗B A : mod(B) → mod(A),
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ou,

Res− : mod(Â) → mod(B̂), Ind− = −⊗ bB Â : mod(B̂) → mod(Â).

D’une part, pour tout module N sur B, l’isomorphisme de modules

sur B qui envoie n⊗B a ∈ Res IndN sur (n ∗−j bj)j∈[0,r−1] ∈
r−1⊕

j=0

Ng−j

,

pour n ∈ N , a =
r−1∑

j=0

ajbj et bj ∈ B, ∗−j désignant l’action de B

sur Ng−j

, montre que

Res IndN ∼=

r−1⊕

j=0

Ngj

. (2.4.1)

Par ailleurs,

Proposition 2.4.1 Pour tout module L sur A, les modules Ind ResL

et
r−1⊕

j=0

Lhj

sont isomorphes.

Preuve : Par définition, Ind ResL est isomorphe au module

L⊗A (AAB) ⊗B (BAA),

donc aussi à
r−1⊕

j=0

L⊗AA
hj

parce qu’il existe un isomorphisme de (A,A)-

bimodules :

AAB ⊗B BAA
∼=

r−1⊕

j=0

Ahj

. (2.4.2)

L’isomorphisme énoncé s’en déduit.
Montrons l’assertion (2.4.2). L’algèbre A est libre de type fini

sur O, donc la sous-algèbre B l’est aussi. Il existe b1, . . . , bs ∈ B

tels que B =

s⊕

i=1

Obi. Avec la graduation de A sur B, il vient

que {bi1a
i2 ; i1 ∈ [1, s], i2 ∈ [0, r−1]} est une O-base de A et que

B := {bi1a
i2 ⊗B ai3 ; i1 ∈ [1, s], i2, i3 ∈ [0, r−1]} est une O-base de

A⊗BA.

Soit le O-homomorphisme f : A⊗BA →
r−1⊕

j=0

Ahj

défini sur la base B
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par (bi1a
i2 ⊗B ai3)f := (ωji3bi1a

i2+i3)j∈[0,r−1], pour i3, i2 ∈ [0, r− 1],
i1 ∈ [1, s]. Il est facile de vérifier que f est un homomorphisme de
(A,A)-bimodules en utilisant la base de A donnée ci-haut. Pour un
choix approprié de l’ordre des éléments des bases de A⊗B A et de
r−1⊕

j=0

Ahj

, la matrice de f est la matrice diagonale par blocs, chaque

bloc étant une matrice de Vandermonde (ωij)0≤i,j≤r−1. Le déterminant

de f est alors, au signe près, det(f) = ±
( ∏

0≤i<j≤r−1

(ωi − ωj)
)rs

. Mais,

∏

1≤j≤r−1

(1 − ωj) = r est une unité de O (cf. la première remarque

suivant les hypothèses (H)). Ceci permet de conclure que f est un
(A,A)-isomorphisme et l’assertion (2.4.2) est vérifiée.

Remarques :
1. Donnons une conséquence immédiate de la Proposition 2.4.1.

Dans le Théorème 2.3.1, il est équivalent de supposer que M est
h-quasi-stable ou que M admet les mêmes facteurs directs indécompo-
sables (à multiplicité près) que le module Ind ResM .

2. Soulignons que la preuve de la Proposition 2.4.1 est aussi valable
dans le cas où O est remplacé par un corps de caractéristique nulle ou
première à r de sorte que r soit une unité de ce corps.
Grâce à cette proposition, adaptée au corps R = K ou R = k, la
condition (HSS) de la sous-section 2.1.1 est vérifiée pour R (voir la
formule (2.4.5) du Lemme 2.4.2 ci-après).

Terminons cette sous-section en donnant quelques relations entre
les foncteurs de restriction ou d’induction et les modules h-stables ou
g-stables.

Si N est un module sur B, alors IndN est h-stable. C’est im-
médiat en considérant l’application qui envoie n⊗B a ∈ IndN sur
n⊗B (a)h ∈ (IndN)h , pour n ∈ N, a ∈ A.

Un autre résultat facile est que les modules IndN et Ind (Ng ) sont
isomorphes. Ceci est justifié en utilisant le morphisme qui applique
n⊗Ba ∈ IndN sur n⊗Ba a ∈ Ind (Ng ), avec n ∈ N, a ∈ A.

De même, si L est un module sur A, alors ResL est g-stable.
C’est clair en utilisant le morphisme qui à l ∈ ResL fait correspondre
l’élément l a ∈ (ResL)g .
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Par ailleurs, de façon triviale, les restrictions à B des modules L
et Lh sont isomorphes puisque h restreint à B est l’application identité.

À présent, passons à d’autres relations obtenues en utilisant la
théorie de Clifford.

2.4.2 Théorie de Clifford

Aux hypothèses (H) de 2.3.2 et aux notations de la Section 2.3,
ajoutons les notations suivantes.

Définition - Notation 2.4.2 La multiplicité du module simple U
dans un module V (comme facteur de composition) quand U et V sont
des modules sur Â, resp. B̂, sera notée [V : U ] .

La multiplicité d’un facteur direct indécomposable U dans un
module V quand U et V sont des modules sur A ou B sera également
notée [V : U ].

Commençons par énoncer un résultat préliminaire.

Lemme 2.4.2 Soit Y un module indécomposable sur A et W un fac-
teur direct indécomposable du module restreint ResY . Alors, nous
avons les deux égalités suivantes :

[IndW : Y ] = [ResY : W ], (2.4.3)
r

o(g,W )o(h, Y )
= [IndW : Y ][Res Y : W ], (2.4.4)

ainsi que les deux isomorphismes

IndW ∼= [IndW : Y ]Σh,Y , (2.4.5)

ResY ∼= [ResY : W ]Σg,W . (2.4.6)

Preuve : Le module induit IndW est un facteur direct de Ind Res Y .
Par la Proposition 2.4.1,

Ind Res Y ∼=

r−1⊕

j=0

Y hj ∼=
r

o(h, Y )
Σh,Y . (2.4.7)
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La h-stabilité de IndW implique alors l’isomorphisme (2.4.5). Mainte-
nant, d’une part,

Res IndW ∼=

r−1⊕

j=0

W gj ∼=
r

o(g,W )
Σg,W . (2.4.8)

D’autre part, Res IndW ∼= [IndW : Y ] o(h, Y )Res Y . Donc, le module
g-stable ResY satisfait la relation (2.4.6) et l’égalité (2.4.4) est vérifiée.

Soit F0 l’algèbre d’endomorphismes EndB(ResY ). En utilisant la
décomposition (2.4.6), nous pouvons introduire les idempotents πj,t

de F0 qui correspondent aux projections canoniques :

1F0 =

o(g,W )−1∑

j=0

[ResY :W ]∑

t=1

πj,t.

L’image de ResY par πj,t est isomorphe à W gj

pour tout entier
j ∈ [0, o(g,W )−1] et t, 1 ≤ t ≤ [ResY : W ]. Comme l’idéal J(O)F0

est nilpotent, le théorème de relèvement des idempotents fournit une
correspondance bijective entre les idempotents primitifs πj,t ∈ F0

et leurs images π′
j,t par la surjection canonique F0 → F ′

0 pour la
k-algèbre quotient F ′

0 := F0/J(O)F0. Cette correspondance conserve
les équivalences entre les idempotents et leur caractère primitif. Une
seconde fois, utilisons l’existence d’un relèvement des idempotents
de F ′′

0 := F ′
0/J(F ′

0) à F ′
0. Les idempotents primitifs π′

j,t ∈ F ′
0 et

leurs images π′′
j,t ∈ F ′′

0 sous la surjection canonique F ′
0 → F ′′

0 sont en
correspondance bijective.
Le corps k est algébriquement clos. Le lemme de Schur implique
que pour tout j, t, π′′

j,tF
′′
0 π

′′
j,t (qui est isomorphe à l’algèbre d’en-

domorphismes EndF ′′
0
(π′′

j,tF
′′
0 ) par propriété des idempotents), est

isomorphe à k. Par conséquent, F ′′
0 est un produit de o(g,W ) copies

de l’algèbre de matrices Mat[Res Y :W ](k) et la dimension sur k de F ′′
0

est dimkF
′
0/J(F ′

0) = o(g,W )([ResY : W ])2.

Soit F l’algèbre d’endomorphismes EndA(Ind ResY ). Par [20, Pro-
position 11.14], F est graduée par un groupe cyclique d’ordre r sur F0

donc F ′ := F/J(O)F l’est sur F ′
0. Avec le rappel 2.1.1 sur les radicaux

des algèbres graduées, dimkF
′/J(F ′) = r o(g,W )([ResY : W ])2.

Par ailleurs, un raisonnement analogue à celui effectué au pa-
ragraphe précédent, avec F ∼= EndA( r

o(h,Y )
Σh,Y ) à la place de

F0
∼= EndB([Res Y : W ]Σg,W ), montre que dimkF

′/J(F ′) = r2

o(h,Y )
.

En comparant les deux dimensions obtenues ci-dessus pour F ′/J(F ′),
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il vient que r
o(g,W )o(h,Y )

= ([ResY : W ])2, puis en utilisant l’éga-
lité (2.4.4), nous obtenons la première égalité (2.4.3).

Remarque : Dans la proposition précédente, supposons que le travail
s’effectue sur K et non plus sur O, i.e., pour Y un module simple sur Â
et W un facteur direct indécomposable de sa restriction ResY . Alors,
avec une preuve analogue, n’utilisant pas le théorème de relèvement des
idempotents, parce que Â et B̂ sont supposées semi-simples déployées,
nous établissons les deux égalités suivantes :

[IndW : Y ] = [ResY : W ], (2.4.9)
r

o(ĝ,W )o(ĥ, Y )
= [IndW : Y ][Res Y : W ], (2.4.10)

ainsi que les deux isomorphismes

IndW ∼= [IndW : Y ]Σbh,Y , (2.4.11)

ResY ∼= [ResY : W ]Σbg,W . (2.4.12)

Avant de passer plus avant, remarquons que si le corps K est assez
gros, la restriction de Â à B̂ de tout sous-module simple de Res M̂ est
sans multiplicité.

Grâce au Lemme 2.4.2, nous pouvons déjà observer le

Corollaire 2.4.3 Sous l’hypothèse (H), pour un module M sur A, les
trois affirmations suivantes sont équivalentes.

(C1) : La restriction de Â à B̂ de tout sous-module simple de M̂ est
sans multiplicité.

(C2) : Si V est un sous-module simple de M̂ , alors il existe un mo-
dule T sur B̂ tel que Σbh,V

∼= IndT .

(C3) : Si U est un sous-module simple de Res M̂ , alors il existe un
module S sur Â tel que Σbg,U

∼= ResS.

Preuve : En utilisant les résultats du Lemme 2.4.2 ainsi que la
remarque qui lui succède, il est évident que la condition (C1) implique
les deux conditions (C2) et (C3).

Supposons à présent que l’hypothèse (C2) est satisfaite. Soit U , un
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sous-module simple de la restriction ResV . Le module somme directe
[IndU : V ]Σbh,V est isomorphe d’une part, au module induit IndU ,
selon l’expression (2.4.11), et d’autre part, à [IndU : V ]IndT , par
hypothèse. En considérant les restrictions de Â à B̂ des deux dernières

expressions, il vient que la somme
r−1⊕

j=0

Ubgj

est isomorphe à la somme

[IndU : V ]
r−1⊕

j=0

T bgj

selon (2.4.1). Les modules sur B̂, U et T , étant

simples, nous en déduisons que [IndU : V ] = 1, soit [ResV : U ] = 1
par le Lemme 2.4.2. Par conséquent, la condition (C1) est vérifiée.

Un raisonnement analogue au précédent permet de montrer que
sous l’hypothèse (C3), la condition (C1) est satisfaite.

Finalement, les énoncés (C1), (C2), (C3) sont équivalents.

En fait, si le corps K est assez gros, les conditions du Corol-
laire 2.4.3 sont remplies. Le lemme suivant précise ce que l’expression
"K assez gros" signifie.

Lemme 2.4.4 Sous l’hypothèse (H), pour un module M sur A, si la
condition (C4), resp. (C5), suivante est satisfaite, alors les conditions
équivalentes (C1), (C2) et (C3) le sont aussi.

(C4) : Si V est un sous-module simple de M̂ , il existe un isomor-
phisme de modules sur Â, t : V → V

bho

, tel que t
r
o = c

r
o IdV pour

un élément c ∈ K et o := o(ĥ, V ).

(C5) : Si U est un sous-module simple de Res M̂ , il existe un isomor-
phisme de modules sur B̂, s : U → Ubgo

, tel que s
r
o ◦ma−r = κ

r
o IdU

pour un élément κ ∈ K, où o := o(ĝ, U), ma−r est la multi-
plication à droite par a−r et a est identifié à l’élément 1K⊗Oa ∈ Â.

Preuve : Supposons qu’il existe un scalaire c comme dans (C4).
Posons t′ := t

c
, alors t′

r
o = IdV et ResV est la somme

ResV ∼=

r
o
−1⊕

i=0

Ker(t′ − ωoiIdV ). (2.4.13)

C’est un isomorphisme de modules sur B̂ car t est un morphisme de
modules sur Â et ĥ| bB est l’identité de B̂.
Comme pour tout v ∈ V, a ∈ Â, (v.a)t = (v)t.(a)ĥo, il est facile de
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voir que si x est un vecteur propre de t′ pour la valeur propre ωoi, alors
xaj est un vecteur propre de t′ pour la valeur propre ωo(i+j), pour tout
entier j. Donc, si i ∈ [0, r

o
−1], le module espace propre Ker(t′−ωoiIdV )

est isomorphe au module Ker(t′ − IdV )ai donc aussi à Ker(t′ − IdV )bg−i

,
en tant que modules sur B̂. En introduisant ces relations dans (2.4.13),
la restriction ResV s’écrit sous la forme

ResV ∼=

r
o
−1⊕

i=0

Ker(t′ − IdV )bgi

.

Par conséquent, ResV se décompose en un nombre de modules simples
sur B̂ supérieur à r

o
. Par ailleurs, les formules (2.4.9), (2.4.10) et

(2.4.12) montrent que la restriction ResV se décompose en un nombre
de modules simples égal à r

o
divisé par la multiplicité de V dans le

module induit par un sous-module simple de ResV , donc un nombre
inférieur à r

o
. Par comparaison, ce nombre est r

o
et le module induit

par tout sous-module simple de ResV est sans multiplicité. Selon
l’égalité (2.4.9), la condition (C1) est satisfaite.

À présent, supposons que l’hypothèse (C5) est vérifiée. Posons
s′ := s

κ
, alors s′

r
o = mar . Définissons un K-homomorphisme ρ : Â →

EndK(Σbg,U) sur la graduation de Â. Pour tout j ∈ [0, r−1] qui s’écrit
j = do+ d′ avec d un entier positif, d′ ∈ [0, o−1] et (u1, . . . , uo) ∈ Σbg,U ,

(u1, . . . , uo)
(
(aj)ρ

)
=

(
(ud′+1)s

′d, . . . , (uo)s
′d, (u1)s

′d+1
, . . . , (ud′)s

′d+1)
.

Si b ∈ B̂, l’action de (b)ρ sur un élément (u1, . . . , uo) ∈ Σbg,U est celle
de b sur cet élément. À savoir,

(u1, . . . , uo)
(
(b)ρ

)
= (u1 ∗0 b, . . . , uo ∗o−1 b),

où l’action de B̂ sur Ubgj

est désignée par ∗j, pour j ∈ [0, o−1]. En
considérant l’action de B̂ dans U pour toutes les composantes de la
somme Σbg,U , (u1, . . . , uo)

(
(b)ρ

)
s’écrit alors

(u1, . . . , uo)
(
(b)ρ

)
=

(
u1b, u2(b

a), . . . , uo(b
ao−1

)
)
.

Quelques manipulations calculatoires montrent que ρ est un homo-
morphisme d’algèbres entre Â et EndK(Σbg,U). Il est alors clair que
l’action de B̂ sur Σbg,U peut être étendue en une action de Â sur
Σbg,U . Par conséquent, il est possible de considérer le module sur B̂,



2.4. PREMIERS RÉSULTATS 47

Σbg,U , comme la restriction d’un module sur Â. La condition (C3) du
Corollaire 2.4.3 est remplie, ainsi que les conditions équivalentes (C1)
et (C2).

Remarque : Sous l’hypothèse (H) de 2.3.2, l’algèbre Â, resp. B̂, est
supposée déployée. Par définition, avec les notations du Lemme 2.4.4,
il existe un élément cV , resp. cU , du corps K tel que l’automorphisme
de modules t

r
o de V , resp. s

r
o ◦ m−ar de U , est égal à cV IdV , resp.

cU IdU . Si K est assez gros, il contient une racine r
o
-ième de cV , resp.

cU , pour o := o(ĥ, V ), resp. o := o(ĝ, U).

Après ces observations sur l’absence de multiplicité valable si le
corps K est assez gros, donnons un autre corollaire du Lemme 2.4.2.
En fait, il vient facilement la

Proposition 2.4.5 Soit ˜ représentant ∅ ou ̂ de façon à ce que
x̃ = x si ˜ = ∅ et x̃ = x̂ si ˜ = ̂ , pour un élément x. Soit

M̃ ∼=

s⊕

i=1

siM̃i une décomposition de M̃ pour des entiers s et si stricte-

ment positifs et {M̃i ; i ∈ [1, s]} un ensemble complet de (représentants
de classes d’isomorphismes de) facteurs directs indécomposables de M̃
non-isomorphes deux à deux. Choisissons un sous-ensemble minimal
J ⊆ [1, s] tel que les orbites des M̃j , j ∈ J, sous l’action de Cr via h̃,
forment une partition de {M̃i ; i ∈ [1, s]}. Pour tout i ∈ [1, s], soit Ñi

un facteur direct indécomposable de la restriction de Res
eA
eB
M̃i.

Alors, {Ñ
eh
j ; j ∈ J, i ∈ [0, o(h̃, Ñj)−1]} est un ensemble complet de

facteurs directs indécomposables non-équivalents de Res M̃ .
De plus, pour chaque i ∈ [1, s],

Ind Ñi
∼= [Ind Ñi : M̃i]Σeh,fMi

et Res M̃i
∼= [Res M̃i : Ñi]Σeg, eNi

,

avec r

o(g̃, Ñi)o(h̃, M̃i)
= [Ind Ñi : M̃i][Res M̃i : Ñi],

[Ind Ñi : M̃i] = [Res M̃i : Ñi].

Remarque : Le but de cette proposition est d’expliciter un ensemble
complet de facteurs directs indécomposables de ResM , resp. de
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sous-modules simples de Res M̂ , en fonction d’un ensemble complet
de facteurs indécomposables de M , resp. de sous-modules simples de
M̂ , ainsi que de donner certaines relations entre eux. En fait, nous
aurions pu donner une proposition analogue décrivant les facteurs
directs indécomposables de M , resp. les sous-modules simples de M̂ ,
en fonction des facteurs directs indécomposables de ResM , resp. des
sous-modules simples de Res M̂ .

Preuve : Nous utilisons les notations de l’énoncé de la Proposi-
tion 2.4.5 et la prouvons pour M̃ = M .

Le lemme 2.4.2 donne les égalités citées à la fin de l’énoncé.
Chaque facteur direct indécomposable de ResM apparaît dans

la décomposition de ResMi pour un certain i ∈ [1, s]. Il est alors
isomorphe à Ni

gj

pour un j ∈ [0, o(g,Ni)−1] par (2.4.6). Supposons,
maintenant, que les restrictions de Mi et de Mj ont un facteur direct
indécomposable en commun. Par (2.4.5) et le théorème de Krull-
Schmidt, Mi and Mj appartiennent à la même orbite. Lorsque deux
modules sont dans la même orbite, ils ont des restrictions isomorphes.
La proposition est prouvée pour M .

Le même type d’argument s’applique aussi au cas M̃ = M̂ .

2.5 Conservation de la forme unitriangulaire

Le but de cette section est de prouver le Theorème 2.3.1. Nous
nous plaçons sous les mêmes hypothèses et nous conservons les mêmes
notations.

Une matrice de décomposition d’un module ne permet pas de tenir
compte des multiplicités des facteurs intervenant dans ce module.
Sans perte de généralité, pour la preuve du Theorème 2.3.1, nous
travaillerons sous l’hypothèse :

M est supposé h-stable.

2.5.1 Stabilité et permutations

Rappelons une notation classique.



2.5. CONSERVATION DE LA FORME UNITRIANGULAIRE 49

Définition - Notation 2.5.1 Notons Sm, resp. S[m,n], le groupe
symétrique à m éléments, resp. le groupe symétrique des éléments m,
m+1, . . . , n, pour des entiers strictement positifs m et n avec n ≥ m.

Dans cette partie, nous établissons des relations entre la h-stabilité
de la matrice de décomposition D de M et certaines permutations.
Pour cela, nous avons besoin d’autres notations.

Soit une décomposition de M , resp. de M̂ ,

M ∼=

m⊕

i=1

miYi, (2.5.1)

M̂ ∼=

n⊕

i=1

niVi, (2.5.2)

pour des entiers m, mi, resp. n, ni, strictement positifs et un ensemble
complet {Yi ; i ∈ [1, m]}, resp. {Vj ; j ∈ [1, n]}, de facteurs directs
indécomposables non-isomorphes deux à deux. Nous supposons que,
pour tout i ∈ [1, m], resp. j ∈ [1, n], le module Yi, resp. Vj , correspond
à la colonne i, resp. ligne j, de D, selon la Définition - Notation 2.1.5.

Par hypothèse, M est h-stable. Nous introduisons les permutations
suivantes.

Il existe deux permutations τ ∈ Sm et σ ∈ Sn telles que :

pour tout i ∈ [1, m], Y h
i

∼= Y(i)τ , (2.5.3)

pour tout j ∈ [1, n], V
bh
j

∼= V(j)σ. (2.5.4)

Les permutations τ r et σr sont les applications identités des
groupes symétriques parce que hr est l’application identité.

Il est clair qu’il existe une correspondance bijective entre les cycles
de τ , resp. de σ, (dans sa décomposition en cycles à supports disjoints)
et les orbites de Cr via h, resp. ĥ, sur les classes d’isomorphismes
des Yi, i ∈ [1, m], resp. des Vi, i ∈ [1, n]. À savoir, si (i1, i2, . . . , is)
est un tel cycle de τ , resp. de σ, il lui correspond l’orbite formée des
classes d’isomorphismes de Yi1 , Yi2, . . . , Yis, resp. de Vi1 , Vi2, . . . , Vis.
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Remarque : Nous pouvons traduire la h-stabilité de la matrice
de décomposition D de M en fonction des deux permutations qui
viennent d’être introduites. Si D est unitriangulaire inférieure de taille
n ×m, alors σ se décompose comme le produit de deux permutations
σ = σ1σ2 avec σ1 = σ|[1,m] ∈ Sm et σ2 = σ|[m+1,n] ∈ S[m+1,n]. Si D
est unitriangulaire supérieure de taille n×m, alors τ se décompose en
le produit de deux permutations τ = τ1τ2 avec τ1 = τ |[1,n] ∈ Sn, et
τ2 = τ |[n+1,m] ∈ S[n+1,m].

Les permutations σ et τ sont liées entre elles selon le

Lemme 2.5.1 Supposons que D est h-stable unitriangulaire de taille
n×m. Si D est unitriangulaire inférieure, resp. supérieure, alors

σ|[1,m] = τ, resp. τ |[1,n] = σ.

Preuve : Par récurrence, montrons que pour tout i ∈ [1,min(n,m)],
(i)σ = (i)τ . Supposons que D est unitriangulaire inférieure.

Dans la première étape, nous traitons le cas de l’indice m. Le
module Ŷm est isomorphe au module Vm ⊕

⊕

j>m

djmVj selon la forme

de D. En tordant l’action de Â par l’automorphisme ĥ, Ŷ(m)τ est

isomorphe à V(m)σ ⊕
⊕

j>m

djmV(j)σ par définition de τ et de σ. La forme

de D implique que Ŷ(m)τ est aussi isomorphe à V(m)τ ⊕
⊕

j>(m)τ

dj(m)τVj .

Selon la remarque précédent l’énoncé de ce lemme, V(m)τ n’apparaît

pas dans la somme
⊕

j>m

djmV(j)σ. Finalement, (m)τ = (m)σ.

Supposons que i ∈ [1, m−1] et (m)τ = (m)σ, (m− 1)τ = (m− 1)σ,
. . . , (i + 1)τ = (i + 1)σ. Par la forme de D, les modules sur Â, Ŷi et
Vi ⊕

⊕

j>i

djiVj, sont isomorphes. Avec une argumentation semblable

à celle développée dans la première étape, Ŷ(i)τ est isomorphe d’une

part à V(i)σ ⊕
⊕

j>i

djiV(j)σ et d’autre part à V(i)τ ⊕
⊕

j>(i)τ

dj(i)τVj . Mais

V(i)τ n’apparaît ni dans la somme
⊕

j>m

djiV(j)σ selon la remarque citée
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ci-dessus, ni dans la somme
⊕

i<j≤m

djiV(j)σ d’après l’hypothèse de

récurrence. En conclusion, (i)τ = (i)σ. La récurrence est démontrée.
Le cas où D est unitriangulaire supérieure se traite avec un

raisonnement analogue.

Remarque : Le bloc de taille c× c pour c = min(n,m), dans le coin
supérieur gauche de D établit une correspondance bijective entre les
{Vi ; i ∈ [1, c]} et les {Yi ; i ∈ [1, c]} : Yi ↔ Vi, pour chaque i ∈ [1, c].
Considérons maintenant la correspondance entre les cycles de σ, resp.
de τ , et les Cr-orbites des {Vi ; i ∈ [1, c]}, resp. des {Yi ; i ∈ [1, c]}.
Le Lemme 2.5.1 dit que h conserve l’ensemble des correspon-
dances {Yi ↔ Vi ; i ∈ [1, c]} au sens où, si i ∈ [1, c], h transforme la
correspondance Yi ↔ Vi en la correspondance Y h

i
∼= Y(i)τ ↔ V(i)σ

∼= V
bh
i .

2.5.2 Preuve du Théorème 2.3.1

Preuve : Nous utiliserons les résultats de la Proposition 2.4.5
adaptés aux notations (2.5.1), (2.5.2). Pour tout entier i ∈ [1, m],
resp. i ∈ [1, n], fixons Wi, resp. Ui, un facteur direct de la restriction
ResYi, resp. ResVi.

Supposons que D est unitriangulaire inférieure (donc n ≥ m).

Premièrement, montrons que sous les hypothèses (H), pour tout
entier i ∈ [1, m],

[ResYi : Wi] = [ResVi : Ui]. (2.5.5)

Soit un entier i ∈ [1, m] tel que pour chaque entier j, τ j(i) ≤ i. En
restreignant l’isomorphisme de modules sur Â

Ŷi
∼= Vi ⊕

n⊕

j=i+1

djiVj

à un isomorphisme de modules sur B̂, nous obtenons que

[ResYi : Wi]Σ̂g,Wi
∼= [Res Vi : Ui]Σbg,Ui

⊕
n⊕

j=i+1

dji[ResVj : Uj ]Σbg,Uj
. (2.5.6)
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Avec le choix particulier de i et le Lemme 2.5.1, les modules Ubgs

i pour
s ∈ [0, o(ĝ, Ui)−1], apparaissent uniquement dans la somme des Σbg,Ui

du
membre de droite de l’isomorphisme précédent. Un tel module, disons
Ubgj

i pour j ∈ [0, o(ĝ, Ui)−1], apparaît comme facteur direct de Ŵi, sinon
aucun module de ce type n’apparaît comme facteur direct du membre
de gauche de (2.5.6). Par conséquent, en considérant le nombre de Ubgj

i

dans chaque membre de (2.5.6), il vient que

[Res Vi : Ui] ≥ [ResYi : Wi]. (2.5.7)

De même en comptant le nombre de modules simples appartenant à
{Ubgs

i ; s ∈ [0, o(ĝ, Ui)−1]}, nous avons que

[Res Vi : Ui]o(ĝ, Ui) ≥ [ResYi : Wi]o(g,Wi).

En utilisant les formules (2.4.3), (2.4.4), (2.4.9) et (2.4.10), l’inégalité
précédente s’écrit

r

o(ĥ, Vi)[ResVi : Ui]
≥

r

o(h, Yi)[ResYi : Wi]
,

soit encore,
[Res Vi : Ui] ≤ [ResYi : Wi],

parce que o(ĥ, Vi), égal au cardinal du cycle de σ contenant i, et o(h, Yi),
égal au cardinal du cycle de τ contenant i, sont égaux, d’après le
Lemme 2.5.1. En comparant avec (2.5.7), nous en déduisons que

[Res Vi : Ui] = [ResYi : Wi]. (2.5.8)

En outre, (2.5.8) est valable pour tout i ∈ [1, m], parce que, pour tout
s ∈ [0, o(h, Yi)−1], les modules ResYi et ResY(i)τs sont isomorphes.
L’assertion (2.5.5) est démontrée.

Soit n′, resp. m′, le nombre de classes d’isomorphismes de sous-
modules simples de Res M̂ , resp. de facteurs directs indécomposables

de ResM . Par la Proposition 2.4.5, n′ =
n∑

i=1

r

(o(ĝ, Vi)[ResVi : Ui])2
. La

même proposition implique que m′ =

m∑

i=1

r

(o(h, Y )[Res Yi : Wi])2
. Avec

le paragraphe précédent, il est clair que

n′ = m′ +
n∑

i=m+1

r

(o(ĝ, Vi)[ResVi : Ui])2
.
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Nous allons expliquer comment choisir des modules V ′
i′, i

′ ∈ [1, n′],
resp. Y ′

j′, j
′ ∈ [1, m′], représentants des classes d’isomorphismes des

sous-modules simples de Res M̂ , resp. des facteurs directs indécom-
posables de ResM , de façon à ce que D′ soit g-stable unitriangulaire
inférieure.

Pour la première étape, commençons avec l’indice n. De manière
triviale, pour tout s ∈ Z, (n)σs ≤ n. Pour chaque j ∈ [0, o(ĝ, Un)−1],
posons V ′

n′−j := Ubgj

n et i′ := n′− o(ĝ, Un).
Dans la seconde étape, traitons le cas de n−1. S’il existe s ∈ Z

tel que (n− 1)σs > n− 1, rien n’est construit. Sinon, pour chaque
j ∈ [0, o(ĝ, Un−1)−1], posons V ′

i′−j := Ubgj

n−1 et i′ := i′− o(ĝ, Un−1).
Poursuivons la procédure jusque la (n−m)-ième étape incluse.

C’est le cas de la (m+1)-ième ligne. Grâce à la stabilité de la matrice,

nous avons obtenu
n∑

i=m+1

r

(o(ĥ, Vi)[Res Vi : Ui])2
= n′ − m′ représen-

tants non-isomorphes de sous-modules simples de Res M̂ et i′ = m′.
Modifions légèrement l’algorithme afin de construire les modules Y ′

i′ et
V ′

i′ pour les indices i′ ∈ [1, m′].

À la (n−m+1)-ième étape, nous traitons le cas de m. La stabilité
de D implique que pour tout s ∈ Z, (m)σs ≤ m. Pour chaque
entier j ∈ [0, o(ĝ, Um)− 1], posons V ′

i′−j := Ubgj

m , Y ′
i′−j := W gj

m et
i′ := m′− o(ĝ, Um). Rappelons que o(ĝ, Um) = o(g,Wm).

Dans la (n−m+2)-ième étape, occupons-nous de m− 1. S’il existe
un entier s tel que (m− 1)σs > m− 1, rien n’est fait. Sinon, pour
chaque j ∈ [0, o(ĝ, Um−1)−1], posons V ′

i′−j := Ubgj

m−1, Y
′
i′−j := W gj

m−1 et
i′ := i′− o(ĝ, Um−1).

Poursuivons le travail jusqu’à la n-ième étape (qui concerne la
première ligne). Nous obtenons les deux ensembles cherchés.

Soit i ∈ [1, m] tel que pour tout s ∈ Z, (i)σs ≤ i. Les constru-
ctions précédentes montrent que, à i, il correspond l’ensemble d’indices
{i′, i′−1, . . . , i′−o(ĝ, Ui)+1}. Si nous restreignons l’isomorphisme de
modules sur Â,

Ŷi
∼= Vi ⊕

⊕

j>i

djiVj

à un isomorphisme de modules sur B̂, nous obtenons

i′⊕

s=i′−o(bg,Ui)+1

Ŷ ′
s
∼=

i′⊕

t=i′−o(bg,Ui)+1

V ′
t ⊕ V,
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où V est sous-module de
⊕

j>i

dji

[ResVi : Ui]
ResVj. Par construction,

aucun des V ′
t , t ∈ [i′−o(ĝ, Ui)+1, i′], n’apparaît dans V . De plus, pour

chaque s ∈ [0, o(ĝ, Ui)−1], Y ′
i′−s

∼= Y ′
i′

gs

et V ′
i′−s

∼= V ′
i′

bgs

. Il est clair que

Ŷ ′
i′ contient un unique élément de {V ′

i′−s ; s ∈ [0, o(ĝ, Ui)−1]} dans sa
décomposition en modules simples. Sans perte de généralité, supposons
que c’est le module V ′

i′. Alors, pour tout s ∈ [0, o(ĝ, Ui)−1], Ŷ ′
i′−s contient

V ′
i′−s comme unique élément de {V ′

i′−s ; s ∈ [0, o(ĝ, Ui)−1]} dans sa
décomposition en modules simples. Les colonnes i′− o(ĝ, Ui)+1, . . . , i′,

de D′ sont de la forme




B0

U
B


, où B0 est la matrice nulle de taille

(i′− o(ĝ, Ui)) × o(ĝ, Ui), U est une matrice carrée unitriangulaire
inférieure de dimension o(ĝ, Ui) × o(ĝ, Ui) et B est une matrice de
taille (n′−i′) × o(ĝ, Ui).

Pour cet ordre de modules simples et de facteurs directs indécom-
posables, D′ est unitriangulaire inférieure. En outre, avec une telle
construction, il est trivial que D′ est g-stable. Il est également clair
que si D est carrée, alors D′ l’est aussi.

Si D est unitriangulaire supérieure, une argumentation semblable
est possible. Le théorème est prouvé.

2.5.3 Théorème réciproque

Énonçons, à présent, un théorème réciproque du Théorème 2.3.1.
Si nous imitons le travail précédent, il vient facilement le

Théorème 2.5.2 Supposons que les hypothèses (H) sont satisfaites.
Soit M un module sur A, h-quasi-stable.

Si la matrice de décomposition D′ := DecB(ResM) est g-stable
unitriangulaire alors la matrice de décomposition D := DecA(M) est
h-stable unitriangulaire. De plus, si D′ est carrée unitriangulaire, alors
D l’est aussi.

Corollaire 2.5.3 Supposons que les hypothèses (H) sont vérifiées.
Soit un module M ′ sur B, g-quasi-stable. Alors les deux affirmations
suivantes sont équivalentes :
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la matrice de décomposition de M ′ est g-stable unitriangulaire,
la matrice de décomposition de IndM ′ est h-stable unitriangulaire ;

ainsi que les deux suivantes :
la matrice de décomposition de M ′ est carrée unitriangulaire,
la matrice de décomposition de IndM ′ est carrée unitriangulaire.

Preuve : Appliquons le Théorème 2.3.1 et le Théorème 2.5.2 avec
M = IndM ′. Comme les matrices de décomposition des modules M ′

et Res IndM ′ sont égales, le corollaire est démontré.

Remarque : Tous les résultats précédents sont valables dans un
cadre plus général où sont fixées deux O-algèbres A et B, O-libres de
type fini. Supposons qu’il existe deux automorphismes fA/B et fB/A

qui se comportent comme les automorphismes h et g introduits dans
ce chapitre ainsi qu’un ”bon” module M sur A. Nous supposons qu’il
existe aussi un couple de foncteurs adjoints F : mod(A) → mod(B)
remplaçant Res , et G : mod(B) → mod(A) remplaçant Ind , qui
satisfont certaines conditions de compatibilité avec fA/B, fB/A et M .
Alors, des résultats analogues aux précédents peuvent être établis.
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Chapitre 3

Algèbres cellulaires
particulières

Dans ce chapitre, nous traitons d’algèbres particulières : les algèbres
cellulaires. Cette notion a été introduite par J.J. Graham et G.I. Lehrer
dans leur article [48]. Ce sont des algèbres qui possèdent des bases
pourvues de propriétés combinatoires. Ceci permet de déterminer les
(classes d’équivalence de) modules simples, les dimensions de modules
simples, les blocs, les matrices de Cartan, etc., pour de telles algèbres,
en réduisant ces questions à des problèmes d’algèbre linéaire.

Ces algèbres apparaissent dans de nombreux domaines des mathé-
matiques et de la physique. Les algèbres de Brauer (dont la base est
formée de diagrammes constitués de deux lignes de points reliés deux à
deux), les sous-algèbres de Temperley-Lieb intervenant dans la théorie
des modèles en physique, les sous-algèbres de Jones apparaissant dans
la théorie des noeuds, les algèbres de Ariki-Koike liées à la théorie
des représentations des groupes quantiques, sont autant d’exemples
d’algèbres cellulaires.

Dans un premier temps, nous rappellerons les définitions et
principales propriétés des algèbres cellulaires développées en [48] et
reprises en [65, chapitre 2] qui seront utiles. Puis nous nous occu-
perons d’algèbres cellulaires particulières, possédant des propriétés
supplémentaires.
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3.1 Rappels sur les algèbres cellulaires

3.1.1 Définition

Fixons un anneau commutatif unitaire intègre R.

Commençons par énoncer les axiomes (modélisés selon correspon-
dance de Robinson-Schensted) qu’une algèbre doit vérifier pour être
cellulaire.

Définition - Notation 3.1.1 Une algèbre cellulaire sur R est
une algèbre associative (unitaire) A, munie d’une donnée cellulaire
(Λ,M,C, ∗) définie comme suit.

(C1) : L’ensemble (Λ,≤) est un ensemble (fini) partiellement or-
donné. Il existe, pour tout λ ∈ Λ, un ensemble fini M(λ) et une
application C :

∐

λ∈Λ

M(λ) ×M(λ) → A qui est injective et admet

pour image une R-base de A.

(C2) : Si λ ∈ Λ et S, T ∈ M(λ), écrivons Cλ
S,T pour (S, T )C ∈ A.

L’application ∗ est une anti-involution R-linéaire de A telle que
(Cλ

S,T )∗ = Cλ
T,S.

(C3) : Si λ ∈ Λ et S, T ∈M(λ), pour tout a ∈ A,

Cλ
S,T a ≡

∑

T ′∈M(λ)

ra(T
′, T )Cλ

S,T ′ (mod A(< λ)),

où ra(T
′, T ) ∈ R est indépendant de S et A(< λ) est le sous-

module sur R de A engendré par {Cµ
S′′,T ′′ ; µ < λ , S ′′, T ′′ ∈

M(µ)}.

Remarque : En utilisant l’involution ∗, il est facile de voir comment
un élément de A agit à gauche sur les éléments de la base cellulaire.

Fixons une algèbre cellulaire A de donnée cellulaire (Λ,M, ∗, C),
comme dans la Définition - Notation 3.1.1.

Les axiomes (C1), (C2) et (C3) permettent de construire des mo-
dules qui jouent un rôle important dans la théorie des représentations
de ces algèbres.
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Définition - Notation 3.1.2 Pour tout λ ∈ Λ, définissons le module
à droite Cλ comme suit : Cλ est le R-module libre de base {Cλ

S ; S ∈
M(λ)} et l’action de A est définie par

Cλ
T a =

∑

T ′∈M(λ)

ra(T
′, T )Cλ

T ′, a ∈ A, T ∈M(λ), (3.1.1)

où ra(T
′, T ) est l’élément déterminé selon (C3). Ce module Cλ est

appelé le module cellulaire de A correspondant à λ ∈ Λ.

Soit λ ∈ Λ. Quelques calculs reposant sur la propriété (C3)
montrent que, pour tout S1, S2, T1, T2 ∈ M(λ), il existe un élément
r(T1, S2) ∈ R indépendant de S1 et T2 tel que

Cλ
S1,T1

Cλ
S2,T2

≡ r(T1, S2)C
λ
S1,T2

(mod A(< λ)).

Ce résultat permet d’introduire des formes bilinéaires sur les modules
cellulaires.

Définition - Notation 3.1.3 Soit λ ∈ Λ, définissons l’application
bilinéaire fλ : Cλ × Cλ → R

(Cλ
S , C

λ
T ) 7→ r(S, T )

, pour S, T ∈M(λ).

Pour tout λ ∈ Λ, la forme fλ est symétrique et si x, y ∈ Cλ et
a ∈ A, alors (xa, y)fλ = (x, ya∗)fλ.

Nous supposons désormais que R est un corps.

La dernier résultat sur fλ permet de définir un nouveau module
sur A.

Définition - Notation 3.1.4 Soit λ ∈ Λ. Notons

radλ := {x ∈ Cλ | pour tout y ∈ Cλ, (x, y)fλ = 0}.

Soit Λ0 l’ensemble des λ ∈ Λ tels que fλ 6= 0. Pour tout λ ∈ Λ0,
définissons le module quotient (non nul) Lλ := Cλ/radλ.

Soit λ ∈ Λ0. Le module Lλ est absolument simple et radλ est en
fait le radical du module sur A, Cλ (i.e. le sous-module minimal V
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de Cλ tel que le quotient Cλ/V est semi-simple).

La dernière notion considérée ici est la notion de matrice de
décomposition cellulaire. Elle permet de lire les relations entre les
modules cellulaires Cλ, λ ∈ Λ, et les modules simples Lµ, µ ∈ Λ0, au
sens suivant.

Définition - Notation 3.1.5 Pour λ ∈ Λ et µ ∈ Λ0, notons dλ,µ la
multiplicité de Lµ dans Cλ (comme quotient simple dans la suite de
Jordan-Hölder). La matrice D := (dλ,µ)λ∈Λ, µ∈Λ0, est appelée la matrice
de décomposition cellulaire de A.

3.1.2 Représentation des algèbres cellulaires

Prenons un corps R et une algèbre cellulaire A comme dans la
Définition - Notation 3.1.1.

Nous allons donner quelques résultats propres aux algèbres cellu-
laires.

Théorème 3.1.1 L’ensemble {Lλ ; λ ∈ Λ0} est un ensemble complet
de (représentants des classes d’équivalence des) modules absolument
simples pour A.

Une conséquence de ce théorème est que la matrice de décompo-
sition D de A contient toutes les multiplicités des modules simples
dans les modules cellulaires. En outre, les nombres de décomposition
(cellulaires) satisfont des propriétés particulières.

Proposition 3.1.2 Pour tous λ ∈ Λ, µ ∈ Λ0, les coefficients de la
matrice de décomposition D satisfont les relations suivantes :

dλ,µ = 0 à moins que λ ≤ µ,
dλλ = 1.

Remarque : Choisissons d’indexer les dernières lignes de la ma-
trice D par les éléments de Λ − Λ0 et d’ordonner les colonnes et les
lignes restantes qui leur correspondent, selon un ordre respectant
l’ordre partiel de Λ induit sur Λ0 (si µ, ν ∈ Λ0 sont comparables alors
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µ est l’indice d’une colonne à gauche de celle indexée par ν si ν ≤ µ).
La matrice formée est alors unitriangulaire inférieure.

Nous verrons dans le chapitre suivant des relations entre la matrice
de décomposition cellulaire et la matrice de décomposition au sens
usuel (cf. 2.1.2) d’une algèbre cellulaire. De façon analogue au cas
classique, le produit de la matrice de décomposition et de sa transposée
est égal à la matrice de Cartan.

Occupons-nous du cas particulier où la matrice de décomposition
cellulaire est carrée (unitriangulaire). Commençons par donner la
définition d’algèbre quasi-héréditaire introduite par L. Scott dans [76]
et reprise par E. Cline, B. Parshall et L. Scott dans [18].

Définition - Notation 3.1.6 Soit B une algèbre de type fini sur un
corps et un ensemble complet {L(λ) ; λ ∈ Λ} de modules simples non-
isomorphes deux à deux, paramétré par un ensemble partiellement or-
donné (Λ,≤). L’algèbre B, muni de l’ordre ≤, est dite quasi-héréditaire
si et seulement si, pour tout λ ∈ Λ, il existe un module sur B, ∆(λ),
appelé module standard, tel que

1. il existe une surjection φλ : ∆(λ) → L(λ) et les facteurs de com-
position du noyau sont des modules simples L(µ) pour des para-
mètres µ ∈ Λ, µ < λ,

2. il existe une surjection ψλ : P (λ) → ∆(λ), P (λ) étant la
couverture projective de L(λ), dont le noyau admet une filtration
où les quotients successifs sont des modules standards ∆(µ) avec
µ ∈ Λ, µ > λ.

À propos d’algèbres quasi-héréditaires, il est possible de consulter
aussi [32], ou [33, Annexe].

Nous avons choisi de donner la définition d’une algèbre quasi-
héréditaire comme une algèbre dont la catégorie de modules est de
plus haut poids (cf. [18], avec des simplifications parce que B est
de type fini) plutôt que la définition équivalente faisant intervenir
des suites d’idéaux héréditaires ([18, Théorème 3.6]) car c’est cette
première forme qui convient naturellement aux algèbres cellulaires
dont la matrice de décomposition est carrée.
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Lemme 3.1.3 Si l’algèbre A, munie de la structure cellulaire
(Λ,M,C, ∗), admet une matrice de décomposition (cellulaire, unitrian-
gulaire,) carrée, alors A est une algèbre quasi-héréditaire pour l’ordre
inverse de Λ.

Preuve : Choisissons comme ensemble des modules standards, l’en-
semble des modules cellulaires. Pour tout λ ∈ Λ = Λ0, soit φλ la surjec-
tion canonique qui envoie Cλ sur son module quotient Cλ/radλ qui est
isomorphe à Lλ. La matrice de décomposition montre que le noyau de
φλ, qui est le module radλ à isomorphisme près, n’admet comme fac-
teurs de composition que des modules simples Lµ pour des paramètres
µ ∈ Λ0, µ > λ.

Soit λ ∈ Λ0, notons Pλ le module projectif indécomposable associé
au module simple Lλ, i.e., Pλ est la couverture projective de Lλ. Mon-
trons qu’il admet une filtration dont les quotients sont des modules
cellulaires d’indices µ ≤ λ.
Le module Pλ satisfait l’isomorphisme de modules sur A :

Pλ
∼= Pλ ⊗A (A ≤ λ) ([48,Théorème 3.4]).

En utilisant [48, Lemme 2.9 (i)], il est facile de montrer qu’il existe une
suite exacte

0 → Pλ ⊗A (A < λ) → Pλ → Pλ({λ}) → 0,

où pour tout µ ∈ Λ, Pλ({µ}) := Pλ ⊗A (Cµ)∗ ⊗R Cµ et (Cµ)∗ désigne
le module à gauche déduit du module cellulaire Cµ en appliquant
l’anti-involution ∗. La partie (ii) de ce même lemme affirme que
Pλ ⊗A (A < λ) admet une filtration dont les quotients de deux
membres successifs sont de la forme Pλ({µ}) avec µ < λ. Par
ailleurs, pour tout µ ≤ λ, le module sur A, Pλ({µ}) s’écrit également(
Pλ⊗A (Cµ)∗

)
⊗RCµ, isomorphe à dµ,λCµ selon [48, Théorème 3.7 (ii)].

Avec la Proposition 3.1.2, nous en déduisons qu’il existe une surjection
ψλ : Pλ → Cλ dont le noyau admet une filtration avec les quotients
successifs isomorphes à des modules cellulaires Cµ pour des indices
µ < λ. L’assertion est vérifiée.

Une forme encore plus simple pour D est la forme diagonale (de
coefficients 1 sur la diagonale). C’est un critère de semi-simplicité. En
effet, si A est semi-simple, Λ0 = Λ et les modules cellulaires sont en
fait les modules simples de A.
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Théorème 3.1.4 ([48, Théorème 3.8]) Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. L’algèbre A est semi-simple.

2. Les modules cellulaires non nuls Cλ, pour λ ∈ Λ, sont simples et
non-équivalents deux à deux.

3. Pour tout λ ∈ Λ, la forme fλ est non-dégénérée (i.e. radλ = {0}).

3.2 Algèbres cellulaires particulières

Nous allons donner dans cette section des axiomes supplémentaires
à ceux déterminant la structure cellulaire. Ils permettront de construire
d’autres algèbres cellulaires possédant les mêmes propriétés.

3.2.1 Propriétés supplémentaires

Soient R un anneau commutatif unitaire intègre et A une
R-algèbre munie d’une structure cellulaire (Λ,M,C, ∗).

Définition - Notation 3.2.1 L’algèbre A est fortement cellulaire si
A satisfait les conditions suivantes.

(C4) : Pour tout λ ∈ Λ, il existe Sλ ∈ M(λ) (fixé) et des éléments
aS ∈ A, pour tout S ∈M(λ), tels que

a∗S1
Cλ

Sλ,SλaS2 = Cλ
S1,S2

, pour tout S1, S2 ∈M(λ).

(C5) : Pour tout λ, µ ∈ Λ, il existe un ensemble I(λ, µ) (peut-être
vide) et pour chaque I ∈ I(λ, µ), un ensemble M(I, λ, µ) ⊆M(λ)
tels que

(a) si λ′, µ′ ∈ Λ alors I(λ′, µ′) ∩ I(λ, µ) = ∅ quand (λ′, µ′) 6=
(λ, µ), et si I ∈ I(λ, µ) et I ′ ∈ I(λ, µ′) alors M(I, λ, µ) ∩
M(I ′, λ, µ′) = ∅ quand (I, µ) 6= (I ′, µ′) ;

(b) I(λ, λ) est un singeleton noté {Iλ} et M(Iλ, λ, λ) = {Sλ} ;

(c) pour tout T ∈M(λ), I ∈ I(λ, µ),

Cλ
I,T :=

∑

S∈M(I,λ,µ)

Cλ
S,T

appartient à Mµ := Cµ
Sµ,SµA ;
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(d) l’ensemble

{Cν
I,T ; ν ∈ Λ | I(ν, µ) 6= ∅, I ∈ I(ν, µ), T ∈M(ν)}

est une R-base de Mµ.

(C6) : Si N est un idéal à droite de A, pour tout λ ∈ Λ, les R-
modules HomA(Cλ

Sλ,SλA,N) et ACλ
Sλ,Sλ ∩ N sont canoniquement

isomorphes (par l’application d’évaluation en Cλ
Sλ,Sλ).

Remarque : Les conditions (C4) et (C5) sont encore de type
combinatoire. La condition (C6) imite une propriété satisfaite par les
idempotents.

Définition - Notation 3.2.2 Pour tout λ ∈ Λ, soit le module sur A :

Mλ := Cλ
Sλ,SλA.

Définition - Notation 3.2.3 L’algèbre A est dite très fortement cel-
lulaire si A est une algèbre fortement cellulaire vérifiant en plus la
condition :

(C7) : il existe θ, élément maximal dans Λ, tel que Cθ
Sθ,Sθ = 1 et

pour tout λ ∈ Λ, I(λ, θ) = {IS ; S ∈M(λ)} et M(IS , λ, θ) = {S}.

Le but de la fin de ce chapitre est de montrer que si A est une
algèbre fortement cellulaire, alors l’algèbre A′ := EndA

(⊕

λ∈Λ

Mλ

)

est une algèbre cellulaire quasi-héréditaire. Si A est très fortement
cellulaire alors A′ l’est aussi. Nous comparerons alors leur matrice de
décomposition.

Nous appliquerons ensuite cette structure axiomatique à une
algèbre de Ariki-Koike. L’algèbre d’endomorphismes A′ représente
alors une q-algèbre de Schur cyclotomique selon la définition de [28].
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3.2.2 Conséquences des propriétés supplémentaires

Conséquences de (C4)

Fixons un corps commutatif R et une R-algèbre A cellulaire pour la
donnée (Λ,M,C, ∗) qui vérifie la condition (C4). Nous allons montrer
que les modules cellulaires sont cycliques.

Fixons également un élément λ ∈ Λ. L’ensemble (A < λ) est un
module sur R mais aussi un module (à droite) sur A, d’après la pro-
priété (C3). Notons π : A→ A/(A < λ) la surjection canonique.

Soit S ∈ M(λ). Les éléments (Cλ
S,T )π, pour T variant dans M(λ),

sont R-linéairement indépendants. Selon les formules de (C3) et de la
Définition - Notation 3.1.2 des modules cellulaires, l’application

< (Cλ
S,T )π ; T ∈M(λ) >R → Cλ

(Cλ
S,T )π 7→ Cλ

T

(3.2.1)

est un isomorphisme de modules sur A.

Considérons le cas où S est choisi égal à Sλ. La condition (C3)
montre que (Mλ)π ⊆ < (Cλ

S,T )π ; T ∈ M(λ) >R. Par (C4), cette
inclusion est une égalité. Les modules (Mλ)π et Cλ sont donc iso-
morphes et le module cellulaire associé à λ est cyclique puisque
(Mλ)π ∼= (Cλ

Sλ,Sλ)πA.

Conséquences de (C5)

Supposons que la R-algèbre A, choisie comme précédemment,
vérifie aussi la condition (C5).

Fixons µ ∈ Λ.

Les éléments de la base de Mµ donnée en (d) sont les Cν
I,T pour

les ν ∈ Λ tels que I(ν, µ) 6= ∅, I ∈ I(ν, µ) et T ∈ M(ν). En choisis-
sant ν = µ, la condition (b) montre que Cµ

Sµ,Sµ est l’un de ces éléments.

Selon la propriété (C3), Mµ est contenu dans (A ≤ µ),
(
rappelons

que (A ≤ µ) est le module sur A dont une base sur R est formée des
éléments Cλ

S,T , avec λ ≤ µ, S, T ∈ M(λ)
)
. En comparant avec la

base donnée en (d), il vient que si ν ∈ Λ est tel que I(ν, µ) 6= ∅, alors
ν ≤ µ.



66 CHAPITRE 3. ALGÈBRES CELLULAIRES PARTICULIÈRES

Conséquences de (C6)

Avec (C6), il est immédiat que

pour tous λ, µ ∈ Λ, HomA(Mλ,Mµ) ∼= Mµ ∩M∗
λ . (3.2.2)

Remarques :
1. La condition (C6) dit que, pour tout λ ∈ Λ, Cλ

Sλ,Sλ se comporte
comme un idempotent de A. Ceci n’est pas surprenant puisque

(Cλ
Sλ,Sλ)

2 = (Cλ
Sλ, C

λ
Sλ)fλC

λ
Sλ,Sλ (mod (A < λ)).

2. Cette propriété implique aussi que tous les éléments de
HomA(Mλ, I), pour λ ∈ Λ et I idéal (à droite) de A, sont donnés par
mutiplication à gauche d’un élément de A.
En effet, soit h ∈ HomA(Mλ, I). Il existe a ∈ A tel que
(Cλ

Sλ,Sλ)h = aCλ
Sλ,Sλ puisque l’image de h est contenue dans

ACλ
Sλ,Sλ. Alors, pour tout x = Cλ

Sλ,Sλa
′ ∈ Mλ, (x)h = (Cλ

Sλ,Sλ)ha
′

soit ax. L’application h est la multiplication à gauche par a.

Conséquences de (C7)

Supposons que A est une algèbre très fortement cellulaire. Tout
élément de la base cellulaire Cλ

S,T appartient au module (A ≤ θ) car
A est égal à Cθ

Sθ,SθA soit à Mθ. Par conséquent, Λ admet un unique
élément maximal θ.

3.2.3 L’algèbre EndA

(⊕

λ∈Λ

Mλ

)
, A fortement cellulaire

Le but de cette partie est de prouver le

Théorème 3.2.1 Soit R un anneau commutatif unitaire et A une
R-algèbre fortement cellulaire dont les caractéristiques seront no-
tées comme en (C1)-(C6). La R-algèbre A′, opposée de l’algèbre
EndA(

⊕

λ∈Λ

Mλ), est une algèbre fortement cellulaire, quasi-héréditaire.
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La multiplication de l’algèbre

A′ :=
(
EndA(

⊕

λ∈Λ

Mλ)
)op

sera notée ◦op. Si φ, ψ ∈ A′ et x ∈
⊕

λ∈Λ

Mλ, (x)(φ ◦op ψ) := (x)(ψ ◦ φ)

soit
(
(x)ψ

)
φ.

Conservons les hypothèses et notations de l’énoncé du théorème
dans la suite de cette partie et démontrons-le.

A’ est une algèbre cellulaire

Commençons par une définition.

Définition - Notation 3.2.4 Pour tout λ, µ, ν ∈ Λ, I ∈ I(λ, µ) et
J ∈ I(λ, ν), soit

Cλ
I,J :=

∑

S ∈M(I, λ, µ),
T ∈M(J, λ, ν)

Cλ
S,T .

Remarque : Par définition, Cλ
I,J est égal à la somme

∑

T∈M(J,λ,ν)

Cλ
I,T

donc appartient à Mµ d’après (C5). Ainsi, Cλ
I,J

∗
= Cλ

J,I ∈ Mν et
Cλ

I,J ∈ Mµ ∩Mν
∗. En fait,

Lemme 3.2.2 Pour tout µ, ν ∈ Λ, les éléments (non nuls) Cλ
I,J où

I ∈ I(λ, µ), J ∈ I(λ, ν) et λ ∈ Λ, forment une base de Mµ ∩Mν
∗.

Preuve : Les Cλ
I,J (non nuls) sont linéairement indépendants. En

effet, soient des éléments rλ
I,J ∈ R pour I, J, λ comme dans l’énoncé,

tels que
∑
rλ
I,JC

λ
I,J = 0, où dans la somme λ ∈ Λ, I ∈ I(λ, µ) et

J ∈ I(λ, ν). Alors la somme
∑
rλ
I,SC

λ
I,S = 0 est aussi nulle, où λ ∈ Λ,

I ∈ I(λ, µ), S ∈ M(J, λ, ν) pour J variant dans I(λ, ν) et rλ
I,S = rλ

I,J

si S ∈ M(J, λ, ν). D’après la condition (a) de (C5), S ∈ M(λ)
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appartient au plus à un ensemble M(J, λ, ν). La condition (d) permet
de conclure.

À présent, montrons que les Cλ
I,J engendrent Mµ ∩ Mν

∗. Soit
h ∈Mµ ∩Mν

∗. Dans la base cellulaire, h s’écrit
∑
rλ
S,TC

λ
S,T où dans la

somme λ ∈ Λ, S, T ∈ M(λ), pour certains rλ
S,T ∈ R. Comme h ∈ Mµ,

les conditions (a) et (d) de (C5) impliquent que h s’écrit sous la
forme

∑
rλ
I,TC

λ
I,T , λ ∈ Λ, I ∈ I(λ, µ) et T ∈ M(λ), où pour tout

S ∈ M(I, λ, µ), rλ
S,T = rλ

I,T . De même, h∗ ∈ Mν . Un raisonnement
analogue permet d’écrire h comme combinaison R-linéaire de Cλ

I,J où
I ∈ I(λ, µ), J ∈ I(λ, ν) et λ ∈ Λ.

Après nous être intéressés à une base de Mµ ∩Mν
∗, pour µ, ν ∈ Λ,

passons à la base cellulaire de A′.

Définition - Notation 3.2.5 Pour tous λ, µ, ν ∈ Λ, I ∈ I(λ, µ) et
J ∈ I(λ, ν), soit φλ

I,J ∈ HomA(Mν ,Mµ) l’homomorphisme sur A déter-
miné par sa valeur en Cν

Sν ,Sν :

(Cν
Sν ,Sν)φλ

I,J = Cλ
I,J .

En étendant φλ
I,J en l’application nulle sur Mα, pour α ∈ Λ, α 6= ν,

φλ
I,J devient un élément de A′ .

En tant que module sur R, A′ est isomorphe à
⊕

µ,ν∈Λ

HomA(Mν ,Mµ).

En outre, pour tout ν, µ ∈ Λ, l’application d’évaluation en Cν
Sν ,Sν

fournit un R-isomorphisme entre HomA(Mν ,Mµ) et Mν
∗ ∩Mµ. Par le

Lemme 3.2.2, il est clair que les φλ
I,J , pour λ, µ, ν ∈ Λ, I ∈ I(λ, µ) et

J ∈ I(λ, ν), forment une base de A′.

Notons les caractéristiques cellulaires de A′ comme celles de A mais
en y ajoutant un ′ . Alors,

Λ′ = Λ,
pour tout λ ∈ Λ, M ′(λ) =

⋃

µ∈Λ

I(λ, µ),

pour I, J ∈M ′(λ), C ′λ
I,J est l’élément φλ

I,J ∈ A′.

Avec ces notations, l’algèbre A′ vérifie la condition (C1). Passons à
la condition (C2).
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Soit ∗′ le R-automorphisme de A′ défini par linéarité sur la base
comme suit. Pour tout λ ∈ Λ, I, J ∈M ′(λ), φλ

I,J
∗′

:= φλ
J,I .

Grâce au lemme suivant, A′ vérifie la propriété (C2).

Lemme 3.2.3 L’application ∗′ est un anti-automorphisme de A′.

Preuve : Dans un souci d’exhaustivité, nous donnons la preuve de
ce lemme qui est une adaptation des preuves de [28, Proposition 6.9,
Lemme 6.10] au cadre axiomatique déterminé par les conditions (C4),
(C5), (C6).

Remarquons d’abord que pour tout λ, µ, ν ∈ Λ, I ∈ I(λ, µ), J ∈

I(λ, ν), (Cµ
Sµ,Sµ)φλ

I,J
∗′

= Cλ
J,I =

(
(Cν

Sν ,Sν)φλ
I,J

)∗
. Par R-linéarité, pour

tout φ ∈ HomA(Mν ,Mµ), φ∗′ est déterminé par sa valeur en Cµ
Sµ,Sµ

donnée par
(Cµ

Sµ,Sµ)φ∗′ =
(
(Cν

Sν ,Sν)φ
)∗
. (3.2.3)

Soient λ, µ, ν ∈ Λ et deux homomorphismes φ ∈ HomA(Mν ,Mµ) et
ψ ∈ HomA(Mµ,Mλ). Pour établir le lemme, il suffit de prouver que

(Cλ
Sλ,Sλ)(φ ◦ ψ)∗

′

= (Cλ
Sλ,Sλ)(ψ∗′ ◦ φ∗′).

Selon la propriété (C6), il existe a ∈ A, resp. b ∈ A, tel
que (Cν

Sν ,Sν)φ = aCν
Sν ,Sν , resp. (Cµ

Sµ,Sµ)ψ = bCµ
Sµ,Sµ. Par (3.2.3),

(Cλ
Sλ,Sλ)(φ ◦ ψ)∗

′

=
(
(Cν

Sν ,Sν)φ ◦ ψ
)∗

soit (b aCν
Sν ,Sν)∗ d’après la

seconde remarque concernant de la condition (C6). Cette dernière
expression est encore égale à (Cµ

Sµ,Sµ)φ∗′b∗ avec (3.2.3) ou encore((
(Cµ

Sµ,Sµ)ψ
)∗)

φ∗′ par A-linéarité. L’utilisation, à nouveau de (3.2.3),

permet de conclure.

Traitons à présent la condition (C3).

Pour cela, il suffit de considérer les compositions du type φλ′

I′,J ′ ◦op

φλ
I,J soit φλ

I,J ◦ φλ′

I′,J ′ pour λ, λ′, µ, µ′, ν ∈ Λ, I ∈ I(λ, µ′), J ∈ I(λ, µ),
I ′ ∈ I(λ′, ν) et J ′ ∈ I(λ′, µ′). Soient deux tels morphismes. Rappelons
que φλ

I,J , resp. φλ′

I′,J ′, est nulle sur tous les facteurs de
⊕

λ∈Λ

Mλ sauf sur

Mµ, resp. Mµ′ , et prend ses valeurs dans Mµ′ , resp. Mν . Pour connaître
φλ

I,J ◦φ
λ′

I′,J ′, il suffit de connaître la valeur de la composition en Cµ
Sµ,Sµ,

par linéarité sur A. Soit a ∈ A tel que (Cµ
Sµ,Sµ)φλ

I,J = Cµ′

Sµ′ ,Sµ′a. Par
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définition de φλ′

I′,J ′,

(Cµ
Sµ,Sµ)(φλ

I,J ◦ φλ′

I′,J ′) = Cλ′

I′,J ′a.

Par la propriété (C6), φλ
I,J ◦ φλ′

I′,J ′ est à valeurs dans Mν ∩ M∗
µ. En

utilisant les conditions (C3) et (C5)(d), il vient facilement que

Cλ′

I′,J ′a ≡
∑

ra(T
′, T )Cλ′

I′,T ′ (mod (A < λ′)),

la somme se faisant sur les T ∈M(J ′, λ′, µ′) et T ′ ∈M(λ′). En compa-
rant avec la base décrite dans le Lemme 3.2.2, si U ∈ I(λ′, µ), la somme∑

T∈M(J ′,λ′,µ′)

ra(T
′, T ) est la même quel que soit T ′ ∈ M(U, λ′, µ). No-

tons cette valeur ra(U). Remarquons que ra(U) est indépendant de I ′.
Écrivons Cλ′

I′,J ′a =
∑

U∈I(λ′,µ)

ra(U)Cλ′

I′,U + c où c est une combinaison

R-linéaire de Cα
V,W , α ∈ Λ, α < λ′ et V ∈ I(α, ν), W ∈ I(α, µ). En

rappelant que (A′ < λ′) est le sous-module sur R de A′ engendré par
les φβ

−,−, pour β < λ′, c est la valeur d’un élément de (A′ < λ′) en
Cµ

Sµ,Sµ. Finalement,

φλ′

I′,J ′ ◦op φ
λ
I,J =

∑

U∈I(λ′,µ)

ra(U)φλ
I′,U (mod (A′ < λ′))

avec des coefficients ra(U) ne dépendant pas de I ′. Ceci permet
d’affirmer que A′ vérifie la propriété (C3).

L’algèbre A′ satisfait les conditions (C1), (C2) et (C3). C’est
une algèbre cellulaire. Nous avons prouvé une partie du Théorème 3.2.1.

A’ est fortement cellulaire

À présent que nous savons que A′ est une algèbre cellulaire,
nous allons constater que A′ vérifie aussi la structure axiomatique
supplémentaire (C4), (C5) et (C6). Ceci la dote d’une structure
d’algèbre fortement cellulaire.

Conservons la convention qui consiste à noter les caractéristiques
des algèbres cellulaires avec des ′ pour A′.

Occupons-nous de la condition (C4).
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Commençons par une remarque. Soit λ ∈ Λ. L’ensemble
M ′(λ) =

⋃

µ∈Λ

I(λ, µ) possède un élément spécifique S ′λ := Iλ. Le

A-homomorphisme φλ
Iλ,Iλ est nul en dehors de Mλ et φλ

Iλ,Iλ |Mλ
prend

ses valeurs dans Mλ : il envoie Cλ
Sλ,Sλ sur Cλ

Iλ,Iλ = Cλ
Sλ,Sλ. L’application

φλ
Iλ,Iλ restreinte à la source et au but à Mλ est donc l’identité de Mλ.

Soient µ, ν ∈ Λ, I ∈ I(λ, µ) et J ∈ I(λ, ν). Par défini-
tion, φλ

I,Iλ ∈ HomA(Mλ,Mµ), φλ
Iλ,J

∈ HomA(Mν ,Mλ) et φλ
I,Iλ ◦op

φλ
Iλ,J ∈ HomA(Mν ,Mµ). Calculons (Cν

Sν ,Sν)φλ
Iλ,J ◦ φλ

I,Iλ. C’est égal à

(
∑

S∈M(J,λ,ν)

Cλ
Sλ,S)φλ

I,Iλ, soit en utilisant la condition (C4) pour A et la

linéarité de φλ
I,Iλ, Cλ

I,Iλ

∑

S∈M(J,λ,ν)

aS = Cλ
I,J . En conclusion,

φλ
I,Iλ ◦op φ

λ
Iλ,Iλ ◦op φ

λ
Iλ,J = φλ

I,J .

Pour tout λ ∈ Λ et I ∈ M ′(λ), choisissons a′I := φλ
Iλ,I . Alors, A′

possède la propriété (C4).

Considérons la condition (C5).

Soit µ ∈ Λ. Remarquons que HomA(
⊕

λ∈Λ

Mλ,Mµ) est l’ensemble

sous-jacent de M ′
µ = φλ

Iµ,Iµ ◦op A
′. Il est alors clair que M ′

µ admet les
éléments φλ

I,J , pour I ∈ I(λ, µ), J ∈ M ′(λ), λ variant dans Λ, comme
éléments de base sur R.

Pour tout ν, µ ∈ Λ, posons I ′(ν, µ) := I(ν, µ) et pour tout
I ∈ I ′(ν, µ), M ′(I, ν, µ) := {I}. Avec ces choix, la condition (C5) est
remplie pour A′.

Il reste à vérifier la condition (C6) avant de conclure que A′ est
une algèbre fortement cellulaire. C’est immédiat en rappelant que,
pour tout λ ∈ Λ, φλ

Iλ,Iλ est l’identité de Mλ donc est un idempotent

de A′
(
cf. les remarques concernant la condition (C6)

)
.

A’ est quasi-héréditaire

Nous allons considérer ici le fait que A′ est cellulaire. La structure
fortement cellulaire ne sera pas utile ici.
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Pour affirmer que A′ est quasi-héréditaire, il suffit de montrer
que la matrice de décomposition cellulaire de A′ est carrée grâce au
Lemme 3.1.3. Or, pour tout λ ∈ Λ, (Cλ

Sλ,Sλ)φλ
Iλ,Iλ ◦op φ

λ
Iλ,Iλ vaut d’une

part Cλ
Sλ,Sλ, et d’autre part (φλ

Iλ , φ
λ
Iλ)f

′
λC

λ
Sλ,Sλ (mod (A < λ)), où

φλ
Iλ := C ′λ

Iλ est l’élément du module cellulaire C ′
λ pour A′ associé à

λ et f ′
λ est la forme bilinéaire associée. Par conséquent, f ′

λ est non
nulle. Les modules simples pour A′ sont indexés par l’ensemble Λ et la
matrice de décomposition cellulaire de A′ est carrée. C’est ce que nous
voulions démontrer.

Nous avons fini de prouver le Théorème 3.2.1.

Une autre description de C ′
λ

Suivant une méthode décrite par A. Mathas dans [65], il est
possible de donner une autre description des éléments des modules
cellulaires C ′

λ.

Rappelons que C ′
λ est le module cellulaire de A′ associé à λ.

Comme l’algèbre A′ est fortement cellulaire, le commentaire donné
dans la partie traitant des conséquences de la condition (C4) s’ap-
plique. Le module cellulaire C ′

λ est isomorphe à (M ′
λ)π

′ où π′ est
la surjection canonique de A′ sur le module quotient A′/(A′ < λ)
et M ′

λ = φλ
Iλ,Iλ ◦op A′. C’est un module libre sur R de base

{(φλ
Iλ,I)π

′ ; I ∈M ′(λ)}.

Identifions (φλ
Iλ,I

)π′ à φλ
I dans la correspondance précédente.

L’ensemble {φλ
I ; I ∈M ′(λ)} est une R-base de C ′

λ.

Soit I ∈M ′(λ). Il existe µ ∈ Λ tel que I ∈ I(λ, µ).
Posons Cλ

I :=
∑

S∈M(I,λ,µ)

Cλ
S ∈ Cλ.

Soit φ̃λ
I :

⊕

ν∈Λ

Mν → Cλ l’homomorphisme sur A déterminé par

(Cµ
Sµ,Sµ)φ̃λ

I = Cλ
I et qui s’annule sur les les composantes Mν , ν 6= µ.

L’application φ̃λ
I est un élément de HomA(

⊕

ν∈Λ

Mν , Cλ). Cet ensemble

est trivialement un module à droite sur A′ grâce à la composition ◦op.

Dans le lemme suivant, nous établissons une relation entre les
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éléments φλ
I et φ̃λ

I , pour λ ∈ Λ, I ∈ M ′(λ). Cela donne une nouvelle
description du module cellulaire C ′

λ.

Lemme 3.2.4 Soit λ ∈ Λ, alors C ′
λ et HomA(

⊕

µ∈Λ

Mµ, Cλ) sont iso-

morphes en tant que modules sur A′, par l’application qui associe φλ
I

à φ̃λ
I , pour I ∈ I(λ, µ) et µ ∈ Λ.

Preuve : Soient M :=
⊕

µ∈Λ

Mµ et M<λ :=
⊕

µ∈Λ

Mµ ∩ (A < λ).

Si φ ∈ (A′ < λ) alors (M)φ ⊆ M<λ. En effet, soient J1, J2 ∈M ′(µ)
pour µ ∈ Λ, µ < λ. Disons que J1 ∈ I(µ, α) et J2 ∈ I(µ, β)
pour α, β ∈ Λ. L’application φµ

J1,J2
∈ A′ considérée comme un élé-

ment de HomA(Mβ,Mα) (nulle sur les autres composantes de A′ ∼=⊕

ν1,ν2∈Λ

HomA(Mν1,Mν2)) envoie Cβ
Sβ ,Sβ sur Cµ

J1,J2
donc (M)φµ

J1,J2
⊆

Cµ
J1,J2

A ∩Mα ou encore (M)φµ
J1,J2

⊆ (A < λ) ∩M . Les φµ
J1,J2

, pour
µ ∈ Λ, µ < λ, et J1, J2 ∈ M ′(µ), forment une R-base de (A′ < λ),
l’assertion est prouvée.

Par conséquent, les éléments du quotient A′/(A′ < λ) peuvent
être identifiés à des homomorphismes (de modules sur A) de M

dans M/M<λ : si φ ∈ A′, (Cβ
Sβ,Sβ)

(
(φ)π′

)
=

(
(Cβ

Sβ ,Sβ)φ
)
πM<λ pour

β ∈ Λ, Cβ
Sβ ,Sβ dans la composante Mβ de M et πM<λ, la surjec-

tion canonique de M sur M/M<λ. Si I ∈ I(λ, µ) ⊆ M ′(λ), alors
(Cµ

Sµ,Sµ)(φλ
Iλ,I)π

′ = (Cλ
Iλ,I)πM<λ. Or (Mλ +M<λ)πM<λ est isomorphe à

Mλ/
(
Mλ ∩ (A < λ)

)
donc à (Mλ)π et Cλ, π étant la surjection cano-

nique de A sur A/(A < λ)
(
cf. les conséquences de la condition (C4)

)
.

Dans cette correspondance, (Cλ
Iλ,I)πM<λ est associé à Cλ

I . Ainsi, les élé-
ments de A′/(A′ < λ) s’identifient à des homomorphismes de modules
sur A, de M dans Cλ. En prenant aussi en compte la correspondance
bijective qui associe φλ

I et (φλ
Iλ,I)π

′, les éléments de C ′
λ s’identifient à

des homomorphismes de modules sur A, de M dans Cλ. Cette repré-
sentation est notée i : C ′

λ → HomA(
⊕

µ∈Λ

Mµ, Cλ)

φλ
I 7→ φ̃λ

I

. L’application i

qui envoie une base sur une base est bijective. Montrons maintenant
que i est un morphisme de modules sur A′.

Soit I comme avant. Il suffit de montrer que si φ = φα
U,V avec

α, ν ∈ Λ, U ∈ I(α, µ) et V ∈ I(α, ν) alors (Cν
Sν ,Sν)

(
(φλ

I ◦op φ)i
)

=
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(Cν
Sν ,Sν)(φ̃λ

I ◦op φ). Si φλ
I ◦op φ s’écrit sous la forme

φλ
I ◦op φ =

∑

J∈M ′(λ)

rφ(J, I)φ
λ
J , (3.2.4)

i applique φλ
I ◦op φ sur

∑

J∈M ′(λ)

rφ(J, I)φ̃
λ
J . Ainsi,

(Cν
Sν ,Sν)

(
(φλ

I ◦op φ)i
)

= (Cν
Sν ,Sν)

∑

J∈M ′(λ)

rφ(J, I)φ̃
λ
J

=
∑

J∈I(λ,ν)

rφ(J, I)C
λ
J . (3.2.5)

Par ailleurs, par définition de l’action dans les modules cellulaires, l’éga-
lité (3.2.4) implique que

φλ
Iλ,I ◦op φ ≡

∑

J∈M ′(λ)

rφ(J, I)φ
λ
Iλ,J (mod A′ < λ).

En appliquant ces morphismes sur Cν
Sν ,Sν , il vient

(Cα
U,V )φλ

Iλ,I ≡
∑

J∈I(λ,ν)

rφ(J, I)C
λ
Iλ,J (mod A < λ). (3.2.6)

Or il existe a ∈ A tel que Cα
U,V ∈ Mµ s’écrit Cµ

Sµ,Sµa. En introduisant
cette écriture dans (3.2.6), nous obtenons que

Cλ
Iλ,Ia ≡

∑

J∈I(λ,ν)

rφ(J, I)C
λ
Iλ,J (mod A < λ),

soit dans le module cellulaire Cλ,

Cλ
I a =

∑

J∈I(λ,ν)

rφ(J, I)C
λ
J . (3.2.7)

Calculons (Cν
Sν ,Sν)φ̃λ

I ◦op φ. C’est égal à (Cα
U,V )φ̃λ

I soit Cλ
I a. La compa-

raison des résultats (3.2.5) et (3.2.7) permet de conclure.

3.2.4 Comparaison de A et A′, A très fortement cellulaire

Dans cette partie, nous supposerons que A est très fortement
cellulaire. En particulier, Mθ = Cθ

Sθ,SθA = A. En outre, la R-algèbre
EndA(Mθ,Mθ) munie de la multiplication ◦op est isomorphe à A par
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l’application d’évaluation en 1. Par conséquent, A peut être considérée
comme une sous-algèbre de A′ (non-unitaire) puisque EndA(Mθ,Mθ)
s’identifie à φθ

Iθ,IθA
′φθ

Iθ,Iθ .

Si (R,K, k) est un système p-modulaire neutralisant pour A avec
K ⊗R A semi-simple, la matrice de décomposition de A est une
sous-matrice de celle de A′ (cf. [49, 6.6], [37, 6.3.2]). Nous allons voir
qu’il en est de même pour les matrices de décomposition cellulaires de
A et A′. Ce n’est pas surprenant. Soit (R,K, k) comme précédemment.
Si les éléments de la base cellulaire de A tensorisés avec 1K , resp.
avec 1k, forment une base cellulaire pour K ⊗R A, resp. k ⊗R A,
alors la matrice de décomposition classique de A est la matrice de
décomposition cellulaire de k ⊗R A.

Inclusion des matrices de décomposition

Définition - Notation 3.2.6 Soit Θ := φθ
Iθ,Iθ l’idempotent de A′ qui

représente l’identité sur A. Le foncteur de Schur associé est le foncteur

mod−A′ → mod−A
V 7→ VΘ

.

Rappelons que A s’identifie à EndA(A,A) en faisant correspondre à
a ∈ A, la multiplication à gauche ga ∈ EndA(A,A) et ga = gaΘ = Θga.
Pour un module V quelconque sur A′, A agit sur VΘ, de même en-
semble sous-jacent que V , comme suit. Si v ∈ V, a ∈ A, (v)∗a := v.ga.

Grâce aux propriétés des foncteurs de Schur (cf. [49, 6.2, 6.6]),

Proposition 3.2.5 Soient un corps R et une R-algèbre très fortement
cellulaire A. Soit λ ∈ Λ. Il existe des isomorphismes de modules sur A
entre C ′

λΘ et Cλ ainsi qu’entre L′
λΘ et Lλ.

De plus, si µ ∈ Λ0 (i.e. radµ 6= Cµ) alors les multiplicités de L′
µ

dans C ′
λ et de Lµ dans Cλ sont égales.

Preuve : Identifions C ′
λ et HomA(

⊕

µ∈Λ

Mµ, Cλ) (Lemme 3.2.4). Il est

facile de voir que, pour tout λ ∈ Λ, l’ensemble {φ̃λ
I ; I ∈ I(λ, θ)} est

une base de C ′
λΘ. Avec les notations de la condition (C7), l’application
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d’évaluation en 1 = Cθ
Sθ,Sθ , de C ′

λΘ dans Cλ, envoie φ̃λ
IS

sur Cλ
S , pour

S ∈ M(λ). Transformant une base en une base, elle est bijective. La
linéarité sur A vient facilement car pour tout S ∈ M(λ), a ∈ A,
φ̃λ

IS
.a = φ̃λ

IS
◦op ga évalué en 1 vaut (1)φ̃λ

IS
.a. Le premier isomorphisme

de la proposition est démontré.
Soient λ ∈ Λ, S, T ∈ M(λ) (de sorte que IS, IT ∈ I(λ, θ)). Par

définition de la forme bilinéaire symétrique f ′
λ,

φλ
Iλ,IS

◦op φ
λ
IT ,Iλ ≡ (φ̃λ

IS
, φ̃λ

IT
)f ′

λ φ
λ
Iλ,Iλ (mod (A′<λ)). (3.2.8)

Appliquons chaque membre de la congruence à Cλ
Sλ,Sλ .

Le membre de droite donne (φ̃λ
IS
, φ̃λ

IT
)f ′

λ Cλ
Sλ,Sλ (mod (A < λ)) car

les éléments de (A′ < λ) envoient A sur (A < λ) (voir la preuve du
Lemme 3.2.4).
Pour la composition dans le membre de gauche de la congrüence (3.2.8),(
(Cλ

Sλ,Sλ)φ
λ
IT ,Iλ

)
φλ

Iλ,IS
est égal à (1.Cλ

T,Sλ)φ
λ
Iλ,IS

, soit par linéarité sur A,
Cλ

Sλ,SC
λ
T,Sλ. En utilisant à nouveau la définition de fλ, ce dernier terme

est congrü à (Cλ
S , C

λ
T )fλ C

λ
Sλ,Sλ modulo (A<λ).

En comparant les deux images obtenues, il vient que
(φ̃λ

IS
, φ̃λ

IT
)f ′

λ = (Cλ
S , C

λ
T )fλ. Les éléments de C ′

λΘ ∩ rad′
λ appli-

qués en 1 donnent les éléments de radλ. En utilisant le premier
résultat, il est clair que L′

λΘ et Lλ sont isomorphes sur A.
La dernière assertion du théorème provient de ce qui précède et des

propriétés du foncteur de Schur Θ (cf. [49, 6.6.b], utilisant des suites
de composition).

A présent, passons à une autre propriété vérifiée par A et A′ quand
A est très fortement cellulaire.

Propriété du double commutant

Posons M :=
⊕

µ∈Λ

Mµ. La multiplication sur A′op étant la com-

position ◦, M est muni canoniquement d’une structure de module à
droite sur A′op. Si φ ∈ A′ et m ∈ M , m.φ := (m)φ. Clairement, M
est aussi un module à droite sur A et les deux actions commutent.
La proposition suivante donne une propriété de double commu-
tant. C’est une adaptation du dernier paragraphe de [65, chapitre 4]
à la structure axiomatique déterminée par les conditions (C1) à (C6) .
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Proposition 3.2.6 Supposons que A est une algèbre très fortement
cellulaire. Alors

A′ ∼= EndA(
⊕

µ∈Λ

Mµ) et A ∼= EndA′op(
⊕

µ∈Λ

Mµ).

Preuve : Le premier isomorphisme est la définition de A′. Montrons
le deuxième isomorphisme.

Par l’évaluation en 1, HomA(A,M) est isomorphe à M , en tant
que modules sur A′op, et il est clair que HomA(A,M) est égal à
φθ

Iθ,Iθ ◦ A′. Ainsi, les algèbres EndA′op(M) et φθ
Iθ,Iθ ◦ A′ ◦ φθ

Iθ,Iθ
∼= A

sont isomorphes, par propriété des idempotents. Nous avons obtenu
les deux isomorphismes duaux.

3.2.5 Application

Choisissons comme algèbre cellulaire A une algèbre de Ariki-Koike
Hq,Q

r,n (R), pour un anneau commutatif, intègre, (voir la Définition -
Notation 4.1.3 au chapitre suivant). Les résultats cités, par exemple,
dans [66], permettent de vérifier rapidement que A est dotée d’une
structure d’algèbre très fortement cellulaire. Décrivons dans ce cas
particulier, certains des paramètres apparaissant dans les conditions
(C1) à (C7) .

L’ensemble Λ est l’ensemble des r-multipartitions de n muni de
l’ordre de dominance.
Pour toute r-multipartition λ de n, M(λ) est l’ensemble des λ-tableaux
standards.
Si µ est une autre r-multipartition, I(λ, µ) représente l’ensemble des
λ-tableaux semi-standards de type µ.
Si cet ensemble est non-vide et S est un tel tableau, l’ensemble
M(S, λ, µ) consiste en les λ-tableaux standards s vérifiant µ(s) = S
(avec les notations de [28]).
La r-multipartition θ = (0, . . . , 0, (1)n) est minimale pour l’ordre de
dominance. Pour λ comme précédemment, l’ensemble des λ-tableaux
de type θ s’identifie clairement aux λ-tableaux standards.

Pour ce choix spécifique où A est l’algèbre Hq,Q
r,n (R), l’algèbre

d’endomorphismes A′ est une q-algèbre de Schur.

Cet exemple illustre l’intérêt de la structure axiomatique introduite
dans ce chapitre.
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Chapitre 4

Algèbres de Hecke, algèbres de
Schur

Dans ce chapitre, nous appliquons le théorème principal du cha-
pitre 2 à deux types d’algèbres : certaines algèbres de Ariki-Koike et
des q-algèbres de Schur de type B. Ce sont des algèbres cellulaires.
Leur matrice de décomposition est unitriangulaire. Nous en déduisons
que les algèbres de Hecke associées à des groupes de réflexions
complexes G(r, f, n) et que les q-algèbres de Schur de type D, pour
certains paramètres, admettent aussi des matrices de décomposition
unitriangulaires.

4.1 Algèbres de Hecke

4.1.1 Rappels

Groupes de réflexions complexes

Faisons quelques rappels sur ces groupes ([74], [2], [51]).

Définition - Notation 4.1.1 Soient trois entiers positifs r, f et n,
f divisant r. Soit ω une racine primitive complexe r-ième de l’unité.
Elle engendre le groupe µr des racines complexes r-ièmes de l’unité.
Notons µn

r (f) le sous-groupe de (µr)
n, identifié à l’ensemble des n-uplets

dont le produit des composantes est une racine r
f
-ième de l’unité. Le

groupe G(r, f, n) est le produit semi-direct Sn ⋉ µn
r (f). Le groupe de

permutation Sn agit sur (µr)
n et sur ses sous-groupes de type µn

r (f) de
façon classique : si σ ∈ Sn et i1, . . . , in ∈ [0, r−1], alors

(ωi1, . . . , ωin) ∗ σ = (ωi(1)σ−1 , . . . , ωi(n)σ−1 ). (4.1.1)

79
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Remarques :
1. En particulier, pour le choix d = 1, G(r, 1, n) est isomorphe au

groupe produit en couronne µr ≀ Sn.
2. Dans le cas particulier où r = 2, G(2, 1, n) est un groupe de

type B et G(2, 2, n) est un groupe de type D.
3. Le groupe de réflexions complexes G(r, f, n) s’identifie au groupe

des matrices monomiales carrées de taille n × n à coefficients dans µr

telles que le produit des coefficients non nuls est une racine r
f
-ième de

l’unité.

Définition - Notation 4.1.2 Soient T1, le n-uplet dont toutes les
composantes sont égales à 1 sauf la première égale à ω, et Ti la
transposition (i−1, i), pour tout i ∈ [2, n], considérés comme éléments
de G(r, 1, n).

Le groupe G(r, f, n) est engendré par les éléments T f
1 , (T1 ∗ T2)T

−1
1

et Ti, pour i ∈ [2, n].

La condition sur le produit des coefficients implique clairement que
l’algèbre B d’un groupe de type G(r, f, n), s’identifie à une sous-algèbre
qui gradue l’algèbre A d’un groupe de type G(r, 1, n) par un groupe
cyclique d’ordre f . La graduation prend la forme :

A = B ⊕ T1B ⊕ . . .⊕ T f−1
1 B, (4.1.2)

où de façon immédiate, T1 est une unité de A satisfaisant T1B = BT1

et T f
1 ∈ B.

Algèbres de Hecke associées à des groupes de réflexions complexes

Définition - Notation 4.1.3 Soient d, f, n, des entiers naturels non
nuls, r := df .
Soient R un anneau intègre, q une unité de R et deux suites
x = (x1, . . . , xd), Q = (Q1, . . . , Qr) d’éléments de R.
À l’instar de S. Ariki et K. Koike, [8] et [2], nous noterons Hq,Q

r,n (R),
resp. H

q,x
r,f,n(R), la R-algèbre de Hecke associée au groupe de réflexions

complexes G(r, 1, n), resp. G(r, f, n), pour les paramètres q, Q, resp.
q, x. Elles sont définies par générateurs et relations comme suit.
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L’algèbre Hq,Q
r,n (R), dite aussi de Ariki-Koike, est en-

gendrée par les élément T1, . . . , Tn, soumis aux relations :
(T1 −Q1) . . . (T1 −Qr) = 0,
(Ti − q)(Ti + 1) = 0, 2 ≤ i ≤ n,
T1T2T1T2 = T2T1T2T1,
TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,
TiTj = TjTi, 1 ≤ i < j ≤ n, j ≥ i+ 2.

L’algèbre cyclotomique H
q,x
r,f,n(R) admet pour générateurs, les

éléments a0, . . . , an, satisfaisant
(a0 − x1) . . . (a0 − xd) = 0
(ai − q)(ai + 1) = 0, 1 ≤ i ≤ n,
a1a3a1 = a3a1a3,
aiai+1ai = ai+1aiai+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,
(a1a2a3)

2 = (a3a1a2)
2,

a1ai = aia1, 4 ≤ i ≤ n,
aiaj = ajai, 2 ≤ i < j ≤ n, j ≥ i+ 2,

a0a1a2 = (q−1a1a2)
2−ra2a0a1 + (q − 1)

r−2∑

i=1

(q−1a1a2)
1−ka0a1,

= a1a2a0,
a0ai = aia0, 3 ≤ i ≤ n.

Supposons que l’anneau R et les suites Q et x vérifient les condi-
tions (HQ/x).

Hypothèses (HQ/x) : L’anneau R contient une racine primi-
tive f -ième de l’unité notée ω et pour tout i ∈ [1, f ], il
existe yi, une racine inversible f -ième de xi. La suite Q

est choisie en fonction de la suite x ou plus exactement de
y = (y1, . . . , yd) au sens où Q est formée par les r éléments
y1, ωy1, . . . , ω

f−1y1, . . . , yd, ωyd, . . . , ω
f−1yd.

Alors Hq,Q
r,n (R) est isomorphe à la R-algèbre de présentation :

générateurs : T1, . . . , Tn,

relations : (T f
1 − x1) . . . (T

f
1 − xd) = 0,

(Ti − q)(Ti + 1) = 0, 2 ≤ i ≤ n,
T1T2T1T2 = T2T1T2T1,
TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,
TiTj = TjTi, 1 ≤ i < j ≤ n, j ≥ i+ 2.
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Définition - Notation 4.1.4 Notons H
q
Sn

(R) la R-algèbre de Hecke
associée au groupe symétrique Sn pour le paramètre q. C’est une
algèbre définie par la présentation suivante.

H
q
Sn

(R) est engendrée par les éléments T2, . . . , Tn, soumis aux
relations
(Ti − q)(Ti + 1) = 0, 2 ≤ i ≤ n,
TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,
TiTj = TjTi, 2 ≤ i < j ≤ n, j ≥ i+ 2.

Pour tout w ∈ Sn, si w admet une décomposition réduite égale à
si1 . . . sis où si est la transposition (i−1, i), i ∈ [2, n], nous noterons
Tw := Ti1 . . . Tis.

Soit I un sous-ensemble de [2, n]. La R-algèbre de Hecke H
q
WI

asso-
ciée au sous-groupe parabolique WI =<si ; i ∈ I > est la sous-algèbre
de H

q
Sn

(R), engendrée par les Ti, i ∈ I.

Remarques :
1. Soient deux entiers naturels a et b de somme n. Le sous-groupe

parabolique Sa,b de Sn engendré par les si, i ∈ [2, n]\{a + 1}. Ainsi,
la R-algèbre H

q
Sa,b

(R) est la sous-algèbre de H
q
Sn

(R), engendrée par les
Ti, i ∈ [2, n], i 6= a+ 1. Elle est isomorphe à l’algèbre produit tensoriel
sur R des deux algèbres H

q
Sa

(R) et H
q
Sb

(R).

2. Les éléments Tw, pour w ∈ Sn, sont bien définis grâce au lemme
de Matsumoto ([20, Théorème 64.20]) et l’ensemble {Tw ; w ∈ Sn} est
une R-base de H

q
Sn

(R).

3. Dans le cas général où Q est un r-uplet d’éléments arbitraires
de R, la deuxième relation, ainsi que les deux dernières dans la pré-
sentation de Hq,Q

r,n (R), permettent de considérer H
q
Sn

(R) comme une
sous-algèbre de Hq,Q

r,n (R), en l’identifiant à la sous-algèbre engendrée
par les T2, . . . , Tn.

Définition - Notation 4.1.5 Posons t1 := T1 et, par récurrence,
pour tout i ∈ [2, n], ti := Titi−1Ti. Ce sont les éléments de Jucy-
Murphy.

S. Ariki et K. Koike ont montré le
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Lemme 4.1.1 ([8, Théorème 3.10]) L’algèbre Hq,Q
r,n (R) est un R-

module libre admettant pour base

B := {ti11 . . . t
in
n Tw ; ij ∈ [0, r−1], w ∈ Sn}.

Un autre résultat prouvé par S. Ariki sera utile. Il donne des
conditions sur les paramètres q et Q pour que l’algèbre Hq,Q

r,n (R) soit
semi-simple quand R est un corps.

Lemme 4.1.2 ([1, Théorème principal]) Supposons que R est un
corps et q 6= 1. Il y a équivalence entre les trois assertions suivantes :

1. Hq,Q
r,n (R) est une algèbre semi-simple déployée sur R.

2. Hq,Q
r,n (R) est une algèbre semi-simple.

3. Les paramètres q et Q satisfont

qmQi 6= Qj , pour tout i, j, 1 ≤ i 6= j ≤ r, et m, |m|<n,
(4.1.3)

et
n∏

j=1

1 + q + . . .+ qj−1 6= 0. (4.1.4)

H
q,Q
r,n (R) comme algèbre graduée sur H

q,x
r,f,n(R)

Nous supposons vérifiée l’hypothèse (HQ/x).

Le but de cette partie est de montrer que, sous cette condition, la
R-algèbre Hq,Q

r,n (R) est graduée par un groupe cyclique d’ordre f sur
une sous-algèbre isomorphe à la R-algèbre H

q,x
r,f,n(R). Commençons par

expliciter la sous-algèbre en question grâce au

Lemme 4.1.3 ([2, Proposition 1.6]) L’application φ : H
q,x
r,f,n(R) →

Hq,Q
r,n (R) définie sur les générateurs par

(a0)φ = T f
1 , (a1)φ = T−1

1 T2T1, (ai)φ = Ti, i ∈ [2, n],
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est un monomorphisme d’algèbres. Il permet d’identifier H
q,x
r,f,n(R) à son

image dans Hq,Q
r,n (R) qui est la sous-algèbre R-libre de base

{tk1
1 . . . tkn

n Tw ; kj ∈ [0, r−1], k1 + . . .+ kn ≡ 0 (mod f), w ∈ Sn}.

L’algèbre H
q,x
r,f,n(R) sera désormais identifiée à son image par φ

dans Hq,Q
r,n (R), i.e., à la sous-algèbre de Hq,Q

r,n (R) engendrée par

T f
1 , T−1

1 T2T1 et H
q
Sn

(R).

Nous pouvons alors donner l’analogue de la décomposition gra-
duée (4.1.2) pour les algèbres de groupes de réflexions complexes.

Lemme 4.1.4 Sous la condition (HQ/x), la R-algèbre Hq,Q
r,n (R) est

graduée sur la R-algèbre H
q,x
r,f,n(R) par un groupe cyclique d’ordre f , de

décomposition graduée Hq,Q
r,n (R) =

f−1⊕

j=0

tj1 H
q,x
r,f,n(R).

Preuve : En premier lieu, montrons que Hq,Q
r,n (R) se décompose en

la somme de R-modules

H
q,Q
r,n (R) =

f−1⊕

j=0

tj1H
q,x
r,f,n(R). (4.1.5)

Pour cela, utilisons les bases fournies par les Lemmes 4.1.1
et 4.1.3. Soit h, un élément de la base B de Hq,Q

r,n (R),
h := tk1

1 . . . tkn
n Tw, kj ∈ [0, r− 1], w ∈ Sn. Soit b ∈ [0, f − 1], tel

que
n∑

j=1

kj ≡ b (mod f). Considérons les deux cas,

– k1 ≥ b. L’élément h s’écrit sous la forme tb1t
k1−b
1 tk2

2 . . . tkn
n Tw. Par

conséquent, h appartient au R-module tb1H
q,x
r,f,n(R).

– k1 < b. Avec la première relation donnée dans la seconde présen-
tation de Hq,Q

r,n (R), t1 est inversible et

t−1
1 =

d∑

j=1

cj t
fj−1
1 , (4.1.6)
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pour des éléments cj ∈ R, j ∈ [1, d]. Ainsi tk1−b
1 est égal

à P (tf1)t
k1−b
1 pour un polynôme P à coefficients dans R et

toutes les puissances de t1 apparaissant dans le développement
de P (tf1)t

k1−b
1 sont strictement positives. L’élément h s’écrit

alors tb1P (tf1)t
k1−b
1 tk2

2 . . . tkn
n Tw. Sous cette forme, il est clair que

h appartient au R-module tb1H
q,x
r,f,n(R).

Par conséquent, Hq,Q
r,n (R) est somme des R-modules tj1H

q,x
r,f,n(R), j va-

riant dans [0, f−1]. Cette somme est directe parce que B est une base de
Hq,Q

r,n (R) et que l’ensemble {tk1
1 . . . tkn

n Tw ; kj ∈ [0, r−1], k1 + . . .+kn ≡ j

(mod f), w ∈ Sn} est une base de tj1H
q,x
r,f,n(R) pour j ∈ [0, f − 1].

L’assertion (4.1.5) est vérifiée.

A présent, montrons que t1 commute à H
q,x
r,f,n(R), i.e.,

t1H
q,x
r,f,n(R) = H

q,x
r,f,n(R)t1. (4.1.7)

Comme t1 commute avec tous les ti, i ∈ [1, n], ainsi qu’avec tous
les Tj , pour j ∈ [3, n], (cf. [8, Lemme 3.3]), il suffit de montrer que
t1T2 ∈ H

q,x
r,f,n(R) t1 pour obtenir l’inclusion directe dans (4.1.7). Un

argument de dimension ou un raisonnement symétrique permettra de
conclure.
D’après la seconde relation dans la présentation de Hq,Q

r,n , T2 est inver-
sible, d’inverse T−1

2 = q−1(T2 + 1 − q). Avec la troisième relation de
cette même présentation,

t1T2 = T2T1T2T1T
−1
2 T−1

1

=
1

q
T2T1T2T1T2T

−1
1 + (

1

q
− 1)t2

=
1

q
T2t2 + (

1

q
− 1)t2

=
1

q
T2t

−1
1 t2t1 + (

1

q
− 1)t−1

1 t2t1. (4.1.8)

En considérant la forme de t−1
1 donnée en (4.1.6), la dernière éga-

lité (4.1.8) justifie l’appartenance de t1T2 à H
q,x
r,f,n(R)t1. Finalement, la

formule (4.1.7) est établie.

De l’égalité (4.1.7), il vient que pour tout i, j ∈ [0, f − 1],
ti1H

q,x
r,f,n t

j
1H

q,x
r,f,n est égal à ti+j

1 H
q,x
r,f,n où i + j est considéré modulo f .

Selon la Définition - Notation 2.1.1 sur les systèmes gradués, le lemme
est démontré.
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Modules de Specht

J. Graham et G. Lehrer puis R. Dipper, G. James et A. Ma-
thas ont montré que l’algèbre Hq,Q

r,n (R) était cellulaire ([48, §5], [28,
Théorème 3.26]). L’ensemble Λ introduit dans la condition (C1) de
la Définition - Notation 3.1.1 est représenté ici par l’ensemble Λr

des r-multipartitions de n, i.e., des r-uplets λ = (λ(1), . . . , λ(r)) de

partitions tels que
r∑

j=1

|λ(j)| = n. L’ensemble M(λ) de cette même

condition, pour λ ∈ Λr, est ici l’ensemble des λ-tableaux standards.
Les éléments de Λr se représentent sous la forme d’une suite de r
diagrammes de Young. Pour λ ∈ Λr, un λ-tableau T = (T(1), . . . ,T(r))
est obtenu à partir de la représentation en diagrammes de λ, en
remplaçant chaque case par un élément de [1, n], sans répétition. Le
tableau T est standard si dans chaque composante T(j), les coefficients
sont placés dans l’ordre croissant en parcourant chaque ligne de gauche
à droite et chaque colonne de haut en bas.

Définition - Notation 4.1.6 Posons Λr, l’ensemble des r-
multipartitions de n. Soit λ ∈ Λr.

Nous désignerons par Sq,Q
λ (R) le module de Specht associé à λ,

défini dans [28], pour la R-algèbre Hq,Q
r,n (R).

L’ensemble des λ-tableaux standards sera noté St(λ).

Pour tout λ ∈ Λr, le module de Specht Sq,Q
λ (R) est, à isomorphisme

près, la représentation cellulaire de Hq,Q
r,n (R) associée à λ

(
cf. la partie

exposant les conséquences de la condition (C4) en (3.2.2)
)
.

4.1.2 Théorème

Définition - Notation 4.1.7 Jusqu’à la fin du chapitre, le symbole,
̂, resp. , désignera l’extension scalaire à K, resp. à k.

Nous allons citer le théorème, faisant l’objet de cette sous-section,
sous les hypothèses et notations (HN) suivantes.

Hypothèses (HN) : Soient d, f, n, des entiers naturels non nuls,
r := df .
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Soit (O, K, k) un système p-modulaire pour un nombre premier p ne
divisant pas f , avec k algébriquement clos.

Soit ω ∈ O, une racine primitive f -ième de l’unité (qui existe par le
lemme de Hensel).

Fixons une unité q de O telle que

n∏

i=1

1+q+. . .+qi−1 6= 0 et pour tout i ∈ [1, f−1], ωi 6∈ qZ, (4.1.9)

ainsi qu’une suite (y1, . . . , yd) d’unités de O telle que

si i, i′ ∈ [1, d], j ∈ [0, f−1], j 6= 0 si i = i′, alors
ωjyi

yi′
6= qm, |m|<n.

(4.1.10)
Formons les deux suites

x := (x1, . . . , xd) où pour tout i ∈ [1, d], xi := yf
i , et

Q := (Q1, . . . , Qr) où les Qi sont les r éléments distincts ωiyj,
pour i ∈ [0, f−1], j ∈ [1, d].

Posons A := Hq,Q
r,n (O) et B := H

q,x
r,f,n(O).

Remarque : La condition (4.1.9) signifie que q n’est pas une racine
i-ème de l’unité, pour i ∈ [2, n], et aucune puissance de ω non-triviale
n’est égale à une puissance de q.

Nous sommes en mesure d’énoncer le

Théorème 4.1.5 Sous les hypothèses (HN), il existe une matrice de
décomposition unitriangulaire inférieure de l’algèbre H

q,x
r,f,n(O) qui est

g-stable, avec g l’automorphisme de H
q,x
r,f,n(O) donné par la conjugaison

par T1.

Pour la suite, nous conservons les hypothèses et notations de
(HN) et démontrons le Théorème 4.1.5.

4.1.3 Preuve du théorème

Selon le Lemme 4.1.4, A est graduée sur B de graduation

A =

f−1⊕

j=0

T j
1B et T1 vérifie les relations T1B = BT1 et T f

1 ∈ B. Soit

h := h
(ω)
A/B l’automorphisme de A associé à la graduation.
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Avec le Lemme 4.1.2, (4.1.9) et (4.1.10), Â est semi-simple déployée.
Puisque Â est graduée par un groupe cyclique d’ordre f sur B̂, B̂
est aussi semi-simple (cf. les dernières remarques de 2.1.1). Suite au
Lemme 4.1.11 ci-dessous, les conditions (H) de 2.3.2 seront satisfaites.

Il restera à donner une matrice de décomposition h-stable uni-
triangulaire de A avant de pouvoir appliquer le Théorème 2.3.1 au cas
particulier M = A. Il en résultera le Théorème 4.1.5.

Matrice de décomposition de A

Afin d’appliquer le Théorème 2.3.1 du chapitre 2 au module
régulier AA, nous avons besoin d’une matrice de décomposition de A
unitriangulaire h-stable.

Nous allons utiliser la structure cellulaire des algèbres A, Â et A
et choisir comme matrice de décomposition classique de A, la matrice
de décomposition cellulaire de A qui unitriangulaire inférieure. Avant
d’expliciter cette matrice, fixons un ordre spécifique dans la suite Q

puisque les modules de Specht dépendent de l’ordre des paramètres
de Q, contrairement à l’algèbre de Hecke (à isomorphisme près). Cet
ordre permettra d’appliquer la Proposition 4.11 de [31].

Grâce à la condition (4.1.9), il est facile de voir qu’il est possible
d’ordonner les éléments de Q, ωiyj, pour i ∈ [0, f−1], j ∈ [1, d], de
sorte que Q se scinde en des suites Qa,i, avec a ∈ [1, t], i ∈ [0, f−1],
pour un entier naturel non nul t, i.e., Q est la concaténation des suites

Q1,0, . . . ,Q1,f−1,Q2,0, . . . ,Q2,f−1, . . . ,Qt,0, . . . ,Qt,f−1, (4.1.11)

(dans cet ordre), avec les deux propriétés suivantes.
La première est que les quotients d’éléments qui appartiennent à

deux telles suites distinctes ne sont pas une puissance de q modulo
l’idéal J(O).

La seconde est que pour tout i ∈ [0, f − 1], a ∈ [1, t], alors
Qa,i = ωiQa,0.

Donnons une procédure pour construire de telles suites.
Formons la suite Q := (Q1, . . . , Qr) constituée par les r éléments

de l’ensemble (non ordonné) Y := {y1, . . . , ω
f−1y1, . . . , yd, . . . , ω

f−1yd}
de la façon suivante. Il existe d’uniques entiers r1 strictement positif,
i1,1, . . . , i1,r1 ∈ [1, d] et j1,1, . . . , j1,r1 ∈ [0, f−1], tels que i1,1 < i1,2 <
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. . . < i1,r1 et l’ensemble {ωj1,1yi1,1 , . . . , ω
j1,r1yi1,r1

} est l’intersection de
l’ensemble {qay1 ; a ∈ Z} avec Y , Y désignant l’ensemble Y réduit mo-
dulo J(O). L’unicité de tels éléments provient de l’hypothèse (4.1.9).
Pour tout m ∈ [0, f − 1], nous choisirons (Qmr1+1, . . . , Qmr1+r1) :=
(ωj1,1+myi1,1 , . . . , ω

j1,r1+myi1,r1
). Remarquons que Qmr1+1 = ωmy1.

Soit i′ le plus petit des entiers i ∈ [1, d] tel que yi n’apparaît pas
dans {Qj ; j ∈ [1, fr1]}. Nous adaptons la construction précédente en
remplaçant y1 = yi1,1 par yi′. Il existe d’uniques entiers r2 stricte-
ment positif, i2,1, . . . , i2,r2 ∈ [1, d] et j2,1, . . . , j2,r2 ∈ [0, f−1], tels que
i2,1 < i2,2 < . . . < i2,r2 et l’ensemble {ωj2,1yi2,1, . . . , ω

j2,r2yi2,r2
} est l’in-

tersection de l’ensemble {qayi′ ; a ∈ Z} avec Y \{Qj ; j ∈ [1, fr1]}. Pour
toutm ∈ [0, f−1], nous choisirons la suite (Qfr1+mr2+1, . . . , Qfr1+mr2+r2)
égale à la suite (ωj2,1+myi2,1 , . . . , ω

j2,r2+myi2,r2
).

Notons encore que Qfr1+mr2+1 = ωmyi′.
En itérant le procédé, nous obtenons les entiers r1, r2, . . . , rt stric-

tement positifs, ia,1, . . . , ia,ra ∈ [1, d] et ja,1, . . . , ja,ra ∈ [0, f−1], avec
i1,1 < i2,1 < . . . < it,1 et ia,1 < ia,2 < . . . < ia,ra pour tout a ∈ [1, t].
Les suites formées dans cette construction vérifient les deux propriétés
énoncées ci-haut.

Par définition d’une matrice de décomposition d’une algèbre, les
lignes de la matrice de décomposition (classique) de l’algèbre A sont
indexées par les classes d’isomorphismes des modules simples de Â ∼=
Hq,Q

r,n (K). Nous avons déjà dit que, sous les hypothèses (HN), cette
algèbre est semi-simple. En appliquant le Théorème 3.1.4, il vient que
l’ensemble des modules de Specht {Sq,Q

λ (K) ; λ ∈ Λr} est un ensemble
complet de représentants de ces classes. Utilisons les r-multipartitions
de Λr comme paramètres des lignes. Grâce aux bases des modules cel-
lulaires, il est facile de voir que, pour tout λ ∈ Λr, le module de Specht
sur A, Sq,Q

λ (O), est une O-forme de Sq,Q
λ (K) dont la réduction à k,

Sq,Q
λ (O), est isomorphe au module du Specht Sq,Q

λ (k) en tant que mo-
dules sur A ∼= Hq,Q

r,n (k).

Les colonnes de la matrice de décomposition de A sont in-
dexées par les classes d’isomorphismes des modules simples sur
A. Notons Λ0

r, l’ensemble des r-multipartitions λ ∈ Λr telles que

Dq,Q
λ (k) := Sq,Q

λ (k)/radq,Q
λ (k) n’est pas nul, où radq,Q

λ (k) est le radical
d’une forme bilinéaire symétrique définie sur le module cellulaire
Sq,Q

λ (k) (voir la Définition - Notation 3.1.4). Les quotients non-nuls

des modules de Specht {Dq,Q
λ (k) ; λ ∈ Λ0

r} ou les multipartitions de Λ0
r
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peuvent être choisis comme paramètres des colonnes de la matrice de
décomposition de A, d’après la théorie des algèbres cellulaires.

Le coefficient donné par la ligne correspondant à λ ∈ Λr et par la
colonne associée à µ ∈ Λ0

r, représente la multiplicité de Dq,Q
µ (k) comme

facteur de composition de Sq,Q
λ (k). Ceci prouve que la matrice de

décomposition de l’algèbre A est la matrice de décomposition cellulaire
de A, par la Définition - Notation 3.1.5. En particulier, nous choisirons
une matrice de décomposition D de A de forme unitriangulaire
inférieure égale à la matrice de décomposition cellulaire de A avec
l’ensemble Λ0

r comme indices de la première diagonale, i.e., si pour un
entier i, 1 ≤ i ≤ |Λ0

r|, la i-ième colonne correspond à λ ∈ Λ0
r, alors la

i-ième colonne aussi.

D’après le rappel 2.1.2 au sujet des matrices de décomposition,
D est aussi la matrice de décomposition du module régulier A.
Nous venons de voir que ses lignes sont indexées par les classes
d’isomorphismes des modules simples Sq,Q

λ (K), λ ∈ Λr. Pour vérifier
la h-stabilité de D, il faut et il suffit donc de vérifier que, si λ ∈ Λ0

r,
alors le module simple Sq,Q

λ (K)
bh de Â est isomorphe à Sq,Q

µ (K) pour
un élément µ appartenant à Λ0

r. C’est le but de ce qui suit.

h-stabilité de D

Décrivons µ ∈ Λr en fonction de λ ∈ Λr, si Sq,Q
λ (K)

bh ∼= Sq,Q
µ (K).

Afin de rendre la recherche de µ plus facile, nous allons exhiber
une autre description des modules de Specht, utilisant les tableaux
standards. La méthode pour trouver µ devient alors une question
combinatoire.

S. Ariki et K. Koike ont introduit dans [8], l’ensemble des modules
simples sur Hq,Q

r,n (K),

V q,Q
λ (K), λ ∈ Λr.

Pour λ ∈ Λr, V
q,Q
λ (K) admet les λ-tableaux standards pour base de

son K-espace vectoriel sous-jacent.

Remarques :
1. Ces modules simples généralisent les modules simples décrits par

P.N. Hoefsmit pour les types A et B ([53]).
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2. L’ensemble {V q,Q
λ (K) ; λ ∈ Λr} est un ensemble complet de

modules simples sur Â.

Dans un premier temps, montrons que, pour tout λ ∈ Λr, les
modules simples V q,Q

λ (K) et Sq,Q
λ (K) sont isomorphes.

Définition - Notation 4.1.8 Soit Uq,Q
n,r (K) la sous-algèbre com-

mutative de Hq,Q
r,n (K) engendrée par les éléments ti, i ∈ [1, n] ( [8,

Lemme 3.3]).

Le prochain lemme affirme que les matrices représentant l’action
de Uq,Q

n,r (K) sur V q,Q
λ (K), pour λ ∈ Λr, sont diagonales si elles sont

exprimées par rapport à la base formée par les λ-tableaux standards.
Avant de l’énoncer, nous avons besoin de la

Définition - Notation 4.1.9 Si λ ∈ Λr est représentée sous forme
de diagrammes et c est une case, la composante de c, comp(c), est
l’indice de la composante de λ contenant c et le contenu de c, cont(c)
est la différence a− b si c se situe dans la ligne b et la colonne a de la
composante λ(comp(c)).

Si T est un λ-tableau, λ ∈ Λr, et i ∈ [1, n], la composante de i
dans T, comp(T, i), désigne la composante de la case c où est placé i
et le contenu de i dans T, cont(T, i), le contenu de c dans λ.

Nous pouvons alors énoncer le résultat de S. Ariki.

Lemme 4.1.6 ([8]) 1. L’algèbre Uq,Q
n,r (K) agit de façon diagonale sur

le module V q,Q
λ (K) par rapport à la base spécifique formée par les λ-

tableaux standards. L’action de ti est donnée par

T ti = Qcomp(T,i)q
cont(T,i)+(i−1)T, pour i ∈ [1, n], T ∈ St(λ). (4.1.12)

2. Si q 6= 1, les représentations linéaires de Uq,Q
n,r (K) qui envoient ti

sur Qcomp(T,i)q
cont(T,i)+(i−1) sont mutuellement non-équivalentes. L’al-

gèbre Uq,Q
n,r (K) est une algèbre commutative de dimension

∑

λ∈Λr

|St(λ)|.
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Preuve : La preuve du premier point est donnée par S. Ariki et
K. Koike ([8, Proposition 3.16]).

Pour justifier la seconde partie, nous pouvons également reprendre
une de leurs preuves ([8, Proposition 3.17]). Il faut cependant modifier
le passage affirmant qu’à partir d’une représentation linéaire de
Uq,Q

n,r (K) apparaissant dans
⊕

λ∈Λr

V q,Q
λ (K), il est possible de construire

le tableau standard de façon unique car ici les paramètres q et Q ne
sont plus des indéterminées. Ceci est en fait assuré par les conditions
(4.1.9) et (4.1.10) comme S. Ariki le souligne dans sa preuve ([1,
Proposition 3.2]). Raisonnons par récurrence sur les coefficients
i ∈ [1, n] à placer dans le tableau.

Puisque le contenu de 1 dans n’importe quel tableau standard
est 0 et que tous les Qj, pour j ∈ [1, r], sont distincts selon l’hypo-
thèse (4.1.10), la valeur prise par t1 dans la représentation permet de
placer 1 correctement dans la bonne composante.

Supposons avoir placés 1, 2, . . . , i− 1, pour un entier i ∈ [2, n].
Considérons les valeurs Qcomp(c) q

cont(c) pour les cases c qu’il est
possible d’ajouter au diagramme déjà formé en respectant la forme
standard. Ces valeurs sont toutes distinctes. En effet, la différence
entre les contenus de deux telles cases est de valeur absolue strictement
inférieure à n. Si ces deux cases appartiennent à la même composante,
ceci est dû au fait que q n’est pas une racine i-ième de l’unité
pour i ∈ [2, n]

(
condition (4.1.9)

)
. Si deux telles cases se situent dans

des composantes différentes, c’est l’expression (4.1.10) qui prouve
l’affirmation. La donnée de la valeur prise par ti permet de définir ainsi
la composante et le contenu de la case qui contiendra i. La position
de cette case est alors unique (du fait de la conservation de la forme
standard). La récurrence est montrée.

Il vient alors immédiatement le

Corollaire 4.1.7 Si q 6= 1 et λ et µ sont deux éléments de Λr tels que
les modules V q,Q

λ (K) et V q,Q
µ (K) sont isomorphes comme modules sur

Uq,Q
n,r (K), alors λ = µ.

Avec quelques manipulations combinatoires, nous obtenons aussi le

Corollaire 4.1.8 Pour tout λ ∈ Λr, les modules sur Hq,Q
r,n (K),

Sq,Q
λ (K) et V q,Q

λ (K) sont isomorphes.
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Preuve : Suivant [63], les propriétés (4.1.9) et (4.1.10) permettent
d’introduire, pour tout λ ∈ Λr, une K-base de Sq,Q

λ (K), qui sera notée
{fT ; T ∈ St(λ)}. Pour tout i ∈ [1, n], T ∈ St(λ), l’action de ti sur fT

est donnée par

fT ti = Qcomp(T,i) q
cont(T,i)+(i−1)fT,

selon [63, Proposition 3.4]. En comparant avec l’action de ti sur la
base des λ-tableaux standards de V q,Q

λ (K) donnée en (4.1.12), il est
clair que Sq,Q

λ (K) et V q,Q
λ (K) sont isomorphes en tant que modules sur

Uq,Q
n,r (K). Par le Corollaire 4.1.7, nous pouvons conclure que, quand

q 6= 1, Sq,Q
λ (K) et V q,Q

λ (K) sont isomorphes en tant que modules sur
Â = Hq,Q

r,n (K). Quand q = 1, un tel isomorphisme provient de [63,
Proposition 3.5] et [8, p. 229].

Nous pouvons maintenant décrire la r-multipartition cherchée µ.

Lemme 4.1.9 Soit λ = (λ(1), . . . , λ(r)) ∈ Λr. Alors le module
Sq,Q

λ (K)
bh est isomorphe au module Sq,Q

λ̟ (K) où ̟ est la permutation
de Sr définie par Q(i)̟ := ωQi, pour tout i ∈ [1, r], i.e., ωQ = Q̟−1

et λ̟ = (λ((1)̟−1), . . . , λ((r)̟−1)).

Preuve : Nous allons montrer que

V q,Q
λ (K)

bh ∼= V q,Q
λ̟ (K). (4.1.13)

Ainsi le lemme résultera du Corollaire 4.1.8.
Supposons q 6= 1. Le sous-espace sous-jacent de V q,Q

K (λ)
bh, resp.

de V q,Q
λ̟ (K), admet pour K-base l’ensemble des λ-tableaux standards

St(λ), resp. l’ensemble {T̟ ; T ∈ St(λ)} des λ̟-tableaux standards.
Soit l’application

is : V q,Q
λ (K)

bh → V q,Q
λ̟ (K)

T ∈ St(λ) 7→ T̟
.

Alors is est un isomorphisme de modules sur Uq,Q
n,r (K).

En effet, soient i ∈ [1, n], T ∈ St(λ), alors (T ∗ ti)is = ω(T ti)̟
soit ωQcomp(T,i)q

cont(T,i)+(i−1)T̟, d’après l’expression (4.1.12), où

∗ désigne l’action de Uq,Q
n,r (K) dans V q,Q

λ (K)
bh. Par un court

calcul, ωQcomp(T,i) = Qcomp(T̟,i). En outre, il est clair que les
contenus cont(T, i) et cont(T̟, i) sont égaux. Par conséquent,
(T ∗ ti)is = (T)is ti. L’assertion précédente est vérifiée. En utilisant



94 CHAPITRE 4. ALGÈBRES DE HECKE, ALGÈBRES DE SCHUR

le Corollaire 4.1.7, l’application is est même un isomorphisme de
modules sur Â. L’affirmation (4.1.13) est démontrée.

Si q = 1, T1 agit sur le tableau standard T de V q,Q
λ (K) par

multiplication par Qcomp(T,1) et Ti, i ∈ [2, n], transforme T en Tsi. Un
raisonnement utilisant les mêmes arguments que précédemment, en
regardant cette fois l’action de Â, amène le résultat (4.1.13).

Remarques :
1. L’application ̟ est bien définie parce que l’ensemble formé par

les éléments de Q est stable par mutiplication par ω, par construction,
et tous ces éléments sont distincts selon (4.1.10). En outre, ω étant
une racine f -ième de l’unité, il est trivial que ̟f est l’identité de Sr.

2. Nous avons vu, en Sous-Section 2.3.1, que le groupe cy-
clique Cf , d’ordre f , engendré par c, opère sur l’ensemble des classes
d’isomorphismes des modules de Â via ĥ. Pour tout λ ∈ Λr,
u ∈ [0, f − 1], cu agit sur la classe du module simple Sq,Q

λ (K) et
donne la classe du module simple Sq,Q

λ (K)(bh)
u

, à savoir la classe
de Sq,Q

λ̟u(K), selon le Lemme 4.1.9. De même, Cf opère sur l’en-
semble des multipartitions Λr via ̟. Soit λ ∈ Λr considérée comme
la concaténation des partitions λ1,0, . . . , λ1,f−1, λ2,0, . . . , λt,f−1, suivant
le même découpage qu’en (4.1.11). Pour tout u ∈ [0, f − 1], cu

agit sur λ pour donner λ̟u qui est la concaténation des partitions
λ1,f−u, . . . , λ1,f−1−u, λ2,f−u, . . . , λt,f−1−u.

Grâce à ces descriptions, il est clair que les actions, notées ∗, du
groupe cyclique Cf sur l’ensemble des classes d’isomorphismes des mo-
dules simples de Â et sur l’ensemble des multipartitions Λr sont com-
patibles : pour tout λ ∈ Λr, u ∈ [0, f−1],

Sq,Q
λ (K) ∗ cu = Sq,Q

λ∗cu(K).

Par conséquent, déterminer le nombre o(ĥ, V ) pour un module simple V
sur Â devient un problème combinatoire. Si V est paramétré par
λ ∈ Λr, o(ĥ, V ) est le cardinal de l’orbite de λ sous l’action de Cf via ̟.

La dernière étape de cette partie consiste à montrer que, si λ ∈ Λ0
r,

alors λ̟ ∈ Λ0
r . Les résultats obtenus jusqu’à présent, n’ont pas pris en

compte le choix particulier de l’ordre du r-uplet Q. Grâce au résultat
de R. Dipper et A. Mathas, dans [31], nous pouvons énoncer la
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Proposition 4.1.10 Si λ ∈ Λ0
r, alors λ̟ ∈ Λ0

r. Donc, D est h-stable
unitriangulaire.

Preuve : Soit I := {(a, i) ; a ∈ [1, t], i ∈ [0, f−1]}. D’après le choix
particulier de l’ordre de Q

(
voir (4.1.11)

)
,

∏

(a,i),(b,j)∈I

(a,i)6=(b,j)

∏

Qm∈Qa,i

Qm′∈Qb,j

∏

−n<l<n

(qlQm −Qm′) 6= 0.

Toute r-multipartition λ = (λ(1), . . . , λ(r)) s’écrit comme la conca-
ténation des suites de partitions λ1,0, . . . , λ1,f−1, . . . , λt,0, . . . , λt,f−1

suivant le découpage de Q = (Q1, . . . , Qr) en (4.1.11). Adaptons [31,

Proposition 4.11]. Pour λ ∈ Λr, D
q,Q
λ (k) 6= {0}, i.e., λ ∈ Λ0

r, si et

seulement si, pour chaque (a, i) ∈ I, D
q,Qa,i

λa,i
(k) 6= {0}.

Par la Définition - Notation 3.1.4 du radical d’un module de Specht,

ceci revient à ce que, pour chaque (a, i) ∈ I, D
q,ωQa,i

λa,i
(k) 6= 0. Ainsi

D
q,Qa,i

λa,i−1
(k) 6= {0}, en considérant i−1 comme i−1 (mod f). En utilisant

à nouveau le résultat de R. Dipper et A. Mathas cité ci-dessus,
Dq,Q

λ̟ (k) 6= {0}. La h-stabilité est démontrée.

Dernière vérification

Le lemme suivant traite des conditions restant à satisfaire avant
d’appliquer le Théorème 2.3.1. À savoir, nous allons montrer que,
sous les hypothèses (HN) citées à la sous-section 4.1.2, B̂ est déployée.

Lemme 4.1.11 La K-algèbre H
q,x
r,f,n(K) est semi-simple déployée.

Preuve : Les restrictions et inductions se feront ici par rapport aux
K-algèbres H

q,x
r,f,n(K) et Hq,Q

r,n (K), avec les foncteurs notés Res et Ind .

Rappelons que pour tout λ ∈ Λr, Vλ := V q,Q
λ (K) a une base formée

des λ-tableaux standards T = (T(1), . . . ,T(r)) où T s’écrit comme la
concaténation de suites de tableaux T1,0, . . . ,T1,f−1,T2,0, . . . ,Tt,f−1 en
effectuant un découpage comme en (4.1.11). Nous noterons alors T :=
(Ta,i)(a,i)∈I pour

I = {(a, i), a ∈ [1, t], i ∈ [0, f−1]}.



96 CHAPITRE 4. ALGÈBRES DE HECKE, ALGÈBRES DE SCHUR

Fixons λ ∈ Λr. Soit o := o(ĥ, Vλ) et Ω : V
bho

λ → Vλ

T 7→ T̟o

, bien dé-

finie par le Lemme 4.1.9. Remarquons que, pour T = (Ta,i)(a,i)∈I,
Ω(T) = (Ta,i−o)(a,i)∈I, où i−o est considéré modulo f . Selon la preuve

du Lemme 4.1.9, Ω est un isomorphisme sur Â. Comme Ω
f
o = IdVλ

,
ResVλ est la somme des modules sur B̂,

ResVλ =

f
o
−1⊕

i=0

Ker(Ω − ωoiIdVλ
).

Il est facile de voir que pour tout i ∈ [0, f
o
−1], les modules sur B̂,

Ker(Ω − ωoiIdVλ
) et Ker(Ω − IdVλ

)bgi

sont isomorphes. En effet, si y ∈

Ker(Ω− IdVλ
), alors y T i

1 ∈ Ker(Ω−ω−oiIdVλ
) et si un module V sur B̂

s’étend en un module sur Â alors, pour tout i ∈ [0, f−1], les modules
sur B̂, V T i

1 et V bg−i

, sont isomorphes.
Soit x le nombre (avec multiplicité) de sous-modules simples sur B̂
contenus dans Ker(Ω − IdVλ

). Suivant le raisonnement de la preuve de
la Proposition 2.4.5, si U est un sous-module simple de ResVλ, alors

ResVλ
∼= [Res Vλ : U ]Σbg,U et o(ĝ, U)[Res Vλ : U ] =

f

o
x. (4.1.14)

Soit E1, l’algèbre d’endomorphismes End bB(ResVλ), de dimension

dimK(E1) = o(ĝ, U)([ResVλ : U ])2dimK

(
End bB(U)

)
.

Soit E := End bA(Ind ResVλ). D’une part, dimK(E) = f2

o
car

Ind Res Vλ
∼= f

o
Σbh,Vλ

et Â est semi-simple déployée. D’autre part,
dimKE = fdimKE1 parce que E est graduée par un groupe cyclique
d’ordre f sur E1 (cf. [19, Proposition 11.14]). Avec (4.1.14), il vient que

1 = x [ResVλ : U ] dimK

(
End bB(U)

)
. (4.1.15)

Cette dernière égalité montre que la dimension dimK

(
End bB(U)

)

vaut 1, d’où l’assertion sur le caractère déployé de B.

Remarques :
1. L’égalité (4.1.15) montre que [ResVλ : U ] = 1. Par conséquent, la

restriction de Hq,Q
r,n (K) à H

q,x
r,f,n(K) de tout module simple sur Hq,Q

r,n (K)
est sans multiplicité.

2. La preuve de ce lemme donne un moyen de construire les
sous-modules simples de ResV quand V est un module simple sur
Hq,Q

r,n (K) en tant qu’espaces propres.
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4.2 q-algèbres de Schur

Dans cette section, nous donnons une application du Théo-
rème 2.2.1 qui permet de retrouver un résultat mentionné par J.
Gruber et G. Hiss [50, Corollary 7.17].

4.2.1 Hypothèses

Nous allons utiliser certains des résultats obtenus dans la section
précédente pour un choix spécial des paramètres. Afin de traiter les
algèbres de Hecke de type D et B, prenons r = 2, f = 2, d = 1, x1 = 1
et Q = (1,−1). Nous travaillerons sous les hypothèses (HS) suivantes.

Hypothèses (HS) : Soient n un entier naturel non nul, (O, K, k) un
système p-modulaire, avec k algébriquement clos et p un nombre
premier impair.

Soit q une puissance d’un nombre premier différent de p tel que l’ordre
de q (mod p) est impair.

Soient H := H
q,(1,−1)
2,n (O), l’algèbre de Hecke de type B pour les

paramètres q et Q = (1,−1), et H′ := H
q,(1)
2,2,n(O), l’algèbre de

Hecke de type D pour les paramètres q et x = (1).

4.2.2 q-algèbres de Schur

Définition - Notation 4.2.1 La q-algèbre de Schur de type B, resp.
de type D, définie par J. Gruber et G. Hiss ( [50, §7]) est l’algèbre
d’endomorphismes :

S(H) := EndH(
⊕

J

yJH)

où H = H, resp. H = H′, J parcourt les sous-ensembles des sous-
diagrammes maximaux de type A du diagramme de Dynkin de type B,
resp. de type D, et

yJ :=
∑

w∈WJ

(−q)−l(w)Tw

avec WJ comme dans la Définition - Notation 4.1.4.
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Théorème et preuve

Énonçons un résultat obtenu par J. Gruber et G. Hiss dont une
preuve repose sur le Théorème 2.3.1.

Théorème 4.2.1 ([50, Corollary 7.17]) Supposons que les hypo-
thèses (HS) sont satisfaites. Alors la matrice de décomposition de la
q-algèbre de Schur S(H′) de type D est carrée unitriangulaire.

Preuve : La q-algèbre de Schur cyclotomique S(Λ2) introduite par
Dipper, James et Mathas est (à isomorphisme près) :

S(Λ2) := EndH(
⊕

λ∈Λ2

u−λ yλH)

avec la notation de [63, §4] (voir [28, Définition 6.1] et [35, Re-
marque 2.5]) où Λ2 est l’ensemble des bi-compositions de n. Il est clair
que S(H) est de la forme eS(Λ2)e pour un idempotent e ∈ S(Λ2) et
l’algèbre des endomorphismes des modules de Young ([50, Définition
7.5]) est aussi de la forme e′S(H)e′ pour un idempotent e′ ∈ S(H).
D’une part, la matrice de décomposition de S(H) est une sous-matrice
de la matrice de décomposition de S(Λ2) qui est carrée unitriangulaire
de taille s× s, où s est le cardinal des bi-partitions de n, par [28,
Corollaire 6.17] et [36, Théorème 6.3.2]. D’autre part, la matrice de
décomposition de S(H) contient la matrice de décomposition des
modules de Young qui est aussi carrée unitriangulaire de taille s×s
d’après [50, Théorème 7.7]. Par conséquent, les trois matrices de
décomposition sont égales. Les classes d’isomorphismes des facteurs
directs indécomposables du module sur H,

⊕

λ∈Λ2

u−λ yλH, resp.
⊕

J

yJH

où J parcourt les sous-ensembles du sous-diagramme maximal de
type A du diagramme de Dynkin de type B, sont les classes d’iso-
morphismes des modules de Young (de type B). En outre,

⊕

J

yJH

est stable sous l’automorphisme de H associé à la graduation de H

sur H′. Les hypothèses (HS) ainsi que le Lemme 4.1.11 permettent
d’appliquer le Théorème 2.2.1. Il vient que la matrice de décomposition
de ResH

H′

⊕

J

yJH ∼=
⊕

J

yJH′ ⊕
⊕

J

T1yJT1H
′ est carrée unitriangulaire.

Donc la matrice de décomposition de son algèbre d’endomorphismes,
i.e., de la q-algèbre de Schur S(H′), l’est aussi .



Troisième partie

Sur la conjecture de J. Gruber
et G. Hiss
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Chapitre 5

Introduction à la conjecture

L’objectif de cette troisième partie est d’étudier la conjecture
énoncée par J. Gruber et G. Hiss, [50, §7.15], dans le cas des nombres
de décomposition des algèbres de Hecke de type B et de type D.
Nous l’appelerons conjecture (GHIP). Dans un premier temps, nous
généralisons et prouvons cette conjecture pour les algèbres de groupes
de réflexions complexes G(r, 1, n) et G(r, f, n). Dans un second temps,
nous montrons que les techniques utilisées dans le cas des algèbres de
groupes ne sont pas directement applicables aux algèbres de Hecke
associées à ces groupes. Nous étudierons les limites du raisonnement
dans le cas particulier du type B et D. Nous donnerons, cependant,
une condition portant sur des filtrations de produits tensoriels de
modules de Specht sous-laquelle la conjecture (GHIP) est valable.

Avant de décrire ce qui se passe dans les algèbres de groupes,
nous allons donner des formules exprimant des multiplicités (de
modules dans d’autres modules) sur une sous-algèbre B, en fonction
de multiplicités (de modules dans d’autres modules) sur une algèbre
graduée sur B. Ceci permettra d’exposer le problème abordé dans
cette dernière partie.

5.1 Premières formules

5.1.1 Formules générales

Plaçons-nous sous les conditions suivantes.

Hypothèses (Hyp) : Soient un entier r strictement positif, p un
nombre premier ne divisant pas r et (O, K, k) un système p-
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modulaire avec k algébriquement clos.
Soit ω une racine primitive r-ième de l’unité.
Soit A une O-algèbre (libre de type fini) graduée par un groupe

cyclique d’ordre r sur une sous-algèbre B : A =

r−1⊕

j=0

a
jB pour

une unité a ∈ A telle que aB = Ba et ar ∈ B, d’automorphismes
associés h := h

(ω)
A/B et g := g

(a)
B/A.

Supposons que Â := A⊗O K et B̂ := B ⊗O K sont semi-simples
déployées.

Définition - Notation 5.1.1 Le produit tensoriel − ⊗O K sera
abrégé en −̂ .

Le foncteur de restriction de mod(A) dans mod(B) ou de mod(Â)

dans mod(B̂) sera noté indifféremment Res .

Soit M un module sur A, h-stable, admettant une matrice de dé-
composition unitriangulaire h-stable.

Décomposons M , resp. M̂ , en modules indécomposables,

M ∼=

m⊕

i=1

miYi, resp. M̂ ∼=

n⊕

i=1

niVi,

où les Yi, i ∈ [1, m], resp. les Vi, i ∈ [1, n], sont non-isomorphes deux à
deux. Pour tout i ∈ [1, m], resp. i ∈ [1, n], choisissons Wi, resp. Ui, un
facteur direct indécomposable de ResYi, resp. ResVi.

Soit σ ∈ Sn, resp. τ ∈ Sm, déterminées ainsi : pour tout i ∈ [1, n],
resp. j ∈ [1, m], V bh

i est isomorphe à V(i)σ, resp. Y g
j est isomorphe à Y(j)τ .

Nous cherchons des relations entre des multiplicités [Ŷi1 : Vi2 ] et
[Ŵi3 : Ui4 ] pour des entiers i1, i3 ∈ [1, m], i2, i4 ∈ [1, n].

Fixons i ∈ [1, n], j ∈ [1, m].
Au début de la preuve du Théorème 2.3.1, nous avons montré que,
si i ≤ min(n,m), alors

[Res Vi : Ui] = [ResYi : Wi]. (5.1.1)

Considérons l’isomorphisme

Ŷj
∼=

o(bh,Vi)−1⊕

s=0

[Ŷj : V
bhs

i ] V
bhs

i ⊕W,
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où W est un module sur Â n’admettant aucun V bhs

i , s ∈ [0, o(ĥ, Vi)−1],
dans sa décomposition en modules simples. En restreignant cet isomor-
phisme sur B̂, le Lemme 2.4.2 implique que

[Res Yi : Wi]

o(g,Wj)−1⊕

s=0

Ŵ gs

j
∼=

([Res Vi : Ui]

o(bh,Vi)−1∑

t=0

[Ŷj : V
bht

i ])

o(bg,Ui)−1⊕

s=0

Ubgs

i ⊕ ResW. (5.1.2)

Par choix de W , la Proposition 2.4.5 implique qu’aucun module Ubgs

i ,
avec s ∈ [0, o(ĝ, Ui)−1], n’apparaît pas dans la décomposition en mo-
dules simples de ResW . Décomposons Ŵj en modules simples :

Ŵj
∼=

o(bg,Ui)−1⊕

s=0

[Ŵj : Ubgs

i ]Ubgs

i ⊕W ′

où W ′ est un facteur direct de ResW . Pour tout l ∈ [0, o(g,Wj)−1], il
vient alors que

Ŵj

bgl

∼=

o(bh,Ui)−1⊕

s=0

[Ŵj : Ubgs

i ]Ubgs+l

i ⊕W ′bg
l

. (5.1.3)

Soit s ∈ [0, o(ĝ, Ui)−1], en faisant varier l dans (5.1.3), la multi-

plicité de Ubgs

i dans
o(g,Wj)−1⊕

t=0

Ŵ gt

j est
o(g,Wj)−1∑

l=0

[Ŵj : Ubgs−l

i ]. D’après l’iso-

morphisme (5.1.2) et l’égalité (5.1.1), c’est aussi
o(bh,Vi)−1∑

t=0

[Ŷj : V
bht

i ]. Nous

avons montré

o(g,Wj)−1∑

l=0

[Ŵj : Ubgl

i ] =

o(bh,Vi)−1∑

t=0

[Ŷj : V
bht

i ]. (5.1.4)

Remarque : Dans l’égalité (5.1.4), la symétrie entre le membre de
gauche et celui de droite correspond aux relations entre les foncteurs
adjoints de restriction et d’induction et provient de la théorie de
Clifford (cf. Chapitre 2).
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5.1.2 Formules restreintes

Supposons désormais que r est un nombre premier.

La formule (5.1.4) donne quatre cas à considérer (à cause des
formules de la Proposition 2.4.5). Explicitons les quatre égalités. Pour
cela, supposons fixés deux entiers i ∈ [1, n] et j ∈ [1, m].

Cas 1 : o(h, Yj) = o(ĥ, Vi) = r (donc o(g,Wj) = 1 = [ResYj : Wj ]).
Le module restreint ResYj est encore un module indécomposable sur B,
isomorphe à Wj . Nous avons l’égalité

[Ŵj : Ui] =

r−1∑

l=0

[Ŷj : V
bhl

i ].

Cas 2 : o(h, Yj) = r, o(ĥ, Vi) = 1, alors

[Ŵj : Ui] = [Ŷj : Vi].

Cas 3 : o(h, Yj) = 1, o(ĥ, Vi) = r. Comme r
o(g,Wj)

est un carré, selon
la Proposition 2.4.5, o(g,Wj) = r. De plus, o(ĝ, Ui) = 1, i.e., Ui est ĝ-
stable. Le membre de gauche de (5.1.4) s’écrit alors r[Ŵj : Ui]. Comme
Yj est h-stable, pour tout l ∈ [0, r−1], la multiplicité de V bhl

i dand Ŷj

est égale à [Ŷj : Vi]. Le membre de droite de (5.1.4) dans ce cas devient
r[Ŷj : Vi]. Finalement,

[Ŵj : Ui] = [Ŷj : Vi].

Cas 4 : o(h, Yj) = o(ĥ, Vi) = 1 donne immédiatement

r−1∑

l=0

[Ŵj : Ubgl

i ] = [Ŷj : Vi]. (5.1.5)

Remarques :
1. La symétrie observée à la remarque précédente est claire dans le

cas particulier où r est choisi premier. Les cas 1 et 4, resp. 2 et 3, se
correspondent.
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2. Dans le cas où les nombres de décomposition de M , module sur A,
sont connus, alors ceux du module restreint ResM le sont aussi, à l’ex-
ception de ceux qui relèvent du quatrième cas considéré ci-dessus.

5.2 Conjecture (GHPI)

Intéressons-nous au cas indéterminé (5.1.5) dans le cadre d’une al-
gèbre de Hecke de type B graduée par groupe cyclique d’ordre 2 sur
une algèbre de Hecke de type D.

Hypothèses : Soient n ∈ N et (O, K, k), un système p-modulaire,
avec k algébriquement clos et p un nombre premier impair.

Soit q une puissance d’un nombre premier différent de p tel que l’ordre
de q (mod p) est impair.

Soient H := H
q,(1,−1)
2,n (O), l’algèbre de Hecke de type B pour les para-

mètres q et Q = (1,−1) et H′ := H
q,(1)
2,2,n(O), l’algèbre de Hecke de

type D pour les paramètres q et x = (1) .

Les modules simples de Ĥ = H
q,(1,−1)
2,n (K), resp. indécomposables

de H, sont en bijection avec l’ensemble Λ2 des bi-partitions de n,
resp. Λ0

2 ⊆ Λ2. Soit h, l’automorphisme de H associé à la graduation
H = H′ ⊕ T1H

′. Le module paramétré par une bi-partition (α, β) de
n, avec l’action de Ĥ, resp. de H, tordue par ĥ, resp. h, est isomorphe
au module indexé par la bi-partition (β, α). Lorsque le travail a lieu
sur Ĥ, cela a été vu au Lemme 4.1.9. Nous le montrerons de façon plus
générale au chapitre 7. Par conséquent, la théorie de Clifford implique
que le module correspondant au couple (α, β), comme ci-dessus, ne se
restreint pas en un module simple de Ĥ′, resp. indécomposable de H′, si
et seulement si α = β. Indexons par (α,+) et (α,−) les deux modules
non-isomorphes qui apparaissent dans la décomposition de la restric-
tion d’un tel module. Avec des notations évidentes, le quatrième cas
cité plus haut donne la formule suivante entre les nombres de décom-
position d′− de H′ et d− de H :

d(λ,λ),(α,α) = d′(λ,+),(α,+) + d′(λ,−),(α,+) (5.2.1)

= d′(λ,+),(α,−) + d′(λ,−),(α,−),

pour (λ, λ) ∈ Λ2 et (α, α) ∈ Λ0
2.
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La conjecture de J. Gruber et G. Hiss, [50, §7.15], implique la
conjecture concernant les nombres de décomposition de H et H′, ap-
pelée conjecture (GHPI) :

pour tout (λ, λ) ∈ Λ2, (α, α) ∈ Λ0
2,

d′(λ,+),(α,−) = 0, soit aussi (5.2.2)

d′(λ,−),(α,+) = 0,

ou encore, avec (5.2.1),

d(λ,λ),(α,α) = d′(λ,+),(α,+) (5.2.3)

= d′(λ,−),(α,−).

En fait, la conjecture de Gruber-Hiss porte sur les nombres de dé-
composition des modules de Young de H et H′. Or tout module projectif
indécomposable Y de H est un facteur direct d’un ei,n−iH pour un en-
tier i ∈ [0, n], où l’idempotent ei,n−i de H est défini à la Définition -
Notation 7.1.2. La composition λ = (1, . . . , 1) de n est i-compatible,
selon les termes de [50], et ei,n−iH = ei,n−iyλH. Par conséquent, Y est
un (i, Bn)-module de Young. Tout module projectif indécomposable W
de H′ apparaît comme un facteur direct de la restriction à H′ d’un mo-
dule projectif indécomposable sur H, donc d’un module de Young de H.
Le module W est alors un module de Young de H′. La matrice de dé-
composition de H, resp. de H′, s’obtient à partir de la matrice de décom-
position des modules de Young de H, resp. de H′, en ôtant les colonnes
correspondant aux modules de Young non-projectifs. C’est pourquoi,
la conjecture de Gruber-Hiss implique la conjecture (GHPI).

Au chapitre suivant, cette dernière est généralisée et prouvée pour
les algèbres de groupes de réflexions complexes G(r, 1, n) graduées sur
les algèbres de groupes de type G(r, f, n), pour des entiers f et r stric-
tement positifs, f divisant r. Dans le cas particulier où f = 2 et r = 2,
la conjecture (GHPI) est alors vérifiée.



Chapitre 6

Algèbres de groupes de
réflexions complexes

Dans ce chapitre, nous travaillons avec les algèbres de groupes de
réflexions complexes G(r, f, n) (cf. le rappel 4.1.1) et leur catégorie
de modules. Nous les décrivons à partir d’équivalences de Morita et
d’autres catégories de modules bien connues. Nous sommes alors en
mesure d’établir des relations entre des modules de l’algèbre du groupe
G(r, f, n) et de l’algèbre du groupe G(r, 1, n) qui est graduée sur l’al-
gèbre de G(r, f, n). Nous discutons ensuite de la nullité de certains
nombres de décomposition de cette dernière algèbre en fonction de leur
indice. En particulier, la conjecture (GHPI) s’avère vérifiée dans le
cas des algèbres des groupes de type B et D.

Commençons par énoncer des résultats clés pour ce chapitre en
énonçant certaines équivalences de Morita.

6.1 Équivalences de Morita

6.1.1 Lemme clé

Nous avons besoin de la

Définition - Notation 6.1.1 Si O est un anneau commutatif, A est
une O-algèbre commutative et (G, ∗) est un groupe fini agissant (à
droite) sur A par des automorphismes de O-algèbre, nous définissons
G⋉A comme l’ensemble constitué par les combinaisons O-linéaires de
couples (g, a), pour g ∈ G, a ∈ A, muni d’une structure de O-algèbre.
La multiplication de deux éléments (g1, a1)(g2, a2), pour g1, g2 ∈ G,
a1, a2 ∈ A est donnée par l’élement (g1g2, a1∗g2 a2).
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Le lemme général suivant permet d’établir des équivalences de
Morita pour les algèbres de groupes de réflexions complexes de type
G(r, f, n).

Lemme 6.1.1 ([14, Exercice 18.6]) Soient O un anneau commu-
tatif noethérien, A une O-algèbre commutative O-libre de rang n ∈ N

et (G, ∗) un groupe fini agissant sur A par des automorphismes de
O-algèbre. Alors, l’algèbre G⋉A est Morita équivalente au produit des
algèbres de groupes

∏

i

O[Gi], où i parcourt les G-classes des idem-

potents primitifs de A et Gi désigne le centralisateur d’un élément de i.

Preuve : O est noethérien, l’unité de l’algèbre commutative A
admet une décomposition en idempotents primitifs (unique à l’ordre
près). Comme G agit par automorphisme d’algèbre, il laisse stable
l’ensemble des idempotents primitifs de A. Dans chaque G-classe i
d’idempotents primitifs, fixons un représentant ei de centralisateur Gi.
Notons ei la somme des idempotents dans la G-classe i. Il est facile
de voir que ei est un idempotent central de G ⋉ A. Il vient alors que
G ⋉ A = eiG ⋉ A ⊕ (1 − ei)G ⋉ A. Ainsi G ⋉ A se décompose en
la somme

⊕

i

eiG ⋉ A, où i parcourt les G-classes des idempotents

primitifs de A. Fixons un tel i. Soient {gi,j ∈ G, j ∈ [1, li]} des
représentants à droite des classes d’équivalence correspondant au sous-

groupe Gi de G : G =

li⋃

j=1

Gigi,j. Avec ces notations, ei =

li∑

j=1

ei∗gi,j et

eiG⋉A =

li⊕

j=1

(ei∗gi,j)G⋉A, soit encore G⋉A ei =

li⊕

j=1

g−1
i,j eiG⋉A.

Il est clair que eiG ⋉ A est un progénérateur de l’algèbre G ⋉ A ei

(d’unité ei). Par des propriétés classiques, l’algèbre G⋉A ei est Morita
équivalente à l’algèbre eiG⋉ Aei.

Tous les éléments de eiG ⋉ Aei sont de la forme
∑

g∈Gi

rg(g, ei),

pour des coefficients rg ∈ O. L’application O[Gi] → eiG⋉ Aei∑

g∈Gi

rgg 7→
∑

g∈Gi

rg(g, ei)

où les rg ∈ O, est un isomorphisme d’algèbres. Le lemme est démontré.
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Dans le rappel sur les groupes de réflexions complexes en 4.1.1, nous
avons vu que le groupe symétrique Sn agit sur les groupes (µr)

n et
µn

r (d) selon la formule (4.1.1), donc aussi sur leur O-algèbre de groupe,
par O-linéarité, pour O comme dans le Lemme 6.1.1. L’application de
ce lemme à de telles algèbres est l’objet de la sous-section suivante.

6.1.2 Équivalence de Morita pour l’algèbre de G(r, f, n)

Désormais, jusqu’à la fin de ce chapitre, nous travaillerons sous les
hypothèses (HAG) suivantes.

Hypothèses (HAG) : Soit (O, K, k) un système p-modulaire, pour
un nombre premier p et k algébriquement clos.

Soient les entiers strictement positifs r, d, f et n tels que r est premier
avec p, r = df et ρ := (r, f, n).

Soient ζ , resp. ω, une racine primitive r-ième de O, resp. de C.

Le but de cette sous-section est de donner une équivalence de
Morita pour l’algèbre OG(r, f, n). Dans ce dessein, introduisons les
notations et définitions suivantes.

Définition - Notation 6.1.2 Toute composition λ de n de hauteur r
sera notée λ |=r n. Soit λ = (λ1, . . . , λr), une telle composition.

Nous noterons sρ
λ le plus petit entier strictement positif s tel que

pour tout i ∈ [1, r], λi = λi+sd, les indices étant considérés modulo r.
L’entier sρ

λ divise f et n. Posons

σρ
λ :=

r

dsρ
λ

, nρ
λ :=

n

σρ
λ

.

Nous désignerons par λ(ρ) la sρ
λd-composition λ(ρ) := (λ1, . . . , λsρ

λ
d).

Nous omettrons l’exposant ρ dans les notations précédentes
quand il n’y aura pas d’ambigüité sur le triplet (r, f, n).

Il est aisé de montrer que sλ divise f en utilisant la division eucli-
dienne de f par sλ et le fait que, pour tout i ∈ [1, r], λi = λi+r, avec
les conventions précédentes sur les indices.

Par ailleurs, σλ divise n, parce que, pour tout entier i,

λ1+isλd + λ2+isλd + . . .+ λ(i+1)sλd =
n

σλ
.
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La composition λ(ρ) est donc une sλd-composition de nλ.

Rappelons que toute composition λ = (λ1, . . . , λr) de n détermine
un sous-groupe de Young Sλ qui est le sous-groupe de Sn isomorphe
à Sλ1 × . . .× Sλn :

Sλ = S{1,...,λ1} × S{λ1+1,...,λ1+λ2} × . . .× S{1+λ1+...+λr−1,...,λ1+...+λr}.

Tout groupe cyclique d’ordre r agit sur l’ensemble des compositions
de n de hauteur r. Si λ |=r n s’écrit λ = (λ1, . . . , λr), alors pour tout
entier i,

λ ∗ adi := (λ1−i, λ2−i, . . . , λr−i), (6.1.1)

les indices étant considérés modulo r, de représentants à valeurs
dans [1, r].

Définition - Notation 6.1.3 Nous noterons ρ̃ la relation d’équiva-
lence sur l’ensemble des compositions de n de hauteur r : si µ et ν sont
de telles compositions, µ ρ̃ ν si et seulement si il existe un entier t tel
que ν = µ ∗ adtd.

Soit Lρ l’ensemble formé par les compositions maximales pour
l’ordre lexicographique de chaque classe d’équivalence ρ̃.

Terminons par une définition moins combinatoire,

Définition - Notation 6.1.4 Soient i un entier, j un entier stricte-
ment positif, l’élément w(j)

i est la permutation du groupe symétrique Sj

donnée par l’addition de i modulo j, les valeurs étant prises dans
l’intervalle [1, j]. Par convention, wi := w

(n)
i .

Ces définitions acquises, donnons un résultat préliminaire.

Lemme 6.1.2 Soit λ une composition de n de hauteur r. Le sous-
groupe de Sn engendré par Sλ et w(n)

nρ
λ

est isomorphe au groupe produit

semi-direct (Sλ(ρ))
σρ

λ⋊ <w
(n)

nρ
λ

>.
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Preuve : Afin d’alléger encore les écritures, nous poserons w := wnλ
.

Remarquons que pour tout entier i, wi est l’addition de inλ modulo n.
Tout élément σ ∈ Sλ est un produit d’éléments de la forme wn−iσi+1w

i

pour i ∈ [0, σλ−1] et σi ∈ Sλ(ρ). Il existe donc une correspondance bijec-
tive entre les permutations de Sλ et les σλ-uplets d’éléments de Sλ(ρ).
Avec les notations précédentes, σ est associée à s := (σ1, . . . , σσλ

). Dans
cette identification, le groupe cyclique d’ordre σλ engendré par w agit
sur (Sλ(ρ))

σλ comme sur Sλ. À savoir, w agit sur s comme w agit (par
conjugaison à droite) sur σ = σ1(σ2)

w . . . (σσλ
)wσλ−1

:

s ∗ w := (σσλ
, σ1, . . . , σσλ−1).

Grâce à cette opération, il est trivial que le groupe engendré par Sλ et
w est isomorphe au groupe produit semi-direct (Sλ(ρ))

σρ
λ⋊ <w>. La

multiplication est donnée ainsi. Si s, t ∈ (Sλ(ρ))
σλ et i, j ∈ [0, σλ−1],

alors
(wi, s)(wj, t) = (wi+j, s ∗ wjt).

Nous pouvons vérifier que cette multiplication est compatible à celle
du groupe <Sλ, w> car si σ ∈ Sλ, resp. τ ∈ Sλ, est l’élément associé
à s, resp. t, alors

wiσwjτ = wi+jswi

t.

Le lemme est démontré.

Nous avons rassemblé tous les outils pour énoncer la

Proposition 6.1.3 La O-algèbre OG(r, f, n) est Morita équivalente
au produit des O-algèbres

∏

λ∈Lρ

O(Sλ(ρ))
σρ

λ⋊ <w
(n)

nρ
λ

>.

Preuve : Cette proposition est une application du Lemme 6.1.1. Par
conséquent, nous allons d’abord construire les idempotents de l’algèbre
du groupe G(r, f, n) en suivant la méthode décrite dans ce lemme et
dans sa preuve pour le choix de A = Oµn

r (f) (cf. la Définition - No-
tation ??) et G = Sn agissant sur A comme il l’a été rappelé en (4.1.1).

Explicitons d’abord les idempotents primitifs de Oµn
r (f).

Construisons-les, par exemple, en utilisant la théorie des caractères
sur l’algèbre de groupe Kµn

r (f) qui est semi-simple d’après le théorème
de Maschke.

Pour tout j = (ωj1, . . . , ωjn) ∈ (µr)
n, où les ji sont des entiers, soit
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χj la fonction définie sur K(µr)
n par linéarité comme suit. Pour tout

w = (ωi1, . . . , ωin) ∈ (µr)
n, avec ij ∈ Z,

(w)χj = ζ i1j1+...+injn.

Nous noterons χj|µn
r (f) la restriction de la fonction χj à Kµn

r (f). C’est
un caractère irréductible de Kµn

r (f). Si un tel j est fixé, il est fa-
cile de voir que les seuls j′ ∈ (µr)

n tels que χj|µn
r (f) = χj′|µn

r (f)

sont exactement les éléments de la forme ωsdj pour un entier s, i.e.,
j′ = (ωj1+sd, . . . , ωjn+sd).
Sur (µr)

n, mettons la relation d’équivalence également notée ρ̃ : si
j, j′ ∈ (µr)

n, alors j ρ̃ j′ si et seulement si il existe un entier s tel
que j = ωsdj′. Les classes d’équivalence pour cette relation sont au
nombre de rn

f
qui est aussi le cardinal de µn

r (f). Choisissons-les pour
indexer les caractères irréductibles de Kµn

r (f). Ils paramètrent aussi
les idempotents primitifs de Kµn

r (f). Si j̃ est une classe de (µr)
n/̃ ρ de

représentant j ∈ (µr)
n, l’idempotent correspondant à j̃ est

eej
:=

f

rn

∑

w∈µn
r (f)

(w)χj w. (6.1.2)

L’entier r est une unité de O. L’élément eej
appartient à la O-algèbre

de groupe Oµn
r (f). L’ensemble des idempotents primitifs de Oµn

r (f)

est formé par les rn

f
éléments eej

, pour j̃ variant dans (µr)
n/̃ ρ.

A présent, fixons j = (ωj1, . . . , ωjn) ∈ (µr)
n de classe j̃ dans (µr)

n/̃ ρ.
Calculons l’orbite de eej

sous l’action de G = Sn.
Soit π ∈ G. Regardons comment opère π sur eej

:

eej
∗ π =

f

rn

∑

w=(ωi1 ,...,ωin )∈µn
r (f)

ζ i1j1+...+injn(ωi(1)π−1 , . . . , ωi(n)π−1 )

=
f

rn

∑

w=(ωi1 ,...,ωin )∈µn
r (f)

ζ i1j(1)π−1+...+inj(n)π−1w.

La dernière expression n’est autre que l’idempotent egj∗π où j ∗ π =

(ωj(1)π−1 , . . . , ωj(n)π−1 ) et j̃ ∗ π est la classe de j ∗ π dans (µr)
n/̃ ρ.

Comme l’action de G sur (µr)
n ne fait que permuter les composantes,

il est clair que cette action passe au quotient par la relation ρ̃. Définir
j̃∗π := j̃ ∗ π a bien un sens. Avec ces notations, nous venons de montrer
que

eej
∗ π := eej∗π. (6.1.3)
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À tout j = (ωj1, . . . , ωjn) ∈ (µr)
n, pour des entiers ji, correspond

une composition de hauteur r de n notée λ(j) = (λ(j)1, . . . , λ(j)r).
À savoir, pour tout i ∈ [1, r],

λ(j)i := #{s ∈ [1, n] ; js ≡ i− 1 (mod r)}.

En outre, à toute composition λ |=r n, correspond un élement de (µr)
n

noté j(λ) qui est le n-uplet

(ω0, . . . , ω0

︸ ︷︷ ︸
λ1 fois

, . . . , ωr−1, . . . , ωr−1

︸ ︷︷ ︸
λr fois

).

Grâce à l’égalité (6.1.3), il est facile de voir que l’orbite de eej

sous l’action de G est formée des idempotents ex pour des classes
x ∈ (µr)

n/̃ ρ telles qu’il existe un représentant j′ ∈ (µr)
n satisfaisant

λ(j) = λ(j′). L’ensemble des j′ ∈ (µr)
n tels que eej′

est dans la même
orbite que eej

est l’ensemble des j′ tels qu’il existe un entier t vérifiant
la propriété : pour tout i ∈ [0, r−1], λ(j)i = λ(j′)i+td, les indices étant
considérés modulo r, soit encore l’ensemble des j′ tels que λ(j) ρ̃ λ(j′).
Ainsi, l’ensemble des classes d’équivalence sur les compositions de n
de hauteur r, pour la relation ρ̃, est un ensemble de paramètres pour
les orbites des idempotents de Oµn

r (f) sous l’action de G. L’ensemble
des idempotents eρ

λ := egj(λ)
, pour λ ∈ Lρ, est un ensemble complet

de représentants des orbites pour l’action de G sur les idempotents
primitifs de Oµn

r (f).

Soit λ ∈ Lρ. Calculons le stabilisateur de eρ
λ sous l’action de G.

Soit π un élément de ce stabilisateur. D’après l’égalité (6.1.3), π vérifie
j̃ ∗π = j̃, pour j = j(λ). Écrivons j sous la forme (ωj1, . . . , ωjn) ∈ (µr)

n.
Les n-uplets (ωj1, . . . , ωjn) et (ωj(1)π−1 , . . . , ωj(n)π−1 ) sont ρ̃-équivalents.
Il existe un entier s tel que pour tout i ∈ [1, n], ji ≡ j(i)π−1 + sd
(mod r). Nous en déduisons que pour tout i ∈ [1, r], λi = λi+sd (les
indices étant considérés modulo r à valeurs dans [1, r]). Il vient alors
que le groupe stabilisateur cherché est le sous-groupe de G engendré
par Sλ et wnλ

.
Finalement, les Lemmes 6.1.1 et 6.1.2 permettent de conclure.

Définition - Notation 6.1.5 Notons Fρ et Gρ les foncteurs à l’ori-
gine de l’équivalence de Morita de la Proposition 6.1.3,

Fρ : mod
(
OG(r, f, n)

)
→

∏

λ∈Lρ

mod(O(Sλ(ρ))
σρ

λ⋊ <w
(n)

nρ
λ

>), (6.1.4)
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et Gρ le foncteur réciproque.
Pour tout λ ∈ Lρ, e

ρ
λ est l’idempotent utilisé dans la preuve de

la Proposition 6.1.3, unité de l’algèbre eρ
λOG(r, f, n)eρ

λ, isomorphe à
l’algèbre O(Sλ(ρ))

σρ
λ⋊ < w

(n)

nρ
λ

>. Le produit tensoriel sur ces algèbres

sera noté ⊗ρ
λ.

Détaillons les images des foncteurs Fρ et Gρ en suivant les étapes
de la preuve du Lemme 6.1.1. Soient V un module sur OG(r, f, n)

et e, la somme des idempotents
∑

λ∈Lρ

eρ
λ. Le module (V )Fρ = V e est

un module sur
∏

λ∈Lρ

O(Sλ(ρ))
σλ⋊ <w

(n)

nρ
λ

>. Il se décompose comme le

produit
∏

λ∈Lρ

V eρ
λ où V eρ

λ est un module sur O(Sλ(ρ))
σρ

λ⋊ < w
(n)

nρ
λ

>.

Soit v ∈ V . Pour tout λ ∈ Lρ, l’action sur ve ∈ V e d’un élément
gλ ∈ (Sλ(ρ))

σλ⋊ <w
(n)

nρ
λ

> (identifié au stabilisateur de eρ
λ) est donnée

par l’action de eρ
λgλ sur v. Inversement, pour tout λ ∈ Lρ, soit Vλ un

module sur O(Sλ(ρ))
σλ⋊ < w

(n)

nρ
λ

> considéré aussi comme un module

sur eρ
λOG(r, f, n)eρ

λ. Posons V :=
∏

λ∈Lρ

Vλ. C’est un module sur la

O-algèbre
∏

λ∈Lρ

O(Sλ(ρ))
σλ⋊ <w(n)

nλ
>. Le module (V )Gρ est le module

sur OG(r, f, n),
⊕

λ∈Lρ

Vλ ⊗ρ
λ e

ρ
λOG(r, f, n).

Toutes les constructions précédentes ont été établies sur l’anneau
des coefficients O, par conséquent elles sont aussi valables sur k et K.

Définition - Notation 6.1.6 Les extensions à K, resp. à k, des
foncteurs Fρ et Gρ seront notées F̂ρ et Ĝρ, resp. F ρ et Gρ.

Pour tout λ ∈ Lρ, l’image de eρ
λ dans kG(r, f, n) sera désignée

par eρ
λ. L’analogue de ⊗ρ

λ sur K, resp. sur k, sera noté ⊗̂
ρ

λ, resp. ⊗ρ
k,λ.

6.2 Modules pour l’algèbre du groupe G(r, f, n)

Nous conservons les hypothèses (HAG) et les notations de la sec-
tion précédente. Grâce aux équivalences de Morita qui y sont données,
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nous sommes en mesure d’expliciter l’ensemble des (classes d’isomor-
phismes des) modules projectifs indécomposables de OG(r, f, n) ainsi
que les modules simples de KG(r, f, n) et de kG(r, f, n).

Définition - Notation 6.2.1 S’il existe un plus petit entier naturel s
strictement positif tel que 1+q+ . . .+qs−1 est congru à 0 (mod J(O)),
nous le noterons o, sinon nous poserons o := 0.

Soit λ = (λ1, . . . , λr) une composition de n de hauteur r. Soit α un
r-uplet de partitions α := (α1, . . . , αr) où pour tout i ∈ [1, r], αi est
une partition, resp. partition o-régulière, de λi. Nous noterons αi ⊢ λi,
resp. αi ⊢

o−reg λi et α ⊢ λ, resp. α ⊢o−reg λ.

Soit α comme dans la définition précédente. Pour R ∈ {O, K, k},
Sαi

(R) est le module de Specht (selon la définition de [59] ou de [28]
spécialisée au cas des algèbres de groupes de type A) associé à la
partition αi de l’algèbre de Hecke H

qR

Sλi
(R), où qR := 1R ⊗O q. Le

module Sα1(R) ⊗R . . . ⊗R Sαr(R) sur H
qR

Sλ1
(R) ⊗R . . . ⊗R H

qR

Sλr
(R)

identifié à un module sur H
qR

Sλ
(R), sera noté Sα(R).

Si α est o-régulière, le quotient de Sαi
(k) par son radical est

un module simple (non nul) noté Dαi
(k). Soit Yαi

(k) sa couverture
projective et Yαi

(O) le relèvement de Yαi
(k) à O. Les modules Dα(k),

Yα(k) et Yα(O) sont construits de façon analogue à Sα(R).

Soit λ = (λ1, . . . , λr) |=r n. Notons q, l’image de q dans k. Pour
tout i ∈ [1, r], l’ensemble des modules simples de l’algèbre H

q
Sλi

(K),

resp. de H
q
Sλi

(k), est constitué par les modules de Specht Sαi
(K) où

αi ⊢ λi, resp. par les quotients Dαi
(k) où αi ⊢

o−reg λi.

Nous aurons besoin de déterminations combinatoires suivantes.

Définition - Notation 6.2.2 Soient λ = (λ1, . . . , λr) |=
r n et α ⊢ λ,

α = (α1, . . . , αr).
Notons s′ρα le plus petit entier strictement positif s tel que pour tout

i ∈ [1, r], αi = αi+ssρ
λ
d, les indices étant pris modulo r dans [1, r]. Il est

facile de voir que s′ρα divise σρ
λ. Posons σ′ρ

α :=
σρ

λ

s′ρα
et λ(ρ, α) la compo-

sition de s′ραn
ρ
λ = n

σ′ρ
α

de hauteur s′ραs
ρ
λd, λ(ρ, α) := (λ1, . . . , λs′ραsρ

λ
d).
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Quand le triplet (r, f, n) est fixé, nous omettrons l’exposant ρ
dans les notations précédentes.

Nous aurons également besoin des modules décrits ci-après.

Définition - Notation 6.2.3 Pour tout i ∈ [0, σ′ρ
α−1], soit χρ

α,i, le

caractère de l’algèbre de groupe K < w
(n)

s′ραnρ
λ

> qui envoie w(n)

js′ραnρ
λ

sur

ζjisρ
λ
s′ραd pour j ∈ [0, σ′ρ

α−1].
Soit χρ

α,iSα(K) le module de l’algèbre K(Sλ(ρ,α))
σ′ρ

α⋊ < w
(n)

s′ραnρ
λ

>

défini ainsi. Il a même ensemble sous-jacent que Sα(K). Si v ∈ Sα(K),
v = v1⊗K . . .⊗K vσ′

α
avec vi ∈ Sα

1+(i−1)s′
ρ
αs

ρ
λ

d
(K)⊗K . . .⊗K Sα

is′
ρ
αs

ρ
λ

d
(K),

alors σ ∈ Sλ agit sur v dans χρ
α,iSα(K) comme dans Sα(K) et w(n)

s′ραnρ
λ

agit sur v dans χρ
α,iSα(K) comme suit :

v ∗ w
(n)

s′ραnρ
λ

= ζ isρ
λs′ραdvσ′ρ

α
⊗K v1 ⊗K . . .⊗K vσ′ρ

α−1.

Si α est o-régulière, les modules χρ
α,iYα(O), resp. χρ

α,iDα(k), sur

O(Sλ(ρ,α))
σ′ρ

α⋊ < w
(n)

s′ραnρ
λ

>, resp. sur k(Sλ(ρ,α))
σ′ρ

α⋊ < w
(n)

s′ραnρ
λ

> sont
définis de façon analogue.

Remarque : Dans les définitions précédentes, nous avons identifié
les K-algèbres K(Sλ(ρ,α))

σ′
α⋊ <ws′αnλ

> et K < Sλ, ws′αnλ
> comme

nous l’avons fait pour K(Sλ(ρ))
σλ⋊ < wnλ

> et K < Sλ, wnλ
> au

Lemme 6.1.2.

Nous pouvons énoncer le

Lemme 6.2.1 L’ensemble des modules simples de KG(r, f, n) est
formé des modules Sρ

α,i(K) := Indχρ
α,iSα(K) ⊗̂

ρ

λ e
ρ
λKG(r, f, n) pour

λ ∈ Lρ, α ⊢ λ, i ∈ [0, σ′ρ
α−1].

L’ensemble des modules simples de kG(r, f, n) est formé des
modules Dρ

α,i(k) := Indχρ
α,iDα(k)⊗

ρ
λ e

ρ
λkG(r, f, n) pour λ ∈ Lρ,

α ⊢o−reg λ, i ∈ [0, σ′ρ
α−1].

L’ensemble des modules projectifs indécomposables de OG(r, f, n)
est constitué des modules Y ρ

α,i(O) := Indχρ
α,iYα(O) ⊗ρ

λ eρ
λOG(r, f, n)

pour λ ∈ Lρ, α ⊢o−reg λ, i ∈ [0, σ′ρ
α−1].

Dans les notations précédentes, Ind est le foncteur d’induction de
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R(Sλ(ρ,α))
σ′ρ

α⋊ <w
(n)

s′ραnρ
λ

> à R(Sλ(ρ))
σρ

λ⋊ <w
(n)

nρ
λ

>, pour R ∈ {K, k,O}

selon le cas considéré.

Preuve : Avec le rappel concernant les équivalences de Morita, en
fin de la Sous-Section 6.1.2, il suffit de donner, pour tout λ ∈ Lρ, un
ensemble complet de modules simples de K(Sλ(ρ))

σλ⋊ <wnλ
> et de

k(Sλ(ρ))
σλ⋊ <wnλ

>, ainsi que des modules projectifs indécomposables
de O(Sλ(ρ))

σλ⋊ <wnλ
>.

Commençons par travailler sur la K-algèbre KG(r, f, n). Fixons
λ = (λ1, . . . , λr) ∈ Lρ et cherchons l’ensemble des modules simples
de K(Sλ(ρ))

σρ
λ⋊ < wnλ

>. Pour former ces modules, nous allons
appliquer des résultats classiques de théorie des représentations pour
des algèbres sur lesquelles agit un groupe. D’après le rappel succédant
la Définition-Notation 6.2.1, il est immédiat que les modules Sα(K),
pour α ⊢ λ, sont les modules simples de K(Sλ(ρ))

σλ . Dans la preuve du
Lemme 6.1.2, nous avons vu que le groupe engendré par la permutation
wnλ

agit sur K(Sλ(ρ))
σλ . Afin de trouver tous les modules simples de

K(Sλ(ρ))
σρ

λ⋊ < wnλ
>, il faut trouver le stabilisateur de Sα(K) sous

l’action de < wnλ
>, pour tout α ⊢ λ. Soient α ⊢ λ, i ∈ [0, σλ−1].

Formons le module Sα(K)winλ sur K(Sλ(ρ))
σλ . Il a le même espace

sous-jacent que Sα(K) et pour tout σ = (σ1, . . . , σσλ
) ∈ (Sλ(ρ))

σλ et
v ∈ Sα(K), l’action v ∗σ de σ sur v dans Sα(K)winλ est égale à l’action
de σ∗winλ

sur v dans Sα(K), à savoir v(σσλ−i, . . . , σσλ
, σ1, . . . , σσλ−i−1).

Le stabilisateur de Sα(K) est l’ensemble des i ∈ [0, σλ −1] tels que
les modules Sα(K) et Sα(K)winλ sont isomorphes sur K(Sλ(ρ))

σλ .
Le module Sα(K)winλ est un module simple de K(Sλ(ρ))

σλ , il est
isomorphe à un module Sα(i)(K) pour un certain paramètre α(i) ⊢ λ
dépendant de λ et i. Cherchons à décrire ces paramètres. Remarquons
que si α(1) est connu alors toutes les multipartitions α(i), i ∈ [0, σλ−1],
le sont aussi.

Fixons α ⊢ λ, α = (α1
1, . . . , α

1
sλd, . . . , α

σλ

1 , . . . , ασλ

sλd) avec αu
v ⊢ λv.

Pour tout j ∈ [1, σλ], posons Sαj (K) := Sαj
1
(K) ⊗K . . . ⊗K Sαj

sλd
(K)

de façon à représenter Sα(K) sous la forme du produit tensoriel
Sα1(K) ⊗K . . . ⊗K Sασλ (K). Le module Sα(K)wnλ est isomorphe au
module Sα∗ad−sλd

(K) identifié à Sα2(K)⊗K . . .⊗K Sασλ (K)⊗K Sα1(K)

avec la notation (6.1.1). En effet, considérons l’application de Sα(K)wnλ

dans Sα∗ad−sλd
(K), qui envoie v1⊗K . . .⊗K vσλ

sur v2⊗K . . .⊗Kvσλ
⊗K v1,

pour vi ∈ Sαi(K). Il vient facilement que c’est un isomorphisme de
K(Sλ(ρ))

σλ et pour tout i ∈ [0, σλ − 1], Sα(K)winλ et Sα∗ad−isλd
(K)

sont isomorphes. Le paramètre α(i) est égal à α ∗ ad−isλd. Ainsi
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le stabilisateur cherché est le groupe cyclique d’ordre σ′
α engendré

par ws′αnλ
.

La K-algèbre du stabilisateur de Sα(K) admet pour modules
simples ou caractères les fonctions χρ

α,i, i ∈ [0, σ′
α−1]. Finalement, les

modules simples de K(Sλ(ρ))
σλ⋊ <wnλ

> sont les modules de la forme
suivante : Indχρ

α,iSα(K) pour α ⊢ λ, i ∈ [0, σ′
α−1].

Supposons toujours λ fixée. Les modules simples de la k-algèbre
k(Sλ(ρ))

σλ⋊ < wnλ
> s’obtiennent en suivant la méthode adoptée

pour trouver ceux de K(Sλ(ρ) )σρ
λ⋊ < wnλ

>. Ils sont de la forme
Indχρ

α,iDα(k) pour α ⊢o−reg λ, i ∈ [0, σ′
α−1].

À présent, le but est de construire les modules projectifs indé-
composables des O-algèbres O(Sλ(ρ))

σλ⋊ < wnλ
> pour toutes les

compositions λ ∈ Lρ. Fixons un tel λ = (λ1, . . . , λr). Soit α ⊢o−reg λ.
Reprenons la Définition - Notation 6.2.1. Il est clair que le module
Yα(k) sur k(Sλ(ρ))

σλ est la couverture projective de Dα(k). Suivant
le procédé de construction des modules simples χρ

α,iDα(k), formons
les modules χρ

α,iYα(k) de k(Sλ(ρ,α))
σ′

α⋊ <ws′αnλ
>, pour i ∈ [0, σ′

α−1].
Considérons l’épimorphisme de modules sur k(Sλ(ρ))

σλ , de Yα(k)
sur Dα(k) qui est le produit tensoriel des projections canoniques de
Yαi

(k) sur Dαi
(k), i ∈ [1, r]. Il se prolonge en un épimorphisme de

modules sur k(Sλ(ρ,α))
σ′

α⋊ < ws′αnλ
>, de χρ

α,iYα(k) sur χρ
α,iDα(k)

car l’action du groupe < ws′αnλ
> ne fait que permuter les compo-

santes, à un scalaire près, et χρ
α,iYα(k) est la couverture projective

de χρ
α,iDα(k) sur k(Sλ(ρ,α))

σ′
α⋊ < ws′αnλ

>. En effet, Yα(k) est la
restriction du module χρ

α,iYα(k) à k(Sλ(ρ))
σλ isomorphe à kSλ. L’al-

gèbre k(Sλ(ρ,α))
σ′

α⋊ <ws′αnλ
>, identifiée à l’algèbre k <Sλ, ws′αnλ

>,

est graduée sur l’algèbre kSλ : k < Sλ, ws′αnλ
>=

σ′
α−1⊕

i=0

wis′αnλ
kSλ.

En utilisant le Lemme 2.4.2, χρ
α,iYα(k) est facteur direct du module

induit de kSλ à k <Sλ, ws′αnλ
> à partir de Yα(k) qui est un module

projectif de l’algèbre k < Sλ, ws′αnλ
> puisque Yα(k) est un module

projectif de kSλ. Par conséquent, χρ
α,iYα(k) est un module projectif sur

k(Sλ(ρ,α))
σ′

α⋊ <ws′αnλ
> qui est indécomposable puisque sa restriction

à kSλ, Yα(k), est indécomposable. L’assertion est prouvée.
Le module sur k(Sλ(ρ,α))

σ′
α⋊ < ws′αnλ

>, χρ
α,iYα(k), étant projectif

(indécomposable), le module qu’il induit sur k(Sλ(ρ))
σλ⋊ <wnλ

> est
aussi projectif. En outre, avec le rappel concernant les algèbres graduées
appliqué à k(Sλ(ρ))

σρ
λ⋊ <wnλ

> graduée sur k(Sλ(ρ,α))
σ′

α⋊ <ws′αnλ
>,

le radical de Jacobson de l’algèbre k(Sλ(ρ,α))
σ′

α⋊ < ws′αnλ
> induit à
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l’algèbre k(Sλ(ρ))
σλ⋊ < wnλ

> est isomorphe au radical de Jacobson
de cette dernière. Ainsi, le quotient de Indχρ

α,iYα(k) par son radical
est isomorphe au module simple Indχρ

α,iDα(k), où Ind représente
l’induction de k(Sλ(ρ,α))

σ′
α⋊ <ws′αnλ

> à k(Sλ(ρ))
σλ⋊ <wnλ

>. Nous
venons de montrer que Indχρ

α,iYα(k) est une couverture projective de

Indχρ
α,iDα(k). De plus, il est clair que Ind

O(Sλ(ρ))
σλ⋊<wnλ

>

O(Sλ(ρ,α))
σ′

α⋊<ws′αnλ
>
χρ

α,iYα(O)

est un relèvement à O de Indχρ
α,iYα(k). Grâce à la correspondance bi-

jective entre les modules simples de la k-algèbre k(Sλ(ρ))
σλ⋊ <wnλ

> et
les modules projectifs de O(Sλ(ρ))

σλ⋊ <wnλ
>, nous sommes en mesure

de décrire l’ensemble des modules projectifs indécomposables de cette

dernière. Il est formé des modules Ind
O(Sλ(ρ))

σλ⋊<wnλ
>

O(Sλ(ρ,α))
σ′

λ⋊<ws′αnλ
>
χρ

α,iYα(O), où

α ⊢o−reg λ, i ∈ [0, σ′
α−1]. La preuve est terminée.

6.3 Relations entre les algèbres de G(r, 1, n) et
G(r, f, n)

Continuons à travailler avec les conditions et notations (HAG) de
la Sous-Section 6.1.2.

En Section 4.1, nous avons vu que l’algèbre OG(r, 1, n) est graduée
sur OG(r, f, n) par un groupe cyclique d’ordre f ,

OG(r, 1, n) =

f−1⊕

i=0

T i
1OG(r, f, n),

où T1 est le n-uplet (ω, 1, . . . , 1).

Nous noterons les automorphismes associés à cette graduation
h := h

(ζ)
A/B, g := g

(T1)
B/A avec A := OG(r, 1, n) et B := OG(r, f, n),

(cf. la Définition - Notation 2.1.2).

Définition - Notation 6.3.1 Posons ρ′ := (r, 1, n) et conservons la
notation ρ := (r, f, n).

Dans cette section, nous établissons des relations entre des modules
projectifs indécomposables de OG(r, 1, n) et de OG(r, f, n) à l’aide
des descriptions données en Section 6.2.
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6.3.1 Relations entre idempotents et conséquences

Commençons par exprimer les idempotents (décrits dans la preuve
de la Proposition 6.1.3) de OG(r, 1, n) en fonction de ceux de
OG(r, f, n) et vice versa. Rappelons que les premiers sont paramétrés
par les classes de (µr)

n/̃ ρ et les seconds par (µr)
n/̃ ρ′ identifié à (µr)

n,
où ρ̃ est la relation d’équivalence sur (µr)

n, définie comme suit. Si
j, j′ ∈ (µr)

n, alors j ρ̃ j′ si et seulement si il existe un entier s tel que
j = ωsdj′. Notons j̃ l’image de j ∈ (µr)

n dans (µr)
n/̃ ρ.

Soit j = (ωj1, . . . , ωjn) ∈ (µr)
n. Décomposons la somme exprimant ej

dans l’expression (6.1.2),

ej =
1

rn
(

f−1∑

i=0

∑

w∈µn
r (f)

ζ ij1 (w)χj wT
i
1 ).

Nous en déduisons que

ej =
1

f
eej

(

f−1∑

i=0

ζ ij1T i
1 ). (6.3.1)

En utilisant cette dernière égalité, il vient facilement que

eej
=

f−1∑

i=0

eωidj. (6.3.2)

En outre, la relation (6.3.1) permet de calculer (ej)h. C’est la somme

1

f
eej

(

f−1∑

i=0

ζ i(j1+d)T i
1 ), soit

(ej)h = eωdj. (6.3.3)

Comparons maintenant les modules monogènes engendrés par ces
idempotents. C’est l’objet du

Lemme 6.3.1 Les foncteurs d’induction Ind et de restriction Res
sont définis ici par rapport aux algèbres OG(r, 1, n) et OG(r, f, n).
Soit j ∈ (µr)

n.
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1. Les deux modules Ind eej
OG(r, f, n) et

f−1⊕

i=0

eωidj OG(r, 1, n) sont

isomorphes.
2. Les deux modules Res ejOG(r, 1, n) et eej

OG(r, f, n) sont iso-
morphes.

Preuve : Pour tout j ∈ (µr)
n, les modules eej

OG(r, 1, n) et
Ind eej

OG(r, f, n) sont clairement isomorphes. En prenant en compte
l’égalité (6.3.2), nous obtenons l’isomorphisme annoncé au premier
point.

Inversement, intéressons-nous à la restriction à OG(r, f, n) du mo-
dule ejOG(r, 1, n). Soit pr l’application de projection de OG(r, 1, n) sur
OG(r, f, n) suivant la décomposition de OG(r, 1, n) donnée par la gra-
duation. Remarquons d’abord que les éléments de eej

OG(r, f, n), resp.
ejOG(r, 1, n), sont des combinaisons O-linéaires d’éléments de la forme
σeej∗σ, resp. σej∗σ, pour σ ∈ Sn, (avec l’action classique de Sn sur des
n-uplets, décrite dans la preuve de la Proposition 6.1.3). Soit σ ∈ Sn,
la projection sur OG(r, f, n) de σej∗σ, est égale à 1

f
σeej∗σ, par (6.3.1).

L’application f pr : Res ejOG(r, 1, n) → eej
OG(r, f, n) est clairement

un morphisme de modules sur OG(r, f, n). Considérons l’application de
multiplication à gauche par ej, mej : eej

OG(r, f, n) → Res ejOG(r, 1, n).
C’est trivialement un morphisme de modules sur OG(r, f, n). Or pour
tout σ ∈ Sn, l’élément σej∗σ = ejσ, est envoyé par f pr sur eej

σ dont
l’image par mej est ejσ d’après (6.3.2). Inversement, l’application
mej ◦ (f pr) est l’identité de eej

OG(r, f, n). Les applications mej et
f pr sont réciproques l’une de l’autre. Le deuxième isomorphisme est
démontré.

6.3.2 Actions des automorphismes de graduation

Occupons-nous maintenant de l’action de h, resp. g, sur les modules
projectifs indécomposables de OG(r, 1, n), resp. de OG(r, f, n).

Lemme 6.3.2 Soient λ |=r n, α ⊢o−reg λ.
1. L’application ass

Y ρ′

α,0(O)
: Y ρ′

α,0(O)h → Y ρ′

α∗add,0(O) qui envoie

y ⊗ρ′

λ eρ′

λ b sur y ∗ add ⊗
ρ′

λ∗add
w

(n)
λ1+...+λr−d

(eρ′

λ b)h, pour b ∈ G(r, 1, n),

y ∈ Yα(O), est un isomorphisme.
2. Soit l’application conjY ρ

α,i(O) définie de Y ρ
α,i(O)g sur
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Y ρ
α,i+1(O) qui fait correspondre à y⊗′ρ

αsw
(n)

jnρ
λ

eρ
λ ⊗

ρ
λ e

ρ
λb l’élément

y⊗′ρ
αT1sw

(n)

jnρ
λ

eρ
λT1

−1 ⊗ρ
λ T1e

ρ
λbT1

−1 pour y ∈ Yα(O), s ∈ Sλ,

j ∈ [0, σρ
λ − 1] et b ∈ G(r, f, n) et ⊗′ρ

α est le produit tensoriel sur
O(Sλ(ρ,α))

σ′ρ
α⋊ < w

(n)

s′ραnρ
λ

>. Alors conjY ρ
α,i(O) est un isomorphisme de

modules sur OG(r, f, n).

Remarque : Apportons une précision sur les notations du lemme
précédent.

Par définition, Yα(O) est considéré comme le produit tensoriel
Yα1(O) ⊗O . . . ⊗O Yαr(O). Ainsi, si y ∈ Yα(O), y = y1 ⊗ . . . ⊗ yr,
alors y ∗ add = yr−d+1 ⊗ . . . yr ⊗ y1 ⊗ . . .⊗ yr−d ∈ Yα∗add

(O).

Preuve : Fixons λ, α comme dans l’énoncé. Cherchons le paramètre
correspondant au module Y ρ′

α,0(O)h, qui est un module projectif indé-
composable sur OG(r, 1, n).
Reprenons les notations de la preuve de la Proposition 6.1.3. Consi-
dérons l’égalité (6.3.3). Le n-uplet de (µr)

n, ωdj(λ) est égal à j(µ) ∗
wλ1+...+λr−d

pour µ := λ ∗ add puisque j(µ) est l’élément de (µr)
n

égal à (ω0, . . . , ω0

︸ ︷︷ ︸
λr−d+1

, . . . , ωd−1, . . . , ωd−1

︸ ︷︷ ︸
λr

, ωd, . . . , ωd

︸ ︷︷ ︸
λ1

, . . .). Selon la for-

mule (6.1.3), il vient que

(eρ′

λ )h = eρ′

λ∗add
∗ wλ1+...+λr−d

. (6.3.4)

L’application ass
Y ρ′

α,0(O)
a pour de source

(
Yα(O)⊗ρ′

λ e
ρ′

λ OG(r, 1, n)
)h

et

pour but Yα∗add
(O) ⊗ρ′

λ∗add
eρ′

λ∗add
OG(r, 1, n). Remarquons que (6.3.4)

implique que

wλ1+...+λr−d
(eρ′

λ )h = eρ′

λ∗add
wλ1+...+λr−d

. (6.3.5)

L’application ass
Y ρ′

α,0(O)
est bien définie. En effet, soit y := y1⊗O . . .⊗Oyr

un élément de Yα(O), où pour tout i ∈ [1, r], yi ∈ Yαi
(O).

Identifions OSλ au produit tensoriel OSλ1 ⊗O . . . ⊗O OSλr et
rappelons que eρ′

λ OG(r, 1, n)eρ′

λ est isomorphe à OSλ. Pour tout
σ ∈ Sλ identifié à (s1, . . . , sr) où pour tout i ∈ [1, r], si ∈ Sλi

,
ass

Y ρ′

α,0(O)
envoie yσ ⊗ eρ′

λ b égal à (y1s1 ⊗O . . . ⊗O yrsr) ⊗ eρ′

λ b sur

(yr−d+1sr−d+1 ⊗O . . . ⊗O yr−dsr−d) ⊗ wλ1+...+λr−d
(eρ′

λ b)h. Or cette

dernière expression est égale à y ∗ add σ
wλr−d+1+...λr ⊗wλ1+...+λr−d

(eρ′

λ b)h

soit (y ∗ add) ⊗ eρ′

λ∗add
wλ1+...+λr−d

σ(b)h en utilisant (6.3.5) et le fait
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que σwλr−d+1+...λr appartient au stabilisateur de eρ′

λ∗add
, Sλ∗add

. C’est

l’image par ass
Y ρ′

α,0(O)
de y ⊗ σeρ′

λ b = y ⊗ eρ′

λ σb. En outre, ass
Y ρ′

α,0(O)

est clairement un morphisme de modules sur OG(r, 1, n) ainsi qu’une
bijection. La première partie du lemme est prouvée.

Passons à l’action de g sur les modules projectifs indécomposables
de OG(r, f, n). Fixons λ ∈ Lρ et α ⊢o−reg λ, α = (α1, . . . , αr). Soit i ∈
[0, σ′

α−1]. Nous cherchons à décrire Y ρ
α,i(O)g. Rappelons que Y ρ

α,i(O)
est isomorphe au module

Yα(O)⊗′ρ
αO(Sλ(ρ))

σρ
λ⋊ <wnλ

> eρ
λ ⊗ρ

λ e
ρ
λOG(r, f, n).

Montrons que conjY ρ
α,i(O) est bien définie.

Soient s, j, b comme dans l’énoncé, σ ∈ Sλ et l ∈ [0, σλ−1]. L’élé-
ment y⊗ swjnλ

eρ
λ ⊗σwlnλ

eρ
λb est égal à y⊗ swjnλ

eρ
λ ⊗ eρ

λσwlnλ
b puisque

σwlnλ
appartient au stabilisateur de eρ

λ, <Sλ, wnλ
>. Il est envoyé par

conjY ρ
α,i(O) sur y ⊗ T1swjnλ

eρ
λT1

−1 ⊗ σwlnλ

(
T1 ∗ (σwlnλ

)
)
eρ

λbT1
−1, où ∗

représente l’action de Sn sur les éléments de (µr)
n, soit

y ⊗ T1swjnλ
σwlnλ

(
T1

−1 ∗ (σwlnλ
)
)
eρ

λ ⊗ T1 ∗ (σwlnλ
)eρ

λbT1
−1. (6.3.6)

Soit l′ := (1)σ + lnλ. Alors, le n-uplet T1 ∗ (σwlnλ
) a toutes ses

composantes égales à 1 sauf la l′-ième qui vaut ω. Écrivons j(λ) :=
(ωj1, . . . , ωjr). En utilisant la définition des idempotents (6.1.2), il vient
que

T1
−1

(
T1 ∗ (σwlnλ

)
)
eρ

λ = ζj1−jl′eρ
λ. (6.3.7)

De la même façon, T1

(
T1

−1∗(σwlnλ
)
)
eρ

λ = ζ−j1+jl′eρ
λ. Nous en déduisons

que l’expression (6.3.6) est égale à y⊗T1swjnλ
σwlnλ

T1
−1eρ

λ⊗T1e
ρ
λbT1

−1,
soit l’image de y ⊗ swjnλ

eρ
λσwlnλ

⊗ eρ
λb par conjY ρ

α,i
.

Soient à présent σ ∈ Sλ et l ∈ [0, σ′
α − 1]. Par conjY ρ

α,i
, l’élé-

ment y ⊗ σwls′αnλ
swjnλ

eρ
λ ⊗ eρ

λb est envoyé sur yσwls′αnλ
⊗ (T1 ∗

σwls′αnλ
)swjnλ

eρ
λT1

−1 ⊗ T1e
ρ
λbT1

−1. Si σ est représenté par le r-uplet
(σ1, . . . , σσ′

α
) avec σi ∈ Sλ(ρ,α) et y par y1 ⊗O . . . ⊗O yσ′

α
avec yi ∈

Yα1+(i−1)s′αsλd
(O)⊗O . . .⊗O Yαis′αsλd

(O), en posant l′ := (1)σ + ls′αnλ, la
dernière expression est égale à

ζ (i+1)ls′αsλdy′ ⊗ ωj(λ)1−j(λ)l′T1swjnλ
eρ

λT1
−1 ⊗ T1e

ρ
λbT1

−1, (6.3.8)

où y′ := y1−lσ1−l ⊗ . . .⊗ yσ′
α−lσσ′

α−l, en utilisant (6.3.7). Si i1 est le pre-
mier indice i ∈ [1, r] tel que λi 6= 0, j(λ) s’écrit comme la concaténation
des suites
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(

λi1︷ ︸︸ ︷
ωi1−1, . . . , ωi1−1)

...

(

λsλd︷ ︸︸ ︷
ωsλd−1, . . . , ωsλd−1)

...

(

λsλd︷ ︸︸ ︷
ωls′αsλd−1, . . . , ωls′αsλd−1)

(

λi1︷ ︸︸ ︷
ωls′αsλd+i1−1, . . . , ωls′αsλd+i1−1)

...
avec j(λ)1 = ωi1−1 et j(λ)l′ = ωls′αsλd+i1−1 parce que σ ∈ Sλ donc
(1)σ ∈ {1, . . . , λi1} et par définition de sλ et de nλ. L’expression (6.3.8)
est alors égale à

ζ ijs′αsλd(y1−lσ1−l ⊗ . . .⊗ yσ′
α−lσσ′−l) ⊗ T1swjnλ

eρ
λT1

−1 ⊗ T1e
ρ
λbT1

−1.

C’est l’image, par conjY ρ
α,i(O) de yσwls′αnλ

⊗ swjnλ
eρ

λ ⊗ eρ
λb. L’applica-

tion conjY ρ
α,i(O) est bien définie. En outre, il est trivial que c’est un

morphisme de modules sur OG(r, f, n) et une bijection. Le deuxième
point du lemme est démontré.

Remarque : Soient λ |=r n et α ⊢o−reg λ. L’isomorphisme ass
Y ρ′

α,0(O)

permet de décrire le cardinal o
(
h, Y ρ′

α,0(O)
)

en fonction de α. C’est
le cardinal de l’orbite contenant α sous l’action du groupe cyclique
d’ordre f engendré par ∗add. Selon la définition de s′α, il est clair que
ce cardinal est égal à s′αsλ. Nous obtenons l’égalité

o
(
h, Y ρ′

α,0(O)
)

= s′αsλ. (6.3.9)

Inversement, si α ⊢o−reg λ et i ∈ [0, σ′
α−1], l’isomorphisme conjY ρ

α,i(O)

implique de façon immédiate que

o
(
g, Y ρ

α,i(O)
)

= σ′
α. (6.3.10)

Par définition des éléments qui interviennent dans les membres de
droite des formules (6.3.9) et (6.3.10), il vient

o
(
h, Y ρ′

α,0(O)
)
o
(
g, Y ρ

α,i(O)
)

= f. (6.3.11)
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6.3.3 Description des modules restreints

Intéressons-nous à présent à la restriction à OG(r, f, n) d’un
module projectif indécomposable de OG(r, 1, n).

Lemme 6.3.3 Soient λ ∈ Lρ, α ⊢o−reg λ. Les deux modules

Res
OG(r,1,n)
OG(r,f,n )Y ρ′

α,0(O) et
σ′ρ

α−1⊕

i=0

Y ρ
α,i(O) sont isomorphes.

Preuve : Fixons λ, α comme dans l’énoncé. Soit res
Y ρ′

α,0(O)
l’appli-

cation O-linéaire de la restriction Res
OG(r,1,n)
OG(r,f,n )Y ρ′

α,0(O) dans la somme
σ′

α⊕

i=0

Y ρ
α,i(O) qui envoie y ⊗ρ′

λ eρ′

λ b sur (y⊗′ρ
α1 ⊗ρ

λ eρ
λb)i∈[0,σ′

α−1] pour

des éléments y ∈ Yα(O), b ∈ Sn. Rappelons que les éléments de
eρ′

λ OG(r, 1, n) sont des combinaisons O-linéaires d’éléments de la forme
eρ′

λ σ soit σ(eρ′

λ ∗ σ), ce qui explique pourquoi res
Y ρ′

α,0(O)
est complète-

ment déterminée sur les valeurs données ci-dessus. Rappelons aussi
que pour tout i ∈ [0, σ′

α − 1], le module Y ρ
α,i(O) est représenté par

χρ
α,iYα(O)⊗′ρ

αO(Sλ(ρ,α))
σ′

α⋊ <wσ′
αnλ

> ⊗ρ
λe

ρ
λOG(r, f, n). Les deux pro-

duits tensoriels qui apparaissent dans ce module se font sur des al-
gèbres contenant OSλ (à identification près). Il est alors évident que
res

Y ρ′

α,0(O)
est bien définie. De plus, cette application est égale au produit

des applications IdY α
O
⊗ 1⊗ f pr, où pr est la projection de OG(r, 1, n)

sur OG(r, f, n) selon la décomposition graduée d’unité T1, définie dans
la preuve du Lemme 6.3.1, qui est un morphisme de modules sur
OG(r, f, n). Par conséquent, res

Y ρ′

α,0(O)
l’est aussi.

Soit l’application res′
Y ρ′

α,0(O)
définie dans le sens opposé à celui de

res
Y ρ′

α,0(O)
, qui envoie (yi ⊗ siwcinλ

⊗ eρ
λbi)i∈[0,σ′

α−1] sur la somme

σ′
α−1∑

j=0

σ′
α−1∑

i=0

yi ∗i wjs′αnλ
⊗ eρ′

λ w−js′αnλ
siwcinλ

bi,

pour yi ∈ Y ρ
α,i(O), ∗i l’action de O(Sλ(ρ,α))

σ′
α⋊ <wσ′

αnλ
> sur ce der-

nier module, si ∈ Sλ, ci ∈ [0, σλ−1], bi ∈ Sn. Montrons que cette
nouvelle application est bien définie et que c’est le morphisme réci-
proque de res

Y ρ′

α,0(O)
à un scalaire près.

Il est évident qu’il n’y a pas de problème dans la définition de res′
Y ρ′

α,0(O)
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au niveau du deuxième produit tensoriel de son espace de départ. Re-
gardons ce qu’il se passe au niveau du premier produit tensoriel. Pour
cela, soient σ ∈ Sλ, i, j ∈ [0, σ′

α −1] et yi, ci, bi comme ci-dessus.
Écrivons yi = y1

i ⊗O . . . ⊗O y
σ′

α

i avec pour tout l ∈ [1, σ′
α], yl

i ∈
Yα1+(l−1)s′αsλd

(O) ⊗O . . . ⊗O Yαls′αsλd
(O) et σ correspond à (σ1, . . . , σσ′

α
)

avec σj ∈ Sλ(ρ,α). Alors

yiσwjs′αnλ
⊗ siwcinλ

⊗ eρ
λbi =ζ ijs′αsλdy′ ⊗ siwcinλ

⊗ eρ
λbi, (6.3.12)

avec y′ := y1−j
i σ1−j ⊗O . . .⊗O y

σ′
α−j

i σσ′
α−j. Par définition, res′

Y ρ′

α,0(O)
ap-

plique (6.3.12) sur

σ′
α−1∑

l=0

ζ i(j+l)s′αsλdy′′ ⊗ eρ′

λ w−ls′αnλ
siwcinλ

bi, (6.3.13)

avec y′′ := y
1−(j+l)
i σ1−(j+l) ⊗O . . . ⊗O y

σ′
α−(j+l)

i σσ′
α−(j+l). Par ailleurs,

res′
Y ρ′

α,0(O)
envoie yi ⊗ σwjs′αnλ

siwcinλ
⊗ eρ

λbi sur la somme

s′α−1∑

l=0

ζ ils′αsλdz ⊗ eρ′

λ (σ
wls′αnλ )w(j−l)s′αnλ

siwcinλ
bi, (6.3.14)

où z := y1−l
i ⊗O . . .⊗Oy

σ′
α−l

i . Comme Sλwnλ
= wnλ

Sλ et Sλe
ρ′

λ = eρ′

λ Sλ,
les éléments σwls′αnλ ∈ Sλ et eρ′

λ commutent. L’expression (6.3.14) est
égale à

σ′
α−1∑

l=0

ζ ils′αsλdz′ ⊗ eρ′

λ w(j−l)s′αnλ
siwcinλ

bi, (6.3.15)

avec z′ := y1−l
i σ1−l ⊗O . . . ⊗O y

σ′
α−l

i σσ′
α−l. Avec un changement de

variable, nous retrouvons l’expression (6.3.13). Ainsi, l’application
res′

Y ρ′

α,0(O)
est bien définie. C’est trivialement un morphisme de modules

sur OG(r, f, n).

Effectuons la composition des deux applications res
Y ρ′

α,0(O)
et

res′
Y ρ′

α,0(O)
. Pour tout y = y1 ⊗O . . .⊗O yσ′

α
∈ Yα(O), comme précédem-

ment, σ ∈ Sn, res
Y ρ′

α,0(O)
applique y ⊗ρ′

λ eρ′

λ σ sur (y ⊗ 1 ⊗ρ
λ e

ρ
λσ)i∈[0,σ′

α−1]

que res′
Y ρ′

α,0(O)
envoie sur la somme

σ′
α−1∑

i=0

σ′
α−1∑

j=0

ζ ijs′αsλd(y1−j ⊗O . . .⊗O yσ′
α−j) ⊗ eρ′

λ w−js′αnλ
σ



6.3. RELATIONS ENTRE RG(R, 1, N) ET RG(R,F,N) 127

soit σ′
αy⊗ eρ′

λ σ. Inversement, soient i ∈ [0, σ′
α−1], y ∈ Y ρ

α,i(O), σ ∈ Sλ,
c ∈ [0, σλ−1] et b ∈ Sn. L’image de y ⊗ σwcnλ

⊗ eρ
λb par res′

Y ρ′

α,0(O)
est

la somme
σα−1∑

j=0

y ∗i wjs′αnλ
⊗ eρ′

λ w−js′αnλ
σwcnλ

b.

Considérons les composantes de l’image de cette somme par res
Y ρ′

α,0(O)
.

Pour l ∈ [0, σ′
α−1], sur Y ρ

α,l(O), c’est

σ′
α−1∑

j=0

(y ∗i wjs′αnλ
) ∗l w−js′αnλ

⊗ 1 ⊗ eρ
λσwcnλ

b. (6.3.16)

Par définition de l’action dans Y ρ
α,l(O), si l 6= i, alors l’expres-

sion (6.3.16) est nulle. Sur la composante indexée par i, (6.3.16) est
égale à σ′

αy ⊗ 1 ⊗ eρ
λσwcnλ

b.
Nous avons montré que la composition (dans un sens ou dans l’autre)
des deux morphismes res

Y ρ′

α,0(O)
et res′

Y ρ′

α,0(O)
est σ′

α fois l’application

identité de l’espace de départ. Ceci termine la preuve du lemme.

Remarques :
1. L’isomorphisme cité dans le Lemme 6.3.3 montre que les para-

mètres choisis pour indexer les modules projectifs indécomposables de
OG(r, 1, n) et de OG(r, f, n) sont compatibles. En outre, pour tout
λ ∈ Lρ, α ⊢o−reg λ et i ∈ [0, σλ−1], nous avons vu dans la remarque
succédant le Lemme 6.3.2 que le produit o

(
h, Y ρ′

α,0(O)
)
o
(
g, Y ρ

α,i(O)
)

est
égal à f . Cette égalité s’obtient aussi en utilisant la Proposition 2.4.2
et le Lemme 6.3.3.

2. Dans toute cette section, nous avons raisonné dans les O-algèbres
OG(r, 1, n) et OG(r, f, n), notamment avec leurs modules projectifs
indécomposables Y ρ′

α,0(O), pour λ |=r n, α ⊢o−reg λ, et Y ρ
α,i(O),

pour λ ∈ Lρ, α ⊢o−reg λ et i ∈ [0, σ′
α − 1]. Tous les arguments

utilisés sont également valables dans les K-algèbres, resp. k-algèbres,
KG(r, 1, n) et KG(r, f, n), resp. kG(r, 1, n) et kG(r, f, n), avec des
résultats concernant les modules simples Sρ′

α,0(K) :=
(
Sα(K)

)
Ĝρ′ , pour

λ |=r n, α ⊢ λ, et Sρ
α,i(K) :=

(
χρ

α,iSα(K)
)
Ĝρ, pour λ ∈ Lρ, α ⊢ λ et

i ∈ [0, σ′
α−1], resp. Dρ′

α,0(k) :=
(
Dα(k)

)
Gρ′ , pour λ |=r n, α ⊢o−reg λ,

et Dρ
α,i(k) :=

(
χρ

α,iDα(k)
)
Gρ, pour λ ∈ Lρ, α ⊢o−reg λ et i ∈ [0, σ′

α−1].
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6.4 Associateur et conjecture (GHPI)

6.4.1 Associateur

L’isomorphisme donné dans le Lemme 6.3.3 identifie les (para-
mètres des) modules projectifs indécomposables sur OG(r, f, n) qui
apparaissent dans la restriction d’un module projectif indécomposable
sur OG(r, 1, n). Nous donnons ici une autre description de la décom-
position de la restriction d’un tel module en fonction d’espaces propres
grâce aux isomorphismes "associateurs" vus en première partie du
Lemme 6.3.2.

Définition - Notation 6.4.1 Soit v un endomorphisme R-linéaire
pour un anneau R. Si r ∈ R est une valeur propre de v, l’espace propre
de v associé à r est noté E(v, r).

Fixons λ ∈ Lρ et α ⊢o−reg λ. Par définition de s′α et avec le
Lemme 6.3.2, il est possible de représenter l’application ass

s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)

comme un isomorphisme de modules sur OG(r, 1, n),

ass
s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
: Y ρ′

α,0(O)hs′αsλ → Y ρ′

α,0(O).

Par restriction à OG(r, f, n), c’est un automorphisme de la restric-
tion de Y ρ′

α,0(O) à OG(r, f, n). Comme hf est l’identité sur OG(r, 1, n),

assf

Y ρ′

α,0(O)
est un automorphisme de Y ρ′

α,0(O). La composition des per-

mutations wn−(λ1+...+λd) . . . wn−(λ(f−1)d+1+...+λfd) est l’identité de Sn

puisque c’est l’inverse de l’application qui est l’addition de λ1 + . . . +
λd + . . . + λ(f−1)d+1 + . . . + λfd = n (mod n). Par conséquent, l’auto-

morphisme assf

Y ρ′

α,0(O)
est l’identité de Y ρ′

α,0(O). C’est l’analogue de l’as-

sociateur introduit par J. R. Stembridge, [79]. Finalement, l’application
ass

s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
annule le polynôme scindé Xσ′

α − 1. Elle est donc diagona-

lisable et Y ρ′

α,0(O) est somme directe des espaces propres associés aux
valeurs propres ζ is′αsλd, pour i ∈ [0, σ′

α−1]. Nous avons la décomposition

Y ρ′

α,0(O) =

σ′
α−1⊕

i=0

E(ass
s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζ is′αsλd). (6.4.1)

Les espaces propres sont des modules sur OG(r, f, n) puisque nous
venons de rappeler que ass

s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
(ou sa restriction) était un morphisme
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de modules sur OG(r, f, n). Nous obtenons, pour le module restreint
de OG(r, 1, n) à OG(r, f, n),

ResY ρ′

α,0(O) ∼=

σ′
α−1⊕

i=0

E(ass
s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζ is′αsλd). (6.4.2)

Remarquons que l’action de OG(r, 1, n) est en quelque sorte tran-
sitive dans son action sur les espaces propres E(ass

s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζ is′αsλd),

pour i ∈ [0, σ′
α − 1]. Plus précisément, soit x ∈ E(ass

s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, 1),

alors xT1
−1 ∈ E(ass

s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζs′αsλd). En effet, (xT1

−1)ass
s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)

est égal à (x)ass
s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
ζs′αsλdT1

−1, par définition de ass
Y ρ′

α,0(O)
, en-

core égal à ζs′αsλdxT1
−1. Ceci montre que les deux modules sur

OG(r, f, n), E(ass
s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, 1)g (isomorphe à E(ass

s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, 1)T1

−1) et

E(ass
s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζs′αsλd), sont isomorphes. L’isomorphisme (6.4.2) devient

ResY ρ′

α,0(O) ∼=

σ′
α−1⊕

i=0

E(ass
s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, 1)gi

. (6.4.3)

Fixons λ ∈ Lρ, α ⊢o−reg. En comparant l’isomorphisme donné dans
le Lemme 6.3.3 et l’isomorphisme (6.4.3), il est naturel de vouloir trou-
ver quelle est la valeur propre associée à l’espace propre de ass

s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)

isomorphe à Y ρ
α,i(O), pour tout i ∈ [0, σ′

α−1]. Nous allons montrer que

Y ρ
α,0(O) ∼= E(ass

s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, 1). (6.4.4)

Comme nous venons de voir que pour tout i ∈ [0, σ′
α − 1],

E(ass
s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, 1)gi

est isomorphe à E(ass
s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζ is′αsλd) et que, d’après

le Lemme 6.3.2, Y ρ
α,0(O)gi

est isomorphe à Y ρ
α,i(O), nous obtenons que

Y ρ
α,i(O) ∼= E(ass

s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζ is′αsλd). (6.4.5)

D’après le Lemme 6.3.3, les éléments de Y ρ
α,0(O) s’identifient

aux combinaisons O-linéaires d’éléments de ResY ρ′

α,0(O) de la forme
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σ′
α∑

j=0

y ∗0 wjs′αnλ
⊗ eρ′

λ w−js′αnλ
swcnλ

b, avec y ∈ Yα(O), s ∈ Sλ,

c ∈ [0, σ′
λ−1] et b ∈ Sn. Or, l’application ass

s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
envoie y ⊗ρ′

λ eρ′

λ b

sur y ∗ adds′αsλ
⊗ρ′

λ eρ′

λ wn−(λr−ds′αsλ
+...+λr) b, pour b ∈ Sn, y ∈ Yα(O).

L’assertion 6.4.4 est alors immédiate.

Remarque : Tout comme dans la section précédente, il est possible
d’utiliser les arguments précédents pour raisonner sur les modules
simples de KG(r, 1, n) et KG(r, f, n) ou de kG(r, 1, n) et kG(r, f, n).
La notion d’associateur se généralise clairement à ces algèbres.

Nous désignerons le morphisme associateur d’un module M
par assM .

Dans la sous-section suivante, nous explicitons des relations entre
les associateurs ass

Y ρ′

α,0(O)
et les associateurs ass

Sρ′

β,0(K)
.

6.4.2 Conjecture (GHPI) généralisée

Voici comment généraliser la conjecture (GHPI) à des groupes de
réflexions complexes.

La proposition suivante fournit des conditions de nullité concernant
le nombre de décomposition de OG(r, f, n) associé au module indé-

composable E(ass
s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζ is′αsλd) (ou (Y ρ

α,i(O)) et E(ass
s′βsλ

Sρ′

β,0(K)
, ζjs′βsλd)

(ou Sρ
β,j(K)), pour les paramètres λ ∈ Lρ, α ⊢o−reg λ, β ⊢ λ,

i ∈ [0, σ′
α−1], j ∈ [0, σ′

β−1].

Proposition 6.4.1 Soit λ ∈ Lρ, α ⊢o−reg λ, β ⊢ λ, i ∈ [0, σ′ρ
α−1],

j ∈ [0, σ′ρ
β −1]. Notons m le plus petit commun multiple de s′ρβ, s

′ρ
α.

Alors le nombre de décomposition de la O-algèbre OG(r, 1, n) paramé-

tré par
(
(β, i); (α, j)

)
, égal à la multiplicité [Ŷ ρ

α,i(O) : Sρ
β,j(K)], est nul

si i 6≡ j (mod
σρ

λ

m
).

Preuve : La K-algèbre KG(r, 1, n) est semi-simple. Pour
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tout λ ∈ Lρ, α ⊢o−reg λ, ̂Y ρ′

α,0(O) se décompose en la somme

⊕

β⊢λ

[ ̂Y ρ′

α,0(O) : Sρ′

β,0(K)]Sρ′

β,0(K). (6.4.6)

Comme Sρ′

β,0(K)
bh est isomorphe à Sρ′

β∗add,0(K) selon le Lemme 6.3.2,
leurs restrictions à KG(r, f, n) sont isomorphes. Nous en déduisons

que la restriction de ̂Y ρ′

α,0(O) se scinde en la somme

⊕

β⊢λ

( s′βsλ−1∑

t=0

[ ̂Y ρ′

α,0(O) : Sρ′

β∗adtd,0(K)]
)
ResSρ′

β,0(K), (6.4.7)

où la somme sur les β est effectuée sur des représentants des classes des
partitions de λ pour la relation d’équivalence induite par l’action de add.

Or, de façon triviale l’application ass
Y ρ′

α,0(O)
se prolonge à ̂Y ρ′

α,0(O), di-

sons en ass ̂
Y ρ′

α,0(O)
et ̂
E(ass

s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζ is′αsλd) est égal à E(ass

s′αsλ

̂
Y ρ′

α,0(O)
, ζ is′αsλd).

En outre, selon (6.4.6) et la définition des applications "associateurs",
ass ̂

Y ρ′

α,0(O)
s’écrit comme la somme des applications :

ass ̂
Y ρ′

α,0(O)
=

⊕

β⊢λ

[ ̂Y ρ′

α,0(O) : Sρ′

β,0(K)]ass
Sρ′

β,0(K)
. (6.4.8)

Les deux entiers s′α et s′β divisant σλ, m divise aussi σλ et σλ

m
est égal

à σ′
α

cα
ainsi qu’à

σ′

β

cβ
pour des entiers cα et cβ déterminés par m := cαs

′
α

et m := cβs
′
β. Par des raisonnements analogues à ceux qui ont permis

d’établir le résultat (6.4.2), il vient que

Res Y ρ′

α,0(O) ∼=

σλ
m

−1⊕

i=0

E(assmsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζ imsλd). (6.4.9)

Or, pour tout i ∈ [0, σ′
α − 1], si y ∈ E(ass

s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζ is′αsλd), alors

y ∈ E(assmsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζ imsλd). En comparant les deux isomorphismes (6.4.2)

et (6.4.9), nous en déduisons que pour tout i ∈ [0, σλ

m
−1], l’espace propre

E(assmsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζ imsλd) est isomorphe à la somme

cα−1⊕

t=0

E(ass
s′αsλ

Y ρ′

α,0(O)
, ζ (i+t

σλ
m

)s′αsλd) (6.4.10)
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en tant que modules sur OG(r, f, n). De même,

ResSρ′

β,0(K) ∼=

σλ
m

−1⊕

i=0

E(assmsλ

Sρ′

β,0(K)
, ζ imsλd), (6.4.11)

avec, pour tout i ∈ [0, σ′
β − 1], l’isomorphisme de modules sur

OG(r, f, n),

E(assmsλ

Sρ′

β,0(K)
, ζ imsλd) ∼=

cβ−1⊕

t=0

E(ass
s′βsλ

Sρ′

β,0(K)
, ζ (i+t

σλ
m

)s′βsλd). (6.4.12)

En reprenant la décomposition (6.4.7), nous avons

σλ
m

−1⊕

i=0

E(assmsλ

̂
Y ρ′

α,0(O)
, ζ imsλd) ∼= c

σλ
m

−1⊕

i=0

E(assmsλ

Sρ′

β,0(K)
, ζ imsλd) ⊕W,

où c :=
( s′βsλ−1∑

t=0

[ ̂Y ρ′

α,0(O) : Sρ′

β∗adtd,0(K)]
)

et W est un module sur

KG(r, f, n) stable par assmsλ

̂
Y ρ′

α,0(O)
(en utilisant l’identification 6.4.8) et

qui ne contient aucun sous-module isomorphe à Sρ
β∗adtd,j(K), pour tout

j ∈ [0, σ′
β−1] et t ∈ [0, sλs

′
β−1]

(
cf. la correspondance (6.4.5)

)
. Utilisons

la compatibilité des associateurs observée en (6.4.8). En identifiant les
espaces propres associés à la même valeur propre, il est clair que, pour
tout i ∈ [0, σλ

m
−1],

E(assmsλ

̂
Y ρ′

α,0(O)
, ζ imsλd) = cE(assmsλ

Sρ′

β,0(K)
, ζ imsλd) ⊕Wi,

où Wi est un sous-module de W . En introduisant les expressions
(6.4.10) et (6.4.12), ceci implique que pour tout i ∈ [0, σλ

m
−1],

cα−1⊕

t=0

E(ass
s′αsλ

̂
Y ρ′

α,0(O)
, ζ (i+t

σλ
m

)s′αsλd) = c

cβ−1⊕

t=0

E(ass
s′βsλ

Sρ′

β,0(K)
, ζ (i+t

σλ
m

)s′
β
sλd) ⊕Wi.

Puisque Wi ne contient aucun sous-module isomorphe à Sρ
β,j(K), pour

tout j ∈ [0, σ′
β−1], il est évident que la multiplicité de Sρ

β,j(K) dans

Ŷ ρ
α,i(O) est nulle à moins que i ≡ j (mod σλ

m
). C’est ce que nous

voulions montrer.

Remarque : Conservons les notations de la Proposition 6.4.1 et de sa
preuve. Supposons être dans le cas contraire, i.e., i ≡ j (mod σλ

m
). Le
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nombre de décomposition cherché (ou la multiplicité cherchée) apparaît
dans la relation, pour tout i ∈ [0, σλ

m
−1], j ∈ [0, σ′

β−1],

cα−1∑

t=0

[ ̂Y ρ

α,i+t
σλ
m

(O) : Sρ
β,j(K)] =

s′βsλ−1∑

l=0

[ ̂Y ρ′

α,0(O) : Sρ′

β∗adld,0(K)]. (6.4.13)

Des expressions plus précises peuvent être établies en utilisant l’action
de ĝ sur les modules de KG(r, f, n). Par exemple, la multiplicité de

Sρ
β,j(K) dans Ŷ ρ

α,i(O) est égale à celle de Sρ
β,j−1(K) dans ̂Y ρ

α,i−1(O), etc.

6.4.3 Application au type B et D

Prenons le choix particulier où r = 2, f = 2, d = 1, ρ = (2, 2, n).
Nous sommes alors dans le cas des groupes de type B et de type D(
G(2, 1, n) et G(2, 2, n)

)
.

Nous avons vu dans le chapitre 5 que si les nombres de décompo-
sition de la O-algèbre OG(2, 1, n) sont connus alors les nombres de
décomposition de la O-algèbre OG(2, 2, n) le sont aussi à l’exception de
ceux du type d(β,±);(α,±), resp. d(β,±);(α,∓). Ces derniers correspondent
aux nombres de décomposition associés à Sρ

(β,β),i(K) et Y ρ
(α,α),i(O),

i ∈ {0, 1}, resp. à Sρ
(β,β),i(K) et Y ρ

(α,α),i′(O), pour i, i′ ∈ {0, 1}, i 6= i′,
β ⊢ (n

2
, n

2
) et α ⊢o−reg (n

2
, n

2
). L’égalité (6.4.13) spécialisée à ce cas

particulier donne l’égalité (5.2.3) alors que la nullité donnée en (5.2.2)
provient de la Proposition 6.4.1. Cette proposition montre donc que la
conjecture (GHPI) est satisfaite dans le cas des algèbres de groupes,
comme l’ont écrit J. Gruber et G. Hiss. La Proposition 6.4.1 est en
quelque sorte une généralisation de la conjecture aux algèbres de
groupes de réflexions complexes G(r, 1, n) et G(r, f, n).
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Chapitre 7

Conjecture de Gruber-Hiss et
filtration de modules de Specht

L’objectif premier de ce chapitre est de mimer les méthodes
employées au chapitre précédent (établissant des résultats concernant
les algèbres de groupes de type B et D) dans le cadre des algèbres de
Hecke de type B et D, en vue de traiter la conjecture (GHPI), i.e.,
la conjecture de Gruber-Hiss pour les nombres de décomposition de
ces algèbres. En effet, dans le chapitre précédent, nous avons montré
la validité de la conjecture (5.2.2) pour les algèbres de groupes notam-
ment grâce à des considérations faisant intervenir les espaces propres
de certaines applications dites "associateurs". Nous montrerons les
limites de la généralisation de la notion d’associateur lors du passage
des algèbres de groupes, i.e., des algèbres de Hecke où l’indéterminée q
est spécialisée à 1, aux algèbres de Hecke pour q paramètre générique.

Dans un second temps, nous donnerons une condition naturelle,
sur des filtrations de produits tensoriels de modules de Specht d’al-
gèbres de Hecke de type A, sous laquelle la conjecture s’avère satisfaite.

7.1 Généralisation aux algèbres de Hecke

En tout premier lieu, fixons les notations et hypothèses qui seront
conservées jusqu’à la fin de ce chapitre.

Hypothèses (HBD) : Soit (O, K, k) un système p-modulaire pour
un nombre premier impair p et k algébriquement clos.

Soit n un entier naturel.

Soit q une unité de O qui n’est pas une racine i-ième de l’unité, pour

135
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tout i ∈ [1, n], et dont aucune puissance paire n’est une racine de
l’unité modulo J(O).

Remarque : La première condition sur q est équivalente au fait que

n∏

i=1

(1 + q + . . .+ qi−1) 6= 0.

La seconde condition se quantifie en disant que

−1 6∈ qZ (mod J(O)).

Par conséquent, pour tout entier i, 1 + qi 6∈ J(O), soit encore, par
propriété du radical, 1 + qi est une unité de O.

Définition - Notation 7.1.1 Posons H := H
q,(1,−1)
2,n (O), l’algèbre de

Hecke de type B, pour un entier n strictement positif. Elle est graduée
par un groupe cyclique d’ordre 2, sur H′ := H

q,(1)
2,2,n, algèbre cyclotomique

de type D (cf. la Définition - Notation 4.1.3), H = H′ ⊕ T1H
′. Les

automorphismes associés à cette graduation sont notées h pour H et g
pour H′ conformément à la Définition - Notation 2.1.2.

7.1.1 Deux équivalences de Morita

Les modules construits au chapitre précédent s’obtiennent à l’aide
d’équivalences de Morita. Afin de travailler dans des conditions
similaires, nous rappelons deux équivalences de Morita, l’une pour le
type B ([27] ou un cas particulier de [34]), l’autre pour le type D ([70]
et [53]). C’est à partir de ces données que s’organisent les différents
raisonnements analogues à ceux suivis dans les algèbres de groupes.

Équivalence de Morita pour H

Définition - Notation 7.1.2 Pour tout entier a ∈ [0, n], p+
a et p−a

sont les produits

p+
a :=

a∏

i=1

(qi−1 + ti),

p−a :=
a∏

i=1

(qi−1 − ti).
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Soient a, b, m des entiers naturels tels que m ≥ a + b. La permu-
tation w

(a+b)
b ∈ Sa+b, égale à l’addition de b modulo a + b, peut être

considérée comme un élément de Sm en prolongeant la permutation
initiale par l’identité sur [a+ b+ 1, m]. L’élément

ha,b := T
w

(a+b)
b

est alors vu comme un élément de H
q,(1,−1)
2,m .

Pour a, b, m, comme ci-dessus, les éléments

va,b := p+
a ha,bp

−
b ,

v−a,b := p−a ha,bp
+
b

appartiennent à l’algèbre H
q,(1,−1)
2,m .

Remarque : Si a et b sont des entiers naturels de somme n, nous
avons de façon immédiate que (p+

a )h = p−a et (va,b)h = v−a,b.

Le premier résultat concerne un isomorphisme du module régulier
de H.

Proposition 7.1.1 Sous les notations et hypothèses (HBD), le mo-
dule régulier à droite de H est isomorphe à la somme directe

n⊕

i=0

(
n

i

)
vn−i,iH. (7.1.1)

Preuve : Sous l’hypothèse de départ (HBD), les modules va,bH,
pour des entiers a, b ∈ [0, n], a + b ≤ n, sont projectifs (sur H) selon
[27, Théorème 4.10] et la première remarque de la Section 7.1. Par [27,
Corollaire 3.18], si de plus b ≥ 1, il existe un isomorphisme de modules
sur H :

va,b−1H
∼= va+1,b−1H ⊕ va,bH. (7.1.2)

Nous en déduisons que,

pour tout m ≤ n, HH
∼=

m⊕

i=0

(
m

i

)
vi,m−iH. (7.1.3)
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Ceci se montre par récurrence sur m (pour n fixé). Dans le cas m = 0,
(7.1.3) est trivial. Fixons ensuite m ∈ [0, n− 1] et supposons avoir
montré l’isomorphisme (7.1.3). En remplaçant chaque élément de la
somme vi,m−iH, i ∈ [0, m], par vi+1,m−iH ⊕ vi,m−i+1H, selon (7.1.2), il
vient que H est somme directe des modules vi,m+1−iH, i variant de 0 à
m+ 1. Pour un tel i, le facteur vi,m+1−iH apparaît avec la multiplicité(

m
i

)
+

(
m

i−1

)
=

(
m+1

i

)
, avec la convention

(
m
j

)
= 0 pour tout entier

j 6∈ [0, m]. Finalement, l’isomorphisme (7.1.3) est montré au rang
m + 1. Ceci termine la récurrence et la preuve puisque (7.1.1) n’est
autre que (7.1.3) dans le cas m = n.

A présent, citons en une proposition, des définitions et des résultats
de R. Dipper et G. James ou J. Du et H. Rui sur lesquels la suite de
ce chapitre repose en partie.

Définition - Notation 7.1.3 Soient a et b des entiers positifs. Nous
noterons twb,a, l’application de H

q
Sb,a

(O) dans H
q
Sa,b

(O), qui pour tout
i ∈ [2, a+ b], i 6= b+ 1, fait correspondre à Ti, T(i)w

(a+b)
a

.

Proposition 7.1.2 ([27], [34]) Sous les hypothèses (HBD), pour
tout entier positif a, b, il existe un élément zb,a inversible, appartenant
au centre de H

q
Sb,a

(O) tel que

va,bhb,ava,b = va,bzb,a = (zb,a)twb,a va,b. (7.1.4)

Les éléments ea,b := va,bhb,a(z
−1
b,a )twb,a sont des idempotents satisfaisant

les trois relations suivantes. Pour tout entier a, b ∈ [0, n], a 6= b,

va,n−aH = ea,n−aH,

ea,n−aHeb,n−b = 0,

ea,n−aHea,n−a
∼= H

q
Sa,n−a

(O).

Donnons quelques compléments d’informations à propos des
éléments zb,a qui viennent d’être introduits.

Définition - Notation 7.1.4 Désignons par ∗ l’anti-automorphisme
de H

q
Sn

(O) qui envoie Ti sur Ti, pour i ∈ [2, n].
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Pour tout entier a, b ∈ [0, n], a+ b ≤ n,

(za,b)twa,b = (zb,a)
∗. (7.1.5)

En effet, en appliquant l’automorphisme h à l’expression (7.1.4), il
vient que v−a,bhb,av

−
a,b = v−a,bzb,a. Puis, en utilisant ∗ qui transforme v−a,b

en vb,a et hb,a = T
w

(a+b)
a

en T
(w

(a+b)
a )−1 = T

w
(a+b)
b

= ha,b, nous avons

vb,aha,bvb,a = (zb,a)
∗vb,a. Nous concluons avec un argument d’unicité en

comparant la dernière expression obtenue avec (7.1.4).

Dans le cas particulier a = b = m, nous retrouvons le résultat [54,
Lemme 1.10], établi par J. Hu,

zm,m = (zm,m)twm,m = (zm,m)∗.

Les Propositions 7.1.1 et 7.1.2 permettent de conclure, en utilisant

le foncteur de Schur associé à l’idempotent ė =

n∑

k=0

ek,n−k, que les deux

algèbres H et ėHė sont liées par une équivalence de Morita (cf. [49,
§4]). Grâce aux propriétés des idempotents qui apparaissent dans ė, il
vient le

Corollaire 7.1.3 Les deux algèbres H et
n⊕

i=0

H
q
Si,n−i

(O) sont Morita-

équivalentes.

Équivalence de Morita pour H′

À présent, effectuons le travail analogue pour H′ avec [70] et [54].

Définition - Notation 7.1.5 Pour tout entier a ∈ [1, n], soit

p̃(a) =
a∏

i=2

(qi−1 + Ti,3T1T2T1T2T3,i),

où pour i, j ∈ [2, n], Ti,j = Tsi,j
avec

si,j =





1 si i = j
(i, i− 1)(i− 1, i− 2) . . . (j + 1, j) si i > j
(i, i+ 1)(i+ 1, i+ 2) . . . (j − 1, j) si i < j

,
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soit (j, j + 1, . . . , i), si i > j, ou (j, j − 1, . . . , i), si i < j.
Soient a, b, des entiers naturels tels que a ∈ [1, n], b ∈ [0, n−1],

n ≥ a + b. Notons

v(a, b) :=

{
p̃(a) si b = 0
p̃(a)

(
ha,b − (ha,b)g

)
p̃(b) si b > 0

.

Soit a ∈ [1, n]. Pour tout entier m, n ≥ m ≥ a, p̃(a) appartient
à H

q,(1)
2,2,m donc aussi à H

q,(1,−1)
2,m . Si b ∈ [0, n− 1] et m ∈ [a + b, n],

v(a, b) ∈ H
q,(1)
2,2,m.

Remarque : Pour éviter toute ambigüité, nous utilisons ici un
tilde ˜ pour conserver la notation barre au foncteur produit
tensoriel par k.

La Proposition 7.1.1 trouve alors son analogue dans la

Proposition 7.1.4 Le module régulier à droite H′ satisfait :
si n est impair

H′ ∼=

n⊕

i=⌊n+1
2

⌋

(
n

i

)
v(i, n−i)H′, (7.1.6)

si n est pair

H′ ∼=

(
n− 1

n
2

)
v(
n

2
,
n

2
)H′ ⊕

n⊕

i=⌊n
2
⌋+1

(
n

i

)
v(i, n−i)H′, (7.1.7)

où ⌊−⌋ désigne la fonction partie entière.

Preuve : Par [70, Proposition 1.22], pour tout entier naturel a, b,
avec a ≥ 1 et 2 ≤ a+b < n, il existe une suite exacte courte de modules
sur H′ :

0 → v(a, b+ 1)H′ → v(a, b)H′ → v(a+ 1, b)H′ → 0.

Comme par (HBD) et [70, Proposition 2.13], les modules non nuls
apparaissant dans la suite exacte sont projectifs, celle-ci se scinde. Il
vient,

v(a, b)H′ ∼= v(a, b+ 1)H′ ⊕ v(a+ 1, b)H′, (7.1.8)
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puis pour tout l ∈ [1, n],

H′
H′

∼=

l⊕

i=1

(
l − 1

i− 1

)
v(i, l − i)H′. (7.1.9)

Ceci se montre par récurrence sur l (pour n fixé) comme dans la preuve
de la Proposition 7.1.1. Or si a ≥ 1, b ≥ 1 et a 6= b, par [70, Proposi-
tion 3.3], v(a, b)H′ ∼= v(b, a)H′. En prenant en compte cet isomorphisme,
l’expression (7.1.9) devient, pour tout l ∈ [1, n],

H′
H′

∼=

l⊕

i=⌊ l
2
+1⌋

(
l

i

)
vi,l−iH

′ ⊕ δ(l)

(
l − 1

l
2

)
v l

2
, l
2
H′, (7.1.10)

où δ(l) =

{
0 si l est impair
1 si l est pair

. L’assertion cherchée vient en consi-

dérant le cas particulier m = n.

La proposition suivante, due à C. Pallikaros, donne pour H′, des
résultats similaires à ceux énoncés dans la Proposition 7.1.2 pour H.

Proposition 7.1.5 ([70]) Sous les hypothèses (HBD), pour tout en-
tier a ∈ [1, n], b ∈ [0, n − a], il existe un élément z(b, a) inversible,
appartenant au centre de H

q
Sb,a

(O) tel que

v(a, b)hb,av(a, b) = v(a, b)z(b, a).

Pour de tels entiers a, b, les éléments e(a, b) := v(a, b)z(b, a)−1hb,a sont
des idempotents satisfaisant les relations suivantes. Si a, b ∈ [1, n], a
et b distincts de n

2
, a 6= b,

1. e(a, n−a)H′ = v(a, n−a)H′,

2. e(a, n−a)H′e(b, n−b) = 0,

3. e(a, n− a)H′e(a, n− a) = e(a, n− a)Hq
Sa,n−a

(O) et e(a, n− a)

commute à tous les éléments de H
q
Sa,n−a

(O). En outre, les deux
algèbres e(a, n−a)H′e(a, n−a) et H

q
Sa,n−a

(O) sont isomorphes.

Le problème, souligné par C. Pallikaros dans l’introduction de son
article [70], est le cas où n est pair.
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Hypothèse : Désormais, n sera supposé pair,

n = 2m.

Sous les hypothèses (HBD), le module v(m,m)H′ est projectif.

Définition - Notation 7.1.6 Il existe un idempotent e(m,m) tel que
e(m,m)H′ = v(m,m)H′.

Soit A(m) l’algèbre (non unitaire) e(m,m)H′e(m,m).

L’idempotent e(m,m) est orthogonal aux idempotents de la forme
e(a, n− a), a ∈ [1, n]\{m} et mieux, e(a, n− a)H′e(b, n− b) = 0 si
a, b ∈ [1, n], a 6= b et a ou b est égal à m ([70, Corollaire 2.6 (iv)] ou
[70, Proposition 3.4 (ii)]).

Si ė′ désigne l’idempotent de H′, ė′ =

n∑

k=m

e(k, n−k), la Proposi-

tion 7.1.4 permet d’affirmer que les deux algèbres H′ et ė′H′ė′ sont
Morita équivalentes, soit encore, avec la Proposition 7.1.5,

Corollaire 7.1.6 Les deux algèbres H′ et A(m) ⊕
n⊕

k=m+1

H
q
Sk,n−k

(O)

sont Morita-équivalentes.

L’algèbre A(m) a été étudiée par J. Hu dans [54]. Les résultats qui
seront utiles ici font l’objet de la

Proposition 7.1.7 ([54]) Supposons les hypothèses (HBD) vérifiées.

1. Il existe un unique élément hm ∈ H
q
Sn

(O) tel que

p+
mhm,mp

−
m = p+

mhm +
∑

b>m

h′bp
+
b h

′′
b , avec h′b, h

′′
b ∈ H

q
Sn

(O).

2. L’élément
e(m,m) := 2z−1

m,0z
−1
m,mv(m,m)hm

est un idempotent de H′ qui engendre le même module à droite
que v(m,m). Nous le noterons e(m,m).
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3. La somme H
q
Sm,m

(O)⊕h∗mH
q
Sm,m

(O) est la sous-algèbre de H
q
Sn

(O)

engendrée par H
q
Sm,m

(O) et h∗m. Elle est isomorphe à l’algèbre
A(m) = e(m,m)H′e(m,m).

4. L’élément hm satisfait les deux égalités h∗mv(m,m) = v(m,m)hm

et h2
m = zm,m.

Remarques :
Les hypothèses (HBD) n’interviennent pas dans le premier résultat

de la proposition. Elles ne sont utiles qu’à partir du deuxième point.
La notation e(m,m) est compatible à celle de C. Pallikaros puisque

dans cette dernière, e(m,m) doit uniquement répondre aux conditions
suivantes : être un idempotent de H′ qui engendre v(m,m)H′. Ceci est
le cas pour e(m,m) = 2z−1

m,0z
−1
m,mv(m,m)hm.

7.1.2 Modules pour H et H′

Dans le cas des algèbres de groupes, les équivalences de Morita
établies dans la Proposition 6.1.3 ont permis de construire les modules
projectifs indécomposables de OG(2, 1, n) et de OG(2, 2, n). Nous
reproduisons les mêmes constructions, adaptées aux algèbres de Hecke
à partir des équivalences de Morita décrites au Corollaire 7.1.3 et au
Corollaire 7.1.6 .

Définition - Notation 7.1.7 Jusqu’à la fin du chapitre, nous note-
rons indifféremment −̂ := K ⊗O − ou 1K ⊗O − et − := k ⊗O − ou
1k ⊗O −.

Définition - Notation 7.1.8 Soient F1, G1, resp. F2, G2, les
foncteurs associés à l’équivalence de Morita décrite au Corollaire

7.1.3, resp. au Corollaire 7.1.6, F1 : mod(H) →
n∏

i=0

mod
(
H

q
Si,n−i

(O)
)

de foncteur réciproque G1, resp. F2 : mod(H′) → mod
(
A(m)

)
×

n∏

i=m+1

mod
(
H

q
Si,n−i

(O)
)
, de foncteur réciproque G2.

Définition - Notation 7.1.9 Soit o le plus petit entier strictement
positif s tel que 1 + q + . . . + qs−1 = 0 (mod J(O)) si il existe, sinon
posons o := 0.
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Soient i ∈ [0, n] et α une partition de i. Nous noterons Sα(O) le
module de Specht de paramètre α de H

q
Si

(O). Soit β une partition de
n−i. Le module Sα,β(O) de H

q
Si,n−i

(O) identifiée à H
q
Si

(O)⊗OH
q
Sn−i

(O)

est le produit tensoriel des deux modules de Specht Sα(O) ⊗O Sβ(O).
Nous noterons Sα(K) et Sα,β(K), resp. Sα(k) et Sα,β(k), les analogues
des modules Sα(O) et Sα,β(O), sur le corps K, resp. k.

Si α ⊢o−reg i, le module simple Dα(k) sur H
q
Si

(k) est le quotient
du module de Specht Sα(k) par son radical. Nous noterons Yα(k) sa
couverture projective de relèvement Yα(O) à H

q
Si

(O). Si β ⊢o−reg n− i,
nous formons les modules Dα,β(k), Yα,β(k) et Yα,β(O) en suivant la
construction des modules Sα,β(O).

Rappelons que pour tout i ∈ [1, n], l’ensemble des modules simples
de H

q
Si

(K) est l’ensemble des modules de Specht Sα(K), pour α
partition de i et l’ensemble des modules simples, resp. projectifs
indécomposables, de H

q
Si

(k), resp. de H
q
Si

(O), est l’ensemble des mo-
dules Dα(k), resp. des modules Yα(O), pour α partition o-régulière de i.

Suite à ces notations et rappels, nous pouvons énoncer le

Lemme 7.1.8 L’ensemble des modules simples de Ĥ est l’ensemble
{
(
Sα,β(K)

)
Ĝ1 ; α ⊢ i, β ⊢ n− i, i ∈ [0, n]}.

L’ensemble des modules simples de H est constitué des modules(
Dα,β(k)

)
G1, α ⊢o−reg i, β ⊢o−reg n− i, i ∈ [0, n].

Enfin, l’ensemble des modules projectifs indécomposables de H est
formé des éléments

(
Yα,β(O)

)
G1, α ⊢o−reg i, β ⊢o−reg n− i, i ∈ [0, n].

Utilisons à présent l’équivalence de Morita (7.1.6) pour former
les modules simples de Ĥ′ et de H′ ainsi que l’ensemble des modules
projectifs indécomposables de H′.
Pour tout i ∈ [m+1, n], la description des modules simples de H

q
Si

(K)

et H
q
Sn−i

(K), H
q
Si

(k) et H
q
Sn−i

(k), et également des modules projectifs
indécomposables de H

q
Si

(O) et H
q
Sn−i

(O), rappelée précédemment

permet d’expliciter la partie des modules simples de Ĥ′ et de H′, ou
des modules projectifs indécomposables de H qui provient des compo-
santes H

q
Si,n−i

(K), H
q
Si,n−i

(k) ou H
q
Si,n−i

(O) par l’équivalence de Morita.

Il reste à expliciter les modules provenant des algèbres Â(m),
A(m) et A(m). Rappelons que A(m) est une algèbre graduée
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"par" h∗m sur H
q
Sm,m

(O). Pour trouver ces modules, nous mimerons ce
qui a été fait pour les algèbres des groupes G(r, f, n) ([72], [61] ou [60]).

Nous utiliserons la notation −R pour symboliser l’extension à R,
pour R ∈ {O, K, k}.

Étudions les modules simples de A(m)R pour R ∈ {K, k}.
Soient M1, M2 des modules sur H

qR

Sm
(R), alors M1 ⊗R M2 peut s’iden-

tifier à un module de H
qR

Sm,m
(R). Il en est de même de (M1 ⊗R M2)

h∗
mR.

Rappelons que l’espace sous-jacent de ce dernier module est identique à
celui deM1⊗RM2 et l’action ∗ de H

qR

Sm,m
(R) sur (M1⊗RM2)

h∗
mR est don-

née en fonction de celle sur M1 ⊗R M2 : pour tout m1 ∈M1, m2 ∈M2

et w1, w2 ∈ Sm, (m1 ⊗Rm2) ∗T
w1(w2

w
(n)
m )

:= (m1 ⊗Rm2)T
w2(w1

w
(n)
m )

soit

m1Tw2 ⊗R m2Tw1 . Il est alors clair que l’application

tM1,M2 : (M1 ⊗R M2)
h∗

mR → M2 ⊗R M1

m1 ⊗R m2 7→ m2 ⊗R m1

(7.1.11)

est un isomorphisme de modules sur H
qR

Sm,m
(R).

D’après la théorie des représentations des algèbres graduées,
l’algèbre A(m)R admet deux types de modules simples.
Soient α, β, deux partitions distinctes de m, resp. o-régulières de m.
Le module induit de H

qR

Sm,m
(R) à A(m)R à partir de Sα,β(K) si R = K

ou de Dα,β(k) si R = k, est un module simple de A(m)R.
À présent, supposons que α = β. D’après l’application (7.1.11),

les modules Sα,α(K) et Sα,α(K)
ch∗
m ou Dα,α(k) et Dα,α(k)h∗

m , sont
isomorphes. Comme dans le cas des algèbres de groupes, il est
possible d’étendre l’action de HSm,m(R) sur Sα,α(K) si R = K, ou
sur Dα,α(k) si R = k, à A(m)R. En effet, le carré de h∗m est égal
à zm,m d’après [54, Lemme 1.10] et zm,m agit sur Sα,α(O) par un
scalaire f(α,α)(q) qui admet une racine carrée

√
f(α,α)(q) ∈ O, ([54,

Lemme 3.2, Théorème 3.5]). Nous en déduisons que ĥm

2
= ẑm,m, resp.

hm
2

= zm,m, agit sur Sα,α(K), resp. Dα,α(k), par un scalaire f(α,α)(q),
resp. f(α,α)(q). L’action de H

q
Sm,m

(K) sur Sα,α(K) se prolonge en une

action de Â(m) sur Sα,α(K) en posant, pour tout s, t ∈ Sα(K),
(s⊗K t) ∗ ĥ∗m :=

√
f(α,α)(q)(t⊗K s). L’action de H

q
Sm,m

(k) sur Dα,α(k)

se prolonge en une action de A(m) de façon analogue. Ceci donne un
sens à la
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Définition - Notation 7.1.10 Soit χ+, resp. χ−, le caractère de

Â(m) qui vaut 1 sur H
q
Sm,m

(K) et 1, resp. −1, sur ĥm

∗
. Nous noterons

encore χ± la restriction de χ± à A(m) et χ± sa réduction à A(m).
Soit α ⊢ m, resp. α ⊢o−reg m. Notons χ±Sα,α(K), resp. χ±Dα,α(k),

le produit tensoriel extérieur des deux modules sur Â(m), resp. A(m),
χ± et Sα,α(K), resp. χ± et Dα,α(k).

Nous pouvons énoncer le

Lemme 7.1.9 L’ensemble des modules simples de Ĥ′ est constitué
des modules

(
(Sα,β(K)

)
Ĝ2 pour des partitions α ⊢ i, β ⊢ n − i, avec

i ∈ [m + 1, n], des modules
(
Ind

Â(m)

H
q
Sm,m

(K)
Sα,β(K)

)
Ĝ2, pour des parti-

tions distinctes α, β, de m, ainsi que des modules
(
χ+Sα,α(K)

)
Ĝ2,(

χ−Sα,α(K)
)
Ĝ2, avec α ⊢ m.

L’ensemble des modules simples de H′ est constitué des modules(
Dα,β(k)

)
G2 pour des partitions o-régulières α ⊢ i, β ⊢ n − i,

avec i ∈ [m + 1, n], des modules
(
Ind

A(m)

H
q
Sm,m

(k)
Dα,β(k)

)
G2, pour des

partitions o-régulières distinctes α, β, de m, ainsi que des modules(
χ+Dα,α(k)

)
G2,

(
χ−Dα,α(k)

)
G2, avec α ⊢o−reg m.

Cherchons à appliquer les méthodes précédentes pour construire les
modules projectifs indécomposables de H′. Les modules

(
Yα,β(O)

)
G2,

pour des partitions o-régulières α ⊢ i, β ⊢ n − i, avec i ∈ [m + 1, n],
constituent une partie de cet ensemble. Supposons que α est une
partition o-régulière de m. Nous avons encore que Yα,α(O)h∗

m et Yα,α(O)
sont isomorphes en tant que modules sur H

q
Sm,m

(O). Le problème pour
étendre l’action de H

q
Sm,m

(O) sur Yα,α(O) à A(m) est que zm,m n’agit
pas forcément par un scalaire sur Yα,α(O). Le lemme de Schur, entre
autres, ne peut pas être appliqué.

Donnons un contre-exemple. Supposons que zm,m (considéré
comme élément de H) agisse par multiplication par un scalaire
g(α,α)(q) ∈ O sur Yα,α(O) pour une partition o-régulière α de m.

Par extension des scalaires, zm,m (considéré comme élément de Ĥ)

agit aussi par multiplication par gα,α(q) ∈ O ⊆ K sur Ŷα,α(O). La

K-algèbre Ĥ est semi-simple, Ŷα,α(O) se décompose en la somme
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⊕

λ,µ⊢m

d(λ,µ),(α,α)Sλ,µ(K). Comme zm,m agit par fλ,µ(q) sur Sλ,µ(K), si

le couple (λ, µ) est tel que d(λ,µ),(α,α) 6= 0, alors fλ,µ(q) = g(α,α)(q). Or,
d(α,α),(α,α) 6= 0. Par conséquent, si (λ, µ) est tel que d(λ,µ),(α,α) 6= 0,
alors fλ,µ(q) = fα,α(q).

Afin de remplir les hypothèses (HBD) et de travailler avec un para-
mètre q tel que H

q
Sm

(k) ne soit pas semi-simple (nullité du polynôme de
Poincaré), supposons que n = 6 et q est un élément inversible de O qui
n’est pas une racine i-ième de l’unité pour tout i ∈ [1, n], mais q = 1
ou q est une racine primitive troisième de l’unité de k. Dans H

q
S3

(K),

Ŷ(3)(O) se décompose en S(3)(K) ⊕ S(2,1)(K) (cf. Annexe B.1). Par

conséquent, S(3),(3)(K) et S(2,1),(2,1)(K) apparaissent dans ̂Y(3),(3)(O)
(avec multiplicité 1). Or f(3),(3)(q) = q6(1 + q3)(1 + q2)(1 + q) et
f(2,1),(2,1) = q6(1+ q3)(1+ q−1)(1+ q−2) d’après [54, Théorème 3.6]. Par
hypothèse, q n’est pas racine du polynôme 1+X+X2−X4 −X5−X6

qui est le produit des polynômes cyclotomiques Φ1Φ2Φ3Φ4. Nous
en déduisons que f(3),(3)(q) 6= f(2,1),(2,1)(q) et zm,m n’agit pas par un
scalaire sur Y(3),(3)(O).

Remarque : Notons que f(3),(3)(q) = f(2,1),(2,1)(q) dans k.

Dans le cas des algèbres de groupes, nous avions également formé
les modules des algèbres sur K, k et O du groupe G(r, f, n) en fonction
des sous-modules apparaissant dans les restrictions des modules des
algèbres du groupe G(r, 1, n), notamment grâce aux espaces propres
des morphismes associateurs. Regardons ce qu’il se passe dans les
algèbres de Hecke de type B. Nous allons montrer le

Lemme 7.1.10 Pour toute partition, resp. partition o-régulière, α ⊢ i,

β ⊢ n − i, i ∈ [0, n], les modules
(
Sα,β(K)

)
Ĝ1

bh
et

(
Sβ,α(K)

)
Ĝ1, resp.

(
Yα,β(O)

)
G1

h et
(
Yβ,α(O)

)
G1,

(
Dα,β(k)

)
G1

h
et

(
Dβ,α(k)

)
G1, sont

isomorphes.

Preuve : Rappelons que pour tout i ∈ [0, n−1], j ∈ [2, n]\{n−i+1},
hi,n−iTj = T

(j)w
(n)
i

hi,n−i, soit aussi, pour tout w ∈ S(n−i,i),

hi,n−iTw = Tw′hi,n−i, pour w′ := w
(n)
n−i w, (7.1.12)
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L’élément vi,n−i vérifie aussi

vi,n−iTw = Tw′vi,n−i, pour w′ := w
(n)
n−i w. (7.1.13)

Soit α ⊢ i, β ⊢ n − i, pour un entier i ∈ [0, n]. Nous allons montrer

que
(
Sα,β(K)

)
Ĝ1 et

(
Sβ,α(K)

)
Ĝ1

bh
sont isomorphes. Quand α et β

sont des partitions o-régulières, un raisonnement analogue permet
d’établir un isomorphisme entre

(
Yα,β(O)

)
G1 et

(
Yβ,α(O)

)
G1

h et entre
(
Dα,β(k)

)
G1 et

(
Dβ,α(k)

)
G1

h
.

Tout d’abord, remarquons que les modules
(
Sβ,α(K)

)
Ĝ1

bh
et

Sβ,α(K) ⊗H
q
Sn−i,i

(K) v−n−i,iĤ sont isomorphes par le morphisme

IdSβ,α(K) ⊗ ĥ. Pour montrer l’assertion, il suffit donc de donner un

isomorphisme entre
(
Sα,β(K)

)
Ĝ1 et Sβ,α(K) ⊗H

q
Sn−i,i

(K) v
−
n−i,iĤ. Soit

isα,β l’application définie sur ce premier module à valeurs dans le
second, qui envoie (sα ⊗ sβ)⊗ vi,n−it, pour sα ∈ Sα(K), sβ ∈ Sβ(K) et
t ∈ Ĥ, sur (sβ ⊗ sα) ⊗ p−n−ihn−i,ivi,n−it. En utilisant (7.1.12), (7.1.13)
et le fait que p−n−i commute avec les éléments de H

q
Sn−i,i

(K), il vient
que isα,β est bien définie et c’est clairement un morphisme de modules
sur Ĥ. Soit l’application is′α,β définie dans le sens inverse de isα,β , dé-
terminée comme suit. L’image de (sβ ⊗ sα)⊗ v−n−i,it, pour sα ∈ Sα(K),

sβ ∈ Sβ(K) et t ∈ Ĥ, est égale à (sα⊗sβ)⊗(z−1
n−i,i)twn−i,ip

+
i hi,n−iv

−
n−i,ih.

Comme (zn−i,i)twn−i,i est un élément central de H
q
Si,n−i

(K), les argu-
ments utilisés pour justifier que isα,β est bien définie montrent que
is′α,β l’est aussi. En outre, isα,β ◦ is′α,β est l’application identité de(
Sα,β(K)

)
Ĝ1 et les espaces de départ et d’arrivée de isα,β et is′α,β ont

même dimension. Par conséquent, is′α,β est l’application réciproque de
isα,β.

Remarque : Reprenons la preuve précédente et ses notations. La
composition is′α,β ◦ isα,β est l’identité de Sβ,α(K) ⊗H

q
Sn−i,i

(K) v
−
n−i,iĤ.

Or, elle envoie (sβ ⊗ sα) ⊗ v−i,n−i, pour sα ∈ Sα(K), sβ ∈ Sβ(K), sur
(sβ ⊗ sα) ⊗ v−i,n−izi,n−i(z

−1
n−i,i)twn−i,i. Ceci implique que, pour tout i ∈

[0, n],
zi,n−i = (zn−i,i)twn−i,i.

En prenant en compte l’égalité (7.1.5), il vient aussi que, pour tout
i ∈ [0, n],

z∗i,n−i = zi,n−i.
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Considérons le cas particulier où i = m. Soit α ⊢ m. La démons-
tration du Lemme 7.1.10 fournit un isomorphisme S(Sα,α(K))cG1

de
(
Sα,α(K)

)
Ĝ1 dans

(
Sα,α(K)

)
Ĝ1

bh
qui associe à (s1 ⊗ s2) ⊗ vm,mt, l’élé-

ment (s2 ⊗ s1)⊗ vm,mhm,mp
+
m(t)ĥ, pour s1, s2 ∈ Sα(K), t ∈ Ĥ. Le carré

de S(Sα,α(K))cG1
est donc un automorphisme de

(
Sα,α(K)

)
Ĝ1 qui envoie

(s1 ⊗ s2) ⊗ vm,mt sur (s1 ⊗ s2)zm,m ⊗ vm,mt. L’application S(Sα,α(K))cG1

est donc la multiplication par le scalaire f(α,α)(q). Utilisons le même

procédé que dans le cas des groupes. Le module
(
Sα,α(K)

)
Ĝ1 restreint

à Ĥ′ se décompose en deux modules simples qui sont les espaces
propres E(S(Sα,α(K))cG1

,
√
f(α,α)(q)) et E(S(Sα,α(K))cG1

,−
√
f(α,α)(q)).

Avec des notations adaptées, si α est o-régulière, la restriction à
H′ du module sur H,

(
Dα,α(k)

)
G1, se décompose en deux modules

simples qui sont les espaces propres E(S(Dα,α(k))G1
,
√
f(α,α)(q)) et

E(S(Dα,α(k))G1
,−

√
f(α,α)(q)). Par contre, pour les modules projectifs

indécomposables de H, nous retombons sur la difficulté provenant de
ce que zm,m n’agit pas par un scalaire sur Yα,α(O). Nous ne pouvons
pas décomposer la restriction du module

(
Yα,α(O)

)
G1 à H′ en deux

modules qui soient des espaces propres pour l’associateur S(Yα,α(O))G1 .

7.2 Filtration des modules de Specht

Les arguments utilisés dans le cadre des algèbres de groupes pour
décrire les matrices de décomposition des algèbres de groupes de
type D en fonction de celles des algèbres de groupes de type B ne
peuvent être reproduits dans le cas plus général des algèbres de Hecke.
Les morphismes associateurs perdent leur caractère "universel" au
cours de la généralisation et ne permettent plus de décomposer des
modules restreints de H à H′ en fonction d’espaces propres. Aucune
imbrication d’espaces relative à des valeurs propres n’est alors possible.
Par conséquent, nous allons changer de méthode et utiliser la définition
de matrice de décomposition reposant sur les multiplicités de modules
sur H et H′. Nous donnerons une condition sous laquelle la conjecture
(GHPI) est satisfaite.
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7.2.1 Une condition pour obtenir la conjecture

Les applications associateurs sont reliées aux applications d’échange
définies comme suit.

Définition - Notation 7.2.1 Soit R ∈ {O, K, k}. Soient M1, M2,
des modules sur H

qR

Sm
(R). Considérons M1 ⊗R M2 comme un module

sur H
qR

Sm,m
(R), où qR := 1R⊗Oq. Notons

echM1,M2 : M1 ⊗R M2 → M2 ⊗R M1

m1 ⊗R m2 7→ m2 ⊗R m1

.

Si N1 ⊆ N2 sont des sous-modules de M1 ⊗R M2 stables par echM1,M2,
nous noterons echM1,M2|N2/N1, l’application echM1,M2 restreinte à N2 et
passée au quotient par N1.

Nous sommes désormais en mesure d’énoncer une condition sous
laquelle la conjecture de (GHPI) est vérifiée.

Proposition 7.2.1 Soit α une partition de m. Supposons que Sα,α(k)
admet une filtration

{0} = S0 ⊂ S1 ⊂ . . . ⊂ Ss = Sα,α(k)

stable par echSα(k),Sα(k), où chaque quotient successif est isomorphe
à un module simple Dβ,β(k), pour β ⊢o−reg m, ou à une somme de
modules simples Dµ,ν(k), pour µ, ν ⊢o−reg m, µ 6= ν, satisfaisant
la propriété suivante. Pour tout i ∈ [0, s−1], si le (i+1)-ième quo-
tient est isomorphe à Dβ,β(k), pour une partition β o-régulière de m,
alors il existe un isomorphisme isi : Si+1/Si → Dβ,β(k) tel que
isi ◦ echDβ(k),Dβ(k) = echSα(k),Sα(k)|Si+1/Si

◦ isi.
Alors, pour tout β ⊢o−reg m, nous avons les égalités suivantes

concernant les nombres de décomposition d′− de H′ et d− de H :

d′(α,+),(β,−) = 0,

d′(α,−),(β,+) = 0,

d′(α,+),(β,+) = d(α,α),(β,β),

d′(α,−),(β,−) = d(α,α),(β,β).
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Remarque : Pour α ⊢ m, le module Sα,α(k) admet une filtration
dont des quotients successifs sont les modules simples Dµ,ν(k) où µ et
ν sont des partitions o-régulières de m. Soient µ, ν de telles partitions,
Dµ,ν(k) apparaît avec la multiplicité d(α,α),(µ,ν) qui est égale au produit
des nombres de décomposition de H

q
Sm

(k), dα,µdα,ν . Donc Dµ,ν(k)
apparaît avec la même multiplicité que Dν,µ(k).

Preuve de la Proposition : Nous avons vu que S2
(Sα,α(O))G1

=

f(α,α)(q)Id(Sα,α(O))G1 . Le module
(
Sα,α(O)

)
G1 restreint à H′ se scinde

en deux modules simples qui sont les espaces propres de S(Sα,α(O))G1

associées aux valeurs propres
√
f(α,α)(q) et −

√
f(α,α)(q).

Soit Bα la O-base cellulaire du module de Specht Sα(O) qui est un
module cellulaire pour l’algèbre cellulaire H

q
Sm

(O). L’espace propre
E(S(Sα,α(O))G1 ,

√
f(α,α)(q)), resp. E(S(Sα,α(O))G1 ,−

√
f(α,α)(q)), est en-

gendré sur O par les éléments
√
f(α,α)(q)(b1 ⊗ b2) ⊗ vm,mt+ (b2 ⊗ b1) ⊗ vm,mhm,mp

+
mt,

resp.
√
f(α,α)(q)(b1 ⊗ b2) ⊗ vm,mt− (b2 ⊗ b1) ⊗ vm,mhm,mp

+
mt,

de
(
Sα,α(O)

)
G1, pour b1, b2 ∈ Bα, t ∈ H

q
Sm,m

(O). Comme Bα, resp.

Bα := {b ; b ∈ Bα}, est aussi une base cellulaire du module de Specht
Sα(K), resp. Sα(k), qui est un module cellulaire de l’algèbre H

q
Sm

(K),
resp. H

q
Sm

(k), il est clair que

̂
E(S(Sα,α(O))G1

,±
√
f(α,α)(q)) ∼= E(S(Sα,α(K))cG1

,±
√
f(α,α)(q)),

E(S(Sα,α(O))G1 ,±
√
f(α,α)(q)) ∼= E(S(Sα,α(k))G1

,±
√
f(α,α)(q)),

comme modules sur Ĥ, resp. sur H. Comme dans le cas des algèbres de
groupes, les modules sur Ĥ′, resp. sur H′, E(S(Sα,α(K)) bG1

,±
√
f(α,α)(q))

et
(
χ±Sα,α(K)

)
Ĝ2, resp. E(S(Dβ,β(k))G1

,±
√
f(α,α)(q)) et

(
χ±Dβ,β(k)

)
G2

pour β ⊢o−reg m, sont isomorphes. Dans le premier cas (sur le corps K),
ceci provient de l’isomorphisme de modules sur H′ entre la restriction de(
Sα,α(K)

)
Ĝ1 et la somme

(
χ+Sα,α(K)

)
Ĝ2⊕

(
χ−Sα,α(K)

)
Ĝ2 qui envoie

s1⊗s2⊗H
q
Sm,m

(K)vm,mt sur (s1⊗s2⊗Â(m)
v(m,m)t, s1⊗s2⊗Â(m)

v(m,m)t)

pour s1, s2 ∈ Sα(K), t ∈ H
q
Sn(K). Le morphime réciproque (au sca-

laire 2c près, pour c :=
√
f(α,α)(q)) envoie (s1 ⊗ s2 ⊗Â(m)

v(m,m)t, s′1 ⊗
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s′2⊗Â(m)
v(m,m)t′) sur c(s1⊗s2)⊗vm,mt+(s2⊗s1)⊗vm,mhmt+c(s

′
1⊗s

′
2)⊗

vm,mt
′−(s′2⊗s

′
1)⊗vm,mhmt

′ pour s1, s2, s
′
1, s

′
2 ∈ Sα(K), t, t′ ∈ H

q
Sn

(K).
Dans le second cas (sur le corps k), nous avons un isomorphisme ana-
logue. Nous en déduisons que les modules sur Ĥ′,

(
χ+Sα,α(K)

)
Ĝ2 et(

χ−Sα,α(K)
)
Ĝ2, admettent pour O-forme réduite à k, les modules

sur H′, E(S(Sα,α(k))G1
,
√
f(α,α)(q)) et E(S(Sα,α(k))G1

,−
√
f(α,α)(q)).

D’après la formule (5.2.1), pour montrer la proposition, il suffit de
montrer que d′(α,−),(β,+) (qui est égal à d′(α,+),(β,−) en tordant l’action

par g) est nul, soit encore que E(S(Dβ,β(k))G1
,
√
f(β,β)(q)) n’apparaît

pas comme facteur de composition de E(S(Sα,α(k))G1
,−

√
f(α,α)(q)).

Remarquons que le foncteur − ⊗
H

q
Sm,m

(k) em,mH est exact parce

que em,mH est un module libre à gauche sur H
q
Sm,m

(k). En effet,

em,mH = vm,mH par propriété des idempotents ei,n−i et vm,mH =

vm,mH
q
Sn

(k) par [27, Théorème 3.13]. Soit R l’ensemble des représen-
tants distingués des classes à droite de Sm,m dans Sn, i.e., les élé-
ments de longueur minimale pour chaque classe. Par [23, Lemme 2.4],
vm,mH =

⊕

w∈R

H
q
Sm,m

(k)vm,mTw. Par conséquent l’assertion sur l’exacti-

tude est satisfaite.
Supposons qu’il existe une filtration de Sα,α(k) comme dans

l’énoncé, alors
(
Sα,α(k)

)
G1 admet une filtration stable par S(Sα,α(k))G1

,
par définition de cette application,

{0} = S0 ⊂ (S1)G1 ⊂ . . . ⊂ (Ss)G1 =
(
Sα,α(k)

)
G1.

Si i ∈ [0, s− 1] est tel que (i+ 1)-ième quotient de la filtration
initiale est isomorphe à Dβ,β(k), pour une partition β o-régulière
de m, par propriété des foncteurs exacts, le (i+1)-ième quotient de
la nouvelle filtration (Si+1)G1/(Si)G1 est isomorphe à

(
Dβ,β(k)

)
G1

par l’application (isi)G1, avec un léger abus de notation. En outre,
l’égalité de départ isi ◦ echDβ(k),Dβ(k) = echSα(k),Sα(k)|Si+1/Si

◦ isi devient
(isi)G1 ◦ S(Dβ,β(k))G1

= S(Sα,α(k))G1
|(Si+1)G1/(Si)G1

◦ (isi)G1. Dans une

base adaptée à la filtration de (Sα,α(k))G1 (c’est à dire que la base est
formée d’une base de (S1)G1, complétée en une base de (S2)G1, etc.),
S(Sα,α(k))G1

admet comme matrice, une matrice triangulaire supérieure
par blocs, dont les blocs diagonaux correspondent aux matrices des ap-
plications associateurs passées aux quotients S(Sα,α(k))G1

|(Si+1)G1/(Si)G1
,

avec i ∈ [0, s−1]. En particulier, pour i ∈ [0, s−1] tel que Si+1/Si

est isomorphe à Dβ,β(k), ce bloc représente la matrice de S(Dβ,β(k))G1
.

Par conséquent, quitte à modifier la base, nous pouvons supposer
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que ce bloc est la matrice diagonale où les éléments sur la première
moitié de la diagonale sont égaux à

√
f(β,β)(q) et ceux sur la seconde

moitié sont égaux à −
√
f(β,β)(q). En considérant le carré de cette

matrice qui est la matrice scalaire f(α,α)(q)Id, il est immédiat que
f(β,β)(q) = f(α,α)(q). Par des résultats élémentaires d’algèbre linéaire,
la matrice de S(Sα,α(k))G1

peut se représenter sous la forme d’une
matrice triangulaire supérieure par bloc, où les blocs diagonaux
indexés par (i, i) pour i pair, resp. impair, sont égaux à la matrice
scalaire

√
f(α,α)(q)Id, resp. −

√
f(α,α)(q)Id, et les blocs d’indice (i, j)

avec i et j de parité différente, sont les matrices nulles. Grâce à
la forme de cette matrice, nous pouvons affirmer que le module
sur H′, E(S(Sα,α(k))G1

,−
√
f(α,α)(q)) ne peut admettre de facteur de

composition isomorphe à E(S(Dβ,β(k))G1
,
√
f(α,α)(q)).

7.2.2 Exemples vérifiant la condition de filtration

Il est légitime de se demander si la condition concernant la filtration
des modules de Specht est souvent vérifiée.

Soit α ⊢o−reg m. Supposons que dans H
q
Sm

(k), le module de Specht
Sα(k) admet une filtration de hauteur 2, i.e., il existe un paramètre
β 6= α tel que {0} ⊂ Dβ(k) ⊂ Sα(k) avec le quotient Sα(k)/Dβ(k)
isomorphe à Dα(k). Alors, Sα,α(k) admet une filtration satisfaisant les
conditions de la Proposition 7.2.1. En effet, nous pouvons former la
suite {0} ⊂ Dβ,β(k) ⊂ Sα(k) ⊗Dβ(k) ⊕Dβ(k) ⊗ Sα(k) ⊂ Sα,α(k) dont
les quotients successifs sont Dβ,β(k), Dα(k) ⊗Dβ(k) ⊕Dβ(k) ⊗Dα(k)
et Dα,α(k). Avec les notations de la proposition citée ci-dessus, is1 est
l’identité et is3 est le produit tensoriel de la surjection canonique de
Sα(k) sur Dα(k) par elle-même. La "condition d’échange" est alors
trivialement satisfaite.

Dans l’Annexe B.2, grâce au package de Specht, nous donnons des
exemples où cette dernière hypothèse est satisfaite.
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Annexe A

Résultats de programmes

A.1 Programmes

Avec le logiciel gap, version 3, ([75]), le "package" chevie permet
de travailler dans des algèbres de Hecke cyclotomiques (associées à des
groupes de réflexions complexes) ou dans des algèbres de Iwahori-Hecke
(c’est à dire dans des algèbres de Hecke associées à des groupes de Coxe-
ter). Pour ce dernier type d’algèbres, il existe des bases de type ”T”
dont les éléments sont indexés par les éléments du groupe associé.
J’ai écrit des programmes qui permettent de travailler dans des algèbres
de Ariki-Koike, en introduisant le domaine ArKAlgOps. Le package vk-
curve est à charger pour travailler dans un anneau avec des indéter-
minées q et Q (essentiellement la procédure mvp.g). Un élément de
l’algèbre de Hecke Hq,Q

r,n (R), selon la notation du Chapitre 4, admet
pour représentation interne un enregistrement à trois champs,

– un champ comp qui est un vecteur de composantes,
– un champ vcoef qui est le vecteur des coefficients associés aux

composantes,
– un champ operations égal à ArKAlgOps,

où le terme composante désigne un enregistrement à deux champs,

– un champ power qui est un vecteur de taille n à coefficients dans
[0, r−1],

– un champ sym représentant une permutation de Sn.

Une composante qui est l’enregistrement
rec(power := [i1,...,in], sym := w),

où les ij ∈ [0, r − 1], et w ∈ Sn, correspond à l’élément
ti11 . . . t

in
n Tw ∈ Hq,Q

r,n (R). L’enregistrement à trois champs décrit
précédemment permet de construire des combinaisons R-linéaires de
composantes qui sont en fait les éléments de la base de Ariki-Koike (cf.

157
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le Lemme 4.1.1). Il apparaît à l’écran comme une somme d’éléments
de la forme cL[i1,...,ir]T(w) où c est un coefficient.

Après lecture de certains fichiers, initialisés avec n = 4, r = 3, pour
les indéterminées q et Q := (u1,u2,u3), voici un succint échantillon de
quelques commandes.

gap>v1:=CreaArKel([[[2,1,1,2],(1,2,3,4),2],[[0,0,2,0],(2,4),q^(-1)]]);

(q^-1)L[ 0, 0, 2, 0 ]T((2,4))+2L[ 2, 1, 1, 2 ]T((1,2,3,4))

gap>v1 = ArKAlgOps.ArKel([2,1,1,2],(1,2,3,4),2) +

> ArKAlgOps.ArKel([0,0,2,0],(2,4),q^(-1));

true

gap>v2 := L(1) * L(2)^2 * L(3)^2 * T((1,3))^(-1);

(-1+q^-3-2q^-2+2q^-1)L[ 1, 2, 2, 0 ]+(q^-3-2q^-2+q^-1)L[ 1, 2, 2, 0]T((2,3))+\

(q^-3-2q^-2+q^-1)L[ 1, 2, 2, 0 ]T((1,2))+(q^-3-q^-2)L[1, 2, 2, 0 ]T((1,2,3))+\

(q^-3-q^-2)L[ 1, 2, 2, 0]T((1,3,2))+(q^-3)L[ 1, 2, 2, 0 ]T((1,3))

gap>v1 = ArKAlgOps.ArKel([2,1,1,2],(1,2,3,4),2) +

> q^(-1) * ArKAlgOps.ArKel([0,0,2,0],(2,4),1);

true

gap>(1,3) = (1,2) * (2,3) * (1,2);

true

gap>(2,3)*(1,2);

(1,2,3)

gap>v3 := v2 * T((1,2)) * T((1,2,3));

L[ 1, 2, 2, 0 ]

gap>v2 - v3;

(-2+q^-3-2q^-2+2q^-1)L[ 1, 2, 2, 0]+(q^-3-2q^-2+q^-1)L[ 1, 2, 2, 0 ]T((2,3))+\

(q^-3-2q^-2+q^-1)L[1, 2, 2, 0 ]T((1,2))+(q^-3-q^-2)L[ 1, 2, 2, 0 ]T((1,2,3))+\

(q^-3-q^-2)L[ 1, 2, 2, 0 ]T((1,3,2))+(q^-3)L[ 1, 2, 2, 0 ]T((1,3))

gap> v1 * v3;

La dernière commande est suivie d’un résultat qui n’est pas
reproduit ici parce que les coefficients des éléments de la base de
Ariki-Koike sont des polynômes en les variables q, u1, u2, u3, qui
rendent le résultat assez long. En simplifiant un peu les éléments à
multiplier, nous avons déjà un résultat assez compliqué.

gap>v1 := CreaArKel([[[1,0,1,0],(1,2),2],[[0,2,0,0],(2,4),1]]);

1L[ 0, 2, 0, 0 ]T((2,4))+2L[ 1, 0, 1, 0 ]T((1,2))

gap>v2 := L(3)^2 * T((2,3));

L[ 0, 0, 2, 0 ]T((2,3))

gap>v1 * v2;

(-q^4u1u2u3+2q^5u1u2u3-q^6u1u2u3)L[ 0, 0, 0, 1]+(q^3u1u2u3-3q^4u1u2u3+3q^5u1u\

2u3-q^6u1u2u3)L[ 0, 0, 0, 1]T((2,3))+(q^3u1u2u3-3q^4u1u2u3+3q^5u1u2u3-q^6u1u2\

u3)L[ 0, 0, 0,1 ]T((1,2))+(-q^2u1u2u3+4q^3u1u2u3-6q^4u1u2u3+4q^5u1u2u3-q^6u1u\

2u3)L[ 0, 0, 0, 1 ]T((1,3,2))+(q^5u1u2u3-q^6u1u2u3)L[ 0, 0, 1, 0]T((3,4))+(-q\

^4u1u2u3+2q^5u1u2u3-q^6u1u2u3)L[ 0, 0, 1, 0]T((2,3,4))+(-2q^4u1u2u3+2q^5u1u2u\

3)L[ 0, 0, 1, 0]T((1,2))+(-q^4u1u2u3+2q^5u1u2u3-q^6u1u2u3)L[ 0, 0, 1, 0 ]T((1\

,2)(3,4))+(2q^3u1u2u3-4q^4u1u2u3+2q^5u1u2u3)L[ 0, 0, 1, 0]T((1,3,2))+(q^3u1u2\
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u3-3q^4u1u2u3+3q^5u1u2u3-q^6u1u2u3)L[ 0, 0,1, 0 ]T((1,3,4,2))+(q^3u1u2+q^3u1u\

3+q^3u2u3-2q^4u1u2-2q^4u1u3-2q^4u2u3+q^5u1u2+q^5u1u3+q^5u2u3)L[ 0,1, 0, 1 ]+(\

-q^2u1u2-q^2u1u3-q^2u2u3+3q^3u1u2+3q^3u1u3+3q^3u2u3-3q^4u1u2-3q^4u1u3-3q^4u2u3\

+q^5u1u2+q^5u1u3+q^5u2u3)L[ 0, 1, 0, 1]T((2,3))+(-q^4u1u2-q^4u1u3-q^4u2u3+q^5\

u1u2+q^5u1u3+q^5u2u3)L[0, 1, 1, 0 ]T((3,4))+(q^3u1u2+q^3u1u3+q^3u2u3-2q^4u1u2\

-2q^4u1u3-2q^4u2u3+q^5u1u2+q^5u1u3+q^5u2u3)L[ 0, 1, 1, 0]T((2,3,4))+(-q^2u1-q\

^2u2-q^2u3+2q^3u1+2q^3u2+2q^3u3-q^4u1-q^4u2-q^4u3)L[ 0, 2, 0, 1]+(qu1+qu2+qu3\

-3q^2u1-3q^2u2-3q^2u3+3q^3u1+3q^3u2+3q^3u3-q^4u1-q^4u2-q^4u3)L[ 0,2, 0, 1 ]T(\

(2,3))+(2-q^-1-q)L[ 0, 2, 0, 2 ]+(3+q^-2-3q^-1-q)L[0, 2, 0, 2 ]T((2,3))+(-q^-\

2+q^-1)L[ 0, 2, 0, 2]T((2,4))+(q^3u1+q^3u2+q^3u3-q^4u1-q^4u2-q^4u3)L[ 0, 2, 1\

, 0]T((3,4))+(-q^2u1-q^2u2-q^2u3+2q^3u1+2q^3u2+2q^3u3-q^4u1-q^4u2-q^4u3)L[0,\

2, 1, 0 ]T((2,3,4))+(-1+2q-q^2)L[ 0, 2, 1, 1 ]+(-3+q^-1+3q-q^2)L[ 0, 2, 1, 1 \

]T((2,3))+(2-q^-1-q)L[ 0, 2, 1, 1 ]T((2,3,4))+(1-q^-1)L[ 0, 2, 1,1 ]T((2,4))+\

(q-q^2)L[ 0, 2, 2, 0 ]T((3,4))+(-1+2q-q^2)L[ 0, 2,2, 0 ]T((2,3,4))+qL[ 0, 2, \

2, 0 ]T((2,4,3))+(-1+q)L[ 0, 2, 2, 0]T((2,4))+(-2q^6u1u2u3+2q^7u1u2u3)L[ 1, 0\

, 0, 0]T((1,2))+(2q^5u1u2u3-4q^6u1u2u3+2q^7u1u2u3)L[ 1, 0, 0, 0]T((1,2,3))+(\

2q^5u1u2u3-2q^6u1u2u3+2q^7u1u2u3)L[ 1, 0, 0, 0]T((1,3,2))+(-2q^4u1u2u3+4q^5u1\

u2u3-4q^6u1u2u3+2q^7u1u2u3)L[ 1,0, 0, 0 ]T((1,3))+(2q^4u1u2+2q^4u1u3+2q^4u2u3\

-2q^5u1u2-2q^5u1u3-2q^5u2u3)L[ 1, 0, 1, 0]T((1,2))+(-2q^3u1u2-2q^3u1u3-2q^3u2\

u3+2q^4u1u2+2q^4u1u3+2q^4u2u3-2q^5u1u2-2q^5u1u3-2q^5u2u3)L[ 1, 0,1, 0 ]T((1,3\

,2))+(2q^2u1+2q^2u2+2q^2u3)L[ 1, 0, 2, 0]T((1,3,2))+(-q^2u1-q^2u2-q^2u3+3q^3u\

1+3q^3u2+3q^3u3-3q^4u1-3q^4u2-3q^4u3+q^5u1+q^5u2+q^5u3)L[ 1, 1, 0,1 ]T((1,2))\

+(qu1+qu2+qu3-4q^2u1-4q^2u2-4q^2u3+6q^3u1+6q^3u2+6q^3u3-4q^4u1-4q^4u2-4q^4u3+q\

^5u1+q^5u2+q^5u3)L[ 1, 1, 0, 1]T((1,3,2))+(q^3u1+q^3u2+q^3u3-2q^4u1-2q^4u2-2q\

^4u3+q^5u1+q^5u2+q^5u3)L[ 1, 1, 1, 0]T((1,2)(3,4))+(-q^2u1-q^2u2-q^2u3+3q^3u1\

+3q^3u2+3q^3u3-3q^4u1-3q^4u2-3q^4u3+q^5u1+q^5u2+q^5u3)L[ 1, 1, 1,0 ]T((1,3,4,\

2))+(2q^2u1+2q^2u2+2q^2u3-2q^3u1-2q^3u2-2q^3u3)L[ 1,1, 1, 0 ]T((1,3))+(-2+2q)\

[ 1, 1, 2, 0]T((1,3))+(q-3q^2+3q^3-q^4)L[ 1, 2, 0, 1 ]T((1,2))+(-1+4q-6q^2+4\

q^3-q^4)L[ 1, 2, 0, 1 ]T((1,3,2))+(-q^2+2q^3-q^4)L[ 1, 2, 1, 0]T((1,2)(3,4))+\

(q-3q^2+3q^3-q^4)L[ 1, 2, 1, 0]T((1,3,4,2))+(-2q+2q^2)L[ 1, 2, 1, 0 ]T((1,3))\

+(-2q^2+2q^3)L[2, 0, 2, 0 ]T((1,2))+(2q-4q^2+2q^3)L[ 2, 0, 2, 0 ]T((1,3,2))+(\

q^2-3q^3+3q^4-q^5)L[ 2, 1, 0, 1]T((1,2))+(-q+4q^2-6q^3+4q^4-q^5)L[ 2, 1, 0, 1\

]T((1,3,2))+(-q^3+2q^4-q^5)L[ 2, 1, 1, 0 ]T((1,2)(3,4))+(-2q^2+4q^3-2q^4)L[ 2\

, 1, 1, 0 ]T((1,2,3))+(q^2-3q^3+3q^4-q^5)L[ 2, 1, 1, 0]T((1,3,4,2))+(2q-6q^2+\

6q^3-2q^4)L[ 2, 1, 1, 0 ]T((1,3))

Dans le cas r = 2, j’ai exprimé la base de Ariki-Koike en fonction
de la base de type ”T” et vice-versa.

Ces procédures ont été écrites afin de calculer les matrices des
représentations régulières de zm,m (avec les notations du Chapitre 7).
En effet, nous avons vu que, dans le cas des algèbres de groupes de
type B, les automorphismes associateurs ont un caractère universel au
sens où, notamment, le carré d’un associateur est égal à l’application
identité de sa source et ceci quelle que soit la source. Le carré de
l’associateur généralisé aux algèbres de Hecke de type B est fonction de
l’action de zm,m. Pour obtenir la conjecture (GHPI), nous pouvions
légitimement nous demander ce que devenait ce caractère universel
en nous intéressant à zm,m. Comme c’est un élément de H

q
Sn

(R),
travailler dans la base de Ariki-Koike pour trouver les matrices des
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représentations régulières de zm,m, paraît naturel. Voici quelques
résultats.

A.2 Résultats

Le travail s’effectue dans H
q,(1,−1)
2,2 (R), pour un anneau R contenant

les entiers.

La matrice de la représentation régulière de zm,m, resp. hm, dans
la base de Ariki-Koike est la matrice diagonale par bloc contenant 22

fois le bloc MregzMaple, resp. MreghMaple. Il a été calculé grâce aux
implémentations vues en A.1 sous gap. Les 2 valeurs propres du bloc
MregzMaple, resp. MreghMaple, sont contenus dans le vecteur valprz,
resp. valprh. Elles ont été calculées avec Maple.

Il est clair que les éléments de valprh au carré donnent les éléments
de valprz, selon l’égalité h2

m = zm,m.

[ 2 ]

[1 + 2 q + q 0 ]

MregzMaple := [ ]

[ 2]

[ 0 1 + 2 q + q ]

[1 - q 2 q ]

MreghMaple := [ ]

[ 2 -1 + q]

[ 2]

[1 + 2 q + q ]

valprz := [ ]

[ 2]

[1 + 2 q + q ]

[q + 1 ]

valprh := [ ]

[-q - 1]

Nous avons reproduit le travail précédent dans H
q,(1,−1)
2,4 (R).

Cette fois la matrice de la représentation régulière de zm,m, resp.
de hm, est la matrice diagonale par blocs, contenant 24 blocs, chacun
égal à MregzMaple, resp. MreghMaple, qui n’est pas développé à cause
de sa dimension ((4!)2 = 242). Les vecteurs des valeurs propres valprz
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et valprh n’y sont pas non plus. C’est pourquoi nous demandons
explicitement leur valeur ainsi que les puissances au carré des éléments
de valprh pour vérifier que ce sont les éléments de valprz.

[ 24 x 24 Matrix ]

MregzMaple := [ Data Type: anything ]

[ Storage: rectangular ]

[ Order: Fortran_order ]

[ 24 x 24 Matrix ]

MreghMaple := [ Data Type: anything ]

[ Storage: rectangular ]

[ Order: Fortran_order ]

[ 24 Element Column Vector ]

valprz := [ Data Type: anything ]

[ Storage: rectangular ]

[ Order: Fortran_order ]

[ 24 Element Column Vector ]

valprh := [ Data Type: anything ]

[ Storage: rectangular ]

[ Order: Fortran_order ]

> for i from 1 to 24 do print(valprz[i]) end do;

4 5 3 2 8 7 6

3 q + 4 q + 2 q + q + q + 2 q + 3 q

4 5 8 7 9 10 6

q + 2 q + 3 q + 4 q + 2 q + q + 3 q

4 5 3 2 8 7 6

3 q + 4 q + 2 q + q + q + 2 q + 3 q

4 5 8 7 9 10 6

q + 2 q + 3 q + 4 q + 2 q + q + 3 q

4 5 3 2 8 7 6

3 q + 4 q + 2 q + q + q + 2 q + 3 q

4 5 8 7 9 10 6

q + 2 q + 3 q + 4 q + 2 q + q + 3 q

4 5 3 2 8 7 6

3 q + 4 q + 2 q + q + q + 2 q + 3 q

4 5 8 7 9 10 6

q + 2 q + 3 q + 4 q + 2 q + q + 3 q

4 5 3 2 8 7 6
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3 q + 4 q + 2 q + q + q + 2 q + 3 q

4 5 8 7 9 10 6

q + 2 q + 3 q + 4 q + 2 q + q + 3 q

4 5 3 2 8 7 6

3 q + 4 q + 2 q + q + q + 2 q + 3 q

4 5 8 7 9 10 6

q + 2 q + 3 q + 4 q + 2 q + q + 3 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

> for i from 1 to 24 do print(valprh[i]) end do;

2 3 4

-q - q - q - q

2 3 4

q + q + q + q
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2 3 4 5

q + q + q + q

2 3 4 5

-q - q - q - q

2 3 4

-q - q - q - q

2 3 4

q + q + q + q

2 3 4 5

q + q + q + q

2 3 4 5

-q - q - q - q

2 3 4

-q - q - q - q

2 3 4

q + q + q + q

2 3 4 5

q + q + q + q

2 3 4 5

-q - q - q - q

2 1/2 2

2 (q - q + 1) (q + 1) q

2 1/2 2

-2 (q - q + 1) (q + 1) q

2 1/2 2

2 (q - q + 1) (q + 1) q

2 1/2 2

-2 (q - q + 1) (q + 1) q

2 1/2 2

2 (q - q + 1) (q + 1) q

2 1/2 2

-2 (q - q + 1) (q + 1) q

2 1/2 2

2 (q - q + 1) (q + 1) q

2 1/2 2

-2 (q - q + 1) (q + 1) q
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2 1/2 2

2 (q - q + 1) (q + 1) q

2 1/2 2

-2 (q - q + 1) (q + 1) q

2 1/2 2

2 (q - q + 1) (q + 1) q

2 1/2 2

-2 (q - q + 1) (q + 1) q

> for i from 1 to 24 do print(expand(valprh[i]^(2))) end do;

4 5 3 2 8 7 6

3 q + 4 q + 2 q + q + q + 2 q + 3 q

4 5 3 2 8 7 6

3 q + 4 q + 2 q + q + q + 2 q + 3 q

4 5 8 7 9 10 6

q + 2 q + 3 q + 4 q + 2 q + q + 3 q

4 5 8 7 9 10 6

q + 2 q + 3 q + 4 q + 2 q + q + 3 q

4 5 3 2 8 7 6

3 q + 4 q + 2 q + q + q + 2 q + 3 q

4 5 3 2 8 7 6

3 q + 4 q + 2 q + q + q + 2 q + 3 q

4 5 8 7 9 10 6

q + 2 q + 3 q + 4 q + 2 q + q + 3 q

4 5 8 7 9 10 6

q + 2 q + 3 q + 4 q + 2 q + q + 3 q

4 5 3 2 8 7 6

3 q + 4 q + 2 q + q + q + 2 q + 3 q

4 5 3 2 8 7 6

3 q + 4 q + 2 q + q + q + 2 q + 3 q

4 5 8 7 9 10 6

q + 2 q + 3 q + 4 q + 2 q + q + 3 q

4 5 8 7 9 10 6

q + 2 q + 3 q + 4 q + 2 q + q + 3 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q
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8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

8 7 5 4

4 q + 4 q + 4 q + 4 q

Quand q est indéterminé, les valeurs de valprz montrent que les
morphismes associateurs généralisés aux algèbres de Hecke perdent
leur caractère "universel".



166 ANNEXE A. RÉSULTATS DE PROGRAMMES



Annexe B

Exemples sous Specht

Nous utilisons le package specht pour travailler dans des algèbres
de Hecke de type A de paramètre q. Soit H := Specht(o,p). C’est
l’algèbre de Hecke de type A sur un corps k de caractéristique p, où
q est d’ordre o. La commande DecompositionMatrix(H ,n) donne la
matrice de décomposition cellulaire de H

q
Sn

(k).

B.1 Contre-exemple

Travaillons dans H
q
S3

(k), où q = 1 dans le corps k de caractéristi-
que 3 (et l’ordre de q est égal 3) ou q est une racine primitive 3-ième
dans le corps k de caractéristique 5 (et l’ordre de q est aussi égal à 3).

gap>H := Specht(3,3);

Specht(e=3, p=3, S(), P(), D())

gap>DecompositionMatrix(H,3);

3 | 1

2,1| 1 1

1^3| . 1

gap> H := Specht(3,5);

Specht(e=3, p=5, S(), P(), D(),HeckeRing="e3p5")

gap>DecompositionMatrix(H,3);

3 | 1

2,1| 1 1

1^3| . 1

Par conséquent, dans les deux cas, le nombre de décomposition de
H

q
S3

(k), d(2,1),(3) est non nul donc D(3)(k) apparaît comme multiplicité
dans S(2,1)(k). Si k fait partie d’un système 3-modulaire ou 5-modulaire

167
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(O, K, k), et q est l’image par la surjection canonique de O dans
son corps résiduel, d’un élément inversible de O qui n’est pas une
racine i-ème de l’unité, pour i ∈ [2, n], alors S(2,1)(K) apparaît dans
K ⊗O Y(3)(O).

B.2 Exemples

A présent, nous allons donner quelques matrices de décomposition
qui permettent de vérifier la condition forte terminant le Chapitre 7
sur des filtrations de hauteur 2 de modules de Specht de H

q
Sm

(k). La
condition est vérifiée si la ligne correspondant à la partition régulière α
contient 2 coefficients 1 et des points (ou des zéros).

gap>H := Specht(3,3);

Specht(e=3, p=3, S(), P(), D())

gap>DecompositionMatrix(H,3);

3 | 1

2,1| 1 1

1^3| . 1

gap>DecompositionMatrix(H,4);

4 | 1

3,1 | . 1

2^2 | 1 . 1

2,1^2| . . . 1

1^4 | . . 1 .

gap>DecompositionMatrix(H,5);

5 | 1

4,1 | . 1

3,2 | . 1 1

3,1^2| . . . 1

2^2,1| 1 . . . 1

2,1^3| . . . . 1

1^5 | . . 1 . .

gap>DecompositionMatrix(H,6);

6 | 1

5,1 | 1 1

4,2 | . . 1

4,1^2 | . 1 . 1

3^2 | . 1 . . 1

3,2,1 | 1 1 . 1 1 1

3,1^3 | . . . 1 . 1

2^3 | 1 . . . . 1



B.2. EXEMPLES 169

2^2,1^2| . . . . . . 1

2,1^4 | . . . . 1 1 .

1^6 | . . . . 1 . .

gap> DecompositionMatrix(H,7);

7 | 1

6,1 | . 1

5,2 | 1 . 1

5,1^2 | . . . 1

4,3 | . . 1 . 1

4,2,1 | 1 . 1 . 1 1

4,1^3 | . . . . . 1

3^2,1 | . . . 1 . . 1

3,2^2 | . 1 . . . . . 1

3,2,1^2| 1 . . . 1 1 . . 1

3,1^4 | . . . . . . . 1 .

2^3,1 | 1 . . . . . . . 1

2^2,1^3| . . . . 1 . . . 1

2,1^5 | . . . . . . 1 . .

1^7 | . . . . 1 . . . .

gap> DecompositionMatrix(H,8);

8 | 1

7,1 | . 1

6,2 | . 1 1

6,1^2 | . . . 1

5,3 | . . . . 1

5,2,1 | 1 . . . 1 1

5,1^3 | . . . . . 1

4^2 | . . 1 . . . 1

4,3,1 | . . . . 1 1 . 1

4,2^2 | . 1 1 . . . 1 . 1

4,2,1^2| . . . . . . . . . 1

4,1^4 | . . . . . . . . 1 .

3^2,2 | . . . 1 . . . . . . 1

3^2,1^2| 1 . . . . 1 . 1 . . . 1

3,2^2,1| . 1 . . . . . . 1 . . . 1

3,2,1^3| . . . . . . 1 . 1 . . . 1

3,1^5 | . . . . . . . . . . 1 . .

2^4 | 1 . . . . . . . . . . 1 .

2^3,1^2| . . . . . . . . . . . . 1

2^2,1^4| . . . . . . . 1 . . . 1 .

2,1^6 | . . . . . . . 1 . . . . .

1^8 | . . . . . . 1 . . . . . .

gap> DecompositionMatrix(H,9);

9 | 1

8,1 | 1 1

7,2 | . . 1
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7,1^2 | . 1 . 1

6,3 | . 1 . . 1

6,2,1 | 1 1 . 1 1 1

6,1^3 | . . . 1 . 1

5,4 | . . . . 1 . 1

5,3,1 | . . . . . . . 1

5,2^2 | 1 1 . . 1 1 1 . 1

5,2,1^2 | . . . . . . . . . 1

5,1^4 | . . . . . 1 . . 1 .

4^2,1 | . . . . 1 1 1 . . . 1

4,3,2 | . 1 . 1 1 1 1 . 1 . 1 1

4,3,1^2 | . . . . . . . . . 1 . . 1

4,2^2,1 | . . 1 . . . . . . . . . . 1

4,2,1^3 | . . . . . . . . . . . . . 1

4,1^5 | . . . . . . . . 1 . . 1 . .

3^3 | . . . 1 . . . . . . . 1 . .

3^2,2,1 | 1 1 . 1 . 1 . . 1 . 1 1 . . 1

3^2,1^3 | 1 . . . . 1 1 . 1 . 1 . . . 1

3,2^3 | 1 1 . . . . . . 1 . . . . . 1

3,2^2,1^2| . . . . . . . . . . . . . . . 1

3,2,1^4 | . . . . . . 1 . 1 . 1 1 . . 1 .

3,1^6 | . . . . . . . . . . 1 1 . . . .

2^4,1 | 1 . . . . . . . . . . . . . 1 .

2^3,1^3 | . . . . . . . . . . 1 . . . 1 .

2^2,1^5 | . . . . . . . . . . . . 1 . . .

2,1^7 | . . . . . . 1 . . . 1 . . . . .

1^9 | . . . . . . 1 . . . . . . . . .

gap> DecompositionMatrix(H,10);

10 | 1

9,1 | . 1

8,2 | 1 . 1

8,1^2 | . . . 1

7,3 | . . 1 . 1

7,2,1 | 1 . 1 . 1 1

7,1^3 | . . . . . 1

6,4 | . . . . . . 1

6,3,1 | . . . 1 . . . 1

6,2^2 | . 1 . . . . 1 . 1

6,2,1^2 | 1 . . . 1 1 . . . 1

6,1^4 | . . . . . . . . 1 .

5^2 | . . . . 1 . . . . . 1

5,4,1 | . . . . . . . 1 . . . 1

5,3,2 | . . . 1 . . . 1 . . . 1 1

5,3,1^2 | . . . . . . . . . . . . . 1

5,2^2,1 | 1 . 1 . 1 . . . . 1 1 . . . 1

5,2,1^3 | . . . . . . . . . 1 . . . . 1

5,1^5 | . . . . . . . . . . . . 1 . .

4^2,2 | . . . . . . 1 . 1 . . . . . . 1
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4^2,1^2 | . . . . 1 . . . . 1 1 . . . . . 1

4,3^2 | . . . . 1 1 . . . . 1 . . . . . . 1

4,3,2,1 | 1 . 1 . 1 1 . . . 1 1 . . . 1 . 1 1 1

4,3,1^3 | 1 . . . . . . . . 1 1 . . . 1 . 1 . 1

4,2^3 | 1 . 1 . . . . . . . . . . . 1 . . . 1

4,2^2,1^2| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

4,2,1^4 | . . . . . . . . . . 1 . . . 1 . . 1 1 .

4,1^6 | . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . .

3^3,1 | 1 . . . . 1 . . . . . . . . . . . 1 1 .

3^2,2^2 | . . . 1 . . . . . . . . 1 . . . . . . . 1

3^2,2,1^2| . 1 . . . . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . 1

3^2,1^4 | . . . . . . . . . . . 1 1 . . . . . . . 1 .

3,2^3,1 | . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

3,2^2,1^3| . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . 1

3,2,1^5 | . . . . . . . . . . 1 . . . . . 1 1 1 . . .

3,1^7 | . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . .

2^5 | 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . .

2^4,1^2 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 .

2^3,1^4 | . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . 1 . . .

2^2,1^6 | . . . . . . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . .

2,1^8 | . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . .

1^10 | . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . .

gap> H := Specht(5,5);

Specht(e=5, p=5, S(), P(), D())

gap>DecompositionMatrix(H,5);

5 | 1

4,1 | 1 1

3,2 | . . 1

3,1^2| . 1 . 1

2^2,1| . . . . 1

2,1^3| . . . 1 . 1

1^5 | . . . . . 1

gap>DecompositionMatrix(H,6);

6 | 1

5,1 | . 1

4,2 | 1 . 1

4,1^2 | . . . 1

3^2 | . . . . 1

3,2,1 | . . 1 . . 1

3,1^3 | . . . . . . 1

2^3 | . . . . . . . 1

2^2,1^2| . . . . . 1 . . 1

2,1^4 | . . . . . . . . . 1

1^6 | . . . . . . . . 1 .

gap>DecompositionMatrix(H,7);
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7 | 1

6,1 | . 1

5,2 | . 1 1

5,1^2 | . . . 1

4,3 | 1 . . . 1

4,2,1 | . . . . . 1

4,1^3 | . . . . . . 1

3^2,1 | . . . . 1 . . 1

3,2^2 | . . 1 . . . . . 1

3,2,1^2| . . . . . . . . . 1

3,1^4 | . . . . . . . . . . 1

2^3,1 | . . . . . . . . 1 . . 1

2^2,1^3| . . . . . . . 1 . . . . 1

2,1^5 | . . . . . . . . . . . . 1

1^7 | . . . . . . . . . . . 1 .

gap>DecompositionMatrix(H,8);

8 | 1

7,1 | . 1

6,2 | . . 1

6,1^2 | . . . 1

5,3 | . 1 . . 1

5,2,1 | . . . 1 . 1

5,1^3 | . . . . . . 1

4^2 | 1 . . . . . . 1

4,3,1 | . . . . . . . . 1

4,2^2 | . . . . . 1 . . . 1

4,2,1^2 | . . . . . . . . . . 1

4,1^4 | . . . . . . . . . . . 1

3^2,2 | . . . . 1 . . . . . . . 1

3^2,1^2 | . . . . . . . 1 . . . . . 1

3,2^2,1 | . . . . . . . . . . . . . . 1

3,2,1^3 | . . . . . . . . . . . . . 1 . 1

3,1^5 | . . . . . . . . . . . . . . . 1

2^4 | . . . . . . . . . 1 . . . . . .

1 2^3,1^2| . . . . . . . . . . . . 1 . . . . 1

2^2,1^4 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2,1^6 | . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 .

1^8 | . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . .

gap>DecompositionMatrix(H,9);

9 | 1

8,1 | . 1

7,2 | . . 1

7,1^2 | . . . 1

6,3 | . . 1 . 1

6,2,1 | . . . . . 1

6,1^3 | . . . . . . 1

5,4 | . 1 . . . . . 1
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5,3,1 | . . . 1 . . . . 1

5,2^2 | . . . . . . . . . 1

5,2,1^2 | . . . . . . 1 . . . 1

5,1^4 | . . . . . . . . . . . 1

4^2,1 | 1 . . . . . . . . . . . 1

4,3,2 | . . . . . . . . 1 . . . . 1

4,3,1^2 | . . . . . . . . . . . . 1 . 1

4,2^2,1 | . . . . . . . . . . 1 . . . . 1

4,2,1^3 | . . . . . . . . . . . . . . 1 . 1

4,1^5 | . . . . . . . . . . . . . . . . 1

3^3 | . . . . 1 . . . . . . . . . . . . 1

3^2,2,1 | . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . 1

3^2,1^3 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

3,2^3 | . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . 1

3,2^2,1^2| . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . 1

3,2,1^4 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

3,1^6 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 .

2^4,1 | . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . 1

2^3,1^3 | . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . 1

2^2,1^5 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2,1^7 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 .

1^9 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . .

gap> H := Specht(3,5);

Specht(e=3, p=5, S(), P(), D(), HeckeRing="e3p5")

gap>DecompositionMatrix(H,3);

3 | 1

2,1| 1 1

1^3| . 1

gap>DecompositionMatrix(H,4);

4 | 1

3,1 | . 1

2^2 | 1 . 1

2,1^2| . . . 1

1^4 | . . 1 .

gap>DecompositionMatrix(H,5);

5 | 1

4,1 | . 1

3,2 | . 1 1

3,1^2| . . . 1

2^2,1| 1 . . . 1

2,1^3| . . . . 1

1^5 | . . 1 . .

gap> H := Specht(5,7);

Specht(e=5, p=7, S(), P(), D(), HeckeRing="e5p7")



174 ANNEXE B. EXEMPLES SOUS SPECHT

gap>DecompositionMatrix(H,5);

5 | 1

4,1 | 1 1

3,2 | . . 1

3,1^2| . 1 . 1

2^2,1| . . . . 1

2,1^3| . . . 1 . 1

1^5 | . . . . . 1

gap>DecompositionMatrix(H,6);

6 | 1

5,1 | . 1

4,2 | 1 . 1

4,1^2 | . . . 1

3^2 | . . . . 1

3,2,1 | . . 1 . . 1

3,1^3 | . . . . . . 1

2^3 | . . . . . . . 1

2^2,1^2| . . . . . 1 . . 1

2,1^4 | . . . . . . . . . 1

1^6 | . . . . . . . . 1 .

gap>DecompositionMatrix(H,7);

7 | 1

6,1 | . 1

5,2 | . 1

1 5,1^2| . . . 1

4,3 | 1 . . . 1

4,2,1 | . . . . . 1

4,1^3 | . . . . . . 1

3^2,1 | . . . . 1 . . 1

3,2^2 | . . 1 . . . . . 1

3,2,1^2| . . . . . . . . . 1

3,1^4 | . . . . . . . . . . 1

2^3,1 | . . . . . . . . 1 . . 1

2^2,1^3| . . . . . . . 1 . . . . 1

2,1^5 | . . . . . . . . . . . . 1

1^7 | . . . . . . . . . . . 1 .

gap> DecompositionMatrix(H,8);

8 | 1

7,1 | . 1

6,2 | . . 1

6,1^2 | . . . 1

5,3 | . 1 . . 1

5,2,1 | . . . 1 . 1

5,1^3 | . . . . . . 1

4^2 | 1 . . . . . . 1

4,3,1 | . . . . . . . .
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1 4,2^2 | . . . . . 1 . . . 1

4,2,1^2 | . . . . . . . . . . 1

4,1^4 | . . . . . . . . . . . 1

3^2,2 | . . . . 1 . . . . . . .

1 3^2,1^2| . . . . . . . 1 . . . . . 1

3,2^2,1 | . . . . . . . . . . . . . . 1

3,2,1^3 | . . . . . . . . . . . . . 1 . 1

3,1^5 | . . . . . . . . . . . . . . . 1

2^4 | . . . . . . . . . 1 . . . . . . 1

2^3,1^2 | . . . . . . . . . . . . 1 . . . . 1

2^2,1^4 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2,1^6 | . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 .

1^8 | . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . .

gap>DecompositionMatrix(H,9);

9 | 1

8,1 | . 1

7,2 | . . 1

7,1^2 | . . . 1

6,3 | . . 1 . 1

6,2,1 | . . . . . 1

6,1^3 | . . . . . . 1

5,4 | . 1 . . . . . 1

5,3,1 | . . . 1 . . . . 1

5,2^2 | . . . . . . . . . 1

5,2,1^2 | . . . . . . 1 . . . 1

5,1^4 | . . . . . . . . . . . 1

4^2,1 | 1 . . . . . . . . . . . 1

4,3,2 | . . . . . . . . 1 . . . . 1

4,3,1^2 | . . . . . . . . . . . . 1 . 1

4,2^2,1 | . . . . . . . . . . 1 . . . . 1

4,2,1^3 | . . . . . . . . . . . . . . 1 . 1

4,1^5 | . . . . . . . . . . . . . . . . 1

3^3 | . . . . 1 . . . . . . . . . . . . 1

3^2,2,1 | . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . 1

3^2,1^3 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

3,2^3 | . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . 1

3,2^2,1^2| . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . 1

3,2,1^4 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

3,1^6 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 .

2^4,1 | . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . 1

2^3,1^3 | . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . 1

2^2,1^5 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2,1^7 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 .

1^9 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . .

Remarques :
1. Nous vérifions que la caractéristique du corps n’a pas vraiment

d’importance. Les matrices de décomposition dépendent essentielle-
ment de l’ordre de q.
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2. Les exemples ont été choisis afin d’annuler le polynôme de
Poincaré de H

q
Sm

(k) avec l’ordre o de q impair, et en tenant compte
des possibilités du package specht. En général o ≤ m < 2o.
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Inclusion d’algèbres de Hecke et nombres de décomposition

Gwenaëlle Rassemusse Genet

RÉSUMÉ : Cette thèse comporte trois parties.
Dans la première, nous nous intéressons à la formule du commutateur d’un

groupe admettant une BN-paire scindée. Nous montrons que sous une condition
dite "condition de Lévi faible", le groupe vérifie cette formule.

Dans la seconde partie, nous étudions la conservation de la forme unitrian-
gulaire lors du passage d’une matrice de décomposition d’un module sur une
algèbre graduée à la matrice de décomposition de la restriction de ce module sur
l’algèbre effectuant la graduation et vice-versa. Nous verrons des applications pour
des algèbres cellulaires pourvues également d’autres propriétés combinatoires,
notamment des algèbres de Ariki-Koike.

Nous terminons par une partie traitant de la conjecture de J. Gruber et
G. Hiss pour les nombres de décomposition des algèbres de Hecke de type B

et D. Nous généralisons et prouvons cette conjecture dans le cas des algèbres de
groupes de réflexions complexes. Puis nous observons quels sont les problèmes de la
généralisation des méthodes utilisées lors du passage des algèbres de groupes aux
algèbres de Hecke (de type B et D). Enfin, nous donnons une condition naturelle
sur des filtrations de modules de Specht, sous laquelle la conjecture est satisfaite.

En annexe, se trouvent des exemples numériques issus de programmes
informatiques illustrant la troisième partie.
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