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Introduction

Dans cette introduction, j’expose les résultats établis dans cette
these. Celle-ci est divisée en trois parties dont la premiére est indépen-
dante des deux autres.

I Une remarque sur les (B,N)-paires scindées

La premiére partie de cette thése traite des groupes possédant une
(B,N)-paire scindée ([73], |20, §65, §69], [15], [16]). L’axiomatique des
(B,N)-paires, introduite par J. Tits dans son article [81], regroupe 'es-
sentiel des propriétés des groupes de Chevalley (cf. [17]). Les diverses
classifications de (B,N)-paires finies, (B,N)-paires scindées, selon [39] et
[82], font d’ailleurs apparaitre que, réciproquement, les groupes de Che-
valley en sont a peu prés les seuls exemples. En particulier, la formule
des commutateurs de Chevalley est, via ces classifications, toujours vé-
rifiée. Nous montrons dans cette partie, que dés que la décomposition
de Lévi (faible) a lieu, alors une démonstration élémentaire permet de
retrouver une formule des commutateurs.

Théoréme 1.5.1 Soit G un groupe admettant une (B, N)-paire scin-
dée, satisfaisant l’hypothése (de décomposition de Lévi faible) :

pour toute racine simple § € A, UNU* U,
alors il satisfait la formule du commutateur

pour toutes racines «, § € &, o # 1,
[ X, Xg] C <Xia+j5, 1>0, >0, ia+j0 € <I>>.

Les notations U du p-sous-groupe distingué maximal de B et X_
des groupes radiciels sont les notations classiques et sont rappelées au
chapitre 1. La démonstration fait intervenir principalement des consi-
dérations de convexité dans la représentation géométrique du groupe
de Weyl.



II Matrices de décomposition

La seconde partie de ce mémoire traite de matrices de décomposi-
tion de modules et d’algébres. Ces matrices permettent de relier des
représentations ordinaires et modulaires, suivant la notion introduite
par R. Brauer. Nous nous intéressons essentiellement aux matrices de
décomposition unitriangulaires (carrées) et a la conservation de cette
forme lors du passage d’une matrice de décomposition pour un module
sur une algebre graduée a la matrice de décomposition de la restriction
de ce module & une algébre qui effectue la graduation. Nous verrons

Théoréme 2.2.1 Soit (O, K, k) un systéme p-modulaire pour un nombre
premier p et un corps k algébriguement clos. Soit A une O-algébre O-

libre, de type fini, graduée sur une sous-algébre B par un groupe ré-

soluble d’ordre r premier a p. Supposons que K®p A et K®o B sont

semi-simples déployées. Soit M un module sur A possédant, a multipli-

cité pres, les mémes facteurs directs indécomposables que Ind’éRes gM.

Alors, si la matrice de décomposition de M est carrée unitriangu-
laire, il en est de méme de la matrice de décomposition de Res ‘g M.

Cette étude repose sur la théorie de Clifford décrite au chapitre 2.

Le chapitre 3 commence par un rappel sur les algébres cellulaires.
Celles-ci ont été introduites par J.J. Graham et G.I. Lehrer dans leur
article [48]. Elles sont définies & partir d’axiomes, a l'image de la cor-
respondance de Robinson-Schensted. Ainsi sont-elles pourvues de nom-
breuses propriétés combinatoires. Elles possédent notamment une ma-
trice de décomposition "cellulaire" qui est unitriangulaire. Grace au
rapport entre la matrice de décomposition "cellulaire" et la matrice
de décomposition classique d’une algébre, une version généralisée du
théoréme précédent trouve des applications dans ces algébres et dans
des algebres ot la donnée cellulaire est encore plus précise, algébres que
nous appellerons algébres fortement et trés fortement cellulaires. Les
algébres de Ariki-Koike (voir [8], [28]) sont un exemple d’algébre trés
fortement cellulaire.

Le chapitre 4 contient deux applications concrétes. La premiére
illustre le théoréme généralisant le Théoréme 2.2.1 et concerne les al-
gébres de Ariki-Koike ou plus généralement les algébres de Hecke cy-
clotomiques ([2], [5]).



Théoréme 4.1.5 Soient d, f, n des entiers naturels non nuls. Soit
(O, K, k) un systéme p-modulaire, p ne divisant pas f, et k algébri-
quement clos. Soit w € O, une racine primitive f-ieme de ['unité.
Fizons une unité q de O telle que, pour tout i € [2,n], ¢ n'est pas
une racine i-ieme de 1 et les ensembles {w'mod J(O); i € [1, f — 1]}
et {¢'mod J(O); i € Z} sont d’intersection vide. Soit une suite x =
(1,...,2q) dunités de O telles que, pour tout i € [1,d|, il existe y;
une racine primitive f-ieme de xz; et pour i, i' € [1,d], j € [0, f—1],
jA£O0sii=17, alors%#qm, Im| < n.

Alors, il existe une matrice de décomposition unitriangulaire infé-
rieure de l’algebre de Hecke ?’C’lff,n(O), associée au groupe de réflexions
complexes G(fd, f,n), qui est g-stable, g étant ’automorphisme de
conjugaison de 9%, ,(O) donné par T;.

La seconde application traite de g-algébres de Schur de type B et D,
qui sont des algébres d’endomorphismes de modules sur des algébres de
Hecke de type B et D. C’est un résultat qui a été établi par J. Gruber
et G. Hiss. Nous en donnerons & nouveau une preuve reposant sur le
Théoréme 2.2.1.

Théoréme 4.2.1 ([50, Corollaire 7.17]) Soitn € N et (O, K, k) un
systeme p-modulaire, avec k algébriquement clos et p un nombre pre-
maer impair. Soit ¢ une puissance d’un nombre premier différent de p
tel que l'ordre de g (mod p) est impair. Soit $' = 53513((9), lalgébre
de Hecke de type D de paramétre q. Alors la matrice de décomposition
de la q-algébre de Schur S(9') de type D est carrée unitriangulaire.

III Sur la conjecture de J. Gruber et G. Hiss

Le travail effectué dans la derniére partie concerne la conjecture
formulée par J. Gruber et G. Hiss pour les nombres de décomposition
des algebres de Hecke de type D et de type B, [50, §7.15|. Le probléme
est exposé au chapitre 5.

Conjecture (GHPI) Soit n un entier pair strictement positif et
(O, K, k) un systéme p-modulaire avec k algébriqguement clos et un
nombre premier p impair. Soit ¢ une puissance d’un nombre premier
différent de p tel que l'ordre e de q (mod p) est impair. Les nombres

de décomposition d’_ de f)gSZL(O), algébre de Hecke de type D de para-



meétre q, satisfont

! _ / _
() = 4oy @) = 0,

pour X et « des partitions de 5 avec o e-régulicre.

Dans le chapitre 6, cette conjecture est généralisée aux cas des al-
gébres de groupes de réflexions complexes G(r, f,n) et G(r,1,n). Avec
quelques notations et définitions combinatoires qui seront déterminées
dans ce chapitre, voici ce qui est démontré.

Proposition 6.4.1 Soit (O, K, k) un systéeme p-modulaire, pour un
nombre premier p et k algébriguement clos. Soit p := (r, f,n), pour
des entiers strictement positifs v, [ et n tels que f|r et r est premier
avec p. Sotent X un élément de L,, un sous-ensemble des compositions
de n de hauteur r, o FP7™8 X\, B X, et deux entiers i € [0,0" —1],
j € [0,0"3—1]. Notons m le plus petit commun multiple de s';, s,

Alors le nombre de décomposition de la O-algebre OG(r, f,n) para-
métré par ((8,7); (o, 1)) est nul si i # j (mod 2).

Enfin, dans le dernier chapitre de cette troisiéme partie, nous don-
nons une condition naturelle portant sur des filtrations de produit de

modules de Specht sur le corps résiduel, sous-laquelle la conjecture
(GHPI) est vérifice.

Proposition 7.2.1 Soit (O, K, k) un systeme p-modulaire pour un
nombre premier impair p et k algébriqguement clos. Soit n un entier
naturel pair, n = 2m. Soit ¢ une unité de O qui n’est pas une racine
i-ieme de l'unité pour i € [1,n] et telle que lordre o de ¢ (mod J(O))
est impair st o est fini. Soit o une partition de m. Supposons que le
produit de modules de Specht S, (k) ®y Sa(k) admet une filtration

{0} =Sy C S C...C85=38,(k)® Sa(k)

stable par Uapplication echg, k) s.(k) qui €change les composantes de
Sa(k) @ Sa(k), ot chaque quotient successif est isomorphe 4 un mo-
dule simple Dg(k) @i Dg(k), pour B F°7"8 m, ou a une somme de
modules simples D, (k) @k D, (k), pour p, v F°7"% m, p # v, et vé-
rifiant la propriété suivante. Pour tout i € [0,s—1], si le (i+1)-iéme
quotient est isomorphe & Dg(k)®k Dg(k), pour une partition o-réguliére
B de m, alors il existe un isomorphisme is; : Siy1/S; — Dg(k)®y Ds(k)



tel que is; o echpyp), Dy = €Chis, (k)50 (1) 5151/, © 8i-

Alors, pour tout 5 F°7' m, nous avons [’égalité suivante concer-
nant les nombres de décomposition d'_ de 53;1@12“ l'algebre de Hecke de
type D :

/ . /) _
Ao 1),8,-) = Aoy, (3.4) = 0-

Annexes

Dans le premier chapitre de I’annexe se trouve des résultats numé-
riques pour certaines algebres de Ariki-Koike provenant de programmes
qui effectuent des calculs, sous gap [75], dans la base de Ariki-Koike.
Ils ont été établis afin de mieux comprendre ce qui empéche la généra-
lisation de la preuve de la conjecture (GHPI) des algébres de groupes
aux algébres de Hecke.

Au second chapitre de 'annexe sont placés des résultats obtenus en
utilisant le package specht [64] sous gap. Ils permettent de donner des
exemples pour lesquels la condition de la Proposition 7.2.1 portant sur
la filtration est satisfaite.
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Chapitre 1

Formule du commutateur d’un
groupe a (B,N)-paire scindée

1.1 Introduction

Ce premier chapitre est indépendant des chapitres suivants. Il traite
de la formule du commutateur pour un groupe admettant une (B,N)-
paire scindée de caractéristique p.

La structure axiomatique des (B,N)-paires reprend 'essentiel des
propriétés des groupes de Chevalley (|17]) et est a l'origine, principale-
ment destinée & étudier ces derniers (cf. [81]). Les axiomes définissant
un tel groupe n’impliquent pas de fagon immédiate la formule du com-
mutateur. Or les groupes finis admettant une (B,N)-paire (scindée) ont
été classifiés ([39], [82]). Ce sont & peu prés tous des groupes de Che-
valley. Il est possible de vérifier que, pour chacun d’eux, la formule du
commutateur est valable. Le but de ce chapitre est de prouver que la
décomposition de Lévi implique les formules du commutateur pour les
groupes radiciels, par une méthode élémentaire et avec des considéra-
tions géométriques, sans vérification au cas par cas.

1.2 Rappels sur les (B,N)-paires, notations

En premier lieu, donnons quelques définitions sur les groupes a
(B,N)-paire.

Définition - Notation 1.2.1 Une (B,N)-paire (ou un systéme de Tits)
est la donnée d’un groupe G et de deux sous-groupes B et N tels que

17



18 CHAPITRE 1. FORMULE DU COMMUTATEUR

(BN1) : G est engendré par B et N,
(BN2) : T:=BNN est distingué dans N,

(BN3) : le quotient W := N/T est engendré par un ensemble S d’in-
volutions satisfaisant

(BN4) : pour toutw € W, s € S, sBw C BwB U BswB,
(BN5) : pour tout s € S, sBs # B.

W est appelé le groupe de Weyl de la (B,N)-paire.

Remarque : Dans la définition, ainsi que dans la suite, nous effec-
tuerons le léger abus de notation qui consiste & utiliser des éléments
de W et non leurs représentants dans N, quand cela a un sens. Par
exemple, Bw := B ne dépend pas du représentant (a gauche ou a
droite) de w € W, ici w € N, puisque T est distingué dans N et T est
un sous-ensemble de B.

Définition - Notation 1.2.2 Une (B,N)-paire, notée, selon la défi-
nition précédente, sous la forme du quadruplet (G,B,N,S) est dite
scindée de caractéristique p, pour un nombre premier p, si et seule-
ment Si

(SC1) : G est un groupe fini,

(sC2): () B"=T,
weWw

(SC3) : B admet une décomposition en produit semi-direct B = UT
ou U< B, U est un p-groupe et T est un p’-groupe abélien.

Désormais, nous supposerons que (G, B, N,S) est un groupe a
(B,N)-paire scindée de caractéristique p, comme dans la Défini-
tion - Notation 1.2.2.

Conservons la notation W pour désigner le groupe de Weyl de la
(B,N)-paire scindée (G, B, N, S). Le couple (W, S) est alors un systéme
de Coxeter (|20, Théoreme 65.9], [73, Théoréme 1.6]). Le groupe de
Coxeter W admet une representation géométrique (fidele) dans un
espace euclidien F de dimension |S|. Ceci permet d’identifier W & un
groupe fini de réflexions (|20, Théoréme 64.28|, [73, Théoréme 1.7]).
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Définition - Notation 1.2.3 Soit ® le systéme de racines associé
a W, i.e., les vecteurs unitaires orthogonaux aux hyperplans fizés par
les réflexions de W.

Soit A un systéme fondamental pour ®, choisi de fagon a ce que
les réflexions fondamentales {ss; 0 € A} correspondent aux éléments
de S (|20, 64.A, Théoréme 1|, |73, Théoréme 1.7]).

Désignons par £ la longueur dans W relativement a S et notons
wo ’élément de plus grande longueur. Pour tout § € A, Xs est le
sous-groupe radiciel U N U™0%,

Rappelons trois résultats provenant de la structure axiomatique
définissant une (B,N)-paire (scindée de caractéristique p).

(R1)(|20, Proposition 69.2]) : Soit v € ®, v = w(d) pour certains
0 A, weW. Alors X, :="X; est bien défini au sens ot ce groupe
ne dépend que de v et est non-trivial.

(R2) (|20, Proposition 69.2] ou |73, Théoréme 3.3 par récurrence) :
Il existe une suite (1, ...,7yn) formée des N := {(wq) racines positives
distinctes de @ telle que U est égal au produit X, ... X, . Si v e &F,
alors X_, NU = {1} =UNU".

(R3)(|73, Lemme 2.3]) : Soient w € W, s € S tels que
lws) =L(w)+ 1, alorsUNUY CUNU>.

Avec les notations introduites, nous sommes désormais en mesure
d’énoncer la formule du commutateur.

Pour toutes racines «, f € ®, a # +0,
[Xa, X5 € (Xiarjp; >0, >0, ia+j3ed). (1.2.1)

Remarque : Supposons que la condition (SC1) n’est pas satisfaite
mais que
(SCT1’) : W est un groupe fini,
(sC2): (] B"=T,
weW
(SC3’) : pour tout g € G, UN B CU.



20 CHAPITRE 1. FORMULE DU COMMUTATEUR

Il est alors possible d’établir les relations (R1), (R2), (R3), et par
conséquent d’appliquer les raisonnements effectués ci-dessous.

1.3 Décomposition de Lévi

Maintenant que les notions utiles, relatives aux (B,N)-paires ont
été données, faisons quelques commentaires sur les rapports entre la
décomposition de Lévi et la formule du commutateur (1.2.1).

Pour tout groupe possédant une (B,N)-paire scindée, la for-
mule (1.2.1) est utilisée pour vérifier les décompositions de Lévi.
Rappelons en quoi consistent ces décompositions.

Soient I C S, un sous-ensemble de réflexions fondamentales,
Wi =< I > le sous-groupe de W engendré par ces réflexions, wry,
son élément de plus grande longueur, N; le sous-groupe de N conte-
nant T tel que N;/T = W} et Py le sous-groupe parabolique standard
BW;B qui admet une (B,N)-paire : (P;, B, Ny, I) (cf. |20, §65.C|). No-
tons encore Ly, le sous-groupe engendré par certains groupes radiciels
et T,

Ly =<T, X,;ve€d>,

et Uy, le sous-groupe engendré par des groupes radiciels,
Ur:=<X,; v€0\0f >,
oll ®; est le sous-ensemble des racines associé a Wi et <I>}r =0T NP,

Par le Lemme 1.4.1, cité ci-dessous,

U =UNnU".

La décomposition de Lévi permet d’exprimer P; sous la forme d’un
produit semi-direct Py = Uy x Ly. D’aprés la formule du commutateur,
U est normalisé par L;, donc par Py, en observant que P; est engendré
par L[ et U I-

En effet, utilisons 'expression (1.2.1) ainsi que des considérations
sur les racines. Nous obtenons que, si @ € ®;, f € ®T\®;, alors
[Xo, X5] C Uy. Comme Uj est clairement normalisé par T, Ly norma-
lise Uj.

Ceci montre que la décomposition de Lévi vient en vérifiant que U; est
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normalisé par le groupe engendré par les groupes radiciels X,,, a € @7,
(soit U N U™ ™1 en appliquant le Lemme 1.4.1) ou encore en vérifiant
que Uy est distingué dans U d’aprés le rappel (R2).

Suivant ce qui vient d’étre dit, la formule du commutateur (1.2.1)
implique la relation

pour tout I C S, UNU" «U, (1.3.1)

en particulier en choisissant I sous la forme d’un singleton, la for-
mule (1.2.1) entraine la relation, plus faible a priori,

pour tout § € A, UNU* «U. (1.3.2)

N. Tinberg ([80]) a montré que sous I'hypothése (1.3.2), il est
possible d’obtenir l’expression (1.3.1), i.e., la propriété de décom-
position de Lévi, en utilisant des méthodes élémentaires. Dans la
suite de ce chapitre, nous allons prouver un peu plus, a savoir que la
"décomposition de Lévi faible" (1.3.2) implique la formule du commu-
tateur (1.2.1). Nous procéderons également de fagon élémentaire, sans
utiliser la classification des (B,N)-paires ou le cas du rang 2 (exposé
dans |FS|) en nous basant sur des considérations de convexité dans
I’espace de représentation des réflexions de W.

Remarque : Terminons cette présentation du probléme par une
remarque concernant la validité de l'expression (1.3.2). Si tous les
sous-groupes radiciels X5, § € A, sont d’ordre p, alors la relation (1.3.2)
est toujours vérifiée.

Preuve : Fixons 0 € A. Rappelons que Ugsy = U NU%. Avec (R2)
et le Lemme 1.4.1, U = U5y X5 et Uy N X5 = {1}. L'indice [U : U]
est égal & | X;|, soit par hypothése & p. Ainsi, Ugsy <« U et la formule
(1.3.2) est satisfaite grace a I’affirmation suivante. Si H; est un groupe
fini possédant un sous-groupe propre H, d’indice p, ou p est le plus
petit diviseur premier de l'ordre de Hy, alors H, est distingué dans
Hy, par un résultat classique de théorie des groupes.

1.4 Premiers résultats

Dans cette partie, nous donnons des résultats préliminaires qui
seront utilisés dans la preuve du théoréme final. Avant de les énoncer
et de les prouver, introduisons deux notations.
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Définition - Notation 1.4.1 Si E’ est un sous-ensemble de [’espace
euclidien F,

X(E)=(X,; 7€ E'Nn®).

Si A est un sous-ensemble de W, non-vide,

VA = ﬂUw

La proposition suivante montre comment exprimer V4 pour A sous-
groupe non-vide de W, en fonction des groupes radiciels X,y € ®.
Dans cette perspective, nous avons d’abord besoin du

Lemme 1.4.1 Soient des racines positives distinctes vi, ..., Ym, POUr
un entier m strictement positif, et une réflexion w € W. Pour tout
i € [1,m], soit x; € X, \{1}. Alors x1z5...2z, € U, si et seulement
si, pour tout i € [1,m], la racine w(~;) est positive.

Preuve : L’implication "indirecte" est claire. Si pour tout ¢ € [1,m],
w(y;) € ®F, alors, pour tout i € [1,m], Xy, ="X,, C U par (R2).

Prouvons I'implication "directe" par récurrence sur ¢(w).

Si w =1, c’est trivial avec (R1).

Si w = ss pour une racine fondamentale §, nous devons vérifier
que 0 n’apparait pas dans {7, ; ¢ € [1,m]}. Supposons au contraire qu’il
existe ig € [1,m] tel que § = ;,. Alors, pour tout ¢ € [1,m], i # i,
ss(7;) € @ par hypotheése sur les v;, j € [1,m]. En appliquant I'impli-
cation "indirecte" déja vérifice, xq ... z;,—1 € U et 2541 ... Ty € U,
Ainsi, z;,, € U N X5 C U NU™* = {1} par (R2). Ceci contredit
I’hypothése faite sur x;,.

Siw € W tel que (w) > 1. Ecrivons w = w'ss pour certains
w' € Wetde A avec f(w') =L(w) —1. Par (R2),UNUY CUNU*.
Nous venons de voir que pour tout i € [1,m], ss(7;) € ®*. Pour tout
i € [1,m], posons 7} := ss(7i) et x} := ;% € X, pour un représentant
ss € N de sg. Le résultat vient en appliquant I’hypothése de récurrence
axhalh. ..ol e U, 1
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Proposition 1.4.2 Pour tout ensemble non-vide A C W, V4 = X (U ,)
ot Uy = {y € ®; pour tout w € A, w(y) € ®*t}. En outre, Uy est
aussi le sous-ensemble {y € ®; X, C Vy}.

Preuve : Supposons que 1 € A de sorte que W, C ®*. Choisis-
sons Vi, ..., Ym € P comme dans (R2). L’ensemble W, est égal
a {vi,.-.,%,} pour certains indices 1 < i; < --- < i, < m. Tout
reVy CU, sécrit x = xy...x, avec z; € X,,, pour tout ¢ € [1,m]. Le
Lemme 1.4.1 implique que z; = 1 quand ~; & W4, donc Vy = X (W ,).
Il est alors clair que ¥4 C {y € ®; X, C V4}. Mais si v € ® est
tel que X, C Vy, alors v € ®* par (R1) et (R2). Selon le lemme
cité ci-dessus, il vient que v € W 4. La derniére égalité de ’énoncé est
prouvée.

Supposons, maintenant, que 1 ¢ A. Choisissons a € A et posons

A" = Aa~! C W. Appliquons ce que nous venons juste de montrer
a A’ qui contient 1. Cela permet de conclure puisque V4 = V4@ et
U, = a~ ' A |

A présent, passons a trois résultats géométriques, indépendants de
la théorie des (B,N)-paires. Le premier est une légére adaptation du
théoréme de séparation des convexes convenant a nos besoins.

Lemme 1.4.3 Soient U un ensemble fini de E\{0} et C' un cone
conveze fermé de E tel que CN—C = {0}. Soit F le sous-ensemble du
dual EV de E, F:={f € EY; f(C\{0}) CR%, 0 & f(V)}. Alors,

C= /&)U {0}

feFr

Preuve : L’inclusion directe est claire. Pour 'autre inclusion, soit
x & C( donc x # 0). Nous allons trouver une forme linéaire f telle que
F(C\0}) CRY, f(z) <0 et 0 f(D)
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que z est de norme 1.
Sir > 0, soit C}, resp. D,, le cone ouvert engendré par les éléments
de la boule unité qui se trouvent & une distance strictement inférieure
a r, des éléments de C, resp. de z. Il est clair que, pour r suffisamment
petit, C, N D, = (. Par hypothése sur C, il est possible de séparer
C\{0} et —C\{0} par un hyperplan passant par 0. Pour r petit, il est
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facile de voir que cet hyperplan sépare C,. et —C,., donc C, N —C, = (.
Choisissons r assez petit de facon a ce que C, N D, = C, N —C, = (.
Prenons un hyperplan qui sépare les ouverts convexes C, et D,.
Il passe par 0 de fagon évidente. Ceci nous dit que l’ensemble
G :={f e EY; f(C\{0}) C R%, f(z) < 0} est non-vide. De plus,
G est clairement un ouvert de EY (G est défini par des "conditions
ouvertes") et que l'ensemble {f € G; 0 € f(V)} # G parce que V¥ est
fini. Ainsi, le sous-ensemble de G, {f € G; 0 & f(¥)}, est non-vide, ce
qui prouve I’assertion. ]

Ce lemme permet d’établir une correspondance entre les sous-
ensembles "convexes" de ® et des sous-groupes de G comme suit.

Proposition 1.4.4 Soit C' une cone fermé convere de E tel que
C N —C ={0}. Notons A(C) :={weW;CN®Cw (d")}. Alors,
(i) CN® = Yy avec les notations de la Proposition 1.4.2,
(i) X(C) = V.

Preuve : L'inclusion C N ® C Wy o) = ﬂ w™H(PT) est triviale.
weA(C)
Dans l'autre sens, selon le Lemme 1.4.3, C N ® = ﬂ f_l(Ri) N o
feF
ou F est l'ensemble formé des f € EY vérifiant f(C\{0}) C R% et
0 ¢ f(®). Pour un tel f, f~'(R%) N ® définit un nouvel ensemble
de racines positives de ®, donc un nouveau systéme fondamental
([20, p. 554]). Par transitivité de W sur les systémes fondamentaux,
il existe wy € W tel que f7'(RY) N & = w;l(q)*). Clairement,
wy € A(C). Ainsi, C N @ est égal a l'intersection ﬂ wj?l(CI)Jr) qui
feF
contient ﬂ w' (@) i.e. Wy ). Nous avons obtenu l'implication
weA(C)
inverse cherchée et 'assertion (i).
L’ensemble X (C') est égal a X(Wa«)) par (i), soit Vac) par la
Proposition 1.4.2, d’ou la seconde égalité (ii). I

Grace a cette correspondance, il vient le

Corollaire 1.4.5 Soient C' et D deuz cones convexes fermés vérifiant

CN—-C={0} et DN—=D = {0}. Alors, X(C)NX(D)=X(CND,).
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Preuve : D’aprés la Proposition 1.4.4 (ii), X(C) N X (D) est égal
a VA(C) N VA(D) = VA(C)UA(D); soit encore a X(\IJA(C)UA(D)) par la
Proposition 1.4.2. Or, ¥ 4cyua(p) est égal a U 4y NV 4(p), encore égal
a CNDN® selon la Proposition 1.4.4 (i). Ceci prouve I’égalité cherchée.

1.5 La formule du commutateur

Nous sommes a présent en mesure de donner le résultat principal
de ce chapitre.

Théoréme 1.5.1 Soit G un groupe admettant une (B,N)-paire
scindée de caractéristique p qui satisfait la condition de décomposition
de Lévi faible (1.3.2), alors il vérifie la formule du commutateur (1.2.1).

Preuve : Pour tout sous-ensemble fini Y C E. désignons par C(Y)
le cone convexe fermé engendré par Y. Si y, z € E, nous utiliserons
I'abréviation C(y, z) pour C({y, z}).

Supposons que G vérifie I'hypothése (1.3.2). Soient @ € A et
p € & o # (3. Le groupe Uy est égal a Vi 4.y par définition,
donc égal & X (W ,,3) selon la Proposition 1.4.2 et X3 C U, selon
cette méme proposition, puisque ¥y .3 = ¢H\{a}. Or &M\{a} =
O N C(P*T\{a}) parce que toute combinaison linéaire positive de ra-
cines positives qui est une racine est une racine positive et parce que,
« étant une racine fondamentale, a ne s’exprime pas comme combinai-
son linéaire positive de plusieurs éléments de ®* (|20, 64.A, preuve du
Corollaire 64.10]). Par conséquent, Uy = X (C(®T\{a})).

Comme X, C U, la formule (1.3.2) implique que [X,,Xjs] C
[(Xa, Ugay] € Ugqy. Par ailleurs, X, et Xz sont des sous-groupes de
X (C(a,B)) done [X,, X5 € X(C(a,p)). Les deux cones convexes
fermeés C(®T\{a}) et C(a, ) satisfont C N —C = {0}, par pro-
priété des racines posives. Le commutateur [X,, Xjs] est inclus dans
Uy N X (C(a, B)) = X(C(@T\{a})) N X (C(a, B)) d’apres ce qui pré-
cede, soit X (C(a,ﬂ)\{a}) par le Corollaire 1.4.5. Finalement, nous
avons obtenu que, pour tout a« € A, € dT\{a},

(X, X5 € X(C(a, B)\{a}). (1.5.1)

Siae Aet e d\{—a}, la relation (1.5.1) est aussi vérifice.
En effet, nous appliquons le travail fait ci-dessus & wgsy(@) € A et
wosa(B) € @, pour obtenir 'analogue de l'inclusion (1.5.1) faisant
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intervenir les racines wps, () et wos,(f). Puis nous conjuguons les
sous-groupes obtenus dans cette derniére relation par s,wg € W.

Enfin, si « et 3 sont des racines quelconques, non-proportionnelles,
il existe w € W tel que w(a) € A. Appliquons 'un des deux cas
précédents a w(«a) et w(F). Il vient que

[Xuta)s Xu(p)] € X (Cw(a), w(B))\{a}).

En conjugant ensuite les groupes intervenant dans cette relation, nous
montrons que U'expression (1.5.1) est satisfaite pour toutes racines «,
(8 non-proportionnelles.

Echangeons maintenant les roles de « et (3, racines non-
proportionnelles,

[Xa, X5] € X (C(a, B)\{5}).

Par conséquent,

[Xa, Xg] € X(Cla, B)\{o}) N X (C(a, B\{B})-

En considérant le plan engendré par « et 3, il est clair que chaque en-

semble ®N{C(a, B)\{a}}, 2N{C(a, B)\{B}} et 2N{C(c, B)\{cv, B} },

peut s’écrire N C ou C est un cone convexe fermé vérifiant CN—C' =
{0}. Le Corollaire 1.4.5 implique alors que

X(Cla. B)\{a}) N X (Clon B\{B}) € X (Clov. B)\{a B).

La formule du commutateur (1.2.1) est démontrée. 1



Convention

Désormais, jusqu’a la fin de la thése, nous adopterons les "conven-
tions anglaises". A savoir :

— Une application sera notée a droite de 1’élément qu’elle trans-
forme. Par conséquent, les compositions d’applications sont &
lire de gauche & droite. Ceci est notamment valable pour les
permutations.

— Toutes les algébres seront considérées comme des R-algebres
libres de type fini, pour un anneau R commutatif intégre. Tous
les modules utilisés seront des modules a droite, sauf indication
contraire, sur des R-algébres A comme précisées ci-avant. Ils
seront supposés libres de type fini (sur R). Nous noterons
mod(A), la catégorie de tels modules.

Ces choix ont été faits afin d’assurer une cohérence avec les
principales références et applications, notamment du Chapitre 4.
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Deuxiéme partie

Matrices de décomposition
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Chapitre 2

Matrices de décomposition de
modules induits et restreints

Le but de ce chapitre est d’étudier les relations entre la matrice de
décomposition d’'un module sur une algébre graduée et la matrice de
décomposition de ce module restreint a la sous-algébre effectuant la
graduation. Sous certaines hypothéses, nous allons observer que si la
premiére matrice est carrée unitriangulaire, alors la seconde 1’est aussi,
et réciproquement. En fait, nous donnerons un théoréme plus général
qui affirme que si la premiére est "stable" unitriangulaire, alors la
seconde l'est aussi et réciproquement, pour des notions de stabilité
appropriées.

Commencons par quelques rappels.

2.1 Rappels

2.1.1 Algébres graduées

Définition - Notation 2.1.1 Soient S un groupe fini, noté multipli-
cativement, R un anneau commutatif, A une R-algebre de type fini en
tant que R-module. Une famille {As}ses de sous-modules sur R de A,
est appelée un systéme de Clifford S-gradué si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1. AgAy = Ay (en tant que produit de modules),

2. pour chaque s € S, il existe une unité as € A telle que
As = asAl = A1a57

31
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3. A se décompose en la somme @AS, cette décomposition sera
ses
dite graduée,
4. 1€ A

Une R-algébre satisfaisant ces conditions est appelée une R-algébre
graduée par S sur A; (19, §11)).

Supposons que le groupe S paramétrant les indices de la décomposi-
tion graduée est un groupe cyclique d’ordre r, pour r € N. L’algébre A
est une R-algeébre graduée par un groupe cyclique d’ordre r, sur (la
sous-algébre) A;, de méme unité que A, s'il existe une unité a € A,
telle que ad; = Aja, a" € A et A= Da’A,.

A une graduation effectuée par un groupe cyclique, il est possible
d’associer deux automorphismes.

Définition - Notation 2.1.2 Soient un entier r strictement positif
et un anneau commutatif R contenant une racine primitive r-iéme
de lunité w. Soit A une R-algébre graduée par un groupe cyclique
d’ordre r, sur une sous-algébre Ay : A = @ a’Aq, pour une unité
s€[0,r—1]
a € A, telle que aA; = Aja et a” € A;.
A une telle décomposition graduée sont associés deux automorphismes,

un automorphisme hf;‘)/)Al de A, défini sur a®A; comme égal a w*ldgs 4, ,
pour tout s € [0,7—1], et un automorphisme 91(4?/14 de Ay qui est la

conjugaison par a, qui envoie a; € A, sur a”la;a.

Relations entre les radicaux de A et A;

Supposons que R est un corps.

Soit A une R-algebre graduée comme dans la Définition - Nota-
tion 2.1.2. Si J(—) désigne le radical de Jacobson, nous avons une
premiére relation entre les radicaux des algébres A; et A,

r—1

P I(A)e’ C J(A). (2.1.1)

J=0
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Afin de prouver 'inclusion précédente, montrons d’abord que
J(Ay) = AN J(A). (2.1.2)

L’idéal de Ay, Ay N J(A), est nilpotent, donc Ay N J(A) C J(A4,).
L’idéal J(A;) annule tout module simple V sur A car la restriction
de V a A; se décompose en une somme de modules simples sur A;.
Par propriété du radical, J(A;) C J(A) et 'égalité (2.1.2) est satisfaite.

L’idéal J(A) est bilatére et I'unité a € A normalise A;. L’expression
de J(A;) en (2.1.2) implique que

r—1
En utilisant la graduation de A, A = @aj Ay, il est clair que
5=0

r—1
@aj J(Ap) est un idéal bilatére de A. Il est nilpotent, donc inclus
=0
dans J(A) et I'inclusion (2.1.1) est démontrée. 1

Remarque :
Si A est semi-simple, J(A) = {0}. D’apres (2.1.1), J(A;) = {0} donc
I’algébre A; est aussi semi-simple.

Supposons maintenant que le corps R satisfait 'hypothése (HSS).

Hypothése (HSS) : Pour tout module simple N de A;, le module
induit N ®4, A est un module semi-simple sur A.

Montrons que sous la condition (HSS), linclusion (2.1.1) est en
fait une égalité, i.e.,

é}l a/ J(A) = J(A). (2.1.4)

Soit z € J(A), * = ag+aja+---+a,_1a" " pour certains éléments
a; € Ay, i € [0,7—1]. Soit N un module simple sur A;. Par hypothése
et propriété du radical,  annule N ®4, A. Donc, pour tout n; € N,

r—1 r—1
i € [0,7—1], la somme (Z n;®a, ai)(z a; o) est nulle. En particulier,
i=0 =0
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nous obtenons que, pour tout j € [0,r—1], a; annule N. Comme N est

un module simple arbitraire sur Ay, a; € J(A;), pour tout j € [0,r—1],
r—1

et v € @ a’ J(A;). Nous avons montré I'égalité (2.1.4). 1
=0

Remarques :

1. A partir de I'égalité (2.1.4), nous obtenons 'équivalence suivante :
sous la condition (HSS), A est semi-simple si et seulement si sa sous-
algebre A; I'est aussi. Plus généralement,

dimpA/J(A) = rdimgA, /J(A,). (2.1.5)

2. Dans la suite, nous montrerons que les corps dont la caractéris-
tique ne divise pas r satisfont la condition (HSS).

Par contre, I'hypothése (HSS) n’est pas toujours satisfaite si la
caractéristique du corps divise r comme nous I’observons dans le contre-
exemple suivant.

Soit G := (Cy)?, o1 Cy est le groupe cyclique d’ordre 2, Cy = {1, ¢},
et H={(1,1), (c,¢)}. Soit k le corps & deux éléments. Il est clair que
kG est Cy-graduée sur kH. Une décomposition graduée est :

kG = kH & (¢, 1)kH.

Comme l’algébre d’un p-groupe en caractéristique p admet un unique
module simple, la k-algébre kG, resp. kH, admet un unique module
simple kSg, resp. kSy, ou Sg = Zx, resp. Sg == Zx, de dimen-

el z€H
sion 1. Supposons que le module induit Sy ®y kG est semi-simple.

Comme il est de dimension 2, il est isomorphe a 2 kSg. Soit f un tel
isomorphisme. 11 vérifie (Sy @xp (¢,1))f = (Sg ®pn (1,1)) f(c, 1) par
kG-linéarité, soit (SH Qg (1, 1))f d’apreés l'action de kG sur 2kSg.
Nous en déduisons que f n’est pas injective, ce qui est en contradiction
avec 'hypotheése faite sur f. |

2.1.2 Matrices de décomposition

Afin de donner les définitions de matrices de décomposition, nous
avons besoin de la

Définition - Notation 2.1.3 Le triplet (O, K,k) est un systéme
p-modulaire si O est un anneau de valuation discréte complet, K est
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son corps de fraction de caractéristique 0, k est son corps résiduel
de caractéristique p. Il est dit neutralisant pour une (’)A—algébre A, si
l'algebre des endomorphismes d’un module simple sur A = K ®o A,
resp. sur A = k Qo Ai est isomorphe a K, resp. a k, soit encore
Ualgebre quotient A/J(A), resp. A/J(A), est isomorphe & un produit
d’algébres de matrices a coefficients dans K, resp. k.

Nous allons nous placer sous les hypothéses (HMD).

Hypotéses (HMD) : Soient (O, K, k) un systéme p-modulaire neu-
tralisant pour A, une O-algébre (libre de type fini sur O).

Supposons que K ®¢ A est semi-simple.

Les définitions de matrices de décomposition sont les suivantes.

Définition - Notation 2.1.4 Sous les hypotéses (HMD), la ma-
trice de décomposition de l'algebre A est la matrice Dec(A) = (D;;)
ou 1, resp. j, parcourt l’ensemble des classes d’isomorphismes des
sous-modules simples de K ®o A, resp. de k ®o A, et D;; représente
la multiplicité de j dans k @0 E;, ou E; est une O-forme de 1.

Remarque : Des résultats classiques montrent que la multiplicité
D;; ne dépend pas du choix de la O-forme de ¢ (|10, Proposition 1.9.6]).

Définition - Notation 2.1.5 Sous les hypotéses (HMD), soit M
un module sur A. La matrice de décomposition du module M est
la matrice Deca(M) = (D;j) ou i, resp. j, parcourt l’ensemble des
classes d’isomorphismes des sous-modules simples de K ®o M,
resp. des facteurs directs indécomposables de M, et D,;; représente
la multiplicité de i dans K ®oY;, pour un représentant Y; de la classe j.

Remarques :

1. 1l est facile de voir que la matrice de décomposition du module
régulier A, est égale & la matrice de décomposition de l'algebre A :
Decy(A4) = Dec(A), (cf. [10, Proposition 1.9.6] ou [44, Exemple 4.3|).
Reprenons les indices utilisés pour définir la matrice de décomposition
de A. Le coefficient D;; est aussi égal a la multiplicité de i dans le
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relevement a O de la couverture projective de j tensorisé par K. Ceci
justifie I’assertion précédente.

2. Une autre relation entre les matrices de décomposition d’algébres
et les matrices de décomposition de modules est la suivante. Avec
les hypotheéses et notations ci-dessus, Decy(M) = Dec(End ,(M)).
La bijection entre les modules indécomposables, resp. simples, est
induite par le foncteur Hom 4 (M, —), resp. Homgga(K @0 M, —), (|44,
Lemme 4.5]).

2.2 Premier théoréme

Ces premiers rappels effectués, nous allons énoncer un théoréme
afin de justifier les notations, définitions et hypothéses qui apparaissent
a la section suivante. Voici le premier résultat décrivant une relation
entre la matrice de décomposition d’'un module sur une algébre graduée
et celle du module restreint a la sous-algébre déterminant la graduation.

Théoréme 2.2.1 Soit (O, K,k) un systeme p-modulaire pour un
nombre premier p et un corps k algébriguement clos. Soit A une
O-algebre O-libre, de type fini, graduée sur une sous-algébre B par
un groupe résoluble d’ordre r premier a p. Supposons que K ®p A et
K ®o B sont semi-simples déployées. Soit M un module sur A possé-
dant, a multiplicité prés, les mémes facteurs directs indécomposables
que Ind 4Res 3 M.

Alors, si la matrice de décomposition de M est carrée unitriangu-
laire, il en est de méme de la matrice de décomposition de Res’éM.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous employons a prouver ce
théoréeme. Plus exactement, le Théoréme 2.2.1, dans le cas particulier
ou l'algébre A est graduée sur B par un groupe cyclique, est une
conséquence d’un théoréme un peu plus général affirmant que si I'une
des matrices de décomposition est, ce que nous appelerons stable
unitriangulaire, alors il en est de méme de 'autre. Notamment, si I'une
des matrices de décomposition est carrée unitriangulaire, alors I'autre
matrice l'est aussi. Le Théoréme 2.2.1, pris dans son cadre général,
s’obtient par récurrence.
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2.3 Second théoréme

2.3.1 Quelques notions de stabilité

Soient R un anneau de valuation discréte complet (par exemple un
corps), L une R-algébre et h un automorphisme d’algébre de L.

Selon des notations classiques, pour tout module N sur L, N est
le module sur L de méme espace sous-jacent que N et ou l'action de
L est tordue par h. A savoir, 'action de L sur N" est donnée par
n*l:=n(l)h, pour tout I € L, n € N.

Supposons qu’il existe un entier r strictement positif, tel que pour
tout module N sur L, N et N* sont isomorphes.

Il est possible de faire agir le groupe cyclique C, =< ¢ > sur l'en-
semble des classes d’isomorphismes des modules sur L. Si s € [0, 7—1] et
N est un module sur L, ¢ envoie la classe d’isomorphismes contenant
N sur celle contenant N

Définition - Notation 2.3.1 Soit N un module sur L.

Nous noterons o(h, N) le cardinal de la C,.-orbite via h de la classe
d’isomorphismes de N.

N sera dit h-stable si N est isomorphe @ N, i.e., o(h, N) = 1.

N sera appelé h-quasi-stable si N est une facteur direct de N

pour tout facteur direct indécomposable Ny de N.
o(h,N)—1

Désignons par Xj, n le module h-stable, X n = @ N

J=0

Rappelons qu’une matrice D = (d;;) de taille n x m est
unitriangulaire inférieure si n > m et pour tout i € [1,n], j € [1,m],
sij > ialors d;; =0,
si j =1 alors d;; = 1,
unitriangulaire supérieure si ¢’est la matrice transposée d’une matrice
unitriangulaire inférieure.

Nous pouvons alors donner la nouvelle

Définition - Notation 2.3.2 Soit (O, K, k) un systéme p-modulaire
neutralisant pour une O-algébre A, libre de type fini sur O, avec
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A=K ®o A semi-simple. Pour tout module M sur A et tout auto-
morphisme h € End (M), la matrice de décomposition D := Dec(M)
de M, de taille n, X n., est dite h-stable unitriangulaire sz

D est unitriangulaire inférieure (n, > n.) et pour tout module
simple V' sur A qui correspond & un indice de ligne s € [1,n.|, resp.
s € [ne+1,n,|, alors VIE®oM correspond a un indice de ligne s' € [1,n.],
resp. s € [n.+1,n,], ou

D est unitriangulaire supérieure (n, < n.) et pour chaque facteur
direct indécomposable Y de M qui correspond a un indice de colonne
s € [1,n,], resp. s € [n, + 1,n.], alors Y" correspond & un indice de
colonne s' € [1,n,], resp. s € [n, +1,n,].

Remarque : Dans le cas particulier ot D est une matrice carrée
unitriangulaire et M est un module h-quasi-stable, la condition de
h-stabilité pour D est automatiquement vérifiée.

2.3.2 Second théoréme

Commencons par citer les hypothéses sous lesquelles les résultats
énoncés dans le second théoréme sont vérifiés.

Hypothéses (H) : Soient 7 un entier strictement positif et (O, K, k)
un systéme p-modulaire pour un nombre premier p ne divisant
pas 7 et k algébriquement clos.

Soit w une racine primitive r-iéme de O.

Soit A une Q-algébre (libre de type fini) graduée sur une sous-
algébre B par un groupe cyclique d’ordre r :
r—1
A= @aiB, pour une unité a € A, aB = Ba, a" € B,
i=0

d’automorphismes associés h := hf:’/)B pour A, g := gg/) 4 bour B,

avec K ®pn A et K ®» B semi-simples déployées.

Remarques : Supposons que les hypothéses (H) sont satisfaites.

1. L’entier r est inversible dans O. En effet, il existe des entiers
u, v tels que ru = 1 — pv avec p € J(O), le radical de de Jacobson
de O, puisque k = O/J(O). Par propriété du radical, r est inversible.
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2. Le corps k étant supposé algébriquement clos, de caractéristi-
que p, O admet une racine primitive r-iéme de 'unité, selon le lemme

de Hensel.

Donnons & présent le théoréme principal du chapitre dont le
théoréme 2.2.1 est une conséquence. Nous en verrons des applications
dans le chapitre 4.

Théoréme 2.3.1 (Théoréme principal) Supposons que les hypo-
theses (H) sont satisfaites. Soit M un module sur A, h-quasi-stable.
Si la matrice de décomposition D := Decs(M), est h-stable
unitriangulaire, alors la matrice de décomposition D' := Decg(Res M)
est g-stable unitriangulaire. De plus, si D est carrée, D' l’est aussi.

Avant de donner des corollaires de ce théoréme, nous développons
certains résultats utiles a la preuve.

2.4 Premiers résultats

Nous conservons les hypothéses (H) de 2.3.2. Nous y ajoutons la
notation,

Définition - Notation 2.4.1 Notons — := K ®0 —.

Commencons par énoncer quelques propriétés vérifies par les
foncteurs d’induction et de restriction.

2.4.1 Restriction et induction

Dans cette sous-section, les algeébres A et B ne sont pas nécessaire-
ment semi-simple déployées et k£ n’a pas besoin d’étre algébriquement
clos.

Considérons les foncteurs adjoints de restriction et d’induction des
catégories de modules sur A et B, resp. sur A et B. Afin de simplifier
les notations, nous les désignerons indifféremment par Res et Ind,

Res — : mod(A) — mod(B), Ind — = — ®p A : mod(B) — mod(A),
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ou,

-~ ~

Res — : mod(A) — mod(B), Ind— = — ®5 A : mod(B) — mod(A).
D’une part, pour tout module N sur B, I'isomorphisme de modules
r—1
sur B qui envoie n ®@p a € ResInd N sur (n *_; ;) cpor1] € @Ngﬂ,
=0

r—1
pour n € N, a = Zajbj et b; € B, x_; désignant 'action de B
sur N9’ montre que

r—1
ResInd N = @9 N¥'. (2.4.1)

J=0

Par ailleurs,

Proposition 2.4.1 Pour tout module L sur A, les modules Ind Res L

r—1
hi .
et @ L" sont isomorphes.
Jj=0

Preuve : Par définition, Ind Res L est isomorphe au module

L ®A (AAB) ®B (BAA)7

r—1
donc aussi a @ L®4 A" parce qu'il existe un isomorphisme de (A, A)-
5=0
bimodules : ,
aAp ®p nA, = AV (2.4.2)
§=0

L’isomorphisme énoncé s’en déduit.
Montrons l'assertion (2.4.2). L’algébre A est libre de type fini
sur O, donc la sous-algébre B l'est aussi. Il existe by,...,bs € B

tels que B = @Obi. Avec la graduation de A sur B, il vient
i=1

que {bia;i; € [1,s], ig € [0,7—1]} est une O-base de A et que

B = {b,a”®@pa; i, € [1,s], is,i3 € [0,7—1]} est une O-base de

A®pA.

r—1
Soit le O-homomorphisme f : AQgA — @Ahg défini sur la base B

j=0
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par (bilai2 Xp ai3)f = (u}jig’bz‘lai2+i3)j€[07r_1], pour ig,iQ c [0,7"—1],
iy € [1,s]. Il est facile de vérifier que f est un homomorphisme de
(A, A)-bimodules en utilisant la base de A donnée ci-haut. Pour un

choix approprié de l'ordre des éléments des bases de A®p A et de
r—1

@Ahj, la matrice de f est la matrice diagonale par blocs, chaque
=0
bloc étant une matrice de Vandermonde (w*)o<; j<,—1. Le déterminant
de f est alors, au signe prés, det(f) = i( H (W' — wj))rs. Mais,
0<i<j<r—1

H (1 —w?) = r est une unité de O (cf. la premiére remarque
1<j<r—-1
suivant les hypothéses (H)). Ceci permet de conclure que f est un
(A, A)-isomorphisme et I'assertion (2.4.2) est vérifiée. |

Remarques :

1. Donnons une conséquence immédiate de la Proposition 2.4.1.
Dans le Théoréeme 2.3.1, il est équivalent de supposer que M est
h-quasi-stable ou que M admet les mémes facteurs directs indécompo-
sables (a multiplicité prés) que le module Ind Res M.

2. Soulignons que la preuve de la Proposition 2.4.1 est aussi valable
dans le cas ot O est remplacé par un corps de caractéristique nulle ou
premiére a r de sorte que r soit une unité de ce corps.

Grace a cette proposition, adaptée au corps R = K ou R = k, la
condition (HSS) de la sous-section 2.1.1 est vérifiée pour R (voir la
formule (2.4.5) du Lemme 2.4.2 ci-apreés).

Terminons cette sous-section en donnant quelques relations entre
les foncteurs de restriction ou d’induction et les modules h-stables ou
g-stables.

Si N est un module sur B, alors Ind N est h-stable. C’est im-
médiat en considérant ’application qui envoie n®pa € Ind N sur
n®p(a)h € (Ind N)* pour n € N, a € A.

Un autre résultat facile est que les modules Ind N et Ind (N?) sont
isomorphes. Ceci est justifié en utilisant le morphisme qui applique
n®pa € Ind N sur n®paa € Ind (NY), avec n € N, a € A.

De méme, si L est un module sur A, alors Res L est g-stable.
C’est clair en utilisant le morphisme qui a [ € Res L fait correspondre
I'élément [a € (Res L)Y.
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Par ailleurs, de facon triviale, les restrictions & B des modules L
et L" sont isomorphes puisque h restreint & B est I’application identité.

A présent, passons a d’autres relations obtenues en utilisant la
théorie de Clifford.

2.4.2 Théorie de Clifford

Aux hypothéses (H) de 2.3.2 et aux notations de la Section 2.3,
ajoutons les notations suivantes.

Définition - Notation 2.4.2 La multiplicité du module simple U
dans un module V' (comme facteur de composition) quand U et V' sont
des modules sur A, resp. B, sera notée [V : U] .

La multiplicité d’un facteur direct indécomposable U dans un

module V' quand U et V sont des modules sur A ou B sera également
notée [V : U].

Commencons par énoncer un résultat préliminaire.

Lemme 2.4.2 Soit Y un module indécomposable sur A et W un fac-
teur direct indécomposable du module restreint ResY . Alors, nous
avons les deux égalités suivantes :

MdW :Y] = [ResY : W], (2.4.3)

G o y) — ImdW:Y][Res¥ s W], (2.4.4)

ainsi que les deux isomorphismes

IndW = [IndW :Y]E,y, 4.
ResY = [ResY : WX, w. (2.4.6)

Preuve : Le module induit Ind W est un facteur direct de Ind Res Y.
Par la Proposition 2.4.1,

r—1
r

IndResY = (PY" = ——_%, . (2.4.7)
urt o(h,Y)
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La h-stabilité de Ind W implique alors I'isomorphisme (2.4.5). Mainte-
nant, d’une part,
r—1
,

ResInd W = P WY & ———% 1. (2.4.8)

D’autre part, ResInd W = [Ind W : Y] o(h,Y)Res Y. Donc, le module
g-stable ResY satisfait la relation (2.4.6) et I'égalité (2.4.4) est vérifice.

Soit Fy l'algebre d’endomorphismes Endg(ResY’). En utilisant la
décomposition (2.4.6), nous pouvons introduire les idempotents 7,
de Fy qui correspondent aux projections canoniques :

—1 [ResY:W

o(g,W) ]
=2 > me
=0 t=1

L’image de ResY par m;; est isomorphe a W9 pour tout entier
Jj €10,0(g,W)—1] et t, 1 <t <[ResY : W]. Comme l'idéal J(O)F,
est nilpotent, le théoréme de relévement des idempotents fournit une
correspondance bijective entre les idempotents primitifs 7;, € Fj
et leurs images 7, par la surjection canonique Fy — Fy pour la
k-algebre quotient I} := Fy/J(O)F,. Cette correspondance conserve
les équivalences entre les idempotents et leur caractére primitif. Une
seconde fois, utilisons l'existence d’un relévement des idempotents
de Fy = Fy/J(Fy) a Fy. Les idempotents primitifs 77, € Fy et
leurs images 77, € Fy sous la surjection canonique Fj — Fy sont en
correspondance bijective.

Le corps k est algébriquement clos. Le lemme de Schur implique
que pour tout j, t, 7, Fy7}, (qui est isomorphe a l'algebre d’en-
domorphismes Endgy (7}, Fy) par propriété des idempotents), est
isomorphe a k. Par conséquent, F{/ est un produit de o(g, W) copies
de T'algébre de matrices Matresy.w(k) et la dimension sur k de Fy
est dim F)/ J(F}) = o(g, W)([ResY : W])2

Soit F' 'algébre d’endomorphismes End4(Ind ResY’). Par [20, Pro-
position 11.14|, F' est graduée par un groupe cyclique d’ordre r sur Fj
donc F':= F/J(O)F lest sur F{. Avec le rappel 2.1.1 sur les radicaux
des algebres graduées, dimpF’'/J(F') = ro(g,W)([ResY : W]
Par ailleurs, un raisonnement analogue a celui effectué au pa-

ragraphe précédent, avec F = EndA(WE;Ly) a la place de
2

Fy = Endp([ResY : W]E;w), montre que dimF'/J(F') = 5555

En comparant les deux dimensions obtenues ci-dessus pour F'/J(F"),
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il vient que swimyy = ([ResY @ W])? puis en utilisant I'éga-
lité (2.4.4), nous obtenons la premiére égalité (2.4.3). 1

Remarque : Dans la proposition précédente, supposons que le travaii
s’effectue sur K et non plus sur O, i.e., pour Y un module simple sur A
et W un facteur direct indécomposable de sa restriction ResY'. Alors,
avec une preuve analogueA, n’utAilisant pas le théoréme de relévement des
idempotents, parce que A et B sont supposées semi-simples déployées,
nous établissons les deux égalités suivantes :

dW :Y] = [ResY : W], (2.4.9)

= mdW:Y]ResY:W],  (24.10)
o(g,W)o(h,Y)

ainsi que les deux isomorphismes

IndW = [IndW:Y]Zﬁy, (2.4.11)
ResY

[ResY : W|Z5w. (2.4.12)

I

Avant de passer plus avant, remarquons que si le corps K est _assez

gros, la restriction de A & B de tout sous-module simple de Res M est
sans multiplicité.

Grace au Lemme 2.4.2, nous pouvons déja observer le

Corollaire 2.4.3 Sous l’hypothése (H), pour un module M sur A, les
trois affirmations suivantes sont équivalentes.

(C1) : La restriction de A & B de tout sous-module simple de M est
sans multiplicité.

(C2) : Si V est un sous-module simple de ]\/4\, alors il existe un mo-
dule T' sur B tel que ZE,V = IndT.

(C3) : Si U est un sous-module simple de Res M\, alors il existe un
module S sur A tel que Y51 = Res S.

Preuve : En utilisant les résultats du Lemme 2.4.2 ainsi que la
remarque qui lui succede, il est évident que la condition (C1) implique
les deux conditions (C2) et (C3).

Supposons a présent que I'hypothése (C2) est satisfaite. Soit U, un
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sous-module simple de la restriction Res V. Le module somme directe
[IndU : V|55, est isomorphe d’une part, au module induit Ind U,
selon l'expression (2.4.11), et d’autre part, a [IndU : V]IndT, par

hypotheése. En considérant les restrictions de A & B des deux derniéres

r—1
expressions, il vient que la somme @ U9 est isomorphe a la somme
§=0
r—1 _
IndU : V] @ng selon (2.4.1). Les modules sur B, U et T, étant
§=0

simples, nous en déduisons que [IndU : V] = 1, soit [ResV : U] =1
par le Lemme 2.4.2. Par conséquent, la condition (C1) est vérifiée.
Un raisonnement analogue au précédent permet de montrer que
sous 'hypothése (C3), la condition (C1) est satisfaite.
Finalement, les énoncés (C1), (C2), (C3) sont équivalents. |

En fait, si le corps K est assez gros, les conditions du Corol-
laire 2.4.3 sont remplies. Le lemme suivant précise ce que l’expression
"K assez gros" signifie.

Lemme 2.4.4 Sous I’hypothése (H), pour un module M sur A, si la
condition (C4), resp. (C5), suivante est satisfaite, alors les conditions
équivalentes (C1), (C2) et (C3) le sont aussi.

(C4) : Si 'V est un sous-module simple de M, il existe un isomor-
phisme de modules sur A t:V — Vh tel que tv = caldy pour
un élément c € K et o := o(h, V).

(C5) : Si U est un sous-module simple de Res ]/\4\, il existe un tsomor-
phisme de modules sur E, s:U — U7, tel que sc omg—r = koldy
pour un élément k € K, ot 0 := 0(q,U), mg—r est la multi-
plication a droite par a™" et a est identifié a l’élément 1 x®@pa € A.

Preuve : Supposons qu’il existe un scalaire ¢ comme dans (C4).
Posons t' := ﬁ, alors t'* = Idy et ResV est la somme

r_q
ResV & P Ker(t' — w*Idy). (2.4.13)

=0

C’est un isomorphisme de modules sur B car t est un morphisme de
modules sur A et h|z est Iidentité de B.

Comme pour tout v € V, a € A, (v.a)t = (v)t.(a)ﬁ", il est facile de



46 CHAPITRE 2. MATRICES DE DECOMPOSITION

voir que si x est un vecteur propre de t’ pour la valeur propre w®, alors
za! est un vecteur propre de ' pour la valeur propre w°@*t7) pour tout
entier j. Donc, si i € [0, 2—1], le module espace propre Ker(t' — w“"I(}V‘)
est isomorphe au module Ker(t' — Idy)a’ donc aussi a Ker(t' —Idy )9 ',
en tant que modules sur B. En introduisant ces relations dans (2.4.13),
la restriction Res V' s’écrit sous la forme

r_1

ResV & @ Ker(t' — Idy)?

i=0
Par conséquent, Res V' se décompose en un nombre de modules simples
sur B supérieur a Z. Par ailleurs, les formules (2.4.9), (2.4.10) et
(2.4.12) montrent que la restriction Res V' se décompose en un nombre
de modules simples égal a % divisé par la multiplicit¢ de V' dans le
module induit par un sous-module simple de Res V', donc un nombre
inférieur a . Par comparaison, ce nombre est - et le module induit

par tout sous-module simple de ResV est sans multiplicité. Selon
I'égalité (2.4.9), la condition (C1) est satisfaite.

A présent, SUpposons que I'hypothése (C5) est vérifiée. Posons
s' = 2, alors s'e = mg. Définissons un K-homomorphisme p : A

Endk(X50) sur la graduation de A. Pour tout j € [0,7—1] qui s’écrit
j = do+d avec d un entier positif, d’ € [0,0—1] et (uy,...,u,) € X0,
(ur, ..., uo)((0’)p) =

((ud/ﬂ)sld? R (UO)Slda (Ul)S/dH, R (Ud/)S/dH).

Sibe E, I’action de (b)p sur un élément (uq,...,u,) € X5 est celle
de b sur cet élément. A savoir,

(ur,. .., uo)((b)p) = (w1 %0 b, ..., U *o_1b),

ott Paction de B sur U? est désignée par *;, pour j € [0,0—1]. En
considérant 'action de B dans U pour toutes les composantes de la
somme Yg 17, (u1, ..., uo)((b)p) s'écrit alors

(ur, -y u0) (0)p) = (wib,ua(b%), ..., ue(b™ ).

Quelques manipulations calculatoires montrent que p est un homo-
morphisme d’algébres entre A et Endg(X50). Il est alors clair que
Paction de B sur Y5 u peut étre étendue en une action de A sur
Y5 u. Par conséquent, il est possible de considérer le module sur é,
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Y5, comme la restriction d'un module sur A. La condition (C3) du

Corollaire 2.4.3 est remplie, ainsi que les conditions équivalentes (C1)
et (C2). |

Remarque : Sous I'hypothése (H) de 2.3.2, I’algébre A\, resp. E, est
supposée déployée. Par définition, avec les notations du Lemme 2.4.4,
il existe un élément cy, resp. cv, du corps K tel que 1’automorphlsme
de modules to de V., resp. s¢ o m_q de U, est égal & cylIdy, resp.
cyldy. Si K est assez gros, il contient une racine Z-iéme de cy, resp.

cy, pour o := o(ﬁ, V), resp. 0 := o(g, U).

Apres ces observations sur l'absence de multiplicité valable si le
corps K est assez gros, donnons un autre corollaire du Lemme 2.4.2.
En fait, il vient facilement la

Proposition 2.4.5 Soit = représentant 0 ou ~ de facon a ce que

T=as  =0etx=s ~ = ", pour un élément x. Soit
S

M = @ SZJ\N/[Z- une décomposition de M pour des entiers s et s; stricte-
i=1

ment positifs et {M;; i € [1,s]} un ensemble complet de (représentants
de classes d’isomorphismes de) facteurs directs indécomposables de M
non-isomorphes deuxr a deuz. C@gjsissons un sous-ensemble minimal
J C [1,s] tel que les orbites des M;, j € J, sous laction de C, via h,
forment une partition de {]\4Z7 i€ [1 s|}. Pour tout i € [1 s], soit N;
un facteur direct indécomposable de la restriction de Res M

Alors, {NJ}»’, je Jielooh, N])—l]} est un ensemble complet de

facteurs directs indécomposables non-équivalents de Res M.
De plus, pour chaque i € [1,s],
Ind N; 2 [Ind N; : Mi] S5 37 et Res M; 2 [Res M; : Nj|S. 5,

avec
r

= [Ind N, : M][Res M, : Ny,
o(g, Ni)o(h, M;)

[Ind N; : M;] = [Res M, : N,

Remarque : Le but de cette proposition est d’expliciter un ensemble
complet de facteurs directs indécomposables de Res M, resp. de
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sous-modules simples de Res M , en fonction d’'un ensemble complet
de facteurs indécomposables de M, resp. de sous-modules simples de
M , ainsi que de donner certaines relations entre eux. En fait, nous
aurions pu donner une proposition analogue décrivant les facteurs
directs indécomposables de M, resp. les sous-modules simples de M ,
en fonction des facteurs directs indécomposables de Res M, resp. des
sous-modules simples de Res M.

Preuve : Nous utilisons les notations de I'énoncé de la Proposi-
tion 2.4.5 et la prouvons pour M = M.

Le lemme 2.4.2 donne les égalités citées a la fin de I’énoncé.

Chaque facteur direct indécomposable de Res M apparait dans
la décomposition de Res M; pour un certain i € [1,s]. Il est alors
isomorphe a N;¥ pour un j € [0,0(g, N;) —1] par (2.4.6). Supposons,
maintenant, que les restrictions de M; et de M; ont un facteur direct
indécomposable en commun. Par (2.4.5) et le théoréme de Krull-
Schmidt, M; and M; appartiennent & la méme orbite. Lorsque deux
modules sont dans la méme orbite, ils ont des restrictions isomorphes.
La proposition est prouvée pour M. L

Le méme type d’argument s’applique aussi au cas M = M. |

2.5 Conservation de la forme unitriangulaire

Le but de cette section est de prouver le Theoréeme 2.3.1. Nous
nous plagons sous les mémes hypothéses et nous conservons les mémes
notations.

Une matrice de décomposition d’'un module ne permet pas de tenir
compte des multiplicités des facteurs intervenant dans ce module.
Sans perte de généralité, pour la preuve du Theoréeme 2.3.1, nous
travaillerons sous ’hypothése :

M est supposé h-stable.

2.5.1 Stabilité et permutations

Rappelons une notation classique.
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Définition - Notation 2.5.1 Notons &,,, resp. Gy, le groupe
symétrique a m €éléments, resp. le groupe symétrique des éléments m,
m+1,..., n, pour des entiers strictement positifs m et n avec n > m.

Dans cette partie, nous établissons des relations entre la h-stabilité
de la matrice de décomposition D de M et certaines permutations.
Pour cela, nous avons besoin d’autres notations.

Soit une décomposition de M, resp. de M ,

M = Pmy, (2.5.1)
=1

M = P nvi, (2.5.2)
=1

pour des entiers m, m;, resp. n, n;, strictement positifs et un ensemble
complet {Y;; i € [1,m]}, resp. {V;;j € [1,n]}, de facteurs directs
indécomposables non-isomorphes deux a deux. Nous supposons que,
pour tout ¢ € [1,m], resp. j € [1,n], le module Y}, resp. V;, correspond
a la colonne 7, resp. ligne j, de D, selon la Définition - Notation 2.1.5.

Par hypothese, M est h-stable. Nous introduisons les permutations
suivantes.

Il existe deux permutations 7 € G,, et 0 € G,, telles que :

pour tout 7 € [1,m], Y =Y, (2.5.3)

pour tout j € [1,n], V' =V,. (2.5.4)

Les permutations 7" et o¢” sont les applications identités des
groupes symétriques parce que h" est I’application identité.

Il est clair qu’il existe une correspondance bijective entre les cycles
de 7, resp. de o, (dans sa décomposition en cycles a supports disjoints)

et les orbites de C, via h, resp. ﬁ, sur les classes d’isomorphismes
des Y;, i € [1,m], resp. des V;, i € [1,n]. A savoir, si (i1,4a,...,1s)
est un tel cycle de 7, resp. de o, il lui correspond l'orbite formée des
classes d’isomorphismes de Y;,, Y;,,..., Y, resp. de V;,, V,,,..., V...
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Remarque : Nous pouvons traduire la h-stabilité de la matrice
de décomposition D de M en fonction des deux permutations qui
viennent d’étre introduites. Si D est unitriangulaire inférieure de taille
n X m, alors o se décompose comme le produit de deux permutations
0 = 0102 avec 01 = O|m € G et 02 = O|ptin] € Spniim. Si D
est unitriangulaire supérieure de taille n x m, alors 7 se décompose en
le produit de deux permutations 7 = 717 avec 7 = 7|1, € Gy, et
72 = Tlint1m) € Spyrm

Les permutations o et 7 sont liées entre elles selon le

Lemme 2.5.1 Supposons que D est h-stable unitriangulaire de taille
n X m. Si D est unitriangulaire inférieure, resp. supérieure, alors

Olm) =T, resp. |, = 0.

Preuve : Par récurrence, montrons que pour tout ¢ € [1, min(n,m)],
(1)o = (i)7. Supposons que D est unitriangulaire inférieure.
Dans la premiére étape, nous traitons le cas de l'indice m. Le
module )//,; est isomorphe au module V,, & @djm\/j selon la forme
j>m

de D. En tordant laction de A par 'automorphisme h, Y{(n; est
isomorphe & V()0 @ @ djmV(j)e par définition de 7 et de 0. La forme
j>m
de D implique que Y{,,), est aussi isomorphe & V), @ @ djim)r V-
j>(m)7

Selon la remarque précédent I’énoncé de ce lemme, V{,,; n’apparait

pas dans la somme @ djmV(j)o- Finalement, (m)r = (m)o.
j>m

Supposons que i € [1,m—1] et (m)T = (m)o, (m—1)7 = (m —1)0,

., (i+ 1)1 = (i+ 1)o. Par la forme de D, les modules sur A, Y; et

Vi ® @dﬁvj, sont isomorphes. Avec une argumentation semblable

j>i

—_

a celle développée dans la premiere étape, Y(;, est isomorphe d’une
part a Vi), ® @dﬁv(j)g et d’autre part a Vi), @ @ d;j@i)-V;j. Mais
J>i i>0)T
Vii)» n’apparait ni dans la somme @dﬁv(j)g selon la remarque citée

j>m
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ci-dessus, ni dans la somme @ d;;iVij)» d’aprés I'hypothese de
1<j<m
récurrence. En conclusion, (i)7 = (i)o. La récurrence est démontrée.
Le cas ou D est unitriangulaire supérieure se traite avec un
raisonnement analogue. 1

Remarque : Le bloc de taille ¢ X ¢ pour ¢ = min(n, m), dans le coin
supérieur gauche de D établit une correspondance bijective entre les
{Vi;iel,c}etles {Yi;i€[l,c}:Y; < Vi pour chaque ¢ € [1,¢].
Considérons maintenant la correspondance entre les cycles de o, resp.
de 7, et les C,-orbites des {V;;i € [1,c]}, resp. des {Yi; i € [1,c]}.
Le Lemme 2.5.1 dit que h conserve l’ensemble des correspon-
dances {Y; < V;;i € [1,c]} au sens ou, si i € [1,¢], h transforme la

correspondance Y; < V; en la correspondance Yih = Yy < Ve = Vf.

2.5.2 Preuve du Théoréme 2.3.1

Preuve : Nous utiliserons les résultats de la Proposition 2.4.5
adaptés aux notations (2.5.1), (2.5.2). Pour tout entier ¢ € [1,m)],
resp. ¢ € [1,n], fixons W;, resp. U;, un facteur direct de la restriction
ResY;, resp. Res V.

Supposons que D est unitriangulaire inférieure (donc n > m).

Premiérement, montrons que sous les hypothéses (H), pour tout
entier 7 € [1,m],
[ResY; : W;] = [ResV; : Uy]. (2.5.5)

Soit un entier 7 € [1,m] tel que pour chaque entier j, 77(i) < i. En
restreignant 'isomorphisme de modules sur A

2’ =V, @ @ d;iV;
j=it1

a un isomorphisme de modules sur B, nous obtenons que

—

[ResY; : Wil¥,w, = [ResV;:U|¥50, ®

D dilResV; : Uj]S50,.  (25.6)

j=i+1
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Avec le choix particulier de i et le Lemme 2.5.1, les modules U?S pour
s € [0, o(g, U;)—1], apparaissent uniquement dans la somme des 5, du
membre de droite de I'isomorphisme précédent. Un tel module dlSODS

U; 9 pour j € [0, 0(g, U;)—1], apparait comme facteur direct de VVZ, sinon
aucun module de ce type n’apparait comme facteur direct du membre

de gauche de (2.5.6). Par conséquent, en considérant le nombre de U?J
dans chaque membre de (2.5.6), il vient que

[ResV; : U;] > [ResY; : Wi (2.5.7)

De méme en comptant le nombre de modules simples appartenant a
{U? ; s €10,0(g,U;)—1]}, nous avons que

[Res V; : Uilo(g,U;) > [ResY; : Wilo(g, W5).
En utilisant les formules (2.4.3), (2.4.4), (2.4.9) et (2.4.10), I'inégalité
précédente s’écrit
r - T
o(h, V))[ResV; : U;] — o(h,Y;)[ResY; : Wi’

soit encore,

[ResV; : U;] < [ResY; : Wi,

parce que o(h Vi), égal au cardinal du cycle de o contenant i, et o(h, Y;),
égal au cardinal du cycle de 7 contenant i, sont égaux, d’apres le
Lemme 2.5.1. En comparant avec (2.5.7), nous en déduisons que

[ResV; : U;] = [ResY; : W;]. (2.5.8)

En outre, (2.5.8) est valable pour tout ¢ € [1,m], parce que, pour tout
s € [0,0(h,Y;) —1], les modules ResY; et ResY{;,s sont isomorphes.
L’assertion (2.5.5) est démontrée.

Soit n', resp. m/, le nombre de classes d’isomorphismes de sous-
modules simples de Res M, resp. de facteurs directs indécomposables
n

.. r
de Res M. Par la Proposition 2.4.5, n’ = Zz:; (00 V) [Res Vi - U2 La
méme proposition implique que m’ = Z ! . Avec

(o(h,Y)[ResY; : W;])?

i=1
le paragraphe précédent, il est clair que

n'=m Z 3.V) ResV U2

1= m+l
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Nous allons expliquer comment choisir des modules V};, i € [1,n/],

resp. Yj,, j' € [I,m’], représentants des classes d’isomorphismes des

sous-modules simples de Res M , resp. des facteurs directs indécom-
posables de Res M, de fagon & ce que D’ soit g-stable unitriangulaire
inférieure.

Pour la premiére étape, commencons avec l'indice n. De maniére
triviale, pour tout s € Z, (n)o® < n. Pour chaque j € [0,0(g, U,)—1],
posons V., :=UZ et i’ :=n'— 0(g, Uy).

Dans la seconde étape, traitons le cas de n—1. S’il existe s € Z
tel que (n—1)c® > n—1, rien n’est construit. Sinon, pour chaque
j €10,0(g,U,—1)—1], posons Vj;_; := U et i’ :=i'—o(q, Up_y).

Poursuivons la procédure jusque la (n — m)-iéme étape incluse.
C’est le cas de la (m+1)-iéme ligne. Grace a la stabilité de la matrice,

n
nous avons obtenu Z —~ ! = n' — m' représen-
i=m+1 (O(ha Vz’)[ReSVz‘ : Ui])2
tants non-isomorphes de sous-modules simples de Res M et i = m/.
Modifions légérement 'algorithme afin de construire les modules Y}, et
V., pour les indices @' € [1,m/].

A la (n—m-+1)-iéme étape, nous traitons le cas de m. La stabilité
de D implique que pour tout s € Z, (m)oc® < m. Pour chaque
entier j € [0,0(g, Un) — 1], posons Vj_, = UZ, Y)_ . = Wg et
i' :=m/— o(g, Up,). Rappelons que o(g, U,,) = o(g, Wp,).

Dans la (n—m+2)-iéme étape, occupons-nous de m — 1. S'il existe
un entier s tel que (m—1)o® > m—1, rien n’est fait. Sinon, pour
chaque j € [0, 0(g, Up—1)—1], posons Vj;_; := ur Yy ;= W2 et
i"=1d"—0(q,Upn—1).

Poursuivons le travail jusqu’'a la n-iéme étape (qui concerne la
premiére ligne). Nous obtenons les deux ensembles cherchés.

Soit i € [1,m] tel que pour tout s € Z, (i)o® < i. Les constru-
ctions précédentes montrent que, a i, il correspond ’ensemble d’indices
{¢/,i'"=1,...,9—0(g,U;)+1}. Si nous restreignons l'isomorphisme de
modules sur A,

V=V,ePd,
j>i
a un isomorphisme de modules sur E, nous obtenons

7 i

b v p Vvev

s=i'—o0(q,U;)+1 t=i'—0(q,U;)+1
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d;
o V est sous-module de @71:{ v U]ResV Par construction,
es

aucun des V/, t € [i'—o(g, U)+1, i'], n’apparait dans V. De plus, pour
chaque s € 0,0(3,U:)—1], Yo, =2 Y9 et V), = V,% Tl est clair que
YZ.’ contient un unique element de {V)_.; s €0,0(g,U;)—1]} dans sa
décomposition en modules simples. Sans perte de généralité, supposons
que c’est le module V};. Alors, pour tout s € [0, o(g, U;)—1], Y; _, contient
V,_, comme unique élément de {V}/_

s s € [0,0(g,U;)—1]} dans sa

s

décomposition en modules simples. Les colonnes i'— o(g, U;)+1, ..., 4
By

de D’ sont de la forme U |, ou By est la matrice nulle de taille
B

(7= o0(g,U;)) x o(g,U;), U est une matrice carrée unitriangulaire
inférieure de dimension o(g,U;) x o(g,U;) et B est une matrice de
taille (n'—i") x o(g, U;).

Pour cet ordre de modules simples et de facteurs directs indécom-
posables, D’ est unitriangulaire inférieure. En outre, avec une telle
construction, il est trivial que D’ est g-stable. Il est également clair
que si D est carrée, alors D’ I'est aussi.

Si D est unitriangulaire supérieure, une argumentation semblable
est possible. Le théoréme est prouvé. |

2.5.3 Théoréme réciproque

Enon(;ons, a présent, un théoréme réciproque du Théoréme 2.3.1.
Si nous imitons le travail précédent, il vient facilement le

Théoréme 2.5.2 Supposons que les hypothéses (H) sont satisfaites.
Soit M un module sur A, h-quasi-stable.

Si la matrice de décomposition D' := Decg(Res M) est g-stable
unitriangulaire alors la matrice de décomposition D = Deca(M) est
h-stable unitriangulaire. De plus, si D’ est carrée unitriangulaire, alors
D [’est aussi.

Corollaire 2.5.3 Supposons que les hypothéses (H) sont vérifiées.
Soit un module M’ sur B, g-quasi-stable. Alors les deux affirmations
sutvantes sont équivalentes :
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la matrice de décomposition de M’ est g-stable unitriangulaire,

la matrice de décomposition de Ind M’ est h-stable unitriangulaire ;
ainst que les deux suivantes :

la matrice de décomposition de M’ est carrée unitriangulaire,

la matrice de décomposition de Ind M’ est carrée unitriangulaire.

Preuve : Appliquons le Théoréme 2.3.1 et le Théoréme 2.5.2 avec
M = Ind M’'. Comme les matrices de décomposition des modules M’
et ResInd M’ sont égales, le corollaire est démontré. |

Remarque : Tous les résultats précédents sont valables dans un
cadre plus général ou sont fixées deux O-algébres A et B, O-libres de
type fini. Supposons qu’il existe deux automorphismes fa/p et fp/a
qui se comportent comme les automorphismes h et g introduits dans
ce chapitre ainsi qu’un "bon” module M sur A. Nous supposons qu’il
existe aussi un couple de foncteurs adjoints F' : mod(A) — mod(DB)
remplacant Res, et G : mod(B) — mod(A) remplacant Ind, qui
satisfont certaines conditions de compatibilité avec fa,p, fB/a et M.
Alors, des résultats analogues aux précédents peuvent étre établis.
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Chapitre 3

Algebres cellulaires
particuliéres

Dans ce chapitre, nous traitons d’algebres particuliéres : les algébres
cellulaires. Cette notion a été introduite par J.J. Graham et G.I. Lehrer
dans leur article [48]. Ce sont des algebres qui possédent des bases
pourvues de propriétés combinatoires. Ceci permet de déterminer les
(classes d’équivalence de) modules simples, les dimensions de modules
simples, les blocs, les matrices de Cartan, etc., pour de telles algébres,
en réduisant ces questions & des problémes d’algébre linéaire.

Ces algébres apparaissent dans de nombreux domaines des mathé-
matiques et de la physique. Les algébres de Brauer (dont la base est
formée de diagrammes constitués de deux lignes de points reliés deux a
deux), les sous-algébres de Temperley-Lieb intervenant dans la théorie
des modeéles en physique, les sous-algébres de Jones apparaissant dans
la théorie des noeuds, les algébres de Ariki-Koike liées a la théorie
des représentations des groupes quantiques, sont autant d’exemples
d’algébres cellulaires.

Dans un premier temps, nous rappellerons les définitions et
principales propriétés des algebres cellulaires développées en [48] et
reprises en |65, chapitre 2| qui seront utiles. Puis nous nous occu-
perons d’algébres cellulaires particuliéres, possédant des propriétés
supplémentaires.

o7



58 CHAPITRE 3. ALGEBRES CELLULAIRES PARTICULIERES

3.1 Rappels sur les algébres cellulaires

3.1.1 Définition

Fixons un anneau commutatif unitaire inteégre R.

Commengons par énoncer les axiomes (modélisés selon correspon-
dance de Robinson-Schensted) qu’'une algébre doit vérifier pour étre
cellulaire.

Définition - Notation 3.1.1 Une algébre cellulaire sur R est

une algébre associative (unitaire) A, munie d’une donnée cellulaire
(A, M, C,*) définie comme suit.

(C1) : L’ensemble (A, <) est un ensemble (fini) partiellement or-
donné. Il eziste, pour tout A € A, un ensemble fini M(\) et une
application C' : H M(X) x M(\) — A qui est injective et admet

AEA
pour image une R-base de A.

(C2): SixeAetS T e M), érivons Cgp pour (S, T)C € A.
L’application * est une anti-involution R-linéaire de A telle que
(OQ,T)* - O%,S-

(C3): SixeAetS, T e M(N), pour tout a € A,

Cira = Y r1(T'.T)Cip  (mod A(< V),
T'eM(N)

ot ro(T',T) € R est indépendant de S et A(< N) est le sous-
module sur R de A engendré par {C§,,7T,, < AN, ST e

M(p)}-

Remarque : En utilisant 'involution x, il est facile de voir comment
un élément de A agit a gauche sur les éléments de la base cellulaire.

Fixons une algebre cellulaire A de donnée cellulaire (A, M, x, C),
comme dans la Définition - Notation 3.1.1.

Les axiomes (C1), (C2) et (C3) permettent de construire des mo-
dules qui jouent un réle important dans la théorie des représentations
de ces algébres.
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Définition - Notation 3.1.2 Pour tout A € A, définissons le module
a droite C comme suit : Cy est le R-module libre de base {C3; S €
M(N)} et Uaction de A est définie par

Cra= > r(T'T)C}, a€A TeM), (3.1.1)
T'eM(N)

ot ro(T",T) est l’élément déterminé selon (C3). Ce module C) est
appelé le module cellulaire de A correspondant a A € A.

Soit A € A. Quelques calculs reposant sur la propriété (C3)
montrent que, pour tout Sy, Sg, T1, Ty € M(A), il existe un élément
r(T1,52) € R indépendant de S; et Ty tel que

Cé\l,TlOé\z,TQ = r(Th, Sz)OQI,TQ (mod A(< ).

Ce résultat permet d’introduire des formes bilinéaires sur les modules
cellulaires.

Définition - Notation 3.1.3 Soit A\ € A, définissons [’application
bilinéaire f\: C)\ x Cy — R |, pour S, T € M()\).
(C3,C2) = r(S,T)

Pour tout A € A, la forme f, est symétrique et si z, y € C) et
a € A, alors (za,y)fr = (z,ya*) fx.

Nous supposons désormais que R est un corps.

La dernier résultat sur f, permet de définir un nouveau module
sur A.

Définition - Notation 3.1.4 Soit A € A. Notons
rady := {z € C, | pour tout y € Cy, (z,y)f\ = 0}.

Soit A° I’ensemble des N € A tels que fy # 0. Pour tout X € AP,
définissons le module quotient (non nul) Ly := C) /rad,.

Soit A € A°. Le module Ly est absolument simple et rad, est en
fait le radical du module sur A, C) (i.e. le sous-module minimal V'
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de C, tel que le quotient C)/V est semi-simple).

La derniére notion considérée ici est la notion de matrice de
décomposition cellulaire. Elle permet de lire les relations entre les
modules cellulaires C'y, A € A, et les modules simples L,, p € AY, au
sens suivant.

Définition - Notation 3.1.5 Pour A € A et u € Ay, notons dy, la
multiplicité de L, dans Cy (comme quotient simple dans la suite de
Jordan-Holder). La matrice D := (dy .)xen, yeno, est appelée la matrice
de décomposition cellulaire de A.

3.1.2 Représentation des algébres cellulaires

Prenons un corps R et une algébre cellulaire A comme dans la
Définition - Notation 3.1.1.

Nous allons donner quelques résultats propres aux algebres cellu-
laires.

Théoréme 3.1.1 L’ensemble {L, ; X\ € Ao} est un ensemble complet
de (représentants des classes d’équivalence des) modules absolument
simples pour A.

Une conséquence de ce théoréme est que la matrice de décompo-
sition D de A contient toutes les multiplicités des modules simples
dans les modules cellulaires. En outre, les nombres de décomposition
(cellulaires) satisfont des propriétés particuliéres.

Proposition 3.1.2 Pour tous A € A, p € Ao, les coefficients de la
matrice de décomposition D satisfont les relations suivantes :

dy, = 0 a moins que X\ < p,

d)\)\ =1.

Remarque : Choisissons d’indexer les derniéres lignes de la ma-
trice D par les éléments de A — Ay et d’ordonner les colonnes et les
lignes restantes qui leur correspondent, selon un ordre respectant
lordre partiel de A induit sur Ag (si g, v € Ag sont comparables alors
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 est indice d’une colonne a gauche de celle indexée par v si v < pu).
La matrice formée est alors unitriangulaire inférieure.

Nous verrons dans le chapitre suivant des relations entre la matrice
de décomposition cellulaire et la matrice de décomposition au sens
usuel (cf. 2.1.2) d’une algeébre cellulaire. De fagon analogue au cas
classique, le produit de la matrice de décomposition et de sa transposée
est égal a la matrice de Cartan.

Occupons-nous du cas particulier ou la matrice de décomposition
cellulaire est carrée (unitriangulaire). Commengons par donner la
définition d’algébre quasi-héréditaire introduite par L. Scott dans [76]
et reprise par E. Cline, B. Parshall et L. Scott dans [18].

Définition - Notation 3.1.6 Soit B une algébre de type fini sur un
corps et un ensemble complet {L(\); A € A} de modules simples non-
1somorphes deux & deux, paramétré par un ensemble partiellement or-
donné (A, <). L’algébre B, muni de l'ordre <, est dite quasi-héréditaire
si et seulement si, pour tout A € A, il existe un module sur B, A(\),
appelé module standard, tel que

1. il existe une surjection ¢y : A(N) — L(\) et les facteurs de com-
position du noyau sont des modules simples L(j) pour des para-
metres p € A, pp < A,

2.4l existe une surjection ¥y : P(A) — A(X), P(\) étant la
couverture projective de L(\), dont le noyau admet une filtration
ot les quotients successifs sont des modules standards A(p) avec
weAN >N

A propos d’algébres quasi-héréditaires, il est possible de consulter
aussi [32], ou [33, Annexe|.

Nous avons choisi de donner la définition d'une algébre quasi-
héréditaire comme une algébre dont la catégorie de modules est de
plus haut poids (cf. [18]|, avec des simplifications parce que B est
de type fini) plutdt que la définition équivalente faisant intervenir
des suites d’idéaux héréditaires (|18, Théoréme 3.6]) car c’est cette
premiére forme qui convient naturellement aux algébres cellulaires
dont la matrice de décomposition est carrée.



62 CHAPITRE 3. ALGEBRES CELLULAIRES PARTICULIERES

Lemme 3.1.3 5@ ['algebre A, munie de la structure cellulaire
(A, M, C, %), admet une matrice de décomposition (cellulaire, unitrian-
gulaire,) carrée, alors A est une algébre quasi-héréditaire pour l’ordre
inverse de A.

Preuve : Choisissons comme ensemble des modules standards, I'en-
semble des modules cellulaires. Pour tout A € A = A, soit ¢, la surjec-
tion canonique qui envoie C sur son module quotient C)/rady qui est
isomorphe a Ly. La matrice de décomposition montre que le noyau de
®x, qui est le module rady & isomorphisme prés, n’admet comme fac-
teurs de composition que des modules simples L, pour des parametres
JIRS Ao, n > A.

Soit A € Ag, notons P, le module projectif indécomposable associé
au module simple L,, i.e., Py est la couverture projective de L,. Mon-
trons qu’il admet une filtration dont les quotients sont des modules
cellulaires d’indices p < .

Le module Py satisfait I'isomorphisme de modules sur A :

Py~ Py @4 (A < \) (|48, Théoreme 3.4]).

En utilisant [48, Lemme 2.9 (i)], il est facile de montrer qu’il existe une
suite exacte

0—>P)\®A(A<>\)—>P)\—>P)\({)\})—>O,

ot pour tout u € A, P\({u}) := Py ®a4 (C,)" ®g C,, et (C,)* désigne
le module & gauche déduit du module cellulaire C),, en appliquant
Ianti-involution *. La partie (ii) de ce méme lemme affirme que
P, ®4 (A < X) admet une filtration dont les quotients de deux
membres successifs sont de la forme Py({u}) avec p < A Par
ailleurs, pour tout g < A, le module sur A, P\({u}) s’écrit également
(PA®4(C,)*) @ Cy, isomorphe & d,, 5 C,, selon [48, Théoréme 3.7 (ii)].
Avec la Proposition 3.1.2, nous en déduisons qu’il existe une surjection
Yy Py — C) dont le noyau admet une filtration avec les quotients
successifs isomorphes a des modules cellulaires €}, pour des indices
i< A. L’assertion est vérifiée. |

Une forme encore plus simple pour D est la forme diagonale (de
coefficients 1 sur la diagonale). C’est un critére de semi-simplicité. En
effet, si A est semi-simple, A° = A et les modules cellulaires sont en
fait les modules simples de A.
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Théoréme 3.1.4 ([48, Théoréme 3.8]) Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. L’algebre A est semi-simple.

2. Les modules cellulaires non nuls Cy, pour A € A, sont simples et
non-équivalents deux a deux.

3. Pour tout A € A, la forme fy est non-dégénérée (i.e. rad, = {0} ).

3.2 Algébres cellulaires particuliéres

Nous allons donner dans cette section des axiomes supplémentaires
a ceux déterminant la structure cellulaire. Ils permettront de construire
d’autres algebres cellulaires possédant les mémes propriétés.

3.2.1 Propriétés supplémentaires

Soient R un anneau commutatif unitaire intégre et A une
R-algébre munie d’une structure cellulaire (A, M, C, ).

Définition - Notation 3.2.1 L’algébre A est fortement cellulaire si
A satisfait les conditions suivantes.

(C4) : Pour tout X\ € A, il existe S* € M()\) (fizé) et des éléments
ag € A, pour tout S € M()\), tels que

aglCéu,SAagQ = CgLSQ, pour tout Sy, Ss € M(\).

(C5) : Pour tout N\, u € A, il existe un ensemble I(\, ) (peut-étre
vide) et pour chaque I € 1(\, p), un ensemble M (I, \, ) C M()\)
tels que

(a) si N, u' € A alors IIN, /)N I\ pn) =0 quand (N, u') #
(A ), et si I € I(A\p) et I" € I(A\ ') alors M(I, A, pu) N
MM 1) =0 quand (I, p) # (I', (') ;

(b) I(\, ) est un singeleton noté {I*} et M(IM X\, \) = {S*} ;

(c) pour tout T € M(N), I € I(\, p),

CI)\,T = Z Og’\,T

SeM(I,\p)

appartient a M, := Cg, g. A ;
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(d) l’ensemble
{ClrsveN[I(v,p) #0,1€l(v,p), T €M)}

est une R-base de M,.

(C6) : Si N est un idéal a droite de A, pour tout A\ € A, les R-
modules HomA(Cg:A oA N) et AC;:A o NN sont canoniquement

isomorphes (par Uapplication d’évaluation en C’gA )

Remarque : Les conditions (C4) et (C5) sont encore de type
combinatoire. La condition (C6) imite une propriété satisfaite par les
idempotents.

Définition - Notation 3.2.2 Pour tout A € A, soit le module sur A :

M)\ = CQA,SAA.

Définition - Notation 3.2.3 L’algébre A est dite trés fortement cel-
lulaire si A est une algébre fortement cellulaire vérifiant en plus la
condition :

(C7) : il existe 0, élément maximal dans A, tel que C’geﬁg =1cet
pour tout A € A, I(\,0) ={Ig; S € M(N\)} et M(Is, )\, 0)={S}.

Le but de la fin de ce chapitre est de montrer que si A est une

algebre fortement cellulaire, alors l'algébre A’ := EndA(@M,\)

XA
est une algebre cellulaire quasi-héréditaire. Si A est trés fortement

cellulaire alors A’ I'est aussi. Nous comparerons alors leur matrice de
décomposition.

Nous appliquerons ensuite cette structure axiomatique a une
algébre de Ariki-Koike. L’algébre d’endomorphismes A’ représente
alors une g-algebre de Schur cyclotomique selon la définition de [28].
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3.2.2 Conséquences des propriétés supplémentaires
Conséquences de (C4)

Fixons un corps commutatif R et une R-algeébre A cellulaire pour la
donnée (A, M, C,*) qui vérifie la condition (C4). Nous allons montrer
que les modules cellulaires sont cycliques.

Fixons également un élément A € A. L’ensemble (A < \) est un
module sur R mais aussi un module (a droite) sur A, d’aprés la pro-
priété (C3). Notons 7 : A — A/(A < ) la surjection canonique.

Soit S € M(X). Les éléments (Cg,)m, pour T variant dans M()),
sont R-linéairement indépendants. Selon les formules de (C3) et de la
Définition - Notation 3.1.2 des modules cellulaires, ’application

<(Cip)m; T e M(A) >r — O, (3.2.1)
(C:G\,T)W = O%

est un isomorphisme de modules sur A.

Considérons le cas ot S est choisi égal & S*. La condition (C3)
montre que (My)m € < (Cgp)m; T € M(X) >g. Par (C4), cette
inclusion est une égalité. Les modules (My)m et C) sont donc iso-
morphes et le module cellulaire associé & A est cyclique puisque

Conséquences de (C5)

Supposons que la R-algébre A, choisie comme précédemment,
vérifie aussi la condition (C5).
Fixons p € A.

Les éléments de la base de M, donnée en (d) sont les C7 ;. pour
les v € A tels que I(v,u) # 0, I € I(v,u) et T € M(v). En choisis-
sant v = y, la condition (b) montre que C¥, g, est I'un de ces éléments.

Selon la propriété (C3), M, est contenu dans (A < pu), (rappelons
que (A < p) est le module sur A dont une base sur R est formée des
éléments C’é\,T, avec A < u, S, T € M()\)) En comparant avec la
base donnée en (d), il vient que si v € A est tel que (v, u) # 0, alors
v < pu.
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Conséquences de (C6)

Avec (C6), il est immédiat que

pour tous A, p € A, Homy(My, M,) = M, N Mj. (3.2.2)

Remarques :
1. La condition (C6) dit que, pour tout A € A, C’g‘A ¢ S€ comporte
comme un idempotent de A. Ceci n’est pas surprenant puisque

(Cor )" = (C5x, CH) /Ch o (mod (A <))

2. Cette propriété implique aussi que tous les éléments de

Homy (M), I), pour A € A et I idéal (a droite) de A, sont donnés par
mutiplication a gauche d’un élément de A.
En effet, soit h € Homyu(M,,I). 1l existe a € A tel que
(C§A73A)h = aC’é\SA puisque l'image de h est contenue dans
AC&\ g Alors, pour tout r = C’é\ od € My, (v)h = (C’é\ g2 )ha’
soit ax. L’application h est la multiplication & gauche par a.

Conséquences de (CT7)

Supposons que A est une algébre trés fortement cellulaire. Tout
élément de la base cellulaire ng‘,T appartient au module (A < 6) car
A est égal & ng’ g0 A soit & My. Par conséquent, A admet un unique
élément maximal 6.

3.2.3 L’algébre Endy ( @ M ,\), A fortement cellulaire
AEA

Le but de cette partie est de prouver le

Théoréme 3.2.1 Soit R un anneau commutatif unitaire et A une

R-algebre fortement cellulaire dont les caractéristiques seront no-

tées comme en (C1)-(C6). La R-algébre A’, opposée de [’algebre

End A(@ M,), est une algebre fortement cellulaire, quasi-héréditaire.
AEA
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La multiplication de I'algébre

A= (Enda(@D My))™

AEA

sera notée o,,. Si ¢, Y € A' et x € @M,\, (2)(¢ 0op V) == (x)(Y 0 @)
AEA

soit ((z)1)¢.

Conservons les hypothéses et notations de I’énoncé du théoréme
dans la suite de cette partie et démontrons-le.

A’ est une algébre cellulaire

Commencons par une définition.

Définition - Notation 3.2.4 Pour tout A\, u, v € A, I € I(\, ) et
J e 1(\v), soit

Remarque : Par définition, C’j\7 s est égal a la somme Z C’j\j
TeM(JAv)
donc appartient a M, d’aprés (C5). Ainsi, C} ;" = C9; € M, et
C}, € M, N M,*. En fait,

Lemme 3.2.2 Pour tout p, v € A, les éléments (non nuls) C7 ; ot
IelI\p), JelI(\v)etel, forment une base de M, N M,".

Preuve : Les C7 ; (non nuls) sont linéairement indépendants. En
effet, soient des éléments 7’}‘7 ;7 € R pour I, J, A comme dans ’énoncé,
tels que Y 77 ;C7; = 0, ot dans la somme A € A, I € I(\ p) et
J € I(\,v). Alors la somme 77 gC} g = 0 est aussi nulle, oit A € A,
IeI(\p),S e M(JAv) pour J variant dans (A, v) et 7} g =17,
si S € M(J,\,v). Daprés la condition (a) de (C5), S € M())
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appartient au plus a un ensemble M (J, A, v). La condition (d) permet
de conclure.

A présent, montrons que les C’ﬁ ; engendrent M, N M,*. Soit
h € M, N M,". Dans la base cellulaire, h s’écrit )~ rg,Cgp ou dans la
somme A € A, S, T € M(\), pour certains TQ,T € R. Comme h € M,
les conditions (a) et (d) de (C5) impliquent que h s’écrit sous la
forme Y7} Ctp, A € A, T € I(A, ) et T € M(X), out pour tout
S € M(I,\ p), rgp = r}p. De méme, h* € MY. Un raisonnement
analogue permet d’écrire h comme combinaison R-linéaire de C}: ; ou
IelI(h\p), Jel(\v)et AeA. 1

Aprés nous étre intéressés a une base de M, N M, ", pour p, v € A,
passons & la base cellulaire de A’.

Définition - Notation 3.2.5 Pour tous \, p, v € A, I € I(\, u) et
J e I(\v), soit ¢7 ; € Homu(M,, M,,) ’homomorphisme sur A déter-
miné par sa valeur en Cg, gv :

(CgV,S'f)qb;\,J - CIA,J‘

En étendant gzﬁ}J en 'application nulle sur M,, pour a € A, a # v,
¢7. devient un élément de A’ .

En tant que module sur R, A’ est isomorphe & @ Homy(M,, M,,).

wVEA
En outre, pour tout v, pu € A, T'application d’évaluation en C3g, g

fournit un R-isomorphisme entre Hom4(M,, M) et M,* N M,,. Par le
Lemme 3.2.2, il est clair que les ¢7 ;, pour X, p, v € A, I € I(\, p) et
J € I(\,v), forment une base de A’

Notons les caractéristiques cellulaires de A’ comme celles de A mais
en y ajoutant un . Alors,

AN =A,
pour tout A € A, M'(\) = U I\ p),
HEA
pour I, J € M'()), C”}\J est I'élément ¢7 ; € A'.

Avec ces notations, ’algébre A’ vérifie la condition (C1). Passons a
la condition (C2).
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Soit * le R-automorphisme de A’ défini par linéarité sur la base
comme suit. Pour tout A € A, I, J € M'(\), ¢, = ¢);.

Gréce au lemme suivant, A’ vérifie la propriété (C2).

«

Lemme 3.2.3 L’application * est un anti-automorphisme de A’.

Preuve : Dans un souci d’exhaustivité, nous donnons la preuve de
ce lemme qui est une adaptation des preuves de |28, Proposition 6.9,
Lemme 6.10] au cadre axiomatique déterminé par les conditions (C4),
(C5), (C6).

Remarquons d’abord que pour tout A\, u, v € A, I € I(\,u), J €
I\ v), (Cou gu) }\J*l = C); = ((C% )¢} ;) . Par R-linéarité, pour
tout ¢ € Homyu(M,, M,), ¢ est déterminé par sa valeur en Cguﬁu
donnée par

(Chu 5u)0" = ((Ch )0) . (3.2.3)

Soient A, p, v € A et deux homomorphismes ¢ € Homu(M,, M,) et
Y € Homy (M, M)). Pour établir le lemme, il suffit de prouver que

(Carsn)(@01)" = (Cor52) (@™ 0 0¥).

Selon la propriété (C6), il existe a € A, resp. b € A, tel
que (Cg )¢ = aC4 g, 1esp. (Cgu ) = bC%, g0 Par (3.2.3),
(C§A7SA)(¢0¢)*' = ((Ch g)p o )" soit (baCl g)* daprés la
seconde remarque concernant de la condition (C6). Cette derniére
expression est encore égale a (C§M75M)¢*’b* avec (3.2.3) ou encore
<((C§u7su)¢)*)¢*' par A-linéarité. L’utilisation, & nouveau de (3.2.3),
permet de conclure. |

Traitons a présent la condition (C3).

Pour cela, il suffit de considérer les compositions du type gb}\,/, 7/ Oop
@7 5 soit @7 ;0 ¢y pour A, Ny, p/s v e A, T € I\ ), J € I(\ ),
I'e I(N,v) et J € I(N, ). Soient deux tels morphismes. Rappelons

!
que ¢} 5, resp. ¢} 5, est nulle sur tous les facteurs de @ M, sauf sur

AEA
M,,, resp. M, et prend ses valeurs dans M,,, resp. M,,. Pour connaitre

gb?" ;0 qb}‘,l g+, il suffit de connaitre la valeur de la composition en C§, g,
.o, . . A /
par linéarité sur A. Soit a € A tel que (C§, 5u)¢7; = C%

g O Par
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définition de gzﬁ}\,’, g0

(Cg#,sﬂ)(qb?,J © Cb?'/,J/) cy J/a

Par la propriéte (C6), ¢7 ;o aﬁ}\,' g est & valeurs dans M, N M. En
utilisant les conditions (C3) et (C5)(d), il vient facilement que

o ,J/a = Zra (T', T C’I,T, (mod (A < X)),

la somme se faisant sur les T € M (J', X, p') et T" € M(X'). En compa-

rant avec la base décrite dans le Lemme 3.2.2,si U € I(X, p), la somme
Z ro(T",T) est la méme quel que soit 77 € M (U, N, u). No-

TeM(J' X ')

tons cette valeur 7,(U). Remarquons que r,(U) est indépendant de I'.

Ecrivons C’\/: s = Z ro(U )C;‘/:U + ¢ ol ¢ est une combinaison

Uel(N )

R-linéaire de Cfyy, o € A, < Net V € I(a,v), W € I(a, ). En

rappelant que (A’ < X) est le sous-module sur R de A’ engendré par

les (/b_,_, pour 5 < X, ¢ est la valeur d'un élément de (A" < X) en

Cu gu- Finalement,

Vo ow = Y raU)dpy  (mod (A< X))

Uel(N,p)

avec des coefficients 7,(U) ne dépendant pas de I’. Ceci permet
d’affirmer que A’ vérifie la propriété (C3). 1

L’algebre A’ satisfait les conditions (C1), (C2) et (C3). Clest
une algébre cellulaire. Nous avons prouvé une partie du Théoréme 3.2.1.

A’ est fortement cellulaire

A présent que nous savons que A’ est une algébre cellulaire,
nous allons constater que A’ vérifie aussi la structure axiomatique
supplémentaire (C4), (C5) et (C6). Ceci la dote d'une structure
d’algébre fortement cellulaire.

Conservons la convention qui consiste a noter les caractéristiques
des algebres cellulaires avec des ' pour A'.

Occupons-nous de la condition (C4).
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Commencons par une remarque. Soit A € A. L’ensemble

M) = U I(\, i) possede un élément spécifique S = I*. Le
HEA

A-homomorphisme qb;;, 1 est nul en dehors de M), et qﬁ;‘& V\ M, prend

ses valeurs dans M, : il envoie C§A7sk sur C'IAA’IA = Cé\sx- L’application
gzﬁ}\ o restreinte a la source et au but a M) est donc 'identité de M.

Soient p, v € A, I € I(A\u) et J € I(\v). Par défini-
tion, gzﬁ?"p € Homyu(My, M,,), ?A,J € Homu(M,, M)) et gzﬁ}\’p Oup
}\’J € Homyu(M,, M,). Calculons (C§u75V)¢}\A7J ) gb}\’p. Cest égal a
( Z C§A75)¢;"1A, soit en utilisant la condition (C4) pour A et la
SeEM(JAw)
linéarité de (b}\’ ™ C’}\’ n Z ag = C;: ;- En conclusion,
SeEM(JAw)

A A A A
¢1,1A Oop ¢1A,1A Oop (bﬂ,J = 97

Pour tout A € A et I € M’'()), choisissons a; := ¢}, ;. Alors, A’
posséde la propriété (C4).

Considérons la condition (C5).

Soit u© € A. Remarquons que HomA(@ My, M,,) est I'ensemble
AEA
sous-jacent de M’',, = (b}\u, 1 9op A’ 11 est alors clair que M, admet les

éléments qb}\J, pour I € I(\ p), J € M'(\), X\ variant dans A, comme
éléments de base sur R.

Pour tout v, u € A, posons I'(v,u) := I(v,u) et pour tout
Iel'(v,u), M'(I,v,u) := {I}. Avec ces choix, la condition (C5) est
remplie pour A’.

Il reste a vérifier la condition (C6) avant de conclure que A’ est
une algébre fortement cellulaire. C’est immédiat en rappelant que,
pour tout A € A, qﬁ}\ o est lidentité de M) donc est un idempotent

de A’ (cf. les remarques concernant la condition (C6)).

A’ est quasi-héréditaire

Nous allons considérer ici le fait que A’ est cellulaire. La structure
fortement cellulaire ne sera pas utile ici.
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Pour affirmer que A’ est quasi-héréditaire, il suffit de montrer
que la matrice de décomposition cellulaire de A’ est carrée grace au
Lemme 3.1.3. Or, pour tout A € A, (ng,sx) }\’p Oup gzﬁ}\’p vaut d’une
part C, gr, et d’autre part (¢, ¢072)f'5 Car gr (mod (A < X)), on

}\ = C/?A est I’élément du module cellulaire C”y pour A’ associé a
A et f', est la forme bilinéaire associée. Par conséquent, [’ est non
nulle. Les modules simples pour A’ sont indexés par I’ensemble A et la
matrice de décomposition cellulaire de A’ est carrée. C’est ce que nous
voulions démontrer.

Nous avons fini de prouver le Théoréme 3.2.1. ]

Une autre description de C’)

Suivant une méthode décrite par A. Mathas dans [65], il est
possible de donner une autre description des éléments des modules
cellulaires CY.

Rappelons que C’, est le module cellulaire de A’ associé a .
Comme l'algébre A’ est fortement cellulaire, le commentaire donné
dans la partie traitant des conséquences de la condition (C4) s’ap-
plique. Le module cellulaire C’) est isomorphe a (M’y)n" ou n' est
la surjection canonique de A’ sur le module quotient A’/(A" < \)
et M'y = ¢}\AJ* o, A'. Clest un module libre sur R de base

{(op )5 T e M'(N)}-

Identifions (¢}, )7’ a ¢ dans la correspondance précédente.

L’ensemble {¢}; I € M’(\)} est une R-base de (.

Soit I € M'(\). Il existe € A tel que I € I(\, p).
Posons C} := Z Cy € Ch.
SEM(I\p)
Soit q%‘ : @MV — (' 'homomorphisme sur A déterminé par
veA
(C§M75M)¢} = O} et qui s’annule sur les les composantes M,,, v # p.

L’application ¢} est un élément de HomA(@ M,,C)). Cet ensemble

veEA
est trivialement un module a droite sur A’ grace & la composition o,,.

Dans le lemme suivant, nous établissons une relation entre les
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éléments ¢ et (;S}\, pour A € A, I € M’'()\). Cela donne une nouvelle
description du module cellulaire C”.

Lemme 3.2.4 Soit A € A, alors C'y et HomA(@ M,,Cy) sont iso-
HEA

morphes en tant que modules sur A’, par lapplication qui associe ¢}

a ¢y , pour I € I(\ u) et u € A.

Preuve : Soient M := @Mu et My = @Mu N(A<\).
HEA HEA
Sigpe (A <)) alors (M)p C M.y. En effet, soient Jy, Jo € M’ ()
pour 4 € A, u < A Disons que J; € I(u,«) et Jo € I(u,f)
pour «, 3 € A. L’application gb‘jh 5, € A’ considérée comme un élé-
ment de Homa (Mg, M,) (nulle sur les autres composantes de A" =

@ Homy(M,,, M,,)) envoie C’gﬁﬁﬁ sur C ;. donc (M)¢} ; C

v1,v2€A

% 5, AN M, ou encore (M)d; ; C (A < X)N M. Les ¢/ ; , pour
pwe N p< et Jy € M (), forment une R-base de (A" < \),
I’assertion est prouvée.

Par conséquent, les éléments du quotient A’/(A’ < \) peuvent
étre identifiés & des homomorphismes (de modules sur A) de M
dans M/M_y : si ¢ € A, (C’gﬁ,sﬁ)((qﬁ)ﬂ’) = ((C’gﬁ’sﬁ)gﬁ)wMO pour
g e A, C’gﬁvsﬁ dans la composante My de M et mp<y, la surjec-
tion canonique de M sur M/M.,. Si I € I(\,pu) € M'()), alors
(O s0)( ;\)\’I)ﬂ-, = (O;\)\7I)7TM<)\. Or (M) + M_\)mar<y est isomorphe a
M,/(Myn (A < X)) donc a (My)m et Cy, 7 étant la surjection cano-
nique de A sur A/(A < X) (cf. les conséquences de la condition (C4)).
Dans cette correspondance, (O?& 7)Tar<x est associé a C?. Ainsi, les élé-
ments de A’'/(A" < \) s’identifient & des homomorphismes de modules
sur A, de M dans C'. En prenant aussi en compte la correspondance
bijective qui associe ¢} et (gb;‘A’ ;)7 les éléments de C'y s’identifient &
des homomorphismes de modules sur A, de M dans C'y. Cette repré-
sentation est notée i : C'y — HomA(@ M,,Cy) . L’application ¢

neA
¢ ¢
qui envoie une base sur une base est bijective. Montrons maintenant
que 7 est un morphisme de modules sur A’.
Soit I comme avant. Il suffit de montrer que si ¢ = ¢f avec

a,ve N U e l(ap et Ve I(o,v) alors (C4 ) (0] oop @)i) =
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(C’§V7Su)(q5§‘ Oup @). Si 7 0, ¢ s'écrit sous la forme

Bowd= > ro(JI)$), (3.2.4)

JEM'(N)

i applique ¢7 o,, ¢ sur Z ro(J, I)ggj} Ainsi,

JEM'(X)
(C’ghsy)((gzﬁ?ooqu)i) = (Cgv,sw) Z T¢(Jaf)95§
JeM'(N)
= ) (L D)) (3.2.5)

JeI(\v)

Par ailleurs, par définition de ’action dans les modules cellulaires, 1’éga-
lité (3.2.4) implique que

cb;&’] Opp @ = Z ro(J, I)QS;‘A’J (mod A" < \).
JEM'(N)
En appliquant ces morphismes sur C§, ., il vient
(Co)on = Y. re(LD)CH, (mod A <)), (3.2.6)
JeI(\v)

Or il existe a € A tel que Cfy € M, s'écrit C§, g.a. En introduisant
cette écriture dans (3.2.6), nous obtenons que

C’}\Ja = Z ro(J, I)C’}\’J (mod A < \),
Jel(\v)
soit dans le module cellulaire C),

Cra = Z r(J, 1)C7. (3.2.7)
Jel(\v)

Calculons (C§V7sy)¢3§ ogp . Clest égal a (Cﬁv)ggf‘ soit Cpa. La compa-
raison des résultats (3.2.5) et (3.2.7) permet de conclure. I

3.2.4 Comparaison de A et A, A trés fortement cellulaire

Dans cette partie, nous supposerons que A est trés fortement
cellulaire. En particulier, My = Cg,(, A = A. En outre, la R-algébre
End 4(Mpy, My) munie de la multiplication o,, est isomorphe a A par



3.2. ALGEBRES CELLULAIRES PARTICULIERES 75

I’application d’évaluation en 1. Par conséquent, A peut étre considérée
comme une sous-algébre de A’ (non-unitaire) puisque End(Mjy, My)
s'identifie & gzﬁf’.g, A qb?g, 10-

Si (R, K, k) est un systéme p-modulaire neutralisant pour A avec
K ®r A semi-simple, la matrice de décomposition de A est une
sous-matrice de celle de A’ (cf. [49, 6.6], [37, 6.3.2]). Nous allons voir
qu’il en est de méme pour les matrices de décomposition cellulaires de
Aet A’. Ce n’est pas surprenant. Soit (R, K, k) comme précédemment.
Si les éléments de la base cellulaire de A tensorisés avec 1k, resp.
avec 1y, forment une base cellulaire pour K ®pr A, resp. k ®r A,
alors la matrice de décomposition classique de A est la matrice de
décomposition cellulaire de k ®p A.

Inclusion des matrices de décomposition

Définition - Notation 3.2.6 Soit © = ?9 o Uidempotent de A" qui

représente ['identité sur A. Le foncteur de Schur associ€é est le foncteur

mod—A’ — mod—A .
% — Ve

Rappelons que A s’identifie & End4(A, A) en faisant correspondre a
a € A, la multiplication a gauche g, € End4(A, A) et g, = §,0 = Og,.
Pour un module V' quelconque sur A’, A agit sur VO, de méme en-
semble sous-jacent que V', comme suit. Siv € V, a € A, (v)*a :=v.¢,.

Gréce aux propriétés des foncteurs de Schur (cf. [49, 6.2, 6.6]),

Proposition 3.2.5 Soient un corps R et une R-algebre trés fortement
cellulaire A. Soit A € A. 1l existe des isomorphismes de modules sur A
entre C'\O et C\ ainsi qu’entre L'\© et Ly.

De plus, si p € A° (i.e. rad, # C,) alors les multiplicités de L',
dans C'y et de L,, dans Cy sont égales.

Preuve : Identifions C”) et HomA(@ M,,C)) (Lemme 3.2.4). I est
HEA

facile de voir que, pour tout A € A, ’ensemble {qg}‘, I €1I(\6)} est

une base de C’,0. Avec les notations de la condition (C7), 'application
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d’évaluation en 1 = 026,59’ de C’",© dans C), envoie (;5}\5 sur C3, pour
S € M()). Transformant une base en une base, elle est bijective. La
linéarité sur A vient facilement car pour tout S € M(A), a € A,
gf;}s.a = qgj\s Opp Ja €valué en 1 vaut (1)@}‘3@. Le premier isomorphisme
de la proposition est démontré.

Soient A € A, S, T € M()\) (de sorte que Ig, It € I(A,0)). Par
définition de la forme bilinéaire symétrique f’,,

Ot Cop D1 = (005, 0,0y 01 pn (mod (A'<N)). (3.2.8)

Appliquons chaque membre de la congruence a C’g:A Gr-

Le membre de droite donne (ag}\s,@T)f’A OQA’SA (mod (A < A)) car
les éléments de (A" < A) envoient A sur (A < A) (voir la preuve du
Lemme 3.2.4).

Pour la composition dans le membre de gauche de la congriience (3.2.8),
<(C§\k,sk) }\T,V) }\&Is est égal & (1.05\1’9)@5}\7[3, soit par linéarité sur A,
C§A7 SC’% s+ En utilisant & nouveau la définition de fy, ce dernier terme
est congrii a (C2, C3) fi C§A73A modulo (A<\).

_ En  comparant les deux images obtenues, il vient que
(075, 07,)f'x = (C3,C3)fr. Les éléments de C{O N rad’y appli-
qués en 1 donnent les éléments de rad,. En utilisant le premier
résultat, il est clair que L',\© et L) sont isomorphes sur A.

La derniére assertion du théoréme provient de ce qui précéde et des
propriétés du foncteur de Schur © (cf. [49, 6.6.b], utilisant des suites
de composition). 1

A présent, passons a une autre propriété vérifiée par A et A’ quand
A est trés fortement cellulaire.

Propriété du double commutant

Posons M := @M”. La multiplication sur A’? étant la com-

HEA
position o, M est muni canoniquement d’une structure de module a

droite sur A’?. Si ¢ € A" et m € M, m.¢p := (m)¢. Clairement, M
est aussi un module & droite sur A et les deux actions commutent.
La proposition suivante donne une propriété de double commu-
tant. C’est une adaptation du dernier paragraphe de [65, chapitre 4]
a la structure axiomatique déterminée par les conditions (C1) a (C6) .
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Proposition 3.2.6 Supposons que A est une algébre trés fortement
cellulaire. Alors

A' = End (€D M") et A= Endae (@D M").

HEA HEA

Preuve : Le premier isomorphisme est la définition de A’. Montrons

le deuxiéme isomorphisme.
Par I'évaluation en 1, Homa(A, M) est isomorphe a M, en tant
que modules sur A’?, et il est clair que Homu(A, M) est égal a
?6716 o A’. Ainsi, les algebres End 400 (M) et gb?“e oA o (/b?e’fe >~ A
sont isomorphes, par propriété des idempotents. Nous avons obtenu

les deux isomorphismes duaux. |

3.2.5 Application

Choisissons comme algébre cellulaire A une algébre de Ariki-Koike
H2(R), pour un anneau commutatif, intégre, (voir la Définition -
Notation 4.1.3 au chapitre suivant). Les résultats cités, par exemple,
dans [66], permettent de vérifier rapidement que A est dotée d’une
structure d’algebre tres fortement cellulaire. Décrivons dans ce cas
particulier, certains des paramétres apparaissant dans les conditions

(C1) a (C7) .

L’ensemble A est ’ensemble des r-multipartitions de n muni de
I'ordre de dominance.
Pour toute r-multipartition A de n, M (\) est 'ensemble des A-tableaux
standards.
Si p est une autre r-multipartition, I(\, p) représente l'ensemble des
A-tableaux semi-standards de type p.
Si cet ensemble est non-vide et S est un tel tableau, l’ensemble
M (S, A\, 1) consiste en les A-tableaux standards s vérifiant p(s) = S
(avec les notations de [28]).
La r-multipartition § = (0,...,0,(1)") est minimale pour 'ordre de
dominance. Pour A comme précédemment, ’ensemble des A-tableaux
de type 0 s’identifie clairement aux A-tableaux standards.

Pour ce choix spécifique ou A est lalgebre HER(R), lalgebre
d’endomorphismes A’ est une g-algébre de Schur.

Cet exemple illustre I'intérét de la structure axiomatique introduite
dans ce chapitre.
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Chapitre 4

Algebres de Hecke, algéebres de
Schur

Dans ce chapitre, nous appliquons le théoréme principal du cha-
pitre 2 a deux types d’algébres : certaines algébres de Ariki-Koike et
des g-algébres de Schur de type B. Ce sont des algébres cellulaires.
Leur matrice de décomposition est unitriangulaire. Nous en déduisons
que les algébres de Hecke associées a des groupes de réflexions
complexes G(r, f,n) et que les g-algébres de Schur de type D, pour
certains parameétres, admettent aussi des matrices de décomposition
unitriangulaires.

4.1 Algébres de Hecke

4.1.1 Rappels
Groupes de réflexions complexes

Faisons quelques rappels sur ces groupes (|74], [2], [51]).

Définition - Notation 4.1.1 Soient trois entiers positifs r, f et n,
f divisant r. Soit w une racine primitive complexe r-ieme de ['unité.
Elle engendre le groupe p,. des racines complexes r-iémes de ['unité.
Notons ul'(f) le sous-groupe de ()", identifié a l’ensemble des n-uplets

dont le produit des composantes est une racine ?—iéme de l'unité. Le

groupe G(r, f,n) est le produit semi-direct S,, x p*(f). Le groupe de
permutation &,, agit sur (u,)" et sur ses sous-groupes de type u*(f) de
fagon classique : si 0 € &, et iy,..., i, € [0,7r—1], alors

(W, W) ko = (Woet L wimet), (4.1.1)

79
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Remarques :

1. En particulier, pour le choix d = 1, G(r,1,n) est isomorphe au
groupe produit en couronne p, ! G,,.

2. Dans le cas particulier ou r = 2, G(2,1,n) est un groupe de
type B et G(2,2,n) est un groupe de type D.

3. Le groupe de réflexions complexes G(r, f,n) s’identifie au groupe
des matrices monomiales carrées de taille n x n a coefficients dans p,
telles que le produit des coefficients non nuls est une racine %-iéme de
I'unité.

Définition - Notation 4.1.2 Soient T, le n-uplet dont toutes les
composantes sont égales a 1 sauf la premiere égale a w, et T; la

transposition (i—1,1), pour tout i € [2,n], considérés comme éléments
de G(r,1,n).

Le groupe G(r, f,n) est engendré par les éléments Tlf (T +To) Ty
et T;, pour i € [2,n].

La condition sur le produit des coefficients implique clairement que
I’algébre B d’un groupe de type G(r, f,n), s’identifie & une sous-algébre
qui gradue l'algébre A d’un groupe de type G(r,1,n) par un groupe
cyclique d’ordre f. La graduation prend la forme :

A=BoTiBa.. oT/ "B, (4.1.2)

ou de facon immeédiate, T} est une unité de A satisfaisant 71 B = BT}
et Tlf € B.

Algébres de Hecke associées a des groupes de réflexions complexes

Définition - Notation 4.1.3 Soient d, f, n, des entiers naturels non
nuls, r = df.

Sotent R un anneau integre, q une unité de R et deux suites
x = (z1,...,2q), Q= (Q1,...,Q,) d’éléments de R.

A UVinstar de S. Ariki et K. Koike, [8] et [2], nous noterons HEQ(R),
resp. ﬁg:;n(R), la R-algebre de Hecke associée au groupe de réflexions
complexes G(r,1,n), resp. G(r, f,n), pour les paramétres q, Q, resp.
q, x. Elles sont définies par générateurs et relations comme suit.
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L’algebre  HTX(R), dite aussi de Ariki-Koike, est en-
gendrée par les élément TY,...,T,, soumis auzx relations
(T~ Q). (T~ Q) =0,
(T; —q)(T; +1) =0, 2<i<n,
LT =TI,
LiTinTi =TinTiTia, 2<i<n-1,
LT, =TT, 1<i<j<n, j>i+2.

L’algébre cyclotomique ﬁZ?n(R) admet pour générateurs, les

éléments ag, . . ., ay, satisfaisant

(ao—xl)...(ao—xd)zo

aiaza; = aza,as,

A;Aip10; = Qi110;0541, 2 <1< n —1,

(a1a2a3)2 = (a3a1a2)2,

aja; = a;ar, 4 <i<n,

a;a; = a;a;, 2§Z<]STL, ]ZZ+2,
r—2

_ _ ~1 1-k

aparaz = (¢ 'araz)? "azapar + (¢ — 1) Z(q ayaz)” "apay,

i=1
= 10200,
apa; = A;ag, 3 <1< n.

Supposons que 'anneau R et les suites Q et x vérifient les condi-
tions (HQ/x).

Hypothéses (HQ/x) : L’anneau R contient une racine primi-
tive f-itme de l'unité notée w et pour tout ¢ € [1,f], il
existe y;, une racine inversible f-iéme de z;. La suite Q
est choisie en fonction de la suite x ou plus exactement de
y = (y1,-..,y4) au sens ou Q est formée par les r éléments

Y1, WY1, - -+, wf_lyl>"'a Yd, WYd, - - -, Wf_lyd.

Alors ﬁg:g(R) est isomorphe a la R-algébre de présentation :

générateurs : Ty,...,T,,
relations : (T —21) .. (T —24) =0,
(T —q)(Ti+1) =0, 2<i<n,

T, Ty = Ty To T,
TTi T, = oy T, 2<i<n—1,
T, =TT, 1<i<j<mn, j>i+2
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Définition - Notation 4.1.4 Notons 9§ (R) la R-algebre de Hecke
associée au groupe symétrique &, pour le paramétre q. C’est une
algebre définie par la présentation suivante.

j’,)an(R) est engendrée par les éléments Ty, ..., T,, soumis aux
relations
(T, —q)(T,+1) =0, 2<i <n,
LT, =TT, 2<i1<n-—1,
T, =TT, 2<i<j<mn, j>i+2.

Pour tout w € G, si w admet une décomposition réduite égale a
Siy .. Si, o 8; est la transposition (i—1,1), i € [2,n], nous noterons
T, =T, ...T;.

Soit I un sous-ensemble de [2,n]. La R-algebre de Hecke $y, asso-
ciée au sous-groupe parabolique Wy =<s;; 1 € I > est la sous-algebre
de 9% (R), engendrée par les T;, i € I.

Remarques :

1. Soient deux entiers naturels a et b de somme n. Le sous-groupe
parabolique &,;, de &,, engendré par les s;, i € [2,n|\{a + 1}. Ainsi,
la R-algebre $§  (R) est la sous-algebre de H (R), engendrée par les
T;,i€[2,n],i# a+ 1. Elle est isomorphe a 'algebre produit tensoriel
sur R des deux algebres 9§ (R) et Hg, (R).

2. Les éléments T,,, pour w € &,,, sont bien définis grace au lemme
de Matsumoto (|20, Théoréme 64.20]) et U'ensemble {7, ; w € &,,} est
une R-base de H§ (R).

3. Dans le cas général ou Q est un r-uplet d’éléments arbitraires
de R, la deuxiéme relation, ainsi que les deux derniéres dans la pré-
sentation de H@}(R), permettent de considérer H§ (R) comme une
sous-algébre de H?(R), en l'identifiant & la sous-algebre engendrée
par les Ty, ..., T,.

Définition - Notation 4.1.5 Posons t; := 171 et, par récurrence,
pour tout i € [2,n], t; := Tit; 1T;. Ce sont les éléments de Jucy-
Murphy.

S. Ariki et K. Koike ont montré le
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Lemme 4.1.1 ([8, Théoréme 3.10]) L’algebre HTX(R) est un R-
module ltbre admettant pour base

={t. . . t"T,;i;€[0,r—1], we &,}.

Un autre résultat prouvé par S. Ariki sera utile. 11 donne des
conditions sur les paramétres ¢ et Q pour que ’algébre S’Jq’Q( ) soit
semi-simple quand R est un corps.

Lemme 4.1.2 (|1, Théoréme principal]) Supposons que R est un
corps et q # 1. Il y a équivalence entre les trois assertions suivantes :

1. S’JZ;,?(R) est une algébre semi-simple déployée sur R.
2. HEA(R) est une algebre semi-simple.

3. Les paramétres q et Q satisfont

q"Q; # Q;, pour tout i, j, 1 <i#j<r, etm, m|<n,

(4.1.3)
et
[[t+a+.. .+t #0. (4.1.4)
j=1
H22(R) comme algébre graduée sur 9% (R)

Nous supposons vérifiée '’hypothése (HQ/x).

Le but de cette partie est de montrer que, sous cette condition, la
R-algébre f),‘!’n( ) est graduée par un groupe cyclique d’ordre f sur
une sous—algebre isomorphe a la R-algébre H7 fn(R). Commencons par
expliciter la sous-algébre en question grace au

Lemme 4.1.3 (|2, Proposition 1.6]) L’application ¢ : 577 (R) —
H2Q(R) définie sur les générateurs par

(a0)d = T, (a1)p = TTVILTY, (a5)p =Ty, i € [2,n),



84 CHAPITRE 4. ALGEBRES DE HECKE, ALGEBRES DE SCHUR

est un monomorphisme d’algebres. Il permet d’identifier 975 (R) @ son
image dans f)m (R) qui est la sous-algébre R-libre de base

{th Ty k€ [0,r=1), ki +...+k, =0 (mod f), w € &,}.

L’algebre 9, fn(R) sera désormais identifiée a son image par ¢
dans H2X(R), ie., a la sous-algebre de H2X(R) engendrée par
T, TT'TT et H% (R).

Nous pouvons alors donner l’analogue de la décomposition gra-
duée (4.1.2) pour les algebres de groupes de réflexions complexes.

Lemme 4.1.4 Sous la condition (HQ/x), la R-algebre HTX(R) est
graduée sur la R-algebre 557«fn( ) par un groupe cyclique d’ordre f, de

décomposition graduée f)q’Q @ t] , f’

Preuve : En premier lieu, montrons que H¢Q(R) se décompose en
la somme de R-modules

HLAR @ HHe%, (4.1.5)

Pour cela, utilisons les bases fournies par les Lemmes 4.1.1
et 4.1.3. Soit h, un élément de la base B de HZY(R),

h o=t . T, ki € [0,r—1], w € &,. Soit b € [0,f—1], tel
que Z k; =b (mod f). Considérons les deux cas,

j=1
— k; > b. L’élément h s’écrit sous la forme tbtkl_btk2 .. .tﬁ"Tw. Par
conséquent, h appartient au R-module ¢} $)? fn(R)

— k1 < b. Avec la premieére relation donnée dans la seconde présen-
tation de HEI(R), t est inversible et

d

=) gt (4.1.6)

j=1
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pour des éléments ¢; € R, j € [l,d]. Ainsi ¢}'" est égal
a P~ pour un polynome P a coefficients dans R et
toutes les puissances de t; apparaissant dans le développement
de P(t))t"~" sont strictement positives. L'élément h s'écrit
alors t2P(t)) ¢ =tk 5T, Sous cette forme, il est clair que
h appartient au Remodule 11977 (R).

Par conséquent, H22(R) est somme des R-modules t] 97 in(R), J va-
riant dans [0, f—1]. Cette somme est directe parce que B est une base de
H2YR) et que Pensemble {th Ty ky € [0,7—1), k4. Ak, =
(mod f), w € &,} est une base de t] w7 n(R) pour j € [0, f—1].
L’assertion (4.1.5) est vérifiée.

A présent, montrons que ¢; commute a 7 fn(R) ie.,

LY, (R) = 97%,(R). (4.1.7)

Comme t; commute avec tous les t;, i € [1,n], ainsi qu’avec tous
les Tj, pour j € [3,n], (cf. [8, Lemme 3.3|), il suffit de montrer que
17T 6 H7%,(R)t1 pour obtenir linclusion directe dans (4.1.7). Un
argument de dimension ou un raisonnement symétrique permettra de
conclure.

D’aprés la seconde relation dans la présentation de 22, T; est inver-
sible, d’inverse T, ' = ¢~ '(Ty + 1 — q). Avec la troisiéme relation de
cette méme présentation,

tng - T2T1T2T1T2_1T1_1
1 1
= ;T2T1T2T1T2Tf1 + (5 — 1)ty

1 1
= Tty + (= — 1)tz
q q
1. 1 »
- gTQtl tQt]_ + (6 - 1)t1 tQtl. (418)

En considérant la forme de #;' donnée en (4.1.6), la derniére éga-
lité (4.1.8) justifie 'appartenance de t,73 & 9%, (R)t. Finalement, la
formule (4.1.7) est établie.

De l'égalité (4.1.7), il vient que pour tout i, j € [0,f —1],
9! fntj HF, est égal a tiﬂj’)g:}in ol 7 + j est considéré modulo f.
Selon la Définition - Notation 2.1.1 sur les systémes gradués, le lemme
est démontré. |
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Modules de Specht

J. Graham et G. Lehrer puis R. Dipper, G. James et A. Ma-
thas ont montré que l'algebre H2R(R) était cellulaire ([48, §5], [28,
Théoréme 3.26|). L’ensemble A introduit dans la condition (C1) de
la Définition - Notation 3.1.1 est représenté ici par ’ensemble A,
des r-multipartitions de n, i.e., des r-uplets A = (AM,... A" de

T
partitions tels que Z A9 = n. L’ensemble M()\) de cette méme
j=1
condition, pour A € A,, est ici ’ensemble des A-tableaux standards.
Les éléments de A, se représentent sous la forme d’une suite de r
diagrammes de Young. Pour A € A,, un A-tableau T = (T, ... T®)
est obtenu a partir de la représentation en diagrammes de A, en
remplagant chaque case par un élément de [1,n], sans répétition. Le
tableau T est standard si dans chaque composante T, les coefficients
sont placés dans l'ordre croissant en parcourant chaque ligne de gauche
a droite et chaque colonne de haut en bas.

Définition - Notation 4.1.6 Posons A,, [’ensemble des r-
multipartitions de n. Soit A € A,.

Nous désignerons par Sﬁ’Q(R) le module de Specht associé a A,
défini dans (28], pour la R-algebre HEX(R).

L’ensemble des A-tableaux standards sera noté St(\).

Pour tout A € A,, le module de Specht Sﬁ’Q(R) est, & isomorphisme
prés, la représentation cellulaire de H22(R) associée a A (cf. la partie

exposant les conséquences de la condition (C4) en (3.2.2)).

4.1.2 Théoréme

Définition - Notation 4.1.7 Jusqu’a la fin du chapitre, le symbole,
~, resp. —, désignera l’extension scalaire a K, resp. a k.

Nous allons citer le théoréme, faisant I'objet de cette sous-section,
sous les hypothéses et notations (HIN) suivantes.

Hypothéses (HN) : Soient d, f, n, des entiers naturels non nuls,
r=df.
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Soit (O, K, k) un systéme p-modulaire pour un nombre premier p ne
divisant pas f, avec k algébriquement clos.

Soit w € O, une racine primitive f-iéme de l'unité (qui existe par le
lemme de Hensel).

Fixons une unité ¢ de O telle que

[[1+a+. . +¢7" #0et pour touti € [1, f~1],@ € 7", (4.1.9)
=1

ainsi qu’une suite (yi,...,yq) d'unités de O telle que

.. . . .. . wjyz-
sii, i €[1,d],7€]0,f1], j#0sii=1, alors

#q", |m|<n.
(4.1.10)

7:/

Formons les deux suites
X := (21,...,x4) ol pour tout i € [1,d], z; := yzf, et
Q = (Q1,...,Q,) ot les Q; sont les r éléments distincts w'y;,
pour i € [0, f—1], j € [1,d].
Posons A := H22(0) et B := 97 (O).
Remarque : La condition (4.1.9) signifie que ¢ n’est pas une racine
i-éme de 'unité, pour i € [2,n], et aucune puissance de W non-triviale
n’est égale a une puissance de gq.

Nous sommes en mesure d’énoncer le

Théoréme 4.1.5 Sous les hypothéses (HIN), il existe une matrice de
décomposition unitriangulaire inférieure de algeébre HT% (O) qui est

r,fn
g-stable, avec g 'automorphisme de g}‘n((’)) donné par la conjugaison
par Ti.

Pour la suite, nous conservons les hypothéses et notations de
(HN) et démontrons le Théoréme 4.1.5.

4.1.3 Preuve du théoréme

Selon le Lemme 4.1.4, A est graduée sur B de graduation

f—1

A= @ leB et Ty vérifie les relations T1B = BT et Tlf € B. Soit
5=0

h=h) I’automorphisme de A associé a la graduation.

A/B
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Avec le Lemme 4.1.2, (4.1.9) et (4.1.10), A est semi-simple déployée.
Puisque A est graduée par un groupe cyclique d’ordre f sur é, B
est aussi semi-simple (cf. les derniéres remarques de 2.1.1). Suite au
Lemme 4.1.11 ci-dessous, les conditions (H) de 2.3.2 seront satisfaites.

Il restera a donner une matrice de décomposition h-stable uni-
triangulaire de A avant de pouvoir appliquer le Théoréme 2.3.1 au cas
particulier M = A. Il en résultera le Théoréme 4.1.5.

Matrice de décomposition de A

Afin d’appliquer le Théoréme 2.3.1 du chapitre 2 au module
régulier A4, nous avons besoin d’une matrice de décomposition de A
unitriangulaire h-stable.

Nous allons utiliser la structure cellulaire des algébres A, Aet 4
et choisir comme matrice de décomposition classique de A, la matrice
de décomposition cellulaire de A qui unitriangulaire inférieure. Avant
d’expliciter cette matrice, fixons un ordre spécifique dans la suite Q
puisque les modules de Specht dépendent de 'ordre des paramétres
de Q, contrairement a ’algébre de Hecke (& isomorphisme prés). Cet
ordre permettra d’appliquer la Proposition 4.11 de [31].

Grace a la condition (4.1.9), il est facile de voir qu'il est possible
d’ordonner les éléments de Q, w'y’, pour i € [0, f—1], j € [1,d], de
sorte que Q se scinde en des suites Q,;, avec a € [1,¢], i € [0, f—1],
pour un entier naturel non nul #, i.e., Q est la concaténation des suites

Ql,Oa SRR Ql,f—b Q2,07 SRR Q2,f—17 R Qt,Oa SRR Qt,f—b (4111)

(dans cet ordre), avec les deux propriétés suivantes.

La premiére est que les quotients d’éléments qui appartiennent a
deux telles suites distinctes ne sont pas une puissance de ¢ modulo
I'idéal J(O).

La seconde est que pour tout ¢ € [0,f—1], a € [1,t], alors

Qa,z’ = LUiQa,o-

Donnons une procédure pour construire de telles suites.

Formons la suite Q := (@1, ...,Q,) constituée par les r éléments
de ensemble (non ordonné) Y := {yy,...,w/y1, ..., 9, ..., w " ty}
de la fagon suivante. Il existe d’uniques entiers r; strictement positif,
7:171, e ,2.177~1 € [1, d] et j171, e 7j1,7”1 € [O, f— 1], tels que 1:171 < 7:172 <
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... < i1y, et I'ensemble {&/175 7, ..., @175 ) est lintersection de
I'ensemble {q°71; a € Z} avec Y, Y désignant ensemble Y réduit mo-
dulo J(O). L'unicité de tels éléments provient de I'hypothése (4.1.9).
Pour tout m € [0, f — 1], nous choisirons (Qmr+1,-- -, Qmritr) =
(@™ 4y wibn My ) Remarquons que Qe 41 = W™y

Soit i’ le plus petit des entiers i € [1,d] tel que 7; n’apparait pas
dans {Q;; j € [1, fr1]}. Nous adaptons la construction précédente en

remplacant y; = y;,, par yy. Il existe d’uniques entiers ry stricte-
ment positif, ia1,...,02,, € [1,d] et jo1,...,J2., € [0, f—1], tels que
igq < g < ... <y, et Vensemble {72175, 7, ... w227, — est Uin-
tersection de 'ensemble {q% ; a € Z} avec Y\{Q;; j € [1, fr1]}. Pour
tout m € [0, f—1], nous choisirons la suite (Q fr, +mro+1s - - - s @ fry+mratrs)
égale a la suite (w215 y;, .o w2y, ).
Notons encore que Q fry4mry+1 = W™ Ysr-

En itérant le procédé, nous obtenons les entiers rq, ro, ..., 7; stric-

tement positifs, iq1,. .., € [1,d] €t jo1,---sJar, € [0, f—1], avec
7:1,1 < Z.271 < ... < it,l et ia71 < ia,Q < ... < ia,ra pour tout a € []_,t]
Les suites formées dans cette construction vérifient les deux propriétés
énoncées ci-haut.

Par définition d’une matrice de décomposition d’une algébre, les
lignes de la matrice de décomposition (classique) de 'algébre A sont
indexées par les classes d’isomorphismes des modules simples de A
f)?;,?(K ). Nous avons déja dit que, sous les hypothéses (HN), cette
algébre est semi-simple. En appliquant le Théoréme 3.1.4, il vient que
Pensemble des modules de Specht {STQ(K); A € A,} est un ensemble
complet de représentants de ces classes. Utilisons les r-multipartitions
de A, comme parameétres des lignes. Grace aux bases des modules cel-

lulaires, il est facile de voir que, pour tout A € A,, le module de Specht
sur A, S¥(0), est une O-forme de S@}(K) dont la réduction a k,

Sﬁ’Q(O), est isomgrphe au module du Specht Sz’é(k‘) en tant que mo-
dules sur A = 552:3(1{:).

Les colonnes de la matrice de décomposition de A sont in-
dexées par les classes d’isomorphismes des modules simples sur
A. Notons A%, I'ensemble des r-multipartitions A € A, telles que

D?\’Q(k) = Sz’a(k:)/radz’a(k‘) n’est pas nul, ot rad??(k) est le radical
d'une forme bilinéaire symétrique définie sur le module cellulaire
Sz’Q(k) (voir la Définition - Notation 3.1.4). Les quotients non-nuls

des modules de Specht {DT®(k); A € A%} ou les multipartitions de A
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peuvent étre choisis comme parameétres des colonnes de la matrice de
décomposition de A, d’apreés la théorie des algébres cellulaires.

Le coefficient donné par la ligne correspondant & A € A, et par la
colonne associée a p € A%, représente la multiplicité de Dz’Q(k‘) comme

facteur de composition de Sg’Q(k). Ceci prouve que la matrice de
décomposition de 'algebre A est la matrice de décomposition cellulaire
de A, par la Définition - Notation 3.1.5. En particulier, nous choisirons
une matrice de décomposition D de A de forme unitriangulaire
inférieure égale a la matrice de décomposition cellulaire de A avec
I'ensemble A% comme indices de la premiére diagonale, i.e., si pour un
entier i, 1 < i < |AY, la i-iéme colonne correspond a A € AY; alors la
1-iéme colonne aussi.

D’aprés le rappel 2.1.2 au sujet des matrices de décomposition,
D est aussi la matrice de décomposition du module régulier A.
Nous venons de voir que ses lignes sont indexées par les classes
d’isomorphismes des modules simples Sf\’Q(K ), A € A,.. Pour vérifier
la h-stabilité de D, il faut et il suffit donc de vérifier que, si A € AY,
alors le module simple S;I\’Q(K ) de A est isomorphe a SZ’Q(K ) pour
un élément u appartenant a A2. C’est le but de ce qui suit.

h-stabilité de D

Décrivons p € A, en fonction de A € A, si SP}(K)! = STUK).
Afin de rendre la recherche de pu plus facile, nous allons exhiber
une autre description des modules de Specht, utilisant les tableaux
standards. La méthode pour trouver p devient alors une question
combinatoire.

S. Ariki et K. Koike ont introduit dans [8], I'ensemble des modules
simples sur H2I(K),

VIK), XeA,.

Pour A € A,, V/\%Q(K ) admet les A-tableaux standards pour base de
son K-espace vectoriel sous-jacent.

Remarques :
1. Ces modules simples généralisent les modules simples décrits par
P.N. Hoefsmit pour les types A et B ([53]).
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2. L’ensemble {VZY(K); A € A,} est un ensemble complet de
modules simples sur A.

Dans un premier temps, montrons que, pour tout A € A,, les
modules simples V(K et STQ(K) sont isomorphes.

Définition - Notation 4.1.8 Soit U2Q(K) la sous-algebre com-
mutative de HTX(K) engendrée par les éléments t;, i € [1,n] (|8,
Lemme 3.3]).

Le prochain lemme affirme que les matrices représentant 1’action
de YULR(K) sur V/\‘I’Q(K ), pour A € A,, sont diagonales si elles sont
exprimées par rapport a la base formée par les A\-tableaux standards.
Avant de I’énoncer, nous avons besoin de la

Définition - Notation 4.1.9 Si A € A, est représentée sous forme
de diagrammes et ¢ est une case, la composante de ¢, comp(c), est
Uindice de la composante de A contenant ¢ et le contenu de ¢, cont(c)
est la différence a — b si ¢ se situe dans la ligne b et la colonne a de la
composante \(©mP©)

Si T est un A-tableau, N € A,, et i € [1,n], la composante de i
dans T, comp(T, 1), désigne la composante de la case ¢ ot est placé i
et le contenu de i dans T, cont(T, ), le contenu de ¢ dans M.

Nous pouvons alors énoncer le résultat de S. Ariki.

Lemme 4.1.6 ([8]) 1. L’algebre ULX(K) agit de fagon diagonale sur
le module V/\q’Q(K) par rapport a la base spécifique formée par les A-
tableauz standards. L’action de t; est donnée par

Tt = Qeomp(riy@™ "I TIT, pour i € [1,n], T € St(N). (4.1.12)

2. 81 q # 1, les représentations linéaires de 11%:9([() qui envoient t;
sur Qcomp(T,i)qcont(T’i)+(i_1) sont mutuellement non-équivalentes. L’al-

gebre UTQ(K) est une algebre commutative de dimension Z |St(N)].
AEA,
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Preuve : La preuve du premier point est donnée par S. Ariki et
K. Koike (|8, Proposition 3.16]).

Pour justifier la seconde partie, nous pouvons également reprendre
une de leurs preuves (|8, Proposition 3.17]). Il faut cependant modifier
le passage affirmant qu’a partir d’une représentation linéaire de

M;IL:?(K ) apparaissant dans @ VAq’Q(K ), il est possible de construire

AEA,
le tableau standard de fagon unique car ici les paramétres g et Q ne

sont plus des indéterminées. Ceci est en fait assuré par les conditions
(4.1.9) et (4.1.10) comme S. Ariki le souligne dans sa preuve (|1,
Proposition 3.2|). Raisonnons par récurrence sur les coefficients
i € [1,n] a placer dans le tableau.

Puisque le contenu de 1 dans n’importe quel tableau standard
est 0 et que tous les @;, pour j € [1,r], sont distincts selon 1'hypo-
these (4.1.10), la valeur prise par ¢; dans la représentation permet de
placer 1 correctement dans la bonne composante.

Supposons avoir placés 1,2,...,i—1, pour un entier i € [2 n].
Considérons les valeurs Qcomp(c) ) pour les cases ¢ qu’il est
possible d’ajouter au diagramme déja formé en respectant la forme
standard. Ces valeurs sont toutes distinctes. En effet, la différence
entre les contenus de deux telles cases est de valeur absolue strictement
inférieure a n. Si ces deux cases appartiennent & la méme composante,
ceci est dii au fait que ¢ n’est pas une racine i-iéme de 1'unité
pour i € [2,n] (condition (4.1.9)). Si deux telles cases se situent dans
des composantes différentes, c’est 'expression (4.1.10) qui prouve
I’affirmation. La donnée de la valeur prise par ¢; permet de définir ainsi
la composante et le contenu de la case qui contiendra i. La position
de cette case est alors unique (du fait de la conservation de la forme
standard). La récurrence est montrée. I

11 vient alors immeédiatement le

Corollaire 4.1.7 Siq # 1 et X et pu sont deux éléments de A, tels que
les modules V'YK et VIQ(K) sont isomorphes comme modules sur

ULAUK), alors X\ = pu.
Avec quelques manipulations combinatoires, nous obtenons aussi le

Corollaire 4.1.8 Pour tout A € A,, les modules sur HTI(K),
STYK) et V(K sont isomorphes.
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Preuve : Suivant [63], les propriétés (4.1.9) et (4.1.10) permettent
d’introduire, pour tout A € A,, une K-base de S;I\’Q(K), qui sera notée
{fr; T € St(\)}. Pour tout i € [1,n], T € St()), l'action de ¢; sur fr
est donnée par

fT t = Qcomp(’]l‘,i) qcont(T,i)+(i—1)fT

Y

selon [63, Proposition 3.4]. En comparant avec 'action de t; sur la
base des A-tableaux standards de V*?(K) donnée en (4.1.12), il est
clair que ST?(K) et V#?(K) sont isomorphes en tant que modules sur
ULR(K). Par le Corollaire 4.1.7, nous pouvons conclure que, quand
q# 1, STYK) et VI(K) sont isomorphes en tant que modules sur
A= H2Y(K). Quand ¢ = 1, un tel isomorphisme provient de [63,
Proposition 3.5] et [8, p. 229]. 1

Nous pouvons maintenant décrire la r-multipartition cherchée pu.

Lemme 4.1.9 Soit A\ = (\Y, ... A7) € A,.. Alors le module

Sf\’Q(K)ﬁ est isomorphe au module STI(K) ot w est la permutation
de 6, définie par Qe = wQ;, pour tout i € [1,7], i.e., wQ = Q™!
et Ao = (A=) A=y

Preuve : Nous allons montrer que
VIR = VEQ(K). (4.1.13)

Ainsi le lemme résultera du Corollaire 4.1.8. R

Supposons g # 1. Le sous-espace sous-jacent de V}’Q(A)h, resp.
de VQ(K), admet pour K-base 'ensemble des A-tableaux standards
St(A), resp. I'ensemble {Tw; T € St(A\)} des Aw-tableaux standards.
Soit I’application

is: VEK) — VEK) .
TeSt(\) — Tw

Alors is est un isomorphisme de modules sur 42¥(K).

En effet, soient ¢ € [1,n], T € St()A), alors (T * t;)is = w(Tt;)w
80it WQeomp(r,inq ™ TV TI"U T, d’aprés Dexpression (4.1.12), ot
+ désigne Daction de ULR(K) dans VI(K)". Par un court
caleul, WQcomp(Ti) = Qeomp(Tw,i)- En outre, il est clair que les
contenus cont(T,7) et cont(Tw,i) sont égaux. Par conséquent,

(T % t;)is = (T)ist;. L'assertion précédente est vérifice. En utilisant
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le Corollaire 4.1.7, I'application is est méme un isomorphisme de
modules sur A. L’affirmation (4.1.13) est démontrée.

Si ¢ = 1, T} agit sur le tableau standard T de Vf’Q(K) par
multiplication par Qcomp(r,1) €t Tj, i € [2,n|, transforme T en Ts;. Un
raisonnement utilisant les mémes arguments que précédemment, en
regardant cette fois I'action de A, améne le résultat (4.1.13). 1

Remarques :

1. ’application w est bien définie parce que ’ensemble formé par
les éléments de Q est stable par mutiplication par w, par construction,
et tous ces éléments sont distincts selon (4.1.10). En outre, w étant
une racine f-iéme de 'unité, il est trivial que @/ est Iidentité de &,.

2. Nous avons vu, en Sous-Section 2.3.1, que le groupe cy-
clique Cy, d'ordre f, engendré par c, opere sur lensemble des classes
d’isomorphismes des modules de A via h. Pour tout \ € A,
u e [0,f—1], ¢* agit sur la classe du module simple ST?(K) et
donne la classe du module simple S?®(K )(h)u, a savoir la classe
de S;{;gu(K), selon le Lemme 4.1.9. De méme, C; opére sur l'en-
semble des multipartitions A, via w. Soit A € A, considérée comme
la concaténation des partitions Aig,..., A1, r—1,A20, ..., At f—1, Suivant
le méme découpage qu’en (4.1.11). Pour tout u € [0, f — 1], ¢*
agit sur A pour donner Aw" qui est la concaténation des partitions
)\Lf_u, e )‘l,f—l—im )\27]0_“, ey )\t,f—l—u‘

Grace a ces descriptions, il est clair que les actions, notées *, du
groupe cyclique C'y sur I'ensemble des classes d’isomorphismes des mo-
dules simples de A et sur Uensemble des multipartitions A, sont com-
patibles : pour tout A € A, u € [0, f—1],

SYUK) * ¢ = LK),

Par conséquent, déterminer le nombre o(ﬁ, V') pour un module simple V'
sur A devient un probléme combinatoire. Si V' est paramétré par
A € A, 0(h,V) est le cardinal de l'orbite de A sous 'action de Cy via w.

La derni¢re étape de cette partie consiste & montrer que, si A € A%,
alors A@ € AY. Les résultats obtenus jusqu’a présent, n’ont pas pris en
compte le choix particulier de 'ordre du r-uplet Q. Grace au résultat
de R. Dipper et A. Mathas, dans [31], nous pouvons énoncer la
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Proposition 4.1.10 Si A € A, alors Aw € A°. Donc, D est h-stable
unitriangulaire.

Preuve : Soit J:= {(a,i); a € [1,t], ¢ € [0, f—1]}. D’aprés le choix
particulier de l'ordre de Q (V01r (4.1.11)),

11 II Il @@n-Qw #o.

(a,i),(b,j)ej QmeQa’i —n<l<n
(@)#(bJ)  QuiEQs,

Toute r-multipartition A = (A, ... A\") g%écrit comme la conca-
ténation des suites de partitions Aig,..., A1, A0y .oy Ar o1
suivant le découpage de Q = (Q1, .. ._,Qr) en (4.1.11). Adaptons [31,
Proposition 4.11]. Pour A € A,, D¥®(k) # {0}, i.e., A € AY si et

seulement si, pour chaque (a,i) € J, DT Q‘”( k) # {0}.

Par la Définition - Notation 3.1.4 du radlcal d’un module de Specht,
ceci revient & ce que, pour chaque (a,i) € 7, D?\:JQ“( ) # 0. Ainsi

Dq’Q‘”( k) # {0}, en considérant i—1 comme i—1 (mod f). En utilisant

azl

a nouveau le résultat de R. Dipper et A. Mathas cité ci-dessus,
D‘f\g( ) # {0}. La h-stabilité est démontrée. |

Derniére vérification

Le lemme suivant traite des conditions restant a satisfaire avant
d’appliquer le Théoréme 2.3.1. A savoir, nous allons montrer que,
sous les hypothéses (HIN) citées a la sous-section 4.1.2, B est déployée.

Lemme 4.1.11 La K-algebre 77 (K) est semi-simple déployée.

Preuve : Les restrictions et inductions se feront ici par rapport aux
K-algebres 9%, (K) et HTY(K), avec les foncteurs notés Res et Ind.
Rappelons que pour tout A € A,., V) = V/\q’Q(K ) a une base formée
des A\-tableaux standards T = (T®, ... T") ou T s’écrit comme la
concaténation de suites de tableaux Ty g,..., Ty -1, Tog,..., T -1 en
effectuant un découpage comme en (4.1.11). Nous noterons alors T :=
(Tai) (aiyes pour

3={(a,i), a€[L,t], i €0, f—1]}.
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Fixons A € A,. Soit 0 = o(ﬁ, Vi) et Q: VI — V, | bien dé-
T —  Tw®

finie par le Lemme 4.1.9. Remarquons que, pour T = (T,;)(a,)e3;

UT) = (Ta,i—o)(ai)ea, Ol i—0 est considéré modulo f. Selon la preuve

du Lemme 4.1.9, © est un isomorphisme sur A. Comme QF = Idy,,

Res V), est la somme des modules sur B ,

L1
Res V) = @ Ker (9 — wIdy, ).

i=0
Il est facile de voir que pour tout i € [0, % —1], les modules sur B,
Ker(Q — w®Idy,) et Ker(Q — Idy, )7 sont isomorphes. En effet, si y €
Ker(€ —Idy, ), alors y T¢ € Ker(2 —w=°Idy, ) et si un module V sur B
s'¢tend en un module sur A alors, pour tout i € [0, f—1], les modules
sur B, VT " et V7', sont isomorphes.
Soit x le nombre (avec multiplicité) de sous-modules simples sur B

contenus dans Ker(§2 — Idy, ). Suivant le raisonnement de la preuve de
la Proposition 2.4.5, si U est un sous-module simple de Res V), alors

ResV) = [Res V) : UlE50 et o(g,U)[Res Vi : U] = %x. (4.1.14)

Soit E4, l'algeébre d’endomorphismes Endg(Res V) ), de dimension
dimg (E1) = o(g, U)([Res Vy : U])*dimg (End5(U)).

Soit £ := Endz(IndResV)). D'une part, dimg(E) = f—; car
IndResV), = %ZB,VA et A est semi-simple déployée. D’autre part,
dimg F = fdimgFE; parce que F est graduée par un groupe cyclique
d’ordre f sur E (cf. [19, Proposition 11.14]). Avec (4.1.14), il vient que

1 =z [ResV, : U] dimg (Endz(U)). (4.1.15)

Cette derniere égalité montre que la dimension dimg (Endz(U))

vaut 1, d’ott 'assertion sur le caractére déployé de B. 1
Remarques :

1. L’égalité (4.1.15) montre que [Res V), : U] = 1. Par conséquent, la
restriction de H&X(K) a 77, (K) de tout module simple sur $H%2(K)
est sans multiplicité.

2. La preuve de ce lemme donne un moyen de construire les
sous-modules simples de ResV quand V est un module simple sur
HTY(K) en tant qu'espaces propres.
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4.2 g-algébres de Schur

Dans cette section, nous donnons une application du Théo-
réme 2.2.1 qui permet de retrouver un résultat mentionné par J.
Gruber et G. Hiss [50, Corollary 7.17].

4.2.1 Hypothéses

Nous allons utiliser certains des résultats obtenus dans la section
précédente pour un choix spécial des paramétres. Afin de traiter les
algébres de Hecke de type D et B, prenonsr =2, f=2,d=1,2, =1
et Q = (1, —1). Nous travaillerons sous les hypothéses (HS) suivantes.

Hypothéses (HS) : Soient n un entier naturel non nul, (O, K, k) un
systéme p-modulaire, avec k algébriquement clos et p un nombre
premier impair.

Soit g une puissance d’'un nombre premier différent de p tel que 'ordre
de ¢ (mod p) est impair.

Soient §) := 53;5}‘”((9), I'algébre de Hecke de type B pour les

parameétres ¢ et Q = (1,—1), et §' = g%(@), lalgébre de
Hecke de type D pour les paramétres g et x = (1).

4.2.2 g-algébres de Schur

Définition - Notation 4.2.1 La g-algébre de Schur de type B, resp.
de type D, définie par J. Gruber et G. Hiss ([50, §7]) est ’algebre
d’endomorphismes :

S(H) := Endy(@ v, H)
J

ou H = $, resp. H = 9, J parcourt les sous-ensembles des sous-
diagrammes mazimaux de type A du diagramme de Dynkin de type B,

resp. de type D, et
yri= Y (=a)"™T,

weWy

avec W; comme dans la Définition - Notation 4.1.4.
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Théoréme et preuve

Enoncons un résultat obtenu par J. Gruber et G. Hiss dont une
preuve repose sur le Théoréeme 2.3.1.

Théoréme 4.2.1 ([50, Corollary 7.17]) Supposons que les hypo-
theses (HS) sont satisfaites. Alors la matrice de décomposition de la
q-algébre de Schur S($') de type D est carrée unitriangulaire.

Preuve : La g-algébre de Schur cyclotomique S(A,) introduite par
Dipper, James et Mathas est (& isomorphisme prés) :

S(Ag) == Endﬁ(@ uy yA9)

AEAS

avec la notation de [63, §4| (voir [28, Définition 6.1] et [35, Re-
marque 2.5]) ou Ay est 'ensemble des bi-compositions de n. Il est clair
que S(9) est de la forme eS(Ag)e pour un idempotent e € S(Ag) et
I'algébre des endomorphismes des modules de Young (][50, Définition
7.5]) est aussi de la forme €¢'S($))e’ pour un idempotent ¢ € S(9).
D’une part, la matrice de décomposition de S($)) est une sous-matrice
de la matrice de décomposition de S(As) qui est carrée unitriangulaire
de taille s x s, ou s est le cardinal des bi-partitions de n, par |28,
Corollaire 6.17| et [36, Théoréme 6.3.2]. D’autre part, la matrice de
décomposition de S(£)) contient la matrice de décomposition des
modules de Young qui est aussi carrée unitriangulaire de taille s x s
d’aprés [50, Théoréme 7.7|. Par conséquent, les trois matrices de
décomposition sont égales. Les classes d’isomorphismes des facteurs

directs indécomposables du module sur $, @ uy Yr$, resp. @y 79

AEAS
ou J parcourt les sous-ensembles du sous-diagramme rnaxnnal de

type A du diagramme de Dynkin de type B, sont les classes d’iso-
morphismes des modules de Young (de type B). En outre, @y 79

J
est stable sous 'automorphisme de $) associé a la graduation de $
sur $’. Les hypothéses (HS) ainsi que le Lemme 4.1.11 permettent
d’appliquer le Théoréme 2.2.1. Il vient que la matrice de décomposition

de Resﬁ, @ yiH = @ vy ® @ Ty, 119 est carrée unitriangulaire.

Donc la matrlce de decomp051t10n de son algébre d’endomorphismes,
i.e., de la g-algeébre de Schur S(9'), 'est aussi . |



Troisiéme partie

Sur la conjecture de J. Gruber
et G. Hiss
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Chapitre 5

Introduction a la conjecture

L’objectif de cette troisiéme partie est d’étudier la conjecture
énoncée par J. Gruber et G. Hiss, |50, §7.15|, dans le cas des nombres
de décomposition des algébres de Hecke de type B et de type D.
Nous l'appelerons conjecture (GHIP). Dans un premier temps, nous
généralisons et prouvons cette conjecture pour les algébres de groupes
de réflexions complexes G(r,1,n) et G(r, f,n). Dans un second temps,
nous montrons que les techniques utilisées dans le cas des algébres de
groupes ne sont pas directement applicables aux algébres de Hecke
associées a ces groupes. Nous étudierons les limites du raisonnement
dans le cas particulier du type B et D. Nous donnerons, cependant,
une condition portant sur des filtrations de produits tensoriels de
modules de Specht sous-laquelle la conjecture (GHIP) est valable.

Avant de décrire ce qui se passe dans les algébres de groupes,
nous allons donner des formules exprimant des multiplicités (de
modules dans d’autres modules) sur une sous-algébre B, en fonction
de multiplicités (de modules dans d’autres modules) sur une algébre
graduée sur B. Ceci permettra d’exposer le probléme abordé dans
cette derniére partie.

5.1 Premiéres formules

5.1.1 Formules générales

Plagons-nous sous les conditions suivantes.

Hypothéses (Hyp) : Soient un entier r strictement positif, p un
nombre premier ne divisant pas r et (O, K, k) un systéme p-
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modulaire avec k algébriquement clos.
Soit w une racine primitive r-iéme de I'unité.

Soit A une O-algébre (libre de type fini) graduée par un groupe
r—1
cyclique d’ordre r sur une sous-algébre B : A = @aj B pour
5=0
une unité a € A telle que aB = Ba et a” € B, d’automorphismes
associés h := hA/B et g = gg‘)A

Supposons que A=A ®o K et B:=B ®e K sont semi-simples
déployées.

Définition - Notation 5.1.1 Le produit tensoriel — ®Ro K sera
abrégé en = .

Le foncteur de restriction de mod(A) dans mod(B) ou de mod(A)
dans mod(B) sera noté indifféremment Res .

Soit M un module sur A, h-stable, admettant une matrice de dé-
composition unitriangulaire h-stable.
Décomposons M, resp. M, en modules indécomposables,

M = émiYi, resp. M = ém‘/},
i=1 i=1

ou les Y;, i € [1,m], resp. les V;, i € [1,n], sont non-isomorphes deux a
deux. Pour tout i € [1,m], resp. i € [1,n], choisissons Wj, resp. U;, un
facteur direct indécomposable de ResY;, resp. ResV;.

Soit 0 € &, resp. T € G,,, déterminées ainsi : pour tout i € [1,n],

resp. j € [1,m], Vzﬁ est isomorphe & V(;),, resp. Y est isomorphe a Y(;y,.

Nous cherchons des relations entre des multiplicités [Y;l Vi,] et
(Wi, : U;,] pour des entiers iy, i3 € [1,m], ia, i4 € [1,n].

Fixons i € [1,n], j € [1,m].
Au début de la preuve du Théoréme 2.3.1, nous avons montré que,
si @ < min(n,m), alors
[ResV; : U;] = [ResY; : W;). (5.1.1)

Considérons l’isomorphisme

V.
= @ V-V v e w,
s=0

S0
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olt W est un module sur A n’admettant aucun st, s €10, 0(h, V;)—1],
dans sa décomposition en modules simples. En restreignant cet isomor-
phisme sur B, le Lemme 2.4.2 implique que

[ResY; : Wi] @ W

Vi)— _o@U)-1
([Res V; : Us] Z Y:Viht]) P U7 @ResW. (5.12)
t=0 s=0

Par choix de W, la Proposition 2.4.5 implique qu’aucun module U?S,
avec s € [0,0(q,U;)—1], n’apparait pas dans la décomposition en mo-
dules simples de Res W. Décomposons IW; en modules simples :

W = W Ur Ul e w

ou W’ est un facteur direct de Res W. Pour tout I € [0, o(g, W;)—1], il
vient alors que

o(h,Us)—1
W @ WU e we (5.1.3)

i
s=0

Soit s € [0,0(g,U;) —1], en faisant varier [ dans (5.1.3), la multi-

O(Q,W]’)—l/\ 0(97Wj)_1 ;
P~ + —~ ~5—
plicité de U/ dans @ W7 est Z (W; : U ]. D’apres l'iso-
t=0 1=0
o(h,Vi)—1 ~
morphisme (5.1.2) et I'égalité (5.1.1), c’est aussi Z [Y; : V'] Nous
=0
avons montreé
o(g,W;) e AV -1
A Z 5 V. (5.1.4)
1=0 t=

Remarque : Dans I'égalité (5.1.4), la symétrie entre le membre de
gauche et celui de droite correspond aux relations entre les foncteurs

adjoints de restriction et d’induction et provient de la théorie de
Clifford (cf. Chapitre 2).
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5.1.2 Formules restreintes

Supposons désormais que r est un nombre premier.

La formule (5.1.4) donne quatre cas & considérer (a cause des
formules de la Proposition 2.4.5). Explicitons les quatre égalités. Pour
cela, supposons fixés deux entiers i € [1,n] et j € [1,m)].

Cas 1 :o(hY;) = o(/ﬁ, V;) = r (donc o(g, W;) =1 = [ResY; : W}]).
Le module restreint Res Y} est encore un module indécomposable sur B,
isomorphe a W;. Nous avons I'égalité

r—1
=51, v,
1=0

Cas 2 :o(h,Y;) =r, o(h,V;) = 1, alors

W, : U] =¥, : Vi].

Cas 3 :0(h,Y;) =1, o(h,V;) = r. Comme oy est un carré, selon
la Proposition 2.4.5, o(g, W;) = r. De plus, o(g,U;) = 1, i.e., U; est g-
stable. Le membre de gauche de (5.1.4) s’écrit alors T[T/I/Z : U;]. Comme
Y; est h-stable, pour tout [ € [0,7—1], la multiplicité de Vzﬁl dand }%
est égale & [)?] : Vi]. Le membre de droite de (5.1.4) dans ce cas devient
r[}% : V;]. Finalement,

W U] = [V : Vi),

I~

Cas 4 : o(h,Y;) = o(h,V;) = 1 donne immédiatement

—_

r—

W, U7 = [V : Vi) (5.1.5)

o~
Il
o

Remarques :

1. La symétrie observée a la remarque précédente est claire dans le
cas particulier o r est choisi premier. Les cas 1 et 4, resp. 2 et 3, se
correspondent.
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2. Dans le cas ol les nombres de décomposition de M, module sur A,
sont connus, alors ceux du module restreint Res M le sont aussi, a ’ex-
ception de ceux qui relévent du quatriéme cas considéré ci-dessus.

5.2 Conjecture (GHPI)

Intéressons-nous au cas indéterminé (5.1.5) dans le cadre d’une al-
geébre de Hecke de type B graduée par groupe cyclique d’ordre 2 sur
une algébre de Hecke de type D.

Hypothéses : Soient n € N et (O, K, k), un systéme p-modulaire,
avec k algébriquement clos et p un nombre premier impair.

Soit ¢ une puissance d'un nombre premier différent de p tel que 'ordre
de ¢ (mod p) est impair.

Soient §) := 5’)2 ¢(1,=1) (O), lalgébre de Hecke de type B pour les para-

meétres g et Q = (1, —1) et §' := 53‘551)1(0), I'algebre de Hecke de
type D pour les paramétres ¢ et x = (1) .

Les modules simples de 9 = S’Jq (L (K ), resp. indécomposables
de $, sont en bijection avec lensemble Ay des bi-partitions de n,
resp. Ay C A,. Soit h, Pautomorphisme de §) associé a la graduation
H = f)’ o1 Le module paramétré par une bi-partition («, 3) de

n, avec l'action de 53 resp. de 9, tordue par h resp. h, est isomorphe
au module indexé par la bi-partition (3, a). Lorsque le travail a lieu
sur 5%, cela a été vu au Lemme 4.1.9. Nous le montrerons de fagon plus
générale au chapitre 7. Par conséquent, la théorie de Clifford implique
que le module correspondant au couple («, 3), comme ci-dessus, ne se
restreint pas en un module simple de 5:3\’ , resp. indécomposable de §', si
et seulement si o = . Indexons par (o, +) et (o, —) les deux modules
non-isomorphes qui apparaissent dans la décomposition de la restric-
tion d’un tel module. Avec des notations évidentes, le quatriéme cas
cité plus haut donne la formule suivante entre les nombres de décom-
position d_ de $' et d_ de $ :

d()\,)\),(a,a) = /()\74_)7(0[7_’_) +d/()\,—),(a7+) (521)

U U
= A ) (am) TA00) (0
pour (A, \) € Ay et (o, ) € AY.
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La conjecture de J. Gruber et G. Hiss, [50, §7.15], implique la
conjecture concernant les nombres de décomposition de $) et §', ap-
pelée conjecture (GHPI) :

pour tout (A, \) € Ay, (a, ) € AY,

d'(,\,+),(a,_) = 0, soit aussi (5.2.2)
/ p—
d(>‘7_)7(a’+) - 0’

ou encore, avec (5.2.1),

d()‘)‘)v(ava) = /()\74-)7(0[7-‘,-) (523)

U
- ()‘7_)7(0‘7_)'

En fait, la conjecture de Gruber-Hiss porte sur les nombres de dé-
composition des modules de Young de ) et $’. Or tout module projectif
indécomposable Y de $) est un facteur direct d'un e;,_;$ pour un en-
tier ¢ € [0,n], ou I'idempotent e;,_; de $ est défini & la Définition -
Notation 7.1.2. La composition A = (1,...,1) de n est i-compatible,
selon les termes de [50], et €;,—i$ = €;,—iy 9. Par conséquent, Y est
un (i, B,,)-module de Young. Tout module projectif indécomposable W
de $’ apparait comme un facteur direct de la restriction a $’ d’un mo-
dule projectif indécomposable sur ), donc d’un module de Young de $).
Le module W est alors un module de Young de $)’. La matrice de dé-
composition de ), resp. de §)’, s’obtient a partir de la matrice de décom-
position des modules de Young de §), resp. de §’, en 6tant les colonnes
correspondant aux modules de Young non-projectifs. C’est pourquoi,
la conjecture de Gruber-Hiss implique la conjecture (GHPI).

Au chapitre suivant, cette derniére est généralisée et prouvée pour
les algébres de groupes de réflexions complexes G(r, 1,n) graduées sur
les algeébres de groupes de type G(r, f,n), pour des entiers f et r stric-
tement positifs, f divisant r. Dans le cas particulier ou f =2 et r = 2,
la conjecture (GHPI) est alors vérifiée.



Chapitre 6

Algeébres de groupes de
réflexions complexes

Dans ce chapitre, nous travaillons avec les algébres de groupes de
réflexions complexes G(r, f,n) (cf. le rappel 4.1.1) et leur catégorie
de modules. Nous les décrivons a partir d’équivalences de Morita et
d’autres catégories de modules bien connues. Nous sommes alors en
mesure d’établir des relations entre des modules de I'algébre du groupe
G(r, f,n) et de l'algébre du groupe G(r,1,n) qui est graduée sur l'al-
gebre de G(r, f,n). Nous discutons ensuite de la nullité de certains
nombres de décomposition de cette derniére algébre en fonction de leur
indice. En particulier, la conjecture (GHPI) s’avére vérifiée dans le
cas des algebres des groupes de type B et D.

Commencons par énoncer des résultats clés pour ce chapitre en
énoncant certaines équivalences de Morita.

6.1 Equivalences de Morita

6.1.1 Lemme clé

Nous avons besoin de la

Définition - Notation 6.1.1 Si O est un anneau commutatif, A est
une O-algébre commutative et (G, %) est un groupe fini agissant (a
droite) sur A par des automorphismes de O-algébre, nous définissons
G x A comme [’ensemble constitué par les combinaisons O-linéaires de
couples (g,a), pour g € G, a € A, muni d’une structure de O-algébre.
La multiplication de deux éléments (g1,a1)(ge, as), pour gi,92 € G,
ay,as € A est donnée par l'élement (9192, arxgs as).
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Le lemme général suivant permet d’établir des équivalences de
Morita pour les algébres de groupes de réflexions complexes de type

G(r, f,n).

Lemme 6.1.1 (|14, Exercice 18.6]) Soient O un anneau commu-
tatif noethérien, A une O-algébre commutative O-libre de rang n € N
et (G,*) un groupe fini agissant sur A par des automorphismes de
O-algébre. Alors, l'algebre G x A est Morita équivalente au produit des

algeébres de groupes HO[GZ'], ot 1 parcourt les G-classes des idem-

potents primitifs de A et G; désigne le centralisateur d’un élément de i.

Preuve : O est noethérien, l'unité de l'algébre commutative A
admet une décomposition en idempotents primitifs (unique a lordre
prés). Comme G agit par automorphisme d’algebre, il laisse stable
I’ensemble des idempotents primitifs de A. Dans chaque G-classe i
d’idempotents primitifs, fixons un représentant e; de centralisateur G;.
Notons e; la somme des idempotents dans la G-classe . Il est facile

de voir que e; est un idempotent central de G x A. Il vient alors que
GxA=eGxA® (1 —¢)G x A. Ainsi G x A se décompose en

la somme @eiG X A, ou ¢ parcourt les G-classes des idempotents

primitifs de A. Fixons un tel i. Soient {g;; € G, j € [1,];]} des

représentants & droite des classes d’équivalence correspondant au sous-
l;

l;
groupe G; de G : G = U G,g; ;. Avec ces notations, e; = Z eixgi; et
j=1 j=1

li I;
e,Gx A= @(ei*gi,j) G x A, soit encore G X Ae; = @g[’jlei Gx A.
j=1 j=1
Il est clair que e; G x A est un progénérateur de 'algébre G x Ae;
(d’unité e;). Par des propriétés classiques, 1'algébre G' x A e; est Morita
équivalente a l'algébre e; G x Ae;.

Tous les éléments de e¢; G x Ae; sont de la forme Z r4(9, €i),
9eG;
pour des coefficients r, € O. L’application O[G;] — e, Gx Ae;
D orgg = > rglge)
9€G; geG;
ottles ry, € O, est un isomorphisme d’algebres. Le lemme est démontré. I
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Dans le rappel sur les groupes de réflexions complexes en 4.1.1, nous
avons vu que le groupe symétrique &,, agit sur les groupes (u,)" et
p(d) selon la formule (4.1.1), donc aussi sur leur O-algebre de groupe,
par O-linéarité, pour O comme dans le Lemme 6.1.1. L’application de
ce lemme a de telles algébres est I'objet de la sous-section suivante.

6.1.2 Equivalence de Morita pour ’algébre de G(r, f,n)

Désormais, jusqu’a la fin de ce chapitre, nous travaillerons sous les
hypothéses (HAG) suivantes.

Hypothéses (HAG) : Soit (O, K, k) un systéme p-modulaire, pour
un nombre premier p et k algébriquement clos.
Soient les entiers strictement positifs 7, d, f et n tels que r est premier
avec p, r = df et p:=(r, f,n).
Soient (, resp. w, une racine primitive r-iéme de O, resp. de C.

Le but de cette sous-section est de donner une équivalence de
Morita pour l'algebre OG(r, f,n). Dans ce dessein, introduisons les
notations et définitions suivantes.

Définition - Notation 6.1.2 Toute composition A de n de hauteur r
sera notée N\ =" n. Soit A = (A1,...,\), une telle composition.

Nous noterons s le plus petit entier strictement positif s tel que
pour tout i € [1,7], \j = Njysa, les indices étant considérés modulo r.
L’entier s divise f et n. Posons

r n
0. 0.
o\ = ny = .
A pr A P
ds’, ol

Nous désignerons par A(p) la sid-composition A(p) := (A1, ..., Asq)-

Nous omettrons l'exposant p dans les notations précédentes
quand il n’y aura pas d’ambigiiité sur le triplet (r, f,n).

Il est aisé de montrer que s, divise f en utilisant la division eucli-
dienne de f par sy et le fait que, pour tout i € [1,7], \; = A1, avec
les conventions précédentes sur les indices.

Par ailleurs, o divise n, parce que, pour tout entier 7,

n
)\l-i-iskd + )\2+7;5>\d + ...+ )\(Z’—i-l)s)\d = O—_)\
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La composition A(p) est donc une syd-composition de ny.

Rappelons que toute composition A = (Aq,...,\,;) de n détermine
un sous-groupe de Young G, qui est le sous-groupe de &,, isomorphe
2\16)\1 X ...XG)\n :

G\ = 6{1,...,,\1} X 6{A1+1,...,A1+A2} X ... X 6{1+,\1+...+,\r,1,...,,\1+...+,\,«}-

Tout groupe cyclique d’ordre r agit sur I’ensemble des compositions
de n de hauteur r. Si A " n s’écrit A = (Ay,..., \.), alors pour tout
entier ¢,

)\*adi = ()\1—2'7)\2—7;)"'7)\1“—2')) (611)

les indices étant considérés modulo r, de représentants a valeurs
dans [1,7].

Définition - Notation 6.1.3 Nous noterons ~, la relation d’équiva-
lence sur ’ensemble des compositions de n de hauteur r : si j et v sont
de telles compositions, 1, v si et seulement si il existe un entier t tel
que Vv = [t * adyq.

Soit L, lUensemble formé par les compositions mazximales pour
Uordre lexicographique de chaque classe d’équivalence ~,.

Terminons par une définition moins combinatoire,

Définition - Notation 6.1.4 Soient i un entier, j un entier stricte-

ment positif, [’élément ng) est la permutation du groupe symétrique S;

donnée par laddition de i modulo j, les valeurs étant prises dans
(n)

[

Uintervalle [1, j]. Par convention, w; := w
Ces définitions acquises, donnons un résultat préliminaire.

Lemme 6.1.2 Soit A une composition de n de hauteur r. Le sous-
groupe de &,, engendré par Sy et wsz)
A

(n)
nP
A

est isomorphe au groupe produit

semi-direct (Sy())7Ax <wy) >.
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Preuve : Afin d’alléger encore les écritures, nous poserons w := wy, .
Remarquons que pour tout entier i, w’ est 'addition de in) modulo n.
Tout élément o € &) est un produit d’éléments de la forme w™ o, w?
pour i € [0,0x—1] et 0; € &(,). Il existe donc une correspondance bijec-
tive entre les permutations de G et les oy-uplets d’éléments de Gy (,).
Avec les notations précédentes, o est associée & s := (071, ..., 0y, ). Dans
cette identification, le groupe cyclique d’ordre o) engendré par w agit
sur (&y(,))7* comme sur S,. A savoir, w agit sur s comme w agit (par

conjugaison a droite) sur o = oy (02)” . .. (0,,)" "

S*xw = (O—UA70—17 e 70—0')\—1)'

Grace a cette opération, il est trivial que le groupe engendré par S, et
w est isomorphe au groupe produit semi-direct (& ,\(p))"i X <w>. La
multiplication est donnée ainsi. Si s, € (&y(,))7 et 4,5 € [0,0\—1],
alors

(w', s)(w?, t) = (W', s wit).

Nous pouvons vérifier que cette multiplication est compatible & celle
du groupe <G, w> car si 0 € G, resp. T € G,, est 'élément associé
a s, resp. t, alors

wow' T = w sVt

Le lemme est démontré. |

Nous avons rassemblé tous les outils pour énoncer la

Proposition 6.1.3 La O-algébre OG(r, f,n) est Morita équivalente
au produit des O-algebres H O(Gx(p))"gx <w£"p) >.
A
XEL,

Preuve : Cette proposition est une application du Lemme 6.1.1. Par
conséquent, nous allons d’abord construire les idempotents de ’algébre
du groupe G(r, f,n) en suivant la méthode décrite dans ce lemme et
dans sa preuve pour le choix de A = Ou’(f) (cf. la Définition - No-
tation 7?) et G = G,, agissant sur A comme il I’a été rappelé en (4.1.1).

Explicitons d’abord les idempotents primitifs de Oul(f).
Construisons-les, par exemple, en utilisant la théorie des caractéres
sur I'algebre de groupe K p"(f) qui est semi-simple d’apreés le théoréme
de Maschke.

Pour tout j = (w’,...,w’") € ()", ol les j; sont des entiers, soit
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X;j la fonction définie sur K (y,)" par linéarité comme suit. Pour tout
w = (W, ..., w") € (u)", avec i; € Z,

(w)g = Gt

Nous noterons x;j|,n»(s) la restriction de la fonction xj a Kpu(f). Clest
un caractére irréductible de Kpu!'(f). Si un tel j est fixé, il est fa-
cile de voir que les seuls j' € (u.)" tels que xjlunipy = Xylunp)
sont exactement les éléments de la forme w®?j pour un entier s, i.e.,
j= (wirtsd o intsd),

Sur (4,)", mettons la relation d’équivalence également notée ~, : si
J, 3 € ()", alors j 7, j' si et seulement si il existe un entier s tel
que j = w*j’. Les classes d’équivalence pour cette relation sont au
nombre de % qui est aussi le cardinal de p"(f). Choisissons-les pour
indexer les caractéres irréductibles de Kp'(f). Ils paramétrent aussi
les idempotents primitifs de K] (f). Si j est une classe de (p,)"/, de

représentant j € ()", I'idempotent correspondant a j est

eg::rin > (whgw. (6.1.2)

weur(f)

L’entier r est une unité de O. L’élément ey appartient a la O-algébre
de groupe Opul(f). L’ensemble des idempotents primitifs de Opl(f)
est formé par les % éléments e5, pour j variant dans ()" /.

A présent, fixons j = (w’, ..., win) € (u,)" de classe j dans (1,)"/ .
Calculons 'orbite de e; sous 'action de G = G,,.
Soit m € G. Regardons comment opére 7 sur €

eykm = — > R (PO LN QL
w= (Wil win ) e (f)
— i § Cilj(l)ﬂ.fl+~~~+Z'nj(n)ﬂ.flw

rn
w=(w'l,..win)epr(f)

La derniére expression n’est autre que 'idempotent €55 ou jxm =

(Wom=t w1 et j?;r est la classe de j*7 dans (u.)"/ .
Comme l'action de G sur ()™ ne fait que permuter les composantes,
il est clair que cette action passe au quotient par la relation ~,. Définir

j*m :=j* m a bien un sens. Avec ces notations, nous venons de montrer
que
e5x T 1= €3, . (6.1.3)
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A tout j = (w?,...,w") € (u,)", pour des entiers j;, correspond
une composition de hauteur r de n notée A(j) = (A({)1,---, A[)r)-
A savoir, pour tout i € [1,7],

Aji =#{sel,n];js=i—1 (modr)}.

En outre, & toute composition A =" n, correspond un élement de ()"
noté j(\) qui est le n-uplet

A1 fois A fois

Grace a l'égalite (6.1.3), il est facile de voir que lorbite de e;
sous l'action de G est formée des idempotents e, pour des classes
x € (u,)"/, telles qu'il existe un représentant j € (p,)" satisfaisant
A(J) = A(J'). L'ensemble des j' € (u,)" tels que eg est dans la méme
orbite que e5 est I’ensemble des j’ tels qu’il existe un entier ¢ vérifiant
la propriété : pour tout i € [0,r—1], A(j); = A(j )Z+td, les indices étant
considérés modulo r, soit encore I'ensemble des j’ tels que A(j) ~, A(J').
Ainsi, 'ensemble des classes d’équivalence sur les compositions de n
de hauteur r, pour la relation ~,, est un ensemble de paramétres pour
les orbites des idempotents de Ou!(f) sous l'action de G. L’ensemble

des idempotents €f := €550 bour A € L,, est un ensemble complet

de représentants des orbites pour 'action de G sur les idempotents
primitifs de Ou*(f).

Soit A € L£,. Calculons le stabilisateur de e} sous I’action de G.
Soit 7 un element de ce stabilisateur. D’aprés I’égalité (6.1.3), 7 vérifie
J>I<7T —_] pour j = j(A). ECI"IVOHSJ sous la forme (w’',...,w™) € (u, )"
Les n-uplets (w’, ... wir) et (WO .. w!ov==) sont ,-équivalents.
Il existe un entier s tel que pour tout i € [1,n], ji = juyr— + sd
(mod 7). Nous en déduisons que pour tout i € [1,7], \; = Ajrsq (les
indices étant considérés modulo r a valeurs dans [1,7]). Il vient alors
que le groupe stabilisateur cherché est le sous-groupe de G engendré
par G, et wy,.

Finalement, les Lemmes 6.1.1 et 6.1.2 permettent de conclure. 1

Définition - Notation 6.1.5 Notons F, et G, les foncteurs a l'ori-
gine de l’équivalence de Morita de la Proposition 6.1.3,

F, : mod(OG(r, f,n) H mod (O )”im <wg§)>), (6.1.4)
AEL,
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et G, le foncteur réciproque.

Pour tout A € L,, €5 est l'idempotent utilisé dans la preuve de
la Proposition 6.1.3, unité de l'algebre e5OG(r, f,n)es, isomorphe a
Valgebre O(Sy(,))7 % < w')

e >. Le produil tensoriel sur ces algebres
A
sera noté ®X.

Détaillons les images des foncteurs F, et GG, en suivant les étapes
de la preuve du Lemme 6.1.1. Soient V' un module sur OG(r, f,n)

et e, la somme des idempotents Z 5. Le module (V)F, = Ve est

NEL,
un module sur H O(Gyp) ™ x < wsz) >. Il se décompose comme le
NEL, ’
produit H Vel ot Vel est un module sur O(Gy,))Ax < wgﬁ) >,
A

AEL,
Soit v € V. Pour tout A € L,, 'action sur ve € Ve d'un élément

gr € (Bxp)) X < wgﬁ) > (identifié au stabilisateur de ef) est donnée
A

par Paction de e g, sur v. Inversement, pour tout A € £,, soit V) un

module sur O(Sy(,))* X < wgﬁ)

A

sur eOG(r, f,n)es. Posons V := H Vi. Cest un module sur la
\eL,

O-algebre H O(G(p)) 7 @ <w7([;) >. Le module (V)G est le module

\eL,
sur OG(r, f,n), @ Vy @8 eSOG(r, f,n).

\EL,

> considéré aussi comme un module

Toutes les constructions précédentes ont été établies sur I'anneau
des coefficients O, par conséquent elles sont aussi valables sur k et K.

Définition - Notation 6.1.6 Les extensions a K, resp. a k, des
foncteurs F, et G, seront notées F\p et @p, resp. I, et G,,.

Pour tout A € L,, limage de e dans kG(r, f,n) sera désignée
par es. L’analogue de @ sur K, resp. sur k, sera noté (/X\Ji, resp. @ZM\.

6.2 Modules pour l’algébre du groupe G(r, f,n)

Nous conservons les hypothéses (HAG) et les notations de la sec-
tion précédente. Grace aux équivalences de Morita qui y sont données,
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nous sommes en mesure d’expliciter 'ensemble des (classes d’isomor-
phismes des) modules projectifs indécomposables de OG(r, f,n) ainsi
que les modules simples de KG(r, f,n) et de kG(r, f,n).

Définition - Notation 6.2.1 S’il existe un plus petit entier naturel s
strictement positif tel que 1+q+...+q¢* ! est congru a 0 (mod J(O)),
nous le noterons o0, sinon nous poserons o := 0.

Soit A = (A1, ..., \.) une composition de n de hauteur r. Soit o un
r-uplet de partitions o = (o, ...,q,.) ot pour tout i € [1,7], oy est
une partition, resp. partition o-réguliere, de \;. Nous noterons a; = \;,
resp. c; FOTT N\ et ao =N, resp. a FOTTR )\,

Soit a comme dans la définition précédente. Pour R € {O, K, k},
Se,;(R) est le module de Specht (selon la définition de [59] ou de [28]
spécialisée au cas des algeébres de groupes de type A) associé a la
partition «; de l'algebre de Hecke f)qézi(R), ol qg = lp ®p ¢q. Le
module S,,(R) ®g ... ®g Sa,(R) sur ﬁ‘éﬁl(R) ®k ... ®r Ng, (R)
identifié¢ & un module sur HE' (R), sera noté S, (R).

Si a est o-réguliére, le quotient de S,,(k) par son radical est
un module simple (non nul) noté D,, (k). Soit Y,,(k) sa couverture
projective et Y, (O) le relévement de Y, (k) & O. Les modules D, (k),
Y. (k) et Y,(O) sont construits de fagcon analogue a S, (R).

Soit A = (A1,...,A;) E" n. Notons g, 'image de ¢ dans k. Pour
tout ¢ € [1,7], I'ensemble des modules simples de I'algebre 9§ (K),

resp. de 5’)5@_(/{;), est constitué par les modules de Specht S,,(K) o
a; F )\, resp. par les quotients D, (k) ot a; Fo778 ;.

Nous aurons besoin de déterminations combinatoires suivantes.

Définition - Notation 6.2.2 Soient A = (A1,...,\,) E' n et ak A,
a=(ag,...,0p).

Notons s'° le plus petit entier strictement positif s tel que pour tout
iell,r], a; = Qipsses les indices étant pris modulo v dans [1,7]. Il est
facile de voir que s'° divise of. Posons o' := j—% et M(p, @) la compo-
sition de s'"nf = o7 de hauteur s'ashd, A(p, @) = (A1, ..o, Agngea)-
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Quand le triplet (r, f,n) est fixé, nous omettrons 'exposant p
dans les notations précédentes.

Nous aurons également besoin des modules décrits ci-apreés.

Définition - Notation 6.2.3 Pour tout i € [0,0) —1], soil X%, le

\ \ n . . n
caractere de l’algébre de groupe K < wi,p)np > qui envoie w](.s,)pnp sur
ally PN

(Iissad pourj € [0,0f —1].

Soit X% ;Sa(K) le module de l'algebre K(Sya))” ax < wé,p)np >
défini ainsi. Il a méme ensemble sous-jacent que So(K). Siv € S, (}(),
V=1 Qk ...QK Uy, AVECV; € Sy (K)®k .. .®K S, e pd( )

alors o € &, agit sur v dans X% ;So(K) comme dans S, (K) et w(f”p) P
) LY

X4 (i-1)s'h, shd ’

agit sur v dans x4, ;Sa(K) comme suit :

(n) ishs'Pd
Uk Werpne = ¢ e, Qg V1 Q-+ .. QK Vgro 1.

Si a est o-régulicre, les modules X%, ;Yo (O), resp. X ;Da(k), sur

O(GA(,W)) ax < wi,p)np >, resp. sur k(GA(p,a)) ax < wi,p)np > sont
attX alty

définis de facon analogue.

Remarque : Dans les définitions précédentes, nous avons identifié
les K-algébres K(Gx(p,a))”@x < W gy > et K < 6y, W, > comme
nous l'avons fait pour K(Gy))?x < wy,, > et K < By, wy,, > au
Lemme 6.1.2.

Nous pouvons énoncer le

Lemme 6.2.1 L’ensemble des modules simples de KG(r, f,n) est
formé des modules S, ;(K) = Indx} ;Sa(K )&% S KG(r, f,n) pour
NeL, at X iel0,0%—1].

L’ensemble des modules simples de kG(r, f,n) est formé des
modules D!, (k) = IndX’ ;Do(k)@YEXkG(r, f,n) pour X € L,
aboreE )\ i e [0,0" —1].

L’ensemble des modules projectifs indécomposables de OG(r, f,n)
est constitué des modules Y[ ;(O) = Ind x}, ;Yo (O) @5 SOG(r, f,n)
pour A € L,, a7 X i€ (0,0 —1].

Dans les notations précédentes, Ind est le foncteur d’induction de
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R(G)\(p,a))glg X <<w
selon le cas considéré.

(Z)np > 4 R(Gy,))7n <w™'>, pour R € {K,k,O}
atvX

P
S TLA

Preuve : Avec le rappel concernant les équivalences de Morita, en
fin de la Sous-Section 6.1.2, il suffit de donner, pour tout A € £,, un
ensemble complet de modules simples de K (&))" % < wy, > et de
E(Sxagp))7 % <wy, >, ainsi que des modules projectifs indécomposables
de 0(6)\(,0))0A X < Wy, >.

Commencons par travailler sur la K-algebre KG(r, f,n). Fixons
A= (A,...,\) € L, et cherchons I'ensemble des modules simples
de K(Gy,))"x < w,, >. Pour former ces modules, nous allons
appliquer des résultats classiques de théorie des représentations pour
des algebres sur lesquelles agit un groupe. D’aprés le rappel succédant
la Définition-Notation 6.2.1, il est immédiat que les modules S, (K),
pour « = A, sont les modules simples de K (&(,))?*. Dans la preuve du
Lemme 6.1.2, nous avons vu que le groupe engendré par la permutation
Wy, agit sur K(Sy,)7*. Afin de trouver tous les modules simples de
K(Gy(p))75x < w,, >, il faut trouver le stabilisateur de S, (K) sous
l'action de < w,, >, pour tout a = A. Soient o = A, i € [0,0,—1].
Formons le module S,(K)""s sur K(&y))7. Il a le méme espace
sous-jacent que S, (K) et pour tout o = (01,...,04,) € (Sx(p))™ et
v € S,(K), laction v o de o sur v dans S, (K)" est égale a I'action
de g% wj,, sur v dans S, (K), & savoir v(0g, iy - -« 00ys O1s - - - Tgy—i—1)-
Le stabilisateur de S,(K) est l'ensemble des i € [0,0, —1] tels que
les modules S, (K) et So(K)“mx sont isomorphes sur K(&y,))7>.
Le module S,(K)"x est un module simple de K(&y(,))7, il est
isomorphe & un module S,;)(K) pour un certain parameétre a(z) = A
dépendant de \ et i. Cherchons & décrire ces paramétres. Remarquons
que si a(1) est connu alors toutes les multipartitions «(i), i € [0, oz—1],
le sont aussi.

Fixons a = A, a = (af,...,a) 4...,a], ..., a7%,) avec ay = A,
Pour tout j € [1,0,], posons S.i(K) := Sagl-(K) QK ... QK S, d(K)
A

de fagon a représenter S,(K) sous la forme du produit tensoriel
Sat (K) ®k ... @k Saoa(K). Le module S,(K)""x est isomorphe au
module Spuad_, ,(K) identifié & S, (K) Q... @ Saea (K) @ Sor (K)
avec la notation (6.1.1). En effet, considérons I'application de S, (K)*
dans Sa*ad_SAd(K), qui envoie v Qg . . . QK Uy, SUI V2R ... QK Vp, Q) V1,
pour v; € S,i(K). Il vient facilement que c’est un isomorphisme de
K(&x())™ et pour tout i € [0,00 —1], Sa(K)""™ et Sosad_,, 4(K)
sont isomorphes. Le paramétre «(i) est égal & a * ad_;5, 4. Ainsi
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le stabilisateur cherché est le groupe cyclique d’ordre o), engendré
par Wy p, -

La K-algébre du stabilisateur de S,(K) admet pour modules
simples ou caractéres les fonctions X7, ;, i € [0,07,—1]. Finalement, les
modules simples de K(&y,))7* X <w,, > sont les modules de la forme
suivante : Ind x, ;Sa(K) pour a = A, i € [0, o7, —1].

Supposons toujours A fixée. Les modules simples de la k-algébre
E(Sxp))7* % < wy, > s'obtiennent en suivant la méthode adoptée

pour trouver ceux de K(Gy())°"x < w,, >. Ils sont de la forme
Ind X%, ;Do (k) pour a =77 X\ 4 € [0, 07, —1].

A présent, le but est de construire les modules projectifs indé-
composables des O-algebres O(S(,))?*x < wy, > pour toutes les
compositions A € £,. Fixons un tel A = (Ay,...,\,). Soit o F°7™& A\
Reprenons la Définition - Notation 6.2.1. Il est clair que le module
Y, (k) sur k(Sy))™ est la couverture projective de D, (k). Suivant

le procédé de construction des modules simples X7, ; D, (k), formons

les modules X, ;Yo (k) de k(&x(pa))7* X <Wgyn, >, pour i € [0,00,—1].
Considérons 1'épimorphisme de modules sur k(Sy))7, de Y, (k)
sur D, (k) qui est le produit tensoriel des projections canoniques de
Y, (k) sur D,,(k), i € [1,r]. Il se prolonge en un épimorphisme de
modules sur k(Sy(a)) X < Wyp, >, de X0, Yal(k) sur X4 Do(k)
car 'action du groupe < wy ,, > ne fait que permuter les compo-
santes, & un scalaire prés, et X, ;Ya(k) est la couverture projective
de X2 ,Da(k) sur k(Sypa))7@x < wgn, >. En effet, Y, (k) est la
restriction du module X7, ;Yo (k) & k(&y,))7 isomorphe a k&,. Lal-
gebre k(S (pa)) X < Wy n, >, identifice a algebre k < &y, wy ,, >,
ol,—1
est graduée sur lalgebre k&) : k < &y, wyn, >= EP wign, k.
i=0
En utilisant le Lemme 2.4.2, Yg,iYa(k) est facteur direct du module
induit de kG a k < Gy, wy ,, > & partir de Y, (k) qui est un module
projectif de 'algebre k < &), wy ,, > puisque Y, (k) est un module
projectif de k&,. Par conséquent, X%, ;Y (k) est un module projectif sur
k(& ,\(p@))"fx X <Wg pn, > qui est indécomposable puisque sa restriction
a kS,, Y, (k), est indécomposable. L’assertion est prouvée.
Le module sur k(Sya))7*X < Wy n, >, Xo.iYa(k), étant projectif
(indécomposable), le module qu’il induit sur k(Sy,))7*x <w,, > est
aussi projectif. En outre, avec le rappel concernant les algébres graduées
appliqué a k(G,\(p))"KN <wy, > graduée sur kJ(G,\(p,a))”/ax < Wty >,
le radical de Jacobson de l'algébre k(&y(pa))7@X < W, > induit a
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lalgébre k(Sy(,))7* X < w,, > est isomorphe au radical de Jacobson
de cette derniére. Ainsi, le quotient de IndX7,;Ys(k) par son radical
est isomorphe au module simple IndX? ;Da(k), ott Ind représente
Pinduction de k(Sy(pa))7* X < Wy ny > & k(Sy(p))™ X < w,, >. Nous
venons de montrer que Ind X}, ;Yo (k) est une couverture projective de

Ind X%, ; Dy (k). De plus, il est clalr que Ind (@) s> ey (0)

O (p,)) 70 X<y > Xayi

est un relevement a O de Ind X}, ;Y. (k). Gréace a la correspondance bi-
jective entre les modules simples de la k-algebre k(S y(,))7* ¥ <wy, > et
les modules projectifs de O(Sy(,))7 ¥ <w,, >, nous sommes en mesure
de décrire I’ensemble des modules projectifs indécomposables de cette

dernicre. Il est formé des modules Ind” (3™ ¥<n> X,iYa(O), ot

o
O(Gk(p’a)) A ><1<wsank>

a8 X i € [0,0),—1]. La preuve est terminée. i

6.3 Relations entre les algébres de G(r,1,n) et
G(r, f,n)

Continuons a travailler avec les conditions et notations (HAG) de
la Sous-Section 6.1.2.

En Section 4.1, nous avons vu que l'algébre OG(r, 1,n) est graduée
sur OG(r, f,n) par un groupe cyclique d’ordre f,

f-1
OG(r,1,n) = @TZOG ,fim),

=0

ou Ty est le n-uplet (w,1,...,1).

Nous noterons les automorphismes associés a cette graduation
h = hf/B, gj(BT/lj‘ avec A := OG(r,1,n) et B := OG(r, f,n),
(cf. la Deﬁmtlon - Notation 2.1.2).

Définition - Notation 6.3.1 Posons p' := (r,1,n) et conservons la
notation p := (r, f,n).

Dans cette section, nous établissons des relations entre des modules
projectifs indécomposables de OG(r,1,n) et de OG(r, f,n) a laide
des descriptions données en Section 6.2.
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6.3.1 Relations entre idempotents et conséquences

Commencons par exprimer les idempotents (décrits dans la preuve
de la Proposition 6.1.3) de OG(r,1,n) en fonction de ceux de
OG(r, f,n) et vice versa. Rappelons que les premiers sont paramétrés
par les classes de (p,)"/, et les seconds par (u,)"/, identifié a (u,)",
ou , est la relation d’équivalence sur (u,)", définie comme suit. Si
J, J € (u)", alors j 7, j' si et seulement si il existe un entier s tel que
j = w*j. Notons j 'image de j € (u,)" dans (u,)"/ .

Soit j = (w’',...,w") € (p,)". Décomposons la somme exprimant e;
dans 'expression (6.1.2),

-1
G= (3 S ¢ w W),

i=0 wep (f)
Nous en déduisons que

-1

1 o
eg=—e (Y ¢NTY). (6.3.1)
J f j 22:; 1
En utilisant cette derniére égalité, il vient facilement que
f—1
e = Cyidy- (6.3.2)
i=0

En outre, la relation (6.3.1) permet de calculer (e;)h. C’est la somme
f-1
& ( Z Ot T soit

1=0

| =

(e5)h = eua5. (6.3.3)

Comparons maintenant les modules monogénes engendrés par ces
idempotents. C’est I'objet du

Lemme 6.3.1 Les foncteurs d’induction Ind et de restriction Res
sont définis ici par rapport auzx algébres OG(r,1,n) et OG(r, f,n).
Soit j € ()"
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f-1
1. Les deux modules Ind esOG(r, f,n) et @ eyit; OG(r,1,n) sont
i=0
isomorphes.
2. Les deur modules Rese;OG(r,1,n) et esOG(r, f,n) sont iso-

morphes.

Preuve : Pour tout j € (u,)", les modules e;OG(r,1,n) et
Indej(’)G(r, f,n) sont clairement isomorphes. En prenant en compte
I'égalité (6.3.2), nous obtenons l'isomorphisme annoncé au premier
point.

Inversement, intéressons-nous 4 la restriction a OG(r, f,n) du mo-
dule ¢;0G(r, 1,n). Soit pr 'application de projection de OG(r, 1, n) sur
OG(r, f,n) suivant la décomposition de OG(r, 1,n) donnée par la gra-
duation. Remarquons d’abord que les éléments de eJrOG(r, f,n), resp.
e;OG(r,1,n), sont des combinaisons O-linéaires d’éléments de la forme
€3, T€SP. 0€jis, POUL 0 € S, (avec laction classique de &,, sur des
n-uplets, décrite dans la preuve de la Proposition 6.1.3). Soit 0 € &,,,
la projection sur OG(r, f,n) de oej.y, est égale a %aej*a, par (6.3.1).
L’application fpr : Rese;OG(r,1,n) — leOG(r, fym) est clairement
un morphisme de modules sur OG(r, f, n). Considérons 'application de
multiplication a gauche par ej, m; : leOG(r, f,n) — Rese;OG(r, 1,n).
C’est trivialement un morphisme de modules sur OG(r, f,n). Or pour
tout o € &, I'élément oe;., = €jo, est envoyé par fpr sur Y dont
I'image par me; est ejo d’aprés (6.3.2). Inversement, I'application
me; o (fpr) est lidentité de leOG(r, fin). Les applications m., et
f pr sont réciproques 'une de l'autre. Le deuxiéme isomorphisme est
démontré. |

6.3.2 Actions des automorphismes de graduation

Occupons-nous maintenant de I’action de h, resp. g, sur les modules
projectifs indécomposables de OG(r, 1,n), resp. de OG(r, f,n).

Lemme 6.3.2 Soient A =" n, a =778 )\,
: YO'Z/O(O)h — v’

1. L’application ass wrad 0 O) qui envoie

YZo(0)
y @2 e sur yxadg ®§;add wg\ﬂ_._ﬁr_d(ef\ b)h, pour b € G(r,1,n),
y € Yo(O), est un isomorphisme.

2. Soit lapplication conjyr ) définie de Y], (O)  sur
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(n)

n’

y®’§Tlsw](.Z)§ef\T1_l L TV, ™ pour y € Y,(0), s € 6y,

Jj € 0,00 —=1] et b € G(r,f,n) et & est le produit tensoriel sur

O(Gxrpa)” o % < wgbp)np >. Alors conjyr (o) est un isomorphisme de
alty a,i

modules sur OG(r, f,n).

Y0:1(O) qui fait correspondre 4 y®'Lsw el @ eAb  Iélément

Remarque : Apportons une précision sur les notations du lemme
précédent.

Par définition, Y,(O) est considéré comme le produit tensoriel
Yo, (0) ®o ... ®o Yo, (0). Alnsi, si y € Y, (0), y = 1 ® ... Q y,,
alors yxadg = ¥r—a41 @ ... Y QY1 @ ... @ Yp—q € Youaa,(O).

Preuve : Fixons A\, a comme dans I’énoncé. Cherchons le paramétre
correspondant au module Y IO(O)h, qui est un module projectif indé-
composable sur OG(r, 1,n).

Reprenons les notations de la preuve de la Proposition 6.1.3. Consi-
dérons D'égalité (6.3.3). Le n-uplet de ()", w%j(\) est égal a j(u) *

Wx,+..4+a,_, DOUr p := X * adg puisque j(u) est I'élément de ()"
égal a (W0 ..., %, 0wt Wt w® ). Selon la for-
——— ~ ~ N ~ /
Ar—d+1 Ar A1
mule (6.1.3), il vient que
(€§ )h = ei*add K WA+ AN _g (634)

L’application assyij(O) a pour de source (Ya((f)) ®§/ e,})\'(’)G(r, 1, n))h et

pour but Yg.aa,(0) ®§;add e’;\;addOG(r, 1,n). Remarquons que (6.3.4)
implique que

/ /
Wi+ 4+A g (ei )h = 6i*addw>\1+...+>\r_d‘ (635)

L’application ass est bien définie. En effet, soit y := 11 ®o. . . Qoy-

Y£0(0)
un élément de Y,(O), ou pour tout i € [l,7], vi € Y, (0).
Identifions OG, au produit tensoriel 06, ®p ... ®p OG,, et

rappelons que eﬁl(QG(r,l,n)ef\, est isomorphe & OG,. Pour tout

o € 6, identifi¢ a (s1,...,s,) ou pour tout i € [1,7], s, € Gy,
asSy' (o) envoie yo @ ek b égal A (1181 Ro ... ®o YrSr) ® €5 b sur
(Yr—d+15r—d+1 R0 ... @0 Yr—dSr—d) @ Wx,4+.4a._,(€X0)h. Or cette

/

derniére expression est égale a y * ady o r—at1m> @awy 4y (ef b)h
soit (y * adg) ® 6§;addw,\l+,,,+AT7da(b)h en utilisant (6.3.5) et le fait
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A

/
que ¢“*r-ar1t-> appartient au stabilisateur de €54, Gxsad,. Cest

I'image par ass ©) de y ® Uef\,b =y® 6§lab. En outre, ass

/ /
Yoo Y2 0(0)
est clairement un morphisme de modules sur OG(r, 1,n) ainsi qu'une
bijection. La premiére partie du lemme est prouvée.

Passons a l'action de ¢ sur les modules projectifs indécomposables
de OG(r, f,n). Fixons A € L, et a F*""8 X\, a = (ov,..., ;). Soit i €
0,07, —1]. Nous cherchons a décrire Y;,(O)?. Rappelons que Y7 ,(O)
est isomorphe au module

Yo (O)R 2 O(G () 3% <y, > e, &% SOG(r, f,n).

Montrons que conjyr (o est bien définie.

Soient s, j, b comme dans I'énoncé, 0 € G, et | € [0,0,—1]. L’¢élé-
ment Y @ SWj,, €5 @ owy,, e4b est égal & y @ sw;,, €4 @ e owy,, b puisque
owy,, appartient au stabilisateur de ef, <&y, w,, >. Il est envoyé par
CoNjyr (@) SUr Y ® Tyswin, 5T~ ® owin, (T1 * (Cwyy,, ) )eXbT1 ", ol *
représente action de &, sur les éléments de (4,)", soit

Y @ Ty SWjp, OWin, (Tl_1 * (awlm))ef\ ® T * (0w, )b~ (6.3.6)

Soit I' := (1)o + Iny. Alors, le n-uplet T} * (owy,,) a toutes ses
composantes égales a 1 sauf la I-iéme qui vaut w. Ecrivons j()\) :=
(Wt ..., w’r). En utilisant la définition des idempotents (6.1.2), il vient
que

Ty (T * (owiy)) el = ¢Pvel. (6.3.7)

De la méme facon, T} (Tl_1 * (awlm))ef\ = (~tirel Nous en déduisons
que l'expression (6.3.6) est égale & y @71 5w, owp,, Ty~ el @ TyefbTy
soit I'image de y ® swjn, eAowy,, @ e5b par conjye .

Soient & présent o € S, et | € [0,0, —1]. Par conjyr , I'élé-
ment Yy ® oW n, SWin, €4 @ €5b est envoyé sur yowy ,, ® (Ty *
awls&m)swjmeﬁTl_l ® TyehbTy ™', Si o est représenté par le r-uplet

(01,...,00) avec 0; € Gyrpa) €t Y par ¥y Qo ... ®o Yo, avec y; €
[ /
Ya1+(i71)s'askd(o) Ro ... Qo Yaisaﬂd(O), en posant I' := (1)o + Is,,ny, la

derniére expression est égale a
¢EFDIsasxdy ! wj(A)l_j(’\)l'Tlswjmef\Tl_l ® TyehbT, ™, (6.3.8)
oy == y11011 @ ... QYo 10, —;, en utilisant (6.3.7). Si iy est le pre-

mier indice i € [1,7] tel que \; # 0, j(\) s’écrit comme la concaténation
des suites
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)‘5/\d
A

" sl syd—1 Is! syd—1"
(PRGNSR

Ay
7 -\~ N

(wlslaskd'i'il_l wlsgskd"l‘il_l)
g oy

avec j(A\)1 = w7l et j(A)y = whendFi—l parce que 0 € &, donc
(1)o € {1,..., A, } et par définition de sy et de ny. L’expression (6.3.8)

est alors égale &
§Z’js,°‘skd(y1—101—z ®...& ya'a—an'—l) X T18wjnA€§T1_1 X T1€§bT1_l~

Clest I'image, par conjys (o) de yowign, ® swin,ef @ exb. L'applica-
tion conjyr (o) est bien définie. En outre, il est trivial que c’est un

morphisme de modules sur OG(r, f,n) et une bijection. Le deuxiéme
point du lemme est démontré. |

Remarque : Soient A\ =" n et o F°7"¢ A\, L’isomorphisme asSy (o)
«,0

permet de décrire le cardinal o(h,Y(ﬁlo(O)) en fonction de a. Clest
le cardinal de l'orbite contenant « sous l'action du groupe cyclique
d’ordre f engendré par xady. Selon la définition de s/, il est clair que

ce cardinal est égal a s/ s). Nous obtenons 1'égalité
o(h, Y (0)) = s, (6.3.9)

Inversement, si a """ Aet i € [0, o, —1], I'isomorphisme conjy» (o)
implique de fagon immeédiate que

0(9.Y,,(0)) = 0ol,. (6.3.10)

Par définition des éléments qui interviennent dans les membres de
droite des formules (6.3.9) et (6.3.10), il vient

o(h, Y, (0))o(g,Y/(0)) = f. (6.3.11)
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6.3.3 Description des modules restreints

Intéressons-nous a présent a la restriction a OG(r, f,n) d'un
module projectif indécomposable de OG(r, 1,n).

Lemme 6.3.3 Soient A € L, o F°™ X Les deur modules

/pl

Resgg(:}z Yapo ) et @ ) sont isomorphes.

Preuve : Fixons A, o comme dans 'énoncé. Soit res,, ©) I’appli-
a,0

cation O-linéaire de la restriction Resggg’;’z))Yoﬁ IO(O) dans la somme

/
@

@Yoﬁi(O) qui envoie ¥ ®>\ eAb sur (y®"%1 @ e4b)icio,or1] pour
i=0
des éléments y € Y,(O), b € &,. Rappelons que les éléments de

/
ek OG(r,1,n) sont des combinaisons O-linéaires d’éléments de la forme

g

o : 4 5
ek o soit o(el * o), ce qui explique pourquoi res est compléte-

YL(0)
ment déterminée sur les valeurs données ci-dessus. Rappelons aussi
que pour tout i € [0,07, —1], le module Y} ;(O) est représenté par

X: ZYJO)@’ZO(G,\(MQ))“'& X < Wor > ®>\6)\OG(T’ f,m). Les deux pro-
duits tensoriels qui apparaissent dans ce module se font sur des al-
gebres contenant OG, (a identification pres). Il est alors évident que
IeSy (o) est bien définie. De plus, cette application est égale au produit
des dpplications Idyg ® 1 ® fpr, ot pr est la projection de OG(r, 1, n)
sur OG(r, f,n) selon la décomposition graduée d’unité T}, définie dans
la preuve du Lemme 6.3.1, qui est un morphisme de modules sur

OG(r, f,n). Par conséquent, resy (o) lest aussi.
Soit I'application resyp ©) définie dans le sens opposé a celui de
a,0
1resY£’/0 o) qui envoie (y; ® $;We;n, @ €4b;)icio,0,—1) Sur la somme

/ /
o,—1lo,—1

/
2 : 2 : p
Yi *4 sz&nA X €\ w—jsgnA Siwcin)\bia

j=0 i=0

pour y; € Y2 ,(O), %; Vaction de O(S ()7 * X <Woyn, > sur ce der-
nier module, s; € Sy, ¢; € [0,0y—1], b; € &,. Montrons que cette
nouvelle application est bien définie et que c’est le morphisme réci-
proque de res, ©) a un scalaire pres.

a,0

Il est évident qu’il n’y a pas de probléme dans la définition de res’ , )
a,0
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au niveau du deuxiéme produit tensoriel de son espace de départ. Re-
gardons ce qu’il se passe au niveau du premier produit tensoriel. Pour
cela, soient 0 € &,, i,j € [0, U —1] et y;, ¢, by comme ci-dessus.

Ecrivons y; = y! Qo ... ®o 37 avec pour tout [ € [1,0.], 3! €
Ya1+(171>sgskd(o) ®o .- Qo Ya,, SAd((’)) et o correspond & (o1,...,04)

avec 0; € Gy (pq). Alors
YiOWjg py @ SiWe;m, @ €XD; —(Vsendy! & $iWesm, ® €5b;, (6.3.12)
avec 1y 1= yg_jal_j R0 ... Ko yf/ 0,1 _;. Par définition, res ap-

Y70(0)
plique (6.3.12) sur

0' —1
Z ¢FDsa 5 asady ! @ e/\w 15!, ny SiWe;ny bis (6.3.13)
avec i =y, (]+)01_(j+l) R0 ... o yZ —UHD, 0o —(j+1). Par ailleurs,
res;cf’,o(o) envoie y; ® owjy. msiwcmA ® efb; sur la somme
5 —1
Z (s SAdz@e (0 10mA VW —1)st ny S Weimy bi (6.3.14)

otz =y '®e.. .®oyf“_l. Comme Sy w,, = w,, S, et Gxef\l = e'f\IG,\,
les éléments o“samx € &) et ef commutent. L’expression (6.3.14) est
égale a

ol,—1
ils! sxd 1 o
g (RN @ e Wi 1)shny SiWem,y i (6.3.15)
1=0
!
_ -1
avec 2/ = yll 611 ®o ... R0 y;© 05 1. Avec un changement de

variable, nous retrouvons l'expression (6.3.13). Ainsi, 'application

res’ o est bien définie. C’est trivialement un morphisme de modules

a,O(

sur OG(r, f,n).

Effectuons la composition des deux applications res, ©) et
a,0
!/

res (o) Pour tout y = 11 ®o ... ®o Yor, € Yo(O), comme précédem-

ment, o € G,,, res applique y ®§l e'f\la sur (y ® 1 &% €40 )ieo,0r1]

Y/0(0)

que res’ envoie sur la somme
Y2,(0)

’ /
o,—1o,—1

SNy ®0 - @0 Yo, i) ® K W_jipnn0

i=0 j=0
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soit o’y @ e 0. Inversement, soient i € [0,0,—1], y € Y0.(0), 0 € 6y,
c€[0,00—1] et b € G,. L'image de y ® owen, ® e4b par res’ est

Y7 0(0)
la somme
oa—1
p/
E Y *i Wistny & €Y W_jgr py OWen, b.
Jj=0
Considérons les composantes de I'image de cette somme par res, s ©)°
«,0
Pour [ € [0,0,—1], sur Y/,(O), c’est
ol,—1
p
E (Y %5 Wjstny ) ¥ W—jgrny @ 1@ eSowen, b. (6.3.16)
Jj=0

Par définition de l'action dans Y/,(O), si | # 4, alors l'expres-
sion (6.3.16) est nulle. Sur la composante indexée par i, (6.3.16) est
égale & 0Ly @ 1 ® e owen, b.

Nous avons montré que la composition (dans un sens ou dans l'autre)

des deux morphismes res, et res’ est o/ fois l'application
p Yf,o(o) Yoi),lo(o) « pp

identité de 'espace de départ. Ceci termine la preuve du lemme. |

Remarques :

1. L’isomorphisme cité dans le Lemme 6.3.3 montre que les para-
meétres choisis pour indexer les modules projectifs indécomposables de
OG(r,1,n) et de OG(r, f,n) sont compatibles. En outre, pour tout
A€ L, a7 Xetie [0,0,—1], nous avons vu dans la remarque
succédant le Lemme 6.3.2 que le produit o(h, YO'Z/O((’)))o(g, Y2 (0)) est
égal a f. Cette égalité s’obtient aussi en utilisant la Proposition 2.4.2
et le Lemme 6.3.3.

2. Dans toute cette section, nous avons raisonné dans les O-algébres
OG(r,1,n) et OG(r, f,n), notamment avec leurs modules projectifs
indécomposables YO'ZIO(O), pour A " n, a 7T A et Y7,(0),
pour A € L, a F°7* Xet i € [0,0, —1]. Tous les arguments
utilisés sont également valables dans les K-algébres, resp. k-algébres,
KG(r,1,n) et KG(r, f,n), resp. kG(r,1,n) et kG(r, f,n), avec des
résultats concernant les modules simples Sg:O(K ) = (Sa(K ))@p/, pour
AE"n, ak A et SE(K) = (XZ,Z-Sa(K))ép, pour A € £,, a k- Xet
i € 10,00, —1], resp. DZI,O(k:) i= (Da(k))Gy, pour A =" n, a Fo778 ),
et D! (k) := (X5,Da(k))G,, pour X € L, a =" Xet i € (0,0, —1].

.t
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6.4 Associateur et conjecture (GHPI)

6.4.1 Associateur

L’isomorphisme donné dans le Lemme 6.3.3 identifie les (para-
métres des) modules projectifs indécomposables sur OG(r, f,n) qui
apparaissent dans la restriction d’un module projectif indécomposable
sur OG(r,1,n). Nous donnons ici une autre description de la décom-
position de la restriction d’un tel module en fonction d’espaces propres
grace aux isomorphismes "associateurs" vus en premiére partie du

Lemme 6.3.2.

Définition - Notation 6.4.1 Soit v un endomorphisme R-linéaire
pour un anneau R. Sir € R est une valeur propre de v, l’espace propre
de v associé a r est noté E(v,r).

Fixons A € L, et o F°7" X, Par définition de s et avec le
Lemme 6.3.2, il est possible de représenter 'application ass;‘*ps,k(o)
«,0
comme un isomorphisme de modules sur OG(r, 1,n),

! /
SaSx L yP

yoh) " el

(O)**™ = Y2 (0).

ass

Par restriction & OG(r, f,n), c’est un automorphisme de la restric-
tion de YOﬁIO(O) a OG(r, f,n). Comme h/ est I'identité sur OG(r, 1,n),
f

¥o(0)
mutations wy_(x,4..41,) - - Wi (\(_yar1tArra) €St I'identité de &,
puisque c’est I'inverse de I'application qui est I'addition de A\; + ...+
A+ .o+ Aj—d+1 ...+ Agg = n (mod n). Par conséquent, I'auto-

ass est un automorphisme de Y, IO(O). La composition des per-

o
«,0

sociateur introduit par J. R. Stembridge, [79]. Finalement, ’application

morphisme ass’ est Didentité de Y/, (O). C’est I'analogue de I'as-
Y20(0) @0

assi%j,k(o) annule le polynoéme scindé X — 1. Elle est donc diagona-
«,0

/
lisable et Y7 (O) est somme directe des espaces propres associés aux
-/ . L .
valeurs propres (*«**¢ pour i € [0, 0/,—1]. Nous avons la décomposition

/
o,—1

4 _ ENEN isl,sxd
YLo(0) = EE E(assY;jo(O),C ). (6.4.1)
Les espaces propres sont des modules sur OG(r, f,n) puisque nous

!
venons de rappeler que ass’®* ou sa restriction) était un morphisme
YP
a,0
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de modules sur OG(r, f,n). Nous obtenons, pour le module restreint

de OG(r,1,n) a OG(r, f,n),

/
o,—1

Res YO'Z,O(O) &~ @ E(assifp‘f:(o), (Psasrd), (6.4.2)
i=0 o

Remarquons que I'action de OG(r,1,n) est en quelque sorte tran-

oy . ! - !
sitive dans son action sur les espaces propres FE(ass™®;* | (isasrd)
Y(fo(o)’ )

pour i € [0,0/, —1]. Plus précisément, soit = € E(ass;,o‘j,k(o),l),
«,0

-1 SeSA stsad -1 SR
alors T} € E(assyp, (O),C ). En effet, (2T )assyg,,o(o)

a,0

z ~ ! / —_ , . .
est égal a (x)ass™? )Csasdel ! par définition de ass en-

Y2 (0
2 ~ / —_ .
core égal a (%7~ Ceci montre que les deux modules sur

EACN g . N ShSA -1
OG(r, f,n), E(aSSYCffO(O)’l) (isomorphe & E(assyp, (O),l)Tl ) et

YL0(0)’

«,0
! / . . . .

E (assifp‘?(o), (%) sont isomorphes. L’isomorphisme (6.4.2) devient
a,0

ol,—1

Res Y/ (0) = (P E(ass;’aj:(o), 1)¢". (6.4.3)
i=0 @

Fixons A € £,, o F°7"8. En comparant I'isomorphisme donné dans
le Lemme 6.3.3 et I'isomorphisme (6.4.3), il est naturel de vouloir trou-

!
ver quelle est la valeur propre associée a l’espace propre de assiff,k(o)
a,0

isomorphe a Y, ;(O), pour tout i € [0, o,—1]. Nous allons montrer que

YO'ZO(O) o E(assifj:(o), 1). (6.4.4)

Comme nous venons de voir que pour tout ¢ € [0,0,, — 1],
AN 1 g’ i A CAON isl s\d ) N
« est isomorphe & F(ass™® oA et que, d’aprés
ch,lo(oy ) p ( Y(f,/o(O)’ < ) que, P

le Lemme 6.3.2, Yoﬁo((’))gi est isomorphe a Y;(O), nous obtenons que

E(ass

Y2(O) = B(ass™ | (isd), 6.4.5
wil0) = Blassf) ), €**) (6.4.5)

D’aprés le Lemme 6.3.3, les éléments de Y[ (O) s’identifient

/
aux combinaisons O-linéaires d’éléments de ResY[(O) de la forme
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!
O

Zy %0 Wistny, & €5 W_jgp, SWen b, avec y € Y,(0), s € 6,

=0

c € (0,04 —1] et b € &,,. Or, I'application asssy?‘ps,k(o) envoie y ®5 eX b
«,0

r—ds&sx+“‘+>‘T) b’ pour b S 6”7 Y S Ya((/))
L’assertion 6.4.4 est alors immeédiate. |

p/ pl
sur ¥ * adgy s, @) e\ wn_(

Remarque : Tout comme dans la section précédente, il est possible
d’utiliser les arguments précédents pour raisonner sur les modules
simples de KG(r,1,n) et KG(r, f,n) ou de kG(r,1,n) et kG(r, f,n).
La notion d’associateur se généralise clairement a ces algébres.

Nous désignerons le morphisme associateur d’un module M
par assjy.

Dans la sous-section suivante, nous explicitons des relations entre

les associateurs assycf’/o ©) et les associateurs ass SZ/o (K"

6.4.2 Conjecture (GHPI) généralisée

Voici comment généraliser la conjecture (GHPI) a des groupes de
réflexions complexes.

La proposition suivante fournit des conditions de nullité concernant
le nombre de décomposition de OG(r, f,n) associé au module indé-

EAEN is,,sxd P S35 jsisad
composable E(assygfo(o),g ) (ou (Y7,(0)) et E(aSSSEiO(K)’C ssxd)
(ou S§.(K)), pour les paramétres A € L, a F°7" A, B F A

i €0,0,—1], j €[0,05—1].

Proposition 6.4.1 Soit A € L,, a F*™8 X\, B X, i € [0,0" —1],
j € 10,0’ —1]. Notons m le plus petit commun multiple de ', s,
Alors le nombre de décomposition de la O-algébre OG(r,1,n) paramé-

tré par ((8,4); (a, 7)), €gal & la multiplicité [Y2,(0) 2 SG(K)], est nul
sii#j (mod &),

Prewve : La K-algébre KG(r,1,n) est semi-simple. Pour
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—

tout A € L, a7\ Yoﬁlo((’)) se décompose en la somme

—
/

P [V26(0) : S54(K)] S5o(K). (6.4.6)

B

Comme Sg (K )A est isomorphe & Sﬁ*ad o(K) selon le Lemme 6.3.2,
leurs restrictions a K G( f,n) sont isomorphes. Nous en déduisons

que la restriction de YOZ 0(O) se scinde en la somme

sbsk—l .
@( Z [Y.0(0) : Sﬁ*adtdO(K)])ResSg”O(K), (6.4.7)
BFX t=0

ou la somme sur les 3 est effectuée sur des représentants des classes des
partitions de A pour la relation d’équivalence induite par I’action de ad,.

Or, de facon triviale I'application ass se prolonge a Y, /0((’)), di-

A
Y7 6(0)
—_—
! .
sons en ass —— et E(ass‘(’j‘*jA , (Psasad) est égal a E(ass a2, , (Pasad),
Yoi),O a,O(O Yo?()(o)

En outre, selon (6.4.6) et la définition des applications "associateurs",

ass —— s’écrit comme la somme des applications :
o
a,0

ass — = @ (K)]aSSSEiO(K)' (6.4.8)

YP
a0l BFA

Les deux entiers s’ et s/; divisant oy, m divise aussi oy et 2 est égal
o ﬁ ) m

’ !

N . . PN Uﬁ . L .o, L /
a e ainsi qu'a - pour des entiers ¢, et cg déterminés par m = ¢,s,,
et m = cps);. Par des raisonnements analogues & ceux qui ont permis
d’établir le résultat (6.4.2), il vient que

Q
>

-1

Res Y/ L (0) = E(ass™

imsxdy 6.4.9
Yapyo(o),c ) (6.4.9)

@

I
o

2

Or, pour tout ¢ € [0,0, —1], si y € E(ass;j*(o),C“&SAd), alors

ye kLl (ass ,(™maxd) En comparant les deux isomorphismes (6.4.2)

o( )’
et (6.4.9), nous en déduisons que pour tout ¢ € [0, Z2—1], I'espace propre

E(ass™ (™) est isomorphe & la somme

Yy 0(0)

ca—1

@ E asss as) ,g““%)%“‘i) (6.4.10)
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en tant que modules sur OG(r, f,n). De méme,

Res Sg:O(K) = @ E(ass™;

avec, pour tout i € [0,0% — 1], lisomorphisme de modules sur

OG(r, f,n),
l*?(auss’;’s,A , (mead) o @ E asss 8o ,( (i+52)s} oAy (6.4.12)

En reprenant la décomposition (6.4.7), nous avons

q

A

m

m
@ E aSSmSA zmsAd ~ . @ E aSSmSA <zmskd> @VV?

O) 1=0 O(K
s/’BsA—l .
ou ¢ := < Z [Y(z/o(O) : Sﬁp;adtd,O(K)D et W est un module sur
=0
G(r, f,n) stable par ass"™*>_ (en utilisant l'identification 6.4.8) et

Y20(0)
qui ne contient aucun sous-module isomorphe a Sg*adw ;(K), pour tout
j€0,04—1] et t € [0, sxs;3—1] (cf. la correspondance (6.4.5)). Utilisons
la compatibilité des associateurs observée en (6.4.8). En identifiant les
espaces propres associés a la méme valeur propre, il est clair que, pour
tout i € [0, 22 —1],

E(ass™2_ (") = cE(ass™

imsyd
; S
ch,lo(o) S5,0(K) < )

ou W; est un sous-module de W. En introduisant les expressions
(6.4.10) et (6.4.12), ceci implique que pour tout ¢ € [0, 2> —1],

ca—1 cg—1
! U)\ A

@ E(ass™2_ (HTmsand) — ¢ @ E( asss ((ZH Jaoxdy @ W
p

t=0 Ya,O(O) t=0

Puisque W; ne contient aucun sous-module isomorphe & 557 ;(K), pour
tout j € [0,05—1], il est évident que la multiplicité de Sﬁp,j(K ) dans

Y7 (O) est nulle & moins que @ = j (mod 2). C’est ce que nous
voulions montrer. |

Remarque : Conservons les notations de la Proposition 6.4.1 et de sa
preuve. Supposons étre dans le cas contraire, i.e., i = j (mod 2*). Le



6.4. ASSOCIATEUR ET CONJECTURE (GHPI) 133

nombre de décomposition cherché (ou la multiplicité cherchée) apparait

dans la relation, pour tout i € [0, 2> —1], j € [0,05—1],
ca—1 o ﬁS)\—l /\
Z[chm (0): S5, (K) = Y [Y2)(0) 1 Shn oK) (6.4.13)
=0 1=0

Des expressions plus précises peuvent étre établies en utilisant ['action
de g sur les modules de KG(r, f,n). Par exemple, la multiplicité de

S ;(K) dans YZ(E) est égale a celle de Sj ;| (K) dans Y7 (¢ (0), ete.

a,i—1

6.4.3 Application au type B et D

Prenons le choix particulier ot r =2, f =2, d =1, p = (2,2,n).
Nous sommes alors dans le cas des groupes de type B et de type D
(G(2,1,n) et G(2,2,n)).

Nous avons vu dans le chapitre 5 que si les nombres de décompo-
sition de la O-algébre OG(2,1,n) sont connus alors les nombres de
décomposition de la O-algebre OG(2, 2, n) le sont aussi a 'exception de
ceux du type dg+)(a,+), reSp. d(g+)(a,5)- Ces derniers correspondent
aux nombres de décomposition associés & Sf; 5 (K) et Y[ ,(O),

(aa)z
i € {0,1}, resp. a S 5 (K) et Y[ ) .(O), pour 4,i" € {0,1}, i # ¢,

B (5,5) et a o7 (3, 5). L'égalité (6.4.13) spécialisée & ce cas
particulier donne l'égalité (5.2.3) alors que la nullité donnée en (5.2.2)
provient de la Proposition 6.4.1. Cette proposition montre donc que la
conjecture (GHPI) est satisfaite dans le cas des algébres de groupes,
comme l'ont écrit J. Gruber et G. Hiss. La Proposition 6.4.1 est en
quelque sorte une généralisation de la conjecture aux algébres de

groupes de réflexions complexes G(r, 1,n) et G(r, f,n).
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Chapitre 7

Conjecture de Gruber-Hiss et
filtration de modules de Specht

L’objectif premier de ce chapitre est de mimer les méthodes
employées au chapitre précédent (établissant des résultats concernant
les algebres de groupes de type B et D) dans le cadre des algébres de
Hecke de type B et D, en vue de traiter la conjecture (GHPI), i.e.,
la conjecture de Gruber-Hiss pour les nombres de décomposition de
ces algébres. En effet, dans le chapitre précédent, nous avons montré
la validité de la conjecture (5.2.2) pour les algébres de groupes notam-
ment grace a des considérations faisant intervenir les espaces propres
de certaines applications dites "associateurs". Nous montrerons les
limites de la généralisation de la notion d’associateur lors du passage
des algébres de groupes, i.e., des algebres de Hecke ot I'indéterminée ¢
est spécialisée a 1, aux algébres de Hecke pour ¢ parameétre générique.

Dans un second temps, nous donnerons une condition naturelle,
sur des filtrations de produits tensoriels de modules de Specht d’al-
gebres de Hecke de type A, sous laquelle la conjecture s’avére satisfaite.

7.1 Généralisation aux algébres de Hecke

En tout premier lieu, fixons les notations et hypothéses qui seront
conservées jusqu’a la fin de ce chapitre.

Hypothéses (HBD) : Soit (O, K, k) un systéme p-modulaire pour
un nombre premier impair p et k algébriquement clos.

Soit n un entier naturel.

Soit ¢ une unité de O qui n’est pas une racine i-iéme de I'unité, pour

135
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tout @ € [1,n], et dont aucune puissance paire n’est une racine de

'unité modulo J(O).

Remarque : La premiére condition sur ¢ est équivalente au fait que

n

H(1+q—|—...—|—qi_1)7é0.

i=1
La seconde condition se quantifie en disant que
~1¢¢* (mod J(O)).

Par conséquent, pour tout entier 7, 1 + ¢* ¢ J(O), soit encore, par
propriété du radical, 1 + ¢' est une unité de O.

Définition - Notation 7.1.1 Posons § = g’,g’_l)(O), Ualgebre de
Hecke de type B, pour un entier n strictement positif. Elle est graduée
par un groupe cyclique d’ordre 2, sur ' := ﬁgg)ﬂ algebre cyclotomique
de type D (cf. la Définition - Notation 4.1.3), § = ' ® T19'. Les
automorphismes associés a cette graduation sont notées h pour $ et g
pour §' conformément a la Définition - Notation 2.1.2.

7.1.1 Deux équivalences de Morita

Les modules construits au chapitre précédent s’obtiennent a l'aide
d’équivalences de Morita. Afin de travailler dans des conditions
similaires, nous rappelons deux équivalences de Morita, I'une pour le
type B ([27] ou un cas particulier de [34]), I'autre pour le type D ([70]
et [53]). C’est a partir de ces données que s’organisent les différents
raisonnements analogues a ceux suivis dans les algébres de groupes.

Equivalence de Morita pour $

Définition - Notation 7.1.2 Pour tout entier a € [0,n], p} et p,
sont les produits

a

pe o= H(qi_lHi),
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Soient a, b, m des entiers naturels tels que m > a + b. La permu-
tation wéﬁb) € Gy, €gale a Uaddition de b modulo a + b, peut étre
considérée comme un élément de S,, en prolongeant la permutation
initiale par Uidentité sur [a + b+ 1,m]. L’élément

ha,b =T (atv

wy,

ny (1,1
est alors vu comme un élément de S’Jg,(n ),

Pour a, b, m, comme ci-dessus, les éléments

. + —
Ua,b — pa ha,bpb )
- e -+
Upp = Dqlasby

appartiennent o ’algébre g)gvﬂ(iv—l)_

Remarque : Si a et b sont des entiers naturels de somme n, nous
avons de fagon immédiate que (py)h = p; et (vap)h = v,

Le premier résultat concerne un isomorphisme du module régulier
de 9.

Proposition 7.1.1 Sous les notations et hypothéses (HBD), le mo-
dule régulier a droite de $) est isomorphe a la somme directe

é (:L) Un—ii9). (7.1.1)

1=0

Preuve : Sous I'hypothése de départ (HBD), les modules v, 9,
pour des entiers a, b € [0,n], a + b < n, sont projectifs (sur §) selon
|27, Théoréme 4.10] et la premiére remarque de la Section 7.1. Par |27,
Corollaire 3.18|, si de plus b > 1, il existe un isomorphisme de modules
sur §) :

Vap—15) = Vot 1,0-15 D 04p9). (7.1.2)

Nous en déduisons que,

pour tout m < n, $Hg = @ (m) Vim—i9)- (7.1.3)
i

1=0
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Ceci se montre par récurrence sur m (pour n fixé). Dans le cas m = 0,
(7.1.3) est trivial. Fixons ensuite m € [0,n— 1] et supposons avoir
montré l'isomorphisme (7.1.3). En remplacant chaque élément de la
somme v; ;,—i8), ¢ € [0,m], par vi1m—i9 D Vi m—it19, selon (7.1.2), il
vient que $) est somme directe des modules v; ,,,+1-;9, ¢ variant de 0 a
m + 1. Pour un tel 4, le facteur v; y,11-;$ apparait avec la multiplicité
(T’) + (ZT1) = (mjl), avec la convention (Zn) = 0 pour tout entier
j ¢ [0,m]. Finalement, I'isomorphisme (7.1.3) est montré au rang
m + 1. Ceci termine la récurrence et la preuve puisque (7.1.1) n’est
autre que (7.1.3) dans le cas m = n. 1

A présent, citons en une proposition, des définitions et des résultats
de R. Dipper et G. James ou J. Du et H. Rui sur lesquels la suite de
ce chapitre repose en partie.

Définition - Notation 7.1.3 Soient a et b des entiers positifs. Nous
noterons twy o, 'application de f)qu_a (O) dans ﬁ‘éa_b(O), qui pour tout

i €[2,a+b],i#0b+1, fait correspondre a T, T(Z.);)(Hb).

Proposition 7.1.2 ([27], [34]) Sous les hypothéses (HBD), pour
tout entier positif a, b, il existe un élément z,, inversible, appartenant
au centre de g, (O) tel que

Ua,bhb,ava,b = Vg ,bRb,a = (Zb,a)twb,a Va,b- (714)

Les éléments e, := vmbhb,a(zb_;)twb,a sont des idempotents satisfaisant
les trois relations suivantes. Pour tout entier a, b € [0,n], a # b,

,Ua,n—af) = ea,n—aﬁ s
ea,n—af)eb,n—b 07

ea,n—aﬁea,n—a 55[5‘5(17”,& (O)

1

Donnons quelques compléments d’informations a propos des
¢léments 2, qui viennent d’étre introduits.

Définition - Notation 7.1.4 Désignons par * ’anti-automorphisme
de 5’)2{5”((9) qui envoie T; sur T;, pour i € [2,n].
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Pour tout entier a, b € [0,n], a+b < n,
(Za,b)twa,b - (Zb,a)*' (715)

En effet, en appliquant I'automorphisme h & l'expression (7.1.4), il
vient que v, 0V, = U, 2 Puls, en utilisant * qui transforme v,
en v, et hba =T ety en T( (@)1 = Tw£a+b) = hgp, NOUS avons
Up.aPapUba = (2b.a) Upq. Nous concluons avec un argument d’unicité en
comparant la derniére expression obtenue avec (7.1.4).

Dans le cas particulier @ = b = m, nous retrouvons le résultat [54,
Lemme 1.10|, établi par J. Hu,

Zmm = (Zm,m)twm,m = (2171,171)>(<

Les Propositions 7.1.1 et 7.1.2 permettent de conclure, en utilisant
n

le foncteur de Schur associé a 'idempotent é = Z Ckn—k, que les deux
k=0

algebres 9 et é$é sont liées par une équivalence de Morita (cf. [49,

§4]). Grace aux propriétés des idempotents qui apparaissent dans é, il

vient le

Corollaire 7.1.3 Les deux algébres $) et @f)éi n_i((’)) sont Morita-
i=0
équivalentes.

Equivalence de Morita pour $/

A présent, effectuons le travail analogue pour $)’ avec [70] et [54].

Définition - Notation 7.1.5 Pour tout entier a € [1,n], soit

a

pla) = H( T T sV T Ts,),

0upour2]€[2,n, =T, avec

siit=]
Sij = Zl—l Yi—1,0—2)...(j+1,5) sii>j ,
zz+1 Ji+1,i+2)...(j—1,5) sii<}
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soit (4,5 +1,...,1), sit> 7, ou(j,j—1,...,4), sii<j.
Soient a, b, des entiers naturels tels que a € [1,n], b € [0,n—1],
n > a+b. Notons

v(a, b) = { ﬁ(a) (ha,b _ (ha,b)g)ﬁ(b) sib>0 -~

Soit a € [1,n]. Pour tout entier m, n > m > a, p(a) appartient
a 5351,11 donc aussi a 5’)%:7%’_1). Sibe [0,n—1] et m € [a + b,n],
v(a,b) € 93 .

Remarque : Pour éviter toute ambigiiité, nous utilisons ici un

tilde = pour conserver la notation barre — au foncteur produit
tensoriel par k.

La Proposition 7.1.1 trouve alors son analogue dans la

Proposition 7.1.4 Le module régulier a droite $)' satisfait :

st n est impasr
n
o ,n—1)$) 1.
9 @ (i)v(@,n )%, (7.1.6)

i=| 2|
st n est pair

@ = (n - l)v(g, g)g’ ® '_é 1 (?)v(i,n—i)ﬁ’, (7.1.7)

3
ot |—] désigne la fonction partie entiére.

Preuve : Par |70, Proposition 1.22|, pour tout entier naturel a, b,
avec a > 1 et 2 < a+b < n, il existe une suite exacte courte de modules
sur 9 :

0—wv(a,b+1)9H —v(a,b)H —v(a+1,0)9H — 0.

Comme par (HBD) et [70, Proposition 2.13|, les modules non nuls
apparaissant dans la suite exacte sont projectifs, celle-ci se scinde. 11
vient,

v(a,b)9 Zv(a, b+ 1) ®v(a+1,b)9, (7.1.8)
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puis pour tout [ € [1,n],

Bl e[l; (i } 1)71(@,1 — )% (7.1.9)

Ceci se montre par récurrence sur [ (pour n fixé) comme dans la preuve
de la Proposition 7.1.1. Orsi a > 1, b > 1 et a # b, par |70, Proposi-
tion 3.3], v(a, b)H’ = v(b, a)$’. En prenant en compte cet isomorphisme,
I'expression (7.1.9) devient, pour tout [ € [1,n],

!
l -1
f:');), = @ (Z) Uz‘,l—z’ﬁ/ () 5(l> ( 1 )U%éf_),, (7110)
i=|+1] 2
ou d(l) = 0 o Lost HHPAE 1 assertion cherchée vient en consi-
1 sil est pair
dérant le cas particulier m = n. |

La proposition suivante, due a C. Pallikaros, donne pour §’, des
résultats similaires a ceux énoncés dans la Proposition 7.1.2 pour $.

Proposition 7.1.5 ([70]) Sous les hypothéses (HBD), pour tout en-
tier a € [1,n], b € [0,n — al, il existe un élément z(b,a) inversible,
appartenant au centre de g, (O) tel que

v(a,b)hyqv(a,b) = v(a,b)z(b,a).

Pour de tels entiers a, b, les éléments e(a,b) := v(a, b)z(b,a) " hy sont
des idempotents satisfaisant les relations suivantes. Si a, b € [1,n], a
et b distincts de 5, a # b,

1. e(a,mn—a)9 =v(a,n—a)9’,
2. e(a,n—a)$e(b,n—0) =0,

3. e(a,n —a)9'e(a,n —a) = e(a,n—a)9g, (O) et e(a,n—a)
commute a tous les éléments de H% — (O). En outre, les deur
algebres e(a,n—a)9'e(a,n—a) et H§, _ (O) sont isomorphes.

Le probléme, souligné par C. Pallikaros dans I'introduction de son
article [70], est le cas ol n est pair.
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Hypothése : Désormais, n sera supposé pair,

n = 2m.

Sous les hypothéses (HBD), le module v(m,m)$)’ est projectif.

Définition - Notation 7.1.6 I existe un idempotent e(m, m) tel que
e(m,m)$H’ =v(m,m)$y’.
Soit A(m) lalgébre (non unitaire) e(m, m)$H’e(m, m).

L’idempotent e(m,m) est orthogonal aux idempotents de la forme
e(a,n—a), a € [1,n]\{m} et mieux, e(a,n—a)H'e(b,n—>b) = 0 si
a, b € [1,n], a # b et a ou b est égal a m (|70, Corollaire 2.6 (iv)] ou
[70, Proposition 3.4 (ii)]).

Si é' désigne I'idempotent de &', ¢ = Z e(k,n—k), la Proposi-

k=m
tion 7.1.4 permet d’affirmer que les deux algébres §' et é¢'§é’ sont
Morita équivalentes, soit encore, avec la Proposition 7.1.5,

Corollaire 7.1.6 Les deux algebres $' et A(m) @ @ 9%, . (0)
k=m+1
sont Morita-équivalentes.

L’algebre A(m) a été étudiée par J. Hu dans [54]. Les résultats qui
seront utiles ici font I'objet de la

Proposition 7.1.7 ([54]) Supposons les hypothéses (HBD) wvérifiées.

1. 11 existe un unique élément hy, € H% (O) tel que

P PP, = DB + Z hypy by, avec hy, by € HE (O).

b>m
2. L’élément
e(m,m) == 2z, ozt v(m, m)hy,

est un idempotent de ' qui engendre le méme module o droite
que v(m, m). Nous le noterons e(m,m).
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3. La somme 9§, (0)Dhs HE  (O) est la sous-algebre de H§ (O)
engendrée par 7ﬁ%mm((9) et h;’;l Elle est isomorphe a ['algébre
A(m) = e(m, m)He(m, m).

4. L’élément h,, satisfait les deux égalités h¥ v(m, m) = v(m, m)h,,
et hfn = Zmm-

Remarques :

Les hypothéses (HBD) n’interviennent pas dans le premier résultat
de la proposition. Elles ne sont utiles qu’a partir du deuxiéme point.

La notation e(m, m) est compatible & celle de C. Pallikaros puisque
dans cette derniére, e(m, m) doit uniquement répondre aux conditions
suivantes : étre un idempotent de $’ qui engendre v(m,m)$’. Ceci est
le cas pour e(m, m) = 2z, gzL,v(m, m)hy,.

m,m

7.1.2 Modules pour $ et 9’

Dans le cas des algébres de groupes, les équivalences de Morita
établies dans la Proposition 6.1.3 ont permis de construire les modules
projectifs indécomposables de OG(2,1,n) et de OG(2,2,n). Nous
reproduisons les mémes constructions, adaptées aux algebres de Hecke
a partir des équivalences de Morita décrites au Corollaire 7.1.3 et au
Corollaire 7.1.6 .

Définition - Notation 7.1.7 Jusqu’a la fin du chapitre, nous note-
rons indifféremment — = K Qo — ou lg ®p — et — := k ®p — ou
Ik ®o —.

Définition - Notation 7.1.8 Soient F, Gy, resp. Fy, Gy, les
foncteurs associés a [’équivalence de Morita décrite au Corollaire

7.1.3, resp. au Corollaire 7.1.6, Fy : mod(9)) — Hmod(ﬁ‘éi -~ (0)
i=0

de foncteur réciproque Gy, resp. F» : mod($’) — mod(A(m)) X

H mod(ﬁ‘ém%(O)), de foncteur réciproque Gly.

1=m+1

Définition - Notation 7.1.9 Soit o le plus petit entier strictement
positif s tel que 1+ q+ ...+ ¢ 1 =0 (mod J(O)) si il existe, sinon
posons o := 0.
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Soient i € [0,n] et o une partition de i. Nous noterons S,(O) le
module de Specht de paramétre o de $§ (O). Soit 3 une partition de
n—i. Le module S, 5(0) de 9, (O) identifiée & H§, (0)@09H§, ,(0)
est le produit tensoriel des deux modules de Specht S,(O) ®@e S3(0O).
Nous noterons S, (K) et S, g(K), resp. S, (k) et S, g(k), les analogues
des modules S, (O) et S, 3(O), sur le corps K, resp. k.

Si o F°7"8 ¢, le module simple D, (k) sur f)gi(k) est le quotient
du module de Specht S, (k) par son radical. Nous noterons Y, (k) sa
couverture projective de relevement Y, (0) a $§,(0). Si 3 F°7"8 n —i,
nous formons les modules D, g(k), Yo (k) et Y, 3(O) en suivant la
construction des modules S, (O).

Rappelons que pour tout i € [1,n], ’ensemble des modules simples
de 9§ (K) est l'ensemble des modules de Specht S, (kK), pour «
partition de ¢ et l'ensemble des modules simples, resp. projectifs
indécomposables, de 9§ (k), resp. de H§,(O), est 'ensemble des mo-
dules D, (k), resp. des modules Y, (O), pour « partition o-réguliére de 1.

Suite a ces notations et rappels, nous pouvons énoncer le

Lemme 7.1.\8 L’ensemble des modules simples de 5?) est ’ensemble
{(Sap(K))Gy; abi, Bn—i,i€[0,n]}.

L’ensemble des modules simples de $) est constitué des modules
(Dap(k))Gr, o078 4, B8y — 4, G € [0,n].

Enfin, l’ensemble des modules projectifs indécomposables de $ est
Jormé des éléments (Y, 5(O))G1, a F°™8 4, "8 n —i i€ [0,n].

Utilisons a présent ’équivalence de Morita (7.1.6) pour former
les modules simples de 6’ et de $ ainsi que ’ensemble des modules
projectifs indécomposables de .

Pour tout i € [m+1,n], la description des modules simples de H (K)

et 9L (K), 9% (k) et H5  (k), et également des modules projectifs
indécomposables de $§ (O) et $g (O), rappelée précédemment

permet d’expliciter la partie des modules simples de &' et de $', ou
des modules projectifs indécomposables de $) qui provient des compo-
santes 9 (K), 9, (k) ouHg ~ (O) par 'équivalence de Morita.

,m—i %

—

Il reste a expliciter les modules provenant des algébres A(m),

A(m) et A(m). Rappelons que A(m) est une algeébre graduée
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"par" hy, sur g (O). Pour trouver ces modules, nous mimerons ce
qui a été fait pour les algebres des groupes G(r, f,n) (|72], [61] ou [60]).

Nous utiliserons la notation —g pour symboliser I’extension a R,
pour R € {0, K, k}.

Etudions les modules simples de A(m), pour R € {K,k}.
Soient My, M, des modules sur HF' (R), alors My ®p M, peut s’iden-
tifier & un module de HZ (R). Il en est de méme de (M; @ My)"mr.
Rappelons que 'espace sous-jacent de ce dernier module est identique &
celui de M, ®g M, et 'action * de HT (R) sur (M, ®pMy)"mr est don-
née en fonction de celle sur My @ M, : pour tout m; € My, my € M,

et wy, wy € &y, (M ®pmMoy) *Twl(ww%)) = (m Qg m2)Tw2(w1w5f$)) soit
my Ty, ®r moTy, . 1l est alors clair que ’application
lf]\/[h]w2 . (Ml QR Mg)hiﬂR — M2 XRpr M1 (7111)

my @pr Mo = Mo @r My

est un isomorphisme de modules sur H& (R).

D’aprés la théorie des représentations des algébres graduées,
'algebre A(m), admet deux types de modules simples.

Soient «, (3, deux partitions distinctes de m, resp. o-réguliéres de m.
Le module induit de & (R) a A(m)g a partir de So3(K) si R = K
oude D, g(k) si R=k, est un module simple de A(m)g.

A présent, supposons que o = 3. D’aprés l'application (7.1.11),
les modules S, o(K) et S,o(K)"™ ou D,a(k) et Dy o(k)t=, sont
isomorphes. Comme dans le cas des algébres de groupes, il est
possible d’étendre l'action de $g,,,.(R) sur S,o(K) si R = K, ou
sur Dy o(k) si R = k, a A(m)g. En effet, le carré de hf, est égal
a Zmm d'aprés [b4, Lemme 1.10] et z,,, agit sur S, ,(O) par un
scalaire f(a,a)(¢) qui admet une racine carrée +/ fa,a)(q) € O, ([54,

2

Lemme 3.2, Théoréme 3.5]). Nous en déduisons que B = Zmom, TESD.
m2 = Zmm, agit sur S, o(K), resp. Dy o(k), par un scalaire f(q,q)(q),

resp. f(a,a)(@). L'action de §g (K) sur Suq(K) se prolonge en une

action de A/(WT) sur Sao(K) en posant, pour tout s, t € S,(K),
(s @k t) * ht, = \/ fla.e)(@)(t @k s). L’action de ﬁ%m,m (k) sur Dy (k)

se prolonge en une action de A(m) de fagon analogue. Ceci donne un
sens a la
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Définition - Notation 7.1.10 Soit x., resp. X-» le caractere de

—

A(m) qui vaut 1 sur g (K) et 1, resp. —1, sur B . Nous noterons

encore x+ la restriction de x+ a A(m) et X, sa réduction a A(m).
Soit a = m, resp. a7 m. Notons x+Sa,a(K), resp. XoDao(k),

le produit tensoriel extérieur des deux modules sur A(m), resp. A(m),
X+ €t Saa(K), resp. Xy et Dyo(k).

Nous pouvons énoncer le

Lemme 7.1.9 L’ensemble des modules simples de 6’ est constitué
des modules ((Saﬂ(K))GQ pour des partitions o - 1, 8 F n — 1, avec

€ [m + 1,n|, des modules (Indggz)’m(K)Saﬂ(K))é\g, pour des parti-

tions distinctes o, (3, de m, ainsi que des modules (XJFSOC,Q(K))@,
(X_Sma(K))Gg, avec o = m.

L’enseﬂble des modules simples de $ est constitué des modules
(Da’ﬁ(k’))Gg pour des partitions o-régulieres o + i, 8+ n — 1,
avec i € [m + 1,n|, des modules (Ind Alm) (k)D 5(k)) G2, pour des
partitions o-régqulieres distinctes «, (3, de m ainst que des modules

(X, Daa(K)) G, (X_Daa(k)) G, avec o o8 m.

Cherchons a appliquer les méthodes précédentes pour construire les
modules projectifs indécomposables de §'. Les modules (Y, 3(0))Gs,
pour des partitions o-réguliéres a i, 8 = n — i, avec ¢ € [m + 1,n/,
constituent une partie de cet ensemble. Supposons que « est une
partition o-réguliére de m. Nous avons encore que Y, (O)" et Y, o(O)
sont isomorphes en tant que modules sur $§ (O). Le probléme pour
étendre I'action de 9§ (O) sur Y, 4(0) a A( ) est que 2, ,, n'agit
pas forcément par un scalaire sur Yo a(O). Le lemme de Schur, entre
autres, ne peut pas étre appliqué.

Donnons un contre-exemple. Supposons que 2z, (considéré
comme élément de ) agisse par multiplication par un scalaire

Gla,a)(q) € O sur Y, ,(O) pour une partition o-réguliere o de m.
Par extension des scalaires, z,,,, (considéré comme élément de §))

agit aussi par multiplication par g,.(q) € O C K sur Y,,(O). La

K-algébre 5 est semi-simple, Y, ,(O) se décompose en la somme
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@ A, (a,0)9ru(I). Comme 2, ., agit par fi,(q) sur Sy ,(K), si
A pubEm

le couple (A, 1) est tel que d ) (a,0) 7 0, alors fx,(q) = g(a,a)(q)- O,
d(a,a),(a,a) 7 0. Par conséquent, si (A, p) est tel que do ) (a0) 7# 0,

alors fx,.(q) = faalq)-

Afin de remplir les hypotheéses (HBD) et de travailler avec un para-
metre ¢ tel que H§ (k) ne soit pas semi-simple (nullité du polynome de
Poincaré), supposons que n = 6 et ¢ est un élément inversible de O qui
n’est pas une racine i-iéme de 'unité pour tout ¢ € [1,n], mais § = 1
ou ¢ est une racine primitive troisiéme de I'unité de k. Dans 5%3([( ),

Y(3)(O) se décompose en Sg)(K) @ Si21)(K) (cf. Annexe B.1). Par
conséquent, S 3)(K) et S21),2,1)(K) apparaissent dans Y(s) 3)(O)
(avec multiplicité 1). Or f@)@)(q) = ¢%(1 + ¢*)(1 + ¢*)(1 + q) et
feneny = 1+¢*)(1+¢ ) (1+¢?) dapres [54, Théoréme 3.6]. Par
hypothése, ¢ n’est pas racine du polynéme 1+ X + X? — X4 — X% — X6
qui est le produit des polynomes cyclotomiques ®;P,P3P,. Nous
en déduisons que f(3),3)(q) # fe1),21)(q) et zmm n’agit pas par un
scalaire sur Y3 3)(O).

Remarque : Notons que f(3),3)(7) = f2,1),¢2,1)(q) dans k.

Dans le cas des algébres de groupes, nous avions également formé
les modules des algebres sur K, k et O du groupe G(r, f,n) en fonction
des sous-modules apparaissant dans les restrictions des modules des
algeébres du groupe G(r,1,n), notamment grace aux espaces propres
des morphismes associateurs. Regardons ce qu’il se passe dans les
algébres de Hecke de type B. Nous allons montrer le

Lemme 7.1.10 Pour toute partition, resp. partition o-réguliére, a = 1,
" —
BEn—i i€l0,n], les modules (Sap(K))G1 et (Spa(K))G, resp.

(Yas(O)G" et (Yu(0)Gr, (Dap(k))Gi" et (Dgal(k))Gi, sont
isomorphes.

Preuve : Rappelons que pour tout i € [0,n—1], j € [2,n|\{n —i+1},

hin—iT; = T(j)w@ i m—i, soit aussi, pour tout w € &,_; ),

h’i,n—iTw = Tw’hi,n—i> pour w = Yn—i w, (7112)
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L’élément v; ,,_; vérifie aussi

(n)
Vin—iTw = TowVin—i, pour w' := “n=iw. (7.1.13)

Soit & i, f F n — 4, pour un entier i € [0,n]. Nous allons montrer

— —~h
que (Sa3(K))G: et (S5a(K))G1 sont isomorphes. Quand a et f3
sont des partitions o-réguliéres, un raisonnement analogue permet
d’établir un isomorphisme entre (Y, 3(0))G1 et (Y3,4(0))G1" et entre

— —h
(Daﬁ(k?))Gl et (D@a(k))Gl . ~

Tout d’abord, remarquons que les modules (Sg,a(K ))é’\lh et
Spa(K) ®gt  (K) Up;;H sont isomorphes par le morphisme

lds, ,(x) ® h. Pour montrer I’assertion, il suffit donc de donner un
isomorphisme entre (S, 5(K))G1 et Sga(K) gL (K) Vn- “f) Soit
154,35 1'application définie sur ce premier module & valeurs dans le
second, qui envoie (s, ® Sg) ® V; —it, pour s, € So(K), sg € Sz(K) et
t €9, sur (sg® Sq) ® p,_;ihn—iivin—it. En utilisant (7.1.12), (7.1.13)
et le fait que p, ; commute avec les éléments de g (K, il vient
que zsa 3 est bien définie et c’est clairement un morphlsme de modules
sur 9. Soit I application is], ; définie dans le sens inverse de is, 5, dé-
n_iql, POUr 54 € So(K),
sg € Sp(K)ett e S’J est égale & (5,®s5)®@ (2, i i) Wi, hm_ivn_iﬂ-h.
Comme (z,—;;)tw,_;; est un élément central de N _(K), les argu-

ments utilisés pour justifier que zsaﬁ est bien définie montrent que
is, 3 lest aussi. En outre, is,g o is,, 5 est 'application identité de

terminée comme suit. L'image de (s5® s4) @ v,

(Saﬁ(K))é\l et les espaces de départ et d’arrivée de is, g et is], 5 ont
méme dimension. Par conséquent, is;, 5 est 'application réciproque de
iSaﬁ. |

Remarque : Reprenons la preuve précédente et ses notations. La

composition is;, 5 0 is, g est identité de Sgo(K) Doz L) U ”5
Or, elle envoie (sg ® $4) ®vz_n ., pour s, € S,(K), Sﬁ € S3(K), sur
(56 ® Sa) @ v, _iZim—i(2; 2 ;) tWn_is. Ceci implique que, pour tout i €
[0, 7],

Zin—i = (Zn—ii)tWpn_i,.
En prenant en compte 'égalité (7.1.5), il vient aussi que, pour tout
i €[0,n],

*
Rin—i = %in—i:
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Considérons le cas particulier ot ¢ = m. Soit a = m. La démons-
tration du Lemme 7.1.10 fournit un isomorphisme S(SM(K))@ de

(Sa,a(K))é\l dans (Sa,a(K))é\lh qui associe & (51 ® s3) @ Vpymt, I'élé-
ment (s2 ® s1) ® vm7mhm7mpjn(t)ﬁ, pour sy, 89 € So(K), t € 9. Le carré
de S(SQ,Q(K))(/;; est donc un automorphisme de (Sma(K))é\l qui envoie
(51 ® $2) @ Ut SUr (81 ® $2)Zmm & Vpmmt. L’application S(SQ,Q(K))EE
est donc la multiplication par le scalaire f(,q)(¢). Utilisons le méme
procédé que dans le cas des groupes. Le module (Sma(K ))é\l restreint
a 6’ se décompose en deux modules simples qui sont les espaces

propres E(S(SQ’Q(K))(/;} f(a,a) (Q)) et E(S(Saya(]())é\l7 - f(a,a)(CI))-
Avec des notations adaptées, si « est o-réguliére, la restriction a
$’ du module sur 9, (Da,a(k))G_l, se décompose en deux modules
simples qui sont les espaces propres E(S(Da,a(k))e_p Jia,e) (@) et
E(S(Da’&(k))(;—l,— fa,0)(@)). Par contre, pour les modules projectifs
indécomposables de $), nous retombons sur la difficulté provenant de
ce que %, n'agit pas par un scalaire sur Y, ,(O). Nous ne pouvons
pas décomposer la restriction du module (Y,(O))G; & $' en deux
modules qui soient des espaces propres pour I'associateur Sy, ,(0))G, -

7.2 Filtration des modules de Specht

Les arguments utilisés dans le cadre des algebres de groupes pour
décrire les matrices de décomposition des algeébres de groupes de
type D en fonction de celles des algébres de groupes de type B ne
peuvent étre reproduits dans le cas plus général des algebres de Hecke.
Les morphismes associateurs perdent leur caractére "universel" au
cours de la généralisation et ne permettent plus de décomposer des
modules restreints de ) a ' en fonction d’espaces propres. Aucune
imbrication d’espaces relative a des valeurs propres n’est alors possible.
Par conséquent, nous allons changer de méthode et utiliser la définition
de matrice de décomposition reposant sur les multiplicités de modules

sur §) et $’. Nous donnerons une condition sous laquelle la conjecture
(GHPI) est satisfaite.
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7.2.1 Une condition pour obtenir la conjecture

Les applications associateurs sont reliées aux applications d’échange
définies comme suit.

Définition - Notation 7.2.1 Soit R € {O, K, k}. Soient My, M,
des modules sur HE (R). Considérons My ®@g My comme un module
sur 9@ (R), ot qr == 1r®0q. Notons

echy, v, © My @ My — My ®p M, .
my @rmy — Mo Qr My

Si N1 C Ny sont des sous-modules de My ®@pg My stables par echpy, ),
nous noterons echas, a,|ny /Ny, Uapplication echyy, a, restreinte a Ny et
passée au quotient par Ny.

Nous sommes désormais en mesure d’énoncer une condition sous
laquelle la conjecture de (GHPI) est vérifiée.

Proposition 7.2.1 Soit a une partition de m. Supposons que Sy o (k)
admet une filtration

{0} =5y C S C...C S =5ak)

stable par echg, @) s.k), 0U chaque quotient successif est isomorphe
a un module simple Dggz(k), pour f F°7"8 m, ou a une somme de
modules simples D, ,(k), pour p, v F°7' m, u # v, satisfaisant
la propriété suivante. Pour tout i € [0,s—1], si le (i+1)-iéme quo-
tient est isomorphe & Dgg(k), pour une partition 3 o-réguliére de m,
alors il existe un isomorphisme is; : Siy1/S;i — Dgpg(k) tel que
isi 0 echpy(k),s(k) = €Clis, (k)50 () |5is1/5: © 183

Alors, pour tout B F°7' m, nous avons les égalités suivantes
concernant les nombres de décomposition d_ de ' et d_ de $ :

Ao)5) = 0,
Aoy = 0,
Do) 5 4) = oo (80)
Ao, 5 = @60
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Remarque : Pour a = m, le module S, (k) admet une filtration
dont des quotients successifs sont les modules simples D, , (k) ot p et
v sont des partitions o-réguliéres de m. Soient pu, v de telles partitions,
D,.,(k) apparait avec la multiplicité d(q.a),(4,) qui est égale au produit
des nombres de décomposition de HL (k), da,uda,. Donc D, (k)
apparait avec la méme multiplicité que D, ,(k).

Preuve de la Proposition : Nous avons vu que SESQQ(O))GI
Ja,e)(@)1d(s,, . (0))c, - Le module (Sma((’)))Gl restreint & )’ se scinde
en deux modules simples qui sont les espaces propres de Ss, .(0)a

associées aux valeurs propres \/ f(a.a)(q) et —+/ fia,a)()-
Soit B, la O-base cellulaire du module de Specht S,(O) qui est un
module cellulaire pour l'algebre cellulaire $§ (O). L’espace propre

E(8(50.0(00615 V f(0,0)(2)), 168D E(S(54.0(0)G15 =V fea) (@), est en-
gendré sur (9 par les éléments

Jiae) (@) (b1 @ b2) @ Uyt + (b @ b1) @ VU mfirm, Pt

resp.

f(a,a)(q>(b1 ® b2) Y Umm (b2 ® bl) ® Um, mhm mPm t

de (Sa,a(O))Gl, pour by, by € B,, t € ﬁémym((’)). Comme B,, resp.
B, := {b; b € B,}, est aussi une base cellulaire du module de Specht
So(K), resp. Sa(k), qui est un module cellulaire de I'algebre H§ (K),
resp. ﬁ%m(k‘), il est clair que

—

E(Ssua0nc T faw (@) = E(Ss,  xya £/ flaw (@),

E(S(san0)cr: 1/ fao) (@) = E(Ss, . aper T\ faw (@),

comme modules sur 5’) resp. sur $. Comme dans le cas des algébres de
groupes, les modules sur §, resp. sur $, E(S, L TV e, ()

et (xxSa,a(K ))Gg, resp. E(S(p, ,anar TV e (@) et (X+Dp,5(k)) G2
pour (3 =27 m, sont isomorphes. Dans le premier cas (sur le corps K),
ceci provient de I'isomorphisme de modu/lgs sur $)’ entre la restriction de
(Sa,a(K))Gl et la somme (X+5aa( ))Gg (X Saa(K ))Gg qui envoie
$1082®51 (k) Ummt SUr (51®852@1—~ o v(m, mt, $1@s3 @~ oY v(m, m)t)

pour si, ss € Sa (K), t € 9§, (k). e morphime réciproque (au sca-

laire 2¢ prés, pour ¢ := y/ f(a,0)(q)) envoie (51 ® sz e v(m, m)t, s ®
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8'2®A/(m\)11(m, m)t’") sur ¢(s1®82) @V mt+(52081) QU Amt+c(s]®55)®
VUt — (5581 @Upmhmt’ pour s1, sa, s, sh € So(K), t, U € ﬁ‘én(K).
Dans le second cas (sur le corps k), nous avons un isomorphisme ana-
logue. Nous en déduisons que les modules sur 5:3\’ , (XJFSOC,O[(K ))é\g et
(X—Sa,a(K ))é\g, admettent pour O-forme réduite a k, les modules
sur 5, B(S(s, .aar VFew @) et E(Ss, .apar =V Fam @)-
D’aprés la formule (5.2.1), pour montrer la proposition, il suffit de
montrer que d/(a,—),(ﬁ, H (qui est égal a d’(a 1), e tordant ’action
par g) est nul, soit encore que E(S(Dﬁ (k)T f3,3(Q)) n’apparait
pas comme facteur de composition de E(Ss, g —V f(e.a) (@))-
Remarquons que le foncteur — ®qq

bmm

que €, 29 est un module libre & gauche sur f)q (k). En effet,

x) emmf) est exact parce

Cm, 9 = U, Tmm$ par propriété des idempotents em i et Ty, T §) =
U5 (k) par 27, Théoréme 3.13|. Soit R I'ensemble des représen-
tants distingués des classes a droite de &,,,, dans &,, i.e., les élé-
ments de longueur minimale pour chaque classe. Par |23, Lemme 2.4,

Umm$ = @ ﬁ%m,m (k)Um.m1w- Par conséquent I'assertion sur 'exacti-

wWER
tude est satisfaite.

Supposons qu’il existe une filtration de S, (k) comme dans
Pénoncé, alors (S, (k))G1 admet une filtration stable par S(Sua (k)G
par définition de cette application,

{0} = Sy C (ST C ... C (S)Gh = (Sualk))Cr.

Sii € [0,s—1] est tel que (i+ 1)-itme quotient de la filtration
initiale est isomorphe & Dgg(k), pour une partition [ o-réguliére
de m, par propriété des foncteurs exacts, le (i+1)-iéme quotient de
la nouvelle filtration (S;+1)G1/(S;)G1 est isomorphe a (Dgg(k))Gy
par l'application (is;)G;, avec un léger abus de notation. En outre,
I'égalité de départ is; o echp, k) psr) = €Chis, (1),54 (k)| 5i41/5; © s devient

(is;)Gq o SDH SNET = S(Sun(k) G_1|(Si+1)G_1/(Si)G_1 o (is;)Gy. Dans une
base adaptée a la filtration de (S...(k))G; (c’est a dire que la base est
formée d’une base de (S;)G1, completee en une base de (Sy)G1, etc.),
S Sa.a(k)GT admet comme matrice, une matrice triangulaire supérieure
par blocs, dont les blocs diagonaux correspondent aux matrices des ap-
plications associateurs passées aux quotients S(Sa,a(k))?l‘(si+1)?1 /(S)Gr
avec i € [0,s—1]. En particulier, pour i € [0,s—1] tel que S;11/S;
est isomorphe & Dg (k), ce bloc représente la matrice de S, a7
Par conséquent, quitte & modifier la base, nous pouvons supposer
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que ce bloc est la matrice diagonale ou les éléments sur la premiére
moitié de la diagonale sont égaux & \/f(3,3(Q) et ceux sur la seconde

moitié sont égaux a —/f (7). En considérant le carré de cette
matrice qui est la matrice scalaire fi,q)(7)Id, il est immédiat que
J3.8) (@) = fia,)(@). Par des résultats élémentaires d’algebre linéaire,
la matrice de Sig  )gy Peut se représenter sous la forme d’une
matrice triangulaire supérieure par bloc, ou les blocs diagonaux
indexés par (i,7) pour ¢ pair, resp. impair, sont égaux a la matrice
scalaire \/ f(a,0)(@)Id, resp. —1/ f(a,0)(@)1d, et les blocs d’indice (¢, j)
avec ¢ et j de parité différente, sont les matrices nulles. Grace a
la forme de cette matrice, nous pouvons affirmer que le module
sur 6/, E(Ss, .yar —V fae(@) ne peut admettre de facteur de

[eye

composition isomorphe & E(Sp, w)ar: V f(e.0)(@))- |

7.2.2 Exemples vérifiant la condition de filtration

Il est 1égitime de se demander si la condition concernant la filtration
des modules de Specht est souvent vérifiée.

Soit o 27" m. Supposons que dans ﬁ%m(k‘), le module de Specht
Sa(k) admet une filtration de hauteur 2, i.e., il existe un paramétre
B # a tel que {0} C Dg(k) C S,(k) avec le quotient S,(k)/Dgs(k)
isomorphe & D, (k). Alors, S, (k) admet une filtration satisfaisant les
conditions de la Proposition 7.2.1. En effet, nous pouvons former la
suite {0} C Dﬁﬁ(k)) C Sa(k?) X Dﬁ(k)) D Dﬁ(k) X Sa(k?) C Sa,a(k) dont
les quotients successifs sont Dg 5(k), Do(k) ® Dg(k) ® Dg(k) @ Do(k)
et Dy (k). Avec les notations de la proposition citée ci-dessus, is; est
I'identité et is3 est le produit tensoriel de la surjection canonique de
Sa(k) sur D, (k) par elleeméme. La "condition d’échange" est alors
trivialement satisfaite.

Dans I’Annexe B.2, grace au package de Specht, nous donnons des
exemples ol cette derniére hypothése est satisfaite.
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Annexe A

Résultats de programmes

A.1 Programmes

Avec le logiciel gap, version 3, ([75]), le "package" chevie permet
de travailler dans des algébres de Hecke cyclotomiques (associées a des
groupes de réflexions complexes) ou dans des algébres de Iwahori-Hecke
(c’est a dire dans des algébres de Hecke associées a des groupes de Coxe-
ter). Pour ce dernier type d’algebres, il existe des bases de type "7T”
dont les éléments sont indexés par les éléments du groupe associé.
J’ai écrit des programmes qui permettent de travailler dans des algébres
de Ariki-Koike, en introduisant le domaine ArKAlgOps. Le package vk-
curve est a charger pour travailler dans un anneau avec des indéter-
minées ¢ et Q (essentiellement la procédure mvp.g). Un élément de
Palgebre de Hecke $22(R), selon la notation du Chapitre 4, admet
pour représentation interne un enregistrement a trois champs,

— un champ comp qui est un vecteur de composantes,

— un champ vcoef qui est le vecteur des coefficients associés aux
composantes,

— un champ operations égal & ArKAlgOps,

ou le terme composante désigne un enregistrement a deux champs,

— un champ power qui est un vecteur de taille n a coefficients dans
[0, r—1],

— un champ sym représentant une permutation de G,,.

Une composante qui est I'enregistrement
rec(power := [il,...,in], sym := w),

ou les ij € [0,r — 1], et w € &,, correspond & I’élément
ti ... teT, € $HTQR). L'enregistrement a trois champs décrit
précédemment permet de construire des combinaisons R-linéaires de
composantes qui sont en fait les éléments de la base de Ariki-Koike (cf.
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le Lemme 4.1.1). 1l apparait a ’écran comme une somme d’éléments
de la forme cL[il,...,ir]T(w) ou c est un coefficient.

Aprés lecture de certains fichiers, initialisés avec n = 4, r = 3, pour
les indéterminées q et Q := (ul,u2,u3), voici un succint échantillon de
quelques commandes.

gap>v1:=CreaArKel([[[2,1,1,2],(1,2,3,4),2],[[0,0,2,0],(2,4),9~(-1)11);
(g~-»L[ 0, 0, 2, 0 IT((2,4))+2L[ 2, 1, 1, 2 ]T((1,2,3,4))
gap>vl = ArKAlgOps.ArKel([2,1,1,2]1,(1,2,3,4),2) +

> ArKAlgOps.ArKel([0,0,2,0]1,(2,4),9(-1));
true
gap>v2 := L(1) * L(2)"2 * L(3)~2 * T((1,3))"(-1);

(-1+q~-3-2q~-2+2q"-1L[ 1, 2, 2, 0 1+(q~-3-2q"-2+q~-1)L[ 1, 2, 2, 0IT((2,3))+\
(q~-3-297-2+q~-DL[ 1, 2, 2, 0 1T((1,2))+(q"-3-q~-2)L[1, 2, 2, 0 IT((1,2,3))+\
(q~-3-q~-2)L[ 1, 2, 2, 0IT((1,3,2))+(q~-3)L[ 1, 2, 2, 0 1T((1,3))

gap>vl = ArKAlgOps.ArKel([2,1,1,2],(1,2,3,4),2) +

> q~(-1) * ArKAlgOps.ArKel([0,0,2,0]1,(2,4),1);
true

gap>(1,3) = (1,2) * (2,3) * (1,2);

true

gap>(2,3)*(1,2);

(1,2,3)

gap>v3 := v2 * T((1,2)) * T((1,2,3));

L[ 1,2, 2,0]

gap>v2 - v3;

(-2+q~-3-29~-2+2q~-1L[ 1, 2, 2, 0]+(q~-3-2q~-2+g~-1)L[ 1, 2, 2, 0 IT((2,3))+\
(q~-3-29~-2+q~-1)L[1, 2, 2, 0 IT((1,2))+(q~-3-q~-2)L[ 1, 2, 2, 0 IT((1,2,3))+\
(q~-3-9~-2)L[ 1, 2, 2, 0 1T((1,3,2))+(q"-3)L[ 1, 2, 2, 0 ]JT((1,3))

gap> vl * v3;

La derniére commande est suivie d’un résultat qui n’est pas
reproduit ici parce que les coefficients des éléments de la base de
Ariki-Koike sont des polynomes en les variables g, ul, u2, u3, qui
rendent le résultat assez long. En simplifiant un peu les éléments a
multiplier, nous avons déja un résultat assez compliqué.

gap>vl := CreaArKel([[[1,0,1,0],(1,2),2],[[0,2,0,0],(2,4),11D);

iL[ 0, 2, 0, 0 1T((2,4))+2L[ 1, 0, 1, 0 1T((1,2))

gap>v2 := L(3)"2 * T((2,3));

L[ 0, 0, 2, 0 1T((2,3))

gap>vl * v2;

(-q~4ulu2u3+2q~5ulu2u3-q~6ulu2ud)L[ 0, 0, 0, 1]+(gq~3ulu2u3-3q~4ulu2u3+3q-5ulu\
2u3-q~6ulu2u3)L[ 0, 0, 0, 1]1T((2,3))+(q 3ulu2u3-3q9~4ulu2u3d+3q-5ulu2u3-q-6ulu2\
u3)L[ 0, 0, 0,1 JT((1,2))+(-gq~2ulu2u3+4q-3ulu2u3-6q-4ulu2uld+4q-5ulu2u3-q-6ulu\
2u3)L[ 0, 0, 0, 1 1T((1,3,2))+(q 5ulu2u3-q~6uilu2u3d)L[ 0, 0, 1, 0IT((3,4))+(-q\
~4ulu2u3+2q~5ulu2u3-q~6ulu2u3)L[ 0, 0, 1, 0]T((2,3,4))+(-29"4ulu2u3+2q-5ulu2u\
3)L[ 0, 0, 1, 01T((1,2))+(-g~4ulu2u3+2q~5ulu2ud3-q~6uiu2u3)L[ 0, 0, 1, 0 JT((1\
,2) (3,4))+(29"~3ulu2u3-4q-4ulu2u3+2q-5ulu2u3)L[ 0, 0, 1, 0]T((1,3,2))+(q 3ulu2\
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u3-3q~4ulu2u3+3q~5ulu2ud-q~6ulu2uld)L[ 0, 0,1, 0 1T((1,3,4,2))+(q"3ulu2+q~3ulu\
3+q~3u2u3-2q~4ulu2-2q9~4ululd-2q9~4u2u3+q-5ulu2+q-bulu3d+q~5u2u3)L[ 0,1, 0, 1 J+(\
-q~2ulu2-q~2ulu3-q~2u2u3+3q~3ulu2+3q~3ululd+3q~3u2u3-3q~4ulu2-3q~4ulu3-3q-4u2u3\
+q~5ulu2+q~5ulu3+q~5u2u3)L[ 0, 1, 0, 1]T((2,3))+(-g~4ulu2-q~4ulu3-q~4u2u3d+q~5\
ulu2+q~5ulu3d+q~5u2u3)L[0, 1, 1, 0 1T((3,4))+(q 3ulu2+q~3ulud+q~3u2u3-2q-4ulu2\
-2q~4ulu3-2q~4u2u3+q-bulu2+q~5ulud+q~5u2u3)L[ 0, 1, 1, 0]T((2,3,4))+(-q"2ul-q\
~2u2-q~2u3+2q~3ul+2q~3u2+2q~3u3-q~4ul-q~4u2-q~4u3)L[ 0, 2, 0, 1]+(qul+qu2+qu3\
-39~2ul-3q~2u2-3q~2u3+3q~3ul+3q~3u2+3q~3u3-q~4ul-q~4u2-q~4u3)L[ 0,2, 0, 1 IT(\
(2,3))+(2-q7-1-q)L[ 0, 2, 0, 2 J+(3+q~-2-3q~-1-q)L[0, 2, 0, 2 1T((2,3))+(-q~-\
2+q~-1)L[ 0, 2, 0, 2]T((2,4))+(q"3ul+q~3u2+q~3u3-q~4ul-q~4u2-q~4u3)L[ 0, 2, 1\
, 01T((3,4))+(-q"2ul-q~2u2-q~2u3+2q~3ul+2q~3u2+2q~3u3-q~4ul-q~4u2-q~4u3)L[0,\
2, 1, 0 1T((2,3,4))+(-1429-q"2)L[ 0, 2, 1, 1 1+(-3+q~-1+3q-q"2)L[ 0, 2, 1, 1 \
1T((2,3))+(2-9"-1-@)L[ 0, 2, 1, 1 IT((2,3,4))+(1-g"-1)L[ 0, 2, 1,1 1T((2,4))+\
(g-9~2)L[ 0, 2, 2, 0 1T((3,4))+(-1+29-9"2)L[ 0, 2,2, 0 1T((2,3,4))+qL[ 0, 2, \
2, 0 1T((2,4,3))+(-1+)L[ 0, 2, 2, 0IT((2,4))+(-2q"6ulu2ud+2q~7ulu2u3)L[ 1, O\
, 0, 0]1T((1,2))+(2q~5ulu2u3-4q~6ulu2ud+2q-~7ulu2u3)L[ 1, 0, 0, 0JT((1,2,3))+(\
2q~5ulu2u3-2q~6ulu2u3+2q~7ulu2u3)L[ 1, 0, 0, 0]T((1,3,2))+(-29 4ulu2u3+4q-5ull\
u2u3-4q~6ulu2u3d+2q~7ulu2u3)L[ 1,0, 0, 0 1T((1,3))+(2q 4ulu2+2q-4ulu3+2q-4u2u3\
-2q~5ulu2-2q~5ulu3-2q~5u2u3)L[ 1, 0, 1, 0]T((1,2))+(-2q~3ulu2-2q~3ulu3d-2q-3u2\
u3+29~4ulu2+2q9~4ulu3+2q9~4u2u3-2q9-5ulu2-2q-5uiu3-2q~5u2u3)L[ 1, 0,1, 0 JT((1,3\
,2))+(2972ul+2q~2u2+2q~2u3)L[ 1, 0, 2, 0]T((1,3,2))+(-q"2ul-q"2u2-9~2u3+3q~3u\
1+3q~3u2+3q~3u3-3q~4ul-3q~4u2-3q-4ud+q-5ul+q-5u2+q~5u3)L[ 1, 1, 0,1 IT((1,2))\
+(qul+qu2+qu3-4q~2ul-4q~2u2-4q~2u3+6q~3ul+6q~3u2+6q~3u3-4q~4ul-4q-4u2-4q~4u3+q\
~bul+q~5u2+q~5u3)L[ 1, 1, 0, 11T((1,3,2))+(q 3ul+q~3u2+q~3u3-2q~4ul-29~4u2-2q\
~4u3+q-5ul+q~bu2+q~5u3)L[ 1, 1, 1, 0]T((1,2)(3,4))+(-q 2ul-q~2u2-q~2u3+3q~3ui\
+3q~3u2+3q~3u3-3q~4ul-3q~4u2-3q~4u3+q-5ul+q-5u2+q~5u3)L[ 1, 1, 1,0 I1T((1,3,4,\
2))+(29"2ul+2q~2u2+29~2u3-2q~3ul-29~3u2-29q~3u3)L[ 1,1, 1, 0 IT((1,3))+(-2+2q)\
[1, 1, 2, 0]T((1,3))+(q-3q"2+3q"3-q"4)L[ 1, 2, 0, 1 1T((1,2))+(-1+4q-6q~2+4\
q~3-q"4)L[ 1, 2, 0, 1 1T((1,3,2))+(-q"2+29"3-q~4)L[ 1, 2, 1, 01T((1,2)(3,4))+\
(9-39~2+39q~3-q~4)L[ 1, 2, 1, 0]T((1,3,4,2))+(-29+29"2)L[ 1, 2, 1, 0 JT((1,3)\
+(-29°2+29~3)L[2, 0, 2, 0 JT((1,2))+(29-49~2+29~3)L[ 2, 0, 2, 0 1T((1,3,2))+(\
q~2-3q~3+3q~4-q~5)L[ 2, 1, 0, 11T((1,2))+(-q+4q~2-6q~3+4q~4-q~5)L[ 2, 1, 0, 1\
17T((1,3,2))+(-q"3+29"4-q"5)L[ 2, 1, 1, 0 1T((1,2)(3,4))+(-29"2+4q~3-2q"4)L[ 2\
, 1, 1, 0 1T((1,2,3))+(q"2-3q"3+3q~4-q"5)L[ 2, 1, 1, 01T((1,3,4,2))+(2q-6q~2+\
6q~3-29"4)L[ 2, 1, 1, 0 IT((1,3))

Dans le cas r = 2, j’ai exprimé la base de Ariki-Koike en fonction
de la base de type "T” et vice-versa.

Ces procédures ont été écrites afin de calculer les matrices des
représentations réguliéres de z,,, (avec les notations du Chapitre 7).
En effet, nous avons vu que, dans le cas des algébres de groupes de
type B, les automorphismes associateurs ont un caractére universel au
sens oll, notamment, le carré d’un associateur est égal a 'application
identité de sa source et ceci quelle que soit la source. Le carré de
I’associateur généralisé aux algeébres de Hecke de type B est fonction de
l'action de 2, ,. Pour obtenir la conjecture (GHPI), nous pouvions
légitimement nous demander ce que devenait ce caractére universel
en nous intéressant & zp,,. Comme c’est un élément de HF (R),
travailler dans la base de Ariki-Koike pour trouver les matrices des
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représentations régulieres de z,,,,, parait naturel. Voici quelques
résultats.

A.2 Reésultats

Le travail s’effectue dans 55‘5;51"”(1%), pour un anneau R contenant
les entiers.

La matrice de la représentation réguliére de z,,,,, resp. h,,, dans
la base de Ariki-Koike est la matrice diagonale par bloc contenant 22
fois le bloc MregzMaple, resp. MreghMaple. Il a été calculé grace aux
implémentations vues en A.1 sous gap. Les 2 valeurs propres du bloc
MregzMaple, resp. MreghMaple, sont contenus dans le vecteur valprz,
resp. valprh. Elles ont été calculées avec Maple.

Il est clair que les éléments de valprh au carré donnent les éléments
de valprz, selon I'égalité h2, = 2, m.

[ 2 ]
[1+2q+q 0 ]
MregzMaple := [ ]
[ 2]
[ 0 1+2q+q]
[1 -q 2q 1
MreghMaple := ]
[ 2 -1 + ql
2]
[1+2qg+q]
valprz := ]

[1+2q+ql

[q+1]
valprh := [ ]
[-q - 1]

Nous avons reproduit le travail précédent dans Y_)Z:S’_I)(R).

Cette fois la matrice de la représentation réguliére de z,,,,, resp.
de h,,, est la matrice diagonale par blocs, contenant 2* blocs, chacun
égal & MregzMaple, resp. MreghMaple, qui n’est pas développé a cause
de sa dimension ((4!)? = 24?%). Les vecteurs des valeurs propres valprz
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et valprh n’y sont pas non plus. C’est pourquoi nous demandons
explicitement leur valeur ainsi que les puissances au carré des éléments
de valprh pour vérifier que ce sont les éléments de valprz.

24 x 24 Matrix

Data Type: anything
Storage: rectangular
Order: Fortran_order

1]

MregzMaple :

—_ e

24 x 24 Matrix

Data Type: anything
Storage: rectangular
Order: Fortran_order

MreghMaple :

—_ e

24 Element Column Vector
Data Type: anything
Storage: rectangular
Order: Fortran_order

L B B e W |

valprz :

—_ e

24 Element Column Vector
Data Type: anything
Storage: rectangular
Order: Fortran_order

1]

L B e B W |

valprh :

—_ e

> for i from 1 to 24 do print(valprz[i]) end do;

4 5 3 2 8 7 6
3q +4q +2q +tq +q *+2q +3q

4 5 8 7 9 10 6
qQ +2q +3q +t4q +2q +q +3q

4 5 3 2 8 7 6
3q +4q +2q +tq +q +2q +3q

4 5 8 7 9 10 6
qQ +2q +3q +t4q +2q +q +3q

4 5 3 2 8 7 6
3q +4q +2q +tq +q *+2q +3q

4 5 8 7 9 10 6
qQ +2q +3q +t4q +2q +q +3q

4 5 3 2 8 7 6
3q +4q +2q +tq +q +2q +3q

4 5 8 7 9 10 6
qQ +2q +3q +t4q +2q +q +3gq

4 5 3 2 8 7 6



162 ANNEXE A. RESULTATS DE PROGRAMMES

3q +4q +2q +tq +q +2q +3¢q

4 5 8 7 9 10 6
qQ +2q +3q +4q +2q +q +3¢q

4 5 3 2 8 7 6
3q +4q +2q +tq +q +2q +3¢q

4 5 8 7 9 10 6
qQ +2q +3q +4q +2q +q +3¢q

8 7 5 4
4q +4q +4q +4q

4q +4q +4q9q +4q

8 7 5 4
4q +4q +4q9q +4q

> for i from 1 to 24 do print(valprh[i]) end do;

2 3 4
19-9 -9 -9

2 3 4
qQ+tq +q *4q



A.2. RESULTATS

(q

(q

(q

(q

(q

(q

(q

(q

3
-9 -q

2 3
-9 -q

2 3

3
-9 -q

2 3
-9 -q

2 3

q+ 1)

1/2

1/2

1/2

1/2

1/2

1/2

1/2

(q +

(q +

(q +

(q +

(q +

(q +

1 q

1 q

1 q

1 q

1 q

1 q

1 q
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2 1/2 2
2(q -qg+1) (q+1)q

2 1/2 2
-2 (q -qg+1) (q+1)q

2 1/2 2
2(q -qg+1) (q+1)q

2 1/2 2
-2 (q -qg+1) (q+1)q

> for i from 1 to 24 do print(expand(valprh[i]~(2))) end do;

4 5 3 2 8 7 6
3q +4q +2q +q +q +2q +39q

4 5 3 2 8 7 6
3q +4q +2q +q +q +2q +39q

4 5 8 7 9 10 6
qQ +2q +3q +49q +2q +q +3q

4 5 8 7 9 10 6
qQ +2q +3q +4q +2q +q +3q

4 5 3 2 8 7 6
3q +4q +2q +q +q +2q +39q

4 5 3 2 8 7 6
3q +4q +2q +q +q +2q +39q

4 5 8 7 9 10 6
qQ +2q +3q +4q +2q +q +3¢q

4 5 8 7 9 10 6
qQ +2q +3q +4q9q +2q +q +3q

4 5 3 2 8 7 6
3q +4q +2q +q +q +2q +39q

4 5 3 2 8 7 6
3q +4q +2q +q +q +2q +39q

4 5 8 7 9 10 6
qQ +2q +3q +4q9q +2q +q +3¢q

4 5 8 7 9 10 6
qQ +2q +3q +4q +2q +q +3¢q

8 7 5 4
4q +4q +4q +4q
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Quand ¢ est indéterminé, les valeurs de valprz montrent que les
morphismes associateurs généralisés aux algebres de Hecke perdent
leur caractére "universel".
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Annexe B

Exemples sous Specht

Nous utilisons le package specht pour travailler dans des algébres
de Hecke de type A de parameétre g. Soit H := Specht(o,p). Clest
I’algébre de Hecke de type A sur un corps k de caractéristique p, ol
q est d’ordre 0. La commande DecompositionMatrix(H,n) donne la
matrice de décomposition cellulaire de $§, (k).

B.1 Contre-exemple

Travaillons dans f)a&) (k), ot ¢ = 1 dans le corps k de caractéristi-
que 3 (et I'ordre de g est égal 3) ou g est une racine primitive 3-iéme
dans le corps k de caractéristique 5 (et 'ordre de G est aussi égal a 3).

gap>H := Specht(3,3);
Specht(e=3, p=3, SO, PO, DO)
gap>DecompositionMatrix(H,3) ;

3 |11
2,11 11
1~31 . 1

gap> H := Specht(3,5);
Specht (e=3, p=5, SO, PO, D(),HeckeRing="e3p5")
gap>DecompositionMatrix(H,3);

3 11
2,11 11
1~31 . 1

_ Par conséquent, dans les deux cas, le nombre de décomposition de
9, (k), di2,1),(3) est non nul donc D(s)(k) apparait comme multiplicité
dans S(21)(k). Si k fait partie d’un systéme 3-modulaire ou 5-modulaire
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(O, K k), et g est 'image par la surjection canonique de O dans
son corps résiduel, d’'un élément inversible de O qui n’est pas une
racine i-éme de l'unité, pour i € [2,n], alors S(p,1)(K) apparait dans
K ®0 Y(3(0).

B.2 Exemples

A présent, nous allons donner quelques matrices de décomposition
qui permettent de vérifier la condition forte terminant le Chapitre 7
sur des filtrations de hauteur 2 de modules de Specht de $§ (k). La
condition est vérifiée si la ligne correspondant a la partition réguliére
contient 2 coefficients 1 et des points (ou des zéros).

gap>H := Specht(3,3);
Specht(e=3, p=3, SO, PO, DO)

gap>DecompositionMatrix(H,3);

3 11
2,11 11
1~3] . 1

gap>DecompositionMatrix(H,4);

|1

gap>DecompositionMatrix(H,6);

6 | 1

5,1 [ 11

4,2 | 1

4,172 | .1 .1

372 [ .1 . .1
3,2,1 |11.111
3,173 | . . .1 1
2"3 [ 1. 1



169

B.2. EXEMPLES

gap> DecompositionMatrix(H,7);

1
1
1

N M AN~ ANANN
P N o -
MO LLFIILIILITONOONOM

M AN AN AN

gap> DecompositionMatrix(H,8);

— .
— —
— . —
~ .
— — —
- e . —
— — —
e —
— —
— . —
— — —
— — —
— — . — —
T T T T T T T T TN T N TNy T
< < ¢
N — M — N AN AN AW

Ao A A a e Al a oA & o { e & &
OO OWLWLWIIIIFITOONOMNONHMNAN

AN AN AN -

gap> DecompositionMatrix(H,Q);

1
1

— N
o 0 I~
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—
— = = e — -
— - .
— . —
— — - - . — -
— - — - — - —
— . — .
— — — e —
—
— — — - - . —
— - . — — — -
— - — — — -
~— ~ ~— . ~—
—
— - — — — —
— — — - —

- - - = ——— g == — =

N AN - m — M MI_4 M w0

( ( LS g < [
N 13 1214121215 213216111

i ¢ & & o ( =« o &

1 3 2 1 4 3 2 2 1_ 2 3 3 2 2 1 3 2 2 2 2 2 1 4 3 2
[
7 6 6 6 5 5 5 5 5 4 4 4 4 4 4 3 3 3 3 3 3 3 2 N 2

7

1 (e}
~
AN

—
—
~ .
— . —
—
— . —
~ ~— - ~—
o
~ ~ ~ . ~—
=] — —
N
o] — ~— —
-
~ — ~
P
] — ~— — ~
=
[=] ~ . ~— ~
(o]
- — — ~
FE)
o — . ~
n
m;l — — — —
g — — = — — — — — =
o
O
0] N N~ ™M
(=) ¢ ¢ ~ ¢
N N — M — N - < — N~ N~ AN
(< o o o o & a( o ¢ -
ML01213214322124332212
a & & A& A& & & & & & =« ( a & & & & =« (

g
1
9
8
8
7
7
7
6
6
6
6
6
5
5
5
5
5
5
5
4
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i ~
i i i
i .
~ ~ - i i i
~ ~ i
i ~ I LR = ~—
. i i ~

~ — ~
~ . .

. ~i . i
~ v~ ~i ~i ~ ~
~ ~

i
~ ~i
~ -
i
~i ~i .
L B |
~ ~i . ~
N

4444444433333333222221

= Specht(5,5);

gap> H :

5, 5O, PO, DO)

=5, p=

Specht (e

gap>DecompositionMatrix(H,5) ;

~ i

©

~ ~— ~—

==

N ~

o]

sl ~—

~

+ ~ . i

]

= —

[=|

o ~

o

+ i ~

s

n —

a

~ -

g

O —m —m — — —_— e —— — — —

O N

) <

(] N 13 1_4

N [ [ <

ML 1212213216
~ < -~ [

g65443332221

gap>DecompositionMatrix(H,7);
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—
— e
~—
—
—
— e
~— . ~—
— . ~—
~— — —
— — —
~i ~ ~— .
[o0]
~ . ~ - ~— . ~
j==]
~— . ~i ~— —
2]
- - — B
[
— + — . —
o]
— . ~— = — ~— .
[=]
— o ~—
]
~— ~ + ~— —
-
— n . ~—
2.
~ . e e e e e e e e e e O e — — — —
g N
||||||||||||||| o <
N [12] % N AN~ M — <
§ ¢ ¢ ¢ ~ ~ ¢
N N A ANAF AW w N ~— ™M — N+ AN AN AW oM — ©
i o ¢ o ¢ o ¢ o o ( (< a ¢ -~ ( -~ ~ o -« < ~
~ N = N AN ANANAN - AN -~ @ AN A MNOAN A ANMOANANAANNANANAFANN A 0
a & & & & =« ( a o o ( ( o a & o & o =« ( o o o o ( |« o & a( (< o
MO LWL IFIFITONONONHOANNNA B0 MO OWLLLIFFIIELIFFITONOOMONMOHNANN A

gap>DecompositionMatrix(H,9);

D 0 M~ O O O W
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v v w . Y e v e e
) . - ) . ) .-

) . ) )

w = N N

AL N, NP, PDPEPELDND-

) .

- Y )
) . -
) -

w =

)

)
N

-

Y e .
- ) .

)

-

)
> )
[S2B M)

F NNNDNDWWWWWWWDD DD DDDOLOoo
\)ILHHOBI—‘I\JOJHM
R

) -

gap> H := Specht(3,5);

Specht(e=3, p=5, S(), P(), D(), HeckeRing="e3p5")
gap>DecompositionMatrix(H,3);

3 |1

2,11 11

1~3] . 1

gap>DecompositionMatrix(H,4) ;

gap> H := Specht(5,7);
Specht(e=5, p=7, SO, P(), D(), HeckeRing="ebp7")
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gap>DecompositionMatrix(H,5);

gap>DecompositionMatrix(H,6);

1212213216
¢
65443332221

gap>DecompositionMatrix(H,7);

~—
~ . ~
i
~
~ . ~i
i . i
~i
~i
~i ~
i
i
~
~i . i
T~ N T m T
H MM N H S -0

765144433332221

gap> DecompositionMatrix(H,S);

N 1_3 1
<
12132123

876655544
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~—
~ o«
~ . ~
~—
~
~ - .
~
~—
~
~ . ~
~
— .
~—
—————— e ————
N~ AN o
Nbvdaaoaamw vl

1443133322221

gap>DecompositionMatrix(H,9);

— -
— —
—
~ e .
— . —
—
— . —
— . —
— -
— . —
— e
— . —
— .-
~ .
— . —
—
~— . — .
— . —
— . —
— .
— . —
— . —
— e
— . —
— . —
- - — == —— g == — = — =
N 213 1_3 MI_4 M o
« < < o - < ~ - ¢« f na <

12132143221233221322222143219
-~ [

o a a o a ( = ¢ (= o (

987766655555444444333333322221

Remarques :

1. Nous vérifions que la caractéristique du corps n’a pas vraiment
d’importance. Les matrices de décomposition dépendent essentielle-

ment de 'ordre de 7.
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2. Les exemples ont été choisis afin d’annuler le polynome de
Poincaré de $§ (k) avec 'ordre o de ¢ impair, et en tenant compte
des possibilités du package specht. En général o < m < 2o.
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Inclusion d’algébres de Hecke et nombres de décomposition

Gwenaélle Rassemusse Genet

RESUME : Cette thése comporte trois parties.

Dans la premiére, nous nous intéressons & la formule du commutateur d’un
groupe admettant une BN-paire scindée. Nous montrons que sous une condition
dite "condition de Lévi faible", le groupe vérifie cette formule.

Dans la seconde partie, nous étudions la conservation de la forme unitrian-
gulaire lors du passage d’une matrice de décomposition d’'un module sur une
algébre graduée a la matrice de décomposition de la restriction de ce module sur
I’algebre effectuant la graduation et vice-versa. Nous verrons des applications pour
des algébres cellulaires pourvues également d’autres propriétés combinatoires,
notamment des algébres de Ariki-Koike.

Nous terminons par une partie traitant de la conjecture de J. Gruber et
G. Hiss pour les nombres de décomposition des algébres de Hecke de type B
et D. Nous généralisons et prouvons cette conjecture dans le cas des algébres de
groupes de réflexions complexes. Puis nous observons quels sont les problémes de la
généralisation des méthodes utilisées lors du passage des algébres de groupes aux
algebres de Hecke (de type B et D). Enfin, nous donnons une condition naturelle
sur des filtrations de modules de Specht, sous laquelle la conjecture est satisfaite.

En annexe, se trouvent des exemples numériques issus de programmes
informatiques illustrant la troisiéme partie.
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