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Introduction

La théorie des algebres de Lie, issue de ’étude des transformations infi-
nitésimales d’un groupe de symétrie d’un objet algébrique ou géométrique,
est relativement ancienne. La notion d’algebre de Lie apparait des 1873 dans
les travaux de S. Lie.

Il s’est avéré par la suite que ce type d’algebre intervenait dans de nom-
breux domaines tant mathématiques que non mathématiques. Cette théorie
est donc devenue 'un des domaines de recherche les plus prolifiques. Les
algebres de Lie de dimension finie ont tout particulierement étés étudiées.
A la fin du dix-neuvieme siecle, W. Killing et E. Cartan ont notamment
classifié les algebres de Lie, sur C, simples de dimension finie. En revanche,
le cas de la dimension infinie est beaucoup plus complexe et il n’existe, a
I’heure actuelle, aucune théorie générale. En 1968, V. Kac et R. Moody ont
travaillé, séparément, sur une certaine classe d’algebres de Lie complexes, ap-
pelées algebres de Kac-Moody. Les algebres de Kac-Moody indécomposables
sont de trois types : le type fini, qui correspond aux algebres de Lie, sur C,
simples de dimension finie, le type affine et le type indéfini.

Comme pour les algebres de Lie finies, on peut définir les modules de
plus haut poids et V. Kac a obtenu une formule de caractere analogue a celle
d’H. Weyl. A partir d’un module de plus haut poids A, on peut construire un
module sur la sous-algebre de Borel, appelé module de Demazure, engendré
par un vecteur de poids wA pour w un élément du groupe de Weyl. Ces
modules sont apparus pour la premiere fois en 1974 dans un article de M.
Demazure ([7]).

Notre travail porte sur les modules de Demazure dans les algebres de
Kac-Moody de type fini et affine. Parmi les algebres affines, nous nous
sommes penchée plus spécialement sur ’algebre sl (n). Nous étudions le ca-
ractere et la dimension des modules de Demazure. Cette étude nous amene
a aborder, d’une part les opérateurs de Demazure, liés aux caracteres, et
d’autre part les polynéomes de Demazure, liés a la dimension.

Pour les algebres de Kac-Moody de type fini, nous avons obtenu deux
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Introduction

résultats principaux. Nous avons montré que ’ensemble des Z[P]"-endo-
morphismes de Z[P] (ot P est le réseau des poids et W est le groupe de
Weyl) admet comme base les opérateurs de Demazure et que I’ensemble des
polynomes, sur P, harmoniques pour le groupe de Weyl, qui sont a valeur
entiere relative, admet les polynomes de Demazure comme base.

Pour le type sl (n), nous avons défini un sous-ensemble £ du groupe de
Weyl sur lequel nous avons calculé le caractere réel (c’est-a-dire le caractere
ou l'on omet la partie imaginaire des racines) des modules de Demazure et
les polyndémes de Demazure. Cet ensemble £ est de taille non négligeable
dans W puisque sa densité est non nulle.

Nous considérerons que le lecteur est familier avec la théorie des algebres
de Lie simples de dimension finie que 'on peut trouver par exemple dans
[12]. Ce travail se décompose en deux parties contenant chacune trois cha-
pitres.

Dans la premiere partie nous rappelons la théorie des algebres de Kac-
Moody. Dans le premier chapitre, nous définissons et étudions ces algebres,
puis nous nous penchons plus particulierement sur les algebres affines dans
le chapitre deux. Dans le troisieme chapitre nous abordons la notion de for-
mules de caracteres, d’abord pour les modules de plus haut poids, puis pour
les modules de Demazure.

Dans la seconde partie, nous travaillons sur les opérateurs et les poly-
nomes de Demazure. Nous étudions, dans le quatrieme chapitre, les opé-
rateurs D,,, ainsi que les polynéomes de Demazure. Nous prouvons, notam-
ment, des résultats d’harmonicité pour ces polynémes. Dans le cinquieme
chapitre nous nous placons dans une algebre de Kac-Moody de type fini.
Nous démontrons quelques propriétés des opérateurs et polyndémes de De-
magzure, puis nous démontrons que

EndypwZ[P) = @ Z|P|Dw = €D DuZ[P),
weW weWw

ainsi que

Hz = EP ZP..
weW

Le chapitre six traite du cas ;\l(n), on y calcule le caractere réel et le po-
lynéme de Demazure pour les éléments de £, un sous-ensemble de W. Dans
le cas des algebres de petit rang nous en déduisons les polynoémes pour un
sous-ensemble de W plus grand. Puis nous étudions &.



Notations conventionnelles

N*

7%
[P, q]
X

tA
det(A)
deg P

<X >

Sn,
Ck

ensemble des entiers naturels positifs ou nuls.

ensemble des entiers naturels strictement positifs.

ensemble des entiers relatifs.

ensemble des entiers relatifs non nuls.

ensemble des entiers compris entre p et g, pour p et ¢ deux entiers p < gq.
cardinal de ’ensemble X.

transposée de la matrice A.

déterminant de la matrice A.

degré usuel de P si P est un polyndéme a une variable.

Si P est un polynome a plusieurs variables, Xi,..., X,,, deg P est le degré
du polynéme a une variable obtenu en remplagant Xi,..., X, par X.
sous-espace (groupe, idéal, corps, ...suivant le cas) engendré par X dans
E, pour X C E.

groupe de permutation d’un ensemble a n éléments.

nombre de k-combinaisons d’un ensemble a n éléments.
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Premiere partie

Rappels sur la théorie des
algebres de Kac-Moody
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Chapitre 1

Algebres de Kac-Moody

Dans ce chapitre, nous définissons les algebres de Kac-Moody et donnons
les outils de base nécessaires & leur étude. La référence principale que nous
utilisons est [16]. Dans toute cette partie A = (a;;) est une matrice complexe
de taille n x n et de rang r. A partir de la partie 1.2, ¢’est une matrice de
Cartan généralisée.

1.1 Définitions

Une réalisation de A est un triplet (h,II,IIV), ol h est un espace vec-
toriel complexe, II = {ay,...,a,} C b* II¥ = {af,...,a},} C b et ces
ensembles satisfont les conditions :

e Les éléments de II (resp. de ITY) sont linéairement indépendants
o (aj,af) = a;; pour i,j € [1,n]
e dim(h) =2n —r.

Deux réalisations (h,IL, 1Y) et (hy,II;,117) sont dites isomorphes s’il
existe un isomorphisme d’espace vectoriel ® : h — by tel que ®(I1) = II§
et ®*(II;) = II. On a les résultats suivants (voir [16] paragraphe 1.1.) :

Proposition 1.1.1

e Pour toute matrice A, il existe une unique réalisation a isomorphisme prés.
e Les réalisations de deux matrices A et B sont isomorphes si et seulement si
B peut étre obtenue a partir de A par permutation de I’ensemble d’indices.
e Si (h,II,I1V) est une réalisation de la matrice A, alors (h*,II",II) est une
réalisation de 'A.

e Etant données deux matrices Ay et Ay et leurs réalisations (b1, 11, I17) et
(f)g, 1Is, H\é), alors (hl ®ha, I x {O}U {0} x I, H\{ X {O}U{O} X H\é) (appe]ée

. e e A 0
somme directe des réalisations) est une réalisation de ( 01 A >
2
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CHAPITRE 1. ALGEBRES DE KAC-MOODY

Définition 1.1.2 Une matrice A est dite décomposable si aprés permu-
tation des indices elle peut s’écrire comme une matrice diagonale par blocs.
Sinon, elle est dite indécomposable.

Par analogie avec les algebres de Lie de dimension finie, les éléments
de II (respectivement de IIY) sont appelés les racines simples (resp. les
coracines simples), II est appelé la base des racines, IIV la base des
coracines. On appelle Q = """ | Zq; le réseau des racines. On note
QT =" Na; et @ = —Q7. On introduit un ordre partiel sur @, en
posant A > pusi A\ —pu € Qt.

On pose aussi :

P={xebh" |Vie[l,n], \a)ecZ}

Pt ={\eP|Vie[l,n], (\a}) >0}

Les éléments de P (resp. PT) sont appelés poids entiers (resp. poids do-
minants entiers), P est appelé le réseau des poids.

Pour A € h* et i € [1,n], nous noterons A; le complexe (A, ). C’est un
entier si A est un poids entier.

Fixons (h,II,II) une réalisation de A. On introduit une algebre de Lie
g(A) avec, pour générateurs, des éléments e;, f;, pour i € [1,n], ainsi que
les éléments de h et pour relations :

lei, f5] = dijaif

[h,h'] =0 pour i,j € [1,n]
[h, €] = (a;, hYe; et h,h' € b

[

h, fz] = —<Oéi, h>fl

Par unicité, a isomorphisme pres, de la réalisation de A, on voit que g(A)
ne dépend que de A.

Soit it (resp. i) la sous-algebre de §(A) engendrée par les e; (resp. par les
fi). On a alors (voir [16] paragraphe 1.2.) :

Théoreme 1.1.3
e L’algébre de Lie g(A) se décompose en la somme directe suivante :

gA)=ntehon.

e La sous-algébre i (resp. i~ ) est librement engendrée par les e; (resp.

par les f;).
e L’algebre de Lie g(A) se décompose de la fagon suivante :

i =( P i) DP( D &)

aeQT\{0} ae@t\{0}

14



1.1. Définitions

ot go ={z €g(A) | Vh €, [h,z] = (a,h)x}. De plus dim g, < oo et go C
7+ pour +a € Q1 \ {0}.

e Parmi tous les idéaux de g(A) intersectant by trivialement, il existe un
unique idéal maximal t. De plus v+ = tNa™T sont des idéaux et t =T G,

On va maintenant pouvoir définir ’algebre de Lie g(A). Soit t I'idéal maximal
de g(A) intersectant b trivialement. Posons :

et conservons les mémes notations pour les images de e;, fi,h dans g(A).
Alors g(A) est une algebre de Lie.

Notons n™ (resp. n™) la sous-algebre de g(A) engendrée par les e; (resp. f;)
et b la sous-algebre de g(A), appelée sous-algébre de Borel engendrée par
les e; et b.

Définition 1.1.4 Le quadruplet (g(A), b, II,IIV) est appelé le quadruplet
associé a la matrice A. La matrice A est appelée matrice de Cartan de
g(A), n (la taille de la matrice A) est appelé le rang de g(A). La sous-
algeébre h de g(A) est appelée la sous-algébre de Cartan. Les éléments
ei, fi sont les générateurs de Chevalley, ils engendrent la sous-algebre

dérivée g'(4) = [a(4), a(4).

Attention : Il ne faut pas confondre le rang de g(A) et le rang de A.
Définition 1.1.5 Les algebres g(A) et g(*A) sont dites duales.

n
Nous noterons ' Uintersection g'(4) Nh. On a b’ = > Cal}.

i=1

L’algebre g(A) admet la décomposition suivante :

9(4) = P gas

ac@

ou go = {xr € g(A) | Vh € b, [h,x] = (a, h)x} est appelé espace de racine
de v et go = h. La dimension de g, (qui est clairement finie) est appelée
la multiplicité de «, et notée mult(a). Un élément o« € @ non nul de
multiplicité non nulle est appelé racine. Une racine a € Q* (resp. a € Q™)
est dite positive (resp. négative), ce que 'on note > 0 (resp. a < 0). On
peut facilement voir que toute racine est soit négative, soit positive et que
pour o € @ on a mult(a) = mult(—a).

On note A, AT, A~ I’ensemble des racines, des racines positives, des racines
négatives. On a A = AT UA~ et A~ = —A™. Donc :

gA)=n"@®hon",
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CHAPITRE 1. ALGEBRES DE KAC-MOODY

etnt = P ga
aEAE
L’algebre enveloppante de g(A) est notée U(g(A)).

On peut montrer le résultat suivant (voir [16] paragraphe 1.4.) :

Proposition 1.1.6 Soit g une algebre de Lie, h C g une sous-algébre com-
mutative, e1, ..., en, f1,..., fn des éléments de g et soit 1Y = {af,..., a5} C
hetll ={ag,...,an} C bh* deuz ensembles dont les éléments sont linéai-
rement indépendants et tels que :

[eivfj] = 527‘701;/ € h pour Z)] € H]-vn]]a
[h, ei] = (ai,h>ei, [h, fz] = —(Oéi,h>fi pour h € h,1 € [[1,71]].
Soit A = (<aj, Q/Z'>)Z.7j€[17n]] et supposons que dim ) = 2n —rang A. Supposons
de plus que les e;, f;, pour i € [1,n] et h engendrent g comme algébre de
Lie et que g n’a pas d’idéal non nul intersectant § trivialement. Alors, g est
isomorphe a g(A) et (g,b,IL 1Y) est le quadruplet associé a la matrice A.

Définition 1.1.7 Une matrice A est appelée matrice de Cartan géné-
ralisée si elle satisfait aux conditions suivantes :

e a; =2 pour i € [1,n]

e a;; est un entier négatif ou nul pour i # j

e a;; = 0 implique aj; = 0.

Définition 1.1.8 Une algebre de Lie g(A) dont la matrice de Cartan as-
sociée est une matrice de Cartan généralisée est appelée algebre de Kac-
Moody.

Désormais A sera une matrice de Cartan généralisée. Lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité possible ou que la donnée de A n’est pas indispensable, on note
g lalgebre de Lie g(A).

1.2 Opérateur de Casimir

Soit g une algebre de Kac-Moody de matrice A. Nous allons introduire
ici un outil tres important, notamment pour ’étude des modules de plus
haut poids : 'opérateur de Casimir. Contrairement au cas des algebres de
Lie finies, on ne peut pas le définir dans 1’algebre enveloppante. En effet,
pour une algebre de Kac-Moody de dimension infinie, il est défini & l'aide
d’une somme infinie. Cet opérateur appartient a une complétion de U(g) et
il n’agit que sur certains modules. De plus, on ne peut le définir que pour
certaines matrices de Cartan généralisées, les matrices de Cartan généralisées
symétrisables.
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1.2. Opérateur de Casimir

Définition 1.2.1 Une matrice A est dite symétrisable s’il existe une dé-
composition A = DB de A ou D est une matrice diagonale inversible et
B est une matrice symétrique. On dit alors que g est symétrisable.

Soit A une matrice symétrisable, D = Diag(eq, ..., €,), B une décompo-
sition de A comme ci-dessus et (h,II,11V) la réalisation de A. Soit h” un
sous-espace supplémentaire de §’ = > | Ca}. Il existe une unique forme
symétrique (.,.) sur b, a valeur dans C, telle que :

Vh e h,Vi € [1,n], (af,h) = (a;, h)e;
VA, I €y, (hh) = 0.

Celle-ci est bien définie et non dégénérée sur h. On a le théoreme suivant
(voir [16] paragraphe 2.2.) :

Théoreme 1.2.2 Soit g une algébre de Kac-Moody symétrisable. Soit D, B
une décomposition de A. Il existe une unique forme bilinéaire (.,.), a valeur
dans C, telle que (., ')Ib soit définie comme ci-dessus et qui soit invariante
i.e. telle que Vr,y,z € g, ([z,9],2) = (x, [y, 2]).

La forme bilinéaire définit un isomorphisme v : h — bh* et induit une
forme bilinéaire sur h* que 'on note encore (.,.). La matrice A s’écrit alors
2 i . .
A= <M> . On a de plus (voir [16] paragraphe 2.2.) :
i,j€[1n]

(v, ;)
Corollaire 1.2.3 Soit g une algébre de Kac-Moody symétrisable. Soit (.,.)
la forme bilinéaire définie ci-dessus. Elle satisfait aux propri¢tés suivantes :
e (.,.) est non dégénérée

® (ga,98) =0sia+3#0
o [2,y] = (z,y)v~ ' (a) pour & € ga,y € 9o et a € A.

Si la décomposition de A est choisie telle que D soit a coefficients dans
Q™ et B soit a coefficients dans Q (une telle décomposition existe bien) cette
forme est appelée une forme invariante standard.

Définition 1.2.4 Un g-module V est dit restreint si pour tout v € V et
pour tout o € AT, sauf un nombre fini, on a g, - v = 0.

Soit A symétrisable et V un g-module restreint. Soit p € h* un élément tel
que :
s
Vi € [1,n], (p,a) = %

On remarque que p n’est défini de fagon unique que lorsque detA # 0.

Pour a € AT, soit {e(of)} une base de g, et {e(_l)a} une base duale de g_,.
Soit {u;} et {u’} deux bases duales de b.
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CHAPITRE 1. ALGEBRES DE KAC-MOODY

Définition 1.2.5 Soit g, V, p, {eg)}, {u;} et {u’} comme ci-dessus. L’opé-
rateur 2 sur V, appelé opérateur de Casimir généralisé, est défini par :

Q=2w"1p) + Z:MUZ +2 Z Z egzeg).

acAt i

L’opérateur de Casimir a la propriété suivante (voir [16] paragraphe 2.6.) :

Théoréme 1.2.6 Soit g une algébre de Kac-Moody symétrisable. L’action
de Q, sur un module restreint, commute avec [’action de g.

On en déduit (voir [16] paragraphe 2.6.) :

Corollaire 1.2.7 Soit g une algébre de Kac-Moody symétrisable et V un
g-module restreint. S’il existe un vecteur v € V tel que, pour tout i € [1,n],
ei-v =0 et pour un A € b*, h-v= (A, h)v alors, Q- v = (A+2p,A)v.

Si de plus, U(g) -v ="V, alors Q agit sur V. comme (A + 2p,A)Idy.

Ce résultat sera tres utile lorsque 'on étudiera les modules de plus haut
poids.

1.3 Représentation intégrable

Soit g une algebre de Kac-Moody. Posons g; = Ce; + Caf + Cf;. Cette
sous-algebre de Lie est isomorphe a sl(2), cela va nous permettre d’utiliser
des résultats connus sur les représentations de sl(2).

Définition 1.3.1 Un g-module V est dit h-diagonalisable si :

V=W,

Aeb*

ou Vi ={veV |Vheh h-v=(\h)v} est appelé espace de poids.
La dimension de V) est appelée la multiplicité de A, notée multy ()). Si
Vi # {0}, X € b* est un poids.

Un module h-diagonalisable sur g est dit intégrable si, pour tout ¢ € [1,n],
les e; et les f; sont localement nilpotents sur V' (x est dit localement nilpotent
sur VsiVo €V, 3k eN*, zF.v=0).

On a (voir [16] paragraphe 3.6.) :

Proposition 1.3.2 Soit V' un g-module intégrable dont les poids sont de
multiplicité finie. Alors :

o Le module V se décompose, comme g;-module, en une somme directe de
modules irréductibles et h-invariants.

e Soit A € b* un poids de V et soit o; une racine simple de g. Soit M
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1.4. Groupe de Weyl et algebre de Hecke

l’ensemble des t € Z tels que A + ta; soit un poids de V et soit my =
multy (A + tay). Alors :

o M est un segment [—p,q], ot p et q sont des entiers positifs et p—q =
(O a).

o ¢ Vitta; = Vig(t41)a, €8t une injection pourt entier dans l'intervalle
[—p, —%<A, af)], en particulier la fonction t — my croit sur cet intervalle.

e La fonction t — my est symétrique par rapport ¢ t = —%()\, af).

e Si X\ et A+ «y sont tous les deux des poids, alors e; - Vy # 0.

On en déduit (voir [16] paragraphe 3.6.) :

Corollaire 1.3.3

e Si A\ est un poids du g-module intégrable V et A\ + a; (resp. A — «;) n’est
pas un poids, alors (\,af) > 0 (resp. (A, &) <0).

e Si A est un poids de V', alors A — (X, o)« est aussi un poids de méme
multiplicité.

1.4 Groupe de Weyl et algebre de Hecke

Soit g une algebre de Kac-Moody, a1, -+ , ay, ses racines simples.

Pour chaque i dans [1, n], on définit la réflexion fondamentale (ou réflexion
simple) s; sur h* par :

$i(A) = A= (N, a)a; pour A€ h*.

I est clair que s; est une réflexion car s;(a;) = —a; et 'ensemble de ses
points fixes est {A € h* | (A, o) = 0}.

Définition 1.4.1 On appelle groupe de Weyl, noté W, le sous-groupe de
GL(bh*) engendré par ces réflexions fondamentales.

L’action de s; sur h* induit la réflexion duale s/ sur b, que I’on note souvent
s; par abus. On identifie parfois les groupes de Weyl de deux algebres duales.

Par le corollaire 1.3.3, on a (voir [16] paragraphe 3.7.) :

Proposition 1.4.2

e Soit V un module intégrable de I’algébre de Kac-Moody g. Alors, pour tout
A € h* et tout w € W, multy (A) = multy (w(A)). En particulier, I'ensemble
des poids de V' est invariant par W.

e Le systéme de racines A de g est W-invariant et pour tout o € A et tout
w € W, mult(a) = mult(w(a)).

e Sia € At et si(a) < 0 alors o = «;, c’est-a-dire que AT\ {a;} est
invariant par s;.
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On a de plus (voir [16] paragraphe 3.9.) :

Proposition 1.4.3 57 A symétrisable, la restriction de la forme bilinéaire
(.,.) a b* est W-invariante.

Définition 1.4.4 Soit w € W. Une expression de w = s;, - - 8;,, avec Si;
des réflexions simples, est dite réduite si k est le plus petit entier tel que w
s’écrive sous cette forme. L'entier k est appelé longueur de w et noté £(w).

Pour w,u,v € W, on dit que w s’écrit de facon réduite sous la forme w = uv
siw=wv et L(w) = L(u) + £(v).

Définition 1.4.5 On définit 'ordre de Bruhat, noté <, en posant pour
z,y € W, y < z ¢'il existe une expression réduite de z = s;, ---s;, et une
expression réduite de y = s;, --- 55, telles que j1 = ip,,---,jr = ip, avec
1<mi<--<n <k.

On a (voir [16] paragraphe 3.11.) :

Lemme 1.4.6 Soit w € W et s; une réflexzion simple. Alors, {(ws;) < {(w)
si et seulement si w(oy) < 0.

On définit une algebre de Hecke sur W (voir [14] paragraphe 7.4.), en prenant
une indéterminée ¢ et en posant, pour w € W et s une réflexion simple :

TsTyw = T si L(sw) > L(w)
T,Ty =(q—1)Ty + qTs, sinon.

On remarque que, pour ¢ = 0 et ¢ = 1, le produit ainsi défini donne une
structure de monoide & {7}, }wew. Pour ¢ = 1, en identifiant T, et w, on
obtient la composition sur W.

Définition 1.4.7 On notera * le produit sur W que l'on obtient a partir
de lalgebre ci-dessus, a ¢ = 0, en identifiant (—l)e(“’)Tw et w.

En utilisant I'associativité du produit pour les algebres de Hecke (voir [14]
paragraphes 7.1. a 7.4.) et I'identification ci-dessus, on montre que :

Proposition 1.4.8 Soit u,u' € W d’expressions réduites u = s;, - - - s, et
[— C e e . d
u' = s - sj,. Alors :

wxu' =i ok (eex (85, xu))



1.5. Classification des algebres de Kac-Moody

1.5 Classification des algebres de Kac-Moody

Dans cette partie nous allons donner la classification usuelle des algebres
de Kac-Moody. Comme dans le cas des algebres de dimension finie, on utilise
les diagrammes de Dynkin.

Pour un vecteur u = (uy,...,u,) on notera u > 0 si toutes ses coordonnées
sont strictement positives et u > 0 si toutes ses coordonnées sont positives.

Définition 1.5.1 Soit A une matrice de Cartan généralisée indécompo-
sable. La matrice A est dite de type fini (resp. de type affine, de type
indéfini) sl existe a > 0 tel que Ao > 0 (resp. = 0, < 0). On dit alors que
g est de type fini, affine ou indéfini.

On a (voir [16] paragraphe 4.3.) :

Théoréme 1.5.2 Soit A une matrice de Cartan généralisée indécompo-
sable. Alors :

o Les matrices A et ‘A sont de méme type.

e Si A est de type fini, alors det(A) # 0, il existe u > 0 tel que Au > 0 et
Av > 0 implique v > 0 ou v = 0.

o Si A est de type affine, alors A est de corang 1, il existe un unique u > 0
(& un facteur multiplicatif prés) tel que Au =0 et Av > 0 impliqgue Av = 0.
o Si A est de type indéfini, alors il existe u > 0 tel que Au < 0 et Av > 0,
v > 0 implique v = 0.

Remarque 1.5.3 Dans le cas des algebres de type affine nous noterons les
indices des racines simples de 0 a r =n — 1.

Pour classifier les matrices de Cartan généralisées de type fini ou affine,

on introduit les diagrammes de Dynkin. Soit A = (a;;) une telle matrice.
On associe a A le diagramme dont les sommets sont 1,...,n. Si a;jaj; < 4
et |ai;j| > |aji|, les sommets i et j sont reliés par |a;;| lignes, avec une fleche
en direction de 7 si ]aij] > 1. Si a;ja;; > 4, les sommets 7 et j sont reliés par
une ligne plus épaisse dotée du couple d’entier (|a;jl, |aji|).
Pour une matrice A affine, soit 6 = >, a;c; tel que Ad = 0 et tel que les
a; soient des entiers strictement positifs, premiers entre eux. On indique, en
plus, sur le diagramme de A les coefficients a;. On notera a les coefficients
correspondants associés a A.

Remarque 1.5.4

e Le diagramme de Dynkin d’une matrice A est connexe si et seulement si
A est indécomposable.

e Si A est de type fini ou affine chaque sous-matrice (aij); jesci,n de A se
décompose en somme directe de matrices de type fini.

21
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e Plus particulierement, en enlevant a A, matrice de type affine, la premiere
ligne et la premiere colonne on obtient une matrice de type fini.

Cela permet de construire tous les diagrammes de Dynkin possibles pour
les matrices de Cartan généralisées indécomposables, de type affine ou fini
dont voici la liste (voir [16] paragraphe 4.8.) :
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Algebres de Kac-Moody de type fini

A, o—e —e—o

B, e&—® — iy S—

aj a, a. a.
a,
D, oo — *I—Q
a a; O, O
~—o—Ia6—o—~
Es
a, a, a, a, as

a;
R
Og
U

F4 e o o

a, a, Os a,
Gy e
Oy a;
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Algebres de Kac-Moody de type affine 1

AW o<:>ol .
1
[oF) (0 6]

AV (r>2)

1 o0,
1 2 2 2
1
B7(“ ) (T > 3) '''''''''' ——a e
a; a, a,_, a,
1 2 2 1
1
v (r>2) e——&—— e«
o a, a._, a,
1 &0 1 o0,
1 2 2 2 1
1
D$ ) (r>4) o —o o
qa a, a5 a,, O,
180
26 0g
E(l) 1 2 3 2 1
6 o, o, Oy oy Og
200
(1) 1 2 3 4 3 2 1
E7 a a a a a a a
0 1 2 3 4 5 6
3¢ 0
(1) 1 2 3 4 5 6 4
Es a a a a a a a
0 1 2 3 4 5 6
F(l) 1—3—3:;—3
4 Ay (o] a, a3 Ay
oW 1 2 3
——e——
2 o 0y oy
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Algebres de Kac-Moody de type affine 2

4@ 2 1
2 a‘ioo 3
(2) 2 2 2 1
Ay (r=z2) s—a—— e
1 ®0,
(2) 1 2 2 1
Ay (r=3) A 43<_1:5

GO al ar—l Gr

1 2 3 2 1

E®@ L Y Y
6 o8 a a, as Qy

Algebres de Kac-Moody de type affine 3

@ 1 2 1
3) e———e——
D Oy 0y a;
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L’appellation algebre de Kac-Moody de type fini n’est pas fortuite comme
le montre la proposition suivante (voir [16] paragraphe 4.9.) :

Proposition 1.5.5 Soit A une matrice de Cartan généralisée et indécompo-
sable. Les conditions suivantes sont équivalentes :

o A est une matrice de Cartan généralisée de type fini

o A est symétrisable et la forme bilinéaire (.,.)p, est définie positive (ot
(br, I IIY) est la réalisation de A sur R, et donc h = C &g br)

o V| <0

o Al <0

e g est une algébre de Lie simple de dimension finie.

1.6 Racines

Soit g une algebre de Kac-Moody.

Définition 1.6.1 Une racine a € A est dite réelle s’il existe w € W tel
que w(a) soit une racine simple. On note A, (resp. Aj)) I'ensemble des
racines réelles (resp. réelles positives).

Soit @ € Ay, on a alors @ = w(e;) pour un w € W et un a; € II. On
définit une racine (réelle) duale o’ € A, par o’ = w(o). (On vérifie que
cela ne dépend pas du w choisi.) On obtient donc une bijection canonique,
W-invariante, A, — AY,.

On note s, la réflexion s, (A) = A — (\,@’)a pour A € h*. C’est bien une
réflexion. De plus, on remarque que s, = ws;w™ " € W.

Les racines réelles ont les propriétés suivantes (qui rappellent les propriétés
des racines dans les algebres de Lie de dimension finie) (voir [16] paragraphe
5.1.) :

Proposition 1.6.2 Soit a une racine réelle de g. Alors :

e mult(a) =1

e ko est une racine si et seulement si k = +1

e Soit € A, il existe des entiers positifs p et q tels que p —q = ((,a’) et
tels que B+ ka € AU {0} si et seulement si k € [—p, q]

e Supposons que A est symétrisable. Soit (., .) une forme invariante standard.

Alors (a,a) >0 et o = 20-1(a)

(a,@) -~

Contrairement au cas de la dimension finie, les racines ne sont pas toutes
réelles. C’est pourquoi on introduit la notion de racine imaginaire, qui n’a
pas d’équivalent dans la théorie des algebres de Lie finies.
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Définition 1.6.3 Une racine qui n’est pas réelle est appelée racine imagi-
naire. On note Ay, (resp. A} ) ensemble des racines imaginaires (resp.
imaginaires positives).

On a A = A, U A, et (voir [16] paragraphe 5.2.) :

Proposition 1.6.4

e [’ensemble A;’;n est W-invariant.

e Si A est symétrisable et (.,.) est une forme invariante standard, alors une
racine « est imaginaire si et seulement si (a, ) < 0.

On peut montrer que (voir [16] paragraphe 5.6.) :

Théoréme 1.6.5
e Si g est de type fini alors A} est vide.
e Si g est de type affine alors A} = {nd | n € N}.
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Chapitre 2

Algebres de Kac-Moody
affines

Dans ce chapitre, nous étudions plus en détail les algebres de Kac-Moody
de type affine. Dans un premier temps, nous décrivons les éléments associés
(la forme bilinéaire standard, le systéme de racines, le groupe de Weyl, ...) a
une algebre de Kac-Moody affine g, a I’aide d’une algebre de Lie de dimension
finie, simple, sous-jacente g°. Le groupe de Weyl W est notamment le groupe
affine du groupe de Weyl de g%, d’ot1 le terme d’algebre de Lie affine. Dans
un second temps, nous construisons les algebres de Kac-Moody affines a
partir d’algebres de Lie finies. On trouve, la encore, les démonstrations des
résultats énoncés dans [16].

2.1 Structure des algebres de Kac-Moody affines

Soit g une algebre de Kac-Moody de type affine. Numérotons ses ra-
cines comme dans les diagrammes de Dynkin. Soit A sa matrice de Cartan
généralisée associée.

Alors, I'algebre de Kac-Moody g est symétrisable et indécomposable. Son
s

centre est de dimension 1 et est engendré par K = Z acy, appelé élément
i=0
central canonique.

Soit d € h un élément satisfaisant aux conditions :

{ (aj,d)y =0 pourie€ [1,r]
<Oéo,d> = 1.

Un tel d (défini & CK pres) est appelé un élément graduant. En effet, on

obtient une graduation de g en posant g = @ gr ou g, = {9 € g | [d,g] =
neL

ng}.
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Les a,...,a),d forment une base de h, et g = [g,g] + Cd. On peut donc
définir une forme bilinéaire symétrique non dégénérée (.,.) sur b, a valeur
dans C, par :

y_laij pour 7,5 € [0,r]

(@3 aj) = aja

(of,d) =0 pouriel[l,r]
(ap,d) = a

(

Cette forme s’étend de fagon unique en une forme bilinéaire (.,.) sur g telle
que les propriétés du théoreme 1.2.2 soient satisfaites. Cette forme est alors
invariante standard. Désormais on se fixe une telle forme que 1’on appelle la
forme invariante normalisée.

Pour décrire la forme induite sur h* on introduit un élément Ay € b* tel
que :

{ (Ao, af) = 0p; pour i € [0,7]

(Ao, d) = 0.
Les ag, ..., a,, Ag forment une base de h* et on a :
(o, 05) = aja; Ya;; pouri,j € [0,r]
(i, Ag) =0 pour ie[l,r]
(a07 AO) - aO
(Ao, Ao) = 0.

On remarque que Papplication v : b — b* vérifie : av(af) = a;a;, v(K) =5
et I/(d) = avo.

Nous notons de méme, pour j € [1,r], A; € h* I'élément tel que :
(Aj, ") =055 pour i € [0,7]
(Aj,d) =0.
Les éléments A; sont appelés les poids fondamentaux Le réseau P s’écrit

alors P= @ ZA; @Céet)\eh*secrltA—Z)\A + ¢d avec c € C.
i€[0,r] i=0

Notons h° (resp. h%) I'espace vectoriel engendré sur C (resp. R) par o, ...,
). On note de méme leurs duaux h%* et h%*. On a alors les sommes directes
orthogonales de sous-espaces suivantes :

h=0"® (CK +Cd) et bh* =h" @ (Cs+ CAy),
br = b2 & (RK +Rd) et bh = b @ (RS + RAy).

On remarque que la restriction de la forme bilinéaire (.,.) & h%* et h% (resp.
h%* + RS et b + RK) est définie positive (resp. semi-définie positive de
noyaux RJ et RK).
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Pour un élément X de h*, on note \” sa projection orthogonale sur h%* suivant
Cs @ CAyp, que I'on peut identifier & la restriction de A & h°. On a la formule
suivante :

A=20+ (\, K)Ag + (A, Ag)o. (2.1)

Dot p = p” + (32i_g ai) Ao.
On remarque que A; = (A, o) = (A%, o) = \), pour i € [1,7].

Définition 2.1.1 Pour A € h*, on appelle niveau de A le complexe (\, K).
On note [ le niveau de A. Pour I € C, on note h* = {\ € b* | (\,K) =1}
et PP={\eP|(\K)=1}.

Nous n’utiliserons jamais les sous-espaces de h* et de P de niveau 0, il n’y
aura donc pas de confusions possibles avec h%* et P%, I’ensemble des poids
entiers de h0*.

Proposition 2.1.2 Pourl € C, les espaces affines h*' et P sont invariants
par Uaction de W.

Preuve : Soit A € h* et soit s; une réflexion simple de W. On a (s;\, K) =
N = Niaj, K) = (\K) — Moy, K) = (A, K). Par conséquent, pour tout
w € W on a (wA, K) = (\, K), le niveau est donc invariant par 'action de
W. On en déduit que, pour [ € C, les espaces h* et P! sont invariants par
I’action de W.

O
Les espaces C§ C h%* C h* sont W-invariants. En quotientant P! par C6,
on obtient P'/C§ qui est isomorphe & P° pour I'action de W. De méme,
en quotientant h*' par CJ, on obtient h*'/CJ qui est isomorphe & h%* pour
I’action de W.

Remarque 2.1.3 Pour A € h*, Ay est enticrement déterminé par la res-
triction de A & h° (ou par \°) et par le niveau [ de . C’est pourquoi, on
note parfois Ay = (A%, 1).

Notons g° la sous-algebre de g engendrée par les e; et les f; pour i € [1,7].
C’est I'algebre de Kac-Moody associée & la matrice A° obtenue en enlevant
a A la premiere ligne et la premieére colonne. Les éléments e; et f; pour i €
[1,7], sont les générateurs de Chevalley de g°, h” = g®Nh est sa sous-algebre
de Cartan, II' = {ay, ..., a,} est sa base des racines, II°Y = {ay, ..., a}} est
sa base des coracines. L’ensemble A? = A N Hh%* est le systeme de racines de
g. Les AV (pour i € [1,7]) sont les poids fondamentaux de g°. Notons, de
méme, WO le groupe de Weyl de g° et Q¥ son réseau de racines.

Par la remarque 1.5.4 et la proposition 1.5.5, g° est une algebre de Lie de
dimension finie, dont le diagramme de Dynkin est obtenu a partir de celui
de g en enlevant le sommet numéro 0.

On obtient une description des racines de g & partir de celles de g° (voir [16]
paragraphe 6.3.) :
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Proposition 2.1.4 Soit A I’ensemble des racines courtes de g°, A? l’en-
semble de ses racines longues et t le numéro du tableau, type affine t, conte-
nant le diagramme de g.

e Ae={a+ki|acA’ kecZ}sit=1.

e Ae={a+ki|acAVkeZU{a+kts|ac AV ke Z} sit=2 ou3
mais g n'est pas du type Agl)

e A = {3+ (2k—1)8) | a € Ak € ZYU{a+kts | o € Ak €
ZYU{a+2ké | a € AV k € Z} si g est du type Agi)

On peut aussi décrire plus précisément le groupe de Weyl de g. On iden-
tifie WY au sous-groupe de W engendré par les réflexions fondamentales
51,...,5.. Pour a € h%*, on définit un endomorphisme de h* par :

ta(A) = A+ (N, K)a — (A, a) + %my?@, K))o.

Soit M € hY* le réseau défini par M = v(Z(W°9V)) avec § = & — apay et
soit T le sous-groupe de GL(h*) engendré par les endomorphismes t, pour
a € M. On a alors (voir [16] paragraphe 6.5.) :

Proposition 2.1.5 W = WY xT.

Proposition 2.1.6 Pour a € M etl € C, l’endomorphisme t,, agit comme
une translation de vecteur lo sur les ensembles P'/C6 et h*'/C6.

2.2 Construction des algebres de Kac-Moody af-
fines non tordues

Dans cette partie nous allons présenter une construction plus explicite

des algebres de Kac-Moody affines de type X,gl), appelées algebres de Kac-
Moody affines non tordues, a partir d’une algebre de Lie finie.

Soit g” une algebre de Lie simple de dimension finie, de type X,. Notons
[.,.]Jo son crochet et (.,.)p une forme bilinéaire invariante symétrique non
dégénérée de g°, par exemple sa forme de Killing.

Notons L = C[t,t~!] I’algebre des polynomes de Laurent en t. Pour P € L,

P g%écrit P = ) cxt® ot seul un nombre fini de ¢ est non nul. Nous note-
keZ
rons Res P = ¢_1 le résidu de P.

Notons L(g") = L ®c¢ g°. Définissons le crochet [.,.]; par :
[P®z,Q®yl1 = PQ® [z,ylo pour P,Q € L et z,y € g.
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Munie du crochet [.,.]1, L(g®) est une algebre de Lie infinie.

Définissons 1 par :

v L(g°) xL(g") — C

dP
(P®x7Q®y) = (l',y)()ReS %Q

Notons L(g®) = L(g°) & CK et
l[a + AK,b+ uK] = [a,b]1 + ¥(a,b)K pour a,b € L(g®) et A, € C.

Munie du crochet [.,.], i(go) est une algebre de Lie infinie, obtenue par ex-
tension centrale de L(g®).

Enfin, notons fi(go)/\l’algébre obtenue en ajoutant a i(go) I’élément d de la
maniere suivante : L(g") = L(g?) ® CK @ Cd et

[t @rANK +pd, " @y+M K +pd] = (" @[x, ylo+pnt” @y—pmt™ @z)+

m(sm,fn(may)OK pour x,y € gO et /\nua )\lv:ul eC

Munie du crochet [.,.], L(g®) est une algebre de Lie infinie. Nous allons mon-
trer que c’est une algebre de Kac-Moody affine de type Xﬁl).

Soit A? € §%* le systeme de racines de g¥. Soit g, . . ., ;- une base de racines,
Hi, ..., H, la base des coracines, E1,...,E., F1,..., F, les générateurs de
Chevalley. Soit 6 la plus grande racine de AY. L’algebre de Lie finie g° se
décompose en espaces de racines :

go:bo@(g?ogg)-

On a, pour tout a € A% (a, ) # 0 et dim g% = 1.
Soit w I'involution de Chevalley de g°, c’est-a-dire I'application définie par :

W(B) = —F;
W (F;) = —E; pour i€ [0,7]
wW'(h) = —h pour h € hY.

Choisissons Fy dans gj) tel que (Fp, w(Fp))o = —ﬁ. Posons Ey = —w"(Fp).

Remarque 2.2.1 Les éléments Ey, ..., E, engendrent I’algébre de Lie g°.
En effet, g° est engendré par les crochets de Ey avec les éléments de nOF.
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Revenons maintenant a l’algebre de Lie fJ(gO). On peut identifier g° a la
sous-algebre 1 ® gP.

e Posons h = h + CK + Cd, on voit, par définition du crochet, que c’est
une sous-algebre commutative de dimension 7 + 2 de L(g").

e Soit A € h%*, on étend X en une application linéaire de h*, que I'on note
encore A, en posant (A, K) = 0 et (A\,d) = 0. On définit de plus § € h* en
posant djpocx = 0 et (0,d) = 1.

e Posons :
ep =t ® Ey fo=tT'®F
e; =1® E; fi=1®F; pour i € [1,r].
Les eg,...,er, fo,..., fr sont des éléments de i(go).

e Posons A = {y+j6 | j€Zetye A} U{jd|j e Z*}. Lalgebre L(g°)
admet la décomposition, en espaces de racines, suivante :

L") =P (D L"),

a€A
avec L(g%)y1js =t @ g) et L(g%)j5 = t/ @ .

e Posons I ={ap=90—0,01,...,a,} et IIY = {aj = wﬁK—l@HV,a{ =
1® Hy,...,a) = 1® H,}. On a Il C h* et IIY C b et leurs éléments sont
linéairement indépendants.

e Soit A la matrice de type Xﬁl) avec les racines dans 'ordre du diagramme
de Dynkin. Alors A, la matrice A olt on a enlevé la premiere ligne et la
premiere colonne, est la matrice associée a gV si on a numéroté les racines
de g° comme dans le diagramme de Dynkin. On remarque que 6, défini ci-
dessus, est la méme combinaison linéaire des racines simples que le 6 défini
dans la partie précédente. On peut montrer que pour un tel 8, ag; = —(0, o)
(pouri € [1,7]). Or (4, o) = 0, donc (v, &) = — (6, o). D’out (o, &) = ag ;-
On vérifie, de méme, 1’égalité pour les a; o et agp. On en déduit que :

A= (<aja 00Y>)i,je[[0,7‘]]’

avec g, a définis comme ci-dessus. De plus, rang A = r = 2(r+1) — dim .

e En utilisant la définition du crochet et les formules vérifiées par les E; et
les F;, on montre que les formules de la propriété 1.1.6 sont vérifiées.
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e Notons L (g") la sous-algebre de i( 9) engendrée par les e;, f; pour i €
[0,7] et b. Les E;, F;, pour i € [1,r], engendrent g% donc les e;, fiy pour
i € [1,7], engendrent 1® g°, donc 1®g° C Le(g). De plus, t®E0 € Le(g°).
En considérant des crochets de t ® Ey avec des éléments de 1® g° et grace a
la remarque 2.2.1, on montre que t ® g° C ie(go). Par récurrence, on trouve
tFogd C ie(go) pour tout k£ € N. On montre, de méme, que t* @g° C Ee(go)
pour tout £ € —N. On en déduit que ie(go) = i(go).

e Supposons qu’il existe un idéal non nul dont I'intersection avec h est tri-
viale. Notons i cet idéal. L.’idéal i est non nul, il existe donc un « 6 A tel
que i NL(g%) # {0}. Par conséquent, il existe un ] € Zetun z € g9\ {0}
avec v € A% U {0} tel que #/ @ = € i. Soit y € g tel que (z,y)o # 0.
Alors, [t/ @ z,t77 @ y] = j(x,y)oK + [z,ylo € h N i. Comme hNi = {0},
on en déduit que 5 = 0 et [z,ylop = 0. Or, si j = 0, alors v € A? et
[z,y]o = (z,9)ov (7) # 0. C’est absurde.

Par la proposition 1.1.6, on déduit que (voir [16] paragraphe 7.4.) :

Théoréme 2.2.2 L(g°) est une algebre de Kac-Moody de type xV et (L(g"),
h,IL 1Y) est le quadruplet associé a A.

On peut déduire de cette construction que (voir [16] paragraphe 7.4.) :

Corollaire 2.2.3 Soit g une algébre de Kac-Moody affine non tordue de
rang v + 1. La multiplicité des racines imaginaires est r.

2.3 Construction des algebres de Kac-Moody af-
fines tordues

Soit £ une algebre de Lie simple de dimension finie. Soit o un automor-
phisme de ¢ tel que 0™ = Id pour m un entier non nul. Posons € = exp( 27”)
L’automorphisme o est diagonalisable et ses valeurs propres sont de la forme
¢/ avec j € Z/mZ (o1 j est la classe de j modulo m). Décomposons £ en :

D v

JEZ/mZ

ou ¥; est I'espace propre de valeur propre e,

Comme dans la partie précédente on définit L(E) et f,({?), nous noterons
ici L(¢) = L(¢) @ CK' @ Cd’. On définit L(€,0,m), une sous-algebre de

I'algebre L(£), par :
L(¢,0,m) EBtJ ® ¢;
JEL
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et f;(E, o, m), une sous-algebre de f;(?) par :
L(¢,0,m) = L(¢,0,m) & CK' @ Cd.
Alors (voir [16] paragraphe 8.5.) :

Théoréme 2.3.1 Soit ¢ une algébre de Lie simple de dimension finie de type
Xn, 0 un automorphisme de £ tel que ™ = Id, pour m € N*. Soit t le plus
petit entier strictement positif tel que ot soit un automorphisme intérieur.
Alors, i({%, o,m) est une algébre de Kac-Moody affine de type Xq(f).

Remarque 2.3.2 Le groupe des automorphismes extérieurs d’une algebre
de Lie simple de dimension finie est isomorphe & {Id}, Z/27 ou S et donc
t est égal a 1,2 ou 3.

Construisons maintenant plus précisément les algebres de Kac-Moody
affines tordues.

Soit £ une algebre de Lie simple de dimension finie de type X, he sa
sous-algebre de Cartan, Ay son systeme de racines, (., .)¢ une forme bilinéaire
invariante symétrique non dégénérée. Cette derniere définit un isomorphisme
v by b.

On choisit, pour tout a € Ag, un E', € €, tel que [E/,E" ] = v~ (~a).
L’algebre £ se décompose alors en :

t=b:P(EP CE)).

aEAg

Pour iz un automorphisme de diagramme de Dynkin, on définit un automor-
phisme p de € en posant p(a) = () et p(EL) = E;,Z(Oc)'

Soit I" = {af,...,al,} les racines simples de £ énumérées selon le méme
ordre que dans les diagrammes de Dynkin de type fini. Posons Ej = E!,,

Fl=-FE

v/
— !/ M
7

et H = o
Cas 1: X,, = D,41. Soit i Pautomorphisme d’ordre t = 2 défini par
a(al) = af pour i € [1,r —1]

flay) = O‘;+1

Ao 1) = aj.

Posons #° = o) + -+ + a.

H; = H]pouric€ [l,r—1], H. = H.+ H,,, Hy=v"'(—6" — pu(6?))
E;=Ejpouric[l,r—1], B, = E. + E, |, Eo=FE 4 — E’_M(GO)
Fy=F/pourie[l,r—1], F, =F +F,, Fo =—-Ey +E:L(90).
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Cas 2 : X,, = Ay-_1. Soit i 'automorphisme d’ordre ¢t = 2 défini par

i) = ab,_; pour i € [1,2r — 1].
Posons 8° = o) + -+ + ab,_,
H;=H!+H) ,pouric[l,r—1], H,=H. Hy=v"1(-0°— pu(d°)
E;,=E/+E, ,pouric|l,r—1], E,=E., Ey= EI—GO — El—u(90)
Fi=F/+F, jpowic[Lr-1], F=F, Fy=-Ey+E .

Cas 3 : X,, = Eg. Soit i automorphisme d’ordre t = 2 défini par

fiay) = o
fi(oy) = o)
fi(aig) = o
fi(oy) = af
fi(as) = o
fi(ag) = ag.

Posons 00 = o) + 2ah, + 204 + o) + af + aj
H, = Hi—l—Hé, Hy = Hé—i—HZL, Hy = Hé, Hy = Hé, Hy = u‘l(—HO—u(HO))
By=B{+ B, By =By + By, By =B}, Bv= Bl Ey=Elpo— B )

Cas 4 : X,, = D4. Soit i Pautomorphisme d’ordre ¢t = 3 défini par

fio) = o
fi(ay) = o
(o) = o
p(ay) = af.

Posons 0° = o) +ob +ab

Hy = H| + H,+ H}, Hy= H}, Hy=v"1(-0° — u(6°) — 2(6°))
By = B+ Ej+ B}, By =E), Ey=E g0 +0’E’ 40, + 15" 20
F\=F+F;+F), [h=F), Fo=—-Ep — nEL(GO) - anLQ(QO).

Cas 5 : X,, = Ag,. Soit i 'automorphisme d’ordre ¢ = 2 défini par

fi(e) = abyyy_; pour i € [1,27].
Posons 00 = o) + -+ + a,
H; =H]+H)  ,_;pouri€ [1,r—1], Hy=2(H,+H,,), H- =v*(—6°)
E;=FE/+Ey ,_;pouri€ [l,r+1], Ey=V2(E.+ E., ), E,=FE 4
Fy,=F/+F} ,_;pouri€[l,r—1], Fy=V2(F.+F/,,), F, = —E}.
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2H;
p ; = —— . De pl 1 l1ad4 0o = L(uu(6°
osons «; (0 1), e plus, pour les cas 1 & 4, posons 0y = = (u(6”) +
o4 ut(0%)) et € = 0. Pour le cas 5, posons p = ° et ¢ = r. Posons enfin

I=10,7]\{e}.

Pour j € [0,¢ — 1], soit A; I'ensemble des poids non nuls de byg sur ;.
Notons &, = @ &, la décomposition en espaces de poids.
CMGA;U{O}

Posons h = hy5 + CK' + Cd'.

Soit A € by, on étend A en une application linéaire de h*, que l'on note
encore \, en posant (A, K') =0 et (\,d’) = 0. On définit de plus § € h* en
posant djp, 1cxr = 0 et (5,d") = 1.

Posons :
e:=1® E: fé::til@Fs
e, =1QF; fi=1F; pour ¢ € 1.
Posons A = {y+jd | v € Az pour s € [0,t — 1] et j € Z pour j =
smod t}U{jé | j € Z*}. Alors i(?, i, t) admet la décomposition, en espaces
de racines, suivante :

f‘(ea/%t) = h@ (@ f‘(ea/%t)a) )

acA
avec Lk, [y t)yajs =t @ et i(?,,u,t)jg =t/ @85,

Posons IT = {az = d—0y, a; pouri € [} et IV = {a’c = a—%K’—l@HE, o’y =
1® H; pour i € I}.
Posons :

A= (<aj7a’tv'>)i7je[[07r]]'
Alors (voir [16] paragraphe 8.3.) :

Théoréeme 2.3.3 f,(E,,u,t) est une algébre de Kac-Moody de type XT(Lt) et

~

(L&, u,t), b, I, I1Y) est le quadruplet associé a A.

On peut déduire de cette construction que (voir [16] paragraphe 8.3.) :

Corollaire 2.3.4 Soit g une algébre de Kac-Moody affine tordue de rang
r 41 et de type X,(Lt). La multiplicité des racines jté pour j € Z* estr et la

multiplicité des racines jo pour j #0 mod t est 3= .
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Chapitre 3

Formules de caractere

Les formules de caractere sont ’objet principal de ce chapitre. Nous in-
troduisons, dans un premier temps, les modules de plus haut poids ainsi que
la notion de caractere. Puis nous énongons la formule de Kac-Weyl. Dans un
second temps, nous définissons les modules et les opérateurs de Demazure.
Ces opérateurs nous seront tres utiles car ils permettent de calculer les ca-
racteres de modules de Demazure.

Tout au long de ce chapitre g sera une algebre de Kac-Moody de type
fini ou affine.

3.1 Module de plus haut poids

Les résultats énoncés ici sont démontrés dans [16].

Soit V un g-module, h-diagonalisable, V = € V). Posons P(V) = {\ €
Aebp*

b* | VA # 0} et pour A € b*, D(A) ={p € h” [ p < AL
On introduit la catégorie suivante, notée O :
e ses objets sont les g-modules, V, h-diagonalisables dont les espaces de
poids sont de dimension finie et tels qu’il existe un nombre fini d’éléments
)\(1), RN )\(s) € h* tels que P(V) C U;?:l D()\(z))
e ses morphismes sont les morphismes de g-modules.

Une famille de modules importante de O est la famille des modules de
plus haut poids :

Définition 3.1.1 Soit V un g-module. Pour A € h*, un vecteur v € V non
nul est appelé vecteur de plus haut poids A si :

ntv=0
h-v= (A h)v pour h € b.
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Le module V est dit de plus haut poids s’il existe A € h* (appelé plus
haut poids) et vy € V un vecteur de plus haut poids A tel que :

U(g)~vA:V

Le g-module V' se décompose alorsen V = @ V), Vy = Cuvp et dim V) < oo
A<A
pour tout poids A.

Définition 3.1.2 Le module de Verma, M (A), est un g-module, de plus

haut poids A, tel que chaque g-module de plus haut poids A soit un quotient
de M(A).

On a (voir [16] paragraphes 9.2. et 9.3.) :

Proposition et définition 3.1.3

e Pour tout A € b*, il existe un unique module de Verma, M (A), a isomor-
phisme prés.

e Le module M(A) est un U(n~)-module de rang 1 engendré par un vecteur
de plus haut poids.

e Le module M(A) contient un unique sous-module propre maximal, noté
M'(A).

On pose L(A) = M(A)/M'(A), c’est 'unique module irréductible de
plus haut poids A.

On aimerait pouvoir décomposer les modules de O en modules irréduc-
tibles. Malheureusement, un module V de O n’admet pas forcément une
suite de composition V'O V) D Vo D ... telle que V;/V;y; soit irréductible
et V;/Viy1 € O. En revanche, on a (voir [16] paragraphe 9.6.) :

Lemme 3.1.4 Soit V € O et A € b*. Il existe un ensemble fini de sous-
modules V=V, D Vi1 D ... D Vi D Vo = {0} et un ensemble J C [1,t]
tels que :

e sij€J, alors Vj/Vj_1 =~ L(\g)) pour un Ay > A

o sij¢J, alors (Vj/Vi—1), = 0 pour tout p > X.

Soit Ve O, u € bh* et soit A € h* tel que p > A. On se donne une
filtration comme ci-dessus. On note [V : L(u)] le nombre de fois que p appa-
rait dans {A(;y | j € J}. Ceci est indépendant de la filtration, on appelle ce
nombre la multiplicité de L(u) dans V.

3.2 Caractere

Notons E T'algebre sur C dont les éléments sont les séries > cye? ou
Aebh*
¢y € Cet ¢y =0 pour A en dehors d’une union finie de D(u) et dont les
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opérations sont définies de facon usuelle (en utilisant e*e# = e ). Pour

faciliter la lisibilité nous utiliserons aussi la notation exp(\) pour e’.

Pour V, un h-module diagonalisable de dimension finie, on définit le ca-
ractére (ou caractere formel) de V' par :

chV = > " (dim Vy)et.
Aep*

Seul un nombre fini de V), different de {0}, la somme est donc bien définie
et est dans E. On peut définir, plus généralement, le caractére d’un module

de O. Pour V. = Y V) un module de O, on définit, de la méme fagon, le
Aebp*
caractere de V par :

chV = > (dim Vy)e.
Aeb*

Le caractere chV appartient a ’algebre E. On peut calculer, par exemple,
le caractere de M(A). On trouve (voir [16] paragraphe 9.7.) :

chM(A) = et J] (1 —em)7mutle), (3.1)
acA+

En utilisant le lemme 3.1.4, en faisant varier ’élément A € h*, on montre
(voir [16] paragraphe 9.7.) :

Proposition 3.2.1 Soit V un g-module de O. Alors :

chV =Y [V:L(A)]ch L(A).
AEh*

Grace a I'opérateur de Casimir généralisé et plus particulierement au corol-
laire 1.2.7, on trouve (voir [16] paragraphe 9.8.) :

Proposition 3.2.2 Soit V un g-module de plus haut poids A. Alors

chV = E exch M()\)
A<A
[A+p|2=|A+p|2

avec cy € Z et cp = 1.

On a (voir [16] paragraphe 10.1.) :

Lemme 3.2.3 Le g-module L(A) est intégrable si et seulement si A € P+.

En utilisant la formule de la propostion 3.2.2, la formule (3.1) ainsi que
I'invariance par W de la multiplicité des racines pour un module intégrable,
on obtient la formule de Kac-Weyl (voir [16] paragraphe 10.4.) :
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Théoréeme 3.2.4 Soit A € Pt. Alors

> wew €(w) exp(w(A + p) — p)
Ha€A+ (1 — exp(_a))mult(a)

ot e(w) est la signature de w.

chL(A) = (3.2)

Remarque 3.2.5 Dans le cas ou g est de type fini on retrouve la formule
de caractere de Weyl.

En appliquant cela a L(0) on trouve la formule du dénominateur :

S ew)expuw(p) —p) = [] (1 —exp(—a)™ ). (33)

weW acAt

Remarque 3.2.6 Si A € P toutes les valeurs propres de L()) sont incluses
dans P et donc ch L()) € C|[[P]].

On appelle spécialisation de type ¢t = (to,...,t,) (out = (to,...,tr41) si
g est affine) lapplication :

Sp,: Cl[P]] — C((X))
eAi — Xti

e +— Xt sigest affine

Si les ¢; sont tels que les e (et éventuellement e?) se spécialisent en des X
avec tous les m; strictements positifs I’application est bien définie. Sinon elle
n’est plus définie partout et il faut vérifier, a chaque spécialisation, que cela
a bien un sens. La spécialisation de type (0,...,0) nous sera tres utile car
elle permet d’obtenir la dimension, en effet :

Proposition 3.2.7 Si V est un h-module de dimension finie dont les va-
leurs propres sont dans P, en spécialisant on obtient Sp(y . ¢ychV =dimV.

Désormais lorsqu’on ne précise pas le type de la spécialisation c’est que I'on
fait une spécialisation de type (0, ...,0), ce que I'on notera Sp m.

Dans le cas des algebres de Kac-Moody de type affine on définit le caractere
réel (introduit dans [26]) :

Définition 3.2.8 Un caracteére réel est I'image d’un caractere de C[[P]]
par l'application de C[[P]] dans C[[P']] pour P' = 37, o, ZA;, laissant

)

stable les eM et qui & €’ associe 1.

Le caractere réel d’'un caractére de C[[P]] n’est pas toujours défini. Lorsqu’il
est défini, nous notons de la méme facon le caractere et le caractere réel et
nous précisons avec quoi nous travaillons lorsqu’il y a risque de confusion.
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3.3 Modules de Demazure

Soit A € Pt et w € W. Notons e,y un vecteur propre, de L()), de
valeur propre wA. Un tel vecteur propre est unique a multiplication par un
scalaire pres. Le b-module engendré par e, est donc indépendant du choix
du vecteur propre.

Définition 3.3.1 Pour A € P* et w € W, le b-module engendré par e,),
noté E,, (), est appelé module de Demazure.

Tous les vecteurs propres de E,, () sont de valeur propre supérieure ou égale
a wA et inférieure ou égale a A, il y en a un nombre fini. On peut définir son
caractere ch E, ; il est dans C[P]. De plus, le module E,,(\) est de dimension
finie.

Définition 3.3.2 Pour A € P et w € W, on note P,(\) = dim E,,(\), Py
est appelé polynome de Demazure. Nous justifierons plus loin le nom de
polynome.

3.4 Opérateur de Demazure

Définition 3.4.1 Pour a € A,., on définit 'opérateur de Demazure D,,
par :
D, : C[P] — C[P]

U— Sq * U
U s —
1—e@
Ol S - € = St = eSalAtp)=p,
Par un calcul facile on voit que :
Dae)‘:@)‘+...+65a)‘ si (A,O[v>20
=0 si (A, ) =—1 (3.4)
= — (M4 etV si (A a’) < —1.
En spécialisant, on trouve :
Sp Dae = (A, @) + 1. (3.5)

Proposition 3.4.2 Soit « € A, et m € Z[P]. Si m est invariant par sq
(i.e. sa(m) = m), alors, pour p € P, Dy(etm) = (Dyet)m, en particulier
Dom =m.

Proposition et définition 3.4.3 Soit w € W et s;, ...s;, une expression
réduite de w. Alors, Dai1 "'Daik est indépendant de [’expression réduite
chotsie. On définit Dy = Dq, -+ D%C , Uopérateur D,, est aussi appelé opé-
rateur de Demazure.
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Preuve : On trouve dans [8] paragraphe 5.5. une preuve de 'indépendance
par rapport a I’expression réduite dans le cas fini. On en déduit le résultat
dans le cas affine en remarquant que, pour montrer I'indépendance des opéra-
teurs de Demazure par rapport a l'expression réduite, il suffit de montrer
que, pour « et 3 deux racines simples dont I'ordre, m, de s,s3 dans W est
fini,ona DyDg--- = DgD, --- avec m termes de chaque coté. Pour montrer
cela on peut se placer dans une sous-algebre de rang deux et de dimension
finie de g. En effet, pour les algebre Agl) et A(QQ), lordre de s,53 est infini.
Pour les autres algebres affines, on travaille dans une sous-algebre stricte ce
qui est de dimension finie.

O

Proposition 3.4.4 Soit w,w’ € W. On a l’égalité : DDy = Dy -

Preuve : Soit w,w’ € W, s;, ---s;, une expression réduite de w et s; une
réflexion simple.

Si s xw = s;w, alors s;w = s;8;, -+ S, est une expression réduite, d’ou
Dy, D,, = Dy,D "'D8¢k = Dsz'sz‘l- = Dg,y = Dg;4 car on travaille
uniquement avec des expressions réduites.

Si s; * w = w, alors il existe une expression réduite de w ayant s; comme
réflexion simple a gauche. On peut supposer que s;, = s;. Alors, Dy, D,, =
Ds; Dy, -+ Dy, = Dy, -+ Dy, = Ds, .5, = Dw = Ds;s car Dy, Dy, =
Dy, (voir [7]). D’ott Dg,; Dy, = D, sap-

On en déduit le résultat par récurrence sur ¢(w), en utilisant la proposition
1.4.8.

k

Siq “Siy

O
Attention : Pour o € A, une racine non simple, s, est un élément de W
donc Dg, est bien défini mais D, # D, en général.

On sait, voir [17] paragraphe 3.4. ou [20] chapitre IX, que :

Théoréme 3.4.5 Pour w € W et A € PT, ch E,(\) = Dye.

On en déduit que :

Corollaire 3.4.6 Pour w € W et A € PT, P,()\) = Sp Dye’.

Au vu du corollaire précédent, on étend la définition des polynémes de De-
magzure a 'ensemble P :

Définition 3.4.7 Pour w € W et A € P, on pose P, (\) = Sp Dye.
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Deuxieme partie

Résultats sur les opérateurs
et polyndomes de Demazure
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Chapitre 4

Polynomes de Demazure

Nous nous penchons, dans ce chapitre, sur les polynéomes de Demazure.
Nous introduisons les opérateurs D,,, pour w dans W, qui agissent sur les po-
lynémes sur h*, invariants par translation de vecteur ¢d, pour ¢ dans C. Ces
opérateurs sont liés aux polynoémes de Demazure et grace a leur étude nous
obtenons des résultats sur ces polynomes. Nous définissons et travaillons,
ensuite, sur les polynémes harmoniques. Enfin, suivant le type de l'algebre
de Kac-Moody, nous démontrons différents résultats relatifs a ’harmonicité
des polynomes de Demazure.

Soit g une algebre de Kac-Moody de type fini ou affine.

4.1 Opérateur D

Soit r 4+ 1 le rang de g. Nous noterons, dans cette partie, les indices des
racines simples de 0 a 7.
Soit P ’ensemble des fonctions polynomiales sur h* a valeur dans C, inva-
riantes par translation de vecteur ¢d, pour ¢ € C. On remarque que c’est
'ensemble des fonctions de la forme q o p ot p : h* — C'*! est la projec-

tion sur @ CA; parallelement & C§ et ¢ : C"T! — C est une fonction
1€[0,r]
polynomiale.

Remarque 4.1.1 Soit P un polynome de P. Il dépend uniquement des
coefficients \; = (), o}), nous noterons donc indifférement P(\), P(A\°,1) ou
P, \).

Proposition et définition 4.1.2 Pour 3 € A,., on définit 'opérateur Dg
par :
Dﬁ P - P
f = D,@f?
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CHAPITRE 4. POLYNOMES DE DEMAZURE

A8
ouDgf estla fonction de P qui coincide avec la fonction X — 3 f(A—k[)

k=0
sur {A € P | (\,8Y) > 0}.

Preuve : Soit 3 € A,.. Vérifions que l'opérateur Dy est bien défini. Soit
f € P, f se décompose en f = go p avec p : h* — C"! la projection sur
@ CA; parallelement & C§ et ¢ : C"T! — C une fonction polynomiale.

i€[0,r]
Alors, d’apres la définition, Dggo p = Go p avec ¢ le polynéme qui coincide,
sur {( Aoy . .., Ar) € Z™H | 37T Xib; > 0}, avec le polynome

2icfo,r] Nibi

Moo d) = D> q(ho—kBo,- -, A — KBy,

k=0

ol les b; sont définis par ¥ = Y be). Ceci définit bien un polynéme.
1€[0,r]
En effet, (Ao — kB0, ..., A\r — kB3,) se décompose en Y gn(Ao, ..., A\r)k™ ol
neN
les g, sont des polyndmes en les A; et seul un nombre fini d’entre eux est

non nul.

m
Pour m et n des entiers positifs la somme > k™ s’exprime comme un po-
k=0
lynéme en m de degré n + 1. Comme > A;b; est un entier positif et est
1€[0,r]
Zie[[o,r]] Aibi
linéaire en les A\; on en déduit que la somme > k™ est une fonction
k=0
polynomiale en les \; de degré n + 1. La fonction ¢ est donc bien un po-

lynome en les \; de degré degq + 1. L’opérateur Dg est donc bien défini.
O

Comme on le voit dans la démonstration ci-dessus, on a :

Remarque 4.1.3 Soit § € A,e. Si f est un polyndéme de P de degré n,
alors Dg f est un polynome de P de degré n + 1.

Lemme 4.1.4 On définit Uopérateur D par :

D: ZIX] — Z[X]
Q@ ~ DQ,

ot DQ est le polynome de Z[X] qui coincide, sur N, avec le polynéme X —

fj Q(X — 2k). Alors, DQ(X) = —DQ(-X — 2).
k=0

Preuve : Il suffit de démontrer le lemme pour les monoémes. Posons donc
Qp(X) = XP pour p € N.
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4.1. Opérateur D

On a la formule de récurrence :

p—1
DQy(X) = 5oy | (X 4277 = (X = 3 €2 IDQ, (X)
§=0
En effet, soit pe Net n € N, on a :
~ n+2
DQpt1(n+2) = > (n+2—2kPH
k=0
n
= > (n+2-2k)PT 4+ (—n—2)PT 4 (—p)rt!
k=0
n p+l | . .
= X X G2 (n = 2k) + (mn = 2P 4 (mn)P
k=0 j=0
pt1

= 3 C’g+12p+1—jf)Qj(n) + (=n — 2)P+! 4 (—p)PtL,
j=0

On a donc :

Ap+ )DQp(n) = DQpar(n+2) — DQpir(n) — (—n — 2P — (—n)pt!
-1 )
=S, 2 HDQ (),
i=0

d’ou :
p—1
DQp(n) = 2 +1) (n+2)P* — (—n)P*! — ZC’;HzP“*JDQj(n)
=0

On en déduit la formule de récurrence pour les polynémes.

On a ZNDQO(X) =0= —ﬁQO(—X — 2). Soit p € N* et supposons que le
lemme soit vérifié pour Q); avec j < p —1. On a alors :

DRY(-X =2 = by | (X7 = (X + 2!

p—1 .
— 2 Cp2PIDQ; (X - 2)]

p=1 .
= e | (AP - (X2 j;o C§+12p+1_JDQJ’(X)]

= —DQ,(X).

On en déduit par récurrence que le lemme est vérifié.
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Proposition 4.1.5 Soit w € W, P, se prolonge de fagcon unique en un
élément de P que nous noterons encore P,,. Pour s; une réflexion simple,
DaiPw = Pw*si’

Preuve :
e Montrons, tout d’abord, que, pour tout w € W, P, se prolonge de fagon
unique en un élément de P que nous noterons encore P,.

On a P;(A\) = 1 pour tout A € P. Or P est Zariski-dense dans h* donc P; se
prolonge de fagon unique sur h* en P; = 1 élément de P. Le polynéme de
Demazure est donc dans P pour I’élément de longueur 0.

Soit k € N* et supposons le résultat vrai pour les éléments de longueur
inférieure ou égale a k. Soit w’ € W de longueur k + 1, w’ s’écrit ws; avec
w € W de longueur k et s; une réflexion simple. Montrons que, pour tout
A€ P, Dy, Py(A) = Py (N).

Soit A € P. Si \; >0, alors on a :

Py (\) = SpDyDse* =Sp(Dye? + ...+ Dyesit)
= Py(A)+...4 Py(si\) = Dy, Pu(N).

Si\; < —1, on a alors :

Py(\) = SpDyD,e = —Sp Dy Dy, e5N
= —(PM(SZ)\ - O[Z') + .o+ Pw()\ + az))

Or —(Py(siX — ;) + -+ + Py(A + a;)) = Dq, Py(X). En effet, pour A fixé,
introduisons le polynome Q (k) = (/\—i— ’az) Pour p1 € h* tel que p; > 0
ona:

Hi
Do, Pu(p) = kZOPw(M—kaz‘)

i
= > Qui — 2k)
k=0
= DQ(u;).
On en déduit que, pour tout pu € P, Dy, Py(u) = DQ(1;). Done, par le
lemme précédent, on a :

Do, Pu(A) = DQ()‘z)

_DQ( )‘z )
—Do,; Pu(siXh — ;)
= —(Py(siA —a;) + -+ Py(A+ o))

D’ou Dy, Py(A) = Py (A) pour tout A € P.

On en déduit que I'application A — P,/(\) est une application polynomiale
sur P a valeur dans C, invariante par translation de vecteur ¢d, pour ¢ € C.
Comme P est Zariski-dense dans h*, P, se prolonge de facon unique sur h*
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4.1. Opérateur D

en un élément de P que ’on note encore P, .
Par récurrence, on en déduit le résultat pour tous les élements de W.

e Soit w € W et s; une réflexion simple, soit A € PT. Si w * s; = ws;, alors
on a Dy, Py(N\) = Pys,; (A) par le point précédent.
Si w * s; = w, alors w s’écrit de fagon réduite w = us;,

= Sp(DyDs,e* + ...+ DyDg,e5?).

Pour u € P*, on voit que Dy el % = —Dg eSi*. En utilisant cela pour
p=\—ka; avec k € [0, E((\,a’)/2)], ou E(z) est la partie entiere de z, on
obtient Dg,e*~% + ...+ Dy e** = 0 d’ott Ds, Py(A\) = Sp Dy Ds,e* = Py, (N).
Donc Dy, Py(X) = Pyus,(A) pour tout A € PT. On en déduit que Dy, P, =
Py«s; pour les polynomes prolongés.

O

Corollaire 4.1.6 Pour w € W et A € P, P,(\) est égal a la spécialisation
du caractére réel Dye.

Proposition 4.1.7 Soit w € W, et s;, ...s;, une expression réduite de w.
Alors, pour tout PP et A€ P,

Da,, -+ Doy P(A) = > myu(N)P(p),
neP

ot les my, () € Z sont définis par D,,-1e* = ZP my(A)et.
pe

Preuve : Montrons le résultat par récurrence sur la longueur de w. Pour
w = 1, le résultat est évident. Pour w = s; une réflexion simple, on voit que
les polynémes coincident pour A € PT on en déduit 1’égalité.

Soit k > 2, supposons le résultat vrai pour les éléments de longueur stricte-
ment inférieure a k. Soit w € W de longueur £ et s;, ...s;, une expression
réduite de w. Posons u = s;, ...s;,_,, alors £(u) = k — 1. Soit P € P et
A € P. Par hypothese de récurrence :

Day, | -+ Doy, PN =D mu(N)P(p),
pneP

ol les m,,(\) sont tels que D,,-1e* = ZP my(N)et et
JUS

Daikp(:u) = Z CV(M)P(V)a

veP
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CHAPITRE 4. POLYNOMES DE DEMAZURE

ol les ¢, (1) sont tels que Dy, e = 3 ¢, (u)e”. Alors :
veP

Dy, .- Doy, P(A) = Da, 3 mu(NP ()

nerP

= > mu()‘)DaikP(M)
neP

= > muO‘) > ()P (v),

neP veP
or,
A A
Dy-1e* = D, D,-1e

Dy, - mu(A)e!
neP

= > mu(A)Ds, et
HEP g

= 2 mu(A) X ape”.
neP veP
D’ou :
Dy, -+ Day, PO = Y 1(N)P(v),

ot les 7, ()\) sont tels que Dy, —1e* = > 7r,(\)e”.

veP
Od

Proposition et définition 4.1.8 Soit w € W, et s;, ...s; une expres-
ston réduite de w. L’opérateur Daik . 'Dail est indépendant de l’expression
réduite choisie. On définit D,, = Daik =+ Day, (attention a l’ordre).

Preuve : Soit w € W, et s;, ... s;, une expression réduite de w. L’opérateur
D,-1 étant indépendant de l’expression réduite choisie, grace a la propo-
sition précédente, on en déduit 'indépendance par rapport a I’expression
réduite de Dy, ... Dy, -

O
Attention : Comme pour les opérateurs de Demazure pour o € A, non
simple on a D, # D, en général.

Proposition 4.1.9 Soit a; une racine simple. Alors, Do, Do, = Do, -

Preuve : Soit P € P et A € P. Alors Dy, P(A\) = > mu(\)P(u), ou les
nepr

m,,(A) sont tels que Dy, e = EP my(A)et par la proposition 4.1.7. Donc :
pe

Do, Do, P(A) = Do, . mu(A)P(M)
neP

= 2 mu(N)Do, P(p)
neP

= 2 mu(A) X mu(p)Pv)

neP veP

= 2 (Z mu@)%(ﬂ)) P).

veP \ peP
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Or DaiDaie’\ = Daie’\ = > my(A)e” et
veP

Do, Dy,e* = Dg, Y. mu(N)et
neP

= > mu(A)Dg,e*
nepr

= 2 mu(A) 2 mu(p)e”

nepP veP

= <Z mu(/\)mu(u)> e”.

veEP \ neP

Donc my,(A) = > mu(A)m, (). On en déduit que :
pnepP

Da; Do, P(N) = Dy, P(N).
Ceci étant vrai pour tout P € P et tout A € P, on en conclut que

Doy De; = Do

Notons H l'algebre de Hecke a ¢ = 0 de W (voir page 20).

Corollaire 4.1.10 L’application

Hy — EndP
T, +— (=1)D,

est bien définie. C’est une représentation de l’algébre de Hecke de W a q = 0.

Preuve : L’algebre de Hecke Hy, peut aussi se définir par générateurs et
relations avec pour générateurs les Ty, pour s réflexion simple et pour rela-
tions, T2 = T pour s réflexion simple, ainsi que Ty, T, - - - = Ts,Ts, - - - avec
m termes de chaque c6té, pour s et sy deux réflexions simples distincts et
m l'ordre de s152 dans W s’il est fini (voir [10]).
Par la proposition 4.1.9, pour s une réflexion simple de W, on a (—1)Ds(—1)
Ds = —(—1)Ds. De plus, on déduit de la proposition 4.1.7 que pour s; et
s9 deux réflexions simples de W dont 'ordre m de syso dans W est fini,
(=1)Ds, (—1)Ds, -+ = (—=1)Ds,(—1)Ds, - - - (avec m termes de chaque c6té).
C’est donc bien une représentation de ’algebre de Hecke de W a ¢ = 0.

O
On montre facilement en utilisant la proposition 4.1.5 et la remarque 4.1.3
que :

Proposition 4.1.11 Pour w € W, P, = D,1 et deg P, = {(w).
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4.2 Polynoémes harmoniques

Soit V' un C-espace vectoriel de dimension k et soit vq,--- , v une base
de V. Notons x1,---,x; sa base duale. L’ensemble SV* est ’algebre des
fonctions polynomes sur V, il s’écrit SV* = Clzq, - -, zx].

Soit v € V. Notons 0, 'opérateur, de SV* dans SV*, qui a h € SV* associe

Oph(z) = lim Mz +tv) = h(:r)
t—0 t

Introduisons 'application canonique ¢, de V' dans ’ensemble des opérateurs

a coefficients constants, (C[— et qui & v associe J,. On peut

)
0.271’ ’ ka ’
vérifier que, pour u et v dans V, 9,0, = 9,0,. L’application se prolonge
0 0
— - ,=—|. Comme =
ox oxy, 0x;
Oy,, 'application est surjective. Pour des raisons de dimension (des sous-
espaces gradués associés) on en déduit que ¢ est bijective. D’ou SV =
0 0 }
axl’ ’ 8$k ’

donc en une application de SV dans (C[

Définition 4.2.1 Soit G un groupe agissant sur un C-espace vectoriel V.
Un polynoéme sur V est dit harmonique (par rapport a i) 8'il est annulé par
(S*V)G, I’ensemble des opérateurs différentiels, a coeflicients constants, sans
terme constant et invariant par le groupe G. Quand il n’y a pas d’ambiguité
sur le groupe et sa représentation on note H 1’ensemble des polynémes har-
moniques.

Remarque 4.2.2 L’action de G étant linéaire (STV)¢ = @ (SiV)G ou
1EN*
(SiV)G est ’ensemble des polynomes homogenes de degré ¢ invariants par

G. Donc H est un espace vectoriel gradué : H = @ H;, ou H; est 'ensemble
1€N
des polyndémes harmoniques homogenes de degré 3.

Remarque 4.2.3 Lorsqu’on considere ’action du groupe symétrique S;, sur

n
okn _ 0
oxk

=1 v

C"™, les polynémes harmoniques sont les polynémes h tels que

pour k € [1,n].

Proposition 4.2.4 Soit G un groupe fini agissant sur un C-espace vecto-
riel V de dimension finie. Soit f une fonction polynome sur V. On a les
équivalences suivantes :
1) Y(x,y) € V2, |Gl f(x) =Y flz +gy)

geG
2)VA € (STV)Y, Af =0 (i.e. f est harmonique).
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Preuve :
e Soit n € N, S’"V est un GL(V) module irréductible (voir [9] paragraphe
6.1.). Puisque {8 | v eV} (ou o = ) est une orbite dans S™V, pour

l'action de GL(V), elle engendre S™V.
Considérons 'application :

)

SV (S
dl—>%§

Pour d € (S”V) \G| >~ gd = d, Papplication est donc surjective. Comme

geG
n), pour v € V, on en déduit que (S+V)
engendré par les opérateurs Z 8gﬁ), pour v € V et n € N*.
geG

S™V est engendré par les a\

Soit f € SV* vérifiant 1). On a par la formule de Taylor :
Ve eV, f(zx+v) Z 8

Soit x,y € V et t € C,

M f@tgty) = D Y towf

geqG geG neN

- S

neN geG

= |G[f(2).

Donc Z t"( Z 8(”) = 0. C’est un polynéme en t égal au polynéme nul,
neN* geG
chacun de ses coefficients est donc nul. D’otl, pour tout n € N*, Z 857;) f
geG
= 0. Or, pourn € N* et y € V, la famille Z 8;2) est une famille génératrice

geG
de (S*V)¥ donc :

VA € (STV)Y, Af =0.
. ~ ;. * (n) —+ G
e Soit f un polynoéme vérifiant 2). Pour tout n € N* Zagy e(STV)

geG

donc Z 8(”)]” =0.

geG

Donc, pour tout z,y € V :
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d flatgy) = YD W f(x

geG geG neN

- Yo

neN geG

= Y o)

geG

= |G[f(2).

Introduisons le crochet de dualité suivant :

SV x Sv* — C
(A, P) = (A P),

ou (A, Py = AP(0) = > A;P; pour A = Y A; ou les A; sont les compo-

ieN ieN
santes homogenes de degré i de A et P = Y  P; ou les P; sont les compo-
€N

santes homogenes de degré ¢ de P. Seul un nombre fini de A; et de P; sont
non nuls, la somme est donc bien définie. On peut vérifier que le crochet est
non dégénéré.

Proposition 4.2.5 Soit G un groupe fini agissant sur un C-espace vecto-
riel V de dimension finie. L’ensemble H des polynémes harmoniques est la
cogébre duale de lalgébre SV/ < (STV)Y >. De plus dimH > |G|.

Preuve :
e On a:

H={feSV*|VAec (STV)Y Af=0}.
Notons I l'idéal engendré par (STV)“. Soit A € (STV) et f € SV*.

Comme le crochet est non dégénéré, on a :

Af=0 & (SV,Af)=0
& (SVA,f) =0,

Donc f € H si et seulement si (I, f) = 0. On en déduit que :
H={fesSV"[(l,f)=0}
On sait que SV est un module de type fini sur (SV)% (voir [33] pa-

ragraphe 2.1.) et que I N (SV)¢ = (StV)%. On en déduit que SV/I est
de type fini sur (SV)%/(StV)¢ ~ C, donc SV/I est de dimension finie.
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Comme SV/I est une algebre de dimension finie, on peut définir une struc-
ture de cogebre appelée cogebre duale sur (SV/I)* (voir [1] paragraphe 2.1.).

On a l'isomorphisme :
0 H — (SV/I)*
o frd=d ).
Sur SV* on a la structure naturelle de cogebre avec comme coproduit :
y . SV — SVFQR SV
o= i hi®a,

ou J est un ensemble minimal tel qu’il existe h; et g; dans SV* tels que
flx+y) =2 c;hi(x)gi(y) pour z,y € V. Et comme counité :

e: SV - C
f = f(0).
Soit f € Het Ae (STV)Y. Ona:
OAf = AR16f

= A®1Ziejhi®gi

= DicsAhi®y

OrAf=0donc A®1),.;hi®g =0.Dou) , ;hi®g cker(A®1) =
ker A® SV* (voir [4] paragraphe I1.3.6.) et ceci pour tout A € (S*V)¢ donc
Yicshi®gi € H®SV*. En appliquant 1® Aa) . ;hi®g € H®SV* on
montre que ) ;. ;h; ® g; € H®H. Donc 6 f € H® H. On en déduit que H
est une sous-cogebre de SV*. C’est la sous-cogebre duale de 'algebre SV/1.

e Soit M un sous-espace supplémentaire homogene de I dans SV, alors
SV = M@&I. Montrons que SV = (SVY)M. Pour cela nous allons démontrer
par récurrence sur n que S™V est la composante de degré n de (SV)GM .
Notons I = @,,cn In et M = @, .y My, les décompositions en sous-espaces
homogenes de I et M. Pour chaque n € N, S"V = I, & M,,.

Soit n € N* et supposons que pour tout k strictement inférieur & n, S¥V C
(SVE)M. Soit p € S™V, p s’écrit p = m + i avec m € M, et i € I,,, or

n

I, = Y (8*V)48" 2V donc i = 3. jaka avec j, € (S*V) et k, € STV
a=1 a=1

Or n — a < n donc par hypothese de récurrence S"~*V C (SV¥)M. Donc p
est dans (SV)%M. D’oli, par récurrence, SV = (SV)9M.

Notons K le corps de fraction de SV. Par la théorie de Galois dimye K =
|G|. Comme K = K%M, on a donc dim¢ H = dime M > dimye K = |G|.
g
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Corollaire 4.2.6 Soit G un groupe fini engendré par des réflexions, agis-
sant sur un C-espace vectoriel V' de dimension finie. Alors, l’ensemble 'H
des polynomes harmoniques est un espace vectoriel de dimension |G)|.

Preuve : En utilisant la proposition précédente et le fait que SV est un
module libre sur SV de rang |G| (voir [28] paragraphe 4.2.5.), on en conclut
que H est un espace vectoriel de dimension |G|.

Od

4.3 Propriétés des polynomes de Demazure

4.3.1 Type fini

Prenons ici g une algebre de Kac-Moody de type fini. Notons H les
polynémes de P harmoniques pour le groupe W.

Proposition 4.3.1 Pour w € W, les polynomes P, sont des éléments de

H.

Preuve : Soit w € W. Pour montrer que P, est harmonique par rapport a
W on sait, par la proposition 4.2.4, qu’il suffit de montrer que :

W|Py(A) = > Pu(A+vp)  pour Apu€h
veW

Comme P, est un polynome, il suffit de montrer cela pour A, u € P. Prenons
donc A\, p € P.On a :

Z Dwe)\Jrv,u — Dw(e)‘ Z ev,u)

veW veW

car Dy, est linéaire. Or ), _y;, € est invariant par W, donc :

D Dy = (3 e")Dy(ed).

veW veW

En spécialisant, on trouve :

D Puh+op) = (D) PN = [W[Pu(N),

veW veW

d’ou le résultat.
Od

Proposition 4.3.2 Les polynomes P,,, pour w € W, forment une base de

H.
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Preuve : Supposons que les P, ne soient pas linéairement indépendants.
Soit Y cw @wPw = 0 une relation non triviale. Posons S = {w € W | ay, #
0} et £(S) = max{l(w) | w € S}. Parmi toutes les relations non triviales
choisissons en une telle que £(.S) soit maximale et prenons wy € S un élément
de longueur maximale dans S.

Si wy # wo, il existe une réflexion simple s; telle que ¢(wys;) > ¢(w;y). On

a
OZDai Zawpw = Zawpw*si-

wES weS

Par définition de S la relation ) ¢
de Py, «s; est ay, 7# 0, c’est absurde.
Si wy = wo, le degré de P, est strictement plus grand que le degré de P,
pour w #* wy. Son terme dominant ne peut donc s’annuler avec aucun autre
terme. C’est absurde.

Les P,, pour w € W, sont donc linéairement indépendants. Par le corollaire
4.2.6 on sait que H est de dimension |WW|. On en déduit qu’ils forment une
base de H.

@y Pyss; = 0 est triviale, or le coefficient

|

4.3.2 Type affine

Prenons ici g une algebre de Kac-Moody de type affine. Nous reprenons
les notations de la partie 2.1. Le groupe W? C W agit sur h** @(Cs @ CAy)
en agissant de facon usuelle sur h%* et de facon triviale sur C6 @ CAg. Notons
H les polynémes de P° harmoniques par rapport & WP,

Proposition 4.3.3 Pour w € W, les polynéomes Py, sont W°-harmoniques.
Soit [ € C. Les polynomes Pyjg-1, pour w € W, sont des éléments de H[l] =

{Sken *Rr(X°) | Ry € H}.

Preuve : Soit w € W. Pour montrer que P,, est WO-harmonique, on sait
par la proposition 4.2.4, qu’il suffit de montrer que :

WO P,(A) = > Pu(A+wp)  pour A€b*etpebh™
veEW?O

Comme P, est un polynome, il suffit de montrer cela pour A € P et p € PP,
Prenons donc A € Pet € P% On a:

Z Dwe)\-‘rvu :Dw(e)\ Z evu)

veW?O veW?o

car D,, est linéaire. Or ) 110 e’ est invariant par WY, de plus, en exposant
il n’y a que des poids de niveau 0, en considérant les caracteres réels c’est
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CHAPITRE 4. POLYNOMES DE DEMAZURE

donc stable par W, d’ou :

D Dy = (> €")Dy(e).

veWwo veW?O

En spécialisant, on en déduit que P,, est W°-harmonique.
Soit I € C. Si A € h*, on peut Iécrire :

P’LU()‘) = Z lkRk()\O)a

keN

ou seul un nombre fini de k intervient et ou les R sont dans H.
O

Corollaire 4.3.4 Soit w € W. Soit | € C et A\ € h*. Le polynéme P,
s’écrit, de facon unique, sous la forme :

Pu(N) = Y Qu(PIN),

veW?O
ot les Q, sont des polynomes.

Preuve : Reprenons les notations de la démonstration ci-dessus. Les poly-
némes P?, pour v € W, forment une base de H, donc pour k& € N, le
polynome Ry s'écrit Ry = Y. ay, P, avec ay, € C.
veW?O0
D’ou, en posant Q,(l) = > akwlk, on obtient :
keN

Py(N) = ) Qu()P(N).
veW?O

a

Définition 4.3.5 On définit 'ordre de Bruhat faible sur W, noté <,
en posant pour x,y € W, x <y y s’il existe un u € W tel que y = u * .

Remarque 4.3.6 x <; y équivaut a, il existe k € N et s;,---,s;, k
réflexions simples de W telles que y s’écrive de fagon réduite y = s;, - - - 54, .

Définition 4.3.7 Soit w € W, P, s’écrit P,(\) = Y. Qu(1)P?(A\°). L’en-
ueWo
semble Supp P, = {v € W? | Q, # 0} est appelé le support de P,.

Proposition 4.3.8 Soit w € W, posons w = yxr oy € {u € W | Vi €
[1,7], us; > u} et x € WO Alors Supp P, C {v € WO | z <; v} et
x € Supp Py.
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Preuve : Soit w € W, w s’écrit w = yz avecy € {u € W | Vi € [1,7], us; >

u} et ¥ € WO, Soit [ € C, et A € h*..

e Montrons que Supp P, C {v € WY | z <; v}. Par le corollaire 4.3.4 le po-

lynome P, s’écrit Py(\) = Y. R,())P2(\°) ol les R, sont des polynomes.
ueWwo

De plus, soit R un polynome en une variable, P un polynéme en r va-

riables et a; € T1°. 1l est clair que Dy, R(1)P(\°) = R(I)D,, P(A°). Et donc,
Py(A) =D Py(N) = Y. Ry(1)P%,(A\%). On en déduit que Supp P, C {v €
ueW?o

WO |z <jo}.
Montrons maintenant que 1 € Supp P,,.

e On sait que P, s'écrit Py(\) = > R,(1)P2(\°) avec R, € C[l]. Nous
ueW?o
allons montrer que, pour tout u € W, deg R, P? < ((y).
On sait que deg P, < {(y), donc deg >, R,P. < {(y). Considérons ces
ueWO
polynoémes commes des polynémes en A, ---, A, dans C(l), on sait que le
degré de Pgo est strictement plus grand que celui des autres polynomes P)
pour u # wp. On en déduit que le terme dominant de R, Pgo (comme un
polynoéme en r + 1 variables) ne peut s’annuler avec aucun autre terme, et
donc que deg Ry, P), < {(y). D'oudeg 3. R,P) < {(y).
£(u)<l(wo)
Soit n un entier non nul et supposons que deg > R, P < {(y). Soit
L(u)<l(wo)—n
v € WO de longueur £(wg) —n. Alors il existe s;,, - , s;, n réflexions simples
telles que vs;, - - - 55, = wp. De plus, pour tout v’ € WY différent de v et de
longueur inférieure ou égale & £(wp) —n on a v's;, -+ - 8;, < wo.
Par la remarque 4.1.3, on sait que degDs, ..s;, > R,PY < U(y) +
£(u)<l(wo)—n
n c’est-a-dire deg > R,P.. ... < l(y)+ n. Comme on I'a vu
0(u)<C(wo)—n hom
précédemment le terme dominant de RUPB,0 ne peut s’annuler avec aucun
autre terme et donc deg R, Pp < {(y) +n. D’ott deg R, P) < {(y).
En faisant de méme avec les autres éléments de longueur ¢(wy) — n, on en
déduit par récurrence que pour tout u € WY deg R,P) < /(y) et donc

deg Ry, < £(y) — £(u).

e Montrons que 1 € Supp P,. Supposons que ce n’est pas le cas. Comme

y € {u € W |Viel[lr],us; > u} on sait que ywy est réduit i.e. que

U(ywo) = £(y) + £(wo) (voir [14] paragraphe 1.10.). D’ou deg Py, = £(y) +

((wp). D’autre part Py,, = Y. RyPQ, . Or deg R,PY = deg Ry, + {(wp) <
ueW?o

l(wo) + L(y) — l(u) < L(wg) + L(y) —1 si 1 ¢ Supp P,. Clest absurde.

Donc 1 € Supp Py. De plus on en déduit que deg RlPB,O = deg Py, donc
deg Ry = {(y).
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CHAPITRE 4. POLYNOMES DE DEMAZURE

Comme P, = D,P, = D, Y. R,P? = > R,P,, on en déduit que
ueWo ueWo
x € Supp Py.
a

Remarque 4.3.9 Dans la démonstration précédente on voit, en conservant
les mémes notations, que deg Q, = ¢(y).

Proposition 4.3.10 Soit [ € C, les polynomes Py, pour w € W, en-
gendrent HJl].

Preuve : Soit [ € C. Soit E le sous-ensemble de H[l] engendré par les
polynomes Pw“]*z, pour w € W.
Soit k un entier. Prenons y € {u € W | Vi € [1,r],us; > u} de longueur k
(un tel y existe bien). Alors Polprt = QPu, ot Q est un polynome en [ de
degré k. Ceci étant vrai pour tout entier k, on en déduit que C[l]P) C E.
Soit n un entier non nul et supposons que pour v € WY de longueur stricte-
ment plus grande que £(wg) —n on ait C[I]P? C E. Soit v € W de longueur
l(wp) — n et soit k un entier. Prenons y € {u € W | Vi € [1,r],us; > u}
de longueur k. Alors P g = Qu,P? + Y s QuP? et Q, est de degré k.
Par hypothese de récurrence on sait que Y.,., QP € E. On en déduit
que Q,P? € E. Ceci étant valable pour tout entier k, on en déduit que
Cl)P? C E.
Donc pour tout v € W° C[l|P) Cc E. Comme les polynémes P?, pour
v € WY, engendrent H, on en conclut que E = H][l].

O

Remarque 4.3.11 En revanche les Pyyjget, pour [ dans C et w dans W,

ne sont pas linéairement indépendants dans H[l] en général. En effet, on

verra plus loin qu’ils ne sont pas distincts (par exemple P, s s 5055505150 =
1

Psysos152s3505155 dans AA(L ))-
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Chapitre 5

Type fini

Nous travaillons, ici, dans des algebres de Kac-Moody de type fini. Pour
le type fini les opérateurs et polynéomes de Demazure fournissent des bases
intéressantes. Nous allons démontrer, en effet, que les opérateurs de Dema-
zure forment une base du Z[P]-module des endomorphismes de Z[P] inva-
riants par Z[P]". Les polynomes de Demazure, quant & eux, sont une base,
sur Z, des polynémes sur h*, harmoniques pour le groupe de Weyl, a valeurs
entieres relatives sur P.

Dans tout ce chapitre g est une algebre de Kac-Moody de type fini. On
note de fagon usuelle ses éléments associés : W son groupe de Weyl, P son
réseau de poids....

5.1 Quelques Propriétés
Définition 5.1.1 Soit ;€ P. On définit la translation :

T,: Z[P] — Z[P]
U —  etu.

Lemme 5.1.2 Soit s, une réflexion de W de racine o et soit A\, € P.
Alors, DT, s’écrit :

DaTue/\ = (Dyet — 65““)6/\ + %MD, e
Preuve : Soit A\, u € PT,
DCMT,LLeA — €>\+M + . + e/\+$aﬂ+0£ + e)\"rSaM + . _'_ eSa>\+5a,U4
= (Dget — e*)er 4 et Dyel.

Ceci étant une égalité entre polynémes en e, on en déduit I'égalité pour
tout A\, u € P.

|

63



CHAPITRE 5. TYPE FINI

Proposition 5.1.3 Soit w € W et u € P. Alors, D, T, s’écrit :

DT =Y (Y @)Dy,

veW  peP

v<w
ot les coefficients a, ,(p) sont dans Z et seul un nombre fini d’entre eux est
non nul.

Preuve : La propriété est vérifiée pour w de longueur 1 par le lemme
précédent. On en déduit facilement le résultat par récurrence.

O
En spécialisant, on trouve :

Corollaire 5.1.4 Soit w € W et A\, € h*. Alors :

Pw()\ + M) = Z bv,,upv()\)a

veW
v<w

avec by, € Z.

De la méme facon on peut montrer que :

Proposition 5.1.5 Soit w € W et p € P. Alors T,,D,, s’écrit :

TuDuw =Y Do( D dl,(iTy),

veW veP
v<w
ou les coefficients al (1) sont dans Z et seul un nombre fini d’entre euz est
)
non nul.

Remarque 5.1.6 Jusqu’ici les résultats sont aussi valables pour une algebre
de Kac-Moody affine.

Lemme 5.1.7 Soit 6 la plus longue racine de g. Posons l’ensemble J = {i €
[1,7] | (0, %) =0} et wy I’élément de longueur mazimale dans < sj, j€J >,
alors wg = spwj.

Preuve : Soit w = spwy, comme sp € {u € W | Vj € Jyus; > u} et
wy €< 84,5 €J >, écriture est réduite i.e. £(w) = £(sg) + ¢(wy) (voir [14]
paragraphe 1.10.). Soit ¢ € J, alors wya; = —aj ot j € J et donc spwjoy =
—aj. Donc wo; € A™. Soit 4 ¢ J, alors wyo; = oy + Zjeijaj, donc
spwya; = wyo; — (o, 0VY0 < wya; — 6 < 0. Donc wa; € A™. D’oll w envoie
toutes les racines positives sur des racines négatives. Donc w = w™! = wy
(voir [14] paragraphe 1.8.).

O
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Proposition 5.1.8 Soit w € W ett € Z. Alors :

DT = Z (Z a'/11,7y(t)TV> D,

veW veP
v<w<sg*v

ot les coefficients al, ,(t) sont dans Z et seul un nombre fini d’entre euz est
bl
non nul.

Preuve : Grace au lemme précédent on sait que w € W g’écrit, de fagon
réduite, w = w'u avec v’ < sp et v < wy. Puisque v €< sj,j € J >,

D,Tyy = TipD,. D’autre part, on a DyTg = Y < > aw,(t)T,,) D,, oll les
UEW/ veP
coefficients a, ,(t) sont dans Z et seul un nombre fini d’entre eux est non

nul.
Donc :

DTy = Dw’TteDu: Z (Zyepav,u(t)Tu) D,D,
veW
v<w!

= ZW (ZueP a%V(t)Tu) D'U*u

ve
v<w!

et on a bien w = w' * u < 89 * vV * u.

En spécialisant on trouve :

Corollaire 5.1.9 Soit A\ e bh*, we W ett € Z,

Py(A+10) = D U, PN,

veW
v<w<sg*v

avec b, , € Z.

5.2 Endomorphismes de Z[P]

Le résultat du théoréeme 5.2.4 se rapproche d’un résultat connu dans le
cas des corps (voir [2] paragraphe IV.1.) :

Théoreme 5.2.1 Soit K un corps, L une extension galoisienne de K de

groupe de Galois G. Alors, K = LY et EndgL est isomorphe au produit

croisé de L par G, L(G), ot L(G) = {)_ lgg | Vg € G, lg € L} muni du
geG

produit Y lgg > mph = Y lgg(mp)gh.
geqG heG g,heG
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Définition 5.2.2 Soit w € W. On pose A, = {a € AT | w™(a) < 0} et
A, sera appelé 'ensemble des inversions généralisées de w.

Nous étudierons cet ensemble dans la partie 6.3.

1
L 5.2.3 P e W, D, = D
emme our w w HaeAw(l — eo‘) <w + Z Ay U>

avec a, € Z[P).

Preuve : Nous allons démontrer ce lemme par récurrence. Le résultat est
évident pour 1, I’élément de longueur 0.
Soit w = s, une réflexion simple. Soit A € P. Alors D;, = D, et :

D N e)\ — So - 6>\ 6)‘ _ esa)\—a esa)\ o eA—i—a

e o = e

@ 1—e @ 1—e @ 1— e~
1

Donc D, = ﬁ(sa —e*Dy), on a bien A;, = {a} et e* € Z[P] d’ou le
—e€

résultat pour les éléments de longueur 1.

Soit n € N*. Supposons le résultat vrai pour les éléments de longueur n.
Soit w € W de longueur n + 1. Alors w s’écrit de fagon réduite sous la
forme w = s;w’ avec f(w') = n et s; une réflexion simple de racine «;. Par
hypothese de récurrence :

1
Dw/ = wl + ava 5
Moa (0 e+ 2 ab)

v<w’

avec a, € Z[P]. Alors :

Dg.oy = Do, Dy

= 7 jeai (Sa; Doy — €¥1Dyyyr)
1 1 , o

= T o [si (HaeAw,(l s (w + vgw:/ ava)> —e€ ZDw/]
1 1 , o

= T [HagAw,(l ey (siw + Ug/ avsiDU> —e ZDw/]

1 /
= =) HaesiAw/(l ey siw’ + (vgl ays;iDy—

e H (1 —€%) | Dy

Q€S A,
Par hypotheése de récurrence a, € Z[P] pour v < w' et s; s'écrit s; =

(1 — e%)D,, + €% Dy donc > ays;D, s'écrit > al D, avec al, € Z[P].

v<w’ v<w
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Donc :

Z ays; Dy — e H (1—e*) | Dy = Z by Dy,

v<w! N v<w
avec b, € Z[P]. D’autre part :
Agw = {a€ AT | (siw') ta <0}
= {a e AT | w'lsa < 0}

= {a € AT [sia<0et w'ls;a <0}U
{a € AT | s;a >0 et w'™1s;a < 0}

= {Ozz} U (SiAw’ N A+>
= {a;} Us; Ay car s;w’ est réduit

Donc D,, =

w~+ by,D,) avec b, € Z[P]. D’ou le résultat
HaeAw<1 — e) ( 1;} v v) v

par récurrence.
O

Théoreme 5.2.4 Soit W le groupe de Weyl associé a une algébre de Lie
simple de dimension finie et P son réseau de poids. On a :

Endypw(Z[P]) = @) Z[P] Dw = € Du Z[P].
weW weWw

Preuve :
e Posons :

L= Endypw(Z[P)) L'=) Z[Plw et L'=Y Z[PDy.
weW weW

Notons L le corps des fractions de Z[P] et K = L. D’apres le théoreme
5.2.1, les w € W sont linéairement indépendants sur L (donc sur Z[P]). De
plus, par le lemme précédent on voit que la matrice de passage des D,, aux
w est triangulaire en prenant un ordre des lignes et des colonnes compatible
avec 'ordre de Bruhat. Les D,, sont donc linéairement indépendants sur L et
donc sur Z[P]. On en déduit que L' = @ Z[Plw et que L = @ Z[P]D,,.

weW weW
eOnadeplus £"= @ Z[P] Dy = @ Dy Z[P]. En effet, soit w € W et
weW weW
m € Z[P], m s’écrit m = 3 cxe? ot les ¢y sont dans Z et seul un nombre

AEP
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fini d’entre eux est non nul. On a :

Dy Y eI = ) enDyT)
AEP AEP

= Z Cx Z (ZyeP av,l/()‘)Tv)Dv

AeP v<w

= > (X C)\av,,,()\)T,,)DU

v<w V,AEP

d’apres la proposition 5.1.3. Donc @, .y Dw Z[P] C @,y Z[P] Diy.
En utilisant la proposition 5.1.5 on montre I'inclusion inverse, d’ou 1’égalité.

e Nous voulons démontrer que £ = £”. On remarque que £ et £” sont inclus
dans L. Nous allons chercher le déterminant d’une matrice de décomposition
d’une base de £” dans une base de L. Pour cela nous allons calculer le
déterminant d’une matrice de décomposition d’une base de £’ dans une
base de L” et le déterminant d’une matrice de décomposition d’une base de
L' dans une base de L.

e Calculons det,»L'. Dans les bases (w)yew et (Dy)wew, la matrice de
décomposition de £’ sur L” est :

*
HOLEAw(l - ea)
0 v,weW
Donc :
detpn L/ = H H (1—e€%)
wWEW aEAyw
= H (1—e)NV@ avec N(a)=|{weW | ae Ay}
aEAT

L’involution de W qui a un w associe w = wwy est telle que, pour chaque

w e W, A, et Ag réalisent une partition de A™. Soit o € AT, pour chaque
w € W, a appartient soit & A, soit a Ay, donc N(a) = ‘QM
Donc :

@

det,n L = H (1—e%)

acAt

On voit notamment que det,» £ est de la forme > cye* avec 0 < A < |[W|p
AeP
et cog =1, wp = +1.
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e Etudions maintenant det,L’.
Pour v € W, soit Dg, = {i € [1,n] | v"la; < 0} = {i € [1,n] | s;v < v},
c’est I’ensemble des descentes a gauche de v. Posons A, = Z A ete, =

’ieng
exp(vIA,).
D’apres [31], on sait que Z[P] = @ Z[P]Ve,. Soit &, : Z[P] — Z[P] 'appli-
veW
cation Z[P]"-linéaire définie par €, (e,) = 0y . On a alors, £L = @ Z[P]é,.
veW

Dans les bases (w)yew €t (€y)wew, la matrice de décomposition de £’ sur
L est donc :

w(ey)
v,weW
Regardons la colonne v pour v € W. Les termes apparaissant dans la co-

lonne v sont les exp(wv~tA,) pour w € W, c’est-a-dire les exp(wA,) & per-
mutation pres. Les éléments de la colonne v sont donc de la forme e*

NePetwphy <A< Ay Or Y Ay = 3 N(aw) _@ZAFWQLIP

avec

veW =1
et wg Y. Ay = |W|p D’ou det L' est de la forme Y bye* avec — W |p <
veW AEP
w
A< | ! Ip

On a d’autre part :

det, L = Z H (v

pEBij(W) veWw
=Y c@enl(Y ),
peBij(W) veW

ou Bij(W) est l'ensemble des bijections de W et £(p) est la signature

de . Or, pour p € Bij(W), > o@v A, < Y A, = M2|p et on a
veW veW

égalité si est seulement si pour tout v € W, p(v)v~'A, = A, c’est-a-dire si

w(v) € (Stab Ay)v ot Stab A, est le stabilisateur de A, dans W. Or, on voit

que Stab A, =< s;,i ¢ Dg, >. Comme v € {u € W | Vi ¢ Dg,, sju > u},

on en déduit que les éléments de (Stab A,)v sont supérieurs ou égaux a v.

Donc > ¢(v)v~tA, = |W|p implique que pour tout v € W, ¢(v) > v. La

veW
seule bijection réalisant cela étant l'identité, on en déduit que b‘w‘ =1.
On démontre, de méme, que b _ wi, = = =1, la seule bijection permettant
2

d’obtenir ce terme étant p(v) = wov.

e On a L£"” C L donc det,L" € Z[P]. De plus det,L" = det L"det L', donc
det,L"det,n L = det L.
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Les termes dominants apparaissant dans det;L’ sont les termes dominants
de det » £ multipliés aux termes dominants de detzL”. Or det L' et det L’
ont un unlque terme dominant, il en est donc de méme pour det,L”, notons
le m,e. On a 'égalité exp(| | ) = Emy, exp(Ag) exp(|W]p), d'ot my, =

+let Ay = —% p. En faisant de méme avec les termes minorants, on montre
que det,£” a un unique terme minorant et qu’il vaut :l:exp(—'—V;/'p). D’ou

deto L = + exp(—@ p), ¢’est un élément inversible de Z[P]. On en déduit
que £ = L", ¢’est-a-dire que :

Endypw (Z[P]) = €D ZIP1Dw = €D DuZ[P]

weWw weW
Od

5.3 Polynémes harmoniques a valeurs entiéeres re-
latives

Soit ‘Hz ’ensemble des polynémes harmoniques prenant des valeurs en-
tieres relatives sur P.

Théoréme 5.3.1 On a :

Hy = @ Z.P,,.

weWw

Preuve : Montrons que, pour w € W, le polynome P, est dans Hy. Soit
w € W, on sait que pour A € P*, P,(\) = dim E,(\), donc P,(P*) C N.
On en déduit (en résolvant un systeme linéaire) que P, est un polynome a
coefficients dans Q, il existe donc un entier non nul m tel que mP,, soit un
polynéme & coefficients dans Z.

Soit (z1,---,xy) € Z", il existe (zf, -+ ,a]) € N" tel que (z1, -+ ,2,) =
(@), ,al) mod m. Donc mPy(x1, -+ ,xn) = mPy(z}, - ,2]) = 0mod m
car Py(z}, - ,2)) € Z. Donc m divise mP,(x1,- - ,xy). On en déduit que
Py(z1, -+ ,2n) € Z d’o0t Py(P) C Z. Donc P, € Hz. D'ott @, ey ZPy C
Hz,.

Réciproquement, par [11], on sait que les polynomes z — P, (z +
w~'Ay), pour w € W, forment une base de Hz. Or, par le corollaire 5.1.4,
on sait que, pour (A, ) € P2,

PN+ 1) Z by uP ) avec by, € Z.
veW

D’apres [21] paragraphe 7, on sait méme plus précisément que :

wo (A ) Z vao (),
veW
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5.3. Polynomes harmoniques a valeurs entieres relatives

oit Ry(n) = (~1)!) 32 (~1)A P, (p).

u<v
Donc x — Py, (x +w™tA,) appartient & @ ZP,. D'ott Hz C @ ZP,.
weW weW
On en conclut que :
Hy = @ Z.P,.
weWw
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Chapitre 6
Type si(n)

Dans ce chapitre nous étudions les caracteres réels et les polyndémes de
Demazure pour une algebre de type Aﬁl). Il n’existe pas de formule explicite
donnant le polynome de Demazure pour tout élément du groupe de Weyl.
C’est pourquoi, nous définissons un ensemble £ de W sur lequel nous ob-
tenons une formule explicite. Dans le cas des algebres de petit rang, nous
sommes méme en mesure d’en déduire les polyndémes pour tous les w dans
W ayant comme descentes a droite toutes les réflexions simples sauf une.
Nous caractérisons, ensuite, les éléments de £ a l’aide de leur ensemble d’in-
versions généralisées et de leur écriture sous la forme zt, avec & dans W et
t dans T'. Enfin, nous calculons la densité de £.

Dans toute ce chapitre g est une algebre de Kac-Moody de type Aﬁxl).
Nous noterons W, P, ..., les éléments associés et les indices de 0 a r.

Pour ¢ dans [0,7], en enlevant la i + 1° ligne et la i + 1° colonne de la
matrice associée a g, ce qui revient a “enlever” la i° racine, on obtient une
matrice de type A, (que l'on note aussi sl(r + 1), c’est pourquoi on note
souvent sl (r+1) les algebres de type A,(ﬂl)). Nous noterons avec un exposant
i les éléments associés & cette algebre finie (g¢ I’algebre, W' son groupe de
Weyl ...). Nous noterons w; I’élément de longueur maximale dans W*. Pour
simplifier nous considérons les indices modulo r+1, c¢’est-a-dire, par exemple
que, pour k dans Z, & pr41) = Q-

Tous les caracteres considérés ici sont des caracteres réels.

6.1 Ensemble £ et calcul des polynémes pour les

éléments de £

Nous allons définir ici un ensemble de W pour lequel le calcul des ca-
racteres réels et des polynomes de Demazure est facile.

Définition 6.1.1 Nous noterons £ l’ensemble des éléments de W de la
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forme wj, * w;,_, * - * w;, avec k € N* et iy,--- i € [0,r]. Pour un
élément w de £ nous appellerons expression de w une écriture de la forme
Wi, * Wi, * -k w; avec k € N* qqy,--- i € [0,7] et i; # ij41 pour
jell,k—1].

On remarque que, pour i € [0,7], Dy, et P,, sont connus. En effet, soit
I € Z et A € P!, alors par la formule (2.1) (appliquée a g* au lieu de g° ce
qui ne change pas la formule car dans g toutes les racines jouent le méme
role), A s’écrit A = X+ 1A; + (X, A;)8. Donc Dy,.e? = Dy, e* A (ce sont des
caracteres réels). Par la proposition 3.4.2, on sait que Dwie/\ = elAtiie)‘l.
De plus, pour calculer Dwie)‘l on peut considérer que I'on travaille dans g’.
Or, dans g, By, (\) = L(\), Dy,e* est donc connu par la formule du
caractere de Weyl (c.f. théoreme 3.2.4). D’ou :

i, owewi E(w) exp(w(A + p'))
> wewi €(w) exp(wp?)

Dwie)‘ =e

Le polynome de Demazure est lui aussi connu :

HaEAH' <)\ +p, Oé>

sz(/\) = HaeAiJr <P, a>

= o (i + 1) Qi + DN + A2 +2)

oM F A F2)] [N A X 1))

Théoréme 6.1.2 Soit w € £ et w;, * --- * w;; une expression de w. Soit
leZ et \e Pl Alors :

i

Dwe)‘ = iy (Dwik eZAikﬂ) . (Dwi2 eZAzT> (DwileAh),
ou [’égalité est pour les caractéres réels et Aj» est la projection orthogonale
du poids fondamental A; sur §"* suivant CS & CA;.

Preuve : Soit [ € Z, A € Pl
e Soit w un élément de &, w;, *w;, _, *- - -*w;, une expression de w. Nous al-
lons calculer D,, par récurrence en utilisant notamment la proposition 3.4.2.

Par la proposition 3.4.4, on a :

A A
D,e* = Dwik --~Dw¢16 .

e Soit i € [0,7] et soit m € C[P"] invariant par toutes les réflexions simples

T
sp pour k # i (avec P' = P'n P! = (3. ZA;) N P'). Pour pouvoir faire
i=0
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6.1. Ensemble &£ et calcul des polynomes pour les éléments de £

un calcul par récurrence on cherche un poids p;—.; de niveau zero tel que
eti—im soit invariant par toutes les réflexions simples s pour k # j. Posons
fiej = L(Aj — A;) et vérifions que e/Y~A)m est invariant par toutes les
réflexions simples s pour k # j.

i et e sont invariants par tous les s, pour k # 1,7,
il en est donc de méme pour e d—2)p. Par conséquent, il nous suffit de

Les éléments m, e

vérifier que (X =Ai)m est invariant par s;. Onam = Z c, e’ avec ¢, € 7.

vep!!
Donc :
A=A (A=A Z o e’
vEP!
et
Si(el(Aj—Ai)m) _ el(A]-—Ai)+lcxi Z Cl,esiy
vepi
— A=A Z Corvla, € -
veP!
D’ott /A=A est invariant par s; si et seulement si ¢, = ¢g,—1q,. Or en tra-

vaillant dans h* /C6 on a s; = tisg, avec tiv = v + 10; et sp,v = v — (1,0 )0;
ot 0; est la plus longue racine de g'. Or sy, € W' et laisse donc invariant
m d’olt ¢, = cs, . Comme sur h*'/C6, sq,(v) = t; 'si(v) = s;(v) — 16; on a
Cog,v = Csy—lay- On en déduit invariance.

On peut maintenant calculer D,, :

Dw€>\ = Dw. ( .. (Dw €>\>>
il i1
= Du,, <ez(Aik_1—Aik)el(Aik—Aik_l) < N (DwﬁeA)))

= (Dwik el(Aik—lfAik)> elMix N1 (Dwik_1 ( . <Dwi1 ek)>> .

Or, par la formule (2.1) :

I(A -Ny) = l(A‘Z-k_1 — A )% +0A;, + ¢ avec ¢c € C

= lAE:_l + ¢d.

ik—1

AL Ak .
Donc Dy, e Dy, e *+=1. D’ou :

i
Dwe>‘ = (D“’ik elAik1> el(Aik_Aik—l) (Dwiki1 ( .. (Dwile)‘>>> ,

et par récurrence :

A A, Ak IA}2 A1
Dye” = ek Dwike Bt ) Dwgye ) | D, € .
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Théoréme 6.1.3 Soit w € € et w;, * wj,_, * -+ *w;, une expression de w.
Soit 1 € C et A € h*. Alors :

o Sir est pair :

1 k—1T1/2 b1
P = () IT(@ 071 = )P0, )

p=1

avec t; = |{j € [2,k] | ij — ij—1 = £i mod r + 1}| pour i < I.
e Sir est impair :

1 (=1
1 Py L §T/2
Py() = ( ) [T ((+p)(+r+1—p))=i st

r+1 =N it;
(14 5= P, )
avec t; = |{j € [2,k] | ij —ij—1 = +i mod r + 1}| pour i < "L

Preuve : Soit | € Z et A\ € P'. En spécialisant la formule du théoreme
précédent on trouve :

Pu(X) = I (Pas, (A7) Pary X,

7j=2
Or:
i B 0 r—i .
Pwij (lAzjfl) - (ZAzJ 1— 7,J )) H (l+p)
p=1 p=i+1

pour ¢ le plus petit représentant, dans [1,r + 1], des classes modulo r + 1
de ij,1 — ij et de —(Z'j,1 — ij) sl 75 ¢21 et :

[un

r—

2

[[+p)@+r+1-p)r,

p=1

1 7"—|—1 r+
l
17"...7“1(+ 2 )

P,, (ZA” ) =

15—-1

r4+1

sii = . D’ou le résultat.

a

Remarque 6.1.4 L’application qui a A associe P,, (lAZ’ _,) est un po-
lynome qui dépend uniquement du niveau de A, notons le Qiji;_,- On a
deg Qi; i;_, = (r+1—1)i ol i le plus petit représentant, dans [1,r + 1], des
classes modulo 7+ 1 de ij_1 — i; et de —(ij—1 — ;).

76



6.2. Calcul de polynémes pour certaines algebres

6.2 Calcul de polynémes pour certaines algebres

En utilisant une méthode analogue a celle utilisée pour démontrer les
théoremes 6.1.2 et 6.1.3, on peut calculer les polynémes P,,, pour w s’écrivant
sous forme réduite s;, - - - s;,€, avec e € £ ayant w;, comme terme de gauche
(et k petit).

Soit w € W s’écrivant sous forme réduite s;, ---s;, €, avec e € £ ayant
w;, comme terme de gauche. Soit j € [1,r] différent de ;. Notons r1 le
plus grand entier tel que i1, -- - ,i,, different de j, 72 le plus grand entier tel
que iy, +1, - ,ip, different de i1, r3 le plus grand entier tel que ipy41,- -+ ,irg
different de 71 et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on arrive a .
SoitleCet A€ P.Ona:

Dye* = Dy, ...s; Dee?

(el(Ail —Aj)el(Aj—Ail)DeeA

e (Do s 0) (300 p,3)
ONID, g, B A)) (D)

D <61(Aj—A¢1)Dsirlmsilel(/\n*/\j)>> (Dee/\)]

Sip
SigSiy
Si

Sig i 41

I
oS O O O

Sig " Sipg 41 Sirg Sip 41

et ainsi de suite en utilisant alternativement que D.e* est invariant par tous
les Dy, pour ¢ # i1 et que e!Ai=Ai) D e est invariant par tous les Dy, pour

i # 7, jusqu’a obtenir un produit de D.e* par un autre “caractere” que ’on
calcul. Puis on spécialise pour trouver P,.

C’est cette méthode que nous avons utilisée dans cette partie.

6.2.1 sl(2)

Pour sl(2), on retrouve le résultat de [25] :
Le groupe de Weyl de sl(2) contient deux éléments de longueur n > 0 :

+ _ . sy o= 4
Wy = Siy * " 8iySi avec i; = j + 1 mod 2
Wy = S, " SiySi;  avec i; = j mod 2

Ce qui correspond ici & w,": = Wi, * -+ ¥ W, ¥ W;; avec tj = j + 1 mod 2 et
Wy, = Wy, *k ek Wiy k wy; avec i = j mod 2. On en déduit que & = W.

Soit I € C et A € h*. Alors :

Pu()) I+ (X +1) siw=w! pourunk >1
ST+ DRI +1) st w = w, pour un k > 1.
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6.2.2 sli(3)

Pour sAl(3), on peut montrer que les éléments de W de la forme u * w;
avec j € [0,2] s’écrivent soit e, avec e € £, soit s;e, avec e € £, ayant comme
terme de gauche w;.

Pour I € C et A € h*. Alors :

I+1)(14+2) \* !
(%) Pu, (\)

siw=w; *---*w; pourun k >1

k—1
(1+1) (SN R, ()

si w = s;, w;, *---*w;pour un k > 1.

Py(A) =

6.2.3 sl(4)

A partir de sAl(4) il n’est pas aisé de trouver directement I’écriture de tous
les éléments de W de la forme u * wj, avec j € [0, 3], a partir des éléments
de £.

Pour les déterminer nous sommes partie d’un élément w de £ et nous avons
regardé ses descentes a gauche (grace au programme Cozeter), puis nous
avons étudié de la méme fagon les s;w pour i ¢ Dg,,.

Nous nous sommes arrété lorsque nous avons retrouvé un élément de £ ou un
élément s’écrivant de fagon réduite sous la forme ve avec e € £ de longueur
plus grande que I’élément de £ de départ. Il n’est pas évident, a priori, que
ce procédé ait une fin, ¢’est néanmoins le cas ici.

Le résultat obtenu est résumé dans la figure page 79. Pour simplifier nous
avons considéré que w € £, a wy comme terme de gauche et nous avons
écrit ¢ au lieu de s;. Sur chaque fleche nous avons indiqué la réflexion fon-
damentale que nous avons ajoutée. Enfin, nous avons calculé, pour chaque
élément, son polynome de Demazure.

Les éléments de W de la forme u * w; s’écrivent donc :

e avece €€,
alors pour \ € b, P,()\) = P.()\)
sie avece€eete=w;*x---,
alors our A € h*, P,(\) = (1+ 1)P.(N)
Si+18;¢ avececeete=w;*x- -,
alors pour A € h*!, P,(\) = §
Si+1Si—18;¢ avece € et e=w;*---,
alors pour A € h*!, P,(X) = (1 + 1)(1 4 2)(20 + 3) Pe())
SitoSi+18i—15;¢ avece€e et e=w;*- -,
\ alors pour A € h*, P(\) = 1(I + 1)2(1 + 2)?Pe())

({+ 1)1 +2)P(N)
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10w
P(A)=1(14+1)(142)Pu(})

lz
210w=w3z*w

P(\)=Pugsuw(N)

12310w=21w1 *w

P(A)=2(141)(142) Puy xw (A)

P(\)=Pu()\)

Ow
P(AN)=(+4+1)Pw(N)

—

— P

2310w

310w
(N)=2(1+1)(142)(20+3) Puw (A

/ \

0310w=wa*w

P(N)=73(1+1)?(14+2)* Pu(\) P(A\)=Puysw ()

)

02310w=2woxw

T

32310w=23w3*w

PA)=(+1) Pugxw(X) P(N)=2(1+1)(14+2) Puwgew(N)

30w
P(A)=1(14+1)(142)Pu(X)
lQ
230w=w1 *w

P(A)=Puy (N

$91qa8[e soure}19d mod sewoukod op MOTR) 7’9
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6.2.4 si(5)

Nous avons utilisé ici la méme méthode que pour gl(4) et nous avons
résumé les résultats obtenus dans les figures pages 81 et 82.
Pour simplifier, pour chaque élément nous n’avons indiqué qu'une seule fagcon
de l'obtenir et nous n’avons pas mis la réflexion fondamentale ajoutée. De
plus, nous n’avons pas indiqué les polynomes obtenus sur la figure, nous les
avons résumeés ici en écrivant ¢ au lieu de s; :

Pow(A) = (l + 1)Py(N)

Piow(X) = 31+ 1)1+ ) w(A)

Po1gw(N) = P340w( )=+ 1) +2)(1+3)Pu(N)

Pyiow(N) = ( D+ )(2l + 3) w(A)

Pr3gow(N) = P4210w( ) = + 1) +2)(1 +3)(3l +4)Pu(N)

P0410w()‘) = 12 (l + 1)(l + ) (l + 3)P O‘)

P21340w( ) P34210w()\) %(l + 1) (l + 2)2(l + 3)Pw()\)

Po13a0w(N) = (A) = 2*14(1 + 1)1 42)3(1 + 3) Py (M)

Po1340w(A) = Posaz10w(A) = iz (L4 1)2(1 + 2)2(1 + 3) (51 + 12) Py(X)

(A) = 5z + 1)1+ 2)%(1+3) (1 + 4)Py(N)

l

Posz10w

(
P1213400w(A) = Piza210w
(

Pazaziow(N) = 55 (14 1)2(1 + 2)%(L + 3) Py (N)
P1021340w(A) = Paozaz10w(A) = 023421011)()\) =+ 1)2(1+ 231+ 3)*Pu(N)
P0121340w()\) P0434210w()\) 144 (l + 1) (l + 2)2(l + 3)([ + 4)(2l + 3)Pw()\)

Pio2342100(A) = Progsaziow(N) = 15 (1 4+ 1)1+ 2)4(1 + 3)2 Py (N)
P410234210w()\) T(l + 1) ( ) (l + 3)2(7l2 + 281 + 24)Pw()\)
Posr023a210w(A) = 5 (L+ 131+ 2)4 (1 4 3)3 Py (N).

Nous remarquons que le polynome Pj19234210w €St le seul polyome calculé
ici dont les racines ne soient pas rationnelles négatives. Ses racines sont —1,
~2, ~3et —2+ Y7,
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Sw

voir figure page 82 l
345w

\ .

. / \ it
/

2345w=w1 *w

121345w 521345w 451345w=wa*w

5121345w 1521345w 4521345w=2wo*w

45121345w=2451w1 *w 35121345w=3251w1 *w 51521345w=1251w1 *w 41521345w=12w2*w

$91qa8[e soure}19d mod sewoukod op MOTR) 7’9



PN)=(+1)Puw(N)
15w

P(N)=3(+1)(142) Pw(N)

45w
c.f. p.81
215w /
3215w=w,*w /

415w

|
4215w

5415w
34215w /

54215w
534215w /434215w\> 234215w

154215w=ws*w
4534215w 1534215w=3ws*w 5434215w 1234215w=321w1*w  4234215w=234w4*w 5234215w
14534215w=43w3 *w 15434215w=1354wqxw  25434215w=2354waxw  45434215w=4354w4*w / 45234215w /15234215w

345234215w=432woxw ~ 545234215w=24354w4*w

41523421511}[ 215234215w=123ws*w 515234215w
/ \ =13251w1 *xw
2415234215w=1243w3*w 5415234215w 3415234215w

/ =1432wa*w
5124354w4*w 51243ws*w

51432wa *w 5143251w1 *w



6.3. Inversions généralisées d’un élément w de W

6.3 Inversions généralisées d’un élément w de W

Nous travaillons, dans cette partie, dans un cadre plus général, g sera une
algebre de Kac-Moody de type fini ou affine.

Rappelons que pour w € W, I’ensemble des inversions généralisées de w est

Ay ={a e AT |wl(a) <0}

Puisque >  «a = p—wp, 'ensemble A,, détermine entierement w. De plus,
aCAy

on voit facilement que A,, C A}. On sait que (voir [22] et [5]) :

Théoréme 6.3.1 Si g est de type fini un sous-ensemble L de AT est I'en-
semble des inversions généralisées d’un w € W si et seulement si :

e Sia,feLeta+peAalorsa+pel

e Sia,e AT\ Leta+pB€A alorsa+3e AT\ L.

Théoréme 6.3.2 Sig est de type affine un sous-ensemble L de AT est I’en-
semble des inversions généralisées d’un w € W si et seulement si :

e (est un ensemble fini inclus dans A,

e Sia,feLeta+pfeAalorsa+pel

e Sia,fe AT\ Leta+p€A alorsa+pe€ AT\ L.

Regardons plus précisément les ensembles d’inversions généralisées pour
les algebres de Kac-Moody de type affine 1.

Dans ce cas :
A={a+ké|acA® keZ}| J{(ké|kez}

et
At = | {a+kd | keNt ) |J {a+kS|keN.

aeAO+ aeAO-U{0}

Soit v € A, posons A, = AT N (a + Z6) de sorte que :

{a+ké|keN} siaeA
Aa: * . 07
{a+kd | ke N} siae A",

On a alors :

At = AUNS et Al = | A

IS aEAD

Soit w € W. Puisque A,, C A, on a :

Aw: U Awpu

acA0
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o Ay =Ag NA,.
Soit a € A notons w!(a) = B — 140 avec 3 € A et 7, € Z. Alors :

Aw,a = {a + ko | ke H5a<077"a - 5ﬁ>0]]}a

ol 0q<o = 1 si o < 0 et 0 sinon et dg~9 =1 si > 0 et 0 sinon.
Dans le cas ot w s’écrit sous la forme w = zty avec x € W% et A € Q¥ (ou
Q" est le réseau des racines de g°) on a pour a € A% :

(zty) ta =z a — (z) a)d.

Posons :
(z\, ) pour « € Ag
la) = B 0+1\ AO
(zA, @) —1 pour a € AT\ A,
Alors :
Aoty = (| {arts|o<t<tNU( U {—at+t8]0 <t < —t)).
aeA0 + €AY +

6.4 Etude de ’ensemble &£

Considérons & nouveau g de type sl (r+1).

Définition 6.4.1 Pour une expression wj, * w;, , * -+ * w;;, d’un élément
w de £, on appellera termes de w les w;,, -+, wj,.

Cette écriture d’'un élément de £ n’est bien sur ni unique, ni réduite.
Pour avoir une écriture réduite introduisons u; ; I'élément w;w; j, ol w; ; est
le plus long élément de < sg, k € [0,7] \ {i,7} >.

Alors w;, * w;, | k- kWi = Ujy 4, Uig,i; Wi OU la deuxieéme écriture est
réduite. En effet, par définition de u; ; on a

Wiy, * Wiy * 0ok Wiy = (uikvikflwik:ik—l) ¥ Wiy _q ¥ ¥ Wy,
Wig i1 * (wik7ik—1 ¥ Wiy _q ¥ - X wil)
Uy, , * Wy, 4 Kook Wiy

lk—1
= Uiy ¥ K Uiy 4y * Wiy

On a donc :
k
C(wiy, * wj,_, * -k w;, ) < Zg(uijyijfl) + L(wyy).
=2
D’autre part, on sait que :

k

(wj, *w;,_, *---xw;, ) = deg Pwik*wikfl*‘"*wil = Z deg Qij,ij,l +deg sz‘17
j=2

84



6.4. Etude de ’ensemble £

ol @i, i;_, est défini page 76.

Or l(ui;) = l(wy) — L(wij) = (r+1—|j—i])]j —i| = deg Qi ; et L(w;;) =
deg Py, - Il y a donc égalité dans l'inégalité ci-dessus. On en conclut que
I’écriture est réduite.

Définition 6.4.2 Pour un élément w de &, et w;, * w;,_, * --- * w;; une
expression de w, ’entier k sera appelé le nombre de termes de w, w;, sera
appelé le terme de gauche et w;, le terme de droite.

Nous verrons plus loin, au corollaire 6.4.7, que ces notions sont indépendantes
de I'expression de w. La définition a donc bien un sens.

6.4.1 Caractérisation des éléments de £ a I’aide de leur en-
semble d’inversions généralisées

Rappelons que, dans un groupe de Weyl fini de type sl(k+ 1), de racines
simples (1, -+, B, I’élément le plus long vy agit comme vo(5;) = —Brt+1—i-
En utilisant ce résultat dans des sous-groupes finis de W, qui sont tous de

”
ce type ou produits de groupes de ce type, ainsi que le fait que 6 = Zai

i=0
est invariant par W, on montre que :

wi(aj) = —Qagi—j + 2514(5
wi (o) = =ik + (O k + 05 %)0 pour i, j, k € [0,7]
wjw; j(ok) = jyk—i + (655 — di k)0

Lemme 6.4.3 Soit w un élément de £, w;, *w;, | *---*w;, une expression
de w et soit p € [1,r]. Alors :

k—1

Wiy, * Wiy * vk wil(O‘p) = —Qiptiy—p T ((k + 1)52'14? - Z 6i1+il*il+1:p) 0.
=1

Preuve : Montrons le résultat par récurrence.
_ v , . . .
Pour £ = 1 on retrouve la formule écrite ci-dessus
Soit k > 1 un entier fixé et supposons le résultat vrai pour les éléments de
i Vi &eri v . >e i
£ qui peuvent s’écrire avec au plus k termes. (Notons que ’expression “au
plus k termes”, de méme que plus loin ’expression “ayant une écriture avec
k + 1 termes”, a bien un sens méme sans avoir montré 1'unicité du nombre
rmes intervenan n xpression d’un élémen .
de termes intervenant dans ’expression d’un élément de &
Soit w un élément de £ ayant une expression avec k + 1 termes, w s’écrit :
)

w = wik“ * Wiy, * Wy, % -0 x Wy = uikﬂﬂ-kwik * Wiy g ke kK Wiy
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Donc :

k—1
wlap) = Uiy <_O‘ik+i1—P + ((k + 1)y p — Z 5i1+iz—il+1ap> 5)

=1

k
= —Q  +ip—p T+ ((k + 2)51'1,1) - Z 5i1+iz—iz+17p> 0.
=1

D’ou le résultat par récurrence.
O
Par le théoréme 6.3.2, on sait que les w (dans W) et les A,, (dans les sous-
ensembles de AT ayant certaines propriétés) sont en bijection. Le théoréme
suivant fournit donc une caractérisation de ’ensemble & :

Théoréme 6.4.4 L’ensemble £ correspond a ’ensemble des w de W dont
l’ensemble des inversions généralisées est de la forme :

Ditgty = @p+ - Fapy +t0 [ 1<p<p+p <r,

p+p’

i¢pp+plet0<t<> t,

v=p

U —(pt-topy)ttd[1<p<p+p <r,

p—1 r
i€pp+p] et0<t<d tu+ >  t+2p,
v=0 v=p+p'+1

avec i € [0,7] et tg, - ,tr € N avec t; = 0.

Preuve : Soit a € AT, Alors «a s’écrit a = e(ap + -+ + apypy) + 10 avec
1<p<p+p <retsoite=1letteN,soite=—10ou0ettecN*.

Soit w € & et wj, * w;,_, * -+ * w;, une expression de w. Alors :
-1
w™ (@) = —e(tiytiy—p + + F Qiypig—p—p )+

k—1
(E((k + 1)5ik€[[p,p+10/]] - Z 5ik+il+1*il€[[l7:p+p’ﬂ) + t) 0,
=1

ou 526[[

ppt+p] = 1 sid est dans Uintervalle [p,p + p'] et 0 sinon.
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Dans quel cas a-t-on w1 (a) < 07?
Si € = 0, alors w™!(a) ne peut pas étre négative.
Sie=1 (et t > 0) alors :

— k—
w 1(0[) <0 < (k+ 1)6ik€[[P7P+P’ﬂ o Z:lzl1 5ik+il+1—il€ﬂpvp+ﬁﬂ +t=0

k—1
< 0<t< lel 5ik+iz+1—il€[[p7p+p']] - (k + 1)5ik€[[p7p+17']]'

Sie=—1 (et t>0) alors :

_ k—
wla) <0 & —(k+ 16, elpprp] + 2iot Ointriri—ielpprp] T <0

k—1
& 0<t<=305 Oig+irs1—ir€lpp+p] T (k + 1)5%6[[1’7174-1”]]'

Pour 0 < v < r posons t, = |[{l € [1,k—1] | ix + 9141 — i = v mod r + 1)}|.

Remarquons que comme w;, * w;, , * - -+ * w;, est une expression de w on a
T

i141 # 4y pour | € [1,k — 1] et donc t;, = 0. De plus > t, =k — 1.

v=0
Alors :
Aw — ap+...+ap+p/—|—t(5|1Sp§p+p’§7’a
p+p’
ik ¢ [pp+plet0<t< Y 4
v=p

U —(Oép+"'+04p+p')+t5|1§p§p+p/§7", ike[[l%p‘i‘p/]]

p—1 r
et0<t<y ty+ Yt 2. (6.1)
v=0 v=p+p'+1
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Réciproquement, soit i € [0,r] et to,--- ,t, € N avec t; = 0. Posons

Dity g = 0p+ -t apyy +10 | 1<p<ptp <r

p+p’

ig¢pp+plet0<t< t,
v=p

U —(ap+-Fapyy) +td [1<p<p+p <ricpp+p]

p—1 T
et0<t<> ty+ Y ty+2p.
v=0 v=p+p'+1

Alors D; ... 1, = Ay, avec par exemple :

W= Wi * Wit * - F Wity ¥ Wity 42 %0 % Wikt 42,0 %0
~~
saut de 1 saut de 2

C R Wity 42 oAt (rH Do (P -1

a

Corollaire 6.4.5 L’ensemble des éléments de € dont le terme de gauche
est wy correspond a l’ensemble des w € W dont l’ensemble des inversions
généralisées est de la forme :

p+p’
=Rt oy T [ 1<p<p+p <ret0<t< ) t,
v=p

Do g,

)

Corollaire 6.4.6 Un élément de £, w = w;, * - x w;, est uniquement ca-
ractérisé par i1 et par les t, = |{l € [,k —1] | 4441 — 44 =v mod r+ 1}|
pour v € [1,r].

r
, . / .
En écrivant k = g t, et w;, = Wiy 437 vt ON volt que :

v=1

Corollaire 6.4.7 Le nombre de termes, ainsi que les termes de gauche et
de droite sont indépendants de l’écriture d’un élément de .

6.4.2 Caractérisation des éléments de £ par leur écriture sous
la forme xt)

Le groupe de Weyl W s’écrit W = W xT'. Dans cette partie nous allons
caractériser les éléments de £ par leur écriture sous la forme xty avec z € W9
et tyeT.
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Théoréme 6.4.8 L’ensemble £ de W est l’ensemble des w de W qui s’écri-
vent sous l'une des formes suivantes

o w = wopty avec X € Q°, /\—Z)\A tel que

x so0it A\ < 0 pour k € [1, 7’]]
* 500t A, <0 pour k € [1,r]\{a} et Ao 22 =32 cpi 7\ o) M

o w=wp;t\ avec j € [1,r] et A € Q°, A = Z)\A tel que

* soit Ay, <0 pour k € [1,7], et \j <0 -

x soit A\, < 0 pour k € [[1,7"]]\{@}, avec a # j, \j < 0 et \g > 1—
ZvE[[l,r]].\{a} Av .

* s0it Ay < 0 pour k € [Lr[\{j}, et \j =1 =3 cpi 51 Ao-

Preuve : Remarquons que l'on a ici (A, ag) = (A, o)) = Ay, pour k € [1,r].
Soit w un éléments de € dont le terme de gauche est w; pour i € [0,7]. On
sait par le théoreme 6.4.4 que :

Djtortr =R Qp+ - +apy+td|1<p<p+p <iou

p+p’
i<p<p+p <ret0<t< )
v=p

U _(O‘P+"'+O‘p+p’)+t(5|1§p§i§p+p’§r

et0<t<Zt+ Z (6.2)

v=p+p’+1

pour tg,--- ,t, € Net t; =0.
Soit € W? et A € Q°. Comme on I’a vu dans la partie 6.3 on a

Aoty = (U {artsl0st <t U( U {-a+td]0<t <—t@)}).

a€AD + acA0 +

Regardons a quelle condition on a égalité des deux ensembles d’inversions
généralisées. Pour m € [1,7]\{i} on doit avoir I’égalité des ensembles A, 4,
et Azt .am, pour cela on doit avoir ¢, = t(m)-

On a, de plus, d’une part :

p+p’ p+p
t(ap+...+oép+p,) Z tv - Z Oéu)
v=p
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pouri < p<p+p <retl<p<p+p <idapres’égalité des ensembles
Aw7%+...+%+ﬁ, et Awtk,ap+‘..+%+p,. Par définition de ¢(,) ceci n’est possible
que s'il existe au plus un j € [1,7 — 1] et au plus un j € [i + 1, 7] tel que
ta,) = (TA, ;) — 1 ie. tel que a; ¢ AQ.

On a, d’autre part, (sii € [1,7]) pour 1 <p<i<p+p <r:

p+p’

p—1 r
SRR SOTED DI EET SRR, yp3
v=0 v=p+p'+1 V=p

ol k est le nombre de termes de w, d’apres 1’égalité des deux ensembles
Aw,_(ap+...+%+p,) et Aztk,—(ap+~-+ap+p,)' Ceci n’est possible que s’il existe
au plus un j € [1,7] tel que a; ¢ Al.

De plus, si a; ¢ A pour avoir égalité on doit avoir oy + -+ + apyy ¢ AD
desquep < j<p+yp.

On a donc :
e Soit il n’existe aucun j € [1,7] tel que a; ¢ AY. Alors A? = A+ donc
x = wp. Dans ce cas on a :

* Sid = 0. Pour tout m € [1,7],t(,,,) = tm > 0implique que (A, woa,) >
0 et donc (A, apg1-m) < 0.

* Si i € [1,7]. Pour tout m € [1,7]\ {4}, t(s,,) = tm > 0 implique que
(A woayy,) > 0 et done (A, apg1—m) < 0.
Pour m =i, t(q,) = —(k+ 1) +t; = —(k + 1) car t; = 0. Donc (X, woa;) =
—(k+1), dou (A, ar1—) =k +1. Comme k —1 =" t,, cela implique
que (A, ori1-3) = 24 X et o = 2 = Zpepi i} (A Qrai—v)-

e Soit il existe un j € [1,7] unique tel que oj ¢ AY. Alors AY = {a,, + -+
apip | 1 <p <p+p' <retjé¢[p,p+p]} donca = wp;. Dans cecasona:

* 8i i = 0. Pour tout m € [1,7] \ {j}, t(a,,) = tm > 0 implique que
(A, wo,jaum) > 0 et donc (A, aj—p,) < 0.
Pour m = j, t,) = t; > 0 implique que (A, woja;) —1 > 0 et donc

(A, ap) < 0.0Or (A, ) =0donc (A, ap) = — > (A, o). La condition est donc
k=1

équivalente & (N, o) > — > (A ag).
ke[LrI\{7}
* Sid € [1,7]. Pour tout m € [1,7]\ {4,5}, t(a,,) = tm > 0 implique que
(A, wo,jaum) > 0 et donc (A, oj—p,) < 0.

~ Sii# j. Pour m = j, t(4,;) = t; > 0 implique que (A, wo ;) —1 >0
et donc (A, ap) < 0. Comme ci-dessus la condition est équivalente a
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Naji)>— > (Aax) .

ke[Lr\{i—i}
Pourm =i, t(,,) = —(k+1) i.e. (A, woj0;) = —(k+1),d'ott (A, aj—;) =
k4 1. Comme k —1 = Y ,t,, cela implique que (A, aj—;) > 2+
et te = 1= Zoepapip M ai—v) = 1+ (A ayzi) + (A o)
c’est-a-dire (A, oj) <0

= Sii=j Porm =i =j, tu, = —(k+1)ie (\wya)—1=
—(A, ag)—1 = —(k+1), celaimplique que (A, o) = 143", 1\ 5y to =
L= ep it (A @i—v). Ce qui est équivalent a (A, ;) <0

Réciproquement, pour chacune des formes de xty données dans ’énoncé
on peut, en faisant un raisonnement analogue a celui ci-dessus, associer un
i € [0,7] et des t, avec t; = 0 tel que Ay, = Djyp ...+, €t ainsi trouver un
w € & tel que w = xty.

Od

6.4.3 Densité de £ dans W

Soit M un systeme symétrique de générateurs de W. On définit une
métrique sur W en prenant comme boule pour n € N, B(n) ={w e W |w =
my---my avec m; € M et k < n}.

Définition 6.4.9 On appelera densité, pour le systeme symétrique de géné-
rateurs M, d'un ensemble E de W, la limite, si elle existe :

. |ENnB(n)
lim —————
. B

On appelle densité naturelle (ou densité pour I'orde de Bruhat) la densité
pour le systeme de génerateur sq, - - - , Sp.

Lemme 6.4.10 Pour le systéme de générateurs sg,--- , Sy, on a B(n) =
{weW | l(w) <n} et:

n"(r+1)
rl

|B(n)| ~

Preuve : D’apres [14] paragraphes 8.9. et 3.16., on voit que :

W= 3 0 = 2l () (S et =S,
k=0 k=0

weW 1=0
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k k k—r—1
_ r—1 _ r—1 r—1 _ T T
avec ap = Crﬂ'q =, CrJrjfl - > Cr+j71 = (74 — Gy pour
j=k—r Jj=0 Jj=0
k>7r+1.0Onadoncpourn>r+1:

7

[B(n)| = > a+|B(r)l= X Cl— > Cii+|[B()
k=r+1 k=r+1 k=r+1

Crirer = CRt + (1B = 3t

= oy (" - i) + (1BO)| - G5

En utilisant, un développement asymptotique de n!, (n+r+1)! et (n—r—1)!
on obtient que :

n"(r+1)
By~ ED
(]
Lemme 6.4.11 Pour A € h%, X = > AV | posons m;(\) = A pour

=1 k=1
i € [1,7] et mo(A\) = 0. Soit C° la chambre fondamentale de g°. Alors pour
w e WY,

wC? = {A € % | M) (A) < M1y (N) < -+ < My (M)}
ot on a identifié w et son image dans Syy1 par lisomorphisme naturel.

Preuve : On a :

CO = {Nep™|Vie[l,r], \; >0}
= {Aeb”™ | mog(A) <mi(\) <--- <m, (M)}

De plus, soit 7 € [1,7], alors :

(Si)\)k = A sike ﬂl,rﬂ\{i,iﬂ:l}
(5iM)i = =\
(8iN)it1 = Aix1 + A

D’ou :
mi(siA) = mg(N) sike[l,r]\{ii—1}
mi_l(si)\) = mz(/\)
ml(sl)\) == mi,l()\).

La réflexion s; échange donc m; et m;_1. On en déduit que pour w € WY,
wC” = {X €5 [ myyo)(A) < My (A) < -+ < Mgy (M)},

ol on a identifié w et son image dans 5,11 par I'isomorphisme naturel.
O
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1
Proposition 6.4.12 La densité naturelle de [’ensemble £ dans W est R
7!

Preuve : Soit A € Q°. La condition \; < 0 pour tout k € [1,r] équivaut &
la condition pour que A\ appartienne & I’adhérence de la chambre wyC?.
Etudions la condition :

(*){ (1) Vke[Lr]\{a} A<0
(2) Ao = =2 ken ey Mo

En reprenant les notations du lemme précédent, (1) équivaut a mg(A) >

- > mg_1(A) et mg(A) > -+ > m,(A). Comme my(\) = > ;A\ =
Aa F D ke[i ]\ {a} N> 00 VOit que (2) équivaut & m, > 0. Donc (x) équivaut
a

ma()\) >z mr()\) > mO()\) > 2 ma—l()\)a

ce qui caractérise I’adhérence d’une chambre de Weyl d’apres le lemme
précédent.

On en déduit que chacune des conditions d’inégalités énoncées pour A

dans le théoréeme 6.4.8 correspond a la condition pour que A appartienne
a l’adhérence d’une chambre de Weyl privée éventuellement d’un nombre
fini d’hyperplans. On remarque, de plus, que les chambres intervenant pour
x = wo sont distinctes. Il en est de méme pour celles intervenant pour
T = wo,j-
Pour écrire un élément de & sous la forme zty avec £ € W2 et A € Q¥ on a
donc r + 1 choix pour x. Une fois « fixé, dans chacun des cas, A appartient,
au choix, & 7 + 1 sous-ensembles distincts de Q°, chacun correspondant &
I’adhérence d’une chambre de Weyl privée d’un nombre fini d’hyperplans.
Soit w € W2 et A € Q°, on a t,\ = wtyw™ L. Dot pour w € WO et n € N*,
en identifiant A et ¢t) on a :

C°N B(n —2((w)) Cc wC® N B(n) ¢ C° N B(n+ 20(w)),
et donc :
C'NBn—r(r+1)) cwC®nBn) c C'NB(n+r(r+1)).

Par le lemme 6.4.10, on a |B(n)| ~ w Par conséquent, lim,, . |B‘gz;rﬁ)|
= 1, pour k un entier fixé. On en déduit que la densité de chaque chambre

de Weyl est la méme. Comme il y a (r 4+ 1)! chambres de Weyl et que

|WY| = (r +1)!, on en conclut que la densité de £ est -5
7l
Od

1
Remarque 6.4.13 La densité est encore 3 lorsque 1’on prend un systeme
T

symétrique fini de générateurs tel que chaque sous-ensemble de T ot les
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vecteurs de translations décrivent une chambre de Weyl donnée soient de
méme densité. Il semble probable que ce soit le cas pour tous les systemes
symétriques finis de générateurs.

Notons encore B les boules associées au systeme de générateurs sg, - - - , Sp.
Soit W (t) la série W(t) = 3 ¢! = 3 |B(n)|t™. Par le lemme 6.4.10,
weW neN

on sait que son rayon de convergence est 1 et qu’elle diverge en 1. Pour

E un sous-ensemble de W, on défini E(t) = > t{w) On appelle densité
wekl
analytique de E, la limite, si elle existe, lim %
t—1—

La proposition suivante fournit un résultat analogue a 1’énoncé de [27] pa-
ragraphe VI.4.5.

Proposition 6.4.14 Si E, un sous-ensemble de W, a une densité naturelle,
alors il a une densité analytique et les deuxr densités sont égales.

Preuve : Soit E un sous-ensemble de W ayant une densité naturelle Notons
E(t)= Y ent", W(t) = > vnt", B, = Z en et W, = Z vy,. Notons ¢ la

neN neN k70 k=0
densité naturelle de E, c’est-a-dire lim W Soit t € R, |t| < 1. Alors :
n—oo
El) _ EQ (-9

(t) (1—1) W(t)

(Do ent™) D opeo 1)
(Dm0 ™) (Xm0 vnt™)

> o Ent"
Yool o Wit
En _

Soit € > 0, hm 0 g = donc il existe N € N tel que, pour tout n > N,

—c <e¢, et donc E, = cW, + e, W, avec |e,| < €. On a donc :

W
N
E) _ > oneo Ent" _ 2on—o(En — cWa)t" Yot > onen EnWnt"
W(t) D02y Wat" >0 o Wat™ oo o Wt
o N EnWit™ N — W,
Or M <cet 2n=o(En wt" tend vers 0 lorsque t tend
Enzo Witn anO Witn
vers 1 par valeurs inférieurs. On en déduit que lim %{t)) = c¢. L’ensemble
t—1—
FE a donc une densité analytique et elle est égale a la densité naturelle.
O
Par la proposition précédente, on sait que £ a comme densité analytique
R On peut démontrer directement ce résultat :
r!
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Proposition 6.4.15 La série formelle £(t) = S /™) yaut :

wel
(r+1)r r 1
E0) =+t [ e
i=1
1

La densité analytique de € dans W est 5]
r

Preuve : Soit e € &£, w;, *w;,_, *- - -*w;, une expression de e. Comme on I'a vu
e est caractérisé par i1 et les t; = [{l € [1,k—1] | 4j41—4; = ¢ mod r+1}|, pour

€ [1,7] et £(e) = £(wi)+ Y- tilr+1—1)i car C(us5) = (r+1—Ji—j])fi—jl.

=1
Donc [{e € € | £(e) = N+L(wo)}| = (r+1)|{t1,--- ,t, € N| Z ti(r+1—i)i =

N}, la multiplication par r + 1 correspondant au choix de 1. On en déduit
que :

£(t) = (r+ 1)t <7+1)r 1—[ 1

1 — t(r+1=9)i’
=1
Posons X =t — 1. Alors pour i € [1,r] :
1 B 1
1 — r+1=0)i 1 _— (X + 1)(r+1—i)i
-1

r4+1—1)3 ;
25‘:1 1) C(]r—i—l z)zX]

~ rricpix o
Donc (1) 0
_1\r r 4+
EX+1) ~ o

D’apres [14] paragraphes 8.9. et 3.16., on voit que :

Z w) _ = "> o ti'

weWw t_ 1)7‘
Donc W(X +1) ~ %7 d’ou
X+1 1
EX+1) ~— en0

W(X+1) 2
O
Lemme 6.4.16 Soit E un sous-ensemble de W et M un systéme symétrique
fini de générateurs de W. Si la densité de E pour M est non nulle, alors

pour tout systéme symétrique fini de générateur de W la densité de E, est
non nulle.
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Preuve : Soit M un systeme symétrique fini de générateurs de W. Notons
B les boules associées a ce systeme. Notons B les boules associées a S (1’en-
semble des réflexions simples). Comme M; est fini, il existe ny € N tel que
M; C B(ng). De méme, il existe n; € N tel que S C Bi(n1).

Soit E un sous-ensemble de W. Alors :
|[ENB(n/n1)| < |ENBi(n)| <|EN B(nny)|

[B(n/n1)| < |Bi(n)| < |B(nno)|-
Donc :

|E N B(n/n)| [B(n/n)| _ |ENBi(n)| _ |EN0B(nno)| |B(nno)
[B(n/n1)|  |[B(nno)l = |Bi(n)]  —  [B(nno)l  |B(n/ni)|

Par le lemme 6.4.10, on a |B(n)| ~ w En conséquence, % et
1B(

% tendent vers des limites finies et non nulles quand n tend vers l'in-
ni. En considérant I'inégalité de droite, on en déduit que si E' a une densité
non nulle pour M, il en est de méme pour S. En considérant I'inégalité de
gauche, on en déduit que si F a une densité non nulle pour S, il en est de
méme pour M. D’ou le résultat pour tous les systemes finis de générateurs.
O

On en déduit que :

Proposition 6.4.17 Pour tout systeme symétrique fini de générateurs, la
densité de l’ensemble £ est non nulle.
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terme, 84

terme de droite, 85
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h, 13

II, 13
v, 13
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Q, 14
Qt, 14
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b, 15
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A, 15

AT, 15
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(), 17

p, 17

Q, 18

g, 18

Vy, 18
multy (A), 18
Si, 19
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*, 20
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a;, 21
aiv, 21
Ave, 26
A, 26
AY,, 26
S, 26
Aim, 27
Al 27
g¥, 29
K, 29
d, 29
Ag, 30
A;, 30
60, 30
b%, 30
hO*’ 30
b, 30
A0 31
b*l7 31
P!, 31
A% 31
°, 31
Iov, 31
A 31
A9, 31
WO, 31
Q°, 31
Al 32
AP, 32
ta, 32
M, 32
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Demazure Operators and Polynomials for Finite and Affine Kac-Moody
Algebras.

ABSTRACT

The aim of this work is to study Demazure modules for finite and af-
fine type Kac-Moody algebras, and especially sl(n). We study the character
and the dimension of Demazure modules. This leads us to deal with De-
magzure operators, related to characters and with Demazure polynomials,
related to dimension. We first show various harmonicity results for Dema-
zure polynomials. Then, for finite type Kac-Moody algebras, we prove that
the Demazure operators form a basis of the set of Z[P]"-endomorphismes
of Z[P], and that the Demazure polynomials form a basis of the set of W-
harmonic polynomial that takes integer values on P. Lastly, for sl (n), we
define and study a subset £ of W of nonnull density, on which we calculate
the real character of Demazure module and Demazure polynomial. In small
rank we deduce the polynomials on a larger subset.
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RESUME
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caractere et la dimension des modules de Demazure. Cette étude nous amene
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les polynomes de Demazure forment une base de I’ensemble des polynomes,
sur P, harmoniques pour W et a valeur dans Z. Enfin, pour Ialgebre si(n),
nous définissons et étudions un sous-ensemble £ de W de densité non nulle
sur lequel nous calculons le caractere réel des modules de Demazure et les
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