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Introduction

Contexte

Cette these est une collaboration entre le Projet Ondes de I'Inria Rocquencourt, le Laboratoire de
Mécanique et d’Acoustique de Marseille et le Département SINETICS de la Division R&D d’E.D.F
Clamart. Le controle non destructif est un théme de recherche important pour la Division R&D
d’E.D.F., en particulier pour le Département SINETICS. La stireté des composants des centrales
nucléaires (par exemple les pieces composant les cuves) est une préoccupation majeure d’E.D.F. et
de ses collaborateurs (C.E.A.,...). La vérification des installations existantes peut se faire de plusieurs
manieres. Elle peut d’abord se faire expérimentalement par des mesures directement réalisées sur site
mais 'obtention de ces mesures est coiteuse d'un point de vue humain (conditions de sécurité) et
matériel. De plus, réaliser des mesures peut étre tres complexe pour des pieces mécaniques de petite
taille ou d’acces lointain et en réaliser un grand nombre (par exemple, pour suffisamment d’angles
d’incidence) est parfois impossible. La simulation numérique est alors un outil de vérification pouvant
remédier a ces inconvénients. Plus précisément, le besoin actuel en simulation des ingénieurs E.D.F.
concerne la diffraction d’ondes élastiques par un ou plusieurs défauts (inclusions, fissures), présents
sur une piece mécanique donnée.

Cadre de ’'étude

Le cadre qui nous intéresse est celui de Iélasticité linéaire en dynamique, en petites déformations.
On s’intéresse uniquement au probleme direct. Ainsi les simulations effectuées peuvent servir de vali-
dation aux mesures expérimentales. On ne recherche pas a priori a détecter la présence d’une fissure,
ni a identifier sa forme. On suppose aussi que la géométrie de la fissure ne varie pas au cours du temps.
En particulier, on ne tient pas compte de la propagation de la fissure.

Pour les problemes de diffraction par des fissures, on considere habituellement une condition aux
limites de surface libre (voir dans [54]). D’un point de vue mécanique, cela signifie qu’il y a absence
d’efforts sur les deux levres de la fissure. La fissure correspond donc a une cavité toujours ouverte
au cours du temps, sur toute sa longueur. Il semble plus réaliste de supposer que les levres de la
fissure peuvent se recoller sur la totalité ou une partie de la fissure, pendant un certain intervalle de
temps. Cette modélisation est prise en compte en modifiant les conditions aux limites sur la fissure.
On considere alors une condition de contact unilatéral, appelée aussi condition de Signorini dans la
littérature, au lieu de la condition de surface libre. Supposant cette condition unilatérale, les levres
de la fissure peuvent partiellement se fermer ou s’ouvrir. Lorsqu’il y a contact, il y a continuité du
déplacement normal et pression d’une levre de la fissure sur I'autre. Du point de vue mécanique, la
prise en compte de conditions de contact unilatéral sur la fissure peut donc sembler plus réaliste.
De plus, on peut enrichir le modele, en considérant du frottement. A partir d’une certaine intensité
seuil de la pression, on peut supposer que les levres de la fissure glissent 'une par rapport a l'autre:
ce phénomene est modélisé par la loi de frottement de Coulomb. L’objectif de cette these est la
prise en compte de conditions aux limites de contact unilatéral sur la fissure, d’étudier le probleme
mathématique correspondant et d’intégrer cette condition aux limites dans la résolution numérique.
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La loi de frottement de Coulomb est étudiée dans le chapitre 2 via une régularisation non locale.
Cependant, pour les aspects numériques, on s’intéresse uniquement a la condition aux limites de
contact unilatéral sans frottement. D’un point de vue mathématique, la prise en compte de conditions
de contact unilatéral rend le probléeme non linéaire et conduit a résoudre une inéquation variationnelle
d’évolution.

Aspects théoriques et difficultés

Il existe peu de résultats d’existence de solution mathématique pour les inéquations variationnelles
d’évolution avec condition unilatérale. Les premiers travaux dans [36, 34] ont traité de I’équation des
ondes avec contrainte unilatérale, dans un demi-espace et un ouvert borné, respectivement.

Des résultats donnés dans [37, 46] ont été obtenus pour des modeles de contact employant la
compliance normale qui est une approximation de la condition de Signorini. La compliance normale
autorise une pénétration du corps dans l'obstacle, c’est une méthode souvent utilisée pour montrer
des résultats d’existence car elle correspond a une méthode de pénalisation.

Enfin, des résultats d’existence pour des problémes dynamiques de contact pour des milieux
viscoélastiques ont été obtenus dans [29] pour la loi de Signorini avec frottement de Tresca (cela signifie
que le frottement est indépendant de la condition de Signorini, ce qui est peu réaliste mécaniquement,
mais ce résultat s’applique aussi au cas sans frottement), dans [44] dans le cas unidimensionnel sans
frottement mais avec des estimations d’énergie et des résultats de traces précis. Un résultat d’existence
a été obtenu dans [10] avec la condition de Signorini et une loi de frottement non local, c’est-a-dire
comportant une régularisation.

Pour les problemes de contact unilatéral, en dynamique, le cadre fonctionnel est bien établi pour
les systemes discrets et s’appuie sur des espaces de mesures pour l’accélération, voir dans [39, 40, 30].
Pour les milieux continus, le cadre variationnel est bien établi pour les cas statique dans [33, 28]
et quasi-statique dans [1, 17, 11, 48, 47]. En dynamique, des questions demeurent quant au cadre
fonctionnel a utiliser. Dans ce mémoire, on se place dans un cadre fonctionnel assez régulier pour le
terme d’accélération. On étudie un probleme dynamique de contact avec frottement non local dans
un milieu viscoélastique fissuré. Le modele viscoélastique considéré est celui de Kelvin-Voigt, qui est
souvent utilisé pour les milieux solides. Par une méthode de pénalisation, on obtient un résultat
d’existence. La question de l'existence d’une solution au probleme élastique demeure ouverte a notre
connaissance.

Aspects numériques

Pour la résolution numérique, on utilise la méthode des domaines fictifs. Cette méthode est de
plus en plus utilisée pour les problemes de propagation d’ondes dans [14, 19, 16, 54] ou en mécanique
des fluides dans [22, 23]. Dans un travail de these récent [54], accompli au sein du projet Ondes,
C. Tsogka a étudié et appliqué la méthode des domaines fictifs au probleme de ’élastodynamique avec
la condition de surface libre sur la fissure. Un des objectifs de cette these est d’appliquer la méthode
des domaines fictifs & la condition aux limites de contact unilatéral sans frottement, en suivant une
démarche semblable a celle de C. Tsogka.

Rappelons que la méthode des domaines fictifs est une méthode de résolution rapide. Son principe
est le suivant. Il s’agit en général de poser le probleme sur un domaine de géométrie plus simple que
le domaine du probleme de départ. Pour notre probleme, il s’agit d’étendre la solution définie sur le
domaine fissuré & un domaine plus simple, qui ne comporte pas de fissure (typiquement rectangulaire
en 2D, parallélepipedique en 3D). La méthode nécessite l'utilisation de deux maillages: une grille
réguliere du rectangle en 2D (ou du parallélepipede en 3D) et un maillage surfacique de la fissure.
Les deux maillages communiquent alors par des multiplicateurs de Lagrange définis sur la fissure.

10
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Dans notre cas, on choisit d’utiliser une formulation mixte en contraintes-déplacements pour laquelle
on obtient un schéma explicite si on utilise I’élément fini chl“’ — Pfisc introduit dans [50, 49]. La
formulation est doublement mixte au sens ou les inconnues sont non seulement les déplacements et les
contraintes mais aussi les multiplicateurs de Lagrange correspondant au saut de déplacement sur la
fissure. La non linéarité issue de la prise en compte du contact unilatéral apparait dans le calcul des
multiplicateurs de Lagrange. Il s’agit de résoudre, a chaque pas de temps, un probleme d’optimisation
quadratique avec contraintes de bornes, alors que, dans le cas de la surface libre, c’est un systeme
linéaire. Dans la littérature, un nombre assez faible d’études traite du cas statique dans [6, 15, 26], et
peu d’études existent en dynamique. On peut citer néanmoins les travaux donnés dans [53, 27].

Plan de la these

Le plan de ce mémoire est le suivant. Dans le premier chapitre, on rappelle la formulation clas-
sique des équations de I’élastodynamique en présence de contact unilatéral avant de présenter une
formulation variationnelle primale ainsi qu’une formulation variationnelle mixte en contraintes et
déplacements.

Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse a ’analyse mathématique d’un probleme de contact
unilatéral dynamique avec frottement non local dans un matériau viscoélastique fissuré de type Kelvin-
Voigt. On présente d’abord la formulation classique en déplacements de ce probleme puis la formulation
primale équivalente. L’existence d’une solution a ce probleme est obtenue en utilisant une méthode
de pénalisation. On décrit le probléeme pénalisé pour lequel on prouve l'existence et I'unicité d’une
solution par une approche incrémentale. Des résultats de compacité permettent de prouver que, a une
sous-suite pres, la solution du probleme pénalisé converge faiblement vers une solution du probleme
unilatéral quand le parametre de pénalisation tend vers zéro.

Dans le troisieme chapitre, la formulation du probleme de 1’élastodynamique avec condition de
contact unilatéral sans frottement par la méthode des domaines fictifs est présentée, ainsi que la
justification de son obtention. C’est une formulation doublement mixte en déplacements, contraintes
et sauts de déplacement. On précise aussi dans cette partie I'approximation en espace du probleme,
réalisée a l'aide d’éléments finis mixtes. Les espaces d’approximation sont définis pour le déplacement,
les contraintes et les multiplicateurs de Lagrange. De plus, apres discrétisation en espace, un probleme
d’optimisation quadratique doit étre résolu au lieu d’un systéme linéaire.

Dans la quatrieme partie, la discrétisation en temps de la formulation en domaines fictifs est
présentée. La discrétisation de la partie non linéaire issue du contact unilatéral peut étre discrétisée
par plusieurs schémas (explicite, implicite, centré, décentré). Ces différents schémas sont présentés
et certaines propriétés sont discutées. On prouve la stabilité d’un schéma décentré implicite par des
techniques d’énergie. Un schéma centré implicite, dont la stabilité reste a démontrer, a été également
implémenté.

Dans le cinquieme chapitre, des aspects numériques sont évoqués. A chaque itération en temps,
il s’agit de résoudre un probléeme de minimisation d’'une fonctionnelle quadratique avec contraintes
de bornes. La méthode de résolution du probleme d’optimisation quadratique sur une itération est
décrite. Elle combine une méthode de gradient avec projection avec pas de Cholesky. D’autres aspects
numériques sont expliqués, comme la prise en compte de fissures comportant un angle (fissures en
coude, par exemple), ce qui entraine une discontinuité de la normale et une modification de 1’élément
fini associé aux multiplicateurs de Lagrange est nécessaire. La prise en compte d’éléments circulaires
sur la fissure est également décrite dans le cas de fissures en arcs-de-cercle ou simplement circulaires.

Dans le sixiéme chapitre, des résultats numériques obtenus par la méthode des domaines fictifs
sont montrés. Dans le cas unidimensionnel, des résultats de validation sont présentés et comparés a
une solution exacte qui peut étre calculée dans cette dimension. Une remarque sur la (non) régularité
de la solution est faite. Ensuite, dans le cas bidimensionnel, deux études sont considérées en vue de
valider la prise en compte du contact unilatéral dans le code 2D. On considere d’abord le probléme de

11
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la propagation des ondes dans un milieu fissuré, comportant une fissure verticale infinie, en présence
de contact. Les données sont invariantes dans la direction des ordonnées, en y. Ce probleme peut alors
étre simulé par une équation 1D. La comparaison entre les résultats issus de la simulation 1D et ceux
issus du code 2D permet de valider le code 2D. Un autre exemple est étudié, en vue de valider le code
2D. C’est celui d’une fissure circulaire, avec des données invariantes par symétrie radiale. Ensuite,
d’autres exemples numériques sont étudiés: celui d’une fissure finie, d’abord une fissure verticale, puis
une fissure diagonale. Pour ces deux cas, une comparaison avec les résultats pour une condition aux
limites de surface libre est présentée. Ensuite, un exemple réaliste fourni par E.D.F. est donné. Il
consiste d’un capteur situé sur le bord extérieur d’un milieu homogene élastique isotrope pour lequel
une contrainte normale est imposée.

Enfin, dans un dernier chapitre, on montre que la méthode des domaines fictifs peut s’appliquer
a d’autres problemes de contact, comme la compliance normale, le frottement de Tresca, voire le
frottement de Coulomb. Enfin, un exemple 1D prenant en compte une loi de comportement de Kelvin-
Voigt, utilisée pour le probléeme théorique dans le chapitre 2, avec condition de contact unilatéral en
un point est donné. Quand le parametre de viscosité tend vers zéro, on retrouve la solution du cas
élastique.
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Chapitre 1

Présentation du probleme de contact
unilatéral en élastodynamique

Dans ce chapitre, on présente les équations du probleme, a savoir 1’élastodynamique avec
une condition aux limites de contact unilatéral sans frottement sur la fissure. On introduit
la formulation classique en déplacements et une formulation primale équivalente. Ensuite,
on présente une formulation en déplacements-contraintes et la formulation variationnelle
équivalente. Enfin, les inconvénients des méthodes classiques qui s’appuient sur ces formula-
tions sont indiqués.

1.1 Formulation classique en déplacements

Q désigne un ouvert borné, fissuré de R?, d désignant la dimension, d = 2 ou 3. 9Q désigne
sa frontiere: 0N) = fF U fD UT . La fissure est désignée par I', oi1 I'on impose une condition aux
limites de contact unilatéral sans frottement. On considere, dans ce chapitre, que la fissure I' est
initialement fermée et ne comporte pas d’ouverture. Ainsi, en 2D, elle est représentée par une courbe,
en 3D, elle est représentée par une surface. Une condition de Dirichlet homogene est imposée, par
exemple, sur I',,. Dans la suite, on considerera dans certains cas des forces surfaciques imposées
sur 'y, (mes (I',,) > 0). On suppose que Q se décompose en deux sous-domaines QT et Q tels que
QtNQ” =0,Q=QTUQ UL, o QT NN est une variété réguliere, 9QTUHN™ =T, UTUL UL ..
Iy, vérifie I', C o0t Non—, I',, prolonge artificiellement la fissure I' et n’a pas de sens physique.

Pour d = 2, une représentation de ) est visible sur la figure 1.1.

r

r

D

Fia. 1.1 — Une représentation de Q en 2D

Les équations du probleme sont les suivantes:

13



1.1 Formulation classique en déplacements

Trouver w champ des déplacements, & valeurs dans IRY, tel que

( QaaQ—;; —dive(u) = f dans |0,7[xQ, (3)
o(u) =Ce(u) dans ]0,7] x ,  (i7) (L1)
u=0 dans J0,T[ x I'p,, (i74)
on=F dans J0,T[x I'.. (iv)

On retrouve, dans la relation (1.1)-(7), ’équation du mouvement, puis la loi de Hooke généralisée dans
(1.1)-(42), ainsi que les conditions aux limites en déplacements dans la relation (1.1)-(ii7) et en forces
imposées dans (1.1)-(iv). o(u) est le tenseur des contraintes qui est relié au tenseur des déformations
e(u) = (g;5(u)) on gi5(u) = 1/2 (Ou; /Oxj+ O0u;/0x;) par la loi de Hooke, dans la relation (1.1)-(44). Le
terme f représente la densité de forces volumiques a laquelle est soumis le milieu. F' désigne les forces
surfaciques imposées sur I' .. On suppose également que la densité o vérifie 0 = o(z) , 0 € L*>(Q),
telle que
Jo_,04 tels que 0 < p_ < p(x) < oy < o0 p.p.x € Q.

Dans la suite, on utilisera la convention d’Einstein des indices répétés. Le tenseur C = C(x) = (Cyji1)
représente le tenseur d’élasticité du quatrieme ordre vérifiant les propriétés de symétrie et d’ellipticité
suivantes,

Cijkl = C]Zkl = Cklij7Vi7j7 kal = 17 R 7d7
Cijii € L>®(Q),Vi, 5,k l=1,....4d, (1.2)
= oy > 0 Cijleikal Z (7)) Tz‘jTij,VT = (Tij) tel que Tijg = Tji-

La condition aux limites sur I',, a peu d’importance dans la suite de I’étude. On aurait pu aussi
considérer d’autres types de conditions. En pratique, on imposera plutot des conditions aux limites
absorbantes. La condition sur I'j, sera quelquefois utilisée dans les expériences numériques.

Ecrire les conditions de contact unilatéral sur I' nécessite quelques notations. Comme on peut
le voir sur la figure 1.1, il existe deux normales & I': nt, n™, les normales unitaires extérieures &
QF et O, respectivement. Le déplacement étant a priori discontinu sur I', on définit deux traces du
déplacement sur I' notées ut, issue de QF, u™, issue de Q. De plus, 0% (u)n® désigne la trace sur
I' issue de 2%, a =+,—, du vecteur contrainte associé a o (u). On adopte les notations suivantes pour
les quantités définies sur la fissure I', ol v =+,—:

ug, = u®n®, [uy]=—ul —uy,

ug = u® —u{n?®, [ur] = —(uj —uy), (1.3)
oy(u) = o%(u)n®n?,

or(u) = o%(u)n® — oy (u)n®.

Les conditions de contact unilatéral (appelées aussi conditions de Signorini), pour le cas sans frotte-
ment, au niveau de la fissure s’expriment de la maniére suivante pour tout ¢ € ]0,7[, en reprenant les
notations (1.3):

[un] >0 sur |0,7[xT, (4)
ol (u =oylu sur X X
N( ) N( ) S 0 }OaT[ Fa ( ) (1'4)
of(uw)fuy] =0 sur |0,T[xT, (iii)
ot (u) = —o,(u) =0 sur]0,T[xI. (iv)



Présentation du probléme de contact unilatéral en élastodynamique

Fi1c. 1.2 — Description des conditions de contact unilatéral sur I' en 3D

Il est clair par (1.4)-(ii) et (1.4)-(iv) que le vecteur contrainte on est continue a travers I'. En effet,
en un point de la fissure, soit les deux levres de la fissure se touchent, il y a alors continuité du vecteur
contrainte, soit, dans le cas contraire, il y a un saut de déplacement et absence d’efforts, sur chaque
levre de la fissure. D’un point de vue mécanique, en considérant la décomposition de Q en QO+ et O~
et n" la normale unitaire extérieure & Q1 on ne peut qu'avoir (ut — u~).n™ < 0, pour empécher
l'interpénétration entre QT et .

Pour les contraintes, par définition, on™ constitue I'effort exercé par Q= sur Q7. On a la décomposition
suivante: on' = U]J\r,n+ + o'r}r. Si on suppose o'r}r =0, alors on™ = oyn™ et donc l'effort de Q= sur
QT est dans la direction de la normale & Q7. Or l'effort de Q= sur Q" est de direction opposée a
n™ car sinon il y a séparation entre QT et Q~, donc les vecteurs on™t et nt sont colinéaires de sens

opposé.

On note [o(u)n] = o¥(u)nt + o~ (u)n~. La relation [o(u)n] = 0 est équivalente a o (u) =
oy(u) et a;(u) = —o(u). Dans la suite, & cause de la continuité de on sur I', les exposants +,—
sont omis. On introduit alors oy (u) = o3 (u) = oy (u) et or(u) = of (u) = —o (u).

Remarque 1.1 [l est intéressant de rappeler la signification physique des relations de (1.4).

— La relation (1.4)-(i), [un] > 0, exprime le fait que les deux lévres de la fissure ne peuvent pas
s’interpénétrer.

— La relation (1.4)-(ii), o}, (u) = oy (u), exprime la continuité des traces normales des contraintes.
En cas de contact, il y a pression d’une levre de la fissure sur l'autre, d’ou le signe négatif de
oy (u).

— Les relations (1.4)-(i), (1.4)-(ii), (1.4)-(iii), [un] > 0, o (u) < 0, of;(u)fuy] = O expriment
une loi de complémentarité. Cette loi vient du fait que:

~ Si[un] >0, il n’y a pas de contact, alors o (u) = 0.

~ Sinon, [un] =0, il y a contact et o3;(u) <O0.

— Enfin, la relation (1.4)-(iv), a'it(u) = 0, traduit l’absence de frottement.

Pour compléter le systeme, u doit satisfaire les conditions initiales:

u(0) =wuo dans Q, (98—?:(0) =u; dans (.

Pour écrire la formulation faible du probléme (1.1)-(1.4), on introduit les espaces fonctionnels M et

15



1.2 Formulation classique en déplacements-contraintes

V ainsi que la forme bilinéaire ¢

M =[L*(Q)%, V={ve [H' Q)" v=0sur T}, (1.5)
c:VxV >R, c(uw) = /QCs(u) v)dr = / kal(?;;]; gvl (1.6)

oi1 C est défini en (1.2). On suppose f € L2(0,T; M), ug € V et u; € M.
Une formulation primale équivalente & (1.1) est la suivante, pour un temps 7" fini:

Trouver w € L2(0,7; V)N W1L2(0,T; M) N C([0,T); [H~/2(Q)]%) tel que [uy] > 0 presque partout
sur ]0,7[xT" et

( v T ou ov u T
<Q?9_t(T),v(T) —u(T)) — (ou1,0(0) — ug) — /0 (o %—t,g—t %t ) dt +/0 c(w,w — w)dt

Z/OT(f,v—u)dH/T/ F.(v—w)ds,¥Yve L*0,T;V)nWh2(0,T; M), (1.7)

0
tel que [vy] > 0 presque partout sur |0,7[xI', u(0) = uo, (;;( ) = uy.

\

Cette formulation faible découle de la formulation forte donnée dans (1.1)-(1.4). La notation (.,.)
désigne le produit de dualité ([H~1/2(Q)]4,[HY?(Q)]%). L’accélération disparait de la formulation
apreés une intégration par parties. Les formulations présentées dans [10, 29, 34] utilisent également
une intégration par parties de l'accélération. Il semble en effet que l'accélération soit peu réguliere:
0?u/ot? ¢ L2(0,T;[H *(Q)]%), comme cela est rapidement décrit dans [34], par exemple, pour
I’équation des ondes scalaire.

Du point de vue théorique, a notre connaissance, il n’y a pas de résultat d’existence mathématique
pour ce probleme qui reste ouvert. Des résultats d’existence ont été obtenus pour ’équation des ondes
scalaire avec condition unilatérale dans un demi-espace et dans un ouvert borné [34, 36], d’autres
résultats ont été obtenus, en supposant un comportement viscoélastique de type Kelvin-Voigt [10, 29].
On s’intéresse dans le chapitre 2 a ’analyse mathématique d’un probleme viscoélastique de contact
unilatéral avec frottement de Coulomb non local. Un bref récapitulatif des résultats existants y est
donné.

1.2 Formulation classique en déplacements-contraintes

Un des objectifs de ce travail de theése est de reprendre la démarche suivie dans [4, 54], ot une
formulation en domaines fictifs du probleme de I’élastodynamique avec condition de surface libre sur
une fissure avait été étudiée et mise en ocuvre. On ne peut pas travailler ici en vitesses-contraintes
comme dans [4, 54] car les conditions aux limites de contact unilatéral sont exprimées en déplacements.
On adopte ici une formulation en déplacements-contraintes pour les équations de 1’élastodynamique
dans un milieu € fissuré, avec conditions de Dirichlet sur les bords. On suppose, pour simplifier,

', = (). Si on garde la contrainte o comme une des inconnues, le systéme (1.1) se réécrit sous la
forme:
82
98—751; —dive =Ff dans ]0,7[x €,
Ac = e(u) dans]0,T[xQ, (1.8)
u =0 dans ]0,7[xI"},

A désigne l'inverse du tenseur d’élasticité C défini en (1.2) et possede les mémes propriétés que C.

16



Présentation du probléme de contact unilatéral en élastodynamique

Les conditions de Signorini sans frottement données par (1.4) s’expriment de la maniere suivante
au niveau de la fissure, si 'on garde la contrainte o comme inconnue:

(([uny] >0 sur]0,7[xT, ()
oN <0 sur |0,T[xT, (i)
on [uy] =0 sur |0,T[xT, (i) (1.9)
[on] =0 sur J0,T[xT, (iv)

| or =0 sur |0,T[xT. (v)

Introduisons maintenant une formulation mixte. Avant d’écrire une formulation faible équivalente a
(1.8)-(1.9), on définit d’abord les espaces fonctionnels X, Xt et le convexe Xt de la maniére suivante:

(X ={r=(m;) € [Hiv;)]¥; 7, =75 Vi,j=1,.,d et [rn]=0sur '}
= {T;Tij S L2(Q), (diV T)i = Till c L2(Q), Tij = Tji, Vi,j = 1,..,d et [TTL] =0 sur F},

Xr ={reX, 7r=0sur '}, }p:{TEXp;TN§0 sur I'},

1/2
G = Hy (D).
Comme dans [54], on considere que le saut de déplacement est nul en bout de fissure, ce qui se traduit
en posant [uy] € G. On peut voir [33, 42] pour une étude précise de HééZ(F).

Les relations suivantes issues de formules de sauts nous seront utiles.

Proposition 1.1 On a la formule des sauts suivante, obtenue par intégration par parties, ou (.,.)
désigne le produit de dualité ( (H(%Q(F))' ,H(%Q(F) ), et (..)r, désigne le produit de dualité entre
H_l/Z(FD) et Hl/Q(FD), en supposant ) comme sur la figure 1.1.

/ v.divtdr = —/ e):Tdz+ (ttnT o) +{(rTn w7) + (Tnu)r_,
Q ) b (1.10)

VreX,Voe [H'(Q)]? tel que [v] € [Hy (1))
Ou encore:

/ v.divTdr = —/ e(v) : Tdr + (T5,0%) + (T vN)
Q Q

+{(Th k) + (Tp07) + (tno)r , VTEX Vo e [HI(Q)]d.

(1.11)

Démonstration

On décompose Q en deux ouverts Q= et QT comme sur la figure 1.1, de frontiere 9Q~,00" res-
pectivement.

On note n® la normale unitaire extérieure & Q%, a =+,—. On a, pour tous v € [H'(Q)]¢, T € X,

/v.divrda;:/ v.diVTd:c—i—/ v.div T dx,
Q - Qt

=(r"n ,w )sa- —/ e():Tdr+ {(tTnT v s+ —/ e(v) : Tdx,

={rn w)+(rTnT v - / ew):Tdr+ (tTnT v, +(r7n v ), + (Tnv)r, .
Q
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1.2 Formulation classique en déplacements-contraintes

On utilise le fait que v € [H'(€2)]* entraine v = v~ sur I';, et le fait que 77n* = —77n~ sur T,
D’otl:

/Q'v.diVTda: ={(rTn )+ (rTnT v - /Qs('v) rTdr+ (tno)r VT E X, Vv e [HY(Q)]%.

En décomposant en parties normale et tangentielle, on obtient

/Qv.divrd:c =— /QT re(v)dr + (thvt ) + (T707)

+ (1) + (TN + (tnw)r , V7€ X, Vo e [HY(Q)]%.
Cette formule ne dépend pas du choix des ouverts O, Q™. |
Si on considere le domaine C défini par C' = Q UT, on peut redéfinir X de la maniere suivante:
X = {7 € [H(div; C’)]d2 ; Tij = Tji}

L’équivalence entre les deux définitions de X découle directement de la proposition 1.1. En effet,

T € X si et seulement si 7 est symétrique, 7 € M et divr € M, c’est-a-dire que la fonction div 7
et la distribution associée sont égales, ce qui revient a écrire

/Q'u.divrd:c: —/Qs(v):rda:, Vv e [DO)-

On définit les formes bilinéaires suivantes:

a: X xX — R, d: X xM — 1R,
alo,T) = / Ao . tdx = / AijrioTi; de, d(Tw) = / w.div T dz. (1.12)
Q Q Q
Proposition 1.2 Le probleme (1.8)-(1.9) est équivalent a l'inéquation variationnelle suivante:
Trouwver (o,u) : 10,7 — Xrx M et
(7% ) ~ diov) (Fo) Ve M, ()
—,v) —d(ov =(fov v i
e ’ ’ ’ (1.13)
alo,r—o)+d(t—ou) >0 Ve Xr. (id)

Démonstration

L’équivalence entre la relation (1.13)-(4) et la relation (1.8)-(i) est évidente.

e On montre d’abord que (1.8)-(1.9) entraine (1.13).
En remplagant 7 € X par 7 — o € X dans (1.11), on obtient

/(T —0o):e(u)dr =— / wdiv(r —o)dr+ (15 —ofut )+ (t7 —op,ur)
Q Q

+ (T —ohul) + Ty —onuy ) + (T — onu)r , VT e X.
Comme o € Xt et si on suppose 7 € X, on a

(tf—oFuf) =0, a=+-,YV1 € Xr.
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Présentation du probléme de contact unilatéral en élastodynamique

De plus, si (o,u) vérifie (1.8), alors Ao = e(u) dans [L2(Q)]° pour presque tout t €]0,T[, w = 0
sur I' , pour presque tout ?, [un] = —u}; —uy > 0 dans G, (0};,[uy]) = 0 pour presque tout
t€]0,T[, et siTe X,

/ Aog: (T —o)dr+ / wdiv(t — o) dz = (1}, — o ul) + (75 — onsuy)
Q Q
= —(1 — o}, [un]) = = (7, [un]) > 0.

e Réciproquement, en supposant que (1.13) est vraie, en prenant 7 = o + n avec n tel que
nij € C§°(2), mij = n;i, on obtient

/Aa:ndm+/u.divnda::0,Vn e [Ce (.
Q Q

Donc Ao = e(u) au sens des distributions puis dans [L2(€)]%’, pour presque tout ¢. D’ou
u € [Hl(Q)]d, pour presque tout ¢ €]0,7[. On a, de plus, par (1.10),

(ttnt —o™nTut)+{(trTn  —on U )+ (tn — onu)r >0

VT1e 351‘, p-p- t.

On note C = QUT, le domaine sans fissure. Tout élément § de [H_l/Z(FD)]d peut étre relevé
par une fonction 7 € [H(div;C)]% telle que 7m = 0 dans [H_l/Q(F) ¢ et nm = § dans
~1/2 d
[H-Y2(r )]
En prenant 7n — on = § dans [H_l/Z(I’D)}d et +17 = 7 — o, on obtient u = 0 sur I' ), pour
presque tout t. Donc,
(rtnt —otntut)+(rn  —en w) >0, Vre Xr,
—(rh —ot, [un]) >0, VT e Xr.
En choisissant 75 = 0 puis 73 = 207, on obtient (o, [un]) = 0. D’ow: (r}, [un]) <0, pour
tout 7 € X, et, par conséquent, [uy] > 0 dans G . Finalement, pour presque tout ¢ € 0,7, on

& (Ao = e(u) dans ]0,T[x [LZ(Q)]an

[un] > 0 sur ]0,T[xT,
oy =0y et of =—op sur J0,T[xI, car o € X,

(o} [un]) =0 sur 0,T[, o =0 sur J0,T[xI car o € X,

u=0sur [0,T[x",. H

Dans [52], une formulation mixte du méme type est donnée dans le cas statique. L’étude menée dans
[52] se place dans un cadre plus général en vue d’obtenir des estimations d’erreurs précises.

1.3 Inconvénients des formulations classiques

La création d’un maillage adapté a la fissure peut étre difficile pour une fissure a géométrie complexe
dans le cas d’une méthode d’éléments finis classique, par exemple celle issue de la formulation (1.7)
ou (1.13). De plus, dans le cas de méthodes de résolution explicites, un maillage correspondant a une
configuration géométrique complexe engendre un pas de temps tres petit du fait de la condition de
stabilité, ce qui augmente le temps de calcul. Enfin, la mise en ceuvre du calcul est plus compliquée

19



1.3 Inconvénients des formulations classiques

pour un maillage utilisé par une méthode d’éléments finis que pour un maillage structuré (du type
des différences finies). On veut éviter ces inconvénients. La formulation en domaines fictifs présentée
dans la suite consiste en la résolution d’un probleme d’optimisation posé uniquement sur la fissure.
Cette méthode rassemble plusieurs avantages: sa mise en ceuvre est relativement facile, elle permet
une bonne prise en compte de fissures a géométrie complexe et la résolution du probleme est rapide.
Les propriétés de la méthode des domaines fictifs sont précisées dans la section 3.1.
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Chapitre 2

Analyse mathématique pour un
probleme viscoélastique de contact
unilatéral

Dans ce chapitre, on s’intéresse a des aspects théoriques. Apres avoir fait un descriptif biblio-
graphique sur les problemes dynamiques de contact, on étudie un probléme dynamique de
contact unilatéral avec frottement non local pour un corps viscoélastique fissuré, suivant une
loi de Kelvin-Voigt. On utilise une méthode variationnelle pour résoudre ce probleme. Plus
précisément, une méthode de pénalisation est appliquée. On introduit un probleéme pénalisé
qui peut étre considéré comme un probleme particulier d’une classe de problemes, pour la-
quelle on montre 'existence d’une solution par une technique incrémentale. Cette technique
a déja été utilisée dans [21, 46]. Des estimations sont obtenues sur les solutions pénalisées.
On utilise, de plus, une décomposition de €2 de part et d’autre de la fissure, qui généralise
celle utilisée dans le chapitre 1, afin d’appliquer des résultats de compacité. Ces résultats
permettent de passer a la limite dans le probléme pénalisé et d’obtenir une solution pour le
probléeme unilatéral avec frottement non local.

2.1 Etat de l’art

Il existe peu de résultats dans la littérature qui concernent I’existence de solution a des problemes
dynamiques de contact unilatéral (ou de Signorini). G. Lebeau et M. Schatzman [36] ont obtenu des
résultats d’existence et d’unicité pour la solution de I’équation des ondes dans un demi-espace, avec
une condition aux limites de contact unilatéral sans frottement. J.U. Kim [34] a montré P'existence
d’une solution au méme probléme dans un domaine borné régulier. J.A.C. Martins et J.T. Oden
[37] ont prouvé des résultats d’existence pour des problemes dynamiques de contact avec une loi
de compliance normale. Ils ont d’abord considéré un matériau élastique, sans frottement, puis, ils
ont supposé le matériau viscoélastique, soumis a du frottement. J. Jarusek [29] a été le premier a
obtenir un résultat d’existence sur des problémes dynamiques de contact unilatéral avec frottement
de Tresca, pour un milieu viscoélastique. Son résultat d’existence est surtout intéressant car il est
valable dans le cas sans frottement, étant donné que considérer du frottement de Tresca avec la
condition de Signorini est peu réaliste mécaniquement. Ensuite, J. Munioz-Rivera et R. Racke [41] ont
étudié le probleme de I’élastodynamique avec symétrie radiale et une condition de contact unilatéral
sans frottement. Plus récemment, M. Cocou et J.M. Ricaud [12] ont prouvé des résultats d’existence
pour des problemes dynamiques de contact avec frottement non local, dans des domaines bornés
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2.2 Paramétrisation d’une fissure

réguliers, sous des hypotheses sur la vitesse et 'accélération. E. Pratt et J.M. Ricaud [46] ont étudié
des problemes dynamiques de contact avec frottement par des techniques incrémentales, dans un cas
particulier de loi de compliance normale. A. Petrov et M. Schatzman [44] ont étudié un probleme
de contact unilatéral en viscoélasticité avec le modele de Kelvin-Voigt, dans un demi-espace, dans le
cas unidimensionnel. Ils ont utilisé des espaces de mesures pour leur étude. M. Cocou [10] a obtenu
un résultat d’existence pour un probléeme de contact unilatéral dynamique avec frottement non local,
pour un matériau viscoélastique de Kelvin-Voigt, sans hypotheése supplémentaire sur la vitesse ou
I’accélération. Tous ces résultats considerent la condition de contact sur une partie du bord du domaine,
non pas sur une fissure. On utilise ici la méme technique que dans [10] pour obtenir un résultat
d’existence pour un matériau fissuré.

Dans un premier temps, on présente une méthode permettant de paramétriser les levres d’une
fissure comprenant une ouverture. Cette paramétrisation peut étre utile lorsqu’on fait correspondre
les deux levres pour exprimer, par exemple, les conditions de contact unilatéral. Dans une deuxieme
partie, on introduit un probléme de contact pour un milieu viscoélastique fissuré. Des conditions de
contact unilatéral avec frottement de Coulomb non local sont prises en compte. L’existence d’une
solution au probléme est obtenue en utilisant une méthode de pénalisation.

2.2 Paramétrisation d’une fissure

Dans ce chapitre, on suppose que la fissure comporte une partie ouverte, c’est-a-dire un “gap”
entre ses deux levres. On adopte donc une modélisation différente de celle considérée jusqu’ici et de
celle qui suivra dans les chapitres a venir. La modélisation présentée dans ce chapitre est plus générale.
Néanmoins, elle oblige a utiliser une paramétrisation de la fissure, ce qui est plus compliqué.

Pour exprimer les conditions aux limites de contact unilatéral sur une fissure quelconque com-
portant une partie ouverte, il est nécessaire de faire correspondre les deux levres de la fissure entre
elles pour exprimer les conditions de contact sur un méme espace. Une possibilité est d’introduire
une paramétrisation de la fissure. Cette paramétrisation doit étre valable si 'on considére une fissure
fermée. D’autre part, cette paramétrisation va conduire a exprimer les conditions aux limites sur la
fissure dans un espace de dimension d — 1 si d est la dimension de I'espace.

On considere la représentation suivante d’une fissure, qui reprend les représentations de Hlavacek,
Haslinger, Necas, Lovisek [28] et de Boieri, Gastaldi et Kinderlehrer [7], qui avaient étudié la représentation
d’une zone de contact entre deux corps et exprimé les conditions de contact unilatéral entre ces deux
corps. Dans IR?, elle se présente comme sur la figure 2.1.

Un corps viscoélastique fissuré, suivant une loi de comportement de Kelvin-Voigt, occupe initia-
lement le domaine ) avant déformation. On se place sous I’hypothese des petites déformations. La
frontiere de €, 0, est composée de trois parties telles que Q2 = T'p UTr UT, ou T p et ' sont
suffisamment régulieres avec mes(I' ;) > 0. Le corps est soumis & une densité de force volumique f, il
est fixé sur I' ), une force F' est imposée sur I', et I' désigne la fissure sur laquelle on considére une
condition de contact unilatéral avec frottement.

On suppose, comme sur la figure 2.1, que I' est composée de deux levres, I' = T+HUI'—, I't représente
la levre “supérieure” de la fissure, I'~ la levre “inférieure”.

On suppose la décomposition suivante de €2, semblable a celle introduite dans le chapitre 1, pour
une fissure fermée: QT NOQ~ =0, Q=0T UQ UT,, QT et O~ sont des ouverts disjoints de frontiere
Lipschitzienne 9Q7 et 00~ et I'yy € 00T NOIN~ est une interface virtuelle entre QF et Q. On choisit
une décomposition de Q en QF, Q7 telle que mes (I'Y) > 0, ou I'Y = 'y NnoNY, a =+- et on note
r*=TrnoN* a=+,—.I" et I'" sont des variétés régulieres.
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Fia. 2.1 — Représentation d’une fissure paramétrée en 2D

Nous considérons un ouvert = de R4™! (d = 2,3) et on suppose que les deux levres de la fissure
peuvent étre paramétrées par deux applications de classe C'1 ¢, ¢~ définies sur Z & valeurs dans R.
On suppose que o1 (T) — ¢~ (T) > 0,VT € =.

On définit I'* comme le graphe de ¢* sur Z: T ={ (z,0*(Z)); T € Z}, a =+,—.

On note * = (x1,...,x4) € Q la position initiale d’'un point matériel quelconque du corps. Le
terme y(t,x) désigne la position a l'instant t de la particule initialement en x, u(t,x) représente le
champ des déplacements du point x a l'instant ¢ défini par u(t,x) = y(t,x) — .

Soient ut = (VT (£), — 1) et u= = (Vi (€),1) les directions normales extérieures & I't et T'~
respectivement, définies sur = & valeurs dans R

On suppose que la région de contact effectif a I'instant t peut étre représentée implicitement par
h(t,y) = 0 avec h :]0,T[xIR¢ — R, pour laquelle on suppose 0h/dy; > 0. La condition de non-
pénétration, au voisinage d’un point en contact, est donnée par

h(t,y(t,zc+)) >0,Vet eI, h(t,y(t,e™)) <0,Va~ €T". (2.1)

La premiére inéquation signifie qu une particule initialement sur I't peut étre ou ne pas étre en contact
mais n’interpénetre pas I'™.

Comme 0h/0yy > 0, alors, conformément au théoreme des fonctions implicites, il existe une fonc-
tion ¢ : ]0,7[ x R™! — R telle que

h(t7y) =0& yi= w(tvy)a y= (yla s 7yd71) € ]Rdil' (22)
En reprenant (2.1), on a

hty(tat)) >0e yl —ytgh) >0,
avec 7y = (yl(t,a:""), .. ,yd_l(t,m+)), gt=z"+u",
Tt = (mi", ... ,l‘j_l), ut = (ul(t,m+), ... ,ud_l(t,m+)).

On applique le méme raisonnement pour I'~. On considere I'abscisse & telle que 1 = (£,p7(€)) et
x” = (&,p7(£)). On obtient

f +uftat) —ptE+ut) >0,
—z, —uy (™) +ptl+u) >0.
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2.2 Paramétrisation d’une fissure

Les déplacements et leurs dérivées Hu| , H@u/at |, ‘Bzu/ ot?|], HVuH sont supposés de faible am-
plitude (par I’hypotheése des petites perturbations). En retenant seulement les termes linéaires, on
obtient

x;j’_ + u;‘(t’$+) - %Z)(t»f) - V¢(t,§)ﬂ+ > O’
—r, —uy (tLax”)+ (8 + VYt a >0.

En additionnant les deux inégalités, on obtient

0< 9™ (8) =07 (&) +ug (tE¢™(€)) — ug (&P~ (€) — V()T  (E,¢™(€)) + Vib(t.£)-u (€97 (€)).

On peut supposer ensuite que les gradients suivants sont approximativement identiques, ce qui signifie
que les normales extérieures changent peu au cours de la déformation.

Vet (§) = Vi(t€) = Ve (§). (2.3)

De plus, dans la configuration initiale, (2.3) signifie que les gradients sont sensiblement identiques, ce
qui veut dire qu’ il existe une faible ouverture entre les deux levres. Néanmoins, pour les cas ou 'ouver-
ture est relativement importante, cette modélisation n’est plus bonne. Il faudrait alors introduire une
région, celle ou I'ouverture est relativement importante et ou les gradients ne sont pas symétriques,
ou l'on considere des conditions aux limites de type Neumann, c’est-a-dire ou les deux levres de la
fissure ne peuvent entrer en contact, dans le cas d’une ouverture dépassant une valeur seuil. De plus,
le fait d’introduire deux types de conditions aux limites sur la fissure peut ne pas étre une bonne
modélisation, d’un point de vue numérique. Voir dans [9] et dans [25] pour une formulation précise
des conditions de contact entre deux solides en grandes déformations.

En tenant compte de (2.3), on obtient

0 <t (&) — @ (&) +uf (t.&9T(€) —ug (t.&0™ (£))
—Voet(€)at (&t (€) + Ve (§).u™ (£ (€)),

ce qui entraine, par (2.3), si 'on introduit les normales p®, (voir aussi dans [7])
pF (€t (60T (€) +uT(€)uT(tEP™(€) < 9T (€) — 9 (§), VE € E (2.4)

On obtient ainsi la condition de contact unilatéral en déplacement exprimée sur ’espace de pa-
ramétrisation =.

(o2

On introduit les normales unitaires extérieures a I'®, n® : £ — RR? définies par n® = u®/||un®||, o=
+,—. Ou plus précisément
n+ — (VSOJra B 1) - _ (V@i,l)
VI+([Vet|P VI+(IVe|P
Une formulation équivalente & (2.4) avec nT et n™ est la suivante, en utilisant (2.3),
+ —
() gt + N - e (€) —¢ (§) =
VI+(IVet|P
On introduit la notation suivante ou [. x| désigne 'opérateur
[ov] (€) = —nT () v (£ ™ (€)) = n™ () v~ (£ (€)). (2.6)

24



Analyse mathématique pour un probléme viscoélastique de contact unilatéral

Alors, la condition de contact unilatéral (2.5) s’exprime sous la forme suivante sur =:

[un] (t,€) > g, sur JO,T[xE  avec g = m et —g(&) =" (&) — ¢ (&).

La condition de contact unilatéral précédente devient,
[un] > g presque partout sur |0,7[xE.

On introduit, sur ’espace de paramétrisation =, pour tout & € =, les notations suivantes pour les
composantes normales et tangentielles d’un champ de déplacement v et d’un vecteur des contraintes
associé au tenseur o, ou o*n® est la trace de on issue de Q¢, ou @ =+,—,

(U S w8 = u(EP(©), Ul = u (1E) = u(LEG(E)) . no(E),
uy = ugﬁ(t,‘f) =u® —u¥n®,
fun] = fuyl(t8) = —ut — ", [ug] = [ugl(te) = —ut +u, (2.7
oy =o%(tE) = o*n*.n,
ol =03 (tf) =o*n® —o{n®.

Dans la suite, on va s’intéresser & un probléeme dynamique de contact unilatéral avec frottement non
local en viscoélasticité. On va introduire un probléme approché (pénalisé), comme 'ont fait J.U. Kim
[34], J. Munoz-Rivera et R. Racke [41], M. Cocou et J.M. Ricaud [12], M. Cocou [10] et on va montrer
qu’une sous-suite de solutions pénalisées converge faiblement vers une solution du probleme de contact
unilatéral avec frottement non local.

2.3 Etude d’un probleme viscoélastique de contact dans un milieu
fissuré

On présente un probleme dynamique de contact en viscoélasticité. On suppose le matériau fissuré,
et on considere, sur la fissure, a la fois une condition de contact unilatéral ainsi qu’'une condition de
frottement non local. Cette étude est considérée dans [13] ou 'on décrit les principales étapes de la
démonstration.

2.3.1 Formulation classique du probleme

Dans ce chapitre, on utilise la notation @ pour la vitesse au lieu de du/0t et @ pour l'accélération
au lieu de 9%u/0t%. La formulation classique du probléme est la suivante.

Probléeme Pj: Trouver u = u(t,x) tel que u(0) = up, w(0) = uy dans Q et

ot —dive(u,u) = f, o =o(u,u) =Ce(u) + Be(u) sur |0,7 x €,
u=0 sur |0,7[xT, on=F sur [0,T[xT,

[un] > g, oy =0k <0, oy ([un] —g) =0 sur |0,T[xE,

of = —op sur |0,T[xZ, (2:8)
oz || <nl(Ro)X | = [ur] =0,

o ]| <l (Ro)y | et

o || = n|(Ro)E | = Fa > 0fur] = a of.
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Formulation variationnelle primale

Pour simplifier, on note ici & = o(u,%) mais la seule variable considérée est le déplacement u. On
retrouve, dans la premiere équation, I’équation du mouvement, pour laquelle on considere, dans la
suite, ¢ = 1. On trouve ensuite la loi de comportement du matériau, de type Kelvin-Voigt, ou B et C
sont des tenseurs du quatriéme ordre, satisfaisant les propriétés de symétrie et d’ellipticité habituelles
(1.2). Les conditions aux limites sur I'p et I'p sont données sur la deuxieéme ligne. Puis les conditions
de contact unilatéral sur la fissure sont données. Les relations suivantes correspondent a la loi de
frottement de Coulomb. Le terme p € L°°(Z) désigne le coefficient de frottement, qui est supposé
indépendant du temps. R est un terme régularisant, qui va étre détaillé ensuite.

2.3.2 Formulation variationnelle primale

Introduisons deux espaces de Hilbert M et V' munis respectivement du produit scalaire (.,.) et (.,)
et le convexe K:

M = [LQ(Q)}d, V={ve [Hl(Q)}d; v=0p.p. sur 'y},
K ={ve V; [uvN] > g p.p. sur Z}.

On suppose ug € K, uy € Vet f € WHe(0,T;M), F € Wh>(0,T;[L*(T',)]%), g € HSéQ(E),

g <O0pp.surZ, pu € L*®(E), p > 0 p.p. sur Z. Le cas particulier ¢ = 0 correspond & une fissure
fermée.

La forme ¢ est une forme bilinéaire déja définie dans (1.6). On définit sur V' x V' la forme bilinéaire
suivante, correspondant au tenseur de viscosité:

b(u,v) :/QBs(u) ce(v)dx,Vu,v € V.

On suppose, dans ce chapitre, une régularité plus importante pour les tenseurs B et C que celle du
chapitre 1: Bijx;,Cijre € WH(0,T;RY), Vi, j, k1 =1, ....d.

On considére L comme un élément de W1>°(0,T; V) tel que

(L) :/f.'vdx+/ Fuvds,VveV,Vt e [0,T]. (2.9)
0 r,

On suppose la condition de compatibilité suivante sur les données initiales.

dle M, (l,v)+ c(up,v) + b(uy,v) = (L(0),v), Vv € V. (2.10)

2.3.2.1 Propriétés de ’opérateur de régularisation

On définit Ro : V x V — [H(Q)] comme une régularisation linéaire et continue de o = o (u,v),
YV u,v € V. Cette régularisation vérifie la relation suivante:

3C >0, [|(Ro)(u,v) S CO(lfully, + vl ) Yu,v €V, (2.11)

Iy
et on suppose ici ((Ro )(up,u1) )} =0.

On utilise la régularisation suivante, donnée une premiére fois dans [35] et déja employée dans [10], ou
¢ € C2(RY), ¢ >0, E: [H'(Q)]? — [H'(RY))? est une extension de  sur R¢ qui préserve la norme
de [H'(R%)]? et * représente le produit de convolution sur RY. On note alors (Re)(u,v) le tenseur
obtenu qui vérifie:

(Ro)(u,w) = (CVE(u)+BVE())*.

26



Analyse mathématique pour un probléme viscoélastique de contact unilatéral

Calculons une composante quelconque de (Ro )(u,v).

(Ro) (u,v))ij (®) = /]Rd (Cijin(Y) (Ew)i(y) + Biji(y) (Ev)k(y)) v(x —y) dy.
On a la relation suivante:

Cij(y)(Bw)ii(y) () = (Cijra(y)(BEw)r(y)) 1 — Cijrai(y) (Ew)(y).

En utilisant la relation précédente pour le tenseur C et une relation semblable pour B, on obtient
((Ro ) (uw))ij (@) = /Rd [(Ciji (W) (Ew)i(y) + Bijri(y) (Bv)i(y))
= (Cijri(y)(Bw)r(y) + Bijri(y) (Ev)i(y) ) | ¢z — y) dy,
((Ro) (uv))ij (@) = — /]Rd (Cijra(y) (Bw)i(y) + Bijr(y) (Ev)k(y) )i (x — y)

+  (Cijrri(y) (Bu)i(y) + Bijrri(y)(Bv)r(y) ) U(z —y) dy.
On peut remarquer la linéarité de (Ro ) (u,v) par rapport a (u,v). De plus, l'estimation (2.11) est
vérifiée car la dérivée en espace de (Ro )(u,v) porte sur ¢ et non pas sur u,v.
2.3.2.2 Formulation variationnelle

On introduit 'application J comme suit:

J:V3 5 R, J(uww) = / pl((Re) (w,)) 5| | [wr] || dE, YV uww € V. (2.12)
On peut donner alors une formulation variationnelle de (2.8).
Probléme Pp: Trouver u € W2(0,7; V) N CY([0,T]; [H~/2(Q)]%), tel que u(t) € K pour tout t et
( (@(T)w(T) = w(T)) gr-1/2 g2 — (u1,0(0) — uo)

T
+/ { =(4,0) + c(u,v) + b(4,v) + J(u,u,v + 4 —u)} dt
0 (2.13)

> /OT(L,'U —w)dt + /OT { ]2, + clu,u) + bliu) + J(uii) } dt

VoeL>®0,T;V)n Wh2(0,T; M),v(t) € K p.p.t €]0.T].

On peut prouver que le probléme variationnel (2.13) est formellement équivalent au probleme (2.8)
(voir [17, 33], pour d’autres inéquations variationnelles). Présentons quelques éléments de la démonstration.
Il est clair que (2.8) implique (2.13). Réciproquement, en remplacant dans (2.13) v par u £ ¢ ou

@ € [D(0,7[x2)]% on retrouve les équations de (2.8) & lintérieur de . En supposant que w est
suffisamment régulier et en utilisant les formules de Green, on établit que les conditions aux limites

du probleme (2.8) sont vérifiées sur I, et =.

2.3.2.3 Formulation variationnelle primale avec décomposition

On utilise ensuite la décomposition de  entre QT et Q~, décrite auparavant. Cette décomposition
permet de restreindre I'analyse variationnelle a des domaines plus réguliers que 2, pour lesquels,
par exemple, I'inégalité de Korn peut s’appliquer plus facilement. Pour w € [L2(92)]%, on pose i =

(wt,w™), olt w® est la restriction de w sur O, a =+,—.
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Formulation variationnelle primale

Avant d’introduire un nouveau probléme posé sur Q7 x Q™ on définit plusieurs espaces fonctionnels
utilisant la décomposition de €2, avec o =+,—.

M* = [LQ(QO‘)]d, Ve={ve [HI(QO‘)]d; v =0p.p.sur ['} },

M =M'xM ", V={v=@wtv)eV xV vt =v" pp.suwl,}

L’espace M est un espace de Hilbert muni du produit scalaire noté (.,.) x, et de la norme du produit

cartésien [|.|| ;. L'espace V, qui est un sous-ensemble fermé de V't x V—, est un espace de Hilbert
muni du produit scalaire noté (.,.)y, et de la norme du produit cartésien [|.||y,. Il existe une bijection

entre les espaces V et V. (voir dans [24]). Nous avons la proposition suivante:
Proposition 2.1 L’application ¥ : V — V, définie par Vv = (vt v~), Vv € V, ou v’ et v~ sont

les restrictions de v sur Q7 et Q~, est un isomorphisme. La propriété suivante est satisfaite: v € V.
si et seulement si vt € VT etv™ € V™ tel que vt = v~ p.p. sur L.

Démonstration

U est bien définie car, pour tout élément v de V, vt = v~ ppsur I’
[H'(Q)]%, et ¥ est linéaire, continue sur V et || Yo

v» sinon il ne serait pas dans

v = |[v[lv. Ainsi, ¥ est une isométrie entre V' et V.

Ayant vt et v, l'inverse est défini par v tel que v = vT sur QF et v = v~ sur Q. Comme
vt =v~ pp. sur I',,, v appartient a [HY(Q)Y |

On définit K C V par K = U(K) = {Uv; v € V et [uy] > g p.p. sur Z}. Ainsi, pour tout © € K,
on définit [on] = [un] et [o7] = [vr] ot v = ». On adopte les notations suivantes pour des espaces
de Sobolev et pour des produits de dualité:

H* = [H3(QN) x [H*(Q7)]%, Vs € R.
<’lA,L,’lAJ>_S7S = <u+7v+>H_S(Q+),HS(Q+) + (’UJ_,’U_>H—5(Q—)7H3(Q—),V’1TL S H_S,Vf) e H°.

On définit ensuite les applications suivantes.

b(a,0) = b(u,w) = b (utwt) + b (u",v7),

ou b*(u*w®) = / Be(u®) : e(v*)dz, Vu®v* € V¥ x V* a =+,

H(5) = c(uw) = ¢ (ut vr) + e (u— ),

ou c*(u*w®) = - Ce(u®) :e(v)dz, Vu®v* € VXV a =+, (2.14)
J(@,0.@) = | pl((Ro) (wo)§] |l fwr] || dE,

(L), = (Lw), (1,9)5 = 1)

pour tous @, 0,w € V, ou u,v,w satisfont Yu = 4, Yv = v, Yw = w.

La condition de compatibilité (2.10) peut étre réécrite de la maniére suivante:
e M, (1,0)y + é(to,d) + b(a,0) = (L(0),0) ¢, V& € V. (2.15)

On introduit le probléeme auxiliaire suivant qui utilise la décomposition précédente:
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Probléeme Pi: Trouver @ = (ut,u™) € Wh2(0,7; V)N C1([0,T],H /%) tel que @w(t) € K pour tout ¢ €
10,77 et

(2.16)
T A T . ~ . A~ . .

> / (L,® —fa>vdt+/ { |, + é(ia) + bliva) + J(a,a,a)} dt
0 0

Vi e L®0,T; V)N Wh2(0,T; M), 5(t) € K p.p. t €0,T].
La proposition suivante indique que les problemes P; et Py sont équivalents.

Proposition 2.2 Sous les hypothéses précédentes, les problémes Py et Py sont équivalents au sens
suivant: si w est une solution de Py, alors Yu = (ut,u™) est une solution de Py, ot uT et u™ sont
les restrictions de w sur QT et Q.

Réciproquement, si & = (ut,u™) est une solution de Pl, alors uw € V, avec u = u™ presque
partout sur Q7 et u = u™ presque partout sur Q~, est une solution de P;.

Remarque 2.1 Une solution u du probléeme P; ne dépend pas du choix de I'y, et une solution de P
vérifie oTnt = —o~n~ sur I'y.

Nous allons prouver Uexistence d’une solution au probléeme P; par une méthode de pénalisation.

2.3.3 Introduction d’un probleme pénalisé

On considere un probleéme de contact pénalisé dont une solution vérifie les mémes équations dans
2 et les mémes conditions aux limites sur I' ;, I', que précédemment. Seules les conditions aux
limites de contact sur I' sont différentes. En comparaison avec le probleme de contact unilatéral, une
interpénétration des deux levres de la fissure est autorisée et un terme de pénalisation apparait. C’est
un probléeme de compliance normale avec un exposant égal a un, du méme type que celui considéré par
J.A.C. Martins et J.T. Oden [37]. En notant par u. une solution pénalisée, les conditions de contact
sont les suivantes, pour presque tout ¢ €]0,77],

. _ . 1 =
ol (ue,ite) = oy (ue, i) = —g( [uen] —g)— sur E, our_ =max(0, —r),
U;(ue”us) = - U;(ueaﬂe) )
llok(ue,ie)|| < 1 [((Ro ) (ue,iee) )i | et (2.17)

Ha;(uévﬁa)H < 1% ’( (RU)(uefue) )} ’ = [uaT] == 07

Ha;(uaaﬁa)H = p|((Ro ) (ue,.) )} | = 3a>0,tr] =« U;(ueaua)-

Pour écrire la formulation variationnelle associée, on définit I'application ®. : V x V. — IR par
1
O, (v,w) = _E/( [on] — g9)—[wn]ds, Vow € V.

Une formulation variationnelle équivalente a (2.17) est la suivante:
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Analyse d’une inéquation d’évolution abstraite

Probléme Pj: Trouver u. € Wh2(0,T; V) N W22(0,T; M) tel que u:(0) = ug, %-(0) = u; et
(the,w — we) + c(ue,w — Ue) + b(Ue,w — U:) + Pe(ue,w — @)
(2.18)
+J (ue, e, w) — J(ue e ,ue) > (Law —u.),Vw eV, pp. t €]0,T7].

Pour montrer I'existence d’une solution au probléeme PS5, nous allons étudier un probleme abstrait.

2.3.4 Analyse d’une inéquation d’évolution abstraite

On considére deux espaces de Hilbert (H,|.|) et (V,]|.]|) tels que V' C H, V est dense dans H et
I'injection de V' dans H est compacte. On note par (.,.), respectivement (.,.), le produit scalaire sur
H, respectivement V. On introduit aussi 'espace W et 'ensemble

W = W220,T;H)nWhH(0,1;V),
K = {veW;v(0)=up, 0(0) =ui}, onuy € Vu; € V.

On suppose que a et b sont deux formes bilinéaires, continues, symétriques et coercives sur V2. Elles
vérifient

Img,mp > 0, alu,w) < mgllul| |[v]], blu,v) < my|lul] o], Vu,v €V,
3A4,B > 0,a(vw) 2 Al b(vw) 2 Bl Yve V.

Soit ¢ : [0,T] x V3 — R et :V — IR une application faiblement continue sur V.

o ¢(t,u,v,.) est sous-additive : @(t,u,v,w1 + wa) < P(t,u,v,wy) + ¢(t,u,v,ws), (2.19)
o o(tu,w,0w) =0¢p(tuvw), vVt € [0,1], Vu,v,w,wi2 € V,¥80 >0, (2.20)
e On suppose aussi ¢(.,0,0,.) =0, (2.21)
e J1np>0,tel que, Viti2€[0T], Vurg, vig, weV,

|¢(t1,U1,’Ul,U]) - ¢(t2)u2)v2aw)|
< no(ltr — ta| + [B(ur) — Bluz)| + |v1 — va|)[|w]], (2.22)

31 >0, tel que, V 1 € [0,T], Vuiz, vi2, w12 €V,
|p(t1,u1,v1,w1) — d(t1,u1,v1,w2) + d(ta,u2,v2,w2) — G(ta,uz,v2,w1)|
< n(ltr — ta| + flur — uz|| + [v1 — v2|)[[wr — wal|. (2.23)

On suppose aussi que L € W1(0,T;V) et on note Cf, la constante de Lipschitz de L.

On suppose la condition de compatibilité sur les données initiales:
3l € H, (l,w) + a(up,w) + b(u1,w) + ¢(0,up,u;,w) = (L(0),w), Vw € V. (2.24)

On considere le probleme suivant.

Probléeme P: Trouver u € K tel que, pour presque tout ¢ €]0,77,
(U(t),v —a(t)) + alu(t),v —a(t)) + b(u(t),v — u(t)) + ¢(t,u(t),u(t),v)
—o(tu(t),u(t),u(t)) > (L(t),v —u(t)) YoveV. (2.25)

Dans la suite, on utilisera plusieurs fois le théoréeme de compacité suivant de J. Simon [51].
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Théoréeme 2.1 Soient X, U et Y trois espaces de Banach tels que X C U C Y avec injection
compacte de X — U.

Soit F borné de LP(0,T; X), ot 1 < p < oo, et F /Ot = {f; f € F} borné dans L'(0,T;Y). Alors
F est relativement compacte dans LP(0,1;U).

Soit F borné de L*>(0,T;X) et OF /0t borné dans L"(0,1;Y), ot r > 1. Alors F est relativement
compacte dans C([0,T];U).

Pour prouver qu’'une solution du probleme P existe, on utilise une approche incrémentale, du méme
type que dans [21, 46]. On utilisera les notations suivantes:

At = — tI=43At, I=L{M),d = Vi<i<n-—1
TL’ j 9 ( )7 2At 9 f— .7 J— n bl
. Wt — AR ¥ R v ' Wt — oyl i1
5] - ’ 7‘7 = - ’
At At At?
u = ug, 50 = Uy,
On a alors
u? —ul
51 _ 50 — Ul
1 1 At
= At = = .
U Uug + UL, Y AL AL

Nous considérons la suite de problemes incrémentaux, de j =1 an — 1,

Probléme Pﬂ#l : Trouver w/T1 € V, pour1 < j < n — 1, tel que
(Wj’w - dj) + a(uj+1?w - dj) + b(dj’w - dj) + ¢(tjauj+1adjaw)

A . . (2.26)
_¢(t]7uj+1ad]7dj) > <L'77U) - d]>7 Vw e V.

Lemme 2.1 Chagque probléme pitt posséde une solution unique u/t! si At est suffisamment petit.

Démonstration
Chaque probleme pit peut se réécrire de la manieére suivante:

Trouver ©w/t! € V tel que

gt 1 — ) b — !
(R~ ) alw =) 4 blg g —u’™) (2.27)
On définit L7 € V' pour tout j > 1 par (L7 ,w) = (T,w) + b(m,w) + (L’ w), Vw €V,
~ ~ . v — ujfl .
et ¢;: V xV — R par ¢;(v,w) = gi)(t],v,W,w — /7).

Pour tout v € V, QASJ]'(U,.) est convexe a cause des propriétés de sous-additivité de ¢ (2.19)-(2.20)

et gj(v,.) est continue sur V' par (2.21) et (2.23). En fait, par (2.21) et (2.23), on obtient que ¢; est
Lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable

~ ~ . — it . . — i1 .
[65(v:01) = B(v02)| = [6( 0, i— w01 =0 7) = St u v — T
. . . . v — uj_l
FO(t7.0,0,02 = w7 = 617,000 — oD < m((oll + |5z D llen = wall. Vorz € V.
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Analyse d’une inéquation d’évolution abstraite

Nous avons aussi la propriété suivante sur gj, issue de (2.23),
| @ (u1,v1) — @j(ur,v2) + @5 (uz,v2) — @5 (ug,1) |
1
< (4 g lluz —wll flvz = vill, YV ur 2, vi2 € V.

Comme nous pouvons le voir, I'inéquation (2.27) est une inéquation elliptique implicite. Nous savons
qu’une solution unique existe si 'inégalité suivante est satisfaite (voir dans [45] par exemple):

1 1 B
I — )b At 2 2.9
10+ ox) <ag T4+ 3a; (2.28)

Cette condition est satisfaite dés que At est suffisamment petit, par exemple, si At < 4/(n — B) si
n>AB. 1

Lemme 2.2 Sous la condition de compatibilité (2.24) et, éventuellement, une condition sur At, le
terme ' est borné dans H et le terme Aty est borné dans V.

Démonstration

On remplace w par §° dans (2.26) pour j = 1, on remplace w par d* — §° dans (2.24). Do,
(vhdt — 6% + a(u? — ug,d* — 0°) + b(d* — 6%,d* — &%)
_¢(t17u27d1750) + ¢(t17u27d17d1) - ¢(0,U0,50,d1 - 50)
< (L' = L0d" — 8% + (1,d" — &9).
A
On utilise ¢(0,u0,0°,d* —8°) = ¢(0,u0,0°,d*) —¢(0,u0,6°,0°), d* —6° = 71671 et u? = ug+2At60+ A2,
On obtient, grace a (2.23),
At
P+ - By + A AP < (0 + CL) Aty | + 288 (0 + ma) [|16°] 7]
n
+n AP+ S ALY I+ [ -

On emploie I'inégalité de Young avec des constantes c1 234 > 0. On obtient

2 B 1
(1- 61% — o)y P AAC I |P + At — Atles + e+ + 1)) [l
+ Cp)? + mq)? I
< (n L) + (n a) H50H2 + u
403 Cyq 402

On doit alors choisir ¢34 > 0 et ¢y, c2 tels que

UR 4
l—ci— —co>0= 0<01<—2, 0<eco <1,
4 U

B 1 B
Si At satisfait (5 — At(es+eqa+n+ 4—)) > 0, ce qui entraine At < . et (2.28), 91 et At~y sont
C1 n
bornés indépendamment de At dans H et V, respectivement. l

On peut remarquer que, par le lemme 2.2, les termes d' et §' sont bornés dans V indépendamment
de At car d' = 6% + (At/2) 7! et 6F = 60 + At~', si At est suffisamment petit.

Lemme 2.3 Les termes 7' sont bornés dans H, §° sont bornés dans V pour 2 <i<n —1, si At est
suffisamment petit.
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Démonstration

En remplacant w par d’*! dans (2.26) écrit pour j, on obtient
(,yj’dj+1 _ dj) + a(uj+1,dj+1 _ dj) + b(dj’dj+1 _ dj)
ot I T @YY — (I ) > (LT — ).
En remplacant w par d’ dans (2.26) écrit pour j + 1, on obtient
(VL& — &Y 4 a2 — @Y 4 b — )
F O I T2 @Y gy — g3+ 32 @il @iy > (LI gi — gity,
Ainsi, on peut déduire en ajoutant ces deux inégalités, sachant que 2(d’+! — @/) = §7+1 — §7—1,

(,yj-i-l _ ,),j7dj+1 _ dj) + % a((;j-i-l’(;j-i-l _ 5j—1) + b(dj—I—l _ dj’dj-i-l _ dj)

_ J o, dt+1l g3 gi+1 J o3t g3 97y _ J+1 . 3+2 gi+1 35
¢(t YU 7d 7d )+ ¢(t YU 7d 7d ) (b(t YU 7d 7d )
+¢(tj+1,uj+2,dj+l7dj+1) < <Lj+1 _ Lj,dj+1 _ d]>

Sous I'hypothese précédente sur ¢ donnée dans (2.23) et comme d7T! — &/ = (At/2) (77 + +7 1),
2t — @) =6t — 671 on a

2 ) J+1 J ) .
SATtn (1_|_H5]+1H+h/27+7‘> |V 447,

On utilise le fait que L est Lipschitz continue. On obtient

. o . o . At o .
(P =T 4 07) a6 = 6770 + by AT T 4 )

. . ) Jj+1 J ) .
S(CL+77)At‘|’YJ+1+’YJ“+77At <H5]+1H+h/27+7‘> H'Vj+1+'YJH-

On emploie I'inégalité de Young avec k334 > 0 quelconques

At . , , A n’At , , ,
n— T+ [V A < = T AP 4 koAt 472,
2 165
2
n A T+ A7) < z%%W+W”+%AHW“4+7W3
, . 4+ (7 )2 . .
(n+ CL)At[[y T +47 < QZ?ALAP+MAHW“I+¢W-
4

On obtient
P = P+ (@ = 5 4+ A (G = ke — s = k)] 4]

At

2
o At n°At
— 4ky

2
(CL+77)2+4—]€3H5]+1H +@|7j ‘|"7]+1|2,
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Analyse d’une inéquation d’évolution abstraite

On somme de j =1 ai— 1 et on utilise la relation

1
a((;j-i-l’(;j-i-l _ 5j—1) >
1

i

[a(6",6") + a(6" 1,6 1) — a(s',6") — a(s°,69)] .

DO | —

J
La coercivité de a donne alors
i—1

) A
2+ SIS+ ST+ A — by — ks — k) )X I+
J

T
< 15 O L) 4k ZH 5P+ 16k Z!v 7P

a(0°:0%) + 5 5 a(65) + P

i—1

1.
En utilisant g1 2< (24 2k + — 2 k)Y P+ (1 + =)' A VE t
n utilisan ;h +97 P <2+ 1+ Z|7| 14 2k) |y "+ ( +2k1)|7|,v 1>0e

B B
en choisissant k234 > 0 tels que (5 — ko — ks —kyq) > 0, (ainsi ko34 < E) on obtient

1=+ ) =T8T < =— j
=L +2k1)16k: WF+ G = I < g Cotn)? ZWH

2

At L 2, n° At 12, Y o0y, Lo
T2+ 2+ Z\’H + T2 2k) P+ 5 al0,0%) + 5 010,

Par le lemme 2.2, qui donne que 7! et d! sont bornés dans H et V, respectivement, sous une condition
sur At, et si At satisfait At < (16 k2)( (1 + (1/2k1))n? )~ < 8B/n? et At < (2 Ak3)/n? < AB/n?, on
peut appliquer le lemme de Gronwall discret (voir par exemple [21]) pour obtenir des estimations sur 6°,
et v, i=2,... n—1, ce qui assure que §’ (et aussi d’, u’) sont bornés dans V et +* est borné dans H. B

Définissons plusieurs suites, pour j > 1, sur les intervalles [0,t!] et |t/ t7H1]

un(t) = ul, t € [0,t1],
Tp(t) = MH&O, t € [0,t],
Up(t) = MH&O, t e [0,th.
r un(t) _ ujﬂ’ | te]tj,tjﬂ]’
un(t) = L_l; v + (t—t)) &, t et it
| () = Ll;“j PPy W Gl _Qtj)27a‘, £ et ).

D’une maniere différente de celle utilisée dans [46], on a choisi des approximations internes de u.
On a u, € L*(0,T;V), U, € WH2(0,T; V), @, € W22(0,T; H). En effet, les relations suivantes sont
vérifiées:

_ _ w4l
un(t;r) = Un(tj )= 5
~ o wTh e
un(tj) un(t;) = —
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La suite de problemes Pﬁ; 41, J=1,...n—1, est équivalente au probléeme suivant:

T . . . . . .
/ <(an7w - Hn) + a(uruw - ﬂn) + b(ﬂnfw - Hn) + gbn(t,un,ﬂn,w)
0 T (2.29)
—qﬁn(t,un,ﬁn,ﬁn)) dt > / (Lpw — ) dt, Yw € L*(0,T;V).
0

On note ¢, (t,u,v,w) = ¢t/ u,v,w), Ly(t) = L7 pour tout t €]t/ 7] 1 < j < n —1, ¢p(tuvw) =
#(0,u,v,w), L,(t) = L° pour tout ¢ € [0,t], pour tous u,v,w € V.

En utilisant les estimations données dans les lemmes 2.2, 2.3, il existe u, w, u tels que, & une
sous-suite pres, u, — u dans L?(0,T;V), u, — u dans W12(0,T;V) et u, — u dans W22(0,T; H)
quand At tend vers 0. Nous montrons maintenant que ces limites sont égales.

Lemme 2.4 On obtient les relations suivantes:

h,gn [ — unl| 200,750y = 0 (0),
lim [[@, — 20,y =0 (20), (2.30)
lim | [, — || 207 = 0 (4d).

n

Démonstration
Considérons ® € L2(0,T;V).

T t! n-l g+l
\/ (Hn—un,(1>>dt]:|/ <Hn—un,<1>)dt+2/ (T — DY di]
0 0 — Ju
t! e+t i—1 i+1
A i -
_ |/ <(t_37t)50,<1>>dt+/ (T -t B |
0 tt

t! i+l
= |/ <(t—3%)50,<1>>dt+/ <—%6i—Atdi+(t—ti)di,<1>>dt|
0

t
i+l

At o [ = .. o i
< 35090 [0(1)]|dt + Y At (S5 +2]d']]) el
=1
T

) )
< §CA15/ ()] dt < g cAt VT ||®]| 20,7,
0

On désigne par ¢ une constante telle que max (||0%||) < ¢, pour tout i < n — 1. Ainsi, on obtient
Wy — un,®)200,0,v) — 0,V @ € L2(0,T;V). D’ou la relation (2.30)-(4).

On a ensuite

T ¢t n—l agitt
y/ (i un,(I>>dt]—|/ (un—'dn,(I>>dt+Z/ (T — i, D) dt]
0 0 = Jv

i+l i+l ' A ' (t . ti)2 A
/ﬂ (U — U , ) dt = |/ﬂ ((t = t)(d = 071) = =" @) dt],
titl 5 — §i—1 (t _ ti)2 titl

=1 (-t —F— =" Wi,<1>>dt|§At(ll5ill+ll5illl)/ti |2 (@)[| dt.
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On obtient

t1+1

T t!
[ -y < [ @ -0 |dt+§j/ T — i, @) dt
0 0
T
< 20At/ 1B(0)]] dt < 2¢ AT ||D]| 202211
0
Ainsi, (T, — Un,®) 20,7,y — 0,V ® € L*(0,T;V). D’ott la relation (2.30)-(i).

Considérons ® € L2(0,T; H).

T . t! .
y/ (ﬁn—ﬂn,(b)dt]:|/ i@ dt+Z/ G, B dt].
0 0

On obtient, pour l'intégrale sur |t/,tiT!], 1 <i<n—1

ti+1 . ti+1 - - . .
/ (on =t @)t = | [ ((d = 61) — (t — 1)y, B) ],
tt tt

ti+1 tz+1

5@' o 52‘71
-1 (< s [ ewla
#
On obtient, en notant c; tel que max |v!| < ¢1, pour tout i < n — 1,

tl tz+1 .

y/ i@ dt]</ | (i — i, @ \dt+2/ i, @) dt
0
3 T

< Sant [ le@ld < S AV 0l
0

Ainsi, (d, — ’l:LNn,q))LQ((],T;H) — 0,V ® € L*0,T; H). D’ou la relation (2.30)-(i7i). W
Par conséquent, les limites u, @ et & sont égales dans W12(0,7;V) N W22(0,T; H).

On a un(0) = ug + Atug, Tn(0) = Un(0) = up — (A/2) u1, U (0) = w,(0) = uy ce qui entraine
que u satisfait les conditions initiales. Comme (T, (t)), C WH2(0,T;V) et (u,(t)), € WH2(0,T5V) N
W?22(0,T; H), on obtient, par un procédé diagonal, semblable & celui considéré dans [12, 46] que, &
une sous-suite pres,

Ty (t) — u(t) dans V, @, (t) — u(t) dans V, i, (t) — a(t) dans H,Yt € [0,7). (2.31)

On a ensuite

T . . tl . . n—1 . .
| Godo)a - | (0500 + 32 A4
= e
_ 52(51 _5171752 _i_(szfl) _ 52(‘51‘2 ‘51 1’ ) (’511 1’2 ’50‘2)
i=1 =1

On obtient alors
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Comme (U (t)), converge faiblement vers 4(t) dans H, pour tout ¢ € [0,77], par (2.31), on a
T . . 1 T
i [ G0 () e > 51T = P = [ Gi0ite) .

n—oo 0

On a la relation suivante pour la forme bilinéaire a

T t! i+l
/ a(un,ﬁn)dt:/ a(tn Ty, dt—{—Z/ a (U, Ty, ) dt

0 0

o n-l L uit — i
= Ata(u 5)+At; a(u™t —— )
> Ata(ut,0%) + la(u" u") + 1a(u"_1 u ) — la(ul ut) — la( 0 u®)
— ) 4 ) 4 ) 4 ) 4 )
2

> Ca(u" ") — Sa(uouo) — S (a(u" 5'Y) — alup ) + S (a(" 57) + 3a(6°.0%)

On obtient, en utilisant (2.31), comme u,(T") = u",

T T
. 1 1
lim inf/ a(Up, iy) dt > 3 a(u(T)u(T)) — 3 a(ug,ug) = / a(u,i) dt.
0 0
En utilisant la semicontinuité faible de b, on obtient aussi
T T
lim inf/ b(un,uy) dt > / b(t,u) dt.
0 0
Lemme 2.5 L’inégalité suivante est vérifiée:
T o T
lim inf / G (bt i i) It > / S (tiit) dt.
0 0
Démonstration

On a

1

T
/ ‘an(t,urwﬂrwﬂn) - ¢(taﬂn7ﬁn7ﬂn)‘ dt - / ‘an(t,urwﬂnaﬂn) - ¢(taﬂn7ﬁn7ﬂn)‘ dt
0 0
tz+l .
+ Z/ |¢n t Unaunaun) - @b(t»ﬂnaanaﬂn” dt.
Sur un intervalle J¢*#*+1] on a, comme ¢(.,.,.,0) = 0,

|¢n(taunaﬁnaﬁn) - @b(t»ﬂnaanaﬁnﬂ = |¢(tiaui+1adiadi) - ¢(tiaui+1adi,0)

i i1 o P2 o
oS g -y 5 iy

i g i1 o L2 L
ot -y U iy

' Wt — i it — il o £ 4i)2
n(lt=t+||[—5—+ 5 —(t—t’)éll—(T)VlH

=57 = =ty |||
< nAt( 1+H6ZH+Hd’H+ H(SZ 1{{+ |5Z|+ |5l ib) Hdiugnmc(gcﬂ).
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Ainsi, pour 1 <i<n-—1,0n a

ti+1

. - 13
/ ‘an(t,umﬂmﬂn) - ¢(taun7un7ﬂn)‘ dt < nAtQ C (70 + 1)-
t

On utilise le méme argument sur U'intervalle [0,¢].
t oo Co 3
/0 Ottt i) — O i) < 72 [[8°]| (5 []0°] +1).
Ainsi,
T . <o 13
/0 | D, (s, Ui T ) — DTy Ui U, )| dE < ) AtTc(Ec +1).

On peut montrer que fOT é(t,u,v,.) dt est séquentiellement faiblement semi-continue sur L2(0,7;V).

Comme (Ty,), converge faiblement vers u dans W12(0,T;V) et (i,), converge faiblement vers i
dans W12(0,T; H), on obtient

T T
lim inf / G (bt i i)t > lim / (e (Lt in) = G(t,Tin i) )
0 0
T o
—i—liminf/ Ot Uy, Uy, U,) dt
0
T g . . T .
> lim inf / (gb(t,ﬂn,ﬂn,ﬂn) _ gb(t,u,u,ﬂn)) dt + lim inf / d(t 11,10, dt
0 0
T . T
:liminf/ (b(t,u,u,ﬂn)dtz/ o(tu,a,a)dt 1
0 0
Lemme 2.6 La relation suivante est vérifiée:
T . T
lim/ O (tUp U, v) dt :/ p(tu,uw)dt, Vo e L20,T;V).
0 0
Démonstration

On a, sur [t 1], 0<i<n—1,
| (t i i 0) — DT i, 0)| = [ g T s0) — Aty T ,0)
(T, tUn,0) — AT tin,0)| < (|t — 7] + [Jun — Un|| + [En — n|) ||v]], Vv € L2(0,T;V).

On obtient en intégrant sur |0,7]

T
/ |¢n(taunainav) - ¢(t,ﬂn,&n,v)| dt <
0
T T . .
wt [ lollat+ [ = ol + i = ) 1ol .
On utilise le lemme 2.4. On obtient

T .
1im/ |¢n(t,un,ﬁn,v) — Ot up,up,) |dt =0, Vv € LQ(O,T; V).
0
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Ensuite, on utilise la relation (2.22).

T . T .
/0 Gt s10,0) — (T i) dE < no/o (it = ] + |B(u) = B(@n)|) [[o]| dt, Vv € L2(0T5V).

On applique le théoréme 2.1 avec F = (ﬂn)n, X =V,U=H,Y = H, p=2. On sait que (up)y
est bornée dans L%(0,7;V) et (u,), est bornée dans L?(0,T; H). Donc, par le théoréme 2.1, & une

sous-suite pres, on déduit que (), converge fortement vers @ dans L2(0,7; H). On a vu auparavant,
que, & une sous-suite pres, (uy(t)), converge faiblement vers u(t) dans V', pour tout ¢ € [0,7]. Comme
B est faiblement continue sur V', (8(u,(t))), converge vers 3(u) pour tout ¢ € [0,77]. On obtient donc

T T
lim/ G (t U T ,0) dt = / P(tu,uv)dt, Yo e L20,7;V). A
0 0
On prouve le résultat d’unicité suivant pour le probleme P.

Lemme 2.7 Le probléme P a, au plus, une solution.

Démonstration

Soient u; et ug deux solutions de (2.25). En remplacant dans (2.25) la fonction test v par w2, puis par
Uy et en utilisant (2.23), on a

(g — 11,0 — U1) + a(ug — uy,bg — Uy) + b(dg — 1,02 — Uy)
< @(tun,01,101) — G(tur,01,102) + G(tug,to,102) — ¢(tug,t2,11)
< 77(Hu2 —U1H + ’712 —dl‘) HUQ —le.

On integre entre 0 et t. Comme les solutions uj et ug ont les mémes conditions initiales us(0) =
u1(0), u2(0) = 471(0), on obtient

1. 1 b
3 |tig — u1|2 + 3 a(ug — uy,ug — uy) + / bty — 1y, — U1 )ds
0
¢
<o [ (fua =] i = in] | + i = ] [ = ]| s
0
On applique l'inégalité de Young avec une constante appropriée et on utilise la coercivité de a et b

1,. . A B [t .
§]u2—U1\2+§HUQ—U1H2+§/O HUQ—U1H2dS

2 t
S%/O (‘|UQ—U1||2+’ﬂ2—d1’2) ds.

En appliquant le lemme de Gronwall, on conclut que u; = uy et le probléme (2.25) a, au plus, une
solution. Il

Théoréme 2.2 Sous les hypothéses sur ug,ui, L, (2.19)-(2.23) et la condition de compatibilité (2.24),
il existe une solution unique du probléme P.

Démonstration
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Existence et unicité de la solution pénalisée

On peut passer a la limite sur les termes linéaires dans (2.29). En utilisant les lemmes 2.5 et 2.6,
on obtient que u est une solution du probléeme suivant:

T
/ ((th,w — 1) + alu,w — ) + b(t,w — 0) + (t,u,i,w) — ¢(t,u,0,u) ) dt
o . (2.32)
> / (Law —a)dt, YVw € L*(0,T;V), u(0) =ug, 4(0) =u;. M
0

On peut prouver par le théoreme de Lebesgue que, si u est une solution de (2.32), c’est une solution
du probleme P, donné dans (2.25). Réciproquement, si u est une solution du probleme P, c’est une
solution de (2.32). De plus, le résultat d’unicité vient du lemme 2.7. |

Remarque 2.2 Comme on va le voir dans la suite, ce cadre abstrait s’applique au frottement de Cou-
lomb non local. Cependant, il ne peut pas s’appliquer au frottement de Tresca, a cause des hypotheses
sur ¢ qui ne sont alors pas vérifiées (¢(.,0,0,.) = 0). Pour le probléme de Tresca, il faut utiliser le
résultat montré dans [12].

2.3.5 Existence et unicité de la solution pénalisée

On considere ici un probleme auxiliaire penahse équivalent au probleme P35, correspondant a la
décomposition précédente de . L’application d. est définie sur V x V et & (v,w) = O (v,w) pour

tous v, W € V tels que v et w satisfont Yv = v, Yw = w.

Probléme P5: Trouver i, = (ul,uZ) € W2(0,T; V)NW?22(0,T; M) tel que . (0) = b, e (0) = by,

{ (the,t — te) gy + E(fhe, W — he) + B(' — 1) + O (e, — ) 2.3
+ I (e e, ) — J (e, 0e,0) > (L — )y, Vi € V, pop. t €]0,T1.

Les problemes P§ et P§ sont équivalents de la maniére suivante:

Si u. est une solution de P§, alors 4. = (ul,uZ) est une solution de P§, ot ul et uZ sont les

restrictions de u. sur Q1 et Q.

Réciproquement, si @, = (ul,u_) est une solution de P, alors u. € V, avec u. = u presque
partout sur Q" et u. = u_ presque partout sur 7, est une solution de Pj.

Théoréeme 2.3 Sous les mémes hypothéses que la partie 2.5.4, il existe une solution unique . €
Wh2(0,7; V) N W?22(0,T; M) au probléeme P5.

Démonstration

La preuve est une consequence immédiate des résultats obtenus au paragraphe 2.3.4. On applique
le théoréme 22 4 H = M, V =V, uo—uo,ul —ul,a—c b—b L = L, ¢ défini par

o(t,0,) = d.(u, w) + J(,d,@), Vo, v, € V.é b, L, J sont donnés par (2.14). On applique
le théoreme 2.2 & M , V, qui sont définis au paragraphe 2.3.2. Les formes b et ¢ sont coercives par
'inégalité de Korn, car la frontiere de Q est Lipschitzienne et mes(I'})) > 0, pour & =+,—. On a alors:

3 B*,C* >0, b%(v,v) > B¢ Hv”va’ *(v,v) > C* H'v||%/a, Vv eV a=+,- et on obtient

b(0,8) > B||9||%, Vo € V, ot B =min(B*,B7),

(2.34)

o,0) > C||9||5, Vo € V, on € = min(CT,C7).
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Analyse mathématique pour un probléme viscoélastique de contact unilatéral

Pour tout w € V, I’application @)5('&,.), définie sur V, est linéaire et ’application J (w,0,.) est une
semi-norme sur V qui entraine que ¢ satisfait les conditions (2.19) et (2.20). On pose ensuite

B:V—=R: B(o)=|(on] - 9)

)
Ici, 3 est faiblement continu sur \% puisqu’il comprend un terme de compliance défini sur = ainsi que
la norme sur M qui vient de la régularisation R et de la relation (2.11). On a aussi la relation suivante
pour ®., comme 'application v — (v — g)_ est Lipschitz continue,

VoW eV,

g, W2) — Do (Thg, )| = | (1,1 — W) — e (Thg iy — 2] (2.35)

dn. >0, ’@5(’&,@) ) (ﬁ’ /i’)’ S”a’ U
(

1 Ws) + @

’ée(ﬂlﬂbl)_ ci)a
< willy, Va2, w12 € V.

(
Ne ||@1 — 2
L’estimation suivante est vérifiée pour J , par la propriété de R donnée dans (2.11),

I >0, |J(de1,01,101) — J(@1,91,02) + J (2,02,%9) — J (fbg,02,1i01)| 2.36)

<m ([t =l g + (|02 = 01l ) (|2 = W1lly, V@12, 019,12 € V.

L’application ¢ satisfait (2.21) et (2.22). Les propriétés (2.35) et (2.36) de ®. et J permettent de vérifier
la propriété (2.23) pour ¢. La condition de compatibilité (2.15) entraine (2.24). Ainsi, le probleme P
posséde une solution unique 4. € WH2(0,7; V)N W22(0,7; M ). R

2.3.6 Existence d’une solution au probleme de contact unilatéral

Nous montrons dans ce paragraphe l'existence d’une solution au probleme de contact unilatéral.
Dans un premier temps, nous avons besoin d’obtenir des estimations sur les solutions pénalisées du
probleme Ps.

Théoréme 2.4 ] existe une solution au probléme (2.13).

Démonstration
On commence par obtenir des estimations sur les solutions pénalisées.

2.3.6.1 Estimations sur les solutions pénalisées

On utilise plusieurs estimations sur la solution . de (2.18), pour passer a la limite et obtenir une
solution de (2.13).

On remplace w par 0 dans (2.33).0On obtient, apres intégration entre 0 et ¢, ou ¢t € 0,77,

t t t t t
/ (Te, ) oy ds + / é(Ue,ue) ds + / b(te,w:)ds + / O (e ) ds < / (L) ds.
0 0 0 0 0

Comme ¢ est une forme bilinéaire symétrique, g est indépendant du temps et uy € K, on obtient

1

Ol + 5 et e(®) + [ i) ds-+ ool Fien (] = )|

1
2
</t<ifa>Ads+3||fa 12+ L aaioine)
> 0 ey 2 lM 2 0,%0)-
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Existence d’une solution au probléeme de contact unilatéral

A T’aide des inégalités de Korn et de Young, on en déduit les estimations suivantes sur 4., obtenues
avec M > 0 indépendant de e,

[ebe| g < M (@), ||@e|ly < M pp.t €]0,TT (i),

X U _ 2.37)
I(Gier) = 0)- oy < MVE ot € 10T (i), [ el ds <M o).
0
En utilisant (2.33), on obtient, pour tout ¢ € L?(0,T; [H&(Q‘F)}d X [H&(Q_)]d),
T . T T T
| eprggiis [ ctigyas [Ciagra= [ (Fo)gdn e (2.38)
0 0 0 0

Ainsi, 4] (respectivement i_ ) est borné indépendamment de ¢ dans L2(0,7;[H 1 (Q1)]9)
(respectivement L2(0,T; [H~1(27)]%)).

Pour tout © € L*(0,T; V) N W1’2(0,T;M) tel que v(t) € K pour presque tout ¢ €10,7[, on
choisit dans (2.33) @ = . + © — @.. On intégre ensuite par rapport & ¢ € ]0,77 pour obtenir

T T T T
/(fae,fb—ﬁe)Mdt+/ é(fae,'f)—'&e)dt+/ b(ae,f)—fae)dt+/ &, (11,0 — @) dt
0 0 0 0

T T T

+/ J (e ibe e+ — @) dt — / J (e ibe ) dt > / (Lo — )y dt,
0 0 0

Voe L®0,T;V),veL*0,T; M), o(t) € K, p.p.t €]0,T],

A~

:(0) = @y, w:(0) = ;.

Par un argument de monotonie, on obtient

T 1 (T
| bt —ade === [ [ (faw = 9)-(iow) - s
0 €Jo Je
1 (T
+g/ (lien) — 9)~(lien] — g) dsdt <0
0o J=
Ve L®0,T;V), v e L*0,T; M), d(t) € K, pour presque tout t.

Par intégration par parties du terme d’accélération et en utilisant ’argument de monotonie précédent,
on obtient

TAA N T 22 afn A VN Soa A A (2-39)
2/ (L,v—u€>vdt+/ { Il + e i) + (it i) + J (e v ) bt
0 0

Voe L®0,T;V), v e L*0,T; M), d(t) € K, p.p. t €]0,T],

1 (0) = @y, we(0) = ;.
On effectue ensuite plusieurs passages a la limite.
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Analyse mathématique pour un probléme viscoélastique de contact unilatéral

2.3.6.2 Passages a la limite

Par (2.37) et I'estimation précédente sur 'accélération, sachant que V est un sous-espace fermé de
VT x V7, il existe & tel que, & une sous-suite pres,

@, — @ faible  dans L>(0,T; V),
@, — 4 faible * dans L*>(0,T; M), faible dans L2(0,T; V), (2.40)
@ — ufaible dans L2(0,T; H™').
Par (2.40), nous pouvons passer a la limite dans (2.39) pour les termes linéaires. C’est plus difficile
pour les termes non linéaires, pour lesquels nous utilisons le théoréme 2.1 de J. Simon [51].
Comme 9N* est Lipschitz continu, les injections de V* dans M®, de V* dans [H'/?(Q%)]¢, de
M® dans [H~1/2(Q%)]¢ sont compactes, o =+,—. On peut alors appliquer le théoréme 2.1 avec
F = (), X=V,U=M,Y=H "' p=2,
T

(), X =V, U=HY"Y =M,r=2,

F = () X=MU=H'?Yy=H"'r=2

A une sous-suite pres, on obtient
@, — w in L2(0,T; M), . — @ in C([0,T]; HY?),
@e — win C([0,7]; HV/?).
Do, . .
(Ue(T),0(T) = e (T)) g — (@(T),0(T) = a(T))-1/2,1/2-

La fonctionnelle v — fOT é(v,v)dt est convexe et continue alors elle est séquentiellement faiblement
semi-continue inférieurement sur L2(0,7; V), ce qui entraine

T T
lim inf / é(te e ) dt > / é(ui) dt.
0 0

e—0

On a vu auparavant dans (2.37) que (@.). est bornée dans W'2(0,7; V). Comme W12(0,T;V) C
C([0,T]; V), on en déduit que (u:(t)): est borné dans V', indépendamment de e, pour tout ¢ € [0,T]].
En utilisant un procédé diagonal comme dans [12, 10], on peut extraire une sous-suite encore notée

par (@), telle que
@ (t) — a(t) faible dans V', Vit € [0,T]. (2.41)

Comme v +— 3(13,17) est convexe et continue sur V x V, b est séquentiellement faiblement semi-continue
inférieurement sur V' x V. Ainsi, comme u.(7") — @(7T) faible dans V', on obtient

T . 1. 1.
lim inf / b(ae o) dt = liminf (—b(aE(T),aE(T))——b(fao,ao)>
e—0 0 e—0 2 2

T .
> %B(ﬂ(T),ﬂ(T))—%B(ao,ﬂo): /0 b(in,iv) dt.

—
—

En utilisant (2.37), il résulte que ([ten ](t)). est bornée dans H'/%(Z) indépendamment de e, pour

presque tout ¢t € [0,7]. On obtient alors, & une sous-suite pres, [Gy](t) — [Gn](t) dans L?(Z)Vt €
[0,7]. Par 'estimation (2.37)-(4i7), on obtient

0= lim [|([ten] = 9)- |l 2(z) = I([an] = 9)-l2(g): VT € [0.T].
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Existence d’une solution au probléeme de contact unilatéral

Dot & € K pour tout ¢ € [0,7].

Pour passer a la limite dans le terme de frottement, on applique le théoréeme 2.1 aux suites F =
(t1e)e et F = (tte)e, o0t X =V, U =H' avec 1/2> 8§ >0,Y = H™ ', p =2 de telle sorte que

e — @ in WH2(0,7; H' %), 6 > 0.

Comme P'opérateur trace de [H'~9(Q%)]¢ dans [L2(99%)]? est compact pour 1/2 > § > 0, I'application
[.7] définie de H'9 dans [L?(Z)]? est compacte, ce qui entraine

[tto7] — [@u7] dans W12(0,T;[L2(2)]9).

Par les arguments précédents et la propriété (2.11), on peut passer a la lim inf dans (2.39) pour obtenir
(2.16). L’utilisation d’une loi de frottement non local facilite le passage & la limite. Ainsi, w défini par
u=u" sur Q" et u =wu" sur O~ est une solution de (2.13). &

L’existence d'une solution au cas purement élastique (i.e. avec B = 0) dans un domaine non
symétrique demeure un probléme ouvert a notre connaissance, méme sans frottement.

Dans le cas d’un matériau de Kelvin-Voigt, le terme de viscosité apporte une régularité supplémentaire
sur la vitesse qui permet d’utiliser des résultats de compacité classiques. Pour étudier le probleme
élastique, il manque une estimation sur la vitesse dans L2(0,7; V). On peut imposer cette condition
et travailler dans un borné. La preuve de I'existence d’une solution dans un ensemble borné n’est pas
directe. Elle peut s’inspirer de celle utilisée dans [12].

Physiquement, imposer une borne sur la vitesse n’est pas surprenant. Ce qui peut étonner, c’est la
présence d’une borne pour 'accélération dans L2(0,T; [H~1(Q)]%). En effet, pour les sytemes discrets,
pour un point matériel situé pres d’un obstacle, il peut apparaitre un saut de vitesses entre 'instant
précédant le contact et celui suivant le contact. L’accélération n’est pas réguliere alors. C’est I'intérét
d’utiliser des mesures différentielles comme 'ont fait J.J. Moreau, M. Jean [39, 40, 30]. Pour les milieux
continus, a notre connaissance, il n’existe pas de travaux ayant utilisé des mesures différentielles,
excepté celui de A. Petrov et M. Schatzman [44], dans le cas unidimensionnel.
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Chapitre 3

Application de la méthode des
domaines fictifs et semi-discrétisation
en espace

Dans ce chapitre, on rappelle dans un premier temps le principe de la méthode des domaines
fictifs. C’est une méthode qui a été utilisée dans plusieurs applications (voir des exemples
dans [4, 14, 16, 19, 32]). Les propriétés de cette méthode sont décrites ici, a savoir sa facilité
d’implémentation par rapport a d’autres méthodes (éléments finis, équations intégrales), sa
rapidité, sa robustesse. Apres avoir insisté sur les avantages de cette méthode, 1'obtention
de la formulation en domaines fictifs du probléeme dynamique de contact unilatéral défini en
(1.8)-(1.9) est expliquée. Pour pouvoir appliquer cette méthode avec les conditions aux limites
de contact unilatéral, on utilise une formulation mixte en déplacements-contraintes. La non
linéarité du probleme est reportée sur le calcul de multiplicateurs de Lagrange, définis sur la
fissure I'. Nous verrons que, pour des questions de convergence de la méthode des domaines
fictifs, on utilise I’élément fini introduit dans [50, 49], modifié par rapport a ’élément présenté
dans [5, 54|, pour approcher les contraintes et les déplacements. Cet élément semble assurer,
en particulier, la convergence d’un point de vue numérique de la méthode des domaines fictifs
pour la condition aux limites linéaire (surface libre) et pour la condition de contact uniatéral.
De maniere classique, la convergence de la méthode est assurée numériquement par une
condition de compatibilité entre le pas d’espace du maillage de la fissure et celui de la grille
réguliere. De plus, sous réserve de la vérification d’une condition inf-sup discréte uniforme,
on démontre I'existence et I'unicité d’une solution au probléme unilatéral semi-discrétisé en
espace.

3.1 Principe de la méthode des domaines fictifs

Cette méthode numérique efficace a été utilisée avec succes pour des problemes stationnaires, voir
par exemple dans [22], et plus récemment pour des problemes d’ondes dans [4, 14, 16, 19, 32]. Elle est
bien adaptée aux problemes contenant des conditions aux limites naturelles, c’est-a-dire des conditions
aux limites de type Dirichlet. Elle nécessite la prise en compte de fagon faible les conditions aux limites
par I'intermédiaire d’un ou plusieurs multiplicateurs de Lagrange et conduit a une résolution numérique
rapide. La méthode des domaines fictifs a été étudiée et mise en ceuvre dans [4, 54], dans le cas ou une
condition de surface libre est considérée sur la fissure, pour le probleme de I’élastodynamique. Nous
allons voir qu’elle s’applique aussi a la condition aux limites de contact unilatéral.
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3.2 Obtention de la formulation en domaines fictifs

Sy
El

Fia. 3.1 — Différences entre ) et C

Rappelons le principe général de la méthode. Comme le montre la figure 3.1, on introduit un
domaine C tel que C = QU T et on suppose que C a une forme géométrique simple, c’est-a-dire
rectangulaire en 2D, parallélépipedique en 3D. On note également dC' =T' |, le bord de C'

Le probleme initial est posé dans 2 = C'\I'. Le principe de la méthode des domaines fictifs consiste
a étendre la solution du probléme initial a tout C'. Les conditions aux limites sont alors prises en
compte de facon faible par des multiplicateurs de Lagrange définis sur I'.

Pour la discrétisation, on utilise deux maillages, représentés sur la figure 3.2 pour le cas bidi-
mensionnel. On approche les inconnues volumiques (définies sur C') sur un maillage régulier de C,
constitué d’éléments carrés de coté h, ce qui correspond typiquement a une grille réguliere utilisée
par les méthodes de différences finies. Cela facilite 'implémentation du calcul et permet d’avoir des
données structurées. Les inconnues surfaciques (multiplicateurs de Lagrange) sont calculées sur un
maillage de la fissure I', de pas H = max; H;, H; représentant la taille du J-éme élément de la fissure.
Un maillage de la fissure garantit une bonne prise en compte de sa géométrie, aussi complexe soit-elle.
En résumé, on obtient un schéma de type différences finies, tout en prenant en compte de fagon précise
la géométrie de la fissure.

I I h /ﬁ{
9

Fi1a. 3.2 — Maillage du domaine régulier et maillage de la fissure

Le principal inconvénient de la méthode est son relatif manque de précision: la méthode des domaines
fictifs est d’ordre un (voir dans [31]). C’est le prix a payer pour la simplicité et la souplesse qu’elle
fournit.

3.2 Obtention de la formulation en domaines fictifs

On présente ici la formulation en domaines fictifs du probléeme de contact unilatéral en élastodynamique,
cette formulation a été utilisée dans [3].

Le domaine C' ayant été introduit, on peut redéfinir X de la maniére suivante:
X = {7 € [H(div; C)]dQ; Tij = Tji}-

Par cette définition, X est clairement un espace indépendant de la géométrie de la fissure.
Les formes bilinéaires a(.,.) et d(.,.) sont définies par (1.12) en remplagant Q par C. On introduit
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Application de la méthode des domaines fictifs et semi-discrétisation en espace

également les formes bilinéaires suivantes:

br : X x Lt — R, br(t.ur) = (Tr.p7)L) Ly - 51)
3.1
by : X x H'/2(T) = R, by(T.un) = (Tnpn)gg -
De plus, on définit le convexe LE et I'espace L de la maniere suivante:
G = Hy'(N),
1/2
Ly = Hy’(T) = {un € Giun >0 pp. sur '},
Ly = [Héé;(F)F = {pr € G% pr.n =0 p.p. sur I'}.
La formulation en domaines fictifs équivalente au probleme (1.8)-(1.9) est la suivante:
Trouver (o,u,Ar,Ay) : 10,7 — X x M x L X L} tels que
62
(0% v) — d(@.v) =(fw), Yoe M, ()
a(o,m) +d(T,u) + br(,AT) + by (T,AN) =0, VrelX, (i1) (3.2)
bT(O',pLT) = 0, W T € LT, (ZZZ)
bN(UaMN_)\N) <0, V,LLN € LE. (ZU)

On a alors le théoréeme suivant.

Théoréme 3.1 Les probléemes (1.8)-(1.9) et (3.2) sont équivalents au sens suivant:
e Soit (o, u) une solution suffisamment réguliére du probléme (1.8)-(1.9), alors si on pose (AN, Ar)
= ([un], [ur]), on a, pour tout instant t, A\x € L, Ar € L et (o,u,(Ar,\y)) est solution
du probléme (3.2).
o Soit (o, u,(Ar,\N)) une solution suffisamment réguliére de (3.2), alors (o, u) est une solution

du probléme (1.8)-(1.9).

Démonstration

e Soit (o,u) une solution, que nous supposons suffisamment réguliere, de la formulation mixte
classique (1.8)-(1.9). Pour presque tout temps ¢, en utilisant une formule d’intégration par parties
donnée dans (1.11), on obtient aisément les relations suivantes considérées au sens des distributions,
oll u et o sont les distributions associées a u et o dans C,

{ e(u) =e(u)+ ([u] ®n)sym or = e(u) + (([un]n + [ur]) @ n)gym or dans [D'(C)]dQ,
div & = div o + [on]ér = div o dans [D'(C)].

La notation Ty, représente la partie symétrique du tenseur 7: 75y, = 1/2 (7 +7't). Dans la deuxieme
identité, le terme de saut disparait par la continuité de la contrainte normale a travers I', qui figure
parmi les conditions aux limites, en (1.9)-(iv). Le nouveau probléme posé dans C s’écrit, si 'on note
)\N = [UN] et >\T = [’LLT],

2%
Q%? —div & = f dans [D'(C)]%, (3.3)
AG — e(tt) = —( (AN 1+ A7) ® 1) sym Op dans [D'(C)]%. (3.4)
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3.2 Obtention de la formulation en domaines fictifs

En multipliant la relation (3.3) par v € M et la relation (3.4) par 7 € X puis en intégrant sur C' (par
abus de langage, compte tenu de la présence de mesures de Dirac), on obtient

0*u L
(057 w)e = (divav)e = (fo)e, YveM,
(Ao,7) + (udiv 7) = —(n,AN)r — (T7,AT)r, VT €EX.

La relation (1.9)-(iv), c’est-a-dire I’absence de frottement, est prise en compte en multipliant cette
relation par pr € L et en intégrant sur I'. On obtient alors (op,ur)r = 0,V pur € L.

Les relations (1.9)-(7) et (1.9)-(4¢), a savoir les conditions aux limites de contact, se réécrivent de
la maniere suivante, en utilisant la définition de Ay,

An >0, (3.5)
on <0, oAy = 0. (3.6)

La condition (3.5) de non interpénétration des deux levres de la fissure entre elles est prise en compte
directement dans ’espace LT, en choisissant Ay € Lj\',.

Quant & la relation de complémentarité (3.5)-(3.6), on montre aisément qu’elle est équivalente a
I'inéquation variationnelle

AN € L%, (onpuN —AN)r <0, Y uy € LE. (3.7)
En effet, il est clair que (3.6) implique
(onun)r <0,Vun € LY,
<0'N7)\N>F =0.

On en déduit (3.7) par différence. Réciproquement, supposons (3.7) vérifiée, alors, si nous choisissons
uN = AN + vy, vy > 0, nous obtenons

(onwN)r £0,Vvn > 0= oy <0.

En choisissant pux = 0, nous obtenons (on,An)r > 0= (on,An)r = 0. On a donc (3.5)-(3.6).
e Soit (o,u,Ar,AN) une solution de la formulation en domaines fictifs (3.2).
La relation (3.2)-(i) est clairement équivalente a la relation (1.8)-(4).

En choisissant, dans la relation (3.2)-(i7), 7 infiniment différentiable, & support compact dans €2,
on obtient la relation (1.8)-(i7) au sens des distributions et des fonctions.

En utilisant ensuite la formule de Green et un choix approprié de fonctions tests s’annulant uni-
quement sur I', on obtient w = 0 sur I'p, soit (1.8)-(iii).

On introduit ensuite la forme b définie comme suit:
b:X x G x Ly — R, b(T; pun,pr) = by (T,1un) + b (T, 1) (3.8)
On définit les opérateurs B , By, Br

B: X — (G x Lp), ETZE(T,.,.), Vre X,
By: X—¢, ByT =byn(T,.), VT E X,
Br : X—)L,’T, BTT:bT(T,.), Vre X.
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Comme l'indique dans la suite le lemme 3.1, la forme b vérifie la condition inf-sup continue (3.11). Par
conséquent, le résultat général rappelé par la proposition 3.1 nous permet d’obtenir Ker B! = {0},
donc, Ker BY, = {0}, Ker BL. = {0}. Nous en déduisons alors que Ay = [un], Ar = [ur].

Pour 'absence de frottement sur I, la relation (3.2)-(7i¢) est équivalente a (1.9)-(iii).

Pour la condition de contact, la relation (3.2)-(iv) est identique & (3.7). Or, nous venons de montrer
que l'inéquation (3.7) est équivalente & (3.5)-(3.6).

Enfin, comme o € X = {r € [H(div;C)]*; Tij = Tji}, il est clair que [on] = 0 a travers I" pour
tout instant ¢. W

Remarque 3.1 Les problémes (1.13) et (3.2) sont équivalents car ils sont formellement équivalents
au méme probléeme: le probléme (1.8)-(1.9). L’équivalence entre (1.13) et (1.8)-(1.9) a été démontrée
dans la proposition 1.2 et le théoréme 3.1 établit le résultat d’équivalence entre (3.2) et (1.8)-(1.9).
Néanmoins, la question de lexistence de solutions a (1.13), (3.2), demeure ouwverte. La formulation
(1.13) est aussi équivalente a la formulation primale (1.7). L’existence d’une solution a la formulation
mixzte (3.2) dépend donc de lexistence d’une solution au probléme primal en déplacements (1.7). Or,
cette question n’est pas résolue.

Par rapport au probléeme (1.13), la non linéarité apparait seulement dans la relation (3.2)-(iv).
D’un point de vue numérique, cela signifie que le probleme d’optimisation a résoudre est uniquement

posé sur la fissure. Il est donc de taille relativement petite, égale au nombre de degrés de liberté sur
la fissure.

Remarque 3.2 On peut exprimer différemment les relations (3.2)-(iii) et (3.2)-(iv). On peut ex-
primer la condition de contact unilatéral et l’absence de frottement sans utiliser la décomposition en
parties normale et tangentielle. On montre alors que (1.9)-(v)-(3.5)-(5.6) est équivalent a l’inéquation
suivante dans laquelle on considére A = Axym + A et l'ensemble C = {p € Qd, un > 0}:

AeC, (on,u— A1 <0, VueC. (3.9)
En effet, (on,u—A)r = (o7,ur — Ar)r + (On,un — AN)T, Vo € X, Vi, X € G

Supposons (1.9)-(v)-(3.5)-(3.6) vérifiées, on obtient (on,pu— A)r = (on,un — An) < 0, ce qui corres-
pond a (1.9)-(v)-(3.7).

Réciproquement, supposons (3.9) vérifiée, en choisissant un = Ay et pr € Lt quelconque, on

obtient (o,ur) = 0, pour tout pr € L, soit (1.9)-(v). Ensuite, en choisissant pp = A € L, on
obtient (on,un — An) <0,V uy € LY, c’est-a-dire la relation (3.7) équivalente a (3.5)-(3.6).

3.3 Condition inf-sup continue
On commence par rappeler le résultat abstrait suivant de Fortin-Brezzi, utilisé dans [54].
Soit [ une forme bilinéaire continue définie sur X x Y ou X, Y sont deux espaces de Hilbert.
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3.3 Condition inf-sup continue

On introduit les deux opérateurs L et L' naturellement associés a I(z,y).
L: XY’
x+— Lz =I(z,) dans Y.
L'y — X'
yr— L'y =1(,y) dans X',
o L! désigne I'application transposée. On a alors le théoréme suivant:

Proposition 3.1 Les conditions suivantes sont équivalentes:

l
e inf sup (z.9)
veY zex [zl [Iylly
e [ est surjectif,

o KerL!'={0} et Im L fermée dansY'.

>k,

En utilisant la forme b définie en (3.8), la formulation (3.2) s’écrit alors de maniere équivalente

Trouver (o ,u,(Ar,\n)) : 10,7 — X x M x (L x L) tels que

(022 v) - d(o ) _(f), Voe M

Corz : = (f), :

a(o,m) +d(Tu) + b(T; AN, AT) =0, V1eX, (3.10)
b(o; uy — AN — A7) <0, Vun € LY,V pr € L.

Nous allons appliquer la proposition 3.1 a la forme b. Pour cela, il s’agit de montrer que b vérifie une
condition inf-sup continue.

Lemme 3.1 La forme b vérifie la condition inf-sup continue suivante:

b(T; v, ) .

dk >0, inf sup
(v wr)exLr rex |ITllx [(pnsp)ll; a

(3.11)

Démonstration
La preuve est assez classique, elle est donnée dans [54], sans la décomposition en parties normale
et tangentielle. On utilise la décomposition de €2 présentée dans le chapitre 1 et visible sur la figure

1.1. On considere le probleme suivant:

Trouver w = (ut,u™) € [HY(Q)]? x [HY(Q7)]%, u = 0sur I'p tel que

divo(u™) =0, dans QF, diveo(u™) =0, dans Q~
u™ = Ayn, surl, oc(u”)n=c(ut)n sur 90 NoOT,
u™ =0, sur OQT\T, u” =0, surI'pnNoQ—.

On pose 7 = o(u™) sur Q" et 7 =0 (u™) sur 2. On a bien 7 € X et de plus

bN(T,)\N) = /JN(u+))\Nd5:/a(u+)n+.)\Nn+ds
I r

= /Q+ div o(ut).u’ dw+/ﬂ+ o(u’):e(u™)de.
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Or /Q+ o(u"):e(u’)dr =

Par I'inégalité de Korn sur QF, |le(u™)|| 2+ est une norme équivalente a |[u™||g1o+) car ut €

Ce(u®) :e(u?)dr > alle(u®)|[F2o
o+
[HY(Q1)]? et la trace de ut s’annule sur IQF\T, qui est une partie de 9+ de mesure non nulle.

Par la continuité de I'opérateur trace défini de H'(QF) dans H'/2(0Q1), on obtient
3C >0, by(r.An) > ClIAN|3

De plus, on peut démontrer que I'application, qui & Ay associe T, est continue de G dans X. On
obtient donc

3C >0, by(TAn) > ClAN]gllT]lx-

En appliquant le méme raisonnement pour la composante tangentielle Az, on obtient (3.11). W

Par la proposition 3.1, on obtient que la condition inf-sup (3.11) entraine Ker Bt = {0}. Comme
la relation (3.2)-(i7) conduit a l'égalité b(7; An, A1) = b(T; [un],[ur]) pour tout 7 € X, on peut en
déduire alors Ay = [un], A = [ur].

3.4 Conservation d’énergie

L’énergie £ associée a une solution de (3.2) est donnée par la relation suivante.

1 1, Ou Ou
Et) = 5al0.0) + 5 (0557 (3.12)

Théoréme 3.2 Si la solution du probléme (3.2) est suffisamment réguliere, l’égalité suivante est

satisfaite, a tout instant t,

5(t):5(0)+/0 (f,%—’;)ds. (3.13)

En particulier, en l'absence de source extérieure, ’énergie £ se conserve.

Démonstration

L’énergie £ est obtenue formellement & partir de (3.2). Pour cela, on suppose que du/9t € M. On
remplace la fonction test v € M par du/dt dans la relation (3.2)-(). On suppose que Oy /0t € G,
OAr /0t € Lp. On dérive la relation (3.2)-(44) par rapport au temps, et on choisit comme fonction
test o. Apres addition, il vient

9*u Ou oo OAN ou
(05 57) talgr o) +onlo,—=) = (F.50)-
11 s’agit d’estimer la quantité bN(a,a;\—ZV).

Pour cela, on sait que by (o ,A) = 0 pour presque tout temps t. En dérivant cette relation par rapport
au temps, on obtient

O\ oo
bN(O',—N) = —by(—,An) pour presque tout temps t.
ot ot
Comme, sur I', pour presque tout temps ¢, on a, soit oy = 0, soit Ay = 0, on en déduit
o\
bN(a,—N) = 0 pour presque tout ¢ €]0,77.

ot

51



3.5 Probléme semi-discrétisé en espace

0
On obtient alors i (f ,8—1:) L’énergie vérifie alors

E(t):5(0)+/0 (f,%—"t‘)ds. m

Formellement, 1’énergie continue est constante si 'on impose seulement des conditions initiales.
Cette énergie est identique au cas sans fissure et au cas ol une condition aux limites de surface libre
est considérée sur la fissure (voir dans [54] pour une énergie formulée en vitesses-contraintes ).

Pour les applications numériques, nous chercherons des schémas numériques pour lesquels I’énergie
discrete de la solution, en I’absence de source extérieure, est constante ou subit une faible dissipation,
par analogie a I’énergie continue.

3.5 Probleme semi-discrétisé en espace

Dans cette section, on présente la semi-discrétisation en espace de la formulation (3.2) du probléeme
de Iélastodynamique avec contact unilatéral sans frottement. On décrit les espaces d’approximation
qui sont utilisés.

3.5.1 Présentation du schéma

3.5.1.1 Formulation variationnelle

On introduit des approximations internes de M et de X notées My, et Xy, telles que Xp € X,
My, C M, ou Xp et Mp, sont de dimension finie. On considere également des approximations internes
de G, L]J\r[ et L notées Gy, LJJ\?H, Loy qui vérifient Gy C G, L}H C Lj\} et Lty C Lp. Gy, L}H,
Loy sont aussi de dimension finie. Un choix d’espaces d’approximation sera proposé dans la section
3.6.

Le probleme approché associé a (3.2) est le suivant:

Trouver (op,un,ATe,ANH) :]0,T[— Xn X Mp X L X LEH tels que

(0L ) — d(crnom) ~ (fan) Yon € M, (i)

a(on,mh) + d(Th,un) + br(Th,ATH) + N (TR ANE) =0, V 7h € Xh, (i1) (3.14)
br(oh,MTH) =0,V urg € Lry, (i)
ON(Oh,iNH — ANH) <0,Vung € Ly (i)

3.5.1.2 Formulation matricielle

On désigne par (v;); les fonctions de base de My, (75); celles de Xp, (u.); les fonctions de base
de Lrpy, (uﬁ\,)Z les fonctions de base de LJJ\}H. On décompose les inconnues op, Up, ATH, ANy comme
suit:

Ny Ny NLT Ng
_E : _E : _ E : J 3 _E : J
Ohp — EjTj, Up = Ujvj, )\TH— ATIU,T,)\NH— ANIU’N'
7=1 7=1 7=1 7j=1

Y =(%),U=U;),Ar = (A%),AN = (Agv) sont les composantes de op, Uph, ATH, ANg sur les bases
respectives de Xy, Mp, L1y, L} - En conséquence, le probléme semi-discrétisé en espace, écrit sous
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forme matricielle, est le suivant:

Trouver (3,U,A7r,Ax) : [0,T] — RY® x RN x RMr x ]ng tel que

a2U .
Mvﬁ — DX = F, (Z)
M,S + D*U + B:Ar + B Ay = 0, (ii
T ONEN Q (3.15)
BrY = 0, (iid)
| (BNSun —Ay) <0,V uye RI9. (iv)

Les matrices sont définies comme suit:
(My)ij = (0v5,v3), Dij =d(75,95), (Mo)ij = a(75,7s),

(Br)ij = br(rjusy), (By)ij =bn(iuly), Fi=(fvs).

L’opérateur D correspond & une divergence discrete, D* peut étre interprété comme une discrétisation
de l'opérateur —e(u). Les opérateurs By et By peuvent étre vus respectivement comme des versions
discretes des opérateurs de trace normale et de trace tangentielle sur I'.

Remarque 3.3 L’inégalité (3.15)-(iv) peut étre réinterprétée comme une projection du type
Ay =TI(ANy + ByY) (3.16)
ou I est la projection orthogonale sur Ri\_]g.

Remarque 3.4 Dans le cas linéaire (cas de la surface libre), cette relation devient
(BNE,un —An) =0, ¥V uy € RN,

ce qui est équivalent a résoudre un systéme linéaire.

3.5.2 Calcul de la solution, existence et unicité

Dans un premier temps, on considere le probleme abstrait suivant, ou () est une matrice carrée
d’ordre n, symétrique définie positive, K est un convexe fermé de R" et F un élément quelconque de
R".

Trouver A € K tel que
(QA+Fu—A) >0, Yuek. (3.17)

Ce probleme n’est rien d’autre que la condition d’optimalité du probleme d’optimisation quadratique
suivant:

A€ K, J(A) = min J(u), () = 5 (Qup) + (Fop).
neK 2

J est une fonctionnelle strictement convexe car ) est symétrique définie positive et K est un ensemble

convexe fermé de R". Par un résultat classique, on en déduit que le probléme (3.17) admet une solution

unique A € K. Nous avons également le résultat suivant dans lequel on définit 'application £ qui, &

F, associe A solution de (3.17).

Lemme 3.2 Supposons que la matrice Q du probleme (3.17) est symétrique définie positive. Alors
Uapplication L qui, a F, associe A solution de (3.17), est Lipschitzienne.
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Calcul de la solution, existence et unicité

Démonstration
En effet, soient Aj et Ay les solutions de (3.17) associées a Fp et Fo. On a alors
QA+ Frp—A) 20, (QA2+Fo,u—A2) >0, Vyuek.
En choisissant successivement = Ao et u = A1, on obtient
(QA1 + F1,A2 — A1) >0, (QA2 + F2,A1 — Ag) > 0.
D’oti, par addition,
(Fi = Fo,Ag — A1) > (Q(Az — Ay),Ap — Ay).

On utilise Cauchy-Schwarz et si @) est symétrique définie positive, il existe a > 0 tel que (QA,A) >
a||A]|? pour tout A. On obtient alors

1
A1 — Ao|| = [|L(F1) = L(F2)]| EH]:l —Fl. H

Nous revenons ensuite au probleme (3.15). On élimine tout d’abord ¥ en utilisant la relation (3.15)-(i7)
et on réécrit (3.15)-(i7i) et (3.15)-(iv) en remplagant ¥ par son expression en fonction de U et A. On
doit alors résoudre le probléme suivant en A = (Ap,Ay)°

Trouver A :[0,7] — R r x ]Rf =K
(3.18)

(QA(t) + F(t)u—A(t) >0, Vpek.

On définit

BrM;'B% BrM,'B%
Q=

et F = F(U) = (BrM;'D*U, ByM;'D*U). (3.19)
ByM;'B% ByM,By

On remarque que (3.18) est identique au probleme (3.17), mise & part la dépendance par rapport a la
variable temporelle. Le probleme (3.18) est donc équivalent au probléme de minimisation quadratique
suivant: .
Jy(A(t)) = min Jy(p) = 5(Qup) + (F (X))
HeEK 2
11 faut vérifier si la matrice @) définie en (3.19) est symétrique définie positive, c’est-a-dire si le probleme
est bien posé. Comme dans le cas continu, le caractére bien posé du probléme (3.15) est assuré si une
condition inf-sup est respectée. Cette condition inf-sup discrete s’écrit, ot kp, est une constante pouvant
dépendre du pas de maillage h,
b(Th; N
Jkp >0, inf sup (hi e prH)
(bnmsprH)EGEXLTH T € X} HTthh (kN e pra)l|

> ky. (3.20)

gH XQ?_I

Sans la condition (3.20), la matrice ) est symétrique, positive. Si la condition (3.20) est respectée, alors
la matrice () donnée dans (3.19) est définie (car Ker B* = {0}) et donc symétrique définie positive.

Proposition 3.2 Si la condition (3.20) est vérifiée, alors il existe une solution unique
(3,UAr,AN) de (3.15), définie pour tout temps t.
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Démonstration

Le probleme (3.18) permet de définir A comme une fonction de U. On étudie plus précisément cette
application. On note comme précédemment 1’application £ qui, & F, associe A solution de (3.18). On re-
marque que 1'on peut définir A comme une fonction de U par 'intermédiaire de EN, définie de la maniere
suivante: A = L(F) = L(F(U)) = L(U). Si 'on suppose que (3.20) est vraie, en conséquence du
lemme 3.2, 'application L est Lipschitzienne car £ est Lipschitzienne et le second membre F = F(U)
dépend linéairement de U. Nous allons ensuite reformuler un probléeme équivalent au probleme (3.15),
dans lequel nous allons éliminer les inconnues ¥ et A = (A7,Ay)!. Cette élimination a seulement
un intérét théorique, en pratique on conservera les inconnues X et A. On obtient alors en réécrivant

(3.15)-(i), & Vaide de £ = (Lp,Lx)-
M,Y + D*U + BALy(U) + BxLn(U) = 0. (3.21)
En éliminant la variable ¥ dans (3.15)-(¢), on obtient le probléme suivant en U:

d*U ~ ~
My~ DM, 'D*U + DM ' B5Lr(U) + DM, 'BNyLn(U) = F.
On peut appliquer le théoréeme de Cauchy-Lipschitz pour calculer U car U peut s’écrire comme la
solution d’une équation différentielle du premier ordre dY/dt = G(t,Y)) ou Y = (U,dU/dt) et G est
Lipschitzienne par rapport a Y, car £ est Lipschitzienne. Il existe alors une solution unique U (t)
définie globalement.

A tout instant ¢, ¥(t) est déterminée de maniere unique par (3.21).
Y = —M;'D*U — M;'B5Lyp(U) — M; ' B Ly (U).

Concernant A(t), si la condition (3.20) est vérifiée, la matrice @ est symétrique définie positive. On en
déduit aisément alors que le probleme (3.18) admet une solution unique A(t) = (Ar(t),An(t)), pour
tout instant t. W

Remarque 3.5 Dans le cas linéaire (cas de la surface libre), le probléme d’optimisation serait

1
Trouver A(t) € K' = RNt x RNS tel que Jy(A(t)) = mi}g Je(pn) = 5(@%#) + (F(t),u).
HEK!

3.6 Choix des espaces d’approximation

Le choix des espaces d’approximation est motivé par le souci d’obtenir un schéma “le plus explicite”
possible. Cette requéte est liée & la possibilité de faire de la condensation de masse, ¢’est-a-dire pouvoir
approcher les matrices M, et M,, utilisées dans (3.15), par des matrices diagonales ou diagonales par
blocs. Par ailleurs, I'inversion de la matrice M, intervient également dans la construction de la matrice
Q.

Pour Papproximation de X x M (des variables contraintes et déplacements), nous utilisons ici
I’élément fini Qil“’ - Pfisc, introduit dans [50, 49]. Cet élément fini est modifié par rapport a 1’élément
Q" — Qo présenté dans [5, 54]. L’élément fini présenté dans [5, 54] permet de faire de la condensation
de masse et il est adapté a la résolution d’un probléme mixte sans fissure.

3.6.1 Espace d’approximation Xj

Pour le probleme présent, les contraintes sont approchées par la méme famille de fonctions @1
que dans [5]. Plus précisément, I’espace d’approximation Xy, est défini de la maniére suivante, ou 7j,
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Espace d’approximation Mp

désigne un maillage de C', K est un élément quelconque de ce maillage.
2
Xp, = {ah € X/YK €Ty, on |k € (Qi(K))* } .

La contrainte approchée o, est symétrique et possede les continuités de o n. Dans le cas bidimension-
nel, 0., est continu dans la direction horizontale (), o, est continu dans la direction verticale (y), o4y
est continu dans les deux directions horizontale et verticale, (x, y). De plus, 0., possede deux degrés
de liberté dans la direction verticale (appelés dans la suite 0”, et 0% pour “haut” et “bas”), donc, en
un sommet donné, 0., n’est pas continu en y. De méme, o, possede deux degrés de liberté dans la
direction horizontale (appelés dans la suite agy et opy pour “droite” et “gauche”) et n’est pas continu
en x. Les continuités des contraintes sont représentées sur la figure 3.3. Dans le cas bidimensionnel,
il y a donc cinq degrés de liberté associés aux contraintes, par sommet. Dans le cas tridimensionnel,
cela devient plus compliqué. Il y a dix-huit degrés de liberté associés aux contraintes, par sommet.

3.6.2 Espace d’approximation M},

Nous utilisons 1’élément fini ch“’ — Pfisc, c’est-a-dire que la variable déplacement est approchée
par une fonction discontinue et P; par élément. Plus précisément, I'espace d’approximation pour u
est le suivant:

My, = {’Uh €EM/VK €T, vnlk € (Piﬁsc(K))d}-

Le déplacement étant cherché dans un sous-espace de [L2(Q)]¢, n’'importe quel choix d’éléments finis
discontinus conduit automatiquement a une matrice diagonale par blocs, la matrice M, est donc
diagonale. Cet élément donne toujours un schéma explicite par rapport aux variables volumiques, de
méme que 1’élément chl“’ — Qo de [5], et semble assurer numériquement la convergence de la méthode
des domaines fictifs pour le cas de la conditions aux limites de surface libre sur la fissure (voir dans
[50, 49]). Plus précisément, I'espace P{¢ se décompose en deux sous-espaces: P{is¢ = Qg + QOl ol
QOL désigne ’espace orthogonal a QQy. Les degrés de liberté associés a QOl assurent la convergence de
la méthode des domaines fictifs. Par exemple, dans le cas bidimensionnel, sur le carré de référence
[0,1] x [0,1], les fonctions de base associées a la premiére composante du déplacement sont

Co)(%a)- ().

Les fonctions de base associées a la deuxiéme composante du déplacement sont

(1)) ()

On peut remarquer que les degrés de liberté associés a Qé sont de moyenne nulle. Sur I’exemple, ce
sont ceux associés aux fonctions de base 2z — 1 et 2y — 1.

En I’absence de fissure, le choix de M}, nous permet de définir un probleme équivalent au probleme
(3.14) formulé uniquement en contraintes. Pour le cas linéaire (voir dans [50, 49] pour une formulation
en vitesses-contraintes), la formulation variationnelle approchée est

Trouver (op,up) :]0,7[— Xp x My, tels que

azuh
_n —dlo = \ M,
(0 12 ;Un) — d(Oh,vn) (f,on), Von € h; (3.22)

a(O'h,Th) + d(Th,uh) =0V 1, € Xp.
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Application de la méthode des domaines fictifs et semi-discrétisation en espace

= OX = (0)
Ny~ Yx Y~ Yx y Yy oyw» 0_,""
Oxx Ox Xy
G, T . T G,
%, oo W e Y
! : 0)
%y~ Yx Onm Oyx Yy Yy XX

FIG. 3.3 — Continuités des contraintes pour I’élément Q"

t
Uy = (uy, Uy,z, Uy,y)

U
Yy L Uz = (u17 Uz, uIyy)t
Y

F1a. 3.4 — Approxzimation de u par I’élément ’Pfisc

En dérivant la deuxieme équation de (3.22) deux fois par rapport au temps et en choisissant v, =
1/0 div T4, ce qui est possible puisque div Xy C My, par le choix précédent des espaces d’approxima-
tion, on obtient le probléme suivant:

Trouver (op,up) :]0,7[— Xp X M, tels que

0? 1
(%,div Th) — (diV op,div Th) = (f,—diVTh), VT1h € Xh,
o
0? 0?
a(%,’rh) + (div Th,%) = 0V T1h € Xp.
On obtient par soustraction le probleme suivant:
Trouver op, :]0,7[— X}, tels que
0? 1
a(%,rh) + (divep,divry) = —(f,—divTa),V mh € Xh.
0

Le choix des espaces d’approximation nous permet de nous dispenser de satisfaire une condition inf-
sup entre les variables contraintes et déplacements. Lorsque 'on considere la présence d’une fissure,
en conservant ce choix des espaces d’approximation, seule la condition inf-sup sur la fissure va jouer
un role.

3.6.3 Espace d’approximation pour les multiplicateurs

Les multiplicateurs sont approchés par 1’élément P, composé des fonctions P; par morceaux et
continues. Notons par 7 le maillage de la fissure I', et S un élément de 77, 'espace d’approximation
Gy est défini de la maniére suivante:

G = {pn € COT)/ VS € T, pu |s € Po(S)} -

L’espace d’approximation L g est alors

Ly ={puva € LY/ VS € Ty, punuls € Pi(S)}.
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A propos de la condition inf-sup discréte uniforme

Cela signifie que les degrés de liberté associés a Ay doivent étre positifs.

De son coté, 'espace d’approximation Lpgy est

Ly = {MTH € Lt/VS €Ty, urHls € (Pl(s))d}'

On présente, sur la figure 3.5, un exemple de maillage de fissure. La fissure est paramétrisée par un
abscisse curviligne.

\
* L
N
S
NS
o 4
%
e 3

Fi1G. 3.5 — Représentation du maillage de la fissure

Dans le cas de fissures de classe C!, la tangente et la normale sont continues. Cela justifie le fait
que Ay et Ap peuvent étre approchés par des fonctions continues. Dans le cas de fissures singulieres
comportant un angle, nous devons modifier les espaces d’approximation des multiplicateurs. Cette
modification est expliquée dans la section 6.3.4.

3.6.4 A propos de la condition inf-sup discrete uniforme

Rappelons que le couplage entre le maillage régulier de C' et le maillage de la fissure se fait par
I'intermédiaire des multiplicateurs de Lagrange et des termes by et by, définis en (3.1). On a vu
auparavant que le probleme semi-discrétisé (3.15) est bien posé si la condition (3.20) est vérifiée sur la
forme b qui regroupe by et bp. On sait, dans le cas linéaire, c’est-a-dire d’une condition de surface libre
sur la fissure, qu’il est nécessaire d’avoir une condition inf-sup discrete uniforme, c’est-a-dire que la
constante kj, de (3.20) est indépendante de h, pour assurer la convergence de la solution semi-discrete.
Cette condition s’écrit, k& désignant une constante indépendante du pas de maillage H,

BT
Jk >0, inf sup (T e PTH)
(uNH, bTH)EGHXLTH T € X)) HTthh H(UNH7NTH)H

> k. (3.23)

gHngI

Il a été montré, dans d’autres applications de la méthode des domaines fictifs, dans [2, 20, 32],
que la condition inf-sup discréte uniforme est bien satisfaite dés lors que les pas de maillages H et h
vérifient une condition de compatibilité du type: H/h > ¢, ot ¢ > 0.

Revenons sur le cas linéaire (condition de surface libre). Par notre choix précédent d’espaces d’ap-
proximation, le probleme peut se réécrire de la maniere suivante:

Trouver (op, AT ANH) : |0,7[— Xpn X LT X Gy tels que

2 1 ~ 2 2y 1
a(aata;l.:h) + (Ediv O h,div 7)) + b(Th; 0 (;\;;/H’(? atggH) — _(f’gdiv )Y Th € Xn,
b(oh; N BTE) — 0N pung € G, Y pr € L.
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Application de la méthode des domaines fictifs et semi-discrétisation en espace

Ce type de problemes est étudié dans [31], dans un cadre abstrait. Il est montré notamment que, si
la forme, qui correspond & b, vérifie la condition inf-sup discrete uniforme, alors le probléeme est bien
posé et la convergence est vérifiée.

Dans le cas élastique, la question de l'obtention de la condition (3.23) demeure ouverte, a notre
connaissance. Par conséquent, du point de vue théorique, la convergence n’est pas prouvée ni pour
la condition aux limites de surface libre, ni pour la condition de contact unilatéral. Pour le probleme
qui nous intéresse (3.15), la condition de compatibilité entre les pas des deux maillages, qui en-
traine la condition (3.23), garantit I'inversibilité de @) et permet ainsi d’avoir un probléme bien posé.
Numériquement, il est constaté que la condition H > 1.5 h est suffisante pour obtenir I'inversibilité de
la matrice @ (donc d’avoir un probléme bien posé) pour le choix de I'élément fini Q §i¥ —Pfisc —P§ x P§.
Quant a la question de la convergence de la solution, ce probleme est ouvert pour les inéquations va-
riationnelles.

3.7 Une variante avec amortissement de modes parasites

3.7.1 Existence de modes parasites

Des expériences numériques montrent qu’avec 1’élément Q‘liw — Pfisc, cité précédemment, l'in-
teraction d’une onde avec la fissure est susceptible d’engendrer des modes parasites (des oscillations
apparaissent). Plus précisément, 1’espace Pf“c se décompose en deux sous-espaces: Pf’sc = Qo—i—QOL ol

1 At Y & ) 9 : : z 7
Q7 désigne I'espace orthogonal & QQg. L’espace d’approximation M}, pour le déplacement se décompose
alors de la maniere suivante:

M, = M)+ M;i,
avec M), = {'vheM/VK € T, vthe(Qo(K))d},
Mi: = {one M/VE €Ty, vnlx € (QF(K)'}.

Sur la figure 3.4, les degrés de liberté associés aux déplacements sont représentés par des fleches, dans
les deux directions. Les degrés de liberté associés a QOl assurent la convergence de la méthode des
domaines fictifs. Il a été constaté, dans [50], que c’est la présence de ces degrés de liberté qui produit
des oscillations lors de I'interaction avec certaines fissures. Il est proposé dans [49] une méthode pour
éliminer ces oscillations: il s’agit de prendre en compte de 'amortissement uniquement sur les degrés
de liberté associés a QOL. Nous appliquons ici cette méthode.

3.7.2 Une méthode pour amortir les modes parasites

Dans ce qui suit, 3 représente le terme d’amortissement et on désigne par M- la matrice égale &
M, pour les indices correspondant a Qol, nulle pour les indices correspondant a (. Plus précisément,
dans le cas bidimensionnel, dans chaque élément du maillage régulier, il y a deux fonctions de base Qg
et quatre fonctions de base QOl De plus, dans le cas bidimensionnel, si N désigne le nombre d’éléments
du maillage régulier, la base de M, se décompose en deux sous-familles de fonctions: (w;);, ¢ = 1,2N,
c’est-a-dire les fonctions de base de M%, et (ij)j, j=2N 4+ 1,6N, les fonctions de base de M}JL‘ On
définit alors My par (M;1);; = 0si 1 <i,j < 2N.On a (M?);; = (ow;,w;), (M) = (owi-wt) et

v J
aussi
MY 0 00
MU:<OU M&J‘>’ Md_:<0 M&J.)

Introduisons 'opérateur PhL qui représente I'opérateur de projection orthogonale L2, défini sur My, &
valeurs dans M ﬁ Pour tout vy, € My, on note PhLvh = v,f ol v,f eM ﬁ par la décomposition de
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Une méthode pour amortir les modes parasites

Myp,. Une formulation variationnelle du probleme comprenant le terme d’amortissement est la suivante:
Trouver (op,up = u?z + Uﬁ,}\TH,)\NH) :0,7— Xp X Mp x G x Lt tels que

2 L
(0% )+ 3078 wy) — donvn) = (fom) Von € M,

a(oh,mh) + d(Th,uh) + (T ANg ATEH) = 0Y ThH € X, (3.24)

b(oh; UNH ,IWTH) =0Yunyg € Gu, ¥V pra € Lry.

Le probleme semi-discrétisé, avec terme d’amortissement, écrit sous forme matricielle est le suivant:
Trouver (3,U,A7r,Ax) : [0,T] — RY® x RN x RMr x ]ng tel que

22U 24U .
(1, e+ BMS TS - DS =F, (4)
M, + D*U + Bi:Ap + B Ay =0, (i

LT NN (i2) (3.25)

Br¥ =0, (iid)

(BNEun —Ay) <0,V py € RY9 (iv).

Ce probléme est résolu pour certaines expériences numériques, pour lesquelles les modes parasites
sont nettement visibles (voir les exemples de la partie 6.3.3, en particulier fig. 6.91). L’effet des modes
parasites est plus ou moins marqué selon la position de la fissure, les conditions initiales et la source
extérieure considérées.

L’énergie de la solution semi-discrétisée en espace est décroissante. Par analogie au probleme (3.2),
cette énergie est définie par

1 Buh Jup,
t) = .
&n(t) = alon.on) + 5 ( 5t o)
On a la variation d’énergie suivante:
dgh 8’u,h 8’&# 8’11,#

ar ~ ) ey )

En 'absence de source extérieure, I’énergie &, décroit.
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Chapitre 4

Discrétisation en temps de la
formulation par domaines fictifs

Dans ce chapitre, on décrit la discrétisation en temps du probléme (3.15). Dans un pre-
mier temps, on discrétise les équations linéaires du systeme de maniere classique. Puis, on
s’intéresse particulierement a la discrétisation en temps de la partie non linéaire, correspon-
dant a la condition de contact unilatéral. Pour le probleme non linéaire posé sur la fissure,
plusieurs schémas de résolution sont présentés: un schéma explicite centré, un schéma décentré
implicite et un schéma centré implicite. On étudie la stabilité de ces schémas. En particulier,
on prouve que le schéma décentré est stable en démontrant la décroissance d’une énergie
discrete.

4.1 Schéma pour la partie linéaire

Dans un premier temps, on s’intéresse a la discrétisation temporelle des trois équations linéaires
du systeme (3.15). Celles-ci correspondent & ’équation du mouvement, a la loi de comportement, a
I’absence de frottement.

On note par At le pas de temps. On désigne par o™, u™, A, A}, des approximations de o, (t"),
wp(t"), Ara(t"), Anm(t"). On note X", U™, AL, A les vecteurs des degrés de liberté associés.

On utilise un schéma saute-mouton classique pour ’accélération, les autres termes sont considérés

a l'instant n, de maniere a obtenir un schéma centré a l'instant n. Le probleme discrétisé en temps et
en espace, écrit sous forme vectorielle, est le suivant:

Trouver (XL UL AL AR € RYE x RV» x RNer x ]ng tels que

Un+1 —2U™ + Un—l

M, INE - Dx" =F", (i)
M, 4 DU 4 BEAL 4 BR AT =0, (i) (4.1)
Bryntl =0. (i)

Ce schéma n’est autre que la formulation matricielle des équations variationnelles suivantes:

61



4.1 Schéma pour la partie linéaire

un+1 —2um + un—l

(o A ,op) — d(o"™,vp) =0,YVvp € My, (7)
a(e™ 1) + d(Th, ™) 4+ b (TR AT 4 by (TR AT =0,V T € X, (i1) (4.2)
bT(O'n+1,[J,TH) =0,V prH € LTH (zu)

Nous n’avons pas encore écrit la discrétisation de la partie non linéaire, correspondant a (3.14)-(iv) et
(3.15)-(iv). Cette discrétisation est détaillée plus tard.

En I’absence de fissure (i.e. A}, = A% = 0 pour tout instant n), le schéma (4.1)-(i)-(ii) est un
schéma de type différences finies. La présentation de ce schéma est donnée dans 'annexe A, dans le
cas d’un milieu élastique, homogene et isotrope. Dans le cas général, en présence d’une fissure, la prise
en compte de la fissure se fait par I'intermédiaire des multiplicateurs AR;, A% et des matrices By et
Br.

Le probleme discrétisé associé a la semi-discrétisation en espace (3.25) comprenant le terme d’amor-
tissement, donnée dans la section 3.7, est le suivant (voir dans [49]):

Trouver (71U AZFL ATFY) € R x R x RVer x ]ng tels que

UnJrl —2U™ + Unfl LU'nJrl o Unfl
M, M}~ - D" =F" (i
M,Er+l 4 DU 4 BEAST + By AR —0, (i) (4.3)
Bryntl =0. (iii)

Les étapes de la résolution sont les mémes avec ou sans amortissement. Par souci de simplicité, on les
détaille seulement dans le cas sans amortissement.

Supposons connues les valeurs de £, U™, A" = (A},,A};) a I'instant n et aux instants antérieurs, les
inconnues a l'instant n+ 1 sont les valeurs des contraintes, du déplacement et du saut de déplacement:
yntl pntl A7l Si AT était connu, il suffirait d’inverser les matrices M, et M, dans les relations
(4.1)-(3) et (4.1)-(44) pour calculer U™*! et ¥+, Cela donnerait un calcul explicite de U™+ et X1,
Plus précisément,

e La relation (4.1)-(7) donne U™*! par
Uttt =2um — UM + ACMTFT + AP MDY

e Une fois connu A"*! le calcul de ¥"*! est donné directement par (4.1)-(ii). Il s’agit d’inverser
la matrice M, diagonale par blocs. Dans le cas 2D, M, est diagonale par blocs de taille 5 par 5.

Y = MY DU 4 BRART + BRAG.

e Si A™*! était connu, (4.1)-(ii) nous donnerait comment calculer "1, 1l s’agit d’inverser la
matrice M,. Cependant, comme A™! est inconnu, il faut donc calculer A”*! avant ¥"*+1. La
relation (4.1)-(i7) permet 1’élimination de "1 en fonction de U"*! et de A"*!. L’élimination
de Y"1 est nécessaire, car elle permet d’obtenir deux relations sur A”*!. Ces relations sont
données par (4.1)-(7i7) et par la discrétisation en temps de (3.15)-(iv) et ne dépendent que de
U™ quantité connue, donnée par (4.1)-(i). La maniére dont on calcule A"*1  en particulier
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Discrétisation en temps de la formulation par domaines fictifs

A"NJFI7 dépend du schéma utilisé pour la partie non linéaire issue de la présence du contact uni-
latéral, donnée par (3.15)-(iv). Plusieurs schémas de calcul de A% sont décrits dans la suite.
Chaque schéma proposé conduit & un calcul différent de A"+

Dans les deux cas (avec ou sans amortissement), la difficulté est de discrétiser la partie non linéaire,
qui permet le calcul de A"T! c’est-a-dire la relation (3.15)-(iv) ou encore (3.16). On propose trois
schémas pour cela:

e Un schéma explicite mais qu’on démontre instable.

e Un schéma implicite décentré stable et d’ordre un.

e Un schéma implicite centré d’ordre deux et dont la stabilité reste a démontrer.

4.2 Un schéma explicite centré

Une premiere idée naturelle pour approcher (3.16) est de chercher un schéma a la fois explicite et
centré. Il est intéressant a priori d’utiliser un schéma explicite car la résolution est simple et rapide.
C’est ainsi que nous avons d’abord envisagé I’approximation suivante:

An+1 +An—1
N 5 N H( ?V —|—BNEn)
(4.4)

An+1 + Anfl An+1 + Anfl
And (BNE" + AR — %#N - % <0 pun = 0.
IT est la projection orthogonale sur ]ng, déja utilisée dans (3.16). Malheureusement, le schéma proposé
ici est inconditionnellement instable. On peut le démontrer dans le cas linéaire.En effet, dans ce cas,
II = Id et le schéma devient
A2 AR - 2A% + AR
2 At?
En éliminant X", ceci se réécrit
A2 A —oAn 4 AT
SRS TAN By M, BRAY = f(ARU™),

ou f est fonction de A, U". Ce schéma ressemble a un schéma pour I'approximation d’un oscillateur
harmonique. La condition de stabilité est du type

— ByYX" =0.

A2 ]| 2
- A—tQBNMa_lB]*V < Cte < ||[ByM;'By|| < Cte,
ou [|.|| est la norme de la plus grande valeur propre.

La norme de Popérateur By M, 'B% est non bornée car ByM; !B% est la discrétisation d’un
opérateur de H'/?(I') dans H~Y/2(I"). En effet, By est la discrétisation d'un opérateur de H (div;C)
dans H~1/2(T"), donc B est la discrétisation d'un opérateur de H'/2(T") dans H (div; C')'. En identifiant
H(div;C) avec son dual, on obtient que ByM; ' B% est la discrétisation d’un opérateur de H'/?(T')
dans H~1/2(T"). Sa norme doit donc étre proportionnelle & 1/H.

Cela devient plus clair dans le cas unidimensionnel car on peut calculer explicitement B M 1B]*V
qui est un nombre. On obtient alors, ot a est la position du point de fissure, h le pas d’espace du
maillage et I représente la partie entiere de a/h,

_ 1 a a
ByM;'By = —5 (=5 + 1+ 12+ (5 - 1)?).

Donc, |ByM, 'B%| ~ 1/h ou h représente le pas d’espace. Ce résultat d’instabilité est confirm par
des expériences numriques 1D et 2D également.
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4.3 Un schéma implicite décentré

4.3 Un schéma implicite décentré

Guidés par une identité d’énergie, nous avons pu établir un schéma stable en approchant (3.16)
par

P EnJrl
A’&“ = H(A?VJrl + BNf),
» (4.5)
n 4y
< (BN%,,U/N - AnN+1> < 07 v KN € ng?
implicite seulement par rapport a Ay. Rappelons que II est défini en (3.16).
En utilisant la forme bilinéaire by, le schéma (4.5) s’écrit également

o'l e Xp N € Ly, bn(————uvm — AW <0, Voung € Ly (4.6)

2

4.3.1 Calcul de la solution, existence et unicité

Ayant remplacé la contrainte ™! par son expression en fonction de A"NJrl, A%Jrl, Ut dans (4.5),
on obtient le probleme suivant:

Trouver A"t e RMr x ]ng =K,
(4.7)
(QA™H 4 Frtl y _ Antly > 0 Y e K.

Ce probléeme est équivalent au probleme de minimisation suivant:
T < () = (Qup) + (F ). Vi € K.
avec, pour ce schéma, la matrice () définie en (3.19) et
Frtl = (Bp M DU By (M1 DU — £m))E
La relation (4.1)-(#i) donne %! défini par
yt = MY DU+ BRALT - BRAGT.

Proposition 4.1 Sous la condition inf-sup (3.23), il existe une solution unique (X"1,U"+L,

ALY AT du probleme (4.1)-(4.5).

Démonstration

La démonstration est immédiate. (4.1)-(i) donne directement I'expression de U™*!; sous la condi-
tion (3.23), le probléme (4.7) admet une unique solution A"*! = (A% A (4.1)-(47) montre que
Y7+ est solution d’un systéme linéaire. W

4.3.2 Etude de la stabilité

On étudie la stabilité du schéma (4.1)-(4.5) en introduisant une énergie discrete. Rappelons que
I'énergie continue £(t) est définie dans la section 3.4 de la maniere suivante:

1 1 0Ou Ou
E(t) = 560(0,0) t3 (QE’E)'
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Discrétisation en temps de la formulation par domaines fictifs

On considere ici un équivalent discret de &:

n_1 n n 1

On a le théoréme suivant.

Théoréme 4.1 Le schéma implicite décentré (4.5) est stable sous la condition de stabilité suivante:

At? (MleE DY)
—||ID*D|| <1 D*D|| = v 4.8
Démonstration
Le théoreme résulte des lemmes 4.2 et 4.3. W
On montre d’abord le lemme suivant.
Lemme 4.1 La condition de stabilité (4.8) est équivalente a la condition suivante:
At d
— ||D|| £ L,avec ||D|| = sup (f;’uh) 5 - (4.9)
2 on€Xp,up €My, a(O'h,O'h) / (Quh7uh) /

Démonstration

e On a ||D||? > ||D*D]||. En effet, sous la forme matricielle, en considérant U = M, DY, on ob-
tient

(M;'D%,DY) = (U,DY) < ||D|| (M,UU)"*(M,,)"/2,
Or, (MUU) = (DXU)<||D|| (M,UU)Y?(M,%,5)"2,
(MUU)? < [|D]| (M2,5)2.
Dot: (M;'D¥,DY) < ||D|>(M,%,%).
Ainsi, ||D*D|| < [|DI[>.

e Ona ||D|| < ||D*D||'/>.
En effet, (DS,U) = (M, /DS, M)/?U) < (M;1D,D)Y2(M, U,U)Y2.
Ainsi, |D*D||Y/2 < ||D]. W

Lemme 4.2 La quantité

1
E" = §a(0'",0'") + =(o (4.10)

est une énergie, i.e. une forme quadratique positive, sous la condition de stabilité (4.8).

Démonstration
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Etude de la stabilité

Cette démonstration est trés classique mais on rappelle quand méme la preuve. Il n’est pas diffi-
cile de voir que ’énergie discrete donnée par (4.10) se réécrit de la maniere suivante, avec (.,.) le
produit scalaire euclidien:

. 1 " <n 1 Un+1 _yr " — Un—l
E - §(MUE 72 ) +§(MU At ) At )
Or, par la formule du parallélogramme on obtient
Un+1 —_yn yn — Un—l 1 Un+1 _yn Um — Un—l Un+1 _yn Um — Un—l
Mo ) T 1 (M”( AN TN T TN >
B l M (Un-l—l_Un B Un_Un—l) Un+1_Un B Un_Un—l
4 \"" At At VAN At '

On reconnait le terme d’accélération. On utilise alors la relation (4.1)-(i) dans laquelle on suppose que
le terme source s’annule pour tout temps. On obtient alors

UnJrl —_ynr yn — Unfl 1 UnJrl _ Unfl UnJrl o Unfl At2

M, = (M - M;'D¥" D2 .

(UAt’At)4<v At ’ At >4(” D)
On obtient

1 Un+1 _ Un—l Un+1 _ Un—l 1 AtQ
E™ = Z(M, ~(M,X"¥") — — (M, D", DX™).
On a
At?

1 At? (M, 1DY™, D™
§(M02n,2n) _ ( v ) )}

1
— (M7'D¥".D¥") ==(M,X"X") |1 - —
8 (M, ’ ) 2( 2" [ 4 (M,xnxn)

Nous déduisons

1 n+1 _ 7n—1 n+1 _ yn—1
((MUU U U U

E" ==
2 oAt 2At

)+ (M, 5" ) [1 B At? (leDE”,DE")]>

1 (M,5m5n)

Sous la condition de stabilité (4.8), on obtient que E™ définit bien une énergie.

Lemme 4.3 Pour le probléeme (4.2), la différence d’énergie discréte entre deux instants est donnée
par la relation suivante:

n+1 n o \n n+1
o' o™ Ay — Ay

n+l _ pmn _
E " = At by (T SN,

(4.11)

En particulier, pour le schéma (4.2)-(4.6), cette différence est négative et ’énergie discréte du schéma
est décroissante.

Démonstration

On considere le probleme (4.2). Pour simplifier, nous allons considérer le terme source nul pour tout
temps. La relation (4.2)-(7), considérée aux temps n et n + 1, donne alors, apres addition,

n—+2 +1 ,unJrl n

(¢ A At Al vp) — d(o" + 0™ k) =0,Y vy € M.

u —u" —u
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1

En choisissant comme fonction test u”*! — u™ € My, on obtient

un+2 _ un-‘,—l un-‘,—l —aum un—l—l —au” u— un—l
AL T At AL T At
—d(e" 4+ o™ Lu"t —ut) = 0. (4.12)

La relation (4.2)-(it) considérée aux temps n et n + 1 donne, aprés soustraction,
a(o_nJrl — O'n,Th) + d(Th,unJrl - u”) + bN(Th,)\X[—H - )\nN) + bT(Th,A%—H - }\%) =0,V € Xp.
En choisissant comme fonction test "t 4+ o™ € X, on obtient

a(o,n—l—l’o,n—kl) _ a(o_n7o,n) + d(o_n + o,n-i—l’un-i-l . un)

+on (™ 4 e N = NY) + b (e e AT AL = 0. (4.13)

Apres addition de (4.12) et (4.13),
un+2 _ un-‘,—l un-‘,—l —aum un-‘,—l —u” ut— un—l
Y v Al Gy v ety va

= —bn (o™ + " A = AR) = br(a™ T 4+ o™ AT — AR,

a(e™ o) —a(e™,0™) + (0

Or, (4.2)-(447), considérée aux instants n et n + 1, en choisissant pgr = A5 — A7, donne
br(a" T + o NI - A7) = 0.
Par construction du schéma décentré implicite (4.5), en choisissant py = A% € LJJ\} 7> on obtient
by(a" T 4+ o™ Ny — At <.
La décroissance d’énergie est la suivante:
E"tl _En = %bN(a”“ + o™\ — A,
On obtient, sous une autre forme,

n+1 n \n n+1
o +o" A} — Ay

n+l _ pn  _
E E At by (T ST

<0. |

Remarque 4.1 La condition de stabilité (4.8) est la méme condition qu’en l’absence de fissure, c’est-
a-dire qu’elle n’est pas modifiée par la méthode des domaines fictifs. Ceci est une propriété extrémement
intéressante de la méthode car cela permet de contréler le pas de temps At uniquement en fonction
du pas d’espace h du maillage uniforme.

Remarque 4.2 Dans le cas d’un milieu homogeéne isotrope, ce qui correspond au schéma auz différences
finies présenté dans U'annexe A, la condition de stabilité (4.8) devient (voir dans [54])

At 1
< =
AT
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4.4 Un schéma implicite centré

Le schéma implicite décentré proposé dans la section précédente est stable mais d’ordre un, car
il est décentré. Nous avons cherché & améliorer I'ordre du schéma en approchant (3.15)-(iv) de fagon
centrée comme suit:

AT =TI(ART + ByE™),
(4.14)
& (BNS"™, un — A <0,V puy € RY9.

En utilisant la forme bilinéaire by, le schéma (4.14) se réécrit
" e Xp, \vt € Ly, bn (e ung — gt <0,V unwg € Ly

Le schéma (4.1)-(4.14) est d’ordre deux. Le schéma (4.14) n’influence pas l'ordre du schéma (4.1).

4.4.1 Calcul de la solution, existence et unicité

Ayant remplacé la contrainte X" ! par son expression en fonction de AR;H, ASEH, U™+l dans (4.14),
on obtient

Trouver A"t! e RVir x ]ng =K,
(QA™ + FrHl = A" >0 Y p e K, (4.15)
e TN < J(n) = Z(Qup) + (F ), Ve K,
avec, pour ce schéma, la matrice () définie en (3.19) et
Fril = (Bp M ' D*U™ By My DUt
La relation (4.1)-(43) donne "1 défini par
Yt = MY DU + BRALT + BRAGT.
Proposition 4.2 Sous la condition inf-sup (3.23), il existe une solution unique (X"H1,U"+!,
A%H,A?VH) au probléeme (4.1)-(4.14).

Démonstration

La démonstration est immédiate. (4.1)-(i) donne directement I'expression de U™*!; sous la condi-
tion (3.23), le probleme (4.15) admet une unique solution A"*! = (AZTH A1) et (4.1)-(ii) montre
que X"t est solution d’un systeéme linéaire. W

4.4.2 Les difficultés de I’étude de stabilité

La différence d’énergie donnée dans (4.11) est valable, en I’absence de frottement, quel que soit le
schéma considéré pour le multiplicateur. Pour le schéma centré implicite considéré ici, elle peut méme
se simplifier de la maniere suivante, sous son écriture matricielle

1
¥n 4 yntl A’}V—A”N+)
2 At

E" — E" = At(By [(BNE"TLAR) — (ByE"ART]

1
2
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1 suffit de prendre uy = 0 et uy = 2A%T" dans Vinégalité donnée par (4.14) pour obtenir cette
différence d’énergie.

De plus, on a la relation suivante, en considérant, dans (4.14), pny = (A} — A?VH)JF, ou (uy); =
max(0,u;), & Vinstant n et py = (A% — A%) & linstant n + 1.

Entl _ pn o — Z (BNEnJrl)i (A%); — Z (BNX™); (AnNJrl)@'.

i | (AR)i> (AT i | (AL > (A7),

On sait que (ByX"); (A1) < 0 et (ByX™); (A%); < 0 mais cela ne donne pas d’indication
supplémentaire sur le signe de E"t! — E”,

Les nceuds ou l'on passe de 'état de contact a I’état de décollement (absence de contact) contri-
buent a faire augmenter ’énergie tandis que ceux qui passent de I'état de décollement a I'état de
contact contribuent a la diminution de I’énergie. Nous avons effectivement constaté numériquement
sur quelques expériences que la différence d’énergie n’a pas de signe constant, méme si ’énergie est
relativement constante. Finalement, nous n’avons pas pu montrer la stabilité de ce schéma. Cependant,
les résultats numériques semblent 'indiquer sous la condition de stabilité (4.8).

Numériquement, que ce soit par le schéma décentré implicite (décrit en (4.5)) ou par le schéma centré
implicite (décrit en (4.14)), I'énergie discrete est quasiment constante au cours du temps.
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Chapitre 5

Aspects numériques

Dans cette partie, on traite de quelques aspects numériques liés a la résolution du probleme
de contact unilatéral dynamique. On présente d’abord 'algorithme de résolution utilisé pour le
probleme de minimisation quadratique. D’autres points plus spécifiques sont abordés ensuite.
On décrit les calculs a effectuer, dans le cas 2D, permettant la construction des matrices de
couplage entre la fissure et le maillage régulier. On rappelle ces calculs dans le cas ou la fissure
est approchée par des segments. On présente aussi la prise en compte d’éléments curvilignes sur
la fissure, mis en ceuvre, en pratique, pour les fissures circulaires ou en arcs-de-cercle. Enfin,
on traite le cas de fissures singulieres comportant un angle. On introduit une modification
des espaces d’approximation des multiplicateurs, choisis précédemment en 3.6.3, de maniére a
prendre en compte les discontinuités de la normale.

5.1 Quelques remarques sur la résolution du probleme d’optimisa-
tion

Les problemes (4.7),(4.15) sont du type

Trouver v > b tel que, {gllrg J(v) = % (Avw) + (by). (5.1)
On suppose que A est une matrice carrée d’ordre n, symétrique et définie positive, b et [b sont des
vecteurs quelconques de R™. L’inégalité v > [b, ou v et [b sont des vecteurs de IR", signifie v; > [b;,
pour tout i = 1,n. Le probleme (5.1) est un probleme d’optimisation quadratique avec contraintes de
bornes. En fait, il s’agit de projeter —A~1b sur le convexe K = {v € R™; v > [b} pour la métrique
associée a A: en effet, le probleme (5.1) peut se réécrire de la maniére suivante:

Trouver v € K tel que, IUHEIIICI % lo+A71|2  ou [|w]]? = (Aw,w).

Remarque 5.1 Il est plus compliqué et plus cotteur en temps de calcul de résoudre le probléme
d’optimisation associé a (3.9) que le probléme associé a (3.7). Dans le cas 2D, par exemple, les
inconnues du probléeme (3.9) sont X = (A1, A2). Rappelons que, pour cette formulation, pour tout
instant t, X € C ou le convexe C est défini par C = {\ € BQ/)\lm + Xong > 0} ot m = (ng,ns)
est la normale a la fissure. Les contraintes du probléme d’optimisation issu de la formulation (3.9)
sont donc des contraintes linéaires, a cause de la prise en compte de la partie normale. Le probleme
d’optimisation associé a (3.7) est un probléme avec simples contraintes de bornes alors que celui associé
a (3.9) comporte des contraintes linéaires, du type Ax < b. Pour le calcul des multiplicateurs, nous
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Principe de I’algorithme de résolution QPB

avons préféré choisir la formulation en (An,Ar), correspondant a (3.7), plutét que la formulation en
(A1, A2), correspondant a (3.9).

5.1.1 Principe de I’algorithme de résolution QPB

Nous avons utilisé un algorithme de résolution du probleme (5.1) combinant une méthode de gra-
dient avec projection et une méthode d’activation de contraintes (voir [43] pour une présentation de
la méthode des contraintes actives). Des factorisations de Cholesky sont utilisées pour la minimisa-
tion, pour la résolution de systemes linéaires, lorsque les contraintes sont fixées. Ces factorisations
de Cholesky sont mises a jour lors de 'activation ou la désactivation de contraintes. On appellera,
dans la suite, 'algorithme de résolution QPB (Quadratic Programming with Bounds) (il s’agit du
code N2QP1 de la librairie MODULOPT de I'Inria). Les étapes de la résolution sont décrites dans
I’algorithme 1. Elles sont expliquées dans ce qui suit.

Le principe de 'algorithme est de minimiser J sur des chemins obtenus par projection sur X d’une
demi-droite issue du point courant vy, le long de laquelle J décroit. A chaque minimum local trouvé
sur un chemin, on redéfinit une nouvelle direction de descente et un nouveau chemin. L’algorithme
s’arréte quand un minimum satisfait les conditions d’optimalité, & une précision numérique €435 pres.
On constate en particulier que 'algorithme trouve la solution du probléeme en un nombre fini d’étapes.

A chaque étape, la direction de descente dj peut étre calculée de deux manieres, soit comme la
direction opposée au gradient (comme pour la méthode du gradient avec projection), soit par une
direction de Cholesky-Newton sur la face active. La face active, a l'itération k, est I’ensemble des
points de K, qui possedent les mémes contraintes actives (ou saturées) que le point courant vg. La
présence d’itérations de gradient avec projection est utile pour déterminer rapidement ’ensemble des
contraintes actives que posseéde la solution (voir [38] comme référence qui établit cette propriété).
Mais le gradient avec projection est une méthode de résolution qui converge lentement. La présence
d’itérations de Cholesky-Newton permet d’accélérer la convergence de I’algorithme car une itération
de Cholesky-Newton donne directement le minimum de la fonctionnelle sur la face activée.

Pour chacun des choix de direction, on recherche un minimum local de J sur une ligne brisée issue
du point courant vi. Ce minimum local définit le point vgy1 de la maniere suivante:

Vg+1 = Pic(vg + agdy), avec ai > 0, et Py représente la projection sur K. (5.2)

La projection est nécessaire car, sinon, le point suivant viy; peut sortir du convexe K. C’est la
projection de la direction dj sur I qui engendre une ligne brisée (voir figure 5.1).

Fi1G. 5.1 — Projection de la direction de descente dj sur le convere K

La direction dj est réactualisée a chaque itération k.

Calcul des pas «y,
Le pas «ay, est déterminé comme le premier minimum local de la fonctionnelle

a— J(Px(vg + ady)).
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Une fois ay connu, on peut calculer vy par (5.2).

Etape du gradient avec projection

Cette étape est réalisée si le booléen do_gpstep est égal a “true” (voir tableau de l’algorithme 1),
c’est-a~dire si on a trouvé le minimum sur la face activée et si ce minimum n’active pas de nouvelles
contraintes. Dans ce cas, la direction de descente est di = —gir, ou g = Avg + b. Les étapes de gra-
dient avec projection sont nécessaires car le gradient avec projection permet d’identifier les contraintes
actives de la solution.

Etape de Cholesky-Newton

Cette étape est réalisée si le booléen do_gpstep est égal a “false”, c’est-a-dire si le nombre de pas
consécutifs de gradient avec projection est égal a 5 ou bien si le nombre de contraintes activées et
désactivées est nul (c’est-a-dire si le gradient avec projection avance peu). On limite le nombre de pas
consécutifs de gradient avec projection car le gradient avec projection converge lentement et un pas
de Cholesky-Newton permet d’accélérer la convergence. Dans cette étape, la direction de descente est
différente de celle de I’étape du gradient avec projection. Pour la déterminer, on la calcule comme la
solution du probleme de minimisation suivant, ol les indices k sont provisoirement omis, v désigne le
point courant (v € K) et A représente les indices des contraintes actives de v.

Trouver d € IR™ tel que ;ni% J(w+d)onvy =lby. (5.3)
e

Les indices A et Z désignent respectivement les indices correspondant aux contraintes actives (ou
saturées), aux contraintes inactives, du point courant v. Il est connu que la condition d’optimalité du
probléeme (5.3) est donnée par

(Ad)] + (AU +b)1 =0,
(Ad)z+g9gr =0o0u g = Av +b.

On décompose la matrice A en sous-matrices en utilisant la symétrie de A:
s ( Apa Auz >
Aar  Azz
La condition d’optimalité de (5.3) se réécrit donc:
Az7dr +97 =0,d4 = 0.

On constate que le pas «j, calculé pour la direction de descente de Cholesky-Newton vaut 1, ¢’est-a-dire
que le minimum calculé sur le chemin est toujours le minimum sur la face active. Plus précisément,
au lieu de calculer la direction de descente d, cela revient a chercher un nouveau point v tel que

Trouver o € R" tel que min J(?) o vy = lbg.
VD A=lbag

Mais il peut y avoir plusieurs étapes de Cholesky-Newton consécutives. C’est le cas si le minimum
trouvé lors de la premiere itération de Cholesky active une nouvelle contrainte. Dans ce cas, il y aura
au moins deux itérations de Cholesky-Newton consécutives.
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algorithme 1 Algorithme de résolution

1: vg point initial admissible (i.e. vy > Ib)

2: Initialisation & l'itération k = 0: go = Avg + b

3: do_gpstep=true, do_gpstep_old=false

4: while Norme du gradient des indices non saturés > ¢4, do

5:
6
T
8:
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:

21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:

Calcul du nombre d’étapes consécutives de Cholesky-Newton
if do_gpstep=true then
if do_gpstep_old=false then
n_cons_gpstep =0
else
n-cons_gpstep = n_cons_gpstep + 1
end if
end if
do_gpstep_old=do_gpstep
Choix de la direction de descente selon la valeur de do_gpstep
if do_gpstep=true then
Choix de la direction de descente dp = —gi. (pas du gradient avec projection)
else
Choix de la direction de descente dj = pas de Cholesky-Newton
end if

Calcul du premier minimum local de J sur la ligne brisée a — Py (v + avdy). On en déduit ay.

Mise a jour du gradient, des indices saturés et non saturés, et n

de 7 ggsactivées activées-

. . , ., et s
Ndésactivées = nombre de contraintes désactivées entre 'itération k et k + 1

= nb de contraintes actives (ou saturées) en k, inactives (ou non saturées) en k+ 1,

Nactivées — nombre de contraintes activées entre 'itération k et k + 1.
On pose vgy1 = Pic(vg + ag di).
Test des contraintes activées et désactivées pour choisir ’étape suivante.
if do_gpstep=true then
if nggsactivées T Mactivées = 0 ou n_cons_gpstep = 5 then
do_gpstep=false
end if
else
If Nactivées = 0 then
do_gpstep=true
end if
end if

k=k+1

32: end while
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5.1.2 Exemples et comparaison avec la routine de résolution du logiciel Scilab

Le probleme d’optimisation quadratique (5.1) est assez classique. Il existe quelques routines de
résolution de ce type de probléeme, mais tres peu d’entre elles sont d’acces libre. On peut consulter
[8, 55] qui présente la méthode des points intérieurs, qui peut étre considérée comme une méthode de
résolution concurrente de QPB. Dans ce paragraphe, on compare la routine QPB avec la méthode de
résolution du logiciel Scilab. La routine issue de Scilab utilise une méthode d’activation de contraintes.
En fait, la routine issue de Scilab est une routine générale, qui peut aussi résoudre des probléemes avec
contraintes linéaires quelconques, pour des matrices pouvant étre semi-définies positives et mémes
indéfinies. Toutefois, elle ne tire pas avantage de la structure simple des contraintes de bornes de
(5.1), comme cela apparaitra dans les résultats. En particulier, ’approche utilisée n’a pas d’étapes
de projection. On compare, sur le tableau 5.2, les temps de calcul CPU entre les deux méthodes sur
des exemples de matrices pleines comprenant, en général, des données aléatoires. La comparaison est
faite pour différentes tailles de problemes. Pour une méme taille de probleme, il peut y avoir plusieurs
exemples différents.

Taille du pb | Scilab 1 Scilab 2 QPB Erreur relative
(contraintes (contraintes QPB / Scilab 1
de bornes) linéaires)

8 0.00999999978 | 0.00999999978 | < 1016 1.510°17

114 0.0899999999 | 0.100000005 0.00999999978 7.810°16

200 0.499999993 0.539999977 0.00999999978 4.910°13

200 0.869999975 0.949999943 0.0600000024 4.210~1

470 12.6199998 13.0599996 0.109999994 2.110716

1000 77.670003 81.5500033 1.05000004 1.810°10

1000 74.4500025 78.5100006 1.06 6.310799

1000 53.3100011 56.8999991 3.57999988 3.010°10

1000 128.379999 134.880007 5.83000014 5910712

1000 97.3999982 101.300001 11.0200004 1.210°13

1382 241.240004 245.339998 17.9299992 1.310~ 1

Fi1G. 5.2 — Comparaison du temps de calcul entre Scilab - QPB

La colonne “erreur relative” représente 'erreur relative entre la solution calculée par QPB et celle
issue de Scilab. Elle ne nous sert qu’a vérifier que les deux programmes ont bien calculé la méme
solution. Les solutions obtenues par Scilab sont identiques, que ce soit avec contraintes de bornes ou
avec contraintes linéaires. La routine de QPB est nettement plus rapide dans tous les cas. On remarque
que la routine Scilab est légérement plus rapide pour un calcul avec contraintes de bornes x > Ib que
pour un calcul sans contrainte de bornes, mais avec une contrainte linéaire du type C'x > d. De plus,
la routine Scilab est plus rapide lorsqu’un point initial est donné.

Sur les figures 5.4 et 5.5, on présente une comparaison du temps de résolution CPU des deux
routines pour une matrice correspondant au type de probléemes que nous cherchons a résoudre (issu
de la simulation de la prise en compte de conditions aux limites de contact unilatéral sur la fissure)
donné en fonction du nombre de variables du probleme. Cet exemple correspond au calcul du saut de
déplacement sur une fissure droite diagonale, en présence de contact unilatéral, en un instant donné,
identique pour chaque discrétisation. Un exemple semblable est présenté dans la section 6.3.3. Le
rapport entre les deux pas de maillage H/h est constant : il vaut H/h = 1.1, c’est-a-dire que pour 100
éléments sur la fissure (la taille du probleme d’optimisation est n = 198), on considere n; = n; = 250
points pour le maillage volumique. Les résultats de la comparaison apparaissent dans le tableau 5.3.
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Nb de variables | Scilab QPB Erreur relative
Contraintes de bornes entre les 2 solutions
18 <1016 < 10716 1.5107 % (%)
38 0.00999999791 < 10716 2.3107 % (%)
98 0.0599999987 0.00999999978 | 1.510~ ™ (%)
198 0.479999989 0.0199999996 | 2.510~ ™ (%)
398 4.64000005 0.0599999968 | 2.110~% (%)
798 48.2900015 0.340000002 2.8107 % (%)
958 84.7100012 0.559999961 281075 (%)

Fia. 5.3 — Comparaison Scilab- QPB sur une itération du probléme physique

On peut voir que la résolution est nettement plus rapide en utilisant QPB que Scilab. Sur la figure
5.5, on peut calculer la pente des courbes montrant le temps CPU en fonction du nombre de degrés
de liberté sur la fissure. On obtient ~ 3.2 pour Scilab et ~ 1.8 pour QPB.

Temps CPU en fonction du nb de ddl
90 T T T

T
—— Scilab
801 — QPB

Temps CPU en fonction du nb de ddI. Courbe loglog

— scilab
— QPB

Temps CPU
Temps CPU

— .
0 200 800 1000 2 3

400 600 4 5
Nb de ddI Nb de ddl

F1G. 5.4 — Comparaison entre Scilab et QPB.  FiG. 5.5 — Comparaison entre Scilab et QPB.
Echelle linéaire pour le temps CPU Courbe loglog

Sur la figure 5.7, on présente une comparaison du temps de calcul entre la routine de résolution
Scilab et QPB, pour une simulation numérique entiere. L’exemple considéré est celui d’une fissure
diagonale pour laquelle on considére une condition de contact unilatéral sans frottement (pour un
exemple semblable, voir 6.3.3). On impose une condition initiale donnée sur le domaine. La comparai-
son est faite désormais en unités de temps réel et non plus en temps CPU. Le rapport entre le pas H
de la fissure et le pas h du maillage régulier est constant et vaut 1.1. Les données sont les mémes que
celles du tableau 5.6, n; représente le nombre d’inconnues du maillage régulier, n représente le nombre
de degrés de liberté sur la fissure.

En conclusion, la routine de résolution QPB est plus rapide que celle de Scilab, qui peut résoudre
d’autres probléemes mais qui ne semble pas étre efficace pour des problémes du type (5.1). On a constaté
également que QPB est plus robuste, car la routine de Scilab donne des résultats erron
‘es si les données contiennent des valeurs petites, de l'ordre de 1.107'6. La routine QPB est plus
robuste si les variables d’arrét sont convenablement fixées.

Remarque 5.2 La méthode de résolution de QPB peut résoudre les problemes de complémentarité
(classiques en mécanique du contact) dont la matrice est symétrique définie positive. Par contre,
elle n’est pas adaptée aux problémes de complémentarité dont la matrice est symétrique, semi-définie
positive.
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n n; Nb d’itér. en temps | Temps Scilab (sec) | Temps QPB (sec)
10 | 25 44 2.480000 12.63900
20 | a0 89 4.630000 28.76800
50 | 125 | 221 33.40000 83.88900
100 | 250 | 443 297.3050 267.0660
200 | 500 | 885 3685.687 1397.698
400 | 1000 | 1771 54298.64 10940.82
480 | 1200 | 2125 120058.4 18919.00

F1G. 5.6 — Tableau comparant les temps de résolution Scilab - QPB. FExemple d’une fissure diagonale

x10° Comparaison des temps de calcul Scilab—-QPB

— Scilab
— opB

o
kN

B e
I =) ® o N

Temps total de calcul en sec

N

L L e L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Nb de d.d.I sur la fissure

Fi1G. 5.7 — Comparaison entre Scilab et QPB.
Echelle linéaire pour le temps en secondes.
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5.2 Sur I'implémentation des matrices de couplage entre la fissure et le maillage régulier

5.2 Sur Pimplémentation des matrices de couplage entre la fissure
et le maillage régulier

On décrit dans cette section comment calculer les matrices de couplage entre la fissure et le maillage
régulier. L’un des intéréts de la méthode des domaines fictifs est que ’on peut approcher la géométrie
de la fissure par des éléments de forme quelconque, pas seulement rectilignes par morceaux. Cela n’a
pas de conséquence sur la condition de stabilité, car celle-ci est indépendante de la présence de la fissure
et donc de sa forme. De plus, la prise en compte d’éléments curvilignes est relativement aisée car elle
intervient uniquement sur le maillage de la fissure. On n’a pas besoin de considérer des éléments du
maillage volumique & bords courbes, ce qui est lourd a mettre en ceuvre, comme c’est le cas pour la
méthode des éléments finis.

On rappelle dans un premier les calculs d’intégrales a effectuer pour une fissure réguliere paramétrée
par une abscisse curviligne quelconque. On revient ensuite au cas de fissures régulieres approchées par
des éléments rectilignes, ce cas a déja été considéré dans [54]. On présente enfin un apport nouveau,
a savoir I'implémentation d’éléments circulaires pour des fissures circulaires ou en arcs-de-cercle.

5.2.1 Cas d’une fissure réguliere
5.2.1.1 Calcul des intégrales

Pour notre probleme, la prise en compte de la fissure se fait par 'intermédiaire des formes by et by
définies en (3.1). Ces formes sont définies par des intégrales sur I' et correspondent aux traces normale
et tangentielle du tenseur des contraintes. Ainsi, pour un tenseur 7 € X assez régulier, on a

by (T.un) = /TNuNds:/Tn.n,uNds, (5.4)
r r

bT(T,uT) = /TT.[LTdS. (55)
r

Dans le cas bidimensionnel, on a

2 2 t
TN = Tiuni+ 2712010+ T2n5 et n=(ny,n9)",

T Trt, ol Tr = 111 n1 ng + T2 (N3 — n2) — Tangny et t = (ng, —nq)'.

Les calculs qui suivent sont faits en supposant que le multiplicateur est choisi dans l'’espace P{, de
plus, nous avons choisi d’approcher les contraintes par des éléments Q‘liw (voir la partie 3.6.1). Pour
définir la fonction de base d’une composante du tenseur 7, considérée au point (,5) (ou x; = i h, et
yj = j hy, pour tous 4,j), nous introduisons les fonctions suivantes:

1 . .
() = @ = zien) (y —yj-1) st (@) € [wivai] X [yj-1ys], 0 ailleurs,
z Ny
2 1

mi(y) = W(%‘H —z)(y—yj—1) si(xy) € [wi,2i1] X [yj—1,y;], 0 ailleurs,
x My

1 . .
() = T (@iv1 —2) (Yj41 —y)  si(zy) € [ziwipa] X [y5,y541], 0 ailleurs,
z Iy
4 1 . .
Tij(mvy) T wh (x —mi1) (yj41 —y) st (vy) € [Tim1,m] X [y5,9541], 0 ailleurs.
z Iy
Les fonctions de base au noeud (7,5) de ng, ng, ng, ng, 03y sont définies a I'aide de Tl-lj, TZ-QJ», Ti?’j, TZ-4]».
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Nous avons choisi des éléments P{ pour les multiplicateurs de Lagrange. La fonction de base pour
le degré de liberté [ de la fissure est tres classique, c’est la fonction “chapeau” définie comme suit:

Sl — S sis; <8< 841,
|si41 — 51

p(s) = ST sis;—1 <s<g,
|s; — s1-1]

0 ailleurs.

ou s désigne Pabcisse curviligne le long de la fissure. En pratique, le calcul des intégrales (5.4) et (5.5)
se fait par éléments de la fissure, c’est-a-dire que, pour un élément de la fissure, on calcule (5.4) et
(5.5) sur cet élément pour les fonctions de base des noeuds de ’élément. Comme les multiplicateurs
AN, AT, sont approchés par des fonctions Pf, on considere, sur I’élément, une partie “amont” (fonction
de base s) et une partie “aval” (fonction de base 1 — s), (voir fig.5.8).

= ”

"AVaI” \\ // llAmontll
pu(s) N pus1(s)
7 N
Si Si+1

Element [s;,5;41]

Fi1G. 5.8 — Fonctions de base pour le multiplicateur sur un élément de la fissure

11 s’agit donc de calculer, pour ’élément [s;,s;11], une intégrale “amont” (contribution a la fonction
de base p41) et une intégrale “aval” (contribution & la fonction de base y;). Pour cela, on a besoin
d’une paramétrisation (z(s),y(s)) de la fissure, le long de chaque élément. On suppose, pour se placer
dans le cas général, que la fissure est une courbe paramétrée quelconque. Ainsi, la fissure I" est définie
par

I'={ (z(s)y(s)), s = 0}.

On a vu que les normales apparaissent dans le calcul de (5.4) et (5.5). Dans le cas général, elles
dépendent de ’abscisse s. Elles sont définies par

NolsS) = CC/(S) .
SO OE Y A

Pour calculer (5.4) et (5.5), on a besoin, par exemple, des quantités suivantes.

1=

1= [Tk s w(s) snd(s)ds, k=14, (5.6)
hl+1 s1
1 [

J = — Tfj(x(s),y(s)) (hiy1 — s) n%(s)ds, k=14. (5.7)
hl+1 S1

s1 et so représentent les abscisses des intersections de la fissure avec le maillage régulier et h;11 =
Si+1 — SI-

Si la fissure est paramétrée par une courbe spline, par exemple, on peut calculer relativement

simplement les intégrales I et J. Mais la difficulté est le calcul des intersections entre la fissure et le
maillage régulier.
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5.2.1.2 Calcul des intersections

Le calcul des intégrales nécessite d’abord le calcul des intersections entre la fissure et le maillage
régulier. Cela conduit a faire un sous-découpage du maillage de la fissure: il existe plusieurs sous-
éléments a l'intérieur de chaque élément de la fissure. Dans le cas d’une paramétrisation quelconque
de la fissure, le calcul des intersections entre la fissure et le maillage régulier est compliqué. Pour
certaines paramétrisations simples (éléments rectilignes ou circulaires), il peut se faire de maniere
exacte.

5.2.2 Approximation de la fissure par des segments

On considere ici une approximation linéaire par morceaux de la fissure, c¢’est-a-dire que la fissure est
approchée par des segments. Les calculs et la mise en ceuvre ont déja été faits dans [54]. En pratique,
approcher la forme de la fissure par des éléments rectilignes est plus facile & mettre en ceuvre car le
calcul des intégrales est plus simple ainsi que le calcul des intersections de la fissure avec le maillage
régulier. Dans le cas des éléments rectilignes, on utilise la paramétrisation suivante de la fissure

z(s) = 1 + sng, y(s) =y1 — sny.

(x1,y1) représente le premier sommet de I’élément de la fissure. n1,ny sont les composantes du vecteur
normal a I’élément de fissure. Dans le cas des éléments rectilignes, elles sont constantes par élément
et n’interviennent pas dans le calcul des intégrales.

Un exemple

On considere la situation montrée sur la figure 5.9.

. Si+1
(i)

ES4

o /<

81_/'

Fi1G. 5.9 — Ezemple d’une fissure intersectant le maillage régulier

On s’intéresse au nceud (x;,y;). La contribution entre la fonction de base du nceud s;4; et la
fonction de base de la contrainte o, du neeud (z;,y;) est donnée par

1 s3 1 S4 1 Si+1

ha(s) () sds + - [ Byl sds+— [ Th(s)y(s)) sds.

I
hiy1 Jsg hiy1 Js,

hl+1 D)

La contribution portant sur s; et la fonction de base de la contrainte o4, du nceud (x;,y;) vérifie:

1 93 1 54
J=— [ 75(s)u(s) (hips — s)ds + — [ 77:(x(s),y(s)) (hipa — s) ds
hiv1 Js, hiy1 Jsg
1 Si4+1

it 75(2(5)y(s)) (i — 5) ds.
141 J sy
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Il ne s’agit que des contributions issues de 1’élément [s;,s;41] pour le neeud (7,5). Il ne faut pas oublier
les contributions de I’élément [s;41,s;4+2]. On montre ensuite un exemple de calcul d’intégrales.

1 53 1 1 /33
— Tii(x(s),y(s)) sds = —————— z(s) — S) — s < ds
hl+1 so .7( ( ) y( )) hl+1 h;): hy o ( ( ) +1) (y( ) y_]+1)

1 1 1 5

= it hx_hy [_Z ngny (s3 — s3) + 3 (—(21 — @ig1) na +na (Y1 — yj41)) (55 — 53)

1
+ 5 (961 - $i+1) (yl - yj+1) (S§ - S%)] .

L[ nb-<m<s>,y<s>><m+1—s)dszm [ @) — i) () = ) s = 5) s

hiv1 Js, s2
_ v 1 4_ a4y L N o 5 3
= T |a™ na(sy — s3) + 5 (1 (21 — @ip1) — n2 (Y1 — Yj+1) — nan2 hyypr)(s3 — s3)
141 g Ty 3
1
— — (il (o1 = 2ig1) —n2 g (1 — Y1) F (@1 — 2ig1) (Y1 — yje1)) (55 — 53)

2
+ g (1 — wig1) (y1 — Y1) (83 — s2)] -

5.2.3 Eléments circulaires

On présente ici la mise en ceuvre d’éléments circulaires pour approcher des fissures en arcs-de-
cercle, dans le cas bidimensionnel. Cela permet d’améliorer la prise en compte de la géométrie de la
fissure par rapport a 'utilisation d’éléments rectilignes par morceaux.

Si on suppose que la fissure est un arc-de-cercle ou un cercle, donc que la fissure est une partie
d’un cercle, on doit modifier la paramétrisation de la fissure, comme suit.

x(s) = x.+ Rcosacoss — Rsinasins, y(s) = y. + Rsinacos s + Rcos asin s.

(x¢,yc) représente le centre du cercle sur lequel se trouve la fissure. R est le rayon du cercle. On définit
a de la maniere suivante: Rcosa = x1 — ., Rsina = y; — y.. « représente 'angle entre le repere
orthonormé et le repere local dont l'origine est le premier point de I’élément de la fissure. (x1,y1)
désigne les coordonnées du premier point de 1’élément. On suppose toujours que l'on considere un
élément Py pour le multiplicateur. Les normales dépendent de s désormais, il faut alors les inclure
dans le calcul de I'intégrale. On calcule les intégrales données dans (5.6) et (5.7), ou s et sy sont les
abscisses des points d’intersection d’un élément de la fissure avec le support de TZ]; Les composantes
de la normale sont alors:

ni(s) = —cosacos s +sinasins, ny(s) = —sinacoss — cos asin s.

Cela donne a faire plusieurs calculs d’intégrales du type suivant:

52
/ s7 cosV s sin® sds, avec, 3 =0,1,y=044, § =0 & 4. Ce calcul est détaillé dans annexe B.
S

1

Encore une fois, la difficulté principale vient du calcul de I'intersection de la fissure avec les éléments
du maillage régulier. Dans le cas d’éléments circulaires, ce calcul se fait analytiquement, a I'aide de
formules trigonométriques.

On présente une mise en ceuvre des éléments circulaires dans le chapitre 6, pour le cas d’une fissure
circulaire, sur les figures 6.108 et 6.109.
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5.2.4 Traitement de fissures singulieres comportant des angles

Les approximations des espaces Gy et Lrg que nous avons proposées sont valables lorsque la
fissure I' est une portion de courbe réguliere. Si I’on considere des fissures comportant un angle, il faut
alors modifier 'espace d’approximation des multiplicateurs. On décrit ici comment modifier I'élément
fini choisi de maniére a prendre en compte la discontinuité de la normale.

Dans le cas d’une fissure comportant un (ou plusieurs) angle(s), le saut du déplacement normal ne
peut étre approché par une fonction continue. Comme on peut le voir sur la figure 5.10, la normale
n’est pas continue au point P;. Considérer une inconnue Ay continue en P; n’est donc pas approprié.
L’objectif est d’introduire dans les espaces d’approximation des multiplicateurs les discontinuités qui
assurent la continuité de A1, Ao (rappelons que A = (A,\2)! = Ayn + Ar).

Fi1a. 5.10 — Exzemple de fissure avec une discontinuité de la normale

Dans le cas d’une fissure avec normale continue, les fonctions de base locales associées respective-
ment a (Ay,Ar) sont, s désignant ’abscisse curviligne sur la fissure,

() G )

si Sj S S S Sj+1, hj+1 = Sj+1 — Sj,

On note

S1 Sj,1 S S S Sj, h]’ = Sj — ijl-

On cherche une nouvelle base qui permette de prendre en compte la discontinuité de la normale sur la
fissure. On conserve des polynomes P; sur chaque morceau. Dans la nouvelle base, (An, A7) s’exprime
sous la forme suivante, ou A1 et Ao sont deux scalaires quelconques,

An(s) py () 3 (s)
=\ + A2
A1 (s) 1y (s) 17(s)

On introduit les fonctions discontinues suivantes

ap i~ (s) sur Jsj—1,85], By 1 (s) sur Jsj—1,s],
1 _ 2 _
y(s) = oL py(s) = -
aR p(s) sur ]s;,s;41] B 1 (s) sur Jsj,s41]
g o (s) sur Jsj_1,s;], Br 1~ (s) sur Js;j—1,s;],
1 _ 2 _
pp(s) = - py(s) = o
o it (s) sur |sj,s541] By W (s) sur ]s;,s;41]
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- 4+ =+ = g+ g— gt : - .
Oy, Qo oo, By, B, By, B sont des inconnues. 11 faudra vérifier que:

(o ) (o B)
ar Br )\ ar Br

o : - o+ o= o+ g— gt g— gt g4 des
sont deux matrices inversibles pour les valeurs de a/y, oy, o, o, By, By, B, B déterminées.

On cherche & obtenir la continuité des deux composantes du saut de déplacement, au point de
discontinuité des normales, c’est-a-dire obtenir 1’égalité suivante:

AN + At :)\Nn++)\Tt+. (5.8)
ny ny
On note: n* = , th =
ng —ny

L’égalité (5.8) entraine les relations suivantes, obtenues en considérant les limites a gauche et a droite
de Ay et Ay au point de discontinuité de la normale:

Ay = May + Aefy, Ar = Aag + A7,

ML= dak + M8, AR = Mok 4+ X878,

- Y - —\ = + +y 0+ + +Y ot (59)
(Aray + Aefy)ny + (Arag + Aafp) ny = (Aay + Aefy) ny + (Aag + A2B7) ng
(\ay +Xfy) ny — (\ag + dafp)ny = (\ay + XeB\) ny — (\ag + Aefr) ni.
On obtient alors les relations suivantes, pour A1, A2 quelconques,
Mlay ny +apng —afni —apng] + X2 [Byny + By ny — B ni = By ng] =0,
A1 [a]}nz_ —apng — a}n; —i—onTrnﬂ + A9 [5&”2_ —Brny — ﬁ;\r,n; —i—ﬁ;nﬂ =0.
Cela se traduit par les égalités suivantes,
ayny +apn, =aynl +apng,  Byny+fpny =By n + B ng,
et
ayny —apny =ayng —apni.  Byny —fpng =By ng = Brng,
On obtient, sous une forme matricielle,
ny Ny Qo nf n; a}
ny  —ny o ng —ni )\ ap
W ny o ny oy oy
D’ou: = .
n; —nf Ny —MNy Qp a}
On note cos p = n~.n" =nfn +ngny, sing = —ning +n,yn;. On obtient pour a’fy, af, By, Br-

Cos sin Qp oz}
—sing cosy el - oz; ’
oS — si + N

2 sm @ B N B N
singp cosp B;f B Br .
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Si A1 et Ay désignent les deux degrés de liberté associés aux nouvelles fonctions de base, on obtient
pour (5.9), apres élimination de ozj\}, a;, B BT

{)\N = A ay+ A (cosp By — singBr), AL =A(cospay+ sinpas)+ A By,
Ar =Map+ A (sing Bl + cospBl), A =\ (= sinpay + cospar) + Ao BF.

On veut que les degrés de liberté Ay et Ay correspondent respectivement a A et )\} pour faciliter la

résolution du probleme d’optimisation et conserver un probléme de minimisation avec contraintes de
. . Yo 7 7 — — Jr +

bornes et non pas avec contraintes linéaires générales. Il faut alors prendre oy, o, By, 37 comme

suit, en supposant que ¢ # 0, ou m,

- + _
ay = L, py=1

. cos

Cosgoﬁ]t,— Slntpﬁ;: = 0 <:>B;5 = sing’
cospay+ sinpap = O@Q;:—;OHS:?

On aura alors
al =0 0z+:—L Oy =0, 87 = 1 .
N T sinp’ "N » T sing

Le degré de liberté associé a A1 correspond a A}y, celui associé a A2 correspond a )\}. L’inconvénient
est que A\, et A; sont une combinaison linéaire de Ay et )\E. Les nouvelles fonctions de base locales
sont alors

COSP —(6) sur |s;_1.51]
. p(s) sur ]s;—1,5], X Singp'u s) sur |s;_1,s;],
pls) = pp(s) = 1

0 sur |s;,5j41] _

+ g
sintpu (s) sur |s;,s;41]

1 _
, [ Osurfsjorsgl, yon ) sm” (s) sur ]s;_1,55],

MN(S) - 1 //JT(S) - Cos @ +
ur(s) sur [s;,s41] o (s) sur [s;,s541]

Donc, sur I’élément |P;_1, P;[ de la fissure, on obtient

An(s) o (s) 0 A (s)
=\ Ccos A COS
(Ms)) S el LR L

sin ¢ sin

)~ (s)

sing  sinep

Sur I’élément | P;, Pj11[ de la fissure, on obtient

An(s) 0 put(s) Az pt(s)
=\ A CoS = CoS
(Ms)) e )T 2 (o + M) 1)

On obtient des vecteurs linéairement indépendants pour ¢ # 0 ou 7. La continuité du saut de
déplacement est bien vérifiée au point de discontinuité de la normale.

sin ¢ sin sin @

Un exemple numérique utilisant cette méthode sera présenté dans la section 6.3.4.

Remarque 5.3 La méthode présentée dans 5.2.4 n’est pas utilisée en pratique quand on approche
des fissures réquliéres par des segments. En effet, bien que les normales de la fissure approchée soient
discontinues, la fissure est régulicre et sa normale ne comporte pas de discontinuités. De plus, plus le
maillage de la fissure est fin, plus les sauts de normale seront petits.
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Chapitre 6

Résultats numériques

Dans ce chapitre, on présente les résultats numériques issus de la formulation en domaines
fictifs. On montre d’abord des résultats de validation. Le premier exemple traite du cas
unidimensionnel: ce cas revient considérer, dans le cas 2D, une fissure rectiligne infinie (dans
la direction des ordonnées, par exemple) et des données invariantes dans cette direction. Ce
probléeme se ramene a un probleme 1D pour lequel on considére une ligne comme domaine
et la fissure est assimilée a un point. Pour cet exemple, on donne une formule explicite de la
solution par un calcul semblable & celui utilisé dans [36]. On peut comparer alors les résultats
numériques a la solution exacte. La validation du code 2D se fait sur un autre exemple:
celui d’une fissure circulaire fermée, pour laquelle on considere des données invariantes par
rotation. Le probléeme étudié est donc un probleme a symétrie radiale qui peut étre modélisé
par une équation 1D. On compare alors les résultats issus de la modélisation 1D a ceux issus
du code 2D. Ensuite, d’autres exemples sont donnés pour le cas d’une fissure droite finie
parallele au maillage et d’une fissure inclinée par rapport au maillage. Enfin, un exemple plus
réaliste en controle non destructif est considéré.

6.1 FEtude du cas unidimensionnel

Dans cette partie, on montre qu’un probleéme 2D avec condition unilatérale, comportant une fissure
rectiligne infinie dans une direction et des données invariantes dans cette direction, peut se ramener a
un probleme 1D avec condition unilatéral. Le probleme 1D de contact unilatéral, lorsque la condition
unilatérale se trouve au bord du domaine, revient a trouver le déplacement d’une corde vibrante en
contact avec un obstacle. Il a été étudié par G. Lebeau et M. Schatzman [36] dans un demi-espace.Nous
considérons ici un probléeme 1D avec la condition unilatérale au niveau d’un point intérieur du domaine
(que l'on appellera point de fissure). Dans cette partie, on détaille ’obtention d’une solution exacte,
dans le cas 1D, pour la condition unilatérale en un point intérieur. On montre ensuite une comparaison
entre la solution numérique obtenue pour la condition de Neumann sur la fissure et la solution de la
condition unilatérale calculée explicitement. On présente également des résultats numériques pour la
condition unilatérale a I'intérieur du domaine, comparés a la solution exacte.

6.1.1 Obtention de la solution exacte
6.1.1.1 Mise en équations du probleme

On considere un milieu élastique isotrope 2D, qui comporte, en z = a, une fissure verticale infi-
nie. On impose dans ce milieu des données (conditions initiales, source extérieure) invariantes dans
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Obtention de la solution exacte

la direction des ordonnées y. Les équations de ’élastodynamique en présence de contact unilatéral
peuvent alors se simplifier. On les rappelle, dans un premier temps, dans le cas général, pour lequel
on ne considere pas de source extérieure. Pour un milieu élastique isotrope, la loi de Hooke, explicitée
par (1.1)-(ii), donne alors les relations suivantes pour les contraintes, dans lesquelles p et A sont les
coefficients de Lamé du matériau, u, représente la premiere composante du déplacement w, u, la

deuxieme.
ou ou ou ou
_ 9 x Y _ x Y
Ora (M+/\)5)x +)\—8y, Oy ,u(ay-i-—am),
ou ou
- (2 7Y z

On suppose, pour simplifier, que les coefficients p et A sont indépendants de la variable d’espace .
On obtient, pour la divergence,

dive(u) = pAu+ (p+ A)Vdivu.

On obtient alors les équations de I’élastodynamique, exprimées avec les déplacements (voir (1.1)-(i))

9%u, Pu,  Ouy 0 Ouy Ouy

0 o2 _:U'(axg 8y2 )—(,U,—i-)\)%( ox +)‘a—y)_07 (61)
82uy 82uy 62uy 0  Ouy Ouy

ot~ 1 (G + ) — (e NG + A =0 (6.2)

Nous considérons, par hypothese, que le probleme est invariant dans la direction des ordonnées y. On
peut donc éliminer dans (6.1)-(6.2) les dérivées par rapport a la variable y. On obtient donc

0%, D%,
Cr (A4 2u) == =0
Q atQ ( + lu’) 81‘2 Y
82uy 32uy

o F o T

On consideére une fissure droite verticale infinie, située en = a. On pose comme normale & la fissure,
le vecteur n = (—1, 0)!. La contrainte normale et les quantités permettant d’exprimer la condition de
contact unilatéral sur la fissure sont définies de la manieére suivante:

- ou
un] = wala®) —wala”), ow = 0w = 20+ NS,
ou
on = - = ou , or=| = Ouy | -
Oxy _ ,u—y Oxy —H Or
Ox r
Les conditions aux limites de contact unilatéral sur la fissure (données par (1.4) ) se réécrivent donc,
en utilisant la notation [uz] = [un].
Ouy Ouy Oouy
=0 >0 =0 <0
[ oz ] ] 20, fue] oz "ox T
Ouy ou
-2 = 0,52 =0.
[ oz ] " Ox

U, est solution du probléme suivant:

21 2 21
Ous A+2u0u =0dans R\{a}, 0<t<T

ot2 o 0z 5
fus)(a.t) = us(a™ ) — unla™t) 2 0, = FE(at) 20,
T
« Ou, B
[ux](a,t) ) (a7tg 07 [%](avt) 07
Uy
um(o) = UQg, ot (0) = Ul



Résultats numériques

u, est solution du probleme suivant:

Puy  p O%uy
_ — = S < <
th o o2 - 0 dans R\{a}, 0<t<T
Ity —o0 Y _
2}ty =0, X2(a) =0,
Ouy

uy (0) = ugy, E(O) = Uly-

On peut remarquer que 'absence de frottement sur la fissure entraine que u, est solution de I’équation
des ondes avec une condition de Neumann, en z = a.

On obtient donc que u, et u, sont respectivement solutions de I'’équation des ondes et ne dépendent
que de la variable d’espace = et du temps ¢, pour une vitesse 1/(2u + A)/o et /u/p. Dans la suite,
nous allons donc considérer 1’équation des ondes 1D avec condition unilatérale sur un point intérieur,

pour laquelle u, est solution.

6.1.1.2 Obtention de la solution analytique

La démarche employée par G. Lebeau et M. Schatzman dans [36], pour une condition unilatérale
au bord du domaine dans un demi-espace, peut étre adaptée pour une condition unilatérale en un
point intérieur du domaine. Le probléeme considéré est formulé sur la ligne réelle, la fissure est située
en un point a € R.

La formulation classique du probleme est la suivante.

Trouver u = u(x,t) a valeurs dans R tel que

([ 0%u  ,0%u

— —C— =

ot? Ox? 5
u

u(0) = uo, E(O) = uy,

[u](at) = u(a™t) —u(a™t) >0, - —m(a,t) >0,

[u](a,t)%(a,t) =0, [%](a,t) = 0.

fdans R\{a}, 0<t<T

Le terme c désigne la vitesse de l'onde (¢ > 0). On utilise la technique de G. Lebeau et M. Schatz-
man pour calculer la solution exacte. On réduit le probleme en le posant sur la frontiere x = a. u se
décompose de la maniére suivante u = u’ +u? ot u est 'onde incidente (connue) (dans tout I’espace),
solution du probleme suivant:

Trouver u’ = u’(z,t) & valeurs dans R tel que

0?u’ 2 Out
ot? 0z? _6
i — ou’ —

u'(x,0) = wo, 5 (,0) = uq,

f dansR, 0<t<T,

et u? est I'onde diffractée, solution du probléme suivant:
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Obtention de la solution exacte

Trouver u? = u?(z,t) & valeurs dans R tel que

((Pu? 0%l

52 € oa2 0 dans R\{a}, 0<t<T,
oud
d = — pu— 6.5
ut(0) = —-(0) =0, (6.5)

ou?
(@) = ot), (G at) =0

Nous pouvons maintenant formuler un probleme dont g(t) = [u](a,t) devient I'inconnue. En effet, des
qu’on connait g, on connait u? par résolution du probléme (6.5). Pour définir le probleme dont g doit
étre solution, introduisons, pour tout g, v, comme la solution du probléme suivant:

Trouver vy = vy4(x,t) & valeurs dans R tel que

(0%, 0%,

= <t<
2 € a2 0 dans R\{a}, 0 <t<T,
ov
00) = 250) = 0 (66)

vy

[v)(at) = (1), [ N(at) = 0.

Nous définissons ensuite I'opérateur linéaire suivant:
A:g— Ag=——"=(a,.). (6.7)
On pose aussi ¢(t) = (Ou?/0z) (a,t). Le lemme suivant est vérifié.

Lemme 6.1 Si u est solution de (6.3), alors, en posant g(t) = [u?](a,t) avec u? = u —u’, ot u' est
la solution de (6.4), g est solution du probléme (6.8)

{ g>0 (i), Ag—¢ >0 (i),
9(Ag — ) =0 (i),

(6.8)

Réciproquement, si g est solution de (6.8), alors u = u’ +vgy est solution de (6.3), ou u® est la solution

de (6.4).

Démonstration
Supposons que u est solution de (6.3). En posant ¢ = [u(a)], on obtient, par construction, que u
satisfait u4 = vg. De plus, on a
ou ou’ ou? ou?
——(a,.) = - a,) — —I(a,.) = —p——I(a,.) = — Ag.
Donc, g satisfait les relations (6.8).
Réciproquement, si g satisfait (6.8) et si on définit u? tel que u? = v, on obtient [u?(a)] = g et

donc [u(a)] = g > 0 avec u = u’ 4+ u?. De plus,

ag= -0 = - 20y + 20y = -2+
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Résultats numériques

On en déduit alors

Ainsi, u est solution de (6.3). W
Dans le lemme suivant, on explicite vy, oll g est quelconque.

Lemme 6.2 La solution vy de (6.6) est donnée par la relation suivante:

vg(x,t) = 0, sz’tﬁ’x_a’,
c
1 —
vg(z,t) = ig(t—ka a:)’ siz>aetct+a—x >0,
1 —
vg(z,t) = —§g(t+x a), sizx<aetct+z—a>0.

Démonstration

Comme la solution de (6.6) est unique, il suffit de montrer que la fonction v, proposée est bien
solution de (6.6).

e Pour ¢t = 0, on a clairement vy(x,0) =0 et (Jvy/0t) (x,0) = 0.
e Ensuite, on peut vérifier que v, est solution de I’équation des ondes dans (IR — {a})x]0,T7.
e Pour tout ¢t €]0,7[, [v4](a,t) = g(t).

COvg oy 1 g, _ 1, '
. %n » de plus Ox (a™t) = 97 (£7) et Oz (a™t) = 2.9 (t7), ¥t €]0,T[. On a bien
[—;g (a,t)] = 0 pour tout ¢t > 0. ]
T

Dans le lemme suivant, on explicite 'opérateur A.

/

1
Lemme 6.3 On a Ag = 2—g.
c

Démonstration

Soit v, la solution de (6.6). Le lemme 6.2 nous donne l'expression explicite de vg. On en déduit
alors A

ov 1 1
A =——4 =—¢g Ag=—¢.
( 9)(t) O (a,t) 209 (t) donc Ag 269

Connaissant 'opérateur A par le lemme 6.3, le lemme 6.1 nous dit que g est solution de I'inéquation
différentielle suivante.

Trouver g : [0, + co[— IR tel que

{ 9>0 (i), g —2cp>0 (if),
9(g' —2cp) =0 (iii), g(0) = 0.

On a alors le lemme suivant.

Lemme 6.4 Le probléme (6.9) admet une solution unique.
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Obtention de la solution exacte

Démonstration

Supposons que g; et go soient deux solutions de (6.9), on obtient alors

9120’93_26802()’
g2 >0, g5 —2cp > 0.

Une multiplication croisée nous donne
g1(g5 — 2cp) >0, g2(gy — 2c) > 0.
En utilisant (6.9)-(74i), il vient
91(92 = 91) 2 0, g2(g1 — g2) = 0.

D’ou, en additionnant,

91(95 — 91) — 92095 — g1) > 0= —(g92 — g91)(g95 — 91) > 0.

Donc, (gg — g1)2 <0.

1
2
L=

=] g|&

Comme (g2 — ¢1)(0) =0, on a g = g1, Vt > 0. Et on obtient I'unicité. W

G. Lebeau et M. Schatzman [36] proposent la solution suivante de (6.9):

t
g(t) = Juax O™ (s) + P(t) avec ®(t) =2¢ /0 o(s)ds et &~ = max(—P,0). (6.10)
Faisons un commentaire sur la formule (6.10) qui donne la solution de (6.9). A premiére vue, on aurait
envie de proposer la partie positive de ®, g(t) = max(0,®(¢)), comme une solution de (6.9). Dans ce
cas, g > 0etlaon ® >0, 0nag =2cep, ce que doit vérifier la solution de (6.9).

Le probleme est quand ® < 0 et ¢ > 0. Choisir la partie positive de ® comme solution n’est pas
un bon choix car ¢ = 0 mais ¢/ = 0 < 2c, sur cette région. Donc, la partie positive de ® n’est
pas solution de (6.9). On présente sur la figure 6.1 une comparaison entre ® et la solution g de (6.9),
donnée par (6.10), pour un exemple caractéristique.

Comparaison ® et g

t

F1G. 6.1 — Solution de l'inéquation différentielle (6.9)

On peut voir sur la figure 6.1 que, 14 ot ¢ > 0, on a bien ¢’ =2cp et laou g =0, on a ¢ < 0.
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Résultats numériques

Pour en revenir au calcul de u, la partie diffractée est donnée explicitement par le lemme 6.2. Pour la
partie incidente, u', solution de (6.4), est donne par la formule de d’Alembert:

r+ct
ul(zt) = % (up(z + ct) + ug(x — ct)) + % / ui(s)ds

1t vt (6.11)
+— dS/ f(y,s)dy.
2c 0 ly—s|<c(t—s)

On peut calculer ensuite ¢ et ® dans le cas général

o) = P at) = Suhlat ef) +uhla— ) + o (ur(a+et) —wifa —ct)),
o(t) = 2¢ / o(s)ds =up(a+ct) —ugla —ct) + | (u1(a+ cs) —ui(a —cs))ds.
0 0

6.1.2 FEtude de la solution exacte

Pour une condition initiale positive sans source extérieure ni vitesse initiale, la conditions aux
limites unilatérale et la condition de Neumann donnent la méme solution. Nous avons vérifié que les
résultats numériques obtenus sont identiques a ceux correspondant a la condition de Neumann. Ils ne
sont pas présentés ici.

6.1.2.1 Comparaison par rapport a la condition initiale de Neumann pour une condition
initiale négative

Sur les figures 6.2, 6.3, on observe une comparaison entre la condition aux limites de Neumann sur
la fissure et la solution explicite du probleme unilatéral, en plusieurs instants, entre t = 0 et t = 9. On
impose le déplacement initial suivant sur le segment [0,15], donné par

uo(z) = —exp (z — 7.5)2.
On suppose de plus u; =0, f =0,c=1.

On considére le segment [0,15], sur lequel la fissure est située en a = 2.51. Il est plus intéressant
de considérer une condition initiale négative qu’une condition initiale positive car ’on observe des
différences entre les deux solutions. On peut voir que les résultats sont identiques jusqu’a 'instant
t = 3. Pour la condition de Neumann, un saut de déplacement apparait en x = a, peu apres t = 3, au
moment ot Ju/dz est non nul & droite de z = a. Il n’y a pas de saut de déplacement pour la condition
unilatérale, car du/dx est négative en © = a. Apres cet instant, les deux résultats sont différents.
Pour la condition unilatérale, le saut de déplacement apparait en x = a quand du/dz devient positive
en ce point. Cela se passe peu apres l'instant ¢ = 5. On peut remarquer de plus, pour la condition
unilatérale, que le déplacement dans la région [0,a] est non nul & partir de ¢ = 3.5, alors qu’il reste nul
dans cette région pour la condition de Neumann. De plus, le déplacement est constant dans la région
[0,a], peu apres t = 7 et le saut de déplacement en = = a est constant au cours du temps, & partir de
cet instant.
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Etude de la solution exacte

Deplacement en fonction de x. Instant t=0

Deplacement
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X

Deplacement en fonction de x. Instant t=3
1 T T
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2 L L

0 5 10
X

Deplacement en fonction de x. Instant t=3.75

Deplacement

X

Deplacement en fonction de x. Instant t=4.5

Deplacement

0 5 10

15

Deplacement

Deplacement

Deplacement

Deplacement

Deplacement en fonction de x. Instant t=2

Deplacement en fonction de x. Instant t=3.5

5 10 15
X

Deplacement en fonction de x. Instant t=4

5 10 15
X

Deplacement en fonction de x. Instant t=5

X

Fi1a. 6.2 — Déplacements. Comparaison Neumann et unilatéral. Instantst =0 a 5
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Résultats numériques

Deplacement en fonction de x. Instant t=5.5
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Fia. 6.3 — Déplacements. Comparaison Neumann
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et unilatéral. Instants t = 5.5 a 10



6.1.2.2 Cas d’une condition initiale de signe quelconque

Etude de la solution exacte

On présente une comparaison entre la solution explicite calculée par la méthode présentée dans la

correspond a une condition initiale de signe quelconque,

section 6.1.1. On impose, pour cet exemple, le déplacement initial suivant sur le segment [0,15], qui

up()

On suppose de plus u; =0, f =0,c= 1.

La fissure est située en a = 2.51.

Sur les figures 6.4, 6.5, 6.6, on observe la solution exacte pour le déplacement w calculé en plusieurs
instants, entre t = 0 et t = 15,

—exp(—(z — 9)?) + 2exp(—(z — 7.5)?).

(6.12)

Le contact disparait a partir de ¢t = 3, il y a & nouveau contact a partir de ¢t ~ 6, il n’y a plus de
contact apres ¢t = 6.8. On peut remarquer de plus que le déplacement dans la région [0,a] est non nul

a partir de t = 7, alors qu’il resterait nul dans cette région pour la condition de Neumann. De plus, le
déplacement est constant dans la région [0,a], & partir de ¢ = 10.
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Fi1G. 6.4 — Déplacements. Schéma centré implicite. Instants t =0 a 3.5
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5

Deplacement en fonction de x. Instant t
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Deplacement en fonction de x. Instant t
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Etude de la solution exacte

Deplacement en fonction de x. Instant t=10
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6.1.2.3 A propos de la régularité de la solution
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F1G. 6.6 — Déplacements. Schéma centré implicite. Instants t = 10 a 12

Comme on peut le voir sur les figures 6.4, 6.6, pour 'exemple de la condition initiale (6.12), le
déplacement est continu sur IR\{a} mais il ne semble pas dérivable sur R\{a}. On étudie ici la vitesse
et la contrainte sur 'exemple de la condition initiale de signe quelconque (6.12).

Evolution de la vitesse au cours du temps pour la condition de Neumann

On considere sur les figures 6.7, 6.8, la vitesse, obtenue en dérivant le déplacement par rapport au

temps, qui est connu explicitement, pour la condition de Neumann.
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Fi1a. 6.7 — Vitesse en fonction de x. Solution exacte. Instants t =4 a 7
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Résultats numériques
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FIG. 6.8 — Vitesse en fonction de z. Solution exacte. Instantst =75 ¢ 9

Evolution de la vitesse au cours du temps pour la condition unilatérale

On considere sur les figures 6.9, 6.10, la vitesse, obtenue en dérivant le déplacement par rapport au

temps, qui est connu explicitement.
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Fi1a. 6.9 — Vitesse en fonction de x. Solution exacte. Instants t =4 a 7
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Etude de la solution exacte

Vitesse en fonction de x. Instant t=7.5 Vitesse en fonction de x. Instant t=8
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Fi1G. 6.10 — Vitesse en fonction de x. Solution exacte. Instants t = 7.5 a 9

On peut voir que la vitesse n’est pas continue sur R\{a}, a partir de ¢ > 4. Par exemple, en
t = 7, elle est discontinue en x = 1.5, au point de fissure z = 2.51, ainsi qu’en = = 3.5. Néanmoins,
on peut voir que les vitesses pour les deux conditions aux limites sont relativement proches. Pour la
condition de surface libre, la vitesse est toujours nulle dans la région x < a, tandis qu’il peut y avoir
des instants ou celle-ci n’est pas nulle pour la condition unilatérale. De plus, la vitesse dans le cas
unilatéral comporte des points de discontinuité qui n’apparaissent pas pour la condition de Neumann.

(Non) régularité de la contrainte

On s’intéresse ensuite a la contrainte, c’est-a-dire a la dérivée du déplacement par rapport a la

variable d’espace.

Representation de ug, Ug, u

Fi1c. 6.11 — Régularité de la solution
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Résultats numériques

Faisons une remarque sur la régularité de la solution du probleme unilatéral pour la condition
initiale donnée en (6.12).

La figure 6.11 présente une comparaison entre la condition initiale ug (en bleu, trait plein) , sa
partie négative u, = max(—u,0) (en vert, représentée par des +), et u = g(t), donnée par (6.10),
pour le cas ® = ug, (u est en rouge, représentée par des o). La condition initiale montrée sur la figure
6.11 est celle définie en (6.12) et utilisée dans la section 6.1.3 pour obtenir les résutats numériques.
On voit bien, sur cette figure, que, pour cette condition initiale, on obtient une dérivée en espace
du déplacement, donc une contrainte, qui n’est plus continue en espace, en x ~ 8.5. Alors, o n’est
pas dans H'(IR), ni méme dans H 1/ 2(R), car les discontinuités de premiére espéce ne sont pas dans
H'Y2(R). Pour le déplacement, on en déduit que u ¢ H3/2(Q). Cette régularité semble contredire le
résultat obtenu par G. Lebeau et M. Schatzman [36].

Lien avec la formulation en domaines fictifs (3.2)

La solution du probleme unilatéral ne vérifiec donc pas o € [H(div; C)]%". Or, nous avons justement
choisio € X = {r € [H(div; C)]¥;7; = 7j;} dans la formulation en domaines fictifs (3.2). Nous avons
choisi une régularité trop importante pour o, en quelque sorte un choix non conforme. Néanmoins,
nous avons constaté, par les expériences numériques de validation, que 'approximation numérique
employée converge vers la solution, pour le déplacement et les multiplicateurs. Nous avons constaté
I’apparition d’oscillations sur les contraintes, qui demeurent en raffinant le maillage. Ces oscillations
disparaissent si I’on fait un post-traitement en temps ou en espace.

6.1.3 Comparaison entre solution numérique et solution exacte
On présente les résultats numériques correspondant au probleme présenté dans la section 6.1.1,

pour I'exemple de la condition initiale (6.12), pour laquelle nous avons montré la solution exacte.

On simule un domaine infini en se ramenant a un domaine borné © =]0,L[ aux frontieres duquel
on introduit des conditions transparentes (on suppose 0 < a < L).

x=0 x=a x=L
X
— |
Condition  "Fissure" Condition
transparente x=a transparente
x=0 x=L

Les équations du probléeme 1D, correspondant & la formulation (1.8) du cas général pour une dimen-
sion d quelconque, sont données dans (6.13). Seuls les parametres ¢ et o sont considérés dans le cas
unidimensionnel. Le tenseur A n’apparait pas pour ce probleme.

( 0*u  Oo 5 Ou
ol 0,0 =c 0%, dans ]0,T'[x €,
[u(a)] > 0, o(a) < 0, o(a) [u(a)] =0 dans 0,7,
(6.13)
[o(a)] =0, dans ]0,T7,
u(0) = uo,%(O) = uy, dans €.
ot
On impose les conditions transparentes suivantes en 0 et L pour simuler la ligne réelle.
ou ou
E(O) - Ca—x(o) =0,
5 5 (6.14)
U U
(L (L) =
at( )+Cax( )=0



Comparaison entre solution numérique et solution exacte

On utilise la méme formulation en domaines fictifs que celle donnée dans le cas général en (3.2), sauf
le terme by qui disparait dans le cas unidimensionnel. On utilise également les mémes schémas de
discrétisations que dans le cas général, (3.15), (4.1), sauf la matrice By qui disparait. Dans le cas
unidimensionnel, le multiplicateur est un nombre. Le probléme d’optimisation posé sur la fissure se
résout alors de maniere exacte. En effet, sa forme est la suivante:

1 N
Trouver x > 0, m;giaxQ—i— bxr,oua>0, beR.
x>

La solution T est donnée par T = max(0, — b/a).

6.1.3.1 Comportement de ’énergie discrete
Comparaison des schémas centré et décentré

L’énergie discrete du schéma a été définie en (4.10). On s’intéresse ici a la différence d’énergie
entre deux instants, plus particulierement pour le schéma centré implicite (4.14). Sur la figure 6.12,
on compare ’énergie calculée par les deux schémas, pour 'exemple 1D considéré dans le paragraphe
6.1.3, pour la condition initiale de signe quelconque (6.12). On voit bien que l’énergie discrete est
décroissante pour le schéma décentré, tandis qu’elle n’est pas décroissante pour le schéma centré (en
rouge). Néanmoins, les deux énergies sont trés proches, car leur différence est de 'ordre de 0.01%. De
plus, elles sont toutes deux relativement constantes. Il a été observé, sur d’autres exemples (dans le
cas 2D également), que ’énergie discréte du schéma centré implicite est de variation quelconque.

Energie en fonction du temps
8.3 T T T T

8.29-

8.281

Energie
o
N
~

8.261

8.251

8.24
0
Temps t

F1G. 6.12 — Comparaison de ’énergie discréte entre schémas centré et décentré

Cas du schéma centré implicite

Pour ce schéma, on obtient, comme différence d’énergie,

EnJrl + N

E™ - E" = (By =

n 1 n n n \n
s 7]{7 - )‘NJrl) = 5 [(BNE +1’)‘N) - (BNZ ’)‘N+1)] .

Cette différence n’a pas de signe a premiere vue. Cependant, on peut déterminer le signe de la différence
d’énergie discréte entre deux instants, AE™ = E"T! — E" en distinguant quatre cas, donnés dans le
tableau suivant:
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Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4
Instant n N= AR >0 Ay =0 AR >0
Instant n+1 Mt =0 A\ =0 A >0 M >0
AE" = E"TL_E" [0 (BNETEAT) <0 —(BNE”,)\R,H) >01|0

Pour I'exemple considéré, on voit que I’énergie discrete décroit a l'instant ¢ = 6, car 'on est dans
le deuxieme cas du tableau. En t = 6.75, I’énergie discrete augmente dans le cas du schéma centré
implicite car I'on se trouve dans le troisieme cas du tableau. Pour que I’énergie augmente, il faut avoir
le troisieme cas souvent, c¢’est-a-dire passer du contact au décollement. Or, si I’on est dans le troisieme
cas, le cas suivant est, soit le deuxieme, soit le quatrieme. Pour que I’énergie augmente, il est alors
nécessaire de passer par le deuxieme cas.

Si I’état de contact demeure inchangé au bout d’un certain temps, par exemple contact permanent
ou décollement permanent, alors on se trouve dans un cas (soit le premier ou le quatrieme) ot I’énergie
reste constante et donc bornée. Le cas ou ’énergie pourrait exploser est celui ou il y aurait “contact”
un instant sur deux et décollement (c’est-a-dire absence de contact) aux autres instants.

6.1.3.2 Tests de convergence

On étudie ensuite la convergence des deux schémas, décentré et centré, en raffinant le maillage. On
observe les déplacements calculés, pour trois discrétisations différentes, At = h, = 0.1, 0.05, 0.025,
comparés a la solution exacte. La figure 6.13 indique la position du point a par rapport au maillage
régulier, pour I'expérience considérée ici. Le point a n’est pas sur un sommet du maillage régulier, il
n’est pas non plus au milieu d’un élément du maillage régulier.

n=150
o =300
ih: (i+D)h x=a

Fi1G. 6.13 — Position du point de fissure par rapport au maillage régulier pour les discrétisations
ctudiées

Les tests de convergence, effectués d’abord sur le schéma centré implicite, sont présentés sur la figure
6.14. Les tests de convergence pour le schéma décentré implicite sont présentés sur la figure 6.15.
On voit que, pour les deux schémas, plus le maillage est fin, plus les solutions s’approchent de la
solution exacte. On peut aussi remarquer que davantage d’oscillations apparaissent dans le cas du
schéma implicite décentré, aux instants £ = 7,8. On remarque également que les résultats donnés par
les deux schémas sont quasiment identiques, méme si le schéma décentré implicite engendre davantage
d’oscillations que le schéma centré implicite, pour les instants ¢t = 7,8, (n = 150, 300).

On présente ensuite sur la figure 6.16 un test de convergence sur le multiplicateur. On peut voir
que le multiplicateur converge pour les deux schémas. Les deux schémas donnent des résultats tres
semblables.
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Deplacement

Deplacement

Deplacement

15

05

Deplacement en fonction de x. Instant t=3

fissure

5 10
x

Deplacement en fonction de x. Instant t=5

05

F1G. 6.14 — Tests de convergence sur les déplacements. Schéma centré implicite

fissure
n=600
exact

n=300
n=150

5 10
x

Deplacement en fonction de x. Instant t=7

— - fissure
— n=600
— exact

300

15
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Deplacement

Deplacement

05

Deplacement en fonction de x. Instant t=4

05

fissure

5 10
x

Deplacement en fonction de x. Instant t=6

— - fissure
— n=600
— exact
— n=300

5 10
x

Deplacement en fonction de x. Instant t=8

— - fissure
— n=600
— exact
— n=300
—— n=150
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Deplacement en fonction de x. Instant t=3

Deplacement en fonction de x. Instant t=4

1 — 1 T T
— - fissure — - fissure
— n=600
— exact
— n=300
— n=150
05 0.5
=3 =3
S S
13 13
g g
8 8
s s
o o
5 5
a) a)
0 0
i i
i i
| |
| |
i i
| |
| |
i i
~05 1 . 05 I .
5 10 15 5 10 15
x x
Deplacement en fonction de x. Instant t=5 Deplacement en fonction de x. Instant t=6
2 T T 1 T T
— - fissure |
— n=600 1 -
— exact — fissure
— n=300 ! — n=600
—— n=150 ! — exact
151 | — n=300
, —— n=150
I
i
|
1+ |
H H
g g |
E E
3 3 |
8 8
< < i
-3 o
@ @
o o !
05 i
l
|
0 i |
i i
| |
| |
~05 ! I I _05 ! I I
5 10 15 5 10 15
x x
Deplacement en fonction de x. Instant t=7 Deplacement en fonction de x. Instant t=8
1 T T 1 T T
— - fissure
—fissure — =600
— n=600 — exact
— exact — n=300
— n=300 — n=150
—— n=150
05 05
H H
g g
E E
3 3
8 8
< <
-3 -3
@ @
a a
0
~05 I I _05 I I
5 10 15 0 5 10

F1G. 6.15 — Tests de convergence sur les déplacements. Schéma décentré implicite
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Le multiplicateur au cours du temps. Schema centre Le multiplicateur au cours du temps. Schema decentre

[ul@)

Lambda=|
Lambda:

F1G. 6.16 — Tests de convergence sur le multiplicateur. Comparaison schémas centré et décentré

6.1.3.3 Calcul de la contrainte

Résultats pour les deux schémas

On observe sur la figure 6.17 les contraintes, calculées par le schéma décentré implicite. Sur la figure
6.18, sont représentées les contraintes issues du schéma décentré implicite. Pour ces deux figures,
on considére le segment [0,15] avec n; = 300 points de discrétisation en espace. Le pas d’espace
est hy = 0.05, le pas de temps est At = h, = 0.05. On considere la condition initiale (6.12). On
voit apparaitre des oscillations, & partir de I'instant ¢ = 7. Ces oscillations sont liées & des points
ou le déplacement est continu mais n’est pas dérivable (ce point n’est pas le point de fissure). Le
schéma décentré implicite produit plus d’oscillations que le schéma centré implicite. Ces oscillations
ne semblent pas étre des instabilités car elles sont bornées et elles persistent au cours du temps.

Proposition de post-traitement

Par un post-traitement qui attribue a la contrainte en un nocud la moyenne des contraintes des
deux noceuds voisins, les oscillations disparaissent pour les deux schémas, comme on peut le voir sur la
figure 6.19. On obtient quasiment les mémes résultats pour les deux schémas, apres post-traitement.
On montre, sur la figure 6.20, la contrainte apres un post-traitement en temps, qui consiste a prendre
la moyenne sur deux instants consécutifs. Ce post-traitement est aussi efficace que le post-traitement
en espace et il est plus intéressant car généralisable pour les dimensions 2 et 3.
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Contrainte en fonction de . Instant t=4
5 T T

Contrainte

Contrainte en fonction de . Instant =6
5 T T

Contrainte

0 4
|
b 4
|
|
|
b 4
|
|
3 ! L L
[ 5 10
x
Contrainte en fonction de x. Instant t=7.5
5 T T

Contrainte

b 4
3 L L
[ 5 10
x
Contrainte en fonction de x. Instant t=8.5
5 T T

Contrainte

Fi1G. 6.17 — Contrainte 1D en fonction de x. Schéma décentré implicite. Instants t =4 a 9
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Contrainte en fonction de . Instant =5

Contrainte en fonction de x. Instant t=7
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x

Contrainte en fonction de . Instant =8
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Contrainte en fonction de x. Instant =9
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Contraintes en fonction de x. Instant t=4 Contraintes en fonction de x. Instant t=5
T T 5 T T

Contraintes
Contraintes

-3 L L -3 L L
[ 5 10 15 [ 5 10 15
x x

Contraintes en fonction de x. Instant t=6 Contraintes en fonction de x. Instant t=7
T T 5 T T

Contraintes
Contraintes

ey L L 3 L L
0 5 10 15 0 5 10 15
x x

Contraintes en fonction de x. Instant t=7.5 Contraintes en fonction de x. Instant t=8
5 T T 5 T T

Contraintes
Contraintes

ey L L 3 L L
0 5 10 15 0 5 10 15
x x

Contraintes en fonction de x. Instant t=8.5 Contraintes en fonction de x. Instant t=9
5 T T T

5 T

Contraintes
Contraintes

IS}
Ne)

F1a. 6.18 — Contrainte 1D en fonction de x. Schéma centré implicite. Instants t = 4
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contraintes

contraintes

contraintes en fonction de x. Instant =7

Fic. 6.19 -

Instants t

Contraintes

Contraintes

F1G. 6.20 — Contrainte en fonction de x aprés post-traitement en temps.

Contraintes en fonction de x. Instant t=7

— Centre

5 10 15
X

Contraintes en fonction de x. Instant t=8

fissure
ecentre
ntre

5 10 15

Instants t =7 a 8.5
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Contrainte en fonction de x aprés post-traitement
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Contraintes

contraintes en fonction de x. Instant t=7.5
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Contraintes en fonction de x. Instant t=7.5

en espace. Schémas centré et décentré.

Schémas centré et décentré.
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Influence de la position du point de fissure par rapport au maillage

Comme nous avons vu sur la figure 6.13, le point de fissure ne coincide pas avec un nceud du maillage
régulier, dans les résultats montrés auparavant. Il semble que si 'on déplace le point de fissure, les
résultats sont différents, en particulier pour la contrainte.

La figure 6.21 montre la contrainte calculée pour les deux schémas, pour la méme expérience que
précédemment, sauf que a = 2.5, c’est-a-dire que le point de fissure est confondu avec un nceud du
maillage régulier. Pour ce cas, on voit davantage d’oscillations pour la contrainte que dans le cas ot le
point de fissure est décalé. Les oscillations sont davantage visibles que sur les figures 6.17 et 6.18. Ces
oscillations sont éliminées si 'on fait le post-traitement en temps. La figure 6.22 montre la contrainte
calculée pour les deux schémas, pour la méme expérience que précédemment, sauf que a = 2.525,

c’est-a-dire que le point de fissure est au milieu d’un élément du maillage régulier. Pour ce cas, les
oscillations disparaissent.

Contrainte en fonction de x. Instant t=7.5
5 T T

Contrainte en fonction de x. Instant t=7.5

Contrainte
Contrainte

F1G. 6.21 — Contrainte schéma décentré (gauche) et centré. Le point de fissure est un neud.
a=2.50

5

Contrainte en fonction de x. Instant t=7.5

Contrainte en fonction de x. Instant t=7.5

o | T |
a4t ! R al ! i
i i
| |
3r ! 3r !
i i
| |
2r ; 2r ;
2 : 2 :
c ! c !
® | ® |
£ 1 SRS £ A
S 1 % S 1 %
o % kA o % kA
Opos e i E " i E
I % I %
| |
-1 i -1t i
| |
i i
-2r | -2f |
| |
i i
-3 . 3 . .
0 5 10 15 0 5 10 15
X

X

Fia. 6.22 — Contrainte schéma décentré (gauche) et centré. Point de fissure au miliew d’un
élément. a=2.525

Il semble un peu paradoxal que les résultats obtenus pour une fissure coincidant avec le maillage
régulier sont moins bons que ceux obtenus pour une fissure qui n’est pas située sur le maillage régulier.
Je n’ai pas d’explication a ce phénomene. Mais, si le point de fissure se trouve au milieu d’un élément
du maillage régulier, les oscillations disparaissent pour le schéma centré implicite et sont de faible

amplitude pour le schéma décentré implicite. La position du point de fissure n’a pas d’influence sur
les déplacements.
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6.2 Tests de validation du code bidimensionnel

Dans cette section, on étudie des exemples de validation du code 2D. On se rameéne a deux exemples
de référence correspondant chacun a un probleme 1D. Le premier cas est un probléeme 2D invariant
dans la direction des ordonnées y, le deuxieme cas est un probleme a symétrie radiale. Dans le cas
de la symétrie radiale, on peut représenter la solution du probleme par la solution d’une équation
1D dont la résolution numérique est assez simple. On obtient alors une solution 1D quasi-exacte, qui
servira dans les comparaisons.

6.2.1 Probleme invariant par translation dans une direction

ikl

Fi1G. 6.23 — Géométrie de I’exemple: invariance en y

On considere une fissure invariante dans la direction des ordonnées y et une condition initiale
invariante en y. La configuration du probleme est visible sur la figure 6.23. Ce probleme se ramene
au probleme unidimensionnel étudié dans la section 6.1. Le domaine considéré est un carré de cotés
[0,15] x [0,15]. Le milieu considéré est un milieu élastique isotrope homogene de densité p = 1, dont
les coefficients de Lamé sont donnés par py = 0.3, A = 0.4. La loi de comportement du milieu est
o =2pe(u)+ Atr(e(u)) Id. La vitesse des ondes de pression vaut V), = 1, la vitesse des ondes de
cisaillement vaut Vi = 1/0.3.

Pour la discrétisation, on considere n; = n; = 300 points de discrétisation en espace. Le pas
d’espace sur le maillage régulier est h, = hy = 0.05, le pas d’espace sur le maillage de la fissure est
H = 0.075, le pas de temps est At = 0.05. La fissure est située en ¢ = 2.51. On impose la condition
initiale suivante:

—exp(—(x — 2 ex —LU—.Q
U0($)=<O p(~(z — 9)?) + 2exp(~( 75)))1

On suppose u; =0, f = 0.

6.2.1.1 Comparaison des déplacements issus de la solution 2D a ceux du 1D

La solution exacte de ce probleme peut étre calculée par la méthode donnée en 6.1.1.
Pour la simulation numérique, on impose des conditions PML (ou couches absorbantes parfaitement
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adaptées) sur les bords droit et gauche et des conditions périodiques sur les bords haut et bas. Plus
précisément, on impose, a chaque itération en temps, o(: ,nj + 1) = o(: ,1). Les conditions PML
(Perfectly Matched Layers) permettent de simuler un domaine non borné.

Sur les figures 6.24, 6.25, on observe les instantanés du déplacement en fonction de z, a 'ordonnée
milieu du domaine y = 7.5, entre les instants t = 2.1 et 9. On représente le déplacement calculé par le
code 2D (courbe bleue) et le déplacement exact (courbe rose). Le schéma implicite décentré est utilisé
ici. On voit que les résultats numériques coincident assez bien par rapport a la solution exacte. Le
saut de déplacement est bien pris en compte. On peut cependant remarquer que les courbes different
légerement a t = 6, t = 6.9 et que des oscillations apparaissent pour ¢ > 7.5. Celles-ci sont dues a
I'utilisation du schéma décentré implicite.

Deplacement en fonction de x. Instant t=2.1

Deplacement en fonction de x. Instant t=3
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Deplacement en fonction de x. Instant t=4.5 Deplacement en fonction de x. Instant t=5.1

| —fissure | —fissure
2D Decentre — 2D Decentre
1D exact — 1D exact

Deplacement
Deplacement

F1a. 6.24 — Déplacements. Probléme invariant dans une direction. Comparaison a la solution exacte.
Instants t = 2.1 a 5.1
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Deplacement en fonction de x. Instant t=6 Deplacement en fonction de x. Instant t=6.9

fissure
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— 1D exact
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Deplacement
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X X
Deplacement en fonction de x. Instant t=7.5
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— fissure
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— fissure
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0 5 10 15 0 5 10 15
X X

Deplacement
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F1a. 6.25 — Déplacements. Probléme invariant dans une direction. Comparaison a la solution exacte.
Instantst =6 a9

6.2.1.2 Instantanés 2D des déplacements

On observe ensuite les instantanés 2D sur la figure 6.26. Les résultats montrés sur cette figure ont
été obtenus pour un domaine de taille plus grand en abscisse que celui donné auparavant, pour éviter
des réflexions dues aux coins. Il semble pour cet exemple que les PML ne remplissent pas assez bien
leur fonction absorbante au niveau des coins du domaine. C’est pour cela que les résultats sont donnés
pour un domaine plus grand. D’autre part, il y a une bonne prise en compte des extrémités de la
fissure, qui se trouvent aux bords du domaine de calcul.
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Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=1.5 Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=3
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F1G. 6.26 — Instantanés 2D de la norme du déplacement. Probléme invariant. Instants t = 1.5 a 12
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6.2.1.3 Evaluation numérique de 'ordre des schémas

On veut comparer ici la précision des schémas centré implicite et décentré implicite. On considere
les mémes données que précédemment. Pour les calculs qui suivent, la fissure est désormais située en
x = 3.9. Par ce choix, dans les simulations numériques considérées, les points du maillage de la fissure
coincident exactement pour les abscisses avec ceux du maillage volumique et le rapport entre le pas
de maillage de la fissure et celui du maillage régulier vaut H/h = 1.5. On considere des couches PML
sur les bords droit et gauche, en vue de simuler un domaine non borné et on impose des conditions
aux limites périodiques sur les bords haut et bas.

Sur la figure 6.27, on présente la norme L2(0,7; L?(f2)) de l'erreur relative sur le déplacement
entre la solution calculée et une solution de référence 1D en fonction du pas d’espace. On compare
des courbes 1D, c’est-a-dire que, pour les résultats 2D, le déplacement est pris sur 'ordonnée milieu
y = 7.5. On peut alors voir 'erreur décroitre linéairement en fonction du pas d’espace, pour les schémas
centré et décentré. La pente de la droite est de 'ordre de 3. L’ordre de convergence des deux schémas
semble identique. On sait que, comme le maillage de la fissure coincide avec celui du volume, 'ordre
de convergence de la méthode des domaines fictifs est deux.

Enfin, sur la figure 6.28, on présente 'erreur L°°(0,7") sur le multiplicateur en fonction du pas
d’espace, pour les deux schémas considérés. On peut voir que l'erreur relative décroit avec le pas
d’espace, de maniere relativement linéaire. La convergence semble différente entre les deux schémas.

Erreur L2(0,T;L2) en fonction du pas d'espace Erreur L en fonction du pas d'espace
0.1

o

1
§0.8
Eoe %oos
§0.4

0.2

0 0.65 0.‘1 0‘15 O.‘Z D.‘25 0.3 00 0.05 07.;7/77 0.15 0.2 0.25 0.3

Pas d'espace Pas d'espace

FIG. 6.27 — Norme L*(0,T; L?(f2)) F1G. 6.28 — Norme L*°(0,T")
de Uerreur relative sur le déplacement de Uerreur relative sur le multiplicateur
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R —1NP -~
/ Fissure 0 R Q=[ORI{R} R

wz PML

Fia. 6.30 — Modélisation du probleme 1D

F1a. 6.29 — Modélisation du probléme 2D

6.2.2 Probleme a symétrie radiale

Dans cette partie, plusieurs exemples numériques sont présentés pour le cas d’une fissure circulaire,
avec différentes conditions initiales et sources extérieures. Il est intéressant d’employer la méthode
des domaines fictifs sur de tels exemples, par rapport aux méthodes classiques d’éléments finis, qui
comportent la difficulté de créer un maillage adapté, qui doit suivre le contour circulaire de la fissure.
Les exemples présentés permettent également une nouvelle validation de la méthode des domaines
fictifs.

6.2.2.1 Obtention d’une solution de référence

Mise en équations du probléme

On considere une fissure fermée circulaire de rayon R dans un matériau élastique homogene isotrope.
On considere, soit des données initiales, soit une source extérieure, a support a 'intérieur de la fissure,
invariantes par rotation. Le probléme simulé en 2D se présente comme sur la figure 6.29.

En coordonnées cylindriques 2D (r,0), ce probléeme devient un probléme 1D et la variable associée
au rayon est la seule variable spatiale. En effet, en coordonnées cylindriques (r,0) en 2D, la divergence
s’écrit

Ot 10719 1

(divr), = 5 +7" 50 +;(T7»7»—T99),

87}9 1 67-99 2
ar Trae P

(di‘v’ 7')9 =

De son coté, le tenseur des déformations vérifie

B ou, 1 10u, Oug g
err(u) = or’ ero(u) = 2 (r 00 + or r ),
10 -
i =

On considere ici un probleme avec symétrie radiale, c’est-a-dire que les données du probleme sont
invariantes par rotation. La solution du probléeme est donc elle aussi invariante par rotation. Cette
hypothese entraine que la solution du probléme ne dépend pas de 6. Cela permet d’éliminer les dérivées
par rapport a 6. Pour simplifier, dans la suite, on note par u la composante radiale du déplacement. Sous
I’hypothese de symétrie radiale, et si le milieu est homogene isotrope, le systeme de I’élastodynamique
avec condition aux limites sur la fissure de surface libre ou de contact unilatéral peut se découpler.

e Condition aux limites de surface libre

Pour la condition aux limites de surface libre sur la fissure, on obtient les équations suivantes, ou les
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coefficients de Lamé du matériau sont notés p et A:

0%u 0oy Ory 000 :
05T " T + = frdans ]0,T[xQ, (7)

0
Trr = (2 + )\)8—1; + ,\%, dans ]0,7[x, (i4)
6.15
gpe = (2/’L + )‘)E + )‘?7 dans ]OaT[ng (“Z) ( )
r r
o =0 en r = Rdans 0,77, (1v)
uw=0enr= Rdans 10,77, (v)
( 0%up Doy Org
_ T 920 T[xQ (i
T 0570 gy dans 0T1x0 ()
Oug  ug ..
0rg = (75 = =), dans 0.7 [xQ (i) (6.16)
o0 =0 en r = Rdans |0,T7, (13i)
[ ug=0enr= R dans 10,77, (iv)

ol u désigne la composante radiale du déplacement, ug la composante en 0. o, 0,9, 0gg sont les com-
posantes de o.

On s’intéresse uniquement au probléme (6.15) que 'on résout par une formulation mixte en (u,0).
Ce probleme est un probleme 1D posé dans le domaine [O,E] et la fissure se trouve a l'abscisse r =
R, R< R (voir figure 6.30). On impose une condition de Dirichlet homogene en R et on suppose que
R est grand, de telle sorte que les ondes réfléchies par la condition de Dirichlet n’ont pas d’influence
sur les résultats. Apres élimination de ogg, le probléeme (6.15) est encore équivalent &

0%u 3 (aorr 2u &) dp(p+A) u
ot or  2u+X\ r 2u+ A r?
20w Ou u
g T ) dans 0,79,
2,u—|—>\a +2,u—|—)\7° ar r ans J0,T'[x

orr =0 enr = R,dans 0,7,

= f, dans ]0,T[x €2,

(6.17)

uw=0enr= Rdans]0,T].

\
e Condition de contact unilatéral sans frottement

Pour la condition aux limites de contact unilatéral sans frottement, les équations dans le domaine
sont identiques au cas surface libre, seule la condition aux limites sur la fissure I' est modifiée. En
coordonnées cylindriques, la condition de contact unilatéral s’écrit

orr <0, [u] >0,0,[u] =0,enr =R, (i) (6.18)
o9 =0,enr=R (ii).

Remarquons que I’absence de frottement sur la fissure entraine la relation (6.18)-(i).
La formulation variationnelle avec contact unilatéral est la suivante:
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Trouver (o,u,A) : 0,7 — H'(2) x L*(Q) x R™ tels que
&%u 2u  Opr OOy Au(p+ M) u
(Qwﬂ))m - (QM N o ) g T (m
1 2 Trr  OTpp

(2,u + )\Jrr’ 7o) rar + (2,u AT or’
Ro.(R)(n—A) <0,V € RT.

72’ V),ar = (fr0),4 YU € LQ(Q),

u),, +AR7..(R) =0,V € H(Q),

Résolution numérique 1D
e Condition de surface libre

On utilise la méthode des domaines fictifs pour résoudre ce probléeme 1D en vue de fournir une com-
paraison avec le code 2D. Une formulation variationnelle mixte en déplacements-contraintes associée
a (6.17) est la suivante, ou A = [u(R)],

Trouver (o,.u,A) : ]0,T[ — HY(Q) x L*(Q) x R tels que

( 2
0“u 2u oy 0oy 4:“(:“’ + A) 2
N0 - - “a. N T ’ V L Q ’
(Q atQ ’U)'rdr (2[u + A r ar ’U)'rdr ( 2,LL + )\ 7,,2’ )'rdr (f )rd'r v G ( )
1 2 Trr | OTpy

T rT)rd'r + ( )rd'r + ARTTT(R) = 07 VTTT € Hl(Q)’

(Q,u—i—)\ 2,u+)\7 or’

Roy (R)p =0,V p.

La notation (.,.),q, représente le produit scalaire dans L?(rdr), c’est-a-dire, que pour tout (u,v) €
L?(rdr), on a

(u,v)rdr:/ wvrdr.
Q

On choisit I’élément fini Py pour approcher u et I'élément P{ pour approcher o,,. A est un scalaire.
L’énergie continue du systéme est
1, Ou du 1, 1 1 4p(p+ ) u
E(t) =< YR a ) YR ) .
( ) 2(9 8t at)'rdr+ 2(2[u+)\0-0-)rd'r 2( 2,U/+)\ 7,,2 )'rdr

Pour la discrétisation en temps associée a (6.19), on utilise le schéma suivant.

Trouver (X1 Um+H A" € RN x RN x R:

Un+1 —2U™ + Un—l

M, A - DY +BU" =F",
M,SP. + D*U™ + BEA" — 0, (6.19)
By, — 0.

Par analogie, on conserve des notations identiques a celles utilisées dans (4.1) mais les matrices
M,,D, My, Br sont des matrices différentes de celles utilisées auparavant. Soient (v;); sont les fonc-
tions de base de 'espace approchant L?(Q), (7;); celles de l'espace approchant H!(Q). Les matrices
introduites sont définies comme suit:

2u T 0T
(My)ij = (Q%Uz‘)meij=(m7j o V)
1 4 (p+ A
Moy = (gt By = (LI oy (B)i = Rei(R), Fi = (foi)rar

2+ A 20+ A
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On utilise la condensation de masse pour obtenir la matrice M, diagonale.
e Condition de contact unilatéral sans frottement

L’obtention de la formulation en domaines fictifs du probléme unilatéral ressemble a celle présentée
avant, excepté la condition unilatérale. Elle n’est pas reprise ici et on s’intéresse directement a la
discrétisation temporelle du schéma numérique. On considere le schéma décentré suivant:

Trouver (X7H1,UnH A7) € RN x RN x R*:

UnJrl —2U™ + Unfl
At?
M, %7, + D*U" + BfA" =0, (6.20)

M, ~ D" + BU" =F",

Zr + 3
2

Br (1 —A™) <0,¥pu>0.

On obtient alors un probleme d’optimisation quadratique 1D qui se résout analytiquement.

Résultats numériques

Le probleme 1D est simulé sur le segment [O,E]. On considere jusqu’a n = 10000 points de
discrétisation spatiale. Le pas d’espace est h; = 0.005, donc R = 50, le pas de temps est At = 0.004.
On impose la condition initiale suivante:

iio(r) = Fexp(—r?). (6.21)

Le support de cette condition initiale est montré sur la figure 6.31. On suppose u; = 0, f, = 0. On
considere une condition de Dirichlet homogene sur le bord pour la simulation 1D. On présente, sur la
figure 6.32, les résultats obtenus pour ce probleme de référence sous la forme d’instantanés 2D, pour
les deux conditions aux limites. On peut voir que les résultats sont tres différents. Une partie de 'onde
est transmise dans le cas unilatéral, alors que 'onde est réfléchie en totalité dans le cas de la surface
libre.
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F1G. 6.31 — Support de la condition initiale

Probléme 1D Surface libre

Probleme 1D Unilatéral

Norme du deplacement radial.Surface libre. Temps t=2
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Norme du deplacement radial Surface libre. Temps t=14
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Norme du deplacement radial Surface libre. Temps t=20
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Norme du deplacement radial. Unilateral. Temps t=14
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Norme du deplacement radial. Unilateral, Temps t=20
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Fi1a. 6.32 — Comparaison de la norme du déplacement radial. Surface libre (4 gauche) et unilatéral.
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6.2.2.2 Comparaison entre la solution de référence et la solution issue du probléeme 2D

Condition aux limites de surface libre

On compare les résultats donnés par les deux simulations dans le cas d’une condition de surface
libre, en vue de valider le code 2D correspondant a la méthode des domaines fictifs.

Pour la simulation 2D, on consideére un domaine carré [0,20] x [0,20]. Le milieu considéré est un
milieu élastique homogene isotrope de densité o = 1, dont les coefficients de Lamé sont y = 0.3, A = 0.4.
La vitesse des ondes de pression vaut V,, = 1, la vitesse des ondes de cisaillement vaut Vy = v/0.3.

Pour la discrétisation, on considere n; = n; = 400 points de discrétisation en espace. Le pas
d’espace sur le maillage régulier est h, = hy, = 0.05, le pas d’espace sur le maillage de la fissure est
H = 0.0864. On considere, pour les résultats présentés dans cette partie, des éléments rectilignes pour
approcher la fissure. La prise en compte d’éléments circulaires est présentée dans la partie 6.4.3. Le
pas de temps est At = 0.05. Le temps total de I’étude est t; = 29.94. La fissure est un cercle de rayon
R = 5.5 centré en (10,10). Le nombre de degrés de liberté sur la fissure est ny = 400.

Comme précédemment, le probleme 1D est simulé sur le segment [0,?2]. On considere jusqu’a
n = 10000 points de discrétisation spatiale. Le pas d’espace est h, = 0.005, donc R = 50, le pas de
temps est At = 0.004.

On impose la méme condition initiale que celle donnée par (6.21), écrite sous une autre forme,

wiea) = P, o) =es(-s7 7= (7720,

Yy—Uys
ce qui donne wo(zy) = exp(—((z—x5)*+ (y—ys)?)) < :;: ;: > ) (6.22)

On considere ici xg = yg = 10. On suppose u; = 0, f. = 0.
On compare, sur la figure 6.34, la norme du déplacement calculée par la simulation 2D, a droite,
a celle calculée par la simulation 1D, & gauche, sur plusieurs instants (¢t = 2 a 20). Les résultats se

ressemblent. L’utilisation de I’élément fini (Q(lhv — 73{“50) dans le code 2D permet une bonne prise en
compte de la fissure.

On compare ensuite, sur la figure 6.38, le saut de déplacement normal sur la fissure au cours du
temps, entre les deux simulations. Pour la simulation 2D, le saut de déplacement est considéré pour
le point (15.5,10). On voit que les deux résultats coincident assez bien.

On compare aussi, sur la figure 6.36, le déplacement radial calculé par le code 2D au déplacement
radial calculé par le code 1D, en deux points donnés du domaine situés en r = 4.5, 5.45. Ces points
sont visibles sur la figure 6.33.

Q [ ]
| EE N ) | ] | ]
\ /
~ T

= Point de mesure (contact unigquement)
@ Point de mesure (surface libre et contact)

Fi1ac. 6.33 — Disposition des points de calcul du déplacement
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La comparaison est satisfaisante pour r = 4.5. Pour r = 5.45, c¢’est-a-dire en un point proche de la
fissure, on voit des petites différences entre les deux solutions. Il semble qu’en un point proche de la
fissure, la solution calculée est un peu moins bonne.

On observe ensuite sur la figure 6.35, uniquement pour le code 2D, la composante normale du
saut de déplacement en fonction des abscisses de la fissure, en plusieurs instants. A cause de la
symétrie radiale, cette composante devrait étre constante. En fait, le saut de déplacement normal est
relativement constant en espace, méme si on voit clairement des oscillations. Puis, on examine, sur la
figure 6.37, la composante tangentielle du saut de déplacement sur la fissure. Elle devrait étre nulle,
car le probleme est a symétrie radiale. Or, la composante tangentielle du multiplicateur n’est pas tout
a fait nulle. Des oscillations apparaissent autour de 0.
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Probleme 1D Probleme 2D
Norme du deplacement radial.Surface libre. Temps t=2 o5 Norme du deplacement.Surface libre. Temps t=2 o5
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F1G. 6.34 — Instantanés 2D de la norme du déplacement radial. Surface libre. Instants t = 2 a 20
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A, Surface libre. Instant t=1.7
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-0.05¢ ]
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S
A, Surface libre. Instant t=5.05

0.05f ]
< or i
-0.05¢ i
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Fia. 6.35 — Instantanés du saut de déplacement

|U,| en fonction du temps. R=4.5. Surface libre.

— 1D radial

0 5 10 15 20 25 30

Fi1a. 6.36 — Comparaison du
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déplacement radial au cours du temps,

A, Surface libre. Instant t=3.4
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i - 0 A A A ——————fAr
-0.05¢ ]
0 5 10 15 20 25 30 35
S
A, Surface libre. Instant t=6.75
0.05f ]

-0.05r 1

10 15 20 25 30 35

normal. Surface libre. Instants t = 1.7 ¢ 6.75

|U,| en fonction du temps. R=5.45. Surface libre.

— 1D radial

en r=4.5 et r=5.45
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A Surface libre. Instant t=1.7

0.05 1
< 0
-0.05 1
0 10 15 20 25 30 35
A Surface libre. Instant t=5.05
0.05 1

—-0.05¢

Fi1G. 6.37 — Instantanés du saut de déplacement tangentiel. Surface libre.
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Comparaison de A=[u,] en fonction du temps
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Instants t = 1.7 ¢ 6.75

Fi1G. 6.38 — Saut de déplacement normal au cours du temps. Surface libre

123



Probléme a symétrie radiale

Contact unilatéral pour une condition initiale positive

Dans cette partie, la condition de contact unilatéral sans frottement est prise en compte au niveau
de la fissure. On effectue la méme comparaison que dans le cas d’une condition de surface libre, pour
la condition initiale donnée en (6.22). On compare les résultats issus de la simulation 1D avec ceux
issus de la simulation 2D, dans le but de valider la prise en compte des conditions aux limites de
contact unilatéral par le code 2D. Le schéma décentré implicite (4.5) a été utilisé pour la résolution
numérique. Le choix du schéma centré implicite (4.14) donne des résultats quasiment identiques, en
ce qui concerne le déplacement.

Les résultats montrés sur les figures 6.39, 6.40, 6.41, 6.42, qui comparent la norme du déplacement
calculée par la simulation 2D a celle calculée par la simulation 1D, sont satisfaisants mais des différences
apparaissent entre les résultats des deux simulations. Aux instants ¢ = 18,26, 28, les résultats 2D
semblent montrer de l'anisotropie et de la dispersion numérique, particulierement a l'intérieur de la
fissure. Ce phénomene concerne une partie de 'onde d’amplitude faible. De plus, en ¢t = 8, 10, 18, 26, 28
par exemple, on voit des différences entre le 1D et le 2D, dans ce qui passe apres la fissure, dans les
directions horizontale et verticale. Les résultats se détériorent dans le temps. Il a été pensé dans un
premier temps que les différences étaient peut-étre dues a des oscillations parasites causées par le
maillage polygonal de la fissure circulaire, pour la simulation 2D. Toutefois 'utilisation d’éléments
circulaires sur la fissure donne le méme type de résultats (voir partie 6.4.3). I semble intéressant alors
de raffiner le maillage, afin d’étudier le comportement de la solution. Les différences entre les résultats
1D et 2D diminuent lorsqu’on raffine le maillage 2D et le maillage de la fissure. Cette étude est faite
dans la suite, dans le paragraphe “Tests de convergence”. De plus, on peut voir que le déplacement
de 'onde qui passe & travers la fissure reste constant en espace.
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Probléme 1D

Probléeme 2D

Norme du deplacement radial. Unilateral. Temps t=2

©

Norme du deplacement radial. Unilateral. Temps t=8

4] 5 10 15
X

Fi1a. 6.39 — Instantanés 2D de la norme du déplacement radial. Unilatéral. Instantst =2 a 8
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Probléeme 1D Probleme 2D

Norme du deplacement radial. Unilateral. Temps t=10 Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=10
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Fi1c. 6.40 — Instantanés 2D de la norme du déplacement radial. Unilatéral. Instants t = 10 a 16
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Fi1c. 6.41 — Instantanés 2D de la norme du déplacement radial. Unilatéral. Instants t = 18 a 24
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Probléme 1D Probléme 2D
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Fi1G. 6.42 — Instantanés 2D de la norme du déplacement radial. Unilatéral. Instants t = 26 a 28

On observe ensuite, sur la figure 6.43, le saut de déplacement normal au cours du temps et on le
compare au saut de déplacement dans le cas linéaire. Les deux résultats different considérablement.
Le multiplicateur Ay reste positif dans le cas unilatéral, alors qu’il change de signe dans le cas de la
surface libre. C’est cette variable qui montre la non-interpénétration des deux levres de la fissure entre
elles, dans le cas unilatéral.

On compare, sur la figure 6.44, le multiplicateur calculé dans le cas 1D, avec le multiplicateur calculé
dans le cas 2D, en un point donné de la fissure. En dépit d’une petite différence, la comparaison est
assez bonne.

On compare, sur les figures 6.45, 6.46, le déplacement radial au cours du temps obtenu par la
simulation 1D & celui obtenu par la simulation 2D, en plusieurs points de ’espace. Pour les résultats
2D, a r donné, on observe les valeurs du déplacement en deux points de ’espace, I’'un dans la direction
diagonale, ’autre dans la direction horizontale. Ces points sont précisés sur la figure 6.33. Par exemple,
pour r = 1.25, le déplacement calculé par le code 2D est donné au point (10 + 1.25/+/2,10 + 1.25/1/2)
dans la direction diagonale et il est considéré au point (11.25,10) dans la direction horizontale. Les
résultats sont satisfaisants. Toutefois, plus on s’approche de la fissure, plus des différences sont visibles
entre les résultats 1D et 2D. C’est le cas pour r = 5.45, dans la direction diagonale. On peut voir aussi
que, pour r = 6.65,9.03, deux points situés hors de la fissure, les résultats se ressemblent.
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04

Comparaison A au cours du temps pour surface libre et unilateral

T T T
— Unilateral
Surface libre

Fi1a. 6.43 — Comparaison du saut de déplacement

normal pour les deux conditions auz limites

U/l

Fic. 6.45 — Déplacement radial au cours du

|U,| en fonction du temps. R=1.25. Unilateral.

|U,| en fonction du temps. R=3.65. Unilateral.

—— 1D radial

0 5 10 15 20 25 30
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Comparaison A, au cours du temps pour radial 1D et 2D. Unilateral

Fi1G. 6.44 — Saut de déplacement normal
au cours du temps. Unilatéral

U/l

temps, condition

|U,| en fonction du temps. R=2.3. Unilateral.

—— 1D radial

initiale positive. Points r = 1.25 a4 4.5



Probléme a symétrie radiale

|U,| en fonction du temps. R=5.45. Unilateral. |U,| en fonction du temps. R=6.65. Unilateral.

0.2 b

1T

U/l

Fi1c. 6.46 — Déplacement radial au cours du temps, condition initiale positive. Points r = 5.45 a 9.03

Dans la suite, d’autres résultats comparatifs sont montrés, avec une nouvelle condition initiale et
une source extérieure.

Contact unilatéral pour une condition initiale négative

Dans ce paragraphe, la condition initiale considérée est

wo(w,y) = —7g(|7),
ou on note 7 = < TS ) . og(s) = exp(—52),
Yy—UYs
. B 2 2 r—xTg
ce qui donne wug(z,y) = —exp(—(x —zg)° — (y —ys)?) < Y — ys ) .

Le support de la condition initiale est montré a la figure 6.31. On considére xg = yg = 10. On a aussi
u; = f = 0. On examine ensuite sur la figure 6.47 le multiplicateur A\ au cours du temps calculé par
les deux simulations. La comparaison est satisfaisante. On observe cependant une différence entre les
instants 22 et 30.

Pour cette condition initiale négative, on observe, sur les figures 6.48, 6.49, la comparaison du
déplacement radial dans les cas 1D et 2D, en plusieurs points de ’espace, au cours du temps, dans
les deux directions diagonale et horizontale. Les résultats se superposent assez bien. Néanmoins, on
observe des petites différences pour » = 5.45. On peut voir qu’au niveau de l'onde transmise, aux
points 7 = 6.65 et r = 9.03, les résultats 1D et 2D se ressemblent assez bien.
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A en fonction du temps. Unilateral.

T T T
— 2D, n=400
— 1D radial, n=700

F1a. 6.47 — Saut de déplacement normal au cours du temps. C.1. négative. Unilatéral

|U,| en fonction du temps. R=1.25.Unilateral. |U,| en fonction du temps. R=2.3.Unilateral.

0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

A
o

-0.05
-0.1
-0.15F q
-0.2r q
-0.25f q

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 3
t t

|U,| en fonction du temps. R=3.65.Unilateral. |U,| en fonction du temps. R=4.5.Unilateral.

0.25¢ 0.25
0.2t 1 02
0.15 1 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
> o0 > 0
-0.05 -0.05
-0.1 -0.1
-0.15} 1 -0.15} 1
-0.2p 1 -0.2p 1
-0.25} 1 -0.25} 1
0 5 10 1;5 20 25 30 0 5 10 1;5 20 25 30

F1G. 6.48 — Déplacement radial, condition initiale négative. Points r = 1.25 a 4.5

131



Probléme a symétrie radiale

|U,| en fonction du temps. R=5.45.Unilateral.

0.251
0.2r
0.151
0.1r
0.05r

U/l
o

-0.05F
-0.1r

-0.15f
0.2}
-0.25F

0 5 10 15 20 25 30

[SA]

0.251
0.2r
0.151
0.1r
0.051

-0.05F
-0.1r
-0.15f
0.2}
-0.25F

|U,| en fonction du temps. R=9.03.Unilateral.

|U,| en fonction du temps. R=6.65.Unilateral.

0.251
0.2r
0.151
0.1

U/l
o

-0.05F
-0.1r
-0.15f
0.2}
-0.25F

O'OSN

25

5 10 15 20 25 30

F1G. 6.49 — Déplacement radial, condition initiale négative. Points r = 5.45 a 9.03

Contact unilatéral pour une source extérieure

On impose une source extérieure définie par

f(t7x) =

P :{

F(t) g(7) avec,

0 sinon,

T 1, (1) ot La(s) = {

(6.23)

—2m2 f2 exp(—m2 f2(t — t9)?) (1 — 2w f3(t — t0)?), si 0 < t < 2¢y,

1 < _
151|s]_a’ etf':(x x5>‘

0 sinon

Yy—ys

On compare, sur les figures 6.51, 6.52, le déplacement radial calculé par le code 2D aux résultats de la
simulation 1D, dans les deux directions horizontale et diagonale. On suppose que le nombre de points
par longueur d’onde vaut 28. On considere ici n; = n; = 400 éléments, h, = h, = 0.05, une fréquence
fo = v0.3/28h, = 0.3912, un rayon a = 2, ty = 1/fy. Le support de la source extérieure est donc le
cercle centré en (10,10) de rayon 2. Il est montré sur la figure 6.50.

Les résultats se superposent assez bien, sauf pour r = 5.45,6.65,9.03, ou l'on voit des petites
différences. On constate que le déplacement calculé dans la direction horizontale approche mieux le
déplacement 1D en r = 5.45, alors qu’il I’approche moins bien en r = 6.65,9.03.
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F1G. 6.50 — Support de la source extérieure

|U,| en fonction du temps. R=1.25.Unilateral. |U,| en fonction du temps. R=2.3.Unilateral.

0.5r

0.4r

0.2
0.1
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o
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-0.3
-0.4

-0.5-

|U,| en fonction du temps. R=3.65.Unilateral. |U,| en fonction du temps. R=4.5.Unilateral.
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|U,| en fonction du temps. R=5.45.Unilateral. |U,| en fonction du temps. R=6.65.Unilateral.

0.5r

0.2r

0.1r

Ul
o
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-0.5- R -0.5-
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Fic. 6.51 — Déplacement radial, source extérieure. Points r = 1.25 a 6.65
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|U,| en fonction du temps. R=9.03.Unilateral.

0 5 10 15 20 25 30

F1a. 6.52 — Déplacement radial, source extérieure. Point r = 9.03

6.2.2.3 Etude numérique de la convergence

Dans cette partie, on présente des tests numériques de convergence de la méthode. Cela peut étre
intéressant, car, comme on ’a vu sur les figures 6.46 et 6.51, on observe quelques différences entre la
solution de référence et la solution issue du code 2D, pres de la fissure.

Tests de convergence
e Condition initiale positive

Etudions la convergence du probleme 2D par rapport a la solution quasi-exacte donnée par le probleme
1D. On raffine a la fois le maillage régulier et le maillage de la fissure. Les résultats 2D sont considérés
ici pour les directions diagonale et horizontale. On présente, sur les figures 6.53, 6.54, le déplacement
radial au point r = 5.45 dans les directions diagonale (deux graphes haut) et horizontale, pour plusieurs
discrétisations. Le résultat a été obtenu pour les deux schémas centré (a droite), décentré (& gauche).
On voit, qu’en raffinant le maillage, les différences entre les deux simulations diminuent. On peut voir
que, dans la direction diagonale, la convergence est plus lente que dans la direction horizontale. De
plus, on ne voit pas de différence entre schéma implicite centré et schéma implicite décentré.

|U,| en fonction du temps. R=5.45.Unilateral. |U,| en fonction du temps. R=5.45.Unilateral.
0.3r ' ' — Z‘D, diag,n=200 H 0.3r ' ' — Z‘D, diag,n=200 H
—— 2D, diag,n=400 —— 2D, diag,n=400
—— 2D, diag,n=800 —— 2D, diag,n=800
1D 1D
0.21 q 0.21 q
0.1f 0.1l
> 0 > o
—0.1f -0.1r
-0.2f -0.2r
_0 3 C L L L L L ] _0 3 C L L L L L ]
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Fi1G. 6.53 — Tests de convergence du déplacement radial, condition initiale positive, point r = 5.45.
Direction diagonale. Schéma implicite décentré (gauche) et implicite centré
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|U,| en fonction du temps. R=5.45.Unilateral. |U,| en fonction du temps. R=5.45.Unilateral.

0.31 ‘ ‘ — 20, nor.n=200 } 0.3F ‘ ‘ —— 2D, hor,m=200
— 2D, hor,n=400 — 2D, hor,n=400
— 2D, hor,n=800 — 2D, hor,n=800
1D
0.2r 0.2r 1
N /\ \ N A
01r 1 /| o1 /‘/ \, /T
/\ /| / \ N / | / \
— / | — / | Ji
5 o7 - A | ]
| |
! [\,.// | v aj ﬁ\/ ; /
| | | |
-0.11 | | -0.11 | | 1
[ (. \
| |/ | |/
| | V | v
-0.2r |/ -0.21 |/ 1
\/ \/
v v
_0'37 L L L L L _0'37 L L L L L ]
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
t

F1G. 6.54 — Tests de convergence du déplacement radial, condition initiale positive, point r = 5.45.
Direction horizontale. Schéma implicite décentré (gauche) et implicite centré

e Source extérieure

Comme il existe quelques différences entre résultats 1D et 2D au point = 5.45 sur la figure 6.51, il est
intéressant de raffiner le maillage pour tester la convergence en ce point. On raffine a la fois le maillage
régulier et le maillage de la fissure. Sur la figure 6.55, on considére successivement 14, 28, 56 points par
longueur d’onde. On voit que, plus on raffine le maillage, plus les différences diminuent, dans les deux
directions. Remarquons que des oscillations apparaissent dans la direction horizontale en r = 5.45,
pour n; = 200. Ces oscillations disparaissent en raffinant le maillage. Elles disparaissent aussi si on
utilise le schéma centré implicite. De plus, on peut voir, comme pour le cas de la condition initiale

positive, que la solution converge plus lentement dans la direction diagonale que dans la direction
horizontale.

|U,| en fonction du temps. R=5.45.Unilateral.

|U,| en fonction du temps. R=5.45.Unilateral.

0.5r 0.5
0.4f 0.4
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-0.4f -0.4 ¥
-0.5¢ -05 g
0 5 10 1(‘5 20 2 30 0 5 10 1;5 20 2 30
|U,| en fonction du temps. R=5.45.Unilateral. |U,| en fonction du temps. R=5.45.Unilateral.
osf e 0s
— 2D, n=800, hor
0.4r 0.4
0.3r 0.3 1
0.2 0.2 \ /
0.1f 0.1 ~ //',‘ / i
5 o s N
-0} -0.1 "\ ',’ | \Q_,/
-0.2 -02 ‘\ | ’,’
-0.3f -0.3 ",' ," \
0.4} 04 U ’
-0.5r -0.5
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t

F1G. 6.55 — Tests de convergence du déplacement radial, source extérieure, point r = 5.45. En haut,
direction diagonale. Schéma implicite décentré (gauche) et implicite centré
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Evaluation numérique de ’ordre des schémas
e Schéma décentré implicite

On étudie 'ordre de ce schéma par des tests numériques. On considere, a nouveau, l'exemple de
la condition initiale positive, présenté auparavant. On étudie alors I'erreur relative entre la solution
calculée par le code 2D avec le schéma décentré implicite et la solution quasi exacte, pour différentes
simulations correspondant a des valeurs de n; = n; de 100 a 800.

Sur la figure 6.56, on représente l'erreur relative L°(0,7") du schéma décentré implicite en plusieurs
points de 'espace donnés, situés dans la direction diagonale. La figure 6.57 représente I’erreur relative
L*>°(0,T") dans la direction horizontale.

Sur toutes ces figures, on peut voir que le calcul converge car plus le pas de discrétisation diminue,
plus lerreur relative diminue. Dans les deux directions et pour les deux normes, la convergence semble
linéaire, donc d’ordre un, sauf pour le point r = 5.45, point trés proche de la fissure, ou elle est
différente des autres points et ne semble pas tout a fait linéaire.

Schema decentre. Direction diagonale. Erreur L™ Schema decentre. Direction horizontale. Erreur L
T T T T 05

bt
w
o
w

Erreur relative L

o
N

Erreur relative L*
o
N

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 o
Pas d'espace

F1G. 6.56 — Norme L*°(0,T) de l’erreur relative F1G. 6.57 — Norme L*(0,T) de l’erreur relative
Direction diagonale. Décentré Direction horizontale. Décentré

e Schéma centré implicite

On étudie l'ordre de ce schéma par des tests numériques, de la méme maniere que le schéma décentré
implicite. On étudie alors l'erreur relative entre la solution calculée par le code 2D avec le schéma
centré implicite et la solution quasi exacte, pour différentes simulations correspondant a des valeurs
de n; = n; de 100 a 800.

Sur la figure 6.58, on représente 'erreur relative L>°(0,7"), du schéma centré implicite en plusieurs
points donnés de I'espace, situés dans la direction diagonale. La figure 6.59 représente I'erreur relative
L*>°(0,T), dans la direction horizontale. Sur toutes ces courbes, la convergence semble d’ordre un.
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Schema centre. Direction diagonale. Erreur L

Schema centre. Direction horizontale. Erreur L™
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F1G. 6.58 — Norme L*°(0,T) de lerreur relative  F1G. 6.59 — Norme L>=(0,T) de I’erreur relative
Direction diagonale. Centré Direction horizontale. Centré

La figure 6.60 compare lerreur relative L°°(0,7') sur le multiplicateur des schémas centré et
décentré, dans les deux directions horizontale et diagonale. L’erreur semble décroitre a ’ordre un.
La convergence du schéma centré semble un peu meilleure que celle du schéma décentré.

Erreur L” pour le multiplicateur

Erreur relative L™

0.05

F1G. 6.60 — Norme L (0,T) de l'erreur relative
Erreur sur le multiplicateur

L’ordre de convergence semble étre un, quel que soit le schéma utilisé, centré ou décentré. En fait,
il semble que c’est 'erreur due a la méthode des domaines fictifs qui 'emporte. Pour le multiplicateur,
la convergence semble aussi linéaire, que le schéma soit centré ou décentré.

6.3 Tests du code 2D dans des situations générales

On présente, dans cette section, des exemples issus du code 2D, pour des cas plus complexes
que ceux étudiés auparavant. Par une situation complexe, nous considérons des expériences pour
lesquelles nous n’avons pas de solution explicite (comme par exemple pour le cas de la fissure droite
infinie, considérée dans le paragraphe 6.2.1), ni de solution de référence 1D, que 'on peut facilement
calculer (voir le paragraphe 6.2.2). On considere comme situation complexe d’abord le cas d'une fissure
droite finie, parallele au maillage, puis le cas d’une fissure droite inclinée par rapport au maillage
(c’est 'exemple d’une fissure diagonale). Enfin, des résultats sont montrés pour des fissures singulieres
comportant un angle. Pour ce type de fissures, les éléments considérés sur le multiplicateur ont été
modifiés, comme cela est décrit dans la section 5.2.4.
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Fissure droite paralléle au maillage: comparaison entre la condition de surface libre et
celle de contact unilatéral

6.3.1 Fissure droite parallele au maillage: comparaison entre la condition de sur-
face libre et celle de contact unilatéral

On étudie désormais le cas d’une fissure verticale dans un milieu élastique homogene isotrope.
Dans cette partie, on ne cherche pas a valider le code 2D, mais on donne des illustrations numériques.

On considere ici un domaine carré de cotés [0,20] x [0,20]. La densité du milieu est o = 9000 kg.m ~3.
Le tenseur d’élasticité est

16 04 0
C = 10" 04 16 0 Pa.
0 0 06

Il est clair que le milieu est isotrope. On en déduit la valeur des coefficients de Lamé: p = 0.6 10! Pa,
A = 0.410!" Pa. La vitesse des ondes de pression est donc Vp =42 103 m.s~! et la vitesse des ondes
de cisaillement est V, = 2.6 10% m.s~ L.

Pour la discrétisation, on considere n; = n; = 400 points en espace. Le pas d’espace sur le maillage
est hy = hy = 0.05, le pas d’espace sur le maillage de la fissure est H = 0.08, le pas de temps est
At = 1.19107%s. Le calcul est effectué jusqu’au temps t; = 25.99210%s. La fissure est une droite
verticale issue du point (12.25,4.08) jusqu’au point (12.25,15.92). Elle est discrétisée par n; = 157
points. La figure 6.61 précise la position de la fissure par rapport au maillage. La fissure coincide avec
le maillage, excepté les deux premiers points.

Support

Fi1ac. 6.61 — Principe de ’expérience

On considere des couches PML sur tous les cotés d’épaisseur 10 h,., de maniere a simuler un domaine
non borné. On impose une source extérieure centrée en (10,10). On considérera d’abord le cas d’une
source de pression puis d’une source de cisaillement.

6.3.1.1 Exemple d’une source de pression

On considére d’abord le cas d’une source de pression du méme type que (6.23).

f(t,e) = F(t) g(F) avec,

=272 fEexp(—m2 f3(t — t0)?) (1 — 212 f3(t — t0)?), si 0 < t < 2t
o - |

0 sinon,

" = i(1—@)3%(;%;)oula(s):{ Lsifs| < a ew:<x‘$5 )

0 sinon Y —Ys

On suppose ici a = 2 et le nombre de points par longueur d’onde est 40. La fréquence fq est définie
par fo = V,/40h,; et on a tg = 1/fo. Donc, ici fo = 2100 Hz. On suppose que les conditions initiales
sont nulles: ug = u; = 0.
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Instantanés 2D représentant la norme du déplacement

On compare les conditions de surface libre et de contact unilatéral dans le cas d’une fissure droite.

On examine d’abord, sur les figures 6.62, 6.63, 6.64,

les instantanés 2D de la norme du déplacement.

Dans le cas unilatéral, le déplacement est calculé par le schéma centré implicite (4.14). Comme dans
les exemples précédents du probleme invariant par translation et de la fissure circulaire, on peut voir
qu’une partie du déplacement est transmise dans le cas unilatéral. Il est surprenant d’observer que,
dans le cas unilatéral, la norme du déplacement réfléchi par la fissure est plus importante que celle du
cas surface libre, alors que, dans le cas unilatéral, une partie de 'onde passe a travers la fissure. Cela
est visible aux instants ¢ = 1.51073,1.71072. On peut remarquer aussi, dans le cas unilatéral, que
'onde transmise est relativement constante en espace, on peut voir cela & partir de ¢ = 1.31073.

Centré unilatéral

Surface libre

Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0.00056921 10

2.5
4
§1.5
L
0.5

Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0 000758947

14

Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0 000936825

me

ro

Norme du deplacement.Surface libre. Temps t=0.00056921 10

2.5
§2
1.5
L1
0.5

Norme du deplacement.Surface libre. Temps t=0.000758947 10

2.5
§2
1.5
L1
0.5

Norme du deplacement.Surface libre. Temps t=0.000936825

o

1

18

F1G. 6.62 — Comparaison de la norme du déplacement. Contact unilatéral (gauche) et surface libre.

Instants t = 0.51073 ¢ 0.91073
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Fissure droite paralléle au maillage: comparaison entre la condition de surface libre et

celle de contact unilatéral

Centré unilatéral

Surface libre

Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0.00113842

Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0.00132816

Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0.00150603

o |
< |

Norme du deplacement.Surface libre. Temps t=0.00113842 10

2.5
k2
13
1
0.5

Norme du deplacement.Surface libre. Temps t=0.00132816

k2
13

Norme du deplacement.Surface libre. Temps t=0.00150603

F1G. 6.63 — Comparaison de la norme du déplacement. Contact unilatéral (gauche) et surface libre.

Instants t =1.11073 4 1.5103
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7 . , .
Centré unilatéral Surface libre
Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0.00170763 10 Norme du deplacement.Surface libre. Temps t=0.00170763 )510'5
2.5
=2
> 1.5
Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0.00207524 10'5

2.5
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Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0.00264445 10'5
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F1G. 6.64 — Comparaison de la norme du déplacement. Contact unilatéral (gauche) et surface libre.
Instants t = 1.71073 ¢ 2.61073
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celle de contact unilatéral

Instantanés 2D représentant la norme de la vitesse

Sur la figure 6.65, on compare la norme de la vitesse entre la condition de contact unilatéral et la
condition de surface libre. Comme la vitesse n’est pas une inconnue de notre probléme, on représente
la vitesse discrete. Pour la condition de contact unilatéral, le schéma centré implicite est utilisé. On
peut voir que, pour la source extérieure choisie, des oscillations apparaissent sur la vitesse aux instants
t =2.01073,2.6 102 dans la direction orthogonale & la fissure passant par le centre de la fissure, alors
qu’il n’y a pas d’oscillations dans le cas surface libre. On peut voir que, dans le cas unilatéral, seule une
partie de 'onde est passée a travers la fissure. Il semble que, pour cet exemple, ce soit essentiellement
une partie de 'onde de pression qui est transmise, comme nous allons le voir plus tard. La norme
du déplacement qui est transmis par la fissure est relativement constante mais non nulle dans le cas
unilatéral. Lorsque 'on fait afficher la norme de la vitesse, de la divergence ou du rotationnel, il semble
que la partie constante disparait.
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Centré unilatéral

Surface libre

Nerme vitesse. Unilateral. Temps t=0.00113842

0.3
0.25

-0.2

|

@ | 0.15

0.1
0.05

Q 5 10 15 20 o
X

Nerme vitesse. Unilateral. Temps t=0.00150603

0.3
0.25
-0.2
-0.15
0.1
0.05
Q 5 10 15 20 o
X

Nerme vitesse. Unilateral. Temps t=0.00207524

0.3

0.25

F1a. 6.65 — Comparaison de la norme de la vitesse. Contact unilatéral (a gauche) et surface libre.

Instants t = 1.11073 4 2.61073
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Fissure droite paralléle au maillage: comparaison entre la condition de surface libre et
celle de contact unilatéral

Instantanés 2D représentant la norme de la divergence

Sur la figure 6.66, on présente une comparaison entre les deux conditions aux limites pour la norme
de la divergence. La norme de la divergence caractérise la présence des ondes de pression. On peut voir,
sur les trois instants choisis, qu'une partie de 'onde de pression est transmise dans le cas unilatéral,
alors que cette partie est réfléchie dans le cas surface libre. Excepté cette partie transmise, on observe,
pour les deux conditions, les mémes réflexions.

Norme de la divergence. Unilateral. Temps t=0.00170763 -5 Norme de la divergence.Surface libre. Temps t=0.00170783 10—5

a O

Norme de la divergence. Unilateral. Temps t=0.00227684 -5 Narme de la divergence.Surface libre. Temps 1=0.00227684 10—5

%10
5
4
3 >
2
1
0
Narme de la divergence.Surface libre. Temps t=0.00265631 1075

Norme de la divergence. Unilateral. Temps t=0.00285831
18
1
1
1
> 1
0

F1G. 6.66 — Comparaison de la norme de la divergence. Contact unilatéral (gauche) et surface libre.
Instants t = 1.71073 a ¢t = 2.71073

w
y

0 0

S

w
Y
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Instantanés 2D représentant le rotationnel

Sur la figure 6.67, on compare le rotationnel entre la condition de surface libre et celle de contact
unilatéral. Le rotationnel caractérise la présence des ondes de cisaillement. On peut voir, sur les trois
instants choisis, qu'une onde de de cisaillement est transmise dans le cas unilatéral, alors qu’elle est
réfléchie dans le cas surface libre. Une onde circulaire apparait sur chaque pointe de fissure, pour les

deux conditions. Cette onde se propage vers le centre de la fissure. On peut voir que cette onde est
relativement semblable selon les deux conditions aux limites.

Rotationnel. Unilateral. Temps t=0.00170763

” 1075 Rotationnel.Surface libre. Temps t=0.00170783 ” 1075
18 6 18 6
16 4 16 4
14 14

/ 2 /‘ 2
12 ’ 12
> 10 0 > 10 0

: \ : \

-2 -2

] ]

4 . -4 4 -4
2 5 2 B
a a

] 5 10 15 ] 5 10 15

X X
Rotationnel. Unilateral. Temps t=0.00227884 ” 1075 Rotationnel.Surface libre. Temps t=0.00227684 % 1075
18 6 18 6
16 -~ 4 16 -~ n
14 14
2 2
12 12
> 10 0 > 10 0
& \ &
2 2
6 6 \
4 » -4 4 » -4
s -8 s -8
a a
] s 10 15 ] s 10 15
X X
Rotationnel. Unilateral. Temps t=0.00285831 % 10-5 Rotationnel. Surface libre. Temps t=0.00265631 3 10-5
18 6 18 6
16 g 4 16 " 4
14 14
2 2
12 12
> 10 0 > 1 0
& &
\ -2 2
[ \ [ b
4 * -4 4 » 4
5 5 5 5
Q Q
4] S 10 15 4] S 10 15
X X

F1G. 6.67 — Comparaison du rotationnel. Contact unilatéral (gauche) et surface libre. Instants t =
1.7107% a ¢t =2.710"3
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Fissure droite paralléle au maillage: comparaison entre la condition de surface libre et
celle de contact unilatéral

Instantanés 2D représentant la contrainte oy

Sur la figure 6.68, on montre une comparaison entre la contrainte oy = 0, calculée pour la condition
de contact unilatéral (aprés un post-traitement qui sera expliqué plus tard) et celle calculée pour la
condition de surface libre. De plus, si on compare les contraintes selon les conditions aux limites,
on peut voir qu’il existe relativement peu de différences entre contact unilatéral et surface libre. Les
réflexions sont relativement identiques, mais une partie de I’onde est transmise dans le cas unilatéral.

Contact unilatéral Surface libre
Contrainte I. Unilateral. Temps t=0.00170763

&

X

Contrainte £. Surface libre. Temps t=0.00170763

3
25
2
15
1
05
1]
0.5
-1
15

& Contrainte I. Surface libre. Temps t=0.00227684
5y ) X1

18 3
25
15
0.8
-0.5
-1
-1.5

Ly -2

Contrainte I. Surface libre. Temps t=0.00265631

X’
3
2.5
2

15

1
05
0
0.5
-1
15
Lp

3
2.5
2
15
1
05
0
0.5
-1
15
Lp

v

F1G. 6.68 — Comparaison de la contrainte o, (aprés post-traitement). Contact unilatéral (gauche) et
surface libre. Instants t =1.71073 ¢ 2.71073
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Transmission d’énergie

Pour mieux comprendre pourquoi le déplacement réfléchi a une amplitude plus importante que
dans le cas surface libre (voir figs.6.63, 6.64), sans pour autant en donner une explication définitive,
on observe, sur la figure 6.69, la comparaison entre I’énergie discrete réfléchie par la fissure et ’énergie
discréte transmise par la fissure, pour des données identiques au probléeme présenté dans la section
6.3.1, avec contact unilatéral, mais pour une fissure quasi infinie (pour simplifier, car cela permet de
mieux identifier ce qui est transmis par la fissure). L’énergie transmise a une amplitude faible, de
Pordre de 4% de la valeur de ’énergie totale. Dans le cas surface libre, I’énergie transmise est nulle.
Le cas considéré ici est celui d’une source extérieure (f # 0), il est normal que I’énergie discrete ne

soit pas constante.

Energie en fonction du temps. Unilateral.

— Reflechie
—— Transmise
Totale

12000

10000 [

8000 /J b

6000

Energie

4000 [

2000

F1G. 6.69 — Comparaison énergie réfléchie et énergie transmise par la fissure
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Fissure droite paralléle au maillage: comparaison entre la condition de surface libre et
celle de contact unilatéral

Evolution des multiplicateurs au cours du temps

On observe ensuite sur les figures 6.70, 6.71, les composantes normale et tangentielle du multipli-
cateur, calculées pour la condition de contact unilatéral comparées a celles du cas surface libre. On
observe une bonne symétrie pour les deux multiplicateurs: le multiplicateur Ay est symétrique par
rapport au milieu de la fissure, alors que Ar est antisymétrique. Ay est positif (courbe bleue), dans
le cas unilatéral. Le multiplicateur A est identique pour les deux conditions aux limites. On voit ap-
paraitre quelques oscillations au centre de la fissure pour A (pour ¢ > 2.1073). L’allure des courbes
AN et A aux extrémités de la fissure est surprenante aux instants ¢ > 1.66.10~2 et semble peu réaliste
(surtout pour Ar). Le nombre de points sur la fissure est peut-étre insuffisant.

«10° A, Instant t=0.00128072 « 10 A Instant t=0.00128072
6F - - : - — - 5 - - - - — -
.
Al | L |
TN
ar / \
a / \
/ \
2t / \
< / \ <
1r / \
/ \
T/ N
=
-2r -4
3 . . . . . _5 . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
S S
5 A, Instant t=0.00147046 5 A Instant t=0.00147046
x 10 5 x 10

-2t -4t
-3 . . . . . -5 . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
S S
5 Ap- Instant t=0.0016602 5 A Instant t=0.0016602
x 10 5% 10
T T T T T T T T

FIG. 6.70 — Comparaison des multiplicateurs Ay (¢ gauche) et Ag. Fissure droite. Instantst = 1.21073
at=1710"3
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A, Instant t=0.00184993 5 A Instant t=0.00184993
6 T T T T — 5 T T T T —

5 4

- . . . . . -5 . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
S S
5 Ap- Instant t=0.00203967 5 A Instant t=0.00203967
x 10 5% 10
6F T T T T — T T T T —
ab |

5k 4

—2b 1 _ab 1
-3 . . . . . g . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
s s
5 Ap- Instant t=0.00222941 5 A Instant t=0.00222941
x 10 5% 10
6F T T T T — T T T T —
5- — A |
3 1
at 4
2 1
3l 1
1 1
< O N
_1b 1
ot 1
_3b 1
—2b 1 _ab 1
-3 . . . . . g . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
s s

FIG. 6.71 — Comparaison des multiplicateurs Ay (¢ gauche) et Ag. Fissure droite. Instantst = 1.81073
at=2210"3
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Fissure droite paralléle au maillage: comparaison entre la condition de surface libre et
celle de contact unilatéral

Tests de convergence pour les multiplicateurs

On observe ensuite un test de convergence sur les multiplicateurs, sur les figures 6.72, 6.73. On
raffine a la fois le maillage de la fissure et le maillage du carré. On observe d’abord Ay puis Ap. Pour
ng = 77 (ny=nombre de points intérieurs de la fissure), Ay et Ag n’ont pas convergé. Les tests de
convergence montrent que Ay a convergé pour ny = 156. Pour A, on peut voir que les oscillations
situées au milieu de la fissure ont disparu (pour ny = 314). Plus on raffine, plus Ar s’approche de 0 aux
extrémités de la fissure. Néanmoins, le comportement de Ar en bouts de fissure demeure surprenant
a cause de la présence d’oscillations.

©10° A, Unilateral. Instant t=0.00128072 ©10° A, Unilateral. Instant t=0.00147046
oF . . . . = oF . . . . .
-7 6 6
— nf=314
5p 1 5p 1
ar 1 ar 1
<3t i < 3l ]
2r 1 2r 1
1r 1 1r 1
% 2 4 6 8 10 12 % 2 4 6 8 10 12
S S
©10° A,. Unilateral. Instant t=0.0016602 ©10° A, Unilateral. Instant t=0.00184993
oF . . . . oF . . .
5 1 5 1
4 1 4 1
<3 g <3 1
2r 1 2r 1
1r 1 1r 1
% 2 4 6 8 10 12 % 2 4 6 8 10 12
S S
5 A, Unilateral. Instant t=0.00203967 5 A, Unilateral. Instant t=0.00222941
X 10 X 10
of . . . . of . . . .
5 1 5 1
4 4 4 1
<3 i < 3t i
2r 1 2r 1
1 1 1r 1
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
S S

FIG. 6.72 — Tests de convergence pour Ay. Cas unilatéral. Fissure droite. Instants t = 1.21073 4
2.21073
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5 A Unilateral. Instant t=0.00128072

5 A Unilateral. Instant t=0.00147046

5 Ay Unilateral. Instant t=0.00222941

Fi1a. 6.73 — Tests de convergence pour Ar. Cas surface libre et unilatéral. Fissure droite. Instants
t=1210"% 4221073
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Fissure droite paralléle au maillage: comparaison entre la condition de surface libre et
celle de contact unilatéral

6.3.1.2 Exemple d’une source de cisaillement

On impose une source extérieure centrée en (10,10) du méme type que (6.23). On considere ici le
cas d’une source de cisaillement.

flt,e) = F(t) g(F) avec, (6.24)
=22 fEexp(—m2 f2(t — t0)?) (1 — 2m2 f3(t — t0)?), si 0 < t < 2t
F() - {
0 sinon,
L 2 sils| < a . -
30 = =P on e = { SIS et = (2.

On suppose ici @ = 2 et le nombre de points par longueur d’onde est 40. La fréquence fg est définie par
fo ="V,/40h, et on a ty = 1/fy. Donc, on a ici fo = 2100 Hz. On suppose que les conditions initiales
sont nulles: ug = u; = 0.

On montre sur les figures 6.74, 6.75, une comparaison entre la condition aux limites de surface libre
et celle de contact unilatéral. Les remarques citées pour I’exemple de la source de pression demeurent
valables ici. Une partie du déplacement est transmise dans le cas unilatéral. D’autre part, on peut
remarquer que la solution du probléme unilatéral n’est plus symétrique pour ’exemple considéré ici,
alors qu’elle I’est pour la condition de surface libre. La solution du probléme unilatéral est symétrique
pour 'exemple de la source de pression (voir figs 6.62, 6.63, 6.64). Pour la condition unilatérale, 'onde
est d’abord transmise au niveau de la partie supérieure de la fissure. Ensuite, la transmission a aussi
lieu sur la partie inférieure.
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Instantanés 2D représentant la norme du déplacement

Nerme du deplacement. Unilateral. Temps t=0.000758847 -5 Norme du deplacerment.Surface libre. Temps t=0.000758847 -5

)a10

10 15 10 15
X X

Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0.00113842

Narme du deplacement.Surface libre. Temps t=0.00113842 % -5

: © | ©

10 15 10 15
X X

Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0.00151788 Narme du deplacement.Surface libre. Temps t=0.0015178% % -5

Fi1a. 6.74 — Comparaison de la norme du déplacement. Contact unilatéral (gauche) et surface libre.
Instants t = 0.71073 ¢ t =1.51073
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Fissure droite paralléle au maillage: comparaison entre la condition de surface libre et
celle de contact unilatéral

Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0.00170763 10 Norme du deplacement.Surface libre. Temps t=0.00170783 -5
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10-5 Narme du deplacement. Surface libre. Temps 1=0.00227684 -5

|

1075 Narme du deplacement.Surface libre. Temps t=0.00265631 1075

3.5
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2
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1075 Narme du deplacement.Surface libre. Temps t=0.00238835 -5

0 5 10 15

Fi1a. 6.75 — Comparaison de la norme du déplacement. Contact unilatéral (gauche) et surface libre.
Instants t = 1.71073 ¢t =3.01073
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Instantanés 2D représentant la norme de la divergence

Sur la figure 6.76, on présente une comparaison entre les deux conditions aux limites pour la norme
de la divergence. La norme de la divergence caractérise la présence des ondes de pression. On peut
voir, en t = 1.71072,2.21073,2.6 103, qu’une partie de 'onde de pression est transmise dans le cas
unilatéral, alors que cette partie est réfléchie dans le cas surface libre. Excepté cette partie transmise,
on observe, pour les deux conditions, les mémes réflexions.

Norme de la divergence. Unilateral. Temps t=0.00170763 -5 Norme de la divergence.Surface libre. Temps t=0.00170783 -5

%10 %10

1] 5 10 15
X

1] 5 10 15
X

Norme de la divergence. Unilateral. Temps 1=0.00227684 Narme de la divergence. Surface libre. Temps 1=0.00227684

)é‘IO'

10
X

15 10

X

15

Norme de la divergence. Unilateral. Temps t=0.00285831 Norme de la divergence.Surface libre. Temps t=0.00265631

F1G. 6.76 — Comparaison de la norme de la divergence. Contact unilatéral (gauche) et surface libre.
Instants t = 1.71073 ¢ 2.71073

155



Fissure droite paralléle au maillage: comparaison entre la condition de surface libre et

celle de contact unilatéral

Instantanés 2D représentant le rotationnel

Sur la figure 6.77, on compare le rotationnel entre la condition de surface libre et celle de contact
unilatéral. Le rotationnel caractérise la présence des ondes de cisaillement. On peut voir, en t =
2.21073, 2.6 1072, qu'une partie de 'onde de de cisaillement est transmise dans le cas unilatéral, alors

qu’elle n’apparait pas dans le cas surface libre.

Rotationnel. Unilateral. Temps t=0.00170763 x10°
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> 10 0
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Rotationnel. Unilateral. Temps t=0.00227884 x10°
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[ ] 2
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‘ 14
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X
Rotationnel. Unilateral. Temps t=0.00285831 3 10-5
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16 4
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2
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8
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6
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1] 5 10 15

Rotationnel.Surface libre. Temps t=0.00170783

0 5 10 15
X

Rotationnel.Surface libre. Temps t=0.00227684

E
Lo

=
-
-

-
L -

0 5 10 15
X

Rotationnel. Surface libre. Temps t=0.00265631

x10°

F1a. 6.77 — Comparaison du rotationnel. Contact unilatéral (gauche) et surface libre (droite). Instants

t=1.710"2 ¢ 271073
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Instantanés 2D représentant la contrainte oy

Sur la figure 6.78, on montre une comparaison entre la contrainte oy = o0, calculée pour la condition
de contact unilatéral (aprés un post-traitement qui sera expliqué plus tard) et celle calculée pour la
condition de surface libre. On peut voir qu’il existe relativement peu de différences entre contact
unilatéral et surface libre. Les réflexions sont relativement les mémes, mais une partie de I'onde est
transmise pour la condition unilatérale. De plus, on remarque une perte de symétrie de la solution du
probléme unilatéral, ce qui n’est pas le cas pour ’exemple de la source de pression (voir fig. 6.68).

Contact unilatéral Surface libre
Contrainte . Unilateral. Temps t=0.00170763 %106 Contrainte £. Surface libre. Temps 1=0.00170763 )5106
E] 0
18 1a
2 2
18 b
14 1 14 1
r — , -
12 12 '
> 10 ‘ ‘ ‘

N T N |

@

Contrainte . Unilateral. Temps t=0.00227684 10 Contrainte . Surface libre. Temps 1=0.00227684 10°
E] K 20 i
18 1a
2 2
18 .
1 - 18 -
1 1
12 '\ 12 ’
> 10

Ny 4

& Contrainte L. Surface libre. Temps 1=0.00265631 &
) %10 w %10
18 18
1% z 18 1 .
-
14 1 14 / " 1
) hi ,';
> 10 4] > 10 0

S

2

a - a -
4] 5 10 15 2 > < 5 10 15 20 3

F1a. 6.78 — Comparaison de la contrainte .45 (apres post-traitement). Contact unilatéral (gauche) et
surface libre. Instants t = 1.71073 4 2.71073
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Fissure droite paralléle au maillage: comparaison entre la condition de surface libre et
celle de contact unilatéral

Evolution des multiplicateurs au cours du temps

10° A, Instant t=0.000687795 X107 A Instant t=0.000687795
X
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FIG. 6.79 — Comparaison des multiplicateurs Ay (a gauche) et Ar. Fissure droite. Instantst = 0.71073
2 0.9107?
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5 A, Instant t=0.00104355 <10 A Instant t=0.00104355
! 4 . T ! .

1.5F 4 3+ 4

s Apn- Instant t=0.00116214 X107 A Instant t=0.00116214
2 . . . . 4 . . . .

3t 4

- A, Instant t=0.00128072 -5 A. Instant t=0.00128072

3t 4

- - Instant t=0.00139931 -5 A. Instant t=0.00139931
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FIG. 6.80 — Comparaison des multiplicateurs Ay (¢ gauche) et Ag. Fissure droite. Instantst = 1.01073
4141073
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Fissure droite parallele au maillage: comparaison des schémas centré et décentré dans
le cas unilatéral

6.3.2 Fissure droite parallele au maillage: comparaison des schémas centré et
décentré dans le cas unilatéral

Dans cette partie, on compare les schémas de résolution pour le probleme unilatéral, c’est-a-dire
le schéma centré (4.14) et le schéma décentré (4.5). Selon le schéma choisi, les résultats ne sont pas
identiques. Pour le déplacement, les deux schémas donnent des résultats tres semblables. Les deux
schémas ne provoquent pas d’oscillations pour le déplacement (ou trés peu visibles sur les instantanés
2D). Par contre, on observe des différences entre les deux schémas pour les contraintes (aussi pour la
vitesse discrete).

6.3.2.1 Exemple d’une source de pression

Instantanés 2D de la vitesse

La figure 6.81 présente une comparaison des vitesses calculées par le schéma centré implicite et le
schéma décentré implicite, pour la condition de contact unilatéral. Le schéma centré implicite semble
donner moins d’oscillations dans la direction orthogonale a la fissure, passant par le centre de la fissure
que le schéma décentré implicite, comme cela est visible.
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7 , ,
Centré Décentré
Norme vitesse. Unilateral. Temps t=0.00170763 Norme vitesse. Unilateral. Temps t=0.00170783
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F1G. 6.81 — Comparaison de la norme de la vitesse. Schémas implicite centré (gauche) et décentré.
Instants t = 1.71073 ¢ 2.61073
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Fissure droite paralléle au maillage: comparaison des schémas centré et décentré dans
le cas unilatéral

Instantanés 2D comparant la contrainte oy

Sur la figure 6.82, on montre une comparaison pour la contrainte oy = 0,;, calculée pour la
condition de contact unilatéral, entre le schéma centré implicite et le schéma décentré implicite. De
méme que la vitesse (fig.6.81), on observe que des oscillations apparaissent pour la contrainte oy dans
le cas unilatéral, pour les deux schémas, alors qu’elles n’apparaissent pas pour la condition de surface
libre. Ces oscillations sont plus marquées pour le schéma décentré que pour le schéma centré. Elles
se situent sur une direction orthogonale a la fissure, qui passe par le milieu de la fissure. On observe
également quelques oscillations au niveau des pointes de la fissure. Il existe un moyen d’éliminer ces
oscillations (voir la partie 6.4.1).
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X1’
3
2.5

2

X1’

3

2.5
2

1.5
1

15
1
0.5
0
0.5
-1
1.5
-2

0.5
0
0.5
-1
1.5
-2

Contrainte I. Unilateral. Temps t=0.00227684
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FIG. 6.82 — Comparaison de ox. Schéma centré (gauche) et décentré. Instants t = 1.71073 4 2.61073
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Courbes 1D montrant la contrainte oy

Sur la figure 6.83, on présente une comparaison du calcul des contraintes o
et le schéma décentré. La contrainte est calculée sur une ligne horizontale, située a 'ordonnée milieu
y = 10; elle part du point (0,10) au point (20,10) et le calcul est fait en trois instants. La fissure est
située a l'abscisse z = 12.25. Comme sur les instantanés 2D (fig.6.82), on peut voir que le schéma

h
TT

centré implicite produit moins d’oscillations que le décentré implicite.
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FIG. 6.83 — Comparaison centré unilatéral - décentré. Contrainte o,
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Fissure droite parallele au maillage: comparaison des schémas centré et décentré dans

le cas unilatéral

6.3.2.2 Exemple d’une source de cisaillement

Instantanés 2D comparant la contrainte oy

Sur la figure 6.84, on montre une comparaison pour la contrainte oy = 0., calculée pour la
condition de contact unilatéral, entre le schéma centré implicite et le schéma décentré implicite. On
observe que des oscillations apparaissent pour o dans le cas unilatéral, pour les deux schémas, alors
qu’elles n’apparaissent pas pour la condition de surface libre. Ces oscillations sont plus marquées pour
le schéma décentré que pour le schéma centré. Elles sont assez nettement visibles sur les deux schémas.
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6 Contrainte £y. Unilateral. Temps t=0.00170763 6
20 ’éw 20 )é‘IO
1a& 1a&

2 2
16 16
14 . 14 .
. 7N . 7N
. .
> 10

N | N |

o
o

Contrainte £y. Unilateral. Temps t=0.00227684

6 Contrainte £y. Unilateral. Temps t=0.00227684 6
20 ’éw 20 )é‘IO
18 18
2 2
18 18
14 14 -
1 f 1
12 12
r
> 10 0 > 10 0
-1 -1
8 8
4 4
-2 -2
H H
% 5 10 15 P - % 5 10 15 P -
X X
Contrainte . Unilateral. Temps t=0.00265631 10° Contrainte . Unilateral. Temps t=0.00265631 10°
20 % 20 %
18 18
2 2
18 18
-
14 14 4
1 ’ 1
> 10 ] > 10 ' 0

ro

FIG. 6.84 — Comparaison de ox. Schéma centré (gauche) et décentré. Instants t = 1.71073 4 2.61073
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6.3.3 Comparaison de résultats pour deux positions d’une fissure droite par rap-
port au maillage

On fait ici une comparaison entre deux configurations de fissure. On compare les résultats obtenus
pour le cas d’une fissure droite finie montrés en 6.3.1 & ceux obtenus pour une fissure droite inclinée par
rapport au maillage. Cette comparaison est faite pour les mémes données dans les deux configurations.
La fissure inclinée est une droite diagonale issue du point (7.41,4.22), allant au point (15.78,12.60).
La source étant a symétrie radiale et le milieu étant homogene et isotrope, on doit obtenir les mémes
résultats, a une rotation pres. Sur la figure 6.85, on observe la position de la fissure par rapport au
maillage. On voit également le support de la source extérieure considérée.

« Point d’ observation sismogramme

vE
-]
—
=
o
D

\g\%\\\\\%f

].5‘.)

AN

Fi1a. 6.86 — Disposition des points d’observation
F1G. 6.85 — Principe de ’expérience pour le sismogramme

La figure 6.86 indique les points d’observation servant pour les sismogrammes présentés sur les figures
6.88 et 6.93.

6.3.3.1 Exemple d’une source de pression

Instantanés 2D représentant la norme du déplacement

Sur la figure 6.87, on compare la norme du déplacement, calculée pour les deux expériences, pour
le schéma centré implicite. On ne représente que les résultats obtenus par le schéma centré implicite.
Les résultats obtenus pour le schéma décentré implicite sont quasiment identiques en ce qui concerne
le déplacement. On peut voir que quelques oscillations apparaissent le long de la fissure, pour le cas
diagonal. Il y a de petites différences pour 'onde transmise, mais les résultats se ressemblent assez
nettement.

165



Comparaison de résultats pour deux positions d’une fissure droite par rapport au
maillage

Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0.00151788 10 Norme du deplacement. Unilateral. Temps t=0.00151788 10
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Fi1G. 6.87 — Comparaison de la norme du déplacement. Schéma centré. Instants t = 1.51073 a t =
2.61073
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Courbes 1D représentant le déplacement

Sur la figure 6.88, on présente le déplacement normal et tangentiel au cours du temps en trois points
de I'espace, montrés sur la figure 6.86, pour les deux positions de fissure. Les résultats sont semblables
pour les deux positions.
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Fia. 6.88 — Déplacements en fonction du temps, normal (gauche) et tangentiel. Points (9.5,11),
(10.5,6.1) et (12.6,9.5)



Comparaison de résultats pour deux positions d’une fissure droite par rapport au

maillage

Instantanés 2D représentant la contrainte oy

Sur la figure 6.89, on compare la contrainte normale o = on.n calculée pour les deux expériences
par le schéma centré implicite. On voit des oscillations pour le cas de la fissure verticale, dans une
direction perpendiculaire au centre de la fissure, dans les parties transmise et réfléchie. Ces oscillations
n’apparaissent pas pour la fissure diagonale. Pour la fissure diagonale, on observe quelques petites

oscillations de faible amplitude (difficilement visibles) localisées le long de la fissure. Sans la présence
de ces oscillations, les résultats se ressemblent.
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F1G. 6.89 — Comparaison de la contrainte . Schéma centré. Instants t = 1.71073 4 2.61073

168



Résultats numériques

Sur la figure 6.90, on compare la contrainte normale calculée pour les deux expériences par le
schéma décentré implicite. Comme pour le schéma centré implicite, on voit des oscillations pour le cas
de la fissure verticale, dans une direction perpendiculaire au centre de la fissure et ces oscillations sont
plus nettes pour le schéma décentré que pour le schéma centré. Ces oscillations n’apparaissent pas
pour la fissure diagonale. On observe quelques petites oscillations de faible amplitude (difficilement

visibles) pour la fissure diagonale, localisées le long de la fissure. Sans la présence de ces oscillations,
les résultats se ressemblent.
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F1G. 6.90 — Comparaison de la contrainte on. Schéma décentré. Instants t =1.71073 ¢ 2.61073
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Comparaison de résultats pour deux positions d’une fissure droite par rapport au
maillage

Pour la fissure inclinée par rapport au maillage, on observe, sur la figure 6.91, les instantanés 2D
de la contrainte o en trois instants, pour les schémas décentré et centré. Les contraintes présentent
des oscillations assez marquées situées le long de la fissure et aux pointes de la fissure et semblent
identiques pour les deux schémas. Il semble que ces oscillations sont liées a la position de la fissure
par rapport au maillage. Ces oscillations sont liées aux modes parasites introduits par I’élément P{”SC
(voir section 3.7). On verra en 6.4.2 qu’introduire de 'amortissement sur les modes parasites permet
d’éliminer ces oscillations (figs. 6.105, 6.107).

Contrainte SXXH. Unilateral. Temps t=0.0022887 5?6 Cantrainte SXXH. Unilateral. Temps t=0.0022887 5?9

3
2.5
2
1.5
|
0.5

3
2.8
2

15
:
0.5
0
05
-1
15
Lo

4]
0.5
1
15
-2

Contrainte SXXH. Uni Temps t=0.00260888 &
510

X1’
3

2.5

2

15

5
25
2
15
'
0.5
0
0.5
-1
15
-2

'
0.5
0
0.5
-1
15
-2

X1’
3
2.5
2

15
1

X 10°
3

2.5

2

1.8

i
05

0
-0.5
-1
15

0.5
4]
0.5
1
15
-2

-2

FIG. 6.91 — Comparaison de 0. Schémas centré (gauche) et décentré. Instants t = 2.21073 ¢2.81073
6.3.3.2 Exemple d’une source de cisaillement

On considere ensuite la source de cisaillement donnée par (6.24).
Instantanés 2D représentant la norme du déplacement
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F1G. 6.92 — Comparaison de la norme du déplacement. Schéma centré. Instantst =1.51072 ¢ 2.71073
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Comparaison de résultats pour deux positions d’une fissure droite par rapport au
maillage

Courbes 1D représentant le déplacement

Sur la figure 6.93, on présente le déplacement normal et tangentiel au cours du temps en trois points
de I'espace, montrés sur la figure 6.86, pour les deux positions de fissure. Les résultats sont semblables
pour les deux positions.
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Fic. 6.93 — Déplacements en fonction du temps, normal (gauche) et tangentiel. Points (9.5,11),
(10.5,6.1) et (12.6,9.5)
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Instantanés 2D représentant la contrainte oy

Sur la figure 6.94, on compare la contrainte normale oy = on.n calculée pour les deux expériences
par le schéma décentré implicite. On voit des oscillations pour le cas de la fissure verticale, dans les
parties transmise et réfléchie. Ces oscillations n’apparaissent pas pour la fissure diagonale. Sans la
présence de ces oscillations, les résultats se ressemblent.
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F1G. 6.94 — Comparaison de la contrainte on. Schéma décentré. Instants t = 1.71073 ¢ 2.61073
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Comparaison de résultats pour deux positions d’une fissure droite par rapport au

maillage

Sur la figure 6.95, on compare la contrainte normale calculée pour les deux expériences par le
schéma centré implicite. Comme pour le schéma décentré implicite, on voit des oscillations pour le cas
de la fissure verticale et ces oscillations sont plus visibles pour le schéma décentré que pour le schéma
centré. Ces oscillations n’apparaissent pas pour la fissure diagonale.
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FI1G. 6.95 — Comparaison de la contrainte oy. Schéma centré. Instants t = 1.71073 ¢ 2.61073
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6.3.4 Fissures comportant un angle

On présente, sur un exemple, la mise en ceuvre de la méthode expliquée dans la section 5.2.4 pour
le traitement des fissures comportant un angle. C’est 'exemple d’une fissure en “V” dans un milieu
homogene isotrope. Le principe de I'expérience est visible sur la figure 6.96.

r C

©

F1G. 6.96 — Ezemple de fissure nécessitant un nouvel espace d’approximation pour Ay, A

Le domaine est de taille 20 x 20, la fissure est une ligne brisée comportant un seul angle. Elle est
composée d’une droite partant du point (7.54,1.71) jusqu’au point (2.51,10). De ce dernier point, elle
va jusqu’au point (7.54,18.30). Quant aux caractéristiques du matériau, la densité p vaut 1, u = 0.3,
A = 0.4. On considere sur la grille n; = n; = 400 points de discrétisation, le pas d’espace du maillage
régulier vaut h, = h, = 0.05, le pas de temps dt = 0.05. La fissure comporte n; = 193 points de
discrétisation et le pas d’espace sur la fissure vaut H = 0.1. On utilise le schéma décentré implicite
dans les résultats.

Sur la figure 6.97, on compare, dans le cas d’une source extérieure de type dérivée seconde de
gaussienne, émise depuis le centre du domaine, le multiplicateur A calculé par les deux modélisations,
une imposant la continuité de (A1,\2) visible en bleu, ’autre imposant la continuité de (Ax,Ar) visible
en rouge. Les résultats se ressemblent dans les deux cas. Cependant, on peut voir une différence en
t = 11.55 entre les deux modélisations, au point milieu de la fissure, en s ~ 10, la ou est I’angle.

Sur la figure 6.98, on compare Ar entre les deux modélisations. La encore, les résultats se res-
semblent. La discontinuité sur les sauts de déplacement due & la discontinuité de la normale est visible
méme si on suppose Ar continu, comme on peut voir en t = 10.2, ¢ = 11.55. Cependant, on peut voir
une différence en t = 12.9, en s ~ 10, ou Ap est continu dans un cas et comporte une discontinuité
dans 'autre.

Sur les figures 6.99, 6.100, on compare les premiere et deuxiéme composantes du saut de déplacement.
Les résultats se ressemblent dans les deux cas. On observe nettement que, en ¢ = 10.2, A1 et Ay ne sont
pas continus quand on impose la continuité sur Ay et Ar. On voit alors une différence située au nceud
ou la fissure comporte un angle, en s ~ 10, par rapport a la modélisation qui impose la continuité de
A1. De plus, en ¢ = 11.55, Ay n’est pas continu si (Ay,Ar) sont continus, il I'est si le couple (A1,A2)
est continu. Il est étonnant de voir qu’en ¢t = 12.9, A9 ne semble pas continu la ou la fissure fait un
angle, dans les deux modélisations. En conclusion, ce changement d’espace d’approximation pour les
multiplicateurs (Ax,Ar) modifie trés peu les résultats.
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Fissures comportant un angle
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F1a. 6.97 — Comparaison de An si (A1,A2) continu (blew), si (An,Ar) continu (rouge)
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F1a. 6.98 — Comparaison de A si (A1,\2) continu (blew), si (An,Ar) continu (rouge)
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F1a. 6.100 — Comparaison de Ay si (A1,A2) continu (blew) ou (An, A7) continu (rouge)
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6.4 Les améliorations de la méthode

6.4.1 Apport d’un post-traitement

Dans le cas unidimensionnel (section 6.1), nous avons constaté qu’un post-traitement permet
d’éliminer les oscillations parasites visibles sur les contraintes (fig.6.20). Nous avons remarqué, dans
la partie 6.3.2, la présence d’oscillations sur les contraintes (figures 6.82, 6.84) pour les deux schémas.
On étudie si une démarche semblable au cas 1D est possible & mettre en ccuvre dans le cas 2D pour
les contraintes. Nous allons utiliser un post-traitement en temps, qui consiste a faire la moyenne des
contraintes obtenues en deux instants successifs.

Exemple d’une source de pression

&

Xy

Contrainte I. Unilateral. Temps t=0.00170763 150 Contrainte I. Unilateral. Temps t=0.00170763
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Contrainte I. Unilateral. Temps t=0.00227684 Contrainte I. Unilateral. Temps t=0.00227684
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F1G. 6.101 — Comparaison de on. Schéma centré (gauche) et décentré apres post-traitement. Instants
t=1710"3% at=2610"3
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On s’intéresse a 'exemple précédent de la source de pression. La figure 6.101 présente les ins-
tantanés obtenus pour la contrainte oy apres post-traitement en temps. Les oscillations qui étaient
visibles sur une direction orthogonale & la fissure, qui passait par son centre, (voir figure 6.82) ont

quasiment disparu.

Sur la figure 6.102, on présente la contrainte agjx apres post-traitement, sur une ligne horizontale
issue du point (0,10) allant au point (20,10).
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Fi1a. 6.102 — Comparaison centré unilatéral - décentré avec post-traitement en temps. Contrainte ng
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Apport d’un post-traitement

Sur la figure 6.103, on présente la contrainte oy pour les schémas centré et décentré implicites,
apres le post-traitement déja évoqué auparavant. On peut voir que les petites oscillations visibles pour
le cas diagonal disparaissent. Le post-traitement est intéressant pour les deux schémas.

Contrainte I. Unilateral. Temps t=0.00170763 Contrainte I. Unilateral. Temps t=0.00170763
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Fia. 6.103 — Comparaison de la contrainte oy

. Schémas centré (gauche) et décentré avec post-
traitement. Instants t = 1.71073 ¢ 2.6 1073
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Exemple d’une source de cisaillement

On s’intéresse a I'exemple précédent de la source de cisaillement. La figure 6.104 présente les ins-
tantanés obtenus pour la contrainte oy aprés post-traitement en temps. Les oscillations qui étaient
nettement visibles sur la figure 6.84 ont quasiment disparu en totalité.
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Contrainte . Unilateral. Temps t=0.00227684 10° Contrainte . Unilateral. Temps t=0.00227684 10°
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F1a. 6.104 — Comparaison de on. Schéma centré (gauche) et décentré aprés post-traitement. Instants
t=1710"3 4261073
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6.4.2 Apport de 'amortissement

Sur la figure 6.105, on observe les instantanés 2D de la contrainte o, pour les schémas décentré et
centré, calculés aux mémes instants que fig. 6.91. Pour ce probléme, on a considéré de 'amortissement
pour éliminer des oscillations parasites, comme cela a été étudié et mis en ceuvre dans [49] et décrit
dans la section 3.7. On a choisi ici § = p = 9000. On observe qu’une bonne partie des oscillations le
long de la fissure et en pointes de fissure a disparu. Malgré cela, il subsiste quelques oscillations dans
la direction horizontale, davantage visibles sur le schéma décentré que sur le schéma centré.

C inte SXXH. Ur Temps t=0.0022887 Contrainte SXXH. Unilateral. Temps t=0.0022887

FIG. 6.105 — Comparaison de la contrainte ol,. Schémas centré (gauche) et décentré avec amortisse-
ment. Instants t = 2.21073 ¢ 2.81073
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On observe ensuite, sur la figure 6.106, la contrainte ¢”, calculée sur une ligne 1D, de direction
diagonale, perpendiculaire a la fissure. Cette droite est issue du point (0,20) jusqu’au point (20,0),
la fissure est située a l'abscisse 17.32. On représente, sur la gauche, la contrainte ai‘x calculée par
les schémas centré et décentré. Le schéma décentré présente davantage d’oscillations que le schéma
centré. On montre, sur la droite, les contraintes apres post-traitement, post-traitement identique a
celui utilisé pour la fissure verticale (fig.6.102). Cette fois-ci, le post-traitement n’élimine que quelques
oscillations, il parait donc moins efficace sur cet exemple que sur 'exemple précédent.

5 Contrainte o). t=2.3e-3

i h —trai =2 36—
« 10 6 Contrainte oy, apres post-traitement. t=2.3e-3

— Decentre — Decentre
— Centre — Centre

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
s s
10° Contrainte of). t=2.6e-3 10° Contrainte of), apres post-traitement. t=2.6e-3
X X

-3
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10

5 Contrainte (S';X. t=2.8e-3 5 Contrainte UQX apres post-traitement. t=2.8e-3

— Decentre — Decentre
— Centre — Centre

F1G. 6.106 — Comparaison des schémas centré-décentré sans post-traitement (gauche), avec post-
traitement en temps (droite). Fissure diagonale. Contrainte o,
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Apport de 'amortissement

Sur la figure 6.107, on observe la contrainte o, calculée sur la direction diagonale 1D, identique &
celle utilisée fig. 6.106. On peut voir que, pour cet exemple, le post-traitement élimine la plupart des
oscillations qui n’ont pas été amorties. D’'une maniere générale, le post-traitement en temps améliore
les résultats, a condition d’introduire de 'amortissement sur les modes parasites du déplacement, pour
les configurations de fissure qui le nécessitent.

5 Contrainte of,. t=2.3e-3 s Contrainte of apres post-traitement. t=2.3e-3

3 ‘ ‘ ‘ ‘ 3x10 ‘ ‘ ‘ ‘
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Fia. 6.107 — Comparaison des schémas centré-décentré avec amortissement sans post-traitement
(gauche), avec post-traitement en temps (droite). Fissure diagonale. Contrainte o,
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6.4.3 Sur l’intérét des éléments circulaires

Sur les figures 6.108 et 6.109, on présente une comparaison entre éléments circulaires et éléments
rectilignes pour approcher la fissure circulaire étudiée sur les figures précédentes. L’implémentation
d’éléments circulaires a été expliquée dans la section 5.2.3. On montre ici les applications.

Pour le premier exemple (fig. 6.108), pour la discrétisation, on considere toujours n; = n; = 400
points de discrétisation en espace. Le pas d’espace sur le maillage régulier est h, = h, = 0.05, le pas
d’espace sur le maillage de la fissure est H = 1.078, le pas de temps est At = 0.05. La fissure est un
cercle de rayon R = 5.5 centré en (10,10). Le nombre de degrés de liberté sur la fissure est n y = 32 pour
les deux types d’éléments. L’utilisation d’éléments circulaires (a gauche) donne de meilleurs résultats.
Des oscillations apparaissent au niveau de la fissure pour les éléments rectilignes, essentiellement pour
I’onde transmise.

Pour le deuxieme exemple (fig.6.109), pour la discrétisation, on considere n; = n; = 400 points de
discrétisation en espace. Le pas d’espace sur le maillage régulier est h, = h, = 0.05, le pas d’espace sur
le maillage de la fissure est H = 0.0864, le pas de temps est At = 0.05. La fissure est encore un cercle
de rayon R = 5.5 centré en (10,10). Le nombre de degrés de liberté sur la fissure est ny = 400 pour
les deux types d’éléments. Cette fois-ci, les résultats sont semblables pour les deux types d’éléments
et on ne voit quasiment pas de différence. Il semble que les éléments circulaires donnent les mémes
résultats que les éléments rectilignes, si ’on a considéré un nombre de points assez grand sur la fissure.
Cependant, pour un petit nombre d’éléments sur la fissure, il est plus intéressant d’utiliser des éléments
circulaires que des éléments rectilignes, comme on a pu le voir sur la figure 6.108.
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Sur ’intérét des éléments circulaires

Eléments circulaires

Eléments rectilignes
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F1G. 6.108 — Comparaison entre éléments circulaires (gauche) et éléments rectilignes (droite). 32

éléments
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Eléments circulaires
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F1a. 6.109 — Comparaison entre éléments circulaires (gauche) et éléments rectilignes (droite)
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6.5 Une expérience plus réaliste de controle non destructif

Dans cette partie, on présente les résultats pour un exemple plus réaliste. Les résultats ont été
obtenus au sein de la Division Recherche et Développement d’E.D.F. Clamart, Département SINE-
TICS. La méthode de résolution présentée dans ce rapport a été intégrée au code Athena d’E.D.F.,
qui simule la diffraction d’ondes élastiques pour des matériaux fissurés. On présente sur la figure 6.110
le principe de 'expérience. Un capteur est situé sur le bord haut de la piece. Le capteur joue le role
d’émetteur et de récepteur: il envoie le signal et le recoit. Pour avoir des résultats significatifs, il faut
considérer plusieurs positions initiales du capteur sur le bord haut. Pour chaque position initiale du
capteur, on enregistre le retour regu. On présente ’exemple “L60”, cela signifie que I’on émet une onde

de pression “L” a une incidence de 60 degrés. La fissure est une fissure verticale située dans le coin
bas-droit. On suppose une condition de surface libre sur le bord bas.

[ Capteur
P P
M M
L L
I
Surfacelibre

Fi1a. 6.110 — Principe de l’expérience

Les dimensions du probleme sont les suivantes: on considere un domaine de taille 0.06m x 0.03 m.
La fissure est située en = 0.059m et a une hauteur de 5mm. La fréquence de la source est f =2 Mhz.
Le matériau est homogene et isotrope, de densité o = 7700kg.m ™3, de vitesse Vp = 5900 m.s~1,
V, = 3230m.s~ L.

On présente sur la figure 6.111 des instantanés de la norme du déplacement. La source est émise
depuis le bord “haut” de la piece. On voit 'onde se propager jusqu’a la fissure. A I'instant t = 16.910 76,
on observe 'interaction de I’onde avec la fissure: on peut voir qu’une partie de I’onde est transmise a
travers la fissure, et une autre partie est réfléchie. Sur les instantanés suivants, on distingue nettement
I’onde réfléchie par la fissure.
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t=4210"6 t=28510"°6

P

[T3 1Y

t=12.710"6 t=16.910"6

t=21.210"°6 t=25410"°6

Fi1a. 6.111 — Instantanés 2D de la norme du déplacement
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On va souvent utiliser dans la suite les termes d’Ascan et Bscan. Un Ascan correspond a un
sismogramme. Il correspond a 1’évolution du déplacement regue par le capteur, pour une position
initiale donnée. Le Bscan regroupe ’ensemble des Ascans, pour les différentes positions initiales du
capteur.

On présente sur la figure 6.112 le Bscan des vitesses obtenu pour le cas surface libre, pour ’exemple
“L60”. La figure 6.113 présente le Bscan des vitesses correspondant a I’exemple contact unilatéral. En
abscisses, figurent les positions successives du capteur, en ordonnées, figurent les itérations en temps.
Pour obtenir ces figures, il a donc fallu exécuter une quarantaine de simulations numériques, a chaque
simulation correspond une position initiale du capteur.

2500 2500

1000 | 12 1000 t 12
€ €

Fig. 6.112 — BSCAN de la wvitesse. Fiac. 6.113 - BSCAN de la wvitesse.
Ezxpérience L60. Cas surface libre Ezpérience L60. Cas contact unilatéral

On peut voir que les deux Bscans sont tres ressemblants. Le Bscan correspondant a la condition
unilatérale a une amplitude légerement inférieur a celui correspondant a la condition de surface libre. Si
I’on avait observé les Bscans en déplacements, on aurait vu beaucoup plus de différences. Cela signifie
que les résultats en déplacements comportent un mode constant. En dérivant, ce mode disparait. De
plus, au vu des Bscans en vitesse, l'intérét de prendre en compte des conditions aux limites de contact
unilatéral par rapport a celles de surface libre semble peu visible.
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Chapitre 7

Perspectives

Dans ce chapitre, on présente quelques perspectives et de nouveaux problémes. Une premiere
perspective est de prendre en compte sur la fissure d’autres conditions aux limites de contact.
Un premier exemple est le probléme de pénalisation (appelé aussi compliance normale). Ces
conditions aux limites sont trés souvent employées pour des problemes théoriques mais aussi
pour des problemes numériques. Un autre exemple est le probleme avec conditions aux limites
de frottement de Tresca, avec contact bilatéral, exemple classique de problemes de contact. Un
dernier exemple correspond au probléeme de contact unilatéral avec frottement de Coulomb.
Dans cette partie, on propose les formulations en domaines fictifs correspondantes, du méme
type que (3.2). Une autre perspective est la prise en compte d’une loi viscoélastique de Kelvin-
Voigt, déja utilisée dans le chapitre 2. On présente ici une méthode de résolution du probleme
avec contact unilatéral, sans frottement, dans le cas unidimensionnel seulement.

7.1 Probleme pénalisé

De nombreux problémes de mécanique du contact utilisent des conditions aux limites de type
compliance normale (voir dans [37]). Ces conditions aux limites ont été vues une premiere fois dans le
chapitre 2, pour obtenir I’existence d’une solution d’un probléme de contact unilatéral avec frottement
non local par une méthode de pénalisation. De plus, mécaniquement, utiliser de telles conditions aux
limites signifie que I'on autorise le corps a pénétrer ’obstacle, dans le cas du contact unilatéral entre un
corps et un obstacle. Ce phénomene de pénétration est compensé par le fait que la contrainte normale
du corps (réaction), sur la surface de contact, a une norme tendant vers l'infini.

On note ®(v) = max(0, — v) pour tout scalaire v. Les conditions aux limites sur la fissure sont les
suivantes, en considérant toujours ’absence de frottement:

on(u) = —Cn @([un])™, or(u)=0. (7.1)
Cn est un réel positif quelconque, my est un entier supérieur ou égal a 1.

7.1.1 Formulation en domaines fictifs

Ce type de conditions aux limites peut étre traité par une formulation en domaines fictifs, sem-
blable a (3.2).
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Estimations d’énergie

Trouver (o,u,Ar,Ay) : ]0,7] — X x M x Lt x G tels que

(2% v) - dlow) ~ (fo)¥ve M. (0

a(o,7) +d(T,u) +bn(T,AN) + br(T,AT) =0,VT€ X, (44)
by(o,uN) = —Cn (P(AN)"™N,un) Y un € G, (i)
by (o o) —0,¥pre Ly (iv)

L’équivalence entre la formulation (7.2) et le probleme de 1’élastodynamique comprenant la condition

aux limites (7.1) est immédiate, si et seulement si Ay = [ur] et Ay = [un].

7.1.2 Estimations d’énergie

Proposition 7.1 Si la solution du probléeme (7.2) est suffisamment réguliere, ’énergie continue £ est

donnée par la relation suivante.

1 ou Ju Cn

&) = jaloo) + 5 AT e ——"

5 (®(A)" .

De plus, elle satisfait, a tout instant t, la relation suivante:

Démonstration

L’énergie continue est obtenue & partir de (7.2). Pour cela, on suppose que du/dt € M. On remplace

la fonction test v € M par du/0t dans (7.2)-(7).

d%u du ou
(QW’E) - d(”»a) = (f»a)-

On suppose que IAN/Ot € G, OAp/Ot € L. On dérive la relation (7.2)-(i¢) par rapport au temps,

et on choisit comme fonction test o. On utilise ensuite (7.2)-(47).

Oo ou o\ N ({9)\'1"

a(50) +d(o,—-) +bn(o,— =) +br(o,—5=) =0,
a7 0) +dlo, ) — (@O ) 4 by, 20T =0,

On a, pour presque tout ¢ > 0, ot v est une fonction suffisamment réguliere définie sur R ™,

L (B = —mB(u(0) ™ (1), ¥ m e N,

Comme le terme lié au frottement s’annule, on obtient, par addition,

0*u Ou 0o my OAN
(QW’E) + G(E,U) - Cn(®2(Aw) ’W) = (f»a),
1d, uou Td Ox 4 gyt _ (g
5398 o) Ta gt T e =g
D’ou
Ay _ L udu 1d Oy d g i
dtg(t) = th(Q iR 6t>+ 2dta(030)+ mN+1dt((I)()\N)) = (f, 875) u
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Perspectives

En pratique, on choisit souvent my =1 et Cy = 1/e avec ¢ petit.

La résolution numérique associée a ce probleme est difficile. Si ’on cherche un schéma centré, on
est amené a résoudre un probléeme non linéaire. Il semble plus aisé de considérer un schéma décentré
qui contient le terme pénalisé exprimé a l'instant n — 1. On a alors a résoudre seulement un systeme
linéaire.

7.2 Frottement de Tresca

Le probléme de frottement de Tresca a été souvent étudié dans la littérature, car il s’agit d’un
exemple relativement simple. Par exemple, il a été utilisé dans [46, 33, 28]. Néanmoins, cette condition
modélise un phénomene peu réaliste mécaniquement mais souvent utilisé numériquement. Dans un
premier temps, je présente les conditions aux limites en déplacements.

7.2.1 Formulation des conditions aux limites en déplacements

On désigne par g le seuil de frottement de Tresca. Ce seuil est défini sur I" et il dépend du temps.
Par souci de simplicité, on suppose g € L>(0,T;L>*(T")) et g > 0. Les conditions aux limites en

déplacements s’écrivent, ou ||.|| désigne la norme euclidienne d’un vecteur,
[un] = 0 sur ]0,T'[xT,
0 our
lortw)| <9 = 5 - Z5F =0 (7.3)
|er(w)|| = HU}_(u)H < g sur |0,T[xT et ’

Gu}' Our

lor(uw)||=9 = 3a=0,—/+ — = —aor(u).

ot ot
Rappelons que, par convention, on a défini [vr] = —( 'v;: — vp) pour tout v € [H(Q)]%
duf  Oug 0
Ainsi la relation 3 o > 0 Pr Hr__, or(u) s’écrit 3a > 0, [uz] =aor(u).

T Ot ot

7.2.2 Formulation en déplacements-contraintes-sauts de déplacements

Notre but est de proposer une formulation en domaines fictifs du probleme avec frottement de
Tresca. On présente ici les conditions aux limites équivalentes a (7.3) formulées avec les variables
(o,u,Ar). Rappelons que Ay = [un] et Ar = [ur]. Les conditions aux limites s’écrivent

AN =0 sur |0,T[xT,
OAT
<g=—7—"7"=0,
llor|| < gsur]0,T[xT et lozl[ <9 ot (7.4)
lorl|=9 = 3a>0,—* =aor.

ot

7.2.3 Inéquation variationnelle équivalente

Nous avons besoin de prendre en compte sous forme faible la condition aux limites (7.4). Il existe
une inéquation variationnelle qui est formellement équivalente & la condition (7.4). Cette inéquation
est donnée dans le lemme suivant:

Lemme 7.1 Les conditions auz limites (7.4) sont équivalentes a Ay = 0 et a 'inéquation variation-

nelle suivante:

oA oA
[ 9zl = 12551 = orpar = Z55) ds = 0. Yz © L (7.5)
I
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Inéquation variationnelle équivalente

Démonstration

On suppose que les conditions aux limites (7.4) sont vérifiées. On consideére la partition suivante
de I', en un instant ¢ donné,

I'={s € I'[lor(s)l| < g(s;t) } U{s € T\ [lor(s)]| = g(s;t) } =T UT .

En utilisant cette partition, on obtient, en un instant ¢ donné,

o OAT oA
/GT.(HT— —T)ds = / (,uT——)ds—{—/ O'T.([LT——T)dS,VuT € L.
r ot T, ot T, ot

oA
Selon (7.4), on a 8—1‘,T =0surI', . D’ou

oA
/ O'T.([LT — 8—ZL,T)dS = / O'T.[LTdS.
r Iy

S

Or, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

/ gllpr|| — or.prds > 0,V pur € L. (7.6)
FS
— OAT
Sur ', on a ||or|| = g. Selon (7.4), il existe o > O,W = a or. Donc,
oA O\ (9}\
/ oT. Tds—a/||0'T||2ds d’Ou/ qll T|| T s = 0.
r 0 T, C ot
E
En utilisant Cauchy-Schwarz, on obtient
/ gllpr|| — or.prds > 0,V pur € L.
FE
D’ou
O
(HNTH—H H)—UT (bt ——5~)ds 20,YV pr € L. (7.7)
E
En additionnant (7.6) et (7.7), on obtient, pour tout g € L.
OAT O
[ ozl = 155D = ortor = Gy ds+ [ gl = 15D = ox-ur - Z5E)ds > .
g g
D’ou (7.5).
Réciproquement, supposons que (7.5) est vérifiée. On a, pour tout pur € L,
8)\T 8)\T 8)\T
T o — 22T ds > _ AT s > 0,
[ oz = 5T ~ omtur — 505 = [ gl = 1571 - oo — 23T as =
. . . OAT
D’ou |lor|| < g, presque partout sur I'. De plus, en choisissant g = 0 (respectivement g = 2 W),
on obtient
O BAT
d > 0
[ol5E I —or S s =
I H‘”Tu r o5t 2 0
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D’ou
OAT BAT
ds = 0.
[ oI55 o2 s
oA oA oA oA
Comme g H—TH —or. 2L > 0sur T, on en déduit g H—TH 1. L — ) presque partout sur I'.

ot ot

Rappelons 1’équivalence suivante, pour tous éléments a,b de R? et ¢ > 0,
Si|p||=c3a >0,a=ab
cllal| = b.a avec ||b]| < ¢ <
Si [[b]| < ¢, alors a = 0.

OAT

WzaaToubienH0'T||<g, etaL—O Dou (7.4). A

On en déduit |lor|| =g, et 3a > 0, 5

7.2.4 Formulation en domaines fictifs

On introduit la fonctionnelle suivante:
o G = Ro() = [ gllullds.
r
La formulation en domaines fictifs formellement équivalente au probleme (7.3) est la suivante:

Trouver (o,u,Ar) : ]0,7[ — X x M x Lt tels que

d%u )
(gﬁ,v) —d(o,w) =(fw),Yve M, (i)
a(o,T) +d(T,u) + br(T,AT) =0VTeX, (i) (7.8)
OAT o
br(o,pur — W) = Jo(kr) + Jjo( 8tT) <0Vpre Lr. (i)

7.2.5 Estimations d’énergie
Proposition 7.2 Si la solution du probléeme (7.8) est suffisamment réguliére, [’énergie continue £ est
donnée par la relation suivante.
1 Ou Ou
Et) =<
(1) = g alo,0) + 5 (05, T0).

De plus, elle satisfait, a tout instant t, la relation suivante:

t AT t ou
et =20~ [ GEas+ [ (1.5
Démonstration

L’énergie continue de la solution (o, u, Ar) du probleme (7.8) est

1 ou Ou
Et) ==
(1) = Jaloo) + 5 (05, %)
Cette énergie est obtenue a partir de (7.8). Pour cela, on suppose que du/dt € M. On remplace la
fonction test v € M par Ou/0t dans (7.8)-(7). On suppose que OAr/dt € Lp. On dérive la relation

(7.8) (zz) par rapport au temps, et on choisit comme fonction test o. Apres addition, il vient

O%u Ou Jo OAT
(QWaE)_{_ (at o) +br(o, ot )-(f»g)-
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7.3 Frottement de Coulomb

En prenant pur = 0 et pp = 2 (0Ar/0t) dans la relation (7.8)-(7iz), on obtient

OAT L OAT
br(@,5F) = (5T 2 0
I1 découle
d&€ OAT

ou )
7 (f,a)—Jo(W)-

L’énergie vérifie alors

et) =) - [ B+ |15 ds m

L’énergie continue est décroissante si 'on n’impose pas de source extérieure (f = 0) mais seulement
des conditions initiales.

7.3 Frottement de Coulomb

Le frottement de Coulomb étant le plus réaliste comme type de frottement, on va s’intéresser a celui-
ci. Au niveau théorique, il n’y a pas de résultats d’existence en élastodynamique avec contact unilatéral
et frottement de Coulomb. Un résultat d’existence mathématique est prouvé dans ce mémoire (voir la
partie 2.3.6) pour un matériau viscoélastique de type Kelvin-Voigt, et le frottement est supposé non
local, c’est-a-dire qu’une régularisation du tenseur des contraintes est supposée.

7.3.1 Formulation des conditions aux limites en déplacements

On considere une loi de frottement locale, c’est-a-dire sans régularisation, au contraire de la partie
2.3.6. p désigne le coefficient de frottement de Coulomb, on le suppose positif ou nul, indépendant du
temps et p € L>(I).

Les conditions aux limites de frottement de Coulomb sur I' s’expriment de la maniere suivante,
avec u le déplacement et ||.|| représente la norme euclidienne,

or(u —pon(u Olur]
o] < ~sovta) sue e e { 17N <o Tgm =0 o
llor(u)|| = —pon(u) =IFa > 0,1 = aor(u).

7.3.2 Formulation en déplacements-contraintes-sauts de déplacement

Comme pour le probleme de Tresca, il est nécessaire d’écrire les conditions aux limites en intro-
duisant les variables o, A1 ,Ay, en vue de 'obtention de la formulation en domaines fictifs.

La condition de Signorini est identique a celle formulée dans (1.9). Désormais, la trace tangentielle
de la contrainte n’est plus nulle mais obéit a la loi de Coulomb. Les conditions aux limites de frottement
de Coulomb sur I' s’expriment alors de la manieére suivante, ou les inconnues sont o, u, A1 ,AN.

O
HO'TH < —UWOoN = a—t’r :0,
HO'TH < —pop sur |0,T[xT" et g (7.10)
llor||=—pony = Ja > 0’—81‘, =aor.
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7.3.3 Inéquation variationnelle équivalente

Nous avons besoin de prendre en compte sous forme faible la condition aux limites (7.10). Il existe
une inéquation variationnelle qui est formellement équivalente a la condition (7.10). Cette inéquation
est donnée dans le lemme suivant:

Lemme 7.2 Les conditions auz limites (7.10) sont équivalentes a l'inéquation variationnelle suivante:

oA oA
[ =l Clpll = 12511 = ooz = 5F)ds = 0. ¥z € L. (711)

Démonstration

La démonstration est strictement identique a la preuve du lemme 7.1, qui traite de la condition
aux limites avec frottement de Tresca. Il s’agit seulement de remplacer g par —puoy. W

7.3.4 Formulation en domaines fictifs

On introduit la fonctionnelle suivante & valeurs dans IR:
jii X % Lr =R ji(owr) = — [ powurl]ds.
r

On propose la formulation suivante en domaines fictifs du probléme de I’élastodynamique en
présence de contact unilatéral et de frottement de Coulomb sur la fissure:

Trouver (o,uAr,Ay) : 10,7 — X x M x Lt x L}, tels que

( O%*u .
(Qﬁav) - d(o-’v) = (fav)a \V/'U S M’ (Z)
a(o,m)+ d(T,u) + bp(T,Ar) + by (T,AN) =0vVTeX, (11)
7.12)
bN(O',/JN — )\N) < O,V UN € Lj\}, (ZZZ) (
oA ) ) oA .
br(o.pr — —55) = iopr) + (e —55) <OVure Ly, (iv)

7.3.5 Estimations d’énergie

Proposition 7.3 Si la solution du probléme (7.12) est suffisamment réguliere, I’énergie continue &
est donnée par la relation suivante.

1 1 Ou Ou
E(t) = 560(0,0) t3 (QE’E)'

De plus, elle satisfait, a tout instant t, la relation suivante:
e) =60 - [ 0. 285+ [(1.5%)a
= — o,——)ds — ) ds.
0 Wil Ot 0 "ot
Démonstration

L’énergie continue de la solution (o, u, Ar,Ax) du probleme (7.12) est

1 1 0Ou Ou
Et) = 560(0,0) t3 (QE’E)'
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7.4 Probléme viscoélastique de Kelvin-Voigt

Cette énergie est obtenue a partir de (7.12). Pour cela, on suppose que du/dt € M. On remplace la
fonction test v € M par du/0t dans (7.12)-(z). On suppose que dA\y /0t € G et OAr/0t € L. On
dérive (7.12)-(ii) par rapport au temps, et on choisit comme fonction test o. Apres addition, il vient

?u Ou oo OAN OAT ou

(QW’E) + a(a#’) + bN(mw) + br(o, 5 ) = (f,a)-
OAN

Or, il est clair que by (U,—t) = 0 par le méme argument que celui utilisé dans le paragraphe 3.4. De

plus, en prenant pur = 0 et pup = 2 (OAr/0t) dans (7.8)-(ii3), il vient alors

({9)\'1" . a)\T
— —) > 0.
On obtient donc i (f,a) — ]1(07W)-

L’énergie vérifie alors

E(t):é‘(o)—/o jl(a,a(;\—f)dw/o (f,%)ds. m

L’énergie continue est décroissante si 'on n’impose pas de source extérieure (f = 0) mais seulement
des conditions initiales.

7.4 Probleme viscoélastique de Kelvin-Voigt

Dans cette partie, on cherche a approcher numériquement le modele viscoélastique de Kelvin-
Voigt, présenté auparavant et utilisé dans le chapitre 2 pour obtenir un résultat d’existence avec
contact unilatéral et frottement non local. Les seuls résultats numériques présentés le sont dans le cas
unidimensionnel. Une perspective de travail est de passer aux dimensions supérieures. On rappelle les
équations du probléme, sans préciser dans un premier temps la condition de Signorini sur la fissure.

d*u ou

o5z leU(UaE) =f dans 10,77 x ©,

‘7(“78_u) = Ce(u) + Be(a—u) dans 0,7 x Q, (7.13)
ot ot

u =0 dans ]0,T[ x T},

Les tenseurs B et C vérifient les propriétés de symétrie et d’ellipticité habituelles (voir (1.2)). On
s’intéresse a obtenir un schéma numérique adapté a cette loi de comportement.

7.4.1 Probléme 1D

On considere la formulation mixte suivante en contraintes-déplacements dans laquelle on introduit
les coefficients réels © > 0 et € > 0.

2
Q% —dive =f dans 0,7 x £,
2
o = H% + E'ugmgt dans ]0,77] x €2, (7.14)
u =0 dans |0,7[x I'j,
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La formulation variationnelle mixte équivalente est la suivante:
Trouver (o,u) : 0,7 — X x M et

(2% ) — d(ow) _(fu) Veem
1% ot? U o,v o = (/v v , (7.15)
a(077)+d(T,u)+ed(T,E) =0 vVreX.

1
On pose a(o,7) = / —o.7dz et d est défini comme dans (1.12).
QH

7.4.2 Approximation numérique

Un schéma simulant ce type de loi de comportement est soit implicite, soit explicite avec une
condition de stabilité du type At/h? < C. Le schéma centré (7.16) décrit dans la suite est incondition-
nellement instable en 1D, cela a été démontré dans [18] et a été vérifié par des essais numériques en 1D.

Trouver (X" U tels que

UnJrl —2U™ + Unfl

M, Nz — DY" =F",
EnJrl 4 Erf Un+1 L gn Un+1 _yn (7'16)
M, D* Df——— =0.
> SR At
Le schéma implicite centré qui a été utilisé est le suivant:
Trouver (X712 U+ tels que
Urtl —opn 4 yn-1 sn+1/2 4 s n—1/2
g + D + _
At? 2
UnJrl un UnJrl _yun
Myxrt1/2 4 D*i—i_ +eDF— =0.
2 At
On note K = D M;! D*. Le schéma s’écrit, avec une formulation en déplacements,
UnJrl _oyun Unfl UnJrl ou™ Unfl UnJrl o Unfl
M, i + K + i +eK—— =F".
At? 4 2At
Ce qui donne a résoudre, a chaque pas de temps,
M, 1 € M 1 M, 1 €
Lt ——)K|U" = 22 K| U - | 2+ (- ——)K|U" L
R RN } [ A2 ae oAy
. - o . M, 1 € s o i
Si K est symétrique définie positive, A2 + (Z + Q—At)K est symétrique définie positive, pour tout
e > 0. A chaque itération en temps, on doit résoudre un systeme linéaire.
. : ) .- M, 1 € o
Dans le cas unidimensionnel, K étant tridiagonale, N + (Z + E)K est aussi tridiagonale. Cela

peut permettre de faire le calcul plus rapidement que par les méthodes classiques de Cholesky.

Condition de surface libre

On considére la présence d’une fissure (i.e. un point en 1D). On suppose d’abord une condition de
surface libre. Il faut prendre en compte la relation suivante:

o(a) =0 sur |0,77.
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Apres discrétisation en espace et en temps, il faut rajouter '’équation suivante:
BNEn+1/2 —0.

Si on rajoute le multiplicateur A = [u] sur la fissure, on propose le schéma suivant:

Trouver (X712 U+t An+1) tels que

Urtl _opm + ynr-1 sn+1/2 + sn—1/2

M, - D =F"
! At? 2 ’
Un+1 +yun Un+1 _yn An+1 + AP An+1 — AP
Myxntl/2 p pr— 1~ Df— + By——— By——=0.
+ 5 + € AL + by 5 + € By AL 0
Ce schéma s’écrit, avec une formulation seulement en déplacements,
UnJrl —2U™ + Unfl UnJrl U™ 4 Unfl UnJrl o Unfl
M, e + K 1 + € K—2At
3 An+1 +2An _i_Anfl B An+1 _Anfl
+ DM;1BY n +eDM, 1BJ*V2—At =F",
1 1
— B M B An+1 — B M 1D*Un+1
v +2At) N N (3 +2At) N
1 1
= (-5 + E)BNM IByA™ — (— i+ E)BNM Dum.
Il faut donc résoudre, a chaque pas de temps, le systeme linéaire
M, 1 € 1 €
v — K DM_lB* 4 n+1 +1
IRV +2At) (4+2At) <U >:<'¢1n )
ByM-1D* € ) ByM-1BY € Ant+l ot
N ( + 2At) N ( +5ar) ?
On a, de plus,
2M, 1 M, 1 € _ 1 _
Frit [A—t;—§K] U"—[A—thr(Z—E)] u" 1+F”—§DM01B]*VA"N
1 €
= | -DMIBIAG (= - —
(4 2At)
+1 1 1
7y (—7 + 5By My Bk — (=1 + 5 ) By M D*U"

Condition de contact unilatéral

Pour le probleme de contact unilatéral, on considere un schéma centré implicite, comme dans le
cas élastique. On suppose ensuite une condition de contact unilatéral sur la fissure. Il faut prendre en
compte la relation suivante:

(o(a). — [u(a)] ) < 0, ¥ 1 > 0, sur J0.TT.
Apres discrétisation en espace et en temps, la discrétisation totale de la partie non linéaire s’écrit
(BN2n+1/27,u _ An+1) < 07 v L > 0.

On doit alors résoudre le probleme d’optimisation suivant:

M, 1 €
. ——)K  DM;'By(~ nt1 nt1
INCRAY! +2At) +G +2At) U )( v
1 y* —1 p* An+1 Mg—AnJrl
By M D( +2At) BNMUB( +2At)

‘7:“1n+1 - yrti N
- : >0, V= (p1,p2), p1 € R™™, g > 0.
‘7_~2n+1 o — An+1

200



Perspectives

(U™ A" sont solutions dun probléme de minimisation d’une fonctionnelle quadratique sous
contraintes de borne. Dans le cas 1D, cela donne a résoudre un probleme d’optimisation de taille
tres grosse en O(n?), ce qui entraine une durée de calcul trés longue. Il n’est pas envisageable d’appli-
quer au cas bidimensionnel un tel algorithme.

Sur les figures 7.1, 7.2, on présente les résultats issus de cette discrétisation. On montre ainsi la
norme du déplacement calculée en plusieurs instants, entre ¢ = 0 et ¢ = 12. On impose la condition
initiale ug(z) = 2exp(—(x — 7.5)?) — exp(—(z — 9)?). On suppose u; = 0,f = O, = 1,e = 1. Le
probléme est posé sur le segment [0,15], la fissure est située en a = 2.51. Les résultats sont présentés
pour n = 1800, h = 0.015, dt = 0.0045. Le calcul est fait sur un domaine élargi de telle sorte qu’il n’y
a pas de réflexion due aux bords.

On peut voir qu'une discontinuité du saut de déplacement est visible des l'instant t = 1.8. Cette
discontinuité disparait ensuite, il y a a nouveau contact, aux environs de l'instant ¢ = 11.475. Sur la
figure 7.3, on représente ’évolution de la norme du déplacement sur une échelle plus petite, a partir
de linstant ¢ = 9. On peut voir qu’a partir de ¢t = 11.475, il y a contact et 'onde est transmise (pour
une faible valeur) apres la fissure, c’est-a-dire pour = < 2.51.
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u en fonction de x. Instant t=0

5 10
X

u en fonction de x. Instant t=1.8

0.51

-0.5
0

5 10

15

0.51

-0.5
0

5 10
X

u en fonction de x. Instant t=4.5

0.51

-0.5
0

5 10

15

0.5

-0.5
0

0.5

-0.5
0

0.5

-0.5
0

u en fonction de x.

Instant t=1.125

X
u en fonction de x.

10

Instant t=2.475

10

15

X

10

u en fonction de x. Instant t=5.4

10

Fia. 7.1 — Déplacements. Schéma centré implicite. Instants t =0 a 5.4
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u en fonction de x. Instant t=6.3
- T T
1 |
i
i
i
i
i
i
0.5- B 1
i
S i
0 1
i
i
i
i
i
i
i
~05 . .
0 5 10
X
u en fonction de x. Instant t=8.1
- T T
1 |
i
i
i
i
i
i
0.5- B 1
i
i
3 I
i
o ]
i
i
i
i
i
i
i
~05 . .
0 5 10
X
u en fonction de x. Instant t=9.9
- T T
1 |
i
i
i
i
i
i
0.5( B 1
i
i
> I
i
i
I
0 1
i
i
i
i
i
i
! L L

Fi1G. 7.2 — Déplacements. Schéma décentré implicite. Instants t = 6.3 ¢ 10.8

10

15

203

0.5

-0.5 . ’
0 5 10
X
u en fonction de x. Instant t=9

‘ T T
1 |
i
i
i
i
i
i

051 | 1

i
i
i
i

u en fonction de x. Instant

t=7.2

0
i
i
i
i
i
i
-0.5 ! L L
o 5 10
X
u en fonction de x. Instant t=10.8
- T T
1 |
i
i
i
i
i
i
0.5( B 1
i
i
i
i
i

10
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u en fonction de x. Instant t=9

5 10 15
X

u en fonction de x. Instant t=10.8

0.2

0.15

0.1

0.05

-0.05

-0.1
0

5 10 15
X

u en fonction de x. Instant t=11.925

-0.05

-0.1
0

5 10 15

0.2

0.15

0.1

0.05

-0.05

-0.1
0

0.2

0.15

0.1

0.05

-0.05

-0.1
0

u en fonction de x. Instant t=9.9

u en fonction de x. Instant t=11.475

5 10 15
X

5 10 15
X

u en fonction de x. Instant t=12.6

Fia. 7.3 — Déplacements. Schéma décentré implicite. Instants t =9 a 12.6
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Sur la figure 7.4, on présente les résultats pour une valeur de ¢ = 0.01. Pour une faible valeur de €,
la loi de comportement de Kelvin-Voigt doit étre proche de I’élasticité linéaire. C’est ce qu’on retrouve
sur les résultats. On voit que les résultats ressemblent a ceux obtenus pour le cas élastique donnés sur
les figures 6.4, 6.5, dans le paragraphe 6.1.2.

u en fonction de x. Instant t=3 u en fonction de x. Instant t=3.5

0 5 10 15 0 5 10 15
X X

u en fonction de x. Instant t=4 u en fonction de x. Instant t=5

15

-0.5

0 5 10 15 0 5 10 15
X X

u en fonction de x. Instant t=6 u en fonction de x. Instant t=7

0 5 10 15 0 5 10 15
X X

u en fonction de x. Instant t=7.5 u en fonction de x. Instant t=8

Fia. 7.4 — Déplacements. Schéma décentré implicite. Instants t =3 a 8
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Annexe A

Ecriture du schéma sous forme
différences finies sans la fissure

On présente ici le schéma numérique 2D dans le cas d’un matériau isotrope. Ce schéma en
déplacements-contraintes reprend le schéma de résolution de I'élastodynamique présenté dans [50] pour
le systeme vitesses-contraintes.

Pour les déplacements, on note (u  w)* les degrés de liberté associés a 1’élément Qq, (du; dwy)?
les degrés de liberté associés & ’élément P{s¢ pour la fonction de base 2z — 1, (duy dws)! les degrés
de liberté associés & I’élément P{¢ pour la fonction de base 2y — 1.

Pour les contraintes, il existe cinq degrés de liberté en un nceud du maillage. Ces degrés de liberté

sont notés: (o, b, ol ol omy).

Soit (4,j) un nceud du maillage régulier, 1 <i <n;, 1 < j < nj;.
On note par iy < i+ 1/2, j1 < j+1/2.

Pour les contraintes, I'indice temporel n est omis, par souci de simplicité. At représente le pas de

207



temps, h; et hy

n+1
11,J1

n+1
11,71

n+1
17i17j1

du

n+1
duy

n+1
dwys, )

n+1
dws 3, )

représentent les pas d’espace en abscisses et ordonnées.

2 hya+1l,5 _ _hyi,j bai+1,j+1 _ _bi,j+1
_ 2un _,n—1 At Ozx Ogx 4 Oy Oy
- 1,J1 11,J1
Pi1,j1 2 hm 2 hx
,J+1 _ 4] +1,5+1 _ ~i+1,5
N T logtcs N Ty Ty
Y
2h, 2h,
ol L vt B st
21,71 21,J1 ’
Pi1,j1 2 hm 2 hx
Ghidtl _ gdid  goitlitl _ gitli
+ vy vy + vy Yy
)
2h, 2h,
AtQ 0’i+1’j+1 _ 0-i+1,j O-iaj-i-l _ o-ivj
- 9 dun dun—l + zry ry Yy zy
- Lit,gr o Lingn o N ’
Pi1 51 2 h, 2 hy
) A2 [ gbitLitl _ gbid+l  ghitlj _ shiis
— 2du”. . —du*t + TT TT _ Yax T
2,i1,51 2,i1,51 )
Pi1,j1 2 h:v 2 hx
st et o AP (T o ot - o
Lyi1,1 191,51 o )
Pi1,j1 2hy 2 hy
— odwn . dwnd oy A (TR 0T o oy
= 2,151 W2iig N
/)z'1,j1 2 hm 2 hm

On introduit les notations a = (V2 +2V2)2 — 8V, b = (V2 — 2V2)V2, ¢ = (V2 — 2V2)2. Les indices
temporels sont omis, car toutes les quantités sont considérées au méme instant n.

o =
_'_
_'_
=
+
+

Pix,j1 Wiy — Uin—151 @ duQ,ihjl — du27i1_1vj1 +c Wiy ji—1 — Uiy 1,511
V2 2h, 3 2h, 2h,
p
¢ dugi g1 = doi 11 Wiy — Wingio1 b AWy — AW i
3 2h, 2h, 3 2h,
p Wimljy — Witgi-1 0 dWig 15— dWii o151
)
2h, 3 2h,
Pis Uiy gy — Uiy —15y € Qg5 — dugi, 1, Y e S ek Y
V2 20, 3 20, 20,
a Ui gi1 = dUoi—1gi-1 |y Wirgy = Wingi1 b dWaaig — AW -1
3 2 h, 2h, 3 2h,
p Wity — Wi—1ji-1 | 0 dWig 1y — AW 151
)
2h, 3 2h,
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Ecriture du schéma sous forme différences finies sans la fissure

gdid P [ Yig — -1 b dug, 5, — dugy -1 g Yot~ U1y
vy V2 2h, 3 2h, 2h,
b dugyji—1 —dugi—1ji-1 | Wiy — Wi @ dwig g — dwg o
+ 3 +a - =
3 2h, 2h, 3 2h,
Lo Wistn = Wi € dWaao = AW o1
)
2h, 3 2h,
poid — Pinan [y Vigs — Wi-1g b dua g = dUg oy Uigio1 = Ui o1
w V2 2ha 3 2h, 2ha
n b dug, j—1 — dug 15,1 4o Wi = Wigi1 € Awyi 5 — AW i1
3 2 I, 2h, 3 2h,
X Wiy —1,5;7 — Wip—1,5;-1 a dWl,ilfl,jl - dWl,ilfl,jlfl
)
2h, 3 2h,
o — Din i V2 Wiy 51 — Wiy -1, + Wiy 511 — Wi —1,51-1 + WUiy,j1 — Wiy,ji—1
=
=y it Vs 2h, 2h, 2h,
I N e R }( dugi, 15 —dugg 151 dug g — dul,z'l,jl—l)
2h, 3 2h, 2h,
1( Awa,iy i — AWoii 10 AWajiy g1 — dW27irl,jrl)
3 2h, 2h,

Pour prendre en compte la fissure, il faut rajouter les contributions des multiplicateurs exprimées par
I'intermédiaire des matrices By et Bp. La relation (4.1)-(ii) précise cette contribution.
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Annexe B

Eléments circulaires sur la fissure

B.1 Calculs préliminaires

On présente un calcul d’intégrales intervenant pour la prise en compte d’éléments circulaires:

b1

D2

b3

yZ

Ps

Pe

b7

52 3 1
/ scost(s)ds = — (53 — 53) + — (4 sy sin(4sy) + cos(dsy) — 4sysin(4sy) — cos(4s1))
S

1 16 128
1
—|—§ (2 s28in(2s9) + cos(2s2) — 251 sin(2s1) — cos(2s7))
52 3 1
/ ssint(s)ds = T (53— s%) + @(4 Sosin(4 sg) + cos(4s9) — 4 sysin(4s1) — cos(4 s1))
s1

~3 (2 s98in(2 59) 4 cos(2 s2) — 251 sin(2s1) — cos(2s1))

S92 1
/ scos’(s)sin(s)ds = T (sin(2s9) — 259 cos(2s2) —sin(2s1) + 2 s1 cos(2s1))

S1

1
—i—@ (sin(4 sg) — 4 sycos(4 sy) —sin(4dsy) + 451 cos(4s1))

S92 1
/ s cos(s) sin®(s) ds = G (sin(2 s2) — 2 s2c08(2s2) —sin(2s1) + 251 cos(2s1))

S1

1
~158 (sin(4 s9) — 4 s9 cos(4sy) —sin(4s1) + 4 s1 cos(4s1))

S92 1
/ scos?(s)sin?(s) ds = — (s3 — s7) —
. 16

+cos(4sy) —4sysin(4sy) — cos(4s1))

/82 scos(s)ds = Z (s2sin(s2) + cos(sg) — s1sin(sy) — cos(s1))

S1

1
158 (4 s2sin(4 s2)

1
—i—% (359 sin(3s2) + cos(3s2) — 3 s1sin(3s1) — cos(3s1))

59 3
/ ssin’(s)ds = 2 (sin(sg) — s2 cos(sa) — sin(sy) + s1 cos(s1))
S1

1
~36 (sin(3s2) — 3s2 cos(3s2) —sin(3s1) + 3 s1cos(3s1))
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B.2 Résultats pour les contributions

pg = /52 ssin’(s) cos(s) ds = i (sgsin(sa) + cos(sa) — s1sin(s1) — cos(s1))

S1

1
~36 (352 sin(3s2) + cos(3s2) — 3 s1sin(3s1) — cos(3s1))

py = / scos?(s)sin(s) ds = 36 (sin(3s2) — 3s2 cos(3s2) —sin(3s1)

S1

+3s1cos(3s1)) + i (sin(sg) — s2 cos(sa) — sin(sy) + s1 cos(s1))

52 1 1
Pl = / scos?(s)ds = 2 (53— s2) + 3 (2 s28in(2 s9) 4 cos(2s2) — 251 sin(281) — cos(2s1))
S
132 1 1
p1 = / ssin®(s) ds = 1 (53 — 57) — 3 (2 s98In(2 59) + cos(2 s2) — 281 sin(2s1) — cos(2s1))
S
192 1
pl2 = / scos(s)sin(s)ds = 3 (sin(2 s9) — 289 cos(2 s2) —sin(2s1) + 2 $1 cos(2s1))
51

1 (sin(4s9) —sin(4s1)) + % (sin(2 s9) — sin(2s1))

cos* (sg —s1) + n

) ]

/ sin* g (sg —s1) + 3% (sin(4sg) —sin(4s1)) — % (sin(2 s2) — sin(2s1))

cos®(s) sin(s) ds = —% (cos(2s2) —cos(2s1)) — % (cos(4s2) —cos(4s1))

o = cos(s) sin®(s) ds = — = (cos(252) — cos(2 1)) + = (cos(452) — cos(d 51))
5 = [ eos?a)sin(e)ds = (s o1) = g5 (s s0) —sin(4 1)
w“ — / cos®(s) ds = * (sin(s2) — sin(s1)) + 75 (sin(352) — sin(3s1))
¢ = / sin(s) ds = —> (cos(s) — cos(s1)) + 75 (cos(352) — cos(3s1))

o = : sin?(s) cos(s) ds — i (sin(ss) — sin(s1)) — % (sin(3 55 ) — sin(3s1))

w — / cos?(s) sin(s) ds = — (cos(352) — cos(3s1) —  (cos(s2) — cos(s)
G0 = /12 cos?(s) ds = 5 (52— 51) + § (sin(252) — sin(251))

a1 = /: sin®(s) ds = % (82— 81) — i (sin(2 s2) — sin(2s1))

g2 = /82 cos(s)sin(s) ds = —i (cos(2s2) —cos(2s1))

S1

B.2 Résultats pour les contributions
Les contributions sont données dans cette section. On utilise les notations suivantes:
d=x1 — e, = —(Y1 — Ye)¥ = Te — Tig1,A = Ye — Yj11-
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Eléments circulaires sur la fissure

On rappelle que (z1,y1) sont les coordonnées du premier point de 1’élément de fissure étudié. Comme
les multiplicateurs Ay, A7 sont approchés par des fonctions P, on considere une partie “amont”
(fonction de base x) et une partie “aval” (fonction de base 1 — x), (voir fig.5.8).

Pour la contribution de o1 par rapport a la partie normale et pour la contribution de 12 par
rapport a la partie tangentielle (en partie), la contribution “amont” au point (i + 1,7 + 1) est donnée
par:

hxhlyhf / (2(s) = @1) (y(s) — ;) s mi(s) ds

1

" R%hy by by [(=8°8)p1+ 6 8% pa + (8 = 3625%) p3 + (367 5 = B*) pa + 3(6° 5 — 67 6) ps
z Ity

+ PN —B7)pe + BB+ pr+ (BN — B7) +235 B(BA+ 7)) ps

+(286B(6A—B7) + 62 (BA+87) ) po + Av6% pro + B2 Avp11 + 26 A B pra]

Pour la contribution de 011 par rapport a la partie normale et pour la contribution de 12 par rapport
a la partie tangentielle (en partie), la contribution “aval” au point (i + 1,j + 1) est donnée par:

By hly hy /:2(9”(5) — ;) (y(s) — y;) (hy — s)ni(s)ds
1

= Whhh; [(=8° B)(a1 — p1) +8 5% (a2 — p2) + (8" = 36° 5°) (45 — p3)

+ (38°8%—8Y) (g4 —pa) +3(8° B—5°0)(g5 — p5) + 0* (A — B7) (g6 — pe) + B (BA + ) (a7 — pr)
+ (BPOA=BY)+26B8(BA+67)) (g3 —ps) + (208(6X—B7) + 6> (BA+357))(q9 — po)

+ Av6% (q10 — pro) + B2 A (qun — p11) + 26 A By (a2 — pr2)]

Pour la contribution de o192 par rapport a la partie normale et pour la contribution de o1 et o9 par
rapport a la partie tangentielle, la contribution “amont” au point (i + 1,5 + 1) est donnée par:

1 52

hzhyhy / (z(s) — x3) (y(s) — y5) s n1(s) na(s) ds

= m [(52 B2)p1 + 6% B2 po — 28 B(62 — ) p3 + 20 B(6% — %) pa + (6% — B2 — 252 8%) ps
z Iy

— BO(EA—BY)pe+BBA+Y)pr+ (6B —BY) + (BA+357)(6% — 5)) ps

+ ((* =B BA=B7) — (BA+357)6B)po — 6 ABypro+ 6 BAYp11 + Av(6* — 5?) pr2]

Pour la contribution de o719 par rapport a la partie normale et pour la contribution de 011 et o9 par
rapport a la partie tangentielle, la contribution “aval” au point (i + 1,j + 1) est donnée par:

. hly hf /8182 ($(S) - l‘z) (Z/(S) — yj) (hf — s) nl(s) ng(s) ds
1

- R2hy hy hy, (6% 8%) (@1 — p1) + 6% 8% (g2 — p2) — 26 B (6% — %) (g3 — p3)

+ 26B(6% = %) (qa — pa) + (0> = B*)* —26% %) (a5 — ps) — BO (5 A — 3) (g6 — D)
+ 68(BA+67) (a1 —p7) + (8BOA = B7) + (BA+67)(8% = 5°) (g5 — ps) + ((6° = B)(6 A = B)
— (BA+37)6B) (g9 —p9) — S ABY (q10 — P10) + 6 BAY (q11 — p11) + Av(6% = B%) (q12 — p12)]
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B.2 Résultats pour les contributions

Pour la contribution de o99 par rapport a la partie normale et pour la contribution de 12 par rapport
a la partie tangentielle (en partie), la contribution “amont” au point (i + 1,5 4+ 1) est donnée par:

i ) =20 W) — ) sdte)
= m[—(5ﬁ3)1?1+535p2+ﬁ2(352—ﬁQ)p3+52(52—3ﬁ2)p4+3(5,8(ﬂ2—52)p5
+ BN B7)po+ 8 (BA+07)pr+ (87 (0A = B) — (BA+67)20 8) ps
+ (=26B(6A=B7)+ (BA+67)B%) po+ Ay B pro + 0° Ay pi1 — 2A 7§ Bp1a]

Pour la contribution de o995 par rapport a la partie normale et pour la contribution de 12 par rapport
a la partie tangentielle (en partie), la contribution “aval” au point (i + 1,j + 1) est donnée par:

o hly hy / (2(s) = 1) (y(s) = ) (hy = 8)n3(s) ds

1

= Fhayhy COP) @ =) 488 —p) + 65 - 67 05— po)

+ 6%(6° —38%) (qs — pa) + 35 B(B* — 6%)(g5 — p5) + B° (6 A — B7) (g6 — pe) + 6° (BA+67) (a7 — pr)
+ (*(6A =) —20B(BA+37)) (g5 —ps) + (2685 A— )

+ (BA+67)B8%) (g9 — po) + A7 B (q10 — pro) + 6° Ay (g1 — p11) — 2276 B (q12 — pr2)]
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Résumé

La diffraction d’ondes élastiques par une fissure dans un matériau est un probléme majeur en
controle non destructif. Une modélisation réaliste consiste a prendre en compte une condition de
contact unilatéral sur la fissure. Dans cette thése, on étudie des problémes dynamiques de contact uni-
latéral dans des milieux fissurés. Au niveau théorique, on présente un résultat d’existence pour un mi-
lieu viscoélastique de Kelvin-Voigt fissuré, pour lequel on considere une condition de contact unilatéral
avec frottement non local (régularisé). Ce résultat est obtenu en utilisant une méthode de pénalisation
et des propriétés de compacité. L’étude numérique porte sur le probleme de 1’élastodynamique avec
contact unilatéral sans frottement, qui reste un probleme ouvert sur le plan mathématique. Pour le
résoudre, on utilise la méthode des domaines fictifs. On propose pour cela une formulation du probleme
en contraintes-déplacements-multiplicateurs de Lagrange. Un élément fini Q‘liw — Pfisc — Py est utilisé
pour la discrétisation en espace et permet d’obtenir un schéma explicite en temps, par condensation
de masse. Plusieurs schémas de discrétisation en temps sont présentés: un schéma implicite décentré
dont on démontre la stabilité, un schéma implicite centré qui apparait stable au vu des expériences
numériques. Des résultats de validation sont présentés ainsi que des résultats concernant des applica-
tions plus réalistes.

Mots-clés

Contact unilatéral, fissure, frottement non local, modele de Kelvin-Voigt, élastodynamique, do-
maines fictifs.

Abstract

The diffraction of elastic waves by a crack is a serious issue in nondestructive testing. A realistic
model consists in taking into account unilateral contact conditions on the crack. In this thesis, we focus
on dynamic unilateral contact problems for cracked bodies. We first consider a cracked viscoelastic
body with Kelvin-Voigt model, for which we have unilateral contact boundary conditions with nonlocal
friction. We derive an existence result by using a penalty method and compactness results. Numerical
results deal with the elastodynamic problem with unilateral contact condition without friction. To
solve it, we use the fictitious domain method where the unknowns are stresses, displacements and
Lagrange multipliers. A finite element Q" — P{is¢ — P is used for space discretization which allows
to obtain a time explicit scheme by mass lumping. Several time discretization schemes are described:
an off-centered implicit scheme is proved to be stable and a centered implicit scheme appears to be
stable through the numerical results. Results of validation and results dealing with more realistic
applications are given.

Keywords

Unilateral contact, crack, nonlocal friction, Kelvin-Voigt model, elastodynamics, fictitious domain
method.



