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Introduction

Hilbert a montr�e �Hi�� que toute fonction non n�egative de R�x� y� est une

somme de carr�es de fractions rationnelles dans R�x� y�� il a aussi prouv�e dans �Hi��

qu
un polyn�ome non n�egatif de R�x� y� de degr�e inf�erieur ou �egal a 	 peut s
�ecrire

comme somme de � carr�es dans R�x� y�� Plus g�en�eralement� P�ster a montr�e dans

dans �Pf�� que toute fraction rationnelle non n�egative de R�x�� ���� xn� est somme

de �n carr�es d
�el�ements de R�x�� ���� xn�� Le nombre de Pythagore �nombre minimal

de carr�es n�ecessaires pour repr�esenter tout �el�ement non n�egatif� de R�x�� ���� xn�

est donc inf�erieur ou �egal a �n�

En deux variables� le nombre de Pythagore de R�x� y� est donc inf�erieur ou �egal

a 	� Cassels� Ellison et P�ster ont montr�e que ce nombre est exactement 	 � dans

�CEP�� ils d�emontrent� par le biais de l
�etude d
une certaine courbe elliptique� que

le polyn�ome de Motzkin ��� x�y�� x�y�� �x�y��� bien que non n�egatif� ne peut

pas s
�ecrire comme somme de � carr�es de fractions rationnelles� Par une m�ethode

similaire� Christie dans �Chr� a donn�e d
autres exemples de polyn�omes positifs de

R�x� y� qui ne sont pas sommes de � carr�es dans R�x� y�� En ����� Colliot�Th�elene

a prouv�e �voir �CT�� qu
en tout degr�e pair sup�erieur ou �egal a �� on peut trouver

des polyn�omes positifs de R�x� y� non sommes de � carr�es de fractions rationnelles�

Dans un premier temps� on reviendra sur la m�ethode utilis�ee par Christie�

m�ethode elle�m�eme inspir�ee de celle de Cassels� Ellison et P�ster� L
argument

central de ces deux d�emonstrations est que si un polyn�ome non n�egatif de la forme

F �x� y� � ��A�x�y��B�x�y� est somme de � carr�es dans R�x� y�� alors il existe un

point d�e�ni sur R�x� et poss�edant certaines propri�et�es �ce point sera dit sp�ecial�

sur la R�x��courbe elliptique C��
R�x� � ��� � ���� � �A�x�� � A��x� � 	B�x���

L
�equation de cette courbe est en fait une forme de Weierstrass de l
�equation

de la jacobienne de la quartique Z� � F � � d�e�nie sur le corps R�x� et un

point sp�ecial sur C��
R�x� correspond a un point qui reste toujours sur la composante

non�neutre de cette jacobienne pour tout ordre de R�x� �HM��

Pour d�emontrer que le polyn�ome F �x� y� n
est pas sommes de � carr�es� on
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�etudie donc la courbe C��
R�x� a�n de v�eri�er qu
elle ne possede pas de point sp�e�

cial� pour cela� Cassels� Ellison et P�ster� ainsi que Christie� ont e�ectu�e une

�etude complete de la courbe C��
C�x� d�e�nie par la m�eme �equation sur le corps C �x��

Une telle �etude d�ebute par le traitement des points d
ordre �ni pour s
assurer

qu
aucun d
entre eux n
est sp�ecial� mais la principale di�cult�e reste le cas des

points d
ordre in�ni� Cassels� Ellison et P�ster ont donn�e une m�ethode utilisant�

entre autre� l
analogue du th�eoreme de Mordell�Weil pour les corps de fonctions

et des �el�ements de th�eorie de Galois� et permettant de d�eterminer pr�ecis�ement

le groupe C��
C�x� �pour la courbe associ�ee au polyn�ome de Motzkin� et de montrer

que C��
R�x� ne contient pas de point qui ne soit pas de torsion� Christie a propos�e

une variante de cette m�ethode dans le cas ou C��
C�x� est de rang nul� permettant

ainsi de la g�en�eraliser a certaines familles de courbes elliptiques� Toutefois� sa

d�emonstration est incomplete� c
est pourquoi on la reprendra dans le chapitre ��

et on fera aussi une �etude plus appronfondie de la famille de courbes qu
il avait

trait�ee�

Il est int�eressant de noter que� aussi bien dans l
exemple de Cassels� Ellison

et P�ster que dans ceux de Christie� les courbes elliptiques C��
R�x� pr�esentent des

singularit�es en certaines valeurs r�eelles de x� En e�et dans le cas de Cassels�

Ellison et P�ster� la courbe C�� a pour �equation ��� � ��� � x�x � ����x �
������x�x�����x���� et donc pr�esente des singularit�es pour x � ������ �� �� �

ainsi qu
a l
in�ni� L
exemple donn�e par Christie �etant F �x� y� � ��x��x� ����
��

� �y
� � ��

��x
�y� �pour certaines valeurs de � et ��� la courbe C�� associ�ee a pour

�equation ��� � ���� x�x� ������ � x�x� ��� � x��� et sa �bre est singuliere

pour x � ��� x � � et x � � � � ainsi qu
a l
in�ni�

Dans le second chapitre� on traitera certains polyn�omes factoris�es sous la forme

F �x� y� � �y�� a�x���y�� b�x��� a et b �etant des polyn�omes non n�egatifs de R�x��

On montrera que certains polyn�omes de ce type ne sont pas somme de � carr�es

bien qu
�etant produit de deux sommes de � carr�es de polyn�omes� En fait dans

les exemples trait�es� a�x� est un carr�e de polyn�ome et on a alors des polyn�omes

qui ne sont pas sommes de � carr�es dans R�x� y�� mais qui se pr�esentent comme

produit d
une somme de � carr�es par une somme de � carr�es dans R�x� y�� On

�etudiera en particulier le cas ou F �x� y� � �y� � �x� � �����y� � �x� � ��� � r��

pour certaines valeurs de r � ��� ��� Pour cette famille de polyn�omes� on a a

�etudier les courbes d
�equation ��� � ���� � ����x� � ��� � r��� � r�� et on

remarque que� si � � r � �� ces courbes ne d�eg�enerent en aucune valeur r�eelle en

dehors de l
in�ni�

	



Contrairement a ce que l
on aurait a priori pu penser� le r�ole jou�e par les sin�

gularit�es r�eelles de la �bration de C��
R�x� sur P

��R� dans la non existence d
un point

sp�ecial �ou m�eme d
un point d
ordre in�ni� ne semble donc pas �etre primordial�

Gr�ace a l
�etude de l
exemple F �x� y� � �y���x�������y���x������r��x�������

pour � � r � �� on montrera qu
une telle courbe elliptique peut ne pas avoir de

point d
ordre in�ni� et pas de point sp�ecial� bien que sa projection sur P��R� n
ait

aucune valeur singuliere r�eelle � on ne peut donc pas esp�erer traiter ce probleme

par une m�ethode se ramenant uniquement a l
�etude des valeurs r�eelles de x pour

lesquelles la courbe C��
R�x� d�eg�enere�

Pour traiter ces exemples� on donnera une �etude g�en�erale des points d
ordre

�ni des courbes elliptiques associ�ees a un polyn�ome factoris�e du type ci�dessus

et� comme les exemples �etudi�es ne d�ependent que de x�� la sym�etrie x �� �x
sera largement utilis�ee pour obtenir des simpli�cations� Cette am�elioration de

la m�ethode de Christie ne fonctionne cependant que dans certains cas de �gure

favorables et ne permet toujours pas de se contenter de l
�etude des seuls points

sp�eciaux sans avoir a prouver la non existence de points d
ordre in�ni � en e�et� il

n
y a� pour l
instant� aucun moyen de d�eterminer si un point d
ordre in�ni dont

on ne connait pas les coordonn�ees est sp�ecial ou non�

En�n dans le troisieme chapitre� on montrera qu
il est possible d
obtenir des

polyn�omes positifs de R�x� y� de degr�e aussi grand que souhait�e et qui ne sont pas

sommes de � carr�es dans R�x� y�� et cela uniquement par substitution � Si F �x� y�

n
est pas somme de � carr�es alors le polyn�ome F �P �x� y�� y� n
est pas non plus

somme de � carr�es de fractions rationnelles des que P �x� y� est un polyn�ome a

coe�cients r�eels de degr�e impair en la variable x�

On terminera ce chapitre par une �etude param�etr�ee du cas ou F �x� y� �

�y� � a�x���y� � b�x�� avec a et b polyn�omes positifs de degr�e inf�erieur ou �egal a

� � d
apres Hilbert� on sait que ces polyn�omes F de degr�e inf�erieur ou �egal a 	 et

positifs sont sommes de � carr�es dans R�x� y�� Une courbe elliptique associ�ee a un

tel polyn�ome a donc� au moins� un point sp�ecial� On s
int�eressera a d�eterminer la

forme d
un de ces points sp�eciaux suivant les di��erents cas de �gure observ�es� Ce

travail permettra� lorsqu
on se donne un polyn�ome de cette forme� de le repr�e�

senter de maniere non triviale comme somme de trois carr�es dans R�x� y� et pour

chaque cas de �gure� on donnera un exemple num�erique�

Tout ce travail constituant un prolongement de celui de Cassels� Ellison et

P�ster et de celui de Christie� utilise bien �evidemment bon nombre de r�esultats

�



qui y sont d�emontr�es� Pour la clart�e de l
expos�e� nous avons pr�ef�er�e en reprendre

ici la d�emonstration�

D
apres le th�eoreme de P�ster� Si K est un corps de degr�e de transcendance d

sur R� alors toute somme de carr�es deK peut s
�ecrire comme une somme d
au plus

�d carr�es� En particulier lorsque C est une courbe plane d�e�nie sur Rsans point r�eel

alors �� est une somme de carr�es dans le corps de fonctions R�C� et donc le niveau
de R�C�� c
est�a�dire le nombre minimal n tel que �� soit une somme de n carr�es

dans R�C�� est inf�erieur ou �egal a �� On s
int�eressera dans le chapitre 	 au cas ou le

niveau de ce corps est � et on cherchera une borne explicite pour la �hauteur� des

solutions �u� v� dans R�C��R�C� de u��v� � �� � lorsque tous les points singuliers

de la courbe C sont ordinaires� on d�eterminera un entier N tel qu
il existe un

couple de solutions �u� v� ayant des repr�esentants dans R�X�Y � de degr�e total

inf�erieur ou �egal a N � Pour obtenir cette borne� on utilisera certaines propri�et�es

des ideles sur les corps de fonctions R�C� et C �C�� notamment des propri�et�es

relatives au comportement des ideles par rapport a une extension quadratique� en

particulier sur la norme et la conjugaison� Ces propri�et�es permettront de se placer

dans de conditions favorables pour que l
application du th�eoreme de Riemann�

Roch et du th�eoreme fondamental de N�ther fournissent la borne recherch�ee�
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Chapitre �

Sommes de trois carr�es et

courbes elliptiques

On reprend dans ce chapitre la d�emonstration e�ectu�ee par Christie dans

�Chr�� tout d
abord dans sa partie th�eorique en y ajoutant une correction de

l
erreur �gurant dans cet article �sections ��� a ����� puis dans la section ���� on

propose une g�en�eralisation de l
�etude de son exemple �sous certaines conditions

sur � et �� le polyn�ome F �x� y� � � � x��x � ��� � ��

� �y
� � ��

��x
�y� n
est pas

une somme de trois carr�es de fractions rationnelles� a une plus large famille de

parametres�

Avant cela� il est int�eressant de rappeler que l
on sait que tout polyn�ome non

n�egatif de degr�e inf�erieur ou �egal a 	 de R�x� y� est somme de � carr�es dans R�x� y�

�voir �Hi��� et que tout polyn�ome non n�egatif de degr�e � en y peut s
�ecrire comme

somme de � carr�es dans R�x� y� �voir �CEP��� ainsi le cas le plus simple a �etudier

et permettant de trouver un polyn�ome non n�egatif qui ne soit pas somme de �

carr�es dans R�x� y� est donc de la forme F �x� y� � y� � A�x�y� � B�x�� ou de

maniere �equivalente F �x� y� � B�x�y� � A�x�y� � �� ou A�x� et B�x� sont des

�el�ements de R�x��

Il faut bien s�ur s
assurer que le polyn�ome F �x� y� est positif� ce qui est le cas

quand pour tout x � R� B�x� est positif et que l
on a soit A��x� � 	B�x� � ��

soit A�x� � �� Par la suite� on se placera implicitement sous ces hypotheses�

��� Lien avec les courbes elliptiques

L
argument essentiel de la d�emonstration de Christie� de m�eme que celle de

Cassels� Ellison et P�ster r�eside en un lien entre le fait que F �x� y� � y��A�x�y��
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B�x� soit une somme de � carr�es dans R�x� y� et l
existence d
un R�x��point ayant

certaines propri�et�es sur une R�x��courbe elliptique C�� associ�ee a F �x� y� �

Th�eor
eme ����� �CEP� th�eor
eme ���� Le polyn�ome F �x� y� � y��A�x�y��

B�x� est une somme de � carr�es dans R�x� y� si et seulement si il existe un point

��� ��� d�e�ni sur R�x�� sur la courbe C��
R�x� � ��� � ������A�x���A��x��	B�x��

avec � et ������A�x���A��x��	B�x�� tous deux sommes de deux carr�es dans

R�x�� Un tel point est dit sp�ecial�

Preuve� On rappelle ici celle donn�ee par Cassels� Ellison et P�ster �

Si F �x� y� est somme de � carr�es dans R�x� y�� il l
est aussi dans R�x��y� �Ca���

de plus F �etant de degr�e 	 en y� on aurait alors � F �x� y� �
�X
i��

�aiy
� � biy � ci�

�

avec ai� bi� ci � R�x�� on obtient donc le systeme �

��������
�������

P�
i�� a

�
i � �P�

i�� aibi � �P�
i�� b

�
i � �

P�
i�� aici � AP�

i�� bici � �P�
i�� c

�
i � B

Comme a�� � a�� � a�� � �� le vecteur �a�� a�� a�� � R�x�� est unitaire et on peut

donc trouver une transformation orthogonale h sur R�x�� telle que l
image du

vecteur �a�� a�� a�� par h soit le vecteur ��� �� ��� On peut par exemple choisir la

sym�etrie orthogonale transformant �a�� a�� a�� en ��� �� �� et qui est d�e�nie par la

formule �

pour tout �u� v� w� � R�x���

h�u� v� w� �

�
u� ��a� � ��

�a� � ��u� a�v � a�w

�a� � ��� � a�� � a��
� v � �a�

�a� � ��u� a�v � a�w

�a� � ��� � a�� � a��
�

w � �a�
�a� � ��u � a�v � a�w

�a� � ��� � a�� � a��

�
�

Gr�ace a cette transformation� on peut supposer que a� � � et a� � a� � � et

on est ramen�e au systeme �

�����
����

b� � �
b�� � b�� � A� �c�
b�c� � b�c� � �
c�� � c�� � B � c��

�



Cela implique que �

�A� �c���B � c��� � �b�� � b����c
�
� � c���

� �b�c� � b�c��� � �b�c� � b�c���

� �b�c� � b�c��
�

On pose � � A��c� et � � ��b�c��b�c��� et commeB�c�� � B� �
�
���A��� on

obtient � �����A���	B� � ��� avec � � b���b
�
� et �����A���	B� � 	�c���c

�
���

Donc � et ���� � �A�� A� � 	B� sont bien des sommes de � carr�es dans R�x�

et le point ��� �� ainsi obtenu est sp�ecial�

R�eciproquement� s
il existe un point sp�ecial sur C��
R�x�� deux cas se pr�esentent �

� Soit � � �� dans ce cas 	B � A� � d� � e� �d� e � R�x�� et on prend

b� � b� � b� � �� �c� � A� �c� � d� �c� � e�

� Soit � �� � et on peut �ecrire � � b�� � b�� �� � et alors 	B � �� � A�� ��
�
�

��
�b�� � b���� On peut donc prendre b� � �� �c� � A � �� �c� � �

�
b� et

�c� � ��
�
b��

On v�eri�e alors facilement que dans ces deux cas on obtient une repr�esentation

de F �x� y� comme somme de � carr�es� �

Remarque ����� Si ��� �� est un point de C��
R�x� et si � �� �� c
est�a�dire ��� ��

n
est pas un point d
ordre �� alors ��� �� est sp�ecial si et seulement si � est somme

de � carr�es�

Preuve� Il su�t de remarquer qu
alors ��	B � A� � �A� � ��� � �� �� � et

on en d�eduit que �	B � A� � �A� � ��� est� comme �� somme de � carr�es�

�

Remarque ����� On peut signaler que l��equation de la courbe C��
R�x� � ��� �

������A�x���A��x��	B�x�� est aussi une forme de Weierstrass de l��equation

de la jacobienne de la quartique Z� � F �x� y� � �� toujours avec F �x� y� � � �

A�x�y� � B�x�y�� d�e�nie sur le corps R�x�� Le r�esultat pr�ec�edent appara��t donc

comme un cas particulier de celui d�emontr�e dans �HM	 � un point sp�ecial sur la

courbe C��
R�x� correspond 
a un point qui reste toujours sur la composante non�neutre

de cette jacobienne pour tout ordre de R�x��

�



��� Id�ee g�en�erale pour obtenir la non�existence

de points sp�eciaux

D
apres le th�eoreme ������ d�emontrer qu
 un polyn�ome F �x� y� � y��A�x�y��

B�x� n
est pas somme de � carr�es dans R�x� y� revient a d�emontrer la non exis�

tence d
un point sp�ecial sur la courbe elliptique C�� associ�ee a ce polyn�ome

F �x� y��

Suivant en cela Cassels� Ellison et P�ster� Christie traite ce probleme par une

�etude presque complete du groupe C��
C�x�� Dans un premier temps� il montre que

les points d
ordre �ni ne sont pas sp�eciaux� puis dans un second temps� il prouve

que la courbe C�� est de rang nul sur C �x��

Voici dans les grandes lignes l
architecture de cette d�emonstration � on notera

k� le plus petit corps tel que C�� soit d�e�nie sur k��x� � c
est�a�dire A�x� et

B�x� sont tous deux �el�ements de k��x��� Par l
application du th�eoreme de Lang�

N�eron �La�� en se pla�cant dans les conditions requises� on obtiendra que tous les

points de la courbe C��
C�x� sont d�e�nis sur un corps K��x� ou K� est une extension

Galoisienne �nie du corps k�� puis gr�ace a des �el�ements de th�eorie de Galois

appliqu�es a K��k� ou k est une extension interm�ediaire sp�eci�que et connue de

k�� on montrera que l
existence de points d
ordre in�ni sur C��
C�x� � C��K��x�

implique

l
existence de points d
ordre in�ni sur des courbes C�dk�x� pour certaines valeurs de
d � k�� On se sera ainsi ramen�e a �etudier des courbes elliptiques sur le corps

k�x� plut�ot que sur C �x�� ce qui en pratique se r�evele plus ais�e� Pour permettre

cette �etude� on �enoncera une proposition donnant des conditions su�santes pour

qu
aucune des courbes C�dk�x� pour d � k� n
ait de point d
ordre in�ni d�e�ni sur

k�x�� Il restera alors a s
assurer que ces conditions sont v�eri��ees mais� pour cela�

il n
y a pas d
argument g�en�eral et il faudra proc�eder a l
�etude au cas par cas des

exemples propos�es�

��� Notations�d�e�nitions

Pour d�emontrer que le polyn�ome F �x� y� � y� �A�x�y� �B�x� n
est pas une

somme de trois carr�es de fractions rationnelles� on doit faire l
�etude de la courbe

C�� � ��� � ���� � �A�x�� � A��x� � 	B�x��� A�n d
all�eger les notations� on

remplacera A�x� par A et B�x� par B� On rappelle que A et B sont d�e�nis sur

k��x�� avec k� � R�

��



L
etude de cette courbe C�� n�ecessite l
introduction de plusieurs �el�ements �

Courbes elliptiques associ�ees au polyn�ome F �

Soit d � C � � on d�e�nit deux courbes elliptiques par les �equations de Weierstrass

suivantes �

� La courbe C�d d
�equation � �d�� � ���� � �A��A� � 	B��

� La courbe D�d d
�equation �d�� � ���� � 	A� � ��B��

Si K est une extension de k��x�� on appelle C�dK et D�d
K les groupes des points

de C�d et D�d d�e�nis sur le corps K�

On note OC et OD les points a l
in�ni sur C�d et D�d respectivement� pris

comme origine des groupes de Mordell�Weil� Dans tous les cas� les courbes C�d
et D�d ont au moins un point d
ordre �� PC � ��� �� sur C�d et PD � ��� �� sur

D�d� L
existence d
autres points K�rationnels d
ordre � d�epend de l
�eventuelle

possibilit�e de factoriser� sur le corps K� les polyn�omes ��� � �A� �A� � 	B� et

��� � 	A�� ��B��

Isog�enies �

On connait les isog�enies de degr�e � suivantes� leurs compos�ees �etant les mul�

tiplications par � dans les groupes correspondants �

�
C�D

� C�d�D�d d�e�nie par �

�
C�D

��� �� �
��d��

��
� �

���A���B�
��

�
�
si � �� ��

�
C�D

�PC� � OD et �
C�D

�OC� � OD�

�
D�C

� D�d�C�d d�e�nie par �

�
D�C

��� �� �
��d��

��� �
�����B

	�� �
�
si � �� ��

�
D�C

�PD� � OC et �
D�C

�OD� � OC�

��



Morphismes �

On aura aussi besoin pour �etudier C�� des morphismes 	
C
� C�dK �K��K�� et

	
D
� D�d

K �K��K�� d�e�nis respectivement par�

	
C
��� �� � �d�K�� si � �� ��

	
C
�PC� � �A� � 	B�K�� et 	

C
�OC� � K���

et par �

	
D
��� �� � �d�K�� si � �� ��

	
D
�PD� � ��BK�� et 	

D
�OD� � K���

L
int�er�et de ces morphisme est que le noyau de 	
C
est �

D�C
�D�d

K � et que le noyau

de 	
D
est �

C�D
�C�dK �� cela donne� entre autre� un critere simple pour a�rmer qu
un

point du groupe C�dK ne peut pas �etre un double�

Remarque ����� Lorsque K � R�x�� le morphisme 	
C
permet aussi de donner

une caract�erisation des points sp�eciaux de C��
R�x�� En e�et� on constate que� par

d�e�nition �voir th�eoreme ������� un point de C��
R�x� est sp�ecial si et seulement si

son image dans R�x���R�x��� par le morphisme 	
C
est la classe d
une fraction

n�egative ou nulle de R�x���

Pour pouvoir appliquer la technique d
�etude de la courbe C�� propos�ee ici� il

faut que cette courbe pr�esente certaines propri�et�es� on est donc amen�e a donner

la d�e�nition suivante �

D�e�nition ����� On dira que la courbe C�� �respectivement D�� est 
a ��torsion

K�rationnelle lorsque tous les points d�ordre � de cette courbe C�� �respectivement

D�� sont d�e�nis sur le corps K�

Remarque ����� La courbe elliptique C�� �respectivementD��� est a ��torsion

K�rationnelle quand le polyn�ome ����A��A��	B �respectivement ���	A��

��B� est d�ecompos�e sur K �en tant que polyn�ome en la variable ��� c
est�a�dire

quand B �respectivement A� � 	B� est un carr�e dans K�

��



Pour la suite de l
�etude� il est n�ecessaire que l
une des deux courbes C�� ou

D�� soit a ��torsion C�x��rationnelle� c
est pourquoi on se placera dans ce cas de

�gure et on va supposer que la courbe C�� est a ��torsion C �x��rationnelle� Dans

le cas ou seule la courbe D�� est a ��torsion C �x��rationnelle� l
�etude se d�eroule

de la m�eme maniere� il su�t d
intervertir les deux courbes C�� et D�� � en e�et�

comme l
image par �
C�D

d
un point d
ordre in�ni de C�� est un point d
ordre in�ni

de D��� l
existence de points d
ordre in�ni sur C�� est �equivalente a l
existence

de points d
ordre in�ni sur D���

On va donc supposer que B est un carr�e dans C �x�� B �etant un polyn�ome� on

a alors B � C�� C � C �x�� On peut alors �ecrire l
�equation de C�� sous la forme �

��� � ��� �A� �C����A� �C�

La courbe C�� a alors deux autres points d
ordre � � P� � �A � �C� �� et P� �

�A� �C� ���

On peut� lorsque C�� est a ��torsion K�rationnelle� d�e�nir un morphisme


 � C��K ��K��K���� dont le noyau est �C��K � d�e�ni par�


��� �� � ���K�������A� �C�K�������A� �C�K��� si � �� ��


�PC� � ��A� � 	B�K������A� �C�K������A� �C�K����


�P�� � ���A� �C�K����	C�A� �C�K��� 	CK����


�P�� � ���A� �C�K����	CK��� 	C�A� �C�K����


�OC� � �K���K���K����

Ce morphisme 
 permet de caract�eriser les doubles de C�� sur K et dans l
utili�

sation que l
on en fera� il est n�ecessaire d
�enoncer le lemme suivant �

Lemme ����� �Chr� lemme �� Si k est une extension de k� sur laquelle les

polyn�omes B et A��	B sont scind�es� les repr�esentants dans �C �x���C �x����� des

images par 
 des points de C��
C�x� peuvent �etre choisis dans k�x��

Preuve� C
est �evident pour les points d
ordre inf�erieur a �� car ils sont d�e�nis sur

k��x��

��



Pour ��� �� � C��
C�x� avec � �� �� on peut poser � � �

P
et � � �

Q
� ou �� �� P et

Q sont des polyn�omes de C �x�� tels que pgcd��� P � � pgcd���Q� � �� Cela donne

alors �

���

Q�
�

�

P

�
��

P �
� �A

�

P
�A� � 	B

�
�

ou encore� apres simpli�cation �

���P � � �
�
�� � �A�P � �A� � 	B�P �

�
Q��

On voit que Q� divise ��P � et comme pgcd���Q� � �� Q� divise P �� On

remarque aussi que P � divise � ��� � �A�P � �A� � 	B�P ��Q� et comme on a

aussi pgcd��� P � � �� ce dont on d�eduit que pgcd�P �� �� � pgcd�P �� ����A�P�

�A� � 	B�P �� � �� cela montre que P � divise Q�� On a donc� quitte a multiplier

Q et � par une m�eme constante non nulle� P � � Q� ce qui implique que P est un

carr�e dans C �x�� et en notant P � �� on peut �ecrire Q � �� � � �
��

et � � �
��
�

ou � �� � � C �x� avec pgcd���� � pgcd���� � ��

Puisque 
��� �� � ���C �x������� � A � �C�C�x������� � A � �C�C�x�����

on obtient �


��� �� � ���C �x���� ��� � �A� �C���C �x���� ��� � �A� �C���C �x�����

On pose alors �� � fR�� ����A��C�� � gS� et ����A��C�� � hT ��

ou R� S� T � f � g et h sont des �el�ements de C �x�� f � g et h �etant sans facteur carr�e

et unitaires� On a ainsi � 
��� �� � �fC �x���� gC �x���� hC �x�����

Etant donn�e que fghR�S�T � � ��� on a fgh � C �x���� ce qui implique que

f � f�f�� g � f�f� et h � f�f�� avec f�� f�� f� � C �x�� unitaires�
Alors f� divise � et ���� �A� �C���� donc divise aussi �A� �C��� Etant

donn�e que f� divise � et que pgcd���� � �� on a f� qui divise �A � �C�� ainsi

que �A� � 	B� dans C �x�� Comme f� est unitaire et que A� � 	B est scind�e sur

k�x�� alors f� � k�x��

De m�eme� f� divise � et ���� �A� �C��� donc il divise �A��C��� �etant

premier avec � on en d�eduit qu
il divise �A� �C� et donc aussi A� � 	B� �etant

unitaire il appartient a k�x��

Dans le cas de f�� on sait que ce polyn�ome divise ��� � �A � �C��� et

��� � �A � �C��� donc divise aussi la di��erence de ces deux polyn�omes c
est�

a�dire 	C�� Mais on a aussi pgcd�f�� � � �� sinon on obtiendrait un facteur

�	



commun a � et a  �car �� � �A� �C�� � f�f�S
��� Donc f� divise C� alors f�

qui est unitaire� divise B qui est scind�e sur k et cela donne f� � k�x��

Comme f�� f� et f� sont des �el�ements de k�x�� f � g et h le sont aussi et�

d
apres ce qui pr�ecede� 
��� �� � �fC �x���� gC �x���� hC �x����� ce qui donne le

r�esultat �enonc�e� �

Remarque ����� Pour la suite� il sera n�ecessaire de choisir le corps k de telle

fa�con que le polyn�ome B soit un carr�e dans k�x� a�n que la courbe elliptique C��
soit a ��torsion k�x��rationnelle�

��� Points d�ordre �ni

L
objet de cette section est d
�enoncer des r�esultats permettant de d�eterminer

si les points d
ordre �ni de la courbe C��
R�x� sont ou non sp�eciaux�

�A� Etude des points d�ordre �n�

Bien qu
il n
y ait pas de r�esultat g�en�eral concernant ces points� leur �etude

sur une courbe particuliere ou sur une famille de courbe donn�ee ne pose pas de

probleme� En e�et il est assez simple de d�eterminer explicitement ces points et

donc de savoir s
ils sont sp�eciaux� il su�t pour cela de suivre le sch�ema suivant �

Partant des points d
ordre � sur C�d
R�x� que l
on d�etermine sans aucune di�cult�e�

on calcule leur�s� image�s� dans R�x���R�x��� par le morphisme 	
C
� si l
un de ces

points est dans ker	
C
� �

D�C
�D�d
R�x��� on recherche ses ant�ec�edents par �

D�C
� ce

qui revient a r�esoudre une �equation de degr�e � dans le corps R�x��

On a ainsi obtenu sur D�d
R�x�� des points qui seront soit d
ordre � �s
ils sont les

ant�ec�edents par �
D�C

du point PC�� soit 	 �s
ils sont les ant�ec�edents par �
D�C

d
un

autre point d
ordre � de C���� On �etudie alors les images par 	
D
de ces points de

D�d
R�x�� si certains d
entre eux appartiennent a ker	

D
� �

C�D
�C�d
R�x��� on recherche

leurs ant�ec�edents par �
C�D

ce qui donne sur C�d
R�x� des points d
ordre 	 ou d
ordre

�� points dont on va calcule l
image par 	
C
� et ainsi de suite jusqu
a ce qu
aucun

des derniers points obtenus ne soit dans le noyau de 	
C
ou 	

D
� alors ces points ne

pourront pas �etre des doubles et l
�etude des points d
ordre �n sera achev�ee�

��



En pratique� on pourra s
assurer� gr�ace a des hypotheses simples portant sur

A et B� qu
il n
y a pas de points d
ordre �n avec n � �� n � � ou n � � selon les

exemples trait�es�

Une fois que les points d
ordre �n de C��
R�x� ont �et�e tous d�etermin�es� il reste a

v�eri�er qu
aucun d
entre eux n
est sp�ecial� ce qui� la encore d�epend de la forme

de A etB�

�B� Etude des points d�ordre impair�

Il n
est pas n�ecessaire de chercher a d�eterminer ces points car on a le r�esultat

suivant �

Proposition ����� Sur C��
R�x�� aucun des points d�ordre impair n�est sp�ecial�

Preuve� Soit p un point d
ordrem � �k��� k � N� sur C��
R�x�� alors sa premiere coor�

donn�ee �p est non nulle et de plus on a p � �
�
m
�
�

�
p� donc p � �

D�C
��

C�D
�m
�

�
p��

d
ou p � �
C�D

�D��
R�x�� � ker 	

C
� donc ��p � R�x����

Ainsi �p n
est clairement pas somme de � carr�es dans R�x� et p n
est pas un

point sp�ecial� �

Remarque ����� On sait aussi� d
apres Hellegouarch �He�� que sur une telle

courbe elliptique C�� non birationnellement �equivalente a une courbe d�e�nie sur

C � il n
y a pas de point d
ordre premier sup�erieur a �� et un point d
ordre � serait

de la forme ��� ��� d�e�ni sur C �x� avec � � C �x� solution de �

��� � �A�� � ��A� � 	B��� � �A� � 	B�� � �

Lorsque A�� 	B est de faible degr�e� on pourrait �eventuellement v�eri�er si un tel

point peut exister et le d�eterminer si c
est le cas�

�C� Etude des points d�ordre �n��k � ��� pour n�k entiers
non nuls�

Ici encore on a un r�esultat g�en�eral permettant d
�eviter le recours a la d�eter�

mination de tous ces points �

Proposition ����� Sur C��
R�x�� si aucun des points d�ordre �m� m � N

�� n�est

sp�ecial� alors aucun des points d�ordre �n��k � ��� n� k � N�� n�est sp�ecial�

��



Preuve� Soit p un point d
ordre �n��k � ��� alors 	
C
���k � ��p� � 	

C
�kp��	

C
�p�

et comme 	
C
�kp�� � R�x���� on obtient 	

C
�p� � 	

C
���k � ��p�� Le point ��k �

��p� d
ordre �n� n
est pas sp�ecial et d
apres la remarque ������ son image dans

R�x���R�x��� par le morphisme 	
C
n
est pas la classe d
une fraction n�egative ou

nulle de R�x��� On en d�eduit que l
image de p par 	
C
n
est pas non plus n�egative

ou nulle et que p n
est donc pas un point sp�ecial� �

D
apres les propositions pr�ec�edentes� on constate que l
�etude des points d
ordre

�ni de C��
R�x� pourra se limiter a la d�etermination des points d
ordre �n� n � N�

��	 Points d�ordre in�ni

L
objectif de cette section est de substituer a l
�etude des points d
ordre in�

�ni de la courbe complexe C��
C�x� celle� plus simple� des points d
ordre in�ni des

courbes elliptiques C�dk�x� et D�d
k�x� ou d � k et k est le corps de d�ecomposition du

polyn�ome B�A� � 	B� �cf lemme ����	�� en particulier� on souhaite arriver au

r�esultat suivant �

Proposition ����� �D	apr
es Chr�� corollaire de la proposition �� Si pour

tout nombre d � k�� les images des morphismes 	
C

� C�dk�x��k�x���k�x��� et

	
D

� D�d
k�x��k�x���k�x��� sont les images des points de torsion� alors il n�y a

pas de point d�ordre in�ni ni sur la courbe C��
C�x�� ni sur la courbe D��

C�x��

C
est la partie la plus d�elicate de ce chapitre et il n
est pas inutile d
indiquer

les lignes principales de la d�emonstration avant d
entrer dans les d�etails �

�A� On montre qu
il existe une extension �nie galoisienne k � K telle que

C��
C�x� � C��K�x�� On note A le groupe quotient de C��K�x� par sa torsion�

�B� On montre que l
action de � � Gal�K�k� sur A��A est triviale et on en

d�eduit qu
il existe une base de A sur laquelle � agit comme 	��

�C� Ceci permet de montrer que si A est non nul� alors une courbe C�dk�x� est

aussi de rang non nul pour un certain d � k��

�D� On termine en �enon�cant une proposition permettant de montrer� sur les

exemples choisis� que toutes les courbes C�dk�x� sont de rang nul�

��



La faiblesse principale de cette m�ethode vient de ce que l
utilisation de la

th�eorie de Galois force a faire abstraction des questions r�eelles et la notion de

point sp�ecial en particulier n
a plus de sens dans ce contexte� Pour montrer que

la courbe C��
R�x� n
a pas de point sp�ecial� on est donc amen�e a montrer que la

courbe C��
C�x� est de rang nul� ce qui est extr�emement plus fort�

�A� Premi�ere descente sur le corps K�x�

Ce raisonnement repose sur un argument cl�e� le th�eoreme de Lang�N�eron ��La��

p� ��� Th�eoreme 	���� analogue du th�eoreme de Mordell�Weil pour les corps de

fonctions �

Th�eor
eme ����� �Th�eor
eme de Lang�N�eron� Si la courbe C�� �respective�

ment D�� n�est pas birationnellement �equivalente 
a une courbe d�e�nie sur C �

alors le groupe C��
C�x� �respectivement D��

C�x� est de type �ni�

On peut facilement� dans les exemples trait�es� s
assurer que les courbes C��
et D�� ne sont pas birationnellement �equivalentes a des courbes d�e�nies sur C

gr�ace a la propri�et�e suivante �

Propri�et�e ����� Lorsque la fraction rationnelle A�

B
n�est pas constante� les courbes

C��
C�x� et D��

C�x� �etudi�ees ici ne sont pas birationnellement �equivalentes 
a des courbes

d�e�nies sur C �

Preuve� Pour que la courbe C��
C�x� ne soit pas birationnellement �equivalente a une

courbe d�e�nie sur C � il su�t que son invariant j ne soit pas une constante et

cet invariant j est donn�e� a multiplication par une constante pres� par la formule
�A���B��

B��A���B�� En posant D � A� � 	B� Q � pgcd�B�D�� B � B�Q et D � D�Q �B�

et D� sont alors deux polyn�omes premiers entre eux�� on obtient �

�A� � �B��

B��A� � 	B�
�

�B �D��

B�D
�

�B� �D���

B��D� �

Si cet invariant j est constant� alors B� divise �B � �D��� donc aussi D�� et�

comme pgcd�B��D�� � �� alors B� � c� � C � de m�eme D� � c� � C et on en

d�eduit que B � c�Q et que A�� 	B � c�Q donc A� � �c� � 	c��Q �on remarque

au passage que Q est un carr�e dans C �x�� et cela implique que A�

B
� c���c�

c�
�

En conclusion� si l
invariant j est une constante� alors A�

B
� C � ce qui d�emontre

la propri�et�e� �

��



Par la suite� on choisira A et B de telle fa�con que A�

B
�� C � les courbes C�� et

D�� ne seront alors pas birationnellement �equivalentes a des courbes d�e�nies sur

C � et donc les groupes C��
C�x� et D��

C�x� seront de type �ni d
apres le th�eoreme de

Lang�N�eron� On en d�eduit le r�esultat suivant �

Corollaire ����� Si la courbe C�� est d�e�nie sur k��x�� alors tous les points de

C��
C�x� sont d�e�nis sur K�x� o
u K est une extension alg�ebrique �nie �x�ee de k��

Preuve� On montre premierement que chaque point p de C��
C�x� est d�e�ni sur kp�x�

ou kp est une extension alg�ebrique �nie de k� � Supposons qu
un point p ne soit

pas d�e�ni sur un tel corps� alors p est d�e�ni sur un corps de la forme k��x� ou

k� est une extension alg�ebrique �nie� contenue dans C � de k��t�� � � � � tn� ou les

t�� � � � � tn sont alg�ebriquement ind�ependants sur k�� En sp�ecialisant t�� � � � � tn sur

le corps C � on peut alors obtenir une in�nit�e non d�enombrable de points sur la

courbe C��
C�x� car elle est d�e�nie sur k��x�� Cela est impossible �etant donn�e que

C��
C�x� est de type �ni�

On d�e�nit alors K comme �etant la plus petite extension de k� telle qu
un

ensemble de g�en�erateurs de C��
C�x� soit d�e�ni sur K�x�� Ainsi K est une extension

alg�ebrique �nie de k� � les g�en�erateurs de C��
C�x� sont en nombre �ni et chacun

d
entre eux est d�e�ni sur un corps du type kp�x� ou kp est une extension �nie de

k�� Comme tout point est une combinaison de ces g�en�erateurs et que la formule

d
addition de deux points d
une courbe elliptique est une fonction rationnelle� a

coe�cients dans k��x�� des coordon�ees de ces deux points� on v�eri�e ais�ement que

tous les points de C��
C�x� sont d�e�nis sur le corps K�x�� �

Remarque ����� Quitte a remplacer K par sa cl�oture normale sur k� on peut

de plus supposer que l
extension K�k est galoisienne�

On est ici arriv�e a la premiere �etape de la preuve de la proposition ������ on a

d�emontr�e que C��
C�x� � C��K�x� ou K est une extension �nie de k�� galoisienne sur k�

�B� Actions du groupe de Galois

On fait ici appel a des �el�ements de la th�eorie de Galois appliqu�ee a l
action du

groupe � � Gal�K�k� sur un groupe quotient de C��K�x�� Tout d
abord� � agit sur

C��
C�x� ainsi que sur 
�C��

C�x��� c
est a cette �etape qu
appara��t la n�ecessit�e de choisir

le corps k de telle maniere que la courbe C�� soit a ��torsion k�x��rationnelle car

��



alors les polyn�omes A� �C et A� �C sont d�e�nis sur k�x� et on peut mettre en

place les r�esultats interm�ediaires suivants �

Proposition ����� Les actions de � commutent avec le morphisme 
� De plus�

l�action de � sur 
�C��
C�x�� est triviale�

Preuve� Soient ��� �� � C��
C�x� et � � � �

Si � �� � on a� comme A� �C� A� �C � k�x� �

��
��� ��� � �����C �x���� ���� �A� �C��C �x���� ���� �A� �C��C �x����
� �����C �x���� ������ �A� �C��C �x���� ������ �A� �C��C �x����
� 
����� ����

Si � � �� le r�esultat est �evident�

On a prouv�e la premiere partie de la proposition et d
apres le lemme ����	�

les rep�esentants de 
�C��
C�x�� peuvent �etre choisis dans k�x�� donc l
action de � sur


�C�d
C�x�� est triviale� �

Corollaire ����� L�action de � sur C��
C�x���C��C�x� induite par l�action sur C��

C�x� est

triviale�

Preuve� D
apres la proposition pr�ec�edente� si ��� �� � C��
C�x� et � � ��


����� ��� � ��
��� ��� � 
��� ��

Donc ���� ��� ��� �� � ker
 c
est�a�dire ���� �� 
 ��� �� �mod �C��
C�x��� l
action

de � sur C��
C�x���C��C�x� est triviale� �

On a maintenant r�euni les conditions n�ecessaires pour appliquer le lemme

suivant �

Lemme ����� �Chr�� lemme �� Soit � un groupe �ni et A un groupe ab�elien

libre de type �ni sur lequel � agit� On suppose que l�action induite de � sur A��A
est triviale� Alors il existe une base fai j � � i � tg de A telle que pour tout

� � �� ��ai� � ai ou ��ai� � �ai�

Preuve� Quitte a remplacer � par ���� ou �� est le sous groupe des �el�ements de

� agissant trivialement sur A� on peut supposer que � agit �delement sur A�

�i On va d�abord montrer que � ne contient pas d��el�ement d�ordre impair non

trivial �

��



On va prouver par r�ecurrence sur m que pour tout a � A et pour tout � � �

d
ordre impair� on a� pour tout m � N�� a� ��a� � �mA�

Pour m � �� c
est vrai car � agit trivialement sur A��A� ainsi pour tout

a � A et tout � � �� a� ��a� � �A� c
est donc aussi vrai dans le cas particulier

ou � est d
ordre impair�

Soit maintenantm � N�� on suppose que pour tout a � A et tout � � � d
ordre

impair on a � a���a� � �mA� On considere alors un �el�ement � � � d
ordre impair�

on veut montrer que a� ��a� � �m
�A� Pour cela on pose � � ��n
���� ou n est

l
ordre de �� alors � est d
ordre impair et � � � �n
� � �� Par l
hypothese de

r�ecurrence� on sait que a � � �a� � �mA c
est�a�dire a � � �a� � �mb avec b � A�

On a ainsi �
a� ��a� � a� � �a� � � �a�� � ��a�

� a� � �a� � � �a� � �a��
� �mb� � ��mb�
� �m
�b� �mb� �m� �b�
� �m
�b� �m�b� � �b��

Or b� � �b� � �A� donc on a bien a���a� � �m
�A� On en d�eduit par r�ecurrence

que pour tout � � � d
ordre impair et pour tout m � N�� a� ��a� � �mA�

Donc si � est un �el�ement d
ordre impair de � et a un �el�ement quelconque de

A� on a � a���a� � ��m���
mA � f�g� Cela prouve que pour tout a � A� ��a� � a�

comme on a suppos�e que l
action de � sur A est �dele� ce r�esultat implique que

� � id� Il n
y a donc pas d
�el�ement d
ordre impair non trivial dans le groupe ��

�ii Soit � un �el�ement d�ordre � de �� on pose A
 � fa � A j ��a� � ag et

A� � fa � A j ��a� � �ag� On va montrer que A � A
 A� �

Soit a � A� on sait que a � ��a� � �A donc on peut poser a � ��a� � �b

avec b � A�On peut ainsi �ecrire que a � a� ��a� � ��a� � �b� ��a� c
est�a�dire

a � b� �b� ��a��� Il reste a d�emontrer que b � A� et que b� ��a� � A
�

Par d�e�nition de b� �b � a���a� donc ���b� � � �a� ��a�� et � �etant d
ordre

�� ���b� � ��a�� a � ��b� Puisque A est sans torsion� ��b� � �b d
ou b � A��

On a aussi ��b� ��a�� � a� ��a� � ���a� � a� ��a� donc � ���b� ��a��� �

� �a� ��a�� � ��a� � a c
est�a�dire � ���b� ��a��� � ��b � ��a��� Comme A est

sans torsion� on obtient � �b� ��a��� � b� ��a� donc b� ��a� � A
�

Etant donn�e que a � �b���a���b� on a bien a � A
 �A�� ce qui prouve que

A � A
�A�� De plusA est sans torsion doncA
�A� � f�g d
ou A � A
A��

�iii On montre ensuite que � ne contient pas d��el�ement d�ordre 	 �

��



Supposons que � � � soit d
ordre 	� alors � � � � est d
ordre � donc A� �

fa � A j ��a� � �ag est non vide� Comme A est libre� il existe �au moins� un

�el�ement a de A� non divisible par �� Le groupe � agissant trivialement sur A��A�

� �a� � a� �c avec c � A et � �c� � c� �d avec d � A� Donc �

�a � ��a� � � ��a� � � �a� �c�
� � �a� � �� �c� � a� �c� ��c � �d�
� a� 	c� 	d

D
ou �a � �	�c � d�� comme A est sans torsion� a � ���c� d� ce qui contredit

l
hypothese disant que a n
est pas un double dans A�

Il n
y a donc pas d
�el�ement d
ordre 	 dans le groupe ��

�iv On a ainsi montr�e que le groupe � est d�exposant � et est donc ab�elien�

On peut maintenant prouver le lemme par r�ecurrence sur l�ordre n de � �

Si n � �� le r�esultat est �evident�

Soit n � �� on suppose que l
�enonc�e du lemme est vrai pour tout groupe

d
ordre inf�erieur ou �egal a n��� Soit � un groupe d
ordre n v�eri�ant les conditions

de l
�enonc�e� alors il admet un sous groupe G d
indice � �donc d
ordre strictement

inf�erieur a n�� Soit � �� G� ici encore on pose A
 � fa � A j ��a� � ag et

A� � fa � A j ��a� � �ag� Comme on l
a vu en �ii� A � A
  A�� de plus

puisque � est ab�elien les groupes libres A
 et A� sont invariants par l
action de

G et les actions induites de G sur A
��A
 et sur A���A� sont� comme celles

de �� triviales�

En appliquant l
hypothese de r�ecurrence au groupe G agissant sur A
 et sur

A�� on peut choisir des bases fai j � � i � sg et fai j s�� � i � tg de A
 et

A� respectivement telles que pour tout � � G� � �ai� � ai et � �ai� � �ai�
Donc si � � �� soit � � G� soit � � �� avec � � G et dans les deux cas on

v�eri�e ais�ement que pour � � i � t� ��ai� � 	ai� ce qui acheve la d�emonstration

du lemme� �

Pour appliquer ce lemme� on note F le groupe de torsion de C��
C�x� et on pose

A � C��
C�x��F � Le groupe �ni � � gal�K�k� agit sur A �action induite par celle

sur C��
C�x�� qui est un groupe ab�elien libre de type �ni� et l
action induite de � sur

A��A est triviale d
apres le corollaire ������

D
apres le lemme� il existe donc une base fai j � � i � tg de A telle que

pour tout � � �� ��ai� � ai ou ��ai� � �ai�

��



�C� Descente sur le corps k�x�

On va maintenant montrer que l
existence d
un point d
ordre in�ni sur C��
C�x� �

C��K�x� implique celle d
un point d
ordre in�ni sur C�dk�x� pour un certain d � k��

Soient fbi j � � i � tg des repr�esentants dans C��
C�x� des �el�ements de la base

fai j � � i � tg de A dont il est question ci�dessus� alors comme pour tout � � �

on a � ��ai� � 	ai on en d�eduit que ��bi� 
 	bi �mod F�� Si m est l
exposant de

F alors pour tout � � � et tout i � f�� ���� tg� ��mbi� � 	mbi�

Soit i � f�� ���� tg� on alors deux cas de �gure �

� Si pour tout � � �� ��mbi� � mbi� alors mbi est d�e�ni sur k�x� et donc

mbi � C��k�x��

� S
il existe � � � tel que � �mbi� � �mbi� alors �i � f� � � j ��mbi� �

mbig est un sous groupe d
indice � de �� donc il existe di � k� tel que

k�
p
di� soit le corps des invariants de �i� Alors si on note �i l
�el�ement de

� tel que �i�
p
di� � �pdi �c
est la conjugaison de k�

p
di� sur k�� on a

�i�mbi� � �mbi �sinon �i�mbi� � mbi et �i � �i� ce qui est absurde car

k�
p
di� est le corps des invariants de �i�� Donc en posant mbi � ��i� �i�� on

a� �i��i� �i� � ���i� �i� c
est a dire ��i��i�� �i��i�� � ��i���i�� Finalement

�i��i� � �i donc �i � k�x� et �i��i� � ��i donc �i � k�
p
di��x� et est de

la forme �i �
p
di�

�
i� avec ��i � k�x�� L
existence du point mbi sur C��C�x�

implique bien celle d
un point ��i� ��i� sur C�dik�x� �

On peut alors en d�eduire le r�esultat suivant �

Proposition ����� Si C��
C�x� a des points d�ordre in�ni� alors il existe d � k� tel

que C�dk�x� ait aussi des points d�ordre in�ni�

Preuve� Avec les notations pr�ec�edentes� si C��
C�x� a des points d
ordre in�ni la

famille fbi j � � i � tg est non vide� et il su�t d
appliquer le raisonnement

pr�ec�edent a l
un des points bi� car alors mbi est d
ordre in�ni et donc correspond

a un point sur C�dik�x� �avec �eventuellement di � �� qui ne peut pas �etre de torsion�

�

Remarque ������ Avec les notations pr�ec�edentes� a isomorphisme pres� on a�

mC��
C�x� � t

i��C�dik�x��

��



�D� Courbes C�d
k�x� de rang nul

Pour d�emontrer la proposition ������ il ne reste plus qu
a exprimer une condi�

tion su�sante pour justi�er la non�existence d
un point d
ordre in�ni C�dk�x� lorsque
d � k� �

Proposition ������ Soit d un �el�ement quelconque de k�� si les images des mor�

phismes 	
C
� C�dk�x��k�x���k�x��� et 	

D
� D�d

k�x��k�x���k�x��� sont les images des

points de torsion� alors il n�y a pas de point d�ordre in�ni� ni sur C�dk�x�� ni sur
D�d
k�x��

Preuve� Supposons C�dk�x� in�ni� on choisit un �el�ement a� � C�dk�x��F �ou F est le

sous groupe de torsion de C�dk�x�� faisant partie d
une base de C�dk�x��F � en particulier

a� n
est pas un double dans C�dk�x��F � donc si on note a� un de ses repr�esentants

dans C�dk�x�� alors aucun des points a� � p� ou p est un point de torsion� n
est un

double dans C�dk�x��F �

Comme l
image de C�dk�x� par 	C est l
image des points de torsion� il existe un

point p� d
ordre �ni tel que 	
C
�a�� � 	

C
�p�� donc en posant a�� � a� � p�� on

sait que a�� n
est pas divisible par � et appartient a ker 	
C
� �

D�C
�D�d

k�x��� ainsi

a�� � �
D�C

�b�� avec b� � D�d
k�x��

Mais comme l
image de 	
D
est l
image des points de torsion� il existe un point

q� � D�d
k�x� d
ordre �ni tel que 	

D
�b�� � 	

D
�q��� Alors on pose a � a����

D�C
�q�� �

a�� �p���
D�C

�q��� et b � b��q�� Le point a n
est pas non plus divisible par � car

p� � �
D�C

�q�� est un point de torsion de C�dk�x� et de plus on sait que a � �
D�C

�b�

et que 	
D
�b� � 	

D
�b� � q�� � k�x����

Ainsi b � ker 	
D

� �
C�D

�C�dk�x��� c
est�a�dire b � �
C�D

�c�� avec c � C�dk�x�� Cela
implique que a � �

D�C
��

C�D
�c�� � �c� contredisant alors l
hypothese  a n
est pas

un double dans C�dk�x���
Il ne peut donc pas y avoir de point d
ordre in�ni sur C�dk�x�� Le groupe D�d

k�x�

est lui aussi �ni car un point d
ordre in�ni sur D�d
k�x� aurait pour image par �

D�C

un point d
ordre in�ni sur C�dk�x�� �

La proposition ������ est alors un corollaire direct des propositions ����� et

������ � Si pour tout d � k�� les conditions de la proposition ������ sont v�eri��ees

alors� pour tout d � k�� la courbe C�dk�x� �de m�eme que D�d
k�x�� est d
ordre �ni�

En appliquant la proposition ������ on peut alors exclure l
existence d
un point

d
ordre in�ni sur la courbe C��
C�x� ainsi que sur D��

C�x� car si l
une de ces deux

courbes est de rang nul il en est de m�eme pour l
autre�

�	



Remarque ������ C
est ici que se trouve l
erreur dans l
article de Christie� il

y est �enonc�e au corollaire de la proposition � �  Si pour tout d � k� l
image

de 	
C
� C�dk�x��C �x���C �x��� est l
image des points de torsion et si l
image de

	
D
� D�d

k�x��C �x���C �x��� est triviale� alors il n
y a pas de point d
ordre in�ni� ni

sur C��
C�x�� ni sur D��

C�x���

Dans la d�emonstration� il est dit que s
il y a un point d
ordre in�ni sur C��
C�x��

il y a aussi un point d
ordre in�ni sur C�dk�x�� On peut alors trouver un tel point

a qui ne soit pas un double �sur C�dk�x�� tel que 	
C
�a� � C �x���� Le point a est

alors l
image d
un point b par l
isog�enie �
D�C

� mais comme 	
C
est un morphisme

a image dans C �x���C �x���� alors le point b appartient a la courbe D�d
C�x� mais

pas forc�ement a D�d
k�x� comme l
a �ecrit Christie� Puis comme l
image de 	

D
est

triviale� 	
D
�b� � C �x��� donc b � �

C�D
�C�d
C�x�� et on a � b � �

C�D
�c� avec c � C�d

C�x��

d
ou a � �
D�C

��
C�D

�c�� � �c� Le point a serait un double� mais sur la courbe C�d
C�x�

ce qui� a priori� n
est pas une contradiction car on a juste suppos�e que a n
est

pas un double sur C�dk�x��

Ainsi d
apres la proposition ������ pour d�emontrer que la courbe C�� est de

rang nul� on d�emontrera que les conditions de la proposition ������ sont bien

v�eri��ees pour tout d � k� � cela revient a �etudier la forme des points des courbes

C�dk�x� et D�d
k�x� a�n de montrer que leurs images par les morphismes 	

C
et 	

D
sont

toujours les m�emes que celles des points d
ordre �ni�

Evidemment cette �etude ne peut pas se faire de maniere g�en�erale car il faut

utiliser les propri�et�es des courbes C�d et D�d et celles du corps k � la justi�cation

des conditions requises pour pouvoir appliquer la proposition ����� aux exemples

choisis se fait essentiellement par des arguments de sp�ecialisation aux points

x� � k pour lesquelles la courbe C�d d�eg�enere et n�ecessitera une �etude soigneuse

d
un grand nombre de cas�

On peut cependant �enoncer ici un r�esultat essentiel dans le traitement des

divers exemples que l
on �etudiera �

Lemme ������ Si ��� �� est un point de la courbe C�dk�x� �respectivement D�d
k�x�

avec � �� �� si on �ecrit � � f ��

��
� � � �

��
� avec f � �� ��  � k�x�� f sans

facteur carr�e et pgcd�f�� � � pgcd���� � �� Alors le polyn�ome f divise A��	B

�respectivement B�

Preuve� Si ��� �� � C�dk�x�� on a vu dans la preuve du lemme ����	 que l
on peut

poser � � �
��
� � � �

��
avec �� ��  � k�x� tels que pgcd���� � pgcd���� � �

��



puis on �ecrit � � f�� ou f �� � k�x�� f �etant sans facteur carr�e� L
�equation de la

courbe C�dk�x�� qui est �d�� � ���� � �A��A� � 	B�� implique alors que �

�d�� � f���f��� � �Af��� � �A� � 	B���

Comme f est sans facteur carr�e� on peut �ecrire � � f�� avec � � k�x� et apres

simpli�cation� on obtient �

�df�� � f��� � �Af��� � �A� � 	B��

On en d�eduit que f divise �A� � 	B�� et comme pgcd�f� � � �� alors f divise

�A� � 	B��

Pour la courbe D�d
k�x�� le m�eme raisonnement montre que � � f ��

��
avec f

divisant B� �

Remarque ������ On a en m�eme temps d�emontr�e que si ��� �� est un point

de la courbe C�dk�x� �respectivement D�d
k�x��� avec les notations du lemme ������� il

existe � � k�x� tel que �df�� � f��� � �Af��� � �A� � 	B�� �respectivement

�df�� � f��� � 	Af��� � ��B��� Ce r�esultat sera lui aussi utile par la suite�

L
un des int�er�et du lemme ������ est que� avec les notations pr�ec�edentes� on

a 	
C
��� �� � �d�k�x��� � �dfk�x��� lorsqu
on considere un point ��� �� de la

courbe C�dk�x� tel que � �� � ou 	
D
��� �� � �d�k�x��� � �dfk�x��� pour un point

��� �� de D�d
k�x� v�eri�ant � �� �� Ce lemme va donc permettre de limiter le nombre

de cas a traiter et on s
aper�coit qu
il sera int�eressant pour faciliter cette �etude

de choisir des polyn�omes A� � 	B et B poss�edant le moins possible de facteurs

irr�eductibles�

Pour terminer cette section� on va s�int�eresser aux quelques modi�cations 
a

apporter aux r�esultats pr�ec�edents pour adapter ce raisonnement lorsque seule la

courbe D�� est 
a ��torsion C �x��rationnelle �

Dans le cas ou C�� n
est pas a ��torsion C �x��rationnelle� c
est�a�dire ou B

n
est pas un carr�e dans C �x�� cette courbe ne possede plus qu
un seul point d
ordre

� d�e�ni sur C �x� � PC � ��� ��� Le morphisme 
 � C��
C�x���C �x���C �x����� n
est alors

plus d�e�ni et on ne peut pas appliquer telle quelle la m�ethode pr�ec�edente�

Cependant on va pouvoir substituer a 
 un autre morphisme 
�� En e�et�

pour prouver que C�� est de rang nul� on peut de maniere �equivalente d�emontrer

��



que D�� n
a pas de points d
ordre in�ni� Or cette courbe D�� �etant a ��torsion

C �x��rationnelle� on a A� � 	B � D� avec D � C �x�� son �equation est donc �

��� � ���� � 	A� � ��B� � ��� � �A� �D��� � �A� �D� et ses trois points

C �x��rationnels d
ordre � sont � PD � ��� ��� P �
� � ����A�D�� �� et P �

� � ����A�

D�� ��� On peut alors d�e�nir le morphisme 
� � D��
C�x���C �x���C �x����� par �


���� �� � ���C �x���������A��D�C �x���������A� �D�C �x���� si � �� ��


��PD� � ���BC �x�������A� �D�C �x��� ����A� �D�C �x�����


��P �
�� � ���A�D�C �x�����	DC �x�������A�D�DC �x�����


��P �
�� � ���A�D�C �x���� ��A�D�DC �x���� 	DC �x�����


��OD� � �C �x���� C �x���� C �x�����

Ce morphisme 
� possede des propri�et�es similaires a celles de 
� en particulier son

noyau est �D��
C�x�� On pourra utiliser un raisonnement analogue a celui qui pr�ecede

mais en intervertissant les courbes C�� et D��� en suivant la m�eme d�emarche et en

choisissant le corps k de telle fa�con que le polyn�ome B�A�� 	B� soit d�ecompos�e

sur k�x� et que A� � 	B soit un carr�e dans k�x�� on obtiendra la proposition

suivante� correspondant a la proposition ����� �

Proposition ������ Si D��
C�x� poss
ede des points d�ordre in�ni� alors il existe

d � k� tel que D�d
k�x� ait aussi des points d�ordre in�ni�

Il su�t alors d
appliquer la proposition ������ pour montrer que la la propo�

sition ����� est encore vraie�

��
 Application �a une premi�ere famille de poly�

n�omes

Dans l
article �Chr�� Christie a �enonc�e le r�esultat suivant �

Soient �� � et � trois entiers tels que � � � � �� � � ����n� avec n � N� et �
non multiple de � v�eri�ant � 
 �� �mod ��� si ���� � �� et �� ��� � �� ne sont

pas des carr�es dans N� alors le polyn�ome F �x� y� � � � x
�
�x� ��� � �

��
�
�
y� �

�
���

�x�y� est d�e�ni positif et n�est pas une somme de trois carr�es dans R�x� y��

On peut tout d
abord rappeler l
erreur de signe se trouvant dans l
article de

Christie� d�eja signal�ee dans Maths Reviews � a la place du terme �� � �� � ��� il

est �ecrit �� � �� � ��� la m�eme erreur se retrouve dans l
�ecriture du polyn�ome

��



F �x� y�� De plus� �etant donn�e l
erreur commise par Christie dans le corollaire de

la proposition �� erreur que l
on a mise en �evidence dans la section pr�ec�edente� il

appara��t que le traitement de cet exemple comporte certaines lacunes� En e�et� il

n
a pas abord�e le cas ou� avec les notations de la section pr�ec�edente� on a � � f ��

��

avec f � k� car alors il est �evident que �df � C �x���� ce qui apparemment

semblait �etre su�sant pour traiter ce cas �voir remarque �������� En fait� avec la

version corrig�ee de la m�ethode de Christie� il appara��t n�ecessaire de v�eri�er que

dans ce cas on a � �df � k�x��� c
est�a�dire �df � k��� On retrouve le m�eme oubli

dans l
�etude des courbes D�d
k�x��

De plus� en e�ectuant une �etude plus approfondie des di��erents cas de �gure�

on peut obtenir des conditions plus faibles sur les parametres et g�en�eraliser ce

r�esultat a une famille plus large de polyn�omes� Il semble en e�et que Christie n
ait

pas exploit�e jusqu
au bout certaines pistes� c
est pourquoi on va ici reprendre et

compl�eter l
�etude de cette famille de polyn�omes�

On va donc consid�erer F �X�Y � � � � X
�
�X � ��� � �

�
��
�
Y � � �

��
��X�Y �

avec �� � � R tels que � � � � �� Il faut remarquer tout d
abord que l
on

peut consid�erer cette famille de polyn�omes comme �etant param�etr�ee par un seul

nombre r�eel � en e�et� quitte a poser X � �x et Y � y
��
� on a � F �x� y� � � �

x
�
�x� ��� � �

�
r�
�
y�� �

��
r�x�y� avec r � �

�
� On v�eri�e ais�ement que F est positif

si r � ��

L
objectif de cette section est de parvenir a d�emontrer le r�esultat suivant �

Th�eor
eme ����� Soit r un nombre r�eel v�eri�ant r � � et tel que ni r ni r��r��

ne sont des carr�es dans le corps Q�r�� alors le polyn�ome positif F �x� y� � � �

x
�
�x� ��� � �

�r
�
�
y� � �

��r
�x�y� n�est pas somme de � carr�es dans R�x� y��

On va pour cela poser A�x� � x
�
�x� ��� � �

�r
�
�
et B�x� � �

��r
�x� a�n que

F �x� y� soit de la forme � �A�x�y��B�x�y�� Les polyn�omes A et B sont d�e�nis

sur k��x� avec k� � Q�r�� Le polyn�ome B �etant un carr�e dans k��x�� la courbe

C�� est a ��torsion k��x��rationnelle et a pour �equation �

��� � ���� x�x� ������� x��x� ��� � r����

De plus� �etant donn�e que A� � 	B � x��x � ��� ��x� ��� � r�� � x��x �

����x � � � r��x � � � rj��x � � � rj��� le corps de d�ecomposition de A� � 	B

��



et de B est donc Q�j� r�� On pourra choisir� toujours en conservant les notations

des sections pr�ec�edentes� k � Q�j� r��

L
�etude de la courbe C�� par la m�ethode expos�ee dans ce chapitre se fera en

trois �etapes �

�A� L
�etude des points de torsion de la courbe C��
R�x� dans le but de v�eri�er

qu
aucun d
entre eux n
est sp�ecial�

�B� L
�etude des points des courbes C�dk�x� pour d � k� avec pour objectif de d�eter�

miner des conditions su�santes pour que l
image de 	
C
� C�dk�x��k�x���k�x���

soit l
image des points de torsion�

�C� L
�etude des points des courbes D�d
k�x� avec d � k�� toujours pour exprimer

des conditions su�santes pour que l
image de 	
D
� D�d

k�x��k�x���k�x��� soit

triviale�

�D� Les parties �B� et �C� auront permis de d�emontrer� sous certaines condi�

tions� la non�existence de point d
ordre in�ni sur C��
R�x� en se ramenant aux

conditions de la proposition ������ Dans cette derniere partie� on s
int�eres�

sera plus en d�etail a ces conditions a�n de les exprimer sous une forme plus

simple et on montrera que les exemples donn�es par Christie sont en fait des

cas particuliers de la famille de polyn�omes que l
on �etudie ici�

�A� Points d�ordre �ni

Il est clair que les points d
ordre � sur la courbe C��
R�x� ne sont pas sp�eciaux� en

e�et ces points sont � ��� ��� �x�x����� ��� �x��x����� r��� ��� et on voit ais�ement

ni 	B �A�� ni x�x� ���� ni x��x� ��� � r��� ne sont des sommes de deux carr�es�

De plus sur C��
C�x�� aucun de ces points n
est un double �il su�t de calculer

leurs images par le morphisme 	
C
�� il n
y a donc pas de point d
ordre 	 sur C��

C�x�

et donc a fortiori il n
y en a pas non plus sur C��
R�x�� L
�etude des points d
ordre

�ni peut donc s
arr�eter ici� les points d
ordre impair ne pouvant pas �etre sp�eciaux

comme on l
a vu auparavant�

��



�B� Etude de la courbe C�d
k�x�

Soit d � k�� on rappelle que cette courbe a pour �equation �

�d�� � ��� � x�x� ������ � x��x� ��� � r����

Pour d�emontrer que l
image de 	
C
� C�dk�x��k�x���k�x��� est l
image des points

de torsion� on va premierement d�eterminer certains points de torsion de cette

courbe ainsi que leurs images par 	
C
�

On connait sur cette courbe l
origine OC et trois points d
ordre � qui sont

PC � ��� ��� P� � �x�x����� �� et P� � �x��x���� � r��� ��� Leurs images par 	
C

sont �

	
C
�OC� � k�x���

	
C
�PC� � �x� ���x� � � r��x� � � rj��x� �� rj��k�x���

	
C
�P�� � �dx�x� ��k�x���

	
C
�P�� � �dx�x� �� r��x� � � rj��x� �� rj��k�x����

On va maintenant consid�erer un point d
ordre in�ni ��� �� � C�dk�x�� On a

donc � �� �� alors d
apres le lemme ������� on peut �ecrire � � f ��

��
avec f � ��

 � k�x�� pgcd�f�� � � � et f sans facteur carr�e divisant A� � 	B � x��x �

��� ��x� ��� � r��� On sait aussi que 	
C
��� �� � �dfk�x���� donc pour arriver au

r�esultat souhait�e on doit montrer que� sous certaines conditions� le polyn�ome f

ne peut prendre que certaines valeurs�

Tout d
abord� puisque f est sans facteur carr�e� il divise x�x����x���r��x�

� � rj��x� � � rj��� On remarque que� quitte a ajouter un des points d
ordre �

au point ��� ��� on peut supposer que ni x ni �x��� ne divisent f � En e�et� si x

divise f � comme 	
C
�P�� � �dx��x� ��� � r��k�x���� il su�t de remplacer ��� ��

par ��� �� � P� et on peut alors supposer que x ne divise plus f � De m�eme� si

x� � divise f � comme 	
C
�PC� � �x� ����x� ��� � r��k�x���� on remplace ��� ��

par ��� �� � PC ce qui permet de supposer que �x� �� ne divise pas f �

Ainsi on obtient que f divise �x � � � r��x � � � rj��x � � � rj�� et est

sans facteur carr�e� Ensuite en �etudiant les di��erents cas suivant le degr�e de �� on

montre que f est de degr�e pair� En posant � � f ��

��
� on sait� d
apres la remarque

�����	 qu
il existe � � k�x� tel que �

�df�� � f��� � �Af��� � �A� � 	B���

Comme deg�A� � 	 et deg�A� � 	B� � �� trois cas se pr�esentent �

� Si deg�f��� � deg��� � 	� alors deg�f��� � deg�f�����

��



� Si deg�f��� � deg��� � 	� alors deg�f��� � deg��A� � 	B��� � � �

	deg���

� Si deg�f��� � deg��� � 	� alors deg�f� � 	 � �deg��� � deg����

On voit bien que dans ces trois cas� f est toujours de degr�e pair�

On a donc d�emontr�e que f divise �x��� r��x��� rj��x��� rj�� et est de

degr�e pair� on peut donc supposer que f � e ou f � e�x� r���x� r��� avec e � k�

unique 
a multiplication par un carr�e pr
es et o
u r�� r�� r� est une permutation de

r��� jr��� j�r��� Avec cette notation� on a �x�����r� � �x�r���x�r���x�r���

Avant de consid�erer ces deux possibilit�es pour f � il est int�eressant de noter le

r�esultat suivant �

Lemme ����� Si on note P � f���x�x����� et Q � f���x��x�����r����

alors pgcd�P�Q� � � lorsque ���� �� � ou pgcd�P�Q� � x lorsque ���� � ��

Preuve� Soit p� un facteur commun a P et a Q� alors p� divise P � Q � r�x��

Or p� est premier avec  �sinon f� et  auraient un facteur commun� ce qui est

impossible car� par d�e�nition� pgcd�f�� � � ��� donc p� divise x� On a ainsi deux

possibilit�es � pgcd�P�Q� � � ou pgcd�P�Q� � x�

Pour terminer� on remarque que si ���� �� �� on a alors P ��� � Q��� �

f�������� �� � et donc pgcd�P�Q� � � et si ���� � �� on a alors P ��� � Q��� � �

et pgcd�P�Q� � x� �

Ce lemme va pr�esenter un certain int�er�et car les polyn�omes P et Q appa�

raissent dans l
�equation �df�� � �f�� � x�x� ������f�� � x��x� ��� � r�����

On peut maintenant �etudier les di��erents cas suivant la forme de f �

�B�� f � e � k�

�B�� f � e�x� r���x� r��� avec e � k��

��



Cas �B�� � Si f � e

Dans ce cas� l
�el�ement e de k� ne peut prendre que deux valeurs a multiplica�

tion par un carr�e pres �

Proposition ����� Si f � e � k�� on a soit �de � k��� soit e � k��

Preuve� Il su�t de compl�eter l
�etude du degr�e dans l
�equation �f�� � �f�� �
x�x� ������f�� � x��x� ��� � r���� par celle des coe�cients dominants�

En posant a�� a� et a� les coe�cients dominants respectifs de ��  et � on a �

� Si deg��� � deg�� � �� alors �dea�� � e�a���

� Si deg��� � deg�� � �� alors �dea�� � a���

� Si deg��� � deg���� et e�a����ea��a
�
��a�� �� �� alors �dea�� � �ea���a���

��

� Si deg��� � deg�� � � et �ea�� � a��� � �� alors e �
�
a�
a�

��
�

Dans les trois premiers cas on a �de � k�� et dans le dernier e � k��� �

Dans le cas ou �de � k��� alors 	
C
��� �� � �dek�x��� � k�x��� donc ��� �� �

ker�	
C
� et on est bien dans les conditions de la proposition ������

Il ne reste donc qu
a �etudier que le cas ou e � k��� On peut alors supposer

que e � � et cela donne l
�equation �

�d�� � ��� � x�x� �������� � x��x� ��� � r�����

Si on sp�ecialise en x � �� on obtient �d����� � ������ donc a condition que

���� �� �� on a �d � k��� Comme e � �� cela implique que �de � k�� et on

peut conclure que� dans ce cas� ��� �� � ker�	
C
�� Le probleme est r�esolu lorsque

���� �� ��

On suppose donc maintenant que ���� � � � il s
agit du dernier cas pouvant

poser un probleme� D
apres le lemme ������ on est dans le cas ou on a pgcd��� �
x�x � ����� �� � x��x � ��� � r���� � x� A partir de cette propri�et�e et de

l
�equation � �d�� � ��� � x�x� �������� � x��x� ��� � r����� on peut d�eduire

qu
il existe s � k�� ��� �� � k�x�� tels que �
�
�� � x�x� ���� � sx���
�� � x��x� ��� � r��� � �dsx���

��



Et puisque ���� � �� on peut poser � � x��� �� � k�x�� et on a apres simpli��

cation � �
x��� � �x� ���� � s���
x��� � ��x� ��� � r��� � �ds���

En posant x � � dans la seconde �equation� on a �ds������ � �r� � �������

Comme pgcd��� � � �� alors ��� �� � et donc �ds � �r� � ��k�� � r�r�r�k
���

Puis en posant x � r� dans cette m�eme �equation� on obtient la relation

r��
���r�� � �ds����r��� Or ���r�� �� �� sinon on en d�eduirait que ����r�� � � et

que �x � r��� divise les deux membres de l
�equation x��� � ��x � ��� � r��� �

�ds���� on devrait alors avoir  multiple de �x� r��� ce qui contredit l
hypothese

pgcd��� � � �� Cela implique que r� � �dsk���
En regroupant ces r�esultat� on obtient que r� � r�r�r�k

�� ce dont on d�eduit

que r�r� � k���

On a ainsi d�egag�e une condition su�sante pour que ce dernier cas ����� � ��

ne puisse pas se produire � il su�t de s
assurer que r�r� n
est pas un carr�e dans le

corps k� ce que l
on fera� a la partie �D�� en imposant certaines hypotheses sur le

r�eel r� Donc� en se pla�cant sous ces hypotheses� on aura toujours ��� �� � ker�	
C
�

lorsque f � e � k��

Cas �B�� � Si f � e�x� r���x� r��

Dans ce cas l
�equation de C�d devient �

�def�� � �ef�� � x�x� ������ef�� � x��x� ��� � r�����

Comme f � e�x� r���x� r�� et �x � ��� � r� � �x � r���x� r���x � r��� apres

simpli�cation� on a �

�de�� � �e�x� r���x� r���
� � x�x� ������e�� � x�x� r��

�� ����

De plus� comme dans le cas �B��� l
�etude des coe�cients dominants montre

que l
on a soit �de � k��� soit e � k�� � La seule variation dans la d�emonstration

est� qu
au lieu de comparer deg��� et deg��� �� on s
int�eresse aux di��erents cas

suivant que deg��� est sup�erieur� inf�erieur ou �egal a deg�� � �� cela est d�u au

fait que cette fois f n
est plus de degr�e � mais de degr�e ��

�i� On suppose d
abord que l
on est dans le cas ou �de � k�� �

��



Si ���� �� �� on a d
apres l
�equation ���� �de����� � e�r�r��
���� �� � donc

r�r� � dek�� c
est�a�dire r�r� � k��� Comme on l
a vu auparavant� cette hypothese

sera exclue par le choix de r� le cas ���� �� � ne pourra alors pas se produire�

Si ���� � �� alors d
apres le lemme ������ on est dans le cas ou les polyn�omes

�e�x� r���x� r�����x�x������ et �e���x�x� r���� admettent x pour pgcd�

de plus� d
apres ���� leur produit est �de�� � k�x���� Donc il existe s � k�� ���

�� � k�x� tels que �

�
e�x� r���x� r���� � x�x� ���� � sx���
e�� � x�x� r��� � sx���

En posant � � x��� avec �� � k�x�� on obtient apres simpli�cation par x �

�
ex�x� r���x� r����� � �x� ���� � s���
ex��� � �x� r��� � s���

Comme pgcd�f�� � � et que ���� � �� on a ��� �� �� donc pour x � � dans

la premiere �equation de ce systeme� on a ����� � s������ donc �s � k���

On a aussi f�r�� � � ce qui implique que �r�� �� � donc� toujours dans la

m�eme �equation� pour x � r�� ��r� � �����r�� � s����r�� �� �� on en d�eduit que

�r� � �� � �sk���
En regroupant les r�esultats �s � k�� et �r� � �� � �sk��� on obtient que

�r� � �� � k���

On remarque alors que� comme r� est de la forme rjn� � � avec n� � f�� �� �g�
alors on a �r���� � rjn� � Or j � �j��� donc jn� � k��� la condition �r���� � k��

devient ainsi r � k���

Pour exclure le cas ���� � �� il su�ra d
ajouter l
hypothese r �� k�� qui

fournira la contradiction souhait�ee�

�ii� Si on est dans le cas ou e � k�� �

On peut alors supposer que e � � et on a deux possibilit�es a �etudier suivant

que ���� est nul ou non�

Si ���� �� �� alors les polyn�omes �x� r���x� r�����x�x����� et ���x�x�
r��� sont premiers entre eux �cons�equence directe du lemme ������� leur produit

�etant� d
apres l
�equation ���� �de�� � �d��� on en d�eduit qu
il existe s � k�� ���

�� � k�x�� tel que �

�	



�
�x� r���x� r���� � x�x� ���� � �ds���
�� � x�x� r��� � s���

Etant donn�e que f � �x � r���x � r�� et que  est premier avec f � on a

�r�� �� � et �r�� �� � donc dans la premiere �equation de ce systeme �

� Pour x � r�� on a � �r��r� � �����r�� � �ds����r��� cela implique que

�r��r� � �� � �dsk��

� Pour x � r�� on a � �r��r� � �����r�� � �ds����r��� cela implique que

�r��r� � �� � �dsk��

On d�eduit de ces deux relations que r�r��r� ����r���� � k��� Or on sait que

r� � rjn� � � et r� � rjn� � � avec n�� n� � f�� �� �g� on a donc �r�����r� ��� �

r�jn�
n� et comme j � �j��� � k�� alors �r� � ���r� � �� � k��� Cela donne

�nalement r�r� � k��� cette condition est d�eja apparue pr�ec�edemment et le r�eel

r sera choisi de telle fa�con qu
elle ne pourra pas se r�ealiser � On ne pourra ainsi

pas avoir ���� �� ��

Si ���� � �� alors pgcd��x� r���x� r�����x�x������ ���x�x� r���� � x

�c
est toujours une cons�equence du lemme ������� leur produit �etant �d��� on en

d�eduit comme auparavant l
existence de s � k�� ��� �� � k�x� tels que� en posant

� � x�� et en simpli�ant par x �

�
x�x� r���x� r����� � �x� ���� � �ds���
x��� � �x� r��� � s���

Comme pgcd�f�� � � �� alors ��� �� � et pour x � � dans la premiere

�equation de ce systeme� on a ����� � �ds������ donc ds � k���

De plus� comme f�r�� � �� �r�� �� � donc pour x � r� dans cette m�eme

�equation� on a ��r� � �����r�� � �ds����r�� �� � d
ou �r� � �� � dsk���

On obtient ainsi �r� � �� � k��� ce qui comme on l
a vu auparavant �equivaut

a r � k��� Ici encore� on voit appara��tre la n�ecessit�e de supposer que r �� k�� pour

pouvoir exclure le cas ���� � ��

En s�assurant que r et r�r� ne sont pas des carr�es dans k� on ne peut donc pas

avoir f � e�x� r���x� r��� On peut conclure de l��etude qui pr�ec
ede �c�est�
a�dire

des cas �B� et �B� que sous ces conditions� si ��� �� � C�dk�x� n�est pas un point

d�ordre �ni� on a alors� quitte 
a lui ajouter un point d�ordre �� �d�k�� � k���

��



Cela signi�e que l�image de ��� �� par 	
C
est l�image de ce point d�ordre �� On

est donc bien dans les hypoth
eses de la proposition ������

�C� Etude de la courbe D�d
k�x�

Soit d � k�� la courbe D�d
k�x� a pour �equation �

�d�� � �
	
�� � 	x

	
�x� ��� � �

�
r�


� � r�x�



�

Cette courbe ne possede qu
un seul point d
ordre �� PD � ��� �� et son image

dans k�x���k�x��� par 	
D
est triviale�

Soit ��� �� � D�d
k�x� un point d
ordre in�ni� alors on peut �ecrire � � f ��

��
avec

les notations et les propri�et�es du lemme ������� En particulier f est sans facteur

carr�e et divise B � �
��
r�x� donc on a deux cas de �gure �

�C�� Soit f � e � k�

�C�� Soit f � ex avec e � k��

Cas �C�� � Si f � e

Dans ce cas� l
�equation de D�d donne �

�de�� � e��� � 	x
	
�x� ��� � �

�
r�


e��� � r�x���

Mais on peut aussi l
�ecrire sous la forme �

�de�� �
	
e�� � �x

	
�x� ��� � �

�
r�


�

�
� 	x��x� �����x� ��� � r����

Etant donn�e que ��x����� r�� � �x� r���x� r���x� r��� pour x � r� �on aurait

pu tenir le m�eme raisonnement avec x � r� ou x � r��� on a �

� Soit
�
e���r�� � �r�

�
�r� � ��� � �

�
r�
�
��r��

�
�� �� alors cela implique que

���r�� �� � d
ou �de � k��� Le probleme est r�egl�e car 	
D
��� �� � �dek�� et

est donc trivial�

��



� Soit
�
e���r�� � �r�

�
�r� � ��� � �

�
r�
�
��r��

�
� �� alors ���r�� � � et donc

le polyn�ome �x� r�� divise �� On en d�eduit que �x� r��� divise le membre

de droite de l
�equation pr�ec�edente� impliquant que �x� r�� divise � Puis

comme �x� r�� divise  et
�
e�� � �x

�
�x� ��� � �

�
r�
�
�
�
alors il divise a

la fois  et �� Cela est impossible car� par hypothese�  et � sont premiers

entre eux�

Seul le premier cas peut se produire et donc� lorsque f � e � k�� on a toujours

��� �� � ker�	
D
�

Cas �C�� � Si f � ex

Dans ce cas� l
�equation de la courbe donne la relation �

�dex�� �
	
ex�� � �x

	
�x� ��� � �

�
r�


�

�

� 	x��x� �����x� ��� � r����

Par un raisonnement analogue a celui donn�e dans le cas �C��� on montre que

pour i � �� � et �� on a �deri���ri� �
�
eri�

��ri� � �ri
�
�ri � ��� � �

�r
�
�
��ri�

�
��

�� sinon � et  auraient �x� ri� pour facteur commun� Donc pour i � �� � et ��

on la relation �deri���ri� � k��� en particulier� �der� � k�� et �der� � k�� d
ou

on obtient que r�r� � k��� On a d�eja auparavant mentionn�e que cette condition

doit �etre exclue par un choix judicieux du r�eel r� ce qui fait que le cas �C�� ne

peut pas se produire�

Ainsi l��etude des cas �C� et �C� montre qu�
a condition que r�r� �� k��� tout

point d�ordre in�ni de D�d
k�x� appartient au noyau de 	

D
�

�D� Reformulation des conditions

On a donc en �etudiant les courbes C�dk�x� et D�d
k�x� montr�e que si r et r�r� ne

sont pas des carr�es dans le corps k � Q�j� r�� alors les conditions de la proposition

����� sont r�ealis�ees et ainsi il n
y a pas de point d
ordre in�ni sur C��
C�x� donc il n
y

a pas non plus de point sp�ecial sur C��
R�x� car� comme on l
a d�eja vu� les points de

torsion ne sont pas sp�eciaux� On va maintenant reformuler les conditions r �� k��

��



et r�r� �� k�� pour les exprimer en tant que conditions portant sur le r�eel r dans

dans le corps Q�r��

Lemme ����� Soit r un r�eel� r � �� soit r�� r�� r� une permutation de r � ��

rj � �� rj� � �� Si r �� Q�r��� et r� � r � � �� Q�r���� alors ni r ni r�r� ne sont

des carr�es dans k � Q�j� r��

Preuve� On considere un �el�ement a � k��� deux cas de �gure peuvent se pr�esenter �

� Si a � k�� � Q�r�� comme k � Q�r� j� � Q�r��i
p
��� on peut �ecrire a � �u�

vi
p
��� avec u� v � Q�r�� d
ou a � u���v���uvi

p
�� Comme a � Q�r� et que

r est un nombre r�eel� alors soit u � �� soit v � � donc on a respectivement

soit a � Q�r���� soit ��a � Q�r����

� Si a � k��nQ�r� alors on a Normek�Q�r��a� � Q�r����

On peut maintenant appliquer ce r�esultat aux �el�ements r et a r�r� du corps

k�

Ainsi� si on suppose que r � k��� alors r � k�� � Q�r� et on doit avoir soit

r � Q�r���� soit ��r � Q�r���� Le premier cas est exclu par hypothese� le second

ne peut se produire car r � � et Q�r� � R� Sous les conditions de l
�enonc�e� r ne

peut pas �etre un carr�e dans le corps k�

On suppose maintenant que r�r� � k�� �

� Soit on est dans le cas ou r�� r� est une permutation de frj � �� rj� � �g et

donc on a r�r� � r� � r� � � k�� � Q�r�� On devrait alors avoir� d
apres ce

qui pr�ecede� soit r� � r � � � Q�r���� ce qui est impossible par hypothese�

soit ���r� � r � �� � Q�r��� ce qui est impossible car r� � r � � � ��

� Soit on est dans le cas ou r�r� � �r����rj��� �ou r�r� � �r����rj����� et

alors r�r� � k��nQ�r�� Dans ce cas� on a vu que Normek�Q�r��r�r�� � Q�r���
c
est�a�dire �r�����r��r��� � Q�r���� donc r��r�� � Q�r��� contredisant
les hypotheses de l
�enonc�e�

On voit donc que� lorsqu
on se place sous les conditions de ce lemme� r�r� n
est

pas un carr�e dans le corps k� �

Le th�eoreme ����� est une cons�equence directe de ce lemme et de l
�etude qui

pr�ecede� En e�et� si r un nombre r�eel v�eri�ant r � � et tel que ni r� ni r� � r� �

��



ne sont des carr�es dans le corps Q�r� alors la courbe C��
R�x� n
a pas de point sp�ecial

et donc le polyn�ome F �x� y� n
est pas une somme de trois carr�es dans R�x� y��

On peut remarquer deux cas particuliers de ce th�eoreme �

Corollaire ����� Le polyn�ome F �x� y� � ��x
�
�x� ��� � �

�
r�
�
y�� �

��
r�x�y� est

positif et n�est pas somme de � carr�es dans R�x� y� lorsque le r�eel r � � v�eri�e

l�une des deux conditions suivantes �

�� Le nombre r est un rationnel tel que ni r� ni r� � r � � ne sont des carr�es

de rationnels�

�� Le nombre r�eel r est transcendant�

Preuve� C
est une cons�equence imm�ediate du th�eoreme ����� car si r est un ra�

tionnel� alors Q�r� � Q et si r est transcendant� alors ni r� ni r��r�� ne peuvent

�etre des carr�es dans Q�r�� �

On va maintenant v�eri�er que la famille de polyn�omes propos�ee par Christie

est bien un cas particulier de celle donn�ee ici �

Lemme ����� Si � et � sont deux entiers tels que � � ����n� avec n � N
� et

� non multiple de � v�eri�ant � 
 �� �mod ��� alors le nombre rationnel r � �
�

n�est pas un carr�e de rationnel�

Preuve� Supposons que r � Q��� alors �� � ��r � Q�� �Zdonc �� � Z��� Or on

sait que � � ����n� et que � 
 �� �mod �� donc il existe un entier m tel que

� � �m� �� Ainsi �� � ����n���m� �� � Z�� d
ou n est pair� sinon � diviserait

���m � �� et donc diviserait aussi � ce qui contredirait les hypotheses� on en

d�eduit que ���m� �� � Z���
On pose alors � � a�b ou a et b sont deux entiers� b �etant sans facteur carr�e�

Comme � ne divise pas �� alors il ne divise ni a� ni b� On obtient donc avec cette

nouvelle notation� b��m � a�b� � Z�� d
ou� comme b est sans facteur carr�e� il

divise �m � a�b et donc b divise �m� Mais on sait que � ne divise pas b donc

pgcd�b� �� � � et cela montre que b divise m� on peut poser m � kb avec k � Z�
De la relation b��m� a�b� � Z��� on d�eduit alors que ��k � a�� � Z�� c
est�a�

dire qu
il existe c � Z� tel que a� � c� � �k ou encore a� � c� 
 � �mod ��� Mais�

si p est un entier� on a soit p� 
 � �mod ��� soit p� 
 � �mod ��� donc ici on a

forc�ement a 
 � �mod �� et c 
 � �mod �� ce qui est impossible car � ne divise

pas l
entier a�

��



Sous les conditions de ce lemme� on a donc �� �� Z�� et r �� Q��� �

Les conditions �enonc�ees par Christie peuvent donc �etre regroup�ees en quatre

cat�egories et on v�eri�e que chacune d
entre elle constitue un cas particulier d
une

des hypotheses du th�eoreme ����� �

� La condition � et � sont deux entiers tels que � � � � � se traduit par r � �
�

est un nombre rationnel tel que r � � � il s
agit de la condition assurant la

positivit�e du polyn�ome F �x� y��

� D
apres le lemme ������ � � ����n� avec n � N� et � non multiple de � tel

que � 
 �� �mod �� implique que r �� Q���

� On v�eri�e ais�ement que la condition �������� �� N�� �equivaut a r��r�� ��
Q���

� En�n ���� � �� �� N�� pourrait se traduire par ��r � �� �� Q�� et appara��t

comme une condition super!ue�

On voit alors que tout polyn�ome de la famille propos�ee par Christie se retrouve

dans le cas ��� du corollaire ������ Le th�eoreme ����� constitue donc bien une

g�en�eralisation du r�esultat de Christie�

Remarque ����� Pour terminer ce chapitre� on peut noter que� m�eme si sous les

conditions �enonc�ees ci�dessus F �x� y� n
est pas somme de � carr�es dans R�x� y�� on

peut toujours� pour r � �� �ecrire F �x� y� comme somme de 	 carr�es de polyn�omes

dans R�x� y�� En e�et on peut v�eri�er que �

F �x� y� �
		

x�
�

�



xy

�

�

�p
�

�
xy

��

�

��
�

�
� r�

	

�
xy� � �

��

�
	
�

�

p
r� � �xy�


�

�

Cela montre que F �x� y� est d�e�ni positif et de plus� on s
aper�coit que la con��

guration est di��erente de celle du cas �etudi�e par Cassels� Ellison et P�ster car le

polyn�ome de Motzkin n
est pas somme de � carr�es dans R�x� y�� mais n
est pas

non plus somme carr�es de polyn�omes dans R�x� y��

	�



Chapitre �

Polyn�omes factoris�es

L
objectif de ce chapitre est de construire de nouvelles familles de polyn�omes

positifs qui ne sont pas somme de � carr�es dans R�x� y� � On va ici s
int�eresser

plus particulierement aux polyn�omes F �x� y� factoris�es dans R�x� y� sous la forme

�y� � a�x���y� � b�x�� ou a�x� et b�x� sont des polyn�omes positifs d�e�nis sur le

corps k��x�� avec k� sous�corps de R�

Les courbes elliptiques associ�ees a F �x� y� ont alors pour �equations de Weiers�

trass C�� � ��� � ����� ��a� b����a� b��� et D�� � ��� � ����	a����	b��

Cette derniere courbe est a ��torsion k��x��rationnelle et il est alors possible d
uti�

liser la m�ethode donn�ee dans le chapitre � pour montrer la non�existence de point

d
ordre in�ni C �x��rationnel sur les courbes C�� et D��� Cela amene a �etudier les

courbes C�d � �d�� � �������a�b����a�b��� etD�d � �d�� � ����	a����	b�

sur k�x� ou k est le corps de d�ecomposition des polyn�omes ab et �a� b�� On ob�

serve aussi en adaptant la remarque ������ que pour limiter le nombre de cas a

traiter pour les points de ces courbes� il faut que les d�ecompositions en facteurs

dans C �x� de ces polyn�omes ab et �a� b� soient les plus simples possibles� Cepen�

dant� comme Hilbert a montr�e que les polyn�omes semi�d�e�nis positifs de degr�e

total au plus 	 sont sommes de � carr�es dans R�x� y�� l
un au moins des polyn�omes

a ou b doit �etre de degr�e sup�erieur ou �egal a 	� Un choix int�eressant est donc de

prendre pour a�x� le carr�e d
un polyn�ome de R�x� de degr�e �� de plus� avec cette

con�guration� F est le produit d
une somme de � carr�es par une somme de � car�

r�es de polyn�omes dans R�x� y�� c
est un cas de �gure qui n
avait jusqu
a pr�esent

jamais �et�e rencontr�e dans ce type de probleme� aucun des polyn�omes propos�e par

Cassels� Ellison et P�ster ou par Christie ne se pr�esentant sous cette forme� Par

ailleurs� si l
on cherche a ce que F �x� y� soit strictement positif� il faut que a n
ait

pas de z�ero r�eel� et apres transformation lin�eaire� on supposera que a � �x������

	�



On choisira aussi� toujours pour limiter le nombre de facteurs dans C �x� des po�

lyn�omes b et �a� b�� de prendre pour �a� b� une constante r�eelle ou le carr�e d
un

polyn�ome de degr�e � de la forme mx� � n� avec m� n � R� le polyn�ome F �x� y�

ne d�ependra alors que de x��

Dans la section ���� on fera une �etude g�en�erale suivant la forme de a et de

b des points de torsion d
ordre �n� n � N� des courbes C��
R�x� associ�ees aux poly�

n�omes F �x� y� � �y��a�x���y�� b�x�� ce qui permettra d
exclure certains cas ou

la courbe C��
R�x� possede des points de torsion sp�eciaux� Il sera utile aussi de d�eter�

miner les points d
ordre �n� n � N� sur les courbes C�dk�x� et D�d
k�x�� ou k est le corps

de d�ecomposition de ab�a� b� et d � k�� dans le but de faciliter ult�erieurement

l
�etude des autres points de ces courbes�

Comme on l
a pr�ecis�e ci�dessus� les polyn�omes F �x� y� �etudi�es dans ce chapitre

ne d�ependront que de x�� on proposera dans la section ��� une variante de la

m�ethode du chapitre � qui s
applique a ce cas de �gure et permet alors de se

ramener a la d�emonstration de la non�existence de point d
ordre in�ni sur deux

courbes elliptiques auxilliaires �C�� et "C�� dont l
�etude est plus simple que celle

de C��� On pourra� par un choix judicieux des polyn�omes a et b� faire en sorte

que le corps k sur lequel on doit faire l
�etude reste r�eel�

Ensuite� a la section ���� on s
int�eressera au cas de la famille de polyn�omes

�y� � �x� � �����y� � �x� � ��� � r�� pour � � r � �� et on montrera que pour

certaines de ces valeurs de r� ces polyn�omes ne sont pas des sommes de � carr�es

de fractions rationnelles et a la section ��	� on proposera l
�etude du cas limite

r � ��

Il semble� a travers les di��erents exemples �etudi�es� que l
�etude de ce qui se

passe aux valeurs r�eelles de x ou la courbe C�� est singuliere soit insu�sante

pour conclure a la non�existence de point sp�ecial sur cette courbe� De plus� dans

l
exemple �y� � �x� � �����y� � �x� � ��� � r�� avec � � r � �� on s
aper�coit

que la �bration de la courbe C�� ne pr�esente pas de singularit�e r�eelle except�e a

l
in�ni� l
existence des singularit�es r�eelles ne semble donc pas �etre une condition

n�ecessaire dans ce type de probleme� Cela deviendra plus �evident dans la section

��� ou l
on proposera l
�etude d
une famille de polyn�omes pour lesquels la �bration

sur P��R� de C��
R�x� et de D��

R�x� ne pr�esente aucune singularit�e r�eelle� pas m�eme

a l
in�ni � on montrera que pour certaines valeurs de r � ��� ��� le polyn�ome

�y� � �x� � �����y� � �x� � ��� � r��x� � ���� n
est pas une somme de � carr�es

dans R�x� y�

	�



��� Etude des points d�ordre �ni

On va consid�erer dans cette section les polyn�omes de la forme F �x� y� �

�y�� a�x���y�� b�x�� � y�� �a�x�� b�x��y�� a�x�b�x�� ou a�x� et b�x� sont des

polyn�omes positifs non constants de R�x�� Avec cette nouvelle notation� on doit

prendre pour k le corps de d�ecomposition du polyn�ome ab�a� b��

La courbe C�� a pour �equation ��� � ���� � ��a� b��� �a� b��� et admet

toujours le point PC � ��� �� d
ordre �� La courbe D�� a pour �equation ��� �

��� � 	a��� � 	b� et elle admet donc trois points R�x��rationnels d
ordre � qui

sont PD � ��� ��� P� � ��	a� �� et P� � ��	b� ���

L
objectif de cette section est double� D
une part� on veut s
assurer qu
aucun

des points d
ordre �n� n � N� de la courbe C��
R�x� n
est sp�ecial et pour cela� il va

falloir tous les d�eterminer� D
autre part� a�n de faciliter l
�etude ult�erieure des

courbes C�dk�x� et D�d
k�x�� avec d � k�� il est int�eressant de conna��tre le plus possible

de points de torsion de ces deux courbes � cela permettra de se ramener plus

simplement aux conditions de la proposition ������ C
est pourquoi dans la suite

de cette section� k va d�esigner un sous�corps quelconque de C et on �etudiera�

lorsque d � k�� la situation des points d
ordre �n sur les courbes C�dk�x� et D�d
k�x� en

s
int�eresserant plus en d�etail au cas particulier ou k � R et d � ��

Pour cette �etude� on va principalement utiliser les morphismes 	
C
et 	

D
et

les isog�enies �
C�D

et �
D�C

dont on rappelle ici les formules en les adaptant aux

nouvelles notations �

Pour �
C�D

� C�d�D�d �

�
C�D

��� �� �
��d��

��
� �

���a�b��
��

�
�
si � �� ��

�
C�D

�PC� � OD et �
C�D

�OC� � OD�

Pour �
D�C

� D�d�C�d �
�
D�C

��� �� �
��d��

��� �
�����ab

	�� �
�
si � �� �

�
C�D

�PD� � OC et �
C�D

�OD� � OC�

On rappelle aussi les �equations des courbes C�d et D�d �

C�d � �d�� � ���� � ��a�x� � b�x���� �a�x�� b�x�����

D�d � �d�� � ��� � 	a�x����� 	b�x���

	�



�A� Points d�ordre �

Proposition ����� Les points d�ordre � sur les courbes C�dk�x� et D�d
k�x� sont les

suivants �

�i� Il y a toujours sur la courbe C�dk�x� le point PC � ��� �� d�ordre ��

�ii� La courbe C�dk�x� poss
ede deux autres points d�ordre � si et seulement si ab �
k�x���� Si k � R et d � �� ces deux points sont sp�eciaux�

�iii� La courbe D�d
k�x� poss
ede toujours trois points d�ordre � � PD � ��� ��� P� �

��	a� �� et P� � ��	b� ���

Preuve� Les points �i� et �iii� sont �evidents� D�emontrer le �ii� revient a prouver

que la courbe C�d est a ��torsion k�x��rationnelle si et seulement si ab � k�x����

ce qui est une cons�equence directe de la remarque ����� adapt�ee aux nouvelles

notations�

Dans le cas ou k � R et d � �� on peut poser ab � c� avec c � R�x� et on a

alors �

�� � ��a� b��� �a� b�� �
�
� � �a� b��

�� � 	ab

� �� � �a� b� �c�� ��� �a� b� �c�� �

On obtient donc sur C��
R�x� des points d
ordre � de premiere coordonn�ee � �

a � b 	 �c et on v�eri�e ais�ement que ces points sont sp�eciaux � �etant donn�e que

ab � c� dans R�x�� on peut �ecrire a � PQ� et b � PR� ou P � Q� R � R�x� et P est

sans facteur carr�e� de plus P est positif car a et b le sont� On a alors c � 	PQR
et a� b	�c � PQ��PR�	�PQR � P �Q	R��� donc a� b	�c est positif� Ces

points �etant sp�eciaux� d
apres le th�eoreme ����� le polyn�ome F est somme de �

carr�es de fractions rationnelles� �

Remarque ����� On peut aussi voir directement que si ab est un carr�e dans

R�x�� le polyn�ome F est somme de � carr�es de fractions rationnelles� En e�et�

comme b � as� avec s � R�x� et a � u�� � u��� avec u�� u� � R�x�� on a �

F �x� y� � s�
�
y� � u�� � u��

�	
�
y

s
�� � u�� � u��




� s�
�
y� � �� � u�� � u��

�	
�� � �

y

s
�� � �u��

� � ��u���


�

et la formule de multiplication de quaternions donne une repr�esentation de F �x� y�

comme somme de � carr�es de fractions rationnelles�

		



Comme on s
int�eresse au cas ou il n
y a pas de points sp�eciaux sur C��
R�x�� on

supposera a partir de maintenant que ab �� R�x���� Dans ce cas� on ne peut pas

non plus avoir ab � k�x���� car on aurait alors ab � C �x��� et donc �ab � R�x����
ce qui est impossible car ab est non n�egatif�

Corollaire ����� Lorsque ab �� R�x���� la courbe C��
R�x� ne poss
ede qu�un seul

point d�ordre �� PC� qui n�est jamais sp�ecial�

Preuve� C
est une cons�equence directe de la proposition ������ sachant que PC
n
est jamais sp�ecial car sa premiere coordonn�ee � est nulle et donc ����� ��a�

b��� �a� b��� � ��a� b�� n
est pas somme de � carr�es dans R�x�� �

Avant d
�etudier les points d
ordre �n sup�erieur a �� on peut remarquer que �

Lemme ����� Dans le cas g�en�eral� les ant�ec�edents dans D�d
k�x� par �D�C

du point

PC� sont les points P� � ��	a� �� et P� � ��	b� ���

Preuve� Comme 	
C
�PC� � �a � b��k�x���� alors PC � ker�	

C
� � �

D�C
�D�d

k�x���

Pour trouver ses ant�ec�edents par �
D�C

� on va chercher ��� �� � D�d
k�x� tel que

�
D�C

��� �� � ��� ��� lorsque � �� � cela donne �

� ���
���

� �
�����ab

	�� � � �

On doit donc avoir � � �� il n
y a que � possibilit�es sur D�d
k�x� pour ��� �� � les

points d
ordre � qui sont PD � ��� ��� P� � ��	a� �� et P� � ��	b� ��� Le point

PD ne convient pas car �
D�C

�PD� � OC� les ant�ec�edents de PC par �
D�C

sont donc

les points P� � ��	a� �� et P� � ��	b� ��� �

Le point PC peut donc �eventuellement �etre un double sur C�dk�x�� ce qui impli�

querait l
existence de points d
ordre 	 sur cette courbe�

�B� Points d�ordre �n sup	erieur ou 	egal �a �

Proposition ����� Les points d�ordre �n sup�erieur ou �egal 
a 	 sur les courbes

C�dk�x� et D�d
k�x� sont les suivants �

�i Si ni da ni db ne sont des carr�es dans k�x�� il n�y a pas de point d�ordre 	 ni

sur C�dk�x�� ni sur D�d
k�x�� En particulier cela se produit lorsque ni a ni b ne sont des

carr�es dans C �x��

	�



�ii Si a � u� avec u � k�x�� et si b �� C �x���� alors �

� Si d �� k��� il n�y a pas de point d�ordre 	� ni sur C�dk�x�� ni sur D�d
k�x��

� Si d � k��� il y a des points d�ordre 	 sur C�dk�x� qui sont de la forme �b �
a�	 �p

d
�b� a�u�� Dans le cas o
u k � R et d � �� si b � a est positif� alors

ces points sont sp�eciaux�

� Si a� b n�est pas un carr�e dans k�x��� il n�y a pas de point d�ordre 	

sur D�d
k�x� et pas de point d�ordre � sur C�dk�x��

� Si a � b � v� avec v � k�x�� il y a des points d�ordre 	 sur D�d
k�x� qui

sont � ��	u�u� v��	 	p
d
uv�u� v�� et ��	u�u� v��	 	p

d
uv�u� v���

En�n� lorsque u �� k�x��� et pgcd�u� v� � �� il n�y a aucun point d�ordre

� ni sur C�dk�x�� ni sur D�d
k�x��

Preuve� Pour d�eterminer d
�eventuels points d
ordre 	 sur les courbes C�dk�x� etD�d
k�x��

il faut �etudier l
existence d
ant�ec�edents par l
isog�enie �
C�D

des points PD� P� et

P� de la courbe D�d
k�x��

Tout d
abord on a 	
D
�PD� � abk�x���� or on a suppos�e que ab n
est pas un

carr�e dans k�x� donc PD �� ker�	
D
� � �

C�D
�C�dk�x��� ce point n
�etant pas l
image

d
un point de C�dk�x� par l
isog�enie �C�D
� il ne peut donc pas non plus �etre un double

sur D�d
k�x�� Par contre pour P� et P� la situation est di��erente � 	

D
�P�� � dak�x���

et 	
D
�P�� � dbk�x��� et on n
est pas dans le m�eme cas de �gure suivant que da

ou db sont ou ne sont pas des carr�es dans k�x��

Pour d�emontrer le �i�� il su�t de remarquer que si ni da ni db ne sont des carr�es

dans k�x�� alors aucun des points P� et P� n
appartient a ker�	
D
� � �

C�D
�C�dk�x��

et il n
y a pas de point d
ordre 	 ni sur C��k�x�� ni sur D��
k�x�� Ceci sera en particulier

le cas si a et b ne sont pas des carr�es dans C �x��

On va maintenant d�emontrer le �ii�� on suppose que a � u� avec u � k�x���

Comme b �� C �x���� db n
est un carr�e dans k�x� pour aucune valeur de d � k�� et

	
D
�P�� � dbk�x��� �� k�x���� Le point P� n
appartient donc pas a �

C�D
�C�dk�x���

Par contre� 	
D
�P�� � dak�x��� � du�k�x��� � dk�x���� etP� � ker�	

D
� � �

C�D
�C�dk�x��

si et seulement si d � k��� Ainsi� si d �� k��� le point P� n
admet pas d
ant�ec�edent

par �
C�D

et il n
y a alors de point d
ordre 	 ni sur C��k�x�� ni sur D��
k�x��

On suppose d�esormais que d � k��� Dans ce cas� il existe ��� �� � C�dk�x� tel que

	�



�
C�D

��� �� � ��	a� �� c
est�a�dire � �� � et �

����
���

�d��
��

� �	a � �	u� �� � ���
����a�b��

��
� � � ���

�d�� � ���� � ��a� b��� �a� b��� ���

D
apres ���� � �� � donc dans ��� on obtient �� � �a� b���

� Si � � �a� b�� on a dans ���� apres calcul� �d�� � �a� b����	b� ce qui est

impossible car b n
est pas un carr�e dans C �x��

� Si � � �b � a�� on a� d
apres ���� �d�� � �a � b����	a� donc d�� �

	�a�b��u�� d
ou � � 	 �p
d
�b�a�u� ce qui donne les points �b�a�	 �p

d
�b�a�u�

sur la courbe C�dk�x��

Ces points sont bien d
ordre 	� car leur image par �
D�C

� �
C�D

� c
est�a�dire leur

double� est le point PC d
ordre ��

Il appara��t alors que� dans le cas ou k � R et d � �� si b� a est un polyn�ome

positif alors les points �b � a�	��b � a�u�� d
ordre 	 sur la courbe C��
R�x�� sont

sp�eciaux et donc F �x� y� est une somme de � carr�es dans R�x� y��

Remarque ����� Dans ce cas on pouvait voir directement que F �x� y� est somme

de � carr�es dans R�x� y�� en e�et �

F �x� y� � �y� � a��y� � b�
� �y� � a��y� � a� b� a�
� �y� � a�� � �y� � a��b� a�
� �y� � a�� � �y� � u���b� a�

Comme le polyn�ome b � a est positif� il est somme de � carr�es dans R�x�� donc

�y��u���b� a� est une somme de � carr�es dans R�x� y�� ce qui donne une �ecriture

de F �x� y� comme somme de � carr�es de polyn�omes�

On observe maintenant que l
existence de points d
ordre 	 sur la courbe D�d
k�x�

est �equivalente a celle d
ant�ec�edents par �
D�C

des points �b� a�	 �p
d
�b� a�u�� Or

	
C
�b� a�	 �p

d
�b� a�u� � �d�b� a�k�x��� � �a� b�k�x���� donc si a� b n
est pas

un carr�e dans k�x��� il n
y a pas de point d
ordre 	 sur la courbe D�d
k�x� et pas de

point d
ordre � sur C�dk�x��

	�



Par contre� si �a� b� � v�� avec v � k�x�� alors �b� a�	 �p
d
�b� a�u� � ker�	

C
�

et il existe ��� �� � D�d
k�x� tel que �D�C

��� �� � �b�a�	 �p
d
�b�a�u�� ce qui �equivaut

a � ���
��

�d��
���

� b� a � �v� �	�
�����ab

	��
� � 	��b� a�u � 	�uv� ���

�d�� � ���� � 	�a� b��� ��ab� ���

D
apres l
�equation �	�� �d�� � �	v��� et donc en substituant dans l
�equation

���� on a �

�	v��� � ���� � 	�a� b��� ��ab��

Or a � u� et a� b � v�� ce qui donne �

���� � �u��� ��u��u� � v��� � ��

Mais � �� �� sinon on aurait soit �
D�C

��� �� � OC� soit �D�C
��� �� � PC� on obtient

donc �

�� � �u�� � ��u��u� � v�� � ��

Comme le discriminant du polyn�ome X���u�X���u��u��v�� est �	u�v�� alors

� � �	u�u 	 v� et on en d�eduit la seconde coordonn�ee � gr�ace a l
�equation ���

ou a l
�equation ����

En�n� pour qu
il n
y ait pas de point d
ordre �n sup�erieur ou �egal a � ni sur

C�dk�x�� ni sur D�d
k�x�� il su�t alors qu
aucun des points d
ordre 	 de D�d

k�x� n
appar�

tienne a ker�	
D
�� et comme on connait les images de ces points par 	

D
�

� 	
D
��	u�u� v��	 	p

d
uv�u� v�� � du�u� v�k�x��� � u�u� v�k�x����

� 	
D
��	u�u� v��	 	p

d
uv�u� v�� � du�u� v�k�x��� � u�u� v�k�x����

on s
aper�coit que cela est le cas lorsque ni u�u�v�� ni u�u�v� ne sont des carr�es

dans k�x��

Remarque ����� On peut supposer u et v premiers entre eux sinon� comme a �

u� et b � u��v�� alors a et b ont un facteur carr�e commun p� ou p � pgcd�u� v�� il

est alors possible de se ramener au cas ou pgcd�u� v� � � par une transformation

lin�eaire en y en posant y � py��

Puisque pgcd�u� v� � �� alors pgcd�u� u � v� � pgcd�u� u � v� � �� donc il

su�ra de supposer que u n
est pas un carr�e dans k�x� pour qu
il n
y ait pas de

point d
ordre � sur aucune des courbes C�dk�x� et D�d
k�x��

	�



Cette remarque acheve la d�emonstration de la proposition ������ �

On pourrait continuer l
�etude des points d
ordre �n� par exemple dans le cas

ou u � �� et u� v � ��� �� � � k�x�� Il y a alors des points d
ordre � sur C�dk�x��
de la forme �

�
��� � ������ ����	 �p

d
����� � ����� � ���

�
�

ainsi que les points �

�
��� � ������ ����	 �p

d
����� � ������ ���

�
�

Il faudrait alors s
assurer� dans le cas ou k � R et d � � que ces points d
ordre

� ne sont pas sp�eciaux et� dans le cas g�en�ral� continuer l
�etude lorsque ces points

appartiennent a ker�	
C
� c
est�a�dire quand ����� ��� � R�x���� Comme on peut

supposer pgcd��� �� � �� on aurait alors � � �� � �� et � � �� � ��� avec ��

� � k�x�� Mais continuer ainsi cette �etude s
avere tres fastidieux et en pratique�

on ne va �etudier que des cas ou u n
est pas un carr�e dans C �x� et donc ou on n
a

aucun point d
ordre ��

�C� Lorsque le corps de base est R

Il est int�eressant pour la suite de limiter le nombre de facteurs irr�eductibles

du polyn�ome ab�a � b� en choisissant a et b tels que a � u� et a � b � v� avec

u� v � R�x�� et dans ce cas les courbes C��
R�x� et D��

R�x� peuvent poss�eder des points

d
ordre 	� C
est pourquoi on termine cette section par un r�esum�e des conditions

n�ecessaires a�n de ne pas avoir de point sp�ecial d
ordre �n sur la courbe C��
R�x�� ce

qui permettra d
orienter le choix des polyn�omes a et b pour les exemples trait�es �

� On doit avoir ab �� R�x���� sinon la courbe C��
R�x� possede des points d
ordre

� sp�eciaux�

� Lorsque a � u� avec u � R�x�� on doit supposer que b� a n
est pas positif

sinon la courbe C��
R�x� possede des points d
ordre 	 sp�eciaux�

� Lorsque a� b � v� avec v � R�x�� on supposera que pgcd�u� v� � � et que

u �� R�x���� cela su�ra a interdire l
existence de point d
ordre sup�erieur ou

�egal a � sur la courbe C��
R�x��

	�



��� Polyn�omes pairs

Dans cette section� on va s
int�eresser au cas particulier ou le polyn�ome F �x� y�

est pair relativement a x et ou on peut donc �ecrire F �x� y� � y��A�x��y��B�x���

A et B �etant des polyn�omes en une variable et a coe�cients dans le corps k� � R�

Il est alors int�eressant de remarquer que la courbe C�� a ici pour �equation �

��� � ���� � �A�x��� � A��x�� � 	B�x��� et est donc globalement invariante

par l
involution �x � R�x�� R�x� d�e�nie par �

�
�xjR� IdjR
�x�x� � �x

Cette particularit�e va permettre dans certains cas de remplacer l
�etude des

points d
ordre in�ni de la courbe C��
R�x� par celle de courbes elliptiques plus faciles

a �etudier� cela se fera en appliquant la proposition suivante �

Proposition ����� Si la courbe C�� � ��� � ������A�x����A��x���	B�x���

admet un point d�ordre in�ni R�x��rationnel� alors il existe un point d�ordre in�ni�

d�e�ni sur le corps des fractions R�z�� sur l�une des deux courbes �C�� ou "C��
d��equations �

� �C�� � ��� � ���� � �A�z���A��z�� 	B�z��

� "C�� � ��� � ���� � �zA�z��� z�A��z�� 	z�B�z���

Preuve� On suppose qu
il existe un point P � non de torsion� sur C��R�x�� Comme la

courbe C��R�x� est globalement invariante par la transformation �x� alors le point

�x�P � appartient aussi a C��R�x�� car si on pose P � ��P � �P �� alors �x�P � �

��x��P �� �x��P ����

Consid�erons maintenant le point Q � P � �x�P � �

� Dans le cas ou ce point n
est pas de torsion� il est invariant par �x et ses

coordonn�ees sont donc des fractions rationnelles paires en x� On a donc

Q � ��Q�x��� �Q�x��� v�eri�ant la relation �

���
Q�x

�� � �Q���
Q�x

��� �A�x���Q�x�� �A��x��� 	B�x���

En posant z � x�� on obtient �

���
Q�z� � �Q�z����

Q�z�� �A�z��Q�z� �A��z�� 	B�z���

On a ainsi un point ��Q�z�� �Q�z�� � �C��
R�z� et ce point est d
ordre in�ni sur

�C��
R�z� car Q n
est pas de torsion sur C��R�x��

��



� Si le point Q est de torsion sur C��R�x�� on note n � N son ordre et alors

nQ � OC donc nP � �n�x�P �� En posant R � nP � on obtient un point

d
ordre in�ni sur C��R�x� v�eri�ant �x�R� � �R� La premiere coordonn�ee de

R est donc invariante par la transformation �x� ce qui prouve que c
est

une fraction rationnelle paire en x� La seconde coordonn�ee �� de ce point

v�eri�e �x���� � ��� et est donc une fraction rationnelle impaire en x� On

peut alors �ecrire � R � ��R�x
��� x�R�x��� ou �R et �R sont des fractions

rationnelles a coe�cients dans R�

Cela donne� dans l
�equation de C��R�x� �
�x���

R�x
�� � �R�x�����

R�x
��� �A�x���R�x�� �A��x��� 	B�x����

En posant z � x�� on obtient �

�z��
R�z� � �R�z����

R�z�� �A�z��R�z� �A��z�� 	B�z���

On a ainsi� avec la notation introduite au chapitre �� un point d
ordre

in�ni sur la courbe elliptique C�z
R�z�� Pour achever la d�emonstration de la

proposition� on pose � �
� � z�R
� � z��R

Ce qui donne la relation � ���

z�
� �

z
��

�

z�
� �A�z��

z
�A��z�� 	B�z��� c
est�a�

dire apres simpli�cation�

��� � ���� � �zA�z��� z�A��z�� 	z�B�z���

On a alors un point sur la courbe "C��
R�z� qui n
est pas de torsion car le point

R est d
ordre in�ni sur C��R�x��

L
existence d
un point P d
ordre in�ni sur C��R�x� implique donc soit celle d
un

point d
ordre in�ni sur la courbe �C��
R�z� dans le premier cas� soit celle d
un point

d
ordre in�ni sur la courbe "C��
R�z� dans le second cas� �

Gr�ace a cette proposition� on peut se ramener a travailler sur les courbes �C��
et "C�� � Pour d�emontrer que la courbe C��R�x� n
a pas de point d
ordre in�ni� on

prouvera qu
aucune des deux courbes �C��R�x� et "C��R�x� n
en possede et pour cela� on

pourra utiliser la m�ethode donn�ee au chapitre ��

On introduira donc les courbes �D�� � ��� � ���� � 	A�z�� � ��B�z�� et
"D�� � ��� � ���� � 	zA�z��� ��z�B�z��� Comme on l
a remarqu�e auparavant�

pour que l
�etude de �C�� par cette m�ethode soit possible� il faut que l
une des deux

courbes �C�� ou �D�� soit a ��torsion C �z��rationnelle� De m�emepour �etudier "C��� il

��



est n�ecessaire que "C�� ou "D�� soit aussi a ��torsion C�z��rationnelle� On remarque

que si �C�� �respectivement �D��� est a ��torsion C �z��rationnelle� alors c
est aussi

le cas de "C�� �respectivement "D��� � cela est v�eri��e lorsque B�z� �respectivement

A��z�� 	B�z�� est un carr�e dans C �z� et on se placera donc dans l
un de ces cas�

On choisira le corps k de telle maniere que les polyn�omes A��z�� 	B�z� et B�z�

soient d�ecompos�es sur k�z� et que B�z� �respectivement A��z�� 	B�z�� soit un

carr�e dans k�z�� En suivant la m�ethode du chapitre �� on sera amen�e a �etudier�

pour d � k�� les points des courbes �C�dk�z�� �D�d
k�z� d
une part et

"C�dk�z� et "D�d
k�z� d
autre

part a�n de se ramener aux conditions de la proposition ����� pour chacune des

courbes �C�� et "C���
L
int�er�et de substituer a l
�etude de C�� celle des deux courbes auxilaires �C��

et "C�� est que dans certains cas il sera plus simple de travailler sur ces deux

dernieres� En e�et� pour �etudier les points des courbes �C�dk�z�� �D�d
k�z��

"C�dk�z� et "D�d
k�z�

on travaillera sur le corps k� alors qu
auparavant on consid�erait les courbes C�d
et D�d d�e�nies sur le corps de d�ecomposition des polyn�omes A��x��� 	B�x�� et

B�x��� le corps k est tres souvent plus restreint que ce dernier� en particulier� sur

des exemples bien choisis� on a k � R� ce qui permet d
utiliser des conditions de

signe� De plus le nombre de facteurs premiers des polyn�omes A��z� � 	B�z� et

B�z� dans C �z� est moins important que le nombre de facteurs de A��x���	B�x��

et B�x�� dans C �x�� ce qui� �etant donn�e ce qu
on a d�emontr�e dans le lemme �������

permet de diminuer le nombre de cas a �etudier sur chaque courbe�

Ainsi pour prouver qu
une courbe C��
R�x� n
a pas de point sp�ecial� on commen�

cera toujours par e�ectuer l
�etude des points d
ordre �n� n � N� pour s
assurer

qu
aucun d
entre eux n
est sp�ecial� puis on fera l
�etude des points des quatre

courbes �C�dk�z�� �D�d
k�z��

"C�dk�z� et "D�d
k�z� a�n de se ramener aux conditions de la proposi�

tion suivante� ou �	
C
�respectivement �	

D
� "	

C
� "	

D
� d�esigne l
analogue du morphisme

	
C
pour la courbe �C�dk�z� �respectivement �D�d

k�z��
"C�dk�z�� "D�d

k�z�� �

Proposition ����� Si pour tout �el�ement d � k�� les images des morphismes

�	
C
� �C�dk�z��k�z���k�z���� �	

D
� �D�d

k�z��k�z���k�z���� "	
C

� "C�dk�z��k�z���k�z��� et

"	
D

� "D�d
k�z��k�z���k�z��� sont les images des points de torsion alors la courbe

C��
R�x� est de rang nul�

Preuve� On d�emontre� comme au chapitre �� que sous ces conditions� il n
y a pas

de point d
ordre in�ni ni sur �C��
R�z�� ni sur

"C��
R�z� donc d
apres la proposition ������

il ne peut pas y avoir de point d
ordre in�ni sur C��
R�x�� �

��



��� Une premi�ere famille de polyn�omes factori�

s�es

On va consid�erer dans cette section le polyn�ome F �x� y� � �y� � a�x���y� �

b�x�� avec a�x� � �x� � ��� et b�x� � �x� � ��� � r� et � � r � �� on va montrer

que pour certaines valeurs de r� ce polyn�ome n
est pas une somme de � carr�es

dans R�x� y�� en particulier on prouvera le th�eoreme suivant �

Th�eor
eme ����� Soit r un nombre r�eel tel que � � r � �� si r est transcendant

ou si r est un nombre rationnel tel que ni r� ni r�r � �� ne sont des carr�es de

rationnels� alors le polyn�ome F �x� y� � �y� � �x� � �����y� � �x� � ��� � r�� est

strictement positif mais n�est pas une somme de � carr�es dans R�x� y��

Parmi les polyn�omes positifs factoris�es sous cette forme� F �x� y� � �y� �

�x� � �����y� � �x� � ��� � r�� est l
exemple le plus simple a �etudier � Comme on

l
a signal�e dans l
introduction de ce chapitre� en prenant pour a�x� le carr�e d
un

polyn�ome de degr�e � et strictement positif� apres transformation lin�eaire� on peut

supposer que a�x� � �x������ et pour limiter le nombre de facteurs dans C �x� des

polyn�omes b et �a�b�� on prend pour �a�b� une constante r�eelle sous forme d
un

carr�e r�� car alors on peut �ecrire b�x� � �x������r� � �x����r��x����r�� ce

qui permet d
e�ectuer une premiere factorisation sans introduire de racine carr�ee�

Les courbes elliptiques associ�ees a ce polyn�ome F sont �

� C�� � ��� � ���� � ��a� b��� �a� b���� ce qui donne �

��� � ���� � ����x� � ��� � r���� r��

� D�� � ��� � ��� � 	a��� � 	b�� c
est�a�dire �

��� � ��� � 	�x� � ������� 	��x� � ��� � r���

On remarque que pour tout x� � R� � � a�x�� � b�x��� cela implique alors

clairement que pour tout x� � R� les points d
ordre � de la courbe elliptique

d
�equation ��� � ��� � 	a�x����� � 	b�x��� d�e�nie sur R sont tous distincts�

donc la �bration de la courbe D�� n
admet pas de singularit�e r�eelle autre qu
a

l
in�ni� De m�eme si x� � R� les points d
ordre � de la courbe elliptique d
�equation

��� � �������a�x���b�x������a�x���b�x����� d�e�nie sur Ront pour premieres

coordonn�ees �� a�x�� � b�x��� �
q
a�x��b�x�� et a�x�� � b�x�� � �

q
a�x��b�x�� et

comme les polyn�omes ab et a�b ne s
annulent pas sur R� ces points sont distincts

et la �bration de la courbe C�� n
admet de singularit�e en aucun point x� � R� Par

��



contre les coe�cients dominants des polyn�omes a et b �etant �egaux� cette �bration

admet une singularit�e r�eelle a l
in�ni�

Ainsi l
�etude de ces courbes ne peut pas �etre bas�ee sur des arguments de

sp�ecialisation en des valeur r�eelles pour lesquelles la courbe d�eg�enere� il faut

utiliser des arguments correspondants a des singularit�es complexes de la �bration�

Ce recours a des sp�ecialisations de x en des valeurs complexes sera masqu�e par

l
application de la proposition ������ ayant pos�e z � x�� les sp�ecialisations de z se

feront ici en des valeurs r�eelles�

On remarque en e�et que le polyn�ome F est pair relativement a x donc�

comme on l
a vu a la section pr�ec�edente� on sera amen�e a consid�erer les courbes

elliptiques suivantes �

� �C�� � ��� � ���� � ����z � ��� � r���� r��

� �D�� � ��� � ��� � 	�z � ������� 	��z � ��� � r���

� "C�� � ��� � ���� � ����z � ��� � r��z�� r�z��

� "D�� � ��� � ��� � 	�z � ���z���� 	��z � ��� � r��z�

Ces courbes elliptiques sont d�e�nies sur le corps k��z� avec k� � Q�r�� Si les

deux courbes �C�� et "C�� ne sont pas a ��torsion k��z��rationnelle� en revanche�
�D�� et "D�� le sont� on est donc bien dans un cas de �gure ou l
on peut prouver la

non�existence de point d
ordre in�ni sur les courbes �C�� et "C�� avec la m�ethode

propos�ee au chapitre �� Pour cela on doit introduire k le corps de d�ecomposition

des polyn�omes a�b � r� et ab � �z������z�����r�� � �z�����z���r��z���r��
c
est�a�dire k � Q�r� � k��

Voici le plan que l
on suivra pour montrer que sous certaines conditions sur

le nombre r� F �x� y� � �y� � �x� � �����y� � �x� � ��� � r�� n
est pas somme de

� carr�es dans R�x� y� �

�A� On commence par d�eterminer les points d
ordre �n� n � N� de la courbe

C��
R�x� pour s
assurer qu
aucun d
entre eux n
est sp�ecial�

�B� Pour d � k�� on �etudie les points de la courbe �C�d � �d�� � ���� �
����z � ��� � r��� � r�� d�e�nis sur le corps k�z� a�n de d�eterminer des

conditions su�santes sur le r�eel r pour que l
image du morphisme �	
C

�
�C�dk�z��k�z���k�z��� soit l
image des points de torsion c
est�a�dire � dans ce

cas� triviale� Il appara��tra en fait que cela est vrai pour toutes les valeurs

de r�

�	



�C� Pour d � k�� on �etudie les points de la courbe �D�d � �d�� � ��� � 	�z �

������ � 	��z � ��� � r��� d�e�nis sur le corps k�z� a�n de d�eterminer des

conditions su�santes sur le r�eel r pour que l
image du morphisme �	
D

�
�C�dk�z��k�z���k�z��� soit l
image des points de torsion� et comme a la partie

�B�� on verra qu
aucune condition sp�eci�que sur r n
est requise�

�D� On recherche en �etudiant la courbe "C�d � �d�� � ���� � ����z � ��� �
r��z� � r�z�� des conditions su�santes sur r pour que� pour tout d � k��

l
image du morphisme "	
C
� "C�dk�z��k�z���k�z��� soit l
image des points de

torsion�

�E� On recherche en �etudiant "D�d � �d�� � ����	�z����z����	��z�����r��z�
des conditions su�santes sur r pour que� pour tout d � k�� l
image du

morphisme "	
D
� "C�dk�z��k�z���k�z��� soit l
image des points de torsion�

�F� Pour conclure cette section on reformulera certaines des conditions portant

sur le nombre r obtenues aux parties �D� et �E� et qui permettent de se

ramener aux hypotheses de la proposition ����� prouvant alors que la courbe

C�� n
a pas de point sp�ecial�

Pour all�eger l
�ecriture lors de l
�etude de ces courbes� ainsi que pour les cas

trait�es dans les sections suivantes� on introduit la notation suivante �

Notation ����� Si k est un corps et si g et h sont deux �el�ements de k�� on

�ecrira g � h quand gk�� � hk��� c�est�
a�dire quand g et h appartiennent 
a la

m�eme classe de carr�es dans k��

�A� Etude des points d�ordre �n

On est dans le cas ou a � u� avec u � x� � �� de plus a� b � v�� avec v � r�

mais par contre le polyn�ome u n
est pas un carr�e dans R�x�� donc d
apres les

r�esultats d�emontr�es a la section ���� il y a des points R�x��rationnels d
ordre 	

sur les courbes C�� �et aussi sur D��� mais comme u et v sont premier entre eux�

et que u n
est pas un carr�e� il n
y a pas de points d
ordre � sur la courbe C���
Les points d
ordre �n d�e�nis sur R�x� sur la courbe C�� sont donc �

� Le point PC � ��� �� d
ordre ��

��



� Les points ��r�� �r��x� � ��� et ��r����r��x� � ��� d
ordre 	�

On v�eri�e ais�ement qu
aucun de ces points de C��
R�x� n
est sp�ecial�

�B� Etude de 
C�d
k�z�

On va dans cette partie d�emontrer que pour tout d � k�� l
image du morphisme

�	
C
� �C�dk�z��k�z���k�z��� est celle des points d
ordre �ni� Les seuls points d
ordre

�n sont le point PC d
ordre � et deux points d
ordre 	 lorsque d est un carr�e

dans k� Ce sont les seuls points de torsion que l
on connait� l
existence de points

d
ordre impair n
ayant pas �et�e �etudi�ee� Comme �	
C
�PC� � k�z���� et que l
image

des points d
ordre 	� lorsqu
ils existent� est elle aussi triviale� il faut donc montrer

que l
image de �	
C
est triviale�

Soit ��� �� un point de �C�dk�z� v�eri�ant � �� �� c
est�a�dire ��� �� �� PC� alors on
sait d
apres le lemme ������ qu
il est possible d
�ecrire � � f ��

��
avec f � ��  � k�z�

tel que pgcd�f�� � � � et f soit sans facteur carr�e et divise le terme constant

r�� Donc f � e � k� et comme �	
C
��� �� � �dfk�� � �dek��� on doit montrer que

�de � k���

De l
�equation �d�� � ���� � ����z � ��� � r��� � r��� on d�eduit� toujours

d
apres le lemme ������� qu
il existe � � k�z� tel que �de�� � e��������z�����
r��e��� � r�� donc on a �

�de�� � �e�� � r���� � 	��z � ��� � r��e��� c
est�a�dire�

�de�� � �e�� � r���� � 	�z � � � r��z � � � r�e��� ����

En posant z � r � � �ou de m�eme z � �r � ��� on a � �de���r � �� � �e���r �
��� r���r � �����

Si on suppose que �e���r � �� � r���r � ���� � �de���r � �� � � alors le

polyn�ome irr�eductible �z���r� divise a la fois �e���r��� et �� donc �z���r��
divise les deux menbres de l
�equation ��� ainsi que �e�� � r����� Cela implique

que �z��� r� divise aussi �z ��� r�e���� d
ou �z��� r� divise � ou � Mais

�etant donn�e que �z � �� r� divise aussi �e�� � r���� on obtient que �z � �� r�

divise a la fois � et  contredisant ainsi l
hypothese pgcd��� � � �� On peut donc

d�eduire que ���r � �� �� � et �de �
�
e���r����r����r���

��r���
�� �� � d
ou �de � k��� on

a le r�esultat souhait�e�

��



�C� Etude de 
D�d
k�z�

On va ici d�emontrer que l
image du morphisme �	
D
� �D�d

k�z��k�z���k�z��� est

l
image des points d
ordre �ni� Pour cela� il est int�eressant de rappeler que dans la

section ��� on a d�etermin�e les points d
ordre �n des courbes �D�d
k�z� dont l
�equation

est de la forme �d�� � ��� � 	a�z���� � 	b�z��� avec ici a�z� � �z � ��� et

b�z� � �z � ��� � r�� On a donc a � u� et a� b � v� avec u � z � � et v � r� on

connait ainsi sur la courbe �D�d
k�z� les points suivants �

� Les points PD � ��� ��� P� � ��	�z����� �� et P� � ��	�z��� r��z���

r�� �� d
ordre � qui existent dans tous les cas�

� Les points ��	�z����z��� r��	 	p
d
r�z����z��� r�� et ��	�z����z�

�� r��	 	p
d
r�z����z��� r�� d
ordre 	 qui existent lorsque d est un carr�e

dans k�

Comme u n
est pas un carr�e dans C �x� et que u et v sont premiers entre eux�

alors il n
y a pas de point d
ordre � sur cette courbe� On voit aussi qu
il faudra

distinguer deux cas suivant que d est ou n
est pas un carr�e dans k� Cependant� il

est int�eressant de remarquer auparavant le r�esultat suivant �

Lemme ����� En utilisant les notations du lemme ������� si ��� �� est un point

de �D�d
k�z� v�eri�ant � �� �� on a vu que � � f ��

��
� avec f � ��  � k�z�� pgcd�f�� � � �

et f sans facteur carr�e� mais de plus ici� f est de degr�e pair et si on note e son

coe�cient dominant� alors on a soit �de � k��� soit �e � k���

Preuve� Il su�t de remarquer que comme �d�� � ���� � 	���z � ��� � r��� �

����z � ��� � r���z � ����� on obtient avec les notations du lemme �������

�df�� � f��� � 	���z � ��� � r��f��� � ����z � ��� � r���z � �����

Donc� comme deg��z � ��� � r�� � � et deg��z � ��� � r���z � ��� � 	� on a� en

notant a�� a� et a� les coe�cients dominants respectifs de ��  et � �

� Si deg�f��� � deg��� � �� alors deg�f��� � deg�f���� et �dea�� � e�a���

� Si deg�f��� � deg��� � �� alors deg�f��� � 	 � deg��� et �dea�� � ��a���

� Si deg�f��� � deg��� � � et ea�� � 	a�� �� �� alors deg�f� � � � �deg���
� deg��� et �dea�� � �ea�� � a���

��

��



� Si deg�f��� � deg��� � � et �ea�� � 	a��� � �� alors deg�f� est encore pair

et e � �
�
�a�
a�

��
�

On voit que f est toujours de degr�e pair� que dans les trois premiers cas

�de � k�� et que dans le dernier �e � k��� �

Cas �C�� � Si d n	est pas un carr�e dans k

Les seuls points d
ordre �ni connus sont les points d
ordre � et on doit donc

montrer que l
image de �	
D
est l
image de ces points� On sait que �

� �	
D
�PD� � �z � �� r��z � � � r�k�z����

� �	
D
��	�z � ���� �� � 	d�z � ���k�z��� � dk�z����

� �	
D
��	�z � � � r��z � � � r�� �� � d�z � � � r��z � � � r�k�z����

On doit donc montrer que �

�	
D

�
�D�d
k�z�

�
�
n
k�z���� dk�z���� d�z � � � r��z � � � r�k�z���� � � �

� � � �z � � � r��z � � � r�k�z���
o

Si ��� �� est un point de �D�d
k�z� v�eri�ant � �� �� en �ecrivant � � f ��

��
avec

les conditions �enonc�ees ci�dessus� on sait� d
apres le lemme ������� que f divise

a�z�b�z� � �z�����z��� r��z��� r�� Comme de plus f est sans facteur carr�e�

on peut supposer que f divise �z � ���z � � � r��z � �� r��

Proposition ����� Si d n�est pas un carr�e dans k� alors on ne peut pas avoir

�z � �� comme facteur de f �

Preuve� Si on suppose que �z��� divise f � alors on peut �ecrire f � �z���P � avec

P ���� �� � car f est sans facteur carr�e� Comme on a� en conservant les notations

du lemme ������� la relation �

�df�� � f��� � 	���z � ��� � r��f��� � ����z � ��� � r���z � �����

cela donne avec f � �z � ��P et apres simpli�cation par �z � �� �

�dP�� � �z � ��P ��� � 	���z � ��� � r��P��� � ����z � ��� � r���z � ����

��



Donc pour z � ��� on obtient �dP ���������� � �	r�P ���������������

c
est�a�dire d������ � 	r�������������

Si on suppose que ������ �� � alors d �
�
�r����������

�����
�� � k��� or par hypothese

d n
est pas un carr�e dans k donc ������ � ��

On en d�eduit que �	r�P ��������������� � �� mais comme f���� � � et

que  est premier avec f � alors ����� �� � d
ou ������ � � et � � �z � �����

avec �� � k�z�� On a alors la relation �

�dP�� � �z���P �����	���z�����r���z����P���������z�����r���z�����

Ainsi le polyn�ome irr�eductible �z � �� divise P�� et est premier avec P � donc il

divise � et son carr�e �z���� divise donc les deux membres de l
�egalit�e pr�ec�edente�

ce qui implique que �z��� divise aussi  contredisant l
hypothese pgcd��� � � ��

Cela prouve que� lorsque d n
est pas un carr�e dans k� le polyn�ome �z��� ne peut

pas diviser f � �

On peut d�eduire de cette proposition que le polyn�ome f est de degr�e pair et

divise �z���r��z���r�� c
est�a�dire soit f � e� soit f � e�z���r��z���r��

avec e � k�� Alors quitte a ajouter au point ��� �� le point PD �ou le point

P� � ��	�z ��� r��z �� � r�� ���� on peut supposer que f � e � k�� Mais alors

d
apres le lemme ������ on a soit �de � k��� soit �e � k���

� Si �de � k��� alors �	
D
��� �� � �dek�z��� � k�z��� donc ��� �� � ker��	

D
� le

probleme est r�esolu�

� Si �e � k��� alors �	
D
��� �� � �dek�z��� � dk�z��� � �	

D
�P��� on est encore

dans l
image des points d
ordre ��

Si d n
est pas un carr�e dans k� quitte a ajouter au point ��� �� un point d
ordre

�� l
image �	
D
��� �� est bien �egale a celle d
un des points d
ordre �� ce qui permet

de terminer l
�etude de �D�d
k�z� dans le cas �C���

Cas �C�� � Si d est un carr�e dans k

Dans ce cas� en plus des points d
ordre �� il y a sur �D�d
k�z� des points d
ordre 	 �

��	�z����z��� r��	 	p
d
r�z����z��� r�� et ��	�z����z��� r��	 	p

d
r�z�

���z � � � r��� Leurs images par le morphisme �	
D
sont �

� �	
D
�PD� � �z � �� r��z � � � r�k�z����

��



� �	
D
�P�� � dk�z��� � k�z��� �car d est un carr�e��

� �	
D
�P�� � �z � �� r��z � � � r�k�z��� � �	

D
�PD��

� �	
D
��	�z����z��� r��	 	p

d
r�z����z��� r�� � �z����z��� r�k�z����

� �	
D
��	�z����z��� r��	 	p

d
r�z����z��� r�� � �z����z��� r�k�z����

On doit donc montrer que �

�	
D

�
�D�d
k�z�

�
�
n
k�z���� �z � �� r��z � � � r�k�z���� �z � ���z � � � r�k�z���� � � �

� � � �z � ���z � � � r�k�z���
o
�

Soit ��� �� un point de �D�d
k�z� v�eri�ant � �� �� on �ecrit encore � sous la forme

f ��

��
avec les m�emes conditions et on sait� d
apres les lemmes ������ et ������ que

f divise �z � ���z � � � r��z � � � r� et est de degr�e pair donc on a quatre

possibilit�es � soit f � e� soit f � e�z� ���z ��� r�� soit f � e�z� ���z � �� r��

soit f � e�z���r��z���r� avec e � k�� Quitte a ajouter un des points d
ordre

� ou 	� on peut supposer que f � e et alors� encore gr�ace au lemme ������ on

obtient que �de � k�� ou �e � k���

� Si �de � k��� alors il est �evident que �	
D
��� �� � �dek�z��� � k�z����

� Si �e � k��� comme d � k�� alors on a encore �de � k�� et cela implique

qu
on a toujours �	
D
��� �� � k�z����

L
�etude du cas �C�� est achev�ee car quitte a ajouter un des points d
ordre � ou

	� on a ��� �� � ker �	
D
�

On a donc montr�e que pour tout d � k�� que d soit un carr�e ou non dans k�

l�image du morphisme �	
D
est toujours celle des points d�ordre ��

�D� Etude de �C�d
k�z�

On doit dans cette partie chercher des conditions su�santes sur le r�eel r pour

que l
image du morphisme "	
C
soit celle des points d
ordre �ni� c
est�a�dire triviale

�etant donn�e qu
on ne connait sur cette courbe qu
un seul point de torsion ��� ��

et que "	
C
��� �� � k�z����

��



On rappelle que l
�equation de la courbe "C�dk�z� est �d�� � ���������z�����
r��z��r�z��� Si on considere un point ��� �� d
ordre in�ni sur cette courbe� alors

il v�eri�e � �� �� en utilisant les notations de la proposition ������� on obtient

l
�equation �

�df�� � f��� � ����z � ��� � r��zf��� � r�z��

Comme dans les cas d�eja trait�es� f est sans facteur carr�e et divise r�z� donc on

a soit f � e� soit f � ez�

Cas �D�� � Si f � e

Dans ce cas� comme "	
C
��� �� � �dek�z���� il su�t de d�emontrer que �de �

k��� ce qui se fait comme pour �C�dk�z�� en �ecrivant �

�de�� � �e�� � r�z��� � 	�z � � � r��z � � � r�ze����

puis en sp�ecialisant en z � r � � �ou en z � �r � ��� et alors �de���r � �� �

�e���r� ��� r��r� ����r� ���� avec �e���r� ��� r��r� ����r� ���� �� � car

� et  sont premier entre eux �il su�t de refaire le m�eme raisonnement que pour
�C�dk�z��� On a �de � k�� et donc "	

C
��� �� � k�z����

Cas �D�� � Si f � ez

Dans ce cas� "	
C
��� �� � �dezk��� donc pour prouver que l
image de "	

C
est

triviale� il faut d�emontrer que ce cas ne peut pas se produire et cela va amener a

poser certaines conditions sur le nombre r�

On a� dans l
�equation de "C�dk�z�� toujours avec les notations du lemme ������ �

�dez�� � �ez�� � r�z��� � 	�z � � � r��z � � � r�z�e����

Le polyn�ome z� doit donc diviser les deux membres de cette �egalit�e� on en

d�eduit que z divise � et on peut poser � � z�� avec �� � k�z�� Apres simplication

par z�� on a �

�dez��� � �e�� � r���� � 	�z � � � r��z � � � r�e����

En posant z � r � �� il su�t de faire le m�eme raisonnement que dans le cas

�D�� pour obtenir que �de�r � ������r � �� � �e���r � ��� r���r � ���� �� � et

��



donc que de��� r� � �� De m�eme pour z � �r��� on a �de��r�������r��� �

�e����r����r����r����� �� � donc de���r� � �� on en d�eduit que ���r�� � ��

Il appara��t donc que si �� � r�� n�est pas un carr�e dans k� le cas f � ez

ne peut pas se produire� cette condition est donc su�sante pour que l�image du

morphisme "	
C
soit triviale�

On va maintenant s
int�eresser au cas ou ���r�� est un carr�e dans k et d
apres

ce qui pr�ecede� on sait que de � ���r� � ���r�� On a aussi la relation suivante �

�dez��� � �e�� � r���� � 	�z � ���e����

De plus pour z � �� on obtient � �e����� � r������� � 	e��������� � � d
ou

�e����� � r������� � 	e��������� �� �� car si ce terme s
annulait� on aurait a

la fois ���� � � et ��� � �� ce qui est impossible puisque pgcd��� � � �� Le

coe�cient dominant e est donc un carr�e dans k et on peut alors supposer que

e � �� ce qui implique que d � �� � r� � �� � r��

On obtient alors la relation �dz��� � ��� � r���� � 	�z � ������ et pour

z � ��� on a d������� � ������� � r��������� Or ������ � r������ est un

�el�ement de k � Q�r� qui est un corps r�eel donc si ������ � r������ � �� on

doit aussi avoir ������ � ����� � � ce qui est impossible �etant donn�e que � et

 sont premiers entre eux� On ainsi d������� � ������� � r�������� �� � d
ou

d � �� ce qui donne ��� r� � �� � r� � ��

Ainsi� lorsque ���r�� est un carr�e dans k� il su�t de supposer que ���r�� ou

de mani
ere �equivalente �� � r�� n�est pas un carr�e dans k pour que le cas f � ez

ne puisse pas se produire et donc que l�image du morphisme "	
C
soit triviale�

Que se passe�t�il maintenant lorsque ��� r� et �� � r� sont des carr�es dans le

corps k#

On peut poser �� � r� � �� et �� � r� � �� avec �� � � k et on a alors

� � r� � ���� et r � �� � � � � � ��� donc k � Q�r� � Q��� � Q���� On sait

aussi� d
apres ce qui pr�ecede� que d � � et on a la relation �

�dz��� � ��� � r���� � 	�z � ������

� ��� � r�� � ��z � ������� � r�� � ��z � ����

Lemme ����� Les polyn�omes ����r�����z����� et ����r�����z�����

sont premiers entre eux�

��



Preuve� Il su�t de remarquer que si P est un facteur premier commun a ces

deux polyn�omes � alors P divise aussi leur di��erence 	�z � ��� et leur somme

���� � r���� Mais on a forc�ement P �� �z � ��� car sinon on aurait ������� �

r������� � � et comme le corps k est inclu dans R� on aurait aussi ����� �

���� � �� ce qui est impossible � et  �etant premiers entre eux� Donc P divise

� ou � ainsi que �� � r��� d
ou P divise a la fois � et � Comme on a suppos�e

que � et  sont premiers entre eux� on a alors P � �� �

Le produit de ces deux polyn�omes ����r�����z����� et ����r�����z�

���� premiers entre eux est �dz��� avec d � �� il y a donc deux possibilit�es �

�i� Soit on a �� � r�� � ��z � ��� � �sz��� et �� � r�� � ��z � ��� � s���
pour un certain s � k� et avec ��� �� � k�z���

�ii� Soit on a �� � r�� � ��z � ��� � s��� et �� � r��� ��z � ��� � �sz���
pour un certain s � k� et avec ��� �� � k�z���

�i� Etude de la premiere possibilit�e �

On a ici � �
�� � r�� � ��z � ��� � �sz��� ���
�� � r�� � ��z � ��� � s��� ���

Dans l
�equation ���� pour z � �r� ��� on a ���r� �� � r���r � �� � �r��r �
���r��� � �s�r�������r��� c
est�a�dire ���r����r�r����� � s���r�����r���

donc on obtient soit ���r � �� � r�r � ��� � � soit s � �� � r� � ��

Dans l
�equation���� pour z � �r � ��� cela donne ���r � �� � r���r � �� �
�r��r� ���r� �� � s����r� �� c
est�a�dire ���r� ��� r�r� ���� � s����r� ���

�nalement soit ���r � ��� r�r � ��� � � soit s � ��

Comme � et  sont premiers entre eux� ���r � �� � r�r � ��� et ���r � ���
r�r � ��� ne peuvent pas s
annuler simultan�ement� on en d�eduit que s � ��

Maintenant on pose z � � dans ��� � ����� � r����� � �������� � � et

��� �� � car sinon � et  s
annuleraient simultan�ement en �� Donc si on pose

X � ����
����

� on obtient l
�equation � X� � �X � r� � �� Le discriminant du trin�ome

X� � �X � r� est 	��� r�� � ���� et on obtient X � �� 	 ���

Ensuite pour z � � dans ���� on a ����� � r����� � �������� � s������ avec

������ �� � car les polyn�omes ��� � r��� ��z����� et ���� r�� ���z�����

sont premiers entre eux et que l
on a d�eja ������r�������������� � �� Comme

��



s � �� cela donne ������ r������ �������� � � et donc� en divisant par �����

on a X� � �X � r� � � d
ou �

� Si X � �� � ��� alors X� � �X � r� � 	�� � ��� et donc ��� ��� � ��

� Si X � ��� ��� alors X� � �X � r� � 	�� � ��� et �� � ��� � ��

Il faudra alors poser des conditions sur � et �� pour s
assurer que ni �� � ��� ni

�� � ��� ne sont des carr�es dans k�

�ii� Etude de la seconde possibilit�e �

On a le systeme d
�equations ��
�� � r�� � ��z � ��� � s��� ���
�� � r�� � ��z � ��� � �sz��� �	�

Dans ��� pour z � �r � ��� on obtient ���r � �� � r�r � ���� � s����r � ��

donc on a soit ���r � �� � r�r � ��� � �� soit s � ��

Dans �	� pour z � �r���� on a ���r����r�r����� � s���r�����r����avec

��� r� � �� Finalement soit ���r � �� � r�r � ��� � � soit s � ��

Et� ici encore� comme � et  sont premiers entre eux� ���r � �� � r�r � ���

et ���r � �� � r�r � ��� ne peuvent pas s
annuler simultan�ement� on en d�eduit

que s � ��

On pose maintenant z � � dans l
�equation�	� ce qui donne ����� � r������
�������� � �� Comme dans le cas pr�ec�edent� ��� �� � et si on pose X � ����

�����

on obtient l
�equation X� � �X � r� � � d
ou X � � 	 ���

Alors pour z � � dans ���� on obtient ����� � r����� � �������� � s������

avec ����� �� � et ��� �� ��

On a �nalement X� � �X � r� � s
��
�
���

�����
� � car s � � et �

� Si X � � � ����� alors X� � �X � r� � 	�� � ��� et donc ��� ��� � ��

� Si X � �� ����� alors X� � �X � r� � 	��� ��� et �� � ��� � ��

On retrouve les m�emes condition a exclure que dans le cas pr�ec�edent � ni

��� ��� ni �� � ��� ne doivent �etre des carr�es dans k�

On a donc trouv�e di��erentes conditions su�santes pour exclure le cas �D�

et ainsi faire en sorte que l�image du morphisme "	
C
soit triviale �

� Il su�t que ��� r�� ne soit pas un carr�e dans k � Q�r��

�	



� Si �� � r�� est un carr�e dans k� il su�t de supposer que �� � r�� ou de

mani
ere �equivalente �� � r�� n�est pas un carr�e dans k�

� Si �� � r� et �� � r� sont des carr�es dans le corps k� on pose �� � r� � ��

et �� � r� � �� avec �� � � k et alors on doit supposer que ni �� � ��� ni

�� � ��� ne sont des carr�es dans k�

�E� Etude de �D�d
k�z�

L
objectif de cette partie est de d�eterminer des conditions su�santes sur le

r�eel r pour que l
image du morphisme "	
D
soit celle des points de torsion�

L
�equation de la courbe "D�d est �d�� � ����	�z����z����	��z�����r��z��
avec les notations de la section ���� on a a�z� � �z����z et b�z� � ��z�����r��z�
donc comme ni a�z� ni b�z� ne sont des carr�es dans C �z�� il n
y a pas de point

d
ordre 	 sur "D�d
k�z� �ni sur "C�dk�z��� Les seuls points d
ordre �nis connus sur cette

courbe sont donc les points d
ordre � � ��� ��� ��	�z � ���z� �� et ��	��z � ��� �
r��z� ��� Les images de ces points par "	

D
sont �

� "	
D
��� �� � ��z � ��� � r��k�z����

� "	
D
��	�z � ���z� �� � dzk�z����

� "	
D
��	��z � ��� � r��z� �� � d��z � ��� � r��zk�z���

On doit donc montrer que �

"	
D
� "D�d

k�z�� �
n
k�z���� ��z � ��� � r��k�z���� dzk�z���� d��z � ��� � r��zk�z���

o
�

En utilisant les notations du lemme ������� si ��� �� est un point de �D�d
k�z�

v�eri�ant � �� �� on a� ici encore� � � f ��

��
� avec f � ��  � k�x�� pgcd�f�� � � �

et f sans facteur carr�e divisant ��z��z������z����� r��� Le polyn�ome f divise

donc z�z � ���z � �� r��z � � � r��

Mais quitte a ajouter au point ��� �� l
un des point d
ordre deux� on peut

supposer que ni z ni �z � � � r� ne sont des facteurs de f qui va alors diviser

�z � ���z � � � r�� On doit ainsi �etudier quatre cas �

� Cas �E�� � f � e� avec e � k��

��



� Cas �E�� � f � e�z � ��� avec e � k��

� Cas �E�� � f � e�z � �� r�� avec e � k��

� Cas �E	� � f � e�z � ���z � � � r�� avec e � k��

Le lemme suivant reste vrai dans ces quatre cas et permet d
en faire l
�etude �

Lemme ����� D�apr
es l��equation de "D�d
k�z�� on a� en conservant les notations

du lemme ������ et apr
es simpli�cation� �df�� � �f�� � 	z�z � ������f�� �

	z�z � � � r��z � � � r��� et de plus les polyn�omes �f�� � 	z�z � ����� et

�f�� � 	z�z � �� r��z � �� r��� sont soit premiers entre eux lorsque ���� �� ��

soit admettent z pour seul diviseur commun lorsque ���� � ��

Preuve� Si P est un diviseur commun a ces deux polyn�omes� alors il divise leur

di��erence �r�z�� Mais P est premier avec  sinon f�� et  admettraient un

facteur premier en commun� ce qui est exclu car pgcd�f�� � � �� donc P divise

z� Pour conclure� il su�t de remarquer que z ne divise f�� � 	z�z � ���� et

f�� � 	z�z � � � r��z � � � r�� que lorsque ���� � �� �

Cas �E�� � Si f � e

Puisque dans ce cas on a"	
D
��� �� � �dek��� il su�t de montrer que �de � k��

c
est�a�dire que �de � �� ce qui est �evident car on a �

�de�� � �e�� � 	z�z � ������e�� � 	z�z � �� r��z � � � r���

et alors en notant a�� a� et a� les coe�cients dominants respectifs de ��  et ��

cela donne �

� Si deg���� � deg��� � �� �dea�� � e�a���

� Si deg���� � deg��� � �� �dea�� � ��a���

Dans les deux cas� on a bien �de � ��

��



Cas �E�� � Si f � e�z� ��

On va montrer que ce cas ne peut jamais se produire� La relation �df�� �

�f���	z�z�������f���	z�z��� r��z��� r��� devient apres simpli�cation

par z � � �

�de�� � �e�� � 	z�z � �����e�z � ���� � 	z�z � �� r��z � � � r���

Et on a deux possibilit�es a �etudier suivant que � s
annule ou non en ��

�i� Si ���� �� � �

Dans ce cas� d
apres le lemme ������ les polyn�omes e���	z�z���� et e�z�

�����	z�z���r��z���r�� sont premiers entre eux et leur produit est �de���
donc il existe s � k�� ��� �� � k�z� tels que �

�
e�� � 	z�z � ��� � s��� ���

e�z � ���� � 	z�z � �� r��z � � � r�� � �des��� ���

Pour z � � dans ���� on a e����� � �des������ �� � donc e � �des� Pour
z � ��� dans ���� 	r������ � �des�������� or ���� �� � �etant donn�e que

f � e�z � �� et que  est premier avec f donc on obtient que �des � �� On en

d�eduit en regroupant ces r�esultats que �des � e � ��

Mais pour z � �r�� dans l
�equation ���� on a �er����r��� � �des�����r�
��� De plus on a ����r � �� �� � et �����r� �� �� �� car si ces termes �etaient nuls

�z��� r�� diviserait les deux membres de l
�equation ��� et cela impliquerait que

�z���r� divise aussi � ce qui est exclu car alors � et  ne seraient pas premiers

entre eux� On a donc �er � �des et d
apres ce qui pr�ecede� cela permet de dire

que comme e � � et �des � �� on a �r � �er � �des � ��

Dans le corps r�eel k � Q�r�� le nombre �r serait donc un carr�e� ce qui est

impossible� car on a suppos�e que � � r� On ne peut donc pas avoir ���� �� � dans

le cas �E���

�ii� Si ���� � � �

Alors� d
apres le lemme ������ les polyn�omes e���	z�z���� et e�z������

	z�z��� r��z��� r�� admettent z pour pgcd� et on obtient� avec s � k�� ���

�� � k�z� �

�
e�� � 	z�z � ��� � sz���

e�z � ���� � 	z�z � �� r��z � � � r�� � �desz���

��



Et puisque ���� � �� on peut poser � � z�� avec �� � k�z�� ce qui donne �

�
ez��� � 	�z � ��� � s��� ���

ez�z � ����� � 	�z � �� r��z � � � r�� � �des��� �	�

Pour z � �� dans �	�� on a 	���r����r����� � �des������ avec ��� �� � car

� et  sont premiers entre eux� donc on a aussi ������ �� � d
ou �des � �� � r���

D
autre part pour z � �� dans �	�� on a �	r������ � �des������� et les

termes de cette �egalit�e sont non nuls car f � e�z � �� et  sont premiers entre

eux� donc �des � ���

En regroupant les r�esultat pr�ec�edents� on devrait alors avoir �� � r�� � ���

ce qui est impossible car � � r � � et donc �� � r�� � �� ce ne peut donc pas

�etre l
oppos�e d
un carr�e dans le corps k qui est r�eel� On ne peut donc pas avoir

���� � � dans le cas �E���

On a montr�e que le cas �E� ne peut jamais se produire lorsque � � r � �� il

n�y a ici aucune condition 
a ajouter�

Cas �E�� � Si f � e�z� �� r�

On va d�eterminer des conditions sur r permettant de rendre ce cas impossible�

La relation �df�� � �f�� � 	z�z � ������f�� � 	z�z � � � r��z � � � r���

donne ici� apres simpli�cation par �z � �� r� �

�de�� � �e�z � �� r��� � 	z�z � ������e�� � 	z�z � � � r���

Ici encore� il faut distinguer les cas ���� �� � et ���� � �� D
apres le lemme �����

si ���� �� �� les polyn�omes �e�z���r����	z�z������ et �e���	z�z���r���

sont premiers entre eux et si ���� � �� leur seul facteur commun est z� cela donne �

�i� Si ���� �� � �

�
e�z � �� r��� � 	z�z � ���� � s��� ���

e�� � 	z�z � � � r�� � �des��� ���

Dans l
�equation ���� pour z � � on a e�� � r������ � s������ �� �� donc

e�� � r� � s� Dans ���� pour z � ��� � r�� on obtient �	�� � r�r���r � �� �

s����r��� et �r��� �� � car  est premier avec f � e�z���r�� d
ou �r��� � s�

On en d�eduit que e��� r� � �r � �� d
ou e � ���

��



Pour z � �� dans ���� on �er������ � s�������� Si on suppose que ����� �� �

cela implique que s � �er� et comme s � e�� � r� cela donne �er � e�� � r�

d
ou r � �r� ��� ce qui est impossible car r � � et r� � � �� On doit donc avoir

����� � ��

Ainsi pour z � �� dans ���� on obtient �	r����� � �des�������� Comme �

et  sont premiers entre eux et que ����� � �� alors ���� �� � donc �des � �r�
D
autre part pour z � � dans ���� e����� � �des������ �� �� donc �des � e� On

a alors �r � �des � e � �� et r � ��

Il su�ra de supposer que r n�est pas un carr�e dans k � Q�r� pour obtenir une

contradiction permettant d�exclure la possibilit�e ���� �� � dans le cas �E��

�ii� Si ���� � � �

�
e�z � �� r��� � 	z�z � ���� � sz���

e�� � 	z�z � � � r�� � �desz���
Et en posant � � z�� avec �� � k�z� et en simpli�ant par z ��

ez�z � �� r���� � 	�z � ���� � s��� ���
ez��� � 	�z � � � r�� � �des��� �	�

On a alors� dans l
�equation �	�� pour z � �� 	�� � r����� � �des������ et

���� �� � car ���� � �� donc �des � �� � r�� Toujours dans l
�equation �	�� pour

z � ����r�� on a �e���r��������r� � �des�������r� et ������r� �� � sinon

on obtiendrait que �z��� r� divise a la fois � et � donc �des � �e�� � r�� On

a ainsi �� � r� � �e�� � r� c
est�a�dire e � ���

Dans ���� pour z � �� on a 	���� � s������ avec ��� �� � donc s � �� Pour

z � �� dans la m�eme �equation� on obtient er������� � s�������� Si on suppose

que ������ �� �� alors s � er et comme s � � et e � ��� on aurait r � ��� ce qui

est exclu car r � � et le corps k est r�eel� On a donc ������ � ��

Alors dans �	�� pour z � ��� on a 	r����� � �des������� et ���� �� � car

� et  sont premiers entre eux� donc �des � r� Or on sait d�eja que �des � ���r��

donc r � �� � r� ou encore r�� � r� � ��

Il su�t donc de supposer que r�� � r� n�est pas un carr�e dans k � Q�r� pour

qu�il ne soit plus possible d�avoir ���� � � dans le cas �E��

On a donc termin�e l
�etude du cas �E�� �

Sous les hypoth
eses que ni r ni r��� r� ne sont des carr�es dans k� on ne peut

pas avoir f � e�z � � � r��

��



Cas �E�� � Si f � e�z� ���z� �� r�

On va rechercher les conditions sur r permettant d
exclure ce cas� La relation

�df�� � �f�� � 	z�z � ������f�� � 	z�z � � � r��z � � � r��� donne� apres

simpli�cation par �z � ���z � �� r� �

�de�� � �e�z � � � r��� � 	z�z � �����e�z � ���� � 	z�z � � � r����

On a toujours deux possibilit�es suivant que � s
annule ou non en � �

�i� Si ���� �� � �

Alors les polyn�omes �e�z���r����	z�z����� et �e�z������	z�z���r���

sont premiers entre eux et donc ��
e�z � �� r��� � 	z�z � ��� � s��� ���
e�z � ���� � 	z�z � � � r�� � �des��� ���

Dans ���� pour z � �� on a e�� � r������ � s������ �� � donc s � e�� � r��

Toujours dans ���� pour z � ��� �er������ � s������� et ces termes ne sont pas

nuls car sinon �z � ��� diviserait les deux membres de l
�egalit�e ��� et on aurait

�z � �� comme facteur commun a � et a � ce qui est impossible� On a donc

s � �er� ce qui donne e�� � r� � �er c
est�a�dire �� � r� � �r� Mais comme

r � � et � � r � � et que le corps k est r�eel� on ne peut pas avoir �� � r� � �r
donc il est impossible que ���� �� � dans le cas �E	��

�ii� Si ���� � � �

Le pgcd des polyn�omes �e�z��� r��� �	z�z� ���� et �e�z����� � 	z�z�

�� r��� est alors z et en posant � � z�� avec �� � k�z�� on a ��
ez�z � �� r���� � 	�z � ��� � s��� ���
ez�z � ����� � 	�z � � � r�� � �des��� �	�

Dans l
�equation ���� pour z � �� on a 	���� � s������ et ��� �� � donc s � ��

Pour z � r � � dans cette m�eme �equation� on obtient 	r��r � �� � s����r � ��

et comme  est premier avec f � e�z � ���z � � � r� alors �r � �� �� �� donc

s � r et on obtient �nalement que r � ��

Donc en supposant que r n�est pas un carr�e dans k� on peut exclure le cas

f � e�z � ���z � �� r��

On peut donc conclure la partie �E� car on obtenu des conditions su�santes

sur le r�eel r pour que l
image du morphisme "	
D
soit celle des points de torsion �

��



Pour cela il su�t de supposer que ni r� ni r�r � �� ne sont des carr�es dans le

corps k � Q�r��

�F� Synth�ese des r	esultats

Plusieurs conditions sur le nombre r sont apparues dans les parties pr�ec�edentes

pour que les images des morphismes �	
C
� �	

D
� "	

C
et "	

D
soient les images des points

de torsion � il faut que ni r ni r�r � �� ne soient des carr�es dans Q�r� et que de

plus �

� Soit �� � r�� ne soit pas un carr�e dans Q�r��

� Soit� quand ���r�� est un carr�e dans Q�r�� ���r�� ou de maniere �equivalente

�� � r�� ne soit un carr�e dans Q�r��

� Soit� quand �� � r� � �� et �� � r� � �� avec �� � � Q�r�� ni �� � ��� ni

�� � ��� ne soient des carr�es dans Q�r��

On va ici chercher a exprimer plus simplement cette derniere condition �

Lemme ����� Lorsque ���r� � �� et ���r� � �� avec �� � � Q�r�� la condition �
�ni ��� ��� ni �� � ��� ne sont des carr�es dans Q�r� �equivaut 
a � � n�est pas un

carr�e dans Q�r��

Preuve� Puisque �� � r� � �� et �� � r� � ��� alors �� � �� � �� on pose alors

c � 	
�
� et s � 	��

� � on a clairement c � Q�r� et s � Q�r�� De plus on a aussi

c� � s� � �
� ���� ��� � �� � ���� � 	�
��

� � ��

On exprime maintenant � et � en fonction de c et de s� cela donne � � c� s

et � � c� s� on obtient donc �

� �� � ��� � � � �c� s��c� s� � � � c� � s� � �c��

� ��� ��� � � � �c� s��c� s� � � � c� � s� � �s��

on voit alors que �� � ��� et �� � ��� sont des carr�es dans Q�r� si et seulement

si � est un carr�e dans Q�r�� �

On peut maintenant regrouper les r�esultats obtenus et �enoncer le principal

th�eoreme de cette section �

��



Th�eor
eme ����� Soit r un nombre r�eel tel que � � r � �� alors le polyn�ome

strictement positif F �x� y� � �y� � �x� � �����y� � �x� � ��� � r�� n�est pas une

somme de � carr�es dans R�x� y� si les deux conditions suivantes sont v�eri��ees �

�� ni r� ni r�r � �� ne sont des carr�es dans le corps Q�r�

�� soit �� � r��� soit � � r� soit � � r� soit � n�est pas un carr�e dans le corps

Q�r��

Preuve� Sous ces conditions� les images des morphismes �	
C
� �	

D
� "	

C
et "	

D
sont les

images des points de torsion donc la courbe C��
R�x� est de rang nul� On a vu a la

partie �A� qu
aucun des points de torsion n
est sp�ecial� donc cette courbe C��
R�x�

n
a pas de point sp�ecial� ce qui prouve que le polyn�ome F auquel elle est associ�ee

n
est pas une somme de � carr�es dans R�x� y�� �

On peut alors remarquer deux cas particuliers simples qui d�emontrent le th�eo�

reme ����� �

Corollaire ����� Soit r un nombre r�eel transcendant tel que � � r � �� alors le

polyn�ome F �x� y� � �y� � �x� � �����y� � �x� � ��� � r�� est strictement positif

mais n�est pas une somme de � carr�es dans R�x� y��

Preuve� Comme r est transcendant� il est �evident que ni r� ni r�r���� ni ��� r��

ne sont des carr�es dans le corps Q�r�� �

Corollaire ������ Soit r un nombre rationnel tel que � � r � � et ni r� ni

r�r � �� ne sont des carr�es dans Q� alors le polyn�ome F �x� y� � �y� � �x� �

�����y� � �x� � ��� � r�� est strictement positif mais n�est pas une somme de �

carr�es dans R�x� y��

Preuve� Il su�t de remarquer que � n
est pas un carr�e dans Q pour voir que la

condition �� du th�eoreme ����� est toujours v�eri��ee dans ce cas� �

��� Etude du cas limite r � �

L
objectif de cette section est d�emontrer le th�eoreme suivant �

Th�eor
eme ����� Le polyn�ome F �x� y� � �y� � �x� ������y� � �x� ����� �� est

non n�egatif mais n�est pas une somme de � carr�es dans R�x� y��

��



La d�emonstration de ce r�esultat est tres proche de celle du th�eoreme �����

e�ectu�ee a la section ��� �et ou � � r � ��� mais elle pr�esente toutefois quelques

sp�eci�cit�es concernant certains cas�

Ici encore� il faut prouver que la courbe elliptique C�� � ��� � ���������x��

��� � ��� � �� n
a pas de point sp�ecial� et comme le polyn�ome F est pair relati�

vement a x� on peut se ramener a l
�etude des points des quatre courbes �

� �C�d � �d�� � ���� � ����z � ��� � ���� ���

� �D�d � �d�� � ��� � 	�z � ������ � 	��z � ��� � ����

� "C�d � �d�� � ���� � ����z � ��� � ��z�� z���

� "D�d � �d�� � ��� � 	�z � ���z��� � 	��z � ��� � ��z��

Cette �etude devra se faire sur le corps k�z� et pour d � k�� ou k est� comme

dans le cas � � r � �� le corps Q�r� c
est�a�dire k � Q� Les d�emonstrations e�ec�

tu�ees dans la section pr�ec�edente pour l
�etude des points R�x��rationnels d
ordre

�n de C�� �partie �A��� l
�etude de �C�dk�z� �partie �B�� et l
�etude de �D�d
k�z� �partie

�C�� restent vraies lorsque r � �� on se contentera donc ici de remanier les parties

�D� et �E��

�D�� Etude de �C�d
Q�z�

On va d�emontrer que l
image de "	
C
est l
image des points d
ordre �ni� Comme

dans le cas ou � � r � �� on ne connait qu
un seul point de torsion sur cette

courbe et il s
agit de ��� �� qui v�eri�e "	
C
��� �� � Q�z���� on doit donc prouver que

l
image du morphisme "	
C
est triviale�

L
�equation de "C�d
Q�z� �etant �d�� � ���� � ����z � ��� � ��z�� z��� si on a un

point ��� �� tel que � �� � sur cette courbe� en utilisant les notations du lemme

������� on obtient l
�equation �

�df�� � f��� � ����z � ��� � ��zf��� � z���

Puisque f est sans facteur carr�e� il divise z� donc soit f � e� soit f � ez� avec

e � k��

��



Cas �D	�� � Si f � e

Dans ce cas� il faut d�emontrer que �de � Q��� on peut e�ectuer un raisonne�

ment similaire a celui employ�e quand � � r � �� On part de la relation �

�de�� � �e�� � z��� � 	�z � ��z�e����

puis en sp�ecialisant en z � ��� on obtient �de������ � �e������ � ��������

avec �e������ � ������� �� � car sinon �z � �� divise a la fois � et  or ces

polyn�omes sont toujours premiers entre eux� On obtient donc bien �de � Q���

Cette sp�ecialisation en z � �� correspond 
a la sp�ecialisation en z � �r � �

dans le cas � � r � �� la di��erence avec ce cas est qu�ici la sp�ecialisation en

z � r � � � � ne permet plus comme auparavant de conclure directement car on

peut avoir e����� � ����� � �� la con�guration est donc l�eg
erement di��erente�

Cas �D	�� � Si f � ez

On doit d�emontrer que ce cas ne peut pas se produire� L
�equation de "C�d
Q�z��

donne� toujours avec les m�emes notations la relation �

�dez�� � �ez�� � z��� � 	z��z � ��e����

Cela implique que z divise �� apres avoir pos�e � � z��� �� � k�z�� et simpli��e par

z�� on a �

�dez��� � �e�� � ��� � 	z�z � ��e��� ����

D
autre part� on a aussi l
�egalit�e �

�dez��� � �e�� � ��� � 	�z � ���e��� ����

Pour z � �� dans ���� on obtient �de������� � �e���������� et on a encore

�e��� r�������� �� �� l
argument le justi�ant est le m�eme que dans le cas �D
���

On obtient donc �de � ��

Pour z � �� dans ���� on a de������� � �e������ � �������� Si on suppose

que e������������ �� �� on obtient de � �� et comme on a montr�e auparavant

que �de � �� on aurait � � �� ce qui est impossible car � n
est pas un carr�e dans

Q� On a donc forc�ement �e������ � ������ � �� ce qui implique que e������ �

������� Les polyn�omes � et  �etant premiers entre eux� ils ne peuvent pas

�	



s
annuler simultan�ement en ��� les deux termes de l
�egalit�e pr�ec�edente sont donc

non nuls� d
ou e � ���

Pour conclure� on pose z � � dans ��� et on a �e����� � ������ � � d
ou�

comme � et  sont premiers entre eux et qu
ils ne peuvent donc pas s
annuler

simultan�ement en �� e����� � ���� �� � et e � �� En regroupant les r�esultats

pr�ec�edents� on obtient � � �� dans le corps Q� c
est la contradiction recherch�ee�

Le cas �D�� ne peut pas se produire et l��etude de "C�d
Q�z� est achev�ee � on a

prouv�e que l�image du morphisme "	
C
est triviale�

�E�� Etude de �D�d
Q�z�

On doit montrer que l
image du morphisme "	
D

est l
image des points de

torsion� L
�equation de la courbe "D�d est �d�� � ����	�z����z����	��z�����
��z�� c
est�a�dire de la forme�d�� � ����	a�z�����	b�z��� avec a�z� � �z����z

et b�z� � ��z � ��� � ��z � �z � ��z�� Comme ni a�z� ni b�z� ne sont des carr�es

dans Q�z�� il n
y a pas de point d
ordre 	 sur "D�d
Q�z�� Les seuls points d
ordre �nis

connus sur cette courbe sont donc les points d
ordre � � ��� ��� ��	�z ����z� �� et

��	�z � ��z�� �� et leurs images par "	
D
sont �

� "	
D
��� �� � z�z � ��Q�z����

� "	
D
��	�z � ���z� �� � dzQ�z���

� "	
D
��	�z � ��z�� �� � d�z � ��Q�z����

On doit donc montrer que �

"	
D
� "D�d
Q�z�� �

n
Q�z���� z�z � ��Q�z���� dzQ�z���� d�z � ��Q�z���

o
�

On utilise encore les notations du lemme ������� si ��� �� est un point de �D�d
Q�z�

v�eri�ant � �� �� on pose � � f ��

��
� avec f sans facteur carr�e divisant z�z����z����

Quitte a ajouter au point ��� �� un des points d
ordre �� on peut supposer que

ni z ni �z��� ne sont des facteurs de f qui va donc diviser �z���� Il ne reste ici

que deux cas a �etudier �contre quatre lorsque � � r � �� �

� Si f � e � Il faut alors montrer que �de � k�� c
est�a�dire �de � ��

� Si f � e�z � �� � on doit prouver que ce cas est impossible�

��



Cas �E	�� � Si f � e

Il su�t ici de reprendre la d�emonstration faite pour � � r � � a la section ���

partie �E��� pour montrer que �de � Q�� � En �etudiant les coe�cients dominants

dans l
�equation �de�� � �e�� � 	z�z � ������e�� � 	�z � ��z���� on montre

qu
on a toujours �de � �� ce qui est le r�esultat recherch�e�

Cas �E	�� � Si f � e�z� ��

Partant de la relation �df�� � �f�� � 	z�z � ������f�� � 	�z � ��z���� en

simpli�ant par �z � �� on a �

�de�� � �e�� � 	z�z � �����e�z � ���� � 	�z � ��z���

On a aussi un r�esultat analogue au lemme ����� �

Lemme ����� Dans l��equation de "D�d
Q�z�� on a avec les notations du lemme ������

et apr
es simpli�cation� �df�� � �f�� � 	z�z � ������f�� � 	�z � ��z��� et les

polyn�omes �f���	z�z������ et �f���	�z���z��� sont soit premiers entre eux

lorsque ���� �� �� soit admettent z pour seul diviseur commun lorsque ���� � ��

Par cons�equent� ici les polyn�omes �e�� � 	z�z � ���� et �e�z � ���� � 	�z �

��z��� v�eri�ent aussi cette propri�et�e� donc on a deux possibilit�es suivant que le

polyn�ome � s
annule ou non en ��

�i� Si ���� �� � �

Alors les polyn�omes e���	z�z���� et e�z������	�z���z�� sont premiers

entre eux et leur produit est �de��� donc il existe s � Q�� ��� �� � Q�z� tels que ��
e�� � 	z�z � ��� � s��� ���

e�z � ���� � 	�z � ��z�� � �des��� ���

Pour z � � dans ���� on a e����� � �des������ �� � donc �des � e� Pour

z � �� dans ���� on a �e������ � �des�������� or ����� �� � sinon �z���� doit

diviser les deux membres de l
�egalit�e ��� et on en d�eduirait qu
il divise a la fois �

et  que l
on a suppos�es premiers entre eux� on a donc �des � �e�
On obtient ainsi e � �e ce qui est impossible car on travaille dans le corps Q�

Lorsque f � e�z � ��� on ne peut pas avoir ���� �� ��

�ii� Si ���� � � �

��



Dans ce cas les polyn�omes e�� � 	z�z � ��� et e�z � ���� � 	�z � ��z��

admettent z pour pgcd� et il existe s � Q�� ��� �� � Q�z� tels que �
�

e�� � 	z�z � ��� � sz���
e�z � ����� � 	�z � ��z�� � �desz���

En posant � � z��� avec �� � k�z� et apres simpli�cation par z� on obtient ��
ez��� � 	�z � ��� � s��� ���

ez�z � ����� � 	z�z � ��� � �des��� �	�

Dans ���� pour z � �� on a 	���� � s������� avec ��� �� � car ���� � �� donc

s � �� Pour z � ��� toujours dans ���� on a �e������� � s�������� et ������ �� �

sinon �z � �� diviserait a la fois �� et � donc s � �e� On a alors e � �s � ���

Puis d
une part� pour z � ��� dans �	�� on a �	����� � �des������� et

���� �� � car f � e�x� �� et  sont premiers entre eux� donc des � ��

D
autre part pour z � �� dans �	�� on a �e������� � �des������� et ������ ��
� sinon �z � �� diviserait a la fois �� et � d
ou des � ��e� or on sait d�eja que

e � ��� donc des � ��

On devrait alors avoir a la fois des � � et des � � et donc � � �� ce qui est

impossible car � n
est pas un carr�e dans Q� Lorsque f � e�z� ��� on ne peut pas

non plus avoir ���� � � ce qui fait qu
on n
a jamais f � e�z � ���

Le cas �E�� ne pouvant pas se produire� on a donc prouv�e que quitte 
a ajouter

au point ��� �� un des point d�ordre deux� on a "	
D
��� �� � Q�z���� Cela montre

que l�image du morphisme "	
D
est e�ectivement l�image des points d�ordre �ni�

Conclusion

On a donc montr�e que les images des morphismes �	
C
� �	

D
� "	

C
et "	

D
sont les

images des points de torsion et on peut conclure que la courbe C��
R�x� est de rang

nul� Comme les points d
ordre �ni de cette courbe ne sont pas sp�eciaux� elle n
a

donc aucun point sp�ecial et on en d�eduit le th�eoreme ��	���

��	 Un exemple o�u la �bration sur la droite pro�

jective n�a pas de singularit�e r�eelle�

On va �etudier ici des polyn�omes F �x� y� � �y� � a�x���y�� b�x�� avec a�x� �

�x����� et b�x� � �x������r��x����� pour � � r � �� L
int�er�et de ces exemples

��



est de prouver que pour certaines valeurs de r� il n
y a pas de point sp�ecial� ni

m�eme de point d
ordre in�ni sur la courbe C��
R�x� associ�ee� alors que la �bration

de C��
R�x� sur P��R� ne pr�esente aucune singularit�e� pas m�eme a l
in�ni� On ne

cherchera pas ici a faire l
�etude appronfondie de cette famille de polyn�omes dans

la mesure ou on se contentera de d�emontrer l
existence de valeurs du parametre

r pour lesquelle il n
y a pas de point sp�ecial sur C��
R�x�� Cela su�t a montrer que

l
existence de singularit�e de la �bration de C��
R�x� sur P

��R� n
est pas une condition

n�ecessaire pour que la courbe elliptique �etudi�ee ne possede pas de point autre

que ses points de torsion�

Les courbes elliptiques associ�ees a ce polyn�ome F sont �

� C�� � ��� � ���� � ����x� � ��� � r��x� � ������ r��x� � ����

� D�� � ��� � ��� � 	�x� � ������� 	��x� � ��� � r��x� � ������

On remarque que� comme dans l
exemple de la section ���� les points d
ordre

� de la courbe elliptique d
�equation ��� � ���� � ��a�x�� � b�x���� � �a�x���
b�x������ qui est d�e�nie sur R� ont pour premieres coordonn�ees �� a�x�� � b�x���
�
q
a�x��b�x�� et a�x��� b�x����

q
a�x��b�x�� et comme les polyn�omes ab et a� b

ne s
annulent pas sur R� ces points sont distincts et la �bration de la courbe C��
n
admet de singularit�e en aucun point x� � R� Mais de plus ici les coe�cients

dominants des polyn�omes a et b sont distincts� et donc cette �bration n
admet

pas de singularit�e r�eelle a l
in�ni�

Comme dans les exemples pr�ec�edents de ce chapitre� la courbe C�� est globa�

lement invariante par rapport a la transformation �x d�e�nie a la section ���� on

peut donc se ramener a l
�etude des quatres courbes �

� �C�d � �d�� � ���� � ����z � ��� � r��z � ������ r��z � ����

� �D�d � �d�� � ��� � 	�z � ������ � 	��z � ��� � r��z � �����

� "C�d � �d�� � ���� � ����z � ��� � r��z � ����z�� r�z��z � ����

� "D�d � �d�� � ��� � 	�z � ���z��� � 	��z � ��� � r��z � ����z�

Ces courbes elliptiques sont d�e�nies sur le corps k��z� avec k� � Q�r� et les

courbes �D�� et "D�� sont a ��torsion k��z��rationnelle� on peut donc utiliser la

��



m�ethode propos�ee au chapitre �� On remarque que si k est le corps de d�ecom�

position du polyn�ome ab�a� b�� alors k � Q�r� � k�� Dans la d�e�nition de ces

quatre courbes� d est un �el�ement de k��

On suivra un plan �A�� �B�� �C�� �D�� �E�� �F� similaire a celui de la section ���

et on obtiendra ainsi des conditions sur r su�santes pour que la courbe C��
R�x� n
ait

pas de point sp�ecial� donc pour les valeurs du nombre r v�eri�ant ces conditions�

le polyn�ome F �x� y� � �y� � �x� � �����y� � �x� � ��� � r��x� � ���� ne sera pas

somme de � carr�es dans R�x� y��

Remarque ����� On utilisera encore la notation g � h lorsque g et h appar�

tiennent a la m�eme classe de carr�es dans k��

Notation ����� Pour all�eger l��ecriture de certaines formules� on d�e�nit les po�

lyn�omes P� � ��� r�z � ��� r� et P� � �� � r�z � �� � r� et on note z� � ���r
��r

et z� � ��
r
�
r leurs racines respectives�

Remarque ����� Il est clair que �

� on a P�P� � �z � ��� � r��z � ��� � b�z��

� pour � � r � �� les polyn�omes P� et P� sont premiers avec z� z�� et z���

� lorsque � � r � �� on a z� � �� et �� � z� � ��� donc par la suite� les

termes z�� z� � �� z� � �� z�� z� � � et z� � � ne seront jamais nuls�

�A� Etude des points d�ordre �n

On se retrouve dans un cas similaire aux pr�ec�edents� car a est un carr�e � a � u�

avec u � x� � �� et a � b � v�� avec v � r�x� � ��� donc d
apres les r�esultats de

la section ���� il y a des points d
ordre 	 d�e�nis sur R�x� sur les courbes C�� et

D��� De plus� comme u et v sont premiers entre eux et comme u n
est pas un

carr�e� il n
y a pas de point d
ordre � ni sur la courbe C��� ni sur la courbe D���

Les points R�x��rationnels d
ordre �n de C�� sont �

� Le point PC � ��� �� d
ordre ��

� Les points ��r�� �r��x� � ��� et ��r����r��x� � ��� d
ordre 	�

Il est clair qu
aucun de ces points d
ordre �ni sur C��
R�x� n
est sp�ecial�

��



�B� Etude de 
C�d
k�z�

On veut trouver des conditions sur r qui su�ront a prouver que l
image du

morphisme �	
C
� �C�dk�z��k�z���k�z��� est celle des points de torsion� or les points

d
ordre �n sont ceux d
ordre � ou 	 �lorsque d est un carr�e dans k� et ils appar�

tiennent au noyau de �	
C
� Comme ce sont les seuls points de torsion connus sur

cette courbe� on doit donc montrer que l
image de �	
C
est triviale�

Soit ��� �� un point de �C�dk�z� d
ordre in�ni donc v�eri�ant � �� �� on �ecrit

� � f ��

��
avec les conditions habituelles� Le polyn�ome f est sans facteur carr�e et

divise �a� b�� � r��z � ���� donc soit f � e � k�� soit f � e�z � �� avec e � k��

L
�equation de �C�dk�z� �etant ��� � ���������z�����r��z�������r��z������

on d�eduit� d
apres le lemme ������� qu
il existe � � k�z� tel que �

�df�� � f��� � ����z � ��� � r��z � ����f��� � r��z � �����

Mais� comme �z � ��� � r��z � ��� � P�P�� on peut aussi �ecrire cette �equation

sous la forme

�df�� � �f�� � r��z � ������ � 	P��z�P��z�f�
���

Cas �B�� � Si f � e

La relation pr�ec�edente donne alors l
�equation �

�de�� � �e�� � r��z � ������ � 	P��z�P��z�e�
���

Pour z � z�� on a �de���z�� � �e���z���r��z�������z����� Or �e���z���r��z��
�����z��� �� � sinon �z� z�� diviserait �e��� r��� ainsi que �� et on montre par

le m�eme raisonnement que dans les sections pr�ec�edentes que �z� z�� diviserait a

la fois � et  que l
on a suppos�es premiers entre eux�

On peut donc en d�eduire que �de � k�� et donc que le point ��� �� consid�er�e

appartient bien au noyau de �	
C
�

Cas �B�� � Si f � e�z� ��

On a� apres simpli�cation par z � �� l
�equation �

�de�� � �z � ���e�� � r��z � ����� � 	P��z�P��z�e�
���

��



Pour z � z�� on a �de���z�� � �z� � ���e���z�� � r��z� � �����z����� et

comme pr�ec�edemment� on montre que ce terme ne peut pas s
annuler car � et 

sont premiers entre eux� donc �de � �z� � ���

De m�emepour z � z�� on a�de���z�� � �z�����e���z���r��z�������z����� ��
�� donc �de � �z� � ���

On doit donc avoir �z� � �� � �z� � �� c
est�a�dire �� � ��r
��r � � �� � �
r

�
r
� ce

qui revient a ��� r� � �� � r� ou encore a ��� r�� � �

Pour exclure le cas �B�� il su�ra de s�assurer que ��� r�� n�est pas un carr�e

dans k � Q�r�� avec cette hypoth
ese� l�image du morphisme �	
C
sera triviale�

�C� Etude de 
D�d
k�z�

On doit ici chercher des conditions sur le r�eel r permettant de s
assurer que

l
image du morphisme �	
D

� �D�d
k�z��k�z���k�z��� est l
image des points d
ordre

�ni � en fait� cette propri�et�e est toujours vraie quelle que soit la valeur de r� On

connait d�eja� d
apres la section ���� les points de torsion suivants sur la courbe
�D�d
k�z� �

� Les points PD � ��� ��� ��	�z����� �� et ��	���� r�z���� r������ r�z �

�� � r��� �� d
ordre � qui existent dans tous les cas�

� Les points ��	�z � ������ r�z � ��� r���	 	p
d
r�z � ������ r�z � ��� r���

et ��	�z � ����� � r�z � �� � r���	 	p
d
r�z � ����� � r�z � �� � r��� d
ordre

	 dans le cas ou d est un carr�e dans k�

On va donc distinguer les deux cas d est un carr�e dans k et d n
est pas un

carr�e dans k�

On a ici un r�esultat proche de celui du lemme ����� �

Lemme ����� En utilisant les notations du lemme ������� si ��� �� est un point

de �D�d
k�z� v�eri�ant � �� �� on a � � f ��

��
� avec f � ��  � k�z�� pgcd�f�� � � � et

f est sans facteur carr�e et de degr�e pair� On sait aussi que si f � e � k�� alors

soit �de � k��� soit �e � k���

Preuve� La d�emonstration de la premiere partie de ce r�esultat est analogue a celle

e�ectu�ee pour prouver le lemme ������ Pour d�emontrer que lorsque f � e � k�

alors on a soit �de � k��� soit �e � k��� on utilise la relation �

�de�� � �e�� � 	�z � ������e�� � 	��z � ��� � r��z � �������

��



et on pose z � ��� ce qui donne �de������ � �e������ � 	�������� donc si

e������ � 	����� �� � alors �de � k�� et si ce terme est nul� on a e������ �

�	����� avec ����� �� � et ���� �� � car � et  ne peuvent pas s
annuler

simultan�ement en �� et on obtient �e � k��� �

�C�� Si d n	est pas un carr�e

Les seuls points d
ordre �ni connus sont les points d
ordre � et on va montrer

que l
image de �	
D

est l
image de ces points� On rappelle que les images de ces

points sont �

� �	
D
�PD� � P�P�k�z����

� �	
D
��	�z � ���� �� � dk�z����

� �	
D
��	��� � r�z � ��� r����� � r�z � �� � r��� �� � dP�P�k�z����

On doit donc montrer que �

�	
D

�
�D�d
k�z�

�
�
n
k�z���� dk�z���� dP�P�k�z�

��� P�P�k�z�
��o

Si ��� �� est un point de �D�d
k�z� v�eri�ant � �� �� en �ecrivant � � f ��

��
avec

les conditions habituelles� on sait� d
apres le lemme ������� que f divise ab �

�z����P�P� de plus f est sans facteur carr�e� on peut donc supposer que f divise

�z � ��P�P�� On a aussi un r�esultat analogue a la proposition ����	 �

Proposition ����� Si d n�est pas un carr�e dans k� alors on ne peut pas avoir

�z � �� comme facteur de f �

Preuve� Il su�t d
adapter la d�emonstration de la proposition ����	� �

On peut donc en conclure que f est de degr�e pair et divise P�P�� c
est�a�dire

soit f � e� soit f � eP�P�� avec e � k� et quitte a ajouter au point ��� �� le

point PD� ou le point ��	P�P�� ��� on peut supposer que f � e � k�� mais alors

d
apres le lemme ����	� on a soit �de � k��� soit �e � k��� Si �de � k��� alors

�	
D
��� �� � k�z��� donc ��� �� � ker��	

D
� le probleme est r�esolu� et si �e � k���

alors �	
D
��� �� � dk�z��� � �	

D
��	�z � ���� ��� on est encore dans l
image des

points d
ordre �� ce qui permet de terminer l
�etude de �D�d
k�z� dans le cas ou d n
est

pas un carr�e dans k�

��



�C�� Si d est un carr�e

Dans ce cas� en plus des points d
ordre �� il y a sur �D�d
k�z� des points d
ordre

	� ��	�z � ��P��	 	p
d
r�z � ��P�� et ��	�z � ��P��	 	p

d
r�z � ��P��� Leurs images

par le morphisme �	
D
sont �

� �	
D
�PD� � P�P�k�z����

� �	
D
���	�z � ���� �� � k�z��� car d est un carr�e�

� �	
D
��	P�P�� �� � P�P�k�z��� � �	

D
�PD��

� �	
D
��	�z � ��P��	 	p

d
r�z � ��P�� � �z � ��P�k�z����

� �	
D
��	�z � ��P��	 	p

d
r�z � ��P�� � �z � ��P�k�z�

���

On doit donc montrer que �

�	
D

�
�D�d
k�z�

�
�
n
k�z���� P�P�k�z�

��� �z � ��P�k�z�
��� �z � ��P�k�z�

��
o
�

Si ��� �� est un point de �D�d
k�z� v�eri�ant � �� �� on �ecrit encore � sous la forme

f ��

��
avec les m�emes conditions et on sait� d
apres les lemmes ������ et ����	� que

f divise �z���P�P� et est de degr�e pair donc on a soit f � e� soit f � e�z���P��

soit f � e�z � ��P�� soit f � eP�P� avec e � k�� On alors remarque que quitte

a ajouter un des points d
ordre � ou 	� on peut supposer que f � e et le lemme

����	 montre que soit �de � k��� soit �e � k��� Comme ici d � k��� cela implique

qu
on a toujours �	
D
��� �� � �dek�z��� � k�z����

On a donc prouv�e que pour tout d � k�� l�image du morphisme �	
D
est celle

des points d�ordre ��

�D� Etude de �C�d
k�z�

Comme le seul point de torsion connu sur "C�dk�z� est ��� �� et qu
il appartient au
noyau de "	

C
� on va rechercher des conditions sur le r�eel r impliquant que l
image

de "	
C
est triviale�

Si on a un point ��� �� tel que � �� � sur cette courbe� en utilisant les notations

habituelles� on sait qu
il existe un polyn�ome � tel que �

�df�� � f��� � ����z � ��� � r��z � ����zf��� � r��z � ���z��

��



ou encore� comme �z � ��� � r��z � ��� � P�P� �

�df�� � �f�� � r�z�z � ������ � 	zP��z�P��z�f�
���

On sait aussi que f est sans facteur carr�e et divise r��z � ���z� on a quatre

possibilit�es � soit f � e� soit f � ez� soit f � e�z � ��� soit f � ez�z � ���

Cas �D�� � Si f � e

On montre qu
on a toujours �de � k�� en sp�ecialisant en z � z� ou z � z� �

la m�ethode est analogue a celle employ�ee pour le cas f � e dans l
�etude de �C�dk�z��

Remarque ����� On peut obtenir le m�eme r�esultat en posant z � �� ce qui

donne �de����� � e������� si ���� �� �� �de � k��� si ���� � �� on a alors

���� � � et ��� �� � et en posant � � z�� et � � z��� on a � �de��� � e�z���� �
����z � ���� r��z� ����zf����� r��z ������ donc �de������ � r����� � k���

Cas �D�� � Si f � ez

Pour prouver que l
image de "	
C
est triviale� il faut d�emontrer que ce cas ne

peut pas se produire� On a� dans l
�equation de "C�dk�z�� toujours avec les m�emes

notations �

�dez�� � �ez�� � r�z�z � ������ � 	z�P��z�P��z�e�
���

Et� en posant � � z�� avec �� � k�x�� apres simplication par z� �

�dez��� � �e�� � r��z � ������ � 	P��z�P��z�e�
���

Pour z � z�� on obtient �dez�����z�� � �e���z�� � r��z� � �����z����� avec

e���z��� r��z�������z��� �� � �il su�t de faire le m�eme raisonnement que dans

les cas similaires d�eja trait�es�� donc �dez� � �� de m�eme pour z � z�� on a

�dez� � � on en d�eduit que z�z� � ��

Il va donc su�re que z�z� �
�
��r
��r

� �
�
r
�
r

�
ne soit pas un carr�e dans k pour que

le cas f � ez ne puisse pas se produire� cela revient a imposer que �	�r�����r��

ne soit pas un carr�e dans Q�r��

�	



Cas �D�� � Si f � e�z� ��

Ici dans l
�equation de "C�dk�z�� on a �

�de�z � ���� � �e�z � ���� � r�z�z � ������ � 	zP��z�P��z�e�z � �����

et apres simpli�cation par �z � ��� on obtient �

�de�� � �z � ���e�� � r�z�z � ����� � 	zP��z�P��z�e�
���

Pour z � z�� on a �de���z�� � �z�����e���z��� r�z��z������z���� �� � et pour

z � z�� on a �de���z�� � �z� � ���e���z�� � r�z��z� � �����z���� �� �� ce qui

donne respectivement�de � �z���� et �de � �z����� donc �z�����z���� � �

c
est�a�dire ��� r�� � ��

Il su�t donc que � � r� ne soit pas un carr�e dans k pour �eliminer le cas

f � e�z � ��� cette condition �etait d�eja apparue lors de l
�etude de �C�dk�z��

Cas �D�� � Si f � ez�z� ��

On a ici l
�equation �

�dez�z � ���� � �ez�z � ���� � r�z�z � ������ � 	z��z � ��P��z�P��z�e�
���

On constate que z� divise le membre de droite donc z divise �� on pose � � z��

et apres simpli�cation par z��z � ��� on a �

�dez��� � �z � ���e�� � r��z � ����� � 	P��z�P��z�e�
���

Pour z � z�� on a �dez�����z�� � �z�����e���z���r��z������z���� �� � �toujours

gr�ace au m�eme argument�� et pour z � z�� on a �dez�����z�� � �z�����e���z���
r��z� � ����z���

� �� �� Cela donne �dez� � �z� � �� et �dez� � �z� � ��� d
ou

�de � z��z���� � z��z����� c
est�a�dire ���r� � ���r� ou encore �	�r�� � ��

On devra� a�n d
�eliminer le cas f � ez�z���� s
assurer que cette condition n
est

pas r�ealis�ee�

On a donc d�emontr�e que l�image du morphisme "	
C
est triviale dans le cas

o
u ni �� � r��� ni �	 � r��� ni �	 � r���� � r�� ne sont des carr�es dans le corps

k � Q�r��

��



�E� Etude de �D�d
k�z�

L
�equation de la courbe "D�d est �d�� � ��� � 	�z � ���z��� � 	��z � ��� �
r��z � ����z�� comme ni a�z� � �z � ���z ni b�z� � ��z � ��� � r��z � ����z ne

sont des carr�es dans k�z�� d
apres la section ���� il n
y a pas de point d
ordre 	 sur
"D�d
k�z�� Les seuls points d
ordre �nis connus sur cette courbe sont donc les points

d
ordre � � ��� ��� ��	�z����z� �� et ��	��z�����r��z�����z� �� � ��	zP�P�� ���

leurs images par "	
D
sont �

� "	
D
��� �� � P�P�k�z����

� "	
D
��	�z � ���z� �� � dzk�z����

� "	
D
��	zP�P�� �� � dzP�P�k�z����

On doit donc montrer que �

"	
D
� "D�d

k�z�� �
n
k�z���� P�P�k�z�

��� dzk�z���� dzP�P�k�z�
��o �

En utilisant les notations habituelles� si ��� �� est un point de �D�d
k�z� v�eri�ant

� �� �� on a� ici encore� � � f ��

��
� avec f sans facteur carr�e divisant z��z����P�P�

d
$%u f divise z�z � ��P�P�� Quitte a ajouter a ��� �� un des point d
ordre deux�

on peut supposer que ni z ni P� ne sont pas des facteurs de f � qui va alors diviser

�z � ��P�� On doit ainsi �etudier quatre cas �

� Cas �E�� � f � e� avec e � k��

� Cas �E�� � f � e�z � ��� avec e � k��

� Cas �E�� � f � eP�� avec e � k��

� Cas �E	� � f � e�z � ��P�� avec e � k��

On doit trouver des conditions portant sur r pour que� dans le cas �E�� on ait

�de � � et pour que les cas �E��� �E�� et �E	� ne puissent pas se produire� pour

cela� il est important de conna��tre le lemme suivant �

Lemme ����� D�apr
es l��equation de "D�d
k�z�� il existe un polyn�ome � tel que �

�df�� � �f�� � 	z�z � ������f�� � 	zP�P�
���

et le pgcd des polyn�omes f���	z�z����� et f���	zP�P�
� est un diviseur de

z�z � ����

��



Preuve� La d�emonstration est analogue a celle du lemme ����� � si P est un diviseur

commun a ces deux polyn�omes� alors il divise leur di��erence � �r�z�z ������ Or

P est premier avec � sinon il admet un diviseur premier p commun avec  et ce

diviseur premier est aussi un facteur de f�� ce qui est exclu car pgcd�f��� � � ��

On en d�eduit donc que P divise z�z � ���� �

Notation ����� On notera P� le pgcd de f�
��	z�z����� et de f���	zP�P�

��

on a donc six cas possibles P� � �� P� � z� P� � �z � ��� P� � z�z � ���

P� � �z � ��� et P� � z�z � ����

Cas �E�� � Si f � e

L
objectif est ici de montrer que l
on a toujours �de � k��� On connait la

relation �

�de�� � �e�� � 	z�z � ������e�� � 	z��z � ��� � r��z � �������

Si deg���� � deg��� � �� alors en examinant les coe�cients dominants dans

cette �equation� on trouve que �de � k��� le probleme est r�egl�e dans ce cas�

Si deg���� � deg��� � �� alors l
�etude des coe�cients dominants montre que

�de � �� r�� Puis pour z � �� on a �de����� � �e�������� si ���� et ���� ne sont

pas nuls on obtient que �de � k�� ce qui r�esout le probleme� Si ���� � ���� � ��

on pose � � z�� et � � z�� avec ��� �� � k�z�� ce qui donne� apres simpli�cation

par z�� l
�equation �

�de��� � �ez��� � 	�z � ������ez��� � 	��z � ��� � r��z � �������

Et pour z � � dans cette derniere relation� on a �de������ � �	�	 � r�������

avec ��� �� � car on a d�eja ���� � � d
ou �de � 	 � r�� ce qui implique que

� � r� � 	 � r� ou �� � r���	 � r�� � � et cette possibilit�e a d�eja �et�e exclue

pr�ec�edemment�

On a donc toujours �de � k�� lorsque f � e� le cas �E�� est trait�e�

Cas �E�� � Si f � e�z� ��

On a� apres simpli�cation par z � �� l
�equation �

�de�� � �e�� � 	z�z � �����e�z � ���� � 	zP�P�
��

��



On va consid�erer quatre cas suivant la valeur du pgcd P� �

�i� Si P� � � ou si P� � �z � ��� �

Dans ce cas� le produit des polyn�omes e���	z�z���� et e�z������	zP�P�
�

est �de�� et leur pgcd P� est un carr�e� il existe donc s � k�� ��� �� � k�z� tels

que � �
e�� � 	z�z � ��� � s��� ���

e�z � ���� � 	zP�P�
� � �des��� ���

On a alors �

� Pour z � z�� dans ���� e�z� � �����z�� � �des����z�� et le terme ����z��

est non nul� car sinon P� serait un facteur commun a � et a � On a donc

e�z� � �� � �des�

� Pour z � z�� dans ���� e�z� � �����z�� � �des����z�� �� � d
ou on obtient

e�z� � �� � �des�
On en d�eduit que �z� � �� � �z� � �� c
est�a�dire �r

��r � r
�
r ou encore �r � �� �

�r � �� ce qui est impossible car � � r � � et le corps k est r�eel� Le cas �i� ne

peut jamais se produire�

�ii� Si P� � z ou si P� � z�z � ��� �

Alors� dans ce cas� le produit des polyn�omes e���	z�z���� et e�z������

	zP�P�
� est �de�� et leur pgcd P� est le produit du polyn�ome z par un carr�e�

donc il existe s � k�� ��� �� � k�z� tels que ��
e�� � 	z�z � ��� � sz��� ���

e�z � ���� � 	zP�P�
� � �desz��� �	�

Dans ��� ou �	�� on a� pour z � �� ���� � �� on pose � � z�� dans k�z�� mais

alors l
�equation �	� donne �

ez�z � ����� � 	P�P�
� � �des��� �	
��

Et dans �	
�� pour z � �� on a 	P����P�������� � �des������ avec ��� �� �

car ���� � �� donc P����P���� � �des c
est�a�dire �	 � r�� � �des� Toujours
dans �	
�� pour z � ��� on obtient 	P�����P���������� � �des�������� et

������ �� � sinon z � � diviserait a la fois �� et  ce qui est impossible� Donc

P�����P����� � �des� c
est�a�dire�r� � �des� On en d�eduit alors que �	�r�� �
�r�� ce qui est impossible pour des raisons de signe� Le cas �ii� ne se produit donc

jamais�

��



�iii� Si P� � z � � �

Le produit des polyn�omes e�� � 	z�z � ��� et e�z � ���� � 	zP�P�
� est

toujours �de�� mais leur pgcd est z � �� donc il existe s � k�� ��� �� � k�z� tels

que � �
e�� � 	z�z � ��� � s�z � ����� ���

e�z � ���� � 	zP�P�
� � �des�z � ����� ���

Dans ���� pour z � �� e����� � s������ et ces deux termes sont non nuls car

sinon z� diviserait les deux membres de l
�equation ���� et donc z diviserait a la

fois � et � on a ainsi e � s� D
autre part� pour z � ��� toujours dans ���� on a

e������ � �s�������� ces termes �etant non nuls� on a donc e � �s� Cela implique

que s � �s� ce qui est clairement impossible� le corps k �etant un sous�corps de

R� Le cas �iii� est ainsi exclu�

�iv� Si P� � z�z � �� �

Le pgcd des polyn�omes e���	z�z���� et e�z������	zP�P�
� est z�z����

leur produit est toujours �de�� donc il existe s � k�� ��� �� � k�z� tels que ��
e�� � 	z�z � ��� � sz�z � ����� ���

e�z � ���� � 	zP�P�
� � �desz�z � ����� ���

En posant z � � dans ��� ou dans ���� on obtient que ���� � �� on pose donc

� � z�� et l
�equation ��� devient apres simpli�cation �

ez�z � ����� � 	P�P�
� � �des�z � ����� ��
�

Et dans ��
�� pour z � �� on a 	P����P�������� � �des������ �� �� donc

P����P���� � �des� D
autre part� pour z � ��� on a 	P�����P���������� �

des������� �� � ce qui donne P�����P����� � des� On en d�eduit alors que

P����P���� � �P�����P����� c
est�a�dire �	 � r�� � r� � �� Il va donc �etre

n�ecessaire de supposer que �	� r�� n
est pas un carr�e dans k pour exclure le cas

�iv�� On remarque que cette condition est d�eja apparue pr�ec�edemment�

A condition que �	�r�� ne soit pas un carr�e dans le corps k� on n
aura jamais

f � e�z � ��� l
�etude de la partie �E�� est donc termin�ee�

Cas �E�� � Si f � eP� � e���� r�z� ��� r��

L
�equation de "D�d
k�z� donne dans ce cas �

�deP��
� � �eP��

� � 	z�z � ������eP��
� � 	zP�P�

��

��



Et apres simpli�cation �

�de�� � �eP��
� � 	z�z � ������e�� � 	zP�

��

Ici encore� il faut distinguer quatre di��erents cas suivant les valeurs du poly�

n�ome P��

�i� Si P� � � ou si P� � �z � ��� �

Dans ce cas le produit des polyn�omes eP��
� � 	z�z � ���� et e�� � 	zP�

�

est �de�� et leur pgcd est un carr�e� donc il existe s � k�� ��� �� � k�z� tels que �

�
eP��

� � 	z�z � ���� � s��� ���
e�� � 	zP�

� � �des��� ���

Dans ���� pour z � �� eP��������� � s������ avec ���� �� � sinon z serait un

facteur commun a � et a � donc s � eP���� c
est�a�dire s � e��� r� �

D
autre part� pour z � ��� on a eP����������� � s�������� si ces termes

�etaient non nuls� on aurait s � eP����� c
est�a�dire s � er� on en d�eduirait que

r � ��� r��

Il va alors falloir rajouter la condition suivante sur le param
etre r � on va

supposer que r�� � r� n�est pas un carr�e dans k � Q�r��

Avec cette hypothese� on ne pas avoir r � �� � r� et cela implique que

eP����������� � s������� � � et donc que ����� � �� Alors pour z � �� dans

���� on obtient ��P���������� � �des������� et ���� �� � car ����� � ��

donc ��P����� � �des c
est�a�dire �r � �des� Mais pour z � � dans ���� on

a e����� � �des������ et on a d�eja montr�e que ���� �� � donc �des � e� d
ou

�r � e �

D
autre part� dans ���� pour z � z�� on a 	z��z� � �����z�� � s����z�� avec

�z�� �� � car z� est la racine de P� et annule donc f � On obtient s � z�� mais

comme on sait d�eja que s � e�� � r�� on en d�eduit que e � z��� � r� avec

z��� � r� � � ���r��
��r d
ou e � ���� r� �

Finalement� on a montr�e que �r � e � �r � �� ce qui conduit a une contra�

diction de signe car � � r � � et le corps k est r�eel�

Ainsi� il su�t de supposer que r��� r� n
est pas un carr�e dans k � Q�r� pour

�eliminer les cas P� � � et P� � �z � ����

�ii� Si P� � z ou si P� � z�z � ��� �

��



Comme le pgcd des polyn�omes e���	z�z���� et e�z������	zP�P�
� est

un multiple de z� on peut poser � � z�� dans k�z�� on sait alors que ��� �� � et

comme pr�ec�edemment� il existe s � k�� ��� �� � k�z� tels que �

�
ezP��

�� � 	�z � ���� � s��� ���
ez��� � 	P�

� � �des��� �	�

Dans �	� on a� pour z � �� 	P����
���� � �des������ �� � donc P���� �

�des c
est�a�dire �des � �� � r� � Toujours dans �	� pour z � z�� on obtient

ez��
���z�� � �des����z�� et ���z�� �� � sinon P� diviserait a la fois � et � donc

�des � ez�� d
ou �� � r� � ez�� Or on a z� � ��
r
�
r

� donc e � ��� � r� �

Dans ���� pour z � �� on obtient ������ � s������ �� � donc s � � � D
autre

part� pour z � ��� on a ��eP������������ � s������� c
est�a�dire � comme

P����� � r� ��er������� � s��������

Si on suppose que ������ �� �� alors s � ��er � �r�� � r� et puisque s � ��

on a �r�� � r� � ��

On va d�esormais ajouter la condition � �r�� � r� n�est pas un carr�e dans k�

Cette hypothese suppl�ementaire implique que ����� � �� On pose alors z � ��

dans �	�� ce qui donne 	P���������� � �des������� et� comme ������ � �� on

a alors ����� �� �� Ainsi �des � P����� c
est�a�dire �des � �r� Comme on

a aussi �des � �� � r�� cela donne �� � r� � �r ce qui est impossible pour des

raisons de signe�

Il su�t donc de rajouter la condition � � �r�� � r� n�est pas un carr�e dans

Q�r�� pour que les cas P� � z et P� � z�z � ��� ne puissent pas se produire�

�iii� Si P� � z � � �

Dans ce cas� il existe s � k�� ��� �� � k�z� tels que �

�
eP��

� � 	z�z � ���� � s�z � ����� ���
e�� � 	zP�

� � �des�z � ����� ���

Dans ���� pour z � �� on a eP��������� � s������ et ces termes sont non nuls

donc eP���� � s c
est�a�dire e��� r� � s �

D
autre part� pour z � ��� toujours dans ���� on a eP����������� � �s�������

et donc� commeP����� � r� er������ � �s�������� Si on suppose que ����� �� ��

on a alors s � �er et donc on en d�eduit que e�� � r� � �er d
ou �� � r� � �r

��



ce qui est impossible car le premier terme est positif et le second est n�egatif� On

a donc ����� � ��

Dans ���� pour z � �� on a e����� � �des������ �� � donc �des � e� et pour

z � ��� ��P���������� � des������� �� � donc des � ��P����� c
est�a�dire

des � �r� Ainsi on obtient e � �des � ��r �

D
autre part� pour z � z�� dans ���� 	z��z� � �����z�� � s�z� � ������z�� et

ces termes sont non nuls sinon P� serait un facteur commun a � et a � On a

donc s�z� � �� � z� et comme z� � ���r
��r et �z� � �� � ��

��r � alors on obtient

s � ��� r� �

En�n� �etant donn�e que e�� � r� � s� s � �� � r� implique que e � �� on en

d�eduit alors que ��r � � ce qui entraine une contradiction de signe�

On a donc prouv�e qu
on ne peut pas avoir P� � �z � ���

�iv� Si P� � z�z � �� �

Dans ce cas� on a ���� � � et on peut poser � � z�� dans k�z�� on sait alors

que ��� �� � et qu
il existe s � k�� ��� �� � k�z� tels que �

�
ezP��

�� � 	�z � ���� � s�z � ����� ���
ez��� � 	P�

� � �des�z � ����� ���

Dans ���� pour z � �� on a ������ � s������ �� � donc s � �� D
autre part

pour z � z� dans ���� on obtient 	�z�������z�� � s�z��������z�� et �z�� �� � car

f�z�� � �� d
ou s�z���� � � ce qui implique que �z���� � � or �z���� � ��
��r � �

on a alors une contradiction et il n
est pas possible d
avoir P� � z�z � ���

Pour �eliminer le cas f � eP�� il aura donc fallu rajouter deux conditions �

r�� � r� et �r�� � r� ne doivent pas �etre des carr�es dans Q�r��

Cas �E�� � Si f � e�z� ��P� � e�z� ������ r�z� ��� r��

L
�equation de "D�d
k�z� donne ici �

�de�z � ��P��
� � �e�z � ��P��

� � 	z�z � ������e�z � ��P��
� � 	zP�P�

��

Et apres simpli�cation par �z � ��P�� on a �

�de�� � �eP��
� � 	z�z � �����e�z � ���� � 	zP�

��

Il y a toujours quatre cas a distinguer suivant la valeur du pgcd P��

��



�i� Si P� � � ou si P� � �z � ��� �

Dans ce cas� on a ����� �� � et il existe s � k�� ��� �� � k�z� tels que �

�
eP��

� � 	z�z � ��� � s��� ���
e�z � ���� � 	zP�

� � �des��� ���

Dans ���� pour z � �� on a eP��������� � s������ �� �� donc s � eP���� c
est�

a�dire s � e��� r�� D
autre part� pour z � �� dans ���� on a eP����������� �

s������� et ces termes sont non nuls sinon �z � �� serait un facteur commun a

� et a � On a donc s � eP����� c
est�a�dire s � er� on en d�eduit alors que

r � ��� r��

Dans l
�etude du cas �E��� on avait d�eja suppos�e que r���r� n
est pas un carr�e

dans k� sous cette hypothese� on obtient donc aussi une contradiction permettant

de montrer qu
on ne peut avoir ni P� � � ni P� � �z � ����

�ii� Si P� � z ou si P� � z�z � ��� �

Dans ce cas ���� � � et on pose � � z�� dans k�z� on a aussi ��� �� � et il

existe s � k�� ��� �� � k�z� tels que �

�
ezP��

�� � 	�z � ��� � s��� ���
ez�z � ����� � 	P�

� � �des��� �	�

Dans �	�� pour z � �� on a 	P�������� � �des������ �� �� donc P���� �
�des c
est�a�dire �des � �� � r�� Toujours dans �	�� pour z � ��� on obtient

	P���������� � �des������� et comme f���� � �� on a ���� �� � donc

�des � P����� c
est�a�dire �des � �r� Comme on a montr�e que �des � ���r��

on obtient alors que �� � r� � �r ce qui amene une contradiction de signe � on

ne peut donc avoir ni P� � z ni P� � z�z � ����

�iii� Si P� � z � � �

Dans ce cas on a ���� �� � et il existe s � k�� ��� �� � k�z� tels que �

�
eP��

� � 	z�z � ��� � s�z � ����� ���
e�z � ���� � 	zP�

� � �des�z � ����� ���

Dans ���� pour z � �� on a eP��������� � s������ �� � donc eP���� � s

c
est�a�dire e�� � r� � s� D
autre part� pour z � ��� toujours dans ���� on a

eP����������� � �s������� et ces termes ne sont pas nuls sinon le polyn�ome

�z � �� diviserait a la fois � et � donc� comme P����� � r� on a s � �er� En
regroupant ces r�esultats� on obtient e��� r� � s � �er� donnant ainsi la relation

��



�� � r� � �r� ce qui est impossible pour des raisons de signe� On ne peut donc

pas avoir P� � z � ��

�iv� Si P� � z�z � �� �

Dans ce cas ���� � �� ��� �� � et en posant � � z�� dans k�z�� on sait qu
il

existe s � k�� ��� �� � k�z� tels que ��
ezP��

�� � 	�z � ��� � s�z � ����� ���
ez�z � ����� � 	P�

� � �des�z � ����� ���

Dans l
�equation ��� �

� pour z � �� on a ����� � s������ �� � donc s � ��

� pour z � z�� 	�z� � ����z�� � s�z� � ������z�� et �z�� �� � car f�z�� � ��

donc �z� � �� � s�z� � �� ce qui �equivaut a r � s

On a alors r � s � � et il su�t de supposer que �r n
est pas un carr�e dans le

corps k pour que le cas P� � z�z � �� devienne impossible�

Remarque ����� Pour �eliminer cette derniere possibilit�e� il y a une autre m�e�

thode �

Dans l
�equation ��� �

� pour z � �� on a 	P�������� � �des������ �� � donc �des � P���� �
�� � r��

� pour z � ��� on a 	P���������� � des������� �� � donc des � P����� �
�r�

On a alors �des � r � �� � r� et en supposant que r�� � r� n
est pas un carr�e

dans le corps k le cas P� � z�z � �� est exclu�

Ainsi� pour �eliminer le dernier cas f � e�z � ��P�� il su�t de rajouter l
une

de ces deux conditions � � �r n�est pas un carr�e dans le corps k� ou � r�� � r�

n�est pas un carr�e dans le corps k��

Pour traiter le cas �E	�� il su�t donc de supposer que r�� � r� n
est pas un

carr�e dans le corps k et que l
un des deux termes �r ou r�� � r� n
est pas non

plus un carr�e dans le corps k�

On a donc d�emontr�e que l�image du morphisme "	
D
est l�image des points de

torsion lorsque �	� r����� r��� �	� r��� r��� r� et �r�� � r� ne sont des carr�es

�	



dans le corps Q�r� et que l�un des deux termes �r ou r�� � r� n�est pas un carr�e

dans le corps Q�r��

�F� Synth�ese des r	esultats

On a donc dans les parties �B�� �C�� �D� et �E� trouv�e des conditions su�santes

sur le r�eel � � r � � pour que la courbe C��
R�x� n
ait pas de point sp�ecial bien que

sa �bration sur P��R� ne pr�esente aucune singularit�e� cela se produit lorsque �

� les �el�ements ��� r��� �	� r��� �	� r����� r��� r��� r� et �r�� � r� ne sont

des carr�es dans le corps Q�r��

� soit �r� soit r�� � r� n
est pas un carr�e dans le corps Q�r��

Sous ces conditions� le polyn�ome F �x� y� � �y���x�������y���x������r��x��

���� est positif mais n
est pas une somme de � carr�es de fractions rationnelles�

Remarque ������ Il est tres simple de trouver des valeurs r�eelles du parametre

r v�eri�ant les conditions ci�dessus � il su�t de prendre r transcendant�

��



Chapitre �

Polyn�omes de haut degr�e et

polyn�omes de degr�e �

Ce chapitre comporte deux sections ind�ependantes� Dans la section ���� on

donnera une m�ethode permettant d
obtenir des polyn�omes positifs de R�x� y� de

degr�e aussi grand que souhait�e et qui ne sont pas sommes de � carr�es de fractions

rationnelles� La section ��� consiste en une �etude de la forme de certains points

sp�eciaux des courbes elliptiques associ�ees aux polyn�omes �y� � a�x���y� � b�x��

lorsque a et b sont positifs et de degr�e 	� l
existence de points sp�eciaux sur ces

courbes elliptiques �etant une cons�equence directe du r�esultat d�emontr�e par Hil�

bert �Hi�� � en degr�e 	� tout polyn�ome positif ou nul est somme de � carr�es dans

R�x� y��

��� Polyn�omes de grand degr�e

Colliot�Th�elene a d�emontr�e dans �CT� l
existence en tout degr�e sup�erieur ou

�egal a � de polyn�omes positifs qui ne sont pas somme de � carr�es dans R�x� y�� ces

polyn�omes doivent en particulier v�eri�er la propri�et�e d
avoir tous leurs coe�cients

alg�ebriquement ind�ependants� On va dans cette section donner une m�ethode per�

mettant d
obtenir explicitement� et sans cette condition sur les coe�cients� des

polyn�omes positifs de degr�e aussi �elev�e que souhait�e qui ne sont pas somme de

� carr�es de fractions rationnelles� Pour cela il su�t de conna��tre un polyn�ome

F �x� y� positif qui n
est pas somme de � carr�es dans R�x� y�� par exemple le po�

lyn�ome de Motzkin ou l
un des polyn�omes �etudi�es dans les chapitres pr�ec�edents�

et de substituer a l
ind�etermin�ee x un polyn�ome P �x� y� de degr�e impair en x�

��



Pour d�emontrer ce r�esultat� il faut d
abord prouver le lemme suivant �

Lemme ����� Soit P �x� y� un polyn�ome de R�x� y� de degr�e d impair en x� si on

note t � P �x� y�� alors R�x� y� est une extension alg�ebrique �nie� de degr�e d� du

corps R�t� y��

Preuve� On pose P �x� �
Pd

k�� ak�y�x
k� avec pour � � k � d� ak�y� � R�y� et

ad�y� �� ��

Comme t � P �x� y�� il est �evident que t est transcendant sur R�y� et que

R�t� y� � R�x� y�� De plus on a aussi t �
Pd

k�� ak�y�x
k� ce qui donne la relation

ad�y�xd � ���a��y�x� a��y�� t � � prouvant que x est alg�ebrique sur R�t� y��

Pour d�emontrer que �R�x� y� � R�t� y�� � d� il reste donc a prouver que le po�

lyn�ome M�Z� � ad�y�Z
d � ad���y�Zd�� � � � � � a��y�Z � a��y� � t � R�t� y��Z�

est le polyn�ome minimal de x sur R�t� y�� pour cela� il su�t de montrer qu
il

est irr�eductible sur R�t� y�� Tout d
abord on remarque que M�Z� est irr�educ�

tible dans R�y��t��Z� � c
est �evident car c
est un polyn�ome en deux variables t

et Z� a coe�cients dans R�y�� de degr�e � et unitaire en la variable t� de plus�

pgcdR�y��t��ad�y�� ad���y�� � � � � a��y�� a��y�� t� � �� il en r�esulte queM�Z� est irr�e�

ductible dans R�y��t��Z� et c
est donc bien le polyn�ome minimal de x sur R�t� y��

Ainsi x est un �el�ement alg�ebrique de degr�e d sur R�t� y� et le corps R�x� y� est

bien une extension alg�ebrique de degr�e d de R�t� y�� �

On peut maintenant d�emontrer que �

Th�eor
eme ����� Soit F �x� y� � R�x� y� un polyn�ome positif qui n�est pas somme

de � carr�es dans R�x� y�� Soit P �x� y� un polyn�ome de R�x� y� de degr�e impair en

x� alors le polyn�ome F �P �x� y�� y� est aussi positif et n�est pas non plus somme

de � carr�es dans R�x� y��

Preuve� Il est �evident que si F �x� y� est positif� alors F �P �x� y�� y� est aussi un

polyn�ome positif�

Supposons maintenant que F �P �x� y�� y� soit une somme de � carr�es dans

R�x� y� c
est�a�dire que F �t� y� � u� � v� � w�� avec u� v� w � R�x� y�� la forme

quadratique & �� �� �� ���F � d�e�nie sur le corps R�t� y� serait donc isotrope

sur R�x� y� car elle est annul�ee par �u� v� w� ��� Or d
apres le lemme pr�ec�edent�

le corps R�x� y� est une extension alg�ebrique de degr�e impair de R�t� y�� et le

th�eoreme de Springer impliquerait que & soit aussi isotrope sur R�t� y��

Etant donn�e que la forme quadratique � �� �� � � est anisotrope sur R�t� y��

cela donnerait une repr�esentation de F �t� y� comme somme de � carr�es dans

��



R�t� y�� ce qui est impossible � t �etant transcendant sur R�y�� par hypothese� F �t� y�

n
est pas somme de � carr�es dans R�t� y�� �

On peut d�eduire de ce th�eoreme les r�esultats suivants �

Corollaire ����� Soit F �x� y� � R�x� y� un polyn�ome positif qui n�est pas somme

de � carr�es dans R�x� y�� Soit Q�x� y� un polyn�ome de R�x� y� de degr�e impair en

y� alors le polyn�ome F �x�Q�x� y�� est aussi positif et n�est pas non plus somme

de � carr�es dans R�x� y��

Preuve� Il su�t d
intervertir les r�oles des variables x et y� �

Dans le cas particulier ou l
on considere des polyn�omes P et Q ne d�ependant

que d
une seule variable� respectivement x et y� on obtient �

Corollaire ����� Soit F �x� y� � R�x� y� un polyn�ome positif qui n�est pas somme

de � carr�es dans R�x� y�� Soient P �x� � R�x� de degr�e impair et Q�y� � R�y� de

degr�e impair� alors le polyn�ome F �P �x�� Q�y�� est positif et n�est pas somme de

� carr�es dans R�x� y��

Preuve� D
apres le th�eoreme ������ F �P �x�� y� n
est pas somme de � carr�es dans

R�x� y�� pour terminer la d�emonstration de ce corollaire� il su�t d
appliquer

le m�eme raisonnement a G�x� y� � F �P �x�� y� pour montrer que le polyn�ome

G�x�Q�y�� � F �P �x�� Q�y�� n
est pas somme de � carr�es dans R�x� y�� �

On en d�eduit ais�ement que �

Corollaire ����� Il existe dans R�x� y� des polyn�omes positifs de degr�es en x et

en y aussi �elev�es que souhait�e qui ne sont pas somme de � carr�es dans R�x� y��

Preuve� Pour obtenir des polyn�omes positifs de degr�es en x et en y aussi �elev�e que

souhait�e� il su�t de partir d
un polyn�ome positif non somme de � carr�es connu

et de substituer P �x� a x et Q�y� a y avec P et Q polyn�omes en une variable de

degr�es assez grands� �

��� Etude g�en�erale de �y��a�x���y��b�x�� lorsque
a et b sont positifs de degr�e au plus �

Hilbert a d�emontr�e dans �Hi�� qu
un polyn�ome F �x� y� de degr�e total inf�erieur

ou �egal a 	 est somme de � carr�es dans R�x� y�� Il est alors �evident qu
une courbe

��



elliptique associ�ee a un tel polyn�ome admet au moins un point sp�ecial� Le but de

cette section est de produire une forme explicite pour un de ces points sp�eciaux

dans le cas ou le polyn�ome F �x� y� se factorise sous la forme �y� � P��x���y� �

P��x�� avec P� et P� polyn�omes de R�x� positifs de degr�es inf�erieurs ou �egaux a

�� Cela permettra de donner� sur des exemples num�eriques� une expression non

triviale de F comme somme de trois carr�es de polyn�omes�

Il faut d
abord remarquer que si P� � P� ou si P� et P� sont tous les deux des

carr�es dans R�x�� alors F �x� y� s
�ecrit de maniere �evidente comme carr�e ou somme

de � carr�es dans R�x� et dans ces cas� un des points sp�eciaux de la courbe elliptique

associ�ee a ce polyn�ome est directement donn�e par la preuve du th�eoreme ������ On

posera donc comme hypothese que P� �� P� et que P� n
est pas un carr�e dans R�x��

Dans ce cas� l
�ecriture de F �x� y� comme somme de � carr�es n
appara��t pas� en

g�en�eral� de maniere triviale� A�n d
all�eger les notations et de limiter le nombre de

parametres� on va supposer� quitte a e�ectuer un changement de variable a�ne�

que P��x� � x� � �� on pose alors P��x� � ax� � bx� c� avec a� b et c � R� Pour
que P� soit positif� on supposera que a � � et b� � 	ac � ��

Proposition ����� Si le polyn�ome F �x� y� � �y��P��x���y��P��x�� est positif

ou nul et de degr�e inf�erieur ou �egal 
a 	� alors il y a un point sp�ecial� d�e�ni sur

l�anneau R�x�� sur la courbe C�� � ��� � ���� � ��P� � P���� �P� � P�����

Preuve� Il su�t de reprendre la d�emonstration du th�eoreme ������ en notant

d
abord que d
apres le r�esultat montr�e par Hilbert� le polyn�ome F �x� y� est somme

de � carr�es dans R�x� y� c
est�a�dire �

F �x� y� � y� � �P��x� � P��x��y
� � P��x�P��x� �

�X
i��

�aiy
� � biy � ci�

�

ou� pour i � �� �� �� les termes ai� bi et ci sont des �el�ements de R�x��

On a donc a���a���a�� � �� d
ou pour i � �� �� �� on a deg�ai� � � c
est�a�dire

ai � R� Ainsi l
une des transformations orthogonales de R�x�� qui transforment le

vecteur �a�� a�� a�� en ��� �� �� est d�e�nie sur R� en e�et on rappelle que l
on peut

prendre pour cette transformation celle qui a tout �u� v� w� � R�x�� associe '

h�u� v� w� �

�
u� ��a� � ��

�a� � ��u� a�v � a�w

�a� � ��� � a�� � a��
� v � �a�

�a� � ��u� a�v � a�w

�a� � ��� � a�� � a��
�

w � �a�
�a� � ��u � a�v � a�w

�a� � ��� � a�� � a��

�
�

��



Comme� pour i � �� �� �� bi et ci sont des �el�ements de R�x�� on constate alors

que les images par h des vecteurs �b�� b�� b�� et �c�� c�� c�� sont aussi des �el�ements

de R�x���

De m�eme que dans la d�emonstration du th�eoreme ������ en posant � � b��� b��
et � � ��b�c� � b�c��� on obtient un point sp�ecial sur la courbe elliptique C��
d
�equation ��� � ���� � ��P� � P��� � �P� � P��� � 	P�P��� mais de plus ici�

pour i � � et �� bi et ci sont des polyn�omes de R�x�� ce point sp�ecial est donc a

coordonn�ees polynomiales� �

Remarque ����� Si P� � ax��a � aP� avec a � R�
 alors la courbe C�� a pour

�equation ��� � ���� �� � a��
p
a�P����� �� � a� �

p
a�P�� et on a des points

d
ordre �� P� � ��� �
p
a��P�� �� et P� � ����pa��P�� ��� qui sont sp�eciaux�

En revanche� lorsque P� n
est pas de la forme aP� avec a � R�
� le seul point

d
ordre � d�e�ni sur R�x� est PC � ��� �� car alors P�P� n
est pas un carr�e dans

R�x�� De plus ce point ��� �� n
est jamais sp�ecial �etant donn�e que ��P� � P���

n
est clairement pas somme de � carr�es dans R�x��

On supposera donc que P� n
est pas le produit de P� par un r�eel positif a�

c
est�a�dire que a �� c ou b �� �� Cela permettra de s
assurer que le point sp�ecial

��� �� recherch�e n
est pas d
ordre � et qu
il v�eri�e � �� �� En suivant la d�emarche

du lemme ������� on montre que �

Lemme ����� Pour ce point sp�ecial ��� ��� on peut �ecrire � � f��� avec f �

� � R�x�� et o
u f est un polyn�ome positif sans facteur carr�e qui divise P� � P��

Preuve� D
apres le lemme ������� on peut �ecrire � � f ��

��
� avec f � ��  � R�x�� et

f sans facteur carr�e� Comme ce point est R�x��rationnel� on peut supposer que

 � �� La positivit�e de f d�ecoule directement de celle de � qui est somme de

deux carr�es dans R�x��

En�n� comme ��� � f���f��� � ��P� � P��f�� � �P� � P����� apres simpli��

cation� il existe un polyn�ome � � R�x� tel que �

�f�� � f��� � ��P� � P��f�
� � �P� � P��

��

On en d�eduit imm�ediatement que f divise �P��P���� �etant sans facteur carr�e� f

divise P� � P�� �

La forme du point sp�ecial recherch�e va donc d�ependre de celle du polyn�ome

P��P� � ���a�x�� bx� ��� c�� en particulier du nombre de facteurs dans R�x�

���



de ce dernier polyn�ome� C
est pourquoi on est amen�e a �etudier les di��erents cas

suivant le degr�e de P� � P� �

�A� Le polyn�ome P� � P� est une constante non nulle c
est�a�dire a � �� b � �

et c �� ��

�B� Le polyn�ome P� � P� est de degr�e � c
est�a�dire a � � et b �� ��

�C� Le polyn�ome P��P� est de degr�e � et n
est pas irr�eductible sur R�x�� c
est�

a�dire a �� � et � � discr�P� � P�� � b� � 	��� a���� c� � ��

�D� Le polyn�ome P� � P� est de degr�e � et est irr�eductible sur R�x� c
est�a�dire

a �� � et � � b� � 	�� � a���� c� � ��

Remarque ����� Pour la suite� il est int�eressant de remarquer que si ��� �� est

un point sp�ecial de C��
R�x�� comme PC � ker�	

C
�� alors ��� �� � PC est un autre

point sp�ecial de C�� et sa premiere coordonn�ee est �� � �P��P���
�

� Il est �evident

que lorsque � divise P� � P�� ce deuxieme point sp�ecial est aussi R�x��rationnel�

�A� P� �P� est de degr	e �

Dans ce cas� d
apres la proposition ������ le polyn�ome f est une constante

positive et on peut supposer que f � �� donc � � ��� On a alors d
apres l
�equation

de C��� �� � ��P� � P���� � �P� � P��� � ��� et l
�etude du signe des coe�cients

dominants dans cette derniere �egalit�e montre que le degr�e de � doit �etre inf�erieur

ou �egal a �� Mais si deg��� � �� il existe x� � R tel que ��x�� � �� on aurait alors

����x�� � �P� � P��
��x�� � �� � c��� �� � ce qui est impossible� Donc lorsque

P� � P� est de degr�e � et est non nul� alors il existe un point sp�ecial dont la

premiere coordonn�ee est de la forme � � m � R�
�

On recherche maintenant la valeur de m �

Dans l
�equation de la courbe C��� avec � � m � �� on doit alors avoir �

m� � ��P� � P��m� �P� � P��
� � ����

Or on a P� � x� � � et P� � x� � c� ce qui donne la relation m� � ���x� � � �

c�m� ��� c�� � ��� et on en d�eduit que �

�	mx� �
�
m� � ��� � c�m� �� � c��

�
� ����

���



Mais� puisque m �� �� le polyn�ome �	mx� � �m� � ��� � c�m� �� � c��� sera

l
oppos�e d
un carr�e dans R�x� si et seulement si m������c�m����c�� � � c
est�

a�direm � ��c	�
p
c � ��	pc��� On a ainsi les premieres coordonn�ees de points

sp�eciaux de C�� dans le cas ou P��P� est de degr�e �� En choisissant � � ���
p
c��

et en substituant dans l
�equation de C��� on obtient � � 	����
p
c��x� On pose�

en reprennant les notations du th�eoreme ����� �

� b� � � �
p
c et b� � ��

� c� �
�
�
�A� �� � x� �pc�

� c� �
�
��
b� � � et c� � � �

��
b� � �� �

p
c�x�

Cela donne la relation �

�y� � x� � ���y� � x� � c� � �y� � x� �pc�� � ��� �
p
c�y�� � ��� �

p
c�x���

�B� P� �P� est de degr	e �

Comme f est positif et divise P� � P�� alors ce polyn�ome est constant et

on peut supposer que f � � d
ou � � �� et l
�etude du signe des coe�cients

dominants prouve que deg��� � ��

Ainsi le point sp�ecial recherch�e a une premiere coordonn�ee qui est soit de la

forme � � m � R�
� soit de la forme �� � ��� avec deg��� � �� Dans ce second

cas� deg��� � � donc le polyn�ome � s
annule en une valeur r�eelle x� et on a

�P� � P����x�� � ����x��� d
ou �P� � P����x�� � � et � divise P� � P� qui est

irr�eductible car de degr�e �� donc cela donne �� � m��P� � P���� m� � R�
�
D
apres la remarque ����	� on v�eri�e ais�ement que chaque point sp�ecial dont

la premiere coordonn�ee est de la forme �� � m��P� � P��
� peut se d�eduire d
un

point sp�ecial dont la premiere coordonn�ee � est une constante m en lui ajoutant

PC et on a � � �P��P���
��

� les r�eels m et m� sont donc li�es par la relation m � �
m� �

On peut donc se contenter de rechercher les points sp�eciaux dont la premiere

coordonn�ee est une constante m � ��

���



Recherche de la valeur de m �

On a ici P� � x��� et P� � x��bx�c avec b��	c � �� donc si on pose � � m �

� dans l
�equation de C��� on obtient �m�����x��bx���c�m��bx�c���� � ���
ce qui donne �

�b� � 	m�x� � �b�c� � �m�x� �m� � ��� � c�m� ��� c��� � ����
Il faut donc que le discriminant de ce polyn�ome de degr�e � en x soit nul c
est�a�dire

que b��c� � �m�� � �b� � 	m��m� � ��� � c�m� ��� c��� � �� ou encore �

m� � ��� � c�m� � �b� � ��� c���m � �

Comme m � �� on a m� � ��� � c�m � �b� � �� � c��� � �� et donc� comme le

discriminant r�eduit de ce polyn�ome de degr�e � en m est ���c����b�����c��� �

	c� b� � �� on a m � c� � 	p	c� b��

On v�eri�e que la constante m trouv�ee est strictement positive � on a bien

c��	p	c � b� � � car c�� �
p
	c� b� �etant donn�e que ces termes sont positifs

et que �c����� �	c�b�� � �c�����b� � �� Il reste maintenant a s
assurer qu
on

a e�ectivement trouv�e un point de la courbe C��
R�x�� en e�et pour ces valeurs de

m� le discriminant de �b�� 	m�x���b�c� ��m�x��m�� ���� c�m���� c���

est nul donc ce polyn�ome est� dans R�x�� soit un carr�e� soit l
oppos�e d
un carr�e et

seul ce second cas fournit un point sur C��
R�x�� On va pour cela calculer b� � 	m �

on a b��	m � b��	c�			
p
	c � b� et en posant t �

p
	c � b� � �� on obtient

b� � 	m � �t� 	 	t� 	 � ��t	 ��� �

� Si t �� �� alors t 	 � �� � et b� � 	m � � donc le polyn�ome �b� � 	m�x� �

�b�c� � �m�x� �m� � ��� � c�m� �� � c��� est bien l
oppos�e d
un carr�e

dans R�x��

� Si t � �� pour m � c� � �
p
	c� b� on a b� � 	m � ��t� ��� � � et donc

cela donne bien un point sp�ecial sur C��� Pour m � c� ��p	c� b�� on a

b��	m � ��t���� � �� dans ce cas� comme t � �� on a aussi b� � 	�c���

et on m � c��� le polyn�ome �b��	m�x���b�c���m�x��m������c�m�

��� c��� est alors �egal a m�� ��� � c�m� ��� c�� � �	�c� �� � �b� � �

et est e�ectivement l
oppos�e d
un carr�e dans R�x��

On a donc trouv�e des valeur r�eelles m � c � � 	p	c� b� qui sont toujours les

premieres coordonn�ees de points sp�eciaux de C��
R�x�� on en d�eduit aussi d
autres

points sp�eciaux dont les les premieres coordonn�ees sont de la forme �� � �
m
�P��

P��� c
est�a�dire � � �bx
c����
c
��

p
�c�b� �

���



Exemple

On va traiter le cas ou a � �� b � � et c � �� c
est�a�dire F �x� y� � �y�� x��

���y��x���x���� La courbe C�� a alors pour �equation � ��� � ��������x��

�x� ��� � ��x� 	����

Comme 	c � b� � ��� les points sp�eciaux obtenus avec les formules donn�ees

ci�dessus ont pour premieres coordonn�ees � � �� � � ��� � � ��x � ��� et

� � �

�x � ���� En choisissant � � �� on obtient la seconde coordonn�ee � �

	�
p
��x � ��� On peut donc poser� en reprennant les notations du th�eoreme

����� �

� b� �
p
� et b� � ��

� c� �
�
�
�A� �� � x� � x� ��

� c� �
�
��b� � � et c� � � �

��b� � x� ��

Cela donne la relation �

�y� � x� � ���y� � x� � �x� �� � �y� � x� � x� ��� � �
p
�y�� � �x� ����

�C� P� � P� est de degr	e � et n�est pas irr	eductible

On rappelle que dans ce cas on a a �� � et � � discr�P� � P�� � b� � 	�� �
a���� c� � � et P� � P� est scind�e sur R� on pose P� � P� � UV dans R�x��

Comme le polyn�ome f divise P� � P� et est positif� alors il est constant� on

peut donc supposer que f � �� Ainsi la premiere coordonn�ee du point sp�ecial

recherch�e est de la forme � � �� et on a �� � ��P� � P���� � �P� � P��� � ���
dans R�x�� L
�etude du signe des coe�cients dominants indique que deg��� � ��

donc � admet une racine r�eelle x� qui v�eri�e alors �P� � P����x�� � ����x��� On

doit ainsi avoir �P� � P���x�� � � d
ou � divise P� � P� et on peut donc �ecrire

la premiere coordonn�ee du point sp�ecial recherch�e sous la forme � � mU� ou

�� � m�V �� avec m� m� � R�
�
D
apres la remarque ����	� chaque point de premiere coordonn�ee �� � m�V �

se d�eduit d
un point tel que � � mU� en ajoutant PC et comme �� � �P��P���
�

�
U�V �

mU� � on a la relation m� � �
m
� On se contentera donc de rechercher les points

sp�eciaux de premiere coordonn�ee � � mU��

��	



Recherche des valeurs de m �

On a P� � x� � � et P� � ax� � bx� c avec b� � 	ac � � et � � b� � 	�� �
a���� c� � �� cela donne P��P� � ��� a�x�� bx���� c�� On va �ecrire P��P�

comme produit de deux polyn�omes U et V �

P� � P� �

�
��� a�x� b�

p
�

�

��
x� b�p�

��� � a�

�

On peut donc prendre U � ��� a�x� b

p



�
et V � x� b�

p



����a� et on cherchera des

points tels que � � mU� � m
�
�� � a�x� b


p



�

��
avec m � ��

Il existe un polyn�ome � � R�x� tel que m�U�� ��P� �P��mU���P��P��� �

��� et comme P� � P� � UV � alors U� divise �� et on peut poser � � ��U avec

�� � R�x� d
ou la relation �

m�U� � ��P� � P��m� V � � �����

ce qui donne que ���� est �egal a �

m�

�
��� a�x� b�

p
�

�

��

� �
�
�� � a�x� � bx� �� � c�

�
m�

�
x� b�p�

��� � a�

��

�

Apres regroupement suivant les puissances de x� le terme suivant doit �etre

�egal a ���� �

�
��� a��m� � ��� � a�m� �

�
x��

�
�a� ���b�

p
��m� � �bm� b�p�

� � a

�
x�� � �

� � � �
�
�b�

p
���

	
m� � ��� � c�m�

�b�p���
	�� � a��

�
�

Le discriminant de ce polyn�ome en x doit donc �etre nul c
est�a�dire � apres calculs �

�
��� � a��c� a� � b� � b

p
�
�
m��	�a�c�m��

��� � a��c� a� � b� � b
p
�

��� a��
m � ��

Comme m �� �� on doit donc avoir �

�
��� � a��c� a� � b� � b

p
�
�
m� � 	�a� c�m�

��� � a��c� a� � b� � b
p
�

��� a��
� ��

���



Le discriminant de ce polyn�ome de degr�e � en m est �

���a� c�� � 	
�
��� � a��c� a� � b� � b

p
�
����� � a��c� a� � b� � b

p
�

�� � a��

�

Apres simpli�cations� on trouve que ce terme est �egal a ���	ac � b�� et donc ce

discriminant est� d
apres les hypotheses� positif ce qui implique que �

m �
��a� c�	 �

p
	ac� b�

��� � a��c� a� � b� � b
p
�
�

Pour ces valeurs de m� le polyn�ome m�U�� ��P��P��m� V � est� dans R�x��

soit un carr�e� soit l
oppos�e d
un carr�e� et de plus on sait que l
un des points

sp�eciaux de C��
R�x� a pour premiere coordonn�ee � � mU� pour l
une au moins de

ces valeurs de m� peut��etre les deux� Pour savoir si l
une de ces deux valeurs de

m fournit un point sp�ecial� sur la courbe C��� il reste a v�eri�er deux propri�et�es �

�i� Il faudrait v�eri�er que � � mU� est e�ectivement la premiere coordonn�ee

d
un point de C��� c
est�a�dire s
assurer que m�U� � ��P� � P��m� V � est

l
oppos�e d
un carr�e dans R�x� et non pas un carr�e en montrant par exemple

que le terme �� � a��m� � ��� � a�m� � est n�egatif�

�ii� Il faudrait v�eri�er que ce point est sp�ecial c
est�a�dire que � � mU� est

positif� ce qui revient a montrer que m est positif�

On peut montrer que ces deux conditions sont remplies pour les deux valeurs dem

donn�ees ci�dessus� mais �etant donn�e la complexit�e des formules et la longueur de

cette d�emonstration� on se contentera ici d
appliquer sur un exemple num�erique

le r�esultat obtenu� 
�est�a�dire� les points sp�eciaux recherch�es sont les points dont

la premiere coordonn�ee est de la forme �

� � mU� �
��a� c�	 �

p
	ac� b�

��� � a��c� a� � b� � b
p
�

�
��� a�x� b�

p
�

�

��

�

On sait aussi qu
il y a sur cette courbe elliptique des points sp�eciaux dont la

premiere coordonn�ee est �

�� �
�

k
V � �

��� � a��c� a� � b� � b
p
�

��a� c�	 �
p
	ac� b�

�
x� b�p�

���� a�

��

�

���



Exemple

On va traiter le cas ou a � �� b � 	 et c � 	� c
est�a�dire F �x� y� � �y�� x��

���y� � �x� � 	x � 	�� Alors P� � P� � �x� � 	x � � � ��x � ���x � �� et la

courbe C�� a pour �equation � ��� � ���� � ���x� �	x����� �x�����x������

Comme � � 	� les points sp�eciaux obtenus avec les formules donn�ees ci�dessus

ont pour premieres coordonn�ees � � �x � ���� � � �

�x � ���� � � �x � ��� et

� � ��x � ���� En choisissant � � �x � ���� on obtient la seconde coordonn�ee

� � 	�x�x� ��� et on pose� en reprennant les notations du th�eoreme ����� �

� b� � x� � et b� � ��

� c� �
�
�
�A� �� � x� � x� ��

� c� �
�
��b� � � et c� � � �

��b� � x�x� ���

Cela donne la relation �

�y� � x� � ���y� � �x� � 	x� 	� � �y� � x� � x� ��� � ��x� ��y�� � �x�x������

�D� P� � P� est de degr	e � et irr	eductible

On est alors dans le cas ou a �� � et � � discr�P��P�� � b��	���a����c� � ��

le polyn�ome P� � P� � �� � a�x� � bx � �� � c� est alors de signe constant� On

pose toujours � � f�� �� � avec les m�emes conditions� et comme f est positif et

divise P� � P�� on peut supposer qu
on a soit f � �� soit f � ��P� � P�� avec

� � 	� suivant le signe de P� � P�� de fa�con que ��� � a� soit positif�

Si on suppose que f � �� alors � � �� et la relation �� � ��P� � P���� �

�P� � P��� � ��� implique� d
apres le signe des coe�cients dominants des deux

termes de cette �egalit�e� que deg��� � �� Il existe alors x� � R annulant � et donc

�P��P����x�� � ����x�� d
ou �P��P����x�� � � ce qui est impossible car x� � R
et � � discr�P� � P�� � ��

La seule possibilit�e est donc f � ��P� � P�� c
est�a�dire � � ��P� � P���� et

alors il existe � � R�x� tel que �

���P� � P���
� � ���P� � P��

��� � ��P� � P����P� � P���
� � �P� � P��

��

���



et comme �� � �� on a �

��� � ��P� � P���
� � ��P� � P���

� � ��P� � P��

Alors puisque ��P� � P�� est positif� l
�etude du signe des coe�cients dominants

dans cette derniere �egalit�e donne deg��� � �� On peut donc conclure que le point

sp�ecial recherch�e a une premiere coordonn�ee de la forme � � s�P�� P�� ou s est

un r�eel non nul du signe de �� a�

D
apres la remarque ����	� si � � s�P� �P�� est la premiere coordonn�ee d
un

point sp�ecial sur C��� alors on a un autre point sp�ecial de premiere coordonn�ee

�� � �P��P���
�

� �
s
�P��P��� on retrouve ainsi un autre point avec �� � s��P��P�� �

les points sp�eciaux recherch�es ont donc tous la m�eme forme�

Recherche des valeurs de s �

On recherche � sous la forme s�P� � P�� � s�� � a�x� � sbx� s�� � c� avec

s�� � a� � �� de m�eme que s�� � c� car � �etant n�egatif � � a et � � c sont de

m�eme signe� D
apres l
�equation de C��� il existe un polyn�ome � de R�x� tel que �

�s�P� � P���
� � s��P� � P��

� � ��P� � P��s�P� � P�� � �P� � P��
��

On en d�eduit que �P��P��s�� ��P��P��s��P��P�� � �s��� c
est�a�dire que �

�
��� a�x� � bx� �� � c�

�
s� � �

�
�� � a�x� � bx� �� � c�

�
s� � � �

� � ��
�
�� � a�x� � bx� ��� c�

�
� �s���

Et apres calculs on a �

�
�� � a�s� � ��� � a�s� �� � a�

�
x� �

�
�bs� � �bs� b

�
x� � � �

� � ��
�
��� c�s� � ��� � c�s� �� � c�

�
� �s���

Le discriminant de ce polyn�ome de degr�e � en x doit donc �etre nul� cela implique

que �

�bs���bs�b���	����a�s������a�s����a������c�s������c�s����c�� � �

Apres calculs et simpli�cations� on obtient �

�s� � �	� � ���� � a� c�� s� � ��� � ���� � a� c�� �	� s� � � � �

���



� � �� �	� � ���� � a� c�� s� � � ��

Il reste donc a r�esoudre cette �equation pour trouver les valeurs de s parmi

lesquelles se trouvent les solutions du probleme� Quitte a diviser cette �equation

par s�� qu
on a suppos�e non nul� on obtient �

�
	
s� �

�

s�



� �	� � ���� � a� c��

	
s�

�

s



� ��� � ���� � a� c�� �	� � ��

On pose T � s � �
s
� et comme s� � �

s�
�
�
s� �

s

�� � � � T � � �� on a �nalement

l
�equation �

�T � � �	� � ���� � a� c��T � �	� � ���� � a� c�� �	� � ��

Pour d�eterminer s� on va d
abord calculer T qui est racine du polyn�ome de degr�e

� �ecrit ci�dessus� Le discriminant de ce polyn�ome est �	� � ���� � a � c��� �
	��	� � ���� � a� c� � �	� et apres simpli�cation cette expression peut s
�ecrire

����b� � �a� c���� donc on a comme candidates pour les valeurs de T �

T �
��� � ���� a� c�	 �

q
b� � �a� c��

�
�

Comme T � s� �
s
� on a aussi la relation s��Ts�� � � et puisque le discriminant

de ce polyn�ome de degr�e � en s est T �� 	� cela implique� a condition que T �� 	

soit positif� que s � T�
p
T ���
�

�

Les points sp�eciaux recherch�es sont donc parmi les points ayant une premiere

coordonn�ees de la forme �

� �
T 	pT � � 	

�

�
��� a�x� � bx� �� � c�

�
�

le r�eel T prenant les valeurs donn�ees ci�dessus�

Cependant rien ne permet d
a�rmer a priori que tous ces points seront bien

solution du probleme� il reste a faire plusieurs v�eri�cations �

�i� Tout d
abord il faudrait s
assurer que T �� 	 est positif a�n que s soit bien

d�e�ni sur le corps R�

�ii� Ensuite il faudrait v�eri�er que le polyn�ome � � s�P� � P�� est bien la

premiere coordonn�ee d
un point de C��
R�x�� en e�et pour les valeurs de s

���



trouv�ees� �P��P��s����P��P��s��P��P�� est un polyn�ome de degr�e � en x

dont le discriminant est nul� c
est donc� dans R�x�� soit un carr�e� soit l
oppos�e

d
un carr�e� Or on veut que �P� � P��s� � ��P� � P��s � �P� � P�� � �s��
dont il faudrait v�eri�er par exemple que pour la valeur de s obtenue� le

terme �� � a�s� � ��� � a�s� ��� a� est du m�eme signe que �s�

�iii� En�n il faudrait s
assurer que le point de la courbe C��
R�x� obtenu est sp�ecial

c
est�a�dire que � � s�P� � P�� est positif ou encore que s est du m�eme

signe que �� a�

On peut montrer que la condition �i� est v�eri��ee pour les deux valeurs de T

obtenues� mais que les conditions �ii� et �iii� ne sont v�eri��ees que pour deux des

valeurs de s donn�ees ci�dessus et on remarque que l
expression de ces deux valeurs

de s varie suivant le signe de ��a si b �� � et de ���a��a�c� si b � �� Ici encore� la

complexit�e des formules rend ces v�eri�cations tres fastidieuses dans le cas g�en�eral�

on remarquera cependant qu
il y a toujours sur C�� deux points sp�eciaux dont

les premieres coordonn�ees sont donn�ees par deux des formules ci�dessus�

Exemple

On va traiter le cas ou a � 	� b � � et c � �� c
est�a�dire F �x� y� � �y�� x��

���y� � 	x� � ��� Comme P� � P� � ��x� � �� la courbe C�� a pour �equation �

��� � ���� � ���x� � ���� � ��x� � �����

On a ici � � ���� ce qui donne T � ���
� ou T � �

�� On en d�eduit que

s � ��� s � ��
� � s � �� ou s � ��

� et donc on a quatre possibilit�es pour ��

celles�ci �etant li�ees deux�a�deux �

� soit les solutions sont � � ����x� � �� et � � ��
���x

� � ���

� soit les solutions sont � � ����x� � �� et � � ��
���x

� � ���

On va donc poser � � t��x� � ��� avec t � �� t � �
�� t � � et t � �

� et en

substituant dans l
�equation de C��� on a �

��� � t��x� � ���
�
��t� � ��t� ��x� � ��t� � ��t� ��

�
�

On voit alors que si t � � �respectivement t � �
��� on obtient �� � �����x� �

��� �respectivement �� � ���
����x

� � ����� ce qui ne donne pas un point R�x��

rationnel sur C��� En revanche� pour t � � �respectivement t � �
��� on obtient

���



�� � ��x���x� � ��� �respectivement �� � 
	
x���x� � ����� On a bien des points

R�x��rationnels sur C�� de secondes coordonn�ees � � 	p��x��x� � �� �� �

	
q


	x��x

� � ���

En choisissant � � ���x� � �� � �	�� � �
p
�x�� et � �

p
��x��x� � ��� On

peut donc poser� en reprennant les notations du th�eoreme ����� �

� b� � 	 et b� �
p
�x�

� c� �
�
�
�A� �� � ��

�
x� � ��

� c� �
�
��
b� �

p
�
�
x� et c� � � �

��
b� � �p��x�

Cela donne la relation �

�y��x�����y��	x���� � �y�� �

�
x�� �����	y�

p
��

�
x�����

p
�xy�

p
��x���

���



Chapitre �

Sur la hauteur d�une solution �a

l��equation u� � v� � �� dans le

corps des fonctions d�une courbe

sans point r�eel

��� R�esultat central

Soit CF une courbe projective plane� d�e�nie sur R par l
�equation homogene

F �X�Y�Z� � �� irr�eductible et sans point r�eel� on sait que le corps des fonctions

R�CF� est de niveau au plus � �Witt� �Wi��� L
objectif de ce chapitre est� lorsque

ce corps est de niveau �� de trouver un entier n tel qu
il existe des solutions �u� v�

dans R�CF�� � R�CF�� de l
�equation u� � v� � �� ayant des repr�esentants dans

R�X�Y�Z� dont les num�erateurs et d�enominateurs sont de degr�e total inf�erieur ou

�egal a n� de maniere �equivalente� cela revient a d�eterminer une borne sur le degr�e

total de polyn�omes A�� A� et A� de R�X�Y�Z� v�eri�ant �A��� � �A��� � �A��� 
 �

�mod F �� On d�emontrera le th�eoreme suivant �

Th�eor
eme ����� Soit CF une courbe projective irr�eductible plane� sans point

r�eel� de genre g� d�e�nie par l��equation F �X�Y�Z� � � o
u F est un polyn�ome

homog
ene de degr�e total d dans R�X�Y�Z�� Si le corps de fonctions K � R�CF�
est de niveau � et si tous les points singuliers de CF sont ordinaires� alors il

existe un entier NF tel qu�on peut trouver des polyn�omes homog
enes A�� A��

A� � R�X�Y�Z� de m�eme degr�e total �egal 
a NF et v�eri�ant la relation �A��� �

�A��� � �A��� 
 � �mod F �� Cet entier NF est donn�e par la formule �

NF � �

�
� � �g �

P
P�CmP �CF ��mP �CF �� ��

d

�
� �

���



o
u le terme �x� d�esigne la partie enti
ere du nombre r�eel x et mP �CF � la multiplicit�e

de la courbe CF en P �

Un r�esultat analogue� dans un cadre plus g�en�eral� a �et�e r�ecemment d�emontr�e

par P�ster �Pf���

��� G�en�eralit�es sur les courbes projectives

Soit F un polyn�ome homogene irr�eductible de C �X�Y�Z�� on note CF la courbe

projective plane irr�eductible d�e�nie sur C par l
�equation F �X�Y�Z� � �� Soit �F

un modele non singulier de CF et � le morphisme birationnel de �F sur CF � Si P
est un point singulier ordinaire de CF � on note r

P
la multiplicit�e de CF en P et

on pose ����P � � fP�� ���� PrPg � �F � Les points de �F �C � peuvent �etre identi��es

aux valuations du corps de fonctions C �CF � � C ��F ��

On va maintenant rappeler le th�eoreme fondamental de N�ther �voir �Fu��

p������ on considere des courbes projectives planes CF � CG et CH � d
�equations
homogenes respectives F �X�Y�Z� � �� G�X�Y�Z� � � et H�X�Y�Z� � � ou F �

G et H sont des polyn�omes homogenes de C �X�Y�Z�� Pour la suite on d�esignera

par P� le plan projectif complexe�

Notations ����� Pour appliquer le th�eor
eme fondamental de N�ther� on aura

besoin des notations suivantes �

� Si P est un point de la courbe CF et si D est une autre courbe projective

plane� on note I�P� CF � D� la multiplicit�e d�intersection des courbes CF et

D au point P �

� Si P est un point de �F on note ordFP � ou ordP s�il n�y a pas ambigu��t�e

sur la courbe consid�er�ee� la valuation du corps de fonctions C �CF � associ�ee
au point P � Si R est un polyn�ome homog
ene de C �X�Y�Z� de degr�e n� on

d�e�nira ordP �R� comme �etant ordP �R��� o
u R� � R
Ln
� L �etant l��equation

homog
ene d�une droite ne passant pas par le point P �

D�e�nition ����� On dit que les conditions de N�ther sont satisfaites en un

point P � CF � CG si H� � �F�� G�� � OP �P��� la notation R� correpondant ici 
a

l��equation homog
ene L d�une droite ne passant par aucun des points de CF � CG�

���



En particulier� on sait que ��Fu�� p���� et p������

Proposition ����� Les conditions de N�ther sont satisfaites en un point P dans

les cas suivants �

� Quand P est un point simple de CF et que I�P� CF � CH� � I�P� CF � CG��

� Quand P est un point singulier ordinaire de CF et que� avec la notation

����P � � fP�� ���� PrP g� on a pour i � f�� ���� rPg � ordPi�H� � ordPi�G� �

rP � ��

Th�eor
eme ����� �Th�eor
eme fondamental de N�ther� Si F � G et H sont

des polyn�omes homog
enes de C �X�Y�Z� telles que les courbes projectives planes CF
et CG n�ont pas de composante commune� alors il existe des polyn�omes homog
enes

S et T v�eri�ant H � SF � TG si et seulement si les conditions de N�ther sont

satisfaites en chaque point de CF � CG�

Par la suite les diviseurs consid�er�es seront des diviseurs sur la courbe CF � Si A
est un polyn�ome homogene de C �X�Y�Z� ne contenant pas F comme composante�

on appelle diviseur de A le diviseur d
intersection� qui est un diviseur e�ectif�

div�A� �
P

p��F ordP �A�P � Soit c � C �CF � et soit A
B

l
un de ses repr�esentants

dans C �X�Y�Z�� A et B �etant deux polyn�omes homogenes de m�eme degr�e� alors

div�c� � div�A�� div�B��

On peut traduire tres simplement la proposition 	���� en termes de diviseurs �

en conservant les m�emes notations� on introduit le diviseur e�ectif E d�e�ni par �

E �
X
P�C

�
rPX
i��

�rP � ��Pi

�
�

Ce diviseur est de degr�e r �
X
P�C

�rP �rP � ���� On obtient alors la proposition �

Proposition ����� Si div�H� � div�G� �E alors les conditions de N�ther sont

satisfaites en tout point de CF �

On utilisera aussi par la suite le th�eoreme de Riemann�Roch ��Fu�� p����� Soit

D un diviseur de CF � on note L�D� le C �espace vectoriel ff � C �CF ��div�f� � �Dg
et l�D� sa dimension�

Th�eor
eme ����� �Riemann�Roch� Si CF est une courbe projective plane de

genre g et D un diviseur de CF � alors l�D� � deg�D� � � � g�

��	



��� Id�eles et extensions de corps

Dans tout ce chapitre le terme �valuation sur un corps k� d�esigne une valua�

tion discrete de rang � sur ce corps et on utilisera la notation additive�

D�e�nition ����� Soit K un corps� on note VK l�ensemble des valuations de K

et pour v � VK� on appelle Kv le compl�et�e de K pour la valuation v� Un id
ele sur

K est un �el�ement ��v� � Qv�VK K
�
v avec v��v� � � sauf pour un nombre �ni de

valuations v� On note JK l�ensemble des id
eles sur K�

On v�eri�e ais�ement que JK est un sous�groupe multiplicatif de
Q
v�VK K�

v � On

a aussi un morphisme injectif de K� dans JK � si a � K�� on lui associe un idele

�av�v�VK ou av � �v�a�� �v �etant l
injection de K dans Kv� On identi�era a et

cet idele�

�A� Extension d�une valuation

Soit k � k� deux corps et v une valuation sur k� on dit qu
une valuation v� de

k� �etend v si la restriction de v� a k est v�

Th�eor
eme ����� Si k est un corps complet par rapport 
a la valuation v et si k�

est une extension �nie de k de degr�e N � alors il y a exactement une extension v�

de v au corps k� qui est donn�ee par � pour tout u � k�� v��u� � �
N
v
�
Normek��k�u�

�
�

Preuve� Voir �Ca��� p���� �

On s
int�eresse maintenant a un corps K muni d
une valuation v lorsque

ce corps n
est pas n�ecessairement complet relativement a v � l
objectif est ici

d
�etendre la valuation v au corps L � K��� ou � est un �el�ement alg�ebrique

de degr�e N sur K et de polyn�ome minimal f�X� � K�X�� Le polyn�ome f n
�etant

peut��etre plus irr�eductible sur le compl�et�e Kv de K relativement a v� on �ecrit f

sous la forme f�X� �
QJ
j�� gj�X� ou pour � � j � J � gj�X� � Kv�X� est un poly�

n�ome irr�eductible sur Kv� On pose pour � � j � J � Lj � Kv��j� avec �j v�eri�ant

gj��j� � �� On va �enoncer les r�esultats d�emontr�es dans �Ca�� en les adaptant aux

notations utilis�ees ici� en particulier a la notation additive des valuations�

Lemme ����� Avec les notations ci�dessus� Kv �K L est isomorphe 
a J
j��Lj et

chaque Lj contient un sous�corps isomorphe 
a Kv et un sous�corps isomorphe 
a

L�

���



On retiendra de la preuve de ce lemme ��Ca��� p������� que pour � � j � J �

le sous�corps de Lj isomorphe a Kv est l
image de Kv par l
injection canonique

dans Lj � Kv��j� et que le sous�corps de Lj isomorphe a L est �j�L� ou �j est le

morphisme injectif de L dans Lj qui a tout c � L� que l
on peut �ecrire la forme

h��� avec h � K�x�� associe �j�c� � h��j��

On donne aussi dans �Ca��� p���� une propri�et�e concernant les normes de ces

extensions �

Lemme ����� Pour tout c � L� NormeL�K�c� �
QJ
j�� NormeLj�Kv

��j�c���

On peut caract�eriser toutes les valuations qui �etendent v au corps L �

Th�eor
eme ����� Avec les notations pr�ec�edentes� il existe exactement J exten�

sions wj� � � j � J � de la valuation v au corps L� De plus pour � � j � J � le

compl�et�e de L relativement 
a wj est isomorphe au corps Lj�

Pour une preuve de ce th�eoreme voir �Ca��� p������� on se contentera ici d
ex�

pliciter les formules donnant les valuations wj �

Soit � � j � J � on sait que v d�e�nit une valuation sur le corps Kv� de plus le

corps Lj est une extension �nie� de degr�e nj � de Kv qui est complet relativement

a v� d
apres le th�eoreme 	����� il y a donc une unique valuation vj �etendant v au

corps Lj et pour tout u � Lj� vj�u� �
�
nj
v
�
NormeLj�Kv

�u�
�
�

La valuation wj sur le corps L est alors d�e�nie par � pour tout c � L�

wj�c� � vj��j�c�� c
est�a�dire wj�c� � �
nj
v
�
NormeLj�Kv

��j�c��
�
et le compl�et�e

de L relativement a wj est isomorphe a Lj �

Corollaire ����� Si c � L�� alors l�id
ele de JL associ�e 
a c est �cw�w�VL o
u

cw � �w�c�� �w �etant l�injection de L dans le compl�et�e Lw� Mais comme w �etend

sur L sa restriction v 
a K� alors w est l�une des valuations wj d�e�nies ci�dessus�

on a donc Lw � Lj et cw � �j�c��

Remarque ����� Il existe un morphisme de groupe injectif ( de JK dans JL �
soit � � ��v�v�VK un �el�ement de JK� si w � VL� alors w est l
une des valuations

wj �etendant la restriction v de w a K et Lw � Lj � Kv��j�� On prend pour

(���w l
image� que l
on notera aussi �v� de �v par l
injection canonique de Kv

dans Lj� On a ainsi d�e�ni un idele (��� � �(���w�w�VL� On v�eri�e facilement

que l
application diagonale ( de JK dans JL est un morphisme de groupe et qu
il

est injectif�

���



Notation ����� A�n d�all�eger les formules� lorsque le corps k� est une extension

�nie du corps k� on notera la norme de cette extension Nk��k plut�ot que Normek��k�

On s
int�eresse plus particulierement pour la suite au cas ou i �
p�� �� K et

ou L � K�i�� ce corps L est alors une extension quadratique de K� Soit v � VK�
deux cas se pr�esentent �

� Si �� n
est pas un carr�e dans Kv� alors le polyn�ome X� � � est toujours

irr�eductible dans Kv et Kv �K L � Kv �K K�i� est isomorphe a Kv�i��

D
apres le th�eoreme 	����� il y a alors une seule valuation w� �etendant v

a L� le compl�et�e L� de L relativement a w� est isomorphe a Kv�i� et si

c � a� ib � L� avec a� b � K� w��c� �
�
�
v
�
NKv�i��Kv

����c��
�
� �

�
v�a�� b���

en e�et d
apres le lemme 	���	� NKv�i��Kv
����a� ib�� � NK�i��K�a� ib��

� Si �� est un carr�e dans Kv� alors il existe iv � Kv tel que �� � �iv��� le

polyn�ome X� � � � �X � iv��X � iv� n
est plus irr�eductible dans Kv et

donc Kv �K L � Kv �K K�X���X� ��� est isomorphe a Kv�X���X � iv�
Kv�X���X � iv� � Kv � Kv� On a alors deux valuations w� et w� sur L

�etendant v� et les compl�et�es respectifs L� et L� de L pour ces valuations

sont isomorphes a Kv� Ces valuations sont d�e�nies gr�ace aux injections

�� � L� Kv et �� � L� Kv qui a c � a� ib � L� avec a� b � K� associent

���c� � a� ivb et ���c� � a� ivb� On a alors w��c� � v����c�� � v�a� ivb�

et w��c� � v����c�� � v�a� ivb��

�B� Extension de la norme aux id�eles

D
apres le lemme 	���	� pour tout c � L� NL�K�c� �
QJ
j�� NLj�Kv

��j�c��� on

peut �etendre la norme NL�K aux ideles par une application elle aussi multiplicative

NJL�JK � JL � JK qui a � � JL associe l
idele NJL�JK��� d�e�nie pour tout

v � VK par NJL�JK���v �
QJ
j�� NLj�Kv

��wj� � Kv�

En particulier quand L � K�i� cela se traduit de la maniere suivante� soit

� � JL� avec � � ��w�w�VL� et soit v une valuation sur K �

� Si �� n
est pas un carr�e dans Kv� il y a une seule valuation w� �etendant v a

L et le compl�et�e de L pour w� est isomorphe a Kv� on a alors NJL�JK���v �

NKv�i��Kv
��w�

��

���



� Si �� est un carr�e dans Kv� il y a � valuations w� et w� �etendant v a

L et les compl�et�es respectifs L� et L� sont isomorphes a Kv� on a donc

NJL�JK���v �
Q�
j�� NKv�Kv

��wj� � �w�
�w�

�

�C� D	e�nition de la conjugaison pour les id�eles�

Lorsque L � K�i�� on cherche a �etendre aux ideles la conjugaison �L�K par

une application �JL�JK � JL � JL qui �etende la conjugaison de L sur K� Soit

c � a� ib � L� avec a� b � K� on va �etudier les ideles c � �cw�w�VL et �L�K�c� �

��L�K�c�w�w�VL� Soit w � VL� alors w induit une valuation v sur K �

� Si�� n
est pas un carr�e dans Kv� w � w� est l
unique valuation �etendant v a

L et on a L� � Kv�i� d
ou cw � ���a�ib� � a�ib et �L�K�c�w � ����L�K�a�

ib�� � ���a� ib� � a� ib� On constate que �L�K�c�w � �Kv�i��Kv�cw� et on

pose alors �JL�JK���w � �Kv�i��Kv
��w��

� Si �� est un carr�e dans Kv� w est l
une des deux valuations w� et w� qui

�etendent v a L et L� � L� � Kv� on a alors cw�
� ���c� � a � ivb et

cw�
� ���c� � a � ivb� D
autre part� �L�K�c�w�

� ����L�K�c�� � ���a �
ib� � a � ivb et �L�K�c�w�

� ����L�K�c�� � ���a � ib� � a � ivb� On

remarque que �L�K�c�w�
� cw�

et que �L�K�c�w�
� cw�

et on pose alors �

�JL�JK���w�
� �w�

� Kv et �JL�JK���w�
� �w�

� Kv�

Cela d�e�nit un idele �JL�JK��� �
�
�JL�JK���w

�
w�VL

� conjugu�e de � au sens des

ideles�

Remarque ����� Pour � � JL� on peut identi�er l
idele NJL�JK��� � JK a

l
idele ���JL�JK��� � JL au moyen de l
application diagonale ( d�e�nie a la

remarque 	����� g�en�eralisant ainsi aux ideles la formule NL�K�c� � c��L�K�c�

connue pour c � L�

On a� lorsque L � K�i�� un r�esultat analogue au th�eoreme �� de Hilbert pour

les ideles �

Proposition ������ Si � � JL et NJL�JK��� � �JK c�est�
a�dire NJL�JK��� �

���v�VK � alors il existe un id
ele � � JL tel que � � ����JL�JK����

���



Preuve� Soit un idele � � JL tel que NJL�JK��� � �JK � soit v � VK �

� S
il y a une unique valuation w� �etendant v a L� alors on a L� � Kv�i��

et NJL�JK��� � � implique que NJL�JK���v � � � Kv ce qui signi�e que

NKv�i��Kv��w�
� � �� D
apres le th�eoreme �� de Hilbert appliqu�e a l
extension

Kv�i��Kv� il existe �w�
� Kv�i� tel que �w�

� ���w�
�Kv�i��Kv

��w�
��

� S
il y a deux valuations w� et w� �etendant v a L� on a L� � L� � Kv� et

NJL�JK���v � � implique que �w�
�w�

� � dans Kv� On peut alors prendre�

entre autres� �w�
� � et �w�

� �w�
� ��w�

����

Par d�e�nition l
idele � � ��w�w�VL � JL v�eri�e la propri�et�e ����JL�JK��� � ��

�

��� Id�eles et corps de fonctions d�une courbe

On s
int�eresse au cas ou CF est une courbe projective irr�eductible d�e�nie par

F �X�Y�Z� � �� avec F polyn�ome homogene de R�X�Y�Z�� telle que �� n
est

pas un carr�e dans R�CF� a�n que L � C �CF � soit bien une extension quadratique

de R�CF�� On va appliquer les r�esultats de la section pr�ec�edente a K � R�CF�
et L � K�i� � C �CF �� On sait que toutes les valuations de L �et donc aussi de

K� sont discretes et que l
on peut les identi�er aux points complexes de �F � un

modele non singulier de CF � si w � VL� on notera Pw le point de �F associ�e a

cette valuation et pour tout c � L� on a w�c� � ordPw �c��

A un idele � � ��w�w�VL � JL on peut associer un diviseur� not�e div����

d�e�ni par �

div��� �
X
w�VL

w��w�Pw�

On appelle degr�e de l
idele� le degr�e du diviseur div��� c
est�a�dire
P

w�VL w��w��

Si f � L � C �CF � et � est l
idele associ�e a f � on v�eri�e ais�ement que div�f� �

div����

Proposition ����� Si � � JL et si on note ���� � �JL�JK���� alors les divi�

seurs div��� et div������ ont le m�eme nombre de z�eros et de p�oles compt�es avec

multiplicit�e�

���



Preuve� Par d�e�nition div��� �
X
w�VL

w��w�Pw et div������ �
X
w�VL

w�����w�Pw�

Soit w un �el�ement de VL �
� Si w est la seule extension de sa restriction v a K� on a d
une part w��w� �

�
�
v
�
NKv�i��Kv

��w�
�
et d
autre part w�����w� � �

�
v
�
NKv�i��Kv

��JL�JK���w�
�
� Or

par d�e�nition de �JL�JK���� NKv�i��Kv
��JL�JK���w� � NKv�i��Kv

��Kv�i��Kv
��w�� et

ce terme est �egal a NKv�i��Kv
��w�� Cela implique que w�����w� � w��w��

� Si w� et w� sont les deux extensions sur L de la restriction v de w a L� alors

d
une part w���w�
� � v��w�

� et w���w�
� � v��w�

�� d
autre part w������w�
� �

v
�
�JL�JK���w�

�
� v��w�

� et w������w�
� � v

�
�JL�JK���w�

�
� v��w�

�� On a donc

w������w�
� � w���w�

� et w������w�
� � w���w�

��

Cela prouve alors que � X
w�VL

w��w���

w��w� �
X
w�VL

w�����w���

w�����w��

et que � X
w�VL

w��w��

w��w� �
X
w�VL

w�����w��

w�����w��

Ces relations montrent que les diviseurs div��� et div������ ont le m�eme nombre

de z�eros et le m�eme nombre de p�oles compt�es avec multiplicit�e� �

Remarque ����� On note ��Pw� � Pw quand w est l
unique valuation de L

�etendant sa restriction v a K� et ��Pw�
� � Pw�

� ��Pw�
� � Pw�

quand w� et

w� sont deux valuations de L ayant m�eme restriction sur K� Alors si div��� �X
w�VL

w��w�Pw� on v�eri�e facilement que div������ �
X
w�VL

w��w���Pw��

Proposition ����� Soit P un point de �F � on note wP la valuation sur L �

C �CF � associ�ee 
a P � si P est le conjugu�e du point P au sens de la conjugaison de

C�R et si wP est la valuation sur L associ�ee 
a P � alors wP et wP �etendent 
a L

une m�eme valuation v de K � R�CF��
Preuve� Il su�t de v�eri�er que pour tout a � K� wP �a� � wP �a�� Or si a �
K � R�CF�� a � a d
ou wP �a� � ordP �a� � ordP �a� � ordP �a� � wP �a��

�

Corollaire ����� Avec les notations de la remarque ������ pour tout w � VL�
��Pw� � Pw�

���



Corollaire ����� Si CF est sans point r�eel� alors pour toute valuation v de K�

il existe exactement deux valuations distinctes de L prolongeant v�

Preuve� On sait que toute valuation de K peut �etre �etendue a L soit par une

valuation soit par deux valuations� Supposons que v soit une valuation de K qui

ne peut �etre prolong�ee sur L que par une unique valuation w� Soit P le point de

�F associ�e a cette valuation et P son conjugu�e� d
apres la proposition 	�	��� la

valuation associ�ee a P �etend aussi v� cette valuation est donc w� Les valuations

sur L associ�ees a P et P sont identiques� on en d�eduit que P � P � contredisant

ainsi le fait que la courbe CF est sans point r�eel� �

Pour la suite� il est n�ecessaire de d�emontrer les deux propositions suivantes �

Proposition ����� Si la courbe CF est sans point r�eel� il existe un id
ele � � JL
tel que NJL�JK��� � �� et w��w� � � pour toute valuation w � VL� Le diviseur

associ�e 
a � est donc nul�

Preuve� D
apres le corollaire 	�	��� comme CF est sans point r�eel� on peut regrou�

per les valuations de L par couples �wP � wP � ou wP et wP sont les valuations

respectivement associ�ees au point P � �F et a son conjugu�e P � ces deux valua�

tions ont la m�eme restriction v a K et les compl�et�es de L pour ces valuations

sont isomorphes a Kv�

On d�e�nit alors l
idele � par �wP � � � Kv et �w
P
� �� � Kv pour chaque

couple de valuations �wP � wP �� Ainsi pour tout w � VL� on a �w � � ou �w � ��

donc w��w� � � et le diviseur div��� est nul� La relation NJL�JK��� � �� est

bien v�eri��ee car si v � VK� alors v est prolong�ee a L par deux valuations wP

et wP et par d�e�nition de NJL�JK � on a NJL�JK���v � �wP �wP � �� � Kv�

�

Proposition ����� Soit CF une courbe plane� il existe des id
eles de JL de degr�e

� invariants par la conjugaison �JL�JK �

Preuve� Soit P un point non r�eel de �F et P son conjugu�e� les valuations wP

et wP sont distinctes et ont m�eme restriction v a K et les compl�et�es de L par

rapport a ces valuations sont isomorphes a Kv� On pose �wP � �w
P
� 
� ou 
 est

un �el�ement de Kv tel que v�
� � �� et pour toute valuation w � VL distincte de

wP et de wP � on pose �w � �� Alors l
idele � � ��w�w�VL est� par construction�

invariant par �JL�JK et est de degr�e � car wP ��wP � � wP ��wP � � v�
� � � et

w��w� � � si w �� wP et w �� wP � �

���



��	 Courbes de niveau �

On va dans cette section donner la preuve du th�eoreme 	���� dont on rappelle

les conditions �

La courbe projective plane CF est d�e�nie par l
�equation F �X�Y�Z� � � ou F

est un polyn�ome homogene irr�eductible de degr�e d dans R�X�Y�Z�� On suppose

que CF est sans point r�eel� de genre g et que tous ses points singuliers sont

ordinaires� On suppose aussi que �� n
est pas un carr�e dans le corps de fonctions

K � R�CF�� qui est alors de niveau �� et le corps L � C �CF � � K�i� est une

extension quadratique de K�

Pour d�emontrer le th�eoreme 	����� on va dans un premier temps �partie �A��

prouver� a l
aide des r�esultats sur les ideles �etablis pr�ec�edemment et du th�eoreme

de Riemann�Roch� l
existence d
une fonction 	 � L dont on aura born�e le nombre

de z�eros et de p�oles et v�eri�ant NL�K�	� � �� � Ensuite dans la partie �B�� gr�ace

a cette fonction 	� en appliquant une seconde fois le th�eoreme de Riemann�Roch

puis le th�eoreme fondamental de N�ther� on montrera qu
il existe des polyn�omes

homogenes A�� A� et A� de R�X�Y�Z� de m�eme degr�e total inf�erieur ou �egal a

NF et v�eri�ant �A��� � �A��� � �A��� 
 � �mod F ��

�A� Borne sur le degr	e des diviseurs

Proposition ����� Il existe 	 � L v�eri�ant NL�K�	� � �� et dont le diviseur

s��ecrit div�	� � D��D� o
u D� et D� sont des diviseurs e�ectifs de degr�e inf�erieur

ou �egal 
a g � ��

Preuve� Comme le corps K est de niveau �� il existe ��� �� � K tels que ��
����

� �

��� Si on pose � � �� � i�� alors on a � � L et NL�K��� � ��
� � ��

� � ���

On va maintenant� en raisonnant localement� construire a partir de � la fonc�

tion 	� Comme NL�K��� � ��� l
idele de JL associ�e a �� not�e aussi �� v�eri�e

NJL�JK��� � ��� Or d
apres la proposition 	�	��� il existe un idele � � JL
tel que NJL�JK��� � �� et div��� � �� donc l
idele �� � JL est de norme

NJL�JK���� � �� D
apres la proposition 	������ il existe un idele � � JL tel que

�� � ����JL�JK����

Lemme ����� L�id
ele � ci�dessus peut �etre choisi de degr�e g � ��

���



Preuve� En e�et d
apres la proposition 	�	��� il existe des ideles de JL de degr�e

� invariants par conjugaison� donc quitte a multiplier � par une puissance� �even�

tuellement n�egative� d
un de ces ideles� on peut se ramener au cas ou son degr�e

est g�� ou g et on aura toujours la relation �� � ����JL�JK���� De plus� d
apres

un r�esultat d�u a Geyer �Ge�� on sait que deg��� 
 g � � �mod ��� ce qui acheve

la d�emonstration de ce lemme� �

Lemme ����� L�id
ele � peut s��ecrire sous la forme h��� avec h � L et � � JL
tel que div��� a au plus un p�ole d�ordre inf�erieur 
a � et au plus g z�eros compt�es

avec multiplicit�e�

Preuve� On applique le th�eoreme de Rieman�Roch au diviseur H � nP � div���

ou P est un point de �F et n � N �

l�H� � degH � � � g � n� deg���� g � ��

Donc l�H� � � lorsque n � g � deg���� on va donc prendre n � g � deg����

c
est�a�dire n � � car � est de degr�e g � �� Il existe alors une fonction h � L�H��

ce qui signi�e que div�h� � �H � ��P � div�����

On pose � � h� � JL� alors div��� � div��� � div�h� � �P � De plus h � L

donc deg�div�h�� � � d
ou deg��� � deg��� � g � �� On en d�eduit que � a

au plus un p�ole d
ordre � en P et au plus g z�eros compt�es avec multiplicit�e�

�

On d�eduit facilement de ce lemme et de la proposition 	�	�� le corollaire

suivant �

Corollaire ����� Le diviseur div��JL�JK���� a au plus g z�eros compt�es avec mul�

tiplicit�e et un seul p�ole �eventuel� d�ordre au plus �� au point ��P � � P conjugu�e

du point P �

On peut maintenant achever la d�emonstration de la proposition 	����� On sait

que �

�� � ����JL�JK��� � h����JL�JK�h
�����

Mais� �etant donn�e que h � L� on a aussi �

�JL�JK�h
���� � �JL�JK�h�

���JL�JK��� � �L�K�h�
���JL�JK����

���



On en d�eduit que �

h���L�K�h�� � �������JL�JK����

On pose 	 � h���L�K�h�� � L et comme NL�K��� � ��� on a NL�K�	� � ���

D
autre part 	 � �������JL�JK��� � JL donc div�	� � div����� � div����� �

div��JL�JK���� et �etant donn�e que div��� � � alors div�	� � div��JL�JK���� �
div���� D
apres les r�esultats pr�ec�edents� 	 a au plus g � � z�eros compt�es avec

multiplicit�e et au plus g�� p�oles compt�es avec multiplicit�e� ce qui �equivaut a �ecrire

div�	� � D��D� avec D�� D� diviseurs e�ectifs de degr�e inf�erieur ou �egal a g���

�

Remarque ����� On notera que jusqu
a pr�esent� on n
a pas utilis�e la condition

disant que tous les points singuliers de CF sont ordinaires� en e�et la proposition

	���� est vraie pour toute courbe projective irr�eductible plane sans point r�eel telle

que le corps de fonctionsK � R�CF� est de niveau �� Les conditions portant sur les

points singuliers de CF ne serviront que dans la partie suivante pour l
application

du th�eoreme fondamental de N�ther�

�B� Borne sur les degr	es des repr	esentants

On va maintenant prouver l
existence de polyn�omes homogenes U et V de

m�eme degr�e inf�erieur ou �egal a un certain entier n� connu tels que U
V

est un

repr�esentant de la fonction 	 � C �CF �� Cela se fait en deux �etapes �

Proposition ����� Si n est un entier sup�erieur 
a �
�g
r
d

� la fonction 	 peut

s��ecrire comme quotient u
v
avec u� v � L tels que div�u� � E � ndiv�Z� et

div�v� � E �ndiv�Z� �on rappelle que E est le diviseur
P

P�C �
PrP

i���rP � ��Pi��

Preuve� On applique le th�eoreme de Rieman�Roch au diviseur D � �D� � E �

ndiv�Z� ou D� est le diviseur des p�oles de 	 � comme le polyn�ome F d�e�nissant

la courbe CF est de degr�e d� alors deg�div�Z�� � d� D
autre part deg�E� � r donc

l�D� � �degD� � r � nd� � � g�

On a donc l�D� � � lorsque nd � g � degD� � r� Mais� comme d
apres la

proposition 	����� degD� � g��� il su�t que nd � ���g�r pour que l�D� � � et

donc pour qu
il existe v � L�D�� c
est�a�dire v � L tel que div�v� � D��E�n�Z��

��	



On pose u � 	v� alors u � L et div�u� � div�	� � div�v� � D� �D� � �v� d
ou

div�u� � D� � E � n�Z��

Etant donn�e que D� et D� sont des diviseurs e�ectifs� on pourra �nalement

�ecrire 	 � u
v
avec u� v �el�ements de L tels que div�u� � E � n�Z� et div�v� �

E � n�Z� des que l
entier n est sup�erieur a
�
�
�g
r

d

�
� �

Ainsi� si on pose n� �
h
�
�g
r

d

i
� �� il su�t d
appliquer la proposition pr�ec�e�

dente pour montrer qu
il existe u et v dans L tels que 	 � u
v
� div�u� � E�n��Z�

et div�v� � E � n��Z��

Proposition ����� Il existe des polyn�omes homog
enes U et V de C �X�Y�Z� de

degr�e total n� tels que
U
Zn�

et V
Zn�

soient des repr�esentants respectifs des fonctions

u et v de L�

Preuve� Soit R
S

un repr�esentant dans C �X�Y�Z� de la fonction u � L � C �CF ��
avec R et S polyn�omes homogenes de m�eme degr�e dans C �X�Y�Z�� on a alors

div�u� � div�R��div�S� � E�n��Z� d
ou div�Zn�R� � div�S��E et d
apres la

proposition 	���� appliqu�ee a Zn�R et S� les conditions de N�ther sont satisfaites

en tout point de CF �
Ainsi� d
apres le th�eoreme fondamental de N�ther� il existe des polyn�omes

homogenes U et T de C �X�Y�Z� tels que Zn�R � US � TF � Ces polyn�omes

v�eri�ent degR � n� � deg U � deg S � deg T � degF et comme degR � deg S�

alors U est de degr�e total n��

On peut alors �ecrire� dans C �X�Y�Z�� R
S
� US
TF

Zn�S
� U

Zn�
� TF

Zn�S
et donc U

Zn�

est un autre repr�esentant dans C �X�Y�Z� de l
�el�ement u de C �CF ��
Etant donn�e qu
on a aussi div�v� � E � n��Z�� on d�emontre de m�eme qu
il

existe un repr�esentant dans C �X�Y�Z� de la fonction v � L de la forme V
Zn�

avec

V polyn�ome homogene de degr�e total n�� �

Corollaire ����� Il existe des polyn�omes homog
enes U et V de C �X�Y�Z� de

degr�e total n� tels que U
V
soit un repr�esentant dans C �X�Y�Z� de la fonction 	�

Maintenant le th�eoreme 	���� se d�eduit directement de ce corollaire� il su�t

de poser U � U� � iU� et V � V� � iV� ou U�� U�� V� et V� sont des polyn�omes

homogenes de R�X�Y�Z� de degr�e total n�� Puisque NL�K�	� � ���
U�

�

U�

�

V �

�

V �

�

est un

repr�esentant dans R�X�Y�Z� de �� � L� D
ou on a� dans R�X�Y�Z�� U�
� � U�

� �

���



V �
� � V �

� 
 � �mod F � et donc� en multipliant cette identit�e par V �
� � V �

� qui est

non nul�

�U�V� � U�V��
� � �U�V� � U�V��

� � �V �
� � V �

� �
� 
 � �mod F ��

On note A� � U�V� � U�V�� A� � U�V� � U�V� et A� � V �
� � V �

� et on a� pour

i � �� �� �� Ai � R�X�Y�Z�� degAi � �n�� et en�n A�
� �A�

� �A�
� 
 � �mod F ��

Cela d�emontre le th�eoreme 	����� l
entierNF �etant donn�e par la relation NF �

�n� � �
h
�
�g
r

d

i
� ��

On peut donner une version de ce th�eoreme dans le cas d
une courbe a�ne�

pour cela on introduit les notations suivantes � si C une courbe a�ne irr�eductible

plane d�e�nie par l
�equation P �X�Y � � � ou P est un polyn�ome de degr�e total d

dans R�X�Y �� on d�e�nit P � � R�X�Y�Z� comme �etant le polyn�ome homog�en�eis�e

de P � c
est�a�dire P ��X�Y�Z� � ZdP �X
Z
� Y
Z
�� et on dira que la courbe projective

CP � d
�equation homogene P ��X�Y�Z� � � est la courbe projectivis�ee de C�

Th�eor
eme ����� Soit C une courbe a�ne irr�eductible plane� sans point r�eel� de

genre g� d�e�nie par l��equation P �X�Y � � � o
u P est un polyn�ome de degr�e total d

dans R�X�Y �� On suppose que tous les points singuliers de la courbe projectivis�ee

de C sont ordinaires� si le corps de fonctions K � R�C� est de niveau � � alors il

existe un entier NC tel qu�on peut trouver des polyn�omes P�� P�� P� � R�X�Y � de
degr�e total inf�erieur ou �egal 
a NC et v�eri�ant �P�����P�����P��� 
 � �mod P ��

Cet entier NC est encore donn�e par la formule NC � �
h
�
�g
r

d

i
� ��

Preuve� En appliquant le th�eoreme 	���� a la courbe CP � projectivis�ee de C� on
sait qu
il existe des polyn�omes homogenes A�� A�� A� � R�X�Y�Z� de degr�e total

�egal a NP � � �
h
�
�g
r

d

i
� � tels que �A��� � �A��� � �A��� 
 � �mod P �� dans

R�X�Y�Z�� Pour i � �� �� �� on note Pi le polyn�ome d�eshomog�en�eis�e de Ai� ces

polyn�omes Pi sont clairement de degr�e total inf�erieur ou �egal a NC � NP � et on

a bien �P��� � �P��� � �P��� 
 � �mod P � dans R�X�Y �� �

���
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