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Introduction

Hilbert a montré [Hi2] que toute fonction non négative de R(x,y) est une
somme de carrés de fractions rationnelles dans R(x, y), il a aussi prouvé dans [Hil]
qu'un polynéme non négatif de Rz, y| de degré inférieur ou égal a 4 peut s’écrire
comme somme de 3 carrés dans B[z, y|. Plus généralement, Pfister a montré dans
dans [Pfl] que toute fraction rationnelle non négative de R(xy, ..., x,) est somme
de 2" carrés d’éléments de R(xy, ..., x,). Le nombre de Pythagore (nombre minimal
de carrés nécessaires pour représenter tout élément non négatif) de R(xy,...,x,)
est donc inférieur ou égal a 2.

En deux variables, le nombre de Pythagore de R(x, y) est donc inférieur ou égal
a 4. Cassels, Ellison et Pfister ont montré que ce nombre est exactement 4: dans
[CEP], ils démontrent, par le biais de I’étude d'une certaine courbe elliptique, que
le polynéme de Motzkin (1 + a?y* 4+ 2*y? — 32%y?), bien que non négatif, ne peut
pas s’écrire comme somme de 3 carrés de fractions rationnelles. Par une méthode
similaire, Christie dans [Chr] a donné d’autres exemples de polynoémes positifs de
R[x,y] qui ne sont pas sommes de 3 carrés dans R(x,y). En 1992, Colliot-Thélene
a prouvé (voir [CT]) qu’en tout degré pair supérieur ou égal a 6, on peut trouver

des polyndémes positifs de B[z, y] non sommes de 3 carrés de fractions rationnelles.

Dans un premier temps, on reviendra sur la méthode utilisée par Christie,
méthode elle-méme inspirée de celle de Cassels, Ellison et Pfister. L’argument
central de ces deux démonstrations est que si un polynéome non négatif de la forme
F(x,y) = 1+ A(2)y*+ B(x)y* est somme de 3 carrés dans R(z,y), alors il existe un
point défini sur R(x) et possédant certaines propriétés (ce point sera dit spécial)
sur la R(x)-courbe elliptique Cﬂg(lx) : =0 = a(a? — 2A(x)a + A*(z) — 4B(2)).
L’équation de cette courbe est en fait une forme de Weierstrass de 1’équation
de la jacobienne de la quartique Z* + F' = 0 définie sur le corps R(z) et un
point spécial sur Cﬂg(lx) correspond a un point qui reste toujours sur la composante
non-neutre de cette jacobienne pour tout ordre de ®(x) [HM].

Pour démontrer que le polynome F'(x,y) n’est pas sommes de 3 carrés, on



étudie donc la courbe Cﬂg(lx) afin de vérifier qu’elle ne possede pas de point spé-
cial. pour cela, Cassels, Ellison et Pfister, ainsi que Christie, ont effectué une
étude complete de la courbe C(E&,) définie par la méme équation sur le corps C(z).
Une telle étude débute par le traitement des points d’ordre fini pour s’assurer
qu’aucun d’entre eux n’est spécial, mais la principale difficulté reste le cas des
points d’ordre infini. Cassels, Ellison et Pfister ont donné une méthode utilisant,
entre autre, I’analogue du théoreme de Mordell-Weil pour les corps de fonctions
et des éléments de théorie de Galois, et permettant de déterminer précisément
le groupe C(E&,) (pour la courbe associée au polynéme de Motzkin) et de montrer
que Cﬂg(lx) ne contient pas de point qui ne soit pas de torsion. Christie a proposé
une variante de cette méthode dans le cas ou C(E&,) est de rang nul, permettant
ainsi de la généraliser a certaines familles de courbes elliptiques. Toutefois, sa
démonstration est incomplete, c’est pourquoi on la reprendra dans le chapitre 1,
et on fera aussi une étude plus appronfondie de la famille de courbes qu’il avait
traitée.

Il est intéressant de noter que, aussi bien dans I’exemple de Cassels, Ellison
et Pfister que dans ceux de Christie, les courbes elliptiques Cﬂg(lx) présentent des
singularités en certaines valeurs réelles de z. En effet dans le cas de Cassels,
Ellison et Pfister, la courbe C™' a pour équation —3* = a(a — z(z + 1)*(z —
2))(a—z(x —1)*(z+2)) et donc présente des singularités pour z = —2,—1,0, 1,2
ainsi qu’a I'infini. I'exemple donné par Christie étant F(z,y) =1+ a((x + p)* —
%)y2 + %xzy‘l (pour certaines valeurs de u et v/), la courbe C™! associée a pour
équation —f3* = a(a — z(z + pu)*)(a — x(z + w)® + 2v%) et sa fibre est singuliere

pour x = —pu, x = 0 et * = v — p ainsi qu’a 'infini.

Dans le second chapitre, on traitera certains polynomes factorisés sous la forme
F(x,y) = (y* 4+ a(2))(y* + b(x)), a et b étant des polynémes non négatifs de R[x].
On montrera que certains polynomes de ce type ne sont pas somme de 3 carrés
bien qu’étant produit de deux sommes de 3 carrés de polynomes. Fn fait dans
les exemples traités, a(x) est un carré de polynéme et on a alors des polynomes
qui ne sont pas sommes de 3 carrés dans R(x,y), mais qui se présentent comme
produit d’une somme de 2 carrés par une somme de 3 carrés dans R[x,y]. On
étudiera en particulier le cas ot F(x,y) = (y* + (z* + 1)*)(y* + (2? + 1) — r?)
pour certaines valeurs de r € [0,1]. Pour cette famille de polynomes, on a a
étudier les courbes d’équation —f* = a(a? — 2(2(z* + 1)? — r*)a + r*) et on
remarque que, si 0 < r < 1, ces courbes ne dégénerent en aucune valeur réelle en

dehors de I'infini.



Contrairement a ce que 1’on aurait a priori pu penser, le role joué par les sin-
gularités réelles de la fibration de Cﬂg(lx) sur PY(R) dans la non existence d’un point
spécial (ou méme d’un point d’ordre infini) ne semble donc pas étre primordial.
Grace a I’étude de exemple F'(x,y) = (y*+ (22 +2)*)(y* + (22 +2)* —r?(2? +1)?),
pour 0 < r < 1, on montrera qu'une telle courbe elliptique peut ne pas avoir de
point d’ordre infini, et pas de point spécial, bien que sa projection sur P(R) n’ait
aucune valeur singuliere réelle: on ne peut donc pas espérer traiter ce probleme
par une méthode se ramenant uniquement a 1’étude des valeurs réelles de x pour
lesquelles la courbe Cg, (11,) dégénere.

Pour traiter ces exemples, on donnera une étude générale des points d’ordre
fini des courbes elliptiques associées a un polynome factorisé du type ci-dessus
et, comme les exemples étudiés ne dépendent que de 22, la symétrie x +— —uz
sera largement utilisée pour obtenir des simplifications. Cette amélioration de
la méthode de Christie ne fonctionne cependant que dans certains cas de figure
favorables et ne permet toujours pas de se contenter de 1’étude des seuls points
spéciaux sans avoir a prouver la non existence de points d’ordre infini: en effet, il
n’y a, pour l'instant, aucun moyen de déterminer si un point d’ordre infini dont

on ne connait pas les coordonnées est spécial ou non.

Enfin dans le troisieme chapitre, on montrera qu’il est possible d’obtenir des
polynémes positifs de R[z, y| de degré aussi grand que souhaité et qui ne sont pas
sommes de 3 carrés dans R(x,y), et cela uniquement par substitution: Si F(x,y)
n’est pas somme de 3 carrés alors le polynome F(P(x,y),y) n’est pas non plus
somme de 3 carrés de fractions rationnelles des que P(z,y) est un polynoéme a
coefficients réels de degré impair en la variable z.

On terminera ce chapitre par une étude paramétrée du cas ou F(x,y) =
(y* 4 a(z))(y* + b(z)) avec a et b polynémes positifs de degré inférieur ou égal a
2: d’apres Hilbert, on sait que ces polynomes F' de degré inférieur ou égal a 4 et
positifs sont sommes de 3 carrés dans Rz, y]. Une courbe elliptique associée a un
tel polynéme a donc, au moins, un point spécial. On s’intéressera a déterminer la
forme d’un de ces points spéciaux suivant les différents cas de figure observés. Ce
travail permettra, lorsqu’on se donne un polynome de cette forme, de le repré-
senter de maniere non triviale comme somme de trois carrés dans R[z, y] et pour

chaque cas de figure, on donnera un exemple numérique.

Tout ce travail constituant un prolongement de celui de Cassels, Ellison et

Pfister et de celui de Christie, utilise bien évidemment bon nombre de résultats



qui y sont démontrés. Pour la clarté de I’exposé, nous avons préféré en reprendre

ici la démonstration.

D’apres le théoreme de Pfister, Si K est un corps de degré de transcendance d
sur IR, alors toute somme de carrés de K peut s’écrire comme une somme d’au plus
24 carrés. En particulier lorsque C est une courbe plane définie sur R sans point réel
alors —1 est une somme de carrés dans le corps de fonctions R(C) et donc le niveau
de R(C), c’est-a-dire le nombre minimal n tel que —1 soit une somme de n carrés
dans B(C), est inférieur ou égal a 2. On s’intéressera dans le chapitre 4 au cas ou le
niveau de ce corps est 2 et on cherchera une borne explicite pour la "hauteur” des
solutions (u, v) dans BR(C) xR(C) de u?+v* = —1: lorsque tous les points singuliers
de la courbe C sont ordinaires, on déterminera un entier N tel qu’il existe un
couple de solutions (u,v) ayant des représentants dans R(X,Y) de degré total
inférieur ou égal a V. Pour obtenir cette borne, on utilisera certaines propriétés
des ideles sur les corps de fonctions R(C) et €(C), notamment des propriétés
relatives au comportement des ideles par rapport a une extension quadratique, en
particulier sur la norme et la conjugaison. Ces propriétés permettront de se placer
dans de conditions favorables pour que 'application du théoreme de Riemann-

Roch et du théoreme fondamental de Neether fournissent la borne recherchée.



Chapitre 1

Sommes de trois carrés et
courbes elliptiques

On reprend dans ce chapitre la démonstration effectuée par Christie dans
[Chr], tout d’abord dans sa partie théorique en y ajoutant une correction de
Perreur figurant dans cet article (sections 1.1 & 1.5), puis dans la section 1.6, on
propose une généralisation de I’étude de son exemple (sous certaines conditions

4 n’est pas

sur et v, le polynéme F(x,y) = 1+ z((z + p)* — %)y2 + %xzy
une somme de trois carrés de fractions rationnelles) a une plus large famille de
parametres.

Avant cela, il est intéressant de rappeler que 1’on sait que tout polynéome non
négatif de degré inférieur ou égal a 4 de Rz, y] est somme de 3 carrés dans R[x, y]
(voir [Hil]) et que tout polyndome non négatif de degré 2 en y peut s’écrire comme
somme de 3 carrés dans R(x,y) (voir [CEP]), ainsi le cas le plus simple & étudier
et permettant de trouver un polynéme non négatif qui ne soit pas somme de 3
carrés dans R(z,y) est donc de la forme F(z,y) = y* + A(x)y* + B(x), ou de
maniere équivalente F(z,y) = B(x)y* + A(z)y* + 1, ot A(z) et B(x) sont des
éléments de R[z].

Il faut bien stir s’assurer que le polynéme F'(x,y) est positif, ce qui est le cas
quand pour tout @ € B, B(x) est positif et que 1'on a soit A*(z) — 4B(z) < 0,

soit A(x) > 0. Par la suite, on se placera implicitement sous ces hypotheses.

1.1 Lien avec les courbes elliptiques

L’argument essentiel de la démonstration de Christie, de méme que celle de

Cassels, Ellison et Pfister réside en un lien entre le fait que F'(z,y) = y*+ A(x)y*+



B(x) soit une somme de 3 carrés dans R(x, y) et 'existence d’un R(a)-point ayant

certaines propriétés sur une R(x)-courbe elliptique C™! associée & F(z,y):

Théoréme 1.1.1 ([CEP] théoréme 2.1) Le polynome F(z,y) = y*+A(z)y*+
B(x) est une somme de 3 carrés dans R(x,y) si et seulement si il existe un point
(o, B), défini surR(x), sur la courbe Cﬂg(lx) : =% = a(a?—2A(v)a+ A%*(z)—4B(x))
avec a et —(a? —2A(z)a+ A*(x)—4B(z)) tous deux sommes de deux carrés dans

R(x). Un tel point est dit spécial.

Preuve. On rappelle ici celle donnée par Cassels, Ellison et Pfister:
Si F'(x,y) est somme de 3 carrés dans R(x,y), il 'est aussi dans R(x)[y] [Cal],
3
de plus I" étant de degré 4 en y, on aurait alors: F(z,y) = > (ay® + biy + )’

=1
avec a;,b;, ¢; € R(x), on obtient donc le systeme:

Yiiap =1
2?21 aibi =0
?:1 b? + 2 2?21 a;c;, = A
Yy bici =0
2?21 ;=B

Comme a} + a3 + a3 = 1, le vecteur (ay,as,az) € B(x)? est unitaire et on peut
donc trouver une transformation orthogonale h sur R(z)> telle que I'image du
vecteur (ay, as, as) par h soit le vecteur (1,0,0). On peut par exemple choisir la
symétrie orthogonale transformant (a1, aq, as) en (1,0,0) et qui est définie par la
formule:

pour tout (u,v,w) € B(xz),

(a1 — Du + azv + asw

(a1 — 1) + 3 + a3

(a1 — Du+ azv + asw

(a1 — 1) + a3 + a3

v — 2aq

Y Y

hu, v, w) = (u — 2a; — 1)

w — 2as

(a1 — Du + azv + asw
(a1 —1)* +aj+a3 )
Grace a cette transformation, on peut supposer que a; =1 et ay = a3 =0 et

on est ramené au systeme:

61:0
b2 462 = A—2¢
6202+b3c3:0

2 2 _ 2
cs+es=8B—¢c



Cela implique que:

(A=2e)(B—¢f) = (b+b3)(c; +¢5)
(byea + 5303)2 + (baes + 5302)2
= (bycs + 5302)2

On pose o = A—2¢; et 3 = 2(bycz+b3cz), et comme B—c} = B—i(a—A)z, on
obtient: a((a—A)?*—4B) = —3? avec a = b3+ b3 et —((a—A)*—4B) = 4(c2+c3).
Donc a et —(a* — 2Aa + A* — 4B) sont bien des sommes de 2 carrés dans R(z)

et le point (a, 3) ainsi obtenu est spécial.

, . 5. . . , . -1 , .
Réciproquement, s’il existe un point spécial sur C]R(l,), deux cas se présentent :

* Soit @ = 0, dans ce cas 4B — A? = d* 4+ €* (d,e € RB(z)) et on prend
61262263:0,201:A,2022d7203:€.

* Soit @ # 0 et on peut écrire a = b3 + b3 # 0 et alors 4B — (o — A)? =
2
(g) (b3 + b2). On peut donc prendre by = 0, 2¢; = A — a, 2¢3 = gbg et
203 = —gbz.

On vérifie alors facilement que dans ces deux cas on obtient une représentation

de F(x,y) comme somme de 3 carrés. O

Remarque 1.1.2 Si (o, 3) est un point de Cﬂg(lx) et si # # 0, c’est-a-dire (a, 3)
n’est pas un point d’ordre 2, alors (o, 3) est spécial si et seulement si o est somme

de 2 carrés.

Preuve. 1l suffit de remarquer qu’alors a(4B — A* + 2Aa — a?) = 3% # 0 et
on en déduit que (4B — A* 4+ 2Aa — o?) est, comme «, somme de 2 carrés.

d

Remarque 1.1.3 On peut signaler que Uéquation de la courbe Cﬂg(lx) A=
a(a? —2A(x)a+ A*(x) —4B(x)) est aussi une forme de Weierstrass de 'équation
de la jacobienne de la quartique Z* + F(x,y) = 0, toujours avec F(z,y) = 1 +
A(z)y? + B(x)y*, définie sur le corps R(x). Le résultat précédent apparait donc
comme un cas particulier de celui démontré dans [HM]: un point spécial sur la
courbe Cﬂg(lx) correspond a un point qui reste toujours sur la composante non-neutre

de cette jacobienne pour tout ordre de R(x).



1.2 1Idée générale pour obtenir la non-existence
de points spéciaux

D’apres le théoreme 1.1.1, démontrer qu’ un polynome F(z,y) = y*+ A(z)y*+
B(x) n’est pas somme de 3 carrés dans R(x,y) revient a démontrer la non exis-
tence d’un point spécial sur la courbe elliptique C™! associée a ce polynéme
F(z,y).

Suivant en cela Cassels, Ellison et Pfister, Christie traite ce probleme par une
étude presque complete du groupe C(E&). Dans un premier temps, il montre que
les points d’ordre fini ne sont pas spéciaux, puis dans un second temps, il prouve

que la courbe C™! est de rang nul sur C(z).

Voici dans les grandes lignes ’architecture de cette démonstration : on notera
ko le plus petit corps tel que C™! soit définie sur ko(x) ( c’est-a-dire A(z) et
B(x) sont tous deux éléments de ko[x]). Par ’application du théoreme de Lang-
Néron [La], en se placant dans les conditions requises, on obtiendra que tous les
points de la courbe C(E&,) sont définis sur un corps Ko(a) ou Ky est une extension
Galoisienne finie du corps kg, puis grace a des éléments de théorie de Galois
appliqués a Ky/k, ou k est une extension intermédiaire spécifique et connue de
ko, on montrera que 'existence de points d’ordre infini sur C(E&,) = Cl_(;(l,) implique
I’existence de points d’ordre infini sur des courbes Ck_(i) pour certaines valeurs de
d € Ek*. On se sera ainsi ramené a étudier des courbes elliptiques sur le corps
k(x) plutot que sur C(x), ce qui en pratique se révele plus aisé. Pour permettre
cette étude, on énoncera une proposition donnant des conditions suffisantes pour
qu’aucune des courbes Ck_(i) pour d € k* n’ait de point d’ordre infini défini sur
E(x). Il restera alors a s’assurer que ces conditions sont vérifiées mais, pour cela,
il n’y a pas d’argument général et il faudra procéder a I’étude au cas par cas des

exemples proposés.

1.3 Notations-définitions

Pour démontrer que le polynéme F'(x,y) = y* + A(z)y* + B(x) n’est pas une
somme de trois carrés de fractions rationnelles, on doit faire I’étude de la courbe
C: —p3? = ala? — 2A(z)a + A*(x) — 4B(x)). Afin d’alléger les notations, on
remplacera A(x) par A et B(x) par B. On rappelle que A et B sont définis sur
ko(x), avec ko C R.

10



L’etude de cette courbe C™! nécessite 'introduction de plusieurs éléments :

Courbes elliptiques associées au polynome F':

Soit d € C*, on définit deux courbes elliptiques par les équations de Weierstrass

suivantes :
* La courbe C~% d’équation: —d3? = a(a? — 24a + A* — 4B),
¥ La courbe D¢ d’équation —dB? = a(a? +4Aa + 16B).

Si K est une extension de ko(x), on appelle Cz? et Dx? les groupes des points
de C=% et D~ définis sur le corps K.

On note O¢ et Op les points a l'infini sur C~% et D% respectivement, pris
comme origine des groupes de Mordell-Weil. Dans tous les cas, les courbes C~¢
et D~ ont au moins un point d’ordre 2, Pc = (0,0) sur C=¢ et Pp = (0,0) sur
D4, L’existence d’autres points K-rationnels d’ordre 2 dépend de I’éventuelle
possibilité de factoriser, sur le corps K, les polynomes (a® — 2Aa + A? — 4B) et
(a* + 4Aa + 16B).

Isogénies:

On connait les isogénies de degré 2 suivantes, leurs composées étant les mul-

tiplications par 2 dans les groupes correspondants :

DPep * C~1—D~* définie par:

Yopla,p) = (—;1527 a2—(21;—413)ﬁ) Sa 0,
Yep (PC) =0Op et S‘QC,D(OC) = Op.

Ppe: D4 —C~* définie par:

@D,C(Oz?ﬁ) — (—452{5227 a28_a126B ) sl o 7£ 07
S‘QD,C(,]DD) =0 et S‘QD,C(OD) = Oc.

11



Morphismes:

On aura aussi besoin pour étudier C~' des morphismes v, : Cx?—K*/K*? et

v, : D= K*/K*? définis respectivement par:
Vel B) = —daK™* si o £ 0,
3 (P) = (A AB)K™ et ,(0c) = K,
et par:
Yol B) = —da K™ si o £ 0,
Y (Pp) =16 BK** et ~,(Op) = K*.

L’intérét de ces morphisme est que le noyau de v, est ¢, . (Dird) et que le noyau
de v, est ., (Cx), cela donne, entre autre, un critere simple pour affirmer qu’un

point du groupe Cx? ne peut pas étre un double.

Remarque 1.3.1 Lorsque K = R(x), le morphisme v, permet aussi de donner
une caractérisation des points spéciaux de Cﬂg(lx). En effet, on constate que, par
définition (voir théoreme 1.1.1), un point de Cﬂg(lx) est spécial si et seulement si
son image dans R(z)*/R(x)** par le morphisme v, est la classe d'une fraction

négative ou nulle de ®(x)*.

Pour pouvoir appliquer la technique d’étude de la courbe C™1 proposée ici, il
faut que cette courbe présente certaines propriétés, on est donc amené a donner

la définition suivante:

Définition 1.3.2 On dira que la courbe C™' (respectivement D™ ) est a 2-torsion
K -rationnelle lorsque tous les points d’ordre 2 de cette courbe C™1 (respectivement

D) sont définis sur le corps K.

Remarque 1.3.3 La courbe elliptique C™* (respectivement D™!) est & 2-torsion
K-rationnelle quand le polynéme o —2Aa+ A? —4B (respectivement o? +4Aa +
16B) est décomposé sur K (en tant que polynome en la variable o), c’est-a-dire

quand B (respectivement A? — 4B) est un carré dans K.

12



Pour la suite de ’étude, il est nécessaire que I'une des deux courbes C™! ou
D! soit & 2-torsion C(x)-rationnelle, ¢’est pourquoi on se placera dans ce cas de
figure et on va supposer que la courbe C™! est & 2-torsion C(x)-rationnelle. Dans
le cas ot seule la courbe D~! est a 2-torsion C(x)-rationnelle, I'étude se déroule
de la méme maniere, il suffit d’intervertir les deux courbes C™' et D71 : en effet,
comme I'image par ¢, ,, d'un point d’ordre infini de C~! est un point d’ordre infini
de D71, l'existence de points d’ordre infini sur C~! est équivalente & I’existence

de points d’ordre infini sur D1,

On va donc supposer que B est un carré dans C(x), B étant un polynome, on

a alors B = C? C € C[z]. On peut alors écrire I’équation de C™' sous la forme:
—3* = ala—A+2C)a—A-20)

La courbe C™! a alors deux autres points d’ordre 2: Py = (A — 2C,0) et Py =
(A4 2C,0).

On peut, lorsque C~! est a 2-torsion K-rationnelle, définir un morphisme
7 Ci'—(K*/ K*?)? dont le noyau est 2C;"', défini par:

m(a,f) = (—ak™, —(a = A+ 20) K™, —(a — A = 20)K*?) si B # 0,
(Pe) = (A2 AB)K, ~(~ A+ 200K, ~(~A - 20) )
m(P1) = (—(A —20)K7, —40(A - 20) K™, 4CK™),

m(Py) = (=(A+20) K" —4C K™, 4C(A +20) K*2),

m(Oc) = (K2, K*2, K*?).

Ce morphisme 7 permet de caractériser les doubles de C™! sur K et dans I'utili-

sation que 'on en fera, il est nécessaire d’énoncer le lemme suivant :

Lemme 1.3.4 ([Chr] lemme 1) Si k est une extension de ko sur laquelle les
polynémes B et A* —4B sont scindés, les représentants dans (C(z)* /C(x)**)? des

images par m des points de C(E&,) peuvent étre choisis dans k[z].

Preuve. C’est évident pour les points d’ordre inférieur a 2, car ils sont définis sur

ko[x].
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Pour (o, 3) € C(E&,) avec (3 # 0, on peut poser o = S et 3 = %, ou x, w, P et
() sont des polynomes de C[z]* tels que pged(w, P) = pged(y, @) = 1. Cela donne

alors:
2

2
X _w w w 9

ou encore, apres simplification :
—\?PP=w (w2 — 2AwP + (A* — 4B)P2) Q2.

On voit que Q* divise x*P? et comme pged(x, Q) = 1, @* divise P?. On
remarque aussi que P? divise w (w? —2AwP + (A* — 4B)P?)(Q)? et comme on a
aussi pged(w, P) = 1, ce dont on déduit que pged(P?,w) = pged(P?, w* —2AwP +
(A* —4B)P?) = 1, cela montre que P? divise Q*. On a donc, quitte & multiplier
@ et y par une méme constante non nulle, P?> = Q2 ce qui implique que P est un
carré dans C[z], et en notant P = )2, on peut écrire Q = ¢*, a = o5 et 0= 1Z<—3,

ot ¥, x, w € C[z] avec pged(w,v) = pged(x,?) = L.

Puisque 7(a, 8) = (—aC(2)*?, —(a — A + 20)0(2)*?, —(a — A — 2C)T(x)*?),

on obtlent :
m(a, 3) = (—wl(z)?, (—w + (A = 2013 C(2)*?, (—w + (A + 2003 C(x)*?).

On pose alors —w = fR? —w+(A—2C)? = gS? et —w+(A+2C)p* = hT?,
ou R, S, T, f, get h sont des éléments de Clz], f, g et h étant sans facteur carré
et unitaires. On a ainsi: 7(a, 3) = (fC(x)*2, gC(x)*2, hC(z)*?).

Etant donné que fghR?S?*T? = x? on a fgh € C[x]**, ce qui implique que
f=Ffifo, 9= fifset h = fafs, avec fi, fy, f3 € Clz], unitaires.

Alors f; divise w et (—w + (A — 2C)?), donc divise aussi (A — 2C )2, Etant
donné que f; divise w et que pged(w, ) = 1, on a f; qui divise (A — 2C'), ainsi
que (A? —4B) dans C[z]. Comme f; est unitaire et que A? — 4B est scindé sur
k[x], alors fi € Ek[x].

De méme, f; divise w et (—w + (A + 2C)?) donc il divise (A + 2C)¢?, étant
premier avec ¥, on en déduit qu’il divise (A + 2C') et donc aussi A* — 4B, étant
unitaire il appartient a k[z].

Dans le cas de f3, on sait que ce polynéme divise (—w + (A — 2C)¢?) et
(—w + (A + 2C)9?) donc divise aussi la différence de ces deux polynomes c’est-

a-dire 4C¢?. Mais on a aussi pged(fs,1)) = 1, sinon on obtiendrait un facteur
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commun a w et & ¢ (car —w + (A — 2C)p* = f, f3.5%). Donc f3 divise O, alors f3
qui est unitaire, divise B qui est scindé sur k et cela donne f; € k[x].

Comme fi, fy et f3 sont des éléments de k[z], f, g et h le sont aussi et,
d’apres ce qui précede, m(a, 8) = (fC(x)*?, gC(x)**, hC(z)*?), ce qui donne le

résultat énoncé. O

Remarque 1.3.5 Pour la suite, il sera nécessaire de choisir le corps k de telle
facon que le polyndéme B soit un carré dans k(z) afin que la courbe elliptique C™*

soit a 2-torsion k(x)-rationnelle.

1.4 Points d’ordre fini

L’objet de cette section est d’énoncer des résultats permettant de déterminer

si les points d’ordre fini de la courbe Cﬂg(lx) sont ou non spéciaux.

(A) Etude des points d’ordre 2".

Bien qu’il n’y ait pas de résultat général concernant ces points, leur étude
sur une courbe particuliere ou sur une famille de courbe donnée ne pose pas de
probleme. En effet il est assez simple de déterminer explicitement ces points et
donc de savoir s’ils sont spéciaux, il suffit pour cela de suivre le schéma suivant :

Partant des points d’ordre 2 sur Cﬂg(i) que ’on détermine sans aucune difficulté,
on calcule leur(s) image(s) dans R(z)*/R(x)** par le morphisme 7., si 'un de ces
points est dans kery, = ¢, . (Dng(dx)), on recherche ses antécédents par ¢, ., ce
qui revient a résoudre une équation de degré 2 dans le corps R(z).

On a ainsi obtenu sur Dﬂg(dx), des points qui seront soit d’ordre 2 (s’ils sont les
antécédents par ¢, . du point Pe), soit 4 (s’ils sont les antécédents par ¢, . d'un
autre point d’ordre 2 de C™!'). On étudie alors les images par v, de ces points de
Dﬂg(dx), si certains d’entre eux appartiennent a kervy, = ¢, , (Cﬂg(i)), on recherche
leurs antécédents par ¢, ,, ce qui donne sur Cﬂgé) des points d’ordre 4 ou d’ordre
8, points dont on va calcule I'image par 7,, et ainsi de suite jusqu’a ce qu’aucun
des derniers points obtenus ne soit dans le noyau de 7, ou v,,, alors ces points ne

pourront pas étre des doubles et 1’étude des points d’ordre 2" sera achevée.

15



En pratique, on pourra s’assurer, grace a des hypotheses simples portant sur
Aet B, qu’il n’y a pas de points d’ordre 2" avec n > 1, n > 2 ou n > 3 selon les
exemples traités.

Une fois que les points d’ordre 2™ de Cﬂg(lx) ont été tous déterminés, il reste a

vérifier qu’aucun d’entre eux n’est spécial, ce qui, la encore dépend de la forme

de A etB.

(B) Etude des points d’ordre impair.

Il n’est pas nécessaire de chercher a déterminer ces points car on a le résultat

suivant :
Proposition 1.4.1 Sur Cﬂg(lx), aucun des points d’ordre impair n’est spécial.

Preuve. Soit p un point d’ordre m = 2k+1, k € N* sur Cﬂg(lx), alors sa premiere coor-
donnée o, est non nulle et de pluson a p = 2 (mT‘H) p. done p =, (¢, (Zp))
d’ou p € ¢, ,, (Dﬂg(ll,)) = ker~,, donc —a, € R(z)*.

Ainsi o, n’est clairement pas somme de 2 carrés dans R(x) et p n’est pas un

point spécial. O

Remarque 1.4.2 On sait aussi, d’apres Hellegouarch [He|, que sur une telle
courbe elliptique C™* non birationnellement équivalente & une courbe définie sur
C, il n’y a pas de point d’ordre premier supérieur a 3, et un point d’ordre 3 serait

de la forme (a, ), défini sur C(x) avec a € Clz] solution de:
3ot — 84a° + 6(A2 — ZlB)oz2 — (A2 — 43)2 =0

Lorsque A% — 4B est de faible degré, on pourrait éventuellement vérifier si un tel

point peut exister et le déterminer si c’est le cas.

(C) Etude des points d’ordre 2"(2k + 1), pour n,k entiers
non nuls.

Ici encore on a un résultat général permettant d’éviter le recours a la déter-

mination de tous ces points:

Proposition 1.4.3 Sur Cﬂg(lx), st aucun des points d’ordre 2™, m € N, n’est

spécial, alors aucun des points d’ordre 2"(2k + 1), n,k € N*, n’est spécial.
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Preuve. Soit p un point d’ordre 2"(2k + 1), alors v, ((2k 4+ 1)p) = v.(kp)*v.(p)
et comme v, (kp)* € R(x)*?, on obtient v.(p) = 7.((2k + 1)p). Le point (2k +
1)p, d’ordre 2", n’est pas spécial et d’apres la remarque 1.3.1, son image dans
R(z)*/R(z)** par le morphisme v, n’est pas la classe d’une fraction négative ou
nulle de R(z)*. On en déduit que I'image de p par v, n’est pas non plus négative

ou nulle et que p n’est donc pas un point spécial. O

D’apres les propositions précédentes, on constate que I’étude des points d’ordre

fini de Cﬂg[;] pourra se limiter a la détermination des points d’ordre 2", n € N.

1.5 Points d’ordre infini

L’objectif de cette section est de substituer a 1’étude des points d’ordre in-
fini de la courbe complexe C(E&,) celle, plus simple, des points d’ordre infini des
courbes elliptiques Ck_(i) et D;(i) ou d € k et k est le corps de décomposition du
polynéme B(A? — 4B) (cf lemme 1.3.4), en particulier, on souhaite arriver au

résultat suivant :

Proposition 1.5.1 (D’aprés [Chr], corollaire de la proposition 2) Si pour
tout nombre d € k*, les images des morphismes ~, : C,;(i)%k(x)*/k(x)*z et
Tp - Dg(i)%k(x)*/k(x)*z sont les images des points de torsion, alors il n’y a

pas de point d’ordre infini ni sur la courbe C(E&), ni sur la courbe D(E(ll,).

C’est la partie la plus délicate de ce chapitre et il n’est pas inutile d’indiquer

les lignes principales de la démonstration avant d’entrer dans les détails:

(A) On montre qu’il existe une extension finie galoisienne k& — K telle que

C(E&,) = Cl_(}l,). On note A le groupe quotient de Cl_(}x) par sa torsion.

(B) On montre que I'action de I' = Gal(K/k) sur A/2A est triviale et on en

déduit qu’il existe une base de A sur laquelle I' agit comme +1.

(C) Ceci permet de montrer que si A est non nul, alors une courbe Ck_(i) est

aussi de rang non nul pour un certain d € k*.

(D) On termine en énongant une proposition permettant de montrer, sur les

exemples choisis, que toutes les courbes Ck_(i) sont de rang nul.
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La faiblesse principale de cette méthode vient de ce que l'utilisation de la
théorie de Galois force a faire abstraction des questions réelles et la notion de
point spécial en particulier n’a plus de sens dans ce contexte. Pour montrer que
la courbe Cﬂg(lx) n’a pas de point spécial, on est donc amené a montrer que la

courbe C(E&,) est de rang nul, ce qui est extrémement plus fort.

(A) Premieére descente sur le corps K (z)

Ce raisonnement repose sur un argument clé, le théoreme de Lang-Néron ([La],
p. 27, Théoreme 4.2), analogue du théoreme de Mordell-Weil pour les corps de

fonctions:

Théoréme 1.5.2 (Théoréme de Lang-Néron) Si la courbe C™' (respective-
ment D™') nlest pas birationnellement équivalente @ une courbe définie sur C,

alors le groupe C(E&,) (respectivement D(E(ll,)) est de type fini.

On peut facilement, dans les exemples traités, s’assurer que les courbes C*
et D71 ne sont pas birationnellement équivalentes & des courbes définies sur C

grace a la propriété suivante:

Propriété 1.5.3 Lorsque la fraction rationnelle AT; n’est pas constante, les courbes

xT
définies sur C.

C(E(l) et D(E(ll,) €tudiées ict ne sont pas birationnellement équivalentes a des courbes

Preuve. Pour que la courbe C(E&,) ne soit pas birationnellement équivalente a une
courbe définie sur C, il suffit que son invariant j ne soit pas une constante et

cet invariant j est donné, a multiplication par une constante pres, par la formule

%- En posant D) = A —4B, Q = pged(B, D), B=B'Qet D= D'Q (B

et D' sont alors deux polyndémes premiers entre eux), on obtient:

(A? —3B)? (B+D)* (B'+D)

B%(A? —4B) B:D  BZD
Si cet invariant j est constant, alors B’ divise (B’ + D’)? donc aussi D" et,
comme pged(B’, D') = 1, alors B' = ¢ € C, de méme D’ = ¢; € C et on en
déduit que B = ¢1Q et que A* — 4B = Q) donc A* = (¢3 — 4¢1)Q (on remarque
au passage que () est un carré dans C[x]) et cela implique que AT; = %.
En conclusion, si 'invariant j est une constante, alors %f € C, ce qui démontre

la propriété. O
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Par la suite, on choisira A et B de telle facon que A?f ¢ C, les courbes C™! et
D! ne seront alors pas birationnellement équivalentes & des courbes définies sur

C, et donc les groupes C(E&,) et D!, seront de type fini d’apres le théoreme de

C(x)
Lang-Néron. On en déduit le résultat suivant:

Corollaire 1.5.4 Si la courbe C™' est définie sur ko(x), alors tous les points de

C(E&,) sont définis sur K(x) ou K est une extension algébrique finie fixée de ky.

Preuve. On montre premierement que chaque point p de C(E&,) est défini sur k,(x)
ou k, est une extension algébrique finie de ky: Supposons qu’un point p ne soit
pas défini sur un tel corps, alors p est défini sur un corps de la forme £'(z) ou
k' est une extension algébrique finie, contenue dans C, de ko(t1,...,t,) ou les
t1,...,t, sont algébriquement indépendants sur ko. En spécialisant ¢,...,¢, sur
le corps C, on peut alors obtenir une infinité non dénombrable de points sur la
courbe C(E&,) car elle est définie sur ko(x). Cela est impossible étant donné que
C(E&,) est de type fini.

On définit alors K comme étant la plus petite extension de kg telle qu'un
ensemble de générateurs de C(E&,) soit défini sur K'(x). Ainsi K est une extension
algébrique finie de kqy: les générateurs de C(E&,) sont en nombre fini et chacun
d’entre eux est défini sur un corps du type k,(x) ot k, est une extension finie de
ko. Comme tout point est une combinaison de ces générateurs et que la formule
d’addition de deux points d’une courbe elliptique est une fonction rationnelle, a
coefficients dans ko(x), des coordonées de ces deux points, on vérifie aisément que

tous les points de C(E&,) sont définis sur le corps K (x). O

Remarque 1.5.5 Quitte a remplacer K par sa cloture normale sur k, on peut

de plus supposer que l'extension K /k est galoisienne.

On est ici arrivé a la premiere étape de la preuve de la proposition 1.5.1, on a

démontré que C(E&,) = Cl_(}l,) ou K est une extension finie de ky, galoisienne sur k.

(B) Actions du groupe de Galois

On fait ici appel a des éléments de la théorie de Galois appliquée a ’action du
groupe ' = Gal(K/k) sur un groupe quotient de Cl_(}l,). Tout d’abord, I' agit sur
Col)

(

2) ainsi que sur W(Cé&,)), c’est a cette étape qu’apparait la nécessité de choisir

le corps k de telle maniere que la courbe C™! soit & 2-torsion k(x)-rationnelle car
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alors les polynomes A + 2C et A — 2C sont définis sur k(z) et on peut mettre en

place les résultats intermédiaires suivants :

Proposition 1.5.6 Les actions de I' commutent avec le morphisme w. De plus,

Uaction de 1" sur W(C(E(;)) est triviale.

Preuve. Soient (o, 3) € C(E&,) et oel:
i3 #0ona, comme A+2C, A—2C € k(x):

o(m(e,8)) = (o()C(x)? o(a = (A—=20))C(x)?, o(a — (A +20))C(x)*?)
= (o(@)C(x)™, (o(a) — (A =20))C(x)™*, (o(a) = (A +20))C(x)™)
= m(o(e, 7).
Si 8 =0, le résultat est évident.
On a prouvé la premiere partie de la proposition et d’apres le lemme 1.3.4,

les repésentants de W(C(E&)) peuvent étre choisis dans k(z), donc 'action de I' sur
W(C(E(i)) est triviale. O

Corollaire 1.5.7 L’action de I’ surC /ZC y induite par laction sur C(E&,) est

triviale.
Preuve. D’apres la proposition précédente, si (a, 3) € C(E&,) etoel,

m(o(e, 3)) = o(r(a, B)) = m(a, §)
Donc o(e, 3) — (e, 3) € kerm c’est-a-dire (o, 3) = (a, #) (mod ZC(E(;)), I’action
de o sur C(E&)/ZC(&;) est triviale. u

On a maintenant réuni les conditions nécessaires pour appliquer le lemme

suivant :

Lemme 1.5.8 ([Chr], lemme 3) Soit I' un groupe fini et A un groupe abélien
libre de type fini sur lequel I agit. On suppose que Uaction induite de I sur A/2A
est triviale. Alors il existe une base {a; | 1 < i <t} de A telle que pour tout

oel, ola;) =a; ouola;) = —a,.

Preuve. Quitte a remplacer I' par I'/Ty ou I'g est le sous groupe des éléments de

I' agissant trivialement sur A4, on peut supposer que I' agit fidelement sur A.

(i) On va d’abord montrer que I' ne contient pas d’élément d’ordre impair non

trivial :
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On va prouver par récurrence sur m que pour tout a € A et pour tout o € I'
d’ordre impair, on a, pour tout m € N*, a — o(a) € 2™ A.

Pour m = 1, c’est vrai car I' agit trivialement sur A/2A, ainsi pour tout
a € Aettout 0 €', a —o(a) € 2A, c’est donc aussi vrai dans le cas particulier
ou o est d’ordre impair.

Soit maintenant m € N*, on suppose que pour tout « € A et tout o € I' d’ordre
impairon a: a—o(a) € 2 A. On considere alors un élément o € I' d’ordre impair,
on veut montrer que a — o(a) € 2™+t A, Pour cela on pose 7 = o HD/2 6 n est
lordre de o, alors 7 est d’ordre impair et 72 = ¢"*! = o. Par ’hypothese de
récurrence, on sait que « — 7(a) € 2™ A c’est-a-dire a — 7(a) = 27b avec b € A.
On a ainsi:

a—o(a) = a—7(a)+7(a)— 7%(a)
a—T1(a)+7(a—T
2"+ 7(27b)
2mty — 2mp + 277 (b)
= 27ty — 27 (b — 7(b))

Or b—7(b) € 2A, donc on a bien a — o(a) € 2™t A. On en déduit par récurrence
que pour tout o € I' d’ordre impair et pour tout m € N*, a — o(a) € 27 A.

N
S|

~—

N

Donc si o est un élément d’ordre impair de I' et @ un élément quelconque de
A;ona:a—o(a) € NZ_ 2" A = {0}. Cela prouve que pour tout a € A, o(a) = a,
comme on a supposé que 'action de I' sur A est fidele, ce résultat implique que

o =1d. Il n’y a donc pas d’élément d’ordre impair non trivial dans le groupe I.

(ii) Soit o un élément d’ordre 2 de I', on pose Ay ={a € A | o(a)=a} et
A_={ae A | o(la)=—a}. On va montrer que A=Ay & A_:

Soit @ € A, on sait que a — o(a) € 24 donc on peut poser a — o(a) = 2b
avec b € A.On peut ainsi écrire que « = a — o(a) + o(a) = 2b+ o(a) c’est-a-dire
a=b+4 (b+o(a)). Il reste & démontrer que b € A_ et que b+ o(a) € Ay.

Par définition de b, 2b = a —o(a) donc 0(2b) = 0 (a — o(a)) et o étant d’ordre
2, 0(2b) = o(a) — a = —2b. Puisque A est sans torsion, o(b) = —bd’ou b e A_.

On a aussi 2(b+ o(a)) = a—o(a) + 20(a) = a+ o(a) donc o (2(b+ o(a))) =
o(a+o(a)) =o0(a)+ a cest-a-dire 0 (2(b+ o(a))) = 2(b + o(a)). Comme A est
sans torsion, on obtient o (b4 o(a))) = b+ o(a) donc b+ o(a) € A,.

Etant donné que a = (b+0(a))+b,on a bien a € Ay + A_, ce qui prouve que
A=A, +A_. Deplus A est sans torsion donc A, NA_ = {0} dou A=A, BA_.

(ii1) On montre ensuite que I' ne contient pas d’élément d’ordre 4 :
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Supposons que 7 € I' soit d’ordre 4, alors ¢ = 72 est d’ordre 2 donc A_ =
{a € A | o(a) = —a} est non vide. Comme A est libre, il existe (au moins) un
élément a de A_ non divisible par 2. Le groupe I' agissant trivialement sur 4/2.A,
T(a) = a+2cavec c € Aet 7(¢) =c+ 2d avec d € A. Donc:

—a = o(a) = 7'2(a) = 7(a+ 2c)
= 7(a)+27(c) = a+2c+2(c+2d)
= a+4c+4d
D’ou 2a = —4(c¢ + d), comme A est sans torsion, « = —2(¢ + d) ce qui contredit

I’hypothese disant que a n’est pas un double dans A.

Il n’y a donc pas d’élément d’ordre 4 dans le groupe T'.

(iv) On a ainsi montré que le groupe I' est d’exposant 2 et est donc abélien.
On peut maintenant prouver le lemme par récurrence sur Uordre n de I' :

Sin =1, le résultat est évident.

Soit n > 1, on suppose que ’énoncé du lemme est vrai pour tout groupe
d’ordre inférieur ou égal a n—1. Soit I un groupe d’ordre n vérifiant les conditions
de I’énoncé, alors il admet un sous groupe G d’indice 2 (donc d’ordre strictement
inférieur a n). Soit o ¢ G, ici encore on pose Ay = {a € A | o(a) =a} et
A-={ae A | o(a)=—a}. Comme on I'a vu en (ii), A = A, & A_, de plus
puisque I est abélien les groupes libres A, et A_ sont invariants par ’action de
(i et les actions induites de G sur Ay /2A4 et sur A_/2A_ sont, comme celles
de I', triviales.

En appliquant I’hypothese de récurrence au groupe G agissant sur A, et sur
A_. on peut choisir des bases {a; | 1 <i<s}et{a; | s+1 <<t} de Ay et
A_ respectivement telles que pour tout 7 € G, 7(a;) = a; et 7(a;) = —a,.

Donc si p € T, soit p € G, soit p = o7 avec 7 € (G et dans les deux cas on
vérifie aisément que pour 1 <1 <, p(a;) = +a;, ce qui acheve la démonstration

du lemme. O

Pour appliquer ce lemme, on note F le groupe de torsion de C(E&,) et on pose
A= C(E&)/}". Le groupe fini I' = gal(K/k) agit sur A (action induite par celle
sur C(E&,)) qui est un groupe abélien libre de type fini, et I’action induite de I' sur
A/2A est triviale d’apres le corollaire 1.5.7.

D’apres le lemme, il existe donc une base {a; | 1 < i <t} de A telle que

pour tout o € I, o(a;) = a; ou o(a;) = —a,.
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(C) Descente sur le corps k()

On va maintenant montrer que ’existence d’un point d’ordre infini sur C(E&,) =

Cl_(}x) implique celle d’un point d’ordre infini sur Ck_(i) pour un certain d € k*.

Soient {b; | 1 < ¢ <t} des représentants dans C(E&,) des éléments de la base
{a; | 1 <i <t} de Adont il est question ci-dessus, alors comme pour tout o € T’
on a: o(a;) = ta; on en déduit que o(b;) = +b; (mod F). Si m est 'exposant de
F alors pour tout o € I' et tout 7 € {1,...,t}, o(mb;) = £mb;.

Soit ¢ € {1,...,t}, on alors deux cas de figure:

* Si pour tout o € I', o(mb;) = mb;, alors mb; est défini sur k(x) et donc

mb; € Cryy-

« 5'il existe 7 € I' tel que 7(mb;) = —mb;, alors I'; = {o € I' | o(mb;) =
mb;} est un sous groupe d’indice 2 de I'; donc il existe d; € k* tel que
k(\/E) soit le corps des invariants de I';. Alors si on note 7; I’élément de
[ tel que 7;(v/d;) = —/d; (c’est la conjugaison de k(\/d;) sur k), on a
7;(mb;) = —mb; (sinon 7,(mb;) = mb; et 7, € I';, ce qui est absurde car
k(\/d;) est le corps des invariants de T';). Donc en posant mb; = (o, 3;), on
a: Ti(ag, 3;) = —(ay, B;) c’est a dire (7;(e;), 7:(5:)) = (i, —F;). Finalement
m:(a;) = o; donc a; € k(z) et 7;(3;) = —B3; donc 3; € k(v/d;)(x) et est de
la forme 3; = /d;3!, avec 3! € k(zx). L’existence du point mb; sur C(E&,)

implique bien celle d'un point («;, 3!) sur C,;(ii) :
On peut alors en déduire le résultat suivant:

Proposition 1.5.9 Si C(E(;) a des points d’ordre infini, alors il existe d € k* tel

que Ck_(i) ait ausst des points d’ordre infini.

Preuve. Avec les notations précédentes, si C(E&,) a des points d’ordre infini la
famille {b; | 1 < i < t} est non vide, et il suffit d’appliquer le raisonnement
précédent a 'un des points b;, car alors mb; est d’ordre infini et donc correspond

a un point sur C,;(ii) (avec éventuellement d; = 1) qui ne peut pas étre de torsion.

d

Remarque 1.5.10 Avec les notations précédentes, a isomorphisme pres, on a:
-1 t —d;
mCepy C Bz Cra):
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(D) Courbes C;;, de rang nul

Pour démontrer la proposition 1.5.1, il ne reste plus qu’a exprimer une condi-

tion suffisante pour justifier la non-existence d’un point d’ordre infini Ck_(i) lorsque

dek*:

Proposition 1.5.11 Soit d un élément quelconque de k*, si les images des mor-
phismes v, : C,;(i)%k(x)*/k(x)*z et v, : Dg(i)%k(x)*/k(x)” sont les images des
points de torsion, alors il n’y a pas de point d’ordre infini, ni sur Ck_(i), ne sur
Dyt

Preuve. Supposons Ck_(i) infini, on choisit un élément ag € Ck_(i)/}— (ou F est le
sous groupe de torsion de Ck_(i)) faisant partie d’une base de Ck_(i)/}—, en particulier
To n’est pas un double dans Ck_(i)/}—, donc si on note ag un de ses représentants
dans Ck_(i), alors aucun des points ag — p, ou p est un point de torsion, n’est un
double dans Ck_(i)/}—.

Comme I'image de Ck_(i) par v, est I'image des points de torsion, il existe un
point py d’ordre fini tel que v.(ag) = v.(po) donc en posant aj = ag — po, on
sait que ag n’est pas divisible par 2 et appartient a kervy, = @DVC(D,;(C;)), ainsi
ag = @5 (bo) avec by € D,;(i).

Mais comme I'image de v, est I'image des points de torsion, il existe un point
G € D;(i) d’ordre fini tel que v,,(bo) = 7,(qo). Alors on pose a = ag — ¢, (q) =
ao—(po+¢p(q0)) et b = bo—qo. Le point a n’est pas non plus divisible par 2 car
Po + 5 (qo) est un point de torsion de Ck_(i) et de plus on sait que a = ¢, .(b)
et que v, (b) = 7, (bo — qo) = k().

Ainsi b € kery, = ¢, (Ck_(i)), c’est-a-dire b = ., (¢), avec ¢ € Ck_(i). Cela
implique que @ = ¢, .(¢.,(c)) = 2¢, contredisant alors I’hypothese “a n’est pas
un double dans Ck_(i)”.

Il ne peut donc pas y avoir de point d’ordre infini sur Ck_(i). Le groupe D;(i)
est lui aussi fini car un point d’ordre infini sur D;(i) aurait pour image par ¢, .

un point d’ordre infini sur Ck_(i). O

La proposition 1.5.1, est alors un corollaire direct des propositions 1.5.9 et
1.5.11: Si pour tout d € k*, les conditions de la proposition 1.5.11 sont vérifiées
alors, pour tout d € k*, la courbe Ck_(i) (de méme que D,;(i)) est d’ordre fini.
En appliquant la proposition 1.5.9, on peut alors exclure 'existence d’un point
d’ordre infini sur la courbe C(E&,) ainsi que sur D(E(ll,) car si I'une de ces deux

courbes est de rang nul il en est de méme pour 'autre.
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Remarque 1.5.12 C’est ici que se trouve l'erreur dans ’article de Christie, il
y est énoncé au corollaire de la proposition 2: “Si pour tout d € k* l'image
de v, : Ck_(i)—>©(:1;)*/©(:1;)*2 est 'image des points de torsion et si 'image de
Tp - D,;(i)—>©(:1;)*/©(:1;)*2 est triviale, alors il n’y a pas de point d’ordre infini, ni
sur C(E&), ni sur D(g(ll,).”

Dans la démonstration, il est dit que s’il y a un point d’ordre infini sur C(E&),
il y a aussi un point d’ordre infini sur Ck_(i). On peut alors trouver un tel point
a qui ne soit pas un double (sur Ck_(i)) tel que v.(a) = C(x)**. Le point a est
alors 'image d’un point b par l'isogénie ¢, ., mais comme 7, est un morphisme
& image dans C(x)*/C(x)**, alors le point b appartient a la courbe D(E(i) mais

pas forcément a D,;(i) comme |’a écrit Christie. Puis comme 'image de 7, est

triviale, v, (b) = C(z)* donc b € ¢, , (C(E(Ci

d’ott a = ¢, .(¢.(c)) = 2¢c. Le point a serait un double, mais sur la courbe C(E(i)

)) etona: b= S‘QQD(C) avec ¢ &€ C(E(Ci)v

ce qui, a priori, n’est pas une contradiction car on a juste supposé que a n’est

pas un double sur Ck_(i).

Ainsi d’apres la proposition 1.5.1, pour démontrer que la courbe C7! est de
rang nul, on démontrera que les conditions de la proposition 1.5.11 sont bien
vérifiées pour tout d € k*: cela revient a étudier la forme des points des courbes
Ck_(i) et D;(i) afin de montrer que leurs images par les morphismes 7, et v, sont
toujours les mémes que celles des points d’ordre fini.

Evidemment cette étude ne peut pas se faire de maniere générale car il faut
utiliser les propriétés des courbes C~% et D~? et celles du corps k: la justification
des conditions requises pour pouvoir appliquer la proposition 1.5.1 aux exemples
choisis se fait essentiellement par des arguments de spécialisation aux points
zo € k pour lesquelles la courbe C~¢ dégénere et nécessitera une étude soigneuse
d’un grand nombre de cas.

On peut cependant énoncer ici un résultat essentiel dans le traitement des

divers exemples que 1'on étudiera:

Lemme 1.5.13 Si (o, 3) est un point de la courbe Ck_(i) (respectivement D;(i))
avec 3 # 0, si on €crit o = fi—z, g = 3—3, avee [, 0, x, ¢ € k[z], [ sans
Jacteur carré et pged(f8,v) = pged(x, ) = 1. Alors le polynome f divise A*—4B
(respectivement B).

Preuve. Si (o, 3) € Ck_(i), on a vu dans la preuve du lemme 1.3.4 que 'on peut

poser a = 5, 8= 12<—3 avec w, Y, ¢ € k[z] tels que pged(w, ) = pged(y, ) =1
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puis on écrit w = f6? ou f,0 € k[z], [ étant sans facteur carré. I.’équation de la

courbe Ck_(i), qui est —d3? = a(a® — 2Aa + A? — 4B), implique alors que:
—dx? = fO*(f20" = 2Af0°¢° 4 (A — 4B)yY)

Comme [ est sans facteur carré, on peut écrire y = fOu avec p € k[z] et apres

simplification, on obtient :
dft = [200 = 2A[027 4 (A% — 4B

On en déduit que f divise (A* — 4B)¢* et comme pged(f,¢) = 1, alors f divise
(A? — 4B).

Pour la courbe D,;(i), le méme raisonnement montre que o = f i—z avec f
divisant B. O

Remarque 1.5.14 On a en méme temps démontré que si (a,3) est un point

de la courbe Ck_(i) (respectivement D,;(i)), avec les notations du lemme 1.5.13, il

existe u € k[z] tel que —dfp® = 201 —2Af0?¢? + (A? — 4B)yY* (respectivement
—dfu* = f*0* + 4Af0%¢)? + 16 By*). Ce résultat sera lui aussi utile par la suite.

L’un des intérét du lemme 1.5.13 est que, avec les notations précédentes, on
a v.(a,B) = —dak(x)* = —dfk(z)** lorsqu’on considere un point (a, 3) de la
courbe Ck_(i) tel que a # 0 ou v, (a, B) = —dak(x)* = —dfk(z)** pour un point
(o, B) de D,;(i) vérifiant a # 0. Ce lemme va donc permettre de limiter le nombre
de cas a traiter et on s’apercoit qu’il sera intéressant pour faciliter cette étude
de choisir des polynémes A? — 4B et B possédant le moins possible de facteurs

irréductibles.

Pour terminer cette section, on va s’intéresser aux quelques modifications a
apporter auxr résultats précédents pour adapter ce raisonnement lorsque seule la

courbe D™ est a 2-torsion C(x)-rationnelle :

Dans le cas ot C™* n’est pas a 2-torsion C(x)-rationnelle, c’est-a-dire ou B
n’est pas un carré dans Cx], cette courbe ne possede plus qu’'un seul point d’ordre
2 défini sur C(x): Pe = (0,0). Le morphisme 7 : C(g(;)—>(©(:1;)*/©(:1;)*2)3 n’est alors
plus défini et on ne peut pas appliquer telle quelle la méthode précédente.

Cependant on va pouvoir substituer a 7 un autre morphisme 7’. En effet,

pour prouver que C~! est de rang nul, on peut de maniere équivalente démontrer
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que D7 n’a pas de points d’ordre infini. Or cette courbe D~ étant a 2-torsion
C(x)-rationnelle, on a A* — 4B = D? avec D € C[z], son équation est donc:
—f* = a(a* + 4Aa + 16B) = a(a + 2A — 2D)(a + 2A + 2D) et ses trois points
C(x)-rationnels d’ordre 2 sont: Pp = (0,0), P; = (—2(A—D),0) et P, = (—2(A+
D),0). On peut alors définir le morphisme 7’ : D&%%(C(m)*/@(m)*zf par:
(o, 3) = (—al(z)*?, —(a+ 24+ 2D)C(x)?, —(a+ 24 —2D)C(x)**) si § # 0,
7 (Pp) = (16 BC(a)*?, —(24 + 2D)C(x)**, —(2A — 2D)C(x)*?),
m'(P1) = (2(A = D)C(x)™?, —4DC(x), =8(A = D)DC(x)™?),
T/(PY) = (2(A+ D)c(e),8(A + D) De(a), 4DE(x)™),
m'(Op) = (Clx)™*, C(w)™, C(x)™).
Ce morphisme 7’ possede des propriétés similaires a celles de 7, en particulier son
noyau est ZD On pourra utiliser un raisonnement analogue a celui qui précede
mais en mtervertlssant les courbes C™' et D!, en suivant la méme démarche et en
choisissant le corps k de telle facon que le polynéme B(A? — 4B) soit décomposé
sur k(z) et que A* — 4B soit un carré dans k(x), on obtiendra la proposition

suivante, correspondant a la proposition 1.5.9:

Proposition 1.5.15 Si D, ) possede des points d’ordre infini, alors il existe
d € k* tel que D B(x) Q0 ausst des points d’ordre infini.

Il suffit alors d’appliquer la proposition 1.5.11 pour montrer que la la propo-

sition 1.5.1 est encore vraie.

1.6 Application a une premiere famille de poly-
nomes

Dans I'article [Chr], Christie a énoncé le résultat suivant :

Soient X, et v trois entiers tels que 0 < p < v, p = (=3)"X avee n € N* et A
non multiple de 3 vérifiant A = —v (mod 3), si 3u(v —p) et p* + pv +v* ne sont
pas des carrés dans N, alors le polynome F(x,y) =1+« ((:1; + u)? — %1/3) y? +
16,2 4

160 xy* est défini positif el n'est pas une somme de trois carrés dans R(zx,y).

On peut tout d’abord rappeler 'erreur de signe se trouvant dans ’article de
Christie, déja signalée dans Maths Reviews: a la place du terme p? 4+ uv + /2, il

est écrit p? — pv + v*, la méme erreur se retrouve dans ’écriture du polynéme
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F(x,y). De plus, étant donné I’erreur commise par Christie dans le corollaire de
la proposition 2, erreur que ’on a mise en évidence dans la section précédente, il
apparait que le traitement de cet exemple comporte certaines lacunes. En effet, il
n’a pas abordé le cas ou, avec les notations de la section précédente,on a @ = fi—z
avec f € k* car alors il est évident que —df € C(x)**, ce qui apparemment
semblait étre suffisant pour traiter ce cas (voir remarque 1.5.12). En fait, avec la
version corrigée de la méthode de Christie, il apparait nécessaire de vérifier que
dans ce cas on a: —df € k(2)** c’est-a-dire —df € k*2. On retrouve le méme oubli
dans ’étude des courbes D,;(i).

De plus, en effectuant une étude plus approfondie des différents cas de figure,
on peut obtenir des conditions plus faibles sur les parametres et généraliser ce
résultat a une famille plus large de polynémes. Il semble en effet que Christie n’ait

pas exploité jusqu’au bout certaines pistes, c’est pourquoi on va ici reprendre et

compléter ’étude de cette famille de polynomes.

On va donc considérer F(X,Y) =1+ X ((X + u)? — %1/3) Y? 4+ %V6X2Y4
avec v, i € R tels que v > p > 0. Il faut remarquer tout d’abord que 'on
peut considérer cette famille de polynéomes comme étant paramétrée par un seul
nombre réel: en effet, quitte a poser X = pxr et Y = 5—2, on a: Flx,y) =1+
x ((:1; +1)° — 17“3) y* 4 %r6x2y4 avec r = ﬁ On vérifie aisément que F' est positif

2
sir>1.
L’objectif de cette section est de parvenir a démontrer le résultat suivant :

Théoréme 1.6.1 Soit r un nombre réel vérifiant r > 1 et tel que nir nir?4r+1
ne sont des carrés dans le corps Q(r), alors le polynome positif F(x,y) = 1+

x ((:1; +1)% — %TS) y? + =rfa%y* nest pas somme de 3 carrés dans R(z,y).

16
F(x,y) soit de la forme 1 + A(z)y* + B(x)y®*. Les polynémes A et B sont définis

sur ko(x) avec kg = Q(r). Le polynéme B étant un carré dans ko(x), la courbe

On va pour cela poser A(z) = « ((:1; +1)% — %r3) et B(x) = £rf2? afin que

C~! est a 2-torsion ko(z)-rationnelle et a pour équation :
—3* = ol —x(x + 1)3)(a —z[(z + 1)3 — r3]).

De plus, étant donné que A? — 4B = 2*(z + 1)* ((z +1)* — 1) = 2*(z +
D*z+1—=r)a+1-=rj)(z+1—rj?),le corps de décomposition de A* — 4B
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et de B est donc Q(7,r). On pourra choisir, toujours en conservant les notations

des sections précédentes, k = Q(j,r).

L’étude de la courbe C! par la méthode exposée dans ce chapitre se fera en

trois étapes:

(A)

(B)

L’étude des points de torsion de la courbe Cﬂg(lx) dans le but de vérifier

qu’aucun d’entre eux n’est spécial.

L’étude des points des courbes Ck_(i) pour d € k* avec pour objectif de déter-
miner des conditions suffisantes pour que I'image de ~, : C,;(i)%k(x)*/k(x)*z

soit I'image des points de torsion.

L’étude des points des courbes D;(i) avec d € k*, toujours pour exprimer
des conditions suffisantes pour que I'image de v, : Dg(i)%k(x)*/k(x)*z soit

triviale.

Les parties (B) et (C) auront permis de démontrer, sous certaines condi-
tions, la non-existence de point d’ordre infini sur Cﬂg(lx) en se ramenant aux
conditions de la proposition 1.5.1. Dans cette derniere partie, on s’intéres-
sera plus en détail a ces conditions afin de les exprimer sous une forme plus
simple et on montrera que les exemples donnés par Christie sont en fait des

cas particuliers de la famille de polynomes que 1’on étudie ici.

(A) Points d’ordre fini

Il est clair que les points d’ordre 2 sur la courbe Cﬂg(lx) ne sont pas spéciaux, en
effet ces points sont: (0,0), (z(x+1)%,0), (z[(x +1)>—r?],0), et on voit aisément

ni 4B — A% ni x(z +1)%, ni z[(z + 1)* — r’], ne sont des sommes de deux carrés.

De plus sur C(E&), aucun de ces points n’est un double (il suffit de calculer

leurs images par le morphisme ~,), il n’y a donc pas de point d’ordre 4 sur C(E&,)

et donc a fortiori il n’y en a pas non plus sur Cﬂg(lx). L’étude des points d’ordre

fini peut donc s’arréter ici, les points d’ordre impair ne pouvant pas étre spéciaux

comme on 1’a vu auparavant.

29



(B) Etude de la courbe Clz(i)

Soit d € k*, on rappelle que cette courbe a pour équation :
—dp? = ol —x(x+ 1)3)(a —z[(x+ 1)3 — r3]).

Pour démontrer que I'image de 7, : C,;(i)%k(x)*/k(x)*z est I'image des points
de torsion, on va premierement déterminer certains points de torsion de cette
courbe ainsi que leurs images par 7v,.

On connait sur cette courbe l'origine O¢ et trois points d’ordre 2 qui sont
Pe = (0,0), Py = (z(x+1)*,0) et Py = (z[(x+1)* —r?],0). Leurs images par 7,

sont :

On va maintenant considérer un point d’ordre infini (o, 3) € Ck_(i). On a
donc 3 # 0, alors d’apres le lemme 1.5.13, on peut écrire o = fi—z avec f, 6,
Y € klz], pged(f0,) = 1 et f sans facteur carré divisant A? — 4B = z*(z +
1)? ((x + 1)®> = r?). On sait aussi que v, (a, ) = —dfk(x)**, donc pour arriver au
résultat souhaité on doit montrer que, sous certaines conditions, le polynéme f
ne peut prendre que certaines valeurs.

Tout d’abord, puisque f est sans facteur carré, il divise z(x+1)(z+1—r)(x+
I —rj)(x +1—rj?). On remarque que, quitte a ajouter un des points d’ordre 2
au point (a, 3), on peut supposer que ni x ni (x + 1) ne divisent f: En effet, si «
divise f, comme 7,(P2) = —dz[(x + 1) — r’]k(2)*?, il suffit de remplacer (a, 3)
par (a,3) + Py et on peut alors supposer que x ne divise plus f. De méme, si
z + 1 divise f, comme 7v.(Pc) = (z + 1)[(z + 1)* — r*]k(2)*?, on remplace (o, 3)
par (a, 3) + Pc ce qui permet de supposer que (x + 1) ne divise pas f.

Ainsi on obtient que f divise (z +1 —r)(@ + 1 — rj)(z + 1 — rj?) et est
sans facteur carré. Ensuite en étudiant les différents cas suivant le degré de o, on
montre que f est de degré pair. En posant o = fi—z, on sait, d’apres la remarque

1.5.14 qu'il existe u € k[z] tel que:
—dfu® = f20" — 2Af0%)* + (A? — AB)y*
Comme deg(A) = 4 et deg(A? —4B) = 8, trois cas se présentent :
s« Si deg(f6?) > deg(¢)?) 4 4, alors deg(fu?) = deg(f26%).
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« Si deg(f0?) < deg(y?) + 4, alors deg(fu?) = deg((A* — 4B)y?) = 8 +
4 deg(1)).

* Si deg(f0?) = deg()?) + 4, alors deg(f) = 4 + 2deg() — 2 deg(h).

On voit bien que dans ces trois cas, f est toujours de degré pair.

On a donc démontré que [ divise (x+1—r)(z+1—rj)(x+1—rj?) et est de
degré pair, on peut donc supposer que f = e ou f = e(x —ry)(x —r3), avec e € k*
unique a multiplication par un carré prés et ou ri, r9, r3 est une permutation de
r—1, jr—1, j*r—1. Avec cette notation, on a (x+1)°—r® = (z—ry)(z—r2)(x—73).

Avant de considérer ces deux possibilités pour f, il est intéressant de noter le

résultat suivant :

Lemme 1.6.2 Si on note P = f0? —x(x+1)*Y? et Q = f0* —z[(x+1)° — 3,
alors pged(P, Q) = 1 lorsque 0(0) # 0 ou pged( P, Q) = x lorsque 6(0) = 0.

Preuve. Soit pg un facteur commun a P et a @Q, alors po divise P — Q = r3x?.
Or po est premier avec ¢ (sinon f6 et ¢ auraient un facteur commun, ce qui est
impossible car, par définition, pged(f0,¢) = 1), donc poy divise 2. On a ainsi deux
possibilités: pged(P, Q) = 1 ou pged(P, Q) = =.

Pour terminer, on remarque que si 8(0) # 0, on a alors P(0) = @Q(0) =
f£(0)6%(0) # 0 et donc pged(P,Q) =1 et si #(0) =0, on a alors P(0) = Q(0) =0
et pged(P, Q) = =. O

Ce lemme va présenter un certain intérét car les polynémes P et () appa-

raissent dans I"équation —dfu? = (f0* — x(z + 1)*¢?)(f0? — z[(x + 1)° — r?]¢?).
On peut maintenant étudier les différents cas suivant la forme de f:
(Bl) f=eck*

(B2) f=e(x—ry)(x —r3), avec e € k™.
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Cas (B1): Sif=e¢e

Dans ce cas, I’élément e de k* ne peut prendre que deux valeurs a multiplica-

tion par un carré pres:
Proposition 1.6.3 Si f = ¢ € k*, on a soit —de € k™, soit e € k**

Preuve. 11 suffit de compléter ’étude du degré dans 1’équation —fu* = (f0* —
z(x + 1)%0)(f0* — z[(xz + 1)® — r*]?) par celle des coefficients dominants.

En posant ag, ay et a, les coefficients dominants respectifs de 6, 1 et p on a:
* Si deg(f) > deg(vp) + 2, alors —dea’, = ¢*ay.
* Si deg(f) < deg(zp) + 2, alors —dea’, = aj.
* Sideg(0) = deg(v))+2 et e*aj—2eajal,+ay, # 0, alors —dea? = (eaj—aj)*.
* Si deg(f) = deg(vp) + 2 et (eaj — aj,) =0, alors e = (Z—z)z

Dans les trois premiers cas on a —de € k** et dans le dernier e € k*2. |

Dans le cas ot —de € k*?, alors v, («, ) = —dek(z)** = k(x)** donc (o, §) €

ker(v,) et on est bien dans les conditions de la proposition 1.5.1.

Il ne reste donc qu’a étudier que le cas ot ¢ € k*%. On peut alors supposer

que ¢ = 1 et cela donne ’équation :
St = (0 = (o RO — (o4 1) ),

Si on spécialise en = 0, on obtient —du?(0) = #*(0), donc & condition que
6(0) # 0, on a —d € k**. Comme e = 1, cela implique que —de € k*? et on
peut conclure que, dans ce cas, (o, 3) € ker(y,). Le probleme est résolu lorsque

0(0) +# 0.

On suppose donc maintenant que §(0) = 0: il s’agit du dernier cas pouvant
poser un probleme. D’apres le lemme 1.6.2, on est dans le cas ot on a pged(#* —
(e + 1)%% 0% — z[(xz + 1)° — rd?) = z. A partir de cette propriété et de
Iéquation : —du® = (0% — x(x + 1)*¢?)(0* — z[(xz + 1) — r*]1b?), on peut déduire
qu’il existe s € k*, pq, o € k[x]* tels que:

0? — x(x + 1)%? = sxpd
0? — z[(x + 1) — r’|? = —dszps
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Et puisque 6(0) = 0, on peut poser § = x0', 6’ € k[x]* et on a apres simplifi-

cation :

20 — (@ + 1)°9? = spj
0% — [(z + 1) — r*|? = —dspu3

En posant # = 0 dans la seconde équation, on a —dsu3(0) = (r* — 1)1*(0).
Comme pged(f,1) = 1, alors ¥(0) # 0 et donc —ds € (r* — 1)k** = ryrqrsk™.

Puis en posant * = r; dans cette méme équation, on obtient la relation
r0?(ry) = —dsu3(r1). Or pz(ry) # 0, sinon on en déduirait que 6”(ry) = 0 et
que (z —ry)? divise les deux membres de 1’équation z6* — [(z + 1)* — r®]¢? =
—dsp3, on devrait alors avoir ¢ multiple de (z —ry), ce qui contredit I’hypothese
pgcd(0,1) = 1. Cela implique que ry € —dsk™*.

En regroupant ces résultat, on obtient que r; € rirorsk™? ce dont on déduit

que rors € k*2,

On a ainsi dégagé une condition suffisante pour que ce dernier cas (6(0) = 0)
ne puisse pas se produire: il suffit de s’assurer que ryr3 n’est pas un carré dans le
corps k, ce que 'on fera, a la partie (D), en imposant certaines hypotheses sur le
réel . Donc, en se placant sous ces hypotheses, on aura toujours (a, ) € ker(v,)

lorsque [ = e € k*.

Cas (B2): Sif =e(x—r2)(x —r3)

Dans ce cas ’équation de C~% devient :
—defp? = (ef0 —a(z + 1)%p*)(ef0 — x[(x +1)7 — r]p%).

Comme [ = e(x —ry)(x —r3) et (x + 1) —7® = (& — r)(2x — r2)(x — r3), apres

simplification, on a:
—dep* = (e(x — ro)(x — 1r3)0 — x(x + 1)*?)(ef? — 2(x — r)b?) (1).

De plus, comme dans le cas (B1), I’étude des coefficients dominants montre
que l'on a soit —de € k*?, soit e € k*?: La seule variation dans la démonstration
est, qu’au lieu de comparer deg(f) et deg(v) 4 2, on s’intéresse aux différents cas
suivant que deg(f) est supérieur, inférieur ou égal a deg(vy)) + 1, cela est di au

fait que cette fois f n’est plus de degré 0 mais de degré 2.

(i) On suppose d’abord que 1’on est dans le cas ou —de € k*?:
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Si 6(0) # 0, on a d’apres I"équation (1), —deu?(0) = e*rar36*(0) # 0 donc
rors € dek*? cest-a-dire rors € k*?. Comme on I’a vu auparavant, cette hypothese

sera exclue par le choix de r, le cas 6(0) # 0 ne pourra alors pas se produire.

Si 0(0) = 0, alors d’apres le lemme 1.6.2, on est dans le cas ou les polynémes
(e(x —r2)(x —13)0% —x(2 +1)%¢?) et (ed* — x(x —ry)1p?) admettent x pour pged,
de plus, d’apres (1), leur produit est —deu® € k[z]**. Donc il existe s € k*, u1,
p2 € k[x] tels que:

eh? — x(x — r)p* = szl

{ e(x —ro)(x —r3)0* — x(x + 1)°Y? = sap?

En posant 6 = a6’ avec 0" € k[x], on obtient apres simplification par z :

ex(z —ry)(x —1r3)0? — (x4 1)*¢? = spud
ex? — (x — 1 )b? = su’

Comme pged(f0,v) = et que 8(0) = 0, on a t(0) # 0, donc pour = 0 dans
la premiere équation de ce systeme, on a —*(0) = sui(0) donc —s € k*2.

On a aussi f(r2) = 0 ce qui implique que t(rz) # 0 donc, toujours dans la
méme équation, pour x = ry, —(ry + 1)°¥*(r2) = sui(ry) # 0, on en déduit que
(rs +1) € —sk™.

En regroupant les résultats —s € k™* et (ry + 1) € —sk*?, on obtient que
(rs +1) € k2.

On remarque alors que, comme ry est de la forme 5™ — 1 avec ny € {0, 1,2},
alors on a (ro4+1) = rj". Or j = (5%)* donc 5™ € k*?, la condition (ro+1) € k*?

devient ainsi r € k*2.

Pour exclure le cas #(0) = 0, il suffira d’ajouter I’hypothese r ¢ k** qui

fournira la contradiction souhaitée.

(ii) Si on est dans le cas ot € € k*?:

On peut alors supposer que e = 1 et on a deux possibilités a étudier suivant

que 6(0) est nul ou non.

Si 0(0) # 0, alors les polynomes (x — r2)(x —13)0% — x(x + 1)*)? et 6% — z(x —
r1)Y? sont premiers entre eux (conséquence directe du lemme 1.6.2), leur produit
étant, d’apres ’équation (1), —deu? = —du?, on en déduit qu’il existe s € k*, 1,
pe € k[x]* tel que:
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(v — 1) (2 —1r3)0? — x(x + 1)%? = —dspui
0? — x(x —r)p? = su’
Etant donné que f = (@ — ry)(x — r3) et que ¢ est premier avec f, on a

(r2) # 0 et ¥(rs) # 0 donc dans la premiere équation de ce systeme:

* Pour @ = 1y, on a: —ry(ry + 1)°*(ry) = —dsui(ra), cela implique que

—rao(ry + 1) € —dsk*?

* Pour @ = r3, on a: —r3(rs + 1)°*(r3) = —dsui(r3), cela implique que

—r3(rs + 1) € —dsk*?

On déduit de ces deux relations que ry7r3(ry 4+ 1)(r3 + 1) € k*2. Or on sait que
ry =1j3" —1etrg =rj™ —1 avec ng, ng € {0,1,2}, on a donc (ro+1)(rs+1) =
r?jmetis et comme j = (5%)* € k*? alors (ro + 1)(r3 + 1) € k*2. Cela donne
finalement ryrs € k*2, cette condition est déja apparue précédemment et le réel

r sera choisi de telle facon qu’elle ne pourra pas se réaliser: On ne pourra ainsi

pas avoir 6(0) # 0.

Si 6(0) = 0, alors pged((x —ra)(z —r3)0* —x(x + 1)*? 0* —x(x —r)p?) =
(c’est toujours une conséquence du lemme 1.6.2), leur produit étant —du?, on en
déduit comme auparavant l'existence de s € k*, uy, o € k[x] tels que, en posant

0 = 20’ et en simplifiant par z:

{ z(x —r)(z —r3)0? — (v + 1)%?* = —dspu]
207 — (= ro) = o

Comme pged(f0,¢) = 1, alors (0) # 0 et pour # = 0 dans la premiere
équation de ce systeme, on a —1?*(0) = —dsui(0) donc ds € k*2.

De plus, comme f(ry) = 0, (r2) # 0 donc pour & = ry dans cette méme
équation, on a —(ry + 1)*¢?(ry) = —dspi(re) #£ 0 d’ott (ro + 1) € dsk™.

On obtient ainsi (r, + 1) € k**, ce qui comme on ’a vu auparavant équivaut
ar € k*2 Ici encore, on voit apparaitre la nécessité de supposer que r € k*? pour

pouvoir exclure le cas §(0) = 0.

En s’assurant que r et rors ne sont pas des carrés dans k, on ne peut donc pas
avoir f = e(x —ry)(x —r3). On peut conclure de Uétude qui précéde (¢’est-a-dire
des cas (B1) et (B2)) que sous ces conditions, si (o, 3) € Ck_(i) n’est pas un point

d’ordre fini, on a alors, quitte @ lui ajouter un point d’ordre 2, —dak*? = k*2.
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Cela signifie que Uimage de (o, 3) par v, est Uimage de ce point d’ordre 2. On
est done bien dans les hypotheéses de la proposition 1.5.1.

(C) Etude de la courbe Dl?(i)

Soit d € k™, la courbe D,;(i) a pour équation:

1
—dB* =« (oz2 + 4 ((:1; + 1)3 — 57“3) o+ 7“6:1;2) )

Cette courbe ne possede qu’un seul point d’ordre 2, Pp = (0,0) et son image
dans k(z)*/k(x)*? par v, est triviale.

Soit (o, ) € D;(i) un point d’ordre infini, alors on peut écrire @ = fi—z avec
les notations et les propriétés du lemme 1.5.13. En particulier f est sans facteur

carré et divise B = Lr%2% donc on a deux cas de figure:

16
(C1) Soit f=e € k*

(C2) Soit f = ex avec e € k™.

Cas (Cl): Sif=e

Dans ce cas, I'équation de D~ donne:
1
—dep? = *0* + 4z ((:1; + 1)3 — 57“3) ef*p* 4+ rla?yt,
Mais on peut aussi I’écrire sous la forme:
1 2
—dep? = (e(92 + 2z ((:1; + 1)3 — 57“3) ¢2) — 4:1;2(:1; + 1)3[(:1; + 1)3 — 7“3];/)4.

Etant donné que [(z +1)*> —r®] = (z — ry)(x — r2)(x — r3), pour = r; (on aurait

pu tenir le méme raisonnement avec & = ry ou ¥ = r3), on a:

* Soit (6(92(7“1) + 2r ((r1 +1)% — %r3) ;/)2(7“1)) # 0, alors cela implique que
p*(ry) #£ 0 d'ott —de € k™. Le probleme est réglé car v, (o, ) = —dek*? et

est donc trivial.

36



* Soit (6(92(7“1) + 2rq ((r1 +1)% — %r3) ;/)2(7“1)) = 0, alors p*(ry) = 0 et donc
le polynéme (x — rq) divise g. On en déduit que (x — ry)? divise le membre
de droite de 1’équation précédente, impliquant que (@ — ry) divise ¢. Puis
comme (x — ry) divise ¢ et (6(92 + 2z ((:1; +1)% — %r3) ;/)2) alors il divise a
la fois ¥ et 8. Cela est impossible car, par hypothese, ¢ et § sont premiers

entre eux.

Seul le premier cas peut se produire et donc, lorsque f = ¢ € k*, on a toujours

(o, 3) € ker(y,)

Cas (C2): Sif =ex

Dans ce cas, I’équation de la courbe donne la relation :
1 2
—dexp® = (e:z;(92 + 2z ((:1; + 1)3 — 57“3) ;/)2) — 4:1;2(:1; + 1)3[(:1; + 1)3 — 7“3];/)4.

Par un raisonnement analogue a celui donné dans le cas (C1), on montre que
pour i =1,2et 3, on a —der;u*(r;) = (erlﬂz(ri) + 2r; ((n +1)% — %r3) ;/)2(7“2)) +
0, sinon § et ¢ auraient (z — r;) pour facteur commun. Donc pour ¢ = 1, 2 et 3,
on la relation —der;u*(r;) € k*?, en particulier, —dery € k** et —ders € k** d’ott
on obtient que ryrs € k*2. On a déja auparavant mentionné que cette condition
doit étre exclue par un choix judicieux du réel r, ce qui fait que le cas (C2) ne

peut pas se produire.

Ainsi Uétude des cas (C1) et (C2) montre qu’a condition que rors & k*2, tout
point d’ordre infini de D,;(i) appartient au noyau de v, .

(D) Reformulation des conditions

On a donc en étudiant les courbes Ck_(i) et D,;(i) montré que si r et ryrs ne
sont pas des carrés dans le corps k = Q(7,r), alors les conditions de la proposition
1.5.1 sont réalisées et ainsi il n’y a pas de point d’ordre infini sur C(E&,) donc il n’y
a pas non plus de point spécial sur Cﬂg(lx) car, comme on ’a déja vu, les points de

torsion ne sont pas spéciaux. On va maintenant reformuler les conditions r & k*?
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et rors € k*? pour les exprimer en tant que conditions portant sur le réel r dans

dans le corps Q(r).

Lemme 1.6.4 Soit r un réel, r > 1, soit vy, r9, r3 une permutation de r — 1,
rg—1,r72=1. Sir g Q(r)* et r* +r+1¢&Q(r)? aors ni r ni rary ne sont
des carrés dans k = Q(g,r).

Preuve. On considere un élément ¢ € k*?, deux cas de figure peuvent se présenter :

* Sia€k?2No(r), commek = Q(r,j) = Q(r)(iv/3), on peut écrire a = (u +
vi\/§)2 avecu, v € Q(r), d’oua = u?—3v242uvi/3. Comme a € Q(r) et que
r est un nombre réel, alors soit u = 0, soit v = 0 donc on a respectivement
soit a € Q(r)*?, soit —3a € Q(r)*2.

* S a € k*\Q(r) alors on a Normeyg((a) € Q(r)*

On peut maintenant appliquer ce résultat aux éléments r et a ryrs du corps

Ainsi, si on suppose que r € k** alors r € k** N Q(r) et on doit avoir soit
r € Q(r)*?, soit —3r € Q(r)*%. Le premier cas est exclu par hypothese, le second
ne peut se produire car r > 0 et Q(r) C R. Sous les conditions de I’énoncé, r ne

peut pas étre un carré dans le corps k.

On suppose maintenant que ryrs € k*?:

* Soit on est dans le cas ol 73, r3 est une permutation de {rj —1,rj? — 1} et
donc on a rorz =r* +r+1 € k** NQ(r). On devrait alors avoir, d’apres ce
qui précede, soit r* + 1 + 1 € Q(r)*?, ce qui est impossible par hypothese,
soit —3(r? +r + 1) € Q(r)*? ce qui est impossible car 7* +r + 1 > 0.

* Soit on est dans le cas ott o153 = (r—1)(rj—1) (ou rars = (r—1)(rj*—1)) et
alors ryrs € k**\Q(r). Dans ce cas, on a vu que Normey g (rars) € Q(r)*?
c’est-a~dire (r—1)*(r*+r+1) € Q(r)*?, donc r*+r+1 € Q(r)*? contredisant

les hypotheses de ’énoncé.

On voit donc que, lorsqu’on se place sous les conditions de ce lemme, rors3 n’est

pas un carré dans le corps k. O

Le théoreme 1.6.1 est une conséquence directe de ce lemme et de ’étude qui

précede. En effet, si r un nombre réel vérifiant r > 1 et tel que ni r, ni r? +r+1
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ne sont des carrés dans le corps Q(r) alors la courbe Cﬂg(lx) n’a pas de point spécial
et donc le polynéme F(x,y) n’est pas une somme de trois carrés dans R(x,y).

On peut remarquer deux cas particuliers de ce théoreme:

Corollaire 1.6.5 Le polynome F(x,y) =1+ ((:1; +1)% — %TS) Y2+ =rfalyt est
positif et n’est pas somme de 3 carrés dans R(x,y) lorsque le réel r > 1 vérifie

l'une des deux conditions suivantes :

(1) Le nombre r est un rationnel tel que ni r, ni r2 4+ r 4+ 1 ne sont des carrés

de rationnels.

(2) Le nombre réel r est transcendant.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoreme 1.6.1 car si r est un ra-
tionnel, alors Q(r) = Q@ et si r est transcendant, alors ni r, ni r*+r+1 ne peuvent

étre des carrés dans Q(r). a

On va maintenant vérifier que la famille de polynomes proposée par Christie

est bien un cas particulier de celle donnée ici:

Lemme 1.6.6 Si p1 et v sont deux entiers tels que pt = (—=3)"\ avec n € N* et
A non multiple de 3 vérifiant X = —v (mod 3), alors le nombre rationnel r = ﬁ
n’est pas un carré de rationnel.

Preuve. Supposons que r € Q*%, alors urv = p?r € Q**NZ donc uv € Z*2. Or on
sait que pr = (—3)"X et que A = —v (mod 3) donc il existe un entier m tel que
v =3m— X Ainsi pr = (=3)"A(3m — A) € z** d’ol n est pair, sinon 3 diviserait
A(3m — A) et donc diviserait aussi A ce qui contredirait les hypotheses. on en
déduit que A\(3m — \) € z*2.

On pose alors A = ¢?b ol @ et b sont deux entiers, b étant sans facteur carré.
Comme 3 ne divise pas A, alors il ne divise ni @, ni b. On obtient donc avec cette
nouvelle notation, b(3m — a*b) € z** d’oti, comme b est sans facteur carré, il
divise 3m — a*b et donc b divise 3m. Mais on sait que 3 ne divise pas b donc
pged(b,3) = 1 et cela montre que b divise m, on peut poser m = kb avec k € 7Z.

De la relation b(3m — a*b) € Z** on déduit alors que (3k — a?) € Z** c’est-a-
dire qu’il existe ¢ € Z* tel que a® + ¢* = 3k ou encore a? + ¢ = 0 (mod 3). Mais,
si p est un entier, on a soit p* = 0(mod 3), soit p* = 1(mod 3), donc ici on a
forcément ¢ = 0(mod 3) et ¢ = 0(mod 3) ce qui est impossible car 3 ne divise

pas l'entier a.
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Sous les conditions de ce lemme, on a donc pv &€ Z** et r ¢ Q2 O

Les conditions énoncées par Christie peuvent donc étre regroupées en quatre
catégories et on vérifie que chacune d’entre elle constitue un cas particulier d'une

des hypotheses du théoreme 1.6.1:

* La condition p et v sont deux entiers tels que 0 < p < v se traduit par r = m
est un nombre rationnel tel que r > 1: il s’agit de la condition assurant la

positivité du polynome F'(x,y).

« D’apres le lemme 1.6.6, ¢ = (—3)" A avec n € N* et A non multiple de 3 tel
que A = —v (mod 3) implique que r & Q*%

* On vérifie aisément que la condition p?+pv-+v? ¢ N*2 équivaut a r24r4-1 ¢

Q*Z‘

« Enfin 3u(rv — 1) € I*? pourrait se traduire par 3(r — 1) € Q*? et apparait

comme une condition superflue.

On voit alors que tout polynéme de la famille proposée par Christie se retrouve
dans le cas (1) du corollaire 1.6.5. Le théoreme 1.6.1 constitue donc bien une

généralisation du résultat de Christie.

Remarque 1.6.7 Pour terminer ce chapitre, on peut noter que, méme si sous les
conditions énoncées ci-dessus F'(x, y) n’est pas somme de 3 carrés dans R(z, y), on
peut toujours, pour r > 1, écrire F'(z,y) comme somme de 4 carrés de polynomes

dans R[z,y]. En effet on peut vérifier que:

2 2 3 2 2
1 1
F(z,y)= ((:1;—|—§) :z:y) + ﬁxy == ry? + 1 —|—<—\/r3—1:1;y2)
2 2 2 4 2
Cela montre que F'(x,y) est défini positif et de plus, on s’apercoit que la confi-
guration est différente de celle du cas étudié par Cassels, Ellison et Pfister car le

polynome de Motzkin n’est pas somme de 3 carrés dans R(x,y), mais n’est pas

non plus somme carrés de polynémes dans B[z, y].
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Chapitre 2

Polynomes factorisés

L’objectif de ce chapitre est de construire de nouvelles familles de polynomes
positifs qui ne sont pas somme de 3 carrés dans R(x,y): On va ici s’intéresser
plus particulierement aux polynomes F'(x,y) factorisés dans R[z,y] sous la forme
(y* + a(2))(y* + b(2)) ott a(x) et b(x) sont des polyndmes positifs définis sur le
corps ko[z], avec kg sous-corps de R.

Les courbes elliptiques associées a F'(x, y) ont alors pour équations de Weiers-
trass C™' i =32 = a(a® —2(a+b)a+ (a —b)*) et D7 : —3? = a(a + 4a)(a + 4b).
Cette derniere courbe est a 2-torsion ko[x]-rationnelle et il est alors possible d’uti-
liser la méthode donnée dans le chapitre 1 pour montrer la non-existence de point
d’ordre infini C(x)-rationnel sur les courbes C™* et D~'. Cela amene a étudier les
courbes C™% . —dp? = a(a?—2(a+b)a+(a—0b)?) et D~ —dp? = a(a+4a)(a+4d)
sur k(x) ou k est le corps de décomposition des polynomes ab et (a — b). On ob-
serve aussi en adaptant la remarque 1.5.13 que pour limiter le nombre de cas a
traiter pour les points de ces courbes, il faut que les décompositions en facteurs
dans C[z] de ces polynomes ab et (a — b) soient les plus simples possibles. Cepen-
dant, comme Hilbert a montré que les polynomes semi-définis positifs de degré
total au plus 4 sont sommes de 3 carrés dans R[x, y], I'un au moins des polynomes
a ou b doit étre de degré supérieur ou égal a 4. Un choix intéressant est donc de
prendre pour a(x) le carré d’un polynome de R[z]| de degré 2, de plus, avec cette
configuration, F' est le produit d’une somme de 2 carrés par une somme de 3 car-
rés de polynomes dans R[z,y], c’est un cas de figure qui n’avait jusqu’a présent
jamais été rencontré dans ce type de probleme, aucun des polynémes proposé par
Cassels, Ellison et Pfister ou par Christie ne se présentant sous cette forme. Par
ailleurs, si I'on cherche a ce que F(x,y) soit strictement positif, il faut que a n’ait

pas de zéro réel, et apres transformation linéaire, on supposera que a = (z* +1)%.
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On choisira aussi, toujours pour limiter le nombre de facteurs dans C[z] des po-
lynémes b et (a —b), de prendre pour (a — b) une constante réelle ou le carré d’un
polynéme de degré 2 de la forme ma? + n, avec m, n € R, le polynéme F(z,y)
ne dépendra alors que de x2.

Dans la section 2.1, on fera une étude générale suivant la forme de a et de
b des points de torsion d’ordre 2", n € N* des courbes Cﬂg(lx) associées aux poly-
nomes F(z,y) = (y* +a(x))(y*+b(x)) ce qui permettra d’exclure certains cas ou
la courbe Cﬂg(lx) possede des points de torsion spéciaux. Il sera utile aussi de déter-
miner les points d’ordre 2", n € N* sur les courbes Ck_(i) et D,;(i), ou k est le corps
de décomposition de ab(a — b) et d € k*, dans le but de faciliter ultérieurement
I’étude des autres points de ces courbes.

Comme on I’a précisé ci-dessus, les polynomes F(x,y) étudiés dans ce chapitre
ne dépendront que de z%, on proposera dans la section 2.2 une variante de la
méthode du chapitre 1 qui s’applique a ce cas de figure et permet alors de se
ramener a la démonstration de la non-existence de point d’ordre infini sur deux
courbes elliptiques auxilliaires C~' et C~' dont I'étude est plus simple que celle
de C71. On pourra, par un choix judicieux des polynémes a et b, faire en sorte
que le corps k sur lequel on doit faire 1’étude reste réel.

Ensuite, a la section 2.3, on s’intéressera au cas de la famille de polynémes
(y* + (22 + 1D)?)(y* + (z* + 1)* — r?) pour 0 < r < 1, et on montrera que pour
certaines de ces valeurs de r, ces polynomes ne sont pas des sommes de 3 carrés
de fractions rationnelles et a la section 2.4, on proposera 1’étude du cas limite
r=1.

Il semble, a travers les différents exemples étudiés, que 1'étude de ce qui se
passe aux valeurs réelles de x ot la courbe C™! est singuliere soit insuffisante
pour conclure a la non-existence de point spécial sur cette courbe. De plus, dans
lexemple (y* + (2% + 1)?)(y* + (2* + 1) — r?) avec 0 < r < 1, on s’aperqoit
que la fibration de la courbe C™! ne présente pas de singularité réelle excepté a
I’infini, ’existence des singularités réelles ne semble donc pas étre une condition
nécessaire dans ce type de probleme. Cela deviendra plus évident dans la section
2.5 ou I’on proposera 1’étude d’une famille de polynémes pour lesquels la fibration
sur PY(R) de Cﬂg(lx) et de Dﬂg(ll,) ne présente aucune singularité réelle, pas méme
a l'infini: on montrera que pour certaines valeurs de r € [0,1], le polynéme
(y* + (22 + 2)")(y? + (22 + 2)* — r?(2* + 1)*) n’est pas une somme de 3 carrés
dans R(x,y)
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2.1 Etude des points d’ordre fini

On va considérer dans cette section les polynomes de la forme F(z,y) =
(4 + al)) (g + b(2)) = 4* + (a(2) + ()3 + a()b(x) o a(«) et b{z) sont des
polynémes positifs non constants de R[x]. Avec cette nouvelle notation, on doit
prendre pour k le corps de décomposition du polynéme ab(a — b).

La courbe C™! a pour équation —3? = a(a? —2(a + b)a + (a — b)?) et admet
toujours le point Pe = (0,0) d’ordre 2. La courbe D! a pour équation —3% =
a(a 4 4a)(a + 4b) et elle admet donc trois points R(x)-rationnels d’ordre 2 qui
sont Pp = (0,0), Py = (—4a,0) et Py = (—4b,0).

L’objectif de cette section est double. D’une part, on veut s’assurer qu’aucun
des points d’ordre 2", n € N, de la courbe Cﬂg(lx) n’est spécial et pour cela, il va
falloir tous les déterminer. D’autre part, afin de faciliter 1’étude ultérieure des
courbes Ck_(i) et D,;(i), avec d € k*, il est intéressant de connaitre le plus possible
de points de torsion de ces deux courbes: cela permettra de se ramener plus
simplement aux conditions de la proposition 1.5.1. C’est pourquoi dans la suite
de cette section, k va désigner un sous-corps quelconque de C et on étudiera,
lorsque d € k*, la situation des points d’ordre 2" sur les courbes Ck_(i) et D,;(i) en
s’intéresserant plus en détail au cas particulier ou k =R et d = 1.

Pour cette étude, on va principalement utiliser les morphismes v, et 7, et
les isogénies ¢, ,, et y, . dont on rappelle ici les formules en les adaptant aux

nouvelles notations:
Pour ¢, , : ClsD
GonlaB) = (ZH5, =00 5) sia # 0,
¢ep(Pc)=0p et ¢, ,(Oc)= Op.

Pour ¢, . : D40
_dB? a2—_16a .
Poclonf) = (S5 =5H20) si a # 0

Pep (PD) =0 et S‘QC,D(OD) = Oc¢.

On rappelle aussi les équations des courbes C~% et D7
C™": —dp?* = afa® = 2(a(z) + b(x))a + (a(x) — b(x))?),

Dt —d3? = ala +4a(z))(a + 4b(x)).
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(A) Points d’ordre 2

Proposition 2.1.1 Les points d’ordre 2 sur les courbes Ck_(i) et D,;(i) sont les

sutvants :
(1) Il y a toujours sur la courbe Ck_(i) le point Pe = (0,0) d’ordre 2.

(12) La courbe Ck_(i) posséde deux autres points d’ordre 2 si et seulement si ab €

k(z)2. Sik =R et d =1, ces deux points sont spéciaux.

(1i7) La courbe D,;(i) posséde toujours trois points d’ordre 2: Pp = (0,0), Py =
(—4a,0) et Py = (—40,0).

Preuve. Les points (i) et (iii) sont évidents. Démontrer le (ii) revient a prouver
que la courbe C=¢ est a 2-torsion k(z)-rationnelle si et seulement si ab € k(z)*?,
ce qui est une conséquence directe de la remarque 1.3.3 adaptée aux nouvelles
notations.

2

Dans le cas ou k = R et d = 1, on peut poser ab = ¢* avec ¢ € R[z] et on a

alors :
o? — 2(a + b)a+ (a — 6)2 = (a —(a+ 6)2)2 — 4ab
= (a—(a+b+2¢)(a—(a+b—2¢)).

On obtient donc sur Cﬂg(lx) des points d’ordre 2 de premiere coordonnée o =
a + b+ 2¢ et on vérifie aisément que ces points sont spéciaux: étant donné que
ab = ¢* dans R[], on peut écrire a = PQ* et b= PR?* ot P, ), R € R[x] et P est
sans facteur carré, de plus P est positif car a et b le sont. On a alors ¢ = £ PQR
et a+b+2c=PQ*+ PR*+2PQR = P(Q+ R)?, donc a+ b=+ 2c est positif. Ces
points étant spéciaux, d’apres le théoreme 1.1.1 le polynéme F' est somme de 3

carrés de fractions rationnelles. O

Remarque 2.1.2 On peut aussi voir directement que si ab est un carré dans
R[z], le polynome F' est somme de 3 carrés de fractions rationnelles. En effet,

comme b = as? avec s € R(z) et a = uj + u3, avec uy, uy € Rz, on a:
Flag) = & (5 + o+ ) (D +ui+3)
= s (y2 + 0% + uf + u%) (02 + (%)2 + (u2)® + (—u1)2) :

et la formule de multiplication de quaternions donne une représentation de F'(z,y)

comme somme de 3 carrés de fractions rationnelles.
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Comme on s’intéresse au cas ou il n’y a pas de points spéciaux sur Cﬂg(lx), on
supposera a partir de maintenant que ab ¢ R(:L')*Z. Dans ce cas, on ne peut pas
non plus avoir ab € k(x)*?, car on aurait alors ab € C(z)*? et donc —ab € R(x)*%

ce qui est impossible car ab est non négatif.

Corollaire 2.1.3 Lorsque ab ¢ R(z)*?, la courbe Cﬂg(lx) ne possede qu’un seul

point d’ordre 2, Pe, qui n'est jamais spécial.

Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition 2.1.1, sachant que P¢
n’est jamais spécial car sa premiere coordonnée a est nulle et donc —(a? — 2(a +
b)a + (a — b)*) = —(a — b)? n’est pas somme de 2 carrés dans B(z). O

Avant d’étudier les points d’ordre 2" supérieur a 2, on peut remarquer que:

Lemme 2.1.4 Dans le cas général, les antécédents dans D;(i) par ¢, . du point
Pe, sont les points Py = (—4a,0) et Py = (—4b,0).

Preuve. Comme ~,(Pc) = (a — b)*k(x)*?, alors Pe € ker(vy,) = @DVC(D,;(C;)).
Pour trouver ses antécédents par ¢,, ., on va chercher (o, ) € D,;(i) tel que

©pcla,B) =1(0,0), lorsque o # 0 cela donne:

a2
T
a2 —16ab _ 0

On doit donc avoir 3 = 0, il n’y a que 3 possibilités sur D,;(i) pour (a,3): les

points d’ordre 2 qui sont Pp = (0,0), Py = (—4a,0) et Py = (—4b,0). Le point
Pp ne convient pas car ¢, . (Pp) = Oc¢, les antécédents de P¢ par ¢y o sont donc
les points P; = (—4a,0) et Py = (—4b,0). O

Le point P¢ peut donc éventuellement étre un double sur Ck_(i), ce qui impli-

querait 1’existence de points d’ordre 4 sur cette courbe.

(B) Points d’ordre 2" supérieur ou égal a 4

Proposition 2.1.5 Les points d’ordre 2™ supérieur ou €gal a 4 sur les courbes

Ck_(d) et D,;(i) sont les suivants:

xr

(i) Si ni da ni db ne sont des carrés dans k(x), il n’y a pas de point d’ordre 4 ni
sur Ck_(i), ne sur D,;(i). En particulier cela se produit lorsque nt a ni b ne sont des

carrés dans C(x).
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(ii) Si a = u® avec u € k(x)* et si b & C(x)*?, alors:

x Sid & k*?, il n’y a pas de point d’ordre 4, ni sur Ck_(i), ne sur D,;(i).
* Sid € k*?, il ya des points d’ordre 4 sur Ck_(i) qui sont de la forme (b —
a,:l:%(b —a)u). Dans le cas ou k =R et d = 1, si b— a est positif, alors

ces points sont spéciaur.

« Sia— b n'est pas un carré dans k(x)*, il n’y a pas de point d’ordre 4
sur D;(i) et pas de point d’ordre 8 sur Ck_(i)'

* Sia—0b=v?avecv € k(z), il y a des points d’ordre 4 sur D,;(i) qui

sont : (—du(u + v), :I:%uv(u +v)) et (—du(u —v), :I:%uv(u —v)).
Enfin, lorsque u & k(x)** et pged(u,v) = 1, il n’y a aucun point d ordre

8 nt sur Ck_(i), ne sur D,;(i).

Preuve. Pour déterminer d’éventuels points d’ordre 4 sur les courbes Ck_(i) et D,;(i),

il faut étudier 'existence d’antécédents par I'isogénie ¢, , des points Pp, Py et
P, de la courbe D,;(i).

Tout d’abord on a v, (Pp) = abk(x)**, or on a supposé que ab n’est pas un
carré dans k(z) donc Pp & ker(v,) = ¢, (Ck_(i)), ce point n’étant pas I'image
d’un point de Ck_(i) par I'isogénie ¢, ,,, il ne peut donc pas non plus étre un double
sur D,;(i). Par contre pour Py et Py la situation est différente: v, (Py) = dak(x)*?
et v,(Pz) = dbk(x)** et on n’est pas dans le méme cas de figure suivant que da
ou db sont ou ne sont pas des carrés dans k(z).

Pour démontrer le (i), il suffit de remarquer que si ni da ni db ne sont des carrés
dans k(x), alors aucun des points Py et P, n’appartient a ker(y,) = ¢, (Ck_(i))
et il n’y a pas de point d’ordre 4 ni sur Ck_(;), ni sur D,;(;). Ceci sera en particulier

le cas si a et b ne sont pas des carrés dans C(x).

On va maintenant démontrer le (ii), on suppose que a = u* avec u € k(z)*.
Comme b & C(x)**, db n’est un carré dans k(z) pour aucune valeur de d € k*, et
Yp(P2) = dbk(x)** # k(x)*?. Le point P, n’appartient donc pas a ¢, , (Ck_(i)).

Par contre, v, (Py) = dak(z)* = du’k(x)? = dk(x)?, et Py € ker(v,) = ¢, (Ck_(i))
si et seulement si d € k*%. Ainsi, si d € k*?, le point P; n’admet pas d’antécédent

par ¢, ,, et il n’y a alors de point d’ordre 4 ni sur Ck_(;), ni sur D,;(;).

On suppose désormais que d € k*?. Dans ce cas, il existe (o, 3) € Ck_(i) tel que
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Yepla, ) = (—4a,0) c’est-a-dire a # 0 et :

AP — o= 4’ #0 (1)
ua_bﬁﬁ —0 (2)
—dﬁz = a(a® —2(a + b)a + (a — b)?) (3)

D’apres (1), 8 # 0 donc dans (2) on obtient a* = (a — b)%.

* Si = (a—0b), on adans (3), apres calcul, —d3* = (a — b)?(—4b) ce qui est

impossible car b n’est pas un carré dans C(x).

* Si a = (b—a), on a, d’apres (3), —dB* = (a — b)*(—4a) donc df* =
4(a—b)*u?, d’ot f = :I:\/—(b a)u, ce qui donne les points (b—a :I:\/—(b aju)

sur la courbe Ck(x)

Ces points sont bien d’ordre 4, car leur image par ¢, . 0 ., c’est-a-dire leur
double, est le point Pe d’ordre 2.

Il apparait alors que, dans le cas ou kK =R et d =1, si b — a est un polynome
positif alors les points (b — a, £2(b — a)u), d’ordre 4 sur la courbe Cﬂg(lx), sont

spéciaux et donc F(x,y) est une somme de 3 carrés dans R(z,y).

Remarque 2.1.6 Dans ce cas on pouvait voir directement que F'(x, y) est somme

de 3 carrés dans Rz, y], en effet:

Flz,y) = (V¥ +a)(y>+0b)
= (W+a)(y*+a+b—a)
= WP+a)+ W +a)(b—a)
= WP +a)+ W +u?)(b—a)

Comme le polynome b — a est positif, il est somme de 2 carrés dans R[z], donc
(y* +u?)(b—a) est une somme de 2 carrés dans B[z, y], ce qui donne une écriture

de F(x,y) comme somme de 3 carrés de polynomes.

On observe maintenant que ’existence de points d’ordre 4 sur la courbe D,;(i)
est équivalente & celle d’antécédents par ¢, . des points (b — a, :I:%(b —a)u). Or
Y. (b —a, :I:%(b —a)u) = —d(b—a)k(z)? = (¢ — b)k(x)*?, donc si a — b n’est pas

un carré dans k(z)*, il n’y a pas de point d’ordre 4 sur la courbe D;(i) et pas de

point d’ordre 8 sur Ck_(i)
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Par contre, si (a —b) = v?, avec v € k(x), alors (b— a, :I:%(b— a)u) € ker(y,)
et il existe (o, 3) € D;(i) tel que ¢, (o, 3) = (b—a, :I:%(b—a)u), ce qui équivaut

a:

S =b—a= v’ (4)

%[3 = £2(b — a)u = +2uv? (5)

—df* = a(a? + 4(a + b)a + 16abd) (6)
D’apres I’équation (4), —dB? = —4v?a? et donc en substituant dans 1’équation
(6), on a:

—4v?a? = oz(oz2 +4(a 4 b)a + 16ab).

Or a = u® et a — b= v?, ce qui donne:
ala® + 8uta + 16u*(u® — v?)) = 0.

Mais o # 0, sinon on aurait soit ¢, .(a, ) = Oc, soit ¢, .(a, 3) = Pe, on obtient
donc:

o + 8ula + 16uQ(u2 — v2) = 0.

Comme le discriminant du polynéme X? 4 8u?X + 16uz(u2 — vz) est 64u?v?, alors
a = —4u(u £ v) et on en déduit la seconde coordonnée 3 grace a I’équation (5)

ou a I"équation (6).

Enfin, pour qu’il n’y ait pas de point d’ordre 2" supérieur ou égal a 8 ni sur
Ck_(i), ni sur D,;(i), il suffit alors qu’aucun des points d’ordre 4 de D,;(i) n’appar-

tienne a ker(y,), et comme on connait les images de ces points par 7, :
* vy, (—4du(u + v), :I:%uv(u +v)) = du(u + v)k(z)*?* = u(u + v)k(z)*?,
* v, (—du(u — v), :I:%uv(u —v)) = du(u — v)k(z)*?* = u(u — v)k(z)*?,

on s’apercoit que cela est le cas lorsque ni u(u+ v), ni u(u — v) ne sont des carrés

dans k(x).

Remarque 2.1.7 On peut supposer u et v premiers entre eux sinon, comme a =
u® et b = u?—v?, alors @ et b ont un facteur carré commun p? ot p = pged(u, v), il
est alors possible de se ramener au cas ou pged(u,v) = 1 par une transformation
linéaire en y en posant y = py'.

Puisque pged(u,v) = 1, alors pged(u,u + v) = pged(u,u — v) = 1, donc il
suffira de supposer que u n’est pas un carré dans k() pour qu’il n’y ait pas de

point d’ordre 8 sur aucune des courbes Ck_(i) et D,;(i).

48



Cette remarque acheve la démonstration de la proposition 2.1.5. O

On pourrait continuer I’étude des points d’ordre 2", par exemple dans le cas
ot u=p*etut+v=>A,\ p€k(z) llya alors des points d’ordre 8 sur Ck_(i),

de la forme:

(12 = X+ )2 £ ZpA(p? = X2 (i + M)?)

ainsi que les points:

(12 = 22) (= N2, = ZpA(p? = A2 (= A)?) .

Il faudrait alors s’assurer, dans le cas ou & = R et d = 1 que ces points d’ordre
8 ne sont pas spéciaux et, dans le cas génral, continuer I’étude lorsque ces points
appartiennent a ker(v,) c’est-a-dire quand —(p? — A\?*) € BR(z)**. Comme on peut
supposer pged(A, ) = 1, on aurait alors A = n? + £2 et u = n? — £2, avec 7,
£ € k(x). Mais continuer ainsi cette étude s’avere tres fastidieux et en pratique,
on ne va étudier que des cas ot u n’est pas un carré dans C(x) et donc ou on n’a

aucun point d’ordre 8.

(C) Lorsque le corps de base est »

Il est intéressant pour la suite de limiter le nombre de facteurs irréductibles
du polynéme ab(a — b) en choisissant a et b tels que a = u? et @ — b = v* avec
u, v € R(x), et dans ce cas les courbes Cﬂg(lx) et Dﬂg(ll,) peuvent posséder des points
d’ordre 4. C’est pourquoi on termine cette section par un résumé des conditions
nécessaires afin de ne pas avoir de point spécial d’ordre 2" sur la courbe Cﬂg(ll,), ce

qui permettra d’orienter le choix des polynomes a et b pour les exemples traités:

* On doit avoir ab € B(2)*?, sinon la courbe Cﬂg(lx) possede des points d’ordre

2 spéciaux.

2

* Lorsque a = u? avec u € R(x), on doit supposer que b — a n’est pas positif

sinon la courbe Cﬂg(lx) possede des points d’ordre 4 spéciaux.

? avec v € R(z), on supposera que pged(u,v) = 1 et que

* Lorsque a —b=v
u & B(x)*?, cela suffira & interdire I’existence de point d’ordre supérieur ou

égal a 8 sur la courbe Cﬂg(lx).
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2.2 Polynomes pairs

Dans cette section, on va s’intéresser au cas particulier ou le polynéome F(x,y)
est pair relativement & x et ott on peut donc écrire F'(x,y) = y*+ A(2?)y?+ B(a?),
A et B étant des polynémes en une variable et a coefficients dans le corps kg C R.

Il est alors intéressant de remarquer que la courbe C™! a ici pour équation :
—3* = a(a® — 2A(2?*)a + A*(2?) — 4B(2?)) et est donc globalement invariante
par 'involution o, : R(x) — R(x) définie par:

{ 0-1’|]R = [d|]R

ox(x) = —x

Cette particularité va permettre dans certains cas de remplacer ’étude des
points d’ordre infini de la courbe Cﬂg(lx) par celle de courbes elliptiques plus faciles

a étudier, cela se fera en appliquant la proposition suivante:

Proposition 2.2.1 Sila courbe C™' : —3* = a(a® —2A(z*)a+ A*(2?) —4B(2?))
admet un point d’ordre infini R(x)-rationnel, alors il existe un point d’ordre infin,
défini sur le corps des fractions R(z), sur l'une des deux courbes ¢! ou C1

d’équations :
« C-1 - —03* = ala? = 2A(2)a + A%*(2) — 4B(2))

¥ CL: —03* = ala? —2zA(2)a + 22 A*(2) — 422 B(z)).

Preuve. On suppose qu’il existe un point P, non de torsion, sur Cé(lx). Comme la
courbe C];(ll,) est globalement invariante par la transformation o, alors le point
o,(P) appartient aussi a Cﬁ(lx), car si on pose P = (ap,fp), alors o,(P) =

(0u(ap), 02(0p)))-
Considérons maintenant le point @ = P + o, (P):

* Dans le cas ou ce point n’est pas de torsion, il est invariant par o, et ses
coordonnées sont donc des fractions rationnelles paires en . On a donc
Q = (ag(x?), Bg(x?)) vérifiant la relation :

—05(2%) = aglaj(z?) — 2A(2%)ag(x?) + A%(2?) — 4B(x?))

En posant z = x2, on obtient:

—B5(2) = ag(2)(ag(z) — 2A(z)aq(z) + A*(2) — 4B(2)).
On a ainsi un point (ag(z), Bo(z)) € Cﬂg(lz) et ce point est d’ordre infini sur

CAﬂg(lz) car () n’est pas de torsion sur Cﬁ(lx).
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* O1 le point () est de torsion sur Cé(lx), on note n € N son ordre et alors
n@Q = O¢ donc nP = —no,(P). En posant R = nP, on obtient un point
d’ordre infini sur C];(ll,) vérifiant 0,(R) = —R. La premiere coordonnée de
R est donc invariante par la transformation o, ce qui prouve que c’est
une fraction rationnelle paire en x. La seconde coordonnée 3; de ce point
vérifie 0,(31) = — et est donc une fraction rationnelle impaire en . On
peut alors écrire: R = (agr(2?),23r(z?)) ol ar et (g sont des fractions

rationnelles a coefficients dans R.

Cela donne, dans I’équation de C];(ll,) :

—v*0p(2?) = ap(a?)(ak(e?) = 2A(2%)ap(e?) + A*(2?) — 4B(2?)).

En posant z = 2%, on obtient :

—20h(2) = ar(z)(ak(z) — 24(z)ar(z) + A*(z) — 4B(2)).

On a ainsi, avec la notation introduite au chapitre 1, un point d’ordre

infini sur la courbe elliptique Cﬂg(zz). Pour achever la démonstration de la
proposition, on pose:
= ZOR

{ = 2*fr

Ce qui donne la relation : —f—j = %(j—j —2A(2)2 + A*(z) — 4B(z)), c'est-a-

dire apres simplification:

evipe

—3* = oz(oz2 —2zA(z)a + ZQAQ(Z) — 4223(2)).

On a alors un point sur la courbe Cvﬂg(lz) qui n’est pas de torsion car le point

R est d’ordre infini sur Cﬁ(lx).

L’existence d’'un point P d’ordre infini sur C];(ll,) implique donc soit celle d’un
point d’ordre infini sur la courbe CAﬂg(lz) dans le premier cas, soit celle d’un point

d’ordre infini sur la courbe Cvﬂg(lz) dans le second cas. O

Grace a cette proposition, on peut se ramener a travailler sur les courbes c-!
et C~': Pour démontrer que la courbe C];(ll,) n’a pas de point d’ordre infini, on
prouvera qu’aucune des deux courbes C;(ll,) et CE(II,) n’en possede et pour cela, on
pourra utiliser la méthode donnée au chapitre 1.

On introduira donc les courbes D' : —3* = a(a® + 4A(2)a + 16B(z)) et
D' —p% = a(a? + 4zA(2)a + 1622 B(2)). Comme on ’a remarqué auparavant,
pour que I’étude de c-! par cette méthode soit possible, il faut que I'une des deux

courbes C~' ou D~ soit & 2-torsion C(z)-rationnelle. De méme pour étudier c-1,il

51



est nécessaire que C~! ou D! soit aussi & 2-torsion C(z)-rationnelle. On remarque
que si ! (respectivement 15_1) est a 2-torsion C(z)-rationnelle, alors c’est aussi
le cas de C! (respectivement D) : cela est vérifié lorsque B(z) (respectivement
A%*(z) —4B(z)) est un carré dans C(z) et on se placera donc dans 1'un de ces cas.
On choisira le corps k de telle maniere que les polynémes A?(z) —4B(z) et B(z)
solent décomposés sur k(z) et que B(z) (respectivement A?(z) — 4B(z)) soit un
carré dans k(z). En suivant la méthode du chapitre 1, on sera amené a étudier,
pour d € k*, les points des courbes é,;(i), f?,;(i) d’une part et Cvk_(i) et T?,;(i) d’autre
part afin de se ramener aux conditions de la proposition 1.5.1 pour chacune des
courbes C~1 et CL.

L’intérét de substituer & Pétude de C=' celle des deux courbes auxilaires C~!
et C~' est que dans certains cas il sera plus simple de travailler sur ces deux
dernieres. En effet, pour étudier les points des courbes é,;(i), f?gé), Cvk_(i) et f?,;(i)
on travaillera sur le corps k, alors qu’auparavant on considérait les courbes C~¢
et D~ définies sur le corps de décomposition des polynomes A%(z?) — 4B(x?) et
B(z?), le corps k est trés souvent plus restreint que ce dernier, en particulier, sur
des exemples bien choisis, on a k C R, ce qui permet d’utiliser des conditions de
signe. De plus le nombre de facteurs premiers des polynémes A*(z) — 4B(z) et
B(z) dans C(z) est moins important que le nombre de facteurs de A*(z?)—4B(x?)
et B(z?) dans C(x), ce qui, étant donné ce qu’on a démontré dans le lemme 1.5.13,

permet de diminuer le nombre de cas a étudier sur chaque courbe.

Ainsi pour prouver qu’une courbe Cﬂg(lx) n’a pas de point spécial, on commen-
cera toujours par effectuer 1’étude des points d’ordre 27, n € N, pour s’assurer
qu’aucun d’entre eux n’est spécial, puis on fera I’étude des points des quatre
courbes é,;(i), f?,;(i), Cvk_(i) et T?,;(i) afin de se ramener aux conditions de la proposi-
tion suivante, ou 4, (respectivement 4, ¥., ¥, ) désigne I'analogue du morphisme

v, pour la courbe é,;(i) (respectivement f?gé), Cvk_(i), f);(i)) :

Proposition 2.2.2 Si pour tout élément d € k*, les images des morphismes
Yo Cv,;(i)%k(z)*/k(z)*z, Yp - D,;(i)—ﬂf(z)*/k(z)*z, Yo C,;(i)%k(z)*/k(z)*z et
¥p D,;(i)—ﬂf(z)*/k(z)*z sont les images des points de torsion alors la courbe

Cﬂg(lx) est de rang nul.

Preuve. On démontre, comme au chapitre 1, que sous ces conditions, il n’y a pas
de point d’ordre infini ni sur éﬂg(lz), ni sur Cvﬂg(lz) donc d’apres la proposition 2.2.1,

il ne peut pas y avoir de point d’ordre infini sur Cﬂg(lx). O
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2.3 Une premiere famille de polynomes factori-

»

SeS

On va considérer dans cette section le polyndome F(z,y) = (y? + a(x))(y* +
b(z)) avec a(z) = (2? + 1)* et b(x) = (z* +1)? —r? et 0 < r < 1, on va montrer
que pour certaines valeurs de r, ce polynome n’est pas une somme de 3 carrés

dans R(x,y), en particulier on prouvera le théoreme suivant :

Théoreme 2.3.1 Soit r un nombre réel tel que 0 < r < 1, sir est transcendant
ou si r est un nombre rationnel tel que ni r, ni r(r + 1) ne sont des carrés de
rationnels, alors le polynome F(z,y) = (y* + (2* + 1)?)(y* + (2* + 1)* — r?) est

strictement positif mais n’est pas une somme de 3 carrés dans R(x,y).

Parmi les polynémes positifs factorisés sous cette forme, F(z,y) = (y* +
(2 + 1)*)(y* + (2? + 1)* — r?) est ’exemple le plus simple a étudier : Comme on
’a signalé dans l'introduction de ce chapitre, en prenant pour a(x) le carré d’un
polynome de degré 2 et strictement positif, apres transformation linéaire, on peut
supposer que a(x) = (z2+1)?, et pour limiter le nombre de facteurs dans C[z] des
polynomes b et (a —b), on prend pour (a —b) une constante réelle sous forme d’un
carré r?, car alors on peut écrire b(x) = (22 +1)* —r? = (2* 4+ 1—7r)(z®+1+47), ce

qui permet d’effectuer une premiere factorisation sans introduire de racine carrée.

Les courbes elliptiques associées a ce polynome F' sont :

* C71: =% = a(a? — 2(a + b)a + (a — b)?), ce qui donne:
—B3* =a(a® =2(2(2* + 1)* = rHa + 1)

« D71 —p% = a(a + 4a)(a + 4b), c'est-a-dire:
B = ala+ 42 + 1)*)(a + 4[(z? + 1)* = r?])

On remarque que pour tout x¢g € R, 0 < a(xg) < b(xg), cela implique alors
clairement que pour tout zy € R, les points d’ordre 2 de la courbe elliptique
d’équation —3? = a(a + 4a(wxo))(a + 4b(xg)) définie sur B sont tous distincts,
donc la fibration de la courbe D™ n’admet pas de singularité réelle autre qu’a
I'infini. De méme si xg € R, les points d’ordre 2 de la courbe elliptique d’équation
—3* = a(a® —2(a(xo)+b(zo))a+(a(xo) —b(xg))?) définie sur R ont pour premieres
coordonnées 0, a(xo) + b(xo) — 2¢/a(x0)b(x0) et a(xg) 4 b(xo) + 24/a(x0)b(xo) et
comme les polynémes ab et @ — b ne s’annulent pas sur R, ces points sont distincts

et la fibration de la courbe C™! n’admet de singularité en aucun point x¢ € R. Par
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contre les coefficients dominants des polynémes a et b étant égaux, cette fibration
admet une singularité réelle a I'infini.

Ainsi I'étude de ces courbes ne peut pas étre basée sur des arguments de
spécialisation en des valeur réelles pour lesquelles la courbe dégénere, il faut
utiliser des arguments correspondants a des singularités complexes de la fibration.
Ce recours a des spécialisations de = en des valeurs complexes sera masqué par
Papplication de la proposition 2.2.1, ayant posé z = x2, les spécialisations de z se
feront ici en des valeurs réelles.

On remarque en effet que le polynome F' est pair relativement a x donc,
comme on ’a vu a la section précédente, on sera amené a considérer les courbes

elliptiques suivantes :

N

# C71 =2 = a(a® = 2(2(z + 1)? = r?)a + 1)

« D71 32 = ala + 4z + 1)) (a +4[(= + 1)2 =)

# C1 i —p% = ala? = 2(2(z + 1) — r¥)za + 1'2?)

* D7V =32 = oo+ 4(z + 1)%2) (e + 4[(z + 1)? — r¥)z)

Ces courbes elliptiques sont définies sur le corps ko(z) avec kg = Q(r). Si les
deux courbes C~' et C~! ne sont pas a 2-torsion ko(z)-rationnelle, en revanche,
DletD!le sont, on est donc bien dans un cas de figure ou ’on peut prouver la
non-existence de point d’ordre infini sur les courbes C=1 et C~1 avec la méthode
proposée au chapitre 1. Pour cela on doit introduire k£ le corps de décomposition
des polynémes a—b=r? et ab = (z+1)*[(2+1)*—r?] = (z+1)*(z+1+7)(z+1—7),
c’est-a-dire k = Q(r) = ko.

Voici le plan que 1’on suivra pour montrer que sous certaines conditions sur
le nombre r, F(z,y) = (y* 4+ (2? + 1)*)(y* + (2? + 1)* — r?) n’est pas somme de

3 carrés dans R(x,y):

(A) On commence par déterminer les points d’ordre 2", n € N, de la courbe

Cﬂg(lx) pour s’assurer qu’aucun d’entre eux n’est spécial.

(B) Pour d € k*, on étudie les points de la courbe C-4 . —dp? = ala? —
2(2(z + 1)* — r¥)a + r) définis sur le corps k(z) afin de déterminer des
conditions suffisantes sur le réel r pour que l'image du morphisme 7, :
é,;(i)%k(z)*/k(z)*z soit I'image des points de torsion c’est-a-dire , dans ce
cas, triviale. Il apparaitra en fait que cela est vrai pour toutes les valeurs

de r.
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(C) Pour d € k*, on étudie les points de la courbe D —dp? = ala+4(z +
D)) (a + 4[(z + 1)* — r?]) définis sur le corps k(z) afin de déterminer des
conditions suffisantes sur le réel r pour que l'image du morphisme 4, :
é,;(i)%k(z)*/k(z)*z soit I'image des points de torsion, et comme a la partie

(B), on verra qu’aucune condition spécifique sur r n’est requise.

(D) On recherche en étudiant la courbe C=% @ —dB? = a(a? — 2(2(z + 1) —
r?)za + r'z?) des conditions suffisantes sur r pour que, pour tout d € k*,

*2

I'image du morphisme 7, : Cvk_(i)—%(z)*/k(z) soit 'image des points de

torsion.

(E) On recherche en étudiant D . —df* = ala+4(z+1)22)(a+4[(z+1)*—r?]2)
des conditions suffisantes sur r pour que. pour tout d € £*, 'image du

morphisme ¥, : é,;(i)%k(z)*/k(z)*z soit 'image des points de torsion.

(F) Pour conclure cette section on reformulera certaines des conditions portant
sur le nombre r obtenues aux parties (D) et (E) et qui permettent de se
ramener aux hypotheses de la proposition 2.2.2 prouvant alors que la courbe

C~! n’a pas de point spécial.

Pour alléger ’écriture lors de 1’étude de ces courbes, ainsi que pour les cas

traités dans les sections suivantes, on introduit la notation suivante:

Notation 2.3.2 Si k est un corps et si g et h sont deux éléments de k*, on
écrira g ~ h quand gk** = hk*%, c’est-a-dire quand g et h appartiennent a la

meme classe de carrés dans k*.

(A) Etude des points d’ordre 2"

2avecu = 22 + 1, de plus a — b = v?, avec v = r,

On est dans le cas ou a = u
mais par contre le polynéme u n’est pas un carré dans R(x), donc d’apres les
résultats démontrés a la section 2.1, il y a des points R(x)-rationnels d’ordre 4
sur les courbes C™! (et aussi sur D~') mais comme u et v sont premier entre eux,
et que u n’est pas un carré, il n’y a pas de points d’ordre 8 sur la courbe C™1.

Les points d’ordre 2" définis sur B(z) sur la courbe C~! sont donc:
* Le point Pe = (0,0) d’ordre 2.
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* Les points (—r?,2r*(2? + 1)) et (—r?, —2r*(2? + 1)) d’ordre 4.

On vérifie aisément qu’aucun de ces points de Cﬂg(lx) n’est spécial.

(B) Etude de CAIZ((ZI)

On va dans cette partie démontrer que pour tout d € k*, I'image du morphisme
Yo - é,;(i)%k(z)*/k(z)*z est celle des points d’ordre fini. Les seuls points d’ordre
2" sont le point Pe d’ordre 2 et deux points d’ordre 4 lorsque d est un carré
dans k. Ce sont les seuls points de torsion que 'on connait, I’existence de points
d’ordre impair n’ayant pas été étudiée. Comme 4,(Pc) = k(z)*?, et que I'image
des points d’ordre 4, lorsqu’ils existent, est elle aussi triviale, il faut donc montrer

que I'image de 4, est triviale.

Soit («, 3) un point de é,;(i) vérifiant 3 # 0, c’est-a-dire (o, ) # Pe, alors on
sait d’apres le lemme 1.5.13 qu’il est possible d’écrire a = fi—z avec f, 0, ¢ € k[z]
tel que pged(f0,¢) = 1 et f soit sans facteur carré et divise le terme constant
r'. Donc f = e € k* et comme 4, (a, 3) = —dfk** = —dek**, on doit montrer que
—de € k*2.

De I'équation —df* = a(a® — 2(2(z + 1)? — r*)a + r?), on déduit, toujours
d’apres le lemme 1.5.13, qu’il existe u € k[z] tel que —dep® = €20* —2(2(2 +1)* —
r?)ef?y? 4+ rtyp? donc on a:

—dep?® = (e0* — r*?)? —4((z + 1)* — r*)ef?p* clest-a-dire,

—de/,c2 = (6(92 — 7“2;/)2)2 —4z4+1=r)(z+1+ r)602¢2 (1).
En posant z =7 — 1 (ou de méme z = —r — 1), on a: —dep?(r — 1) = (eb*(r —
1) —r2?(r — 1))2.

Si on suppose que (ef*(r — 1) — r*¢?(r — 1))? = —dep?(r — 1) = 0 alors le
polynéme irréductible (z +1—r) divise a la fois (e6? —r?y?) et u, donc (2 +1—r)?
divise les deux menbres de ’équation (1) ainsi que (ef* — r*p?)?. Cela implique
que (z 41 —r) divise aussi (z + 1 + r)602¢2, d’ou (z 41 —r) divise § ou ¥. Mais
étant donné que (z + 1 —r) divise aussi (ef? — r?1)?), on obtient que (z + 1 —r)
divise a la fois 8 et ¢ contredisant ainsi I’hypothese pged(6,v) = 1. On peut donc
déduire que p*(r — 1) # 0 et —de = (692(7’—1)—r2¢2(r—1))2 # 0 d’ott —de € k**, on

u(r—1)

a le résultat souhaité.
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(C) Etude de 751;((;)

On va ici démontrer que I'image du morphisme 4, : ﬁg(i)%k(z)*/k(z)*z est
I’image des points d’ordre fini. Pour cela, il est intéressant de rappeler que dans la
section 2.2 on a déterminé les points d’ordre 2" des courbes D k(2) dont I’ equatlon
est de la forme —dﬁz = a(a + 4a(z))(a + 4b(z)), avec ici a(z) = (2 + 1)? e

b(z)=(z+1)* — Onadonca—u2eta—b:vzavecu:z:—l—letv:r,on

connait ainsi sur la courbe D 1) les points suivants :

* Les points Pp = (0,0), Py = (—4(z+1)%,0) et Py = (—4(z+1—r)(z+1+

r),0) d’ordre 2 qui existent dans tous les cas.

* Les points (—=4(z+ 1)(z +1—7r), :I:%r(z +1)(z+1=r)) et (=4(z+1)(z+
L47r), :I:%r(z +1)(z4+ 1+ 7r)) d’ordre 4 qui existent lorsque d est un carré
dans k.

Comme u n’est pas un carré dans C(x) et que u et v sont premiers entre eux,
alors il n’y a pas de point d’ordre 8 sur cette courbe. On voit aussi qu’il faudra
distinguer deux cas suivant que d est ou n’est pas un carré dans k. Cependant, il

est intéressant de remarquer auparavant le résultat suivant :

Lemme 2.3.3 En utilisant les notations du lemme 1.5.13, si (o, 3) est un point
deD 2 vérifiant # 0, on a vu que o = wa, avec [, 0, ¢ € k[z], pged(f0,v) =1
et f sans facteur carré, mais de plus ici, f est de degré pair et si on note e son

coefficient dominant, alors on a soit —de € k*?, soit —e € k*2.

Preuve. 11 suffit de remarquer que comme —d3* = a(a? + 4[2(z + 1)* — r?la +
16[(z + 1)* — r?](z + 1)?), on obtient avec les notations du lemme 1.5.13,

—dfi® = 0420 4 1) — 7070 4 16 + 1) — (= + 1)

Donc, comme deg((z + 1)* —r?) = 2 et deg[(z + 1)*> — r?](» + 1)? = 4, on a, en

notant ag, ay et a, les coefficients dominants respectifs de 8, ¢ et
* Si deg(f0?) > deg(¥?) + 2, alors deg(fp?) = deg(f?0") et —dea’. = €*ay.
 Sideg(f0?) < deg(¥?) + 2, alors deg(fu?) = 4 + deg(v?) et —dea’ = 164y,

 Si deg(f0?) = deg(¥?) + 2 et eaj + 4al, # 0, alors deg(f) = 2 + 2deg(v) —
2deg(0) et —deai = (ea? + afb)z.
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 Si deg(f0?) = deg(v?) + 2 et (eaj + 4a3,) = 0, alors deg(f) est encore pair
2a 2
et e = — (—"’) :

ag

On voit que f est toujours de degré pair, que dans les trois premiers cas
—de € k*% et que dans le dernier —e € k*2. a

Cas (C1): Si d n’est pas un carré dans k

Les seuls points d’ordre fini connus sont les points d’ordre 2 et on doit donc

montrer que I'image de 4,, est 'image de ces points. On sait que:

* A,(Pp) = (z+1—r)(z+ 1 +r)k(2)?,

* Ap(—4(z + 1)%,0) = 4d(z 4+ 1)*k(2)*? = dk(2)*2,

* A (—4z+1=r)(z4+147),0)=dz+1—r)(z+ 14 r)k(z)*.
On doit donc montrer que:

o (D)) = {k() 2 dh(2)2 d(z + 1 = r)(z + 1+ r)k(2)™2, -
(2L =) (4 L4 r)k(2)?)

Si (a,3) est un point de ﬁ;(i) vérifiant 3 # 0, en écrivant a = fi—z avec

les conditions énoncées ci-dessus, on sait, d’apres le lemme 1.5.13, que f divise

a(z)b(z) = (z+1)*(z+1+47)(2+1—r). Comme de plus f est sans facteur carré,
on peut supposer que f divise (z 4+ 1)(z+14+r)(z+1—7r).

Proposition 2.3.4 Si d n'est pas un carré dans k, alors on ne peut pas avoir
(z+ 1) comme facteur de f.

Preuve. Si on suppose que (z+1) divise f, alors on peut écrire f = (24 1) P, avec
P(—1) # 0 car f est sans facteur carré. Comme on a, en conservant les notations

du lemme 1.5.13, la relation :
—dfp® = 200+ A2(2 4+ 1) — 70207 + 16[(2 4+ 1) — 2] (2 + 1)%",
cela donne avec f = (z + 1)P et aprés simplification par (z + 1)
—dPp® = (2 4+ )P0 + 4[2(2 + 1)* — P3| PO*0* 4+ 16[(z + 1)* — r2](2 + 1)
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Donc pour z = —1, on obtient —dP(—1)u?*(—1) = —4r*P(—1)6*(—1)*(—1)
c’est-a~dire dp?(—1) = 4r20*(—1)*(—1).

Si on suppose que p?(—1) # 0 alors d = (%)2 € k*?, or par hypothese
d n’est pas un carré dans k donc p*(—1) = 0.

On en déduit que —4r?P(—1)8?(—1)y*(—1) = 0, mais comme f(—1) = 0 et
que 1 est premier avec f, alors ¢?(—1) # 0 d’on §*(—1) = 0 et § = (2 + 1)¢,

avec 0 € k[z]. On a alors la relation :
—dPp? = (Z—|-1)5P2(9/4—|-4[2(Z—|-1)2—Tz](Z—I-1)2P(9/277/)2—|-16[(Z—|-1)2—Tz](2+1)77/)4.

Ainsi le polynéme irréductible (z + 1) divise Pu? et est premier avec P, donc il
divise p et son carré (z+1)? divise donc les deux membres de 1’égalité précédente,
ce qui implique que (z+1) divise aussi ¢ contredisant I’hypothese pged(8,¢) = 1.
Cela prouve que, lorsque d n’est pas un carré dans k, le polynéme (z 4 1) ne peut

pas diviser f. O

On peut déduire de cette proposition que le polynéme f est de degré pair et
divise (z4+1—r)(z+1+47), C’est-a-dire soit f = e, s0it f =e(z+1—r)(z+1+7),
avec e € k*. Alors quitte a ajouter au point («,3) le point Pp (ou le point
Py=(—4(z+1—=r)(z+1+47r),0)), on peut supposer que f = e € k*. Mais alors

d’apres le lemme 2.3.3, on a soit —de € k*2, soit —e € k*2.

* Si —de € k*2, alors 4, (o, 8) = —dek(z)** = k(2)** donc (a, 3) € ker(4,) le

probleme est résolu,

* Si —e € k*2, alors 4, (o, B) = —dek(z)** = dk(2)** = 4,(P1), on est encore

dans I'image des points d’ordre 2.

Si d n’est pas un carré dans k, quitte a ajouter au point («a, #) un point d’ordre
2, 'image 4, (a, ) est bien égale a celle d’un des points d’ordre 2, ce qui permet
de terminer I’étude de f?,;(i) dans le cas (C1).

Cas (C2): Si d est un carré dans k

Dans ce cas, en plus des points d’ordre 2, il y a sur f?,;(i) des points d’ordre 4 :

(—4(z4+1)(z+1—1), :I:\%r(z—l— Diz4+1=r)) et (=4(z4+1)(z+1+7), :I:\%r(z—l—

1)(z+ 14 r)). Leurs images par le morphisme 4 sont :
* 4p(Pp) = (2 + 1 —7)(z + 1L +r)k(2)*?,
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% A (P1) = dk(2)** = k(2)"2 (car d est un carré),
* Ap(P2)=(z+1—=r)(z+1+7r)k(z)?=9,(Pp),
# A (=44 D)z +1=r), 22z 4 D(z+1-7)) = (4 1)(z + 1= 1)k(2)?,
A (—Az 4 D) (2 147), (2 + D)+ 1471) = (2 + D)z + 1+ r)k(2)2
On doit donc montrer que:
5o (D) = {kGE) 2 (2 + 1= )z + L+ 0)k(2) 2 (2 + Dz 41— r)k(2)™2, -

(2 1)z L4 r)k(2)?

Soit (e, 3) un point de f?,;(i) vérifiant 3 # 0, on écrit encore « sous la forme
fi—z avec les mémes conditions et on sait, d’apres les lemmes 1.5.13 et 2.3.3, que
fdivise (z4+ 1)(z+1+7r)(z+1—r) et est de degré pair donc on a quatre
possibilités: soit f =€, soit f =e(z+1)(z+147),soit f=e(z4+1)(z+1—71),
soit f=e(z4+147r)(z+1—r) avec e € k*. Quitte a ajouter un des points d’ordre
2 ou 4, on peut supposer que f = e et alors, encore grace au lemme 2.3.3, on
obtient que —de € k*? ou —e € k*2.

* Si —de € k**, alors il est évident que 4, (a, 8) = —dek(z)*? = k(2)**.

* Si —e € k%, comme d € k*? alors on a encore —de € k*? et cela implique

qu’on a toujours Y, (a, B) = k(z)*2.

[’étude du cas (C2) est achevée car quitte a ajouter un des points d’ordre 2 ou

4, 0n a (a,) € kerd,.

On a donc montré que pour tout d € k*, que d soit un carré ou non dans k,

limage du morphisme 4, est toujours celle des points d’ordre 2.

(D) Etude de élz((zl)

On doit dans cette partie chercher des conditions suffisantes sur le réel r pour
que I'image du morphisme ¥, soit celle des points d’ordre fini, c’est-a-dire triviale

étant donné qu’on ne connait sur cette courbe qu'un seul point de torsion (0,0)
et que 7,(0,0) = k(2)*.
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On rappelle que ’équation de la courbe Cvk_(i) est —df? = a(a? —2(2(z +1)* —

r?)za+r*z?). Si on considere un point («, 3) d’ordre infini sur cette courbe, alors
il vérifie § # 0, en utilisant les notations de la proposition 1.5.13, on obtient

I’équation :
—dfp® = 20" —2(2(z + 1)* — r?)2f0** + r*2%Y?
Comme dans les cas déja traités, f est sans facteur carré et divise r*z? donc on

a soit f =e, soit f =ez.

Cas (D1): Sif=e

—dek(2)**, il suffit de démontrer que —de €

Dans ce cas, comme ¥,(a, 3) =
k*%, ce qui se fait comme pour Ck_(i), en écrivant :

—de/,c2 = (6(92 — r22¢2)2 —4z4+1=-r)(z+1+ r)2602¢2,

puis en spécialisant en z = r — 1 (ou en z = —r — 1), et alors —dep?(r — 1) =
(e0*(r — 1) —r*(r — 1)Yp*(r — 1))* avec (e6*(r — 1) —r*(r — 1)db*(r — 1))* #£ 0 car
6 et 1) sont premier entre eux (il suffit de refaire le méme raisonnement que pour

él;(i)). On a —de € k** et donc 7, (o, B) = k(2)".

Cas (D2): Sif = ez

Dans ce cas, §.(a, ) = —dezk**, donc pour prouver que I'image de ¥, est
triviale, il faut démontrer que ce cas ne peut pas se produire et cela va amener a

poser certaines conditions sur le nombre r.
On a, dans I’équation de Cvk_(i), toujours avec les notations du lemme 1.5.13:
—dezp? = (62(92 — r22¢2)2 —4z4+1=-r)(z+1+ r)22602¢2.
Le polynéme z? doit donc diviser les deux membres de cette égalité, on en

déduit que z divise p et on peut poser u = zu' avec ' € k[z]. Apres simplication

par 2% on a:

—dezp/* = (6(92 — 7“2;/)2)2 —4z4+1=r)(z+1+ r)602¢2.

En posant z = r — 1, il suffit de faire le méme raisonnement que dans le cas

(D1) pour obtenir que —de(r — 1)u"*(r — 1) = (e6*(r — 1) — r?¢*(r — 1))* # 0 et
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donc que de(1 —r) ~ 1. De méme pour z = —r — 1, on a —de(—r —1)u*(r—1) =

(e0?(—r—1)—r*p?(—r—1))? # 0 donc de(1+7) ~ 1, on en déduit que (1—r?) ~ 1.

Il apparait donc que si (1 — r?) n’est pas un carré dans k, le cas [ = ez
ne peut pas se produire, cette condition est donc suffisante pour que Uimage du

morphisme %, soil triviale.

On va maintenant s’intéresser au cas ott (1 —r?) est un carré dans k et d’apres

ce qui précede, on sait que de ~ (1 —r) ~ (14+r). On a aussi la relation suivante :
—dez:/,cl2 = (6(92 + 7“2;/)2)2 —4(z + 1)2602¢2.

De plus pour z = 0, on obtient: (ef(0)? + r?¢(0)*)? — 4e0(0)?¢*(0) = 0 d’ou
(6%(0) + r*2(0))* = 4e6?(0)¥p*(0) # 0, car si ce terme s’annulait, on aurait a
la fois #(0) = 0 et ¥»(0) = 0, ce qui est impossible puisque pged(d,¢) = 1. Le
coefficient dominant e est donc un carré dans £ et on peut alors supposer que
e =1, ce qui implique que d ~ (1 —7r) ~ (1 +r).

On obtient alors la relation —dzp'? = (6% 4+ r*¢?)* — 4(z + 1)*6%Y? et pour
z = —1,0n a du*(—1) = (6*(—1) + r**(—1))%. Or 6*(—1) 4+ r*¢?*(—1) est un
élément de k& = Q(r) qui est un corps réel donc si §?(—1) + r?*(—1) = 0, on
doit aussi avoir 6*(—1) = ¢»?*(—1) = 0 ce qui est impossible étant donné que 8 et
¢ sont premiers entre eux. On ainsi du?(—1) = (#*(—1) + r*?(—1))* # 0 d’ou
d~ 1, ce qui donne (1 —r) ~ (14+7r) ~ 1.

Ainst, lorsque (1 —1?) est un carré dans k, il suffit de supposer que (1—r), ou
de maniére équivalente (1 4 1), n’est pas un carré dans k pour que le cas f = ez

ne puisse pas se produire et donc que l'itmage du morphisme 5, soil triviale.

Que se passe-t-il maintenant lorsque (1 —r) et (1 + r) sont des carrés dans le
corps k7

On peut poser (1 +7) = M et (1 —r) = v* avec A\, v € k et on a alors
l—r*=Xvetr=X—1=1-1v2 donc k =Q(r) = Q) = @(r). On sait

aussi, d’apres ce qui précede, que d ~ 1 et on a la relation:

—dZ/,L’Q — (92 -I-TZL/JZ)Q _4(Z_|_ 1)292¢2
= (0% + 12?4+ 2(z 4+ 1)00)(0* + r*p? — 2(z + 1)0¢)

Lemme 2.3.5 Les polynomes (0% +r*p? —2(z+1)01) et (6% + 12 +2(2 +1)6¢)

sont premiers entre eux.
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Preuve. 11 suffit de remarquer que si P est un facteur premier commun a ces
deux polynomes , alors P divise aussi leur différence 4(z + 1)0% et leur somme
2(0* + r?¢?). Mais on a forcément P # (z + 1), car sinon on aurait (§*(—1) +
r??(—1)) = 0 et comme le corps k est inclu dans R, on aurait aussi (—1) =
(—1) = 0, ce qui est impossible § et ¢ étant premiers entre eux. Donc P divise
0 ou 1, ainsi que 6% + r??, d’ott P divise a la fois § et ». Comme on a supposé

que 6 et 1) sont premiers entre eux, on a alors P = 1. O

Le produit de ces deux polynémes (8% +r2p? —2(z41)0) et (62 +r*p*+2(z+

1)) premiers entre eux est —dzu'® avec d ~ 1, il y a donc deux possibilités:

(1) Soit on a 6% + r?? + 2(2 + 1)0¢ = —szuf et 02 + r?¢? — 2(2 + 1)0Y = spu3

pour un certain s € k* et avec py, g € k[z]%,

(i) Soit on a 62 4+ r?¢p? +2(z + 1)0p = sui et 62 + r?¢? — 2(z + 1) = —szp3

pour un certain s € k* et avec uy, g € k[z]*.

(i) Etude de la premiere possibilité:

On a ici:

{ 02 + 2 +2(z + 1) = —szud (1)
Pt a0 = wd (2)

Dans I"équation (1), pour z = (r — 1), on a 8*(r — 1) + r2*(r — 1) + 2rf(r —
Dp(r—1) = —s(r—1)pi(r—1) c’est-a-dire ((r—1)+r(r—1))* = s(1—r)ui(r—1)
donc on obtient soit (8(r — 1) + r¢p(r — 1)) = 0 soit s ~ (1 —r) ~ 1.

Dans 1’équation(2), pour z = (r — 1), cela donne 6*(r — 1) + r?¢*(r — 1) —
2r0(r — 1)(r — 1) = sp3(r — 1) clest-a-dire (8(r — 1) — rip(r — 1))? = spa(r — 1),
finalement soit (8(r — 1) — r¢p(r — 1)) = 0 soit s ~ 1.

Comme 6 et ¢ sont premiers entre eux, (8(r — 1) + rep(r — 1)) et ((r — 1) —

rip(r — 1)) ne peuvent pas s’annuler simultanément, on en déduit que s ~ 1.

Maintenant on pose z = 0 dans (1): 6%(0) + r**(0) + 26(0)x>(0) = 0 et
(0) # 0 car sinon 6§ et v s’annuleraient simultanément en 0. Donc si on pose
X = %, on obtient I’équation: X2 + 2X + r? = 0. Le discriminant du trinéme
X? +2X +r?est 4(1 —r?) = A?1? et on obtient X = —1 4 Av.

Ensuite pour z = 0 dans (2), on a 6*(0) + r*?(0) — 26(0)>(0) = su3(0) avec
13(0) # 0 car les polynomes (6% +r?¢p? — 2(z + 1)0v) et (62 + r*p? +2(2 + 1)0v))
sont premiers entre eux et que 'on a déja 62(0)+r2¢2(0)+260(0):(0) = 0. Comme
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s ~ 1, cela donne 62(0) + r2>*(0) — 26(0)2>(0) ~ 1 et donc, en divisant par ¥/(0)?,
onaX?—2X+7r?2~1dou:

* S X = —1+4 A, alors X? —2X +r? =4(1 — \v) et donc (1 — Av) ~ 1.
* S1 X = —1— Ay, alors X? —2X +7r2 =4(1 4+ Av) et (1 + Iv) ~ 1.

Il faudra alors poser des conditions sur A et v, pour s’assurer que ni (1 — Av) ni

(1 + Av) ne sont des carrés dans k.

(ii) Etude de la seconde possibilité:

On a le systeme d’équations :

(romardine -
02 + 12 —2(z+ 1) = —szu3 (4)

Dans (3) pour z = (r — 1), on obtient (6(r — 1) + rep(r — 1))* = spi(r — 1)
donc on a soit (0(r — 1) + rip(r — 1)) = 0, soit s ~ 1.

Dans (4) pour z = (r—1),ona ((r—1)—rp(r—1))? = s(1 —r)us(r—1),avec
(1 —r) ~ 1. Finalement soit (8(r — 1) — rep(r — 1)) = 0 soit s ~ 1.

Et, ici encore, comme 6 et ¢ sont premiers entre eux, (0(r — 1) + rio(r — 1))
et (0(r — 1) —r¢p(r — 1)) ne peuvent pas s’annuler simultanément, on en déduit

que s ~ 1.

On pose maintenant z = 0 dans ’équation(4) ce qui donne 2(0) + r*¢?(0
26(0)1(0) = 0. Comme dans le cas précédent, ¢)(0) # 0 et si on pose X = d
on obtient I'équation X? —2X +r?=0dou X =14+ M.

= ~—

0)

(0)

<

Alors pour z = 0 dans (3), on obtient 62(0) 4 r?¢*(0) + 20(0)(0) = sui(0)

avec (1(0) # 0 et ¢»(0) # 0.

On a finalement X% 4+ 2X + r? = Sf(((f;g ~1lcars~1et:

* S X =14 M2 alors X2 +2X +r* =4(1 + Av) et donc (1 — M) ~ 1.

* ST X =1— A% alors X2 +2X +r2 =4(1 — Av) et (1 + Av) ~ 1.

On retrouve les mémes condition a exclure que dans le cas précédent: ni

(1 — Av) ni (1 + Av) ne doivent étre des carrés dans k.

On a donc trouvé différentes conditions suffisantes pour exclure le cas (D2)

el ainst faire en sorte que 'tmage du morphisme ¥, soit triviale :

« 1l suffit que (1 —1?) ne soit pas un carré dans k = Q(r).
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« St (1 —r?) est un carré dans k, il suffit de supposer que (1 — ), ou de

maniére équivalente (1 4 r), n'est pas un carré dans k.

* St (1 —r) et (1+7r) sont des carrés dans le corps k, on pose (1 + 1) = \?

et (1 —r)=1v* avec X\, v € k el alors on doit supposer que ni (1 — \v) ni

(1 4+ Av) ne sont des carrés dans k.

(E) Etude de 751;((;)

L’objectif de cette partie est de déterminer des conditions suffisantes sur le

réel r pour que I'image du morphisme ¥, soit celle des points de torsion.

L’équation de la courbe D4 est —dp* = a(a+4(z+1)22)(0z—|—4[(2—|—1)2—r2]2),
avec les notations de la section 2.1, on a a(z) = (2 +1)*z et b(z) = ((z+1)*—1r?)z,
donc comme ni a(z) ni b(z) ne sont des carrés dans C(z), il n’y a pas de point
d’ordre 4 sur T?,;(i) (ni sur Cvk_(i)) Les seuls points d’ordre finis connus sur cette
courbe sont donc les points d’ordre 2: (0,0), (—4(z + 1)?z,0) et (—4[(z +1)* —

r]2,0). Les images de ces points par ¥, sont:
* 45(0,0) = [(z + 1)* = r?]k(2)",
* A, (—4(z + 1)%2,0) = dzk(2)*?,
* Fp(—Al(z + 1) = r?]2,0) = d[(= + 1)* — r’]zk(2)™

On doit donc montrer que:

30 (Dily) = {k ()2 (2 + 1) = r2k(2)2, dok(2)2, d( + 1) — r¥)zh(2)}

En utilisant les notations du lemme 1.5.13, si (o, 3) est un point de f?,;(i)
vérifiant 3 # 0, on a, ici encore, a = fi—z, avec f, 0, ¢ € k[z], pged(f0,¢) =1
et f sans facteur carré divisant 162%(z + 1)?((z +1)* — r?). Le polynéme f divise
donc z(z+ 1)(z+1—=r)(z+14r).

Mais quitte a ajouter au point (o, 3) 'un des point d’ordre deux, on peut
supposer que ni z ni (z + 1 4+ r) ne sont des facteurs de f qui va alors diviser

(z+ 1)(z 4+ 1 —r). On doit ainsi étudier quatre cas:

« Cas (E1): f = e, avec e € k¥,
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« Cas (E2): f =e(z+ 1), avec e € k¥,
« Cas (E3): f=e(z+1—r), avec e € k¥,

« Cas (E4): f=e(z+1)(z4+1—r), avec e € k™.

Le lemme suivant reste vrai dans ces quatre cas et permet d’en faire ’étude:

Lemme 2.3.6 D’aprés [équation de f?,;(i), on a, en conservant les notations

du lemme 1.5.13 et aprés simplification, —df u* = (f6* + 4z(= + 1)?¢?)(f6? +
4z(z + 1 —r)(z + 1 4 r)p?) et de plus les polynomes (0% + 4z(z + 1)*¢?) et
(fO? +42(2+ 1 —r)(z+ 1+ 7r)?) sont soit premiers entre eux lorsque 6(0) # 0,

soit admettent z pour seul diviseur commun lorsque §(0) = 0.

Preuve. 51 P est un diviseur commun a ces deux polynomes, alors il divise leur
différence 8r?ze%. Mais P est premier avec ¢ sinon f0? et ¢ admettraient un
facteur premier en commun, ce qui est exclu car pged(f8,¢) = 1, donc P divise
z. Pour conclure, il suffit de remarquer que z ne divise f6? + 4z(z + 1)%¢? et

f0*P+42(2 4+ 1 —7r)(z+ 1 4 r)v? que lorsque #(0) = 0. O

Cas (E1): Sif=e

Puisque dans ce cas on a¥,(a, ) = —dek**, il suffit de montrer que —de € &k

c’est-a-dire que —de ~ 1, ce qui est évident car on a:
—dep® = (e0” +4z(z + 1)"¢%)(e0® +4z( + L =) (z + 1 4+ 1)¢7)

et alors en notant ag, ay et a, les coeflicients dominants respectifs de 0, ¢ et p,

cela donne:
* Si deg(0?) > deg(¢)?) + 3, —dea; = e*aj.
* Si deg(0?) < deg(¥?) + 3, —dea’ = 16ay,.

Dans les deux cas, on a bien —de ~ 1.
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Cas (E2): Sif=e(z+1)

On va montrer que ce cas ne peut jamais se produire. La relation —dfu? =
(fO? +42(2+ 1)) (f0? +42(z+ 1 —71)(z+ 1 +7)?) devient apres simplification
par z + 1:

—dep® = (e0® + 4z(z + 1)p?)(e(z + 1)07 +42(z + 1 = r)(z + L+ 1)1b?)
Et on a deux possibilités a étudier suivant que # s’annule ou non en 0.

(i) Si 0(0) #0:

Dans ce cas, d’apres le lemme 2.3.6, les polynomes ef? + 4z(z + 1)1? et e(z +
1)0? +42(2+1—7)(z+1+7r)1p? sont premiers entre eux et leur produit est —deu?,
donc il existe s € k*, uy, po € k[z] tels que:

eh? +4z(z + 1)p? = sul (1)
e(z+ 1)* +4z(z+1—r)(z+14+r)? = —desus (2)

Pour z = 0 dans (2), on a e#*(0) = —desu3(0) # 0 donc e ~ —des. Pour
z = —1, dans (2), 4r*¢?(—1) = —desp3(—1), or ¥(—1) # 0 étant donné que
f =-e(z—1) et que ¢ est premier avec f donc on obtient que —des ~ 1. On en
déduit en regroupant ces résultats que —des ~ e ~ 1.

Mais pour z = —r —1 dans 1’équation (2), on a —erf*(—r—1) = —desui(—r—
1). De plus on a §*(—r — 1) # 0 et u3(—r — 1) # 0, car si ces termes étaient nuls
(z+1+7)?* diviserait les deux membres de I’équation (2) et cela impliquerait que
(z+1+7) divise aussi v, ce qui est exclu car alors 0 et 1) ne seraient pas premiers
entre eux. On a donc —er ~ —des et d’apres ce qui précede, cela permet de dire
que comme e¢ ~ 1 et —des ~1,on a —r ~ —er ~ —des ~ 1.

Dans le corps réel k& = Q(r), le nombre —r serait donc un carré, ce qui est

impossible, car on a supposé que 0 < r. On ne peut donc pas avoir #(0) # 0 dans

le cas (E2).

(ii) Si 6(0) =0:

Alors, d’apres le lemme 2.3.6, les polynomes 6?4+ 4z(z + 1)? et e(z + 1)6* +
4z(z4+1—=r)(z + 1 +7r)p? admettent z pour pged, et on obtient, avec s € k*, 1,
pe € k[z]:

eh? + Adz(z + 1);/)2 = szui
e(z+ 1) +4z(z+1—r)(z+14+r)Y? = —deszus
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Et puisque §(0) = 0, on peut poser § = z6" avec §' € k[z], ce qui donne:

ex0? +4(z + 1)p? = sui (3)
ezx(z+ 1)0*+4(z+1—r)(z+14+r)? = —desus (4)

Pour z = 0, dans (4), on a 4(1 —r)(1+7)¢*(0) = —desu3(0) avec 1(0) # 0 car
6 et ) sont premiers entre eux, donc on a aussi u3(0) # 0 d’ott —des ~ (1 —r?).

D’autre part pour z = —1 dans (4), on a —4r*¢*(—1) = —desu;(—1) et les
termes de cette égalité sont non nuls car f = e(z — 1) et ¢ sont premiers entre
eux, donc —des ~ —1.

En regroupant les résultat précédents, on devrait alors avoir (1 — r?) ~ —1,
ce qui est impossible car 0 < r < 1 et donc (1 — r?) > 0, ce ne peut donc pas

étre 'opposé d’un carré dans le corps k qui est réel. On ne peut donc pas avoir

6(0) = 0 dans le cas (E2).

On a montré que le cas (E2) ne peut jamais se produire lorsque 0 <r < 1, il

n’y a ici aucune condition a ajouter.

Cas (E3): Sif=e(z+1-7)

On va déterminer des conditions sur r permettant de rendre ce cas impossible.
La relation —dfu? = (f0% +4z(z + 1)) (f0* + 4z(z + 1 —r)(z + 1 + r)?)

donne ici, apres simplification par (z + 1 —r):

—dep® = (e(z + 1 —r)0? + dz(z + 1)2?)(eh? 4+ 4z(2 + 1 + r)ib?)

Ici encore, il faut distinguer les cas 6(0) # 0 et §(0) = 0. D’apres le lemme 2.3.6
s1 0(0) # 0, les polynomes (e(z+1—r)0?+4z(z+1)*?) et (e0* +4z(z+ 1+ r)?)

sont premiers entre eux et si #(0) = 0, leur seul facteur commun est z, cela donne:

(i) Si 6(0) £ 0:

{ e(z+1—r)0* +42(2 + 1)?Y? = sui (1

)
et +4z(z+ 1+ r)p? = —desy? (2)

Dans ’équation (1), pour z = 0 on a e(l — r)8*(0) = su3(0) # 0, donc
e(1 —r) ~ s. Dans (1), pour z = —(1 — r), on obtient —4(1 — r)r??(r — 1) =
sui(r—1)et (r—1) # 0 car ¢ est premier avec f = e(z+1—r),d’ott (r—1) ~ s.
On en déduit que e(1 —r) ~ (r — 1) d’ou e ~ —1.
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Pour z = —1 dans (1), on —erf?*(—1) = suj(—1). Si on suppose que (—1) # 0
cela implique que s ~ —er, et comme s ~ e(l — r) cela donne —er ~ e(l —r)
d’ou r ~ (r — 1), ce qui est impossible car r > 0 et r — 1 < 0. On doit donc avoir
f(—1)=0.

Ainsi pour z = —1 dans (2), on obtient —4r¢*(—1) = —desu3(—1). Comme 6
et ¢ sont premiers entre eux et que #(—1) = 0, alors ¢(—1) # 0 donc —des ~ —r.
D’autre part pour z = 0 dans (2), €6?(0) = —desu3(0) # 0, donc —des ~ e. On
a alors —r ~ —des ~ e~ —l et r ~ 1.

Il suffira de supposer que r n’est pas un carré dans k = Q(r) pour obtenir une
contradiction permettant d’exclure la possibilité (0) # 0 dans le cas (E3).

(ii) Si 0(0) = 0:

ez +1—r)0* +42(2 + 1)** = szuf
et +4z(z+ 1+ r)p? = —deszy3

Et en posant 6 = 20" avec 0’ € k[z] et en simplifiant par z:

{ ez(z+1—r)0?% +4(z + 1)*?* = spd (3)
ex0? +4(z+ 1+ r)p? = —desy? (4)

On a alors, dans 1’équation (4), pour z = 0, 4(1 + r)?(0) = —desu3(0) et
¥?(0) # 0 car §(0) = 0, donc —des ~ (1 + r). Toujours dans I’équation (4), pour
z=—(14r),ona—e(l+r)0?*(—1—r) = —desui(—1—r)et (—1—r) # 0 sinon
on obtiendrait que (z 4+ 1 4 r) divise a la fois 6 et ¢, donc —des ~ —e(1 +r). On
a ainsi (1 +7) ~ —e(l + 1) c’est-a-dire e ~ —1.

Dans (3), pour z = 0, on a 4¢*(0) = sui(0) avec ¥/(0) # 0 donc s ~ 1. Pour
z = —1 dans la méme équation, on obtient erf?(—1) = sui(—1). Si on suppose
que 0'(—1) # 0, alors s ~ er et comme s ~ 1 et e ~ —1, on aurait r ~ —1, ce qui
est exclu car r > 0 et le corps k est réel. On a donc #'(—1) = 0.

Alors dans (4), pour z = —1, on a 4rp?(—1) = —desuz(—1) et (—1) # 0 car
6 et 1 sont premiers entre eux, donc —des ~ r. Or on sait déja que —des ~ (1+7r),
donc r ~ (1 +r) ou encore r(1 +r) ~ 1.

Il suffit done de supposer que r(1 4 r) n’est pas un carré dans k = Q(r) pour
qu’il ne soit plus possible d’avoir 0(0) = 0 dans le cas (E3).

On a donc terminé I’étude du cas (E3):
Sous les hypothéses que ni r ni r(1+r) ne sont des carrés dans k, on ne peut

pas avoir f =e(z+1—r).
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Cas (E4): Sif=e(z+1)(z+1—-1)

On va rechercher les conditions sur r permettant d’exclure ce cas. La relation
—dfp* = (f0* +4z2(z + D)2 (f0* + 42(z + 1 — r)(z + 1 + r)ip?) donne, apres
simplification par (z + 1)(z +1—r):

—dep? = (e(z4+1— r)(92 +4z(z + 1)77/)2)(6(2 + 1)02 +4z(z4+ 1+ r)¢2).

On a toujours deux possibilités suivant que § s’annule ou non en 0:

(i) Si 0(0) #0:
Alors les polynémes (e(z+1—r)8?+4z(z+1)1?) et (e(24+1)0*+4z(z+1—r)p?)

sont premiers entre eux et donc:

{ e(z4+1—r)0* +4z(z + 1)* = sui (1

)
ez +1)0* +42(2 + 1 +r)p? = —desys (2)

Dans (1), pour z = 0, on a e(l — r)8?(0) = sui(0) # 0 donc s ~ e(l —r).
Toujours dans (1), pour z = —1, —erf?(—1) = sui(—1) et ces termes ne sont pas
nuls car sinon (z + 1)? diviserait les deux membres de 1’égalité (1) et on aurait
(z + 1) comme facteur commun a 6 et a ¢, ce qui est impossible. On a donc
s ~ —er, ce qui donne e(l —r) ~ —er c’est-a-dire (1 — r) ~ —r. Mais comme
r>0et1—r>0et quele corps k est réel, on ne peut pas avoir (1 —r) ~ —r
donc il est impossible que 8(0) # 0 dans le cas (E4).

(ii) Si 6(0) =0:
Le pged des polyndomes (e(z + 1 —7)0% +4z(z + 1)¢?) et (e(z +1)0? + 42(z +
1 —r)ip?) est alors z et en posant 6 = 260’ avec §' € k[z], on a:

ex(z4+1—r)0?+4(z + 1)* = sui (3)
ex(z 4+ 1)0* 4+ 4(z + 1 +r)p? = —desy; (4)

Dans 1’équation (3), pour z = 0, on a 492(0) = su3(0) et ¢(0) # 0 donc s ~ 1.
Pour z = r — 1 dans cette méme équation, on obtient 4r*(r — 1) = sui(r — 1)
et comme v est premier avec f = e(z + 1)(z + 1 — r) alors ¢(r — 1) # 0, donc

s ~ 1 et on obtient finalement que r ~ 1.

Donc en supposant que r n’est pas un carré dans k, on peut exclure le cas

f=elz+1)(z+1—1r).

On peut donc conclure la partie (E) car on obtenu des conditions suffisantes

sur le réel r pour que 'image du morphisme 4, soit celle des points de torsion:
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Pour cela il suffit de supposer que ni r, ni r(r + 1) ne sont des carrés dans le

corps k = Q(r).

(F) Synthése des résultats

Plusieurs conditions sur le nombre r sont apparues dans les parties précédentes
pour que les images des morphismes 4,, 7,,, ¥, et 7, solent les images des points
de torsion: il faut que ni r ni r(r 4+ 1) ne soient des carrés dans Q(r) et que de

plus:
* Soit (1 — r?) ne soit pas un carré dans Q(r).

* Soit, quand (1—r?) est un carré dans Q(r), (1—r), ou de maniere équivalente

(1 4+ ), ne soit un carré dans Q(r).

* Soit, quand (1 +7) = A et (I —7) = v? avec A\, v € Q(r), ni (1 — Av) ni
(1 + Av) ne soient des carrés dans Q(r).

On va ici chercher a exprimer plus simplement cette derniere condition :

Lemme 2.3.7 Lorsque (14+r) = A? et (1—r) = v? avec A, v € Q(r), la condition :
"ni (1 — Av) ni (1 + Av) ne sont des carrés dans Q(r) équivaut a: 2 n'est pas un

carré dans Q(r).

Preuve. Puisque (1 +71) = A? et (1 —r) = v?, alors A? + v? = 2, on pose alors
Aty v
2

b
c= et s = 257, on a clairement ¢ € Q(r) et s € Q(r). De plus on a aussi

A=At - ==
On exprime maintenant A et v en fonction de c et de s, cela donne A =c+ s

et v = ¢ — s, on obtient donc:
* (1+ ) =14 (c+s)(c—s)=1+c—s* =2,
* (1—Adv)=1—(c+s)(c—s)=1—c*+s* =25,

on voit alors que (1 + Av) et (1 — Av) sont des carrés dans Q(r) si et seulement

si 2 est un carré dans Q(r). a

On peut maintenant regrouper les résultats obtenus et énoncer le principal

théoreme de cette section:
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Théoreme 2.3.8 Soit r un nombre réel tel que 0 < r < 1, alors le polynome
strictement positif F(x,y) = (y* + (2* + 1)*)(y* + (2* + 1)? — r?) n'est pas une

somme de 3 carrés dans R(x,y) st les deuxr conditions suivantes sont vérifiées :
(1) nir, nir(r+1) ne sont des carrés dans le corps Q(r)

(2) soit (1 —r?), soit 1 +r, soit 1 —r, soit 2 n’est pas un carré dans le corps

Q(r).

Preuve. Sous ces conditions, les images des morphismes 4., 4,,, ¥, et 4, sont les
images des points de torsion donc la courbe Cﬂg(lx) est de rang nul. On a vu a la
partie (A) qu’aucun des points de torsion n’est spécial, donc cette courbe Cﬂg(lx)
n’a pas de point spécial, ce qui prouve que le polynéme F' auquel elle est associée

n’est pas une somme de 3 carrés dans R(z,y). O

On peut alors remarquer deux cas particuliers simples qui démontrent le théo-

reme 2.3.1:

Corollaire 2.3.9 Soit r un nombre réel transcendant tel que 0 < r < 1, alors le
polynome F(z,y) = (y* + (2* + 1)*)(y* + (2 + 1)* — r?) est strictement positif

mais n'est pas une somme de 3 carrés dans R(x,y).

Preuve. Comme r est transcendant, il est évident que ni r, ni r(r +1), ni (1 —r?)

ne sont des carrés dans le corps Q(r). O

Corollaire 2.3.10 Soit r un nombre rationnel tel que 0 < r < 1 et ni r, ni
r(r + 1) ne sont des carrés dans Q, alors le polynéme F(x,y) = (y* + (2* +
D) (y* + (2* 4+ 1)* — r?) est strictement positif mais n’est pas une somme de 3

carrés dans R(x,y).

Preuve. 11 suffit de remarquer que 2 n’est pas un carré dans Q pour voir que la

condition (2) du théoreme 2.3.8 est toujours vérifiée dans ce cas. O

2.4 Etude du cas limite » = 1

L’objectif de cette section est démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.1 Le polynome F(x,y) = (y* + (2 + 1)*)(y* + (2* +1)? — 1) est

non négatif mais n’est pas une somme de 3 carrés dans R(x,y).
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La démonstration de ce résultat est tres proche de celle du théoreme 2.3.8
effectuée a la section 2.3 (et ou 0 < r < 1), mais elle présente toutefois quelques
spécificités concernant certains cas.

Ici encore, il faut prouver que la courbe elliptique C™': —3% = a(a? —2(2(2? +
1)> = 1)a 4 1) n’a pas de point spécial, et comme le polynéme F' est pair relati-

vement a x, on peut se ramener a I’étude des points des quatre courbes:

# C71 i —dB? = a(a? = 2(2( + 1) = la + 1),

« D4 —dB? = ala +4(z + 1)) (a +4[(z + 1)> = 1]),

% C™1: —dB? = a(a? = 2(2(z + 1)2 — 1)za + 22),

«* D74 —df? = a(a+4(z +1)%2)(a + 4[(z + 1)* — 1]2).

Cette étude devra se faire sur le corps k(z) et pour d € k*, ou k est, comme
dans le cas 0 < r < 1, le corps Q(r) c’est-a-dire k = Q. Les démonstrations effec-
tuées dans la section précédente pour I’étude des points R(x)-rationnels d’ordre
2" de C~' (partie (A)), I’étude de Ck_(i) (partie (B)) et I’étude de D,;(i) (partie
(C)) restent vraies lorsque r = 1, on se contentera donc ici de remanier les parties

(D) et (E).

(D’) Etude de CE((;)

On va démontrer que I'image de 4, est I'image des points d’ordre fini. Comme
dans le cas ou 0 < r < 1, on ne connait qu’'un seul point de torsion sur cette
courbe et il s’agit de (0,0) qui vérifie ¥,(0,0) = Q(2)** on doit donc prouver que
I'image du morphisme ¥, est triviale.

L’équation de CVQT(dZ) étant —d3* = a(a® —2(2(z +1)* = 1)za + 2?), si on a un
point (a, 3) tel que 3 # 0 sur cette courbe, en utilisant les notations du lemme

1.5.13, on obtient 1’équation :
—dfp® = 201 —2(2(2 + 1) — 1)z f0** + 2™

Puisque f est sans facteur carré, il divise z? donc soit f = e, soit f = ez, avec
e € k*.
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Cas (D’1): Sif=e

Dans ce cas, il faut démontrer que —de € Q*%, on peut effectuer un raisonne-

ment similaire a celui employé quand 0 < r < 1. On part de la relation:
—dep?® = (e0? — zp*)* — 4(z + 2)2%eh*?,

puis en spécialisant en z = —2, on obtient —deu?(—2) = (eb*(—2) + 2¢*(—2))?
avec (€0*(—2) + 2¢*(—2)) # 0 car sinon (z + 2) divise a la fois # et 1) or ces

polyndémes sont toujours premiers entre eux. On obtient donc bien —de € Q*%

Cette spécialisation en z = —2 correspond a la spécialisation en z = —r — 1
dans le cas 0 < r < 1, la différence avec ce cas est qu’ict la spéctalisation en
z=r—1=0 ne permet plus comme auparavant de conclure directement car on
peut avoir €0*(0) + 2¢2(0) = 0, la configuration est donc légerement différente.

Cas (D’2): Sif = ez

On doit démontrer que ce cas ne peut pas se produire. L’équation de CVQT(dZ),

donne, toujours avec les mémes notations la relation :
—dezp?® = (e20? — 2p?)? — 42°(2 + 2)e*)?.

Cela implique que z divise p, apres avoir posé u = zu', i’ € k[z], et simplifié par

2% on a:

—dezp”? = (ed® — *)? —4z(z + 2)e*p*  (1).

D’autre part, on a aussi 1’égalité:
—dezp/* = (6(92 + ;/)2)2 —4(z + 1)26(9277/)2 (2).

Pour z = —2 dans (1), on obtient 2deu?(—2) = (ef* —1)?)*(—2) et on a encore
(e6? —r?¢p?)*(—2) # 0, 'argument le justifiant est le méme que dans le cas (D’1).
On obtient donc 2de ~ 1.

Pour z = —1 dans (2), on a dep*(—1) = (ef*(—1) + »*(—1))%. Si on suppose
que ef*(—1) +¢*(—1) # 0, on obtient de ~ 1, et comme on a montré auparavant
que 2de ~ 1, on aurait 2 ~ 1, ce qui est impossible car 2 n’est pas un carré dans
Q. On a donc forcément (e6*(—1) + ¢»*(—1)) = 0, ce qui implique que ef*(—1) =

—?(—1). Les polynémes 6§ et i étant premiers entre eux, ils ne peuvent pas
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s’annuler simultanément en —1, les deux termes de 1’égalité précédente sont donc
non nuls, d’ou e ~ —1.

Pour conclure, on pose z = 0 dans (1) et on a (ef*(0) — ¥*(0))? = 0 d’ot,
comme # et i sont premiers entre eux et qu’ils ne peuvent donc pas s’annuler
simultanément en 0, €6*(0) = ¥?(0) # 0 et e ~ 1. En regroupant les résultats

précédents, on obtient 1 ~ —1 dans le corps Q, c’est la contradiction recherchée.

Le cas (D’2) ne peut pas se produire et l’étude de CVQT(dZ) est achevée: on a

prouvé que 'image du morphisme ¥, est triviale.

(E’) Etude de D_2

0(z)

On doit montrer que I'image du morphisme ¥, est I'image des points de
torsion. L’équation de la courbe D=4 est —df?* = ala+4(z+1)*2)(a+4[(z+1)*—
1]2), c’est-a~dire de la forme —d3? = a(a+4a(z))(a+4b(z)), avec a(z) = (z+1)*z
et b(z) = ((# +1)* = 1)z = (2 + 2)z?%. Comme ni a(z) ni b(z) ne sont des carrés
dans Q(z), il n’y a pas de point d’ordre 4 sur f)&lz). Les seuls points d’ordre finis
connus sur cette courbe sont donc les points d’ordre 2: (0,0), (—4(z +1)z,0) et

(—4(z 4 2)z%,0) et leurs images par ¥, sont :
* 45(0,0) = 2(z + 2)Q(2)",
* A, (—4(z + 1)%2,0) = d2Q(2)"*
* A, (—4(z +2)2%,0) = d(2 + 2)Q(2)*2

On doit donc montrer que:

3,(Dgl) = {(2)2 2(2 + 2)0(2)2 dz0(2)2 d(= + 2)0(2)?} .

On utilise encore les notations du lemme 1.5.13, si («, 3) est un point de f?@(z)
vérifiant 3 # 0, on pose o = fi—z, avec f sans facteur carré divisant z(z41)(z42).
Quitte a ajouter au point («, 3) un des points d’ordre 2, on peut supposer que
ni z ni (z 4 2) ne sont des facteurs de f qui va donc diviser (z 4 1). Il ne reste ici

que deux cas a étudier (contre quatre lorsque 0 < r < 1):

* Si f = e: 1l faut alors montrer que —de € k*? c’est-a-dire —de ~ 1.

* Si f =e(z+41): on doit prouver que ce cas est impossible.
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Cas (E’'1): Sif=e

Il suffit ici de reprendre la démonstration faite pour 0 < r < 1 a la section 2.3
partie (E1), pour montrer que —de € Q©**: En étudiant les coefficients dominants
dans I'équation —deu® = (e6* + 4z(z + 1)*?)(eb* + 4(z + 2)2*?), on montre

qu’on a toujours —de ~ 1, ce qui est le résultat recherché.

Cas (E’2): Sif=e(z+1)

Partant de la relation —dfu® = (f6% + 4z(z + 1)**) (0% + 4(z + 2)2%?), en
simplifiant par (z + 1) on a:

—dep? = (6(92 +4z(z + 1)77/)2)(6(2 + 1)02 +4(z + 2)22;/)2)

On a aussi un résultat analogue au lemme 2.3.6:

Lemme 2.4.2 Dans [’équation de f?&lz), on a avec les notations du lemme 1.5.13
et apres simplification, —dfp® = (f0? + 4z(z + 1)*¢?)(f0? + 4(z + 2)2%?) et les
polynomes (f0?+4z(z+1)*0?) et (f0?+4(2+2)2%¢?) sont soit premiers entre eux

lorsque §(0) # 0, soit admettent z pour seul diviseur commun lorsque 6(0) = 0.

Par conséquent, ici les polynomes (e6? + 4z(z + 1)1?) et (e(z + 1)0* + 4(z +
2)z%1)?) vérifient aussi cette propriété, donc on a deux possibilités suivant que le

polynome # s’annule ou non en 0.

(i) Si 0(0) #0:
Alors les polynomes ef*+4z(z+1)1? et e(2+1)0*+4(2+2)z%* sont premiers

entre eux et leur produit est —deu?, donc il existe s € Q*, py, p2 € Q[2] tels que:

eh? + 4z(z + 1)? sui (1)
e(z + 1)02 +4(z + 2)22;/)2 = —desy’ (2)

Pour z = 0 dans (2), on a e#*(0) = —desu3(0) # 0 donc —des ~ e. Pour
z = —2 dans (2), on a —ef?*(—2) = —desu3(—2), or §(—2) # 0 sinon (z + 2)? doit
diviser les deux membres de 1’égalité (2) et on en déduirait qu’il divise a la fois ¢
et ¢ que l'on a supposés premiers entre eux, on a donc —des ~ —e.

On obtient ainsi e ~ —e ce qui est impossible car on travaille dans le corps Q.

Lorsque f = e(z 4 1), on ne peut pas avoir §(0) # 0.

(ii) Si 0(0) = 0:
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Dans ce cas les polynomes €f? 4+ 4z(z + 1)¢? et e(z + 1)8? + 4(z + 2)z%)?
admettent z pour pged, et il existe s € Q*, 1, a2 € Q2] tels que:

ef? +4z(z + 1)p? = szud
e(z+ 1)07% 4+ 4(z +2)2%* = —deszys
En posant 6 = 20’ avec 0’ € k[z] et apres simplification par z, on obtient :
ex0? +4(z + 1)p? = sui (3)
ex(z+1)0% +4z(2 + 2)* = —desu’ (4)

Dans (3), pour z = 0, on a 4¥*(0) = su3(0), avec 1>(0) # 0 car 6(0) = 0, donc
s ~ 1. Pour z = —1, toujours dans (3), on a —ef*(—1) = sui(—1), et §'(—1) £ 0
sinon (z + 1) diviserait a la fois 6 et 1, donc s ~ —e. On a alors e ~ —s ~ —1.

Puis d’une part, pour z = —1, dans (4), on a —4*(—1) = —desu3(—1) et
p(—1)#0 car f =e(x+ 1) et ¥ sont premiers entre eux, donc des ~ 1.

D’autre part pour z = —2 dans (4), on a 2e0?(—2) = —desu3(—2) et 0'(—2) #
0 sinon (z + 2) diviserait a la fois 6" et ¢, d’ou des ~ —2e, or on sait déja que
e ~ —1, donc des ~ 2.

On devrait alors avoir a la fois des ~ 1 et des ~ 2 et donc 2 ~ 1, ce qui est
impossible car 2 n’est pas un carré dans Q. Lorsque f = e(z 4+ 1), on ne peut pas

non plus avoir #(0) = 0 ce qui fait qu’'on n’a jamais f = e(z + 1).

Le cas (E’2) ne pouvant pas se produire, on a donc prouvé que quitte a ajouter
au point (o, 3) un des point d’ordre deux, on a ¥,(c,3) = Q(2)*%. Cela montre

que limage du morphisme ¥, est effectivement Uimage des points d’ordre fini.

Conclusion

On a donc montré que les images des morphismes 4,, 4,,, ¥, et 4, sont les
images des points de torsion et on peut conclure que la courbe Cﬂg(lx) est de rang
nul. Comme les points d’ordre fini de cette courbe ne sont pas spéciaux, elle n’a

donc aucun point spécial et on en déduit le théoreme 2.4.1.

2.5 Un exemple ou la fibration sur la droite pro-
jective n’a pas de singularité réelle.

On va étudier ici des polynémes F(x,y) = (y* + a(2))(y* + b(z)) avec a(x) =
(22 42)% et b(z) = (22 +2)* —r?(z*+1)? pour 0 < r < 1. L’intérét de ces exemples

77



est de prouver que pour certaines valeurs de r, il n’y a pas de point spécial, ni
meéme de point d’ordre infini sur la courbe Cﬂg(lx) associée, alors que la fibration
de Cﬂg(lx) sur PY(R) ne présente aucune singularité, pas méme a l'infini. On ne
cherchera pas ici a faire ’étude appronfondie de cette famille de polynomes dans
la mesure ou on se contentera de démontrer I’existence de valeurs du parametre
r pour lesquelle il n’y a pas de point spécial sur Cﬂg(lx). Cela suffit a montrer que
I’existence de singularité de la fibration de Cﬂg(lx) sur PY(R) n’est pas une condition
nécessaire pour que la courbe elliptique étudiée ne possede pas de point autre

que ses points de torsion.

Les courbes elliptiques associées a ce polynome F' sont :
« C71 —p2=aa? = 2(2(2* + 2)? — r*(2* + 1)))a + ri(2? + 1))

« D71 =32 = ala +4(2* +2)*)(a + 4[(2* + 2)* — r? (2 + 1)?]).

On remarque que, comme dans ’exemple de la section 2.3, les points d’ordre
2 de la courbe elliptique d’équation —3% = a(a? — 2(a(xg) + b(xo))a + (a(zo) —
b(0))?*), qui est définie sur B, ont pour premieres coordonnées 0, a(xg) + b(xq) —
2¢/a(x0)b(x0) et a(xo) + b(xo) + 24/a(x0)b(x0) et comme les polynomes ab et a —b
ne s’annulent pas sur R, ces points sont distincts et la fibration de la courbe C~!
n’admet de singularité en aucun point zo € R. Mais de plus ici les coefficients
dominants des polynoémes a et b sont distincts, et donc cette fibration n’admet

pas de singularité réelle a l'infini.

Comme dans les exemples précédents de ce chapitre, la courbe C™! est globa-
lement invariante par rapport a la transformation o, définie a la section 2.2, on

peut donc se ramener a 1’étude des quatres courbes:

x C70: —dp? = a(a? —2(2(2 +2)2 = P2z + D)?)a + r(z + 1)Y)

« D —df? = ala +4(z +2)*)(a + 4(z +2)> = r2(z + 1)%))

x C71: —dB? = a(a? = 2(2(2 + 2)2 — r¥(z + 1)) za + r122(z + 1))
* D™ —dB? = a(a +4(z +2)22)(a + 4[(2 +2)? — (2 + 1)?]2)

Ces courbes elliptiques sont définies sur le corps ko(z) avec kg = Q(r) et les

courbes D=1 et D! sont & 2-torsion ko(z)-rationnelle, on peut donc utiliser la
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méthode proposée au chapitre 1. On remarque que si k est le corps de décom-
position du polynéome ab(a — b), alors k = Q(r) = ko. Dans la définition de ces
quatre courbes, d est un élément de k*.

On suivra un plan (A), (B), (C), (D), (E), (F) similaire a celui de la section 2.3
et on obtiendra ainsi des conditions sur r suffisantes pour que la courbe Cﬂg(lx) n’ait
pas de point spécial, donc pour les valeurs du nombre r vérifiant ces conditions,
le polynome F(z,y) = (y? + (2 + 2)?)(y* + (2* +2)* — r*(2? + 1)?) ne sera pas
somme de 3 carrés dans R(z,y).

Remarque 2.5.1 On utilisera encore la notation g ~ h lorsque g et h appar-

tiennent & la méme classe de carrés dans k*.

Notation 2.5.2 Pour alléger [écriture de certaines formules, on définit les po-

lynomes Py =(1—r)z+(2—r) et P, =(14+7r)z4+ (24 7r) et on note z; = —2=r

1—r
et zo = —% leurs racines respectives.

Remarque 2.5.3 Il est clair que:
«ona P Py=(z+2)?—r*z+1)*=0b(z),
* pour 0 < r < 1, les polynémes P; et P, sont premiers avec z, z+ 1 et 2z + 2,

* lorsque 0 < r < 1l,on az; < —2et =2 < z3 < —1, donc par la suite, les

termes z1, 21 + 1, 21 + 2, 22, 2o + 1 et z3 + 2 ne seront jamais nuls.

(A) Etude des points d’ordre 2"

On se retrouve dans un cas similaire aux précédents, car a est un carré: a = u?
avec u = 2> 4+ 2, et a — b = v?, avec v = r(2? + 1), donc d’apres les résultats de
la section 2.1, il y a des points d’ordre 4 définis sur R(z) sur les courbes C™' et
D=L, De plus, comme u et v sont premiers entre eux et comme u n’est pas un
carré, il n’y a pas de point d’ordre 8 ni sur la courbe C™!, ni sur la courbe D',

Les points R(z)-rationnels d’ordre 2" de C~' sont:
* Le point Pe = (0,0) d’ordre 2,
* Les points (—r?,2r*(2? + 2)) et (—r?, —2r*(2? + 2)) d’ordre 4.

Il est clair qu’aucun de ces points d’ordre fini sur Cﬂg(lx) n’est spécial.
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(B) Etude de CAIZ((ZI)

On veut trouver des conditions sur r qui suffiront a prouver que I'image du
morphisme 7, : é,;(i)%k(z)*/k(z)*z est celle des points de torsion, or les points
d’ordre 2" sont ceux d’ordre 2 ou 4 (lorsque d est un carré dans k) et ils appar-
tiennent au noyau de 4,. Comme ce sont les seuls points de torsion connus sur
cette courbe, on doit donc montrer que l'image de 4, est triviale.

Soit (a,3) un point de é,;(i) d’ordre infini donc vérifiant 3 # 0, on écrit
o= fi—z avec les conditions habituelles. Le polynoéme f est sans facteur carré et
divise (@ — b)* = r*(z + 1)*, donc soit f = e € k*, soit f = e(z+ 1) avec e € k*.

L’équation de é,;(i) étant —3? = a(a? —2(2(2+2)* —r?(z+ 1)) )a+ri(z+1)%),
on déduit, d’apres le lemme 1.5.13, qu’il existe u € k[z] tel que:

—dfy? = 00— 22z 42— =+ D) 4 (= 4 1)

Mais, comme (2 + 2)* — r?(z 4+ 1)*> = P, P,, on peut aussi écrire cette équation

sous la forme

—dfy? = (0" = (= + P62 — APy (=) Py(=) 0707,

Cas (B1): Sif=e¢e

La relation précédente donne alors I’équation :
—dep® = (e0* — r?(z + 1)%9?)? — 4P (2) Po(2)ed*)>.

Pour z = 2z, on a —dep?(z1) = (€0*(21) —r?*(214+1)*¢¥*(21))% Ot (e6*(21) —r* (21 +
1)2¥?(z1)) # 0 sinon (2 — z1) diviserait (e —r?i?) ainsi que p, et on montre par
le méme raisonnement que dans les sections précédentes que (z — z1) diviserait a
la fois € et ¢b que I'on a supposés premiers entre eux.

On peut donc en déduire que —de € k** et donc que le point (o, 3) considéré

appartient bien au noyau de 4,.

Cas (B2): Sif=e(z+1)

On a, apres simplification par z + 1, I’équation :
—dep? = (z + 1)(6(92 — 7“2(2 + 1);/)2)2 — 4P1(Z)P2(Z)e(92¢2.
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Pour z = 2y, on a —dep®(z1) = (21 + 1)(e0*(21) — r*(z1 + 1)*¢?(21))?) et
comme précédemment, on montre que ce terme ne peut pas s’annuler car 8 et ¥
sont premiers entre eux, donc —de ~ (z; + 1).

De mémepour z = 2y, 0n a —dep?(23) = (224+1)(€6?(22)—r*(224+1)*?(22))?) #
0, donc —de ~ (z3 + 1).

On doit donc avoir (21 + 1) ~ (22 + 1) c’est-a-dire (1 — f::) ~ (1-— ﬁ:) ce

qui revient & (1 —r) ~ (1 4 r) ou encore & (1 —r?) ~ 1

Pour exclure le cas (B2), il suffira de s’assurer que (1 —r?) n’est pas un carré

dans k = Q(r), avec cette hypothése, l'image du morphisme 4, sera triviale.

(C) Etude de 751;((;)

On doit ici chercher des conditions sur le réel r permettant de s’assurer que
I'image du morphisme 4, : ﬁg(i)%k(z)*/k(z)*z est 'image des points d’ordre
fini: en fait, cette propriété est toujours vraie quelle que soit la valeur de r. On
connait déja, d’apres la section 2.3, les points de torsion suivants sur la courbe
D,;(i) :

* Les points Pp = (0,0), (—4(z+2)%,0) et (—=4((1—7r)z+(2—7r))((1+71)z +

(24 7)),0) d’ordre 2 qui existent dans tous les cas.

« Les points (—4(z +2)((1 —r)z 4+ (2 —1)), :I:%r(z +2)(1=r)z+(2—=1)))
et (=4(z+2)(14+r)z+(2+71)), :I:%r(z +2)((1 +7r)z4 (24 7r))) d’ordre

4 dans le cas ou d est un carré dans k.

On va donc distinguer les deux cas d est un carré dans k et d n’est pas un
carré dans k.

On a ici un résultat proche de celui du lemme 2.3.3:

Lemme 2.5.4 En utilisant les notations du lemme 1.5.13, si (o, 3) est un point
de f?;(i) vérifiant B # 0, on a o = fi—z, avec [, 8, 1 € k[z], pged(f0,¢) =1 et
f est sans facteur carré et de degré pair. On sait aussi que st f = e € k™, alors

soit —de € k*%, soit —e € k*2.

Preuve. La démonstration de la premiere partie de ce résultat est analogue a celle
effectuée pour prouver le lemme 2.3.3. Pour démontrer que lorsque f = e € £~

alors on a soit —de € k*?, soit —e € k™2, on utilise la relation :
—dep® = (ef” +4(z + 2)"¢7) (0 + 4((2 + 2)* — r¥(z + 1)")¥?),
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et on pose z = —1, ce qui donne —deu*(—1) = (ef*(—1) + 4¥*(—1))?, donc si
ef?*(—1) + 4¢*(—1) # 0 alors —de € k** et si ce terme est nul, on a ef?*(—1) =
—4p*(—1) avec §(—1) # 0 et p(—1) # 0 car # et 1) ne peuvent pas s’annuler

simultanément en —1 et on obtient —e € k*2. O

(C1) Si d n’est pas un carré

Les seuls points d’ordre fini connus sont les points d’ordre 2 et on va montrer
que 'image de 4, est l'image de ces points. On rappelle que les images de ces

points sont :

* 4y (Pp) = PLPak(2)7,

* Ap(—4(z +2)%,0) = dk(2)",

* A (—4((L=r)z+ 2 =r)((14+7r)z4+ (24 7)),0) = dP, P2k(2)*.
On doit donc montrer que:

3o (D)) = {k(2)2 dk(2)2, dPLPyk(2), Py Pyk(2)" }

Si (a,3) est un point de f?,;(i) vérifiant 3 # 0, en écrivant a = fi—z avec
les conditions habituelles, on sait, d’apres le lemme 1.5.13, que f divise ab =
(2 +2)?P, P, de plus f est sans facteur carré, on peut donc supposer que f divise

(2 +2)P1P,. On a aussi un résultat analogue a la proposition 2.3.4:

Proposition 2.5.5 Si d n'est pas un carré dans k, alors on ne peut pas avoir
(z +2) comme facteur de f.

Preuve. 1l suffit d’adapter la démonstration de la proposition 2.3.4. O

On peut donc en conclure que f est de degré pair et divise Py P, c’est-a-dire
soit f = e, soit f = eP Py, avec e € k* et quitte & ajouter au point (a,3) le
point Pp, ou le point (—4P; P»,0), on peut supposer que f = e € k*, mais alors
d’apres le lemme 2.5.4, on a soit —de € k*?) soit —e € k™. Si —de € k**, alors
Yo, B) = k(z)** donc (a,3) € ker(4,) le probleme est résolu, et si —e € k*2,
alors 4, (a, 3) = dk(2)** = 4,(—4(z + 2)?,0), on est encore dans I'image des
points d’ordre 2, ce qui permet de terminer I’étude de ﬁ;(i) dans le cas ou d n’est

pas un carré dans k.
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(C2) Si d est un carré

Dans ce cas, en plus des points d’ordre 2, il y a sur ﬁ_(d) des points d’ordre
4, (—4(z +2) Py, :I:\/— r(z+2)P) et (=4(z +2) P, :I:\/— r(z +2)Py). Leurs images
par le morphisme 4, sont:

* 4y (Pp) = PLPak(2)7,

* A, ((—4(z 4+ 2)%,0) = k(2)*? car d est un carré,

* FAYD(_4P1P270) = PlP?k(Z)*Q = ’A)/D(pp)v

* Y, (—4(z + 2) Py, :I:\/— r(z 4 2)P) = (2 + 2) P k(2)*,

* Y, (—4(z + 2) P, :I:\/— r(z +2)P) = (2 + 2) Pok(2)*

On doit donc montrer que:

( ) {k P1P2 ) ,(Z—|—Q)Plk(z)*27(2_|_2)P2k(2)*2}‘

Si (e, 3) est un point de ﬁ;(i) vérifiant 3 # 0, on écrit encore « sous la forme
fi—z avec les mémes conditions et on sait, d’apres les lemmes 1.5.13 et 2.5.4, que
f divise (z+2) P, P et est de degré pair donc on a soit f = e, soit f = e(z+2)P,
soit [ = e(z + 2)P,, soit f = eP1 P, avec e € k*. On alors remarque que quitte
a ajouter un des points d’ordre 2 ou 4, on peut supposer que f = e et le lemme
2.5.4 montre que soit —de € k*?, soit —e € k*?. Comme ici d € k*2, cela implique
qu’on a toujours y,(a, 3) = —dek(2)** = k(z)*?

On a donc prouvé que pour toul d € k*, l"image du morphisme 7, est celle

des points d’ordre 2.

(D) Etude de élz((zl)

Comme le seul point de torsion connu sur Cvk_(i) est (0,0) et qu’il appartient au
noyau de 7., on va rechercher des conditions sur le réel r impliquant que 'image
de ¥, est triviale.

Sion a un point («, 3) tel que 3 # 0 sur cette courbe, en utilisant les notations

habituelles, on sait qu’il existe un polynéme p tel que:
—dfp® = 20" —2(2(z + 2)* — r* (2 + 1))z f0*0% + vt (2 + 1) 220
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ou encore, comme (z +2)* —r*(z + 1) = P Py
—dfp® = (f0% — r*z(z + 1)%?)? — 42 P1(2) Pa(2) fO*2.

On sait aussi que f est sans facteur carré et divise r*(z + 1)*z? on a quatre
possibilités: soit f = e, soit f = ez, soit f = e(z + 1), soit f =ez(z+ 1).

Cas (D1): Sif=e

On montre qu’on a toujours —de € k** en spécialisant en z = z; ou z = 25:

la méthode est analogue a celle employée pour le cas f = e dans 1’étude de é,;(i).

Remarque 2.5.6 On peut obtenir le méme résultat en posant z = 0, ce qui
donne —deu?(0) = €*6*(0), si (0) # 0, —de € k**, si §(0) = 0, on a alors
1(0) = 0 et ¥(0) # 0 et en posant p = zu' et § = 260’ on a: —deu = e*220" —

—r

212(2 +2)* —r*(z + 1))z f07?¢* + ri(z + 1), donc —dep?(0) = r4¢4( ) € k2.

Cas (D2): Sif = ez

Pour prouver que l'image de ¥, est triviale, il faut démontrer que ce cas ne
peut pas se produire. On a, dans ’équation de Cvk_(i), toujours avec les mémes

notations :

—dezpi* = (ez0® — r*z(z 4+ 1)%0%)? — 422 Py (2) Py(2) e

Et, en posant u = zu' avec ' € k[x], apres simplication par z*:

—dezp”? = (e0® — r* (2 + 1)**)* — 4P, (2) Py(2)ed*>.

Pour z = z;, on obtient —dez;u?(z1) = (e6*(z1) — r*(21 + 1)*¥?(z1))?, avec
e0?(z1) — r*(z1 + 1)**(21)) # 0 (il suffit de faire le méme raisonnement que dans
les cas similaires déja traités), donc —dez; ~ 1, de méme pour z = z3, on a

—dezy ~ 1 on en déduit que z;z9 ~ 1.

_ (2= 24r : 4
Il va donc suffire que z123 = (1—7’) (H_r) ne soit pas un carré dans k pour que
le cas f = ez ne puisse pas se produire, cela revient a imposer que (4 —r?)(1 —r?)

ne soit pas un carré dans Q(r).
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Cas (D3): Sif=e(z+1)

Ici dans I’équation de Cvk_(i), on a:
—de(z + 1)/,L2 = (e(z + 1)(92 — rzz(z + 1)2¢2)2 —4zPi(2)Pa(2)e(z + 1)02;/)2
et apres simplification par (z + 1), on obtient:
—dep? = (z + 1)(6(92 — rzz(z + 1);/)2)2 — 4ZP1(Z)P2(Z)€(9277/)2.

Pour z = 2y, on a —dep®(z1) = (21 + 1)(e6*(z1) — r?z1(21 + 1)*(21))? # 0 et pour
Z2 = z9, 0n a —dep®(z3) = (29 + 1)(e0*(22) — r?22(29 + 1)?(—22))* # 0, ce qui
donne respectivement —de ~ (z; + 1) et —de ~ (z9+ 1), donc (z1+1)(z2+1) ~ 1
c’est-a~dire (1 —r?) ~ 1.

I suffit donc que 1 — r?

ne soit pas un carré dans k pour éliminer le cas

:€Z+ celte condition etal €la a arue lors de 1 etude de - .
1), cette condition était déja apparue lors de I'étude de G,

Cas (D4): Sif =ez(z+1)

On a ici I’équation :
—dez(z + 1)/,L2 = (ez(z + 1)02 — rzz(z + 1)2;/)2)2 — 422(2 + 1)P1(Z)P2(Z)e(92¢2.

On constate que z? divise le membre de droite donc z divise p, on pose u = zu'

et apres simplification par z%(z 4+ 1), on a:
—dezp/* = (z + 1)(6(92 — 7“2(2 + 1);/)2)2 — 4P1(Z)P2(Z)e(92¢2.

Pour z = zy,0on a —dezy'*(21) = (z1+1)(e6?(21)—r*(21+1)db?(21))? # 0 (toujours
grace au méme argument), et pour z = 29, on a —dezap’?(29) = (224 1)(eh*(22) —
r3(22 + 1)¢*(22))* # 0. Cela donne —dez; ~ (21 + 1) et —dezg ~ (23 + 1), d’ot
—de ~ z1(z1+1) ~ z2(22+ 1), c’est-a-dire (2—r) ~ (2+71) ou encore (4 —r?) ~ 1.
On devra, afin d’éliminer le cas f = ez(z 4 1), s’assurer que cette condition n’est

pas réalisée.

On a donc démontré que Uimage du morphisme %, est triviale dans le cas
ot ni (1 —r?), ni (4—1r?), ni (4 —1r*)(1 —r?) ne sont des carrés dans le corps

kE=aQ(r).
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(E) Etude de 751;((;)

L’équation de la courbe D=4 est —df* = ala +4(z + 2)*2)(a + 4[(z + 2)* —
r?(z + 1)?]z), comme ni a(z) = (2 4+ 2)*z ni b(2) = ((z + 2)* — r*(z + 1)*)z ne
sont des carrés dans k[z], d’apres la section 2.2, il n’y a pas de point d’ordre 4 sur
T?,;(i). Les seuls points d’ordre finis connus sur cette courbe sont donc les points
d’ordre 2: (0,0), (—4(2+2)%2,0) et (—4[(z+2)* —r*(2+1)*]2,0) = (=42 P, P»,0),

leurs images par %, sont:
* 7,(0,0) = Py Pyk(2)*,
* A, (—4(z + 2)%2,0) = dzk(2)*?,
* A, (=42 P Py, 0) = dz Py Pyk(2)*2.

On doit donc montrer que:

0 (Dily) = {k(2), PPok(2)2, dzk(2)2, d=Py Pak(2)™ }.
En utilisant les notations habituelles, si (a, 3) est un point de ﬁ;(i) vérifiant
B # 0, on a, ici encore, o = fi—z, avec f sans facteur carré divisant z2(z +2)?P, P,
d’o‘u f divise z(z + 2) P, P,. Quitte a ajouter a (o, 3) un des point d’ordre deux,
on peut supposer que ni z ni P, ne sont pas des facteurs de f, qui va alors diviser

(z + 2)P1. On doit ainsi étudier quatre cas:
« Cas (E1): f = e, avec e € k¥,
* Cas (E2): f =e(z 4 2), avec e € k7,
« Cas (E3): f = ePy, avec e € k7,
* Cas (E4): f =e(z +2)P, avec e € k.

On doit trouver des conditions portant sur r pour que, dans le cas (E1) on ait
—de ~ 1 et pour que les cas (E2), (E3) et (E4) ne puissent pas se produire, pour

cela, il est important de connaitre le lemme suivant :

Lemme 2.5.7 D’aprés Uéquation de f?,;(i), il existe un polynome p tel que :
—dfp* = (f07 +42(z + 2)%*)(f0* + 4= PLPyy?),

et le pged des polynomes f0* +4z(z +2)%* et f0* + 42 P Pyp? est un diviseur de

z(z+ 1)~
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Preuve. La démonstration est analogue a celle du lemme 2.3.6 : si P est un diviseur
commun & ces deux polynomes, alors il divise leur différence: 8rz(z + 1)%*?. Or
P est premier avec v, sinon il admet un diviseur premier p commun avec ¢ et ce
diviseur premier est aussi un facteur de f6? ce qui est exclu car pged(f6*,¢) = 1.
On en déduit donc que P divise z(z + 1)2. O

Notation 2.5.8 On notera Py le pged de f0*+4z(2+2)*)? et de [0 +42 P, Pyyp?,
on a donc sixz cas possibles Pop = 1, Py = z, Ph = (z+ 1), Pb = z(z + 1),
Po=(z+1)* et Po=z2(2+ 1)

Cas (E1): Sif=e

L’objectif est ici de montrer que I'on a toujours —de € k*2. On connait la

relation :
—dep® = (e0* + 42(z + 2)*?)(e0* + 42((z + 2)* — (2 + 1)*)p?).

Si deg(6?) > deg(¥)?) + 3, alors en examinant les coefficients dominants dans
cette équation, on trouve que —de € k*?, le probleme est réglé dans ce cas.
Si deg(#?) < deg()?) + 3, alors I’étude des coefficients dominants montre que
—de ~ 1 —r?%. Puis pour z = 0, on a —deu?(0) = (€62(0))?, si 6(0) et 1(0) ne sont
pas nuls on obtient que —de € k** ce qui résout le probleme. Si §(0) = u(0) = 0,
on pose 0 = z0" et p = zp' avec 0, ' € k[z]* ce qui donne, apres simplification

par 22, I’équation :
—dep* = (62(9/2 +4(z + 2)277/)2)(62(9/2 +4((z + 2)2 — 7“2(2 + 1)2);/)2).

Et pour z = 0 dans cette derniere relation, on a —deu*(0) = 64(4 — r*)y*(0),
avec ¥(0) # 0 car on a déja §(0) = 0 d’ott —de ~ 4 — r?, ce qui implique que
Il —r* ~4—r?ou(l—r*)(4—r? ~ 1 et cette possibilité a déja été exclue
précédemment.

On a donc toujours —de € k*? lorsque [ = e, le cas (E1) est traité.

Cas (E2): Sif=e(z+2)

On a, apres simplification par z + 2, I’équation :
—dep? = (6(92 +4z(z + 2)77/)2)(6(2 + 2)02 + 4ZP1P2¢2)
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On va considérer quatre cas suivant la valeur du pged Fy:

(i) Si Pp=1ousi Py =(z+1)*:
Dans ce cas, le produit des polynomes ef?+4z(242)1? et e(2+2)0* 442 Py Pyi)?
est —dep? et leur pged Py est un carré, il existe donc s € k*, py, pz € k[z] tels

que:
ef? +4z(z + 2)* = sui (1)
e(z +2)0* + 42 P Pyp? = —desy? (2)
On a alors:
* Pour 2 = 2y, dans (2), e(z1 + 2)0%(z1) = —desu3(z1) et le terme p3(z)

est non nul, car sinon P serait un facteur commun a € et a ¥». On a donc

e(z1 4 2) ~ —des.

* Pour z = z3, dans (2), e(z2 + 2)0%(22) = —despu3(z2) # 0 d’ott on obtient
e(z2 4 2) ~ —des.

On en déduit que (21 4 2) ~ (23 + 2) c’est-a-dire = ~ T4 ou encore (r—1)~
(r + 1) ce qui est impossible car 0 < r < 1 et le corps k est réel. Le cas (i) ne

peut jamais se produire.

(i) Si Py =z ousi Py=z(z+1)*:
Alors, dans ce cas, le produit des polynémes ef* +4z(z + 2)? et e(z + 2)6* +
42 Py Pyr)? est —dep? et leur pged Py est le produit du polynoéme z par un carré,

donc il existe s € k*, uy, po € k[z] tels que:

ef? +4z(z + 2)¢? = szui (3)
e(z +2)0* + 42 P Pyp? = —deszys (4)

Dans (3) ou (4), on a, pour z = 0, #(0) = 0, on pose § = z6" dans k[z], mais

alors ’équation (4) donne:
ez(z + 2)0’2 + 4P Pyo)p? = —desu% (47).

Et dans (47), pour z = 0, on a 4P (0)P,(0)1*(0) = —desu3(0) avec (0) # 0
car 6(0) = 0, donc Pi(0)P2(0) ~ —des c’est-a-dire (4 — r?) ~ —des. Toujours
dans (47), pour z = —2, on obtient 4P (—2)Py(—2)*(—2) = —desus(—2), et
p2(—2) # 0 sinon z 4 2 diviserait a la fois § et ¢ ce qui est impossible. Donc
Pi(=2)Py(—2) ~ —des, c’est-a-dire —r? ~ —des. On en déduit alors que (4—7r?) ~
—r?, ce qui est impossible pour des raisons de signe. Le cas (ii) ne se produit donc

jamais.
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(iii) Si Ph =2+ 1:
Le produit des polynémes ef? + 4z(z + 2)b? et e(z + 2)0? + 4z P, Patp? est
toujours —dep? mais leur pged est z + 1, donc il existe s € k*, 1, po € k[2] tels

que:
eh? +4z(z + 2)* = s(z+ 1)ud (5)
e(z +2)0* + 42 P Pyyp? = —des(z+ 1)p (6)
Dans (5), pour z = 0, ef*(0) = sui(0) et ces deux termes sont non nuls car

sinon z? diviserait les deux membres de I’équation (5), et donc z diviserait & la
fois 6 et 1, on a ainsi e ~ s. D’autre part, pour z = —2, toujours dans (5), on a
eh*(—2) = —sui(—2), ces termes étant non nuls, on a donc e ~ —s. Cela implique
que s ~ —s, ce qui est clairement impossible, le corps k& étant un sous-corps de

R. Le cas (iii) est ainsi exclu.

(iv)Si Pp==z(z+1):
Le pged des polynomes e6? +4z2(z +2)i* et e(z +2)0* +42 Py Potb? est z(2 +1),
leur produit est toujours —dep? donc il existe s € k*, py, po € k[z] tels que:

eh? + Az(z + 2);/)2 = sz(z+ 1)/@ (7)
e(z +2)0* +42P, Pyyp* = —desz(z+ 1)p3 (8)

En posant z = 0 dans (7) ou dans (8), on obtient que #(0) = 0, on pose donc

6 = z0' et ’équation (8) devient apres simplification :
ez(z + 2)0’2 + 4P Py)p? = —des(z + 1)/,L§ (87)

Et dans (87), pour z = 0, on a 4P (0)P2(0)¥*(0) = —desu3(0) # 0, donc
Pi(0)Py(0) ~ —des. D’autre part, pour z = —2, on a 4P (—2) Py (—2)y?*(—=2) =
desp3(—2) # 0 ce qui donne Pj(—2)Py(—2) ~ des. On en déduit alors que
Pi(0)P2(0) ~ —Pi(—2)Py(—2) c’est-a-dire (4 — r?) ~ r* ~ 1. 1l va donc étre
nécessaire de supposer que (4 — r?) n’est pas un carré dans k pour exclure le cas

(iv). On remarque que cette condition est déja apparue précédemment.

A condition que (4 —r?) ne soit pas un carré dans le corps k, on n’aura jamais
f =e(z+2), 'étude de la partie (E2) est donc terminée.

Cas (E3): Sif=eP;=¢e((1-r1r)z+(2—1))

L’équation de T?,;(i) donne dans ce cas:
—dePip? = (eP0? + 42(z + 2)%*) (e P10 + 42 Py Pyy)?)
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Et apres simplification :
—de/,c2 = (eP1(92 +4z(z + 2)277/)2)(6(92 + 4ZP277/)2)

Ici encore, il faut distinguer quatre différents cas suivant les valeurs du poly-

néme F,.

(i) Si Pp=1ousi Py =(z+1)*:
Dans ce cas le produit des polynémes eP16? + 4z(z + 2)%? et ef? + 4z Pya)?
est —dep® et leur pged est un carré, donc il existe s € k*, py, 2 € k[2] tels que:

eP0* + 4z(z + 2)*? = spd (1)
ef* + 4z Pyp? = —desu? (2)

Dans (1), pour z = 0, eP1(0)8*(0) = sui(0) avec 6(0) # 0 sinon z serait un

facteur commun a 6 et a ¢, donc s ~ eP;(0) c’est-a-dire |s ~ e(2 —r) |.

D’autre part, pour z = —2, on a eP;(—2)0*(—2) = sui(—2), si ces termes
étaient non nuls, on aurait s ~ eP;(—2) c’est-a-dire s ~ er, on en déduirait que
r~(2—=r).

1l va alors falloir rajouter la condition suivante sur le parameétre r: on va

supposer que r(2 — r) n'est pas un carré dans k = Q(r).

Avec cette hypothese, on ne pas avoir r ~ (2 — r) et cela implique que
eP(—2)0*(—2) = sui(—2) = 0 et donc que (—2) = 0. Alors pour z = —2 dans
(2), on obtient —8Py(—2)v*(—2) = —desu3(—2) et ¥(—2) # 0 car §(—2) = 0,
donc —2P5(—2) ~ —des c’est-a-dire 2r ~ —des. Mais pour z = 0 dans (2), on
a ef*(0) = —desu3(0) et on a déja montré que #(0) # 0 donc —des ~ e, d’ou
[2r ~ €]

D’autre part, dans (1), pour z = zy, on a 4z;(z1 + 2)*¥*(21) = sui(z1) avec
Y(z1) # 0 car z; est la racine de P; et annule donc f. On obtient s ~ z;, mais
comme on sait déja que s ~ e(2 — r), on en déduit que e ~ z(2 — r) avec
z1(2—r) = —%ﬁ dou e~ —(1—1)|

Finalement, on a montré que 2r ~ e ~ (r — 1) ce qui conduit a une contra-

diction de signe car 0 < r < 1 et le corps k est réel.

Ainsi, il suffit de supposer que r(2 —r) n’est pas un carré dans k = Q(r) pour

éliminer les cas Pp = 1 et Py = (2 + 1)%.

(i) Si Po =z ousi Pop = z(2+ 1)?:
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Comme le pged des polynomes ef? 4+ 4z(z + 2)1? et e(z +2)0% + 42 P Pyi)? est
un multiple de z, on peut poser § = 20" dans k[z], on sait alors que (0) # 0 et

comme précédemment, il existe s € k*, 1, pa € k[z] tels que:

ez P0? + 4(z + 2)%? = sui (3)
ez0? + 4Py)p? = —desy’ (4)

Dans (4) on a, pour z = 0, 4P(0)1*(0) = —despu3(0) # 0 donc Pp(0) ~
—des c’est-a-dire | —des ~ (2 + r) | Toujours dans (4) pour z = z, on obtient

€290 (29) = —desp?(z3) et 0'( 2z, 0 sinon P» diviserait a la fois 8 et donc
/“L2 ¢7
247 donc | e ~ —(1+r)}

—des ~ ezy, Aot (24 71) ~ ez Oron a zg =

T 14
Dans (3), pour z = 0, on obtient 16¢*(0) = sui(0) # 0 donc |s ~ 1| D’autre
part, pour z = —2, on a —2eP(—2)0?*(—2) = sui(—2) c’est-a-dire , comme

Pi(=2) =71, —2erf*(—-2) = sui(—2).
Si on suppose que 0'(—2) # 0, alors s ~ —2er ~ 2r(1 + r) et puisque s ~ 1,
ona?2r(l+r)~1.

On va désormais ajouter la condition : 2r(1 + r) nest pas un carré dans k.

Cette hypothese supplémentaire implique que #(—2) = 0. On pose alors z = —2
dans (4), ce qui donne 4Py(—2)1*(—2) = —desu3(—2) et, comme §'(—2) = 0, on
a alors ¥?(—2) # 0. Ainsi —des ~ Py(—2) c’est-a-dire —des ~ —r. Comme on
a aussi —des ~ (24 r), cela donne (2 + r) ~ —r ce qui est impossible pour des

raisons de signe.

Il suffit donc de rajouter la condition: “2r(1 + r) n'est pas un carré dans

Q(r)” pour que les cas Py = z et Py = z(z + 1)* ne puissent pas se produire.

(iii) Si Ph =2+ 1:
Dans ce cas, il existe s € k*, 1, pa € k[z] tels que:

eP0* +4z(z +2)** = s(z+ 1)ud (5)
eh? +4zPyp? = —des(z+ 1)u3 (6)

Dans (5), pour z = 0, on a eP;(0)8*(0) = sui(0) et ces termes sont non nuls
donc eP;(0) ~ s c’est-a-dire [e(2 — 1) ~ s |.

D’autre part, pour 2 = —2, toujours dans (5), on a e P, (—2)0*(—2) = —suj(—2)

et donc, comme Py(—2) = r, erf*(—2) = —spu?(—2). Si on suppose que 6(—2) # 0,

on a alors s ~ —er et donc on en déduit que ¢(2 —r) ~ —er d’ou (2 —7r) ~ —r
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ce qui est impossible car le premier terme est positif et le second est négatif. On
a donc 0(—2) = 0.

Dans (6), pour z = 0, on a €6?(0) = —desp?(0) # 0 donc —des ~ e, et pour
z = =2, =8Py (—2)*(—2) = desp3(—2) # 0 donc des ~ —2P5(—2) c’est-a-dire
des ~ 2r. Ainsi on obtient ‘e ~ —des ~ —2r ‘

D’autre part, pour z = zy, dans (5), 4z1(21 + 2)*¢¥*(21) = s(z1 + 1)pi(z1) et
ces termes sont non nuls sinon P serait un facteur commun a # et a ¢». On a
donc s(z1 + 1) ~ z; et comme z = —f:: et (z1+1) = %, alors on obtient
s~ (2=r1)|

Enfin, étant donné que e(2 —r) ~ s, s ~ (2 — r) implique que e ~ 1, on en

déduit alors que —2r ~ 1 ce qui entraine une contradiction de signe.
On a donc prouvé qu’on ne peut pas avoir Py = (z + 1).

(iv)Si Pp==z(z+1):
Dans ce cas, on a 6(0) = 0 et on peut poser § = z§' dans k[z], on sait alors
que ¥(0) # 0 et qu’il existe s € k*, u1, po € k[z] tels que:

ez PO +4(z +2)** = s(z+ 1)d (7)
ex0? + 4Py = —des(z+ 1)u3 (8)

Dans (7), pour z = 0, on a 16¢/*(0) = sui(0) # 0 donc s ~ 1. D’autre part
pour z = z; dans (7), on obtient 4(z;+2)%9¥?(21) = s(z1+1)uf(21) et P(z1) # 0 car
f(z1) =0, d’ott 5(z141) ~ 1 ce qui implique que (z14+1) ~ Lor (z14+1) = == < 0
on a alors une contradiction et il n’est pas possible d’avoir Fy = z(z + 1).

Pour éliminer le cas f = eP;, il aura donc fallu rajouter deux conditions:

r(2 —r) et 2r(1 4+ r) ne doivent pas étre des carrés dans Q(r).

Cas (E4): Sif=e(z+2)P; =e(z+2)((1—-1)z+(2—1))

L’équation de f?,;(i) donne ici:

—de(z 4 2)Pip® = (e(z + 2)PL0% + 42(z + 2)*0%) (e(2 + 2) P10 + 42 P, Pyap?)
Et apres simplification par (z + 2) P, on a:
—dep® = (eP10” + 4z(z + 2)¢%)(e(z + 2)0% + 42 Pyp?)
Il y a toujours quatre cas a distinguer suivant la valeur du pged F.

92



(i) Si Pp=1ousi Py =(z+1)*:
Dans ce cas, on a #*(0) # 0 et il existe s € k*, uy, pa € k2] tels que:

{ eP0* +4z(z + 2)* = sui (1)
e(z +2)0* + 42 Pp* = —desy’ (2)

Dans (1), pour z =0, on a eP(0)8%(0) = sui(0) # 0, donc s ~ eP;(0) c’est-
a-dire s ~ (2 — r). D’autre part, pour z = —2 dans (1), on a eP,(—2)0*(—2) =
sui(—2) et ces termes sont non nuls sinon (z + 2) serait un facteur commun a
f et a . On a donc s ~ ePy(—2) cest-a-dire s ~ er, on en déduit alors que
r~(2—=r).

Dans I’étude du cas (E3), on avait déja supposé que r(2—r) n’est pas un carré
dans k, sous cette hypothese, on obtient donc aussi une contradiction permettant

de montrer qu’on ne peut avoir ni Py =1ni Py = (2 + 1)

(i) Si Po =z ousi Pop = z(2+ 1)?:
Dans ce cas 6(0) = 0 et on pose § = z6' dans k[z] on a aussi ¥(0) # 0 et il
existe s € k*, 1, o € k[z] tels que:

ez P07 + 4(z + 2)? syt (3)
ez(z +2)07% +4Pp? = —desy; (4)

Dans (4), pour z = 0, on a 4P(0)¥*(0) = —desu3(0) # 0, donc P(0) ~
—des c’est-a-dire —des ~ (2 + r). Toujours dans (4), pour z = —2, on obtient
4Py (—2)*(—2) = —desp3(—2) et comme f(—2) = 0, on a ¥(—2) # 0 donc
—des ~ Py(—2) c’est-a-dire —des ~ —r. Comme on a montré que —des ~ (2+7),
on obtient alors que (2 + r) ~ —r ce qui amene une contradiction de signe: on

ne peut donc avoir ni Py =z ni Py = z(z + 1)%

(iii) Si Ph =2+ 1:
Dans ce cas on a 0(0) # 0 et il existe s € k*, u1, o € k[z] tels que:

eP0* +4z(z + 2)* = s(z+ 1)ud (5)
e(z +2)0* + 42 Ppp* = —des(z + 1)u3 (6)

Dans (5), pour z = 0, on a eP1(0)6%(0) = sui(0) # 0 donc ePy(0) ~ s
c’est-a-dire €¢(2 — r) ~ s. D’autre part, pour z = —2, toujours dans (5), on a
eP(—2)0*(—2) = —suj(—2) et ces termes ne sont pas nuls sinon le polynome

(z + 2) diviserait a la fois 6 et ¢, donc, comme P (—2) = r, on a s ~ —er. En

regroupant ces résultats, on obtient (2 —r) ~ s ~ —er, donnant ainsi la relation
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(2 —r) ~ —r, ce qui est impossible pour des raisons de signe. On ne peut donc

pas avoir Fy = z + 1.

(iv)Si Pp==z(z+1):
Dans ce cas 6(0) = 0, ¢(0) # 0 et en posant § = z0" dans k[z], on sait qu’il
existe s € k*, 1, o € k[z] tels que:

{62P1(9/2—|-4(Z—|-2)77/)2 = s(z+ 1)u] (7

ez(z 4+ 2)0* + 4Py? = —des(z+ 1)u3 (8;
Dans I"équation (7):
* pour z = 0, on a 8?(0) = su3(0) # 0 donc s ~ 2,
* pour z = z1, 4(z1 + 2)¢*(21) = s(z1 + Dpi(z1) et (z1) # 0 car f(z1) =0,
donc (z1 +2) ~ s(z1 + 1) ce qui équivaut a r ~ s
On a alors r ~ s ~ 2 et il suffit de supposer que 2r n’est pas un carré dans le

corps k pour que le cas Py = z(z + 1) devienne impossible.

Remarque 2.5.9 Pour éliminer cette derniere possibilité, il y a une autre mé-
thode:
Dans I'équation (8):
« pour z = 0, on a 4P»(0)¥*(0) = —desu3(0) # 0 donc —des ~ P5(0) ~
(2+r),

* pour z = —2, on a 4Py(—2)¢*(—2) = desu5(—2) # 0 donc des ~ Py(—2) ~

—T.

On a alors —des ~ r ~ (2 + 1) et en supposant que r(2 + r) n’est pas un carré

dans le corps k le cas Py = z(z + 1) est exclu.

Ainsi, pour éliminer le dernier cas f = e(z + 2) Py, il suffit de rajouter I'une
de ces deux conditions: “2r n’est pas un carré dans le corps k7 ou “r(2 4 r)

n’est pas un carré dans le corps k.

Pour traiter le cas (E4), il suffit donc de supposer que r(2 — r) n’est pas un
carré dans le corps k et que I'un des deux termes 2r ou r(2 + r) n’est pas non

plus un carré dans le corps k.

On a donc démontré que l'image du morphisme %, est limage des points de

torsion lorsque (4 —r*)(1 —7r?), (4—1r?), (2 —7r) et 2r(1 4+ 1) ne sont des carrés
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dans le corps Q(r) et que l'un des deux termes 2r ou r(2 4+ r) n'est pas un carré

dans le corps Q(r).

(F) Synthése des résultats

On a donc dans les parties (B), (C), (D) et (E) trouvé des conditions suffisantes
sur le réel 0 < r < 1 pour que la courbe Cﬂg(lx) n’ait pas de point spécial bien que

sa fibration sur PY(R) ne présente aucune singularité, cela se produit lorsque:

* les éléments (1 —r?), (4 —1r?), (4—r*)(1 —r?), (2 —r) et 2r(1 +r) ne sont

des carrés dans le corps Q(r),

* soit 2r, soit r(2 4 r) n’est pas un carré dans le corps Q(r).

Sous ces conditions, le polynoéme F'(z,y) = (y?+ (22 +2)*)(y* + (2 +2)? —r¥(2* +

1)?) est positif mais n’est pas une somme de 3 carrés de fractions rationnelles.

Remarque 2.5.10 Il est tres simple de trouver des valeurs réelles du parametre

r vérifiant les conditions ci-dessus: il suffit de prendre r transcendant.
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Chapitre 3

Polynomes de haut degré et
polynomes de degré 4

Ce chapitre comporte deux sections indépendantes. Dans la section 3.1, on
donnera une méthode permettant d’obtenir des polynomes positifs de B[z, y] de
degré aussi grand que souhaité et qui ne sont pas sommes de 3 carrés de fractions
rationnelles. La section 3.2 consiste en une étude de la forme de certains points
spéciaux des courbes elliptiques associées aux polynomes (y* + a(z))(y? + b(z))
lorsque a et b sont positifs et de degré 4, I'existence de points spéciaux sur ces
courbes elliptiques étant une conséquence directe du résultat démontré par Hil-

bert [Hil]: en degré 4, tout polynéome positif ou nul est somme de 3 carrés dans
R [z, y].

3.1 Polynomes de grand degré

Colliot-Thélene a démontré dans [CT] I'existence en tout degré supérieur ou
égal a 6 de polynomes positifs qui ne sont pas somme de 3 carrés dans R(x,y), ces
polynémes doivent en particulier vérifier la propriété d’avoir tous leurs coefficients
algébriquement indépendants. On va dans cette section donner une méthode per-
mettant d’obtenir explicitement, et sans cette condition sur les coefficients, des
polynomes positifs de degré aussi élevé que souhaité qui ne sont pas somme de
3 carrés de fractions rationnelles. Pour cela il suffit de connaitre un polynome
F(x,y) positif qui n’est pas somme de 3 carrés dans R(z,y), par exemple le po-
lynéme de Motzkin ou 1'un des polynémes étudiés dans les chapitres précédents,

et de substituer a I'indéterminée x un polynome P(z,y) de degré impair en z.
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Pour démontrer ce résultat, il faut d’abord prouver le lemme suivant :

Lemme 3.1.1 Soit P(x,y) un polynome de R[x,y] de degré d impair en x, si on
note t = P(x,y), alors R(x,y) est une extension algébrique finie, de degré d, du
corps R(t,y).

Preuve. On pose P(x) = Y%_y ap(y)z*, avec pour 0 < k < d, ax(y) € R[y] et
aq(y) # 0.

Comme t = P(x,y), il est évident que t est transcendant sur R(y) et que
R(t,y) C B(z,y). De plus on a aussi t = S4_, ap(y)z*, ce qui donne la relation
ay(y)r? + ...ai(y)x + ao(y) —t = 0 prouvant que = est algébrique sur R(¢,y).

Pour démontrer que [R(z,y) : R(f,y)] = d, il reste donc & prouver que le po-
lynome M(Z) = aa(y) 2% + aa-1(y) 297 + -+ + ar(y)Z + aoly) — t € B(t,y)[Z]
est le polynéme minimal de x sur R(¢,y), pour cela, il suffit de montrer qu’il
est irréductible sur R(¢,y). Tout d’abord on remarque que M(Z) est irréduc-
tible dans R(y)[t][Z]: c’est évident car c’est un polynéme en deux variables ¢
et 7, a coefficients dans R(y), de degré 1 et unitaire en la variable ¢, de plus,
pecds ) g(@a(y), aa-1(y), - -+, ar(y), ao(y) —t) = 1, il en résulte que M(Z) est irré-
ductible dans R(y)(¢)[Z] et c’est donc bien le polynéme minimal de = sur R(¢, y).

Ainsi @ est un élément algébrique de degré d sur R(¢,y) et le corps R(x,y) est
bien une extension algébrique de degré d de R(¢,y). O

On peut maintenant démontrer que:

Théoreme 3.1.2 Soit F(x,y) € R[x,y] un polynome positif qui n’est pas somme
de 3 carrés dans R(x,y). Soit P(x,y) un polynome de Rlx,y| de degré impair en
x, alors le polynome F(P(x,y),y) est aussi positif et n'est pas non plus somme

de 3 carrés dans R(x,y).

Preuve. 11 est évident que si F(x,y) est positif, alors F(P(x,y),y) est aussi un
polynéme positif.

Supposons maintenant que F(P(x,y),y) soit une somme de 3 carrés dans
R(z,y) c’est-a-dire que F(t,y) = u? 4+ v? + w?, avec u, v, w € R(x,y), la forme
quadratique & =< 1,1,1,—F > définie sur le corps R(¢,y) serait donc isotrope
sur R(x,y) car elle est annulée par (u,v,w,1). Or d’apres le lemme précédent,
le corps R(x,y) est une extension algébrique de degré impair de R(¢,y), et le
théoreme de Springer impliquerait que ® soit aussi isotrope sur R(Z,y).

Etant donné que la forme quadratique < 1,1,1 > est anisotrope sur R(%,y),

cela donnerait une représentation de F'(¢,y) comme somme de 3 carrés dans
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R(t,y), ce qui est impossible : ¢ étant transcendant sur R(y), par hypothese, F(¢,y)

n’est pas somme de 3 carrés dans R(¢,y). O
On peut déduire de ce théoreme les résultats suivants:

Corollaire 3.1.3 Soit F'(x,y) € Rlx,y] un polynome positif qui n’est pas somme
de 3 carrés dans R(x,y). Soit Q(x,y) un polynome de Rlx,y| de degré impair en
y, alors le polynome F(x,Q(x,y)) est aussi positif et n'est pas non plus somme

de 3 carrés dans R(x,y).
Preuve. 11 suffit d’intervertir les roles des variables x et y. O

Dans le cas particulier ou ’on considere des polynoémes P et () ne dépendant

que d’une seule variable, respectivement x et y, on obtient :

Corollaire 3.1.4 Soit F'(x,y) € Rlx,y] un polynome positif qui n’est pas somme
de 3 carrés dans R(x,y). Soient P(x) € R[x] de degré impair et Q(y) € R[y| de
degré impair, alors le polynome F(P(x),Q(y)) est positif et n'est pas somme de

3 carrés dans R(x,y).

Preuve. D’apres le théoreme 3.1.2, F/(P(x),y) n’est pas somme de 3 carrés dans
R(x,y), pour terminer la démonstration de ce corollaire, il suffit d’appliquer

le méme raisonnement a G(x,y) = F(P(x),y) pour montrer que le polynome

Gz, Q(y)) = F(P(x),Q(y)) n’est pas somme de 3 carrés dans R(z,y). d

On en déduit aisément que:

Corollaire 3.1.5 [l existe dans R[x,y| des polynomes positifs de degrés en x et

en y aussi €levés que souhaité qui ne sont pas somme de 3 carrés dans R(x,y).

Preuve. Pour obtenir des polynomes positifs de degrés en = et en y aussi élevé que
souhaité, il suffit de partir d’un polynéme positif non somme de 3 carrés connu
et de substituer P(x) a x et Q(y) & y avec P et () polynémes en une variable de

degrés assez grands. O
3.2 Etude générale de (y*+a(z))(y*+b(z)) lorsque
a et b sont positifs de degré au plus 2

Hilbert a démontré dans [Hil] qu’un polynéme F(x,y) de degré total inférieur

ou égal a 4 est somme de 3 carrés dans R[xz, y]. Il est alors évident qu’une courbe
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elliptique associée a un tel polynéome admet au moins un point spécial. Le but de
cette section est de produire une forme explicite pour un de ces points spéciaux
dans le cas ot le polynéme F'(z,y) se factorise sous la forme (y* + Py (z))(y* +
Py(x)) avec P et P, polynomes de R[x| positifs de degrés inférieurs ou égaux a
2. Cela permettra de donner, sur des exemples numériques, une expression non

triviale de F' comme somme de trois carrés de polynoémes.

Il faut d’abord remarquer que si P = P, ou si P; et P, sont tous les deux des
carrés dans R[x], alors F'(x,y) s’écrit de maniere évidente comme carré ou somme
de 2 carrés dans R[z] et dans ces cas, un des points spéciaux de la courbe elliptique
associée a ce polynome est directement donné par la preuve du théoreme 1.1.1. On
posera donc comme hypothese que Py # P et que Py n’est pas un carré dans R[x].
Dans ce cas, I’écriture de F'(x,y) comme somme de 3 carrés n’apparait pas, en
général, de maniere triviale. Afin d’alléger les notations et de limiter le nombre de
parametres, on va supposer, quitte a effectuer un changement de variable affine,
que Pi(z) = 2* 4+ 1, on pose alors Py(x) = ax? + bx + ¢, avec a, b et ¢ € R. Pour
que Py soit positif, on supposera que ¢ > 0 et b* — 4ac < 0.

Proposition 3.2.1 Si le polynome F(z,y) = (y* + Pi(2))(y* + P2(2)) est positif
ou nul et de degré inférieur ou égal a 4, alors il y a un point spécial, défini sur

Uanneau R[z], sur la courbe C™* : —3* = a(a? — 2(P, + P2)a + (P — P)?).

Preuve. 11 suffit de reprendre la démonstration du théoreme 1.1.1, en notant
d’abord que d’apres le résultat montré par Hilbert, le polynéme F'(z, y) est somme

de 3 carrés dans R[z, y] c’est-a-dire:

3
F(a,y)=y" + (Pu(x) + Po(2))y® + Po(a) Po(w) = D _(aiy® + biy + ;)*
=1
ou, pour ¢ = 1, 2, 3, les termes a;, b; et ¢; sont des éléments de Rz].
On a donc af+a3+a3 =1, dott pour i =1, 2, 3, on a deg(a;) = 0 c’est-a-dire
a; € RB. Ainsi I'une des transformations orthogonales de R(z)? qui transforment le
vecteur (a1, az,as) en (1,0,0) est définie sur R, en effet on rappelle que I'on peut

prendre pour cette transformation celle qui a tout (u,v,w) € B(x)? associe;

(a1 — Du + azv + asw

(a1 =1 + 3 + a2

(a1 — Du+ azv + asw

(a1 — 1) + a3 + a2

;U — 2aq

Y

hu, v, w) = (u — 2a; — 1)

w — 2as

(a1 — Du + azv + asw
(o 1t it
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Comme, pour ¢ = 1, 2, 3, b; et ¢; sont des éléments de R[z], on constate alors
que les images par h des vecteurs (by, b, bs) et (cq, ¢z, ¢3) sont aussi des éléments
de R[z]?.

De méme que dans la démonstration du théoréme 1.1.1, en posant o = b3 + b2
et 3 = 2(bycs + bscy), on obtient un point spécial sur la courbe elliptique C7*
d’équation —f* = a(a? — 2(P, + Py)a + (P, + P2)* — 4P, P»), mais de plus ici,
pour i = 2 et 3, b; et ¢; sont des polyndémes de R[z], ce point spécial est donc a

coordonnées polynomiales. O

Remarque 3.2.2 Si P, = ax?+a = aP; avec a € R*" alors la courbe C™1 a pour
équation —3? = a(a — (1 +a+2/a)P1)(a — (1 +a—2y/a)P,) et on a des points
d’ordre 2, Py = ((1 + /a)*Py,0) et Py = ((1 — y/a)?Py,0), qui sont spéciaux.
En revanche, lorsque P, n’est pas de la forme a P, avec a € B*7, le seul point
d’ordre 2 défini sur R(x) est Pe = (0,0) car alors Py P, n’est pas un carré dans
R[z]. De plus ce point (0,0) n’est jamais spécial étant donné que —(P; — P,)?

n’est clairement pas somme de 2 carrés dans R(x).

On supposera donc que P, n’est pas le produit de P; par un réel positif a,
c’est-a~dire que a # ¢ ou b # 0. Cela permettra de s’assurer que le point spécial
(o, 3) recherché n’est pas d’ordre 2 et qu’il vérifie 5 # 0. En suivant la démarche

du lemme 1.5.13, on montre que:

Lemme 3.2.3 Pour ce point spécial (a,3), on peut écrire a = f6?, avec f,

0 € Rlz]* et ot [ est un polynome positif sans facteur carré qui divise Py — Ps.

Preuve. D’apres le lemme 1.5.13, on peut écrire a = fi—z, avec [, 0, € B[z]" et
| sans facteur carré. Comme ce point est R[z]|-rationnel, on peut supposer que
Y = 1. La positivité de f découle directement de celle de o qui est somme de
deux carrés dans R[z].

Enfin, comme —f3% = f0*(f20* — 2(P, + P2)f0* + (P, — P»)?), apres simplifi-

cation, il existe un polynoéme p € R[z] tel que:
—fi’ :f294—2(P1 -|-P2)f(92—|-(P1 —Pz)z-

On en déduit immédiatement que f divise (P, — P,)?, étant sans facteur carré, f

divise P, — P,. a

La forme du point spécial recherché va donc dépendre de celle du polynome

Py — Py = (1 —a)a? —bx — (1 —¢), en particulier du nombre de facteurs dans R[z]
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de ce dernier polynéme. C’est pourquoi on est amené a étudier les différents cas

suivant le degré de P — P;:

(A) Le polynome P; — P est une constante non nulle c¢’est-a-dire ¢« = 1, b =10

et ¢ #£ 1.
(B) Le polynéme Py — P est de degré 1 c’est-a-dire a = 1 et b £ 0.

(C) Le polynoéme Py — P; est de degré 2 et n’est pas irréductible sur R[z], c’est-
a~dire a £ 1 et § = discr(Py — Py) =0 —4(1 — a)(1 — ¢) > 0.

(D) Le polynome Py — P, est de degré 2 et est irréductible sur R[x] ¢’est-a-dire
atletd=0"—4(1—-a)(l—c)<0.

Remarque 3.2.4 Pour la suite, il est intéressant de remarquer que si (a, 3) est
un point spécial de Cﬂg(ll,), comme P¢ € ker(y,), alors (o, 3) + Pc est un autre
point spécial de C~! et sa premiere coordonnée est o = KLQ%E. Il est évident

que lorsque « divise P; — Ps, ce deuxieme point spécial est aussi R[z]-rationnel.

(A) P; — P, est de degré 0

Dans ce cas, d’apres la proposition 3.2.3, le polynéme f est une constante
positive et on peut supposer que f = 1, donc o = #%. On a alors d’apres I'équation
de C74 0 — 2( Py + Py)0% + (P, — Py)? = —ii* et I'étude du signe des coefficients
dominants dans cette derniere égalité montre que le degré de 6 doit étre inférieur
ou égal a 1. Mais si deg(f) = 1, il existe xg € R tel que 0(x¢) = 0, on aurait alors
— 12 (x0) = (P — Py)*(x0) = (1 — *)* # 0 ce qui est impossible. Donc lorsque
Py — P; est de degré 0 et est non nul, alors il existe un point spécial dont la

premiere coordonnée est de la forme o = m € B*T,

On recherche maintenant la valeur de m:

Dans ’équation de la courbe C™1, avec o = m > 0, on doit alors avoir:
m2—2(P1+P2)m—|—(P1 —P2)2: —qu.

Orona P =2?+1et P, = 2%+ ¢, ce qui donne la relation m? — 2(2:1;2 + 14+
c)m + (1 — ¢)* = —p? et on en déduit que:

—4max® + (m2 —2(1+e)m+ (1 - 0)2) = —u.
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Mais, puisque m # 0, le polynome —4ma? + (m? — 2(1 + ¢)m + (1 — ¢)?) sera
I'opposé d’un carré dans R[z] si et seulement si m? —2(1+c)m+(1—¢)* = 0 c’est-
a-dire m = 1+c+2/c = (14/c)%. On a ainsi les premiéres coordonnées de points
spéciaux de C~! dans le cas ot P, — P, est de degré 0. En choisissant a = (1+4+/¢)?
et en substituant dans I’équation de C™', on obtient 8 = +2(1 ++/c)?*z. On pose,

en reprennant les notations du théoreme 1.1.1:
* by =1+ +/cet by =0,
* ¢ =(A—a)=2a%— /[,
* c2:%63:06t 03:—%62:(1—|—\/E):1;.
Cela donne la relation :

(V' + 2+ D + 2"+ o) = (v* +2° = Vo) + (L + Ve)y) + (1 + Vo))

(B) P; — P, est de degré 1

Comme f est positif et divise P, — P, alors ce polynome est constant et
on peut supposer que f = 1 d’ott a = 0% et ’étude du signe des coefficients
dominants prouve que deg(f) < 1.

Ainsi le point spécial recherché a une premiere coordonnée qui est soit de la
forme a = m € B*t, soit de la forme o/ = 62, avec deg(f) = 1. Dans ce second
cas, deg(#) = 1 donc le polynome 6§ s’annule en une valeur réelle xq et on a
(P — Py)* () = —p*(wg), dott (P — Py)*(x9) = 0 et § divise P, — P qui est
irréductible car de degré 1, donc cela donne o/ = m/(P, — Py)*, m’ € R*F,

D’apres la remarque 3.2.4, on vérifie aisément que chaque point spécial dont
la premiere coordonnée est de la forme o' = m/(P, — P»)? peut se déduire d'un
point spécial dont la premiere coordonnée « est une constante m en lui ajoutant

Pi—P,)? . -2 :
M, les réels m et m’ sont donc liés par la relation m = #

Peetonaa=
On peut donc se contenter de rechercher les points spéciaux dont la premiere

coordonnée est une constante m > 0.
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Recherche de la valeur de m:

Onaici P, = 2241 et Py, = 224-br+cavec b*—4c < 0, donc si on pose o = m >
0 dans ’équation de C™!, on obtient : m*—2(2z*+bx+1+c)m+(br+c—1)? = —p?

ce qui donne:
(62 — 4m):1;2 +2b(c—1—m)x+ (m2 —2(1+¢)m+ (1 — 0)2) = —/,LQ.

[l faut donc que le discriminant de ce polynome de degré 2 en z soit nul c’est-a-dire
que b*(c — 1 —m)? — (b* —4m)(m* — 2(1 + ¢)m + (1 — ¢)*) = 0, ou encore:

m> — 2(1 4 c)m2 + (62 + (1 - 0)2)m =0

Comme m > 0, on a m? — 2(1 + ¢)m + (b* + (1 — ¢)?) = 0, et donc, comme le
discriminant réduit de ce polynome de degré 2 en m est (1+c¢)* — (b* 4 (1 —c¢)?) =
de —b* >0, onam=c+ 1+ 4c— b2

On vérifie que la constante m trouvée est strictement positive: on a bien
c+14+vV4e — b2 > 0 car c+1 > V4c — b? étant donné que ces termes sont positifs
et que (c+1)?—(4c—b*) = (¢—1)?+b? > 0. Il reste maintenant a s’assurer qu’on
a effectivement trouvé un point de la courbe Cg (lx), en effet pour ces valeurs de
m, le discriminant de (b* —4m)a? 4+ 2b(c — 1 —m)x + (m* — 2(1 + ¢)m + (1 — ¢)?)
est nul donc ce polynéome est, dans R[z], soit un carré, soit 'opposé d’un carré et
seul ce second cas fournit un point sur Cﬂg(lx). On va pour cela calculer b* — 4m :
onab®—4m =0>—4c—4+4V4c —b® et en posant t = Ve — b2 > 0, on obtient
b —4dm = —t*+ 4t —4 = —(1 +2)*:

* Sit#£ 2 alors t £2 # 0 et b* — 4m < 0 donc le polynéme (b* — 4m)x? +
20(c — 1 —m)z + (m? —2(1 + ¢)m + (1 — ¢)?) est bien 'opposé d’un carré
dans R[z].

* St =2, pourmzc—l—l—l—ﬂonabz—llmz—(t—|—2)2 < 0 et donc
cela donne bien un point spécial sur C™'. Pour m = ¢+ 1 — /4c — b2, on a
b* —4m = —(t —2)* = 0, dans ce cas, comme ¢ = 2, on a aussi b* = 4(c— 1)
et on m = ¢—1, le polynéme (b? —4m)z? +2b(c—1—m)x+(m* —2(14c)m+
(1 —¢)?) est alors égal a m?* = 2(1 + e)m+ (1 —¢)? = —4(c—1) = =b* < 0

et est effectivement 'opposé d’un carré dans RB[x].
On a donc trouvé des valeur réelles m = ¢ + 1 £ v4¢ — b2 qui sont toujours les
premieres coordonnées de points spéciaux de Cﬂg(ll,), on en déduit aussi d’autres
points spéciaux dont les les premieres coordonnées sont de la forme o' = %(Pl —

2 T _ (bzte—1)?
P2)* cest-a-dire oo = PRy s
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Exemple

On va traiter le cas ot a = 1, b= 2 et ¢ = 5, c'est-a-dire F(z,y) = (y* + 2* +
1)(y* 4 2?4 22 +5). La courbe C™* a alors pour équation: —3* = a(a® —2(22* +
2z 4 6)a + (22 + 4)?).

Comme 4c — b* = 16, les points spéciaux obtenus avec les formules données
ci-dessus ont pour premieres coordonnées a = 2, o = 10, a = 2(z — 2)? et

2

o = 2(x — 2)°. En choisissant o = 2, on obtient la seconde coordonnée 3 =

+2v/2(x — 1). On peut donc poser, en reprennant les notations du théoreme
1.1.1:

% by =2 et by =0,

x g =2(A—a)=a+z+2,

* 02:%63:06t03:—%62:$—1.
Cela donne la relation :

W+ + D+’ +2045) = (P +2° + 0 +2)° + (V2y) + (e — 1)

(C) Py — P, est de degré 2 et n’est pas irréductible

On rappelle que dans ce cas on a a # 1 et § = discr(Py — Py) = b* — 4(1 —
a)(1 —¢) >0et P — P est scindé sur R, on pose P, — P, = UV dans R[z].

Comme le polynome f divise P — P, et est positif, alors il est constant, on
peut donc supposer que f = 1. Ainsi la premiere coordonnée du point spécial
recherché est de la forme o = 6% et on a §* — 2(P, + P,)0* + (P, — P)* = — 2
dans R[z]. L’étude du signe des coefficients dominants indique que deg(d) = 1,
donc # admet une racine réelle g qui vérifie alors (Py — P3)*(z0) = —p*(x0). On
doit ainsi avoir (P — P2)(x9) = 0 d’ou @ divise P, — P> et on peut donc écrire
la premiere coordonnée du point spécial recherché sous la forme a = mU? ou

o =m'V?, avec m, m' € R*T.

D’apres la remarque 3.2.4, chaque point de premiere coordonnée o = m'V?
’ . . . P —P 2
se déduit d’un point tel que a = mU? en ajoutant P et comme o’ = % =
2772 . .
ZJQ , on a la relation m’ = L. On se contentera donc de rechercher les points

spéciaux de premiere coordonnée a = mU?2,
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Recherche des valeurs de m:

Ona P, =a%+1et P, =az?+bx+cavecb? —dac < 0 et § =0 —4(1 —
a)(1—c¢) >0, cela donne P, — P, = (1 —a)a* —bx + (1 —¢). On va écrire P, — P,

comme produit de deux polynomes U et V :

bzwv(x_;;jg)

P P= ((1—@):1;—

On peut donc prendre U = (1 —a)x — 64_2_\/3 et V=uo— zb(?_/f) et on cherchera des
_ Mf
2

points tels que a = mU? = m ((1 —a)x avec m > 0.

Il existe un polynéme p € R[z] tel que m*U* —2( Py + Py)mU? 4+ (P, — Py)* =
—u? et comme P, — P, = UV, alors U? divise u* et on peut poser p = p'U avec
p' € R[z] d’ou la relation :

m2U? — 2P + Py)m + VE=—u”,
ce qui donne que —u'? est égal a:

m? ((1—@):1;—b+2\/g)2—2((1—|-a):1;2—|-b:1:—|-(1—|—c))m—|- (:1;—

LY

Apres regroupement suivant les puissances de x, le terme suivant doit étre
”.

égal a —p

—da

((1 — a)2m2 —2(1+a)m+ 1) xr 4 ((a — )b+ \/g)m2 — 2bm — bl_ \/S) T+

--—I—(%mz—%l—l—c)m—l—%).

Le discriminant de ce polynéme en x doit donc étre nul c’est-a-dire , apres calculs:

2(1 —a)(c—a)+b? — /S

1—a) m = 0.

(2(1 —a)(e—a)+ b? + b\/g) m3—4(a—|—c)m2—|—

Comme m # 0, on doit donc avoir:

2(1—@)(c—a)+bz—b\/g:

(200 = a)(e = @) + 6+ bV3) m* — 4(a + c)m + T—ap

0.
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Le discriminant de ce polynome de degré 2 en m est:

2(1 —a)(c—a)+b* — b\/g)
(1 —a)

16(a +¢)? — 4 (2(1 — a)(c — a) + b* + bV/3) (

Apres simplifications, on trouve que ce terme est égal & 16(4ac — b*) et donc ce

discriminant est, d’apres les hypotheses, positif ce qui implique que:

2(a + ¢) £ 2v/4ac — b?
2(1 —a)(c—a)—l—bz—l—b\/g '

Pour ces valeurs de m, le polynéme m?U? — 2(P; — Py)m + V?* est, dans R[z],
soit un carré, soit I'opposé d’un carré, et de plus on sait que 1'un des points
spéciaux de Cﬂg(lx) a pour premiere coordonnée a = mU? pour 'une au moins de
ces valeurs de m, peut-étre les deux. Pour savoir si 'une de ces deux valeurs de

m fournit un point spécial, sur la courbe C71, il reste a vérifier deux propriétés:

(i) Tl faudrait vérifier que o = mU? est effectivement la premiere coordonnée
un point de C™', c’est-a-dire s’assurer que m —2(P — Py)m +V* es

d’un point de C™!, c’est-a-dire s’ q 22 —20P, — P V? est

opposé d'un carré dans R[x] et non pas un carré en montrant par exemple
I'opposé d’ 5 d t p ¢ trant p pl

que le terme (1 — a)?m?* — 2(1 + a)m + 1 est négatif.

(i) T faudrait vérifier que ce point est spécial c’est-a-dire que o = mU? est

positif, ce qui revient a montrer que m est positif.

On peut montrer que ces deux conditions sont remplies pour les deux valeurs de m
données ci-dessus, mais étant donné la complexité des formules et la longueur de
cette démonstration, on se contentera ici d’appliquer sur un exemple numérique
le résultat obtenu, ’est-a-dire, les points spéciaux recherchés sont les points dont

la premiere coordonnée est de la forme:

2(a + ¢) £ 2v/4ac — b? ((1—a)x—b+\/g)2
2(1—@)(c—a)+bz—|—b\/g 2 '

a=mU? =

On sait aussi qu’il y a sur cette courbe elliptique des points spéciaux dont la

premiere coordonnée est :

TR T 2atox2viac—r ' 2l-a))
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Exemple

On va traiter le cas ot a = 2, b =4 et ¢ = 4, c'est-a-dire F(z,y) = (y* + 2* +
D)(y? +22* + 42 +4). Alors P, — P, = —2? — 42 —3 = —(2 + 1)(z + 3) et la
courbe C™! a pour équation: —3* = a(a? —2(32* +4a + 5)a + (v + 1)*(x + 3)?).

Comme ¢ = 4, les points spéciaux obtenus avec les formules données ci-dessus
ont pour premieres coordonnées o = (z +3)%, o = (z 4+ 3)%, a = (v + 1)? et
a = 5(x + 1)%. En choisissant a = (z + 1)?, on obtient la seconde coordonnée

= +2z(x + 1)* et on pose, en reprennant les notations du théoreme 1.1.1:
* by =ax+1et by =0,

(A—a)=2*+x+2,

*01:%

* 02:%63:06t03:—%62:$($+1).

Cela donne la relation:

(' + o+ D(y* + 20" F A +4) = (v + 2" + o +2)" + (¢ + Dy)* + (2(e + 1)%

(D) Py — P, est de degré 2 et irréductible

On est alors dans le cas ott a # 0 et § = discr(Py—P) = b*—~4(1—a)(1—¢) < 0,
le polynéme Py — P, = (1 — a)a® — bx + (1 — ¢) est alors de signe constant. On
pose toujours a = f6? # 0 avec les mémes conditions, et comme f est positif et
divise Py — P2, on peut supposer qu’on a soit f = 1, soit f = (P, — P,) avec
e = +1 suivant le signe de P — Py, de fagon que (1 — a) soit positif.

Si on suppose que f = 1, alors a = 6% et la relation 6* — 2(P, + P»)6? +
(P, — P2)* = —p? implique, d’apres le signe des coefficients dominants des deux
termes de cette égalité, que deg(f) = 1. Il existe alors 2y € R annulant 6 et donc
(P — Py)*(wo) = —p®(w0) d’ott (Py — Py)?*(wg) = 0 ce qui est impossible car g € R
et § = discr(P — Py) < 0.

La seule possibilité est donc f = (P, — P) c’est-a-dire a = (P, — P,)0? et
alors il existe u € R[] tel que:

—€(P1 —PQ)IMQ 252(P1 —P2)204—2(P1 —|—P2)€(P1 —P2)02—|—(P1 _P2)27
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et commee? =1, on a:
—,uz:a’f(Pl—P2)04—2(P1—|—P2)02—|—5(P1—PQ)

Alors puisque £(P; — Py) est positif, ’étude du signe des coefficients dominants
dans cette derniere égalité donne deg(#) = 0. On peut donc conclure que le point
spécial recherché a une premiere coordonnée de la forme oo = s(P; — P) ou s est

un réel non nul du signe de 1 — a.

D’apres la remarque 3.2.4, si a = s(P; — P,) est la premiere coordonnée d’un

point spécial sur C71, alors on a un autre point spécial de premiere coordonnée
1 _ (P=P2)?

= = %(Pl — P,), on retrouve ainsi un autre point avec o = s'(P1— Py):

(a4

les points spéciaux recherchés ont donc tous la méme forme.

Recherche des valeurs de s:

On recherche « sous la forme s(P; — Py) = s(1 — a)a? — sbx + s(1 — ¢) avec
s(1 —a) > 0, de méme que s(1 — ¢) car § étant négatif 1 — a et 1 — ¢ sont de

méme signe. D’apres 1'équation de C71, il existe un polynéme p de R[z] tel que:
—s(Py — Py)p® = (P — Py)* = 2(P1 + Py)s(Py — Py) + (P, — Py~

On en déduit que (Py — P3)s* —2(Py + P2)s + (P — Py) = —su?, c’est-a-dire que:
((1—a)x2—bx+(1—c))32—2((1—|-a)x2+b:1;—|-(1—|-c))s—|-"'

---+((1—a):1;2—b:1;—|-(1—c)):—S/f.

Et apres calculs on a:
((1—a)32—2(1—|—a)3—|—(1—a)):1;2—|— (—652—263—6)x+---

e ((1—0)32—2(1+c)8—|-(1 —C)) = —sp’.

Le discriminant de ce polynéme de degré 2 en = doit donc étre nul, cela implique

que:

(b5 +2bs+b]* —4[(1 —a)s’—2(1+a)s+ (1 —a)][(1—c)s*—2(1+c)s+(1—¢)] = 0

Apres calculs et simplifications, on obtient :
§s*+(46+16(2—a—¢)) s>+ (66+32(2—a—c)—64) s>+ - -
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o+ (46 +16(2—a—¢))s+5=0.

Il reste donc a résoudre cette équation pour trouver les valeurs de s parmi
lesquelles se trouvent les solutions du probleme. Quitte a diviser cette équation

par s, qu’on a supposé non nul, on obtient :

1 1
5(32+—2) F (454 16(2 —a—¢)) (3+—) 4 (654322 —a—c) — 64) = 0.

s s

2
On pose T' zs—l—%, et comme s% 4+ 5% = (S—I—%) —2=1T?% -2 on a finalement

I’équation :
ST* + (45 +16(2 —a—¢)) T+ (46 +32(2 —a —¢) — 64) = 0.

Pour déterminer s, on va d’abord calculer T" qui est racine du polynéme de degré
2 écrit ci-dessus. Le discriminant de ce polynome est (46 + 16(2 — a — ¢))* —
46(40 4 32(2 — a — ¢) — 64) et apres simplification cette expression peut s’écrire

16%(b* + (a — ¢)?), donc on a comme candidates pour les valeurs de T':

- —26 —8(2—a—c¢) £ 8/b*+ (a — ¢)?

B §

Comme T = s+ %, on a aussi la relation s> —T's+1 = 0 et puisque le discriminant
de ce polynéme de degré 2 en s est 7% — 4, cela implique, & condition que 7% — 4
soit positif, que s = TE/I2=4 V2T2_4.

Les points spéciaux recherchés sont donc parmi les points ayant une premiere
coordonnées de la forme:

:H#M((l—a)xQ—bx—l—(l—c)),

o)
le réel T' prenant les valeurs données ci-dessus.

Cependant rien ne permet d’affirmer a priori que tous ces points seront bien

solution du probleme, il reste a faire plusieurs vérifications:

(i) Tout d’abord il faudrait s’assurer que T2 — 4 est positif afin que s soit bien

défini sur le corps R.

(ii) Ensuite il faudrait vérifier que le polynome a = s(P — P,) est bien la

remiere coordonnée d’un point de CZ'., en effet pour les valeurs de s
p p ]R(x)7 p
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trouvées, (Py— Pp)s*—2( P+ Py)s+( Py — P) est un polynéme de degré 2 en x
dont le discriminant est nul, ¢’est donc, dans R[z], soit un carré, soit ’opposé
d’un carré. Or on veut que (Py — Py)s* —2(Py + Py)s + (P — Py) = —sp?
dont il faudrait vérifier par exemple que pour la valeur de s obtenue, le

terme (1 —a)s* — 2(1 + a)s + (1 — a) est du méme signe que —s.

(iii) Enfin il faudrait s’assurer que le point de la courbe Cﬂg(lx) obtenu est spécial
c’est-a-dire que o = s(P; — Py) est positif ou encore que s est du méme

signe que 1 — a.

On peut montrer que la condition (i) est vérifiée pour les deux valeurs de T
obtenues, mais que les conditions (ii) et (iii) ne sont vérifiées que pour deux des
valeurs de s données ci-dessus et on remarque que 'expression de ces deux valeurs
de s varie suivant le signe de 1 —a si b # 0 et de (1 —a)(a—c) si b = 0. Ici encore, la
complexité des formules rend ces vérifications tres fastidieuses dans le cas général,
on remarquera cependant qu’il y a toujours sur C~! deux points spéciaux dont

les premieres coordonnées sont données par deux des formules ci-dessus.

Exemple

On va traiter le cas ot a =4, b= 0 et ¢ = 9, c’est-a-dire F(z,y) = (y* + 2* +
1)(y* 4 42 4 9). Comme P, — P, = —32? — 8, la courbe C™! a pour équation :
—3* = a(a® —2(52* + 10)a + (322 + 8)?).

On a ici §

s =—3,5 =

= —96, ce qui donne T = —% oul" = —g. On en déduit que
_%7
celles-ci étant liées deux-a-deux:

s = —2o0us = —% et donc on a quatre possibilités pour «,

* soit les solutions sont o = —3(32? + 8) et a = —%(3:1;2 +8),
* soit les solutions sont o = —2(32? + 8) et a = —%(3:1;2 + 8).

On va donc poser a = (32> +8), avec t =3, t =1,t=2ett =L eten

1
37
substituant dans I’équation de C™1, on a:

— 3 =132 +8)* ((3t2 — 10t + 3)a? + (8t* — 201 + 8)) .

On voit alors que si ¢ = 3 (respectivement ¢ = 1), on obtient 3* = —60(32* +

8)? (respectivement 3? = —22(3z? + 8)?), ce qui ne donne pas un point R(z)-

rationnel sur C~'. En revanche, pour ¢ = 2 (respectivement ¢ = %), on obtient
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[32 = 102%(32° 4 8)? (respectivement 3% = 22*(3z? 4 8)*). On a bien des points
(x)-rationnels sur C~' de secondes Coordonnees B = £V10x(32? +38) p* =

i\[ 322 + 8).

En choisissant o = 2(32% + 8) = (4)2 4+ (V62)? et 3 = V102(32%? 4+ 8). On

peut donc poser, en reprennant les notations du théoreme 1.1.1:

x by =4 et by = \/_:1;

* C1 = %( ) ——(E —3
* 0y = zﬁbg \/2_:1; et c3 = —%bz = —+/10x.

Cela donne la relation:

(4 a4 D5 A 49) = (1 — 2 =3+ (dy + D0 4 (Vo — VIO
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Chapitre 4

Sur la hauteur d’une solution a

’équation u? + v = —1 dans le

corps des fonctions d’une courbe
sans point réel

4.1 Résultat central

Soit Cr une courbe projective plane, définie sur R par I’équation homogene
F(X,Y,7Z) =0, irréductible et sans point réel, on sait que le corps des fonctions
R(Cr) est de niveau au plus 2 (Witt, [Wi]). L’objectif de ce chapitre est, lorsque
ce corps est de niveau 2, de trouver un entier n tel qu’il existe des solutions (u,v)
dans B(Cr)* x B(Cp)* de I’équation u* + v? = —1 ayant des représentants dans
R(X,Y, Z) dont les numérateurs et dénominateurs sont de degré total inférieur ou
égal a n, de maniere équivalente, cela revient a déterminer une borne sur le degré
total de polyndomes Ay, Ay et Az de R[X,Y, Z] vérifiant (A;)? 4+ (A2)? + (A3)? =

(mod F'). On démontrera le théoreme suivant :

Théoreme 4.1.1 Soit Cr une courbe projective irréductible plane, sans point
réel, de genre g, définie par Uéquation F(X,Y,Z) = 0 ou F est un polynome
homogeéne de degré total d dans R[X,Y, Z]. Si le corps de fonctions K = R(Cp)
est de niveau 2 et si tous les points singuliers de Cp sont ordinaires, alors il
existe un entier Np tel qu’on peut trouver des polynomes homogenes Ay, A,,
Az € R[X,Y, Z] de méme degré total €gal @ Np et vérifiant la relation (A;)? +
(A2)* 4 (A3)> =0 (mod F'). Cet entier Ng est donné par la formule :

1+ 294 > pec mp(Cr)(mp(Cr) — 1)
d

Np =2 + 2
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ot le terme [x] désigne la partie entiére du nombre réel x et mp(Cr) la multiplicité

de la courbe Cg en P.

Un résultat analogue, dans un cadre plus général, a été récemment démontré

par Pfister [Pf2].

4.2 Généralités sur les courbes projectives

Soit I un polynéme homogene irréductible de C[.X, Y, Z], on note Cr la courbe
projective plane irréductible définie sur C par I"équation F/(X,Y, Z) = 0. Soit I'p
un modele non singulier de Cr et ¢ le morphisme birationnel de I'p sur Cgp. Si P
est un point singulier ordinaire de Cr, on note r, la multiplicité de Cp en P et
on pose ¢ ' (P) = {Py,..., P.,} CT'p. Les points de I'p(C) peuvent étre identifiés

aux valuations du corps de fonctions C(Cr) ~ C(I'r).

On va maintenant rappeler le théoreme fondamental de Neether (voir [Fu],
p.120): on considere des courbes projectives planes Cp, Cq et Cp, d’équations
homogenes respectives F(X,Y,7) =0, G(X,Y,Z)=0et H(X,Y,Z) =0 ou F,
G et H sont des polynomes homogenes de C[X, Y, Z]. Pour la suite on désignera

par P? le plan projectif complexe.

Notations 4.2.1 Pour appliquer le théoréeme fondamental de Neether, on aura

besoin des notations suivantes :

* St P est un point de la courbe Cy et si D est une autre courbe projective
plane, on note I(P,Cr N'D) la multiplicité d’intersection des courbes Cp et
D au point P.

x Si P est un point de I'p on note ordIFD, ou ordp s’il n'y a pas ambiguité
sur la courbe considérée, la valuation du corps de fonctions C(Cp) associée
au point P. Si R est un polynome homogene de C[X,Y, Z] de degré n, on
définira ordp(R) comme étant ordp(R.), ot R. = Lﬂn, L étant Déquation
homogene d’une droite ne passant pas par le point P.

Définition 4.2.2 On dit que les conditions de Neether sont satisfaites en un
point P € Cp NCq si H, € (F.,G.) C Op(P?), la notation R. correpondant ici d

[’équation homogeéne L d’une droite ne passant par aucun des points de Cy N Cq.
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En particulier, on sait que ([Fu], p.121 et p.183):

Proposition 4.2.3 Les conditions de Neether sont satisfaites en un point P dans

les cas suivants :
« Quand P est un point simple de Cp et que I(P,Cr NCy) > I(P,Cr NCq).

* Quand P est un point singulier ordinaire de Cp et que, avec la notation
o Y(P)={P1,....,P..}, on a pouri € {1,....;rp}: ordp,(H) > ordp(G) +
rp — 1.

Théoréeme 4.2.4 (Théoréeme fondamental de Nceether) Si F', GG et H sont
des polynomes homogénes de C[ X, Y, 7] telles que les courbes projectives planes Cp
et C¢ n'ont pas de composante commune, alors il existe des polynomes homogénes
S et T vérifiant H = SF 4+ TG si et seulement si les conditions de Neether sont
satisfaites en chaque point de Crp N Cq.

Par la suite les diviseurs considérés seront des diviseurs sur la courbe Cg. S1 A
est un polynome homogene de C[X, Y, Z] ne contenant pas /' comme composante,
on appelle diviseur de A le diviseur d’intersection, qui est un diviseur effectif,
div(A) = Y er, ordp(A)P. Soit ¢ € C(Cr) et soit % I'un de ses représentants
dans C(X,Y, 7), A et B étant deux polynémes homogenes de méme degré, alors
div(e) = div(A) — div(B).

On peut traduire tres simplement la proposition 4.2.3 en termes de diviseurs:

en conservant les mémes notations, on introduit le diviseur effectif £ défini par:
rp
E = Z (Z(Tp — 1)PZ) .
PeC \i=1

Ce diviseur est de degré r = > (rp(rp — 1)). On obtient alors la proposition :
PeC

Proposition 4.2.5 Si div(H) > div(G) + E alors les conditions de Neether sont

satisfaites en tout point de Cr.

On utilisera aussi par la suite le théoreme de Riemann-Roch ([Fu], p196). Soit
D un diviseur de Cg, on note L( D) le C-espace vectoriel { f € C(Cp)/div(f) > =D}

et [(D) sa dimension.

Théoréme 4.2.6 (Riemann-Roch) Si Cp est une courbe projective plane de
genre g et D un diviseur de Cg, alors [(D) > deg(D) + 1 — g.
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4.3 Ideles et extensions de corps

Dans tout ce chapitre le terme ”valuation sur un corps k” désigne une valua-

tion discrete de rang 1 sur ce corps et on utilisera la notation additive.

Définition 4.3.1 Soit K un corps, on note Vi Uensemble des valuations de K
et pour v € Vi, on appelle K, le complété de K pour la valuation v. Un idéle sur
K est un élément (ay) € Tl,ev, K avee v(oy) = 0 sauf pour un nombre fini de

valuations v. On note Jx Uensemble des ideles sur K.

On vérifie aisément que Jx est un sous-groupe multiplicatif de [[,¢y,. K. On
a aussi un morphisme injectif de K* dans Jk : s1 @ € K*, on lui associe un idele
(ay)veyy OU a, = py(a), py, étant Uinjection de K dans K. On identifiera a et

cet idele.

(A) Extension d’une valuation

Soit k C k' deux corps et v une valuation sur k, on dit qu'une valuation v’ de

k' étend v si la restriction de v’ a k est v.

Théoréeme 4.3.2 Si k est un corps complet par rapport a la valuation v et si k'
est une extension finie de k de degré N, alors il y a exactement une extension v’

de v au corps k' qui est donnée par : pour tout u € k', v'(u) = fv (Normek//k(u)).

Preuve. Voir [Ca2], p.56. u

On s’intéresse maintenant a un corps A muni d’une valuation v lorsque
ce corps n’est pas nécessairement complet relativement a v: 'objectif est ici
d’étendre la valuation v au corps L = K(w) ou w est un élément algébrique
de degré N sur K et de polynéme minimal f(X) € K[X]. Le polynéme f n’étant
peut-étre plus irréductible sur le complété K, de K relativement a v, on écrit f
sous la forme f(X) = H}‘]:1 gi(X)oupourl <j<.J g;(X)€ K,[X]est un poly-
nome irréductible sur K,. On pose pour 1 < 5 < J, L; = K,(w;) avec w; vérifiant
gij(w;) = 0. On va énoncer les résultats démontrés dans [Ca2] en les adaptant aux

notations utilisées ici, en particulier a la notation additive des valuations.

Lemme 4.3.3 Avec les notations ci-dessus, K, Qx L est isomorphe a @}IZILj et

chaque L; contient un sous-corps isomorphe a K, et un sous-corps isomorphe a

L.
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On retiendra de la preuve de ce lemme ([Ca2], p.57-58) que pour 1 < 5 < J,
le sous-corps de L; isomorphe a K, est I'image de K, par l'injection canonique
dans L; = K,(w;) et que le sous-corps de L; isomorphe a L est A;(L) ou A; est le
morphisme injectif de L dans L; qui a tout ¢ € L, que 'on peut écrire la forme
h(w) avec h € K[x], associe A;(¢) = h(w;).

On donne aussi dans [Ca2], p.55, une propriété concernant les normes de ces

extensions :

Lemme 4.3.4 Pour tout ¢ € L, Normer i (c) = H}‘]:1 Normer, k., (Aj(c)).

On peut caractériser toutes les valuations qui étendent v au corps L :

Théoreme 4.3.5 Avec les notations précédentes, il existe exactement J exten-
sions w;, 1 < 5 < J, de la valuation v au corps L. De plus pour 1 < 3 < J, le

complété de L relativement a w; est isomorphe au corps L;.

Pour une preuve de ce théoreme voir [Ca2], p.57-58, on se contentera ici d’ex-
pliciter les formules donnant les valuations w; :

Soit 1 < 5 < J, on sait que v définit une valuation sur le corps K, de plus le
corps L; est une extension finie, de degré n;, de K, qui est complet relativement
a v, d’apres le théoreme 4.3.2, il y a donc une unique valuation v; étendant v au
corps L; et pour tout u € L;, vj(u) = %v (NormeLj/Kv(u)).

La valuation w; sur le corps L est alors définie par: pour tout ¢ € L,
wi(e) = vj(A;(c)) est-a-dire w;(c) = %v (NormeLj/Kv ()\j(c))) et le complété

de L relativement a w; est isomorphe a L;.

Corollaire 4.3.6 Si ¢ € L*, alors l'idéle de J;, associé a c¢ est (cy)wey, oU
Cuw = [w(€), fy €tant Uinjection de L dans le complété L,,. Mais comme w étend
sur L sa restriction v a K, alors w est 'une des valuations w; définies ci-dessus,

on a done L, ~ L; et ¢,, = X\j(c).

Remarque 4.3.7 1l existe un morphisme de groupe injectif A de Jx dans Jr :
s0it o = (v )yevy, un élément de Ji, si w € Vp, alors w est 'une des valuations
w; étendant la restriction v de w a K et L, ~ L; ~ K,(w;). On prend pour
A(a), I'image, que 1'on notera aussi «,, de «, par l'injection canonique de K,
dans L;. On a ainsi défini un idele A(a) = (A(oz)w)wevL. On vérifie facilement
que 'application diagonale A de Jx dans Jr, est un morphisme de groupe et qu’il

est injectif.

116



Notation 4.3.8 Afin d’alléger les formules, lorsque le corps k' est une extension

finie du corps k, on notera la norme de cette extension Ny, plutot que Normey ;.

On s’intéresse plus particulierement pour la suite au cas on 1 = /—1 € K et
ou L = K (i), ce corps L est alors une extension quadratique de K. Soit v € Vy,

deux cas se présentent :

* Si —1 n’est pas un carré dans K, alors le polynome X?% + 1 est toujours
irréductible dans K, et K, @x L = K, @ K (i) est isomorphe a K,(7).
D’apres le théoreme 4.3.5, il y a alors une seule valuation w; étendant v
a L, le complété Ly de L relativement a w; est isomorphe a K,(¢) et si
c=a+ibée L aveca, be K, wi(c) = %v (N](v(i)/](v()\l(c))) = %v(az + b%),
en effet d’apres le lemme 4.3.4, Ni, (i)/x,(A1(a + b)) = Ngiy/r(a + ib).

* Si —1 est un carré dans K, alors il existe 1, € K, tel que —1 = (3,)?, le
polynéme X? +1 = (X — i,)(X + 4,) n’est plus irréductible dans K, et
donc K, @k L ~ K, @k K[X]/(X?+ 1) est isomorphe a K,[X]/(X —1,) &
K, X]/(X 4+ 1i,) ~ K, x K,. On a alors deux valuations w; et wy sur L
étendant v, et les complétés respectifs Ly et Ly de L pour ces valuations
sont isomorphes a K,. Ces valuations sont définies grace aux injections
M:L—K,et L - K, quiac=a+1be€ L, avec a, b € K, associent
A(e) = a+1,b et Ay(e) = a —1i,b. On a alors wi(c) = v(Ai(c)) = v(a + i,b)
et wy(c) = v(Az(e)) = v(a — i,b).

(B) Extension de la norme aux idéles

D’apres le lemme 4.3.4, pour tout ¢ € L, Np/k(c) = H}‘]:1 Nz, /x, (Aj(e)), on
peut étendre la norme Nz /i aux ideles par une application elle aussi multiplicative
Ng 7 + I = Jx qui a a € Jg, associe l'idele Nz, /7, («) définie pour tout
v € Vi par NJL/jI((a)U = H}IZI NLJ/Kv(an) € K,

En particulier quand L = K (i) cela se traduit de la maniere suivante, soit

a € Jr, avec a = (Qy)wey, , €t soit v une valuation sur K':

* 591 —1 n’est pas un carré dans K, il y a une seule valuation w; étendant v a
L et le complété de L pour wy est isomorphe a K, on a alors Nz, /7, (o), =

Nx,(iy/r0(Qwy )
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* 91 —1 est un carré dans K,, il y a 2 valuations w; et wy étendant v a

L et les complétés respectifs Ly et L, sont isomorphes a K, on a donc

NJL/jI((a)U = H?:1 NKW/KU(OQUJ) = gy Qg -

(C) Définition de la conjugaison pour les ideéles.

Lorsque L = K(i), on cherche a étendre aux ideles la conjugaison ok par
une application o7, ;7. + Jo — Jr qui étende la conjugaison de L sur K. Soit
c=a+1bée L, avec a, b € K, on va étudier les ideles ¢ = (¢y )wey, et or/k(c) =

(00K (€)w)wey, - Soit w € Vp, alors w induit une valuation v sur A:

* 51 —1 n’est pas un carré dans K, w = w; est 'unique valuation étendant v a
Letonal; ~ K,(1) dou ¢, = Ai(a+ib) = atibet or/x(c)w = Mi(or/r(a+
ib)) = Ai(a —ib) = a — ib. On constate que o/x(¢)w = 0k, (5)/K,(Cw) et on

pose alors UJL/jI\,(O{)w = UKU(Z')/KU(Oéw)-

* 591 —1 est un carré dans K,, w est I'une des deux valuations w; et wy qui
étendent v a L et [y ~ Ly >~ K,, on a alors ¢,, = Ai(¢) = a + i,b et
Cuw, = Aalc) = a — 1,b. D’autre part, op/x(c)u, = Mi(or/r(c)) = M(a —
ib) = a — b et opr(C)w, = A(orr(c)) = Aa(a —1b) = a + i,b. On
remarque que op/g(¢)y, = ¢y, et que or/x(c)w, = ¢y, et on pose alors:
g, 175 (@), = Oy € Ky et 07, ) 7,(0)w, =y, € K.

Cela définit un idele o7, /7, (o) = (UJL/jK(Oé)w) . conjugué de a au sens des
weVy

ideles.

Remarque 4.3.9 Pour a € Jp, on peut identifier Iidele N7, /7. (a) € Tk a
l'idele a.07, /7, () € J, au moyen de I'application diagonale A définie a la
remarque 4.3.7, généralisant ainsi aux ideles la formule Ny k(c) = c.op/r(c)

connue pour ¢ € L.

On a, lorsque L = K (i), un résultat analogue au théoreme 90 de Hilbert pour

les ideles :

Proposition 4.3.10 Si o € J, et Ny, ;7.(a) = 17, c’est-a-dire Ny, ;7.(a) =
(1)vevye, alors il existe un idéle 6 € Ty, tel que a =6 oz, /7,.(9).

118



Preuve. Soit un idele a € Jp, tel que Ny, /7. (o) = 17,, soit v € Vi :

« 5’1l v a une unique valuation w; étendant v a L, alors on a L; ~ K,(1),
et N7, /7. (a) = 1 implique que Ny, /7.(c), = 1 € K, ce qui signifie que
Nr,(i)/K, (0w, ) = 1. D’apres le théoreme 90 de Hilbert appliqué a Iextension
K, (1)/ Ky, il existe 6, € Ky(i) tel que oy, = 6, 0k, i)/, (0w, )

* 9’1l y a deux valuations w; et wy étendant v a L, on a L; ~ Ly ~ K,, et
N7, /7 (@), =1 implique que a,, v, = 1 dans K,. On peut alors prendre,

entre autres, d,, = 1 et d,, = a,, = (ay,)™ .

Par définition 'idele § = (6,)wey, € Ji vérifie la propriété 6~'oz, /7,.(6) = a.
O

4.4 Ideles et corps de fonctions d’une courbe

On s’intéresse au cas ou Cp est une courbe projective irréductible définie par
F(X,Y,Z) = 0, avec F' polynome homogene de R[X,Y, 7], telle que —1 n’est
pas un carré dans R(Cp) afin que L = C(Cp) soit bien une extension quadratique
de R(Cp). On va appliquer les résultats de la section précédente a K = R(Cp)
et L = K(i) = C(Cp). On sait que toutes les valuations de L (et donc aussi de
K') sont discretes et que 1'on peut les identifier aux points complexes de I'p, un
modele non singulier de Cp: si w € Vi, on notera P, le point de I'r associé a
cette valuation et pour tout ¢ € L, on a w(c) = ordp, (¢).

A un idele o = (ay)wey, € Jr on peut associer un diviseur, noté div(«),
défini par:

div(a) = Z w(ev,)Py.

’LUEVL
On appelle degré de I'idele a le degré du diviseur div(a) ¢’est-a-dire 37,,cy, w(owy,).
Si f €L =CCr) et aest I'idele associé a f, on vérifie aisément que div(f) =
div(a).

Proposition 4.4.1 Si a € Jp, et si on note o(a) = o7, ,7,.(a), alors les divi-
seurs div(a) et div(o(a)) ont le méme nombre de z€éros et de poles comptés avec

multiplicité.

119



Preuve. Par définition div(a) = Z w(ov, )Py et div(o(a)) = Z w(o(a)y)Py.
weVy weVy
Soit w un élément de Vy, :

* Si w est la seule extension de sa restriction v a K, on a d’une part w(ea,,) =
v (NKv(i)/Kv(ozw)) et d’autre part w(o(a),) = v (NKH(Z')/KW(UJL/jK(oz)w)). Or
par définition de UJL/jI\,(O{)7 NKv(i)/Kv(UJL/jK(oz)w) = NK,J(Z')/K,J(UKU(Z')/KU(Oéw)) et
ce terme est égal a Ng, (5)/x, (). Cela implique que w(o(a)y) = w(aw,).

* 51wy et wy sont les deux extensions sur L de la restriction v de w a L, alors
d’une part wy(ay, ) = v(ow,) et walay,) = v(ay,), dautre part wy(o(a)y, ) =
v (UJL/jI\,(O{)wl) = v(ay,) et wa(o(a)y,) =v (UJL/jI\,(O{)w2) = v(ay, ). On a donc

wi(o(@)u,) = walaw,) et wy(o(a)u,) = wilaw,).

Cela prouve alors que:

et que:

weVy weVr,
w(aw)<0 w(o(a)w)<0

Ces relations montrent que les diviseurs div(«) et div(o(«a)) ont le méme nombre

de zéros et le méme nombre de poles comptés avec multiplicité. O

Remarque 4.4.2 On note o(P,) = P, quand w est I'unique valuation de L
étendant sa restriction v a K, et o(Py,) = Py, 0(Py,) = P,, quand w; et
wy sont deux valuations de L ayant méme restriction sur K. Alors si div(a) =

Z w( v, ) Py, on vérifie facilement que div(o(a)) = Z W, )o(Py).

weVy weVy

Proposition 4.4.3 Soit P un point de I'p, on note wp la valuation sur L =
C(Cr) associée a P, si P est le conjugué du point P au sens de la conjugaison de
C/R et si wp est la valuation sur L associée a P, alors wp et wp étendent a L

une méme valuation v de K =R(Cp).

Preuve. 11 suffit de vérifier que pour tout « € K, wp(a) = wp(a). Or si a €
K = R(Cp), a = @ dou wp(a) = ordp(a) = ordp(@) = ordp(a) = wp(a).
O

Corollaire 4.4.4 Avec les notations de la remarque 4.4.2, pour tout w € Vr,
o(P,)=1P,.
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Corollaire 4.4.5 Si Cp est sans point réel, alors pour toute valuation v de K,

il existe exactement deuxr valuations distinctes de L prolongeant v.

Preuve. On sait que toute valuation de K peut étre étendue a L soit par une
valuation soit par deux valuations. Supposons que v soit une valuation de K qui
ne peut étre prolongée sur L que par une unique valuation w. Soit P le point de
['r associé a cette valuation et P son conjugué, d’apres la proposition 4.4.3, la
valuation associée & P étend aussi v, cette valuation est donc w. Les valuations
sur L associées & P et P sont identiques, on en déduit que P = P, contredisant

ainsi le fait que la courbe Cr est sans point réel. O

Pour la suite, il est nécessaire de démontrer les deux propositions suivantes:

Proposition 4.4.6 Si la courbe Cp est sans point réel, il existe un idele € € J,
tel que Nz, 7.(e) = =1 et w(e,) = 0 pour toute valuation w € Vi,. Le diviseur

associé a £ est donc nul.

Preuve. D’apres le corollaire 4.4.5, comme Cr est sans point réel, on peut regrou-
per les valuations de L par couples (wp,wp) oit wp et wp sont les valuations
respectivement associées au point P € I'p et a son conjugué P, ces deux valua-
tions ont la méme restriction v a K et les complétés de L pour ces valuations
sont isomorphes a K.

On définit alors l'idele € par ¢, =1 € K, et Eus = —1 € K, pour chaque
couple de valuations (wp,wp). Ainsi pour tout w € Vy, onae, =1oueg, = —1
donc w(e,) = 0 et le diviseur div(e) est nul. La relation Ny, 7, (g) = —1 est
bien vérifiée car si v € Vg, alors v est prolongée a L par deux valuations wp
et wp et par définition de Ny, 7., on a Nz ;7.(c)y = Ewpluy = —1 € K.

d

Proposition 4.4.7 Soit Cp une courbe plane, il exviste des idéles de Jp, de degré

2 invariants par la conjugaison oz, /7, .

Preuve. Soit P un point non réel de I'p et P son conjugué, les valuations wp
et wp sont distinctes et ont méme restriction v a K et les complétés de L par
rapport a ces valuations sont isomorphes a K. On pose a,,, = a = 7, ou 7 est
un élément de K, tel que v(m) = 1, et pour toute valuation w € Vy, distincte de
wp et de wp, on pose oy, = 1. Alors 'idele o = (v )wey, est, par construction,
invariant par o7, /7, et est de degré 2 car wp(ow,) = wp(aw_) = v(r) =1 et

w(ay,) =0 st w# wp et w # wp. O
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4.5 Courbes de niveau 2

On va dans cette section donner la preuve du théoreme 4.1.1 dont on rappelle
les conditions :

La courbe projective plane Cp est définie par I'équation F'(X,Y,7Z) =0ou F
est un polynéme homogene irréductible de degré d dans R[X, Y, Z]. On suppose
que Cp est sans point réel, de genre g et que tous ses points singuliers sont
ordinaires. On suppose aussi que —1 n’est pas un carré dans le corps de fonctions
K = R(CF), qui est alors de niveau 2, et le corps L = C(Cr) = K(i) est une
extension quadratique de K.

Pour démontrer le théoreme 4.1.1, on va dans un premier temps (partie (A))
prouver, a I’aide des résultats sur les ideles établis précédemment et du théoreme
de Riemann-Roch, I'existence d’une fonction v € L dont on aura borné le nombre
de zéros et de poles et vérifiant Ni/x(y) = —1 . Ensuite dans la partie (B), grace
a cette fonction v, en appliquant une seconde fois le théoreme de Riemann-Roch
puis le théoreme fondamental de Neether, on montrera qu’il existe des polynomes
homogenes Ay, Ay et A; de R[X,Y, Z] de méme degré total inférieur ou égal a
Np et vérifiant (A1)* 4+ (A2)* + (43)? =0 (mod F).

(A) Borne sur le degré des diviseurs

Proposition 4.5.1 I] existe v € L vérifiant Nk (y) = —1 et dont le diviseur
s’éerit div(vy) = Do— D1 ou Do et Dy sont des diviseurs effectifs de degré inférieur
ou €gal a g + 1.

Preuve. Comme le corps K est de niveau 2, il existe 31, 3 € K tels que 37 + 33 =
—1. Sion pose = +if; alorson a 3 € L et Npjx(8) =07 + 035 = —1.

On va maintenant, en raisonnant localement, construire a partir de 3 la fonc-
tion v. Comme Np/x(8) = —1, I'idele de Jj, associé a 3, noté aussi 3, vérifie
Nz, 17:(8) = —1. Or d’apres la proposition 4.4.6, il existe un idele ¢ € Jp,
tel que Ny, 7.(e) = —1 et div(e) = 0, donc l'idele ¢ € J;, est de norme
Ng,17.(eB) = 1. D’apres la proposition 4.3.10, il existe un idele 6 € J;, tel que
ef=6"og, 17.(9).

Lemme 4.5.2 L’idéle § ci-dessus peut étre choisi de degré g — 1.

122



Preuve. En effet d’apres la proposition 4.4.7, il existe des ideles de Jr de degré
2 invariants par conjugaison, donc quitte a multiplier § par une puissance, éven-
tuellement négative, d’'un de ces ideles, on peut se ramener au cas ou son degré
est g—1 ou g et on aura toujours la relation e = 6~'0 7, /7,.(8). De plus, d’apres
un résultat di a Geyer [Ge], on sait que deg(d) = g — 1 (mod 2), ce qui acheve

la démonstration de ce lemme. O

Lemme 4.5.3 L’ideéle § peut s’écrire sous la forme h™'0 avec h € L et 0 € J;,
tel que div(0) a au plus un pole d’ordre inférieur a 1 et au plus g zéros comptés

avec multiplicité.

Preuve. On applique le théoreme de Rieman-Roch au diviseur H = nP + div(4)
ou P est un point de I'p et n € N:

I(H)>degH+1—g=n+deg(d) —g+1.

Donc {(H) > 1 lorsque n > g — deg(d), on va donc prendre n = g — deg(9),

c’est-a~dire n = 1 car § est de degré g — 1. Il existe alors une fonction h € L(H),

ce qui signifie que div(h) > —H = —(P + div(J)).
On pose 6 = hd € Ty, alors div(8) = div(d) + div(h) > —P. De plus h € L

donc deg(div(h)) = 0 dou deg(f) = deg(d) =

au plus un poéle d’ordre 1 en P et au plus g zéros comptés avec multiplicité.

d

g — 1. On en déduit que 4 a

On déduit facilement de ce lemme et de la proposition 4.4.1 le corollaire

suivant :

Corollaire 4.5.4 Le diviseur div(o g, 17,.(0)) a au plus g zéros comptés avec mul-
tiplicité et un seul pole éventuel, d’ordre au plus 1, au point o(P) = P conjugué
du point P.

On peut maintenant achever la démonstration de la proposition 4.5.1. On sait

que:
56 = 5_10-~7L/~7K(5) = h(g_lo-jL/jK(h_le)'

Mais, étant donné que h € L, on a aussi:
UJL/jK(h_la) = UJL/jK(h)_IO-jL/jK(G) = O-L/K(h)_lo-jL/jK(e)'

123



On en déduit que:
h_lo-L/K(h)ﬁ = 5_10_10.7L/.71((0)‘

On pose v = h™'op/k(h)B € L et comme Ny /x(3) = —1, on a Npjg(y) = —1.
D’autre part v = e 07 oy, /7.(0) € Jp donc div(y) = div(e™") + div(0~") +
div(oz, /7,.(0)) et étant donné que div(e) = 0 alors div(y) = div(og,,7,.(0)) —
div(9). D’apres les résultats précédents, v a au plus g + 1 zéros comptés avec
multiplicité et au plus g+1 poéles comptés avec multiplicité, ce qui équivaut a écrire
div(y) = Do— Dy avec Dy, Dy diviseurs effectifs de degré inférieur ou égal a g+ 1.

d

Remarque 4.5.5 On notera que jusqu’a présent, on n’a pas utilisé la condition
disant que tous les points singuliers de Cp sont ordinaires, en effet la proposition
4.5.1 est vraie pour toute courbe projective irréductible plane sans point réel telle
que le corps de fonctions K = R(Cr) est de niveau 2. Les conditions portant sur les
points singuliers de Cr ne serviront que dans la partie suivante pour "application

du théoreme fondamental de Neether.

(B) Borne sur les degrés des représentants

On va maintenant prouver l'existence de polynémes homogenes U et V' de

est un

<=

meéme degré inférieur ou égal a un certain entier ng connu tels que

représentant de la fonction v € C(Cp). Cela se fait en deux étapes:

H’%fg"'r, la fonction v peut

Proposition 4.5.6 Si n est un entier supérieur a
s’écrire comme quolient * avec u, v € L tels que div(u) > E — ndiv(Z) et

div(v) > E —ndiv(Z) (on rappelle que E est le diviseur Y pee (X021 (rp — 1)F;)).

Preuve. On applique le théoreme de Rieman-Roch au diviseur D = —Dy — E +
ndiv(Z) ou Dy est le diviseur des poles de v: comme le polynéme F' définissant
la courbe Cp est de degré d, alors deg(div(7)) = d. D’autre part deg(F) = r donc
I(D)>—degDy —r+nd+1—g.

On a donc (D) > 1 lorsque nd > g + deg Dy + r. Mais, comme d’apres la
proposition 4.5.1, deg Dy < g+1, il suffit que nd > 1+42g+r pour que {(D) > 1 et
donc pour qu'il existe v € L( D), c’est-a-dire v € L tel que div(v) > D1+ FE—n(Z).
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On pose u = yv, alors u € L et div(u) = div(y) + div(v) = Dy — D1 + (v) d’ou
div(u) > Do+ FE —n(Z7).

Etant donné que Dy et D; sont des diviseurs effectifs, on pourra finalement

U

écrire v = * avec u, v éléments de L tels que div(u) > £ —n(Z) et div(v) >
FE —n(7Z) des que l'entier n est supérieur a (H‘%fg‘“’)_ 0

H’%fg"'r} + 1, il suffit d’appliquer la proposition précé-

Ainsi, sl on pose ng = {
dente pour montrer qu’il existe u et v dans L tels que vy = =, div(u) > E —no(Z)

et div(v) > E —no(2).

Proposition 4.5.7 [l existe des polynomes homogenes U et 'V de C[X,Y, Z] de
U v
77 €l 7

degré total ng tels que sotent des représentants respectifs des fonctions

wetvdel.

Preuve. Soit % un représentant dans C(X,Y, 7) de la fonction v € L = C(Cp),
avec R et S polynomes homogenes de méme degré dans C[X,Y, Z], on a alors
div(u) = div(R) —div(S) > F—no(Z) d’ou div(Z™ R) > div(S)+ E et d’apres la
proposition 4.2.5 appliquée a Z™ R et 5, les conditions de Necether sont satisfaites
en tout point de Cp.

Ainsi, d’apres le théoreme fondamental de Neether, il existe des polynomes
homogenes U et T de C[X,Y, 7] tels que Z"™ R = US + TF. Ces polynomes
vérifient deg R + ng = deg U + deg S = deg T' + deg F' et comme deg R = deg 5,
alors U est de degré total ng.

On peut alors écrire, dans C(X,Y, 7), % = U‘Zg,;';gF = er]zo szs et donc er]zo
est un autre représentant dans C(X,Y, Z) de I’élément u de C(Cp ).

Etant donné qu’on a aussi div(v) > E — no(Z), on démontre de méme qu’il
1%
A
V' polyndéme homogene de degré total ng. O

existe un représentant dans C(X,Y, 7Z) de la fonction v € L de la forme avec

Corollaire 4.5.8 [l existe des polynomes homogenes U et V de C[X,Y, 7] de
degreé total ng tels que % soit un représentant dans C(X,Y, Z) de la fonction ~.

Maintenant le théoreme 4.1.1 se déduit directement de ce corollaire, il suffit
de poser U = Uy + Uy et V =V + 1V, ou Uy, Uy, Vi et V5 sont des polynémes
homogenes de R[X, Y, Z] de degré total ng. Puisque Nz /x(y) = —1 U2+U2Z est un
représentant dans R(X,Y,Z)de —1 € L. D’ott on a, dans R(X,Y, Z), U} + UZ +

1
? VPV
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V24 V2 =0 (mod F) et donc, en multipliant cette identité par V2 + V;? qui est

non nul,
(UZ Vi 4 UaVa)2 4 (UL Vy — U V)2 + (VE4 VA2 =0 (mod F).

On note Ay = Uy Vi + Uy Vo, Ay = UiV — UsVy et Az = V2 + V2 et on a, pour
i=1,2,3, A; e R[X,Y, 7], deg A; = 2no, et enfin A7 + A3 + A2 =0 (mod F).

Cela démontre le théoreme 4.1.1, 'entier Ny étant donné par la relation Ny =
2ng = 2 [H2E) 49,

On peut donner une version de ce théoreme dans le cas d’une courbe affine,
pour cela on introduit les notations suivantes: si C une courbe affine irréductible
plane définie par 1’équation P(X,Y) = 0 ou P est un polynome de degré total d
dans R[X, Y], on définit P* € R[X,Y, Z] comme étant le polynéme homogénéisé
de P, c’est-a-dire P*(X,Y,7) = ZdP(g, %), et on dira que la courbe projective
Cpx d’équation homogene P*(X,Y,Z) = 0 est la courbe projectivisée de C.

Théoreme 4.5.9 Soit C une courbe affine irréductible plane, sans point réel, de
genre g, définie par Uéquation P(X,Y) =0 ou P est un polynome de degré total d
dans R[X,Y]. On suppose que tous les points singuliers de la courbe projectivisée
de C sont ordinaires, si le corps de fonctions K =R(C) est de niveau 2 , alors il
existe un entier N tel qu’on peut trouver des polynomes Py, Py, P3 € R[X,Y] de
degré total inférieur ou égal a Ne et vérifiant (Py)? + (P2)* 4+ (P;)? = 0 (mod P).
Cet entier N¢ est encore donné par la formule Ne = 2 [H'%fg"'r} + 2.

Preuve. En appliquant le théoreme 4.1.1 a la courbe Cp« projectivisée de C, on
sait qu’il existe des polynomes homogenes Ay, Ay, Az € R[X, Y, 7] de degré total
égal a Npx = 2 {H'%fg"'r} + 2 tels que (A1)* + (A42)? + (A3)* = 0 (mod P~) dans
R[X,Y, Z]. Pour ¢« = 1,2,3, on note P; le polynéme déshomogénéisé de A;, ces
polynomes P; sont clairement de degré total inférieur ou égal a No = Np« et on

a bien (Py)? + (Py)? + (P3)* =0 (mod P) dans R[X,Y]. a

126



Bibliographie

[Cal] J.W.S. Cassels, On the representation of rationnal functions as sums of

squares, Acta Arith., 9, 79-82 (1964).

[Ca2] J.W.S. Cassels, Global Fields, in Algebraic number theory, J.W.S. Cassels,
A. Frohlich, London New-York Academic Press, 42-84 (1967).

[CEP] J.W.S. Cassels, W.J. Ellison, A. Pfister, On sums of squares and on elliptic
curves over function fields, J. of Number Theory, 3, 125-149 (1971).

[Chr] M.R. Christie, Positive definite functions of two variables which are not
sums of three squares, J. of Number Theory, 8, 224-232 (1976).

[CT] J.L. Colliot-Thélene, The Neether-Lefschetz theorem and sums of 4 squares
in the rationnal function field R(x,y), Compositio 86, 235-243 (1993).

[Fu] W. Fulton, Algebraic curves, W.A. Benjamin, Inc. (1969).

[Ge] W.D. Geyer, Ein algebraischer Beweis des Satzes von Weichold iiber reele al-
gebraische Funktionenkorper, Algebraische Zahlentheorie (Ber. Tagung Math.
Forschungsinst. Oberwolfach, 1964) 83-98 Bibliographisches Institut, Mann-
heim (1967).

[He] Y. Hellegouarch, Etude des points d’ordre fini de varétés abliennes de di-
mension un définies sur un anneau principal, J. Reine Angew. Math., 244,

20-36 (1970).

[Hil] D. Hilbert, Uber die Darstellung definiter Formen als Summe von Formen-

quadraten, Math. Ann., 32, 342-350 (1888) = Ges Abh 2, 154-161.

[Hi2] D. Hilbert, Uber ternire definite Formen, Acta Arith., 17, 169-197 (1893)
= Ges Abh 2, 345-366.

127



[HM] J. Huisman, L. Mahé, Geometrical aspects of the level of curves, Prépubli-
cation IRMAR, Rennes 1 99-61 (1999).

[La] S. Lang, Survey of diophantine geometry, Springer (1997).

[Pf1] A. Pfister, Zur Darstellung definiter Funktionen als Summe von Quadraten,
Invent. Math., 4, 229-237 (1967).

[Pf2] A. Pfister, Small zeros of quadratic forms over algebraic function fields,

Acta Arith., LXXIX.3, 221-238 (1997).

[Wi] E. Witt, Zerlegung reeller algebraischer Funktionen in Quadrate, J. Crelle,
Vol. 171, 4-11 (1934).

128



