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Introdution g�en�erale
Pr�esentation des sh�emas bô�teSh�emas bô�te en dimension 1La notion de sh�emas bô�te est introduite par Keller dans [31℄. Il s'agit �a l'origine d'unem�ethode num�erique pour l'approximation de l'�equation de onvetion-di�usion 1d. Cettem�ethode est �a l'interfae des m�ethodes de di��erenes �nies et des m�ethodes de volumes �nis.Elle s'apparente �a la m�ethode de di��erenes �nies au sens o�u les inonnues disr�etes sontsitu�ees au niveau des n�uds du maillage. Elle s'apparente aussi �a la m�ethode de volumes �nisau sens o�u la disr�etisation s'op�ere en moyennant les �equations sur les ellules du maillage.Dans le as des sh�emas bô�te, le maillage est utilis�e �a la fois pour loaliser les inonnuesau niveau des n�uds du maillage et pour loaliser les volumes de ontrôles, sur lesquelson moyenne les �equations. L'inonv�enient majeur est que le nombre de n�uds est di��erentdu nombre de volumes en g�en�eral : a priori, on n'a pas le bon d�eompte entre nombred'inonnues et nombre d'�equations. Cei n'est le as ni pour la m�ethode de di��erenes�nies, o�u la disr�etisation se fait au niveau des n�uds, ni pour la m�ethode de volumes�nis, o�u les inonnues sont situ�ees au niveau des volumes de ontrôle. Cependant pour desop�erateurs elliptiques, H.B. Keller a remarqu�e qu'en ajoutant au syst�eme d'�equations unevariable auxiliaire p �egale au ux, ainsi que les onditions limites de Dirihlet pour l'inonnueprimale, on obtient le bon d�eompte :nombres d'�equations = nombres d'inonnues.C'est-�a-dire 2�(N�1) bô�tes +2 C.L. = 2N inonnues. A la suite de Keller, l'e�ort prinipala port�e sur les lois de onservation hyperboliques (onvetion pure, �equations d'Euler...),Courbet [12, 13℄, Chattot [8, 9℄, Wornom, Hafez [46, 47℄. Cependant es travaux sont rest�espeu di�us�es et peu �etudi�es en raison du su�es de la m�ethode des volumes �nis lassique(MUSCL), qui utilise des ux num�eriques d'interfae.Sh�emas bô�te en dimension 2En dimension 2 et 3, la diÆult�e prinipale des sh�emas bô�te r�eside dans l'ad�equationentre nombre d'�equations et nombre d'inonnues. Une �etude pr�eliminaire men�ee par B.Courbet dans [14℄ a ependant propos�e une id�ee originale pour un probl�eme elliptique sur- 6 -



Introdution g�en�eralemaillages triangulaires. Si on loalise u et p � � = �u�� au milieu des arêtes du maillage,alors, on obtient un bon d�eompte. L'interpr�etation de ette observation en terme d'espaesd'�el�ements �nis mixtes a �et�e e�etu�ee ensuite par B. Courbet et J-P. Croisille dans [15℄.La m�ethode bô�te peut don se voir omme une m�ethode de type Petrov-Galerkin, o�u lesespaes d'approximation sont des espaes d'�el�ements �nis et les espaes de test sont de typeGalerkin disontinus.Prinipes g�en�eraux des sh�emas bô�teSh�emas bô�te elliptiques et �el�ements �nis mixtesPeut-on d�egager un adre g�en�eral pour le design de tels sh�emas pour les probl�emeselliptiques ? C'est-�a-dire existe-t-il d'une part des espaes d'�el�ements �nis M1;h et X1;h etd'autre part des espaes de type Galerkin disontinus M2;h et X2;h tels que le probl�emedisret : herher (uh; ph) 2M1;h �X1;h solution de8>>><>>>: XK ZK(div ph + f) vh dx = 0 ; 8vh 2M2;hXK ZK(ph �ruh) � qh dx = 0 ; 8qh 2 X2;h (0.1)admette une unique solution qui onverge vers la solution exate du probl�eme mixte dePoisson ? Le probl�eme disret (0.1) est alors appel�e Sh�ema bô�te. Le hoix des espaesM1;h, X1;h, M2;h et X2;h n'est pas simple et doit satisfaire la ondition n�eessaire mais nonsuÆsante dimM1;h + dimX1;h = dimM2;h + dimX2;h : (0.2)On s'est attah�e au as partiulier des maillages en triangles et en retangles. On mêlede fa�on harmonieuse des espaes d'�el�ements �nis pour les espaes d'approximation �a desespaes de type Galerkin disontinus pour les fontions tests. Les sh�emas bô�te ainsionstruits sont �equivalents �a des m�ethodes d'�el�ements �nis mixtes usuelles. La solution(uh; ph) 2 M1;h � X1;h du sh�ema bô�te (0.1) est en fait, la solution d'une formulation va-riationnelle pour l'inonnue salaire uh et une r�e�eriture loale du gradient ph, en fontionde uh. D'autre part, dans ertains as, on peut reonstruire la solution de probl�emes mixteslassiques (Raviart-Thomas) �a partir de la solution (uh; ph) 2 M1;h �X1;h du sh�ema bô�te(0.1).Extension des sh�emas bô�te �a des �equations de onvetion-di�usionLe point de d�epart est l'artile de B. Courbet [12℄, o�u un design de sh�emas bô�te en 1dpour l'�equation de onvetion ut +  ux = 0 est propos�e. Le prinipe onsiste �a prendre la
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Introdution g�en�eralemoyenne de l'�equation de onvetion sur les mailles 1d :ddt �uj�1=2(t) +  uj(t)� uj�1(t)hj�1=2 = 0et de hoisir ensuite une formule de quadrature pour approher la moyenne �uj�1=2(t) de labô�te j�1=2 en fontion des inonnues nodales uj(t) et uj�1(t). Il s'agit don d'un probl�emede quadrature num�erique et non pas de ux num�erique. Quelle est la nature de ette moyennenum�erique ? A�n de re�eter une approximation loale dans la bô�te Kj�1=2, on hoisit uneformule du type �uj�1=2(t) = uj(t) + uj�1(t)2 +Du(t) (uj(t)� uj�1(t))o�uDu(t) est un oeÆient de d�eentrement par bô�te �a pr�eiser. Pour l'�equation de onvetion-di�usion 1d, ut +  ux � " uxx = 0, on suit le même prinipe en �etudiant la forme mixte del'�equation de onvetion-di�usion. C'est-�a-dire l'�equation de onvetion-di�usion dans la-quelle on introduit le ux de di�usion p = �" ux. On obtient alors deux moyennes demailles, �uj�1=2(t) une moyenne sur u et �pj�1=2(t) une moyenne sur le ux p, pour lesquelleson introduit deux d�eentrements de maille Du et Dp.Les questions qui se posent sont naturellement de savoir si on d�e�nit e�etivement un sh�emade la sorte, si le sh�ema onverge et omment hoisir les param�etres de d�eentrement Du etDp.En vue des appliations pratiques, nous nous limitons �a une g�en�eralisation en deux dimen-sions du sh�ema bô�te 1d propos�e pour l'�equation de onvetion-di�usion 1d par une m�ethodede type ADI. Ce hoix d'une m�ethode de splitting, au d�etriment d'une g�en�eralisation surmaillage triangulaire ou quadrangulaire du sh�ema bô�te, a �et�e motiv�e par une mise en�uvre rapide. N�eanmoins, l'objetif �a plus long terme est la onstrution d'un sh�ema bô�tepour l'�equation de onvetion-di�usion 2d. Les domaines d'appliations possibles sont lesprobl�emes d'�eoulement en milieux poreux, en partiulier le as test Couplex propos�e parl'ANDRA.Plan, Pr�esentation des r�esultats obtenusChapitre 1 : Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur Dans e ha-pitre, nous rappellons le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur en dimension 1.On s'int�eresse au probl�eme des osillations mentionn�e par Keller. On propose alors uneformulation di��erente du sh�ema ave l'introdution d'un param�etre # de disr�etisationtemporelle. Ce param�etre est en fait le oeÆient du #-sh�ema qui orrige dans ertains asles osillations temporelles. Dans le as partiulier # = 1=2, pour une ondition initiale detype front, apparâ�t un mode osillant au niveau du front. Dans e as, on introduit un se-ond param�etre, qui supprime sous ertaines onditions les osillations. Quelques exemplesnum�eriques illustrent les di��erents as pr�esent�es.
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Introdution g�en�eraleChapitre 2 : Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles Le seond hapitrepr�esente une g�en�eralisation en 2d de la onstrution du sh�ema bô�te 1d pour le probl�emede Poisson sur maillages triangulaires.On ommene par rappeler le sh�ema bô�te de plus bas degr�e, introduit par B. Courbet etJ.-P. Croisille [15℄. On propose ensuite sur le même prinipe deux sh�emas bô�te d'ordre plus�elev�e qui utilisent l'espae quadratique, P 2 non-onforme d�erit par M. Fortin et M. Soulie[28℄. Le premier sh�ema bô�te est inspir�e des r�esultats obtenus par M. Fortin et M. Fahrloul,[29℄. L'espae d'approximation de u est don l'espae P 2 non-onforme et l'espae d'approxi-mation du ux est l'espae de Brezzi-Douglas-Marini de degr�e 1, [5℄, enrihi par le rotation-nel de la bulle quadratique non-onforme. Le seond sh�ema bô�te est une g�en�eralisation�a l'ordre 2 du sh�ema bô�te de B. Courbet et J.-P. Croisille. L'espae d'approximation duux est l'espae de Raviart-Thomas d'ordre 1, enrihi par la bulle quadratique. Les deuxsh�emas bô�te admettent une unique solution stable. De plus les estimations d'erreur a priorisont omparables �a elles obtenues par la m�ethode des �el�ements �nis. Finalement, quelquesr�esultats num�eriques pour haun des sh�emas bô�te propos�es onluent e hapitre.Chapitre 3 : Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangles On introduit 3nouveaux sh�emas bô�te sur le mod�ele pr�e�edent en dimension 2 sur des maillages en re-tangles :� Le sh�ema 1 utilise omme espae d'approximation les espaes Q1 non-onforme et l'espaede Raviart-Thomas sur retangles, enrihi par une bulle. Les espaes test sont des espaesde type Galerkin disontinus onstants par maille, �egalement enrihis.� Le sh�ema 2 est inspir�e du sh�ema alg�ebrique propos�e par B. Courbet [12℄ pour les�equations de Navier-Stokes. De plus, on prouve que la solution du sh�ema 2 s'�erit enfontion de la solution du sh�ema 1.� Le sh�ema 3 utilise omme espae d'approximation les espaes Q1rot de R. Rannaher et S.Turek et l'espae de Raviart-Thomas sur retangles. Les espaes de test sont des espaes detype Galerkin disontinus onstants par maille, enrihis. Ce sh�ema bô�te peut être onsid�er�eomme une g�en�eralisation naturelle du sh�ema bô�te de B. Courbet et J-P. Croisille [15℄,dans le as de maillages en retangles. En e�et, ses inonnues sont situ�ees au niveau desarêtes et proviennent diretement de la moyenne des �equations du probl�eme elliptique. Noterque d'autres auteurs ont �egalement �etudi�e le sh�ema 3, [11℄.Pour es trois sh�emas bô�te, nous prouvons l'existene et l'uniit�e de la solution ainsi quequelques estimations d'erreur a priori.Chapitre 4 : Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'es-pae A�n de mettre en �uvre rapidement une version de sh�emas bô�te en dimension 2on s'est int�eress�e dans le Chapitre 4 au probl�eme de onvetion-di�usion instationnaire. Ceprobl�eme n�eessite l'introdution de param�etres de d�eentrement pour stabiliser le probl�eme.On expliite le sh�ema bô�te et le hoix des oeÆients de d�eentrement sous des ontraintes- 9 -



Introdution g�en�eraled'existene, d'uniit�e, de stabilit�e... en dimension 1. Comme au Chapitre 1, on �etudie lesmodes osillants li�es au sh�ema (ind�ependants de la stabilit�e du sh�ema), qui apparaissentpour des onditions initiales de type front. On utilise ensuite une m�ethode de splitting (enfait ADI), pour g�en�eraliser rapidement e sh�ema bô�te 1d en dimension 2.Notations g�en�eralesNous d�e�nissons ii les notations prinipales utilis�ees dans la suite. Soit 
 � R2 unouvert born�e, de fronti�ere � = �
. Nous notons (�; �) le produit salaire L2(
)(u; v)0;
 = Z
 u(x) v(x) dx (0.3)et la norme assoi�ee kvk0;
 = (v; v)1=20;
 : (0.4)Pour tout entier m � 0, l'espae de Sobolev d'ordre m est d�e�ni par :Hm(
) = fv; jv 2 L2(
); ��v 2 L2(
); j�j � mg (0.5)Il est muni de la norme kvkm;
 = �Xj�j�m k��vk20;
�1=2: (0.6)Nous utiliserons la semi-norme assoi�eejvjm;
 = �Xj�j=m k��vk20;
�1=2 (0.7)o�u � d�esigne le multi-indie : � = (�1; �2), �i � 0. j�j est le module de � �egal �a j�j = �1+�2.�� = ��x1 ��x2 repr�esente la d�eriv�ee partielle de u d'ordre � par rapport �a x1 et x2.Nous utilisons les espaes de Hilbert (H10 (
); j � j1;
) et (Hdiv(
); k � kdiv;
), d�e�nis par :H10 (
) = nv 2 H1(
); vj� = 0o et Hdiv(
) = fv 2 (L2(
))2; div v 2 L2(
)g; (0.8)muni de la norme kvkdiv;
 = �jvj20;
 + j div vj20;
�1=2 : (0.9)Soit K une partie du domaine 
. On note P k(K) les polynômes de degr�e total k sur K etQk(K) les polynômes de degr�e k en haque variable d'espae de l'�el�ement K.Dans la suite, C d�esigne une onstante g�en�erique, positive, ne d�ependant que du domaine
, ind�ependante de h. Elle peut prendre di��erentes valeurs dans haque in�equation.
- 10 -



Chapitre 1Le sh�ema de Keller pour l'�equationde la haleur
1.1 IntrodutionCe hapitre est onsar�e d'une part �a un rappel sur le sh�ema bô�te de Keller, introduitdans l'artile [31℄, d'autre part �a quelques exp�erienes num�eriques r�ealis�ees ave e sh�ema.Nous proposons ensuite, dans les Paragraphes 1.4 et 1.6 une am�elioration du sh�ema deKeller : d'une part un sh�ema bô�te ave un d�eentrement temporel #, (Setion 1.4), d'autrepart un sh�ema bô�te ave une meilleure approximation pour l'inonnue u appel�e �-sh�ema(Setion 1.6). Nous faisons �egalement le lien ave la m�ethode des �el�ements �nis �a la Setion1.5.1.2 Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur1.2.1 Prinipe du sh�emaDans ette setion, nous rappellons le sh�ema de Keller introduit dans [31℄, dans le aspartiulier de l'�equation de la haleur.Soit le domaine espae-temps R(T ) = [0; 1℄� [0; T ℄; T > 0. On onsid�ere la forme mixte del'�equation de la haleur dans R(T ). Soit p la variable auxilliaire de ux p(x; t) = " ux(x; t),donn�ee �a tout instant t, o�u " > 0 est le oeÆient de di�usion. En partiulier, on a �a l'instantinitial p (x; 0) = " ddxu0 (x). L'�equation de la haleur s'�erit alors,8>>>><>>>>: ut � px = f ; (x; t) 2 R(T )p = "ux ; (x; t) 2 R(T )u (x; 0) = u0 (x) ; x 2 [0; 1℄p (x; 0) = p0 (x) = " ddxu0 (x) ; x 2 [0; 1℄u (0; t) = g0(t); u(1; t) = g1(t) ; t 2℄0; T ℄ (1.1)o�u les fontions f ,u0, g1; g2 sont donn�ees. Pour u0 2 C2([0; 1℄), f 2 C1(R(T )),g0; g1 2 C1([0; T ℄), le probl�eme poss�ede une unique solution dans C1([0; T ℄;C2([0; 1℄)). SoitRh(T ) un maillage espae-temps du domaine R(T ) de n�uds (xj; tn), o�u- 11 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurx0 = 0 < : : : < xj < : : : < xJ = 1 et t0 = 0 < : : : < tn < : : : < tN = T .Soit Kn�1=2j�1=2 = [xj�1; xj℄ � [tn�1; tn℄ une ellule du maillage Rh(T ), enore appel�ee \bô�te"(Figure 1.1). Dans une bô�te Kn�1=2j�1=2 du maillage, le pas d'espae est hj�1=2 = xj�xj�1, pourtout 1 � j � J et le pas de temps est kn�1=2 = tn � tn�1, pour tout 1 � n � N . Les indiesj; j + 1=2 indexeront les bô�tes spatiales, tandis que les exposants n; n+ 1=2 indexeront letemps. Kn�1=2j�1=2hj�1=2xj�1 xjtn�1=2 tn
tn�1Fig. 1.1 { Cellule Kn�1=2j�1=2 du maillageOn reprend les notations de Keller : on d�e�nit les points milieux xj+1=2 et tn+1=2 et lesmoyennes �nj+1=2 et �n+1=2j des fontions d�e�nies aux n�udsxj+1=2 = 12(xj + xj+1) ; tn+1=2 = 12(tn + tn+1)�nj+1=2 = 12(�nj + �nj+1) ; �n+1=2j = 12(�nj + �n+1j ) (1.2)Les fontions de mailles �Dx�nj�1=2 et �Dt�n�1=2j sont d�e�nies par�Dx�nj�1=2 = 1hj�1=2 (�nj � �nj�1) ; �Dt�n�1=2j = 1kn�1=2 (�nj � �n�1j ) : (1.3)Pour  (x; t) d�e�nie sur R(T ), on d�e�nit  nj ,  nj+1=2, respetivement  n+1=2j , omme les valeursde la fontion  au point xj �a l'instant tn, au point milieu xj+1=2 du segment [xj; xj+1℄ �al'instant tn, respetivement au point xj �a l'instant interm�ediaire tn+1=2 : nj =  (xj; tn) ;  nj+1=2 =  (xj+1=2; tn) ;  n+1=2j =  (xj; tn+1=2) (1.4)En utilisant une approximation de type di��erenes �nies entr�ees du probl�eme (1.1), onobtient le sh�ema donn�e en fontion de unj et pnj pour tout 1 � j � J :( �Dt un�1=2j�1=2 � �Dx pn�1=2j�1=2 = fn�1=2j�1=2 ; n � 1pnj�1=2 = "j�1=2 �Dxunj�1=2 ; n � 0 : (1.5)Les donn�ees initiales sont disr�etis�ees par :u0j = u0(xj) ; 0 � j � Jp0j = p0 (xj); 0 � j � J (1.6)- 12 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurLes onditions aux limites sont disr�etis�ees par :un0 = gn0 ; unJ = gn1 ; n � 1 (1.7)On onsid�ere le produit salaire (sous la ondition que l'une des onditions limite soit nulle)introduit par Keller :(�n;  n)h = JXj=1 �nj�1=2  nj�1=2 hj�1=2 et k�nk2h = (�n; �n)h : (1.8)La d�e�nition du produit salaire (�; �)h donne les identit�es suivantes :( �Dx�;  )h = [�J J � �0 0℄� (�; �Dx )h (1.9)( �Dt�n�1=2; �n�1=2)h = 12kn�1=2 (k�nk2h � k�n�1k2h) (1.10)Lemme 1.2.1 Ce sh�ema admet une unique solution (unj ; pnj ) 2 RJ+1 �RJ+1 �a tout instanttn, 0 � n � N .Prouvons l'existene et l'uniit�e de la solution du syst�eme ((1.5)-(1.6)-(1.7)).Preuve du Lemme 1.2.1 :Nous prouvons l'existene et l'uniit�e de la solution en tout instant n � 1. On suppose quen � 1. Soit (un�1j ; pn�1j ) l'unique solution �a l'instant n� 1, prouvons l'existene et l'uniit�ede (unj ; pnj ) �a l'instant n. La solution (unj ; pnj ), si elle existe est solution du syst�eme :8><>: �Dt un�1=2j�1=2 � �Dx pn�1=2j�1=2 = fn�1=2j�1=2 ; 1 � j � Jpnj�1=2 = "j�1=2 �Dxunj�1=2 ; 1 � j � Jun0 = gn0 ; unJ = gn1 (1.11)Le nombre d'inonnues et le nombre d'�equations sont �egaux �a 2 (J+1). On doit don prouverl'existene et l'uniit�e d'un syst�eme lin�eaire ave autant d'�equations que d'inonnues. IlsuÆt don de prouver l'uniit�e de la solution, 'est-�a-dire que f = 0; un0 = unJ = 0 etun�1 = pn�1 = 0 impliquent que un = pn = 0.Calulons (" �Dx un�1=2; �Dx un�1=2)h :(" �Dx un�1=2; �Dx un�1=2)h = JXj=1 hj�1=2 "j�1=2Dx un�1=2j�1=2 Dx un�1=2j�1=2 (1.12)D'apr�es l'�equation (1.11)2, par bilin�earit�e de (�n; �n�1) 7! �n�1=2, on a"j�1=2Dx un�1=2j�1=2 = pn�1=2j�1=2 . En rempla�ant ette expression dans (1.12) et en utilisant l'iden-tit�e (1.9), on obtient puisque u0 = uJ = 0(" �Dx un�1=2; �Dx un�1=2)h = (pn�1=2; �Dx un�1=2)h = �( �Dx pn�1=2; un�1=2)h (1.13)On utilise l'�equation (1.11)1 qui donne �Dx pn�1=2 = �Dt un�1=2(" �Dx un�1=2; �Dx un�1=2)h = �( �Dt un�1=2; un�1=2)h (1.14)- 13 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurGrâe �a l'identit�e (1.10) on obtient2 kn�1=2 kp" �Dx un�1=2k2h + (kunk2h � kun�1k2h) = 0 (1.15)Par uniit�e de la solution �a l'instant n� 1, un�1 = 0 et pn�1 = 0, donkp" �Dx un�1=2k2h + 12kn�1=2 kunk2h = 0 (1.16)Ce qui implique que un = 0 et �Dx un�1=2 = 0. En reportant dans les �equation (1.11), ond�eduit que pn = 0. Ce qui prouve l'existene et l'uniit�e de la solution �a tout instant n. �1.2.2 Estimations d'erreurDans la suite on suppose que le terme soure f est nul. Soit (U(x; t); P (x; t)) la solutiondu probl�eme ontinu (1.1). On suppose que U et P sont de lasse C1([0; 1℄� [0; T ℄). Soient eet d les erreurs aux noeuds du maillage spatio-temporel Rh(T ) d�e�nies pour tout 0 � j � Jet 0 � n � N par : enj = U(xj ; tn)� unj ; dnj = P (xj; tn)� pnj : (1.17)Alors, e et d satisfont le syst�eme aux di��erenes :8>>>>><>>>>>: �Dten�1=2j�1=2 � �Dxdn�1=2j�1=2 = �n�1=2j�1=2 ; 1 � j � Jdnj�1=2 � "j�1=2 �Dxenj�1=2 = ��nj�1=2 ; 1 � j � Je0j = 0 ; 0 � j � Jd0j = 0 ; 0 � j � Jen0 = 0 ; enJ = 0 (1.18)
o�u les termes de tronatures �nj�1=2 et �n�1=2j�1=2 sont donn�es par :8>>>>>><>>>>>>:

�nj�1=2 = "j�1=2� �DxU(xj; tn)� �U(xj�1=2;tn)�x �+�P (xj�1=2; tn)� 12�P (xj; tn) + P (xj�1; tn)���n�1=2j�1=2 = ��P (xj�1=2;tn�1=2)�x � 12 �Dx(P (xj; tn) + P (xj; tn�1))�+�12 �Dt�U(xj; tn) + U(xj�1; tn)���U(xj�1=2;tn�1=2)�t � (1.19)
Lemme 1.2.2 Nous avons les estimations d'erreur pour u et p :kenkh � K1 sup��n�k���1=2kh + k���1=2kh� (1.20)kdnkh � K2 sup��n�k���1=2kh + k���1=2kh� (1.21)K1 et K2 sont des onstantes qui d�ependent de ".
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Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurPreuve :Pour prouver es estimations d'erreur, on alule (" �Dx en�1=2; �Dx en�1=2)h. Le alul estanalogue �a elui de la preuve du Lemme 1.2.1.(" �Dx en�1=2; �Dx en�1=2)h = (dn�1=2 + �n�1=2; �Dx en�1=2)h= �( �Dx dn�1=2; en�1=2)h + (�n�1=2; �Dx en�1=2)h= �( �Dten�1=2 � �n�1=2; en�1=2)h + (�n�1=2; �Dx en�1=2)h= �( �Dten�1=2; en�1=2)h + (�n�1=2; en�1=2)h + (�n�1=2; �Dx en�1=2)h= � 12kn�1=2 (kenk2h � ken�1k2h) + (�n�1=2; en�1=2)h+(�n�1=2; �Dx en�1=2)hEn sommant ette expression pour 1 � � � n, on obtientnX�=1 2 k��1=2 kp" �Dx e��1=2k2h = � nX�=1(ke�k2h � ke��1k2h)+ nX�=1 2 k��1=2 �(���1=2; e��1=2)h + (���1=2; �Dx e��1=2)h�= �(kenk2h � ke0k2h| {z }=0 )+ nX�=1 2 k��1=2 �(���1=2; e��1=2)h + (���1=2; �Dx e��1=2)h�Don en utilisant les in�egalit�es de Cauhy-Shwarz et de Poinar�e, on obtient la majorationnX�=1 2 k��1=2 kp" �Dx e��1=2k2h + kenk2h � C sup��n �k���1=2kh + k���1=2kh� nX�=1 2 k��1=2 k �Dx e��1=2khA l'aide d'une majoration du type P Q � P 24! + !Q2, on prouve qu'il existe une onstanteK1 d�ependante de ", telle quekenkh � K1 sup��n�k���1=2kh + k���1=2kh�On d�eduit l'estimation de l'erreur en p de l'�equation (1.18) donn�ee parkdnk2h � k" �Dxenk2h + k�nk2het des relations pr�e�edentes. �Noter que k � kh n'est une norme uniquement que dans le as o�u une des onditions limiteest nulle : en e�etk�nkh = k nkh () il existe � 2 R tel que �j =  j + �(�1)jPour que k � kh d�e�nisse une norme, une des deux onditions aux limites doit être nulle ;on n'a pas en g�en�eral k�nkh = 0 ) � = 0. La solution disr�ete (unj ; pnj )j ontient un mode- 15 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurosillant. Pour �eliminer l'e�et de ette osillation, Keller propose de onsid�erer les moyennesde mailles suivantes :�unj�1=2 = 12(unj + unj�1) ; ou �pnj�1=2 = 12(pnj + pnj�1) ; pour 1 � j � J (1.22)Dans e as, k�unkh = kunkh et k�pnkh = kpnkh et k � kh est une norme pour les fontions degrille onstantes par moreau d�e�nies sur (Kj�1=2)1�j�J .1.3 Comportement num�erique du sh�ema bô�te pourune ondition initiale de type r�eneauDans ette setion, nous mettons en �evidene num�eriquement deux types d'osillationspour l'�equation de la haleur de ondition initiale de type r�eneau. Nous pr�esentons deuxexemples de omportement transitoires sur ut�uxx = 0 et sur ut� 18uxx = 0, pour un mêmemaillage et �a pas de temps k �x�e.Nous �etudions la solution u du sh�ema de Keller (1.5)-(1.6)-(1.7) assoi�ee au probl�emeontinu suivant : 8<: ut � "uxx = 0; x 2℄0; 2[; t > 0u(x; 0) = u0(x); x 2 [0; 2℄u(0; t) = 1; u(2; t) = 0 ; t > 0: (1.23)o�u " = 1 ou 1=8 et la ondition initiale est de type r�eneau :u0(x) = � 1 si 0 < x < 0:50 si 0:5 < x < 2 (1.24)Nous onsid�erons un maillage du segment [0; 2℄ en 101 points �equidistants. Le pas de tempsest k = h2. Nous �etudions deux as selon la valeur du oeÆient de di�usion ", par l'in-term�ediaire du nombre sans dimension � = " kh2 : � = 1, puis � = 1=8.Les Figures 1.2 et 1.4 repr�esentent pour � = 1 la solution u du sh�ema de Keller (1.5) entrait ontinu et la solution exate du probl�eme ((1.23)-(1.24)) en trait pointill�e au bout de5 et 50 it�erations ('est-�a-dire T = 2:10�3, puis T = 2:10�2). La solution exate n'�etant pasonnue expliitement, nous la alulons num�eriquement �a l'aide du sh�ema bô�te.Nous onstatons l'apparition d'osillations situ�ees au niveau du front de la ondition initialed'absisse x = 0:5. Les Figures 1.3 et 1.5 zooment e mode osillant aux instants respetifsT = 2:10�3, T = 2:10�2.Si � = 1=8, nous onstatons �egalement l'apparition d'osillations dans la solution alul�ee(trait ontinu), situ�ees ette fois de part et d'autre du front initial. Les Figures 1.6 et 1.7repr�esentent la solution exate et la solution alul�ee par le sh�ema de Keller �a l'instantT = 2:10�3 et les Figures 1.8 et 1.9, les solutions exates et alul�ee �a l'instant T = 2:10�2.
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Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur� Evolution des osillations pour � = 1 :
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Fig. 1.2 { Sh�ema de Keller (1.5),� = 1, T = 2:10�3. 0.4 0.6 0.8
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Fig. 1.3 { Sh�ema de Keller (1.5),� = 1, T = 2:10�3. Zoom sur [0:4; 0:8℄.
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Fig. 1.4 { Sh�ema de Keller (1.5),� = 1, T = 2:10�2. 0.4 0.6 0.8
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Fig. 1.5 { Sh�ema de Keller (1.5),� = 1, T = 2:10�2. Zoom sur [0:4; 0:8℄.
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Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur� Evolution des osillations pour � = 1=8 :
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Fig. 1.6 { Sh�ema de Keller (1.5),� = 1=8, T = 2:10�3. 0.4 0.6 0.8
−0.5

0

0.5

1

1.5
u calculee
u exacte

Fig. 1.7 { Sh�ema de Keller (1.5),� = 1=8, T = 2:10�3. Zoom sur [0:4; 0:8℄.
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Fig. 1.8 { Sh�ema de Keller (1.5),� = 1=8, T = 2:10�2. 0.4 0.6 0.8
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Fig. 1.9 { Sh�ema de Keller (1.5),� = 1=8, T = 2:10�2. Zoom sur [0:4; 0:8℄.A noter que e ph�enom�ene d'osillations n'est pas dû �a un probl�eme de stabilit�e du sh�ema etn'est pas non plus li�e �a de la dispersion. Nous en donnerons une interpr�etation au Paragraphe1.4.4. Ce ph�enom�ene n'apparâ�t pas pour une ondition initiale r�eguli�ere de type Gaussienne.En e�et : onsid�erons la solution exate de l'�equation de la haleur (1.23) :u(x; t) = exp(�2 t) os( xp5:10�3 ) (1.25)de ondition initiale u0, donn�ee par la solution exate �a l'instant t = 0. Les onditions li-mites sont de type Dirihlet donn�ees par la solution exate sur la fronti�ere. Le oeÆient de- 18 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurdi�usion est " = 10�2. Le segment [0; 2℄ est maill�e par 51 points �equidistants, le pas d'espaeest h = 0:04 et le pas de temps est k = h2. On alule la solution du sh�ema bô�te de Kelleren T = 8:10�3 (au bout de 5 it�erations), puis en T = 8:10�1 (au bout de 500 it�erations).La solution exate est repr�esent�ee en trait ontinu et la solution alul�ee par le sh�emabô�te de Keller est repr�esent�ee par des erles, aux instants T = 8:10�3 (Figure 1.10) etT = 8:10�1 (Figure 1.11). Auun mode osillant ne vient perturber la solution, puisque leondition initiale est assez r�eguli�ere.
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Fig. 1.10 { Solutions exate et alul�eeen T=0.008. 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Fig. 1.11 { Solutions exate et alul�eeen T=0.8.
1.4 Une premi�ere g�en�eralisation du sh�ema de Keller1.4.1 La onstrution du sh�ema bô�te d�eentr�e en tempsDans ette partie, nous �etudions une g�en�eralisation du sh�ema de Keller en introduisantun d�eentrement temporel # lors de la disr�etisation en temps de l'�equation de la haleur.On onserve le design du sh�ema de Keller rappel�e au Paragraphe 1.2. On onsid�ere toujoursla forme mixte de l'�equation de la haleur sur le segment [0; 1℄ :8>>>><>>>>: ut + px = f ; x 2℄0; 1[; t > 0p = �"ux ; x 2℄0; 1[; t > 0u (x; 0) = u0 (x) ; x 2 [0; 1℄p (x; 0) = �" ddxu0(x) ; x 2 [0; 1℄u (0; t) = u (1; t) = 0 ; t > 0 (1.26)On d�e�nit un maillage non �equidistant du segment [0; 1℄ en J intervalles (Figure 1.12).Les oordonn�ees des noeuds sont 0 = x0 < x1 < � � � < xj < � � � < xJ = 1. On noteKj�1=2 = [xj�1; xj℄ la ellule spatiale du maillage enore appel�ee bô�te de longueur hj�1=2pour 1 � j � J . - 19 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur
xjhj�1=2 xj+1xj�1x0 = 0 Kj�1=2 xJ = 1hj+1=2
Kj+1=2

Fig. 1.12 { Maillage du segment [0; 1℄.En int�egrant sur haque bô�te Kj�1=2 (1 � j � J) du maillage, les �equations (1.26)1 et(1.26)2, on obtient le syst�eme suivant, pour t > 0 :8>>>><>>>>: hj�1=2 ddt(�0u(t))j�1=2 + �p (xj ; t)� p(xj�1 ; t)�= hj�1=2 (�0 f(t))j�1=2; 1 � j � Jhj�1=2 (�0 p)j�1=2 (t) = �" [u (xj ; t)� u (xj�1 ; t)℄; 1 � j � Ju(xj; 0) = u0(xj) ; 0 � j � Jp(xj; 0) = p0(xj) ; 0 � j � Ju (x0 ; t) = u (xJ ; t) = 0 ; t > 0 (1.27)Sur haque bô�te Kj�1=2, on approhe les moyennes spatiales des fontions u; p et f donn�eespar �0uj�1=2, �0pj�1=2 et �0fj�1=2 respetivement par les fontions �uj�1=2, �pj�1=2 et �fj�1=2.Pour 0 � j � J , on d�e�nit les approximations (uj(t))j et (pj(t))j �a haque instant t, de lasolution exate (u(x; t); p(x; t)) au point d'absisse xj. On obtient ainsi le syst�eme approh�esuivant pour tout t 2℄0; T ℄ et tout 1 � j � J :8>>>>><>>>>>:
ddt �uj�1=2 (t) + pj (t)�pj�1 (t)hj�1=2 = �fj�1=2 (t) ; 1 � j � J�pj�1=2 (t) = �" uj (t)�uj�1 (t)hj�1=2 ; 1 � j � Juj(0) = u0(xj) ; 0 � j � Jpj(0) = p0(xj) ; 0 � j � Ju0 (t) = uJ (t) = 0 ; t > 0 (1.28)Il reste �a fermer le syst�eme (1.28) en exprimant �uj�1=2 (t) et �pj�1=2 (t), en fontion de uj(t)et pj(t). Pour les moyennes �uj�1=2 de u et �pj�1=2 de p, sur haque bô�te Kj�1=2, on hoisitune approximation de type trap�eze :�uj�1=2(t) = 12(uj(t) + uj�1(t)); (1.29)�pj�1=2 (t) = 12 (pj (t) + pj�1 (t)): (1.30)En rempla�ant �uj�1=2(t) et �pj�1=2(t) par les formules (1.29) et (1.30) dans (1.28), on obtient
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Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurle sh�ema semi-disretis�e en espae, ontinu en temps d�e�ni pour tout t 2℄0; T ℄,8>>>>><>>>>>:
12� ddtuj (t) + ddtuj�1 (t)�+pj (t)�pj�1 (t)hj�1=2 = �fj�1=2 (t) ; 1 � j � J12�pj (t) + pj�1 (t)�= � "hj�1=2 ( uj (t)� uj�1 (t)) ; 1 � j � Juj(0) = u0(xj) ; 0 � j � Jpj(0) = p0(xj) ; 0 � j � Ju0 (t) = uJ (t) = 0 ; t > 0 (1.31)On s'int�eresse maintenant �a la disr�etisation en temps du syst�eme (1.31). On onsid�ere unedisr�etisation de l'intervalle de temps [0; T ℄ en N + 1 points not�est0 = 0 < : : : < tn < : : : < tN = T . Par simpliit�e, on suppose que le pas de tempsk = tn � tn�1 est onstant. On approhe les inonnues semi-disr�etes uj(t) et pj(t) par lesinonnues nodales unj et pnj aux instants tn, pour 0 � n � N . On introduit la variableinr�ementale en temps Æn d�e�nie par Ænvj = vn+1j �vnjk . L'int�egration de l'�equation (1.31)1 parun #-sh�ema, donne l'�equation en Ænu valable pour tout 0 � n � N � 1 et 1 � j � J :12(Ænuj+Ænuj�1)+ # khj�1=2 (Ænpj�Ænpj�1)+ 1hj�1=2 (pnj �pnj�1) = # �fn+1j�1=2+(1�#) �fnj�1=2 (1.32)On approhe l'�equation (1.31)2 en temps par12(pnj + pnj�1) + "hj�1=2 (unj � unj�1) = 0 ; 1 � j � J; 1 � n � N (1.33)Les onditions initiales sont approh�ees paru0j = u0(xj) ; 0 � j � Jp0j = p0(xj) ; 0 � j � J (1.34)Les onditions limites deviennentun0 = unJ = 0 ; 1 � n � N (1.35)Remarque :Noter que nous n'avons pas d'�equation d'�evolution sur p, mais simplement la relationp(x; t) = �" ux(x; t) �a tout instant. En partiulier, �a l'instant initial, p (x; 0) = �" ddxu0(x),disr�etis�e par (1.34)2. Ainsi, le syst�eme lin�eaire (1.32-1.33-1.34-1.35) admet autant d'�equationsque d'inonnues, qui est une ondition n�eessaire pour être bien pos�e. Dans la suite, nousrempla�ons l'�equation (1.33) par le syst�eme d'�equations �equivalent 1 � j � J ,( 12(Ænpj + Ænpj�1) + "hj�1=2 (Ænuj � Ænuj�1) = 0 ; 0 � n � N � 112(pnj + pnj�1) + "hj�1=2 (unj � unj�1) = 0 ; 1 � n � N � 1 : (1.36)Nous obtenons don le sh�ema bô�te suivant :
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Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurD�e�nition 1.4.1 (Sh�ema bô�te pour l'�equation de la haleur)On d�e�nit le sh�ema bô�te suivant assoi�e �a l'�equation de la haleur (1.26) : herher(unj ; pnj ), 0 � j � J et 0 � n � N tels que8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
(i) 12(Ænuj + Ænuj�1) + # khj�1=2 (Ænpj � Ænpj�1) + 1hj�1=2 (pnj � pnj�1)= # �fn+1j�1=2 + (1� #) �fnj�1=2 ; 1 � j � J; 0 � n � N � 1(ii)1 12(Ænpj + Ænpj�1) + "hj�1=2 (Ænuj � Ænuj�1) = 0 ; 1 � j � J; 0 � n � N � 1(ii)2 12(pnj + pnj�1) + "hj�1=2 (unj � unj�1) = 0 ; 1 � j � J; 1 � n � N � 1(iii) u0j = u0(xj) ; 0 � j � J(iv) p0j = p0(xj) ; 0 � j � J(v) un0 = unJ = 0 ; 1 � n � N (1.37)

Nous pro�edons �a l'�elimination du ux pnj dans l'�equation (1.37-(i)) : on onsid�ere le syst�eme((1.37-(i))-(1.37-(ii)1)) : pour tout 1 � j � J et tout 0 � n � N � 18><>: 12(Ænuj + Ænuj�1) + # khj�1=2 (Ænpj � Ænpj�1) + 1hj�1=2 (pnj � pnj�1)= # �fn+1j�1=2 + (1� #) �fnj�1=212(Ænpj + Ænpj�1) + "hj�1=2 (Ænuj � Ænuj�1) = 0 (1.38)On �elimine la variable Ænpj dans l'�equation (1.38)1 et la variable Ænpj�1 dans l'�equation(1.38)2, on obtient le syst�eme �equivalent pour tout 1 � j � J et tout 0 � n � N � 18>>>><>>>>: Ænuj(12 � 2#"kh2j�1=2 ) + Ænuj�1(12 + 2#" kh2j�1=2 )� 2 # khj�1=2 Ænpj�1 + 1hj�1=2 (pnj � pnj�1)= # �fn+1j�1=2 + (1� #) �fnj�1=2Ænuj(12 + 2#" kh2j�1=2 ) + Ænuj�1(12 � 2#" kh2j�1=2 ) + 2 #khj�1=2 Ænpj + 1hj�1=2 (pnj � pnj�1)= # �fn+1j�1=2 + (1� #) �fnj�1=2 (1.39)Don le sh�ema bô�te (1.37) est enore �equivalent au syst�eme ((1.39)-(1.37(ii)2)-(1.37(iii))-(1.37(iv))-(1.37(v))) donn�e par8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
(i) 12(Ænuj + Ænuj�1)� Ænpj�1�2 # khj�1=2�� 2#"kh2j�1=2 (Ænuj � Ænuj�1) + 1hj�1=2 (pnj � pnj�1)= # �fn+1j�1=2 + (1� #) �fnj�1=2 ; 1 � j � J; 0 � n � N � 1(ii) 12(Ænuj + Ænuj�1) + 2 #khj�1=2 Ænpj + 2#" kh2j�1=2 (Ænuj � Ænuj�1) + 1hj�1=2 (pnj � pnj�1)= # �fn+1j�1=2 + (1� #) �fnj�1=2 ; 1 � j � J; 0 � n � N � 1(iii) 12(pnj + pnj�1) + "hj�1=2 (unj � unj�1) = 0 ; 1 � j � J; 1 � n � N � 1(iv) u0j = u0(xj) ; 0 � j � J(v) p0j = p0(xj) ; 0 � j � J(vi) un0 = unJ = 0 ; 1 � n � N (1.40)Les relations (1.40)-(i) et (1.40)-(ii) sont vraies sur haque segment Kj�1=2, pour 1 � j � J .On identi�e les valeurs de Ænpj donn�ees par (1.40)-(i) sur la bô�te Kj+1=2 et par (1.40)-(ii)sur la bô�te Kj�1=2 (ondensation statique). On obtient le sh�ema uniquement en Ænuj pour- 22 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur1 � j � J � 1 et 0 � n � N � 1 :�hj+1=22 � 2#" khj+1=2� Ænuj+1 + �hj+1=22 + 2# " khj+1=2 + hj�1=22 + 2# " khj�1=2� Ænuj+�hj�1=22 � 2#" khj�1=2� Ænuj�1 + (pnj+1 � pnj�1)= hj+1=2(# �fn+1j+1=2 + (1� #) �fnj+1=2) + hj�1=2(# �fn+1j�1=2 + (1� #) �fnj�1=2) : (1.41)En utilisant la relation (1.40 (iii)) dans Kj�1=2 et Kj+1=2, le terme pnj+1 � pnj�1 s'exprimeuniquement en fontion des unj parpnj+1 � pnj�1 = 2"�� unj+1hj+1=2 + ( 1hj+1=2 + 1hj�1=2 ) unj � unj�1hj�1=2� (1.42)e qui donne en rempla�ant dans (1.41)�hj+1=22 � 2#" khj+1=2� Ænuj+1 + �hj+1=22 + 2# " khj+1=2 + hj�1=22 + 2# " khj�1=2� Ænuj+�hj�1=22 � 2#"khj�1=2� Ænuj�1 = 2"hj+1=2uj+1 � � 2"hj+1=2 + 2"hj�1=2�uj + 2"hj�1=2uj�1+hj+1=2(# �fn+1j+1=2 + (1� #) �fnj+1=2) + hj�1=2(# �fn+1j�1=2 + (1� #) �fnj�1=2)En rempla�ant Ænu par sa valeur, on obtient le sh�ema ompat �a trois points :a1un+1j+1 + a0un+1j + a�1un+1j�1 = b1unj+1 + b0unj + b�1unj�1 (1.43)+k hhj+1=2(# �fn+1j+1=2 + (1� #) �fnj+1=2) + hj�1=2(# �fn+1j�1=2 + (1� #) �fnj�1=2)i ;o�u les oeÆients a1; a0; a�1 et b1; b0; b�1 sont d�e�nis par8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
a1 = hj+1=2�12 � 2#�j+1=2�a0 = hj+1=2�12 + 2#�j+1=2�+hj�1=2� 12 + 2#�j�1=2�a�1 = hj�1=2�12 � 2#�j�1=2�b1 = hj+1=2� 12 + 2(1� #)�j+1=2�b0 = hj+1=2� 12 � 2(1� #)�j+1=2�+hj�1=2�12 � 2(1� #)�j�1=2�b�1 = hj�1=2�12 + 2(1� #)�j�1=2� (1.44)

On en d�eduit le lemme suivant qui permet de aluler l'inonnue salaire u ind�ependammentdu ux de di�usion p, puis de reonstruire p a posteriori en fontion de la solution u.Lemme 1.4.1 Le sh�ema bô�te (1.37) assoi�e �a l'�equation de la haleur (1.26) est �equivalentau probl�eme d�eoupl�e :(1) u est solution du syst�eme tridiagonal suivant8>>>>>><>>>>>>:
(i) a1un+1j+1 + a0un+1j + a�1un+1j�1 = b1unj+1 + b0unj + b�1unj�1+k hj+1=2(# �fn+1j+1=2 + (1� #) �fnj+1=2)+k hj�1=2(# �fn+1j�1=2 + (1� #) �fnj�1=2) ;1 � j � J � 1 ; 1 � n � N � 1(ii) u0j = u0(xj) ; 0 � j � J(iii) un1 = unJ = 0 ; 1 � n � N (1.45)
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Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur(2) le ux de di�usion p est donn�e par8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
(i) � 2 #hj�1=2 pn+1j = �2 #hj�1=2 pnj + Ænuj (12 + 2� #hj�1=2 ) + Ænuj�1(12 � 2� #hj�1=2 )+ 1hj�1=2 (pnj � pnj�1) ; 1 � j � J ; 0 � n � N � 1(i)bis �2 # kh1=2�Ænp0 = �12 � 2#" kh21=2 �Ænu1 + �12 + 2#"kh21=2 �Ænu0 + 1h1=2 (pn1 � pn0 )�# �fn+11=2 + (1� #) �fn1=2(ii) 12(pnj + pnj�1) + "hj�1=2 (unj � unj�1) = 0 ; 1 � j � J ; 1 � n � N � 1(iii) p0j = p0(xj) ; 0 � j � J(1.46)1.4.2 Etude du sh�ema bô�te d�eentr�e en tempsDans ette setion, on se limite au as o�u le pas d'espae est onstant et not�e h. Onpr�esente don une �etude de type di��erene �nies.Proposition 1.4.1 Le sh�ema bô�te (1.37) admet une unique solution (unj ; pnj ),pour 0 � j � J et 0 � n � N .Rappel : Lemme de Gershgorin, [27℄ :Les valeurs propres d'une matrie A sont telles que Sp(A) � Si2I D(aii; ri) o�u D(aii; ri) estle disque ferm�e de entre aii et de rayon ri = Pj 6=i;j2I jaijj et I est l'ensemble des indiesmatriiels.Preuve de la proposition :L'inonnue u est solution du syst�eme lin�eaire Au = B, o�u A est la matrie tridiagonale deomposantes a�1; a0 et a1 et B le seond membre de omposantes les onditions initialeset le seond membre de l'�equation (1.45-(i)). On prouve que ette matrie est inversible,puisque ses valeurs propres sont toutes non nulles. En e�et : on v�eri�e failement la ondi-tion de Gershgorin dans le as de maillages �equidistants : ja1j+ ja�1j < ja0j.Le ux p est donn�e de fa�on unique par la formule de reonstrution (1.46). �Proposition 1.4.2 Le sh�ema bô�te (1.37) est stable au sens de Von Neumann si et seule-ment si # � 12 .Preuve :Etudions le fateur d'ampli�ation g(�) du sh�ema. On ag(�) = g1(�)g2(�) � = � h 2 [0; �℄ (1.47)o�u g1 et g2 sont d�e�nis respetivement parg1(�) = 1 + (os � � 1) �12 + 2� (1� #)�- 24 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurg2(�) = 1 + (os � � 1) �12 � 2#��Ce qui donne g(�) = 1 + 2�(os � � 1)1 + (os � � 1) �12 � 2#�� (1.48)Don jg(�)j � 1 () 8<: 2�(os ��1)1+ (os ��1) ( 12�2#�) � 02 + 2�(os ��1)1+ (os ��1) ( 12�2#�) � 0 (1.49)Or, �(os � � 1) � 0, donjg(�)j � 1 () � 1 + (os � � 1) �12 � 2#�� � 01 + (os � � 1) �12 + (1� 2#)�� � 0() 1 + (os � � 1) �12 + (1� 2#)�� � 0 (1.50)(puisque 2#� � 0). Le sh�ema est stable au sens de Von Neumann si et seulement sijg(�)j � 1 pour tout � 2 [0; �℄. L'�etude des variations de la fontionL : � 7! 1 + (os � � 1)�12 + (1� 2#)�� (1.51)fait ressortir deux as : L(�) � 0 si et seulement si� 12 + (1� 2#)� � 0 et # � 12� ou � 12 + (1� 2#)� � 0�.C'est-�a-dire si # � 12 . Ce qui ah�eve la preuve. �Lemme 1.4.2 Le sh�ema bô�te (1.37) est onsistant ave le probl�eme ontinu (1.1) �a l'ordre2 en espae, et 1 en temps si # 6= 12 , 2 en temps si # = 12 .Preuve :Le fateur d'ampli�ation estg(�) = g1(�)g2(�) = b0 + (b1 + b�1) os �a0 + (a1 + a�1) os � (1.52)On suppose que les pas de temps et d'espae k et h tendent vers 0 et que le oeÆient � estborn�e par �1, 0 < � < �1 quand k; h! 0. On �etudie l'ordre en k et en h du terme, [42℄ :1k�ek q(�) � g(h �)� (1.53)o�u q est le symbole de l'op�erateur spatial " uxx, donn�e par q(�) = �" �2. Un d�eveloppementlimit�e de ekq(�) d'ordre 2 en k estekq(�) = 1� k " �2 + k22 "2 �4 +O(k3) (1.54)- 25 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurUn d�eveloppement limit�e de g �a l'ordre 4 en � = � h au voisinage de 0 donneg(�) = 1� � �2 + � �4��16 + #��+O(�6) (1.55)En ombinant les deux relations (1.54) et (1.55) on obtientekq(�) � g(h�) = "2�4 k2(12 � #) + h2k"�46 +O(k3) +O(h6) (1.56)Ce qui donne 1k�ekq(�) � g(h�)�= "2�4 k(12 � #) + h2 "�46 +O(k2) +O(h4) (1.57)Le sh�ema bô�te (1.37) est don onsistant ave le probl�eme ontinu (1.1) d'ordre 2 en espaeet 1 en temps si # 6= 12 et 2 en temps sinon. �D'autre part, si l'on hoisit k = O(h2), e qui est lassique pour une �equation de di�usion,alors on obtient un sh�ema d'ordre 2 en h.1.4.3 Etude num�eriqueNaturellement, on se demande e que donne le sh�ema bô�te (1.37) sur le as test (1.23-1.24) de la Setion 1.3, pour des valeurs de # sup�erieures �a 1=2. On reprend les tests r�ealis�esau Paragraphe 1.3, pour le probl�eme8<: ut � "uxx = 0; x 2℄0; 2[; t > 0u(x; 0) = u0(x); x 2 [0; 2℄u(0; t) = 1; u(2; t) = 0 ; t > 0: (1.58)o�u la ondition initiale est de type r�eneau :u0(x) = � 1 si 0 < x < 0:50 si 0:5 < x < 2 (1.59)Le pas de temps est k = h2 = 4:10�4, " = 1 ou 1=8 et # augmente �a la valeur # = 0:505.On repr�esente les solutions alul�ees au temps �nal T = 2:10�2 (50 it�erations en temps) surla Figure 1.13 pour " = 1 et sur la Figure 1.14 pour " = 1=8. Les osillations au niveau dufront initial x = 0:5 n'apparaissent plus ou s'amortissent plus ou moins rapidement.Les osillations ont presque ompl�etement disparu. Don, un l�eger d�eentrement en tempsde la variable # permet d'�eliminer les osillations pr�esentes pour le sh�ema de Keller (1.5-1.6-1.7) �a # = 12 . Pour expliquer e ph�enom�ene nous �etudions plus pr�eis�ement le fateurd'ampli�ation du sh�ema bô�te (1.37).
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Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur
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Fig. 1.13 { Sh�ema de bô�te (1.37),augmentation de # = 0:505. � = 1,T = 2:10�2. 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Fig. 1.14 { Sh�ema de bô�te (1.37),augmentation de # = 0:505. � = 1=8,T = 2:10�2.1.4.4 Interpr�etation des osillations lorsque # = 12Interpr�etons les osillations de l'�equation de haleur �a l'aide du fateur d'ampli�ation.Nous avons vu (1.48) que le fateur d'ampli�ation du sh�ema bô�te (1.37) est donn�e par laformule g(�) = g1(�)g2(�) (1.60)o�u g1 et g2 sont d�e�nis respetivement parg1(�) = 1 + (os � � 1) �12 + 2� (1� #)� et g2(�) = 1 + (os � � 1) �12 � 2#��On repr�esente sur la Figure 1.15 le fateur d'ampli�ation g : � 2 [0; 2 �[7! g(�) pourdi��erentes valeurs de # 2 [12 ; 1℄, quand � = 1.On s'aper�oit que pour la valeur # = 12 , g(�) = �1. V�eri�ons ette observation par l'�etudede g : g(�) = �1 () 1� 2�(1� 2#) + os � (1 + 2�(1� 2#)) = 0() L(�) = 0 (1.61)o�u L est la fontion d�e�nie par (1.51). Sous la ondition n�eessaire et suÆsante de stabilit�e# � 12 , on prouve que L(�) = 0 si et seulement si (� = � et # = 12). C'est-�a-dire g(�) = �1si et seulement si (� = � et # = 12).On onstate que le sh�ema bô�te (1.37) onserve les modes osillants �eventuellement pr�esentsdans la solution initiale, puisqu'il multiplie par 1 ou -1 le mode osillant de fr�equene � = �h .Le mode (�1)j est pr�esent dans la d�eomposition en s�erie de Fourier du r�eneau initial u0(1.24), ave un oeÆient non nul. Ce mode parasite est don entretenu par le sh�ema quand- 27 -
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ϑ= 1 Fig. 1.15 { Repr�esentation du fateur d'ampli�ation g(�) en fontion de � pour � = 1, selon lesvaleurs prises par le param�etre #.# = 12 . Le mode osillant observ�e au Paragraphe 1.3 orrespond lairement �a ette osil-lation haute fr�equene, qui est stable mais qui ne s'amortit pas. En e�et, la disr�etisationen temps de type Crank-Niholson est A-stable mais non fortement A-stable. Cei a pourons�equenes de onserver les modes osillants du type (�1)j qui peuvent apparâ�tre dansla solution du sh�ema bô�te.1.5 Interpr�etation du sh�ema �a l'aide des �el�ements �-nisLe sh�ema bô�te pour l'�equation de la haleur ne n�eessite auun d�eentrement. SoientP 1 l' espae d'�el�ements �nis P 1-Lagrange en dimension 1 et P 1;0, sa restrition aux fontionss'annulant aux points fronti�eres. Le sh�ema bô�te pour l'�equation de la haleur s'�erit sousforme semi-disr�ete : herher (uh(�; t); (ph(�; t)) 2 P 1;0 � P 1 tel que� ( ddt uh(:; t) + ph;x; vh) = (f(:; t) ; vh) ; 8 vh 2 P 0(ph (:; t) + "uh;x; qh) = 0 ; 8 qh 2 P 0 (1.62)V�eri�ons que le sh�ema bô�te (1.62) est �equivalent �a8><>: ( ddt �0 uh(:; t); vh) + ("uh;x(:; t) ; vh;x) = ((�0f)(:; t) ; vh) ; 8vh 2 P 1;0ph (:; t)jKj�1=2 = �"uh;xjKj�1=2 + ((�0 f) (:; t)jKj�1=2 � ddt (�0 uh)Kj�1=2)(x� xj�1=2)(1.63)- 28 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurEn e�et : l'�equation (1.62)1 implique que(�0f)jKj�1=2 = ddt �0 uh(:; t)jKj�1=2 + ph;xjKj�1=2 (1.64)Soit vh 2 P 1;0. Choisissons qh = vh;x 2 P 0 dans l'�equation (1.62)2, on obtient("uh;x(:; t) ; vh;x) = �(ph ; vh;x) (1.65)En int�egrant par partie ette expression, puisque vh(x0) = vh(xJ) = 0, on obtient("uh;x(:; t) ; vh;x) = (ph;x ; vh) = �( ddt �0 uh(:; t)� (�0f) ; vh) (1.66)d'apr�es l'identit�e (1.64). Ce qui donne l'�equation (1.63)1. D'autre part, ph s'�erit loalementphjKj�1=2 = (�0ph)jKj�1=2 + ph;xjKj�1=2(x� xj�1=2), omme �el�ement de P 1 . D'apr�es l'�equation(1.62)2, (�0p)jKj�1=2 = (�" uh;x)jKj�1=2 2 P 0 et ph;x est donn�e en fontion de uh et de f parla relation (1.64). D'o�u on d�eduit l'�eriture de ph.Soit l'�energie Eh(t) = j�0 uh(:; t)j20;I. On a12 E 0h(t) + ("uh;x(:; t) ; uh;x(:; t)) = ((�0f)(:; t) ; uh(:; t)) : (1.67)En partiulier, dans le as homog�ene, on a12 E 0h(t) = �"juh;x(:; t)j20;I (1.68)L'in�egalit�e de Poinar�e disr�ete sur P 1;0 donne l'existene d'une onstante C telle que pourtout u 2 P 1;0, on a j�0uj0;I � juj0;I � C juxj0;I (1.69)En ombinant les relations (1.68) et (1.69), on obtient l'in�egalit�eE 0h(t) � � 2"C2 j�0uhj20;I (1.70)En posant B = 2"C2 , (1.70) s'�erit ddtEh(t) � �B Eh(t), qui donne en int�egrant sur (0; t)Eh(t) � Eh(0) e�B t ; B = 2"C2 :On obtient don en utilisant (1.69)j�0 uh(:; t)j0;I � ju0;hj0;Ie� "C2 t : (1.71)D'o�u l'uniit�e de la solution. Mais l'estimation de la stabilit�e de la solution en norme L2 estjuh(:; t)j0;I � 1h ju0;hj0;I ; e�C" t (1.72)non uniforme en h. - 29 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur1.6 Une deuxi�eme g�en�eralisation du sh�ema de Keller1.6.1 Design du �-sh�emaLes osillations de la solution du sh�ema bô�te ne sont onstat�ees que dans le as # = 12 .Pour des raisons de onsistane et de onvergene du sh�ema, on ne peut pas n�egliger lavaleur # = 12 , pour laquelle, on a onstat�e l'apparition de modes osillants. Pour ette valeur# = 12 , on propose un nouveau sh�ema bô�te. On utilise la formule d'Euler-Ma Laurin pluspr�eise que la formule des trap�ezes, pour approher la moyenne de u sur haque bô�te dansl'�equation (1.29). Dans tout le paragraphe, on se plae dans le as de maillages �equidistantsde pas d'espae h. Reprenons la m�ethode bô�te. La forme mixte de l'�equation de la haleurhomog�ene est 8>>>><>>>>: ut + px = 0 ; x 2℄0; 1[; t > 0p = �"ux ; x 2℄0; 1[; t > 0u (x; 0) = u0 (x) ; x 2 [0; 1℄p (x; 0) = �"u0;x ; x 2 [0; 1℄u (0; t) = u (1; t) = 0 ; t > 0 (1.73)Contrairement �a la formulation bô�te (1.43), on approhe �ui�1=2 sur la bô�te Ki�1=2, par uneformule plus pr�eise que (1.29) :�ui�1=2 = 12(ui + ui�1)� �h12 (pi � pi�1) (1.74)o�u � est un ertain r�eel �a d�eterminer.Remarque :Si � = 0, on retrouve le sh�ema bô�te (1.43). Si � = �1" , on retrouve la formule de quadraturede Euler-Ma Laurin qui s'�erit (ave h = xi � xi�1) :1h Z xixi�1 u dx = 12(u(xi) + u(xi�1))� h12(ux(xi)� ux(xi�1)) +O(h4) (1.75)On onserve la formule de quadrature (1.30) pour p :�pj�1=2 (t) = 12 (pj (t) + pj�1 (t)) (1.76)On obtient le syst�eme semi-disr�etis�e en espae, ontinu en temps : pour tout 1 � j � J ,t > 08>>>>><>>>>>:
12� ddtuj (t) + ddtuj�1 (t)���h12 � ddtpj (t)� ddtpj�1 (t)�+pj (t)�pj�1 (t)hj�1=2 = 0 ; 1 � j � J12�pj (t) + pj�1 (t)�= � "hj�1=2 �uj (t)� uj�1 (t)� ; 1 � j � Ju0j = u0 (xj) ; 0 � j � Jp (x; 0) = " ddx u0(x) ; 0 � j � Ju0 (t) = uJ (t) = 0 ; t > 0 (1.77)En disr�etisant en temps l'�equation (1.77) par un #-sh�ema, on obtient le �-sh�ema bô�tede param�etres � en espae, et # en temps d�e�ni par- 30 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurD�e�nition 1.6.1 Le �-sh�ema bô�te (1.77) assoi�e �a l'�equation de la haleur (1.73) est :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
(i) 12(Ænuj + Ænuj�1) + �k #h � � h12 �Ænpj��k #h � � h12 �Ænpj�1 + 1h(pnj � pnj�1) = 0 ; 1 � j � J; 0 � n � N � 1(ii)1 12(Ænpj + Ænpj�1) + "hj�1=2 (Ænuj � Ænuj�1) = 0 ; 1 � j � J; 0 � n � N � 1(ii)2 12(pnj + pnj�1) + "hj�1=2 (unj � unj�1) = 0 ; 1 � j � J; 1 � n � N � 1(iii) u0j = u0(xj) ; 0 � j � J(iv) p0j = p0(xj) ; 0 � j � J(v) un0 = unJ = 0 ; 1 � n � N (1.78)

Puis en �eliminant l'inonnue Ænpj, en suivant les �etapes de onstrution du sh�ema bô�te(1.37), on obtient la formulation �equivalente du �-sh�ema bô�teLemme 1.6.1 Le �-sh�ema bô�te (1.78) assoi�e �a l'�equation de la haleur (1.73) est �equivalent�a :(i) la formulation en u8>>>>>>><>>>>>>>:
un+1j+1�12 + �"6 � 2#��+2un+1j � 12 � �"6 + 2#��+un+1j�1�12 + �"6 � 2#��= unj+1�12 + �"6 + 2(1� #)��+2unj� 12 � �"6 � 2(1� #)��+unj�1�12 + �"6 + 2(1� #)�� ; 1 � j � J � 1 ; 0 � n � N � 1u0j = u0(xj) ; 0 � j � Jun1 = unJ = 0 ; 1 � n � N : (1.79)

(ii) la reonstrution du ux p loalement en fontion de u8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
2Æpn+1j �#kh � h�12�= � 1h(pnj � pnj�1)+�2 "h�h�12 � #kh ��12�Ænuj + ��2 "h�h�12 � # kh ��12�Ænuj�1 ; 1 � j � J � 1 ; 0 � n � N � 12Æpn+10 ��# kh + h�12�= � 1h(pn1 � pn0 )+�2 "h��h�12 + # kh ��12�Ænu1 + ��2 "h��h�12 + # kh ��12�Ænu012(pnj + pnj�1) + "hj�1=2 (unj � unj�1) = 0 ; 1 � j � J; 1 � n � N � 1p0j = p0(xj) ; 0 � j � J (1.80)D�e�nissons les oeÆients A1; A0; A�1 et B1; B0; B�1 en fontion des oeÆients a1; a0; a�1
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Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleuret b1; b0; b�1 de la formulation en u (1.45) du sh�ema bô�te (1.37)A1 = �12 + �"6 � 2#��= a1h + �"6A0 = 2�12 � �"6 + 2#��= a0h � �"3A�1 = �12 + �"6 � 2#��= a�1h + �"6B1 = �12 + �"6 + 2(1� #)��= b1h + �"6B0 = 2�12 � �"6 � 2(1� #)��= b0h � �"3B�1 = �12 + �"6 + 2(1� #)��= b�1h + �"6L'�equation en u du �-sh�ema s'�erit alorsA1 un+1j+1 + A0 un+1j + A�1 un+1j�1 = B1 unj+1 +B0 unj +B�1 unj�1 (1.81)Lemme 1.6.2 Le sh�ema (1.78) admet une unique solution (unj ; pnj ) �a haque pas de tempsdonn�ee en fontion de la ondition initiale u0, sous la ondition � " < 12#�.Preuve : On d�emontre e r�esultat �a l'aide du th�eor�eme de Gershgorin. C'est-�a-dire onv�eri�e que jA1j+ jA�1j < jA0j. Or, A1 = A�1, don on distingue les as (A1 > 0; A0 > 0 ),(A1 < 0; A0 > 0 ), (A1 > 0; A0 < 0 ) et (A1 < 0; A0 < 0 ).� le as (A1 > 0; A0 > 0 ) est �equivalent �a 12#�� 3 < � " < 12#�+ 3 etjA1j+ jA�1j < jA0j () � " < 12#�� le as (A1 < 0; A0 > 0 ) est �equivalent �a 12#��3 > � ", on v�eri�e que jA1j+ jA�1j < jA0jest toujours vrai.� le as (A1 > 0; A0 < 0 ) est impossible par d�e�nition de A1 et A0.� le as (A1 > 0; A0 > 0 ) est �equivalent �a � " > 12#�+3. Mais la relation jA1j+jA�1j < jA0jn'est jamais v�eri��ee.Don le �-sh�ema (1.78) admet une unique solution sous la ondition � " < 12#�. Ceidonne l'existene de la variable u qui est unique, puisque le syst�eme en u est arr�e. De plusle ux de di�usion p est donn�e de fa�on unique en fontion de u par les �equations (1.46). Cequi prouve l'existene et l'uniit�e de la solution (unj ; pnj ) sous la ondition � " < 12#�. Si �est nul, on retrouve le r�esultat d'existene de la solution u du sh�ema bô�te (1.43). �L'ation du oeÆient � est analogue �a un d�eentrement de la variable #. En posant~# = #� � h212k , les oeÆients Ai et Bi, i = 1; 2; 3 sont �egaux �a A1 = 12�2 ~#�, A0 = 2�12+2 ~#��,A1 = 12 �2 ~#�, B1 = 12 +2 (1� ~#)�, B0 = 2�12 �2 (1� ~#)�� et B1 = 12 +2 (1� ~#)�. Puisquenous utilisons un oeÆient � � 0, le oeÆient ~# orrespond �a un d�eentrement de # par�. En augmentant j�j, on augmente la valeur de ~# ; quand # = 1=2, ~# � 1=2, les osillationsdisparaissent. - 32 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur1.6.2 Etude du fateur d'ampli�ation du �-sh�emaAvant d'�etudier la stabilit�e du sh�ema (1.78), on herhe sous quelles onditions sur leoeÆient �, le sh�ema est non-osillant (au sens du fateur d'ampli�ation). Le fateurd'ampli�ation de e nouveau sh�ema (1.78) est donn�e par la formule :g�(�) = (12 + �"6 + 2(1� #)�) os � + (12 � �"6 � 2(1� #)�)(12 + �"6 � 2#�) os � + (12 � �"6 + 2#�) (1.82)Existe t-il des valeurs de � telles que g�(�) 6= �1 pour tout � 2 [0; �[ ?g�(�) = �1 () (1 + �"3 + 2(1� 2#)�) os � + (1� �"3 � 2(1� 2#)�) = 0 (1.83)Soit l� la fontion d�e�nie parl�(�) = (1 + �"3 + 2(1� 2#)�) os � + (1� �"3 � 2(1� 2#)�):L'�etude de la fontion l� permet de prouver queg�(�) 6= �1 si et seulement si �" < �6(1� 2#)�En partiulier, si # = 1=2 il faut hoisir � < 0 pour que g�(�) 6= �1, pour tout � 2 [0; �℄.D'autre part, si � = 0, le sh�ema onserve les modes osillants �eventuels. De plus, d'apr�esle Lemme 1.6.2 sous la ondition �" < �6(1� 2#)� (1.84)le �-sh�ema admet une unique solution. Prouvons la stabilit�e du sh�ema sous la ondition(1.84).Lemme 1.6.3 (Stabilit�e)Le sh�ema (1.78) est stable au sens de Von Neumann sous la ondition �" < �6(1� 2#)�.Preuve :On �etudie le fateur d'ampli�ation du sh�ema. Le fateur d'ampli�ation (1.82) est enore�egal �a g�(�) = 1 + 2�(os � � 1)(12 + �"6 � 2#�) os � + (12 � �"6 + 2#�) (1.85)On note D = (12 + �"6 � 2#�) os � + (12 � �"6 + 2#�) le d�enominateur de g�. A-t-onjg�(�)j � 1 sous la ondition (1.84) de non osillation au sens du fateur d'ampli�ation,�" < �6(1� 2#)� ? g�(�) � 1 () �1 � 1 + 2�(os ��1)D � 1() 8<: 0 � D+�(os ��1)DD � 0 (1.86)
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Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurEn utilisant la ondition �" < �6(1� 2#)�, on prouve failement les deux in�egalit�es D � 0et D+�(os ��1)D � 0. Le �-sh�ema (1.78)1 est inonditionnellement stable sous la ondition(1.84). �En partiulier, si # = 12 , le sh�ema est stable si � < 0.Lemme 1.6.4 (Consistane)Le sh�ema bô�te (1.78) est onsistant �a l'ordre 2 en espae et en temps si # = 12 et �a l'ordre2 en espae et 1 en temps si # 6= 12 . Don, le sh�ema bô�te est d'ordre 2 si k = O(h2).Preuve :La preuve est analogue �a la preuve du Lemme 1.4.2 de la onsistane du sh�ema bô�te (1.37).On suppose que les pas de temps et d'espae k et h tendent vers 0 et que le oeÆient � estborn�e par �1, 0 < � < �1 quand k; h! 0. On herhe l'ordre en k et en h du terme [42℄ :1k�ek q(�) � g(h �)� (1.87)q(�) = �" �2. En d�eveloppant ek q(�) et g respetivement en k et en h, on obtientekq(�) � g(h�) = "2�4 k2(12 � #) + h2k�"�46 + � "12 �+O(k3) +O(h6) (1.88)Ce qui donne le r�esultat. �1.6.3 R�esultats num�eriquesDans ette partie, nous reprenons les tests r�ealis�es sur le r�eneau dans le as du premiersh�ema bô�te (1.37), pour �-sh�ema bô�te (1.78), �a savoir la r�esolution du probl�eme (1.23-1.24) donn�e par : 8<: ut � "uxx = 0; x 2℄0; 2[; t > 0u(x; 0) = u0(x); x 2 [0; 2℄u(0; t) = 1; u(2; t) = 0 ; t > 0: (1.89)o�u " = 1 ou 1=8 et la ondition initiale est de type r�eneau :u0(x) = � 1 si 0 < x < 0:50 si 0:5 < x < 2 (1.90)Comme pr�e�edemment, la solution exate est alul�ee num�eriquement par le sh�ema. Leparam�etre � du �-sh�ema (1.78) est hoisi � = �0:5 et satisfait les onditions d'existene,d'uniit�e et de stabilit�e de la solution du �-sh�ema (ondition (1.84)). Nous voulons v�eri�erque le �-sh�ema bô�te (1.78) att�enue les modes osillants pr�esents dans la solution du sh�emabô�te (1.37) pour # = 12 (voir les tests du Paragraphe 1.3). Nous observons la solution donn�eepar le �-sh�ema bô�te (1.78) au temps T = 2:10�3, puis T = 2:10�2, ave un zoom sur lapartie osillante.� � = 1 : Les donn�ees sont # = 1=2 et � = 1, le pas d'espae est h = 0:02, le pas de temps est- 34 -



Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleurk = h2 = 4:10�4. Les Figures 1.16 et 1.17 repr�esentent simultan�ement la solution exate duprobl�eme (1.23-1.24) en trait pointill�e et la solution alul�ee par le �-sh�ema (1.78) en traitontinu au temps T = 2:10�3 (5 it�erations en temps). Les Figures 1.18 et 1.19 repr�esentent�egalement les solutions exate et alul�ee au temps T = 2:10�2 (50 it�erations en temps).A�n, de omparer la solution du sh�ema bô�te (1.37) et du �-sh�ema bô�te (1.78), nousrepr�esentons simultan�ement sur la Figure 1.20 un zoom sur le segment [0:3; 0:8℄ de es deuxsolutions bô�te et de la solution exate au temps T = 2:10�3 et sur la Figure 1.21 au tempsT = 2:10�2. Sur es deux �gures, la solution exate est toujours repr�esent�ee en pointill�e, lasolution du sh�ema bô�te (1.37) en trait ontinu et la la solution du �-sh�ema bô�te (1.78),par des petits erles.� � = 1=8 : De fa�on analogue, nous pr�esentons les r�esultats obtenus pour � = 1=8. Lesdonn�ees restent inhang�es : # = 1=2, h = 0:02 et k = 4:10�4. On onserve � = �0:5.La solution exate et la solution du �-sh�ema sont repr�esent�ees respetivement en trait poin-till�e et en trait ontinu sur les Figures 1.22 et 1.23 au temps T = 2:10�3 et sur les Figures 1.24et 1.25 au temps T = 2:10�2. Les deux Figures 1.26 et 1.27 o�rent une omparaison visuelleentre la solution exate (trait pointill�e), la solution du sh�ema bô�te (1.37) (trait ontinu) etla solution du �-sh�ema bô�te (petits erles) aux temps respetifs T = 2:10�3 et T = 2:10�2.Pour es deux valeurs de �, on onstate que les osillations sont imm�ediatement r�eduites,sans perte de pr�eision. Ii le oeÆient � prend la valeur � = �0:5 pour les deux valeursde �, 1 et 1/8. N�eanmoins, on pourrait hoisir j�j proportionnel �a la valeur de ". De plus,rappelons, que le d�eentrement en � n'est n�eessaire que pour # = 12 .
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Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur� Evolution des osillations pour " = 1 :
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Fig. 1.16 { �-sh�ema (1.78), � = 1,T = 2:10�3, � = �0:5. 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
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Fig. 1.17 { �-sh�ema (1.78), � = 1,T = 2:10�3, � = �0:5. Zoom sur [0:3; 0:8℄.
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Fig. 1.18 { �-sh�ema (1.78), � = 1,T = 2:10�2, � = �0:5. 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
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Fig. 1.19 { �-sh�ema (1.78), � = 1,T = 2:10�2, � = �0:5. Zoom sur [0:3; 0:8℄.
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Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur
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Fig. 1.20 { omparaison sh�ema bô�te(1.37) et �-sh�ema bô�te (1.78) � = 1,T = 2:10�3, � = �0:5. Zoom sur [0:3; 0:8℄. 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
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Fig. 1.21 { omparaison sh�ema bô�te(1.37) et �-sh�ema bô�te (1.78) � = 1,T = 2:10�2, � = �0:5. Zoom sur [0:3; 0:8℄.� Evolution des osillations pour " = 1=8 :
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Fig. 1.22 { �-sh�ema (1.78), � = 1=8,T = 2:10�3, � = �0:5. 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
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Fig. 1.23 { �-sh�ema (1.78), � = 1=8,T = 2:10�3, � = �0:5. Zoom sur [0:3; 0:8℄.
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Le sh�ema de Keller pour l'�equation de la haleur

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−0.5

0

0.5

1

1.5
u calculee
u exacte

Fig. 1.24 { �-sh�ema (1.78), � = 1=8,T = 2:10�2, � = �0:5. 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
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Fig. 1.25 { �-sh�ema (1.78), � = 1=8,T = 2:10�2, � = �0:5. Zoom sur [0:3; 0:8℄.
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Fig. 1.26 { omparaison sh�ema bô�te(1.37) et �-sh�ema bô�te (1.78), � = 1=8,T = 2:10�3, � = �0:5. Zoom sur [0:3; 0:8℄. 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
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Fig. 1.27 { omparaison sh�ema bô�te(1.37) et �-sh�ema bô�te (1.78) � = 1=8,T = 2:10�2, � = �0:5. Zoom sur [0:3; 0:8℄.
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Chapitre 2Quelques sh�emas bô�te sur maillagesen triangles
2.1 IntrodutionLes sh�emas bô�te ont �et�e introduits par H.B. Keller en 1971, pour des probl�emes parabo-liques [31℄. Apr�es l'�etude au Chapitre 1, de sh�emas bô�te assoi�es �a l'�equation de la haleuren dimension 1, nous souhaitons g�en�eraliser ette �etude en dimension 2 pour un domainemuni d'un maillage en triangles. Sur le prinipe de disr�etisation introduit par B. Courbetdans [14℄ pour le probl�eme de la haleur sur des maillages en triangles, B. Courbet et J.-P.Croisille ont introduit un sh�ema bô�te de type volumes �nis pour l'�equation ��u = f surun domaine 
 maill�e par des triangles [15℄.Dans e hapitre, nous rappelons la onstrution et le prinipe du sh�ema bô�te Courbet-Croisille et son lien ave la m�ethode des �el�ements �nis mixte. Puis nous introduisons dessh�emas bô�te d'ordre plus �elev�e bas�es sur les mêmes prinipes, pour lesquels nous prouvonsdes estimations d'erreurs par rapport �a la solution exate du probl�eme de Poisson. La partieanalyse num�erique de e travail a �et�e publi�ee dans [19℄. Quelques appliations num�eriquesillustrent les r�esultats th�eoriques obtenus. Par ailleurs, signalons que la g�en�eralisation auprobl�eme de Poisson ave tenseur de [15℄ a �et�e �etablie par Chou et Co., [10℄.2.2 Rappels sur les m�ethodes mixtes2.2.1 Formes mixtes du probl�eme de PoissonNous onsid�erons un domaine polygonal 
 � R2 . Le probl�eme de Poisson d�e�ni sur 
est : trouver u 2 H10 (
) tel que : � ��u = f dans 
u = 0 sur � (2.1)Si f 2 L2(
) et 
 � R2 est un domaine onvexe, le probl�eme (2.1) admet une uniquesolution u 2 H10 (
)\H2(
) telle que kuk2;
 � Cjf j0;
. Nous utilisons dans la suite les deux- 39 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesformes mixtes suivantes du probl�eme de Poisson(i) La formulation mixte primale : trouver (u; p) 2 H10 (
)�Hdiv(
) tel que� (div p+ f; v)0;
 = 0 ; 8v 2 L2(
)(p�ru; q)0;
 = 0 ; 8q 2 (L2(
))2 (2.2)(ii) La formulation mixte duale : trouver (v; q) 2 L2(
)� (L2(
))2 tel que� �(ru; q)0;
 = �(f; u)0;
 ; 8u 2 H10 (
)(p; q)0;
 + (div p; v)0;
 = 0 ; 8p 2 Hdiv(
) (2.3)Rappelons �egalement les deux formes mixtes usuelles(iii) La formulation mixte : trouver (u; p) 2 H10 (
)� (L2(
))2 tel que� �(p;rv)0;
 = �(f; v)0;
 ; 8v 2 H10 (
)(p�ru; q)0;
 = 0 ; 8q 2 (L2(
))2 (2.4)�equivalente �a la forme variationnelle usuelle : (ru;rv)0;
 = (f; v)0;
 ave p = ru.(iv) La formulation mixte variationnelle : trouver (u; p) 2 L2(
)�Hdiv(
) tel que� (div p+ f; v)0;
 = 0 ; 8v 2 L2(
)(p; q)0;
 + (u; div q)0;
 = 0 ; 8q 2 Hdiv(
) (2.5)La solution (u; p) 2 L2(
) �Hdiv(
) de la formulation (2.5) est arat�eris�ee omme �etantl'unique point selle sur V = L2(
)�Hdiv(
) de la fontionnelle JJ(v; q) = 12 jqj20;
 + (div q + f; v)0;
 : (2.6)La forme bilin�eaire B d�e�nie sur V � V parB((u; p); (v; q)) = (p; q)0;
 + (u; div q)0;
 + (div p; v)0;
 (2.7)est sym�etrique, ontinue, V -elliptique ([16℄), don le probl�eme (2.5) admet une solutionunique (u; p) 2 V qui est la solution deB((u; p); (v; q)) = (f; v)0;
 : (2.8)Ces quatre probl�emes mixtes ont pour unique solution (u;ru), o�u u 2 H10 (
) \H2(
) estl'unique solution de (2.1).Pour la preuve, on peut utiliser le th�eor�eme de Babu�ska-Brezzi, que nous rappelons.2.2.2 Le th�eor�eme de Babu�ska-BrezziLe lemme de Babu�skaSoient (H1; (:; :)1); (H2; (:; :)2) deux espaes de Hilbert et B(�; �) une forme bilin�eaireontinue sur H1 � H2. Soient J : H1 ! H 02 et J� : H2 ! H 01 les deux op�erateurs lin�eairesontinus assoi�es �a la forme B parB(u; v) =< J u; v >H02;H2 =< J� v; u >H01;H1 (2.9)On a - 40 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesTh�eor�eme 2.2.1 (Lemme de Babu�ska, [2℄)L'op�erateur J : H1 ! H 02 est un isomorphisme si et seulement si les deux onditions (i) et(ii) sont satisfaites(i) il existe une onstante C > 0 telle quesupv2H2;kvk2�1B(u; v) � Ckuk1 ; 8u 2 H1(ii) Si v 2 H2 est telle que B(u; v) = 0 pour tout u 2 H1, alors v = 0.De plus, la onstante de ontinuit�e de J est 1=C.Cas partiulier o�u H1 = M1 �X1 et H2 = M2 �X2Dans le as partiulier d'espaes de Hilbert produit, Brezzi [3℄, Niolaides [35℄, Bernardiet al. [7℄ ont prouv�e le Th�eor�eme 2.2.2 que l'on peut d�eduire du Lemme de Babu�ska. Soient(M1; (:; :)M1); (X1; (:; :)X1); (M2; (:; :)M2); (X2; (:; :)X2) quatre espaes de Hilbert. D�e�nissonsles espaes produits H1 = M1 �X1, et H2 = M2 �X2, munis des normes :k(p; u)kH1 = �kpkX1 + kukM1�1=2; 8(p; u) 2 H1k(q; v)kH2 = �kqkX2 + kvkM2�1=2; 8(q; v) 2 H2: (2.10)Soit B la forme bilin�eaire d�e�nie sur H1 �H2 parB((p; u); (q; v)) = a(p; q) + b1(q; u) + b2(p; v) (2.11)o�u� a est une forme bilin�eaire ontinue d�e�nie sur X1 �X2,� b1 et b2 sont des formes bilin�eaires ontinues d�e�nies respetivement sur M1 � X2 etM2 �X1.D�e�nissons les espaes noyaux V1; V2 :V1 = fp 2 X1 j b2(p; �) = 0 ; 8� 2M2g ;V2 = fq 2 X2 j b1(q; �) = 0 ; 8� 2 M1g : (2.12)Soient l2; m2, des formes lin�eaires ontinues d�e�nies respetivement sur X2 et M2. Ononsid�ere le probl�eme : herher (p; u) 2 X1 �M1 solution de� a(p; q) + b1(q; u) = < l2; q > ; 8q 2 X2b2(p; v) = < m2; v > ; 8v 2M2 (2.13)Th�eor�eme 2.2.2 Le probl�eme (2.13) admet une unique solution (p; u) qui d�epend ontinûmentdes donn�ees (l2; m2) 2 X 02 �M 02 si et seulement si les onditions suivantes sont v�eri��ees :(i) il existe une onstante � > 0 telle que 8q 2 V2 ,supp2V1;kpkX1�1 a(p; q) � �kqkX2;- 41 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles(ii) pour tout p 2 V1, 8q 2 V2; a(p; q) = 0 ) p = 0;(iii) il existe une onstante �1 > 0 telle quesupq2X2;kqkX2�1 b1(q; u) � �1kukM1; 8u 2M1;(iv) il existe une onstante �2 > 0 telle quesupp2X1;kpkX1�1 b2(p; v) � �2kvkM2; 8v 2M2:Les deux formes mixtes (2.2), (2.3) entrent dans e adre :(1) Soient les espaes de Hilbert X1 = Hdiv(
), M1 = H10 (
) , X2 = (L2(
))2 etM2 = L2(
). Le probl�eme (2.13) assoi�e �a la forme mixte (2.2) est : herher (p; u) 2 X1�M1solution de � (p; q)0;
 � (ru; q)0;
 = 0 ; 8q 2 X2(div p; v)0;
 = �(f; v)0;
 ; 8v 2M2 (2.14)�equivalent �a � a(p; q) + b1(q; u) = 0 ; 8q 2 X2b2(p; v) = �(f; v)0;
 ; 8v 2M2 (2.15)pour les formes bilin�eaires ontinues a(p; q) = (p; q)0;
, b1(q; u) = �(ru; q)0;
 etb2(p; v) = (div p; v)0;
. Les hypoth�eses du Th�eor�eme 2.2.2 sont v�eri��ees, [16℄, en e�et :Les espaes V1 et V2 d�e�nis parV1 = fp 2 Hdiv(
) j (div p; v)0;
 = 0 ; 8v 2 L2(
)gV2 = fq 2 (L2(
))2 j � (ru; q)0;
 = 0 ; 8u 2 H10 (
)g (2.16)satisfont V1 = V2 = V . Don pour tout q 2 V , on a l'�egalit�esupp2V ;kpk0;
�1 a(p; q) = kqk0;
Ainsi, les hypoth�eses (i) et (ii) du Th�eor�eme 2.2.2 sont v�eri��ees. D'autre part les hy-poth�eses (iii) et (iv) du Th�eor�eme 2.2.2 sont les onditions \inf-sup" assoi�ees aux probl�emesmixtes standards (2.4) et (2.5) pour les ouples d'espaes (M;X) = (H10 (
); (L2(
))2) et(M;X) = (Hdiv(
); L2(
)).(2) Soient les espaes de Hilbert X1 = (L2(
))2, M1 = L2(
) , X2 = Hdiv(
) etM2 = H10 (
). Le probl�eme (2.13) assoi�e �a la forme mixte (2.3) est : herher (p; u) 2 X1�M1solution de � (p; q)0;
 + (div q; u)0;
 = 0 ; 8q 2 X2�(rv; p)0;
 = �(f; v)0;
 ; 8v 2M2 (2.17)�equivalent �a � a(p; q) + b1(q; u) = 0 ; 8q 2 X2b2(p; v) = �(f; v)0;
 ; 8v 2M2 (2.18)pour les formes bilin�eaires ontinues a(p; q) = (p; q)0;
, b1(q; u) = (div q; u)0;
 etb2(p; v) = �(rv; p)0;
. On montre de fa�on analogue que les formes a; b et b2 ainsi d�e�niesv�eri�ent les hypoth�eses du Th�eor�eme 2.2.2.- 42 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles2.2.3 Notations g�eom�etriquesDans toute la suite, on suppose que le domaine 
 est onnexe et onvexe K d�esigne untriangle quelonque, d'aire not�ee jKj. La Figure 2.1 repr�esente les donn�ees d'un triangle K.Soient :� hK : diam�etre du erle ironsrit �a K.� �K : diam�etre du erle insrit dans K.� �K = hK�K > 1 : mesure de la non d�eg�en�eresene de K.

S2S1

S3hK
�KGK

Fig. 2.1 { Donn�ees g�eom�etriques d'un triangle KSoit Th un maillage en triangles du domaine 
 de param�etre de disr�etisationh = maxK2Th hK :Th est d�e�ni tel que �
 = [K2ThK. Nous supposons que le maillage est uniform�ement r�egulier'est-�a-dire :� h = maxK2Th hK ! 0� il existe deux onstantes � > 0 et � > 0 ind�ependantes de h, telles que� h � hK � � �K :
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles
K2K1

a
�2 �a
�a

Fig. 2.2 { Veteur normal �a l'arête aLe veteur normal unitaire �a une arête a de K orient�e vers l'ext�erieur est not�e �a, le veteurtangent est not�e �a (Figure 2.2), tels que (�a; �a) forment une base orthonorm�ee direte.Soient K1 et K2 deux triangles d'arête ommune a. Le saut d'une fontion v �a traversl'arête a est [v℄ = vK2;a�vK1;a, o�u vKi;a est la valeur de v le long de l'arête a dans le triangleKi; i = 1; 2. Le gradient d'une fontion f 2 H1(
) est rf = (�xf ; �yf ), son rotationnelest rot f = (�yf ;� �xf ). Le rotationnel salaire d'une fontion vetorielle (f1; f2) est not�ede fa�on identique, d�e�ni par rot(f1; f2) = �yf1 � �xf2.L'ensemble des arêtes du maillage not�e A = Ab[Ai est onstitu�e des arêtes fronti�eres Ab etdes arêtes internes Ai. Nous notons NA, le nombre total d'arêtes, NAb le nombre d'arêtesfronti�eres et NAi le nombre d'arêtes internes, NP , le nombre total de noeuds du maillage,NPi le nombre de noeuds internes du maillage. NE d�esigne le nombre de mailles de latriangulation Th. Les relations d'Euler pour le maillage sont :NE �NA +NP = 1 et 3NE = NA+NAi : (2.19)2.2.4 Quelques Lemmes et D�e�nitionsLes espaes de polynômes de degr�e total k sur K sont not�es P k(K). Pour v 2 L2(K),�kv d�esigne la projetion orthogonale de v sur P k(K) tel queZK(�kv � v) q dx = 0 ; 8q 2 P k(K):Lemme 2.2.1 (Interpolation, [23℄, [30℄)Il existe une onstante C > 0 ind�ependante du triangle K telle que(i) si v 2 Hk+1(K);jv � �kvjm;K � C �mK hk+1�mK jvjk+1;K ; 0 � m � k + 1 (2.20)(ii) si v 2 H l+1(K); 1 � l < kjv � �kvjm;K � C �mK hl+1�mK jvjl+1;K ; 0 � m � l + 1 (2.21)- 44 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles
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�
Fig. 2.3 { Maillage du domaine 
Soit P k(e) la restrition �a l'arête e des polynômes de degr�e k. �ke d�esigne la projetion deL2(e) sur P k(e). Rappelons le lemme suivantLemme 2.2.2 (Interpolation d'arête de Crouzeix-Raviart [22℄)Soit k 2 N, 8m 2 N tel que, 0 � m � k, il existe une onstante C > 0 ind�ependante de Ktelle que pour tout � 2 H1(K); v 2 Hm+1(K),j Ze �(v � �kev)d�j � C�K hm+1K j�j1;Kjvjm+1;K:Rappelons le path-test au sens de Irons et Razzaque [22℄, [32℄, [43℄. Il s'agit d'une onditionde reollement des espaes de polynômes totalement disontinus au niveau des arêtes dumaillage.Lemme 2.2.3 (Path-test d'Irons et Razzaque, [22℄, [32℄, [43℄)Un espae d'�el�ements �nis Vh, sous espae vetoriel loal de P k satisfait le path-test ausens de Irons et Razzaque si : pour tout vh 2 Vh, on a(i) 8a 2 Ai; Za[vh℄ p d� = 0 ; 8p 2 P k�1(a)(ii) 8a 2 Ab; Za vh p d� = 0 ; 8p 2 P k�1(a):- 45 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesRappelons le th�eor�eme suivant, que l'on retrouve par exemple dans [16℄, [34℄, qui est laversion disr�ete du Th�eor�eme 2.2.2 de Babu�ska-Brezzi. On d�e�nit les espaes de Hilbertdisrets Ki;h = Xi;h � Mi;h et Hi;h = Hi + Ki;h, o�u Hi est l'espae de Hilbert produitHi = Xi �Mi. L'approximation du probl�eme (2.13) est :herher (ph; uh) 2 X1;h �M1;h solution de� ah(ph; qh) + b1;h(qh; uh) = < l2;h; qh >; 8 qh 2 X2;hb2;h(ph; vh) = < m2;h; vh >; 8 vh 2M2;h (2.22)o�u� ah; b1;h et b2;h sont des approximations des formes bilin�eaires a; b1 et b2 de la Setion 2.2.2.� l2;h et m2;h des approximations des formes lin�eaires l2; m2.Soit Bh la forme bilin�eaire disr�ete d�e�nie sur H1;h �H2;h parBh((ph; uh); (qh; vh)) = ah(ph; qh) + b1;h(qh; uh) + b2;h(ph; vh): (2.23)R�esoudre le probl�eme (2.22) est �equivalent �a trouver (ph; uh) 2 X1;h �M1;h tel queBh((ph; uh); (qh; vh)) =< l2;h ; qh > + < m2;h ; vh > ; 8 (qh; vh) 2 X2;h �M2;h : (2.24)Soient les espaes noyaux disrets de dimension �nie :V1;h = fph 2 X1;h; b2;h(vh; ph) = 0 ; 8 vh 2M2;hg ;V2;h = fqh 2 X2;h; b1;h(uh; qh) = 0 ; 8 uh 2M1;hg : (2.25)Th�eor�eme 2.2.3 (Babu�ska-Brezzi disret - Condition \inf� sup")Le probl�eme (2.22) admet une unique solution (ph; uh) ontinûment d�ependante des donn�ees(l2;h; m2;h) 2 X 02;h �M 02;h si et seulement si les onditions suivantes sont v�eri��ees :(i) il existe une onstante � > 0 ind�ependante de h telle que,supph2V1;h;kphkX1;h�1 ah(ph; qh) � �kqhkX2;h(ii) dimM1;h + dimX1;h = dimM2;h + dimX2;h(iii) il existe une onstante �1 > 0 telle quesupqh2X2;h;kqhkX2;h�1 b1;h(qh; uh) � �1kuhkM1;h; 8uh 2M1;h(iv) il existe une onstante �2 > 0 telle quesupph2X1;h;kphkX1;h�1 b2;h(ph; vh) � �2kvhkM2;h ; 8vh 2M2;h
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles2.3 Prinipe des sh�emas bô�te2.3.1 IntrodutionDans le adre de l'�equation de la haleur, B. Courbet introduit un sh�ema bô�te surmaillage triangulaire [14℄. L'id�ee prinipale onsiste �a �evaluer la moyenne par maille de laquantit�e onserv�ee p en fontion de ses valeurs �a l'interfae de la maille. On obtient ainsiune formulation ompate du sh�ema : la moyenne ne d�epend que des valeurs de u et pprises sur la bô�te. La disr�etisation des �equations ne se fait que sur une maille, e qui estpartiuli�erement int�eressant pour imposer les onditions limites sur la fronti�ere. Sur etteid�ee, B. Courbet et J.-P. Croisille ont introduit le sh�ema bô�te [15℄. Ce sh�ema fait le lienentre le sh�ema bô�te alg�ebrique de B. Courbet [14℄ et les sh�emas de type �el�ements �nis.Dans un premier temps, nous d�e�nissons les espaes d'�el�ements �nis dont nous aurons besoin.Nous rappelons ensuite le sh�ema bô�te de B. Courbet et J.-P. Croisille [15℄. Nous d�erivonsen�n quelques prinipes g�en�eraux de onstrution de sh�emas bô�te.2.3.2 L'espae P1 non-onforme de Crouzeix-RaviartL'espae P1 non-onforme de Crouzeix-Raviart, [22℄, est l'espae des fontions aÆnespar moreaux, ontinues aux milieux des arêtes internes et nulles aux milieux des arêtesfronti�eres. Il est not�e :P 1n;0 = nvh 2 L2(
); vhjK 2 P 1(K); 8K 2 Th; Ra vh d� = 0; 8 a 2 Ai;Ra[vh℄ d� = 0; 8 a 2 Abo: (2.26)Lemme 2.3.1 (Fontions de base de l'espae P 1n;0)(i) Les degr�es de libert�e de l'espae P 1n;0 sont les formes lin�eaires flaga2Ai, o�u la est d�e�nipar : la(vh) = 1jaj Za vh d� = vh(Ma); 8 vh 2 P 1n;0; (2.27)o�u Ma est le milieu de l'arête a.(ii) La base globale de l'espae P 1n;0 est (pa)a2Ai o�u pa = 1 � 2�S, �S(x; y) d�esigne lesoordonn�ees baryentriques du point (x; y) par rapport au sommet S oppos�e �a l'arête a(Figure 2.4).(iii) En partiulier, l'espae P 1n;0 est de dimension NAi.Par d�e�nition l'espae P 1n;0 satisfait le lemme suivant :Lemme 2.3.2 (Path test pour P 1n;0)L'espae P 1n;0 satisfait le path-test d'Irons et Razzaque : pour tout vh 2 P 1n;0, on a lesrelations (i) 8a 2 Ai; Za[vh℄ p d� = 0 ; p 2 P 1(a) ;(ii) 8a 2 Ab; Za vh p d� = 0 ; p 2 P 1(a) :- 47 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles

KS1 S2

S3

a3
a1a2

Fig. 2.4 { Degr�es de libert�e de P 1nSoit la semi-norme j � jh d�e�nie sur H10 (
) + P 1n;0 parjuj21;h = XK2Th jruj21;Ko�u j � j1;K est la semi-norme 1 sur un triangle K.Lemme 2.3.3 (In�egalit�e de Poinar�e disr�ete pour H10 (
) + P 1n;0, [30℄)Il existe une onstante C qui ne d�epend que de 
 telle quejuj0;h � Cjuj1;h ; 8u 2 H10 (
) + P 1n;0: (2.28)Preuve :Soit u 2 H10 (
) + P 1n;0. Alors, juj0;
 = supg2L2(
) j(u; g)0;
jjgj0;
 (2.29)Soit g 2 L2(
); 9 p 2 H1(
)2 tel que div p = g et kpk1;
 � Cjgj0;
. En rempla�ant g parsa valeur, puis en int�egrant par parties, on obtient(u; g)0;
 = (u; div p)0;
 = �XK ZK ru � p dx| {z }(I) +XK Z�K p � � u d�| {z }(II) (2.30)(i) L'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz permet d'estimer j(I)j :jXK ZK ru � p dx j � juj1;h jpj0;
 :- 48 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles(ii) Puisque p 2 H1(
)2 \Hdiv(
), sa omposante normale le long d'une arête interne a estontinue, (II) devient don :(II) =XK Z�K p � � u d� = Xa2Ab Za p � �a u d� � Xa2Ai Za p � �a [u℄ d� (2.31)Soit p � �a = 1jaj Ra p � �a d� 2 P 0(a) la moyenne de p � �a le long de l'arête a. L'espaeH10 (
) + P 1n;0 satisfait le path-test (Lemme 2.3.2), donRa p � �a u d� = 0 ; 8 a 2 AbRa p � �a [u℄ d� = 0 ; 8 a 2 Ai : (2.32)L'�egalit�e (2.31) devient :XK Z�K p � � u d� = Xa2Ab Za(p � �a � p � �a) u d� � Xa2Ai Za (p � �a � p � �a) [u℄d�= XK Xe2�K Ze(p � �e � p � �e) u d�Le Lemme 2.2.2 donne l'estimationj Ze(p � �e � p � �e) u d�j � C hK juj1;K jpj1;KAinsi, j(II)j = jXK Z�K p � � u d�j � 3C h juj1;h jpj1;
Finalement, j(u; g)0;
j � (C hjpj1;
 + jpj0;
)juj1;h � Cjuj1;h kpk1;
Or, kpk1;
 � C(
)jgj0;
, d'o�u le r�esultat annon�e. �En partiulier, nous avons le r�esultat suivant :Lemme 2.3.4 La semi-norme d'energie j � j1;h est une norme sur l'espae H10 (
) + P 1n;0.2.3.3 L'espae RT 0 de Raviart-ThomasL'espae RT 0 est l'espae de Raviart-Thomas [39℄ de plus bas degr�e. Il est d�e�ni parRT 0 = nqh 2 Hdiv(
); 8K 2 Th; qhjK 2 (P 0(K))2 + P 0(K)� xy �o: (2.33)La omposante normale d'un �el�ement q de RT 0 est onstante par arête. De plusRT 0 � Hdiv(
), on a en partiulier la ontinuit�e le long d'une arête interne de la om-posante normale d'un �el�ement de RT 0. C'est-�a-dire, si a = �K1 \ �K2 est une arête internedu maillage, des triangles K1 et K2ph;K1(x) � �a + ph;K2(x) � �a = 0 ; 8x 2 a : (2.34)On en d�eduit - 49 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesLemme 2.3.5 (Fontions de base)(i) RT 0 est un espae vetoriel de dimension NA, dont les degr�es de libert�e sont les formeslin�eaires fLaga2A, o�u La est d�e�ni par :La(qh) = 1jaj Za qh � �a d�; 8qh 2 RT 0: (2.35)(ii) La base globale de l'espae RT 0 est (Pa)a2A, o�u Pa est d�e�ni par :Pa(x; y) = PK1;a(x; y)11K1 � PK2;a(x; y)11K2; (2.36)et sur haque triangle K, PK;a est d�e�ni par :PK;a(x; y) = 12jKj � x� xSy � yS � ; (2.37)o�u S d�esigne toujours le sommet oppos�e �a l'arête a (Figure 2.5).
KS1 S2

S3

Fig. 2.5 { Degr�es de libert�e de RT 0(K)
2.3.4 Le sh�ema bô�te de Courbet et CroisilleIllustrons la m�ethode bô�te, dans le as du sh�ema bô�te de Courbet et Croisille, [15℄.Apr�es introdution d'une variable auxilliaire p = ru, le probl�eme de Poisson homog�ene(2.1) devient 8<: div p+ f = 0 ; sur 
p�ru = 0 ; sur 
u = 0 ; sur � : (2.38)
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesOn int�egre les �equations (2.38) sur haque ellule K du maillage. On obtient le syst�eme(2.39), dont la solution ontinue (u; p) de (2.38) est solution8>>><>>>: ZK(div p+ f) dx = 0 ; 8K 2 ThZK(p�ru) dx = 0 ; 8K 2 Thuj� = 0 : (2.39)Approhons les inonnues du probl�eme ontinu u et p respetivement par les inonnuesdisr�etes uh 2 M1;h et ph 2 X1;h, o�u M1;h et X1;h sont des espaes d'�el�ements �nis appro-hant les espaes ontinus H10 (
) et Hdiv(
). Consid�erons le probl�eme approh�e : herher(uh; ph) 2M1;h �X1;h tel que8>>><>>>: ZK(div ph + f) dx = 0 ; 8K 2 ThZK(ph �ruh) dx = 0 ; 8K 2 Thuj� = 0 : (2.40)En appliquant la formule de Green sur un triangle K, l'�equation (2.40) devient :8>>>>><>>>>>:
Xe2�K Ze ph � �e d� + jKj�0f = 0 ; 8K 2 ThjKj(�0ph)K � Xe2�K�Ze uh d�� �e = 0 ; 8K 2 Thuhj� = 0: (2.41)Cette r�e�eriture du probl�eme fait apparâ�tre un hoix naturel de degr�es de libert�e pour uhet ph donn�es par les moyennes d'arêtes :Ze uh d�; 8e 2 AZe ph � �e d�; 8e 2 A (2.42)Pour que le probl�eme disret soit bien pos�e, il est n�eessaire de hoisir des espaes d'inonnuesM1;h et X1;h tels que le nombre global d'inonnues soit �egal au nombre d'�equations dusyst�eme (2.41). C'est-�a-dire 3NE +NAb �equations, ou enore 2NA �equations (en utilisantla deuxi�eme relation d'Euler). Le hoix de 2NA inonnues sugg�er�e par (2.42) satisfait donla relation nombre d'�equations disr�etes = nombre d'inonnues disr�etes.D'autre part, les degr�es de libert�e donn�es par (2.42), orrespondent aux degr�es de libert�e desespaes P 1n;0 de Crouzeix-Raviart d�e�ni au paragraphe 2.3.2 et RT 0, l'espae de Raviart-Thomas de plus bas degr�e d�e�ni au paragraphe 2.3.3. Choisissons don M1;h = P 1n;0 et- 51 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesX1;h = RT 0. Revenons �a la formulation (2.40). Elle est enore �equivalente �a herher(uh; ph) 2 P 1n;0 � RT 0 tel que8>>><>>>: XK ZK(div ph + f) vh dx = 0 ; vh 2 P 0XK ZK(ph �ruh) � qh dx = 0 ; qh 2 (P 0)2: (2.43)Notons : X2;h = nqh 2 (L2(
))2 ; qhjK 2 (P 0(K))2 ; 8K 2 Tho (2.44)le sous-espae vetoriel de R2 , des polynômes onstants par triangle, totalement disontinus,de dimension dimX2;h = 2NE etM2;h = nvh 2 L2(
) ; vhjK 2 P 0(K) ; 8K 2 Tho (2.45)l'espae des polynômes onstants par triangle totalement disontinus, de dimensiondimM2;h = NE. On note aussi es espaes (P 0)2 et P 0. Le probl�eme (2.43) se r�e�erit :herher (uh; ph) 2M1;h �X1;h tel que8>>><>>>: XK ZK(div ph + f) vh dx = 0 ; vh 2M2;hXK ZK(ph �ruh) � qh dx = 0 ; qh 2 X2;h: (2.46)D�e�nition 2.3.1 (Le sh�ema bô�te de Courbet et Croisille)On d�e�nit le sh�ema bô�te suivant assoi�e au probl�eme de Poisson (2.1) omme �etant leprobl�eme disret : herher (uh; ph) 2 P 1n;0 � RT 0 tel que8>>><>>>: XK ZK(div ph + f) vh dx = 0 ; 8vh 2 P 0XK ZK(ph �ruh) � qh dx = 0 ; 8qh 2 (P 0)2 : (2.47)C'est une formulation mixte de type \Petrov-Galerkin", 'est-�a-dire que les espaes d'ap-proximation M1;h = P 1n;0 et X1;h = RT 0 sont des espaes d'�el�ements �nis, distints desespaes test M2;h = P 0 et X2;h = (P 0)2. L'espae disret X1;h est un espae d'�el�ements�nis de type onforme (X1;h � Hdiv(
)) mais l'espae M1;h est de type non-onforme(M1;h * H10 (
)).Lemme 2.3.6 Les espaes d'inonnues et les espaes de fontions test satisfont la relationd'�egalit�e des dimensions :dimP 1n;0 + dimRT 0 = dimP 0 + dim(P 0)2 : (2.48)- 52 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesPar la suite pour d�e�nir des sh�emas d'ordre plus �elev�e, nous veillerons �a hoisir des espaesM1;h, X1;h, M2;h et X2;h satisfaisant la relation d'�egalit�e des dimensions des espaesdimM1;h + dimX1;h = dimM2;h + dimX2;h (2.49)Lemme 2.3.7 Le sh�ema bô�te (2.47) a une unique solution (uh; ph) 2 P 1n;0 �RT 0.Preuve :Rappelons bri�evement la preuve, [15℄. Le probl�eme (2.47) est lin�eaire ave autant d'�equationsque d'inonnues, il suÆt don de prouver que f � 0 implique uh = 0 et ph = 0. D'apr�esla d�e�nition de RT 0, f = 0 dans l'�equation (2.47)1 entrâ�ne que div phjK = 0, sur haquetriangle K, don loalement, phjK 2 (P 0(K))2. Le hoix qh = ph dans l'�equation (2.47)2donne PK jphj20;K = 0, 'est-�a-dire ph � 0. D'autre part, ruhjK 2 (P 0(K))2, don le hoixqh = ruh dans l'�equation (2.47)2 donne ruh = 0. Don uh est onstante par triangle, ononlut que uh = 0 en utilisant la ontinuit�e de uh au milieu des arêtes internes et la nullit�ede uh au milieu des arêtes fronti�eres. �Proposition 2.3.1 Le probl�eme (2.47) est �equivalent �a herher (uh; ph) 2 P 1n;0 �RT 0 telque :(i) uh 2 P 1n;0 est solution du probl�eme :XK (ruh;rvh)0;K =XK (�0fjK; vh)0;K ; 8vh 2 P 1n;0 (2.50)(ii) ph est donn�e loalement parphjK(x) = ruhjK(x)� (�0f)K2 ��!GKx (2.51)o�u GK(xK ; yK) est le entre de gravit�e du triangle K.Preuve :(i) Soit vh 2 P 1n;0, en prenant qh = rvh 2 (P 0)2 dans l'�equation (2.47)2, puis en int�egrantpar parties, on obtientXK (ruh;rvh)0;K = XK (ph;rvh)0;K (2.52)= �XK (div ph; vh)0;K +XK Z�K ph � � vh d�Puisque ph 2 RT 0(K), sa divergene est onstante par triangle. Don l'�equation (2.47)1implique que div phjK = �(�0f)jK. D'autre part, ph v�eri�e la relation (2.34) de ontinuit�ede la omposante normale de ph, don (2.52) est �equivalente �aXK (ruh;rvh)0;K = XK (�0f; vh)0;K +Xa2Ab Za ph � �a vh d� �Xa2Ai Za ph � �a [vh℄ d�- 53 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesOr, ph � �a 2 P 0(a) et vh 2 P 1n;0, en partiulier Ra ph � �a vh d� = 0 si a est une arête fronti�ereet Ra ph � �a [vh℄ d� = 0 si a est une arête interne. DonXK (ruh;rvh)0;K = XK (�0f; vh)0;K(ii) Le ux disret ph 2 RT 0(K), est donn�e loalement parphjK = (�0ph)jK + div phjK2 � x� xKy � yK �Nous avons vu pr�e�edemment que div phjK = �(�0f)jK. L'�equation (2.47)2 implique que(�0ph)jK = (�0ruh)jK = ruhjK, puisque ruhjK 2 P 0(K). D'o�u on d�eduit le r�esultat. �Proposition 2.3.2 (Stabilit�e)La solution (uh; ph) 2 P 1n;0 � RT 0 du sh�ema (2.47) v�eri�ekuhk1;h + kphkdiv;
 � Cjf j0;
Preuve :D'apr�es la formulation �equivalente de la Proposition 2.3.1, le hoix vh = uh dans l'�equation(2.50) donne juhj1;h � C jf j0;
: (2.53)En utilisant le Lemme de Poinar�e 2.3.3, on d�eduit quekuhk1;h � C jf j0;
: (2.54)De plus l'�eriture loale de ph (2.51) donne jphj0;
 � juhj1;h + C h jf j0;
. Ce qui donne enombinant ave (2.53) jphj0;
 � C jf j0;
:De plus, div phjK = �(�0f)jK, on en d�eduit don quekphkdiv;
 � C jf j0;
:D'o�u le r�esultat. �Cette ombinaison des espaes P 1n;0 et RT 0 dans le sh�ema bô�te (2.47) donne une bonneapproximation �a la fois de l'inonnue salaire u et de l'inonnue de gradient ru. En e�et :Proposition 2.3.3 (Estimations d'erreur a priori)Soit (u; p) 2 H10 (
) � Hdiv(
) la solution du probl�eme ontinu (2.2). Soit(uh; ph) 2 P 1n;0 � RT 0, la solution du sh�ema bô�te (2.47). Si u 2 H2(
) et f 2 H1(
),alors on a les estimations d'erreur suivantes :(i) ju� uhj1;h � C h jf j0;
 ; (ii) ju� uhj0;
 � C h2 jf j0;
(iii) jp� phj0;
 � C hjf j0;
 ; (iv) jp� phjdiv;
 � C h jf j1;
 (2.55)- 54 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesPreuve :Rappelons la d�emonstration de [15℄. Nous supposons que u 2 H2(
).(i) Notons ah la forme bilin�eaire d�e�nie sur l'espae H10 (
) + P 1n;0 parah(u; v) =XK (ru;rv)0;K; 8u; v 2 H10 (
) + P 1n;0:Pour tout vh 2 P 1n;0, on aju� uhj1;h � ju� vhj1;h + juh � vhj1;hOr, par d�e�nition de ah,juh � vhj21;h = ah(uh � vh; uh � vh) (2.56)= ah(uh � u; uh � vh) + ah(u� vh; uh � vh)Don juh � vhj1;h � supvh2P 1n;0 jah(uh � u; uh � vh)jjuh � vhj1;h + ju� vhj1;h (2.57)e qui donne :ju� uhj1;h � 2 infwh2P 1n;0 ju� whj1;h| {z }(I) + supwh2P 1n;0 jah(uh � u; wh)jjwhj1;h| {z }(II) (2.58)� Estimons l'erreur de onsistane (II). Soit wh 2 P 1n;0,ah(uh � u; wh) = XK ZK r(uh � u) � rwh dx= XK ZK ruh � rwh dx�XK ZK ru � rwh dxSoit enore, puisque uh est solution de la formulation variationnelle (2.50)ah(uh � u; wh) =XK (�0f; wh)0;K +XK ZK �uwh dx�XK Z�K(ru � �)wh d� (2.59)Or, ��u = f dans L2(
), donah(uh � u; wh) = XK ZK(�0f � f)wh dx�XK Z�K(ru � �)wh d� (2.60)Notons Lu la forme lin�eaire d�e�nie sur l'espae H10 (
) + P 1n;0 par :Lu(wh) =XK Z�K(ru � �)wh d� ; 8u 2 H10 (
) \H2(
)- 55 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesEstimons le terme Lu(wh) pour u 2 H10 (
) \H2(
) :Lu(wh) =XK Z�K(ru � �)wh d� = �Xa2Ai Zaru � �a[wh℄ d� + Xa2Ab Zaru � �awh d� (2.61)Soit P 0(a) la restrition �a l'arête a des polynômes onstants. On d�e�nit la moyenne de v surl'arête a par v = 1a Ra v d� 2 P 0(a). Or, P 1n;0 satisfait le path-test (Lemme 2.3.2), wh 2 P 1n;0et ru � �a 2 P 0(a), e qui donneZaru � �a[wh℄ d� = Za�ru � �a �ru � �a� [wh℄ d�; a 2 Aiet Zaru � �awh d� = Za�ru � �a �ru � �a �wh d�; a 2 Ab :Ainsi, l'�equation (2.61) est �equvalente �a :Lu(wh) = �Xa2Ai Za�ru � �a �ru � �a� [wh℄ d�+ Xa2Ab Za�ru � �a �ru � �a�wh d�= XK2 Xe2�K Ze�ru � �e �ru � �e�wh d� (2.62)
En appliquant le Lemme 2.2.2 (k = 0; m = 0), on obtient l'estimationj Ze�ru � �e �ru � �e�wh d�j � C �K hKjwhj1;Kjruj1;KLu(wh) est don major�e par : jLu(wh)j � C1 h jwhj1;h juj2;
: (2.63)Estimons maintenant le terme XK ZK(�0f � f)wh dx.Par d�e�nition de �0, op�erateur de projetion sur les polynômes onstants,XK ZK(�0f � f)wh dx = �XK ZK f (wh � �0wh) dx :Ainsi, nous obtenons en utilisant l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz et l'estimation (2.20) :jXK ZK(�0f � f)wh dxj � XK jf j0;K jwh � �0whj0;K� XK jf j0;K (C2 hK jwhj1;K)� C2 hjf j0;
jwhj1;h: (2.64)- 56 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesDon en rempla�ant (2.63) et (2.64) dans (2.60), on a l'estimation de ah(uh � u; wh) : pourtout wh 2 P 1n;0 jah(uh � u; wh)j � C1 hjwhj1;hjuj2;
 + C2 hjf j0;
jwhj1;h� C h jwhj1;h jf j0;
Don (II) � C h jf j0;
.� D'autre part, en notant �1h l'op�erateur de projetion P 2-Lagrange des fontions de L2(
)sur l'espae P 1;0 et par inlusion de P 1;0 dans P 1n;0, on obtient l'estimation de l'erreur d'ap-proximation (I), donn�ee par le Lemme 2.2.1,(I) = infwh2P 1n;0 ju� whj1;h � ju� �1huj1;h � C3 hjuj2;
 � C3 hjf j0;
Cei nous permet de onlure en regroupant les termes (I) et (II) dans (2.58) queju� uhj1;h � C h jf j0;
Nous avons ainsi d�emontr�e l'assertion (i).(ii) Ce r�esultat se d�emontre par un argument de type Aubin-Nitshe. Nous ne d�emontronspas e r�esultat dans l'imm�ediat. Cette d�emonstration est analogue �a elle r�ealis�ee dans lapreuve de la Proposition 2.5.2, que nous d�etaillerons au Paragraphe 2.5.(iii) En utilisant l'�eriture loale (2.51) de ph et la d�e�nition de p, on obtient l'in�egalit�ejp� phj20;
 � XK jru�ruhjKj20;K +XK j(�0f)K2 ��!GKxj20;K� ju� uhj21;h + C hjf j0;
En utilisant (i), on d�eduit l'assertion (iii).(iv) jp� phj2div;
 =PK j div p� div phj20;K. Or, nous savons que le ux du probl�eme ontinuv�eri�e div p = �f , d'autre part, nous avons vu pr�eedemment que div phjK = �(�0f)jK. Onobtient don jp� phj2div;
 =PK jf � �0f j20;K. Le Lemme 2.2.1 (i) permet de onlure. �De plus, la solution du sh�ema bô�te (2.47) est donn�ee en fontion de la solution du probl�emelassique de Raviart-Thomas : herher (�uh; �ph) 2 P 0 � RT 0 tel que� (div �ph + f; �vh)0;
 = 0 ; 8�vh 2 P 0(�ph; �qh)0;
 � (�uh;r � �qh)0;
 = 0 ; 8�qh 2 RT 0 (2.65)Proposition 2.3.4 (Lien ave le probl�eme mixte lassique de Raviart-Thomas)Soit (�uh; �ph) la solution du probl�eme mixte lassique de Raviart-Thomas (2.65), alors lasolution (uh; ph) du sh�ema bô�te (2.47) est telle que :ph = �ph et �uh = �0uh + 14XK (�0f)K R2K11Ko�u RK est le rayon de giration du triangle K, 'est-�a dire R2K = 1jKj RK k�!GKxk2 dx , GK�etant le entre du triangle K. - 57 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesLa preuve de e r�esultat est donn�ee dans [16℄.Dans le as plus g�en�eral du probl�eme de Poisson ave tenseur de di�usion, Chou et al.[10℄ ont g�en�eralis�e le sh�ema bô�te (2.47) pour le probl�eme� � div(Kru) = f ; sur 
u = 0 ; sur � (2.66)Ils proposent le sh�ema suivant : herher (uh; ph) 2 P 1n;0 �RT 0 solution de� PK(div ph + f; vh)0;K = 0 ; 8 vh 2 P 0PK(ph � Kruh; qh)0;K = 0 ; 8 qh 2 (P 0)2 (2.67)qui admet une unique solution. telle queXK (Kruh;rvh)0;K =XK (�0fjK; vh)0;K ; 8vh 2 P 1n;0phjK(x) = �0KjKruhjK(x)� (�0f)K2 ��!GKxGrâe �a ette formulation, ils obtiennent des estimations d'erreur similaires �a elles obtenuesdans la Proposition 2.3.3, mais d�ependantes de kKk1.2.3.5 Prinipe g�en�eral des sh�emas bô�teSoient M1;h et X1;h des espaes d'�el�ements �nis pour les espaes de fontions inonnuesuh et ph, approximations de la variable primale u et du ux p du probl�eme (2.2). Dans lasuite, les espaes M1;h et X1;h d'approximation des espaes H10 (
) et Hdiv(
) seront de typenon-onforme, puisque X1;h 6� Hdiv(
) ou M1;h 6� H10 (
).Soient les espaesH10 (
)+M1;h etHdiv(
)+X1;h, munis respetivement des normes d�ependantesdu maillage :juj1;h = �XK jr uj20;K�1=2 ; kuk1;h = � juj20;
 + juj21;h�1=2 ; 8 u 2 H10 (
) +M1;h: (2.68)jpjdiv;h = �XK j div pj20;K�1=2 ; kpkdiv;h = � jpj20;
+jpj2div;h�1=2 ; 8 p 2 Hdiv(
)+X1;h: (2.69)Les espaes de fontions test, not�es M2;h et X2;h sont des espaes de polynômes totalementdisontinus par triangle.D�e�nition 2.3.2 Le sh�ema bô�te assoi�e �a la formulation mixte de type Petrov-Galerkin(2.2) s'�erit : herher (uh; ph) 2M1;h �X1;h tel que8>>><>>>: XK ZK(div ph + f) vh dx = 0 ; 8vh 2M2;hXK ZK(ph �ruh) � qh dx = 0 ; 8qh 2 X2;h (2.70)
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesPour que le probl�eme (2.70) soit bien pos�e, les espaes M1;h; X1;h; M2;h; X2;h doivent satis-faire la ondition n�eessaire (2.49) donn�ee par :dimM1;h + dimX1;h = dimM2;h + dimX2;hUne des diÆult�es r�eside dans le hoix des espaes M1;h, X1;h, M2;h et X2;h satisfaisant etterelation. Les espaes produits M1;h � X1;h et M2;h �X2;h doivent v�eri�er les onditions deompatibilit�e du Th�eor�eme 2.2.3 de Babu�ska-Brezzi disret qui assure l'existene et l'uniit�ede la solution ainsi que sa stabilit�e. Dans la suite, nous allons onstruire plusieurs sh�emasbô�te satisfaisant �a es prinipes.
2.4 Sh�emas bô�te quadratiquesNous herhons maintenant �a onstruire des sh�emas bô�te d'ordre plus �elev�e sur leprinipe du sh�ema de Courbet et Croisille. De fa�on naturelle nous onsid�erons l'espae P 2non-onforme des polynômes quadratiques, [28℄. Nous utilisons dans la suite M1;h = P 2n;0pour approher u. Avant d'aborder la desription de quelques sh�emas bô�te du type (2.70)aux Paragraphes 2.5 et 2.6, nous rappelons dans ette setion les propri�et�es des espaesd'approximation pour u et son gradient.2.4.1 L'espae d'�el�ements �nis P 2;0L'espae d'�el�ements �nis P 2 est l'espae des polynômes quadratiques sur haque triangle(P 2(K)), ontinus sur le domaine 
. C'est l'espae P 2-Lagrange [30℄, [40℄, d�e�ni parP 2 = nvh 2 C0(�
); vhjK 2 P 2(K); 8K 2 Tho:La restrition de l'espae P 2 aux fontions nulles sur la fronti�ere est not�e P 2;0.P 2;0 = nvh 2 P 2 ; vhj� = 0o:En partiulier, les espaes P 2 et P 2;0 sont des espaes onformes dans H1(
) et H10 (
).Lemme 2.4.1 (Fontions de base de P 2 )(i) Les degr�es de libert�e de l'espae P 2 sont les fontionsflig1� i�NP [ flijg1� ij�NA; (2.71)o�u li(v) = v(Si) et lij(v) = 1jaj Ra v d�.(ii) La base globale de l'espae P 2 estfpig1� i�NP [ fpijg1� ij�NA; (2.72)o�u pi = �i et pij = 4�i �j.Les espaes P 2 et P 2;0 sont respetivement de dimension NA+NP et NAi+NPi. Les degr�esde libert�e sont situ�ees aux noeuds et au milieu des arêtes du maillage (Figure 2.6).- 59 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles
K

Fig. 2.6 { Degr�es de libert�e de l'espae P 22.4.2 L'espae d'�el�ements �nis P 2nLa formule de quadrature de Gauss �a deux points permet d'int�egrer exatement lespolynômes de degr�e 3 sur un segment. Soit f un polynôme de degr�e 3 sur le segment [0; 1℄.On note g1 et g2 les absisses des deux points de Gauss du segment [0; 1℄ d�e�nies parg1 = 12(1 + p33 ) et g2 = 12(1� p33 ):Alors, la formule d'int�egration exate aux deux points de Gauss estZ 10 f(x) dx = 12(f(g1) + f(g2)) : (2.73)Fortin et Soulie [28℄ ont d�e�ni l'espae d'�el�ements �nis P 2 non-onforme, not�e P 2n, despolynômes quadratiques sur haque triangle ontinus aux deux points de Gauss des arêtesinternes du maillage :P 2n = nvh 2 L2(
); 8K 2 Th; vhjK 2 P 2(K); 8a 2 Ai; Za[vh℄ d� = 0o :L'espae P 2n est non-onforme dans H1(
), puisqu'il n'y a pas existene de la trae d'unefontion de P 2n au niveau des arêtes internes du maillage.Soient g1; g2; g3; g4; g5 et g6 les six points de Gauss des trois arêtes du triangleK, repr�esent�essur la Figure 2.7. La d�e�nition de l'espae P 2n sugg�ere de hoisir omme degr�es de libert�eles valeurs des fontions vh 2 P 2n aux six points de Gauss par triangle. Mais es valeurs neforment pas un ensemble unisolvant puisque, sur haque triangle K, il existe une relationlin�eaire (2.74) qui lie es six points [28℄ :v(g1)� v(g2) + v(g3)� v(g4) + v(g5)� v(g6) = 0 ; 8v 2 P 2(K): (2.74)- 60 -
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K

g1 g2 g3g6
g4g5

Fig. 2.7 { Points de Gauss d'un triangle KLemme 2.4.2 (Bulle non-onforme de P 2)Soit � l'appliation lin�eaire d�e�nie par� : P 2(K) �! R6v 7�! (v(gi))1�i�6o�u gi d�esigne le iepoint de Gauss du triangle K (Figure 2.7). Alors, le noyau de �, Ker�,est de dimension 1 et est engendr�e par la bulle non-onforme quadratique not�ee bK, o�ubK = 2� 3(�12 + �22 + �32);o�u �1; �2; �3 d�esignent les oordonn�ees baryentriques assoi�ees aux sommets respetifs dutriangle K.Preuve :La bulle non-onforme bK est d�e�nie omme l'unique fontion quadratique (�a une onstantemultipliative pr�es) s'annulant aux six points de Gauss du triangle K. Elle est donn�ee ex-pliitement sur le triangle de r�ef�erene K̂. La onservation des oordonn�ees baryentriquespar l'appliation aÆne 'K qui transforme le triangle de r�ef�erene K̂ en triangle physique Kdonne don la formule de bK . �La Figure 2.8 repr�esente la bulle non-onforme assoi�ee au triangle de r�ef�erene. La bulles'annule aux points de Gauss des arêtes et prend la valeur -1 aux sommets et 1/2 aux milieuxdes arêtes. Rappelons quelques propri�et�es de la fontion \bulle non-onforme" bK , [28℄.
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesLemme 2.4.3 (Propri�et�es de la bulle bK)Pour tout K 2 Th et tout v 2 P 2(K), la bulle non-onforme bK satisfait :(i) ZK rot bK � rv dx = 0(ii) Z�K(rot bK � �) v d� = 0:Preuve :(i) En utilisant une int�egration par partie,ZK rot bK � rv dx = Z�K bK(rv � �)d�| {z }(I) � ZK bK rot(rv)dx| {z }(II)Le terme rot(rv) = 0 pour toute fontion v, don (II) = 0. D'autre part, bK(rv � �) est unpolynôme de degr�e 3 qui s'annule en haun des deux points de Gauss des arêtes du triangleK. Don (I) est nul.(ii) Par la formule de Green, on aZ�K rot bK � � v d� = ZK div(rot bK) v dx| {z }(I) + ZK rot bK � rv dx| {z }(II) (2.75)Le terme div(rot bK) est nul, don l'int�egrale (I) est nulle. Et (II) est nulle par (i). D'o�u ler�esultat. �D�e�nition 2.4.1 (Espae 	 des bulles non-onformes)Soit 	 l'espae vetoriel engendr�e par la bulle non-onforme bK sur haque triangle K.	 = fv =XK �KbK ; �K 2 Rg : (2.76)Alors dim	 = NE et 	 � P 2n;0.Lemme 2.4.4 (Propri�et�es de l'espae 	)On a 	 \ C0(�
) = Vet�XK bK� (2.77)En partiulier, puisque sur haque triangle K, bK 2 P 2(K), on a aussiP 2 \ 	 = Vet�XK bK� et P 2;0 \	 = f0g : (2.78)
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Fig. 2.8 { Bulle quadratique non-onforme bK sur le triangle de r�ef�erene K̂.Preuve :Soit  = PK �KbK un �el�ement de 	, ontinu par triangle. La ontinuit�e de  le long dehaque arête interne implique que �K = �; 8K. C'est-�a-dire  = �PK bK. �La restrition de l'espae P 2n aux fontions s'annulant aux points de Gauss des arêtesfronti�eres est not�ee P 2n;0, d�e�nie par :P 2n;0 = nvh 2 P 2n; 8a 2 Ab; Za vh d� = 0o :Fortin et Soulie [28℄ ont prouv�e que l'espae P 2n;0 est la somme direte de l'espae d'�el�ements�nis P 2;0 et de l'espae vetoriel 	 engendr�e par la bulle non-onforme bK . Ce r�esultat estrappel�e dans le lemme suivant :Lemme 2.4.5 (Carat�erisation de l'espae P 2n;0)(i) P 2n = P 2 +	(ii) P 2n;0 = P 2;0 �	 (2.79)Preuve :(i) Par d�e�nition des espaes, nous d�eduisons l'inlusion P 2 + 	 � P 2n. Prouvons l'�egalit�e- 63 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesdes dimensions dimP 2n = dim(P 2 +	).Soit M = P 2 +	. Alors, dimM = dimP 2 +dim	� dim(P 2 \	). Or, par le Lemme 2.4.4,dim(P 2 \	) = 1, la dimension de M est don (en utilisant NP �NA +NE = 1)dimM = dim(P 2 +	) = dimP 2 + dim	� dim(P 2 \	)= (NA+NP ) +NE � 1= 2NAL'inlusion M � P 2n donne l'in�egalit�e2NA � dimP 2n: (2.80)Consid�erons maintenant l'appliation lin�eaireJ : P 2n �! R2NAv 7�! (v(gi))1�i�2NAo�u (gi)1�i�2NA repr�esente l'ensemble des points de Gauss des arêtes du maillage. Par d�e�nitionde la bulle non-onforme bK et de l'espae 	, le noyau de l'appliation J est l'espae 	.Don, dimKerJ = NE. D'autre part, par la relation (2.74), l'image de l'appliation J esttelle que :ImJ � n(v(gi))1�i�2NA; v 2 P 2n; tels que 8K 2 Th;v(g1K)� v(g2K) + v(g3K)� v(g4K) + v(g5K )� v(g6K) = 0o (2.81)et don, puisque les relations (2.74) sont ind�ependantes les unes des autres,dim ImJ � 2NA�NE. D'apr�es le th�eor�eme du rangdimP 2n = NE + dim ImJ: (2.82)De l'in�egalit�e (2.80) et de l'�egalit�e (2.82), on d�eduit l'�egalit�e des dimensions dimP 2n = 2NA,d'o�u l'identit�e des espaes P 2 +	 = P 2n:(ii) Or, nous avons vu que P 2 \ 	 = Vet�PK bK�. Don un �el�ement de P 2 \ 	 nul sur lafronti�ere est identiquement nul. Cei onlut le lemme. �Le Lemme 2.4.5 nous permet d'obtenir une base de l'espae vetoriel P 2n;0, vu omme sommedirete des espaes vetoriels P 2;0 et 	. La base de P 2;0 est expliit�ee par le Lemme 2.4.1.La base de l'espae 	 est donn�ee par sa d�e�nition 2.4.1.Lemme 2.4.6 (Base de l'espae P 2n;0)L'espae P 2n;0 est de dimension 2NAi + 1, de base globalefpig1�i�NPi [ fpijg1�ij�NAi [ fbKgK2Th (2.83)o�u fpig1�i�NPi [fpijg1�ij�NAi est la base globale de P 2;0 (Lemme 2.4.1) et bK est la fontionbulle non-onforme par triangle K. - 64 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesTout omme l'espae de Crouzeix-Raviart P 1n;0, l'espae non-onforme d'ordre 2, P 2n;0 sa-tisfait le path-test au sens de Irons et Razzaque [22℄, [32℄, [43℄ :Lemme 2.4.7 (Path test pour l'espae P 2n;0)Pour toute fontion vh 2 P 2n;0(i) 8a 2 Ai; Za[vh℄ p d� = 0 ; 8p 2 P 1(a)(ii) 8a 2 Ab; Za vh p d� = 0 ; 8p 2 P 1(a) :Preuve :Soit vh 2 P 2n;0. Sur une arête a, [vh℄ p est un polynôme de degr�e 3 qui s'annule aux deuxpoints de Gauss de l'arête a (par ontinuit�e de vh aux deux points de Gauss de l'arête a).Puisque les polynômes de degr�e 3 sont int�egr�es de fa�on exate par la formule de Gaussaux deux points de Gauss d'une arête, on en d�eduit (i). De même, vh p est un polynômede degr�e 3 qui s'annule aux deux points de Gauss d'une arête fronti�ere. D'o�u on d�eduit (ii). �Lemme 2.4.8 (In�egalit�e de Poinar�e disr�ete pour H10 (
) + P 2n;0)Il existe une onstante C > 0 qui ne d�epend que de 
 telle quejuj0;h � Cjuj1;h ; 8u 2 H10 (
) + P 2n;0 : (2.84)Preuve :La d�emonstration est analogue �a elle du lemme de Poinar�e disret sur H10 (
)+P 1n;0. Soitu 2 H10 (
) + P 2n;0. Alors juj0;
 = supg2L2(
) j(u; g)0;
jjuj0;
 (2.85)Soit g 2 L2(
); 9 p 2 H1(
)2 tel que div p = g et kpk1;
 � Cjgj0;
. En int�egrant parparties, on obtient(u; g)0;
 = (u; div p)0;
 = �XK ZK ru � p dx| {z }(I) +XK Z�K p � � u d�| {z }(II) (2.86)(i) Majorons (I) en valeur absolue :jXK ZK ru � p dx j � juj1;h jpj0;
(ii) Evaluons (II) :p 2 H1(
)2 \Hdiv(
) implique que sa omposante normale le long de haque arête interneest ontinue et (II) se r�e�eritXK Z�K p � � u d� = Xa2Ab Za p � �a u d� � Xa2Ai Za p � �a [u℄ d� : (2.87)- 65 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesSoit p � �a = 1jaj Ra p � �a d� la moyenne de p � �a le long de l'arête a. Puisque u 2 H10 + P 2n;0et que l'espae H10 + P 2n;0 satisfait le path-test, on a :Ra p � �a u d� = 0 ; 8a 2 Ab et Ra p � �a [u℄ d� = 0 ; 8a 2 Ai : (2.88)L'�egalit�e (2.87) devient :XK Z�K p � � u d� = Xa2Ab Za(p � �a � p � �a) u d� � Xa2Ai Za (p � �a � p � �a) [u℄d�= XK Xe2�K Ze(p � �e � p � �e) u d�Le Lemme 2.2.2 donne l'estimationj Ze(p � �e � p � �e) u d�j � C hKjuj1;K jpj1;K :Ainsi, j(II)j = jXK Z�K p � � u d�j � 3C h juj1;h jpj1;
Finalement, on obtientj(u; g)0;
j � (C hjpj1;
 + jpj0;
)juj1;h � Cjuj1;h kpk1;
| {z }�C(
)jgj0;
d'o�u le r�esultat annon�e. �On en d�eduitLemme 2.4.9 La semi-norme j � j1;h d�e�nit une norme sur l'espae H10 + P 2n;0.2.4.3 Les espaes pour le ux ruAvant d'aborder les sh�emas bô�te onstruits �a l'aide de l'espae P 2n;0 pour l'inonnuesalaire u, nous rappelons les espaes d'�el�ements �nis utilis�es pour approher le ux p.L'espae BDM1Soit l'espae de Brezzi-Douglas-Marini [5℄ d'ordre 1, not�e BDM1BDM1 = fph 2 Hdiv (
) ; ph 2 (P1 (K))2 ; 8K 2 Thg (2.89)Lemme 2.4.10 L'espae BDM1 est de dimension 2NA, ses degr�es de libert�e sont situ�esau niveau des arêtes (Figure 2.9) et donn�es par les formes lin�eaires La;1; La;2, pour toutearête a 2 A, par La;1(p) = Za p � �a d� ; 8p 2 BDM1La;2(p) = Za p � �a s d�(s) ; 8p 2 BDM1- 66 -
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S2

S3
K

S1Fig. 2.9 { Repr�esentation des degr�es de libert�e de l'espae BDM1L'espae RT 1RT 1 d�esigne l'espae de Raviart-Thomas d'ordre 1, [39℄, d�e�ni parRT 1 = nph 2 Hdiv(
) ; phjK 2 RT1 (K) ; 8K 2 Tho (2.90)ave pour tout triangle K 2 Th, RT 1 (K) = P1 (K)2 + P1 (K) � xy �.Lemme 2.4.11 L'espae de Raviart-Thomas RT 1 est de dimension 2NE+2NA. Il poss�ededeux degr�es de libert�e par arête et deux par mailles (Figure 2.10). Ses degr�es de libert�e sontdonn�es par les formes lin�eaires La et LK d�e�nies parLa(p) = 1jaj Ra ' p � �a d� ; 8p 2 RT 1; 8' 2 P1LK(p) = 1jKj RK p dx ; 8p 2 RT 1 : (2.91)RT 1 est un espae de dimension dimRT 1 = 2NA + 2NE.L'espae des rotationnels de bulleD�e�nissons �, l'espae des rotationnels de la bulle quadratique non-onforme, engendr�epar rot bK sur haque triangle K� = rot	 = fpjK = �K rot bK ; �K 2 R ; 8K 2 Thg (2.92)o�u 	 est l'espae vetoriel donn�e par la D�e�nition 2.4.1. Voii quelques propri�et�es liant lesespaes vetoriels �, BDM1 et RT 1 : - 67 -
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Fig. 2.10 { Repr�esentation des degr�es de libert�e de l'espae RT 1Lemme 2.4.12 � \Hdiv(
) = Vet(XK2Th rot bK) (2.93)En partiulier, puisque rot bK 2 (P 1(K))2; RT 1(K), nous avons les �egalit�es suivantes� \ BDM1 = Vet(XK2Th rot bK) ;� \RT 1 = Vet(XK2Th rot bK) :Preuve :Soit � 2 � \ Hdiv(
), alors � = PK �K rot bK . Or, � 2 Hdiv(
) si et seulement si laomposante normale de � est ontinue le long de haque arête interne. C'est-�a-dire�(x) � �a;K1 + �(x) � �a;K2 = 0 ; 8a 2 Ai ; a = �K1 \ �K2 ; 8x 2 a (2.94)qui est �equivalent �a�K1 rot bK1 � �a;K1 + �K2 rot bK2 � �a;K2 = 0 ; 8a 2 Ai ; a = �K1 \ �K2 (2.95)D'autre part, la bulle bK satisfait rot bK1 � �a;K1 +rot bK2 � �a;K2 = 0. Don �K1 = �K2, e quiimpose que � doit s'�erire � = �PK rot bK, � 2 R. Ce qui prouve le lemme. �
Nous onluons les rappels sur les espaes d'approximation. Nous proposons maintenant,deux nouveaux sh�emas bô�te pour le probl�eme de Poisson, o�u l'inonnue salaire u estapproh�ee par uh hoisie dans l'espae P 2n;0 et le gradient p est approh�e par ph dans les- 68 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesespaes d'�el�ements �nis de Brezzi-Douglas-Marini ou de Raviart-Thomas enrihis tous deuxpar l'espae � des rotationnels de la bulle quadratique non-onforme.
2.5 Sh�ema (uh; ph) 2 P 2n;0 � (BDM1 + �)2.5.1 Pr�esentation du sh�emaDans ette partie, nous onstruisons un sh�ema bô�te de type (2.70), d'ordre plus �elev�epour les inonnues uh et ph. L'espae d'approximation de l'inonnue u est l'espae quadra-tique non-onforme de Fortin et Soulie M1;h = P 2n;0. Pour approher le ux, nous utilisonsX1;h, l'espae introduit par Fahrloul et Fortin [29℄ :X1;h = BDM1 + �o�u BDM1 d�esigne l'espae de Brezzi-Douglas-Marini d�e�ni au Paragraphe 2.4.3 et � l'espaed�e�ni par (2.92) : � = fpjK = �K rot bK ; �K 2 R 8K 2 Thg = rot	 (2.96)L'espae X1;h = BDM1 + � o��nide ave l'espae des fontions aÆnes satisfaisant les ondi-tions suivantes, [29℄, de div-onformit�e d'arête et div-onformit�e pontuelle :8<: (i) Re(phjK1 � �e;K1 + phjK2 � �e;K2) d� = 0 ; 8e = �K1 [ �K2(ii) Pour tout sommet interne M; PK R�K(ph � �) M = 0; o�u  Mest la fontion P 1-Lagrange orrespondante �a M : (2.97)En appliquant le Lemme 2.4.12 et en utilisant les dimensions des espaes BDM1 et �, ononstate que la dimension de X1;h estdimX1;h = dimBDM1 + dim�� dim(BDM1 \ �) = 2NA +NE � 1Les espaes de fontions test assoi�es aux espaes d'approximation M1;h = P 2n;0 etX1;h = BDM1 + � sont :M2;h = nvh 2 L2(
) ; vhjK 2 P 0(K) ; 8K 2 Tho ; (2.98)l'espae des polynômes onstants par triangle totalement disontinus, de dimensiondimM2;h = NE etX2;h = nqh 2 (L2(
))2 ; qhjK 2 (P 1(K))2 ; 8K 2 Tho ; (2.99)le sous-espae vetoriel de R2 , des polynômes aÆnes par triangle, totalement disontinus,de dimension dimX2;h = 6NE. Par simpliit�e, on notera aussi es espaes M2;h = P 0 etX2;h = (P 1)2. - 69 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesD�e�nition 2.5.1 Soit le sh�ema bô�te : herher (uh ; ph) 2 P 2n;0 � (BDM1 + �) tel que8>><>>: XK2Th(div ph + f; vh)0;K = 0 ; 8vh 2 P 0XK2Th(ph �ruh; qh)0;K = 0 ; 8qh 2 (P 1)2 (2.100)Lemme 2.5.1 Ce hoix d'espaes d'inonnues M1;h et X1;h et d'espaes de test M2;h et X2;hsatisfait l'�egalit�e des dimensions (2.49) :dimM1;h + dimX1;h = 7NE = dimM2;h + dimX2;h (2.101)Preuve :En utilisant la premi�ere relation d'Euler, nous pouvons �erire :dimM1;h + dimX1;h = (2NAi + 1) + (2NA+NE � 1) = 7NE= dimM2;h + dimX2;h (2.102)�Maintenant, prouvons l'existene et l'uniit�e de la solution disr�ete du probl�eme (2.100).Proposition 2.5.1 Le probl�eme (2.100) admet une unique solution (uh ; ph) 2M1;h�X1;h,d�e�nie par(i) uh 2 P 2n;0 est solution du probl�eme variationnel :XK (ruh ; rwh)0;K =XK (�0 f ; wh)0;K ; 8wh 2 P 2n;0 (2.103)(ii) ph 2 (BDM1 + �) est donn�e sur haque triangle K du maillage parphjK = r uhjK : (2.104)Notons que la formulation variationnelle (2.103) est la formulation non-onforme pour l'es-pae P 2n;0 introduite par Fortin et Soulie [28℄, dans le as d'un terme soure onstant partriangle.Preuve :Nous prouvons que (uh; ph) 2 M1;h � X1;h est solution de (2.100) si et seulement si il estsolution de (2.103 - 2.104). Soit (uh; ph) 2 P 1n;0 � (BDM1 + �) une solution de (2.100).Commen�ons par prouver (ii).(ii) En prenant qh = ph � r uh 2 (P 1)2 dans l'�equation (2.100)2, nous avons lairementph = r uh.(i) Soit wh 2 P 2n;0. En prenant qh = rwh dans l'�equation (2.100)2, la formule de Greendonne XK (r uh ; rwh)0;K = �XK ZK div phwh dx+XK Z�K (ph � �) wh d� (2.105)
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles� L'�equation (2.100)1 implique que div phjK = ��0fjK. DonXK ZK div phwh dx = �XK ZK �0fjK wh dx� ph 2 X1;h, don il s'�erit ph = p1;h + p2;h ave p1;h 2 BDM1 et p2;h = PK2Th �K rot bK.En utilisant l'inlusion BDM1 � Hdiv(
), l'int�egrale de bord du terme (2.105) se r�e�eritXK Z�K (ph � �)wh d� = XK Z�K p1;h � � wh d� +XK �K Z�K rot bK � � wh d�= Xa2Ab Za p1;h � �a wh d� �Xa2Ai Za p1;h � �a [wh℄ d� (2.106)+XK �K Z�K �bK��K wh d�D'apr�es le Lemme 2.4.3, le terme PK �K R�K �bK��K wh d� s'annule. De plus, puisque [wh℄(respetivement wh) s'annule aux points de Gauss de haque arête interne (respetivementfronti�ere), que wh 2 P 2 et que p1;h ��a 2 P 1(a), l'int�egrale Ra p1;h ��a [wh℄ d� (respetivementRa p1;h � �awh d�) est nulle. On obtient don la formulation variationnelle (2.103).Ainsi, toute solution de (2.100) est solution de (2.103-2.104), qui admet une unique solution.Cei prouve l'uniit�e de la solution du sh�ema (2.100). L'existene de la solution de (2.100)provient de la lin�earit�e du probl�eme (2.100) et de l'�egalit�e (2.101). �Remarque : Existene et uniit�e par le lemme de Babu�ska-Brezzi disretIl est int�eressant de voir omment se prouve diretement l'existene et l'uniit�e de la solu-tion du sh�ema bô�te (2.100) en appliquant diretement le th�eor�eme de Babu�ska-Brezzi. Lesformes bilin�eaires assoi�ees sont d�e�nies pour ph 2 X1;h = BDM1 + �; uh 2 M1;h = P 2n;0,qh 2 X2;h et vh 2M2;h :8>>>>>>><>>>>>>>:
ah(ph; qh) = (ph; qh)0;
 =XK ZK ph � qh dxb1;h(uh; qh) = �XK ZK ruh � qh dxb2;h(vh; ph) =XK ZK div ph vh dx (2.107)

Soit l2;h l'appliation nulle et m2;h la forme lin�eaire ontinue d�e�nie sur M2;h par< m2;h; vh >=XK ZK f vh dx
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesV�eri�ons les hypoth�eses du Th�eor�eme 2.2.3 de Babu�ska-Brezzi disret .(i) Montrons que V1;h = V2;h o�uV1;h = fph 2 X1;h; XK ZK div ph vh dx = 0 ; 8vh 2M2;hg;V2;h = fqh 2 X2;h; �XK ZK ruh � qhdx = 0 ; 8uh 2M1;hg: (2.108)L'�egalit�e (2.101) des dimensions entre espaes d'inonnues et espaes de test donne :dimV1;h = dimX1;h � dimM2;h = dimX2;h � dimM1;h = dimV2;h:Il reste �a prouver l'inlusion : V1;h � V2;h.Soit ph 2 V1;h. Puisque BDM1 � X2;h et rot bK 2 X2;h, alors ph 2 X2;h. V�eri�ons don queb1;h(uh; ph) = 0; pour tout uh 2M1;h.ph 2 V1;h implique que div phjK = 0 ; 8K (puisque ph 2 X1;h = BDM1 + �, dondiv phjK 2 P 0(K)). Soit uh 2M1;h. En utilisant la formule de Green,b1;h(uh; ph) = �XK ZK ruh � ph dx =XK ZK uh div ph| {z }=0 dx�XK Z�K uh ph � � d� (2.109)D'autre part, ph s'�erit loalement phjK = p1;hjK+�K rot bK , o�u p1;h est la omposante selonBDM1 � Hdiv(
) et �K une onstante de R. L'�equation (2.109) est �equivalente �a :b1;h(uh; ph) = XK Z�K uh ph � � d�= XK Z�K uh p1;h � � d� +XK Z�K uh (�K rot bK) � � d�= Xa2Ab Za uh p1;h � �a d� � Xa2Ai Za[uh℄ p1;h � �a d� (2.110)+XK �K Z�K uh �bK�� d�Par le Lemme 2.4.3, R�K uh �bK�� d� = 0, puisque uh 2 P 2. D'autre part, p1;h 2 (P 1(K))2 etuh; [uh℄ 2 P 2n;0. Don l'int�egration de uh p1;h � �a (respetivement [uh℄ p1;h � �a) le long d'unearête a 2 A est exate aux deux points de Gauss de a. Les fontions uh et [uh℄ s'annulenten es deux points de Gauss. Don,Xa2Ai Za[uh℄ p1;h � �a d� = 0 et Xa2Ab Za uh p1;h � �a d� = 0:Finalement, tous les termes de l'�equation (2.110) sont nuls, don b1;h(uh; ph) = 0. Ce quiprouve l'�egalit�e V1;h = V2;h = Vh. On a don,supph2V1;h;kphkdiv;h�1 ah(ph; qh) = supph2Vh;kphk0;h�1 ah(ph; qh) = kqhk0;h ; (2.111)- 72 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglespuisque les normes k � k0;h et k � kdiv;h sont �equivalentes .Cei valide la ondition (i).(ii) ette �egalit�e est automatiquement v�eri��ee par tout hoix des espaes M1;h; X1;h;M2;het X2;h qui satisfont l'�egalit�e (2.101).(iii) Nous allons prouver qu'il existe une onstante �1 > 0 telle quesupqh2X2;h;jqhj0;h�1 b1;h(uh; qh) � �1juhj1;h ; 8uh 2M1;hSoit uh 2M1;h. Soit qhjK = �ruhjKjuhj1;h , alors qh 2 X2;h = (P 1)2 et jqhj1;h = 1. Don,b1;h(uh; qh) = �XK ZK ruh � qh dx = +XK ZK jruhj2juhj1;h dx = juhj1;h (2.112)Don �1 = 1 onvient dans (iii).(iv) Nous herhons une onstante �2 > 0 telle quesupph2X1;h;kphkdiv;h�1 b2;h(vh; ph) � �2jvhj0;
; 8vh 2M2;hSoit vh 2M2;h = P 0, d'apr�es [39℄, il existe qh 2 RT 0 tel que� div qh = vhkqhkdiv;
 �  jvhj0;
 (2.113)Posons ~qh = qhkqhkdiv;h , alors ~qh 2 RT 0 � X1;h et k~qhkdiv;h = 1. Ainsi,b2;h(vh; ~qh) =XK ZK div ~qhvh dx =XK ZK div qhvhkqhkdiv;hdx =XK ZK jvhj20;Kkqhkdiv;hdx = jvhj20;
kqhkdiv;
(2.114)Don b2;h(vh; ~qh) � 1 jvhj0;
, 'est-�a-dire �2 = 1 onvient pour satisfaire la ondition (iv).Les hypoth�eses du th�eor�eme de Babu�ska-Brezzi disret sont v�eri��ees, e qui assure l'exis-tene, l'uniit�e et la stabilit�e de la solution du sh�ema bô�te (2.100)kuhk1;h + kphkdiv;h � Cjf j0;
 �La stabilit�e du sh�ema bô�te (2.100) se d�emontre �egalement de fa�on direte, en utilisant lesr�esultats de la Proposition 2.5.1 :Lemme 2.5.2 (Stabilit�e)Il existe une onstante C ind�ependante de h telle que la solution(uh; ph) 2 P 2n;0 � (BDM1 + �) du sh�ema bô�te (2.100), satisfaitkuhk1;h + kphkdiv;h � Cjf j0;
 (2.115)- 73 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesPreuve :On d�eduit de la Proposition 2.5.1, les relations suivantes :juhj1;h � C1jf j0;
jphj0;
 = juhj1;hOn d�eduit du Lemme de Poinar�e disret 2.4.8 quekuhk1;h � C2jf j0;
 (2.116)De plus, div ph = ��0 f par l'�equation (2.100)1, don ei nous permet de onlure quekphkdiv;h � juhj1;h + j�0f j0;hPuisque juhj1;h � C1 jf j0;
, on d�eduit quekphkdiv;h � C3 jf j0;
On onlut la stabilit�e du sh�ema, en ombinant ette in�egalit�e ave (2.116). �De plus, la solution du sh�ema (2.100) satisfait les estimations d'erreur a priori suivantes.Proposition 2.5.2 (Estimations d'erreur a priori)Soit (u; p) 2 H10 (
)�Hdiv(
) la solution du probl�eme mixte de type Petrov-Galerkin (2.2).Soit (uh; ph) 2 P 2n;0� (BDM1+�) la solution du sh�ema bô�te (2.100). On suppose de plusque u 2 H3(
), on a alors :(i) ju� uhj1;h � C h2 (juj3;
 + jf j1;
)(ii) ju� uhj0;
 � C h2(juj3;
 + jf j1;
)(iii) jp� phjdiv;h � C h jf j1;
(iv) jp� phj0;
 � C h2(juj3;
 + jf j1;
) (2.117)Preuve :Dans la suite, on suppose que u 2 H3(
). (i) Notons ah la forme bilin�eaire d�e�nie surl'espae H10 (
) + P 2n;0 parah(u; v) =XK (ru;rv)0;K; 8u; v 2 H10 (
) + P 2n;0:On utilise un argument lassique. Pour tout vh 2 P 2n;0, on aju� uhj1;h � ju� vhj1;h + juh � vhj1;hOr, par d�e�nition de ah,juh � vhj21;h = ah(uh � vh; uh � vh) (2.118)= ah(uh � u; uh � vh) + ah(u� vh; uh � vh)- 74 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesDon juh � vhj1;h � supvh2P 2n;0 jah(uh � u; uh � vh)jjuh � vhj1;h + ju� vhj1;h (2.119)e qui donne :ju� uhj1;h � 2 infwh2P 2n;0 ju� whj1;h| {z }(I) + supwh2P 2n;0 jah(uh � u; wh)jjwhj1;h| {z }(II) (2.120)� Estimons l'erreur de onsistane (II). Soit wh 2 P 2n;0,ah(uh � u; wh) = XK ZK r(uh � u) � rwh dx= XK ZK ruh � rwh dx�XK ZK ru � rwh dxSoit enore, puisque uh est solution du probl�eme �equivalent (2.103)ah(uh � u; wh) = XK (�0f; wh)0;K +XK ZK �uwh dx�XK Z�K(ru � �)wh d� :Or, ��u = f dans L2(
), donah(uh � u; wh) = XK ZK(�0f � f)wh dx�XK Z�K(ru � �)wh d�Notons Lu la forme lin�eaire d�e�nie sur l'espae H10 (
) + P 2n;0 par :Lu(wh) =XK Z�K(ru � �)wh d� ; 8u 2 H10 (
) \H2(
) :Estimons le terme Lu(wh) pour u 2 H10 (
) \H2(
) :Lu(wh) =XK Z�K(ru � �)wh d� = �Xa2Ai Zaru � �a[wh℄ d� + Xa2Ab Zaru � �awh d� (2.121)Soit P 1(a) la restrition �a l'arête a des polynômes de degr�e 1. �1a d�esigne la projetion deL2(a) sur P 1(a). P 2n;0 satisfait le path-test (Lemme 2.4.7), wh 2 P 2n;0 et �1a(ru��a) 2 P 1(a),don Zaru � �a[wh℄ d� = Za�ru � �a � �1a(ru � �a)� [wh℄ d�; a 2 AiDe même, Zaru � �a wh d� = Za�ru � �a � �1a(ru � �a) �wh d�; a 2 Ab :- 75 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesAinsi, l'�equation (2.121) devient :Lu(wh) = �Xa2Ai Za�ru � �a � �1a(ru � �a)� [wh℄ d�+ Xa2Ab Za�ru � �a � �1a(ru � �a)�wh d�= XK2 Xe2�K Ze�ru � �e � �1a(ru � �e)�wh d� (2.122)
En appliquant le Lemme 2.2.2 (k = 1; m = 1), on obtient l'estimationj Ze�ru � �e � �1a(ru � �e)�wh d�j � C �K h2K jwhj1;Kjruj2;KLu(wh) est don major�e par : jLu(wh)j � C1 h2 jwhj1;h juj3;
: (2.123)Estimons maintenant le terme XK ZK(�0f � f)wh dx.Par d�e�nition de �0, op�erateur de projetion sur les polynômes onstants,XK ZK(�0f � f)wh dx =XK ZK(�0f � f) (wh � �0wh) dx :Ainsi, nous obtenons en utilisant l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz et l'estimation (2.20) :jXK ZK(�0f � f)wh dxj � XK j�0f � f j0;Kjwh � �0whj0;K� XK (1 hKjf j1;K) (2 hKjwhj1;K)� C2 h2jf j1;
jwhj1;h:Cei donne l'estimation de ah(uh � u; wh) =PK RK(�0f � f)wh dx� Lu(wh) :jah(uh � u; wh)j � C1 h2jwhj1;hjuj3;
 + C2 h2jf j1;
jwhj1;h� C h2 jwhj1;h (juj3;
 + jf j1;
)On en d�eduit que (II) � C h2 (juj3;
 + jf j1;
).� D'autre part, en notant �2h l'op�erateur de projetion P 2-Lagrange : �2h : L2(
)! P 2;0 surP 2;0, et par inlusion de P 2;0 dans P 2n;0, on obtient l'estimation de l'erreur d'approximationinfwh2P 2n;0 ju� whj1;h � ju� �2huj1;hEn utilisant le Lemme 2.2.1,(I) = infwh2P 2n;0 ju� whj1;h � C3 h2juj3;
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesCei nous permet de onlure d'apr�es (2.120) que :ju� uhj1;h � C h2�juj3;
 + jf j1;
�Nous avons ainsi d�emontr�e l'assertion (i).(ii) Utilisons un argument de type Aubin-Nitshe pour �evaluer la norme L2 de l'erreur(omme le sugg�ere D. Braess [4℄) :ju� uhj0;
 = supg2L2(
) (u� uh; g)0;
jgj0;
Soit g une fontion de L2(
). D�e�nissons �g (respetivement �h) la solution du probl�emeontinu (2.2) (respetivement disret (2.100)) de terme soure g 2 L2(
) :�g 2 H10 (
) \H2(
) solution de(r�g;rv)0;
 = (g; v)0;
 ; v 2 H10 (
) : (2.124)�h 2 P 2n;0 solution deXK (r�h;rvh)0;K =XK (�0g; vh)0;K ; vh 2 P 2n;0 : (2.125)Alors (u� uh; g)0;
 s'�erit :(u� uh; g)0;
 = ah(u� uh; �g � �h)� �ah(u� uh; �g)� (u� uh; g)���ah(u; �g � �h)� (f; �g) + (�0f; �h)�Ainsi, j(u� uh; g)0;
j � jah(u� uh; �g � �h)j| {z }(I) + jah(u� uh; �g)� (u� uh; g)j| {z }(II)+ jah(u; �g � �h)� (f; �g) + (�0f; �h)j| {z }(III)� Evaluons le terme (I) = jah(u � uh; �g � �h)j. Par d�e�nition de la forme bilin�eaire ah,l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz donnejah(u� uh; �g � �h)j � ju� uhj1;h j�g � �hj1;hPar le r�esultat pr�e�edent : ju� uhj1;h � Ch2 (juj3;
 + jf j1;
)En pro�edant de la même fa�on qu'au (i), on prouve l'estimationjL�g(wh)j � C h jwhj1;h j�gj2;
: (2.126)- 77 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesEn appliquant le Lemme 2.2.2 pour m = 0; k = 1, le termejXK ZK(�0f � f)wh dxj = jXK ZK f (�0wh � wh) dxj � C h jf j0;
 jwhj1;h (2.127)e qui donne en regroupant, j�g � �hj1;h � ~Chj�gj2;
: (2.128)Puisque j�gj2;
 � Cjgj0;
, on obtientj(I)j = jah(u� uh; �g � �h)j � C1h3 (juj3;
 + jf j1;
) jgj0;
 : (2.129)� Posons wh = u� uh, en int�egrant par parties, on obtientjah(u� uh; �g)� (u� uh; g)j = jah(wh; �g)� (wh; g)0;
j= jXK Z�K r�g � � wh d�j = jL�g(wh)jGrâe �a l'estimation (2.126) et l'in�egalit�e j�gj2;
 � Cjgj0;
, on ajah(u� uh; �g)� (u� uh; g)j � C h jgj0;
 ju� uhj1;h (2.130)Finalement, en utilisant l'estimation (i), on trouvej(II)j = jah(u� uh; �g)� (u� uh; g)j � C2 h3 jgj0;
 �juj3;
 + jf j1;
� (2.131)� Estimons le terme (III). Posons wh = �g � �hjah(u; �g � �h)� (f; �g) + (�0f; �h)j = jah(u; wh)� (f; wh)� (f; �h) + (�0f; �h)j= jLu(wh)� (f � �0f; �h)j� jLu(wh)j+ j(f � �0f; �h)j� jLu(wh)j+ j(f � �0f; �h � �0�h)j� Ch2jwhj1;h(juj3;
 + jf j1;
)+jf � �0f j0;
j�h � �0�hj0;
Or, j�h � �0�hj0;
 � C hj�hj1;h � C h jgj0;
: Don,j(III)j = jah(u; �g � �h)� (f; �g) + (�0f; �h)j � C h3jgj0;
(juj3;
 + jf j1;
)+C h2jf j1;
jgj0;
Finalement, en regroupant les termes, nous obtenons une estimation de ju� uhj0;
 :ju� uhj0;
 � supg2L2(
) 1jgj0;
hC1h3(juj3;
 + jf j1;
)jgj0;
 + C2h3(juj3;
 + jf j1;
)jgj0;
+C3 h2�hjuj3;
 + (1 + h)jf j1;
�jgj0;
i� Ch2(jf j1;
 + juj3;
) - 78 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesOn ne peut obtenir une meilleure estimation de l'erreur ju�uhj0;
 en raison de l'estimationdu terme jf � �0f j0;
.(iii) Nous avons vu que div phjK = ��0fjK, donjp� phj2div;h =XK jp� phj2div;K =XK j div p� div phj20;K =XK jf � �0f j20;K (2.132)on prouve (iii) grâe au Lemme 2.2.1.(iv) L'estimation d'erreur en p se d�eduit de l'�eriture (2.104) :jp� phj20;
 =XK jp� phj20;K =XK jru�ruhj20;K =XK ju� uhj21;K = ju� uhj21;h (2.133)On onlut en utilisant l'estimation (i). �Remarque : Tenseur de di�usion :Sous la ondition d'existene de deux onstantes 1; 2 telles que2�t� � �tK(x) � � 1�t� ; 8 x 2 
 ; 8� 2 R2 ;on prouve (omme dans la Proposition 2.5.1 pour le sh�ema bô�te (2.100)), que le sh�emabô�te assoi�e au probl�eme de Poisson ave tenseur (2.66) : herher(uh ; ph) 2 P 2n;0 � (BDM1 + �) solution de8>><>>: XK2Th(div ph + f; vh) = 0 ; 8vh 2 P 0XK2Th(ph � Kruh; qh) = 0 ; 8qh 2 (P 1)2 (2.134)admet une unique solution donn�ee par(i) uh 2 P 2n;0 solution du probl�eme variationnel :XK (Kruh ; rvh)0;K =XK (�0 f ; vh)0;K; 8 vh 2 P 2n;0 (2.135)(ii) ph 2 (BDM1 + �) est donn�e sur haque triangle K :phjK = �1(Kr uhjK): (2.136)L'�etude de e sh�ema bô�te pour le probl�eme de Poisson ave tenseur de di�usion n'a pas�et�e plus approfondie.2.5.2 Comparaison ave la m�ethode mixte de Farhloul et FortinDans [29℄, Farhloul et Fortin ont introduit la forme mixte suivante :herher (u0h; p0h) 2M2;h �X1;h tel que8>><>>: XK2Th (div p0h + f ; vh)0;K = 0 ; 8vh 2M2;hXK2Thf(p0h ; qh)0;K + (div qh ; u0h)0;Kg = 0 ; 8qh 2 X1;h (2.137)
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesCe probl�eme a une unique solution (u0h ; p0h) 2 M2;h �X1;h qui satisfaitku0hk1;h + kp0hkdiv;h � Cjf j0;
:La forme hybrid�ee de (2.137) est : herher (uh ; ph ; �h) 2 M2;h � X2;h � �h tel que pour(vh ; qh ; �h) 2M2;h �X2;h � �h, on ait8>>>>>>>><>>>>>>>>:
XK2Thn(ph ; qh)0;K + ZK div qh uh dx� Z�K qh � � �h d�o= 0XK2Th ZK div ph vh dx+ (f ; vh)0;K = 0XK2Th Z�K ph � � �h d� = 0 (2.138)

L'espae �h des multipliateurs de Lagrange est d�e�ni par �h = �1;h � �2;h o�u�1;h = n�h 2 L2(A) ; �hje 2 P 0 (e) ; 8 e 2 Ai ; �hje = 0 8 e 2 Abo (2.139)�2;h = n�h =  jA ;  2 C0(
) ;  jK 2 P 1(K) ; 8K 2 Th ;  j� = 0o (2.140)Le lien entre le sh�ema bô�te (2.100) et la forme hybrid�ee (2.138) de la m�ethode mixte (P 0h)est donn�e parProposition 2.5.3 (Lien ave la m�ethode mixte de Farhloul et Fortin)Soit (uh ; ph) 2 M1;h � X1;h la solution du sh�ema bô�te (2.100). Soit �h 2 �h = �1h 
 �2hd�e�ni par �h = �1h + �2h o�u �1h 2 �1h est d�e�ni pour a = [S 0; S 00℄ 2 Ai par(i) �1hja = 13 [2uh (xa)� (uh (S 0) + uh (S 00))℄ ; 8 a 2 Ai(ii) �2h 2 �2h est la fontion aÆne ontinue d�e�nie par les valeurs de uh aux sommetsdu maillage. Alors,(a) (�0 uh ; ph) est la solution du sh�ema mixte (2.137).(b) (�0 uh ; ph ; �h) est la solution de (2.138).Preuve :(a) Soit (uh ; ph) 2 M1;h � X1;h la solution du sh�ema bô�te (2.100). Puisque (2.100)1 et(2.137)1 sont identiques, nous allons montrer que (ph ; �0 uh) est solution de l'�equation(2.137)2. Pour qh dans X1;h, nous avonsXK (ph ; qh)0;K = XK2Th (r uh ; qh)0;K (2.141)= � XK2Th (uh ; div qh)0;K + XK2Th Z�K uh (qh � �) d�Nous avons d�ej�a vu qu'il r�esulte des propri�et�es des espaes P 2n;0 et BDM1 + �, que laseonde somme dans l'�equation (2.141) est nulle. Puisque div qh 2 P 0 nous onluons que(ph ; qh) = �PK2Th(�0uh; div qh)0;K, qui est l'identit�e (2.137)2 pour p0h = ph et u0h = �0uh.- 80 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles(b) Par uniit�e de la solution de (2.138), il est suÆsant de prouver que(�0uh; ph; �h) 2 M2;h � X2;h � �h est solution de (2.138), ave � = �1 + �2 2 �1 � �2d�e�ni par la Proposition 2.5.3 (i), (ii). Pour qh 2 X2;h, nous avons enore (2.141). Nousd�eduisons en utilisant la formule de quadrature de Simpson que pour tout e 2 �K,Ze(qh � �)uh d� = Ze(qh � �)� d� (2.142)Ainsi, (�0uh; ph; �h) 2M2;h �X2;h � �h est solution de (2.138). �2.6 Sh�ema (uh ; ph) 2 P 2n;0 � (RT 1 + �)Pour e dernier sh�ema, nous introduisons l'espae X1;h = RT 1 + �, o�u RT 1 d�esignel'espae de Raviart-Thomas d'ordre 1, [39℄, et l'espae � est l'espae engendr�e par les rota-tionnels de la bulle quadratique non-onforme, d�e�nis tous deux au paragraphe 2.4.3. Lesdegr�es de libert�e de l'espae X1;h sont don situ�es au niveau des mailles et des arêtes dumaillage. L'espae X1;h est de dimension :dimX1;h = dimRT 1 + dim�� dim(RT 1 \ �)= 2NE + 2NA+NE � 1 = 3NE + 2NA� 1 (2.143)Nous gardons M1;h = P 2n;0 pour l'inonnue salaire uh. Nous herhons des espaes defontions test de type disontinus satisfaisant la relation (2.49) d'�egalit�e des dimensionsdimX1;h + dimM1;h = dimX2;h + dimM2;h: (2.144)Or, dimX1;h + dimM1;h = 3NE + 2(NA +NAi) = 9NE, e qui sugg�ere de hoisir ommeespaes de fontions test, les espaes :X2;h = nqh 2 (L2(
))2 ; qhjK 2 (P 1(K))2; 8K 2 Tho ; (2.145)M2;h = nvh 2 L2(
) ; vhjK 2 P 1(K); 8K 2 Tho ; (2.146)totalement disontinus, de dimensions respetives dimX2;h = 6NE et dimM2;h = 3NE.On notera aussi es espaes (P 1)2 et P 1. La relation (2.49) est don v�eri��ee ave e hoixd'espaes. D�e�nissons maintenant le sh�ema bô�te assoi�e :D�e�nition 2.6.1 (Sh�ema bô�te P 2n;0 � (RT 1 + �))Soit le sh�ema bô�te : herher (uh; ph) 2 P 2n;0 � (RT 1 + �) tel que8>>><>>>: XK ZK(div ph + f) vh dx = 0 ; 8vh 2 P 1XK ZK(ph �ruh) � qh dx = 0 ; 8qh 2 (P 1)2 (2.147)
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesProposition 2.6.1 Le sh�ema bô�te (2.147) admet une unique solution(uh ; ph) 2 P 2n;0 � (RT 1 + �), donn�ee par(i) uh 2 P 2n;0 est solution deXK2Th(r uh ; rwh)0;K = XK2Th(�1 f ; wh)0;K ; 8wh 2 P 2n;0 (2.148)(ii) ph est donn�e sur haque triangle K par :phjK(x) = ruhjK(x)� 13n�1f ��!GKx� �1[�1f ��!GKx℄o (2.149)o�u GK est le entre de gravit�e du triangle KRemarquons que la solution uh du sh�ema bô�te (2.147) est la solution du probl�eme standardnon-onforme de Fortin-Soulie dans le as d'un terme soure aÆne par moreau.Preuve :Le probl�eme (2.147) est lin�eaire ave autant d'inonnues que d'�equations. Don prouver l'uni-it�e de la solution du probl�eme (2.147) suÆt �a prouver l'existene et l'uniit�e de la solutiondu probl�eme (2.147). L'uniit�e du probl�eme (2.147) est donn�ee par l'uniit�e de (2.148-2.149).Soit (uh ; ph) 2M1;h�X1;h solution du probl�eme (2.147). Montrons que (uh ; ph) est solutionde (2.148-2.149).(i) Soit wh 2 P 2n;0, rwh 2 X2;h. Ainsi en appliquant la formule de Green dans l'�equation(2.147)2 pour qh = rwh, on aXK (r uh ; rwh)0;K = �XK (div ph ; wh)0;K +XK Z�K (ph � �)wh d� (2.150)La d�eomposition de phjK 2 X1;h = RT 1 +� est loalement phjK = p̂hjK + �K rot bK. Don,XK Z�K (ph � �)wh d� =XK Z�K p̂h � � wh d� +XK �K Z�K �bK�� wh d� (2.151)Le dernier terme du membre de droite de l'�equation (2.151) s'annule en vertu du Lemme2.4.3. La ontinuit�e de p̂h �� le long de haque arête interne et les propri�et�es de l'espae P 2n;0impliquent que le terme XK Z�K p̂h � � wh d� = 0(int�egration exate aux deux points de Gauss de haque arête d'un polynôme de degr�e3). D'autre part, puisque M2;h est un espae de polynômes de degr�e 1 par triangle, nousd�eduisons de (2.147)1 que div phjK = ��1fK , pour tout triangle K. Cei d�emontre lapremi�ere partie du r�esultat.
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles(ii) Consid�erons maintenant ph 2 X1;h. Dans un triangleK, il s'�erit phjK = p̂hjK+�K rot bK.L'expression loale de p̂hjK 2 RT 1(K) estp̂hjK(x) = phjK(x) + [AK � ���!GK x℄���!GK x; (2.152)o�u ph 2 P1(K)2 et AK est un veteur onstant de K. De plus, 8K; div phjK = ��1fjK par(2.147)1. D'apr�es (2.152), on a :div ph = div �ph| {z }2P 0 +3 (AK � ���!GK x) (2.153)En identi�ant les deux valeurs de div ph, puis en prenant le gradient, on obtientAK = �13 r (�1f). D'autre part, sur un triangle K, (�1f)K s'�erit enore(�1f)K = (�0f)K +r (�1f)K � ���!GK x ;don la omposante quadratique de phjK est �egale �a :(AK � ���!GK x)���!GK x = �13[(�1fjK � �0fjK)���!GK x℄ :La partie lin�eaire de ph est ~phjK = phjK + �K rot bK . Elle se d�etermine par (2.147)2 :(~ph �ruh; qh) = �13((�1f � �0f)���!GK x; qh)0;K ; qh 2 (P 1)2 (2.154)e qui donne (2.149). �Lemme 2.6.1 (Stabilit�e)Il existe une onstante C ind�ependante de h telle que la solution (uh; ph) 2 P 2n;0�(RT 1+�)du sh�ema bô�te (2.147) satisfaitkuhk1;h + kphkdiv;h � Cjf j0;
 (2.155)Preuve :On d�eduit de la Proposition 2.6.1 et de l'�eriture loale de div ph, les relations suivantes :juhj1;h � C1 jf j0;
kphkdiv;h � juhj1;h + C2 jf j0;
On onlut, en ombinant es relations et en utilisant l'in�egalit�e de Poinar�e disret (Lemme2.4.8). �Remarque :L'existene et l'uniit�e de la solution du sh�ema (2.147) peuvent aussi se d�emontrer env�eri�ant les onditions inf-sup du th�eor�eme de Babu�ska-Brezzi disret.- 83 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesTout omme pour le sh�ema bô�te P 2n;0 � (BDM1 + �) les formes bilin�eaires sont d�e�niespour ph 2 X1;h; uh 2M1;h; qh 2 X2;h et vh 2M2;h par :8>>>>>>><>>>>>>>:
ah(ph; qh) = (ph; qh)0;
 =XK ZK ph � qh dxb1;h(uh; qh) = �XK ZK ruh � qh dxb2;h(vh; ph) =XK ZK div ph vh dx (2.156)

Soit l2;h l'appliation nulle et m2;h la forme lin�eaire ontinue d�e�nie sur M2;h par< m2;h; vh >=XK ZK �1f vhdxNous donnons aussi la preuve de l'existene et de l'uniit�e de la solution du sh�ema bô�te(2.147) par le th�eor�eme de Babu�ska-Brezzi disret. V�eri�ons les hypoth�eses du th�eor�eme deBabu�ska-Brezzi disret.(i). � Montrons que V1;h = V2;h ave :V1;h = fph 2 X1;h;XK ZK div ph vh dx = 0; 8vh 2 M2;hg;V2;h = fqh 2 X2;h;�XK ZK ruh � qhdx = 0; 8uh 2M1;hg: (2.157)L'�egalit�e (2.49) des dimensions entre espaes d'inonnues et espaes de test donne :dimV1;h = dimX1;h � dimM2;h = dimX2;h � dimM1;h = dimV2;h:Il reste �a prouver l'inlusion : V1;h � V2;h. Soit ph 2 V1;h, alors, ph 2 X2;h (les �el�ements deRT 1, �a divergene nulle sont dans (P 1)2 et rot bK 2 (P 1)2). V�eri�ons don queb1;h(uh; ph) = 0; pour tout uh 2 M1;h. ph 2 X1;h = RT 1 + �, don div phjK 2 P 1(K),8K 2 Th. Or ph 2 V1;h. D'o�u on d�eduit que div phjK = 0. Soit uh 2 M1;h. En utilisant laformule de Green,b1;h(uh; ph) = �XK ZK ruh � phdx =XK ZK uh div ph| {z }=0 +XK Z�K uh ph � � d� (2.158)D'autre part, ph s'�erit loalement phjK = p̂h + �K rot bK , o�u p̂h est la omposante selonRT 1 � Hdiv(
) et �K est une onstante de R. L'�equation (2.158) est �equivalente �a :b1;h(uh; ph) = XK Z�K uh ph � � d�= XK Z�K uh p̂h � � d� +XK Z�K uh (�K rot bK) � � d� (2.159)= Xa2Ab Za uh p̂h � �a d� �Xa2Ai Za[uh℄ p̂h � �a d� +XK �K Z�K uh �bK�� d�- 84 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesPar le Lemme 2.4.3, R�K uh �bK�� d� = 0 ; 8uh 2 P 2:D'autre part, p1h 2 (P 1(K))2 et uh 2 P 2n;0. L'int�egration aux deux points de Gauss de l'arêtea 2 Ai de l'expression [uh℄ p1h � �a est exate. Or uh, est ontinue aux points de Gauss d'unearête interne a, don [uh℄ est nul aux points de Gauss de a. On en d�eduitXa2Ai Za[uh℄ p1h � �a d� = 0:De même, l'int�egration sur une arête fronti�ere a 2 Ab de Ra uh p1h � �a est exate aux pointsde Gauss de l'arête a. Ainsi : Xa2Ab Za uh p1h � �a d� = 0:Finalement, nous venons de prouver que haque terme de l'�equation (2.159) est nul, 'est-�a-dire b1;h(uh; ph) = 0 ; 8uh 2M1;h. Alors V1;h = V2;h = Vh,supph2V1;hkphkdiv;h ah(ph; qh) = supph2Vhkphk0;h ah(ph; qh) = kqhk0;h ; (2.160)puisque les normes k � k0;h et k � kdiv;h sont �equivalentes.Cei onlut la ondition (i).(ii) est v�eri��e par le hoix des espaesM1;h; X1;h;M2;h etX2;h qui satisfont la relation (2.144).(iii) Prouvons qu'il existe une onstante �1 > 0 telle quesupqh2X2;h;jqhj0;h�1 b1;h(uh; qh) � �1juhj1;h; 8uh 2M1;hSoit uh 2 M1;h. Soit qhjK = �ruhjKjuhj1;h , alors qh 2 X2;h = (P 1)2 par d�e�nition de l'espaeM1;h = P 2n;0 et jqhj1;h = 1. Ainsib1;h(uh; qh) = �XK ZK ruh � qh dx = �XK ZK jruhj2juhj1;h dx = juhj1;h (2.161)�1 = 1 onvient pour prouver (iii).(iv) Nous herhons �2 > 0 onstante telle quesupph2X1;h;kphkdiv;h�1 b2;h(vh; ph) � �2jvhj0;h; 8vh 2M2;hSoit vh 2M2;h = P 1, d'apr�es [39℄, il existe qh 2 RT 1 tel que� div qh = vhkqhkdiv;
 � jvhj0;h (2.162)Posons ~qh = qhkqhkdiv;
 , alors ~qh 2 X1;h et k~qhkdiv;
 = 1 .b2;h(vh; ~qh) =XK ZK div ~qhvh dx =XK ZK div qhvhkqhkdiv;
dx =XK ZK jvhj20;Kkqhkdiv;
dx = jvhj20;hkqhkdiv;
(2.163)- 85 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesDon b2;h(vh; ~qh) � 1 jvhj0;
, 'est-�a-dire �2 = 1 onvient. La ondition (iv) est en fait laondition inf-sup du probl�eme mixte standard de Raviart-Thomas pour l'espae RT 1.Finalement, les hypoth�eses du th�eor�eme de Babu�ska-Brezzi sont v�eri��ees, e qui prouvel'existene et l'uniit�e du du sh�ema bô�te (2.147), ainsi que sa stabilit�e :k(uh; ph)kM1;h�X1;h = kuhk1;h + kphkdiv;
 � C jf j0;
 �Nous d�eduisons de la formulation de la Proposition 2.6.1, les estimations d'erreur a prioride la solution du sh�ema bô�te (2.147).Proposition 2.6.2 (Estimation d'erreur a priori)Soient (u; p) 2 H10 (
)�Hdiv(
) la solution du probl�eme mixte de Petrov-Galerkin (2.2) et(uh; ph) 2 P 2n;0 � (RT 1 + �) la solution du sh�ema bô�te (2.147). Si de plus, u 2 H3(
) etf 2 H2(
), alors (i) ju� uhj1;h � Ch2(juj3;
 + jf j1;
)(ii) ju� uhj0;h � Ch3(juj3;
 + jf j1;
 + jf j2;
)(iii) jp� phjdiv;h � Ch2jf j2;
(iv) jp� phj0;
 � Ch2(juj3;
 + jf j1;
) (2.164)Preuve :La preuve du (i) est identique �a l'estimation d'erreur de ju � uhj1;h du sh�ema (2.100)(Proposition 2.5.2).La preuve du (ii) est analogue au alul r�ealis�e dans la Proposition 2.5.2, en e�et :ju� uhj0;
 = supg2L2(
) (u� uh; g)0;
jgj0;
Soit g une fontion de L2(
). On d�e�nit �g (respetivement �h) la solution du probl�emeontinu (2.2) (respetivement disret (2.147)) pour la fontion g de L2(
).�g 2 H10 (
) solution de (r�g;rv)0;
 = (g; v)0;
 ; v 2 H10 (
) (2.165)�h 2 P 2n;0 solution deXK (r�h;rvh)0;K =XK (�1g; vh)0;K ; vh 2 P 2n;0 (2.166)Alors, de même on a la relation(u� uh; g)0;
 = a(u� uh; �g � �h)� �a(u� uh; �g)� (u� uh; g)���a(u; �g � �h)� (f; �g) + (�1f; �h)�- 86 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesAinsi, on aj(u� uh; g)0;
j = ja(u� uh; �g � �h)j| {z }(I) � ja(u� uh; �g)� (u� uh; g)j| {z }(II)� ja(u; �g � �h)� (f; �g) + (�1f; �h)j| {z }(III)Les �evaluations de (I) et (II) sont identiques �a elles r�ealis�ees dans la preuve de la Propo-sition 2.5.2 ((2.129) et (2.131)) :(I) = ja(u� uh; �g � �h)j � Ch3 (juj3;
 + jf j1;
) jgj0;
(II) = ja(u� uh; �g)� (u� uh; g)j � Ch3 (juj3;
 + jf j1;
) jgj0;
 (2.167)Pour (III), on pose wh = �g � �h :ja(u; �g � �h)� (f; �g) + (�1f; �h)j = ja(u; wh)� (f; wh)� (f; �h) + (�1f; �h)j= jLu(wh)� (f � �1f; �h)j� jLu(wh)j+ j(f � �1f; �h)j� jLu(wh)j+ j(f � �1f; �h � �0�h)j� Chjwhj1;hjuj3;
 + jf � �1f j0;
j�h � �0�hj0;
� Ch3jgj0;
juj3;
 + Ch3jf j2;
jgj0;
Don j(III)j � C h3jgj0;
(juj3;
+ jf j2;
). En regroupant ave (2.167), on d�eduit l'estimationju� uhj0;
.(iii) On a l'estimation d'erreur pour p en semi-norme j � jdiv;h :jp� phj2div;h =XK jp� phj2div;K =XK j div p� div phj20;K =XK jf � �1f j20;KOr, en appliquant le Lemme 2.2.1, jf � �1f j0;K � C h2K jf j2;K. Ce qui donne le r�esultat.(iv) En utilisant l'�eriture loale de ph, on obtientjp� phj20;
 = XK jp� phj20;K= XK jru�ruh + 13n(�1f)���!GK x� �1[(�1f)���!GK x℄oj20;K� ju� uhj21;h + C h2 XK j�1f j20;KjKjR2KSi R2K = 1jKj RK k�!GKxk2 dx , il existe une onstante C telle que R2K � CjKj. On obtientdon le r�esultat annon�e. �Remarque :On suppose que le tenseur K est une matrie sym�etrique d�e�nie positive ; 'est-�a-dire que K- 87 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglessatisfait la ondition de oerivit�e suivante : il existe deux onstantes 1; 2 telles que pourtout x 2 
 et tout � 2 R2 , 2�t� � �tK(x) � � 1�t� :Le sh�ema bô�te assoi�e au probl�eme de Poisson ave tenseur � div(Kru) = f , est parexemple : herher (uh; ph) 2 P 2n;0 � (RT 1 + �) tel que8>>><>>>: XK ZK(div ph + f)vhdx = 0 ; 8vh 2 P 1XK ZK(ph � Kruh) � qh = 0 ; 8qh 2 (P 1)2 (2.168)Ce probl�eme admet une unique solution donn�ee par(i) uh 2M1;h est solution deXK (Kr uh ; r vh)0;K = (�1 f ; vh) 8vh 2M1;h (2.169)(ii) ph est donn�e sur haque triangle KphjK(x) = �1(Kruh(x))jK � 13n�1f���!GK x� �1[�1f���!GK x℄o (2.170)Ce r�esultat se d�emontre omme dans la Proposition 2.6.1, o�u le tenseur de di�usion estl'identit�e K = I.2.7 Quelques appliations num�eriques2.7.1 IntrodutionSoit le domaine 
 = [0; 1℄2, on onsid�ere le probl�eme de Poisson de onditions �a lafronti�ere de type Dirihlet : � ��u = f ; sur 
 = [0; 1℄2u = g ; sur � = �
 (2.171)Les onditions sur la fronti�ere sont donn�ees par la solution exate. Nous donnons quelquesr�esultats num�eriques obtenus pour les sh�emas bô�te des setions 2.3.4, 2.5 et 2.6. Les pro-grammes sont �erits en Matlab. La programmation est r�ealis�ee grâe �a l'�equivalene dessh�emas bô�te (2.47), (2.100) (respetivement (2.147)) ave les probl�emes d�eoupl�es en uh etph donn�es par les propositions 2.3.1, 2.5.1 (respetivement 2.6.1). Dans un premier temps,on alule l'inonnue salaire u 2M1;h solution du probl�eme variationnelXK (ruh;rvh)0;K =XK (�if; vh)0;K ; vh 2M1;h i = 0; 1:Le ux disret ph est donn�e par la formule de reonstrution loale en fontion de uh et f .Si M1;h est l'espae P 2n;0, on utilise la d�eomposition de P 2n;0 omme somme direte de P 2;0- 88 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangleset 	. Les onditions limites sont donn�ees par la solution exate aux deux points de Gaussde haque arête fronti�ere. Nous repr�esentons les di��erents types de maillages du domaine 
utilis�es pour les tests.� des maillages en triangles de type 1 ompos�es de 100 ou 400 triangles (Figure 2.11).� des maillages en triangles de type 2 ompos�es de 50 ou 200 triangles (Figure 2.12 ).Pour haque test num�erique propos�e, nous alulons les taux de onvergene de l'erreurentre la solution exate et les solutions alul�ees par le sh�ema bô�te de Courbet-Croisille etles deux sh�emas bô�te quadratiques propos�es dans e hapitre. Nous repr�esentons la solu-tion (uh; ph) 2 P 2n;0 � (RT 1 + �), alul�ee par le sh�ema bô�te (2.147).

Fig. 2.11 { Maillagetriangulaire de type 1 Fig. 2.12 { Maillagetriangulaire de type 2Nous proposons 4 tests, de onditions limites de type Dirihlet, donn�ees par la solutionexate u sur la fronti�ere. Pour rappel, nous donnons quelques r�esultats num�eriques pour lesh�ema bô�te P 1n;0 � RT 0 de B. Courbet et J-P. roisille rappel�e au Paragraphe 2.3.4.2.7.2 Test 1Nous onsid�erons la solution exate du probl�eme (2.171) :u(x; y) = os(2�x) sin(2�y) ; (x; y) 2 [0; 1℄2 ;de terme soure f(x; y) = 8�2 os(2�x) sin(2�y). La solution exate donne les onditions deDirihlet sur la fronti�ere. On alule pour les trois sh�emas bô�te de e Chapitre la solutionuh 2 M1;h et le ux disret ph 2 X1;h, pour des maillages de type 1, ompos�es de 100 et 400triangles. Les tableaux 2.1, 2.2 et 2.3 pr�esentent les r�esultats num�eriques obtenus pour ettesolution exate pour les trois sh�emas bô�te (2.47), (2.100) et (2.147). On alule l'erreur ennorme L2 et en semi-norme j � j1;h de la solution salaire u et l'erreur en norme L2 du uxp. Les r�esultats de onvergene obtenus orrespondent aux taux de onvergene annon�esdans les Propositions 2.3.3, 2.5.2 et 2.6.2. Les Figures 2.13 et 2.14 repr�esentent la solutionuh 2 P 2n;0 alul�ee par le sh�ema bô�te P 2n;0 � (RT 1 + �). Le ux disret ph 2 (RT 1 + �)est repr�esent�e sur la Figure 2.15. - 89 -
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Fig. 2.14 { Test 1 : Isolignes de la solutionuh 2 P 2n;0 alul�ee par le sh�ema P 2n;0�(RT 1+�).
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Fig. 2.15 { Test 1 : Flux ph 2 (RT 1 + �)alul�e par le sh�ema P 2n;0 � (RT 1 +�).
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesnb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h100 0:0074 0.3387 0.2203 0.2400 9:2712:10�4 0.0865 0.0557 0.1taux onv. 2.9967 1.9692 1.9837Tab. 2.1 { Test 1 : R�esultats du sh�ema bô�te (uh; ph) 2 P 2n;0 � (RT 1 + �)nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h100 0.0346 0.4622 0.4622 0.2400 0.0090 0.1190 0.1190 0.1taux onv. 1.9428 1.9576 1.9576Tab. 2.2 { Test 1 : R�esultats du sh�ema bô�te (uh; ph) 2 P 2n;0 � (BDM1 + �)nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h100 0.0013 0.0321 0.0276 0.2400 3:3487:10�4 0.0162 0.0139 0.1taux onv. 1.9568 0.9866 0.9896Tab. 2.3 { Test 1 : R�esultats du sh�ema bô�te (uh; ph) 2 P 1n;0 � RT 02.7.3 Test 2La fontion u(x; y) = x y (1� x) (1� y), (x; y) 2 [0; 1℄2, est solution du probl�eme (2.171)de terme soure f(x; y) = 2 (y (1� y) + x (1� x)) et de ondition de Dirihlet g = uj�
. Onalule la solution disr�ete (uh; ph) 2 M1;h � X1;h, des trois sh�emas bô�te (2.47), (2.100)et (2.147) pour des maillages de type 1 et 2. On ompare ensuite l'erreur entre la solutionexate (u; p = ru) et la solution disr�ete (uh; ph) pour di��erentes normes. Ces r�esultats sontregroup�es dans les tableaux 2.4, 2.5 et 2.6. Les taux de onvergene de la solution (uh; ph) dehaque sh�ema bô�te par rapport �a la solution exate (u; p = ru) orrespondent aux tauxannon�es dans les th�eor�emes d'estimation d'erreur a priori (voir les Propositions 2.3.3, 2.5.2et 2.6.2). Sur les Figures 2.16 et 2.17, nous repr�esentons la solution disr�ete uh 2 P 2n;0 dush�ema bô�te (2.147). La Figure 2.18 repr�esente le ux disret ph 2 (RT 1 + �) du sh�emabô�te (2.147).
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xyFig. 2.16 { Test 2 : Solution uh 2 P 2n;0 al-ul�ee par le sh�ema P 2n;0 � (RT 1 +�). 0
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Fig. 2.17 { Test 2 : Isolignes de la solutionuh 2 P 2n;0 alul�ee par le sh�ema P 2n;0�(RT 1+�).
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Fig. 2.18 { Test 2 : Flux ph 2 (RT 1 + �)alul�e par le sh�ema P 2n;0 � (RT 1 +�).
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesnb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h100 5:9441 10�5 0.0027 0.0026 0.2400 7:2179 10�6 6:6904 10�4 6:3209 10�4 0.1taux onv. 3.0418 2.0128 2.040350 1:2415 10�4 0.006094 0.005017 0.2828200 1:5473 10�5 0.001535 0.001258 0.1414taux onv. 3.0043 1.9892 1.9957Tab. 2.4 { Test 2 : R�esultats du sh�ema bô�te (uh; ph) 2 P 2n;0 � (RT 1 + �)nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h100 3:5891 10�4 0.003078 0.0031 0.2400 9:1182 10�5 7:6732 10�4 7:6732 10�4 0.1taux onv. 1.9768 2.0144 2.014450 7:2712 10�4 0.0070 0.0070 0.2828200 1:8300 10�4 0.0018 0.0018 0.1414taux onv. 1.9903 1.9594 1.9594Tab. 2.5 { Test 2 : R�esultats du sh�ema bô�te (uh; ph) 2 P 2n;0 � (BDM1 + �)nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h100 0.0728 1.8187 1.5945 0.2400 0.0186 0.9252 0.8038 0.1taux onv. 1.9686 0.9751 0.9882Tab. 2.6 { Test 2 : R�esultats du sh�ema bô�te (uh; ph) 2 P 1n;0 � RT 02.7.4 Test 3Nous onsid�erons la solution exate du probl�eme (2.171) :u(x; y) = x y (1� x) (1� y) exp(5x)de terme soure f :f(x; y) = exp(5x) �y (1� y) (25 x (1� x) + 10 (1� 2x)� 2)� 2x (1� x)� :Il s'agit d'un probl�eme de type ouhe limite ave une forte variation du gradient le longde l'axe x = x0 = 3+p2910 . On repr�esente la solution (uh; ph) 2 P 2n;0 � (RT 1 + �) du sh�emabô�te (2.147) pour un maillage de type 1 ompos�e de 400 triangles. Les Figures 2.19 et 2.20repr�esentent la solution uh 2 P 2n;0. Le ux disret ph 2 RT 1+� est repr�esent�e sur la Figure2.21. L'erreur entre la solution exate u et la solution alul�ee uh et repr�esent�e sur la Figure2.22. Les aluls d'erreur pour les sh�emas bô�te (2.47) (2.100) et (2.147) sont regroup�es,- 93 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en trianglesrespetivement dans les tableaux 2.9, 2.7 et 2.8. Les r�esultats obtenus sont de l'ordre deeux annon�es dans les di��erents th�eor�emes d'estimations d'erreur a priori orrespondants.N�eanmoins, un maillage plus �n permettrait de mieux prendre en ompte la forte variationde gradient le long de x = x0.nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h100 0:0116 0.8193 0.5962 0.2400 0:0015 0:2226 0:1580 0.1taux onv. 2.9511 1.8799 1.915950 0.0313 1.4859 1.1320 0.2828200 0.0043 0.4112 0.3122 0.1414taux onv. 2.8638 1.8534 1.8583Tab. 2.7 { Test 3 : R�esultats du sh�ema bô�te (uh; ph) 2 P 2n;0 � (RT 1 + �)
nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h100 0.0786 0.9638 0.9638 0.2400 0.0205 0.2621 0.2621 0.1taux onv. 1.9389 1.8786 1.878650 0.1505 1.6983 1.6983 0.2828200 0.0409 0.4760 0.4760 0.1414taux onv. 1.8796 1.8351 1.8351Tab. 2.8 { Test 3 : R�esultats du sh�ema bô�te (uh; ph) 2 P 2n;0 � (BDM1 + �)nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h100 0.1427 2.9234 2.4798 0.2400 0.0388 1.5372 1.2519 0.1taux onv. 1.8789 0.9273 0.9861nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h50 0.3062 4.5556 3.9266 0.2828200 0.0903 2.4734 2.1177 0.1414800 0.0236 1.2659 1.0822 0.0707taux onv. 1.7617 0.8811 0.8908Tab. 2.9 { Test 3 : R�esultats du sh�ema bô�te (uh; ph) 2 P 1n;0 � RT 0
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xyFig. 2.19 { Test 3 : Solution uh 2 P 2n;0 al-ul�ee par le sh�ema P 2n;0 � (RT 1 +�). 0
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Fig. 2.20 { Test 3 : Isolignes de la solutionuh 2 P 2n;0 alul�ee par le sh�ema P 2n;0�(RT 1+�).
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Fig. 2.21 { Flux ph 2 (RT 1+�) alul�e parle sh�ema P 2n;0 � (RT 1 +�). 0
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles2.7.5 Test 4Il s'agit d'un as test propos�e par Douglas et Co., [26℄. On onsid�ere la solution exatedu probl�eme (2.171) : u(x; y) = exp��100 ((x� 0:25)2 + (y � 1=3)2)�de terme soure f :f(x; y) = 100 exp(�100((x� 0:25)2 + (y � 1=3)2)) (4� 400(x� 0:25)2 � 400 (y � 1=3)2) :Cette solution exate est une gaussienne entr�ee au point (x0; y0) = (14 ; 13). Les onditionssur la fronti�ere sont donn�ees par la solution exate elle-même. La solution exate pr�esente unfort gradient autour du pi de la gaussienne. Pour les trois sh�emas bô�te pr�esent�es dans eChapitre, on alule la solution uh et le ux disret ph. Les taux de onvergene de l'erreurentre la solution exate u et la solution uh alul�ee par haun des trois sh�emas bô�te, ainsique l'erreur entre le ux exat p = ru et le ux disret ph sont regroup�es dans les Tableaux2.10 pour le sh�ema bô�te P 2n;0� (RT 1+�), 2.11 pour le sh�ema bô�te P 2n;0� (BDM1 +�)et 2.12 pour le sh�ema bô�te P 1n;0�RT 0. Les taux de onvergene de l'erreur entre solutionexate et solution disr�ete donn�ee par les sh�emas bô�te sont prohes des taux annon�espour les estimations d'erreur a priori.Nous repr�esentons la solution disr�ete uh 2 P 2n;0 du sh�ema bô�te P 2n;0 � (RT 1 +�) sur lesFigures 2.23 et 2.24. Le ux disret ph 2 (RT 1 +�) du sh�ema bô�te P 2n;0 � (RT 1 +�) estrepr�esent�e par la Figure 2.25. Nous onstatons sur la Figure 2.26 que l'amplitude maximaleentre la solution exate et la solution alul�ee par le sh�ema bô�te est situ�ee au niveau du pide la gaussienne. En e�et, le maillage ondid�er�e n'est pas assez �n pour prendre en omptela forte variation de gradient au niveau du pi de la gaussienne. Cei explique �egalementque les taux de onvergene obtenus soient un peu plus faibles que eux attendus.nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h100 0.0176 0.6984 0.5584 0.2400 0.0019 0.1888 0.1310 0.1taux onv. 3.2115 1.8872 2.0917nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h50 0.0372 1.2986 1.1244 0.2828200 0.0051 0.3526 0.2580 0.1414taux onv. 2.8667 1.8809 2.1237Tab. 2.10 { Test 4 : R�esultats du sh�ema bô�te (uh; ph) 2 P 2n;0 � (RT 1 + �)
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Fig. 2.24 { Test 4 : Isolignes de la solutionuh 2 P 2n;0 alul�ee par le sh�ema P 2n;0�(RT 1+�).
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Fig. 2.25 { Test 4 : Flux ph 2 (RT 1 + �)alul�e par le sh�ema P 2n;0 � (RT 1 +�). 0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
−0.03

−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

0.03

xyFig. 2.26 { Test 4 : Di��erene entre la solu-tion exate u et la solution alul�ee uh 2 P 2n;0par le sh�ema P 2n;0 � (RT 1 +�).
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en triangles
nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h100 0.0309 0.8665 0.8665 0.2400 0.0079 0.2672 0.2672 0.1taux onv. 1.9677 1.6973nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h50 0.0628 1.5714 1.5714 0.2828200 0.0148 0.4720 0.4720 0.1414taux onv. 2.0852 1.7352 1.7352Tab. 2.11 { Test 4 : R�esultats du sh�ema bô�te (uh; ph) 2 P 2n;0 � (BDM1 + �)

nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h100 0.0487 1.2234 1.1076 0.2400 0.0140 0.7197 0.6038 0.1taux onv. 1.7985 0.7654 0.8753nb mailles ju� uhj0;
 ju� uhj1;h jp� phj0;
 pas d'espae h50 0.0768 1.7252 1.6654 0.2828200 0.0268 0.9609 0.8343 0.1414800 0.0074 0.5182 0.4389 0.0707taux onv. 1.8566 0.8909 0.9267Tab. 2.12 { Test 4 : R�esultats du sh�ema bô�te (uh; ph) 2 P 1n;0 � RT 0
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Chapitre 3Quelques sh�emas bô�te sur maillagesen retangles
3.1 IntrodutionUne question naturelle est de se demander si les r�esultats obtenus au hapitre pr�e�edentdans le as de maillages en triangles, se g�en�eralisent dans le as de maillages en retangles.Nous allons prouver dans e hapitre que l'on peut e�etivement onstruire des sh�emasbô�te sur un domaine maill�e par des retangles et que es sh�emas bô�te onservent lespropri�et�es de leurs homologues sur maillages en triangles.Soit 
 � R2 un retangle de fronti�ere � = �
. Soit f 2 L2(
) donn�ee. Le probl�eme dePoisson � ��u = f ; x 2 
u = g ; x 2 � (3.1)admet une unique solution u 2 H10 (
) \ H2(
) qui satisfait kuk2;
 � Cjf j0;
. Nousonsid�erons la formulationmixte de type Petrov-Galerkin du probl�eme de Poisson, introduiteau Chapitre 2 : trouver (u; p) 2 H10 (
)�Hdiv(
) tel que� (div p+ f; v)0;
 = 0 ; 8v 2 L2(
)(p�ru; q)0;
 = 0 ; 8q 2 (L2(
))2: (3.2)C'est un probl�eme bien pos�e, �equivalent au probl�eme (3.1). Nous introduisons trois sh�emasbô�te pour le probl�eme de Poisson sur des maillages du domaine 
 en retangles. Nousonservons le design des sh�emas bô�te tels qu'ils sont introduits dans le as de maillagestriangulaires. D'une fa�on g�en�erale, un sh�ema bô�te est une formulation mixte de typePetrov-Galerkin qui onsiste �a trouver (uh; ph) 2M1;h �X1;h solution de� (div ph + f; vh)0;
 = 0 ; 8vh 2M2;h(ph �ruh; qh)0;
 = 0 ; 8qh 2 X2;h; (3.3)o�u les espaes disrets M1;h et X1;h sont des espaes d'�el�ements �nis approhant les espaesH10 (
) et Hdiv(
). Deux des sh�emas, que nous proposons sont de type non-onformes,puisque les espaes disrets M1;h et X1;h satisfont X1;h 6� Hdiv(
) ou M1;h 6� H10 (
). Lesespaes de test M2;h et X2;h sont des espaes de polynômes totalement disontinus par- 99 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesretangle. Pour que le probl�eme disret (3.3) soit bien pos�e, les espaes disrets doiventv�eri�er la ondition n�eessaire d'�egalit�e des dimensions :dimM1;h + dimX1;h = dimM2;h + dimX2;h: (3.4)Nous introduisons les espaes H10 (
) +M1;h et Hdiv(
) + X1;h, munis respetivement desnormes d�ependantes du maillage :juj1;h = �XK jr uj20;K�1=2 ; kuk1;h = (juj20;
 + juj21;h)1=2 ; 8 u 2 H10 (
) +M1;h (3.5)jpjdiv;h = �XK j div pj20;K�1=2 ; kpkdiv;h = (jpj20;
 + jpj2div;h)1=2 ; 8 p 2 Hdiv(
) +X1;h(3.6)Dans le Paragraphe 3.2, nous donnons les notations utilis�ees par la suite et les propri�et�es li�eesau maillage. Nous d�e�nissons les espaes d'�el�ements �nis pour les inonnues au Paragraphe3.3. En�n, dans les Paragraphes 3.4, 3.5 et 3.6, nous d�erivons quelques sh�emas bô�teassoi�es �a la formulation mixte de type Petrov-Galerkin (3.2).3.2 Notations3.2.1 Le hangement de baseLe arr�e de r�ef�erene K̂ est le arr�e unit�e [0; 1℄�[0; 1℄ de sommets Ŝ1 = (0; 0), Ŝ2 = (1; 0),Ŝ3 = (1; 1) et Ŝ4 = (0; 1). On se restreint ii au as de maillages en retangles du domaine
. Soit K un retangle de sommets S1; S2; S3; S4 (Figure 3.1).Soit 'K l'appliation d�e�nie par :'K : K̂ �! K(x̂; ŷ) 7�! (x; y) = 'K(x̂; ŷ) = b +B � x̂̂y � (3.7)o�u b et B sont respetivement le veteur olonne 2� 1 et la matrie 2� 2 d�e�nis parb = � x1y1 � et B = � x2 � x1 00 y2 � y1 � :'K est une appliation lin�eaire bijetive aÆne. Comme dans le as de maillages triangu-laires, la matrie jaobienne de 'K est onstante sur haque maille K. C'est une propri�et�epartiuli�ere des maillages en parall�elogrammes. De plus, l'espae Q1(K) est �egal �aQ1(K) = fq̂ Æ 'K ; q̂ 2 Q1(K̂)g :
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K

K̂ 'KŜ3
Ŝ2

S4 S3

Ŝ1
Ŝ4 S1 S2

Fig. 3.1 { Appliation aÆne 'K : K̂ �! K3.2.2 Notations g�eom�etriquesDans la suite, K d�esigne un retangle de sommets Si; 1 � i � 4, de oordonn�ees respe-tives (x1; y1); (x2; y1); (x2; y2); (x1; y2). On note ex et ey les arêtes horizontale et vertialed'un retangle K du maillage, d'aire jKj (Figure 3.3). Soit Ti le triangle ontenu dans K desommets Si�1; Si; Si+1, ave la notation S0 = S4. Soient (Figure 3.2) :� hK : diam�etre de K= diagonale de K.� �K = 2 min1�i�4 �i o�u �i est le diam�etre du erle insrit dans Ti.� �K = hK�K > 1.
hKS1 S2

S3S4
�1Fig. 3.2 { G�eom�etrie du retangle

Dans la suite, Th d�esigne un maillage en retangles du domaine 
, de param�etre de disr�etisationh = maxK2Th hK :Le maillage Th est tel que les retangles K 2 Th ont leurs ôt�es parall�eles aux ôt�es dudomaine 
. La triangulation Th est d�e�nie de sorte que �
 = SK2ThK et nous supposons- 101 -
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S1 S2
S3ey

O x1 x2 (Ox)

(Oy)
y1
y2 S4

exxK
yK GK

Fig. 3.3 { Notations pour un retangle K du domaine 
que le maillage est uniform�ement r�egulier, 'est-�a-dire qu'il existe deux onstantes � > 0ind�ependantes de h, telles que� h � hK � � �K et h! 0:Un exemple de maillage est donn�e par la Figure 3.4.Soient S l'ensemble des noeuds du maillage, onstitu�e des noeuds fronti�eres Sb et des noeudsinternes Si, et A l'ensemble des arêtes du maillage, onstitu�e des arêtes fronti�eres Ab et desarêtes internes Ai. On utilisera les notations suivantes :NP = nombre de noeuds du maillage,NPi = nombre de noeuds internes du maillage,NE = nombre de mailles de la disr�etisationTh ;NA = nombre total d'arêtes;NAb = nombre d'arêtes fronti�eres du maillage;NAi = nombre d'arêtes internes du maillage.Les relations d'Euler sont :NE �NA +NP = 1 et 4NE = NA+NAi : (3.8)
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���
���
���
���

���
���
���
���K

�Fig. 3.4 { Exemple de maillage du domaine 


a
�a K2K1 +�2 �a

Fig. 3.5 { Base de veteurs (�a; �a)Soit K un retangle du maillage Th. Le veteur normal unitaire �a une arête a de K orient�evers l'ext�erieur est not�e �a, le veteur tangent est not�e �a. Sur la Figure 3.5, �a repr�esentele veteur normal �a l'arête a dans le retangle K1. Soient K1 et K2 deux retangles d'arêteommune a. Le saut d'une fontion v �a travers l'arête a est [v℄ = vK2;a � vK1;a.Le gradient d'une fontion f 2 H1(
) est rf = (�xf ; �yf ), son rotationnel estrot f = (�yf ;� �xf ). Le rotationnel salaire d'une fontion vetorielle (f1; f2) est not�ede fa�on identique rot(f1; f2) = �yf1 � �xf2.
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangles3.2.3 Quelques lemmesSoit K un retangle du maillage. P 0(K) d�esigne les polynômes onstants sur K. Q1(K)d�esigne l'ensemble des polynômes de R2 de degr�e 1 en haque variable x et y, 'est-�a-direde la forme q = a + b x+  y + d x y o�u a; b;  et d sont des onstantes r�eelles.Pour haque arête a 2 A, soit �a : L2(a) ! P 0(a), l'op�erateur de projetion sur les po-lynômes onstants de a. Si a est une arête du retangle K, on a la g�en�eralisation sur desretangles du Lemme 3 de Crouzeix-Raviart [22℄ sur des triangles (Lemme 2.2.2 Chapitre3) :Lemme 3.2.1 (Interpolation d'arête, [44℄)Il existe une onstante C > 0 ind�ependante de K et de a, telle que pour toutes fontions� 2 H1(K) et v 2 H1(K), on aitj Ze �(v � �ev) d�j � C �K hKj�j1;Kjvj1;K:Soit �k la projetion orthogonale de L2(K) sur les polynômes de Qk(K) d'ordre k en haquevariable d�e�nie pour v 2 L2(K) parZK(�kv � v) q dx = 0; 8q 2 Qk(K):Lemme 3.2.2 (Interpolation [30℄,[40℄)Nous avons les estimation suivantes : si v 2 Hk+1(K);jv � �kvjm;K � C �4m�1K hk+1�mK jvjk+1;K ; 1 � m � k + 1 (3.9)jv � �kvj0;K � C �K hk+1K jvjk+1;K ; m = 0 : (3.10)
3.3 Espaes fontionnels disretsAvant d'aborder les di��erents sh�emas bô�te, nous allons d�erire les espaes d'�el�ements�nis utilis�es pour approher la vitesse u et le ux p du probl�eme mixte de type Petrov-Galerkin (3.2).3.3.1 L'espae salaire Q1 onformeNous notons Q1 l'espae d'�el�ements �nis Q1-Lagrange des fontions polynômiales dedegr�e 1 en haque variable. C'est un espae onforme dans H10 (
).Q1 = nuh 2 C0(
) ; uh 2 Q1(K); 8K 2 Th o;- 104 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangleso�u Q1(K) est l'espae des polynômes de degr�e 1 en haque variable x et y. Sa restritionaux fontions s'annulant sur la fronti�ere � de 
 est not�ee Q1;0 telle queQ1;0 = nuh 2 Q1 ; uhja = 0 ; 8a 2 Abo: (3.11)Lemme 3.3.1 (Fontions de base de Q1)(i) La base de degr�es de libert�e de l'espae Q1 est donn�ee par f(pi)1�i�NPg :pi(vh) = vh(Si); 8vh 2 Q1 ; 8Si 2 S : (3.12)(ii) La base loale de l'espae Q1 est f(�i)1�i�4g : o�u (�i)1�i�4 sont d�e�nis dans le retangle Kpar �1(x; y) = 1jKj(x2�x)(y2�y); �2(x; y) = 1jKj(x�x1)(y2�y), �3(x; y) = 1jKj(x�x1)(y�y1)et �4(x; y) = 1jKj(x2 � x)(y � y1).(iii) dimQ1 = NP et dimQ1;0 = NPi.3.3.2 L'espae salaire Q1 non-onformeL'espae Q1n est l'espae d'�el�ements �nis des polynômes de Q1(K) ontinus aux milieuxdes arêtes du maillage. Contrairement �a l'espae Q1 , l'espae Q1n est un espae non-onformedans H1(
). On note :Q1n = nuh 2 L2(
) ; uh 2 Q1(K); 8K 2 Th ; Za[uh℄ d� = 0 ; 8a 2 Aio :L'espae Q1n;0 est la restrition de l'espae Q1n aux fontions nulles au milieu des arêtesfronti�eres : Q1n;0 = nuh 2 Q1n ; Za uh d� = 0 ; 8a 2 Abo:Il semble naturel de hoisir les degr�es de libert�e globaux fpaga2A de l'espae d'�el�ements �nisQ1n omme les valeurs aux points milieux des arêtes. C'est-�a-direpa(vh) = vh(Ma); 8vh 2 Q1n;o�u Ma est le milieu de l'arête a. Si Ma1 ; Ma2 ; Ma3 et Ma4 d�esignent (de fa�on ordonn�ee) lespoints milieux des arêtes de K et GK(xK ; yK) le entre de K (Figure 3.6), toute fontionu 2 Q1(K) v�eri�e l'�egalit�e :u(Ma1) + u(Ma2) = u(Ma3) + u(Ma4) = 2 u(GK): (3.13)Don, les valeurs au milieu des arêtes ne forment pas un ensemble unisolvant ([6℄, [30℄). Ene�et, il existe une fontion non nulle s'annulant au milieu de toutes les arêtes du maillage :il s'agit d'une bulle.
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x1 xMa1

Ma3y2
y1 x2

Ma2Ma4
y

GK
Fig. 3.6 { Retangle KLemme 3.3.2 (Bulle non-onforme de Q1(K))Soit � la fontion d�e�nie sur Q1(K) par :� : Q1(K) �! R4p 7�! fp(Ma)ga2�Ko�u Ma d�esigne le milieu d'une arête a de K. Le noyau de � est de dimension 1, engendr�epar \la bulle non-onforme" bK.Ker � = V et < bK > ; bK(x; y) = 4jKj(x� xK)(y � yK);o�u GK(xK ; yK) est le entre du retangle K.Preuve :Sur haque retangle K du maillage, il existe une fontion de Q1(K) qui s'annule au milieudes arêtes du quadrangle, elle est unique �a une onstante multipliative pr�es. On note bKette fontion (unitaire) d�e�nie par : bK = 4jKj(x � xK)(y � yK), o�u (xK ; yK) est le entredu retangle K. Cette fontion bK est appel�ee bulle non-onforme assoi�ee au retangleK. �La Figure 3.7 repr�esente la bulle sur le arr�e de r�ef�erene [0; 1℄2. Citons quelques propri�et�esde la fontion \bulle non-onforme" bK :
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xyFig. 3.7 { Bulle non-onforme de Q1(K̂)Lemme 3.3.3 (Propri�et�es de la bulle non-onforme bK)Pour tout retangle K 2 Th et toute fontion v 2 Q1(K), la bulle non-onforme bK satisfait :(i) Z�K bK d� = 0 ;(ii) ZK rot bK � rv dx = 0 ;(iii) Z�K(rot bK � �) v d� = 0:Preuve :(i) La bulle non-onforme est aÆne le long des arêtes du maillage (en retangles) et nulleaux milieux des arêtes de K, donZ�K bK d� = Xe2�K Ze bK d� = Xe2�K jej bK(Me) = 0 : (3.14)(ii) Soit v 2 Q1(K). En utilisant une int�egration par partie, on aZK rot bK � rv dx = Z�K bK(rv � �) d�| {z }(I) � ZK bK rot(rv) dx| {z }(II)- 107 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangles(I) = Xe2�K Ze bK �v��ed�Or, bK �v��e est aÆne le long d'une arête e et s'annule en son milieu. Elle est don de moyennenulle le long de toute arête e du maillage. Don (I) = 0. D'autre part, rot(rv) = 0; pourtoute fontion v, don (II) = 0.(iii) v 2 Q1(K). Par la formule de Green, on aZ�K rot bK � � v d� = ZK div(rot bK) v dx| {z }(I) + ZK rot bK � rv dx| {z }(II) : (3.15)L'int�egrale (I) est nulle (puisque div(rot bK) = 0) et (II) est nulle par (ii). �D�e�nition 3.3.1 (Espae des bulles non-onformes)Soit 	 l'espae vetoriel \bulle" engendr�e par les fontions bulles non-onformes loales :	 = f 2 L2(
) n jK = �KbK ; �K 2 R; 8K 2 Thg;alors dim	 = NE et 	 � Q1n;0.En e�et, par d�e�nition de la bulle non-onforme, bK 2 Q1(K); 8K 2 Th, et le long dehaque arête a 2 �K, Za bK d� = bK(Ma) = 0:Don,  =PK �KbK 2 Q1n;0. C'est-�a-dire, 	 � Q1n;0.D�e�nition 3.3.2 (D�e�nition de B)Soit B l'�el�ement de l'espae Q1n;0 d�e�ni au signe pr�es par B = XK sgn(K) bK, o�u sgn(K)est le signe du retangle K �egal �a 1 ou -1. Il est donn�e par exemple, par le Tableau 3.8 parrapport �a un retangle de r�ef�erene.
�K
�

�+
�

+�
+

+�
+

�+
�

Fig. 3.8 { Valeurs de sgn(K).
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesProposition 3.3.1 (Carat�erisation des espaes Q1 non-onformes)Les espaes Q1 ; Q1n et 	 v�eri�ent :(i) Q1 \	 = Vet�B� ; dim(Q1 \ 	) = 1 ;(ii) Q1n = Q1 +	 ; dimQ1n = NA ;(iii) Q1n;0 = Q1;0 � 	 ; dimQ1n;0 = NAi + 1 :Preuve :(i) Soit  = PK �KbK 2 Q1 \ 	 un �el�ement de l'intersetion de Q1 et de 	. La onti-nuit�e de  �a travers les mailles implique la ontinuit�e de  le long des arêtes internes. Sia = �K1 \ �K2 d�esigne une arête interne du maillage, alors la bulle non-onforme par re-tangle v�eri�e bK1ja = �bK2ja. Don la ontinuit�e de  entrâ�ne que�K = sgn(K)�; 8K; � 2 R. Alors  = �B; � 2 R. C'est-�a-dire Q1 \ 	 � Vet�B�.La r�eiproque est �evidente.(ii) Notons M l'espae M = Q1+	. L'inlusionM � Q1n est �evidente. Pour prouver l'iden-tit�e M = Q1n, nous allons prouver l'�egalit�e des dimensions de M et Q1n.Soit i l'appliation lin�eaire i : Q1n �! RNAu 7�! (u(Ma))a2A (3.16)En utilisant les d�e�nitions de l'espae 	 et de la bulle non-onforme bK , le noyau de l'ap-pliation i est tel que Ker i = nu 2 Q1n; u(Ma) = 0; 8a 2 Ao� 	et par la relation (3.13), l'image de l'appliation i estIm i = n(u(Ma)) 2 RNA=u 2 Q1n; u(Ma1;K) + u(Ma3;K) = u(Ma2;K) + u(Ma4;K); 8K 2 Tho(o�u Mai;K, i = 1; ::; 4 sont les milieux des arêtes du retangle K), e qui implique quedimQ1n = dim(Ker i) + dim(Im i) � NA. De plus, la dimension de M est,dimM = dimQ1 + dim	 � dim(Q1 \ 	) = NP + NE � 1. La premi�ere relation d'Eu-ler implique dimM = NA. Or M � Q1n, don dimM � dimQ1n. On en d�eduit quedimQ1n = NA. Ce qui onlut la preuve du (ii).(iii) De plus, Q1;0 \ 	 = f0g ; en e�et, si  = �PK bK 2 Q1;0 \ 	, alors � = 0 (puisque  est nul sur la fronti�ere de 
). Don les deux espaes Q1;0 et 	 sont en somme direte. �Nous en d�eduisons la base globale de l'espae Q1n;0 :Lemme 3.3.4 (Base globale de Q1n;0)Les degr�es de libert�e de l'espae Q1n;0 sont situ�es aux sommets et aux entres des retanglesdu maillage (Figure 3.9) et la base globale de Q1n;0 est donn�ee par les fontions f�ig1�i�NPi[fbKgK2Th. - 109 -
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K

Fig. 3.9 { Degr�es de libert�e de l'espae Q1nLemme 3.3.5 (Propri�et�es de l'espae Q1n;0)Pour toute fontion v 2 Q1n;0, on a les relations suivantes(i) 8a 2 Ai; Za[v℄ p d� = 0 ; 8p 2 P 0(a) ;(ii) 8a 2 Ab; Za v p d� = 0 ; 8p 2 P 0(a) :Preuve :Soit v 2 Q1n;0. Nous allons montrer les relations (i) et (ii) pour et �el�ement v.(i) Soit a 2 Ai, a = �K1 \ �K2, soit p 2 P 0(a), par la Proposition 3.3.1, v = ~v +PK �KbKo�u ~v 2 Q1;0 et �K 2 R . Don,Za p [v℄ d� = Za p [~v℄ d� + Za p (�2bK2 � �1bK1) d� : (3.17)Or, ~v est ontinu le long de a ; 'est-�a-dire [~v℄ja = 0, don Ra p [~v℄ d� est nulle. D'autre part,la d�e�nition de la bulle non-onforme implique Ra p bK d� = 0 pour toute arête a. Ce quiprouve (i).(ii) Soit a une arête fronti�ere , a = �K \� et p 2 P 0. En utilisant les arguments pr�e�edents,on obtient Za p v d� = Za p ~v d� + Za �K p bK d�| {z }=0 : (3.18)~v est nulle au bord, don Ra p ~v d� = 0. On obtient (ii). �Nous allons rappeler bri�evement les espaes d'�el�ements �nis utilis�es pour approher le uxp = ru.3.3.3 Espaes vetoriels pour ruL'espae de Raviart-Thomas sur retanglesL'espae RT 0 est l'espae d'�el�ements �nis introduit par Raviart et Thomas, [39℄, de plusbas degr�e sur maillage quadrangulaire. Dans le as d'un maillage en retangles dont les ôt�es- 110 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglessont parall�eles aux axes du domaine 
, on d�e�nit l'espae des veteurs de polynômesRT 0(K) = �P 0(K)�2+P 0� x0 �+ P 0� 0y � :Dans haque retangle K, qh 2 RT 0(K) si et seulement si qh(x; y) = � �K + Kx�K + ÆKy � , ave�K ; �K ; K et ÆK 2 R . Remarquons que si GK(xK ; yK) est le entre du retangle K, on aenore les formulations �equivalentesRT 0(K) = (P 0(K))2 + P 0(K)� x� xKy � yK � + P 0(K)� x� xK�(y � yK) �RT 0(K) = (P 0(K))2 + P 0(K)���!GKX + P 0(K) rot bK (3.19)L'espae de Raviart-Thomas est d�e�ni parRT 0 = nqh 2 Hdiv(
) tels que qh 2 RT 0(K); 8K 2 Tho : (3.20)Un veteur ph de RT 0 est un �el�ement de l'espae Hdiv(
), don, sa omposante normale estontinue le long de haque arête interne a du maillage :(ph � �a + ph � � 0a) = 0 sur l'arête a :De plus, dans le as de maillages en retangles, la omposante normale ph � �a est onstantepar arête : p � �a 2 P 0(a).
K

Fig. 3.10 { Degr�es de libert�e de l'espae RT 0
Lemme 3.3.6 (Fontions de base de RT 0)(i) Les degr�es de libert�e globaux de RT 0 sont les formes lin�eaires fLaga2A, d�e�nies par :La(qh) = Za qh � �a d� :- 111 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangles(ii) La base anonique de RT 0 est donn�ee par (Pa)a :Pa(x; y) = PK1;a11K1(x; y)� PK2;a11K2(x; y)o�u a = �K1 \ �K2 et 11Ki est l'indiatrie sur le retangle Ki; i = 1; 2.Les fontions PK;a sont d�e�nies par PK;a = 1jKj � x� xS0 � si a est une arête vertiale etxS d�esigne l'absisse de l'arête oppos�ee �a a dans le retangle K et PK;a = 1jKj � 0y � yS � sia est une arête horizontale et yS d�esigne l'ordonn�ee de l'arête oppos�ee �a a dans le retangleK.(iii) La dimension de l'espae RT 0 est �egale au nombre d'arêtes du maillage : dimRT 0 =NA.L'espae � des rotationnels de bulleLemme 3.3.7 Soit l'espae vetoriel engendr�e par les rotationnels de la bulle non-onforme� = rot	 = f� =XK �K rot bK ; �K 2 Rgalors, � \ RT 0 = Vet�rot(B)�.Preuve :Sur tout retangle K du maillage, rot bK 2 RT 0(K). Don tout �el�ement� = PK �K rot bK 2 � appartient �a RT 0 si et seulement � 2 Hdiv(
). C'est-�a-dire sipour toute arête interne a = �K1 \ �K2 2 Ai, � satisfait(�jK1 � �a;K1 + �jK2 � �a;K2)ja = 0:Or, (rot bK1ja � �a) = (rot bK2ja � �a). Don la ontinuit�e de la omposante normale �equivaut�a �K1 + �K2 = 0; 8a = �K1 \ �K2:Ainsi, � 2 RT 0 si et seulement si � = �PK sgn(K) rot bK pour un ertain r�eel �. �3.4 Le sh�ema bô�te 1 : (uh; ph) 2 Q1n;0 � (RT 0 + �)3.4.1 IntrodutionDans e paragraphe, nous herhons �a g�en�eraliser sur des maillages en retangles, lesh�ema bô�te de B. Courbet et J.-P. Croisille introduit sur triangles (Chapitre 2, Paragraphe2.3.4). De fa�on naturelle, on herhe les inonnues uh et ph dans les espaes Q1n;0 et RT 0retangles, qui orrespondent dans le as de maillages en retangles aux espaes d'�el�ements�nis P 1n;0 et RT 0 triangles, utilis�es par B. Courbet et J.-P. Croisille. Les degr�es de libert�ede l'espae RT 0 retangles sont situ�es au niveau des arêtes. Cependant, les degr�es de libert�ede l'espae Q1n;0 ne sont pas situ�es au niveau des arêtes (Lemme 3.3.4), omme '�etait leas pour l'espae P 1n;0. - 112 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangles3.4.2 D�e�nition du sh�ema 1Introduisons le premier sh�ema bô�te de type (3.3) assoi�es au probl�eme mixte (3.2).Nous hoisissons M1;h = Q1n;0 omme espae d'approximation de H10 (
) et l'espae RT 0retangles, enrihi par le rotationnel de la bulle non-onforme - 'est-�a-dire X1;h = RT 0+� -omme espae d'approximation deHdiv(
). Les espaes d'approximation sont non-onformespuisque Q1n;0 6� H10 (
) et (RT 0 +�) 6� Hdiv(
). Les espaes d'inonnues sont de dimensiondimQ1n;0 + dim(RT 0 + �) = (NAi + 1) + (NA +NE � 1) = 5NE :A es espaes d'approximation M1;h et X1;h, on assoie les espaes de fontions test depolynômes totalement disontinus. Soit M2;h, l'espae des polynômes onstants totalementdisontinus par retangle, enore not�e P 0M2;h = nvh 2 L2(
) ; vhjK 2 P 0(K) ; 8K 2 Tho (3.21)et X2;h, l'espae des polynômes onstants de R2 totalement disontinus, enrihi sur haqueretangle par le gradient et le rotationnel de la bulle non-onforme :X2;h = nqh 2 (L2(
))2 ; qhjK 2 (P 0(K))2 + P 0� yx �+ P 0� x�y � ; 8K 2 Tho (3.22)'est-�a-dire X2;h = (P 0)2 + P 0(rbK) + P 0(rot bK) :En partiulier, r(M1;h) � X2;h.D�e�nition 3.4.1 (Sh�ema bô�te 1)Consid�erons le sh�ema bô�te 1 : trouver (uh; ph) 2 Q1n;0� (RT 0 +�) solution du probl�emedisret 8>><>>: XK2Th(div ph + f; vh)0;K = 0 ; 8vh 2 P 0XK2Th(ph �ruh; qh)0;K = 0 ; 8qh 2 X2;h : (3.23)Lemme 3.4.1 (Egalit�e des dimensions)dim (RT 0 + �) + dim Q1n;0 = dim X2;h + dim P 0
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesPreuve :Nous v�eri�ons l'�egalit�e des dimensions entre les espaes, en utilisant les relations d'Euler(3.8). dim X1;h + dim M1;h = (NA+NE � 1) + (NAi + 1)= NAi +NA| {z }4NE +NE= 5NE = dim X2;h + dim M2;h : �Lemme 3.4.2 (Existene et uniit�e de la solution)Le sh�ema bô�te (3.23) admet une unique solution (uh; ph) 2 Q1n;0 � (RT 0 + �).Preuve :Par �egalit�e des dimensions et lin�earit�e du sh�ema bô�te (3.23), il est suÆsant de prouver quef � 0 entrâ�ne uh � ph � 0. Supposons que f � 0, alors l'�equation (3.23)1 s'�erit(div ph; vh)0;
 = 0 ; 8 vh 2 P 0 (3.24)Un �el�ement ph de l'espae X1;h est �a divergene onstante par quadrangle : div phjK 2 P 0(K).Don l'�equation (3.24) implique que div phjK = 0, dans haque retangle K. D'autre part,rQ1n;0 � X2;h. En hoisissant qh = ruh dans l'�equation (3.23)2, nous obtenons :XK jruhj20;K =XK (ph;ruh)0;K = �XK ZK div phjK| {z }�0 uh dx+XK Z�K ph � � uh d� (3.25)Puisque ph 2 X1;h = RT 0 +�, ph se d�eompose sous la forme ph = ph+PK �K rot bK , aveph 2 Hdiv(
) et �K 2 R: La relation (3.25) devientXK jruhj20;K =XK Z�K ph � � uh d� +XK Z�K �K rot bK � � uh d� (3.26)Sur un retangle K, uhjK 2 Q1(K), don en utilisant le Lemme 3.3.3 (iii), on obtientXK Z�K �K rot bK � � uh d� = 0 :D'autre part, si [v℄ = (vjK2 � vjK1)ja d�esigne le saut d'une fontion v �a travers l'arête aommune �a deux mailles K1 et K2, l'�equation (3.26) se r�e�eritXK jruhj20;K = Xa2Ab Za ph � �a uh d� �Xa2Ai Za ph � �a [uh℄ d� (3.27)Puisque, ph � �a 2 P 0(a) pour toute arête a du maillage et uh est ontinue au milieu desarêtes internes et nulle au milieu des arêtes fronti�eres, le terme PK jruhj20;K = 0. De plus- 114 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesuh 2 Q1n;0, d'o�u on d�eduit que uh = 0.Prouvons que ph est nul. On a vu que div ph = 0 don la relation (3.19) implique queph 2 P 0(K)2 + P 0 rot bK � X2;h. Choisissons maintenant qh = ph 2 X2;h dans l'�equation(3.23)2, alorsPK jphj20;K = 0 et don ph � 0. �Soit �0f la projetion de f sur �K2ThP 0(K) et �0fjK sa restrition �a un �el�ement K. Nousallons maintenant exprimer une formulation �equivalente du sh�ema bô�te (3.23) :Proposition 3.4.1 La solution (uh; ph) 2 Q1n;0 � (RT 0 + �) du sh�ema bô�te (3.23) estdonn�ee par :(i) uh 2 Q1n;0 est solution du probl�eme variationnelXK2Th(ruh;rvh)0;K = XK2Th((�0f)jK; vh)0;K ; 8vh 2 Q1n;0 (3.28)(ii) ph s'�erit loalement dans haque retangle K :phjK = (ruh)jK � �0fjKjexj2 + jeyj2 � jeyj2(x� xK)jexj2(y � yK) � (3.29)o�u (xK; yK) est le entre du retangle K.Preuve :(i) Soit vh 2 Q1n;0. Choisissons qh = rvh �el�ement de X2;h dans (3.23)2. En int�egrant parpartie, on obtientXK (r uh ; r vh)0;K = XK (ph;r vh)0;K (3.30)= �XK ZK div ph vh dx+XK Z�K (ph � �) vh d�Puisque, div phjK 2 P 0, on a d'apr�es l'�equation (3.23)1, div phjK = ��0fjK. Or, ph 2 RT 0+�s'�erit loalement ph = �ph +PK �K rot bK , don la relation (3.30) devientXK (r uh ; r vh)0;K = XK (�0f; vh)0;K +XK Z�K (�ph + �K rot bK) � � vh d�= (�0f; vh)0;
 +XK Z�K �ph � � vh d� +XK Z�K �K rot bK � � vh d�Le Lemme 3.3.3 (iii) donne R�K rot bK � � vhd� = 0. Don en utilisant la ontinuit�e de laomposante normale des �el�ements de RT 0 � Hdiv(
), on aXK (r uh ; r vh)0;K = XK (�0f; vh)0;K + Xa2Ab Za �ph � �a uh d� �Xa2Ai Za �ph � �a [uh℄ d�Puisque uh 2 Q1n;0 et ph � �a 2 P 0(a), le Lemme 3.3.5 implique queZa �ph � �a uh d� = 0 ; 8a 2 Ab et Za �ph � �a [uh℄ d� = 0 ; 8a 2 Ai (3.31)- 115 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglese qui donne XK (r uh ; r vh)0;K =XK (�0f; vh)0;K ; 8vh 2 Q1n;0 :Cei prouve (i). En partiulier, pour vh = bK 2 Q1n;0 (vh vaut la bulle bK sur le retangleK et 0 ailleurs), on obtient (r uh ; r bK)0;K = (�0f; bK)0;KOr, la bulle est �a moyenne nulle sur haque retangle, don (�0f; bK)0;K = 0. De plus, r uhs'�erit loalement (r uh)jK = (�0r uh)jK + dK rbK , o�u dK est donn�e par uh. On en d�eduitque 0 = (r uh ; r bK)0;K = ((�0r uh)jK + dK rbK ; r bK)0;K= ((�0r uh)jK; r bK)0;K| {z }=0 +dKjrbKj20;KC'est-�a-dire dK = 0, puisque jrbK j20;K 6= 0. Don la omposante \bulle" de la solution uhest nulle et (r uh)jK = (�0r uh)jK.(ii) Eriture loale de phph appartient �aRT 0+�, il s'�erit don loalement sur un retangleK, ph = �ph+PK �K rot bKave �ph 2 Hdiv(
). Or, nous avons vu que pour tout retangle K, div phjK = ��0fjK etdiv(rot bK) = 0, don div ph = div �ph = ��0f : (3.32)Puisque ph et ruh sont des veteurs polynomiaux de degr�e 1, l'�equation (3.23)2 impliqueque (�0ph)jK = (�0ruh)jK = (ruh)jK:D'autre part, ph s'�erit enore sous la formephjK = (�0ph)jK + div phjK2 � x� xKy � yK � + ~�K � x� xK�(y � yK) �o�u ~�K 2 R. En rempla�ant, (�0ph)jK et div phjK par leurs valeurs, on obtientphjK = (ruh)jK � �0fjK2 � x� xKy � yK �| {z }ph;1 + ~�K � x� xK�(y � yK) �| {z }ph;2Il s'agit maintenant d'�evaluer le oeÆient ~�K. R�eutilisons l'�equation (3.23)2 pour un �el�ementqhjK = rot bK : ZK(ph;1 + ph;2 �ruh) � rot bK dx = 0 (3.33)Or, par le Lemme 3.3.3 (ii), RK ruh � rot bK = 0, et ph;1 est ompl�etement d�etermin�e parph;1 = (ruh)jK � �0fjK2 � x� xKy � yK �
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesdon l'�equation (3.33) devient :ZK ph;2 � rot bK dx = � ZK ph;1 � rot bK dx= �0fjK2 ZK � x� xKy � yK � � rot bK dx� (�0ruh)jK � ZK rot bK dx| {z }=0= 4�0fjK2jKj ZK(x� xK)2 � (y � yK)2 dxSur un retangle K d'arêtes horizontale ex et vertiale ey,ZK(x� xK)2 = jKj12 jexj2 et ZK(y � yK)2 = jKj12 jeyj2: (3.34)D'autre part, par d�e�nition de ph;2,ZK ph;2 � rot bK dx = ZK ~�K � x� xK�(y � yK) � � rot bK dx= 4~�KjKj ZK(x� xK)2 + (y � yK)2 dx= 4~�K12 �jexj2 + jeyj2�Nous obtenons don : ~�K = �0fjK2 jexj2 � jeyj2jexj2 + jeyj2 :Nous venons de prouver que (uh; ph) solution du probl�eme (3.23) est �egalement solution duprobl�eme ((i)-(ii)) qui admet une unique solution. D'o�u le r�esultat annon�e. �Cette proposition donne aussi l'existene et l'uniit�e du probl�eme (3.23). Noter que dans leas partiulier de maillages en arr�es, le oeÆient ~�K est nul sur haque arr�e. C'est-�a-direque la omposante selon le rotationnel de bulle est nulle. Don ph s'�erit sur le arr�e KphjK = (ruh)jK � �0fjK2 � x� xKy � yK � ;nous retrouvons la formulation �equivalente du sh�ema bô�te de Courbet-Croisille sur maillageen triangles.3.4.3 Analyse num�erique du sh�emaLemme 3.4.3 (Lemme de Poinar�e disret, ([30℄))Il existe une onstante C > 0 qui ne d�epend que de 
 telle que pour tout u 2 Q1n;0+H10 (
),on a juj0;
 � Cjuj1;h : (3.35)- 117 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesPreuve :Soit u 2 Q1n;0 +H10 (
). On a juj0;
 = supg2L2(
) j(u; g)0;
jjgj0;
 (3.36)Soit g 2 L2(
); 9 p 2 H1(
)2 tel que div p = g et kpk1;
 � Cjgj
. En rempla�ant g par savaleur dans (3.36) et en int�egrant par parties, on a(u; g)0;
 = (u; div p)0;
 = �XK ZK ru � p dx| {z }(I) +XK Z�K p � � u d�| {z }(II) (3.37)Majorons les deux termes du seond membre :� Estimation de j(I)j : j(I)j = jXK ZK ru � p dx j � juj1;h jpj1;
� Soit [u℄ le saut de u �a travers l'arête a, puisque p 2 (H1(
))2 \Hdiv(
), (II) est �egal �a(II) =XK Z�K p � � u d� = Xa2Ab Za p � �a u d� � Xa2Ai Za p � �a [u℄ d� ; (3.38)Soit p � �a = 1jaj Ra p��a d� la moyenne de p��a le long de l'arête a. Puisque u 2 H10 (
)+Q1n;0,par le Lemme 3.3.5 on a les relations suivantesZa p � �a u d� = 0 ; 8a 2 Ab et Za p � �a [u℄ d� = 0 ; 8a 2 Ai (3.39)L'�egalit�e (3.38) devient don :XK Z�K p � � u d� = Xa2Ab Za(p � �a � p � �a) u d� � Xa2Ai Za (p � �a � p � �a) [u℄ d�= XK Xe2�K Ze(p � �e � p � �e) u d�Le Lemme 3.2.1 et les propri�et�es du maillage donnent l'estimationj Ze(p � �e � p � �e) u d�j � C hKjuj1;K jpj1;KAinsi, j(II)j = jXK Z�K p � � u d�j � 4Chjuj1;h jpj1;
Finalement, on obtientj(u; g)0;
j � (4Ch+ 1)juj1;h jpj1;
 � (4Ch+ 1)juj1;h kpk1;
| {z }�C(
)jgj0;
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesNous en d�eduisons le r�esultat annon�e. �Lemme 3.4.4 La semi-norme j � j1;h est une norme sur l'espae H10 (
) +Q1n;0.Ce r�esultat se d�eduit du Lemme de Poinar�e disret. Nous avons le r�esultat de stabilit�esuivant :Proposition 3.4.2 (Stabilit�e)La solution (uh; ph) 2 Q1n;0 � (RT 0 + �) du sh�ema bô�te (3.23) satisfait l'estimation destabilit�e : kuhk1;h + kphkdiv;h � Cjf j0;
:Preuve :� Utilisons la formulation �equivalente de la Proposition 3.4.1juhj21;h =XK (ruh;ruh)0;K =XK (�0fjK; uh)0;K (3.40)Don, par l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz, on obtient juhj21;h � jf j0;
juhj0;
. Le Lemme dePoinar�e 3.4.3 donne juhj1;h � Cjf j0;
: (3.41)La d�e�nition de la norme k � k1;h et le Lemme de Poinar�e impliquent quekuhk1;h � C(
)jf j0;
 : (3.42)� L'�eriture loale de ph (Proposition 3.4.1) donne :jphj0;K � jruhj0;K + j�0f j0;K jexjjeyjp12(jexj2 + jeyj2)1=2 :C'est-�a-dire : jphj0;K � juhj1;K + hKj�0f j0;K4p3On d�eduit de (3.41), que jphj0;
 � Cjf j0;
 (3.43)o�u C ne d�epend que de 
.� D'autre part, div ph = ��0f . Par l'in�egalit�e (3.43), on obtient kphkdiv;h � Cjf j0;
 . Enombinant ave (3.42), on onlut la preuve. �
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesProposition 3.4.3 (Estimations d'erreur a priori)Soit (u; p) 2 H10 (
) � Hdiv(
) la solution du probl�eme ontinu (3.2). Soit(uh; ph) 2 Q1n;0 � (RT 0 + �) la solution du sh�ema bô�te (3.23). Si f 2 H1(
), on ales estimations d'erreur a priori :(i) ju� uhj1;h � Chjf j0;
(ii) ju� uhj0;
 � Ch2(jf j0;
 + jf j1;
)(iii) jp� phj0;
 � Chjf j0;
(iv) jp� phjdiv;h � Chjf j1;
 (3.44)Preuve :Les estimations d'erreur pour u se d�emontrent grâe �a la formulation �equivalente du sh�emabô�te (3.23), selon le même prinipe que l'estimation d'erreur dans le as d'un maillagetriangulaire.(i) Notons ah la forme bilin�eaire d�e�nie sur l'espae H10 (
) +Q1n;0 parah(u; v) =XK (ru;rv)0;Kpour des �el�ements u et v de H10 (
)+Q1n;0. Pour tout vh 2 Q1n;0, on a en utilisant l'in�egalit�etriangulaire ju� uhj1;h � ju� vhj1;h + juh � vhj1;h : (3.45)Or, par d�e�nition de ah,juh � vhj21;h = ah(uh � vh; uh � vh) (3.46)= ah(uh � u; uh � vh) + ah(u� vh; uh � vh) :Don juh � vhj1;h � supvh2Q1n;0 jah(uh � u; uh � vh)jjuh � vhj1;h + ju� vhj1;h (3.47)e qui donne en ombinant ave (3.45)ju� uhj1;h � 2 infwh2Q1n;0 ju� whj1;h + supwh2Q1n;0 jah(uh � u; wh)jjwhj1;hEstimation de l'erreur de onsistane :Soit wh 2 Q1n;0, par d�e�nition de ah, on obtient grâe �a la formule (3.28)ah(uh � u; wh) = XK ZK r(uh � u) � rwh dx= XK ZK ruh � rwh dx�XK ZK ru � rwh dx= XK (�0f; wh)0;K +XK ZK �uwh dx�XK Z�K(ru � �)wh d�- 120 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesOr, ��u = f dans L2(
), donah(uh � u; wh) = XK ZK(�0f � f)wh dx�XK Z�K(ru � �)wh d� :Notons Lu la forme lin�eaire d�e�nie sur l'espae H10 (
) +Q1n;0 par :Lu(wh) =XK Z�K(ru � �)wh d�; 8u 2 H10 (
):� Estimons le terme Lu(wh); u 2 H10 (
) \H2(
) :Lu(wh) =XK Z�K(ru � �)wh d� = �Xa2Ai Zaru � �a [wh℄ d� + Xa2Ab Zaru � �awh d� (3.48)Or, ru = 1jaj Raru d� 2 P 0(a). D'autre part, puisque wh 2 H10 (
) + Q1n;0 on a d'apr�es leLemme 3.3.5, les deux relationsZaru � �a [wh℄ d� = Za(ru�ru) � �a [wh℄ d�; a 2 Aiet Zaru � �a wh d� = Za(ru �ru ) � �awh d�; a 2 AbAinsi, l'�equation (3.48) est enore �equivalente �aLu(wh) = �Xa2Ai Za(ru�ru) � �a [wh℄ d� + Xa2Ab Za(ru�ru) � �awh d�= XK2Th Xe2�K Ze(ru�ru) � �ewh d� : (3.49)Chaque int�egrale d'arête e 2 �K s'estime d'apr�es le Lemme 3.2.1 parj Ze(ru�ru) � �e wh d�j � C hK jwhj1;Kjruj1;Ket don par l'in�egalit�e de Cauhy-ShwarzjLu(wh)j � C h jwhj1;hjuj2;
ou enore, puisque kuk2;
 � C 0 jf j0;
,jLu(wh)j � C h jwhj1;hjf j0;
 : (3.50)� Estimons maintenant le terme PK RK(�0f � f)wh dx :�0 �etant l'op�erateur de projetion sur les polynômes onstants et �0wh = 1jKj RK wh, on aXK ZK(�0f � f)wh dx =XK ZK(�0f � f)(wh � �0wh) dx = �XK ZK f (wh � �0wh) dx- 121 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesAinsi, nous obtenons en utilisant l'in�egalit�e de Cauhy-ShwarzjXK ZK(�0f � f)wh dxj � XK jf j0;Kjwh � �0whj0;K� XK jf j0;K ( hK jwhj1;K)�  h jf j0;
jwhj1;h :Cei donne l'estimation de ah(uh � u; wh) :jah(uh � u; wh)j � C h jwhj1;hjf j0;
 +  h jf j0;
jwhj1;h� C h jwhj1;h jf j0;
Don l'erreur de onsistane estsupwh2Q1n;0 jah(uh � u; wh)jjwhj1;h � C h jf j0;
 : (3.51)Estimation de l'erreur d'approximation :D'autre part, en notant �1h l'op�erateur d'interpolation Q1-Lagrange , on a par inlusion deQ1;0 dans Q1n;0, l'estimation de l'erreur d'approximationinfwh2Q1n;0 ju� whj1;h � ju� �1huj1;h :En utilisant le Lemme 3.2.2 pour k = 1; m = 1infwh2Q1n;0 ju� whj1;h � Chjuj2;
Or, puisque u est solution du probl�eme (3.1), kuk2;
 � Cjf j0;
. Cei permet de onlureque : ju� uhj1;h � C hjf j0;
Nous avons ainsi d�emontr�e l'assertion (i).(ii) Utilisons un argument de type Aubin-Nitshe pour �evaluer la norme L2 de l'erreur [4℄ :ju� uhj0;
 = supg2L2(
) j(u� uh; g)0;
jjgj0;
Soit g une fontion de L2(
). Soit �g 2 H10 (
), la solution du probl�eme variationnel (3.2)assoi�e au probl�eme de Poisson (���g = g) de terme soure g 2 L2(
) :(r�g;rv)0;
 = (g; v)0;
 ; v 2 H10 (
) : (3.52)Soit �h 2 Q1n;0 la solution du probl�eme variationnel disret (3.28) assoi�e au sh�ema bô�te(3.23) de terme soure g :XK (r�h;rvh)0;K =XK (�0g; vh)0;K ; vh 2 Q1n;0 : (3.53)- 122 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesAlors, le terme (u� uh; g)0;
 s'�evalue en fontion de g; �g; �h, par(u� uh; g)0;
 = ah(u� uh; �g � �h)� [ah(u� uh; �g)� (u� uh; g)℄�[ah(u; �g � �h)� (f; �g) + (�0f; �h)℄ (3.54)D'o�u la majorationj(u� uh; g)0;
j � ja(u� uh; �g � �h)j| {z }(I) + ja(u� uh; �g)� (u� uh; g)j| {z }(II)+ ja(u; �g � �h)� (f; �g) + (�0f; �h)j| {z }(III) (3.55)� Evaluons (I). Par d�e�nition de ah sur H10 (
)+Q1n;0, l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz donnejah(u� uh; �g � �h)j � ju� uhj1;hj�g � �hj1;hL'estimation (i) appliqu�ee aux probl�emes (3.1-3.28) et (3.52-3.53) impliqueju� uhj1;h � Ch jf j0;
 et j�g � �hj1;h � Ch jgj0;
D'o�u jah(u� uh; �g � �h)j � Ch2 jf j0;
 jgj0;
.� Posons wh = u� uh 2 H10(
) +Q1n;0 et �evaluons (II) :jah(u� uh; �g)� (u� uh; g)j = jah(wh; �g)� (wh; g)j= jXK Z�K r�g � � wh d�j= jL�g(wh)jL'estimation de L�g pour �g 2 H10 (
) est donn�ee par (3.50), enore valable pour des �el�ementsde H10 (
) +Q1n;0 jL�g(wh)j � Chjgj0;
jwhj1;hEn appliquant (i), on obtientjah(u� uh; �g)� (u� uh; g)j � Ch2jgj0;
jf j0;
� Estimons le terme (III). Posons wh = �g � �h,jah(u; �g � �h)� (f; �g) + (�0f; �h)j = jah(u; wh)� (f; wh)� (f; �h) + (�0f; �h)j= jLu(wh)� (f � �0f; �h)j� jLu(wh)j+ j(f � �0f; �h)jOr, par d�e�nition de �0, RK(f � �0f)�h dx = RK(f � �0f) (�h � �0�h) dx. On a don enutilisant l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz et le Lemme 3.2.2j(f � �0f; �h)j � C h2 jf j1;
 j�hj1;h :- 123 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesComme �h est solution du probl�eme variationnel (3.53), le Lemme de Poinar�e disret donnej�hj1;h � C jgj0;
. D'autre part, d'apr�es la relation (3.50), on ajLu(wh)j � C h jwhj1;h jf j0;
 :Par d�e�nition, jwhj1;h = j�g � �hj1;h. Don d'apr�es (i), on a jwhj1;h � C h jgj0;
. Ainsi, onobtient l'estimation de (III)j(III)j = jah(u; �g � �h)� (f; �g) + (�0f; �h)j � C h2 jgj0;
�jf j0;
 + jf j1;
j�Finalement, en regroupant les termes (I), (II) et (III), nous obtenons une estimation deju� uhj0;
 : ju� uhj0;
 � supg2L2(
) 1jgj0;
�1h2jf j0;
jgj0;
 + 2h2jf j0;
jgj0;
+3h2�jf j0;
 + jf j1;
�jgj0;
�� C h2 (jf j0;
 + jf j1;
)(iii) D'apr�es l'�eriture loale de ph (3.29) et la d�e�nition de p = ru, on ajp� phj0;
 = jru�XK �(ruh)jK � �0fjKjexj2 + jeyj2 � jeyj2(x� xK)jexj2(y � yK) ��j0;
� jru�ruhj0;
+hXK ZK� �0fjKjexj2 + jeyj2�2(jeyj4(x� xK)2 + jexj4(y � yK)2)i1=2� ju� uhj1;h + hXK �0f 2jKjexj2 + jeyj2 jKj12 jexj2jeyj2i1=2Or, 2jexjjeyjjexj2+jeyj2 � 1 et jKj = jexjjeyj, donjp� phj0;
 � ju� uhj1;h + C h jf j0;
e qui d�emontre (iii).(iv) jp� phjdiv;h = j div p�div phj0;
. Or, div p = �f d'apr�es (3.2) et div ph = ��0f d'apr�es(3.32), on en d�eduit le r�esultat annon�e. �3.5 Sh�ema bô�te de B. Courbet : Sh�ema bô�te 23.5.1 Prinipe du sh�ema bô�teDans [12℄, B. Courbet s'int�eresse �a la forme mixte instationnaire des �equations de Navier-Stokes ompressibles. Il hoisit d'approher ses inonnues par des moyennes d'arête.- 124 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesRappelons le prinipe du sh�ema de B. Courbet pour le probl�eme de la haleur sur le domaine
 maill�e par des retangles. On onsid�ere le probl�eme8<: ut + div p+ f = 0 ; sur 
p = ru ; sur 
u = 0 ; sur � (3.56)En int�egrant le syst�eme (3.56) sur un retangle K du maillage, on obtient le syst�eme exatpour la solution exate du probl�eme (3.56) :8<: ddt RK u dx+ R�K p � � d� + RK f dx = 0RK p dx = R�K u � d�u = 0 ; sur � (3.57)A partir de e bilan d'�equations, on introduit les moyennes volumiques sur haque retangle�uK = 1jKj ZK u dx ; �pK = 1jKj ZK p dx et �fK = 1jKj ZK f dx (3.58)La onservation de la quantit�e salaire u donne par la relation (3.57)1 :ddt �uK + 1jKj Xe2�K Ze p � �e d� + �fK = 0 (3.59)On utilise les notations de la Figure 3.11 o�u les indies N; E; S; O d�esignent les arêtes nord,est, sud ou ouest et (�K ; �K) est une base orthonorm�ee sur le retangle K.
�K aEaSaO �KaN

Fig. 3.11 { Notations sur le retangle KOn note �p0K = �pK ��K et �p00K = �pK ��K les omposantes de �p respetivement selon les veteurs�K et �K . Par la onservation du ux (3.57)2, on obtient les relations suivantes exates pourp : ( �p0K = 1jKj�RaE u d� � RaO u d���p00K = 1jKj�RaN u d� � RaS u d�� (3.60)La disr�etisation spatiale de es relations exates pour la solution exate de (3.56) onsiste �arelier les moyennes de maille �uK, �p0K et �p00K par les valeurs aux interfaes Re u d� et Re p ��e d�,e �etant une des arêtes e = aE; aS; aO et aN du retangle K. On note les moyennes d'arête,- 125 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglespour une arête e 2 �K, ue = 1jej Re u d� et pe = 1jej Re p � �K d� si �e et �K sont olin�eaires etpe = 1jej Re p � �K d� sinon. On approhe la valeur moyenne de u par deux valeurs di��erentesen fontion d'une part des arêtes vertiales et des arêtes horizontales par�uK = 12(uaE + uaO) et �uK = 12(uaS + uaN ) (3.61)Cette double ondition sur la moyenne �uK impose en partiulier l'�egalit�euaE + uaO = uaS + uaN . Dans l'espae des polynômes Q1(K), ette �egalit�e est naturelle-ment v�eri��ee. D'autre part approhe la moyenne de �p00K = p � �K et �p00K = p � �K par�p0K = 12(paE + paO) et �p00K = 12(paS + paN ) (3.62)Les relations (3.59-3.60-3.61-3.62) donnent le sh�ema semi-disret :herher �(�uK)K2Th; (ua)a2A; (pa)a2A� tel que pour tout K, on ait8>>>>>>><>>>>>>>:
ddt �uK + 1jKj�jaEj paE � jaOj paO � jaSj paS + jaN j paN �+ �fK = 0�uK = 12(uaE + uaO)�uK = 12(uaS + uaN )12(paE + paO) = 1jKj�jaEj uaE � jaOj uaO�12(paS + paN ) = 1jKj�jaN j uaN � jaSj uaS�ua = 0 ; a 2 � (3.63)

Ce probl�eme disret est un syst�eme di��erentiel alg�ebrique ave autant d'�equations que d'in-onnues, puisque les inonnues �uK; uaE ; uao, uaS ; uaN et paE ; paO ; paS ; paN sont au nombrede NE+2NA inonnues, tandis que le nombre d'�equations est 5NE+NAb = NE+(NA+NAi) +NAb, qui est �egal au nombre d'inonnues (NE + 2NA) par les relations d'Euler.Lemme 3.5.1 Le probl�eme stationnaire assoi�e au probl�eme disret instationnaire (3.63)donn�e par 8>>>>>>><>>>>>>>:
1jKj�jaEj paE � jaOj paO � jaSj paS + jaN j paN �+ �fK = 0�uK = 12(uaE + uaO)�uK = 12(uaS + uaN )12(paE + paO) = 1jKj�jaEj uaE � jaOj uaO�12(paS + paN ) = 1jKj�jaN j uaN � jaSj uaS�ua = 0 ; a 2 � (3.64)est mal pos�e.Preuve :Dans le as stationnaire, on ne peut pas prouver que le sh�ema admet une unique solution.Il manque une information sur le ux p, puisque f et u nuls n'impliquent pas que p est nul.En e�et : soit ~p la fontion d�e�nie loalement omme le rotationnel de la bulle non-onforme(introduite dans le Lemme 3.3.2), ~pjK = rot bK- 126 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangleset ~paE ; ~paS ; ~paO ; ~paN la restrition de la fontion ~pjK aux arêtes aE; aS; aO; aN . Alors si leterme soure f est nul, la fontion (0; 0; 0; 0; 0; ~paE ; ~paO ; ~paS ; ~paN ) est solution du syst�eme(3.64) mais est non nulle. Cei est en ontradition ave le fait que le sh�ema soit bien pos�e�a l'�etat stationnaire. �Dans le as des retangles, nous avons vu que le rotationnel de la bulle non-onforme apour propri�et�e d'être �a moyenne nulle. On a don sur un retangle KZK ru dx = ZK p dxqui peut aussi prendre la formeZK ru dx = ZK p+ � rot bK dxo�u � est un r�eel quelonque. Lors de l'int�egration du syst�eme d'�equations (3.56) le termerot bK agit omme un mode parasite qui se superpose �a la solution p.Ce mode n'est pas �elimin�e par les �equations (3.57). Le hoix des espaes de test doit donêtre assez rihe pour �eliminer e ph�enom�ene.D�e�nition 3.5.1 Soit C0 l'espae d�e�ni parC0 = f(ua)a 2 RNA ; tel que ua = 0 ; a 2 � etuaE + uaO = uaS + uaN sur haque retangleg= f(ua)a 2 RNAi ; uaE + uaO = uaS + uaN sur haque retangleg (3.65)En �eliminant l'inonnue �uK, qui est totalement d�etermin�ee par les �equations (3.63)2 et(3.63)3, on obtient la formulation �equivalente du probl�eme (3.63) herher (u; p) 2 C0�RNAtel que8><>: 12 ddt(uaE + uaO) + 1jKj�jaEj paE � jaOj paO � jaSj paS + jaN j paN �+ �fK = 0paE + paO = 2jKj�jaEj uaE � jaOj uaO�paS + paN = 2jKj�jaN j uaN � jaSj uaS� (3.66)C'est enore �equivalent �a herher (u; p) 2 (M1;h \ C0) � X1;h (o�u M1;h et X1;h sont desespaes d'�el�ements �nis dont les degr�es de libert�e sont donn�es par les inonnues ua et pa)tel que 8>><>>: XK ddt(u; v)0;K + (div p; v)0;K + (f; v)0;K = 0 ; 8v 2 P 0XK (p�ru; q)0;K = 0 ; 8q 2 (P 0)2 : (3.67)Mais il faut rajouter au moins une ontrainte au niveau de X1;h onernant le rotationnelde la bulle, qui peut se traduire par l'ajout de tests suppl�ementaires.- 127 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesDu point de vue �el�ements �nis, l'espae d'�el�ements �nis utilis�e par B. Courbet pour ap-proher l'inonnue u pourrait être un espae de polynômes de Q1 pour lequel les inonnuesseraient situ�ees au niveau des arêtes et les degr�es de libert�e seraient donn�es par les moyennesde u par arête. A priori, on peut penser �a l'espae Q1n;0. Or, dans un retangle, la relationuaE + uaO = uaS + uaN est toujours vraie dans Q1(K) (voir Lemme 3.3.2). En partiulier,dans le syst�eme (3.63), une des deux �equations �uK = 12(uaE + uaO) ; �uK = 12(uaS + uaN ) estredondante.On peut penser �egalement �a l'espae de Rannaher et Turek, pour lequel la relationuaE + uaO = uaS + uaN n'est pas v�eri��ee et dont les degr�es de libert�e sont donn�es parles moyennes de u par arête. C'est l'objet du sh�ema bô�te 3 (uh; ph) 2 Q1rot;0 � (RT 0 + �)que nous proposons Setion 3.6.Lemme 3.5.2 (Dimension de C0)dimC0 = NA�NE � (NAb � 1) = NPiPreuve :On prouve par r�eurrene sur NE, le nombre de retangles du maillage, que la dimension del'espae C0 de B. Courbet est de dimensionNPi. On note C0;NE l'espae C0 pour un maillageTh de NE retangles. La Preuve est �evidente pour un retangle. On suppose maintenantque le lemme est vrai pour NE retangles et on prouve le r�esultat pour NE + 1 retangles.On est ramen�e �a l'�etude des trois as suivants :-1- on ajoute auun point au maillage, e qui orrespond �a l'ajout d'une seule arête fronti�ereau maillage. Dans e as, on v�eri�e que C0;NE+1 = C0;NE � Vet('1; '2). Les valeurs'1 et '2 orrespondent aux trois nouvelles valeurs d'arête interne li�ees par la relationuO + uE = uS + uN . De plus, NPiNE+1 = NPiNE + 2.-2- on ajoute un point au maillage, e qui orrespond �a l'ajout de deux arêtes fronti�eres aumaillage. De même on v�eri�e que C0;NE+1 = C0;NE � Vet('). Or, dans e asNPiNE+1 = NPiNE + 1.-3- on ajoute deux points au maillage, e qui orrespond �a l'ajout de trois arêtes fronti�eresau maillage. Alors, C0;NE+1 = C0;NE, puisque la valeur d'arête interne est nulle. D'autrepart, on a aussi NPiNE+1 = NPiNE.Lemme 3.5.3 (Lien entre l'espae Q1;0 et l'espae de B. Courbet C0)Si Ma d�esigne le milieu d'une arête a, l'appliation lin�eaireL : Q1;0 �! C0 (3.68)u 7�! (u(Ma))a2Aest une bijetion entre les espaes Q1;0 et C0.Preuve :� Par d�e�nition, L est une appliation lin�eaire telle que ImL � C0- 128 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangles� Le noyau de L estKerL = fuh 2 Q1;0; uh(Ma) = 0 ; 8a 2 Ag = Q1;0 \	 = f0gpuisque par d�e�nition, la fontion bulle non-onforme  =PK �K bK est la seule fontionde Q1 qui s'annule au milieu de toutes les arêtes du maillage. Don KerL = f0g, par laProposition 3.3.1.� D'autre part, L est une appliation lin�eaire injetive entre les espaes vetoriels Q1;0 etC0, de même dimension NPi, don L est un isomorphisme entre Q1;0 et C0. �Nous proposons don une r�e�eriture du sh�ema de B. Courbet pour le probl�eme de Poisson�a l'aide de l'espae d'�el�ements �nisM1;h = Q1;0. On utilise l'espae Q1;0 pour approher l'in-onnue salaire u et l'espae de Raviart-Thomas RT 0 pour approher le ux p. Les inonnuessont au nombre de 3NE + 1.3.5.2 Le sh�ema bô�te (uh; ph) 2 Q1;0 � RT 0Soit � l'espae vetoriel des rotationnels de bulle non-onforme par retangle d�e�ni dansle Lemme 3.3.7 par � = rot	 = f� =XK �K rot bK ; �K 2 Rg :Dans ette partie, on propose un nouveau sh�ema bô�te sur des maillages en retangles,inspir�e du sh�ema propos�e par B. Courbet rappel�e pr�e�edemment. On herhe les inon-nues uh et ph dans des espaes d'�el�ements �nis M1;h et X1;h. D'apr�es le Lemme 3.5.3, ilest naturel de hoisir les inonnues uh dans l'espae d'�el�ements �nis M1;h = Q1;0. D'autrepart, on herhe ph d�e�ni par NA inonnues d'arêtes. Or l'espae RT 0 de Raviart-Thomassur retangle semble onvenir pour e hoix. On hoisit don l'espae X1;h = RT 0. Nousavons vu pr�e�edemment qu'il faut �eliminer un mode parasite issu du rotationnel de labulle non-onforme ; 'est-�a-dire qu'on doit �eliminer ertaines fontions vetorielles de l'es-pae RT 0. Or d'apr�es le Lemme 3.3.7, � \ RT 0 = Vet�rot(B)�. Il suÆt de soustraire les�el�ements de Vet�rot(B)� �a l'espae d'inonnues RT 0, e qui est �equivalent �a ajouter untest suppl�ementaire dans l'espae de test X2;h. La dimension des espaes d'inonnues estdim Q1;0+dim RT 0 = NPi +NA = 3NE +1 (par les relations d'Euler (3.8)). La onstru-tion du sh�ema de B. Courbet donne de fa�on naturelle des espaes de test de type polynômesonstants par maille : M2;h = P 0 et X2;h = (P 0)2. On enrihit l'espae X2;h par l'espaevetoriel Vet�rot(B)�. On obtient ainsi le bon d�eompte entre les dimensions des espaesd'inonnues et des espaes de test :Lemme 3.5.4dim Q1;0 + dim RT 0 = dim P 0 + dim((P 0)2 +Vet�rot(B)�): (3.69)
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesPreuve : En e�et :dim M1;h + dim X1;h = NPi +NA= NA + (1 +NAi �NE) relation d'Euler (3:8)1= 4NE + 1�NE relation d'Euler (3:8)2= 3NE + 1 = dim X2;h + dim M2;hD�e�nition 3.5.2 (Sh�ema bô�te 2)Consid�erons le sh�ema bô�te suivant : herher (uh; ph) 2 Q1;0 �RT 0 solution de :8>><>>: XK2Th(div ph + f; vh)0;K = 0 ; 8vh 2 P 0XK2Th(ph �ruh; qh)0;K = 0 ; 8qh 2 (P 0)2 +Vet�rot(B)� (3.70)Remarquons que l'espae r(Q1;0) 6� X2;h, et que l'espae test X2;h n'est pas de type dison-tinu, ontrairement aux sh�emas bô�te �etudi�es pr�e�edemmentLemme 3.5.5 Le probl�eme disret (3.70) admet une unique solution (uh; ph) 2 Q1;0�RT 0.Preuve :Par �egalit�e des dimensions et lin�earit�e du probl�eme, il suÆt de prouver que f � 0 entrâ�neque uh � 0 � ph.Soit f � 0 dans l'�equation (3.70)1. Sur haque retangle K du maillage, on a alorsdiv phjK = 0. Or, par la relation (3.19),RT 0(K) = (P 0(K))2 + P 0��!GX + P 0(K) rot bK ;don div phjK = 0 implique que sur un retangle K, ph s'�eritphjK = (�0ph)jK + �K rot bK 2 (P 0(K))2 + P 0(K) rot bK : (3.71)
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesEn hoisissant qhjK = (�0ph)jK 2 (P 0(K))2, dans l'�equation (3.70)2, on obtientXK (ph; qh)0;K = XK (ruh; qh)0;KXK jKj(�0phjK)2 = XK ZK ruh � (�0ph) dx= XK ZK ruh � ph dx�XK ZK ruh � (ph � (�0ph)jK) dx= �XK ZK div ph| {z }=0 uh dx +XK Z�K ph � � uh d��XK ZK ruh � (ph � (�0ph)jK)| {z }�K rot bK dx= Xa2Ab Za ph � �a uh d�| {z }(I) �Xa2Ai Za ph � �a [uh℄ d�| {z }(II)�XK ZK ruh � (�K rot bK) dx| {z }(III)Le terme (III) s'annule en vertu du Lemme 3.3.3 (ii). D'autre part, uh est nul sur lafronti�ere de 
, don (I) = 0 et le saut [uh℄ est nul au niveau des arêtes internes, don(II) = 0. Ainsi (�0ph)jK = 0 pour tout K retangle du maillage. C'est-�a-dire, d'apr�esl'�eriture (3.71), ph 2 �. Or, ph 2 RT 0. Le Lemme 3.3.7 implique que ph 2 RB. On notedon ph = �PK sgn(K) rot bK . L'�equation (3:70)2 pour qh = B donne :0 = (ph �ruh; qh) = �XK ZK(sgn(K) rot bK)2 dx�XK ZK sgn(K) rot bK � ruh dxPar le lemme 3.3.3 (ii) , RK rot bK � ruh dx = 0 e qui prouve que � = 0 et par ons�equentph est identiquement nul.Montrons que uh = 0. En prenant qhjK = (�0ruh)jK dans l'�equation (3.70)2, on obtient�0(ruhjK) = 0 ; 8K 2 Th. Loalement, uh devient un �el�ement de P 0+P 0bK . Les propri�et�esde ontinuit�e et de nullit�e �a la fronti�ere des �el�ements de Q1;0 permettent de onlure queuh = 0. �Proposition 3.5.1 La solution (uh; ph) 2 Q1;0 � RT 0 du probl�eme (3.70) est telle que :(i) uh 2 Q1;0 est solution du probl�eme :XK2Th(�0ruh;�0rvh)0;K = XK2Th((�0f)jK; vh)0;K ; 8vh 2 Q1;0 (3.72)
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangles(ii) ph s'�erit loalement sur haque retangle K :phjK = (�0ruh)jK � �0fjK2 � x� xKy � yK �+ K � x� xK�(y � yK) � ; 8K 2 Th ; (3.73)pour un ertain K 2 R.En partiulier, la omposante rotationnelle de ph est non loale.Preuve :(i) Soit (uh; ph) 2M1;h�X1;h solution du probl�eme (3.70). Montrons que uh est solution duprobl�eme variationnel (3.72). Soit vh un �el�ement quelonque de M1;h = Q1;0, alorsqh = �0(rvh) 2 X2;h, don l'�equation (3.70)2 donne :XK (ruh;�0rvh)0;K =XK (ph;�0rvh)0;K (3.74)Or, sur un retangle K, nous savons que rvhjK = �0rvhjK + ÆKrbK , pour un ertain ÆKr�eel. En utilisant la formule de Green, on obtientXK (ruh;�0rvh)0;K = XK (ph;rvh � ÆKrbK)0;K= �XK ZK div ph vh dx +XK Z�K vh ph � � d��XK ZK ÆK ph � rbK dx= �XK ZK div ph vh dx +XK Z�K vh ph � � d�+XK ZK ÆK div ph bK dx�XK Z�K ph � � ÆK bK d� (3.75)
Or, ph 2 RT 0, don div phjK 2 P 0, de plus la bulle bK est �a moyenne nulle sur le retangleK, on en d�eduit que RK ÆK div ph bK dx = 0. D'autre part, puisque ph 2 RT 0, ph ��a 2 P 0(a),et la bulle est �a moyenne nulle sur haque arête, don le terme R�K ph � � ÆK bK d� = 0. Parailleurs, l'�equation (3:70)1 donnediv phjK = ��0fjK ; pour tout retangle K 2 Th : (3.76)Don l'�egalit�e (3.75) se r�e�erit :(ruh;�0rvh)0;
 = XK ZK �0fvh dx�Xa2Ai Za ph � �a [vh℄ d� (3.77)+Xa2Ab Za ph � �a vh d� �XK ZK �0fjKÆK bK dxComme vh 2 Q1;0, le saut de vh est nul le long d'une arête interne, 'est-�a-dire, [vh℄ja = 0,8a 2 Ai, et vh est nul le long d'une arête fronti�ere, 'est-�a-dire, vhja = 0; 8a 2 Ab. Et pard�e�nition, RK bK dx = 0. Don (3.77) devientXK (ruh;�0rvh)0;K = XK (�0f; vh)0;K- 132 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesCe qui prouve (i), ar PK(ruh;�0rvh)0;K = (�0ruh;�0rvh)0;
.(ii) L'�eriture loale de ph :D'apr�es la relation (3.19), ph s'�erit loalementphjK = (�0ph)jK + div phjK2 � x� xKy � yK � + K � x� xK�(y � yK) � :D'apr�es (3.70)2, (�0ph)jK = (�0ruh)jK et d'apr�es (3.76), div phjK = ��0fjK. DonphjK = (�0ruh)jK � �0fjK2 � x� xKy � yK �+ K � x� xK�(y � yK) � :Il reste maintenant �a d�eterminer le oeÆient K. Choisissons qh =PK sgn(K) rot bK dansl'�equation (3:70)2 ; puisque le produit salaire entre ruh et rot bK (Lemme 3.3.3, (ii)) estnul sur haque retangle K, nous obtenons0 =XK (ph; qh)0;K =XK ZK ph � sgn(K) rot bK dx : (3.78)En rempla�ant ph par sa valeur, ei est enore �equivalent �aXK ZKh(�0ruh)jK � �0fjK2 � x� xKy � yK � + K � x� xK�(y � yK) �i� sgn(K) rot bK dx = 0(3.79)Or, ZK �0(ruh) � rot bK dx = 0 (puisque le rotationnel de la bulle rot bK est �a moyenne nullesur K) et ZK(x� xK)2 = jKj12 jexj2 et ZK(y � yK)2 = jKj12 jeyj2: (3.80)L'�equation (3.79) devient :XK K sgn(K)(jexj2 + jeyj2) =XK sgn(K)�0fjK2 (jexj2 � jeyj2) (3.81)Pour d�eterminer K sur haque retangle K, utilisons la propri�et�e Hdiv des �el�ements de RT 0.Consid�erons d'abord le as d'un maillage �a quatre retangles omme elui de la Figure 3.12et C est le hemin repr�esent�e sur la Figure 3.12 :On note a1 = �K1 \ �K2, a2 = �K2 \ �K3, a3 = �K3 \ �K4 et a4 = �K1 \ �K4.Lemme 3.5.6 La ontinuit�e de p � �a le long des arêtes a1; a2; a3 intersetant le hemin Cimplique la ontinuit�e de p � �a le long de l'arête a4.Preuve :Soit a une arête interne du maillage Th ommune aux retangles K1 et K2, tels que�K1 \ �K2 = fag. Soit �a le veteur normal �a l'arête a, orient�e de K1 vers K2, alors phsatisfait la relation : ph � �a + ph � � 0a = 0 le long de l'arête a:- 133 -
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K1 K2

K3K4 CS
Fig. 3.12 { Chemin C

K1 K2a�aFig. 3.13 { Arête vertiale K1
K2a �a

Fig. 3.14 { Arête horizontaleLa ondition de ontinuit�e de ph le long de l'arête vertiale a donne (Figure 3.13) :jK2jK2 = �jK1jK1 + F (uh; f; a;K1; K2) (3.82)o�u la fontion F est d�etermin�ee par :F (uh; f; a;K1; K2) = �2jaj��0(ruh)jK1 � �0(ruh)jK2��� 10 � (3.83)+ jK1j2 �0fjK1 + jK2j2 �0fjK2De même, la ontinuit�e de ph le long d'une arête horizontale a donne de fa�on analogue(Figure 3.14) : jK2jK2 = �jK1jK1 +G(uh; f; a;K1; K2) (3.84)o�u la fontion G est d�etermin�ee par :G(uh; f; a;K1; K2) = 2jaj�(�0ruh)jK1 � (�0ruh)jK2��� 01 �� jK1j2 �0fjK1 � jK2j2 �0fjK2:(3.85)Supposons que ph � �a soit ontinue le long des arêtes a qui intersetent le hemin C.� Le long de l'arête a1 = �K1 \ �K2 (Figure 3.12), on a par la relation (3.82),jK2jK2 = �jK1jK1 + F (uh; f; a1; K1; K2) (3.86)- 134 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangleso�u F est d�e�nie par (3.83) :F (uh; f; a;K1; K2) = �2jaj��0(ruh)jK1 ��0(ruh)jK2��� 10 �+ jK1j2 �0fjK1 + jK2j2 �0fjK2:(3.87)� La ontinuit�e le long de a2 = �K2 \ �K3 donne par la relation (3.84) :jK3jK3 = �jK2jK2 +G(uh; f; a2; K2; K3) (3.88)o�u G est d�etermin�ee par :G(uh; f; a2; K2; K3) = 2ja2j�(�0ruh)jK2 � (�0ruh)jK3��� 01 �� jK2j2 �0fjK2 � jK3j2 �0fjK3(3.89)L'�equation (3.86) devient :�jK3jK3 = �jK1jK1 + F (uh; f; a1; K1; K2)�G(uh; f; a2; K2; K3) (3.90)� Par ontinuit�e le long de a3 = �K3 \ �K4 et la relation (3.82), l'�equation (3.90) devient :�(�jK4jK4 + F (uh; f; a3; K4; K3)) = �jK1jK1 + F (uh; f; a1; K1; K2) (3.91)�G(uh; f; a2; K2; K3)'est-�a-direjK4jK4 = �jK1jK1 + F (uh; f; a3; K4; K3) + F (uh; f; a1; K1; K2)�G(uh; f; a2; K2; K3)(3.92)En rempla�ant F et G par leurs valeurs, (3.92) s'�erit :jK4jK4 = �jK1jK1 � 2ja3jh�0(ruh)jK4 � �0(ruh)jK3i�� 10 �+ jK4j2 �0fjK4 + jK3j2 �0fjK3�2ja1jh�0(ruh)jK1 � �0(ruh)jK2i�� 10 �+ jK1j2 �0fjK1 + jK2j2 �0fjK2�h2ja2jh(�0ruh)jK2 � (�0ruh)jK3i�� 01 �� jK2j2 �0fjK2 � jK3j2 �0fjK3i (3.93)qui est �equivalent �ajK4jK4 = �jK1jK1 (3.94)�2hja3j��0(ruh)jK4 � �0(ruh)jK3�+ja1j��0(ruh)jK1 � �0(ruh)jK2�i�� 10 ��2ja2j�(�0ruh)jK2 � (�0ruh)jK3��� 01 � + jK4j2 �0fjK4 + jK3j2 �0fjK3+ jK1j2 �0fjK1 + jK2j2 �0fjK2 + jK2j2 �0fjK2 + jK3j2 �0fjK3
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesenore �equivalent �ajK4jK4 = �jK1jK1 (3.95)�2hja3j��0(ruh)jK4 � �0(ruh)jK3�+ja1j��0(ruh)jK1 � �0(ruh)jK2�i�� 10 ��2ja2j�(�0ruh)jK2 � (�0ruh)jK3��� 01 �+XK jKj2 �0fjK � jK4j2 �0fjK4 � jK1j2 �0fjK1Utilisons la forme variationnelle (3.72) dont uh est solution. Soit vh la fontion de base deQ1;0 assoi�ee au sommet S. Pour e hoix de vh,�0(rvh)K1 = 12jK1j � ja1jja4j � ; �0(rvh)K2 = � 12jK2j � ja1j�ja2j ��0(rvh)K3 = � 12jK3j � ja3jja2j � ; �0(rvh)K4 = � 12jK4j � �ja3jja4j ��0(vh)K = 14 (3.96)La relation (3.72) s'�erit enoreXK jKj�0(ruh)K � �0(rvh)K =XK jKj(�0f)K�0(vh)K (3.97)En rempla�ant dans (3.97) pour K1 [K2 [K3 [K4, on obtient :12h�0(ruh)K1 � � ja1jja4j �� �0(ruh)K2 � � ja1j�ja2j �� �0(ruh)K3 � � ja3jja2j ���0(ruh)K4 � � �ja3jja4j �i=XK jKj4 (�0f)K (3.98)Equivalent �a l'�egalit�e :hja1j��0(ruh)K1 � �0(ruh)K2�+ja3j��0(ruh)K4 � �0(ruh)K3�i�� 10 �+hja2j��0(ruh)K2 � �0(ruh)K3�+ja4j��0(ruh)K1 � �0(ruh)K4�i�� 01 �=XK jKj2 (�0f)K (3.99)
En multipliant par 2 la relation (3.99) et en substituant dans l'�equation (3.95), on obtientjK4jK4 = �jK1jK1 + 2ja4j��0(ruh)K1 � �0(ruh)K4��� 01 �� jK4j2 �0fjK4 � jK1j2 �0fjK1 (3.100)Il s'agit des relations (3.84)-(3.85) adapt�ees aux retangles K1 et K4. La ondition (3.100)est don �equivalente �a la ontinuit�e de ph � �a4 , o�u a4 est l'arête fronti�ere entre les retangles- 136 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesK1 et K4. Ce qui prouve le lemme. �Ce lemme donn�e pour 4 mailles se g�en�eralise au as d'un maillage Th tel qu'il a �et�e in-troduit au d�ebut de e hapitre. En e�et, onsid�erons le domaine 
, muni du hemin C 0repr�esent�e en pointill�es sur la Figure 3.15.4 3 2 1a3 a2 a1Fig. 3.15 { Chemin C0 parourant le maillage Th du domaine 
.On suppose que la ontinuit�e de ph � �a est vraie sur le hemin C 0. En appliquant le Lemme3.5.6 sur le hemin �eh�e 1 (Figure 3.15) on obtient la ontinuit�e de ph ��a1 . De même, grâeau Lemme 3.5.6 appliqu�e au hemin 2, on obtient la ontinuit�e de ph ��a2 . En raisonnant parr�eurrene, on obtient la ontinuit�e de ph � �a sur toutes les arêtes internes a du maillage.D'o�u l'on d�eduit le lemme suivant :Lemme 3.5.7 Soient uh la solution du probl�eme (3.72) et ph donn�e sur haque retangle Kpar la relation (3.73), o�u K reste �a d�e�nir. Soit C un hemin parourant tous les retanglesdu domaine 
. La ontinuit�e de ph � �a le long de haque arête a qui intersete le heminC (Figure 3.16) est �equivalente �a la ontinuit�e de ph � �a le long de haque arête interne audomaine 
.Cei nous permet d'en d�eduire un syst�eme lin�eaire �a NE �equations, dont le veteur(1; 2; � � � ; NE) est solution, donn�e par les (NE � 1) �equations de ontinuit�e de ph � �ale long de haque arête a, intersetant le hemin C auxquelles, on adjoint l'�equation (3.81).
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Fig. 3.16 { Chemin C parourant le maillage Th du domaine 
.Lemme 3.5.8  = (1; 2; � � � ; N) solution du syst�eme A = b o�u
A = 0BBBBBBB�

jK1j jK2j 0 0 � � � 00 jK2j jK3j 0 � � � 0... . . . . . . 00 . . . . . . 00 � � � 0 0 jKN�1j jKN jjexj2 + jeyj2 �(jexj2 + jeyj2) � � � � � � � � � sgn(KN)(jexj2 + jeyj2
1CCCCCCCAetb = 0BBBBBBBB�

H(uh; f; ja1j; K1; K2)H(uh; f; ja2jK2; K3)......H(uh; f; jaN�1j; KN�2; KN�1)PK sgn(K)�0fjK2 (jexj2 � jeyj2)
1CCCCCCCCA (3.101)o�u N = NE, la fontion H d�esigne F ou G (relations (3.83) et (3.85)) selon les as et aiest l'arête ommune aux retangles Ki et Ki+1.Preuve :Ce syst�eme admet une unique solution, en e�et le d�eterminant de la matrie A est :detA = jK2j � � � jKN�1j(jexj2 + jeyj2)(sgn(KN)jK1j+ (�1)N+1 sgn(K1)jKN j):D'autre part, le signe du dernier retangle vu par le hemin C est sgn(KN) = (�1)N+1 etsgn(K1) = 1. Don j detAj = jK2j � � � jKN�1j(jexj2 + jeyj2)(jK1j + jKN j) et j detAj est non- 138 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesnul.Don K est d�etermin�e de fa�on unique par la r�esolution du syst�eme A = b et ph s'�eritdans haque retangle en fontion de K (qui d�epend des retangles voisins)phjK = ruh(xK ; yK)� �0fjK2 � x� xKy � yK �+ K rot bK : (3.102)Ii, nous n'avons pas d'�eriture de ph loale �a haque retangle K. Cei est probablement dûau hoix de l'espae de fontions test X2;h qui n'est pas totalement disontinu par maille.Nous savons par le Lemme 3.5.5 que le probl�eme (3.70) admet une unique solution (uh; ph)de Q1;0�RT 0. Nous venons de prouver que ette solution est elle même solution du probl�emeoupl�e (3.72-3.73) qui admet une unique solution. C'est don la solution du probl�eme (3.70).D'o�u l'�equivalene des deux probl�emes. �Lemme 3.5.9 (Une arat�erisation de l'espae Q1)Soit uh tel que uhjK 2 Q1(K) pour tout retangle K du maillage. Alors, uh 2 Q1 si etseulement si uh est ontinu au milieu des arêtes internes et ruh � � est ontinu le long duhemin C. C'est-�a-direQ1 = fuh=uhjK 2 Q1(K) ; 8K 2 Th ; Za[uh℄ d� = 0 ; 8a 2 Ai ;ruh � �a est ontinu le long du hemin CgEn partiulier, sa dimension est dimQ1 = 4NE �NAi � (NE � 1) = NP .Preuve :NotonsQ = fuh 2 Q1(K) ; 8K 2 Th ; Za[uh℄ d� = 0 ; 8a 2 Ai ; ruh��a est ontinu le long du hemin Cg :L'inlusion Q1 � Q est �evidente. Montrons don l'inlusion Q � Q1 . Comme dans la preuvedu Lemme 3.5.6, on se limite au domaine simple ompos�e de quatre retangles (Figure 3.12).On suppose que uh est ontinu au milieu des quatre arêtes a1; a2; a3 et a4 et que ruh � �aiest ontinu le long de l'arête ai, pour i = 1; 2; 3. On d�eduit alg�ebriquement de es relationsde ontinuit�es que ruh � �a4 est ontinu le long de l'arête a4. D'autre part la ontinuit�e deuh au milieu des arêtes internes et la ontinuit�e de ruh � �a au niveau des arêtes internesimplique la ontinuit�e de uh aux interfaes du maillage, 'est-�a-dire, la ontinuit�e de uh surtout le domaine. On a don Q � Q1 . Ce qui prouve le lemme. �Lemme 3.5.10 (Lien entre les sh�emas bô�te 1 et 2 : Q1n;0�(RT 0+�) et Q1;0�RT 0)La solution (uh; ph) 2 Q1n;0� (RT 0+�) du sh�ema bô�te 1, (3.23) est donn�ee expliitementen fontion de la solution (�uh; �ph) 2 Q1;0 � RT 0 du sh�ema bô�te 2, (3.70) paruh = �uh +XK �K bK et ph = �ph +XK �K rot bK (3.103)- 139 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangleso�u �K = 3jKj4 1jexj2 + jeyj2 (�ph �r�uh;rbK)0;K�K = �3jKj4 1jexj2 + jeyj2 (�ph �r�uh; rot bK)0;KPreuve :Soit (�uh; �ph) 2 Q1;0 � RT 0 la solution du sh�ema bô�te 2, (3.70). On poseuh = �uh +XK �K bK et ph = �ph +XK �K rot bK (3.104)On herhe (�K ; �K)K2Th tel que (uh; ph) 2 Q1n;0� (RT 0 +�) est solution du sh�ema bô�te1 (3.23).� ph ainsi d�e�ni est tel que div ph = div �ph. Les �equations (3.23)1 et (3.70)1 sont identiques.Don ph v�eri�e l'�equation (3.23)1, sans ontrainte sur les oeÆients �K; �K.� A quelles onditions, (uh; ph) satisfait l'�equation (3.23)2 ? C'est-�a-direXK2Th(ph �ruh; qh)0;K = 0 ; 8qh 2 (P 0)2 + P 0(rbK) + P 0(rot bK):D'apr�es l'�equation (3.70)2 et puisque la moyenne du gradient et du rotationnel de la bullenon-onforme bK sont nuls sur haque retangle K, on aXK2Th(ph �ruh; qh)0;K = 0 ; 8qh 2 (P 0)2 :En hoisissant qh = rbK, on obtient(ph �ruh; qh)0;K = (�ph �r�uh;rbK)0;K + (�K rot bK ;rbK)0;K � (�K rbK;rbK)0;K :Par d�e�nition de bK , le produit salaire (rot bK;rbK)0;K est nul. Don �K s'exprime surhaque retangle K en fontion de �uhjK et �phjK par�K = 3jKj4 1jexj2 + jeyj2 (�ph �r�uh;rbK)0;K :Ce qui d�etermine �K de fa�on unique sur K, puisque la solution (�uh; �ph) du sh�ema bô�te(3.70) est unique.De même, en prenant qh = rot bK , on obtient(ph �ruh; rot bK)0;K = (�ph �r�uh; rot bK)0;K + (�K rot bK ; rot bK)0;K � (�KrbK ; rot bK)0;KOr, nous avons vu que (rot bK;rbK)0;K = 0. Don on peut exprimer le oeÆient �K defa�on unique sur K en fontion de l'unique solution (�uh; �ph) du sh�ema bô�te (3.70) par�K = �3jKj4 1jexj2 + jeyj2 (�ph �r�uh; rot bK)0;K :- 140 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesCe qui prouve que (uh; ph) 2 Q1n;0 � (RT 0 + �) est solution du sh�ema bô�te (3.23), quiadmet une unique solution. Don (uh; ph) 2 Q1n;0 � (RT 0 + �) est la solution du sh�emabô�te (3.23).Remarquons que puisque (�uh; �ph) 2 Q1;0 � RT 0 est la solution du sh�ema bô�te (3.70), lesoeÆients �K satisfont la relation suivanteXK �K sgn(K)j rot bK j2 = 0 : (3.105)�
3.6 Sh�ema bô�te 3 : (uh; ph) 2 Q1rot �RT 03.6.1 L'espae Q1rotRappelons la d�e�nition de l'espae Q1rot introduit par Rannaher et Turek [38℄. C'est unespae de type non-onforme, dont les �el�ements appartiennent loalement �a l'espae vetorielnot�e Q1rot(K) engendr�e par 1; x; y; x2 � y2. D�e�nissons les fontions de base la indi�ees parles arêtes du maillage la(vh) = 1jaj Za vh d� :Alors l'espae Q1rot est d�e�ni �a l'aide des fontions la parQ1rot = nvh 2 L2(
); vhjK 2 Q1rot(K); 8K 2 Th; la(vhjK1) = la(vhjK2); 8a = �K1 \ �K2 o :(3.106)Sa restrition aux �el�ements nuls sur la fronti�ere � estQ1rot;0 = nv 2 Q1rot ; la(vh) = 0; 8a 2 Ab o : (3.107)Lemme 3.6.1 (Fontions de base de l'espae Q1rot)(i) Q1rot est un espae de dimension NAi, dont les degr�es de libert�e sont donn�es par lesfontions (la)a2Ai.(ii) La base loale de Q1rot sur l'�el�ement de r�ef�erene K̂ est (pi)1�i�4 :p̂1(x̂; ŷ) = 0:75 + 1:5x̂� 2:5ŷ � 1:5(x̂2 � ŷ2)p̂2(x̂; ŷ) = �0:25� 0:5x̂+ 1:5ŷ + 1:5(x̂2 � ŷ2)p̂3(x̂; ŷ) = �0:25 + 1:5x̂� 0:5ŷ � 1:5(x̂2 � ŷ2)p̂4(x̂; ŷ) = 0:75� 2:5x̂+ 1:5ŷ + 1:5(x̂2 � ŷ2)Remarque :Dans le as d'un domaine retangulaire maill�e par des retangles, la g�eom�etrie du maillageest telle que le oeÆient �K 2 (0; �) qui mesure l'angle maximal entre les veteur normauxde deux ôt�es oppos�es est �K = 0. - 141 -
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K

Fig. 3.17 { Les degr�es de libert�e de Q1rot dans le retangle KLemme 3.6.2 (Op�erateur d'interpolation sur l'espae Q1rot)Soit ih l'op�erateur d'interpolation global introduit par Rannaher et Turek, [38℄ dont larestrition iK �a haque retangle K est d�e�nie par les degr�es de libert�e la. Dans le as demaillages en retangle, il existe une onstante C ind�ependante de h telle quejv � ihvj0;
 + h jv � ihvj1;h � C h2 kvk2;
 (3.108)Lemme 3.6.3 (Propri�et�e de l'espae Q1rot;0)Par onstrution, l'espae Q1rot;0 satisfait les identit�es suivantes : pour tout vh 2 Q1rot;0,(i) 8a 2 Ai; Ra[vh℄ p d� = 0 ; 8p 2 P 0(a) ;(ii) 8a 2 Ab ; Ra vh p d� = 0 ; 8p 2 P 0(a) : (3.109)Lemme 3.6.4 (Lemme de Poinar�e disret)Il existe une onstante C > 0 qui ne d�epend que de 
, telle quejuj0;
 � Cjuj1;h ; 8u 2 H10 (
) +Q1rot;0 : (3.110)Preuve :Le lemme se d�emontre de mani�ere analogue au lemme de Poinar�e disret pour l'espaeH10 (
) +Q1n;0 (Lemme 3.4.3). juj0;
 = supg2L2(
) j(u; g)0;
jjuj0;
 (3.111)Soit g 2 L2; 9 p 2 H1(
)2 tel que div p = g et kpk1;
 � Cjgj
.Soit u 2 H10 (
) +Q1rot;0, en rempla�ant g par sa valeur et en int�egrant par parties, on a(u; g)0;
 = (u; div p)0;
 = �XK ZK ru � p dx| {z }(I) +XK Z�K p � � u d�| {z }(II) : (3.112)Majorons les deux termes du seond membre :� L'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz donnej(I)j = jXK ZK ru � p dx j � juj1;h jpj0;
 :- 142 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangles� p 2 (H1(
)2) \Hdiv(
), don sa omposante normale est ontinue par arête et don (II)est �egal �a(II) =XK Z�K p � � u d� = Xa2Ab Za p � �a u d� � Xa2Ai Za p � �a [u℄ d� ; (3.113)o�u [u℄ est le saut de u �a travers l'arête a. Soit p � �a = 1jaj Ra p � �ad� la moyenne de p � �a lelong de l'arête a. u 2 H10 (
) +Q1rot;0 et l'espae H10 (
) +Q1rot;0 satisfait la propri�et�e (3.109)don l'�egalit�e (3.113) devient(II) =XK Z�K p � � u d� = Xa2Ab Za(p � �a � p � �a) u d� � Xa2Ai Za (p � �a � p � �a) [u℄d�= XK Xe2�K Ze(p � �e � p � �e) u d�Le Lemme 3.2.1 et les propri�et�es du maillage donnent l'estimation de l'int�egrale de bord :j Ze(p � �e � p � �e) u d�j � C hKjuj1;K jpj1;KAinsi, j(II)j = jXK Z�K p � � u d�j � 4Chjuj1;h jpj1;
Finalement, on obtientj(u; g)0;
j � (4Ch+ 1)juj1;h jpj1;
 � (4Ch+ 1)juj1;h kpk1;
| {z }�C(
)jgj0;
Nous en d�eduisons le r�esultat annon�e. �Corollaire 3.6.1 La semi-norme j � j1;h est une norme sur l'espae H10 (
) +Q1rot;0.3.6.2 Sh�ema bô�te 3Dans ette partie, nous proposons un troisi�eme sh�ema bô�te, assoi�e au probl�eme dePoisson mixte (3.2), pour lequel les inonnues sont toutes situ�ees au niveau des arêtes. Ononserve l'espae de Raviart-Thomas RT 0 omme espae d'approximation pour le ux p.On herhe un espae d'�el�ements �nis dont les degr�es de libert�e sont loalis�es au niveaudes arêtes, pour approher l'inonnue salaire u. On hoisit l'espae de Rannaher et Turek.Le hoix M1;h = Q1rot;0 et X1;h = RT 0 orrespond �a NAi + NA = 4NE degr�es de libert�e.On hoisit les espaes de test de fa�on �a v�eri�er l'�egalit�e (3.4) entre nombre d'inonnues etnombre d'�equations. L'espae de test M2;h est l'espae des polynômes onstants totalementdisontinus par retangle, enore not�e P 0M2;h = nvh 2 L2(
) ; vhjK 2 P 0(K) ; 8K 2 Tho (3.114)- 143 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangleset l'espae de test X2;h est l'espae des polynômes onstants de R2 totalement disontinus,enrihi sur haque retangle par le rotationnel de la bulle non-onforme.X2;h = nqh 2 (L2(
))2 ; qhjK 2 (P 0(K))2 + P 0 rot bK ; 8K 2 Tho (3.115)= (P 0(K))2 + �o�u � est l'espae d�e�ni dans le Lemme 3.3.7 engendr�e par le rotationnel de la bulle non-onforme : � = f� n�jK = �K rot bK; �K 2 R; 8K 2 Thg :En partiulier, l'espae de test X2;h, ontient les gradients de uh ; r(M1;h) � X2;h.D�e�nition 3.6.1 (Sh�ema bô�te 3)Soit le sh�ema bô�te suivant : trouver (uh; ph) 2 Q1rot;0 � RT 0 solution de8>><>>: XK2Th(div ph + f; vh)0;K = 0 ; 8vh 2 P 0XK2Th(ph �ruh; qh)0;K = 0 ; 8qh 2 (P 0)2 + � : (3.116)Lemme 3.6.5 (Egalit�e des dimensions)D'apr�es les relations d'Euler, l'�egalit�e des dimensions entre les espaes d'inonnues et lesespaes de test est v�eri��ee :dimQ1rot;0 + dimRT 0 = dimP 0 + dim((P 0)2 + �):Lemme 3.6.6 Le probl�eme disret (3.116) admet une unique solution(uh; ph) 2 Q1rot;0 � RT 0.Preuve :Puisque dim X1;h+dim M1;h = dim X2;h+dim M2;h et que (3.116) est un probl�eme lin�eaire,il suÆt de prouver que f = 0 implique que uh = 0 et ph = 0. div ph est onstant par retangle,don l'�equation (3.116)1 implique que div phjK = 0. D'autre part, phjK 2 RT 0(K), don phdevient un �el�ement de X2;h. Prenons qh = ph 2 X2;h dans l'�equation (3.116)2 ; en appliquantla formule de Green, on obtientjphj20;
 = XK ZK ph � r uh dx= �XK ZK div ph| {z }=0 uh dx+XK Z�K(ph � �) uh d�= Xa2Ab Za ph � �a uh d� � Xa2Ai Za ph � �a [uh℄ d�Puisque ph � �a 2 P 0(a) (ph 2 RT 0) et que uh 2 Q1rot;0, par le Lemme 3.6.3, on a jphj20;
 = 0.Don ph est identiquement nul. - 144 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesPour prouver que uh est nul, prenons qh = ruh 2 X2;h dans l'�equation (3.116)2. Puisque phest nul, on obtient PK jruhj20;K = 0. Don uh est onstant par retangle. Les propri�et�es del'espae Q1rot;0 impliquent que uh est identiquement nul. D'o�u l'existene et l'uniit�e de lasolution du probl�eme (3.116). �Proposition 3.6.1 La solution (uh; ph) 2 Q1rot;0 � RT 0 du sh�ema bô�te (3.116) est telleque :(i) uh 2 Q1rot;0 est solution du probl�eme variationnelXK2Th(ruh;rvh)0;K = XK2Th (�0fjK; vh)0;K ; 8vh 2 Q1rot;0 (3.117)(ii) ph s'�erit loalement sur haque retangle KphjK = ruhjK � �0fjKjexj2 + jeyj2 � jeyj2(x� xK)jexj2(y � yK) � (3.118)o�u (xK; yK) est le entre du retangle K et ex; ey sont les dimensions de K.La solution uh 2 Q1rot;0 du sh�ema bô�te (3.116) est la solution du probl�eme non-onformestandard de Rannaher-Turek pour un seond membre onstant par maille.Preuve :(i) Soit vh 2 Q1rot;0, alors rvh 2 X2;h. En int�egrant par parties, l'�equation (3.116)2 pourqh = rvh, on obtientXK (r uh ; r vh)0;K =XK (ph;r vh)0;K = �XK ZK div ph vh dx+XK Z�K (ph � �) vh d�(3.119)Puisque ph 2 RT 0, div ph 2 P 0, et don l'�equation (3.116)1 implique que pour tout retangleK div phjK = �(�0f)jK (3.120)Puisque la omposante normale ph � �a de ph est ontinue le long de l'arête a etdiv phjK = �(�0f)jK, l'identit�e (3.119) se r�e�eritXK (r uh ; r vh)0;K =XK (�0f; vh)0;K +Xa2Ab Za ph � �a vh d��Xa2Ai Za ph � �a [vh℄ d� : (3.121)Or, ph 2 RT 0, don ph � �a 2 P 0(a) et vh 2 Q1rot;0. Don les deux derniers termes du membrede droite sont nuls par le Lemme 3.6.3. Ce qui prouve le premier point.(ii) ph appartient �a RT 0, don d'apr�es la relation (3.19), il s'�erit loalementphjK = ph(xK ; yK) + � x� xKy � yK �+ Æ� x� xK�(y � yK) � (3.122)- 145 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesOr, ��0f = div phjK = 2 d'apr�es les �equations (3.120) et (3.122). D'autre part, en hoisis-sant qh 2 (P 0)2 dans l'�equation (3.116)2, on obtient (�0ph)jK = (�0r uh)jK. Don, l'identit�e(3.122) est �equivalente �aphjK = (�0r uh)jK � �0fjK2 � x� xKy � yK � + Æ� x� xK�(y � yK) � (3.123)Loalement, le gradient de uh sur K est �egalr uh jK = (�0r uh)jK + �� x� xK�(y � yK) � (3.124)pour un ertain � 2 R. Don, l'�equation (3.123) se r�e�erit en fontion de r uh jK :phjK = r uh jK � �0fjK2 � x� xKy � yK �+ (Æ � �)� x� xK�(y � yK) � (3.125)En posant ~� = Æ � �, nous obtenons :phjK �r uh jK = ��0fjK2 � x� xKy � yK �+ ~�� x� xK�(y � yK) � (3.126)Choisissons qh = � x� xK�(y � yK) � 2 X2;h dans l'�equation (3.116)2, on obtient en rempla�antph �ruh par sa valeur0 = XK (ph �ruh; qh)0;K= XK ���0fjK2 � x� xKy � yK � + ~�� x� xK�(y � yK) � ;� x� xK�(y � yK) ��0;K= XK ���0fjK2 ZK(x� xK)2 � (y � yK)2 + ~� ZK(x� xK)2 + (y � yK)2�D'apr�es les relations (3.34), on aZK(x�xK)2�(y�yK)2 = jKj12 (jexj2�jeyj2) et ZK(x�xK)2+(y�yK)2 = jKj12 (jexj2+ jeyj2) :Ce qui donne ~� = �0fjK2 jexj2 � jeyj2jexj2 + jeyj2 : (3.127)D'o�u on d�eduit (ii). �
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retangles3.6.3 Etude de la stabilit�e du sh�ema bô�te 3Proposition 3.6.2 (Stabilit�e)La solution (uh; ph) du probl�eme (3.116) satisfait l'estimation suivante :kuhk1;h + kphkdiv;h � Cjf j0;
Preuve :� Utilisons la formulation �equivalente de la Proposition 3.6.1juhj21;h =XK (ruh;ruh)0;K =XK (�0fjK; uh)0;K (3.128)Or, par l'in�egalit�e de Cauhy-ShwarzjXK (�0fjK; uh)0;Kj � jf j0;
juhj0;
 :On en d�eduit l'estimation juhj21;h � jf j0;
juhj0;
L'in�egalit�e de Poinar�e (3.110) donnejuhj1;h � Cjf j0;
 (3.129)Par d�e�nition de la norme k : k1;h, nous obtenons l'in�egalit�ekuhk1;h � C(
)jf j0;
 (3.130)� D'autre part l'�eriture loale de ph (3.118) et l'estimation (3.129) donne :jphj0;h � Cjf j0;
o�u C ne d�epend que de 
.D'autre part, div phjK = �(�0f)jK (par l'�equation (3.116)1) par ons�equent,kphkdiv;h � Cjf j0;
 : (3.131)En utilisant les r�esultats (3.130) et (3.131), nous onluons quekuhk1;h + kphkdiv;h � C(
)jf j0;
 �Proposition 3.6.3 (Estimation d'erreur a priori )Soit (u; p) 2 H10 (
)�Hdiv(
) la solution du probl�eme ontinu (3.2) et (uh; ph) 2 Q1rot;0�RT 0la solution du sh�ema bô�te (3.116). Si de plus f 2 H1(
), on a les estimations d'erreur apriori : (i) ju� uhj1;h � Chjf j0;
(ii) ju� uhj0;
 � Ch2(jf j0;
 + jf j1;
)(iii) jp� phjdiv;
 � Chjf j1;
(iv) jp� phj0;
 � Chjf j0;
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Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesPreuve :La d�emonstration des estimations d'erreur a priori du sh�ema bô�te 3, suit la d�emonstrationdes estimations d'erreur du sh�ema bô�te 1.(i) Soit ah la forme bilin�eaire d�e�nie sur l'espaeH10 (
)+Q1rot;0 par ah(u; v) =PK(ru;rv)0;Kpour des �el�ements u et v de H10 (
) + Q1rot;0. Nous montrons omme dans la Preuve de laProposition 3.4.3 queju� uhj1;h � 2 infwh2Q1rot;0 ju� whj1;h + supwh2Q1rot;0 jah(uh � u; wh)jjwhj1;hPuisque la forme bilin�eaire ah satisfait la Proposition 3.6.1, on a pour tout wh 2 Q1rot;0ah(uh; wh) = XK2Th(ruh;rwh)0;K = XK2Th (�0fjK; wh)0;K :D'autre part, l'espae Q1rot;0 satisfait le Lemme 3.6.3 qui est l'analogue du Lemme 3.3.5.Don on a l'estimation de l'erreur de onsistane (qui se d�emontre de la même fa�on quedans la Preuve de la Proposition 3.4.3) :supwh2Q1rot;0 jah(uh � u; wh)jjwhj1;h � C h jf j0;
 : (3.132)L'erreur d'approximation est major�ee parinfwh2Q1rot;0 ju� whj1;h � ju� ihuj1;h (3.133)o�u ih est l'op�erateur d'interpolation sur l'espae Q1rot d�e�ni au Lemme 3.6.2. On a don parle Lemme 3.6.2 infwh2Q1rot;0 ju� whj1;h �  hjuj2;
Or, u satisfait kuk2;
 � Cjf j0;
. On onlut don, queju� uhj1;h � C hjf j0;
(ii) La d�emonstration de l'estimation d'erreur (ii) est identique �a la d�emonstration de laPreuve de la Proposition 3.4.3. On utilise un argument de type Aubin-Nitshe et l'estimation(i).(iii) D'apr�es l'�eriture loale de ph (3.118) et la d�e�nition du ux p = ru, on ajp� phj0;
 = jru�XK �ruhjK � �0fjKjexj2 + jeyj2 � jeyj2(x� xK)jexj2(y � yK) ��j0;
� jru�ruhj0;
 + hXK ZK� �0fjKjexj2 + jeyj2�2(jeyj4(x� xK)2 + jexj4(y � yK)2)i1=2� ju� uhj1;h + hXK �0f 2jKjexj2 + jeyj2 jKj12 jexj2jeyj2i1=2- 148 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesOr, 2jexjjeyjjexj2+jeyj2 � 1 et jKj = jexjjeyj, donjp� phj0;
 � ju� uhj1;h + C h jf j0;
e qui d�emontre (iii).(iv) jp� phjdiv;h = j div p�div phj0;
. Or, div p = �f d'apr�es (3.2) et div ph = ��0f d'apr�es(3.120), d'o�u on d�eduit le r�esultat annon�e. �Remarque : Ce sh�ema bô�te a �et�e �etudi�e en parall�ele par d'autres auteurs : S.-H. Chou,D.Y. Kwak et K.Y. Kim, [11℄.3.6.4 Lien ave le sh�ema mixte de Raviart-ThomasNous allons �etablir le lien entre la solution (uh; ph) 2 Q1rot;0 � RT 0 du sh�ema bô�te(3.116) et la solution (�uh; �ph) 2 Q0�RT 0 de la m�ethode mixte standard de Raviart-Thomasde plus bas degr�e sur retangles [39℄ (l'espae Q0 est �egal �a l'espae P 0 des onstantes).Rappelons la m�ethode mixte lassique : herher (�uh; �ph) 2 P 0 � RT 0 solution de� (div �ph + f; �vh)0;
 = 0 ; 8�vh 2 P 0(�ph; �qh)0;
 + (�uh; div �qh)0;
 = 0 ; 8�qh 2 RT 0 : (3.134)Proposition 3.6.4 La solution (~uh; ~ph) 2 P 0�RT 0 du probl�eme mixte de Raviart-Thomas(3.134) est donn�ee en fontion de la solution (uh; ph) 2 Q1rot;0�RT 0 du sh�ema bô�te (3.116)par ~ph = ph et ~uhjK = (�0uh)jK + (�0f)jK24 jKj2jexj2 + jeyj2 11K : (3.135)Preuve :Soit ~qh 2 RT 0. Calulons (ph; ~qh)0;
 :(ph; ~qh)0;
 = (ph �ruh; ~qh)0;
 + (ruh; ~qh)0;
 (3.136)= XK (ph �ruh; ~qh � div ~qh2 � x� xKy � yK �)0;K| {z }(I) (3.137)+XK (ph �ruh; div ~qh2 � x� xKy � yK �)0;K + (ruh; ~qh)0;
D'apr�es la relation (3.19), les �el�ements de RT 0 s'�erivent loalement~qhjK = �0~qh + div ~qh2 � x� xKy � yK �+ ~Æ� x� xK�(y � yK) � (3.138)Alors, ~qh� div ~qh2 � x� xKy � yK � 2 X2;h. Puisque (uh; ph) est la solution du sh�ema bô�te (3.116),le terme (I) est nul. Alors,(ph; ~qh)0;
 = XK (ph �ruh; div ~qh2 � x� xKy � yK �)0;K + (ruh; ~qh)0;
 (3.139)- 149 -



Quelques sh�emas bô�te sur maillages en retanglesD'autre part, l'�eriture loale de ph donn�ee par (3.118) implique quephjK �ruhjK = � �0fjKjexj2 + jeyj2 � jeyj2(x� xK)jexj2(y � yK) �Le terme (ph; ~qh)0;
 est �egal �a(ph; ~qh)0;
 = XK (� �0fjKjexj2 + jeyj2 � jeyj2(x� xK)jexj2(y � yK) � ; div ~qh2 � x� xKy � yK �)0;K (3.140)+(ruh; ~qh)0;
On applique la formule de Green, qui donne en utilisant les propri�et�e des espaes Q1rot;0 etRT 0 (nous avons vu dans les d�emonstrations ant�erieures, que les termes de bord s'annulent)(ph; ~qh)0;
 = XK (� �0fjKjexj2 + jeyj2 � jeyj2(x� xK)jexj2(y � yK) � ; div ~qh2 � x� xKy � yK �)0;K| {z }(II) (3.141)�(uh; div ~qh)0;
Le alul de (II) donne (II) = ( �0fjKjexj2 + jeyj2 jKj224 ; div ~qh)0;KEn injetant e alul dans (3.141), on obtient(ph; ~qh)0;
 = �( �0fjKjexj2 + jeyj2 jKj224 ; div ~qh)0;K � (uh; div ~qh)0;
D'autre part, div ~qh 2 P 0, don (uh; div ~qh)0;K = (�0uh; div ~qh)0;K. En regroupant tous lestermes dans le membre de gauhe, on obtient(ph; ~qh)0;
 + (XK (�0uh + �0fjKjexj2 + jeyj2 jKj224 )11K; div ~qh) = 0 (3.142)Soit ~uhjK = ��0uh + �0f24 jKj2jexj2+jeyj2 �11K 2 P 0 et ~ph = ph 2 RT 0, alors nous venons de prouverque (~uh; ~ph) est solution du probl�eme (3.134) de Raviart-Thomas, qui admet une uniquesolution. Don (~uh; ~ph) 2 P 0�RT 0 est la solution de la m�ethode mixte standard (3.134) deRaviart-Thomas. �
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Chapitre 4Equation de onvetion-di�usion enune et deux dimensions d'espae
4.1 IntrodutionL'�etude des sh�emas bô�te r�ealis�ee aux Chapitres 2 et 3 soul�event de nouvelles inter-rogations. Existe-t'il des sh�emas bô�te dans le as d'�equations plus omplexes ? Commentse omportent es sh�emas ? Nous avons �etudi�e au Chapitre 1 les modes osillants li�es �al'�equation de la haleur, un ph�enom�ene analogue se produit-il pour l'�equation de onvetion-di�usion ? L'�equation de onvetion-di�usion stationnaire en dimension 1 ayant d�ej�a �et�e�etudi�ee par J-P. Croisille, [17, 18℄, nous nous int�eressons, dans e hapitre, �a l'�equationde onvetion-di�usion instationnaire. Bien que tr�es lassiques, es �equations demeurentle mod�ele de base, notamment pour les probl�emes d'�eoulements en milieu souterrain. Parexemple, la mod�elisation des d�ehets dans un milieu poreux onstitu�e de ouhes g�eologiques,ouple la loi de Dary pour le alul de la vitesse de l'�eoulement, �a un syst�eme d'�equationsde onvetion-di�usion pour le transport de polluant. Un exemple d'int�erêt atuel est l'�etudede la di�usion en milieu souterrain de onentrations de produits radioatifs dans le milieuexterne �a partir d'un \olis" de d�ehets.1- La vitesse �!u (x) de l'�eoulement porteur est alul�ee dans un premier temps par une�equation elliptique (Dary) : 8<: div(K(x)rH) = 0 ; x 2 
�!u (x) = K(x)rHConditions limites (4.1)2- Les onentrations Ci(x; t) des di��erents polluants sont solutions d'une �equation de laforme : 8<: Ri !(�Ci�t + �iCi)� div(DirCi) + u � gradCi = fi ; 2 
� (0; T )Ci(x; 0) = 0 ; x 2 
Conditions limites (4.2)Dans les setions 4.2 et 4.3, nous rappelons le prinipe du sh�ema bô�te 1d pour les�equations de onvetion-di�usion stationnaire et instationnaire. Les inonnues u et p = ux- 151 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaesont situ�ees au niveau des noeuds du maillage. De plus, le sh�ema est param�etr�e par desd�eentrements en temps et espae pour haune des inonnues u et p . Nous e�etuons ensuitele lien entre le sh�ema bô�te 1d pour l' �equation de onvetion-di�usion instationnaire et lesm�ethodes d'�el�ements �nis �a la Setion 4.4 et de type di��erenes �nies �a la Setion 4.5. Nousproposons ensuite une extension du sh�ema bô�te pour le probl�eme de onvetion-di�usionen dimension 2 �a l'aide d'une m�ethode de type splitting diretionnel. En�n, nous pr�esentonsquelques exemples num�eriques. Ces r�esultats sont pr�esent�es par ailleurs dans [20℄, [21℄.4.2 L'�equation de onvetion-di�usion stationnaireNous rappelons bri�evement les deux sh�emas bô�te introduits par J.-P. Croisille [17℄ pourle probl�eme de onvetion-di�usion stationnaire en dimension 1. Ce sh�ema ne ontientqu'un seul param�etre de d�eentrement Dp, pour la variable p. Une ondition suÆsante denon-osillation du sh�ema est donn�ee sur Dp par le hoix :Dp;j�1=2 = sgn()2 max(0; 1� 1Pej�1=2 ) (4.3)Nous renvoyons �a [17℄ et [18℄ pour plus d'informations.4.2.1 Prinipe du sh�ema bô�te pour l'�equation de onvetion-di�usion stationnaire 1dOn onsid�ere le probl�eme de onvetion-di�usion stationnaire en dimension 1 pour unoeÆient de onvetion  2 R et un oeÆient de di�usion " > 0�  ux � "uxx = f ; 0 < x < 1u (0) = u(1) = 0 (4.4)En introduisant la variable auxilliaire p = �"ux, on obtient la forme mixte8<:  ux + px = f ; 0 < x < 1p+ " ux = 0 ; 0 < x < 1u (0) = u(1) = 0 (4.5)On onsid�ere x0 = 0 < x1 < : : : < xj < : : : < xJ = 1 une disr�etisation de [0; 1℄. Onapprohe les valeurs aux noeuds u(xj) et p(xj) respetivement par les inonnues uj et pjsitu�ees aux noeuds du maillage. La longueur de la bô�te Kj�1=2 = xj � xj�1 est hj�1=2.Rappelons les deux sh�emas bô�te assoi�ees �a e probl�eme [17℄.Le sh�ema bô�te d'ordre 2 :8<:  (uj � uj�1) + (pj � pj�1) = hj�1=2 (�0f)j�1=212 (pj + pj�1)�Dp;j�1=2 (pj � pj�1) + "hj�1=2 (uj � uj�1) = 0u0 = uJ = 0 (4.6)
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeo�u le oeÆient de d�eentrement est donn�e par la formule :Dp;j�1=2 = 12 sgn()max�0; 1� 1Pej�1=2 �.Le sh�ema bô�te d'ordre 4 valable pour Pej�1=2 � 1 :8><>:  (uj � uj�1) + (pj � pj�1) = hj�1=2 (�0f)j�1=2�12 � 112 hj�1=2" � pj + �12 + 112 hj�1=2" � pj�1 + "hj�1=2 (uj � uj�1) = 112 h2j�1=2(�0f 0)j�1=2u0 = uJ = 0 (4.7)On peut hybrider es deux sh�emas bô�te sous la forme suivante pour la formule de moyennepour �pj�1=2 :�pj�1=2 ' 12 (pj + pj�1)� Bj�1=2 (pj � pj�1)� Aj�1=2 hj�1=2 (px;j � px;j�1) (4.8)o�u Aj�1=2 et Bj�1=2 sont deux oeÆients par bô�te.px = f �  ux = f + " p (4.9)Don�pj�1=2 ' �12 � Bj�1=2 � 2Aj�1=2 Pej�1=2�pj + �12 +Bj�1=2 + 2Aj�1=2 Pej�1=2�pj�1 (4.10)Ce qui motive le hoix du oeÆient DpDp;j�1=2 = 2Aj�1=2 Pej�1=2 +Bj�1=2 (4.11)Le hoix des oeÆients Aj�1=2 et Bj�1=2 est :� Sh�ema d'ordre 2 : ( Bj�1=2 = sgn()2 max(0; 1� 1Pej�1=2 )Aj�1=2 = 0 (4.12)� Sh�ema d'ordre 4 : � Bj�1=2 = 0Aj�1=2 = 112 sgn(j�1=2) (4.13)On obtient la formulation unique du sh�ema bô�te8<:  (uj � uj�1) + (pj � pj�1) = hj�1=2(�0f)j�1=212(pj + pj�1)�Dp;j�1=2(pj � pj�1) + "hj�1=2 (uj � uj�1) = Aj�1=2h2j�1=2(�0f 0)j�1=2u0 = uJ = 0 (4.14)qui est d'ordre 2 si Pej�1=2 � 1 et d'ordre 4 si Pej�1=2 < 1.Les oeÆients Aj�1=2 et Bj�1=2 sont donn�es de fa�on unique par( Aj�1=2 = 112 sgn(j�1=2) 11Pej�1=2<1Bj�1=2 = 12 sgn(j�1=2)max(0; 1� 1Pej�1=2 ) 11Pej�1=2�1 (4.15)Les oeÆients ne sont pas ontinus en fontion de Pej�1=2. Nous renvoyons �a [18℄ pour desr�esultats num�eriques. - 153 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae4.3 L'�equation de onvetion-di�usion 1d instationnaire4.3.1 IntrodutionConsid�erons le probl�eme de onvetion-di�usion instationnaire en dimension 1 donn�e surle domaine I =℄0; 1[ par :8<: ut + ux � "uxx = f(x; t) ; x 2 I ; t > 0u (x; 0) = u0 (x) ; x 2 [0; 1℄u (0; t) = 0 ; u (1; t) = 0 ; t > 0 (4.16)o�u  2 R est la vitesse et " > 0 est le oeÆient de di�usion. La solution exate du probl�eme(4.16) est donn�ee par la formule de Duhamelu(�; t) = T (t) � u0 + Z t0 T (t� s) � f(�; s) ds (4.17)o�u T (t) � u0 = v(�; t) est la solution du probl�eme de onvetion-di�usion homog�ene surI =℄0; 1[. Un alul en s�erie de Fourier donnev(x; t) = e�xXk�1 k(u0) sin(�kx)e�"(�2k+�2)t (4.18)o�u les oeÆients k(u0), �, �k sontk(u0) = 2 Z 10 u0(x)e�x sin(�kx)dx; � = 2"; �k = k�; k � 1 (4.19)On en d�eduit que le probl�eme (4.16) est bien pos�e, par exemple dansC0([0; T0[; L2(℄0; 1[)) \ C1(℄0; 1[�℄0; T0[) de ondition initiale u0 2 L2(℄0; 1[) et de termesoure f 2 C0([0; T0[; L2(℄0; 1[)) et T0 > 0.Notations :Consid�erons un maillage quelonque du segment [0; 1℄ en J intervalles (J est un entier,J � 2). Notons x0 = 0 < x1 < ::: < xj < ::: < xJ = 1 les oordonn�ees des noeuds dumaillage, repr�esent�ees sur la Figure 4.1. La bô�te Kj�1=2 est le segment ℄xj�1; xj[ de lon-gueur hj�1=2 = xj � xj�1.4.3.2 Le sh�ema bô�te semi-disretConsid�erons la forme mixte de l'�equation de onvetion-di�usion dans laquelle on intro-duit le ux de di�usion p = �"ux omme inonnue auxilliaire :8>>>><>>>>: ut + ux + px = f (x; t) ; x 2 I ; t > 0p = �"ux ; x 2 I ; t > 0u (x; 0) = u0 (x) ; x 2 Ip (x; 0) = �" ddxu0(x) = p0(x) ; x 2 Iu (0; t) = u (1; t) = 0 ; t > 0 (4.20)
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae
xjhj�1=2 xj+1xj�1x0 = 0 Kj�1=2 xJ = 1hj+1=2
Kj+1=2

Fig. 4.1 { Maillage du segment [0; 1℄Noter que nous n'avons pas d'�equation d'�evolution sur p, mais simplement la relationp(x; t) = �" ux(x; t) �a tout instant. En partiulier, �a l'instant initial, p (x; 0) = �" ddxu0(x).Soit �0 la projetion orthogonale sur les fontions onstantes par maille, donn�ee pour toutefontion g par : (�0g)j�1=2 = 1hj�1=2 ZKj�1=2 g(x) dx:En int�egrant les �equations (4.20)1 et (4.20)2 sur haque bô�te Kj�1=2, 1 � j � J , nousobtenons les relations semi-disr�etes en espae v�eri��ees par la solution exate (u; p) de (4.20) :8>>>>>><>>>>>>:
hj�1=2 ddt(�0u(t))j�1=2 +  [u (xj ; t)� u (xj�1 ; t)℄+[p (xj ; t)� p(xj�1 ; t)℄ = hj�1=2 (�0 f(t))j�1=2 ; 1 � j � J ; t > 0hj�1=2 (�0 p)j�1=2 (t) = �" [u (xj ; t)� u (xj�1 ; t)℄ ; 1 � j � J ; t > 0u(xj; 0) = u0(xj) ; 0 � j � Jp(xj; 0) = p0(xj) ; 0 � j � Ju (x0 ; t) = u (xJ ; t) = 0 ; t > 0 (4.21)

On approhe les inonnues u(xj; t), p(xj; t) par les fontions semi-disr�etes uj (t), pj (t).Consid�erons les fontions uh (:; t) 2 P 1;0, ph (:; t) 2 P 1 , o�u P 1;0 et P 1 sont les espaesd'�el�ements �nis P 1-Lagrange usuels monodimensionnels, d�e�nies paruh (x; t) = JXj=0 uj (t)'j (x) et ph (x; t) = JXj=0 pj (t)'j (x) (4.22)o�u 'j(x) est la fontion hapeau P 1-Lagrange assoi�ee au sommet j. Alors le probl�emesemi-disret (4.21) �equivaut �a : herher (uh(:; t); ph(:; t)) 2 P 1;0 � P 1 tel que( ( ddt [�0uh(:; t)℄; vh) + (uh;x(:; t) ; vh) + (ph;x ; vh) = (f(:; t) ; vh) ; 8 vh 2 P 0(�0 ph(:; t) ; qh) + " (uh;x(:; t) ; qh) = 0 ; 8 qh 2 P 0 (4.23)Supposons que uj�1=2 soit une approximation de (�0u)j�1=2, pj�1=2 une approximation de(�0p)j�1=2 et f j�1=2 une approximation de la moyenne de f , (�0f)j�1=2. Alors, en rempla�ant(�0u(t))j�1=2 par uj�1=2(t), (�0p(t))j�1=2 par pj�1=2 et (�0f)j�1=2 par f j�1=2 dans (4.21), on
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeobtient le sh�ema semi-disr�etis�e en espae, ontinu en temps :8>>>>><>>>>>:
ddt �uj�1=2 (t) +  uj (t)�uj�1 (t)hj�1=2 + pj (t)�pj�1 (t)hj�1=2 = �fj�1=2 (t) ; 1 � j � J; t > 0�pj�1=2 (t) = �" uj (t)�uj�1 (t)hj�1=2 ; 1 � j � J; t > 0u(xj; 0) = u0(xj) ; 0 � j � Jp(xj; 0) = p0(xj) ; 0 � j � Ju0 (t) = uJ (t) = 0 ; t > 0 (4.24)Le design du sh�ema bô�te semi-disret onsiste don �a exprimer les moyennes �uj�1=2(t) et�pj�1=2(t) en fontion des inonnues d'interfae uj(t); uj�1(t) et pj(t); pj�1(t), de sorte que(4.24) d�e�nisse e�etivement une �equation d'�evolution en uj(t) et que pj(t) se d�eduise deuj(t). Pour �pj�1=2(t), on adopte une formule du type :�pj�1=2 (t) = 12 �pj (t) + pj�1 (t)��Dp;j�1=2 (t) �pj (t)� pj�1 (t)� (4.25)o�u Dp;j�1=2(t) est un oeÆient de d�eentrement, onstant par maille, �a pr�eiser. Rappelonsque (4.25) est un oeÆient de d�eentrement \stationnaire", indispensable pour assurer lanon-osillation de la solution approh�ee de�  ux � " uxx = f(x)u(0) = u(1) = 0 (4.26)Ce r�esultat est d�emontr�e dans [17, 18℄ et rappel�e au Paragraphe 4.2. Un hoix du oeÆientde d�eentrement Dp, qui assure la monotonie de (uj)j estDp;j�1=2 = sgn()2 max(0; 1� 1Pej�1=2 ) (4.27)o�u le nombre de Pelet par maille est Pej�1=2 = jjhj�1=22" . Dans la suite on supposera queDp;j�1=2 est ind�ependant du temps, donn�e par (4.27). On introduit �a pr�esent un seondparam�etre de d�eentrement Du;j�1=2(t), [12℄, dans haque bô�te Kj�1=2, tel que�uj�1=2(t) = 12 �uj(t) + uj�1(t)�+Du;j�1=2(t) �uj(t)� uj�1(t)� : (4.28)Noter qu'�a l'�etat stationnaire, ddt �uj�1=2 = 0, don le oeÆient Du;j�1=2 ne joue plus derôle, la pr�eision du sh�ema ne d�epend plus alors que de Dp;j�1=2. On s'attend �a e que led�eentrement en u soit olin�eaire �a la vitesse  du d�eplaement ; 'est-�a-dire Du;j�1=2 � 0dans haque bô�te Kj�1=2. En rempla�ant �uj�1=2(t) et �pj�1=2(t) par leurs valeurs (4.28)et (4.25) dans l'�equation (4.24), on obtient la semi-disr�etisation spatiale pour t > 0 et1 � j � J :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

ddtn� 12 +Du;j�1=2(t)�uj(t)o+ ddtn� 12 �Du;j�1=2 (t)�uj�1(t)o+ uj (t)�uj�1 (t)hj�1=2 + pj (t)�pj�1 (t)hj�1=2 = �fj�1=2 (t) ; 1 � j � J� 12 �Dp;j�1=2 (t)�pj (t) + �12 +Dp;j�1=2 (t)�pj�1 (t) + " uj (t)�uj�1 (t)hj�1=2 = 0 ; 1 � j � Ju(xj; 0) = u0(xj) ; 0 � j � Jp(xj; 0) = p0(xj) ; 0 � j � Ju0 (t) = uJ (t) = 0 ; t > 0 (4.29)- 156 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae
Dans toute la suite, les oeÆients de d�eentrement Du;j�1=2 et Dp;j�1=2 seront hoisisonstants par maille et ind�ependants du temps.Lemme 4.3.1 Le probl�eme semi-disret (4.29) admet une unique solution(uj(t); pj(t)) 2 C1([0;1[;R2(J+1)), sous les onditions suÆsantes Du;j�1=2Dp;j�1=2 � 0 surhaque bô�te Kj�1=2.Preuve :Pour d�emontrer e r�esultat, on se limite au as de maillages �equidistants (h > 0 est �x�e),o�u Dp;j�1=2 = Dp et Du;j�1=2 = Du sont onstants sur le maillage. Apr�es �elimination duux pj(t) dans la premi�ere �equation de (4.29) et de pj�1(t) dans la deuxi�eme �equation de(4.29), on obtient pj�1(t) en fontion de uj(t), uj�1(t) pour la premi�ere �equation et pj(t) enfontion de uj(t), uj�1(t) pour la deuxi�eme �equation. En onsid�erant la maille Kj+1=2 pourla premi�ere �equation, pj est donn�e en fontion de uj+1(t) et uj(t). On peut don identi�erla valeur de pj(t) �a l'interfae des mailles Kj�1=2 et Kj+1=2. On obtient alors le syst�emedi��erentiel ordinaire lin�eaire en (uj(t)) uniquement :8>>>>>>><>>>>>>>:

�12 �Dp��12 +Du � ddtuj+1(t) + �12 + 2DpDu� ddtuj(t) + �12 +Dp��12 �Du � ddtuj�1(t)= ��(12 �Dp) h + "h2� uj+1(t)� 2� hDp + "h2� uj(t) + �(12 +Dp) h + "h2� uj�1(t)+�12 �Dp� �fj+1=2(t) + � 12 +Dp� �fj�1=2(t) ; 1 � j � J � 1u(xj; 0) = u0(xj) ; 0 � j � Ju0 (t) = uJ (t) = 0 ; t > 0 (4.30)Le probl�eme semi-disret en u = (uj(t)) s'�erit donA �u (t) = B u(t) + F (t) : (4.31)Rappel : Lemme de Gershgorin, [27℄Les valeurs propres d'une matrie A sont telles que Sp(A) � Si2I D(aii; ri) o�u D est ledisque ferm�e de entre aii et de rayon ri = Pj 6=i;j2I jaijj et I est l'ensemble des indiesmatriiels.Sous la ondition Du;j�1=2Dp;j�1=2 > 0, on v�eri�e �a l'aide du th�eor�eme de Gershgorin que lesvaleurs propres de la matrie A sont non nulles, 'est-�a-dire que A est inversible. En e�et,si Du;j�1=2Dp;j�1=2 > 0, alors l'in�egalit�ej�12 �Dp��12 +Du �j+ j�12 +Dp��12 �Du �j � j�12 + 2DpDu�jest toujours v�eri��ee. Si Du;j�1=2Dp;j�1=2 = 0, on prouve par le alul du d�eterminant de lamatrie A que A est inversible. Il existe don un unique u(t) solution de (4.31). On reons-truit le ux p(t) en fontion de u(t) par l'interm�ediaire des �equations pr�e�edentes. �- 157 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae4.3.3 Int�egration en temps par un #-sh�emaIl reste �a d�e�nir �a pr�esent le sh�ema en temps. On se limite dans la suite �a un #-sh�ema,ave # onstant et des oeÆients de d�eentrement Du;j�1=2 et Dp;j�1=2 ind�ependants dutemps, onstants par maille. En posant Æn vj = vn+1j �vnjk , la disr�etisation de l'�equation (4.29)1est sous forme inr�ementalenhj�1=2 �12 +Du;j�1=2�o Ænuj + n hj�1=2 �12 �Du;j�1=2 �o Ænuj�1+(1� #)  (unj � unj�1) + #  �un+1j � un+1j�1�+ (1� #) (pnj � pnj�1) + # (pn+1j � pn+1j�1 )= hj�1=2 �(1� #) f nj�1=2 + # f n+1j�1=2� : (4.32)L'�equation (4.29)2 est valable pour tout t, elle est don v�eri��ee �a l'intant tn et �a l'intanttn+1. En partiulier, la solution exate p au point xj satisfait le syst�eme suivant en Ænpj etpnj 8>><>>: �12 �Dp;j�1=2� Ænpj + �12 +Dp;j�1=2� Ænpj�1 + " Ænuj � Ænuj�1hj�1=2 = 0�12 �Dp;j�1=2� pnj + �12 +Dp;j�1=2� pnj�1 + " unj � unj�1hj�1=2 = 0 : (4.33)Les onditions initiales et les onditions limite sont disr�etis�ees de fa�on naturelle par8<: u0j = u0(xj) ; 0 � j � Jp0j = p0(xj) ; 0 � j � Jun0 = unJ = 0 ; 1 � n : (4.34)D�e�nition 4.3.1 (Sh�ema bô�te pour l'�equation de onvetion-di�usion instation-naire 1d)Soit le sh�ema bô�te assoi�e au probl�eme de onvetion-di�usion (4.20) : pour tout n � 0,herher (un = (unj ); pn = (pnj )) 2 RJ+1 � RJ+1 solution du syst�eme pour tout 0 � j � J,8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
(i) �12 +Du;j�1=2�Ænuj + � 12 �Du;j�1=2 �Ænuj�1 + k # (Ænuj � Æuj�1) +  (unj � unj�1)+k # (Ænpj � Ænpj�1) + pnj � pnj�1 = hj�1=2 �(1� #) f nj�1=2 + # f n+1j�1=2� ; 1 � j � J(ii) � 12 �Dp;j�1=2�Ænpj + � 12 +Dp;j�1=2�Ænpj�1 + " Ænuj�Ænuj�1hj�1=2 = 0; 1 � j � J(iii) �12 �Dp;j�1=2�pnj + �12 +Dp;j�1=2�pnj�1 + "hj�1=2 (unj � unj�1) = 0; 1 � j � J; n � 1(iv) u0j = u0(xj) ; 0 � j � J(v) p0j = p0(xj) ; 0 � j � J(vi) un0 = unJ = 0 ; 1 � n (4.35)
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeConsid�erons le syst�eme d'�equations (4.35(i)-4.35(ii)). En �eliminant Ænpj dans l'�equation(4.35(i)) et Ænpj�1 dans (4.35(ii)), on obtient le syst�eme : pour tout 1 � j � J et 0 � n8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(i) hj�1=2� 12 �Dp;j�1=2��12 +Du;j�1=2� Ænuj+hj�1=2�12 �Dp;j�1=2��12 �Du;j�1=2 � Ænuj�1+k # (Ænuj � Ænuj�1)�(12 �Dp;j�1=2)� "hj�1=2��k # Ænpj�1= �12 �Dp;j�1=2��� (unj � unj�1)� (pnj � pnj�1) + hj�1=2 �(1� #) f nj�1=2 + # f n+1j�1=2��(ii) hj�1=2�12 +Dp;j�1=2�� 12 +Du;j�1=2� Ænuj+hj�1=2�12 +Dp;j�1=2�� 12 �Du;j�1=2 � Ænuj�1+k # (Ænuj � Ænuj�1)�(12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2�+k # Ænpj= �12 +Dp;j�1=2��� (unj � unj�1)� (pnj � pnj�1) + hj�1=2 �(1� #) f nj�1=2 + # f n+1j�1=2��(4.36)Ces relations sont vraies pour tout 1 � j � J , par �elimination de Ænpj �a l'interfae desbô�tes Kj�1=2 et Kj+1=2 , on obtient le syst�eme tridiagonal en Ænujhhj+1=2�12 �Dp;j+1=2�� 12 +Du;j+1=2�+k#�(12 �Dp;j+1=2)� "hj+1=2�iÆnuj+1+hhj+1=2�12 �Dp;j+1=2��12 �Du;j+1=2 ��k#�(12 �Dp;j+1=2)� "hj+1=2�+hj�1=2� 12 +Dp;j�1=2��12 +Du;j�1=2�+k#�(12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2�iÆnuj+hhj�1=2�12 +Dp;j�1=2�� 12 �Du;j�1=2 ��k#�(12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2�iÆnuj�1= � 12 �Dp;j+1=2��� (unj+1 � unj )� (pnj+1 � pnj )�+� 12 +Dp;j�1=2��� (unj � unj�1)� (pnj � pnj�1)�+hj+1=2�12 �Dp;j+1=2��(1� #) f nj+1=2 + # f n+1j+1=2�+hj�1=2�12 +Dp;j�1=2��(1� #) f nj�1=2 + # f n+1j�1=2� (4.37)D'autre part, l'�equation (4.35(iii)) donne pnj en fontion de unj :8>><>>: �12 �Dp;j+1=2� pnj+1 + �12 +Dp;j+1=2� pnj + " unj+1 � unjhj+1=2 = 0�12 �Dp;j�1=2� pnj + �12 +Dp;j�1=2� pnj�1 + " unj � unj�1hj�1=2 = 0 (4.38)C'est-�a-dire 8>><>>: �12 �Dp;j+1=2�(pnj+1 � pnj ) = �pnj � " unj+1 � unjhj+1=2�12 +Dp;j�1=2�(pnj � pnj�1) = pnj + " unj � unj�1hj�1=2 (4.39)
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeDon l'�equation (4.37) devient :A1 Ænuj+1 + A0 Ænuj + A�1 Ænuj�1 = �� (12 �Dp;j+1=2) + "hj+1=2� unj+1+� (12 �Dp;j+1=2)�  (12 +Dp;j�1=2)� "hj+1=2 � "hj�1=2� unj+� (12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2� unj�1 + hj+1=2 (12 �Dp;j+1=2)�(1� #) f nj+1=2 + # f n+1j+1=2��+hj�1=2 (12 +Dp;j�1=2)�(1� #) f nj�1=2 + # f n+1j�1=2�� (4.40)o�u les oeÆients A1; A0; A�1 sont donn�es par les formules suivantes :A1 = hj+1=2 �12 �Dp;j+1=2� �12 +Du;j+1=2�+k #� (12 �Dp;j+1=2)� "hj+1=2�A0 = hj+1=2 �12 �Dp;j+1=2� �12 �Du;j+1=2 ��k #� (12 �Dp;j+1=2)� "hj+1=2�+hj�1=2 � 12 +Dp;j�1=2��12 +Du;j�1=2�+k #� (12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2�A�1 = hj�1=2 �12 +Dp;j�1=2��12 �Du;j�1=2 ��k #� (12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2� (4.41)On d�e�nit les oeÆients B1; B0; B�1 parB1 = A1 � k � (12 �Dp;j+1=2)� "hj+1=2�B0 = A0 + k � (12 �Dp;j+1=2)� "hj+1=2��k�(12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2�B�1 = A�1 + k� (12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2� (4.42)En utilisant la d�e�nition de Ænuj, on obtient le sh�ema bô�te d�eoupl�e en unj et en pnj , pourtout n � 0,8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(i) A1 un+1j+1 + A0 un+1j + A�1 un+1j�1 = B1 unj+1 +B0 unj +B�1 unj�1+k hj+1=2�12 �Dp;j+1=2��(1� #) f nj+1=2 + # f n+1j+1=2��+k hj�1=2�12 +Dp;j�1=2��(1� #) f nj�1=2 + # f n+1j�1=2�� ; 1 � j � J � 1(i)bis k # Ænp0 = hh1=2� 12 �Dp;1=2�� 12 +Du;1=2�+k #�(12 �Dp;1=2)� "h1=2�i Ænu1+hh1=2�12 �Dp;1=2��12 �Du;1=2 ��k #�(12 �Dp;1=2)� "h1=2�i Ænu0�� 12 �Dp;1=2��� (unj � un0)� (pn1 � pn0) + h1=2 �(1� #) f n1=2 + # f n+11=2 � �(ii) k # Ænpj =�hhj�1=2�12 +Dp;j�1=2�� 12 +Du;j�1=2�+k #� (12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2�i Ænuj�hhj�1=2�12 +Dp;j�1=2�� 12 �Du;j�1=2 ��k #� (12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2�i Ænuj�1+�12 +Dp;j�1=2��� (unj � unj�1)� (pnj � pnj�1)�+hj�1=2� 12 +Dp;j�1=2��(1� #) f nj�1=2 + # f n+1j�1=2� ; 1 � j � J(iii) �12 �Dp;j�1=2� pnj + �12 +Dp;j�1=2� pnj�1 + "hj�1=2 (unj � unj�1) = 0; 1 � j � J; n � 1(iv) u0j = u0(xj) ; 0 � j � J(v) p0j = p0(xj) ; 0 � j � J(vi) un0 = unJ = 0 ; 1 � n (4.43)- 160 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeL'�equation (i) en u est �equivalente �a(B � k #C) un+1 = (B + k (1� #)C) un + kD f (4.44)o�u les op�erateurs B, C et D sont d�e�nis parB v = hj+1=2 �12 �Dp;j+1=2� �12 +Du;j+1=2� vj+1 (4.45)+hhj+1=2 �12 �Dp;j+1=2� �12 �Du;j+1=2 �+hj�1=2 �12 +Dp;j�1=2��12 +Du;j�1=2�i vj+hj�1=2 �12 +Dp;j�1=2��12 �Du;j�1=2 � vj�1C v = ��(12 �Dp;j+1=2)� "hj+1=2� vj+1 (4.46)+h�(12 �Dp;j+1=2)� "hj+1=2���(12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2�i vj+�(12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2� vj�1Df = hj+1=2 �12 �Dp;j+1=2� �(1� #) f nj+1=2 + # f n+1j+1=2� (4.47)+hj�1=2 �12 +Dp;j�1=2��(1� #) f nj�1=2 + # f n+1j�1=2�pour ertains veteurs v et f .Lemme 4.3.2 Le sh�ema bô�te (4.35) assoi�e au probl�eme de onvetion-di�usion (4.16)est �equivalent �a(1) La r�esolution d'un probl�eme en u = (unj )0�j�J;0�n�N8<: (i) (B � k #C) un+1 = (B + k (1� #)C) un + k D f(ii) u0j = u0(xj) ; 0 � j � J(iii) un0 = unJ = 0 ; 1 � n (4.48)(2) La reonstrution loale sur haque maille du ux de di�usion p, pour n � 08>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(i)k # Ænpj =�hhj�1=2 � 12 +Dp;j�1=2��12 +Du;j�1=2�+k #� (12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2�i Ænuj�hhj�1=2 � 12 +Dp;j�1=2��12 �Du;j�1=2 ��k #� (12 +Dp;j�1=2) + "hj�1=2�i Ænuj�1+�12 +Dp;j�1=2��� (unj � unj�1)� (pnj � pnj�1)�+hj�1=2 �12 +Dp;j�1=2��(1� #) f nj�1=2 + # f n+1j�1=2� ; 1 � j � J(i)bis k # Ænp0 = hh1=2� 12 �Dp;1=2�� 12 +Du;1=2�+k #�(12 �Dp;1=2)� "h1=2�i Ænu1+hh1=2�12 �Dp;1=2�� 12 �Du;1=2 ��k #�(12 �Dp;1=2)� "h1=2�i Ænu0(ii) � 12 �Dp;j�1=2� pnj + � 12 +Dp;j�1=2� pnj�1 + "hj�1=2 (unj � unj�1) = 0 ; 1 � j � J; n � 1(iii) p0j = p0(xj) ; 0 � j � J (4.49)- 161 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeLa r�esolution du sh�ema bô�te (4.35) est �equivalente �a la r�esolution du probl�eme d�eoupl�e((4.48)-(4.49)). En pratique, on r�esoud en premier lieu le syst�eme (4.48) qui donne la solu-tion un+1 au temps tn+1 en fontion de la donn�ee initiale u0, puis on reonstruit le ux pn+1�a l'instant tn+1 en fontion de la solution alul�ee un+1 grâe aux �equations (4.49).Remarque :La matrie B �etant inversible, soit A l'op�erateur spatial d�e�ni par A = B�1C. Alors laformulation (4.48-(i)) en unj du sh�ema bô�te (4.35) s'�erit aussi dans le as homog�ene(I � k�A)un+1 = (I + k(1� �)A)un (4.50)On utilisera par la suite ette formulation pour le splitting en dimension 2 du sh�ema bô�te(4.35) obtenu en dimension 1.4.3.4 Sh�ema tridiagonalOn suppose que le maillage est �equidistant de pas d'espae h et que les oeÆients ded�eentrement sont �egaux sur tout le maillage ; 'est-�a-dire Dp;j�1=2 = Dp et Du;j�1=2 = Dupour tout 1 � j � J . Soient � =  kh le nombre de Courant par maille et � = " kh2 . Dans leas homog�ene, la formulation (4.48-(i)) est �equivalente au sh�ema ompat �a trois pointssuivant : a1 un+1j+1 + a0 un+1j + a�1 un+1j�1 = b1 unj+1 + b0 unj + b�1 unj�1 (4.51)o�u les oeÆients ai et bi (i = �1; 0; 1) sont donn�es par les formules suivantes :8>>>>>><>>>>>>:
a1 = �12 �Dp� �12 +Du + #��� #�b1 = �12 �Dp� �12 +Du � � (1� #)�+ � (1� #)a0 = 12 + 2#�+ 2Dp (Du + #�)b0 = 12 � 2 (1� #)�+ 2Dp (Du � (1� #)�)a�1 = �12 +Dp� �12 �Du � #��� #�b�1 = �12 +Dp� �12 �Du + � (1� #)�+ � (1� #) (4.52)Noter que la forme (4.51) orrespond �a la forme (2) de Rigal, [41℄, qui �etudie des sh�emasimpliites �a trois points. Le oeÆient de d�eentrement Dp (onstant par maille) donn�e parla formule (4.27) v�eri�e (a1 � b1) (a�1 � b�1) � 0 (4.53)qui est la la ondition suÆsante de Rigal de monotonie de l'�etat stationnaire (Lemme 2 de[41℄).Lemme 4.3.3 Le sh�ema bô�te (4.48-4.49) admet une unique solution (unj ; pnj ) 2 RJ � RJau temps n.Preuve :La formulation bô�te en u (4.48-(i)) s'�erit :(B � k #C) un+1 = (B + k (1� #)C)un + k D f (4.54)- 162 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeIl suÆt don de v�eri�er que la matrie B�k�C (qui ontient les onditions aux limites Diri-hlet) est inversible. Le alul du d�eterminant de B � k�C donnedet(B � k�C) = 1r1�r2 (rJ1 � rJ2 ), o�u r1 et r2 sont les deux raines distintes de l'�equationarat�eristique : r2 � a0 r � a1 a�1 = 0. Puisque r1 6= r2,det(B � k #C) = 0 () rJ1 � rJ2 = 0() r1 = �r2 si J est pair() a0 = 0 (4.55)Or, � > 0 et Dp, Du+#� sont du signe de . Don a0 > 0. Ainsi det(B�k #C) est toujoursnon nul. Ce qui prouve l'existene et l'uniit�e de la solution u. De plus, p est donn�e de fa�onunique en fontion de u par les �equations (4.49). Ce qui onlut la preuve. �
4.4 Interpr�etation �el�ements �nis du sh�ema bô�teOn d�e�nit les deux fontions de d�eentrement onstantes par bô�te Kj�1=2. Elles sontd�e�nies par :dp (x) = JXj=2 Dp;j�1=2 hj�1=211Kj�1=2 (x) d�eentrement stationnaire (4.56)du (x) = JXj=2 Du;j�1=2 hj�1=211Kj�1=2 (x) d�eentrement instationnaire (4.57)On note uh(:; t) 2 P 1;0, ph(:; t) 2 P 1 les fontions semi-disr�etes de type �el�ements �nisuh(x; t) = JXj=0 uj (t)'j (x) et ph(x; t) = JXj=0 pj (t)'j (x) (4.58)o�u ('j)j sont les fontions P 1-Lagrange assoi�ees au sommet xj.Proposition 4.4.1 (Interpr�etation SUPG du sh�ema bô�te)Le sh�ema-bô�te (4.35) est �equivalent au probl�eme semi-disret : herher(uh (:; t); ph(:; t) 2 P 1;0 � P 1 tel que(i) uh(:; t) 2 P 1;0 est solution de la formulation SUPG pour tout vh 2 P 1;0( ddt [�0 uh(:; t) + du uh;x(:; t)℄ ; vh + dp vh;x) + (uh;x(:; t) ; vh + dp vh;x)+ ("uh;x(:; t) ; vh;x) = ((�0f)(:; t) ; vh + dp vh;x) (4.59)(ii) La reonstrution loale de ph (:; t) estph (:; t)jKj�1=2 = �"uh;x(:; t)jKj�1=2 (4.60)+[�0f(:; t)� uh;x(:; t)� ddt (�0 uh(:; t) + du uh;x(:; t))℄ [Dp;j�1=2 +�����!xj�1=2 x℄o�u xj�1=2 d�esigne le milieu de la bô�te Kj�1=2.- 163 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaePreuve :Le sh�ema bô�te semi-disret (4.35) peut se r�e�erire sous la forme de la m�ethode d'�el�ements�nis mixte (Petrov-Galerkin) suivante : herher (uh(:; t); ph(:; t)) 2 P 1;0 � P 1 tel que pourtout (~vh; ~qh) 2 P 0 � P 0, on ait( ( ddt [�0uh(:; t) + du uh;x(:; t)℄; ~vh) + ( uh;x(:; t) ; ~vh)+(ph;x ; ~vh) = (f(:; t) ; ~vh) ;(�0 ph(:; t)� dp ph;x(:; t) ; ~qh) + " (uh;x(:; t) ; ~qh) = 0 (4.61)(i) Soit vh 2 P 1;0, hoisissons ~qh = vh;x 2 P 0 dans (4.61)2. Cei donne(�0 ph(:; t); vh;x)� (dp(:)ph;x(:; t); vh;x) + " (uh;x(:; t) ; vh;x) = 0 (4.62)Or, (�0 ph(:; t))jKj�1=2 = ph(:; t)jKj�1=2 � ph;x(:; t)jKj�1=2�����!xj�1=2 x, o�u xj�1=2 est le milieu dela ellule Kj�1=2. En rempla�ant l'expression de �0 ph(:; t) dans (4.62), on obtient apr�esint�egration par parties�(ph;x(:; t); vh)� XKj�1=2(ph;x(:; t)jKj�1=2�����!xj�1=2 x; vh;x)� (dp ph;x(:; t); vh;x)+" (uh;x(:; t) ; vh;x) = 0 (4.63)Puisque ph;x(:; t) vh;x 2 P 0, le terme PKj�1=2(ph;x(:; t)jKj�1=2�����!xj�1=2 x; vh;x) = 0. D'o�u ond�eduit que �(ph;x(:; t); vh)� (dp ph;x(:; t); vh;x) + " (uh;x(:; t) ; vh;x) = 0 (4.64)L'�equation (4.61)1 est vraie pour ~vh = �0vh 2 P 0, don par propri�et�e de �0, on obtient0 = ( ddt [�0uh(:; t) + du uh;x(:; t)℄; vh) + ( uh;x(:; t); vh) + (ph;x(:; t) ; vh)� (�0f(:; t); vh)(4.65)Ce qui donne, en sommant les �egalit�es (4.64) et (4.65) :0 = ( ddt [�0uh(:; t) + du uh;x(:; t)℄; vh) + ( uh;x(:; t); vh) + " (uh;x(:; t) ; vh;x)�(�0f(:; t); vh)� (dp ph;x(:; t); vh;x) (4.66)Nous prenons maintenant ~vh = dp vh;x 2 P 0 dans (4.61)1, e qui donne, �a haque instant t(dp ph;x(:; t); vh;x) = (�0f(:; t); dp vh;x)� ( ddt [�0uh(:; t) + du uh;x(:; t)℄; dp vh;x)�( uh;x(:; t); dp vh;x(:; t)) (4.67)En rempla�ant ette expression dans l'�equation (4.66) on obtient la formulation (4.59).(ii) Le ux ph est donn�e sur haque maille Kj�1=2 par la formule aÆneph(:; t)jKj�1=2 = (�0ph(:; t))jKj�1=2 + ph;x(:; t)jKj�1=2�����!xj�1=2 x (4.68)o�u xj�1=2 d�esigne le milieu de la bô�te Kj�1=2. Puisque uh 2 P 1 et ph 2 P 1 loalement, leterme �0 ph(:; t)�dp ph;x(:; t)+" uh;x(:; t) est un polynôme onstant, l'�equation (4.61)2 donnedon �0 ph (:; t) :�0 ph(:; t)jKj�1=2 = �"uh;x(:; t)jKj�1=2 +Dp;j�1=2 ph;x(:; t)jKj�1=2 (4.69)- 164 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeDe même, l'�eriture de ph;x 2 P 0 est d�eduite de l'�equation (4.61)1ph;x(:; t) = �0f(:; t)�  uh;x(:; t)� ddt (�0 uh(:; t) + du uh;x(:; t)) (4.70)�4.5 Equation �equivalenteA�n d'obtenir des onditions sur le oeÆient de d�eentrement Du, nous �etudions main-tenant l'�equation �equivalente assoi�ee au sh�ema bô�te en u donn�e par (4.48). Nous �etendonsl'analyse par l'�equation �equivalente dans le as de l'�equation de onvetion de [12℄, au as del'�equation de onvetion-di�usion. Si A est un op�erateur di��erentiel lin�eaire spatial d'ordremaximal O(A) d�e�ni par Au = O(A)X�=1 a���u ; (4.71)l'�equation �equivalente du probl�eme d'�evolution suivantdudt = Au (4.72)est l'�equation formelle dudt = Au+ X��O(A) h� E�+1 ��+1 u (4.73)obtenue par un d�eveloppement limit�e de Taylor du sh�ema, en rempla�ant les d�eriv�eespartielles en temps par des d�eriv�ees partielles en espae, obtenues �a partir de l'�equation�equivalente elle-même [33, 20℄.Proposition 4.5.1 L'�equation �equivalente du sh�ema (4.48) estut + ux � "uxx = hE2 uxx + h2E3 uxxx + h3 E4 u(4) + : : : (4.74)o�u le oeÆient de dissipation E2 et le oeÆient de dispersion E3 sont donn�es respetive-ment par les formulesE2 =  ~Du ; E3 =  � 112 (1� �2)� ~D2u�� "h � ~Du + �#� 12� ��Dp� (4.75)ave ~Du = Du + (#� 1=2)�.Le terme E3 s'�erit enore en fontion du nombre de Courant � et du nombre de Pelet Pe :E3 =  h 112 (1� �2)� ~D2u � 12 Pe � ~Du + �#� 12� ��Dp� i (4.76)- 165 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeL'�equation �equivalente donne quelques informations sur le oeÆient de d�eentrement Du.Elle peut se r�e�erire :ut + ux = ("+ h ~Du) uxx + h2E3 uxxx + h3E4 u(4) + : : : (4.77)Le oeÆient h ~Du joue le rôle de di�usion arti�ielle du sh�ema. Si le nombre de Pe-let est assez petit, 'est-�a-dire si le probl�eme de onvetion-di�usion (4.16) est suÆsam-ment di�usif, il n'est pas n�eessaire de rajouter de la di�usion arti�ielle. Le oeÆient Dudoit don être nul. En partiulier, si  = 0, on hoisit Du = 0. Sur la base d'exp�erienesnum�eriques pour l'�equation de onvetion pure, une valeur exp�erimentale de Du de l'ordrede 0.1 donne des pro�ls non osillants dans la plupart des as. Nous prendrons dans la suiteDu;0 = 0:2 = sgn()2 Pe0 , o�u Pe0 = 2:5 pour la onvetion pure. En nous basant sur ette remarqueet sur l'�eriture (4.77), nous pouvons hoisir de fa�on analogue une valeur de Du telle que :"+ h ~Du � h ~Du;0 (4.78)Or, ~Du = Du + �(#� 12) et ~Du;0 = Du;0 + �(#� 12), la formule (4.78) est �equivalente �asgn()Du � 12Pe0 � "jj h (4.79)C'est-�a-dire sgn()Du � 12( 1Pe0 � 1Pe) (4.80)D'autre part, nous herhons un d�eentrement de la variable u olin�eaire �a la onvetion ,'est-�a-dire tel que sgn()Du � 0. Une fa�on de hoisir Du est de prendreDu = sgn()2 max(0; 1Pe0 � 1Pe) : (4.81)Dans la suite, nous utiliserons ette formule pour Du. En partiulier, pour un nombre dePelet Pe � 2:5, le oeÆient Du est nul. Notons que Du intervient en rajoutant de la di�u-sion arti�ielle �a l'�equation de onvetion-di�usion. Si la quantit�e de di�usion donn�ee par �est suÆsante, il est inutile de rajouter de la di�usion arti�ielle. Dans e as, le oeÆientde d�eentrement Du est nul. Par ontre, dans un r�egime plutôt onvetif, il est n�eessairede rajouter de la di�usion arti�ielle pour �eliminer les osillations dispersives. En augmen-tant la valeur du d�eentrement Du, on stabilise le sh�ema, puisqu'il devient plus di�usif.En ontrepartie, la solution alul�ee par le sh�ema bô�te est moins pr�eise. En e�et, on leonstate dans l'�equation �equivalente (4.74), le sh�ema n'est pr�eis qu'�a l'ordre 1 en espaesi E2 est non nul.Le r�egime de l'�equation de onvetion-di�usion s'interpr�ete par le biais du nombre de Pelet.C'est don aussi le nombre de Pelet qui intervient pour le alul des valeurs de d�eentrementDu et Dp, donn�ees par les formules (4.81) et (4.27).Remarques :1- L'expression (4.75) est valable pour j�j = O(1) et Pe = O(1).- 166 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae2- Si Pe > O( 1h), alors le terme 12 Pe h ~Du + �#� 12� ��Dpi donne un terme d'ordre h�,� � 3 dans l'�equation �equivalente. On retrouve dans e as l'�equation �equivalente de B.Courbet pour l'�equation de onvetion pure :ut +  ux =  ~Du h uxx +  � 112 (1� �2)� ~D2u� h2uxxx +O(h3)3- Le sh�ema bô�te propos�e pr�esente l'inonv�enient de n'avoir qu'un param�etre Du �a opti-miser, # et Dp �etant suppos�es �x�es par des ontraintes de stabilit�e. On doit don hoisir Duau mieux pour limiter les osillations dispersives.4- La formule (4.81) est lin�eaire et donne uniquement un sh�ema d'ordre 1 quandPe � Pe0. Cei pourrait être am�elior�e par un r�eglage non lin�eaire de Du analogue �a euxdes limiteurs de pente pour la m�ethode volumes �nis.4.6 Analyse num�erique de type di��erenes �niesNous allons �etudier quelques propri�et�es (stabilit�e, onsistane) du sh�ema bô�te (4.35)assoi�e au probl�eme de onvetion-di�usion homog�ene d�e�ni sur un maillage r�egulier de typedi��erenes �nies. Plus partiuli�erement, nous nous int�eressons aux propri�et�es de la formu-lation en l'inonnue u du sh�ema bô�te (4.35), donn�ee par (4.48), par rapport �a l'�equationde onvetion-di�usion (4.16). En fait, nous omparons la solution exate de l'�equation deonvetion-di�usion (4.16) et la solution approh�ee u du sh�ema bô�te (4.35), donn�ee par(4.48), le ux de di�usion p �etant d�eduit de u par la formulation (4.49).4.6.1 Stabilit�eNous allons �etudier la stabilit�e du sh�ema (4.48) au sens de Von Neumann, sur unmaillage r�egulier de type di��erenes �nies. Le fateur d'ampli�ation du sh�ema (4.48) estdonn�e parg(�) = g1(�)g2(�) = b0 + (b1 + b�1) os � + i(b1 � b�1) sin �a0 + (a1 + a�1) os � + i(a1 � a�1) sin � ; � 2 [0; 2�[: (4.82)D'apr�es [20℄, nous avons les onditions n�eessaires et suÆsantes de stabilit�e du sh�ema enu, (4.48) donn�ees par l'�etude du fateur d'ampli�ation :Proposition 4.6.1 (Stabilit�e)Soit ~Du = �#� 12� � + Du. Le sh�ema (4.48) est stable au sens de Von Neumann si etseulement si les onditions suivantes sont v�eri��ees :(i) ~Du �+ � � 0 et (ii) [Dp �+ �℄ � ~DuDp + �#� 12��� � 0En partiulier, la ondition # � 12 est une ondition suÆsante assurant la stabilit�e du sh�ema(4.48) au sens de Von Neumann. - 167 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaePreuve :Nous rappelons bri�evement la preuve de [20℄, d�eduite du r�esultat g�en�eral de Rigal [41℄.A savoir la ondition n�eessaire et suÆsante de stabilit�e du sh�ema sup�2[0;2�[ jg (�)j � 1 est�equivalente d'apr�es Rigal, [41℄ �aa1 + a�1 � b1 � b�1 � min [(a1 � a�1)2 � (b1 � b�1)2 ; (a1 + a�1)2 � (b1 + b�1)2℄ (4.83)Or, nous avons les �egalit�es suivantes :a1 � a�1 = Du + #��Dpa1 + a�1 = 12 � 2Dp(Du + #�)� 2#�b1 � b�1 = a1 � a�1 � �b1 + b�1 = a1 + a�1 + 2Dp�+ 2� (4.84)Don, la ondition (4.83) est �equivalente �a�(Dp�+ �) � min �� ( ~Du �Dp) ; �2 (Dp�+ �) (12 � 2Dp ~Du � 2(#� 12)�)� (4.85)Ce qui donne les onditions (i) et (ii).Le hoix de Dp donn�e par la formule (4.27) implique l'�equivalene entre la ondition (ii)et la ondition suivante ~DuDp + �#� 12�� � 0Nous hoisissons Du et  de même signe. Nous obtenons la ondition suÆsante de stabilit�edu sh�ema (4.48) : # � 12 . En e�et : si # � 12 , puique � et Du sont du signe de , ~Du � � 0.Or, � est toujours stritement positif, la ondition (i) est don v�eri��ee. De même ~DuDp � 0.Ce qui prouve (ii). �Si le nombre de Pelet est inf�erieur �a 1, 'est-�a-dire si l'�equation de onvetion-di�usionest suÆsament di�usive, Dp est nul d'apr�es (4.27). Le sh�ema est don stable si et seule-ment si # � 12 . On retrouve en partiulier, le r�esultat de stabilit�e du sh�ema bô�te pourl'�equation de la haleur (f Chapitre 1). Dans la suite, le oeÆient de d�eentrement entemps # sera hoisi # � 12 , assurant la stabilit�e du sh�ema. Rappelons toutefois que lastabilit�e du sh�ema n'exlut pas les osillations observ�ees pour l'�equation de la haleur, auChapitre 1. En e�et, nous verrons au Paragraphe 4.7.2 que de telles osillations peuventapparâ�tre. Nous en ferons l'interpr�etation au Paragraphe 4.7.3.
4.6.2 Consistane du sh�ema bô�teConsid�erons le probl�eme de onvetion-di�usion homog�ene. Nous allons �etudier la onsis-tane de la formulation en u (4.48), du sh�ema bô�te (4.35) par rapport au probl�eme de- 168 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeonvetion-di�usion (4.16) ; 'est-�a-dire l'�equivalene du sh�ema disret et du probl�emeontinu lorsque les pas de temps et d'espae tendent vers 0. Soit � =  kh le nombre deCourant et � = " kh2 . Le nombre de Pelet qui mesure le rapport de la onvetion sur ladi�usion est Pe = j�j� = jjh2 " .Proposition 4.6.2 (Consistane)La formulation en u (4.48) du sh�ema bô�te (4.35) est onsistante ave le probl�eme (4.16)�a l'ordre 1 en espae et l'ordre 1 en temps si # 6= 12 , �a l'ordre 2 en temps sinon.Preuve :Nous �etudions la onsistane du sh�ema (4.48) par rapport �a u(x; t) en �evaluant, ([42℄) pourtout � 2 R la di��erene 1k�ekq(�) � g(h�)� (4.86)o�u q est le symbole de l'op�erateur spatial ontinu �ux+"uxx, donn�e par q(�) = � i ��" �2et g(h�) est le fateur d'ampli�ation du sh�ema bô�te (4.48). On onsid�ere que h; k ! 0ind�ependemment, ave l'hypoth�ese que � et � v�eri�ent �1 < j�j < �2 et �1 < j�j < �2. Lepas de temps k est suppos�e donn�e en fontion du pas d'espae h par une fontion k = �(h�),pour un ertain �. Dans le as d'un r�egime plutôt onvetif, on prend k = O(h) et dans leas d'un r�egime de type di�usion dominante, k = O(h2). Le fateur d'ampli�ation g dush�ema bô�te (4.48) est donn�e par (4.82), pour � = h � 2 [0; 2�[ :g(�) = g1(�)g2(�) = b0 + (b1 + b�1) os � + i(b1 � b�1) sin �a0 + (a1 + a�1) os � + i(a1 � a�1) sin � (4.87)Un d�eveloppement limit�e en h de g(�), � = h �, � �x�e �a l'ordre 4 estg(�) = 1� i��(a1 � a�1)� (b1 � b�1)�+�2�12�(a1 + a�1)� (b1 + b�1)�+(a1 � a�1)�(b1 � b�1)� (a1 � a�1)��+i�3� 16�(a1 � a�1)� (b1 � b�1)��(a1 � a�1) (a1 + a�1)+(a1 � a�1)2 �(a1 � a�1)� (b1 � b�1)�+(b1 � b�1) (a1+a�1)2 + (b1 + b�1) (a1�a�1)2 �+A4�4 +O(�5) (4.88)o�u A4 est �egal �aA4 = 14!�(b1 + b�1)� (a1 + a�1)�+14 (a1 + a�1)�(a1 + a�1)� (b1 + b�1)��32(a1 � a�1)2(a1 + a�1) + 12(b1 + b�1)(a1 � a�1)2�13(a1 � a�1)(b1 � b�1) + 13(a1 � a�1)2+(b1 � b�1)(a1 � a�1)(a1 + a�1) + (a1 � a�1)4 � (b1 � b�1)(a1 � a�1)3 (4.89)Pour la ommodit�e du alul, on onserve les notations ave le param�etre � = � h, h ! 0.De plus, #, �, � et Pe = �2� sont �x�es. D'autre part, nous avons les �egalit�es suivantes :a1 � a�1 = Du + #��Dpa1 + a�1 = 12 � 2Dp(Du + #�)� 2#�b1 � b�1 = a1 � a�1 � �b1 + b�1 = a1 + a�1 + 2Dp�+ 2� (4.90)
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeEn rempla�ant es valeurs dans l'�equation (4.88), on obtientg(�) = 1� i��� �2��+ �(Du + #�)�+i�3�� �12 + � (Du + #�)2 + � (Du + 2#��Dp)�+A4�4 +O(�5) (4.91)D'autre part, on a ekq(�) = 1� k(i� + "�2) + k22 (i� + "�2)2 +O(k3) (4.92)On garde h et k distints pour le moment. Le terme ekq(�) � g(h�) est donn�e par :ekq(�) � g(h�) = 1� k(i� + "�2) + k22 (i� + "�2)2 +O(k3)�1 + i�h�+ �2h2��+ �(Du + #�)��i�3h3�� �12 + � (Du + #�)2 + � (Du + 2#��Dp)��A4�4 h4 + � � � (4.93)En rempla�ant les valeurs de � et �, l'�equation (4.93) est enore �egale �a :ekq(�) � g(h�) = k2��2 2 (#� 12) + �4 "22 + i�3  " (1� 2#)��i�3 3 #2 k3 +O(k3)+k h��2 Du � i�3 (Du �Dp) "�+i�3 h2 k  ( 112 �D2u)� 2i�3 2 Du #h k2��4h4A4 + � � � (4.94)Le oeÆient A4 est donn�e par :A4�4 = �4A4h4 = k h#"2 k �4 + 3k2#2"2 �4 + "h2(�16 +DpDu + (Du �Dp)2) �4+2 kh #"(2Du �Dp) �4 +O(k(h; k)k3)i (4.95)o�u on d�e�nit O(k(h; k)k) = O(khk) + O(kkk). Apr�es simpli�ation, 1k�ekq(�) � g(h�)� estdonn�e par1k�ekq(�) � g(h�)� = kh�2 2 (#� 12) + i �3  " (1� 2#) + �4 "2(12 � #)i� k2 �i�3 3 #2 + 3 2 " #2 �4�+h�Du�2 � i�3 (Du �Dp) "�+h2�i�3  ( 112 �D2u)� " �4(�16 +DpDu + (Du �Dp)2)��h k�2i�3 2 Du # + 2  "# �4(2Du �Dp)�+O(k(h; k)k3) (4.96)
C'est-�a-dire 1k�ekq(�) � g(h�)� = (#� 12)O(k) +O(k2) +O(k(h; h k)k) (4.97)- 170 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeLe sh�ema bô�te (4.48) est don d'ordre 1 en temps si # 6= 12 , d'ordre 2 en temps sinonet toujours d'ordre 1 en espae. Si le nombre de Pelet est inferieur �a 1, les oeÆients ded�eentrement Dp et Du sont nuls dans l'�equation (4.96). Dans e as, le sh�ema est onsis-tant �a l'ordre 2 en espae. On retrouve �egalement les r�esultats de onsistane obtenus pourl'�equation de la haleur (Chapitre 1) si  = 0. �Par appliation du th�eor�eme de Lax-Rihtmyer, [42℄, on obtientTh�eor�eme 4.6.1 Le sh�ema bô�te en u donn�e par (4.48) est onsistant ave le probl�eme(4.16) et stable sous les onditions de la Proposition 4.6.1, il est don onvergent sous esonditions. C'est-�a-dire : max0�t�T ku(�; t)� uh(�; t)kL2(
) � C(T ) h :Exemples num�eriques :Nous herhons �a illustrer l'e�et des oeÆients de d�eentrement Du et Dp sur la solutionu du sh�ema bô�te (4.35) grâe �a quelques tests num�eriques. On suppose que les oeÆientsde d�eentrement Du et Dp sont donn�es par les formules (4.81) et (4.27) :Du = sgn()2 max(0; 1Pe0 � 1Pe) ;Dp;j�1=2 = sgn()2 max(0; 1� 1Pej�1=2 ) :On onsid�ere le probl�eme de onvetion-di�usion8<: ut + ux � "uxx = 0; x 2℄0; 2[; t > 0u(x; 0) = u0(x); x 2 [0; 2℄u(0; t) = 1; u(2; t) = 0 (4.98)de solution intiale de type r�eneauu0(x) = � 1 si 0 < x < 0:50 si 0:5 < x < 2 : (4.99)Le segment [0; 2℄ est maill�e par 101 points, le pas d'espae est h = 2:10�2. On hoisit un pasde temps onstant pour tous les tests k = 0:3 h = 6:10�3, le param�etre # de l'int�egration entemps est # = 12 .Test 1 : ation de Dp : On onsid�ere le as o�u le oeÆient de di�usion est " = 4:4:10�3,e qui donne � = 0:3, � = 0:066 et un nombre de Pelet Pe = 2:2727. Les oeÆients ded�eentrement prennent les valeurs Dp = 0:28, Du = 0. La solution disr�ete u du sh�emabô�te (4.48) est repr�esent�ee sur la Figure 4.3. La Figure 4.2 repr�esente la solution disr�etedu sh�ema bô�te (4.48) dans le as o�u le oeÆient de d�eentrement Dp est hoisi Dp = 0sans utiliser la formule (4.27). Quelques osillations apparaissent alors, au niveau du frontinitial. Elles n'apparaissaient pas pour un hoix du d�eentrement Dp donn�e par la formule- 171 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae(4.27). Cei prouve, que le d�eentrement Dp est indispensable même en phase transitoire.Test 2 : ation de Du : On onsid�ere la as o�u le oeÆient de di�usion est " = h2 = 4:10�4,e qui donne � = 0:3, � = 6:10�3 et un nombre de Pelet Pe = 25. Les oeÆients ded�eentrement prennent les valeurs Dp = 0:48, Du = 0:18. La solution disr�ete u du sh�emabô�te (4.48) est repr�esent�ee sur la Figure 4.5. La Figure 4.4 repr�esente la solution disr�etedu sh�ema bô�te (4.48) dans le as o�u le oeÆient de d�eentrement Dp est gard�e tel quelet le oeÆient de d�eentrement Du est hoisi Du = 0, sans utiliser la formule (4.81). Alorsd'importantes osillations dispersives apparaissent au niveau du front, e qui n'est pas leas si le oeÆient de d�eentrement Du est non nul. Le oeÆient de d�eentrement Du per-met d'�eliminer les osillations dispersives du sh�ema. La solution obtenue est moins pr�eise(seulement d'ordre 1), mais ne pr�esente plus d'osillations.
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae
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Fig. 4.2 { Test 1 : Auun d�eentrement :Dp = 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Fig. 4.3 { Test 1 : D�eentrement Dp =0:28 donn�e par (4.27)
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Fig. 4.4 { Test 2 : Auun d�eentrement :Du = 0. On observe des osillations dis-persives. 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Fig. 4.5 { Test 2 : D�eentrement Du =0:18 donn�e par (4.81). Le sh�ema estd'ordre 1. On observe la di�usion arti�-ielle.
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae4.7 Comportement num�erique du sh�ema sur le r�eneau4.7.1 IntrodutionNous �etudions la solution du sh�ema bô�te selon les di��erents r�egimes de onvetion-di�usion du sh�ema. En premier lieu, nous �etudions le as o�u le nombre de Courant � est� = O(1) et ensuite � = O(h). Cei a pour ons�equene de �xer le pas de temps k en fon-tion du pas d'espae h. Nous distinguons plusieurs as selon l'ordre du nombre de Pelet Pepar rapport au pas d'espae h.Nous onsid�erons quelques as repr�esentatifs des di��erents r�egimes lassiques de l'�equation(4.16), 'est-�a-dire :� onvetion dominante si Pe = O( 1h)� onvetion-di�usion si Pe = O(1)� di�usion dominante si Pe = O(h)o�u Pe est le nombre de Pelet par maille. Il peut être hoisi distint par maille, puisque lesoeÆients  et " sont donn�es dans haque maille. Pour simpli�er, nous onsid�erons le aso�u le oeÆient de onvetion  est  = 1. Le hoix du pas de temps k se fait en fontiondu pas d'espae h, selon les valeurs prises par le nombre de Courant � = kh . Puisque nous�etudions l'�equation de onvetion-di�usion instationnaire, nous nous int�eressons �a la partieinstationnaire du probl�eme, 'est-�a-dire �a de petits pas de temps. Nous nous restreignonsdon dans ette �etude �a des nombres de Courant en O(1) ou O(h).� j Pe O( 1h) O(1) O(h)� � h � � 1 � � 1hO(1) " � h2 " � h " � 1k � h k � h k � h� � h2 � � h � � 1O(h) " � h2 " � h " � 1k � h2 k � h2 k � h2Tab. 4.1 { Tableau r�eapitulatif des di��erents ouplages possiblesentre le nombre de Courant et le nombre de Pelet.
4.7.2 Tests num�eriquesNous alulons la solution du sh�ema bô�te (4.35) assoi�e �a l'�equation de onvetiondi�usion suivante 8<: ut + ux � "uxx = 0; x 2℄0; 2[; t > 0u(x; 0) = u0(x); x 2 [0; 2℄u(0; t) = 1; u(2; t) = 0; t > 0 (4.100)
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaede solution initiale u0(x) = � 1 si 0 < x < 0:50 si 0:5 < x < 2 : (4.101)Le segment [0; 2℄ est maill�e par 100 bô�tes de même longueur h = 0:02. On observe la so-lution alul�ee au bout du temps T = 1 selon les di��erents r�egimes du nombre de Courant �.1. Tests pour � = O(1)Nous nous pla�ons dans le as o�u le nombre de Courant � est d'ordre 1, 'est-�a-dire quele pas d'espae k est du même ordre que le pas d'espae h. Le oeÆient # d'int�egrationen temps est hoisi �egal �a 1/2 (Crank-Niolson). Nous distinguons selon l'ordre du nombrede Pelet Pe, l'allure de la solution disr�ete u du sh�ema bô�te (4.35). Si des osillationsapparaissent, on observe num�eriquement les ons�equenes que peuvent avoir l'augmentationarti�ielle de la valeur de # ou l'augmentation de d�eentrement Du sur la solution alul�ee.� Cas 1.1 : Pe = O( 1h), � = O(1) :L'�equation est �a onvetion dominante. Puisque le nombre de Pelet est tr�es grand, les oef-�ients de d�eentrement Du et Dp sont donn�es par les formules (4.81) et (4.27) et sont donnon nuls, . La solution alul�ee u est repr�esent�ee sur la Figure 4.6 au bout du temps T = 1('est-�a-dire 50 it�erations), pour les param�etres k = h; # = 0:5; " = h2. On observe tr�esnettemment l'e�et de Du sur la solution du sh�ema. Le sh�ema bô�te obtenu est tr�es di�usif,la solution obtenue est peu pr�eise. En e�et : le r�eneau est amorti par la di�usion arti�-ielle provenant de Du dans l'�equation �equivalente. Pour �eviter les osillations dispersives dush�ema, on augmente fortement la di�usion du sh�ema, mais on obtient une solution moinspr�eise. Il faudrait avoir reours ii �a une variante de sh�ema bô�te de plus haute pr�eision,utilisant en partiulier un r�eglage non lin�eaire de la di�usion arti�ielle (oeÆient Du),dans le même esprit que elui des limiteurs de pente dans les m�ethodes de volumes �nis.Nous n'avons pas �etudi�e une telle variante dans e travail.� Cas 1.2 : Pe = O(1), � = O(1) :On distingue trois as selon les valeurs du nombre de Pelet, pour lesquels les oeÆientsde d�eentrement sont soit simultan�ement nuls, soit Dp est non nul et Du est nul, soit simul-tan�ement non nuls. Le pas d'espae k est hoisi �egal au pas d'espae h pour es trois sous-as.�� Cas 1.2.1 : Pe < 1 :Le nombre e Pelet est inf�erieur �a 1, les formules (4.27) et (4.81) impliquent que Du = 0et Dp = 0. On onserve les donn�ees pr�e�edentes : # = 0:5; h = 0:02; k = h. On hoisitmaintenant " = h. Don le nombre de Pelet prend la valeur Pe = 0:5. La solution disr�eteu du sh�ema bô�te (4.35) est repr�esent�ee sur la Figure 4.7. On onstate l'apparition d'osil-lations au niveau du front de la solution initiale au point x = 0:5. Ces osillations sont demême nature que elles observ�ees au Chapitre 1 pour le sh�ema bô�te assoi�e �a l'�equationde la haleur. L'interpr�etation de es osillations provient du mode osillant qui sera mis- 175 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−0.5

0

0.5

1

1.5
u calculee
u exacte

Fig. 4.6 { Cas 1.1 : � = 1, Pe = 25,T = 1,Du = 0:18; # = 0:5.en �evidene au Lemme 4.7.1. Les Figures 4.8 et 4.9 repr�esentent la solution u du sh�ema(4.35), dans lequel on augmente de fa�on arti�ielle la valeur de # ou de Du. On onstate,que l'augmentation (même faible) de # att�enue les osillations, alors qu'une augmentationde Du ou de Dp est sans ons�equene sur les osillations de la solution.
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Fig. 4.7 { Cas 1.2.1 : � = 1, Pe = 0:5,T = 1, Du = 0; # = 0:5. 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−0.5

0

0.5

1

1.5
u calculee
u exacte

Fig. 4.8 { Cas 1.2.1 : � = 1, Pe = 0:5,T = 1, augmentation de # = 0:505, Du =0.�� Cas 1.2.2 : 1 < Pe < Pe0(= 2:5) :Dans e test, nous onsid�erons les as o�u le nombre de Pelet prend des valeurs omprisesentre 1 et 2.5, e qui a pour ons�equene de ne plus annuler le oeÆient de d�eentrementDp. Pour les donn�ees # = 0:5; h = 0:02; k = h et " = 0:006 = 0:3 h, le nombre de Pelet- 176 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−0.5

0

0.5

1

1.5
u calculee
u exacte

Fig. 4.9 { Cas 1.2.1 : � = 1, Pe = 0:5,T = 1, augmentation de Du = 0:1, # =0:5,est Pe = 5=3, don Dp = 0:2 par la formule (4.27) et Du reste nul. La solution u du sh�emabô�te (4.35) est repr�esent�ee sur la Figure 4.10. Cette fois enore les osillations apparaissentau niveau du front de la solution initiale et sont onvet�ees par l'�equation. Une augmenta-tion du oeÆient # ou du oeÆient de d�eentrement Du att�enuent les osillations (Figures4.11 et 4.12). Notons que pour des valeurs de � < 1, les osillations apparaissent apr�es lefront initial et sont onvet�ees par l'�equation. Dans e as, l'augmentation de Du �elimineinstantan�ement les osillations.
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Fig. 4.10 { Cas 1.2.2 : � = 1, Pe = 5=3,T = 1 Du = 0, # = 0:5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Fig. 4.11 { Cas 1.2.2 : � = 1, Pe = 5=3,T = 1, augmentation de # = 0:505, Du =0
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae
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Fig. 4.12 { Cas 1.2.2 : � = 1, Pe = 5=3,T = 1 , augmentation de Du = 0:1, # =0:5. 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Fig. 4.13 { Cas 1.2.3 : � = 1, Pe = 3,T = 1, # = 0:5, Du = 0:033, Dp = 0:333.�� Cas 1.2.3 : Pe > 2:5 :Nous onsid�erons le as o�u le nombre de Pelet est sup�erieur �a 2.5. Alors, les oeÆientsde d�eentrement Dp et Du sont non nuls. Soient les donn�ees # = 0:5, " = k=6, k = h,h = 0:02, le nombre de Pelet est Pe = 3. Les oeÆients de d�eentrement prennent lesvaleurs Dp = 0:3333, Du = 0:0333. La solution disr�ete du sh�ema est repr�esent�ee sur laFigure 4.13 au bout de 50 it�erations. Quelques osillations apparaissent au niveau du frontinitial. Elles disparaissent assez rapidement (totalement au bout de 40 iterations).� Cas 1.3 : Pe = O(h), � = O(1)Le nombre de Pelet est inf�erieur �a 1. Le r�egime d'�equation est plutôt di�usif du type d'une�equation de la haleur. On observe les r�esultats donn�es par le sh�ema bô�te pour k = O(h)(� = O(1)) et non pas k = O(h2). Le pas de temps est s�eletionn�e en fontion du nombrede Courant � et non pas en fontion du param�etre � qui semblerait plus appropri�e. Les o-eÆients de d�eentrement Dp et Du sont don nuls d'apr�es les formules (4.27) et (4.81). Ononsid�ere les donn�ees " = 1, # = 0:5; h = 0:02; k = h. Le nombre de Pelet est Pe = 10�2.La solution u du probl�eme (4.35) est repr�esent�ee sur la Figure 4.14. Une forte osillationapparâ�t au niveau du front de la solution initiale au point d'absisse x = 0:5 et n'est pasamortie. C'est un ph�enom�ene qui semble typique des sh�emas bô�te ; il entretient les osil-lations au d�emarrage. L'augmentation de # att�enue e ph�enom�ene (Figure 4.15), omme onl'a d�ej�a vu pour l'�equation de la haleur au Chapitre 1. L'augmentation de Du est sans e�et(Figure 4.16). On onstate qu'une augmentation plus forte de Du �a la valeur 1 n'am�eliorepas le r�esultat. Noter ependant une augmentation simultan�ee de Du et Dp �elimine es os-illations.
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Fig. 4.14 { Cas 1.3 : � = 1, Pe = 10�2,T = 1, Du = 0; # = 0:5. 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Fig. 4.15 { Cas 1.3 : � = 1, Pe = 10�2,T = 1, augmentation de # = 0:505, Du =0.
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Fig. 4.16 { Cas 1.3 : � = 1, Pe = 10�2,T = 1, augmentation de Du = 0:1, # =0:5.
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae2. Tests pour � = O(h)Nous nous int�eressons maintenant au as o�u � est d'ordre h. Le pas de temps k est don enO(h2) ; 'est-�a-dire arat�eristique d'une �eqaution de di�usion. Comme pr�e�edemment, ononsid�ere di��erentes valeurs du nombre de Pelet.� Cas 2.1 : Pe = O( 1h), � = O(h) :Nous sommes dans un r�egime d'�equation de type onvetif, pour lequel le pas de tempsest hoisi en fontion de l'�ehelle de temps de la di�usion. Dans e as, les oeÆients ded�eentrement Dp et Du sont non nuls. Pour " = h2, # = 0:5; h = 0:02; k = h2 = 4:10�4,le nombre de Pelet est Pe = 25. D'apr�es les formules (4.81) et (4.27) les param�etres ded�eentrement sont non nuls : Du = 0:18, Dp = 0:48. On repr�esente la solution du probl�emeapproh�e (4.35) au temps interm�ediaire T = 0:1 (250 it�erations en temps) sur la Figure4.17 et au temps �nal T = 1 (2500 it�erations) sur la Figure 4.18. Les osillations pr�esententlors du ho s'att�enuent rapidement. On obtient un pro�l omparable �a elui obtenu pour� = O(1) et Pe = O( 1h) (Cas 1.2).
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Fig. 4.17 { Cas 2.1 : � = h, Pe = 25,T = 0:1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Fig. 4.18 { Cas 2.1 : � = h, Pe = 25,T = 1� Cas 2.2 : Pe = O(1), � = O(h) :On reprend les tests e�etu�es au Cas 1.2. La solution disr�ete u du sh�ema est repr�esent�ee surles Figures 4.19, 4.20 et 4.21, pour des nombres de Pelet respetivement �egaux �a Pe = 0:5,Pe = 5=3 et Pe = 3. Contrairement au Cas 1.2, le pas de temps est assez petit pour prendreen ompte le front de la solution initiale. Les osillations sont de plus faible amplitude quedans les as 1.2.1 et 1.2.2.
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Fig. 4.19 { Cas 2.2.1 : � = h, Pe = 0:5,T = 1, Du = 0, # = 0:5, " = h = 0:02,Dp = 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Fig. 4.20 { Cas 2.2.2 : � = h, Pe = 5=3,T = 1, Du = 0, # = 0:5, " = 6:10�3,Dp = 0:2
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Fig. 4.21 { Cas 2.2.3 : � = h, Pe = 3,T = 1, Du = 0:0033, # = 0:5, " = h=6,Dp = 0:3333� Cas 2.3 : Pe = O(h)Puisque le nombre de Pelet est de l'ordre du pas d'espae, nous sommes dans un r�egime detype di�usif simul�e ave un pas de temps onvenable pour la di�usion (k = O(h2)). Don, lesoeÆients de d�eentrement sont nuls. Pour des valeurs du oeÆient de di�usion " = 1 etdes param�etres # = 0:5; h = 0:02; k = h2 = 4:10�4, le nombre de Pelet est Pe = 10�2. Onrepr�esente la solution du sh�ema bô�te (4.35) au temps interm�ediaire T = 0:1 (sur la Figure4.22) qui orrespond �a 250 it�erations en temps et au temps �nal T = 1 (sur la Figure 4.25),- 181 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaepour 2500 it�erations. Des osillations apparaissent au niveau du front initial et s'att�enuentlentement. L'augmentation de la valeur de # a�el�ere e ph�enom�ene (Figure 4.23). Dans lepremier as les osillations autour de x = 0:5 subsistent assez longtemps. Elles s'att�enuentau bout de 250 it�erations si � = 0:505 et au bout de 500 it�erations si Du = 0:1. En dimi-nuant le pas de temps, la solution alul�ee u pr�esente moins d'osillations et onverge vers lasolution exate. Nous onstatons que la diminution du pas de temps ontribue �a l'�etalementdes osillations. Ce ph�enom�ene s'explique probablement par l'augmentation du oeÆientE3 de l'�equation �equivalente (4.74) ; 'est-�a-dire de la dispersion du sh�ema.
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Fig. 4.22 { Cas 2.3 : � = h, Pe = 10�2,T = 0:1, Du = 0, # = 0:5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Fig. 4.23 { Cas 2.3 : � = h, Pe = 10�2,T = 0:1, augmentation de # = 0:505,Du = 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−0.5

0

0.5

1

1.5
u calculee
u exacte

Fig. 4.24 { Cas 2.3 : � = h, Pe = 10�2,T = 0:1, augmentation de Du = 0:1, # =0:5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Fig. 4.25 { Cas 2.3 : � = h, Pe = 10�2,T = 1, Du = 0, # = 0:5
- 182 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae
On remarque don que dans ertains as, un mode osillant vient parasiter la solution dush�ema bô�te. Toutefois, une augmentation de # permet toujours de r�eduire le ph�enom�ened'osillation jusqu'�a l'�eliminer ompl�etement. A noter qu'une augmentation arti�ielle duoeÆient de d�eentrement Du lorsqu'il est nul a une ation similaire �a elle de #, si le o-eÆient de d�eentrement Dp est non nul. Nous allons maintenant interpr�eter e ph�enom�enepar l'�etude du fateur d'ampli�ation g de la formulation en u du sh�ema bô�te (4.35).4.7.3 Interpr�etationDans ette partie, nous allons donner une expliquation des osillations produites par lesh�ema �a l'aide d'une �etude du fateur d'ampli�ation du sh�ema bô�te. Le fateur d'ampli-�ation est donn�e par la formule (4.82) :g(�) = g1(�)g2(�) = b0 + (b1 + b�1) os � + i (b1 � b�1) sin �a0 + (a1 + a�1) os � + i (a1 � a�1) sin � ; � 2 [0; 2�[sa valeur en � est g(�) = b0 � (b1 + b�1)a0 � (a1 + a�1) (4.102)Lemme 4.7.1g(�) = �1 si et seulement si � Dp ~Du = 0 et 2#� 1 = 0 � (4.103)Preuve du Lemme 4.7.1 :Par d�e�nition de g et en utilisant les formules (4.52), on ag(�) = �1 () b0 + a0 � (b1 + b�1 + a1 + a�1) = 0() 2Dp ~Du � � (1� 2#) = 0 (4.104)Or, Dp et ~Du sont du signe de , leur produit est don positif. D'autre part, # 2 [12 ; 1℄, don1� 2# � 0. Ainsi, 2Dp ~Du � 0 et �� (1� 2#) � 0, puisque � > 0. Cei prouve le r�esultat. �En partiulier si la solution u alul�ee par le sh�ema bô�te pr�esente �a un instant donn�eune osillation, elle-i est automatiquement ampli��ee par un fateur +1 ou �1 �a haquepas de temps suivant. Ce qui donne naissane �a un mode osillant qui parasite la solution.Ce lemme explique en partiulier ertains ph�enom�enes osillatoires, tels que eux mis en�evidene au Cas 1.2 (� = O(1), Pe = O(1)). En e�et :� pour le Cas 1.2.1, Pe < 1 donne Du = Dp = 0 et si # = 12 , alors g(�) = �1. La Figure4.7 repr�esente le mode osillant li�e au r�eneau initial. Seule une augmentation de # permetd'avoir g(�) 6= �1, omme ela est onstat�e sur les Figures 4.8 et 4.9.� de même pour le Cas 1.2.2, 1 < Pe < Pe0 donne Dp 6= 0 et Du = 0. Si # = 12 , alorsg(�) = �1. On onstate e�etivement sur la Figure 4.10, l'apparition d'un mode osillant.En augmentant # ou Du, on obtient g(�) 6= �1 (voir les Figures 4.11 et 4.12).- 183 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae� en�n pour le Cas 1.2.3, Pe > Pe0 donne Dp 6= 0 et Du 6= 0, don g(�) 6= �1. On onstatee�etivement l'absene d'osillations dans e as (Figure 4.13).D'autre part, si le oeÆient de d�eentrement Du alul�e par la formule (4.81), est non nul,alors le d�eentrement Dp est �egalement non nul par la formule (4.27). Dans e as, Dp ~Du estnon nul qui implique que g(�) 6= �1. On onstate e�etivement que pour les as Pe > Pe0,auun mode osillant n'apparâ�t.Dans tous les as, pour une valeur du param�etre # > 12 , on a g(�) 6= �1, don l'augmentationde # permet d'�eliminer ertains ph�enom�enes osillatoires.4.7.4 Un as test pour une �equation de onvetion-di�usion �a fortontraste de oeÆient de di�usionNous onsid�erons le probl�eme, [20℄,8<: ut + ux � ("(x)ux)x = 0 x 2℄0; 1℄u (x; 0) = u0(x); x 2℄0; 1℄u (0; t) = 1; u (1; t) = 0 (4.105)
o�u le oeÆient de di�usion est donn�e par "(x) = 8>>>><>>>>: 10�6 0 < x < 0:151 0:15 < x < 0:2510�3 0:25 < x < 0:3510�1 0:35 < x < 0:451 0:45 < x < 1La solution initiale est u0(x) = � 1 si x = 00 sinonLe sh�ema alule simultan�ement u et le ux p = �("(x)ux) par la r�esolution du syst�eme(4.48) et la reonstrution (4.49). Le pas de temps est hoisi automatiquement parkmax(hj�1=2) = 0:5. On alule la solution pour 100 ellules, # = 0:5. Les param�etres Du;j�1=2et Dp;j�1=2 sont donn�es dans haque bô�te par les formules (4.27), (4.81). Les Figures 4.26�a 4.31 repr�esentent les fontions u(x), p(x) = �"ux au temps T1 = 0:084, T2 = 0:175,T3 = 0:238, T4 = 0:35, T5 = 0:525, T6 = 1:519. u est repr�esent�ee par des erles et le uxp en trait ontinu. Le pas d'espae varie dans haque bô�te Kj�1=2. Le nombre CFL loal�j�1=2 est repr�esent�e sur la Figure 4.32. Le oeÆient loal �j�1=2 est repr�esent�e sur la Figure4.33. On peut noter un bon omportement du sh�ema, qui passe dans tous les r�egimes dunombre de Pelet. Le saut du oeÆient de di�usion "(x) ne g�ene pas.
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Fig. 4.27 { 100 points, T2
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Fig. 4.29 { 100 points, T4
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Fig. 4.31 { 100 points, T64.8 Convetion di�usion 2d4.8.1 IntrodutionApr�es avoir �etudi�e une version \bô�te" du probl�eme de onvetion-di�usion instation-naire en dimension 1, nous proposons une m�ethode simple permettant de g�en�eraliser e- 185 -
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Fig. 4.33 { Repr�esentation de � pour e testsh�ema en dimension 2, sur des maillages retangulaires, notamment onernant le hoixdes valeurs de d�eentrement pour les variables de vitesse u et de pression p introduites endimension 1. Nous nous int�eressons aux tehniques de splitting, plus partiuli�erement �a lam�ethode ADI (Alternating Diretion Impliit) introduite par Peaeman et Rahford en 1955[37℄. En e�et ette tehnique permet de passer de sh�emas 1d �a leurs g�en�eralisation en 2dassez rapidement. En partiulier, la m�ethode ADI pr�esente l'avantage de pouvoir r�ealiserdes tests num�eriques bas�es sur les r�eglages des param�etres de d�eentrement en dimension1. Elle ne n�eessite pas une �etude approfondie de type analyse num�erique du sh�ema bô�te2d pour le hoix des d�eentrements bidimensionnels qui semble plus ompliqu�ee. Dans eparagraphe, nous rappelons la m�ethode ADI pour l'�equation de la haleur, telle qu'elle estintroduite dans [42℄. Ensuite, nous adaptons ette m�ethode pour l'�etude de l'�equation deonvetion-di�usion. Puis, nous r�ealisons l'analyse num�erique du sh�ema bô�te ADI ainsiobtenu. Nous onluons e Chapitre par quelques tests num�eriques.Consid�erons un domaine retangulaire 
 de fronti�ere � = �
 = �D [ �N , r�eguli�ere et leprobl�eme de onvetion-di�usion :8>><>>: ut + :ru� div("ru) = f(x; y; t) ; " > 0; (x; y) 2 
; t > 0u (x; y; 0) = u0 (x; y) ; (x; y) 2 
uj� = g ; (x; y) 2 �Dru � � = gN ; (x; y) 2 �N (4.106)de forme mixte : 8>>>><>>>>: ut + :ru+ div p = f(x; y; t) ; (x; y) 2 
; t > 0p = �"ru ; (x; y) 2 
 ; " > 0u (x; y; 0) = u0 (x; y) ; (x; y) 2 
uj� = g ; (x; y) 2 �Dru � � = gN ; (x; y) 2 �N (4.107)o�u � d�esigne le veteur unitaire normal �a la fronti�ere du domaine orient�e vers l'ext�erieur.Nous supposons dans la suite la donn�ee au bord de type Dirihlet sur toute la fronti�ere �.Rappelons que - 186 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeLemme 4.8.1 Ce probl�eme admet une unique solution dans C0b ([0; T [;L2(
))\C1(
�℄0; T [)pour f donn�ee dans C0b ([0; T [;L2(
)).4.8.2 La m�ethode ADI pour l'�equation de la haleurDans ette partie, nous rappelons le prinipe de la m�ethode ADI d�erit dans Strikwerda[42℄, dans le as de l'�equation de la haleur. Consid�erons l'�equation :ut = "1uxx + "2uyy ; "1; "2 > 0 (4.108)Soient A1 et A2 les op�erateurs lin�eaires d�e�nis parA1u = "1uxxA2u = "2uyy (4.109)La m�ethode ADI permet de r�esoudre le probl�emeut = A1u+ A2u (4.110)�a l'aide des deux probl�emes monodimensionnels ut = A1u et ut = A2u. En disr�etisantl'�equation (4.110) par la m�ethode de Crank-Niholson, on obtient l'identit�eun+1 � unk = 12(A1un+1 + A1un) + 12(A2un+1 + A2un) +O(k2) (4.111)Ou enore, si I d�esigne l'op�erateur identit�e(I � k2A1 � k2A2)un+1 = (I + k2A1 + k2A2)un +O(k3) (4.112)En rajoutant de part et d'autre de l'�egalit�e (4.112) le terme k24 A1A2un+1, puis en fatorisant,nous obtenons :(I � k2A1)(I � k2A2)un+1 = (I + k2A1)(I + k2A2)un + k24 A1A2(un+1 � un) +O(k3) (4.113)D'autre part, un+1 = un +O(k), don l'expression (4.113) se r�e�erit :(I � k2A1)(I � k2A2)un+1 = (I + k2A1)(I + k2A2)un +O(k3) (4.114)La solution exate u(�; t) du probl�eme (4.108) v�eri�e l'�equation (4.114). On onsid�ere main-tenant le probl�eme approh�e :(I � k2A1)(I � k2A2)un+1 = (I + k2A1)(I + k2A2)un (4.115)que l'on disr�etise en espae en approhant les op�erateurs ontinus A1 et A2 par les op�erateursdisrets A1;h et A2;h. On obtient le sh�ema :(I � k2A1;h)(I � k2A2;h)un+1 = (I + k2A1;h)(I + k2A2;h)un (4.116)- 187 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeLa disr�etisation lassique du laplaien donne, dans le as de l'�equation de la haleur, desmatries de tridiagonales A1;h et A2;h telles que :A1;h ui;j = "1 ui+1;j � 2 ui;j + ui�1;jh2A2;h ui;j = "2 ui;j+1 � 2 ui;j + ui;j�1h2L'algorithme de Thomas permet alors de r�esoudre le syst�eme tridiagonal rapidement. Pourr�esoudre (4.116), Peaeman et Rahford proposent l'algorithme suivant [37, 25, 24℄ :� (I � k2A1;h)~un+1=2 = (I + k2A2;h)un(I � k2A2;h)un+1 = (I + k2A1;h)~un+1=2 (4.117)L'algorithme (4.117) est appel�e la m�ethode ADI (Alternating Diretion Impliit). On alternela r�esolution du probl�eme entre une passe selon la diretion (Ox) et une passe selon ladiretion (Oy). Dans un premier temps, on alule de fa�on impliite ~un+1=2 en fontion deun, ensuite on alule un+1 en fontion de la variable auxilliaire ~un+1=2. Dans haque passe,on utilise uniquement le sh�ema 1d orrespondant �a l'op�erateur spatial Ai, i = 1; 2.Lemme 4.8.2 Cette m�ethode est inonditionnellement stable au sens de Von Neumann.Preuve :Ce r�esultat se d�emontre par le alul du fateur d'ampli�ation du sh�ema [42℄. En rem-pla�ant unl;m par gn eil� eim� et ~un+1=2l;m par ~g gn eil� eim�, on obtient� (1 + 2�1 sin2 �2) ~g = (1� 2�2 sin2 �2 )(1 + 2�2 sin2 �2 ) g = (1� 2�1 sin2 �2) ~g (4.118)Ce qui donne g(�; �) = (1� 2�1 sin2 �2)(1 + 2�1 sin2 �2) (1� 2�2 sin2 �2 )(1 + 2�2 sin2 �2 ) : (4.119)Puisque �1; �2 > 0, on a sup�; � jg(�; �)j � 1. Ce qui donne le r�esultat. �
4.8.3 La m�ethode ADI pour le probl�eme de onvetion-di�usionOn g�en�eralise la m�ethode ADI pour le probl�eme de onvetion-di�usion de terme soure fnon nul. Soit l'�equation de onvetion-di�usion lin�eaire de terme soure f 2 C0b ([0; T [;L2(
)) :ut +  � ru� "�u = f(x; y; t) (4.120)Soient A1 et A2 sont les op�erateurs spatiaux d�e�nis parA1u = �1ux + "1uxx ;A2u = �2uy + "2uyy ; (4.121)- 188 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espael'�equation (4.120) se r�e�erit sous la formeut � A1u� A2u = f(x; y; t) (4.122)Disr�etisons en temps l'�equation (4.120) �a l'aide d'un #-sh�ema pour des valeurs # variantentre 0 et 1. Si u est la solution exate de (4.120) dansC0([0;+1[;L2(
)) \ C1(℄0;1[�
),un+1 � unk = #[(A1u)n+1+(A2u)n+1+fn+1℄+(1�#)[(A1u)n+(A2u)n+fn℄+O(k2) (4.123)o�u un+1 = u(x; y; tn+1) et un = u(x; y; tn) d�esignent les valeurs prises par la solution exateau point de oordonn�ees (x; y) dans le domaine 
, aux instants respetifs tn+1 et tn, k d�esignele pas de temps assoi�e �a la m�ethode d�e�ni par : k = tn+1 � tn.L'�egalit�e (4.123) est �equivalente �aun+1 � k#(A1u)n+1 � k#(A2u)n+1 = un + k(1� #)(A1u)n + k(1� #)(A2u)n+k#fn+1 + k(1� #)fn +O(k3)A1 et A2 sont des op�erateurs spatiaux ind�ependants du temps. Don, en notant I l'op�erateuridentit�e, on obtient :[I � k#A1 � k#A2℄un+1 = [I + k(1� #)A1 + k(1� #)A2℄un (4.124)+k(#fn+1 + (1� #)fn) +O(k3)Nous ajoutons et soustrayons dans les deux membres de l'�egalit�e (4.124) les termesk2#2A1A2un+1 et k2(1� #)2A1A2un, on obtient(I � k#A1)(I � k#A2)un+1 = (I + k(1� #)A1)(I + k(1� #)A2)un+k#fn+1 + k(1� #)fn � k2(1� #)2A1A2un + k2#2A1A2un+1 +O(k3) (4.125)qui est �equivalent �a(I � k#A1)(I � k#A2)un+1 = (I + k(1� #)A1)(I + k(1� #)A2)un+k(#fn+1 + (1� #)fn) + k2[(2#� 1)A1A2un + #2A1A2(un+1 � un)℄ +O(k3) (4.126)D'autre part, un+1� un est d'ordre k, 'est �a dire un+1� un = O(k). L'expression (4.126) ser�e�erit don :(I � k#A1)(I � k#A2)un+1 = (I + k(1� #)A1)(I + k(1� #)A2)un+k(#fn+1 + (1� #)fn) + k2(2#� 1)A1A2 un +O(k3) (4.127)Ainsi, le sh�ema est d'ordre (2# � 1)k + O(k2) en temps, en partiulier d'ordre 2 si # = 12 ,d'ordre 1 sinon. Par la suite, nous onsid�erons le probl�eme semi-disr�etis�e en temps(I�k#A1)(I�k#A2)un+1 = (I+k(1�#)A1)(I+k(1�#)A2)un+k(#fn+1+(1�#)fn) (4.128)Remarque : - 189 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeSi elle existe, la solution u du probl�eme stationnaire assoi�e au probl�eme semi-disret entemps (4.128), v�eri�e k(1� 2#)A1A2u+ (A1 + A2)u+ f = 0 (4.129)En partiulier, si # = 12 , l'�equation (4.129) devient l'�equation ontinue du probl�eme station-naire assoi�e au probl�eme instationnaire (4.128).Avant de disr�etiser en espae le probl�eme (4.128), d�e�nissons un maillage du domaineretangulaire 
. On suppose que les ôt�es horizontaux de 
 sont divis�es en Jx + 1 points�equidistants et que les ôt�es vertiaux sont divis�es en Jy+1 points �equidistants. On relie lespoints fae �a fae de fa�on �a obtenir un maillage du domaine 
 en Jx Jy bô�tes �equivalentes.Les dimensions d'une bô�te sont not�ees hx et hy (Figure 4.34).Pour approher les op�erateurs spatiaux ontinus A1 et A2, nous utilisons les op�erateurs bô�te
hxhy

xj�1 xjyj�1yj
(Ox)

(Oy)

Fig. 4.34 { Maillage du domaine 
en dimension 1. Nous avons vu (4.48) que le sh�ema bô�te pour le probl�eme de onvetion-di�usion 1d homog�ene est(B � k #C)un+1 = (B + k (1� #)C)un (4.130)o�u les op�erateurs bô�te B; C sont donn�es par les formules (4.45-4.46). Puisque la matrie Best inversible, la formulation en u se r�e�erit enore sous la forme :(I � k #A)un+1 = (I + k (1� #)A)un (4.131)o�u A = B�1 C. Soient Bx; Cx et By; Cy les op�erateurs bô�te 1d dans haque diretion(Ox), (Oy). On d�e�nit Ax = B�1x Cx et Ay = B�1y Cy. Soient les sh�emas bô�te 1d selon lesdiretions (Ox) et (Oy)(i) (I � k�Ax)un+1 = (I + k(1� �)Ax)un(ii) (I � k�Ay)un+1 = (I + k(1� �)Ay)un (4.132)- 190 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeassoi�es respetivement aux probl�emes de onvetion-di�usion 1d selon les diretions res-petives (Ox) et (Oy) : ut � 1 ux + "1 uxx = 0ut � 2 ux + "2 uyy = 0 (4.133)Nous obtenons le sh�ema disr�etis�e en temps et en espae assoi�e au probl�eme initial (4.106),en approhant les op�erateurs ontinus en espaes I � k#Ai et I + k(1� #)Ai, i = 1; 2, parles op�erateurs bô�te I � k#A et I + k(1� #)A dans les diretions (Ox) et (Oy), de la fa�onsuivante :� I � k#A1 approh�e par I � k#Ax, op�erateur bô�te 1d selon la diretion (Ox) du domaine� I � k#A2 approh�e par I � k#Ay, op�erateur bô�te 1d selon la diretion (Oy) du domaine� I + k(1� #A1) approh�e par I + k(1� #Ax)� I + k(1� #A2) approh�e par I + k(1� #Ay).D�e�nition 4.8.1 La formulation en u du sh�ema bô�te-ADI 2d pour le probl�eme de onvetion-di�usion s'�erit alors :(I�k#Ax)(I�k#Ay)un+1 = (I+k(1�#)Ax)(I+k(1�#)Ay)un+k(#fn+1+(1�#)fn) (4.134)Sa r�esolution se fait �a l'aide de l'algorithme de Peaeman-Rahford en deux �etapes par laproposition suivante.Proposition 4.8.1 (Algorithme de Peaeman-Rahford)Le seul quadruplet (�; �; ; Æ) 2 R4 , tel que le probl�eme disret (4.134) soit �equivalent auprobl�eme pr�editeur-orreteur de la forme� (I � k#Ax)~un+1=2 = (I + k(1� #)Ay)un + (�fn + �fn+1)(I � k#Ay)un+1 = (I + k(1� #)Ax)~un+1=2 + (fn + Æfn+1) (4.135)est � = k # (1� #); � = k #2;  = k (1� #)2; Æ = k # (1� #).Preuve :Multiplions la seonde �equation du syst�eme (4.135) �a gauhe par (I � k#Ax), on obtient(I � k#Ax)(I � k#Ay)un+1= (I � k#Ax) (I + k(1� #)Ax) ~u+ (I � k#Ax) (fn + Æfn+1)= (I + k(1� #)Ax) [(I + k(1� #)Ay) un + (�fn + �fn+1)℄ + (I � k#Ax) (fn + Æfn+1)= (I + k(1� #)Ax) (I + k(1� #)Ay) un + (I + k(1� #)Ax) (�fn + �fn+1)+(I � k#Ax) (fn + Æfn+1)= (I + k(1� #)Ax) ( I + k(1� #)Ay) un + �(� + )I + k Ax((1� #)�� #� fn+�(� + Æ)I + k Ax((1� #)� � #Æ� fn+1En identi�ant ave l'�equation (4.134), on trouve la valeur des oeÆients �; �; ; Æ donn�eepar � = k # (1� #); � = k #2;  = k (1� #)2; Æ = k # (1� #). Inversement, on peut toujoursfatoriser le probl�eme disret sous la forme (4.135) pour les valeurs des oeÆients �; �; ; Æ- 191 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaedonn�ees pr�e�edemment. Remarquons que ette fatorisation est toujours possible, il n'estpas n�eessaire que les op�erateurs Ax et Ay ommutent. �Th�eor�eme 4.8.1 :Soit Jx+1, respetivement Jy+1, le nombre de noeuds selon l'axe (Ox), respetivement l'axe(Oy). Le probl�eme disret (4.134) admet une unique solution u = (uni;j) 2 RJx Jy �a haquepas de temps n.Preuve :Il suÆt de prouver que les matries I � k#Ax et I � k#Ay sont inversibles. Nous avons vuqu'en dimension 1, la matrie B � k#C est inversible (Preuve du Lemme 4.3.3). Or, noussavons que B est inversible. Ce qui prouve le r�esultat. �Le probl�eme de onvetion-di�usion (4.106) est approh�e par le sh�ema-bô�te-ADI suivant :Lemme 4.8.3 Soit p = (p1; p2) le ux de di�usion ; p1 = �"1 ux et p2 = �"2 uy. Soit lesh�ema-bô�te-ADI : herher (u; p) tel que(i) u est la solution de la formulation ADI :8>><>>: (I � k#Ax)(I � k#Ay)un+1 = (I + k(1� #)Ax)(I + k(1� #)Ay)un+k(#fn+1 + (1� #)fn)u0i;j = u0(xi; yj) ;uni;j = g(xi; yj; tn) : (4.136)(ii) Le ux de di�usion p = (p1; p2) est donn�e selon haque diretion (Ox) et (Oy) par(ii)1 p1 = (pn1;i;j) est solution du syst�eme :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
� k # Ænp1;i;j =�hhx;i�1=2�12 +Dp;x;i�1=2�� 12 +Du;x;i�1=2�+k #�1 (12 +Dp;x;i�1=2) + "1hx;i�1=2�iÆnui;j�hhx;i�1=2�12 +Dp;x;i�1=2�� 12 �Du;x;i�1=2 ��k #�1 (12 +Dp;x;i�1=2) + "1hx;i�1=2�iÆnui�1;j+�12 +Dp;x;i�1=2���1 (uni;j � uni�1;j)� (pn1;i;j � pn1;i�1;j)+hx;i�1=2 �(1� #) f ni�1=2 + # f n+1i�1=2�� ; 1 � i � Jx� pn1;i;j� 12 �Dp;x;i�1=2�+pn1;i�1;j� 12 +Dp;x;i�1=2�+ "1hx;i�1=2 (uni;j � uni�1;j) = 0� p01;i;j = �"1 ddxu0(xi; yj) (4.137)
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae(ii)2 p2 = (pn2;i;j) est solution du syst�eme :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
� k # Ænp2;i;j =�hhy;j�1=2�12 +Dp;y;j�1=2�� 12 +Du;y;j�1=2�+k #�2 (12 +Dp;y;j�1=2) + "2hy;j�1=2�iÆnui;j�hhj�1=2�12 +Dp;y;j�1=2�� 12 �Du;y;j�1=2 ��k #�2 (12 +Dp;y;j�1=2) + "2hy;j�1=2�iÆnui;j�1+�12 +Dp;y;j�1=2���2 (uni;j � uni;j�1)� (pn2;i;j � pn2;i;j�1)+hy;j�1=2 �(1� #) f nj�1=2 + # f n+1j�1=2�� ; 1 � j � Jy� pn2;i;j� 12 �Dp;y;j�1=2�+pn2;i;j�1�12 +Dp;y;j�1=2�+ "2hj�1=2 (uni;j � uni;j�1) = 0� p02;i;j = �"2 ddyu0(xi; yj) (4.138)4.8.4 Etude de la stabilit�e du sh�ema ADIDans ette partie, nous �etudions la stabilit�e au sens de Von Neumann de la formulationen u du sh�ema bô�te-ADI pour le probl�eme de onvetion-di�usion. Calulons le fateurd'ampli�ation g assoi�e �a (4.135).Lemme 4.8.4 Le fateur d'ampli�ation du sh�ema (4.135) est donn�e parg(�; �) = gx(�)gy(�) (4.139)o�u gx et gy d�esignent respetivement les fateurs d'ampli�ations des sh�emas bô�te (4.133)selon la diretion (Ox) et (Oy).Preuve :Le probl�eme disr�etis�e homog�ene s'�erit �a l'aide de l'algorithme de Peaeman-Rahford sousla forme : � (I � k#Ax)~un+1=2 = (I + k(1� #)Ay)un(I � k#Ay)un+1 = (I + k(1� #)Ax)~un+1=2 (4.140)Faisons agir le sh�ema (4.140) sur un mode simple du type unl;m = gneil�eim�.Nous obtenons alors,� ~g�(I � k#Ax)eil�eim��= gn(�; �)�(I + k(1� #)Ay)eil�eim��gn+1(�; �)�(I � k#Ay)eil�eim��= ~g�(I + k(1� #)Ax)eil�eim�� (4.141)Le fateur d'ampli�ation est donn�e parg(�; �) = �(I + k(1� #)Ax)eil�eim���(I � k#Ay)eil�eim�� �(I + k(1� #)Ay)eil�eim���(I � k#Ax)eil�eim��L'op�erateur Ax, respetivement Ay, est l'op�erateur disret assoi�e au sh�ema bô�te (4.132)(i)selon la diretion (Ox), respetivement (4.132)(ii) selon la diretion (Oy). On note gx et gyleurs fateurs d'ampli�ations respetifs d�e�nis pargx(�) = (I + k (1� #)Ax)(ei l �)(I � k � Ax) (ei l �) (4.142)gy(�) = (I + k (1� #)Ay)(eim �)(I � k � Ay) (eim�) (4.143)- 193 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeL'op�erateur Ax agit selon la diretion (Ox), son intervention ne modi�e que les valeurs eil�,de même, Ay agit sur la diretion (Oy), il n'intervient que sur les valeurs eil�. Don, gx; gyne d�ependent respetivement que des valeurs � et �. On obtient dong(�; �) = gx(�) gy(�)C'est-�a-dire, g est le produit des fateurs d'ampli�ations des sh�emas bô�te 1d selon haquediretion du domaine 
. �Les onditions de stabilit�e du sh�ema (4.135) se d�eduisent don des onditions de stabi-lit�e du sh�ema bô�te 1d donn�ees par la Proposition 4.6.1.Proposition 4.8.2 (Stabilit�e)Le sh�ema bô�te-ADI en u (4.134) est stable au sens de Von Neumann si et seulement si :(i) ~Du;1 �1 + �1 � 0 et ~Du;2 �2 + �2 � 0(ii) [Dp;1 �1 + �1℄ h ~Du;1Dp;1 + �#� 12��1i � 0et [Dp;2 �2 + �2℄ h ~Du;2Dp;2 + �#� 12��2i � 0Dans la suite, nous supposons que les onditions (i) et (ii) de la Proposition 4.8.2 sontsatisfaites.4.8.5 Consistane du sh�ema ADINous nous int�eressons �a la onsistane du sh�ema ADI par rapport �a la solution exateu(x; y; t). Nous supposons le maillage r�egulier en temps et en espae. Tout omme pourla onsistane du sh�ema bô�te 1d, nous faisons une analyse num�erique du type de ellee�etu�ee par Strikwerda [42℄.Proposition 4.8.3 (Consistane du sh�ema ADI)Le sh�ema ADI (4.134) est onsistant ave le probl�eme ontinu (4.106) �a l'ordre 1 en espaeet 1 en temps si # 6= 12 et �a l'ordre 2 en temps sinon.Preuve :On onsid�ere que hx; hy; k ! 0 ind�ependemment, ave l'hypoth�ese que �1, �2 et �1, �2 sontborn�es. Comme pour le sh�ema bô�te (4.48) assoi�e au probl�eme de onvetion-di�usion 1d,on �etudie l'ordre du terme 1k�ek q(�;�) � g(hx �; hy �)� (4.144)pour tout �; � 2 R. g est le fateur d'ampli�ation du sh�ema bô�te (4.135) donn�e par leLemme 4.8.4 par g(�; �) = gx(�) gy(�) (4.145)- 194 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeo�u gx; gy sont les fateurs d'ampli�ation selon haque diretion (Ox) et (Oy). Et q est lesymbole de l'op�erateur spatial � � ru+ "1 uxx + "2 uyy, donn�e parq(�; �) = �1 i � � 2 i � � "1 �2 � "2 �2 : (4.146)Le fateur d'ampli�ation g du sh�ema ADI s'�erit enoreg(hx �; hy �) = gx(hx �) gy(hy �)= gx(hx �) + gy(hy �)� 1 + (gx(hx �)� 1) (gy(hy �)� 1)) (4.147)Le symbole q est donn�e en fontion des symboles qx et qy des op�erateurs spatiaux�1 ux + "1 uxx, respetivement �2 uy + "2 uyy par q(�; �) = qx(�) + qy(�). Don ekq(�;�)est enore �egal �aek q(�;�) = ek qx(�)+kqy(�) = ek qx(�) + ek qy(�) � 1 + (ek qx(�) � 1) (ek qy(�) � 1) (4.148)En ombinant (4.147) et (4.148), on obtient l'expression de (4.144)1k�ek q(�;�) � g(hx �; hy �)� = 1k�ek qx(�) � gx(hx �)�| {z }(I) + 1k�ek qy(�) � gy(hy �)�| {z }(II) (4.149)+ 1k�(ek qx(�) � 1) (ek qy(�) � 1)� (gx(hx �)� 1) (gy(hy �)� 1)�| {z }(III)Les termes (I) et (II) sont donn�es par la onsistane du sh�ema bô�te en u (4.48) selon ladiretion (Ox) et la diretion (Oy) (relation (4.97) selon (Ox) et (Oy)) par(I) = 1k�ek q(�) � g(hx �)� = (#� 12)O(k) +O(k2) +O(k(hx; hx k)k) (4.150)(II) = 1k�ek q(�) � g(h�)� = (#� 12)O(k) +O(k2) +O(k(hy; hy k)k) (4.151)en notant O(k(h1; h2)k) = O(k(h1)k) +O(k(h2)k). Evaluons le terme (III). En utilisant lesd�eveloppements limit�es de ek qx(�), ek qy(�), gx et gy, omme ela est fait dans la preuve de laProposition 4.6.2, on obtientk (III) = (k 1 i � + k "1 �2) (k 2 i � + k "2�2) +O(k3) (4.152)���k 1 i� � k "1�2 � �2 h2x �1(Du;x + #�1) + i A3 �3 h3x + A4 �3 h4x���k 2 i � � k "2 �2 � �2 h2y �2 (Du;y + #�2) + i B3 �3 h3y +B4 �3 h4y�o�u A3, B3 et A4, B4 sont respetivement les oeÆients des termes d'ordre 3 et 4 desd�eveloppements limit�es de gx � 1 et gy � 1. En simpli�ant l'expression (4.152), on obtientk (III) = O(k3) + �k 1 i � + k "1 �2����2 h2y �2 (Du;y + #�2) + i B3 �3 h3y +B4 �3 h4y�+�k 2 i� + k "2 �2����2 h2x �1 (Du;x + #�1) + i A3 �3 h3x + A4 �3 h4x�����2 h2x �1 (Du;x + #�1) + i A3 �3 h3x + A4 �3 h4x� (4.153)���2 h2y �2(Du;y + #�2) + i B3 �3 h3y +B4 �3 h4y�- 195 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeOr, par d�e�nition des expressions A3; B3 et A4; B4, nous obtenons l'ordre deh3xA3 = O(k(hx; k)k2)h3y B3 = O(k(hy; k)k2)h4xA4 = O(k(hx; k)k2)h4y B4 = O(k(hy; k)k2)Et h2x �1 = 1 k hx et h2y �2 = 2 k hy, don le terme (III) est d'ordre :(III) = O(k(hx; k)k2) (4.154)Finalement, en ombinant les relations (4.150)-(4.151) et (4.154) on obtient1k�ek q(�;�) � g(hx �; hy �)� = (#� 12)O(k) +O(k2) +O(k(hx; hy; hx k; hy k)k)Ce qui onlut la d�emonstration. �Th�eor�eme 4.8.2 Le sh�ema est stable et onsistant sous les onditions (i) et (ii) de laProposition 4.8.2. Il est don onvergent sous es onditions.4.9 Appliations num�eriques4.9.1 IntrodutionLa programmation de la m�ethode bô�te ADI se fait �a l'aide de l'algorithme de Peaeman-Rahford (4.135). Dans un premier temps on alule ~un+1=2 en fontion de un par la r�esolutionde (4.135)1, puis on alule un+1 en fontion de ~un+1=2 par la r�esolution de (4.135)2.Nous avons d�e�ni Bx; Cx et By; Cy omme les op�erateurs du sh�ema bô�te 1d dans ladiretion (Ox), y �etant �x�e (respetivement dans la diretion (Oy), x �etant �x�e) donn�es parles relations (4.45-4.46). Les op�erateurs Ax = Bx�1 Cx et Ay = B�1y Cy satisfont les relations(4.132). On s'int�eresse �a la r�esolution de l'algorithme de Peaeman-Rahford� (I � k#Ax)~un+1=2 = (I + k(1� #)Ay)un + k#(#fn+1 + (1� #)fn)(I � k#Ay)un+1 = (I + k(1� #)Ax)~un+1=2 + k(1� #)(#fn+1 + (1� #)fn) (4.155)En pratique on r�esoud le syst�emeByv1 = (By + k (1� #)Cy) unqui nous permet de aluler v1 = (I + k (1� #)Ay) un, puis pour aluler ~un+1=2, on r�esoudle syst�eme Bx (I � k #Ax)~un+1=2 = Bx v1 + k#Bx (#fn+1 + (1� #)fn)'est-�a-dire (Bx � k #Cx)~un+1=2 = Bx v1 + k#Bx (#fn+1 + (1� #)fn)- 196 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeOn r�eit�ere e proessus pour aluler v2 solution du syst�emeBxv2 = (Bx + k (1� #Cx)) ~un+1=2et ensuite la solution �nale un+1 solution du syst�eme(By � k #Cy) un+1 = By v2 + k(1� #)By (#fn+1 + (1� #)fn)La programmation des onditions limites se fait de la fa�on suivante :� Conditions de type DirihletPour les onditions fronti�ere de type Dirihlet uni0;j0 = gn(xi0 ; yj0), on impose simplement lavaleur exate de un+1i0;j0 = gn+1(xi0 ; yj0) dans (4.135)2. Le probl�eme est de hoisir la valeur �aa�eter �a l'�etat interm�ediaire ~un+1=2 sur la fronti�ere. En soustrayant (4.135)2 de (4.135)1,nous obtenons[(I � k#Ax) + (I + k(1� #)Ax)℄~u = (I + k(1� #)Ay)un+1 + (I � k#Ay)un+ k(2#� 1)(#fn+1 + (1� #)fn) (4.156)Puisque les op�erateurs Ax, Ay n'agissent pas sur les points fronti�eres, nous avons la relationsuivante pour les points du bord : ~u� (on note � pour tout ouple (i; j) 2 � = �
)~u� = 12(un� + un+1� ) + k(#� 12)(#fn+1� + (1� #)fn� ) (4.157)Cette valeur est appliqu�ee �a l'�etat interm�ediaire.� Conditions de type NeumannPour avoir �u�� n+1 = gn+1 aux points fronti�ere dans le sh�ema (4.134), nous utilisons la for-mule de reonstrution de p = (p1; p2) donn�ee par le Lemme 4.8.3 qui exprime le ux dedi�usion en fontion de l'inonnue u. Consid�erons par exemple, la donn�ee de type Neumann,sur une arête fronti�ere, horizontale du maillage d�e�nie par les points de oordonn�ees (xi0 ; y0)et (xi0+1; y0), de normale exterieure � = �(1; 0). Nous d�eduisons de (4.137) l'identit�e quilie un+1i0;0 ; un+1i0+1;0 aux valeurs du ux de di�usion sur la fronti�ere pn1;i0;0 = �"g(xi0 ; y0; tn),pn+11;i0;0 = �"g(xi0; y0; tn+1), onnues par la donn�ee de type Neumann sur �N .8>>>>>>><>>>>>>>:
[#�1;i0+1=2 + (12 �Dp;x;i0+1=2) (12 � #�1;i0+1=2 �Du;x;i0+1=2)℄ un+1i0;0�[#�1;i0+1=2 � (12 �Dp;x;i0+1=2)(12 + #�1;i0+1=2 +Du;x;i0+1=2)℄ un+1i0+1;0= # khx;i0+1=2 pn+11;i0;0 + (1� #) kh1=2 pn1;i0;0�[(1� #)�1;i0+1=2 � (12 �Dp;x;i0+1=2)(12 + (1� #)�1;i0+1=2 �Du;x;i0+1=2)℄ uni0;0+[(1� #)�1;i0+1=2 + (12 �Dp;x;i0+1=2)(12 � (1� #)�1;i0+1=2 +Du;x;i0+1=2)℄ uni0+1;0+k (12 �Du;x;i+1=2) ((1� #) fni0+1=2 + # fn+1i0+1=2) (4.158)

Dans ette partie, nous r�esolvons le probl�eme de onvetion-di�usion ave notre sh�emabô�te ADI, omme nous l'avons expliquer pr�eedemment. Nous proposons trois tests. Quandela est possible, nous omparons les r�esultats obtenus ave eux existants. On hoisit desmaillages de pas d'espae onstant dans haque diretion. Le param�etre # d'int�egration entemps est # = 12 . - 197 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae4.9.2 Le as test de Noye et TanOn onsid�ere le as test propos�e dans [36℄. Il s'agit du d�eplaement d'une gaussienne,entr�ee initialement au point (x0; y0) = (0:5; 0:5). Elle se propage par l'�equation de onvetion-di�usion ut + :ru� ("1uxx + "2uyy) = 0le long de la diagonale y = x du domaine arr�e 
 = [0; 2℄2, pendant 1:25 seondes. LesoeÆients de di�usion sont "1 = "2 = 0:01 et la vitesse est ~ = (0:8; 0:8). La solution exatede e probl�eme est :g(x; y; t) = 14t+ 1 exp ��(x� 1t� x0)2"1(4t+ 1) � (y � 2t� y0)2"2(4t+ 1) � :Les onditions de Dirihlet sont donn�ees par la solution exate sur la fronti�ere. Nous om-parons nos r�esultats ave eux de Turner et Trusott [45℄, obtenus par une m�ethode de typevolumes �nis. On utilise l'erreur maillage-d�ependante eTT introduite par Turner et Trusott,d�e�nie par :eTT = 1(Jx + 1) (Jy + 1)vuutPJxi=0PJyj=0(u(i; j)� g(x(i); y(j); t0))2PJxi=0PJyj=0 u(i; j)2 (4.159)o�u Jx + 1 et Jy + 1 sont respetivement les nombres de points horizontaux et vertiaux. Lasolution est alul�ee sur trois maillages di��erents :- un maillage grossier ompos�e de 961 noeuds (31 points selon l'axe (Ox) et l'axe (Oy)) not�eMaillage 1.- un maillage medium ompos�e de 4096 noeuds (64 points selon l'axe (Ox) et l'axe (Oy))not�e Maillage 2.- un maillage �n ompos�e de 10201 noeuds (101 points selon l'axe (Ox) et l'axe (Oy)) not�eMaillage 3.Le maillage 1 est hoisi a�n d'obtenir un nombre de Pelet Pe � Pe0 = 2:5. Dans e as, leoeÆient de d�eentrement Du est non nul par maille d'apr�es la formule (4.81). Ce n'est pasle as des maillages 2 et 3 utilis�es par Turner et Trusott, pour lesquels le nombre de Peletest Pe � 1. Nous omparons la hauteur du pi et l'erreur eTT �a l'instant �nal T = 1:25 pourla m�ethode bô�te-ADI, ave eux obtenus par la m�ethode volumes �nis \ontrôle" utilis�eepar Turner et Trusott pour les maillages 2 et 3. Nous rajoutons les r�esultats obtenus par lam�ethode bô�te-ADI pour le maillage 1, ainsi que l'erreur en norme L2 pour les trois maillages.Les indies Box et TT sont utilis�es respetivement pour indiquer les r�esultats obtenus par lam�ethode bô�te-ADI et la m�ethode Turner et Trusott. Nous pr�esentons les r�esultats obtenusdans le Tableau 4.2. La hauteur de la gaussienne �a l'instant initial est 1 et devient 1=6 autemps �nal T = 1:25.La m�ethode bô�te-ADI donne d'assez bons r�esultats, omparativement �a la m�ethode utilis�eepar Turner et Trusott. Nous obtenons des taux de onvergene en norme L2 environ �egaux�a 2 entre les maillages 1 et 2 et �a 3 pour les maillages 2 et 3. Nous repr�esentons la vitesse- 198 -



Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeu. Le ux p est donn�e par la reonstrution loale par le Lemme 4.8.3. Les Figures 4.35et 4.36 repr�esentent la solution exate �a l'instant initial T = 0. Les r�esultats obtenus pourle Maillage 1, sont regroup�es sur les Figures 4.37 �a 4.40, qui repr�esentent respetivementla solution alul�ee, son ontour, la oupe des solutions exate et alul�ee le long de lapremi�ere diagonale, ainsi que la di��erene entre la solution exate et la solution alul�ee parle sh�ema bô�te ADI. Les ph�enom�enes de dispersion et dissipation du sh�ema apparaissenttr�es nettement sur es deux deni�eres �gures. En e�et, pour le maillage 1, le oeÆient ded�eentrement Du est non nul, et nous avons d�ej�a vu qu'il intervient dans la dissipation dush�ema (par l'interm�ediaire du oeÆient E2 de l'�equation �equivalente) et dans la dispersion(par l'interm�ediaire de E3). La solution du sh�ema n'est don pas tr�es pr�eise, mais stable,pour un maillage tr�es grossier.La solution u alul�ee par le sh�ema bô�te-ADI obtenue pour le Maillage 3 est repr�esent�eesur les Figures 4.41 et 4.42. D'apr�es les Figures 4.43 et 4.44, nous onstatons que l'e�et dedissipation et de dispersion s'est beauoup att�enu�e en raÆnant le maillage.Maillages Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3Nombre de Pelet 2.6667 1.2698 0.8Box hauteur du pi 0.1452 0.1636 0.1660TT hauteur du pi 0.1382 0.1518Box eTT 2:2727073:10�4 1:0844153:10�5 9:4819593:10�7TT eTT 4:975446:10�5 1:424502:10�5Box erreur L2 0.0103 2:2239:10�3 4:9213:10�4Taux de onv. L2 2.0661 3.2644Tab. 4.2 { Comparaison entre le sh�ema bô�te-ADI et la m�ethode volumes �nis de Turner-Trusott
4.9.3 Seond as testLe seond test est donn�e par Balaguer et o. [1℄. On onsid�ere l'�equationut + v(y) ux �D(uxx + uyy) = 0 (4.160)de onditions de Dirihlet donn�ees par la solution exate :u(x; y; t) = �M4�Dt(1 + �2t2=12)1=2 exp ��(x� �x� 0:5�yt)24Dt(1 + �2t2=12) � y24Dt� (4.161)o�u la vitesse est v(y) = v0 + �y et D est une onstante positive. �M est la soure de masseau point de oordonn�ees x = x0; y = 0 et t = 0. �x est d�e�ni par �x = x0 + v0t.Nous onsid�erons le domaine 
 = [�20000; 20000℄� [�2000; 2000℄, l'instant initial est tini�egal �a tini = 2400, �M = 4�Dtini(1 + �2t2ini=12)1=2. Le pi de onentration initial est �egal�a 1 et vaut 0:4991 au temps �nal tfinal = 4800.- 199 -
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Fig. 4.35 { Test 1 : Solution initiale. 0.1
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Fig. 4.36 { Test 1 : Isolignes de la solu-tion initiale.
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Fig. 4.37 { Test 1 : Solution alul�ee,T = 1:25, Maillage 1.
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Fig. 4.38 { Test 1 : Isolignes de la solu-tion alul�ee, T = 1:25, Maillage 1.
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Fig. 4.39 { Test 1 : Coupe selon la dia-gonale y = x de la solution exate et de lasolution alul�ee ADI, T = 1:25, Maillage1.
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Fig. 4.40 { Test 1 : Isolignes de ladi��erene entre la solution exate et la so-lution ADI, T = 1:25, Maillage 1.- 200 -
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Fig. 4.41 { Test 1 : Solution alul�ee ADI,T = 1:25, Maillage 3.
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Fig. 4.42 { Test 1 : Isolignes de la solutionalul�ee ADI, T = 1:25, Maillage 3.
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Fig. 4.43 { Test 1 : Coupe selon la diagonaley = x de la solution exate et de la solutionalul�ee ADI, T = 1:25, Maillage 3.
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Fig. 4.44 { Test 1 : Isolignes de la di��ereneentre la solution exate et la solution ADI,T = 1:25, Maillage 3.
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeLes param�etres sont : x0 = 7200; v0 = 0:5; � = 5 � 10�5; D = 10. Le pas d'espae esth = hx = hy. Nous �etudions trois maillages di��erents, pour lesquels le nombre CFL est 0:24,le pas d'espae est respetivement h = 200, h = 100 et h = 50 pour les maillages 1, 2 et 3.A noter que la vitesse (1; 2) = (v(y); 0) est assym�etrique, ave v(y) = v0+�y. La gaussienneMaillage Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3h 200 100 50Nx 201 401 801Ny 21 41 81Pas de temps dt 80 40 20Hauteur du pi 0.3643 0.4793 0.4955max(ju� uhj) 0.0652 0.0403 0.0096Erreur L2 59.5037 20.8254 4.6216Taux de onvergene 1.5146 2.1719Tab. 4.3 { Test 2 : R�esultats obtenus par le sh�ema bô�te ADI �a l'instant �nal T = 4800.initiale est onvet�ee selon la diretion (Ox). Le nombre de Pelet selon x, Pex = j1jhx2" estnon-onstant. On a 4 � Pex � 6 dans le as h = 200, et 2 � Pex � 3 dans le as h = 100,'est-�a-dire que Du;x varie entre 0 et 1=30 sur haque arête horizontale. Dans le as h = 50,le oeÆient de d�eentrement Du est nul. Les oeÆients vertiaux Pey et Du;y s'annulentdans les trois as. Ces r�esultats sont regroup�es dans le Tableau 4.3.On alule les taux de onvergene en norme L2 entre les maillages 1 et 2, puis les maillages2 et 3. On obtient des taux de onvergene environ �egaux �a 1.5 et 2. Le deuxi�eme tauxest meilleur. En e�et, nous avons vu que le oeÆient de d�eentrement Du est nul pour leMaillage 3. La pr�eision du sh�ema est don meilleure dans e dernier as, puisqu'il n'y apas de dissipation li�ee au oeÆient de d�eentrement Du. On peut noter que le sh�ema seomporte tr�es bien, dans le as d'un oeÆient de onvetion variable, si le maillage estassez raÆn�e. Au temps �nal T = tfinal = 4800, on repr�esente la solution u alul�ee par lesh�ema bô�te ADI (4.134). Les Figures 4.45 et 4.49 repr�esentent les isovaleurs de la solutiondu sh�ema bô�te ADI (4.134), respetivement pour les maillages 2 et 1. On ompare ensuitela solution exate et la solution alul�ee ADI sur les Figures 4.46 et 4.50. Comme on peuts'y attendre, l'erreur est surtout loalis�ee au niveau de la gaussienne. Les Figures 4.47 et4.51 repr�esentent la oupe selon la droite x = 9600 de la solution exate en trait ontinu etla solution alul�ee par des erles, pour les maillages 2, puis 1. De même les Figures 4.48et 4.52 repr�esentent la oupe selon l'axe des absisses de la solution exate (trait ontinu)et la solution alul�ee (des erles), pour les maillages 2, puis 1. L'e�et des oeÆients ded�eentrement apparâ�t lairement sur es �gures. Lorsque nous omparons es di��erentspro�ls de oupe selon une des diretions x ou y pour le maillage 1 on remarque que ladispersion du sh�ema n'apparâ�t que dans la diretion Ox. Cei est li�e �a la onvetion , quin'agit que selon la diretion Ox. Par ontre, pour le maillage 2, plus �n, e ph�enom�ene n'estpas visible ; la dispersion est plus faible. Comme pr�eedemment, en raÆnant le maillage, lasolution est beauoup plus pr�eise. - 202 -
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Fig. 4.45 { Test 2 : Isolignes de la solutionalul�ee ADI, T = 4800, Maillage 2.
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Fig. 4.46 { Test 2 : Di��erene entre lasolution exate et la solution alul�ee ADI,T = 4800, Maillage 2
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Fig. 4.47 { Test 2 : Coupe selon x = 9600des solutions exate et alul�ee ADI, T =4800, Maillage 2
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Fig. 4.48 { Test 2 : Coupe selon y = 0 dessolutions exate et alul�ee ADI, T = 4800,Maillage 2
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Fig. 4.49 { Test 2 : Isolignes de la solutionalul�ee ADI, T = 4800, Maillage 1. −0.06
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Fig. 4.50 { Test 2 : Di��erene entre la so-lution exate u et la solution alul�ee ADI,T = 4800, Maillage 1.
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Fig. 4.51 { Test 2 : Coupe selon x =9600 des solutions exate et alul�ee ADI,T = 4800, Maillage 1. 7500 8000 8500 9000 9500 10000 10500 11000 11500
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Fig. 4.52 { Test 2 : Coupe selon y = 0 dessolutions exate et alul�ee ADI, T = 4800,Maillage 1.
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espae4.9.4 Troisi�eme as testOn s'int�eresse maintenant au probl�eme de onvetion-di�usion de oeÆient de di�usion"(x; y) variable en fontion de x et y et de onvetion onstante. On r�esoud l'�equationde onvetion-di�usion de oeÆient de onvetion  = (1; 1) et de oeÆient de di�usion"(x; y) = K sin(�4x) sin(�4y) :ut + :ru� div("(x; y)ru) = f(x; y; t)Les onditions limite sont de type Dirihlet donn�ees par la solution exate. Il s'agit de lagaussienne du as test de Noye et Tan, entr�ee au point (x0; y0) = (0:5; 0:5) donn�ee par :g(x; y; t) = 14t+ 1 exp ��(x� 1t� x0)2K (4t+ 1) � (y � 2t� y0)2K (4t+ 1) � :Le terme soure est d�e�ni parf(x; y; t) = gt + :rg � div("(x; y)rg)On �etudie deux as K = 10�2 et K = 10�1. Les oeÆients de d�eentrement du sh�emabô�te (4.134) sont alul�es par les formules (4.27) et (4.81) varient dans haque maille, leparam�etre # = 12 . La gaussienne est onvet�ee le long de la diagonale y = x �a la vitesse = (1; 1). Le pas de temps est toujours k = 0:0125 et le temps �nal est T = 1, e quiorrespond �a 80 it�erations en temps. On alule la solution u du sh�ema bô�te ADI pourhaun des as K = 10�2 et K = 10�1. Le oeÆient de di�usion varie don entre 0 et 0.01ou entre 0 et 0.1. Les r�esultats sont r�eunis respetivement dans les Tableaux 4.4 et 4.5. Onrepr�esente la solution alul�ee pour le maillage le plus �n (Maillage 4) pour les deux asK = 10�2 et K = 10�1 sur les Figures 4.53 et 4.54, respetivement sur les Figures 4.57 et4.58. On repr�esente ensuite la di��erene entre la solution exate et la solution alul�ee surles Figures 4.55 et 4.59. En�n, on ompare la solution exate et la solution alul�ee le longde la diagonale y = x, toujours pour le Maillage 4 (Figures 4.56 et 4.60). On onstate queles solutions alul�ees dans haun des deux as sont prohes de la solution exate. Les tauxde onvergene de l'ordre de 2 pour K = 10�2 et l'ordre de 1 pour K = 10�1 on�rmentette onstation. Le taux de onvergene du as K = 10�1 est plus faible ; en e�et, pour etest, la variation de " est plus importante que dans le as K = 10�2. Il faudrait don raÆnerd'avantage le maillage pour obtenir de meilleurs r�esultats.
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Equation de onvetion-di�usion en une et deux dimensions d'espaeMaillage Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3 Maillage 4h 1/15 1/30 1/45 1/60Nx 31 61 91 121Hauteur du pi 0.0969 0.1523 0.1790 0.1907max(ju� uhj) 0.1 0.0492 0.0229 0.0102Erreur L2 relative 0.3981 0.1630 0.0702 0.0312Erreur L2 absolue 0.0220 0.0091 0.0039 0.0017Taux de onvergene 1.2883 2.0776 2.8188Tab. 4.4 { Test 3 : K = 0:01, R�esultats obtenus par le sh�ema bô�te ADI �a l'instant �nalT = 1. Maillage Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3 Maillage 4h 1/15 1/30 1/45 1/60Nx 31 61 91 121Hauteur du pi 0.1975 0.1996 0.1998 0.2max(ju� uhj) 0.0043 0.0014 0.0010 8:5425:10�4Erreur L2 relative 0.0158 0.0069 0.0051 0.0041Erreur L2 absolue 0.0026 0.0011 8:3007:10�4 6:6552:10�4Taux de onvergene 1.1953 0.7455 0.7587Tab. 4.5 { Test 3 : K = 0:1, R�esultats obtenus par le sh�ema bô�te ADI �a l'instant �nalT = 1.4.10 ConlusionEn dimension 1, un �-sh�ema bô�te assoi�e �a l'�equation de onvetion-di�usion, onstruitsur le prinipe du �-sh�ema bô�te assoi�e �a l'�equation de la haleur pourrait �eliminer lesmodes osillants quand le param�etre # prend la valeur 1=2. Il s'�erit de la même fa�on quele �-sh�ema assoi�e �a l'�equation de la haleur. Num�eriquement, nous avons pu onstaterl'eÆait�e de e sh�ema.Dans le adre du groupe de travail MoMas, pour le stokage souterrain des d�ehets nul�eaires,on essaie de r�esoudre le as test Couplex1 �a l'aide des sh�emas bô�te. On r�esoud l'�equationde Dary �a l'aide d'un sh�ema bô�te �etudi�e sur des maillages en triangles. La r�esolution del'�eoulement des nul�eides dans le sol est faite par le sh�ema bô�te ADI. Ce travail en oursest r�ealis�e par J-M. Sa Ep�ee qui r�e�erit en C++, les odes matlab des sh�emas bô�te pourla rapidit�e de l'ex�eution.
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Conlusion g�en�eraleDans e m�emoire, nous avons propos�e un travail de prospetion des sh�emas bô�te dansdivers adres. Ce travail pr�esente une �etude de deux types :1- Design de di��erents nouveaux sh�emas bô�te pour des probl�emes elliptiques sur desmaillages en triangle et des maillages en retangles. L'int�erêt majeur r�eside dans la re-onstrution du ux, donn�ee de fa�on expliite en fontion de l'inonnue u.2- Design de sh�emas bô�te pour l'�equation de onvetion-di�usion. Le probl�eme r�eside dansla mod�elisation des formules de d�eentrements num�eriques. Il faut �elargir la lasse des for-mules de quadrature num�erique : trouver des formules de quadrature plus pr�eises, utiliserdes m�ethodes de type limiteurs de pente.Pour le moment, les formules de d�eentrement utilis�ees sont insuÆsantes, ar peu pr�eises.Le sh�ema bô�te obtenu est d'ordre 1 si les param�etres de d�eentrement sont non nuls.Les sh�emas bô�te propos�es pour les probl�emes elliptiques et les �equations de onvetion-di�usion pourraient permettre de r�esoudre, dans le adre du groupe de travail MoMas, leas test Couplex1 pour le stokage souterrain des d�ehets nul�eaires. Cette �etude est atuel-lement en ours, ave la ollaboration de J-M. Sa Ep�ee.3- Des diÆult�es subsistent dans les deux as. N�eanmoins, les sh�emas bô�te sont enored'atualit�e. Ils sont �etudi�es par Linda El Alaoui (Th�ese au Cermis) pour des probl�emesd'estimations a posteriori. A noter, que S-H. Chou , S. Tang, D. Y. Kwak, K. Y. Kim,s'int�eressent �egalement �a e genre de sh�emas, [10, 11℄.Les perspetives sont �a ourt terme le d�eveloppement des sh�emas bô�tes pour des �equationsde onvetion-di�usion stationnaire en dimension 2, qui fait l'objet d'un travail en oursave Linda El Alaoui. D'autre part, la r�esolution du as test Couplex1 semble en bonne voiede r�esolution.Parall�element, il sera int�eressant de d�evelopper un sh�ema bô�te plus pr�eis, du type �-sh�ema, pour �eliminer ertains ph�enom�enes de type dispersif.
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Dans ette th�ese, nous �etudions les sh�emas bô�te. Ils ont �et�e introduits par H.B. Kel-ler en 1971. Dans un premier temps, on s'est int�eress�e �a des probl�emes elliptiques de typePoisson. Plusieurs sh�emas bô�te pour des domaines de R2 maill�es par des triangles ou desretangles ont �et�e introduits. Dans e as, la disr�etisation s'e�etue sur la forme mixte duprobl�eme en prenant la moyenne des deux �equations (onservation et ux) sur les ellules dumaillage. La m�ethode peut être quali��ee de \m�ethode volumes �nis mixte de type Petrov-Galerkin \. Une des diÆult�es du design de ette famille de sh�emas r�eside dans le hoix desdi��erents espaes de fontions (approximation et test) qui doivent satisfaire des onditionsde ompatibilit�e de type Bab�uska-Brezzi. En revanhe, ette m�ethode de disr�etisation nen�eessite qu'un seul maillage (le maillage du domaine). De plus, on montre dans la plupartdes as que le sh�ema obtenu est �equivalent �a un probl�eme d�eoupl�e : la r�esolution d'unprobl�eme variationnel pour l'inonnue prinipale et une formule loale pour le gradient (leux). Des r�esultats de stabilit�e et les aluls d'erreurs reposant sur la th�eorie des �el�ements �-nis ont �et�e �etablis. Une �etude num�erique valide es r�esultats pour quelques as tests. Dans leadre du Groupement de Reherhe MoMaS pour le stokage des d�ehets nul�eaires dans laMeuse, j'ai ensuite �etudi�e des probl�emes de onvetion-di�usion instationnaires. Un sh�emabô�te permettant d'approher es �equations dans le as monodimensionnel a �et�e introduit.Des oeÆients de d�eentrement propres �a haque maille permettent de ontrôler le sh�ema(pr�eision, stabilit�e). A�n de g�en�eraliser rapidement e sh�ema au as bidimensionnel, je mesuis onentr�ee sur une extension du sh�ema bô�te monodimensionnel par la m�ethode ADI(Alternating Diretion Impliit).The main objet of this thesis is the theoretial and numerial analysis of box shemes.This lass of shemes, has been introdued by H.B. Keller in 1971 for paraboli problems.In the ase of ellipti problems, the basi priniple is to average the two ontinuous equa-tions (onservation and ux) given by the mixed form of the problem, onto the boxes of themesh. Box shemes belong to the ategory of so-alled mixed Petrov-Galerkin �nite volumemethods. The seletion of the di�erent spaes funtions (trial and test) is diÆult, beausethey have to satisfy the ompatibility Bab�uska-Brezzi ondition. However, ontrary to othershemes, the method requires an unique mesh. In most of the ases, the sheme is equivalentto a variational formulation in the prinipal unknow (u) and a loal reonstrution of theux (ru). Firstly, I studied the bidimensional mixed form of the Poisson problem with abox sheme on triangular or quadrangular meshes. Stability results and error estimates aregiven using the �nite element theory. A numerial study on several test ases (Matlab ode)ompletes our theoretial results. As part of the researh group MoMaS for deep groundrepositories of radioative wastes, the potential interest of box shemes for unstationaryonvetion-di�usion problems has been tested. A box sheme has been designed for the1D equation. Two kinds of upwinding are introdued, eah one being designed to ure thetwo lassial osillations soures present in the approximation of onvetive-di�usion equa-tions. The generalization to the bidimensional ase is perfomed using an ADI-like method(Alternating Diretion Impliit).


