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Introduction générale

Suite a la progression rapide des nouvelles technologies, les systemes industriels sont de
plus en plus complexes et 'opération de diagnostic est devenue indispensable pour assurer
la sureté de fonctionnement et la disponibilité de ces systemes. Bénéficiant des outils déja
existants en automatique, la recherche dans le domaine du diagnostic a connu une évolution
tres importante qui lui a permis de développer plusieurs méthodes donnant une solution aux
problemes de la détection et de I'isolation multi-défauts. Dans certains systéemes complexes,
comme dans I’aéronautique ou les centrales nucléaires, la phase de détection et de localisation
d’un ou de plusieurs défauts est nécessaire mais n’est pas suffisante pour garantir la streté
de fonctionnement car il est indispensable de modifier la loi de commande en temps réel afin
de maintenir la stabilité du systeme et de garantir ainsi un fonctionnement acceptable en
mode dégradé. Ainsi, il est nécessaire d’associer au diagnostic une loi de commande tolérante
aux défauts.

Les méthodes de diagnostic que nous proposons reposent sur la connaissance d’'un modele
capable de décrire précisément le fonctionnement du systeme a surveiller. Si un modele
décrivant le fonctionnement normal du systeme est disponible, 'opération de diagnostic des
défauts comporte une phase d’extraction d’indicateur de défauts et une phase de prise de
décision par des techniques statistiques d’évaluation des résidus. La génération d’indicateurs
de défauts (ou résidus) permet d’évaluer un écart par rapport aux conditions normales de
fonctionnement a partir des mesures effectuées sur le systeme et ainsi d’identifier la cause
de tout changement anormal.

Pour notre étude, on se placera le plus souvent possible dans le cadre général des systemes
linéaires affectés par des perturbations stochastiques et déterministes. Le diagnostic basé ob-
servateur sera résolu par la conception d'un filtre isolateur de défauts permettant la détection,
I'isolation et I’estimation optimale de 'amplitude des défauts sous des conditions d’existence
moins restrictives que celles rencontrées lors de la conception des observateurs a entrées
inconnues. Son intégration dans une loi de commande sera ensuite réalisée a partir d’un
rebouclage interne prenant en compte 'estimation de 'amplitude des défauts produite par
le filtre afin de corriger la loi de commande nominale du systeme. L’évaluation pratique de
cette méthode sera réalisée a partir de son application sur un systeme d’enrouleur de bandes.
Ce mémoire comporte 4 chapitres. Le premier chapitre présentera quelques généralités sur

le diagnostic des systemes linéaires stochastiques. Nous réaliserons ensuite une synthese des
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différentes méthodes de diagnostic reposant sur la théorie des filtres détecteurs de défauts. Le
deuxieme chapitre sera dédié a la synthese d’un filtre isolateur de défauts permettant ’obten-
tion d’une estimation optimale de 'amplitude des défauts. Par la suite, le domaine d’applica-
tion de ce filtre sera étendu au cas des systemes affectés par des perturbations déterministes.
Une application particuliere portera sur le traitement des défauts de type pertes d’effica-
cité d’actionneurs. Dans le troisieme chapitre, nous présenterons un état de l'art pour la
conception de lois de commande tolérantes aux défauts. Nous réaliserons l'intégration du
filtre isolateur de défauts dans une loi de commande basée observateur afin d’obtenir une loi
de commande tolérante aux défauts de types actionneurs et/ou capteurs. Enfin, le dernier
chapitre présentera les résultats pratiques des méthodes proposées obtenus sur un systeme

benchmark faisant parti du projet européen IFATIS.
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Chapitre 1

Diagnostic des systemes linéaires

stochastiques

1.1 Introduction

Le diagnostic des systemes dynamiques stochastiques est généralement effectué en deux
étapes:

x Génération de résidus: cette premiere phase consiste a générer un signal résiduel

refletant la distance entre le modele du systeme et son comportement observé au cours

du temps.

x Prise de décision: Cette deuxieme phase consiste a implémenter un test de détection
sur les résidus générés afin de détecter et localiser la présence éventuelle d'un ou de

plusieurs défauts sur la base du calcul d’un seuil de signification.

Dans ce mémoire, nous aurons comme objectif la simplification de la prise de décision
(méme si cette deuxieéme phase ne sera que tres peu abordée dans cette these) par la
génération de résidus refletant directement 'amplitude des défauts afin de permettre la
conception simplifiée d’un test de détection toujours tres difficile a concevoir dans le cas
multi-défauts. Les techniques de génération de résidus sont généralement basées sur la re-
dondance analytique issue de la connaissance du modele de comportement du systeme. Le
modele du systeme est une représentation mathématique du systeme physique. En situation
réelle, les techniques de génération de résidus doivent prendre en compte la présence de
bruits et de perturbations de types internes et externes. Un défaut représente un phénomene
considéré comme anormal (a détecter par le module diagnostic) alors que les perturbations
ou incertitudes représentent 1’ensemble des parametres de nuisances pour le module diag-
nostic car faisant partie du fonctionnement normal du systeme. Pour ce qui concerne leur
structure et effets sur le systeme, les défauts et perturbations sont tout a fait comparables,

d’ot1 la complexité du diagnostic en présence de parametres de nuisances. Nous considererons
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dans ce mémoire plusieurs types de défauts:

x Les défauts capteurs: ils s’additionneront aux sorties du systeme et représenteront

I’ensemble des problemes liés a la prise d’information sur ’état du systeme.

*

Les défauts d’actionneurs: ils s’additionneront aux commandes du systeme et concer-

neront ’ensemble des problemes liés aux organes qui agissent sur 1’état du procédé.

*

Les défauts externes: ils causeront un changement non maitrisable sur I’état du systeme.

*

Les défauts internes: ils correspondront a une dégradation des composants du systeme

par un changement sur les parametres internes du systeme.

Nous considererons dans ce mémoire plusieurs types de perturbations:
x Les bruits: qu’ils concernent les actionneurs, les capteurs ou le procédé lui-méme, ils se
caractériseront par des signaux additifs gaussiens de moyennes nulles et de covariance

connue.

x Les perturbations additives externes: ce seront des perturbations de type entrées incon-
nues a effet additif sur 'entrée et/ou la sortie du systéme sans aucune connaissance a
priori sur leur modele d’évolution. Nous supposerons qu’il n’existe pas de perturbations

de type interne (incertitudes paramétriques).

Afin d’expliquer les difficultés du diagnostic multi-défauts, considerons un systeme linéaire
affecté par des défauts externes et des perturbations stochastiques défini de maniere classique

par les relations suivantes

Tpr1 = Axp+ Bug + Fd + wy
(1.1)

y = Cap+ vy

avec ¢ € R" le vecteur d’état, y € R™ le vecteur de mesures, u € R? le vecteur de commande,
I € R™"*? la matrice de distribution des défauts et d € R? 'amplitude de défauts. wy et v

représentent respectivement les bruits d’états et de mesures, supposés de moyenne nulle tels

{HIEEIIE I

L’objectif de ce chapitre est de décrire les méthodes existantes dans la littérature permettant

que

Ok (1.2)

la synthese d'un générateur de résidus insensibles a 1’état du systeme = € R"”, sensibles aux
défauts d € R? et le moins sensibles possible aux bruits wy et v,. En d’autres termes,
les résidus générés devront étre de moyenne nulle sans défaut, a minimum de variance et

si possible non corrélés. La présence d'un ou de plusieurs défauts devra se refléter sur le
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résidu généré afin de permettre leur détection et leur isolation par un traitement statistique
approprié. Le diagnostic multi-défauts n’est pas toujours bien appréhendé : prenons ’exemple
de trois défauts hypothétiques fi, fo, f3 et d’un résidu a trois composantes 71, 79, 73 ayant

pour matrice d’influence

h fa fs

1 1 0
" (1.3)
T2 1 0 1
T3 1 1 0

Le défaut f; affecte les trois résidus, le défaut f, affecte r; et r3 et enfin f3 affecte rs.
L’utilisation de ce résidu n’est valable que dans le cas mono défaut. Si le défaut f; apparait
en premier sur le systeme, les autres ne seront plus détectables et isolables. La seule structure
adéquate pour le traitement multi-défauts mono-filtre est la structure diagonale suivante
(Commault, 1999)

Ji o f3
1
o 0 1 0
T3 0 0 1

Avec cette structure diagonale, les résidus générés refletent alors directement 'amplitude
de chaque défaut permettant de simplifier considérablement leur traitement statistique. Les
nouvelles techniques de génération de résidus présentées dans ce mémoire satisferont cette
contrainte diagonale par l'inversion du systeme ou les résidus générés produiront aussi les
estimations optimales de 'amplitude des défauts.

Ce chapitre présente trois approches disponibles dans la littérature pour le diagnostic
multi-défauts des systemes dynamiques stochastiques. La premiere est celle proposée par
Gustafsson (2002) basée sur I'espace de parité ([Chow et Willsky, 1984],[Gertler, 1991]). La
deuxieme est basée sur le filtre de Kalman associé au test du GLR (Generalized Likelihood
Ratio) [Willsky, 1976]. La troisieme approche présentée, qui sera celle approfondie dans
ce mémoire, concernera la conception des filtres détecteurs de défauts robustes ([Park et
Rizzoni, 1994], [Keller, 1999]).

1.2 Espace de parité stochastique

1.2.1 Définition

Cette technique repose sur la notion de redondance directe ou analytique générée par la

prise en compte des mesures sur un espace d’observation d’ordre S comme suit
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Yk-s C 0 0 0 ... 0 Uk—s
Yk—S+1 CA CB 0 0 . 0 Uk—S+1
Yrk—S+2 = CA2 Tp_g + CAB CB 0 ... 0 Uk—S+2 (41-5)
o Nertl | CAS-'B CASB ... CB 0| | w |
0 0 0 ... 0] dies ]
CF 0 0 ... 0| de—sir
CAF CF 0 .. 0 dk_5+2 + (16)
| CAST'F CAS?F .. CF 0| d |
0 0 0 ... 0 1T Wg—s i [ V-8 i
C 0 0 e 0 We—-S+1 VE—S+1
CA C 0 ... 0 Wig—s+2 | + | Vr—s42 (1.7)
L CAS—1 CAS2 ... C 0 1L Wy 1 L Vg i

Traduite sous une forme matricielle plus compacte, on a
i = Oxp_s+ HUp + HgAp + H, T + Ty, (1.8)
Définissons le résidu suivant

e = (Vi — H,Uy) (1.9)

La matrice v, appelée matrice génératrice des résidus, est choisie dans le but de rendre
le résidu indépendant de 'état. ¥ doit donc satisfaire la condition 97O = 0 et le résidu

s’exprime alors sous la forme

Pour le traitement multi-défauts, cette condition est nécessaire mais n’est pas suffisante

pour obtenir des résidus a structure diagonale.

1.2.2 Analyse stochastique

Définissons respectivement les matrices de covariance de T, et T'y par cov(Yy) = Is @ W

et cov(I'y) = Is®@V ou lopérateur ® représente le produit de Kronecker. Supposons le défaut
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unitaire (||d’|| = 1) et d’amplitude constante A, = A%. On obtient alors
€ N(moTHyAL 97 LY) (1.13)
W
IJ‘Z

ot L = H,(Is@W)HI + 152V, tel que chaque défaut est associé au vecteur ' de covariance

97 LY. Gustafsson (2002) génere un résidu a variance minimale avec

e = (OTLY)"V?ry, (1.14)
= (W'LY)"V29T (v, — H,U) (1.15)

~—_————

9T
et I’on obtient
(fk/mdl) = &T(HwTk + 1y + deAZ) (1.16)
e N(mITHyAL , T) = N(mj',I) (1.17)
W—/
/jl

Un traitement par I'analyse en composante principale de ces résidus est alors nécessaire afin

d’extraire I'information relative a la présence d’un ou de plusieurs défauts.

1.2.3 Conclusion

Le technique de 'espace de parité permet difficilement la génération de résidus a structure
diagonale. Dans le cas pratique d'une fenétre glissante avec le temps, les propriétés stochas-
tiques des résidus générés dépendent de la taille de la fenétre considérée S, un parametre

tres difficile a déterminer d’un point de vue théorique.

1.3 Filtre de Kalman et test du GLR

Le principe de I'approche basée observateur est de reconstruire la sortie du systeme a par-
tir des mesures disponibles a I’aide d'un observateur ([Clarck (1979)], [Patton, Frank et Clark,
(1989)] dans le cas déterministe ou a l'aide d’un filtre de Kalman ([Willsky, (1976)],[Bas-
seville, (1988)] dans le cas stochastique. Dans le domaine des systemes stochastiques, la
génération de résidus blancs a minimum de variance est basée sur le filtre de Kalman décrit

par

Ty = A2y + Bup + Ki(yw — Cyp)

Py = (A—K,O)Py(A - K,O)' + W + K, VK]
H, = CPCT+V

Ky, = APCTH.'
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ou P, est la matrice de covariance de I'erreur d’estimation d’état, K, le gain du filtre et ou

représente la séquence d’innovation blanche du filtre.

1.3.1 Relation entre ’espace de parité et le filtre de Kalman

Ces deux approches ont un objectif commun, la détection et l'isolation de défaillances
via ’examination statistique des résidus générés. Dans le cas de 1'espace de parité, le vecteur
résidu est un sous- espace engendré par les colonnes de ¢. L’expression du résidu est donnée

par la relation
re = LY — HUy) (1.23)

Via l'espace de parité, un estimateur d’état linéaire s’écrit

fr.s = R(Yy— H,U,) € N(xy_s,RLR") (1.24)
et
e = Yi—Y (1.25)
— Y — Oy s — HU, (1.26)
= (I = OR)(Y), — H,Uy) (1.27)
= (I —OR)(H,Yy + Ty +mHyAL) (1.28)
€ N((I—OR)(mHAL),(I —OR)L(I — OR)") (1.29)
Apres normalisation, on obtient
L7V2(Y, — HUy) = L7Y*(Oxy_s +mHA}, + H, Ty +Ty,) (1.30)
On montre que
KKF _ (L—1/20)+ _ (OTL—IO)—loTL—l/Q (131)
Le résidu du filtre de Kalman peut alors s’écrire
v = V%.(Yi — H,Up) (1.32)

olt Ui r est une base formée par les lignes de Ygpr = I — O(OTS71O)~1OTS~L. On a ainsi
montré qu’il existe une certaine équivalence entre l'innovation du filtre de Kalman et le
résidu généré par l'espace de parité. Ceci n’est pourtant valable que sur une fenétre de
dimension grandissante avec le temps. Dans le cas pratique d'une fenétre de dimension finie
glissante avec le temps, les propriétés statistiques du résidu généré par l'espace de parité
ne correspondront pas aux propriétés statistiques optimales de la séquence d’innovation du
filtre de Kalman.
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1.3.2 Test du maximum de vraisemblance (GLR)

En parallele au développement des observateurs, les approches statistiques ont commencé
a voir le jour au début des années 70. Mehra et Peschon (1971) proposent une procédure
de détection basée sur 'innovation du filtre de Kalman et ’application de tests statistiques
portant sur la moyenne, la blancheur et la covariance du résidu. Willsky et Jones (1974, 1976)
ont développé une stratégie de détection multi-défauts via 'application du test du maximum
de vraisemblance (Generalized Likelihood Ratio) sur I'innovation du filtre de Kalman.

Soit les modeles hypothétiques de défauts H; suivants

Ty = Az + Bug + fi(kr)v(k,r) + wy (1.33)
e = Cap+ oy (1.34)

avec ¢ € [1,..,N]. Les bruits d’état et de mesure sont gaussiens de moyennes nulles et non
corrélés. fi;(k,r) est le vecteur de distribution des défauts, v(k,r) 'amplitude du défaut sup-
posée ici constante est telle que v(k,r) = v{k > r}, r étant 'instant d’apparition inconnu
du défaut. Dans cette section, nous décrivons une forme modifiée du test du GLR standard
prenant en compte le retard structurel du systéme (nous approfondirons cette notion au
chapitre IIT). Définissons les indices de détectabilité des sauts [Liu (1997), Keller (1999)] par

pi =min{s: CA*1f; #0,s=12.} (1.35)

signifiant que la premiere information relative au défaut H; sera présente sur les mesures
Yrtp;- Lleffet additif du saut H; sur lerreur de prédiction epi1 = Ty — T4 et sur la

séquence d’innovation v, = yr — C'Ty peut étre exprimé comme suit
Cp+1 — ék-i—l + Cz(k + 1,7‘)1/ (136)
Ye = ’7]@4.1 + ,QZ‘(]{?,T>V (137)
ol €541 et o1 représentent respectivement 'erreur de prédiction et la séquence d’innovation

en I'absence de défauts. Les trajectoires de pannes (;(k,r) et o;(k,r) sont données par la

récurrence

Glk+1r) = (A—-KO)G(kr) + fi (1.38)
Qi(k7r) = CCz(k7r) (139)

L’hypothese H; est alors confrontée a 'hypothese sans défaut Hy sur la moyenne de I’inno-

vation

Hy : E(yw)=0,t<r (1.40)
H;, : E(yw) =otrv,k>t>r i€ll,.. N| (1.41)
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Avec E{(7p—t — E(vi—t)) (7 — E())" = 0} Vt < k, le rapport de vraisemblance est donné
par

1 Z e = aitr)vl,- )

exp (
Pritpi/bi) - Plyw/hi) _ t=rtpi

Ai(k,rv) = = (1.42
) = B o) - Pl ha) T )
exp | =3 D2 Il
t=r+p;
Basée sur o, ... /7, la prédiction de v au sens du maximum de vraisemblance est calculée
a partir de
k -1k
pk+1r)=| > Q?(t,r)Htlgi(t,T)] > ol (tr)H 'y, (1.43)
t=r+p; t=r+p;
Le logarithme du rapport de vraisemblance T;(k,r) = 2log(\;(k,r,0(k + 1,r))) s’exprime
Ti(kor) = bi(kr)ai(kr)™ (1.44)
k
a;(k,r) = Z ol (t,r)H;  o;(t,r) (1.45)
t=r+p;
k
bi(k,r) = Z of (t,r)H 'y, (1.46)
t=r+p;

La fonction de décision du GLR est finalement décrite comme suit
max k]{Ti(k:,f —pi)}>e¢ (1.47)

ou ¢ représente le seuil de décision. L’utilisation pratique du test du GLR impose de faire
varier 'instant d’apparition hypothétique du défaut sur une fenétre glissante de taille S
définie par W = [k — 5 < 7 < k|. Si max{T;(k,7 — p;} > € alors un saut est détecté a
Vinstant k et isolé par (j,7) = argmax{T;(k,7 — p;)} avec # = 7 — p; Pestimation de I'instant
d’apparition du saut. Les quantités
Dk +1,7) = aj(k7) b(k,7) (1.48)
P'(k+1,7) = a;(k7)7! (1.49)
représentent ’estimation optimale de I'amplitude du défaut au sens du maximum de vrai-
semblance. Le choix du seuil de détection est couplé avec le choix de la dimension de la
fenétre glissante et leur calcul optimal reste encore actuellement un probleme ouvert. Le
traitement multi-défauts de types séquentiels consiste alors a compenser 'effet de ce défaut
par la réactualisation de l'estimation d’état du filtre de Kalman afin d’accroitre son adapta-

tivité face a la nouvelle situation du systeme. La nouvelle initialisation du filtre est donnée

par

gpoweer = ginder + ¢k + 1,7)o(k + 1,7) (1.50)
Pgﬁz{veau — P]gzi:zen +C](k+ 1,T)Py(k’+ 17,'/,}>C](k+ Lqﬁ)T (151)
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Cette technique d’adaptation pose un probleme majeur relatif a I’adéquation du filtre par
rapport a la nouvelle situation du systeme. En présence d’un ou de plusieurs défauts, le
filtre de Kalman toujours congu sous 'hypothese sans défaut ne permet pas leur réjection

statistique au cours du temps sans changement du modele de conception du filtre.

1.3.3 Conclusion

Dans cette partie, le diagnostic multi-défauts des systemes stochastiques a été abordé
par le biais du filtre de Kalman et du test du GLR. Sur le test du GLR, nous avons pris
en compte les indices de détectabilité des biais qui seront utilisés a la section suivante des
la conception du filtre. Dans le contexte multi-défauts, cette technique est tres difficile a
implémenter car elle nécessite 'adaptation du filtre de Kalman apres chaque détection et
localisation d’un défaut. La troisieme partie de ce chapitre va s’orienter vers une autre
catégorie de techniques de générations de résidus appelées filtres de détection, une structure
spéciale du filtre de Kalman permettant la génération de résidus directionnels afin d’éviter
la phase de reconfiguration du filtre de Kalman apres chaque détection et localisation d'un

défaut et donc de simplifier la phase de décision.

1.4 Filtres de détection

Le filtre détecteur de défauts est une classe particuliere d’observateurs d’ordre plein
permettant la génération d’un résidu directionnel et la détection et l'isolation de plusieurs
défauts dans le cas ou ceux-ci apparaissent séquentiellement ou simultanément.

Par une approche intuitive, Beard (1971) a été le premier a introduire la théorie des filtres
détecteurs. Par la suite, Massoumnia a formalisé la solution du probléme a l’aide d’une
synthese géométrique. La synthese du filtre a ensuite été réalisée par White et Speyer (1987)
via une approche spectrale et par Park et Rizzoni (1994) par un placement de valeurs et de
vecteurs propres de la matrice de transition du filtre. Le point commun entre ces approches
est la construction des espaces de détection associés a chaque défaut. La dimension de I’es-
pace de détection est une propriété structurelle importante du systeme. Dans Beard (1971),
I’espace de détection est engendré par un générateur de détection. Ce probleme a été résolu
par Kim et Park (1999) en se basant sur une analyse structurelle des zéros invariants du
systeme. Pour permettre la synthese des filtres détecteurs au cas des systemes stochastiques,
une interprétation particuliere du filtre détecteur a été proposée par Park et Rizzoni (1994.a)

et utilisée par Park et Rizzoni (1994.b) pour son optimisation dans le contexte stochastique.
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1.4.1 Filtre détecteur H, sur un horizon infini

Nous rappelons ici succinctement le filtre détecteur proposé par Park et Rizzoni (1994.b).

Soit le systeme stochastique linéaire discret suivant

Tht1 = Az, + Buy, + Fdj, + wy,
(1.52)

Yy = Cap+ vy

avec r € R” le vecteur d’état, y € R™ le vecteur de mesures, u € RP le vecteur de com-
mande, F' € R"*? la matrice de distribution des défauts d’actionneurs et d € R? 'amplitude

de défauts. wy, vy représentent respectivement les bruits d’états et de mesures, supposés de

“|

Soit observateur d’état suivant

moyenne nulle tels que

W 0

Ok s 1.53
0V k,j ( )

(1.54)
@ = yp— Oy
ou Iy et g représentent respectivement l’estimation d’état et le résidu de sortie du filtre.

L’erreur d’estimation e, = x, — Iy et le résidu de sortie sont donnés par

(1.55)

Ck+1 = (A—KC)6k+de—KUk+wk
a. = Cep+ v

L’objectif est la génération d’un résidu ¢ directionnel tel que chaque défaut f; ait une
direction fixe dans l’espace de sortie. Sous cette contrainte directionnelle, les résidus générés
doivent étre a variance minimale afin de permettre leur traitement statistique optimal. La
premiere étape de I'approche proposée par Park et Rizzoni (1994) consiste a définir la
contrainte spectrale que doit respecter la matrice de transition du filtre. Cette contrainte
spectrale peut étre déterminée comme dans Kim et Park (1999) en se basant sur une analyse
structurelle des zéros invariants du transfert C[Iz — A]"'F. Pour simplifier la présentation,
on suppose ici que l'espace de détection est généré par V, = F (pour le cas général, voir

annexe A). Le gain du filtre est alors paramétré comme suit
K= (AF)(CF)*+V,K, + K= (1.56)

avec = = (I — (CF)(CF)*) ot les gains K, et K représentent les degrés de liberté qui
restent disponibles pour I'optimisation du filtre. La deuxieme étape consiste a minimiser la

trace de la matrice de covariance des erreurs d’estimation P satisfaisant I’équation

(A- KC)P(A— KC)' —P+KRK" +Q =0 (1.57)
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par rapport a K, et K. La solution de ce probleme est donnée par
K = APCT(CPCT + R)™' + ¢, [(AF)(CF)* — APCT(CPCT + R) Y|y, (1.58)

ou

¢ =V,(VIPV,)"'VIP b =1, —

1.59
¥ = (CPCT + R)Z[ET(CPCT + R)Z1ET 4y = I, — (1.59)

avec P et P satisfaisant les deux équations de Riccati suivantes

0= APAT — P — APCT(CPCT + R)'CPA+ Q + ¢, [(AF)(CF)* — APCT(CPCT + R)™}|
<1, (CPCT + RWI[(AF)(CF)* — APCT(CPCT + R)~|T T
(1.60)

0=ATPA— P — AT¢TPpA

- - 1.61
+AT(I — PCT(CPCT + R)71C)T¢"Po(I — PCT(CPCT + R)"'C)A+ R (1.61)

ot A=A~ (AF)(CF)*y,C — APCT(CPCT + R)~\WC

Le probleme principal lié a cette approche est la recherche itérative de la solution de ces
deux équations couplées ainsi que la détermination des conditions d’existence d’une solution

stabilisante non définie explicitement par Park et Rizzoni (1994.b).

Le filtre détecteur que nous allons décrire maintenant permet de définir explicitement
I'existence d’une solution stabilisante garantissant la génération de résidus directionnels

stable permettant de s’affranchir de I’erreur d’estimation initiale.

1.4.2 Filtre détecteur Hs sur un horizon fini

Dans ce paragraphe, nous présentons d'une maniere différente les résultats de Keller
(1999) permettant non seulement la génération d’un résidu de sortie directionnel mais aussi
la génération d’un résidu reflétant directement I'amplitude des défauts.

Soit le systeme stochastique linéaire discret suivant

Tyl — A.Z'k -+ Buk -+ de -+ Wy
(1.62)

Y = Cagp+ v
avec x € R" le vecteur d’état, y € R™ le vecteur de mesures, u € RP le vecteur de com-
mande, F' € R"*? ]la matrice de distribution des défauts d’actionneurs et d € R? 'amplitude
de défauts. wy, v, représentent respectivement les bruits d’état et de mesures, supposés de

moyennes nulles tels que
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S [ERE B T

On considere le filtre suivant
-f:k-i-l = AQATk + Buk + K(yk — C.?Afk)
ka = L(Z/k -C ff?k;)

(1.64)

Par rapport a Park et Rizzoni (1994), on note la présence d’un gain de sortie L de di-
mension (g,m). L’objectif est le calcul des gains L et K tels que la fonction de transfert entre

les défauts dj, et cfk satisfasse I’équation suivante

F(z) = LO[Iz — (A— KC)]'F = £(2) (1.65)
avec {(z) = diag ( ZTPL L. TP TP ) ou p; est l'indice de détectabilité associé au
défaut f; défini par

pi = min{s: CAf; #0,s=12.} (1.66)

Sous (1.65), la sortie déterministe du filtre est décrite par
. T
= | dl_, dr_, di_, | +LC(A—-KC)e (1.67)

ou encore di = di_ p; apres la disparition de effet de l'erreur d’estimation initiale ey =
o — To garantie sous les conditions de convergence et de stabilité du filtre définies plus tard.
L’objectif est de calculer K et L tel que

z~ P 0 0
F(2)=LC[Iz— (A—- KO 'F = 0 .. 27 .. 0 |, (1.68)
0 0 z " Pa
Sous l'assignation spectrale deadbeat suivante
(A—KC)D =0 (1.69)

ot D = [APr=1f. APim1f; L APa=Lf ] la fonction de transfert F'(z) devient
o0 o0

F(z) =LV 0 ..z~ .. 0 , (1.70)

0 0 e 2P
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ou ¥ = CD. L’équation (1.65) est alors satisfaite ssi
LU =1 (1.71)
Sous la condition d’existence du filtre
rang(¥V) = q (1.72)
les solutions de (1.69) et (1.71) peuvent étre paramétrées par

K =uwIl + K;;2 (1.73)

L=T1I (1.74)

avec ¥ = (I — WII), T = U" et w = AD ou 3 est une matrice arbitraire choisie telle que
rang(X) = m — q et ot K € R™™ ¢ représente le gain libre décrivant les degrés de liberté
restant disponibles pour I'optimisation du filtre. Le gain libre est calculé afin de minimiser

la trace de la matrice de covariance P, définie par
Pk = E((ek — E(ek)(ek - E(ek)T) (175)
Le terme &, = (ex — E(ey)) représente lerreur d’estimation d’état sans défaut décrite par

Cht1 = (A—KC)ék—l—wk—K'Uk (176)

En remplacant le gain K par son expression K = wIl + K, dans 1’équation précédente on
obtient

ék+1 = (A — (wH + KkE)O)ék + wy — (wH + }_(kE)vk (177)
La matrice de covariance de I'erreur d’estimation P, = F(egér) satisfait

Py = (A — (Wl + KpX)O) Pu(A — (WIT + K 2)C)T + W 4 (W + K X) (Wl + K 2)T

(1.78)
La trace de P, est minimale par rapport Kj, si et seulement si
—(A — (W + K3, 2)C)P,CTET + (WIT + K, 2)8T =0 (1.79)
ou si et seulement si
Ky, = (AP,CT — wllH,) Y (2 H X)) ! (1.80)

avec H, = CP,CT + I. L’équation de Ricatti du filtre détecteur

P=(A-KC)P(A- KO + W+ KVKT (1.81)



28 Chapitre 1: Diagnostic des systemes linéaires stochastiques

possede une solution P stabilisante (poles de A — KC & l'intérieur du cercle unité), et avec
Py = Py > 0, la séquence P, converge exponentiellement vers P ssi la paire (A,C) est
détectable et ssi il n’existe pas de mode non commandable de la paire (A,W) sur le cercle
unité. Par rapport au systéme d’origine, Keller (1999) a donné les conditions de convergence

et de stabilité suivantes

2zl —A D

ran =n+gq, 2| > 1. 1.82
g o 0 q, |2| (1.82)

et
rang [ —e[+A D W'/? } =n, w € [0,27] (1.83)

Le filtre isolateur est donc résumé comme suit
Poi1 = (A= KC)P(A— KO + KVKT + W (1.85)
K = AP,CT(CPCT + V)™ (1.86)
avec

A=A—wllC,C=%C, V=SS W =W + wllllw" (1.87)

et
Ve = B(yr — Cy,) (1.88)

ol v € N9 est le résidu découplé des défauts représentant I'innovation du filtre et ¢, €
RY le résidu sensible aux défauts produisant une estimation de leurs amplitudes a temps
minimale 1ié a leurs indices de détectabilité.

En raison de la paramétrisation L = II simpliste du gain de sortie, ce filtre ne génere pas
une estimation de 'amplitude des défauts a minimum de variance. Un des objectifs de nos
travaux sera de remédier a ce probleme. Le schéma d’implémentation de ce filtre est donné
par la figure 1.1.

Pour illustrer cette approche considérons le systeme discret suivant:

M1 0 0 10
0 X 1 1 0 0 L 00
A= ° L F = = . C=10100 1.90
0 o a1 hoR]=], (1.90)
0010
0 0 0 M\ 01
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Wy d, \p
e l l Vi
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B A
o /7 9
. R A y
Xias X, Vi + 7,
retard » C
Y
>

Fic. 1.1 — Implémentation du filtre isolateur

La condition d’existence des observateurs a entrées inconnues n’est pas satisfaite car

rangCF = =1<2 (1.91)

O O =
o O O

En revanche, la condition d’existence du filtre isolateur de défauts est vérifiée car

0
rang | CAP~Lf, CAP2_1f2]:rang 01]|=2 (1.92)
00

avec py = min{t : CA7 fy £0,t =12} =1et pp=min{t : CA71f, £0,t =1,2..} =2
Il existe pourtant des cas ou la condition d’existence du filtre isolateur n’est pas vérifié.

On le vérifiera au chapitre suivant.

1.5 Conclusion

Ce chapitre a présenté deux approches différentes pour la synthese d'un filtre de détection
dans le cas des systemes dynamiques stochastiques. Basés sur les travaux de Keller (1999),

les objectifs du chapitre suivant seront
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de concevoir un filtre détecteur sous une condition d’existence moins restrictive que

rang(¥) = q en se basant sur une analyse des zéros infinis du transfert C[Iz — A]7'F,
d’obtenir une estimation des défauts a variance minimale,

de prendre en compte la présence éventuelle de perturbations déterministes telles que

des entrées inconnues,

d’étudier les propriétés structurelles du filtre de détection afin d’expliquer sa struc-
ture deadbeat (dans l'espace de détection) permettant d’éviter la résolution de deux

équations de Riccati couplées de Park et Rizzoni (1994.b).
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Chapitre 2

Filtre de détection basé sur 1I’inversion

du systeme

Nous proposons dans ce chapitre une nouvelle approche de synthese d’un filtre de détection
basée sur 'inversion du systeme. La condition d’existence du filtre, moins restrictive que celles
rencontrées dans le chapitre précédent, correspondra a la condition d’existence d’une inverse
a gauche stable. Le calcul de I'inverse a gauche du systeme sera effectué par I'intermédiaire
de la matrice d’intéraction du systeme décrivant la structure des zéros infinis du systeme.
La structure des zéros a l'infini ne sera plus contrainte de respecter une structure diagonale
et 'estimation temps minimal des amplitudes de défauts sera a minimum de variance par
I'introduction d'un degré de liberté supplémentaire sur le gain de sortie du filtre. L’analyse
structurelle du filtre permettra de montrer que le filtre détecteur génere une estimation op-
timale réduite de 1’état du systeme de dimension maximale. Une version simplifiée de ce
filtre sera obtenue pour le diagnostic multi-défauts des systemes dynamiques stochastiques

affectés par des entrées inconnues.

2.1 Filtre de détection sans entrée inconnue

Le probleme de la reconstruction des défauts est lié au probleme du calcul de I'inverse a
gauche du systeme. Ce lien a été montré par Hou et Patton (1998) dans le cas continu. Nous
proposons la conception d’un filtre détecteur produisant une estimation des défauts a variance
minimale satisfaisant £ (azk) = dj_, ol « est le temps de retard structurel du systeme défini
par ses zéros infinis. Apres la paramétrisation de l'inverse a gauche du systeéme, les degrés
de liberté restant disponibles sont calculés pour minimiser la norme Hy du transfert entre
les bruits et la sortie du filtre. Cette sortie sera filtrée par un filtre a réponse impulsionnelle

finie permettant la remise en forme du signal de sortie.
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2.1.1 Position du probleme

Considérons le systeme linéaire suivant :

Tyl = A?L’k +de+Hwk
(2.1)
Yy = Cxp+ Ndp + Guy

avec r € R" le vecteur d’état, y € R™ le vecteur de mesures, d € R? le vecteur de défauts.
Chaque composante de dj, représente un défaut qui peut apparaitre simultanément sur 1’état
et/ou sur les mesures. wy est un bruit blanc gaussian tel que E{wiw] } = Id;; affectant & la

fois I’état et les mesures. On suppose rang(F') = q, rang(G) = m, ¢ < m,

zI—A F
ran =n+qvVzel |z|>1 2.2
g o N q | 2 | (2.2)
—e"I+ A F H
ran =n+m, Yw € |0,2 2.3
g LT 027 2.3
Considérons le filtre suivant

ol Z,.1 est la prédiction de 2,1 basée sur les mesures disponibles jusqu’a l'instant &k, K le

gain du filtre et L le gain de projection du résidu
ri, = L(yx — CZ) (2.5)

ol 7 et di sont de méme dimension.
Soit Hy(z) = C(Iz — A)7'F + N et H,(z) = C(Iz — A)"'H + G respectivement les
fonctions de transfert entre d(z), w(z) et y(z) et G(2) = L(I — C[Iz — (A — KC)]7'K) la

fonction de transfert du filtre. On distinguera deux cas:

Premier cas: avec rang(N) = ¢, les mesures qui sont affectées directement par les
défauts apportent une information suffisante pour la reconstruction sans retard du vecteur
défaut. La reconstruction des défauts peut alors étre obtenue par le calcul de G(z) tel que

le résidu de sortie réduit soit donné par
r(z) =d(z) + G(2)Hy(2)w(z) (2.6)

sous la contrainte G(z)Hy(z) = I ou G(z) représente alors I'inverse a gauche de H,y(z). Les
degrés de liberté restant disponibles sur K et L apres la paramétrisation de G(z)Hy(z) = I
seront calculés dans le but de minimiser ||G(z)H,(2)||2 ou |F(z)||2 est la norme au sens Ho
définie par ||[F(2)||3 = 1/27 [7_tr[F(e?®)F*(e77%)] avec F*(ei?) = FT(e73%) . Dans ce cas, la
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prédiction Zx,q sera la prédiction optimale de I’état entier xy. ;.

Deuxieéme cas: si rang(N) < ¢, nous généralisons les résultats précédents. Le résidu
ry, sera filtré par un filtre & réponse impulsionnelle finie £(2) tel que #(z) = £(2)r(z) soit

exprimé par

~

7(2) = z7%(2) + £(2)G(2) Hy(2)w(z) (2.7)

sous la contrainte &(2)G(z)Hy(z) = Iz~ ol £(2)G(z) représente I'inverse & gauche & temps
minimal de Hy(z). Les degrés de liberté restant disponibles sur K et L seront calculés dans le
but de minimiser Hf(z)G(z)Hw(z) H2 Dans ce cas, la prédiction Z; .1 ne sera pas la prédiction
optimale de ’état entier ;1. Une analyse structurelle permettra de montrer que 2., sera

la prédiction optimale d'une partie réduite de 1'état xy,1 de dimension maximum.

2.1.2 Premier cas: Reconstructeur parfait

Le filtre de détection présenté dans ce paragraphe ne possedera pas d’espace de détection
car l'espace maximum de prédiction couvre tout 1’état. Le lecteur peut considérer que le

filtre décrit dans cette partie est un filtre détecteur a espace de détection nul.

2.1.2.1 Paramétrisation des inverses a gauche du systeme

Théoréme 1 Pour un systéme défini par I' = (A, F,C,N) avec rang(N) = q, l'inverse a
gauche de Hy(z) donnée par G(z) = L[I — C[lz — (A — KC)|7'K] telle que

G(z)Hy(z) =1 (2.8)
peut étre paramétrée par K € R7™9 et L € RT™1 telle que
K=FNt+K%, L=N*+I% (2.9)

avec 3 = (I — NNT) ou (3 est une matrice arbitraire choisie telle que rang(X) = m — q.

Sous les conditions énoncées précédemment, il existe un gain K tel que le filtre sous sa forme

L) o

avec A=A — FNTC et C = XC soit stable. L'état du systeme T'(K) n’est pas affecté par

dy et ’état 25, du filtre représente donc la prédiction non biaisée de l’état entier xy.

d’état suivante

[
F(K):<A—f’(é, o | VOFLC

C




34 Chapitre 2: Filtre de détection basé sur I'inversion du systeme

Démonstration 1 Si m = ¢, alors K = 0, L = 0 et la contrainte G(2)Hy(z) = I est
satisfaite avec K = FN~! et L = N~! (Solution donnée par Pattel (1982)).

Si m > q, le systéeme (2.1) en 'absence de bruits peut s’écrire

v, = Axp+ Fd, (2.11)

N+ N*tC I
= _ xy + d 2.12
[ > ] Yk 8. k 0| ( )

ou

., = Axp+ Fd, (2.13)
YSyp = Cua} (2.15)

En remplagant dj, obtenu avec (2.14) dans (2.13), on obtient
ri. = Azj+ FNty, (2.16)
Nty, = N*TCuxj +d, (2.17)
Yyp — Caxy = 0 (2.18)

En additionnant les quantités nulles KX(y;, — Cp) et LY (yx — Cz}) dans (2.16) et (2.17),
on obtient

i = (A—KQ)zj+ (FNT + KX)y, (2.19)
dp, = (N'+ L) (yx — Cxy) (2.20)

On déduit de (2.19) et (2.20) que la réalisation d’état {A — KC, FN* + KX, — (N*C +
LC), N* + LC'} représente 'ensemble des inverses & gauche (d’ordre n) de Hy(z). En posant
T = 2 et dy = 1y, le filtre (2.4) de fonction de transfert G(z) = L(I—C[Iz—(A— KC)]'K)
décrivant 'inverse a gauche de Hy(z) est donc paramétrée a l'aide de deux gains K =
FNT+KY et L = N*+ LY. En remplacant ces gains dans (2.4) et (2.5), on obtient le filtre

suivant

S = A%+ FNTy, + Ky (2.21)
W = Sy — C% (2.22)
re = (Nt + L) (ye — C4) (2.23)

Ona XN =0et F— KN = 0. En I'absence du bruit, I’erreur de prédiction e, = xj — 25 est

donc donnée par

€Ck+r1 — (A - K@)ek (224)
Ty = (N+C + EC’)ek + dj, (2.25)

Y = Cey (2.26)
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[
ot T(K) = A—KC,O,[NC+LC

I
, [ 0 ] ) est la représentation de (2.24), (2.25)

et (2.26). L’erreur de prédiction ej n’est pas affectée par le défaut dy et I'état du filtre 2,

correspond a la prédiction de 1’état entier xj. 1.

1 0
—Iz+A F —Iz+A F I 0
On arang e = rang Nt o =
C N 0 5 C N —NtC T
—Iz+A F N
rang 0 I | car [ 5 ] est inversible pour un g choisit tel que rang(¥) = m—gq.
C 0
Les modes inobservables de la paire (A4,C) sont les zéros invariants de I' = (A,F,C,N)
—Iz+ A F _
T . ) —Iz+ A
( 0 I | n’est pas de rang pleine colonne ssi rang _ < n). Sous la
C 0
" —Iz+ A ) -
condition (2.2), on a rang o =n, Vz € C, |z] > 1, la paire (A,C) est donc

détectable et il existe K tel que A — K C soit stable.

2.1.2.2 Optimisation de ’inverse a gauche au sens H,

Théoréme 2 : Sous (2.8), la norme Hy de G(z)H,(z) est minimum par rapport aux pa-
rameétres libres K et L ssi

K = (APCT + HGT)(CPC + GGT)! (2.27)
= —(NTCPCT + NTGGT)(CPCT + GG™) (2.28)

'l

avec A=A—FN+tC,H=H—-FN*G,C =3XC et G = XG ou P > 0 solution de I’équation
de Riccati

P = APAT + BHT — (APCT + HGT) N (CPCT + GGT) N(APCT + HGT)  (2.29)
est l'unique solution stabilisante (A— KC stable) sous (2.2) et (2.3). On a HG(Z)HW(Z)HZ =
tr(J) avec

J=N*[CPCT + GGT — (CPC + GGT)(CPCT + GGTY 1 (CPCT + GGM(NT)T (2.30)
Démonstration 2 En absence de défauts d;, la sortie du filtre r; et I'erreur de I’estimation
er sont exprimées par

Cg+r1 — (A — KC)@k —+ (H — KG)'LUk (231)
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Soit P = E(exei) la matrice de covariance de I'erreur de l'estimation satisfaisant
P=(A-KC)P(A— KC)"' + (H - KG)(H — KG)* (2.33)

En remplacant K = FN* + KX dans I'expression précédente, on obtient

P=(A-KC)P(A— KC)Y'+ (H - KG)(H — KG)" (2.34)
Le gain K minimisant la trace de P est donné par
K = (APCT + HG")(CPCT + GG™) (2.35)

avec GGT = LGGTET > 0 (car G et ¥ sont de rang pleine ligne). En remplagant (2.35)
dans (2.34) on obtient (2.29).

Pour montrer que P est une solution stabilisante, (2.34) peut s’écrire sous la forme d’une

équation de Ricatti standard
P =APAT + Q — APCT(CPC" + GGT)CPAT (2.36)

avec A=A — HGT(GG)"'C et Q = HH” — HGT(GGT)GHT. Démontrée dans Keller et
Darouach (1998) via les travaux de De souza et al. (1986), la détectabilité de la paire (A,C)
est équivalente & (2.2) et la non existence de modes non commandables de la paire (A,Q'/?)
sur le cercle unité est garantie sous (2.3) induisant une unique solution stabilisante.

Soit J = E(rgr}) la matrice de covariance donnée par

=[]

(CPCT + GGT) | (N+)T 2T] [EIT] (2.37)

ot (CPCT + GGT) est la matrice de covariance du résidu y — C'2;. De (2.37), la trace de J
est minimum par rapport a K et L ssi
L=—-N"CPCT+GG")(CPCT +GG")™! (2.38)

En remplagant (2.38) dans (2.37), on obtient HG(Z)Hw(Z)H; = tr(J) (fin dem).

Due aux effets additifs de 'erreur d’estimation initiale ey = zo — 2y et du défaut dj, on a
J = E{(ry — E(ry)(ry — E(ry)T} ot E(ry,) = dy, + (NTC + LO)(A — KC)*ey. Notre solution
stabilisante implique E(ry) = di a la convergence du filtre.

2.1.3 Deuxieme cas: Reconstructeur a temps minimum

Avant d’étendre les théoremes 1 et 2 au cas le plus général des systemes dynamiques
I' = (A,F,C,N) avec rang(N) < g, on propose le lemme suivant:
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Lemme 1 Sous la contrainte (2.2), le retard a du systéme égal au nombre de zéros
infinis du transfert H,(z) est donné par le degré de la matrice d’interaction unitaire £(z)

(une matrice polynomiale telle que £(2)£*(z) = I) satisfaisant

A

Hy(z) = Hy(2)é(z) = C(Iz — A) ' E, + N, (2.39)

avec rang(Na) = ¢. La matrice unitaire d’interaction £(z) ainsi que E, et N, peuvent étre

calculées par I'algorithme de Silverman (1969) rappelé en annexe B.

Preuve Supposant que l'algorithme d’inversion de Silverman soit appliqué pour cal-
culer 'inverse a droite du systéme transposé I'" = (AT,CT FT NT) on HI(z) = F'(I> —
ATY1CT 4+ NT. La matrice d’interaction £7 () unitaire (€7 (2)[¢7 (2)]* = I) telle que HY (z) =
€7(2)HT (2) = [FT(Iz — AT)"1CT + NT] est alors obtenue. En transposant ces résultats, on
obtient la matrice d’interaction unitaire £(2) = £(2)&1(2) . . . £a—1(2) satisfaisant (2.39). Pour
montrer que (2.2) est la condition d’existence de £(z), définissons le rang-normal de la matrice

du systeme par

—Iz+A F —Iz+A F
- l = v 2.40
rang — norma o N rang o N z ¢ 0(z) (2.40)
ou o(z) est 'ensemble de valeurs propres de A. On peut vérifier que
—Iz+A F —Iz4+ A 0
rang — normal i = rang — normal i (2.41)
C C Hd<Z)

conduisant a rang—normal(Hy(z)) = ¢ sous (2.2) décrivant la condition pour que le systeme
soit & minimum de phase. Dans Wolowich et Falb (1976) rang — normal(Hy(z)) = q est la

condition d’existence d’'une matrice d’interaction.

Lemme 2 Sous la condition (2.2), 'entier « est fini et

~Iz+A F, —Iz+A F
rang . = rang
C N, C N
I o I 0 z'F
Preuve Soit M;(z7") = [ 0 S ] 0 I, 0 la matrice unimodulaire telle que
' 0 0 IQ*Qi
Fiv1(2) = Ti(z)M;(z71) on T'y(2) représente le systeme a la i®™¢ étape de 'algorithme
de Silverman de I'annexe B. A 1’étape finale a, cette équation récursive initialisée par
—Iz+A F ~Iz+A F, —Iz+A F
[o(z) = donne T',(2) = 2 = 271
o(2) , @ A e

ot Q(z7Y) = Fy(z YR (z7Y). . Fy (7)) = !

X
=0 s avec S, = S957..5,—1 conduisant a la



38 Chapitre 2: Filtre de détection basé sur I'inversion du systeme

relation de rang

—Iz4+A F, —Iz4+A F
rang o | =rang i Vz, |z] < oc. (2.42)
C N, C N
VN . I 0 . .
Dans le cas limite ou |z] — oo, on a Q(z7 ') — 0 5 | F, — FS,, N, — NS, et donc
_ —Iz4+A F, —Iz+A FS, —Iz+A F
lim rang . = lim rang = lim rang
|z]—o0 C N, 2z|—00 C NS, 2z|—00 C N
(2.43)
—Iz4+A F, —Iz4+A F
car S, est inversible. On conclut que rang e . = rang et Vz.
C N, C N

Définissons le filtre & réponse impulsionnelle finie (FIR) par £(z) = 2%£(2) ol « est le
degré de £(z). Le théoreme 3 va généraliser le théoréme 2 au cas des systeémes dynamiques

A retard par le filtrage de la sortie du filtre par & (2).

Théoréme 3 Les inverses d gauche temps minimal &(z)G(z) de Hy(z) satisfaisant 'équation
£(2)G(2)Hy(z) = 127 (2.44)

sont paramétrées par K € R4 et [ € RI™1 quec
K=FNI+KY e K=NI+IL% (2.45)

et 3 = B(I — Na]\?j) ot 3 est une matrice arbitraire telle que mng(f]) =m —q. Sous (2.2)
il existe K tel que le filtre décrit par
NiN
197 e

awec A= A— F,NiC,C =%C et F = F — F,N; N soit stable. L’état du systéme T'(K)

est affecté par les défauts dy, et U'état Zy, du filtre (2.4) n'est pas la prédiction non biaisée de

l’état entier xy,.

Démonstration 3 En utilisant le lemme précédent, le systeme I' = (A,F,C,N) possede un
retard fini a et Hy(z) = C(Iz — A)"'F, + N, n’a donc plus de retard. Ainsi la condition
G(z)Hy(z) = I peut étre parametrée comme dans le cas des systémes sans retard conduisant
A (2.45) ol £(z) = 27%€(2) est un filtre causal car a est le degré de £(z). La relation
G(2)Hy(z) = I peut aussi s'éerive G(2)Hy(z) = £%(2) ou £(2)G(2)Hy(z) = 272E(2)€%(2)
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conduisant a la satisfaction de (2.44) sous £(2)&*(2) = 1.

Le filtre se réécrit

Sh = A+ ELNIy, + Ky (2.47)
re = (NS +LE)(ys — Cz) (2.48)

ou par rapport a ’erreur de prédiction e, = x;, — 2

. o NIC+ LC
F(K)z(A—KO, FoiksN, | NSt

NN
T8 ew

Démontrons que SN = 0: Dans I’algorithme de Silverman, on a 5 [ N; 0 ] = 0 pour
i=0,... 00— 1 autrement XN, = 2 [ N... N, } =0 (ou rangN, = q) ne peut pas étre
satisfaite a l'iteration finale ar. A 1’étape initiale, )y [ Ny 0 } =3NS, =0 et donc &N =0
car Sy est inversible. Sachant que SN = 0, (2.50) implique (2.46). En revanche, comparé aux
résultats du théoréme 1, I'état de ['(K) est affecté par le défaut car F' # 0 et état 2,4 du
filtre n’est donc plus la prédiction de I’état entier xp,; (La prochaine section montrera que
Zr+1 est une prédiction optimale d’un sous-espace d’état de dimension maximale). A partir
du lemme 2 et du théoreéme 1, (A,C) est détectable et les modes inobservables de (A,C) sont
les zéros invariants de I' = (A,F,C,N). Donc (2.2) est la seule condition d’existence d’un
gain K tel que A — KC soit stable. Sous la condition que A — KC soit stable, I'inverse a

gauche £(2)G(z) de Hy(z) en temps minimal est toujours stable car £(z) est toujours stable.

Le théoreme suivant généralise le théoreme 2 pour les systemes dynamiques stochastiques a

retard.

Théoreme 4 Soit H = H — F,NIG et G = SG. La fonction de transfert £(2)G(z)Hy(z)

est minimisée au sens Hy par rapport aux parametres libres K et L ssi
K = (APCT + FGT)(CPCT + GGT)™! (2.51)
L =NHCPC+GGTY(CPCT + GG (2.52)
ot P solution de
P=APA" + HH" — (APC" + HGT)(CPCT + GGT) Y (APCT + HGT)T  (2.53)
est garantie d’étre une solution stabilisante sous les conditions de rang (2.2) et (2.3). On a
||é(z)G(z)Hw(z)||z =tr(J) avec
J = NYCPCT + GG — (CPCT + GG (CPCT + GGTY H(CPCT + GGT)|(NHT
(2.54)



40 Chapitre 2: Filtre de détection basé sur I'inversion du systeme

Le rapport signal sur bruit X = est maximisé par rapport a K et L car

f(Z)G(Z) (2 H2
3

1
tr(J)’

A\ =

Démonstration 4 On a

Hé<z>G<z>Hw<z>H§:iﬂ | NG B NG ) (259

=5 | e @G H)] (G L)) = [6)

o (2.56)

Ol

H; par rapport K et L est donc équivalente a la mini-

misation de ||G H , bar rapport a K et L étudiée au théoreme 2. La substitution

de K = F,N, + KZ et L = N, + LY dans (2.31) et (2.32) donne (2.51), (2.52) et (2.53)
2 2 a2

avec ||f G(2)Hy( ||2 = tr(J). On a A\ = ﬁ car ||£(2)G(Z)Hw(z)||2 = |1z ||2 =1

Pour montrer que la solution P de (2.53) est une solution stabilisante (poles de A — KC'

La minimisation de Hé VG(2)H (2

a l'intérieur du cercle unité), on peut écrire (2.53) sous la forme d’une équation de Riccati

standard
P=APAT + Q —APCT(CPC” + GGT)CPAT (2.57)

oA =A—HGT(GGT)"'C et Q = HHT — HGT(GG)'GHT. De D'équation (2.57) et D'aide

—Iz+A E, —Iz+A F
de la condition rang ZC’+ A = rang ZC+ démontrée au lemme 2, on

montre que la détectabilité de la paire (E,C’) est équivalente a (2.2). De la méme fagon, on
montre que la non existence de modes non commandables de la paire (E, @ 1/ 2) sur le cercle
unité est équivalente a (2.3).

Due auX effets additifs de 'erreur d’estimation initiale ey = xo — Zp et du défaut di, on a

ZWd,” +(NFC+LC)(A- KC)eOpourk>a0uZW* t = ¢*(2). Sous la

j= 0

condition (2.2) et (2.3), A— K est stable et la relation E(ry,) Z WZdy,j sera atteinte a
7=0
la convergence du filtre. A la convergence, on aura E(7) = dj_, ou la i°® composante de 7

est sensible a 'occurence de la 1™ composante de dj, et completement découplée des autres.
L’entier a représente le temps de retard structurel pour l'isolation multi-défauts qu’on ne
doit pas confondre avec le temps de retard de détection du "¢ défaut. Cette remarque
justifie a posteriori 'utilisation du filtre f (z) pour concevoir correctement un test statistique
sur chaque composante de 7, la principale nouveauté de notre approche par rapport aux
filtres détecteurs de défauts disponibles dans la littérature.
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2.1.3.1 Analyse structurelle du filtre

Dans cette section, nous étudions les propriétés structurelles du filtre détecteur. On mon-
trera que le reconstructeur de défauts coincide avec 'observateur d’état réduit a entrée in-
connue de Kobayashi et Nakamizo (1982), le seul observateur a entrées inconnues congu par

I'inversion du systeme existant dans la littérature.

Lemme La solution du probleme géométrique (A — KC)Q C Q et (FF— KN) C Q est
donnée par K = F,Nt + KX on Q =Im | F ... AF ... AvlfF } est le plus petit
sous-espace (A,C')-invariant. Le sous-espace complémentaire de 2 dans R" décrit donc le

plus grand sous-espace d’état prédictable coincidant avec celui de Kobayashi et Nakamizo
(1982).

Preuve En transposant les résultats de Emre et Silverman (1976), on en déduit que le

systeme

A ~

I'(FyN,) = (A— F,NfC,F — F,N*N,C,N) = (A,F,C,N) (2.58)

est minimalement commandable. Par conséquent, le sous-espace (2 correspond au sous-espace
de commandabilité de la paire (A,F) donmépar © = Im | F ... AF ... A"1F | Par
le biais de I'injection de sortie suivante K = FaNa + K3 le systeme défini par F(FQN:{ +
K3) = (A— KC,F,C,N) car N = 0 doit aussi étre minimalement commandable par les
défauts car le lemme de Erme et Silverman (1976) serait alors pris en défaut. Ce résultat
s’exprime de maniere géométrique par (121 - K C’)Q CQ FCQ VK.

Théoréme 5 La dimension de ) est égale a l'ordre de la matrice d’interaction £(z) donnée
q
par | = Zpi ot p; représente les degrés colonnes de &(z). L’espace de détection §) est de

Jj=1
dimension minimale et possede une structure a valeurs propres nulles.

: [ N%N ] ) (2.59)

Démonstration 5 Rappelons que

€11 — (A — f( A)ek + de (260)
Ty = (N; + f)é)ek + N;Ndk (261)



42 Chapitre 2: Filtre de détection basé sur I'inversion du systeme

Soit 1 = rank(©) avec © = Im [ F ... AF ... AvF ] Les n — p lignes de @
satisfaisant I’équation (Q© = 0 décrivent le sous-espace prédictable maximum et les p lignes

de X définies par XQ7 = 0 engendrent le sous-espace de détection € de dimension p. Soit

la matrice de transformation suivante T =

Q
tell
x elle que

N Amaz 0 N O
TAT' = |, TF = , (2.63)
X Amzn Fm’LTL
or ! = [ cmaz () ] (2.64)

olt la paire (A™™ ™) est complétement commandable et ou 'équation (2.64) est le résultat
max

= TK, le systéme (2.59) est décomposé

% Cmin Nmin
Cmax 0 ) 0

(2.65)

de Q C kerC' (Wonham, 1985). Avec
X

comme suit

R Amaaj _ Kmaw maxr
NTR) = ( e 0

X Amzn

0
Fmin

Y Y

avec N™" = NFN et [ x Cmin } = (N, + LX)CT! ot C™" ne dépend pas de L car
LYCT ' = LT = [ x 0 } La fonction de transfert Fj*"(z) = C™"([z—A™n)~1 pming

N™in de T™" doit satisfaire la contrainte
F(z) = £ (2) (2.66)

Dans une base polynomiale minimale décrite par les ¢ lignes de £*(2), il existe deux matrices

unimodulaires ¢(z) et w(z) telles que

P(2)E" (2)w(z) =diag | 2P ... z7Pi ... z7P (2.67)

avec p1 < py < ... < p, ou p; sont les degrés des lignes de £*(z) (Kailath, 1980) et ou (2.67)
est la forme de Smith-MacMillan de (2.66). La plus petite réalisation d’état de F7""(z)

q

est égale a pu = Z pi, la dimension de 2. Pour une réalisation minimale, les degrés des
j=1

lignes de £*(z) (les degrés des colonnes de £(z))) sont les indices d’observabilité et a =

max{p;} est l'indice d’observabilité. Il existe alors toujours une transformation d’état de

Q
S1X
(Amin, F’min’ C’min’ Nmzn) avec Amin — S—lAminS’ F’min — S—lFmin et C_fmin — CmmS
représentant une forme observable (O'reilly, 1983). F"(z) = F¥*(z) et (2.67) implique
que A™™ soit une matrice nilpotente d’indice o = mazp;, c’est-a-dire telle que (A™")* = 0.

type T = ] olt S est calculé telle que la réalisation de F7""(z) soit donnée par

Sous (A™")* =0, on conclut que A™" possede u valeurs propres nulles.
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Théoreme 6 Les valeurs propres fixes du sous-espace prédictable sont les zéros invariants
du systeme I' = (A, F,C,N). Les u modes a zéro de l'espace de détection sont les images
miroirs des zéros infinis de ' = (A,F,C,N). Le reconstructeur de défauts posséde donc toutes

les propriétés structurelles d’un filtre linéaire optimal (Kwakernaak, 1976).

Démonstration 6 Pour des systemes MIMO, le nombre des zéros infinis du systeme cor-

q
respond a l'ordre p = Z p; de £(z) (Wolovich et Falb, 1976). Les modes inobservables de la
j=1
Amam O
X Amzn

invariants de I' incluant les z modes nuls et inobservables de A™" (image miroir des zéros

paire (4,C) (ou de la paire ( , [ cmer 0 }) sous T' =

] ) sont les zéros

infinis de I') situés dans 'espace de détection (2 et les modes stables inobservables de A™*
(les zéros invariants stables du systeme dans le cas d’'un systéme a minimum de phase) sont
situés dans le sous-espace prédictable rejoignant ainsi les travaux de Kobayashi et Nakamizo
(1982).

Théoreme 7 La portion dynamique du reconstructeur de défauts décrite par 2"\ = QT4
et P = QPQT est une prédiction optimale de 2T = Qupqa. Le filtre d’ordre n— p décrit

par

Sheq = AmeTzmer 4 pemar., (2.68)
W o= Syp— CTerger (2.69)
ot
Kmazr  — (AmampmamcmaxT + HmaméT)(cmaumaxcmazT + é«éT)—l
P — Amaacpmam(Amax)T + Hmam(Hmaac)T . (AmampmaaccmaxT + Hmaa:éT) (2.70)

(Cmaxpma:chaxT + GGT)(AmameameaxT + Hmaa:éT)T
représente une extension stochastique de ['observateur réduit de Kobayashi et Nakamizo
(1982).

Démonstration 7 L’erreur de prédiction de I'état réduite 'ty = Qi1 — 27 = Qernr

satisfait £(e)'7) = 0 car e’y ¢ €2, autrement dit e’y est découplé des défauts dj,. Posons
émax
pmer = B(ep*reper™) 1ié au reconstructeur de défauts via | M\ = T2, ) par TPTT =

max

Fmin

pmas Py
PL Py
peuvent s’écrire
TK = (TAT'TPT"T-"CT + TFGT)(CT'TPTTT-TCT + GGT)!
TPTT = TAT'TPTTT-TATTT 4+ TEFTTT
—(TAT'TPTTT-TCT + TFGT)
(CT'TPTTT-TCT + GGT) Y (TAT'TPTTT-"CT + TFGT)T

Q
X

. En accord avec T' = et — TF, les relations (2.51) et (2.53)

(2.71)
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conduisant aux relations (2.71). K™ minimise tr(P™*") indépendamment de Pj5 et Pay. Le
filtre optimal d’ordre n — p est donc dérivé de Tz, = TAT 13, + T(ﬁaN; + R’i)(yk —
CT~1%,) avec QF, = 0. Par rapport a Uobservateur d’ordre réduit de Kobayashi et Nakamizo
(1982) ou tous les états sont estimés avec o = 0 ou a = 1, le filtre réduit (2.68) et (2.69)
donne la prédiction optimale de I’état entier ssi a = 0. Avec a« = 0 I'espace de détection €2
n’existe pas (u = 0) et le filtre (2.68) et (2.69) correspond alors au reconstructeur parfait de

la section précédante.

Remarquel Supposons que l'algorithme d’inversion de Silverman appliqué sur I' =
(A,F,C,0) donne les résulats suivants I' = (4,F,,C,N,), Ny = [CAP1fy ... CAPLf]
avec p; = min{t : CA"'f; # 0, t = 1,2..} a I'étape finale a = maz{p;}. La condition
mngNa = ¢ est la condition d’isolation des défauts "output separability” considérée sou-
vent comme la condition d’existence du filtre détecteur de défauts (Chung et Speyer, 1998;
Keller, 1999). Dans ce cas, on peut vérifier que le sous-espace Q; = [f; Afi ... APiTLf)]
associé a la 1™ composante de dj. est solution de (121 - K CA’)Q C € avec f; C Q; et que
couNe i CQ;) = O est clairement satisfaite. Nous sommes ici en présence d’une matrice
d’interaction diagonale £(z) = diag[z” ... z"¢] pour le transfert de I' = (A,F,C). Cette condi-
tion de séparabilité des sorties est donc trop restrictive par rapport a la condition d’existence

d’une matrice d’interaction quelconque liée a l'inversibilité du systeme.

Remarque2 Dans le cas continu, Chen et al. (2003) ont proposé une structure du filtre
détecteur de défauts optimal lorsque v — 0. Dans ce cas, les p modes fixés du filtre, cor-
respondant aux images miroirs des p zéros infinis, tendent vers zéro. Autour de cette limite,
le filtre continu est alors toujours mal conditionné pour son implémentation numérique car
contenant alors deux echelles de temps. Congue directement dans le cas discret, I'imple-
mentation du reconstructeur de défauts évite les problemes numériques que 'on rencontre

lorsque 1'on discretise des systemes a modes extrémement rapides.

2.1.3.2 Exemple illustratif

Cet exemple décrit les différentes étapes de la synthese du reconstructeur de défauts dans

le contexte de la remarque 1. On considere le systeme discret I' = (A, F,C') décrit par

MO 00 11
1 A 0 0 L 000 01 d
A= 2 70:0010,]7:[ ]: t d =
0 1 A 0 ho f2 ool| & * |4
000 1
00 1 M\ 00

(2.72)

1
k

2
k

|
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olt la condition de séparabilité des sorties rang[C AP*~!f; C AP~ fy] = 2 avec
pi = min{t : CA™'f; # 0, t = 12.} = 1 pour i = 1, 2 n'est pas satisfaite car
rang[CAP~Lfy CAP7Lfy)] = rangCF = 1 < 2. Appliqué sur I' = (A,F,C), 'algorithme

d’inversion de Silverman donne les résulats suivants:

A
NP . 1 1+ X
Premiere itération. §(z) = Iz ou I'y = (A,F1,C,N;) avec F} = AF = 0 . et
0 0
Al A
1 1
N, =CF =
0 0
0 0
On a g =rangN, =1 <2
0.5 —¥ - !
Deuxieéme itération. S; = \/g , N1.S1 = [Nl 0 ], Ny = 0|, 15 =
0 0
A1 0
S 14050, MY 1 . b
[ F1 2 ] = 05 2 2%32 De 51(2) = Sl [ 0 ], on obtient FQ = (A,FQ,C,NQ)
0 0

A 0 A A
A . 14+05) 2N . o
avecF:[F AF}: 2 etN:[N (JF]z
2 Lo 0.5 By +\s) 2 b
0 V3

2

o O =
ownl§ o

ol rangN, = 2 met fin & I'algorithme.

Sur FQ(A,FQ,C,NQ), le reconstructeur de défauts 2z, = Az, + ﬁ’QN;yk + [A('yk, Vi =
iyk —C% et ry, = (N; + f)ﬁ)(yk — C'%,), synthétisant ’ensemble des inverses du systeme
I' = (A,F,C) & partir des degrés de liberté K € R4 et L € R2!, est obtenu par le calcul de

- - 1 0 0 . . A
I'inverse & gauche de Ny donné par Ny = [ 0 B g ] conduisant & ¥ = B(I — NoN,5) =
2
[ 0 0 n } avec B = [ 0 0 n ] ou 7 est un scalaire libre choisi tel que mngf] =1et ou

0 0O 0 O

05X e A2 0 L
2 A2 T ot C’:EC:[O 00 77]- (2.73)
05 1 A O

0 0 0 M\

A= A— BNfC =

0.5z —Y3;2
La matrice d’interaction est donnée par £(z) = &y(2)&1(z) = \/?% et son degré
0.5z %22

o = 2 est le retard de T' = (A,F,C). Le filtre FIR £(z) = 272¢(2) est implementé comme



46 Chapitre 2: Filtre de détection basé sur I'inversion du systeme

dl = 0 —¥3 05 0

oo = Wiry_; avec Wy = 2 et W= .

@ ] ; T "o o5 0

Apres optimisation du filtre via le calcul de K et L qui ne dépend pas du choix de 7 car la
paire (A O™y — (X4 ) est observable Vi # 0 assurant la condition rank3 = 1 (A, n’est

pas un zéro invariant fini), la sortie de £(z) donnera une estimation a variance minimale du
1

défaut - e

k Tk k—2

Al dl
tel que E( )= [ b2 ] est atteinte apres la convergence du filtre.

Cet exemple donne la matrice de transformation d’état suivante T = avec X =

et Q = [ 0 0 01 ] tel que XQT = 0. Alors, la paire (Amin’me) _

S = O

0
0
1

[ 1
0
K

0
[owz Ay —A2 |

o O O

est de dimension u = 3. Cela permet de montrer la

—05 1 =X
relation p = p; + py ou py

HOOO
S = O

1 et po = 2 sont respectivement les degrés de la premiere

4 « 1 0 0
et de la deuxieme colonne de £(z2). Avec C™" = NSC = 00 2 ], on peut écrire
3

le systeme ™" = (A™in pmin O™in) d'une manieére équivalente en introduisant la matrice

1 00
S=105 1 X\ | telle que
0 0 1
000 11 10 0
[min — (S_lAmmS,S_lme7CmmS) = 0 00 ) 01 ; [ NG ] ou la
0 0 ¥
010 0 0 3
. , N 1 0 0
paire (S~1A™nS CmMnS) = 1 0 : 3 a une forme observable avec
0 N 00 £

00
Ny = [0] et Ny = [ 1 0 deux matrices nilpotentes d’ indices de nilpoticité p; = 1 et
0 0 0
p2 = 2. Avec o = maz{p1,p2} =2, 0ona | —0.5)y Xy —A3 = 0 illustrant la propriété
05 1 =X

deadbeat de ’espace de détection ().

2.1.4 Interprétation physique de la paramétrisation du filtre

Dans le cas d'une matrice d’intéraction diagonale, I'indice de détectabilité p; correspond
au temps de retard entre l'instant d’apparition du défaut d et son premier effet sur les me-

sures. Dans le cas d'une matrice d’intéraction quelconque, la généralisation du raisonnement
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précédent ne peut étre effectuée que sur le terme « correspondant alors au degré de la ma-
trice polynomiale £(z) représentant le temps de retard pour que tous les défauts (supposés
apparaitre au méme instant) aient une premiere répercussion différente sur les mesures (le
temps de retard pour l'isolation est plus important que pour la détection d’un défaut par-
ticulier sauf dans le cas d’une matrice diagonale satisfaisant p; = p;, V(i,5)). Dans le cas
stochastique, 'application du test de GLR nécessite la supposition d'un seul instant d’ap-
parition pour I'ensemble de tous les défauts hypothétiques (afin de rechercher I’hypothese
la plus vraisemblable parmi ’ensemble de toutes les hypotheses). L’application d’un test de
détection globale nécessite donc de retarder globalement ’ensemble des défauts d’un retard
a (Cest le role du post filtre £(z)), méme s'il existe un ou plusieurs défauts qui ont une
répercussion plus rapide que «. La section du chapitre 1 portant sur la prise en compte du
retard sur le test du GLR dans le cas d’une matrice d’intéraction diagonale permet effective-
ment de ne pas retarder systématiquement la détection de tous les défauts de av = max(p;)
grace a l'utilisation d’'un changement de variable sur I'instant hypothétique d’apparition de
chaque défaut. Il semble qu’avec le recul, cette technique ne soit pas la bonne car les me-
sures prises en compte pour la recherche de I'hypothese la plus vraisemblable ne sont pas les

meémes (fenétres glissantes de dimensions différentes pour chaque défaut si p; # p;, V(7,5)).

2.1.5 Conclusion

Nous avons présenté une approche completement différente de celles qui existent dans la
littérature pour la conception d’un filtre de détection robuste dans le contexte H,. Basés sur
la paramétrisation de toutes les inverses a gauche du systeme, les degrés de liberté restant
disponibles sont alors utilisés pour minimiser la norme Hy du transfert entre les défauts et
leurs estimations produites par la sortie du filtre. La remise en forme du signal de sortie du
filtre est effectuée a ’aide d’un filtre a réponse impulsionnelle finie construit par rapport a la
structure des zéros infinis du systeme. L’étude de la structure géométrique du filtre détecteur
a permis de montrer qu’il génere une estimation d’état réduite de dimension maximum.
Cette partie réduite maximale de I’état que I'on peut prédire d’'une maniere optimale ainsi
que l'estimation temps minimal des défauts produits par le filtre seront d’une importance
capitale pour la conception des lois de commande tolérantes aux défauts étudiées au chapitre

3.

2.2 Filtre de détection a entrées inconnues

Il existe deux approches pour générer un résidu découplé des entrées inconnues dans les
cas des systemes déterministes: la premiere est basée sur un placement de valeurs propres
([Patton et Chen 1992], [Hsu et Shen 1995]) et la seconde basée sur la conception des obser-

vateurs a entrées inconnues (Wunenberg et Frank 1987). Nikoukhah (1994) a été le premier
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a développer une méthode de diagnostic robuste dans le cas stochastique ot le résidu généré
est découplé des entrées inconnues mais ou le probleme de I'estimation des défauts n’est pas
étudié. Récemment, Chen et Speyer (2002) ont proposé un filtre détecteur robuste permet-
tant un découplage parfait des résidus par rapport aux entrées inconnues mais ne permettant
que le traitement mono-défaut. Sur la base des travaux de Keller (1999), Parlangeli et Valcher
(2002) ont proposé un filtre permettant I'estimation des défauts en présence de perturba-
tions stochastiques et déterministes. Cependant, comme dans Keller (1999), I'estimation des
défauts produite par leur filtre, découplée des entrées inconnues, n’est pas a minimum de
variance. Cette section va résoudre ce probleme par la prise en compte d’un degré de liberté
supplémentaire sur le gain de sortie du filtre. Cette partie sera organisée comme suit: Le pre-
mier paragraphe formalise le probleme et le deuxieme propose la solution avant de conclure

sur un exemple numérique illustratif.

2.2.1 Formulation du probleme

Afin de faciliter la formulation du probléeme, nous supposons la condition d’existence
d’une matrice d’interaction diagonale. Le filtre détecteur proposé dans cette section permet-
tra I’estimation optimale et temps minimal des défauts de maniere découplée par rapport aux
entrées inconnues. Un exemple numérique sera présenté pour illustrer les résultats produits

par le filtre. Considérons le systeme discret suivant

Tpr1 = Axp+ Bug + Fdp + Mny + wy (2.74)

y = Cxp+ v (2.75)

ou x; € R est le vecteur d’état, yr, € R™ le vecteur de mesures, v € RP le vecteur de
commande. F' = [ fi . fi ... f, | estla matrice de distribution des défauts, M =
[ mi ... My ... Mg ] la matrice de distribution des perturbations. d; € R? et n;, € R*

représentent respectivement le vecteur des défauts et le vecteur des entrées inconnues. Les

bruits de mesure wy, et d’état v, sont non correlés de moyennes nulles tels que

s([ ]l ) -[0 0 ] 20

ou W > 0 etV > 0. L’état initial xy est une variable aléatoire telle que E{xo} = o et

E{(zo — Zo) (20 — 79)T} = Py est décorélé avec wy, et vy.
On suppose que la fonction de transfert du systeme Hgy, = C' (Iz — A)f1 [ F M ] possede

une matrice d’intéraction £4,(2) diagonale.

Counsidérons le filtre suivant

dr = Llyx — Ciy) (2.78)
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ol Iy, est I’état du filtre, cfk la sortie du filtre et ou L € R?™ et K € ™™ sont les deux gains
du filtre.

L’erreur d’estimation er = xx — I et la sortie du filtre dj sont données

Cp+1 — (A—KC)ek+de+Mnk+wk—KUk (279)
dp = L(Cep+ vy (2.80)

Définitions Les indices de détectabilité ([Liu et Si, 1997], .[Keller, 1999]) caractérisant le

retard p; des défauts et le retard p; des entrées inconnues sont définis par

pi = min{v: CA ' fi#0,v=12,...} (2.81)
i = min{v: CA” 'm; #0,v=12,...} (2.82)

Les matrices de détectabilité associées aux défauts et aux perturbations sont respectivement

données par

Uy = CDy avec Dy=| An~'fy o AMTUf o Anl ] o)
v, = CD,, avec D,, = [ AP =tmy o0 ARThm, 0 ATy ]
Sous la condition d’existence
Tcmg([\lff \Ime —q+s (2.84)
L’objectif est la synthese des gains K et L tels que
W(z) = LO(zI - (A~ KO)'F (2.85)
o = diag(z™, 27, ..., 27F) (2.86)
W(z) = LC(z] = (A~ KC)"'M =0 (2.87)
n—d

Apres avoir donné toutes les solutions de (2.86) et (2.87), la synthese des degrés de liberté
restant disponibles consistera & minimiser la trace de la matrice de covariance P¢ de l'erreur

d’estimation des défauts donnée par

P = E((dy = E(dy))(dy — E(dy))") (2.88)

, T
k—p1 dy_p oo di ra } est satisfaite a la convergence du filtre sous
les conditions (2.86) et (2.87).

ot B(dy) = [ d
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2.2.2 Conception du filtre

Théoreme 8 Paramétrisation du filtre
Sous (2.84), les solutions de (2.86) et (2.87) sont données par

K = wll+ KX (2.89)
L = wll+ KX (2.90)

avee = B(I = W), T = (I)*, w = AD, W =CD, D= [ Dy Dy |, ==[1 0] o
B une matrice arbitraire choisie telle que rang(X) = m — (¢ + s) et ou K; € Rm(0Fs) ¢t

Ly, € RE™=09) sont les paramétres libres éventuellement temps variant.

Démonstration 8 On a

W(z) = LC(zI - (A~ KO)'F (2.91)
d—d

= ) LC(A— KC)*Fz ! (2.92)

k>0
= Y LO(A-KORf (2.93)

k>0

ol
Y HFILC(A- KO, = 2'LOfi+ 2P LO(A— KC)fi+ ... (2.94)
k>0

= LCA" ' fiz " + Y LC(A— KC)F' AP fi7 1701 (2.95)

k>0
En substituant (2.95) dans (2.93), on obtient
W) - [ o IC(A= KO art okt } (2.96)
d—d -

Si le gain K satisfait ’assignation spectrale suivante

(A= KC)| ... a7lf ] =0 (2.97)
alors (2.96) devient
W(z) = [ . LCAPTfe } (2.98)
d—d
= LU, diag(z™", ..., 277, ..., 2z ") (2.99)

et (2.86) est satisfaite sous la contrainte algébrique

LU, =1 (2.100)
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De la méme maniere, sous ’assignation spectrale suivante
(A-—KC)| ... Am—m, ] =0 (2.101)
on obtient

W(z) = LV, diag(z™", ..., 27", ..., 27H) (2.102)

n—d

et (2.87) est satisfaite sous la contrainte algébrique
Lv,, =0 (2.103)

Les équations (2.97), (2.101), (2.100) et (2.103) peuvent étre écrites sous la forme matricielle
suivante

(A—KC)D = 0 (2.104)

LV = w (2.105)

Avec (2.84), I’assignation spectrale (2.104) et la contrainte algébrique (2.105) peuvent étre

parametrées par

K = wll+ K% (2.106)
L = wll+ LY (2.107)

Il reste donc & calculer les parametres libres Ky et Ly tels que la trace de la matrice de

covariance P¢ de lerreur d’estimation des défauts soit minimale.

Théoreme 9 Optimisation du filtre isolateur

Sous les conditions de stabilité et de convergence données par

[ 2—A D; D,
rang o 0

]:n+q+s,‘v’z€C’, |z| > 1 (2.108)

et
rang | ~eI+A Dy D, WY2]=n Vwe (02 (2.109)
le filtre isolateur de défauts a entrées inconnues est décrit par les équations suivantes

2.110
2.111
2.112
2.113

Pyt = (A— KuO)Po(A - KOV + W + Ky VEKY
di = (@ll+ Li3)(yx — Ciy,)

(
(
(
P = (wll+ LX) Hy(wIl + LX) " (

)
)
)
)
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avec
K, = APCY(CP.C+ V)™ (2.114)
Ly = —wllHXT(SHY")™ (2.115)
H, = CPCT+1 (2.116)

ouA=A—-wIlC,C=XC,V=3XT W =W + wllll"w”

Démonstration 9 La sortie du filtre peut s’exprimer

~

T
_ L(C’ék+vk)+[d1 - ] (2.118)

k—p1 k—pq

di

k—ps
en fonction de I’évolution des erreurs de prédiction d’état sans défaut satisfaisant
ék—i—l = (A—KC’)ék+wk—Kvk (2119)

Soit e = dj, — E(dy). En substituant (2.106) et (2.107) dans (2.118) et (2.119), on obtient

el = (@Il + LyX)(Céer + vp) (2.121)

Les matrices de covariance de Uerreur de prédiction d’état P, = E(epel) et Pl = E(efed?l)
satisfont

+W + (W 4 K X) (I + K, 2)T (2.123)

P = (wll+ LiX)(CP.CT 4 I)(wll + LipX)T (2.124)

Les traces de Py et P sont minimisées par rapport Kj et Ly ssi

—(A — (W + K 2)C)PCTET + (W + K 2)8! = 0 (2.125)
(W + L2 H 2T = 0 (2.126)

Les solutions de (2.125) et (2.126) sont données par

K, = (APCT —wllH)XT (X H,x") ™ (2.127)
L, = —ollHXT(SHET)™ (2.128)

Avec TIXT = 0, (2.127) donne (2.114). Les conditions de stabilité et de convergence du

filtre sont déduites directement des résultats donnés par Keller (1999).
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2.2.3 Exemple illustratif

On considere un systeme discret décrit par

02 1 0 0.2 0.3 0 1
1 0000
0 05 1 04 1 0 O 01000
A=| 0o o0 08 1 02 |,B=|0 0 |,C= (2.129)
00100
0O 0 0 03 1 0 -1
00010
0O 0 0 0 05 1 1
01 0 0 0 O
1 000
0 02 0 0 O 0100
w=| 0 0 08 0 0 |,V= (2.130)
0010
0 0 0 03 O
0001
0O 0 0 0 05
Le systeme est affecté par deux défauts actionneurs (de type biais dans cette exemple) définis
par
f1:[0000 1},d,1€:2,p1:2 (2.131)
=100 -1 1], &=3p=1 (2.132)

apparaissant a 'instant 50 et par une perturbation de type entrée inconnue toujours présente

caractérisée par
my = [ 10100 } . nk = 1.2 sin(0.1k), g = 1. (2.133)

Les résultats obtenus par notre filtre sont comparés aux résultats du filtre de détection de
Keller (1999). La figure 2.1 montre que les estimations des défauts du filtre de Keller (1999)

sont sensibles a 'entrée inconnue.

En revanche, notre estimateur est insensible a la présence de la perturbation comme le
montre la figure 2.2.

L’application d’un test statistique sur l’estimation des défauts produite par le filtre de
détection a entrées inconnues permettra d’éviter les fausses alarmes dues a la présence de
I’entrée inconnue et a l'utilisation d’un estimateur de défauts qui ne serait pas a minimum

de variance.
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Fi1G. 2.2 — Filtre de détection a entrée inconnue

2.2.4 Conclusion

Nous avons présenté un filtre détecteur de défauts pour les systemes linéaires stochas-
tiques affectés par des entrées inconnues. La sortie du filtre est une estimation temps mi-
nimal des défauts a minimum de variance découplée des perturbations sous des conditions
d’existence, de converge et de stabilité explicitement obtenues. Dans le cas ou la condition
d’existence d'une matrice d’interaction diagonale n’est pas satisfaite, il est tout a fait pos-
sible d’étendre les résultats par une analyse plus fine de la structure des zéros infinis de la

matrice de transfert du systeme.

2.3 Application a la perte d’efficacité d’actionneurs

2.3.1 Introduction

Les défauts d’actionneurs sont souvent la cause majeure de la détérioration des perfor-

mances d'un systéeme de controle/commande. Dans le but de maintenir les performances
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du systeme de controle/commande en présence d’'une perte d’efficacité d’un ou de plusieurs
actionneurs, Wu et al (1998) ont developpé un filtre de Kalman adaptatif, basé sur le filtre
de Kalman a deux étages de Keller et Darouach (1997), permettant l'estimation adaptative
de la perte d’efficacité. En raison de la forme particuliere du filtre de Kalman a deux étages,
I’adaptativité du filtre liée au facteur d’oubli du filtre est réglée par la variance arbitraire af-
fectée sur I’équation du biais modélisant la perte d’efficacité. Dans le cas d’une perte abrupte
d’efficacité, 'adaptativité du filtre de Wu (1998) risque de ne pas étre suffisante et de ne
pas permettre au systeme de controle/commande de corriger suffisamment tot le défaut.
Cette partie est organisée comme suit: dans le premier paragraphe on montre comment le
filtre détecteur développé au chapitre précédent peut étre appliqué pour 'estimation temps
minimal de la perte d’efficacité. Dans le deuxiéme, nous comparerons de maniere numérique
les résultats obtenus avec ceux de Wu et al. (1998). Cette comparaison permettra de mettre
en valeur les résultats obtenus dans ce chapitre et d’expliquer clairement la notion de temps

minimal liée a 'adaptativité maximum du filtre.

2.3.2 Filtre détecteur pour l’estimation adaptative de la perte

d’efficacité

Soit un systeme dynamique stochastique discret en présence d’une perte d’efficacité de

la commande (défaut interne) décrit sous forme d’état

Ther = Awct Buet | bk bbbl | | [ e (2130)

ou x; € R" est le vecteur d’état, v, € R"™ le vecteur de mesures et ou uy € R? sont les entrées
, T
du systeme. ny = [ ng ... ng ... nf } € NP est le vecteur des p facteurs d’efficacité

satisfaisant —1 < n} < 0,7 =1,....p., et B = [ by ... b ... by } Les bruits gaussiens

wy et v de moyennes nulles sont non correlés avec

([2]1e )

ou W >0et V > 0. Les équations du modele d’état précédent peuvent étre réécrites comme

e (2.136)

suit

T = Avg + Bug + Fwyny + wi (2.137)
ype = Cuap+uy (2.138)
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T
o Flyuy = | byuh o b o b | etme=|nk ol ol

L’application temps variant du filtre de détection (sans entrées inconnues ici) est alors pos-
sible si F{,) conserve son rang égal a ¢ tout au long du traitement, c’est-a-dire ssi la
commande u, € RP appliquée au systeme n’est pas nulle, une condition non restrictive en

pratique sous la condition de ne pas perdre totalement le controle d’un actionneur.

2.3.3 Exemple illustratif

Considérons 'équation d’état d'un avion (Wu, 1998) ou la perte d’efficacité d’un action-

neur est un probleme majeur:

1.0037  0.0026 —0.0004 —0.0461 0.0447  0.0167
0045 0. _0.0188 —0.3834 3407 —0.724
4 | 00045 09037 00188 03834 | | 03407 —0.7249 2.155)
0.0008 0.00339 0.9383  0.1302 05278 0.4214
0.0005 0.0017 0.0968  1.0067 00268 0.0215
1000 02 0 0 0
0100 0 09 0 0 0.7 0
C= W= W = et V=1 (2.140)
0010 0 0 05 0 0
1110 0 0 0 01
T
b= [ 00447 03107 05278 —0.0268 | ,m = 0.9, py =1 (2.141)
T
b= [ 00167 —0.7249 04214 0.0215 | m2 = =05, pp =1 (2.142)

La figure (2.3) représente l'estimation adaptative de la perte d’efficacité apparaissant a I'ins-
tant 30 sur les deux actionneurs produite par le filtre de Wu et al. (1998) avec un facteur
d’oubli relativement grand. La figure (2.4) représente Iestimation temps minimal de la perte
d’efficacité donnée par le filtre de détection. Ces résultats numériques permettent d’apprécier

I’adaptativité maximale de nos estimations par rapport au filtre de Kalman adaptatif de Wu
et al. (1998).
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Fi1G. 2.4 — Filtre de détection

2.3.4 Conclusion

Nous avons présenté une application particuliere de nos résultats dédiée a l’estimation

de la perte d’efficacité de la commande ou 'amélioration de l'adaptativité est un résultat

tres important dans le contexte de la commande tolérante aux défauts afin de générer une

commande reconfiguratrice tres réactive a 'occurrence d'un probleme de ce type.
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2.4 Conclusion

Le chapitre 2 a présenté une nouvelle approche permettant le traitement multi-défauts
dans les systemes dynamiques stochastiques discrets. Cette approche est basée sur le calcul
optimal de I'inverse a gauche du systeme permettant de remonter a la source du probleme
en fonction des mesures disponibles a 'autre bout du systéeme. En ce sens, cette nouvelle
approche est tout a fait naturelle mais sort du cadre de résolution du diagnostic multi-
défauts généralement résolu trop simplement par une approche basée observateur d’état.
On ne cherche pas ici a observer ’état du systeme qui résume seulement les conséquences
de la présence d'un ou de plusieurs défauts mais on a reconstruit ici directement la cause,

c’est-a~dire leurs amplitudes hypothétiques.
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Chapitre 3

Commande tolérante aux défauts

3.1 Introduction

La commande tolérante aux défauts a pour but de s’accommoder automatiquement de
Ieffet des défauts tout en étant capable de maintenir la stabilité et au mieux les perfor-
mances nominales du systeme. La conséquence est d’éviter I'arrét immédiat du systeme et
de permettre son fonctionnement en mode dégradé. Le probleme majeur rencontré pour la
conception de telles lois de commandes est que la plupart des techniques de diagnostic sont
développées comme un outil de surveillance et non pas comme une partie intégrante de la
commande. Le probleme général qui se pose est donc de savoir comment intégrer les tech-
niques de diagnostic existantes au profit de la commande tolérante aux défauts. Au chapitre
2, nous avons développé un filtre détecteur et réalisé son étude géométrique. Cette étude a
permis de montrer que le filtre de détection génere un espace de détection deadbeat. L’ob-
jectif de ce chapitre est de montrer comment utiliser notre filtre de détection afin de générer
une loi de commande a réactivité maximum permettant d’annuler tres rapidement les effets
néfastes liés a I'apparition d’'un ou de plusieurs défauts sur le systeme. Avant de donner

notre solution, un état de 'art de la commande tolérante aux défauts est réalisé.

3.2 Etat de ’art de la commande tolérante aux défauts

Les techniques de commande tolérante aux défauts peuvent étre classifiées en trois grands
ensembles: l’accommodation passive, ’accommodation active et I’accommodation adapta-

tive.
x Accommodations passives. Elles sont basées sur I'idée simple que les défauts représen-
tent des perturbations que la loi de commande doit prendre en compte des sa concep-

tion initiale engendrant une structure de controle fixe a parametres fixes. Elles utilisent

les techniques de commande robuste par rapport aux incertitudes structurées que sont
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les défauts (commande H,,, commande a rejet de perturbation,...). Ce type d’approche
n’a besoin ni d’'un module de diagnostic pour détecter la présence des défauts ni d'un

bloc de reconfiguration de la structure et/ou des parametres du systeme de controle.

Accommodations actives, Au contraire des méthodes passives, les méthodes actives
réagissent a ’apparition d’un ou de plusieurs défauts par la restructuration du systeme
de controle. Leur objectif principal est de compenser au mieux 'effet des défauts sur
le systeme afin que la stabilité et les performances du systeme soient maintenues en
jouant sur la robustesse de la commande qui doit étre améliorée a chaque détection

d’un défaut. Elles sont composées essentiellement de trois éléments fondamentaux :

1) Une commande reconfigurable,

2) Un module de diagnostic permettant la détection, l'isolation et I'estimation de

I’amplitude des défauts,
3) Un mécanisme de reconfiguration.

Le probleme critique dans cette approche est la limitation du temps disponible pour
le recalcul de la loi de commande a chaque instant de détection d’un défaut. Dans le
cas stochastique, ce type d’approche engendre aussi un autre probleme tres peu étudié
dans le contexte déterministe. Lors d’une fausse alarme ou d’une non détection, que
se passe-t-il sur la robustesse et les performances du systeme?. Cette these ne rentre
pas dans le cadre de ce type de commande tres difficile a aborder dans le contexte

stochastique ot la prise de décisions est toujours affectée d’un risque d’erreur.

Accommodation adaptative. La commande tolérante aux défauts de type adap-
tative est une approche a accommodation active mais ou seuls les parametres de la
commande sont modifiés suite a I'occurrence d’un défaut. Elle posséde donc une struc-
ture fixe. Dans le cas des systemes linéaires a défauts additifs externes, elle consiste
a générer un signal résidu reflétant le défaut a compenser. Ce résidu est alors utilisé
pour générer la correction a apporter a la commande nominale du systeme ([Noura et
al. 2000]). Dans le cas ou la correction n’est effectuée que lorsque le défaut est déclaré
significatif par un test satistique appliqué sur les résidus, alors la commande adapta-
tive résultante peut étre classée dans la catégorie des méthodes actives car dépendante

d’une prise de décision.

Avant de présenter notre technique de commande tolérante aux défauts de type adap-

tative sans test de détection, nous rappelons quelques méthodes de reconfiguration basées

sur la pseudo-inverse, la commande adaptative pour des défauts de type interne, la com-

mande multi-modeles et la commande prédictive. Nous insisterons plus particulierement sur

la stratégie de commande adaptative de type LQG proposée par Wu et al. (2000) obtenue

dans le cadre du traitement de défauts de type perte d’efficacité d’actionneurs.
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x Méthode de la pseudo-inverse: Considérons le systeme nominal en boucle fermée

suivant forme d’état suivante:

t = Ax+ Bu (3.1)
= COx (3.2)
u = —Kzx (3.3)

L’apparition d’un défaut conduit a une modification du modele décrit maintenant par

i‘f = Afl‘f—l-Bfo (34)
yr = Cray (3.5)

ou l'indice f indique la situation en défaut du systeme. Cette méthode consiste a
calculer une nouvelle matrice de gain K de telle sorte que la dynamique du systeme

défaillant en boucle fermée soit approximativement égale a celle du systéme nominal.

Uf = —Kf.Tf (36)
A—BK = A;— B;K; (3.7)

Une approximation au sens des moindres carrés est donnée par:
K; = B;-_(Af—A‘I‘BK) (3.8)

ol B;{ est la matrice pseudo-inverse de B. L’avantage de cette méthode est la simplicité
du calcul mais la solution n’est pas toujours satisfaisante car elle ne garanti pas la
stabilité en mode défaillant. La méthode de la pseudo-inverse modifiée (MPIM) a été
proposée par Gao et Antsaklis (1991) pour garantir cette stabilité. Un compromis doit

alors étre trouvé entre la stabilité et les performances du systeme reconfiguré.

x Commande adaptative: Cette approche est naturelle pour résoudre le probleme d’ac-
commodation aux défauts de type interne. En effet, lorsqu’un défaut interne apparait
sur le systeme, il entraine alors une modification de ses parametres. L’identification
en ligne de ces parametres permet alors la modification des parametres du correcteur
a structure fixe. Ces méthodes ont souvent été testées en simulation dans le domaine
de l'aéronautique ([Dittmar, 1988], [Huang et Stengel, 1990], [Rausch, 1995]). Morse
et Ossman (1990) ont étudié un régulateur multivariable adaptatif défini par Sobel
et al. (1982) ajustant directement les gains du régulateur en temps réel. Cependant,
les auteurs soulignent la difficulté a déterminer les matrices de pondération nécessaires
au compromis stabilité /performance. Les différentes situations étudiées ne font souvent

intervenir que des défauts peu séveres et la présence de bruit n’est pas prise en compte.

* Commande multi-modeéles: Cette démarche attire Pattention de nombreux cher-

cheurs pour résoudre le probleme de I’accommodation pour des systemes non-linéaires.
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En effet, ces techniques permettent de commander un systeme non-linéaire sur une
large zone de fonctionnement décomposée en plusieurs zones linéarisées autour de
différents points de fonctionnement (c’est d’ailleurs cette technique de linéarisation
qui sera adoptée pour I'application pratique de nos résultats au chapitre 4). Les tech-
niques linéaires restent alors utilisables en nonlinéaire. Une méthode d’accommodation
aux défauts basée sur une commande adaptative multi-modeles a été synthétisée par
Maybeck et al. (1991). La loi de commande globale est déterminée & partir de n lois
de commandes calculées pour toutes les situations possibles du systeme sont décrites
par un ensemble de n modeles. Le premier modele correspond au fonctionnement no-
minal du systeme. Les autres situations prennent en compte 'apparition d’un défaut
particulier entrainant le systeme en dehors de sa zone de fonctionnement nominal. Les
matrices de gain K; de la commande sont calculées a I'avance pour chacun des modes

de fonctionnement. La commande locale u; est déterminée par la relation:

ol X; est l'estimation de 'état du systeme fournie par le ¢ filtre. Une unité de
calcul des probabilités de Bayes permet de calculer les probabilités P(H;/r;) associées
a chaque modele possible par

P(H;)P(rim,)
> i [P(Hi)P(ri/ H;)]

ou P(r;/H;) désigne la probabilité conditionnelle de I'innovation r; issue du ¢ filtre

et ou P(H;) est la probabilité a priori du modele H;. La loi de commande globale

appliquée au systeme est alors déterminée par:
i=1

Cette méthode requiert le calcul a priori des gains des régulateurs correspondant a
chaque situation du systeme. Une méthode fondée sur le principe d’interaction a été
développée pour des défauts de type capteur et actionneur ([Ragot et al., 1998], [Zhang
et Jiang, 1999], [Yang et al., 2000]). Cette technique est basée sur une estimation d’état
reconfigurée permettant d’éviter la modification du gain de la commande par retour

d’état pour n’importe quelle situation du systeme.

Commande prédictive: Tout le potentiel de la commande prédictive a résoudre le
probleme de I'accommodation aux défauts a été montré par Maciejowki (1997). Elle
permet de réadapter le correcteur en présence de défauts de maniere a garantir la sta-
bilité du systeme et a maintenir des performances tres proches de celles du systeme
nominal ([Rowe et Maciejowski, 2000], [Gopinathan et al., 1999]). Cependant, la plu-

part de ces méthodes sont valables sous certaines hypotheses: le modele des défauts (et
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leurs effets sur le systeme) doit étre parfaitement connu, les défauts considérés doivent
étre de faible amplitude de telle sorte que les objectifs a atteindre par le systeme

puissent rester inchangés apres 'apparition des défauts [Maciejowski, 2000].

* Commande LQG adaptative, Wu et al. (2000)

Soit un systeme dynamique linéaire en défaut décrit par le modele d’état augmenté

suivant
Try1 = Axp+ Bug + Fng + w,f (312)
R (3.13)
Yet1 = CTpp1 + v (3.14)

ou les défauts n; sont modélisés par une équation de type biais aléatoire. Les bruits

wi,wy et v, sont supposés de moyennes nulles non corrélés tels que

wy Q° 0 0
E wy [ w; Wi =1 0 Q" 0 |d; (3.15)
Vg 0 0 R

avec Q© > 0, Q™ > 0 et R > 0. Les conditions initiales xy et ng sont supposées non

corrélées avec wi, wy et vy.

Pour des défauts de type perte d’efficacité d’actionneurs alors F' = BU, avec U, =

n
. K
dzag(u/%C up ..ol ) et ng = |

Introduisant des facteurs d’oubli sur le filtre de Kalman a deux étages développé par
Keller et Darouach (1997), Wu et al. (2000) ont permis l'adaptation du filtre par
rapport a des changements sur la valeur du biais n; en modifiant I’estimateur du biais.
On rappelle le filtre obtenu:

Estimateur du biais

Nkt1/k = Tk (3.16)
q
n 1 i i1 n
Piye = Z Fak/kek(ek)T + Q% (3.17)
i=1 "k
Neri/or1 = Teyiyn + K (P — Hipeg k) (3.18)
KI?—H = PI?—&-l/kHk:T-i-l/k:(Hk+1/kP£+1/ng+1/k + SkH)fl (3-19)

P£+1/k+1 = (I - K?+1Hk+1/k)P;?+1/k (3.20)
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ou
Fet1 = Ykt1 — CTppagp (3.21)
Ser1 = OB uC" + Ryt (3.22)
(3.23)
avec
q . . .
PI:L/k = Z az/keZ(ez)T (3.24)
i=1
; 1 Qg > Cmaz
Ae = i Omag—min i 1-1 i (3.25)
Oék/k;[amzn + W&k/lﬂ] s O‘k/k: S Xmazx

et Al les facteurs d’oubli liés a la covariance du biais.

Estimateur d’état sans biais

Froyr = Afyy+ Buy (3.26)

Trpie = Tryw + Wilige — Vierwlge (3.27)

pifﬂ/k = Aplf/kAT + Q5 (3.28)

Pro = P+ WilPWi = Vi P n Vi (3.29)

Troipsr = Trpase + K (s — Congpan) (3.30)

Ki = PiapCT(CPLCT + Ryg) ™! (3.31)

P/fﬂ/kﬂ = (-7 - K}fﬂo)plfﬂ/k (3-32)
Equations de couplage

Wi = AVip+ Fi (3.33)

Vi = WPl (Pl )™ (3.34)

Heope = CViis (3.35)

Viermer = View — Kig Hean (3.36)

Reconfiguration (estimation de I’état réel du systeme)

Thyr/krr = Trrrjkert T Virrk1 Mk (3.37)

Peviprn = Pl + Vk+1/k+1p;?+1/k+1vk7;1/k+1 (3.38)

Par le principe de séparation, la loi de commande obtenue par Wu et al. (2000) est

donnée par
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ou L* est solution du critere LQG suivant

N

1
J = lim o > (2} Qewy, + uf Ry (3.41)
sous la contrainte

Trin = Azg+ B+ D)y + wf (3.42)
avec Q. et R. deux matrices de pondération bien connues dans le cadre de la commande

LQG et [ = diag < ny ... fzfc ) La solution dépendante de [ est donnée par
L* = RYI+T1)BTP, (3.44)
0 = ATP.+ PA—P.BI+TD)R;Y(I+T)B"P. + Q. (3.45)

Le recalcul de la loi de commande est effectué a chaque changement significatif sur T’
détecté a l'aide d’un test statistique non décrit ici. On note que I’équation de Riccati
(3.45) est non linéaire en raison de la présence de I. Ceci peut entrainer des problemes

de convergence.

La section suivante proposera d’éviter l'utilisation d’un test statistique par 1'utilisa-
tion d'un filtre de Kalman augmenté a adaptativité maximum. Le retour d’état sera
calculé sur le méme modele que le filtre sur la base d’un rejet asymptotique des modes
non controlables. Cette loi de commande permettra le rejet des perturbations sans
connaissance a priori sur leurs modeles d’évolution et seront donc considérées comme

des entrées inconnues.

3.3 Commande tolérante a réactivité maximum

Notre objectif est d'utiliser le filtre de détection du chapitre 2 pour concevoir une structure
de controle tolérante aux défauts a réactivité maximum. L’idée directrice est analogue a celle
de Wu et al. (1998) qui s’appuie sur l'estimation adaptative du vecteur d’état du systéme
et du vecteur défaut pour produire une loi de commande par retour d’état fonction de ces
deux quantités. Rappelons que Wu et al. (2000) considerent un modele d’évolution de type

biais aléatoire

Ve+1 = Vi + Wy (346)
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ol wy, représente le bruit gaussien fictif de covariance fixant I’adaptativité du filtre de Kal-
man. Notre loi de commande tolérante aux défauts sera de la méme facon concue sur le
modele du systeme a état augmenté mais l'estimation de ces deux quantités sera obtenue
par 'application du filtre de détection a état augmenté concu sous le modele d’évolution

suivant
f
Vi1l = Vg + Z ijkoi'j (347)
j=1

ol k; est I'instant du changement impulsionnel sur le biais, Ay; l'amplitude du j7"¢ saut

impulsionnel, oy x; I'opérateur de Kronecker.

Vi
AV,I
av, it
AVlI
K
ki kg Kq ]
F1G. 3.1 — Biais a saut successif
!
En présence des défauts impulsionnels dj, = Z Av;dg ,; Uestimation de I'état augmenté
j=1

Zk donnée par le filtre détecteur retrouvera son caractere non biaisé E(Zr+a+1) = Xyiar1
aprés un temps minimal donné par a + 1. Z; sera donc une estimation d’état reconfigurée
en temps minimal ou & adaptativité maximale. C’est cette propriété qui est utilisée ici pour
le développement d’une loi de commande tolérante a des perturbations constantes par mor-
ceaux. Le gain du retour d’état de la loi de commande sera calculé sur la base d’une technique
de rejet des modes non controlables v,. Pour simplifier la présentation, on ne considere que

des défauts de type actionneur ou systeme. Soit le systeme suivant

T+l = Axk + Buk + FVk + Hwk (348)
Vg1 = Vg + dk (349)
yp = Cup+ Guy (3.50)

ou xp € RN est le vecteur d’état, y, € R™ est le vecteur de mesures, u, € RP les entrées

du systeme, F € R™? est la matrice de distribution des défauts avec E{wkwf} = 1oy,
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f

rangF = q, rangG = m, ¢ < m ou dy = ZAvjékﬁk]. représente un signal fictif de type
j=1

impulsionnel. Sans perte de généralité, on suppose ici que p = m, c’est a dire que le nombre

de commande est égal au nombre de sortie a réguler.

Avec X, = [ o ], le systeme (3.48; 3.49; 3.50) s’écrit

Vg
Y = éXk + ka (352)
. A F _ B ~ _ _ H
ot A = B= ,cz[c o],F: " g - .
0 I I 0

Les conditions de convergence et de stabilité du filtre détecteur du chapitre 2 congu sur

le systeme a état augmenté (3.51; 3.52) sont données par

—[z+A F |
rang S = n+2q,Vzel |z]>1 (3.53)
C 0
et (3.54)
—e[+ A F 0|
rang [ ¢ C+ 0 C = n+q+m,Vw € [0,27] (3.55)

Le filtre de détection a état augmenté est décrit par par

~ ~ . _ ~ ~+ ~
ZkJrl = AZk+Buk+FaNayk+K7yk (356)
~ ~ T anT ~ AT ~A~T 1
K = (APC +HG )(CPC +GG )~ (3.58)
B pz  pav
ou P = k est solution de
pvz  pv
_ ~ _~T ~~T ~ _~T AT ~ _ AT ~~T 1 ~ _~T ~~T T
P = APA +FF —(APC +FG )(CPC +GG YW (APC +FG )T (3.59)

avec
~ _ ~ ~+ _ = ~_ = _ ~ =~ ~ =
A=A—F,N,C,C=%C,H=H—F.N,G et G=3G.

Rappelons que l'espace de détection est deadbeat. Donc, suite a ’apparition de I'impul-
f

sion d = g Avjdry, a l'instant r modélisant un saut d’amplitude Av sur vy, lerreur
i=1

d’estimation du filtre atteignable par Ay, va décroitre a zéro en un temp minimal. C’est

cette propriété qui est utilisée ici pour la conception d'une loi de commande a réactivité

maximum par rapport aux changements abrupts induits par l’entrée impulsionnelle fictive
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f

dy, = Z Av;dy ;. Notons que la structure particuliere du systeme a état augmenté engendre
j=1

un espace de détection incluant forcément ’état v,. L’estimation de v sera donc garantie

d’étre a adaptativité maximum.

Nous proposons le calcul de la commande par retour d’état

we = —LZp (ou up=— [ e I } o ]) (3.60)
Vg
ou par le principe de séparation le calcul de la loi de commande u, = —LX}, pour le systeme
y = OXi (3.62)
Posons
up = up — Gy (3.63)
ott uf! = —LZ, est la loi de controle stabilisante nominale supposée avoir été calculée par

une technique quelconque sur le systeme sans défaut

Zf’k+1 = Aa‘ck—l—Buk (364)

Soit la transformationn d’état suivante

] -

Sous la transformation (3.66), le systeme (3.61; 3.62) controlé par (3.63) est donné par

T
0 I

T ] (3.66)

Vi

7 A (T-AT+F ][z B
Terr | _ (I = AT+ T | (il — Gag) (3.67)
Vi1 0 1 Vg 0
Yo = [C —CT] Ok (3.68)
Vg

L’influence de vy sur y, est annulée ssi les inconnues T' et (G; sont solutions de

(I-AT+F = —BG (3.69)
CT = 0 (3.70)
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Sous la condition d’existence d’une solution donnée par

A-1 B -F I-A B (3.71)
ran = ran .
N o0 o N e o
et si I — A est inversible, on a
G, = [C(I-A)'B'C(I-A)'F (3.72)
et
T = (I-A)Y(BG, - F) (3.73)
Avec ces quantités, le systeme (3.67; 3.68) devient
Try1 = (A— BL)7, (3.74)
y = Cyp (375)
ol A — BL est stable. La loi de controle
- [ L & ] o ] (3.76)
Vg
est donc une loi de controle stabilisante a rejet des modes v non controlables. On a donc
_ I T I -T T
uy = — [ I G } O (3.77)
0 I 0 I 4%
_ _ :(;'k,
S [ L IT+G } ] (3.78)
Vg
Par le principe de séparation,
w, = —[Lr Lv}[‘f‘f] avec L°=1 et L' = LT + G, (3.79)
Vg

est une loi de controle stabilisante a rejet temp minimal de 'effet du signal impulsionnel d =
Avdy,. Il est bien évident que les performances et la robustesse de notre loi de commande
dépendent de celles définies par uj} = — Lz, sur le systeme nominal. Si 'on suppose que
u} = — LIy est une commande de type LQG (Moore, 1981), alors (3.79) sera une commande
de type LTR (Tay, 1991). Comme dans le cadre de ce type de commande, le cas ou p > m

n’est pas présenté ici mais est donné a traiter en guise de perspective.
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3.3.1 Simulation

Notre loi de commande tolérante aux défauts est illustrée sur un processus d’enroule-
ment de bande. Il se compose d’un enrouleur et d’un dérouleur situés aux extrémités et d’un
rouleau tracteur central. Le role du rouleau tracteur est d’imposer la vitesse de défilement
de la bande. Les tensions de déroulement T} et d’enroulement T3 sont maitrisées en agissant
sur les vitesses angulaires 27 et €23 ou sur les couples des bobines correspondantes. Trois
moteurs a courant continu associés a trois réducteurs de vitesse sont couplés aux bobines.
Une régulation des courants I et I5 est réalisée sur les moteurs de I’enrouleur et du dérouleur
respectivement tandis que la vitesse de rotation {25 est régulée sur le moteur du rouleau trac-
teur. Des variateurs de type Rectivar assurent ces régulations. Des dynamos tachymétriques
permettent de mesurer les vitesses angulaires de trois moteurs. Les tensions de déroulement
T et d’enroulement T3 sont obtenues a ’aide des jauges de contrainte.

Les consignes sur I}, €25 et I3 sont calculées de deux manieres différentes: Soit au niveau
d’un automate programmable, soit a partir d’une plate-forme temps-réel constituée d’une
carte dSPACE et d’un ordinateur de type PC.

Fi1G. 3.2 — Enrouleur de bande

Les entrées de commande de ce systeme sont wuq,us et us. u; et uz correspondent aux
consignes de courant I et I; des régulateurs locaux. us est la tension de commande du
moteur Ms. Le principal objectif consiste a controler les tensions T} et T3 de la bande ainsi que
la vitesse de déroulement €25. Ce systeme est linéairisé autour d’un point de fonctionnement.

Le modele obtenu autour du point de fonctionnement nominal suivant

T T
Uy = —0.15 0.6 0.15 ] Yo = [ 0.6 0.5 0.4 T,=0.1s (3.80)
est décrit par la représentation d’état

yp = Cup+ Guy (3.82)
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avec
1T T
r = Tl QQ T3 U= 1| U] Uz U3 ] (383)
0.4126 0 —0.0196 | [ —1.7734  0.0696 0.0734
A = 0.0333 0.5207 —0.0413 B = 0.0928 0.4658 0.1051 (3.84)
—0.0101 0 0.2571 | | —0.0424 —0.093 2.0752
C = I3, H=diag{0.01,0.01, 0.01}, G = diag{0.03, 0.03, 0.03} (3.85)
Le calcul du gain L est obtenu par la minimisation du critere LQ
N
J = lim g >z} Quy + uf Ruy) (3.86)
k=0

ou R = diag{0.1, 0.1, 0.1} et @ = diag{0.5, 0.5, 0.5}.

Un défaut d’amplitude 0.5 affecte le deuxieme actionneur a l'instant 40. Les résultats donnés

ik}
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Fi1G. 3.3 — Sorties réqulées, commande PI
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FiG. 3.4 — Entrées de commande, commande PI
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F1G. 3.5 — Sorties régulées, commande a réactivité maximum

par une commande de type PI (Fig 3.3) non explicitée ici et par la commande tolérante aux

défauts a réactivité maximale (Fig 3.5) montrent clairement la différence quant a la réactivité

de notre loi de commande.



3.4 Commande tolérante additive 73

vvvvv

R B B B I
(a) wa (b) ug (c) us

F1G. 3.6 — Entrées de commande, commande a réactivité maximum

3.3.2 Conclusion

La commande a réactivité maximale présentée dans ce chapitre permet d’annuler les
effets des ruptures sur le modele du biais en un temps théorique égal a o (dépendant donc
du retard structurel du systéeme, sur 'exemple o = 2). En automatique, il existe toujours
un compromis a faire entre robustesse et performance. Si le critere de performance est défini
par la variance des sorties régulées par rapport a leurs consignes, alors on peut montrer que
cette loi de commande augmente beaucoup cette variance dans le cas de systemes rapides
(a bandes passantes tres larges). Ce n’est pas le cas sur les résultats obtenus sur le systéme
a enroulement de bande possedant une bande passante relativement faible. Ceci peut étre
un probleme dans le cas d’une perte d’efficacité d'un actionneur sur un moteur d’avion par
exemple. On pourrait montrer que cette approche débouche sur une commande de type LTR
(Loop Transfer Recovery) obtenue par le calcul explicite de I'inverse a gauche du systéme a
état augmenté. Elle differe donc de celles existantes dans la littérature lorsque la commande
de type LTR est obtenue via la commande LQG dans le cas limite ot la puissance des bruits
sur I’équation du biais tend vers I'infini. Notre commande limitée dans sa formulation au cas
de défauts actionneurs peut aussi traiter simultanément des défauts capteurs pour n’importe

quel type d’évolution temporelle, de type rampe par exemple.

3.4 Commande tolérante additive
Soit le systeme discret linéaire décrit par:

Tyl = Al’k + Buk + de + wy,
(3.87)
Yk = Cl‘k + vg

avec r € R" le vecteur d’état, y € R™ le vecteur de mesures, u € RP le vecteur de commande,

F € R™*9 ]la matrice de distribution des défauts et d € R? ’amplitude de défauts actionneurs.
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Le nombre de sorties a réguler est supposé inférieur ou égal aux nombres d’entrées de com-

mande. On suppose que rang(C') = n, donc la condition (3.72) devient rang|BF| = rank|B].

Pour la régulation des sorties, la commande nominale est supposée étre de type PI définie
x

par u, = — Kz, = — [ K, K, } M1 avec 21 = 2k + Te(yl, — yx) et T, la période
2k

d’échantillonnage et y;, la référence. Les gains K; et K sont calculés par la minimisation du

critere quadratique

N
T =1/2) (X} QX + uf Ruy) (3.88)
k=0
x
ou Xy = 1. La présence de l'action intégrale permet d’avoir y; — y; = 0 en régime
2k

statique. Le filtre de détection congu sur (3.88) est donné par

Tpy1 = Al + Buy + (WIL+ K X) (g — C2p) (3.89)
Peyn = (A—- KCO)Py(A— K. O) + W + KW VKF (3.90)
d, = (WIT+ LyY) (yx — Ciy) (3.91)
P = (W + LypX) Hy(wIT + Lip2)T (3.92)
T = (yr — O%) (3.93)

avec
Ky, = APCY(CPC+V)™! (3.94)
Ly = —wlHXT(SHY")™ (3.95)
H, = CPCT+1 (3.96)
¥ o= p{ -V (3.97)

Dans le cas ou la matrice C' est de rang plein en ligne, on peut reconstruire une estimation

de tout I’état du systeme (a partir des équations (3.92) et (3.94)) comme suit

xC
(Wl + LX) C

xzec —

(3.98)

YOy
Czk + (wH + Ekg)[ﬁk)

A ce stade, on ne doit pas confondre la prédiction Zx,; structurellement étudiée au chapitre 2

et I'estimation reconfigurée ;. L’estimation reconfigurée x;°° peut alors étre utilisée pour

reconfigurer intuitivement ([Noura et al. 2000], [Sauter et al. 2003]) la loi de commande

nominale comme suit:

U = — |: Kl K2 ] [ I; +Uzd (399)
k
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avec

ui? = —B*Fdy (3.100)

et BT la pseudo-inverse de B. Cette commande est cependant limitée au cas ou a = 1:
si @ = 1 alors 'estimation reconfigurée zj est l'estimation non biaisée de tout I'état du
systeme z (Kobayashi et Nakamizo, 1982) obtenue par la prise en compte des mesures
jusqu’a l'instant k afin d’annuler Iespace de détection €2 (défini au chapitre 2 sur 'erreur
de prédiction de zj et donc sans la prise en compte de y;). Le principal intérét de cette
commande est de permettre la correction directe de la loi de commande nominale, de type
PI dans notre cas. C’est pour cette raison qu’elle fera I'objet au chapitre 4 d’une application
sur un procédé Benchmark dans le cadre du projet européen IFATIS ou la loi de controle
nominale du procédé existe déja et ou I'objectif est I’amélioration de cette loi de controle en

présence de défauts.

3.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre deux stratégies différentes pour la conception d'une
loi de commande tolérante aux défauts a réactivité maximum. La premiere débouche sur une
commande de type LTR par rejet des modes non controlables. La deuxieme est basée sur
une commande additive permettant la reconfiguration de la commande nominale dans le cas
particulier ou tous les états du systeme sont mesurés directement. La validation pratique
des résultats de cette deuxieme approche sera 1'objet du chapitre suivant. Il est clair que
Iestimation des défauts a variance minimale produite par le filtre de détection permet de
limiter l'augmentation de la variance des sorties régulées par rapport a leurs consignes.
Elle permet aussi de s’appuyer sur 'existence d’une structure de commande fonctionnant
correctement sous I’hypothese que les défauts ne sont pas présents. C’est donc cette structure
de commande qui est plus intéressante pour l'intégration d’un test de détection afin de
reconfigurer la loi de commande nominale en présence de défauts significatifs et donc de

limiter 'augmentation de la variance due & la présence du terme additif u$?.
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Chapitre 4

Commande tolérante additive:

Application

4.1 Présentation du systeme

Le procédé hydraulique/thermique constitué de trois réservoirs de section S est schématisé
par la figure ci-dessous. L’objectif en termes de régulation est de pouvoir disposer d’un vo-

lume constant de fluide a une température désirée dans la cuve 3.

4.1.1 Schéma

4.1.2 Hypotheses

* Les trois cuves ont une méme section S.
* Les électrovannes EV; et E'V, sont ouvertes.
* Les températures d’arrivée des fluides (T3, et Ts,) sont constantes.

* Les réservoirs sont supposés parfaitement calorifugés et leurs capacités thermiques sont

négligeables.

4.2 Modélisation: équations de bilan

Le modele de connaissance de ce systeme s’obtient en effectuant les bilans volumique et

calorimétrique.
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Pump 1 Pump 2

Tank 3

h3

F1c. 4.1 — Montage de trois cuves.

4.2.1 Bilan volumique

Ecrivons que la différence entre les débits entrant et sortant fait évoluer le niveau a

I'intérieur de chacun des réservoirs.

dH

Sd—tl = Ql — Q13 avec Q13 = (1 Hl (41)
dH.

Sd—t2 - Q2 — Qa3 avec Qa3 = a2/ Hy (4.2)
dH.

Sd—zf3 = Q3+ Q23— avec Q3 = azy/ Hj (4.3)

Nous obtenons trois équations différentielles non linéaires a cause des racines carrées sur
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les hauteurs H,, Hy et Hsj.
Hl = %(Ql_al Hl) :f(Qle) (4-4)
Hy = %(Qz — g Hz) = f(Q2,H>) (4.5)

. 1
H3 = E(Oél\/ H1+O[2\/ HQ—OC3 H3) :f(Hl,HQ,Hg) (46)

4.2.2 Bilan calorimétrique

Le bilan calorimétrique revient a écrire que l’énergie calorifique apportée par chaque
résistance chauffante est utilisée d’une part a 1’élévation de la température du fluide qui
entre dans le réservoir et d’autre part a la modification de la température contenue dans les

réservoirs 1 et 2.

Trois quantités d’énergie sont a considérer:

e Les énergies électrique dW; apportées au systeme;

dW11 - Pl dt (47)
dW12 - P2 dt (48)
dWy, = 0 (4.9)

e Les énergies dIW, qui élevent la température des fluides qui entrent pendant le temps

dt des valeurs T,,scc aux valeurs Tio sie;

dW21 = unc Ql (Tl — le) dt (410)
dW22 = puc QQ (T2 — T21> dt (411)
dWs, = pc [(Tg —T1)Qus + (13 — Tz)Qgg] dt (4.12)

Avec c¢ la chaleur spécifique du fluide et p sa masse volumique.

e Les énergies dW3 qui font évoluer la température des fluides a l'intérieur des bacs de

la valeur dT%o tie.
dW31 = 5 H1 o c dT1 (413)

dW32 = S HQ uc dTg (414)

dW33 = S H3 o c dT3 (415)
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La relation dW; = dW5 + dW3 conduit aux expressions:

P1 dt = ,LLCQI (Tl_Tll) dt+SH1 ,quTl (416)
P2 dt = MCQQ (TQ_TQL) dt+SH2 ,UCdTQ (417)
0 = pe [(Tg —T1)Qus + (T5 — Tg)ng] dt + S Hy pcdly (4.18)
Ce qui conduit au systeme de trois équations non linéaire:

T, = ! i—(T—T)Q = g(P,,T1,Q1,H,) (4.19)
1 S H1 I[L c 1 1; 1 g 1,41,¢1,411 .
Ty = ! &—(T—T)Q = g(Py,T5,Qs,Hy) (4.20)
2 S Hy\ e 2 2; ) @2 glii2,42,l2,12 .

. 1
T3 = T [Q13(T3 —T1) + Qo3(Ts — Tz)} = g(1T1,13, T3, Hy, Hy, H3) (4.21)
3

4.3 Linéarisation

Pour linéariser les équation 7?7 et 77, nous allons considérer des petites variations autour

du régime nominal.

Hy, = Hy,+h |Hy = Hy+hs
Qi = Qiut+aq |Qe = 2+ @
P= Py+p |2 = Py+p
T, = Ty+6 | Ty = Ty +0s

4.3.1 Développement de Taylor au premier ordre de I’équation 4.4

En effectuant un développement de Taylor limité au premier ordre de 1’équation 4.4, nous

obtenons:

di, {dHl] +[6f of
- 0 a[_[1 an

Soit, en remarquant qu’au régime nominal dH, /dt = 0,

dhy [ Of of
U [a—mh“*{a@h“

—Q 1
—— 1+ 5 4.23

Au régime nominal, I’équation statique nous permet de calculer la valeur de a;, qui replacée

dans 77 donne I’équation linéarisée de I’évolution du niveau.

0= %(Qlo - oz“/Hh)) = o= \;21%0 (4.24)
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—Q1, 1
1 4.9
25 Hy, T g (4.25)

hy

4.3.2 Développement de Taylor au premier ordre de I’équation 4.5

En effectuant un développement de Taylor limité au premier ordre de I’équation 4.5, nous

obtenons:

dHy _ [dH, of of
W ~ |:W:|O+ {8—112}0(1[{2 + [a—%]ong (426)

Soit, en remarquant qu’au régime nominal dH,/dt = 0,

dhy [ Of af
ar {a—mkhﬁ{a@hqz

— Qg 1
——— ho+ = 4.27
5 g leo 27T g 42 ( )
Au régime nominal, I’équation statique nous permet de calculer la valeur de as, qui replacée

dans 7?7 donne I’équation linéarisée de I’évolution du niveau.

0= %(QQO — Qlgy/ H20> = Qg = \;2%20 (428)

— 1
ng ]’Ll + —{qo (429)

h
? 2 S H,, S

4.3.3 Développement de Taylor au premier ordre de I’équation 4.6

En effectuant un développement de Taylor limité au premier ordre de 1’équation 4.6, nous

obtenons:

dH, dH, of of of
dfts | dHs I amg o |22 am, + | 2L al 4.30
ar [dt ]0+ {8H1Ld Lt [aH2 A o | A (4.30)

Soit, en remarquant qu’au régime nominal dHz/dt = 0,

dhs _ [OF] L [20 of
at {aHl]ohl—{— {aHJth—{—_'—{aHJoh:s

Qg 0% Qa3
——— hy + hy — hs 4.31
25 JH, = 28\/H, 25 /s (4.31)
Au régime nominal, I’équation statique nous permet de calculer la valeur de a3, qui replacée
dans 7?7 donne I’équation linéarisée de I’évolution du niveau.

1 +
0= §<CY1\/ H10 + Q24/ H20 — Q3y/ H?)o) = a3 = M (432)

H;,

' Q1, (2, Q1, + Q2,
hy = h hy — o T <20
° oS, TSy YT 25 Hy

(4.33)
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4.3.4 Développement de Taylor au premier ordre de I’équation
4.19

En effectuant un développement de Taylor limité au premier ordre de I’équation 4.19,

nous obtenons:

dh [@} +{ﬁ} dP1+[ag] dT1+{ g} dQ1+{ag] dH, (4.34)
0 0 0 0 0

dt dt 0P o1y 00 0H,
En remplacant les différentielles par des petites variations,
do, dly [ g g 99 99
R g 0 hi 4.35
at i [apl D), eqn T e, (4.35)
o9 _ L
8131_ 0 N S Hlo o c
) _ e
o1 |, S Hy,
[ﬁ_ _ LT
an_ 0 S Hl()
ag i 1 Plo
— = — — — (Ty, — T,
Au point de fonctionnement, écrivons que la température 77 reste constante, soit
drT; 1 P
—| =0= — — (T, — T, 4.36
{dt}o S Hi, (uc (T 1Z)Ql°) 430
9g
= |==| =0.
{ap 1} 0
De plus, il est nécessaire de connaitre u et c. Le régime permanent permet d’écrire
1 Q1,
— = Ty, —Ti, 4.37
,u c P10 ( 1o 12) ( )
Avec cette nouvelle donnée,
; @1 (1 1
0 —(Ty, — T, 0, — Ty, — 11, 4.38
1 S H, P10( 1o 11)291 S H,, 173 ng( 1o 11)(11 ( )

4.3.5 Développement de Taylor au premier ordre de I’équation
4.20

En effectuant un développement de Taylor limité au premier ordre de 1’équation 4.20,
nous obtenons:
dT: dr: 0
L. (203

dg dg dg
— — 4.
o o aPZ]OdPQJr [aTQLdTZJr {aQZLdQQJr {aHQLdHQ (4.39)
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En remplacant les différentielles par des petites variations,

b, dT, [ 9g g Jg9 99
R g 0 h 4.40
i i {apg P2 an ), 00.), 2 o), (4.40)
G991 _ 1
0P, ], - S Hypc
) _ e
o1s |, S H,
[ﬁ_ _ B =Ty
0Q2 ], S Hy,
dg | 1 Py,
— = — — — (T, —T5,
l@HQ_O S H3, (,u c ( %0 ) @2y
Au point de fonctionnement, écrivons que la température T5 reste constante, soit
dT2 1 PZ
—| =0= —= — (T, — T, 4.41
2] () e
g
= |z | =0.
{6]3 2} 0
De plus, il est nécessaire de connaitre u et c. Le régime permanent permet d’écrire
1 Q2
— = Ty, — 15, 4.42
,LL c P20 ( 20 22) ( )
Avec cette nouvelle donnée,
' Q2 Q2 1
0 — (13, — 15, 0 T, — T, 4.43
2 S H,, P20< 20 21)292 S Ha, 2 — S Hzo( 20 21)(]2 ( )

4.3.6 Développement de Taylor au premier ordre de I’équation
4.21

En effectuant un développement de Taylor limité au premier ordre de l’équation 4.21,

nous obtenons:

dTs dTs dg dg Jg
dfy 14l 99 a1 29 am, 4 1 29 an
dt [dt} +L?H1L 1+{8H2 Rl 7 R

Jyg Jyg [ Og
+ {GTJOdTl + [8TQLdTQ + _8T3LdT3 (4.44)

En remplacant les différentielles par des petites variations,

dos  dTly dg dg 89
a - d {8H1]0h1+ Lahr2 St o |,

+{@}091+{89}092+Pg}06 (4.45)

3T1 8T2 a713
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89 Qlo
OH, |, _ZSH%HMU% L)
[ 89 ] - QZO
(0H,|, 2 S Hy, Hy, (Tso = To)
A = #[(Ts)’ —T1,) Q1o + (T3, — T, ) Q2 }
-8H3- 0 S HEQ.O 0 0 0 0 0 0
)
0Ty |, S Hj,
EARS
1], S Hs,
(09 1
3—T3 0 - S Hs, <Q10 * QQO)

Au point de fonctionnement, écrivons que la température T3 reste constante, soit

dT: 1
[d—;]o 0= S I, [(Tso - TIO)QIO + (T30 — TQO)Q%] (4.46)

Jdg
=~ {a—mh—“

Avec cette nouvelle donnée,

y Qlo QQO
0 = —(15. —Ty )—————h; — (T3, — Ty ) ———=—h
3 ( 30 10)2 H10 H30 1 ( 30 20)2 H20 H30 2
1
4+ CQu 0, + (a2, 0o — (Q1 + Q)05 (4.47)

SHy, ' SHy * S Hs,

4.4 Obtention du modele d’état discret du systeme

Nous cherchons a donner une représentation d’état de la forme:

e
Il

AX+BU
(4.48)
Y = CX+DU

En adoptant les hauteur h ainsi que les températures ¢ comme composantes du vecteur

d’état, les équations 77, 77, 7?7, 7?7, 7?7 et 77 conduisent a la représentation d’état suivante:
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T T
X = hi hy hsz 6 0y 03 ) Uu = 1 42 P11 P2 ] ) y = X
[ Q1,
— 0 0 0 0 0
2S5H,,
Q2
0 — 0 0 0 0
2S5 H,,
Qlo Q20 _Qlo + Q20 O 0 0
A4 — 2SH,, 2S5 Hy, 2S5 Hj, 0
0 0 0 — <9 0
SHy,
QQO
0 0 0 0 — 0
SH,,
_ <T30 _ Tlo)Qlo N (T30 _ T20)Q20 0 Qlo QQO _Qlo + Q20
i 2H,,H;, 2H, H;, SHs, SHs, 2SH;,
[ 0 0 0
S
0 ! 0 0
S
0 0 0 0
b = _Tlo — le' 0 (Tlo - Tli)Ql() 0
SHy, SHy, Py,
0 _T20 — TQi 0 (TQO — Tzi)Q2O
SH, SHy, Ps,
i 0 0 0 0

Le vecteur de sortie étant identique au vecteur d’état, la matrice d’observation C' est la

matrice identité de dimensions 6 x 6.

Les valeurs nominales sont les suivantes:
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Q1, Débit d’entrée de la cuve 1 Valeur nominale | 0.8 [/mn
Q2 Débit d’entrée de la cuve 2 Valeur nominale | 11/mn
H, Hauteur du fluide dans la cuve 1 Valeur nominale | 400 mm
Hy, Hauteur du fluide dans la cuve 2 Valeur nominale | 300 mm
Hs, Hauteur du fluide dans la cuve 3 Valeur nominale | 200 mm
Ty, | Température de sortie du fluide contenu dans la cuve 1 | Valeur nominale 15 °C
T, | Température de sortie du fluide contenu dans la cuve 2 | Valeur nominale 20 °C
T3, | Température de sortie du fluide contenu dans la cuve 3 | Valeur nominale 18 °C
Py, Puissance de chauffe de la résistance 1 Valeur nominale 5 kW
Py, Puissance de chauffe de la résistance 2 Valeur nominale 7TEW
(13, Débit de sortie de la cuve 1 Valeur nominale | 0.8 {/mn
Q23, Débit de sortie de la cuve 2 Valeur nominale | 0.8 [/mn
Ty, Température du fluide entrant dans la cuve 1 Constante 17 °C
T, Température du fluide entrant dans la cuve 2 Constante 22 °C
S Section des cuves 1, 2 et 3 Constante 0.0154 m?
R Rayon des cuves 1, 2 et 3 Constante Tcm

Le systeme est d’ordre 6. La période d’échantillonnage 7} est choisie égale au cinquieme de

la constante de temps la plus faible. Par la méthode de discrétisation d’Euler, nous obtenons

le modele d’état discret suivant




4.5 Résultats de la commande tolérante additive 87

[ 0.9780 0 0 0 0 0
0 0.9636 0 0 0 0
0.0209 0.0346 0.9048 0 0 0
A = (4.49)
0 0 0 0955 0 0
0 0 0 0 0928 0
| —0.2765 0.3659 0  0.0787 0.0969 0.8187 |
1.3186 0 0 0 i
0 1.3089 0 0
0.0142  0.0236 0 0
B = 1.0e + 003 % , C=1s (4.50)
—6.5207 0 0.0000003 0
0 —8.5677 0 0.000001
| —0.4646 —0.1974 0.00000001 0.00000005 |

4.5 Résultats de la commande tolérante additive

Les défauts simulés sur le benchmark sont de types actionneurs et capteurs: - Une

perte d’efficacité d’actionneur de 50/100 sur Ientrée P1 a I'instant 5000 s est simulée avec

T
By = B(I + diag(a)) et o = [ Q.o .y } ou oy = —0.5 et ; = 0 pour 7 # 1:
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w10t G, {blew) et @y {rouge) P, (bleu) et P, (rouge)
35F q asn [
m
— 3t B g 300+
~°~°~ 2
E 3
°’ S 250
@ [}
E 245 - @
=1 8
= = 200
§ oL J 3 défaut
=
= 10
15 L 1 1 1 1 ] 1 1 1 1
2000 4000 5000 8000 2000 4000 5000 8000
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08F q
23F
T AAMH oA H N rnc M 4
07 2ol
5 (KR LA b kst s Ao ol
E e
= = gt
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Fic. 4.2 - Commande nominal de type PI

Estirmation

du défaut

e AU

" imiptont bbbl

1 1 1 1 | 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 G000 9000 10000

Fi1a. 4.3 — Estimation du défaut donnée par le filtre de détection (W)
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w10t G (blew) et @ {rouge)

381
a3
£
a
et
= 25
a
=1
g 2r
=1

15¢

2000 4000 G000 8000

H, (bleu), H, (rouge) et Hy (vert)

0.7 gt sew b s s o
M 1 e A B A A LA T

Miveau (m)
o]
(i)

0.4

03t 1

2000 4000 5000 8000
Temps (s)

[ai}
[}
[}

FPuissance de chauffe ()

[}
[}

23F

2t

Termperature (°C)

[aa}
=
[}

[on)
[55)
[

B
=
[}

21¢
20F

Py (bleu) et P, {rouge]

2000 4000 6000 8000

T, {bleu), Ty {vert) et T, (rouge)

S S U

2000 4000 5000 8000 10000
Temps (s)

F1G. 4.4 — Commande tolérante additive

La présence de 'action intégrale dans la loi de commande permet d’annuler I'erreur sta-

tique sur T3. Sur la figure (Fig 4.2), suite a 'apparition du défaut a I'instant 5000, on constate

que son effet est visible sur la sortie régulée T3 mais surtout sur 77 et 75 . Sur la (Fig 4.4),

cette effet est négligeable grace a notre commande tolérante additive.
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- une perte d’efficacité sur I’entrée P1 de 90 pour cent apparaissant a I'instant 5000s:

dehit d entree (m3/s)

Miveau (m)

34a8f

258}

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

w10t G, {blew) et @y {rouge) P, (bleu) et P, (rouge)
3507 T T T T 1
—
3 1 g 300+ 1
S U &
=]
[ug
S
o 280¢ 1
=1
[
(5]
=
§ 200 ¢ ]
= defaut
. ¥
150 B
2000 4000 GO00 gooa 2000 4000 G000 gooa
H, (bleu), H (rouge) et Hy (vert) T, {blew), T, (vert) et T, (rouge)
23F 1
A o AL e b e abied gl a B AL Lol o [PPSR WYY FIF TPPYY 1 oY
ol L L L0l bk et by bl b ekt L) L el L e el i
Lo A e A A A S )
s 3 £ 2| 1
=
2 20 .
I | g
= 19+t E
a
T e T S T S AR -
181 R
i 1 17t 1
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Fi1G. 4.5 — Commande nominale de type PI

Estimation du défaut
5 T T T T T T T T T

0 AR i s -

L
m
T
1

I,
[}
T
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 S000 10000

F1G. 4.6 — Estimation du défaut donnée par le filtre de détection (W)
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w10t G (blew) et @ {rouge) Py (bleu) et P, {rouge]
38F i j j i 1 250l ]
]
7 § a0} 4
E 3
g 2571 B 5 250 b 4
= =
o o
= 2 200
= 2+ - L 4
g
=
o
15 g 150 1
2000 4000 G000 8000 2000 4000 5000 8000
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0aF q
23r
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£ z
z 0s| 1 F 20
= g 19 L 4
0.4 i
18} 1
03r 1
17
2000 4000 G000 8000 2000 4000 5000 8000 10000
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F1G. 4.7 — Commande tolérante additive

La figure 4.7 montre la réactivité de notre loi de commande tolérante a ce défaut sévere.
Sur le procédé réel, la saturation des actionneurs peut diminuer la réactivité de cette loi de
commande et 'empécher de retrouver ses performances nominales. Une solution consistera

alors a redéfinir les objectifs a atteindre en marche dégradée.
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- une rampe sur Q1 de pente 4.107Y | apparaissant & I'instant 5000 s:

w10t G, {blew) et @y {rouge) P, (bleu) et P, (rouge)
350F i i i i q
35
. = 300t \\\
L 3y o
T T £
P £ 290 1
E 245 » @
éfaut z
z § 200 ¢ 1
g 2 / 1
M o 450 ]
15}
2000 4000 GO00 gooa 2000 4000 G000 goaa
H, (bleu), H (rouge) et Hy (vert) T, {blew), T, (vert) et T, (rouge)
0sf j j j j 1
23F 1
0.7 E 22t J
e
E o} ] i ]
=
z B2 .
E =5
= 05¢ 1 £ gl ]
[
T e e 8 1
17r .
2000 4000 5O00 gooa 2000 4000 GO0 gooa
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Fi1Gc. 4.8 — Commande nominale de type PI

¢ 10° Estimation du défaut
DE T T T T T T T T T

o
m
T
1

-4.5

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 S000 10000

F1G. 4.9 — Estimation du défaut donnée par le filtre de détection (m3/s)
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w10t @, {bleu) et Qy {rouge) P, (bleu) &t P, (rouge)
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2000 4000 5000 8000 2000 4000 5000 8000
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Fi1G. 4.10 — Commande tolérante additive

Ce type défaut est tres courant en pratique car du au vieillissement naturel du matériel.
La présence d’une action intégrale ne suffit pas pour s’accommoder de ce type de défauts. La
figure 4.10 montre les performances de la commande tolérante additive et I'impuissance de
la commande PI & s’accommoder de ce type de défaut. Sur le procédé réel, la compensation

de défaut de ce type dépend des limites physiques du systeme.
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- Un bais d’amplitude 0.07m sur le capteur H3 apparaissant a I'instant 5000s:

, 10-5 @, {bleu) et Q, (rouge) P, (bleuj et P, (rouge)
35
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f':g 25 “ué 300 1
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- 08 . o \Y 1 o i
}?f 05 T ] % Ar I
= J defaut = 19l ]
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Fi1Gc. 4.11 — Commande nominal de type PI

DDB T T T T T T T T T
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0031 .

0021 .
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1 1 1 | 1 | 1 | 1
1] 100 200 300 400 500 600 700 800 S00 1000

FiG. 4.12 — Estimation du défaut donnée par le filtre de détection
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Fi1G. 4.13 — Commande tolérante additive

Sur la figure 4.11, la mesure de H3 rejoint la consigne grace a la commande PI mais la sortie
réelle du systeme est différente de sa valeur de référence en raison du défaut.
Basée sur 'estimation du défaut H3 (figure 4.12), la commande tolérante additive des figures

(4.13) permet d’éviter ce probleme et de retrouver la valeur de référence sur H3.
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- Un biais sur le capteur H1 d’amplitude 0.1m apparaissant a l'instant 5000:
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Fi1G. 4.14 — Commande nominale de type PI
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Fiac. 4.15 — Estimation du défaut donnée par le filtre de détection
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Fi1G. 4.16 — Commande tolérante additive

Ce défaut n’agit pas sur la commande car cette sortie H1 n’est pas régulée mais toutes

les propriétés de réactivité sont conservées.

La commande additive n’a pas été implémentée pour prendre en compte les informations
du bloc FDI. 1l serait intéressant d’implémenter plusieurs tests de détection sur I'amplitude
des défauts donnée par le filtre de détection afin de reconfigurer la loi de commande nominale
en présence de défauts significatifs et donc de limiter 'augmentation de la variance due a
la présence du terme additif u¢?. La structure de ce type de commande reconfiguratrice est

donnée par la figure suivante
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“
FDI
4 Fault l """"""""""""""""""""
consigne >
—> Régulateur > Systeme » Reconfiguration
y

Fi1G. 4.17 — Structure de la commande tolérante aux défauts

Pour atteindre cet objectif, il sera alors nécessaire d’étudier la variance de x;°° — z, inter-
venant dans la loi de commande additive afin de déterminer l'augmentation de la variance
entre les sorties régulées et leurs consignes (et donc de définir un critere de performance non
étudié dans cette these).

4.5.1 Conclusion

Ces résultats permettent de montrer la réactivité de notre loi de commande suite a I’ap-
parition de défauts de types pertes d’efficacité d’actionneur, biais sur capteur et rampe sur
actionneur. Toutes les propriétés de la loi de commande nominale PI, en terme de robustesse
et de performance sont donc retrouvées en temps minimal. Ce temps minimal correspond
au temps structurel du systeme étudié au chapitre 2. Notre objectif d’intégration d’un outil
de diagnostic dans une loi de commande basée observateur est atteint. Un test de détection
appliqué sur l'estimation des défauts donnée par le filtre de détection permettrait de ren-
seigner la partie supervision du systeme de controle commande et éventuellement d’agir en

conséquence sur la loi de commande.
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Conclusion

Le travail présenté dans ce mémoire a porté sur le diagnostic des systemes linéaires
stochastiques avec pour objectif terminal la conception de lois de commande tolérantes aux
défauts. La premiere phase du travail a porté sur la conception d’un filtre de détection
robuste afin que son résidu directionnel soit insensible aux incertitudes déterministes et le
plus possible insensible aux incertitudes stochastiques. Ce travail a donné lieu a la conception
d’un filtre de détection basé sur 'inversion du systéme, une approche complétement différente
de celles existantes dans la littérature. Apres la paramétrisation de toutes les inverses a
gauche du systeme obtenue par 1’étude de la structure des zéros infinis du systeme, les degrés
de liberté restant disponibles ont été déterminés afin de permettre 'atténuation optimale des
perturbations stochastiques sur le résidu généré. Cette approche a permis de définir le filtrage
d’état optimal d'une partie réduite du vecteur d’état du systeme de dimension maximale.
En d’autres mots, la conséquence des défauts sur I’erreur d’estimation d’état du filtre a été
réduite a son maximum tout en conservant suffisamment d’information pour leur détection et
localisation dans I’espace de sortie. La structure deadbeat de ’espace de détection du filtre,
de dimension minimale, est a la base de la conception de deux lois de commande tolérantes
aux défauts a réactivité maximum. La premiere est basée sur le filtre de détection a état
augmenté et sur le principe de séparation bien connu dans le cadre LQG. La loi de commande
a été obtenue par un rejet des modes non controlables. Cette approche a débouché sur une
commande de type LTR obtenue ici par le calcul explicite de I'inverse a gauche du systeme.
Elle differe donc de celles existantes dans la littérature lorsque la commande de type LTR
est obtenue via la commande LQG dans le cas limite ol la puissance des bruits sur le filtre
de Kalman tend vers l'infini. Les résultats théoriques sont donc validés par 'existence de
ce lien. La derniere phase du travail a permis la validation pratique de la loi de commande
additive a réactivité maximale sur un systeme Benchmark dans le cadre du projet IFATIS.
Cette loi de commande a été comparée avec une commande de type Pl standard. Les résultats
pratiques ont montré les propriétés de réactivité quant a I’annulation des effets néfastes liés a
I’apparition brutale d’un ou de plusieurs défauts sur le systéeme par rapport a une commande
de type PI standard toujours plus lente a réagir. Les résultats du bloc FDI ne renseignent
pour I'instant que la partie supervision du systéme de controle/commande. Les perspectives
de nos travaux portent bien évidemment sur le passage en boucle fermée du bloc FDI afin

d’adapter en temps réel la structure de la loi de controle. Dans le contexte stochastique
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ou les résultats du bloc FDI peuvent étre erronés (fausses alarmes, non détections..), cette
approche boucle fermée reste encore actuellement tres difficile a élaborer d’un point de vue
théorique. Il serait intéressant d’améliorer I’étude structurelle du filtre de détection dans un

contexte multi-filtres (Conditions duales des ordres essentiels définis pour la commande).
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Annexe A

Paramétrisation du filtre de détection
de Park et Rizzoni (1994)

Dans Park et Rizzoni (1994), le filtre de détection est obtenu a partir de 1’assignation

spectrale suivante

()\]I—(A—KC))UJIO, jzl, 2, N 1 (Al)

Avec f; = Z a v et n; < n, le probleme consiste alors a paramétrer les solutions de

EEE I

A i . — N = N .
avec w; = C'f; = Cvj et j =1,2,...,n; > n; ou n; est le nombre de valeurs propres a assigner.

Nl—A K
c 0

La solution est alors donnée par
= (Afi - Z AN (CH)Y + KT = (C)(CF)T) (A.3)

L’equation (A.2) ne peut pas étre une solution directe du gain K car le terme en somme est
inconnu. C’est la principale limitation de cette méthode. L’espace de détection et I'ordre de

detection sont définis comme suit

A—KC = (A — Ky (A.4)

avec
A = A—(Afi— §3q¢;; )Cfi)tC
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La paire (A;,C;) n’est pas totalement observable. L’espace de détection est défini par les

vecteurs propres associés aux valeurs propres inobservables.

&

C;A;

Dy =N (A.6)

C AP

L’ordre de détection p; du défaut f; est défini par la dimension de I'espace de détection

C;
CiA;
pi = rang(Dy,) = n — rang . (A7)

C, AT
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Annexe B

Algorithme d’inversion de Silverman
(1969)

L’algorithme d’inversion recursive de Silverman consiste a calculer I'inverse a droite du
transfert HY(z) = FT(Iz — AT)7'CT + NT obtenu par la répétition de I'opération sur la
sortie du systeme I'" = (AT,CT FT NT). La matrice d’interaction unitaire ¢7(2) d’ordre
minimal « telle que £7(2)HY (2) = [FT(Iz — AT)"'CT + NT] avec NI est de rang plein en

1, 0
ligne et donnée par €7 (2) = €1, (2)..£] (2)&7 (2) avec £ (2) = g ; ST (satisfaisant
“lg—qj
(] (2)][E] (2)]* = I,). L’algorithme de Silverman est décrit par les étapes suivantes:

Soit qo = rangNT < g, il existe une matrice orthogonale ST (SZSy = I) tel que S{NT =

N
0 ou Ny est de rang qo.
0 T
Avec STd, = 7’1“ et STFT = _OT , le systeme T'7 peut s’écrire
dj Iy
i = ATzp+Cly (B.1)
d} Fy Ny
_ = _ Ty + B.2
ou d’une fagon équivalente
Leoo (@] (@] [ & ). [~ .
71 - 71 = | progr |k eror | Yk (B-3)
0 214 dy, dj. 41 A O
Le systeme I'7 est alors défini par
ziy = ATz +CTy (B.4)
d} Fy No
- r+ B.5
[d%m] T .




104 Chapitre B : Algorithme d'inversion de Silverman (1969)

_ _ 1 0
ou F = FTAT et N = MTCT avec ¢f(2) = (q)o ; ] ST 1a matrice de passage
“Lg—qo
NT
de T'T vers I'T. Soit ¢; = rang NOT . Si g < q, alors il existe une matrice orthogonale
1
NT NT -
ST(STS, = I) telle que ST NOT = ' | ot N{ est de rang pleine ligne ¢;. Avec
1
dy d} 12 2 .
STl P = 2 |etST| 0 ! |, le systeme '] peut s'écrire
11 djci1 B I
v = ATz +CTy (B.6)
disr FY NY
- = _ x,’g + Yk (B 7)
[ di s Ff 0
Avec
R T R R I - O B I s,
0 I B | | @y | | EAT T Brom |
9—a k+1 k+2 2 2
la séquence I'y est alors définie par
Thp1 = Alay + Cly, (B.9)
disr Ef NY
i v+ e (B.10)
[ diya FyY Ny
s T _ T AT T T T Iy, 0 T - T
ou Iy = Iy A" et Ny = I C" avec & (2) = 0 2l S7 la matrice de passage de I'y
“lg—aq

vers I'T.

Si HI'(z) est inversible & droite, alors il existe un entier « tel que le systéme original T se

transforme
iy = ATz +Cly (B.11)
A = Flz;+ Nly, (B.12)
Jafl R FT R NT
avec df = ’“_Za_l , FT = O‘;l tel que NI = O‘;l soit de rang pleine ligne. Le
dk—i—a Fa Na

degré de la matrice d’interaction £7'(2) = €L | (2)..67 (2)&X (2) satisfaisant €7 (2)[£7(2)]* = T
(car SISy =1,57S, =1,..,.5T |S,_1 =1I) est minimal et correspond au nombre d’iterations
« pour obtenir I'7 & partir de T'".

Soit I'T(KT) = (AT — CTKT,CT FT — NTKT NT) définit la boucle fermée du systéme
' = (AT,CT FT ,NT) obtenu par le retour d’état suivant y, = —K7x}. Le systeme I'' (KT)

est inobservable au maximum avec K7 = (N,)*F7 (Erme et Silverman, 1976)
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