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Résumé La notion de preuves en programmation logique est examinée &
deux niveaux différents. D’un point de vue externe, la «théorie classique»
de la programmation logique est complétement formalisée dans le calcul des
constructions inductives. Aprés avoir envisagé le probléme de la définition
de fonctions partielles dans un systéme dans lequel seules les fonctions to-
tales sont représentables, I'unification est obtenue en réutilisant une preuve
formelle existante portant sur un sur-ensemble des termes. Les propriétés fon-
damentales de la, SLD-résolution sont alors formalisées. Le niveau de détail
imposé par la mécanisation des preuves considérées a mis en relief la com-
plexité cachée de certaines preuves: le mécanisme de renommage est traité
de maniére explicite, transformant ainsi certaines certitudes théoriques en
réalités. D’un point de vue interne, les preuves SLD, finies ou infinies, sont
compareées 4 celles que ’on peut obtenir, par induction ou par co-induction,
a partir des clauses d'un programme logique vues comme des régles d’infé-
rence. Dans le cas fini la correspondance est compléte («ce que calcule un
programme est prouvable» ) tandis que dans le cas infini, certains objets non
calculables sont toutefois prouvables. Les propriétés classiques des définitions
co-inductives et la comparaison de certaines dérivations infinies a des termes
de preuve d’un type co-inductif, se réveélent utiles tant pour expliquer les
résultats d’incomplétude d’approches existantes que pour définir une séman-
tique valide et compléte pour une classe de dérivations infinies (précisément
celles qui ne construisent pas de termes infinis).

Abstract This work can be split in two parts. First, we present a full for-
malisation of the semantics of definite programs, in the calculus of inductive
constructions. For this, we describe a formalisation of the proof of first order
terms unification obtained from a similar proof dealing with quasi-terms,
thus showing in a general setting how partial functions can be considered in
a system with total functions. Then, SLD-resolution is explicitely defined:
the renaming process required in SLD-derivations is made explicit, thus in-
troducing complications, usually overlooked, during the proofs of classical
results. Last, switching and lifting lemmas and soundness and completeness
theorems are formalised. For this, we present two lemmas, usually omitted,
which are needed. The second part focuses on the assignment of meaning to
infinite derivations in logic programming. By considering proofs as objects
in a co-inductive set, standard properties of co-inductive definitions are used
both to explain why approaches developped by considering infinite elements
in the universe of the discourse are not complete and to define a sound and
complete semantics, based on the “logic program as co-inductive definition”
paradigm, for a subclass of infinite derivations, called infinite derivations
over a finite domain (i.e. derivations which do not compute infinite terms).
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Introduction

Spécifier les propriétés sémantiques d'un langage permet, d’une part a
celui qui programme dans ce langage de disposer d’une sémantique claire,
précise et non ambigué, et, d’autre part, & celui qui congoit un interpréteur
(ou un compilateur) pour ce langage d’en vérifier la correction. Les chapitres
qui suivent portent sur deux questions de sémantique de la de programmation
logique: la premiére est celle de la formalisation et du développement de
la «théorie classique» de la programmation logique dans un méta-systéme
logique (le calcul des constructions inductives), la seconde est celle de la
sémantique des dérivations infinies.

La programmation logique

Issue de la recherche en démonstration automatique en logique du pre-
mier ordre, initiée par J. Herbrand [46], et basée sur le principe de résolution
de A.J. Robinson [86, 87|, la programmation logique a été introduite dans
la pratique par A. Colmerauer (langage PROLOG, 1972) [18] tandis que ses
fondements théoriques ont été établis par R.A. Kowalski et M.H. van Emden
[96]. Ce modeéle de programmation abandonne le «principe» de programma-
tion impérative, qui oblige 'informaticien & indiquer pas a pas a 'ordinateur
ce qu’il doit faire, au profit d’une programmation plus déclarative qui consiste
a représenter dans un formalisme adéquat les données du probléme & partir
desquelles un résultat pourra étre déduit. Ce paradigme de programmation
est né de la découverte d'un sous-ensemble de la logique du premier ordre
(aussi appelé le fragment Hornien de la logique des prédicats) associé a une
interprétation procédurale correcte et compléte, basée sur la SLD-résolution
(Selection Linear Definite). La naissance du langage PROLOG a été motivée
par I’étude de problémes d’analyse et de compréhension de la «langue natu-
relle» nécessitant 1'utilisation de résultats en logique du premier ordre et en
démonstration automatique. L’expression des connaissances sous forme de
clauses et ’emploi d’une régle d’inférence adéquate a conduit & un véritable
langage de programmation. Une des idées sous-jacentes de la programmation
logique est de considérer un programme comme un ensemble de relations dont
I’exécution consiste & «démontrer» une nouvelle relation a partir de celles
qui constituent le programme. On peut donc voir le calcul effectué par un
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«programme logique», a partir d’une requéte, comme ’extraction d’un ré-
sultat & partir d’une preuve. Le programme utilisé exprime les propriétés
caractérisant la recherche d’une preuve, et la requéte soumise spécifie quelle
preuve doit étre construite. On peut ainsi schématiser le paradigme de la
programmation logique par les deux célébres identifications:

programme = théorie du premier ordre
exécution = recherche de preuves

Les fondements théoriques de la programmation logique sont synthétisés dans
[5, 7, 63, 67, 96] et 'utilisation du langage de programmation PROLOG est
illustrée dans [16, 94]. Par la suite, les bases théoriques de la programmation
logique ont été consolidées et de nombreuses extensions ont été proposées
afin d’augmenter la puissance d’expression de ce modeéle de programmation :
négation |6, 84|, contraintes [47|, concurrence [90], ordre supérieur [74] ...

Un «programme logique» est un ensemble fini de clauses de Horn. Ces
formules sont notées A < By,---, B, on A et B; (1 < i < n) désignent des
atomes. Plusieurs lectures d’un programme logique sont possibles, donnant
lieu & différentes sémantiques. Traditionnellement, on distingue la séman-
tique déclarative d'un programme de sa sémantique opérationnelle (aussi
appelée sémantique procédurale). D’'un point de vue déclaratif, la clause
A < Bi,---,B, peut slinterpréter par «si By et --- et B, sont vrais,
alors A est vraty. Dans ce cas, une clause spécifie une relation «logique»
entre formules atomiques exprimée par la formule quantifiée universelle-
ment VZ(AV =By V --- V =B,) (ou de maniére logiquement équivalente
par VZ(B1 A --- A B, = A)). Cette formule indique comment interpréter
logiquement une clause en utilisant des connecteurs logiques (—, V, A, =)
et des quantificateurs (V). Une clause négative (aussi appelée but) est une
clause de la forme < By,---,B, dont la signification logique est donnée
par la formule VZ(—=B; V - -+ V = B,) (ou de maniére logiquement équivalente
par —3Z(B1 A --- A By)). L’exécution d’un programme P a partir d’un but
< By,---, By consiste a réfuter 'ensemble P U {VZ(—~By V ---V =By)}, ce
qui revient, d’'un point de vue déclaratif, a prouver & partir de P, la formule
existentielle 37(B1 A---ABy). Cette preuve est obtenue de maniére construc-
tive: un «résultat» est extrait de la preuve de 3Z(B1 A---ABy) et correspond
a une affectation des variables de Z. Il s’agit d’une substitution solution 6
telle que P |= VZ9(B1 A --- A By) ol |= dénote la relation de conséquence
sémantique. Cette lecture logique des programmes (qui utilise la notion de
«vérité logique» a la A. Tarski) ne fournit aucune information quant a la ma-
niére dont le programme, en tant que processus de preuve, s’exécute. D’un
point de vue opérationnel, la clause A <« Bi,---, B, peut se comprendre
comme une procédure A dont I’appel engendrerait I’exécution des B;. Si 'on
adopte ce point de vue, le passage des parameétres entre procédure appelante
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et procédure appelée se fait par le mécanisme d’unification®. Cette inter-
prétation opérationnelle des programmes est définie par la SLD-résolution,
régle d’inférence présentée et formalisée en détail dans le chapitre 3. Cette
lecture repose sur la notion de dérivabilité syntaxique (4 la G. Frege); les
substitutions construites lors d’une dérivation sont appelées des réponses.
Un aspect fondamental de la programmation logique est la correspondance
compléte entre ces deux lectures (sémantiques). Mais cette correspondance
se révele aussi utile d’un point de vue plus pratique: elle permet de com-
prendre le résultat de l’exécution d’un programme logique & partir d'une
requéte sans en connaitre nécessairement le mécanisme d’exécution. Enfin,
signalons qu’il existe bien d’autres lectures de la programmation logique:
réécriture, résolution d’équations, preuve de théoréme, réseau de processus
communicants ...

Formalisation de la SLD-résolution dans un méta-systéme lo-
gique : pourquoi formaliser ce qui semble déja formel?

Une preuve formelle est une preuve dont on peut établir la correction
sans interpréter les symboles qu’elle contient : il suffit de s’assurer que chaque
étape de la preuve obéit a certaines régles de manipulation des symboles. Les
ordinateurs permettent une manipulation d’objets symboliques, et il est donc
possible de représenter des preuves (formelles) et d’en vérifier la validité (en
quoi cet objet est-il bien une preuve?) a l'aide d’un formalisme adéquat. Le
logiciel utilisé pour le codage et la vérification des preuves est le «CoQ Proof
Assistant» (version 6.2.2) [19], développé a 'INRIA. COQ est un assistant a
la preuve basé sur un méta-systéme logique (logical framework): le calcul
des constructions inductives [21, 97]. Il s’agit d’une extension d’un A-calcul
typé d’ordre supérieur [8] permettant de représenter, via 'isomorphisme de
Curry-Howard, un «raisonnement mathématique» (preuve en logique intui-
tionniste d’ordre supérieur) pouvant étre mis en ceuvre sur ordinateur. On
peut ainsi vérifier et garantir «mécaniquement» & 1’aide de ce formalisme la
validité d’une preuve. Le chapitre 1 est essentiellement consacré a la présen-
tation de cet assistant & la preuve. De nombreux développements ont déja
été réalisés a 'aide du systéme COQ: axiomatisations de théories mathé-
matiques (groupes, domaines, catégories, théorie des ensembles de Zermelo-
Fraenkel ...), propriétes formelles de langages fonctionnels, A-calcul avec sub-
stitutions explicites, théorie des automates, unification de (quasi-)termes du
premier ordre ...

Toutes ces «contributions» se révélent d’une grande utilité: tout comme
un «composant logiciel», une preuve formelle est réutilisable. Le développe-

1. Vunification fournissant une affectation & certaines variables des procédures appe-
lantes et appelées, ce mécanisme de passage de parameétres est multi-directionnel, abolis-
sant ainsi la distinction entre paramétres d’entrée et paramétres de sortie
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ment présenté dans le chapitre 3 correspond & une formalisation des résultats
classiques de la programmation logique: lemmes de commutation et de gé-
néralisation, théorémes de validité et de complétude de la SLD-résolution.
La premiére étape de cette formalisation consiste naturellement & spécifier
un ensemble de termes et & prouver la décidabilité de la propriété d’unifi-
cation sur cet ensemble, propriété constamment utilisée en programmation
logique. Cette propriété a été formalisée par J. Rouyer [89] et fait partie
des «contributions» du logiciel COQ; la preuve déja établie sera donc réuti-
lisée dans le chapitre 2. Toutefois, ’ensemble sur lequel elle est définie ne
correspond pas exactement a l’ensemble des termes que nous utilisons et
la propriété d’unification sera obtenue en «transposant» aux termes le théo-
réme établi pour les quasi-termes. Cette «technique» de preuve est présentée
dans le chapitre 2 et dans [52, 55].

Les résultats fondamentaux de la SLD-résolution sont ensuite formalisés
dans le chapitre 3. Puisque ces résultats ne sont pas «nouveaux» et sont
maintenant démontrés dans de nombreux ouvrages consacrés & la program-
mation logique, on peut s’interroger sur l'utilité de leur formalisation. En
effet, la régle de coupure du calcul des séquents et le fragment Hornien de
la logique du premier ordre sont & la base du paradigme de la program-
mation logique et les propriétés classiques de ce modele de programmation
s’expriment et s’établissent dans un cadre assez formel. Aussi, il peut pa-
raitre surprenant, voire inutile, de vouloir formaliser ces résultats dans un
méta-systéme logique. Pour cela, rappelons que la formalisation d’une preuve
consiste, d’une part, & définir & ’aide d’un langage de spécification les ob-
jets manipulés et & expliciter complétement, et a priori, les hypothéses de
I’énoncé a démontrer et, d’autre part, & décomposer les étapes de la preuve
en «exhibant» les mécanismes de construction des conclusions a partir des
hypotheses. C’est en se livrant & cet exercice que 1’on constate que certaines
preuves classiques, dans leur présentation courante, omettent des détails qui
peuvent s’avérer cruciaux. Ces «détails», volontairement ignorés dans la lit-
térature, jouent pourtant un réle important et leur omission est a l'origine
de «petites erreurs» courantes: certains résultats corrects sont établis in-
correctement et certains résultats ne sont corrects que sous certaines hy-
pothéses sans lesquelles il existe des «cas pathologiques» pour lesquels ces
résultats ne s’appliquent pas. Aussi, ce développement nous a conduit & pré-
ciser certaines hypothéses et & expliciter tous les détails et mécanismes des
preuves formalisées. Les principales difficultés rencontrées proviennent évi-
demment des différents renommages nécessaires dans une dérivation mais
aussi du besoin d’expliciter a priori les hypothéses d’un énoncé a démontrer.
L’explicitation des hypotheses de renommage sur les clauses utilisées nous
a conduit & construire (i.e. a calculer) les substitutions de renommage utili-
sées en spécifiant un «véritable calculy sur les variables de renommage : tout
comme le concepteur d’un interpréte PROLOG doit garantir certaines proprié-
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tés sur les noms des variables automatiquement engendrées lors de 1’exécu-
tion d’un programme, les preuves formelles des propriétés sémantiques de la
programmation logique doivent prendre en compte, de maniére explicite, les
propriétés des divers renommages effectués. Ces propriétés, spécifiées dans
les définitions formelles du mécanisme d’exécution des programmes définis,
constituent une étape essentielle lorsque I’on souhaite donner une interpréta-
tion procédurale a un langage purement déclaratif (le fragment Hornien de la
logique des prédicats). La prise en compte de ces détails complique considé-
rablement les preuves des résultats classiques et nous verrons, par exemple,
que la preuve du théoréme de complétude de la SLD-résolution est plus com-
plexe qu’il n’y parait et nécessite, d’un point de vue formel, plusieurs lemmes
«techniques» (renommage d’une dérivation, combinaisons de plusieurs déri-
vations, ...). Il est important de noter que cette explicitation des hypotheéses
doit se faire a priori. Curieusement, il est courant, lorsque 'on prouve, «a la
mainy, les résultats classiques de la programmation logique «sur le papiery,
de supposer, au fur et & mesure que 1’on progresse dans une preuve, des pro-
priétés sur le renommage des clauses. Bien entendu, il existe un théoréme
d’indépendance vis & vis du choix des variables de renommage, lorsque ce
choix satisfait de «bonnes» propriétés: il est toujours possible de se placer
dans une situation ol ces «suppositions» sont vérifiées. Cependant, pour
que ces «bonnesy» propriétés soient satisfaites, il est nécessaire d’appliquer ce
résultat d’indépendance en indiquant explicitement (i.e. en instanciant les
objets qu’il met en jeu) en quoi il permet de supposer telle propriété sur
les variables de renommage. Pourtant, ce théoréme d’indépendance est ra-
rement énoncé et son utilisation est souvent implicite (comment distinguer
clairement ce qui est supposable de ce qui ne l'est pas?) méme s’il consti-
tue, d’un point de vue formel, un résultat primordial de la programmation
logique, au méme titre que les théorémes de validité et de complétude, qu’il
permet de prouver rigoureusement. Pour obtenir une preuve formelle, il faut
donc spécifier au départ toutes les hypothéses nécessaires a la preuve. Cette
explicitation est parfois délicate puisque ces hypothéses doivent obligatoire-
ment porter sur des objets présents dans I’énoncé a montrer et ne peuvent pas
porter sur des objets construits dans la preuve. Par exemple, contrairement
& un usage courant, on ne pourra pas supposer qu’une clause soit renommée
en dehors des variables d’un objet (requéte, domaine d'une substitution, ...)
construit dans la preuve mais ne figurant pas dans I’énoncé initial : il faudra
identifier cet ensemble de variables & partir des objets présents dans I’énoncé
initial ou bien imposer certaines propriétés a priori a partir desquelles une
telle supposition pourra étre déduite. Le paragraphe 3.1 présente les quelques
«points de détaily généralement omis et qui nécessitent quelques précautions
lors d’une formalisation. La formalisation de la sémantique des programmes
deéfinis, présentée dans le chapitre 3 et dans [51, 53, 54, 56|, explicite tous
ces «points de détaily et pourra donc paraitre fastidieuse.
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Sémantique des dérivations infinies

Les résultats classiques de la SLD-résolution, formalisés dans la premiére
partie, concernent les calculs finis (i.e. définissent une sémantique pour les
SLD-réfutations). En effet, il existe une tradition en informatique qui veut
que tout «bon» programme soit un programme dont ’exécution termine.
La programmation logique n’échappe pas a cette tradition et les propriétés
de terminaison des programmes logiques ont fait 'objet de nombreux tra-
vaux. Pour n’en citer qu’un, M. Bezem propose dans [11] une caractérisation
d’une classe de programmes définis qui «terminent» (indépendamment de
la stratégie de recherche et de la régle de séléction utilisée) a partir d’une
large classe de buts. Ce développement repose sur la notion d’applications de
niveaux 2 (level mappings) introduite par A. Cavendon et établit la terminai-
son des programmes récurrents® & partir de buts dont les instances ont un
niveau inférieur a un certain niveau. Répondant aux mémes préoccupations,
R.N. Bol étudie dans [12] la possibilité d’introduire dans la SLD-résolution
un mécanisme permettant la détection de certaines «boucles», conduisant a
des dérivations infinies, afin de ne pas poursuivre la recherche dans ces cas
(tout en garantissant que toutes les solutions finies restent constructibles).

Aujourd’hui, I’étude de la sémantique des «calculsy» infinis apparait dans
de nombreux domaines de 'informatique: extension de la théorie des auto-
mates au domaine des mots infinis, représentations finies des réponses infinies
aux requétes dans les bases de données déductives [14], dérivations infinies
dans des systémes de réécriture [26], A-calcul infini [59], dérivations infinies
en programmation logique ... En effet, certains objets sont, par nature, infinis
et les programmes qui permettent de les construire, méme s’ils ne terminent
pas, effectuent bien un calcul «utile en un certain sens». Cependant, dans le
domaine de la programmation logique, toutes les dérivations infinies ne cor-
respondent pas nécessairement & la construction d’un tel objet : certaines dé-
rivations «fuient». Toutefois, méme si ces dérivations ne «calculent» pas (i.e.
ne construisent pas de termes infinis), elles «prouvent» (preuve infinie sur un
objet fini) : par exemple, on peut voir la dérivation infinie obtenue a partir du
programme p(z) < p(x) et de la requéte p(z) comme une preuve (infinie) de
Vz p(x). Dans la littérature consacrée a la programmation logique, il n’existe
pas une «sémantique classique», mais plusieurs approches non équivalentes.
Dans la plupart d’entre elles, la dénotation d’un programme défini P est
obtenue en considérant le plus grand point fixe d’'un opérateur associé a P.
Dans le chapitre 4, nous verrons que lorsque 'univers du discours contient des
éléments infinis, 'utilisation d’un plus grand point fixe conduit & définir une

2.1l s’agit d’applications de ’ensemble des atomes fermés Ats n[@] dans IN

3. les programmes constitués de clauses pour lesquelles chaque instance fermée de la
téte de clause a un niveau au moins supérieur au niveau des instances correspondantes
des atomes du corps de la clause



Introduction 7

sémantique valide mais non compléte (i.e. certains atomes dans la dénotation
de P ne sont pas «constructiblesy par une SLD-dérivation & partir de P).
Nous verrons que les propriétés classiques des définitions co-inductives, rap-
pelées dans le chapitre 1, se révéleront utiles tant pour définir une nouvelle
approche pour la sémantique des dérivations infinies que pour expliquer les
résultats d’incomplétude obtenus dans d’autres approches existantes. Une
sémantique valide et compléte, présentée dans [57|, sera définie pour les dé-
rivations infinies qui ne «construisent» pas de termes infinis. Cette classe de
dérivations infinies sera interprétée selon l’isomorphisme de Curry-Howard
en identifiant ces dérivations infinies & des termes d’un type co-inductif.
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Chapitre 1
Préliminaires

Les définitions (co-)inductives permettent de définir des ensembles & par-
tir d’'un ensemble de regles indiquant comment construire les éléments de ces
ensembles. Ces définitions fournissent un outil privilégié pour décrire les ob-
jets manipulés par I'informatique et munissent les ensembles ainsi définis de
schémas de (co-)induction permettant de raisonner sur ces ensembles. La
premiére partie de ce chapitre est entiérement consacrée & la présentation
des propriétés classiques des définitions (co-)inductives qui se révéleront trés
utiles lors de I’étude de la sémantique des programmes définis (la formali-
sation de certains de ces résultats dans le systéme CoOQ est présentée dans
Pannexe A). Ensuite, le calcul des constructions (co-)inductives, vu au tra-
vers de l'assistant a la preuve COQ [19], est présenté. Il ne s’agit pas d’une
présentation formelle (et encore moins d’une formalisation de ce calcul [9]) et
nous n’abordons pas en profondeur les fondements théoriques de 1’assistant
a la preuve COQ: nous nous plagons résolument du coté de 1'utilisateur. Ce
chapitre donne donc seulement une esquisse des concepts mis en jeu dans
le calcul des constructions inductives & partir d’exemples exprimés dans le
langage de spécification du systéme COQ.

1.1 Définitions (co-)inductives

1.1.1 Définitions inductives

Un des exemples les plus classiques d’ensemble défini inductivement est
I’ensemble des théorémes que I'on peut «dériver» & partir d’un systéme for-
mel : ce point de vue permet de considérer une définition inductive comme
la donnée d’un ensemble de régles, 'ensemble ainsi défini correspond au plus
petit ensemble contenant tous les axiomes de ce systéme et clos par ap-
plication des régles. Il est aussi possible de caractériser un ensemble défini
inductivement & l’aide d’un opérateur monotone.
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Définition 1.1 (Ensemble défini inductivement [4])
e Définition inductive & partir d’un ensemble de régles.
Une régle est une paire (E,e) ot E désigne un ensemble de prémisses
et e désigne la conclusion. On note e < E cette régle. Etant donné un
ensemble de réegles ®, un ensemble A est dit ®-clos si pour toute régle
e+ E de &, E C A implique e € A. L’ensemble défini inductivement
par un ensemble de régles @ est 'intersection de tous les ensembles
b-clos :
Ind(® ﬂ{A A est ®-clos}

e Définition inductive & partir d’un opérateur monotone.
Un opérateur ¢ de 28 dans 2B est monotone si By C Ey C B =
w(E1) C p(E2). Etant donné un opérateur ¢, un ensemble A est p-
clos si p(A) C A. L’ensemble défini inductivement par un opérateur o
est Uintersection de tous les ensembles p-clos :

Ind (¢ ﬂ A

p(A)CACB

A chaque ensemble de régles @ est associé un «principe d’inductiony : si P
est une propriété définie sur Ind(®), telle que pour chaque reégle e < E de
o, (Ve' € E P(¢')) = P(e), alors pour tout élément o de Ind(®), P(a) est
vérifié. D’autre part, on montre que Ind(®) est le plus petit ensemble ®-clos:

Lemme 1.1 Tout ensemble de regles ® admet un ensemble ®-clos et l'in-
tersection d’ensembles ®-clos quelconques est encore un ensemble ®-clos.

PrREUVE. Etant donné un ensemble de régles @, 'ensemble:

B=J {{esuE}

e« FEcd

est ®-clos. Considérons a présent l'intersection (1); A; ot les A; sont des en-
sembles ®-clos. Soit e +— £ € ®,si £ C [); 4;, alors Vi > 0 E C A; et
puisque tous les A; sont, par hypothése, ®-clos, on a Vi > 0 e € A; et donc
e € (); Ai. [; Ai est donc bien un ensemble ®-clos. <

Les deux approches considérées dans la définition 1.1 sont équivalentes :
tout ensemble défini inductivement & partir d’un ensemble de régles peut
étre défini & partir d’'un opérateur monotone et wvice versa. En effet, & tout
ensemble de régles ® peut étre associé un opérateur monotone Ty de 25 dans
25 deéfini par:

B=|J {{e}UE} Te(Ad)={ce€B, e« Ec® ECA} (L1)
e«—FEcd

Lemme 1.2 T est un opérateur monotone.
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PREUVE. Soit A; et As deux sous-ensembles de B tels que A1 C Asy. Si
e € Tg(A) alors il existe une régle e < E € @ telle que £ C A; et on peut
conclure puisqu’on a alors E C As. <

Réciproquement, a tout opérateur monotone ¢ peut étre associé ’ensemble
de régles @, défini par:

¢, ={e< E, ECBetecyp(E)}
Le lemme qui suit permet d’établir les égalités:
Ind(¢) = Ind(®,) Ind(®) = Ind(To) (1.2)
Lemme 1.3

e Si ¢ est un opérateur monotone, alors A C B est ®,-clos si et seule-
ment si A est p-clos.
e Un ensemble A est ®-clos si et seulement si A est Tg-clos.

PREUVE.

® (=). Sie € ¢(A), alors, par définition, il existe une régle e < £ € @, telle
que E C A. Puisque A est ®,-clos, on a E C A = e € A ce qui permet de
conclure. (<=). Soit e <— E une régle de @, et montrons que £ C A = e € A.
Par définition, e € ¢(F) et par monotonie p(E) C ¢(A) ce qui permet de
conclure puisque, par hypothése, p(A) C A.

e (=). Sie€Tp(A), alors il existe une régle e < E € ® telle que E C A et
puisque A est ®-clos, on a e € A ce qui permet de conclure. (<). Soit e — E
une régle de ® et montrons que £E C A = e € A. Par définition, si £ C A,
alors e € Tg(A) et puisque, par hypothese, Ta(A) C A, on a e € A ce qui
permet de conclure. <

Enfin, Ind(¢) peut étre caractérisé en terme de plus petit point fixe de ¢:
Théoréme 1.1 (Tarski [95]) Si ¢ est monotone, alors Ind(p) = Ifp(p).

PREUVE. Soit A C B, puisque Ind(yp) est défini comme l'intersection de
tous les ensembles p-clos, on a p(A) C A = Ind(p) C A et, par monotonie,
©(A) C A= ¢(Ind(p)) C p(A). Par transitivité, il vient alors ¢(A) C A =
¢(Ind(¢)) C A ce qui permet d’établir:

¢(Ind(¢)) C Ind(p)

Réciproquement, puisque ¢ est monotone, on a p(p(Ind(v))) C ¢(Ind(p)).
©(Ind(p)) est donc -clos ce qui permet d’établir :

Ind(1p) € ¢(Ind(¢))

Ind(¢p) est donc un point fixe de ¢. Montrons que c’est le plus petit : soit A’
un point fixe de . Par définition, on a p(A’) C A’ et donc A’ est p-clos. 1l
vient alors Ind(p) C A’ ce qui permet de conclure. <
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Il existe un autre moyen permettant de caractériser les ensembles définis
inductivement a partir d’un opérateur. Cette approche utilise la notion de
puissances ordinales: étant donnés un opérateur ¢ de 28 dans 2% et un
ordinal «, on définit ¢ par:

0] sia=0

oo = @) sia=p+1
U ¢ si a est un ordinal limite
B<a

Nous allons voir que si ¢ est fT-continu, c’est & dire si, pour toute suite
croissante (E,),>o de sous-ensembles de B:

o(|J Bn) = U o(Bn)

n>0 n>0
alors Ind() = . Pour ce faire, on montre tout d’abord le lemme suivant.
Lemme 1.4 Soit ¢ un opérateur.

1. Si @ est monotone, alors pour tout ordinal a, p1® C plot1,

2. Si @ est T-continu, alors ¢ est monotone.

PREUVE. (1). Induction sur . Pour @ = 0, on a clairement ¢ = @ C o'
Si « est un ordinal successeur o = (3 + 1, alors, par hypothése d’induction,
o8 C p+1 Puisque ¢ est monotone, il vient :

Tﬂ) — ATB+1 Tﬂ+1) ta+1

o(p P = 1™ Cp(p = (') =

Si « est un ordinal limite, alors, par hypothése d’induction :
VB < a P C Bt

Si z € ¢!, alors, par définition, pour un ordinal 3, = € ¢'#. Par hypothése
d’induction, il vient z € ¢P+1 c’est a dire z € (™). Cependant, !? C
U B<a @™ = o' et par monotonie de ¢, on peut conclure puisque:

p(@™) C o ") = p(p™) = ot
[B<a

(2). Soit ¢ un opérateur f-continu, et A; et Ao deux parties de B telles que
Ay C Ay 1l est clair que A; C Ay C Ay C --- C Ay C --- est une séquence
croissante et puisque ¢ est T-continu, on a @(A; U A2) = (A1) U ¢(As2).
Enfin, puisque A; C Ag, on a Ay = A; U Ay et donc p(As) = (A1) U p(Ag)
ce qui permet de conclure a p(A;) C p(As). <

Ce lemme permet de montrer le théoréme :

Théoréme 1.2 Si ¢ est T-continu, alors Ind(p) = ¢ = Ifp(p).
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PREUVE. Montrons tout d’abord que ¢! est un point fixe de ¢. D’aprés
le lemme 1.4.1, ™ C ©™*1 Aussi, montrons que ¢!+ C o™, Soit z €
@Mt toujours d’aprés le lemme 1.4.1, (@Tn)nzg est une séquence croissante
et puisque ¢ est T-continu et ¢! = @, il vient:

p(Je™m =" =Je™"=] " =0¢"

n>0 n>0 n>1 n>0

w

@' est donc un point fixe de ¢. D’aprés le théoréme 1.1, Ind(p) est le plus
petit point fixe de ¢, il suffit donc de prouver que ™ C Ind(y) ce qui revient
a montrer :

VneIN ¢! C Ind(p)

Nous procédons par induction sur n. Pour n = 0, la propriété est triviale.
Supposons maintenant que ¢!™ C Ind(y). Puisque ¢ est continu, d’aprés le
lemme 1.4.2, ¢ est monotone et alors p(¢!™) = M+ C p(Ind(p)) = Ind(p).
! est donc bien le plus petit point fixe de . <

Sans 'hypothése de continuité sur ¢, ce théoréme n’est plus vérifié pour
un opérateur monotone quelconque. Toutefois, si 'opérateur monotone est
finitaire, c’est & dire s’il vérifie pour toute suite croissante (En)nZO de sous-

ensembles de B:
n>0 n>0

alors Ind(p) = ¢™. En effet, on montre que:
Lemme 1.5 Tout opérateur monotone et finitaire est T-continu.

PREUVE. Soit ¢ un opérateur monotone et finitaire, il suffit de prouver que
pour toute suite croissante (E,,),>o de sous-ensembles de B, on a:

U e(E.) € ol En)

n>0 n>0

Soit z € U,>g@(En), il existe un naturel &k tel que € ¢(Ej). De plus,
puisque (Ey,),>0 est une suite croissante, on a Ey C |J,,+ En. Par monotonie,
il vient : B
0(Er) C (| En)
n>0
et alors z € o(lJ,;5¢ £n) ce qui permet de conclure. <

Si l'opérateur ¢ correspond & 'opérateur Tg associé & un ensemble de régles
@, alors ¢ est finitaire si I’ensemble des prémisses de chaque régle de @ est
fini, et dans ce cas on dit que @ est finitaire. En effet, on montre que:

Lemme 1.6 Si @ est finitaire, alors Te est finitaire.
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PREUVE. Soit (En)nz() une suite croissante de sous-ensembles de B et e
un élément de T (|U,,~o En)- Par définition, il existe une regle e < F' € @
telle que F' C |J,,~¢ En. Puisque (Ey),>0 est une suite croissante, c’est qu’il
existe un entier k tel que F' C Ej et donc e € To(Ex) C U,;»0 To(Er) ce qui
permet de conclure. - |

1.1.2 Définitions co-inductives

Les définitions co-inductives permettent de définir des ensembles dont les
éléments sont obtenus en appliquant un nombre de fois éventuellement infini
les régles de construction. Comme pour les ensembles définis inductivement,
il est possible de définir un ensemble de maniére co-inductive & partir d’un
ensemble de régles ® ou d’un opérateur (.

Définition 1.2 (Ensemble défini co-inductivement [4])

e Définition co-inductive & partir d'un ensemble de régles.
Etant donné un ensemble de régles ®, un ensemble A est dit ®-dense
st pour tout e € A, il existe un ensemble E C A tel que e < E € .
L’ensemble défini co-inductivement par un ensemble de régles ® est
l'union de tous les ensembles ®-denses :

Colnd(®) = U{A, A est ®-dense}

e Définition co-inductive a partir d’'un opérateur monotone.
Etant donné un opérateur o, un ensemble A est p-dense si A C p(A).
L’ensemble défini co-inductiverment par un opérateur ¢ est 'union de
tous les ensembles p-denses :

Colnd(p) = |J 4

ACyp(A)CB

Colnd(®) est le plus grand ensemble ®-dense. Les deux approches considérées
dans cette définition sont équivalentes: tout ensemble défini de maniére co-
inductive & partir d’un ensemble de régles peut étre défini a partir d’'un
opérateur monotone et vice versa. En effet, le lemme suivant permet d’établir
les égalités:

Colnd(p) = Colnd(®,,) Colnd(®) = Colnd(Ts)
Lemme 1.7

e Si @ est un opérateur monotone, alors A C B est ®,-dense si et seule-
ment si A est p-dense.

o Un ensemble A est ®-dense si et seulement si A est Te-dense.
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PREUVE.

® (=). Soit A un ensemble ® -dense et a € A. Par définition, il existe une
régle a <~ E € @, telle que E C A. Par monotonie, il vient p(E) C p(A).
D’autre part, par définition de @, on a a € ¢(F) et il vient a € p(A) ce qui
permet de montrer A C p(A4). («<). Soit A C ¢(A) et a € A. Par hypothése,
a € ¢(A) et donc, par définition, il existe une régle a < E € ®, telle que
E C A. A est donc bien ®,-dense.

e (=). Soit A un ensemble ®-dense et a € A. Par hypotheése, il existe un
ensemble £ C A tel que a <~ E € ® et donc a € Tp(A). A est donc bien
Te-dense. (<). Soit a € A. Par hypothése, a € T (A) et il existe donc une
régle a < E € ® telle que £ C A. A est donc bien ®-dense. |

D’autre part, Colnd(p) peut étre caractérisé en terme de plus grand point
fixe de ¢

Théoréme 1.3 (Tarski) Si ¢ est monotone, alors Colnd(p) = gfp(yp).

PREUVE. Soit A C B, puisque Colnd(p) est défini comme 1'union de tous
les ensembles p-denses, on a A C p(A) = A C Coind(yp) et, puisque ¢ est
un opérateur monotone, il vient A C ¢(A) = ¢(A) C p(Coind(yp)). Par
transitivite A C ¢(A) = A C ¢(Coind(p)) ce qui permet de conclure a:

Coind(p) C ¢(Coind(yp))

Réciproquement, puisque ¢ est monotone, ¢(Coind(y)) C ¢(p(Coind(y))).
©(Coind(y)) est donc p-dense ce qui permet d’établir :

¢(Coind(ip)) C Coind(¢)

Coind(¢p) est donc bien un point fixe de . Montrons que c’est le plus grand :
soit A" un point fixe de ¢, par définition, on a A" C p(A’). Aussi A’ est
¢-dense et il vient A’ C Coind(p) ce qui permet de conclure. <

Il est aussi possible de définir un ensemble de maniére co-inductive en
terme de puissances ordinales d’un opérateur: étant donnés un opérateur ¢
de 28 dans 25 et un ordinal «, on définit ¢*® par:

B sia=0
oo = ep?) sia=p+1
N ©*¥ si a est un ordinal limite
f<a

Nous allons voir que si ¢ est |-continu, c’est & dire si, pour toute suite
décroissante (E,),>0 de sous-ensembles de B:

o([)Ea) = ) e(Bn)

n>0 n>0
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alors Colnd(p) = @*. Pour ce faire, on montre tout d’abord le lemme sui-
vant.

Lemme 1.8 Soit ¢ un opérateur.

1. Si @ est monotone, alors pour tout naturel n, et C ¢7,

2. Si @ est |-continu, alors ¢ est monotone.

PREUVE. (1). Induction sur n. Pour n = 0, la propriété est triviale. Si
n = k + 1, alors par hypothése d’induction @***1 C @' et il vient par
monotonie :

J,Ic-i—l) J,k) — kL ln

P = p(p') = (i C p(p @ @

(2). Soit ¢ un opérateur |-continu, et A; et Ay deux parties de B telles que
Ay C Ay 1l est clair que A3 D A1 D Ay D -+ D Ay D --- est une séquence
décroissante et puisque ¢ est |-continu, on a @(A; N Az) = ©(A1) Ne(As2).
Enfin, puisque A; C As, on a A; = A1 N Ay et donc p(A1) = ¢(A1) Np(As)
ce qui permet de conclure a p(A;) C p(As). <

La premiére assertion de ce lemme est plus faible que celle correspondant au
lemme 1.4. Ce lemme permet de montrer le théoréme:

Théoréme 1.4 Si ¢ est |-continu, alors Colnd(p) = ¥ = gfp(yp).

PREUVE. Montrons d’abord que " est un point fixe de ¢. Puisque ¢ est
J-continu, d’apreés le lemme 1.8, ¢ est monotone et (¢*"),>q est une suite
décroissante. Par conséquent :

P = (e = [ ™) = [) ™"
n>0 n>0 n>0
En appliquant encore le lemme 1.8, il vient :
ﬂ (pin+1 _ m (pin _ (piw
n>0 n>0

@™ est donc un point fixe de . Montrons qu’il s’agit du plus grand point
fixe. D’aprés le théoréme de Tarski, ¢+ C Coind(¢). Il suffit donc de prouver
que Colnd() C ¢* ce qui revient & montrer :

Vn € IN  Colnd(p) C @'

Nous procédons par induction sur n. Pour n = 0, la propriété est triviale.
Supposons maintenant que Colnd(p) C . Puisque ¢ est |-continu, ¢ est
monotone et on a alors:

Colnd(y) = ¢(Colnd(p)) C p(p™) = @+t

ce qui permet de conclure. <
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1.2 CoQ et le calcul des constructions inductives

1.2.1 Isomorphisme de Curry-Howard

Si le raisonnement n’est pas réductible au calcul, en revanche, la vé-
rification de la validité du raisonnement ’est. En effet, la correction d’un
raisonnement ne dépend que de sa forme et la proposition «p est une preuve
de la proposition P» est vérifiable par le calcul. Muni d’un formalisme adé-
quat, on peut donc obtenir des programmes de vérification automatique de
preuves.

Sémantique BHK

La sémantique de BHK (L.E.J. Brouwer, A. Heyting et A.N. Kolmogo-
rov) propose d’interpréter les preuves de propositions par des objets fonc-
tionnels. A chaque proposition est associé ’ensemble, éventuellement vide,
de ses preuves. Cette sémantique s’exprime par :

e Une preuve de la proposition False est un élément de ’ensemble vide.

e Une preuve de A A B est un élément de A x B formé d’une preuve de
A et d’une preuve de B.

e Une preuve de AV B est une paire dont la seconde composante est soit
une preuve de A soit une preuve de B et dont la premiére composante
est un «indicateur» permettant de savoir si I’on dispose d’une preuve
de A ou de B.

e Une preuve de A = B est une fonction f qui & chaque preuve a de A
associe une preuve f(a) de B.

e Une preuve de la proposition existentielle 3z € A B(x) est un objet
composé d’un élément x € A et d’une preuve de B(x).

e Une preuve de la proposition universelle V. € A B(z) est une fonction
f qui associe & tout objet z € A, une preuve de B(z).

Un formalisme pour représenter des preuves

Le calcul des constructions [21] est un formalisme permettant de repré-
senter et de manipuler de maniére explicite des preuves via 1’isomorphisme
de Curry-Howard. Ce formalisme repose sur la théorie des types, introduite
par P. Martin-Lof [72], et sur le A-calcul typé [8]. Le calcul des construc-
tions ne dispose que d’une seule classe syntaxique de termes permettant de
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représenter aussi bien les types que les objets typés:

ti= | variables
s | sortes
c | constantes introduites dans I’environnement
(t1 to) | application du terme ¢; au terme to
[x:t1]to | fonction qui & tout x de type t; associe ty
(z:t1)te . produit

L’ensemble de sortes disponibles est :
S = {Prop, Set, Type(i), i € IN}
Ces sortes sont organisées hiérarchiquement comme suit :

Prop est de type Type(0)
Set est de type Type(0)
Type(i) est de type Type(i + 1)

Les termes du calcul des constructions sont utilisés pour représenter des
types de données, des propriétés et des preuves. C’est le typage des termes
qui permet de les classifier : Set est utilisé pour définir formellement des col-
lections d’objets et Prop est utilisé pour exprimer des propriétés formelles
sur ces objets. En utilisant 'interprétation donnée par l’isomorphisme de
Curry-Howard, présenté plus bas, le jugement de typage I' F ¢:7T', expri-
mant qu'un terme ¢ a pour type T dans un contexte I', admet alors deux
lectures différentes selon que T soit de type Prop ou Set: dans le premier
cas, t désigne une preuve de la proposition T' (on parle de type habité ou
de proposition prouvable), dans le deuxiéme cas, ¢ est un objet de la collec-
tion T' (on parle d’objet «calculatoire» ). La principale régle de réduction du
calcul des constructions est la S-réduction qui permet 1’élimination conjointe
d’une abstraction et d’une application: le terme (Az:T.¢ u) (noté dans le
calcul des constructions ([z: Tt w)) se f-réduit en un terme noté t[x < u]
et correspondant au terme ¢ dans lequel on substitue toutes les occurrences
de z par le terme u.
(Az:T.t w) =gtz < ul

Initialement utilisée pour exprimer un calcul fonctionnel, la notation du A-
calcul permet, dans sa version typée, de représenter les preuves exprimées
dans le formalisme de déduction naturelle, da & G. Gentzen (1934) [85].
Cette correspondance repose sur l'isomorphisme de Curry-Howard [35, 37|
qui établit un lien fort, d’une part, entre preuves et A-termes, et d’autre part,
entre propositions et types:

preuve = A-terme = programime
proposition = type = spécification
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Preuves et algorithmes admettent donc une représentation uniforme, ce qui
s’exprime par le slogan «programmer = prouvery qui permet d’«unifier»
les activités de programmation et de démonstration. Ecrire un programme,
c’est prouver, de maniére constructive, une proposition ; déterminer le type
d’une expression, c’est trouver de quelle proposition cette expression est une
preuve. Par exemple, la fonction identité sur 7' définie par [z: T]z est un A-
terme de type T' — T' et correspond a une preuve de la proposition 7' = T
Les symboles — (langage fonctionnel) et = (langage logique) sont «unifiésy.

A-terme (de) type
A-calcul
[z : T T—T

preuve (de | la) proposition
logique
T=T

Aussi, si 'on reconsidére la sémantique BHK décrite plus haut, on obtient :

e Une preuve de A = B est un terme f: A — B qui a chaque preuve «
de A associe une preuve f(a) de B (cas non dépendant).

e Une preuve de la proposition existentielle 3z € A B(z) est un élément
de > c4 B(z): le type somme ), B généralise A x B lorsque le
type du deuxiéme élément dépend de la valeur du premier.

e Une preuve de la proposition universelle Vz € A B(z) est un terme
[:1lsea B(z): le type produit [[,. 4 B généralise A — B lorsque le
type de la valeur retournée dépend de la valeur de 'argument.

Veérification d’une preuve et typage d’un terme: un exemple

C’est la décidabilité du typage des termes du calcul des constructions qui
permet la vérification (automatique) de la validité d’une preuve (la preuve
n’étant pas obtenue de maniére automatique). Illustrons cela sur un exemple.
Le formalisme de déduction naturelle, exprimé & I'aide de séquents, manipule
des jugements de la forme I' = A que I'on peut interpréter par «A est une
conséquence des hypothéses du contexte I'y. Pour construire des preuves dans
ce formalisme, on utilise des régles d’inférence permettant d’introduire ou
de supprimer des connecteurs (ou des quantificateurs). L’exemple que nous
présentons fait appel aux trois régles suivantes:

I'ArB I'tA=B TFHA

=) rra5p (B=): TFB

(Ax) correspond & un axiome et (I-) (resp. (E-)) correspond & la régle
d’introduction® (resp. d’élimination) du connecteur =. Muni de ces trois

Mﬂ:RAFA

1. dans laquelle 'hypothése A est «déchargée»
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(Ax) :

‘IS BBSCAras B

"A=B,B=C,AF A
(E=)

(Ax) :

"A=>BB=CAFB=C A=BB=CArB

(B=) -

I A= B,B=C/AFC
I_(ij:&B:CFA:C
I‘(Q'A:BFB:CFMA:Q
L) Fas s (B0 Us0)

FiG. 1.1 — Arbre de preuve en déduction naturelle

regles, il est possible de construire une preuve de la célébre tautologie:
(A=B)=(B=0)=(A=20)) (1.3)

dont ’arbre de preuve est présenté sur la figure 1.1. D’autre part, si 'on
considére les jugements de typage des termes du calcul des constructions, de
la forme I'  ¢: T, qui s’interprétent par: «dans le contexte I', le terme t est
de type T'», on peut établir le type d’un terme & 'aide de regles de typage.
Les trois regles que nous utilisons dans ’exemple présenté sont :

(Var) Me:AFxz: A
Ixz:A+t:B I't:A— B THiyA
— (App) : :
'+ (A\z:At):A— B L'k (t t2): B

La régle (Abs) (resp. (App)) correspond & la construction du type d’une
abstraction (resp. d’une application). La correspondance de Curry-Howard
permet d’identifier types et propositions et les régles de typage (Var), (Abs)
et (App) correspondent exactement aux régles de la déduction naturelle (Ax),
(I=) et (E=) «décorées» par des A-termes. Aussi, en «décorant» larbre de
preuve de la tautologie (1.3), on obtient le jugement de typage:

(Abs) :

F Az:A— BAy:B — CAz: Ay (z 2)):
(A=-B)=((B=C)—=(A—=0C)

ou le terme A\z: A — B.A\y: B — C.A\z: A.(y (¢ z)) représente une preuve de
la tautologie (1.3). Il existe donc un lien direct entre le A-calcul typé et le
formalisme de la déduction naturelle.

déduction naturelle ‘ A-calcul typé
proposition type
dérivation (preuve) A-terme

conclusion d’une dérivation | type habité
décharge d’une hypothése | A-abstraction



Préliminaires 20

1.2.2 L’assistant a la preuve CoQ

L’isomorphisme de Curry-Howard permet de vérifier automatiquement
la validité d’une preuve formelle. Cependant, I’écriture des termes de preuve
dans le calcul des constructions semble fastidieuse et laborieuse. En effet,
dés que la preuve a écrire dépasse «quelques pas d’inférence», I’écriture du
A-terme correspondant n’est plus humainement envisageable et il est souhai-
table de disposer de procédures permettant de construire automatiquement
le A-terme de preuve en fonction d’indications fournissant le raisonnement
a mener pour établir la preuve. D’autre part, certaines parties d’une preuve
étant plus faciles a obtenir que d’autres, il est raisonnable d’envisager des
procédures automatiques permettant de les établir. De tels programmes, ap-
pelés des assistants a la preuve, constituent une alternative au «tout ou
rien» (démonstration automatique ou vérification automatique). Les plus
connus sont CoQ, ISABELLE, LEGO, HoL, Lcr, ALF, Pvs, ... COQ permet de
construire des preuves formelles pour une logique d’ordre supérieur en utili-
sant un assistant a la preuve. L’arbre de preuve obtenu (i.e. le A-terme) est
construit, de maniére incrémentale et interactive, en partant du but initial
et en le décomposant suivant des régles logiques & ’aide d’un ensemble de
tactiques prédéfinies : une tactique est une fonction qui construit une preuve
d’un but donné a partir de preuves «élémentaires» de sous-buts (chaque sous-
but étant associé a un contexte local d’hypothéses). Etant donné un but a
prouver, ’application d’une tactique engendre donc les sous-buts, associés a
des contextes d’hypothéses, qu’il reste & montrer :

Application
contexte d’uneﬁ}ctique contexte 1 contexte n
But Sous-but 1’ "’ Sous-but n

Par exemple, étant donné un contexte d’hypothéses H et un but B a prouver,
la tactique «Cut A» engendrera deux sous-buts: le premier, ou il faudra
montrer, dans le méme contexte H, que A = B, et, le deuxiéme, ou il faudra
prouver A dans le contexte H.

H CI£> A H H

B A— B A
La preuve d'un lemme ainsi codée constitue une preuve formelle (ou vérifiable
ou explicite) de ce lemme et se présente sous la forme d’un «texte» écrit dans
un langage formel, dont la lecture est, au mieux, laborieuse et, la plupart
du temps, vaine. De maniére (trés) imagée, on peut comparer la différence
qui existe entre une preuve formelle et une preuve «sur le papier» avec la
différence qui existe, pour un logiciel, entre un «manuel de référence» et un
«guide de 'utilisateury . Le premier a (ou devrait avoir) pour objectif d’étre
exhaustif et rigoureux, tandis que le second a pour objectif d’étre didactique:
sur des sujets complexes, comme les langages de programmation, il est qua-
siment impossible d’étre & la fois rigoureux et didactique. C’est pourquoi,

(1.4)
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les démonstrations présentées dans ce qui suit, ont été re-transcrites dans le
langage «naturel». Il s’agit bien sir du résultat d’'un compromis, puisque de
maniére «idéale», chaque étape d’une preuve devrait découler explicitement
de I'application d’un lemme déja établi ou d’'une hypothése posée au départ.
Par souci de lisibilité, certains passages de preuves sont omis et nécessitent
donc quelques connaissances élémentaires «implicitesy. D’un point de vue
pratique, CoQ est écrit en CAML, un langage de programmation fonction-
nelle de la famille ML, développé a I'INRIA. CAML est aussi le langage «cible»
dans lequel sont écrits les programmes extraits & partir des preuves.

1.2.3 Types inductifs

Le calcul des constructions a été étendu afin de permettre la définition
de types inductifs et co-inductifs. De maniére informelle, définir un type de
maniére inductive ou co-inductive revient & donner les régles de formation
des éléments de ce type et & exprimer qu’un élément est de ce type unique-
ment s’il a été obtenu par application de ces régles. Pour une présentation
plus théorique des définitions inductives, on pourra consulter [4, 23]. L’in-
troduction de types inductifs dans le calcul des constructions est présentée
dans |79, 97]. L’exemple le plus classique de définition inductive est la défi-
nition de ’ensemble des entiers naturels, défini (inductivement) par le plus
petit ensemble satisfaisant : 0 est un entier naturel et si n est un entier natu-
rel, alors le successeur de n, noté S(n), est aussi un entier naturel (I’ensemble
est clos par successeur). Cette définition s’exprime dans le langage de spéci-
fication de CoqQ par:

Inductive nat: Set:= 0: nat | S: nat ->nat. (1.5)

Un type inductif est donc défini par la donnée d’un ensemble de construc-
teurs. Il existe toutefois une restriction sur le type des constructeurs qui
permet, par exemple, de rejeter des constructeurs de type (I' — T) — T
dans lequel la premiére occurrence de T correspond a une occurrence non
«positive» de T' (la notion d’occurrence positive est définie, par exemple,
dans [79]). Cette restriction est nécessaire pour garantir la propriété de nor-
malisation et la cohérence logique du systéme. Le mot clé Inductive sert a
spécifier la nature inductive du type défini et permettra & CoQ d’engendrer
automatiquement les schémas d’induction (aussi appelés schémas d’élimina-
tion) associés a ce type. Les trois «principesy d’induction engendrés par la
définition de nat sont:

nat_id : (P:nat->s) (P 0)->((n:nat) (P n)->(P (S n)))->(n:nat) (P n)

ou (id, s) peut prendre les valeurs (ind,Prop) ou (rec,Set) ou (rect,Type);
nat_ind correspond au neuviéme axiome de Péano.
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Destructeurs sur un type inductif

L’opérateur Case permet d’exploiter le fait qu’un objet de type inductif
ne peut étre construit qu’en utilisant, un nombre de fois fini, les constructeurs
présents dans la définition du type et permet de mener un raisonnement par
cas sur ces objets. Sa syntaxe est:

< P > Case x of fi--- f, end.

ou le terme z appartient & un type inductif spécifié par n constructeurs. P est
le type de I’expression et chaque f; représente un terme permettant d’obtenir
un objet de type P dans le cas ol  a été construit avec le 4-iéme constructeur.
Cet opérateur permet notamment de définir des fonctions ou des prédicats
de maniére récursive. Par exemple, on peut définir récursivement le prédicat
IS_EVEN:nat->Prop, caractérisant les entiers pairs, par:

Fixpoint IS_EVEN [n:nat] : Prop :=
<Prop>Case n of

(* n=0 *) True
(* n=(S k) *) [k:nat]<Prop>Case k of
(* k=0 x)  False
(x k=(S5 p) *)  [p:nat] (IS_EVEN p)
end
end.

(* et *) délimitent les commentaires ; le type indiqué entre < et > indique le
type du résultat (nous verrons par la suite qu’il existe une restriction sur ce
type) ; False et True sont deux constantes de type Prop.

Prédicats inductifs

Il est aussi possible de définir des prédicats de maniére inductive. Par
exemple, le prédicat even:nat->Prop, caractérisant les entiers pairs, peut se
définir inductivement par :

Inductive even: nat ->Prop:=
even_0: (even 0) | (1.6)
even_S2: (n:nat)(even n) ->(even (S (S n))).

Toutefois, seul le schéma d’élimination even_ind est engendré par cette dé-
finition (nous en évoquerons plus loin la raison). Bien entendu, cette défi-
nition inductive est équivalente & la définition récursive présentée dans le
paragraphe précédent dans le style de la programmation fonctionnelle: tout
entier naturel n vérifie even(n) si et seulement si IS_EVEN(n) = True. Cette
définition est exprimée dans un style «a la PROLOG» (chaque constructeur
correspond & une clause) et correspond a la plus petite relation satisfaisant
I’ensemble des régles d’inférence :

{(even—O) : m} U {(even—S2—n) : % ne 11\1} (1.7)
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Ici, les constructeurs peuvent étre vus comme des régles d’introduction. Cer-
tains connecteurs logiques sont d’ailleurs définis de maniére inductive, et dans
ce cas, les constructeurs correspondent aux régles d’introduction du connec-
teur logique. Par exemple, la conjonction et la disjonction sont définies dans
le systéme CoQ a ’aide des constructeurs conj, or_introl, et or_intror, qui
permettent l'introduction du connecteur et correspondent respectivement
aux régles (1,), (I}) et (IT):

Inductive and [A:Prop;B:Prop]:Prop:= r-A r-nB

conj: A ->B ->(and A B). (In) : 'FAAB
Inductive or [A:Prop;B:Prop]:Prop:= ([\l/) . %
or_introl:A->(or A B) | I l—é
or_intror:B->(or A B). (L) : TFAVEB

(1.8)

Raisonnement par induction avec P’assistant a la preuve C0Q

Les schémas d’induction engendrés lors de la définition d’un type induc-
tif peuvent étre utilisés lors de ’application de tactiques. Par exemple, si
I’on doit montrer une propriété P:nat — Prop pour tout entier n dans un
contexte d’hypothéses H, la tactique «Induction n» mettra en jeu le schéma
d’induction nat_ind, et engendrera deux sous-buts. Le premier, ou il fau-
dra montrer, dans le contexte H, la propriété P pour 0; et le deuxiéme, ou
dans un contexte constitué des hypotheéses de H, d’un entier ng et d’une
preuve Hy de la propriété P pour ng, il faudra montrer la propriété P pour
le successeur de ny.

H
Tg:nat
H Induii)on n H  Hp:(Png)
(n:nat)(Pn) (P0)’ (P (Snp))

De maniére similaire, la tactique Elim permet d’utiliser les schémas d’élimi-
nation associés & un type inductif. Par exemple, en utilisant le connecteur
de disjonction défini en (1.8), la tactique Elim peut étre appliquée a une
hypothése exprimant une disjonction comme suit :

H:AV B ElﬂH H:AVB H:AV B
C A—-C ' B-=C

ce qui correspond au fait que H a été obtenue en utilisant un des deux
constructeurs du type or.
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1.2.4 Types polymorphes et types dépendants

Puisque les types sont aussi des termes, il est possible de construire
des abstractions sur un type. Par exemple, alors que le terme fonction-
nel [x:T]x correspond & la fonction identité sur T et est de type T -> T,
le terme [T:Set][x:T]x correspond & l'identité polymorphe et est de type
(T:Set) (T -> T), ou la notation (x: P)() est une extension de P — (). Cette
construction permet de définir des types «génériquesy. Un autre exemple
classique de définition polymorphe est la définition du type paramétré des

listes :
Inductive list [A:Set]:Set:=

nil:(list A) | cons:A->(1list A)->(1list A). (1.9)

Similairement, nous pouvons définir un type paramétré par un autre type,
mais aussi dépendant d’un objet. Par exemple, la famille de types associée
aux listes «sur» A de longueur n (n € IN) est définie par:

Inductive LIST [A:Set] : nat ->Set:=
NIL: (LIST A 0) | (1.10)
CONS: (n:nat)A->(LIST A n)->(LIST A (S n)).

En fait, LIST et 1ist ne sont pas des types, mais des constructeurs de types.
list est un constructeur (unaire) admettant pour argument un ensemble A
et construisant le type des listes formées sur A. Il s’agit donc de la définition
d’une famille de types paramétrée par les ensembles. De méme, LIST est un
constructeur (binaire) de types, qui, étant donné un entier n et un ensemble
A, permet de construire le type (LIST A n) des listes de longueur n formées
sur A. Ainsi, (LIST A) dénote la famille de types indicée par les entiers:
(LIST A 0), (LIST A (S 0)), -~

1.2.5 Extraction de programmes

En informatique, définir un programme dont on est sir qu’il «fait bien
ce pour quoi il est faity ne reléve pas d’une simple curiosité intellectuelle,
certaines applications nécessitent, pour des raisons de sécurité, 'utilisation de
logiciels «zéro-défaut». Une approche classique, pour répondre & ce besoin,
consiste & écrire un algorithme censé résoudre un probléme donné, puis a
prouver (le plus formellement possible, en utilisant par exemple la «logique
de Hoare») qu’il résoud bien ce probléme en un temps fini: on dispose alors
d’un programme «correct».

FEcriture d’un Preuve de sa

. o — Programme «correct»
programme correction/terminaison

Une autre approche, plus récente, consiste & prouver formellement, et de
maniére constructive, la «satisfaisabilité» d’un probléme et d’extraire au-
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tomatiquement de cette preuve un programme qui résoud ce probléme: on
dispose alors d’un programme certifié.

Preuve constructive — Extraction — Programme certifié

L’existence d'une distinction entre les types Prop et Set permet de séparer
le contenu «calculatoire» d’une preuve (c’est a dire le procedé effectif de
construction des objets exhibés par la preuve) de son contenu logique (ex-
primant des propriétés sur les objets mis en jeu dans la preuve); un terme
«bien typé» du calcul des constructions inductives peut étre vu comme un
programme contenant, de maniére interne, la preuve de sa correction, c’est
a dire la preuve qu’il satisfait bien une certaine spécification. Le mécanisme
d’extraction d’un programme a partir d'une preuve, présenté dans [80], ex-
ploite cette distinction et permet I'obtention de programmes certifiés plus
efficaces. En effet, la spécification d'un programme peut s’exprimer par une
formule de la forme:
Vo P(z) = 3y Q(z,y)

traduisant le fait qu’'un programme (i.e. un A-terme) f prend un argu-
ment x satisfaisant une pré-condition P et produit un résultat y satisfaisant
une post-condition Q(z,y). L'interprétation du contenu «calculatoire» de la
preuve de cette formule (c’est a dire le procédé de construction de y) par
un programme (satisfaisant cette spécification) s’obtient en éliminant de la
preuve toute la partie «non calculatoire» (c’est a dire la partie de la preuve
qui établit Q(z,y)), afin de permettre 'obtention d’un programme efficace.

Partie calculatoire: z — —y=f(z)

3
Partie non calculatoire: P(x) = Q(z,vy)

Un tel programme est appelé une réalisation et est tel qu’il existe une preuve
de:

Vz P(z) = Q(z, f(x))

Aussi, le systéme COQ ne permet pas d’extraire des «informations calcula-
toires» a partir d’objets de type Prop?, qualifiés d’objets non informatifs,
tandis que pour tout objet A de type Set, interprété comme une spécifi-
cation, tout objet a de type A pourra étre interprété par un programme
satisfaisant la spécification A. Par conséquent, seuls certains schémas d’éli-
mination sur les types inductifs sont permis: il n’est pas possible, en général,
de construire un objet «dans» Set & partir d'un objet «dans» Prop. C’est la
raison pour laquelle, lors de la définition du prédicat inductif even défini
en (1.6), seul le schéma d’élimination even_ind est engendré, alors que lors
de la définition de ’ensemble nat, trois schémas d’induction sont engendrés.

2. bien siir, les propositions peuvent aussi étre définies «dansy Set, et c’est d’ailleurs ce
que nous ferons dans le chapitre 2
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C’est aussi la raison pour laquelle, lors de 1'utilisation de I'opérateur Case, le
type de 'objet sur lequel porte le Case ne peut étre «dans» Prop si le type
du résultat, indiqué entre < et >, est «dans» Set. L’utilisation d’un objet
«non-calculatoire» pour construire un objet «calculatoire» poserait un pro-
bléme évident lors de I’extraction d’un programme (qui ne disposerait pas
de l'information contenue dans le premier). Toutefois, depuis la version 6.1
du logiciel COQ, certaines définitions inductives «dans» Prop engendrent un
schéma d’élimination «dans» Set; c’est le cas des définitions «singletonsy : il
s’agit des définitions inductives comportant un unique constructeur dont les
arguments sont tous «dans» Prop. En effet, il existe pour ces définitions un
procédé canonique d’extraction de la partie calculatoire des objets définis.
Un exemple d’une telle définition est la définition inductive de la relation
d’égalité, due & C. Paulin-Mohring, et équivalente & la définition de ’égalité
G la Leibniz, par la plus petite relation binaire réflexive :

Inductive eq [A:Set;x:A]l:A ->Prop:= refl_eq: (eq A x x).
Cette définition engendre le schéma d’élimination suivant :

eq_rec: (A:Set) (x:A) (P:A->Set) (P x)->(y:A)(eq x y)->(P y) :=
[A:Set] [x:A][P:A->Set] [£: (P x)][y:Al[e:(eq x y)]
<P>Case e of f end

(1.11)

L’axiome False_rec

Au cours du développement d’un programme, lorsque 1’on se trouve dans
une situation absurde, il est alors licite de produire «n’importe quoi» comme
résultat, sans compromettre la correction du programme (par exemple, une
fonction prenant en argument un entier n dont on a vérifié la parité avant
I’appel pourra renvoyer «n’importe quoi» dans le cas ou n est impair, ce cas
n’étant jamais réalisé). Aussi, le systéme COQ contient axiome suivant (il
s’agit de rendre le langage de programmation plus permissif que le langage
de preuves) :

Axiom False_rec: (P:Set)False->P. (1.12)

Contrairement a False_ind, il s’agit d’'un axiome (le terme False_rec n’est
pas construit), puisque la constante False du type Prop est définie inducti-
vement par:

Inductive False: Prop:= .

False est défini par un type inductif sans constructeur, et il ne s’agit donc
pas d’une définition singleton; il s’agit d’un type «non habité» (il n’existe
pas d’élément de type False qui n’est donc pas une proposition prouvable).
L’axiome False_rec correspond a la régle d’élimination du «faux» en logique

Iintuitionniste :
False

A

(ex falso quodlibet sequitur) :
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Nous proposerons dans la suite un moyen de contourner, dans certains cas,
I'utilisation de cet axiome.

1.2.6 Types co-inductifs

Les types co-inductifs permettent de décrire des objets infinis (c’est a
dire des objets qui peuvent s’obtenir en appliquant un nombre infini de fois
les constructeurs qui définissent ce type). Les questions théoriques relatives
a l'introduction d’objets infinis en théorie des types sont présentées dans |20,
73], les définitions co-inductives du calcul des constructions sont détaillées
dans [36]. L’exemple le plus classique de type co-inductif est le type des
séquences infinies formées par des éléments de type A et est défini dans le
systeme COQ par:

CoInductive Set Stream [A:Set]:=cons:A->(Stream A)->(Stream A).

Sans en présenter les fondements théoriques de maniére détaillée, nous illus-
trons sur un exemple les concepts mis en jeu lors de la manipulation d’objets
infinis. L’ensemble des listes d’entiers, noté Ly, peut étre défini de maniére
(co-)inductive & laide des deux régles (i.e. constructeurs) suivantes :

n:IN  [: Ly
cons(n,1): Lix

(nil) :

—— cons) :
nil: Ly ( )
Dans le cas d’une définition inductive, les éléments de Ly sont des listes
finies et 'on dispose du schéma d’induction structurelle suivant :

P : LN — Prop

Il : LN

w1+ P(nil)

T @ (TLON)(ZOL]N)P(Z()) — P(COHS(nO,lg))

(Ind-Ln) = — e oint F [+ Ind] : P(0)
Case I’ of
1 (1) : P(I)
[n1 : ]N][ll : L]N]7r2(n1,l1,F(l1))
end

Dans le cas d’'une définition co-inductive, les deux régles de formation des
listes peuvent étre appliquées un nombre de fois infini et ’on ne dispose
alors plus du schéma d’induction structurelle mais d’une forme plus faible
de schéma d’élimination :

P : LN — Prop

[l : LN

w1 P(nil)

T (n():IN)(lo:L]N)P(COHS(nO,lO))

Ind-Ly) :
(Colnd-Li) Case [ of m my end : P(I)
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Ce schéma exprime le fait que si I'on dispose d’une preuve m; de P(nil)
et d’'une preuve my de Vng: INViy: Ly P(cons(ng,lp)), alors, si la liste [ est
obtenue par application du constructeur nil, 71 constitue une preuve de P(l),
sinon, [ est obtenue par application du constructeur cons, et 7o constitue une
preuve de P([). Les deux régles de réduction associées & ce schéma sont donc :

Case nil of m m end — T
Case cons(n,l) of m mend = ma(n,l)

Nous avons vu, au début de ce chapitre, qu’une interprétation possible pour
cette définition co-inductive des listes d’entiers pouvait s’exprimer en termes
d’union d’ensembles denses (relativement aux constructeurs) ou en termes
de plus grand point fixe d’un opérateur (associé aux constructeurs). Cette
interprétation est déclarative: aucun moyen effectif de construction n’est
fourni. La contre-partie opérationnelle de cette interprétation fait intervenir
la notion de terme productif définie comme suit :

e un terme de type T' est en forme canonique s'il s’écrit ¢(t1,---,t,) ou
c est un constructeur du type 7'

e le terme t' est un composant (direct) d’un terme ¢ de type T si t se
réduit en un terme sous forme canonique c¢(---,¢',---) et si t’ est de
type T'

e un terme est productif s’il se réduit en forme canonique et si tous ses
composants sont productifs

De méme que la terminaison d’une fonction définie récursivement sur un en-
semble inductif peut étre garantie de maniére syntaxique (i.e. 'argument de
Pappel récursif doit «structurellement» diminuer), il existe un critére syn-
taxique sur les termes qui, lorqu’il est vérifié, permet de garantir le caractére
productif du terme défini. Les définitions récursives satisfaisant ce critére,
appelées définition gardées par constructeurs, correspondent aux définitions
de la forme f(ay,---,a,) = e ou toutes les occurrences de f dans e sont de
la forme ¢(-- -, f(t1, - ,ty), ) OU ¢ est un constructeur et f n’apparait pas
dans les termes t;. Par exemple, il est possible de définir récursivement la
liste infinie des entiers consécutifs & partir de k. Le terme from correspondant
A cette construction est défini par:

from :=An: IN.cons(n, from(S(n))) : IN — L (1.13)

La définition de from est gardée puisque from est protégé par le construc-
teur cons. Toute définition récursive de liste ne correspond pas & une loi de
construction valide : pour qu’une méthode de construction soit valide, il faut
que ’on puisse déterminer tout «préfixe» de longueur finie de 'objet défini.
Considérons, par exemple, la définition suivante de la liste infinie d’entiers
ne contenant que des zéros:

zeros := cons(0,tail(zeros)) : Lix
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ol tail est une fonction qui retourne la liste de son argument privée du premier
élément (nil si cette liste est vide) et est définie récursivement par :

tail:= A\: Ly . Case [ of nil [nO:IN][lO:L]N]lO end: Ly — Ly

Tandis que la méthode permettant de construire from est valide, la meé-
thode définie pour construire zeros ne I'est pas puisqu’elle ne permet pas de
connaitre tout préfixe de zeros. Par exemple, on a:

zeros — cons(0,tail(zeros)) — cons(0,tail(zeros)) — - -
from(n) — cons(n,from(S(n))) — cons(n,cons(S(n),from(S%(n)))) — ---

tail(zeros) ne peut donc pas étre réduit en forme canonique et zeros n’est
donc pas un terme productif (la définition de zeros n’est pas gardée puisque
zeros est argument d'une fonction). Un terme de type Ly est donc productif
sl se réduit en nil ou cons(a, b) ou b est un terme productif. La condition de
garde fournit donc une caractérisation syntaxique d’une classe de définitions
récursives valides, appelées définitions gardées par constructeurs. Ce critére
est toutefois trop restrictif puisqu’il existe des termes productifs qui peuvent
étre obtenus par des définitions non gardées. Considérons par exemple la
définition gardée suivante de la fonction map.

map:=Af:IN—-IN. X :Lx.
Case [ of
nil
[no : IN][lo : Lix] cons(f(ng),map(f,lo))
end.

Cette fonction permet de définir le terme:
from _map:= An : IN. cons(n,map(S,from_map(n))): N — L

Cette définition n’est pas gardée puisque 'appel récursif a from map est
argument de la fonction map. Or, il est clair que le terme défini est productif
puisque :

from _map(n)

cons(n,map(S,from__map(n)))

cons(n,map(S,cons(n,map(S,from _map(n)))))
cons(n,cons(.S(n),map(S,map(S,cons(n,map(S,from map(n)))))))

Ll Ll

cons(n,cons(S(n),cons(S2%(n), ---)))

Toutefois, il existe une définition gardée équivalente (from).
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Preuves gardées

Cette condition de «garde» est aussi utile pour mener un «raisonnement
infini». La notion de preuve gardée a été étudiée, dans le contexte de la
théorie des types, par T. Coquand:

In order to establish that a proposition ¢ follows from other pro-
positions ¢1, -+, ¢gq, it is enough to build a proof term e for
it, using not only natural deduction, case analysis, and already
proven lemmas, but also using the proposition we want to prove
recursively, provided such a recursive call is guarded by introduc-
tion rules.

T. Coquand [20]

Considérons, par exemple, la définition co-inductive du prédicat LN caracté-
risant les listes infinies d’entiers consécutifs :

CoInductive LN:IN — Ly — Prop:= (1.14)

C:(n:IN)(I: Lv)(LN (S n) I) = (LN n (cons n 1)). '
Il est possible de prouver par co-induction LN(n,from(n)) pour tout naturel
n. Le terme de preuve 7z, y utilise le schéma d’élimination eq_ind (voir (1.11))
associé a la définition de 1’égalité et est défini par:

mry:=An:IN.eq_ind( L,
cons(n, from(S(n))),
Au: L .LN(n, u),
C(n,from(S(n)), mrn(S(n))),
from(n),
from _unfold(n))

(1.15)

ot from _unfold est la preuve de la proposition :
(n: IN) from(n) = cons(n,from(S(n)))

La définition de ce terme est bien gardée puisque 'appel récursif & npn est
protégé par le constructeur C.
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Chapitre 2

Transposition de propriétés
formelles : 'unification

L’objectif de ce chapitre est de formaliser la preuve de la décidabilité
du probléme de l'unification des termes du premier ordre, mécanisme de
base de la programmation logique. Toutefois, plutot que de construire cette
preuve formelle en suivant une approche classique (basée sur 'algorithme
d’unification) et puisqu’une preuve formelle similaire a été construite par
J. Rouyer [89] pour un ensemble plus général, I’ensemble des quasi-termes,
nous allons transposer la propriété d’unification, déja établie, de I’ensemble
des quasi-termes vers ’ensemble des termes.

Unification

quasi-termes

, \

) .
| Quasi-termes
| |

| “‘compatibles” !
. /

Il s’agit donc de mettre en relation I’ensemble sur lequel porte la preuve cher-
chée avec le sous-ensemble correspondant de ’ensemble des quasi-termes, et
de prouver la conservation du résultat. Nous verrons donc & travers ce dé-
veloppement comment définir un procédé effectif permettant de mettre en
relation un ensemble défini inductivement avec un sous-ensemble caractérisé
par un prédicat. La principale difficulté provient du fait que, pour maintenir
la cohérence du calcul, le formalisme du systeme COQ inclut un mini langage
algorithmique (a la ML) avec lequel seules les fonctions totales sont repré-
sentables. Aprés avoir présenté deux techniques de preuve possibles pour
résoudre ce probléme, nous donnons les définitions formelles des objets syn-
taxiques mis en jeu dans lalgorithme d’unification (termes et substitutions).
Les propriétés sur ces objets, constamment utilisées par la suite, sont alors
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établies. Enfin, 'unification au premier ordre est présentée & partir du travail
de J. Rouyer [89].

2.1 Termes et quasi-termes

2.1.1 Définition des termes et algorithme d’unification

Etant donnés une signature ¥ (i.e. un ensemble infini dénombrable muni
d’une application ar : ¥ — IN) et un ensemble infini dénombrable X de
symboles de variables, ’ensemble Tx[X] des termes est habituellement défini
de maniére inductive par:

1. Un symbole de variable est un terme.
2. Si k est un symbole fonctionnel d’arité nulle, alors k est un terme.

3. Si f est un symbole fonctionnel d’arité n > 0, et si tq,---,t, sont des
termes, alors f(t1,---,%,) est un terme.

Nous verrons par la suite comment formaliser cette définition & I'aide du
langage de spécification de CoQ. L’unification est une propriété définie sur les
termes : deux termes t; et to sont unifiables si il existe une substitution (i.e.
une application de X dans Tx[X] qui est 'identité presque partout) 6 telle
que 0t; = Oty. Introduit pour la premiére fois par J. Herbrand [46], sous la
forme d’un systéme de simplification d’équations sur les termes, ’algorithme
d’unification a été ensuite «redécouverty» par A.J. Robinson [86]. Décider
si deux termes t; et to sont unifiables revient & résoudre ’équation ¢, = to.
Plus généralement, ’algorithme d’unification permet de résoudre un systéme
d’équations E entre termes en transformant E en un systéme de la forme
UM{z; = t;}, tel que les variables z; soient deux & deux distinctes et tel
que {z1, -, zp} N Ulvar(t;) = &, si £ admet une solution (et dans ce
cas, ce systéme correspond a une substitution) ou en un systéme noté {L}
si ¥ n’admet pas de solution. Un tel systéme est dit résolu. L’algorithme
d’unification consiste en la définition d’une relation de transition, notée ~»,
et résoudre un systéme d’équations E entre termes revient alors & construire
une suite de transitions £ ~ Ep ~ --- ~ F, telle que le systéme FE,
soit résolu. Cet algorithme est classique et est rappelé dans le tableau 2.1.
Les substitutions associées aux systémes résolus produits par cet algorithme
vérifient de «bonnes propriétés» qui seront exposées dans la suite.

2.1.2 Quasi-termes

Afin d'illustrer leur technique de synthése de programmes [71], Z. Manna
et R.J. Waldinger ont «dérivé» ’algorithme d’unification & partir de la preuve
de la «satisfaisabilité» des spécifications du probléme de 'unification [70].
Cette preuve a été formalisée par L.C. Paulson [81| dans le systéme LCF [39].
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1é =
{f(tl""’tn):f(tlla"‘,t’n)}UE écomposition {tlztll,-..,tn:tln}UE
{f(t17"':tn):!](tll,"‘,t;l)}UE CO/I\l,f)ilt {J_}

{r=t}UE éllm;yjmon (2= 1) UE[z 1 s

v € var(E) et = ¢ var(t)

fe=tyuE T (1) siw e var(r)

{t=t}UE effacement B

{t:;U}UE an/e\/)I'SlOIl {x:t}UESIth

TAB. 2.1 — Algorithme d’unification

L’ensemble sur lequel était établie la propriété d’unification était défini in-
ductivement & 1’aide des trois constructeurs suivants :

VAR : X — TERM
CONST > — TERM
ComMB : TERM — TERM — TERM

Un développement similaire a été effectué par J. Rouyer [89], a I'aide de la
version 5.8 du systéme C0Q. Cette version ne permettant pas les définitions
d’ensembles mutuellement inductifs, la transcription de la définition exacte
des termes, dans le calcul des constructions inductives, par la définition d’un
type inductif de type ensemble (Set), ne fut pas possible. En effet, un terme
de la forme f(t1,---,t,) est construit & partir d’'un symbole de fonction f
d’arité n et d’une liste de termes ¢ de longueur n. Cependant, la position de
«TERM» dans la définition d’un tel constructeur qui a pour type:

¥ — list(TERM) — TERM

en utilisant la définition polymorphe des listes, présentée en (1.9), corres-
pond & une occurrence non positive de «TERM» [79]. Or, il n’est pas permis
pour un objet A d’étre défini inductivement a ’aide d’un constructeur dans
lequel A n’apparait pas positivement. D’autre part, le controle de ’arité
des symboles fonctionnels ne peut se faire sans utiliser un type dépendant,
ce qui ne permettait pas ’extraction; nous utiliserons quand méme par la
suite un type dépendant, notre objectif n’étant pas d’extraire un programme
des preuves. Une structure de données intermédiaire plus générale regrou-
pant termes et listes de termes en un seul type, correspondant & ’ensemble
Qx[X] des quasi-termes, avait alors été définie en supprimant de la défini-
tion des termes tout ce qui est «contrdéle» pour ne conserver que les notions
«constructivesy.
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Définition 2.1 (Quasi-termes [89]) L’ensemble Qx[X] des quasi-termes
est défini inductivement, sur % U X, a l'aide des constructeurs swivants :

vV X — QE[X]

C : X — Qz[X]
Root X = QE[X] — QE[X]
ConsArg : QE[X] — Qz[X] g QE[X]

V et C sont utilisés pour les variables et les constantes, Root permet d’obtenir
des quasi-termes fonctionnels et ConsArg est utilisé pour construire des listes
(non vides) de quasi-termes, correspondant aux arguments des symboles de
fonction apparaissant dans les quasi-termes fonctionnels. Par exemple, le
(quasi-)terme f(z,a,g(z)) s’obtient par:

Root(f, ConsArg(V(z), ConsArg(C(a), Root(g, V(z)))))

Cependant, certains quasi-termes ne correspondent pas a des termes: c’est
le cas des quasi-termes de la forme ConsArg(q1,q2) et des quasi-termes pour
lesquels le nombre des arguments associés & un symbole de fonction f est
différent de ar(f). De maniére similaire, certains quasi-termes ne corres-
pondent pas a des listes de termes, comme par exemple le quasi-terme
ConsArg(ConsArg(x, ), x).

Dans les deux développements de L.C. Paulson et J. Rouyer, la pro-
priété d’unification n’est pas obtenue directement sur ’ensemble des termes
mais sur des structures de données plus générales. Toutefois, il existe une
bijection entre un sous-ensemble de Qx[X] et ’ensemble des termes et il est
possible de définir un prédicat caractérisant les quasi-termes «compatibles»
avec les termes. Afin de transposer la propriété d’'unification vers ’ensemble
des termes, il est nécessaire de définir une fonction ayant pour domaine un
sous-ensemble de Qx[X] caractérisé par ce prédicat. Une telle restriction, sur
le domaine d’une fonction, n’est pas permise dans le calcul des constructions
inductives. Une solution consiste alors a considérer simultanément un quasi-
terme et la preuve de sa «compatibilité» avec les termes. Nous présentons
dans le paragraphe suivant deux méthodes pour définir une telle fonction : la
premiére utilise un axiome (False_rec), la deuxiéme, et c’est celle que nous
utiliserons pour transposer la propriété d’unification, consiste & «exploiter»
directement le contenu calculatoire des preuves de «compatibilité» (qui sont
alors définies comme une structure de données quelconque «dans» Set).

2.2 Fonctions partielles

En informatique, les fonctions partielles apparaissent dans de nombreuses
situations (division entiére, queue de liste, ...). Les problémes liés a la défini-
tion de telles fonctions dans des systémes comme COQ, qui n’incorporent pas
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Fi1aG. 2.1 — Fonctions partielles

la notion de partialité, sont discutés par C. Dubois et V. Viguié Donzeau-
Gouge dans [27]|. Outre l'intérét que peut présenter la preuve de 'unifica-
tion des termes du premier ordre, nous souhaitons développer une approche
basée sur la réutilisabilité de preuves formelles. La construction de cette
preuve conduit & définir une fonction partielle, c’est & dire une fonction dont
le domaine est caractérisé par un prédicat. Plus précisément, a partir de
deux ensembles, F; (quasi-termes) et Esy (termes), définis inductivement, et
d’un prédicat P sur E7, tel qu’il existe une bijection entre le sous-ensemble
EP = {e € E1, P(e)} de E; et Es, on souhaite construire deux fonctions
reliant E¥ et Ey (figure 2.1). Les deux caractéristiques de ce probléme sont :

e Le sous-ensemble Ef est caractérisé par un prédicat, ce qui empéche
toute définition «directe» de fonction ou de prédicat sur EY (aussi, les
formules Ye; € EX ¢ devront se lire Ve; € E1(P(e1) = ¢)).

e On ne dispose pas de la bijection, mais seulement de la preuve de son
existence: cette bijection est caractérisée via une relation = définie sur
E; x E5 et vérifiant :

Ve, € EF (Jes € By (e1 = ez A (Ve € By (e1 = €y = €y = e3))))
Vea € By (Jey € Ey(e1 =ea A (Ve € Ey (e = ex = €] =e1))))

On cherche a construire les deux fonctions fi2 et fo1 telles que:

frz(e1)

€2

f12 : E{D — E2 Vel S Ef el
for:Ea = Ey Vey € By far(ez)

La fonction fo; se construit directement, puisqu’elle peut s’appliquer & 1’en-
semble Es tout entier, et vérifie Vey € Es P(f21(e2)). La définition de fio
est plus délicate, puisqu’elle est définie sur un ensemble caractérisé par un
prédicat. Les deux solutions envisagées dans la suite consistent & considérer
simultanément un élément de F4 et la preuve qu'’il satisfait bien le prédi-
cat P1. Elles différent selon que ’'on s’autorise ou non I'utilisation de ’axiome

1. Afin de considérer 'ensemble E; tout entier (plutot que EY) comme domaine de
la fonction fi2, nous pouvons ajouter & E» un élément «artificiel» et définir E, = Es U
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False_rec défini en (1.12). En utilisant cet axiome, on envisage la défini-
tion de la fonction cherchée comme ’écriture d’un programme qui prend un
argument e; satisfaisant une pré-condition P et qui peut donc produire un
résultat quelconque si son argument ne satisfait pas P puisqu’un tel cas n’est
pas possible (on dispose d’une preuve de P(eq)) : cette approche «langage de
programmation» est la premiére solution proposée, elle construit le résultat
a partir de son argument e; sachant qu'’il vérifie forcément le prédicat P. La
deuxiéme solution consiste a exploiter non plus ’élément ey, mais la preuve
qu’il satisfait bien le prédicat P : cette approche «langage de preuves» est
la deuxiéme solution proposée et n’utilise pas 'axiome False_rec. Ces deux
solutions sont illustrées sur un exemple «jouet» présenté a la fin de ce para-
graphe.

Une approche «langage de programmation»

L’approche «langage de programmation» consiste simplement & définir
une fonction prenant en argument un élément e; de F; et une preuve p de
P(e1). En envisageant tous les cas possibles pour e, c’est a dire, puisque
FE est défini inductivement, tous les constructeurs possibles utilisés dans la
formation de ej, il suffit alors de renvoyer «n’importe quoi» dans les cas
correspondant & un élément e; ne satisfaisant pas le prédicat P (ces cas
ne pouvant étre réalisés puisque 'on dispose d’une preuve de P(ey)). Clest
précisément ce que permet ’axiome False_rec: dans les «cas absurdesy, il
suffit de disposer d’un lemme make_false prouvant que pour un tel e;, on a:

P(ey) = False

et de renvoyer comme résultat (False_rec E; (make_false e; p)) qui est
bien un élément de Ej.

Une approche «langage de preuves»

Si l'on s’interdit 'utilisation de ’axiome False_rec, il faut alors prendre
en compte, non plus la structure de ej, mais la structure (c’est a dire le
contenu) de la preuve de P(e;). Toutefois, puisque P est un prédicat sur E;
(P: Ey — Prop) et puisque Es est de type Set, il n’est pas possible de définir
une fonction fi9 en considérant la structure de P(ey) : cela reviendrait utiliser
un objet non informatif (i.e. sans contenu calculatoire) pour construire un
objet informatif. Nous avons vu dans le paragraphe 1.2.5 que cela n’était
pas permis. La solution proposée consiste a construire inductivement, pour
tout élément e; de Ef’, 'ensemble Ple1] des preuves de P(e1) (P: E; — Set).
Meéme si Ple;] et P(e;) semblent équivalents d’un point de vue logique, ils ne

{meaningless}. La fonction fi, vérifierait alors fi2(e1) = meaningless pour tous les éléments
e1 de E; ne satisfaisant pas le prédicat P. Mais cette solution ne fait que déplacer le
probléme.
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sont pas équivalents d’un point de vue «calculatoirey. Une fois cet ensemble
construit, 'utilisation de types dépendants permet de définir la fonction:

fiz: I (Pler] = B»)

e1€k

Cette fonction est définie récursivement sur la structure d’une preuve et
permet de prendre en compte le contenu algorithmique d’une telle preuve.
La fonction ainsi construite doit vérifier :

Vei € By Vp € Pler] e1 = fia(e1,p) (2.1)

Ces définitions permettent de considérer des preuves comme des objets d'une
collection mathématique et donc de mener des raisonnements par induction
sur ces preuves ou bien de construire des fonctions récursives sur ces preuves
(les lemmes sont alors explicitement utilisés en tant que fonctions).

Un exemple «jouet»

Illustrons ces deux approches sur un exemple. Les entiers naturels ont été
deéfinis en (1.5). Les entiers naturels pairs peuvent étre définis inductivement
dans le systéme CoQ par:

Inductive nat_even:Set:=first:nat_even | next: nat_even->nat_even.

Le prédicat inductif even, défini en (1.6) permet de caractériser les éléments
de nat qui sont pairs. Nous souhaitons définir les deux fonctions suivantes :

nat_to_even: {n: nat, even(n)} — nat_even even_to_nat:nat_even — nat

La fonction even_to_nat se définit facilement par:

Fixpoint even_to_nat [n:nat_even] : nat :=
<nat>Case n of
0
[e:nat_even] (S (S (even_to_nat e)))
end.

Approche «langage de programmation»
Pour utiliser cette approche, il nous faut tout d’abord prouver les deux
lemmes suivants:

Lemma is_even_SS : (n:nat)(even (S (S n)))->(even n).
Lemma make_false : (even (S 0)) -> False.

Le premier permet d’obtenir une preuve de la parité de n & partir d’une
preuve de la parité de n + 2; le deuxiéme permet d’obtenir une preuve de la
proposition False a partir d’une preuve de la parité de l'entier 1. Ces deux
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lemmes se prouvent trés facilement et permettent alors de définir la fonction
suivante par filtrage sur un entier :

Fixpoint nat_to_even [n:nat] : (even n) -> nat_even :=
<[n:nat] (even n)->nat_even>
Cases n of
0 => [p:(even 0)]first |
(8 0) => [p:(even (S 0))]
(False_rec nat_even (make_false p)) |
(8 (s 1)) => [p:(even (S (S 1)))]
(next (nat_to_even 1 (is_even_SS 1 p)))
end.

Approche «langage de preuves»
Pour utiliser cette approche, on définit tout d’abord ’ensemble de preuves:

Inductive is_even_S : nat -> Set :=
O_is_even_S : (is_even_S 0) |
even_next_S : (n:nat)(is_even_S n) -> (is_even_S (S (S n))).

La fonction nat_to_even peut alors étre définie récursivement, sur la struc-
ture d’une preuve, par:

Fixpoint nat_to_even [n:nat;p:(is_even_S n)] : nat_even :=
<[_:nat]lnat_even>
Case p of
first
[n0:nat] [p0: (is_even_S n0)] (next (nat_to_even n0O p0))
end.

Remarque. Alors que dans ’approche «langage de programmationy , le pré-
dicat peut ne pas étre défini de maniére inductive (on peut, par exemple,
utiliser le prédicat récursif IS_EVEN présenté dans le paragraphe 1.2.3, ce qui
entrainerait toutefois des modifications dans les preuves des deux lemmes
is_even_SS et make_false), l'approche «langage de preuves» nécessite une
définition inductive. Signalons toutefois que ces deux approches ont en com-
mun la manipulation d’objets «dans» Set, soit en définissant les preuves
«dans» Set, soit en utilisant un axiome qui & partir d’un objet «dans» Prop
produit un objet «dans» Set.

Application a la transposition de propriétés formelles

De telles fonctions peuvent étre utilisées pour transposer des propriétés
formelles d’un ensemble & un autre. Replagons nous dans le cadre plus gé-
néral du début de ce paragraphe. Puisque F» et un sous-ensemble de F;
sont isomorphes, nous souhaitons transposer une propriété exprimée sur E;
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FE;:Set

fo1:Es = Ey

FEs:Set

€2

= fi2(f21(e2),p)

. Ui (fo1(e2))

_--~~=>Conserv. |
-7 Uz(ez)

[I (Plei] = E»)

FiG. 2.2 — Transposition de propriétés formelles

vers Fy. Considérons deux propriétés formelles Uy (quasi-unification) et Uy
(unification), respectivement sur F; et Es, telles que:

Vey € By Vp e Pler) Uiler) = Us(fiz(er,p))

Supposons que Fq vérifie Uy et montrons la propriété Us sur Ey. La preuve
est obtenue en conduisant le raisonnement suivant (figure 2.2). Soit ey un
élément de Fs, par hypothése, on a Ui(f21(e2)) et puisque fa1(e2) admet

une preuve p de P(f91(e2)) dans P[fa1(e2)], on a alors Us(fi2(f21(e2),p))-
Or f12(f21(e2),p) = e2 ce qui prouve la propriété U, pour tout élément de Es.

2.3 Liens entre termes et quasi-termes

2.3.1 Deéfinition formelle des termes

En faisant intervenir la notion de liste, chére aux informaticiens, les as-
sertions 2. et 3. de la définition classique des termes, donnée dans le para-
graphe 2.1.1, peuvent s’exprimer de maniére unique. Les types mutuellement
inductifs suivants sont alors définis:
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Définition 2.2 (Termes/Listes de termes)

o L’ensemble Tx[X] des termes sur XU X est défini inductivement par :

~ Siz est un élement de X, alors tv(z) est un terme.
— Si f est un élément de X, tel que ar(f) =n, et si £ est une liste

de termes de longueur n, alors tf(f,£) est un terme.
e La famille ) - Lns[X] des listes de termes, de longueur finie, est

définie inductivement par :

~ ()o est une liste de termes (c’est la liste vide de longueur nulle).

- Si t est un terme et £ une liste de termes de longueur n, alors
(t,€)n 11 est une liste de termes de longueur n + 1.

Les schémas d’induction engendrés par ces définitions sont de la forme:

Induction sur Tx[X] (resp. ), Lnx[X]) Soit P une propriété sur
Tx[X] et Py une propriété sur ) n Lps[X]. Si les conditions suivantes
sont satisfaites:

I.Yve X P(tv(v))
2.VfeX Vle Ly s[X] (Polar(f),0) = P(tf(f,£)))
3. Py(0, ()o)
4. VYn € NVt € Tx[X]
(P(t) = V€ € Ly s[X] Po(n, ) = Po(n+ 1, (t,6)n11))

’

alors: Vt € Ty[X] P(t) (resp. Vn € NVl e L, »[X] Py(n,?)).

Ainsi, lorsque ’on montre une propriété sur les termes, on montre une pro-
priété analogue pour les listes de termes. Par exemple, ces schémas per-
mettent d’établir la décidabilité de 1’égalité de deux termes et de ’égalité de
deux listes de termes (les deux preuves étant identiques).
Remarque. () Lpx»[X]) = set [[ (Lpx[X] — s) sont isomorphes pour
nclN nclN
tout s.
Le tableau 2.2 contient la définition des termes et des quasi-termes dans le
systeme CoqQ (qui, depuis la version 5.10, permet la définition d’ensembles
mutuellement inductifs). L’ensemble fun correspond & % (il est indexé sur
Pensemble des naturels nat) et la fonction d’arité associée a cet ensemble
est spécifiée par arity:list_nat->fun->nat et utilisée & I’aide de la liste de
naturels Lar contenant les arités (il s’agit d’un paramétre). De méme, var
correspond & I'ensemble des symboles de variables.

2.3.2 Quasi-termes «compatibles»

Afin de pouvoir utiliser les résultats sur I'unification établis par J. Rouyer
dans [89], nous allons construire la bijection existant entre l’ensemble des
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Mutual inductive Term: Set :=
tv: var ->Term |
tf: (f:fun) (list_term (arity Lar f)) ->Term
with list_term: nat ->Set:=
nil: (list_term 0) |
cons: (n:nat)Term ->(list_term n) ->(list_term (S n)).

Inductive quasiterm: Set :=
V: var ->quasiterm |
C: fun ->quasiterm |
Root : fun ->quasiterm ->quasiterm |

ConsArg: quasiterm ->quasiterm ->quasiterm.

TAB. 2.2 — Termes et Quasi-termes

termes et un sous-ensemble des quasi-termes. Nous suivrons pour cela la
méthode présentée dans le paragraphe 2.2. Les deux principales différences
proviendront d’une part, du fait que les types Tx[X] et Y - Ln,x[X] sont
mutuellement récursifs, ce qui nous ameénera & construire en fait deux bijec-
tions et, d’autre part, du fait qu’il existe une liste de termes (c’est la liste
vide) qui ne correspond pas & un quasi-terme.

Caractérisation de deux sous-ensembles de Qx[X]

Nous commencons par identifier, & I’aide de deux prédicats, les deux sous-
ensembles de Qxn[X] pour lesquels il existe une bijection avec les ensembles
Ts[X] et 3, e Ln,s[X]. Pour cela, deux prédicats, PT et PL, sont définis
sur Qx[X]: le premier caractérise les quasi-termes «qui ont une structure
de terme» et le second caractérise les quasi-termes «qui ont une structure
de liste de termesy». La longueur d’un quasi-terme est tout d’abord définie
récursivement par:

1 +1 i ¢ = ConsA ,
Vg € Qu[X] lg(g) :{ g(q1) 1 g(qo) :;nqon nsArg(q1, g2)

Cette définition permet d’envisager le contrdle de l’arité des symboles fonc-
tionnels. Nous pouvons a présent définir récursivement le prédicat P par:

Vre X PL(V(z))

VfeX (ar(f)=0= PL(C(f))

Vg e Qs[X]VfeX ((PY(q) Aar(f) =1g(q)) = P*(Root(f,q)))
Va1, g2 € Qu[X] ((Ig(q1) = 1 A PE(q1) A PL(gp)) = PL(ConsArg(q1, q2)))

Ce prédicat est utilisé dans la définition du prédicat P7 : un quasi-terme a
une structure de terme s’il a une structure de liste de termes de longueur 1.

Vg € Qs[X] (lg(q) = 1A P"(q)) = P'(g)
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Dans ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes:

QLX) ={q¢eQs[X], P'(9)}  QF[X]={q€Qx[X], PX(9)}

Puisque tout quasi-terme compatible avec les termes est compatible avec les
listes de termes (de longueur 1), on a QL[X] C QL[X].

Caractérisation de deux bijections

Nous définissons a présent deux relations d’équivalence permettant d’éta-
blir 'existence d’une bijection entre QL[X] et T%:[X] dune part, et entre
QL[X] et >_nem\{o} Ln,s[X] d’autre part. Ces relations, notées =p et =,
sont définies respectivement sur Qs[X] x Tx[X] et Qx[X] x Y - Ln,z[X]
(=L, correspond a une famille de relations). Il semble «naturely de deé-
finir ces deux relations de facon mutuellement récursive: le tableau 2.3
contient une telle définition. Toutefois, pour des raisons «techniques», nous
avons été amené a définir ces deux relations de maniére indépendante, en
«dérécursifiant» la relation =z, par un «déploiement». Les définitions obte-
nues sont données dans les tableaux 2.4 et 2.5 et permettent de caractériser
deux bijections puisque 1’on montre facilement (par induction) que:

Proposition 2.1

e Pour tout quasi-terme q, tel que PL(q), il eviste une unique liste de
termes de longueur 1g(q), telle que q =Ly |-

o Pour toute liste de termes [ de longueur n > 0, il existe un unique
quasi-terme q tel que 1g(q) =n et ¢ =g, L.

e Pour tout quasi-terme q, tel que PT(q), il existe un unique terme t tel
que q =1 t.

e Pour tout terme t, il existe un unique quasi-terme q tel que q =7 t.

Cependant, la preuve de ces assertions ne fournit pas de «procédé effectif»
correspondant aux deux bijections. En effet, nous ne savons pas, & partir
d’une hypothese de la forme Ya € A3b € B P(a,b), construire une fonction
qui pour tout a de A, calcule I’élément b de B, tel que P(a,b); nous savons
seulement que cet élément existe, la maniére de l'obtenir étant contenue
dans la preuve de ’hypothése 3b € B P(a,b). Ceci est di au fait qu’il est
impossible d’obtenir un objet «informatif» (i.e. de type Set) a partir de cette
hypothése qui est de type Prop.

Les éléments en relation via =7 et =y, correspondent bien aux éléments que
I’on cherche & relier puisque 'on montre facilement par induction que:

Proposition 2.2

e Vg€ Qx[X]Vn e NVLE Lyx[X] g¢=p, ¢= (Ig(q) = n A PE(q))
o Vg€ Qu[X]VtETS[X] q=rt= PT(q)
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q=rt

si ¢ = V(x) alors ¢ =7 ¢t est vrai si t = tv(x).

si ¢ = C(a) alors ¢ =7 t est vrai si t = tf(a, ()o).

si ¢ = Root(f, qo) alors ¢ =7 t est vrai si t = tf(f,[) et qo =4,(y) [-
si ¢ = ConsArg(q1,¢q2) alors ¢ =p t est faux.

q=r, !

sig=V(z) alors g =, lest vraisin =1et [ = (tv(z), (}o)1-

si g = C(a) alors ¢ =1, l est vraisin =1 et I = (tf(a, ()o), ()o)1-

si ¢ = Root(f, qo) alors ¢ =y, l est vraisin = 1,1 = (tf(f,1), o)1
et qo Ear(f) l.

si ¢ = ConsArg(q1,q2) alors ¢ =y, | est vrai si n = 1g(q1) + 1g(g2),
I = (t1, 11 )1g(q1)+1g(g2)—1> @1 =T t1 €t g2 Sig(gn) L1

TAB. 2.3 — Définitions mutuellement récursives de =r et =y,

sil = ()o, alors ¢ =, [ est faux.
sil=(t,I"Vp+1 (n =m + 1), alors:
sig=V(z), alorsg=p, lestvraisit =tv(v),z=vetm=0
si ¢ = C(f), alors ¢ =g, [ est vrai si t =tf(f',ly), f=f,
ar(f)=0et m=20
si ¢ = Root(f,qo), alors ¢ =g, [ est vrai si t = tf(f', 1),
f=f,m=0etq =L, I
si ¢ = ConsArg(q1,q2), alors:
sit=tv(v), alors ¢ =, lest vraisiqu =V(z),v=wet g2 =, I
sit=tf(f' 1), alors:
si ¢ = V(z), alors ¢ =y, [ est faux.
si g1 = C(f), alors ¢ =y, lest vraisi f' = f, ar(f) =0

et g =y, I
si ¢ = Root(f,qo), alors ¢ =, Lest vraisi f = f', qo =L,,,, ls
et o =, I'

si g1 = ConsArg(gs, qs), alors ¢ =y, 1 est faux

TAB. 2.4 — Définition de ¢ =, 1

si g = V(x), alors ¢ =7 t est vrai si t = tv(v) et © = v.
si g = C(f), alors ¢ =7 t est vraisit =tf(f',ly), f = f' et ar(f) =0.
si ¢ = Root(f, o), alors ¢ =7 t est vrai si t = tf(f', ), f = f'
et qo =Lars) lfr.
si ¢ = ConsArg(q1,¢q2), alors ¢ = t est faux.

TAB. 2.5 — Définition de q =7 t
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2.3.3 Deux fonctions sur les quasi-termes «compatibles»

Nous allons & présent établir un «procédé effectify correspondant aux
deux bijections déterminées dans le paragraphe précédent. Aprés une pré-
sentation de I’approche «langage de programmation», nous détaillons I'ap-
proche «langage de preuves» qui sera utilisée dans toute la suite. Les sous-
ensembles QL[X] et QL[X] étant définis par un prédicat, on ne peut pas
construire directement de fonction de QL[X] vers Tx:[X] ou de QL[X] vers
> nen Ln,z[X], mais seulement de Qs[X] vers Ts[X] ou } o Lnx[X].
C’est pourquoi, la fonction 7'; (resp. Té) qui pour tout quasi-terme ¢, vérifiant
PT(q), (resp. vérifiant PL(q)), calcule 'élément ¢ de Ts[X] (resp. 'élément |
de >, e Ln,s[X]) tel que g =7 ¢ (resp. ¢ =y, 1), est une fonction qui prend
pour arguments, d’une part le quasi-terme ¢, et d’autre part, la preuve de
P (q) (resp. la preuve de PY(q)).

Approche «langage de programmation»

Les termes et les listes de termes étant définis de maniére mutuellement
récursives, et les listes de termes étant définies par un type dépendant, la
situation est un peu plus compliquée que celle décrite sur ’exemple des
entiers et des entiers pairs. Les deux fonctions & définir sont naturellement
mutuellement récursives et ont pour signature:

n: L P = X)) e [T (Pl = Ligg u[X))
qeQx[X] 7€Qx[X]

Ces deux fonctions procédent «par filtrage» sur le quasi-terme en argument
et utilisent ’axiome False_rec a chaque fois que ce quasi-terme n’est pas
«compatible», en considérant une preuve de la proposition False obtenue &
I'aide du lemme suivant :

Lemma make_false: Vqi,q2 € Qx[X] PT(ConsArg(qi,q2)) = False.

Autrement dit, si 'on dispose d’une preuve de P”(ConsArg(q1,q2)), alors on
dispose d’une preuve de la proposition False. D’autres lemmes plus techniques
sont nécessaires afin de pouvoir obtenir une preuve de P” (ConsArg(q1,¢2)) a
partir de n'importe quel quasi-terme «non compatible» et afin de de pouvoir
manipuler les listes de termes définies par une type dépendant. Puisqu’ils
seront utilisés comme des fonctions, nous utilisons pour les exprimer le sym-
bole fonctionnel — & la place de son équivalent logique =-. Sans trop entrer
dans les détails, en voici la liste. Etant donnés une liste de termes dans
Ly, »[X] et un entier ng, nous souhaitons identifier les types L, n[X] et
Ly, »[X] lorsque ni = ny. C’est ce que permettent les trois lemmes suivants:
le lemme ¢; (resp. ¢5) permet, étant donnés un symbole fonctionnel f € ¥
et une preuve de PT(C(f)) (resp. P*(C(f))), d’obtenir une liste de termes
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de longueur ar(f) (c’est la liste vide); le lemme £3 permet de «transposer»
une liste de Ly, x[X] vers Ly, »[X] lorsque n; = ny.

b (f:X) PT(C(f)) = Lar(p)s[X]
b (f:X) PY(C(f) = Lar(p)s[X]
63: (nl,nQ:]N) (m:ng) — thz[X] — Ln%g;[X]

Les autres lemmes permettent, étant donné un quasi-terme ¢ satisfaisant un
des deux prédicats P! et PY, d’établir des propriétés sur les «constituantsy
de ce quasi-terme.

Cy: (f E)(q Qx[X)) PT(Root(f,Q)) - P(q)
l5:(q1,q2 : Qs[X]) PL(ConsArg(g1,q2)) — PL(qo)
66 (ql,(p [X]) P (ConsArg(ql,qg)) — PT(ql
lr:(f - 2)(q: Qu[X]) PT(Root(f,q)) - 1g(Q)= r(f)
l:(f : £)(q: Qs[X]) P"(Root(f,q)) —  P"(Root(f,q))
lo: (f :2)(q: Qu[X]) P(Root(f,q)) - P(qg)
bo:(q1,q2 1 Qu[X])  PE(ConsArg(qi,q2)) — lg(ge) +1=

lg(ConsArg(q1,q2))

Nous pouvons a présent définir, récursivement sur la structure d’'un quasi-
terme, les deux fonctions Tg et Té. Le tableau 2.6 contient la définition de ces
deux fonctions en «pseudo-COQ» .

Remarque. Dans la troisiéme branche de la fonction Té, correspondant au cas

ou g est le quasi-terme Root( fg, ¢s), une solution plus simple (plus naturelle?)
aurait été d’appeler récursivement Tg avec Root(fs, gg) comme argument sans
que cela compromette la terminaison de cette fonction. Cette solution n’est
pas permise par le systéme COQ qui impose aux arguments d’un appel ré-
cursif de «diminuer» (c’est aussi pour cette raison que les deux définitions
des relations =7 et =y, ne sont pas mutuellement récursives).

Approche «langage de preuves»

Dans toute la suite, nous utiliserons ’approche développée dans ce para-
graphe et illustrée sur la figure 2.3. Sans utiliser 'axiome False_rec, on est
amené a définir les fonctions 7'5 et Té récursivement, non plus sur la structure
d’un quasi-terme, mais sur la structure de la preuve de sa «compatibilité» .
On définit donc les ensembles mutuellement inductifs P7[q] et P%[q] corres-
pondant aux preuves de PT(q) et de P¥(q). Il ne s’agit pourtant pas d’un
simple «recopiage» des prédicats PT et P «dans» Set: en effet, le type
des listes de termes dépendant d’un entier naturel, nous «enrichissonsy» la
structure de PL en considérant les preuves exprimant qu’un quasi-terme est
«compatible» avec une liste de termes de longueur donnée. Aussi, la fonction

!

T, D'aura pas exactement la meéme signature que dans le paragraphe précé-

dent. Ces définitions vont permettre de considérer explicitement des preuves
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Fixpoint T;[q: Qs[X]): PT(q) — Ts[X] :=
< ¢ Qs[X]1P(q) — Tx[X] >
Case (¢ of
[vi: X][_: PT(V(v1))]  tv(vr)

[f2: B]lp2: PT(C(f2)] tf(f2, £1(f2,p2))

[f3: Z]lg3: Qu[X]][ps: P (Root(f3, g3))]
tf( f3, €3(18(q3), ar (f3), €7 (f3, 43, p3), 7o (a3, La(f3, 43, 13))))

[94: Qs [X]]lg5: Qx[X]][pa: PT (ConsArg(qu, g5))]
False_rec(Tx[X]make_false(qy,qs, 1))
end

with Té[q: QE[X” PL (q) - ng(q),E [X] =
< [q: QE[X]]PL((]) — ng(q),E[X] >
Case (¢ of
[v2: X][_: PE(V(v2))]  (tv(v2), (o)1

[f5:2][ps: PE(C(f5))]  (tf(fs5, £2(f5,15)), Qo1

[f6: E[gs: Qx[X]][pe: P*(Root(fs, ¢5))]
(tf(fs,€3(1g(g6), ar(fs), L7(f6, a6, L3 (f6, g6, P6)),
7e(g6, Lo (fo, 46, P6)))))1

[q7: Qs[X]]lgs: Q=[X]][p7: P*(ConsArg(g7, s))]
¢3(1g(gs) + 1,1g(ConsArg(qr, gs)), £10(q7, g8, 7)),
(Tt (g7, €6(q7, a8, 7)), Te (g3, 45 (a7, 485 P7)) Dig(gs)+1)

end.

TAB. 2.6 — Fonctions Té et Té : approche «langage de programmation»
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comme de véritables objets appartenant & une collection (Set) sur lesquels
un raisonnement par induction pourra étre conduit. Les ensembles PT[q] et
PLq] (en fait, on définit une famille) sont définis inductivement a 1’aide de
constructeurs dont les types sont :

(z: X) PV (2)]

(f:2)(€: Lap(pyulX]) (€=(0) — PTC(f)]

f:2)(g: Qs[X]) PLpld  — PT[Root(f,q)]

(z : X) PLIV(2)]

(f :2)(€: Lar(pyslX]) (€=Q0) — PLIC(S)]

(30 XD Ph ol PLRoo(f,q)

(n:IN)(q1,¢2: Qu[X]) Prlae] = PT[ai] = Pipy[ConsArg(qr, ¢2)]

On montre alors facilement I'adéquation entre les prédicats PT et P et les
éléments de PT et PL (i.e. un quasi-terme ¢ satisfait P7(g) si et seulement
si il existe un élément dans PT[q]; un quasi-terme g satisfait P(q) si et
seulement si il existe un élément dans Pé(q) [q]). Nous pouvons & présent

définir les deux fonctions 7'5 et Té mutuellement récursives (sur la structure
d’une preuve) de signature:

oo I PTla - 1elX) 7 [ (PEHa = Lax[X))
7€Qx[X] n€IN,geQx[X]

Ces définitions, présentées en «pseudo-CoQ» dans le tableau 2.7, permettent
d’associer a tout quasi-terme «compatible» le terme et/ou la liste de termes
avec lequel il est en relation. En effet, on montre ’équivalent de ’asser-
tion (2.1) du paragraphe 2.2:

Proposition 2.3

o Ve Qxs[X] YpePllql q=r7iqp)
e VnelN VgeQs[X] VpePlld  q=i, 7hn.q,p)

Cette approche «langage de preuves» exploite donc explicitement la structure
des preuves, tandis que 'approche «langage de programmationy, présentée
plus haut, utilise implicitement les mémes propriétés qui sont «cachées» dans
les preuves des lemmes #1 & £1p.

2.3.4 Deux fonctions dans les quasi-termes

Puisque tous les termes (et toutes les listes de termes non vides) «ont
une structure de quasi-terme», les fonctions 7 et 7,/ s'obtiennent de ma-
niére classique en définissant les fonctions mutuellement récursives suivantes

(tableau 2.8) :
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Fixpoint 7¢[¢: Qu[X]; p: P (q)): T [X] :=
< [q: Qz[X]]TE[X] >
Case p of
[v: X] tv(v)

L Z][l: Loy s[X]lPo: (L = (o] t(f,1)

1 Blgv: QX Np1: Py g lanl]l - H(f1, 7g(ar(f1), a1, p1))

end
with Té[n:]N; q: Qx [X];p:’P/;J (@)]: Lpx[X]:=
< [n:N|[g: @u[X]] Ly s [X] >

Case p of

[v2: X] (tv(v2), Qo)1
[f3: Z][I3: Lap(p), [ X[p3: (I3 = Qo] (tf(f, 1), Qo)1
[fa: Dllas: Qe[ X]][pa: Pl laal]l  (t(fa, 7g(ar(fa), qa,94)), (o)1

[n5: N][gs: Qu[X)ge: Qu[X][ps: PL[g6]][ps: P [as]]

(7'; (q57p6)7 Té (’TL5, q67p5)>n5+1
end

TAB. 2.7 — Fonctions 7'5 et Té s approche «langage de preuves»

 Ts[X] = Qs[X] 7 H (Qs[X] = (Lpx[X] = Qx[X]))
nelN

La seule difficulté provient du fait que la liste de termes vide n’est associée
a aucun quasi-terme (c’est la raison pour laquelle la fonction qu prend aussi
un quasi-terme en argument). On montre alors:

Proposition 2.4
1. VteTs[X] Tl(t)=rt
2. Vne NVl € L, »[X]|Vt € Tx[X] qu(n, T (t),0) =i (tOnt1
3. Vg e Qs[X] VpePllg 7 (rl(a:p) =4

2.4 Substitutions et quasi-substitutions

Nous présentons dans ce paragraphe les définitions formelles des sub-
stitutions et quasi-substitutions. Ces deux ensembles sont ensuite reliés en
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Inductive quasiterm : Set :=
V : var -> quasiterm |

C : fun -> quasiterm |

Root : fun -> quasiterm -> quasiterm

ConsArg : quasiterm -> quasiterm -> quasiterm:

quasi-termes compatiblesavec  les listes de termes (non vides)

: quasi-termes compatibles avec les termes

Mutual with
PT : quasiterm -> Set PL : nat -> quasiterm ->Set
Ensemble de preuves Ensemble de preuves
“ce quasi-terme est compatible avec les termes” “ce quasi-terme est compatible avec les listes

de termes de logueur n”

Mutual inductive \
: Set := list_t : nat -> Set :=

Term =
nil : (list_t 0) |

tv : var -> Term |

tf: (£:fun) (list_t (arity £))->Term cons: (n:nat) Term->(list_t n)->(list_t (S n)

FiG. 2.3 — Quasi-termes, termes et listes de termes

49

Fixpoint 7/t : Ts[X]] : Qx[X] :=
< Qxn[X] >
Case t of

[v:X] V(v)

[f : Z][l : Lar(f),E[X”

<[ NJQe[X) >

Case [ of

C(f)

[’I’LO : ]N][to : TE[X]][ZO : Lno,E[X]] ROOt(f, qu(n(), Tg(t()),l()))

end
end
vith 7//[n : IN; ¢ : Qu[X];1: Ly [X]] : Qs[X] :=
< INQs[X] >
Case [ of

q

[no : W][to : Te[X]]lo : Lne,[X]] ConsArg(g, 7/ (no, 7 (to), lo))

end.

TAB. 2.8 — Fonctions 7 et 7/
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suivant la méme méthode que pour les ensembles Qx[X] et Tx[X] : les substi-
tutions (resp. quasi-substitutions) étant définies comme les applications de
X dans Tx[X] (resp. @x[X]), il existe un lien de méme nature entre Qx[X]
et Tx[X] et entre ces deux ensembles. Ensuite, les propriétés classiques sur
les substitutions (étendues aux quasi-substitutions dans [89]) sont rappe-
lées et la correspondance entre propriétés «analogues» sur des substitutions
et quasi-substitutions «en relation» est établie. De méme, les résultats de
conservation des relations =7 et =1, lors de l'application de substitutions
et quasi-substitutions «en relation» sont prouvés.

2.4.1 Définitions

L’ensemble S[X] des substitutions est ’ensemble des applications de X
vers Tx[X]. Dans [89], la définition des substitutions a été étendue aux élé-
ments de Qx[X]: I'ensemble Sg[X] des quasi-substitutions est ’ensemble
des applications de X vers Qx[X]. A toute quasi-substitution s, est associée
une application Subst(s,), de Qx[X] vers Qx[X], définie récursivement sur
la structure des quasi-termes, par:

Vo € X Subst(sy,V(z)) = s¢(z)
VfeX Subst(sq, C(f)) = C(f)
Vf e XVqge Qxu[X] Subst(sy,Root(f,q)) = Root(f,Subst(sy,q))
Va1, q2 € Qs[X]
Subst(s,, ConsArg(q1,q2)) = ConsArg(Subst(sy, q1), Subst(sg, g2))

De méme, on associe & toute substitution s, deux applications Subst t(s;)
et Subst_1(s¢), mutuellement récursives, 'une de Tx[X] vers Tx[X] et Pautre
de >, e Ln,s[X] vers > civ L[ X], définies récursivement par:

Ve € X Subst t(sy, tv(z)) = s¢(x)
Vf € XVl € Lyy()s[X] Subst_t(s,tf(f,1)) = tf(f,Subst_I(s¢,1))

Subst_I(st, ()o) = ()o
Vt € T [X]|Vn € NVI € L, »[X]
Subst (s, (t,1)p1+1) = (Subst_t(s¢,t), Subst [(s¢, 1)) 41

Dans ce qui suit, on écrira seulement s, (resp. s;) pour Subst (resp. Subst_t
ou Subst_|) lorsqu’aucune confusion ne sera possible. De plus, on notera
désormais s1$9 la substitution Az.si(s2(z)).

2.4.2 Liens entre substitutions et quasi-substitutions

De méme que le sous-ensemble QL[X] de Qy[X] est défini & I'aide du pré-
dicat PT, on caractérise un sous-ensemble SS[X ] de Sg[X], correspondant
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aux quasi-substitutions «compatibles» avec les termes, & ’aide d’un prédicat
PS défini par:

Vsq € So[X] ((Vz € X P (s4(2))) = P5(sq))

Autrement dit, S’CT2 [X] est Pensemble des applications de X vers QL[X]. On

montre facilement, par induction, que si s, vérifie pS (sq) et si g est un
élément de QL[X], alors s,(g) est aussi un élément de QL[X]. Afin d’établir
une correspondance entre SS[X] et S[X], on définit une relation =g sur
So[X] x S[X] comme suit:

Vsq € So[X]| Vs € S[IX] ((Vz € X sq(x) =1 s¢(2)) = 5¢ =5 5¢)
Cette relation satisfait bien la proposition :
Proposition 2.5 Vs, € So[X]Vs; € S[X] (sq =5 st = P(sy))

PREUVE. Par hypothése, pour toute variable z, s,(z) =r si(x). La pro-
position 2.2 permet alors d’établir PT (s,(z)) pour toute variable z, ce qui
permet de conclure a P (s,). <

Nous allons & présent, de la méme maniére que nous avons établi la bijection
reliant 7%[X] et QL[X], construire un procédé effectif, qui:

e pour toute quasi-substitution s, vérifiant P?S associe une substitution
s¢ telle que sq =5 s¢

e pour toute substitution s; associe une quasi-substitution s, (vérifiant
P5(sq)) telle que s, =g sy

Ici encore, nous allons définir inductivement une ensemble (Set) de preuves
sur lesquelles un raisonnement par induction pourra étre conduit et des fonc-
tions construites. Pour toute quasi-substitution s, un élément de P°[s] est
obtenu a l’aide d’un constructeur de type:

((z = X) (P [s4(2)]) — P°[sq]

Bien entendu, une quasi-substitution s est dans Sg [X] si et seulement si elle

admet une preuve de P%(s) dans P(s). Nous pouvons alors construire la
fonction :

oo I (PPlsd = SIX])
54€5[X]

Tﬁ(sq, p) est défini récursivement sur la structure de p par: si p est un élément
de P®(sq) obtenu & partir d’une preuve py dans [,y P7 (sq(x)), alors:

74(8,0) = Aw.74(54(x), po (@)
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Réciproquement, mais de maniére plus classique, on construit la fonction
suivante :
78 S[X] = So[X]  md(se) = Aw.1{(s4(2))

Ces deux fonctions satisfont bien la proposition :

Proposition 2.6

1. Vs, € So[X]Vp € PS[sq] Sq =5 Ts’f(sq,p)
2. Vs € S[X] 7d(s¢) =5 s

2.4.3 Conservation des propriétés de «compatibilité»

Nous étudions dans ce paragraphe la conservation du lien entre quasi-
termes et termes lors de ’application de quasi-substitutions et de substitu-
tions. Le lemme qui suit, dont la démonstration découle (presque) directe-
ment des définitions, traduit le fait que:

e pour tout quasi-terme ¢ admettant une preuve de PT(q) dans PT [q] et
pour toute quasi-substitution s admettant une preuve de P°(s) dans
P9[s], s(q¢) admet une preuve de P (s(q)) dans PT[s(q)]

e pour tout naturel n et tout quasi-terme ¢, admettant une preuve de
P%(q) dans PL[q], et pour toute quasi-substitution s admettant une
preuve de P(s) dans P5[s], s(g) admet une preuve de P*(s(q)) dans

Prls(q)]-

Puisque PT[q], PL[q] et P[s] sont des ensembles, les deux assertions de ce
lemme constituent explicitement deux fonctions, notées Tzf et Tzl), ayant pour
arguments des preuves et construisant une preuve. Ici encore, ce lemme est
utilisé par la suite comme une fonction et nous utilisons le symbole fonction-
nel — a la place de son équivalent logique =-.

Lemme 2.1 (Définition des fonctions 7/ et 7))

L7y (g: Qu[X]) (s S[X])  P'la] = P¥[s] = PT[s(q)]
2.1y (n:IN) (q: QulX]) (s : So[X])  Prlal = P°[s] = Prls(q)]

Ce lemme, utilisé directement en tant que fonction, permet d’établir ’égalité
suivante :

Lemme 2.2 Vq € Qx[X]Vp, € PT[q]Vs € So[X]Vps € P°s]

(75(5,5)) (7e(q,pg)) = 74(5(q), 75 (q, 5, P> Ds))
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PrREUVE. D’aprés le lemme 2.1, T;(q, s,Pq,Ps) constitue bien une preuve de
PT(s(q)) et la démonstration se fait par induction sur la preuve pq. <

D’autre part, on montre que les relations =p et =, sont conservées lors de
I’application de substitutions et de quasi-substitutions «équivalentes» :

Lemme 2.3 Soit sq une quasi-substitution et s; une substitution telles que

Sq =5 St.

1. Yn e NVl € L, »[X]Vq € Qx[X] (¢ =1, | = s4(q) =1, s:(1))
2.Vt € To[X|Vq € Qx[X] (¢ =1t = s4(q) =1 54(t))

PREUVE. La preuve de 1. se fait par induction sur [, celle de 2. par induction
sur t. Le schéma d’induction utilisé est celui décrit page 40 dans lequel la
propriété P (resp. Py) est exprimeée par 2. (resp. 1.). Cette preuve s’obtient
donc en quatre étapes:

(1). Si g =7 tv(v), c’est que ¢ = V(v) et alors s, =g s entraine:

5q(q) = s¢(v) =1 s¢(v) = s4(tv(v))

(2). L’hypothése d’induction exprime que si ¢ =Ly |» alors sq(q0) =Lovs)
s¢(1). On cherche & montrer que si ¢ est un quasi-terme tel que ¢ =7 tf(f,1),
alors sq(q) =7 s4(tf(f,1)). Deux cas se présentent. Si ¢ = C(f), alors c’est
que [ = () et il est alors clair que:

5q(C(f)) = C(f) =r th(f, (o) = s:(tf(f, (o))

Si ¢ = Root(f,qo) avec qq =L, l» alors par hypothese d’induction, on a
$¢(90) =L,,(;, st(1) et il vient finalement :

$q(q) = Root(f,sq(q0)) =1 t(f, s:(1)) = s, (th(f,1))

3). L’hypothése q =1, ()¢ étant toujours fausse, la propriété est vérifiée.

0
(4). Soit un terme ¢ et une liste de termes [ de longueur n. Par hypothése
d’induction, on a:

— si ¢1 est un quasi-terme tel que ¢ =7 t, alors s4(q1) =1 s4(t)
— si g2 est un quasi-terme tel que g2 =y, [, alors s4(q2) =r,, s¢({)

Si g est un quasi-terme tel que ¢ =, ., (t,{)n41, alors deux cas se présentent.
Sil = ()o, alors s4(q) =1, (se(t), (o)1 si sq(q) =7 s¢(t). Or, par hypothese,
q =, (t,()o)1, c’est & dire ¢ =7 ¢. L’hypothése d’'induction permet alors de
conclure & s4(q) =7 s¢(t). Sil n’est pas la liste vide, alors ¢ = ConsArg(q1, g2)
et les hypothéses permettent de conclure a:

sq(q) = ConsArg(s¢(q1),5¢(92)) =r,p (5:(8), $e(1))nt1 = s:({E, D)
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2.4.4 Principales propriétés

Etant donnés deux termes, décider s’ils sont unifiables consiste & cher-
cher une substitution satisfaisant certaines propriétés. Nous rappelons donc
& présent les propriétés «classiques» des substitutions, étendues aux quasi-
substitutions, et montrons que ces propriétés sont, pour la plupart, conser-
vées par les applications 7! et 7d.

Propriétés

Domaine, image Le domaine et I'image d’une substitution (resp. d’une
quasi-substitution) s sont définis par les prédicats :

domy(s) {r e X, s(z) #tv(z)}

range(s) = {z € X, Jy € dom(s) x € var(s(y))} = U var(s(y))
yEdom(s)

L’appartenance d’une variable & un terme (resp. un quasi-terme) est définie
par un prédicat récursif sur la structure du terme (resp. du quasi-terme)
considéré. De plus, notons que cette relation est décidable (puisque 1’égalité
sur les variables I’est). Aussi, 'appartenance d’une variable au domaine d'une
substitution (resp. d’une quasi-substitution) est décidable.

Support, couverture FEtant donnée une substitution (resp. quasi-substi-
tution) s, le support et la couverture de s sont définis par les deux prédicats
suivants. Soit un terme ou une liste de termes (resp. un quasi-terme) ¢, on
dit que:

e s est supportée par t, si aucune variable n’appartenant pas a ¢ n’est
affectée par s (i.e. dom(s) C var(t)).
e s est couverte par ¢, si toute variable de I'image de s est dans ¢.

Idempotence Une substitution (resp. une quasi-substitution) s est idem-
potente si pour toute variable z, s(s(z)) = s(x), ou de maniére équivalente,
comme le montre le lemme suivant, si dom(s) Nrange(s) = @.

Lemme 2.4 Une substitution s est idempotente si et seulement si elle vérifie
dom(s) Nrange(s) = .

PREUVE. (<=). Soit z € X, montrons que pour toute variable v € s(x), on
a v ¢ dom(s). Deux cas se présentent. Si z € dom(s), alors, par définition,
v € range(s) et, par hypothése, v & dom(s). Sinon, s(s(z)) = s(z) = tv(z),
et on peut conclure.

(=). Soit = € range(s). Par définition, il existe une variable v € dom(s)
telle que x € s(v). Si x € dom(s), alors on a s(s(z)) # s(z) ce qui est
contradictoire. |
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S[X] Definition subst := var -> Term.

Definition dom_t:subst->var->Prop:=
[s:subst] [x:var]~(tv x)=(s x).
Inductive range_t[s:subst;x:var]:Prop:=
image range_t_init: (y:var) (dom_t s y)->
(IS_IN_T x (s y))->(range_t s x).

Definition over_t:subst->Term->Prop:=
support [f:subst] [t:Term]

(x:var) (T(IS_IN_T x t)) -> (tv x)=(f x).
Definition under_t:subst->Term->Prop:=
[s:subst][t:Term]

domaine

couverture (x,y:var) (dom_t s y)->(IS_IN_T x (s y))
->(IS_IN_T x t).

. Definition idempotent_t:subst->Prop:=

idempotence

[s:subst] (x:var) (s x)=(Subst_t s (s x)).
Inductive less_subst_t [f,g:subst] : Prop :=
less_subst_t_init: (h:subst)

((x:var) ((Subst_t h (f x))=(g x)))

->(less_subst_t f g).

préordre (<)

TAB. 2.9 — Propriétés sur les substitutions

Préordre On définit un préordre sur les substitutions (resp. sur les quasi-
substitutions) par:

Vs1,s9 € S[X] (s1 < s2) & (s € S[X]Vx € X s(s1(x)) = s2(z))

Ce préordre induit une relation d’équivalence correspondant a 1’équivalence
au renommage prés des variables. Deux substitutions s; et so sont dites
<-équivalentes si 51 < s9 et s9 < s7.

Lemme 2.5 Si deuz substitutions o et 0 sont <-équivalentes, alors il existe
une substitution r telle que pour tout terme t, o(t) = r(0(t)) et telle que pour
toute variable z de 6(t), il existe une variable v telle que r(z) = tv(v) (r peut
étre vue comme une substitution de renommage).

PREUVE. Soit ¢ un terme. Par hypotheése (o < 0), il existe une substitution
w1 telle que pio(t) = 6(t). De méme (0 < o), il existe une substitution ps
telle que p2f(t) = o(t). r existe donc: c’est py. De plus, on a py p20(t) = 0(t).
Montrons que Vz € X (z € 6(t) = Jv € X pa(z) = tv(v)). Si z appartient
au domaine de pg, alors pjp20(z) = 6(x) et po(x) # tv(z). Il existe donc
une variable v appartenant au domaine de pp, telle que pg(z) = tv(v). Si x
n’appartient pas au domaine de po, alors v existe, c’est la variable x. |

Le tableau 2.9 contient ces définitions dans le systéme CoQ.
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Conservation

Afin d’alléger les notations, nous écrirons dans toute la suite des égalités
de la forme s; = so. Il s’agit d’un abus de notation: en effet, cette relation
doit se lire Vz € X s1(z) = sa(z)2.

Lemme 2.6 Soit s; une substitution et sq une quasi-substitution idempo-
tente admettant une preuve p dans PS[sq]. Sisq < 1d(s1), alors T (sq,p) < st

PREUVE. Puisque s, < 7{(st), il existe une quasi-substitution h, telle
que hgsy = 74(st). hgsg est donc un élément de SS[X] et admet alors
une preuve pg dans Ps[hqsq]. On cherche a montrer qu’il existe une sub-
stitution h telle que hytt(sq,p) = si. Alors que s, et hys, sont des quasi-
substitutions «compatibles» avec les termes, on ne peut établir P°(h,) 3.
Toutefois, puisque s, est idempotente, on peut choisir pour h; la substitu-
tion 71 (hqsq, po). Montrons alors que Vo e X7t (h 5¢:D0)T, (sq,p)( ) = s¢(x).
Par définition, on a 7t (hgsq, po)TL(sq, ) () = TL(hgSq, po) T (3¢, p) (tv(z)). Or,
V(z) admet une preuve p; dans PT[ (z)] telle que tv(z) = 74(V(z),p1). En
appliquant deux fois le lemme 2.2, il vient :

Ty (hgsq,p0) 72 (3¢, p) (14 (V(2), 1))
= 7y(hgsq, po)Tg(sq(V(2)), 75 (V(2), 5¢, p1,P))
= Tg(hqsqsq( (z ))aT (sq(V(z )ahqsqaT;f(V(x)aSqaphp),po))

sq étant idempotente, on a hgsgsq(V(z)) = hysq(V(z)) et donc:

7g(gsq3q(V (), 75 (54 (V(2)), hgsg, 5 (V (%), 54,1, P), o))
= (h sq(V(2)), p(V(z ) hqSq: P1,P0))

En appliquant a nouveau le lemme 2.2, il vient :

7q(hqsq(V(2)), 75 (V(2), hgsg, p1.p0)) - = ((hgsq, po))(7g(V(2), p1))
= si(z) (par hypotheése)

ce qui permet de conclure. <
Lemme 2.7 Si s, est une quasi-substitution et s; une substitution satisfai-

sant sq =s s¢, alors x est une variable du domaine de sy si et seulement si
z est une variable du domaine de s;.

2. Le systéme CoQ n’utilisant pas la régle de n-réduction A\z.(s ) —, s oll x n’est pas
une variable libre dans s, il n’est pas possible de déduire de Vz € X si(z) = s2(x) 'égalité
s1 = s2. Les fonctions extensionnellement égales ne peuvent étre identifiées sans utiliser
un axiome.

3. En effet, pour s, = {x/V(y)} et hy = {x/ConsArg(y,2)}, on a bien P(s,) et
P5(hgs,), tandis que h, ne vérifie pas le prédicat P° puisque h,(z) ne vérifie pas
PT (hy(2)).
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PREUVE. Soit & une variable du domaine de s, (resp. s;), on a s¢(z) # V()
(resp. s¢(z) # tv(x)). Or par hypothese, sq(x) =1 s¢(z) et donc s4(x) # tv(z)
(resp. sq(z) # V(z)).

Lemme 2.8 Soit s, une quasi-substitution idempotente et s; une substitu-
tion. Si sq =g s¢, alors sy est idempotente.

PREUVE. Puisque s, =g s4, pour tout € X, sq(x) =7 s¢(z) ce qui permet
de conclure a s4(sq(z)) =7 si(si(z)). Or, par hypothese, s4(sq4(x)) = s4(s),
ce qui prouve 'idempotence de s;. <

Lemme 2.9 Soit s, une quasi-substitution et s; une substitution telles que
5q =5 8¢ Soit g un quasi-terme et | une liste de termes de longueur n tels
que q =, |. Si 54 est supportée et couverte par q, alors s; est supportée et
couverte par [.

PREUVE. (support). Soit # une variable n’appartenant pas a ¢. Puisque
q =1, |, x n’apparait pas dans [. Puisque, par hypothése, s,(z) = V(z) =
s¢(x), c’est que si(x) = tv(z) et on a bien Vo € X (x €1 = s4(x) = tv(x)).

(couverture). Soit y une variable du domaine de s; et = une variable de s¢(y).
Puisque sq =g ¢, y est aussi dans le domaine de s4 et s4(y) =7 s¢(y).  est
donc aussi dans s4(y). Puisque s, est couverte par g, z appartient a g, et
I'hypothése g =1, | permet de conclure & ’appartenance de z & [. <

Lemme 2.10 Soit l; et lo deux listes de termes de longueur ny et no, q1 et
q2 deux quasi-termes tels que qq =L, [y et g9 =L, lo, sy une substitution et
5¢ une quasi-substitution telles que sq =g s¢. Si 54 est supportée et couverte
par ConsArg(q1,q2), alors s; est supportée et couverte par la liste de termes
obtenue par concaténation des listes 1 et Iy, notée I >y ls.

PREUVE. (support). Soit z une variable n’appartenant pas a ConsArg(qi, g2).
54 étant supportée par ConsArg(qi,¢2), ¢ n’appartient pas au domaine de la
substitution s, et d’aprés le lemme 2.7, z n’appartient pas au domaine de s;.
Or, si z n’est pas dans ConsArg(qi,q2), c’est que x n’est pas dans [y > [y
et donc s; est supportée par [y > ls.

(couverture). Soit y une variable du domaine de s, et z une variable de
s¢(y). D’apres le lemme 2.7, y est aussi une variable du domaine de s; et
puisque sq =g ¢, le lemme 2.3 permet d’établir que s4(y) =7 s¢(y) et donc
x appartient & s¢(y). sq étant couverte par ConsArg(qi,q2), = est donc dans
ConsArg(q1,q2) et donc dans [; > ly. sy est donc bien couverte par la liste
l1 > 1. |
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Unificateur
Definition unif_t:subst->Term->Term->Prop:=

[f:subst] [t,u:Term] (Subst_t f t)=(Subst_t f u).
Unificateur minimal

Definition min_unif_t:subst->Term->Term->Prop:=
[f:subst] [t,u:Term]
(g:subst) (unif_t g t u)->(less_subst_t f g).
Probléme de I'unification
Inductive Unification_t[t1,t2:Term]:Set:=
Unif_succeed_t : (f:subst)
(unif_t £ t1 t2)
->(idempotent_t f)
->(over_1t f (S (5 0)) (cons (S 0) t1 (cons 0 t2 nil)))
->(under_1t £ (S (S 0)) (cons (S 0) t1 (cons 0 t2 nil)))
->(min_unif_t f t1 t2)
->(Unification_t t1 t2) |
Unif_fail_t: ((f:subst)~ (Subst_t f t1)=(Subst_t f t2))
->(Unification_t t1 t2).
Théoréme d’unification
Lemma UNIFICATION_T : (t1,t2:Term) (Unification_t t1 t2).

TAB. 2.10 — Spécification du probléeme de ['unification

2.5 Unification

Nous sommes & présent en mesure de formaliser le théoréme d’unification.
Pour cela, rappelons qu’étant donnés deux termes (resp. deux quasi-termes)
t1 et ty, la substitution (resp. la quasi-substitution) s unifie ¢, et to si s(t1) =
s(t2) ; s est un unificateur minimal de ¢; et to, si tout unificateur s’ de t; et
to verifie s < s'. Un unificateur est dit principal (ou le plus général), s’il est
minimal, idempotent, supporté et couvert par la liste de termes de longueur
2 constituée des termes t; et 2 (resp. par le quasi-terme ConsArg(t1,2)). Ces
définitions sont étendues aux listes de termes. Nous cherchons & montrer que
le probléme de l'unification est décidable: étant donnés deux termes, soit ils
ne sont pas unifiables, soit ils le sont et il existe alors pour ces deux termes
un unificateur principal. Les spécifications de ces définitions et du probléme
d’unification dans le systéme COQ sont données dans le tableau 2.10. Le
résultat final de [89] s’énonce:

Théoréme 2.1 (Unification des quasi-termes [89]) Etant donnés q; et
q2 des quasi-termes, soit q1 et go ne sont pas unifiables, soit ils sont unifiables
et il existe alors pour ces deuz quasi-termes un unificateur minimal, idem-
potent, supporté et couvert par le quasi-terme ConsArg(q1,q2).
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Lorsqu’il formalise ce théoréme, J. Rouyer prend soin de montrer que
si g1 et g sont des quasi-termes de QL[X] ou de QL[X] tels que lg(q1) =
lg(ge), alors si g; et go sont unifiables, leur unificateur principal est une
quasi-substitution de Sg [X]. Cette précaution va nous permettre, a l’aide des
fonctions et des lemmes définis dans les paragraphes précédents, d’obtenir
un théoréme équivalent pour les termes et pour les listes de termes.

Théoréme 2.2 (Unification des termes) Etant donnés deuz termes t;
et to, soit t1 et to ne sont pas unifiables, soit ils sont unifiables et il existe
alors pour ces deux termes un unificateur minimal, idempotent, supporté et
couvert par | = (t1, (t2, ()o)1)2-

PREUVE. Soit t; et to deux termes. Le théoréme 2.1 permet de distinguer
deux cas.

(1). Les quasi-termes 7//(t1) et 7/(t2) sont unifiables, et admettent comme
unificateur principal la quasi-substitution s, de Sg[X ]. sq admet donc une
preuve p dans P*[s,]. Montrons alors que 7¢(s,, p) est I'unificateur principal
de ¢1 et t2. Tout d’abord, montrons que 7!(sq,p)(t1) = 7£(sq,p)(t2). D’apres
les propositions 2.4 et 2.6, on a:

() =rtt () =rte sq=s Tst(sqap)

Le lemme 2.3 permet alors d’établir:
sq(rf (1)) =1 (13(3,0)) (1) et sq({ (t2)) =1 (7{(54,0)) (t2)

Or, s4(1i(t1)) = sq(1i(t2)) et donc 7i(sq,p)(t1) = Ti(sq,p)(t2). De plus,
puisque s, est idempotente, alors d’aprés le lemme 2.8, Tst(Sq, p) est aussi
idempotente. Supposons qu’une substitution s; unifie ¢; et 3. D’aprés le
lemme 2.3, 7d(s;) unifie 7/(¢1) et 7/(f2). s, étant minimale, on a alors
sq < 74(s¢). Puisque s, est idempotente, le lemme 2.6 permet alors d’éta-
blir 7!(sq,p) < i, prouvant ainsi que 7/(sq,p) est un unificateur minimal.
Reste alors & montrer que 7!(s,,p) est supportée et couverte par la liste de
termes constituée des deux termes t; et to. C’est ce que montre le lemme 2.9,
puisque, par hypothese, s, est supportée et couverte par le quasi-terme
ConsArg(rl(t1), T (t2))-

(2). Les quasi-termes 7/ (¢1) et 7/(¢2) ne sont pas unifiables. Supposons qu’il
existe une substitution s; qui unifie les termes ¢; et to. D’apres le lemme 2.3,

la quasi-substitution 7§ (s;) unifie les quasi-termes 7(t1) et 7/(t2), ce qui
ameéne une contradiction. <

Puisque le probléme de I'unification sur les quasi-termes est résolu, et
puisque les quasi-termes peuvent représenter des listes de termes, on montre
de la méme maniére que:

Théoréme 2.3 (Unification des listes de termes) FEtant données l; et
lo deux listes de termes, de longueur ny et no, soit Iy et Iy ne sont pas



Transposition de propriétés formelles : 'unification 60

unifiables, soit elles sont unifiables et il existe alors pour ces deux listes de
termes un unificateur minimal, idempotent, supporté et couvert par I > lo.

PREUVE. Trois cas se présentent :

(1). Si ny # ng, alors il est clair que [; et [3 ne sont pas unifiables.

(2). Siny =ng =0, alors il est facile de montrer que la substitution identité
est un unificateur principal de I; et [o.

(3). Siny =ny=n+1>0, alors I; et ls peuvent s’écrire:

lh=(t3,l3)ny1 et Iz = (t4,l4)n11

Le théoréeme 2.1 permet de distinguer deux sous-cas:

(3.1). Les quasi-termes g3 = 7//(n,7/(t3),l3) et gx = 7 (n,7/(ts),ls) sont
unifiables, et admettent la quasi-substitution s, de Sg [X] comme unificateur
principal. s, admet donc une preuve p dans PpS [s¢]- D’apres la proposition 2.4,
onagqs=r,,., l1etq =g, l2 Lelemme 2.3 permet alors d’établir:

5q(03) Sy T5(50:P) (1) et s¢(ga) Zpp 7o(5¢,0) (l2)

Or, par hypotheése, s4(g3) = s4(qa) ce qui prouve:

7i(5¢:P) (1) = (3¢, ) (I2)

Montrons alors que Tg(sq, p) est l'unificateur principal de [; et l5. Puisque s,
est idempotente, alors d’apres le lemme 2.8, 7!(s,,p) est aussi idempotente.
Supposons qu’une substitution s; unifie [1 et 3. D’aprés le lemme 2.3, 7d(s;)
unifie g3 et 4. s, étant minimale, on a alors s, < 7d(s;). Puisque s, est
idempotente, le lemme 2.6 permet alors d’établir Tst(Sq, p) < S, prouvant
ainsi que 7!(sq,p) est un unificateur minimal. Reste alors & montrer que
Tg(sq,p) est supportée et couverte par la liste de termes 1 < l5. C’est ce que
prouve le lemme 2.10, puisque, par hypothese, s, est supportée et couverte
par ConsArg(qs, qa)-

(3.2). Les quasi-termes g3 et g4 ne sont pas unifiables. Supposons qu'il existe
une substitution s; qui unifie les listes de termes [; et I3, d’aprés le lemme 2.3,
la quasi-substitution 7¢(s;) unifie les quasi-termes ¢3 et g4, ce qui améne une
contradiction. <

Dans ce chapitre 'unification des termes a été obtenue en réutilisant une
preuve formelle de 'unification des quasi-termes. Bien str, si un programime
devait étre extrait de cette preuve, il serait probablement moins «efficace»
qu'un programme issu d’une preuve obtenue en suivant ’algorithme d’uni-
fication. Toutefois, notre objectif n’étant pas d’extraire un programme de
cette preuve, cette approche s’est révélée plus rapide et plus courte.
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Chapitre 3

Propriétés formelles de la
SLD-Résolution

Ce chapitre présente une formalisation de la SLD-résolution dans le cal-
cul des constructions inductives. Il est naturellement divisé en deux parties.
Tout d’abord la sémantique opérationnelle des programmes logiques, définie
par la SLD-résolution et basée sur le mécanisme d’unification, est formali-
sée. Comme nous ’avons suggéré dans l'introduction, une des conséquences
de cette formalisation est ’explicitation totale et a priori des conditions de
renommage des variables mises en jeu lors d’'une SLD-dérivation. Ces dé-
finitions permettront ensuite de formaliser les preuves de deux propriétés
«purement» syntaxiques: il s’agit des deux lemmes classiques de généralisa-
tion et de commutation. Enfin, la sémantique déclarative des programmes
définis est formalisée et les preuves des deux résultats fondamentaux de
validité et de complétude de la SLD-résolution sont formalisées. Ces deux
preuves sont obtenues en suivant ’approche «traditionnelle» introduite par
M.H. van Emden et R.A. Kowalski dans [96]. Cette approche utilise les no-
tions d’interprétations de Herbrand et de points fixes d’'un opérateur continu
associé & tout programme défini et correspond & celle que ’on peut trouver
dans la plupart des ouvrages de base consacrés a la programmation logique.
Bien sir, d’autres approches plus récentes ont été développées pour établir
ces résultats, mais notre objectif n’était pas d’écrire une preuve formalisée
de ces résultats, mais [a preuve traditionnelle de ces résultats.

3.1 Motivations

Le développement qui suit reléve d’'une démarche minutieuse dont 1’ob-
jectif est de détailler tous les mécanismes des preuves de la théorie classique
de la programmation logique en mettant en évidence le réle crucial qu’oc-
cupent certains détails généralement ignorés. Cette formalisation correspond
donc a un souci récent de corriger et/ou de préciser des résultats standards



Propriétés formelles de la SLD-Résolution 62

incorrectement formulés et/ou prouvés. Un des exemples les plus célébres
d’énoncé inexact concerne une propriété fondamentale de la programmation
logique. 1l s’agit du théoréme de complétude de la SLD-résolution, énoncé
par J.W. Lloyd [67], dans un ouvrage qui fait référence en la matiére, sous
la forme suivante :

(Completeness [67]) Let P be a definite program and G a de-
finite goal. For every correct answer 6 for P U{G}, there exists
a computed answer o for PU{G} and a substitution y such that
0 =n~o.

En 1994, J.C. Shepherdson écrit a propos de cet énoncé: « This is not true.»
[93] et présente le contre-exemple suivant :

(Contre-exemple [93]) Si G est le but < p(x) et P le pro-
gramme contenant 1'unique clause p(f(y, z)) <, alors pour une
constante a du langage, la substitution 0 = {z/f(a,a)} est une
réponse correcte (ce que nous appelerons dans la suite une solu-
tion). Les variantes de la clause de P, de la forme p(f(x1,z2)) ¢,
s’unifient avec G via l'unificateur le plus geénéral {z/f(z1,z2)}
(lorsque z; # z et x9 # x). Aussi, la réponse calculée par une
dérivation & partir de G est de la forme o = {z/f(z1,z2)}. Tou-
tefois, il n’existe pas de substitution 7y telle que 8 = yo. En effet,
les variables x; et x5 devraient appartenir au domaine d’une telle
substitution, alors qu’elles n’appartiennent pas au domaine de la
substitution 6.

Pour obtenir un énoncé correct, il suffit donc de remplacer la conclusion
0 = yo par 0G = yoG.

3.1.1 Objets informels et définitions formelles

La sémantique de la programmation logique s’exprime & l'aide d’objets
bien connus: substitutions, unificateurs, conditions de renommage. S’agis-
sant d’objets a I’«allure mathématiquey, il semblerait «naturel» que le nom
de ces objets évoque a tous le méme objet. Bien siir, selon les gofits et les
besoins de chacun, plusieurs définitions équivalentes peuvent exister. Tou-
tefois, en informatique et tout particuliérement dans le domaine de la pro-
grammation logique, il est surprenant de constater que plusieurs définitions
non équivalentes coexistent pour un méme objet. C’est le cas pour les substi-
tutions: la notion de substitution n’est pas aussi simple qu’il n’y parait. En
1991, dans [60], H.P. Ko et M.E. Nadel recensent les six définitions suivantes
non équivalentes :

e Une substitution est une fonction de X dans T5[X] (c’est d’ailleurs la
définition que nous avons adopté dans ce développement).
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[28] Une substitution est une fonction 6 de X dans T%[X] pour laquelle
Pensemble {z € X, O(z) # z} est fini (i.e. € est I'identité presque
partout).

[91] Une substitution est une fonction € d’un sous-ensemble fini de X
dans Tx[X] (i.e. 0 est une fonction partielle).

[5, 64, 67] Une substitution est une fonction # d’un sous-ensemble fini
D C X dans Tx[X] telle que pour tout z € D, 0(x) # x.

[75] Une substitution est une fonction # d’un sous-ensemble fini D C X
dans Tx[X] telle que pour tout z € D, z & 0(x).

[94] Une substitution est une fonction # d’un sous-ensemble fini D C X
dans Tx[X] telle que pour tout z € D et tout y € D, z & 0(y).

H.P. Ko et M.E. Nadel [60] présentent alors une dicussion sur l'influence
de la forme d’une définition dans les théorémes en étudiant les propriétés
vérifiées par la relation «est une instance dey en fonction de la définition
utilisée. Ainsi, selon la définition employée, cette relation peut ne pas étre
transitive ou méme ne pas impliquer 'unifiabilité des deux termes qu’elle
relie. Ces constatations sont surprenantes et ne correspondent pas toujours
aux propriétés de I’«objet informel» que 'on croit manipuler. Cette étude
permet aux auteurs de corriger certaines erreurs dans la preuve du lemme
de généralisation présentée dans [67]. Les substitutions sont donc des objets
qu’il faut définir formellement et manipuler avec précautions. D’ailleurs, afin
d’éviter les problémes liés a 'utilisation des substitutions lors de la définition
de la sémantique des programmes définis, R.S. Kemp et G.A. Ringwood [58]
préferent baser directement cette sémantique sur la relation «est une instance
dey.

Evidemment ces problémes réapparaissent lors de la définition d’un uni-
ficateur, de la caractérisation de ses propriétés et de la conception d’algo-
rithmes d’unification. En 1987, E. Eder [28] consacre un article entier aux
propriétés «algébriques» des substitutions idempotentes: ’ensemble de sub-
stitutions idempotentes auquel est ajouté un «plus grand élément» forme un
treillis complet. Ce résultat est utilisé lors de 'unification «simultanée» d’un
ensemble fini d’ensembles finis de termes: 'unificateur principal peut étre
obtenu en considérant la borne supérieure dans le treillis des substitutions
idempotentes de ’ensemble des unificateurs (obtenus de maniére indépen-
dante) de chacun des ensembles de termes. En 1987, dans le méme esprit,
J.L. Lassez, M.J. Maher et K. Marriott [64] «revisitent» l'unification en
considérant un treillis de contraintes d’égalité et exhibent les différences qui
existent entre les définitions d’un unificateur principal que ’on peut rencon-
trer dans la littérature. Parmi elles, citons les quatre suivantes:

e [86] L’unificateur principal est défini comme étant la substitution pro-
duite par I'algorithme présenté dans [86].
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e [88] Une substitution # est un unificateur principal si pour tout autre
unificateur o, o = o#.

e [67] Une substitution # est un unificateur principal si pour tout autre
unificateur o, il existe une substitution p telle que o = uf.

e [94] Un unificateur principal est défini relativement & un ordre partiel
sur les termes comme étant la substitution qui transforme deux termes
en leur instance commune la plus générale.

Ces travaux ont bien entendu des répercussions dans le domaine de la pro-
grammation logique et servent & «reformuler» les principaux résultats et leurs
preuves avec plus de rigueur. Ainsi, en 1990, C. Palamidessi [77] définit une
algébre des subtitutions idempotentes, proche de celle proposée par E. Eder
dans [28], munie d’opérateurs satisfaisant de «bonnesy propriétés permettant
d’envisager la définition d’une sémantique déclarative «compositionnelle» et
la parallélisation du processus d’exécution des programmes logiques.

Comme pour les définitions des substitutions ou des unificateurs princi-
paux, plusieurs définitions des conditions de renommage des variables des
clauses mises en jeu lors de I’exécution des programmes logiques coexistent
dans la littérature. Rappelons tout d’abord qu’étant donnés une clause A +
Aq,---, Ay et un but < By, -+, By, la régle de SLD-résolution est une régle
d’inférence, dérivée de la régle de coupure du calcul des séquents intuition-
niste, définie par:

A Ay, Ay <« By, B,
— 0(B17 7Bi—laAla"' aAnaBi-i-la"' an)

(SLD-résolution) : (3.1)

ou # est un unificateur principal du i-iéme atome (1 < ¢ < ¢g) du but et de
A. Afin de pouvoir décomposer le calcul effectué par un programme logique
a partir d’'une requéte en «pas de calculy» élémentaires, cette régle peut étre
vue comme une relation de transition notée:

A Ay, A,
¢
0
(—Bl,-'-,Bq—> (—O(Bl,---,Bifl,Al,--',An,Bi+1,---,Bq)

Une dérivation est alors définie comme une succession de transitions :

CYO Ol Oz —1 Oz
¢ ¢ ¢ ¢
R® rRAB ... R, "3 R

Différentes conditions de renommage des clauses non équivalentes appa-
raissent dans la littérature:

e [7, 63, 65] Chaque clause C; ne partage pas de variables avec R;:
var(C;) Nwvar(R;) = 2.
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e [67] Chaque clause C; ne contient pas de variables apparaissant déja
dans la dérivation jusqu’a R;.

e |[76] Chaque clause C; ne partage pas de variables avec R; et Ry:
var(C;) N (var(Ry) Uvar(R;)) = @.

e [5] Chaque clause C; ne partage aucune variable avec Ry, Cy, C1 , ... ,
Ci—1: var(C;) N (var(Ry) Uwvar(Cy) U--- Uvar(Ci—1)) = &.

Considérons par exemple le programme P = {p(f(z)) + p(y)}. Avec les
conditions de renommage issues de [7, 63, 65|, on peut construire la dérivation

suivante :
Ll ol
p(2) i(>) p(y) i(>) p(z) = -

ou C; est la clause p(f(x)) < p(y) et Cy est la clause p(f(z)) < p(2).
Si l’on considére a présent les conditions de renommage issues de [76], on
ne peut plus utiliser la clause Cy lors de la deuxiéme transition puisque
z € var(Ce)Nwvar(p(z)). On peut utiliser & la place la clause p(f(z)) < p(w),
notée CY, et obtenir la dérivation:

Cl:|: i CI,
o]
—(>) ()

Or, en utilisant les conditions de renommage issues de [5], cette clause C} ne
peut plus étre utilisée puisque z € var(Ch) Nwar(Ch). On peut utiliser a la
place la clause p(f(v)) < p(w), notée CY, et obtenir la dérivation:

f(Z)] ' f(y)]
o) 5 e DT pw) -

a
i(;E) p(w) —

Si le renommage des clauses permet d’établir les propriétés fondamentales
de la SLD-résolution, il est aussi nécessaire pour définir la sémantique opé-
rationnelle des programmes logiques: ce renommage a au moins deux roles:

e Il permet d’éviter un échec du mécanisme d’unification. Par exemple,
soit P le programme défini {p(f(x)) <} et R la requéte p(z). Sans un
renommage de la clause de P en dehors des variables de R, 'unification
de p(z) avec p(f(z)) échoue. En effet, le «test d’occurrence» est une
opération fondamentale de l'algorithme d’unification qui élimine les
équations de la forme x = t[z] (ou t[z] désigne un terme fonctionnel
contenant la variable ) qui n’ont pas de solutions sur les termes finis.

e Il garantit l'obtention d’une substitution résultat la plus générale. Par
exemple, soit P le programme {p(y) <} et R la requéte p(z),p(y).
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Supposons que la clause de P ne soit pas renommée et qu’a partir de
R, le premier atome soit sélectionné. On obtient alors la dérivation :

p(@),p(y) G py) »p O

dont la réponse est p; = {z/y}. Le renommage de la clause de P en
dehors des variables apparaissant dans R permet d’obtenir une réponse
plus générale. En effet, si 'on renomme cette clause en p(z1) < pour
la premiére transition puis en p(z2) +— pour la deuxiéme transition, on
obtient la dérivation :

p(z), ply) T py) W o

dont la réponse est po = {z/z1,y/y1} et est plus générale que p;.

3.1.2 Preuves explicites

Prendre en compte de maniére explicite la «partie renommage» de la
SLD-résolution complique considérablement les preuves des propriétés clas-
siques de la programmation logique. Le processus de renommage doit étre
considéré comme une composante & part entiére de la sémantique opération-
nelle des programmes logiques. C’est lui qui permet d’établir des propriétés
sur les variables apparaissant dans une dérivation. Ces propriétés sont essen-
tielles et ne constituent pas un simple détail «technique» comme le montrent
les exemples qui suivent.

Lemme de généralisation

Le lemme de généralisation, préliminaire au théoréme de complétude de
la SLD-résolution, s’énonce habituellement par :

(Lifting lemma [5]) Let P be a program, N a goal and 0 a
substitution. Suppose that there exists an SLD-refutation of P U
{ON} with the sequence of mgu’s 0y, ... ,0,. Then, there exists an
SLD-refutation of PU{N} with the sequence of mgu’s 6},. .., 0!
such that 0y, ...0[ is more general than 6, ...60.

Aucune hypothése sur la substitution @ n’est posée dans cet énoncé. Néan-
moins, si ’on veut pouvoir utiliser exactement les mémes variantes de clauses
dans les deux dérivations, ce qui est toujours implicitement suggéré, certaines
hypothéses sont nécessaires.

En effet, soit C7 la variante de clause utilisée lors de la premiére étape
de résolution de la dérivation en hypothése du lemme. Tandis que les condi-
tions de renommage de C; stipulent que C ne partage pas de variables avec
la requéte ON, il faut, pour pouvoir construire la dérivation en conclusion
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du lemme, que C; ne partage pas non plus de variables avec N. Or, sans
aucune hypothése supplémentaire, il se peut trés bien qu’'une variable de N
n’apparaisse pas dans ON et soit donc présente dans C;. Par exemple, si
P est le programme {p(f(v), f(z)) <}, N le but < p(f(a),y) et 0 est la
substitution {y/f(z)}, alors & partir du but initial 0N =< p(f(a), f(z)),
rien n’empéche de renommer la clause de P & 'aide de la substitution de
renommage 7 = {z/y} et d’obtenir la dérivation:

p(f(0), f(2) " O
ON
Considérons a présent la dérivation que ’on peut obtenir & partir du but N :
la clause de P doit étre renommeée en dehors des variables de N. La substi-
tution de renommage r, utilisée dans la dérivation précédente ne convient
donc plus, puisqu’elle renomme z en y qui apparait dans V. En effet, lors de
la dérivation & partir de 6N, le renommage de la clause C utilisée satisfait
seulement var(fN) Nwvar(rC) = @ alors que la construction d’une dériva-
tion & partir de N nécessite la condition var(N) Nwvar(rC) = &. A chaque
transition, la clause C' doit donc étre renommeée en dehors des variables de V.

D’autres précautions a prendre concernent le lien que doit entretenir
la substitution 6 avec N. En effet, si 6 affecte des variables non présentes
dans N, quelques problémes peuvent apparaitre. Par exemple, si P est le
programme {p(f(y), f(z)) «}, N le but < p(f(a),y) et 0 la substitution
{z/w}, alors on peut renommer la clause de P a ’aide de la substitution de
renommage r = {y/z} et construire les dérivations:

p(f((l),y) PIZ{I/_G>§Ig/f(Z)} 0O p(f(a),y) pQZ{I/i);g/f(z)} 0
N—— L
ON N

Cependant, pa = {z/a; y/f(2)} < p10 = {z/w; y/f(z)} n’est pas vérifié.
Pour éviter cette situation, nous supposerons que les clauses utilisées sont
renommeées en dehors des variables du domaine de 6.

Lemme de commutation

Un probléme similaire se pose lors de la preuve du lemme de commu-
tation. Ce résultat classique, assurant que le choix de 'atome sélectionné,
lors d’une étape de résolution, reléve d’un non-déterminisme par indifférence
(don’t care non-determinism), s’énonce habituellement :

(Switching lemma [63]) If during a derivation, two atoms L;
and Lo are successively selected, then they can also be selected
i the reverse order and the derived states are the same up to
renaming of variables.
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Ici encore, quelques précautions sont nécessaires si ’on veut pouvoir utiliser
les mémes variantes des clauses C) et Co dans les deux dérivations (ce qui
est toujours suggéré dans la preuve de ce lemme). En effet, le renommage
des clauses C] et Co dans la dérivation en hypothése du lemme satisfait
normalement :

var(Cy) Nwvar(Ry) = & et var(Cy) Nwvar(Ry) = &

De plus les variables présentes dans la requéte R; proviennent soit de la
clause utilisée, soit de la requéte Ry, et on a:

Ve x €wvar(Ry) = (z € var(Cy) Vx € var(Ry)) (3.2)

Cependant, si I’on veut pouvoir sélectionner l’atome Lo, avant L1, en utilisant
la méme variante de la clause Cs, il faut que cette variante satisfasse:

var(Cy) Nwvar(Ry) = &

Or rien dans I’hypothése du lemme de commutation ne garantit une telle
propriété, et selon les conditions de renommage imposées dans la définition
d’une dérivation, il est tout & fait possible qu’une variable présente dans la
requéte Ry, mais n’apparaissant pas dans Ry, ait été utilisée dans la va-
riante de Cy. Pour contourner ce probléme, et d’apres (3.2), il faut que le
renommage des clauses soit tel que:

var(Cy) Nwar(Cy) =@ (3.3)

C’est heureusement le cas si 'on utilise les hypothéses de renommage for-
mulées dans [5] (i.e. du fait du renommage de la clause C; en dehors des
clauses Cy, C1, - -+, C;_1) mais ce n’est plus le cas si 'on utilise les conditions
énonceées dans |7, 63, 65, 67, 76].

«Renommery» une dérivation

Formaliser une preuve nous conduit donc & I’établir & un niveau de détail
supérieur & celui généralement exposé. Dans le domaine de la programma-
tion logique, un exemple typique de détail concerne le renommage de la
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clause utilisée lors d’une étape de résolution. La raison pour laquelle il est
fréquent et admis de s’affranchir de ces détails est I'existence d’un lemme
da a J.W. Lloyd et J.C. Shepherdson [68], affirmant que si deux dérivations
difféerent seulement dans le choix des variables utilisées pour renommer les
clauses (et par conséquent dans les unificateurs utilisés), alors les états deéri-
vés sont équivalents & un renommage prés des variables.

(Uniqueness) If two SLDNF-derivations differ only in the va-
riants of clauses and the mgu which are used, then the resultants
are variants of each other.

Autrement dit, ’existence d’une dérivation ne dépend pas du choix des va-
riables de renommage : il suffit que de «bonnes» conditions de séparation des
variables soit satisfaites. C’est précisément ce résultat qui permet de suppo-
ser & tout moment des hypothéses sur les variables présentes dans une clause.
Ainsi, la plupart du temps, ce renommage est fait implicitement et afin d’al-
léger les théorémes et leurs preuves, on passe sous silence cette partie du
«calcul» : on parle de variables «fraiches» et les théorémes sont énoncés «a
un renommage présy. Toutefois, pour pouvoir supposer telle ou telle hypo-
these, il est nécessaire d’appliquer ce lemme en instanciant les ensembles de
variables mis en jeu. L’adaptation de ce lemme d’indépendance dans le cal-
cul des constructions inductives nous a donc conduit & expliciter comment,
& partir d’une requéte R admettant une dérivation dy et d’un ensemble fini
de variables Z, on peut construire une dérivation dy, a partir de la méme
requéte, n’utilisant pour renommer les clauses que des variables appartenant
a un ensemble Y tel que Z et Y soient disjoints. Cette construction passe
bien str par l'explicitation des substitutions de renommage et des unifica-
teurs utilisés et peut étre vue comme une opération de renommage portant
sur une dérivation.

RN R,
R Ry T
—— 2
d -
(=3) | zZny =0
VA
R1%R2

Nous allons voir que ce résultat (formalisé par le lemme 3.18) est absolu-
ment indispensable si 'on veut pouvoir formaliser la preuve du théoréme de
complétude.

«Combinery des dérivations

En effet la preuve du théoréme de complétude s’obtient par induction
sur la longueur de la requéte initiale et une étape de cette preuve consiste



Propriétés formelles de la SLD-Résolution 70

& affirmer que si chaque atome d’un ensemble d’atomes ne contenant pas de
variables admet une réfutation, alors en combinant ces réfutations, on peut
obtenir une réfutation & partir de la requéte constituée de tous les atomes
présents dans cet ensemble.

[67] (...) by induction hypothesis, P U{0B;} has a refutation for
1 = 1,...,k. Because each 0B; is ground, these refutations can
be combined into a refutation of PU{0B1,...0B} (...)

Cependant «combiner» des dérivations est une opération délicate, puisque,
afin que la dérivation & construire satisfasse a chaque étape les hypothéses
de séparation des variables, il est nécessaire de pouvoir renommer chacune
des réfutations initiales. Ici encore, il s’agit d’expliciter comment on peut
construire la dérivation finale en exhibant les substitutions de renommage et
les unificateurs qui vont permettre d’obtenir une telle dérivation.

9B1—*>|:|
0B2—*>|:| N *
B.,0Bs,---,0B O
: (:>a) 0 130 2 70 k —
OBk—*>|:|

Ce résultat (formalisé par le lemme 3.19) s’obtient par induction sur le
nombre de réfutations initiales et sa preuve utilise constamment le lemme de
«renommage» des dérivations présenté dans le paragraphe précédent.

Pour finir, signalons que l'article qui semble le plus récent et le plus
détaillé concernant le role du renommage des variables en programmation
logique a été écrit en 1994 par J.C. Shepherdson [93]. Si la formalisation
présentée dans ce chapitre ne contient aucun résultat nouveau, elle permet
toutefois d’éclairer toute une partie du calcul effectué par un programme
logique: le renommage des variables. La formalisation de ce processus dans
le calcul des constructions inductives constitue une approche permettant de
garantir la validité des résultats prouvés.

3.2 Aspects syntaxiques

3.2.1 Programmes définis

Nous donnons tout d’abord les définitions formelles des atomes, requétes,
clauses et programmes définis. Les définitions de ces objets dans le systéme
CoqQ sont présentées dans le tableau 3.2. Ces objets sont construits & partir
des termes et d'une signature relationnelle II (i.e. un ensemble infini dénom-
brable de symboles de prédicat, muni d’une application ar: I — IN).
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Atomes

L’ensemble Aty, 1[X] des atomes est défini inductivement par: si p est un
symbole de II d’arité n et [ une liste de termes de longueur n, alors pl(p,1)
est un atome. L’application d’une substitution & un atome est définie par:

Vs € S[X] Vpell Vi€ Lypx[X] s(pl(p,1) = pl(p,s(l))

Deux atomes a1 = pl(p1,11) et as = pl(p2,l2) sont unifiables si p; = py et si
il existe un unificateur principal 8 pour les listes de termes [; et . Dans ce
cas, 0 est un unificateur principal de a1 et a9, ce qui sera noté par la suite
mgu(f, a1, as).

Requétes

Une requéte est une liste finie, éventuellement vide, d’atomes: rg est une
requéte (c’est la requéte «vide», parfois notée O) et si a est un atome et
r une requéte, alors ¢,(a,r) est une requéte. L’ensemble Ry 1[X] est donc
défini inductivement par:

Ry n[X]: =rg | ¢ (Aty n[X], Ry n[X])

Les fonctions «classiquesy sur les listes sont définies pour les requétes (voir
tableau 3.1) et serviront lors de la spécification de la sémantique opération-
nelle des programmes définis. Requétes et buts (i.e. clauses négatives) ont
la méme structure syntaxique: il s’agit de listes d’atomes. Aussi, ces deux
objets ne seront distingués qu’a partir du moment ot nous souhaiterons les
interpréter : deux schémas d’interprétation seront définis pour les «requétes».

Clauses définies

L’ensemble des clauses définies est ’ensemble produit :
Cyu[X]:: = Aty n[X] x Ry n[X]
L’application d’une substitution & une clause est définie par:
Ve= (a,r) € Cyn[X] Vse S[X] s(c) = (s(a),s(r))

Si ¢ est la clause obtenue & partir de l'atome a et de la requéte r, nous
désignerons par ¢ latome a, appelé téte de la clause, et par ¢~ la requéte r,
appelée le corps de la clause. Dans le systéme COQ, Fst et Snd correspondent
aux projections sur un type produit et permettent de définir les fonctions
head_c et body_c retournant respectivement la téte d’une clause et son corps.
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longueur d’une requéte (Length_r:request->nat)
lg(r):{ 0 S%'I":’I“g
1+1g(r") sir=cr(a,r’)
concaténation de deux requétes (App_r:request->request->request)

b T9 SiT] = Ty
Lot cr(aa'rl >y 7"2) siry = CT(au’r,)

(n + 1)-iéme atome d’une requéte (at_n_req:nat->atom->request->atom)

a Sir =ry

TIna = { a’ sin =10
(") jn—1,0 sin >0

requéte obtenue en remplacant le (n + 1)-iéme atome d’une requéte r

sir = ¢, (a',r")

par la requéte r; (change_n_r:nat—>request—>request—>request)
T SIT =Ty
rn <= 71 <y 7 sin =0
{ (@' [n—1+4r1]) sin>0
application d’une substitution & une requéte
Vs € S[X]Vr € Ryn[X] s(r) = { "o Sr=Te

cr(s(a),s(r")) sir=c¢q(a,r")

sir = ¢, (a',r")

TaAB. 3.1 — Opérations sur les requétes

Programmes définis et clauses de Horn

Les ensembles Ps, 7[X] et Hy 11[X| des programmes définis et des clauses
de Horn sont définis inductivement par :

PE,H[X] L= Pg | Cp(ngn[X],PE7H[X])
Hy n[X]: = hy(PenlX]) | b (Ren[X], Hen[X])

3.2.2 SLD-Résolution

La SLD-résolution (Selection Linear Definite) détermine la sémantique
opérationnelle des programmes définis. Le mécanisme de base d’exécution
de ces programmes, basé sur 'unification, est un cas particulier du principe
de résolution de A.J. Robinson [86, 87|. Il s’agit d’une méthode syntaxique,
correcte et compléte, de dérivation de formules & partir de formules exprimées
sous forme clausale.

SLD-Résolution et transitions

La SLD-résolution (définie en 3.1) est une régle d’inférence définissant
une relation de déduction et peut étre vue comme une régle de transition,

., n,r,C , , . , . .
notée —'p, entre «états de résolution». Un état de résolution est un couple



Propriétés formelles de la SLD-Résolution 73

II Definition predic : Set := nat.
arity_p : predic->nat
AﬁEJﬂ)(] Indu?ti?e at?m : Set = .
pl:(p:predic) (list_term (arity_p p))->atom.
mgu at_mgu:subst->atom->atom->Prop
Inductive request : Set :=
Ry n[X] true_req:request |
cons_req:atom->request->request.
(ngﬂ)(] Definition clause:Set:=(atom * request).
Inductive program : Set :=
Py, [ X] nil_pgm:program |
cons_pgm:clause->program->program.
Inductive horn : Set :=
Hy n[X] hp:program->horn |
hr:request->horn->horn.

TAB. 3.2 — Objets syntaziques

constitué d’une substitution, qui correspond & la construction incrémentale
de la substitution résultat, et d’une requéte résiduelle. Etant donnés un état
de résolution p.R, et une clause C, si le n-iéme atome de R s’unifie avec
la téte de la clause C, renommeée & 'aide d’une substitution de renommage
r, via 'unificateur principal 6, et si certaines conditions de séparation des
variables, notées HV, sont satisfaites, alors on peut passer de I'état p.R &
Iétat :

e dont la substitution est obtenue par composition de p et 0

e dont la requéte résiduelle est la requéte R dans laquelle le n-iéme atome
a été remplacé par le corps de la clause C' renommeée, et sur laquelle la
substitution 6 est appliquée

mgu(G,R/n,r(C"')) A HV

n,r,C

p.R =p 0p.OR[n + r(C )]

A chaque étape de résolution, deux choix sont faits: le choix de l’atome
et le choix de la clause dont la téte s’unifie avec ’atome sélectionné. Ces
choix introduisent deux non-déterminismes de nature différente: le premier
correspond & un non-déterminisme par indifférence «don’t care» (voir lemme
de commutation), tandis que le second correspond & un non-déterminisme
par ignorance «don’t know» (lorqu’il est nécessaire d’envisager toutes les
dérivations possibles, on les organise alors sous forme d’arbre SLD).

(Transition) :

(3.4)

Nous définissons & présent de maniére formelle les transitions définies par
la régle de résolution en explicitant les conditions de séparation des variables
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HV (voir tableau 3.3). Tout d’abord, I’ensemble des états de résolution est
défini comme I’ensemble produit S[X] x Ry yy[X]. L’ensemble des substitu-
tions de renommage, Sg[X], est 'ensemble des applications de X vers X,
sur lequel sont définies les propriétés classiques des substitutions (domaine,
image, ...). De plus, un prédicat, noté P, caractérisant les substitutions de
renommage idempotentes et «injectives sur leur domainey, est défini par:

Va,y € dom(s,) (x #y = sr(z) # sy (y))A
Vsr € SrlX] ( Vi ZEJX (z € dom(s;) y:> x ¢ range(sr?;) ) = P (sr)

Nous présentons maintenant, de maniére explicite, les conditions de renom-
mage des objets intervenant lors d’une transition. Comme nous ’avons vu,
la clause utilisée doit étre renommée en dehors des variables de la requéte.
De plus, nous imposons a 1’état initial p.R de vérifier pR = R. Une condi-
tion supplémentaire est nécessaire si I’on veut pouvoir utiliser, de maniére
suffisament simple, la régle de résolution telle qu’elle est formulée en (3.4).
En effet, lors d’une transition :

n,r,C

p.R =p 0p.OR[n < r(C7)]

la substitution p doit laisser intactes les variables de 'image de la substitution
de renommage r (on souhaite que pr(C) = r(C)) afin que lorsque R s’écrit
pR', on ait:

(pR)[n < r(C7)] = p(R'[n  r(C7))])

Enfin, nous imposons le renommage de toutes les variables apparaissant dans
la clause utilisée afin de pouvoir, par la suite, manipuler les transitions,
puis les dérivations, de maniére suffisamment simple. Pour ce faire, les trois
prédicats suivants sont définis: soit 7 une substitution de renommage, C une
clause définie, R une requéte et p une substitution:

e Prc(r,C) est satisfait si la substitution de renommage r affecte toutes
les variables de la clause C' et seulement ces variables.

e Prr(r,R) est satisfait si aucune variable de I'image de la substitution
de renommage r n’apparait dans la requéte R.

e Pprs(r,p) est satisfait si aucune variable de 'image de la substitution
de renommage r n’apparait dans le domaine de la substitution p.

L’ensemble des transitions, noté I', et un prédicat, noté P! et caractérisant
les transitions satisfaisant la régle de résolution munie des conditions de
renommage que nous venons de décrire, peuvent & présent étre définis:

Définition 3.1 (Transitions)

e Une transition est obtenue a partir d’un état initial de résolution p;.R;,
d’un programme défini P, d’un entier n (position de [’atome sélectionné
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dans la requéte), d’'une clause définie C, d’une substitution de renom-
mage r, d’une substitution (unificateur utilisé) 0, d’un atome (pour
powvoir utiliser la fonction vy, o lorsque la requéte est vide) et d’un état
de résolution final pr.Ry. Elle est notée (p;.R;, P,n,C,r,0,a,p5.Ryf).

e Pour toute transition (p;.R;, P,n,C,r,0,a,ps.R¢), le prédicat P, sur
[, est défini inductivement par :

n+1<I1g(R;) piR; = R;

Cepr mgu (0,7 /n.q(Ri),(CT))
PE(r) Prc(r,C)

Prs(r, p;) Prp(r, R;)

pf = Hpi Rf = ORZ[TL — T‘(C_)]

(P

P'({p;.R;, P,n,C,r,0,a,ps.R¢))

qui exprime p;.R; "—”Q’S pr-Ry.

Afin de pouvoir construire des dérivations constituées de transitions satisfai-
sant le prédicat P', nous montrons que la propriété p; R; = R; est conservée
lors d’une transition satisfaisant ce prédicat. Pour cela, nous montrons tout
d’abord :

Lemme 3.1 Sila transition p.R n—’r>’1§ 0p.0R[n < r(C™)] satisfait le prédicat
P, alors pdR[n + r(C~)] = OR[n + r(C7)].

PREUVE. Soit, z € var(0R[n < r(C7)]) et montrons que z ¢ dom(p).
Deux cas se présentent. Soit z € var(R[n < r(C7)]), soit z € range(0).
Dans ces deux cas, puisque 6 est, par hypothése, un unificateur principal
de R, et r(CT), soit z € war(R), soit € r(C). Dans le premier cas,
I’hypothése pR = R permet de conclure. Dans le second cas, les hypothéses
de séparation Prc(r,C) et Prg(r, p) permettent de conclure. <

Ce lemme permet de montrer :

Lemme 3.2 Si la transition p;.R; @;’Ig pf-Ry satisfait le prédicat P", alors
’état final vérifie pyRy = Ry.

PREUVE. Soit p.R "—?S 0p.OR[n <+ r(C~)] une transition satisfaisant
P'. D’aprés le lemme 3.1, on a 0pfR[n <+ r(C~)] = 00R[n + r(C7)].
Par définition, € est idempotente (unificateur principal), et on obtient alors
OpOR[n < r(C™)] =0R[n < r(C7)]. <

SLD-dérivations

Nous cherchons a construire ’ensemble des dérivations constituées d’un
nombre fini de transitions «composables» et vérifiant le prédicat P! (voir
tableau 3.5):

n9,r0,Co nkﬂ,r_k;l,ckfl
- P

po-Ro —p Pr-Fi
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Etats de résolution Definition state:Set:=(subst*request).

Sﬁd)(] Definition rename:=var->var.
Definition good_rename:rename->Prop:=
[sr:rename] (x:var)
pr (((y:var) ("x=y)->(rdom sr x)->(rdom sr y)->
“(sr x)=(sr ¥))
/\ ((rdom sr x)->"(rrange sr x))).
Definition rename_c:rename->clause->Prop:=
Pre [r:rename] [c:clausel
(((x:var) (IS_IN_LV x (var_cl c))->(rdom r x)) /\
((x:var)~(IS_IN_LV x (var_cl c))->"(rdom r x))).
Definition rename_out_req:rename->request->Prop:=
Prr [rl:rename] [r2:request]
((x:var) (IS_IN_LV x (var_req r2))->"(rrange rl x)).
Definition rename_out_dom:rename->subst->Prop:=
Prg [r:rename] [s:subst]

((x:var)(rdom r x)->(s (r x))=(tv (r x))).

r

Inductive trans:Set:=trans_cons:state->program->nat

->clause->rename->subst->atom->state->trans.

PF

(xH1x)
(xH2x)
(*xH3x)

(xH4x)
(*H5*)
(xHE*)
(xHT*)
(*H8x)
(xH9*)

: Prop

Inductive rsl [ei:state;p:program;n:nat;

c:clause;r:rename;s:subst;a:atom;ef:state]

:= rsl_init :

(le (S n) (Length_r (Snd ei)))
->(is_in_p c p)
->(at_mgu s (at_n_req n a (Snd ei))

(rsubst_at r (head_c c)))

->(good_rename r)
->(subst_req (Fst ei) (Snd ei)) = (Snd ei)
->(rename_c r c)
->(rename_out_dom r (Fst ei))
->(rename_out_req r (Snd ei))
->ef=(<subst,request>

(([x:var] (Subst_t s ((Fst ei) x))) ,

(subst_req s
(change_n_r n (rsubst_req r (body_c c)) (Snd ei)))))
->(rsleipncrsaef).

Definition RSL:trans->Prop:=[t:trans]<Prop>Case t of
[ei:state] [p:program] [n:nat] [c:clause]
[r:rename] [s:subst] [a:atom] [ef:state]
(rsleipncrs aef) end.

TAB. 3.3 — Transitions



Propriétés formelles de la SLD-Résolution 7

«concatenation» sur IDg
dc dl, si d2 = dg (t)

dy >y da ~ | d¥(di >y dyt) sidy = dY(d,1)

«concatenation» sur IDy

dy g dy T\ dit,d g do) sidy = di(t,d)

9.
Td.]Dd—>]Dg

L
{ d4(t, dy) sidy = di(t)
Lo

sid = di(t
() =\ dy mg Td 9(dy) sid = dégt?do)
78 : Dy — Dy ] ‘ )
AR O
g \¢0 d % s1a = C(doat)

TAB. 3.4 — Liens entre ID, et IDy

que nous écrirons py.Ry = P pi-Ri.

Comme pour les transitions, nous allons définir un ensemble ID, plus
général (I’ensemble des listes de transitions), puis nous allons définir un pré-
dicat sur cet ensemble, caractérisant les dérivations satisfaisant les conditions
souhaitées. Toutefois, de la forme des constructeurs de la définition induc-
tive de ID, dépendra la forme de I'’hypothése d’induction obtenue lors d’un
raisonnement par induction sur un élément de ID. Alors que la plupart de
ces raisonnements se font en utilisant un «schéma d’induction gauche», le
théoréme de validité de la SLD-résolution s’obtiendra a I’aide d’un «schéma
d’induction droit». C’est pourquoi nous définissons deux ensembles de déri-
vations (et les fonctions de transformations correspondantes, présentées dans
le tableau 3.4), ce qui nous permettra par la suite de choisir la «forme» de
I’hypothése d’induction :

e1 —;p €2 —pe3 e —p €2 —;<p €3

N—— N——
hypothése hypothése
d’induction d’induction
«gauche» «droite»

Deux ensembles de dérivations sont donc définis & partir de I'.
Définition 3.2 (Dérivations) ID, et Dy sont définis inductivement par :
D, - =d{(T) | d!(D,,T) y:=d{T)|d4T,Dy)

Nous caractérisons a présent, par un prédicat sur IDy, les dérivations consti-
tuées de transitions «composables» et respectant une condition supplémen-
taire de renommage.

. ¢ ¢
e Deux transitions e} —p, e} et e? —p, e% forment un couple de tran-
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sitions composables (prédicat Pr¢) si Pi = P, PY(ty), P'(t3) et
2
i-

e D’autre part, en plus des conditions de renommage satisfaites par les
transitions mises en jeu, nous imposons une condition supplémentaire
(nécessaire, entre autres, a la preuve du lemme de commutation, voir
Ihypothese (3.3) présentée au début de ce chapitre). Lors de la déri-
vation :

1 _
ef—e

n0,70,Co Ng—1,"k—1,Cl—1
,OO-RO —P ... —pP ,Ok-Rk

chaque clause C; (0 < 7 < k — 1) doit étre renommeée en dehors des
variables apparaissant dans Ry et dans les ;(C;) (0 < j < i).

Pour ce faire, une fonction 1, retournant la liste des variables de renommage
utilisées lors d’une dérivation d € D, est définie récursivement par:

ﬂ(d) _ UGT(T(O)) sid = df(<le7,7Pan7 Ca T,o,a,Pf-Rf»
| 9(do) >, var(r(C)) sid = di(do, {pi-Ri, P,n,C,r,0,a,pr.Ry))

ou X, est une fonction de concaténation de deux listes de variables. Ces
définitions permettent de définir récursivement, le prédicat PP sur Dy, ca-
ractérisant les dérivations correctes relativement aux propriétés décrites.

Définition 3.3 (P) Pour toute dérivation d € Dy :

e sid=d(t), alors P'(t) = PP(d)
o sid=d?(dy,ty), alors:

PP (dg) AN PTC’(tda to)/\

D
< Ve € X ((z € ¥(do) V z € var(R)) = = & range(r)) ) =P

ot ty désigne la derniére transition de dy, R désigne la requéte de l’état
inatial de d, et r désigne la substitution de renommage utilisée lors de
la transition tg.

La fonction Tg permet de «transposer» ce prédicat sur I’ensemble IDg: une
dérivation d € Dy satisfait le prédicat PP¢ si PP (79(d)) (on retrouve ici
une démarche similaire & celle développée dans le chapitre 2).

Propriétés sur les variables

Les preuves des résultats, formalisées par la suite, prennent en compte
de maniére explicite la «partie renommage» des dérivations. Aussi, aprés
avoir montré un lemme relatif & l'idempotence des subtitutions obtenues
par composition de substitutions idempotentes, trois lemmes portant sur
les variables mises en jeu lors d’une dérivation, et qui seront constamment
utilisés par la suite, sont établis. s;4 désigne la substitution identité tv.

Lemme 3.3 Soient s et r deuz substitutions idempotentes et | une liste de
termes. Si r est couwverte par s(l), alors @ = \x.r(s(z)) est une substitution
idempotente.
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Inductive deriv:Set :=
D, deriv_init : trans -> deriv |

deriv_cons : deriv -> trans -> deriv.

Inductive deriv_f : Set :=
D, deriv_f_init : trans -> deriv_f |

deriv_f_cons : trans -> deriv_f -> deriv_f.

Inductive couple_trans_ok [tl:trans;t2:trans]:Prop:=
ctokinit: (p_trans tl1)=(p_trans t2)->

Prc (state_end_t tl1)=(state_init_t t2)->

(RSL t1)->(RSL t2)->

(couple_trans_ok tl t2).

Fixpoint list_var_c_d [d:deriv]:listv:=
<listv>Case d of
[t0:trans]
9 (var_cl (rsubst_cl (sr_trans t0) (c_trans t0)))
[di:deriv] [t1l:trans] (Appv (list_var_c_d d1)
(var_cl (rsubst_cl (sr_trans t1) (c_trans t1))))
end.

Fixpoint Deriv_ok [d:deriv]:Prop:=<Prop>Case d of
[t1:trans] (RSL t1)
[d2:deriv] [t2:trans]
pp ((couple_trans_ok (end_d d2) t2) /\ (Deriv_ok d2) /\
((x:var) ((IS_IN_LV x (list_var_c_d d42)) \/
(IS_IN_LV x (var_req (Snd (state_init_d d2)))))
->"(rrange (sr_trans t2) x))) end.

TAB. 3.5 — Dérivations

PREUVE. D’aprés le lemme 2.4, il suffit de montrer que:
Ve e X (x €range(f) = 0(z) = tv(x))

Soit « une variable de 'image de #. Par définition, il existe une variable y €
dom(0) telle que = € var(6(y)). Montrons que x n’appartient ni au domaine
de r ni au domaine de s. Si z € dom(r), alors, puisque 7 est idempotente,
d’aprés le lemme 2.4, on a x &€ range(r). Deux cas sont alors possibles. Si
x € wvar(s(y)), alors £ ne peut pas appartenir au domaine de r (puisque
x € var(r(s(y))) et © & range(r)) ce qui est contradictoire. Sinon z ¢
var(s(y)), et = n’apparait pas dans r(s(y)) (puisque z ¢ range(r)) ce qui
est aussi contradictoire. On a donc bien = ¢ dom(r). Supposons maintenant
que x appartienne au domaine de s. D’apreés le lemme 2.4, on a 2 & range(s).
Montrons tout d’abord que = & range(r). Pour cela, supposons = € range(r).
Puisque r est couverte par s(I), = apparait dans s(I) et alors z € dom(s)
implique x € range(r) ce qui est contradictoire. Aussi, de z € var(r(s(y))),



Propriétés formelles de la SLD-Résolution 80

on déduit = € var(s(y)) ce qui permet d’établir x € range(s) (puisque z
appartient au domaine de s) ce qui est encore contradictoire. z n’est donc
ni dans le domaine de s, ni dans le domaine de et on peut alors conclure a
I'idempotence de 6. <

Lemme 3.4 Si d:s;g.R =p 0.R' satisfait P, alors o est une substitution
1dempotente.

PrREUVE. Induction sur d.

e Pour d = d{(t): siq.R n—rng o.R'. Par définition, o est une substitution
idempotente.

o Pour d = di(do, ) sie.R =p 00.Ro “5p 000.R'. Par hypothese d’induc-
tion, Ay est une substitution idempotente. De plus, 6 étant un unificateur
principal de Ry, et r(C™T), 0 est supportée et couverte par la liste [ obtenue
par concaténation des listes de termes présentes dans les deux atomes unifiés.
D’apres le lemme 3.2, §gRy = Ry et puisque, par hypothése, Prg(r,0p), il
vient Oyr(CT) = r(C™T). Par conséquent, 6 est aussi supportée et couverte
par la liste 0y(1). Le lemme 3.3 permet alors de conclure & I'idempotence de
la substitution 66,. |

Lemme 3.5 Si d:pu.R =p 0u.R' satisfait PP, alors pour toute variable z,
z € var(R') = (x € var(R) V z € 9(d)).

PREUVE. Induction sur d.

e Pour d =dJ(t): p.R ’ﬂiff Ou.OR[n < r(C7)]. Si z € var(R[n « r(C))),
deux cas se présentent. Si z € var(fR), alors soit z € var(R) et on peut
conclure, soit z € range(f). Puisque 6 est supportée et couverte par R /n €t
r(C1), soit & € var(R,), soit x € var(r(C™")), et on peut conclure. Sinon,
z € var(f@r(C™)), et alors soit € var(r(C™)), ce qui termine la preuve,
soit € range(#) et un raisonnement similaire au cas précédent permet de
conclure.

e Pour d4(do,to): p-Ry —p pp.R ”—”;’19 Opu.OR[n < r(C)]. Soit = une
variable apparaissant dans OR[n < r(C7)], les deux cas possibles sont
x € var(OR) et x € var(fr(C~)). Dans le premier cas, deux sous-cas se pré-
sentent. Si z € wvar(R), alors, I'hypotheése d’induction permet de conclure.
Sinon, c’est que x € range(d), et alors, puisque 6 est supportée et couverte
par Ry, et r(CT), soit z € var(R,,), soit z € var(r(C")). Dans ces deux
cas, par hypothése d’induction, on peut conclure. Si x € var(0r(C ™)), alors
soit © € var(r(C™)), soit x € range(f) et un raisonnement similaire au cas
précédent permet de conclure. <

Lemme 3.6 Sid:s;q.R —p 0.R' satisfait P™, alors :
Vz € X (z €dom(o)Vz € range(o)) = (r € RV z € 9(d))

PREUVE. Induction sur d (preuve similaire a celle du lemme 3.5). |
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3.2.3 Deux lemmes classiques

Nous présentons & présent une formalisation des preuves de deux résultats
classiques en programmation logique: il s’agit des lemmes de généralisation
et de commutation (I’énoncé de ces deux lemmes dans le systéme COQ est
donné dans les tableaux 3.6 et 3.7).

Lemme de généralisation

Le lemme de généralisation que nous formalisons est légérement diffé-
rent de celui énoncé dans la discussion présentée au début de ce chapitre:
il est plus général puisqu’il porte sur les dérivations finies quelconques et
non nécessairement sur les réfutations. D’autre part, il met en jeu une liste
de variables ¢ qui permet de contraindre le renommage des clauses lors de
la dérivation. Ce lemme, qui sera utilisé durant la preuve du théoréme de
complétude de la SLD-résolution, s’énonce :

Lemme 3.7 (Lifting) Soit d:s;q.nR —p p.Ry une dérivation satisfaisant
le prédicat PP. Si pour une liste finie de variables £, on a dom(n) C £,
alors si 9(d) N (var(R) U¥) = @, il existe une dérivation vérifiant PP :
sig-R = p 0.Ry telle que o < pn et pour une requéte Ry on a pnRy = Ry et
O'Rf = RQ.

Cet énoncé différe de celui que ’on peut trouver dans la littérature, il semble
plus technique. En effet, comme nous ’avons remarqué dans l'introduction,
certaines précautions sont a prendre vis & vis des variables mises en jeu dans
la dérivation initiale. Pour obtenir la version «classique» de ce lemme, il
suffit d’instancier £ avec var(R) et R; avec la requéte vide. Comme beaucoup
d’autres, sa preuve s’obtient par induction sur la dérivation en hypothése du
lemme. Les deux états dérivés sont explicitement reliés par la construction
de la requéte Ry.

PREUVE. Inducti(/gn sur d.
e Pour sjg.nR 3% p.pn R[n + r(C7)].

N— ——

Ry

Puisque, par définition, pnR/,, = pr(CT) et, par hypothese, nr(C) = r(C),
il vient pnR/, = pnr(C*). R/, et r(C™) sont donc unifiables et admettent,
un unificateur principal o vérifiant o < pn. On peut alors facilement vérifier
que la dérivation :

sia.R"™5p 0.0 R[n + r(C7)]

—
Ry

satisfait le prédicat PP.
e Pour siq.nRy = p . Ry ”—”i’g Ou.0R [n < r(C7)].

do
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Par hypothése d’induction, il existe une substitution p, telle que p < un, et
une dérivation s;q.Ry —p p.Ry vérifiant PP, De plus, pour une requéte R/,
on a unR' = Ry et pR' = Ry. Puisque p < un, il existe une substitution e
telle que ep = pun. D’apreés le lemme 3.4, p est une substitution idempotente.
Montrons tout d’abord que unr(C) = r(C) et pr(C) = r(C).

e Si z est une variable du domaine de un, alors soit = € dom(u), soit = €
dom(n). Dans le premier cas, d’apres le lemme 3.6, soit x € var(Ryp),
soit © € ¥(dp), et par hypothese, z & var(r(C)). Dans le second cas,
par définition des conditions de renommage, = & var(r(C)). On a donc
bien unr(C) =r(C).

e Si pr(C) # r(C), cest qu’il existe une variable x € dom(p) appa-
raissant dans r(C). D’aprés le lemme 3.6, deux cas sont possibles.
Soit, puisqu’on utilise exactement les mémes variantes de clauses dans
les deux dérivations, = € ¥(dp) et on obtient une contradiction, soit
x € var(Rp) ce qui contredit 'hypothése du lemme.

Montrons & présent que les atomes Ry, et r(C™) sont unifiables. En effet,
par définition, OR, ,, = 0r(C™) et donc HunR'/n = Or(CT). De plus, puisque
pnr(C) = r(C), il vient OunR/, = Ounr(CT) et donc OepR), = Gepr(CT).
D’autre part, puisque pr(C) = r(C), il vient OEpR’/n = fer(CT) ce qui per-
met de conclure a feRy/,, = fer(CT). Tl existe donc un unificateur principal
o des atomes Ry, et r(C™T), tel que o < fe. Ceci nous permet de montrer
facilement que la dérivation:

c
Sid-RO —;<p p.R2 72;713 U,O.URQ[TL — T(C_)]
satisfait le prédicat PP. Par ailleurs, on montre que:

oRe[n < r(C7)] = opR[n <+ r(C7)]
ORi[n < r(C7)] = OunR'[n «r(C")]

Enfin, puisque o < ¢, il existe une substitution v telle que vo = ¢ et il
vient alors Qun = fep = vop, ce qui permet de conclure a op < Qun. |

Lemme de commutation

A chaque étape de résolution, un atome est selectionné. Le lemme de
commutation assure que ce choix reléve d’un non-déterminisme «par indif-
férence». Signalons que cette propriété est plus faible que la propriété de
confluence. Par exemple, & partir du programme :

P ={p(a,a) <; p(b,b) <}
on peut construire les dérivations:

Sid.p(a,x),p(b,.f) - {x/a}.p(b, a) et Sid-p(avx)ap(bvx) - {x/b}.p(a,b)
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Lemma 1lifting: (d:deriv) (r:request) (eta:subst) (l:1listv)
(Deriv_ok d)
->(Fst (state_init_d d))=tv
->(Snd (state_init_d d))=(subst_req eta r)
->((x:var) " (IS_IN_LV x 1)->"(dom_t eta x))
->((t:trans) (IS_IN_.D t d)->
((x:var) (IS_IN_LV x (Appv 1 (var_req r)))
->"(rrange (sr_trans t) x)))
->(Ex [d0:deriv](
((t1,t2:trans) (IS_IN_D t1 d)->(IS_IN_D t2 d0)->
(p_trans t1)=(p_trans t2))
/\ (Deriv_ok d0)
/\ (list_var_c_d d0)=(list_var_c_d d)
/\ (Fst (state_init_d d0))=tv
/\ (Snd (state_init_d d0))=r
/\ (Ex [rf:request](
(Snd (state_end_d d40))=
(subst_req (Fst (state_end_d d0)) rf)
/\ (Snd (state_end_d d))=
(subst_req (Fst (state_end_d d))
(subst_req eta rf))))
/\ (less_subst_t (Fst (state_end_d d0))
([x:var] (Subst_t
(Fst (state_end_d d))
(eta x)))))).

TAB. 3.6 — Lemme de généralisation

qui ne «confluenty pas.

Lemme 3.8 (Switching) Si, lors d’une dérivation, deuz atomes sont sé-
lectionnés successivement, alors ils peuvent étre sélectionnés dans l'ordre in-
verse, les états dérivés ne difféerent que par renommage des variables.

Par souci de lisibilité, nous n’avons pas donné un énoncé formalisé de ce
lemme (I’énoncé formel se trouve dans le tableau 3.7). Par contre, nous
présentons, de maniére (trés) détaillée, sa preuve en suivant exactement la
preuve formelle développée dans le systéme C0Q. Cette construction illustre
bien le role primordial des hypothéses de séparation des variables dans une
dérivation. En effet, cette preuve ne s’obtient pas par induction mais repose
exclusivement sur les conditions de renommage qui sont constamment ex-
ploitées. Bien str, a la fin de la démonstration, les deux états dérivés sont
explicitement mis en relation par la construction d’une substitution. Signa-
lons que nous supposons ici que le premier atome sélectionné se trouve avant
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le second dans la requéte initiale. Nous commencons par prouver certaines
propriétés sur les objets présents dans la dérivation en hypothése du lemme
et afin de disposer de ces propriétés durant toute la preuve, nous utilisons
pour cela la tactique Cut du systéme COQ, présentée en (1.4). Ces «Cut»
permettent d’utiliser des propriétés durant la preuve sans les redémontrer &
chaque fois tout en partageant un méme contexte d’hypothéses (tout comme
un programme «efficace» n’effectue pas les mémes calculs plusieurs fois). Ils
supposent vérifiées les hypothéses du lemme.

Preuve «quasi-formelley du lemme de commutation.

Transitions en hypothése La dérivation en hypothése du lemme peut
s’écrire :
131 to

% n17’r1701 TLQ,T'Q,CQ
dg(dg(d,tl),h) : Sid-RO —p p.R —p t9p.t9R1 —p UQ,O.URQ
——————

d

avec 9R1 = 0R[n1 — 7"1(6’;)] et R2 = (HRl)[ng — T2(C§)]
De plus, on suppose que ’atome sélectionné lors de la transition £; se trouve
avant ’atome sélectionné lors de la transtion t; dans la requéte R, ce qui se
traduit par I’hypotheése:

ni + lg(C’l_) < no (35)

Les «Cuty Nous montrons tout d’abord les propriétés suivantes.
Cut 1 p’I“QCQ = 7“202

PREUVE. Soit z € dom(p), d’apres le lemme 3.6, soit z € var(Ry), soit z €
9J(d). Dans les deux cas, du fait des conditions de renommage, z n’apparait
pas dans r3Cs, ce qui permet de conclure. <

Cut 2 o0 est un unificateur de R/nz—lg(Cf)H et 7"26'2+ et il existe un uni-

ficateur principal p de ces deux atomes tel que p < o8 (i.e. il existe une
substitution € telle que ey = of).

PREUVE. Par définition (transition Z3), on a o0R; /p, = ora(C5). Puisque
PU(t3), on a Opra(Cy) = r2(Co) et il vient oOR, Iny = o0pro(C5). D’aprés
le Cut 1, on obtient o0R, /,, = o0re(Cy). Puisque Ry = OR[ny + r(Cy)]
et n1 +1g(Cy) < ng, on a alors OR, 4, = HR/nrlg(C )

1
1)+l
d’établir UOR/m—lg( = 097"20;. |

ce qui permet
Cr)+t

Cut 3 puriCy =r1Cy

1. Nous omettons les preuves (assez techniques) de ce type d’égalités qui s’obtiennent
par induction.
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PREUVE. Montrons que si z € r1(C1), alors z n’appartient pas au domaine

de p. D’aprés le Cut 2, p est «supportée et couverte» par lli/nrlg(cf)Jr1

et 72(Cy). z apparait donc dans l'un de ces deux atomes. Si z € var(R),
alors (renommage sur ¢1) z & var(r1(C1)) ce qui est contradictoire. Sinon,
z € war(ra(Cy)), et alors z appartient a l'image de 72 et ne peut donc
appartenir & r1(C1). <

Cut 4 ¢ est un unificateur de r1(C;) et (uR[ny—1g(Cy)+1 + ro(Cy )/
qui admettent alors un unificateur principal v tel que v < € (i.e. il existe une
substitution £ telle que Ev = ¢€).

PREUVE. Puisque:

OR,,, = Ori(C;) (transition ;)
il vient :
O(R[ny =1g(CT) +1 < 712(Cy ))my = Ora( f’)
of(Rlnz —1g(Cr) + 1 < ra(C3))ymy = 00r1(CY)
en(Rlnz —1g(Cy) + 1 ¢ 12(Cy))jmy = enri(C)  (Cut 2)
en(Rlnz —1g(Cr) + 1 12(Cy))jmy, = eri(Cf)  (Cut 3)
ce qui permet de conclure. <

Construction de la dérivation finale Le Cut 2 permet de construire
la transition t3, puisque g est un unificateur principal de R Jrn—1g(C7)+1 et
TQ(C;_ ). De la méme maniére, le Cut 4 permet de construire la transition ¢4,
puisque v est un unificateur principal de (pR[ng —1g(Cy ) +1 < r2(Cy5 )])
et 1 (Cy):

/n1

t3

ng — lg(C’ ) + 1 7‘2,02
p-R —p pp-pRng —1g(Cr) +1 4= r2(Cy )]

t4
ni,r, Cl ’ _
wp. ,uR[n2 —Ig(Cy) + 1+ r(Cy )l —p  vpp.vRng < ri(Cy)]

~~

R/

Montrons que les transitions t3 et t4 satisfont le prédicat P'.
e Condition provenant du prédicat Prg

— transition t3: Conséquence immeédiate du Cut 1

— transition t4: D’aprés le Cut 3, on a ur;C7 = r1Cy et le Cut 1 per-
met d’établir priCy = r1Cy. On a alors bien ppriCy = puriCy =
A Cl .
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e Condition provenant du prédicat Prp

— transition t3: Si z € war(R), alors d’aprés le lemme 3.5, soit
z € var(Ry), soit x € J(d). Dans les deux cas, 2 ne peut pas
apparaitre dans roCj.

— transition ¢4 : Soit z € var(uR[n —1g(C; ) +1 < ra(C,)]). Deux
cas sont possibles: soit € var(R[ne —1g(Cy) + 1 « r2(Cy)]),
soit z € range(p). Dans les deux cas, par définition et d’apres le
Cut 2, soit z € var(R), soit z € var(reCsy). Dans le premier cas,
le lemme 3.5, permet d’établir z € var(Ry) V z € 9(d) et dans
tous les cas, £ ne peut pas apparaitre dans r1C1.

Lien entre les deux états dérivés Nous cherchons & montrer qu’il existe
une substitution (assimilable & une substitution de renommage) r telle que:

r(ocR2) = vR'[n1 + r1(C])]
Pour cela, nous montrons tout d’abord les «Cut» suivants:
Cut 5 vy < o
PREUVE. D’aprés les Cut 2 et 4, ep = 00 et v = €. 1l vient alors Evp = 06,
ce qui permet de conclure. <
Cut 6 0 < vp (i.e. il existe une substitution  telle que (0 = vpu).

PREUVE. On a:

viR[ns —16(C7) +1 ¢ 13(C)m = vri(Cf)  (Cut 4)
viRlns —1g(Cy ) + 1< 13(C5 )m, = vir1 () (Cut 3)

vp est donc un unificateur de R/, et rl(Cf). Or, par hypothése, 6 est un
unificateur principal de ces deux atomes (transition ¢1) et donc 0 < vu. <

Cut 7 97‘202 = 7“202

PREUVE. Montrons que si z € var(re(Cy)), alors & n’appartient pas au
domaine de 6. Par hypothése, 6 est supportée et couverte par R/, et rq (C’l+ ),
x est donc présent dans un de ces deux atomes. Si z € var(R/nl), alors,
d’apres le lemme 3.5, soit z € var(Rp), soit x € ¥(d). Dans ces deux cas,
x nappartient pas a l'image de ry (i.e. z &€ var(ra(Cs))). D’autre part, si
z € var(r1(Cy)), alors = & var(ra(Ca)). <

Cut 8 o < ( (i.e. il existe une substitution ¢ telle que do = ().
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PREUVE. On a:

PR, ooy = mr2(Cy)  (PM(ts)
VIR, ooy = vira(CY)

COR )y tgcry1 = COr2(Cy)  (Cut 6)
COR )y _tgcy1 = Cr2(C3)  (Cut7)

¢ unifie donc HR/m_lg(C )11 €t r2(Cy). D’aprés (3.5), on obtient alors:

T
HR/n2—lg(Cl_)+1 = OR[nl «— Tlcf]ng = HRl/n2

Or, par hypothése (transition t3), o est un unificateur principal de ces deux
atomes et donc o < (. <

Cut 9 00 <vu

PREUVE. D’aprés le Cut 6, vu = (6. Le Cut 8 permet alors d’établir vy =
000 ce qui permet de conclure. <

Les Cut 5 et 9 permettent de montrer que les substitutions vy et o6
sont <-équivalentes. Nous pouvons donc établir le lien entre les deux états
dérivés. Tout d’abord, nous avons:

O'R2 :0(0R1)[n2 (_T2C£]
= 00R1 [n2 — 7“2027] (Cut 7)

= U(HR[nl — Tlcl_])[n2 — T2C2_]
= 00(R[ny < r1Cy])[ng < 0raCy ]
= 00(R[ny + rCy])[ng < raCy]  (Cut 7)

D’autre part :

vR'[n; < Cy] =v(uR[ng +1g(Cy) + 1 - r2C5 ) [ny + mCy ]
=vpR[ne +1g(Cy ) + 1 = 05 |[ng < mC; ] (Cut 3)
=vp(R[ny < riCy])[ng « raCy ]

Le lemme 2.5 permet alors de construire une substitution (assimilable & une
substitution de renommage) r, ce qui permet de conclure et termine la preuve
du lemme de commutation.

La difficulté majeure du codage des preuves des lemmes de commutation
et de généralisation provient essentiellement des hypothéses de renommage.
En effet, ces lemmes sont généralement prouvés («a la main») en posant les
hypothéses de séparation des variables au fur et & mesure que ’on construit
les objets de la preuve (un méme symbole désignant parfois durant la preuve
différentes variantes d’une clause ne satisfaisant pas les mémes propriétés de
renommage). Leur formalisation montre bien a quel point le renommage joue
un role important. Malgré tout, ces preuves se prétent assez bien au codage
dans le calcul des constructions inductives.
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Lemma switching : (d:deriv) (tl:trans) (t2:trans)
(Deriv_ok (deriv_cons (deriv_cons d t1) t2))
->(le (plus (n_trans tl) (Length_r (body_c (c_trans t1))))
(n_trans t2))
->(Fst (state_init_d d))=tv
->(Ex [t3:trans] (Ex [t4:trans]
((Deriv_ok (deriv_cons (deriv_cons d t3) t4))
/\(n_trans t3)=(S (minus (n_trans t2)
(Length_r (body_c (c_trans t1)))))
/\(n_trans t4)=(n_trans t1)
/\(Ex [r:subst]
((Snd (state_end_d (deriv_cons (deriv_cons d t1) t2)))=
(subst_req r
(Snd (state_end_d (deriv_cons (deriv_cons d t3) t4))))
/\((x:var) (IS_IN_LV x
(var_req
(Snd (state_end_d (deriv_cons (deriv_cons d t3) t4)))))
-> (Ex [v:var] (r x)=(tv v)))))))).

TAB. 3.7 — Lemme de commutation

3.3 Aspects sémantiques

Nous présentons & présent une formalisation des aspects sémantiques de
la SLD-résolution. Les schémas d’interprétation des objets syntaxiques, défi-
nis dans les paragraphes précédents, sont introduits et permettent la défini-
tion d’une sémantique déclarative des programmes définis. Les théorémes de
validité et de complétude de la SLD-résolution sont alors formalisés, reliant
ainsi les deux aspects sémantiques (déclaratif et opérationnel) de la program-
mation logique. Nous utiliserons, durant ce développement, quelques résul-
tats généraux sur les points fixes des applications monotones et /ou continues,
rappelés dans le chapitre 1 et dont la formalisation est présentée dans ’an-
nexe A.

3.3.1 Interprétations et modéles

Interprétations d’une signature

Nous présentons ici une formalisation de la notion d’interprétation des
symboles de ¥ et des symboles de II. La définition des objets introduits dans
ce paragraphe dans le systéme COQ est donnée dans le tableau 3.8.

Signature fonctionnelle Afin de pouvoir donner un schéma d’interpréta-
tion des termes, il est nécessaire d’«attacher un sens» aux symboles utilisés
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dans la construction des termes. Une interprétation, I, de la signature fonc-
tionnelle X, est la donnée d’un ensemble non vide D, appelé le domaine de
I, et, pour chaque f € %, d’arité n, d'une application f! : D" — D (en
particulier, chaque constante k, est interprétée par un élément k! de D).
Soit IL,[A] le type dépendant des listes de longueur n constituées a partir
d’éléments d’un ensemble A, obtenu & partir du type LIST présenté en (1.10),
et défini inductivement par:

e [[5 est une liste (c’est la liste vide de longueur nulle).

e sia € A etsil est une liste d’éléments de A de longueur n, alors
|a, 1|2, | est une liste d’éléments de A de longueur n + 1.

Etant donné un entier n, IF,[A] est défini comme la collection des appli-
cations de IL,[A] vers A. Le type des interprétations, de domaine D, de la
signature X, est alors défini par le type dépendant:

IE[D] = H IFar(f)[D]
fex

Etant donné un symbole de fonction f € ¥ et une interprétation I de do-
maine D, Papplication f! correspond donc a I(f) qui définit une fonction de
Ly, (py[D] dans D.

Schéma d’interprétation des termes Il ne reste plus qu’a indiquer com-
ment interpréter les symboles de variables pour pouvoir donner le schéma
d’interprétation des termes (et des listes de termes): les variables présentes
dans un terme sont interprétées comme variant dans le domaine de 'interpré-
tation de ¥ considérée. L’ensemble AX, des valuations sur A, est donc défini
comme ’ensemble des applications de X vers A. Les schémas d’interpréta-
tion des termes et des listes de termes peuvent étre & présent définis par les
deux fonctions mutuellement récursives suivantes. Soit I une interprétation
de ¥ de domaine D (i.e. un élément de Ix[D]):

e un terme ¢ est interprété par (ou dénote) une application ¢t/ : DX — D
définie par:

_f wl@) sit=tv(a)
Vv € DX t’(v)—{ Lt (v))  sit=tf(f,0)

e une liste de termes | de longueur n est interprétée par (ou dénote) une
application I : DX — IL,,[D] définie par:
1D sin=0

Vo e DX (v :{ | .
O =V ) B2y si L= (o, ohnges
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Signature relationnelle Une interprétation, I, de la signature relation-
nelle II, est la donnée d’un ensemble non vide D, appelé le domaine de I,
et, pour chaque symbole p € II, d’arité n, d'une application p! : D" — IB
ou IB désigne I'ensemble (défini inductivement) des booléens ({true,false}).
IB est de type Set et est muni des opérateurs classiques, que 1’on notera —y,
Np et Vp afin de les distinguer des opérateurs utilisés sur les propositions
(Prop) que nous manipulons (-, A, V). Nous procédons de la méme maniére
que pour X pour définir formellement les interprétations de la signature II.
Tout d’abord, étant donné un entier n, IP,[A] désigne la collection des ap-
plications de IL,[A] vers IB. Le type des interprétations, de domaine D, de
la signature II, est alors défini par le type dépendant :

IH[D] = H ]Par(p)[D]
pell

Etant donné un symbole de prédicat p € II et une interprétation I de do-
maine D, I’application p! correspond donc & I(p) qui définit une fonction de
]Lar(f) [D] dans IB.

Interprétations des clauses de Horn

Nous pouvons & présent définir les schémas d’interprétation des objets
utilisés en programmation logique (atomes, requétes, clauses, ...). Le ta-
bleau 3.9 contient les définitions qui suivent dans le systéeme Co0Q. Afin
d’alléger les notations, I désignera dans ce qui suit une interprétation de
> UII de domaine D.

Atomes Un atome a = pl(p,[) est interprété par (ou dénote) une applica-
tion a! : DX — IB défine par: Vo € DX al(v) = pl (I (v)).

Requétes Deux schémas d’interprétation sont définis pour les requétes:
une requéte r est interprétée par une application :

e I : DX — B définie par:

false sir=r
Yo e DX rl(v) = { : 2
(v) (=wad (v)) Vol (v)  sir = ¢ (ag, o)

e 71 : DX — B définie par

true Sir =71y

Vv € DX fl(v):{ oy :
ab(v) Apro’ (v) st = cr(ap, o)

Tandis que le premier schéma d’interprétation donné correspond a 'interpré-

tation d’une «requéte» ai, - - -, aq vue comme un but (i.e. une clause négative)

VZ(—pa1 Vi -+ - Vi —pag), le second ne correspond pas a U'interprétation d’une
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Definition f_n:Set->nat->Set:=
[D:Set] [n:nat] (LIST D n)->D.
Definition f_i:Set->Set:=
[D:Set](f:fun)(f_n D (arity ar £f)).
AX Definition valuation:Set->Set:=[A:Set] (var->A).
Fixpoint Interp_t [D:Set;I:(f_i D);t:Term]:
(valuation D)->D:=
[v:(valuation D)]<D>Case t of
[x:var] (v x)
[f:fun][1: (list_term (arity ar f))]
((I £) (apply_1 D I (arity ar f) 1 v))
end
with apply_1l [D:Set;I:(f_i D);n:nat;1l:(list_term n)]:
(valuation D)->(LIST D n):=
[v:(valuation D)]<[n:nat] (LIST D n)>Case 1 of
(NIL D)
[n0:nat] [t0:Term] [10: (list_term n0)]
(CONS D n0 (Interp_t D I tO v) (apply_1 D I n0 10 v))
end.
B Inductive bool:Set:=true:bool | false:bool.
Definition p_n:Set->nat->Set:=
[D:Set] [n:nat] (LIST D n)->bool.
Definition p_i:Set->Set:=

IF,,[4]

Is[D]

thet 11

[D:Set] (p:predic) (p_.n D (arity_p p)).

TAB. 3.8 — Interprétations d’une signature

requéte par la formule existentielle 3Z(a; Ay --- Ay aq). En effet, nous ca-
ractériserons une substitution solution ¢ d’une requéte ai,---,aq, & partir
d’un programme défini P, par P |= VZ0(ai1 Ay - Apaq) ce qui correspond au
deuxiéme schéma d’interprétation.

Lemme 3.9 Soit I une interprétation de ¥ U Il de domaine D et v une
valuation sur D. Pour toute requéte R, si R!(v) = true, alors R!(v) = false.

PrREUVE. Induction sur R. <

Clauses définies Une clause ¢ = (a,r) € Cy, 1[X] est interprétée par une
application ¢! : DX — B définie par: Vv € DX ¢l (v) = al (v) Vy rl(v).
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Programmes définis Un programme P € Py 1| X] est interprété par une
application P! : DX — IB définie par:

X T i true si P = Pg
Yoe DT Pi(v) = { cl(v) Ny PL(v)  si P =cyle, Ry)
Clauses de Horn Un «ensemble» de clauses de Horn h € Hy [ X] est
interprété par une application h! : DX — IB définie par:

P!(v) si h = hy(P)

voe DY hl(v) = { rL(w) Ay h(v)  si h = hy(r, ho)

Modéles

Nous définissons & présent les notions de modéle et de conséquence sé-
mantique (introduites dans le systéme CoOQ par les définitions du tableau
3.9). Une interprétation I de ¥ UII de domaine D est un modéle d’un objet
o (atome, requéte, clause, ...), ce que l'on notera =y o, si et seulement si
pour toute valuation v sur D, of (v) = true.

Eroe (Ywe DY ol (v) = true)

Par abus de notation, nous écrirons simplement =7 r si Yo € DX r!(v) = true
et |=; 7 si Vo € DX #(v) = true . Une requéte R est conséquence sémantique
d’un ensemble de clauses de Horn H, ce qui sera noté H |= R, si et seulement
si tout modele T de H vérifie =/ R.

HER&VIcIsuD) (Fr H=FrR)

Signalons qu’étant donnés une interprétation I de X UIIl de domaine D et un
objet o (atome, requéte, clause, ...), pour toute valuation v sur D, la propo-
sition of (v) = true est toujours décidable, tandis que la proposition |=; o ne
lest pas forcément (c’est le cas si D est infini). Certaines des difficultés ren-
contrées plus loin proviennent, en partie, de cette remarque. Enfin, puisque
valuations et substitutions sont des applications sur X, nous avons le lemme
suivant.

Lemme 3.10 Soit I une interprétation de XUIL de domaine D et o un objet
(atome, requéte, clause, ...). Si =1 o, alors, pour toute substitution 0, on a

=1 0(0).
PREUVE. On montre, par induction, que pour tout terme ¢, on a:

Vo e DX (6t)! (v) = t! (Az.((02) (v)))
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Schéma général d’interprétation de o : O

Definition Interp_O:

(D:Set) (f_i D)->(p_i D)->O-> (valuation D)->bool:=

[D:Set][If:(f_i D)]1[Ip:(p_i D)]1[o: O] [v:(valuation D)]
<bool> Case 0 of I end.

)

I

Interp_p atom

[pO:predic] [10: (list_term (arity_p p0))]
((Ip p0) (apply_l D If (arity_p p0O) 10 v))

Interp_r request

false
[10:atom] [r0:request]
(orb (neg (Interp_p D If Ip 10 v))
(Interp_r D If Ip r0 v))

Interp_rn request

true
[10:atom] [rO:request]
(andb (Interp_p D If Ip 10 v))
(Interp_rn D If Ip r0 v))

[a:atom] [r:request]

Interp_c clause (orb (Interp_r D If Ip r v)

(Interp_p D If Ip a v))

Interp_P program

true
[cO:clause] [pO:program]
(andb (Interp_c D If Ip cO v)
(Interp_P D If Ip pO v))

Interp_h horn

[p:program] (Interp_P D If Ip p v)

[r0:request] [h0:horn]

(andb (Interp_r D If Ip rO wv)
(Interp_h D If Ip hO v))

Definition O_valid:(D:Set)(f_i D)->(p_i D)->O->Prop:=

;| [D:Set][If:(£f_i D)]1[Ip:(p_i D)1[o: 0]
((v:(valuation D)) (Interp_O D If Ip 1 v)=true).
Definition semantic_csq : horn -> request -> Prop :=
- [h:horn] [r:request]

( (D:Set)(If:(f_i D)) (Ip:(p_i D))
(h_valid D If Ip h)->(reqn_valid D If Ip r) ).

TAB. 3.9 — Interprétations et Modéles
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Par hypothése, |=; o, et donc of (v) = true pour toute valuation v sur D. Il
vient alors:

Vo € DX (0o) (v) = of (A\z.((0) (v))) = true

ce qui permet de conclure. <

3.3.2 Validité de la SLD-Résolution
Solutions et réponses

Tandis que la sémantique opérationnelle des programmes définis, que
nous avons formalisée dans la premiére partie de ce chapitre, détermine com-
ment un calcul est effectué, la sémantique déclarative des programmes définis
décrit ce qui peut étre calculé. Ces deux lectures d’un programme défini sont
associées a la notion de réponse et de solution d’une requéte a partir d’un
programme.

Définition 3.4 (Solutions) Les solutions d’une requéte R, relativement a
un programme défini P, sont les substitutions 0 telles que hy(P) = OR.

Cette définition établit une description déclarative du résultat que ’on attend
d’un programme & partir d’'une requéte. La contre-partie opérationnelle des
solutions est la notion de réponse (voir tableau 3.10).

Définition 3.5 (Réponses) Si sie.R —p p.rg est une dérivation satisfai-
sant le prédicat P™, alors p est une réponse pour R, relativement au pro-
gramme défini P.

Théoréme de validité

Il s’agit de prouver que si une requéte admet une réponse & partir d’'un
programme défini, alors elle admet une solution. Plus précisément, nous mon-
trons que toute réponse est solution. La démonstration de ce théoréme est
classique et requiert la notion de transition «libre» (correspondant & la no-
tion de dérivation «sans restriction» dans [67]): une transition libre est une
transition satisfaisant la régle de résolution, mais ot 'unificateur utilisé n’est
pas forcément un unificateur principal (la condition pR = R sur les états de
résolution p.R n’est alors plus vérifiée). Cette preuve est obtenue en appli-
quant un schéma d’induction «droit» sur la dérivation. Nous montrons tout
d’abord les trois lemmes suivants.

Lemme 3.11 Si p;.R; n—ﬂ;}g pr-Ry est une transition libre (ou satisfaisant

. . .- C
Pv), alors, pour toute substitution o, la transition p;.R; o opf.oRy est
une transition libre.
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PrREUVE. Conséquence immeédiate des définitions. <

Lemme 3.12 Sip.R "—”Q’S 0p.OR[n < r(C )] est une transition libre, alors :
~—_—
RI

hp(en(C, Po)) |= R' = hy(cy(C, Po)) = OR

PREUVE. Soit I une interprétation de ¥ UII de domaine D telle que |=; C,
et v une valuation sur D. Soit ¢ la longueur de la requéte R. Par hypotheése:

. n—1 T q—1
OR (v) = )\ ORL(0) AOr(CT) () Ay N\ OR!(v) = true
i=0b i=n+1b

et il suffit de montrer que Han(v) = true. Si Oan(v) = false, alors puisque
par hypotheése on a OR ), = 0r(C™"), il vient 6r(CT)’ (v) = false. Cependant,
I est un modele de C et, d’aprés le lemme 3.10, I est aussi un modéle de
fr(C). On obtient alors:

0r(C) (v) = 0r(CT) (v) Vy O7(C7)! (v) = true
— 1
On a donc Or(C~)! (v) = true et le lemme 3.9 permet d’établir r(C~) (v) =
false ce qui est contradictoire. <

Ce lemme ne dépend pas du choix de I'unificateur utilisé: tout unificateur
est satisfaisant.

Lemme 3.13 Si, a partir d’un programme défini P et d’une requéte Ry, on
obtient la dérivation de Dy satisfaisant P4 : p.Ry —p 0p.R, alors on a
hy(P) = R = hy(P) = 0Ry.

PREUVE. Nouscutilisons ici une schéma d’induction «droit».
e Pour p.Ry 2p 0p.ORy[n + r(C7)]

R
Par définition, cette transition est libre et le lemme 3.12 permet de conclure.
e Pour d%(t,d): p.Ry @;’Ig 0p.0Rg[n < r(C)] =p 00p.0ORy

Ry
Soit I une interprétation de 3 U II de domaine D, telle que =5 P, et v une

valuation sur D. Par hypothése, I est un modele de U/H\R/Q et ’hypothese d’in-

duction permet de montrer que I est aussi un modeéle de c0Ry[n < r(C~)].
Puisque P'(t), d’aprés le lemme 3.11, la transition :

p-Ry "—”Q’S o0p.oORy[n « r(C )]

~
oRy
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Definition u_state_t : trans -> subst :=
[t:trans]<subst>Case t of
[ei:state] [p:program] [n:nat] [c:clause] [r:rename]
[s:subst] [a:atom] [ef:state]
s end.

Fixpoint answer [d:deriv] : subst :=
<subst>Case d of
[t0:trans] (u_state_t t0)
[d1:deriv] [t1:trans]
([w:var] (Subst_t (u_state_t t1) ((answer d1) w)))
end.

Lemma soundness : (d:deriv)

(Deriv_ok d) >
(Fst (state_init_d d))=tv ->
(Snd (state_end_d d))=true_req ->

(semantic_csq
(hp (p_deriv d))
(subst_req (answer d) (Snd (state_init_t (head_d d4))))).

TAB. 3.10 — Validité de la SLD-résolution

est une transition libre. D’aprés le lemme 3.12, hy,(P) |= 00Ry et on peut
conclure. <

Le théoréme de validité, dont 1’énoncé formel dans le systéme CoOQ est pré-
senté dans le tableau 3.10, peut étre vu comme un corollaire de ce lemme
(R = ’f’@).

Théoréme 3.1 (Soundness) Si, a partir d’un programme défini P et d’une

requéte R, on obtient la dérivation satisfaisant PP : s;4.R =p O.ry, alors
hy(P) = 6R.

PREUVE. Sid € D, vérifie P (d), alors on a PDd(Tg(d)) et le lemme 3.13
permet de conclure. <

3.3.3 Théoréme de complétude

Le théoréme de complétude exprime le fait que si une requéte R admet
une solution & partir d’'un programme défini, alors elle admet une réponse
a partir de ce programme. Sous cette forme, le théoréme de complétude est
plus «faible» que le théoréme de validité formalisé (et aussi plus faible que le
théoréme de complétude généralement énoncé): nous ne montrons pas que
pour toute solution @, il existe une réponse o, telle que o R < 0R.
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Modéles de Herbrand

Les formules logiques du calcul des prédicats s’interprétent dans des
structures quelconques formées d’un domaine, d’opérateurs (fonctions) et de
relations. L'intérét des formes clausales provient du fait que I’étude de 1’exis-
tence de modéles, pour un ensemble de clauses de Horn, peut étre restreinte
a une classe d’interprétations associée, de maniére syntaxique, au langage:
les interprétations de Herbrand (voir tableau 3.11). Ces interprétations per-
mettent d’interpréter les symboles par eux-mémes. Tout d’abord, nous défi-
nissons inductivement ’ensemble 7% @] des termes fermés (termes ne conte-
nant pas de variables), aussi appelé univers de Herbrand de X. A cette occa-
sion, la famille des listes de termes fermés de longueur finie ) - Ly 5[2]
est aussi définie. Similairement, '’ensemble Aty 11{@] des atomes fermés est
défini inductivement comme ’ensemble des atomes obtenus & partir des élé-
ments de ) i Ln,x[9], et est aussi appelé base de Herbrand de X UII. En-
fin, ensemble des substitutions fermées Sy [X] est défini comme ’ensemble
des applications de X vers Tx[@] (cet ensemble correspond exactement &
Tx[2@]¥). Nous supposons ici que la signature ¥ contient au moins un sym-
bole fonctionnel d’arité nulle, noté f,? (il s’agit de la constante de Herbrand,
qui est posée en axiome) afin que les ensembles que nous venons de définir
soient non vides?. L’interprétation de Herbrand des symboles fonctionnels
de X est alors définie par Uinterprétation, notée H, de domaine Tx[@], qui
pour tout f € ¥ associe I'application f7 : Ly, [Tx[2]] — Tx[o] définie
par:

VFfES V€ Ly plcle]] (1) =tfg(f,!)

ou tfg est P'unique constructeur de Tx[@] et ou I’ est la «transposition» de [
dans Ly, (p),5[@]. Moins formellement, # permet d’interpréter les symboles
de fonction comme des constructeurs de termes. Toute interprétation de II
de domaine Tx[@], «basée sur» H, est une interprétation de Herbrand de
I1. Un modéle de Herbrand d’un objet o (atome, requéte, clause, ...) est une
interprétation de Herbrand de 3 U1l qui est un modéle de o.

Prédicats sur la base de Herbrand

L’interprétation de Herbrand des symboles fonctionnels étant fixée, il
semble possible de caractériser une interprétation de Herbrand, I, de ¥ U1l
(objet fonctionnel), par un sous-ensemble de la base de Herbrand, défini par
un prédicat 7([) sur Aty 1[@], constitué de tous les atomes fermés dont I
est un modele:

Va € Aty (@] (F=ra = 7(l,a))

2. Dans [34], J.H. Gallier présente une discussion sur la nécessité de cette constante
dans la preuve du théoréme de Herbrand.
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Cependant, les spécifications de I et 7(I) sont de nature différente :

I: [[(Woq(Tel@]] = B)  «(I): Atsn[o] — Prop
q€ll

_ Type

Set
Tandis que pour tout atome fermé a, et toute interprétation (de Herbrand)
I, la proposition «I est un modéle de a» est décidable:

Ya € Atg,n[@] ():[ aV - ):[ a)

si 'on ne connait pas 'interprétation dont est issu un prédicat p quelconque
sur la base de Herbrand, la proposition p(a) n’est pas décidable (p(a)V —p(a)
n’est pas prouvable). Pour contourner ce probléme, il faudra poser en hypo-
thése de certains lemmes la décidabilité des prédicats sur la base de Her-
brand, ce qui revient a supposer que l’on sait construire une interprétation
de Herbrand a partir d’un prédicat sur la base de Herbrand (nous limiterons
évidemment I'emploi de cette hypothése a cet usage). Le théoréme de com-
plétude de la SLD-résolution s’obtiendra au prix de cette hypotheése (forte),
implicitement suggérée par Iidentification Set/Type. Cette hypothése est in-
dispensable. En effet, nous allons voir que I’identification d’une interprétation
de Herbrand avec un sous-ensemble de la base de Herbrand sert & établir des
propriétés sur opérateur Tp associé & un programme P, et permettant de
définir une sémantique par point fixe. Cet opérateur est généralement défini
par une application de type:

(AtzJ‘[[@] — PI’Op) — (Atz,n[g] — PI’Op)

Si P est un programme défini et p une interprétation de Herbrand (i.e. un
prédicat sur la base de Herbrand), alors Tp(p) est un prédicat sur Aty 11{@]
caractérisant les atomes fermés a tels que pour une clause ¢ € P et pour une
substitution fermée o telle que a = oc™, on ait :

Yag € Atz,H[X] ag € c :>p(aa0)

Tp(p)(a) est vrai pour ces atomes. Toutefois, méme si p est initialement
décidable, Tp(p) n’est pas décidable. En effet, décider si un atome a est
satisfait par Tp(p) revient & chercher une substitution fermée 6 et une clause
¢t < ¢ telle que les atomes de fc™ soient satisfaits par p. Or, en considérant
les substitutions fermées comme des fonctions partielles, on sait seulement
décider si une substitution 671 telle que 6tc™ = a et dom(07) = var(ch)
existe et 1 correspond alors 4 la restriction de 6 aux variables de ¢*. Une fois
0T déterminée, il reste & décider s’il existe une substitution fermée 6~ telle
que dom(0~) = var(6Tc™) et telle que les atomes de §~0F ¢~ soient satisfaits
par Tp(p). C'est précisément ce probléme qui n’est pas décidable. En effet,
si l’on considére par exemple la signature ¥y = {0, S}, alors il se peut trés
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Termes fermeés (Tx[9])
Mutual Inductive Ground_Term : Set :=

tfg : (f:fun) (glt (arity ar f)) -> Ground_Term
with glt : nat -> Set :=

nilg : (glt 0) |

consg :(n:nat)Ground_Term -> (glt n) -> (glt (S n)).
Atomes fermés (Aty 11[@])

Inductive Ground_Atom : Set :=

plg : (p:predic) (glt (arity_p p)) -> Ground_Atom.
Substitutions fermées (Sg[X])
Definition Ground_subst : Set := var -> Ground_Term.

Constante de Herbrand ( f,? )

Parameter fh : fun.

Axiom ar_fh : (arity ar fh)=0.

Interprétation de Herbrand de 3 (H)

Definition f_hi : (f_i Ground_Term) :=
[f:fun] [1: (LIST Ground_Term (arity ar f))]
(tfg £ (LIST_to_glt (arity ar f) 1)).

Interprétation de Herbrand de ¥ U1l

(f_hi:(f_i Ground_Term),Ip:(p_i Ground_Term))

Prédicat sur Aty 11[@] associé a I (w(1))

Definition MH: (p_i Ground_Term)->Ground_Atom->Prop :=

[Ip: (p_i Ground_Term)] [a:Ground_Atom]
(at_valid Ground_Term f_hi Ip (Ground_to_atom a)).

Nature des spécifications
I:(p_i Ground_Term) :Set
(MH I):(Ground_Atom->Prop) :Type

TAB. 3.11 — Interprétations de Herbrand

bien que pour un prédicat p, une interprétation I = {p(m,n), (m,n) € D},
oil D est une partie récursive de Ts: [@]?, soit calculable mais que ensemble
{m € Ty [2],3In € Tx[9], p(m,n)} ne soit pas calculable. C’est le cas, par
exemple, si p(m,n) est interprété par «le m-iéme programme termine en n
étapesy . Enfin, signalons que lorsque le programme est tel que chaque clause
¢ vérifie var(c™) C var(ct), Tp(p) est décidable si p est décidable: il suffit
de vérifier que chacun des atomes de ¢~ vérifie p.

Existence d’un modéle pour un ensemble fini de clauses de Horn

A toute interprétation, I, de X U II, est associée une interprétation de
Herbrand, H(I), définie par:

o Vfex fHD =
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o Vp € Il Vi € g [T[2]] pHD Y = pI(I') (ou I correspond a
I'interprétation de la liste de termes fermés [)

On peut alors obtenir une preuve formelle du célébre théoréme :

Théoréme 3.2 (Herbrand) Un ensemble fini de clauses de Horn admet
un modeéle si et seulement si i1l admet un modeéele de Herbrand.

L’étude de la satisfiabilité (i.e. I'existence de modeéles) d’un ensemble de
clauses de Horn peut donc étre restreinte aux seules interprétations «syntaxi-
ques» que constituent les interprétations de Herbrand. Cette restriction per-
met de considérer des propriétés sémantiques avec des moyens syntaxiques
mais cette propriété n’est plus vérifiée si ’'on considere des formules logiques
quelconques (par exemple, la formule p(a) AJz—p(x) est satisfiable mais n’ad-
met pas de modéle de Herbrand). D’autre part, toutes les formules ne peuvent
s’écrire sous la forme d’une clause de Horn (c’est le cas, par exemple, pour
AV B). D’un point de vue sémantique, l'intérét de la restriction aux clauses
de Horn provient du fait que tout ensemble de clauses de Horn posséde un
plus petit modeéle et vérifie la propriété de fermeture pour 'intersection des
modeéles.

Lemme 3.14 (Model intersection property [67]) Si S est un ensemble
de clauses de Horn et {M;}; un ensemble non vide de modéles de Herbrand
de S, alors N;M; est un modéle de Herbrand de S.

Dans [69], J.A. Makowsky montre que le fragment Hornien est le plus grand
sous-ensemble de la logique du premier ordre satisfaisant cette propriété.
Cette propriété est donc caractéristique des formules logiques qui peuvent
s’écrire sous forme de clauses de Horn. Par exemple, A V B ne vérifie pas
cette propriété puisque {{ A}, {B}} est bien une paire de modeéles de AV B
dont U'intersection (&) n’est pas un modéle.

Plus petit modéle de Herbrand d’un programme défini

La base de Herbrand de la signature ¥ U Il est un modéle de tout pro-
gramme défini construit sur cette signature, aussi, la propriété d’intersection
des modéles établit ’existence d’un plus petit modéle de Herbrand d’un pro-
gramme. Pour tout programme défini P, le plus petit modéle de Herbrand
de P, noté Mp, est défini, par un prédicat sur la base de Herbrand, caracté-
risant les atomes fermés présents dans l'intersection de tous les modéles de
Herbrand de P (voir tableau 3.12):

VP € PEJ[[X] Ya € AtEJ‘[[@]
(VI € Iy n[Tx[9]] =1 P = n(1,a)) = Mp(a))

On montre que les atomes caractérisés par M p correspondent exactement a
ceux qui sont conséquences sémantiques du programme défini P.

Lemme 3.15 ([96]) Va € Atz @] Mp(a)  hy(P) = cr(a, o)
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PREUVE. Soit ¢ un atome fermé et I un modele de P. Puisque M p(a), pour
toute interprétation de Herbrand Iy, =y, P implique 7(lg,a). De plus, I
est un modele de P implique [=p(y) P, et on a donc 7(H(I),a). H(I) est par
conséquent un modéle de a. De plus, puisque a ne contient pas de variables,
on montre que I est aussi un modeéle de a, ce qui prouve hy,(P) |= ¢r(a, 7).
Réciproquement, si h,(P) = ¢(a,rg), alors I est un modele de a et on a
m(H(I),a) ce qui permet de conclure & Mp(a). <

Opérateur de «conséquence immeédiate»

Nous présentons a présent une caractérisation de cet ensemble en uti-
lisant la notion de point fixe d’'un opérateur: l'opérateur de «conséquence
immeédiate» associé & un programme défini P, noté Tp. Nous verrons que cet
opérateur, introduit par M.H. van Emden et R.A. Kowalski, fournit un lien
entre sémantique déclarative et sémantique opérationnelle des programmes
définis. En utilisant 1’'identification d’une interprétation de Herbrand & un
sous-ensemble de la base de Herbrand, cet opérateur est généralement défini
inductivement par:

a € Atg,n[@] p: Atgyn[@] — Prop
o€ SQ[X] ceP
oct =a Vao € ¢~ p(oap)

TP(p7 a)

Le lemme que nous formalisons & présent établit un lien entre les modéles de
Herbrand d’un programme défini P et son opérateur Tp :

(Tp) :

Lemme 3.16 Soit P un programme défini et I une interprétation de Her-
brand. I est un modéle de P si et seulement si Tp(mw(I)) C w(I). Plus for-
mellement :

):[P@VGEAtzyn[g] (Tp(ﬂ'([),a) :>7T(I,a))

PREUVE. (=). Soit I un modéle de Herbrand de P et a un atome fermé. Si
Tp(m(l),a), alors pour une clause ¢ € P et pour une substitution fermée o
telle que a = oc™ :

Yag € Atz,H[X] (ao eEc = 7r(I, Ua()))

Puisque |=; P, on a =y ¢. I est donc un modele de Herbrand de oc. Soit v
une valuation sur T5[@], deux cas se présentent. Si (oct)! (v) = al (v) = true,
alors (I, a) et on peut conclure. Sinon, (o¢~)!(v) = true et alors on a:

1
(oc™) (v) = false
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ce qui contredit ’hypothese Tp(7 (1), a).
(«<). Soit I une interprétation de Herbrand telle que Tp,(7 (1)) C w(I). I est
un modele de P si, pour chaque clause ¢ de P, =1 ¢, ce qui peut s’écrire:

Vo € Ts[@]* (¢ (v) = true = (c¢7)!(v) = true)
autrement dit :
Yo € Ts[2]* ((Va € Aty u[X] a€c = a'(v) =true) = (")’ (v) = true)
c’est & dire:
Yo € Ts[2]% ((Va € Aty n[X] a€c = n(I,v(a))) = (c")!(v) = true)
L’hypothese T),(m(I)) C m(I) permet alors de conclure. <

Afin d’alléger les notations, étant donnés deux prédicats p; et py sur un
ensemble quelconque A, nous écrirons par la suite p;1 C ps pour exprimer
Ve € A pi(z) = pa(z).

Points fixes de Tp

La sémantique formelle d’un langage de programmation peut étre définie
en terme de plus petite solution d’une équation de point fixe. En program-
mation logique, la sémantique de point fixe est identifiée & la plus petite
solution de I’équation de point fixe I = Tp([). Lorsque Tp(p) C p, p est
appelé un «pré-point fixe» de Tp. Aussi, pour caractériser les modeéles de
Herbrand d’un programme défini P, nous allons utiliser les propriétés sur
les points fixes de son opérateur associé Tp. En effet, «{ Aty 1[@] — Prop}»
ordonné par 1’«inclusion ensembliste» formant un treillis complet sur lequel
Tp est un opérateur continu, T;f" correspond au plus petit point fixe de Tp et
peut donc étre obtenu par approximations successives (théorémes de Kleene,
Knaster et Tarski [95] présentés dans le chapitre 1 et formalisés en annexe A)
en w étapes. Nous montrons donc les lemmes suivants.

Lemme 3.17 Tp est un opérateur continu.

PREUVE. D’aprés le lemme 1.5, il suffit de montrer que Tp est : (i) monotone
et (7¢) finitaire. (i) Soit p; et py deux prédicats sur la base de Herbrand, tels
que p1 C pe et oct un atome fermé caractérisé par Tp(py). Par définition,
les atomes a de ¢~ vérifient py(ca). Aussi, po(ca) est vérifié pour ces atomes
et il vient Tp(p2,0c™). On a donc Tp(p1) C Tp(p2) et Tp est donc bien un
opérateur monotone. (ii) Soit (pp),>0 une «suite croissante de parties de la
base de Herbrand» et oc™ un atome fermé tel que Tp(UJ,;>qPn,oct). Par
définition, on a: a

Va € Atsu[X] (a€c = (| pn)(oa))
n>0
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Puisque (pn)n>0 est une suite croissante, c’est que pour un naturel k, on a:
Va € Aty n[X] (a € ¢ = pi(oa))

et on a alors Tp(pg,oc™) ce qui permet de conclure a:

(J Te(pa))(oc™)

n>0
Tp est donc bien un opérateur finitaire. <

Puisque Tp est un opérateur continu et puisque Mp est défini comme
I'intersection de tous les modeéles de Herbrand de P, qui sont, d’aprés le
lemme 3.16, les parties closes par 1I'p, nous souhaiterions établir 1’égalité
Mp =Ind(Tp) = T;w. Cependant, alors que 'identification d’une interpré-
tation de Herbrand a un sous-ensemble de la base de Herbrand caractérisé
par un prédicat, permet facilement de formaliser le prédicat M p, 'opérateur
Tp et ses points fixes, cette identification «rend» indécidable la proposition
«cette interprétation est un modeéle de cet atome fermé» nécessaire dans cer-
taines preuves et alors posée en hypothése. Le théoréeme de caractérisation
qui suit fait appel & une telle hypothése.

Théoréme 3.3 ([96]) Sous ’hypothése :
Vp € Aty 1[@] = Prop  Va € Aty n[@] p(a)V —p(a)
on a Mp =Ind(Tp) = T;w.

PREUVE. Soit ¢ un atome fermé tel que M p(a). Par définition, tout modele
I de P est aussi un modeéle de a. Soit p un prédicat sur Aty, 17[@] caractérisant
une partie close par Tp de la base de Herbrand et I l'interprétation dont
p est issue, c’est a dire 'interprétation I telle que 7(I) = p (I'hypothése
de décidabilité est utilisée pour construire I). D’aprés le lemme 3.16, on a
7(I, a). Réciproquement, soit / un modele de Herbrand de P. w(I) caractérise
une partie close par Tp et toujours d’apres le lemme 3.16, nous pouvons
conclure. La partie Ind(Tp) = TIE‘” de l'égalité est prouvée en utilisant le
théoréme 1.2. |

Ensemble des succés d’un programme défini

L’ensemble des succés d’un programme constitue la contre-partie opé-
rationnelle du plus petit modéle de Herbrand de ce programme (voir ta-
bleau 3.12) et est défini comme ’ensemble des atomes fermés admettant une
réfutation (i.e. ’ensemble des atomes a partir desquels on peut construire
une dérivation se terminant par la requéte vide). Les atomes de cet ensemble
sont caractérisés par un prédicat, noté Sp, sur Aty 17{@]. Nous cherchons a
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Mp
Definition Mp : program -> Ground_Atom -> Prop :=
[p:program] [a:Ground_Atom]
((Ip: (p_i Ground_Term))
(P_valid Ground_Term f_hi Ip p) -> (MH Ip a)).
Opérateur Tp
Inductive Tp [p:program;Ip:(Ground_Atom->Prop);a:Ground_Atom]

:Prop := Tpi: (c:clause) (v:Ground_subst)
(IS_IN_P ¢ p)->(a=(Gsubst_at v (head_c c)))->
((a0:atom) (IS_IN_R a0 (body_c c))->(Ip (Gsubst_at v a0)))
->(Tp p Ip a).

Sp
Inductive Success [p:program;a:Ground_Atom]:Prop :=
scs: (d:deriv)
(p_deriv d)=p->(Deriv_ok d)->
(Fst (state_init_d d))=tv->(Snd (state_init_d d))=
(cons_req (Ground_to_atom a) true_req)->

(Snd (state_end_d d))=true_req-> (Success p a).

TAB. 3.12 — MP, Tp et Sp

établir la correspondance entre Mp et Sp. Ce résultat est classique [7], et
est prouvé par induction. Cependant, une partie de cette preuve est usuel-
lement omise: il s’agit de l’étape de «combinaison de dérivations». Cette
opération est délicate et la maniére dont elle est effectuée est toujours passée
sous silence. Il s’agit pourtant d’'un «véritable calcul», puisque plusieurs re-
nommages (des variables mises en jeu dans les dérivations) sont nécessaires
afin de garantir les conditions de séparation des variables dans la dérivation
finale. La formalisation de cette opération requiert les deux lemmes présentés
dans le paragraphe suivant.

Renommages et combinaisons de dérivations

Afin de pouvoir combiner des dérivations, tout en conservant les condi-
tions de séparation des variables, il est nécessaire de pouvoir renommer les
variables utilisées lors d’une dérivation. C’est ce que permet le lemme sui-
vant, inspiré d’un lemme similaire présenté dans [5] et da a J.W. Lloyd et
J.C. Shepherdson [68].

Lemme 3.18 (Variant lemma) Soit ¢ une liste finie de symboles de va-
riable et dy la dérivation s;q.R —fp p1-R1 satisfaisant PD . 1l existe une
dérivation dy: s;g.R —p p2. Ry, satisfaisant PP, telle que 9(dy) N¢ = @. De
plus, pour une substitution s, telle que dom(s,) C var(Rz), on a Ry = s, Rs.
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PrEUVE. Induction sur dj.
e Pour s;4.R n’—r>11’30 p1-p1R[n < riC7]
Soit 79 une substitution de renommage satisfaisant le prédicat PR et telle
que (var(R) U¥¢) Nrange(ry) = @ (cette substitution est obtenue facilement
puisque X est indexé sur IN). Nous pouvons construire une substitution 6
vérifiant :

Ve € C Orox = pyrz (ie. OroC = p111C)

Par hypothese, on a:
p1R, = p1r1CF (3.6)

Aussi, la substitution :
Az.( siz € R alors pi(x) sinon 6(z))

est un unificateur de R/, et roC'™T qui admettent alors un unificateur princi-
pal pa. Nous pouvons donc construire la dérivation :

2,C
s;g-R"5p p2.p2R[n < roC ™|
Nous cherchons & présent & construire une substitution s, telle que:
p1R[n < rC™] = spp2R[n + r2C7|

Tout d’abord, on montre qu’il existe une substitution de renommage r¢
satisfaisant :
r1C =reraC et dom(re) Cvar(roC) (3.7)

Par conséquent, par définition des conditions de renommage imposées par le
prédicat PP il vient :
rcR=R (3.8)

L’équation (3.6) permet alors d’établir piro R/, = p1r1C™, et d’apres (3.7),
nous avons p1rc R, = p1rcra2CT, ce qui permet de considérer pire comme
un unificateur de R/, et roC™. py étant P'unificateur principal de ces deux
atomes, il vient py < p1re. Il existe donc une substitution s, telle que:

Srp2 = p1rC (3.9)

En considérant la restriction de s, aux variables présentes dans la requéte
p2R[n < r2C~], nous pouvons conclure puisque :

p1R[n < rmC~] =piRn <+ reroC] (3.7)
=pircR[n < r:C7] (3.8)
= spp2R[n < r2:C7]  (3.9)
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n,ri,C

e Pour s;g.R =p p.R1 =p 01p.01 Ry[n < r1C7]
Par hypothése d’induction, il existe une dérivation dy: s;4.R —fp 1.Ro et pour
une substitution oy telle que:

dom(or) C var(Rs) (3.10)

on a:

Ry = 01Ry (3.11)
Soit ro une substitution de renommage satisfaisant P(r) et telle que:
(var(R) Ud(dr) Ul) Nrange(r) = @
Nous pouvons construire une substitution de renommage r¢ vérifiant :
dom(rc) C var(reC) (3.12)

r1C = rersC (3.13)

D’apres (3.10), toutes les variables du domaine de o; apparaissent dans Ro
et, d’apres le lemme 3.5 et la définition de ro, n’apparaissent pas dans roC
(i.e. dans le domaine de r¢). Aussi, nous avons:

dom(or) Ndom(re) = @
Toujours d’aprés (3.10), il vient:

dom(or) Nwvar(r:C) = @ (3.14)
et d’apres (3.12), on obtient:

dom(rc) Nwvar(Ry) = &
On peut alors définir la substitution :

si x € dom(oy)
alors oy (z)
rx: = Az. si z € dom(rc)
sinon | alors tv(ra(z))
sinon tv(x)

D’aprés (3.14), il vient :
rxreC = rereC (3.15)

De plus, d’apres (3.12), on a:
’)"ng :O'[R2 (316)

Enfin, par hypothese, 61 Ry, = 61r1C" et les équations (3.11) et (3.13)
permettent d’établir 617y Ry, = O1rcreCT. D’apres Pégalité (3.15), il vient
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alors erng/n =0irxroCT. RQ/n et roC'T sont donc unifiables et admettent
alors un unificateur principal 8, tel que 6y < 01rx. Il existe donc une sub-
stitution o telle que:

0'92 == 91TX (317)

Nous sommes maintenant en mesure de construire la dérivation :
* n,r2,C _
Sid.R —p H.RQ —p (9277.02R2 [n — 7‘20 ]

Enfin, les deux états dérivés sont reliés comme suit :

01 R, [n — ’)"10_] =0,R [n — ’)"0’)"20_] ( )
= 01R1 [n — Tx’f'gof] ( )
=01(o1R2)[n < rxr2C™]  (3.11)
= 01(TXR2)[n — ’I“XrQCf] ( )
= 01’)")(R2[TL — ’)"20_]
= UQQRQ[TL — 7“207] (3.17)

ce qui permet de conclure. <

Ce lemme permet alors de prouver le lemme suivant, énoncé dans |7].

Lemme 3.19 (Combinaison de dérivations) Soit P un programme, R
une requéte non vide et o une substitution fermée. Si tous les atomes présents
dans oR appartiennent a [’ensemble des succes de P, alors il existe une
dérivation s;g.0R —p p.rg satisfaisant P,

PREUVE. La preuve est obtenue par induction sur la requéte R. Le cas
R = r4 contredit 'hypothése. Pour R = ¢, (a,r), par hypothése d’induction,
si T # rg et si tous les atomes présents dans or appartiennent & Sp, alors il
existe une dérivation s;q.or —p w1.rz. De plus, par hypotheése, on a:

Vag € Aty n[X] (a0 € ¢r(a,7) = Sp(oap)) (3.18)

Deux cas sont possibles. Si r = rg, alors puisque a € ¢,(a,r), d’aprés (3.18),
il vient Sp(ca) et par définition, il existe une dérivation s;q4.0a =p prg.
Sinon (r # rg), par hypothése d’induction, il existe une dérivation :

dy : 8;q.07 —*;p WLI-Te
De plus, d’apreés (3.18), on a Sp(ca) et il existe alors une dérivation :
dsy : sjq.0a —;kp WH-To

Puisque o est une substitution fermée, on peut prouver par induction sur dy
que:
*
d3 : sig.oc(a,7) —p pr.oa
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est une dérivation satisfaisant P°. Par ailleurs, a partir de do, et en appli-
quant le lemme 3.18, on peut construire une dérivation :

%
d4 L pr.oa —p UR. Iy

telle que ¥(dy) N¥(d3) = @. On montre alors, par induction sur dg, que:

ds : pb1.0a —p RpITo

est une dérivation satisfaisant P™. Les hypothéses de séparation des va-
riables étant & présent satisfaites, on peut maintenant «concaténer» les deux
dérivations d3 et ds pour obtenir la dérivation siq.oc,(a,7) = p.rg ce qui
permet de conclure. |

Complétude de la SLD-résolution

Nous pouvons & présent formaliser la preuve du théoréme de complé-
tude de la SLD-résolution. En effet, le lemme 3.19 nous permet de relier les
prédicats Mp et Sp.

Lemme 3.20

1. Ya € Atz,n[g] Sp(a,) = Mp(a,) (i.e Sp C MP)
2. Sous Uhypothése

Vp € Aty 1[@] = Prop Va € Aty 1[@] pla) V —p(a)
on aVa € Aty n[@] Mp(a) = Sp(a) (i.e. Mp C Sp).

PREUVE. (1). Soit a un atome fermé tel que Sp(a). Par définition, il existe
une dérivation s;4.a — p 0.rg. D’aprés le théoréme de validité, on a hy(P) =
¢ (fa,rz) et puisque fa = a (a étant fermé), il vient hy(P) = ¢ (a,rg). Le
lemme 3.15 permet alors de conclure & Mp(a).

(2). Soit @ un atome fermé tel que Mp(a). D’apres le théoreme 3.3, on a
TITD‘"(a). Par définition, pour un naturel k, on a Tgk(a) et il suffit alors de
prouver :

Vk €N Vac Atyn[@] (T} (a) = Sp(a))

Nous procédons par induction sur k.
Pour k£ = 0, puisque ™ = & , ’hypothése T}Tpo(a) induit une contradiction.
Pour k =n + 1, par hypothése d’induction, on a:

Va € Aty u[@] (T} (a) = Sp(a))

Par hypotheése, T}T,k(a) et donc Tp(T;,", a). Par conséquent, pour une clause
¢ € P et pour une substitution fermée o telle que a = oc™, on a:

Vag € Ats n[X] (ao € ¢~ = T (cag))
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Par hypothese d’induction, il vient:
Yag € Atz,H[X] (ao eEc = Sp(Uao))

Puisque o est fermée, il existe une substitution fermée 6 et une substitution
de renommage r, telle que P%(r), qui renomme toutes les variables de c et
seulement ces variables et satisfaisant :

Ve €c ox=0rx (i.e. oc=0rc) (3.19)

Considérons maintenant, la restriction de 6 aux variables de rc™, notée 6.
Puisque, par définition, a = oc™, nous pouvons construire la dérivation :

Sid-a o 014.014rc” (3.20)

Deux cas sont possibles. Si ¢~ = rg, alors d’aprés (3.20), on a Sp(a) ce
qui permet de conclure. Sinon, si ¢~ # rg, alors le lemme 3.19 permet de
construire la dérivation sjg.oc” —p p.rg. D’autre part, d’aprés (3.19), il
existe une dérivation s;4.0r¢” —p w.ry. Le lemme 3.18 permet alors de
construire la dérivation :

8i0-0mC” = p po.rg (3.21)

telle qu’aucune variable présente dans rc n’apparait dans 'image d’une sub-
stitution de renommage utilisée lors de la dérivation (3.21). Considérons
maintenant la restriction de 6 aux variables de rc™, notée 6)_, il vient
frc = 0,_0;,rc. A partir de (3.21), on peut donc construire la dérivation

8iq-0—0r4re” =p to-rz et en appliquant le lemme de généralisation, on
obtient s;q4.0)1rc” - p 1.7z ce qui permet de construire la dérivation :

QH_.QH_’I“Ci —>>kp /.L10[+.Tg
En combinant (3.20) avec cette dérivation, il vient:

%
Sid-Q@ —p MloH_.’l“g

ce qui permet de conclure & Sp(a). <

Grace au lemme de généralisation, nous sommes enfin en mesure de forma-
liser la preuve du théoréme de complétude (voir tableau 3.13):

Théoréme 3.4 (Completeness) Soit P un programme défini, R une re-
quéte non vide et 0 une solution pour R. Sous I’hypothése

Vp € Aty 1[@] = Prop Va € Aty n[@] pla) V —p(a)

il existe une dérivation s;q.R —p p.rg satisfaisant PP,
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Lemma completeness : (r:request) (s:subst) (p:program)
((pi:Ground_Atom -> Prop) (a:Ground_Atom){(pi a)}+{"(pi a)}) ->
“(r=true_req)->
->(semantic_csq (hp p) (subst_req s r))->
(Ex [d:deriv]((Deriv_ok d) /\ (p_deriv d)=p /\

(Fst (state_init_d d)) = tv /\ (Snd (state_init_d d)) =r /\
(Snd (state_end_d d)) = true_req )).

TaB. 3.13 — Complétude de la SLD-résolution

PREUVE. Par définition, puisque la substitution @ est une solution pour la
requéte R, on a hy(P) | OR. Soit op la substitution Az.f{ (constante de
Herbrand). D’apreés le lemme 3.10, on a h,(P) = og0R, et par définition, il
vient :

Yae R hy(P) = c(opba,ry)

Aussi, d’aprés le lemme 3.15, on a:

Vae R Mp(ogba)
A partir du lemme 3.20, on obtient :

Va € R Sp(ogba)
et le lemme 3.19 permet de construire la dérivation :

sig.om0R —p Wy
Le lemme 3.18 permet de renommer cette dérivation et d’obtenir :

Sig-0HOR = p po.ro (3.22)

ou aucune variable apparaissant dans l'image d’une substitution de renom-
mage utilisée lors de (3.22) n’est présente dans R. Nous pouvons alors ap-
pliquer le lemme de généralisation en considérant la restriction de o6 aux
variables de R, et obtenir la dérivation :

%
Sid.R —pP pPTre

qui permet de conclure. |

A propos du lien entre solution et réponse

Le théoréme de complétude formalisé ici ne relie pas la réponse construite
avec la solution. En effet, ce lien est généralement obtenu en menant le «tour
de passe-passe» suivant :

[5] (...) Let z1,...,x, be the variables of ON. Enrich the language
of P by adding new constants a1,...,a, and let vy be the substi-
tution {x1/a1,...,xn/an} (...) there exists an SLD-refutation of
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PU{vON} (...). By textually replacing in this refutation a; by z;,
fori=1,...,n (...).

Ces opérations sont difficilement formalisables & partir de nos définitions (qui
ne permettent ni ’ajout de constantes & la signature 3, ni la construction de
substitutions de constantes par des variables). Il semblerait que ce probléme
puisse étre contourné en formalisant ’approche développée dans [13, 29, 30,
31] pour la sémantique déclarative des programmes définis, correspondant
a la S-sémantique et autorisant la présence de variables dans la base de
Herbrand, capturant ainsi de maniére plus fine la sémantique opérationnelle
des programmes définis.
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Chapitre 4

SLD preuves infinies

Tandis que les résultats classiques de la programmation logique, formali-
sés dans le chapitre précédent, concernent principalement la sémantique des
calculs finis (i.e. fournissent une caractérisation des objets que 1’on peut obte-
nir avec des dérivations finies), certains programmes logiques peuvent donner
lieu & des dérivations infinies pour lesquelles ces résultats ne s’appliquent pas.
Toutefois, certains objets sont, par nature, infinis et les programmes définis
qui permettent de les construire, méme s’ils ne terminent pas, effectuent bien
un calcul «utile en un certain sens». Par exemple, le programme permettant
de construire la liste (infinie) des entiers naturels consécutifs & partir d’un
certain rang s’écrit :

P = {LN(z, [z]l]) « LN(S(z), 1)} (4.1)

En effet, pour tout entier naturel k, on peut construire une dérivation infinie
a partir de la requéte LN(k, 1) qui fournit a chaque étape 4 une approximation
[k,S(k),---, S 1(k)|l;] dela liste des entiers naturels consécutifs a partir de k
(voir tableau 4.1). Cependant, toutes les dérivations infinies ne correspondent
pas nécessairement & la construction d’un tel objet: certaines dérivations
«fuienty . C’est typiquement le cas avec le programme :

P ={p(z) < p(z) ; q(f(z)) <} (4.2)

qui, & partir de la requéte p(z), donne lieu a la dérivation infinie:
T x; x;

02:[ 2 ] 0@:{ i ] b | Tit1 ]
z z z

HP “ e HP H

;]
pz) ) p(2)

Si, & premiére vue, cette dérivation semble n’effectuer aucun calcul «utile»
(elle ne construit aucun objet), I'identification «dérivation = preuve» peut
conduire & interpréter la dérivation (4.3) comme une preuve infinie portant
sur un objet fini (une preuve de Vz p(z) par exemple).

(4.3)
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LN(%, 1)

€T l
‘ = [ k0] ]
LN(S(k). 1y)

| m I

¢ %= [ Stk [S(R) ] ]
LN(S?(k), 1)

!

!
LN(SZ*I(kJ), li—l)

! 9, — Ty ) li1

' SHE)  [STH(R)|l]

LN(S*(K), 1;)
0

TaB. 4.1 — Construction de la liste des entiers consécutifs > k

D’un point de vue plus théorique, I’étude des dérivations infinies est né-
cessaire si l’on veut donner un sens a tous les atomes de la base de Herbrand
Ats, 11[@]. En effet, nous avons vu que le plus petit modéle de Herbrand d’un
programme P, noté Mp, coincide avec ’ensemble des succés de P, noté
Sp, et correspond exactement au plus petit point fixe de 'opérateur Tp de
2Ats 2] qang 24t=.nl9] | ggs0cié a P.

Mp =T} = | J T} = p(Tp) = Sp
n>0

D’autre part, le complément de TI‘E“' = Np>0Tp(Ats 1[@]) dans la base de
Herbrand correspond exactement & ’ensemble des échecs finis de P. L’étude
des dérivations infinies semble donc nécessaire pour décrire les atomes de
T#’\Tg". Aussi, les dérivations infinies apparaissent naturellement dans la
littérature consacrée & la programmation logique lors de ’étude de la séman-
tique de la négation. Une propriété classique, introduite par J.L. Lassez et
M.J. Maher [65], concerne 1'équité d’une dérivation. Dans sa forme la plus
simple, cette propriété est définie comme suit.

Définition 4.1 (Equité [67]) Une dérivation est équitable si elle échoue
ou si pour tout atome A y apparaissant, A ou l'un de ses résidus (i.e. une
version instanciée de A) est sélectionné en un nombre fini d’étapes.

Cette propriété est qualifiée de propriété infinitaire puisque I'équité d’une
dérivation ne peut étre établie en temps fini. Il est possible de montrer
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qu’un atome & partir duquel on peut construire une dérivation équitable
qui n’échoue pas ne peut étre la racine d'un d’arbre SLD d’échec. L’équité
sert, par exemple, & montrer le lemme suivant ([A] désigne l’ensemble des
instances fermeées de A dans Aty 11[@]) :

Lemme 4.1 ([5]) Soit P un programme défini et G le but <— Ay, -+, Ap. Si
il existe une (SLD-)dérivation infinie équitable a partir de G dont la séquence
d’unificateurs est 6y, 01, --, alors:

VE>0 In>0  |J [0n--00A) CTH

1<i<m

4.1 Calculabilité a 'infini

Plusieurs approches ont été proposées pour prendre en compte les dériva-
tions infinies engendrées par un programme a partir d’'une requéte. Les plus
connues reposent sur la notion de plus grand point fixe d’'un opérateur Tp
associé au programme «sur et dans» une base de Herbrand «complétée» com-
portant des éléments éventuellement infinis. La présence d’éléments infinis
dans 'univers du discours est généralement motivée par le fait qu’une dériva-
tion infinie doit «calculer» un objet infini (si tel n’est pas le cas, la dérivation
infinie n’est pas considérée et résulte d’un «mauvais programme ), il s’agit
alors seulement de donner une caractérisation déclarative des objets infinis
calculables & l'infini par les SLD-dérivations. D’autre part, les complétions
proposées pour la base de Herbrand visent & obtenir ’égalité gfp(Tp) = T}ﬁw.
Mais si le domaine de 'opérateur Tp ne contient pas d’éléments infinis, cette
égalité n’est pas vérifiée pour tous les programmes. Considérons, par exemple,
le programme:

P ={p(0) « q(z) ; q(S(2)) < q(z)} (4.4)
Si le domaine de l'opérateur Tp est I'ensemble des parties de la base de
Herbrand Aty 7[@], alors on a:

T = (T =) | ULa(S'(0)} U {p(0)} | = {p(0)}

n>0 n>0 \i>n

et il vient TP(TI%‘”) = & = gfp(Tp). Il existe toutefois certains programmes
pour lesquels I'égalité gfp(Tp) = T#’ est vérifiée lorsque le domaine de Tp est
24t=nl2] Cette classe de programmes, appelés programmes canoniques, a été
étudiee par J. Jaffar et P.J. Stuckey [48, 49]. Si, par contre, on considére un
domaine «complétés satisfaisant de «bonnes» propriétés et pouvant contenir
des éléments infinis, alors il vient :

n>0 n>0 \i>n

= {p(0),4(5%)} = gfp(TP)

Ty = N1 = (U {a(s7(0))} U {p(O),q(S“’)}>
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Aussi, les caractérisations des objets calculés lors d’une dérivation infinie,
utilisant la notion de plus grand point fixe, s’obtiendront en complétant
la base de Herbrand de maniére a disposer d’atomes infinis. La nouvelle
base de Herbrand complétée, notée Atng[Q], peut étre obtenue en utili-
sant différentes techniques de complétions: la plus classique, proposée par
M.A. Nait Abdallah [2], correspond a la complétion métrique, tandis que
W.G. Golson [38| utilise une complétion par idéaux qui permet de munir
la base de Herbrand complétée d’une structure de CrO (complete partial
order). Les ensembles ainsi complétés satisfont de «bonnes» propriétés qui
permettent d’établir la |-continuité d’un opérateur Tp. Le théoréme 1.4 per-
met alors d’établir gfp(Tp) = Tlﬁw. Comme nous le verrons, une des critiques
adressées a I’approche métrique provient de I'incomplétude de la sémantique
proposée. Aussi, nous présenterons dans ce paragraphe les travaux de J. Hein
qui tente de contourner ce probléme d’incomplétude. Nous évoquerons aussi
la programmation logique avec contraintes sur le domaine des arbres infi-
nis. Toutes les approches présentées dans ce paragraphe pour caractériser les
atomes infinis calculés par une dérivation, en utilisant une notion de plus
grand point fixe d’'un opérateur associé au programme, sont incomplétes: il
existe des atomes infinis présents dans ’ensemble dénoté par le programme
qui ne sont pas constructibles par une dérivation. Pour finir, nous présente-
rons donc une approche basée sur la notion de fermeture topologique du plus
petit point fixe d’'un opérateur Tp qui, de maniére intuitive, semble mieux
capturer la notion de calculabilité & l'infini, en considérant les objets infi-
nis effectivement construits comme la limite d’une suite d’approximations.
Hélas, nous verrons que cette approche est aussi incompléte.

4.1.1 Approche métrique

L’approche métrique a été introduite par M.A. Nait Abdallah [2, 3] en
1984 et reprise ensuite par J.W. Lloyd dans [67]. Il s’agit d’une généralisation
de la sémantique opérationnelle des programmes définis (i.e. de I’ensemble
des succes) aux atomes infinis basée sur une notion de distance.

Définition d’un espace métrique

Un terme peut étre représenté par un arbre en numérotant les arcs issus de
chaque noeud de gauche a droite a partir de 1. On acceéde alors & un noeud
de ’arbre en parcourant un chemin qui définit un mot de IN*. Un terme ¢
est donc défini par un ensemble de mots, ’ensemble O(t) des occurrences
de ¢t (parfois appelé domaine de I'arbre t), et peut ainsi étre vu comme une
fonction partielle ¢ : O(t) CIN* - ¥ U X.

Définition 4.2 (Termes) Un termet est une fonction partielle de IN* dans
Y UX telle que:

1. Yu,v € N*  wv € O(t) = u € O(t) (fermeture préfize)
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Fi1G. 4.1 — Représentation du terme f(a,g(a,a),a)

2. Yu € IN*, si u € O(t) et ar(t(u)) = m, alors Vi € IN\{0}, sii < m
alors ui € O(t), sinon ui ¢ O(t).

Par exemple, le domaine (i.e l’ensemble des occurrences) du terme t =
f(a,g(a,a),a), représenté sur la figure 4.1, est O(t) = {¢,1,2,3,21,22}, on
€ désigne le mot vide. La représentation par extension de ce terme est donc
I’ensemble des couples:

{(e,f),(1,a),(2,9), (3,0),(21,0), (22,a) }

Un terme (i.e. un arbre) ¢ est fini si et seulement si O(t) est fini. Pour un
terme ¢ et un entier n, on définit un opérateur de troncature (a la profon-
deur n) 7, par:

Tn(t) = tr,(0()
ou ¢z est la restriction de ¢ & E et ou:

m(0() = {u € O(t), lg(u) < n}

Cet opérateur va permettre de munir ’ensemble des arbres (i.e. des termes)
d’une fonction de distance. Rappelons qu’étant donné un ensemble E, une
fonction d : E? — IR*' définit une distance sur E si elle vérifie les trois
propriétés suivantes:

V(z,y) € B? d(z,y)=0&z=y
V(z,y) € B>  d(z,y) = d(y, )
V(z,y,2) € B* d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

L’ensemble sur lequel est définie une telle fonction est un espace métrique.
De plus, si la fonction de distance vérifie la propriété :

V(z,y,2) € B> d(,2) < max(d(z,y), d(y, )
on dit que d est ultra-métrique.

Définition 4.3 (Distance sur les termes) La distance entre deux termes
t1 et ty est définie par:

0 st t1 = 19
d(ty,te) = 1 .
oinf{n|rn(t1)#mn(t2)} stnon
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Proposition 4.1 ([22]) L’ensemble des termes muni de la fonction de dis-
tance d est un espace (ultra-)métrique.

PREUVE. Etant donnés deux termes t; et ty, on a clairement d(t1,ts) =
0 <ty =t et d(t1,t2) = d(te,t1). Soit t3 un troisiéme terme tel que:

1

1 1
d(ti,t2) = o d(ti,t3) = -——  d(t3,t2) = oF

2m
Par définition, on a 7,,—1(t1) = Tm—1(t3) et 7x_1(t3) = 7%_1(¢t2). En posant
i = min(m, k), il vient 7;_1(t1) = 7—1(t3) = T—1(¢t2). On a donc 7 < n et on
peut conclure puisque:
1 1 1

1
d(t1, 1) = 57 < o < oo o

on = 9min(m,k) S 9n = d(tla t3) + d(t?n t2)

En remarquant que:
1 B 1 1
9min(m,k) maX(2_m’ 2_k)
on peut établir que d définit une distance ultra-métrique puisque d vérifie
alors la propriété d(tq,t2) < max(d(t1,t3),d(ts,t2)). <

D’autre part, 'ensemble T9°[X] des termes, finis et infinis, correspond a la
complétion métrique de Tx[X] puisque 'on montre que:

Proposition 4.2 ([22]) (T°[X],d) est un espace métrique complet.

Interprétations de Herbrand

La fonction de distance sur les termes est étendue aux atomes. La base
de Herbrand Atng[Q] considérée correspond a la complétion métrique de
Aty 1[@]: Atg,H[Q] est obtenu en complétant Aty (@] par ajout des li-
mites des suites de Cauchy! de Aty n[@]. Une interprétation de Herbrand
est maintenant un sous-ensemble de At{ ;[@]. On obtient ainsi un univers
du discours, muni d’une structure d’espa’uce métrique complet, comportant
des éléments infinis. Le domaine et le co-domaine de opérateur Tp associé

(2]

C
a un programme P sont étendus & 24850l Cet opérateur est f-continu et

J-continu et vérifie donc:

Ifp(Tp) =T} gfp(Tp) = Ty’

1. Une suite (un)n>0 est une suite de Cauchy si:

Ve>0 3IN Vp Vg (p>NAg>N)=d(up,ug) <e
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Sémantique des dérivations infinies

Etant donnée une dérivation d (potentiellement infinie) :
Cr,0 Cs,0: Ci,0; Cit1,0;
Ry =%p Ry 3p - Sp R, '"=p7 -

On note d}; la dérivation finie Ry % R;. L’ensemble [d);(Ro)] des atomes
calculés par une dérivation finie est I’ensemble des instances fermées de
0;---01 Ry dans Atng[Q]. Pour une dérivation infinie d, on définit :

[d(Ro)] = () [d)i(Ro)]

1€IN

Puisque At{ ;[@] est muni d’une structure d’espace métrique complet et
puisque ([[d”(R())]])iE]N est une suite décroissante d’ensembles fermés (topo-
logiquement), cet ensemble n’est jamais vide (ce qui ne serait pas le cas si
I'on considérait les instances fermées [d(Ry)] dans Aty, 11[@]). Les principaux
résultats issus de [2] s’énoncent :

Théoréme 4.1 ([2])

1. Pour tout atome A, [A] N T#} = U{[d(A)], d est équitable}.

2. 1l existe une dérivation finie de succeés a partir de A € Atg,n[g] st et
seulement si A € TITD“’.

3. Il existe une dérivation finie d’échec a partir de A € Atgyn[g] si et
seulement si A & TI‘E“’.

4. Il existe une dérivation équitable o partir de A € Atgyn[g] s1 et seule-
ment si A € TH.

La quatriéme assertion de ce théoréme a ’allure d’un résultat de complétude.
Toutefois, il est important de noter que ’atome considéré peut étre infini
et ne correspond donc pas nécessairement & un atome & partir duquel on
construit une dérivation (le langage des requétes ne contient pas d’éléments
infinis).

Dans le chapitre de son livre [67] consacré aux «processus perpétuelsy,
J.W. Lloyd utilise I’approche métrique pour introduire la notion d’atomes
calculables & I'infini comme suit.

Définition 4.4 (Atomes calculables a ’infini [67]) Soit P un program-
me défini et A un atome de At§ ;[0\ Aty n[@] (i.e. un atome infini). A
est calculable a linfini si il existe un atome fini B et une dérivation infinie
équitable, dont la séquence d’unificateurs est 01,---,60;,---, a partir de B telle
que :

lim d(A,6, - 6,B) =0

n—00
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On note C'p I'ensemble des atomes calculables & I'infini & partir d’'un pro-
gramme P:

Cp={Ac¢€ Atng[Q]\Atg,H[Q], A est calculable a l'infini}

Par exemple, pour le programme défini (4.1), on a:

kelN

En effet, pour tout entier naturel k, on peut construire une dérivation infinie
équitable, a partir de 'atome fini LN(k,1), telle que:
lim d(LN(k, [k, S(k),- -+, S*(k),*]),0n - - - O1LN(k, 1))

n—00

= lim d(LN(k, [k, S(k),---,S*(k),--]), LN(k, [k, S(k), -, S""L(k)|l.]))

n—00

=0

Le lemme qui suit, indépendant de la définition considérée pour la distance,
permet d’établir le théoréeme de validité.

Lemme 4.2 ([67]) Soit P un programme et A € Atg,n[g]\Atgyn[Q]. A
appartient a Cp si et seulement si il existe un atome fint B et une dérivation
infinie équitable d a partir de B telle que [d(B)] = {A}.

Par exemple, si I'on considére la dérivation que ’on peut construire & partir
de la requéte LN(k,1) avec le programme défini en (4.1), on a bien:

[d(LN(k, )] = QN[[LN(/% [k, S(k), -+, 8™ (k) lin])]

Théoréme 4.2 (Validité [67]) Pour tout programme P, Cp C gfp(TPp).

Cp ne contenant que des atomes infinis, on a méme Cp C gfp(Tp)\Ats. 11[2].

Deux critiques sont traditionnellement adressées a ’approche métrique
pour la prise en compte des dérivations infinies. Tout d’abord, le plus grand
point fixe de lopérateur Tp (dont le domaine est étendu aux parties de la
base de Herbrand complétée) ne caractérise pas uniquement les atomes effec-
tivement construits lors d’une dérivation infinie & partir du programme P.
Considérons par exemple le programme défini (4.2), il est clair que ’en-
semble des atomes calculables & l'infini & partir de ce programme est vide.
Cependant, le plus grand point fixe de 'opérateur associé & ce programme
est:

gfp(Tpr) = {p(t),q(f(t)), t est un terme fermé}

Le seul terme fermé que l’on peut construire & partir des symboles ap-
paraissant dans P étant f¢, il vient gfp(Tp) = {p(f¥),q(f*“)} et donc
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gfp(Tp) € Cp = &. En effet, comme nous lavons déja suggéré, la déri-
vation (4.3) n’effectue aucun calcul, et, en particulier, elle ne constitue pas
un procédé effectif de construction de I'atome p(f*) méme si:

p(£*) € [J{ld(p(2)], d est équitable} = (1) [dji(p(2))] = [p(2)]

1€IN

Le théoréeme 4.1 permet seulement d’affirmer :

{p(£)} = | JLld(p(f*))], d est équitable}

Or, le langage des requétes ne contient pas d’éléments infinis. La deuxiéme
critique adressée a I'approche métrique provient du fait que deux suites dis-
tinctes peuvent converger vers la méme limite. Considérons par exemple les
deux programmes suivants:

Pr={ p(f(2),f(f(2)) <« ple, f(2) 5 q(=) < plz,f(z) }
P={  p(f(@),f(x) < plzz) ;5 q@) < plef(2) (15)

Meéme si gfp(Tp,) = gfp(Tp,) = {p(f“, f¥),q(f¥)}, la requéte ¢(z) donne
lieu & une dérivation infinie équitable avec le programme P; tandis que le
test d’occurrence de 'algorithme d’unification ne permet pas de construire
une dérivation & partir de g(z) avec le programme P,. Cependant, ces deux
programmes permettent chacun de construire une dérivation infinie équitable
qui «calculey p(f«, f¥). Cette dérivation s’obtient & partir de la requéte
p(z, f(z)) avec le programme P; et a partir de la requéte p(x,z) avec le
programme P».

= [ f(z1) }

p(x,f(.’l?)) — P p(xluf(xl)) —p T TP p(xlaf(xl)) —p
(4.6)

il
p(x,x) —f>(P‘21) p(xlaxl) P, —f>(P2l) p(xi’xi) P (47)

Pour ¢(f“), la situation est différente: la requéte ¢(z) permet d’obtenir une
dérivation infinie équitable avec le programme P; qui construit ¢(f“), mais
il n’existe pas d’atome fini & partir duquel on puisse construire ¢(f*) dans
une dérivation infinie avec le programme P : il faut obligatoirement partir
de la requéte constituée de l'atome infini g(f“) avec P, (et donc autoriser
la présence de termes infinis dans une requéte) si I’'on souhaite obtenir une
dérivation infinie équitable d telle que [d(q(f“))] = q(f“). Les ensembles
d’atomes calculables & l'infini Cp, et Cp, différent donc:

Cp ={p(f*, f):a(f)}  Cp, ={p(f*, f*)} (4.8)
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Nous verrons que le phénomeéne d’incomplétude de I’approche métrique pro-
vient du fait que 'opérateur Tp considéré correspond a l'opérateur associé a
I’ensemble de régles [P] (I’ensemble des instances fermées des clauses de P
dans Atng[Q]).

Enfin, signalons que I'approche métrique n’utilise pas les treillis lors de
I’étude de la sémantique des programmes définis. L’utilisation d’espaces mé-
triques complets permet notamment de garantir ’existence d’un unique point
fixe pour 'opérateur Tp lorsque celui-ci définit une contraction : étant donné
un espace métrique E, une application f : F — E est une contraction si il
existe un nombre k£ (0 < k < 1) tel que:

Ve,ye B d(f(z), f(y)) < k.d(z,y)

Puisque, dans un espace métrique complet, une contraction admet un unique
point fixe, une approche qui n’utilise pas le théoréme de Tarski (qui, par
exemple, ne peut pas s’appliquer en présence de négations dans les pro-
grammes puisque dans ces cas, Tp n’est pas un opérateur monotone) consiste
& définir une distance telle que Tp soit une contraction pour cette distance.
Cette idée est suggérée et illustrée par M. Fitting dans [33].

4.1.2 Programmes partiellement complets

Puisque, lorsque 'on considére un univers du discours pouvant conte-
nir des éléments infinis, la SLD-résolution n’est pas compléte, J. Hein pro-
pose dans [45], d'une part, une caractérisation de la classe des programmes
logiques pour lesquels la SLD-résolution est compléte (y compris pour les
calculs infinis), et, d’autre part, une méthode, permettant de contourner
partiellement le probléme d’incomplétude, basée sur la complétion d’un pro-
gramme P en Comp(P). Le cadre dans lequel se place la sémantique par
complétion de programmes est similaire & celui de 'approche métrique. La
base de Herbrand considérée AtS ;[o] est 'ensemble des atomes finis ou infi-
nis fermés et I'opérateur associé A un programme P est 'opérateur classique
Tp dans 2Atgan[g].

Définition 4.5 (Atomes calculables a ’infini [45]) Soit P un program-
me et A un atome de Atgyn[g]\Atg,H[Q] (i.e. un atome infini). A est calcu-
lable a linfini (A € Cp) si il existe un atome fini B et une dérivation infinie
équitable, dont la séquence d’unificateurs est 0y,---,6;,---, a partir de B telle
que pour tout entier n > 0, il existe un entier ¢ > n tel que A et 0;---01B
coincident jusqu’a la profondeur n.

Cette définition correspond exactement & la définition 4.4 et, d’apres le théo-
réme 4.2, on a donc Cp C gfp(Tp)\Ats n[2].
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Complétions parfaites

Dans ce qui suit, on dit qu’un programme @ est une extension de P si P C Q).
D’autre part, un programme @ est dit complet relativement & un programme
P lorsque:

Cq = gfp(Tr)\Ats,u[2]

Enfin, un programme P est complet s’il est complet relativement a lui méme.
C’est, par exemple, le cas du programme défini en (4.9) qui veérifie Cp =
{p(f¥)}, mais ce n’est pas le cas du programme défini en (4.2). Bien str, la
complétion d’un programme P peut correspondre & un programme lui-méme
non complet, la seule propriété que ’on cherche & obtenir est :

C’C’omp(P) = gfp(TP)\AtE,H[Q]

Un programme admet potentiellement plusieurs complétions. On dira qu’un
programme @ est une complétion parfaite de P si () est une complétion de
P satisfaisant :

1. Mp= Mg

2. gfp(Tp) = gfp(Tp)
3. P et Q admettent le méme ensemble d’échecs finis

Une complétion parfaite de P est donc un programme complet. Considérons,
par exemple, le programme :

P ={p(z, f(2)) < plz,2)}

Ce programme n’est pas complet puisque gfp(Tp)\Ats (@] = {p(f, )}
alors que Cp est vide. Le programme () suivant est une complétion pour P :

Q =A{p(z, f(2)) < p(z,2) ; p(f(2), f(f(2))) < p(z, f(2))}

puisqu’on a alors Cg = gfp(Tp)\Ats n[@]. Ce programme () est lui-méme
complet et constitue clairement une complétion parfaite de P puisque les
ensembles des succes (resp. des échecs) finis de P et de () sont vides.

Complétion partielle des clauses unités

Il semble possible de construire la complétion d’un programme de maniére
incrémentale par approximations & l’aide d’une suite de complétions par-
tielles. Une complétion partielle d’un programme P, appelée dans la suite
extension parfaite, est une extension @} de P satisfaisant la propriété Cy C
gfp(Tp)\ Ats 11[D] (tout programme est donc une complétion partielle de lui-
méme). La complétion envisagée dans [45], appelée complétion des clauses
unités, consiste a construire pour tout programme P une extension parfaite ()
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de P telle que Cg contienne tous les atomes fermés de gfp(Tp)\ Aty 11[@] cor-
respondant aux instances fermées infinies des tétes des clauses unités de P.
Si A < est une clause unité d’un programme P, on définit '’ensemble de
clauses C(A) par:

C(A) ={A <} UC1(A) UCy(A) U C3(A)
ou les ensembles C;(A) sont définis par:

e (C1(A)) Pour chaque variable z apparaissant dans A < et pour chaque
symbole de fonction f apparaissant dans P, C1(A) contient une clause
de la forme:

IS S Il B K B

Les ensembles de variables apparaissant dans les atomes du corps de
cette clause sont disjoints et toutes les variables apparaissant dans la
téte de cette clause apparaissent dans un atome de son corps.

e (C3(A)) Si P contient au moins un symbole de fonction d’arité supé-
rieure ou égale & 2, alors pour chaque variable z apparaissant dans
A + et pour chaque symbole de constante ¢ apparaissant dans P (s’il
n'y a pas de constante dans P, on en introduit une), Cy(A) contient
une clause de la forme:

[ v ] A+~
c

e (C5(A)) Si P contient au moins un symbole de fonction d’arité su-
périeure ou égale & 2 et si A < contient au moins deux symboles de
variables distincts, alors pour chaque variable z apparaissant dans A <+
et pour chaque symbole de constante ¢ apparaissant dans P (s’il n’y
a pas de constante dans P, on en introduit une), C3(A) contient une

clause de la forme:
[ x ] 4 [ z ] 4
c c

L’ensemble C'(A) ainsi construit satisfait le lemme :

Lemme 4.3 ([45]) Si A < est une clause unité d’un programme P, alors
P UC(A) est une extension parfaite de P.

Pour tout atome A, IG(A) dénote ’ensemble des atomes fermeés appartenant
a gfp(Tp)\ Aty 11[@] et qui sont unifiables avec A. Le résultat final de J. Hein
s’énonce alors:

Théoréme 4.3 ([45]) Si A <+ est une clause unité d’un programme P,
alors IG(A) C Cpuc(a)-
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La preuve donnée pour ce théoréme dans [45] est constructive: elle est pré-
sentée sous la forme d’un algorithme qui, étant donnés un programme P, une
clause unité A < de P et un atome 0 A € IG(A), construit une dérivation
infinie équitable a partir du programme PUC/(A) qui «calcule & U'infini» 0 A.
Bien sir, auteur prouve que cet algorithme est correct. Ce résultat permet
de limiter partiellement 'incomplétude de la SLD-résolution pour les cal-
culs infinis. Considérons, par exemple, le programme défini (4.2) pour lequel
gfip(Tp)\ Aty (D] = {p(f*),q(f*)} et Cp = @. La seule clause unité de ce
programme est g(f(x)) < et il est donc possible de construire l’ensemble
C(q(f(x))) comme suit :

Cla(f(x)) = {q(f(z)) <} UCig(f(2))) U Cala(f(2))) U C3(q(f(x)))
= {a(f(2)) <} V{a(f(f(¥) < af(y) VoL

On peut alors construire a partir de ¢(z) une dérivation infinie équitable qui
construit ¢(f¥) € IG(q(f(x))) avec le programme P U C(q(f(x))):

L] ]+
z) T a(f () S [ LW a(f(yi) —p -

Toutefois, p(f*) reste «inaccessible» puisqu’il n’existe aucune clause unité
dont le symbole de prédicat de téte de clause est p.

Programmes complets

La technique de complétion des clauses unités d’un programme peut servir de
point de départ pour la caractérisation de la classe des programmes complets.
Les résultats issus de [45] s’énoncent :

Théoréme 4.4 ([45]) Soit P un programme défini.

1. Si A « est une clause unité de P, alors les programmes C(A) et
C(A)\{A <} sont complets.

2. Si P peut se décomposer en P = K(Ay) U ---UK(A,) (ou les A;
correspondent aux tétes des clauses unités de P et ou K(A;) désigne
C(A;) ou C(A)\{A; <}), alors P est complet.

Ce théoréme permet de montrer qu'un programme défini P est complet sans
construire Cp ni gfp(Tp)\ At n[@].

L’approche développée par J. Hein ne résoud pas le probléme d’incomplé-
tude mais propose une solution qui permet de le contourner partiellement : la
méthode proposée permet seulement de construire certains éléments du plus
grand point fixe de T'p, «inaccessiblesy avec le programme P, & partir d’une
version modifiée de P. Plus précisément, étant donné un programme P, on
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peut construire un programme () en ajoutant & P les clauses correspondant
a la complétion des clauses unités de P. On peut alors construire a partir
de @ les atomes de gfp(Tp)\ Aty 11[@] qui sont des instances fermées infinies
des tétes des clauses unités de P. Hélas, les atomes de gfp(Tp)\Ats (2]
correspondant aux instances fermées infinies des tétes de clauses de P pour
lesquels il n’existe pas de clauses unités dans P ne sont pas systématiquement
constructibles (i.e. calculables a U'infini) a ’aide d’une dérivation infinie. En-
fin, de maniére plus générale, rien ne garantit qu’un programme quelconque
admette une complétion parfaite.

4.1.3 Complétion par idéaux

En 1988, W.G. Golson [38] utilise les CPO pour étudier les dérivations
infinies en programmation logique. Il définit alors une méthode de complétion
par idéaux de la base de Herbrand. Les propriétés mathématiques des Cro
sont détaillées dans [24].

Restriction sur les programmes

Les programmes considérés dans [38] doivent satisfaire la condition suivante :
toute variable apparaissant dans le corps d’une clause doit aussi apparaitre
dans sa téte. Cette restriction est nécessaire pour assurer la |-continuité de
l'opérateur Tp défini plus bas. Par exemple, en utilisant cette approche, le
programme (4.4) ne pourra pas étre considéré.

Complétion de la base de Herbrand

Etant donné un ensemble partiellement ordonné (F, <), un idéal Z de E est
un sous-ensemble de E dirigé (i.e. chaque paire d’éléments de Z admet un
majorant dans Z) et <|-fermé (i.e. si z1 € Z et si z9 = x1, alors z9 € 7).
L’ensemble des idéaux de E, ordonné par l'inclusion ensembliste C, est un
Cro:

e chaque chaine d’idéaux (et, plus généralement, chaque sous-ensemble
dirigé de l’ensemble des idéaux) admet une borne supérieure qui est
aussi un idéal et qui représente la limite de la chaine.

e ’ensemble des idéaux admet un plus petit élément.

La complétion de la base de Herbrand proposée dans [38] repose sur cette
technique. Pour tout ensemble fini A C Aty, [ X] d’atomes finis et pour toute
substitution o, on note 0.4 ’ensemble {0 A, A € A}. Le préordre < sur les
atomes est étendu aux ensembles d’atomes finis par:

A1<.A2<=>E|O' U.Alz.Az
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Lorsque A; < As, on dit que A; approxime As. Un lemme de représentation
est établi afin de caractériser les idéaux de Aty ;7[X], aussi appelés objets,
par des ensembles de la forme :

A ={A,3c0 €0 A <oA} (={A, 30 €0 3In nA' =ocA})

o A désigne un ensemble d’atomes finis et © désigne un ensemble dirigé
de substitutions. Un objet 4O est dit infini si le cardinal de I’ensemble des
classes d’équivalence (modulo un renommage) de © est infini. Cette repré-
sentation permet, par exemple, de distinguer les deux séquences distinctes
d’approximations construites lors des dérivations obtenues & partir des pro-
grammes définis en (4.5). La dérivation (4.6) construit la séquence d’approxi-
mations (p(f™(zn), f*7(2n)))n>0 qui peut étre représentée par I'objet :

401 = (ot ]| il ]} = (U () S () o

alors que (p(f™(zn), f ( n)))n>0 est la séquence d’approximations calculée
par la dérivation (4.7) et peut étre représentée par l'objet :

02 = (ol {| ity |} = 007 @) @b

L’ensemble des objets (i.e. des idéaux de Aty 1[X]) constitue la base de
Herbrand complétée At ;[X]. Une interprétation de Herbrand I est un
sous-ensemble Cf-fermé ii.e. siap € I etsia C ag, alors ag € I) de
At§ ;[ X] et Pensemble des interprétations de Herbrand, ordonné par I'inclu-
sion ensembliste C, forme un treillis complet. Cette définition est proche de
celle donnée pour les C-interprétations, présentées dans le paragraphe 4.2.3.
On définit ’ensemble des objets minimaux (i.e. les objets les plus généraux)
d’une interprétation I par:

min(l) = {a €LVl BCa=a=/4}

Sémantique des dérivations infinies
L’opérateur Tp sur les parties de I’ensemble des interprétations de Herbrand

est défini comme suit :
Tp(I) ={ « (objet), A« A} eP
d0 (ensemble dirigé de substitutions)
a=A0 (A=U{4;})
A0 el (A =UA) }
Tp est un opérateur |-continu et vérifie donc gfp(Tp) = Tlﬁw. Les deux
principaux résultats issus de [38] s’énoncent alors:

Théoréme 4.5 ([38])

1. «a € gfp(Tp) si et seulement si il existe une dérivation équitable a partir
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d’une «requéte» A via les unificateurs (o;) telle que A{U;{o;}} C a ou
A contient des variantes distinctes de tétes de clauses de P.

2. « € min(gfp(Tp)) si et seulement si il existe une dérivation équitable
partir d’une «requétey A via les unificateurs (o;) telle que A{U;{0;}} =
a ot A contient des variantes distinctes de tétes de clauses de P.

Par exemple, pour le programme défini (4.2), on a min(gfp(Tp)) = {p(2) }{[]}
qui n’est pas un objet infini, ce qui correspond bien au fait que la dériva-
tion (4.3) ne construit aucun objet infini. Par contre, si 'on considére le
programme :

P ={p(f(2)) < p(z)} (4.9)

min(gfp(Tp)) = {p(2)} { [ fi(zxi) ] }@20

qui est un objet infini pour lequel il existe donc une dérivation équitable qui
le construit :

_ z _ I | Ti-1 o Ty
01—|: f($1) :| 02—|: f(xz) :| 0;—|: f(-’Ez) :| 0@+1—|: f($i+1)
) ) —P

p(z) —p p(z1 —p et ——p p(x;

alors on a:

(4.10)
L’avantage de I’approche développée par W.G. Golson, par rapport a 'ap-
proche métrique, provient du fait que l’on peut, par exemple, distinguer les
deux programmes P, et P, définis en (4.5). En effet, tandis que les deux
objets:

tp(@ f@)} {[ fizng’) ]}izo o @y {[ fiz”) ]}iZO

sont calculables a partir de Py, seul 'objet :

{p(f(z), f(z))} { [ f’gcxz) ] }i>0

est calculable a partir de P, ce qui rend bien compte de la différence entre
les ensembles Cp, et Cp, définis en (4.8).

L’approche développée dans [38] présente deux défauts principaux. Tout
d’abord, il existe une restriction syntaxique sur les programmes. D’autre
part, toutes les dérivations infinies ne sont pas prises en compte dans cette
approche. En effet, seules les dérivations infinies permettant de calculer des
objets minimaux (i.e. les plus généraux) sont caractérisées a I’aide des objets
minimaux présents dans le plus grand point fixe de 'opérateur Tp. Aussi, a
partir du programme :

P = {p(f(z),y) « p(z,y)}
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on peut construire les deux dérivations infinies équitables suivantes:

— € _ A | Ti—1
(’1‘{ f(@1) } (’2‘[ f (@) } al‘[ f (@) }

p(z,y) —p "~ plz1,y) —p T+ —p " plziy) —p
(4.11)
L), o] L
poro) N pangy L IS s >

Toutefois, seule la dérivation (4.11) correspond a la construction d’un objet

minimal :
{p(z,y)} {[ fi(xxi) ]}M

4.1.4 Programmation Logique avec Contraintes sur le do-
maine des arbres infinis

La programmation logique avec contraintes permet d’étendre le domaine
du discours classique (i.e. I'univers de Herbrand pour les programmes lo-
giques) en intégrant la possibilité d’utiliser des domaines particuliers. Les
calculs sur ces domaines sont exprimés par des contraintes, c’est & dire des
relations décidables portant sur un ensemble de variables & valeur dans un
certain domaine. Une contrainte peut donc étre représentée par une for-
mule logique atomique qui est interprétée dans une structure particuliére (et
non pas nécessairement dans une interprétation de Herbrand). Les clauses
d’un programme définissent alors I’aspect logique du programme tandis que
les contraintes constituent ’aspect calculatoire. La régle de résolution est
ainsi généralisée en remplacant l'opération d’unification sur les termes par
la résolution de contraintes mettant en jeu un algorithme de résolution
propre au domaine considéré. J. Jaffar, P.J. Stuckey et J.L. Lassez proposent
dans [47, 50] une approche basée sur les contraintes. Le cadre dans lequel ils se
placent pour étudier les dérivations infinies est donc naturellement celui de la
programmation logique avec contraintes sur le domaine des termes infinis. Le
langage considéré est proche? du langage PROLOG II, introduit par A. Col-
merauer [17] en 1982, puis étendu en PROLOG III et IV. Dans la plupart
des interprétes PROLOG, le test d’occurrence de ’algorithme d’unification
n’est pas effectivement réalisé. Par exemple, le but p(x, z) réussit a partir du
programme P = {p(z, f(z)) <} en produisant la réponse {z/f(f(f(---)))}
Ceci permet, d’'une part, de manipuler des structures de données circulaires
(i.e. contenant des références croisées) et, d’autre part, d’améliorer les perfor-
mances de l'algorithme d’unification. Le langage PROLOG II est basé sur un
algorithme d’unification correct et complet sur les termes finis et les termes

2. les deux principales différences proviennent de la possibilité d’introduire des inéqua-
tions entre termes dans les clauses et de l'algorithme d’unification
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infinis rationnels (i.e. représentables par des graphes cycliques finis, c’est a
dire des termes admettant un ensemble fini de sous-termes?3). C’est 1’étude
du langage PROLOG II qui a conduit, en 1986, J. Jaffar et J.L. Lassez [47] &
définir la classe des langages de programmation logique avec contraintes sur
un domaine D, notée CLP(D).

Programmation logique avec contraintes

Un sytéme de contraintes (fini ou infini) est un ensemble constitué d’équa-
tions de la forme t; = t9 et d’inéquations de la forme t; # t9, ou t; et ¢y
sont des termes finis. Les programmes considérés sont des ensembles finis de
clauses de la forme:

oil les B; sont des atomes et ot F(Z,7) U E(&Z,7) désigne un systéme fini
de contraintes constitué, d’une part, d’un ensemble d’équations E(Z,7) et,
d’autre part, d’'un ensemble d’inéquations E(Z,#). De plus, cette clause sa-
tisfait les trois propriétés suivantes :

e INY=0
n
e Jwar(B;) Cy
=1
o ViVj i #j = var(B;) Nvar(Bj) =2

Toute clause de la forme (4.12) peut étre transformée en une clause satisfai-
sant ces propriétés. Les requétes sont de la forme < S | By, -+, B, ou les
B; sont des atomes et o1 S est un systéme fini de contraintes.

Sémantique déclarative

La base de Herbrand considérée Atng[Q] est I’ensemble des atomes fer-
més éventuellement infinis. Deux sous-ensembles de Atgyn[g] sont définis :
Ats, 11[@] désigne les atomes fermés finis de Atgyn[ﬁ] et Atgn[g] désigne
les atomes rationnels de At§[@] (i.e. les atomes construits a partir des
termes rationnels). Une interp’rétation de Herbrand est un sous-ensemble de
At ;[2]. Etant donnée une substitution o, une équation o(t; = t2) (resp.
une ,inéquation o(t1 # t9)) est vraie si ot; = oty (resp. oty # ote). Un sys-
téme de contraintes oS est vrai si pour chaque élément e € S, oe est vrai?.
Une substitution fermée 6 est solution fermée d’un systéme de contraintes S

3.1l est aussi possible de définir les termes rationnels comme les termes qui sont solu-
tions d’équations de la forme x =t ou ¢ est un terme fini qui n’est pas une variable (par
exemple, f“ est un terme rationnel puisqu'il est solution de ’équation z = f(z)).

4. ¢S est vrai n’implique pas forcément que pour toute substitution 6, oS est vrai
(par exemple, pour S = {z # f(a)}, o = {z/f(y)} et 8 = {y/a}, oS est vrai tandis que
6o S n’est pas vrai)
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si 0.5 est vrai, et dans ce cas le systéme S est dit solvable. Une substitution 0
est solution de S si pour toute instance fermée o de 6 (i.e. toute substitution
fermée o = uh), oS est vrai. Une interprétation de Herbrand I est un modeéle
d’un programme P si pour chaque clause p(Z) < S | By, -+, B, de P, et
pour chaque solution fermée 6 de S, Op(Z) € I lorsque 6B; € I pour tout
1 < i< n. On note:

[S|A] ={0A € Atg,H[Q], 6 est une solution fermée de S}

Sémantique opérationnelle

Une dérivation a partir de la requéte Ry avec le programme P est une suite
finie ou infinie de buts Ry, Ry,---, R;,- - - telle que pour tout ¢ > 0, si R; est
de la forme S | Ay,---, A, alors S est solvable et R;;1 est de la forme S’ |
51, e ,B:L ot les B; sont les corps des clauses de P de la forme A} < S; | B;
et ou le systéeme S’ est :

S'=SuUSuU---uUS,U{A4 =4, A4, =4}

on A; = Al designe, lorsque A; = p(f1) et AL = p(£3), le systéme d’équations
t; = ty. Une dérivation réussit (resp. échoue) lorsqu’elle est finie et que le
dernier but s’écrit S | & (resp. S | A et que Pon ne peut plus produire avec
le programme un but & partir de S | A). Les autres dérivations sont infinies.
Tandis qu’en programmation logique, une dérivation produit une substitu-
tion, en programmation logique avec contraintes, une dérivation produit un
systéme de contraintes: dans le cas d’une dérivation finie, ce systéme est
celui de I’état final de la dérivation, dans le cas d’une dérivation infinie, ce
systéme correspond & 'union des systémes y apparaissant (U;>0S5;). Les sys-
témes de contraintes éventuellement infinis satisfont le lemme suivant, établi
par A. Colmerauer :

Lemme 4.4 Un systéme de contraintes S, éventuellement infini, contenant
un ensemble E d’équations et un ensemble fini {€1,---,é,} d’inéquations
(n > 1) est solvable si et seulement si chaque sous-systéme E U {e;} est
solvable (1 < i< n).

On définit les ensembles de succes et d’échecs finis d’un programme P par:

Sp={(S|4), 3S|AS S| telle que toute solution de S’
est solution de S}

Ep ={(S|A), toute dérivation a partir de S | A est une
dérivation d’échec}
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AL 2]

L’opérateur Tp associé & un programme P est défini sur 2 par:

TP(I) = {A, dB+ S | By,---,By,
30 substitution fermée

A=6B
0 est une solution fermée de S
Vi<i<n 0B;el }

Cet opérateur est continu et vérifie:
TIE“’ = Ifp(Tp) C Tlﬁa = gfp(Tp) C TI‘E“’ pour un ordinal a > w

Considérons & présent le complément Qp de Sp U Ep. {2p contient les élé-
ments & partir desquels on ne peut pas construire de dérivation finie de succeés
et qui sont & 'origine d’au moins une dérivation infinie. [Q2p] peut étre par-
titionné en deux ensembles. Soit « l'ordinal de fermeture de T (i.e. le plus
petit ordinal « tel que gfp(Tp) = T,%a), on définit [Q7] comme lintersection
de [Qp] avec Tlﬁa et [Q2E] comme le complément de [Q3] dans [Qp]:

gfp(Tr) =T34 [QP]=[2p]NTH  [QF] = [2p]\[2F]

Q7 (resp. QE) représente I'ensemble des succés infinis (resp. des échecs infi-
nis) de P. Le résultat final, issu de [47, 50|, s’énonce alors:

Théoréme 4.6 (|47, 50]) Soit P un programme logique avec contraintes.
1. St a est lordinal de fermeture de Tp, alors :

(a) Succes finis: \fp(Tp) = TIE‘” = [Sp]

(b) Succes infinis : TE\TH = gfp(Tp)\Ifp(Tp) = [23]
(c) Echecs infinis: Tlﬁw\gfp(Tp) =[]

(d) Echecs finis : Atg,n[z]\Tlf" = [Ep]

(e) G € QEUEp < [G] C At§ [o)\T"

2. (a) Le systéme S, = U;>0S; associ¢ a une dérivation infinie issue
d’un élément de Q*Ig;. est solvable.
(b) Le systéme S, = U;j>0S; associé a une dérivation infinie issue
d’un élément de QIE; nlest pas solvable.

L’approche par contraintes semble plus riche que les approches dévelop-
pées pour la programmation logique «pure» car elle distingue deux types de
dérivations infinies en caractérisant, d’une part, les succés infinis et, d’autre
part, les échecs infinis. Cependant cette distinction n’est pertinente que
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lorsque l'on considére des programmes logiques avec des contraintes compor-
tant des inégalités. Ces programmes n’admettent pas de programmes définis
(classiques) «équivalents». C’est par exemple le cas du programme :

P=A{p(z) < {z=a}|qly); qz) < {z=fy),z # f(x)} | q(y)} (4.13)

Pour ces programmes, Tp ne satisfait pas de propriété de fermeture: par
exemple, si 'on considére I'espace métrique de la définition 4.3, Atgn[z]
contient toutes les limites des suites de Cauchy de Aty 1[@] ce qui nest
pas le cas de TP(Atg,H[Q]) (ot P est le programme (4.13)) qui ne contient
pas l’élément limite g(f“). La propriété gfp(Tp) = Tlﬁw n’est donc plus veé-
rifiée, méme en présence d’éléments infinis dans I'univers du discours. Cette
situation est due a la possibilité d’introduire des inégalités dans les clauses
du programme. Si, au contraire, on se limite aux programmes logiques avec
contraintes que I’on peut obtenir & partir d’un programme défini®, alors I’or-
dinal de fermeture de 'opérateur Tp défini sur Atg,H[Q] est &« = w et donc

Ty* = T} = gfp(Tp). L'ensemble des échecs infinis de ces programmes
est alors vide et on retrouve les résultats obtenus dans ’approche métrique
pour les succeés infinis. Autrement dit, le systéme de contraintes S, résultant
d’une dérivation infinie & partir d’un programme logique avec contraintes issu
d’un programme défini est toujours solvable. L’approche par contraintes ne
semble donc pas apporter de résultats nouveaux concernant les dérivations
infinies que l'on peut obtenir & partir d’'un programme défini mais confirme
les résultats établis par I’approche métrique.

La programmation concurrente par contraintes [90] est une des exten-
sions proposées pour la programmation logique avec contraintes. Dans ce
paradigme de programmation, les calculs sont effectués par des agents qui
communiquent en manipulant des contraintes dans une base de contraintes
commune et qui se synchronisent en vérifiant la validité des contraintes preé-
sentes dans cette base. Les agents correspondent & des atomes (logiques) et les
contraintes s’expriment dans des théories décidables quelconques. L’étude des
dérivations infinies dans ce modeéle de programmation est détaillée dans [25].

4.1.5 Approche par plus petit point fixe

L’utilisation de CPO permet de définir une sémantique élégante des dé-
rivations infinies par plus petit point fixe. Certaines dérivations infinies en
programmation logique peuvent étre vues comme une séquence infinie d’ap-
proximations de plus en plus précises d’'un résultat. Plutdét que d’établir
la convergence d’un tel processus d’approximations a l'aide d’une notion
de distance, ’approche par CPO consiste a caractériser une limite par une

5. par exemple le programme (4.9) s’écrit sous la forme d'un programme logique avec
contraintes satisfaisant les conditions requises: P = {p(z) + {x = f(y)} | p(y)}
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e1 eo gy

FiG. 4.2 — Ordre plat

borne supérieure. Faisant suite & une premiére tentative de formalisation
de la sémantique des dérivations infinies, réalisée en 1985 par M. Falaschi,
G. Levi et C. Palamidessi [78], G. Levi et C. Palamidessi [66] proposent, en
1988, une sémantique des dérivations infinies basée sur une version modi-
fice des programmes dans lesquels des clauses terminales (i.e. dont le corps
est vide) contenant un symbole nouveau (correspondant a I’«indéfini» ) sont
ajoutées. Cette méthode définit une sémantique caractérisant les bornes su-
périeures des ensembles dirigés d’atomes inclus dans le plus petit point fixe
d’un opérateur: la limite d’un calcul est la borne supérieure d’une séquence
d’approximations.

Complétion de la base de Herbrand

Afin de construire une structure (la base de Herbrand complétée) sur la-
quelle un opérateur f-continu pourra étre défini, 'ensemble des termes est
muni d’une structure de CpPoO. La définition des termes utilisée est celle de
la définition 4.2. La structure de CPO de ’ensemble des termes est obtenue
en ajoutant & la signature un nouveau symbole de fonction d’arité nulle,
noté | et correspondant & un objet complétement indéfini. Cette technique
est classique et repose sur la proposition suivante.

Proposition 4.3 (Ordre plat (flat CpP0O)) L’ensemble (E,,=<) défini par
E,=FEU{l} (ou LgFE)etz<ye (z=_LVr=y) est un CPO.

On peut donc munir la nouvelle signature fonctionnelle ¥, d’un ordre plat
que l'on peut étendre & l’ensemble des termes fermés formés sur ¥, noté
I3, comme suit :

t1 <to &Vue O(tl) (’LL S O(tz) A tl(u) < tg(u))

Par exemple, on a f(a, L,a) < f(a,g(a,a),a). (T%7,<) forme un CPO (al-
gébrique) et tout sous-ensemble A de Ty, qui admet un majorant admet
une borne supérieure. De plus, si A est fini et ne contient que des termes
finis alors cette borne supérieure est un terme fini. De maniére similaire, la
relation < est définie pour les substitutions par:

01 < 92 <V 01($) < 02($)
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Tout ensemble de substitutions © dans Ty admettant un majorant admet
une borne supérieure. De plus, si © est fini et ne contient que des substi-
tutions dans les termes finis (i.e. des substitutions 6 telles que, pour toute
variable z, 6(z) est fini), cette borne supérieure est une substitution dans les
termes finis. Aty; | 1[@] est défini comme ’ensemble des atomes que 'on peut
construire & partir des termes finis de T%7, et Atgbn[@] est défini comme
I’ensemble des atomes que ’on peut construire a partir de tous les termes de
Tg‘i . La relation < est étendue aux atomes de ces deux ensembles par:
Pt otn) Sp(th, -, ty) @ VISi<n i<t

7

Une interprétation de Herbrand est un sous-ensemble de Atgbn[g]. Lorsque
les éléments d’une interprétation sont tous dans Aty n[@], on parle d'une
interprétation de Herbrand partielle. L’ensemble des interprétations de Her-
brand partielles, ordonné par 'inclusion ensembliste C, forme un treillis com-
plet. Toutefois, AtgLH[Q] (et Aty n[@]) n’admet pas de plus petit élément
relativement & < puisque chaque atome p(L,---, 1) est minimal. On par-
titionne donc Atng[Q] en une famille d’ensembles Atgbp[g] pour chaque
prédicat p. (Atgbp[g], <)pen forme alors une famille de CPo. De plus, tout
sous-ensemble A de Aty 11[@] admettant un majorant admet une borne su-
périeure, et si A est fini, on a lub(A) € Aty n[@]. Chaque élément infini
correspond donc a la borne supérieure d’un sous-ensemble dirigé d’éléments
finis correspondant & ses approximations finies (c’est la propriété d’algébri-
cité du CpO).

Sémantique des dérivations infinies

La sémantique proposée dans [66] repose sur la notion de plus petit point
fixe d'une variante de l'opérateur Tp. Ce plus petit point fixe est atteint en
construisant une suite croissante d’interprétations a partir de & en w étapes.
Par exemple, étant donné le programme :

P = {LA([all]) < LA(I) ; LA([]) <}
l'opérateur classique Tp, permet de construire la suite d’interprétations:
Ty =@ Tp' = {LA(()} 5 T5* = {LA(D), LA(al[ID} ;-

Or, cette construction n’est possible que parce qu’il existe une clause unité
(aussi appelée clause terminale) pour le prédicat LA. Par contre, a partir du
programme :

P = {LA([a|l]) + LA())} (4.14)

il vient T;O = T;l =...= T;i = ... = . La solution proposée pour pallier
ce probléme lorsque le programme ne contient pas au moins une clause unité
par prédicat apparaissant dans une téte de clause (et c’est naturellement le
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cas pour beaucoup de programmes qui permettent de construire des dériva-
tions infinies) consiste & ajouter & P des clauses terminales qui serviront de
point de départ pour la construction d’une séquence non vide d’interpréta-
tions. Ces clauses sont les clauses unités obtenues en substituant 1 a toutes
les variables apparaissant dans les tétes de clauses de P. Par exemple, avec le
programme (4.14), ’ensemble des clauses terminales & ajouter au programme
est Cr(P) = {LA([a|L]) <}. Cette clause signifie que LA peut «terminer»
avec une liste en argument dont le premier élément est a et dont la queue est
indéfinie. L’opérateur Tp est défini sur le treillis complet des interprétations
de Herbrand partielles par:

TP(I):{A, HB%Bl,BnEPUCT(P)

304, - -, 0, dans les termes finis
30 = lub(64,---,0,)
fB=A

Vi<ig<n 6;B;el
Ve (€ BNz € By) = L &0(x) }

Cet opérateur est monotone et T-continu et admet donc T;f" pour plus petit
point fixe. La sémantique par point fixe d’un programme P est définie par:

Dy, (P)={A € At§ yl@], 3L C p(Tp), L est dirigé, A = lub(L)}

Une version restreinte de cet ensemble, nécessaire pour mettre en relation
Dy, (P) avec la sémantique opérationnelle, s’obtient en imposant a A de
ne pas contenir le symbole L. L’ensemble ainsi défini est noté Dy (P). Par
exemple, avec le programme (4.14), on a:

ltp(Tr) = {LA([a|L]), LA(a, a[ L]),---}  Ds(P) = {LA([a,q,---])}

L’ensemble Dy (P) est relié¢ & une notion d’atomes calculables & infini a
partir de P similaire & celle donnée dans la définition 4.4. Pour cela, I'en-
semble des atomes éventuellement infinis Atg,H[X | est muni d’une structure
de famille de Cpo.

Définition 4.6 (Atomes calculables a ’infini [66]) Soit P un program-
me et A un atome de Atg,n[ﬁ]\Atgyn[Q] (i.e. un atome infini sans variables
ne contenant pas le symbole L ). A est calculable a linfini (A € Cp) si il existe
un atome fini B (pouvant contenir des variables mais ne contenant pas le
symbole L) et une dérivation infinie équitable, dont la séquence d’unificateurs
est 01,---,0;,---, a partir de B telle que :

A = lubpew(0n -+ 0, B)

{6, - - - 01 B} e, admet bien une borne supérieure puisqu’il s’agit d’une chaine
et que Atng[X ] forme une famille de CpO (algébriques). Le résultat final
de |66] s’énonce alors:

Théoréme 4.7 (Validité [66]) Cp C Dyx\Ats n[@].
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Pour finir, signalons que l'article de G. Levi et C. Palamidessi [66] établit
une comparaison entre Dy (P) et différents ensembles. Si Dy (resp. D2) est
le plus petit (resp. le plus grand) point fixe de opérateur T classique défini
sur Aty 7[@] et si D3 est le plus grand point fixe de l'opérateur Tp classique
sur Aty [2], alors on a le lemme suivant.

Lemme 4.5 ([66]) Soit P un programme défini, on a Dy C Dy C D3 et
D1 C Dy(P).

Comme les autres approches, la sémantique développée dans [66] pré-
sente 'inconvénient de ne pas étre compléte puisque Cp # Dyx\ Aty 11[@].
G. Levi et C. Palamidessi expliquent cette incomplétude en suggérant que
Pensemble des clauses terminales Cp(P) ajoutées au programme P est trop
grand. Considérons, par exemple, le programme :

P ={p(l) « q,1"),r (") ; q([all],!') < q(, 1) ; r(I) ¢ s} (4.15)
L’ensemble des clauses terminales & ajouter est:
Cr(P) = {p(L) < ; q([a[L], L) «; (L) <}
Il vient alors:

Itp(Tr) = {q([al L], 1), q([a, a| L], L), - -, r(L),p(lalL]), p([a, al L]), - -}
p(la,a,--]) € Ds(P)

Cependant, p([a,a,---]) ¢ Cp = @ puisque toute dérivation a partir de la
requéte p(l) n’est infinie que si elle n’est pas équitable (dés que 'atome sé-
lectionné est r la dérivation est une dérivation finie d’échec). Deux solutions
potentielles sont suggérées dans [66]: la premiére consisterait en une res-
triction de l'ajout de clauses terminales aux seules clauses du programme
donnant lieu & au moins un appel récursif (par exemple, ’ensemble Cr(P)
du programme (4.15) serait {g([a|L], L) <}), tandis que la deuxiéme consi-
terait en une restriction sur les programmes.

4.2 Induction, co-induction et programmation lo-
gique

C’est la «déclarativité» du paradigme de la programmation logique qui
est le plus souvent invoquée pour défendre 'idée que ce modéle fournit un
cadre avantageux de programmation. En effet, ’écriture d’un programme dé-
fini consiste seulement & spécifier un probléme a l’aide de formules logiques
du premier ordre, les clauses de Horn, ce qui correspond au célébre slogan
«logic programs as first-order theories». La sémantique déclarative d’un pro-
gramme (i.e. Uinterprétation d'un programme par un ensemble de formules
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logiques) coincide exactement avec sa sémantique opérationnelle, définie en
terme d’ensemble des succés fermés finis. Considérons, par exemple, la défi-
nition du prédicat even caractérisant les entiers pairs:

P = {even(0) < ; even(S(S(z))) < even(z)} (4.16)

La lecture logique de ce programme est obtenue en associant & P la for-
mule logique F(P) correspondant & la conjonction des clauses de Horn du
programme :

F(P) = even(0) A Vz(even(S(S(z))) V —even(z))

Les atomes even(S%(0)), pour ¢ > 0, sont des conséquences sémantiques
(logiques) de F(P), puisque pour tout i > 0, F(P) = even(S%(0)). even
correspond donc bien au prédicat caractérisant les entiers pairs. D’un point
de vue sémantique, l'intérét de la restriction aux clauses de Horn provient
de la propriété de fermeture pour l'intersection des modeéles, énoncée par le
lemme 3.14. La formule logique F(P) associée a un programme P admet
donc un plus modeéle de Herbrand. Par exemple, pour le programme (4.16),
ce plus petit modéle est :

Mp = | J{even(5%(0))}

i>0

D’un point de vue opérationnel, cet ensemble coincide avec I'ensemble des
succés de P puisque ’on peut construire les dérivations:

even(0) — O
even(S2%(0)) — even(0) — O

even(S%(0)) = --- = even(S2(0)) = even(0) — O

Plus généralement, la substitution § = {z/S%(0)}, pour i > 0, est une
solution pour la requéte even(z) et ’arbre SLD de racine even(z) contient
une branche infinie qui permet I’énumération des atomes even(S%(0)).

even(z) — even(z;) —---— even(z;) — .-
{ 4 4
O O Od

x=0 z = 52(0) x = S%(0)

S’il est séduisant, le paradigme «logic programs as first-order theories» n’est
pas, d’'un point de vue pratique, tout a fait satisfaisant. Par exemple, il ne
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permet pas de traiter clairement la négation: une requéte constituée d’un
atome fermé A peut échouer a partir d’'un programme P méme si = A n’est
pas une conséquence sémantique (logique) de F(P). La négation par échec
que l'on trouve dans la plupart des interprétes PROLOG ne correspond donc
pas a la négation logique.

Une alternative & ce paradigme consiste & considérer les clauses d’un
programme par des régles: & toute clause définie A « Ay,---, A, peut étre
associée une fonction ¢ d’arité n que ’on peut interpréter comme une régle
de construction de preuves:

CiTpA; X - X Ty, —7TA

L’application de ¢ a des preuves w4, des A; fournit une preuve de A et on
note w4: A pour indiquer que 74 est une preuve de A (ce qui peut aussi se lire
74 est de type A). Il est donc possible de voir une clause comme la signature
fonctionnelle d’un constructeur de preuves. Cette correspondance entre types
et propositions d’une part, et preuves et fonctions d’autre part, est bien
connue: il s’agit de l'isomorphisme de Curry-Howard. Si ’on reconsidére le
programme (4.16) en utilisant cette approche, les deux clauses définissant le
prédicat even peuvent étre vues comme un schéma de régles:

even(z)
even(S2%(z))

(even-0) : (even-S2) :

even(0)
dont les instances fermées correspondent a ’ensemble infini de regles défini
en (1.7). Cette lecture sémantique de la programmation logique permet de
considérer un programme, non plus comme une théorie du premier ordre,
mais comme la définition d’une «nouvelle logique» (i.e. un systéme formel).
En adoptant ce point de vue, la dénotation d’un programme correspond &
I’ensemble des théorémes qu’il est possible de «dériver» dans cette logique.
Cette approche nous conduit donc & identifier un programme & une définition
inductive ou co-inductive (selon que I'on s’autorise ou non I'application des
régles un nombre infini de fois).

4.2.1 Induction et programmation logique

Définitions inductives, exprimées & partir d’un ensemble de régles, et pro-
grammes définis présentent de nombreuses similitudes qui permettent d’envi-
sager le paradigme «logic programs as inductive definitionsy. Un programme
défini P peut étre vu comme un ensemble de régles [P], éventuellement infini,
correspondant aux instances fermées des clauses de P. D’autre part, pour
chacune de ces régles, I’ensemble des prémisses est fini et donc [P] est fini-
taire. La propriété d’intersection des modéles de Herbrand pour un ensemble
de clauses de Horn, exprimée par le lemme 3.14, correspond exactement a
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la propriété de fermeture pour 'intersection d’ensembles [P]-clos, exprimée
par le lemme 1.1 (rappelons que d’aprés le lemme 3.16, une interprétation de
Herbrand I est un modéle de P si et seulement si Tp(I) C I, c’est a dire si [
est Tp-clos). On a donc Mp = Ind([P]). Cet ensemble est généralement ca-
ractérisé en terme de plus petit point fixe de 'opérateur classique Tp associé
a P. Cet opérateur n’est rien d’autre que 7ipj (défini a partir de [P] en (1.1)),
et I'égalité (1.2) permet d’établir 'égalité Ind([P]) = Ind(T}p)). On peut alors
utiliser le théoréme de Tarski (théoréme 1.1) pour montrer Mp = fp(Tip)).
Lorsque ce point fixe est caractérisé en terme de puissances ordinales de
Vopérateur 1p), c’est le lemme 1.6 qui permet de montrer que 17p) est un
opérateur finitaire, ce qui permet, a l'aide du lemme 1.5, de montrer que Tjp
est T-continu. Ces deux lemmes permettent alors d’utiliser le théoréme 1.2
pour montrer 'égalité Mp = Ind(Tjp)) = Hp(Tjp)) = T[%. Aussi, plutot
qu’un simple outil technique utilisé pour montrer le théoréme de complétude
de la SLD-résolution, les définitions inductives constituent une alternative
«naturelley au paradigme «logic programs as first-order theories» : un pro-
gramme défini peut étre interprété par une définition inductive. En adoptant
ce point de vue, on a donc les identifications:

(even-0) :
even(52(0)) eveﬂ>—82 even(0) evg;—O = (even-S2) : even(S2e(\E)e)r;(0)
SLD-dérivation a partir de [P)] Preuve dans [P]

even-S2(even-0) est donc un terme de preuve de type (i.e. correspondant
a une preuve de) even(S2(0)). D’ailleurs, la facilité que fournit le modéle
de programmation logique pour le traitement des langages provient plus du
fait que ces langages ont une syntaxe définie inductivement que de l’exis-
tence d’une interprétation logique de ces langages. Cette interprétation de la
programmation logique, en terme de définitions inductives, est aujourd’hui
largement utilisée. Dans un livre consacré a la calculabilité dans le contexte
de la programmation logique [32], M. Fitting présente quelques exemples de
preuves de correction de programmes en utilisant cette approche. En ce qui
concerne la négation, le concept de programme stratifié semble mieux s’inter-
préter en terme de définitions inductives qu’en terme de théorie du premier
ordre. En effet, lorsqu’un programme peut étre partitionné en plusieurs dé-
finitions inductives de maniére & ce que chaque négation fasse uniquement
référence a une ensemble déja considéré (i.e. appartenant a une strate infé-
rieure a celle du prédicat correspondant & la clause dans laquelle la négation
apparait), c’est a dire lorsque le graphe de dépendance du programme ne
contient pas de cycles, le programme est dit stratifiable et peut étre inter-
prété en terme de définitions inductives itératives. Cette vision de la négation,
détaillée dans [92], utilise bien plus les concepts de définitions inductives, de
points fixes ou encore de nombres ordinaux que les notions de conséquences
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sémantiques de la logique du premier ordre. Dans le méme esprit, M. Hagiya
et T. Sakurai proposent dans [40] un systéme d’inférence pour fonder la sé-
mantique des programmes définis et étendent le formalisme des clauses de
Horn pour permettre 'introduction de formules logiques quelconques dans le
corps des clauses. Signalons aussi les travaux de L. Hallnds et P. Schroeder-
Heister qui s’inspirent des techniques de preuve en déduction naturelle pour
étendre la puissance d’expression de la programmation logique. La séman-
tique des programmes qu’ils proposent dans [42, 43| repose, ici encore, sur
Iidentification des clauses d’un programme avec un ensemble de définitions
inductives et permet de modéliser directement les substitutions solutions
non nécessairement fermées, plutét qu’un ensemble d’instances fermées de
ces substitutions. Le langage qu’ils définissent, appelé GHC (pour Generalized
Horn Clauses), permet la présence d’implications dans le corps des clauses.
Aussi, les définitions inductives considérées ne peuvent plus étre étudiées
dans le cadre présenté dans le chapitre 1 (il ne s’agit plus de définitions in-
ductives monotones) : le paradigme utilisé est celui des définitions inductives
partielles, détaillé dans [41]. Enfin, L.C. Paulson et A.W. Smith étudient dans
[82] la possibilité de combiner la programmation logique avec la program-
mation fonctionnelle en adoptant le paradigme «logic programs as inductive
definitionsy. L’approche qu’ils proposent, proche de celle développée dans
[10], distingue deux types de symboles de fonctions: les constructeurs de
termes sont des fonctions qui servent & la définition de I'univers de Herbrand
tandis que certaines fonctions sont destinées & étre évaluées. Ce point de
vue fournit un cadre pour un langage logique avec fonctions dans lequel les
clauses peuvent invoquer des fonctions qui permettent d’effectuer des opé-
rations dans 'univers de Herbrand. Le mécanisme d’unification utilisé rend
donc possible I’évaluation de certaines fonctions. Ce paradigme est proche
de celui de la programmation logique avec égalité consistant a considérer les
programmes comme une théorie du premier ordre comprenant 1’égalité mais
n’est pas sujet & ses restrictions (confluence, terminaison).

4.2.2 Co-induction et programmation logique
Dérivations infinies et dénotation par plus grand point fixe

Les définitions co-inductives permettent de définir des ensembles dont les
éléments sont obtenus en appliquant un nombre de fois éventuellement in-
fini les régles de construction. Ces définitions permettent donc de représenter
aussi bien les termes infinis d’un univers de Herbrand complété que certaines
SLD-dérivations infinies qui peuvent étre vues comme une suite infinie d’ap-
plications des clauses d’un programme. Il parait donc possible de considérer
un programme défini comme une définition co-inductive afin de prendre en
compte explicitement les dérivations infinies qui sont des preuves construites
en appliquant un nombre de fois infini les constructeurs de preuves. En sui-
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vant cette approche, la dénotation d’un programme P correspond a l’en-
semble Colnd(®), ot @ est un ensemble de régles construites & partir de P.
Comme nous 'avons vu, Colnd(®) peut aussi étre caractérisé par le plus
grand point fixe d’un opérateur monotone, associé & P, noté Tg. Lorsque le
domaine (resp. le co-domaine) de cet opérateur est étendu a ’ensemble des
parties d’une base de Herbrand complétée et si la technique de complétion
utilisée permet d’établir la |-continuité de Ty, ce plus grand point fixe est
bien str Téw. Aussi, dans les approches développées pour donner un sens aux
dérivations infinies en programmation logique qui utilisent cette propriété,
c’est ’ensemble Colnd([P]), ou [P] correspond aux instances fermées des
clauses de P dans un domaine complété (i.e. pouvant contenir des atomes
infinis), qui est proposé comme sémantique déclarative d’un programme P.
Toutefois, dans ce cadre, 'interprétation «logic programs as co-inductive de-
finitions» n’est pas compléte. En effet, tandis que les atomes de Ind([P]), les
clauses de P et les requétes sont définis sur un méme langage (un langage
du premier ordre ne contenant que des éléments finis), Colnd([P]) est défini
sur un langage plus expressif que le langage des clauses de P et des requétes,
puisqu’il autorise la présence de termes infinis. Par exemple, si I’on considére
le programme défini en (4.2), on a p(f*) € gfp(Tjpy), méme si p(f*) n’est
pas calculable a Uinfini & partir de P, puisque p(f*) < p(f¥) € [P]. En au-
torisant la présence d’éléments infinis dans les requétes et les programmes,
I’approche métrique devient compléte puisqu’alors on peut construire la dé-
rivation:
p(f*) =pp(f*) =p - =P p(f*) =P -

Les phénomeénes d’incomplétude observés proviennent donc, en partie, du
fait que l'opérateur associé¢ a [P] est défini sur un domaine qui contient
des éléments infinis sur lesquels on peut prouver directement des propriétés
sans les construire (alors que T[EE] = & et donc tous les éléments de T[Eé‘j =
Ind([P]) sont effectivement construits). Aussi, nous nous intéresserons dans
la suite aux dérivations infinies qui ne construisent pas d’objets infinis et
nous verrons qu’il existe une sémantique valide et compléte pour cette classe
de dérivations.

Dérivations infinies et termes de type co-inductif

La définition de Colnd(®) par I'union de tous les ensembles ®-denses cor-
respond & une définition déclarative. L’identification d’un programme & une
définition co-inductive peut étre aussi envisagée en considérant les termes
gardés par constructeurs, introduits dans le chapitre 1, que ’on peut définir
a partir d’un programme vu comme un ensemble de régles. Par exemple, le
programme (4.1) peut étre identifié a la définition co-inductive (1.14). Tou-
tefois, la dérivation du tableau 4.1 ne semble pas correspondre au terme de
preuve (1.15): tandis que la dérivation calcule par approximations succes-
sives la liste infinie des entiers & partir de k, le terme de preuve applique le
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schéma d’élimination de 1’égalité (1.11) au terme from(k) qui représente la
limite de la suite d’approximations construite par la dérivation. Par contre,
si I’on se restreint & considérer des preuves, éventuellement infinies, de pro-
priétés portant sur des objets finis, la correspondance entre termes de type
co-inductif et SLD-dérivations infinies semble plus immédiate. Par exemple,
le programme défini (4.2) est typique des programmes & 'origine de dériva-
tions qui n’effectuent aucun calcul. C’est le cas de la dérivation (4.3) obtenue
a partir de la requéte p(z). D’un point de vue «logiquey, cette dérivation cor-
respond & une preuve par co-induction de Yz p(z), indépendamment du fait
que z désigne un élément fini ou infini. En effet, si C désigne le constructeur
associé a la clause p(z) < p(x), alors pour tout élément z de 'univers du
discours U, le terme de preuve défini par:

mp = Az : U.Clz,mp(2))

est bien gardé par constructeurs (i.e. I'appel récursif a m, est protégé par
le constructeur C) et est de type Il,p(z). Via l'isomorphisme de Curry-
Howard, on peut donc voir ce terme comme une preuve de Vzp(z). L’ap-
plication du constructeur correspond & la premiére transition de la dériva-
tion (4.3) tandis que 'appel récursif correspond aux transitions suivantes.
C’est bien sir la présence de prédicats récursifs dans un programme défini
qui rend possible la construction de dérivations infinies. Cette récursivité
n’est pas toujours directe comme, par exemple, dans le programme :

P ={p(z) +q(z) ; () < p(z)}

/

-~ -~

Cp Cq

a partir duquel il est possible de construire la dérivation infinie:

T T Io; X
91[ 1] 02[ 2] 021_{ 2@} ew[ 2041
z z z z
—p

q(z) —p -+ —p " p(2) —p q(z) =p---

(4.17)

qui correspond, ici encore, & une preuve par co-induction de Vz p(z) repré-

sentée par le terme 7, := Az : U.Cp(x, Cy(z, my(x))). D’autre part, on peut
constater que la dérivation (4.17) «contient» aussi une preuve de Vz ¢(z):

p(2)

T T2 T2
92[ 2] 921_{ 2@:| bonre | T2H1
z z z
—p e —p —

q(z) p(z)

qui contient elle-méme une preuve de Vz p(z) ... Les preuves de Vz p(z) et
Vz q(z) peuvent donc s’exprimer de maniére mutuellement récursive :

q(z) —

mp =z : U.Cp(m, mg(x)) g =Ar : U.Cy(z, mp())
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Toutefois certains prédicats non mutuellement récursifs peuvent donner lieu
a de telles preuves. Une dérivation infinie peut donc étre vue comme 'appli-
cation, un nombre de fois infini, des clauses (i.e. constructeurs) et correspond
donc & un terme en forme canonique. En identifiant un programme a une
définition co-inductive, les clauses définissent des régles d’introduction aux-
quelle sont associées des schémas d’élimination. Par exemple, les deux clauses
du programme :

P ={p(z) < p(f(z)) ; plz) < plyg(z))}

-~ ~"

Cl CQ

peuvent étre vues comme des régles d’introduction:

r U z U
) Cn ot ple(@)
O )o@ @) pla@)

et peuvent étre associées au schéma d’élimination suivant :

(C1) :

x u
P : plx)—s
7 (o)

mo: (@ U)(mp o p(f(2))P(Cr(z, 7y))
m i (z:U)(mg : pg(2)))P(Co(z,my))
Case 7 of 7 7 end : P(m)

(Elimination) :

ou s est quelconque, muni des deux régles de réduction:

Case Cy(z,n') of m; my end — mi(x,7')
Case Cy(x,n') of m m end — mao(x,7')

On voit donc bien qu’une dérivation a partir de la requéte p(x) commence né-
cessairement en utilisant 1’'une des deux clauses C ou C5. Si l'on se restreint
a la clause (', on obtient la dérivation suivante:

P = | i |70 | 6 |l ]

qui peut étre associée au terme de preuve:

mi=\z 1 U.Cy (z,ﬁ ([ f(zz) ]p(2)>>

L’application du constructeur C; correspond bien & la premiére transition
tandis que l'appel récursif correspond aux suivantes, c’est a dire & la déri-
vation & partir de p(f(z)). Un terme de preuve peut donc étre vu comme
la définition récursive de la suite des clauses appliquées dans la dérivation
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et vice versa. Néanmoins, signalons qu’un terme représentant une dérivation
infinie n’admet pas systématiquement de représentation finie (i.e. ce terme
n’est pas forcément définissable a I'aide d’une définition récursive gardée par
constructeurs). En effet, a chaque étape n de toute dérivation commencant
par p(z), il est possible d’appliquer C; et Cs et si la fonction :

]:C’ :IN — {01,02}

qui indique la clause utilisée a chaque étape mn, n’est pas «calculabley, il
n’est pas possible de donner une représentation finie au terme correspondant
A cette preuve. En effet, un tel terme s’écrit :

m=Az : U.mq(0, ) : Lzqp(x)

avec :

wg:=An: Nz : U (Fo(n))(z, 7q(S(n), (Fr(n))(x)))

ou Fr est la fonction définie par:

si fc(n) =(]
Fr:IN—={f,g}:= n:IN. [ alors f
sinon ¢

et n’est «calculable» que si F¢ U'est. Réciproquement, a partir d’une preuve
7 de Vap(x), il est possible de définir la fonction Feo par Fp(w) ou:

fp : pr(x) — IN — {Cl, 02}

Fp(m,n):= Case 7 of

[21 :U][m1 : p(f(z1))] Case n of
C1
[k1 : IN|Fp(m, k1)
end

[z2 : U][m2 : p(g(x2))] Case n of
Co
[kg . H\I]]‘—p(ﬂ'g, kg)
end

end.

Tous les exemples présentés dans ce paragraphe montrent bien qu’il existe
une correspondance directe entre une preuve infinie (i.e. un terme de type co-
inductif) portant sur un objet fini et une dérivation infinie qui ne construit
pas de termes infinis, alors que si I’'objet considéré est infini, le terme de
preuve décrit 'application, un nombre de fois infini, des constructeurs (i.e.
des clauses) sur ce terme infini ce qui ne correspond pas a la dérivation
infinie, si elle existe, qui représente ’application de clauses sur des termes
finis.
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b &—®. d
al: edge(a,b) +
a2: edge(b,c) «+

a a3: edge(c,a) «+

cl: path(z,z) «
c2: path(z, z) < edge(z, y), path(y, z)

FiG. 4.3 — Chemin entre deuz sommets d’un graphe orienté

Un exemple

L’identification d’un programme défini & un ensemble de définitions co-
inductives modifie la sémantique déclarative d’'un programme a laquelle le
paradigme «logic programs as first-order theories» nous a habitué. Considé-
rons, par exemple, le programme de la figure 4.3 permettant de caractéri-
ser les chemins d’un graphe orienté. L’existence d’'un cycle dans ce graphe
rend possible la construction d’une dérivation infinie & partir d’une requéte
path(sy, s2) ou $; est un sommet apparaissant sur un cycle et sg est un
sommet quelconque. Par exemple, on a:

path(a,d) —p edge(a,b),path(b,d) —p path(b,d)
— p edge(b, ¢), path(c,d) —p path(c, d) (4.18)
— p edge(c, a), path(a,d) —p path(a,d) —p ---

et plus généralement :

path(a,z) —p edge(a,b), path(b, z) —p path(b, z)
— p edge(b, ¢), path(c, x) — p path(c, ) (4.19)
— p edge(c, a), path(a,x) —p path(a,z) —p ---

Il est possible de construire les termes de preuve m,q et 7, gardés par
constructeurs correspondant aux dérivations (4.18) et (4.19):

Tod i= c2(a,b,d,al,c2(b,c,d,a2,c2(c,a,d,a3, myg)))
Tag = Mz:U. c2(a,b,z,al,c2(b,c,x,a2,c2(c,a,x,a3, e (x))))

Ces deux termes ont pour type path(a,d) et II,. path(a,z) et correspondent
donc & une preuve de path(a,d) et Vz path(a,z). En modifiant la définition
du prédicat path en:

path(z,x) < ; path(z,y) < edge(z,y) ; path(z,z) « path(z,y), path(y, z)

il devient méme possible de prouver qu’il existe un chemin entre deux som-
mets quelconques d’un graphe orienté quelconque, puisque la derniére clause
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permet de construire des dérivations infinies sans faire intervenir le prédicat
edge. Un phénoméne «rassurant» peut cependant étre observé si I’on rajoute
un argument au prédicat path correspondant a la longueur du chemin qui
sépare les deux sommets considérés :

Dans ce cas, la longueur du chemin séparant le sommet a du sommet d est
S¥, ou S¥ est défini récursivement par le terme (protégé par constructeur)
S¥:=S5(5%) et les sommets reliés par un chemin de longueur finie sont exac-
tement ceux qui sont caractérisés par Ind([path]). Ici, la longueur du chemin
considéré correspond & la longueur de la preuve de I’existence d’un chemin.
Avec cette version du prédicat path, toute dérivation infinie construit un
terme infini: elle effectue un calcul.

4.2.3 C(C-sémantique

Les exemples présentés dans le paragraphe précédent illustrent bien le
fait que s’il existe une correspondance «presque» directe entre les dérivations
infinies qui «prouvent sur» un objet fini et les preuves par co-induction sur
des objets finis, cette correspondance est moins immédiate deés que la preuve
porte sur un objet infini. Typiquement, avec le programme défini en (4.9),
la dérivation (4.10), qui semble établir p(f“) a partir de ce programme, ne
correspond pas directement au terme de preuve de type p(f“): prouver par
co-induction p(f“) revient a appliquer une infinité de fois le constructeur
de preuve associé a la clause p(f(z)) < p(x) en utilisant a chaque «appel
récursify la propriété f(f“) = f“. D’autre part, certaines dérivations infinies
qui ne construisent pas d’objets infinis correspondent & des preuves portant
sur un objet dans lequel apparait des variables. Aussi, la C-sémantique fournit
un cadre adéquat pour étudier cette classe de dérivations.

La C-sémantique a été développée et étudiée par M. Falaschi, G. Levi,
M. Martelli et C. Palamidessi dans 30, 31]. Il s’agit d’un sémantique des pro-
grammes définis basée sur une notion d’interprétation contenant des atomes
non nécessairement fermeés (contrairement aux interprétations de Herbrand).
Cette approche, proposée pour la premiére fois par K.L. Clark dans [15], a
éte utilisee par W.G. Golson dans [38] pour étudier certaines dérivations
infinies. Initialement, cette sémantique a été introduite pour permettre de
prendre en compte 'aspect constructif des dérivations (i.e. la construction
de substitutions) qui n’est pas considéré dans la théorie classique établissant
la correspondance entre sémantique déclarative et sémantique opérationnelle
uniquement pour les atomes fermés.
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Sémantique déclarative

Le préordre < sur les termes (défini par t; < to < 30 0t = t3) induit une
relation d’équivalence, notée =, sur les termes (définie par t; = to < t; <
ta A ta < t1). Cette relation d’équivalence correspond a ’équivalence au re-
nommage prés des variables. L’univers de Herbrand considéré est 1’ensemble
quotient Tx[X]/~. Afin d’alléger les notations, on confondra un terme avec
sa classe d’équivalence. Cet ensemble peut étre muni d’une relation d’ordre
définie a partir de <, que I'on peut étendre a (Tx[X]")/» 6. La base de Her-
brand considérée est Aty n[X]/ (i.e. ensemble des atomes p(t) ou p est
un symbole de II d’arité n et £ € (Tx [X]")/~)- Cet ensemble est muni de la
relation d’ordre < définie par:

— —

p(t) <plly) &t < 1y

Considérer les sous-ensembles de Aty ;[ X ]/~ comme des interprétations n’est
envisageable que si lorsqu’un atome appartient & une interprétation, ses ins-
tances (non nécessairement fermées) appartiennent aussi a cette interpréta-
tion. Aussi, une interprétation est définie comme un sous-ensemble 1-fermé
de Aty n[X]/~ (ie. (A € INA < B) = B € I) et on parle alors de C-
interprétations [30, 31]. Dans ce qui suit, on adopte les notations suivantes
issues de [30] (E est un ensemble d’atomes) :

[E
[E
|E
On a donc [E] = |[E]]. D’autre part, étant donné un ensemble quelconque
d’atomes I, [I] est une interprétation de Herbrand et [I] est une C-interpréta-
tion. Autrement dit I est une interprétation de Herbrand (resp. une C-
interprétation) si et seulement si I = [I] (resp. I = [I]). La notion de
«C-vérité» relative & une C-interprétation est définie comme suit :

= {9A S AtE,H[Q], Ae E}
{A € Atz,H[X], JA' e E A < A}
= {A S Atg,n[@], Ae E}

]
|
]

Définition 4.7 (C-vérité [31]) Soit I une C-interprétation.

e Un atome A est C-vrai dans I si et seulement si A € I (i.e. la classe
d’équivalence de A € I).

e Une clause A < By,---, By est C-vraie dans I si et seulement si pour
toute substitution 0, si les atomes 0B; (1 < i < q) sont C-vrais dans I,
alors A est C-vrai dans I (en particulier une clause unité A < est C-
vraie dans I si et seulement si pour toute substitution 0, 0 A est C-vrai

dans I).

6. Toutefois, il est important de noter que &1 = 3 et f» =~ {4 n’implique pas forcément
(t1,t2) = (t3,ts). Par exemple, f(z) =~ f(y) et g(z) = g(z) mais (f(x),g(z)) n’est pas
équivalent a (f(y),g(z)).
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Définition 4.8 Une interprétation I est un C-modéle d’un programme dé-
fini P si toutes les clauses de P sont C-vraies dans 1.

Remarque. 11 est possible d’éviter de contraindre les sous-ensembles de
Aty n[X]/n & étre T-fermés en considérant une notion différente pour la
«vérité» : cette approche, présentée dans [13, 29, 30, 31|, correspond a la S-
sémantique et sert & distinguer des programmes ayant les mémes C-modéles
mais un comportement différent. Par exemple [31], les deux programmes:

Py ={p(z) +; pla) <}  P={p(z) <}

admettent les mémes C-modeéles alors qu’a partir de la requéte p(x), le pro-
gramme P; peut produire la réponse {z/a} tandis qu’avec le programme P;,
seule la substitution identité peut étre obtenue.

Il est possible de relier la notion de C-modéle & la notion classique (modéle
de Herbrand):

Lemme 4.6 ([30]) Soit I une C-interprétation et P un programme défini.
Si I est un C-modéle de P, alors [I] est un modéle de Herbrand de P.

L’ensemble des C-interprétations, muni de l'inclusion ensembliste, forme un
treillis complet : tout ensemble E de C-interprétations admet une borne in-
férieure et une borne supérieure:

ghh(B)= (1 et lub(E)=|JT

IeE IeE
Lemme 4.7 ([31]) Soit P un programme défini.

1. L’intersection de C-modéles de P est un C-modéle de P.
2. Tout programme défini P admet un plus petit C-modéle noté M%.
3. Mp = [M§)]

Sémantique par point fixe

La sémantique par point fixe est obtenue de maniére classique en associant
a tout programme P un opérateur satisfaisant de «bonnes» propriétés.

Définition 4.9 ([31]) Etant donné un programme P, [P] est défini par:
[Pl ={0C, CeP, 0: X — Tx[X]}
et peut étre associé a l’opérateur :

T(p]([) = {A S AtE,H[X], dJA+ Ay,--- A, € [P—l
Arel (1<i<n)  }
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Lemme 4.8 ([31]) T7p) est un opérateur monotone et T-continu.
Lemme 4.9 ([31]) [Ttp1(1)] = Trp([1])-

Lemme 4.10 ([31]) Une C-interprétation I est un C-modéle d’un program-
me défini P si et seulement si Trp)(I) C 1.

Théoréme 4.8 ([31]) M = Ifp(Trpy) = Ind(T1p) = T}y

Sémantique opérationnelle

L’équivalent de ’ensemble des succés (fermés) de la théorie «classique» est
défini comme suit :

Définition 4.10 S = {A € Ats [X], A 5 O et 04 = A}
et les théorémes de validité et de complétude s’énoncent comme suit.

Théoréme 4.9 ([30]) S$ = M¢ = T%

Théoréme 4.10 (C-validité [31]) Si il existe une réfutation :

*,0

R=A,-, Ay 5p 0O

alors il existe un ensemble d’atomes {A},---, Ay} C MS et une substitution
0" tels que 0 = mgu((Ala e 7Aq)7 (Allu U 7A:])) et elh)ar(R) - OTUW‘(R) :

Théoréme 4.11 (C-complétude [31]) Soit R la requéte Ay,---,Aqy. Si il
eziste un ensemble d’atomes {A},---, AL} C MG et une substitution 0" tels
que 0" = mgu((A1,---, Ay), (A}, -+, A})), alors il existe une réfutation

x,0

R:Al’...,Aq —)’P Od
telle que H'TUM(R) > e(uar(R)-

4.2.4 Arbres de preuve et SLD-preuves

Un autre maniére de caractériser les éléments d’un ensemble défini co-
inductivement utilise la notion classique d’arbres de preuve. Dans ce para-
graphe, aprés avoir introduit cette notion, nous montrons comment a par-
tir d’'un arbre de preuve pour un ensemble de régles @, il est possible de
construire une SLD-dérivation avec le programme ®.
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Arbres de preuve

Définition 4.11 (Arbres de preuve) Soit ® un ensemble de régles sur un
univers B.

e Un arbre de preuve de x € B pour ® est un arbre fini ou infini de racine
z tel que pour tout noeud z de l'arbre admettant z1,---,z, pour fils,
Z 4= 21, , 29 € © (en particulier, si z est un feuille, alors z <—€ ®).

o Un arbre de preuve partiel de x € B pour ® est un arbre de preuve de
x dont les feuilles ne correspondent pas nécessairement o des régles de
la forme z <€ ®.

La notion d’arbres de preuve est directement liée & la notion d’ensemble
co-inductif par le lemme suivant.

Lemme 4.11 Soit ® un ensemble de régles sur un univers B et x € B.
z € Colnd(®) si et seulement si x est racine d’un arbre de preuve pour ®.

PREUVE. (=). Soit z € Colnd(®), d’apreés le théoréme 1.3, on a z € gfp(Ts)

et il vient = € To(gfp(Te)). Il existe donc une régle « < z1,- -+, 2, € ® telle
que {z1, -, 24} C gfp(Ts). On peut donc construire un arbre de racine z
ayant {z,---,z4} pour fils et en réitérant ce processus sur ’ensemble des

fils de  qui sont dans Colnd(®), on obtient un arbre de preuve de  pour ®.
(<). Soit x la racine d'un arbre de preuve pour ® et Z l’ensemble des
noeuds de l'arbre. On a Z C Tg(Z). En effet, si z € Z, alors il existe

Z 4 21, ,2g € ®ou {z1, -, 24} est I'ensemble des fils de z. On a donc
{z1,-++,24} € Z et donc z € To(Z). Puisque Z C To(Z), Z est ®-dense et,
par définition, il vient x € Colnd(®). <

Signalons que lorsque 'arbre de preuve de z pour @ est fini, on peut montrer
que z € Ind(®). Aussi, le théoreme de complétude de la SLD-résolution
pourrait étre établi en utilisant un résultat similaire & celui exprimé par le
théoréme 4.12 prouvé & la fin de ce paragraphe. La preuve de ce théoréme
utilise les trois lemmes ci-dessous.

Renommage et unification

Lemme 4.12 Soit Ay et Ay deuz atomes ne partageant pas de variables. Si
pour une substitution 6, satisfaisant dom(0) C var(As), A1 = 0As, alors 6
est un unificateur principal de Ay et As.

PREUVE. Tout d’abord puisque var(A;)Nvar(As) = @ et puisque dom(6) C
var(Asg), on a 0A; = A} = 0As. 0 est donc bien un unificateur de A; et A,.
D’autre part, si v € range(#), il existe une variable y € dom(0) C var(As)
telle que v € fy. On a donc v € Ay = A; et donc v € dom(0) puisque
0A; = A ce qui permet de conclure a l'idempotence de 6. De plus, il est
clair que 6 est bien supportée et couverte par A; et As. Montrons a présent
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que € est un unificateur le plus général. Soit p un unificateur de A; et As.
Puisque §A; = Ay, on a ufA; = pAs et il vient ud As = pAy. Montrons alors
que pour toute variable v, on a pbv = pv. Si v € dom(f) alors ubv = pv
est immeédiat, sinon, puisque dom(6) C wvar(Az) on peut conclure puisque
1OAs = pAs. On a donc bien 6 < p. <

Lemme 4.13 Soit Z C X et C une clause A < By,---,By. 1l existe une
clause C' et une substitution de renommage idempotente et injective sur son
domaine p vérifiant :

var(C') N (var(C)U Z) =@  dom(p) = var(C")
pC'=C range(p) = var(C)

PREUVE. Si var(C) = {z1,---,zn} et si {y1,---,yn} est un ensemble de
variables distinctes tel que {y1, -+, yn} N (var(C) U Z) = &, alors C’ et p
peuvent s’écrire:

C’:[“"l xn]o p:[m yn]
yl PECERY yn ‘/El PO xn
et vérifient bien les propriétés énoncées. <

Lemme 4.14 Si Z est un ensemble de variables, Cp une clause et ry une
substitution de renommage telle que range(ro) Nvar(Cr) = @, alors il existe
une transition :

roCh X o~

ou C est une clause telle que var(C) N (var(roCr) U Z) = & et 0 est une
substitution de renommage idempotente injective sur son domaine telle que

dom(0) = var(CT). D’autre part, il existe une substitution de renommage r
vérifiant range(r) = var(C~)\var(C™) telle que rroCp = 0C .

PREUVE. D’aprés le lemme 4.13, il existe une clause C' et une substitution
de renommage idempotente et injective sur son domaine p vérifiant :

var(C) N (var(roCr) U Z) =&  dom(p) = var(C)
pC =roCrp range(p) = var(roCr)

D’aprés le lemme 4.12, la restriction 6 de p aux variables de CT est un
unificateur principal de TOC;E et C" ce qui permet de construire la transition :

L CP

roCr — 0C~
Si la substitution p s’écrit :
+ + + - -
T ez Tz, T Ty,
P = +

+ — _
T VA S 1 S V- N Vu Vi
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e {xf, ,x;';l} = var(CT)\var(C™)
{27, .,z } = var(CT) Nwar(C™)
{z, oy, = var(C~)\wvar(CT)

on peut définir la substitution de renommage r1 = rrg par:

= [ UL e Ung ]TO
Ty e Tp,
En effet, on a:
rnCp= | s o
RTINS
_ Vi Yng Pom
| 7 e T, |
o =1 + + - -
_ Yr o Yng xi x’f Ty Ty | o
|z Tpg | L YT - YUny Y1 o Yng
! e
= L | Cc =0C~
L Y1 - YUny |
puisque p est injective sur son domaine. <

SLD-Preuves

Nous pouvons a présent relier la notion d’arbres de preuve avec celle de
SLD-preuves définie comme suit.

Définition 4.12 (SLD-preuves) Une SLD-preuwve est soit une réfutation
soit une dérivation infinie équitable.

Théoréme 4.12 Soit P un programme et A un atome. Si A € Colnd(P),
alors il existe une SLD-preuve & partir de A avec le programme P telle qu’a
chaque étape i, unificateur 8; mis en jeu est un renommage, injectif sur
son domaine, de toutes les variables apparaissant dans la téte de la clause
utilisée.

PrREUVE. Si A € Colnd(P), alors d’apres le lemme 4.11, A est racine d’'un
arbre de preuve T pour P. Les noeuds de cet arbre peuvent étre indicés par
des éléments de IN*: 'indice d’un noeud correspond aux étiquettes rencon-
trées sur le chemin qui méne de la racine & ce noeud ; les arcs sont étiquetés
de gauche & droite par des entiers successifs & partir de 1 (¢ désigne le mot
vide). Le parcours en largeur de T fournit la liste de noeuds L:

A€7 A17 "'7An7 Alla s Aln17"'7 Aila s Ainia s An17 "'7Annn7A1117
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Par définition, pour chaque noeud Ay il existe une clause Cpy € P qui s’écrit :
Ay Ap,yeo Ay

On note <y ordre lexicographique sur IN* et |7] la longueur de 7 € IN*.
L’ensemble des indices des noeuds de 'arbre peut aussi étre ordonné par la
relation < définie par:

—

T < J& Ay se trouve avant Ay dans £

De maniére équivalente, < peut étre défini par:

=7 (B <) v (il = 71 AT = 7))

Etant donné un indice 7 € IN* correspondant & un noeud de I’arbre, on note
% P’indice du noeud qui précéde Ay dans £. Plus formellement :

% =max~{7, 7< 17}

Enfin, on note A,; (resp. Aks) le noeud le plus a droite (resp. le plus a
gauche) a la profondeur & :

>k = max~¢{7, |1| = k}

VEEN i min<e(7, 7] = k}

Soit Zp ’ensemble, éventuellement infini, des variables apparaissant 7":

Zp = U var(Cryz)

D’aprés le lemme 4.14, étant donnés une clause Cr; € P, une substitution
de renommage 73, telle que range(r}) Nwvar(Cry) = @, et un ensemble de
variables Z7, il existe une substitution 6z, une clause C; et une substitution
de renommage r! = r’r} vérifiant :

var(Cy) N (var(r{Cry) U Zy) = @ riCr .= 60;C;
dom(0;) = var(CF) range(r’) = var(C; )\var(C;)
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ou 67 est une substitution de renommage idempotente et injective sur son
domaine correspondant & un unificateur principal de C; et r[l]C’;f ~ Dans ce
k

qui suit, on note 7 (Crz, 78, Z) la transition :

o Co.0- 7~
7+ D47 —
5O S 005

A partir de L, il est possible de définir la liste de transitions:
ED :taatla"'atnatlla"'atlnu"'atila"'atinia"'atnla"'atnnnatllla"'

comme suit :

te = T(Crpe, Sid, ZT)

la = T(CT,Z_kaT(Z]kaZﬂC) "o

Pour vérifier que la définition de la liste des transitions est correcte, il faut
montrer que:
Vi range(ry) Nwvar(Cry) = @

Plus généralement, nous allons montrer que:
Vi range(ry) N Zp = @

On procéde par induction sur . Supposons la propriété vérifiee pour tout
7 < 7. Si )] = 0, alors la propriété est vérifiee puisque range(s;q) N
var(Cr.) = @. Sinon, i’s’écrit jk et, par définition, on a:

ol 77 est une substitution vérifiant range(rf )N Zp = & puisque:
range(r’) C vaT(C’J:)\var(CJf) Zr C Zy  wvar(Cy)NZy=2
L’hypothése d’induction permet alors de conclure puisque:
range(rgk) = range(r{) - (range(rg) U range(r’)) var(Cr ) C Zr

On peut a présent construire la dérivation équitable a partir des transitions
ainsi définies:

Ce,0:,7 C1,01,Z Crn\0n,Zn Ci1,011,Z
A:AE —)pTR 1—)1le1—>...—)Rn_1 —p Rn 11_;}3 t Ry — ...

Montrons que cette dérivation est bien définie et vérifie bien les propriétés
énoncées.
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J=T
Immédiat par définition de Z;.

(1). V& wvar(Cy) N | var(A)U var(Oﬂ) =

(2). La transition A “%T R est bien définie.

Immeédiat puisqu’il s’agit de la transition ..
(3). V&' range(r}) C U (var(CJi)\var(CJf))
J=r

Induction sur 7.
e Si 7] = 0, alors on a bien:

range(r) = range(rir®) = range(r®) = var(C.)\var(C)
e Si i’= jk, alors 'hypothése d’induction permet de conclure puisque:

r{_k = rjkrgk = 7"‘77“7“{ range(r®) = var(Cﬁg)\var(C’ﬁ)

Vi ((p+1)a=7=s(p+1) ridr€ Ry
(‘D-VPE]N{ Vi((p+1)a<7=pp+1) 154 € Ry

(en particulier 7"((]’7+1)<1fl(,,+1)<1 € R,,)
Induction sur p.
e Si p =0, alors pour tout k tel que 1 < k < n,on a:

TgAk = TiAk €0.C. = R. = Ry
Montrons que pour tout & (1 < k < n), on a rf A, = r§ Ay € Rj,_;. Puisque

R. =0.C; = riCiE, on sait que rfA; € R.. D’autre part, pour tout m
(1<m<k—1),ona:

dom(0,,) = var(C;5) et wvar(Cp)N | Zr U U Ci| =0
j<m
Enfin, puisque r§ = r°r§ = r¢ avec range(r®) = var(C7)\var(Ct), on a:
var(riAg) C (Zr Uvar(Ce))
Par conséquent, var(rjAg) Nvar(Cy,) = & et il vient:
Omri Ak = 15 Ay

On peut alors conclure, puisque a chaque étape m, c’est ’atome r{A,, qui
est sélectionné et I'unificateur utilisé 6, n’affecte pas r{ Ay qui est donc bien
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présent dans la requéte R,,.
e Si p > 0, alors, par hypothése d’induction, on a:

V7 (pa =2
V7 (pa <

et il suffit alors de montrer que:

I
Q

2
Vi (pa <7 =2pp) dom(0;) Nvar U U ik Ag,
@<jk=1

En effet, si 77est tel que p<a < 7= >p, on sait que:

dom(0;) = var(CJf) et war(Cyp N | Z7U U Cig| =9
U<

D’autre part, on a:

ng ng
var U U rgkAﬁk = var U U riAg | =var U r1Cr 2

a@=<7k=1 @=<7k=1 @<j

et puisque:

var U T?Cfa S (range(ﬁz) . va?"(Cfa))
<7 U<7

(1) et (3) permettent alors de conclure.

(5). La dérivation est construite & partir de la liste des noeuds de l’arbre
obtenue lors d’un parcours en largeur de cet arbre, et correspond donc &
une SLD-preuve, puisque soit ’arbre de preuve est fini et dans ce cas la
dérivation correspond & une réfutation, soit I’arbre de preuve est un arbre
fini en largeur (puisque le corps de chaque clause contient un nombre fini
d’atomes) et infini en profondeur, et le parcours en largeur garantit que tous
les atomes sont sélectionnés & une étape de la dérivation. <

4.3 SLD-preuves

Nous avons vu au paragraphe précédent que la présence d’éléments infinis
dans 'univers du discours ne permettait pas de définir une sémantique des
dérivations infinies basée sur la notion de plus grand point fixe. Aussi, les
deux paragraphes qui suivent définissent une sémantique valide et compléte
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pour deux classes de dérivations qui ne construisent pas de termes infinis.
Ces dérivations peuvent étre utiles pour décrire le comportement de cer-
tains «programmes non-déterministesy, aussi appelés «flowgraph programs»
dans [7]. En effet, K.R. Apt et M.H. Van Emden établissent une corres-
pondance entre les exécutions possibles d’un tel programme, décrite par un
graphe G, et les dérivations, éventuellement infinies, engendrées par un pro-
gramme défini P(G) obtenu a partir de G. La définition de P(G) ne faisant
intervenir aucun symbole de fonction d’arité strictement positive, il est clair
que les dérivations engendrées par P(G) ne construisent pas de termes infinis.
Dans le domaine des bases de données déductives, les programmes DATALOG
utilisés constituent une classe de programmes définis exprimés sur une signa-
ture fonctionnelle ne contenant que des constantes. Ici encore, les dérivations
engendrées par de tels programmes ne construisent pas de termes infinis.

4.3.1 SLD-preuves directes

On s’intéresse dans ce paragraphe aux dérivations qui «prouvent sans
calculer». Ces dérivations peuvent étre étudiées en considérant un cas parti-
culier de la C-sémantique.

Définition 4.13 (SLD-preuve directe) Une SLD-preuve directe est une
SLD-preuve de la forme :

C1L0 Ci 0
Ry =¥p Ry —p -+ —p Ri_y ¥p Ry —p -
telle que pour tout i > 1, dom(6;) C var(C;"). En particulier, une SLD-
réfutation directe est une SLD-preuve directe finie se terminant par la requéte
vide.
Sémantique déclarative
Il est possible d’étendre la notion de C-vérité comme suit :
Définition 4.14 (C*T-vérité) Soit I une C-interprétation.

e Un atome A est Ct-vrai dans I si et seulement si A € I (i.e. la classe
d’équivalence de A € I).

o Une clause A < By,---, By est CT-vraie dans I si et seulement si
pour toute substitution 0 vérifiant dom(0) C var(A), si les atomes 0B;
(1 <i < q) sont CT-vrais dans I, alors OA est CT-vrai dans I.

On vérifie facilement que cette nouvelle notion de vérité étend la C-vérité
puisque :

Lemme 4.15 Soit I une C-interprétation.

1. Un atome est Ct-vrai dans I si et seulement si il est C-vrai dans I.
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2. Si une clause est C-vraie dans I alors elle est Ct-vraie dans I.
La notion de CT-modéle est définie de maniére classique :

Définition 4.15 Une interprétation I est un C*-modéle d’un programme
défini P si toutes les clauses de P sont CT -vraies dans I.

Lemme 4.16 Soit I une C-interprétation et P un programme défini. St 1
est un C-modeéle de P, alors I est un CT-modéle de P.

PREUVE. Immédiat d’aprés le lemme 4.15. |

Par contre, tous les CT-modéles d'un programme P ne sont pas forcément
des C-modéles de P. Considérons par exemple le programme :

P ={p(z) < ply) ; p(f(w)) <} (4.20)

La C-interprétation définie par I = [p(f(z))] est clairement un C*-modéle
de P, puisque pour toute substitution € telle que dom(0) C wvar(p(z)),
Op(y) = p(y) € I. Par contre, I n’est pas un C-modeéle de P, puisque si
l’on considére la substitution 8 = {y/f(y)}, on a bien Op(y) = p(f(y)) € I
mais fp(z) = p(z) € I. De méme, la correspondance entre un C-modeéle et
un modeéle de Herbrand, établie par le lemme 4.6, n’est plus vérifiée pour
les CT-modeles. En effet, si 'on reconsidére le programme défini en (4.20),
I = [p(f(2))] est bien un C*-modele de P mais [[p(f(z))]] n’est pas un
modeéle de Herbrand de P puisque pour la substitution 0 = {z/k ; y/f(k)},

on a Op(y) = p(f(k)) € [[p(f(2))1] mais Op(z) = p(k) & [[p(f(2))]]-

Lemme 4.17 Soit P un programme défins.

1. L’intersection de CT-modéles de P est un CT-modéle de P.

P . | p ct
2. Tout programme défini P admet un plus petit C*-modele noté M%' .

PREUVE. (1). Soit {I,---,I;,---} un ensemble de C*-modeéles de P. Soit
A < By,---, By une clause de P et 6 une substitution telle que dom(0) C
var(A). Supposons que:

{6B1,--+,0B,} C [ I
i>1

alorsonaVi>1 {6By,---,0B,} C I; et puisque les I; sont des CT-modeles
de P et que dom(0) C var(A), on peut conclure puisqu’il vient :

0A e ﬂ I;
i>1

(2). Aty u[X]/n est clairement un C*-modele de P. L'ensemble des C*-
modeéles de P est donc non vide et lintersection de tous les CT-modéles
de P correspond au plus petit CT-modéle de P. <
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Sémantique par point fixe

Définition 4.16 FEtant donné un programme P, [P]" est défini par:
[P1T ={0C, Ce P et dom(d) Cvar(CT)}
et peut étre associé a l'opérateur :

T[p]+([) = {A € Atz,H[X], dJA+ Aq,---, A, € [P—|+
Ael (1<i<n) }

Cet opérateur vérifie les propriétés classiques.
Lemme 4.18 Trpy+ est un opérateur monotone et T-continu.

PREUVE. Puisque Tpy+ est Uopérateur associé a 'ensemble de regles [P]T,
le lemme 1.2 permet d’établir la monotonie de T7pj+. D’autre part, puisque
[P]T est finitaire, d’apres le lemme 1.6, 'opérateur Trpy+ est finitaire et le
lemme 1.5 permet alors d’établir la f-continuité de Tip)+. 2 |

Lemme 4.19 Si I est un ensemble t-fermé d’atomes, alors Trpy+(I) est
aussi un ensemble T-fermé.

PREUVE. Soit un atome A € Typj+(I). Par définition, il existe une clause
A" < By,---, B, de P telle que pour une substitution 6 vérifiant dom(6) C
var(A’) on ait A" = A et {6B,---,0B,} C I. Soit Ay un atome tel
que A < Ap. Il existe une substitution p vérifiant dom(pu) C var(A)
telle que pA = Agy. En considérant la restriction de p# aux variables ap-
paraissant dans A’, il vient ufA’ = Ay et on peut alors conclure puisque
{pbB1,---,udB,} C I car I est T-fermé. |

Lemme 4.20 Ind(Tjpy+) = fp(Trpp+) = Tﬁ;’w
PREUVE. D’apreés le lemme 4.18, T|pj+ est un opérateur monotone et -
continu et le théoréme 1.2 permet de conclure. <

Lemme 4.21 Une C-interprétation I est un CT-modéle d’un programme dé-
fini P si et seulement si Typ1+(I) C 1.

PREUVE. (=). Soit I un C*-modele de P et A € Tipy+(I). Par définition,
il existe une clause A < By, --,B, € [P]7" telle que {By,---,B,} C I.
Puisque I est un CT-modéle de P, on a alors A € I ce qui permet de conclure.
(«). Soit I une C-interprétation telle que Ttpy+(I) € I. Si A < By,---, By
est une clause de P et € est une substitution telle que dom(0) C var(A),
alors si {6By,---,0B;} C I, on a 0A € Tipy+(I) et puisque Tipy+ (1) C 1 il
vient 0A € I. I est donc bien un C*-modéle de P. |

Théoréme 4.13 M$" = fp(Tipy+) = Ind(Typ1+) = T}
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PREUVE. Par définition, M?f est l'intersection de tous les CT-modéles de P,
qui d’apres le lemme 4.21 sont des C-interprétations I vérifiant T7py+ (1) C 1.

M(}:f correspond donc a l'intersection des parties Tip)+-closes, c’est a dire a
Ind(7rpy+), et le lemme 4.20 permet de conclure. <

+
Lemme 4.22 M% C MS,
PREUVE. Puisque [P]" C [P], il vient:

VI Tip+(I) € Trpy (1)

™ n
= V?;w T[PHTE T“ﬂ
= T & 11p
= M§ c M (théoréme 4.13)

<

Par contre, la réciproque de ce lemme n’est pas vérifiée: M% n’est pas un
sous-ensemble de Mg. Par exemple, avec le programme défini en (4.20), on

a MG = [p(f(2))] et M% = [p(a)].

Sémantique opérationnelle

Dérivations finies La C*-sémantique peut étre vue comme un cas parti-
culier de la C-sémantique. On a donc les résultats classiques de validité et de
complétude pour les SLD-réfutations directes.

Théoréme 4.14 (Ct-validité) Si il existe une SLD-réfutation directe a
partir d’une requéte Ay,---, Ay, alors {Ay,---, Ay} C M(}:;r.

PREUVE. Induction (droite) sur la dérivation :

C10 Cifi
Ay, Ay ' pRi—p--—p Ry S pRi—p - —p O

e Si la réfutation est un transition, alors ¢ = 1 et (] est une clause unité
A +. Par hypothése on a A; = 01 A et puisque dom(61) C var(C;") on peut
conclure car ./\/l%+ est un C*t-modele de P (et donc de C).

e Si la réfutation s’écrit :

01,91 *,0
Ala"'aAq — PRI —p

et si k (1 < k < q) est la position de 'atome sélectionné lors de la pre-
miére transition, alors Ry peut s’écrire 01 (A1, -, Ay_1,C, Aky1,--+, Ag).
R, peut aussi s’écrire Ay, -+, Ap_1,01Cy , A1, -+, Ay, puisque dom(6;) C
var(Cy). Par hypothése d’induction Ry C Mg et il suffit alors de mon-
trer que Ay € Mg. C’est bien le cas puisque ./\/l%+ est un C*t-modéle de
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P (et donc de C7) et 'hypothése d’induction permet de conclure puisque
0, Ci = Ayg. <

Théoréme 4.15 (Ct-complétude) Si{Ay,---, A,} € MS', alors il existe
une SLD-réfutation directe a partir de la Tequete Ay, Ay

PREUVE. On montre tout d’abord le théoréme pour ¢ = 1. D’aprés le
lemme 4.13, A; € T[PH et il existe un entier k tel que A € T(Tﬁw. Montrons,
par induction sur k, que pour tout k, si A € T(Tgﬁ, alors il existe une SLD-
réfutation directe & partir de A.

e Si k = 0, alors on peut conclure puisque A € T;& + = @ induit une
contradiction.

e Sik=m++1, alors A € TFPH = T(p]+(TFIZ%+) et il existe une clause
C'" s’écrivant A" < Bf{,---, B} et une substitution 6, dont le domaine est
inclus dans var(A’), vérifiant A’ = A et {0B},---,0B.} C T[P]+ De plus,
d’aprés le lemme 4.13, il est possible de supposer que les variables de C’ sont
disjointes des variables de A. D’aprés le lemme 4.12, 6 est donc un unificateur
principal de A et A’ et on peut construire la transition :

A5t eBl,-- 0B

D’autre part, puisque {6B],---,0B.} C TFIZ%JF, par hypotheése d’induction,
il existe r SLD-réfutations directes :

eBi—tplj N QB;—tPD
En «renommanty ces réfutations, on peut obtenir r SLD-réfutations directes :

dy B, SpO

d;

0B, —p O

telles que:

Vi (1<i<r) 9(d)n [ var(A) Uvar( U 0(dy) | =@

1<5<e

Toutes les conditions sont & présent réunies pour pouvoir construire la SLD-
réfutation directe:

c'.0
A=Sp 6By, --- 0B, Sp O

En reprenant le raisonnement mené pour combiner plusieurs SLD-réfutations
directes, on montre le théoréme pour g quelconque. |
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Les atomes appartenant a M%\M?f sont donc les atomes n’admettant pas
de SLD-réfutation directe. Par exemple, pour le programme défini en (4.20),
p(z) appartient & M% mais n’appartient pas a M?j ce qui correspond au
fait que méme s’il existe une réfutation :

[331 { Y1
p(2) —fp p(y1) fﬁ;u;) O

il n’existe pas de réfutation directe a partir de p(z). Toutefois, si toutes
les clauses de P sont telles que chaque variable apparaissant dans le corps
d’une clause apparait aussi dans sa téte, alors on a M$% = Mg, puisque
dans ce cas [P]"™ = [P]. De tels programmes vérifient de plus 'égalité

ng(T(P]Jr) = T#}gﬁ .

Dérivations quelconques Nous montrons a présent qu’il existe une sé-
mantique valide et compléte pour les SLD-preuves directes infinies. La vali-
dité s’obtient directement: il est ais¢ d’exhiber un ensemble T7pj+-dense a
partir d’une dérivation infinie.

Théoréme 4.16 (C'-validité) Soit P un programme et Ay un atome. Si il
existe une SLD-preuve directe :

NG

Ay o Ry —p op Ry e Riop -
alors Ag € gfp(Tipy+)-

PREUVE. D’apreés la définition 1.2, il suffit de montrer qu’il existe un en-
semble T7p)+-dense contenant Ag. Montrons que 'ensemble :

Jec;t

i>1
satisfait ces deux propriétés.

1. Par définition, Ag = 0149 = 0101+ - UiZIHiCiJ’.

2. Montrons que UizleiC;_ - T"p'|+ (Uzzlozol—l_) Si Ae UizleiC;_, alors
il existe un entier £ > 1 tel que A = HkC,j et, puisque dom(fy) C
var(C}F) et donc 0,Cy € [P]T, il suffit de montrer que tous les atomes
de 0,C}, apparaissent dans Uizlﬁin. Si Ap € 0,C, , alors Ay, € Ry, et
puisque la dérivation est équitable, il existe une étape de résolution ou
le résidu de Ay, est sélectionné:

Cr-0k Crn+1,0m
... Cudh wfmil p

p Ry — - — Rnp mtl =

Pour m > k, on a donc 041 -+ - 0114k = 9m+10{7t+1- Puisque chaque
clause C; ne partage pas de variables avec les clauses C; (j < i) et
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puisque, par hypothése, a chaque étape de résolution j, I'unificateur
6; utilisé vérifie dom(0;) C vaT(C’;“), il vient 041 - Op 1Ak = A =
9m+1C;H_1 - UizlﬂiC;“ ce qui permet de conclure.

<

Lorsque la dérivation infinie n’est pas équitable, il est possible de caracté-
riser un ensemble d’hypothéses suffisantes pour que I'atome «partiellement
prouvé» par la dérivation appartienne a Colnd([P]"). Pour ce faire, nous
définissons la requéte résiduelle d’une dérivation :

C:

C10 0i
Ry ='pRy—p-—=pRi_y ='pRi—p--

par:

re=U N "

p>0p<n

Signalons que méme si la dérivation infinie est équitable, R, n’est pas néces-
sairement l’ensemble vide (par exemple, pour la dérivation équitable (4.3),
on a Ry = {p(2)}). Le théoréme 4.16 ne doit donc pas étre vu comme un
corollaire du théoréme suivant mais comme une autre facon d’interpréter
une dérivation infinie qui ne construit pas de termes infinis: ces dérivations
sont vues ici comme des preuves partielles, et expriment donc une implica-
tion. Ce théoréme peut étre comparé au lemme 3.13, établissant 'implication

L ) 9,
P =R = P = 0R, pour une dérivation finie Ry =p R.

Théoréme 4.17 Soit P un programme défini et Ay un atome. Si il existe
une dérivation infinie «directey :

C10 Cy.0;
Ry=Ay »'pRy—p---—=pRi 1 > pR —p---

alors Roo C gfp(TTp1+) = Ao € gfp(T[p)+)-

PREUVE. Supposons Ry C gfp(T[pH) et montrons qu’il existe un arbre de
preuve de Ay pour [P]™T. Pour cela, on définit la suite T4, - -+, T}, - - - d’arbres
de preuve partiels ou chaque T; est un arbre de preuve partiel de Ay pour
[P tel que tous les atomes de R; sont des feuilles de T;.

e L’arbre 7 est construit & partir de la premiére transition: sa racine
est Ag = 014 qui admet tous les atomes de 6;C| pour fils; tous les
fils de Ag sont des feuilles. Il s’agit bien d’un arbre de preuve pour
[P]* puisque 6;C; € [P]T et Ag = 6,C;". D’autre part, les atomes de
Ry = 6,C| sont bien des feuilles de 77.

e Sil’on dispose d’un arbre de preuve partiel T;,_1 de Ay (correspondant
aux n — 1 premiéres transtions) pour [P]* tel que les atomes de R,, 1
sont des feuilles de T;,_1, alors si A est 'atome sélectionné dans R, _1



SLD preuves infinies 164

Ao Ao Ap
@ B
9,07
% 2]
0,0

e \

A€ Ro A e [Pt

FiG. 4.4 — Preuve du théoréme 4.17

a la position k, c’est que A est une feuille de T,,_; et puisque A = 0, A,
il suffit d’insérer tous les atomes de 6,,C;; comme fils de A (les noeuds
insérés sont des feuilles) pour obtenir T, qui vérifie bien les propriétés
énoncées puisque R, = 0, R, 1]k < C,;;| = R, 1[k < 0,,C,/].

En itérant le processus de construction des 7; on obtient un arbre de preuve
partiel T, de Ag pour [P]™ dont les feuilles correspondent soit & une instance
de clause unité de P utilisée dans la dérivation, soit & un atome de Ry
puisque les atomes de R ne sont jamais sélectionnés et ne sont pas affectés
par les unificateurs utilisés. Par hypothése, chaque atome de R, est racine
d’un arbre de preuve pour [P]T et on obtient alors un arbre de preuve de
Ap en substituant aux feuilles de T, correspondant aux atomes de R les
arbres de preuve associés. Les constructions effectuées dans cette preuve sont
illustrées sur la figure 4.4. <

Le théoréme de complétude s’obtient a I’aide des deux lemmes qui suivent.

Lemme 4.23 Soit P un programme défini et Ay un atome. Etant donné un
ensemble, éventuellement infini, {Cy,---,C;,---} C [P]T satisfaisant :

Vi>0 war(C;) N [ var(Ay) U U var(Cj) | =@
1<) <i

il existe un ensemble {Cpy,---,Cp;,---} de variantes de clauses de P satis-



SLD preuves infinies 165
faisant :

Vi >0 wvar(Cp;) N | var(Ag) U U var(Cpy) | = @
1<j<i

et tel que chaque clause Cp; vérifie C; = p;Cp; ot p; est une substitution
idempotente vérifiant dom(u;) = var(C;’i).

PREUVE. Pour tout i, puisque C; € [P]T, pour une substitution o; et pour
une clause Cf € P, on a C; = 0;CF avec dom(o;) C var(CH 1):

0—'_ xl e xk
ol ety

Soit {y1,--,ys} = var(CE ")\dom(o;). Afin de définiv Cp; = r;,CF, qui

(3
est bien une variante d’une clause de P, on introduit une substitution de

renommage r; idempotente et injective sur son domaine:

o xl . xk yl “ e yq
v wl . wk Zl “ e zq

telle que:

range(r;) N | var(Ag) U U var(Cpj) U U var(C;) Uvar(CF) | =2
1)< i>1

Montrons que:

Vi >0 war(Cpy) N | var(Ao) U | ) var(Cpy) | =@ (4.21)
1<j<i

Tout d’abord, on montre que:
Vi >0 war(Cp;) C (range(r;) Uvar(C;))
En effet, soit v € var(Cp;). Puisque Cp; = riC’iP , deux cas se présentent :

1. Soit v € range(r;) et on peut conclure.
2. Soit v € var(CF) et dans ce cas:

(a) Soit v € var(CL *) et puisque dom(r;) = var(CE T), on aboutit
a une contradiction car r; est idempotente.

(b) Soit v € war(CF ~)\var(CI'™) et alors puisque C; = ;G et
dom(o;) = var(CE™), il vient v € C; ce qui permet de conclure.
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D’apres la définition de r;, les variables apparaissant dans Cp; issues de
range(r;) satisfont bien la propriété (4.21) et puisque var(C;)Nvar(Ay) = @,
il reste & montrer que:

var(C;) N U var(Cpj) = @

1<j<i
ce qui est vérifié si:
var(C;) N U (range(r;) Uvar(Cj)) = @
1<5<i
Or cette propriété est bien satisfaite puisque :
Vj >0 range(r;)N U var(Cy) =@ et wvar(C;) N U var(Cj) = @

E>1 1<5<i
Enfin, il reste & montrer qu’il existe une substitution idempotente u; telle
que dom(p;) = var(C},) et vérifiant C; = p;Cp;. Cette substitution peut
étre définie par:

._|:w1 e wWE o210 e Zq:|

En effet, montrons que C; = oiCZP = ,uiriC’iP = 1;Cp;. Soit v € var(C’iP).
Deux cas se présentent :

1. Soit v € var(CY 1) et dans ce cas:

(a) Soit v = y; (1 < j < q) et on peut conclure puisque p;r;y; =
Hizj = Yj = Oiyj.

(b) Soit v = z; (1 < j < k) ce qui permet aussi de conclure puisque
Wiy = UiWj = tj = 0%y .

2. Soit v € var(CE ")\var(CF ™) et il vient v & dom(o;) et v & dom(r;)
et on peut conclure puisque, par définition de r;, on a v & dom(u;) =
range(r;).

Montrons que u; est idempotente, c’est a dire que dom(u;) Nrange(u;) = .
Tout d’abord, puisque 7; est idempotente, et puisque dom(u;) = range(r;),
on a bien dom(u;) N {y1,--+,y,} = @. D’autre part, puisque C; = 0;CF, on

sait que:

U var(t;) C var(C;)

1<j<k

et on peut alors conclure puisque range(r;) Nvar(C;) = . <

Lemme 4.24 Si il existe une transition Ry “%0 Ry et si:
dom(0) = var(uC™) var(C) Nwvar(Ry) = @ dom(p) = var(C™)

. . . C
alors il existe une transition Ry =5 Ry telle que dom(o) = var(Ct).
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PREUVE. Soit A ’atome sélectionné dans Ry a la position k. Puisque, par hy-
pothese, dom(0) = var(uC*), on a A = A = OuC™. D’autre part, puisque
var(C) Nwvar(Ry) = &, d’aprés le lemme 4.12; la restriction o de Op aux
variables de C'T est un unificateur principal de A et C* et on peut alors
construire la transition : .

Ry ¥ R}
Montrons que R} = R;. Puisque:

ot R, = oRg[k — ,qu] = R()[k? — (9,[1,07]
Ry = oRylk <+ C~] = Rylk + oC7]

il suffit de montrer que uC~ = oC~. Soit v € var(C™). Deux cas se pré-
sentent :

1. Si v € var(C™), alors puisque o est la restriction de Oy aux variables
de CT, on a bien Ouv = ov.

2. Si v € var(C~)\var(C"), alors, par hypothése, v & dom(o) et v &
dom(p). On a donc v € var(uC~)\var(uC™) et donc v &€ dom(6) ce
qui permet de conclure puisqu’il vient alors Quv = ov = v.

<

Nous sommes & présent en mesure de prouver le théoréme de complétude
suivant.

Théoréme 4.18 (CT-complétude) Soit P un programme défini et A un
atome. Si A € gfp(T1p1+), alors il existe une SLD-preuve directe a partir de
A avec le programme P.

PREUVE. Si A € gfp(T7p)+), alors, d’aprés le theoreme 1.3, A € Colnd([P]7)
et d’apres le lemme 4.12, il existe une SLD-preuve (directe) & partir de A avec
le programme [P]7 telle qu’a chaque étape 4, si 0; est 'unificateur principal
mis en jeu et C; est la clause utilisée, 0; est un renommage injectif sur son
domaine tel que dom(6;) = var(C;"):

C ,(9 C“al

A5 p Ry —pppe o —=pps Rict S ppe Rioppps o

Les conditions de renommage des clauses de cette dérivation permettent
d’appliquer le lemme 4.23 pour établir I’existence d’un ensemble de variantes
de clauses de P, {Cps,---,Cp;,- - -}, satisfaisant :

Vi >0 wvar(Cp;) N | var(Ag) U U var(Cpy) | =@
1<j<i

et tel que chaque clause Cp; vérifie C; = p;Cp; ol p; est une substitu-
tion idempotente vérifiant dom(u;) = var(Cj,;). Le lemme 4.24 permet alors
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d’établir 'existence d’une SLD-preuve directe & partir de A avec le pro-
gramme P telle qu’a chaque étape i, la clause utilisée est Cp; et telle que
l'unificateur principal mis en jeu o; vérifie dom(o;) = var(C}";,i). <

4.3.2 SLD-preuves infinies sur un domaine fini

Les restrictions imposées pour définir la classe de dérivations infinies
étudiée dans le paragraphe précédent sont trop contraignantes. Elles ne per-
mettent pas de prendre en compte des dérivations qui «calculenty un terme
fini et «prouvent» une propriété sur ce terme. Nous nous intéressons donc
dans ce paragraphe aux dérivations infinies qui ne «calculent» pas de termes
infinis.

Définition 4.17 Une SLD-preuve sur un domaine fini est soit une réfuta-
tion, soit une dérivation infinie équitable :

C,0 Ci,bi
Ry <p Ry —p -+ —p Ri_1 —p Ry —p -+
telle que :
VE>0 dp>k VYg>0p Hq---ep---0k+1Rkzep---HkHRk

En particulier, toute SLD-réfutation directe est une SLD-preuve sur un uni-
vers fini.

Il ne suffit donc pas que ’atome «calculé & 'infini» par la dérivation soit
fini: aucun terme infini ne doit étre construit par la dérivation. Par exemple,
avec le programme :

P = {q(z) « p(z) ; p(f(x)) < p(z)}

on peut obtenir la dérivation équitable suivante :

IR
CU. (@)

q(z) —=p plz) = —=p “plz1)—=p--- " —=p " plx;) —p

Meéme si aucun des unificateurs utilisés n’affecte la requéte initiale g(z) (et
donc Patome «calculé» par la dérivation est fini), cette dérivation ne consti-
tue pas une SLD-preuve sur un domaine fini puisqu’elle «calcule & Uinfini»
Patome p(f“). Nous utiliserons par la suite une définition équivalente pour
les dérivations sur un domaine fini. Cette définition est mise en relation avec
la définition 4.17 par le lemme suivant.

Lemme 4.25 La dérivation infinie équitable :

C1,01 Cibi
Ry =p Ry —p - —=p Ri_1 —p R —p -+
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est une SLD-preuve infinie sur un domaine fini si et seulement si
Vi>0 IR Vn>i+4+1 0,0,1---0;11R; <R
ot R est une requéte (i.e. R ne contient que des atomes finis).

PREUVE. (=-). Par définition:
VE>0dp>kVg>p O4---0p-Op 1R =0, O 1 Ry,

et il vient Vk >0 V¢>k+1 Hq s Op 1 Ry < Hp- - Ok R
(<). Si k>0 et si il existe une requéte R de longueur £ telle que:

Yyn>k+1 6,0,_1 "'0k+1Rk <R

alors, pour chaque atome A4; € Ry (1 <i < /), il existe un atome B; € R tel
que Vn > k+1, 0,0,—1--- 011 A; < B;. Il est clair que:

Ap < Az = |O(A1)| < |O(A2)]

ou |E| dénote le cardinal de I’ensemble E, et O(A) désigne ’ensemble des
occurrences de ’arbre A introduit dans la définition 4.2. Aussi, la suite
(10O - - - Or414i)|)n>k+1 est croissante et majorée par |O(B;)|. Cette suite
est donc convergente et il existe alors p, > k + 1 tel que:

Vg > p; |00y - O145)| =[O0y - - Op 1 4i)]
A présent, en remarquant que:
(A1 < A2 A [O(AL)] = |O(A2)]) = [var(A1)] = [var(A2)]

on sait que la suite ([var(fn ---Op114i)[)n>p; est décroissante et minorée
par 0. Cette suite est donc convergente et il existe alors p; > p} tel que:

Vai 2 pi [var(O, - 1 4i)] = loar (8, - 1 4i)

i

Enfin, puisque chaque unficateur 6; (j > k + 1) est, par définition, idem-
potent, il vient :

Vgi > pi O Orp1Ai = Op, - O 1 A

En effet, si 6 est une substitution idempotente telle que §A; = Ay et si
lvar(Ay)| = |var(Asz)| et |O(A1)] = |O(As2)|, alors A; = Az. On peut alors
conclure puisque p = maxi¢;<e(p;) est tel que:

Yg>p 0,0y Oui1Re ~ 0y Opp By
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Le théoréme de validité est obtenu en associant & toute SLD-preuve sur un
domaine fini un arbre de preuve.

Lemme 4.26 Si il existe une SLD-preuve sur un domaine fini :
Ay BB Ry »p - —p Ry SE R —p -
alors il existe k > 0 tel que O - -~ 61 Ay € gfp(T7p7).

PREUVE. D’aprés le théoréme 1.3 et le lemme 4.11, il suffit de montrer qu’il
existe un entier k tel que 6y - -- 01 Ay soit racine d’un arbre de preuve pour
[P]. Pour cela, on définit la suite T4,---,T;,- -+ d’arbres de preuve partiels
ou chaque T; est un arbre de preuve partiel de 6;---60; Ay pour [P] tel que
tous les atomes de R; sont des feuilles de T; (voir figure 4.5).

e L’arbre 77 est construit & partir de la premiére transition : sa racine est
01 Ao qui admet tous les atomes de 6,C pour fils ; tous les fils de 6; Ag
sont des feuilles. Il s’agit bien d’un arbre de preuve pour [P] puisque
0.Cy € [P] et 1 Ap = Hle. D’autre part, les atomes de Ry = 6;C]
sont bien des feuilles de Tj.

e Sil’on dispose d’un arbre de preuve partiel T,,_; de 6,1 - - 61 Ay (cor-
respondant aux n—1 premiéres transitions) pour [ P] tel que les atomes
de R,_1 sont des feuilles de T}, 1, alors en appliquant la substitution
0, a tous les noeuds de T),_1, on obtient un arbre de preuve partiel de
Oy, - -- 01 Ay pour [P] tel que les atomes de 6, R,,—1 sont des feuilles. Si
A est 'atome sélectionné dans R, _1, alors A est une feuille de T},_1
et 0,A est une feuille dans le nouvel arbre. Il suffit alors d’insérer
tous les atomes de 6,C,, comme fils de 6, A (les noeuds insérés sont
des feuilles) pour obtenir 7}, qui vérifie bien les propriétés énoncées
puisque R, = 0, R,_1[k < C,,].

En itérant le processus de construction des T;, on obtient un arbre de preuve
de O --- 01 Ag pour [P]. En effet, puisque la dérivation en hypothése est une
SLD-preuve sur un domaine fini, il existe un entier £ > 0 tel que pour tout
q>k, 0y 0p---01Ag = 0 --- 01 Ap et de plus chaque noeud de I’arbre cor-
respond & un atome fini. D’autre part, chaque feuille correspond & une clause
unité de [ P] puisque la dérivation en hypothése du lemme est équitable. <«

Ce lemme se généralise facilement et on obtient le théoréme de validité sous
la forme suivante.

Théoréme 4.19 (Validité) Si il existe une SLD-preuve sur un domaine

Cub Cibi
Ay~ Ay Sp Ry —p - —p Ri_y p Ry —p -+

alors il existe k > 0 tel que pour tout i (1 <i<n)b---014; € gfp(Tip))-
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01Ap

0.0

On—1---0140 0r - -+ 01A0 0r - 01A0
—_— gnTn—l
On A
@) @)

Fi1a. 4.5 — Preuwve du lemme 4.26

N

PREUVE. La démonstration est similaire & celle du lemme 4.26: la seule
différence provient du fait qu’au lieu de construire une suite d’arbres partiels,
on construit une suite de n-uplets d’arbres partiels pour [P]:

((]?7...;TF)V..j(]ﬂG...;Tﬂ)j..)

) 7

tel que 0;---01A; est racine de l'arbre Tij (1 < j < n) et tel que chaque
atome présent dans la requéte R; est une feuille d’un des arbres TZ-J . <
Le théoréme de validité de la C*-sémantique peut étre vu comme un corol-

laire de ce théoréme. Le théoreme de complétude va s’obtenir & partir des
trois lemmes qui suivent.

Lemme 4.27 Soit P un programme défini et Ay un atome. Etant donné un
ensemble, éventuellement infini, {Cy,---,Cy,---} C [P] satisfaisant :

Vi>0 war(C;)N [ var(Ay) U U var(Cj) | =@
1<j<i

il existe un ensemble {Cp,---,Cp;,---} de variantes de clauses de P satis-
faisant :

Vi >0 war(Cp;)N | var(4p) U U var(Cpj) U U var(Cy) | =@
1<j<i k>0

et tel que chaque clause Cp; vérifie C; = p;Cp; ot p; est une substitution
idempotente vérifiant dom(u;) = var(Cp;).
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PREUVE. Pour tout ¢, puisque C; € [P], pour une substitution o; et pour
une clause CZP € P,ona(C; = aiC’iP avec dom(o;) C var(C’ip) :

o ‘/El ... xk
i = ti o g
Soit {y1,-+,ys} = var(CF)\dom(o;). Afin de définir Cp; = r;CF, qui est

bien une variante d’une clause de P, on introduit une substitution de renom-
mage r; idempotente et injective sur son domaine:

= xl . xk yl “ e yq
v wl . wk Zl “ e zq

telle que:

range(r;) N [ var(Ap) U U var(Cpj) U U var(Cj) | =@
1<j<i i>1

Il reste & montrer qu’il existe une substitution idempotente u; telle que
dom(p1) = var(Cp;) et C; = piCp;. Cette substitution peut étre définie

par:
o [ wl .. wk Zl ... Zq ]
Hi 1o oty oY1 o Y

En effet, montrons que C; = 0;CF = pr;,CF = piCp;. Siv € var(CF), alors
deux cas se présentent. Soit v ¢ dom(o;) et dans cecas v =y; (1 < j < q) ce
qui permet de conclure puisque o;y; = yj = piz; = piriy;. Soit v € dom(oy;)
et dans ce cas v = x; (1 < j < k) ce qui permet de conclure puisque
oixj = tj = pyw; = piriz;. Montrons que p; est idempotente, c’est a dire
que dom(u;) Nrange(p;) = @. Tout d’abord, puisque r; est idempotente, et
puisque dom(u;) = range(r;), on a bien dom(u;) N {y1,---,yqs} = @. D’autre
part, puisque C; = O'iCZ-P, on sait que:

U var(t;) C var(C;)

1<j<k

et on peut alors conclure puisque range(r;) Nvar(C;) = &. <

Lemme 4.28 Soit A, Ay et B trois atomes et 0 une substitution telle que
A =0B et 0Ay = Ay. Il existe un unificateur principal p de A et B tel que
,OAO = AO-

PREUVE. Puisque #A = 0B, il existe un unificateur principal o de A et
B tel que o < 6. Pour une substitution 7, on a donc no = 6. De plus, par



SLD preuves infinies 173

hypothese, 04y = A et il vient nog Ay = Ag. Aussi, la restriction de o aux
variables de Ay peut étre vu comme une substitution de renommage :

/Ul “ e vk $1 . xn

o =
tl tk Yyr o Yn

{v1,-+, vk} = dom(o)\var(Ay) et {z1,---,zr} = dom(o) Nwvar(Ap)

On définit alors la substitution de renommage suivante, qui est idempotente
et injective sur son domaine et qui correspond & une restriction de la substi-

tution n:
xl e xn

Montrons alors que p = ro. Tout d’abord, il est clair que pAy = Ap. Il suffit
donc de montrer que p est un unificateur principal de A et B. pA = pB est
immeédiat (car cA = 0 B). Montrons que p est une substitution idempotente.
Soit v € dom(p), deux cas se présentent :

1. Si v € dom(o), alors v = v; (1 < j < k) puisque pzr; = z; pour tout
i € {1,---,n}. Aussi, v € {z1, -+, 2.} et v & Uigicpvar(rt;) puisque
Uigicwvar(rt;) C Uigicrvar(t;) U range(r) et o est idempotente. On
a donc v € range(p).

2. Siwv € dom(r), alors v =y; (1 <j <n)et puisque v & {x1,---,2,} et
v & Urgicrvar(rt;), on a v € range(p).

Montrons & présent que p est un unificateur minimal. Soit  une substitution
telle que pA = pB. Puisque o est un unificateur principal de A etB, on a
o < p et il existe une substitution v telle que vo = u. Il vient alors p < p
puisque I'on peut montrer que vr—lp = vr—!

ro = vo = p ot r ! est la
substitution «inverse» de r (i.e. rr~! = r~lr = s;4). Soit w une variable,
deux cas se présentent :

1. Si w € dom(o), alors:

(a) si w = vj; (1 < j < k), alors il vient vrlrov; = vrlrt; et

on peut conclure puisque r‘lrtj = t;j car pour chaque variable
y € var(t;):

i. soit y € dom(r) et r~lry =y est immeédiat
ii. soit y & dom(r) et on a r~ 'y = y puisque o est idempotente
et var(t;) C range(c) et dom(r=') C dom(o)

(b) si w = z; (1 < j < n), alors on peut aussi conclure puisque
-1 B TV - .
vrlroxz; = vr~lry; = vr~le; = vy; = vou;.
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2. Si w & dom(o), alors montrons que vr ‘rw = vw. En effet, soit w €

dom(r) et ~lrw = w ce qui permet de conclure, soit w & dom(r) et il
vient 7~ 'w = w puisque dom(r—!) C dom(o) et w & dom(o).

<

Puisque d’apres le theoréme 4.12 il existe une SLD-preuve (directe) avec
le programme [P] & partir de chaque atome appartenant a Colnd(77p7), le
lemme qui suit permet de montrer comment on peut transformer une SLD-
preuve (directe) avec le programme [P]| en une SLD-preuve sur un domaine
fini avec le programme P. Ce lemme jouera pour le théoréme de complétude
que nous montrerons par la suite le méme roéle que le lemme de généralisation
(lemme 3.7) dans la preuve du théoréme de complétude de la SLD-résolution.

Lemme 4.29 (Program lifting lemma) Si il existe une SLD-preuve :
1,0 Ci,0;
Ao =tp) Bi —=rey - = pp) Rict ey Bi =iy -

ol pour tout © > 1, 0; est une substitution de renommage idempotente et
injective sur son domaine telle que dom(0;) = var(C;"), alors il existe une
SLD-preuve sur un domaine fini:

Cpi1,01 _, ; Cpioi _,
Ay =p R1—>p---—>pRi_1 —p Ri—>p---

telle que pour tout it > 1, 0;A9 = Ao, C; = uiCp; et R; = p;iR; ot p; est la
restriction de 0;p;0;_1pi—1 - - - 611 auz variables de R;.

PREUVE. Les conditions de renommage des clauses de la dérivation en hypo-
thése du lemme permettent d’appliquer le lemme 4.27 pour établir I’existence
d’un ensemble de variantes {Cp1,---,Cpj, -} de clauses de P satisfaisant :

Vi >0 war(Cp;)N | var(Ap) U U var(Cpj) U U var(Cj) | =@
1<j<i i>1

et tel que chaque clause Cp; vérifie C; = pu;Cp; ol p; est une substitution
idempotente satisfaisant dom(p;) = var(Cp;).

e Pour la premiére transition. Par définition ;A9 = Hle' = 91#10;1-
De plus, puisque dom(u) = var(Cp,) et var(Cpy) Nvar(Ay) = @, on a
1Ay = Ag et il vient G Ay = 01/110;71. De maniére similaire, puisque
dom(61) = var(Cy) et var(Cy) Nwar(Ag) = @, on a 61 Ag = Ay. Aussi, on a
011 A) = Ag = 91;110;1 et d’apres le lemme 4.12, la restriction o; de 6141
aux variables de CEI est un unificateur principal de Ay et C’}J;,l et on obtient
la transition :

Cp,1,01
Ag —Pp Rll
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Puisque 0141 A9 = Ap, on a bien 014y = Ag. Il reste & montrer que la
restriction p; de 6ypy aux variables de R} vérifie pjR| = R;. Montrons
donc que p1 R} = ,010101371 = 01/1101371 =6,Cf =R,. Siv e var(C;yl),
alors deux cas sont possibles. Si v € var(Cl";l), alors o1v = O1pu1v et on
peut conclure puisque 0110141 = O1pv. Sinon, v & var(C;I), et on a
p101v = p1v = B1pu1v ce qui permet de conclure.
e Pour la i-éme transition. Montrons comment & partir de la transition:
Ci,0;
Ri_1 —=7p1 Ry
il est possible de construire une transition a partir de la requéte R} vérifiant
pi-1R, | = R;_1 ou p;_; est la restriction de €;_jp;_1 --- 6011 aux variables
de R;_l :
Cpi,0i
R, —p R;
telle que 0;Ag = Ag et telle que la restriction p; de 6;u;60; 145 1 -+ - 011 aux
variables de R, vérifie p;R, = R;. Si A est 'atome sélectionné dans R;_; &
la position k, alors il existe un atome A’ dans R , a la position k tel que
A= p;_1A et il vient 0;p;,_1 A’ = Hi,uiC;i. De plus, puisque:

dom(p;—1) Cvar(R]_;) C < U var(Cp;)U var(A0)>
1< <i

et wvar(Cp;)N ( U wvar(Cpy) Uvar(A0)> =0

1< <i

on a p;—1Cp; = Cp; et donc O;p;_1 A" = Hiuipi_lcg,i. Puisque dom(u;) =
var(Cp;) on a A = A. Aussi, Oipipi1 A" = Hiuipi_lcl";,i, et puisque
Oip; - - O1p1Ag = Ap, d’aprés le lemme 4.28, il existe un unificateur prin-
cipal o; de A’ et C}";,i tel que 0;Ag = Ap. Pour une substitution 7;, on a donc
1;0; = O;p;p;—1. 11 est alors possible de construire la transition :
R

Pour établir le lien existant entre R; et R}, on utilise I'égalité 0;u;p;— 10 =
Oi1sipi—1 qui provient du fait que o; est idempotente et que par conséquent
Oipsipi—10; = nioi0; = 1n;0; = B;u;p;—1. Nous pouvons alors prouver que
Oipipi—1 R; = R; -

Oipipi—1 By = Oipipim10iRi_ [k < Cp]

Oipipi—1 Bi_1[k < Cp,l  (Oipipi—10i = Oiptipi—1)
Oipi1 Ri_ [k < piCp;]  (wiRi—1 = Ri1)
Oi(pi1R;_1)[k < piCp;l  (pi-1Ci = Cy))
HiRi_l[k — Cz]

— R
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I . P . ;L
La restriction p; de 0;p1;p;—1 aux variables de R; satisfait donc bien p; R; = R;.
Pour finir, il faut montrer que la dérivation ainsi construite est bien une
dérivation sur un domaine fini. Pour cela, on montre, par induction, que:

Vn>i+1 ppopop—1--- Ui-l—lR; = R;
Pour n =14+ 1, on a bien:
Pit10i1 Ry = Oip1piv1pi0i 1 Ry = i1 pip1piR; = Oip1pi1 Ry = Ry

Pour n > i + 1, par hypothése d’induction, on a p,_10,_1---0i+1 R, = R;.
Aussi, pour prouver pnopon_1---0i41R; = R;, il suffit de montrer que
pour toute variable v apparaissant dans o,_;---0;1 1R}, on a p,opv =
Pn—1v. Puisque ppon, = Oppinpn—10n = Oppinpn—1, il suffit de prouver que
OntinPpn—1v = pn—1v. De plus, siv € op_1--- Ui_HRg, alors on a:

v € | var(R}) U U var(Cp;j) | C | var(A4p) U UUG;'F(CP,]')
i+1<i<n—1 1<j<n—1

Aussi, si v € dom(py—1), alors var(p,—1v) € Ry—1 et Oplinpn—10 = pp—1v
puisque O, Ry 1 = Ry, 1, sinon on peut aussi conclure puisque 0, punv = v.
Par conséquent, puisque R; ne contient que des atomes finis et puisque pour
tout n > i+ 1, opop_1 - 041 R, < R;, d’apres le lemme 4.25, la dérivation
obtenue constitue une SLD-preuve sur un domaine fini. <

Le théoréme de complétude s’obtient directement a partir de ce lemme et du
théoréme 4.12.

Théoréme 4.20 (Complétude) Soit P un programme et A un atome. Si
A€ gfp(T(p]), alors il existe une SLD-prewve sur un domaine fini 4 partir
de A avec le programme P :

CP,I;UI Cp.i,0;
A Sp Rll —)p---—)pR;;l —5PZR;~—>p---

telle que pour tout i > 1, 0;A = A.

PREUVE. Conséquence immédiate du théoréme 1.3, du lemme 4.11, du théo-
réeme 4.12 et du lemme 4.29. <
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Conclusion

Avant d’établir des propriétés formelles sur les programmes, il semble
«naturel» de spécifier formellement leur sémantique opérationnelle. La SLD-
résolution et les preuves des résultats classiques de cette relation, propriétés
essentielles pour son utilisation (validité et complétude), ont donc été for-
malisées dans ce travail.

Dans un premier temps, nous avons cherché a formaliser I'unification
des termes du premier ordre, mécanisme de base de la programmation lo-
gique. Pour ce faire, puisque qu’un développement similaire existait, nous
avons présenté une méthode pour transposer des propriétés formelles. La
démarche utilisée pour obtenir la preuve présentée différe beaucoup de celle
employée par J. Rouyer (proche de 'algorithme d’unification). Nous avons
construit 'ensemble Tx[X] des termes du premier ordre, et nous cherchions
a résoudre le probléme de 'unification sur cet ensemble. Ce probléme étant
résolu sur l'ensemble Qx[X] des quasi-termes, nous avons construit la bijec-
tion qui existait entre un sous-ensemble de Qx[X] et Tx[X] et nous avons
montré que les propriétés cherchées étaient préservées par cette bijection.
Nous sommes donc arrivé au résultat attendu, sans nous soucier vraiment
de l'unification, mais en établissant un lien étroit entre ces deux ensembles,
évitant ainsi une preuve faisant appel a des théories plus complexes (substi-
tutions, unifications, ... |28, 64, 77]). La principale difficulté de cette trans-
position fut de mettre en relation un ensemble (défini inductivement), les
termes, avec un sous-ensemble caractérisé par un prédicat (sur un ensemble
inductif) : les quasi-termes «compatibles». Nous avons vu deux méthodes
pour construire ce lien (i.e. pour définir un procédé effectif de transforma-
tion d’un quasi-terme «compatible» en un terme). La premiére repose sur
une technique courante en programmation: dans un cas absurde, c’est &
dire qui ne se produira jamais, on peut «faire n’importe quoi» sans com-
promettre la correction de la construction. Cette approche utilise un axiome
(«ex falso quodlibet sequitury) et procéde par induction sur la structure d’un
quasi-terme. La seconde solution, et c’est celle que nous avons développée, a
consisté & construire inductivement des ensembles de preuves, pour pouvoir
raisonner par induction ou construire des fonctions récursives sur la structure
de ces preuves. Nous avons ainsi pu effectuer de véritables calculs & partir
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du contenu algorithmique (explicite) de ces preuves, en procédant par in-
duction, non plus sur la structure d’un quasi-terme, mais sur la structure de
la preuve de sa «compatibilités, exploitant ainsi I'isomorphisme de Curry-
Howard («programmer = prouver»). Cette «technique de preuvey» illustre
bien l'intérét que pourrait présenter une bibliothéque de preuves, constituée
de modules suffisament généraux, regroupant ’essentiel des notions de base
utilisées en informatique, pour pouvoir étre utilisés par diverses applications.
En effet, si la présentation de ’approche développée dans le chapitre 2 ne
semble ni plus simple, ni plus courte qu’une approche plus classique, le codage
de la preuve du théoréme d’unification sur les termes a nécessité seulement
75 lemmes en transposant le résultat obtenu par J. Rouyer dans [89] sur les
quasi-termes qui compte environ 140 lemmes.

Dans des présentations plus informelles de la programmation logique, les
problémes liés aux renommages des variables sont souvent passés sous silence.
Comme nous l'avons suggéré dans l'introduction, les preuves obtenues apreés
formalisation difféerent donc des preuves initiales que 'on peut trouver dans
la littérature. Bien str, la principale différence provient du processus de re-
nommage des clauses lors d’une (SLD-)dérivation : celui-ci est complétement
explicité, ce qui introduit des difficultés dans les preuves. Un exemple ty-
pique est le théoréme de complétude qui nécessite deux lemmes «techniques»
(lemmes 3.18 et 3.19) sur les variables utilisées et dont les preuves ne sont pas
si immédiates. Ces deux lemmes montrent bien a quel point certains détails
peuvent se révéler importants. Par exemple, 'opération de «combinaison»
de dérivations requiert plusieurs renommages, ces derniers devant étre menés
avec précaution, afin de garantir les hypothéses de séparation des variables
dans la dérivation finale. Les deux principaux résultats dont les preuves sont
«sensiblesy a ces problémes sont le lemme de généralisation et/ou le théoréme
de complétude. On trouvera dans [60, 93] une discussion intéressante sur ces
«points de détail» mais peu d’articles sont consacrés aux propriétés des sub-
stitutions, objets de base de la programmation logique dont la manipulation
s’est avérée délicate. Tout comme la G-réduction pour les A-termes, la SLD-
résolution définit une relation entre clauses. Certaines propriétés de ces deux
relations peuvent étre comparées. Alors que la S-réduction est confluente,
la SLD-résolution satisfait seulement une propriété plus faible (propriété de
commutation). Les propriétés de ce modeéle sont souvent énoncées «a un
renommage prés», ce qui rappelle ’a-conversion. De méme, 'explicitation
des substitutions de renommage des variables lors d’une (SLD-)dérivation
rappelle le Ao-calcul (il s’agit d’un systéme de réécriture du premier ordre
dans lequel on peut «encoder» le A-calcul de maniére & gérer pas & pas les
substitutions, sans avoir a effectuer d’a-conversion ; ce A-calcul dans lequel
les substitutions sont manipulées de maniére explicite fournit ainsi un lien
entre le A-calcul classique et ses implémentations concrétes) [1]. Les auteurs
de larticle [1] n’hésitent pas a qualifier les substitutions d’«éminence grise»
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du A-calcul ; cette remarque semble tout aussi pertinente concernant la SLD-
résolution.

Signalons ici que la formalisation de théorémes de complétude a été envi-
sagée dans d’autres contextes. Dans [83], H. Persson présente une formalisa-
tion, & ’aide de l’assistant & la preuve ALF, d’une preuve constructive de la
complétude de la logique intuitionniste du premier ordre. Dans [44], J. Har-
rison présente une discussion sur une formalisation dans HOL des résultats
de base de la théorie des modeéles (théorémes de compacité et de Lowenheim-
Skolem). Dans [62], J.L. Krivine décrit une formalisation dans une logique
du second ordre d’une preuve intuitionniste de la complétude de la logique
du premier ordre classique.

Dans le dernier chapitre de cette thése, la sémantique des dérivations in-
finies a été étudiée. En programmation logique, il est courant de comprendre
les dérivations comme des «preuves qui calculent» et c’est bien siir 'aspect
calculatoire de telles preuves qui permet l'utilisation de programmes défi-
nis dans la résolution de problémes. C’est aussi cet aspect calculatoire qui
est considéré dans la plupart des articles consacrés aux dérivations infinies:
une dérivation infinie est alors vue comme processus de calcul & l'infini d’un
objet infini. Toutefois, les dérivations sont avant tout des preuves. En inter-
prétant le mécanisme d’exécution d’un programme logique par un processus
de preuve, il a été possible de définir une sémantique valide et compléte pour
les dérivations infinies qui ne construisent pas de termes infinis. Cette ap-
proche est basée sur I'identification des SLD-preuves avec les preuves par co-
induction et est justifiée parce que la complétude de la sémantique proposée
ne pouvait étre obtenue qu’en considérant un univers du discours ne com-
portant pas d’éléments infinis. En effet, en présence d’éléments infinis, seul
un sous-ensemble du plus grand point fixe de 'opérateur associé & un pro-
gramme pourrait caractériser les objets infinis calculables & l'infini & partir de
ce programme. D’ailleurs, I’approche développée par W.G. Golson, présentée
dans le paragraphe 4.1.3 (complétion par idéaux), permet de caractériser les
objets «calculés» par une certaine classe de dérivations en termes d’objets
minimaux présents dans le plus grand point fixe de I'opérateur Tp: tous
les éléments de cet ensemble ne sont pas considérés. Cependant, de maniére
intuitive, c’est 'approche développée par G. Levi et C. Palamidessi, présen-
tée dans le paragraphe 4.1.5 (fermeture topologique du plus petit point fixe
d’un opérateur associé a une version modifiée du programme), qui semble
le mieux capturer la notion d’atomes infinis calculables & 'infini: les dériva-
tions infinies qui construisent de tels objets procédent par approximations
successives et la notion de limite d’une suite d’approximations finies semble
plus adéquate pour définir la dénotation d’un programme. C’est du moins ce
que suggeére la comparaison, effectuée dans le paragraphe 4.2, des termes de
preuve par co-induction portant sur des objets infinis avec les dérivations in-
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finies qui construisent effectivement ces objets. Quoi qu’il en soit, toutes ces
approches restent incomplétes et le probléme de la définition d’'une séman-
tique pour les dérivations infinies ne connait pas encore de solution générale.
Les approches existantes sont exclusivement dédiées a la caractérisation d’ob-
jets infinis. ’approche que nous avons développée dans le dernier chapitre
correspond a une démarche «opposée» : I'univers du discours considéré ne
contient pas d’éléments infinis et seules les dérivations ne construisant au-
cun terme infini sont considérées (de telles dérivations correspondent a des
termes de preuve par co-induction). Il s’agit 1a d’une restriction sur les déri-
vations qui permet de considérer le plus grand point fixe de l'opérateur Tp
tout entier. En envisageant uniquement les dérivations qui ne calculent pas
a l'infini, il a alors été possible de définir une sémantique valide et compléte
pour les dérivations qui «prouvent & I'infini».

Pour finir, signalons que, méme si les résultats présentés dans le chapitre 4
n’ont pas fait 'objet d’une formalisation dans un méta-systéme logique, les
problémes «techniquesy» liés au renommage des clauses, évoqués dans le cha-
pitre 3, n’ont pas été ignorés pour autant. Par exemple, la construction d’une
dérivation a partir d’'un arbre de preuve (théoréme 4.12) nécessite la défini-
tion d’une «procédure récursive de renommage». Ici encore, le renommage
constitue une étape essentielle lorsque 1’on souhaite relier un objet déclara-
tif (I'arbre de preuve) a un objet «calculatoire» (la dérivation). De plus, ce
sont uniquement les propriétés satisfaites par ce renommage qui permettent
d’établir rigoureusement des résultats de ce chapitre.
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Annexe A

Formalisation des théorémes de
point fixe

Nous présentons dans cette annexe une formalisation des résultats clas-
siques sur les points fixes d’applications monotones et/ou continues, présen-
tés dans le chapitre 1. Certains de ces résultats ont été utilisés lors de la
formalisation de la preuve du théoréme de complétude de la SLD-résolution.

Définitions
Soit A un ensemble quelconque (A:Set) et 24 le type des prédicats sur A,
caractérisant les parties de A.
Definition PA := A -> Prop.
Nous considérons une définition extensionnelle de 'égalité sur 24 :

Definition EQP : PA -> PA -> Prop :=
[p1:PA] [p2:PA] ((a:A) ((pl a)->(p2 a)) /\ ((p2 a) -> (pl a))).

munie de ’axiome d’extensionnalité:
Axiom Ext_EQ: (p1,p2:PA) (EQP pl p2)->pl==p2.
Le type des relations sur 24 est introduit par:
Definition RA := PA -> PA -> Prop.

Par exemple, la relation d’inclusion C est une relation sur 24, définissant un
ordre partiel (relation reflexive, antisymétrique et transitive), définie par:

Definition INCLUDE:RA:=[p1:PA][p2:PA]((a:A)(pl a)->(p2 a)).
Soit 22" 1e type des prédicats sur 24, caractérisant les parties de 24.

Definition PPA := PA -> Prop.
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Inductive PU [p:PPA;a:A]:Prop:=
pu: (p0:PA) ((p p0)/\(p0 a))->(PU p a).
Definition PI:PPA->PA:=

pgl)po [p:PPA] ([a:A] ((p0:PA) (p p0)->(p0 a))).

lub(p) | Lemma p_sup : (p:PPA)(sup p INCLUDE (PU p)).
glb(b) | Lemma p_inf : (p:PPA)(inf p INCLUDE (PI p)).

U po

p(po)

TAB. A.1 — Bornes supérieures et inférieures

Etant donnée une partie p de 24 (i.e. un élément de type 22A), on définit,
relativement & un ordre partiel r sur 24, la borne supérieure de p, notée
lub(p), et la borne inférieure de p, notée glb(p), par:

Definition sup : PPA -> RA -> PA -> Prop :=
[p:PPA] [r:RA] [s:PA]
( ((p1:PAY(p p1) -> (r pl s)) /\
((p2:PA) ((p3:PA)(p p3)->(r p3 p2)) -> (r s p2))).

Definition inf : PPA -> RA -> PA -> Prop :=
[p:PPA] [r:RA] [i:PA]
( ((p1:PAY(p p1) -> (r i p1)) /\
((p2:PA) ((p3:PA)(p p3)->(r p2 p3)) -> (r p2 1))).

Un ensemble partiellement ordonné est un treillis complet si pour chacune
de ses parties p, lub(p) et glb(p) existent. On montre facilement que 24 est
un treillis complet. En effet, pour toute partie p de 24 (i.e. un élément de
type 22A), on a (voir tableau A.1):

ub(p) = |J po  glblp) = ) po

p(po) p(po)

Le type des opérateurs sur 24 est défini par:

Definition OP := PA -> PA.

Points fixes d’opérateurs monotones

Un opérateur ¢ sur 24 est monotone s'il vérifie le predicat :

Definition monoton : OP -> Prop :=
[0:0P] ((p1,p2:PA) (INCLUDE pl p2) -> (INCLUDE (o pl) (o p2))).

Les deux prédicats caractérisant les parties ®,-closes et ®,-denses, relative-
ment & un opérateur ¢, sont définis par:

Definition pclos:0P->PA->Prop:=[f:0P][p:PA] (INCLUDE (f p) p).

Definition pdense:0P->PA->Prop:=[f:0P] [p:PA] (INCLUDE p (f p)).
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Les deux ensembles Ind(¢) et Colnd(p) sont alors définis par les prédicats :

Definition IND:0P->PA:=[f:0P](PI [p:PA](pclos f p)).
Definition COIND:QP->PA:=[f:0P](PU [p:PA] (pdense f p)).

Enfin, les notions de points fixes suivantes sont définies:

Definition PF:0P->PA->Prop:=[£f:0P] [p:PA](EQP p (£ p)).

Definition PPPF:0P->PA->Prop:=
[£:0P] [p:PA] ((PF £ p)/\((p0:PA) (PF £ pO)->(INCLUDE p p0))).

Definition PGPF:0P->PA->Prop:=
[£:0P] [p:PA] ((PF £ p)/\((p0:PA) (PF f p0)->(INCLUDE pO p))).

Ces définitions permettent de formaliser les théorémes 1.1 et 1.3:

Lemma Tarski : (f:0P) (monoton f) -> (PPPF f (IND f)).

Lemma Down_Tarski : (f:0P) (monoton f) -> (PGPF £ (COIND f)).

Points fixes d’opérateurs continus

Afin de définir la notion d’opérateurs continus, nous introduisons le type des
séquences infinies de parties de A par [36]:

CoInductive Type Stream:=si:PA->Stream->Stream.

Deux destructeurs et un observateur sont définis sur ce type:

Definition head_stream : Stream -> PA :=
[s:Stream] <PA>Case s of
[p:PA][sO:Stream]p
end.

Definition tail_stream : Stream -> Stream :=
[s:Stream] <Stream>Case s of
[p:PA] [sO:Stream]sO
end.

Fixpoint nth [s:Stream;n:nat] : PA :=
<PA>Case n of
(head_stream s)
[k:nat] (nth (tail_stream s) k)
end.

Une séquence infinie (p,)n>0 de parties de A est dite:

e croissante sipgCp1 C...Cp; C ...
CoInductive SCPA:Stream->Prop:=
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Definition UStream:Stream->PA:=

Jgopn [s:Stream] [a:A] (Ex [n:nat] ((nth s n) a)).
Definition IStream:Stream->PA:=

Jjopn [s:Stream] [a:A] ((n:nat) ((nth s n) a)).

CoFixpoint OPS:0P->Stream->Stream:=
(@(pn))nzg [£f:0P] [s:Stream]<Stream>Case s of
[p:PA] [sO:Stream] (si (f p) (OPS f s0)) end.

TAB. A.2 — Opérations sur (pn)n>0

scpa_si: (s:Stream)
((INCLUDE (head_stream s)
(head_stream (tail_stream s))) /\
(SCPA (tail_stream s))) -> (SCPA s).
e décroissante sipg D p1 2D ... Op; D ...
CoInductive SDPA:Stream->Prop:=
sdpa_si: (s:Stream)
((INCLUDE (head_stream (tail_stream s))
(head_stream s)) /\
(SDPA (tail_stream s))) -> (SDPA s).

Les principales opérations sur les séquences infinies de parties de A sont
définies dans le tableau A.2. Un opérateur ¢ sur 24 est dit

e finitaire, si pour toute séquence croissante de parties de A, (pn)nz(),

| oL p) € U 0lon)

n>0 n>0
Definition finitary:0P->Prop:= [f:0P]
((s:Stream) (SCPA s)->(INCLUDE (f (UStream s))
(UStream (OPS f s)))).

e T-continu, si pour toute séquence croissante de parties de A, (pp)n>0,

on a:
o(|J pn) = | elon)
n>0 n>0
Definition CONTINU:OP->Prop:=[f:0P]
((s:Stream) (SCPA s)->(EQP (f (UStream s))
(UStream (OPS £ s)))).

e |-continu, si pour toute séquence décroissante de parties de A, (pp)n>0,

| o) = ) ©lon)

n>0 n>0
Definition Down_CONTINU:0P->Prop:=
[f:0P] ((s:Stream) (SDPA s)->(EQP (f (IStream s))
(IStream (OPS f s)))).
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Afin d’introduire la notion de puissances ordinales d’un opérateur, nous dé-
finissons, de maniére classique [63, 97|, les nombres ordinaux par:

Inductive ORD : Set :=
Oo : ORD | So : DRD -> ORD | Lo : (mat -> ORD) -> ORD.

0o et So correspondent respectivement au zéro et au successeur d’un or-
dinal. Le constructeur Lo, appliqué a une séquence d’ordinaux, correspond
a la borne supérieure de cette séquence. Le principe d’induction transfinie
engendré par cette définition est :

ORD_rec : (P:0RD->Set)
(P Do) ->
((o:0RD) (P 0)->(P (So 0))) ->
((o:nat->0RD) ((n:nat) (P (o n)))->(P (Lo 0)))
->(0:0RD) (P o).

Nous pouvons & présent définir les puissances ordinales d’un opérateur ¢ sur
24,
(’QTO = (’D‘LO = 2A
@t = (M) @+ 1 est un successeur 't = ()
o' = |J oM™ ¢ est un ordinal limite pt® = ) @t
n>0 n>0

Fixpoint POF [f:0P;0:0RD] : PA := <PA>Case o of
[a:A]False
[00:0RD] (£ (POF £ 00))
[1:(nat -> ORD)]([a:A](Ex [n:nat] ((POF £ (1 n)) a)))
end.

Fixpoint Down_POF [f:0P;0:0RD] : PA := <PA>Case o of
[a:A]True
[00:0RD] (f (Down_POF f 00))
[1:(nat -> ORD)]([a:A]((n:nat) ((Down_POF f (1 n)) a)))
end.

L’ordinal limite w est défini par:

Fixpoint ORD_FIRST [n:nat] : ORD :=
<0RD>Case n of
Oo
[p:nat] (So (ORD_FIRST p))
end.

Definition OMEGA : ORD := (Lo ORD_FIRST).

Ces définitions permettent de prouver formellement les résultats suivants:

Lemme 1.4.2:
Lemma continu_is_monoton: (f:0P) (CONTINU f)->(monoton f).
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Lemme 1.8.2:
Lemma down_cont_is_monoton: (f:0P) (Down_CONTINU f)->(monoton f).

Lemme 1.5:

Lemma is_continuous: (f:0P) (monoton f)->(finitary f)

->(CONTINU £).

Lemme 1.4.1:

Lemma S_UP: (f:0P) (o:0RD) (monoton f)

->(INCLUDE (POF f o) (POF f (So 0))).

Lemme 1.8.1:

Lemma S_DOWN: (f:0P) (n:nat) (Down_CONTINU f)->

(INCLUDE (Down_POF f (ORD_FIRST (S n)))
(Down_POF £ (ORD_FIRST n))).

Théoréme 1.2:

Lemma KLN: (f:0P) (CONTINU f)->(PPPF £ (POF f OMEGA)).

Théoréme 1.4 :

Lemma Down_KLN: (f:0P) (Down_CONTINU f)
->(PGPF f (Down_POF f OMEGA)).
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Notations, définitions

® ensemble de regles de la forme ¢ < E

Ty opérateur monotone associé a ® (défini en (1.1), page 9)
(¢ opérateur monotone

1@, o+ puissances ordinales de ¢ (définies pages 11 et 14)
®,, ensemble de régles associé a ¢ (défini page 10)

Ifp(¢) plus petit point fixe de ¢

gfp(¢) plus grand point fixe de ¢

lub(E) borne inférieure de E
glb(E) borne supérieure de E

)

)

Ind(®) ensemble défini inductivement a partir de ’ensemble de régles @ (dé-
finition 1.1, page 8)

Ind(¢) ensemble défini inductivement & partir de 'opérateur monotone ¢
(définition 1.1, page 8)

Colnd(®) ensemble défini co-inductivement a partir de 'ensemble de regles ®
(définition 1.2, page 13)

Colnd(p) ensemble défini co-inductivement & partir de l'opérateur mono-
tone ¢ (définition 1.2, page 13)

X ensemble de variables

AX applications de X vers A (valuations)

> signature fonctionnelle

f,? constante de Herbrand (symbole de fonction d’arité nulle)

IT signature relationnelle

B booléens ({true,false})

Aps Vi, —p connecteurs logiques sur IB

Prop propositions

A, V, = connecteurs logiques sur Prop

ar fonction d’arité (X UII — IN)

Tx[X] ensemble des termes finis sur ¥ U X (définition 2.2, page 39)

T9°[X] ensemble des termes finis et infinis sur ¥ U X

Ts[@] ensemble des termes finis fermés (i.e. sans variables) sur 3

L, 5[X] ensemble des listes de termes de longueur n (définition 2.2, page 39)
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Ly »[@] ensemble des listes de termes fermés de longueur n
Qx[X] ensemble des quasi-termes finis sur ¥ U X (définition 2.1, page 33)

PT, PL, PT) PL prédicats caractérisant les quasi-termes compatibles avec
les termes, les listes de termes (définis pages 41 et 47)

QL[X], QL[X] ensemble des quasi-termes compatibles avec les termes, les
listes de termes

=r, =1, relations d’équivalence caractérisant les bijections entre Qg[X ] et
Ts[X] et entre les éléments de QL[ X] de longueur n et Ly, x[X] (définies
page 43)

Té, Té fonctions des quasi-termes compatibles avec les termes, les listes de

termes vers les termes, les listes de termes (définies pages 46 et 48)

T, qu fonctions des termes, des listes de termes non vides vers les quasi-
termes (définies page 49)

S[X] substitutions sur les termes (applications de X vers Tx[X])

S[@] substitutions fermées (applications de X vers Tx[9])

Siq Substitution identité

Sr[X] substitutions de renommage (applications de X vers X)

PE prédicat sur Sg[X] (défini page 73)

Prg preédicat sur Sg[X] x S[X] (défini page 74)

So[X] quasi-substitutions, substitutions sur les quasi-termes (applications
de X vers Qx[X])

PS, PY prédicats caractérisant les quasi-substitutions compatibles avec les
termes (définis page 50)

Sg [X] quasi-substitutions compatibles avec les termes

=g relation d’équivalence caractérisant la bijection entre Sg [X] et S[X] (dé-
finie page 51)

! fonction de SCTQ[X] vers S[X] (définie page 51)

¢ fonction de S[X] vers SS[X] (définie page 52)

dom(s) domaine d’une substitution, d’une substitution de renommage, d’une
quasi-substitution

range(s) image d’une substitution, d’une substitution de renommage, d’une
quasi-substitution

Ats, 1[X] ensemble des atomes finis sur I[I U T%[X] (défini page 71)

Aty 11[@] ensemble des atomes finis fermeés sur IT U Tx[@]

Atg,n[g] ensemble des atomes fermés finis et infinis sur IT U T9°[@] (com-
plétion métrique définie page 117)

Atgbn[@] ensemble des atomes fermés finis et infinis sur TUTYY) | [@] (com-
plétion définie page 134)

Atg,H[X | ensemble des atomes finis et infinis sur II U TR°[X] (complétion
par idéaux définie page 126)
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[A] ensemble des instances fermées dans Aty ii[@] de 'atome A

[A] ensemble des instances fermées dans Atg,H[Q] de 'atome A

~ relation d’équivalence (& un renommage prés) définie page 147

Ry n[X] ensemble des requétes (défini page 71)

T/nas T/n M+ 1-iéme atome d'une requéte (défini page 72)

r[n < r'] requéte r dans laquelle le n + 1-iéme atome a été remplacé par la
requéte 1’ (défini page 72)

O, ry requéte vide

Prp prédicat sur Sp[X] x Ry [ X] (défini page 74)

[E] instances fermées finies des atomes apparaissant dans E

[E] instances finies des atomes apparaissant dans FE

Cs n[X] ensemble des clauses (défini page 71)

C™ téte de la clause C' (défini page 71)

C~ corps de la clause C (défini page 71)

Prc prédicat sur Sg[X] x Cx, [ X] (défini page 74)

Ps; 11[X] ensemble des programmes définis (défini page 72)

[P] ensemble des instances fermées finies des clauses du programme défini P

[P] ensemble des instances fermées finies et infinies des clauses du pro-
gramme défini P

[P] ensemble des instances finies des clauses du programme défini P (défi-
nition 4.9, page 148)

[P]t sous-ensemble de [P] (définition 4.16, page 159)
Hy; 11[X] ensemble des clauses de Horn (défini page 72)
var(E) liste des variables apparaissant dans E (terme, requéte, clause, ... )
lg longueur:
— d’'un quasi-terme (définie page 41)
— d’une requéte (définie page 72)

C .. . .
I, PV, ™% transitions SLD entre états de résolution (définies page 74)

Pr¢ prédicat caractérisant les couples de transitions composables (défini
page 77)

D,, Dy, —p, PP, PP« SLD-dérivations (définies pages 77 et 78)

79 fonction de IDg vers ID, (définie page 77)

Tg fonction de ID, vers D, (définie page 77)

9(d) liste des variables apparaissant dans les clauses utilisées dans la déri-
vation d (définie page 78)

IL,,[A] listes de longueur n constituées d’éléments dans A (définies page 89)

IF,[A] applications de IL,[A] vers A

P, [A] applications de IL,[A] vers B

Is[D], In[D] interprétations de X, de II (définies pages 89 et 90)
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‘H interprétation de Herbrand de ¥ (définie page 97)
H(I) interprétation de Herbrand associée a une interprétation I (définie
page 99)
7(I) prédicat caractérisant les atomes qui admettent 'interprétation de Her-
brand I pour modéle
ol schéma d’interprétation de o (terme, atome, requéte, clause, ...) selon
Pinterprétation I (défini pages 90 & 92)
=71 o I est un modéle de o (atome, requéte, clause, ...) (défini page 92)
H = R relation de conséquence sémantique sur Hy, ;1[X| X Ry 1[X] (définie
page 92)
Mp plus petit modele de Herbrand du programme défini P (défini page 100)
MS, plus petit C-modeéle du programme défini P (défini page 148)
M(; plus petit C*t-modeéle du programme défini P (défini page 158)
Sp ensemble des succeés fermeés du programme défini P (défini page 103)
SICJ ensemble des succeés du programme défini P (définition 4.9, page 149)
Cp ensemble des atomes calculables & 'infini & partir du programme dé-
fini P:
— approche métrique : définition 4.4, page 118
— définition 4.5, page 121
— approche par CPO: définition 4.6, page 135

Tp opérateur de «conséquence immeédiate» associé au programme défini P :

définition classique page 101
— approche complétion par idéaux: défini page 126
— approche par contraintes: défini page 131
— approche par CPO: défini page 135
O(t) domaine, ensemble des occurrences de l'arbre ¢ (défini page 115)
7o (t) opérateur de troncature de 'arbre ¢ & la profondeur n (défini page 116)
< préordre sur:
— les substitutions et les quasi-substitutions (défini page 55)
— les termes finis et infinis sur ¥ U L (défini page 133)
— les atomes de AtgLH[Q] (défini page 134)
bq; concaténation sur les listes de termes
>, concaténation sur les requétes (définie page 72)
>, concaténation sur les listes de variables
g concaténation sur D, (définie page 77)
>y concaténation sur IDy (définie page 77)
False_rec axiome correspondant & la régle d’élimination du «faux» en lo-
gique intuitionniste (défini en (1.12), page 26)
arbre de preuve, arbre de preuve partiel définition 4.11, page 150
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T-continuité définie page 11

J-continuité définie page 14

couverture (d’une substitution) définie page 54
équité définition 4.1, page 113

état de résolution défini page 73

C-interprétation définie page 147

C-modéle définition 4.8, page 148

CT-modéle définition 4.15, page 158

opérateur finitaire défini page 12

SLD-preuve définition 4.12, page 152

SLD-preuve directe définition 4.13, page 157
SLD-preuve sur un domaine fini définition 4.17, page 168
réponse définition 3.5, page 94

solution définition 3.4, page 94

support (d’une substitution) définie page 54

terme gardé, terme productif défini page 28
transition libre définie page 94

unificateur principal de deux termes défini page 58
C-vérité définition 4.7, page 147

CT-vérité définition 4.14, page 157
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