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Chapitre 1

INTRODUCTION

1.1 Historique.

1.1.1 La théorie des groupes quantiques a connu des développements importants ces dernières
années dans le cadre des algèbres d'opérateurs et elle est au centre de recherches intenses à l'heure
actuelle. Cette théorie, dont le but essentiel est d'expliquer la dualité des groupes, a béné�cié de
nombreuses contributions : [KaV74], [Wor88], [ES89], [MN91], [BS93], [Wor95], [Wor96], [VDa98],
[KV00]. Le travail de J. Kustermans et S. Vaes est à ce propos capital : ils ont proposé une dé�ni-
tion simple pour les groupes quantiques localement compacts dans [KV00]. Leur théorie élégante
regroupe tous les exemples connus (groupes localement compacts, groupes quantiques compacts
[Wor95], le groupe quantique � ax+ b �[Wor01], [WZ02], les algèbres de Woronowicz [MN91]...)
et étend la dualité de ces objets. Les principaux atouts de cette théorie sont, d'une part, le peu
d'axiomes à véri�er pour obtenir un groupe quantique et, d'autre part, la grande maniabilité de
tels objets qui a permis de développer la théorie dans de nombreuses directions (la théorie des
actions de groupes localement compacts dans [Vae01b], la théorie des coreprésentations induites
dans [Kus02], la construction des biproduits croisés à cocycle dans [VV03]). Ils ont complété leur
travail en donnant une version des groupes quantiques localement compact dans le cadre des
algèbres de von Neumann ([KV03]).

1.1.2 Les groupes qui interviennent en géométrie sont plus naturellement dé�nis par leurs actions
que par une dé�nition algébrique. La catégorie des groupoïdes contient les groupes, les actions
de groupes et les relations d'équivalence. Ce concept a été utilisé par G.W Mackey et P. Hahn
([Mac66], [Hah78a] et [Hah78b]), dans une version mesurée, pour faire un lien entre la théorie des
groupes et la théorie ergodique. Une version dans le cas localement compact et le point de vue
des algèbres d'opérateurs ont été introduits et étudiés par J. Renault dans [Ren80] et [Ren97].
Cette théorie possède beaucoup d'exemples intéressants en géométrie di�érentielle ([Co94]), en
particulier le groupoïde d'holonomie d'un feuilletage.

1.1.3 La notion de bimodule de Hopf introduite par J.M Vallin dans [Val96] permet d'obtenir
une dualité pour les groupoïdes. Une question naturelle est de savoir si on peut construire une
catégorie, contenant les groupes quantiques et les groupoïdes, avec une dualité qui étendrait celle
des catégories précédentes. Toute réunion disjointe de groupoïdes est un groupoïde, et donc, une
stabilité par somme directe de cette catégorie devrait être véri�ée.
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8 INTRODUCTION

1.1.4 La dualité dans le cas des groupes quantiques repose essentiellement sur un unitaire fon-
damental possédant la propriété de multiplicativité mise en valeur par S. Baaj et G. Skandalis
[BS93]. Une généralisation de cette notion a été formulée par J.M Vallin : les unitaires pseudo-
multiplicatifs. Dans [Val00], J.M Vallin exhibe, dans le cas des bimodules de Hopf issus des
groupoïdes, un unitaire fondamental pseudo-multiplicatif. Notons que techniquement ces notions
reposent sur la théorie des produits tensoriels relatifs de J.L Sauvageot (ou � fusion des bimo-
dules �d'A. Connes).

1.1.5 Dans le cadre des inclusions d'algèbres de von Neumann de profondeur 2, M. Enock et J.M
Vallin puis M. Enock mettent en évidence deux structures duales l'une de l'autre qui peuvent
être considérées comme des groupoïdes quantiques. Ils utilisent les notions de bimodule de Hopf
et d'unitaire pseudo-multiplicatif. À ce stade, il apparaît que la théorie modulaire sur la base
(équivalent des unités pour les groupoïdes) n'est pas triviale et qu'une simple généralisation des
axiomes des groupes quantiques ne peut pas su�re pour construire la catégorie des groupoïdes
quantiques : il faut ajouter un axiome de type modulaire sur la base ([Eno00]) i.e pour faire les
constructions, on doit utiliser un poids particulier sur la base.

1.1.6 Dans [Eno02], M. Enock étudie en détail la notion d'unitaire pseudo-multiplicatif et in-
troduit une notion de régularité analogue à celle de S. Baaj et G. Skandalis. Dans le cadre des
groupes quantiques, l'unitaire fondamental est faiblement régulier et maniable au sens de Wo-
ronowicz. Dans une théorie des groupoïdes quantiques, l'unitaire fondamental devra véri�er une
telle condition. En outre, M. Enock dé�nit et étudie dans ce même article des objets qui corres-
pondent à des � groupoïdes quantiques de type compact (resp. discret) �. De la même manière,
ces exemples doivent entrer dans la théorie générale.

1.1.7 Notons que déjà beaucoup de travaux ont été menés sur les groupoïdes quantiques mais
essentiellement en dimension �nie. Il faut citer à ce propos les C∗-algèbres de Hopf faibles intro-
duites par G. Böhm, F. Nill et K. Szlachányi [BNS99], [BSz96], puis étudiées par F. Nill et L.
Vainerman [Nik02], [Nil98], [NV00], [NV02]. J.M Vallin a développé une théorie des groupoïdes
quantiques en dimension �nie en s'appuyant sur les isométries partielles multiplicatives [Val01],
[Val02]. Il a montré que sa théorie correspondait exactement aux C∗-algèbres de Hopf faibles.

1.2 Objectifs et Méthodes.

Dans ce travail, on propose une dé�nition pour les groupoïdes quantiques mesurés en di-
mension quelconque. Le quali�catif � mesuré �signi�e que les objets qu'on étudie sont dans un
cadre d'algèbres de von Neumann et que l'existence de l'analogue d'une � mesure �est a-priori
supposée. On utilise une approche similaire à la théorie de J. Kustermans et S. Vaes qui se
prête bien à la généralisation. On emploie la formalisme des bimodules de Hopf et des unitaires
pseudo-multiplicatifs. On développe alors la théorie avec l'objectif de construire un dual et un
théorème de bidualité.
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1.3 Plan.

1.3.8 Après avoir présenté les outils et les techniques qui seront utilisés, on rappelle les dé�nitions
des objets qui interviendront au long du travail. On commence par associer à tout bimodule de
Hopf muni de poids opératoriels invariants un unitaire pseudo-multipicatif. Cet unitaire concentre
l'information de la structure, dans le sens où on peut reconstruire l'algèbre de von Neumann
sous-jacente et le coproduit à partir de cette donnée. On dé�nit alors les groupoïdes quantiques
mesurés comme tout bimodule de Hopf muni de poids opératoriels invariants adaptés dans un
sens qu'on précisera. Cette hypothèse correspond au choix d'un poids particulier sur la base
pour les constructions qui est du même type que la condition de poids adapté pour les inclusions
d'algèbres de von Neumann de profondeur 2.

1.3.9 À l'aide de cet axiome supplémentaire, on construit alors les éléments caractéristiques de la
structure : d'abord une antipode S dont la décomposition polaire est fournie par une coinvolution
R et un groupe à un paramètre d'automorphismes qu'on appelle groupe d'échelle τ . On montre
en particulier que S,R et τ ne dépendent pas des poids opératoriels invariants. Dans le chapitre
5, on introduit un module, qui correspond au module dans le cas des groupoïdes, et l'opérateur
d'échelle, qui est a�lié à l'hypercentre du bimodule de Hopf. Ces deux objets proviennent du
cocycle de Radon-Nikodym du poids invariant à droite par rapport au poids invariant à gauche
via la généralisation du théorème de Radon-Nikodym ([Vae01a] proposition 5.2). C'est donc
l'existence d'un poids convenable sur la base N qui permet de construire le module. Dans le cas
des groupoïdes, c'est aussi l'existence d'une mesure convenable sur G0 qui permet de construire
le module. L'opérateur d'échelle est l'objet correspondant au facteur d'échelle dans le cas des
groupes quantiques localement compacts. On est aussi en mesure de prouver l'unicité du poids
opératoriel invariant à un élément du centre de la base près.

1.3.10 En s'inspirant toujours des travaux de J. Kustermans et S. Vaes, on construit un objet
dual, grâce à l'unitaire fondamental et à une hypothèse supplémentaire qui est véri�ée dans de
nombreux cas. L'objet dual véri�e les axiomes des groupoïdes quantiques mesurés si, et seulement
si la base N est semi�nie. Notons que dans ce cas, l'hypothèse supplémentaire est automatique-
ment véri�ée. On est donc malheureusement encore loin d'une théorie achevée : il manque une
caractérisation, dans le cas général, des objets duaux, et la construction du foncteur inverse de
dualité.

1.3.11 On dispose maintenant de nombreux exemples de groupes quantiques localement com-
pacts grâce, entre autres, à des exemples de Woronowicz [Wor91], [Wor01], [WZ02], [Wor87] et
à une procédure de construction due à S. Vaes et L. Vainerman à partir de produits bicroisés
à cocycle [VV03]). La théorie des groupoïdes quantiques mesurés possède d'emblée également
de nombreux exemples : les groupoïdes, les C∗-algèbres de Hopf faibles, les groupes quantiques,
les groupoïdes quantiques de type compact (resp. discret)... qu'on caractérise dans la théorie
générale (la caractérisation des groupoïdes comme groupoïdes quantiques mesurés dont l'algèbre
de von Neumann sous-jacente est abélienne sera démontrée ultérieurement). Remarquons que
les inclusions d'algèbres de von Neumann de profondeur 2 n'entrent dans ce cadre que d'une
manière imparfaite : il y a une erreur dans ([Eno00], 4.1) et le résultat n'est démontré que dans
le cas où la base est, là aussi, semi�nie ; toute cette théorie devra être reprise dans le cadre d'une
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théorie des actions et produits croisés de groupoïdes quantiques mesurés. Finalement, on s'assure
de la stabilité des groupoïdes quantiques mesurés par somme directe et produit tensoriel �ni.
Ces propriétés, qu'il est naturel d'attendre, permettent de construire de nouveaux exemples de
groupoïdes quantiques mesurés à partir de ceux déjà connus : on peut, entre autres, exhiber des
groupoïdes quantiques avec des opérateurs d'échelle non scalaires.

1.4 Commentaires.

La dé�nition des groupes quantiques localement compacts relativement simple serait meilleure
si l'existence des poids invariants n'était pas supposée mais était un théorème comme le théo-
rème de Haar dans le cas des groupes localement compacts. Un tel théorème d'existence semble
encore loin d'être obtenu même s'il faut noter quelques premières investigations dans ce sens
(au niveau des groupes quantiques) et quelques premiers résultats obtenus par A. Van Daele
[VDa95], [VDa01]. Dans tous les cas, il s'agit d'un problème di�cile. En revanche, ce théorème
d'existence n'existe pas pour les groupoïdes (même localement compacts), et il semble donc que
cette objection, naturelle pour la théorie des groupes quantiques à son état actuel, ne concerne
pas la théorie des groupoïdes quantiques.

Le principal travail qui doit poursuivre cette étude concerne certainement la caractérisation
des objets duaux pour obtenir une dualité dans le cas où la base n'est plus semi�nie. On peut aussi
envisager le développement d'une théorie des groupoïdes quantiques algébriques dans l'esprit de
[VDa98] et [KVD97].



Chapitre 2

PRÉLIMINAIRES

2.1 Les poids [Str81], [Tak03].

Soit N une algèbre de von Neumann et soit ψ un poids normal, semi�ni, �dèle sur N ; on
note Nψ, Mψ, Hψ, πψ, Λψ, Jψ, ∆ψ,... les objets canoniques de la théorie de Tomita-Takesaki
construits à partir de ψ.

2.1.1 Définition � On introduit l'algèbre involutive de Tomita pour ψ dé�nie et notée
par :
Tψ = {x ∈ Nψ ∩N ∗

ψ| x est analytique par rapport à σψ et σψz (x) ∈ Nψ ∩N ∗
ψ pour tout z ∈ C}

On dispose alors, d'après ([Str81], 2.12), du résultat d'approximation suivant :

2.1.2 Lemme � Pour tout x ∈ Nψ, il existe une suite (xn)n∈N d'éléments de Tψ telle que :

i) ||xn|| ≤ ||x|| pour tout n ∈ N ;

ii) (xn)n∈N converge vers x pour la topologie forte ;

iii) (Λψ(xn))n∈N converge vers Λψ(x) pour la topologie de la norme de Hψ.

De plus, si x ∈ Nψ ∩N ∗
ψ, on a :

iv) (xn)n∈N converge vers x pour la topologie *-forte ;

iiv) (Λψ(x∗n))n∈N converge vers Λψ(x∗) pour la topologie de la norme de Hψ.

2.2 Les poids opératoriels de Haagerup [Str81], [Tak03].

On rappelle ici les dé�nitions élémentaires concernant les poids opératoriels pour �xer les
notations. On renvoie à [Str81], à [Tak03] et à [EN96] (dé�nitions et propriétés).

2.2.1 Définition � Soit M une algèbre de von Neumann. La partie étendue positive M+

de M est l'ensemble des fonctions m : M+
∗ → [0,+∞] telles que :

11
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i) m(φ+ ψ) = m(φ) +m(ψ) (φ, ψ ∈M+
∗ ) ;

ii) m(λφ) = λm(φ) (φ ∈M+
∗ , λ ≥ 0) ;

iii) m est semicontinue inférieurement.

2.2.2 Définition � Soient M une algèbre de von Neumann et N ⊆M une sous algèbre de von
Neumann. Un poids opératoriel sur M à valeurs dans N est une application T : M+ → N

+

telle que :
i) T (a+ b) = T (a) + T (b) (a, b ∈M+) ;
ii) T (λa) = λT (a) (a ∈M+, λ ≥ 0) ;
iii) T (y∗ay) = y∗T (a)y (a ∈M+, y ∈ N).

On dé�nit alors l'ensemble NT = {x ∈M /T (x∗x) ∈ N+} puis l'ensembleMT = N ∗
TNT de

manière tout à fait analogue au cas des poids. On dé�nit aussi la normalité, la semi�nitude et la
�délité...

Dans les conditions de la dé�nition précédente et en supposant le poids opératoriel T normal,
semi�ni et �dèle, si ψ désigne un poids normal, semi�ni et �dèle sur N , alors on peut dé�nir un
poids ψ ◦ T normal, semi�ni et �dèle sur M de manière naturelle.

On rappelle alors le théorème 10.6 de [EN96] :

2.2.3 Proposition � Soient N ⊆ M une inclusion d'algèbres de von Neumann, T un poids
opératoriel sur M à valeurs dans N normal semi�ni et �dèle et ψ un poids normal, semi�ni et
�dèle sur N . Alors on a :

i) pour tous x ∈ NT et a ∈ Nψ, xa appartient à NT ∩Nψ◦T ; de plus, l'application qui à Λψ(a)
associe Λψ◦T (xa) peut être prolongée en un élément ΛT (x) de HomNo(Hψ,Hψ◦T ) ; de plus,
ΛT est un morphisme de M −N -bimodules de NT dans HomNo(Hψ,Hψ◦T ) ;

ii) l'idéal NT ∩Nψ◦T est faiblement dense dans M et l'espace Λψ◦T (NT ∩Nψ◦T ) est dense dans
Hψ◦T ; le sous espace Λψ◦T (NT ∩Nψ◦T ∩N ∗

T ∩N ∗
ψ◦T ) est un c÷ur pour ∆1/2

ψ◦T ; le sous espace
ΛT (NT ) est dense dans HomNo(Hψ,Hψ◦T ) pour la s-topologie dé�nie dans ([BDH88], 1.3) ;

iii) pour tous x ∈ NT et z ∈ NT ∩Nψ◦T , on a T (x∗z) ∈ Nψ et ΛT (x)∗Λψ◦T (z) = Λψ(T (x∗z)) ;

iv) Pour tous x, y ∈ NT , on a ΛT (y)∗ΛT (x) = πψ(T (x∗y)) et ||ΛT (x)|| = ||T (x∗x)||1/2. De plus,
ΛT est injective.

On rappelle aussi le lemme 10.12 de [EN96] :

2.2.4 Proposition � Soient N ⊆ M une inclusion d'algèbres de von Neumann, T un poids
opératoriel sur M à valeurs dans N normal semi�ni et �dèle, ψ un poids normal, semi�ni et
�dèle sur N et x ∈MT ∩Mψ◦T . Alors les éléments xn dé�nis par :

xn =
√
n

π

∫ +∞

−∞
e−nt

2
σψ◦Tt (x) dt

appartiennent àMT ∩Mψ◦T , sont analytiques par rapport à ψ ◦ T et convergent fortement vers
x en étant bornés en norme par ||x||. De plus, Λψ◦T (xn) convergent vers Λψ◦T (x) et, pour tout

z ∈ C, σψ◦Tz (xn) appartiennent àMT ∩Mψ◦T .
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2.2.5 Définition� On introduit l'algèbre involutive de Tomita pour ψ◦T = Φ et T dé�nie
et notée par :
TΦ,T = {x ∈ NΦ∩N ∗

Φ∩NT ∩N ∗
T | x analytique suivant σΦ et ∀z ∈ C σΦ

z (x) ∈ NΦ∩N ∗
Φ∩NT ∩N ∗

T }

D'après les rappels précédents, les résultats du lemme 2.1.2 sont véri�és avec cette nouvelle
algèbre de Tomita pour Φ et T .

2.3 La théorie spatiale [Co80], [Sau83b], [Tak03].

Soit α une représentation normale et non dégénérée de N sur un espace de Hilbert H. On
peut considérer de cette manière H comme un N -module à gauche, on écrit alors αH.

2.3.1 Définition � [Co80] Un élément ξ de αH est borné pour ψ s'il existe C ∈ R+ tel que,
pour tout y ∈ Nψ, on a ||α(y)ξ|| ≤ C||Λψ(y)||. L'ensemble des éléments bornés pour ψ se note
D(αH,ψ).

Si ξ ∈ D(αH,ψ), il existe un opérateur borné Rα,ψ(ξ) : Hψ → H, dé�ni, pour tout y ∈ Nψ,par la formule Rα,ψ(ξ)Λψ(y) = α(y)ξ.
Cet opérateur appartient à HomN (Hψ,H), c'est pourquoi, pour tous ξ, η ∈ D(αH,ψ), on a

θα,ψ(ξ, η) = Rα,ψ(ξ)Rα,ψ(η)∗ ∈ α(N)′.
De plus, d'après [Co80] (lemme 2), D(αH,ψ) est dense dans H, stable par α(N)′, et l'espace

vectoriel engendré par les opérateurs θα,ψ(ξ, η) est un idéal dense (faiblement) dans α(N)′.
Avec les mêmes hypothèses, on a < ξ, η >α,ψ= Rα,ψ(η)∗Rα,ψ(ξ)∗ ∈ πψ(N)′.
D'après la théorie de Tomita-Takesaki, cette dernière algèbre est égale à Jψπψ(N)Jψ et donc

est anti-isomorphe à N (i.e isomorphe à l'algèbre de von Neumann opposée No). On considère
< ξ, η >α,ψ comme un élément de No et alors l'espace vectoriel engendré par ces opérateurs est
faiblement dense dans No.

Il existe une famille (ηi)i∈I d'éléments de D(αH,ψ) telle que ∑
i∈I θ

α,ψ(ηi, ηi) = 1 d'après
[Co80] (proposition 3). Une telle famille est appelée une (N,ψ)-base de αH. D'après [EN96]
(proposition 2.2), il est possible de construire une (N,ψ)-base de αH telle que les opérateurs
Rα,ψ(ξi) soient des isométries partielles de support �nal θα,ψ(ηi, ηi) deux à deux orthogonaux et
telle que, si i 6= j, alors < ηi, ηj >α,ψ= 0. Par la suite, toutes les (N,ψ)-bases de αH considérées
seront ainsi.

Supposons maintenant qu'il existe une antireprésentation β de N sur H normale et non
dégénérée. On peut considérer de cette manière H comme un N -module à droite, on écrit alors
Hβ . On peut aussi considérer β comme une représentation de No normale et non dégénérée et
voir H comme un No-module à gauche. On peut dé�nir sur No un poids ψo normal, semi�ni,
�dèle ; on a alors Nψo = N ∗

ψ et l'application de Hψo dans Hψ dé�nie, pour tout x ∈ Nψ, par laformule (Λψo(x∗) 7→ JψΛψ(x)) permet d'identi�er les espaces de Hilbert Hψo et Hψ.Grâce à ces remarques, l'ensemble D(Hβ , ψ
o) des éléments de Hβ bornés pour ψo est donné

par {ξ ∈ H |∃C <∞, ||β(y∗)ξ|| ≤ C||Λψ(y)||,∀y ∈ Nψ } et, pour tous ξ ∈ D(Hβ , ψ
o) et y ∈ Nψ,l'opérateur borné Rβ,ψo

(ξ) est donné par la formule Rβ,ψo
(ξ)JψΛψ(y) = β(y∗)ξ.

Cet opérateur appartient à HomNo(Hψ,H). De plus, D(Hβ, ψ
o) est dense dans H, stable

par β(N)′. Pour tous ξ, η ∈ D(Hβ, ψ
o), l'opérateur θβ,ψo

(ξ, η) = Rβ,ψ
o
(ξ)Rβ,ψ

o
(η)∗ ∈ β(N)′ et

l'espace vectoriel engendré par ces opérateurs est un idéal dense dans β(N)′ ; aussi le produit
scalaire à valeurs opératoriels < ξ, η >β,ψo appartient à πψ(N) qu'on identi�e à N et l'espace
vectoriel engendré par ces opérateurs est un idéal dense dans N . En fait, d'après [Co80] (lemme
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4), on sait que < ξ, η >β,ψo∈ Mψ et d'après [Sau83b] (lemme 1.5), on a Λψ(< ξ, η >β,ψo) =
Rβ,ψ

o
(η)∗ξ. Une (No, ψo)-base de Hβ est une famille (ξi)i∈I d'éléments de Hβ bornés pour ψo

telle que : ∑
i∈I

θβ,ψ
o
(ξi, ξi) = 1. (2.3.1)

On a alors, pour tout ξ ∈ D(Hβ, ψ
o), ξ =

∑
i∈I R

β,ψo
(ξi)Λψ(< ξ, ξi >β,ψo). Il est possible de

choisir les ξi de telle sorte que les Rβ,ψo
(ξi) deviennent des isométries partielles de support �nal

θβ,ψ
o
(ξi, ξi), deux à deux orthogonaux et que < ξi, ξj >β,ψo= 0 si i 6= j. Les (No, ψo)-bases de

Hβ seront toujours choisies ainsi. Dans ces conditions, on a alors :
Rβ,ψ

o
(ξi) = θβ,ψ

o
(ξi, ξi)Rβ,ψ

o
(ξi) = Rβ,ψ

o
(ξi) < ξi, ξi >β,ψo

2.3.2 Proposition � ([Eno02], proposition 2.10) Soient N ⊆ M une inclusion d'algèbres de
von Neumann, et T un poids opératoriel normal, semi�ni et �dèle de M vers N . Alors il existe
une famille (ei)i∈I dans NT ∩N ∗

T ∩Nψ◦T ∩N ∗
ψ◦T telle que ΛT (ei) sont des isométries partielles

véri�ant T (e∗jei) = 0 si i 6= j et de support �nal ΛT (ei)ΛT (ei)∗ des projections deux à deux
orthogonales de somme égale à 1. De plus, on a, pour tout i ∈ I, ei = eiT (e∗i ei), et, pour tout
x ∈ NT :

ΛT (x) =
∑
i∈I

ΛT (ei)T (e∗ix) et x =
∑
i∈I

eiT (e∗ix)

ces deux sommes étant faiblement convergentes. Une telle famille sera appelée une base pour
(T, ψo). En�n, la famille (Λψ◦T (ei))i∈I est une (No, ψo)-base de (Hψ◦T )s où s désigne l'antire-
présentation qui à y ∈ N associe Jψ◦T y∗Jψ◦T .

2.4 Le produit tensoriel relatif [Co80], [Sau83b], [Tak03].

En utilisant les notations du paragraphe précédent, on appelle K un autre espace de Hilbert
sur lequel il existe une représentation γ normale et non dégénérée de N . En suivant [Sau83b],
on peut considérer le complété séparé du produit tensoriel D(Hβ , ψ

o)�K muni du pré-produit
scalaire donné, pour tous ξ1, ξ2 ∈ D(Hβ, ψ

o) et η1, η2 ∈ K, par :
(ξ1 � η1|ξ2 � η2) = (γ(< ξ1, ξ2 >β,ψo)η1|η2)

où on a identi�é N et πψ(N).

2.4.1 Définition � On appelle produit tensoriel relatif de H par K au-dessus de (N,ψ)
l'espace de Hilbert obtenu dans la construction précédente, et on le note H β⊗γ

ψ

K.

L'image de ξ�η dansH β⊗γ
ψ

K est notée ξ β⊗γ
ψ

η. Il faut garder à l'esprit que, si on part d'un
autre poids ψ' normal, semi�ni et �dèle, on obtient un autre espace de Hilbert, qui est isomorphe
canoniquement avec le premier ([Sau83b], proposition 2.6). Cependant cet isomorphisme n'envoie
pas ξ β⊗γ

ψ

η sur ξ β⊗γ
ψ′

η.
Pour tout ξ ∈ D(Hβ, ψ

o), on dé�nit l'application linéaire bornée :



2.4 Le produit tensoriel relatif [Co80], [Sau83b], [Tak03]. 15

λβ,γξ : K → H β⊗γ
ψ

K

η 7→ ξ β⊗γ
ψ

η

On a la relation (λβ,γξ )∗λβ,γξ = γ(< ξ, ξ >β,ψo). D'après [Sau83b] (dé�nition 2.1), le produit
tensoriel relatif est aussi dé�ni, si ξ1, ξ2 ∈ H et η1, η2 ∈ D(γK,ψ), par la formule suivante :

(ξ1 � η1|ξ2 � η2) = (β(< η1, η2 >γ,ψ)ξ1|ξ2)

Cette remarque permet de dé�nir la volte :
σψ : H β⊗γ

ψ

K → K γ⊗β
ψo

H

ξ β⊗γ
ψ

η 7→ η γ⊗β
ψo

ξ

pour tout ξ ∈ D(Hβ, ψ) (resp. ξ ∈ H) et tout η ∈ K (resp. η ∈ D(γK,ψ)).
On dé�nit, à partir de là, une volte au niveau opératoriel :

ςψ : L(H β⊗γ
ψ

K)→ L(K γ⊗β
ψo

H)

X 7→ σψXσ
∗
ψ.

Si on part d'un autre poids ψ′ normal, semi�ni et �dèle, on obtient des algèbres de von
Neumann L(H β⊗γ

ψ′
K), (resp. L(K γ⊗β

ψ′o
H)), isomorphes de manière canonique aux algèbres

de von Neumann L(H β⊗γ
ψ

K), (resp. L(K γ⊗β
ψo

H)). Ces isomorphismes échangent ςψ et ςψ′ ,
c'est pourquoi l'homomorphisme ςψ peut être noté ςN sans référence au poids sur N .

Pour tout η ∈ D(γK,ψ), on dé�nit l'application linéaire bornée :
ρβ,γη : H → H β⊗γ

ψ

K

ξ 7→ ξ β⊗γ
ψ

η.

On a la relation (ρβ,γη )∗ρβ,γη = β(< η, η >γ,ψ). D'après [Sau83b] (remarque 2.2), on sait que,
si ξ ∈ H, η ∈ D(γK,ψ) et y ∈ D(σψ−i/2), alors d'une part γ(σψ−i/2(y)) laisse stable D(γK,ψ) et
d'autre part, on a :

β(y)ξ β⊗γ
ψ

η = ξ β⊗γ
ψ

γ(σψ−i/2(y))η. (2.4.1)
On démontre ici une proposition utile concernant les produits tensoriels relatifs.

2.4.2 Lemme � Soit η ∈ K. On suppose que, pour tous ξ′ ∈ D(Hβ , ψ
o), on a ξ′ β⊗γ

ψ

η = 0.

Alors η = 0.

Démonstration : Pour tous ξ, ξ′ ∈ D(Hβ , ψ
o), on a :

γ(< ξ′, ξ >β,ψo)η = (λβ,γξ )∗λβ,γξ′ η = (λβ,γξ )∗(ξ′ β⊗γ
ψ

η) = 0

Un argument de densité et de non dégénérescence permet de conclure que η = 0. �
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2.4.3 Proposition � On suppose ici H 6= {0}. Soit K ′ un sous espace vectoriel fermé de K tel
que γ(N)K ′ ⊆ K ′. Alors :

H β⊗γ
ψ

K = H β⊗γ
ψ

K ′ ⇒ K = K ′

Démonstration : Soit η ∈ K ′⊥. Pour tous ξ, ξ′ ∈ D(Hβ , ψ
o) et tout k ∈ K ′, on a

(ξ β⊗γ
ψ

k|ξ′ β⊗γ
ψ

η) = (γ(< ξ, ξ′ >β,νo)k|η) = 0. On en déduit que, pour tout ξ′ ∈ D(Hβ , ψ
o),

on a ξ′ β⊗γ
ψ

η ∈ (H β⊗γ
ψ

K ′)⊥ = (H β⊗γ
ψ

K)⊥ = {0}. D'après le lemme précédent, on a η = 0

et, par suite, K = K ′.
�

Soient x ∈ β(N)′ ⊆ L(H) et y ∈ γ(N)′ ⊆ L(K). D'après [Sau83a], 2.3 et 2.6, il est possible
de dé�nir naturellement un opérateur x β⊗γ

ψ

y sur H β⊗γ
ψ

K. Si on part d'un autre poids
ψ′ normal, semi�ni et �dèle, l'isomorphisme canonique entre H β⊗γ

ψ

K et H β⊗γ
ψ′

K envoie
x β⊗γ

ψ

y sur x β⊗γ
ψ′

y, c'est pourquoi on note cet opérateur x β⊗γ
N

y sans référence au poids ψ.
Supposons qu'il existe, en plus, une algèbre de von Neumann P et une antireprésentation ε

normale et non dégénérée de P sur K telle que ε(P )′ ⊆ γ(N). K est alors muni d'une structure
de N − P -bimodule, qu'on note γKε. Si y ∈ P , alors, d'après ce qui précède, on peut dé�nir
l'opérateur 1H β⊗γ

ψ

ε(y) sur H β⊗γ
ψ

K et, de cette manière, on dé�nit une antireprésentation
normale et non dégénérée de P sur H β⊗γ

ψ

K, notée encore ε. Si H est un Q − N -bimodule,
alors H β⊗γ

ψ

K devient un Q− P -bimodule (fusion des bimodules de Connes).
Soient ν un poids normal, semi�ni et �dèle sur P et ζL un P -module à gauche. Il est possible

de dé�nir les espaces de Hilbert (H β⊗γ
ψ

K) ε⊗ζ
ν
L et H β⊗γ

ψ

(K ε⊗ζ
ν
L). On montre que ces

deux β(N)′ − ζ(P )′o-bimodules sont isomorphes. (La preuve donnée dans [Val96], lemme 2.1.3,
pour le cas N = P abélien est valide avec ces hypothèses plus générales). On parle d'associativité
du produit tensoriel relatif et on note alors H β⊗γ

ψ

K ε⊗ζ
ν
L.

Si on rappelle l'identi�cation canonique de Hψ β⊗γ
ψ

K et K, en tant que N -modules à
gauche, donnée par (Λψ(y) β⊗γ

ψ

η 7→ γ(y)η) pour tout y ∈ Nψ, alors, d'après [EN96], 3.10, on a
λβ,γξ = Rβ,ψ

o
(ξ) β⊗γ

ψ

1K et par conséquent :

λβ,γξ (λβ,γξ )∗ = θβ,ν
o
(ξ, ξ) β⊗γ

ψ

1K . (2.4.2)
On rappelle ici la proposition 2.3 de [Eno02] :

2.4.4 Proposition � Soit (ξi)i∈I une (No, ψo)-base de Hβ. Alors :

i) pour tout ξ ∈ D(Hβ, ψ
o) et tout η ∈ K, on a :

ξ β⊗γ
ψ

η =
∑
i∈I

ξi β⊗γ
ψ

γ(< ξ, ξi >β,ψo)η ;
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ii) on a la décomposition suivante :

H β⊗γ
ψ

K =
⊕
i∈I

(ξi β⊗γ
ψ

γ(< ξi, ξi >β,ψo)K)

Le présent alinéa détaille le cas de la dimension �nie. Si H et K sont de dimension �nie,
H β⊗γ

ψ

K s'identi�e avec un sous-espace deH⊗K. D'après [EV00], 2.4, la projection orthogonale
sur H β⊗γ

ψ

K appartient alors à β(N) ⊗ γ(N). On suppose, de plus, que N est de dimension
�nie. On note Tr la trace canonique sur K qui vaut 1 sur les projecteurs minimaux et τ = Tr◦γ.
D'après [EV00], 2.4, il existe une projection eβ,γ appartenant à β(N) ⊗ γ(N) telle qu'il existe
no ∈ Z(N)+ et (id ⊗ Tr)(eβ,γ) = β(no). Soit d désigne la dérivée de Radon-Nikodym de ψ par
rapport à la trace τ . D'après [EV00], 2.4, et la proposition 2.7 de [Sau83b], pour tous ξ, η ∈ H :

Iψβ,γ : ξ β⊗γ
ψ

η 7→ ξ β⊗γ
τ

γ(d)1/2η 7→ eβ,γ(β(no)−1/2ξ ⊗ γ(d)1/2η)

dé�nit une application qui est un isomorphisme isométrique de β(N)′ − γ(N)′o-bimodules entre
H β⊗γ

ψ

K et un sous-espace de H ⊗K, de support �nal eβ,γ .

2.5 Le produit �bré [Val96], [EV00].

On utilise les notations précédentes. Soient M1 une algèbre de von Neumann sur H telle
que β(N) ⊆ M1 et M2 une algèbre de von Neumann sur K telle que γ(N) ⊆ M2. On note
M ′

1 β⊗γ
N

M ′
2 l'algèbre de von Neumann engendrée par les éléments x β⊗γ

N

y avec x ∈ M ′
1 et

y ∈M ′
2.

2.5.1 Définition � On appelle produit �bré de M1 par M2 au-dessus de N le commutant
de l'algèbre M ′

1 β⊗γ
N

M ′
2 dans L(H β⊗γ

ψ

K). L'algèbre de von Neumann ainsi obtenue est noté
M1 β?γ

N

M2.

Il est facile de véri�er que, si P1 et P2 sont des algèbres de von Neumann véri�ant les mêmes
relations avec N , on a :

i) (M1 β?γ
N

M2) ∩ (P1 β?γ
N

P2) = (M1 ∩ P1) β?γ
N

(M2 ∩ P2) ;

ii) ςN (M1 β?γ
N

M2) = M2 γ?β
No

M1 ;

iii) (M1 ∩ β(N)′) β⊗γ
N

(M2 ∩ γ(N)′) ⊆M1 β?γ
N

M2 ;

iv) M1 β?γ
N

γ(N) = (M1 ∩ β(N)′) β⊗γ
N

1.

Plus généralement, si β est un antihomomorphisme de N dans une algèbre de von Neumann
M1 normal, non dégénéré et involutif et si γ est un homomorphisme de N dans une algèbre de
von Neumann M2 normal, non dégénéré et involutif, il est possible de dé�nir une algèbre de von
Neumann M1 β?γ

N

M2 sans référence à un espace de Hilbert spéci�que.
De plus, si β′ est un anti-homomorphisme de N dans une algèbre de von Neumann P1 normal,

non dégénéré, involutif et si γ′ est un homomorphisme de N dans une algèbre de von Neumann
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P2 normal, non dégénéré et involutif, si Φ est un homomorphisme normal et involutif de M1dans P1 tel que Φ ◦ β = β′ et si Ψ est un homomorphisme normal et involutif de M2 dans P2 telque Ψ ◦ γ = γ′, il est possible de dé�nir, d'après [Sau83a], 1.2.4, un homomorphisme normal et
involutif Φ β?γ

N

Ψ : M1 β?γ
N

M2 → P1 β′?γ′
N

P2.

Dans le cas où γKε est un N−P o-bimodule, ζL est un P -module, si γ(N) ⊆M2, ε(P ) ⊆M2et si ζ(P ) ⊆M3 avecM3 une algèbre de von Neumann sur L, on construitM1 β?γ
N

(M2 ε?ζ
N

M3)

et (M1 β?γ
N

M2) ε?ζ
N

M3. L'associativité du produit tensoriel relatif induit un isomorphisme
entre ces produits �brés et on note ainsi M1 β?γ

N

M2 ε?ζ
N

M3 sans parenthèses.
Si M1 et M2 sont de dimension �nie, alors on a M ′

1 β⊗γ
N

M ′
2 = (Iψβ,γ)

∗(M ′
1 ⊗M ′

2)I
ψ
β,γ et

M1 β?γ
N

M2 = (Iψβ,γ)
∗(M1 ⊗ M2)I

ψ
β,γ qui s'identi�e à l'algèbre réduite de M1 ⊗ M2 par eβ,γ

d'après [EV00], 2.4.
2.6 Les tranches [Eno00].

Dans ce paragraphe, on dé�nit les applications tranches pour les produits �brés en générali-
sant ce qui est bien connu pour les produits tensoriels usuels.
2.6.a Pour les formes normales

Soient A ∈M1 β?γ
N

M2 et ξ1, ξ2 ∈ D(Hβ, ψ
o). On dé�nit un élément de M2 par :

(ωξ1,ξ2 β?γ
ψ

id)(A) = (λβ,γξ2 )∗Aλβ,γξ1

de sorte qu'on a ((ωξ1,ξ2 β?γ
ψ

id)(A)η1|η2) = (A(ξ1 β⊗γ
ψ

η1)|ξ2 β⊗γ
ψ

η2) pour tous η1, η2 ∈ K.
De même, on dé�nit un opérateur de M1 par :

(id β?γ
ψ

ωη1,η2)(A) = (ρβ,γη2 )∗Aρβ,γη1

pour tous η1, η2 ∈ D(γK,ψ). On dispose d'une formule de Fubini i.e, pour tous ξ1, ξ2 ∈ D(Hβ, ψ
o)

et η1, η2 ∈ D(γK,ψ), on a :
ωη1,η2((ωξ1,ξ2 β?γ

ψ

id)(A)) = ωξ1,ξ2((id β?γ
ψ

ωη1,η2)(A))

De manière équivalente ([Eno00], proposition 3.3), pour tous ω1 ∈ M+
1∗ et k1 ∈ R+ tels que

ω1 ◦ β ≤ k1ψ et pour tous ω2 ∈M+
2∗ et k2 ∈ R+ tels que ω2 ◦ γ ≤ k2ψ, on a :

ω2((ω1 β?γ
ψ

id)(A)) = ω1((id β?γ
ψ

ω2)(A))

2.6.b Pour les espérances conditionnelles

Si P2 est une algèbre de von Neumann telle que γ(N) ⊆ P2 ⊆ M2 et si E est une espérance
conditionnelle de M2 sur P2 normale et �dèle, on peut dé�nir une espérance conditionnelle
normale et �dèle (id β?γ

N

E) deM1 β?γ
N

M2 versM1 β?γ
N

P2 telle que, pour tout A ∈M1 β?γ
N

M2

et tous ω ∈M+
1∗ et k1 ∈ R+ tels que ω ◦ β ≤ k1ψ, on a :

(ω β?γ
ψ

id)(id β?γ
N

E)(A) = E((ω β?γ
ψ

id)(A))



2.6 Les tranches [Eno00]. 19

2.6.c Pour les poids

Si φ1 est un poids opératoriel normal et semi�ni sur M+
1 et si A est un élément positif dans

M1 β?γ
N

M2, on peut dé�nir un élément de la partie étendue positive deM2, noté (φ1 β?γ
ψ

id)(A),
tel que, pour tout η ∈ D(γL2(M2), ψ), on a ||((φ1 β?γ

ψ

id)(A))1/2η||2 = φ1((id β?γ
ψ

ωη)(A)). De
plus, si φ2 est un poids normal et semi�ni sur M+

2 , on a :
φ2((φ1 β?γ

ψ

id)(A)) = φ1((id β?γ
ψ

φ2)(A))

Si (ωi)i∈I est une famille croissante de formes normales telles que φ1 = supi∈Iωi, alors on a
(φ1 β?γ

ψ

id)(A) = supi(ωi β?γ
ψ

id)(A).

2.6.d Pour les poids opératoriels

Soit P1 une algèbre de von Neumann telle que β(N) ⊆ P1 ⊆ M1 et soient Φi (i = 1, 2)
des poids opératoriels normaux, semi�nis, �dèles de M+

i vers Pi+ (suivant les notations de
[Str81]). Pour tout opérateur positif A ∈ M1 β?γ

N

M2, il existe, d'après [Eno00], un élément
(Φ1 β?γ

N

id)(A) de la partie étendue positive de P1 β?γ
N

M2 tel que, pour tout ξ ∈ L2(P1) et
η ∈ D(γK,ψ), on a :

||((Φ1 β?γ
N

id)(A))1/2(ξ β⊗γ
ψ

η)||2 = ||[Φ1((id β?γ
ψ

ωη,η)(A))]1/2ξ||2

Si φ1 est un poids normal et semi�ni sur P1, on a :
(φ1 ◦ Φ1 β?γ

N

id)(A) = (φ1 β?γ
ψ

id)(Φ1 β?γ
N

id)(A)

On dé�nit, de même, un élément (id β?γ
N

Φ2)(A) de la partie étendue positive de M1 β?γ
N

P2 et
on a :

(id β?γ
N

Φ2)((Φ1 β?γ
N

id)(A)) = (Φ1 β?γ
N

id)((id β?γ
N

Φ2)(A))

Remarque � On a vu qu'on pouvait identi�er M1 β?γ
N

γ(N) et M1 ∩ β(N)′. Il est facile de
véri�er, avec cette identi�cation, que la tranche id β?γ

ψ

ψ ◦ γ−1 (on suppose ici γ injective) est
l'injection de M1 β?γ

N

γ(N) dans M1. On peut voir sur cet exemple que, si φ1 est un poids
normal, semi�ni et �dèle sur M1, alors φ1 β?γ

N

id (qui est égal à φ1|M1∩β(N)′) n'est pas semi�ni
en général.
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Chapitre 3

UNITAIRE
PSEUDO-MULTIPLICATIF
FONDAMENTAL

Dans toute la suite, on désigne par N et M des algèbres de von Neumann, α (resp. β) une
représentation (resp. antireprésentation) normale, non dégénérée et �dèle de N dans M . On
suppose que α(N) ⊆ β(N)′.

Dans ce chapitre, on rappelle les dé�nitions de bimodule de Hopf et des poids opératoriels
invariants. Dans le cas d'un bimodule de Hopf, s'il existe un poids opératoriel invariant à gauche et
un poids opératoriel invariant à droite, on construit un unitaire pseudo-multiplicatif fondamental.

3.1 Dé�nitions.

3.1.1 Définition� On appelle bimodule de Hopf de base N , tout quintuplet (N,M,α, β,Γ)
où Γ désigne un homomorphisme involutif, injectif et normal de M dans M β?α

N

M tel que, pour
tout x ∈ N , on a :

i) Γ(β(x)) = 1 β⊗α
N

β(x) ;
ii) Γ(α(x)) = α(x) β⊗α

N

1 ;
iii) Γ satisfait la relation (Γ β?α

N

id) ◦ Γ = (id β?α
N

Γ) ◦ Γ.

Remarque � Le fait que Γ est un morphisme de bimodule permet de dé�nir les opérateurs
(Γ β?α

N

id) ◦ Γ et (id β?α
N

Γ) ◦ Γ.
Le quintuplet (No,M, β, α, ςN ◦Γ) est un bimodule de Hopf appelé le symétrisé. On remarque

que, si N est abélien, α = β et Γ = ςN ◦ Γ, alors le quintuplet (N,M,α, α,Γ) est égal à son
symétrisé : on dit alors qu'il s'agit d'un bimodule de Hopf symétrique.

3.1.2 Définition � Soit (N,M,α, β,Γ) un bimodule de Hopf. On dit qu'un poids opératoriel
21
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TL normal, semi�ni et �dèle de M+ dans α(N)
+ est invariant à gauche si :

(id β?α
N

TL)Γ(x) = TL(x) β⊗α
N

1 pour tout x ∈M+
TL

De même, on dit qu'un poids opératoriel TR normal, semi�ni et �dèle de M+ dans β(N)
+ est

invariant à droite si :
(TR β?α

N

id)Γ(x) = 1 β⊗α
N

TR(x) pour tout x ∈M+
TR

On renvoie au dernier chapitre pour la présentation d'exemples. Dans cette partie, on se donne
un bimodule de Hopf (N,M,α, β,Γ) muni de deux poids opératoriels TL (resp. TR) normaux,
semi�nis et �dèles de M+ dans α(N)

+ (resp. β(N)
+) invariants à gauche (resp. droite).

3.1.3 Définition� On appelle coinvolution deM tout *-anti-automorphisme R deM tel que
R ◦ α = β, R2 = id et ςNo ◦ (R β?α

N

R) ◦ Γ = Γ ◦R.

Remarque � Si TL est un poids opératoriel normal, semi�ni et �dèle de M+ vers α(N)
+

invariant à gauche et si R est une coinvolution de M , alors R ◦ TL ◦ R est un poids opératoriel
normal, semi�ni et �dèle de M+ vers β(N)

+ invariant à droite. Ce point est très utile pour
l'étude des exemples. On note aussi que, R est un anti-isomorphisme de bimodule de Hopf entre
le bimodule et son symétrisé.

Soit µ un poids normal, �dèle, semi�ni sur N . On note :
Φ = µ ◦ α−1 ◦ TL et Ψ = µ ◦ β−1 ◦ TR

On observe que, dans ces conditions, on a, pour tout x ∈M+ :
(id β?α

µ
Φ)Γ(x) = TL(x) et (Ψ β?α

µ
id)Γ(x) = TR(x)

Si H désigne un espace de Hilbert sur lequel M agit, alors N agit aussi sur H par α et β.
On note encore α (resp. β) la (resp. anti-) représentation de N sur H.

3.2 Construction de l'isométrie fondamentale.

3.2.1 Définition � On dé�nit les applications β̂ et α̂ par :
β̂ : N → L(HΦ) et α̂ : N → L(HΨ)

x 7→ JΦα(x∗)JΦ x 7→ JΨβ(x∗)JΨ

Alors β̂ (resp. α̂) est une antireprésentation (resp. représentation) normale, non dégénérée et
�dèle de N dans L(HΦ) (resp. L(HΨ)).

3.2.2 Proposition � On a ΛΦ(NTL
∩ NΦ) ⊆ D((HΦ)β̂, µ

o) et alors, pour tout a ∈ NTL
∩ NΦ,

on a Rβ̂,µ
o
(ΛΦ(a)) = ΛTL

(a).
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De même, on a ΛΨ(NTR
∩ NΨ) ⊆ D(α̂(HΨ), µ) et alors, pour tout b ∈ NTR

∩ NΨ, on a
Rα̂,µ(ΛΨ(b)) = ΛTR

(b).

Remarque � On identi�e, d'une part, Hµ et Hµ◦α−1 et, d'autre part, Hµ et Hµ◦β−1 .
Démonstration : Soit y ∈ Nµ analytique pour µ, on a :

β̂(y∗)ΛΦ(a) = ΛΦ(aσΦ
−i/2(α(y∗))) = ΛΦ(aσµ◦α

−1

−i/2 (α(y∗)))

= ΛΦ(aα(σµ−i/2(y
∗))) = ΛTL

(a)Λµ(σ
µ
−i/2(y

∗)) = ΛTL
(a)JµΛµ(y)

Le lemme 2.1.2 permet d'obtenir β̂(y∗)ΛΦ(a) = ΛTL
(a)JµΛµ(y) pour tout y ∈ Nµ. La première

partie de la proposition est alors démontrée. La démonstration de la seconde partie de la propo-
sition est analogue. �

3.2.3 Proposition � On a JΦD((HΦ)β̂, µ
o) = D(α(HΦ), µ) et, pour tout η ∈ D((HΦ)β̂, µ

o), on

a Rα,µ(JΦη) = JΦR
β̂,µo

(η)Jµ.
On a aussi JΨD(α̂(HΨ), µ) = D((HΦ)β, µo) et on a Rβ,µ

o
(JΨξ) = JΨR

α̂,µ(ξ)Jµ pour tout
ξ ∈ D((HΦ)β , µo).

Démonstration : Aisée. �

3.2.4 Corollaire � On a, d'une part, ΛΦ(TΦ,TL
) ⊆ D((HΦ)β̂, µ

o) ∩ D(α(HΦ), µ) et, d'autre
part, ΛΨ(TΨ,TR

) ⊆ D(α̂(HΨ), µ) ∩D((HΨ)β, µo).

Démonstration : Conséquences faciles des deux propositions précédentes. �

Remarque � Les propositions précédentes ne font pas intervenir l'invariance à gauche ou à
droite des poids opératoriels.

3.2.5 Proposition � On a (ωv,ξ β?α
µ

id)(Γ(a)) ∈ NTL
∩ NΦ pour tout a ∈ NTL

∩ NΦ et tous

v, ξ ∈ D(Hβ , µ
o).

Démonstration : Dans les conditions de l'énoncé, on calcule :
(ωv,ξ β?α

µ
id)(Γ(a))∗(ωv,ξ β?α

µ
id)(Γ(a)) = (λβ,αv )∗Γ(a∗)λβ,αξ (λβ,αξ )∗Γ(a)λβ,αv

≤ ‖λβ,αξ (λβ,αξ )∗‖(ωv,v β?α
µ
id)(Γ(a∗a))

= ‖(λβ,αξ )∗λβ,αξ ‖(ωv,v β?α
µ
id)(Γ(a∗a))

≤ ‖Rβ,µo
(ξ)‖2(ωv,v β?α

µ
id)(Γ(a∗a))
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Alors, d'une part, on obtient :
TL((ωv,ξ β?α

µ
id)(Γ(a))∗(ωv,ξ β?α

µ
id)(Γ(a))) ≤ ‖Rβ,µo

(ξ)‖2TL((ωv,v β?α
µ
id)(Γ(a∗a)))

= ‖Rβ,µo
(ξ)‖2(ωv,v β?α

µ
id)(id β?α

µ
TL)(Γ(a∗a))

≤ ‖Rβ,µo
(ξ)‖2(λβ,αv )∗(TL(a∗a) β⊗α

µ
1)λβ,αv

d'après l'invariance à gauche de TL,
≤ ‖Rβ,µo

(ξ)‖2||TL(a∗a)||‖α(< v, v >β,µo)‖1
≤ ‖Rβ,µo

(ξ)‖2‖TL(a∗a)‖‖Rβ,µo
(v)‖21

Ainsi, on conclut que (ωv,ξ β?α
µ
id)(Γ(a)) ∈ NTL

. D'autre part, on a :

Φ(((ωv,ξ β?α
µ
id)(Γ(a)))∗(ωv,ξ β?α

µ
id)(Γ(a))) ≤ ‖Rβ,µo

(ξ)‖2Φ((ωv,v β?α
µ
id)(Γ(a∗a)))

= ‖Rβ,µo
(ξ)‖2ωv,v((id β?α

µ
Φ)(Γ(a∗a)))

= ‖Rβ,µo
(ξ)‖2(TL(a∗a)v|v)

d'après l'invariance à gauche de TL
≤ ‖Rβ,µo

(ξ)‖2‖TL(a∗a)‖‖v‖2 < +∞

Ainsi (ωv,ξ β?α
µ
id)(Γ(a)) ∈ NΦ. �

3.2.6 Proposition � Pour tous v, w ∈ H et a, b ∈ NΦ ∩NTL
, on a l'égalité :

(v α⊗β̂
µo

ΛΦ(a)|w α⊗β̂
µo

ΛΦ(b)) = (TL(b∗a)v|w)

Pour tous v, w ∈ H et c, d ∈ NΨ ∩NTR
, on a :

(ΛΨ(c) α̂⊗β
µo

v|ΛΨ(d) α̂⊗β
µo

w) = (TR(d∗c)v|w)

Démonstration : On calcule le produit scalaire suivant :
(v α⊗β̂

µo

ΛΦ(a)|w α⊗β̂
µo

ΛΦ(b)) = (α(< ΛΦ(a),ΛΦ(b) >β̂,µo)v|w)

d'après la dé�nition du produit scalaire,
= (α(ΛTL

(b)∗ΛTL
(a))v|w)

d'après la proposition 3.2.2,
= (α(πµ(α−1(TL(b∗a))))v|w)

d'après la proposition 2.2.3,
= (TL(b∗a)v|w)

car on a identi�é πµ(N) et N.
La proposition concernant le poids opératoriel invariant à droite se démontre de manière très

similaire. �
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3.2.7 Lemme � Soient a ∈ NΦ ∩NTL
et v ∈ D(Hβ, µ

o). Alors :
i) la somme

∑
i∈I ξi β⊗α

µ
ΛΦ((ωv,ξi β?α

µ
id)(Γ(a))) converge pour toute (No, µo)-base (ξi)i∈I

de Hβ ;

ii) la somme dé�nie précédemment est un vecteur de H β⊗α
µ

HΦ indépendant de la (No, µo)-

base de Hβ choisie.

Démonstration : On sait que, pour tout i ∈ I, (ωv,ξi β?α
µ
id)(Γ(a)) ∈ NΦ ∩NTL

, d'après
la proposition 3.2.5, et d'autre part on a < ξi, ξj >β,µo= 0 quand i 6= j d'après les propriétés
des (No, µo)-bases de Hβ . Par conséquent les vecteurs ξi β⊗α

µ
ΛΦ((ωv,ξi β?α

µ
id)(Γ(a))) sont

orthogonaux deux à deux. De plus, on a :∑
i∈I
||ξi β⊗α

µ
ΛΦ((ωv,ξi β?α

µ
id)(Γ(a)))||2

=
∑
i∈I

(α(< ξi, ξi >β,µo)ΛΦ((ωv,ξi β?α
µ
id)(Γ(a)))|ΛΦ((ωv,ξi β?α

µ
id)(Γ(a))))

par dé�nition du produit scalaire,
= Φ((λβ,αv )∗Γ(a∗)[

∑
i∈I

λβ,αξi (λβ,αξi )∗λβ,αξi (λβ,αξi )∗]Γ(a)λβ,αv )

d'après la normalité de Φ,
= Φ((ωv,v β?α

µ
id)(Γ(a∗a)))

d'après les propriétés des (No, µo)-bases de Hβ ,

= ((id β?α
µ

Φ)(Γ(a∗a))v|v)

= (TL(a∗a)v|v) <∞
d'après l'invariance à gauche de TL.

On en déduit que la somme ∑
i∈I ξi β⊗α

µ
ΛΦ((ωv,ξi β?α

µ
id)(Γ(a))) converge et dé�nit alors un

vecteur de H β⊗α
µ

HΦ dans la décomposition de la proposition 2.4.4. On prouve, maintenant,
la seconde partie du lemme. Soient b ∈ NTL

∩NΦ et w ∈ D(Hβ, µ
o). On calcule alors :

(
∑
i∈I

ξi β⊗α
µ

ΛΦ((ωv,ξi β?α
µ
id)(Γ(a))))|w β⊗α

µ
ΛΦ(b))

=
∑
i∈I

(α(< ξi, w >β,µo)ΛΦ((ωv,ξi β?α
µ
id)(Γ(a)))|ΛΦ(b))

d'après la dé�nition du produit scalaire,
=

∑
i∈I

Φ(b∗α(< ξi, w >β,µo)(ωv,ξi β?α
µ
id)(Γ(a)))

= Φ(b∗λβ,αw [
∑
i∈I

λβ,αξi (λβ,αξi )∗]Γ(a)λβ,αv )

d'après la normalité de Φ
= Φ(b∗(ωv,w β?α

µ
id)(Γ(a)))

d'après les propriétés des (No, µo)-bases de Hβ.
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Comme D(Hβ, µ
o)�ΛΦ(NTL

∩NΦ) est dense dans H β⊗α
µ

HΦ et que la dernière expression est
indépendante de la (No, µo)-base, on en déduit le résultat annoncé. �

Théorème 1 � Soit H un espace de Hilbert sur lequel M agit. Il existe une unique application
isométrique UH : H α⊗β̂

µo

HΦ → H β⊗α
µ

HΦ telle que, pour toute (No, µo)-base (ξi)i∈I de Hβ,

tout a ∈ NTL
∩NΦ et tout v ∈ D(Hβ , µ

o), on a :

UH(v α⊗β̂
µo

ΛΦ(a)) =
∑
i∈I

ξi β⊗α
µ

ΛΦ((ωv,ξi β?α
µ
id)(Γ(a)))).

Démonstration : Grâce au lemme 3.2.7, on peut dé�nir l'application :
Ũ : D(Hβ, µ

o)× ΛΦ(NT ∩NΦ)→ H β⊗α
µ

HΦ

(v,ΛΦ(a)) 7→
∑
i∈I

ξi β⊗α
µ

ΛΦ((ωv,ξi β?α
µ
id)(Γ(a))))

Soient b ∈ NTL
∩NΦ et w ∈ D(Hβ, µ

o). On calcule alors :
(Ũ(v,ΛΦ(a))|Ũ(w,ΛΦ(b)))

=
∑
i,j∈I

(α(< ξi, ξj >β,µo)ΛΦ((ωv,ξi β?α
µ
id)(Γ(a)))|ΛΦ((ωw,ξi β?α

µ
id)(Γ(b))))

d'après la dé�nition du produit scalaire,
=

∑
i∈I

(ΛΦ(α(< ξi, ξi >β,µo)(ωv,ξi β?α
µ
id)(Γ(a)))|ΛΦ((ωw,ξi β?α

µ
id)(Γ(b))))

d'après les propriétés des (No, µo)-bases de Hβ ,

=
∑
i∈I

Φ((λβ,αw )∗Γ(b∗)λβ,αξi α(< ξi, ξi >β,µo)(λβ,αξi )∗Γ(a)λβ,αv )

= Φ((λβ,αw )∗Γ(b∗)[
∑
i∈I

λβ,αξi (λβ,αξi )∗λβ,αξi (λβ,αξi )∗]Γ(a)λβ,αv )

d'après la normalité de Φ,
= Φ((ωv,w β?α

µ
id)(Γ(b∗a)))

d'après les propriétés des (No, µo)-bases de Hβ ,

= ωv,w((id β?α
µ

Φ)(Γ(b∗a)))

= ωv,w(TL(b∗a))
d'après l'invariance à gauche de Φ,

= (TL(b∗a)v|w)

On obtient alors, d'après la proposition 3.2.6, l'égalité suivante :
(Ũ((v,ΛΦ(a))|Ũ((w,ΛΦ(b)))) = (v α⊗β̂

µo

ΛΦ(a)|w α⊗β̂
µo

ΛΦ(b))
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Cette relation permet de prouver aisément qu'on peut dé�nir, à partir de Ũ , une application
UH remplissant les conditions du théorème. L'indépendance de UH vis-à-vis de la (No, µo)-base
provient du lemme 3.2.7. �

3.2.8 Définition � On appelle isométrie fondamentale l'opérateur UH .
Il est possible de dé�nir une version � à droite �de UH i.e dé�nie à partir du poids opératoriel

invariant à droite :

Théorème 2 � Soit H un espace de Hilbert sur lequel M agit. Il existe une unique application
isométrique U ′H : HΨ α̂⊗β

µo

H → HΨ β⊗α
µ

H telle que, pour toute (N,µ)-base (ηi)i∈I de αH,

tout a ∈ NTR
∩NΨ et tout v ∈ D(αH,µ), on a :

U ′H(ΛΨ(a) α̂⊗β
µo

v) =
∑
i∈I

ΛΨ((id β?α
µ
ωv,ηi)(Γ(a))) β⊗α

µ
ηi.

3.3 Relations entre l'isométrie fondamentale et le coproduit.

La proposition suivante est une reformulation plus pratique de la dé�nition de l'isométrie
fondamentale.

3.3.1 Proposition� On a (1 β⊗α
N

JΦeJΦ)UHρ
α,β̂
ΛΦ(x) = Γ(x)ρβ,αJΦΛΦ(e) pour tous e, x ∈ NΦ∩NTL

et on a (JΨfJΨ β⊗α
N

1)U ′Hλ
α̂,β
ΛΨ(y) = Γ(y)λβ,αJΨΛΨ(f) pour tous f, y ∈ NΨ ∩NTR

.

Démonstration : Soit v ∈ D(Hβ , µ
o) et soit (ξi)i∈I une (No, µo)-base de Hβ . On a alors :

(1 β⊗α
N

JΦeJΦ)UH(v α⊗β̂
µo

ΛΦ(x))

=
∑
i∈I

ξi β⊗α
µ

JΦeJΦΛΦ((ωv,ξi β?α
µ
id)(Γ(x))) par dé�nition de U,

=
∑
i∈I

ξi β⊗α
µ

(ωv,ξi β?α
µ
id)(Γ(x))JΦΛΦ(e)

= Γ(x)(v β⊗α
µ

JΦΛΦ(e)) d'après la décomposition 2.4.4.

Comme ΛΦ(x) ∈ D((HΦ)β̂, µ
o) d'après la proposition 3.2.2, l'application :

H → H α⊗β̂
µo

HΦ est continue.
v 7→ v α⊗β̂

µo

ΛΦ(x)
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De même, comme JΦΛΦ(e) ∈ D(α(HΦ), µ) d'après les propositions 3.2.2 et 3.2.3, l'applica-
tion :

H → H β⊗α
µ

HΦ est continue.
v 7→ v β⊗α

µ
JΦΛΦ(e)

La densité de D(Hβ, µ
o) dans H entraîne alors que l'égalité démontrée précédemment est

véri�ée pour tout v ∈ H. La seconde relation est de démonstration analogue. �

3.3.2 Proposition � On a (λβ,αw )∗UH(v α⊗β̂
µo

ΛΦ(a)) = ΛΦ((ωv,w β?α
µ

id)(Γ(a))) pour tous

v, w ∈ D(Hβ, µ
o) et tout a ∈ NΦ ∩NTL

.

De manière analogue, on a (ρβ,αw′ )∗U ′H(ΛΨ(b) α⊗β̂
µo

v′) = ΛΨ((id β?α
µ
ωv′,w′)(Γ(b))) pour tous

v′, w′ ∈ D(αH,µ) et tout b ∈ NΨ ∩NTR
.

Démonstration : Soit e ∈ NΦ ∩NTL
. On calcule :

JΦeJΦ(λβ,αw )∗UH(v α⊗β̂
µo

ΛΦ(a)) = (λβ,αw )∗(1 β⊗α
N

JΦeJΦ)UHρ
α,β̂
ΛΦ(a)v

= (λβ,αw )∗Γ(a)ρβ,αJΦΛΦ(e)v

d'après la proposition 3.3.1,
= (ωv,w β?α

µ
id)(Γ(a))JΦΛΦ(e)

= JΦeJΦΛΦ((ωv,w β?α
µ
id)(Γ(a)))

En faisant tendre e vers 1, on obtient la première formule. La démonstration de la seconde
formule est tout à fait analogue. �

3.3.3 Corollaire � On a la relation (ωv,w ∗ id)(UH)ΛΦ(a) = ΛΦ((ωv,w β?α
µ

id)(Γ(a))) où

(ωv,w ∗ id)(UH) désigne l'opérateur (λβ,αw )∗UHλ
α,β̂
v de L(HΦ) pour tout a ∈ NTL

∩ NΦ, tout
v ∈ D(αH,µ) ∩D(Hβ, µ

o) et tout w ∈ D(Hβ , µ
o).

Démonstration : Immédiate d'après la proposition précédente. �

Une autre conséquence importante de la proposition 3.3.1 est l'information structurelle qu'elle
apporte quant à l'algèbre engendrée par la � jambe �droite de U ′H .

3.3.4 Corollaire � On a (id β?α
µ

ωJΦΛΦ(e),η)(Γ(x)) = (id ∗ ωΛΦ(x),JΦe∗JΦη)(UH) pour tous

e, x ∈ NΦ ∩NTL
et tout η ∈ D(αHΦ, µ

o).
On a aussi (ωJΨΛΨ(f),ξ β?α

µ
id)(Γ(y)) = (ωΛΨ(y),JΨf∗JΨξ ∗ id)(U

′
H) pour tous f, y ∈ NΨ∩NTR

et tout ξ ∈ D((HΨ)β, µo).

Démonstration : Immédiate d'après la proposition 3.3.1. �
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3.3.5 Corollaire � On a (ωΛΨ(a),JΨΛΨ(b) ∗ id)(U ′H)∗ = (ωΛΨ(a∗),JΨΛΨ(b∗)) ∗ id)(U ′H) pour tous
a, b ∈ NΨ ∩NTR

∩N ∗
Ψ ∩N ∗

TR
.

Démonstration : D'après le corollaire 3.3.4, on a, pour tout e ∈ NΨ ∩NTR
:

(ωΛΨ(a),JΨΛΨ(e∗b) ∗ id)(U ′H)∗ = (ωJΨΛΨ(e),JΨΛΨ(b) β?α
µ
id)(Γ(a))∗

= (ωJΨΛΨ(b),JΨΛΨ(e) β?α
µ
id)(Γ(a∗))

= (ωΛΨ(a∗),JΨΛΨ(b∗e) ∗ id)(U ′H).

Soit (uk)k∈K une famille d'éléments de NΨ ∩ N ∗
Ψ convergente *-fortement vers 1. Pour tout

indice k ∈ K, on pose :
ek =

1√
π

∫
e−t

2
σΨ
t (uk) dt

On a alors, pour tout k ∈ K, ek et σΨ
−i/2(e

∗
k) bornés et, de plus les deux familles convergent

*-fortement vers 1. Or JΨΛΨ(b∗ek) = σΨ
−i/2(e

∗
k)JΨΛΨ(b∗) si bien que JΨΛΨ(b∗ek) converge vers

JΨΛΨ(b∗). On va justi�er le passage à la limite dans l'égalité obtenue plus haut ; le résultat en
découlera.

Soient ξ, η ∈ D(αH,µ), on a :
((ωΛΨ(a),JΨΛΨ(b) ∗ id)(U ′H)∗ξ|η) = (JΨΛΨ(b) β⊗α

µ
ξ|U ′H(ΛΨ(a) α̂⊗β

µo

η))

= lim
k∈K

(JΨΛΨ(e∗kb) β⊗α
µ

ξ|U ′H(ΛΨ(a) α̂⊗β
µo

η))

car e∗k s−−−−→ 1,

= lim
k∈K

((ωΛΨ(a),JΨΛΨ(e∗kb)
∗ id)(U ′H)∗ξ|η)

= lim
k∈K

((ωΛΨ(a∗),JΨΛΨ(b∗ek) ∗ id)(U ′H)ξ|η)

d'après l'égalité précédente,
= lim

k∈K
(U ′H(ΛΨ(a) α̂⊗β

µo

ξ)|JΨΛΨ(b∗ek) β⊗α
µ

η)

car JΨΛΨ(b∗ek)→ JΨΛΨ(b∗),
= (U ′H(ΛΨ(a∗) α̂⊗β

µo

ξ)|JΨΛΨ(b∗) β⊗α
µ

η)

= ((ωΛΨ(a∗),JΨΛΨ(b∗) ∗ id)(U ′H)ξ|η)

Les deux opérateurs étant bornés, la densité de D(αH,µ) dans H permet de conclure. �

3.4 Relations de commutation.

L'étude se poursuit par l'établissement de relations de commutation qui serviront notamment
à justi�er la cohérence de la dé�nition d'un unitaire pseudo-multiplicatif. On établit les formules
pour UH mais on dispose de formules analogues pour la � version à droite �U ′H .

3.4.1 Lemme � Soient ξ ∈ D(Hβ, µ
o) et η ∈ D(αH,µ), alors :
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i) pour tout a ∈ α(N)′, on a λβ,αξ ◦ a = (1 β⊗α
N

a)λβ,αξ ;

ii) pour tout b ∈ β(N)′, on a λβ,αbξ = (b β⊗α
N

1)λβ,αξ ;

iii) pour tout x ∈ D(σµ−i/2), on a λβ,αβ(x)ξ = λβ,αξ ◦ α(σµ−i/2(x)) ;

iv) pour tout x ∈ D(σµi/2), on a ρβ,αα(x)η = ρβ,αη ◦ β(σµi/2(x)).

Démonstration : Les démonstrations sont assez immédiates. Reste à noter que les deux
dernières égalités représentent en fait la même relation compte-tenu de σµo

t = σµ−t pour tout
t ∈ R et ρβ,αη = σµoλα,βη pour tout η ∈ D(αH,µ), où σµo désigne la volte de H α⊗β

µo

H dans
H β⊗α

µ
H. �

On attire l'attention sur le fait que α(N) et β(N) sont inclus dans β̂(N)′. Ainsi la cohérence
des relations de la proposition suivante est véri�ée.

3.4.2 Proposition � Pour tout n ∈ N , on a :

i) UH(1 α⊗β̂
No

α(n)) = (α(n) β⊗α
N

1)UH ;

ii) UH(1 α⊗β̂
No

β(n)) = (1 β⊗α
N

β(n))UH ;

iii) UH(β(n) α⊗β̂
No

1) = (1 β⊗α
N

β̂(n))UH .

Démonstration :
i) On a, pour tous n ∈ N et e, x ∈ NTL

∩NΦ :

(α(n) β⊗α
N

JΦeJΦ)UHρ
α,β̂
ΛΦ(x) = (α(n) β⊗α

N

1)Γ(x)ρβ,αJΦΛΦ(e)

d'après la proposition 3.3.1,
= Γ(α(n)x)ρβ,αJΦΛΦ(e)

= (1 β⊗α
N

JΦeJΦ)UHρ
α,β̂
ΛΦ(α(n)x)

d'après la proposition 3.3.1,
= (1 β⊗α

N

JΦeJΦ)UH(1 α⊗β̂
No

α(n))ρα,β̂ΛΦ(x)

Des arguments standards de densité permettent de conclure.
ii) La seconde égalité se prouve d'une manière analogue au i)
iii) Pour tous n ∈ Tµ et e, x ∈ NTL

∩NΦ, comme β(Tµ) laisse stable D(Hβ , µ
o), on a :
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(1 β⊗α
N

JΦeJΦβ̂(n))UHρ
α,β̂
ΛΦ(x) = Γ(x)ρβ,αJΦΛΦ(eα(n∗))

d'après la proposition 3.3.1,
= Γ(x)ρβ,α

α(σµ
−i/2

(n))JΦΛΦ(e)

= Γ(x)ρβ,αJΦΛΦ(e)β(n)

d'après le lemme 3.4.1,
= (1 β⊗α

N

JΦeJΦ)UHρ
α,β̂
ΛΦ(x)β(n)

d'après la proposition 3.3.1,
= (1 β⊗α

N

JΦeJΦ)UH(β(n) α⊗β̂
No

1)ρα,β̂ΛΦ(x)

La densité des éléments analytiques pour µ dans N et la normalité de β et β̂ permettent de
conclure.

�

3.4.3 Proposition � On a UH(m α⊗β̂
No

1) = (m β⊗α
N

1)UH pour tout m ∈M ′.

Démonstration : Pour tous e, x ∈ NTL
∩NΦ et tout m ∈M ′ ⊆ α(N)′ ∩ β(N)′, on a :

(m β⊗α
N

JΦeJΦ)UHρ
α,β̂
ΛΦ(x) = (m β⊗α

N

1)Γ(x)ρβ,αJΦΛΦ(e)

d'après la proposition 3.3.1,
= Γ(x)(m β⊗α

N

1)ρβ,αJΦΛΦ(e)

= Γ(x)ρβ,αJΦΛΦ(e)m

= (1 β⊗α
N

JΦeJΦ)UHρ
α,β̂
ΛΦ(x)m

d'après la proposition 3.3.1,
= (1 β⊗α

N

JΦeJΦ)UH(m α⊗β̂
No

1)ρα,β̂ΛΦ(x)

ce qui démontre la proposition. �

Par conséquent, les deux propriétés suivantes sont véri�ées :

3.4.4 Corollaire � Pour tout x ∈ N , on a les relations de commutation :

i) UHΦ
(β̂(x) α⊗β̂

No

1) = (β̂(x) β⊗α
N

1)UHΦ
;

ii) UHΨ
(α̂(x) α⊗β̂

No

1) = (α̂(x) β⊗α
N

1)UHΨ
.

3.4.5 Proposition � On a Γ(x)UH = UH(1 α⊗β̂
No

x) pour tout x ∈M .
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Démonstration : Pour tous e, x, y ∈ NTL
∩NΦ et tout x ∈ m , on a :

(1 β⊗α
N

JΦeJΦ)Γ(x)UHρ
α,β̂
ΛΦ(y) = Γ(x)(1 β⊗α

N

JΦeJΦ)UHρ
α,β̂
ΛΦ(y)

= Γ(xy)ρβ,αJΦΛΦ(e)

d'après la proposition 3.3.1,
= (1 β⊗α

N

JΦeJΦ)UHρ
α,β̂
ΛΦ(xy)

d'après la proposition 3.3.1,
= (1 β⊗α

N

JΦeJΦ)UH(1 α⊗β̂
No

x)ρα,β̂ΛΦ(y)

�

3.5 Unitarité de l'isométrie fondamentale.

Pour prouver l'unitarité de UH (et de U ′H), on s'appuie sur une formule de réciprocité, qui
met en jeu, à la fois, le poids opératoriel invariant à gauche et le poids opératoriel à droite.
3.5.a Premier résultat technique

Le premier résultat intermédiaire dont on a besoin en 3.5.c fait intervenir, outre le proposition
3.3.1, le résultat 3.5.1 suivant, qui explicite certaines fonctions θ dé�nies au chapitre 2.3.

3.5.1 Proposition � Pour tous c ∈ NΨ ∩NTR
, m ∈ (NΨ ∩NTR

)∗ et v ∈ D(Hβ, µ
o), on a :

θβ,µ
o
(v, JΨΛΨ(c))m = (λα̂,βΛΨ(m∗))

∗ρα̂,βv JΨc
∗JΨ

Démonstration : Soit x ∈ NΨ ∩NTR
. On a, d'une part,

θβ,µ
o
(v, JΨΛΨ(c))mΛΨ(x) = Rβ,µ

o
(v)Rβ,µ

o
(JΨΛΨ(c))∗ΛΨ(mx)

= Rβ,µ
o
(v)JµΛTR

(c)∗JΨΛΨ(mx)
d'après les propositions 3.2.2 et 3.2.3.

D'autre part, si c ∈ TΨ,TR
, on a :

(λα̂,βΛΨ(m∗))
∗ρα̂,βv JΨc

∗JΨΛΨ(x) = (λα̂,βΛΨ(m∗))
∗(JΨc

∗JΨΛΨ(x) α̂⊗β
µo

v)

= TR(mxσΨ
−i/2(c))v

d'après la proposition 3.2.6,
= Rβ,µ

o
(v)JµΛµ(β−1(TR(σΨ

i/2(c
∗)x∗m∗)))

d'après la dé�nition de Rβ,µo
(v),

= Rβ,µ
o
(v)JµΛTR

(c)∗JΨΛΨ(mx)

L'égalité (λα̂,βΛΨ(m∗))
∗ρα̂,βv JΨc

∗JΨΛΨ(x) = Rβ,µ
o
(v)JµΛTR

(c)∗JΨΛΨ(mx) reste véri�ée pour tout
c ∈ NΨ ∩NTR

par normalité. La proposition en découle immédiatement. �



3.5 Unitarité de l'isométrie fondamentale. 33

3.5.2 Corollaire� Pour tout a ∈ (NΨ∩NTR
)∗(NΦ∩NTL

), tous e ∈ NΦ∩NTL
, c ∈ NΨ∩NTR

,
tous ξ ∈ HΨ, η ∈ D(α(HΦ), µ) et tous u ∈ H, v ∈ D(Hβ, µ

o), on a :

(v β⊗α
µ

(λβ,αJΨΛΨ(c))
∗UHΨ

(ξ α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))|u β⊗α
µ

JΦe
∗JΦη)

= (JΨc
∗JΨξ α̂⊗β

µo

v|ΛΨ((id β?α
µ
ωη,JΦΛΦ(e))(Γ(a∗))) α̂⊗β

µo

u)

Démonstration : Le corollaire provient du calcul suivant :
(v β⊗α

µ
(λβ,αJΨΛΨ(c))

∗UHΨ
(ξ α⊗β̂

µo

ΛΦ(a))|u β⊗α
µ

JΦe
∗JΦη)

= ((ρβ,αη )∗λβ,αv (λβ,αJΨΛΨ(c))
∗(1 β⊗α

N

JΦe
∗JΦ)UHΨ

(ξ α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))|u)

= ((ρβ,αη )∗λβ,αv (λβ,αJΨΛΨ(c))
∗Γ(a)ρβ,αJΦΛΦ(e)ξ|u)

d'après la proposition 3.3.1,
= θβ,µ

o
(v, JΨΛΨ(c))(ρβ,αη )∗Γ(a)ρβ,αJΦΛΦ(e)ξ|u)

d'après la relation 2.4.2,
= ((λα̂,βΛΨ((id β?α

µ
ωη,JΦΛΦ(e)))(Γ(a∗)))

∗ρα̂,βv JΨc
∗JΨξ|u)

d'après la proposition 3.5.1,
= (JΨc

∗JΨξ α̂⊗β
µo

v|ΛΨ((id β?α
µ
ωη,JΦΛΦ(e)))(Γ(a∗))) α̂⊗β

µo

u)

�

3.5.b Second résultat technique

Le second résultat technique, indépendant du résultat de la section précédente, fait intervenir
la proposition 3.3.1 et la propriété de coproduit Γ. Ici, H désigne un autre espace de Hilbert sur
lequel M agit.

3.5.3 Lemme � Soient a, e ∈ NΦ ∩NTL
, ξ ∈ D(Hβ, µo), η ∈ D(αH,µ), et ζ ∈ H. On a alors :

(1 β⊗α
N

JΦeJΦ)UH(η α⊗β̂
µo

[(λβ,αξ )∗UH(ζ α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))])

= (λβ,αξ β⊗α
N

1)∗(id β?α
N

Γ)(Γ(a))(ζ β⊗α
µ

η β⊗α
µ

JΦΛΦ(e))
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Démonstration : Supposons que ζ ∈ D(Hβ, µo). On a alors :

(1 β⊗α
N

JΦeJΦ)UH(η α⊗β̂
µo

[(λβ,αξ )∗UH(ζ α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))])

= (1 β⊗α
N

JΦeJΦ)UH(η α⊗β̂
µo

ΛΦ((ωζ,ξ β?α
µ
id)(Γ(a)))

d'après la proposition 3.3.2,
= Γ((ωζ,ξ β?α

µ
id)(Γ(a)))(η β⊗α

µ
JΦΛΦ(e))

d'après la proposition 3.3.1,
= (λβ,αξ β⊗α

N

1)∗(id β?α
N

Γ)(Γ(a))(ζ β⊗α
µ

η β⊗α
µ

JΦΛΦ(e))

On obtient ainsi l'égalité de l'énoncé pour tout ζ ∈ D(Hβ, µo).
L'application de H dans H α⊗β̂

µo

HΦ qui à ζ associe η α⊗β̂
µo

[(λβ,αξ )∗UH(ζ α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))] est
continue car η ∈ D(αH,µ) et ΛΦ(a) ∈ D((HΦ)β̂ , µ

o). De la même manière, l'application de H
dans H α⊗β̂

µo

H α⊗β̂
µo

HΦ qui à ζ associe ζ β⊗α
µ

η β⊗α
µ

JΦΛΦ(e) est continue car η ∈ D(αH,µ)

et JΦΛΦ(e) ∈ D(α(HΦ), µ). La densité de D(Hβ, µo) dans H permet alors de conclure. �

3.5.4 Lemme � La somme
∑

i∈I ηi α⊗β̂
µo

[(λβ,αξ )∗UH((ρβ,αηi )∗Ξ α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))] converge pour tous

ξ ∈ D(Hβ, µo), Ξ ∈ H β⊗α
µ

H, a ∈ NΦ ∩NTL
et toute (N,µ)-base (ηi)i∈I de αH.

Démonstration : Les vecteurs ηi α⊗β̂
µo

[(λβ,αξ )∗UH((ρβ,αηi )∗Ξ α̂⊗β
µo

ΛΦ(a))] sont orthogo-
naux d'après les propriétés des (N,µ)-bases de αH. On calcule alors, pour tout i ∈ I :

||ηi α⊗β̂
µo

[(λβ,αξ )∗UH((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

µo

ΛΦ(a))]||2

= (β̂(< ηi, ηi >α,µ)(λ
β,α
ξ )∗UH((ρβ,αηi

)∗Ξ α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))|(λβ,αξ )∗UH((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

µo

ΛΦ(a)))

= ((λβ,αξ )∗(1 β⊗α
µ
β̂(< ηi, ηi >α,µ))UH((ρβ,αηi

)∗Ξ α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))|(λβ,αξ )∗UH((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

µo

ΛΦ(a)))

d'après le lemme 3.4.1,
= ((λβ,αξ )∗UH(β(< ηi, ηi >α,µ)(ρβ,αηi

)∗Ξ α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))|(λβ,αξ )∗UH((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

µo

ΛΦ(a)))

d'après la proposition 3.4.2,
= (λβ,αξ (λβ,αξ )∗UH((ρβ,αηi

)∗Ξ α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))|UH((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

µo

ΛΦ(a)))

d'après les propriétés des (N,µ)-bases de αH.
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On en déduit que :
||ηi α⊗β̂

µo

[(λβ,αξ )∗UH((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

µo

ΛΦ(a))]||2

≤ ||Rβ,α(ξ)||2((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

µo

ΛΦ(a)|(ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

µo

ΛΦ(a))

car UH est une isométrie,
= ||Rβ,α(ξ)||2(TL(a∗a)(ρβ,αηi

)∗Ξ|(ρβ,αηi
)∗Ξ)

d'après la proposition 3.2.6,
≤ ||Rβ,α(ξ)||2||T (a∗a)||((ρβ,αηi

)∗Ξ|(ρβ,αηi
)∗Ξ)

Par suite, d'après les propriétés des (N,µ)-bases de αH, on obtient :∑
i∈I
||ηi α⊗β̂

µo

[(λβ,αξ )∗UH((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

µo

ΛΦ(a))]||2 ≤ ||Rβ,α(ξ)||2||T (a∗a)||||Ξ||2 <∞

On en déduit la convergence de la somme. �

3.5.5 Proposition� Soient a, e ∈ NΦ∩NTL
, Ξ ∈ H β⊗α

µ
H, ξ ∈ D(Hβ , µo), η ∈ D(α(HΦ), µ)

et (ηi)i∈I une (N,µ)-base de αH. On a :

(ρβ,αJΦeJΦη
)∗UH(

∑
i∈I

ηi α⊗β̂
µo

[(λβ,αξ )∗UH((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

µo

ΛΦ(a))])

= (λβ,αξ )∗Γ((id β?α
µ
ωJΦΛΦ(e),η)(Γ(a)))Ξ

Démonstration : La somme ∑
i∈I ηi α⊗β̂

µo

[(λβ,αξ )∗UH((ρβ,αηi )∗Ξ α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))] converge
d'après le lemme 3.5.4. On a alors :∑

i∈I
(ρβ,αη )∗(1 β⊗α

N

JΦeJΦ)UH(ηi α⊗β̂
µo

[(λβ,αξ )∗UH((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

µo

ΛΦ(a))])

=
∑
i∈I

(ρβ,αη )∗(λβ,αξ β⊗α
N

1)∗(id β?α
N

Γ)(Γ(a))((ρβ,αηi
)∗Ξ β⊗α

µ
ηi β⊗α

µ
JΦΛΦ(e))

d'après le lemme 3.5.3,
= (ρβ,αη )∗(λβ,αξ β⊗α

N

1)∗(Γ β?α
N

id)(Γ(a))([
∑
i∈I

ρβ,αηi
(ρβ,αηi

)∗]Ξ β⊗α
µ

JΦΛΦ(e)))

d'après la coassociativité de Γ,

= (ρβ,αη )∗(λβ,αξ β⊗α
N

1)∗(Γ β?α
N

id)(Γ(a))(Ξ β⊗α
µ

JΦΛΦ(e)))

d'après les propriétés des (N,µ)-bases de αH,

= (λβ,αξ )∗(1 β⊗α
N

ρβ,αη )∗(Γ β?α
N

id)(Γ(a))(Ξ β⊗α
µ

JΦΛΦ(e)))

= (λβ,αξ )∗Γ((id β?α
µ
ωJΦΛΦ(e),η)(Γ(a)))Ξ

�

Muni de ces résultats, que l'on applique avecH = HΨ, on est en mesure de prouver maintenant
une formule de réciprocité.
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3.5.c Formule de réciprocité

Notations : Pour toute famille (ek)k∈K dans NΨ ∩ NTR
qui tend vers 1 en croissant, la famille

(ωJΨΛΨ(ek))k∈K tend en croissant vers Ψ. Alors, pour tout x ∈ NΨ ∩NTR
, on a :

(ωJΨΛΨ(ek) β?α
µ
id)(Γ(x)) w−−−−→ (Ψ β?α

µ
id)(Γ(x))

On note ζk = JΨΛΨ(e∗kek) ∈ D((HΨ)β, µo) pour tout k ∈ K.

3.5.6 Proposition � (Formule de réciprocité entre UH et U ′H)

Pour tout a ∈ (NΨ ∩ NTR
)∗(NΦ ∩ NTL

)), tous e ∈ NΦ ∩ NTL
, b ∈ NΨ ∩ NTR

, c ∈ TΨ,TR
, tous

v ∈ D(Hβ, µ
o), η ∈ D(α(HΦ), µ) et toute (N,µ)-base de αH, (ηi)i∈I , on a :

(ρβ,αJΦe∗JΦη
)∗UH(

∑
i∈I

ηi α⊗β̂
µo

[(λβ,αζk )∗UHΨ
([(ρβ,αηi

)∗U ′H(JΨc
∗JΨΛΨ(b) α̂⊗β

µo

v)] α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))])

⇀
k

(ρβ,αJΦe∗JΦη
)∗(v β⊗α

µ
(λβ,αJΨΛΨ(c))

∗UHΨ
(ΛΨ(b) α⊗β̂

µo

ΛΦ(a)))

Remarque � La convergence, qui intervient dans la proposition, est la convergence faible dans
l'espace de Hilbert H.

Démonstration : Pour tout u ∈ H, on a, d'après la proposition 3.5.5 :
(UH(

∑
i∈I

ηi α⊗β̂
µo

[(λβ,αζk )∗UHΨ
([(ρβ,αηi

)∗U ′H(ΛΨ(bc) α̂⊗β
µo

v)] α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))])|u β⊗α
µ

JΦe
∗JΦη)

= (Γ((id β?α
µ
ωJΦΛΦ(e),η)(Γ(a)))U ′H(ΛΨ(bc) α̂⊗β

µo

v)|ζk β⊗α
µ

u)

= (U ′H(ΛΨ((id β?α
µ
ωJΦΛΦ(e),η)(Γ(a))bc) α̂⊗β

µo

v)|ζk β⊗α
µ

u)

d'après la version à droite de la proposition 3.4.5,
= ((ωJΨΛΨ(ek) β?α

µ
id)(Γ((id β?α

µ
ωJΦΛΦ(e),η)(Γ(a))bc))v|u)

d'après la proposition 3.3.1
→ ((Ψ β?α

µ
id)(Γ((id β?α

µ
ωJΦΛΦ(e),η)(Γ(a)))bc)v|u)

= (TR((id β?α
µ
ωJΦΛΦ(e),η)(Γ(a))bc)v|u)

d'après l'invariance à droite de TR,
= (ΛΨ(bc) α̂⊗β

µo

v|ΛΨ((id β?α
µ
ωη,JΦΛΦ(e))(Γ(a∗)))) α̂⊗β

µo

u)

d'après la proposition 3.2.6,
= (v β⊗α

µ
(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(c

∗))
)∗UHΨ

(ΛΨ(b) α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))|u β⊗α
µ

JΦe
∗JΦη)

d'après la proposition 3.5.2.
�
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Notations : Soit (ηi)i∈I une (N,µ)-base de αH. Pour toute partie �nie J ⊂ I, on note PJ la
projection ∑

i∈J θ
α,µ(ηi, ηi) ∈ α(N)′ de sorte que :∑

i∈J
ρβ,αηi

(ρβ,αηi
)∗ = 1 β⊗α

N

PJ

Pour tout e ∈ NΦ∩NTL
, on note aussi P eJ = 1 β⊗α

N

JΦe
∗JΦPJJΦeJΦ =

∑
i∈J ρ

β,α
JΦe∗JΦηi

(ρβ,αJΦe∗JΦηi
)∗.

3.5.7 Corollaire � On a, pour tous a ∈ (NΨ ∩ NTR
)∗(NΦ ∩ NTL

), b ∈ NΨ ∩ NTR
, c ∈ TΨ,TR

,
v ∈ D(Hβ, µ

o), e ∈ NΦ ∩NTL
et toute partie �nie J ⊂ I :

P eJUH(
∑
i∈I

ηi α⊗β̂
µo

[(λβ,αζk )∗UHΨ
([(ρβ,αηi

)∗U ′H(JΨc
∗JΨΛΨ(b) α̂⊗β

µo

v)] α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))])

⇀
k
P eJ (v β⊗α

µ
(λβ,αJΨΛΨ(c))

∗UHΨ
(ΛΨ(b) α⊗β̂

µo

ΛΦ(a)))

Remarque � La convergence, qui intervient dans le corollaire, est la convergence faible dans
l'espace de Hilbert H β⊗α

µ
HΦ.

Démonstration : On applique à la formule de réciprocité ρβ,αJΦe∗JΦη
qui est un opérateur

linéaire continu de H dans H β⊗α
µ

HΦ, et donc aussi continu de H faible dans H β⊗α
µ

HΦ

faible. Puis, on passe à des sommes �nies. �

Notations : Si F désigne un sous-ensemble d'un espace vectoriel normé E, [F ] désigne le sous-
espace vectoriel fermé de E engendré par F

On introduit le sous-espace vectoriel fermé de HΦ suivant :
HΦ = [(λβ,αw )∗UHΨ

(v α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))|v ∈ HΨ, w ∈ JΨΛΨ(NΨ ∩NTR
), a ∈ (NΨ ∩NTR

)∗NΦ ∩NTL
]

D'après la troisième relation du lemme 3.4.1 (resp. la proposition 3.4.2), α (resp. β̂) est alors
une (resp. anti-) représentation non dégénérée de N sur HΦ.

3.5.8 Lemme � Soient a ∈ (NΨ ∩ NTR
)∗(NΦ ∩ NT ), b ∈ NΨ ∩ NTR

, c ∈ TΨ,TR
, v ∈ D(Hβ, µ

o)
et (ηi)i∈I une (N,µ)-base de αH. On note :

Ξk = (
∑
i∈I

ηi α⊗β̂
µo

[(λβ,αζk )∗UHΨ
([(ρβ,αηi

)∗U ′H(JΨc
∗JΨΛΨ(b) α̂⊗β

µo

v)] α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))]

pour tout k ∈ K. La famille (Ξk)k∈K est bornée.

Démonstration : Soit Ξ = v β⊗α
µ

(λβ,αJΨΛΨ(c))
∗UHΨ

(ΛΨ(b) α⊗β̂
µo

ΛΦ(a)). On sait que
P eJUHΞk converge faiblement vers P eJΞ d'après le corollaire précédent, donc :

lim
J,||e||≤1

lim
k
P eJUHΞk = Ξ
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Par conséquent, il existe C tel que :
sup

J,||e||≤1
sup
k
||P eJUHΞk|| ≤ C

et par interversion des bornes supérieures, on trouve :
C ≥ sup

k
sup

J,||e||≤1
||P eJUHΞk|| = sup

k
||UHΞk|| = sup

k
||Ξk||

�

3.5.9 Corollaire� Soient a ∈ (NΨ∩NTR
)∗(NΦ∩NT ), b ∈ NΨ∩NTR

, c ∈ TΨ,TR
, v ∈ D(Hβ , µ

o)
et (ηi)i∈I une (N,µ)-base de αH. On note :

Ξk = (
∑
i∈I

ηi α⊗β̂
µo

[(λβ,αζk )∗UHΨ
([(ρβ,αηi

)∗U ′H(JΨc
∗JΨΛΨ(b) α̂⊗β

µo

v)] α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))]

pour tout k ∈ K, et on note :

Ξ = v β⊗α
µ

(λβ,αJΨΛΨ(c))
∗UHΨ

(ΛΨ(b) α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))

Alors, UHΞk ⇀
k

Ξ.

Démonstration : Soient Θ ∈ H β⊗α
µ

HΦ et ε > 0. Alors, il existe e ∈ NΦ∩NTL
de norme

inférieure à 1 et J ⊂ I partie �nie tels que ||(1− P eJ )Θ|| ≤ ε. D'après le corollaire 3.5.7, il existe
k0 tel que, pour tout k ≥ k0, on a |(P eJUHΞk − P eJΞ|Θ)| ≤ ε. On a alors :

|(UHΞk − Ξ|Θ)| ≤ |(UHΞk − P eJUHΞk|Θ)|+ |(P eJUHΞk − P eJΞ|Θ)|+ |(P eJΞ− Ξ|Θ)|
≤ |(UHΞk|(1− P eJ )Θ)|+ ε+ |(Ξ|(1− P eJ )Θ)|
≤ |(UHΞk|(1− P eJ )Θ)|+ ε+ |(Ξ|(1− P eJ )Θ)|
≤ (supk∈k||Ξk||+ ||Ξ||+ 1)ε

�

3.5.10 Corollaire � On a l'inclusion H β⊗α
µ
HΦ ⊆ UH(H α⊗β̂

µo

HΦ).

Démonstration : D'après le corollaire précédent, on sait que Ξ appartient à l'adhérence
faible de UH(H α⊗β̂

µo

HΦ) qui coïncide avec son adhérence forte. Or UH est une isométrie, donc
l'adhérence forte de UH(H α⊗β̂

µo

HΦ) est exactement égale à UH(H α⊗β̂
µo

HΦ). Le résultat en
découle. �

Théorème 3 � UH : H α⊗β̂
µo

HΦ → H β⊗α
µ

HΦ est un unitaire.

Démonstration du théorème :
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On a, d'après le corollaire précédent :
H β⊗α

µ
HΦ ⊆ UH(H α⊗β̂

µo

HΦ) ⊆ UH(H α⊗β̂
µo

HΦ) ⊆ H β⊗α
µ

HΦ. (3.5.1)
D'autre part, en utilisant une (No, µo)-base de (HΨ)β comme dans la proposition 2.3.2, on

a, pour tous v ∈ HΨ et a ∈ NTL
∩NΦ :

UHΨ
(v α⊗β̂

µo

Λφ(a)) =
∑
i

ξi β⊗α
µ

(λβ,αξi )∗UHΨ
(v α⊗β̂

µo

Λφ(a))

et donc UHΨ
(HΨ α⊗β̂

µo

HΦ) ⊆ HΨ β⊗α
µ
HΦ. L'inclusion réciproque est la relation (3.5.1) appli-

quée à HΨ. Par conséquent, on a :
UHΨ

(HΨ α⊗β̂
µo

HΦ) = UHΨ
(HΨ α⊗β̂

µo

HΦ)

D'après le théorème 1, UHΨ
est une isométrie, donc HΨ α⊗β̂

µo

HΦ = HΨ α⊗β̂
µo

HΦ, et d'après la
proposition 2.4.3, on déduit que :

HΦ = HΦ. (3.5.2)
Grâce à l'inclusion (3.5.1), on conclut alors que UH(H α̂⊗β

µo

HΦ) = H β⊗α
µ

HΦ. �

3.5.11 Corollaire � On a les égalités entre espaces de Hilbert suivantes :

HΦ = [ΛΦ((ωv,w β⊗α
µ

id)(Γ(a)))|v, w ∈ D(Hβ, µ
o), a ∈ NΦ ∩NTL

]

= [(λβ,αw )∗UH(v α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))|v ∈ H,w ∈ D(Hβ , µ
o), a ∈ NΦ ∩NTL

]

= [(ωv,w ∗ id)(UH)ξ|v ∈ D(αH,µ), w ∈ D(Hβ , µ
o), ξ ∈ HΦ]

Démonstration : La seconde égalité est conséquence du corollaire 3.3.3. La dernière est
claire. On prouve que le dernier sous espace est HΦ. Soit η ∈ HΦ orthogonal à :

[(ωv,w ∗ id)(UH)ξ|v ∈ D(αH,µ), w ∈ D(Hβ , µ
o), ξ ∈ HΦ]

Alors, pour tous v ∈ D(αH,µ), w ∈ D(Hβ, µ
o) et ξ ∈ HΦ, on a :

(UH(v α⊗β̂
µo

ξ)|w β⊗α
µ

η) = ((ωv,w ∗ id)(UH)ξ|η) = 0

D'après le théorème précédent, UH est unitaire donc, en particulier, UH est surjectif. Par consé-
quent, w β⊗α

µ
η = 0 pour tout w ∈ D(Hβ , µ

o). D'après le lemme 2.4.2, on a η = 0, ce qui su�t
pour conclure. �

3.5.12 Corollaire � On a Γ(x) = UH(1 α⊗β̂
No

x)U∗H pour tout x ∈M .

Démonstration : Claire d'après l'unitarité de UH et d'après la proposition 3.4.5 �
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3.6 Pseudo-multiplicativité.

On s'intéresse maintenant à W = U∗HΦ
. On dispose donc déjà des quatre relations de com-

mutations du paragraphe 3.4 et l'objectif est, en fait, de prouver que W est un unitaire pseudo-
multiplicatif selon la dé�nition de M. Enock et J.M Vallin ([EV00], dé�nition 5.6) :

3.6.1 Définition � On appelle unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour α, β̂, β
tout unitaire V deH β⊗α

µ
H dansH α⊗β̂

µo

H qui véri�e les relations de commutations suivantes :

i) (1 α⊗β̂
No

α(x))V = V (α(x) β⊗α
N

1) ;
ii) (1 α⊗β̂

No

β(x))V = V (1 β⊗α
N

β(x)) ;
iii) (β(x) α⊗β̂

No

1)V = V (1 β⊗α
N

β̂(x)) ;
iv) (β̂(x) α⊗β̂

No

1)V = V (β̂(x) β⊗α
N

1)

pour tout x ∈ N ,

et la formule :

(1 α⊗β̂
No

V )(V β⊗α
N

1) = (V α⊗β̂
No

1)(σµo α⊗β̂
No

1)(1 α⊗β̂
No

V )σ2µ(1 β⊗α
N

σµo)(1 β⊗α
N

V )

où le premier σµo désigne la volte de H α⊗β̂
µo

H dans H β̂⊗α
µ

H, la seconde désigne celle
de H α⊗β

µo

H dans H β⊗α
µ

H et, quant à σ2µ, c'est la volte de H β⊗α
µ

H β̂⊗α
µ

H dans
H α⊗β̂

µo

(H β⊗α
µ

H). Cette dernière volte � tourne �autour du second produit tensoriel relatif. De
plus, les parenthèses, qui ont été rajoutées, ont pour rôle de souligner le fait que la représentation
ou l'antireprésentation (ici β̂) agit sur la jambe la plus éloignée, et donc que le produit tensoriel
relatif n'est pas, dans ce cas, associatif.

On va s'assurer ici de la cohérence d'une telle formule. Le premier membre de l'égalité agit
de la manière suivante :

H β⊗α
µ
H β⊗α

µ
H

V entrelace β−−−−−−−−−−−−→
sur sa jambe droite

H α⊗β̂
µo

H β⊗α
µ
H

V entrelace β̂−−−−−−−−−−−−→
sur sa jambe gauche

H α⊗β̂
µo

H α⊗β̂
µo

H.

Le second membre quant à lui agit par :
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H β⊗α
µ

H β⊗α
µ

H
V entrelace α
sur sa jambe−−−−−−−−−−−−→
gauche avec α

sur sa jambe droite

H β⊗α
µ

(H α⊗β̂
µo

H)

y
H α⊗β̂

µo

(H β⊗α
µ

H) ←−−−− H β⊗α
µ

H β̂⊗α
µ

H

V entrelace β̂
sur sa jambe

y droite avec β
sur sa jambe gauche

H α⊗β
µo

H α⊗β̂
µo

H −−−−→ (H β⊗α
µ

H) α⊗β̂
µo

H

V entrelace α
sur sa jambe

y gauche avec α
sur sa jambe droite

H α⊗β̂
µo

H α⊗β̂
µo

H.

On rappelle que, suivant ([Eno02], 3.5), si on utilise un autre poids normal semi�ni et �dèle
pour la construction des produits tensoriels relatifs, alors les isomorphismes canoniques de bimo-
dules transforment l'unitaire pseudo-multiplicatif en un autre unitaire pseudo-multiplicatif. La
relation pentagonale provient essentiellement de la coassociativité du coproduit. On détermine
donc (id β?α

N

Γ) ◦ Γ et (Γ β?α
N

id) ◦ Γ en fonction de UH dans les propositions 3.6.4 et 3.6.6 qui
suivent. Dans la suite, H désigne un autre espace de Hilbert sur lequel M agit.

3.6.2 Lemme � On a, pour tous ξ1 ∈ D(αH, µ) et ξ′2 ∈ D(Hβ , µ
o) :

i) λα,β̂ξ1 (λβ,α
ξ′2

)∗ = (λβ,α
ξ′2

)∗σ2µo(1 α⊗β̂
No

σµ)λ
α,β̂
ξ1

;

ii) UHλ
α,β̂
ξ1

(λβ,α
ξ′2

)∗UH = (λβ,α
ξ′2

)∗(1 β⊗α
N

UH)σ2µo(1 α⊗β̂
No

σµ)(1 α⊗β
No

UH)λα,βξ1 .

Démonstration : i) est de démonstration aisée et ii) découle de i). �

3.6.3 Proposition � Les deux égalités suivantes sont véri�ées :

i) Pour tous ξ1 ∈ D(αH, µ), ξ′1 ∈ D(αH,µ), ξ2 ∈ D(Hβ , µo), ξ′2 ∈ D(Hβ, µ
o) et pour tous

η1, η2 ∈ HΦ, on a :

((1 β⊗α
N

UH)σ2µo(1 α⊗β̂
No

σµ)(1 α⊗β
No

UH)(σµ α⊗β̂
No

1)([ξ′1 β⊗α
µ
ξ1] α⊗β̂

µo

η1)|ξ′2 β⊗α
µ

ξ2 β⊗α
µ

η2)

= ((ωξ1,ξ2 ∗ id)(UH)(ωξ′1,ξ′2 ∗ id)(UH)η1|η2)

ii) Pour tous a ∈ NΦ ∩NTL
, ξ1 ∈ H et ξ′1, ξ

′
2 ∈ D(Hβ, µ

o), on a :

(λβ,α
ξ′2

)∗(1 β⊗α
N

UH)σ2µo(1 α⊗β̂
No

σµ)(1 α⊗β
No

UH)(σµ α⊗β̂
No

1)([ξ′1 β⊗α
µ
ξ1] α⊗β̂

µo

ΛΦ(a))

= UH(ξ1 α⊗β̂
No

ΛΦ((ωξ′1,ξ′2 β?α
µ
id)(Γ(a))))
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Démonstration : On démontre d'abord la première égalité. Dans les conditions de
l'énoncé, on calcule :

((1 β⊗α
N

UH)σ2µo(1 α⊗β̂
No

σµ)(1 α⊗β
No

UH)(σµ α⊗β̂
No

1)([ξ′1 β⊗α
µ
ξ1] α⊗β̂

µo

η1)|ξ′2 β⊗α
µ

ξ2 β⊗α
µ

η2)

= ((λβ,α
ξ′2

)∗(1 β⊗α
N

UH)σ2µo(1 α⊗β̂
No

σµ)(1 α⊗β
No

UH)λα,βξ1 (ξ′1 α⊗β̂
µo

η1)|ξ2 β⊗α
µ
η2)

= (UHλ
α,β̂
ξ1

(λβ,α
ξ′2

)∗UH(ξ′1 α⊗β̂
µo

η1)|ξ2 β⊗α
µ
η2)

d'après le lemme précédent,
= ((λβ,αξ2 )∗UH(ξ1 α⊗β̂

µo

(ωξ′1,ξ′2 ∗ id)(UH)η1|η2)

= ((ωξ1,ξ2 ∗ id)(UH)(ωξ′1,ξ′2 ∗ id)(UH)η1|η2)

On prouve alors la seconde égalité. Soit ξ1 ∈ D(αH, µ). On calcule :

(λβ,α
ξ′2

)∗(1 β⊗α
N

UH)σ2µo(1 α⊗β̂
No

σµ)(1 α⊗β
No

UH)(σµ α⊗β̂
No

1)([ξ′1 β⊗α
µ
ξ1] α⊗β̂

µo

ΛΦ(a))

= (λβ,α
ξ′2

)∗(1 β⊗α
N

UH)σ2µo(1 α⊗β̂
No

σµ)(1 α⊗β
No

UH)λα,βξ1 (ξ′1 α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))

= UHλ
α,β̂
ξ1

(λβ,α
ξ′2

)∗UH(ξ′1 α⊗β̂
µo

ΛΦ(a))

d'après le lemme précédent,
= UH(ξ1 α⊗β̂

No

ΛΦ((ωξ′1,ξ′2 β?α
µ
id)(Γ(a))))

d'après la proposition 3.3.2.

On obtient ainsi l'égalité souhaitée pour tout ξ1 ∈ D(αH, µ). Par continuité, elle reste véri�ée
pour tout ξ1 ∈ H. �

3.6.4 Proposition � Pour tous a, b ∈ NΦ ∩NTL
, on a :

(id β?α
µ

Γ)(Γ(a))ρβ,αJΦΛΦ(b)

= (1 β⊗α
N

1 β⊗α
N

JΦbJΦ)(1 β⊗α
N

UH)σ2µo(1 α⊗β̂
No

σµ)(1 α⊗β
No

UH)(σµ α⊗β̂
No

1)ρα,β̂ΛΦ(a)
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Démonstration : Soient ξ1 ∈ H et ξ′1, ξ′2 ∈ D(Hβ, µ
o). On calcule alors :

(λβ,α
ξ′2

)∗(1 β⊗α
N

1 β⊗α
N

JΦbJΦ)(1 β⊗α
N

UH)σ2µo(1 α⊗β̂
No

σµ)(1 α⊗β
No

UH)(σµ α⊗β̂
No

1)ρα,β̂ΛΦ(a)(ξ
′
1 β⊗α

µ
ξ1)

= (1 β⊗α
N

JΦbJΦ)(λβ,α
ξ′2

)∗(1 β⊗α
N

UH)σ2µo(1 α⊗β̂
No

σµ)(1 α⊗β
No

UH)(σµ α⊗β̂
No

1)ρα,β̂ΛΦ(a)(ξ
′
1 β⊗α

µ
ξ1)

= (1 β⊗α
N

JΦbJΦ)UH(ξ1 α⊗β̂
No

ΛΦ((ωξ′1,ξ′2 β?α
µ
id)(Γ(a))))

d'après la proposition précédente,
= Γ((ωξ′1,ξ′2 β?α

µ
id)(Γ(a)))ρβ,αJΦΛΦ(b)ξ1

d'après la proposition 3.3.1,
= (λβ,α

ξ′2
)∗(id β?α

µ
Γ)(Γ(a))ρβ,αJΦΛΦ(b)(ξ

′
1 β⊗α

µ
ξ1)

La proposition en découle facilement. �

3.6.5 Lemme � On a (Γ β?α
N

id)(X) = (UH β⊗α
N

1)(1 α⊗β̂
No

X)(U∗H β⊗α
N

1) pour tout

X ∈M β?α
N

M ⊂ (1 β⊗α
N

β̂(N))′.

Démonstration : D'après le corollaire 3.5.12, Γ est implémenté par UH ; le lemme en
découle. �

3.6.6 Proposition � Pour tous a, b ∈ NΦ ∩NTL
, on a :

(Γ β?α
N

id)(Γ(a))ρβ,αJΦΛΦ(b)

= (1 β⊗α
N

1 β⊗α
N

JΦbJΦ)(UH β⊗α
N

1)(1 α⊗β̂
No

W ∗)(U∗H α⊗β̂
No

1)ρα,β̂ΛΦ(a)

Démonstration : La proposition provient du calcul suivant :
(1 β⊗α

N

1 β⊗α
N

JΦbJΦ)(UH β⊗α
N

1)(1 α⊗β̂
No

W ∗)(U∗H α⊗β̂
No

1)ρα,β̂ΛΦ(a)

= (UH β⊗α
N

1)(1 α⊗β̂
No

1 β⊗α
N

JΦbJΦ)(1 α⊗β̂
No

W ∗)ρα,β̂ΛΦ(a)U
∗
H

= (UH β⊗α
N

1)(1 α⊗β̂
No

(1 β⊗α
N

JΦbJΦ)W ∗ρα,β̂ΛΦ(a))U
∗
H

= (UH β⊗α
N

1)(1 α⊗β̂
No

Γ(a)ρβ,αJΦΛΦ(b))U
∗
H

d'après la proposition 3.3.1,
= (UH β⊗α

N

1)(1 α⊗β̂
No

Γ(a))(U∗H α⊗β̂
No

1)ρβ,αJΦΛΦ(b)

= (Γ β?α
N

id)(Γ(a))ρβ,αJΦΛΦ(b)

d'après le lemme précédent.
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�

3.6.7 Corollaire � La relation suivante est véri�ée :

(U∗H α⊗β̂
No

1)(σµo α⊗β̂
No

1)(1 α⊗β̂
No

U∗H)σ2µ(1 β⊗α
N

σµo)(1 β⊗α
N

W )

= (1 α⊗β̂
No

W )(U∗H β⊗α
N

1)

Démonstration : D'après la relation de coproduit et les égalités obtenues dans les pro-
positions 3.6.4 avec H = HΦ et 3.6.6, on obtient facilement la relation :

(1 β⊗α
N

W ∗)σ2µo(1 α⊗β̂
No

σµ)(1 α⊗β
No

UH)

= (UH β⊗α
N

1)(1 α⊗β̂
No

W ∗)(U∗H α⊗β̂
No

1)(σµo α⊗β̂
No

1)

Le passage à l'adjoint termine la preuve. �

Théorème 4 � W est un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour α, β̂, β.

Démonstration : W est un unitaire de H β⊗α
µ

H dans H α⊗β̂
µo

H qui véri�e les quatre
relations de commutation nécessaires. Le corollaire précédent appliqué dans le cas où H = HΦtermine la preuve. �

Les résultats analogues pour la version à droite s'énoncent ainsi :

Théorème 5 � Si W ′ = U ′HΨ
, alors la relation suivante est véri�ée :

(W ′
β⊗α
N

1)(σµ β⊗α
N

1)(1 β⊗α
N

U ′H)σ2µo(1 α̂⊗β
No

σµ)(1 α̂⊗β
No

U ′H)

= (1 β⊗α
N

U ′H)(W ′
α̂⊗β
No

1)

En particulier, si H = HΨ, W ′ est un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de No pour β, α, α̂.

Démonstration : Il su�t, par exemple, d'appliquer les résultats précédents au bimodule
de Hopf symétrisé. �

3.7 Algèbre de von Neumann engendrée par �la jambe droite� de
l'unitaire fondamental.

3.7.1 Définition � On appelle A(U ′H) (resp. A(U ′H)) la fermeture faible de l'espace vectoriel
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engendré (resp. l'algèbre de von Neumann engendrée) par les opérateurs (ωv,w ∗ id)(U ′H) avec
v ∈ D(α̂(HΨ), µ) et w ∈ D((HΨ)β, µo).

3.7.2 Proposition �
i) A(U ′H) est une algèbre non dégénérée involutive i.e A(U ′H) = A(U ′H) ;

ii) On a α(N) ∪ β(N) ⊆ A(U ′H) = A(U ′H) ⊆M ⊆ α̂(N)′ ;

iii) Soit x ∈ L(H). Alors x ∈ A(U ′H)′ si et seulement si x ∈ α(N)′ ∩ β(N)′ et véri�e :

U ′H(1 α̂⊗β
No

x) = (1 β⊗α
N

x)U ′H

En fait, on montrera plus loin l'égalité A(U ′H) = A(U ′H) = M .
Démonstration : Il s'agit en fait de résultats obtenus dans [EV00] (théorème 6.1) pour

le second et le troisième points. Quant au premier, il résulte de [Eno02] (proposition 3.6) et du
corollaire 3.3.5, qui prouve que A(U ′H) est involutive. �

On énonce alors un théorème rassemblant les résultats de cette section :

Théorème 6 � Soient (N,M,α, β,Γ) un bimodule de Hopf, TL (resp. TR) un poids opératoriel
normal, semi�ni et �dèle invariant à gauche (resp. à droite). Alors, pour tout poids µ normal,
semi�ni et �dèle sur N , si Φ = µ ◦ α−1 ◦ TL, l'application suivante :

v α⊗β̂
µo

ΛΦ(a) 7→
∑
i∈I

ξi β⊗α
µ

ΛΦ((ωv,ξi β?α
µ
id)(Γ(a)))

pour tout v ∈ D((HΦ)β , µo), tout a ∈ NTL
∩ NΦ, toute (No, µo)-base (ξi)i∈I de (HΦ)β et où

β̂(x) = JΦα(x∗)JΦ, se prolonge en un opérateur unitaire W ∗ de HΦ α⊗β̂
µo

HΦ dans HΦ β⊗α
µ

HΦ.

W est alors un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour α, β̂, β. De plus, pour tout
x ∈M , on a Γ(x) = W ∗(1 α⊗β̂

No

x)W .

On dispose de résultats analogues avec des constructions à partir de TR.
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Chapitre 4

CONSTRUCTION DE L'ANTIPODE

Dans ce qui suit, on ajoute une hypothèse supplémentaire naturelle, qui lie le poids opéra-
toriel invariant à gauche avec l'antireprésentation de la base et le poids invariant à droite avec
la représentation de la base. À l'aide de ces hypothèses, on construit une antipode non bor-
née, dont la décomposition polaire conduit à une coinvolution et à un groupe à un paramètre
d'automorphismes (� groupe d'échelle �).

4.1 Dé�nition de la structure de groupoïde quantique mesuré.

4.1.1 Définition � On dit qu'un poids opératoriel TL normal, semi�ni et �dèle de M+ dans
α(N)

+ est β-adapté s'il existe un poids νL normal, semi�ni et �dèle sur N tel que σTL
t (β(n)) =

β(σνL
−t(n)) pour tous n ∈ N et t ∈ R. On dit alors que TL est β-adapté par rapport à νL.
De même, on dit qu'un poids opératoriel TR normal, �dèle, semi�ni de M+ dans β(N)

+ est
α-adapté s'il existe un poids νR normal, semi�ni et �dèle sur N tel que σTR

t (α(n)) = α(σνR
t (n))

pour tous n ∈ N et t ∈ R. On dit alors que TR est α-adapté par rapport à νR.

4.1.2 Définition� On dit qu'un bimodule de Hopf (N,M,α, β,Γ) muni d'un poids opératoriel
TL de M+ dans α(N)

+ normal, semi�ni, �dèle, invariant à gauche et d'un poids opératoriel TR
de M+ dans β(N)

+ normal, semi�ni, �dèle, invariant à droite est un groupoïde quantique
mesuré s'il existe un poids ν normal, semi�ni et �dèle sur N tel que TL est β-adapté par rapport
à ν et TR est α-adapté par rapport à ν. On note alors (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) le groupoïde
quantique mesuré et on dit, dans ces conditions, que le poids ν est un poids quasi-invariant.

Remarque � Si TL est un poids opératoriel de M+ vers α(N)
+ normal, semi�ni et �dèle est

β-adapté pour ν et si R est une coinvolution de M , alors R ◦ TL ◦ R est un poids opératoriel
normal, semi�ni et �dèle de M+ vers β(N)

+
α-adapté par rapport au même poids ν.

4.1.3 Lemme � Pour tout poids µ normal, semi�ni et �dèle sur N et tout poids opératoriel
TL, β-adapté par rapport au poids ν, il existe un poids opératoriel Sµ de M vers β(N) normal,
semi�ni, �dèle et α-adapté par rapport à µ tel que µ ◦ α−1 ◦ TL = ν ◦ β−1 ◦ Sµ. De même, pour

47
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tout poids χ normal, semi�ni et �dèle sur N et tout poids opératoriel TR, α-adapté par rapport
au poids ν, il existe un poids opératoriel Sχ de M vers α(N) normal, semi�ni, �dèle et β-adapté
par rapport à µ tel que χ ◦ β−1 ◦ TR = ν ◦ β−1 ◦ Sχ.

Démonstration : Pour tout n ∈ N et tout t ∈ R, on a σµ◦α−1◦TL
t (β(n)) = σν◦β

−1

t (β(n)).
D'après le théorème de Haagerup, on peut conclure à l'existence de Sµ dont le caractère adapté
est clair. Le reste du lemme est de démonstration analogue. �

On désigne par (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) un groupoïde quantique mesuré. On dispose du
groupoïde quantique mesuré opposé (No,M, β, α, ςN ◦ Γ, νo, TR, TL). On note :

Φ = ν ◦ α−1 ◦ TL et Ψ = ν ◦ β−1 ◦ TR

On note Sν = SL et Sν = SR . On a alors ΛΦ(TΦ,SL
) ⊆ JΦΛΦ(NΦ∩NSL

) ⊆ D((HΦ)β, νo) d'aprèsles propositions 3.2.2 et 3.2.3 et, pour tout a ∈ NΦ ∩NSL
, on a Rβ,νo

(JΦΛΦ(a)) = JΦΛSL
(a)Jν .

4.2 L'opérateur G.

On construit ici un opérateur non borné sur HΦ fermé dont la décomposition polaire va
fournir les éléments nécessaires à la construction de l'antipode. On dispose des lemmes suivants :

4.2.1 Lemme � Pour tout λ ∈ C, tout x ∈ D(σν−iλ) et tous ξ, ξ
′ ∈ ΛΦ(TΦ,TL

), on a, d'une part :

α(x)∆λ
Φ ⊆ ∆λ

Φα(σνiλ(x))

Rα,ν(∆λ
Φξ)∆

λ
ν ⊆ ∆λ

ΦR
α,ν(ξ)

et σνiλ(< ∆λ
Φξ, ξ

′ >α,ν) =< ξ,∆λ
Φξ

′ >α,ν

(4.2.1)

et, d'autre part :

β̂(x)∆λ
Φ ⊆ ∆λ

Φβ̂(σνiλ(x))

Rβ̂,ν
o
(∆λ

Φξ)∆
λ
ν ⊆ ∆λ

ΦR
β̂,νo

(ξ)

et σνiλ(< ∆λ
Φξ, ξ

′ >β̂,νo) =< ξ,∆λ
Φξ

′ >β̂,νo .

(4.2.2)

Démonstration : Aisée. �

4.2.2 Lemme � [Sau86] Il est possible de dé�nir, pour tout λ ∈ C, un opérateur ∆λ
Φ α⊗β̂

νo

∆λ
Φ

fermé qui opère de manière naturelle sur les tenseurs élémentaires.

Démonstration : Soit λ ∈ C. On dé�nit l'opérateur linéaire ∆λ sur le produit tensoriel
algébrique ΛΦ(TΦ,SL

)�D(∆λ
Φ) ⊆ D(αHΦ, ν)�HΦ par la formule :

∆λ(ξ � η) = ∆λ
Φξ �∆λ

Φη

Pour tout ξ, ξ′ ∈ ΛΦ(TΦ,SL
), η ∈ D(∆λ

Φ) et η′ ∈ D(∆λ
Φ), on calcule :
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(∆λ(ξ � η)|ξ′ � η′) = (β̂(< ∆λ
Φξ, ξ

′ >α,ν)∆λ
Φη|η′)

= (∆λ
Φβ̂(σνiλ(< ∆λ

Φξ, ξ
′ >α,ν))η|η′) relations (4.2.1)

= (β̂(< ξ,∆λ
Φξ

′ >α,ν)η|∆λ
Φη

′) relations (4.2.1)
= (ξ α⊗β̂

νo

η|∆λ
Φξ

′
α⊗β̂
ν

∆λ
Φη

′).

Ainsi, pour tout λ ∈ C, ∆λ passe au quotient pour donner alors un opérateur ∆̃λ densément
dé�ni dans HΦ α⊗β̂

νo

HΦ. De plus, les égalités précédentes prouvent que ∆̃λ ⊆ ∆̃∗
λ. Ainsi, ∆̃∗

λ

est densément dé�ni, ce qui signi�e que ∆̃λ est fermable. L'opérateur recherché désigne cette
fermeture. On renvoie à l'article [Sau86] pour le détail des idées dans un cadre plus général. �

Comme, pour tout x ∈ N , on a JΦα(x) = β̂(x∗)JΦ, on peut dé�nir, d'après [Sau83a], un
opérateur antilinéaire unitaire :

JΦ α⊗β̂
νo

JΦ : HΦ α⊗β̂
νo

HΦ → HΦ β̂⊗α
ν

HΦ

dont l'adjoint est JΦ β̂⊗α
ν

JΦ. Aussi, par composition, on voit qu'il est possible de dé�nir de
manière naturelle un opérateur antilinéaire et fermé :

SΦ α⊗β̂
νo

SΦ : HΦ α⊗β̂
νo

HΦ → HΦ β̂⊗α
ν

HΦ

De la même manière, si FΦ = S∗Φ, alors on peut dé�nir un opérateur antilinéaire et fermé
FΦ β̂⊗α

ν

FΦ : HΦ β̂⊗α
ν

HΦ → HΦ α⊗β̂
νo

HΦ et on a (SΦ α⊗β̂
νo

SΦ)∗ = FΦ β̂⊗α
ν

FΦ.

4.2.3 Lemme � Pour tous c ∈ (NΦ ∩NTL
)∗(NΨ ∩NTR

), e ∈ NΦ ∩NTL
et toute famille (ek)k∈K

d'éléments de NΨ ∩NTR
telle que ek

w−−−−→ 1, on a :

(λβ,αJΨΛΨ(ek))
∗(1 β⊗α

N

JΦeJΦ)UHΨ
ρα,β̂ΛΦ(c∗)

w−−−−→ (λα̂,βΛΨ(c))
∗U ′∗HΦ

ρβ,αJΦΛΦ(e)

Démonstration : Pour tout k ∈ K, on a :

(λβ,αJΨΛΨ(ek))
∗(1 β⊗α

ν
JΦeJΦ)UHΨ

ρα,β̂ΛΦ(c∗) = (λβ,αJΨΛΨ(ek))
∗Γ(c∗)ρβ,αJΦΛΦ(e)

d'après la proposition 3.3.1,
=

(
Γ(c)λβ,αJΨΛΨ(ek)

)∗
ρβ,αJΦΛΦ(e)

=
(

(JΨekJΨ β⊗α
N

1)U ′HΦ
λα̂,βΛΨ(c)

)∗
ρβ,αJΦΛΦ(e)

d'après la proposition 3.3.1,
= (λα̂,βΛΨ(c))

∗U ′∗HΦ
(JΨe

∗
kJΨ β⊗α

N

1)ρβ,αJΦΛΦ(e)

= (λα̂,βΛΨ(c))
∗U ′∗HΦ

ρβ,αJΦΛΦ(e)JΨe
∗
kJΨ

Le résultat en découle. �



50 CONSTRUCTION DE L'ANTIPODE

4.2.4 Lemme � Pour tous c ∈ (NΦ ∩ NTL
)∗(NΨ ∩ NTR

), e ∈ NΦ ∩ NTL
, η ∈ HΨ, v ∈ HΦ et

toute famille (ek)k∈K d'éléments de ∈ NΨ ∩NTR
telle que ek

w−−−−→ 1, la famille suivante :

((UHΨ
(η α⊗β̂

νo

ΛΦ(c∗))|JΨΛΨ(ek) β⊗α
ν

JΦe
∗JΦv))k∈K

converge vers (η|(ρJΦΛΦ(e))∗U ′HΦ
(ΛΨ(c) α̂⊗β

νo

v)).

Démonstration : On applique le lemme précédent de la manière suivante :

(UHΨ
(η α⊗β̂

νo

ΛΦ(c∗))|JΨΛΨ(ek) β⊗α
ν

JΦe
∗JΦv) = ((λβ,αJΨΛΨ(ek))

∗(1 β⊗α
N

JΦeJΦ)UHΨ
ρα,β̂ΛΦ(c∗)η|v)

−−−−→
k

((λα̂,βΛΨ(c))
∗U ′∗HΦ

ρβ,αJΦΛΦ(e)η|v)

= (η|(ρJΦΛΦ(e))
∗U ′HΦ

(ΛΨ(c) α̂⊗β
νo

v))

�

4.2.5 Proposition � Soient (ηi)i∈I une (N, ν)-base de αH, Ξ ∈ HΨ β⊗α
ν

H, u ∈ D(αH, ν),

c ∈ (NΦ ∩NTL
)∗(NΨ ∩NTR

), h ∈ NΦ ∩NTL
et e ∈ NΦ ∩NTL

∩N ∗
Φ ∩N ∗

TL
. On a alors :

lim
k

lim
J⊂I,J�nie

∑
i∈J

(ηi α⊗β̂
νo

h∗(λβ,αJΦΛΦ(ek))
∗UHΨ

((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

νo

ΛΦ(c∗))|u α⊗β̂
νo

JΦΛΦ(e∗))

existe et, est égale à ((ρβ,αu )∗Ξ|(ρβ,αJΦΛΦ(e))
∗U ′HΨ

(ΛΨ(c) α̂⊗β
νo

ΛΦ(h))).

Démonstration : On a, pour tout i ∈ I et tout k ∈ K :
(ηi α⊗β̂

νo

h∗(λβ,αJΦΛΦ(ek))
∗UHΨ

((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

νo

ΛΦ(c∗))|u α⊗β̂
νo

JΦΛΦ(e∗))

= (β̂(< ηi, u >α,ν)(λ
β,α
JΦΛΦ(ek))

∗UHΨ
((ρβ,αηi

)∗Ξ α⊗β̂
νo

ΛΦ(c∗))|gJΦΛΦ(e∗))

d'après la dé�nition du produit scalaire,
= ((λβ,αJΦΛΦ(ek))

∗(1 β⊗α
ν
β̂(< ηi, u >α,ν)UHΨ

((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

νo

ΛΦ(c∗))|JΦe
∗JΦΛΦ(h)))

d'après le lemme 3.4.1,
= ((λβ,αJΦΛΦ(ek))

∗UHΨ
(β(< ηi, u >α,ν)(ρβ,αηi

)∗Ξ α⊗β̂
νo

ΛΦ(c∗))|JΦe
∗JΦΛΦ(h))

d'après la relation de commutation de la proposition 3.4.2,
D'où : ∑

i∈I
(ηi α⊗β̂

νo

h∗(λβ,αJΦΛΦ(ek))
∗UHΨ

((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

νo

ΛΦ(c∗))|u α⊗β̂
νo

JΦΛΦ(e∗))

= (UHΨ
((ρβ,αu )∗Ξ α⊗β̂

νo

ΛΦ(c∗))|JΦΛΦ(ek) β⊗α
ν

JΦe
∗JΦΛΦ(h))
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d'après les propriétés des (N, ν)-bases de αH, et d'après le lemme 4.2.4, on a :
lim
k

∑
i∈I

(ηi α⊗β̂
νo

h∗(λβ,αJΦΛΦ(ek))
∗UHΨ

((ρβ,αηi
)∗Ξ α⊗β̂

νo

ΛΦ(c∗))|u α⊗β̂
νo

JΦΛΦ(e∗))

= ((ρβ,αu )∗Ξ|(ρβ,αJΦΛΦ(e))
∗U ′HΦ

(ΛΨ(c) α̂⊗β
νo

ΛΦ(h)))

�

4.2.6 Proposition � Pour tous a, c ∈ (NΦ ∩ NTL
)∗(NΨ ∩ NTR

), b, d ∈ TΨ,TR
et g, h ∈ TΦ,SL

,
on a :

U∗HΦ
Γ(g∗)(ΛΦ(h) β⊗α

ν
(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(b

∗))
)∗U∗HΨ

(ΛΨ(a) α⊗β̂
νo

ΛΦ((cd)∗))) ∈ D(SΦ α⊗β̂
νo

SΦ)

et alors, on a :

σν(SΦ α⊗β̂
νo

SΦ)U∗HΦ
Γ(g∗)(ΛΦ(h) β⊗α

ν
(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(b

∗))
)∗U∗HΨ

(ΛΨ(a) α⊗β̂
νo

ΛΦ((cd)∗)))

= U∗HΦ
Γ(h∗)(ΛΦ(g) β⊗α

ν
(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(d

∗))
)∗UHΨ

(ΛΨ(c) α⊗β̂
νo

ΛΦ((ab)∗)))

Démonstration : On désigne par Ξ1 le vecteur U ′HΦ
(ΛΨ(ab) α̂⊗β

νo

ΛΦ(h)) et par Ξ2 le
vecteur U ′HΦ

(ΛΨ(cd) α̂⊗β
νo

ΛΦ(g)). Alors, pour tous e, f ∈ NTL
∩ NΦ ∩ N ∗

TL
∩ N ∗

Φ on calcule le
produit scalaire de FΦJΦΛΦ(e∗) α⊗β̂

νo

FΦJΦΛΦ(f) par le vecteur :

U∗HΦ
Γ(g∗)(ΛΦ(h) β⊗α

ν
(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(b

∗))
)∗UHΨ

(ΛΨ(a) α⊗β̂
νo

ΛΦ((cd)∗)))

Cette quantité est égal au produit scalaire de JΦΛΦ(e) α⊗β̂
νo

JΦΛΦ(f∗) par le vecteur :

U∗HΦ
Γ(g∗)(ΛΦ(h) β⊗α

ν
(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(b

∗))
)∗UHΨ

(ΛΨ(a) α⊗β̂
νo

ΛΦ((cd)∗)))

ce qui est égal à :
lim
k

∑
i

(JΦΛΦ(e) α⊗β̂
νo

JΦΛΦ(f∗)|ηi α⊗β̂
νo

g∗(λβ,αJΨΛΨ(ek))
∗UHΨ

((ρβ,αηi
)∗Ξ1 α⊗β̂

νo

ΛΦ((cd)∗)))

d'après le corollaire 3.5.9,
= ((ρβ,αJΦΛΦ(f))

∗Ξ2|(ρβ,αJΦΛΦ(e))
∗Ξ1)

d'après la proposition précédente avec Ξ = Ξ1,

=lim
k

∑
i

(ηi α⊗β̂
νo

h∗(λβ,αJΨΛΨ(ek))
∗UHΨ

((ρβ,αηi
)∗Ξ2 α⊗β̂

νo

ΛΦ((ab)∗))|JΦΛΦ(f) α⊗β̂
νo

JΦΛΦ(e∗))

d'après la proposition précédente avec Ξ = Ξ2.

Cette dernière quantité est égal au produit scalaire du vecteur :
U∗HΦ

Γ(h∗)(ΛΦ(g) β⊗α
ν

(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(d
∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ(c) α⊗β̂

νo

ΛΦ((ab)∗)))
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par le vecteur JΦΛΦ(f) α⊗β̂
νo

JΦΛΦ(e∗) d'après la proposition 3.5.9, et qui, �nalement, est égal
au produit scalaire du vecteur :

σνoU∗HΦ
Γ(h∗)(ΛΦ(g) β⊗α

ν
(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(d

∗))
)∗UHΨ

(ΛΨ(c) α⊗β̂
νo

ΛΦ((ab)∗)))

par le vecteur JΦΛΦ(e∗) β̂⊗α
ν

JΦΛΦ(f).
Comme l'espace vectoriel engendré par les éléments de la forme JΦΛΦ(e∗) β̂⊗α

ν

JΦΛΦ(f)

avec e, f ∈ NTL
∩NΦ ∩N ∗

TL
∩N ∗

Φ forme un c÷ur pour FΦ β̂⊗α
ν

FΦ, on a :
U∗HΦ

Γ(g∗)(ΛΦ(h) β⊗α
ν

(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
∗))

)∗U∗HΨ
(ΛΨ(a) α⊗β̂

νo

ΛΦ((cd)∗))) ∈ D(SΦ α⊗β̂
νo

SΦ)

et on obtient :
(SΦ α⊗β̂

νo

SΦ)U∗HΦ
Γ(g∗)(ΛΦ(h) β⊗α

ν
(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(b

∗))
)∗U∗HΨ

(ΛΨ(a) α⊗β̂
νo

ΛΦ((cd)∗)))

= σνoU∗HΦ
Γ(h∗)(ΛΦ(g) β⊗α

ν
(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(d

∗))
)∗UHΨ

(ΛΨ(c) α⊗β̂
νo

ΛΦ((ab)∗)))

�

4.2.7 Proposition � Il existe un unique opérateur G antilinéaire densément dé�ni sur HΦ

fermé tel que l'espace vectoriel engendré par :

{(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ(a) α⊗β̂

νo

ΛΦ((cd)∗))|a, c ∈ (NΦ ∩NTL
)∗(NΨ ∩NTR

), b, d ∈ TΨ,TR
}

soit un c÷ur pour G et que :

G(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ(a) α⊗β̂

νo

ΛΦ((cd)∗))

= (λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(d
∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ(c) α⊗β̂

νo

ΛΦ((ab)∗))

pour tous a, c ∈ (NΦ ∩ NTL
)∗(NΨ ∩ NTR

) et b, d ∈ TΨ,TR
. De plus, G est involutive c'est-à-dire

GD(G) = D(G) et G2 = id|D(G).

Démonstration : Pour tout n ∈ N, soient kn ∈ N, a(n, l), c(n, l) ∈ (NΦ∩NTL
)∗(NΨ∩NTR

)
et b(n, l), d(n, l) ∈ TΨ,TR

et soit w ∈ HΦ tels que :

vn =
kn∑
l=1

(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b(n,l)
∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ(a(n, l)) α⊗β̂

νo

ΛΦ((c(n, l)d(n, l))∗))→ 0

wn =
kn∑
l=1

(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(d(n,l)
∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ(c(n, l)) α⊗β̂

νo

ΛΦ((a(n, l)b(n, l))∗))→ w

On a U∗HΦ
Γ(g∗)(ΛΦ(h) β⊗α

ν
vn) ∈ D(SΦ α⊗β̂

νo

SΦ) pour tous g, h ∈ TΦ,SL
et tout n ∈ N,

d'après la proposition précédente et on a :
σν(SΦ α⊗β̂

νo

SΦ)U∗HΦ
Γ(g∗)(ΛΦ(h) β⊗α

ν
vn) = U∗HΦ

Γ(h∗)(ΛΦ(g) β⊗α
ν

wn)
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Comme ΛΦ(g) et ΛΦ(h) sont dans D((HΦ)β, νo), on obtient :
σν(SΦ α⊗β̂

νo

SΦ)U∗HΦ
Γ(g∗)λβ,αΛΦ(h)vn = U∗HΦ

Γ(h∗)λβ,αΛΦ(g)wn

La fermeture de SΦ α⊗β̂
νo

SΦ entraîne que U∗HΦ
Γ(h∗)λβ,αΛΦ(g)w = 0 et donc Γ(h∗)λβ,αΛΦ(g)w = 0.

Or TΦ,SL
est dense dans M donc, on obtient que λβ,αΛΦ(g)w = 0 pour tout g ∈ TΦ,SL

. Maintenant,
on calcule :

0 = ||λβ,αΛΦ(g)w||
2 = (α(< ΛΦ(g),ΛΦ(g) >β,νo)w|w)

= (SL(σΦ
i/2(g)σ

Φ
−i/2(g

∗))w|w)

d'après la proposition 3.2.3.
Par densité de TΦ,SL

, on obtient ||w||2 = 0 i.e w = 0. Ainsi la formule :
(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(b

∗))
)∗UHΨ

(ΛΨ(a) α⊗β̂
νo

ΛΦ((cd)∗)) 7→ (λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(d
∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ(c) α⊗β̂

νo

ΛΦ((ab)∗))

dé�nit bien un opérateur non borné sur HΦ, qui est fermable. G désigne alors la fermeture de
cet opérateur. G est densément dé�ni d'après la relation (3.5.2). �

Grâce à la décomposition polaire de l'opérateur fermé G, on peut donner les dé�nitions
suivantes :

4.2.8 Définition �
i) On dé�nit D = G∗G qui est donc un opérateur strictement positif (i.e positif, auto adjoint

et injectif) agissant sur HΦ ;
ii) On dé�nit aussi l'opérateur anti-unitaire I sur HΦ tel que G = ID1/2.
Comme G est involutive, on a I = I∗, I2 = 1 et IDI = D−1.

4.3 Une relation de commutation fondamentale.

On établit une relation de commutation entre G et des éléments de la forme (ωv,w ∗ id)(U ′HΦ
).

On rappelle que W ′ = U ′HΨ
.

4.3.1 Lemme � Soit ξi une (No, νo)-base pour (HΨ)β.

i) on a W ′(w′ α̂⊗β
νo

w) =
∑

i ξi β⊗α
ν

(ωw′,ξi ∗ id)(W ′)w pour tout w′ ∈ D(α̂HΨ, ν) et

tout w ∈ HΨ, et, si δi = (ωw′,ξi ∗ id)(W ′)w, alors α(< ξi, ξi >β,νo)δi = δi. De plus,
si w ∈ D(α̂(HΨ), ν), alors δi ∈ D(α̂(HΨ), ν).

ii) Si v, v′ ∈ D((HΨ)β, νo), alors, pour tout i ∈ I, il existe ζi ∈ D((HΨ)β , νo) tel que
α(< ξi, ξi >β,νo)ζi = ζi et W ′(v′ α̂⊗β

νo

v) =
∑

i ξi β⊗α
ν

ζi.

Démonstration : Il s'agit du lemme 3.4 de [Eno02]. �

Remarque � Si v, v′ ∈ ΛΨ(TΨ,TR
) ⊆ D(α̂H, ν) ∩D(Hβ, ν

o), alors ζi ∈ D(α̂H, ν) ∩D(Hβ , ν
o)

avec les notations du lemme précédent.
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4.3.2 Lemme � Soient v, v′ ∈ D(Hβ, ν
o) et soient w,w′ ∈ D(α̂H, ν). On a la relation suivante :

(ωv,w ∗ id)(U ′H∗)(ωv′,w′ ∗ id)(U ′H∗) =
∑
i

(ωζi,δi ∗ id)(U
′
H
∗)

avec les notations précédentes. (La somme converge faiblement.)

Démonstration : Il s'agit de la proposition 3.6 de [Eno02] qui stipule, de plus que la
convergence est normique, mais , pour la compréhension du lecteur, on donne ici une preuve du
lemme. Pour tous ξ, η ∈ H, on a :

((ωv,w ∗ id)(U ′H∗)(ωv′,w′ ∗ id)(U ′H∗)ξ|η) = (U ′H
∗(v β⊗α

ν
(ωv′,w′ ∗ id)(U ′H∗)ξ)|w α̂⊗β

νo

η)

= ((1 α̂⊗β
No

U ′H
∗)σ2ν(1 β⊗α

N

σνo)(1 β⊗α̂
N

U ′H
∗)(v β⊗α̂

ν
v′ β⊗α

ν
ξ)|w′ α̂⊗β

νo

w α̂⊗β
νo

η)

= ((W ′∗
α̂⊗β
No

1)(1 β⊗α
N

U ′H
∗)(W ′

β⊗α
N

1)(σν β⊗α
ν

1)(v β⊗α̂
ν

v′ β⊗α
ν

ξ)|w′ α̂⊗β
νo

w α̂⊗β
νo

η)

d'après le théorème 6,
= ((1 β⊗α

N

U ′H
∗)(W ′(v′ α̂⊗β

νo

v) β⊗α
ν

ξ)|W ′(w′ α̂⊗β
νo

w) α̂⊗β
νo

η)

=
∑
i,j∈I

(ξi β⊗α
ν

U ′H
∗(ζi β⊗α

ν
ξ)|ξj β⊗α

ν
δj α̂⊗β

νo

η)

d'après le lemme précédent,
=

∑
i∈I

((α(< ξi, ξi >β,νo) α̂⊗β
νo

1)U ′H
∗(ζi β⊗α

ν
ξ)|δi α̂⊗β

νo

η)

=
∑
i∈I

(U ′H
∗(α(< ξi, ξi >β,νo)ζi β⊗α

ν
ξ)|δi α̂⊗β

νo

η) = (
∑
i∈I

(ωζi,δi ∗ id)(U
′
H
∗)ξ|η)

car, pour tout i ∈ I, α(< ξi, ξi >β,νo)ζi = ζi. �

4.3.3 Lemme � Pour tous a, c ∈ (NΦ ∩NTL
)∗(NΨ ∩NTR

) et b, d, a′, b′, c′, d′ ∈ TΨ,TR
, on a :

(ωΛΨ(a′b′),ΛΨ(c′d′) ∗ id)(U ′HΦ

∗ )(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ(a) α⊗β̂

νo

ΛΦ((cd)∗))

=
∑
i∈I

(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
′∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ((ωΛΨ(ab),ξi∗ id)(W

′)a′) α⊗β̂
νo

ΛΦ((c′d′)∗(ωξi,ΛΨ(cd) ∗ id)(W ′∗)))

Démonstration : On se place dans les conditions de l'énoncé. On suppose, en plus, que
a ∈ TΨ,TR

. On a alors :
(ωΛΨ(a′b′),ΛΨ(c′d′) ∗ id)(U ′HΦ

∗ )(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ(a) α⊗β̂

νo

ΛΦ((cd)∗))

= (ωΛΨ(a′b′),ΛΨ(c′d′) ∗ id)(U ′HΦ

∗ )ΛΦ((ωΛΨ(a),ΛΨ(σΨ
−i(b

∗)) β⊗α
ν

id)(Γ((cd)∗)))
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d'après la proposition 3.3.2,
= (ωΛΨ(a′b′),ΛΨ(c′d′) ∗ id)(U ′HΦ

∗ )ΛΦ((ωΛΨ(ab),ΛΨ(cd) ∗ id)(U ′HΦ

∗ ))

d'après la proposition 3.3.4,
=

∑
i∈I

ΛΦ((ω(ωΛΨ(ab),ξi
∗id)(W ′)ΛΨ(a′b′),(ωΛΨ(cd),ξi

∗id)(W ′)ΛΨ(c′d′) ∗ id)(U ′HΦ

∗ ))

d'après le lemme 4.3.2 et la fermeture de ΛΦ,
=

∑
i∈I

ΛΦ((ω(ωΛΨ(ab),ξi
∗id)(W ′)a′,ΛΨ(σΨ

−i(b
′∗)) β⊗α

ν
id)(Γ((c′d′)∗(ωξi,ΛΨ(cd) ∗ id)(W ′∗))))

d'après la proposition 3.3.4,
=

∑
i∈I

(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
′∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ((ωΛΨ(ab),ξi ∗ id)(W

′)a′) α⊗β̂
νo

ΛΦ((c′d′)∗(ωξi,ΛΨ(cd) ∗ id)(W ′∗)))

d'après la proposition 3.3.2. Un argument de densité permet d'obtenir le résultat. �

4.3.4 Proposition � On a, pour tous v, w ∈ ΛΨ(TΨ,TR
TΨ,TR

) ⊆ D(α̂(HΨ), ν) ∩D((HΨ)β, νo) :

(ωv,w ∗ id)(U ′HΦ

∗ )G ⊆ G(ωw,v ∗ id)(U ′HΦ

∗ ) (4.3.1)
et (ωv,w ∗ id)(U ′HΦ

)G∗ ⊆ G∗(ωv,w ∗ id)(U ′HΦ
). (4.3.2)

Démonstration : Soient a, c ∈ (NΦ ∩NTL
)∗(NΨ ∩NTR

) et soient b, d, a′, b′, c′, d′ ∈ TΨ,TR
.

Par dé�nition de G,
(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(d

∗))
)∗UHΨ

(ΛΨ(c) α⊗β̂
νo

ΛΦ((ab)∗)) ∈ D(G)

et on peut calculer :
(ωΛΨ(a′b′),ΛΨ(c′d′) ∗ id)(U ′HΦ

∗ )G(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(d
∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ(c) α⊗β̂

νo

ΛΦ((ab)∗))

= (ωΛΨ(a′b′),ΛΨ(c′d′) ∗ id)(U ′HΦ

∗ )(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ(a) α⊗β̂

νo

ΛΦ((cd)∗))

par dé�nition de G,
=

∑
i∈I

(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
′∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ((ωΛΨ(ab),ξi ∗ id)(W

′)a′) α⊗β̂
νo

ΛΦ((c′d′)∗(ωξi,ΛΨ(cd) ∗ id)(W ′∗)))

d'après le lemme précédent. Cette quantité est égale à la somme sur i ∈ I de :
G[(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(d

′∗))
)∗UHΨ

(ΛΨ((ωΛΨ(cd),ξi ∗ id)(W
′)c′) α⊗β̂

νo

ΛΦ((a′b′)∗(ωξi,ΛΨ(ab) ∗ id)(W ′∗)))]

d'après la dé�nition de G. Or G est un opérateur fermé, donc on déduit que :∑
i∈I

(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(d
′∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ((ωΛΨ(cd),ξi ∗ id)(W

′)c′) α⊗β̂
νo

ΛΦ((a′b′)∗(ωξi,ΛΨ(ab) ∗ id)(W ′∗)))
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appartient à D(G) et on a :
(ωΛΨ(a′b′),ΛΨ(c′d′) ∗ id)(W ′∗)G(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(d

∗))
)∗UHΨ

(ΛΨ(c) α⊗β̂
νo

ΛΦ((ab)∗))

= G[
∑
i∈I

(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(d
′∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ((ωΛΨ(cd),ξi ∗ id)(W

′)c′) α⊗β̂
νo

ΛΦ((a′b′)∗(ωξi,ΛΨ(ab) ∗ id)(W ′∗)))]

= G(ωΛΨ(c′d′),ΛΨ(a′b′) ∗ id)(U ′HΦ

∗ )(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(d
∗))

)∗UHΨ
(ΛΨ(c) α⊗β̂

νo

ΛΦ((ab)∗))

d'après le lemme précédent. Or l'espace vectoriel engendré par :
{(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(b

∗))
)∗UHΨ

(ΛΨ(a) α⊗β̂
νo

ΛΦ((cd)∗))|a, c ∈ (NΦ ∩NTL
)∗(NΨ ∩NTR

), b, d ∈ TΨ,TR
}

est un c÷ur pour G, donc la première inclusion est véri�ée. La seconde s'obtient par adjonction.
�

Ce dernier résultat et le lemme 3.3.5 entraînent alors une nouvelle inclusion.

4.3.5 Corollaire � On a l'inclusion (ωv,w ∗ id)(U ′HΦ
)D ⊆ D(ω∆−1

Ψ v,∆Ψw
∗ id)(U ′HΦ

) pour tous
v, w ∈ ΛΨ(TΨ,TR

TΨ,TR
), où D a été dé�ni à la dé�nition 4.2.8.

Démonstration : On a l'inclusion suivante :
(ωw,v ∗ id)(U ′HΦ

)G = (ωSΨw,∆ΨSΨv ∗ id)U
′
HΦ

∗G par lemme 3.3.5
⊆ G(ω∆ΨSΨv,SΨw ? id)U

′
HΦ

∗ par (4.3.1)
= G(ω∆−1

Ψ v,∆Ψw
∗ id)U ′HΦ

∗ par lemme 3.3.5.
De la même manière, on peut terminer par la séquence d'inclusions :

(ωv,w ∗ id)(U ′HΦ
)D = (ωv,w ∗ id)(U ′HΦ

)G∗ par dé�nition 4.2.8
⊆ G∗(ωw,v ∗ id)(U ′HΦ

)G par (4.3.2)
⊆ G∗G(ω∆−1

Ψ v,∆Ψw
∗ id)(U ′HΦ

) par le calcul précédent
= D(ω∆−1

Ψ v,∆Ψw
∗ id)(U ′HΦ

) par dé�nition 4.2.8.
�

4.4 Le groupe d'échelle.

Dans ce paragraphe, on commence par donner un sens et on démontre la relation de commu-
tation U ′HΦ

(∆Ψ α̂⊗β
νo

D) = (∆Ψ β⊗α
ν

D)U ′HΦ
puis, grâce à cette formule, on construit le groupe

d'échelle τ .

4.4.1 Lemme � Pour tout λ ∈ C et tout x analytique par rapport à ν, on a :

i) α(x)Dλ ⊆ Dλα(σν−iλ(x)) ;

ii) β(x)Dλ ⊆ Dλβ(σν−iλ(x)).
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Démonstration : Pour tous a, c ∈ (NΦ ∩ NTL
)∗(NΨ ∩ NTR

), tous b, d ∈ TΨ,TR
et tout x

analytique par rapport à ν, on a :
β(x)G(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(b

∗))
)∗UΨ(ΛΨ(a) α⊗β̂

νo

ΛΦ((cd)∗))

= β(x)(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(d
∗))

)∗UΨ(ΛΨ(c) α⊗β̂
νo

ΛΦ((ab)∗)) par dé�nition de G,
= (λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(d

∗))
)∗(1 β⊗α

ν
β(x))UΨ(ΛΨ(c) α⊗β̂

νo

ΛΦ((ab)∗)) d'après le lemme 3.4.1,
= (λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(d

∗))
)∗UΨ(ΛΨ(c) α⊗β̂

νo

ΛΦ(β(x)b∗a∗)) d'après la proposition 3.4.2,
= G(λβ,α

ΛΨ(β(σν
i (x))σΨ

−i(b
∗))

)∗UΨ(ΛΨ(a) α⊗β̂
νo

ΛΦ((cd)∗)) par dé�nition de G,
= Gα(σν−i/2(x

∗))(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
∗))

)∗UΨ(ΛΨ(a) α⊗β̂
νo

ΛΦ((cd)∗)) d'après le lemme 3.4.1.
Or l'espace vectoriel engendré par
{(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(b

∗))
)∗UΨ(ΛΨ(a) α⊗β̂

νo

ΛΦ((cd)∗))|a, c ∈ (NΦ ∩NTL
)∗(NΨ ∩NTR

), b, d ∈ TΨ,TR
}

est un c÷ur pour G, donc on a :
β(x)G ⊆ Gα(σν−i/2(x

∗))

Par adjonction, on obtient la relation α(x)G∗ ⊆ G∗β(σνi/2(x
∗)). Maintenant, pour tout x analy-

tique par rapport à ν, on a :
α(x)D = α(x)G∗G ⊆ G∗β(σνi/2(x

∗))G ⊆ Dα(σν−i(x))

qui permet de conclure facilement. La seconde partie du lemme se démontre de manière tout à
fait analogue :

α(x)G(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
∗))

)∗UΨ(ΛΨ(a) α⊗β̂
νo

ΛΦ((cd)∗))

= α(x)(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(d
∗))

)∗UΨ(ΛΨ(c) α⊗β̂
νo

ΛΦ((ab)∗)) par dé�nition de G,
= (λβ,α

β(σν
i/2

(x∗))ΛΨ(σΨ
−i(d

∗))
)∗UΨ(ΛΨ(c) α⊗β̂

νo

ΛΦ((ab)∗)) d'après le lemme 3.4.1,
= (λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(β(σν

−i/2
(x∗))d∗))

)∗UΨ(ΛΨ(c) α⊗β̂
νo

ΛΦ(b∗a∗))

= G(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
∗))

)∗UΨ(ΛΨ(a) α⊗β̂
νo

ΛΦ(β(σν−i/2(x
∗))d∗c∗)) par dé�nition de G,

= G(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
∗))

)∗UΨ(1 α⊗β̂
νo

β(σν−i/2(x
∗)))(ΛΨ(a) α⊗β̂

νo

ΛΦ(β(d∗c∗))

= G(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
∗))

)∗(1 β⊗α
ν
β(σν−i/2(x

∗)))UΨ(ΛΨ(a) α⊗β̂
νo

ΛΦ(β(d∗c∗)) d'après la proposition 3.4.2,
= Gβ(σν−i/2(x

∗))(λβ,α
ΛΨ(σΨ

−i(b
∗))

)∗UΨ(ΛΨ(a) α⊗β̂
νo

ΛΦ((cd)∗)) d'après le lemme 3.4.1.
Or l'espace vectoriel engendré par
{(λβ,α

ΛΨ(σΨ
−i(b

∗))
)∗UΨ(ΛΨ(a) α⊗β̂

νo

ΛΦ((cd)∗))|a, c ∈ (NΦ ∩NTL
)∗(NΨ ∩NTR

), b, d ∈ TΨ,TR
}
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est un c÷ur pour G, donc on a :
α(x)G ⊆ Gβ(σν−i/2(x

∗))

Par adjonction, on obtient la relation β(x)G∗ ⊆ G∗α(σνi/2(x
∗)). Maintenant, pour tout x analy-

tique par rapport à ν, on a :
β(x)D = β(x)G∗G ⊆ G∗α(σνi/2(x

∗))G ⊆ Dβ(σν−i(x))

qui permet de conclure facilement. �

On regroupe des relations analogues aux relations (4.2.1) et (4.2.2) pour le poids Ψ dans le
lemme suivant :

4.4.2 Lemme � Pour tout λ ∈ C, tout x ∈ D(σν−iλ) et tous ξ, ξ
′ ∈ ΛΨ(TΨ,TR

), on a, d'une part :

β(x)∆λ
Ψ ⊆ ∆λ

Ψβ(σν−iλ(x))

Rβ,ν
o
(∆λ

Ψξ)∆
−λ
ν ⊆ ∆λ

ΨR
β,νo

(ξ)

et σν−iλ(< ∆λ
Ψξ, ξ

′ >β,νo) =< ξ,∆λ
Ψξ

′ >β,νo

(4.4.1)

et, d'autre part :

α̂(x)∆λ
Ψ ⊆ ∆λ

Ψα̂(σν−iλ(x))

Rα̂,ν
o
(∆λ

Ψξ)∆
−λ
ν ⊆ ∆λ

ΨR
α̂,νo

(ξ)

et σν−iλ(< ∆λ
Ψξ, ξ

′ >α̂,νo) =< ξ,∆λ
Ψξ

′ >α̂,νo

(4.4.2)

4.4.3 Lemme � Il est possible de dé�nir, pour tout λ ∈ C, un opérateur ∆λ
Ψ β⊗α

ν
Dλ fermé, qui

opère de manière naturelle sur les tenseurs élémentaires.

Démonstration : Soit λ ∈ C. L'opérateur linéaire Sλ dé�ni sur le produit tensoriel
algébrique ΛΨ(TΨ)�D(Dλ) ⊆ D((HΨ)β, νo)�HΦ par :

Sλ(ξ � η) = ∆λ
Ψξ �Dλη

passe au quotient et dé�nit un opérateur S̃λ non borné de HΨ β⊗α
ν

HΦ. En e�et, pour tous
ξ, ξ′ ∈ ΛΨ(TΨ,TR

), η,∈ D(Nλ) et η′ ∈ D(Nλ), on calcule :
(Sλ(ξ � η)|ξ′ � η′) = (α(< ∆λ

Ψξ, ξ
′ >β,νo)Dλη|η′)

= (Dλα(σν−iλ(< ∆λ
Ψξ, ξ

′ >β,νo))η|η′) lemme 4.4.1
= (α(< ξ,∆λ

Ψξ
′ >α̂,νo)η|Dλ) relations (4.4.1)

= (ξ β⊗α
ν

η|∆λ
Ψξ

′
β⊗α
ν

Dλη′).

S̃λ est fermable car il contient son adjoint S̃λ. L'opérateur recherché désigne cette fermeture.
On renvoie au papier [Sau86] pour le détail des idées dans un cadre plus général. �
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Avec les relations (4.4.2), il est aussi possible de dé�nir, par le même procédé, un opérateur
∆λ

Ψ α̂⊗β
νo

Dλ fermé dans HΨ α̂⊗β
νo

HΦ.

4.4.4 Proposition � La relation de commutation suivante est véri�ée :

U ′HΦ
(∆Ψ α̂⊗β

νo

D) = (∆Ψ β⊗α
ν

D)U ′HΦ
(4.4.3)

Démonstration : On a, pour tous v, w ∈ ΛΨ(TΨ,TR
) et v′, w′ ∈ D(D) :

(U ′HΦ
(v α̂⊗β

νo

v′)|∆Ψw β⊗α
ν

Dw′) = ((ωv,∆Ψw ∗ id)(U
′
HΦ

)v′|Dw′)

= (D(ω∆−1
Ψ (∆Ψv),∆Ψw

∗ id)(U ′HΦ
)v′|w′)

= ((ω∆Ψv,w ∗ id)(U
′
HΦ

)Dv′|w′)
d'après le corollaire 4.3.5,

= (U ′HΦ
(∆Ψv α̂⊗β

νo

Dv′)|w β⊗α
ν

w′)

D'après le lemme précédent, on sait que ΛΨ(TΨ,TR
) � D(D) est un c÷ur pour ∆Ψ β⊗α

ν
D

donc, pour tout u ∈ D(∆Ψ β⊗α
ν

D), on a :
(U ′HΦ

(v α̂⊗β
νo

v′)|(∆Ψ β⊗α
ν

D)u) = (U ′HΦ
(∆Ψv α̂⊗β

νo

Dv′)|u)

Or ∆Ψ β⊗α
ν

D est auto-adjoint donc :
(∆Ψ β⊗α

ν
D)U ′HΦ

(v α̂⊗β
νo

v′) = U ′HΦ
(∆Ψv α̂⊗β

νo

Dv′)

Comme ΛΨ(TΨ,TR
)�D(D) est un c÷ur pour ∆Ψ α̂⊗β

νo

D et ∆Ψ β⊗α
ν

D fermé d'après le lemme
précédent, on tire que :

U ′HΦ
(∆Ψ α̂⊗β

νo

D) ⊆ (∆Ψ β⊗α
ν

D)U ′HΦ

On obtient (∆Ψ α̂⊗β
νo

D)U ′HΦ

∗ ⊆ U ′HΦ

∗(∆Ψ β⊗α
ν

D) car U ′HΦ
est unitaire, et par adjonction, on a

l'inclusion inverse :
(∆Ψ β⊗α

ν
D)U ′HΦ

⊆ U ′HΦ
(∆Ψ α̂⊗β

νo

D)

La proposition en découle. �

On entame la construction du groupe à un paramètre τ proprement dite. On va démontrer
au passage un théorème, stipulant que A(U ′H) = M . Il généralise la proposition 1.5 de [KV03].

4.4.5 Définition � Appelons MR (resp. ML) la fermeture faible de l'espace vectoriel engen-
dré par {(ω β?α

ν
id)(Γ(x)) | x ∈ M, ω ∈ M+

∗ telle qu'il existe k ∈ R+ tel que ω ◦ β ≤ kν}

(resp.{(id β?α
ν
ω)(Γ(x)) | x∈M, ω∈M+

∗ telle qu'il existe k ∈ R+ tel que ω ◦ α ≤ kν}).

D'après le lemme 3.3.4 et la proposition 3.7.2, on a A(U ′H) = MR et MR est une sous-algèbre
de von Neumann de M . En utilisant la version � à gauche �de la proposition 3.7.2, on obtient
que ML est une sous-algèbre de von Neumann de M . De plus, toujours à cause de la proposition
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3.7.2, on sait que α(N) ⊆MR et β(N) ⊆ML, doncML β?α
ν
MR a un sens. Par dé�nition même,

il est facile de voir que, pour tout x ∈M :
Γ(x) ∈ML β?α

N

MR (4.4.4)

4.4.6 Lemme� Il existe un unique groupe à un paramètre fortement continu τ d'automorphismes
de MR tel que, pour tout t ∈ R et tout x ∈MR, on a τt(x) = D−itxDit.

Démonstration : La relation de commutation (4.4.3) implique facilement que, pour tout
t ∈ R et tout v, w ∈ ΛΨ(TΨ,TR

), on a :
D−it(ωv,w ∗ id)(U ′HΦ

)Dit = (ω∆−it
Ψ v,∆it

Ψw
∗ id)(U ′HΦ

)

Par suite D−itMRD
it = MR et lemme en découle. �

4.4.7 Lemme � On a τt(α(n)) = α(σνt (n)) pour tout n ∈ N et tout t ∈ R.

Démonstration : Par dé�nition, on a τt(x) = D−itxDit pour tout t ∈ R et tout x ∈MR,donc on a τt(α(n)) = D−itα(n)Dit = α(σνt (n)), pour tout n ∈ N , d'après le lemme 4.4.1. �

4.4.8 Lemme � On peut dé�nir un automorphisme σΨ
t β?α

N

τ−t de M β⊗α
N

MR involutif et

normal, qui agit de manière naturelle, pour tout t ∈ R.

Démonstration : D'après le lemme précédent et d'après les relations (4.4.1), on a, pour
tout x ∈ N et tout t ∈ R :

τt(α(x)) = α(σνt (x)) et σΨ
t (β(x)) = β(σν−t(x))

D'après le paragraphe 2.5, il est possible de dé�nir un morphisme :
σΨ
t β?α

N

τ−t : M β?α
N

MR →M β◦σν
−t
?α◦σν

−t

N

MR

Il su�t d'observer que l'espace d'arrivée coïncide avec l'espace de départ. Pour tous ξ ∈ D(Hβ , ν
o)

et y ∈ Nν , on calcule :
β(σν−t(y

∗))ξ = β(σν−t(y)
∗)ξ = Rβ,ν

o
(ξ)JνΛν(σν−t(y))

= Rβ,ν
o
(ξ)Jν∆−it

ν Λν(y) = Rβ,ν
o
(ξ)∆−it

ν JνΛν(y)

et on obtient, pour tout ξ ∈ D(Hβ, ν
o) :

ξ ∈ D(Hβ◦σν
−t
, νo) et Rβ◦σν

−t,ν
o
(ξ) = Rβ,ν

o
(ξ)∆−it

ν

Reste à constater que les produits scalaires dé�nis sur H�H pour la construction de H β⊗α
ν

H
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et de H β◦σν
−t
⊗α◦σν

−t

ν

H sont identiques. Pour tous ξ, ξ′ ∈ D(Hβ, ν
o) et tous η, η′ ∈ H, on a :

(ξ β◦σν
−t
⊗α◦σν

−t

ν

η|ξ′ β◦σν
−t
⊗α◦σν

−t

ν

η′) = (α(σν−t(< ξ, ξ′ >β◦σν
−t,ν

o))η|η′)

par dé�nition du produit scalaire,
= (α(σν−t(∆

it
ν < ξ, ξ′ >β,νo ∆−it

ν ))η|η′)
= (α(< ξ, ξ′ >β,νo)η|η′)
= (ξ β⊗α

ν
ξ′|η β⊗α

ν
η′)

par dé�nition du produit scalaire.
�

4.4.9 Proposition � On a l'égalité (σΨ
t β?α

N

τ−t) ◦ Γ = Γ ◦ σΨ
t pour tout t ∈ R.

Démonstration : D'après la relation (4.4.4), la cohérence de la formule précédente est
véri�ée (τ n'est à priori dé�ni que sur MR). On a, pour tous x ∈M et t ∈ R :

(σΨ
t β?α

ν
τ−t) ◦ Γ(x) = (∆it

Ψ β⊗α
ν

Dit)Γ(x)(∆−it
Ψ β⊗α

ν
D−it)

= (∆it
Ψ β⊗α

ν
Dit)U ′HΦ

(x α̂⊗β
νo

1)U ′HΦ

∗(∆−it
Ψ β⊗α

ν
D−it)

car Γ est implémenté par U ′HΦ

∗ ,

= U ′HΦ
(∆it

Ψ α̂⊗β
νo

Dit)(x α̂⊗β
νo

1)(∆−it
Ψ α̂⊗β

νo

D−it)U ′HΦ

∗

d'après la relation (4.4.3),
= U ′HΦ

(σΨ
t (x) α̂⊗β

νo

1)U ′HΦ

∗ = Γ(σΨ
t (x))

�

On est alors en mesure de prouver qu'on peut reconstruire l'algèbre de von Neumann à partir
de l'unitaire fondamental.

Théorème 7 � Les espaces vectoriels faiblement fermés suivants coïncident :

i) MR =< (ω β?α
ν
id)(Γ(x)) | x ∈M,ω ∈M+

∗ , k ∈ R+ tel que ω ◦ β ≤ kν >−w ;

ii) A(U ′H) =< (ωv,w ∗ id)(U ′H) | v ∈ D(α̂(HΨ), µ), et w ∈ D((HΨ)β , µo) >−w ;

iii) ML =< (id β?α
ν
ω)(Γ(x)) | x ∈M,ω ∈M+

∗ , k ∈ R+ tel que ω ◦ α ≤ kν >−w ;

iv) A(UH) =< (id ∗ ωv,w)(UH) | v ∈ D((HΨ), µo)β̂, et w ∈ D(α(HΨ), µ) >−w.

où < F >−w désigne la fermeture faible du sous-espace vectoriel de M engendré par la partie F ,
et sont égaux à l'algèbre de von Neumann M .

Démonstration : On a déjà remarqué que le lemme 3.3.4 et la proposition 3.7.2 impliquent
que MR et A(U ′H) sont des algèbres de von Neumann qui coïncident. Pour les mêmes raisons,
ML et A(UH) sont des algèbres de von Neumann qui coïncident.
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On reprend alors la démarche de [KV03]. D'après le lemme 4.4.7, on a τt(α(n)) = α(σνt (n))
donc ML =< (id β?α

ν
ω ◦ τt)(Γ(x)) | x ∈ M,ω ∈ (MR)+∗ , k ∈ R+ tels que ω ◦ α ≤ kν >−w.

D'après la proposition 4.4.9, on a σΨ
t ((id β?α

ν
ω)Γ(x)) = (id β?α

ν
ω ◦ τt)Γ(σΨ

t (x)) c'est pourquoi
σΨ
t (ML) = ML pour tout t ∈ R. D'autre part, d'après la proposition 3.2.5, la restriction de Ψ à
ML est semi�nie. D'après le théorème de Takesaki ([Str81], théorème 10.1), il existe une unique
espérance conditionnelle normale et �dèle E de M vers ML satisfaisant Ψ(x) = Ψ(E(x)) pour
tout x ∈M+. De plus, si P désigne la projection orthogonale sur la fermeture de ΛΨ(NΨ ∩ML)
alors E(x)P = PxP .

Ainsi l'image de P contient ΛΨ((id β?α
ν

ω)Γ(x)) pour tout ω convenable et x ∈ NΨ. La
version à � droite �de l'équation (3.5.2) permet de dire que P = 1 si bien que E est l'identité et
que M = ML.

Si on applique le résultat précédent au groupoïde quantique opposé, on obtient M = MR. �

4.4.10 Corollaire � Il existe un unique groupe à un paramètre fortement continu τ d'auto-
morphismes de M tel que, pour tout t ∈ R et tout x ∈M , on a τt(x) = D−itxDit. De plus, on a
τt(α(n)) = α(σνt (n)) et τt(β(n)) = β(σνt (n)) pour tout n ∈ N et tout t ∈ R.

Démonstration : Ce corollaire est une conséquence directe du théorème précédent et du
lemme 4.4.6. La première propriété provient du lemme 4.4.7. La seconde est une conséquence de
la dé�nition de τ et du lemme 4.4.1. �

4.4.11 Définition � On appelle groupe d'échelle le groupe à un paramètre τ .

4.4.12 Lemme � On peut construire des automorphismes de M β⊗α
N

M involutifs et normaux

τt β?α
N

τt et τt β?α
N

σΦ
t .

Démonstration : La preuve est tout à fait analogue à la démonstration du lemme 4.4.8.
�

4.4.13 Proposition � On a Γ ◦ τt = (τt β?α
N

τt) ◦ Γ pour tout t ∈ R.
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Démonstration : On calcule, pour tout t ∈ R :
(id β?α

ν
Γ)(σΨ

t β?α
ν
τ−t) ◦ Γ = (id β?α

ν
Γ)Γ ◦ σΨ

t

d'après la proposition 4.4.9,
= (Γ β?α

ν
id)Γ ◦ σΨ

t

d'après la coassociativité de Γ,

= (Γ β?α
ν
id)(σΨ

t β?α
ν
τ−t)Γ

d'après la proposition 4.4.9,
= (Γ ◦ σΨ

t β?α
ν
τ−t)Γ

= (σΨ
t β?α

ν
τ−t β?α

ν
τ−t)(Γ β?α

ν
id)Γ

= (σΨ
t β?α

ν
[(τ−t β?α

ν
τ−t) ◦ Γ]) ◦ Γ

d'après la coassociativité de Γ

Alors, pour tout x ∈M , et tous ω ∈M+
∗ , k ∈ R+ tels que ω ◦ β ≤ kν, on a :

Γ ◦ τ−t(((ω ◦ σΨ
t ) β?α

ν
id)Γ(x)) = (ω β?α

ν
id β?α

ν
id)(σΨ

t β?α
ν

Γ ◦ τ−t) ◦ Γ

= (ω β?α
ν
id β?α

ν
id)(σΨ

t β?α
ν

[(τ−t β?α
ν
τ−t) ◦ Γ])(x)

= [(τ−t β?α
ν
τ−t) ◦ Γ](((ω ◦ σΨ

t ) β?α
ν
id)Γ(x))

Le théorème 7 permet de conclure. �

4.4.14 Proposition � Pour tout x ∈ α(N)′, on a Γ(x) = 1 β⊗α
N

x⇔ x ∈ β(N).

De même, pour tout x ∈ β(N)′, on a Γ(x) = x β⊗α
N

1⇔ x ∈ α(N).

Démonstration : Soit x ∈ α(N)′ tel que Γ(x) = 1 β⊗α
N

x. Pour tout n ∈ N, on dé�nit,
pour la topologie forte :

xn =
n√
π

∫
exp(−n2t2)σΨ

t (x) dt analytique pour σΨ,

et
yn =

n√
π

∫
exp(−n2t2)τ−t(x) dt appartient à α(N)′

D'après la proposition 4.4.9, on a Γ(xn) = 1 β⊗α
N

yn. Soit d ∈ (MΨ ∩MTR
)+. Alors, pour

tout n ∈ N, on a dxn ∈MΨ ∩MTR
. Alors, soient ω ∈M+

∗ et k ∈ R+ tels que ω ◦ α ≤ kν.
Par invariance à droite, on a :
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ω ◦ TR(dxn) = ω((Ψ β?α
ν
id)(Γ(dxn)))

= Ψ((id β?α
ν
ω)(Γ(dxn)))

= Ψ((id β?α
ν

(ynω))(Γ(d)))

= ω((Ψ β?α
ν
id)(Γ(d))yn)

= ω(TR(d)yn)

On obtient alors TR(dx) = TR(d)x, pour tout d ∈MΨ ∩MTR
, après passage à la limite. De

plus, on sait que TR(MΨ ∩MTR
) est w-dense dans β(N), donc on conclut que x ∈ β(N). La

réciproque fait partie des axiomes de départ.
Pour obtenir la seconde équivalence, on applique le résultat précédent au groupoïde quantique

opposé (No,M, β, α, ςN ◦Γ, νo, TR, TL). D'après la première partie de la proposition, on sait que,
pour tout x ∈ β(N)′ :

Γ(x) = x β⊗α
N

1⇔ ςN ◦ Γ(x) = 1 α⊗β
No

x⇔ x ∈ α(N)

�

4.5 Dé�nition de l'antipode via sa décomposition polaire.

On aborde maintenant la dé�nition de l'antipode elle-même.

4.5.1 Lemme � On a (ωv,w ∗ id)(U ′HΦ
)Dλ ⊂ Dλ(ω∆−λ

Ψ v,∆λ
Ψw
∗ id)(U ′HΦ

) pour tout λ ∈ C et tous

v, w ∈ ΛΨ(TΨ,TR
).

Démonstration : Ce lemme est une conséquence de la relation (4.4.3). �

4.5.2 Proposition � Si I désigne la partie unitaire de la décomposition polaire de G, alors,
pour tous v, w ∈ D((HΨ)β , νo), on a I(ωJΨw,v ∗ id)(U ′HΦ

∗ )I = (ωJΨv,w ∗ id)(U ′HΦ
).

Démonstration : On a (ωv,w ∗ id)(U ′HΦ
)D1/2 ⊆ D1/2(ω

∆
−1/2
Ψ v,∆

1/2
Ψ w

? id)(U ′HΦ
) pour tous

v, w ∈ ΛΨ(TΨ,TR
) d'après le lemme précédent. D'autre part, d'après l'inclusion (4.3.2), on a :

(ωv,w ∗ id)(U ′HΦ
)D1/2 = (ωv,w ? id)(U ′HΦ

)G∗I

⊆ D1/2I(ωw,v ∗ id)(U ′HΦ
)I

On obtient alors I(ωw,v ∗ id)(U ′HΦ
)I = (ω

∆
−1/2
Ψ v,∆

1/2
Ψ w
∗ id)(U ′HΦ

). Par suite, on a :
I(ωw,v ∗ id)(U ′HΦ

∗ )I = (ω
∆

1/2
Ψ w,∆

−1/2
Ψ v

∗ id)(U ′HΦ

∗ )

= (ωJΨv,JΨw ∗ id)(U
′
HΦ

)
d'après le lemme 3.3.5.

La proposition en découle facilement. �
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4.5.3 Corollaire � L'application R dé�nie par R(x) = Ix∗I est un *-anti-automorphisme de
M et véri�e R2 = id. On rappelle que I est donné par la décomposition polaire de G.

Démonstration : Ce corollaire découle immédiatement de la proposition précédente et
du théorème 7. �

4.5.4 Définition � On appelle antipode unitaire l'unique *-anti-automorphisme R de M
donné par R(x) = Ix∗I où I est donné par la décomposition polaire de G.

On est alors en mesure de dé�nir l'antipode en donnant sa décomposition polaire.

4.5.5 Définition � On appelle antipode l'application S = Rτ−i/2.
La proposition suivante rassemble les propriétés élémentaires véri�ées par l'antipode. Les

démonstrations, étant immédiates, ont été omises.

4.5.6 Proposition � Les propriétés suivantes de l'antipode sont véri�ées :

i) Pour tout t ∈ R, on a τt ◦R = R ◦ τt et τt ◦ S = S ◦ τt ;
ii) SR = RS et S2 = τ−i ;

iii) S est densément dé�nie et avec image dense ;

iv) S est injective et S−1 = Rτi/2 = τi/2R ;

v) Pour tout x ∈ D(S), S(x∗) ∈ D(S) et S(S(x)∗)∗ = x .

4.6 Caractérisation de l'antipode.

La dé�nition 4.5.5 de l'antipode consiste à donner la décomposition polaire de l'opérateur.
Il faut cependant véri�er que cette application correspond à ce qu'on appelle communément
� antipode �.
4.6.a Caractérisation usuelle de l'antipode

4.6.1 Proposition � On a (ωw,v ∗ id)(U ′HΦ
) ∈ D(S) pour tous v, w ∈ ΛΨ(TΨ,TR

) et alors on a
S((ωw,v ∗ id)(U ′HΦ

)) = (ωw,v ∗ id)(U ′HΦ

∗ ). De plus, l'espace vectoriel engendré par les éléments de
la forme (ωv,w ∗ id)(U ′HΦ

), avec v, w ∈ ΛΨ(TΨ,TR
), est un c÷ur pour S.

Démonstration : On a (ωw,v ? id)(U ′HΦ
) ∈ D(τ−i/2) = D(S) d'après le lemme 4.5.1,et

alors :
S((ωw,v ∗ id)(U ′HΦ

)) = R((ω
∆
−1/2
Ψ w,∆

1/2
Ψ v
∗ id)(U ′HΦ

))

= (ωSΨv,∆ΨSΨw ∗ id)(U
′
HΦ

) d'après la proposition 4.5.2,
= (ωw,v ∗ id)(U ′HΦ

∗ ) d'après le lemme 3.3.5.



66 CONSTRUCTION DE L'ANTIPODE

Le reste de la proposition vient du fait que le sous-espace considéré est inclus dans D(τ−i/2)d'après le lemme 4.5.1, dense dans M d'après le théorème 7 et stable par τ d'après le lemme
4.4.6. �

4.6.2 Corollaire � On a (ωΛΨ(a),ΛΨ(b) β?α
ν
id)(Γ(cd)) ∈ D(S), pour tous a, b, c, d ∈ TΨ,TR

, et

on a S((ωΛΨ(a),ΛΨ(b) β?α
ν
id)(Γ(cd))) = (ωΛΨ(c),ΛΨ(σΨ

−i(d
∗)) β?α

ν
id)(Γ(σΨ

i (a)b∗)).

Démonstration : D'après le lemme 3.3.4, on sait que :
(ωΛΨ(a),ΛΨ(b) β?α

ν
id)(Γ(cd)) = (ωΛΨ(cd),ΛΨ(bσΨ

−i(a
∗)) ∗ id)(U

′
HΦ

)

qui est dans l'ensemble de dé�nition de S d'après la proposition précédente. On a alors :
S((ωΛΨ(a),ΛΨ(b) β?α

ν
id)(Γ(cd))) = S((ωΛΨ(cd),ΛΨ(bσΨ

−i(a
∗)) ∗ id)(W

′))

= (ωΛΨ(cd),ΛΨ(bσΨ
−i(a

∗)) ∗ id)(W
′∗)

par dé�nition de S,
= (ωΛΨ(σΨ

i (a)b∗),ΛΨ(σΨ
−i(d

∗c∗)) ∗ id)(W
′)

d'après le lemme 3.3.5,
= (ωΛΨ(c),ΛΨ(σΨ

−i(d
∗)) β?α

ν
id)(Γ(σΨ

i (a)b∗))

d'après le lemme 3.3.4.
�

4.6.b La coinvolution R

Après avoir donné une nouvelle expression de R, on prouve que R est une coinvolution de la
structure.

4.6.3 Proposition � On a R((ωJΨΛΨ(a) β?α
ν
id)(Γ(b∗b))) = (ωJΨΛΨ(b) β?α

ν
id)(Γ(a∗a)) pour

tous a, b ∈ NΨ ∩NTR
.

Démonstration : La proposition provient du calcul suivant :
R((ωJΨΛΨ(a),JΨΛΨ(a) β?α

ν
id)(Γ(b∗b)))

= R((ωΛΨ(b∗b),JΨΛΨ(a∗a) ∗ id)(U ′HΦ
) d'après le corollaire 3.3.4,

= (ωΛΨ(a∗a),JΨΛΨ(b∗b) ∗ id)(U ′HΦ
) d'après la dé�nition de R,

= (ωJΨΛΨ(b),JΨΛΨ(b) β?α
ν
id)(Γ(a∗a)) d'après le corollaire 3.3.4.

�

Remarque � On remarque le fait que R est indépendant de TL.
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4.6.4 Proposition � On a Iα(x∗) = β(x)I pour tout x ∈ Net R ◦ α = β.

Démonstration : D'après le lemme 4.4.1 et sa démonstration, on a, pour tout x ∈ TΨ,TR
,

d'une part :
β(x)GD−1/2 ⊆ Gα(σ−i/2((x

∗))

⊆ GD−1/2α(x∗)
⊆ Iα(x∗)

et, d'autre part β(x)GD−1/2 ⊆ β(x)I. Il vient alors Iα(x∗) = β(x)I et le résultat s'en suit. �

On dé�ni, grâce à [Sau83b], un opérateur I β⊗α
ν

I ∈ L(H β⊗α
ν
H,H α⊗β

νo

H) antilinéaire
et unitaire et dont l'adjoint est l'opérateur I α⊗β

νo

I. D'après le paragraphe 2.5, il existe un
anti-isomorphisme R β?α

N

R de M β?α
N

M dans M α?β
No

M et on a, par dé�nition de R :

(R β?α
N

R)(X) = (I β⊗α
ν

I)X∗(I α⊗β
νo

I)

pour tout X ∈M β?α
N

M .
Pour la bonne compréhension de la suite, on souligne le fait que, si ω ∈M+

∗ , alors ω◦R ∈M+
∗et, si il existe k ∈ R+ tel que ω ◦ α ≤ kν, alors ω ◦R ◦ β ≤ kν. De même, si θ ∈M+

∗ et k′ ∈ R+

sont tels que θ ◦ β ≤ k′ν, alors θ ◦R ◦α ≤ kν. On a alors ωR β?α
ν
θR = (ω α?β

νo

θ) ◦ (R β?α
ν
R).

4.6.5 Lemme � Pour tous a, x ∈ NTR
∩ NΨ, ω ∈M+

∗ et k ∈ R+ tels que ω ◦ α ≤ kν. Alors, on
a ω ◦R((ωJΨΛΨ(a) β?α

ν
id)(Γ(x))) = (ΛΨ((id β?α

ν
ω)(Γ(a∗a)))|JΨΛΨ(x)).

Démonstration : Soit b ∈ NTR
∩NΨ. On calcule :

ω ◦R((ωJΨΛΨ(a) β?α
ν
id)(Γ(b∗b))) = ω((ωJΨΛΨ(b) β?α

ν
id)(Γ(a∗a)))

d'après la proposition 4.6.3,
= ωJΨΛΨ(b)((id β?α

ν
ω)(Γ(a∗a)))

= ((id β?α
ν
ω)(Γ(a∗a))JΨΛΨ(b)|JΨΛΨ(b))

= (JΨbJΨΛΨ((id β?α
ν
ω)(Γ(a∗a)))|JΨΛΨ(b))

= (ΛΨ((id β?α
ν
ω)(Γ(a∗a)))|JΨΛΨ(b∗b))

Le lemme en découle par linéarité et normalité. �

4.6.6 Proposition � On a :

ςNo ◦ (R β?α
N

R) ◦ Γ = Γ ◦R
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Démonstration : Soient a, b ∈ NTR
∩ NΨ, ω, θ ∈ M+

∗ et k, k′ ∈ R+ tels que ω ◦ α ≤ kν
et θ ◦ β ≤ k′ν. Alors, on a :

(θ β?α
ν
ω)(Γ ◦R((ωJΨΛΨ(a) β?α

ν
id)(Γ(b∗b))))

= (θ β?α
ν
ω)(Γ((ωJΨΛΨ(b) β?α

ν
id)(Γ(a∗a)))) d'après la proposition 4.6.3,

= (ωJΨΛΨ(b) β?α
ν
θ β?α

ν
ω)(id β?α

N

Γ)(Γ(a∗a))

= (ωJΨΛΨ(b) β?α
ν
θ β?α

ν
ω)(Γ β?α

N

id)(Γ(a∗a)) d'après la coassociativité de Γ,

= (ωJΨΛΨ(b) β?α
ν
θ)[Γ((id β?α

ν
ω)(Γ(a∗a)))]

= (ΛΨ((id β?α
ν
θ ◦R)(Γ(b∗b)))|JΨΛΨ((id β?α

ν
ω)(Γ(a∗a)))) d'après le lemme précédent,

= (ΛΨ((id β?α
ν
ω)(Γ(a∗a)))|JΨΛΨ((id β?α

ν
θ ◦R)(Γ(b∗b))))

= (ωJΨΛΨ(a) β?α
ν
ω ◦R)[Γ((id β?α

ν
θ ◦R)(Γ(b∗b)))] d'après le lemme précédent,

= (ωJΨΛΨ(a) β?α
ν
ω ◦R β?α

ν
θ ◦R)(Γ β?α

N

id)(Γ(b∗b))

= (ωJΨΛΨ(a) β?α
ν
ω ◦R β?α

ν
θ ◦R)(id β?α

N

Γ)(Γ(b∗b)) d'après la coassociativité de Γ,

= (ω ◦R β?α
ν
θ ◦R)(Γ((ωJΨΛΨ(a) β?α

ν
id)(Γ(b∗b))))

= (ω α?β
νo

θ)(R β?α
N

R)(Γ((ωJΨΛΨ(a) β?α
ν
id)(Γ(b∗b))))

= (θ β?α
ν
ω)ςNo(R β?α

N

R)(Γ((ωJΨΛΨ(a) β?α
ν
id)(Γ(b∗b))))

La proposition en découle grâce au théorème 7. �

4.6.c Invariance à gauche forte par rapport à l'antipode

Dans ce paragraphe, on désigne par T ′ un poids opératoriel de M+ dans α(N)
+ normal,

semi�ni et invariant à gauche. On note Φ′ = ν ◦ α−1 ◦ T ′ , J l'opérateur antilinéaire et ∇
l'opérateur modulaire associés par la théorie de Tomita au poids Φ′, κ son groupe modulaire et
V = (UT ′)∗HΦ

c'est-à-dire l'unitaire fondamental associé à T ′. La proposition suivante correspond
à l'invariance à gauche forte par rapport à l'antipode.

4.6.7 Proposition � Les éléments de la forme (id ∗ ωv,w)(V ) sont dans le domaine de S pour
tous v, w ∈ ΛΦ′(TΦ′,T ′) et on a S((id ∗ ωv,w)(V )) = (id ∗ ωv,w)(V ∗).

Démonstration : Pour tout ω convenable, on a (id ∗ ω)(V ) = (ω ◦ R ∗ id)(U ′HΦ
) d'après

la dé�nition de R et le corollaire 3.3.4. Alors, si ω(x) = ω(x∗), on a :
S((id ∗ ω)(V )) = S((ω ◦R ∗ id)(U ′HΦ

))
= (ω ◦R ∗ id)(U ′HΦ

∗ )
d'après la proposition 4.6.1,

= [(ω ◦R ∗ id)(U ′HΦ
)]∗

= [(id ∗ ω)(V )]∗ = (id ∗ ω)(V ∗)
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�

4.6.8 Lemme � On a (ωv,w ∗ id)(V )∗ = (ωID−1/2v,ID1/2w ∗ id)(V ) pour tout v ∈ D(D1/2) et

w ∈ D(D1/2).

Démonstration : On a (id ∗ ωw′,v′)(V ) ∈ D(S) = D(τ−i/2) pout tous v′, w′ ∈ ΛΦ′(TΦ′,T ′)d'après la proposition 4.6.7 et comme τ est implémenté par D−1 on a :
(id ∗ ωw′,v′)(V )D1/2 ⊆ D1/2τ−i/2((id ∗ ωw′,v′)(V ))

= D1/2R(S((id ∗ ωw′,v′)(V )))

= D1/2I[(id ∗ ωw′,v′)(V ∗)]∗I
= D1/2I(id ∗ ωv′,w′)(V )I.

Pour tous v ∈ D(D1/2) et w ∈ D(D1/2), on a alors :
((ωID−1/2v,ID1/2w ∗ id)(V )w′|v′) = ((id ∗ ωw′,v′)(V )D1/2Iv|D−1/2Iw)

= (D1/2I(id ∗ ωv′,w′)(V )v|D−1/2Iw)
= (w|(id ∗ ωv′,w′)v)
= ((ωv,w ∗ id)(V )∗w′, v′)

ce qui su�t pour déduire notre proposition. �

4.6.9 Proposition � Les relations suivantes sont véri�ées :

i) (I α⊗ε
No
J )V = V ∗(I β⊗α

N

J ) ;

ii) (D−1
α⊗ε
νo
∇)V = V (D−1

β⊗α
ν
∇) ;

iii) (τt β?α
N

κt) ◦ Γ = Γ ◦ κt pour tout t ∈ R .

où ε(n) = Jα(n∗)J pour tout n ∈ N et où κt désigne le groupe modulaire de ν ◦ α−1 ◦ T ′L.

Démonstration : On dé�nit X l'opérateur fermé dans HΦ′ tel que ΛΦ′(NΦ′ ∩ N ∗
Φ′) soitun c÷ur pour X et XΛΦ′(x) = ΛΦ′(x∗) pour tout x ∈ NΦ′ ∩N ∗

Φ′ (X = SΦ′ d'après les notations
de Tomita-Takesaki). Alors par dé�nition, on a ∇ = X∗X et X = J∇1/2. De plus, pour tout
x ∈M et tout t ∈ R, on a κt(x) = ∇itx∇−it.

Avant tout, on véri�e la légitimité de telles relations. Il su�t, en fait, d'établir un certain
nombre de commutations. On renvoie aux lemmes 4.2.2 et 4.4.3 et en général à [Sau86].

Pour tout x ∈ Tν et tout y ∈ NΦ′ ∩N ∗
Φ′ , on peut écrire :

Xα(x)ΛΦ′(y) = XΛΦ′(α(x)y)

= ΛΦ′(y∗α(x∗)) = α̂(σν−i/2(x))XΛΦ′(y)

d'où α̂(σν−i/2(x))X ⊆ Xα(x) et par adjonction α(x)X∗ ⊆ X∗α̂(σνi/2(x). On a alors :
α(x)∇ = α(x)X∗X ⊆ X∗α̂(σνi/2(x)X ⊆ ∇α(σνi (x))
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et comme on sait déjà que :
β(x)D−1 ⊆ D−1β(σνi (x)),

cela su�t pour justi�er les termes de la seconde relation. Par ailleurs, on sait que Iβ(x) = α(x∗)I
et Jα(x) = ε(x∗)J et cela permet de dé�nir les termes de la première relation. En�n pour tout
t ∈ R, on a :

τt ◦ β = β ◦ σνt et κt(α(x)) = ∇itα(x)∇−it = α(σνt (x))

ce qui termine nos véri�cations.
Soient v, w ∈ ΛΦ(TΦ,SL

). Pour tout y ∈ NT ′ ∩NΦ′ ∩N ∗
T ′ ∩N ∗

Φ′ , on a, par invariance à gauche
de T ′ (d'après la proposition 3.2.2), (ωv,w β?α

ν
id)(Γ(y)) ∈ NT ′ ∩ NΦ′ ∩ N ∗

T ′ ∩ N ∗
Φ′ . L'analogue

du corollaire 3.3.3 s'écrit (ωv,w ? id)(V ∗)ΛΦ′(y) = ΛΦ′((ωv,w β?α
ν

id)(Γ(y))) d'où l'on tire que
(ωv,w ∗ id)(V ∗)ΛΦ′(y) ∈ D(X). Alors on calcule :

X(ωv,w ∗ id)(V ∗)ΛΦ′(y) = XΛΦ′((ωv,w β?α
ν
id)(Γ(y))) = ΛΦ′((ωw,v β?α

ν
id)(Γ(y∗)))

(ωw,v ∗ id)(V ∗)ΛΦ′(y∗) = (ωw,v ∗ id)(V ∗)XΛΦ′(y)

Et comme ΛΦ′(NT ′ ∩NΦ′ ∩N ∗
T ′ ∩N ∗

Φ′) est un c÷ur pour X, ceci implique :
(ωw,v ∗ id)(V ∗)X ⊆ X(ωv,w ∗ id)(V ∗). (4.6.1)

En prenant l'adjoint, on trouve :
(ωw,v ∗ id)(V )X∗ ⊆ X∗(ωv,w ∗ id)(V ). (4.6.2)

Grâce à l'inclusion (4.6.2) et au lemme précédent, on a :
(ωv,w ∗ id)(V )∇ = (ωv,w ∗ id)(V )X∗X

⊆ X∗(ωv,w ∗ id)(V )X
= X∗[(ωID−1/2w,ID1/2v ∗ id)(V )]∗X.

En utilisant cette fois-ci l'inclusion (4.6.1) et le lemme précédent, on a :
(ωv,w ∗ id)(V )∇ ⊆ X∗X[(ωID1/2v,ID−1/2w ∗ id)(V )]∗

= ∇(ωD1/2IID1/2v,D−1/2IID−1/2w ∗ id)(V )

= ∇(ωDv,N−1w ∗ id)(V )

si bien que l'on tire (ωv,w ∗ id)(V )∇ ⊆ ∇(ωDv,D−1w ∗ id)(V ) pour tout v ∈ D(D) et w ∈ D(D−1).
Comme pour la relation (4.4.3), on déduit que (D−1

α⊗ε
νo
∇)V = V (D−1

β⊗α
ν
∇).

Démontrons la première relation. Grâce à l'inclusion (4.6.1), pour tout v ∈ D(N−1/2) et tout
w ∈ D(D1/2), on a :

J (ωw,v ∗ id)(V ∗)J∇1/2 = J (ωw,v ∗ id)(V ∗)X
⊆ JX(ωv,w ∗ id)(V ∗)
= ∇1/2(ωv,w ∗ id)(V ∗)

(4.6.3)

Pour tous p, q ∈ D(∇1/2), on a, en utilisant la seconde relation déjà véri�ée :
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((ωv,w ∗ id)(V ∗)p,∇1/2q) = (V ∗(v α⊗ε
νo

p)|w β⊗α
ν
∇1/2q)

= (V ∗(v α⊗ε
νo

p)|D−1/2(D1/2w) β⊗α
ν
∇1/2q)

= ((D−1/2
β⊗α
ν
∇1/2)V ∗(v α⊗ε

νo
p)|D1/2w β⊗α

ν
q)

= (V ∗(D−1/2v α⊗ε
νo
∇1/2p)|D1/2w β⊗α

ν
q)

= ((ωD−1/2v,D1/2w ∗ id)(V
∗)∇1/2p|q).

Comme ∇1/2 est auto-adjoint, on obtient l'inclusion :
(ωD−1/2v,D1/2w ∗ id)(V

∗)∇1/2 ⊆ ∇1/2(ωv,w ∗ id)(V ∗)

En utilisant le lemme précédent, on a aussi :
(ωD−1/2v,D1/2w ∗ id)(V

∗) = (ωD1/2w,D−1/2v ∗ id)(V )∗

(ωID−1/2D1/2w,ID1/2D−1/2v ? id)(V ) = (ωIw,Iv ∗ id)(V )

C'est pourquoi (ωIw,Iv ∗ id)(V )∇1/2 ⊆ ∇1/2(ωv,w ∗ id)(V ∗). Maintenant ∇1/2 est à image dense,
et cette inclusion, avec (4.6.3), implique (ωIw,Iv ∗ id)(V ) = J (ωv,w ∗ id)(V ∗)J . On a alors :

((I β⊗α
ν
J )V ∗(I β⊗α

ν
J )(v β⊗α

ν
q)|w α⊗ε

νo
q)

= (Iw β⊗α
ν
J q|V ∗(Iv α⊗ε

νo
J p))

= (V (Iw β⊗α
ν
J q)|Iv α⊗ε

νo
J p)

= ((ωIw,Iv ? id)(V )J q,J p)
= (J (ωv,w ∗ id)(V ∗)q|J p)
= (p|(ωv,w ? id)(V ∗)q)
= ((ωv,w ∗ id)(V )p|q)
= (V (v β⊗α

ν
q)|w α⊗ε

νo
q)

La véracité de la première relation est donc prouvée. Il reste à démontrer la dernière égalité. On
sait que Γ(a) = V ∗(1 α⊗ε

No
a)V pour tout a ∈ M ; aussi κt(a) = ∇ita∇−it et τt(a) = D−itaDit

pour tout a ∈M et t ∈ R. Alors on déduit l'égalité de la même manière que la proposition 4.4.9
à partir de la relation (D−1

α⊗ε
ν
∇)V = V (D−1

β⊗α
ν
∇). �

Appliqués en particulier à T ′ = TL, ces résultats donnent l'invariance à gauche forte pour
TL par rapport à l'antipode. Dans ce cas V = W ∗, J = JΦ et ∇ = ∆Φ d'où les propositions
suivantes :

4.6.10 Proposition � On a (id ∗ ωv,w)(W ) ∈ D(S) pour tous v, w ∈ ΛΦ(TΦ,SL
) et alors on a

S((id ∗ ωv,w)(W )) = (id ∗ ωv,w)(W ∗).

4.6.11 Proposition�On a (ωv,w∗id)(W ∗)∗ = (ωID−1/2v,ID1/2w∗id)(W ∗) pour tout v ∈ D(D1/2)
et tout w ∈ D(D1/2).
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4.6.12 Proposition � Les relations suivantes sont véri�ées :

i) (I α⊗β̂
No

JΦ)W ∗ = W (I β⊗α
N

JΦ) ;

ii) (D−1
β⊗α
ν

∆Φ)W ∗ = W ∗(D−1
β⊗α
ν

∆Φ) ;

iii) (τt β?α
N

σΦ
t ) ◦ Γ = Γ ◦ σΦ

t pour tout t ∈ R.

On énonce ici deux théorèmes regroupant les résultats de ce chapitre :

Théorème 8 � Soient (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) un groupoïde quantique mesuré et W l'unitaire
pseudo-multiplicatif associé. Alors la fermeture faible de l'espace vectoriel engendré par les opé-
rateurs de la forme (id ∗ ωv,w)(W ) pour tous v ∈ D(αHΦ, ν) et w ∈ D((HΦ)β̂ , ν

o) est égale à
l'algèbre de von Neumann M .

Théorème 9 � Soient (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) un groupoïde quantique mesuré et W l'unitaire
pseudo-multiplicatif associé. Si on note Φ = ν ◦ α−1 ◦ TL alors, il existe une antipode S non
bornée, véri�ant :

i) pour tout x ∈ D(S), S(x)∗ ∈ D(S) et S(S(x)∗)∗ = x ;

ii) pour tous v, w ∈ ΛΦ(TΦ,SL
), (id ∗ωv,w)(W ) ∈ D(S) et S((id ∗ωv,w)(W )) = (id ∗ωv,w)(W ∗) ;

S admet une décomposition polaire de la forme S = Rτi/2, où R est une coinvolution de M
véri�ant R2 = id, R ◦ α = β et ςNo ◦ (R β?α

N

R) ◦ Γ = Γ ◦ R, et où τ est un groupe à un

paramètre d'automorphismes (groupe d'échelle) tel que τt ◦ α = α ◦ σνt , τt ◦ β = β ◦ σνt et qui
véri�e Γ ◦ τt = (τt β?α

N

τt) ◦ Γ pour tout t ∈ R. S,R et τ sont indépendants de TL et de TR.

De plus, le poids opératoriel normal, semi�ni et �dèle R ◦ TL ◦ R est invariant à droite et
α-adapté pour ν.



Chapitre 5

UNICITÉ DU POIDS OPERATORIEL
DE HAAR, MODULE
ET OPÉRATEUR D'ÉCHELLE

Dans cette partie, le poids quasi-invariant ν est �xé. On établit l'unicité du poids opératoriel
invariant à gauche adapté par rapport à ν à un élément du centre de la base près. On dispose
d'un résultat analogue pour le poids opératoriel invariant à droite. On construit un module et un
opérateur d'échelle qui relient le poids invariant à gauche TL et le poids invariant R◦TL◦R. Leurspropriétés permettent de démontrer que l'unitaire pseudo-multiplicatif fondamental véri�e une
condition de maniabilité (analogue à celle de Woronowicz). On étudie aussi à quelles conditions
un autre poids ν ′ sur N sera quasi-invariant.

5.1 Relations de commutation.

Dans ce paragraphe, on désigne par T ′ un poids opératoriel de M+ dans α(N)
+ normal,

semi�ni, invariant à gauche et β-adapté par rapport à ν. On note Φ′ = ν ◦ α−1 ◦ T ′.

5.1.1 Lemme� Si, pour tout t ∈ R, on dé�nit κt = σΦ′
t τ−t, alors κ laisse invariant Ψ. De même,

si, pour tout t ∈ R, on dé�nit κ′t = σΨ
t τt, alors κ

′ laisse invariant Φ.

Démonstration : On sait que κt ◦ α = α pour tout t ∈ R et on a :

Γ ◦ κt = Γ ◦ σΦ′
t ◦ τ−t = (τt β?α

N

σΦ′
t )Γ ◦ τ−t

= (τtτ−t β?α
N

σΦ′
t τ−t)Γ = (id β?α

N

κt)Γ

Pour tout a ∈M+
TR
, on déduit, grâce à la propriété d'invariance à droite de TR, que :

TR ◦ κt(a) = (Ψ β?α
ν
id)Γ(κt(a)) = κt((Ψ β?α

ν
id)Γ(a)) = κt ◦ TR(a)

73
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Pour tout a ∈MTR
∩M+

Ψ et tout t ∈ R, on a :
Ψ ◦ κt(a) = ν ◦ β−1 ◦ TR ◦ κt(a) = ν ◦ β−1 ◦ κt ◦ TR(a)

d'après ce qui précède,
= ν ◦ β−1 ◦ σΦ′

t ◦ τ−t ◦ TR(a)

= ν ◦ σν−t ◦ β−1 ◦ τ−t ◦ TR(a)
car T ′ est β-adapté par rapport à ν,

= ν ◦ σν−2t ◦ TR(a)
d'après la relation de commutation entre τ et β,

= ν ◦ β−1 ◦ TR(a) = Ψ(a)

On sait que κ′t ◦ β = β pour tout t ∈ R et on a :
Γ ◦ κ′t = Γ ◦ σΨ

t ◦ τt = (σΨ
t β?α

N

τ−t) ◦ Γ ◦ τt = (σΨ
t τt β?α

N

τ−tτt) ◦ Γ = (κ′t β?α
N

id) ◦ Γ

Pour tout a ∈M+
TL
, on déduit, grâce à la propriété d'invariance à gauche de TL, que :

TL ◦ κ′t(a) = (id β?α
ν

Φ)Γ(κ′t(a)) = κ′t((id β?α
ν

Φ)Γ(a)) = κ′t ◦ TL(a)

Pour tout a ∈MTL
∩M+

Φ et tout t ∈ R, on a :
Φ ◦ κ′t(a) = ν ◦ α−1 ◦ TL ◦ κ′t(a) = ν ◦ α−1 ◦ κ′t ◦ TL(a)

d'après ce qui précède,
= ν ◦ α−1 ◦ σΨ

t ◦ τt ◦ TL(a)

= ν ◦ σνt ◦ α−1 ◦ τt ◦ TL(a)
car TR est α-adapté par rapport à ν,

= ν ◦ σν2t ◦ α−1 ◦ TL(a)
d'après la relation de commutation entre τ et α,

= ν ◦ α−1 ◦ TL(a) = Φ(a)

�

5.1.2 Proposition � Les groupes d'automorphismes σΦ′
et τ d'une part, et les groupes d'auto-

morphismes σΨ et τ d'autre part, commutent.

Démonstration : D'après le lemme précédent, κ laisse invariant Ψ. On sait alors que,
pour tous s, t ∈ R, on a σΨ

s ◦ σΦ′
t ◦ τ−t = σΦ′

t ◦ τ−t ◦ σΨ
s . Par suite :

(id β?α
N

κt)Γ = Γ ◦ κt = Γ ◦ σΨ
−s ◦ κt ◦ σΨ

s

= (σΨ
−s β?α

N

τs)Γ ◦ κ−t ◦ σΨR
s

d'après la relation de commutation entre Γ et σΨ,

= (σΨ
−s β?α

N

τs ◦ κt)Γ ◦ σΨ
s

= (id β?α
N

τs ◦ κt ◦ τ−s)Γ

d'après la relation de commutation entre Γ et σΨ.
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Donc, pour tout a ∈M et tout ω ∈M+
∗ telle qu'il existe k ∈ R+ satisfaisant ω ◦ β ≤ kν, on

obtient :
σΦ′
t τ−t((ω β?α

ν
id)Γ(a)) = τsσ

Φ′
t τ−tτ−s((ω β?α

ν
id)Γ(a))

et donc, d'après le théorème 7 , on a :
σΦ′
t ◦ τ−t = τs ◦ σΦ′

t ◦ τ−t ◦ τ−s = τs ◦ σΦ′
t ◦ τ−s ◦ τ−t

d'où l'on tire immédiatement la commutation entre σΦ′ et τ .
D'après le lemme précédent, κ′ laisse invariant Φ. On sait alors que, pour tous s, t ∈ R, on a

σΦ
s ◦ σΨ

t ◦ τt = σΨ
t ◦ τt ◦ σΦ

s . Par suite :
(κ′t β?α

N

id) ◦ Γ = Γ ◦ κ′t = Γ ◦ σΦ
s ◦ κ′t ◦ σΦ

−s

= (τs β?α
N

σΦ
s ) ◦ Γ ◦ κ′t ◦ σΦ

−s

d'après la relation de commutation entre Γ et σΦ,

= (σΨ
s β?α

N

τs ◦ κ′t) ◦ Γ ◦ σΦ
−s

= (id β?α
N

τs ◦ κ′t ◦ τ−s) ◦ Γ

d'après la relation de commutation entre Γ et σΦ.

Donc, pour tout a ∈M et tout ω ∈M+
∗ telle qu'il existe k ∈ R+ satisfaisant ω ◦ α ≤ kν, on

obtient :
σΨ
t τt((id β?α

ν
ω)Γ(a)) = τsσ

Ψ
t τtτ−s((id β?α

ν
ω)Γ(a))

et donc :
σΨ
t ◦ τt = τs ◦ σΨ

t ◦ τt ◦ τ−s = τs ◦ σΨ
t ◦ τ−s ◦ τt

d'où l'on tire immédiatement la commutation entre σΨ et τ . �

5.1.3 Corollaire� Si T ′ est β-adapté par rapport à ν, en posant Φ′ = ν ◦α−1 ◦T ′, les groupes
d'automorphismes σΦ′

et σΨ commutent.

Démonstration : Il su�t de calculer, pour tous s, t ∈ R :
Γ ◦ σΦ′

s ◦ σΨ
t = (τs β?α

N

σΦ′
s ) ◦ Γ ◦ σΨ

t

d'après la proposition 4.6.12,
= (τsσΨ

t β?α
N

σΦ′
s τ−t) ◦ Γ

d'après la proposition 4.4.9,
= (σΨ

t τs β?α
N

τ−tσ
Φ′
s ) ◦ Γ

par commutation,
= (σΨ

t β?α
N

τ−t) ◦ Γ ◦ σΦ′
s

d'après la proposition 4.6.12,
= Γ ◦ σΨ

t ◦ σΦ′
s

d'après la proposition 4.4.9.
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L'injectivité de Γ permet de conclure. �

5.2 Un premier résultat d'unicité du poids opératoriel invariant
à gauche.

Soient T1 et T2 deux poids opératoriels normaux semi�nis et �dèles invariants à gauche deM
vers α(N) tels que T1 ≤ T2. Pour tout i ∈ {1, 2}, on note Φi = ν◦α−1◦Ti et β̂i(n) = JΦiα(n∗)JΦi .On dé�nit, de manière analogue à UH une isométrie (U2)H par la formule :

(U2)H(v α⊗β̂2
νo

ΛΦ2(a)) =
∑
i∈I

ξi β⊗α
ν

ΛΦ2((ωv,ξi β?α
ν
id)(Γ(a)))

pour tout v ∈ D(Hβ , ν
o) et tout a ∈ NΦ2 ∩ NT2 . On sait alors que (U2)H est unitaire et que

Γ(x) = (U2)H(1 α⊗β̂2

No

x)(U2)∗H pour tout x ∈M .
Comme T1 ≤ T2, il existe F ∈ L(HΦ2 ,HΦ1) tel que, pour tout x ∈ NΦ2∩NT2 , on a FΛΦ2(x) =

ΛΦ1(x). Il est facile de véri�er que, pour tout n ∈ N , on a F β̂2(n) = β̂1(n)F . Si on note P = F ∗F ,
alors on a que P ∈M ′ ∩ β̂2(N)′ et donc JΦ2PJΦ2 ∈M ∩ α(N)′.

5.2.1 Lemme � On a Γ(JΦ2PJΦ2) = 1 β⊗α
N

JΦ2PJΦ2 .

Démonstration : On a, pour tous v, w ∈ D(Hβ, ν
o) et tous a, b ∈ NΦ2 ∩NT2 :

((1 β⊗α
N

P )(U2)H(v α⊗β̂2
νo

ΛΦ2(a))|(U2)H(w α⊗β̂2
νo

ΛΦ2(b)))

= (
∑
i∈I

ξi β⊗α
ν

ΛΦ1((ωv,ξi β?α
ν
id)(Γ(a)))|

∑
i∈I

ξi β⊗α
ν

ΛΦ1((ωw,ξi β?α
ν
id)(Γ(b))))

= ((U1)H(v α⊗β̂1
νo

ΛΦ1(a))|(U1)H(w α⊗β̂1
νo

ΛΦ1(b)))

où (U1)H est dé�ni de manière analogue à (U2)H . Par densité, on obtient, pour tous v, w ∈ H et
tous a, b ∈ NΦ2 ∩NT2 :

((1 β⊗α
N

P )(U2)H(v α⊗β̂2
νo

ΛΦ2(a))|(U2)H(w α⊗β̂2
νo

ΛΦ2(b)))

= ((U1)H(v α⊗β̂1
νo

ΛΦ1(a))|(U1)H(w α⊗β̂1
νo

ΛΦ1(b)))

= (v α⊗β̂1
νo

ΛΦ1(a)|w α⊗β̂1
νo

ΛΦ1(b))

= ((1 α⊗β̂2

No

P )(v α⊗β̂2
νo

ΛΦ2(a))|w α⊗β̂2
νo

ΛΦ2(b))

d'où (U2)∗H(1 β⊗α
N

P )(U2)H = 1 α⊗β̂2

No

P . En spéci�ant l'espace H = HΦ, la proposition 4.6.9
permet d'obtenir la formule suivante :

(U2)H(1 α⊗β̂2

No

JΦ2PJΦ2)(U2)∗H = 1 β⊗α
N

JΦ2PJΦ2

et comme JΦ2PJΦ2 ∈M , on a Γ(JΦ2PJΦ2) = 1 β⊗α
N

JΦ2PJΦ2 . �
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5.2.2 Proposition � Soient T1 et T2 deux poids opératoriels normaux, semi�nis et �dèles
invariants à gauche de M vers α(N) tels que T1 ≤ T2. Alors il existe p ∈ N injectif tel que
0 ≤ p ≤ 1 et, pour tous x, y ∈ NΦ2 ∩NT2 , on a (ΛΦ1(x)|ΛΦ1(y)) = (JΦ2β(p)JΦ2ΛΦ2(x)|ΛΦ2(y)).

Démonstration : C'est une conséquence du lemme précédent et de la proposition 4.4.14.
�

5.2.3 Proposition� Si T1 et T2 deux poids opératoriels normaux, semi�nis et �dèles invariants
à gauche tels que T1 ≤ T2 et T1 et T2 sont β-adaptés par rapport à ν, en posant Φi = ν ◦α−1 ◦Ti
pour i = 1, 2, il existe p ∈ Z(N) injectif tel que 0 ≤ p ≤ 1 et Φ1 = (Φ2)β(p) au sens de [Str81].

Démonstration : Par hypothèse, T1 et T2 sont β-adaptés par rapport à ν donc les groupesmodulaires σT1 et σT2 coïncident sur β(N). Pour tous x, y ∈ NΦ2 ∩NT2 et n ∈ Tν , on a :
(PJΦ2β(n)JΦ2ΛΦ2(x)|ΛΦ2(y)) = (PΛΦ2(xσ

T2

−i/2(β(n))|ΛΦ2(y))

= (ΛΦ1(xσ
T1

−i/2(β(n))|ΛΦ1(y))

car σT1 et σT2 coïncident sur β(N),

= Φ1(y∗xσT1

−i/2(β(n)))

= Φ1(σT1

i/2(β(n))y∗x)

d'après les conditions KMS,
= (ΛΦ1(x)|ΛΦ1(yσ

T1

−i/2(β(n∗))))

= (PΛΦ2(x)|ΛΦ2(yσ
T2

−i/2(β(n∗))))

car σT1 et σT2 coïncident sur β(N),
= (JΦ2β(n)JΦ2PΛΦ2(x)|ΛΦ2(y))

On en déduit que P ∈ (JΦ2β(N)JΦ2)
′. La proposition précédente et l'injectivité de β per-

mettent de conclure que p ∈ Z(N). On sait que 0 ≤ P ≤ 1 et que P est injectif à image dense
donc il en est de même pour p. En�n, d'après la proposition précédente et la proposition 3.13 de
[Str81], on sait que β(p) coïncide avec le prolongement analytique en −i du cocycle [DΦ1 : DΦ2].Ainsi, pour tout t ∈ R, on a [DΦ1 : DΦ2]t = β(p)it. Or, comme p ∈ Z(N) et T2 est β-adapté parrapport à ν, β(p) est dans le centralisateur de Φ2 et on a Φ1 = (Φ2)β(p). �

5.2.4 Lemme� Soient T et T ′ des poids opératoriels β-adaptés par rapport à ν. Alors, si T +T ′

est semi�ni, T + T ′ est β-adapté par rapport à ν.

Démonstration : Comme T et T ′ sont des poids opératoriels β-adapté par rapport à ν,
il existe, d'après le lemme 4.1.3, S et S′ normaux, semi�nis et �dèles de M vers β(N) tels que :

ν ◦ α−1 ◦ T = ν ◦ β−1 ◦ S et ν ◦ α−1 ◦ T ′ = ν ◦ β−1 ◦ S′

d'où ν ◦ α−1 ◦ (T + T ′) = ν ◦ β−1 ◦ (S + S′). Comme T + T ′ est semi�ni, ν ◦ α−1 ◦ (T + T ′) est
semi�ni donc ν ◦ β−1 ◦ (S + S′) est semi�ni, et par suite, S + S′ est également semi�ni. On en
déduit alors, pour tout n ∈ N et tout t ∈ R :

σT+T ′

t (β(n)) = σ
ν◦α−1◦(T+T ′)
t (β(n)) = σ

ν◦β−1◦(S+S′)
t (β(n)) = σν◦β

−1

t (β(n)) = β(σν−t(n))
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�

On a besoin ici d'un lemme technique qui apparaît dans [Kus97] :

5.2.5 Lemme � Si φ et η sont deux poids normaux semi�nis et �dèles sur M et qu'il existe un
opérateur λ strictement positif a�lié à (Mφ)+ satisfaisant ||Λη(σφt (x))|| = ||λ

t
2 Λη(x)|| pour tout

x ∈ Nη et tout t ∈ R, alors Nη ∩Nφ est un c÷ur pour Λη et Λφ.

Démonstration : On peut dé�nir, pour tout t ∈ R, des unitaires Tt tels que TtΛη(a) =
λ−t/2Λη(σ

φ
t (a)), de plus, il existe T strictement positif tel que T it = Tt pour tout t ∈ R. La suite

de la preuve est identique à [KV99] (proposition 1.14). �

5.2.6 Proposition � Soit T1 un poids opératoriel normal, semi�ni et �dèle invariant à gauche
et β-adapté par rapport à ν tel qu'il existe un opérateur λ strictement positif a�lié à (MΦ)+

satisfaisant ||Λ1(σΦ
t (x))|| = ||λ

t
2 Λ1(x)|| pour tout x ∈ NΦ1 et tout t ∈ R. Alors, il existe un

opérateur q strictement positif a�lié au centre de N tel que Φ1 = (Φ)β(q).

Démonstration : On pose T2 = TL + T1. Comme ||Λ1(σΦ
t (x))|| = ||λ

t
2 Λ1(x)|| pour tout

x ∈ NΦ1 et tout t ∈ R, on a, d'après le lemme précédent, T2 normal, semi�ni et �dèle. Il est facile
de véri�er que T2 est invariant à gauche et d'après le lemme 5.2.4, T2 est β-adapté par rapport à
ν. Comme T1 ≤ T2, on conclut, d'après la proposition 5.2.3, qu'il existe p ∈ N injectif et compris
entre 0 et 1 tel que Φ1 = (Φ2)β(p). Comme TL ≤ T2 et T2 = TL + T1, on a Φ = (Φ2)β(1−p).D'après [Str81], on a [DΦ1 : DΦ2]t = β(p)it et [DΦ : DΦ2]t = β(1− p)it. On a alors, pour tout
t ∈ R :

[DΦ1 : DΦ]t = [DΦ1 : DΦ2]t[DΦ2 : DΦ]t = β(
p

1− p
)it

alors l'élément recherché est q = p
1−p . �

Il est clair qu'un résultat analogue est véri�é pour les poids opératoriels invariants à droite.
Dès qu'on disposera d'un module, on montrera que tout poids opératoriel invariant à gauche
véri�e une relation d'invariance relative par rapport à σΦ comme dans la proposition précédente.

5.3 Module et opérateur d'échelle.

Dorénavant, on étudie le groupe quantique mesuré (N,M,α, β,Γ, ν, TL, R◦TL ◦R). On consi-
dère les poids normaux, semi�nis et �dèles surM suivant : Φ = ν ◦α−1 ◦TL et Φ◦R. On rappelle
alors que σΦ◦R

t = R ◦ σΦ
−t ◦R pour tout t ∈ R.

On sait d'après le corollaire 5.1.3, que les groupes modulaires associés à Φ et Φ◦R commutent
donc, d'après [Vae01a] (proposition 2.5), il existe un opérateur strictement positif δ a�lié à M
et un opérateur strictement positif λ a�lié au centre de M tels que, pour tout t ∈ R, on a
[DΦ ◦ R : DΦ]t = λ

1
2
it2δit. Les groupes modulaires de Φ et Φ ◦ R sont reliés par l'égalité

σΦ◦R
t (x) = δitσΦ

t (x)δ−it pour tout t ∈ R et tout x ∈M .

5.3.1 Définition � On appelle opérateur d'échelle l'élément λ strictement positif a�lié à
Z(M) et module l'élément δ strictement positif a�lié à M tels que, pour tout t ∈ R, on a :

[DΦ ◦R : DΦ]t = λ
1
2
it2δit
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Dans ce paragraphe, on établit les propriétés de l'opérateur d'échelle et du module, en par-
ticulier, la compatibilité de ces objets avec la structure de bimodule de Hopf.

5.3.2 Lemme � Soit h un élément strictement positif a�lié au centre de N . Alors, pour tout
t ∈ R, on a :

[Dνh ◦ α−1 ◦ TL ◦R : Dνh ◦ α−1 ◦ TL]t = λ
1
2
it2β(hit)δitα(h−it)

Démonstration : On procède au calcul suivant :
[Dνh ◦ α−1 ◦ TL ◦R : Dνh ◦ α−1 ◦ TL]t

= [Dνh ◦ α−1 ◦ TL ◦R : DΦ ◦R]t[DΦ ◦R : DΦ]t[DΦ : Dνh ◦ α−1 ◦ TL]t

= β([Dνh : Dν]∗−t)λ
1
2
it2δitα([Dν : Dνh]t)

= λ
1
2
it2β(hit)δitα(h−it)

�

5.3.3 Proposition � L'opérateur d'échelle ne dépend pas du poids quasi-invariant mais du
groupe modulaire associé. Le module dépend du poids quasi-invariant. Si δ̇ désigne la classe de δ
pour la relation d'équivalence δ1 ∼ δ2 si, et seulement si il existe h strictement positif a�lié au
centre de N tel que δit2 = β(hit)δit1 α(h−it), alors δ̇ ne dépend plus du poids quasi-invariant mais
du groupe modulaire associé.

Démonstration : Si ν ′ est poids normal, semi�ni et �dèle sur N tel que σν′ = σν alors
il existe h strictement positif a�lié au centre de N tel que ν ′ = νh. La proposition découle du
lemme précédent. �

5.3.4 Lemme � Pour tous s, t ∈ R, on a :

[DΦ ◦ σΦ◦R
s : DΦ]t = λist

Démonstration : Le lemme provient du calcul du cocycle suivant :
[DΦ ◦ σΦ◦R

s : DΦ]t = [DΦ ◦ σΦ◦R
s : DΦ ◦R ◦ σΦ◦R

s ]t[DΦ ◦R : DΦ]t
= σΦ◦R

−s ([DΦ : DΦ ◦R]t)[DΦ ◦R : DΦ]t

= δ−isσΦ
−s(λ

− it2

2 δ−it)δisλ
it2

2 δit

= δ−isλ−
it2

2 λistδ−itδisλ
it2

2 δit = λist

�

5.3.5 Proposition � On a R(λ) = λ, R(δ) = δ−1 et τt(δ) = δ, τt(λ) = λ pour tout t ∈ R.



80UNICITÉ DU POIDS OPERATORIEL DE HAAR, MODULE ET OPÉRATEURD'ÉCHELLE

Démonstration : La partie de la proposition concernant l'antipode unitaire est une
conséquence immédiate de l'unicité de la décomposition du cocycle de Radon-Nikodym. On
e�ectue alors le calcul suivant, pour tous s, t ∈ R :
τs([DΦ ◦R : DΦ]t) = [DΦ ◦R ◦ τ−s : DΦ ◦ τ−s]t

= [DΦ ◦ σΦ◦R
s ◦R : DΦ ◦ σΦ◦R

s ]t
car Φ ◦ τ−s = Φ ◦ σΦ◦R

s d'après le lemme 5.1.1,
= [DΦ ◦ σΦ◦R

s ◦R : DΦ ◦R]t[DΦ ◦R : DΦ]t[DΦ : DΦ ◦ σΦ◦R
s ]t

= R([DΦ ◦ σΦ◦R
s : DΦ]∗−t)[DΦ ◦R : DΦ]t[DΦ ◦ σΦ◦R

s : DΦ]∗t

= R(λist)λ−
it2

2 δitλ−ist = λ−
it2

2 δit

d'après le lemme précédent et la première partie de la proposition.
�

5.3.6 Corollaire � Le module δ est a�lié à M ∩ α(N)′ ∩ β(N)′.

Démonstration : Par dé�nition, on a λ it2

2 δit = [DΦ◦R : DΦ]t = [DR◦TL ◦R : DSL]t quiappartient à M ∩ β(N)′ car Φ = ν ◦ β−1 ◦ SL. Comme λ est a�lié au centre de M , on en déduit
que δ est a�lié àM∩β(N)′. En�n, comme R(δ) = δ, on tire que δ est a�lié àM∩α(N)′∩β(N)′.
�

5.3.7 Lemme � Pour tout t ∈ R, τ−t ◦ TL ◦ τt est poids opératoriel normal, semi�ni et �dèle de
M vers α(N) invariant à gauche. De plus, τ−t ◦ TL ◦ τt est β-adapté pour ν.

Démonstration : Pour tout t ∈ R, on a ν ◦ α−1 ◦ τ−t ◦ TL ◦ τt = Φ ◦ τt. On a :
(id β?α

ν
ν ◦ α−1 ◦ τ−t ◦ TL ◦ τt) ◦ Γ = (id β?α

ν
Φ ◦ τt) ◦ Γ

= τ−t ◦ (id β?α
ν

Φ) ◦ Γ ◦ τt = τ−t ◦ TL ◦ τt

D'autre part, pour tous s, t ∈ R et tout n ∈ N , on a :
σΦ◦τt
s (β(n)) = τ−t ◦ σΦ

s ◦ τt(β(n)) = τ−t ◦ σΦ
s (β(σν−t(n)))

= τ−t(β(σν−(s+t)(n))) = β(σν−s(n))

�

5.3.8 Proposition � L'opérateur d'échelle λ est a�lié à l'hypercentre Z(M) ∩ α(N) ∩ β(N).
Plus précisément, il existe q strictement positif a�lié à Z(N) tel que λ = α(q) = β(q).

Démonstration : D'après le lemme précédent, τs ◦ TL ◦ τ−s est invariant à gauche et
β-adapté par rapport à ν. De plus, comme σΦ et τ commutent, Φ ◦ τ−s est laissé invariant par
σΦ. On est dans les conditions de la proposition 5.2.6 et on obtient un élément strictement positif
qs a�lié au centre de N tel que :

[DΦ ◦ τ−s : DΦ]t = β(qs)it
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D'après le lemme 5.3.4, on a :
[DΦ ◦ σΦ◦R

s : DΦ]t = λist

On sait que σΦ◦R
s ◦τs laisse invariant Φ d'après le lemme 5.1.1, donc Φ◦τ−s = Φ◦σΦ◦R

s . Par suite,
on obtient, pour tous s, t ∈ R, λist = β(qs)it. On en déduit facilement qu'il existe q strictement
positif a�lié au centre de N tel que λ = β(q). En�n, comme R(λ) = λ, il vient λ = α(q). �

5.3.9 Lemme � On a, pour tous a, b ∈ NΦ ∩NTL
et tout t ∈ R :

i) ω
JΦΛΦ(λ

t
2 τt(a))

= ωJΦΛΦ(a) ◦ τ−t ;

ii) ωJΦΛΦ(b) ◦ σΦ◦R
t = ω

JΦΛΦ(λ
t
2 σΦ◦R

−t (b))
.

Démonstration : La première relation est une conséquence du fait que τ est implémenté
par P . La seconde se déduit du calcul suivant qui repose sur l'expression de ∆Φ◦R en fonction
de δ et ∆Φ d'après la proposition 2.4 de [Vae01a] :

(σΦ◦R
t (x)JΦΛΦ(b)|JΦΛΦ(b)) = (x∆−it

Φ◦RJΦΛΦ(b)|∆−it
Φ◦RJΦΛΦ(b))

= (xJΦδ
itJΦδ

−it∆−it
Φ JΦΛΦ(b)|JΦδ

itJΦδ
−it∆−it

Φ JΦΛΦ(b))

= (xδ−itJΦΛΦ(σΦ
−t(b))|δ−itJΦΛΦ(σΦ

−t(b)))

= (xJΦΛΦ(λ
t
2σΦ
−t(b)δ

it)|JΦΛΦ(λ
t
2σΦ
−t(b)δ

it))

car σΦ
−i/2(δ

it) = λ
t
2 δit,

= (xJΦΛΦ(λ
t
2 δ−itσΦ

−t(b)δ
it)|JΦΛΦ(λ

t
2 δ−itσΦ

−t(b)δ
it))

= (xJΦΛΦ(λ
t
2σΦ◦R
−t (b))|JΦΛΦ(λ

t
2σΦ◦R
−t (b)))

�

5.3.10 Proposition � On a Γ ◦ τt = (σΦ
t β?α

N

σΦ◦R
−t ) ◦ Γ pour tout t ∈ R.

Démonstration : Pour tous a, b ∈ NΦ ∩NTL
et pour tout t ∈ R, on calcule :

(id β?α
ν
ωJΦΛΦ(b))(σ

Φ
−t β?α

N

σΦ◦R
t )Γ(τt(a∗a)) = σΦ

−t(id β?α
ν
ωJΦΛΦ(b) ◦ σΦ◦R

t )Γ(τt(a∗a))

= σΦ
−t(id β?α

ν
ω
JΦΛΦ(λ

t
2 σΦ◦R

−t (b))
)Γ(τt(a∗a))

= σΦ
−tR(id β?α

ν
ωJΦΛΦ(τt(a)))Γ(λtσΦ◦R

−t (b∗b))

= RσΦ◦R
t (id β?α

ν
ω
JΦΛΦ(λ

t
2 τt(a))

)Γ(σΦ◦R
−t (b∗b))

= RσΦ◦R
t (id β?α

ν
ωJΦΛΦ(a) ◦ τ−t)Γ(σΦ◦R

−t (b∗b))

= R(id β?α
ν
ωJΦΛΦ(a))Γ(b∗b)

= (id β?α
ν
ωJΦΛΦ(b))Γ(a∗a)

d'où on tire que (σΦ
−t β?α

N

σΦ◦R
t ) ◦ Γ ◦ τt = Γ pour tout t ∈ R. �
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On peut dé�nir un opérateur δit β⊗α
N

δit ∈ (M ∩ β(N)′) β⊗α
N

(M ∩ α(N)′) ⊂ M β?α
N

M

pour tout t ∈ R, d'après le paragraphe 2.5, car δ est a�lié à M ∩ α(N)′ ∩ β(N)′. On montre
maintenant que δ est un cocaractère dans le sens où Γ(δ) = δ β⊗α

N

δ.

5.3.11 Lemme � Pour tout t ∈ R, les opérateurs Γ(δit) et δit β⊗α
N

δit commutent.

Démonstration : Pour tout t ∈ R, on a :
(σΦ
−tσ

Φ◦R
t β?α

N

σΦ
−tσ

Φ◦R
t ) ◦ Γ = (σΦ

−t β?α
N

σΦ
−tσ

Φ◦R
t τt) ◦ Γ ◦ σΦ◦R

t

= (σΦ
−tτt β?α

N

σΦ◦R
t τt) ◦ Γ ◦ σΦ

−tσ
Φ◦R
t = (σΦ

−t β?α
N

σΦ◦R
t ) ◦ Γ ◦ τtσΦ

−tσ
Φ◦R
t = Γ ◦ σΦ

−tσ
Φ◦R
t

Or, pour tout x ∈M , on sait que σΦ
−tσ

Φ◦R
t (x) = δitxδ−it, c'est pourquoi on obtient :

(δit β⊗α
N

δit)Γ(x)(δ−it β⊗α
N

δ−it) = Γ(δitxδ−it)

En particulier, pour tout s ∈ R, on a :
(δit β⊗α

N

δit)Γ(δis)(δ−it β⊗α
N

δ−it) = Γ(δitδisδ−it) = Γ(δis)

et le lemme en découle. �

On utilise le résultat technique 7.6 de [KV00] qu'on énonce dans le lemme suivant :

5.3.12 Lemme � Il existe un sous espace C de M tel que, pour tout c ∈ C :

i) c ∈ TΦ◦R ;

ii) δ−1/2σΦ◦R
−i/2(c

∗) est borné et δ−1/2σΦ◦R
−i/2(c

∗) ∈ D(σΦ◦R
i/2 ) ∩NΦ◦R ;

iii) δ−1/2c∗ est borné et δ−1/2c∗ ∈ N ∗
Φ◦R ;

iv) σΦ◦R
i/2 (δ−1/2σΦ◦R

−i/2(c
∗)) = λ−i/4δ−1/2c∗ ;

v) ΛΦ◦R(C) est un c÷ur pour δ−1/2 ;

vi) c ∈ NΦ, Φ(c∗c) = Φ ◦R((δ−1/2σΦ◦R
−i/2(c

∗))∗δ−1/2σΦ◦R
−i/2(c

∗)) ;

vii) TL(c∗c) = SR(δ−1/2c∗cδ−1/2)

où SR véri�e ν ◦ β−1 ◦ TR = Φ ◦R = ν ◦ α−1 ◦ SR.

Démonstration : Les résultats i) à vi) sont empruntés à [KV00]. Cela repose essentiel-
lement sur le fait que le cocycle de Radon-Nikodym de Φ ◦ R par rapport à Φ est de la forme
λ

it2

2 δit. vii) est un corollaire de vi). �

5.3.13 Proposition � Pour tous v ∈ D(δ−1/2) ∩ D((HΦ◦R)β , νo) et a ∈ NΦ◦R ∩ NSR
, on a

Φ◦R((ωv β?α
ν
id)(Γ(a))) = (SR(a)δ−1/2v|δ−1/2v) où SR véri�e ν◦β−1◦TR = Φ◦R = ν◦α−1◦SR.



5.3 Module et opérateur d'échelle. 83

Démonstration : Soient c ∈ C et d ∈ NΦ◦R ∩NTR
. On calcule :

Φ ◦R((ωJΦ◦RΛΦ◦R(c) β?α
ν
id)(Γ(d∗d))) = Φ((ωJΦ◦RΛΦ◦R(d) β?α

ν
id)(Γ(c∗c)))

d'après la proposition 4.6.3,
= (TL(c∗c)JΦ◦RΛΦ◦R(d)|JΦ◦RΛΦ◦R(d))

d'après l'invariance à gauche de TL,
= (SR(δ−1/2c∗cδ−1/2)JΦ◦RΛΦ◦R(d)|JΦ◦RΛΦ◦R(d))

d'après les propriétés des éléments de C,
= ||ΛΦ◦R(cδ−1/2) ε⊗α

ν
JΦ◦RΛΦ◦R(d)||2

où ε(x) = JΦ◦Rα(x∗)JΦ◦R,

= ||JΦ◦RΛΦ◦R(cδ−1/2) α⊗ε
νo

ΛΦ◦R(d)||2

= (SR(d∗d)JΦ◦RΛΦ◦R(cδ−1/2)|JΦ◦RΛΦ◦R(cδ−1/2))

= (SR(d∗d)ΛΦ◦R(σΦ◦R
−i/2(δ

−1/2c∗))|ΛΦ◦R(σΦ◦R
−i/2(δ

−1/2c∗)))

= (SR(d∗d)δ−1/2λi/4JΦ◦RΛΦ◦R(c)|δ−1/2λi/4JΦ◦RΛΦ◦R(c))
d'après les propriétés des éléments de C,

= (SR(d∗d)δ−1/2JΦ◦RΛΦ◦R(c)|δ−1/2JΦ◦RΛΦ◦R(c))

La proposition en découle grâce à des arguments de continuité. �

5.3.14 Corollaire � Pour tous v ∈ D(δ−1/2) ∩ D((HΦ◦R)β, νo) et a ∈ NΦ◦R ∩ NSR
, on a

SR((ωv β?α
ν
id)(Γ(a))) = α(< SR(a)δ−1/2v, δ−1/2v >β,νo).

Démonstration : C'est une conséquence de la proposition précédente et de la formule
ν ◦ α−1(< xξ, η >β,νo) = (xξ|η) pour tout x ∈ β(N)′ et tous ξ, η ∈ D(Hβ, ν

o). �

On désignera, par la suite, Γ(2) l'homomorphisme involutif de M dans M β⊗α
N

M β⊗α
N

M

donné par (Γ β?α
N

id) ◦ Γ = (id β?α
N

Γ) ◦ Γ.

5.3.15 Lemme � Pour tous v ∈ D(δ−1/2
β⊗α
N

δ−1/2) ∩D((HΦ◦R β⊗α
ν

HΦ◦R)β, νo) et pour tout

a ∈MΦ◦R ∩NSR
, on a :

Φ ◦R((ωv β?α
ν
id)(Γ(2)(a))) = ((SR(a) β⊗α

N

1)(δ−1/2
β⊗α
N

δ−1/2)v|(δ−1/2
β⊗α
N

δ−1/2)v)
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Démonstration : Soient ξ, η ∈ D(δ−1/2)) ∩D((HΦ◦R)β, νo). On calcule :

Φ ◦R((ωξ β⊗α
ν
η β?α

ν
id)(Γ(2)(a))) = Φ ◦R((ωη β?α

ν
id)(Γ((ωξ β?α

ν
id)(Γ(a)))))

= (SR((ωξ β?α
ν
id)(Γ(a)))δ−1/2η|δ−1/2η)

d'après la proposition précédente,
= (α(< SR(a)δ−1/2ξ, δ−1/2ξ >β,νo δ−1/2η|δ−1/2η)

d'après le corollaire précédent,
= ((SR(a) β⊗α

N

1)(δ−1/2ξ β⊗α
ν

δ−1/2η)|δ−1/2ξ β⊗α
N

δ−1/2η)

or D(δ−1/2)) ∩D((HΦ◦R)β, νo) β⊗α
ν
D(δ−1/2)) ∩D((HΦ◦R)β, νo) est un c÷ur pour l'opérateur

δ−1/2
β⊗α
N

δ−1/2, donc le lemme en découle. �

5.3.16 Lemme � Pour tous v ∈ D(Γ(δ−1/2)) ∩D((HΦ◦R β⊗α
ν

HΦ◦R)β , νo) et a ∈ NΦ◦R ∩ NSR
,

on a Φ ◦R((ωv β?α
ν
id)(Γ(2)(a))) = ((SR(a) β⊗α

N

1)(Γ(δ−1/2)v|(Γ(δ−1/2)v).

Démonstration : Soit (ηi)i∈I une D(Hβ , ν
o)-base de Hβ . On pose wi = (λα,β̂ηi )∗Wv pour

tout i ∈ I. Pour tout x ∈M , on a :

ωv(Γ(x)) = ((1 α⊗β̂
No

x)Wv|Wv) =
∑
i∈i

((λα,β̂ηi
)∗(1 α⊗β̂

No

x)Wv|(λα,β̂ηi
)∗Wv) =

∑
i∈I

ωwi(x)

On remarque que Wv ∈ D(1 β⊗α
N

δ−1/2) et wi ∈ D(δ−1/2) à cause de v ∈ D(Γ(δ−1/2)) et
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Γ(x) = W ∗(1 α⊗β̂
No

x)W . On calcule alors :

Φ ◦R((ωv β?α
ν
id)(Γ(2)(a))) = Φ ◦R((ωv ◦ Γ β?α

ν
id)(Γ(a)))

=
∑
i∈I

Φ ◦R((ωwi β?α
ν
id)(Γ(a)))

par normalité,
=

∑
i∈I

(SR(a)δ−1/2wi|δ−1/2wi)

d'après la proposition précédente,
=

∑
i∈I

(SR(a)δ−1/2(λα,β̂ηi
)∗Wv|δ−1/2(λα,β̂ηi

)∗Wv)

=
∑
i∈I

(λα,β̂ηi
SR(a)(λα,β̂ηi

)∗(1 α⊗β̂
No

δ−1/2)Wv|(1 α⊗β̂
No

δ−1/2)Wv)

= ((1 α⊗β̂
No

SR(a))(1 α⊗β̂
No

δ−1/2)Wv|(1 α⊗β̂
No

δ−1/2)Wv)

d'après les propriétés des bases,
= (W ∗(1 α⊗β̂

No

SR(a))(1 α⊗β̂
No

δ−1/2)Wv|W ∗(1 α⊗β̂
No

δ−1/2)Wv)

car W est un unitaire,
= ((SR(a) β⊗α

N

1)(Γ(δ−1/2)v|(Γ(δ−1/2)v)

La proposition en découle grâce à des arguments de continuité. �

5.3.17 Proposition � On a :
Γ(δ) = δ β⊗α

N

δ

Démonstration : Si v ∈ D(δ−1/2
β⊗α
N

δ−1/2)∩D(Γ(δ−1/2))∩D((HΦ◦R β⊗α
ν

HΦ◦R)β, νo),
alors on a ||(δ−1/2

β⊗α
N

δ−1/2)v||2 = ||Γ(δ−1/2)v||2 d'après les lemmes précédents. Or, les opéra-
teurs commutent donc il existe un sous espace qui est un c÷ur pour δ−1/2

β⊗α
N

δ−1/2 et Γ(δ−1/2).
D'après l'égalité précédente, on obtient donc que les deux opérateurs ont même domaine et, par
suite, qu'ils sont égaux. �

5.4 Unicité du poids opératoriel invariant à gauche.

Théorème 10 � Soit T ′ un poids opératoriel invariant à gauche et β-adapté par rapport à ν.
Alors il existe h strictement positif a�lié à Z(N) tel que, pour tout t ∈ R :

ν ◦ α−1 ◦ T ′ = (ν ◦ α−1 ◦ TL)β(h) et [DT ′ : DTL]t = β(hit)



86UNICITÉ DU POIDS OPERATORIEL DE HAAR, MODULE ET OPÉRATEURD'ÉCHELLE

Démonstration : On note Φ′ = ν ◦ α−1 ◦ T ′. D'après la proposition 4.6.9, on a :
Γ ◦ σΦ

−s ◦ σΦ′
s = (τ−s β?α

N

σΦ
−s) ◦ Γ ◦ σΦ′

s = (id β?α
N

σΦ
−s ◦ σΦ′

s ) ◦ Γ

Pour tout a ∈M+
TR
, on déduit, grâce à la propriété d'invariance à droite de TR, que :

TR ◦ σΦ
−sσ

Φ′
s (a) = (Φ ◦R β?α

ν
id)Γ(σΦ

−sσ
Φ′
s (a)) = σΦ

−sσ
Φ′
s ((Φ ◦R β?α

ν
id)Γ(a)) = σΦ

−sσ
Φ′
s ◦ TR(a)

et comme, T et T ′ sont α-adaptés par rapport à ν, on obtient Φ ◦R est invariant par σΦ
−sσ

Φ′
s et

donc σΦ◦R
t et σΦ

−sσ
Φ′
s commutent. Or, σΦ◦R

t et σΦ
−s commutent donc σΦ◦R

t et σΦ′
s .

Soient s, t ∈ R. En utilisant τt(δ) = δ et Γ(δ) = δ β⊗α
N

δ, on obtient :
Γ(σΦ′

t (δis)) = (τt β?α
N

σΦ′
t )(Γ(δis)) = δis β⊗α

N

σΦ′
t (δis)

d'où Γ(σΦ′
t (δis)δ−is) = 1 β⊗α

N

σΦ′
t (δis)δ−is et σΦ′

t (δis)δ−is ∈ β(N). Comme T ′ est α-adapté par
rapport à ν, on a σT ′t (β(N)) = β(σνt (N)) = β(N) et σΦ′

t (M ∩β(N)′) = M ∩β(N)′. On en déduit
que σΦ′

t (δis)δ−is ∈ β(Z(N)) et on montre facilement qu'il existe k strictement positif a�lié à
Z(N) tel que σΦ′

t (δis) = β(kist)δis.
Vu que σΦ

t = δ−itσΦ◦R
t δit et que σΦ′ et σΦ◦R commutent, on obtient la relation suivante

σΦ′
s σ

Φ
t (x) = σΦ

t (β(k−ist)σΦ′
s (x)β(kist)). D'où :

Φ ◦ σΦ′
s ◦ σΦ

s (x∗x) = Φ ◦ σΦ
t (β(k−ist)σΦ′

s (x∗x)β(kist))

= Φ(β(k−ist)σΦ′
s (x∗x)β(kist))

= Φ ◦ σΦ′
s (x∗x)

car σTt (β(k)) = β(σν−t(k)) = β(k)

Or σΦ′
−s ◦ TL ◦ σΦ′

s est invariant à gauche, donc d'après la proposition 5.2.6, il existe qs a�lié
au centre de N tel que Φ ◦ σΦ′

s = Φβ(qs). Par des arguments standards, on sait qu'il existe q
strictement positif et a�lié au centre de N tel que Φ◦σΦ′

s = Φβ(q−s) et [DΦ◦σΦ′
s : DΦ]s = β(q−s).

Alors, d'après la proposition 5.2.6, il existe h a�lié au centre de N tel que Φ = Φβ(h) avec
[DT ′ : DTL]t = β(hit). �

On dispose d'un résultat analogue pour les poids opératoriels invariants à droite.

5.4.1 Corollaire � Il existe h strictement positif a�lié au centre de N tel que :

TR = (R ◦ TL ◦R)α(h)

Démonstration : TR et R ◦ TL ◦R sont dans les hypothèses du théorème précédent. �

5.5 Maniabilité de l'unitaire fondamental.

Dans ce paragraphe, on introduit un dernier objet fondamental de la structure : l'opérateur
de manipulation. On prouve alors la maniabilité de l'unitaire fondamental dans un sens analogue
à la dé�nition de [Wor96].

5.5.1 Lemme � Il existe un opérateur P sur HΦ strictement positif tel que, pour tout x ∈ NΦ et
tout t ∈ R, on a P itΛΦ(x) = λ

t
2 ΛΦ(τt(x)).
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Démonstration : D'après les propriétés modulaires de Φ ◦R = Φδ, ([Vae01a], 5.3), on a :
ΛΦ(σΦ◦R

t (x)) = δitJΦλ
t
2 δitJΦ∆it

ΦΛΦ(x)

et comme λ est a�lié au centre de M , on obtient ||ΛΦ(σΦ◦R
t (x))|| = ||λ

t
2 ΛΦ(x)|| pour tout

x ∈ NΦ∩NTL
et tout t ∈ R. Or, on sait que κ′t = σΦ◦R

t ◦τt laisse invariant Φ , pour tout t ∈ R donc
||ΛΦ(x)|| = ||λ

t
2 ΛΦ(τt(x))||. Il existe ainsi un opérateur Pt surHΦ tel que PtΛΦ(x) = λ

t
2 ΛΦ(τt(x))pour tout x ∈ NΦ ∩NTL

et tout t ∈ R.
Pour tous s, t ∈ R, on véri�e alors que PsPt = Pst grâce à la relation τt(λ) = λ. On en déduit

l'existence d'un opérateur P qui satisfait les conditions de l'énoncé. �

5.5.2 Définition�On appelle opérateur de manipulation l'opérateur P sur HΦ strictement
positif tel que P itΛΦ(x) = λ

t
2 ΛΦ(τt(x)), pour tout x ∈ NΦ et tout t ∈ R.

5.5.3 Proposition � On a P itxP−it = τt(x) pour tout x ∈M et tout t ∈ R.

Démonstration : Claire. �

Comme conséquences immédiates, on obtient les deux premières relations de commutation
de la proposition suivante. La troisième relation est de démonstration aisée.

5.5.4 Proposition � Pour tout t ∈ R et tout n ∈ N , on a :

P itα(n) = α(σνt (n))P it, P itβ(n) = β(σνt (n))P it et P itβ̂(n) = β̂(σνt (n))P it

Grâce à ces relations, on peut dé�nir de manière licite, pour tout t ∈ R, les opérateurs
P it β⊗α

ν
P it sur HΦ β⊗α

ν
HΦ et P it α⊗β̂

νo

P it sur HΦ α⊗β̂
νo

HΦ, qui agissent de manière
naturelle sur les tenseurs élémentaires.

Théorème 11 � L'unitaire W véri�e une relation de maniabilité semblable à celle dé�nie par
Woronowicz. Plus précisément, on a :

i) (σνW ∗σν(q β̂⊗α
ν

v)|p α⊗β
νo

w) = (σνoWσνo(JΦp α⊗β
νo

P−1/2v)|JΦq β̂⊗α
ν

P 1/2w) pour tous

v ∈ D(P−
1
2 ), w ∈ D(P

1
2 ) et p, q ∈ D(αHΦ, ν) ∩D((HΦ)β̂, ν

o) ;

ii) W (P it β⊗α
ν

P it) = (P it α⊗β̂
νo

P it)W pour tout t ∈ R.

Démonstration : Soient p, q ∈ D(αHΦ, ν)∩D((HΦ)β̂, ν
o), v ∈ D(D1/2) et w ∈ D(D−1/2).

On sait que :
(I(id ∗ ωq,p)(W )Iv|w) = ((id ∗ ωp,q)(W )D1/2v|D−1/2w)

Comme (id ∗ωp,q)(W ) ∈M et τ est implémenté par D−1, (id ∗ωp,q)(W ) ∈ D(τ−i/2) et on a :
τ−i/2((id ∗ ωp,q)(W )) = I(id ∗ ωq,p)(W )I
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Comme τ est aussi implémenté par P , on obtient :
(I(id ∗ ωq,p)(W )Iv|w) = ((id ∗ ωp,q)(W )P 1/2v|P−1/2w)

pour tous v ∈ D(P 1/2) et w ∈ D(P−1/2).
La proposition 4.6.12 permet alors de réécrire cette formule :

(σνW ∗σν(q β̂⊗α
ν

v)|p α⊗β
νo

w) = (σνoWσνo(JΦp α⊗β
νo

P−1/2v)|JΦq β̂⊗α
ν

P 1/2w)

Il su�t maintenant de prouver que W ∗(P it α⊗β̂
νo

P it) = (P it β⊗α
ν

P it)W ∗ pour tout t ∈ R.
On remarquera, avant d'entamer le calcul, que, pour tout t ∈ R, la relation de commutation

entre P it et β, entraîne que P it laisse stable D((HΦ)β , νo) et transforme une (No, νo)-base de
(HΦ)β en une (No, νo)-base de (HΦ)β .Soit (ξ)i∈I une (No, νo)-base de (HΦ)β . Soient v ∈ D((HΦ)β, νo) et a ∈ NTL

∩NΦ. On calcule :

(P it β⊗α
ν

P it)W ∗(v α⊗β̂
νo

ΛΦ(a)) =
∑
i∈I

P itξi β⊗α
ν

λt/2ΛΦ(τt((ωv,ξi β?α
ν
id)(Γ(a))))

=
∑
i∈I

P itξi β⊗α
ν

ΛΦ((ωP itv,P itξi β?α
ν
id)(Γ(λt/2τt(a))))

car λt/2 ∈ β(Z(N)),

= W ∗(P itv α⊗β̂
νo

λt/2ΛΦ(τt(a)))

= W ∗(P it α⊗β̂
νo

P it)(v α⊗β̂
νo

ΛΦ(a))

ce qui prouve le résultat. �

Suivant [Eno02], dé�nition 4.1, on donne ici la dé�nition d'un unitaire pseudo-multiplicatif
faiblement régulier.

5.5.5 Définition � Un unitaire pseudo-multiplicatif W pour α, β, β̂ est faiblement régulier
si la fermeture faible de l'espace vectoriel engendré par les opérateurs de la forme (λα,βv )∗Wρβ̂,αwoù v, w ∈ D(αH, ν) est égal à α(N)′.

5.5.6 Proposition � L'opérateur Ŵ = σνW
∗σν de HΦ β̂⊗α

ν

HΦ dans HΦ α⊗β
νo

HΦ est un

unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour α, β, β̂ faiblement régulier au sens de ([Eno02],
dé�nition 4.1).

Démonstration : D'après [EV00], on sait que Ŵ est un unitaire pseudo-multiplicatif.
On sait aussi que < (λα,βv )∗Ŵρβ̂,αw >−w⊂ α(N)′. Pour tous v ∈ D(P−

1
2 ), w ∈ D(P

1
2 ) et tous

p, q ∈ D(αHΦ, ν) ∩D((HΦ)β̂, ν
o), on a, d'une part, d'après le théorème 11 :

((λα,βp )∗Ŵρβ̂,αv q|w) = (σνoWσνo(JΦp α⊗β
νo

P−1/2v)|JΦq β̂⊗α
ν

P 1/2w)
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et d'autre part :
(Rα,ν(v)Rα,ν(p)∗q|w) = (Rα,ν(v)JνRβ̂,ν

o
(JΦp)∗JΦq|w)

= (Rα,ν(v)JνΛν(< JΦq, JΦp >β̂,νo
L
)|w)

= (P−1/2Rα,ν(v)JνΛν(< JΦq, JΦp >β̂,νo
L
)|P 1/2w)

= (Rα,ν(P−1/2v)∆−1/2
ν JνΛν(< JΦq, JΦp >β̂,νo

L
)|P 1/2w)

= (Rα,ν(P−1/2v)Λν(< JΦp, JΦq >β̂,νo
L
)|P 1/2w)

= (α(< JΦp, JΦq >β̂,νo
L
)P−1/2v|P 1/2w)

= (JΦp β̂⊗α
ν

P−1/2v|JΦq β̂⊗α
ν

P 1/2w)

Il existe Ξ ∈ HΦ β̂⊗α
ν

HΦ tel que σνoWσνoΞ = JΦp β̂⊗α
ν

P−1/2v car W est surjectif. Par
dé�nition du produit tensoriel relatif, il existe une famille (

∑n(i)
k=1 JΦp

i
k α⊗β

νo

P−1/2vik)i∈I qui
converge vers Ξ. Par suite, la famille ((

∑n(i)
k=1(λ

α,β

pi
k

)∗Ŵρβ̂,α
vi

k

q|w))i∈I converge vers :
(σνoWσνoΞ|JΦq β̂⊗α

ν

P 1/2w) = (JΦp β̂⊗α
ν

P−1/2v|JΦq β̂⊗α
ν

P 1/2w) = (Rα,ν(v)Rα,ν(p)∗q|w)

On a alors α(N)′ =< Rα,ν(v)Rα,ν(p)∗ >−w⊂< (ωv,p ∗ id)(Ŵσνo) >−w. �

5.5.7 Corollaire � Si M̂ désigne la fermeture faible de l'espace vectoriel engendré par les
éléments (ωξ,η ∗ id)(W ) où ξ ∈ D((HΦ)β, νo) et η ∈ D(αHΦ, ν), alors M̂ est une algèbre de von
Neumann.

Démonstration : Il s'agit d'une conséquence du fait Ŵ est faiblement régulier et de la
proposition 3.2 de [Eno02]. �

5.6 Changement de poids quasi-invariant.

On étudie, dans ce paragraphe, dans quelle mesure la structure de groupoïde quantique
mesuré dépend du poids quasi-invariant.

Soit ν ′ un poids normal, semi�ni et �dèle sur N tel qu'il existe h et k strictement positifs
a�liés à N commutant fortement et [Dν ′ : Dν]t = k

it2

2 hit pour tout t ∈ R. D'après la proposition
5.1 de [Vae01a], c'est équivalent à σνt (his) = kisthis pour tous s, t ∈ R et ν ′ = νh au sens de
[Vae01a]. Cette hypothèse est véri�ée, en particulier, quand σν et σν′ commutent auquel cas k
est a�lié au centre de N .

5.6.1 Proposition � Il existe un poids opératoriel T ′L de M vers α(N) normal, semi�ni, �dèle
et β-adapté par rapport à ν ′ tel que, pour tout t ∈ R, on a :

[DT ′L : DTL]t = β(k
−it2

2 hit)

Démonstration : D'après le lemme 4.1.3, il existe un poids opératoriel SL de M vers
β(N) normal, semi�ni et �dèle tel que ν ◦α−1◦TL = ν ◦β−1◦SL de sorte que SL est α-adapté par
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rapport à ν d'après le lemme 4.1.3. Par suite, il existe un poids opératoriel T ′L normal, semi�ni
et �dèle tel que ν ′ ◦ β−1 ◦S = ν ◦α−1 ◦T ′L de sorte que T ′L est β-adapté par rapport à ν ′ d'après
le lemme 4.1.3.

On calcule alors le cocycle de Radon-Nikodym pour tout t ∈ R :
[DT ′L : DTL]t = [Dν ◦ α−1 ◦ T ′L : Dν ◦ α−1 ◦ TL]t

= [Dν ′ ◦ β−1 ◦ S : Dν ◦ β−1 ◦ S]t

= β([Dν ′ : Dν]∗−t) = β(k
−it2

2 hit)

�

5.6.2 Corollaire � On a :

ν ◦ α−1 ◦ T ′L = (ν ◦ α−1 ◦ TL)β(h) et ν ′ ◦ α−1 ◦ T ′L = (ν ◦ α−1 ◦ TL)α(h)β(h)

Démonstration : Claire d'après la proposition 5.1 de [Vae01a] et le fait que, pour tout
t ∈ R, on a [Dν ′ ◦ α−1 ◦ T ′L : Dν ◦ α−1 ◦ TL]t = α(k

it2

2 )β(k
−it2

2 )α(hit)β(hit). �

5.6.3 Proposition � T ′L est invariant à gauche.

Démonstration : Soit a ∈M+
T ′L
. On a :

(id β?α
ν′

ν ′ ◦ α−1 ◦ T ′L)(Γ(a)) = (id β?α
ν
ν ◦ α−1 ◦ T ′L)(Γ(a))

= (id β?α
ν

(ν ◦ α−1 ◦ TL)β(h))(Γ(a))

= (id β?α
ν
ν ◦ α−1 ◦ TL)(Γ(β(h1/2)aβ(h1/2)))

= TL(β(h1/2)aβ(h1/2)) = T ′(a)
d'après l'invariance à gauche de TL.

�

5.6.4 Proposition� Il existe un poids opératoriel T ′R normal, semi�ni, �dèle, invariant à droite
et α-adapté par rapport à ν ′ tel que, pour tout t ∈ R, on a :

[DT ′R : DTR]t = α(k
it2

2 hit)

De plus, on a :

ν ◦ β−1 ◦ T ′R = (ν ◦ β−1 ◦ TR)α(h) et ν ′ ◦ β−1 ◦ T ′R = (ν ◦ β−1 ◦ TR)α(h)β(h)

Démonstration : Analogue à ce qui précède à partir du poids opératoriel TR. La dernière
partie provient de l'égalité [Dν ′ ◦ β−1 ◦ T ′R : Dν ◦ β−1 ◦ TR]t = α(k

it2

2 )β(k
−it2

2 )α(hit)β(hit) pour
tout t ∈ R. �
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5.6.5 Lemme � L'application Iν
′

ν dé�nie par la formule suivante :

Iν
′

ν (ξ β⊗α
ν

η) = β(k−i/8)ξ β⊗α
ν′

α(h1/2)η

pour tout ξ ∈ H et tout η ∈ D(αH, ν) ∩ D(α(h1/2)), est un isomorphisme de β(N)′ − α(N)′o-
bimodules de H β⊗α

ν
H sur H β⊗α

ν′
H.

Démonstration : Pour tout x ∈ Nν′ , on a :
α(x)α(h1/2)η = α(xh1/2)η = Rα,ν(η)Λν(xh1/2) = Rα,ν(η)Λν′(x)

On en déduit que α(h1/2)η ∈ D(αH, ν) et on a Rα,ν′(α(h1/2)η) = Rα,ν(η). L'existence de Iν′νprovient alors de la relation :
(β(k−i/8)ξ1 β⊗α

ν
α(h1/2)η1|β(k−i/8)ξ2 β⊗α

ν
α(h1/2)η2)

= (β(Jν′ < α(h1/2)η1, α(h1/2)η2 >
∗
α,ν′ Jν′)β(k−i/8)ξ1|β(k−i/8)ξ2)

= (β(k−i/8Jνk−i/8Jνki/8Jν < η1, η2 >
∗
α,ν Jνk

−i/8Jνk
i/8Jνk

i/8)ξ1|ξ2)

car Jν′ = Jνk
−i/8Jνk

i/8Jν d'après la proposition 2.5 de [Vae01a],
= (β(Jν < η1, η2 >

∗
α,ν Jν)ξ1|ξ2)

= (ξ1 β⊗α
ν

η1|ξ2 β⊗α
ν

η2)

�

Remarque � Pour tout ξ ∈ D(Hβ, ν
o) et tout η ∈ D(αH, ν), on a les égalités suivantes :

Iν
′

ν (ξ β⊗α
ν

η) = β(k−i/8)ξ β⊗α
ν′

α(h1/2)η = ξ β⊗α
ν′

α(k−i/8h1/2)η

= β(σνi/2(h
1/2))ξ β⊗α

ν′
α(k−i/8)η = β(σνi/2(k

−i/8h1/2))ξ β⊗α
ν′

η

= β(ki/8)ξ β⊗α
ν′

α(σν−i/2(h
1/2))η = β(ki/8h1/2)ξ β⊗α

ν′
η

5.6.6 Proposition � Pour tout groupoïde quantique mesuré (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR), il existe
un groupoïde quantique mesuré (N,M,α, β,Γ, ν ′, T ′L, T

′
R) dont les objets fondamentaux R′, τ ′, λ′,

δ′ et P ′ s'expriment grâce aux relations suivantes :

i) R′ = R ;

ii) τ ′t = Ad
α(k

−it2
2 h−it)β(k

it2
2 hit)

◦ τt = Adα([Dν′:Dν]∗t )β([Dν′:Dν]t) ◦ τt pour tout t ∈ R ;

iii) λ′ = λ ;

iv) δ′ = δ ;

v) P ′it = α(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)JΦα(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)JΦP
it pour tout t ∈ R.
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Démonstration : L'existence du groupoïde quantique mesuré (N,M,α, β,Γ, ν ′, T ′L, T
′
R)

provient des propositions précédentes. On appelle Φ′ = ν ′ ◦α−1 ◦T ′L et Ψ′ = ν ′ ◦β−1 ◦T ′R. Soient
x, y ∈ NT ′R ∩NΨ′ et z ∈M . À l'aide de la proposition 2.5 de [Vae01a], on a les relations :

JΨ′ΛΨ′(x) = JΨα(k−i/8)β(ki/8)JΨα(ki/8)β(k−i/8)JΨΛΨ(xα(h1/2)β(h1/2))
ωJΨ′ΛΨ′ (x)

(z) = ωα(ki/8)β(k−i/8)JΨΛΨ(xα(h1/2)β(h1/2))(z)

On véri�e alors que λβ,α,ν′
α(ki/8)β(k−i/8)JΨΛΨ(xα(h1/2)β(h1/2))

= Iν
′

ν λ
β,α,ν

α(ki/8)JΨΛΨ(xα(h1/2))
. On procède

au calcul suivant :

R((ωJΨ′ΛΨ′ (x) β?α
ν′

id)(Γ(y∗y))) = R((ωα(ki/8)β(k−i/8)JΨΛΨ(xα(h1/2)β(h1/2)) β?α
ν′

id)(Γ(y∗y)))

= R((ωα(ki/8)JΨΛΨ(xα(h1/2)) β?α
ν
id)(Γ(y∗y)))

= R((ωJΨΛΨ(xα(k−i/8h1/2)) β?α
ν
id)(Γ(y∗y)))

= (ωJΨΛΨ(y) β?α
ν
id)(Γ(α(ki/8h1/2)x∗xα(k−i/8h1/2)))

par dé�nition de R,
= (ωα(k−i/8h1/2)JΨΛΨ(y) β?α

ν
id)(Γ(x∗x))

= (ωα(ki/8)JΨΛΨ(yα(h1/2)) β?α
ν
id)(Γ(x∗x))

= (ωJΨ′ΛΨ′ (y) β?α
ν′

id)(Γ(x∗x))

= R′((ωJΨ′ΛΨ′ (x) β?α
ν′

id)(Γ(y∗y)))

par dé�nition de R′.
On en déduit que R = R′. Pour tous a ∈M , ξ ∈ D(Hβ , ν

′o) et t ∈ R, on calcule :

τt((ωξ β?α
ν′

id)(Γ(a)))

= τt(α(k−i/8h−1/2)(ωξ β?α
ν
id)(Γ(a))α(ki/8h−1/2))

= α(σνt (k
−i/8h−1/2))τt((ωξ β?α

ν
id)(Γ(a)))α(σνt (k

i/8h−1/2))

= α(k−t/2−i/8h−1/2)(ω∆−it
Ψ ξ β?α

ν
id)(Γ(σΨ

−t(a)))α(k−t/2+i/8h−1/2)

= Adα(k−t/2+i/8h−1/2)((ω
α(k

−it2
2 hit)β(k

it2
2 hit)∆−it

Ψ′ ξ
β?α
ν
id)(Γ(Ad

α(k
it2
2 h−it)β(k

−it2
2 h−it)

◦ σΨ′
−t(a))))

d'après la proposition 2.4 et le corollaire 2.6 de [Vae01a],
= β(k

it2

2 hit)Adα(k−t/2+i/8h−1/2)((ω
β(k

it2
2 hit)∆−it

Ψ′ ξ
β?α
ν
id)(Γ(σΨ′

−t(a))))β(k
−it2

2 h−it)

= α(k
−it2

2 h−it)β(k
it2

2 hit)(ω∆−it
Ψ′ ξ

β?α
ν′

id)(Γ(σΨ′
−t(a)))α(k

it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)

= α(k
−it2

2 h−it)β(k
it2

2 hit)τ ′t((ωξ β?α
ν′

id)(Γ(a)))α(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)

On en déduit que τ ′t(z) = α(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)τt(z)α(k
−it2

2 h−it)β(k
it2

2 hit) pour tout z ∈M
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et tout t ∈ R. Maintenant, on calcule le cocycle de Radon-Nikodym suivant pour tout t ∈ R :
[Dν ′ ◦ α−1 ◦ T ′ ◦R : Dν ′ ◦ α−1 ◦ T ′]t

= [Dν ′α−1T ′R : Dνα−1TR]t[Dνα−1TR : Dνα−1T ]t[Dνα−1T : Dν ′α−1T ′]t

= α([Dν ′ : Dν]t)β([Dν ′ : Dν]∗−t)λ
it2

2 δitα([Dν : Dν ′]t)β([Dν : Dν ′]∗−t)

= λ
it2

2 δit

En�n, on exprime l'opérateur de manipulation P ′ en fonction de P . On calcule, pour tout
x ∈ NT ′L ∩NΦ′ et tout t ∈ R :

P ′itΛΦ′(x)

= λ′t/2ΛΦ′(τ ′t(x))

= λt/2ΛΦ(α(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)τt(x)α(k
−it2

2 h−it)β(k
it2

2 hit)α(h1/2)β(h1/2))
d'après ce qui précède,

= λt/2α(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)JΦσ−i/2(α(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it))JΦΛΦ(τt(x)α(h1/2)β(h1/2))

= λt/2α(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)JΦα(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)α(kt/2)β(kt/2)JΦΛΦ(τt(x)α(h1/2)β(h1/2))

= λt/2α(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)JΦα(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)JΦΛΦ(τt(xα(h1/2)β(h1/2)))

= α(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)JΦα(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)JΦP
itΛΦ′(x)

ce qu'il fallait démontrer. �

À l'aide de ces formules, on véri�e que τ ′t(α(n)) = α(σν
′
t (n)), τ ′t(β(n)) = β(σν

′
t (n)) et P ′

implémente τ ′.

5.6.7 Proposition � Soit (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) un groupoïde quantique mesuré et soit T̃L
un autre poids opératoriel invariant à gauche et β-adapté par rapport à ν. Alors les objets fon-
damentaux R̃, τ̃ , λ̃, δ̃ et P̃ du groupoïde quantique mesuré (N,M,α, β,Γ, ν, T̃L, TR) s'expriment
grâce aux relations suivantes :

i) R̃ = R ;

ii) τ̃ = τ ;

iii) λ̃ = λ ;

iv) δ̃ = δα(h)β(h−1) où h a�lié au centre de N tel que T̃L = (TL)β(h) ;

v) P̃ = P .

Démonstration : D'après le théorème d'unicité du poids opératoriel invariant à gauche et
β-adapté par rapport à ν, il existe h strictement positif a�lié au centre de N tel que ν◦α−1◦T̃L =
(ν ◦ α−1 ◦ TL)β(h) et tel que, pour tout t ∈ R, on a [DT̃L : DTL]t = β(hit). On a déjà remarqué
que R et τ sont indépendants du poids opératoriel invariant à gauche et β-adapté par rapport à
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ν. On calcule alors le cocycle de Radon-Nydodim suivant :
[Dνβ−1RT̃LR : Dνα−1T̃L]t = [Dνβ−1RT̃LR : Dνβ−1RTLR]t[DΨ : DΦ]t[Dνα−1TL : Dνα−1T̃L]t

= R([DT̃L : DTL]∗−t)[DΨ : DΦ]t[DTL : DT̃L]t

= α(hit)λ
it2

2 δitβ(h−it)

= λ
it2

2 δitα(hit)β(h−it)
car α et β commutent et δ est a�lié à α(N)′ ∩ β(N)′

et on obtient les points iii) et iv). En�n, si on note Φ̃ = ν ◦ α−1 ◦ T̃L, on a, pour tout t ∈ R et
tout x ∈ NT̃L

∩NΦ̃ :
P̃ itΛΦ̃(x) = λ̃t/2ΛΦ̃(τ̃t(x))

= λt/2ΛΦ(τt(x)β(h1/2))

= λt/2ΛΦ(τt(xβ(h1/2)) car h est a�lié au centre de N,
= P itΛΦ(xβ(h1/2))

= P itΛΦ̃(x)

ce qu'il fallait démontrer. �

Théorème 12 � Soient (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) et (N,M,α, β,Γ, ν ′, T ′L, T
′
R) deux groupoïdes

quantiques mesurés tels qu'il existe h et k strictement positifs a�liés à N commutant fortement

et [Dν ′ : Dν]t = k
it2

2 hit pour tout t ∈ R. Alors les relations suivantes expriment le lien entre les
objets fondamentaux de ces deux structures :

i) R′ = R ;

ii) τ ′t = Ad
α(k

−it2
2 h−it)β(k

it2
2 hit)

◦ τt = Adα([Dν′:Dν]∗t )β([Dν′:Dν]t) ◦ τt pour tout t ∈ R ;

iii) λ′ = λ ;

iv) δ̇′ = δ̇ où δ̇ et δ̇′ ont été dé�nis dans la proposition 5.3.3 ;

v) P ′it = α(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)JΦα(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)JΦP
it pour tout t ∈ R.

Démonstration : On applique successivement les deux propositions précédentes. �

Remarque � On retrouve la proposition 5.3.3 à partir du théorème précédent.
On regroupe maintenant les résultats du chapitre dans deux théorèmes :

Théorème 13 � Soit (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) un groupoïde quantique mesuré. Si T ′ est un
poids opératoriel invariant à gauche et β-adapté par rapport à ν, alors il existe h strictement
positif a�lié à Z(N) tel que, pour tout t ∈ R :

ν ◦ α−1 ◦ T ′ = (ν ◦ α−1 ◦ TL)β(h)
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On dispose d'un résultat analogue avec les poids opératoriels invariants à droite.

Théorème 14 � Soit le groupoïde quantique mesuré (N,M,α, β,Γ, ν, TL, R ◦ TL ◦R). Alors, il
existe un élément δ strictement positif a�lié à M ∩ α(N)′ ∩ β(N)′ qu'on appelle module et il
existe un opérateur λ strictement positif a�lié à Z(M) ∩ α(N) ∩ β(N) qu'on appelle opérateur

d'échelle tels que [Dν ◦ α−1 ◦ TL ◦R : Dν ◦ α−1 ◦ TL]t = λ
it2

2 δit pour tout t ∈ R.
De plus, on a, pour tous s, t ∈ R :

i)

[Dν ◦ α−1 ◦ TL ◦ τs : Dν ◦ α−1 ◦ TL]t = λ−ist

[Dν ◦ α−1 ◦ TL ◦R ◦ τs : Dν ◦ α−1 ◦ TL ◦R]t = λ−ist

[Dν ◦ α−1 ◦ TL ◦ σν◦α
−1◦TL◦R

s : Dν ◦ α−1 ◦ TL]t = λist

[Dν ◦ α−1 ◦ TL ◦R ◦ σν◦α
−1◦TL

s : Dν ◦ α−1 ◦ TL ◦R]t = λ−ist

ii) R(λ) = λ, R(δ) = δ−1, τt(δ) = δ et τt(λ) = λ ;

iii) δ est un cocaractère i.e Γ(δ) = δ β⊗α
N

δ.

Si ν ′ est un poids normal, semi�ni et �dèle sur N et h, k des opérateurs strictement positifs

a�liés à N commutant fortement et véri�ant [Dν ′ : Dν]t = k
it2

2 hit pour tout t ∈ R, alors il
existe T̃L invariant à gauche et β-adapté par rapport à ν ′. De plus, si (N,M,α, β,Γ, ν ′, T ′L, T

′
R)

désigne un autre groupoïde quantique mesuré, alors les relations suivantes expriment le lien entre
les objets fondamentaux des deux structures :

i) R′ = R ;

ii) τ ′t = Ad
α(k

−it2
2 h−it)β(k

it2
2 hit)

◦ τt = Adα([Dν′:Dν]∗t )β([Dν′:Dν]t) ◦ τt pour tout t ∈ R ;

iii) λ′ = λ ;

iv) δ̇′ = δ̇ où δ̇ et δ̇′ ont été dé�nis dans la proposition 5.3.3 ;

v) P ′it = α(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)JΦα(k
it2

2 hit)β(k
−it2

2 h−it)JΦP
it pour tout t ∈ R.
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Chapitre 6

LE GROUPOÏDE QUANTIQUE
DUAL

Soit (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) un groupoïde quantique mesuré. Dans ce chapitre, on construit,
en utilisant le module et l'opérateur d'échelle, un objet dual grâce à une hypothèse supplémentaire
véri�ée dans de nombreux exemples et, en particulier, si la base est semi�nie. Cet objet dual est
un groupoïde quantique mesuré si, et seulement si N est semi�nie. Dans ce cas, on obtient un
théorème de bidualité et des relations entre M et M̂ analogues aux relations de Heisenberg. Les
cas des groupoïdes quantiques commutant et opposé sont dé�nis et étudiés.

6.1 Structure d'algèbre sur le prédual.

On dé�nit une multiplication sur une sous algèbre de M∗. Dans le cas des groupes, cela
correspond au produit de convolution. Il faut souligner le fait que, comme l'antipode peut être
non bornée, une structure involutive pourra être dé�nie éventuellement sur une sous algèbre
encore plus petite. on reformule ici des idées de J.M Vallin dans [Val00].

6.1.1 Définition � Soit µ ∈M+
∗ . Soit ω ∈M+

∗ telle qu'il existe k ∈ R tel que ω ◦ β ≤ kν. On
dé�nit alors la forme normale produit ωµ par la formule suivante :

ωµ(x) = µ((ω β?α
ν
id)(Γ(x)))

pour tout x ∈M .
Dans les conditions de la dé�nition précédente, on sait qu'il existe ξ′ ∈ H tel que µ = ωξ′ etqu'il existe ξ ∈ D(Hβ, ν

o) tel que ω = ωξ. Alors, pour tout x ∈M , on a :
ωµ(x) = (Γ(x)(ξ β⊗α

ν
ξ′)|ξ β⊗α

ν
ξ′)

6.1.2 Proposition � Le sous espace de M∗, noté MR
∗ , engendré par les formes normales posi-

tives ω telles qu'il existe k ∈ R tel que ω ◦β ≤ kν, est stable pour le produit dé�ni précédemment.
Si, de plus, on dé�nit, pour tout ω = ωξ ∈ (MR

∗ )+,

||ω|| = inf{k ∈ R+ |ω ◦ β ≤ kν} = ||Rβ,νo
(ξ)||2

on obtient l'inégalité ||ωµ|| ≤ ||ω||||µ|| pour tout ω, µ ∈ (MR
∗ )+.

97



98 LE GROUPOÏDE QUANTIQUE DUAL

Démonstration : On se place dans les conditions précédentes. On suppose, de plus, que
µ ∈MR

∗ . Alors ξ′ ∈ D(Hβ , ν
o). Soit n ∈ N . On a alors :

ωµ(β(n∗n)) = (Γ(β(n∗n))(ξ β⊗α
ν

ξ′)|ξ β⊗α
ν

ξ′)

= ((1 β⊗α
ν

β(n∗n))(ξ β⊗α
ν

ξ′)|ξ β⊗α
ν

ξ′)

par dé�nition de Γ,
= (α(< ξ, ξ >β,νo)β(n∗n)ξ′|ξ′)

par dé�nition du produit scalaire,
= (α(< ξ, ξ >β,νo)β(n∗)ξ′|β(n∗)ξ′)

car β(N) ⊆ α(N)′,

≤ ||Rβ,νo
(ξ)||2µ ◦ β(n∗n)

≤ k||Rβ,νo
(ξ)||2ν(n∗n)

Ainsi ωµ ∈MR
∗ et le reste de la proposition en découle facilement. �

D'après la proposition précédente, il existe un vecteur η ∈ D(Hβ, ν
o) tel que ωµ = ωη. Lelemme suivant est alors véri�é :

6.1.3 Lemme � Soit χ ∈M+
∗ et soit ξ′ un vecteur lui correspondant. Alors pour tout x ∈M , on

a ωηχ(x) = ((Γ β?α
ν
id)(Γ(x))(ξ β⊗α

ν
ξ′ β⊗α

ν
ξ′′)|ξ β⊗α

ν
ξ′ β⊗α

ν
ξ′′).

Démonstration : Soit ζ ∈ D(αH, ν). Alors, par dé�nition, on a, pour tout x ∈M ,
ωηωζ(x) = ωζ((ωη β?α

ν
id)(Γ(x))) = ωη((id β?α

ν
ωζ)(Γ(x)))

= (Γ((id β?α
ν
ωζ)(Γ(x)))(ξ β⊗α

ν
ξ′)|ξ β⊗α

ν
ξ′)

= ((Γ β?α
ν
id)(Γ(x))(ξ β⊗α

ν
ξ′ β⊗α

ν
ζ)|ξ β⊗α

ν
ξ′ β⊗α

ν
ζ)

Or, l'application :
H → H β⊗α

ν
H → H α⊗β

ν
H β⊗α

ν
H est continue.

ζ 7→ ξ′ β⊗α
ν

ζ 7→ ξ β⊗α
ν

(ξ′ β⊗α
ν

ζ)

Par conséquent la relation ωηωζ(x) = ((Γ β?α
ν

id)(Γ(x))(ξ β⊗α
ν

ξ′ β⊗α
ν

ζ)|ξ β⊗α
ν

ξ′ β⊗α
ν

ζ)

reste véri�ée pour tous ζ ; le lemme en découle. �

6.1.4 Proposition � MR
∗ est une sous algèbre de M∗.

Démonstration : D'après ce qui précède, il reste à prouver l'associativité du produit.
Soient alors, ω, µ, χ trois formes normales positives de MR

∗ et soient ξ, ξ′, ξ′′ les trois vecteurs de
D(Hβ , ν

o) correspondants. Alors, pour tout x ∈M , on a, d'après le lemme précédent,
(ωµ)χ(x) = ((Γ β?α

ν
id)(Γ(x))(ξ β⊗α

ν
ξ′ β⊗α

ν
ξ′′)|ξ β⊗α

ν
ξ′ β⊗α

ν
ξ′′)
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= ((id β?α
ν

Γ)(Γ(x))(ξ β⊗α
ν

ξ′ β⊗α
ν

ξ′′)|ξ β⊗α
ν

ξ′ β⊗α
ν

ξ′′)

d'après la co-associativité de Γ, (on utilise aussi implicitement l'associativité du produit tensoriel
relatif),

= (Γ((ωξ β?α
ν
id)(Γ(x)))(ξ′ β⊗α

ν
ξ′′)|ξ′ β⊗α

ν
ξ′′)

= µχ((ωξ β?α
ν
id)(Γ(x))) = ω(µχ)(x)

La proposition en résulte. �

Remarques �
i) En général, MR

∗ n'a pas de structure d'algèbre de Banach.
ii) On peut dé�nir une structure d'algèbre, de manière analogue, sur le sous espace de M∗,noté ML

∗ , engendré par les formes normales positives ω telles qu'il existe k ∈ R tel que
ω ◦ α ≤ kν.
Pour tout ω ∈M∗, on dé�nit, pour tout x ∈M , ω∗(x) = ω ◦R(x∗).

6.1.5 Proposition � Mβ,α
∗ = ML

∗ ∩MR
∗ est une sous-algèbre involutive de M∗.

Démonstration : Comme R est un anti-homomorphisme involutif tel que R ◦ α = β,
Mβ,α
∗ est stable par involution. On déduit facilement, du fait que R est une coinvolution, que

(ωµ)∗ = µ∗ω∗ pour tout ω, µ ∈Mβ,α
∗ . �

On dé�nit aussi un produit pour des espérances conditionnelles sur M .

6.1.6 Définition � Soit F une espérance conditionnelle sur M sur β(N). Soit E une espé-
rance conditionnelle normale et �dèle deM sur β(N). On dé�nit alors l'espérance conditionnelle
produit EF par la formule suivante :

EF (x) = F ((ν ◦ β−1 ◦ E β?α
ν
id)(Γ(x)))

pour tout x ∈M .
On observe que :

ν ◦ β−1 ◦ (EF ) = (ν ◦ β−1 ◦ E)(ν ◦ β−1 ◦ F )

D'après ce qui a été fait pour les formes normales, il est clair que le produit dé�ni précédemment,
entre des espérances conditionnelles de M sur β(N) normales et �dèles, est associatif.

Remarque � De la même manière, on peut dé�nir un produit associatif pour des espérances
conditionnelles de M sur α(N) normales et �dèles.

6.2 Bimodule de Hopf dual.

On suppose à partir de ce moment que l'hypothèse suivante est véri�ée :
D(Hβ, ν

o) ∩ JΦΛΦ(NΦ ∩NTL
) est dense dans H
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Remarque � L'hypothèse est véri�ée dès que ΛΦ(NΦ ∩NTL
∩NSL

) est dense faiblement dans
H car JΦΛΦ(NΦ ∩NSL

) ⊂ D(Hβ, ν
o). C'est le cas, en particulier, si TL est borné.

Remarque � L'hypothèse implique que D(αH, ν)∩D(Hβ , ν
o) est dense dans H et donc Mβ,α

∗dense dans M∗ car JΦΛΦ(NΦ ∩NTL
) ⊂ D(αH, ν).

On s'assure maintenant que cette hypothèse est véri�ée dans le cas où la base est semi�nie.
C'est en fait sous cette hypothèse que la théorie de la dualité des groupoïdes quantiques mesurés
est totalement cohérente.

6.2.1 Lemme � Pour tout x ∈ NΦ, il existe une suite (fn) de Nν qui tend en croissant vers 1
telle que xβ(fn) ∈ NΦ ∩NSL

pour tout n ∈ N et ΛΦ(xβ(fn)) tend en norme vers ΛΦ(x).

Démonstration : SL(x∗x) appartient à l'extension positive de β(N) donc admet une
decomposition spectrale de la forme :

SL(x∗x) =
∫ ∞

0
t dβ(et) +∞(1− β(e))

Pour tout n ∈ N, on a :
nν(1− e) ≤ ν ◦ β−1 ◦ S(x∗x) = Φ(x) < +∞

donc ν(1− e) = 0 et comme ν est �dèle e = 1. Par suite, on a :
SL(x∗x) =

∫ ∞

0
t dβ(et)

On a aussi :
SL((xβ(en))∗xβ(en)) = β(en)SL(x∗x)β(en) =

∫ n

0
t dβ(et)

donc xβ(en) ∈ NS .Soit fn =
∫ n
1/n det. La suite (fn) tend en croissant vers e = 1. On a alors :

SL(x∗x) ≥
∫ n

1/n
t dβ(et) ≥

β(fn)
n

donc nΦ(x∗x) ≥ ν(fn) et fn ∈ Nν .Par suite, xβ(fn) = xβ(en)β(fn) ∈ NΦ ∩NSL
.

En�n, on a :
||ΛΦ(x− xβ(fn))||2 = Φ((x− xβ(fn))∗(x− xβ(fn)))

= ν((1− fn)β−1 ◦ SL(x∗x)(1− fn))

= ν(β−1 ◦ SL(x∗x)−
∫ n

1/n
t det)→ 0

�
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6.2.2 Lemme � Pour tout x ∈ NTL
et tout y ∈ M ∩ α(N)′ analytique par rapport à Φ, on a

xy ∈ NTL
.

Démonstration : Pour tout n ∈ Nν , on a xα(n) ∈ NΦ ∩ NTL
. D'après la théorie des

poids, comme y est analytique par rapport à Φ, on obtient xyα(n) = xα(n)y ∈ NΦ et on a :
ΛΦ(xyα(n)) = JΦσ

Φ
−i/2(y

∗)JΦΛΦ(xα(n)) = JΦσ
Φ
−i/2(y

∗)JΦΛTL
(x)Λν(n)

Par suite xy ∈ NTL
et on a ΛTL

(xy) = JΦσ
Φ
−i/2(y

∗)JΦΛTL
(x). �

6.2.3 Corollaire � L'hypothèse supplémentaire D(Hβ, ν
o) ∩ JΦΛΦ(NΦ ∩ NTL

) dense dans H
est véri�ée, si la base N est semi�nie.

Démonstration : Dans le cas où ν est une trace, fn est analytique par rapport à ν, donc
β(fn) est analytique par rapport à Φ et on obtient des éléments xβ(fn) ∈ NΦ ∩NTL

∩NSL
.

Dans le cas où la base N est semi�nie, il existe d strictement positif a�lié à N tel que
ν = Tr(d.) où Tr est une trace normale, semi�nie et �dèle sur N . La densité d admet la
décomposition spectrale suivante :

d =
∫ ∞

0
t dgt

On note hn =
∫ n
1/n dgt qui tend en croissant vers 1 et on considère α(hm)xβ(fn) ∈ NΦ∩NTL

∩NSL
.

On a alors :
||ΛΦ(x− α(hm)xβ(fn))|| ≤ ||ΛΦ(x− α(hm)x)||+ ||ΛΦ(α(hm)x− α(hm)xβ(fn))||

≤ ||ΛΦ((1− α(hm))x)||+ ||ΛΦ(x− xβ(fn))|| → 0
d'après le lemme 6.2.1 et car hm tend vers 1 en croissant.

D'après une remarque précédente, la condition supplémentaire est alors véri�ée. �

6.2.4Définition�On pose M̂ la fermeture faible de l'espace vectoriel engendré par les éléments
(ωξ,η ∗ id)(W ) où ξ ∈ D((HΦ)β, νo) et η ∈ D(αHΦ, ν).

6.2.5 Définition � On dé�nit une application Γ̂ de M̂ dans L(HΦ β̂⊗α
ν

HΦ) telle que, pour
tout x ∈ M̂ , on a Γ̂(x) = σνoW (x β⊗α

N

1)W ∗σν .

6.2.6 Proposition � Le quintuplet (N, M̂, α, β̂, Γ̂) est un bimodule de Hopf qu'on appelle bi-

module de Hopf dual.

Démonstration : D'après le corollaire 5.5.7, M̂ est une algèbre de von Neumann. Le reste
de la proposition provient des théorèmes 6.2 et 6.3 de [EV00] appliqués à Ŵ . �
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6.2.7 Lemme � Soient ξ ∈ D(αH, ν) et η ∈ D(Hβ̂, ν
o). Pour tous Ξ,Ξ′ ∈ H α⊗β̂

νo

H, on a :

((1 α⊗β̂
νo

(id ∗ ωξ,η)(W ))Ξ|Ξ′) = ((1 α⊗β̂
νo

W )Ξ β⊗α
ν

ξ|Ξ′ α⊗β̂
νo

η)

Démonstration : Démonstration aisée. �

6.2.8 Proposition� L'application contractante π̂ de Mβ,α
∗ dans M̂ qui à ω associe (ω ∗ id)(W )

est injective et multiplicative.

Démonstration : π̂ est injective d'après la version à gauche du théorème 7. Soient
ξ1, ξ2, η1, η2 des éléments de D(αH, ν) ∩ D(Hβ , ν

o). Alors, pour tout ξ ∈ D(αH, ν) et tout
η ∈ D(Hβ̂, ν

o), on a :
((ωξ1,ξ2 ∗ id)(W )(ωη1,η2 ∗ id)(W )ξ|η)

= ((σνo α⊗β̂
No

1)(1 α⊗β̂
No

W )σ2ν(1 β⊗α
N

σνo)(1 β⊗α
N

W )(ξ1 β⊗α
ν

η1 β⊗α
ν

ξ)|[ξ2 β⊗α
ν

η2] α⊗β̂
νo

η)

d'après la proposition 3.6.3,
= ((W ∗

α⊗β̂
No

1)(1 α⊗β̂
No

W )(W β⊗α
N

1)(ξ1 β⊗α
ν

η1 β⊗α
ν

ξ)|[ξ2 β⊗α
ν

η2] α⊗β̂
νo

η)

d'après la relation de pseudo-multiplicativité de W ,
= ((1 α⊗β̂

No

W )W (ξ1 β⊗α
ν

η1) β⊗α
ν

ξ|W (ξ2 β⊗α
ν

η2) α⊗β̂
νo

η)

= ((1 α⊗β̂
No

(id ∗ ωξ,η)(W ))W (ξ1 β⊗α
ν

η1)|W (ξ2 β⊗α
ν

η2))

d'après le lemme précédent,
= (Γ((id ∗ ωξ,η)(W ))(ξ1 β⊗α

ν
η1)|(ξ2 β⊗α

ν
η2))

car Γ est implémentée par W ,
= (ωξ1,ξ2ωη1,η2)((id ∗ ωξ,η)(W ))

par dé�nition du produit,
= (((ωξ1,ξ2ωη1,η2) ∗ id)(W )ξ|η)

On conclut que π̂ est multiplicative. �

On introduit alors le sous-ensemble I de Mβ,α
∗ de la manière suivante :

I = {ω ∈Mβ,α
∗ |∃k ≥ 0 tel que |ω(x∗)| ≤ k||ΛΦ(x)|| pour tout x ∈ NΦ ∩NTL

}

Remarque � Si ωξ,η ∈ Mβ,α
∗ , alors ξ, η ∈ D(αH, ν) ∩ D(Hβ, ν

o). De plus, si η appartient à
D(id(HΦ),Φ) = JΦΛΦ(NΦ), alors, on a :

|ωξ,η(x∗)| = (ξ|xη)| ≤ ||ξ||||xη|| ≤ k||ξ||||ΛΦ(x)||
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Par suite, I est dense dansMβ,α
∗ (et donc dansM∗) d'après l'hypothèse supplémentaire introduite

au début du chapitre.
D'après le théorème de Riesz, si ω ∈ I, alors pour tout x ∈ NΦ ∩NTL

, il existe ξ(ω) ∈ H tel
que :

ω(x∗) = (ξ(ω)|ΛΦ(x))

Par la suite, pour toute forme ω, on note ω(x) = ω(x∗).

6.2.9 Proposition � L'ensemble I est un idéal à gauche de Mβ,α
∗ tel que ξ(ωµ) = π̂(ω)ξ(µ)

pour tout ω ∈Mβ,α
∗ et tout µ ∈ I.

Démonstration : Pour tout x ∈ NΦ ∩NTL
, on calcule :

ωµ(x∗) = (ω β?α
ν
µ)Γ(x∗) = µ((ω β?α

ν
id)Γ(x∗))

= µ(((ω β?α
ν
id)Γ(x))∗) = (ξ(µ)|ΛΦ((ω β?α

ν
id)Γ(x)))

= (ξ(µ)|(ω ∗ id)(W ∗)ΛΦ(x)) = ((ω ∗ id)(W )ξ(µ)|ΛΦ(x))

La proposition en découle. �

On dé�nit, pour tout t ∈ R et tout ω ∈ M∗, ρ∗t (ω)(x) = ω(δ−itτ−t(x)). L'application ρ est
une représentation de M∗ car τt(δ) = δ. De plus, pour tout t ∈ R, ρt est un automorphisme de
l'algèbre Mβ,α

∗ car Γ(δ) = δ β⊗α
N

δ et Γ ◦ τt = (τt β?α
N

τt) ◦ Γ.

6.2.10 Lemme � Pour tout t ∈ R et tout ω ∈ I, on a ρt(ω) ∈ I et ξ(ρt(ω)) = P itJΦδ
itJΦξ(ω).

Démonstration : Soit x ∈ NΦ ∩NTL
. Alors on a :

ρt(ω)(x∗) = ω(δ−itτ−t(x∗)) = ω((τ−t(x)δit)∗) = (ξ(ω)|ΛΦ(τ−t(x)δit))

= (ξ(ω)|JΦδ
−itJΦλ

−t
2 ΛΦ(τ−t(x))) = (ξ(ω)|JΦδ

−itJΦP
−itΛΦ(x)) = (P itJΦδ

itJΦξ(ω)|ΛΦ(x))

ce qui implique le résultat. �

6.2.11 Proposition � Il existe un unique groupe à un paramètre σ̂ sur M̂ fortement continu
tel que σ̂t(π̂(ω)) = π̂(ρt(ω)) pour tout t ∈ R et tout ω ∈ Mβ,α

∗ . De plus, pour tout t ∈ R et tout
x ∈ M̂ , on a :

σ̂t(x) = P itJΦδ
itJΦxJΦδ

−itJΦP
−it

Démonstration : Pour tout ω ∈Mα,β
∗ et tout t ∈ R, on évalue P itJΦδ

itJΦπ̂(ω)JΦδ
−itJΦP

−it.
Soit µ ∈ I. On a alors :

P itJΦδ
itJΦπ̂(ω)JΦδ

−itJΦP
−itξ(µ) = P itJΦδ

itJΦπ̂(ω)ξ(ρ−t(µ))

= P itJΦδ
itJΦπ̂(ω(ρ−t(µ)))

= ξ((ρt(ω))µ) = π̂(ρt(ω))ξ(µ)

On en déduit que σ̂t dé�ni par σ̂t(x) = P itJΦδ
itJΦxJΦδ

−itJΦP
−it est un automorphisme de M̂

qui satisfait les conditions de l'énoncé. Il s'agit d'un groupe à un paramètre car JΦδ
itJΦ et P it

commutent d'après la relation τt(δ) = δ. �
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Si, pour tout t ∈ R et tout ω ∈ M∗, on note τ∗t (ω) = ω ◦ τt et δ∗t (ω) = ωδit, alors τ∗ et δ∗
commutent et laissent invariant Mβ,α

∗ .

6.2.12 Lemme � On a (ωR ∗ id)(W ∗) = (τ∗−i/2(ω) ∗ id)(W ), pour tout ω ∈ D(τ∗−i/2).

Démonstration : On sait que (id ∗ µ)(W ) ∈ D(S) et S((id ∗ µ)(W ) = (id ∗ µ)(W ∗)
d'après le théorème 9. Donc (id ∗ µ)(W ) ∈ D(τ−i/2) et τ−i/2((id ∗ µ)(W )) = R((id ∗ µ)(W ∗)). en
appliquant ω à l'équation précédente, on obtient le résultat. �

Comme Ψ = Φ ◦ R, il existe J anti-unitaire de HΨ dans HΦ tel que JΛΨ(x) = ΛΦ(R(x∗))
pour tout x ∈ NΨ ∩NTR

.

6.2.13 Proposition � Pour tout ω ∈ I et tout µ ∈ D(ρi/2), la forme ωµ appartient à I et
ξ(ωµ) = J ∗π̂(ρi/2(µ))∗J ξ(ω).

Démonstration : Pour tout n ∈ N, on pose en = n√
π

∫
exp(−n2t2)δitdt de sorte que en

est analytique pour σΦ, NΦen ⊂ NΦ et NΦδ
− 1

2 en ⊂ NΨ. Il su�t de montrer la proposition pour
tout µ ∈ D(τ∗−i/2δi/2). On peut alors calculer, pour tout x ∈ NΦ :

ΛΦ((id β?α
ν
µ)Γ(xen)) = ΛΨ((id β?α

ν
µ)Γ(xen)δ−

1
2 )

= ΛΨ((id β?α
ν
µ)Γ(xenδ−

1
2 )(1 β⊗α

N

δ−
1
2 ))

car Γ(δ) = δ β⊗α
ν

δ.

On peut poursuivre alors le calcul par :
ΛΦ((id β?α

ν
µ)Γ(xen)) = ΛΨ((id β?α

ν
δ∗−i/2(µ))Γ(xδ−

1
2 en))

= J ∗ΛΦ(R((id β?α
ν
δ∗−i/2(µ))Γ((xδ−

1
2 en)∗)))

= J ∗ΛΦ((δ∗−i/2(µ) ◦R β?α
ν
id)Γ(R(xδ−

1
2 en)∗))

= J ∗(δ∗−i/2(µ) ◦R ∗ id)(W ∗)ΛΦ(R(xδ−
1
2 en)∗))

= J ∗(δ∗−i/2(µ) ◦R ∗ id)(W ∗)JΛΨ(xδ−
1
2 en))

= J ∗(τ∗−i/2δ
∗
−i/2(µ) ∗ id)(W )JΛΦ(xen))

d'après le lemme précédent,
= J ∗(ρi/2(µ) ∗ id)(W )JΛΦ(xen))

Maintenant, on a :
(ωµ)((xen)∗) = (ω β?α

ν
µ)Γ((xen)∗) = ω((id β?α

ν
µ)Γ((xen)∗))

= (ξ(ω)|ΛΦ((id β?α
ν
µ)Γ(xen)))

= (ξ(ω)|J ∗π̂(ρi/2(µ))JΛΦ(xen))

= (J ∗π̂(ρi/2(µ))∗J ξ(ω)|ΛΦ(xen))



6.2 Bimodule de Hopf dual. 105

Comme (xen)n∈N converge vers x et (ΛΦ(xen))n∈N converge vers ΛΦ(x), on obtient :
(ωµ)(x∗) = (J ∗π̂(ρi/2(µ))∗J ξ(ω)|ΛΦ(x))

donc ωµ ∈ I et ξ(ωµ) = J ∗π̂(ρi/2(µ))∗J ξ(ω). �

6.2.14 Corollaire� Il existe un unique opérateur Λ̂ de D(Λ̂) ⊂ M̂ dans HΦ densément dé�ni,
fermé et tel que π̂(I) est un c÷ur pour Λ̂ et Λ̂(π̂(ω)) = ξ(ω) pour tout ω ∈ I.

Démonstration : Soit (ωn)n∈N une suite de I et soit w ∈ HΦ tels que (π̂(ωn))n∈N converge
vers 0 et (ξn)n∈N converge vers w. Si µ ∈ D(ρi/2)∩I, alors on a, d'après la proposition précédente,pour tout n ∈ N :

π̂(ωn)ξ(µ) = J ∗π̂(ρi/2(µ))∗J ξ(ωn)
qui donne, à la limite, 0 = J ∗π̂(ρi/2(µ))∗Jw. Comme on véri�e aisément que ρi/2(D(ρi/2) ∩ I)dense dans I et comme M̂ est non dégénérée, on obtient w = 0. L'opérateur dé�ni par la formule
de la proposition est donc fermable et sa fermeture satisfait les conditions souhaitées. �

6.2.15 Proposition � Il existe un unique poids Φ̂ normal, semi�ni et �dèle sur M̂ tel que
(HΦ, ι, Λ̂) soit une construction GNS pour Φ̂. De plus, σ̂ est le groupe modulaire de Φ̂ et la
fermeture de PJΦδJΦ (P et JΦδJΦ commutent) coïncide avec l'opérateur modulaire de Φ̂.

Démonstration : Comme π̂ est multiplicative et comme I est un idéal, on a, pour tout
x ∈ π̂(Mβ,α

∗ ) et tout y ∈ π̂(I), xy ∈ π̂(I) et, par dé�nition, Λ̂(xy) = xΛ̂(y). En utilisant la
fermeture de Λ̂, on montre alors que D(Λ̂) est un idéal à gauche dans M̂ et que Λ̂(xy) = xΛ̂(y)
pour tout x ∈ M̂ et tout y ∈ D(Λ̂).

D'après la proposition 6.2.11, pour tout x ∈ π̂(I) et pour tout t ∈ R, on a σ̂t(x) ∈ D(Λ̂) et :
Λ̂(σ̂t(x)) = P itJΦδ

itJΦΛ̂(x). En utilisant de nouveau la fermeture de Λ̂, on obtient que, pour
tout x ∈ D(Λ̂) et pour tout t ∈ R, on a σ̂t(x) ∈ D(Λ̂) et :

Λ̂(σ̂t(x)) = P itJΦδ
itJΦΛ̂(x)

On a xπ̂(ω) ∈ D(Λ̂) et Λ̂(xπ̂(ω)) = J ∗π̂(ρi/2(ω))∗J Λ̂(x) = J ∗σ̂i/2(π̂(ρi/2)))∗J Λ̂(x) pour
tout ω ∈ D(ρi/2) tout x ∈ π̂(I) d'après la proposition 6.2.13. Comme π̂(D(ρi/2)) est dense dans
D(σ̂i/2) et invariant par σ̂, on a π̂(D(ρi/2)) est un c÷ur pour σ̂. La fermeture de Λ̂ permet de
conclure que, pour tout x ∈ D(Λ̂) et tout y ∈ D(σ̂i/2), on a xy ∈ D(Λ̂) et

Λ̂(xy) = J ∗σ̂i/2(y)∗J Λ̂(x)

On sait alors, d'après la proposition 5.14 de [Kus97], qu'il existe un poids normal et semi�ni
Φ̂ sur M̂ tel que (HΦ, ι, Λ̂) est une construction GNS pour Φ̂ et σ̂ est le groupe modulaire de Φ̂.
De plus, grâce à l'équation précédente, on a :

Λ̂(xy) = J ∗σ̂i/2(y)∗J Λ̂(x)

pour tout x ∈ NΦ̂ et tout y ∈ D(σ̂i/2)∩NΦ̂. On déduit facilement de cette relation la �délité du
poids Φ̂. �

Théorème 15 � Il existe un unique poids opératoriel normal, semi�ni et �dèle T̂L : M̂ → α(N)

tel que Φ̂ = ν ◦ α−1 ◦ T̂L et σT̂L
t (β̂(n)) = β̂(σνt (n)) pour tout t ∈ R et tout n ∈ N .
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Démonstration : On sait déjà que α(N) ⊆M ∩ M̂ , donc d'après le théorème précédent,
on a, pour tout n ∈ N :

σΦ̂
t (α(n)) = P itJΦδ

itJΦα(n)JΦδ
−itJΦP

−it = P itα(n)P−it

= τt(α(n)) = α(σνt (n)) = σν◦α
−1

t (α(n))

Ainsi, le théorème provient du théorème d'existence de poids opératoriel de Haagerup. On
véri�e alors, pour tout n ∈ N et tout t ∈ R :

σΦ̂
t (β̂(n)) = P itJΦδ

itα(n∗)δ−itJΦP
−it = P itJΦα(n∗)JΦP

−it

= P itβ̂(n)P−it = β̂(σνt (n))

�

6.2.16 Définition � On dit qu'un poids opératoriel TL normal, semi�ni et �dèle de M+

dans α(N)
+ est β-anti-adapté s'il existe un poids νL normal, semi�ni et �dèle sur N tel que

σTL
t (β(n)) = β(σνL

t (n)) pour tout n ∈ N et t ∈ R. On dit alors que TL est β-anti-adapté
par rapport à νL. De même, on dit qu'un poids opératoriel TR normal, �dèle, semi�ni de M+

dans β(N)
+ est α-anti-adapté s'il existe un poids νR normal, semi�ni et �dèle sur N tel que

σTR
t (α(n)) = α(σνR

−t (n)) pour tout n ∈ N et t ∈ R. On dit alors que TR est α-anti-adapté par
rapport à νR.

Avec cette dé�nition, le théorème précédent assure que T̂L est un poids opératoriel β̂-anti-
adapté par rapport à ν.

6.2.17 Lemme � On a Λ̂(N
T̂L
∩ NΦ̂) ⊆ D((HΦ)β, νo) et alors, pour tout x ∈ N

T̂L
∩ NΦ̂, on a

Rβ,ν
o
(Λ̂(x)) = Λ

T̂L
(x).

Démonstration : Conséquence de la proposition 3.2.2 et du fait que Ĵα(n∗)Ĵ = β(n)
pour tout n ∈ N , par dé�nition du poids dual. �

6.2.18 Lemme � On a (ωη,ξ β̂⊗α
ν

id)(Γ̂(x)) ∈ NΦ̂ ∩ NT̂L
pour tout ξ ∈ D((HΦ)β̂, ν

o), tout

η ∈ D((HΦ)β̂, ν
o) ∩D(αHΦ, ν

o) et tout x ∈ NΦ̂ ∩NT̂L
et alors, on a :

Λ̂((ωη,ξ β̂⊗α
ν

id)(Γ̂(x))) = (id ∗ ωη,ξ)(W )Λ̂(x)
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Démonstration : On calcule, pour tout ω ∈ I :
(ωη,ξ β̂⊗α

ν

id)(Γ̂(π̂(ω))) = (ωη,ξ β̂⊗α
ν

id)(Γ̂((ω ∗ id)(W )))

= (ωη,ξ β̂⊗α
ν

id)(σνoW ((ω ∗ id)(W ) β⊗α
N

1)W ∗σν)

= (ω ∗ id ∗ ωη,ξ)((1 α⊗β̂
No

W )(W β⊗α
N

1)(1 β⊗α
N

W ∗))

= (ω ∗ ωη,ξ ∗ id)((W α⊗β̂
No

1)(σνo α⊗β̂
No

1)(1 α⊗β̂
No

W )σ2ν(1 β⊗α
N

σνo))

d'après la relation pentagonale,
= π̂((id ∗ ωη,ξ)(W )ω)

Ainsi, par dé�nition, pour tout ω ∈ I, on a (ωη,ξ β̂⊗α
ν

id)(Γ̂(π̂(ω))) ∈ NΦ̂ ∩ NT̂L
et on

obtient :
Λ̂((ωη,ξ β̂⊗α

ν

id)(Γ̂(π̂(ω)))) = (id ∗ ωη,ξ)(W )Λ̂(π̂(ω))

La fermeture de Λ̂ implique la proposition. �

6.2.19 Proposition � T̂L est invariant à gauche.

Démonstration : Soient (ξi)i∈I une (No, νo)-base de (HΦ)β̂ . Pour tous x ∈ NΦ̂ ∩NT̂L
et

η ∈ D((HΦ)β̂, ν
o) ∩D(αHΦ, ν), on a :

Φ̂((ωη β̂?α
ν

id)(Γ̂(x∗x))) =
∑
i∈I

Φ̂((ωη,ξi β̂?α
ν

id)(Γ̂(x))∗(ωη,ξi β̂?α
ν

id)(Γ̂(x)))

=
∑
i∈I
||Λ̂((ωη,ξi β̂?α

ν

id)(Γ̂(x))||2

=
∑
i∈I
||(id ∗ ωη,ξi)(W )Λ̂(x)||2

= ((ρβ,αη )∗ρβ,αη Λ̂(x)|Λ̂(x))

= ||Λ̂(x) β⊗α
ν

η||2

= (α(< Λ̂(x), Λ̂(x) >β,νo η|η)

= (T̂L(x∗x)η|η)
d'après le lemme précédent.

�

6.2.20 Proposition � L'unitaire σνW ∗σν est l'unitaire fondamental associé à Φ̂.

Démonstration : Ŵ désignera l'unitaire fondamentale associée à Φ̂. On a alors, pour tous
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ξ ∈ D(αHΦ, ν) ∩D((HΦ)β̂ , ν
o), η ∈ D((HΦ)β̂, ν

o) et tout x ∈ NΦ̂ ∩NT̂L
:

(ωξ,η ∗ id)(Ŵ ∗)Λ̂(x) = Λ̂((ωξ,η β̂?α
ν

id)(Γ̂(x)))

d'après le corollaire 3.3.3,
= (id ∗ ωξ,η)(W )Λ̂(x)

d'après le lemme 6.2.18,
= (ωξ,η ∗ id)(σνoWσνo)Λ̂(x)

Donc, on a Ŵ = σνW
∗σν . �

On construit, maintenant, le poids opératoriel invariant à droite qui est la seule donnée
manquante pour a�rmer que M̂ possède une structure de groupoïde quantique naturelle. Dans
ce but, on construit la coinvolution duale R̂. On a besoin de l'expression de R indépendante de
Ψ suivante :

6.2.21 Lemme � on a R((id ∗ωJΦη,JΦξ)(W )) = (id ∗ωξ,η)(W ) pour tout ξ ∈ D(α(HΦ), ν) et tout
η ∈ D((HΦ)β, νo).

Démonstration : Pour tous v, w ∈ HΦ, on a :
(I(id ∗ ωJΦξ,JΦη)(W

∗)Iv|w) = ((id ∗ ωJΦη,JΦξ)(W )Iw|Iv)
= (W (Iw β⊗α

ν
JΦη)|Iv α⊗β̂

νo

JΦξ)

= (W (I α⊗β̂
No

JΦ)(w α⊗β̂
νo

JΦη)|(I β⊗α
N

JΦ)(v β⊗α
ν

JΦξ))

= ((I β⊗α
N

JΦ)W ∗(I β⊗α
N

JΦ)(v β⊗α
ν

JΦξ)|w α⊗β̂
νo

JΦη)

= (W (v β⊗α
ν

JΦξ)|w α⊗β̂
νo

JΦη)

d'après la proposition 4.6.12,
= ((id ∗ ωξ,η)(W )v|w)

�

6.2.22 Proposition � Pour tout ω ∈Mα,β
∗ , on a ω ◦R ∈Mα,β

∗ et on a JΦπ̂(ω ◦R)∗JΦ = π̂(ω).

Démonstration : Pour tout ξ ∈ D(α(HΦ), ν) et tout η ∈ D((HΦ)β, νo), on a :
(JΦπ̂(ω ◦R)∗JΦξ|η) = (π̂(ω ◦R)JΦη|JΦξ) = ((ω ◦ ∗id)(W )JΦη|JΦξ)

= ω ◦R((id ∗ ωJΦη,JΦξ(W )) = ω((id ∗ ωξ,η)(W )) = (π̂(ω)ξ|η)
d'après le lemme précédent.

�

6.2.23 Corollaire � Il existe un unique anti-automorphisme R̂ de M̂ tel que, pour tout
ω ∈Mα,β

∗ , on a R̂(π̂(ω)) = π̂(ω ◦R). De plus, on a R̂(x) = JΦx
∗JΦ pour tout x ∈ M̂ .
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6.2.24 Proposition � On a la formule ςNo ◦ (R̂ β̂?α
N

R̂) ◦ Γ̂ = Γ̂ ◦ R̂.

Démonstration : Pour tout ω ∈Mα,β
∗ , on calcule :

Γ̂(π̂(ω)) = Ŵ ∗(1 α⊗β
No

(ω ∗ id)(W ))Ŵ

= σνoW ((ω ∗ id)(W ) β⊗α
N

1)W ∗σν

= σνo(ω ∗ id ∗ id)((1 α⊗β̂
No

W )(W β⊗α
N

1)(1 β⊗α
N

W ∗))σν

= σνo(ω ∗ id ∗ id)((W α⊗β̂
No

1)(σνo α⊗β̂
No

1)(1 α⊗β̂
No

W )σ2ν(1 β⊗α
N

σνo))σν

W est un unitaire pseudo-multiplicatif,
= (ω ∗ id ∗ id)((1 α⊗β̂

No

σνo)(W α⊗β̂
No

1)(σνo α⊗β̂
No

1)(1 α⊗β̂
No

W )σ2ν)

On a alors :
Γ̂ ◦ R̂(π̂(ω)) = Γ̂(π̂(ω ◦R))

= (ω ◦R ∗ id ∗ id)((1 α⊗β̂
No

σνo)(W α⊗β̂
No

1)(σνo α⊗β̂
No

1)(1 α⊗β̂
No

W )σ2ν)

Or, d'après la proposition 4.6.12, on sait que W = (I β⊗α
N

JΦ)W ∗(I β⊗α
N

JΦ) et donc :
(1 α⊗β̂

No

σνo)(W α⊗β̂
No

1)(σνo α⊗β̂
No

1)(1 α⊗β̂
No

W )σ2ν

= (I α⊗β
No

JΦ α⊗β̂
No

JΦ)[(W α⊗β̂
No

1)(σνo α⊗β̂
No

1)(1 α⊗β̂
No

W )σ2ν(1 β⊗α
N

σνo)]∗(I β⊗α
N

JΦ β̂⊗α
N

JΦ)

et par suite, on a :

Γ̂ ◦ R̂(π̂(ω)) = (R̂ α?β
No

R̂)((ω ∗ id)[(W α⊗β̂
No

1)(σνo α⊗β̂
No

1)(1 α⊗β̂
No

W )σ2ν(1 β⊗α
N

σνo)])

car R est implémenté par I et R̂ est implémenté par JΦ,

= (R̂ α?β̂
No

R̂) ◦ ςN ◦ Γ̂(π̂(ω))

d'après le calcul précédent,
= ςNo ◦ (R̂ β̂?α

N

R̂) ◦ Γ̂(π̂(ω))

Le résultat en découle par normalité de Γ̂ et par dé�nition de M̂ .
�

6.2.25 Corollaire � R̂ est une coinvolution.

6.2.26 Corollaire� T̂R = R̂◦T̂L◦R̂ est un poids opératoriel normal, semi�ni, �dèle, invariant
à droite et anti-adapté par rapport à ν.
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Théorème 16 � Pour tout groupoïde quantique mesuré (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) véri�ant l'hy-
pothèse D(Hβ, ν

o) ∩ JΦΛΦ(NΦ ∩NTL
) dense dans H, il existe un objet (N, M̂, α, β̂, Γ̂, ν, T̂L, T̂R)

qu'on appelle objet dual tel que :

i) (N, M̂, α, β̂, Γ̂) est un bimodule de Hopf ;

ii) T̂L (resp. T̂R) est un poids opératoriel invariant à gauche (resp.
droite) ;

iii) T̂L (resp. T̂R) est β-(resp. α-)anti-adapté par rapport à ν i.e

σT̂L
t (β̂(n)) = β̂(σνt (n)) (resp. σT̂R

t (α(n)) = α(σν−t(n))) ;

iv) D(Hβ̂ , ν
o) ∩ JΦ̂ΛΦ̂(NΦ̂ ∩NT̂L

) dense dans H.

Théorème 17 � Pour tout groupoïde quantique mesuré (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR), le bimodule
de Hopf sous-jacent à l'objet dual muni des poids opératoriels de Haar T̂L et T̂R est un groupoïde
quantique mesuré si, et seulement si la base N est semi�nie. Dans ce cas, on appelle ce groupoïde
quantique mesuré groupoïde quantique dual et on note ν̂ le poids quasi-invariant.

Démonstration : Le quintuplet (N, M̂, α, β̂, Γ̂) muni des poids opératoriels T̂L et T̂R est
un groupoïde quantique mesuré si, et seulement si il existe un poids sur N normal, semi�ni et
�dèle ν̂ tel que, pour tout t ∈ R, on a σνt = σν̂−t. Dans ces conditions, ν̂ est invariant par σν , doncil existe h strictement positif et a�lié au centralisateur de ν tel que [Dν̂ : Dν]t = hit. Par suite,
pour tout x ∈ N , on a σν−t(x) = hitσνt (x)h

−it et donc σν−2t(x) = hitxh−it. Ainsi σνt est intérieur
pour tout t ∈ R et donc N est semi�nie d'après le théorème 3.14 de [Tak03]. Réciproquement, si
N est semi�nie, il existe une trace tr normale, semi�nie et �dèle sur N et il existe h strictement
positif tel que ν = tr(h.). Alors ν̂ = tr(h−1.) satisfait les conditions. �

6.3 Théorème de bidualité.

On se place dans le cas où la base N est semi�nie. On peut construire le groupoïde quantique
dual de (N, M̂, α, β̂, Γ̂) qu'on note (N, ˆ̂

M,α,
ˆ̂
β,

ˆ̂Γ) et qu'on appelle groupoïde quantique bidual.
On sait, d'après la proposition 6.2.20, que l'unitaire fondamental associé au groupoïde quantique
dual est σνW ∗σν . La dé�nition du groupoïde quantique dual permet alors d'énoncer le théorème
suivant :

Théorème 18 � Le groupoïde quantique mesuré (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) et son groupoïde quan-

tique mesuré bidual (N, ˆ̂
M,α,

ˆ̂
β,

ˆ̂Γ, ˆ̂ν, ̂̂TL, ̂̂TR) coïncident. De plus, ̂̂Λ = ΛΦ.

Démonstration : Comme l'unitaire fondamental associé au groupoïde quantique dual
est σνW ∗σν , on déduit que le groupoïde quantique mesuré et son bidual ont le même unitaire
fondamental et donc la même structure de bimodule de Hopf sous-jacente. Comme ν = tr(h.) et
ν̂ = tr(h−1.) pour un certain h strictement positif, on tire ν = ˆ̂ν.

On note ˆ̂π(ω) = (ω ∗ id)(Ŵ ) = (id ∗ω)(W ∗). Soit ω ∈ Î. On note a = ˆ̂π(ω). Alors, pour tout
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Θ ∈ I, on a :
ω(π̂(Θ)∗) = ω((Θ ∗ id)(W )∗) = ω((Θ ∗ id)(W ∗)) = Θ((id ∗ ω)(W ∗))

= Θ(a∗) = (ξ(Θ)|ΛΦ(a)) = (ΛΦ(a)|Λ̂(π̂(Θ)))

Comme π̂(I) est un c÷ur pour Λ̂ ceci implique ω(x∗) = (ΛΦ(a)|Λ̂(x)) pour tout x ∈ NΦ̂. Par
dé�nition de ˆ̂Λ, on obtient ˆ̂Λ(ˆ̂π(ω)) = ΛΦ(a) = ΛΦ(ˆ̂π(ω)). Comme ˆ̂π(Î) est un c÷ur pour ˆ̂Λ et
comme ΛΦ est fermée, on obtient ˆ̂Λ(y) = ΛΦ(y) pour tout y ∈ NΦ̂. �

On veut maintenant identi�er les objets fondamentaux de la structure duale.

6.3.1 Proposition � On a (ω ∗ id)(W ∗) ∈ D(Ŝ) et Ŝ((ω ∗ id)(W ∗)) = (ω ∗ id)(W ) pour tout
ω ∈Mα,β

∗ . De plus, l'ensemble des éléments de la forme (ω ∗ id)(W ∗) est un c÷ur pour Ŝ.

Démonstration : L'unitaire fondamental de la structure duale est égal à Ŵ = σνW
∗σν .La proposition est donc une conséquence du théorème 9. �

Si, pour tout t ∈ R et tout ω ∈ M∗, on note τ∗t (ω) = ω ◦ τt, alors τ∗ laisse stable I et on a,
pour tout ω ∈ I, ξ(τ∗t (ω)) = λ−

t
2P−itξ(ω).

6.3.2 Lemme � L'application τ∗t : Mα,β
∗ →Mα,β

∗ est multiplicative pour tout t ∈ R.

Démonstration : Soient ω, µ ∈Mα,β
∗ . On a alors :

τ∗t (ωµ) = (ω β?α
ν
µ)Γ ◦ τt = (ωτt β?α

ν
µτt)Γ = (τ∗t ω)(τ∗t µ)

�

6.3.3 Proposition � Il existe un unique groupe à un paramètre τ̂t sur M̂ tel que, pour tout
ω ∈ Mα,β

∗ et tout t ∈ R, on a τ̂t(π̂(ω)) = π̂(ωτ−t). De plus, on a τ̂t(x) = P itxP−it pour tout
x ∈ M̂ et tout t ∈ R.

Démonstration : Pour tout ω ∈Mα,β
∗ et tout t ∈ R, on évalue P itπ̂(ω)P−it. Soit µ ∈ I.

On a alors :
P itπ̂(ω)P−itξ(µ) = P itπ̂(ω)λ

t
2 ξ(τ∗t µ)

= λ
t
2P itπ̂(ω)ξ(τ∗t µ)
car λ commute avec P et car π̂(ω) ∈ β(N)′,

= ξ(τ∗−t(ω)µ) = π̂(τ∗−t(ω))ξ(µ)

On en déduit que τ̂t dé�ni par τ̂t(x) = P itxP−it est un automorphisme de M̂ qui satisfait les
conditions de l'énoncé. �

6.3.4 Proposition � On a P itΛ̂(x) = λ−
t
2 Λ̂(τ̂t(x)) pour tout t ∈ R et tout x ∈ N

Φ̂
.
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Démonstration : Si x ∈ π̂(I) alors τ̂t(x) ∈ π̂(I) ⊂ D(Λ̂) et on a Λ̂(τ̂t(x)) = λ
t
2P itΛ̂(x)

d'après le lemme précédent. La fermeture de l'opérateur Λ̂ permet de conclure pour tout x ∈ N
Φ̂
.

�

6.3.5 Proposition � On a R(x) = Ĵx∗Ĵ pour tout x ∈ M et on a R̂(x) = JΦx
∗JΦ pour tout

x ∈ M̂ .

Démonstration : La seconde égalité a déjà était prouvée dans le corollaire 6.2.23. Le
théorème de bidualité assure alors la première. �

Théorème 19 � Pour tout groupoïde quantique mesuré (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR), les objets
fondamentaux du groupoïde quantique dual (N, M̂, α, β̂, Γ̂, ν̂, T̂L, T̂R) sont décrits par :

i) Ŵ = σνW
∗σν l'unitaire fondamental ;

ii) R̂(x) = JΦx
∗JΦ l'antipode unitaire ;

iii) τ̂(x) = P itxP−it le groupe d'échelle ;

iv) λ̂ = λ−1 l'opérateur d'échelle ;

v) δ̂ = P−1JΦδJΦδ
−1∆−1

Φ le module ;

vi) P̂ = P l'opérateur de manipulation.

Démonstration : Le premier point a déjà été prouvé. On prouve le troisième point. Pour
tout t ∈ R et tout x ∈ M̂ , on calcule :

Γ̂(σ̂t(x)) = σνoW (σ̂t(x) β⊗α
N

1)W ∗σνo

= σνoW (P itJΦδ
itJΦxJΦδ

−itJΦP
−it

β⊗α
N

P itP−it)W ∗σνo

= (P it β̂⊗α
N

P it)σνoW (JΦδ
itJΦxJΦδ

−itJΦ β⊗α
N

1)W ∗σνo(P−it β̂⊗α
N

P−it)

d'après la relation de maniabilité,
= (P it β̂⊗α

N

P itJΦδ
itJΦ)σνoW (x β⊗α

N

1)W ∗σνo(P−it β̂⊗α
N

P−itJΦδ
−itJΦ)

d'après la proposition 3.4.3,
= (τ̂t β̂?α

N

σ̂t)Γ̂(x)

On conclut alors d'une manière standard grâce à la proposition 4.6.12. Alors le quatrième point
et le dernier point en découlent à cause de la proposition précédente.

On démontre alors le second point. Soit ω ∈ D(τ∗−i/2) alors, d'après la dé�nition de R̂, le
lemme 6.2.12 et l'expression de τ̂t, on a R̂((ω∗id)(W ∗)) = (ω◦R∗id)(W ∗) = (τ∗−i/2(ω)∗id)(W ) =

τ̂i/2(ω ∗ id)(W ). On en déduit que R̂ = τ̂i/2 ◦ Ŝ ce qui implique, par unicité de la décomposition
polaire, que R̂ est l'antipode unitaire.

On sait que, pour tout t ∈ R, on a δit = P−itJΦ∆̂itJΦ d'après la proposition 6.2.15. D'après le
théorème de bidualité, on obtient δ̂it = P−itĴ∆itĴ . Or, d'après la proposition 6.3.5, Ĵ implémente
R sur M , le théorème découle de la proposition 2.4 de [Vae01a]. �
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Remarque � On véri�e aisément que δ̂ est a�lié à α(N)′ si, et seulement si N est semi�nie.

6.4 Relations de Heisenberg.

On rappelle que α(N) ∪ β(N) ⊆M ⊆ β̂(N)′ et α(N) ∪ ˆβ(N) ⊆M ⊆ β(N)′.

6.4.1 Proposition � On a W (x β⊗α
N

y) = (x α⊗β̂
No

y)W pour tous x ∈M ′ et y ∈ M̂ ′.

Démonstration : Claire d'après la proposition 3.4.3 et d'après la dé�nition de M̂ . �

6.4.2 Proposition � (Relations de Heisenberg) Les égalités suivantes sont véri�ées :

i)M ∩ M̂ = α(N) ii)M ′ ∩ M̂ ′ = JΦβ(N)JΦ

iii)M ∩ M̂ ′ = β(N) iv)M ′ ∩ M̂ = β̂(N)

Démonstration : On commence par montrer iii). On sait déjà que M ∩ M̂ ′ ⊆ β(N).
Réciproquement, soit m ∈M ∩ M̂ ′, alors on a :

Γ(m) = W ∗(1 α⊗β̂
No

m)W car m ∈M,

= W ∗W (1 β⊗α
N

m) car m ∈ M̂ ′,

= 1 β⊗α
N

m car W est unitaire
donc m ∈ β(N) d'après la proposition 4.4.14, ce qui prouve iii).

En appliquant R à la relation iii), on obtient la relation i) d'après la proposition 6.3.5. En
appliquant R̂ à la relation i), on obtient la relation iv) et en appliquant R̂ à la relation i), on
obtient la relation ii) d'après la proposition 6.3.5. �

6.5 Morphismes de bimodules de Hopf.

6.5.1 Définition � On appelle morphisme de bimodules de Hopf de (N,M1, α1, β1,Γ1)dans (N,M2, α2, β2,Γ2) tout morphisme π d'algèbres de von Neumann de M1 dans M2 tel que :
i) π ◦ α1 = α2 et π ◦ β1 = β2 ;
ii) Γ2 ◦ π = (π β1?α1

N

π) ◦ Γ.
De même, on appelle antimorphisme de bimodules de Hopf de (N,M1, α1, β1,Γ1) dans

(No,M2, β2, α2,Γ2) tout antimorphisme j d'algèbres de von Neumann de M1 dans M2 tel que :
i) j ◦ α1 = β2 et j ◦ β1 = α2 ;
ii) Γ2 ◦ j = (j β1?α1

N

j) ◦ Γ1.
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6.5.2 Définition � Pour tout bimodule de Hopf (N,M1, α1, β1,Γ1) et tout isomorphisme d'al-
gèbres de von Neumann π entre M1 et M2, (N,M2, π ◦ α1, π ◦ β1, (π β1?α1

N

π) ◦ Γ ◦ π−1) est
un bimodule de Hopf qu'on appelle bimodule de Hopf image par π. De même, si j est un anti-
isomorphisme d'algèbres de von Neumann entre M1 et M2 et si (N,M1, α1, β1,Γ1) est un bimo-
dule de Hopf, le quintuplet (No,M2, j ◦α1, j ◦ β1, (j β1?α1

N

j) ◦Γ ◦ j−1) est un bimodule de Hopf
qu'on appelle bimodule de Hopf image par j.

6.5.3 Proposition � Soit π un isomorphisme de bimodule de Hopf entre (N,M1, α1, β1,Γ1)
dans (N,M2, α2, β2,Γ2). Si (N,M1, α1, β1,Γ1, ν, TL, TR) est un groupoïde quantique mesuré alors
(N,M2, α2, β2,Γ2, ν, π ◦ TL ◦ π−1, π ◦ TR ◦ π−1) est un groupoïde quantique mesuré. De plus, on
a :

R2 = πR1π
−1, τ2 = πτ1π

−1, λ2 = π(λ1) et δ2 = π(δ1)

On note Φ1 = ν ◦α−1
1 ◦TL et Φ2 = Φ1 ◦π−1. Si I désigne l'unitaire de HΦ1 sur HΦ2 qui à ΛΦ1(a)

associe ΛΦ2(π(a)), pour tout a ∈ NΦ1 , alors les unitaires fondamentaux des deux structures
véri�ent :

W2 = (I α1⊗β̂1

No

I)W1(I∗ β2⊗α2

N

I∗)

Démonstration : On véri�e facilement que (N,M2, α2, β2,Γ2, ν, π ◦TL ◦π−1, π ◦TR ◦π−1)
est un groupoïde quantique mesuré. On identi�e alors les objets fondamentaux de la structure.
Pour tout v ∈ D((HΦ1)β1 , ν

o), tout a ∈ NTL
∩NΦ1 et toute (No, νo)-base (ξi)i∈I de (HΦ1)β1 , ona :

W ∗
1 (I∗ α2⊗β̂2

No

I∗)(Iv α2⊗β̂2
νo

ΛΨ2(π(a))

= W ∗
1 (v α1⊗β̂1

νo

ΛΨ1(a))

=
∑
i∈I

ξi β1⊗α1
ν

ΛΦ1((ωv,ξi β1?α1
ν

id)Γ1(a)) par dé�nition de W1,

=
∑
i∈I

ξi β1⊗α1
ν

ΛΦ1((ωv,ξi β1?α
ν

id)(π−1
β1?α1

N

π−1)Γ2(π(a))))

= (I∗ β2⊗α2

N

I∗)
∑
i∈I

Iξi β2⊗α2
ν

ΛΦ2((ωIv,Iξi β2?α2
ν

id)Γ2(a))

= (I∗ β2⊗α2

N

I∗)W ∗
2 (Iv α2⊗β̂2

νo

ΛΨ2(π(a))) par dé�nition de W2.

Ainsi, on a montré que W2 = (I α1⊗β̂1

No

I)W1(I∗ β2⊗α2

N

I∗).
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Pour tous a, b ∈ NjTLj ∩NΦ◦j , on a :
R2((id β2⊗α2

ν
ωJΦ2ΛΦ2 (π(a)))Γ2(π(b∗)π(b))) = (id β2⊗α2

ν
ωJΦ2ΛΦ2 (π(b)))Γ2(π(a∗a))

= (id β2⊗α2
ν

ωJΦ2ΛΦ2 (π(b)))(π β1?α1

N

π)Γ1(a∗a)

= π((id β1⊗α1
νo

ωJΦ1ΛΦ1 (b))Γ1(a∗a))

= πR1((id β1⊗α1
νo

ωJΦ1ΛΦ1 (a))Γ1(b∗b))

= πR1π
−1((id β2⊗α2

ν
ωJΦ2ΛΦ2 (π(a)))Γ2(π(b∗)π(b)))

d'où, on tire facilement que R2 = π ◦R1 ◦ π−1.
Les expressions qu'on a obtenues pour les unitaires fondamentaux permettent de montrer

facilement que S2 = π ◦ S1 ◦ π−1 et on en déduit que τ2 = π ◦ τ1 ◦ π−1.
En�n, on a, pour tout t ∈ R :

[DΦ2 ◦R2 : DΦ2]t = [DΦ1 ◦R1 ◦ π−1 : DΦ1 ◦ π−1]t
= π([DΦ1 ◦R1 : DΦ1]t)

= π(λ1)
it2

2 π(δ1)it

et donc on a δ2 = π(δ1) et λ2 = π(λ1). �

6.5.4 Proposition� Soit j un anti-isomorphisme de bimodule de Hopf entre (N,M1, α1, β1,Γ1)
dans (No,M2, β2, α2,Γ2). Si (No,M1, α1, β1,Γ1, ν, TL, TR) est un groupoïde quantique mesuré
alors (N,M2, α2, β2,Γ2, ν

o, jTLj
−1, jTRj

−1) est un groupoïde quantique mesuré. De plus, on a :

R2 = jR1j
−1, τ2

t = jτ1
−tj

−1, λ2 = j(λ−1
1 ) et δ2 = j(δ1)

On note Φ1 = ν ◦α−1
1 ◦TL et Φ2 = Φ1 ◦ j−1. Si J désigne l'unitaire de HΦ1 sur HΦ2 qui à ΛΦ1(a)

associe JΦ2ΛΦ2(j(a∗)), pour tout a ∈ NΦ1 , alors les unitaires fondamentaux des deux structures
véri�ent :

W2 = (J α1⊗β̂1

No

J)W1(J∗ α2⊗β2

No

J∗)

Démonstration : La preuve est tout-à-fait analogue à la précédente. �

6.6 Groupoïdes quantiques mesurés opposé et commutant.

Dans ce paragraphe, on se donne un groupoïde quantique mesuré (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR).
On note Φ = ν ◦ α−1 ◦ TL.

6.6.1 Définition � On appelle groupoïde quantique opposé l'image par la coinvolution R
du bimodule de Hopf et on note (N,M,α, β,Γ, TL, TR)op. Le bimodule de Hopf sous-jacent est
le symétrisé (No,M, β, α, ςN ◦ Γ).

Remarque � Si N est abélien, α = β, Γ = ςN ◦ Γ et TL = TR alors le groupoïde quantique
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(N,M,α, α,Γ, TL, TL) est égal à son opposé : on dit alors qu'il s'agit d'un groupoïde quantique
symétrique.

Remarque � R fournit une correspondance bijective entre les isomorphismes de bimodules de
Hopf et les anti-isomorphismes de bimodules de Hopf. Ainsi un anti-isomorphisme d'un premier
bimodule de Hopf vers un second est un isomorphisme du symétrisé du premier bimodule sur le
second.

On note j le *-anti-isomorphisme canonique entreM etM ′ provenant de la théorie de Tomita,
trivial sur le centre de M et donné par j(x) = JΦx

∗JΦ. On a alors j ◦α = β̂ et on note j ◦β = %.
On peut alors construire un opérateur unitaire j %?β̂

No

j de M ′
%?β̂
No

M ′ dans M β?α
N

M dont
l'adjoint est j β?α

N

j.

6.6.2 Définition�On appelle groupoïde quantique commutant l'image par j du bimodule
de Hopf. On le note (N,M,α, β,Γ, TL, TR)c. Le bimodule de Hopf sous-jacent de cette structure
est égal à (No,M ′, β̂, %, (j β?α

N

j) ◦ Γ ◦ j). On note Γc = (j β?α
N

j) ◦ Γ ◦ j.

On décrit alors les objets fondamentaux des deux structures.

6.6.3 Proposition � On a les relations suivantes :

i) W op = σνoW ′∗σνo , Rop = R, τopt = τ−t, δop = δ−1 et λop = λ−1 ;

ii) W c = (JΦ β⊗α
N

JΦ)W (JΦ %⊗β̂
No

JΦ), Rc = jRj, τ ct = jτ−tj, δc = j(δ) et λc = λ−1.

Démonstration : Ces égalités sont une conséquence des propositions 6.5.3 et 6.5.4 à
l'exception de la relation entre W op et W ′. Pour tout v ∈ D(αHΨ, ν), tout a ∈ NTR

∩ NΨR
et

toute (N, ν)-base (ηi)i∈I de αHΨ, on a :
(W op)∗σνo(ΛΨ(a) α̂⊗β

νo

v) = (W op)∗(v α̂⊗β
νo

ΛΨ(a))

=
∑
i∈I

ηi α⊗β
νo

ΛΨ((ωv,ηi α?β
νo

id)(ςN ◦ Γ(a)))

par dé�nition de W op,

= σν
∑
i∈I

ΛΨ((id α?β
νo

ωv,ηi)Γ(a)) β⊗α
ν

ηi

= σνW
′(ΛΨ(a) α̂⊗β

νo

v)

par dé�nition de W ′.

Ainsi, on a montré que W op = σνoW ′∗σνo . �

6.6.4 Corollaire � On a la relation W ′ = (J α⊗β
νo

J )σνW ∗σν(J ∗ α̂⊗β
νo

J ∗).

Démonstration : C'est une conséquence de la proposition précédente et de la proposition
6.5.4. �
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Remarque � L'application j ◦R, implémentée par JΦĴ , donne un isomorphisme entre le grou-
poïde quantique initial et le groupoïde quantique opposé du groupoïde quantique commutant.

6.6.5 Proposition � On a les égalités suivantes :

i) (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR)op∧ = (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR)∧c

ii) (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR)c∧ = (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR)∧op

iii) (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR)c op = (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR)op c

Démonstration : Le groupoïde quantique dual du groupoïde quantique commutant et le
groupoïde quantique commutant du groupoïde quantique dual ont la même base No. L'algèbre
de von Neumann ambiante du premier est engendrée par les opérateurs (ω ∗ id)(W op) donc est
égal à J {(ω∗id)(W )}′′J ∗ d'après la proposition précédente et son corollaire. Par suite, d'après la
proposition 6.2.15, on aMop = Ĵ{(ω∗id)(W )}′′Ĵ = M̂ ′. La représentation et l'antireprésentation
au-dessus de No des deux structures sont données par β̂ et α. En�n, pour tout x ∈ M̂ ′, on a :

Γop∧(x) = σνW
op(x α⊗β

No

1)(W op)∗σνo = W ′∗(1 β⊗α
N

x)W ′

Le corollaire précédent permet de poursuivre par :
Γop∧(x) = σν(J α⊗β̂

νo

J )W (J xJ β⊗α
N

1)W ∗(J β⊗α̂
ν
J )σνo

= (J β̂⊗α
ν

J )Γ̂(J xJ )(J α̂⊗β
νo

J ) = Γ̂c(x)

car J et Ĵ implémentent sur M et M̂ les mêmes anti-isomorphismes. i) est alors démontré. ii)
découle de i) et du théorème de bidualité.

Le groupoïde quantique opposé du groupoïde quantique commutant et le groupoïde quan-
tique commutant du groupoïde quantique opposé ont la même base No et la même algèbre de
von Neumann ambiante M ′. La représentation et l'antireprésentation des deux structures sont
données par % et β̂. D'après [Vae01a], on a JΨ = λi/4JΦ. On obtient alors, pour tout x ∈M ′ :

Γop c(x) = (JΨ α⊗β̂
νo

JΨ)ςNΓ(JΨxJΨ)(JΨ α⊗β̂
νo

JΨ)

= ςNo(JΦ α⊗β̂
νo

JΦ)Γ(JΦxJΦ)(JΦ α⊗β̂
νo

JΦ)

car λi/4 ∈ Z(M) ∩ α(N) ∩ β(N),
= Γc op(x)

iii) est alors démontré.
�



118 LE GROUPOÏDE QUANTIQUE DUAL



Chapitre 7

CAS PARTICULIERS ET EXEMPLES

7.1 Les groupoïdes.

On rappelle, avant tout, les dé�nitions concernant les groupoïdes :

7.1.1 Définition � Un groupoïde G est une petite catégorie dans laquelle tout morphisme
γ : x→ y est un isomorphisme d'inverse γ−1. Soit G0 l'ensemble des objets de G qu'on identi�e
à {γ ∈ G|γ ◦ γ = γ}. Pour tout γ ∈ G, γ : x→ y, on note x = γ−1γ = s(γ) qu'on appelle objet
source et y = γγ−1 = r(γ) qu'on appelle objet but. Si G2 désigne l'ensemble des couples (γ1, γ2)d'éléments de G tels que s(γ1) = r(γ2), alors la composition des morphismes a un sens pour tout
élément de G2.

Dans [Ren80], J. Renault a dé�ni la structure de groupoïde G localement compact muni d'un
système de Haar {λu, u ∈ G0} et d'une mesure µ sur G0 quasi-invariante, on s'y réfère pour les
dé�nitions et notations. On note ν = µ ◦λ. On renvoie à [Co79] et [ADR00] pour des discussions
sur les mesures transverses.

À partir de ces données, si G est σ-compact, J.M Vallin, dans [Val96], a construit deux
bimodules de Hopf co-involutifs sur la même base N = L∞(G0, µ), prolongeant les travaux de
T. Yamanouchi [Yam93]. Les algèbres de von Neumann sous-jacentes sont L∞(G, ν) opérant par
multiplication sur H = L2(G, ν) et L(G) générée par la représentation régulière gauche L de G.

On peut dé�nir une représentation α (resp. antireprésentation β) de N dans L∞(G, ν) en
posant, pour tout f ∈ N :

α(f) = f ◦ r et β(f) = f ◦ s
Pour tous i, j ∈ {α, β}, on dé�nit une partie G2

i,j de G×G et une mesure ν2
i,j telles que :

H i⊗j
N

H s'identi�e à L2(G2
i,j , ν

2
i,j)

Par exemple, G2
β,α est égal à G2 et ν2

β,α à ν2.
Ainsi, on peut construire un unitaire WG de H α⊗α

µ
H dans H β⊗α

µ
H, dé�ni pour tout

ξ ∈ H α⊗α
µ

H = L2(G2
α,α, ν

2
α,α) par :

WGξ(s, t) = ξ(s, st)

pour ν2-presque tout (s, t) dans G2.
Ceci amène à dé�nir des coproduits ΓG et Γ̂G par les formules :

ΓG(f) = WG(1 α⊗α
N

f)W ∗
G et Γ̂G(k) = W ∗

G(k β⊗α
N

1)WG

119
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pour tout f ∈ L∞(G, ν) et k ∈ L(G), ce qui explicitement donne :
ΓG(f)(s, t) = f(st)

pour tout f ∈ L∞(G, ν) et ν2-presque tout (s, t),
Γ̂G(L(h))ξ(x, y) =

∫
G
h(s)ξ(s−1x, s−1y)dλr(x)(s)

pour tous ξ ∈ L2(G2
α,α, ν

2
α,α), h continue à support compact dans G et ν2

α,α-presque tout (x, y).
De plus, on peut dé�nir deux co-involutions jG et ĵG par les formules :

jG(f)(x) = f(x−1)

pour tout f ∈ L∞(G, ν) et ν-presque tout x,
ĵG(g) = Jg∗J

pour tout g ∈ L(G) et où J est l'involution Jξ = ξ pour tout ξ ∈ L2(G).
En�n, on dé�nit deux poids opératoriels invariants à gauche PG et P̂G :

PG(f)(y) =
∫
G
f(x)dλr(y)(x) et P̂G(L(f)) = α(f|G0)

pour toute f continue à support compact dans G et ν-presque tout y ∈ G.

Théorème 20 � Soit G groupoïde localement compact et σ-compact muni d'un système de Haar
et d'une mesure µ quasi-invariante sur les unités. Alors :

(L∞(G0, µ), L∞(G, ν), α, β,ΓG, µ, PG, jGPGjG) est un groupoïde quantique mesuré commutatif et

(L∞(G0, µ),L(G), α, α, Γ̂G, µ, P̂G, ĵGP̂GĵG) est un groupoïde quantique mesuré symétrique.

Ces deux structures sont duales l'une de l'autre et l'unitaire VG = W ∗
G coïncide avec l'unitaire

fondamental de la structure commutative.

Démonstration : D'après [Val96] (théorèmes 3.2.7 et 3.3.7), (L∞(G0, µ), L∞(G, ν), α, β,ΓG)
et (L∞(G0, µ),L(G), α, α, Γ̂G) sont des bimodules de Hopf co-involutifs munis de poids opéra-
toriels invariants à gauche ; pour obtenir les poids opératoriels invariants à droite, il su�t de
considérer jGPGjG et ĵGP̂GĵG.Comme L∞(G, ν) est commutative, PG est trivialement adapté pour µ ; et d'après le théorème
3.3.4 de [Val96], σµ◦α−1◦P̂G

t laisse �xe point par point α(N) donc P̂G est adapté pour µ. De plus,
on est évidemment dans le cas d'une base semi�nie.

En�n, pour tous e, f, g continues à support compact et ν2-presque tout (s, t) dans G2, on a :
(1 β⊗α

N

JeJ)WG(f α⊗α
µ

g)(s, t) = e(t)f(s)g(st)

par dé�nition de WG,

= ΓG(g)(f β⊗α
µ

e)(s, t)

= (1 β⊗α
N

JeJ)UH(f α⊗α
µ

g)(s, t)

d'après la proposition 3.3.1
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d'où on déduit facilement que UH = WG. �

Remarque � Dans la structure commutative, la fonction modulaire dν−1

dν coïncide avec le
module du groupoïde par dé�nition et l'opérateur d'échelle est trivial car les groupes modulaires
sont triviaux.

On dispose d'un résultat analogue dans le cas des groupoïdes mesurés au sens de Hahn
([Hah78a] et [Hah78b]) :

Théorème 21 � À partir de tout groupoïde mesuré G, on construit un groupoïde quantique me-
suré commutatif (L∞(G0, µ), L∞(G, ν), α, β,ΓG, µ, PG, jGPGjG) et un groupoïde quantique me-
suré symétrique (L∞(G0, µ),L(G), α, α, Γ̂G, µ, P̂G, ĵGP̂GĵG) où les objets sont dé�nis de manière
analogue au cas localement compact. Ces deux structures sont duales l'une de l'autre et l'unitaire
VG coïncide avec l'unitaire fondamental de la structure commutative.

Démonstration : Ces résultats se trouvent essentiellement dans [Yam93] pour le cas
symétrique. Il su�t d'appliquer à ce cadre, les techniques de [Val96] pour le cas commutatif et
les poids opératoriels de Haar. �

Conjecture � Si (N,M,α, β,Γ, µ, TL, TR) est un groupoïde quantique mesuré tel que M est
abélien, alors il existe G groupoïde localement compact tel que (N,M,α, β,Γ, µ, TL, TR) est
isomorphe au groupoïde quantique mesuré (L∞(G0, µ), L∞(G, ν), α, β,ΓG, µ, PG, jGPGjG).

7.2 Les groupoïdes quantiques �nis.

7.2.1 Définition � (C*-algèbres de Hopf faibles [BSz96]) On appelle C*-algèbre de Hopf
faible ou groupoïde quantique �ni tout quadruplet (M,Γ, κ, ε) où M est une C*-algèbre de
dimension �nie munie d'une comultiplication Γ : M → M ⊗M , d'une co-unité ε forme linéaire
positive et d'une antipode κ : M →M telle que, pour tous x, y ∈M :

i) Γ est un *-homomorphisme (pas nécessairement unital) ;
ii) L'unité et la co-unité satisfont la relation suivante :

(ε⊗ ε)((x⊗ 1)Γ(1)(1⊗ y)) = ε(xy)

iii) κ est un antihomomorphisme d'algèbre et de co-algèbre tel que :
� (κ ◦ ∗)2 = ι ;
� (m(κ⊗ id)⊗ id)(Γ⊗ id)Γ(x) = (1⊗ x)Γ(1).
où m désigne la multiplication.

On rappelle alors quelques résultats de [NV00], [NV02] et [BNS99]. Si (M,Γ, κ, ε) est une
C*-algèbre de Hopf faible. On appelle co-unité but (resp. source) l'application εt = m(id ⊗ κ)Γ
(resp. εs = m(κ ⊗ id)Γ). On a alors la relation κεt = εsκ. Il existe une unique forme linéaire
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positive �dèle h, appelée la mesure de Haar normalisée de (M,Γ, κ, ε), invariante par κ, telle que
(id⊗ h)(Γ(1)) = 1 et, pour tous x, y ∈M , on a :

(id⊗ h)((1⊗ y)Γ(x)) = κ((i⊗ h)(Γ(y)(1⊗ x)))

De plus, l'application Esh = (h ⊗ id)Γ (resp. Eth = (id ⊗ h)Γ) est l'espérance conditionnelle à
valeurs dans la sous-algèbre de Cartan source εs(M) (resp. but εt(M)) telle que h◦Esh = h (resp.
h◦Eth = h), et c'est un poids opératoriel de Haar source (resp. but). Les sous-algèbres de Cartan
source et but commutent.

D'après [Val03] et [Nik02], on peut toujours se ramener au cas où κ2
|εt(M) = id grâce à une

déformation. Dans toute la suite, on supposera que cette condition est réalisée.
Comme h ◦ κ = h et κεt = εsκ, on a h ◦ εt = h ◦ εs.

Théorème 22 � Soient (M,Γ, κ, ε) une C*-algèbre de Hopf faible, h sa mesure de Haar nor-
malisée, Esh (resp. Eth) l'espérance conditionnelle source (resp. but) et εt(M) sa sous-algèbre de
Cartan but. On note N = εt(M), α = id|N , β = κ|N , Γ̃ le coproduit Γ qui est considéré à valeurs
dans M β?α

N

M ' (M ⊗M)Γ(1) et µ = h ◦ α = h ◦ β. Alors (N,M,α, β, Γ̃, µ, Eth, E
s
h) est un

groupoïde quantique mesuré.

Démonstration : Par dé�nition, α est une représentation de N dansM et, par hypothèse,
comme κ2

|εt(M) = id, β est une antireprésentation de N dans M . α et β commutent car les sous
algèbres de Cartan commutent et κεt = εsκ. Par dé�nition, on a Γ̃(1) = 1 β⊗α

N

1. Pour tout
n ∈ N , il existe m ∈M tel que n = εt(m). Donc, on a :

Γ̃(α(n)) = Γ̃(εt(m)) = Γ(1)(εt(m)⊗ 1)Γ(1) = α(n) β⊗α
N

1

On véri�e de même que Γ̃(β(n)) = 1 β⊗α
N

β(n) et Γ̃ est un coproduit. On en déduit que
(N,M,α, β,Γ) est un bimodule de Hopf. Il su�t alors de véri�er que les espérances conditionnelles
de Haar sont adaptées. Pour tout n ∈ N et tout t ∈ R, on a :

σ
Et

h
t (β(n)) = σ

h◦Et
h

t (β(n)) = σ
h◦Es

h
t (β(n)) = σ

h|β(N)

t (β(n)) = β(σ
h|β(N)◦β
−t (n)) = β(σµ−t(n))

donc Eth est β-adaptée pour µ. On montre, de même, que Esh est α-adaptée pour µ. On peut
aussi constater que Esh = κ ◦ Eth ◦ κ ce qui fournit aussi le résultat. �

Théorème 23 � Soit (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) un groupoïde quantique mesuré tel que M est de
dimension �nie. Alors il existe Γ̃, κ et ε tels que (M, Γ̃, κ, ε) est une C*-algèbre de Hopf faible.

Démonstration : On identi�e, via Iνβ,α (notation du paragraphe 2.4), L2(M) β⊗α
N

L2(M)

et un sous-espace de L2(M) ⊗ L2(M). On dé�nit Γ̃(x) = Iνβ,αΓ(x)(Iνβ,α)∗. D'après [Val01] (dé-
�nition 2.2.3), l'unitaire pseudo-multiplicatif fondamental s'identi�e à une isométrie partielle
multiplicative sur L2(M) ⊗ L2(M) de base (N,α, β̂, β) par I = Iν

α,β̂
W (Iνβ,α)∗. I est régulière

au sens de [Val01] (dé�nition 2.6.3) d'après la proposition 5.5.6. Par ailleurs, si H = L2(M),
on a TrH(R(x)) = TrH(x) pour tout x ∈ M car R est implémentée par un anti-unitaire. En
particulier TrH ◦ β = TrH ◦α = TrH ◦ β̂. La proposition 3.1.3 de [Val01] permet de conclure. �



7.3 Les groupes quantiques. 123

Remarque � L'antipode κ et S sont liées par la relation :
κ(x) = α(n1/2

o d1/2)β(n−1/2
o d−1/2)S(x)α(n−1/2

o d−1/2)β(n1/2
o d1/2)

avec les notations du paragraphe 2.4.

7.3 Les groupes quantiques.

On peut énoncer le résultat suivant :

Théorème 24 � Les groupoïdes quantiques mesurés dont la base N est égale à C sont exacte-
ment les groupes quantiques localement compacts (dans le cadre des algèbres de von Neumann)
introduits par J. Kustermans et S. Vaes dans [KV03]. La dualité obtenue dans ce travail généralise
la dualité des groupes quantiques.

Démonstration : Dans ce cas, la notion de produit tensoriel relatif se réduit au produit
tensoriel usuel d'espaces de Hilbert, la notion de produit �bré au produit tensoriel d'algèbres
de von Neumann et la notion de poids opératoriel au poids. La semi�nitude de la base est une
trivialité. �

7.4 Le cas compact.

On rappelle ici les dé�nitions de [Eno02] au sujet des unitaires pseudo-multiplicatifs de type
compact (resp. discret) et on montre que ces objets correspondent exactement aux groupoïdes
quantiques mesurés qui possèdent une espérance conditionnelle de Haar.

7.4.1 Définition � Soit W un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour α, β, β̂. Soit
ν un poids normal, semi�ni et �dèle. Un vecteur ξ est dit �xe par W par rapport à ν si :

i) ξ appartient à D(Hβ̂, ν
o) ∩D(αH, ν) ;

ii) on a W (ξ β̂⊗α
ν

η) = ξ α⊗β
νo

η pour tout η ∈ H.

7.4.2 Définition � Soit W un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour α, β, β̂. Soit
ν un poids normal, semi�ni et �dèle et soit ξ un vecteur �xe par W par rapport à ν. On dit que
ξ est normalisé si :

< ξ, ξ >β̂,νo=< ξ, ξ >α,ν= 1

7.4.3 Définition � Soit W un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour α, β, β̂. Soit
ν un poids normal, semi�ni et �dèle et soit ξ un vecteur �xe et normalisé par W par rapport à
ν. On dit que ξ est binormalisé si, de plus, ξ ∈ D(Hβ, ν

o) et on a :
< ξ, ξ >β,νo= 1



124 CAS PARTICULIERS ET EXEMPLES

7.4.4 Définition � Soit W un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour α, β, β̂. Soit
ν un poids normal, semi�ni et �dèle. On dit que W est de type compact relativement à ν s'il
admet un vecteur �xe et binormalisé. On dit que W est de type discret relativement à ν si Ŵ
est de type compact.

Si W est de type compact relativement à ν et si ξ est un vecteur �xe et binormalisé associé,
alors, on sait, d'après la proposition 5.11 de [Eno02], que ν est une forme normale, positive et
�dèle qui est égale à ωξ ◦ α = ωξ ◦ β = ωξ ◦ β̂ sur N qu'on appelle forme canonique.

7.4.5 Proposition � Soit (N,M,α, β,Γ) un bimodule de Hopf. On suppose que :

i) il existe un espérance conditionnelle normale et �dèle de E dans α(N)
invariante à gauche ;

ii) il existe un espérance conditionnelle normale et �dèle de F dans β(N)
invariante à droite ;

iii) il existe un état ν normal �dèle sur N tel que ν ◦ α−1 ◦ E = ν ◦ β−1 ◦ F .

Alors (N,M,α, β,Γ, ν, E, F ) est un groupoïde quantique mesuré. De plus, si R, τ, λ et δ dési-
gnent les objets fondamentaux du groupoïde quantique mesuré, on a F = R ◦E ◦R et λ = δ = 1.
En�n, le vecteur Λν◦α−1◦E(1) est co�xe et binormalisé et l'unitaire pseudo-multiplicatif fonda-
mental W est faiblement régulier et de type discret au sens de ([Eno02], paragraphe 5).

Démonstration : Pour tout t ∈ R et tout n ∈ N , on a :
σEt (β(n)) = σν◦α

−1◦E
t (β(n)) = σν◦β

−1◦F
t (β(n)) = β(σν−t(n))

De même, on a :
σFt (α(n)) = σν◦β

−1◦F
t (α(n)) = σν◦α

−1◦E
t (α(n)) = α(σνt (n))

par suite, (N,M,α, β,Γ, ν, E, F ) est un groupoïde quantique mesuré. R, τ , λ et δ désignent les
objets fondamentaux de la structure. D'une part, on a par dé�nition :

[Dν ◦ α−1 ◦ E ◦R : Dν ◦ α−1 ◦ E]t = λ
it2

2 δit

D'autre part, on a :
[Dν ◦ α−1 ◦ E ◦R : Dν ◦ α−1 ◦ E]t = [DR ◦ E ◦R : DF ]t car ν ◦ α−1 ◦ E = ν ◦ β−1 ◦ F,

= α(hit) d'après le théorème d'unicité
où h est un élément strictement positif a�lié au centre de N . On en déduit que λ = 1 et δ = α(h).
Par suite α(h−1) = δ−1 = R(δ) = β(h). D'après le lemme 5.2 de [Eno00], on obtient h = 1.

On note Φ = ν ◦ α−1 ◦ E. Si (ξi)i∈I est une (No, νo)-base de (HΦ)β alors, par dé�nition, on
a, pour tout v ∈ D(Hβ , ν

o) :
UH(v α⊗β̂

νo

ΛΦ(1)) =
∑
i∈I

ξi β⊗α
ν

ΛΦ((ωv,ξi β?α
ν
id)(Γ(1)))

=
∑
i∈I

ξi β⊗α
ν

α(< v, ξi >β,νo)ΛΦ(1)

= v β⊗α
ν

ΛΦ(1)
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On a ΛΦ(1) ∈ D((HΦ)β̂ , ν
o) ∩D(αHΦ, ν) véri�e < ΛΦ(1),ΛΦ(1) >β̂,νo=< ΛΦ(1),ΛΦ(1) >α,ν= 1

donc, par continuité UH(v α⊗β̂
νo

ΛΦ(1)) = v β⊗α
ν

ΛΦ(1) pour tout v ∈ H i.e ΛΦ(1) est co-�xe et
normalisé pour l'unitaire fondamental.

Comme ν ◦α−1 ◦E = Φ = ν ◦ β−1 ◦F , on a, d'après la proposition 3.2.2, pour tout n ∈ Nν :
β(n∗)ΛΦ(1) = β(n∗)JΦΛΦ(1) = JΦΛF (1)Λν(n)

donc ΛΦ(1) est β-borné est Rβ,νo
(ΛΦ(1)) = JΦΛF (1)Jν . On en déduit que ΛΦ(1) est binormalisé

et W est de type discret. �

7.4.6 Corollaire � Soit W un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour α, β, β̂ de
type compact relativement à la forme canonique ν et faiblement régulier. Si on note ξ un vecteur
�xe et binormalisé associé, on désigne par :

i) A l'algèbre de von Neumann engendrée par la jambe droite de W ;

ii) Γ(x) = σνoW (x α⊗β
νo

1)W ∗σν pour tout x ∈ A ;

iii) E = (ωξ β?α
ν
id) ◦ Γ et F = (id β?α

ν
ωξ) ◦ Γ.

Alors (N,A, α, β,Γ, ν, E, F ) est un groupoïde quantique mesuré. De plus, si R, τ, λ et δ désignent
les objets fondamentaux du groupoïde quantique mesuré, on a F = R ◦ E ◦ R, λ = δ = 1 et
l'unitaire fondamental associé est Ŵ .

Démonstration : D'après ([EV00], 6.3), on sait que (N,A, α, β,Γ) est un bimodule de
Hopf. D'après le théorème 6.6 de [Eno02], E est une espérance conditionnelle normale et �dèle
de A sur α(N) invariante à gauche. D'après les propositions 6.2 et 6.3 de [Eno02], F est une
espérance conditionnelle normale et �dèle de A sur β(N) invariante à droite. De plus, on a
clairement l'égalité ωξ ◦ E = ωξ ◦ F et donc ν ◦ α−1 ◦ E = ν ◦ β−1 ◦ F . On est alors dans les
conditions de la proposition précédente et on obtient que (N,A, α, β,Γ, ν, E, F ) est un groupoïde
quantique mesuré, F = R ◦ E ◦R et λ = δ = 1.

En�n, d'après le corollaire 7.7 de [Eno02], Ŵ est l'unitaire fondamental associé à cette struc-
ture. (En fait, plus précisément, il s'agit de σνoW ∗

s σν où Ws désigne la forme standard de W au
sens du paragraphe 7 de [Eno02]). �

La proposition précédente permet aussi d'établir une réciproque au corollaire précédent et
ainsi de caractériser le cas compact.

7.4.7 Corollaire � Soit (N,M,α, β,Γ) un bimodule de Hopf. On suppose que :

i) il existe une coinvolution R ;

ii) il existe un espérance conditionnelle normale et �dèle de E dans α(N)
invariante à gauche.

Alors il existe un état ν normal et �dèle sur N tel que (N,M,α, β,Γ, ν, E,R ◦ E ◦ R) est
un groupoïde quantique mesuré dont l'opérateur d'échelle et le module sont égaux à 1 et dont
l'unitaire fondamental est de type discret relativement à ν.

Démonstration : On pose F = R ◦ E ◦ R qui est une espérance conditionnelle de M
sur β(N) normale, �dèle et invariante à droite. On pose Ẽ = E|β(N) : β(N) → α(Z(N)) et
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F̃ = F|α(N) : α(N)→ β(Z(N)). On a, pour tout x ∈M :

F̃E(x) β⊗α
N

1 = (F β?α
N

id)(E(x) β⊗α
N

1)

= (F β?α
N

id)(id β?α
N

E)Γ(x)

d'après l'invariance à gauche de E,
= (id β?α

N

E)(F β?α
N

id)Γ(x)

= (id β?α
N

E)(1 β⊗α
N

F (x))

d'après l'invariance à droite de F,
= 1 β⊗α

N

ẼF (x)

donc, si F̃E(x) = β(n) pour un certain n ∈ Z(N), alors on a ẼF (x) = α(n). De plus, on a :
ẼF (x) β⊗α

N

1 = EF (x) β⊗α
N

1 = (id β?α
N

E)Γ(F (x))

= (id β?α
N

E)(1 β⊗α
N

F (x))

d'après l'invariance à droite de F,
= 1 β⊗α

N

ẼF (x)

d'où on tire α(n) = β(n). Donc ẼF (x) = F̃E(x) et EF = FE est une espérance conditionnelle
normale et �dèle de M sur Ñ = α({n ∈ Z(N), α(n) = β(n)}) = β({n ∈ Z(N), α(n) = β(n)}).
On a alors R|Ñ = id.

Soit ω un état �dèle normal et �dèle sur Ñ . Comme R|Ñ = id, on a ω ◦ Ẽ ◦ β = ω ◦ F̃ ◦ α et
ν = ω ◦ Ẽ ◦ β = ω ◦ F̃ ◦α véri�e les hypothèses de la proposition 7.4.5 et le corollaire en découle.
�

7.4.8 Corollaire � Soit (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) un groupoïde quantique mesuré, tel que TL
soit une espérance conditionnelle. Alors, il existe un état ν ′ normal et �dèle sur N tel que σν

′
= σν

et l'unitaire fondamental est de type discret relativement à ν ′.

Démonstration : Le groupoïde quantique mesuré admet une coinvolution R. On est
alors dans les conditions du corollaire précédent donc il existe un état normal et �dèle ν ′ tel
que (N,M,α, β,Γ, ν ′, TL, R ◦ TL ◦ R) est un groupoïde quantique mesuré. Comme TL est β-
adapté par rapport à ν et ν ′, on en déduit que σν′ = σν . On véri�e alors aisément que l'unitaire
fondamental associé au groupoïde quantique initial coïncide avec l'unitaire fondamental de cette
dernière structure, qui est de type discret par rapport à ν ′ d'après le corollaire précédent. �

Remarque � Dans les conditions précédentes, l'hypothèse supplémentaire du chapitre 6 est
aisément véri�ée.
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7.5 Les inclusions de profondeur 2.

Soit M0 ⊆ M1 une inclusion d'algèbres de von Neumann. On appelle construction de base
les inclusions suivantes :

M0 ⊆M1 ⊆M2

où
M2 = J1M

′
0J1 = EndMo

0
(L2(M1)).

Par ce procédé, on construit alors une tour de Jones :
M0 ⊆M1 ⊆M2 ⊆M3 ⊆ ...

7.5.1 Définition � Si M ′
0 ∩M1 ⊆ M ′

0 ∩M2 ⊆ M ′
0 ∩M3 est une construction de base, alors

l'inclusion est dite de profondeur 2.
Soit T1 un poids opératoriel normal, semi�ni et �dèle deM1 versM0. En utilisant la construc-tion de Haagerup ([Str81], 12.11), il est possible ([EN96], 10.1) de dé�nir un poids opératoriel

canonique T2 normal, semi�ni et �dèle de M2 vers M1 tel que, pour tous x, y ∈ NT1 , on a :
T2(ΛT1(x)ΛT1(y)

∗) = xy∗

Si (Mi)i∈N désigne la tour de Jones construite à partir de l'inclusion M0 ⊂ M1, alors il est
possible de dé�nir, pour tout i ≥ 1, un poids opératoriel Ti normal, semi�ni et �dèle de Mi vers
Mi−1 en itérant le processus précédent. Si ψ0 est un poids normal, semi�ni et �dèle sur M0, ondé�nit par récurrence un poids ψi normal, semi�ni et �dèle sur Mi tel que ψi = ψi−1 ◦ Ti.

7.5.2 Définition � Suivant [EN96] 11.12 et [EV00] 3.6, dans les conditions précédentes, T1 estdit régulier si les restrictions de T2 à M ′
0 ∩M2 et de T3 à M ′

1 ∩M3 sont semi�nies.

7.5.3 Proposition � ([EV00] 3.2, 3.8, 3.10) Si M0 ⊂ M1 est une inclusion munie d'un
poids opératoriel T1 de M1 vers M0 normal, semi�ni, �dèle et régulier, alors il existe une *-
représentation naturelle π de M ′

0 ∩M3 sur L2(M ′
0 ∩M2). De plus, l'inclusion est de profondeur

2 si, et seulement si π est �dèle.

7.5.4 Proposition � ([Eno00], propositions 4.4 et 4.6) Soit M0 ⊂M1 est une inclusion munie
d'un poids opératoriel T1 de M1 vers M0 normal, semi�ni, �dèle et régulier. On suppose, de
plus, qu'il existe un poids normal, semi�ni et �dèle χ sur M ′

0 ∩M1 tel que σχt = σT1
t pour tout

t ∈ R. On note χ2 le poids sur M ′
0 ∩M2 normal, semi�ni et �dèle χ ◦ T̃2 où T̃2 désigne le poids

opératoriel de M ′
0∩M2 vers M ′

0∩M1 normal, semi�ni, �dèle et restriction de T2. Alors, il existe
h strictement positif sur L2(M ′

0 ∩ M2) tel que, pour tout x ∈ M ′
0 ∩ M3 et tout t ∈ R, on a

hitπ(x)h−it = π(σψ3
t (x)). De plus, h−1∆χ2 est a�lié à π((M ′

0 ∩M3)∩ (M ′
0 ∩M1)′ ∩ (M ′

1 ∩M3)′).

7.5.5 Lemme � Dans les conditions de la propositions précédentes, on a, pour tout t ∈ R et tout
x ∈M ′

1 ∩M2 :

σT̃2
t (x) = σT2

t (x)
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Démonstration : L'inclusion M ′
0 ∩M1 ⊆ M ′

0 ∩M2 ⊆ M ′
0 ∩M3 est une construction de

base d'après l'hypothèse de profondeur 2. Or, l'inclusion M ′
0 ∩M1 ⊆ M ′

0 ∩M2 est munie d'un
poids opératoriel T̃2 = S1 normal, semi�ni et �dèle et d'un poids χ normal, semi�ni et �dèle
sur M ′

0 ∩M1. Ainsi, par la construction canonique, on obtient un poids opératoriel S2 normal,
semi�ni et �dèle de M ′

0 ∩M3 vers M ′
0 ∩M2. On note χ2 = χ ◦ T̃2 = χ ◦ S1 et χ3 = χ ◦ S1 ◦ S2.Pour tout x ∈M ′

1 ∩M3 et tout t ∈ R, on a :
π(σψ3

t (x)) = hitπ(x)h−it d'après la proposition précédente et car x ∈M ′
0 ∩M3,

= ∆it
χ2
π(x)∆−it

χ2
d'après la proposition précédente et car x ∈M ′

1 ∩M3,

= π(σχ3
t (x)) car ∆χ2 implémente σχ3 d'après [EN96] 10.3,

donc σψ3 et σχ3 coïncident sur M ′
1∩M3 d'où on tire, pour tout x ∈M ′

1∩M2 et tout t ∈ R, que :
σT2
t (x) = σψ2

t (x) par dé�nition de σT2 et car x ∈M ′
1 ∩M2,

= σψ3
t (x) car T3 est un poids opératoriel de M1 vers M2,

= σχ3
t (x) d'après ce qui précède et car x ∈M ′

1 ∩M3,

= σχ2
t (x) car S2 est un poids opératoriel de M ′

0 ∩M3 vers M ′
0 ∩M2,

= σT̃2
t (x) par dé�nition de σT̃2 et car x ∈M ′

1 ∩M2

�

Remarque � Malheureusement, la condition de la proposition précédente ne passe pas à l'in-
clusion M ′

1 ∩M2 en général et par conséquent un certain nombre de résultats de [Eno00] doivent
être revus. Néanmoins, si M0 et M1 sont semi�nies, le groupe modulaire σT1 est intérieur. Si, de
plus,M ′

0∩M1 est semi�nie, c'est donc le groupe modulaire d'un poids χ normal, semi�ni et �dèle
sur M ′

0 ∩M1. Avec ces hypothèses, tout poids opératoriel véri�e la condition de la proposition
précédente i.e est � adapté �au sens de [Eno00]. Or, il est facile de véri�er queM1,M2 etM ′

1∩M2sont aussi semi�nies et donc le poids opératoriel T2 véri�e les hypothèses précédentes.

Théorème 25 � Soit M0 ⊆ M1 une inclusion d'algèbres de von Neumann de profondeur 2
munie d'un poids opératoriel T1 normal, semi�ni et �dèle de M1 vers M0 tel que :

i) T2|M ′
0∩M2

et T3|M ′
1∩M3

sont semi�nis ;

ii) M0,M1 et M ′
0 ∩M1 sont semi�nies.

Alors il existe Γ1 tel que (M ′
0 ∩ M1,M

′
0 ∩ M2, id, j1,Γ1) est un bimodule de Hopf muni d'un

poids opératoriel T2|M ′
0∩M2

invariant à gauche et j1-anti-adapté et d'une coinvolution j1 où j1
est l'anti-isomorphisme canonique de M1 dans M ′

1 qui à x associe J1x
∗J1 avec J1 donné par la

théorie de Tomita sur L2(M1). Il existe aussi Γ2 tel que (M ′
0 ∩M1,M

′
1 ∩M3, j1 ◦ j2, j1,Γ2) est

un bimodule de Hopf muni d'un poids opératoriel T3|M ′
1∩M3

invariant à droite et j2 ◦ j1-adapté
et d'une coinvolution j2 où j2 est l'anti-isomorphisme canonique de M2 dans M ′

2 qui à x associe
J2x

∗J2 avec J1 donné par la théorie de Tomita sur L2(M2). On obtient ainsi une structure de
groupoïde quantique mesuré sur M ′

1 ∩M3.

Démonstration : Il s'agit du théorème 8.2 de [Eno00]. D'après la remarque précédente,
il existe un poids normal, semi�ni et �dèle χ sur M ′

0 ∩M1 tel que σχt = σT1
t pour tout t ∈ R. Il
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reste à véri�er le caractère adapté de T̃2 et T̃3. Pour tout x ∈M ′
0 ∩M1 et tout t ∈ R, on a :

σT̃2
t (j1(x)) = σT2

t (j1(x)) d'après le lemme précédent et car j1(x) ∈M ′
1 ∩M2,

= σψ2
t (j1(x)) par dé�nition de σT2 ,

= ∆it
1 J1x

∗J1∆−it
1 d'après [EN96] 10.3,

= J1∆it
1 x

∗∆−it
1 J1

= j1(σ
ψ1
t (x)) = j1(σT1

t (x)) car x ∈M ′
0 ∩M1,

= j1(σ
χ
t (x)) par hypothèse

Il y a sur ce point une erreur dans [Eno00] 4.1. Ainsi T̃2 est anti-adapté par rapport à χ et comme
M ′

0 ∩M1 est semi�nie, il est donc adapté par rapport à un autre poids. Pour obtenir la �n du
théorème, il su�t d'appliquer ce qui précède à l'inclusion M1 ⊂M2. �

Remarque � On obtient ainsi un certain nombre d'exemples issus de la théorie des sous-
facteurs.

7.6 Le groupoïde quantique espace quantique.

7.6.a Le bimodule de Hopf dual-espace quantique

SoitM une algèbre de von Neumann.M agit surH = L2(M) = L2
ν(M) où ν est poids normal,

semi�ni et �dèle sur M . On note M ′ le commutant dans L(L2(M)) de M . On note Z(M) le
centre de M et Z(M)′ le commutant dans L(L2

ν(M)) du centre de M . Soit tr une trace normale,
semi�nie et �dèle sur Z(M). L'algèbre M ′ ?

Z(M)
M = M ′ ⊗

Z(M)
M agit sur L2(M) ⊗

tr
L2(M). Il

existe un poids opératoriel normal, semi�ni et �dèle T de M vers Z(M) tel que ν = tr ◦ T .
On dispose d'une représentation normale et non dégénérée de M dans M ′ ⊗

Z(M)
M dé�nie

par :
α : M →M ′ ⊗

Z(M)
M

x 7→ 1 ⊗
Z(M)

x

On dispose aussi d'une antireprésentation normale et non dégénérée de M dans M ′ ⊗
Z(M)

M

dé�nie par :
β : M →M ′ ⊗

Z(M)
M

x 7→ j(x) ⊗
Z(M)

1

où j(x) = Jνx
∗Jν pour tout x ∈ L(L2

ν(M)).

7.6.1 Proposition � La formule suivante :

I : [L2(M) ⊗
tr
L2(M)] β⊗α

ν
[L2(M) ⊗

tr
L2(M)]→ L2(M) ⊗

tr
L2(M) ⊗

tr
L2(M)

[Λν(y) ⊗
tr
η] β⊗α

ν
Ξ 7→ α(y)Ξ ⊗

tr
η
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pour tous η ∈ L2(M),Ξ ∈ L2(M) ⊗
tr
L2(M) et y ∈M , dé�nit un isomorphisme canonique.

7.6.2 Proposition � On a I([m ⊗
Z(M)

z] β⊗α
ν

Z) = (α(M)Z ⊗
Z(M)

z)I, pour tous m ∈ M ,

z ∈ Z(M)′ et Z ∈ L(L2(M)) ?
Z(M)

M ′.

Démonstration : Véri�cations immédiates. �

On peut alors identi�er (M ′ ⊗
Z(M)

M) β?α
M

(M ′ ⊗
Z(M)

M) avec M ′ ⊗
Z(M)

Z(M) ⊗
Z(M)

M et
donc avec M ′ ⊗

Z(M)
M .

On dé�nit un homomorphisme involutif et normal Γ par :
Γ : M ′ ⊗

Z(M)
M → (M ′ ⊗

Z(M)
M) β?α

ν
(M ′ ⊗

Z(M)
M)

n ⊗
Z(M)

m 7→ I∗(n ⊗
Z(M)

1 ⊗
Z(M)

m)I = [1 ⊗
Z(M)

m] β⊗α
ν

[n ⊗
Z(M)

1]

Γ désigne, en fait, l'identité à travers l'isomorphisme décrit précédemment.

7.6.3 Proposition � Le quintuplet (M,M ′ ⊗
Z(M)

M,α, β,Γ) est un bimodule de Hopf qu'on

appelle bimodule de Hopf dual-espace.

Démonstration : D'après la proposition précédente, on a, d'une part :
Γ(α(m)) = α(m) β⊗α

ν
[1 ⊗

Z(M)
1] pour tout m ∈M

et, d'autre part :
Γ(β(m)) = [1 ⊗

Z(M)
1] β⊗α

ν
β(m) pour tout m ∈M

En�n, pour tout m ∈M et tout n ∈M ′, on a :
(Γ β?α

ν
id)Γ(n ⊗

Z(M)
m) = (Γ β?α

ν
id)([1 ⊗

Z(M)
m] β⊗α

ν
[n ⊗

Z(M)
1])

= Γ(1 ⊗
Z(M)

m) β⊗α
ν

[n ⊗
Z(M)

1]

= [1 ⊗
Z(M)

m] β⊗α
ν

[1 ⊗
Z(M)

1] β⊗α
ν

[n ⊗
Z(M)

1]

= [1 ⊗
Z(M)

m] β⊗α
ν

Γ(n ⊗
Z(M)

1)

(id β?α
ν

Γ)Γ(n ⊗
Z(M)

m) = (id β?α
ν

Γ)([1 ⊗
Z(M)

m] β⊗α
ν

[n ⊗
Z(M)

1])

i.e Γ est un coproduit. �

L'application R = ςZ(M) ◦ (j ⊗
Z(M)

j), où ςZ(M) : M ′ ⊗
Z(M)

M →M ⊗
Z(M)

M ′ désigne la volte,
est une co-involution du bimodule de Hopf dual-espace.

Théorème 26 � Le bimodule de Hopf dual-espace muni du poids opératoriel normal, semi�ni et
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�dèle id ?
Z(M)

T et de la coinvolution R = ςZ(M) ◦ (j ⊗
Z(M)

j) est un groupoïde quantique mesuré

par rapport au poids quasi-invariant ν qu'on appelle groupoïde quantique dual-espace.

Démonstration : Il su�t de véri�er que TR = id ?
Z(M)

T est invariant à droite et α-adapté
par rapport à ν. Soient m ∈M,n ∈M ′ et ξ ∈ D(α(L2(M) ⊗

tr
L2(M)), νo). On a :

ωξ((ν ◦ β−1 ◦ TR β?α
ν
id)Γ(n ⊗

Z(M)
m)) = ωξ((ν ◦ β−1 ◦ TR β?α

ν
id)([1 ⊗

Z(M)
m] β⊗α

ν
[n ⊗

Z(M)
1]))

par dé�nition de Γ,

= ν ◦ β−1 ◦ TR((id β?α
ν
ωξ)([1 ⊗

Z(M)
m] β⊗α

ν
[n ⊗

Z(M)
1]))

= ν ◦ β−1 ◦ TR([1 ⊗
Z(M)

m]β(< [n ⊗
Z(M)

1]ξ, ξ >α,ν))

= ν ◦ β−1 ◦ TR(j(< [n ⊗
Z(M)

1]ξ, ξ >α,ν) ⊗
Z(M)

m)

= ν(< [n ⊗
Z(M)

1]ξ, ξ >α,ν T (m))

par dé�nition de TR,
= ν(< [n ⊗

Z(M)
T (m)]ξ, ξ >α,ν)

= ωξ(n ⊗
Z(M)

T (m)) = ωξ(TR(n ⊗
Z(M)

m))

ce qui su�t pour prouver l'invariance à droite de TR. On véri�e alors que TR est α-adapté par
rapport à ν. En e�et, on a, pour tout t ∈ R :

σTR
t = σ

ν′ ?
Z(M)

ν

t |(M ′ ⊗
Z(M)

M)∩β(M)′ = σ
ν′ ?

Z(M)
ν

t |(M ′ ⊗
Z(M)

M)∩(M ?
Z(M)

L(L2(M)))

= σ
ν′ ?

Z(M)
ν

t |Z(M) ⊗
Z(M)

M = (id ⊗
Z(M)

σνt ) |1 ⊗
Z(M)

M = 1 ⊗
Z(M)

σνt

On en déduit que, pour tout t ∈ R et tout x ∈M , on a :
σTR
t ◦ α(x) = 1 ⊗

Z(M)
σνt (x) = α(σνt (x))

�

Remarque � On véri�e que ΛΦ(Tν,T ) ⊗
tr
JνΛν(Nν ∩NT ) est dense dans D((H ⊗

tr
H)β, νo). On

est donc dans les conditions d'existence du dual.
On va calculer l'unitaire pseudo-multiplicatif associé à la structure à l'aide de la proposition

3.3.1. Tout d'abord, on remarque que Φ = ν ′ ?
Z(M)

ν = Ψ dont on déduit que la structure est
unimodulaire i.e λ = δ = 1 et aussi que :

α = 1 ⊗
Z(M)

id α̂ = id ⊗
Z(M)

1

β = j ⊗
Z(M)

1 β̂ = 1 ⊗
Z(M)

j
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On a alors, par exemple, D((H ⊗
tr
H)β̂,νo) ⊃ H ⊗

tr
D(Hj , ν

o) = H ⊗
tr

Λν(Nν) et pour tous
η ∈ H et y ∈ Nν , on a Rβ̂,νo

(η ⊗
tr

Λν(y)) = λtrη R
j,νo

(Λν(y)) = λtrη y.
On dispose de relations de démonstrations immédiates qu'on donne sous la forme du lemme

suivant :

7.6.4 Lemme � On a Iρβ,αη⊗
tr
JνΛν(e) = λtrη JνeJν ⊗

Z(M)
1 et Iλβ,αΛν(y)⊗η = ρtrη (1 ⊗

Z(M)
y) pour tous

η ∈ H et e ∈ Nν .

7.6.5 Proposition � W ∗ est déterminé par la formule suivante :

W ∗(Ξ α⊗β̂
νo

(η ⊗
tr

Λν(m))) = I∗(η ⊗
tr

(1 ⊗
Z(M)

m)Ξ)

pour tous Ξ ∈ H ⊗
tr
H, η ∈ H et m ∈ Nν .

Démonstration : On va utiliser la proposition 3.3.1. Soient m, e ∈ Nν et m′, e′ ∈ Nν′ . Oncalcule alors d'une part :
IΓ(m′ ⊗

Z(M)
m)ρβ,αJν′Λν′ (e

′)⊗
tr
JνΛν(e) = (m′ ⊗

Z(M)
1 ⊗
Z(M)

m)Iρβ,αJν′Λν′ (e
′)⊗

tr
JνΛν(e) par dé�nition de Γ,

= (m′ ⊗ 1⊗m)λJν′Λν′ (e
′)JνeJν ⊗

Z(M)
1 d'après le lemme 7.7.4,

= λtrJν′e
′Jν′Λν′ (m

′)JνeJν ⊗
Z(M)

m

D'autre part, on a :
I([1 ⊗

Z(M)
1] β⊗α

ν
[Jν′e′Jν′ ⊗

Z(M)
JνeJν ])W ∗ρα,β̂Λν′ (m

′)⊗
tr

Λν′ (m
′)

= (Jν′e′Jν′ ⊗
Z(M)

JνeJν ⊗
Z(M)

1)IW ∗ρα,β̂Λν′ (m
′)⊗

tr
Λν′ (m

′) d'après la proposition 7.6.2
En utilisant la proposition 3.3.1 et en faisant tendre e et e′ vers 1, on obtient pour tout

Ξ ∈ H ⊗
tr
H :

W ∗(Ξ α⊗β̂
νo

(Λν′(m′) ⊗
tr

Λν(m))) = I∗(Λν′(m′) ⊗
tr

(1 ⊗
Z(M)

m)Ξ)

Maintenant, si on �xe Ξ ∈ D(α(H ⊗
tr
H), ν), on peut par continuité faire tendre Λν′(m′) vers

η ∈ H. On obtient alors pour tout Ξ ∈ D(α(H ⊗
tr
H), ν) :

W ∗(Ξ α⊗β̂
νo

(η ⊗
tr

Λν(m))) = I∗(η ⊗
tr

(1 ⊗
Z(M)

m)Ξ)

Or η ⊗
tr

Λν(m) ∈ D((H ⊗
tr
H)β̂,νo), donc par continuité la relation reste véri�ée pour tout

Ξ ∈ H ⊗
tr
H. �

Remarque � Si σtr désigne la volte de L2(M) ⊗
tr
L2(M), alors on constate que σtr ◦ β̂ = β ◦σtr.

Alors, si on note I ′ = (1 ⊗
Z(M)

σtr)I(σtr β̂⊗α
ν

[1 ⊗
Z(M)

1])σνo , I ′ est l'identi�cation :
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I ′ : [L2(M) ⊗
tr
L2(M)] α⊗β̂

νo

[L2(M) ⊗
tr
L2(M)]→ L2(M) ⊗

tr
L2(M) ⊗

tr
L2(M)

Ξ β⊗α
ν

[η ⊗
tr

Λν(y)] 7→ η ⊗
tr
α(y)Ξ

pour tous η ∈ L2(M),Ξ ∈ L2(M) ⊗
tr
L2(M) et y ∈ M . Ainsi, d'après la proposition précédente,

W ∗ = I∗I ′.

7.6.6 Corollaire � On a l'égalité suivante :

M ′ ⊗
Z(M)

M =< (id ∗ ωξ,η)(W ∗) | ξ ∈ D((H ⊗
tr
H)β̂, ν

o), η ∈ D(α(H ⊗
tr
H), ν) >−w

Démonstration : On sait déjà, d'après la proposition 3.4.3, que :
< (id ∗ ωξ,η)(W ∗) | ξ ∈ D((H ⊗

tr
H)β̂, ν

o, η ∈ D(α(H ⊗
tr
H), ν) >−w⊂M ′ ⊗

Z(M)
M

Soient η, ξ ∈ H et m, e ∈ Nν . Alors, pour tous Ξ1,Ξ2 ∈ H ⊗
tr
H, on a :

((id ∗ ωη⊗
tr

Λν(m),ξ⊗
tr
JνΛν(e))(W

∗)Ξ1|Ξ2) = (W ∗(Ξ1 α⊗β̂
νo

[η ⊗
tr

Λν(m)])|Ξ2 β⊗α
ν

[ξ ⊗
tr
JνΛν(e)])

= (I∗(η ⊗
tr

(1 ⊗
Z(M)

m)Ξ1)|Ξ2 β⊗α
ν

[ξ ⊗
tr
JνΛν(e)])

par dé�nition de W ∗,

= (η ⊗
tr

(1 ⊗
Z(M)

m)Ξ1|ξ ⊗
tr

(JνeJν ⊗
Z(M)

1)Ξ2)

d'après le lemme 7.7.4,
= ((< η, ξ >tr Jνe

∗Jν ⊗m)Ξ1|Ξ2)

Par conséquent, on a :
(id ∗ ωη⊗

tr
Λν(m),ξ⊗

tr
JνΛν(e))(W

∗) =< η, ξ >tr Jνe
∗Jν ⊗

Z(M)
m (7.6.1)

ce qui permet de prouver l'inclusion réciproque. �

On calcule maintenant l'opérateur G a�n de déterminer l'antipode.

7.6.7 Proposition � G est un opérateur fermé sur H ⊗
tr
H qui est égal à σtr ◦ (Fν ⊗

tr
Fν) où

Fν = S∗ν provient de la théorie de Tomita.

Démonstration : Soient a = Jνa1Jν ⊗
Z(M)

a2, b = Jνb1Jν ⊗
Z(M)

b2, c = Jνc1Jν ⊗
Z(M)

c2 et
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d = Jνd1Jν ⊗
Z(M)

d2 des éléments de M ′ ⊗
Z(M)

M analytiques pour ν ′ ?
Z(M)

ν. On a alors :

(λβ,αΛν(σν
i/2

(b1))⊗
tr

Λν(σν
−i(b

∗
2)))

∗W ∗([Λν′(Jνa1Jν) ⊗
tr

Λν(a2)] α⊗β̂
νo

[Λν′(Jνd∗1c
∗
1Jν) ⊗

tr
Λν(d∗2c

∗
2)])

= (λβ,αΛν(σν
i/2

(b1))⊗
tr

Λν(σν
−i(b

∗
2)))

∗I∗(Λν′(Jνd∗1c
∗
1Jν) ⊗

tr
Λν′(Jνa1Jν) ⊗

tr
Λν(d∗2c

∗
2a2))

par dé�nition de W ∗,

=
[
ρtrΛν(σν

−i(b
∗
2))(1 ⊗

Z(M)
σνi/2(b1))

]∗
(Λν′(Jνd∗1c

∗
1Jν) ⊗

tr
Λν′(Jνa1Jν) ⊗

tr
Λν(d∗2c

∗
2a2))

d'après le lemme 7.6.4,
=< d∗2c

∗
2Λν(a2),Λν(σν−i(b

∗
2)) >tr Λν′(Jνd∗1c

∗
1Jν) ⊗

tr
σν−i/2(b

∗
1)Λν′(Jνa1Jν)

=< Λν(a2b2),Λν(c2d2) >tr JνΛν(d∗1c
∗
1) ⊗

tr
JνΛν(a1b1)

Par conséquent, d'après la dé�nition de G, on a :
G

[
< Λν(a2b2),Λν(c2d2) >tr JνΛν(d∗1c

∗
1) ⊗

tr
JνΛν(a1b1)

]
= G(λβ,αΛν(σν

i/2
(b1))⊗

tr
Λν(σν

−i(b
∗
2)))

∗W ∗(Λν′(Jνa1Jν) ⊗
tr

Λν(a2) α⊗β̂
νo

Λν′(Jνd∗1c
∗
1Jν) ⊗

tr
Λν(d∗2c

∗
2))

= (λβ,αΛν(σν
i/2

(d1))⊗
tr

Λν(σν
−i(d

∗
2)))

∗W ∗(Λν′(Jνc1Jν) ⊗
tr

Λν(c2) α⊗β̂
νo

Λν′(Jνb∗1a
∗
1Jν) ⊗

tr
Λν(b∗2a

∗
2))

=< Λν(c2d2),Λν(a2b2) >tr JνΛν(b∗1a
∗
1) ⊗

tr
JνΛν(c1d1)

Comme G est fermée, on obtient :
G

[
JνΛν(d∗1c

∗
1) ⊗

tr
JνΛν(a1b1)

]
=

[
JνΛν(b∗1a

∗
1) ⊗

tr
JνΛν(c1d1)

]
donc G coïncide avec σtr(Fν ⊗

tr
Fν). �

La décomposition polaire de G = ID1/2 véri�e D = ∆−1
ν ⊗

tr
∆−1
ν et I = σtr(Jν ⊗

tr
Jν).

Ainsi, on peut calculer les éléments de la décomposition polaire de l'antipode S : le groupe
d'échelle coïncide avec τt = σν

′
−t ?

Z(M)
σνt pour tout t ∈ R et l'antipode unitaire coïncide avec

ςZ(M) ◦ (j ⊗
Z(M)

j). On remarque que τ laisse invariant ν ′ ?
Z(M)

ν.

7.6.b La structure duale

On peut déterminer la structure duale du groupoïde quantique dual-espace. On rappelle que
α est la représentation et β̂ est l'antireprésentation qui correspondent.

7.6.8 Proposition � On a (ωΛν(y)⊗
tr
η,ζ⊗

tr
JνΛν(e) ∗ id)(W ) = 1 ⊗

Z(M)
Jνe

∗Jν(ρtrζ )∗σtrρtrη y pour tous

e, y ∈ Nν et tous η, ζ ∈ H.

Démonstration : On se place dans les conditions de l'énoncé. Pour tous Ξ ∈ H ⊗
tr
H, ξ ∈ H
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et m ∈ Nν , on a :

((ωΛν(y)⊗
tr
η,ζ⊗

tr
JνΛν(e) ∗ id)(W )Ξ|ξ ⊗

tr
Λν(m))

= ([Λν(y) ⊗
tr
η] β⊗α

ν
Ξ|W ∗([ζ ⊗

tr
JνΛν(e)] α⊗β̂

νo

[ξ ⊗
tr

Λν(m)]))

= ((1 ⊗
Z(M)

y)Ξ ⊗
tr
η|ξ ⊗

tr
ζ ⊗
tr
mJνΛν(e))

d'après l'expression de W ∗,

= (Ξ ⊗
tr
η|ξ ⊗

tr
y∗ζ ⊗

tr
JνeJνΛν(m))

= ((1 ⊗
Z(M)

ρtrη )Ξ|(1 ⊗
Z(M)

σtrρ
tr
y∗ζJνeJν)(ξ ⊗

tr
Λν(m)))

= ((1 ⊗
Z(M)

Jνe
∗Jν(ρtrζ )∗σtrρtrη y)Ξ|ξ ⊗

tr
Λν(m))

ce qu'il fallait démontrer. �

7.6.9 Corollaire � On a ̂M ′ ⊗
Z(M)

M = 1 ⊗
Z(M)

Z(M)′ qu'on identi�e avec Z(M)′.

Démonstration : On sait que α(M) ∪ β̂(M) ⊂ ̂M ′ ⊗
Z(M)

M donc on en déduit que
1 ⊗
Z(M)

Z(M)′ ⊂ ̂M ′ ⊗
Z(M)

M . L'inclusion réciproque provient de la proposition précédente. �

Avec l'identi�cation entre 1 ⊗
Z(M)

Z(M)′ et Z(M)′, l'objet dual admet pour base M , pour
représentation id et pour antireprésentation j. Le coproduit canonique véri�e nécessairement
Γ̂(mn) = m j⊗id

ν
n pour tout m ∈M et n ∈M ′. Ainsi, si Iν désigne l'isomorphisme canonique

entre L2(M) j⊗id
ν

L2(M) et L2(M) donné par la formule Iν(Λν(x) j⊗id
ν

η) = α(x)η pour tout
x ∈ Nν et tout η ∈ L2(M), la proposition suivante est de démonstration immédiate :

7.6.10 Proposition � Pour tous m ∈M et n ∈M ′, on a Iν(m β⊗α
ν

n) = mnIν .

On peut identi�er l'algèbre de von Neumann M ′
β?α
M

M avec Z(M) et l'algèbre de von
Neumann Z(M)′ β?α

M

Z(M)′ avec Z(M)′. Le coproduit dual désigne alors l'identité à travers
cette identi�cation. Il reste à déterminer le poids opératoriel dual.

7.6.11 Lemme � On a Λ̂((ωΞ,Λν(m)⊗
tr
JνΛν(e) ∗ id)(W )) = (m∗ ⊗

Z(M)
Jνe

∗Jν)Ξ pour tous m, e ∈ Nν

et Ξ ∈ D((H ⊗
tr
H)β , νo).
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Démonstration : Soient m1,m2 ∈ Nν . Alors, on a :
(Λ̂((ωΞ,Λν(m)⊗

tr
JνΛν(e) ∗ id)(W ))|Λν′(Jνm1Jν) ⊗

Z(M)
Λν(m2))

= ωΞ,Λν(m)⊗
tr
JνΛν(e)(Jνm

∗
1Jν ⊗

Z(M)
m∗

2)

par dé�nition de Λ̂,
= ((Jνm∗

1Jν ⊗
Z(M)

m∗
2)Ξ|Λν(m) ⊗

tr
JνΛν(e))

= (Ξ|mJνΛν(m1) ⊗
tr
JνeJνΛν(m2))

= ((m∗ ⊗
Z(M)

Jνe
∗Jν)Ξ|Λν′(Jνm1Jν) ⊗

tr
Λν(m2))

�

7.6.12 Proposition� Le poids opératoriel dual T̂R coïncide avec T−1 au sens de la proposition
12.11 de [Str81]. De même, le poids opératoriel dual T̂L coïncide avec j ◦ T−1 ◦ j.

Démonstration : Via l'identi�cation entre ̂M ′ ⊗
Z(M)

M et Z(M)′, on a, d'après la propo-
sition 7.6.8 :

(ωΞ,Λν(m)⊗
tr
JνΛν(e) ∗ id)(W ) = Jνe

∗Jν [(ρtrζ )∗σtrρtrη ]y

Soient m, e, y ∈ Nν et η ∈ H. On calcule d'une part :
||Λ̂((ωΛν(y)⊗

tr
η,Λν(m)⊗

tr
JνΛν(e) ∗ id)(W ))||2 = ||m∗Λν(y) ⊗

tr
Jνe

∗Jνη||2

d'après le lemme précédent,
= (< Jνe

∗Jνη, Jνe
∗Jνη >tr Λν(m∗y)|Λν(m∗y))

D'autre part, on a :
||Λ̂((ωΛν(y)⊗

tr
η,Λν(m⊗

tr
JνΛν(e) ∗ id)(W )))||2

= Φ̂((ρtrJνe∗Jνη)
∗σtrρΛtr

ν (y∗m)(ρ
tr
Λν(y∗m))

∗σtrρ
tr
Jνe∗Jνη)

= Φ̂((ρtrJνe∗Jνη)
∗[θtr(Λtrν (y∗m),Λν(y∗m)) ⊗

Z(M)
1]ρtrJνe∗Jνη)

= Φ̂(< Jνe
∗Jνη, Jνe

∗Jνη >tr θ
tr(Λtrν (y∗m),Λν(y∗m)))

On en déduit que, pour tous m, y ∈ Nν , on a :
Φ̂(θtr(Λtrν (y∗m),Λν(y∗m))) = ||Λν(m∗y)||2

= ||∆−1/2
ν JνΛν(y∗m)||2

= ν ′(θν(JνΛν(y∗m), JνΛν(y∗m)))

= ν ′ ◦ T−1(θtr(JνΛν(y∗m), JνΛν(y∗m)))

par dé�nition de T−1,

= ν ◦ j ◦ T−1 ◦ j(θtr(Λν(y∗m)),Λν(y∗m)))

Par suite, T̂L = j ◦ T−1 ◦ j et le reste de la proposition en découle. �



7.7 Le groupoïde quantique des paires. 137

Remarque � Cet exemple est en fait issu de l'inclusion d'algèbres de von Neumann :
Z(M) ⊂M ⊂ Z(M)′ ⊂ ..

On renvoie à [Eno00].

Remarque � D'après la théorie développée dans ce travail, si la base M est semi�nie alors les
deux structures précédentes sont en dualité mais elles sont di�érentes en général.

Par exemple, si M est un facteur, la structure dual-espace admet pour algèbre de von Neu-
mann sous-jacente L(H) alors que la structure espace admet pour algèbre de von Neumann
sous-jacente M ′ ⊗M et ces algèbres sont, en général, non-isomorphes.

En revanche, si M est abélienne ou si M est un facteur de type I (et par conséquent une
somme de facteurs de type I, cf. paragraphe 7.8.a), la structure est auto-duale. SiM est l'algèbre
de von Neumann abélienne L∞(X), il s'agit du groupoïde espace X

7.7 Le groupoïde quantique des paires.

7.7.a Description de la structure

Soit M une algèbre de von Neumann. M agit sur H = L2(M) = L2
ν(M) où ν est poids

normal, semi�ni et �dèle sur M . On note M ′ le commutant dans L(L2(M)) de M . L'algèbre de
von Neumann M ′ ⊗M agit sur L2(M)⊗ L2(M).

On dispose d'une représentation normale et non dégénérée de M dans M ′ ⊗M dé�nie par :
α : M →M ′ ⊗M

x 7→ 1⊗ x

On dispose aussi d'une antireprésentation normale et non dégénérée de M dans M ′ ⊗ M
dé�nie par :

β : M →M ′ ⊗M
x 7→ βν(x)⊗ 1

où βν(x) = Jνx
∗Jν pour tout x ∈ L(L2

ν(M)).

7.7.1 Proposition � La formule suivante :

I : [L2(M)⊗ L2(M)] β⊗α
ν

[L2(M)⊗ L2(M)]→ L2(M)⊗ L2(M)⊗ L2(M)

[Λν(y)⊗ η] β⊗α
ν

Ξ 7→ α(y)Ξ⊗ η

pour tous η ∈ L2(M),Ξ ∈ L2(M)⊗ L2(M) et y ∈M , dé�nit un isomorphisme canonique.

7.7.2 Proposition � On a I([m⊗x] β⊗α
ν

[y⊗n]) = (y⊗mn⊗x)I, pour tous m ∈M,n ∈M ′

et x, y ∈ L(L2(M)).

Démonstration : Véri�cations immédiates. �
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On peut alors identi�er (M ′ ⊗M) β?α
M

(M ′ ⊗M) avec M ′ ⊗ Z(M)⊗M .
On dé�nit un homomorphisme involutif et normal par :

Γ : M ′ ⊗M → (M ′ ⊗M) β?α
ν

(M ′ ⊗M)

n⊗m 7→ I∗(n⊗ 1⊗m)I = [1⊗m] β⊗α
ν

[n⊗ 1]

7.7.3 Proposition � Le quintuplet (M,M ′⊗M,α, β,Γ) est un bimodule de Hopf qu'on appelle
bimodule de Hopf des paires.

Démonstration : D'après la proposition précédente, on a, d'une part :

Γ(α(m)) = α(m) β⊗α
ν

[1⊗ 1] pour tout m ∈M

et, d'autre part :
Γ(β(m)) = [1⊗ 1] β⊗α

ν
β(m) pour tout m ∈M

En�n, pour tout m ∈M et tout n ∈M ′, on a :

(Γ β?α
ν
id)Γ(n⊗m) = (Γ β?α

ν
id)([1⊗m] β⊗α

ν
[n⊗ 1])

= Γ(1⊗m) β⊗α
ν

[n⊗ 1]

= [1⊗m] β⊗α
ν

[1⊗ 1] β⊗α
ν

[n⊗ 1]

= [1⊗m] β⊗α
ν

Γ(n⊗ 1)

(id β?α
ν

Γ)Γ(n⊗m) = (id β?α
ν

Γ)([1⊗m] β⊗α
ν

[n⊗ 1])

i.e Γ est un coproduit. �

L'application R = ς◦(βν⊗βν), où ς : M ′⊗M →M⊗M ′ désigne la volte, est une co-involution
du bimodule de Hopf des paires.

Théorème 27 � Le bimodule de Hopf des paires muni des poids opératoriels ν ′ ⊗ id et id ⊗ ν
normaux, semi�nis et �dèles et du poids quasi-invariant ν est un groupoïde quantique mesuré
qu'on appelle groupoïde quantique des paires.

Démonstration : Il su�t de véri�er que TL = ν ′ ⊗ id est invariant à gauche. Soient
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m ∈M,n ∈M ′ et ξ ∈ D((L2(M)⊗ L2(M))β,νo). On a :
ωξ((id β?α

ν
ν ◦ α−1 ◦ TL)Γ(n⊗m)) = ωξ((id β?α

ν
ν ◦ α−1 ◦ TL)([1⊗m] β⊗α

ν
[n⊗ 1]))

par dé�nition de Γ,

= ν ◦ α−1 ◦ TL((ωξ β?α
ν
id)([1⊗m] β⊗α

ν
[n⊗ 1]))

= ν ◦ α−1 ◦ TL([n⊗ 1]α(< [1⊗m]ξ, ξ >β,νo))

= ν ◦ α−1 ◦ TL(n⊗ < [1⊗m]ξ, ξ >β,νo)
= ν ′(n)ν(< [1⊗m]ξ, ξ >β,νo)

par dé�nition de TL,
= ν ′(n)ωξ(1⊗m) = ωξ(TL(n⊗m))

ce qui su�t pour prouver l'invariance à gauche de TL. On véri�e alors que TR = R◦TL◦R = id⊗ν
est α-adapté pour ν. En e�et, on a, pour tout t ∈ R :

σTR
t = σν

′⊗ν
t |(M ′⊗M)∩β(M)′

= σν
′⊗ν
t |Z(M)⊗M = id⊗ σνt |Z(M)⊗M

On en déduit que, pour tout t ∈ R et tout x ∈M , on a :
σTR
t ◦ α(x) = 1⊗ σνt (x) = α(σνt (x))

�

Remarque � On véri�e que ΛΦ(Tν,T )⊗ JνΛν(Nν ∩ NT ) est dense dans D((H ⊗H)β, νo). Onest donc dans les conditions d'existence du dual.

Remarque � Si M = L∞(X), on retrouve le groupoïde des paires sur X ×X.
On va calculer l'unitaire pseudo-multiplicatif associé à la structure à l'aide de la proposition

3.3.1. Tout d'abord, on remarque que Φ = ν ′ ⊗ ν = Ψ dont on déduit que la structure est
unimodulaire i.e λ = δ = 1 et aussi que :

α = 1⊗ id α̂ = id⊗ 1

β = βν ⊗ 1 β̂ = 1⊗ βν
On a alors, par exemple, D((H ⊗ H)β̂,νo) ⊃ H ⊗ D(Hβν , ν

o) = H ⊗ Λν(Nν) et pour tous
η ∈ H et y ∈ Nν , on a Rβ̂,νo

(η ⊗ Λν(y)) = ληR
βν ,νo

(Λν(y)) = ληy.On dispose de relations de démonstrations immédiates qu'on donne sous la forme du lemme
suivant :

7.7.4 Lemme � On a Iρβ,αη⊗JνΛν(e) = ληJνeJν ⊗ 1 et Iλβ,αΛν(y)⊗η = ρη(1 ⊗ y) pour tous η ∈ H et
e ∈ Nν .

7.7.5 Proposition � W ∗ est déterminé par la formule suivante :

W ∗(Ξ α⊗β̂
νo

(η ⊗ Λν(m))) = I∗(η ⊗ (1⊗m)Ξ)
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pour tous Ξ ∈ H ⊗H, η ∈ H et m ∈ Nν .

Démonstration : On va utiliser la proposition 3.3.1. Soient m, e ∈ Nν et m′, e′ ∈ Nν′ . Oncalcule alors d'une part :
IΓ(m′ ⊗m)ρβ,αJν′Λν′ (e

′)⊗JνΛν(e) = (m′ ⊗ 1⊗m)Iρβ,αJν′Λν′ (e
′)⊗JνΛν(e) par dé�nition de Γ,

= (m′ ⊗ 1⊗m)λJν′Λν′ (e
′)JνeJν ⊗ 1 d'après le lemme précédent,

= λJν′e
′Jν′Λν′ (m

′)JνeJν ⊗m

D'autre part, on a :
I([1⊗ 1] β⊗α

ν
[Jν′e′Jν′ ⊗ JνeJν ])W ∗ρα,β̂Λν′ (m

′)⊗Λν′ (m
′)

= (Jν′e′Jν′ ⊗ JνeJν ⊗ 1)IW ∗ρα,β̂Λν′ (m
′)⊗Λν′ (m

′) d'après la proposition 7.7.2
En utilisant la proposition 3.3.1 et en faisant tendre e et e′ vers 1, on obtient pour tout

Ξ ∈ H ⊗H :
W ∗(Ξ α⊗β̂

νo

(Λν′(m′)⊗ Λν(m))) = I∗(Λν′(m′)⊗ (1⊗m)Ξ)

Maintenant, si on �xe Ξ ∈ D(α(H ⊗H), ν), on peut par continuité faire tendre Λν′(m′) vers
η ∈ H. On obtient alors pour tout Ξ ∈ D(α(H ⊗H), ν) :

W ∗(Ξ α⊗β̂
νo

(η ⊗ Λν(m))) = I∗(η ⊗ (1⊗m)Ξ)

Or η ⊗ Λν(m) ∈ D((H ⊗ H)β̂,νo), donc par continuité la relation reste véri�ée pour tout
Ξ ∈ H ⊗H. �

Remarque � Si σ désigne la volte de L2(M)⊗L2(M) dans L2(M)⊗L2(M), alors on constate
que σ ◦ β̂ = β ◦ σ. Alors, si on note I ′ = (1⊗ σ)I(σ β̂⊗α

ν

[1⊗ 1])σνo , I ′ est l'identi�cation :
I ′ : [L2(M)⊗ L2(M)] α⊗β̂

νo

[L2(M)⊗ L2(M)]→ L2(M)⊗ L2(M)⊗ L2(M)

Ξ β⊗α
ν

[η ⊗ Λν(y)] 7→ η ⊗ α(y)Ξ

pour tous η ∈ L2(M),Ξ ∈ L2(M) ⊗ L2(M) et y ∈ M . Ainsi, d'après la proposition précédente,
W ∗ = I∗I ′.

7.7.6 Corollaire � On a l'égalité suivante :

M ′ ⊗M =< (id ∗ ωξ,η)(W ∗) | ξ ∈ D((H ⊗H)β̂, ν
o), η ∈ D(α(H ⊗H), ν) >−w

Démonstration : On sait déjà, d'après la proposition 3.4.3, que :
< (id ∗ ωξ,η)(W ∗) | ξ ∈ D((H ⊗H)β̂ , ν

o, η ∈ D(α(H ⊗H), ν) >−w⊂M ′ ⊗M

Soient η, ξ ∈ H et m, e ∈ Nν . Alors, pour tous Ξ1,Ξ2 ∈ H ⊗H, on a :
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((id ∗ ωη⊗Λν(m),ξ⊗JνΛν(e))(W
∗)Ξ1|Ξ2) = (W ∗(Ξ1 α⊗β̂

νo

η ⊗ Λν(m))|Ξ2 β⊗α
ν

ξ ⊗ JνΛν(e))

= (I∗(η ⊗ (1⊗m)Ξ1)|Ξ2 β⊗α
ν

ξ ⊗ JνΛν(e))

par dé�nition de W ∗,

= (η ⊗ (1⊗m)Ξ1|ξ ⊗ (JνeJν ⊗ 1)Ξ2)
d'après le lemme 7.7.4,

= (η|ξ)((Jνe∗Jν ⊗m)Ξ1|Ξ2)

Par conséquent,
(id ∗ ωη⊗Λν(m),ξ⊗JνΛν(e))(W

∗) = (η|ξ)(Jνe∗Jν ⊗m) (7.7.1)
et donc, on obtient M ′⊗M ⊂< (id ∗ωξ,η)(W ∗) | ξ ∈ D((H ⊗H)β̂, ν

o, η ∈ D(α(H ⊗H), ν) >−w.
�

On calcule maintenant l'opérateur G a�n de déterminer l'antipode.

7.7.7 Proposition� On a G = Σ(Fν⊗Fν) où Σ désigne la volte de H⊗H et Fν = S∗ν provient
de la théorie de Tomita.

Démonstration : Soient a = Jνa1Jν⊗a2, b = Jνb1Jν⊗b2, c = Jνc1Jν⊗c2, d = Jνd1Jν⊗d2des éléments de M ′ ⊗M analytiques pour ν ′ ⊗ ν.
On a :

(λβ,αΛν(σν
i/2

(b1))⊗Λν(σν
−i(b

∗
2)))

∗W ∗(Λν′⊗ν(a) α⊗β̂
νo

Λν′⊗ν((Jνd∗1Jν ⊗ d∗2)c∗))

= (λβ,αΛν(σν
i/2

(b1))⊗Λν(σν
−i(b

∗
2)))

∗I∗(Λν′(Jνd∗1c
∗
1Jν)⊗ (1⊗ d∗2c∗2)Λν′⊗ν(a))

par dé�nition de W ∗,

=
[
ρΛν(σν

−i(b
∗
2))(1⊗ σνi/2(b1))

]∗
(Λν′(Jνd∗1c

∗
1Jν)⊗ (1⊗ d∗2c∗2)Λν′⊗ν(a))

d'après le lemme 7.7.4,
= (d∗2c

∗
2Λν(a2)|Λν(σν−i(b∗2))) Λν′(Jνd∗1c

∗
1Jν)⊗ σν−i/2(b

∗
1)Λν′(Jνa1Jν)

= ν(d∗2c
∗
2a2b2) JνΛν(d∗1c

∗
1)⊗ JνΛν(a1b1)

Par conséquent, d'après la dé�nition de G, on a :
G [ν(d∗2c

∗
2a2b2) JνΛν(d∗1c

∗
1)⊗ JνΛν(a1b1)]

= G(λβ,αΛν(σν
i/2

(b1))⊗Λν(σν
−i(b

∗
2)))

∗W ∗(Λν′⊗ν(a) α⊗β̂
νo

Λν′⊗ν((Jνd∗1Jν ⊗ d∗2)c∗))

= (λβ,αΛν(σν
i/2

(d1))⊗Λν(σν
−i(d

∗
2)))

∗W ∗(Λν′⊗ν(c) α⊗β̂
νo

Λν′⊗ν((Jνb∗1Jν ⊗ b∗2)a∗))

= ν(b∗2a
∗
2c2d2) JνΛν(b∗1a

∗
1)⊗ JνΛν(c1d1)

Comme G est anti-linéaire, on obtient :
G [JνΛν(d∗1c

∗
1)⊗ JνΛν(a1b1)] = [JνΛν(b∗1a

∗
1)⊗ JνΛν(c1d1)]

donc G coïncide avec Σ(Fν ⊗ Fν). �
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La décomposition polaire de G = ID1/2 véri�e D = ∆−1
ν ⊗∆−1

ν et I = Σ(Jν ⊗ Jν). Ainsi, onpeut calculer les éléments de la décomposition polaire de l'antipode S :
τt = σν

′
−t ⊗ σνt et R = ς ◦ (βν ⊗ βν)

pour tout t ∈ R. On remarque que τ laisse invariant ν ′ ⊗ ν (la structure est unimodulaire).

7.7.8 Corollaire � On a D(S) = D(σν
′

i/2) ⊗ D(σν−i/2) et pour tous e,m ∈ D(σνi/2), on a
S(JνeJν ⊗m∗) = Jνσ

ν
i/2(m)Jν ⊗ σν−i/2(e

∗).

On peut véri�er aussi l'expression de S en fonction de W dans le corollaire suivant :

7.7.9 Corollaire � On a (id ∗ ωξ,η)(W ) ∈ D(S) et S((id ∗ ωξ,η)(W )) = (id ∗ ωξ,η)(W ∗) pour
tous ξ, η ∈ D(α(H ⊗H), ν) ∩D((H ⊗H)β̂ , ν

o).

Démonstration : Soient ζ, η ∈ H et e,m ∈ D(σνi/2). Alors, on a :
S((id ∗ ωζ⊗JνΛν(e),η⊗Λν(m))(W )) = S((ζ|η)JνeJν ⊗m∗)

d'après la relation 7.7.1,
= (ζ|η)Jσνi/2(m)J ⊗ σν−i/2(e

∗)

d'après l'expression précédente de S,
= (id ∗ ωζ⊗JνΛν(e),η⊗Λν(m))(W

∗)

d'après la relation 7.7.1.
La fermeture de S permet de conclure. �

7.7.b La structure duale

On peut déterminer la structure duale du groupoïde quantique des paires. On rappelle que
α est la représentation et β̂ est l'antireprésentation qui correspondent.

7.7.10 Proposition� On a (ωΛν(y)⊗η,ζ⊗JνΛν(e)∗id)(W ) = 1⊗Jνe∗Jνρ∗ζΣρηy pour tous e, y ∈ Nν
et tous η, ζ ∈ H.

Démonstration : On se place dans les conditions de l'énoncé. Pour tous Ξ ∈ H⊗H, ξ ∈ H
et m ∈ Nν , on a :

((ωΛν(y)⊗η,ζ⊗JνΛν(e) ∗ id)(W )Ξ|ξ ⊗ Λν(m))

= ([Λν(y)⊗ η] β⊗α
ν

Ξ|W ∗([ζ ⊗ JνΛν(e)] α⊗β̂
νo

[ξ ⊗ Λν(m)]))

= ((1⊗ y)Ξ⊗ η|ξ ⊗ ζ ⊗mJνΛν(e))
d'après l'expression de W ∗,

= (Ξ⊗ η|ξ ⊗ y∗ζ ⊗ JνeJνΛν(m))
= ((1⊗ ρη)Ξ|(1⊗ Σρy∗ζJνeJν)(ξ ⊗ Λν(m)))
= ((1⊗ Jνe∗Jνρ∗ζΣρηy)Ξ|ξ ⊗ Λν(m))

ce qu'il fallait démontrer. �
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7.7.11 Corollaire � On a M̂ ′ ⊗M = 1⊗ L(H).

Démonstration : On rappelle que, par dé�nition,
M̂ ′ ⊗M =< (ωΞ1,Ξ2 ∗ id)(W ) |Ξ1 ∈ D((H ⊗H)β, νo),Ξ2 ∈ D(α(H ⊗H), ν) >−w

et on remarque que L(H)⊗ 1 ⊂ α(M)′ ∩ β(M)′. On prouve, d'abord, que M̂ ′ ⊗M ⊂ 1⊗L(H).
Soient Ξ ∈ H, η ∈ H et m ∈ Nν . Pour tout x ∈ L(H), on a :

([1⊗ 1] β⊗α
ν

[x⊗ 1])W ∗(Ξ α⊗β̂
ν

[η ⊗ JνΛν(m)])

= ([1⊗ 1] β⊗α
ν

[x⊗ 1])I∗(η ⊗ (1⊗m)Ξ)

= I∗(xη ⊗ (1⊗m)Ξ)
= W ∗(Ξ α⊗β̂

ν

[xη ⊗ JνΛν(m)])

= W ∗([1⊗ 1] β⊗α
ν

[x⊗ 1])(Ξ α⊗β̂
ν

[η ⊗ JνΛν(m)])

Par suite, on obtient ([1⊗1] β⊗α
ν

[x⊗1])W ∗ = W ∗([1⊗1] β⊗α
ν

[x⊗1]) pour tout x ∈ L(H).
D'où on tire que :

M̂ ′ ⊗M ⊂ (L(H)⊗ 1)′ = 1⊗ L(H)

On prouve alors l'inclusion inverse. D'après la proposition précédente, on constate que, pour
tous v, w ∈ H, on a :

(ωΛν(y)⊗η,ζ⊗JνΛν(e) ∗ id)(W )(v ⊗ w) = (1⊗ Jνe∗Jν)ρ∗y∗ζ(1⊗ Σ)ρη(v ⊗ w)

= v ⊗ (w|y∗ζ)Jνe∗Jνη

et par conséquent :
M̂ ′ ⊗M ⊃< ωΛν(y)⊗η,ζ⊗JνΛν(e) ∗ id)(W ) | η, ζ ∈ H, e, y ∈ Nν >−w

=< 1⊗ p | p projection de rang 1 >−w

= 1⊗ L(H)

�

On véri�e que (M ′⊗M)∩M̂ ′ ⊗M = 1⊗M = α(M). On peut calculer alors le coproduit dual
donné par Γ̂(m̂) = σνoW (m̂ β⊗α

ν
1)W ∗σν pour tout m̂ ∈ M̂ ′ ⊗M . On utilise l'identi�cation

suivante :
Φ : 1⊗ L(H) 7→ L(H)

1⊗ x→ x

qui est implémentée par λe où e ∈ H est un vecteur de norme 1. On sait alors que Φ β̂?α
ν

Φ est
l'identi�cation entre [1⊗ L(H)] β̂⊗α

ν

[1⊗ L(H)] et L(H) βν?id
ν
L(H) ' L(H).

7.7.12 Proposition � On a W ∗σν(λe βν⊗id
ν

λe) = I∗(λe ⊗ λe)Iν pour tout vecteur e ∈ H de

norme 1.

Démonstration : Soient m ∈ Nν et η ∈ H. On a alors :
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W ∗σν(λe βν⊗id
ν

λe)(Λν(m) βν⊗id
ν

η) = W ∗σν([e⊗ Λν(m)] β̂⊗α
ν

[e⊗ η])

= W ∗([e⊗ η] α⊗β̂
νo

[e⊗ Λν(m)])

= I∗(e⊗ e⊗mη)
= I∗(λe ⊗ λe)Iν(Λν(m) βν⊗id

ν
η)

�

7.7.13 Corollaire � On a (Φ β̂?α
ν

Φ) ◦ Γ̂ ◦ Φ−1(x) = I∗νxIν pour tout x ∈ L(H).

Démonstration : Soient x ∈ L(H) et e ∈ H un vecteur de norme 1. Alors :

(Φ β̂?α
ν

Φ) ◦ Γ̂ ◦ Φ−1(x) = (λ∗e βν⊗id
ν

λ∗e)σνoW ([1⊗ x] β̂⊗α
ν

[1⊗ 1])W ∗σν(λe βν⊗id
ν

λe)

= I∗ν (λ
∗
e ⊗ λ∗e)I([1⊗ x] β̂⊗α

ν

[1⊗ 1])I∗(λe ⊗ λe)Iν

= I∗ν (λ
∗
e ⊗ λ∗e)(1⊗ 1⊗ x)(λe ⊗ λe)Iν

= I∗νxIν

d'après la proposition 7.7.2. �

On détermine alors le poids dual.

7.7.14 Lemme � On a Λ̂((ωΞ,Λν(m)⊗JνΛν(e) ∗ id)(W )) = (m∗ ⊗ Jνe∗Jν)Ξ pour tous m, e ∈ Nν et
Ξ ∈ D((H ⊗H)β , νo).

Démonstration : Soient m1,m2 ∈ Nν . Alors, on a :
(Λ̂((ωΞ,Λν(m)⊗JνΛν(e) ∗ id)(W ))|Λν′⊗ν(Jνm1Jν ⊗m2))

= ωΞ,Λν(m)⊗JνΛν(e)(Jνm
∗
1Jν ⊗m∗

2)

= ((Jνm∗
1Jν ⊗m∗

2)Ξ|Λν(m)⊗ JνΛν(e))
= (Ξ|mJνΛν(m1)⊗ JνeJνΛν(m2))
= ((m∗ ⊗ Jνe∗Jν)Ξ|Λν′⊗ν(Jνm1Jν ⊗m2))

�

7.7.15 Proposition � On a T̂L = id ⊗ Eν′ où Eν′ est le poids opératoriel de L(H) vers M
obtenu à partir du poids ν ′.

Démonstration : Soient m, e, y ∈ Nν et η ∈ H. On calcule d'une part :
||Λ̂((ωΞ,Λν(m)⊗JνΛν(e) ∗ id)(W ))||2 = ||m∗Λν(y)⊗ Jνe∗Jνη||2

d'après le lemme précédent,
= ||Jνe∗Jνη||2||Λν(m∗y)||2
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D'autre part, on a :
||Λ̂((ωΞ,Λν(m)⊗JνΛν(e) ∗ id)(W ))||2

= Φ̂(ρ∗η(1⊗ Σ)ρy∗Λν(m)(1⊗ JνeJν)(1⊗ Jνe∗Jν)ρ∗y∗Λν(m)(1⊗ Σ)ρη)

d'après la proposition 7.7.10,
= ||Jνe∗Jνη||2Φ̂(1⊗ (Λν(m∗y)⊗ Λν(m∗y)))

où ξ ⊗ ξ est l'opérateur de L(H) qui associe à v le vecteur (v|ξ)ξ.
On déduit donc que, si ξ ∈ D(Sν), alors :

Φ̂(1⊗ (ξ ⊗ ξ)) = ||Sνξ||2 = (∆νξ|ξ)

= (
dν
dν ′ ξ|ξ)

= ν(θν
′
(ξ, ξ))

= ν ◦ Eν′(ξ ⊗ ξ)
= ν ◦ α−1 ◦ T̂L(1⊗ (ξ ⊗ ξ))

�

On dispose aussi des formules suivantes, pour tous x ∈ L(H) et t ∈ R :
R̂(1⊗ x) = 1⊗ Jνx∗Jν et τ̂t(1⊗ x) = 1⊗∆it

ν x∆
−it
ν

Le poids opératoriel invariant à droite est donné par T̂R = R̂ ◦ T̂L ◦ R̂ = (id⊗ Eν).

Remarque � Cet exemple est en fait issu de l'inclusion d'algèbres de von Neumann :
C ⊂M ⊂ L(L2(M)) ⊂ L(L2(M))⊗M ⊂ ..

On renvoie à [Eno00].

7.8 Opérations sur les groupoïdes quantiques mesurés.

7.8.a Somme de groupoïdes quantiques mesurés

Le fait qu'une réunion de groupes n'est pas, en général, un groupe entraîne que la somme
de deux groupes quantiques localement compacts n'est pas un groupe quantique localement
compact. La catégorie des groupoïdes est, quant à elle, stable par réunion et on obtient une
propriété correspondant à ce fait au niveau des groupoïdes quantiques mesurés : une somme
quelconque de groupoïdes quantiques mesurés est un groupoïde quantique mesuré de manière
naturelle.

7.8.1 Proposition� Soit (Ni,Mi, αi, βi,Γi, νi, T iL, T
i
R)i∈I une famille de groupoïdes quantiques

mesurés. Alors, si on identi�e
⊕

i∈IMi β?α
Ni

Mi avec
(⊕

i∈IMi

)
β?α⊕
i∈I Ni

(⊕
i∈IMi

)
, on a :

(
⊕
i∈I

Ni,
⊕
i∈I

Mi,
⊕
i∈I

αi,
⊕
i∈I

βi,
⊕
i∈I

Γi,
⊕
i∈I

νi,
⊕
i∈I

T iL,
⊕
i∈I

T iR)

où les opérateurs agissent de manière diagonale, est un groupoïde quantique mesuré.
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En particulier, la somme de deux groupes quantiques localement compacts avec des scalaires
d'échelle di�érents (cf. [VV03] pour des exemples) produira un groupoïde quantique mesuré avec
un opérateur d'échelle non scalaire.
7.8.b Produit tensoriel de groupoïdes quantiques mesurés

Le produit de deux groupes correspond au produit tensoriel de deux groupes quantiques. De
la même manière, on a :

7.8.2 Proposition � Soient (N1,M1, α1, β1,Γ1, ν1, T
1
L, T

1
R) et (N2,M2, α2, β2,Γ2, ν2, T

2
L, T

2
R)

deux groupoïdes quantiques mesurés. Alors, si on identi�e (M1 β1?α1

N1

M1) ⊗ (M2 β2?α2

N2

M2)

avec (M1 ⊗M2) β1⊗β2?α1⊗α2

N1⊗N2

(M1 ⊗M2), on a :

(N1 ⊗N2,M1 ⊗M2, α1 ⊗ α2, β1 ⊗ β2,Γ1 ⊗ Γ2, ν1 ⊗ ν2, T
1
L ⊗ T 2

L, T
1
R ⊗ T 2

R)

est un groupoïde quantique mesuré.

Démonstration : Aisée. �

7.8.c Intégrale directe de groupoïdes quantiques mesurés

Dans ce chapitre X désigne un espace localement compact est σ-compact et µ une mesure de
Borel sur X. On renvoie à [Tak03] pour la description de la théorie des intégrales hilbertiennes.

7.8.3 Proposition � Soit (Np,Mp, αp, βp,Γp, νp, T
p
L, T

p
R)p∈X une famille de groupoïdes quan-

tiques mesurés. Si
∫ ⊕
XMp β?α

Np

Mp dµ(p) et
(∫ ⊕

XMp dµ(p)
)

β?α∫⊕
X Np dµ(p)

(∫ ⊕
XMp dµ(p)

)
sont iden-

ti�ées, on a :

(
∫ ⊕

X
Np dµ(p),

∫ ⊕

X
Mp dµ(p),

∫ ⊕

X
αp dµ(p),

∫ ⊕

X
βp dµ(p), ...

...

∫ ⊕

X
Γp dµ(p),

∫ ⊕

X
νp dµ(p),

∫ ⊕

X
T pL dµ(p),

∫ ⊕

X
T pR dµ(p))

est un groupoïde quantique mesuré.

Démonstration : Laissée au lecteur. �

Une intégrale directe de groupes quantiques est donc un groupoïde quantique mesuré. On
renvoie à [Bla96] pour des exemples. Dans ce cas, la base est L∞(X) et α = β = β̂. L'unitaire
fondamental est alors un unitaire d'un espace dans lui-même et peut-être interprété comme un
champ d'unitaires multiplicatifs.
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