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Chapitre 1

INTRODUCTION

1.1 Historique.

1.1.1 La théorie des groupes quantiques a connu des développements importants ces derniéres
années dans le cadre des algébres d’opérateurs et elle est au centre de recherches intenses a ’heure
actuelle. Cette théorie, dont le but essentiel est d’expliquer la dualité des groupes, a bénéficié de
nombreuses contributions : [KaV74|, [Wor88|, [ES89], [MN91|, [BS93|, [Wor95|, [Wor96|, [VDa9§|,
[KV00]. Le travail de J. Kustermans et S. Vaes est & ce propos capital : ils ont proposé une défini-
tion simple pour les groupes quantiques localement compacts dans [KV00]. Leur théorie élégante
regroupe tous les exemples connus (groupes localement compacts, groupes quantiques compacts
[Wor95], le groupe quantique « ax + b »[Wor01], [WZ02], les algébres de Woronowicz [MN91]...)
et étend la dualité de ces objets. Les principaux atouts de cette théorie sont, d’une part, le peu
d’axiomes & vérifier pour obtenir un groupe quantique et, d’autre part, la grande maniabilité de
tels objets qui a permis de développer la théorie dans de nombreuses directions (la théorie des
actions de groupes localement compacts dans [VaeOlb], la théorie des coreprésentations induites
dans |Kus02|, la construction des biproduits croisés a cocycle dans [VV03]). Ils ont complété leur
travail en donnant une version des groupes quantiques localement compact dans le cadre des
algebres de von Neumann (JKV03]).

1.1.2 Les groupes qui interviennent en géomeétrie sont plus naturellement définis par leurs actions
que par une définition algébrique. La catégorie des groupoides contient les groupes, les actions
de groupes et les relations d’équivalence. Ce concept a été utilisé par G.W Mackey et P. Hahn
([Mac66]|, |[Hah78a| et [Hah78b|), dans une version mesurée, pour faire un lien entre la théorie des
groupes et la théorie ergodique. Une version dans le cas localement compact et le point de vue
des algebres d’opérateurs ont été introduits et étudiés par J. Renault dans [Ren80] et [Ren97].
Cette théorie posséde beaucoup d’exemples intéressants en géométrie différentielle ([Co94]), en
particulier le groupoide d’holonomie d’un feuilletage.

1.1.3 La notion de bimodule de Hopf introduite par J.M Vallin dans [Val96| permet d’obtenir
une dualité pour les groupoides. Une question naturelle est de savoir si on peut construire une
catégorie, contenant les groupes quantiques et les groupoides, avec une dualité qui étendrait celle
des catégories précédentes. Toute réunion disjointe de groupoides est un groupoide, et donc, une
stabilité par somme directe de cette catégorie devrait étre vérifiée.

7



8 INTRODUCTION

1.1.4 La dualité dans le cas des groupes quantiques repose essentiellement sur un unitaire fon-
damental possédant la propriété de multiplicativité mise en valeur par S. Baaj et G. Skandalis
[BS93]. Une généralisation de cette notion a été formulée par J.M Vallin : les unitaires pseudo-
multiplicatifs. Dans [Val00], J.M Vallin exhibe, dans le cas des bimodules de Hopf issus des
groupoides, un unitaire fondamental pseudo-multiplicatif. Notons que techniquement ces notions
reposent sur la théorie des produits tensoriels relatifs de J.L. Sauvageot (ou « fusion des bimo-
dules »d’A. Connes).

1.1.5 Dans le cadre des inclusions d’algébres de von Neumann de profondeur 2, M. Enock et J.M
Vallin puis M. Enock mettent en évidence deux structures duales I'une de l'autre qui peuvent
étre considérées comme des groupoides quantiques. Ils utilisent les notions de bimodule de Hopf
et d’unitaire pseudo-multiplicatif. A ce stade, il apparait que la théorie modulaire sur la base
(équivalent des unités pour les groupoides) n’est pas triviale et qu’'une simple généralisation des
axiomes des groupes quantiques ne peut pas suffire pour construire la catégorie des groupoides
quantiques : il faut ajouter un axiome de type modulaire sur la base ([Eno00|) i.e pour faire les
constructions, on doit utiliser un poids particulier sur la base.

1.1.6 Dans [Eno02], M. Enock étudie en détail la notion d’unitaire pseudo-multiplicatif et in-
troduit une notion de régularité analogue a celle de S. Baaj et G. Skandalis. Dans le cadre des
groupes quantiques, I'unitaire fondamental est faiblement régulier et maniable au sens de Wo-
ronowicz. Dans une théorie des groupoides quantiques, I'unitaire fondamental devra vérifier une
telle condition. En outre, M. Enock définit et étudie dans ce méme article des objets qui corres-
pondent a des « groupoides quantiques de type compact (resp. discret) ». De la méme maniére,
ces exemples doivent entrer dans la théorie générale.

1.1.7 Notons que déja beaucoup de travaux ont été menés sur les groupoides quantiques mais
essentiellement en dimension finie. Il faut citer a ce propos les C*-algebres de Hopf faibles intro-
duites par G. Bohm, F. Nill et K. Szlachanyi [BNS99|, [BSz96|, puis étudiées par F. Nill et L.
Vainerman |Nik02|, [Nil98|, [NV00], [NV02]. J.M Vallin a développé une théorie des groupoides
quantiques en dimension finie en s’appuyant sur les isométries partielles multiplicatives [ValO1],
[Val02|. Il a montré que sa théorie correspondait exactement aux C*-algébres de Hopf faibles.

1.2 Objectifs et Méthodes.

Dans ce travail, on propose une définition pour les groupoides quantiques mesurés en di-
mension quelconque. Le qualificatif « mesuré »signifie que les objets qu’on étudie sont dans un
cadre d’algebres de von Neumann et que 'existence de ’analogue d’une « mesure »est a-priori
supposée. On utilise une approche similaire & la théorie de J. Kustermans et S. Vaes qui se
préte bien & la généralisation. On emploie la formalisme des bimodules de Hopf et des unitaires
pseudo-multiplicatifs. On développe alors la théorie avec l'objectif de construire un dual et un
théoréme de bidualité.
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1.3 Plan.

1.3.8 Aprés avoir présenté les outils et les techniques qui seront utilisés, on rappelle les définitions
des objets qui interviendront au long du travail. On commence par associer a tout bimodule de
Hopf muni de poids opératoriels invariants un unitaire pseudo-multipicatif. Cet unitaire concentre
I'information de la structure, dans le sens ot on peut reconstruire 1’algébre de von Neumann
sous-jacente et le coproduit a partir de cette donnée. On définit alors les groupoides quantiques
mesurés comme tout bimodule de Hopf muni de poids opératoriels invariants adaptés dans un
sens qu’on précisera. Cette hypothése correspond au choix d’'un poids particulier sur la base
pour les constructions qui est du méme type que la condition de poids adapté pour les inclusions
d’algebres de von Neumann de profondeur 2.

1.3.9 A l’aide de cet axiome supplémentaire, on construit alors les éléments caractéristiques de la
structure : d’abord une antipode S dont la décomposition polaire est fournie par une coinvolution
R et un groupe & un paramétre d’automorphismes qu’on appelle groupe d’échelle 7. On montre
en particulier que S, R et 7 ne dépendent pas des poids opératoriels invariants. Dans le chapitre
5, on introduit un module, qui correspond au module dans le cas des groupoides, et 'opérateur
d’échelle, qui est affilié¢ & I’hypercentre du bimodule de Hopf. Ces deux objets proviennent du
cocycle de Radon-Nikodym du poids invariant & droite par rapport au poids invariant a gauche
via la généralisation du théoréme de Radon-Nikodym (|VaeOla| proposition 5.2). C’est donc
I’existence d’un poids convenable sur la base N qui permet de construire le module. Dans le cas
des groupoides, c’est aussi I’existence d'une mesure convenable sur G° qui permet de construire
le module. L’opérateur d’échelle est I'objet correspondant au facteur d’échelle dans le cas des
groupes quantiques localement compacts. On est aussi en mesure de prouver l'unicité du poids
opératoriel invariant & un élément du centre de la base prés.

1.3.10 En s’inspirant toujours des travaux de J. Kustermans et S. Vaes, on construit un objet
dual, grace a 'unitaire fondamental et & une hypothése supplémentaire qui est vérifiée dans de
nombreux cas. L’objet dual vérifie les axiomes des groupoides quantiques mesurés si, et seulement
si la base IV est semifinie. Notons que dans ce cas, I’hypothése supplémentaire est automatique-
ment vérifiée. On est donc malheureusement encore loin d’une théorie achevée : il manque une
caractérisation, dans le cas général, des objets duaux, et la construction du foncteur inverse de
dualité.

1.3.11 On dispose maintenant de nombreux exemples de groupes quantiques localement com-
pacts grace, entre autres, a des exemples de Woronowicz [Wor91], [Wor(01], [WZ02], [Wor87| et
a une procédure de construction due & S. Vaes et L. Vainerman & partir de produits bicroisés
a cocycle [VV03]). La théorie des groupoides quantiques mesurés posséde d’emblée également
de nombreux exemples : les groupoides, les C*-algebres de Hopf faibles, les groupes quantiques,
les groupoides quantiques de type compact (resp. discret)... qu’on caractérise dans la théorie
générale (la caractérisation des groupoides comme groupoides quantiques mesurés dont ’algebre
de von Neumann sous-jacente est abélienne sera démontrée ultérieurement). Remarquons que
les inclusions d’algeébres de von Neumann de profondeur 2 n’entrent dans ce cadre que d’une
maniére imparfaite : il y a une erreur dans ([Eno00], 4.1) et le résultat n’est démontré que dans
le cas ou la base est, 1a aussi, semifinie ; toute cette théorie devra étre reprise dans le cadre d’une
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théorie des actions et produits croisés de groupoides quantiques mesurés. Finalement, on s’assure
de la stabilité des groupoides quantiques mesurés par somme directe et produit tensoriel fini.
Ces propriétés, qu’il est naturel d’attendre, permettent de construire de nouveaux exemples de
groupoides quantiques mesurés a partir de ceux déja connus : on peut, entre autres, exhiber des
groupoides quantiques avec des opérateurs d’échelle non scalaires.

1.4 Commentaires.

La définition des groupes quantiques localement compacts relativement simple serait meilleure
si Pexistence des poids invariants n’était pas supposée mais était un théoréme comme le théo-
réeme de Haar dans le cas des groupes localement compacts. Un tel théoréeme d’existence semble
encore loin d’étre obtenu méme s’il faut noter quelques premiéres investigations dans ce sens
(au niveau des groupes quantiques) et quelques premiers résultats obtenus par A. Van Daele
[VDa95|, [VDa01|. Dans tous les cas, il s’agit d’'un probléme difficile. En revanche, ce théoréme
d’existence n’existe pas pour les groupoides (méme localement compacts), et il semble donc que
cette objection, naturelle pour la théorie des groupes quantiques & son état actuel, ne concerne
pas la théorie des groupoides quantiques.

Le principal travail qui doit poursuivre cette étude concerne certainement la caractérisation
des objets duaux pour obtenir une dualité dans le cas ot la base n’est plus semifinie. On peut aussi
envisager le développement d’une théorie des groupoides quantiques algébriques dans 1’esprit de
[VDa98] et [KVDIT].



Chapitre 2

PRELIMINAIRES

2.1 Les poids [Str81], [Tak03].

Soit N une algébre de von Neumann et soit ¢ un poids normal, semifini, fidéle sur IV ; on
note Ny, My, Hy, Ty, Ay, Jy, Ay,... les objets canoniques de la théorie de Tomita-Takesaki
construits & partir de .

2.1.1 DEFINITION — On introduit ’algébre involutive de Tomita pour v définie et notée
par :

Ty = {x € Ny N Nj| @ est analytique par rapport & o et 0¥ (x) € Ny NN pour tout z € C}

On dispose alors, d’apres ([Str81], 2.12), du résultat d’approximation suivant :

2.1.2 LEMME — Pour tout x € Ny, il existe une suite (z,)nen d’éléments de Ty telle que :

i) |lznl] < ||x|| pour tout n € N;
i) (zn)nen converge vers x pour la topologie forte ;

1) (Ay(2n))nen converge vers Ay(x) pour la topologie de la norme de H,y.

De plus, six € Ny NN, on a :

i) (xn)nen converge vers x pour la topologie *-forte ;

iiv) (Ay(z),))nen converge vers Ay (x*) pour la topologie de la norme de Hy.

2.2 Les poids opératoriels de Haagerup [Str81], [Tak03].

On rappelle ici les définitions élémentaires concernant les poids opératoriels pour fixer les
notations. On renvoie a [Str81], & [Tak03] et & [EN96| (définitions et propriétés).

2.2.1 DEFINITION — Soit M une algébre de von Neumann. La partie étendue positive Mt
de M est I’ensemble des fonctions m : M}t — [0, +oo] telles que :

11



12 PRELIMINAIRES

i) m(¢ +¢) =m(¢) +m(y) (¢,¢ € MS);
ii) m(Ag) = Am(¢) (¢ € MF,A=>0);

iii) m est semicontinue inférieurement.

2.2.2 DEFINITION — Soient M une algébre de von Neumann et N C M une sous algébre de von
Neumann. Un poids opératoriel sur M & valeurs dans N est une application T : M+ — NT
telle que :

i) T(a+b) =T(a)+T(b) (a,be M+);
ii) T(Aa) =AT(a) (a€e M*T,X>0);
iii) T(y*ay) =y*T(a)y (a € MT,y € N).

On définit alors 'ensemble Np = {z € M /T(z*z) € N*} puis Pensemble My = NFNT de
maniére tout & fait analogue au cas des poids. On définit aussi la normalité, la semifinitude et la
fidélité...

Dans les conditions de la définition précédente et en supposant le poids opératoriel T' normal,
semifini et fidéle, si ¢ désigne un poids normal, semifini et fidéle sur N, alors on peut définir un
poids ¥ o T normal, semifini et fidéle sur M de maniére naturelle.

On rappelle alors le théoréme 10.6 de [EN96] :

2.2.3 PROPOSITION — Soient N C M wune inclusion d’algébres de von Neumann, T un poids
opératoriel sur M a valeurs dans N normal semifini et fidéle et v un poids normal, semifini et
fidéle sur N. Alors on a :

i) pour tous x € Nt et a € Ny, za appartient a No N Nyor ; de plus, Uapplication qui a Ay(a)
associe Ayor(ra) peut étre prolongée en un élément Ap(x) de Hompyo(Hy, Hyor) ; de plus,
A7 est un morphisme de M — N-bimodules de N7 dans HomNo(Hw,H¢oT) ;

i) Uidéal No N Nyor est faiblement dense dans M et lespace Aypor (N7 NNyor) est dense dans

Hyor ; le sous espace Aypor (N7 N Nyor NN HNJOT) est un ceur pour Ailp/OQT ; le sous espace
Ar(N7) est dense dans Hompyo(Hy, Hyor) pour la s-topologie définie dans ([BDHS88/, 1.3) ;

i) pour tous x € Ny et z € Np N Nyor, on a T(x*z) € Ny et Ap(x)*Ayor(2) = Ay(T(2*2));

w) Pour tous x,y € N, on a Ar(y)*Ar(z) = my(T(z*y)) et ||Ar(2)|| = ||T(z*2)||"/2. De plus,
A7 est injective.

On rappelle aussi le lemme 10.12 de [EN96] :

2.2.4 PROPOSITION — Soient N C M wune inclusion d’algébres de von Neumann, T un poids
opératoriel sur M a wvaleurs dans N mormal semifini et fidéle, ¢ un poids normal, semifini et
fidele sur N et v € Mq N Myor. Alors les éléments x,, définis par :

+oo
n
Ty = \/7/ e_"tQUf)OT(:U) dt
™ —00

appartiennent & M7 N Myor, sont analytiques par rapport a 1 oT et convergent fortement vers
x en étant bornés en norme par ||z||. De plus, Ayor(wn) convergent vers Ayor(z) et, pour tout

zeC, U?OT(azn) appartiennent a My N Myor.
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2.2.5 DEFINITION — On introduit ’algébre involutive de Tomita pour ¢yoT = ® et T définie
et notée par :

Tor = {x € NeNNGNNTNN;| = analytique suivant o et Vz € C o2 (x) € N NNGNNPONG}

D’apreés les rappels précédents, les résultats du lemme 2.1.2 sont vérifiés avec cette nouvelle
algébre de Tomita pour ¢ et T

2.3 La théorie spatiale [Co80], [Sau83b], [Tak03].

Soit « une représentation normale et non dégénérée de N sur un espace de Hilbert H. On
peut considérer de cette maniére H comme un N-module & gauche, on écrit alors H.

2.3.1 DEFINITION — [Co80] Un élément & de o H est borné pour ¢ s'il existe C € RT tel que,
pour tout y € Ny, on a ||a(y)|| < C||Ay(y)||. L’ensemble des éléments bornés pour ¢ se note

D(oH, ).

Si & € D(oH, 1), il existe un opérateur borné R*¥ (&) : Hy, — H, défini, pour tout y € Ny,
par la formule R*%(€)Ay(y) = a(y)E.

Cet opérateur appartient & Homy(Hy, H), c’est pourquoi, pour tous §,n € D(oH, ), on a
g (€,m) = ROV (E) RO (n)* € a(NY.

De plus, d’apres [Co80] (lemme 2), D(,H, ) est dense dans H, stable par a(NN)’, et 'espace
vectoriel engendré par les opérateurs %% (¢, n) est un idéal dense (faiblement) dans a(N)'.

Avec les mémes hypothéses, on a < &,1 >4 4= R®Y(n)*R*¥(£)* € my(N)'.

D’apres la théorie de Tomita-Takesaki, cette derniére algebre est égale & Jymy(N)Jy et donc
est anti-isomorphe & N (i.e isomorphe a ’algébre de von Neumann opposée N°). On considére
< &,1M >a, comme un élément de N et alors 'espace vectoriel engendré par ces opérateurs est
faiblement dense dans N°.

I existe une famille (1;);e; d’éléments de D(oH, 1) telle que >, ;0¥ (n;,m;) = 1 d’apres
[Co80] (proposition 3). Une telle famille est appelée une (N,v)-base de ,H. D’aprés [EN96]
(proposition 2.2), il est possible de construire une (N,)-base de o H telle que les opérateurs
RYY(&;) soient des isométries partielles de support final §%%(n;,1;) deux & deux orthogonaux et
telle que, si i # j, alors < 1;,7; >q4= 0. Par la suite, toutes les (N, v)-bases de oH considérées
seront ainsi.

Supposons maintenant qu’il existe une antireprésentation § de N sur H normale et non
dégénérée. On peut considérer de cette maniére H comme un N-module a droite, on écrit alors
Hpg. On peut aussi considérer 3 comme une représentation de N° normale et non dégénérée et
voir H comme un N°-module & gauche. On peut définir sur N° un poids ¥° normal, semifini,
fidele; on a alors Nyo = N et I'application de Hyo dans H,, définie, pour tout = € Ny, par la
formule (Ayo(z*) — JyAy(z)) permet d’identifier les espaces de Hilbert Hyo et Hy,.

Grace a ces remarques, 'ensemble D(Hg,1)°) des éléments de Hg bornés pour ¢° est donné
par {¢€ € H 3C < o0, ||B(5)€]| < Cl|Ay(y)|l, ¥y € Ny } et, pour tous ¢ € D(Hy, v°) et y € A,
I'opérateur borné R%¥"(¢) est donné par la formule R’ (€)J,Ay,(y) = B(y*)E.

Cet opérateur appartient & Homyo(Hy, H). De plus, D(Hg,v°) est dense dans H, stable
par B(N)'. Pour tous &, € D(Hg,1°), Vopérateur 05¥°(&,n) = ROY"(&)RP¥’ (n)* € B(N)' et
lespace vectoriel engendré par ces opérateurs est un idéal dense dans G(N)'; aussi le produit
scalaire a valeurs opératoriels < &,n >g yo appartient & my(N) qu’on identifie & N et I'espace
vectoriel engendré par ces opérateurs est un idéal dense dans N. En fait, d’aprés [Co80| (lemme
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4), on sait que < &, >g o€ My et d’apres [Sau83b| (lemme 1.5), on a Ay(< £, >gy0) =
ROY¥"(n)*€. Une (N°,4°)-base de Hg est une famille (¢;);e; d’éléments de Hg bornés pour 3°
telle que :

> 00(g,8) = 1. (2.3.1)

el

On a alors, pour tout & € D(Hpg,¥°), & = > .c; ROV (&)Ay(< & & >pyo). 1L est possible de
choisir les & de telle sorte que les R#Y°(€;) deviennent des isométries partielles de support final
0P (&;,€;), deux a deux orthogonaux et que < &,&; >g0= 0 si i # j. Les (N°,1°)-bases de
Hpg seront toujours choisies ainsi. Dans ces conditions, on a alors :

ROV (&) = 099 (&, &) RPY (&) = ROV (&) < &, & > ppe

2.3.2 PROPOSITION — ([Eno02], proposition 2.10) Soient N C M wune inclusion d’algébres de
von Neumann, et T un poids opératoriel normal, semifini et fidéle de M wvers N. Alors il existe
une famille (€;)icr dans Np N NG O Nyor ﬁ./\/;on telle que Ap(e;) sont des isométries partielles
vérifiant T(eje;) = 0 si i # j et de support final Ar(e;)Ar(e;)* des projections deuz a deuz
orthogonales de somme égale a 1. De plus, on a, pour tout i € I, e; = e;T(eje;), et, pour tout
x € NT :
Ap(x) = ZAT(ei)T(efx) et x= ZeiT(efx)
el el

ces deur sommes étant faiblement convergentes. Une telle famille sera appelée une base pour
(T,4°). Enfin, la famille (Ayor(e;))icr est une (N°,9°)-base de (Hyor)s ou s désigne lantire-
présentation qui a y € N associe Jyory™ Jyor.

2.4 Le produit tensoriel relatif [Co80], [Sau83b], [Tak03].

En utilisant les notations du paragraphe précédent, on appelle K un autre espace de Hilbert
sur lequel il existe une représentation v normale et non dégénérée de N. En suivant [Sau83b],
on peut considérer le complété séparé du produit tensoriel D(Hpg, ) ® K muni du pré-produit
scalaire donné, pour tous &1,& € D(Hg,9°) et n1,m2 € K, par :

(&1 Oml& ©n2) = (V(< &1, &2 >p,p0)01[02)

ou on a identifié N et my(N).

2.4.1 DEFINITION — On appelle produit tensoriel relatif de H par K au-dessus de (N, )
I'espace de Hilbert obtenu dans la construction précédente, et on le note H g®, K.

L’image de {&ndans H g®, K est notée{ g®,, 7. Il faut garder a ’esprit que, si on part d'un
¥ P

autre poids 1’ normal, semifini et fidéle, on obtient un autre espace de Hilbert, qui est isomorphe
canoniquement avec le premier ([Sau83b|, proposition 2.6). Cependant cet isomorphisme n’envoie

pas § g®y nsur § gy 0.
P P’

Pour tout ¢ € D(Hg,°), on définit 'application linéaire borneée :
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N7 K —H B%K

n—& @y 1
o

On a la relation ()\g"y)*)\g’v = v(< &€ >p.y40). D’apres [Sau83b| (définition 2.1), le produit
tensoriel relatif est aussi défini, si 1,8 € H et mi,m2 € D(, K, ), par la formule suivante :

(&1 Oml&2 ©m) = (B(< n1,m2 >q,0)E112)

Cette remarque permet de définir la volte :

Ud,:H 5®7K—>K 7®5H
%

1/)0
3 B8Ry =1 'y®6§
b p°

pour tout £ € D(Hg, 1) (resp. £ € H) et tout n € K (resp. n € D(,K,1)).
On définit, a partir de 14, une volte au niveau opératoriel :

o L(H 50y K) = LK ,®p H)
¥ Yo
X — O’wXO':L.
Si on part d’un autre poids 1’ normal, semifini et fidéle, on obtient des algébres de von

Neumann L(H g®, K), (resp. L(K ,®3 H)), isomorphes de maniére canonique aux algébres
w/ ,(plo
de von Neumann L(H g®+ K), (resp. L(K ,®g H)). Ces isomorphismes échangent ¢, et ¢y,
() ye
c’est pourquoi I’homomorphisme ¢y, peut étre noté ¢y sans référence au poids sur V.
Pour tout n € D(,K,1), on définit I'application linéaire bornée :

pot H — H B%,K

¢ B8Ry M.
b

On a la relation (,orﬂ,’w)*pg’7 = (< n,m >~4). D’apres [Sau83b| (remarque 2.2), on sait que,

siée Hne D(,K,¢¥)etye D(Ufiﬂ), alors d’une part 'y(afim(y)) laisse stable D(,K, 1)) et
d’autre part, on a :

By)¢ ,@% n=2¢ B%W (0¥ ;5 () (2.4.1)

On démontre ici une proposition utile concernant les produits tensoriels relatifs.

2.4.2 LEMME — Soit n € K. On suppose que, pour tous { € D(Hg,¢°), on a & s, n =0.
P
Alors n = 0.

DEMONSTRATION : Pour tous &,& € D(Hg,v°), on a :

V< E & >pp0)n = NN = (N (¢ 5% n) =0

Un argument de densité et de non dégénérescence permet de conclure que n = 0. |
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2.4.3 PROPOSITION — On suppose ici H # {0}. Soit K’ un sous espace vectoriel fermé de K tel
que y(N)K' C K'. Alors :

H p0, K=H 30, K = K=K
¥ ¥

DEMONSTRATION : Soit € K'*. Pour tous &,& € D(Hpg,¢°) et tout k € K', on a
(€ p®y k& s®yn) = (V(< & E >pu0)k|n) = 0. On en déduit que, pour tout &' € D(Hpg, ¥°),
¥ %

onaf sR,n€(H 32, K) =(H s, K)t=/{0}. Daprés le lemme précédent, on a n =0
(4 P Y

et, par suite, K = K'.
|

Soient = € B(N)' C L(H) et y € v(N) C L(K). D’apres [Sau83al, 2.3 et 2.6, il est possible
de définir naturellement un opérateur x g®., y sur H 3®, K. Si on part d'un autre poids

¢’ normal, semifini et fidéle, I'isomorphisme canonique entre H 3®, K et H s®., K envoie
P Y’
T g®y ysur r g®, y, c’est pourquoi on note cet opérateur x g®. y sans référence au poids 1.
,LZ)/

Supposons qu’il existe, en plus, une algébre de von Neumann P et une antireprésentation e
normale et non dégénérée de P sur K telle que €(P) C v(N). K est alors muni d’une structure
de N — P-bimodule, qu’on note ,K.. Si y € P, alors, d’aprés ce qui précéde, on peut définir
lopérateur 1y s®, €(y) sur H 3®, K et, de cette maniére, on définit une antireprésentation
normale et non dégénérée de P sur H 3®, K, notée encore €. Si H est un Q — N-bimodule,
alors H p®~ K devient un @) — P-bimodule (fusion des bimodules de Connes).

¥

Soient v un poids normal, semifini et fidele sur P et (L un P-module & gauche. Il est possible

de définir les espaces de Hilbert (H g®, K) ®¢ L et H g®y (K ®¢ L). On montre que ces
Y v Y v

deux B(N)" — ¢(P)'°-bimodules sont isomorphes. (La preuve donnée dans [Val96], lemme 2.1.3,
pour le cas N = P abélien est valide avec ces hypothéses plus générales). On parle d’associativité
du produit tensoriel relatif et on note alors H g®, K ®¢ L.

14

p
Si on rappelle l'identification canonique de Hy s®, K et K, en tant que N-modules a
(

gauche, donnée par (Ay(y) s®y n— v(y)n) pour tout y € Ny, alors, d’apres [EN9G], 3.10, on a
P
)\g’7 = RBY°(¢) 3®~ 1k et par conséquent :
()
AT = 05 (€, €) ﬂ% k. (2.4.2)

On rappelle ici la proposition 2.3 de [Eno02] :
2.4.4 PROPOSITION — Soit (&;)icr une (N°,1)°)-base de Hg. Alors :
i) pour tout £ € D(Hg,°) et tout n € K, on a :

§ p®yn= Z& By V(< & & >py0)n;
icl
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it) on a la décomposition suivante :

H ﬂ®’Y K - @(fz 18®'y FY(< £’L7€’L >/B:¢O>K)
(0 iel L4

Le présent alinéa détaille le cas de la dimension finie. Si H et K sont de dimension finie,
H 3®, K s’identifie avec un sous-espace de H® K. D’aprés [EV00], 2.4, la projection orthogonale
Y

sur H 3®, K appartient alors a 3(N) ® y(IN). On suppose, de plus, que N est de dimension
P

finie. On note Tr la trace canonique sur K qui vaut 1 sur les projecteurs minimaux et 7 = Tro~.
D’aprés [EV00], 2.4, il existe une projection eg, appartenant & G(NN) ® y(INV) telle quil existe
ne € Z(N)" et (id @ Tr)(eg) = B(n,). Soit d désigne la dérivée de Radon-Nikodym de 1 par
rapport a la trace 7. D’aprés [EV00], 2.4, et la proposition 2.7 de [Sau83b], pour tous ,n € H :

If c € a% n & @y y(d) P eg(B(no) 2 @ y(d)?n)

définit une application qui est un isomorphisme isométrique de S(IN)" — v(N)'°-bimodules entre
H z®, K et un sous-espace de H ® K, de support final eg .
Y

2.5 Le produit fibré [Val96], [EV00].

On utilise les notations précédentes. Soient M; une algébre de von Neumann sur H telle
que B(N) C M; et My une algébre de von Neumann sur K telle que v(N) € Ms. On note

M| p®, M) lalgébre de von Neumann engendrée par les éléments © g®+ y avec x € M| et
N N
y € M.

2.5.1 DEFINITION — On appelle produit fibré de M; par M> au-dessus de N le commutant
de lalgeébre M| s®., Mj dans L(H R, K). L’algebre de von Neumann ainsi obtenue est noté
N P

M1 By MQ.
N

11 est facile de vérifier que, si P; et P, sont des algébres de von Neumann vérifiant les mémes
relations avec N, on a :

i) (My gry Ma) N (PL gy Po) = (MiN Py) gy (Ma N Py);
N N N
1) SN(My gky Ma) = My kg M;;
N Neo
i) (MiOANY) 5@y (Ma (Vy(NY) € My ey Mo
N N
z'v) M1 Bk~ ")/(N) = (M1 ﬂ,B(N)I) g®7 1.
N N

Plus généralement, si 8 est un antihomomorphisme de N dans une algébre de von Neumann
M normal, non dégénéré et involutif et si v est un homomorphisme de N dans une algébre de
von Neumann Ms normal, non dégénéré et involutif, il est possible de définir une algébre de von

Neumann M; g My sans référence & un espace de Hilbert spécifique.
N
De plus, si 3 est un anti-homomorphisme de N dans une algébre de von Neumann P; normal,

non dégénéré, involutif et si 4" est un homomorphisme de N dans une algeébre de von Neumann



18 PRELIMINAIRES

P> normal, non dégénéré et involutif, si & est un homomorphisme normal et involutif de M;
dans P; tel que ® o 3 = 3 et si ¥ est un homomorphisme normal et involutif de My dans P tel
que W o~y =~/ il est possible de définir, d’apres [Sau83al, 1.2.4, un homomorphisme normal et
involutif ® By v M By My — P B/ *~ Ps.

N N N

Dans le cas ot K, est un N — P°bimodule, ¢L est un P-module, si v(N) C Ms, e(P) C M»
et si ((P) € Mz avec M3 une algebre de von Neumann sur L, on construit My gk (Mz k¢ M3)

N N
et (My gky M) ox¢ Ms. L'associativité du produit tensoriel relatif induit un isomorphisme
N N
entre ces produits fibrés et on note ainsi My gx, My ¢ M3 sans parentheses.

N N
Si M et M sont de dimension finie, alors on a M| ®, M) = (Igv)*(M{ ® ]\Jé)l'g7 et
v : :

M, 5;7 My = ([g’ﬁ)*(Ml ® MQ)IEIZ,Y qui s’identifie & I'algébre réduite de M; ® M> par eg,
d’apres [EV00], 2.4.

2.6 Les tranches [Eno00].

Dans ce paragraphe, on définit les applications tranches pour les produits fibrés en générali-
sant ce qui est bien connu pour les produits tensoriels usuels.
2.6.a Pour les formes normales

Soient A € My pgxy My et &1,& € D(Hg,1°). On définit un élément de My par :
N

(wWey 6 BZV id)(A) = (A?;V)*Akg’7
de sorte qu'on a ((we, 6, p*y 1d)(A)m(n2) = (A& @y m)l§2 pR, 12) pour tous 11,72 € K.
” ¥ ¥

De méme, on définit un opérateur de M; par :
(id B*y wmmz)(A) = (Pﬁf)*APTB,{W

Y
pour tous 71,12 € D(,K,1). On dispose d’une formule de Fubini i.e, pour tous &1, & € D(Hg,1°)
et N, M2 € D(’yKa w); on a:

uJ771,772((("}§1,§2 B*y Zd)(A)) = w§17§2((id B*y wTh,nz)(A))
» W
De maniére équivalente ([Eno00], proposition 3.3), pour tous wy € M, et k1 € RT tels que

w1 0 B < k11 et pour tous we € M;; et ko € RT tels que wo 0y < ko1, on a :

wa(wr gy id)(A)) = wi((id gy wn)(4))
P P

2.6.b Pour les espérances conditionnelles

Si P, est une algébre de von Neumann telle que v(N) C P, C My et si E est une espérance
conditionnelle de My sur P, normale et fidéle, on peut définir une espérance conditionnelle
normale et fidele (id gx, E) de My gxy My vers My g*~ Ps telle que, pour tout A € My gx, Mo

N N N N

ettouswEMf; et k1 € RT tels que wo 3 < k11, on a :

(W pxy id)(id pry E)(A) = E((w pxy id)(A))
¥ N ¥
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2.6.c Pour les poids

Si ¢1 est un poids opératoriel normal et semifini sur M1+ et si A est un élément positif dans

My gxy My, on peut définir un élément de la partie étendue positive de My, noté (¢1 gxy id)(A),
N ()
tel que, pour tout 1 € D(yL*(Ma), ), on a [|((¢1 gy id)(A))/29][2 = dr((id sry wn)(A)). De
() ()
plus, si ¢9 est un poids normal et semifini sur MQJr ,0n a:

P2((¢1 527 id)(A)) = ¢1((id 527 $2)(A))

Si (wj)ier est une famille croissante de formes normales telles que ¢1 = sup;cjw;, alors on a

(91 gy id)(A) = supi(w; p*y id)(A).
P P

2.6.d Pour les poids opératoriels

Soit P; une algébre de von Neumann telle que 3(N) C P, C M et soient ®; (i = 1,2)
des poids opératoriels normaux, semifinis, fideles de M;r vers EJF (suivant les notations de

[Str81]). Pour tout opérateur positif A € M; gk, My, il existe, d’aprés [Eno00], un élément
N
(@1 gy id)(A) de la partie étendue positive de P; gk, Mo tel que, pour tout & € L?(Py) et
N N

ne€ D(K,v),ona:

(@1 gy i) (ANY2(E 524 )l = [[[@1((id gy wi) (A))]V2€] 1P
N W ¥

Si ¢1 est un poids normal et semifini sur P;, on a :

(P10 Py gy id)(A) = (¢1 pHy id)(P1 gy id)(A)
N " N

On définit, de méme, un élément (id gx, ®2)(A) de la partie étendue positive de My gx, P et
N N

on a :

(id B q)g)((q)l B Zd)(A)) = (‘I)l B*~ ’Ld)((ld B*~ (I)g)(A))
N N N N

REMARQUE — On a vu qu’on pouvait identifier My gx, y(N) et My N G(N)'. 11 est facile de
N
vérifier, avec cette identification, que la tranche id gxy 1 o 71 (on suppose ici v injective) est

I'injection de M; px, v(N) dans M;. On peut voir sur cet exemple que, si ¢1 est un poids
N
normal, semifini et fidéle sur My, alors ¢1 gx id (qui est égal & ¢yjas,ng(vy) n'est pas semifini
N

en général.
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Chapitre 3

UNITAIRE
PSEUDO-MULTIPLICATIF
FONDAMENTAL

Dans toute la suite, on désigne par N et M des algébres de von Neumann, « (resp. 3) une
représentation (resp. antireprésentation) normale, non dégénérée et fideéle de N dans M. On
suppose que a(N) C S(N)'.

Dans ce chapitre, on rappelle les définitions de bimodule de Hopf et des poids opératoriels
invariants. Dans le cas d’'un bimodule de Hopf, s’il existe un poids opératoriel invariant & gauche et
un poids opératoriel invariant & droite, on construit un unitaire pseudo-multiplicatif fondamental.

3.1 Définitions.

3.1.1 DEFINITION — On appelle bimodule de Hopf de base N, tout quintuplet (N, M, «, 3,T")

ou I' désigne un homomorphisme involutif, injectif et normal de M dans M gx, M tel que, pour
N
tout z € N, on a :

i) T(B(x)) =1 5@% B(x);
i) T(a(z)) = a(z) pQa1;
N

iii) I' satisfait la relation (I' gxq id) oI' = (id g*o I') o I
N N

REMARQUE — Le fait que I' est un morphisme de bimodule permet de définir les opérateurs
(F B*a Zd) ol et (’Ld B*a F) ol
N N

Le quintuplet (N°, M, 3, a, sy oI") est un bimodule de Hopf appelé le symétrisé. On remarque

que, si N est abélien, « = § et I' = ¢y oI, alors le quintuplet (N, M, a, «,T") est égal a son
symétrisé : on dit alors qu’il s’agit d’un bimodule de Hopf symétrique.

3.1.2 DEFINITION — Soit (N, M, «, 3,T') un bimodule de Hopf. On dit qu'un poids opératoriel

21
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Ty, normal, semifini et fidele de M+ dans a(N )+ est invariant a gauche si :

(id gko Tp)T(2) =TL(z) 3®a 1 pour tout x € MJTFL
N N

De méme, on dit qu’un poids opératoriel T normal, semifini et fidéle de M+ dans B(N )+ est
invariant & droite si :

(Tr G%a id)['(z) =1 8®a Tr(x) pour tout x € M}_R
N N

On renvoie au dernier chapitre pour la présentation d’exemples. Dans cette partie, on se donne
un bimodule de Hopf (N, M, «, 3,T") muni de deux poids opératoriels Ty, (resp. Tr) normaux,

semifinis et fidéles de M dans a(N )+ (resp. B(N )+) invariants a gauche (resp. droite).

3.1.3 DEFINITION — On appelle coinvolution de M tout *-anti-automorphisme R de M tel que

Roa=f3, R*=id et syoo (R gxo R)oT' =ToR.
N

REMARQUE — Si T, est un poids opératoriel normal, semifini et fidéle de M™ vers (N)Jr
invariant a gauche et si R est une coinvolution de M, alors Ro Ty o R est un poids opératoriel

normal, semifini et fidele de M vers 3(N )Jr invariant a droite. Ce point est trés utile pour
I’étude des exemples. On note aussi que, R est un anti-isomorphisme de bimodule de Hopf entre
le bimodule et son symétrisé.

Soit p un poids normal, fidéle, semifini sur N. On note :
d=poaltoT et W=pof toTy
On observe que, dans ces conditions, on a, pour tout z € M7 :

(id gra ®)T(z) = Tp(x) et (¥ grq id)D(z) = Tr(z)
B B

Si H désigne un espace de Hilbert sur lequel M agit, alors N agit aussi sur H par « et 3.
On note encore « (resp. 3) la (resp. anti-) représentation de N sur H.

3.2 Construction de ’isométrie fondamentale.

3.2.1 DEFINITION — On définit les applications B et & par :
B:N — L(Hg) et &: N — L(Hy)
x — Jepa(z")Je x— Jyf(z*)Jy

Alors 3 (resp. &) est une antireprésentation (resp. représentation) normale, non dégénérée et
fidele de N dans L(Hg) (resp. L(Hy)).

3.2.2 PROPOSITION — On a Ae(N7, N Ng) € D((Ha)g, p°) et alors, pour tout a € N, N No,
on a R (Ag(a)) = Ary (a).
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De méme, on a Ag(Nr, N Ny) C D(s(Hw), 1) et alors, pour tout b € N, N Ny, on a
RO (Ag (D)) = Ay (b).

REMARQUE — On identifie, d'une part, H,, et H,.,-1 et, d’autre part, H, et H,g-1.

DEMONSTRATION : Soit y € Nu analytique pour p, on a :

Bly")As(a) = Ap(ac?; 5(a(y"))) = Aa(ac” ), (aly")))

= As(aa(ol, 5 (y"))) = Az, (a)Au(ol; 5 (y")) = A1y (0) JuAu(y)

A~

Le lemme 2.1.2 permet d’obtenir 5(y*)As(a) = Az, (a)J,Au(y) pour tout y € N,,. La premiére
partie de la proposition est alors démontrée. La démonstration de la seconde partie de la propo-
sition est analogue. [ |

3.2.3 PROPOSITION — On a Jo D((Hg) 5, 1) = D(a(Ha), p) et, pour tout n € D((Hg)g, %), on

a R*#(Jgn) = Jo RO (1)J,,.
On a aussi JyD(a(Hy), ) = D((Hg)g, 11°) et on a R (Jg&) = JyRYH(E)J, pour tout
§ € D((Ha)p, 1)

DEMONSTRATION : Aisée. [ |

3.2.4 COROLLAIRE — On a, d’une part, Ao(To1,) C© D((Ha)g,1°) N D(a(Heo), 1) et, d’autre
part, Ay(Tw 1) € D(a(Hw), 1) N D((Hy)g, 1°).

DEMONSTRATION : Conséquences faciles des deux propositions précédentes. |

REMARQUE — Les propositions précédentes ne font pas intervenir 'invariance & gauche ou a
droite des poids opératoriels.

3.2.5 PROPOSITION — On a (wy¢ pka id)(I'(a)) € N7, N N pour tout a € Ny, N Ng et tous
I
v,§ € D(Hg, pn°).

DEMONSTRATION : Dans les conditions de 1’énoncé, on calcule :

(Woe ga id)(D(a)*(Woe gra id)(T(a)) = (AT ()N (AP T (a) A3
H M

<IN (W pra id)(T(a*a))
I

= [ A (wow gra id)(D(a*a))
I
< [R*#(€)|[* (W o id)(T(a"a))
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Alors, d’une part, on obtient :

Tp((wog pra id)(D(@) (Wog gra id)(D(a)) < R ()IPTL (o pra id)(F(a"a)))

= | RO* ()P (o, p*a id)(id gxa Tr)(T(a*a))
jz 2

< RPFOIPNT) (Tr(a*a) p@a DA
m

d’aprés l'invariance a gauche de 17,
< IR OIPITe(@*a)l[|a(< v,0 >g,0) 11
< |RP#(EIPITL (@ a) IR (v)]*1

Ainsi, on conclut que (wy¢ g*q id)(I'(a)) € N, . D’autre part, on a :

o
B((wog o id)(T(0)) @og o id)(T(0)) < [RP(©IPB (o o id)(T(a"a)))
Iz Iz iz
= [RP(€)|Pwvo((id gxa )(T(a*a)))
= |[R*¥ ()P (Tr(a"a)vlv)
d’aprés 'invariance a gauche de T},
< [RP#(©IPITr(a*a)|[v]]?* < 400
Ainsi (wye pra id)(I'(a)) € Na. [ |

I

3.2.6 PROPOSITION — Pour tous v,w € H et a,b € Ng NN, , on a légalité :

(v a®j As(a)|lw a®j Aa(b)) = (TL(b"a)v|w)

Pour tous v,w € H et c,d € Ny ONTR, on a:

(Aw(c) a®pv[Aw(d) a®pw) = (Tr(d"c)v|w)
e 7

DEMONSTRATION : On calcule le produit scalaire suivant :

(0 a5 Aa(@w @5 Aa(®)) = (a(< Aal@), As ) >5.,.)olw)
e e

d’aprés la définition du produit scalaire,

= (e(Az, (b)* A (a)Jv]w)
d’aprés la proposition 3.2.2,

= (a(m.(a” (T (b a))))v|w)
d’apres la proposition 2.2.3,

= (TL(b"a)v|w)
car on a identifié m,(N) et N.

La proposition concernant le poids opératoriel invariant a droite se démontre de maniére treés
similaire. |
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3.2.7 LEMME — Soient a € No NN, et v e D(Hg, pu°). Alors :
i) la somme Y ;1 & p®a Ao((Wog, pra id)(I'(a))) converge pour toute (N°, u°)-base (& )icr
1 1
de Hﬂ 5

i) la somme définie précédemment est un vecteur de H 3®, Ho indépendant de la (N°, pu°)-

w
base de Hg choisie.

DEMONSTRATION : On sait que, pour tout i € I, (wyg, g*a id)(I'(a)) € No NN, , d’apres

m
la, proposition 3.2.5, et d’autre part on a < &;,&; >g,0= 0 quand i # j d’aprés les propriétés
des (N9, u°)-bases de Hg. Par conséquent les vecteurs & g®a Ao((wve, g*ra id)(I'(a))) sont

I I
orthogonaux deux & deux. De plus, on a :
Y 1€ 5%a Aol(wog pra id)(T(a)))]?
i€l K H
=D (<& & >ppo)ha((wng pra id)(D(a)[Ae((wog, pxa id)(T(a)))
i€l H K

par définition du produit scalaire,
= S T(@) DA AN N (@A)
il
d’aprés la normalité de P,
= ®((wo,0 f*a id)(I'(a%a)))
d’apres les propriétés des (N, u°)-bases de Hpg,
= ((id e ®)(T'(a*a))v|v)
= (Tr(a*a)v|v) < o0

d’aprés l'invariance a gauche de T7p.
On en déduit que la somme ), ;& 3®a Ao((wog; pra id)(I'(a))) converge et définit alors un
I Iz
vecteur de H g®, Hg dans la décomposition de la proposition 2.4.4. On prouve, maintenant,

m
la seconde partie du lemme. Soient b € Ny, NNy et w € D(Hg, p°). On calcule alors :

O & %0 Aa((wog, gxa id)(T(a))[w s®a Aa(b))
i€l H 1 1

= (< & w >pp0)Aa((wog; pra id)(T(a))|Aa (D))
icl K
d’aprés la définition du produit scalaire,
= Z Db (< &, w >gp0)(wog, p*a id)(T'(a)))
iel K
= BB A AT T (@)A)
el
d’aprés la normalité de &
= (0" (wow pra id)(I'(a)))
o
d’apreés les propriétés des (N, p°)-bases de Hg.



26 UNITAIRE PSEUDO-MULTIPLICATIF FONDAMENTAL

Comme D(Hg, 1°) © Ao (N1, N N3) est dense dans H 3®, Hg et que la derniére expression est

m
indépendante de la (N°, u°)-base, on en déduit le résultat annoncé. |

THEOREME 1 — Soit H un espace de Hilbert sur lequel M agit. 1l existe une unique application

isométrique Uy : H a®p Hy — H 3®q Ho telle que, pour toute (N°, p°)-base (&;)icr de Hg,
ue H

tout a € Ny, NNy et tout v e D(Hg, p°), on a :

Un(v o®5 As(a) =D & p®a Aa((wug F*a id)(T(a))))-
ne el H

DEMONSTRATION : Gréce au lemme 3.2.7, on peut définir application :

U : D(Hﬁ,,uo) X Ag(NpNNg) — H ﬂ@a Hg

(v, Ag(a Zfz 3®a Ao ((wo g, B* id)(I'(a))))

el H

Soient b € Ny, " Ng et w € D(Hg, p1°). On calcule alors :

(U (v, Ag(a))|U (w, Aa (b))
= (a(< &, & >pue)ha((wog, ﬁ*a id)(I'(a)))|As ((wuw,e; g*a id)(I'(D))))
i,j€l K
d’aprés la définition du produit scalaire,
=) (Ma(a(< &, & >ppe)(@og, gra id)(T(@)|Aa(Wue; pra id)(T(D))))
iel K H
d’apreés les propriétés des (N, u?)-bases de Hg,
=3 AOG)TOIN A< & & >p,0) A T (@A)
el
_@((}\ﬁcx b* ZXB, )\ﬁa) )\ﬁ&()\ﬂa) ] (a))\g,a)
el
d’aprés la normalité de P,
= ®((wo,w gra 1d)(L(b7a)))
m
d’apres les propriétés des (N, u°)-bases de Hg,

= wy,w((id gxa ®)(T(b%a)))

o

= wyu (T (b%a))
d’apres 'invariance a gauche de @,

= (Tr(b"a)v|w)

On obtient alors, d’aprés la proposition 3.2.6, I’égalité suivante :

(U((v, Aa(a)|U ((w, Mg (b)) = (v 0@ As(a)|w o®; Aa(b))
e e
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Cette relation permet de prouver aisément qu’on peut définir, & partir de U, une application
Up remplissant les conditions du théoréme. L'indépendance de Upy vis-a-vis de la (N9, u°)-base
provient du lemme 3.2.7. [ ]

3.2.8 DEFINITION — On appelle isométrie fondamentale I'opérateur Up.

11 est possible de définir une version « & droite »de Uy i.e définie & partir du poids opératoriel
invariant a droite :

THEOREME 2 — Soit H un espace de Hilbert sur lequel M agit. 1l existe une unique application
isométrique Uy - Hy a4®g H — Hy p®q H telle que, pour toute (N, p)-base (n;)icr de oH,
° 0

In
tout a € N, "Ny et tout v € D(oH, p), on a :

U (Aw(a) a®@pv) =Y Au((id gra wuy)((a) 5&a
23 i€l K H

3.3 Relations entre ’'isométrie fondamentale et le coproduit.

La proposition suivante est une reformulation plus pratique de la définition de l’isométrie
fondamentale.

3.3.1 PROPOSITION — On a (1 g®q J@@J@)ngif(x) = I’(m)p?ﬁxq}(e) pour tous e,z € No NN,
N

et on a (JufJuv p®q 1)Ul’q)\i’f(y) = F(y))\?;,aAq,(f) pour tous f,y € Ng N Nr,.
N

DEMONSTRATION : Soit v € D(Hg, u°) et soit (&;)icr une (N°, u°)-base de Hg. On a alors :

(1 g%a JoeJo)Un(v o®j Ao(2))

I
= Z&' 3®a JoeJoAo((wyg, pra id)(I'(z))) par définition de U,
i€l K In
=Y & 5% (wug pra id)(I(z))Jahs(e)
i€l H H
=T'(z)(v g®a JoAa(e)) d’apres la décomposition 2.4.4.
I

Comme Ag(z) € D((H}p)B, u°) d’apres la proposition 3.2.2, 'application :

H—H a®p Hs est continue.
10

VU o®p Ag(z)
MO
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De meéme, comme JpAg(e) € D(o(Hgp), ) d’apres les propositions 3.2.2 et 3.2.3, 'applica-
tion :
H— H 3®, Hop est continue.
o

V= U g8 Jq;Aq)(e)
m

La densité de D(Hg, ;) dans H entraine alors que I'égalité démontrée précédemment est
vérifiée pour tout v € H. La seconde relation est de démonstration analogue. |

3.3.2 PROPOSITION — On a (Ay®)*Ug (v a®j Ao(a)) = Ao((wow g*a id)(I'(a))) pour tous
0 u
v,w € D(Hg, pu°) et tout a € No N Ny, .

De maniére analogue, on a (pi’,a)*Ul’q(A\p(b) a®j V') = Ao ((id gra wy ) (T(b))) pour tous
ue K
v, w' € D(oH,p) et tout b € Ny N Ny,

DEMONSTRATION : Soit e € Ng N Np,. On calcule :

JoeJo(Ny® ) Un(v a®5 Ap(a)) = (NG (1 ®q J@QJ@)UHpif(a)v
e N

_ O\ * [EXe"
= ()\'Lﬂu ) F(“)PJq)A@(e)U

d’aprés la proposition 3.3.1,

= (Wo,w p*a id)(I'(a))JoAa(e)
"

= J<1>€J<1>A<I>((Wv,w B*a Zd)(r(a)))

En faisant tendre e vers 1, on obtient la premiére formule. La démonstration de la seconde
formule est tout a fait analogue. |

3.3.3 COROLLAIRE — On a la relation (wy * id)(Ug)Ae(a) = Ae((wow  pra id)(I'(a))) ot
I

(W, * id)(Up) désigne l'opérateur (/\ﬁ"")*UHA;‘*B de L(Hg) pour tout a € Ny, N Ng, tout
v € D(oH, ) N D(Hg, pu°) et tout w € D(Hg, p1°).

DEMONSTRATION : Immédiate d’aprés la proposition précédente. |

Une autre conséquence importante de la proposition 3.3.1 est I'information structurelle qu’elle
apporte quant a 1’algébre engendrée par la « jambe »droite de Uj,.

3.3.4 COROLLAIRE — On a (id gxa Wiyag(e)n)(L(®)) = (id * Wa,(2),JperJon) (Un) pour tous

m
e,z € No NNp, et tout n € D(oHe, pu°).
On a aussi (Wiyag (e p%a 1d)(T(Y) = (Wag (), Jg f+Jge *1d)(Ug) pour tous f,y € Ny NNy,
I

et tout & € D((Hy)g, 1°).

DEMONSTRATION : Immédiate d’aprés la proposition 3.3.1. |
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3.3.5 COROLLAIRE — On a (Wpy(a),JgAg(b) * 14)(Up)* = (Wag(a*), 79 Ag (6+)) * 1d)(Up) pour tous
a,b € Ny NN, "\ Ng NNy, .

DEMONSTRATION : D’aprés le corollaire 3.3.4, on a, pour tout e € Ng N Np, :

*

o
= (wJ\pA\p(b),J\pA\y(e) 5*01 Zd)(r(a*))
w

= (wA\p(a*),Jq;Aq;(b*e) * Zd)(U}I)

Soit (ug)rer une famille d’éléements de My NN convergente *-fortement vers 1. Pour tout

indice k € K, on pose :
1
e = NG /etQJ?(uk) dt

On a alors, pour tout k € K, ¢ et UE’Z. /2(62) bornés et, de plus les deux familles convergent
*-fortement vers 1. Or JyAg(ber) = ag’iﬂ(el’;)J\pA\p(b*) si bien que JyAy(b*ex) converge vers

Jy Ay (b*). On va justifier le passage a la limite dans I’égalité obtenue plus haut ; le résultat en
découlera.

Soient £, € D(oH, 1), on a :

(Whg (@), 7urg @) * 1) (Ug) ElN) = (JoAw(b) sRa E|UL(Aw(a) a®p 1))
Iz ue

= lim (JyAw(efd) 3®a E[Un(Aw(a) a®pn))
ke K w e
car ez 5. 1,

= %ienll(((WA\Il(a),J\I’A\p(e};b) id)(Up)*€n)

= ]lgl(((wz\w(a*),‘m\@(b*ek) w4d)(Ugr)€|n)
d’aprés I'égalité précédente,

= ]lieﬂlé(Ub(A\I/(a) d%oﬁ I JuAy (b er) 59304 n)

car JyAg(b'er) — JoAy(b),

= (Up(Aw(a™) a®p )| Juhy (") s@a n)
1O n
= (WA (a*) JoAg (b*) * 1) (Ugr)EIM)

Les deux opérateurs étant bornés, la densité de D(oH, 1) dans H permet de conclure. W

3.4 Relations de commutation.
L’étude se poursuit par I’établissement de relations de commutation qui serviront notamment

a justifier la cohérence de la définition d’un unitaire pseudo-multiplicatif. On établit les formules
pour Uy mais on dispose de formules analogues pour la « version & droite »U},.

3.4.1 LEMME — Soient £ € D(Hg, p°) et n € D(oH, 1), alors :
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i) pour tout a € a(N)', on a )\?’a oa= (1l g®q a))\?’a ;
N
ii) pour tout b € B(N)', on a )\55’0‘ = (b 3®aq 1))\5’()‘ ;
N
I

iii) pour tout v € D(U’ii/Z), on a )\g’é)g = )\?’a o Oé(U,i/g(iU)) ;

i) pour tout x € D(af/z), on a ’Og,(i)n = ,098,’0‘ o ﬁ(af/z(:v))

DEMONSTRATION : Les démonstrations sont assez immédiates. Reste a noter que les deux
derniéres égalités représentent en fait la méme relation compte-tenu de o = o, pour tout

t € Ret py® = auo)\g’ﬁ pour tout n € D(oH,p), ott o0 désigne la volte de H ,®g H dans

I
H 3®, H.
o

On attire attention sur le fait que a(N) et (V) sont inclus dans B(N)'. Ainsi la cohérence

des relations de la proposition suivante est vérifiée.
3.4.2 PROPOSITION — Pour tout n € N, on a :

) Un(1 a2 a(n)) = (a(n) 9@a DU

NO
i1) Un(1 a8 B(n) = (1 g0 B(n)Un ;
No N
iii) Un(B(n) a®;1) = (1 R4 B(n))Un.
No N

DEMONSTRATION :

i) On a, pour tous n € N et e,z € N, N Ng :

(a(n) ¥ JoeJo)Unpll ) = (a(n) 4% DINCOV R

d’apreés la proposition 3.3.1,
—T(a(ma)%, )
=(1 5<]§3a J¢@J¢)ngf(f(a(n)z)
d’apreés la proposition 3.3.1,

=1 #@ JoeJo) U (1 aig? )Pyl

Des arguments standards de densité permettent de conclure.
ii) La seconde égalité se prouve d’une maniére analogue au 1)

iii) Pour tous n € 7,, et e,z € Ny, N Ny, comme ((7,,) laisse stable D(Hg, u°), on a :
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~ aﬁ . [EXe"
(1 B%a JCIDGJLPB(”))UHPA@(@ - P(x)pbl\@(ea(”*))

d’apreés la proposition 3.3.1,

_ B,
= L@)P0fon, ) aate)

_ B,

= F(x)PJ;A@(e)ﬁ(n)
d’apreés le lemme 3.4.1,

=(1 5%a J<I>€Jd>)UHpif(l«)/8<n>
d’apreés la proposition 3.3.1,

= (1 5(]%)0[ J@@JCID)UH(B(”) a%@ 1)pif(a:)

La densité des éléments analytiques pour x4 dans N et la normalité de 3 et B permettent de
conclure.

3.4.3 PROPOSITION — On a Ug(m o®5 1) = (m 3®a 1)Uy pour tout m € M'.
No N

DEMONSTRATION : Pour tous e,z € Ny, NNg et tout m € M’ C a(N)' NB(N), on a :

(m ﬁ%a JqJBJ@)UHPif(x) =(m ﬁ%a 1)F($)P§;QA4,(6)

d’apreés la proposition 3.3.1,
= I(x)(m #%a DA
= @0 hg o™
=(1 5%a J@(aJ@)UHpif(x)m
d’aprés la proposition 3.3.1,

= (1 B(]%a J¢6J¢)UH(m O¢®B 1)pif(a:)

ND
ce qui démontre la proposition. |

Par conséquent, les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

3.4.4 COROLLAIRE — Pour tout © € N, on a les relations de commutation :

7;) UHé(ﬁA(x) a®§ 1) = (B(l’) 8QRa 1)UH<I> 5
Neo N

i) Uy (4(2) 085 1) = (@2) 980 1)U,

3.4.5 PROPOSITION — On a I'(z)Uny = Un(1 o®j ) pour tout x € M.
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DEMONSTRATION : Pour tous e,z,y € Np, NNy et tout € m , on a :

(1 ﬁ(]%a JcI)eJé)F(JL')UHPX@(y) =T'(x)(1 g%a J@GJ@)UHpif(y)

_ B,a
=T@v)rr a0
d’apreés la proposition 3.3.1,

= (1 ﬁ%a J@GJ@)UHpr(zy)

d’aprés la proposition 3.3.1,

=(1 B%a Joedo)Un(1 a%oﬁ x)pif(y)

3.5 Unitarité de 'isométrie fondamentale.

Pour prouver l'unitarité de Uy (et de Uy;), on s’appuie sur une formule de réciprocité, qui
met en jeu, & la fois, le poids opératoriel invariant & gauche et le poids opératoriel & droite.

3.5.a Premier résultat technique

Le premier résultat intermédiaire dont on a besoin en 3.5.c fait intervenir, outre le proposition
3.3.1, le résultat 3.5.1 suivant, qui explicite certaines fonctions 6 définies au chapitre 2.3.

3.5.1 PROPOSITION — Pour tous ¢ € Ny NN, m € (Mg NNp,)* et v e D(Hg,pu°), on a :

95’“0 (Ua J\I/A\I’(C))m - ()\if(m*))*Pf’ﬂJ\pC*J\p

DEMONSTRATION : Soit z € Ny N N7,. On a, d’une part,

0%+ (v, JgAy(c))mAy(z) = RO (0) RO (Jy Ay (c))* Ay (mz)
= RP¥ (v) J, Apy (¢)* Jy Ay (mz)
d’aprés les propositions 3.2.2 et 3.2.3.

D’autre part, si ¢ € Ty 15, on a :

AR ey PP Tw e Tu A (2) = (NG e)) " (Juc TuAu (@) a®p v)
10

= Tr(mao”, ,(c))w
d’aprés la proposition 3.2.6,

= RO (0) JuA (B~ (TR(0])5 ()2 m")))
d’apres la définition de R (v),

= RB’HO(’U)JMATR(C)*J\I:A\Q (mzx)

L’égaliteé ()\if(m*))*pf’ﬁquc*Jq,Aq,(x) = RPH (v)J, A7, (c)* Jy Ay (mz) reste vérifise pour tout

¢ € Ny N Np, par normalité. La proposition en découle immeédiatement. [ |
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3.5.2 COROLLAIRE — Pour tout a € (Ny NN7,)*(Noe NNT,), tous e € No "N, , ¢ € Ng NNy,
tous £ € Hy,n € D(o(Ho), 1) et tous uw € H,v € D(Hg, p°), on a :

(0 580 V0, (0) Vb (€ a5 As(@)lu 5®a Joe™Jon)
© ne I

= (Juc"Ju€ @ v[Aw((id gra Wy 1p0e())(0(a"))) a®pu)
ue Iz e

DEMONSTRATION : Le corollaire provient du calcul suivant :

(v B%a M) Uty (€ a®; Aa(a))lu ﬁ@ja Joe* Jon)
MO

= ()N N5y 0)" (L @0 Jac"Jo)Uny (€ a2 Aala))lu)
e

= (™) N N0 @) T@P 0, o)
d’apreés la proposition 3.3.1,

= 0% (v, Ju M () (P ) T (@) p5%y (o, €0)
d’aprés la relation 2.4.2,

_ &, x &3 *
= (R0 gra sgagen)Tia@y) Po Tue Jugu)
m

d’aprés la proposition 3.5.1,

= (Juc"Ju€ a®p v|Au((id gxa Wy 1ne(e))) (@) a®p u)
pe Iz He

3.5.b Second résultat technique

Le second résultat technique, indépendant du résultat de la section précédente, fait intervenir
la proposition 3.3.1 et la propriété de coproduit I'. Ici, H désigne un autre espace de Hilbert sur
lequel M agit.

3.5.3 LEMME — Soient a,e € No N Np,, £ € D(Hp, %), n € D(oH, 1), et ( € H. On a alors :

(1 6% JoeJo)Un(n o5 (A Un(C a®5 Aala))])
N 110 110

= (X p®a 1)"(id pra D(T(@)(C a1 s0a Johs(e))
N N 7 H
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DEMONSTRATION : Supposons que ¢ € D(Hg, 1°). On a alors :

(1 5@a Jacla)Un(n o8 (A Un(C 0@ Aa(a))])

@ w
= (1 5®a Joeto)Un(n o®5 Ao((wee pra id)(I(a)))
N e o

d’apreés la proposition 3.3.2,
=T((wee pra id)(T(a)))(n p@a JoAa(e))
I I

d’apreés la proposition 3.3.1,

= (A" %0 1)*(id g7 T)(T(0))(C 30an @0 Joha(e))
N N Iz Iz

On obtient ainsi I’égalité de I’énoncé pour tout ¢ € D(Hg, u°).
L’application de H dans H o®; He qui a ¢ associe 1 o®j [(A?’a)*UH(g a®j Aa(a))] est

p p p

continue car n € D(oH, p) et Agp(a) € D((Hg)g, 41°). De la méme maniére, I'application de H

dans H a®; H a®p Hg qui a ¢ associe ( g®q 1 3®a JoAa(e) est continue car n € D(oH, )
ne we K K

et JoAo(e) € D(o(Ha), ). La densité de D(Hg, u°) dans ‘H permet alors de conclure. [ |

3.5.4 LEMME — La somme ;e a®p [(A?’a)*UH((pgga)*E a®j Ae(a))] converge pour tous

I It
§€ D(Hp, %), Z€H gRa H, a € No N Np, et toute (N, p)-base (n;)icr de oH.
I

DEMONSTRATION : Les vecteurs 7; o®j [()\g’a)*UH((pgga)*E a®g Ao (a))] sont orthogo-

"
naux d’aprés les propriétés des (N, p)-bases de o H. On calcule alors, pour tout i € I :

1 a®5 (N Un((ph™)E 0@ Aala))]||®
e ¢
= (B(< mis i >a, ) O Un((0p*)°E 0@ As (@) Url(0h:*)°E a®5 Aa(a)))
e ne
= (A (1 p®a B(< 1005 >a))Ur((05%)'E 0@ A0 ()N Un((05%)'E 0@ Aa(a)))
12 “o :U‘O
d’apreés le lemme 3.4.1,
= (LY UnB(< i >a) (V'S 0 Al Un(p2)'E 0 Aa(a))
e ne
d’apres la proposition 3.4.2,
= A UR((f™)E a5 Aa(@)[Un((0])E o®j Aala))
/“LD MO
d’aprées les propriétés des (N, pu)-bases de H.
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On en déduit que :
i a®5 [P Un((p22)E a®; Aa(a)]|1
ne ne
< IR (OIP((r*)'E a®5 Ao (a)|(p)*)'E o®; Aa(a))
I I%
car Uy est une isométrie,
= [|R7(&)IP(Tr(a*a) (™) El (o) E)
d’apreés la proposition 3.2.6,
< [|RZ*(©IPIIT(a*a)[|((ph*) El(pp*)*E)
Par suite, d’aprés les propriétés des (NN, u)-bases de ,H, on obtient :
YA 0@ (M) Un((0h)E 0@ As(@)]]* < R ©IPIIT(aa)[[[|Z]]* < oo
iel ue ue
On en déduit la convergence de la somme. |

3.5.5 PROPOSITION — Soient a,e € No "\N7,, 2 € H 3Qa H, § € D(Hg, 1°), n € D(o(Ha), 1t)
m
et (n:)ier une (N, p)-base de oH. On a :

52 ) U (S mi 0@ [ Url(02°)E o5 Aa(a))])
iel ne ne
— (Af"")*l“((id Fra WigAg(e)n) (L(0)))Z
I

DEMONSTRATION @ La somme }5,c; 7 o®p [()\?’a) Ur () = a®j Ao(a))] converge

e e
d’aprés le lemme 3.5.4. On a alors :

> () 5®a JoeJo)Un(ni o®5 (M) Un((0%)'E o®5 Aa(a))))
el ne

#O
= ST Y 5% 1) (id gra DIT(@)((P2)E 5%a i 500 Johs(e))
iel N N B I3

d’aprés le lemme 3.5.3,

<p77 ) ()\,604 ,B®a DT ﬁ*cx id)( Zp pn,

[I]

3®a JolAs(e)))
i€l H

d’aprés la coassociativité de T,
= (V0" 50a 1)L o id)(D@)(E 520 Joha(e)))
d’apreés les propriétés des (IV, pu)-bases de o H,
= O8N0 52a P pro i) (T@)E S0 aha(e))

m

(1]

= (AP T((id pra wWigag(e)n) (L))
I

Muni de ces résultats, que I’on applique avec H = Hy, on est en mesure de prouver maintenant
une formule de réciprocité.
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3.5.c  Formule de réciprocité

Notations : Pour toute famille (e;)rex dans Ny N N, qui tend vers 1 en croissant, la famille
(WJ\I,A\I/(ek))keK tend en croissant vers W. Alors, pour tout z € Ng NN, on a :

(WigAg(ex) p*a id)(D(z)) —— (¥ gxq id)(T(z))
1 p

On note (, = JuAw(ejer) € D((Hwy)g, 1u°) pour tout k € K.

3.5.6 PROPOSITION — (Formule de réciprocité entre Uy et Uy)

Pour tout a € (Ng N Nry,)*(Ne NNr,)), tous e € No "Ny, ,b € Nog N Nry,, ¢ € Ty 1, tous
ve D(Hg,p°),n € D(a(Hs), 1) et toute (N, pn)-base de oH, (0;)ier , on a :

(050 1) Ui 0@ (W) Unty (") Up (Juc™ JuAw (b) a®5 v)] a®; Aa(a))])
el e 15 e

S () (0 880 V3 ) Ut (8 (0) o5 As(@)))
1] ne

REMARQUE — La convergence, qui intervient dans la proposition, est la convergence faible dans
I’espace de Hilbert H.

DEMONSTRATION : Pour tout u € H, on a, d’apreés la proposition 3.5.5 :

Ua ni @5 [N Uty (05 U (Aw(be) a®5v)] a@5 Aa(a))]))u 5@a Joe™Jon)
i€l [0 He e 1
= (T((id g*a Wigng(e)n) (@)U (Aw(be) a®pv)|C s®a u)
M e Iz
= (U (Au((id pgra wighg(e)n)T(@)be) a®s )G s®a )
H pe Iz
d’aprés la version & droite de la proposition 3.4.5,
= (Wrgng(er) p*a 1) (L((d gra Wipag(e)n)(T(a))be))vlu)
Iz Iz
d’apreés la proposition 3.3.1

= (¥ gra id)(T((id gra wieng(e)y)T(a)))be)v|u)
7 jz

= (Tr((id pra wiuaqe(e)n) (T'(a))be)vfu)
I

d’aprés 'invariance a droite de Tg,
= (Ag(bc) &%’OB v|Ag((id 6:a Wh, Johe(e))(T(@®)))) d‘f’oﬁ u)
d’apres la proposition 3.2.6,
= (0 5% 5w (o) Ut (Ao (8) 05 Aa(@))lu 520 Jac"Tam)
o

d’apreés la proposition 3.5.2.
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Notations : Soit (n;)ier une (N, p)-base de H. Pour toute partie finie J C I, on note Py la
projection ), ;0% (n;,n;) € a(N)" de sorte que :

D> i (el =1 @4 Py
ieJ N

Pour tout e € NgNN7, , on note aussi P§ = 1 3@ Joe*Jo Proelo = ;o ; p§q>6*Jq>777, (pﬁ(:e Jon) "
N

3.5.7 COROLLAIRE — On a, pour tous a € (Ny NN7,)*(Noe " N7,), b € Ny N Nry,, ¢ € Ty 1y,
v e D(Hg,p°), e € No N Np, et toute partie finie J C I :

P5UE(DY_ mi a®5 (A0 Uty ([(0:) Ut (Juc" TuAw (b) a@p v)] o®; Aa(a))
el No ,U«o /’LO

= P p%a Nty 0) Uty (A (b) o@j Aa(a)))

REMARQUE — La convergence, qui intervient dans le corollaire, est la convergence faible dans

Pespace de Hilbert H 3®, Hg.
o

DEMONSTRATION : On applique & la formule de réciprocité pJq,e*qu qui est un opérateur

linéaire continu de H dans H 3®, He, et donc aussi continu de H faible dans H g®, Hs
7 I

faible. Puis, on passe & des sommes finies. |

Notations : Si F désigne un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé E, [F] désigne le sous-
espace vectoriel fermé de E engendré par F

On introduit le sous-espace vectoriel fermé de Hg suivant :

He = [()\i’a)*UH‘I, (v Oé®§ Ag(a))|lv € Hy,w € JyAgy(Ny ﬂNTR),a € (Ng ﬂNTR)*Nq> NN, ]
1o

D’apres la troisiéme relation du lemme 3.4.1 (resp. la proposition 3.4.2), « (resp. B) est alors
une (resp. anti-) représentation non dégénérée de N sur Hgp.

3.5.8 LEMME — Soient a € (N\I/ ﬁNTR)*(Ncp ﬂNT), be Ny ﬁNTR, c € T\y,TR, v E D(HB,MO)
et (m;)icr une (N, p)-base de oH. On note :

Ee = mi a®; (M) Uny (05 Up (Juc™ Juha(b) a®5v)] o®5 Aa(a))]
i€l e ne ue

pour tout k € K. La famille (Ex)rer est bornée.

DEMONSTRATION : Soit = = v 3®q ()@;AW(C)) Uny (Aw(b) o®j As(a)). On sait que
H ue
P$Up =y converge faiblement vers P$= d’apres le corollaire précédent, donc :

lim lim P{URZE, = =
Jllel|I<1 k
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Par conséquent, il existe C' tel que :

sup sup||P5UpEg|| < C
Jllell<1 K

et par interversion des bornes supérieures, on trouve :

C zsup sup |[[PjUnEg|| = sup [|[UnZg|| = sup |||
k Jllell<1 k K

3.5.9 COROLLAIRE — Soient a € (NgNN1y,)*(NoNNT), b € NoNNry,, ¢ € To 1y, v € D(Hg, pu°)
et (n:)ier une (N, u)-base de oH. On note :

= a®ﬁ (A2 Uty (052 Uy (Juc* Juhu(b) 6®p0)] o®@j5 Aa(a))]
’LEI HO uo

pour tout k € K, et on note :

== B®O‘ ()\(ﬁ]7 Agl(c )) UH\IJ (A‘I/(b) a®B Ac}(a))
jz ne

Alors, UgEy, ? =.

DEMONSTRATION : Soient © € H 3®, Hg et € > 0. Alors, il existe e € Ng NN, de norme

o
inférieure a 1 et J C I partie finie tels que ||(1 — P$)0|| < e. D’aprés le corollaire 3.5.7, il existe
ko tel que, pour tout k > ko, on a |(P5UpZ, — P§Z|©)| < e. On a alors :

((UnZx — 210)| < |(UnEy, — PSUZk|0)| + |(PSUrZx — PSE|O)| + |(PSE — E(0)|
(UnZk|(1 = P7)O)| + e+ |(E](1 - P7)O)]
(UnZx|(1 = P7)O)| + €+ [(E|(1 — P7)O)]

<|
<
<|
< (supkek!|Zk|| + [|E]| + 1)e

3.5.10 COROLLAIRE — On a Uinclusion H 3®q He € Un(H o®; Ho).
H ne

DEMONSTRATION : D’aprés le corollaire précédent, on sait que = appartient & "adhérence
faible de Ug(H ,® 4 Ha) qui coincide avec son adhérence forte. Or Uy est une isométrie, donc
MO
l’adhérence forte de Uy (H a®j Ha) est exactement égale & Uy (H a®jp Ha). Le résultat en
e uo
découle. |

THEOREME 3 — Uy : H 04®B Ho — H gQq Ho est un unitaire.
ue s

DEMONSTRATION DU THEOREME :
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On a, d’apreés le corollaire précédent :
H 3®, Ho C Ug(H O‘®B He) CUp(H O‘®B Hy)CH 3®a He. (3.5.1)
I ue ue H

D’autre part, en utilisant une (N, °)-base de (Hy)s comme dans la proposition 2.3.2, on
a, pour tous v € Hy et a € Np, NN :

Uty (v o®5 Ag(@) =D& 580 (A) Uty (v a®5 Ag(a))
e i I e

et donc Up, (Hy a®j Hp) € Hy g®q He. L'inclusion réciproque est la relation (3.5.1) appli-
0 1

quée & Hy. Par conséquent, on a :
pe ne

D’apres le théoréme 1, Up,, est une isométrie, donc Hy Q®B Hy = Hy a®3 Hg, et d’apreés la

I I
proposition 2.4.3, on déduit que :

Ho = Hg. (3.5.2)

Grace a I'inclusion (3.5.1), on conclut alors que Uy (H 5®p Ho) = H 3®q Ho. [
e H

3.5.11 COROLLAIRE — On a les égalités entre espaces de Hilbert suivantes :

He = [Ao((wo,w p®a id)(I'(a)))|v,w € D(Hg, 1°),a € No N N, ]
I

= (M2 Uy (v a® Ao(a))|lv € H,w € D(Hg, 1°),a € No NN, ]
MO
= [(wv,w * ’Ld)(UH)f‘U € D(aH7 ,LL),U) € D(Hﬁuﬂo)’f € H‘I)]

DEMONSTRATION : La seconde égalité est conséquence du corollaire 3.3.3. La derniére est
claire. On prouve que le dernier sous espace est Hg. Soit € Hg orthogonal a :

[(Wo,w *id)(Un)élv € D(oH, p),w € D(Hpg, pu°),§ € Ho)
Alors, pour tous v € D(oH, ), w € D(Hg, u°) et £ € Hp, on a :

(Ug(v a®5 §)|w BRa n) = ((Wv,w *1d)(Un)&ln) =0
ue K

D’aprés le théoréme précédent, Uy est unitaire donc, en particulier, Uy est surjectif. Par consé-
quent, w g®q 1 = 0 pour tout w € D(Hg, u°). D’aprés le lemme 2.4.2, on a ) = 0, ce qui suffit
o

pour conclure. [

3.5.12 COROLLAIRE — On a I'(z) = Ug(1 a®j x)Uj; pour tout x € M.
No

DEMONSTRATION : Claire d’aprés 'unitarité de Uy et d’aprés la proposition 3.4.5 |
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3.6 Pseudo-multiplicativité.

On s’intéresse maintenant a W = Uy, . On dispose donc déja des quatre relations de com-
mutations du paragraphe 3.4 et 'objectif est, en fait, de prouver que W est un unitaire pseudo-
multiplicatif selon la définition de M. Enock et J.M Vallin (JEV00|, définition 5.6) :

3.6.1 DEFINITION — On appelle unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour a,B,B

tout unitaire V de H g®, H dans H ,® 3 H qui vérifie les relations de commutations suivantes :
H ue

) (1 a@50()V = V(o) 52 1);

No
i) (1 a®p B(x))V =V(1 g®q B(x));
Ne N R pour tout z € N,
i) (B(z) o@DV =V (1 #%a B(x));
NO

) (B(z) @3 DV =V(B() p@a 1)

et la formule :

(1a@5 VIV 500 1) = (V a®; 1)(040 0@ 1)(1 a®@5 V)o2u(1 580 04e)(1 584 V)
No N No No No N N

ou le premier o, désigne la volte de H a®p H dans H 5®a H, la seconde désigne celle
I I
de H ,®g H dans H g®, H et, quant a oy, c’est la volte de H 3®, H 3®a H dans
e H H m
H o®p (H p®q H). Cette derniére volte « tourne »autour du second produit tensoriel relatif. De

o
plus, les parenthéses, qui ont été rajoutées, ont pour role de souligner le fait que la représentation

ou lantireprésentation (ici 3) agit sur la jambe la plus éloignée, et donc que le produit tensoriel
relatif n’est pas, dans ce cas, associatif.

On va s’assurer ici de la cohérence d’une telle formule. Le premier membre de ’égalité agit
de la maniére suivante :

V entrelace [ V entrelace 3

H a®gH a®BH.

sur sa jambe gauche
! & o ue

Hﬁ®aHﬂ®aH B B H « ﬁAHg@aH
L L sur sa jambe droite e u

Le second membre quant & lui agit par :
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V' entrelace o
sur sa jambe

H ﬂ@aH B@aH

H ﬁ@a (H a®@H)
2 © © o

gauche avec o

sur sa jambe droite H
H @5 (H 3®a H) — H @4 H 300 H
He H H w
V entrelace ﬁAl droite avec 3
sur sa jambe | sur sa jambe gauche
H a®ﬁH a®BH — (H ﬂ@a H) a®BH
y,o o M o

ju 2

V entrelace o gauche avec a
sur sa jambe | sur sa jambe droite

H a®3 H a®g H.
ne e

On rappelle que, suivant ([Eno02], 3.5), si on utilise un autre poids normal semifini et fidele
pour la construction des produits tensoriels relatifs, alors les isomorphismes canoniques de bimo-
dules transforment l'unitaire pseudo-multiplicatif en un autre unitaire pseudo-multiplicatif. La
relation pentagonale provient essentiellement de la coassociativité du coproduit. On détermine
donc (id gxq I') oI et (I' gkq id) o I" en fonction de Uy dans les propositions 3.6.4 et 3.6.6 qui

N N

suivent. Dans la suite, H désigne un autre espace de Hilbert sur lequel M agit.

3.6.2 LEMME — On a, pour tous & € D(oH,p) et & € D(Hg, p°) -

V0 = 0 oue (1 025 00X

i) UrAe” (G U = ) (1 g0 Un)ogue (1 a®5 0,)(1 a®p UnAE’.
N Neo

Neo

DEMONSTRATION : i) est de démonstration aisée et ii) découle de i). [

3.6.3 PROPOSITION — Les deuz égalités suivantes sont vérifiées :

) Pour tous & € D(H. )€ € D(H, )& € D(Hg,u?).& € D(Hyp?) et pour tous
n,"n2 € H‘P; on a .

(1 2 Un)oe (1 a®j 01)(1 oa®p Un)(op o®5 1)([E] 5 §1] a®5 m)IE2 a0 &2 5@a 12)
N No Neo No o e o o

= ((wey & * id) (Up) (wey ¢ * id) (Unr)m|n2)
i) Pour tous a € No N Np,, & € H et £,&, € D(Hg, pu°), on a :

(Agéa)*(l B®a UH)U2MD(1 a®3 Uu)(l a®ﬁ UH)(U;L a®3 1)([‘51 ﬂ®a fl] a®@ A¢(a))
N No Neo No I e

=Un(&1 o®; Ao((wgr g pra id)(T'(a))))
No 7
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DEMONSTRATION : On démontre d’abord la premiére égalité. Dans les conditions de
I’énoncé, on calcule :

((1 BRa UH)UZM"(I a®[§0u)(1 a®g UH)(Ju a®,57 1)([51 JE10 &1 a®/j 771)’55 8Ra &2 B8R 72)
N No Ne No o e o o

= (V™) (1 5®a Un)ozue (L a®3 0u)(1 a®@5 UnAG (€] 0@y m)léa p®a m2)
N No No 0 [
= (UHA?{EJ()\ZQ)*UH(EQ a®p m)|&2 5<§ia 12)
d’apreés le lemme précéflent,
= (NS Un(& a®; (we g * id)(Un)m|n)
¥
= ((wey &, * 1d) (Unt) (wer g * id) (U )m |m2)

On prouve alors la seconde égalité. Soit & € D(4H, ). On calcule :

()\é’a)*(l 6®a Upt)ozue (1 a®5 0u)(1 a®p Un)(0n o®3 D€ 5Ra &1] o®j Aa(a))
N No No No 1% e
= ()\éza)*(l 8%a Un)ogue (1 a®j 0u)(1 a®p U (& a®j Ao(a))
N No Ne e
= UG G Un (€l o Aala))
e
d’aprés le lemme précédent,
=Un(&1 o®5 Aa((we g pra id)(I'(a))))
Ne 7
d’aprés la proposition 3.3.2.

On obtient ainsi I’égalité souhaitée pour tout &; € D(oH, ). Par continuité, elle reste vérifiée
pour tout & € H. |

3.6.4 PROPOSITION — Pour tous a,b € N "\ Np,, on a :

(id o I)(T(@)Pn o )

= (1 s®al g®a JobJa)(1 @0 Up)oaue (1 a®g 0,)(1 o®p Un)(op a®p 1)pif(a)
N N N No Neo No
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DEMONSTRATION : Soient & € H et &}, &, € D(Hg, 1°). On calcule alors :

(/\ﬁ;a)*(l B8Qa 1 B8R ']@bJ‘I))(l 8Qa UH)UQMO(l a®j Uu)<1 a®p UH)(U;L a®j 1)/)(/1\75@ (51 B8R gl)
3 B B a(a)
N N N No Ne No m

= (1 3®aq Jq>bJ<I>)<)\?éa)*(1 3®a Un)ozue (1 a®p 0u,)(1 o®p Un)(ou a®p 1)9%5(&)(51 3®a &1)

N N Neo Neo No o
— (1 580 JabJo)Un(& o hal((we ¢, g% id)(T(a))))

N No 2

d’aprés la proposition précédente,

= F((wgi@é pra id) (F(a)))f)gf/\@(b)él
o

d’aprés la proposition 3.3.1,

= ()7 (id g*a T)(T(@)p:% o (€ 58a &)

La proposition en découle facilement. |

3.6.5 LEMME — On a (I' gxq id)(X) = (Un p®a 1)1 o®5 X)(Uy 3®a 1) pour tout
N N No N

~

X eM pgko M C (1 g®q B(N)).
N N

DEMONSTRATION : D’aprés le corollaire 3.5.12, ' est implémenté par Uy ; le lemme en
découle. |

3.6.6 PROPOSITION — Pour tous a,b € N NN, , on a :

(T sa id)(T(@)P 5, 0

= (1 48a 1 p®a JobJs)(Un pRa (1 @5 W)(Uf; a®; Do,
N N N No No

DEMONSTRATION : La proposition provient du calcul suivant :

(1 p%a 1 0 JobJa)(Un 580 (1 a®s W)U a®; Doy,
N N N No No

= (Un g®«1)(1 a®s1 5Rq JobJs)(1 a®p W*)’O?\f(a)U;}
N No N NO
= (U 5%a V(1 a®j (1 580 JobJa)W*pyl )Uf
N No N
N No
d’apreés la proposition 3.3.1,
= (Un % (1 o®3 T@) Ui a5 D550
N Neo Neo
= (T gt id)(D(@)P5 0
d’aprés le lemme précédent.
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3.6.7 COROLLAIRE — La relation suivante est vérifiée :

(U;I oz®3 1)(Uu0 04@,5‘ 1)(1 a®3 UI*{)O-Qu(l B8Qa Uuo)(l BOa W)
No No No N N
— (1a®; W)U} 30 1)
No N

DEMONSTRATION : D’apres la relation de coproduit et les égalités obtenues dans les pro-
positions 3.6.4 avec H = Hg et 3.6.6, on obtient facilement la relation :

(1 8QRa W*)O'QMO(]. a®@ Uu)(l a®p UH)
N No Ne

— (Un 9@a V(1 a3 WUl o®; Dlow a5 1)
N No No No

Le passage a I’adjoint termine la preuve. |

THEOREME 4 — W est un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour c, ﬁ, G.

DEMONSTRATION : W est un unitaire de H g®, H dans H a®j H qui vérifie les quatre

12 ne
relations de commutation nécessaires. Le corollaire précédent appliqué dans le cas ot H = Hg
termine la preuve. |

Les résultats analogues pour la version a droite s’énoncent ainsi :

THEOREME 5 — 8i W' = Uy, alors la relation suivante est vérifice :

(W' @0 1)(04 3@a 1)(1 380 Up)oaue(l 4®p 0,)(1 4@ Upy)
N N N No No

= (1 3®a U) (W' 525 1)
N Neo

En particulier, si H = Hy, W' est un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N° pour (3, a, &.

DEMONSTRATION : I suffit, par exemple, d’appliquer les résultats précédents au bimodule
de Hopf symétrisé. |

3.7 Algébre de von Neumann engendrée par “la jambe droite” de
I'unitaire fondamental.

3.7.1 DEFINITION — On appelle A(U};) (resp. A(U};)) la fermeture faible de l'espace vectoriel
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engendré (resp. l'algebre de von Neumann engendrée) par les opérateurs (wy , * id)(Uy) avec
v E D(d(H\I/)a,u) et we D((H\P)ﬁ7/~j’o)

3.7.2 PROPOSITION —
i) A(Uy) est une algébre non dégénérée involutive i.e A(Uy) = A(Ul) ;
i) On a a(N)UB(N) C A(Uy) = A(Uy) €M C a(N);
iii) Soit x € L(H). Alors x € A(U};) si et seulement si x € a(N)' N B(N)' et vérifie :

Up(l a®p ) = (1 3®q 2)Uy
No N

En fait, on montrera plus loin I'égalite A(Uj,) = A(U};) = M.

DEMONSTRATION : Il s’agit en fait de résultats obtenus dans [EV00| (théoréme 6.1) pour
le second et le troisiéme points. Quant au premier, il résulte de [Eno02| (proposition 3.6) et du
corollaire 3.3.5, qui prouve que A(U};) est involutive. |

On énonce alors un théoréme rassemblant les résultats de cette section :

THEOREME 6 — Soient (N, M, «, 3,T') un bimodule de Hopf, T, (resp. Tr) un poids opératoriel
normal, semifini et fidéle invariant & gauche (resp. a droite). Alors, pour tout poids p normal,
semifini et fidéle sur N, si ® = poa~t o Ty, Uapplication suivante :

v 0@ Aa(a) = D& p%a Aa((wng s¥a id)(T(a)))
ne il H 7
pour tout v € D((Hs)g, u°), tout a € Ny, N Ng, toute (N, pu°)-base (&)icr de (Ha)p et ou
B(z) = Jpa(z*)Js, se prolonge en un opérateur unitaire W* de Hg a®g Hg dans Hy g®q Ho.
ne K
W est alors un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour o, 3,3. De plus, pour tout
z €M, onal(zx) =W o®z2)W.

On dispose de résultats analogues avec des constructions a partir de Tg.
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Chapitre 4

CONSTRUCTION DE I’ANTIPODE

Dans ce qui suit, on ajoute une hypothése supplémentaire naturelle, qui lie le poids opéra-
toriel invariant & gauche avec I’antireprésentation de la base et le poids invariant & droite avec
la représentation de la base. A 1’aide de ces hypothéses, on construit une antipode non bor-
née, dont la décomposition polaire conduit & une coinvolution et & un groupe & un parameétre
d’automorphismes (« groupe d’échelle »).

4.1 Définition de la structure de groupoide quantique mesuré.

4.1.1 DEFINITION — On dit qu'un poids opératoriel T}, normal, semifini et fidéle de M dans
oz(N)Jr est 3-adapté s'il existe un poids vy, normal, semifini et fidéle sur N tel que o, = (3(n)) =
B(c”%(n)) pour tous n € N et t € R. On dit alors que T}, est S-adapté par rapport a v,

De méme, on dit qu’un poids opératoriel T normal, fidéle, semifini de M ™ dans ﬂ(N)Jr est
a-adapté s'il existe un poids vz normal, semifini et fidele sur N tel que o, % (a(n)) = oo (n))
pour tous n € N et t € R. On dit alors que T est a-adapté par rapport & vg.

4.1.2 DEFINITION — On dit qu'un bimodule de Hopf (N, M, «, 5,T") muni d’un poids opératoriel

Ty, de Mt dans (N )jL normal, semifini, fidele, invariant & gauche et d’un poids opératoriel Tg
de M™ dans WJF normal, semifini, fidele, invariant & droite est un groupoide quantique
mesuré g’il existe un poids v normal, semifini et fidéle sur N tel que T, est S-adapté par rapport
a v et T est a-adapté par rapport & v. On note alors (N, M, «, 3,1, v, Ty, Tr) le groupoide
quantique mesuré et on dit, dans ces conditions, que le poids v est un poids quasi-invariant.

REMARQUE — Si T}, est un poids opératoriel de M vers (N)+ normal, semifini et fidele est
(B-adapté pour v et si R est une coinvolution de M, alors R o1}, o R est un poids opératoriel

normal, semifini et fidele de M ™ vers B(N )Jr a-adapté par rapport au méme poids v.

4.1.3 LEMME — Pour tout poids p normal, semifini et fidéle sur N et tout poids opératoriel
Ty, B-adapté par rapport au poids v, il existe un poids opératoriel S* de M wvers B(N) normal,
semifini, fidéle et a-adapté par rapport a p tel que poo ' oTy =vo B~ o S*. De méme, pour
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tout poids x normal, semifini et fidele sur N et tout poids opératoriel Tr, a-adapté par rapport
au poids v, il existe un poids opératoriel Sy de M wvers a(N) normal, semifini, fidéle et 3-adapté
par rapport a p tel que xo Bl oTr =voB 1o S,.

—1 -1
DEMONSTRATION : Pour tout n € N et tout ¢ € R, on a o/°* *L(3(n)) = 077" (B(n)).
D’aprés le théoréme de Haagerup, on peut conclure & 'existence de S* dont le caractére adapté
est clair. Le reste du lemme est de démonstration analogue. |

On désigne par (N, M,«,3,T',v,T,Tr) un groupoide quantique mesuré. On dispose du
groupoide quantique mesuré opposé (N° M, 3, a, sy o', v°, Tr,Tr). On note :

P=voaloT, e U=vof loTy
On note S” = Sy et S, = Sg . On a alors Ao (7a.5,) C JoAa(NoNNs,) C D((He)g, v°) d’apreés
les propositions 3.2.2 et 3.2.3 et, pour tout a € Ng N Ng,, on a R***(JpAs(a)) = JoAs, (a)J,.
4.2 L’opérateur G.

On construit ici un opérateur non borné sur Hg fermé dont la décomposition polaire va
fournir les éléments nécessaires a la construction de I’antipode. On dispose des lemmes suivants :

4.2.1 LEMME — Pour tout A € C, tout x € D(c” ) et tous &,&' € Ao(To 1, ), on a, d’une part :

a(2)Ag C Aja(oi (x)
R (AGE)A) € AZR™(€) (4.2.1)

et oh (< ABEE >0,) =< &, A3 >4,

et, d’autre part :

Blx)AY C AYB(o% ()
RO (ARO)AY C AJRPY(¢) (4.2.2)
et o (< AGEE >4 ) =< £,03¢ >4 0 -

DEMONSTRATION : Aisée. [ |

4.2.2 LEMME — [Sau86] Il est possible de définir, pour tout X\ € C, un opérateur Ay a®j A}

fermé qui opére de maniére naturelle sur les tenseurs élémentaires.

DEMONSTRATION : Soit A € C. On définit I'opérateur linéaire Ay sur le produit tensoriel
algébrique Ao (7p,5,) © D(Ag) C D(o,Hg,v) ® Hg par la formule :

A\(EOn) = ABEO Agn

Pour tout &,¢" € Ap(To.s,), 1 € D(A}) et ' € D(Aé), on calcule :
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(ArEon)E @) = (B(< AR, € >au)A3nI0)

(8
= (AB(o% (< AREE >4 o)) relations (4.2.1)
= (B(< €, A)‘§ >00)7 \A " relations (4.2.1)
( a®ﬁ "ﬂA@f 0‘®ﬁ A )

ve

Alinsi, pour tout A € C, Ay passe au quotient pour donner alors un opérateur A densément

défini dans He o®5; 5 Hg. De plus, les égalités précédentes prouvent que A C A* Alinsi, A*
I/O

est densément défini, ce qui signifie que Ay est fermable. L’opérateur recherché désigne cette

fermeture. On renvoie a larticle [Sau86| pour le détail des idées dans un cadre plus général. W

~

Comme, pour tout x € N, on a Jpa(x) = [(z*)Jp, on peut définir, d’aprés [Sau83al, un
opérateur antilinéaire unitaire :

J& a®[§ Jo : He a®3 Hy — Hg B®O‘ Hg
Vo v

1/0
dont I’adjoint est Jp 4®a Jo. Aussi, par composition, on voit qu’il est possible de définir de

v
maniére naturelle un opérateur antilinéaire et fermé :

S@ a®ﬁ SCID H<I> a®6 HtI’_>H<I> B@a H<I>

ve v

De la méme maniére, si Fo = 53, alors on peut définir un opérateur antilinéaire et fermé
Fs B®O‘ Fs : Hp B®O‘ Hy — Hg a®[§ Hg et on a (S@ a®B Scp)* =Fs B®a Fs.
v v ve vo v

4.2.3 LEMME — Pour tous ¢ € (No NN, )*(No NN, ), e € No NN, et toute famille (ex)rer
d’éléments de Ny N N, telle que e, —— 1, 0na:

B, * B w B
()\Jq,al\\p(ek)) (1 ﬂ%a JMJ‘P)UHWPX@(&) - ()‘Aq,(c)) UtiyP PrgsAs(e)
DEMONSTRATION : Pour tout k € K, on a :

ﬁ7 7B ﬁ’a /67
Arau(en) 1 88a Jeeda)Una i ey = Nphg ) T

d’aprés la proposition 3.3.1,

= (PONhy ) Pihate
= ((prekJ\I/ ﬁ%a 1)U}1¢)\i’f(c)> P?&,Aé(e)
d’aprés la proposition 3.3.1,
= (\V20) Uty (Juei Ju 9% DA% o

= OR00) VthaPhg e Tvek To

Le résultat en découle. [ |
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4.2.4 LEMME — Pour tous ¢ € (N N Np, )*(Ne NNr1,), e € No " Np,, n € Hy, v € Hp et
toute famille (eg)rer d’éléments de € Ny N Ny, telle que ¢, —2— 1, la famille suivante :

(Uny(n o®5 Aa(c))[JoAw(er) pRa JoeJov))kek

Vo

converge vers (1|(Pynq(e)) Uty (Aw(c) a®p v)).

DEMONSTRATION : On applique le lemme précédent de la maniére suivante :

(Uny (1 a® Ao ()| Tuhu(er) 5@ Joe"Jav) = (N30, 00) (1 8% Joeda)Uny pyl nlv)
v N

vo

B?a

—— () U P00 ol?)

k Ag(c)

= (l(Pspra(e)) Uty (A (c) «®p v))

4.2.5 PROPOSITION — Sotent (1;)icr une (N,v)-base de H, Z € Hy g®q H, u € D(H,v),
c€ No NN7, )*Ne NNT), h e No NNy, et e € Noe NN, N NG ﬂ/\/jﬁL. On a alors :

. . ) B * 8,00\ k= R * R *
lim tm S 0 0@y b NG ) Une (07°)°E a5 Aa(¢))u 0 Jodo(e?))

i€ ve ve ve

eriste et, est égale a ((pg’a)*E|(png@(e))*U}Iql (Aw(c) a®p Aa(h))).

DEMONSTRATION : On a, pour tout ¢ € I et tout k € K :

(i @5 W00 o)) Ui (032 a®5 Aa()lu a®5 Jaha(e?))

vo vo

= (B(< i >a0) X500 o) U (05 a® Aa(c))|goAa(e?))

d’aprés la définition du produit scalaire,
= (Ve ﬁéjaf?(< Miu >a)Und (p)) B a®p Ao ()| Jae* Joha (1))
d’aprés le lemme 3.4.1,

= (V] aen) Vbt (B(< M1yt >0) (07°)°E 0@ Aa(c"))|Jae™ JoAa(h))
d’apres la relation de commutation de la proposition 3.4.2,
Dou :
D0 a®5 N0 00 Ul (07°)°E 0@ Aa(c))u 0w Jaha ("))

iel ve ve v

= (Uny (00°)'E a5 Aa(c)|Jaha(er) p®a Joe" Joha(h))

VO
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d’apres les propriétés des (N, v)-bases de oH, et d’aprés le lemme 4.2.4, on a :

li,gnZ(m a® h*()@fA@(ek))*UHq,((pﬁ;a)*E a®; Aa(c))u o®; Johs(e"))

icl ve v ve

= () ElPTeh g (o) Uty (A (€) a®p Ao (h)))

4.2.6 PROPOSITION — Pour tous a,c € (No N N7, )" (No NN1y,), byd € Tory, et g,h € To s, ,
on a:

poyy) Uty (M ()o@ Aa((cd)))) € D(Se o® So)

ve vo

Ui D7) (Ao (k) 580 (A7

et alors, on a :

ou(Se a®j S2)Up, T'(97)(Aa(h) 6®a (Ai’f(,,gi(b*)))*UE\p(Aw(a) a®j Aa((cd)")))

vo ve

= Uity D) (Aa(9) 500 70 1) Ut (Ae(€) 35 Aal(ab)")

vo

DEMONSTRATION : On désigne par Z; le vecteur Uy, (Ag(ab) s®p Aa(h)) et par Z le
VO
vecteur U}Id) (Ap(cd) a®p Aa(g)). Alors, pour tous e, f € Ny, N Np ON%L NN on calcule le
VO

produit scalaire de FgJpAg(e*) a®j FyJoAa(f) par le vecteur :

14

U;I@F(g*)(A‘I’(h) ﬁ%a ()\//‘i,\:(a'g}i(b*)))*UH\I/ (A\I!(a) a®‘ﬁ A@((Cd)*)))

1%

Cette quantité est égal au produit scalaire de JoAg(e) o®; JoAs(f) par le vecteur :

Ui, D6 (B (h) 58 (52 o o)) Uty (Aa(0) 295 Aal(cd)"))
ce qui est égal & :

> (Ao (€) a5 ToAa (£l 00" O\ ) Vins (0)°Z1 o el ()))

1% 1%

d’aprés le corollaire 3.5.9,
_ B, = B, [
= ((pJQAq,(f))*‘—‘ﬂ(pJq)Aq)(e))*‘—‘l)
d’aprés la proposition précédente avec = = =1,

—lim S o1 NG ) Urte (05 B2 085 R0((@)) o a(S) 25 Jada(c"))

v ve

d’apreés la proposition précédente avec = = =o.
Cette derniére quantité est égal au produit scalaire du vecteur :

Uit D) (Ro(9) 50 (N5 ) Utie (hu(©) 25 Al (ab))))

Z/O
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par le vecteur JpAg(f) a®j JoAgp(e*) d’apres la proposition 3.5.9, et qui, finalement, est égal
VO
au produit scalaire du vecteur :

0 U DY Aa(9) 580 (0 1) Usty (Aal6) w25 Aal(ah)")))
par le vecteur JpAgp(e*) 5®a JoAa(f).

v
Comme I’espace vectoriel engendré par les éléments de la forme JoAg(e®) ;®a JoAo(f)

v

avec e, f € N, N No N N7, NNg forme un ceeur pour F 5®a Fo, ona:
14

Ui, (") (Ba(h) 80 5 v, 0y) Vi (Aa(@) 295 Ba(cd)))) € DSe a2 Sa)

ve vo
et on obtient :

(S a®3 S)Uisy Pl )(Ma(h) 520 (050 ) Uity (A0(0) 035 Aal(cd)")

Vo

= 00 Uity D) (A0(9) 580 (450 (4) U (Ae(€) a5 Aa((ab)"))

Ve

4.2.7 PROPOSITION — Il existe un unique opérateur G antilinéaire densément défini sur Hg
fermé tel que l'espace vectoriel engendré par :

(e “Uny (Aw(a) o®j Ao((cd)?))la,c € (No N N1,)"(Ne N NTR), b, d € T 1, }

Z/O

Ay (o (b*)))
soit un ceur pour G et que :

G(Ais(ag’i(b*)))*UH\p (Ap(a) a®; Aa((cd)*))

= (Aﬁj(&(d*)))*UHw (A (c) a®j As((ab)*))
pour tous a,c € (No NNy, )*(NMy N Npp,) et b,d € Ty r,,. De plus, G est involutive c’est-a-dire

DEMONSTRATION : Pour tout n € N, soient k,, € N, a(n, 1), c¢(n,l) € (NoNNp, )*(NeNNT,)
et b(n,l),d(n,l) € Ty T, et soit w € Hy tels que :

kn
= SO ) Ui Aol D) a3 Aof(er i, 1)) 0
b
= 3O ) Ut B el) 5 Ao D8, 1)) —
On a Ug, T'(g%)(Ae(h) 5®a vn) € D(Se a®j So) pour tous g,h € Tp,5, et tout n € N,

VO
d’apreés la proposition précedente et on a :

ou(Sa a®j 52)Un,(97)(Aa(h) ®a vn) = Up,L(h")(Aa(g) s@a wn)

1/0
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Comme Ag(g) et Ag(h) sont dans D((Hg)g,v°), on obtient :

0u(Se a®g Sa)Uf, T (9N e (nyon = Uiy T(R)NL ) wa

v

«

La fermeture de S o®j S entraine que U}'}q}I‘(h*))\B’a w = 0 et donc F(h*))\/ﬁ\’ oW =0.

As(g) ®
VO

Or 7135, est dense dans M donc, on obtient que )\i’:(g)w = 0 pour tout g € 7p 5, . Maintenant,

on calcule : 5
0= [IA22 wl® = (a(< Au(g), As(g) >0 wlw)

= (S1(08,(9)0™, (5" wlw)
d’aprés la proposition 3.2.3.
Par densité de Tp. g, , on obtient ||w||*> = 0 i.e w = 0. Ainsi la formule :
Vi, y)) Ut (@) 0@ Ao ((ed))) = V17w 1) Unta (Au(e) a5 Ao((@b))

définit bien un opérateur non borné sur Hg, qui est fermable. G désigne alors la fermeture de
cet opérateur. G est densément défini d’aprés la relation (3.5.2). [

Grace a la décomposition polaire de 'opérateur fermé G, on peut donner les définitions
suivantes :

4.2.8 DEFINITION —

i) On définit D = G*G qui est donc un opérateur strictement positif (i.e positif, auto adjoint
et injectif) agissant sur Hg ;

ii) On définit aussi 'opérateur anti-unitaire I sur Hg tel que G = IDY?2,

Comme G est involutive, on a I = I*, I? =1 et IDI = DL

4.3 Une relation de commutation fondamentale.

On établit une relation de commutation entre G et des éléments de la forme (wy . *id) Uy, )-
On rappelle que W' = Uy .

4.3.1 LEMME — Soit & une (N°,v°)-base pour (Hy)g.
i) ona W(w 4@ w)=>,& 3Qa (Wur g *id) (W )w pour tout w' € D(4Hy,v) et
I/O

tout w € Hy, et, si §; = (wy g, * id)(W)w, alors a(< &, & >pg,0)0; = 0;. De plus,
siw € D(4(Hy),v), alors §; € D(a(Hy),v).
i) Siv,v" € D((Hy)g,v°), alors, pour tout i € I, il existe (; € D((Hw)g,v°) tel que
(<&, & >p00)G =G et WV a®p0) =36 g®a G-
Ve v

DEMONSTRATION : Il s’agit du lemme 3.4 de [Eno02]. |

REMARQUE — Si v,v" € Ay(Tw,1y,) € D(aH,v) N D(Hg,v°), alors §; € D(4H,v) N D(Hg,v°)
avec les notations du lemme précédent.
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4.3.2 LEMME — Soient v,v" € D(Hg,1°) et soient w,w' € D(3H,v). On a la relation suivante :

(W, * 1) (UF) (o % id)(UF) = > (we, 6, * id) (UF)

i
avec les notations précédentes. (La somme converge faiblement.)

DEMONSTRATION : Il s’agit de la proposition 3.6 de [Eno02] qui stipule, de plus que la
convergence est normique, mais , pour la compréhension du lecteur, on donne ici une preuve du
lemme. Pour tous £,7 € H, on a:

(W *1d) (U ) (wor -+ 1d)(U7)Eln) = (Ug (v p%a (Wt * 1d) (U )E) w0 a®p n)
=((1 a%og Up)oaw(1 B®a oue)(1 ﬁ%dUgf)(U 5%a v’ §®a &)’ a®p W 4D n)
= ((W"™ d%’oﬂl)( ,8®a Uy ) (W' B%a 1)(ow ﬁ@f’al)(v ﬁ@fd v’ ﬂ‘%a &)’ a%& w @?0,3 n)
d’apreés le théoréme 6,
= ({1 5®a U (W' (v a®pv) ®a I (w' 6@ w) 68 1)

= (& 5%a U (G 520 OIE 58 0j a®p 1)

i,J€1 v

d’apres le lemme précédent,

=D (U< & & >p0) a5 DUF (G 50 €16 a®p 1)

el

= Z(UE(QK §ir& >pp0)Gi p®a §)|0; a®p n) = (Z(%,& +1d)(Ugy )€[n)

iel v v i€l

car, pour tout i € I, a(< &,& >5.0)C = G- [ |

4.3.3 LEMME — Pour tous a,c € (No N N7, )*(Ny NNp,) et b,d,a' V., d € Ty 1y, ona:

(Whg (@'b),Ag (¢d) * Z'd)(Uﬁé)(ki’&ggi(b*»)*UH@ (Au(a) a®5 Ao((cd)"))

Vo

=Y %, (o) U A (@i (an) &% 1) (W) 0®5 A (' d)" (we; ay (ea) * id) (W)

el Vo

DEMONSTRATION : On se place dans les conditions de ’énoncé. On suppose, en plus, que
a € Ty 1,- On a alors :

(wAw(a’b’)aA\I/(c’d’) * Zd)(U};‘@)()‘i’ (o% (b*)))*UHq/ (A\I’(a) a®[§ A‘I?‘((Cd)*))

o

= (Wag @b rg(@d) * 1)U )Ae (Waya)ag (0%, 0)) 8Ra id)(T((cd)")))
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d’aprés la proposition 3.3.2,

= (WAg (@) Ag (@) * 18) (Ut Ao (WA g (ab), A (ca) * 1) (UL,))
d’aprés la proposition 3.3.4,
= D A0 (Wl gy (e VYA (1), (g ey ) (W) A () * 1) (U)
el
d’aprés le lemme 4.3.2 et la fermeture de Ag,
- Z ACI)((w(“’A\p(ab),si*id)(W’)a/,AqJ(Ug'i(b'*)) @a id) (F((C,d,)*(w&,/\w(fﬂi) xid)(W™))))
i€l v
d’aprés la proposition 3.3.4,
= Z )\ﬁ’ ) ) Uty (Aw (Way (aby.g; * 1d)(W)a) a®5 Ao ((¢'d)" (e, Ay (eay * id) (W)
i€l o

d’aprés la proposition 3.3.2. Un argument de densité permet d’obtenir le résultat. |

4.3.4 PROPOSITION — On a, pour tous v,w € Ay(Ty 1,Tv,1y) € D(a(Hv),v) N D((Hy)g,v°) :

(wv,w * ld)(U}—I)';)G g G(Ww,v * ’Ld)(UE;) (431)
et (wuw * id) (Ul )G* C G*(wow * id) (Ul )-

DEMONSTRATION : Soient a,c € (No N N7, )*(Ng NNry,) et soient b,d,d’, b, ¢, d' € Ty -
Par définition de G,

N2 0 gy Unta (A (€) 05 Aa((@h)")) € D(G)
et on peut calculer :
(WA\p(a’b’),Aqx(c’d’) * Zd)(UJIL;QG(/\ig(U&(d*)))*UHW (A\If (C) Oé®5 Aq;((ab)*))

l/O

= (qu;(a/b/),A\p(c’d/) *ld)(Ull'-}k)()‘% (a%, (b* )))*UH\IJ(A‘I’(CL) Oé®ﬁ ACP((Cd)*))

VO

par définition de G,

Z )\i’@(gw ey Utte (Aw((Way (ab) & * id)(W)a') a® A ((d) (We, Ay (eay * id)(W™)))

el Vo

d’aprés le lemme précédent. Cette quantité est égale a la somme sur ¢ € I de :

GO o ey Ut (A (@ ey, # 1) (W) 05 A (@) (@, g i) (V7))

o

d’aprés la définition de G. Or G est un opérateur fermé, donc on déduit que :

Z()‘ﬁ oz( (d/*)))*UH\y (A\I/(<WA\p(cd),£i * id)(W’)C’) Oé®3 Aq)((alb/)*(w&,Aq,(ab) * Zd)(W/*)))

iel ve
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appartient & D(G) et on a :

(WAg (ab),Ag () * id)(WI*)G()‘ij(Ug/i(d*)))*UH\p (Aw(c) a®j Ao((ab)))

= GO ey UaBa (@ g, # TDV)E) 05 Aa((@'8) (w5, g oty * i) (V)]

iel ve

= G(w/\\p(c’d’),/\\p(a’b’) * id)(U};;)()‘if(gfi(d*)))*UH\I/ (A‘I’(C) O‘®B A‘b((ab)*))

o

d’aprés le lemme précédent. Or ’espace vectoriel engendré par :

{()\if(ag’z(b*)))*UH‘If (A‘lj(a) 0‘®ﬁA A@((Cd)*))’a, cE (NCP mNTL)*(N\l/ mNTR), b,d S T\P,TR}

l/O

est un ceeur pour G, donc la premiére inclusion est vérifiée. La seconde s’obtient par adjonction.
]

Ce dernier résultat et le lemme 3.3.5 entrainent alors une nouvelle inclusion.

4.3.5 COROLLAIRE — On a Uinclusion (wy,y * id)(Ug, ) D C D<“’A;10,A\pw +id)(Uy, ) pour tous
v, w € Ao (T 1, Tw,1y), 00 D a été défini a la définition 4.2.8.

DEMONSTRATION : On a l'inclusion suivante :

(Wap *id)(Up, )G = (WSgw,AgSgv * id) U par lemme 3.3.5
- G(WA\I,S\I,MS\PUJ *id)Uﬁ; par (4.3.1)
= G(U.)A\Elv Agw * id)Ugf, par lemme 3.3.5.

De la méme maniére, on peut terminer par la séquence d’inclusions :

(Wo,w * id)(Up, ) D = (wo,w * id)(Ug, )G* par définition 4.2.8
C G*(wwp *id)(Ug, )G par (4.3.2)
C G*G(wAg,lv,Aq,w *id)(Up,,) par le calcul précédent

= D(wA;v,A\Pw id)(Upy,,) par définition 4.2.8.

4.4 Le groupe d’échelle.

Dans ce paragraphe, on commence par donner un sens et on démontre la relation de commu-
tation Ulqu)(A\p a®3 D) = (Ay 3®q D)U}{(P puis, grace & cette formule, on construit le groupe
ve v

d’échelle 7.

4.4.1 LEMME — Pour tout A € C et tout x analytique par rapport a v, on a :

i) a(z)D* C D a(o”(x)) ;
i) B(x)D* C DAﬁ(o{i/\(x)).
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DEMONSTRATION : Pour tous a,c € (Ng N N7, )* (Mg N N7,), tous b,d € Ty 1y, et tout
analytique par rapport & v, on a :

BG4y V(A (@) 025 Aa((d)")

v

= ﬂ(az)()\if(gg,i(d*)))*U\y(Aq;(c) a(ié Ag((ab)™)) par définition de G,
= (A/ﬁxlj(aﬂ(d*)))*(l BGV% B(x))Ug(Aw(c) aéi@ A ((ab)™)) d’aprés le lemme 3.4.1,
= ()‘if(ai’i(d*)))*U‘I’(A‘I’(C) a(i@oﬁ As(B(x)b*a™)) d’aprés la proposition 3.4.2,
= GO (v (@t (o)) V(A (@) 5 As((ed)") par définition de G,
= Ga(d”, /2(93*))@@(0& () Un(Au(a) "®j Ag((cd)®)) d’aprés le lemme 3.4.1.

Or l’espace vectoriel engendré par

{()‘if(aif.(b*)))*U‘l’(A‘P(a) a®g Ao ((cd)))]a,c € (No N Np, )" (Ne NN7,),b,d € Ty 1y, }

est un cceur pour G, donc on a :
B(x)G € Ga(o; 5(z7))

Par adjonction, on obtient la relation a(x)G* C G*ﬂ(a;’/Q(x*)). Maintenant, pour tout z analy-
tique par rapport & v, on a :

a(@)D = a(@)G*G C G*B(0Y)(@")G € Dalo”(x))

qui permet de conclure facilement. La seconde partie du lemme se démontre de maniére tout a
fait analogue :

Q)G ) Vr(B0(0) 025 Aa((c)")

— a(x)()\i’s(gg,i o) Vo (Au(e) o®j Aa((ab))) par définition de G,

o

— B?Oé * . * ) N
= ()‘ﬁ(af/Q(w*))Aq;(aE’i(d*))) Up(Au(c) a®j Aa((ad)”)) d’aprés le lemme 3.4.1,

o B« * R * %k
= M0, ampary) Ve(Be(e) a®5 Ao(b7a"))

l/O

= G()‘if(oﬂ(b*)))*U‘I’(A‘I’(a) a®f Ao (B(0Z; )5 (x7))d"c")) par définition de G,

= GO, ) VoL a5 B0, o (D) Aula) o5 Aa(0(d"e)

vo

v (o

= G(/\i’a( ?(b*)))*(l 8%a B(0%;)5(2")))Us(Aw(a) «®z Ae(B(d"c")) d’apreés la proposition 3.4.2,

VO

= GB(o", /z(x*))(Aif(Ug,i ) Un (A (a) a9 Ao ((cd)®)) d’aprés le lemme 3.4.1.
Or l’espace vectoriel engendré par

{0 o)) Un(B(@) 025 Aa((ed))las ¢ € (Wa (N7, )* (War N Niy), b, d € Ty}

VO
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est un coeur pour G, donc on a :
a(z)G C G/B(Uzi/z(ﬂ))

Par adjonction, on obtient la relation f(x)G* C G*a(aé’/z(a:*)). Maintenant, pour tout = analy-
tique par rapport & v, on a :

B(2)D = B(z)G"G € G alay)y(27)G € DB(0Z,(2))

qui permet de conclure facilement. |

On regroupe des relations analogues aux relations (4.2.1) et (4.2.2) pour le poids ¥ dans le
lemme suivant :

4.4.2 LEMME — Pour tout A € C, tout x € D(c",,) et tous §,&' € Aw(Tw 1), on a, d’une part :
Bx)AY € AGB(0Y (@)
RP(AYE)A,N C AGRM(€) (4.4.1)
et 0¥ (< ALEE >p,0) =< €, ALE >4,
et, d’autre part :
a(z)AY C AGa(oYy(x))
RV (AGE)A,N C AGRY(€) (4.4.2)

et 0¥ (< AYE, € >a0) =< & AYE >0

4.4.3 LEMME — Il est possible de définir, pour tout A € C, un opérateur Af‘l, 8®a D> fermé, qui
14

opére de maniéere naturelle sur les tenseurs élémentaires.

DEMONSTRATION : Soit A € C. L’opérateur linéaire Sy défini sur le produit tensoriel
algébrique Ay (Ty) © D(D?) C D((Hy)p,v°) ® He par :

S\E®n) =AgE® DYy

passe au quotient et définit un opérateur S\ non borné de Hy 3®a Ho. En effet, pour tous
1%

£,¢ € Ay(Tyry), m,€ D(N?) et o € D(N?), on calcule

(SxEon)Eon) =

a(< AYE, € >p0) D)
DAO‘(O-Zi/\(< Ai\ygaﬁl >ﬂ,y°))77|77/) lemme 4.4.1
a(< &, AYE >4.,0)n| DY) relations (4.4.1)
§ pa n|AYE 320 D).

14 14

—~~ o~ —~~

S\ est fermable car il contient son adjoint SX- L’opérateur recherché désigne cette fermeture.
On renvoie au papier [Sau86| pour le détail des idées dans un cadre plus général. |
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Avec les relations (4.4.2), il est aussi possible de définir, par le méme procédé, un opérateur
A(\I, &®ﬁ D>‘ fermé dans Hy ol®,8 Hg.
ve Ve

4.4.4 PROPOSITION — La relation de commutation suivante est vérifiée :

UIILLp(A‘I’ @@5 D) = (qu ﬁ®a D)U}{(b (4.4.3)

DEMONSTRATION : On a, pour tous v,w € Ay (Ty,1,) et v',w' € D(D) :
(U}{(P(U a®3 U,)|A\Ifw L Dw’) = ((wy,Agw * id)(U}{q))Uqu/)
v° v
= (D(wAgl(A\pv),A\pw s id) (Upg, V' [w")
= ((wagvw *id)(Up, ) Dv'|w’)
d’aprés le corollaire 4.3.5,
= (U}{@(AWU a®p DV)|w @4 w')
ve v

D’aprés le lemme précédent, on sait que Ay (Zy,7,) © D(D) est un cceur pour Ay g®q D

14

donc, pour tout u € D(Ay R4 D), on a:
Uty (v a®p V)(Aw 5®a D)u) = (Ug, (Agv a®p Dv')|u)
Or Ay 3®q D est auto-adjoint donc :
v
(Av 580 D)Uy, (v o v') = Up, (Agv o Dv')

Comme Ay (7y,1,) ©D(D) est un coeur pour Ay 4®g D et Ay g®, D fermé d’aprés le lemme
vo v
précédent, on tire que :

U, (Aw a®p D) C (Ay s®a D)Uy,
v° v
On obtient (Ay a®p D)Up, C U (Ay 3®q D) car Uy~ est unitaire, et par adjonction, on a
ve v

I'inclusion inverse :

(Av s®a D)Uy, € Up,(Aw 4®5 D)

v Vo

La proposition en découle. |

On entame la construction du groupe a un parameétre 7 proprement dite. On va démontrer
au passage un théoréme, stipulant que A(Uj) = M. Il généralise la proposition 1.5 de [KVO03].

4.4.5 DEFINITION — Appelons Mg (resp. M) la fermeture faible de I'espace vectoriel engen-
dré par {(w pgxq id)(I'(z)) | * € M, w € M telle qu'il existe k € Rt tel que wo 3 < kv}
12

(resp.{(id gxq w)(I'(z)) | x€M, we M telle qu'il existe k € RT tel que wo o < kv}).

D’apreés le lemme 3.3.4 et la proposition 3.7.2, on a A(Uy;) = Mg et Mg est une sous-algébre
de von Neumann de M. En utilisant la version « & gauche »de la proposition 3.7.2, on obtient
que M, est une sous-algébre de von Neumann de M. De plus, toujours & cause de la proposition
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3.7.2, on sait que a(N) C Mp et 3(IN) € My, donc My, gxq Mp a un sens. Par définition méme,
14

il est facile de voir que, pour tout x € M :

I(z) € My, gka Mg (4.4.4)
N

4.4.6 LEMME — Il existe un unique groupe & un parameétre fortement continu 7 d’automorphismes
de Mg tel que, pour tout t € R et tout v € Mg, on a 7(x) = D™ %xD™,

DEMONSTRATION : La relation de commutation (4.4.3) implique facilement que, pour tout
t € R et tout v,w € Ag(Zy 1), on a:

D™ (wy * id)(Upg ) D" = (wp-it, piry, * id) (Ul )

Par suite D™*MpD" = Mp et lemme en découle. |

4.4.7 LEMME — On a 7¢(a(n)) = a(of(n)) pour tout n € N et tout t € R.

DEMONSTRATION : Par définition, on a 7(x) = D2 D pour tout ¢ € R et tout z € Mg,
donc on a 7(a(n)) = D™%a(n)D% = a(a¥(n)), pour tout n € N, d’aprés le lemme 4.4.1. [

4.4.8 LEMME — On peut définir un automorphisme Uf’ gxa T—t de M g®q Mpg involutif et
N N

normal, qui agit de maniére naturelle, pour tout t € R.

DEMONSTRATION : D’aprés le lemme précédent et d’apres les relations (4.4.1), on a, pour
tout x € N et tout t e R :

n(a(z)) = alof (x)) et oy (B(x)) = B(o?(x))
D’aprés le paragraphe 2.5, il est possible de définir un morphisme :

)4
Oy B*a T—t - M B*a MR — M 500it*00¢7it MR
N N N

Il suffit d’observer que I’espace d’arrivée coincide avec 'espace de départ. Pour tous £ € D(Hg, v°)
et y € N, on calcule :

Blo” ()€ = B(a” ())& = RO (&) T, A (0", (y))
= RPV(&) T, A, Ay (y) = R (A, " T,A,(y)

et on obtient, pour tout £ € D(Hg, v°) :
€ € D(Hpoor,, 1°) et R770""(€) = R™ () A"

Reste a constater que les produits scalaires définis sur H © H pour la construction de H g®q H
v
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et de H gogv,®acov, H sont identiques. Pour tous §,&' € D(Hpg,v°) et tous 0,1’ € H, on a :
14

(€ Boo”,®acov, ME oo, Bacov, 1) = (0% y(< & >pogv, uo))nlN)
v v
par définition du produit scalaire,

= (a(o” (A < &€ >5,0 A;))0N)
= (a(< &,& >pu0)nln)
= (f 8Qa §/|77 ﬁ®a 77/)

par définition du produit scalaire.

4.4.9 PROPOSITION — On a l'égalité (0} gxq 7—1) o =T oo} pour tout t € R.
N

DEMONSTRATION : D’apreés la relation (4.4.4), la cohérence de la formule précédente est
vérifiée (7 n’est & priori défini que sur Mg). On a, pour tous x € M et t € R :

(0 g 71) oT(x) = (A} @0 DT (2)(AG" 580 D)

= (A} @0 DUp, (2 a®@s)UFAG" 500 D7)
v vo v

car I' est implémenté par U }};,

= Uy, (AY 4®3 D")(z a®pl) (A" a®pg DU,
ve ve vo
d’aprés la relation (4.4.3),
= Upy, (0} () a®p 1)U,= (0} (2))
I/O

On est alors en mesure de prouver qu’on peut reconstruire ’algébre de von Neumann a partir

de 'unitaire fondamental.

THEOREME 7 — Les espaces vectoriels faiblement fermés suivants coincident :

i) Mp=<(w pra id)(T(x)) | 2 € M,w € Mk € RY tel quewo S < kv >~

i) AUp) =< (wow *id)(Uy) | v € D(a(Hw), p), et w e D((Hy)g, pu%) >~ ;
i) My =< (id prow)(D(z)) | x € M,w € M} k€ RT tel que woa < kv >"";

iv) A(Ugr) =< (id * w,0)(Un) | v € D((Hy). 1%, et w € D(a(Ha), 1) >~.
ot < F >7Y désigne la fermeture faible du sous-espace vectoriel de M engendré par la partie F,
et sont égaux a l’algébre de von Neumann M.

DEMONSTRATION : On a déja remarqué que le lemme 3.3.4 et la proposition 3.7.2 impliquent
que Mp et A(U}) sont des algeébres de von Neumann qui coincident. Pour les mémes raisons,
M, et A(Up) sont des algebres de von Neumann qui coincident.
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On reprend alors la démarche de [KV03]. D’apres le lemme 4.4.7, on a 7¢(a(n)) = a(o} (n))
done M, =< (id gxq wom)(l(z)) | z € M,w € (M)}, k € R" telsquewo a < kv >7v.

D’aprés la proposition 4.4.9, on a 0¥ ((id gxa w)T'(2)) = (id gke wo)(0f (x)) ¢’est pourquoi
v v

UE’(ML) = M7y, pour tout t € R. D’autre part, d’aprés la proposition 3.2.5, la restriction de ¥ a
M, est semifinie. D’apres le théoréme de Takesaki ([Str81], théoréme 10.1), il existe une unique
espérance conditionnelle normale et fidele E de M vers M|, satisfaisant ¥(x) = W(E(z)) pour
tout x € M. De plus, si P désigne la projection orthogonale sur la fermeture de Ay (Ny N M)
alors F(z)P = PzP.

Ainsi 'image de P contient Ag((id gxq w)I'(x)) pour tout w convenable et z € Ny. La

14
version & « droite »de I’équation (3.5.2) permet de dire que P =1 si bien que E est Iidentité et
que M = Mj.

Si on applique le résultat précédent au groupoide quantique opposé, on obtient M = Mp. B

4.4.10 COROLLAIRE — Il existe un unique groupe & un paramétre fortement continu T d’auto-
morphismes de M tel que, pour tout t € R et tout x € M, on a 74(x) = D~"zD™". De plus, on a
Te(a(n)) = a(of(n)) et (B(n)) = B(c} (n)) pour tout n € N et tout t € R.

DEMONSTRATION : Ce corollaire est une conséquence directe du théoréme précédent et du
lemme 4.4.6. La premiére propriété provient du lemme 4.4.7. La seconde est une conséquence de
la définition de 7 et du lemme 4.4.1. |

4.4.11 DEFINITION — On appelle groupe d’échelle le groupe & un paramétre 7.

4.4.12 LEMME — On peut construire des automorphismes de M g®q M involutifs et normaux
N

Tt pxa Tt €6 Tt pra O';I).
N N

DEMONSTRATION : La preuve est tout a fait analogue a la démonstration du lemme 4.4.8.
|

4.4.13 PROPOSITION — On aI'o1, = (14 gxq 7¢) o I' pour tout t € R.
N
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DEMONSTRATION : On calcule, pour tout t € R :

(id gxa D) (0} gra T—t) oT = (id gxq D)T o0

v v v
d’aprés la proposition 4.4.9,
= (I prqid)'o oy
v
d’aprés la coassociativité de T,
= (T prq id)(0} pra 7-1)T
d’apres la proposition 4.4.9,
=[Co0 gra )T

v

= (0_211 B*a T—t p*a T_t)(r B*a id)F
v

v v

= (021’ g*a [(T—t gka T—t)oT])oT

v v

d’apreés la coassociativité de I’

Alors, pour tout € M, et tous w € M7, k € R tels que wo 8 < kv, on a :

Tor (((wo o)) gra id)T(x)) = (W ke id gxa id) (0} ko ToT_4)oT

v v v

= (W pa id gra id)(0} gra (Tt g¥a T—t) 0 T])(2)

14 14 14 14

= [(7-t g*a 7-¢) o T)(((w 0 0}") p*a id)T())

v

Le théoréme 7 permet de conclure.

4.4.14 PROPOSITION — Pour tout x € a(N)', on a T'(z) =1 g®q z < x € B(N).
N

De méme, pour tout v € B(N)', on aT'(x) =2 3®q 1 & x € a(N).
N
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DEMONSTRATION : Soit z € a(N)' tel que I'(z) =1 g®4 x. Pour tout n € N, on définit,
N

pour la topologie forte :

n
o ﬁ /exp(—n2t2)af’(:n) dt analytique pour o¥,

et

Y = n /e$p(_n2t2)7-t(x) dt appartient a a(N)’
NG

D’aprés la proposition 4.4.9, on a I'(z,) = 1 Q¢ Y. Soit d € (Mg N Mqpy,)T. Alors, pour
N

tout n € N, on a dz,, € My N Mrp,. Alors, soient w € M et k € R tels que wo a < kv.

Par invariance a droite, on a :
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w o TR(d.’Iin) = w((\:[l B*a ’Ld)(r(dl'n)))
= U((id gk w)([(dzy)))

=V ((id pra (Ynw))(I'(d)))

= W((¥ gra id)(T(d))yn)
= w(TR(d)yn)

On obtient alors Tr(dz) = Tr(d)x, pour tout d € My N My, aprés passage a la limite. De
plus, on sait que Tr(My N Mry,) est w-dense dans 3(N), donc on conclut que x € S(N). La
réciproque fait partie des axiomes de départ.

Pour obtenir la seconde équivalence, on applique le résultat précédent au groupoide quantique
opposé (N° M, B,a,snyol',v°, Tr,T1). D’aprés la premiére partie de la proposition, on sait que,
pour tout z € B(N)" :

I'z) =2 gRal e syol(z) =1 o®pz <€ alN)
N No

4.5 Définition de 'antipode via sa décomposition polaire.

On aborde maintenant la définition de ’antipode elle-méme.

4.5.1 LEMME — On a (wy * id)(UI’LLI))DA C DA(wA;qué/w *id)(Uyy, ) pour tout A € C et tous
v,Ww € A\p(T\p’TR).

DEMONSTRATION : Ce lemme est une conséquence de la relation (4.4.3). |

4.5.2 PROPOSITION — Si I désigne la partie unitaire de la décomposition polaire de G, alors,
pour tous v,w € D((Hy)g,v°), on a I(wjyww * id)(Ug )] = (Wiy,w * id) Uy, )-

DEMONSTRATION : On a (wy,q * id) (U, ) D'/? C DI/Q(WA;/%,A;/% *id)(Uy, ) pour tous
v, w € Ay (Ty 1) d’aprés le lemme précédent. D’autre part, d’aprés U'inclusion (4.3.2), on a :
(wv,w * id)(UJ/LIq>)D1/2 = (Wv,w * id)(UI/%p)G*I
C DY2I(wyp % id) (U, )T

On obtient alors I(wuw,v * id)(Up, ) = (w-1/2 p1/2,, * id)(Ugy, ). Par suite, on a :
4 Y=

I(wo,p = id)(Ug, )T = (w12

v W

acvz, *id) (U,

= (wJ\IfUJ\Ifw * id)(U}L})
d’aprés le lemme 3.3.5.

La proposition en découle facilement. |
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4.5.3 COROLLAIRE — L’application R définie par R(x) = Ix*I est un *-anti-automorphisme de
M et vérifie R = id. On rappelle que I est donné par la décomposition polaire de G.

DEMONSTRATION : Ce corollaire découle immédiatement de la proposition précédente et
du théoréme 7. ]

4.5.4 DEFINITION — On appelle antipode unitaire 'unique *-anti-automorphisme R de M
donné par R(x) = Iz*I ou I est donné par la décomposition polaire de G.

On est alors en mesure de définir I’antipode en donnant sa décomposition polaire.

4.5.5 DEFINITION — On appelle antipode I'application S = R7_; 5.

La proposition suivante rassemble les propriétés élémentaires vérifiées par ’antipode. Les
démonstrations, étant immédiates, ont été omises.

4.5.6 PROPOSITION — Les propriétés suivantes de l’antipode sont vérifiées :

i) Pour toutt € R, onawoR=Romety0oS=Som;
i) SR=RS et S =1_;;
ii1) S est densément définie et avec image dense ;

w) S est injective et S™! = Rrij0 =139 R ;

v) Pour tout x € D(S), S(z*) € D(S) et S(S(x)*)* == .

4.6 Caractérisation de antipode.

La définition 4.5.5 de 'antipode consiste a donner la décomposition polaire de ’opérateur.
1l faut cependant vérifier que cette application correspond & ce qu’on appelle communément
« antipode ».

4.6.a Caractérisation usuelle de ’antipode

4.6.1 PROPOSITION — On a (W, * id)(Uy, ) € D(S) pour tous v,w € Ay(Ty,1y,) et alors on a
S((www *1d)(Ug,)) = (ww,p xid)(Uy,)- De plus, I’espace vectoriel engendré par les éléments de
la forme (wy,uw *id)(Ug, ), avec v,w € Ay(Tw,13,), est un ceur pour S.

DEMONSTRATION : On a (wy,y xid)(Uy,) € D(7_;2) = D(S) d’aprés le lemme 4.5.1,et
alors :

(e #id)(Uhy) = R((y 172, p12, *i6) (Uh,)
= (Wsyv,AgSgw * id)(Ugy,) d’apreés la proposition 4.5.2,
= (Ww * id)(Ug,) d’aprés le lemme 3.3.5.
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Le reste de la proposition vient du fait que le sous-espace considéré est inclus dans D(7_;/2)
d’aprés le lemme 4.5.1, dense dans M d’aprés le théoréme 7 et stable par 7 d’apreés le lemme
4.4.6. |

4.6.2 COROLLAIRE — On a (WA, (a),Ag(b) p*a 1d)(I'(cd)) € D(S), pour tous a,b,c,d € Ty ry,, et

on a S((Way(a)ay(t) o%a 1d)(T(cd))) = (W (0)Ag (0¥, @) o%a id)(T(0 (a)b¥)).

DEMONSTRATION : D’apreés le lemme 3.3.4, on sait que :
(WAg (a),A0(b) g*a id)(T(cd)) = (Way (ed)y Ag (b0, () * 18) (Ulry)
qui est dans ’ensemble de définition de S d’aprés la proposition précédente. On a alors :
S((Wag(a),Ag(b) g*a id)(T'(cd))) = S((Way (), A (bo?, (@) * 1) (W)

= (Way (ed) Ay (b0, (ar) * 1) (W)
par définition de S,
= WAy (¥ @) Au (0¥, (@e)) * ED W)
d’apreés le lemme 3.3.5,

= (Wag () hg(o¥ (@) F*a id)(D(0] (a)b"))

d’apreés le lemme 3.3.4.

4.6.b La coinvolution R

Apres avoir donné une nouvelle expression de R, on prouve que R est une coinvolution de la
structure.

4.6.3 PROPOSITION — On a R((Wjyagy(a) p*a 1d)(T(b*D))) = (Wiynep) p*a id)(T(a*a)) pour
tous a,b € Ng N Npp,. Y Y

DEMONSTRATION : La proposition provient du calcul suivant :

R((Wig Ay (a)Jyhu(a) 8%a id)(T(07D)))

= R((WAy (b*b), g Ay (a*a) * z'd)(U}{@) d’aprés le corollaire 3.3.4,
= (WAy (a*a),Jo Ay (b0) * 1d)(Upr,) d’apres la définition de R,
= (W1g A (b), Ty A (b) g*a id)(I'(a*a)) d’apres le corollaire 3.3.4.

REMARQUE — On remarque le fait que R est indépendant de T7..
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4.6.4 PROPOSITION — On a Ia(z*) = B(x)] pour tout © € Net Roa = 3.

DEMONSTRATION : D’aprés le lemme 4.4.1 et sa démonstration, on a, pour tout € Ty 7,
d’une part :

Br)GD™2 C Galo_ipa((a")
C GDfl/Qa(m*)
C Ia(z™)
et, d’autre part 3(z)GD =2 C B(z)I. 11 vient alors Ta(z*) = B(x)I et le résultat s’en suit. M
On défini, grace a [Sau83b|, un opérateur [ g@a I € L(H ﬂ@aH H a®g H) antilinéaire
et unitaire et dont l'adjoint est 'opérateur I a®g 1. D’aprés le paragraphe 2.5, il existe un

anti-isomorphisme R @*a Rde M 5*a M dans M a*g M et on a, par définition de R :
NO

(R g R)(X) = p@a DX ap 1)

pour tout X € M gxo M.
N

Pour la bonne compréhension de la suite, on souligne le fait que, si w € M., alors woR € M
et, si il existe k € RT tel que wo o < kv, alors wo Ro 3 < kv. De méme, si 6 € M et ¥ € Rt
sont tels que fo 3 < k'v, alors fo Roa < kv. On a alors wR gkq 0R = (w o*g )0 (R gxq R).

v ve v
4.6.5 LEMME — Pour tous a,z € Ny, NNy, w € M et k € RT tels que wo o < kv. Alors, on
awo R((Wiyay(a) g% id)(I'(x))) = (Au((id pra w)(T'(a”a)))|JuAw(z)).
DEMONSTRATION : Soit b € N, N Ng. On calcule :

wo R((Wigng(a) pra id)(D(070))) = w((Wigre () p*a id)(T'(a%a)))

d’apreés la proposition 4.6.3,
= wryAy ) ((id gra w)(I(a"a)))
14

= ((id prq w)(T'(a"a))Ju Ay ()] JwAw(b))
= (J\prq;Aq/((Zd B*a w)(l“(a*a)))uq,A\p(b))

= (Aw((id gxo w)(T(a"a)))|Jw Ay (b7D))

Le lemme en découle par linéarité et normalité. |

4.6.6 PROPOSITION — On a :

CNOO(R ﬁ*aR)OFZFOR
N
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DEMONSTRATION : Soient a,b € Np, N Ny, w,0 € M et k, k' € RT tels que woa < kv
et fo 3 < k'v. Alors, on a :

(0 pra w)(I'o R((wryay(a) pra id)(I'(b7D))))

v

= (0 pra w)(T((Wigay ) pra id)(['(aa)))) d’apres la proposition 4.6.3,

14

= (WrpAg(d) p*a b pra w)(id e I')(C(a"a))

= (WigAg () %a O pra w)([ gxq id)(I'(a*a)) d’aprés la coassociativité de I,
v v N

= (Wryae ) g*a 0)[I'((id g*a w)(T'(a%a)))]

= (Aw((id gxa 00 R)(T'(0°0)))[JwAuw((id pra w)(T(a”a))))  daprés le lemme précédent,

= (Ay((id g*a w)(I'(a*a)))|JuAw((id p*a B0 R)(I'(6°0))))

= (WigAg(a) prawo R)T((id gxo 0o R)(I'(6*D)))] d’apres le lemme précédent,

= @ranate) 720 R gt 00 R ph i) (T(E°D)

= (WigAg(a) B*a wo R pgra 0o R)(id gxa T')(T'(b7D)) d’apres la coassociativité de I,
v v N

= (woR gra 0o R)(I'(wryay(a) pra id)(L'(6°D))))

= (W g O)(R g R)(T(wryry(a) pra id)(T(b°))))

VO

= (0 pra w)sne(R f¥a R)T(wryry(a) pra id)(T(°0))))

La proposition en découle grace au théoréme 7. |

4.6.c Invariance a gauche forte par rapport a ’antipode

Dans ce paragraphe, on désigne par 7" un poids opératoriel de M+ dans (N)+ normal,
semifini et invariant & gauche. On note ® = voa~!oT' , J lopérateur antilinéaire et V
Popérateur modulaire associés par la théorie de Tomita au poids ®’, k son groupe modulaire et
V= (UT/)}EI<I> c’est-a-dire 'unitaire fondamental associé a T”. La proposition suivante correspond
a l'invariance & gauche forte par rapport a 'antipode.

4.6.7 PROPOSITION — Les éléments de la forme (id * wy ) (V') sont dans le domaine de S pour
tous v, w € A/ (Tor77) et on a S((id * wyw)(V)) = (id * wy ) (VF).

DEMONSTRATION : Pour tout w convenable, on a (id x w)(V) = (w o R xid)(Uy, ) d’apres

la définition de R et le corollaire 3.3.4. Alors, si @(x) = w(z*), on a :

S((id*w)(V)) = S((wo Rxid)(Ug,))
= (wo Rxid)(Ug,)
d’aprés la proposition 4.6.1,
=[(Wo R id)(U}ﬂb)]*
= [(id+«w)(V)]* = (id xw) (V™)
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4.6.8 LEMME — On a (wyw * id)(V)" = (wyp-1/2, 1 p1/2y, * id)(V) pour tout v € D(D'/?) et
w € D(DY?).

DEMONSTRATION : On a (id * Wy v )(V) € D(S) = D(7_;/2) pout tous v',w’ € Ag/(Tpr 17)
d’apreés la proposition 4.6.7 et comme 7 est implémenté par D! on a :
(id * wyr o) (V)DY2 C DY21 o ((id % wir 1) (V)
= D'Y2R(S((id * wur /) (V)
= DY2T[(id # Wy o0 ) (V)T
= DY2I(id % wy ) (V).
Pour tous v € D(D'/2) et w € D(DY?), on a alors :

(id % Wy o0 ) (V) DY To| D™V 2 [w)
DY21(id % Wy o) (V )0| D72 Tw)
w|(id * Wy 4 )V)

(wo * 3d) (V) ', 0")

((WID—l/%,IDWw * id)(V)w’]v’) = (
= (
= (
= (
ce qui suffit pour déduire notre proposition. |

4.6.9 PROPOSITION — Les relations suivantes sont vérifiées :
i) (I a®e J)V =V*(I BQa J);
Ne N
i) (Dil a®e V)V = V(Dil BRa V) ;
l/O

v

i) (7v gra ke) o' =T oKy pour tout t € R .
N

ot €(n) = Ja(n*)J pour tout n € N et ot k; désigne le groupe modulaire de voa~'oTy.

DEMONSTRATION : On définit X D'opérateur fermé dans Hg tel que Ag (Ng NN, soit
un cceur pour X et XAg/(x) = Ag/(2*) pour tout € Ngs NN, (X = Sg d’apres les notations
de Tomita-Takesaki). Alors par définition, on a V = X*X et X = JVY2. De plus, pour tout
x € M et tout t € R, on a x¢(z) = Vix Vi,

Avant tout, on vérifie la légitimité de telles relations. Il suffit, en fait, d’établir un certain
nombre de commutations. On renvoie aux lemmes 4.2.2 et 4.4.3 et en général & [Sau86|.
Pour tout = € 7, et tout y € N N NG, on peut écrire :

Xa(r)Ae (y) = XAg(a(2)y)

= Aw (Y a(a”)) = a(0?;y(2)) X Aar (y)
d’ou d(aii/Q(a:))X C Xa(z) et par adjonction a(x)X™* C X*&(J;.’/Z(x). On a alors :

a(2)V = a(z) XX C X a(0])n(x)X C Va(o](z))
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et comme on sait déja que :
Bx)D™ € D™B(o} (x)),

cela suffit pour justifier les termes de la seconde relation. Par ailleurs, on sait que I5(x) = a(x*)I
et Ja(z) = e(x*)T et cela permet de définir les termes de la premiére relation. Enfin pour tout
teR,on a:

Trof=pFoog;l et ralx)) = Vitoz(x)v_it = a(o} (x))

ce qui termine nos vérifications.
Soient v, w € Ag(Zs,s, ). Pour tout y € Ny N Ng NN, NN, on a, par invariance a gauche
de T" (d’aprés la proposition 3.2.2), (wyw gra id)(I'(y)) € Npr N Ner N NF, NN, L’analogue

du corollaire 3.3.3 s’écrit (wyw * 1d)(V*)Ae/ (y) = Ao/ (Wow pra id)(I'(y))) d’ott l'on tire que
(Wy,w * id)(V*)Agr (y) € D(X). Alors on calcule :

X(wo,w +id)(V)Aar (y) = XAa ((Wow pra id)(T(y))) = Aar(Wu,o pra id)(T(y")))

v
(W * id) (V) Aer (y7) = (ww,w * 1d) (V") X Agr (y)
Et comme Ag/ (N N Ngr NNF, NNG,) est un ceeur pour X, ceci implique :
(Wi, *1d) (V)X C X (wy . *id) (V). (4.6.1)
En prenant I’adjoint, on trouve :
(Wi *1d) (V)X C X ¥ (wy *id) (V). (4.6.2)
Grace a l'inclusion (4.6.2) et au lemme précédent, on a :

(Wo,w *1d)(V)V = (W *1d) (V) X*X
- X*(wv,w * ’Ld)(V)X
= X*[(WID*1/2w7[D1/2v * Zd)(V)]*X

En utilisant cette fois-ci I'inclusion (4.6.1) et le lemme précédent, on a :

(Wo,w * id)(V)V C X" X[(Wrp1/2y, 1p-1/24 * d) (V)]
= v(wD1/2HD1/%,D*1/2HD*1/2w +id) (V)

= V(wpy N-14 *9d) (V)

si bien que l'on tire (wy *id)(V)V C V(wp, p-1y *id) (V) pour tout v € D(D) et w € D(D™).
Comme pour la relation (4.4.3), on déduit que (D! ,®, V)V = V(D™ 5@, V).

Démontrons la premiére relation. Grace a inclusion (4.6.1), pour tout v € D(N~1/2) et tout
w € D(DY?), on a:

T (W, * id)(VITIVY2 = T (Wi id) (V)X
= VY2 (wy 4 % id)(V*)

Pour tous p,q € D(V'/2), on a, en utilisant la seconde relation déja verifiee :
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(o id) (V)P V1 2q) = (V¥ (v 0@ p)|w 50 vii2g)
= (V'(0 a8 D7D u) p20 V1)
= (D72 3@a VIV (v e p)DP0 50 q)
_ (V*(D‘l/% a% Vl/zp)]Dl/Qw 5 @)

= ((wD—l/Qv,Dl/Qw * Zd)(v*)v1/2p|Q)

Comme V'/2 est auto-adjoint, on obtient I'inclusion :
(Wp-1/2,p1/24, * 1) (VF)VZ C V2w # id) (V)
En utilisant le lemme précédent, on a aussi :
(Wp-1/2¢, D172 * 1) (V") = (Wpr/2yy p-1/2,, * id) (V)"
(Wrp-1/2p1/25 [ D172 D172, * 1) (V) = (Wrw, 10 * id) (V)
Cest pourquoi (Wry, 1o * id)(V)VY2 C VY2(w, 4 * id)(V*). Maintenant V'/2 est a image dense,
et cette inclusion, avec (4.6.3), implique (wry, 1y * id)(V) = T (wy,w * id)(V*)J. On a alors :
((1 p%a TV %a JI)(v §9a D aBe q)
= (T 550 TalV (o ae T9)

= (V(Iw ﬁ@a .7(1)‘[1) a@ée jp)

La véracité de la premiére relation est donc prouvée. Il reste & démontrer la derniére égalité. On
sait que I'(a) = V*(1 4®c a)V pour tout a € M ; aussi ki(a) = V¥V~ et 7,(a) = D~ %aD™
NO

pour tout a € M et t € R. Alors on déduit I’égalité de la méme maniére que la proposition 4.4.9
a partir de la relation (D! ,®. V)V =V(D™! 32, V). [ |
v v

Appliqués en particulier & T = T}, ces résultats donnent I'invariance a gauche forte pour
T, par rapport a 'antipode. Dans ce cas V = W* J = Jg et V = Ag d’ou les propositions
suivantes :

4.6.10 PROPOSITION — On a (id * wy ) (W) € D(S) pour tous v,w € Ao(7s.5,) et alors on a
S((id * wy ) (W) = (id * wy ) (V).

4.6.11 PROPOSITION — On a (wy,uwid)(W*)* = (W p-1/2, 1 p1/2,,%id) (W™) pour tout v € D(D/?)
et tout w € D(D'/?),
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4.6.12 PROPOSITION — Les relations suivantes sont vérifiées :
i) (I oy Jo)W*=W(I 504 Js);
No N
i) (D' 3®q Ag)W* =WH*(D™! 5@4 Ag) ;
v v

iii) (7t pxa of) ol =T oo pour tout t € R.
N

On énonce ici deux théorémes regroupant les résultats de ce chapitre :

THEOREME 8 — Soient (N, M, o, 3,T,v, T, TR) un groupoide quantique mesuré et W [’unitaire
pseudo-multiplicatif associé. Alors la fermeture faible de [’espace vectoriel engendré par les opé-
rateurs de la forme (id * wyw)(W) pour tous v € D(oaHe,v) et w € D((Hs)s,v°) est égale a
l’algebre de von Neumann M.

THEOREME 9 — Soient (N, M, o, 3, v, T, Tr) un groupoide quantique mesuré et W ’unitaire
pseudo-multiplicatif associé. Si on note ® = v o o~ o Ty, alors, il existe une antipode S non
bornée, vérifiant :

i) pour tout x € D(S), S(x)* € D(S) et S(S(z)*)* =x;

ii) pour tous v,w € Ao (To,s, ), (d*wy ) (W) € D(S) et S((id* wyw)(W)) = (id* wy ) (W*) ;
S admet une décomposition polaire de la forme S = Rr;/p, ot R est une coinvolution de M
vérifiant R?2 = id, Roa = (3 et ¢yo o (R gxa R)oI' =T o R, et ot T est un groupe a un

N
paramétre d’automorphismes (groupe d’échelle) tel que .o = avo o, L0 = fo oy et qui
vérifie I' oy = (1¢ gxa T¢) o I' pour tout t € R. S, R et 7 sont indépendants de Ty, et de Tr.
N

De plus, le poids opératoriel normal, semifini et fidéle R o Ty o R est invariant & droite et
a-adapté pour v.



Chapitre 5

UNICITE DU POIDS OPERATORIEL
DE HAAR, MODULE
ET OPERATEUR D’ECHELLE

Dans cette partie, le poids quasi-invariant v est fixé. On établit 'unicité du poids opératoriel
invariant & gauche adapté par rapport a v & un élément du centre de la base prés. On dispose
d’un résultat analogue pour le poids opératoriel invariant & droite. On construit un module et un
opérateur d’échelle qui relient le poids invariant & gauche 77, et le poids invariant RoT o R. Leurs
propriétés permettent de démontrer que I'unitaire pseudo-multiplicatif fondamental vérifie une
condition de maniabilité (analogue & celle de Woronowicz). On étudie aussi & quelles conditions
un autre poids ¢/ sur N sera quasi-invariant.

5.1 Relations de commutation.

. . . +
Dans ce paragraphe, on désigne par 7" un poids opératoriel de M+ dans o(N) normal,
semifini, invariant & gauche et 3-adapté par rapport & v. On note  =voa ' oT".

5.1.1 LEMME — Si, pour tout t € R, on définit ky = U?/T_t, alors k laisse invariant V. De méme,
si, pour tout t € R, on définit Kk}, = U;I’Tt, alors k' laisse invariant ®.

DEMONSTRATION : On sait que ks 0o = o pour tout t € Ret on a :
<I>’)

/
Toki=Toof ot ;= (74 B%a Oy
N

FOT_t

= (TiT—t p*a O’f) T_)I' = (id g*a k)T
N N

Pour tout a € M;R, on déduit, grace & la propriété d’invariance & droite de Tg, que :
Troki(a) = (¥ pgrq id)[(ki(a)) = k(U grq id)[(a)) = Kkt 0o Tr(a)
12 12
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Pour tout a € Mz, N MJ\IC et tout t € R, on a :

Vo ka) =v o toTro ki(a) =vo B ok o Tr(a)
d’aprés ce qui précéde,
=voB oo or_yoTg(a)
=voo’, 08 or_40Tg(a)
car T' est -adapté par rapport a v,
— v0.0% 0 Ti(a)
d’aprés la relation de commutation entre 7 et 3,
=voftoTg(a) = V(a)
On sait que k} o = [ pour tout t € R et on a :
[oky = Foaf’ oT = (agp gra T—t) oo = (af’n ko T—t7t) o' = (K} pxq id)oT
N N N
Pour tout a € ./\/l+L, on déduit, grace a la propriété d’invariance & gauche de 717, que :

Ty o Kj(a) = (id g )T (kH(a)) = K}((id sxo )T(a)) = K} 0 T (a)

v

Pour tout a € My, N M} et tout t €R, on a :

1 o) l{,g @) TL((I)

Porjla)=voatoTyorl(a)=voa~
9 N . PO
d’aprés ce qui précéde,

Yool omoTy(a)

=vo«a
—vooloa toroTy(a)

car Tgr est a-adapté par rapport a v,
=vooy,oatoTy(a)

d’aprés la relation de commutation entre 7 et «,

—voaloT(a) = d(a)

5.1.2 PROPOSITION — Les groupes d’automorphismes o®

morphismes 0¥ et T d’autre part, commutent.

et 7 d’une part, et les groupes d’auto-

DEMONSTRATION : D’aprés le lemme précédent, x laisse invariant ¥. On sait alors que,

’ ’ .
pour tous s, € R, ona oY ool o1y =0 o1 400y, Par suite :
(id o k)T =T ok =T oo ok o0y
N
v v
= (02, praTs) [0k o0 R
N

d’apreés la relation de commutation entre I' et o7,
w

= (0¥, gra TsoR)ToTY
N
= (id gxq Ts0 kg oT_g)I
N

d’apres la relation de commutation entre ' et o .
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Donc, pour tout a € M et tout w € M, telle qu’il existe k € R™ satisfaisant w o 8 < kv, on
obtient :
o T (W pra id)T(a) = 750 T s((w g*a id)T(a))
v v
et donc, d’apreés le théoréme 7 , on a :

’
0'? OT,t:TSOJ? 07',1«/07:527500';I> OT_g0T_y¢

. . L1 . ’
d’ott on tire immédiatement la commutation entre o2 et 7.

D’apres le lemme précédent, ' laisse invariant ®. On sait alors que, pour tous s,t € R, on a
J;I’ o 0’;11 oT = 021’ 0T¢ O U;I’. Par suite :
(k) praid)oT =T ok, =Toolon,o0®,
N
= (75 pra 0s)oT ok,00?,
N

d’apreés la relation de commutation entre I' et ¢,

g / P
= (Us BFxa Ts O'%t) olooZ,
N
= (id pxq TsokpoT_g)ol
N

d’apres la relation de commutation entre I' et o®.

Donc, pour tout a € M et tout w € M telle qu’il existe k € RT satisfaisant w o o < kv, on
obtient :
o ((id gra w)l'(a)) = rsol s ((id gra w)l'(a))

1% v
et donc :

af’OTt:TSoaf’OTtOT_S:TSOJ;POT_SOTt

d’ott l'on tire immédiatement la commutation entre o¥ et 7. [ |

5.1.3 COROLLAIRE — Si 1" est (B-adapté par rapport a v, en posant ' = voa~'oT’, les groupes
d’automorphismes o® et ¢¥ commutent.

DEMONSTRATION : Il suffit de calculer, pour tous s,t € R :

il v ol g
Foog ooy = (75 gra 0 )ol ooy
N

d’apreés la proposition 4.6.12,

!
= (Tsaf' B*a O';b T¢)ol
N

d’apres la proposition 4.4.9,

(0¥ gt o) 0T
N

par commutation,

(b/

= (0 taTt)oT 00

N
d’apreés la proposition 4.6.12,

_ T o’
=Io0, ooy

d’aprés la proposition 4.4.9.
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L’injectivité de I permet de conclure. |

5.2 Un premier résultat d’unicité du poids opératoriel invariant
a gauche.

Soient 17 et Ty deux poids opératoriels normaux semifinis et fidéles invariants & gauche de M
vers a(N) tels que Ty < Ty. Pour tout i € {1,2}, on note ®; = voa~toT; et §;(n) = Jp,(n*) Jop,.
On définit, de maniére analogue & Uy une isométrie (Uy) g par la formule :

(Ua)r (v a®g Aay(@) =D & 6®a Ag, ((wo g, g*a id)(I'(a)))
el

pour tout v € D(Hg,v°) et tout a € Np, N Np,. On sait alors que (Uz)g est unitaire et que
I(z) = (U2)u(1 a®p, )(U2)} pour tout = € M.
NO
Comme Ty < Ty, il existe F' € L(Ha,, Hp, ) tel que, pour tout 2 € No, NN, on a FAg,(z) =
A, (x). Il est facile de vérifier que, pour tout n € N, on a F33(n) = B1(n)F. Sion note P = F*F,
alors on a que P € M' N [o(N) et donc Jp,PJp, € M Na(N)'.

5.2.1 LEMME — On a I'(Jo,PJs,) =1 R4 Jo,PJs,.
N
DEMONSTRATION : On a, pour tous v,w € D(Hg,v°) et tous a,b € No, NN, :

((1 6%a P)U2)u(v a®g, Aa,(a))|[(V2)a(w o®5, Aa, (D))

ve ve

= ()& 5% Aa, (wog, g% id)(T(a)] D& %0 Aa, (W, g id)(I'())))

i€l v iel v

= ((U)u(v oa®p A, (@)|(U)m(w o«®p Ae, (D))

ou (Uy) g est défini de maniére analogue a (Us) . Par densité, on obtient, pour tous v,w € H et
tous a,b € Ng, NNy, :

((1 p%a P)U2)u(v a®g, May(a))|(U2)a(w a®g, A, (D))

Vo

= ((U)uv a®5 As, (a)|(UD)u(w a®p Ae, (b))

— (1 o, P)(v 085, Aag(@)lw a®j, Aay(D))
No o o
dou (Uz)j(1 s®a P)(U2)r =1 o®j, P. En spécifiant 'espace H = Hg, la proposition 4.6.9
N No

permet d’obtenir la formule suivante :

(U2)u(1 a®s, Jo, PJo,)(Uz2)fy =1 p%a Jo,PJp,
NO

et comme Jg,PJp, € M, on a I'(Jo,PJo,) =1 gQq Jo, PJs,. [ |
N



5.2 Un premier résultat d’unicité du poids opératoriel invariant a gauche. 7

5.2.2 PROPOSITION — Soient T et Ty deux poids opératoriels normauzx, semifinis et fidéles
invariants o gauche de M wvers a(N) tels que Ty < Ty. Alors il existe p € N injectif tel que
0<p<1 et pour tous z,y € N‘bz mNTw on a (A‘I’1($)|A‘I’1 (y)) = (J‘izﬁ(p)‘]‘bzA‘bz ($)|Aq>2(y))

DEMONSTRATION : C’est une conséquence du lemme précédent et de la proposition 4.4.14.
|

5.2.3 PROPOSITION — Si T et Ty deux poids opératoriels normauzx, semifinis et fidéles invariants
a gauche tels que Ty < Ty et Ty et Ty sont B-adaptés par rapport ¢ v, en posant ®; = voa ' oT;
pour i = 1,2, il existe p € Z(N) injectif tel que 0 <p <1 et 1 = (P2)g(,) au sens de [Stréli].

DEMONSTRATION : Par hypothese, 77 et T5 sont f-adaptés par rapport a v donc les groupes
modulaires o7t et 012 coincident sur 3(IN). Pour tous z,y € No, NN, et n € 7,,, on a :

(PJa, B(n) Ja, Aa, ()| Aa, (y) = (PAa, (20", (B(n)) A, ()
= (Aa, (x0T} ,(B(n))|As, (y))
car o1 et 012 coincident sur B(N),
— 01(y* 20", (B(n)
— 01(6"5 (B(n))y")
d’apreés les conditions KMS,
= (Aa, (2)|Aa, (yo} ,(B(n"))))
= (PAa, (2)|Aa, (yo %, (B(n"))))
car o1 et 012 coincident sur B(N),
= (Ja,8(n)Ja, PAs, ()| As, (y))

On en déduit que P € (Jp,8(N)Js,) . La proposition précédente et Uinjectivité de 5 per-
mettent de conclure que p € Z(N). On sait que 0 < P < 1 et que P est injectif a image dense
donc il en est de méme pour p. Enfin, d’aprés la proposition précédente et la proposition 3.13 de
[Str81], on sait que 3(p) coincide avec le prolongement analytique en —i du cocycle [D®; : D®y].
Ainsi, pour tout ¢ € R, on a [D®1 : D®s]; = B(p)™. Or, comme p € Z(N) et Ty est S-adapté par
rapport a v, B(p) est dans le centralisateur de @9 et on a ®; = (P2)5(p)- |

5.2.4 LEMME — Soient T et T' des poids opératoriels 3-adaptés par rapport a v. Alors, si T +T'
est semifini, T + T' est B-adapté par rapport a v.

DEMONSTRATION : Comme 7T et T sont des poids opératoriels 3-adapté par rapport a v,
il existe, d’apres le lemme 4.1.3, S et S’ normaux, semifinis et fidéles de M vers 3(N) tels que :
voa loT=vof oS e wvoaloTl'=voflos

dotvoato(T+T)=voB to(S+S). Comme T + T est semifini, voa~to (T + T') est
semifini donc v o 371 o (S 4 ') est semifini, et par suite, S + S’ est également semifini. On en
déduit alors, pour tout n € N et tout t e R :

ol T (Bn) = of T (B(n)) = oy (3m)) = op* (B(n) = Bl ()
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On a besoin ici d'un lemme technique qui apparait dans [Kus97] :

5.2.5 LEMME — Si ¢ et n sont deux poids normaux semifinis et fidéles sur ]\It et qu’il existe un
opérateur \ strictement positif affilié o (M?)T satisfaisant HAn(Uf(a:))H = || 2 A, ()| pour tout
z €N, et tout t € R, alors N;y NNy est un ceur pour Ay et Ay.

DEMONSTRATION : On peut définir, pour tout ¢ € R, des unitaires T} tels que TiA,(a) =
)\*t/zAn(Jf(a)), de plus, il existe T strictement positif tel que 7% = T} pour tout ¢t € R. La suite
de la preuve est identique a [KV99| (proposition 1.14). [

5.2.6 PROPOSITION — Soit T1 un poids opératoriel normal, semifini et fidéle invariant a gauche
et B-adapté par rapport a v tel qu’il existe un opérateur X strictement positif affili¢ a (M®)*
satisfaisant ||A1(of (z))|| = H)\%Al(x)H pour tout x € Ng, et tout t € R. Alors, il existe un

opérateur q strictement positif affilié au centre de N tel que ®1 = ()3

DEMONSTRATION : On pose Ty = Ty, + Ty. Comme ||A1(of (2))|| = ||)\%A1(a:)|] pour tout
x € Ny, et tout t € R, on a, d’aprés le lemme précédent, To normal, semifini et fidele. Il est facile
de vérifier que T5 est invariant & gauche et d’aprés le lemme 5.2.4, T est f-adapté par rapport a
v. Comme T7 < T, on conclut, d’aprés la proposition 5.2.3, qu’il existe p € N injectif et compris
entre 0 et 1 tel que ®; = (@2)5@). Comme T, < Th et Ty = Tp + 11, on a & = (@2)5(1,]0).
D’aprés [Str81], on a [D®; : D®s]; = B(p)¥ et [D® : DPy); = B(1 — p)*. On a alors, pour tout
teR:

[D®, : DB, = [D®; : DBy),[ DBy : DD), = B(—L— )t

alors ’élément recherché est ¢ = 2. [ |

I-p
Il est clair qu'un résultat analogue est vérifié pour les poids opératoriels invariants a droite.

Dés qu’on disposera d’'un module, on montrera que tout poids opératoriel invariant a gauche
vérifie une relation d’invariance relative par rapport a4 ¢® comme dans la proposition précédente.

5.3 Module et opérateur d’échelle.

Dorénavant, on étudie le groupe quantique mesuré (N, M, o, 3,T,v, T, RoTy o R). On consi-
dére les poids normaux, semifinis et fidéles sur M suivant : ® = voa~'oTy, et ®o R. On rappelle
alors que of°f = Ro 0?®, o R pour tout t € R.

On sait d’apres le corollaire 5.1.3, que les groupes modulaires associés & ¢ et ®o R commutent
donc, d’aprés [VaeOla] (proposition 2.5), il existe un opérateur strictement positif § affilié & M
et un opérateur strictement positif A affilié au centre de M tels que, pour tout ¢ € R, on a
[D® o R : D], = A2 §it Tes groupes modulaires de ® et ® o R sont reliés par 1'égalité
o°R(x) = §oP(2)0~% pour tout t € R et tout x € M.

5.3.1 DEFINITION — On appelle opérateur d’échelle ’élément A strictement positif affilié a
Z(M) et module ’élément 0 strictement positif affilié & M tels que, pour tout t € R, on a :

[D® o R: D), = Azit’ 5t
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Dans ce paragraphe, on établit les propriétés de I'opérateur d’échelle et du module, en par-
ticulier, la compatibilité de ces objets avec la structure de bimodule de Hopf.

5.3.2 LEMME — Soit h un élément strictement positif affilié au centre de N. Alors, pour tout
teR, ona:

[Du,oatoTpoR: Dyyoa™t o Ty, = )\%“zﬁ(hit)yta(h_it)

DEMONSTRATION : On procede au calcul suivant :
[Dyy, o atoT,oR:Dyyoato Trs
= [Dyp 0 atoT,oR:DPo R [D® o R : D®,[D® : Dy o alo Tr:
= B([Dyy, : Du]it)/\%méita([DV : Duply)
— )\%’il‘?ﬂ(hit)(sita(hf’it)

5.3.3 PROPOSITION — L’opérateur d’échelle ne dépend pas du poids quasi-invariant mais du
groupe modulaire associé. Le module dépend du poids quasi-invariant. Si § désigne la classe de §
pour la relation d’équivalence 61 ~ 0o si, et seulement si il existe h strictement positif affilié au
centre de N tel que 05 = B(h"*)6ia(h="), alors 5 ne dépend plus du poids quasi-invariant mais
du groupe modulaire associé.

DEMONSTRATION : Si 2/ est poids normal, semifini et fidele sur N tel que 0 = ¢ alors
il existe h strictement positif affilié au centre de N tel que v/ = v},. La proposition découle du
lemme précédent. |

5.3.4 LEMME — Pour tous s,t € R, on a :

[D® o g2l . DB, = \ist

DEMONSTRATION : Le lemme provient du calcul du cocycle suivant :

[D® o ¢2°F . DP); = [DP 0 62°F : DB o Ro 02°F),[DP o R : DY),
= o%R([D® : D® o R],)[D® o R : DD,
. it2 it
_ 57180?5()‘7757“)518)‘7 611?
—_ 5—15)\—7)\13155—115523)\7 5115 — )\zst

5.3.5 PROPOSITION — On a R(\) = A\, R(§) =671 et 7(8) =0, t(\) = X pour tout t € R.
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DEMONSTRATION : La partie de la proposition concernant ’antipode unitaire est une
conséquence immeédiate de 1'unicité de la décomposition du cocycle de Radon-Nikodym. On
effectue alors le calcul suivant, pour tous s,t € R :

Ts([DPoR: DP|) =[DPoRoT_s: DPoT_y;
= [DP oo oR: Ddos?h,
car Por_s=do0 a;bOR d’apreés le lemme 5.1.1,
= [D®oo®RoR: D®oR|[D®o R : D®|;[D® : D o 02°F,
= R([D® o 62°F . DO* )[D® o R : D®|;[DP o 02°F : DO
_ R()\z‘st)A—%éz‘tA—ist _ i it
d’aprés le lemme précédent et la premiére partie de la proposition.

5.3.6 COROLLAIRE — Le module ¢ est affili¢ a M Na(N) NB(N).

it?

DEMONSTRATION : Par définition, on a A" 0% = [D®oR : D®|; = [DRoTroR: DSL]t qui
appartient & M N B(N) car ® = vo 3 1o Sy. Comme ) est affilié au centre de M, on en déduit
que ¢ est affilie & M NF(N)'. Enfin, comme R(4) = 4, on tire que § est affilié & M Na(N) NB(N)'.
|

5.3.7 LEMME — Pour toutt € R, 7_y o T, o 1 est poids opératoriel normal, semifini et fidéle de
M wvers a(N) invariant a gauche. De plus, 7_4 o Ty, o 14 est B-adapté pour v.

1

DEMONSTRATION : Pour toutt e R,onavoa o701l orp=®Po7. Ona:

(id Ig*aVOOé_loT_tOTLOTt)OFZ(id g*a Por)ol
14 14

=740(id gkq P)oT oy =7 40T 0™
14

D’autre part, pour tous s,t € R et tout n € N, on a:

03T (B(n)) = T 0 07 0 1y(B(n)) = Tt 0 07 (B(0”4(n)))
= T7-4(8(0% (511 (n))) = B(0Z4(n))

5.3.8 PROPOSITION — L’opérateur d’échelle X est affilié o ’hypercentre Z(M) N «a(N) N B(N).
Plus précisément, il existe q strictement positif affilié a Z(N) tel que X = a(q) = ((q).

DEMONSTRATION : D’aprés le lemme précédent, 75 o T o 7—4 est invariant & gauche et
B-adapté par rapport a v. De plus, comme o® et 7 commutent, ® o 7_, est laissé invariant par
o®. On est dans les conditions de la proposition 5.2.6 et on obtient un élément strictement positif
gs affilié au centre de N tel que :

[D® o1 g : D)y = [(gs)™
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D’apreés le lemme 5.3.4, on a : ‘
[D® o o2°F . DP), = \ist

On sait que aq)OROTS laisse invariant ® d’aprés le lemme 5.1.1, donc Por_4 = q)OO';I)OR. Par suite,

on obtient, pour tous s,t € R, A" = 3(g,)". On en déduit facilement qu’il existe ¢ strictement
positif afﬁlié au centre de N tel que A = 8(g). Enfin, comme R(X\) = A, il vient A = a(q). |

5.3.9 LEMME — On a, pour tous a,b € No NNy, et tout t € R :

7; w o T_

) J¢A<1>(>\2 Tt(a)) J<I>A<I>(a) ts

. DoR

1) w o0 =w ’
) WiyAs(b) © O JoAa (A2 %2R (b))

DEMONSTRATION : La premiére relation est une conséquence du fait que 7 est implémenté
par P. La seconde se déduit du calcul suivant qui repose sur 'expression de Agor en fonction
de ¢ et Ag d’aprés la proposition 2.4 de [VaeOla] :

(07" () Jp Ao (b) | Jo A (b)) = (2852 % Jo e (D) AGl s Jo Aa (D))

= (2Jp0" Jp6 AL Jp Ao (D) Jp6™" o0 " Ay Jo A (b))
26" JpAa (02y(0))16 " JaAa (0 24(D)))

= (2JoAo(A202,(b)6)| JpAe(A20®, (b)6))

car o i/2(5”) = )\%5“

= (2JoAe(N26 %02, (6)5)| JpAa(A26 02, (b)6'))

= (2JoAa(A20?R (1)) JoAa (A2 0?5 (b))

~—~~ Y~

|
5.3.10 PROPOSITION — On a T o1y = (0f ko 029%) o T pour tout t € R.
N
DEMONSTRATION : Pour tous a,b € Ng N Np, et pour tout ¢ € R, on calcule :
(id gxa Wipae®) (02 sxa of T (ni(a*a)) = 02,(id pra wipnq@) 0 07 T (Te(a"a))
v N v
_ P - *
=o2,(id ﬁta wJ¢A¢(A%af§R(b)))F(Tt(a a))
= 0% R(id pra Wiyng(r(a)) TATET(b7D))
14

_ PoR PoR (3%
= Ro; *""(id Bta qu>Aq>(/\%n(a)))F(U*t (b™b))

= Ro?M(id gra wighg(a) © T-t)T (27 (b7D))
= R(id g*a qu)Aq)(a))F(b*b)

= (id pka Wi,a,p))(a"a)

d’ott on tire que (6%, gxo 0f°F)oT o7, = I pour tout t € R. [
N
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On peut définir un opérateur 6 3®, % € (M N B(N)) s®a (M Na(N)) C M grog M
N N N

pour tout ¢t € R, d’aprés le paragraphe 2.5, car § est affilie & M Na(N)' N B(N). On montre
maintenant que ¢ est un cocaractére dans le sens ot I'(0) =0 3®q 9.
N

5.3.11 LEMME — Pour tout t € R, les opérateurs I'(6") et 6" 3®4 6% commutent.

N
DEMONSTRATION : Pour tout ¢t € R, on a :
(U?tO';I)OR B*a aq:ta;I’OR) ol = (a%t B*a O'q:tO'?ORTt) olo U?OR
N N
[ doR d _PoR [ doR d _PoR ® _PoR
= (021t gra oy m)oT 00,0, = (02 pra oy V)olomoZ07 " =T o00,°
N N

Or, pour tout z € M, on sait que o®,0°%(x) = §¥x56~%, c’est pourquoi on obtient :

((Sit 5®04 5it)r($)(5—it ﬁ®a 5—it) — F((S“xé_“)
N N

En particulier, pour tout s € R, on a :
(5it ﬁ®01 5it)r\(6i5)(6—it B@Q 5—it) — I‘((Sitéis(s_it) — 1—\(51'5)
N N

et le lemme en découle. [ |

On utilise le résultat technique 7.6 de [KV00] qu’on énonce dans le lemme suivant :

5.3.12 LEMME — Il eziste un sous espace C de M tel que, pour tout c € C' :

7,) cc T<I>0R N
i) 5_1/204_);?/};(0*) est borné et 5_1/204_);?/}22(0*) € D(O‘?;%R) N Noor ;

iii) 671/2c* est borné et 67Y2c* € N p s
iv) JﬁgR(é_l/Qaff/lg(c*)) — A2k
v) Apor(C) est un ceur pour 6~1/2 ;
vi) ¢ € Ng, ®(c*c) =do R((é‘l/Qa?i’/@(C*))*(S_l/za?‘;/@(c*)) ;
vii) Tr(c*c) = Sr(6~Y2c*cd—1/?)
o Sg vérifie voB loTpR=®PoR=voa 'oSg.

DEMONSTRATION : Les résultats i) a vi) sont empruntés a [KV00]. Cela repose essentiel-
lement sur le fait que le cocycle de Radon-Nikodym de ® o R par rapport & ® est de la forme

2
A2 6. vii) est un corollaire de vi). [

5.3.13 PROPOSITION — Pour tous v € D(§~/2) N D((Haor)s,v°) et a € Noor N Nsy, on a
BoR((wy pra id)(T'(a))) = (Sr(a)d~?v|6~2v) ou Sk vérific vof~ 10Tk = ®oR = voa 'oSk.
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DEMONSTRATION : Soient ¢ € C et d € Npor N Npy,. On calcule :

B0 R((rponaun(e) 50 iD@D) = (@ prgun@ 5% id) (D))

d’apreés la proposition 4.6.3,
= (T(c*¢) JoorAwor(d)| JoorAdor(d))
d’aprés l'invariance a gauche de Ty,

= (Sr(672c*c6 %) JporAvor(d)| Joor Avor(d))
d’aprés les propriétés des éléments de C,

= [|Apor(cs/?) «®a JoorMoor(d)||?
ot £(x) = Joora (") Jpor,
= [|JaorAvor (%) a®e Avor(d)||
(Sr(d*d) JporAdor(cd /%) | Jpor Apor (cd /?))
(Sr(d*d)Aaor (031 (672¢")) [ Aaor (0255 (57/2c))
= (Sr(d*d)0 2 A JpopAsor(c)| 072N JpopAor(c))
d’apreés les propriétés des éléments de C,

= (Sr(d*d)6 2 JporAaor(c) |67/ % JporAsor(c))

La proposition en découle grace & des arguments de continuité. |

5.3.14 COROLLAIRE — Pour tous v € D(67/2) N D((Hgor),v°) et a € Naor N Nsg, on a
Sr((wo pxa id)(T(a))) = a(< Sr(a)d™Y2v, 6720 >4 ).

14

DEMONSTRATION : C’est une conséquence de la proposition précédente et de la formule
voa Y< z€,n >5,0) = (x€|n) pour tout z € B(N)' et tous &, € D(Hg,v°). [ |

On désignera, par la suite, I'® I'homomorphisme involutif de M dans M 3Ra M g®q M
N N

donné par (I' gxq id) o' = (id gxq ') oI
N N

5.3.15 LEMME — Pour tous v € D(67Y? 5, 67Y2) N D((Hoor s®a Haor)s,v°) et pour tout
N v
a € Maor NNsy,, on a :

Do R((wo gra i) (@) = (Sr(a) 80 DI 580 62007 so0 57)0)
v N N N
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DEMONSTRATION : Soient &, € D(67/2)) N D((Hgor)s,v°). On calcule :

0 R((we p@an id)(I?(a))) = @ 0 R((wy pxa id)(L((we pa id)(L(a)))))
= (Sn((we pra id)(T'(a))5" /|6~ /?n)

d’aprés la proposition précédente,
= (a(< Sg(a)d~V2¢,671%¢ > 45,0 672|672y
B’
d’aprés le corollaire précédent,
= ((Sr(a) s@a )07 s@a 67120)|6712¢ soa 571/7n)
N v N

or D(67/2)) N D((Haor),v°) 3®a D(67Y2)) N D((Haor)s,v°) est un ceeur pour 'opérateur

6172 Q0 612 donc le lemme en découle. |
N

5.3.16 LEMME — Pour tous v € D(I'(67Y/2)) N D((Haor $®a Haor)s,v°) et a € Naor N Ny,
on a ®oR((wy g*a id)(I‘(g)(a))) = ((Sr(a) s®a 1)(T(6‘1/2)v|(F(5_1/2)v).
v N

DEMONSTRATION : Soit (1;)icr une D(Hg,v°)-base de Hg. On pose w; = (A?,{ﬂ)*WU pour
tout ¢ € I. Pour tout z € M, on a :

woT(x)) = (1 a®p 2)Wo[Wo) = S ((AS7) (1 a®; D)Wl (NG5 Wo) = 3wy, ()
No i€l Ne el

On remarque que Wo € D(1 324 0-1/2) et w; € D(672) a cause de v € D(I'(61/2)) et
N
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[(z) = W*(1 o®j 2)W. On calcule alors :
NO

Do R((wy pra id)(TP(a))) =@ o R((wyoT grq id)(T(a)))

14 12
= " ®o R((w, 5% id)(T(a)))
el
par normalité,
=D (Sr(@)d o™ w)
i€l
d’aprés la proposition précédente,

= 3 (Sr(a)s 28 Wolg 2 (AP W)

i€l

:Z(Agst(a)(Agﬁ)*(1 @ 6 VW1 0®; 52 W)
el Ne Ne

= (1 a®5 Sr(@)(1 a®@5 6~ 2)Wol(1 @67 Wo)

No No No
d’aprés les propriétés des bases,

= (W*(1 ®; Sr(@)(1 a5 5 AWoW* (1 4@ 6% W)
Neo Neo Neo
car W est un unitaire,

= ((Sk(a) 6%a (L@ )08 2)0)

La proposition en découle grace & des arguments de continuité. |

5.3.17 PROPOSITION — On a :
N

DEMONSTRATION : Siv € D(6 Y2 5@, 6 2)NDT (6~ V2)ND((Hoor @0 Haor)s, v°),
N v
alors on a ||(07Y2 @4 671/2)v]|? = ||T(67Y/2)v||? d’aprés les lemmes précédents. Or, les opéra-
N

teurs commutent donc il existe un sous espace qui est un ceeur pour §-1/2 5Qa 612 et F(5*1/2).
N
D’aprés I'égalité précédente, on obtient donc que les deux opérateurs ont méme domaine et, par

ui u’i nt égaux.
suite, qu’ils sont éga |

5.4 Unicité du poids opératoriel invariant a gauche.

THEOREME 10 — Soit T" un poids opératoriel invariant a gauche et 3-adapté par rapport a v.
Alors il existe h strictement positif affilié a Z(N) tel que, pour tout t € R :

voatoT =((woalto Tr)pny et [DT': DTr]; = B(h)
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DEMONSTRATION : On note ® = voa~!oT’. D’aprés la proposition 4.6.9, on a :

? of)ol

lN'ooZ,o00 Z

Y (1 gra0®) 0T o0 = (id grao
N N

Pour tout a € M+R, on déduit, grace a la propriété d’invariance & droite de Ty, que :

Troo®0% (@) = (B0 R sxq id) (07,0 (a) = %0 (B0 R gra id)T(a)) = 07,0 o Ti(a)
14 14
et comme, T et T" sont a-adaptés par rapport a v, on obtient ® o R est invariant par O‘?SU;}, et

donc o°F et ¢® 0% commutent. Or, o2°F et ¢®, commutent donc oP°f

Soient s,t € R. En utilisant 74(0) =6 et T'(§) =9 g®a J, on obtient :

’
et Ug’

(o} (6) = (n p¥a o )(I(6%)) = 6 p8a o} (6%)

don T'(o' (6%)07%) =1 5®a o (6%)67% et o' (6°)07" € B(N). Comme T" est a-adapté par
rapportay onaal (B(N )) B(o¥(N)) = B(N) et o (MNB(N)') = MNB(N). On en déduit
que o (6%)6~% € B(Z(N)) et on montre facilement qu'il existe k strictement positif affilié a
Z(N) tel que o (%) = B(k*t)6%.

Vu que a?) =5 ‘I’OR(S” et que 0® et o®°F commutent, on obtient la relation suivante
0¥ ¥ (z) = 0P (B0 ()B(™)). D'on :

®(2*z) = B o 0P (B(k~)0® (z¥2) B(KY))
_ q)(ﬂ(kfzst)o_s (x*x)ﬂ(k”t))
=do U;I)/(x*w)
car of (B(k)) = B(0”(k)) = B(k)

est invariant & gauche, donc d’aprés la proposition 5.2.6, il existe g affilié

<I>oas oo

/
Or o® oTLoaq)

au centre de N tel que @ o O';I)/ = ®p,,)- Par des arguments standards, on sait qu'’il existe g
strictement positif et affilié au centre de N tel que doc® = DPgig-s) et [DBoc? : DB], = B(¢*).

Alors, d’apres la proposition 5.2.6, il existe h affilié au centre de N tel que ® = ®g(;, avec
[DT' : DTy = B(h™).

On dispose d’un résultat analogue pour les poids opératoriels invariants & droite.

5.4.1 COROLLAIRE — Il existe h strictement positif affilié au centre de N tel que :

Tr = (RoTLo R)am)

DEMONSTRATION : Tgr et Ro T o R sont dans les hypothéses du théoréme précédent. H

5.5 Maniabilité de 'unitaire fondamental.

Dans ce paragraphe, on introduit un dernier objet fondamental de la structure : I'opérateur
de manipulation. On prouve alors la maniabilité de I'unitaire fondamental dans un sens analogue
a la définition de [Wor96|.

5.5.1 LEMME — Il existe un opemteur P sur Hg strictement positif tel que, pour tout x € Ng et
toutt € R, on a P'Ag(x) = /\2Aq>(7't( ))-
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DEMONSTRATION : D’apreés les propriétés modulaires de ® o R = ®y4, (|Vaellal, 5.3), on a :
Ao (a2R(2)) = 6 TpA2 61 Jp Al Ag (2)

et comme \ est affilié au centre de M, on obtient ||Ag(c°F(x))|| = H)\%A@(x)H pour tout

x € NoNN7, et tout t € R. Or, on sait que k; = of°ftor, laisse invariant ® , pour tout ¢t € R donc
[|As(z)]| = H)\%A@(Tt(a:))\ |. Il existe ainsi un opérateur P; sur Hg tel que P,Ag(z) = )\%Acp(n(x))
pour tout x € Np N N7, et tout t € R.

Pour tous s,t € R, on vérifie alors que PsP, = Py grace a la relation 7(A) = A. On en déduit
I'existence d’un opérateur P qui satisfait les conditions de I’énoncé. |

5.5.2 DEFINITION — On app(telle opérateur de manipulation 'opérateur P sur Hg strictement
positif tel que P*Ag(x) = A2 Ag(7¢(x)), pour tout x € Ng et tout t € R.

5.5.3 PROPOSITION — On a Pz P~% = 1(x) pour tout x € M et tout t € R.

DEMONSTRATION : Claire. [ |

Comme conséquences immeédiates, on obtient les deux premiéres relations de commutation
de la proposition suivante. La troisiéme relation est de démonstration aisée.

9.5.4 PROPOSITION — Pour toutt € R et tout n € N, on a :

P"a(n) = a(of (n))P", P"B(n) = B(of (n))P" et P"((n) = B(o} (n))P"

Grace a ces relations, on peut définir de maniére licite, pour tout ¢ € R, les opérateurs
P 3@, P sur Hp p®q Ho et PY a®p P% sur Hg a®5 He, qui agissent de maniére

v v o 10
naturelle sur les tenseurs élémentaires.

THEOREME 11 — L’unitaire W vérifie une relation de maniabilité semblable a celle définie par
Woronowicz. Plus précisément, on a :

i) (oW¥ou(q 5®a V)[p a®p W) = (0,0Waye(Jap a®s P~?0)|Jaq 4®a PY2w) pour tous
v ve ve v
1

veD(P3), we D(P3) et p,q € D(oHe,v) N D((He) 5 0°) ;
i) W(P" 30, PY) = (P a®j PYW pour tout t € R.

Vo

DEMONSTRATION : Soient p,q € D(aHo,v)ND((Hs)s,1°), v € D(DYV?) et w € D(D~1/?).
On sait que :
(L(id % wq ) (W) To|w) = ((id * wp,) (W)DY/20[ D~ 2w)

Comme (id * wp¢)(W) € M et 7 est implémenté par D™, (id % wp,q) (W) € D(1_;/2) et on a:

7_is2((id * wp,g)(W)) = 1(id * wgp)(W)I
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Comme 7 est aussi implémenté par P, on obtient :
(I(id * wqp)(W)Iv|w) = ((id * wp,q)(W)Pl/Qv]P—l/Qw)

pour tous v € D(P'/?) et w € D(P~1/?).
La proposition 4.6.12 permet alors de réécrire cette formule :

(o, W¥o,(q 4®a V)P oa®p w) = (0ueWoye(Jop o®p3 Pil/zv)\Jq,q 5®a P1/2w)

14 v

Il suffit maintenant de prouver que W*(P% a®j Py = (P 52, PY“)YW* pour tout ¢t € R.
o v
On remarquera, avant d’entamer le calcul, que, pour tout ¢ € R, la relation de commutation
entre P et (3, entraine que P" laisse stable D((Hg)g,v°) et transforme une (N° v°)-base de
(Hp)p en une (N v°)-base de (Hg)gs-

Soit (&)ier une (N, v°)-base de (Hg)g. Soient v € D((Ha)g,v°) et a € Ny, N"\Ng. On calcule :

(P 3@ POW (0 o®; Aa(a)) =Y P& 5®a NP Ap(ri((wog, gxa id)(T(a))))

v el
=Y P p®a Aa((wpity pitg, pra id)(T(A?7(a))))
il v v
car A2 € B(Z(N)),
= W*(P" o4®; A" As(ri(a)))

=W*(P" a®5 PN (v o®5 As(a))

vo v
ce qui prouve le résultat. |

Suivant [Eno02|, définition 4.1, on donne ici la définition d’un unitaire pseudo-multiplicatif
faiblement régulier.

5.5.5 DEFINITION — Un unitaire pseudo-multiplicatif W pour «, 3, {3 est faiblement régulier

si la fermeture faible de 1’espace vectoriel engendré par les opérateurs de la forme ()\g’ﬂ VW o
ou v,w € D(,H,v) est égal & a(N)'.

5.5.6 PROPOSITION — L’opérateur W = o ,W*o, de Hyp B®a Hg dans Hp o®g Ho est un
v ve

unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour «, 3, B faiblement régulier au sens de ([Eno02],
définition 4.1).

DEMONSTRATION : D’apres [EV00], on sait que W est un unitaire pseudo-multiplicatif.
On sait aussi que < (Aﬁ’ﬁ)*/l/l?pg;a >""C a(N)'. Pour tous v € D(Pfé), w € D(P%) et tous

p,q € D(oHgp,v)N D((H‘b)ﬁ’ v°), on a, d'une part, d’aprés le théoréme 11 :

(A2 W pBglw) = (0o Wao(Jop a@g P~Y20)|Joq s@0 PM2w)
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et d’autre part :

(R (0) R (p)*glw) = (R (v)J, R*" (Jap)* Jalw)

(
= (R(0) o A (< Jog, Jop > 5,0 ) [w)

= (PT2RY (0) 1, A (< Jaq, Jap ) ,)| P w)

= (R (P 20) A2 T, 0, (< Jag, Jap >80 )| P w)
= (R*(P™'?0)A, (< Jap, Jog >80 )| P 2w)

= (a(< Jop, Joq >3 o) P10 | P Pw)
(h@ﬂ®ap /th ®aPU2)

p-1/2

Il existe = € Hg 6®0‘ Hg tel que 0,0Wa,0Z = Jpp ﬂ®a v car W est surjectif. Par

définition du produit tensorlel relatif, il existe une famille (Ek 1 Jopi, a®5 P~ /Q%)iel qui
converge vers Z. Par suite, la famille (( Z(:Z)l()\;ﬁ) vai qlw))ier converge vers :
k k

(0,0 Wo,0Z]Jag 500 PPw) = (Jop 300 P?0|Jaq 584 PY?w) = (R (v)R™ (p)*qlw)

On a alors a(N) =< R*"(v)R*(p)* > C< (wyyp * id)(Woye) >~ |

5.5.7 COROLLAIRE — Si M désigne la fermeture faible de [’espace vectoriel engendré par les
éléments (wey * 1d)(W) o § € D((Ho)g,v°) et n € D(oHa,v), alors M est une algébre de von
Neumann.

DEMONSTRATION : 1l s’agit d’'une conséquence du fait W est faiblement régulier et de la
proposition 3.2 de [Eno02]. |

5.6 Changement de poids quasi-invariant.

On étudie, dans ce paragraphe, dans quelle mesure la structure de groupoide quantique
mesuré dépend du poids quasi-invariant.
Soit v/ un poids normal, semifini et fidéle sur N tel qu’il existe h et k strictement positifs

affiliés & N commutant fortement et [Dv' : Dv)y = k§ h'* pour tout ¢ € R. D’aprés la proposition
5.1 de [VaeOla], c’est équivalent a o¥(h®®) = k*'hi® pour tous s,t € R et v/ = v}, au sens de
[VaeOla]. Cette hypotheése est vérifiée, en particulier, quand o” et o commutent auquel cas k
est affilié au centre de V.

5.6.1 PROPOSITION — Il existe un poids opératoriel T} de M vers a(N) normal, semifini, fidéle
et B-adapté par rapport a V' tel que, pour toutt € R, on a :

P-I
(DT} : DTy, = B(k 2 hit)

DEMONSTRATION : D’apreés le lemme 4.1.3, il existe un poids opératoriel Sy, de M vers
B(N) normal, semifini et fidéle tel que voa~'oT, = voB~1oS de sorte que Sy, est a-adapté par
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rapport a v d’aprés le lemme 4.1.3. Par suite, il existe un poids opératoriel 77 normal, semifini
et fidele tel que /03710 S =voa~loT} desorte que T} est B-adapté par rapport a v/ d’aprés
le lemme 4.1.3.

On calcule alors le cocycle de Radon-Nikodym pour tout ¢t € R :

(DT} : DTy); = [Dvoa™toT} : Dvoa™t o Ty
=[DVopB toS:DroptoS)

= B(IDY' s Dul,) = G5 Y

5.6.2 COROLLAIRE — On a :

voa loTy=(woa 'oTL)sp et Voo loTy=woa ' oTL)ampn)

DEMONSTRATION : Claire d’aprés la proposition 5.1 de [VaeOla| et le fait que, pour tout
it2 —it? . .
teR, ona [DVoaloT, : Dvoa=toTy] = a(k'T)B(k 2 )a(hit)3(h). u

5.6.3 PROPOSITION — T est invariant & gauche.
DEMONSTRATION : Soit a € M7, . On a:
L

(id gxo V' oa o T))(T(a)) = (id pxqvoa ' oT;)(T(a))

17 v

= (Zd B*a (V oalo TL)g(h))(F(a))

v

= (id gra voa o Ty)(L(B(h?)aB(h'?)))

— Ty (B(h/?)aB(h"/?)) = T'(a)

d’aprés l'invariance a gauche de T7p,.

5.6.4 PROPOSITION — Il existe un poids opératoriel Ty, normal, semifini, fidéle, invariant & droite
et a-adapté par rapport a V' tel que, pour tout t € R, on a :

i
[DT} : DTg); = a(k'z h')
De plus, on a :

voftoThp=(of o TR)am) € Vo B loTh=wop o TR)a(h)B(h)

DEMONSTRATION : Analogue & ce qui précéde a partir du poids opératoriel Tr. La derniére

it? —it2 . .
partie provient de 'égalité [Dv/ o 371 o Th : Dvo 7o Tg]; = a(k'T)B(k ™2 )a(hit)B(hit) pour
tout £ € R. |



5.6 Changement de poids quasi-invariant. 91

5.6.5 LEMME — L’application IV”/ définie par la formule suivante :

L& 5%an) = BT7R)E g@a a(h?)n

v

pour tout £ € H et tout n € D(oH,v) N D(a(h'/?)), est un isomorphisme de B(N)' — a(N)"-
bimodules de H g®q H sur H g&q H.

v

DEMONSTRATION : Pour tout z € NV,/, on a :
a(@)a(h'?)n = a(zh')n = R (n)A,(xh'/?) = R (n) A, (2)

On en déduit que a(h'/?)n € D(,H,v) et on a R** (a(h'/?)n) = R*¥(n). L'existence de I*’
provient alors de la relation :

B73)E1 500 (BB 73)Es 500 a(hY?))

= (B(J < alh Py, a(B ) >3 0 J)B(kT)6|B(k™%)6)

= (Bt BTk I 8T, < mime >0, Tk BT KR T R)E &)
car J, = k78T, K8, d’apreés la proposition 2.5 de [Vae0la],

= (B(Jy <m,m2 >4, Jv)é1lée)

= (& ﬂ%@a m|& 5<§V§>a 72)

REMARQUE — Pour tout £ € D(Hg,v°) et tout n € D(oH,v), on a les égalités suivantes :

IV(E 5®an) = BkT8)E 50 alhP)n=¢ @4 alk™78h1/?)y

v

= B(a%)(hY/?)g 8% alk™*)n = Blot (k™ h2))¢ 5%a

= BK*)E R0 0”5 (W) = BIR/SRY2)E poa n

5.6.6 PROPOSITION — Pour tout groupoide quantique mesuré (N, M, a, 3,1, v, Ty, Tr), il existe
un groupoide quantique mesuré (N, M, o, 3,1,V T}, T}) dont les objets fondamentauz R', 7/, N,
0" et P’ s’expriment grdace aur relations suivantes :

i) R =R;

) 7 = Ad T i, gy © T T AdalDy D) s(Dv:Dv) © e pour fout t € R
i) N = A;
w) & =90;

—it? it?
2

. i? i i i = i i
w) P = a(ks Bk h ) Jaa(k's W) B(k™S ho)Js P pour fout { € R.
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DEMONSTRATION : L’existence du groupoide quantique mesuré (N, M, o, 3,T,0/, T}, T},)
provient des propositions précédentes. On appelle ® =1/ oa 1o T} et ¥/ =1/ 0371 oTh. Soient
T,y € NT}/% NNy et z € M. A ’aide de la proposition 2.5 de [VaeOla], on a les relations :

Jurhwr () = Joa (k™) B(K%) Jya(k'/*)B(k™%) Jy Ay (za(h'?)5(R?))
Wy Agr () (2) = Wo(1i/8)3(1k—1/8) Ty Mg (wa(h1/2)B(11/2)) (Z)

B,o,v! — IV/)\B’Q’V
v

aki/®)B(k—/3)Jy Ay (za(h1/2) B(h1/2)) a(k1/%) Ty A (za(n1/2)) OT PrOCEde

On vérifie alors que A

au calcul suivant :

R((WJy, Ay () pra id)(T(y™y))) = R((Wa(ki/s)8(k—/5) Jg Ay (wa(h1/2)3(h1/2)) pra id)(I'(y"y)))
= R((wa(ki/8)J\I,Aq,(ma(hl/Q)) ﬁta id)(T'(y*y)))
= R((qu,A\p(xa(k—i/8h1/2)) ﬁ’;a id)(T'(y"y)))
= (Wigngy) F%a id)(T(Q(R30?) e za (k™ /0?)))

par définition de R,

= (Wa(k—#/511/2) 79 Ay (y) g*a id)(I'(z"z))
= (Wagur) sy watnirz) g*e 1d)(0(@"T))
= (W1 Ay (y) @;a id)(T'(z*x))
= R'((wyy Ay (2) B:,O‘ id)(T'(y*y)))

par définition de R'.

On en déduit que R = R'. Pour tous a € M, £ € D(Hp,v"°) et t € R, on calcule :

mi((we pra id)(T(a)))
= Tt(a(kr‘;gh‘l/z)(w& g%a id)(T(a))a(k/h=1/2))
= a0} (kSh))mi((we gxa id)(T(a)))a(of (K/5h71/%))
= (k™R ) (Wi v i) (0% a) /2512

_ , : %
= Adoa(k*t/%m/sh*l/?)((wa(k%ﬂhit)ﬁ(k%hit)A;f% gt ld)(F(Ada(kgh%t)ﬁ(k%ﬂh%) ocZy(a))))

d’apres la proposition 2.4 et le corollaire 2.6 de [VaeOla],

gxa i) (0¥ (a))) A(K 2

a2
Bk HALE T,

a2 )
= 5(kt7hlt)Ada(k—t/M/sh—lm)((w h™")

—it?

DB R e s id) (Do (@)alh s G A

it2

= a(ki2

—it2

= (kRN R (e pra id)(D(@)alhs GG A

it2

2. —it2 . - . it2 .
On en déduit que 7/(z) = a(k'T h)B(k 2 h~)r(z)a(k 2 h=")8(k'T hit) pour tout z € M




5.6 Changement de poids quasi-invariant. 93

et tout ¢t € R. Maintenant, on calcule le cocycle de Radon-Nikodym suivant pour tout ¢t € R :

DV oa ™t oT' o R: DV oa ™t o T';
= [DV'a 'T'R: Dva™'TR)[Dva TR : Dva™'T);[Dva™'T : DV'a™'T");
it2
= a([DV' : Dv];)B(IDV' : Dl/]*_t))\tTdna([Du : DV|))B([Dv : DV']*,)

Enfin, on exprime 'opérateur de manipulation P’ en fonction de P. On calcule, pour tout
x ENTL NNg et tout t € R :

P/itAqy(ﬂf)
= X2 Ag(7/(2))
it2 —it? . —it2
= MN2Ap(a(k'T R)B(k ™2 B~ ")y (z)a(k 2

d’apreés ce qui précéde,

W8T B (R ) B(h2)

_it2

—it? it
2

2 4 Iy

= N2a(k'T hB(k™2 b ") Jeo_ip(alk’® h)B(k
it2 . —it?

= \2a (kT hi)B(k 2

=) Jahe (ri(x)a(ht?)B(h'/2)
B Jaa (kT RS h ) a (k) BR) Ja ke (r()a(h/2)5(%))

—it? —it?

it2 . . it2
= N2a (ks W) B(k™2 b ) Jpa(k' hi')3(k 2

W) Je e (i(za(h'/?)B(R?)))
= a(k:%h”)ﬁ(k%ﬁh*“)(]qm(k%h“)ﬁ(k%ﬁh*“)J@P“A@(x)

ce qu’il fallait démontrer. |

A T'aide de ces formules, on vérifie que 7/(a(n)) = a(o¥' (n)), 1(8(n)) = B(a¥ (n)) et P’
implémente 7’.

5.6.7 PROPOSITION — Soit (N, M,a, 3, T,v, Ty, Tr) un groupoide quantique mesuré et soit Tr
un autre poids opératoriel invariant a gauche et B-adapté par rapport a v. Alors les objets fon-
damentauz R, T, 5\, 5 et Pdu groupoide quantique mesuré (N, M, o, 3,1, v, TL,TR) s’expriment
grace aux relations suivantes :

i) R=R;
i) F=1;
i) A= X\;
w) & = da(h)B(h~Y) ou h affilié au centre de N tel que Ty, = (TL)a(ny 5

NS
M
|
o

DEMONSTRATION : D’apres le théoréme d’unicité du poids opératoriel invariant & gauche et
(-adapté par rapport a v, il existe h strictement positif affilié au centre de N tel que voa ™t oTy, =
(voa~toTyL)sm) et tel que, pour tout ¢t € R, on a DTy, : DTy, = B(h™). On a déja remarqué
que R et 7 sont indépendants du poids opératoriel invariant & gauche et -adapté par rapport a
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v. On calcule alors le cocycle de Radon-Nydodim suivant :
[DvB~ RTLR : Dva 'Ty); = [DvB RTLR : DvB ' RTLR);[DY : D®);[Dva'Ty, : Dva™'Ty];
= R([DTy : DTr)",)[DV : D®},[DTy, : DTL]s
_ a(hit))\géitﬁ(h—it)
_ A%yta(hitm(hﬂ't)
car « et (3 commutent et § est affilié¢ & a(N) N B(N)

et on obtient les points iii) et iv). Enfin, si on note ® = v oa~' o T}, on a, pour tout ¢ € R et
tout x € Ny, NN

nk

PlAG () = X274 (7u(x)
= NN () B(1)
= M2 Ag(m(xB(h'/?))  car h est affilié au centre de N,
= PN (zB(h'/?))
= P"Ag(z)

ce qu’il fallait démontrer. |

THEOREME 12 — Soient (N, M, o, 3,T,v, Ty, Tr) et (N, M, o, 5,T,V, T}, T}) deuz groupoides
quantiques mesurés tels qu’il existe h et k strictement positifs affiliés a N commutant fortement

it .
et [DV' : Dv)y = ks hit pour tout t € R. Alors les relations suivantes expriment le lien entre les
objets fondamentaux de ces deux structures :

i) R =R;

ii) Tt, =Ad _,2 w2
a(k™2 h)B(k2 hit)

i) N =X;
i) 8 =46 ou b et & ont été définis dans la proposition 5.5.5;

o 7y = Ady((Dv':Du)3)B([Dv:Dv),) © Tt pour tout t € R ;

—it? —it?

. 2. i . 2. . .
1}) P/zt — O[(k‘tTth),B(k'Th 1t)J(I>a(ktTth)ﬁ(k 2 h Zt)Jq)PZt pour tout t € R.

DEMONSTRATION : On applique successivement les deux propositions précédentes. |

REMARQUE — On retrouve la proposition 5.3.3 & partir du théoréme précédent.

On regroupe maintenant les résultats du chapitre dans deux théorémes :

THEOREME 13 — Soit (N, M, «, 3,1, v, T, Tr) un groupoide quantique mesuré. Si T’ est un
poids opératoriel invariant a gauche et B-adapté par rapport a v, alors il existe h strictement
positif affilié a Z(N) tel que, pour tout t € R :

voa loT =(voa " oTp)sm
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On dispose d’un résultat analogue avec les poids opératoriels invariants a droite.

THEOREME 14 — Soit le groupoide quantique mesuré (N, M, a, 3,1,v,T,, Ro T, o R). Alors, il

existe un élément 0 strictement positif affilié a M N a(N) N B(N)" qu’on appelle module et il

existe un opérateur \ strictement positif affilié a Z(M) Na(N)NB(N) qu’on appelle opérateur
2

d’échelle tels que [DvoatoT,oR: Dvoa toTy), = AT it pour tout t € R.
De plus, on a, pour tous s,t € R :

[Dvoa™loTpory: DvoatoTy], = A%t

[DvoatoTroRors: DvoatoToR], =\t

[Dv o altoTy o U;’C’O‘AOTLOR :Dvoa~lto TL): = it

[Dv o atoT,oRo asyoailoTL :DrvoaloTyo R}, = N\ ist
i) ROA) =X\, R(6) =61, 7(0) =6 et e(\) = \;
iii) & est un cocaractére i.e I'(0) =0 3®q 0.

N

i)

Si v est un poids normal, semifini et fidele sur N et h, k des opérateurs strictement positifs
it .

affiliés & N commutant fortement et vérifiant [DV' . Dv], = k5 hit pour tout t € R, alors il

existe Tr, invariant & gauche et 3-adapté par rapport a v'. De plus, si (N, M, o, 5,1,V ,T;,Th)

désigne un autre groupoide quantique mesuré, alors les relations suivantes expriment le lien entre

les objets fondamentauz des deuz structures :

i) R =R;
) 7 = Ada(k*%tz itk L Ado([Dv:Dyl;)8(IDv: D)) © Tt pour tout t € R;
iii) N = \;

i) 6 =46 ou b et & ont été définis dans la proposition 5.5.5;
. it2 . —it2 . it2 .
) Pt =a(k's W)k h=)Jpa(k'T hit)B(k

—it?
2

h=#) Jp P pour tout t € R.
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Chapitre 6

LE GROUPOIDE QUANTIQUE
DUAL

Soit (N, M, «, 3,1, v, Ty, Tr) un groupoide quantique mesuré. Dans ce chapitre, on construit,
en utilisant le module et ’opérateur d’échelle, un objet dual grace & une hypothése supplémentaire
vérifiée dans de nombreux exemples et, en particulier, si la base est semifinie. Cet objet dual est
un groupoide quantique mesuré si, et seulement si N est semifinie. Dans ce cas, on obtient un
théoréme de bidualité et des relations entre M et M analogues aux relations de Heisenberg. Les
cas des groupoides quantiques commutant et opposé sont définis et étudiés.

6.1 Structure d’algébre sur le prédual.

On définit une multiplication sur une sous algébre de M,. Dans le cas des groupes, cela
correspond au produit de convolution. Il faut souligner le fait que, comme ’antipode peut étre
non bornée, une structure involutive pourra étre définie éventuellement sur une sous algébre
encore plus petite. on reformule ici des idées de J.M Vallin dans [Val00].

6.1.1 DEFINITION — Soit u € M. Soit w € M, telle qu'’il existe k € R tel que wo 3 < kv. On
définit alors la forme normale produit wy par la formule suivante :

wp(z) = p((w prq id)(IT'(x)))

v

pour tout z € M.

Dans les conditions de la définition précédente, on sait qu'il existe ' € H tel que p = wer et
qu'il existe £ € D(Hg,v°) tel que w = we. Alors, pour tout € M, on a :

wp(z) = T(2)(§ s®a £)IE s®a )

6.1.2 PROPOSITION — Le sous espace de M,, noté ME, engendré par les formes normales posi-
tives w telles qu’il existe k € R tel que wo B < kv, est stable pour le produit défini précédemment.
Si, de plus, on définit, pour tout w = we € (MIY*,

lw|| = inf{k € RY |wo B <k} = [|[R* ()|

wpl| < JJw|l||pl] pour tout w, p € (MI)*.

on obtient linégalité

97
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DEMONSTRATION : Ou se place dans les conditions précédentes. On suppose, de plus, que
pw€ ME. Alors ¢ € D(Hg,v°). Soit n € N. On a alors :

wp(B(n™n)) = (L(B(n™))(€ p®a )€ s&a £)
= ((1 p®a B(n™))(§ p®a )€ 5Pa &)

par définition de T,
= ((< &€ >p,0)B(n"N)E'|E)

par définition du produit scalaire,

= (a(< &€ >p.0)B(n")E|B(n")E)
car B(N) € a(N),

< IR (€)|[Pp o B(n*n)
< kIR (©)|Pv(n*n)

Ainsi wp € ME et le reste de la proposition en découle facilement. |

D’aprés la proposition précédente, il existe un vecteur n € D(Hpg,v°) tel que wp = wy. Le
lemme suivant est alors vérifié :

6.1.3 LEMME — Soit x € M, et soit &' un vecteur lui correspondant. Alors pour tout x € M, on
a wyx(x) = ((I' gra d)(T())(§ s@a & s@a E)E s®a g pQa ")
v 14 v v 12

DEMONSTRATION : Soit ¢ € D(oH,v). Alors, par définition, on a, pour tout x € M,

wnwe () = we((wy pra id)(T(2))) = wy((id gra we)(T'(2)))

= (D(Gd gxa wo)(M@))(E 5Ba 313 58a ¢)
=((T g id)(D(x))(¢ §®a 3 5®a 9]'3 §®a ¢ 5®a ¢)
Or, application :
H — H 300 H — H .®3H ;0o H est continue,
¢ = ¢ ﬁgjaC = €6<§a (¢ ﬁ%’a()

Par conséquent la relation wywe(z) = (I' gxa id)(T(2))(§ R0 & Ra O 3®a & 5®a ()

reste vérifiée pour tous (; le lemme en découle. |

6.1.4 PROPOSITION — MZE est une sous algébre de M.,.

DEMONSTRATION : D’aprés ce qui précéde, il reste a prouver D'associativité du produit.
Soient alors, w, j, x trois formes normales positives de M et soient &, &', €” les trois vecteurs de
D(Hg,v°) correspondants. Alors, pour tout x € M, on a, d’aprés le lemme précédent,

(wi)x(x) = (T pro id)(T())(€ 5Pa & sBa &€ pPa & s@a ")
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= ((id gra D)(T(2))(€ sRa & sRa ") Qa0 & Qa E")

d’apres la co-associativité de I', (on utilise aussi implicitement 1’associativité du produit tensoriel
relatif),

= (T((we pra id)(T(2))(E pRa )€ sRa€")
= pux((we pra id)(T'(z))) = w(px)(z)

La proposition en résulte. |

REMARQUES —
i) En général, ME n’a pas de structure d’algébre de Banach.

1) On peut définir une structure d’algébre, de maniére analogue, sur le sous espace de M,,

noté ML, engendré par les formes normales positives w telles qu'il existe k& € R tel que

woua < kv.

Pour tout w € M,, on définit, pour tout z € M, w*(z) = w o R(z*).

6.1.5 PROPOSITION — MP® = ML N ME est une sous-algébre involutive de M,.

DEMONSTRATION : Comme R est un anti-homomorphisme involutif tel que Ro a = (3,
Mf "“ est stable par involution. On déduit facilement, du fait que R est une coinvolution, que
(wp)* = wrw* pour tout w, € M. [ |

On définit aussi un produit pour des espérances conditionnelles sur M.

6.1.6 DEFINITION — Soit F' une espérance conditionnelle sur M sur G(N). Soit E une espé-
rance conditionnelle normale et fidéle de M sur B(INV). On définit alors I'espérance conditionnelle
produit FF par la formule suivante :

EF(z)=F((voB ' oE gxqid)(T(z)))
pour tout x € M.

On observe que :
vofB ' o(EF)=(vof ' oE)(vo ' oF)

D’apreés ce qui a été fait pour les formes normales, il est clair que le produit défini précédemment,
entre des espérances conditionnelles de M sur S(N) normales et fidéles, est associatif.

REMARQUE — De la méme maniére, on peut définir un produit associatif pour des espérances
conditionnelles de M sur «(N) normales et fidéles.

6.2 Bimodule de Hopf dual.

On suppose a partir de ce moment que I’hypothése suivante est vérifiée :

D(Hpg,v°) N JoAe(Ne N Nr,) est dense dans H
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REMARQUE — L’hypothése est vérifice dés que Ag(No NN, N Ng, ) est dense faiblement dans
H car JpAe(No NN, ) C D(Hg,v°). Cest le cas, en particulier, si T}, est borné.

REMARQUE — L’hypotheése implique que D(,H,v) N D(Hg,v°) est dense dans H et donc MPe
dense dans M, car JoAe(Ne NN7,) C D(H,v).

On s’assure maintenant que cette hypothése est vérifiée dans le cas ol la base est semifinie.
C’est en fait sous cette hypothése que la théorie de la dualité des groupoides quantiques mesurés
est totalement cohérente.

6.2.1 LEMME — Pour tout © € Ng, il existe une suite (f,) de N, qui tend en croissant vers 1
telle que zB(f) € No N Ns, pour tout n € N et Agp(xzB(fn)) tend en norme vers Ag(x).

DEMONSTRATION : Sp(z*z) appartient a l'extension positive de G(NN) donc admet une
decomposition spectrale de la forme :

Sula’a) = [ "td(en) + oo(1 - 5(e))
0
Pour tout n € N, on a :
nv(l—e) <vofloS(z*z) = d(z) < +00
donc v(1 —e) = 0 et comme v est fidéle e = 1. Par suite, on a :
Sp(z*z) = - d
a'a) = [ ragte)
On a aussi :
Sul(aB(en) aBlen)) = Blen)Sulaa)blen) = [ tds(en)

donc zf(e,) € Ns.
Soit f,, = f{;n de;. La suite (f,,) tend en croissant vers e = 1. On a alors :

Sp(e°z) > /1 ;t dB(er) > 7 (7{:")
donc n®(z*z) > v(fn) et fn € N,.
Par suite, $ﬁ(fn) = xﬁ(en)ﬂ(fn) € Ng ﬁ-/\/SL'

Enfin, on a :

1Ae(z — 2B(f)|* = @((x — 2B(fn))*(x — 28(fa)))
( _fn)ﬁ_l OSL(x*:E)(l_fn))

n

((
v(B~ o Sp(z*x) — / tde;) — 0

1/n
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6.2.2 LEMME — Pour tout x € N, et tout y € M N «(N)" analytique par rapport a ®, on a
xy € N, .

DEMONSTRATION : Pour tout n € N,, on a za(n) € N N Np,. D’apres la théorie des
poids, comme y est analytique par rapport & ®, on obtient zya(n) = za(n)y € N et on a :

As(zya(n)) = Joo?, 5 (y*) Jaha(za(n)) = Jeo®, 4 (y*) JaAr, ()N (n)

Par suite xy € N, et on a Ap, (zy) = J¢Ufi/2(y*)J¢ATL (x). [ |

6.2.3 COROLLAIRE — L’hypothése supplémentaire D(Hg,v°) N JoAs(No N Nr,) dense dans H
est vérifiée, si la base N est semifinie.

DEMONSTRATION : Dans le cas ou v est une trace, f,, est analytique par rapport a v, donc
B(frn) est analytique par rapport & ® et on obtient des éléments z3(f,) € No NNy, NN, .
Dans le cas ou la base N est semifinie, il existe d strictement positif affilié & N tel que
v = Tr(d.) on Tr est une trace normale, semifinie et fidéle sur N. La densité d admet la
décomposition spectrale suivante :
[e.e]
0

On note h,, = f1n/n dg: qui tend en croissant vers 1 et on considére a(hy,)zS(frn) € NoNNp, NN, -
On a alors :

1Ae (z — a(hm)zB(fu))ll < [[Ae(z — alhm)2)|] + [|Ae (a(hm)r — a(hm)zB(fn))l]
< |[Ae((1 = alhm)))|| + [|As (z — zB(fn)I| — O
d’aprés le lemme 6.2.1 et car h,, tend vers 1 en croissant.

D’aprés une remarque précédente, la condition supplémentaire est alors vérifiée. |

6.2.4 DEFINITION — On pose M la fermeture faible de I’espace vectoriel engendré par les éléments
(wep * id)(W) ou & € D((Ha)g,v°) et n € D(aHa,v).

6.2.5 DEFINITION — On définit une application I' de M dans L(Hg ®a Hg) telle que, pour
v

tout x € M, on a T'(z) = 0,0 W(z 584 1)W*a,.
N

6.2.6 PROPOSITION — Le quintuplet (N,M,oz,@,f) est un bimodule de Hopf qu’on appelle bi-
module de Hopf dual.

DEMONSTRATION : D’aprés le corollaire 5.5.7, M est une algébre de von Neumann. Le reste
de la proposition provient des théorémes 6.2 et 6.3 de [EV00] appliqués a W. |



102 LE GROUPOIDE QUANTIQUE DUAL

6.2.7 LEMME — Sotent £ € D(,H,v) etn € D(HB, v°). Pour tous Z,=' € H a®z H, ona :

v

(1 a®; (id * we ) W)EE) = (1 @5 W)E 584 EIT o®51)

v vo v

DEMONSTRATION : Démonstration aisée. [ |

6.2.8 PROPOSITION — L’application contractante 7 de M2 dans N qui  w associe (wxid) (W)
est injective et multiplicative.

DEMONSTRATION : @ est injective d’aprés la version a gauche du théoréme 7. Soient
&1,€2,m,m2 des éléments de D(oH,v) N D(Hg,v°). Alors, pour tout £ € D(H,v) et tout
n€ D(H,v°), ona:

((wer & * 1) (W) (wny o * id)(W)EIn)

= ((ove a®5 1)(1 a®j W)oa,(1 3Qa 0uve)(1 @0 W)(E1 5Qa M sRa §)I[S2 s®a m2] o®5 1)
No Neo N N v v v o

d’aprés la proposition 3.6.3,

= (W a@; D)1 o@5 W)W ﬁ%a (& s®am g®a §)|[€2 s®a m2] oa®jn)
No No v v v °

v

d’aprés la relation de pseudo-multiplicativité de W,

= ((1 o B W)W(§1 ,8®a 771) ,8®a é‘W(§2 ,8®a 772) oc®B 77)
NO v 12 v Vo

= ((1 a®p (id*wey) (W))W (&1 p®a m)IW (&2 s@a n2))
No v 14

d’apres le lemme précédent,
= (D((id * we ) (W) (&1 p®a m)|(E2 3®a n2))

car I est implémentée par W,

= (Wey £oWn1 mp) (1 x we ) (W)

par définition du produit,
= (((wey 2wy a) * id) (W)E[n)

On conclut que 7 est multiplicative. |

On introduit alors le sous-ensemble Z de Mf '* de la maniére suivante :

7 = {w e MP3k > 0 tel que |w(z*)| < k||As(z)|| pour tout = € N NN, }

REMARQUE — Si wg,, € Mf’a, alors &,n € D(oH,v) N D(Hg,v°). De plus, si n appartient a
D(;q(Hg),®) = JoAa(Na), alors, on a :

wen(27)| = (Elzn)| < [[€]lllen]] < KIE]|l|Aa ()]
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Par suite, 7 est dense dans MPe (et donc dans M,.) d’aprés 'hypothése supplémentaire introduite
au début du chapitre.

D’apreés le théoréme de Riesz, si w € Z, alors pour tout € Ng N N, , il existe {(w) € H tel
que :

w(z®) = (E(w)[Aa(2))

Par la suite, pour toute forme w, on note @W(x) = w(z*).

6.2.9 PROPOSITION — L’ensemble T est un idéal G gauche de MP® tel que E(wp) = T(w)&(w)
pour tout w € Mf’o‘ et tout p € 7.

DEMONSTRATION : Pour tout x € Ng N N7, , on calcule :

wi(z”) = (@ pra p)0(@") = p((w pra id)I'(27))

v

= 1((@ pra id)l'(z))") = (E(W)|Aa(@ pra id)['(z)))

v

= (W@ id)(W*)Ag () = ((w *id)(W)E (1) A (2))

La proposition en découle. |

On définit, pour tout t € R et tout w € M., p}(w)(x) = w(6~%*7_(x)). L’application p est
une représentation de M, car 7:(0) = §. De plus, pour tout ¢t € R, p; est un automorphisme de
I’algébre ME’O‘ car ['(0) =6 g®adetTor = (14 gra 7)ol

N N

6.2.10 LEMME — Pour tout t € R et tout w € Z, on a ps(w) € T et £(pi(w)) = PPJsd" Jpé(w).

DEMONSTRATION : Soit € Ng NN, . Alors on a :
pr(w)(2*) = w(6 " T4 (2¥)) = w((T1(2)0")*) = (§(w)|Aa(T—1(2)0™))
= ()| Ja0 " JoA ™ Ap(r—e(2))) = (£(w)]Jad " Je P~ Ag(2)) = (P Jo8" Jot (w)| Aa(x))

ce qui implique le résultat. |

6.2.11 PROPOSITION — Il existe un unique groupe a un paramétre o sur Mfortement continu
tel que G1(7(w)) = #(p(w)) pour tout t € R et tout w € MP®. De plus, pour tout t € R et tout
T € ]\/4\, on a:

Gi(x) = P*Jg6" JpaJpd " Jp P

DEMONSTRATION : Pour tout w € Mf‘”g et tout t € R, on évalue PitJ<p5ith>fr(w)J¢6*itJ¢P*it.
Soit p € Z. On a alors :
P J36 Jpit(w)Jpd ™~ Je P E (1) = P Jpd" Joit (w)€(p—i (1
= P Jp0" Joir(w(p_¢ (1))
= &((pr(w))p) = T (pr(w))E (1)

On en déduit que 7y défini par 6;(x) = P4 Jpd" JpxJed " Jp P~ est un automorphisme de M
qui satisfait les conditions de I’énoncé. Il s’agit d’un groupe & un paramétre car JpdJp et P
commutent d’aprés la relation 74(d) = 4. [ |

~—

)

~—
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Si, pour tout t € R et tout w € M, on note 7' (w) = wo 7 et §f (w) = wd™, alors 7* et §*
. . . /67a
commutent et laissent invariant M, .

6.2.12 LEMME — On a (wR *id)(W*) = (le-/2(w) x1d) (W), pour tout w € D(Tji/2).

DEMONSTRATION :  On sait que (id * p)(W) € D(S) et S((id * p)(W) = (id * p)(W*)
d’apreés le théoreme 9. Donc (id * p1)(W) € D(1_;/) et 7_;jo((id * p)(W)) = R((id x p)(W*)). en
appliquant w a I’équation précédente, on obtient le résultat. |

Comme ¥V = ® o R, il existe J anti-unitaire de Hy dans Hg tel que JAy(z) = Ag(R(z*))
pour tout z € Ny NN,

6.2.13 PROPOSITION — Pour tout w € I et tout p € D(p;2), la forme wu appartient a T et
lwp) = T 7(pis2 (1)) TE(w).

DEMONSTRATION : Pour tout n € N, on pose e, = % [exp(—n?t?)§"dt de sorte que ey,

est analytique pour o®, Npe, C N et Nad~3e, C Ny. Tl suffit de montrer la proposition pour
tout p € D(7* ./251»/2). On peut alors calculer, pour tout z € N :

N

)

— Au((id gxo T (zend~7)(1 5% 577))

Ao ((id gra B)T(zen)) = Aw((id pro m)T(wen)d™

car I'(0) =0 p®aq 6.
On peut poursuivre alors le calcul par :
Ap((id gro A)D(wen)) = Au((id o 07 ()0 (@02 ey))

= T Mo (R((id %0 65 (1))T (28 2¢)"))
= T*Aa((6%;5(1) © R pra id)D(R(26™ 2 e,)"))
= T*(6%,jp(p) © R % id) (W) A (R(28 2e,)"))
= J"(0%;5(n) o R *id)(W*) T Ay
= J(72)207 )2 (p) * id) (W) T A

d’apreés le lemme précédent,

= T*(pi2(p) * id)(W)T Ao (zen))

Maintenant, on a :

(wi)((zen)™) = (@ pra WL ((wen)”) = w((id gra p)T((zen)"))
= (§(w)[Aa((id gxa @) (zen)))

= )T 7 (pis2 (1)) T e (wen))
= (T (pij2())" TE(w)|Aa (zen))
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Comme (zey,)nen converge vers x et (Ao (zen))nen converge vers Ag(x), on obtient :

(wp)(@™) = (T 7 (pisa(1))" TE(w)|Ae(2))
donc wp € I et {(wp) = T 7 (pis2(p))* TE(W). u

6.2.14 COROLLAIRE — [l existe un unique opérateur A de D(A) C M dans He densément défini,
fermé et tel que w(Z) est un ceur pour A et A(7(w)) = &(w) pour tout w € T.

DEMONSTRATION : Soit (wy, )nen une suite de 7 et soit w € Hg tels que (71(wp))nen converge
vers 0 et (n)nen converge vers w. Si i € D(p;/2)NZ, alors on a, d’aprés la proposition précédente,
pour tout n € N :

Twn)€(p) = T w7 (pisa(p))" TE(wn)
qui donne, & la limite, 0 = J*7(p;/2(p1))* Jw. Comme on vérifie aistment que p; /2(D(p;/2) N Z)
dense dans 7 et comme M est non dégénérée, on obtient w = 0. L’opérateur défini par la formule
de la proposition est donc fermable et sa fermeture satisfait les conditions souhaitées. |

6.2.15 PROPOSITION — [l existe un unique poids d normal, semifini et fidéle sur M tel que
(Hg,t,\) soit une construction GNS pour ®. De plus, 6 est le groupe modulaire de ® et la
fermeture de PJgdJe (P et JpdJo commutent) coincide avec l'opérateur modulaire de ®.

DEMONSTRATION : Comme 7 est multiplicative et comme Z est un idéal, on a, pour tout
T € fr(Mfa) et tout y € #(Z), zy € #(Z) et, par définition, A(xy) = zA(y). En utilisant la
fermeture de A, on montre alors que D(A) est un idéal & gauche dans M et que A(zy) = zA(y)
pour tout z € M et tout y € D(A).

D’apres la proposition 6.2.11, pour tout x € 7(Z) et pour tout ¢t € R, on a 7¢(z) € D(A) et
A(6¢(z)) = P*Jpo"JpA(z). En utilisant de nouveau la fermeture de A, on obtient que, pour
tout 2 € D(A) et pour tout t € R, on a 64(x) € D(A) et

A(6¢(x)) = PtIpd" JpA(x)

On a z#t(w) € D(A) et A(zit(w)) = T F(pija(w))* TA(z) = T*642(F(pis2)))* T A(z) pour
tout w € D(p;/2) tout x € 7(Z) d’apreés la proposition 6.2.13. Comme 7 (D(p;/2)) est dense dans
D(6;)2) et invariant par &, on a 71(D(p;/2)) est un cceur pour 4. La fermeture de A permet de
conclure que, pour tout x € D(A) et tout y € D(d;2), on a xy € D(A) et

A(l“y) = j*5¢/2(y)*~7[\(93)
On sait alors, d’ apres la proposition 5.14 de [Kus97], qu’ il existe un poids normal et semifini

& sur M tel que (Hop,t A) est une construction GNS pour ® et & est le groupe modulaire de ®.
De plus, grace a ’équation précédente, on a :

A(l“y) = j*&m(y)*j[\(ﬂf)
pour tout x € N et tout y € D(65/2) NNg. On déduit facilement de cette relation la fidélité du
poids d. |

THEOREME 15 — Il existe un unique poids opératoriel normal, semifini et fidéle Tz M — a(N)
tel que ® =voa~LoTy et ol (B(n)) = B(o¥ (n)) pour tout t € R et tout n € N.



106 LE GROUPOIDE QUANTIQUE DUAL

DEMONSTRATION : On sait déja que a(N) C M N M, donc d’apres le théoreme précédent,
on a, pour tout n € N :

o?(a(n)) = P s Jpa(n) Jpd " Jo P~ = Pila(n)Pi

= r(a(n)) = a(of (n)) = o{°* " (a(n))

Ainsi, le théoréme provient du théoréme d’existence de poids opératoriel de Haagerup. On
vérifie alors, pour tout n € N et tout t € R :

A~

o (B(n)) = P Jas"a(n*)6 " Je P~ = P Jpa(n*)Jp P~
= PP = Blot ()

6.2.16 DEFINITION — On dit qu'un poids opératoriel 77, normal, semifini et fidéle de M™

+ . P . o .
dans a(N) est S-anti-adapté s'il existe un poids vy, normal, semifini et fidéle sur N tel que
ol (B(n)) = B0V (n)) pour tout n € N et t € R. On dit alors que Ty est B-anti-adapté
par rapport a vy. De méme, on dit quun poids opératoriel T normal, fidéle, semifini de M™

+ . L e . o R
dans B(N) est a-anti-adapté s’il existe un poids vg normal, semifini et fidele sur N tel que
ol (a(n)) = a(c”%(n)) pour tout n € N et t € R. On dit alors que Tx est a-anti-adapté par
rapport a vg.

Avec cette définition, le théoréme précédent assure que Tz est un poids opératoriel B—anti—
adapté par rapport a v.

6.2.17 LEMME — On a A(N:/FZ NN3) € D((Ho)g,v°) et alors, pour tout x € Nz NN, on a

RPV(A(z)) = Ag; (o).

DEMONSTRATION : Conséquence de la proposition 3.2.2 et du fait que Ja(n*)J = B(n)
pour tout n € N, par définition du poids dual. |

6.2.18 LEMME — On a (wpe 5®a id)(D(z)) € N ON’FL pour tout § € D((Hs)s,1°), tout

n € D((Ha)g,v°) N D(aHo,1°) et tout x € N ﬂ./\fﬁ et alors, on a :

A(wne 5®a id)(D(x))) = (id * wye) (W) A(2)
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DEMONSTRATION : On calcule, pour tout w € 7 :
(@ne ®a id)(L(FW))) = (Wne p®a id)(L((w *id)(W)))
= (Wne 3®a id) (o, W((w+id)(W) Qo )W 0,)
v N

= (Wrid*wye) (1 a®y W)W 506 (1 0 W)
o N N

N
= (w * W ¢ *Zd)((W a®j 1)(0’,,0 0¢®ﬁ 1)(1 a®g W)O'Q,,(l 8Qa O'Vo))
Ne No No N
d’aprés la relation pentagonale,
= T ((id * wy e ) (W)w)

Ainsi, par définition, pour tout w € 7, on a (wy¢ ;®a id)(T'(7(w))) € N ﬁ]\/ﬁ et on

obtient :

La fermeture de A implique la proposition. |

6.2.19 PROPOSITION — Tz est invariant a gauche.

DEMONSTRATION : Soient (&;)icr une (N°,v°)-base de (Hg)g. Pour tous x € Ng NNz et
ne D((H‘P)B7VO) N D(OZH':I)a V)a on a:

B((wy gra id)(L(a"0) =Y B((wye gra id)(T(@) (W s¥a id)(T(2)))

14 €1 14 v

= ST IA(wye, o id) (T ()]

i€l v

= D lI(id = wy e )(W)A ()|

i€l
= (o) plA(z)|A(2))
=[|A(z) s®a 1|l
= (o< A(z), A(@) >0 1)

= (TL(z"x)nln)
d’aprés le lemme précédent.

6.2.20 PROPOSITION — L’unitaire o,W*o, est l'unitaire fondamental associé a .

DEMONSTRATION : W désignera l'unitaire fondamentale associée & ®. On a alors, pour tous



108 LE GROUPOIDE QUANTIQUE DUAL

£ € D(aHo,v) N D((Ho)s,v°), n € D((Ho)g,v°) et tout @ € Ng ONTAL :
(weg * id)(WH)A(z) = A(wey gra id)(D(2)))

d’aprés le corollaire 3.3.3,
= (id * wey) (W)A(2)
d’aprés le lemme 6.2.18,

A~

= (we,p * id) (0o Wo,e)A(x)
Donc, on a W = o, W*o,. |

On construit, maintenant, le poids opératoriel invariant a droite qui est la seule donnée
manquante pour affirmer que M posséde une structure de groupoide quantique naturelle. Dans
ce but, on construit la coinvolution duale R. On a besoin de I’expression de R indépendante de
U suivante :

6.2.21 LEMME — on a R((id * wjun j,¢)(W)) = (id * we ) (W) pour tout § € D(o(Hs),v) et tout
n € D((Ha)s, v°).

DEMONSTRATION : Pour tous v,w € Hg, on a :

(L(id * wige,1m) (W) Tv|w) = ((id * W14, 75) (W) Tw|Iv)
= (Ww &a Jon)llv o®j Jo)

14

= (W o®5 Jo)(w o®; Jonl(I 580 Jo)(v 580 Jot))
No o N v

= (I g Jo )W (I 3®q Jo)(v gRa Job)|w a®p Jon)
N N v o

v

=W 3®a Job)lw o®j Jon)

d’apreés la proposition 4.6.12,
= ((id * we ) (W)vfw)

6.2.22 PROPOSITION — Pour tout w € Mf"ﬁ, onawolREe Mf’ﬂ et on a Jp7t(wo R)*Jp = 7r(w).

DEMONSTRATION : Pour tout £ € D(o(Hg),v) et tout n € D((Hs)s,v°), on a :

(Jort(w o R)"Jalln) = (T(w o R)Jen|Jot) = ((w o xid)(W)Jan|Jof)

= wo R((id * .y, 156 (W)) = w((id x we n)(W)) = (F(w)€|n)
d’aprés le lemme précédent.

6.2.23 COROLLAIRE — Il existe un unique anti-automorphisme R de M tel que, pour tout
we M ona R(7t(w)) = 7t(w o R). De plus, on a R(x) = Jpx*Jp pour tout x € M.



6.2 Bimodule de Hopf dual. 109

~

6.2.24 PROPOSITION — On a la formule oo o (R gxo R)oT' =T o R.
N

DEMONSTRATION : Pour tout w € Mf”g, on calcule :

D(#(w)) = W*(1 a®p (w* id) (W)W

= 0o W ((w  id)(W) 580 )W 0,
N

= oyo(wrid xid)((1 oa®z W)W 38 1)(1 g@a W¥))ow
0 N N

N
= Uyo(w * 9d * Zd)((W Q®B 1)(O'Vo O‘®B 1)(1 a®@ W)O'Qy(l 8Qa Uyo))O'V
No No No N

W est un unitaire pseudo-multiplicatif,
= (wxid*id)((1 a®j ope) (W a®j 1) (ope a®p 1@ a®jp Woay)
No No No No

On a alors :

~ A

['o R(#(w)) = D(#(w o R))
= (woR*id*id)((l Q®B Ul,o)(W Q®B 1)(0’,,0 Q®B 1)(1 Q®B W)UQ,,)
ND No No NO

Or, d’apreés la proposition 4.6.12, on sait que W = (I 3®q Jo)W*(I 3®q Jo) et donc :
N N

(1 a®5000)(W a®s (0w a®@j D1 a®5 W)oz,
Ne Ne No Ne

= (I a®p Jo a®/@ J@)[(W Q®B1)(U,,o a®ﬁ1)(1 Q®BW)021,(1 ﬂ@aa—yo)]*(l 8 Jo B@a Jcp)
Neo Neo Neo No Neo N N N

et par suite, on a :

Do R(#(w)) = (R axp R)((wid)[(W a5 1)(000 a®5 1)(1 a®; W)o2,(1 580 0,0)])
No Neo No Neo N

car R est implémenté par I et R est implémenté par Jg,
= (R axj R) ooy o T(#(w))
NO
d’apreés le calcul précédent,

= sno o (R gxa R) o T(7(w))
N

Le résultat en découle par normalité de I et par définition de M.

6.2.25 COROLLAIRE — R est une coinvolution.

6.2.26 COROLLAIRE — 7/“} = f{oﬁo}? est un poids opératoriel normal, semifini, fidéle, invariant
a droite et anti-adapté par rapport a v.
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THEOREME 16 — Pour tout groupoide quantique mesuré (N, M, o, 3,1, v, TL,TR) vemﬁant l’hy—

pothése D(Hg,v°) N JoAa(No N Np,) dense dans H, il existe un objet (N, M Lo, 8,1, v,Tr, Tr)
qu’on appelle objet dual tel que :

i) (N,Mja,ﬁ,f) est un bimodule de Hopf;

i1) Tz (resp. Tj\g) est un poids opératoriel invariant & gauche (resp.
droite) ;

i) Tz (resp. T}\g) est (B-(resp. «- )anti—adapté par rapport a v i.e

ol (B(n)) = Blo}(n)) (resp. o7 (a(n)) = a(0”,(n)));
) D(Hp,v°) N J3Ag(Ng NNT) dense dans H.

THEOREME 17 — Pour tout groupoide quantique mesuré (N, M, o, 3,0, v, Ty, TR), le bimodule
de Hopf sous-jacent a l’objet dual muni des poids opératoriels de Haar 7/”2 et 7/}\:5 est un groupoide
quantique mesuré si, et seulement si la base N est semifinie. Dans ce cas, on appelle ce groupoide
quantique mesuré groupoide quantique dual et on note ¥ le poids quasi-invariant.

DEMONSTRATION : Le quintuplet (N,M, a,B,f‘) muni des poids opératoriels TZ et 7/”;3 est
un groupoide quantique mesuré si, et seulement si il existe un poids sur N normal, semifini et
fidele v tel que, pour tout ¢t € R, on a o} = ait. Dans ces conditions, ¥ est invariant par ¢, donc
il existe h strictement positif et affilié au centralisateur de v tel que [D¥ : Dv]; = h'. Par suite,
pour tout x € N, on a ¢¥,(x) = hi'a¥(x)h~ et donc ¥, (x) = h'zh ™. Ainsi o est intérieur
pour tout ¢ € R et donc N est semifinie d’apres le théoréme 3.14 de [Tak03]. Réciproquement, si
N est semifinie, il existe une trace tr normale, semifinie et fidéle sur NV et il existe h strictement
positif tel que v = tr(h.). Alors © = tr(h~!.) satisfait les conditions. |

6.3 Théoréme de bidualité.

On se place dans le cas ou la base NV est semlﬁnle On peut construire le groupoide quantique

dual de (N, M,a, 3, ) qu’on note (N, M @ B, ) et qu’on appelle groupoide quantique bidual.
On sait, d’aprés la proposition 6.2.20, que 'unitaire fondamental associé au groupoide quantique
dual est 0,W*g,. La définition du groupoide quantique dual permet alors d’énoncer le théoréme
suivant :

THEOREME 18 — Le groupoide quantique mesuré (N, M, o, 3,1, v, T, Tr) et son groupoide quan-
tique mesuré bidual (N, M,a,ﬁ,f,ﬁ,ﬂ,fj\g) coincident. De plus, A= Ag.

DEMONSTRATION : Comme l'unitaire fondamental associé au groupoide quantique dual
est o,W*o,, on déduit que le groupoide quantique mesuré et son bidual ont le méme unitaire
fondamental et donc la méme structure de bimodule de Hopf sous-jacente. Comme v = tr(h.) et
U =tr(h™1.) pour un certain h strictement positif, on tire v = v.

On note 7(w) = (w *zd)(W) = (id * w)(W*). Soit w € Z. On note a = 7(w). Alors, pour tout



6.3 Théoréme de bidualité. 111

©cZ, ona:

w(#(©)7) = w((© xid)(W)") = w((© * id)(W")) = O((id * w)(W"))

= 0(a*) = (£(0)[As(a)) = (As(a)|A(7(8)))
Comme 7#(Z) est un coeur pour A ceci implique w(z*) = (Ag(a)|A(z)) pour tout = € N Par
définition de A, on obtient A(7(w)) = Ag(a) = Ag(7(w)). Comme 7(Z) est un coeur pour A et

A

comme Ag est fermée, on obtient A(y) = Ag(y) pour tout y € Ny, |

On veut maintenant identifier les objets fondamentaux de la structure duale.

6.3.1 PROPOSITION — On a (w * id)(W*) € D(5) et S((w  id)(W*)) = (w * id)(W) pour tout

w € MXP . De plus, 'ensemble des éléments de la forme (w *id)(W*) est un ceeur pour S.

DEMONSTRATION : L’unitaire fondamental de la structure duale est égal & W = o, W*ag,,.
La proposition est donc une conséquence du théoréme 9. |

Si, pour tout ¢t € R et tout w € M,, on note 77 (w) = w o 7, alors 7* laisse stable Z et on a,
pour tout w € Z, {(7 (w)) = )\_%P_itg(w).

6.3.2 LEMME — L’application 7/ : M*a’ﬁ — Mf’ﬂ est multiplicative pour tout t € R.
DEMONSTRATION : Soient w, yu € M2P. On a alors

Ty (wp) = (W pra p)l o = (Wt gra p)T = (7 w)(7 1)

v v

6.3.3 PROPOSITION — I existe un unique groupe & un parameétre 7; sur M tel que, pour tout
w e M et tout t € R, on a 7(7(w)) = A(wr_t). De plus, on a 7i(z) = PtxP~" pour tout
x € M et tout t € R.

DEMONSTRATION : Pour tout w € M et tout ¢ € R, on évalue Pi'#(w)P~i. Soit p € 7.
On a alors :
PU3(w)PTE(n) = P i(w)A2E(77 )
= N2 PUR(w)E(ri )
car A\ commute avec P et car 7(w) € B(N),

= (T (wW)p) = 7(TZ (W)€ (1)

On en déduit que 7; défini par 7;(z) = P®xP~% est un automorphisme de M qui satisfait les
conditions de 1’énoncé. |

6.3.4 PROPOSITION — On a PitK(:c) = )\_%K(ﬁ(:v)) pour tout t € R et tout v € N.
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DEMONSTRATION : Si z € #(Z) alors 7(z) € #(Z) C D(A) et on a A(7(z)) = A2 PA(x)
d’aprés le lemme précédent. La fermeture de Popérateur A permet de conclure pour tout z € N- %
|

6.3.5 PROPOSITION — On a R(z) = Jx*J pour tout x € M et on a R(x) = Jpx*Js pour tout
ze M.

DEMONSTRATION : La seconde égalité a déja était prouvée dans le corollaire 6.2.23. Le
théoréme de bidualité assure alors la premiére. |

THEOREME 19 —  Pour tout groupoide quantzque mesuré (N M,o, 3,0, v, Ty, TR), les objets
fondamentauz du groupoide quantique dual (N, M a,ﬁ,F 1 TL,TR) sont décrits par :

i) W = o,W*o, lunitaire fondamental ;
ii) R(z) = Joa*Jo Uantipode unitaire ;
i) 7(x) = Ptz P~% le groupe d’échelle;
i) A = A" Dopérateur d’échelle ;

v) 5= P_1J¢5J¢5_1A51 le module ;

vi) pP=pr lopérateur de manipulation.

DEMONSTRATION :_Le premier point a déja été prouvé. On prouve le troisieme point. Pour
tout ¢t € R et tout x € M on calcule :

L(61(z)) = oW (Gu(z) @0 1)W o0
N
= 0,0 W(P" Jp6" JoxJpd " Je P~ 50, PP~ W* 0,0
N

= (P" ;@ P")oeW (Jod" JozJod " Ja 5®a DW 0,0(P™" 00 P7Y)
N N N
d’apreés la relation de maniabilité,
= (P" 30q P"Jp8" Jp)oue W (z 300 YW o,e(P™" ;00 P56 " Js)
N N N
d’apreés la proposition 3.4.3,
— (7 s%a 5L (a)
N
On conclut alors d’une maniére standard grace a la proposition 4.6.12. Alors le quatriéme point
et le dernier point en découlent a cause de la proposition précédente.

On démontre alors le second point. Soit w € D(7* /2) alors, d’aprés la définition de R, le
lemme 6.2.12 et I'expression de 7, on a R((wid)(W*)) = (wo Rxid)(W*) = (Tfi/Z(w)*id)(W) =
Tij2(w * id)(W). On en déduit que R = 7,5 0 S ce qui implique, par unicité de la décomposition
polaire, que R est I’antipode unitaire. R

On sait que, pour tout ¢ € R, on a 5 = P~ J3 A" Jg d’apreés la proposition 6.2.15. D’aprés le
théoréme de bidualité, on obtient 6% = P~ JA®J. Or, d’aprés la proposition 6.3.5, J implémente
R sur M, le théoréme découle de la proposition 2.4 de |VaeOla). |
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REMARQUE — On vérifie aisément que § est affilié & a(N)' si, et seulement si N est semifinie.

6.4 Relations de Heisenberg.

On rappelle que a(N) U B(N) € M C B(N) et a(N)UB(N) C M C B(NY.

6.4.1 PROPOSITION — On a W(z 3®a y) = (z a®j y)W pour tous x € M’ et y € M.
N No

DEMONSTRATION : Claire d’apreés la proposition 3.4.3 et d’aprés la définition de M. |

6.4.2 PROPOSITION — (Relations de Heisenberg) Les égalités suivantes sont vérifiées :

)M N M = a(N) @) M' N M = JpB(N)Js
i) M N M' = B(N) w)M' N M = B(N)

DEMONSTRATION : On commence par montrer iii). On sait déja que M N M’ C B(N).
Réciproquement, soit m € M N M’, alors on a :

L(m) =W*(1 «®5 m)W car m € M,
NO
=W'W({1 3®q m) car m € M',
N
=1 g®@am car W est unitaire
N

donc m € B(N) d’aprés la proposition 4.4.14, ce qui prouve iii).

En appliquant R a la relation iii), on obtient la relation i) d’aprés la proposition 6.3.5. En
appliquant R a la relation i), on obtient la relation iv) et en appliquant R a la relation i), on
obtient la relation ii) d’aprés la proposition 6.3.5. |

6.5 Morphismes de bimodules de Hopf.

6.5.1 DEFINITION — On appelle morphisme de bimodules de Hopf de (N, M, a1, (1,1)
dans (N, My, as, (2,T2) tout morphisme 7 d’algébres de von Neumann de M; dans My tel que :

i) moay = ag et mwo B = fa;
ii) Fyom = (7 gy*a, m)ol.
N
De méme, on appelle antimorphisme de bimodules de Hopf de (N, My, aq, 31,1'1) dans
(N°, My, B2, a2, T'3) tout antimorphisme j d’algébres de von Neumann de M; dans M tel que :

i) joar =pret jofi =ay;
ii) Feoj =(j gi*as J) ol
N
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6.5.2 DEFINITION — Pour tout bimodule de Hopf (N, My, a1, $1,T'1) et tout isomorphisme d’al-
gebres de von Neumann 7 entre M; et My, (N, M, mo oy, m o B1,(m gy*a, m) oI o 771) est
N

un bimodule de Hopf qu’on appelle bimodule de Hopf image par 7. De méme, si j est un anti-

isomorphisme d’algébres de von Neumann entre M; et My et si (N, M1, aq, 51,1'1) est un bimo-

dule de Hopf, le quintuplet (N°, Ma, joa1,joB1,(j p*a, j) oL 077 1) est un bimodule de Hopf
N

qu’on appelle bimodule de Hopf image par j.

6.5.3 PROPOSITION — Soit ™ un isomorphisme de bimodule de Hopf entre (N, My, a1, (1,T1)
dans (N, My, o, B2,12). Si (N, My, a1, 51,T1,v, T, TR) est un groupoide quantique mesuré alors
(N, Mz, az, 32, To,v,moTom t, moTron™t) est un groupoide quantique mesuré. De plus, on
a:

Ry=nRim Ym=mnr ' A= m(A\1) et 62 = (1)

On note ' = 1/0041_1 oTy et ®2 = ®rox~t. Si I désigne l'unitaire de Hgr sur Hpz qui a Agp1(a)
associe Ng2(m(a)), pour tout a € Ngi, alors les unitaires fondamentauzr des deux structures
vérifient :

Wo=(I a,®5 DWI(I" 5,®a, I7)
No N

DEMONSTRATION : On vérifie facilement que (N, Ma, ag, B2, Ta, v, moTon ! moTrom™ 1)
est un groupoide quantique mesuré. On identifie alors les objets fondamentaux de la structure.
Pour tout v € D((Hg1)p,,v°), tout a € Np, N Ng:1 et toute (N°, v°)-base (&)ier de (Hg1)s,, on
a:

WII" ay®g, I')(Iv 0,®g, Ag2(7(a))
Neo ve

— Wi w®, Agi(a))

= Zfi 8 ®a; Mot (W, gi*a, 1d)T1(a)) par définition de W7,
iel v v
=D & 5B Ao (Wog prra id)(T %0, 7 1)la(n(0)))
i€l v v N
= (I" 3,P0, I') D T& 3,00, Ap2 (Wi 16, po*ay id)T2(a))
N icl v v
=" 3@y I W5 (Iv a,®4, Ay2(7(a))) par définition de W.
N 5

v

Ainsi, on a montré que Wy = (I 0,®4 DW1i(I" 3,®a, I7).
No N
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Pour tous a,b € Njr,; N Ngoj, on a :
Ro((id 5263042 W o A g (n(a)) L2(m(07)m(D))) = (id ﬁzéjaz W, s A (b)) T2(m(a"a))
= (id 62(?042 W0 A g (r(5)) (T ﬂl;al m)l'1(a*a)
= 7((id o1 San w1 A ) T1(a"a))
=7mRi((id g, @300,1 WJg1 At (a)) T1(07°D))
=Ry ((id ﬁz(?az W 5 Aga(n(a)))T2(m (D7) (b))

d’otl, on tire facilement que Ry = mo Ry o L.
Les expressions qu’on a obtenues pour les unitaires fondamentaux permettent de montrer
facilement que Sy = 7m0 .5 ow ™! et on en déduit que T = mo T 0 7L

Enfin, on a, pour tout t € R :
[D®2 o Ry : D®?); = [DP' o Ry o : DB oY,
= n([D®' o R, : DBY,)
it? ;
= 71'(/\1)77['((51)”
et donc on a d2 = 7(d1) et Ao = 7w(A1). [

6.5.4 PROPOSITION — Soit j un anti-isomorphisme de bimodule de Hopf entre (N, M1, a1, 51,11)
dans (N°, My, B2, a0,1'9). Si (N° Mi,aq,01,01,v,T,TR) est un groupoide quantique mesuré
alors (N, Ma, a2, B2, T2, v°,iT1j Y, jTrj ™) est un groupoide quantique mesuré. De plus, on a :

Ry = jRij Y mf = jrli ™ A =50\ Y) et 6o = 5(61)

On note ®! = yoafl oTy et ®2 = ®loj~L. SiJ désigne lunitaire de Hgp sur Hpz qui a Agp(a)
associe Jp2Ag2(j(a*)), pour tout a € N1, alors les unitaires fondamentauz des deuz structures
vérifient :
Wy = (J a®g, IYWi(J* 0,®p, JF)
No No

DEMONSTRATION : La preuve est tout-a-fait analogue a la précédente. |

6.6 Groupoides quantiques mesurés opposé et commutant.
Dans ce paragraphe, on se donne un groupoide quantique mesuré (N, M, o, 3,1, v, T, TR).

On note ® =voa~toTy.

6.6.1 DEFINITION — On appelle groupoide quantique opposé l'image par la coinvolution R
du bimodule de Hopf et on note (N, M,a, 3,1, T, Tr)°P. Le bimodule de Hopf sous-jacent est
le symétrisé (N°, M, 3,a, sy o).

REMARQUE — Si N est abélien, o« = 3, I' = ¢y oI' et T, = TR alors le groupoide quantique
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(N, M, o, c,T, Ty, T1) est égal a son opposé : on dit alors qu’il s’agit d’un groupoide quantique
symétrique.

REMARQUE — R fournit une correspondance bijective entre les isomorphismes de bimodules de
Hopf et les anti-isomorphismes de bimodules de Hopf. Ainsi un anti-isomorphisme d’un premier
bimodule de Hopf vers un second est un isomorphisme du symétrisé du premier bimodule sur le
second.

On note j le *-anti-isomorphisme canonique entre M et M’ provenant de la théorie de Tomita,

A~

trivial sur le centre de M et donné par j(z) = Jez*Jp. On a alors joa = (3 et on note jo 5 = p.
On peut alors construire un opérateur unitaire j x5 j de M ! oxg M " dans M ﬁ;a M dont
No No
l'adjoint est j gxq J.
N

6.6.2 DEFINITION — On appelle groupoide quantique commutant I'image par j du bimodule
de Hopf. On le noteA(N7 M,a, 3,1, Ty, Tg)¢. Le bimodule de Hopf sous-jacent de cette structure
est égal & (N°,M',3,0,(j g*a j)oT 0j). Onnote I'® = (j gka j)oT oj.

N N

On décrit alors les objets fondamentaux des deux structures.

6.6.3 PROPOSITION — On a les relations sutvantes :
i) WP = g,0W"™ 0,0, R? = R, 77 =714, 6% =61 et AP = A\,

i) W= (Jo g®a Jo)W(Jo Q®B Jo), R® = jRj, ¥ = jT—4j, 0° = j(J) et \® = AL
N No

DEMONSTRATION : Ces égalités sont une conséquence des propositions 6.5.3 et 6.5.4 a
I'exception de la relation entre WP et W’. Pour tout v € D(,Hy,v), tout a € N, NNy, et
toute (N, v)-base (1;)ier de oHgy, on a :

(WP o0 (Ay(a) a®p v) = (WP)*(v a®p Ay(a))

= Z Ui a®ﬁ A\D((wv,m‘ a*g zd)(gN o F(CL)))
icl ve ve
par définition de W°P,

=0, > Au((id axp wiy)0(0)) 580
icl v v
= U,,W/(A\p(a) a®p v)
par définition de W’.

Ainsi, on a montré que W = g,o W™ 0o 0. |
)

6.6.4 COROLLAIRE — On a la relation W' = (T o®g J)o W0, (T* a®p T*).

DEMONSTRATION : C’est une conséquence de la proposition précédente et de la proposition
6.5.4. -
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REMARQUE — L’application j o R, implémentée par Jg j, donne un isomorphisme entre le grou-
poide quantique initial et le groupoide quantique opposé du groupoide quantique commutant.

6.6.5 PROPOSITION — On a les égalités suivantes :

’L) (NaMaa7ﬁvF7V7TL7TR)Op/\ = (N,M,Oé,,B,F,Z/,TL,TR)AC
Z'i) (N7 M7 a? /87 F7 I/7 TL7TR)C/\ - <N7 M7 a’ /87 F7 V7 TL,TR)/\OP
”7') (N7 M,Oé,ﬁ, F7 V7TL7TR)C P = (N7 M7a7/87P7V7TL7TR)Op ¢

DEMONSTRATION : Le groupoide quantique dual du groupoide quantique commutant et le
groupoide quantique commutant du groupoide quantique dual ont la méme base N°. L’algébre
de von Neumann ambiante du premier est engendrée par les opérateurs (w * id)(W°P) donc est
égal & J{(wx*id)(W)}'"J* d’apres la proposition précédente et son corollaire. Par suite, d’apres la
proposition 6.2.15, on a M° = J{(w*id)(W)}".J = M’. La représentation et I'antireprésentation
au-dessus de N des deux structures sont données par B et a. Enfin, pour tout x € M’ ,on a:

IPN(z) = 0, WP (2 0@ 1)(WP) om0 = W1 5@4 2)W’
No N

Le corollaire précédent permet de poursuivre par :

IP(w) =0T o®3 DIWT2T 98a YW 484 T)ove

vo

= (T 38 NN(T2INT 405 T) =T (x)
v ve
car J et J implémentent sur M et M les mémes anti-isomorphismes. i) est alors démontré. ii)
découle de i) et du théoréme de bidualité.

Le groupoide quantique opposé du groupoide quantique commutant et le groupoide quan-
tique commutant du groupoide quantique opposé ont la méme base N et la méme algébre de
von Neumann ambiante M’. La représentation et I’antireprésentation des deux structures sont
données par o et 3. D’aprés [VaeOlal, on a Jy = A/%Jp. On obtient alors, pour tout z € M’ :

Tep C(l’) = (Jq/ a®@ J\I;)§NF(J\IIIIZJ\1/)(J\1/ a®@ Jq;)

= ove(Jo a®p Jo)T(JorJo)(Jo a®j Jo)

car X/ € Z(M) N a(N) N B(N),
= T °P(z)

iii) est alors démontré.
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Chapitre 7

CAS PARTICULIERS ET EXEMPLES

7.1 Les groupoides.

On rappelle, avant tout, les définitions concernant les groupoides :

7.1.1 DEFINITION — Un groupoide G est une petite catégorie dans laquelle tout morphisme
v : & — y est un isomorphisme d’inverse y~!. Soit G? ’ensemble des objets de G qu’on identifie
a{y € G|yoy =~} Pour tout v € G, v: x — y, on note x = v~ 1y = s(y) qu’on appelle objet
source et y = vy~ = r(y) qu'on appelle objet but. Si G2 désigne ’ensemble des couples (y1,72)
d’éléments de G tels que s(y1) = r(72), alors la composition des morphismes a un sens pour tout
élément de G2.

Dans [Ren80], J. Renault a défini la structure de groupoide G localement compact muni d’un
systéme de Haar {\% u € G°} et d’une mesure u sur G° quasi-invariante, on s’y référe pour les
définitions et notations. On note ¥ = po A. On renvoie a [Co79] et [ADRO00| pour des discussions
sur les mesures transverses.

A partir de ces données, si G est o-compact, J.M Vallin, dans [Val96|, a construit deux
bimodules de Hopf co-involutifs sur la méme base N = L>®(G?, i), prolongeant les travaux de
T. Yamanouchi [Yam93]. Les algébres de von Neumann sous-jacentes sont L°°(G, v) opérant par
multiplication sur H = L?(G,v) et £L(G) générée par la représentation réguliére gauche L de G.

On peut définir une représentation « (resp. antireprésentation 3) de N dans L*°(G,v) en
posant, pour tout f € N :

a(f)=for et pB(f)=fos

Pour tous 7,7 € {«, 8}, on définit une partie G%’j de G x GG et une mesure VZ]- telles que :
H i%j H s'identifie & L*(G3 ;, v} ;)
Par exemple, G% , est égal & G? et V% o & V2.
Ainsi, on peut construire un unitaire Wg de H ,®, H dans H g®, H, défini pour tout
H H

Ee H a®aH:L2(GgC V2 ) par :
m

,a Ya,a

WG5(87 t) = g(sa St)

pour V2—presque tout (s,t) dans G2.
Ceci améne & définir des coproduits ' et I'g par les formules :

Pa(f) = Wo(l aBa HWE et Ta(k) = Wik 50a 1)We
N

119
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pour tout f € L*°(G,v) et k € L(G), ce qui explicitement donne :

La(f)(s,t) = f(st)
pour tout f € L®(G,v) et v2-presque tout (s,t),
TG (L(R))é(z,y) = /G h()E(s 2, 5~ 1) AN @ (s)

pour tous £ € LQ(GZW, z/ia), h continue & support compact dans G et V§7a—presque tout (z,y).

De plus, on peut définir deux co-involutions jg et ]/E par les formules :

ja(f)(z) = f(z™)

pour tout f € L°(G,v) et v-presque tout x,

jalg) = Jg*J

pour tout g € L(G) et oi1 J est involution J¢ = & pour tout & € L?(G).
Enfin, on définit deux poids opératoriels invariants & gauche Pg et Pg :

Pa(f)(y) = /G F@)dN O () et Ba(L(f)) = ol figo)

pour toute f continue & support compact dans G et v-presque tout y € G.

THEOREME 20 — Soit G groupoide localement compact et o-compact muni d’un systéme de Haar
et d’une mesure | quasi-invariante sur les unités. Alors :

(LOO(GO,,M), L>®(G,v),a,B,Tq, 1, Pa, jcPajc) est un groupoide quantique mesuré commutatif et

(L®(GY, 1), L(G), oz,f‘gv,,u, ISZ;,EF/’EE) est un groupoide quantique mesuré symétrique.

Ces deuz structures sont duales l'une de l'autre et l'unitaire Vg = W coincide avec l'unitaire
fondamental de la structure commutative.

DEMONSTRATION : D’aprés [Val96] (théorémes 3.2.7 et 3.3.7), (L=°(G, n), L (G, v), o, 3,T)
et (L=(G% p), L(G), a, a,l:gv) sont des bimodules de Hopf co-involutifs munis de poids opéra-
toriels invariants & gauche; pour obtenir les poids opératoriels invariants & droite, il suffit de
considérer jgPgjg et ﬁ]%fa

Comme L*®(G,v) est Acommutative, Pg est trivialement adapté pour i ; et d’apres le théoreme
3.3.4 de |Val96], ofoa_lopG laisse fixe point par point a(N) donc Pg est adapté pour . De plus,
on est évidemment dans le cas d’une base semifinie.

Enfin, pour tous e, f, g continues & support compact et v2-presque tout (s,t) dans G2, on a :

(1 ﬂ%a JeJ)Wa(f a&a 9)(s.t) = e(t) f(s)g(st)

par définition de Wy,

=Ta(9)(f p®ae)(s,t)
0

= (1 8®a JBJ)UH(f a®a g)(s,t)
N H

d’aprés la proposition 3.3.1



7.2 Les groupoides quantiques finis. 121

d’ott on déduit facilement que Uy = Wg. |

. . . -1 ..
REMARQUE — Dans la structure commutative, la fonction modulaire d’ZlV coincide avec le

module du groupoide par définition et ’opérateur d’échelle est trivial car les groupes modulaires

sont triviaux.

On dispose d’un résultat analogue dans le cas des groupoides mesurés au sens de Hahn
([Hah78a| et [Hah78b]) :

THEOREME 21 — A partir de tout groupoide mesuré G, on construit un groupoide quantique me-
suré commutatif (L°°(G°, n), L°(G,v), o, B,Ta, 1, Pa, jaPajc) et un groupoide quantique me-
suré symétrique (L=°(G, ), L(G), a, a,@,u,@,ﬁﬁ;ﬁ) ot les objets sont définis de maniére
analogue au cas localement compact. Ces deuz structures sont duales l'une de l'autre et ['unitaire
Vi coincide avec l'unitaire fondamental de la structure commutative.

DEMONSTRATION : Ces résultats se trouvent essentiellement dans [Yam93| pour le cas
symétrique. Il suffit d’appliquer a ce cadre, les techniques de [Val96| pour le cas commutatif et
les poids opératoriels de Haar. |

CONJECTURE — Si (N, M, a, 3,1, u, T, TR) est un groupoide quantique mesuré tel que M est
abélien, alors il existe G groupoide localement compact tel que (N, M,«, 3,1, u, T, TR) est
isomorphe au groupoide quantique mesuré (L¥(G°, u), L®(G,v), o, 8,Tq, i, Pg, jaPaja)-

7.2 Les groupoides quantiques finis.

7.2.1 DEFINITION — (C*-algébres de Hopf faibles [BSz96]) On appelle C*-algébre de Hopf
faible ou groupoide quantique fini tout quadruplet (M,T,k,e) o M est une C*-algebre de
dimension finie munie d’une comultiplication I' : M — M ® M, d’une co-unité € forme linéaire
positive et d’une antipode k : M — M telle que, pour tous z,y € M :

i) T est un *-homomorphisme (pas nécessairement unital) ;

ii) L’unité et la co-unité satisfont la relation suivante :
c@e)(lze)I(1)(1ey)) = (ry)

iii) k est un antihomomorphisme d’algébre et de co-algebre tel que :
— (kox)® =1;
- (m(k®id) ®id)(I' @ id)I'(z) = (1 @ z)['(1).

ol m désigne la multiplication.

On rappelle alors quelques résultats de [NV00|, [NV02| et [BNS99|. Si (M,I',k,¢e) est une
C*-algebre de Hopf faible. On appelle co-unité but (resp. source) application ey = m(id ® k)T’
(resp. €5 = m(k ® id)T"). On a alors la relation ke; = e4x. Il existe une unique forme linéaire
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positive fidéle h, appelée la mesure de Haar normalisée de (M, T, k, ), invariante par &, telle que
(id ® h)(['(1)) = 1 et, pour tous x,y € M, on a :

(id @ h)(1@y)l(z)) = £((i @ h)(T(y)(1 @ x)))

De plus, I'application Ef = (h ® id)[" (resp. E! = (id @ h)T') est I'espérance conditionnelle &
valeurs dans la sous-algebre de Cartan source e4(M) (resp. but e,(M)) telle que ho Ej = h (resp.
ho E;i = h), et c’est un poids opératoriel de Haar source (resp. but). Les sous-algébres de Cartan
source et but commutent.
D’aprés [Val03] et [Nik02], on peut toujours se ramener au cas ol /<;|2€t( ary = id grace & une
déformation. Dans toute la suite, on supposera que cette condition est réalisée.
Comme hokx = h et key =egk, ona hoeg; = hoeg.

THEOREME 22 — Soient (M,T,k,e) une C*-algébre de Hopf faible, h sa mesure de Haar nor-

malisée, E5 (resp. E}) Uespérance conditionnelle source (resp. but) et ,(M) sa sous-algébre de

Cartan but. On note N = e,(M), a = id| N, B = KN, T le coproduit T' qui est considéré a valeurs

dans M gxo M ~ (M @ M)p@y et p=hoa = hof. Alors (N,M,a,ﬂ,f‘,u,Efl,Eﬁ) est un
N

groupoide quantique mesure.

DEMONSTRATION : Par définition, « est une représentation de N dans M et, par hypothése,
comme /@"2& o) = id, (B est une antireprésentation de NV dans M. « et § commutent car les sous

algébres de Cartan commutent et ke; = egk. Par définition, on a f‘(l) =1 g®, 1. Pour tout
N

n € N, il existe m € M tel que n = g(m). Donc, on a :

D(a(n)) = T(e(m)) = T(1)(e:(m) ® HI(1) = a(n) 6%a 1

On vérifie de méme que T'(B(n)) = 1 R4 B(n) et T est un coproduit. On en déduit que
N

(N, M,a, 3,T) est un bimodule de Hopf. Il suffit alors de vérifier que les espérances conditionnelles
de Haar sont adaptées. Pour tout n € N et tout t € R, on a :

E! hoE}, hoE;

o M (B(n)) = oy Fh(B(n)) = o7 FH(B(n)) = 07" (B(n)) = Blo" N (n)) = Blo™(n))

donc E}; est B-adaptée pour p. On montre, de méme, que E; est a-adaptée pour p. On peut
aussi constater que Ef = ko E} o k ce qui fournit aussi le résultat. |

THEOREME 23 — Soit (N, M, alﬂ,F, v, Tr,,Tr) un groupoide quantique mesuré tel que M est de
dimension finie. Alors il existe I', k et € tels que (M,T', k,€) est une C*-algébre de Hopf faible.

DEMONSTRATION : On identifie, via I} , (notation du paragraphe 2.4), L*(M) B%a L?(M)

et un sous-espace de L?(M) ® L*(M). On définit T'(z) = 15 T (2)(I5 )" D’apres [ValOl| (dé-
finition 2.2.3), l'unitaire pseudo-multiplicatif fondamental s’identifie & une isométrie partielle
multiplicative sur L2(M) ® L2(M) de base (N,a,3,3) par I = IZ,BW(IE@)*‘ I est réguliére
au sens de [Val01] (définition 2.6.3) d’aprés la proposition 5.5.6. Par ailleurs, si H = L?(M),
on a Try(R(x)) = Try(z) pour tout z € M car R est implémentée par un anti-unitaire. En
particulier Try o3 =Tryoa = Try o 3. La proposition 3.1.3 de [ValO1l| permet de conclure. B
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REMARQUE — L’antipode k et S sont liées par la relation :
r(x) = a(ny*d"/?)B(n, 2d" ) S (@)a(n, V21 2) B(n}/?d?)

avec les notations du paragraphe 2.4.

7.3 Les groupes quantiques.

On peut énoncer le résultat suivant :

THEOREME 24 — Les groupoides quantiques mesurés dont la base N est égale 4 C sont ezacte-
ment les groupes quantiques localement compacts (dans le cadre des algébres de von Neumann)
introduits par J. Kustermans et S. Vaes dans [KV03]. La dualité obtenue dans ce travail généralise
la dualité des groupes quantiques.

DEMONSTRATION : Dans ce cas, la notion de produit tensoriel relatif se réduit au produit
tensoriel usuel d’espaces de Hilbert, la notion de produit fibré au produit tensoriel d’algebres
de von Neumann et la notion de poids opératoriel au poids. La semifinitude de la base est une
trivialité. |

7.4 Le cas compact.

On rappelle ici les définitions de [Eno02] au sujet des unitaires pseudo-multiplicatifs de type
compact (resp. discret) et on montre que ces objets correspondent exactement aux groupoides
quantiques mesurés qui possédent une espérance conditionnelle de Haar.

7.4.1 DEFINITION — Soit W un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour «, 3, B Soit
v un poids normal, semifini et fidéle. Un vecteur £ est dit fixe par W par rapport a v si :

i) § appartient & D(Hj,0°) N D(oH,v);
ii) ona W(§ 3®am) =& a®gn pour tout n € H.
Z/O

v

7.4.2 DEFINITION — Soit W un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour «, 3, B Soit
v un poids normal, semifini et fidéle et soit £ un vecteur fixe par W par rapport & v. On dit que
& est normalisé si :

< §7§ >ﬁ7,/o:< €7€ >a,1/: 1

7.4.3 DEFINITION — Soit W un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour «, 3, 3 Soit
v un poids normal, semifini et fidéle et soit £ un vecteur fixe et normalisé par W par rapport a
v. On dit que £ est binormalisé si, de plus, { € D(Hg,v°) et on a :

< 575 >ﬁ,u°: 1
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7.4.4 DEFINITION — Soit W un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour «, 3, 3. Soit
v un poids normal, semifini et fidéle. On dit que W est de type compact relativement & v g’il
admet un vecteur fixe et binormalisé. On dit que W est de type discret relativement & v si W
est de type compact.

Si W est de type compact relativement & v et si & est un vecteur fixe et binormalisé associé,
alors, on sait, d’aprés la proposition 5.11 de [Eno02], que v est une forme normale, positive et
fidele qui est égale & we o @ = wg 0 B = we o B sur N qu’on appelle forme canonique.

7.4.5 PROPOSITION — Soit (N, M, «, 3,T) un bimodule de Hopf. On suppose que :
i) il existe un espérance conditionnelle normale et fidéle de E dans a(N)
iwvariante o gauche ;

it) 1l existe un espérance conditionnelle normale et fidéle de F' dans B(N)
imwvariante a droite ;

i1) il existe un état v normal fidéle sur N tel que voa ™t o E=vofB 1o F.

Alors (N, M, «, 3,T,v, E, F) est un groupoide quantique mesuré. De plus, si R, T, \ et § dési-
gnent les objets fondamentauz du groupoide quantique mesuré, on a = RoEoR et A= =1.
Enfin, le vecteur A, oq-105(1) est cofize et binormalisé et l'unitaire pseudo-multiplicatif fonda-
mental W est faiblement régulier et de type discret au sens de ([Eno02], paragraphe 5).

DEMONSTRATION : Pour tout t € R et tout n € N, on a :
o (B(n)) = o (B(n) = 07" (B(n)) = Blo¥ ()
De méme, on a :
ot (a(n)) = 07" (a(n)) = 0}°* "*E(a(n)) = a(a} (n)

par suite, (N, M, «, 3,T,v, E, F) est un groupoide quantique mesuré. R, 7, A et § désignent les
objets fondamentaux de la structure. D’une part, on a par définition :

it2
[DVOQ_IOEORZDVOQ_loE]t:)\tT(SZt

D’autre part, on a :

[DvoaloEoR:DvoaloE];=[DRoEoR:DF]; carvoa 'oE=vof 'oF,

= a(h™) d’aprés le théoréeme d’unicité

ol h est un élément strictement positif affilié au centre de N. On en déduit que A = 1 et § = a(h).
Par suite a(h™!) = 671 = R(§) = B(h). D’aprés le lemme 5.2 de [Eno00], on obtient h = 1.

On note ® =voa~toE. Si (§)ier est une (N v°)-base de (Hg)g alors, par définition, on
a, pour tout v € D(Hg,v°) :

Un(v a®5 Aa(1)) = Y & p®a Ao((wog, pra id)(T(1)))

ve i€l v
= & 3P0 (< 0,8 >pu0)Aa(l)
iel v
=0 g®q Aa(1)
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On a A@(l) € D((H@)B,VO) N D(aﬂcp,lj) vérifie < Aq>(1),Aq>(1) >B u0:< Acp(l),Acp(l) >qv= 1
donc, par continuité Up (v o®j Ae(1)) =v 3®a Ae(1) pour tout v € H i.e Agp(1) est co-fixe et
normalisé pour 'unitaire foncll/amental.

Comme voa 'oFE =® =vofB ' oF, on a, d’aprés la proposition 3.2.2, pour tout n € N, :
B(n*)As(1) = B(n")JeAs (1) = JoAr(1)A,(n)

donc Ag(1) est B-borné est R%"’(Agp(1)) = JpAr(1)J,. On en déduit que Ag(1) est binormalisé
et W est de type discret. |

7.4.6 COROLLAIRE — Soit W un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour a,ﬁ,ﬁA de
type compact relativement a la forme canonique v et faiblement régulier. Si on note & un vecteur
fize et binormalisé associé, on désigne par :

i) A Ualgébre de von Neumann engendrée par la jambe droite de W ;

i) T'(x) = 0, W(x o®g 1)W*0, pour tout x € A;
VO

W) E = (wg praid) ol et F' = (id gxq wg)ol.

Alors (N, A, o, B, T, v, E, F) est un groupoide quantique mesuré. De plus, si R, 7, \ et 6 désignent
les objets fondamentauzr du groupoide quantique mesuré, on a ' = RoFEo R, A =0 =1 et
lunitaire fondamental associé est W.

DEMONSTRATION : D’aprés (JEV00], 6.3), on sait que (N, A, «,3,I') est un bimodule de
Hopf. D’apreés le théoréme 6.6 de [Eno02], E est une espérance conditionnelle normale et fidele
de A sur a(N) invariante a gauche. D’aprés les propositions 6.2 et 6.3 de [Eno02|, F' est une
espérance conditionnelle normale et fidéle de A sur (V) invariante & droite. De plus, on a
clairement I'égalité we o B = we o F et donc v o a'oFE =vofB 1oF. On est alors dans les
conditions de la proposition précédente et on obtient que (N, A, o, 5,1, v, E, F) est un groupoide
quantique mesuré, F = RoFEoRet A=0 =1.

Enfin, d’aprés le corollaire 7.7 de [Eno02], W est 1'unitaire fondamental associé a cette struc-
ture. (En fait, plus précisément, il s’agit de o,0W 0, o Wy désigne la forme standard de W au
sens du paragraphe 7 de [Eno(2]). [

La proposition précédente permet aussi d’établir une réciproque au corollaire précédent et
ainsi de caractériser le cas compact.

7.4.7 COROLLAIRE — Soit (N, M, «, 3,T') un bimodule de Hopf. On suppose que :

i) il existe une coinvolution R ;
i1) il existe un espérance conditionnelle normale et fidéle de E dans a(N)

1mvariante a gauche.

Alors il existe un état v normal et fidéle sur N tel que (N,M,o,3,T,v,E,Ro E o R) est
un groupoide quantique mesuré dont lopérateur d’échelle et le module sont égaux a 1 et dont
l'unitaire fondamental est de type discret relativement a v.

DEMONSTRATION : On pose ' = Ro E o R qui est une espérance conditionnelle de M
sur B(N) normale, fidele et invariante a droite. On pose E = Ejgy) : B(N) — a(Z(N)) et
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F = Fyny:a(N) — B(Z(N)). On a, pour tout x € M :

FE(z) §®a 1= (F pgkoid)(B(z) 524 1)
N N N
= (F gxq id)(id g% E)T(z)
N N

d’apres l'invariance a gauche de E,
= (Zd B*a E) (F B*a Zd)F(iL‘)
N N

= (id gxa E)(1 R4 F(2))
N N

d’apreés 'invariance a droite de F),

=1 ﬁ®a EF(l’)
N

donc, si FE(z) = 3(n) pour un certain n € Z(N), alors on a EF(x) = a(n). De plus, on a :

EF(z) 5®a 1= EF(z) 384 1= (id gka E)I(F(x))
N N N
= (1d pra E)(1 5@a F(z))
N N

d’aprés I'invariance a droite de F,

=1 6®o¢ EF(:E)
N

d’ott on tire a(n) = B(n). Donc EF(z) = FE(z) et EF = FFE est une espérance conditionnelle
normale et fidele de M sur N = a({n € Z(N),a(n) = B(n)}) = B({n € Z(N),a(n) = B(n)}).
On a alors R\N =1d.

Soit w un état fidele normal et fidéle sur N. Comme RIN —id,onawoFofB=woFoaet

v=woFEof=woFoq vérifie les hypothéses de la proposition 7.4.5 et le corollaire en découle.
|

7.4.8 COROLLAIRE — Soit (N, M, o, 3,0, v, Ty, TR) un groupoide quantique mesuré, tel que Ty,
soit une espérance conditionnelle. Alors, il existe un état V' normal et fidéle sur N tel que o’ =gV
et l'unitaire fondamental est de type discret relativement a V',

DEMONSTRATION : Le groupoide quantique mesuré admet une coinvolution R. On est
alors dans les conditions du corollaire précédent donc il existe un état normal et fidéle v/ tel
que (N,M,a,3,T,v', T, R o T1, o R) est un groupoide quantique mesuré. Comme T, est [-
adapté par rapport & v et v/, on en déduit que o = ¢¥. On vérifie alors aisément que ’'unitaire
fondamental associé au groupoide quantique initial coincide avec 'unitaire fondamental de cette
derniére structure, qui est de type discret par rapport a v/ d’aprés le corollaire précédent. |

REMARQUE — Dans les conditions précédentes, I’hypothése supplémentaire du chapitre 6 est
aisément vérifiée.
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7.5 Les inclusions de profondeur 2.

Soit My C M; une inclusion d’algébres de von Neumann. On appelle construction de base
les inclusions suivantes :

My € My C My

ou
My = JyMyJy = Endyge(L*(My)).

Par ce procédé, on construit alors une tour de Jones :

MOQMIQM2§M3Q...

7.5.1 DEFINITION — Si M{N M; C M{jN My C M{jN Mz est une construction de base, alors
I'inclusion est dite de profondeur 2.

Soit 77 un poids opératoriel normal, semifini et fidéle de M; vers My. En utilisant la construc-
tion de Haagerup ([Str81], 12.11), il est possible ([EN96], 10.1) de définir un poids opératoriel
canonique T5 normal, semifini et fidele de My vers M; tel que, pour tous z,y € Ny, on a :

Ta(Ar, (z)A, (y)*) = 2y”

Si (M;)ien désigne la tour de Jones construite a partir de linclusion My C M, alors il est
possible de définir, pour tout ¢ > 1, un poids opératoriel 7; normal, semifini et fidéle de M; vers
M;_4 en itérant le processus précédent. Si ¢y est un poids normal, semifini et fidéle sur My, on
définit par récurrence un poids 1; normal, semifini et fidéle sur M; tel que ¥; = ;1 o T;.

7.5.2 DEFINITION — Suivant [EN96] 11.12 et [EV00] 3.6, dans les conditions précédentes, T} est
dit régulier si les restrictions de Ty a M) N Ms et de T3 a M{ N M3 sont semifinies.

7.5.3 PrOPOSITION — ([EV00] 3.2, 3.8, 3.10) Si My C M, est une inclusion munie d’un
poids opératoriel Ty de My vers My normal, semifini, fidéle et régulier, alors il existe une *-
représentation naturelle w de M N Ms sur LQ(M(’) N Ms). De plus, linclusion est de profondeur

2 si, et seulement si 7 est fidéle.

7.5.4 PROPOSITION — ([Eno00], propositions 4.4 et 4.6) Soit My C M, est une inclusion munie
d’un poids opératoriel Ty de My wers My normal, semifini, fidéle et régulier. On suppose, de
plus, qu’il existe un poids normal, semifini et fidele x sur M} N M tel que o) = atTl pour tout
t € R. On note x2 le poids sur M) N My normal, semifini et fidéle x o Ty ou Ty désigne le poids
opératoriel de M) N My vers MjN My normal, semifini, fidéle et restriction de Ty. Alors, il existe
h strictement positif sur L2(M} N My) tel que, pour tout x € M} N Ms et tout t € R, on a

hita(z)h = = 7(a¥®(z)). De plus, h=tA,, est affili¢ a w((M{NMs) N (MyN M) 0 (M N Ms)").

7.5.5 LEMME — Dans les conditions de la propositions précédentes, on a, pour tout t € R et tout
S M{ N M :

ol (z) = ol (x)
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DEMONSTRATION : L’inclusion M N M; C Mj N My C M} N Ms est une construction de
base d’aprés 'hypothése de profondeur 2. Or, l'inclusion M) N M; C M{jN M est munie d'un
poids opératoriel Th = S; normal, semifini et fidéle et d’un poids x normal, semifini et fideéle
sur M} N M. Ainsi, par la construction canonique, on obtient un poids opératoriel Sy normal,
semifini et fidele de M) N M3 vers M} N M. On note x2 = x o Ty =x05; et y3=x05108s.

Pour tout z € M{ N Mj et tout ¢t € R, on a :

m(of?(x)) = hi'r(x)h™™  d’aprés la proposition précédente et car - € M) N Ms,
= Aifgw(x)A;;t d’apreés la proposition précédente et car z € M N M3,
= 7(o}*(z)) car A, implémente oX* d’apres [EN96] 10.3,

donc o¥3 et X3 coincident sur M{ N Ms d’ou on tire, pour tout = € M| N My et tout t € R, que :

ol2(z) = 0¥ (2) par définition de 672 et car z € M| N Mo,
= a;p:* (x) car T3 est un poids opératoriel de My vers Ms,
=0 (x) d’aprés ce qui précede et car z € M] N Ms,
= 0)*(z) car Sy est un poids opératoriel de M{ N M3 vers M} N Mo,
= ol (x) par définition de 072 et car x € M| N M,

REMARQUE — Malheureusement, la condition de la proposition précédente ne passe pas a l'in-
clusion M{ N My en général et par conséquent un certain nombre de résultats de [Eno00] doivent
étre revus. Néanmoins, si My et M; sont semifinies, le groupe modulaire o' est intérieur. Si, de
plus, M{NM; est semifinie, ¢’est donc le groupe modulaire d’un poids y normal, semifini et fideéle
sur M) N M. Avec ces hypothéses, tout poids opératoriel vérifie la condition de la proposition
précédente i.e est « adapté »au sens de [Eno00]. Or, il est facile de vérifier que My, My et M{N M,
sont aussi semifinies et donc le poids opératoriel T5 vérifie les hypothéses précédentes.

THEOREME 25 — Soit My C Mi une inclusion d’algébres de von Neumann de profondeur 2
munie d’un poids opératoriel T1 normal, semifini et fidele de M vers My tel que :

i) Topnpsnnny et T3agnns sont semifinis ;
ii) My, My et M N My sont semifinies.

Alors il existe I'y tel que (M(') N Ml,M(’) N Ma,id, j1,T'1) est un bimodule de Hopf muni d’un
poids opératoriel T2|M60M2 mvartant & gauche et ji-anti-adapté et d’une coinvolution j1 ot ji
est Uanti-isomorphisme canonique de My dans M/ qui o = associe Jix*Jy avec J1 donné par la
théorie de Tomita sur L?(My). Il existe aussi I'a tel que (M} N My, M N Ms, ji o j2,71,12) est
un bimodule de Hopf muni d’un poids opératoriel T3pmynm5 tnvariant a droite et jo o j1-adapté
et d’une coinvolution ja ot jo est l'anti-isomorphisme canonique de My dans MY} qui a x associe
Jox*Jo avec J1 donné par la théorie de Tomita sur L2(M2). On obtient ainsi une structure de
groupoide quantique mesuré sur M{ N Ms.

DEMONSTRATION : Il s’agit du théoréme 8.2 de [Eno00]. D’aprés la remarque précédente,

il existe un poids normal, semifini et fidéle x sur M{ N M; tel que o) = atTl pour tout t € R. 1l
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reste & vérifier le caractere adapté de Ty et T3. Pour tout x € M{ N M et tout t € R, on a :

atTQ (ji(x)) = JtTQ (J1(x)) d’aprés le lemme précédent et car ji(z) € M{ N Mo,
= U;/)Q (J1(2)) par définition de o2,
= Azt h A" d’apres [EN96] 10.3,
= JlAiltZE*A;itJl
= j1(o)" (x)) = jrlo{* (z)) car x € My N M,
= ji(of(2)) par hypothése

Il y a sur ce point une erreur dans [Eno00] 4.1. Ainsi T5 est anti-adapté par rapport a x et comme
M{ N M est semifinie, il est donc adapté par rapport a un autre poids. Pour obtenir la fin du

théoréme, il suffit d’appliquer ce qui précede a l'inclusion M; C Mo. |
REMARQUE — On obtient ainsi un certain nombre d’exemples issus de la théorie des sous-
facteurs.

7.6 Le groupoide quantique espace quantique.

7.6.a Le bimodule de Hopf dual-espace quantique

Soit M une algébre de von Neumann. M agit sur H = L?(M) = L2(M) ot v est poids normal,
semifini et fidéle sur M. On note M’ le commutant dans £(L?(M)) de M. On note Z(M) le
centre de M et Z(M)' le commutant dans £(L2(M)) du centre de M. Soit tr une trace normale,

semifinie et fidele sur Z(M). L’algébre M’ x M = M' ® M agit sur L?(M) ® L?>(M). 1l
Z (M) Z(M) tr

existe un poids opératoriel normal, semifini et fidele T de M vers Z(M) tel que v =troT.

On dispose d’une représentation normale et non dégénérée de M dans M’ ® M définie
Z(M)
par :

a:M—->M @ M
Z(M)

r—1 ® =x
Z(M)

On dispose aussi d’une antireprésentation normale et non dégénérée de M dans M’ ® M
Z(M)
définie par :

B:M—-M © M
Z(M)

xHj(x)Z%)l

ot j(z) = J,x*J, pour tout x € L(L2(M)).

7.6.1 PROPOSITION — La formule suivante :
1+ [E2(M) © L(M)] g4 [2(M) © LA(M)] — L3(M) @ LA(M) © L(M)
T v T T T

[Au(y) @] s®a E— a(y)E @1
tr tr

v
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pour tous n € L>(M),= € L>(M) @ L*(M) et y € M, définit un isomorphisme canonique.
tr

7.6.2 PROPOSITION — On a I([m ® 2] g®q Z) = (a(M)Z ® z)I, pour tous m € M,

Z(M) Z(M)
2 € Z(M) et Z € L(L>(M)) « M.
Z(M)
DEMONSTRATION : Vérifications immédiates. [ |

On peut alors identifier (M’ ® M) gxo (M’ @ M) avec M' ®@ Z(M) ® M et
Z(M) M Z(M) Z(M) Z(M)

donc avec M' @ M.
Z(M)
On définit un homomorphisme involutif et normal I' par :

M @ M- (M & M) gka(M @ M)
Z(M) Z(M) v Z(M)

n @ m—I'n ® 1 @ mI=[1 ® m] gQu[n ®@ 1]
7(w) 2(m) 2(M) zon 70z

I" désigne, en fait, I'identité & travers I’isomorphisme décrit précédemment.

7.6.3 PROPOSITION — Le quintuplet (M,M' & M, «,3,T) est un bimodule de Hopf qu’on
Z(M)

appelle bimodule de Hopf dual-espace.

DEMONSTRATION : D’aprés la proposition précédente, on a, d’'une part :

F(a(m)) =a(m) g [1 ® 1] pour tout m € M
v Z(M)

et, d’autre part :

I'(Bm))=[1 ® 1] g®q B(m) pour tout m € M
Z (M) v

Enfin, pour tout m € M et tout n € M’, on a :

(T graidT(n ® m)=(T gkqid)([l

Sa ® 1
8, ml g2aln @ 1)

X
Z(M) M)

=T(1 ® m) gQan ® 1]

Z(M) v Z(M)

=1 ® Ra |l ® 1] 3Qq ® 1
L o™ o8t & 1 6Baln & 1]

=1 ® Qo I ® 1
L &y™ #8aTln &)1

(d pra DT © m)=(id gra D)1 ® m] s®aln ® 1)
v Z(M) v Z(M) v Z(M)
i.e ' est un coproduit. n

L’application R = sz o (j ® j), oz : M ® M — M ® M désigne la volte,
Z(M) Z(M) Z(M)

est une co-involution du bimodule de Hopf dual-espace.

THEOREME 26 — Le bimodule de Hopf dual-espace muni du poids opératoriel normal, semifini et
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fidéle id Z’J(\/l T et de la coinvolution R =gz o (j ® j) est un groupoide quantique mesuré
Z(M)

par rapport au poids quasi-invariant v qu’on appelle groupoide quantique dual-espace.

DEMONSTRATION : Il suffit de vérifier que T = id Zaﬂ) T est invariant & droite et a-adapté
par rapport & v. Soient m € M,n € M’ et £ € D(o,(L*(M) @ L*(M)),r°). On a :
tr

we((vo B~ oTp g% id)I'(n i m)) =we((vo 87t oTg g*a id)([1 22 m] o®a @ 1)

par définition de T,

=vo ﬁ_l o Tr((id B*a wg)([l m] BQa n ® 1))

®
Z(M)

Z(M)
—vof toTr(l ® mB(<[n @ 1)&€ >a00))
Z(M) Z(M)
= I/oﬁf1 oTr(j(<[n ® 1J&¢& >ap) ® m)
Z(M) Z(M)
= l/(< [TL & 1]576 >a,1/ T(m))
Z(M)

par définition de Tg,
=v(<[n ® T(m)EE>a)
Z(M)

=wgln @ T(m) =w(Th(n @ m)

ce qui suffit pour prouver I'invariance & droite de Tr. On vérifie alors que T est a-adapté par
rapport a v. En effet, on a, pour tout t € R :

/

) v % v
Tr _ Z(M) _ Z (M)
O =0y (M © M)NBM)" = Tt (M @ M)N(M _x L(L?(M)))
Z (M) Z(M) Z(M)
v/ (* )1/
Z(M .
=0, iz @ Mm=0d ® o)y o Mm=1 ® of
Z(M) Z (M) Z(M) Z (M)

On en déduit que, pour tout t € R et tout z € M, on a :

oifoa(r)=1 ® of(zx)=alo)(z))
Z(M)

REMARQUE — On vérifie que Ag(7,,7) @ J, Ay (N, NN7) est dense dans D((H ® H)g,v°). On
tr

tr
est donc dans les conditions d’existence du dual.

On va calculer 'unitaire pseudo-multiplicatif associé a la structure & ’aide de la proposition

3.3.1. Tout d’abord, on remarque que ® = v/ (* : v = V¥ dont on déduit que la structure est
Z(M

unimodulaire i.e A = = 1 et aussi que :

a=1 ® id a=id ® 1
Z(M) Z(M)
B=j @ 1 B=1 ® j

Z(M) Z(M)
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On a alors, par exemple, D((H ® H)s ) O H ® D(H;,1°) = H ® A, (N,) et pour tous
tr ’ tr tr
n€H ety Ny, onaRY (n®A(y) = NTR™ (Au(y)) = ATy-

On dispose de relations de démonstrations immédiates qu’on donne sous la forme du lemme
suivant :

764 LEMME — On a Ip)?, = NrJel, B, vet DY ey = P L5, ¥) pour tous
tr

neHetecN,.

7.6.5 PROPOSITION — W* est déterminé par la formule suivante :

WHE «®5 (@ Ay(m))) =I"(n® (1 ® m)E)
Lo tr tr Z(M)

pour tous = € H® H,me H et m eN,.
tr

DEMONSTRATION : On va utiliser la proposition 3.3.1. Soient m,e € N, et m’, e’ € N,,. On
calcule alors d’une part :
IT(m ® m)p>®, ., —m ® 1 ® m)I®*, ar définition de T,
( 2001 )PJV,A,,,(e )@ (e) ( 200) " z() ) P A, e @70 A (e) P

=(m' @1@m)A; (e Jvedy © 1 d’apres le lemme 7.7.4,
v v Z(M)

t
= )\Jc/e’JV/A,,/(m’)Jveju Z%\)J) m

D’autre part, on a :

tr

I ® 1] 484 [Jeedy & Jed )W oo ,
([ Z000) ] ﬂy [Jure Z001) edy]) PA, (m")@A, (m!)

=(Jyed, @ Jel, ® IIW*pa’B , ~  d’aprés la proposition 7.6.2
( Z(M) Z(M) ) Ar(m )?Ay/ (m)

En utilisant la proposition 3.3.1 et en faisant tendre e et e’ vers 1, on obtient pour tout
E€eH®H:
tr

WHE a®5 (A (m) © Ay(m) = I'(Ap(m) © (1 m)=)

, tr (M)

Maintenant, si on fixe E € D(o(H ® H),v), on peut par continuité faire tendre A, (m’) vers
tr
n € H. On obtient alors pour tout = € D(,(H ® H),v) :
tr

WHE a®5 (M@ Ay(m))) =I"(n® (1 _® m)E)
o tr tr - Z(M)

Orn® Ay(m) € D(H ® H)B o), donc par continuité la relation reste vérifiée pour tout
tr tr ?
Z€eH®H. [
tr

REMARQUE — Si 0y, désigne la volte de L?(M) ® L?(M), alors on constate que oy, 083 = Booy,.
T
Alors, si on note I' = (1 ® oy)l(on 5®a [I ® 1])oye, I’ est Iidentification :

Z(M) v (M)

~

N
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I': [L2(M) ® L*(M)] o®; [L*(M) ® L*(M)] — L*(M) @ L*(M) @ L*(M)

tr tr
v

E 5®a 1@ A(y)] — 1@ a(y)Z
v tr tr

pour tous n € L?(M),Z € L>(M) ® L?*(M) et y € M. Ainsi, d’aprés la proposition précédente,
tr
HI* — I*I/

7.6.6 COROLLAIRE — On a [’égalité suivante :

M’ Z%) M =< (id x we ) (W*) | £ € D((H ® H)g,v%),n € D(a(H © H),v)>""

DEMONSTRATION : On sait déja, d’aprés la proposition 3.4.3, que :

< (id * we ) (W*) | € € D((H (? H)s,0%m € D(a(H(? H),v) >""c M’ ((X))M
T T Z(M

Soient 1, € H et m,e € N,,. Alors, pour tous Z1,Z2 € H ® H, on a :
tr

T

(i oy, (my00,0) (WIELER) = (W1 o [0 @ Am)E 50 € JAL(E)
=I"ne (1 ® m)E1)|Er gRaq [§ @ JuAu(e)])
tr Z(M) v tr
par définition de W™,
=1l ® m=EEe (Jel, ® 1)E)
Z(M) tr Z(M)

tr
d’aprés le lemme 7.7.4,
= ((< n,§ >tr Jye*J, ® m)EﬂEQ}

Par conséquent, on a :

(id * Wye, (m) et n, () W) =<0, >4 Jue™ S, © m (7.6.1)
tr tr Z(M)

ce qui permet de prouver 'inclusion réciproque. |

On calcule maintenant 'opérateur G afin de déterminer I'antipode.

7.6.7 PROPOSITION — G est un opérateur fermé sur H ® H qui est égal a oy o (F, ® F,) ot
tr

tr
F, =5} provient de la théorie de Tomita.

DEMONSTRATION : Soient a = Jya1J, ® ag,b=J,b1J, ® by,c=J,c1J, ® coet
Z(M) Z(M) Z(M)
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d=J,d1J, & dy desélémentsde M’ ® M analytiques pour v/ % v. On a alors :
Z(M) Z(M) Z(M)

O lor sommanstas o) W (e h) @ Aulen)] a8 [ (Tudiei L) @ Au(die3)

v

= (Aifio';'/2(b1))g/\y(aii(bs)))*I*(AVI(JVdTCTJV) %} Ay (Jvardy) g Ay (d3c3a2))

par définition de W™,

*

= PR, (o~ (1 2o 0ip2(01)) | (v (Judicidy) ® A (Juardy) @ Au(dzczaz))

d’apreés le lemme 7.6.4,
=< dyc3Ay(az), Ay (0¥ (03)) > A (Judicidy) %} Uii/Q(b’f)Au’(JuCllJV)

=< Ay(agbg),Ay(ngg) > J,/AV(CZTCT) (? JVAV(albl)
Par conséquent, d’apres la définition de G, on a :

Gl< Ay(agbg),Ay(ngg) >t JZ,AZ,(CZTC’{) (tX) JVAV(albl)

= G(/\/ﬁ\’fﬁa;m(bl))gg/\y(ggi(b;)))*W*(Au’(JualJu) 2 Avlaz) o®5 A (Judictly) ® Au(dyep))

= ()‘iﬁa;’p(dl))gAu(aii(d;)))*W*(AV’(JV01JV) %} Ay(c2) a@iﬁ Ay (Jybiaidy) % A, (b3a3))

v

=< A,/(ngg), Ay(agbg) > JVA,,(bTaT) (? JVA,,(Cldl)

Comme G est fermée, on obtient :

tr T

G JyAy(dTC?{) ® JyAl/(albl):| = |:JyAy(b>(£a/>{) (tX) JVAZ,(Cldl)

donc G coincide avec oy, (F, ® F,). [ |
tr

La décomposition polaire de G = IDY? vérifie D = A1 @ Ayt et T = o4,(J, ® J).
tr

T
Ainsi, on peut calculer les éléments de la décomposition polaire de 'antipode S : le groupe

d’échelle coincide avec 7, = 0¥ (* : oy pour tout t € R et 'antipode unitaire coincide avec
Z(M

sz ©(j ® j). On remarque que 7 laisse invariant v/ x v
Z(M Z(M

)

7.6.b La structure duale

On peut déterminer la structure duale du groupoide quantique dual-espace. On rappelle que
« est la représentation et 3 est 'antireprésentation qui correspondent.

7.6.8 PROPOSITION — On a (Wh, (y)an,co, A, (e) *1d) (W) =1 EX) : Jye*J,,(pzT)*at,«p%"y pour tous
tr tr Z (M

e,y € N, et tousn,( € H.

DEMONSTRATION : On se place dans les conditions de I’énoncé. Pour tous= € H @ H,{ € H
tr
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et me N, ona:

(@r,enceie * id) WIS & A, (m)
= () @7 0a TW* (€ © Thule)] B3 €@ Aulm)])

tr

=((1 ® yERne(®@mdhe))
Z(M) tr tr tr

d’apreés 'expression de W*,
=E @@y (@ Jed,A(m))
tr tr tr

— (1 @ pANEI1 ® owplcdied,)(E® A, (m)))

Z(M) Z(M) tr
=((1 © Je"L(pd) ouwpyy)EIE @ Ay (m))
Z(M) tr
ce qu’il fallait démontrer. |

7.6.9 COROLLAIRE — Ona M @ M=1 ® Z(M) qu’on identifie avec Z(M)'.
Z(M) Z(M)

DEMONSTRATION :  On sait que a(M) U B(M) C M~ ® M donc on en déduit que
Z(M)
1 ® Z(M) cM' ® M. Linclusion réciproque provient de la proposition précédente. W
Z(M) Z(M)

Avec l'identification entre 1 ® Z(M)" et Z(M)', 'objet dual admet pour base M, pour
Z(M)

représentation ¢d et pour antireprésentation j. Le coproduit canonique vérifie nécessairement

~

I'(mn) =m ;j®;qn pour tout m € M et n € M'. Ainsi, si I, désigne I'isomorphisme canonique
14

entre L2(M) ;j®;q L>(M) et L?(M) donné par la formule I,,(A, () j®ia 1) = a(x)n pour tout
v 14

xr € N, et tout n € L?(M), la proposition suivante est de démonstration immédiate :

7.6.10 PROPOSITION — Pour tous m € M et n € M’', on a I,(m R4 n) =mnl,.
14

On peut identifier I’algébre de von Neumann M’ gxo, M avec Z(M) et 1'algébre de von
M
Neumann Z (M) pgxq Z(M) avec Z(M)'. Le coproduit dual désigne alors l'identité a travers
M

cette identification. Il reste & déterminer le poids opératoriel dual.

7.6.11 LEMME — On a A((wz a, (m)@J, a0 (e) * 1) (W) = (m* 259 ) Jyue*J,)E pour tous m,e € N,
tr Z(M

et € D((H ® H)g,1°).
tr
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DEMONSTRATION : Soient mq,mg € N,,. Alors, on a :
(A((WE,AV(m)t@JVAy(e) *id)(W)) Ay (JymyJ,) Z?M : Ay (m2))

=Wz A (m o(LymiJ, @ mi
= A ()@ A ) (Jumi 2o 3)
par définition de A,

= ((JymiJ, ® m3ZEA,(m)® J,A(e))
Z(M)

tr

= (ElmJ, Ay (my) (? Jyed, Ay (ms2))

=((m" @ Jye*L)Z|Ay(Jymid,) ® Ay(ma))
Z(M) tr

7.6.12 PROPOSITION — Le poids opératoriel dual 7/“;3 coincide avec T~ au sens de la proposition
12.11 de [Str81]. De méme, le poids opératoriel dual Ty, coincide avec joT 1o j.

DEMONSTRATION : Via lidentification entre M/ ® M et Z(M)', on a, d’apres la propo-
Z(M)
sition 7.6.8 :

(Wea, (m)@ A (o) * 1) (W) = Jue* L [(p¢) el Iy

Soient m, e,y € N, et n € H. On calcule d’une part :

|’A((wAu(y)g@ﬁ,Au(m)f@JuAu(e) * Zd)(W))HQ = |[m* Ay (y) %«) Jue*JV"?H2

d’aprés le lemme précédent,
= (< Jye*Tyn, Jye* Jyn > Ay(m*y)|Ay(m*y))

D’autre part, on a :

I

’A((wAu(y)t(Xm,Au(m?JyAu(e) * Zd)(W)))

(I)((plf;;e*J,,n)*o-tTpAtJ(y*m) (pxy(y*m))*gﬁp?};e*(],,n)
(Pl er,) 107 (AT (y*m), Ay (y*m)) z((?m 107, e 1)

(< Jyerdun, Jer Jun > 07 (AT (y*m), A (y*m)))

On en déduit que, pour tous m,y € N, on a :

B0 (AL (y*m), Ay (y"m))) = ||Au(m*y)|
= |82, A, (g m) |2
=V(0"(J A (y*m), J,AL(y*m)))
= o T HO" (J, A (y*m), J A, (y*m)))
par définition de 71,
=vojoT o (0" (A(y*m)), Av(y*m)))

Par suite, TZ = joT 1 oj et le reste de la proposition en découle. |
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REMARQUE — Cet exemple est en fait issu de 'inclusion d’algebres de von Neumann :
ZM)ycMczZM) c..

On renvoie a [Eno00].

REMARQUE — D’aprés la théorie développée dans ce travail, si la base M est semifinie alors les
deux structures précédentes sont en dualité mais elles sont différentes en général.

Par exemple, si M est un facteur, la structure dual-espace admet pour algébre de von Neu-
mann sous-jacente L(H) alors que la structure espace admet pour algébre de von Neumann
sous-jacente M’ ® M et ces algebres sont, en général, non-isomorphes.

En revanche, si M est abélienne ou si M est un facteur de type I (et par conséquent une
somme de facteurs de type I, cf. paragraphe 7.8.a), la structure est auto-duale. Si M est I’algebre
de von Neumann abélienne L>°(X), il s’agit du groupoide espace X

7.7 Le groupoide quantique des paires.

7.7.a Description de la structure

Soit M une algébre de von Neumann. M agit sur H = L?(M) = L2(M) ot v est poids
normal, semifini et fidéle sur M. On note M’ le commutant dans £(L?(M)) de M. L’algébre de
von Neumann M’ ® M agit sur L?*(M) ® L*(M).

On dispose d’'une représentation normale et non dégénérée de M dans M’ @ M définie par :

a:M— M oM
r— 1®x

On dispose aussi d’une antireprésentation normale et non dégénérée de M dans M’ @ M
définie par :

B:M— M oM
7 B,(2) ® 1
ot B, (z) = Jyx*J, pour tout x € L(L2(M)).

7.7.1 PROPOSITION — La formule suivante :

I:[LA(M)® L*(M)] 3®4 [L*(M)® L*(M)] — L*(M) ® L*(M) ® L*(M)

v

Au(y) @1 p®a Z— a(y)Z2@n

v

pour tous n € L*(M),Z € L>(M) ® L*(M) et y € M, définit un isomorphisme canonique.

7.7.2 PROPOSITION — On a I([m®2x] 3®q [y®@n]) = (y@mn®@x)I, pour tous m € M,n € M’
et z,y € L(L*(M)).

DEMONSTRATION : Vérifications immeédiates. [ |
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On peut alors identifier (M’ ®@ M) gko (M' @ M) avec M' @ Z(M) @ M.
M

On définit un homomorphisme involutif et normal par :

F:MeM— (M@M) gk, (M @ M)

n@me—I*(n®@leom)l =[1m| gQq [n®1]

7.7.3 PROPOSITION — Le quintuplet (M, M'® M, «, 3,T) est un bimodule de Hopf qu’on appelle
bimodule de Hopf des paires.

DEMONSTRATION : D’aprés la proposition précédente, on a, d’'une part :

I'(a(m)) = a(m) gRq [1®1] pour tout m € M

et, d’autre part :

I'(B(m)) =[1®1] g®s B(m) pour tout m € M

Enfin, pour tout m € M et tout n € M’, on a :

(I pra id)L(n@m) = (I' gxa 1d)([L&M] sRq [n@1])
=T(1®m) s [n©1]

=[1®m] Q¢ [1®1] R4 [n®1]

v

—[l@m] 3R, T(n®1)

v

(id gro T)D(n@m) = (id gxa D)([1®@m] R4 [n®1])

v

i.e I' est un coproduit. |

L’application R = ¢o(3,80,),0u¢: M'@M — M®M' désigne la volte, est une co-involution
du bimodule de Hopf des paires.

THEOREME 27 — Le bimodule de Hopf des paires muni des poids opératoriels V' ® id et id @ v
normaux, semifinis et fidéles et du poids quasi-invariant v est un groupoide quantique mesuré
qu’on appelle groupoide quantique des paires.

DEMONSTRATION : Il suffit de vérifier que T;, = v/ ® id est invariant a gauche. Soient



7.7 Le groupoide quantique des paires. 139

m e M,ne M et &€ D(L*(M)®L*(M))g,0). On a:

wel(id o voa™ o TLT(n®m)) = we((id gravoa oTe)([1®m] s8a [n©1])

v v v

par définition de T,
=ro Oz_l o TL((wg B*a Zd)([l X m] [3®a [TL X 1]))

=voa toTr([n®la(< [1@m]EE >5,0))
=voa loTr(n® < [1®@m]E, €& >3.0)
=V (n)v(< [1@m]E, € >p,0)
par définition de 17,
=V (n)we(1 @ m) = we(Tr(n @ m))
ce qui suffit pour prouver I'invariance a gauche de T7,. On vérifie alors que T = RoTj0R = id®v
est a-adapté pour v. En effet, on a, pour tout t € R :

Th _ V'Qv
Oy = 0y (M'@M)NB(M)'

=0t |z0mem = A Q0 |z0neM
On en déduit que, pour tout t € R et tout z € M, on a :

0{"0a(r) = 1®of (z) = alof ()

REMARQUE — On vérifie que Ag(7,,7) ® J, Ay (N, N N7) est dense dans D((H ® H)g,v°). On
est donc dans les conditions d’existence du dual.

REMARQUE — Si M = L*°(X), on retrouve le groupoide des paires sur X x X.

On va calculer 'unitaire pseudo-multiplicatif associé a la structure & ’aide de la proposition
3.3.1. Tout d’abord, on remarque que ® = v/ ® v = ¥ dont on déduit que la structure est
unimodulaire i.e A = J = 1 et aussi que :

a=1®:id a=1id®1

=061 B=1®05,
On a alors, par exemple, D((H ® H)3 ,,,) D H @ D(Hg,,v°) = H ® Ay(Ny) et pour tous

n€HetyeN, ona R (neA(y) = B> (A(y) = My.
On dispose de relations de démonstrations immédiates qu’on donne sous la forme du lemme
suivant :

7.7.§\[LEMME — On a IP%JVAV(@) = M\ Jved, ®1 et I/\ﬁ’ya(y)®77 = pp(1 ®y) pour tous n € H et
e cNy.

7.7.5 PROPOSITION — W™ est déterminé par la formule suivante :

WHE a®j (n@ Ay(m))) = I"(n© (1@ m)Z)

v



140 CAS PARTICULIERS ET EXEMPLES

pour tous = € H® Hyne H et meN,.

DEMONSTRATION : On va utiliser la proposition 3.3.1. Soient m,e € N, et m’, e’ € N,,. On
calcule alors d’une part :

IT(m' @ M7 onane = (M ©@1@mMIpN o)\ par définition de T,
=mele m)Ay A e Jvedy, @1 d’aprés le lemme précédent,

= AJV/(E/JU/AU/ (m’)Jl’eJl’ @m

D’autre part, on a :
IO 500 e Ty © LW B3 yon, oy

= (Jye'J, @ Jed, ® 1)[W*pi’ﬁl(m,)®A () d’aprés la proposition 7.7.2

En utilisant la proposition 3.3.1 et en faisant tendre e et €’ vers 1, on obtient pour tout
E€eHQ®H:
W*(E @5 (A (m) ® Ay(m)) = I (A (m') & (1@ m)E)

v

Maintenant, si on fixe 2 € D(,(H ® H),v), on peut par continuité faire tendre A,/ (m’) vers
n € H. On obtient alors pour tout = € D(,(H ® H),v) :

WHE o®5 (n® Ay(m))) = I"(n @ (1@ m)E)

I/O

Or n® Ay(m) € D(H® H)g ), donc par continuité la relation reste vérifiée pour tout
E€cH®H. |

REMARQUE — Si o désigne la volte de L*(M)® L*(M) dans L?(M) ® L?(M), alors on constate
que 0o 3= oc. Alors, si on note I' = (1® 0)I (o 5®a [1® 1])o,e, I’ est 'identification :
v

I':[LA(M) @ LP(M)] o® [L*(M) @ L*(M)] — L*(M) @ L*(M) © L*(M)

2 ®a M@ A(y)] = n®@a(y)E

pour tous n € L?(M),=Z € L*(M) ® L?>(M) et y € M. Ainsi, d’aprés la proposition précédente,
W* = I*I'.

7.7.6 COROLLAIRE — On a [’égalité suivante :

M’ ® M =< (id * we,))(W*) | € € D((H ® H)3,v°),n € D(o(H ® H),v) >

DEMONSTRATION : On sait déja, d’apreés la proposition 3.4.3, que :
< (id we) (W) |€ € D((H & H) 3,0°n € D(o(H © H),v) >~C M'® M

Soient n,& € H et m,e € N,,. Alors, pour tous 21,2, € H® H, on a :
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((id * wygn, (m) go1,A, () (WH)ELZ2) = (W (E1 o®5n® Ay(m))|E2 R0 £ ® JyAy(e))

v

=I"(n® (1e@m)E1)|E2 sQa & ® JyAL(€))

par définition de W*,

=n® (1em)Z® (Je, ® 1))
d’aprés le lemme 7.7.4,

= (&) ((JveJ, @ m)ZE1|Zs)

Par conséquent,

(1 Wy, () .0, (W) = (1€) (T T,y © m) (1.71)

et donc, on obtient M’ ®@ M C< (id *wey)(W*)[§ € D((H® H)s,v°,m € D(o(H® H),v) >7%.
|

On calcule maintenant 'opérateur G afin de déterminer I'antipode.

7.7.7 PROPOSITION — On a G = X(F,®F,) ou X désigne la volte de H® H et F,, = S}, provient
de la théorie de Tomita.

DEMONSTRATION : Soient a = J,a1J,®ag, b= J,b1J,Qbs,c = J,c1J,Qco,d = J,d1J, Rds
des éléments de M’ ® M analytiques pour v/ ® v.
On a:

B, kA7 * * *\ %
Mot oensor ) W Aver(a) a@s Avay((JpdiJ, @ dy)c”))

= (VAo e o o) T (A (Tudiciy) @ (1@ dics) Ao (a))
par définition de W*,

= [ons (o 05 (1@ 0%(00)] (A (odici ) © (1® d5e3)Avren (a))
d’aprés le lemme 7.7.4,

= (d3c3Au(a2) Ay (02;(03))) A (Judicidy) @ 02, o (0T) Ay (JyarJy)

= v(dscsagbs) J,A(dicy) @ J,Ay(a1by)

Par conséquent, d’aprés la définition de G, on a :
G [v(d5csashs) J, A, (dic) @ J, Ay (a1b1)]
_ B, kY77 * * *\ %
= G()‘Au(agp(bl))®Au(ozi(b§))) W*(Avgu(a) a(%ﬁ Apgu((Judiy @ d3)c))

— B7a * * * * *
= N0t e ov, ) W (Aven(c) ®p Ay ((Job1Jy @ b3)a™))
= v(byascods) J,Ay(bia7) @ J,A,(c1dy)

Comme G est anti-linéaire, on obtient :

G LA (dic]) ® JuAy(aibr)] = [T AL (ba]) @ J,Ay(c1dy)]

donc G coincide avec X(F, ® F,). ]
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La décomposition polaire de G = IDY? vérifie D = A, @ A et I = %(J, ®.J,). Ainsi, on
peut calculer les éléments de la décomposition polaire de I'antipode S :

tha’i,t@)at” et R=co(8,®0)

pour tout ¢t € R. On remarque que 7 laisse invariant / ® v (la structure est unimodulaire).

7.7.8 COROLLAIRE — On a D(S) = 'D(J;-//Iz) ® D(O’ii/2> et pour tous e,m € D(U;.’/Q), on a
S(Jyed, ®m*) = Jya;.’/Q(m)Jy ® aim(e*).

On peut vérifier aussi I’expression de S en fonction de W dans le corollaire suivant :

7.7.9 COROLLAIRE — On a (id x we ) (W) € D(S) et S((id * we n)(W)) = (id * we ) (W*) pour
tous £,m € D(o(H® H),v)ND((H ® H)B,yo).

DEMONSTRATION : Soient ¢,n € H et e,m € D(a;’ﬂ). Alors, on a :

S((id * wew, a, (&) men, (m) (W) = S((C[n)Jved, @ m®)
d’aprés la relation 7.7.1,
= (CIn)Joij(m)J @ oZ; 5(e”)
d’aprés l'expression précédente de S,
= (id * Wew.g, A, (e) e, (m)) (W)
d’aprés la relation 7.7.1.

La fermeture de S permet de conclure. |

7.7.b La structure duale

On peut déterminer la structure duale du groupoide quantique des paires. On rappelle que
« est la représentation et § est 'antireprésentation qui correspondent.

7.7.10 PROPOSITION — On a (W, (y)an,caJ, A, (e) ¥id) (W) = 1@Jye* JyptEpyy pour tous e,y € N,
et tousn,¢ € H.

DEMONSTRATION : On se place dans les conditions de ’énoncé. Pour tous=Z2 € HQ H, & € H
etmeN,, ona:

(W, (m@ncas e * id)(W)EE @ A, (m))
= ([Au(y) @n] pRa EIW([¢ @ JAu(e)] a®j [ ® Ay(m)]))

= (1@ yE@nf®@mdyh(e))
d’aprés lexpression de W*,
E@nEey (@ el Ay (m))
(1@ pn)El(1 @ Xpy=cJved,) (€ @ Ay(m)))
(1 ® e TptEony)ElE @ Ay(m))

ce qu’il fallait démontrer. |
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7.7.11 COROLLAIRE — On a M' @ M =1® L(H).

DEMONSTRATION : On rappelle que, par définition,
M &M =< (ws, =, *id)(W)|Z1 € D(H ® H),0°),Z5 € D(o(H ® H),v) >

et on remarque que L(H)®1 C a(M)' N B(M)’. On prouve, d’abord, que MeoMcle L(H).
Soient = € H,n € H et m € N,. Pour tout x € L(H), on a :

(@1 @0 [z IYW'(E o®j [1® JoAL(M)])
= (1 ©1] s®a [z@ 1) (n© (1©m)E)

=I"(zn ® (1®m)E)
=W*E a®p [2n® J A (m)])

=W ([L1®1] sQa [z @1])(E a®j [n®@ S A (m)])

v
Par suite, on obtient ([1®1] g®q [r@1]))W* = W*([1®1] gQq [x®1]) pour tout € L(H).
D’ou on tire que :

M @M C (L(H)®1) =1 L(H)

On prouve alors l'inclusion inverse. D’aprés la proposition précédente, on constate que, pour
tous v,w € H,on a:

(wAu(y)(@n,C@JVAV(e) xid)(W)vew)=(1® Jye*Jy)pZ*C(l ® X)pp(v @ w)
=v® (w‘y*C)Jl/e*Jun

et par conséquent :

M' @ M D< wp, (enca e *id) (W) [n,¢ € HeyeN, >

w

=< 1® p|p projection de rang 1 >~
=1® L(H)
|
On vérifie que (M’®M)HM@W =1®M = «(M). On peut calculer alors le coproduit dual
donné par T'(1m) = o, W (i 3®a 1)W*o, pour tout 7 € M’ ® M. On utilise I'identification
14

suivante :

O: 1 L(H)— L(H)
1l —x

qui est implémentée par A\, ot e € H est un vecteur de norme 1. On sait alors que ® fra D est

v

lidentification entre [1 ® L(H)] ;®aq [1® L(H)] et LH) g, xiq L(H) ~ L(H).

7.7.12 PROPOSITION — On a W*o,(Ae 8,®id Ae) = I*(Ae ® Ae)l, pour tout vecteur e € H de
14

norme 1.

DEMONSTRATION : Soient m € N, et n € H. On a alors :
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W*UU()\e 8, Did )\e)(Au(m) 8, Qid 77) = W*Ju([e ® Al/(m)] B®C¥ [6 ® 77])

=Wi[e®@n] o®j[e® Ay(m)])

=I"(e®e®mn)
=I"(Ae @ M) L (Ay(m) 5,®ia 1)

|
7.7.13 COROLLAIRE — On a (® zxo @) o [o® (z) = I*zl, pour tout x € L(H).
DEMONSTRATION : Soient z € L(H) et e € H un vecteur de norme 1. Alors :
(@ sra @) ol 0@ (x) = (N 5,0 A)oweW([1®a] 50 [1@1)W o (A 5,@ia Ae)
=LA @X)I([1 ®x] 3®a 1IN (Ae @ Ne) I,
=LA A)(1®10x)(Ae @A)y
=z,
d’aprés la proposition 7.7.2. |

On détermine alors le poids dual.

7.7.14 LEMME — On a A((WE’AU(m)®JVAV(e) x1d)(W)) = (m* ® J,e*J,)E pour tous m,e € N, et
EeD((H®H)g,v°).

DEMONSTRATION : Soient mq,mg € N,,. Alors, on a :

(A(ws Ay (m)@d A (e) * 1) (W) Ay (Jumid, @ ma))
W= A, (m)@J, Ay (e) (JomT Ty, @ m3)

(Somidy @ m3)ZE[Ay(m) @ J,Au(€))

(ElmJ, Ay (m1) ® Jyed,Ay(msa))

(m* @ J,e*" J)E|Aygy,(JymiJ, @ ma))

7.7.15 PROPOSITION — On a Ty, = id ® E, o E, est le poids opératoriel de L(H) vers M
obtenu a partir du poids V.

DEMONSTRATION : Soient m, e,y € N, et n € H. On calcule d’une part :

1AWz Ay m)o s AL ) * ) (W))]I? = [[m*Au(y) @ Jye* Tyl
d’aprés le lemme précédent,
= | Jve" TunlP|1Ay (m )|
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D’autre part, on a :

IA((wz A, (m)@ A0 * id) (W)
= O (py(1 @ Z)pysp, (m) (1 ® Jyedy) (1 & Jue™Jy)pyep, (m) (1 © Z)pp)
d’aprés la proposition 7.7.10,
= |l Tl 2d(1 @ (Au(m*y) & Au(m*y))

on £ ® £ est Vopérateur de L(H) qui associe a v le vecteur (v[€)E.
On déduit donc que, si & € D(S,), alors :

(1@ (E®¢)) = [1S€]1* = (ALL€)
dv
= (@f\f)
= v(0"'(,€))
=Vvo El/’(é- X 5)
=voa loTi (1@ (£®E))

On dispose aussi des formules suivantes, pour tous z € L(H) et t € R :

A~

Rl@z)=1® 2%, et #loz)=1A%A"

Le poids opératoriel invariant & droite est donné par Tg = Ro Ty o R = (id® E,).

REMARQUE — Cet exemple est en fait issu de I'inclusion d’algébres de von Neumann :
Cc M cL(LA(M))C LILAM)@ M C ..

On renvoie a [Eno00].

7.8 Opérations sur les groupoides quantiques mesurés.

7.8.a Somme de groupoides quantiques mesurés

Le fait qu’une réunion de groupes n’est pas, en général, un groupe entraine que la somme
de deux groupes quantiques localement compacts n’est pas un groupe quantique localement
compact. La catégorie des groupoides est, quant & elle, stable par réunion et on obtient une
propriété correspondant & ce fait au niveau des groupoides quantiques mesurés : une somme
quelconque de groupoides quantiques mesurés est un groupoide quantique mesuré de maniére
naturelle.

7.8.1 PROPOSITION — Soit (N;, M;, o, 3;, T, I/Z-,T};,T}'%)ie[ une famille de groupoides quantiques
mesurés. Alors, si on identifie @,;c; M; ko M; avec (®ie[ Ml) f*a (@iel Mi), on a:

N; @ie] N;
BN, P M, B, P o, P, Prvi. PTi. P Th)
iel  iel el iel  iel  iel el el

ot les opérateurs agissent de maniére diagonale, est un groupoide quantique mesureé.
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En particulier, la somme de deux groupes quantiques localement compacts avec des scalaires
d’échelle différents (cf. [VV03] pour des exemples) produira un groupoide quantique mesuré avec
un opérateur d’échelle non scalaire.

7.8.b Produit tensoriel de groupoides quantiques mesurés

Le produit de deux groupes correspond au produit tensoriel de deux groupes quantiques. De
la méme maniére, on a :

7.8.2 PROPOSITION — Soient (Ny, My, oq, B1,01,v1,TE, Th) et (Na, Mo, g, B2, T, v0, T7, T5)
deuz groupoides quantiques mesurés. Alors, si on identifie (My g ko, Mi) ® (Ma  gyka, Mo)
Ny N2
avec (M1 ® M2) g8 %a10as (M1 @ M), on a :
N1®N2

(Nl ®N27M1 ®M2,0él ®O‘2aﬂ1 ®B27F1 ®F27V1 ®V27T[1/ ®T53T}12®T}22)

est un groupoide quantique mesuré.

DEMONSTRATION : Aisée. [ |

7.8.c Intégrale directe de groupoides quantiques mesurés

Dans ce chapitre X désigne un espace localement compact est o-compact et p une mesure de
Borel sur X. On renvoie & |[Tak03] pour la description de la théorie des intégrales hilbertiennes.

7.8.3 PROPOSITION — Soit (Np, My, o, Bp, Lp, vp, TF, Th)pex une famille de groupoides quan-

tiques mesurés. Si ff?Mp g*a My du(p) et (f;?Mp d,u(p)) B*a (ff?Mp du(p)) sont iden-
N JX Np du(p)
tifiées, on a :

(/X@diu(p),/X@Mpdu(p),/X@apdu(p),/jﬁpdu(p),-.-
@ b

A raut), [ Cvpdnte), [T an), [ Thdu)
J, ot [ vpinto). [ T, |

X X

est un groupoide quantique mesuré.

DEMONSTRATION : Laissée au lecteur. [ |

Une intégrale directe de groupes quantiques est donc un groupoide quantique mesuré. On
renvoie & [Bla96] pour des exemples. Dans ce cas, la base est L®(X) et a = 8 = 3. L’unitaire
fondamental est alors un unitaire d’'un espace dans lui-méme et peut-étre interprété comme un
champ d’unitaires multiplicatifs.
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