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1N TRODUCTION

: _ Le Galcul Bumérique présente deux aspacts apparemment distlnots i
l& partie consaorée b la.rechcrohs do méthodea ou de preoédés algorithmiques,
partie algébrique 3 f“”’f . R . <
la partie. eonsaerée o contrﬁls déa caleuls et des approximations, partie
‘topolosique. ' : v
: - . Sur le plcn ﬁhéoriqua, l'Analysa Kumérique présupposq dono
. 1'alg§bre ot la topologie. La raison profonde en est la définition mgme‘des
' nombres réels en laquelle o¢ double point de vue se fait dja sentir..
: . Ce travail se ‘propose d'utiliser deux idées dirigdes dens les
deux voies dont nous venona de parler, La premiére est de montrer le r8le
’ 1mportant jeué dans la plupart.des procsssus de ealcul linéaire par des

-"matriees de polynbmes minimaux du ‘second degré, dont l'inwerse est, par ce

falt, immédiatement calculahle. La seoonde eat de montrer comment la ,

considération de normes générales peut permettre de définir des notions 1mpor-

tantes coume 1escondit{dnnsments nnmériqpes et d'obtenir un contrSle’ plus

: fin des erreurs de. caloul. - ’ ,

o Les deux premiers chapitres présentent le "matériel" théorique
utilisd. Le chapitre I contient, aprds la déterminaxion des matrices du

20 degré, un oertain nombre de propositions prouwant que, par des produits.

& gauohe par de telles natrices particulidrement simples, 1'on peut trian-

gulariser, et m8me, en général, diagonaliger une matrice quelconqueo
(plgorithmes de GAUSS et de JORDAN). Le chapitre II présente les notions

de normes de vecteur et de matrice. Aprés un rappel de résultats clsssiques,
dont certaans sont dfs & OSTROWSKI, nous avons ohsrché 4 caractériser les

normes symétriques de matrices associées % des normes de vecteurs. Il

résulte des théordmes (en particulier du théordme VI) que ces normes sont

les plus "serrdes" des normes multiplicatives possibles s donc les plus

utilissbles en caloul. Il est signalé deux cersctérisstions s 1'une

(théoranme V)Vpar 1'internéddiaire d'une double association de norme de -

vecteur et de matrice, 1'autre (théoreme VII) par la propriéié, pQuf ces

normes, d'8tre lesrprmes multiplicetives minimales.



Dans le chapitre III, se trouve définie la notion générele de
conditionnement numérique. L'idée en est twdg simple s on veut trouver la
golution dtune dquation, c'est-a~dire trouver une inconnue x afin qu'une
expression T(x) soit nulle. Puisque, en calcul aumérique, et quel gie =it
le moyen de calcul utilisé effectivement, toute quantité inférieure & la
capacité minimum de ce moyen est considérée comme nulle. Laquestion essentielle
est de savoir si le fait qu'une norme de T(x) soit falble implique la proximité
de x et de la solution théorique. Le conditiomement général est défini comme
rapport de deux constantes qui figurent dans le théorame d'dquivalence de
hormes sur un espace vectoriel topologique. Géométriquement, il apparalt
comme une ocoefficient de forme, pour le lieu des x tels que une normede T{(x)
ait une valeur dorméde. On étudie ensuite les conditionnements de systeme
d'équations lindaires. Des comparaisons des différents types deconditionnements
entre eux sont ébablies. Le théoréme I1I de ce chapitre établit l%sguivalencoe
de cette défiﬁition et de celle de TURING sur les variations relatives de la
solution pour des variations des coefficients.

Un conditionnement particulier C(A) et son complémentaire C9(4)
sont dtudids au chapitre IV. Leur définition etleurs propriétés géométriques
montrent que ces nombres, toujours compris entre zéro et un, ne sont égaux i un
que si la matrice A est orthogonale en lignes. Ils peuveni donc servir a la
définition d'un gystéme "bien" ou "pel" conditionné dPune fagon plus intrine-
sdque que les conditionnements générsux. On montre comment lescalculer et 1on
étudie ensuite les opérations qui les laissent invariants. Des exemples de
calcul de conditionnement C(A) sont donnés : matrice d'HILBERT, matrice
d*interpolation d%opérateur différentiel. Dans ce derniers cas; on prouve un
résultaet bien souvent constaté ey calcul ¢ si 1°on remplace un probl mediffé-
rentiel aux limites par un systdme lindaire dfi & une interpolation de 1'opira=
teur différentiel, plus 1l'on augmente la précision en diminuent le pas; plus le
systéme lindaire voit son conditiomnement normalisé dimimmer.

L*étude des erreurs dans la résolution des systémes lindaires
par élimination est faite dans le chepitre V. ilous établissons la forme de la
"motrice d'erreur" en utilisant les matrices du 2° degré que l'on a détermindes
au chapitre I, aussi bien pour un calcul en virgule fixe quen virgule flottante.
La matrice d'erreur pourliinversion en virgule fixe d’une matrice est aussi
, déterminde. Le théordme VIII indique, en fonction fles "matrices d'erreur”
et du "second membre dferreur® la forme ginérale de la double indgalité &
laquelle satisfait une nome de 1'arreur absolue, ce qui met en évidence le

r8le important joud par le conditionnement de la matrice du premier membre.
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Le thécréme IX indique une condition suffisante pourchoisir la capacitéd'un
calcul en virgule fixe, afin d'obtenir une précision désirée sur la solution.
La forme de la matrice d'erreur montre comment il faut choisir les différents
"pivots” dans une résclution en virgule fixe. Des expériences de calcul
viennent confirmer cette risle. “n virgule flottante, 1l'on obiient des
régultats analogues. onfin, nous indiquons comment faire en sorte qutune
élimination ne fasse pas diminucr le conditionnement d'un systome.

Le chapitre VI traite de la méthode de résolution par orthogona=
lisation. Une forme de mabtrice d'erreur est encore établie. Une ridgle de
choix des différentes variantes dans ces calculs est “noncée,

Parlfintermddiaire de la notion de décomposition d’une nome,
noug montrons, au chapitre VII, que 1'on peut trouver différents procddde
de résolution itératifs 4'un systéme lindaire dont la convergence est
directement fonction des conditionnements étudids. L'un est original, les
deux sutres sont des variations sur les méthodes de gradient, trds fréquemment
utilisdes. »

Le chapitre VIII est consacré a l'stude des Sléments caracté-
ristiques deg matrices. Rn utilisantioujours des matrices du 2° degré, nous
obtenons une forme particulisrement simple de transmutation. Deux méthodes
de détermination du polyndme caractéristique sont ensulie exposses. La
prenidre est basde sur la formule (I) du chapitre I, § 3=d, et permet
d"obtenir, en géndral, une matrice semblable & la mairice donnde de la forme
deFRUBENIUS. La seconde recherche une matrice gemblahle, de forme triple-
disgonale., Eniin, 1lfon indique comuent obtenir wne mairice d'erreur, pour
la premisre méthode, parun raiszonnement assez anaslorue & celui qul est
fait au chapitre V. Nous terminons en indiquant conment exploiter cette
matrice pour obtenir lﬁg\VariatiOns correspondentes des dléments cabactdris-

tigues de la matrice donnée.







CHAPTTRE 1

Hatrices du 2° degré

I1°) inmeaux de matrices du 2° desrs

H}

Néfinition : On dit qutune matrice est du 2° degrd si son polyndme minimal

.

m{u) ,est du 2° degrd; hous &crirons ce Po\yname
2
m(u.) - PU = q

4 pertir d'une matrice K du 2° degrd,de type (n,n) .8 Sléments appartenant
au corps C des nombres complexes,de polynSme minimal m{u), formous 1l'ensemble
(g,kdes matrices Z= a I + b K avec a,b€C , I wmitd de type (n,nj).
Théorame I C‘:‘LK est un anneau de matrices.Une condition nécéssaire et
suffisante pour gue 7 soit inversible dans cet anneau est que,pour b0,

m(v),éOys:i-[A:a,/be Lfinverse de % = a I + b K est alors Z2° =a’l +b*K
Bvec: -

lig ()
Q)

o~

6 = - i -
YH.«((-L)

b effet, si 7 =al+bi, i =a'1+bK, i.,<3+,;;i":(.:s.+:~1.7}I~+("‘o+‘o°)K prouve que

1'addition da ‘;C'l est une loi de groupe commutatil

ZoZt=(al+hil). (27 1402K ):3zﬂi+(a’o’+b&.’ )K-ﬁ@b’z\,
(aat+qob?)I+(ab +hat+pbh* )X

pulsgue }i.-uh+q1 qui est bien élément de Q

La matrice 7 evt done inversinle si et seulement i
aal+q 66' =14

t {
ad + 6 +pbb=o
ctest & dire pour m,b tels cuet
a q 4
4 atpd
cu: gt +Yw.€r q‘(’.l¢o

Pour a,b,p,q dounds ,a’,b? se déterminenkt dune maniére unique par :

Dek

C\": a'+t‘.6 2*’: - &

a* + paﬁthfv" ’ a‘—k-r\a.&-c[‘&‘




N

0 )Détermination des mairices du2® desré,de type (n,n) sur le corps

Four b0 ces formules sont les formules (I).
C'est la facilité du caleul de 1'inverse ¢'une matrice % qui feit
l¥importance de - telles matrices en analyse nundyique .
Ces matrices sont congtruites b partir de matrices K,nous allons voir
comment les déterminer.

n
DA

i

Le théorie classigue de la rdéduction a la forme de JORDAN [1] ,nous
conduit & ddcomposer m(u) = uipu«q en m(u)=(u-«) (u-f) dans C.
Deux cas sonb pogsibles:

m) A # @ .Le polyndme minimal n'ayant que des facteurs irréductibles
du premier degrd ;la matrice K de polynfme minimal m(u) n'est sutre que
la transmuéde par une matrice T,non sinpulidére,d'une matrice diagonale D

de la formes P 9.

— ~

D= 5 “ : prazn

’
)
Il
)
)
,
)
1
’
+
1
[
\
'
0
1
1
SRR T S
t
'
1
'
1
'
1
)
\

o

2 0 . o ot b .
Toute matrice X =1 D 1 convient,
b) ® = . Le polyndme minimal est m(u):(u»ﬁfl La chaine des

diviseurs élémentaires sera de la forme:

O R Ck R S i G

: s U ) ' . oo
Par suite,la matrice K n'est autre que la tranguude par vae mairice T

PR

non singulidre d'une matrice de JORDAN de la forme:

, I 24,

{
& (
~‘\.° ': o
o ‘
&
A s R Liialnaid |
A
[ 3 S
J = TR Y pi2q, =n
| R

T,

-l ; .
Toute matrice K= T J T conviente



'

>

Définition ¢ On nommers matrice antiscalaire une mstrice s

n

K= X, ¥ ¥ el Y colonnes non nulles

Théordme II ¢ Toube matrice antiscalaire est semblable & lTune des matrices 3

o , A o 1

D=| - o | Nfa J = .k

et véoiproquement.
19) Pour'la‘propfiété‘dif@cﬁeg on dorira s
. ‘ 1 ) ’ m °
K=xt k2 = x(rhx) v = Mgyt
me ) . ' |
puisque ¥ X = A est un scalsire.

11 en répulte ¢ X~ = XK =0

S , } . |
S d \ ’ » Py . R R )
Soit U un vecteur colonne. K U = O est vérdfié si ¥ U = O; donc pour des vecteurs -

formant wn sous-espace de dimension n=l. Il en résulte que O ost racine d'ordre
au moins n=l pour l%Squation caractéristique. Si O est racine d'ordre n-l, la
forme réduite de JORDAN est D. Si O est racine d'ordre n, la matrice est nulle
{ce qui exige X =0 ou ¥ =0, et se trouve done exclu) ou bien la forne
réduite de JORDAN est Jo |

zyiRécipquuementg

. ‘Supposong gque K soit semblable & D ou J. Il existe une matrice T inversible

telle que . ,
' ‘ 2 =L
K=T"DT ou EK=9"JT
Posons T :»(tij) ot 77t = (‘tij) pour igd = L, sico vsceag B

Alors s



Dans les deux cas K =

X e

On digtinguera les deux formes par 3

10y ¥T

ou=0

20) YT U#O

R i Tin
WZ‘ """""""""" Tu. o
ey T, °©
: ;
o o
: ‘
: ‘ “
: j "\
3 { ~
R A a
by Ty - Tt
T;tu 't’,,t,t _.--.tltl\
H , T .
= >\ ' = U . v gi U =>‘.
{
Ty e Tk
Qu bien s
T“ T Teem T Tn. o i
VC“ : [« Etc
f { N i
: . . .
: ¢ :
- : i . ' '
T L d T= |« : :
i f :
, ‘ o eul
Tu‘ Eu
I]
ULV , si U=

pour la forme J

pour la forge D

-

[z SO
L

L

£

1

tb(

b
.
1}
]
¢
I
'
'
3
{
'
.
‘
[}
1
.

\

Tz

T,

(1]

te

ty

i

|

€y

'

T {:l‘ T, tlz ""T,,t;.,

i
'
t
[
)
i
1
i
'
i

i

T b




Hous allons montrer quelques propridtds importantes des
matrices £.Y

o . . N ¢ : .
59) Utilisation de watrices X.V', anliscalaires,

— a) Décomposition d'une matrice quelconque en une somme de malrices anliscalaires,
Soient e; POUr  di=lesecess ol les vecteurs de la base

fondamentale de ¢ y c¢fest & dire les vecteurs-colonnes
o

°

4 k*l.‘z

o .
. \ — . s L2
On voit que les matrices unitaires ”CJ sbase de 1'espace & n

dimensionsdes matriees carrées sur O,

J“.’
0 ‘ o
] {
U !
¢ :
O O
o o

ne sont autres que  les produits anfiscalaires :

.= e.e
&

Soit alors U, kzlooeocnaaneonn yun systdme de n vecteurs
. . . . ; n
lindairement indépendants l puigqu'ils forment une base de C,
“
on peut écrires
€ = P:u %
ST

et,pulsque  si A ast une matrice guelconcue de terme géndral

(ag) ) dyd=lececcion | A _ Z a‘dE
hrot A Z (Z P’“ ui) (ér’"' ) = Z Yh,c u"“' M:
be, £

o

PropogitionI: rtant domnd un systdme de n vecteurs lindairement indépendants,

Uy, k=leecoocisson, toute matrice peut 8iré derite sous ls forme

A2 yewoul

M, £ ;\,,‘.p\
c'est & dire sous la forme d'une somme de matrices de type £.¥7



Nous verrons ,d la fin de ce chapitre une proposition sur cette découposition
un peu moins géndérale.
b) L'algorithme d'élimination de GAUSS,

Proposition II: Btant donnde une matrice A quelcongue,il exisle une suite de matrices

du 2° degré, Gc yen nombre Tini,telles que le produit
—C fz»v;neaoou.e(}m.&
soit une matrice tria.ngalaire superiéureaOn peut choisir les G de sorte que
Det{4) = Produit des 41léments diagonaux de T. ,
Rous allons wtiliser des matrices de type 74,= 1 +7\.Lf§¢3~ avec )eC, E&ahf':.m{mre
11 est clair que se sont bien des matrices du 2° degré, dontl'inverse,
pour ifj,n'est autre que ,45= I - )‘““a ;
- Lteffet produit par mult:s.p},zca,mon adroite
ou 3 gauche d'une matrice quelcongue par %. est” bien connu .
W.Z = Matrice ¥ ou la j°colonne e remplacde par la somme de celle-ci
et de la 1°,multiplide par X
4.0 = Batrice M ou la i%ligne est remplacde par la somme de celle=ci
' et de la jo,multiplide par N . .[3]

. . 4]
Soit zlors une matrice A de la forme cl-dessous

&\--_----o,--zo - oW W e
- ;
&8 Sl
o 0 T
j-o(it»
;d{"‘b
g{i-t:

ctest & dire ayant des O dans ses k premizres colomnes et au dessous
de la diagonale . Soieub &y xp ... «, ,les termes fiaﬂs la k+1° colonne
*i 7 -

sur la diagonale et au dessous.

a) Supposons «  #0. Il est elair gque si Ll'on considdre.
X
G‘-“, ffz, = I - ""ij""‘ 'E‘(ﬂq‘bi
. ‘(iﬂ
G. ™ I - u., fer (,g
; & . el
le produit Q‘Mw.g{” e ‘(uﬂ 1A ) ebd de la forme ! A
¥ ’ 7

by .

ctest & dire n'a gue desg O dans ses k+I premidres colomneg et

an dessous de la diggonale.



Si l'en pose : 1 "£?r ‘ 7.

i A - L’

’ Adet
 On peut vérifi e S04d
: T ) 3 & o . Sead .
peut vérifier gue . x*hh.GiN#q"”“‘~<;i“J*z . précédents.
Cette forme nous sera htile pour la suite. On peut remarguer aussi que

. . , ;T

J est aussi du 29 ordre et de la formepX, Y avec
Q
(&3

Y= | = @

g~ 00

i —-e(i“) & £+Z.: 4 ’ghds
]
t

b) Si Ky, =0« Ou bien tous les éléments de la k+I° colomne au
dessous de la diagonale sont nulss Agest de type éﬂd e
Ou bien 1l existe X, # O dans cette k+I° colomne
Soit V.= I = L LM+JJ+ By yoette matrice multipliant & gauche une
natrice M quelconque domne une matrice identique & U
lignes i et j sont dchangdes. (in multipliant & droite on échange les i
et j°colonnes) D'ou Vi: I, V est encore du 29 degré.Son G berminant
vaut -1. Je congidere U = I= Qﬂhhggui est
du 2° degré et par multiplication & droite psr wie matrimequmquachwqa

les signes des éléments de la dermiere ligne de M.

<o

\ . o o R @)
Alors si 1l'on fait ) .Jgé = Ai
PR

4 4

On est ramend au cas précddent.
Les remarques a) et b) dtant faites, on peut poser A g donnée, passer
ainsi que 1l%on vient de le prouver a une ﬁ“ﬁ puls ﬁugetca@,gaeﬁn aboutit
é1me§gwie%wmefmmetﬂmgﬂah@smﬁm@w&
I1 est remarquable de voir que les G, du a) ou les U.V du b) sont des

matrices de déterminant +I, Done la matrlce du produit des G, de 1'énoncéd
4 wn ddterminant +1.0ela provve la fin de la proposition.

Remarque ¢ Dans L'utilisation pratique de l°zlgorithme le cas b) est vraiment

exeptionnel



b) Ltalgorithme d*dlimination de JORDAN

Proposition III Pour une matrice A guelcongue il existe toujours un nombre fini

de matrices du 2° depré telles que A en solt le produit. Dans le cas général,

f2]

La propridété,comme la précédente,provient de la théorie de 1'élimination,

. 5 . , , - . s
A est le produit de n matrices du 2° degré de la forme (l + X,e&)o

gelon JORDAN,cette fois.

Soit une matrice de la forme

(+lo
i * o,
4 o Sy
o D
1 x
Y L
% b
(r) o
A= :d(,l__-.----..e—‘ﬁut
0 e
L
Lol,,

c'est & dire ayant des O dans ses k premiéres colonnes,saufc&ﬂwnsékmadideh
diagenale qui- pewvent e des 1.

Ay ok, e m o o Qésignent les S1léments de sa k+1° colomne
17, ) e, ' e
2) Supposons o{g, £0 .Considdrons les matrices ’
‘ «
Q“oll’l = - L E",k“
. oA g

G‘in (v‘l = I: - (l" %) Ef&l,l-‘vl

‘0!

I - :5:‘ E"IX'H

) G foy, 0 = X Let (3] (“H)
I1 est clair que G G & sececsoass G A= A
‘6',\ {ﬂ‘l; [“,3 xﬂ,\

clegt & dire a des O dans ses k+I%colomnes,sauf en sa diagonale ob il
7 a des 1
b)Si (X“*=O Cu bien tous les éléments de la k+I%colonne sont nuls, Peat
de la forme Ak? Ou bien il existe &, #0 dans cette colonne.Dans ce cas
je multiplie. par %ﬂﬂ el f suis . ramend au cas précddent.
in conclusion,par wne suite de produits & gauche par des matrices du 2°
degré on peut toujours passer de ﬁéé g"LPar suite,partant de 2L s donngde,
on passe & ﬁ”?puis S etC.eueseoiest 501t Liunitéd I,s0it 1'unité dans
la quelle des O figurent dang la diagonale.Soit J une telle matrice.
I1 est clair que tout¥es les matrices G ou V envisagdes sont du
20 degré et inversivles.Donc, de C;Qu.'GChJ"” v Goi A T

-1

On tire: A . 614,4 '\f“’_:t‘"" G,_;:w,w Q-e',«- J. \



¢) L'orthogonalisaﬁion

.9
. P 2
Remarguons pour finir que J est du 2° degré, car J = J ;

= cela nous donne
la démongtration de la 1° partie de la proposition.

Remarquons aussi que, dans le cas général, ou b) ne se produit pas, le

+ ' . )
passageiAM) vers A“ Y se falt par multiplication par la matrice J

. B e AN

iy ' 3 ‘ .
4 [ z R} 5 = 2030800000 - “ % e
qui n'est autre que le produit J GL“GL“GL” quwgdans ce cas
Or cette matrice peut s'derire:

fg) I X
T = F&.eg,
S o
avecs i o
v e ‘
X = B8 2 3 ] = :
f"l ¢
1 - 4 - ( o)
db'l o
—n :
Nfyy , o
Cela prouve que dans le cas général,

[ o}

-«~-(I+Xwéf) :7 .

-l

= e )

Nous trouverons usage de ‘btoutes ces proprididés par la suite.

en "lignes" et les matrices du 2rd degré.

. 4] . \ :
Soit A unenatrice & éléments réels, que nous Scrirons s
k.
R !
A =

f




Ao,

*

. ) S s et ,
ol les @, .. &i;a'iu: e, A, , Oésignent les différentes lixnes

. (fe) . : et
de A (par la suite,ces symboles seront comprig comne des

. - : ®
vecteurs-lignes) et supposons que les k premidres lignes de A

soient orthogonales,c’est & dire:

Considdrons alors la matrice:
1’1, o
S e

.

.a.“:” >"{u,u~--»~——~‘~ }\g_”,-é 1 o
4

0

ou (Si :I +Ag\ aveael:

.

‘[\‘Q = “'.,.<‘..___.~.,

s

PN | RN W I

.

o v,

M F = % V by
on volbtgnddiatenent que A‘L’“’ 0 ,donc, (5 W, @5t du 20

degrdé et l'inverse de (St.. ntegt autre que I - A‘k

Notons aussil tunalopie entre ces nmatrices et les
. n -
JL (S L et J, & sont en gquelyue sorte syméiridues
‘ - -

par rapport ¥ Ya 20 diagonale ) .
) (e &t

. &) Q o .
Cherchong le prodult f)&. A , on peut l'éerire enlignes:

€3] ;
(S,&, A H %"i )
ax” + A“',l'%' + >\"w'ﬁ a‘.& LTSRN o k‘w,i\“e\-{ = ‘e‘"i\d-l
Q‘g“‘

Ko



B ) 1,‘ . SRR . @") . o .
Le produit ne diffdre de A que par sa ket : ligme.
Peut-on choisgir les }\g“")\gm }\m‘{, de sorte gue cette

nouvalle e ligne soit orthogonale aux TR premiores 7 I1

%'£+" ‘?‘: =0 (¢=1,2, /Jg">

et en tenant compte de l'orthogonalité des k premisres lignes entr

1le il reste: T i
elles , 1 E WIS A }\M’L,ﬁ;.ﬁ; -6

et si 1%on suppose (matrices rdelles) qu'sucune des % premidres

guffit d¥écrires

lignes n'est nulle on obtient:
-
Qy .4 N
Pt (¢=12, mm &)
£.47

Soit alors une matrice A & éldment rdels ,non singuliere ,

[\imtn‘, =

Adl |- (ay) (621 0)

@ b ca A :
posons A . A et considérons la suite des matrices:

/\Q), SrAm — ) A(h . Sg... A@m}’ A@) .5 AM

+ [P

I1 est clair gue:
. .
A( ) = Sﬁ“‘- Sg FOEREA Y Si v ,A.

Puisque les d §t nlﬂ&ﬁtb de ﬁoutes les matrices sont ewau}, 5 4
e k.

>

la non-sinsularité de A impose la non-sin

s

wularité des AY pour tout R

done guels gue solent les >\°'a‘ , il est impossible gqu'une des &

. . . pt . . .
premieres lignes de A” soit nulle,cela permet de volr que pour 4 non

&

singulidre le procdédé suivant ,éirde SUILIIDT, permet 1lorhogonalisation:

oy 1 o) R4 5 -
Partant de A=A on ddtermine les >\ pay
g
>\£‘)' T - a"'g'. ’
SRR AR
(n ¢
il est clair gue A . H  est orthogonale en lignes .
D00
Proposifion T Pour une mabrice A ,non singulidre il existe wne sulte , Dy ooee )
H 3 4., 7 et
de matrices au 2° degrd ,de la Torme indiquie,telle que le prodait
He e Sup oo Si-A

asoit 03‘.“6-’@“03;&1 en lipnes .



. - -l .
YA)jPaQsmutaﬁionsNggg des matrices du 2° degré .

I La plus nart des
problimes de détermination numérique de valeurc nropres ou dé vecteurs
propres sont résolus en transmuent la matrice dormée A en A’
avee A'- P41A_rT‘ et M non singuliere . si l%on prend pour M,
des matrices non simples le travail nuwdrioue est cousidéranle et

introduit une grosse quantité dlerreurs ;, d'on l'intdéret de chercher

i

3 e e wr b _— . .
desg il et & pour les quelles il n'y a pas '=rrear de calcul.

Or si M-a.l+GKe @,

! M.l e K
avec :
- 4. kb
‘ TR Y & )
] ; . 8I= _i
2 s 8 \'K(r)

Par suite:s

A. (al+8K)A. (@'l +8€K)=aa'H +a'€ KA+al'AK +66" KAX

S

et enfin ¢ «

AR il vl - SR Al SOV SR S 7 G L KAK

Promidre application : Matrices - Test 3

(I

Afin de vérifier en calcul numérigue,la qualité dfune néthode de dilerminalion
des valeurs et vecteurs oropres , 1l est indispensable de Fraifar
@rcette néthode des matrices dont on connaisse & l'avance leg valeurs

propres et les vecteurs propres .

Les malvices anfiscalaires Fermeﬁ'ehr d berire
un programue capable de Falre sortir ,sous forme de donndes duddiatement
ré-utilisables ,les 4léments d'uce matrice dont on se domne a
1'avance ltordre w© ; la suite N\ N, .-~ - d. , des valeurs

reelles mais o ) i
nrooreé\v/’uas forcement distinctes , et dont on connaisse les

el

. 2 e . ~ <
colonnes propres et les lignes propres. !

1) effet/soit

M. B.N.B

e



avec 3
), ﬁd, 4 .- 4
}\z + p 4 -1
. 4] ER P JU )
FANR , V B - o :
o ! Lo
L 141 P
alors 1
144 -] oy
. ,, 7 ’(1’1~'~~""_‘1 ) !
Bo(p-9l +K . osmir K.ZEg Hex, xs
‘) | z | |
i 4 1

Il viewk pour = M= (m;;,) - (%:4,,.,”-.‘-.5) |

w Sor A AN - A DY Mitdat-o ¥ du '
4 g‘& A; + P"t d (g-w-n (@—%) ({’a-\+h)

Pour cette matrice ,les valeurs propres sont

20 YT SRR, W
et & la valeur propre A; sont assocides les colomnes et lignes

propres :

-

donndes,

A3,

L
{ v

‘ A i : , ‘ L‘

>\‘£ > U= - Ui ('__" -, ,Y’}W‘l; t "‘) ) d
oot @9l
"
{

Remarquons gue faisant varier (5 de+l & +w on obiient un

n-gdre des vecteurspropres qui varie assez régulierement de la

- "fermeture” 3 1'orthogonalité . Bnfin pour ¥, . . Au} o, dornds,

il y a une seule matrice qui soit symétrique ,elle correspond &

url cas ol @z [ - E .
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Normes de vecteurs et de matrices ]

I1°) tHormes de vccteurs°{4}

Ltant donmé un espace vnctorlelfutu'ti@waG} on dpp@llb norne sur cell espace
une application x—»p(x) de celui- - ¢l dang @F telle gues
1) p{x)=0 est dquivalent & x=0
11) p(Ax) =Wpx) pourtout Ae B {ouC)
I11) plery) ¢ plx) + »(y)
quels gue soleat les éléments x,y de cel espace vectoriel,

Soit donc sur l'espace vectorieléi une norme p(x). Donnons nous,de plus
une application lindeire T(x) de & dens lui-p@neayue nous supposerons compled
A x«s%ﬁ faisons correspondre: g(x)=p(T(x));c’est une spplication de &

dans 3: Deux questions se posent:
a) Dst-elle une norme 3ur;§; Ve

b) Este-elle dquivalente ¥ p(x)?

Proposition I Pour que q(x) soit une norme sur & ,il faub et il suifit

w

gque T(x) ne soit pas singulidre (c'est & dire qu'il n'y aitpas déléments £O
de tels que T(x)=0).
In effet b cause de la lindaritd de T(x) on a:

o q00 - p[TGa)- r[ATE) - n] p(TE) = m'ﬁ(m)‘
m) q(%+y) =prieey)] = plres Ty« r[“f"(a)]+p["f{;))}<c](a)+ 7(4)

cels prouve I et T pour qlx).

puis,

La condifion T résulte du fait que p(T(x))=0 est 6 dquivalont b T(x)=0 ek gue

A

*

~ = '3
~cela ne peut 8tre,a son tour‘équ;valenn & x=0 que si et seulement si
T(x) n'est pas singulidre,

oposi tionll Pour que la norme q(x) soit dquivalente & p(x),il faubt et il suffit

que T(x) soit combtinue dansgi .
1) La condition est sufiisante. Supposons sue T(x) soit continuec.
Blle 1%est pour O defg - §i 1'on se donne la boule B (P) '
ensemble des x tels que q(x)~p(T(x))<‘5 yil existe & tel que

plxr) gt = p{® (Y))((s ou {A)D B(x)

i



AS.

.

gone la topologie définie par grest pas pius fine que celle déiinie par p.
Inversement, solt w(c‘) donnde ,je dis qufil existe un B tel que si xeB, (p)
cela implicuexd (o() ,I1 suffit de prouver un a positif tel que ouclque soit

, X ¢ p(ﬂ)@q(x) Or cela résulte d'un corollaire [5}1'% théorime de BANACH [6]
indiguant que toute appllcatloa lindaire continue et biunivogue dfun esgpace
vectoriel normé et complot\”‘ﬁ’ﬁ%mornhlsme .Donc, sl 1'on prend {5

est slr que 1%(‘;:)(_ B"(o() , la topologie déiinie par p est donc mo:ms

%

fine que celle ddfinie par q . D'aprdés cela les deux normes p et g sont
bien dquivalentes,
2} La concition est ndcdssaired Sip et g sont dquivalentes clest qu'il
existe deux constantes positives a el b ,telles que [7} :
P 3 - 'L‘l E -y -
a p(x) ¢ p(2(x)) (o plx)

Sig est domnd,il suffit de prendre plx) £ pour assurer que p(T(x))K<
o

'

Y la continuité en O,qui implique la continuité en tout point.

] “

Provosition ITI . Si T(x) est une application lindaire continue et biunivogue d'um

espace vectoriel normé et complet Z sur lui-mdme et p(x) et plx) deux

k

normes égquivalentes sx.zrz‘ .11 existe slors deux constantes a % b telles
gue quel que solt x

pd(z:) ¢ p(T(x)) £ v plx)

11 suffit de remarquer gue par la propos 1t10n11 leg deux normes plx)
1
C“b p( P(x)) sont dquivalentes .
¢

Cette propriété est la base théorique de la définition des

sonditionnements numdrigues que nous étudierons plus loin .

Aprds avoir rappeld des propriétés relatives & des espaces vectoriels ’
géndraux, nous nous intéresserons dans la suite b des espaces de dimensions

f nies.

in analyse numérigque l'espacezes'b toujours R (ou C ala rigueur)
et trois normes de vecteurs sont & envisagers Sew 1
$i  xeR™ a pour éléments(f;) et 1l'on pose ((7(15)« : E \%}“‘
A .

( norme de HOLDIR pour 4 ) bt

.

1) La norme ﬁ:‘ (=) = @ (1.) Z I\% l
i
11) La norme (fa(nq ou norme * Euclidienne" C(’,_ () = [z = Z [%‘ la ?;, (’f.x)i

{11}  lLa

As

aorme “’w('l) = M‘M‘ \é‘ = Gmp(*)



A6,

Pour ces trois nommes il est important.  de connaltre les

nombres a et b - .bezls‘ que © - (&»C{’: (%) ¢ ifé»(u)gﬁ«tf;(.)) les voicis

1) et € Q) ¢ =i ) My g P4 n. M(x)

T A Dl & Plr) Mg W=l € n- M

/

Al ¢ Mo < fl=
ril il $ =y

[ .3

Dans ces ingdgalitls il est toujours un cnoix pour x gul assure une

5 quton point de vae glomdtrique,douner wie wone

A x!
11,‘1‘,

»

de vestours sur BT ow sur O ,vevient b se donwne® un SOYPE CONVERe, la
laoule'.ﬁr(oq{x; }L(m)éac% , symétrique per rapport & llorigine et telle que
toute demi-droite igsue de O la coupe en un point distinet de O { O est
intérieur b B.(x)) . Foutes ces boules si a varie, sont homothétiques de

1'une 9)!‘ (1) (par exeuple) ,dont la comnsissance suffit pour définir la norme E‘B}

&

28)oNsemes de matrices

Soi‘tm lfespase vectoriel a n dimensions des matrices carrees sur
h

R(ohC).  Une norme générale est,comme on 1'adit plus haut une application

(h) aeM dans R, telle
1) 1(4)=0 équivaut & £=0
Ou ) 11) n0a) =pu(s)
IH} S(a+B) & H{A)+R(B)
quels que soientAe Ry 4,3¢€ M, -
“* : (ne Norme multiplicative ,d°aprss OSTROWSKI [Q] ebt une applica%ion
(1) ael, dans R, telle
T) 11 existe un A tel que ¥(y) £ 0
11) 1va) = W 3(s)
6;’»5' 711) ¥ Caeidg ()4 (3)
1v) in(h.n) 4 sla)e {0y




AL

Notations ﬂ“_, désigne l'ensemble des normes sur'om;
‘]k‘m,) désisne l'ensemble des normes multiplicatives sur %
\(:' désigne l'ensemble des normes de vecteurs sur R(ou )
Théorzme T Toute norme multiplicative est une norme générale daus Cm,“ . L8]
~a)Soit I 1'unité de'm)“on a/s P’\(H,.I) 4 M(R;)»M(I) ()
puisque M(A)>scela implique  M(I))4
- 6)5i E sonb _les matrices unitaires ( telles que: A : Z‘“‘J E;". )
on a I Z Ew !
done o4 < Z_ M(E:) il est au moins G tel M(E;;)>o
- ) Mals E; 5 £, £, dones M(E,.L) & H(E;‘,&‘).H(E‘;‘,’}'H(Ea;;,) 9+

Cots” J q\‘) ‘)u
Par suite tous les EM sont tels ques M(E 3)> o
~d)iais E; E EWE  H(E ) 4MEN )donc quelques soient les 1, M@ )>e
Or si A (o( ) \ 11 ebt clalr que—, ' X! Egp = Ex‘..

done \"h&\.H E;(’ & ”(E{;\.H(A) ‘H(Eﬁ)

Ao M(AYDo  des ctw'd, eute w0

4 Toutes les normes SUI‘% (comme sur tout espace vectoriel de dimension

finie) sont dquivalentes . Clest & dire que, étant donndes 1és

deux normes N(A) et H(A) ,il est deux constantes positives a et b

telles:
- ag NM®) (¢
: 7 N, (A)
~o) Le démonstration est classique: si A = (o(;i) , B = (f”d)
| N - N ¢ N (A8) & 2 (B | NEy) —> okt e (R

~¢) de plus si N*(A)- ﬂ.»« x| ot o = 02) N(€;)
N(RYS NGR) - 1
Dvautre part ,si les (o&;a—) sont teds qu'ils varient de sorte gue
NYA) =4 yle point(wy) dans 1'espace & r* dimensions décrit la
frontisre compacte d'un paralldlotope,donc i1l existe pour un choix
des o(‘-‘- une valeur rinimum non nulle pour N(A) ,soip p'. Hais
1 *homogéndité df*M prouve que A Nw . N(A) si A= 4. .4 ?c&w@(’)ﬂ
NR) @) Ny

et par sulte

N®) NA)
- ( '
N a7 or ' M4 NTR) ~ b
~¢) Fais ,de a g MO g, (N (g, o kine
(M K" (AY !
Ne (r) iv’/@ N'(a) “ N 8 cee.d



11 résulte de la ddmonsgtration du Théorduwe II que si N(4) est

donnde, il existe deux congtantes o F positives, telles que 3
W < A
N , N

Or, on vérifie immédiatement que N est telle que s

L ﬁ*(AQB)‘é,szﬂ(ﬁ) . §¥(B) pour tout 4 et B d'ordre n

oW (AB) ¢ ,.g,&a . N(a) . N(B)
Par suite, si A - %Lh, . ONT (A ¢ AN . N E®) (@)

puisque A N(A) = ﬁl(ﬁ) est une norme de matrice (2), s'dcrit 3

;,;:;rl(.ex,za) N ,(3)  dome &

Proposition I ¢ Etant donné une norme géndérale 1 , il existe toujours un

nombre N tel que MM soit une norme multiplicativeg-

Nous allons voir une autre construction de normes multiplicativeds

différente au paragraphe 3°).
Signalons enfin une autre propriété des normes multiplicatives @

Théoréme III ¢ Pour toute norme multiplicative i(1) sur f;g on & ¢

M(A);,}A s 81 XA désigne la valeur absolue maximum des valeurs

propres de A . [8] '

En effet, soit x un vecteur prow¥pre correspondant & lavaleur
Propre A , je peux dcrire la relation A.x = A‘x9 o, si X est la matrice (n,n)

asgocide b x, c'est ainsi que je nommela matrice

E

Ry © N & 5
Ky 6 cmve-- O L)
i 1
; .
{ g
R, © - o 2

Done 8 _
MEAYLH(X) ) N H(X)

et, parsuite 3
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30) dormes de matrices assoclbes % des normes de vecteurs.

Dans ce qui va suivre, les vecteur sont ceux de R {ou ~)‘e%‘les -
matrlues gont toutes de type (n,n) sur R (ow sur C). o

Soient p(x) et q{x) deux normes ; formons le rapport - q<f§

i
N

‘Pogons A \
S ) ke M)
x#v qe | ' . |
Théordme IV ﬁ%ﬂ{&) egt une norme sur M,, o 5i p(x) = qlx), cetbe norme est multipli=-
cative. ’ ‘ ' ' ‘
Prouvons d%sbord gque, quel que soient p et g, ofest une norme. ,
% 1) est satisfait car si '€¥1(A\ = 0, c'est que, quelque s0it x; p(A%)=e A=0

Sy () - o (M\ N e (L“i) ENUN

N 11) est satisfail car

| 1= 169
N(111) est setisfait puisque s -
R (BeB)x) RA=)  p(B=) S
R ¢ ™ qe < o0 o)

AY N
done O (h est bien une norme.

M

- - Vontrong que 551 n'est pas multiplicative en gdndral.

5i p(x) est une norme, ~5 »(x) en est ue sutre, pronons glx) = 'é p(x)
Sy (h8) 4 Sy (8 Sy (o)
exige 3

Sy (a8) { Sy (M‘- 5y (b) |

T1 y &, certainecent, des valeurs de C pour 19@@00110& cette indg alita ntest

pas vérifide.



p(As_ plABa) plBx 200
p (=) "(‘5‘1) '1(’;)

Par conire ,de :

on tire Sy (AB) L S-S, (v)

donc SH‘M) est multiplicative

Pour résumer la situations ‘

Ayant une norme de vecteur, p ,on peut lui faire correspondre une normd
multiplicative SH’ de matrice. Cela définit une a.pplxoablonS de ‘W
sur l'ensenble :S - des normes mulupll_catives
de la forme QSNQ . '
‘D'autre vart,ayant une norme de natrice I (FA b
A xe R:faisons correspondre la mabrice X
associde et posons T () N (X) o
11 esb immBdiat de voir que YL" est bien-
une norme de vecteur - . Cela définit une

application (Q de 7(7 dans Y)

" Fns. N.de matrices = Hns. N.de Vect.,

Pour caractériser 1'ensemble S on a le s v
Théorsme V ;g est l'ensemble deg invariants de 17application composéeszgde?(a dang

Lui~uBne.

1) Soit Shpeg ,parQ il corregpond une norme v(u)é cette SN .r|(x);.5r (x)
' ; . _ “ry

Or X9=¥\.x sl .(a= (")E)I(Cm,:a.'n) |
donc s »

en posamt Mo 5'

to iyl
Yoo Par suite f)” qui f'ok;‘regpond ) par CSU est telle que
3 ipd ez {A
; (A) = p(Ag)) e (.iJ—)
» (5"*‘ ‘370 {"F'Tg) # ¢ el

et par C@ld (5'\ b dongc @ ( ) (Sw

II) 5i une norme est »nva.rlcmte narS’ Q ot pulsque Y nfa ses
valeurs que dans\s yelle est du type g:rr
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Théordme VI (OSTROWSKI): Soit une norme mulbtiplicative 1(A), si [n = @ (M)
clegt-a~dire si b“(x)=’4(X) ot S la norme image de M par ggl(é R
)"‘rn
pour toute matrice A ¢
A A
Spp ) ¢ Mm
Autrement dit, la norme S est toujours plus -serrée que U,
En effet

S () - Hex P (Bel] e, (MW
T"fn 4#o rK(%) ‘ Geo M (Y)

gi Y, est l'associde de A.y

1
Ory; il est clair que Y1 = ALY
aone ¢ M(A\/) L M(M' ,2,_(/1).
A () Ba)

ety par suite

iy (B) & PIA)
D'aprés la propriété (Prop. I, parag. 2), nous posons ¢

Définitions s 1) Une norme multiplicative M9 de matrice, est dite "critique® s°il n'y a
pas de constante, 0 { kg 1, telle que ko (1) soit euncore une
norme wultiplicative,

2} Une norme multiplicative i de matrice est dite "minimele" g%i] nlexiste
pas de norme multiplicative ' £ I | telleque ﬁ“(g) < w(a)
pour tout A,

Pour toute norme multipiicative M(I)> 1 (Démonstration Th. I).

Donc, gdoute norme i telle #(I) = 1 est critique. Les Spp sont critiques car
Snp(l) = 1, Le thdordme VI 4YOSTROWSKI prouve qu’il existe toujours une Spp
£
inférieure & toute norme nmultiplicative.
. multiplicative
Théoréme VII : Toute norme Spb est une nornd¥minimsle.

£

Nous allons d'abord prouver que si, pour tout iy on a

Sﬂ (A) £ S, (A)
ctest que foredment 3

St = Sy
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Prenong A =1U . VT, clesteb=dire matrice antiscalaire ou U et V sont deux
colonnes quelcongues de R

On &, pox définition

L)

Co e | DT )y :tta« Vb L]
e \ T T 7 e Ly T

‘ T 7 T ,
puisque ¢+ U . Vx = (V x).U, p(Vxl)= [voz] . p(U)

Of,‘(“\ désigne la frontidre de la boule: B (a) (emsemble des x tels p(x) ¢ 8)

q ((L ki i fi v 9% ' i et ) m 1 e

T ) o y ( 0 BQ( Y { ‘ t alx) < a)
Soit T]'e,fgi(q , done p (U) =1
alors q(U) = & et 'U'éc;%(a.)
On peut dcrire la condition (1)

M e Ty Hee [T
xe'ﬁ;(x} \ g 'gé%{f‘*)

puisque

Hox (DZZ.\ quu)| = Rax (V]
e 1 ‘365%("')
(1) se tradult gdomdtriquement en disantque les deux hyper-plans d'appui
perpendiculaires & V pour 'Bp(}.) , contiennent les deux hyper=plans dfappul
perpendiculaires  V pour B (a) et cela pour tout V. Donc B (a) est toute dang
EP(:L) et tout hyper-plan dlappul en U pour Ep(l) 1*est pour Bq(a}., (43 ]

Or, si a varie, lesboules B (a) se déduisent de 1'une d'elles par des

homothéties. Supposons que pour un point U ¢ r&: (1) ) c{(‘u‘) = o

Je dis qu'en un autre point ’V’eﬁ((\

on & aussl s c[('v")ﬂ,L

Tn effet, si q{U') = a%; avec a' > =2
par exemple, pour Bq(a".) 1l existe des
points strictelent extérieurs & Ep(l).,,

pulgquil y a des points de ’Bq(a“) du oBte

de l'hnyper-plan d%appul en U commun non
situde du mBme c8té que U. Donc Bq(a“) ne
serait pas tout dans .‘é.‘ip(l)9 done ne peut

avoir que & = &'
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1 en résulie que Bp(l) est uae f%?sq(a) pour un a déterminé,

Done @ q(s) = @ P (=) ) 'SN‘ = S‘ﬁ

Dfautre part, si (2} s #H(4) ¢ ?p(‘x) quel que soit A,

on seit qu'il existe (o) telle que ¢
Op L M) &Sy (A)

Le résultet ci-dessus prouve que S = S
"

donc (2) Lm;»&}(u-. #(a) = :spp(;g) .

Leg nornmes S p(ﬁ} gont les normes multiplicatives minimales.

4°) Groupes de matrices assco:Lés 3, des normes de veciteurs ,ou do matrices
|

I:*engembl E des normes S}gxous gemble si iwportant qufil et
intéressant d'esgsayer de le caractdriser d'un aubre point de vue.
cl) Soit p une norme de vecteur dans R {ou L) R (%r désigne

1 emue‘nblo des matrices carrdes ('Q telles:

t‘(Qx) = Y‘('x) pour tout % € R“v (e Ck)
I1 est évident que:
-1y I e |
- 1) st Q. et Q ¥ 1@ - Q@) @)« e
done Q,. Q‘e (ar :

- 111} si Qe , elle ne peut 8tre singulicere ,car si non
il e)gl.stmait A, 40 tel Qi o 3 par suite s
ﬁ("*)‘ r(@x‘,) =0 ce qui est absurde.

Alors , si dans f(x):p(Qx) on fait 3:‘(’;),,_
-

on . aurs b(Q"v(}) - N‘}) done ¢ (%;‘ .

Done est un groupe multiplicatif de % s 11 est dit associd
. by, (D 4 TR AR

3 la norme de vecheux ‘L
by Zoit N uwae norme de matrio . On prouve pareillement que
1¥engemble (%w des matrices carrdes @ telles:

N(QA) = N (A) pour toute A € Vm’h

est un groupe nultiplicatif de om) s
- h
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( les points I et II sont évidents 4,pour I11,si Qe CaNelle ne peut 8tre
singulidre ,car si non il existe agoauquelest associde X,#o telle
que Q‘f\ozodonc N(M:N(QM;D ce qui est absurde,lasuite gomme dans la
, démonstration précéddente). Il est dit-associé & la norme N,
Tééoréme VII Btent donnde la vorme N ,si 1lfon forme [ Q(N), on as (%N C (?lw
Le groupe associé & la norme N est un sous-groupe du groupe associd
3 la norme de vecteur correspondant a N par Q o

Car £iQe CaN on a pour fout x .y Q=)= N(®X)= N(X)= F ()
fais en généralsl Qé(alw . hN(Qu) = p g — N(QM= N(X)

X n'est pas une matrice guelconque et l'on ne peut affirmer

N(AY=N(QA) pour tout A .

Thiordu: IX i 1l'on se donne une norme de matrice <5“‘e 5 s le groupe

Si
est identique au groupe (al‘ Jlui-méme identique & - b .
sﬂ'
B e je is qu t définie parp. (x)- t
In effet, je sals q ef»srr egt dé e pa rxsn() Sw(x)e

jtai prouvé dansg la démonstration du Th.V que r = C.p =
2 (% S TL s
donec =
Bsey C%f‘

Soit donc Qe C%"ﬂ (%h
- k

on as . ]
A ‘ A
S, (q.4) - MM(M) _ Hon r_a.al)z,sk ()

Pt ViR ™ (4) 3o f () y
et par sultes Q c

) Shp -
Donec k%h C Y et d'aprés le théoréme précédent comme Ka C(ab

5 ) $

on & bien 1 résultat énoncé. o

Théortme X Pour une norme de matrice (S%‘ € ; s toute matrice Qé%b est telle

awe 5 (QA)- Sy, (AQ)-S, (1)
P
On vient de voir que 5” (QA) = 5” (ﬁ)

DYautre part,
o (1(AQ)) _ Hax (L(@d
“SH‘(AQ)z Haeaeo( hx )' xto0 r(Q»)>

“ "
puisque 9 est inversible Qz prend toute valeur 4 ¢ R™ (a2« C >

doncs SH' (AQ) = ';(;‘:o (k‘_(f(:).?) = SN’ (”)
On peul remarquer aB,sVasi gue SH(Q)HI poar boub Qe (%)‘
car S, (Q) = Hox (t(@ ):H
bp ago \ "y (%)
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50) Jormes de matrices compldtement invariantes.

Soit (1) une norme géndérale sur l'ensemble des matrices carrdes
dVordre n et b éldments rdels, cfesteb=dire une application de 1'ensemble des
matrices carrdes dfordre n sur R, dans K et satisfaisent muzx axiomes de ce
chapitre « On peut se demander s%il exlste des normes Poomplitement
lnveriantes”; cest-t-dire telles
N(x) = N(5a$™)

pour toute A et pour toute 5 nom ginsulisre. a

Théordue i11 s Il est impossible de trouver pour n » 2 une norme compldtenent invariante.

in effet; considérons la matrice (A'odw 2)

o1

A=
G 0
o 2
(&
et la matrice AV = , ( C $o0, a':,£,°>
o o)
I1 est clair que s g
v a € [ 1 0 &
0 c fo) o 0 0o
8% gue ¢ ° a a ¢ > a
c . ‘——
o =] o a o o
. ; o & & vy -
Done, i 3 = s S A= A S
o] [ ‘3’1

3

3 n'étant pas siongulidre AT = 5,45
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11 est clair que si N est une norme quelcongue
{
W(AY) = r~i£~\° B{a)
. v
pui sgue
A L ‘”‘%"’ “ }Qi
¢

Done, on ne peut avoir N(A')} = N(A) quel que soit A et D

Cette démonstration s'étend visiblement & n gquelconque.

Cela prouve qu'il est iwpossible de trouver une norme de matrice
dont lavaleur ne dépendrait que de la transformation lindaire quieclle représente,
puisque les matrices S.A.57 peuvent stinterprdier comme définissant la
wlne transformation lindaire.

Cela explique les difficultds qu'il y a dans le Yiogaze” de la proxi-

mité des &léments propres d'une matrice (o'est-d-dire atfachds & la transforma-
tion quielle représente) par des mesures de voisinage sur les coefficients de
celle~ci.

s *

dematrices usuelles en calcul numérique lindaire.

11 est clair que pour l'ensemble des matrices A dfordge u, & Sléments
3 s
A = \¢in
dans R (ou C), en correspondance biugivoque gvec R {ou (€7 1)), on peut
X n” n<.
prendre une norme de vecteur dens R {on C° .

Cn obtient ainei @
N -2 eyl WW}}.&%V N
L’é ° [

ui. correspondant sux trois normes de TOLDREE,
P ¥ i1 Y Y=

‘ !0455

M
L'o\

Les normes de mabtrices obtenues & partir de lu congiruction dun

araeravhe 3 seront utilisdes en ddtail dauns le chapitre sulvant.
p g - p
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CHAPTPRE  IIX

o=

Les conditionnements mmdricues

onditionnement .

S8 T

See TL
So@]lm

\

iprds avoir présentd le matdriel théorique donl nous nous servirons
nous shordons les probliémes de caloul NUMErique yue Gous Qous proposons
atStudier, Toys commengons par la notion de conditionnenent mundrlques

3

ous allong conuiddrer, pour commencer, un exemple

45 par BODEWIG[9]

b deux inconnucs du 19 degré

@

Soient les trols sybednes de deux dsuations :

; (Sxrdy =T on {DX«%Ayw'{’ = 0
5 x4+ 4,00001 y = 7300007 3 X~b49ﬁ30137w'hoowﬁxo
1T Fx+ 4y =TT=0
iiﬁ x + 3,90999 y «7,00004 = O
T1T j'ir/}"“w'{:.()
3% 4+ 5,909992 y - 7,000042 = O
Ces systimes ont pour solution execte
I x=I,y5y=1 .
11 x = j+ 2/5 4 ¥ = =4 o
TII x = 9+ 1I/3 , ¥ = -{5+1/4)

11 est d'usage de dire que de tels gystones sont "wal® conditionnds.

Avant de quitter cet exemple, volel un tableauw dommant les

1,17, 171,

valeurs des deux formes des dquabions Jorsgus l'cn y

titue les valeurs solubions de

o ° )

o -0, 30008 -0, 00008
o o < ‘
~0,0000% o ~p,002014
o o o
..o'ooooCZS' oloooo(bS’ o
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20) Bxemen des différentes définitions de conditionnement.

TLa ndcessitd d'une définition correcte du conditionnement dfun
systéme lindaire a &1 respentie depuis longtemps par les caluulateursa

Remorguons d'abcrd que la valeur absolue du déterminent d’une
matrice n'apprend rien sur le conditionnement du sysﬁemea ncit en effetg
gystime (4'ordre 10 par exemple), de déberminant égal 4 1 par exemple
multiplions par 1/10 toutes les dquations, le détermineant du nouveau sysicme
est 10° 0 . Or, la résolution du nouveau systdme n'est pas nunériquenent plus

délicate que celle du systime de départ.

TURING [13] et LONGETH [14] ont le polm de vue suivant. Ils
cherchent & savoir si, faisant varier de trds peu les Sléments de A, la
solution exacte du systiéme (A + 5.&) X = b = 0 diffdre de peu ou de beaucoup

de la solution exacte 4 x = b =

Co point de vué'eonduit 4 une définition du conditiomnhement voisine
de ls nB8tre (cf. Th. III).

TURING El31 congiddre deux nombres pouvant donner une mesure du conditlonmenment.
(cf. aussi sur ce sujet ToDD , [15] )

le premier est 3 T,‘ (A} n . me {&b‘\‘ MM]a,Lai ’ A"1= (d:b&)
‘ 1
le second est s T, (A) = _4\;_ N (A). N (&) N (#)= (Za 5)2

Pour VON NEUMANN et GOLDSTINE [16] s la notion de conditionnenent
vient & 1'issue d'un caloul d'erreur dass la résolution mumérique des
systémes lindsires i matrice symétrique. Leur nombre de conditionnement égal
aun rapport de la plus grande & la plus petite valeur propre de lo nmetricel,

‘est un cag particulier de ceux que nous définissons (& l'inverse prés).
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30) D&finition géndrale des conditionnements numériques.

50it a un espace vectoriel topologique ynormé et complet, ’N et Nz deux

normes équivalentes sur Z; « Soit T une application de\f, dans lui-méme,

satisfaisant en un point x b la propriété: 2
(P) 11 existe un voisinage V, de x,,tel que pour tout xeV, ;deux nombres positifs

p, et p, puissent .@ire trouvds tels ques

() -Tlxa]
Ny (% -%,)

o<r'<N( { e

pour tout x eV

Il est clair que

supposant que p, obb

que p, est

On suppose gqutil en e

si (P) est vérifide,on ne fait pas de restriction en
la Lim des p ¥y satisfaisant
la Lim des Py satisfaisant.

st aingi dans toute la suite ,edwse~ autrement dit,

B N »
que les bornes p et p qui figurent dans 1'énoncd de (P) sont les "meilleures
Théordme I ¢ Toute application T satisfaisant & (P) est continue en x et L*équation
T(x) = T(x)
a dans V, une et une seule solution  x=x,.
a) La continuité es$ trds simple h prouver: sigéest donné

comme N;[T(") “T()] ¢ Re N, (x-,)

il suffit de choisir x de sorte ques

el

mais puisque N, et W, sont équivalentes il exisbe a tel

N, (x-x){a-N, (,,t-,(,):donc il suffit de prendre x dang le volsinage

N, 0 { (a) 1l Nlm-xyg £
b) Puisque p # O i N () 4N, (1)- T(zj)myl:t que 4 T(=, )"T("‘v)
NL ('l‘- lo) =

donc X = X
i .o

fxpliquons l'importance en calcul numérigue des nombres p, et , de

la propriété (P):
ge condult avec un

Tout calcul effectif certain Ymoyen de calcul”

Nous entendons par 13, soit une machine ;solt ,dans le cas d'un
calcul"s la main "un certsin nombre de ragles que doit obligatoire-
ment se domner le salculateur.Dans wn cas ,comme dansg ltautre ce

"moyen" est toujours 4 capacité limitde,aussi bien supérieurement

qutinférieuvrenent. Autrement dit ,dans tout calcul effectil ,on
est obligd de considdrer comme nuls des nombres gui nefsont réellen-

ent qutinférieurs 3 une certaine valeur & .
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5i doue le caleul nous a condults s;@ouf 15 solution du problime:
b x, vel 1 ¢ N(TE)-Tr) 4y,
tout ce que llon peut dire relatvivement s proxinits do x,eb
o e N, (%-2) & D<o 2
t
((xlﬂqo) >/ _r‘:.li.": am;“

Donc: Smim .‘L _{g_ e
2
ex

Iy

Mo

? i & 3 . . "
Propridtél ¢ Le rapport entre 185 éxbrimums des erreurs en norme N, ,que llon poud

comnettre  est dgal A " P . [101
ha b

51 ltordre de grandeur de (T(".) -T(K.}) est connu = y) B
on peut dire gue ce rapport est dgal & 3 jl:.
oo

Définitinn I: On appelle conditiomnement pdnéral dlune Squation T(x) = T(x) ,avec

T satisfaisent & (¥) ,pour x et relativement aux normes Loet K

2
le rapport Lo
2

4°%) Cas d'spplications lindaires

v

tapras les proprié

KN i
3

b4s exposdes au chapiire 1T, si T est lindaire
ot non singulidre la propridtd (P) est ftoujours saticfalte

nompres p, et p, ne ddpendent pas de x, . Lo déflnition I e
toujours applicable . Il est cepeadant obligatoire de particulariser
pour les applications numdriques afin de rendre ubilisable en ealeul

- cette définition.
Zoit alors a4 nae macrice carrde non singulitre définissent une application
9
e

. . , L. “w
lindoire de B dans R jformons les 9 rapports

X 2 (4, 5, A, 2) - ¢ (Ax) | (e - II);,;)

On seit que Mox 2 (%,Cﬁ,’ A, 2) est une norme de noivice sur ‘m;
(3

4
ctest co gulau chopitre IT on g posé = (‘:D? (") = (5‘. (A)

{ elle u'est multiplicative gue gl is)

St

Done le p, de la propridte (P) n'est autre gue S;a- (/-\)9
Dlautre part, Scrivons
(% . 1
CE %l xlv) %—('A’_%;) s 7€‘ A”‘( )Jb(ce;’(_ea",a}!%):
!

o1
que 4 nfest ohs siugniidre _ JL(‘(,;;‘(J,A,&)

.
A R 2 N RN .
4 {F) uiest auire a;l}&b..

STy

:31.5

it

u}

Jone le p de la propric



Dfolr le thdordme imporitant

’

Théoréne I1 : Le conditionnement gdndrel dfune matrice A non singulidre pour les aorm
$. et %} egh

Définition ¢ 51 1'on se domne un systome d¥égusations lindsires dans

ayant une

celul de

Remarguons gquele théorime II peut, tris gindralement, conduire & po

Yiie A/ S (h). S (A7)

»

A = 0

0

s8& mebrice de premier membfe,puisqu@ le sygtine

A X = Ax
Q

définition 4%wun nombre de conditiormsment

™

81

et h

L= A/ NN ()

dtant deux normes gdudrales.

Cfegt ce qu'a failt TURING (3 l%inverse prds).

Les différentes interprB8totions de ce nombre sont plus

[

(1)

— In ef

on tire

. » N . A
Prverone 11T ¢ Soild

H«
e

diff

Nous nous bornerons & 1'Shtude de normes de mairi

Enfing pour rapprocher les points de vue, on a

N

F
o

o

2
30

[¢15)

solution unique x09 son conditionuenment gdndral nlest autre gue

rit 3

icilos.
du type S

L4

ij

x, la golution caccte d'un sygbéme Llinduirve d'orirve n

LA X =b= O

SN

tame  warid

fe)
Pl
ot

sion aexacte du sys
(A+ 95 Mx -b=0

. ) i)
et ¢; deuvx normes de vecteurs sur 2 {ou U7),

4

54 les varistions § A sont prises de sorbe que

soit toujours d'un mdme ordre de grandeur 7 %/

.

5‘3

alorg, le rapport des veristions
9 s

relatives extrBre

en nomes §; ot f's nfost sutre gue le conditionnement gdndral x;

fety de Az =b et (A+FA)x ~Db=0
.;3.{:{,1 - x@) + &4 %, = 0

: \ei (-{x (Xl o :’«:Q):) = {L{'S'S..,xl}

234

38

Ser pour
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‘f‘(A{*“”)) @A) g #",)_ e
G (-7 P () G (o) G (@)

i 'pig p, sont les borres du rapport du ler terme.

E/Q,m': Hc‘u(w}># !)i y
% . ()

P2
E'a. Y }‘t -\
_—t f - = 2
Ev,”aw t"Z X {}

Bn ce sens, le W‘:} apperaft comme un indice de forme, |

]

]

32

Nota 3 Lacondition (1) est toujours satisfaite e ordre de grandeur, ce gud est

en calcul la chose la plus importante.

503} Comparaison des différents conditionnements efnéreux d'une matrice,
_ 4

Soient, pour une matrice A donnde non singulisre, les deux rapports s

L qiAy 2 (A -
'Cca = m“ ) "?-{{z %—) | (L)a,“&l‘ez i'“liab)
on sait que s
G U G0 ¢ Ay )
don@ - *
Ak, Cf&(ﬁi) < C(TJ(A*) & 8{2 ff{ (Au)
ais .
Ae; {= é s (w) . 2z
dvol it . ) (ff (¢ Jaed ‘:fe( k
Ay Y (k=) LY ) 7 g f:fflf‘li)

pui s | et ¢; (x) €0
e W (Aa(fi.(x)(@‘@) . Ay

Gop:
4 4 j RIS SV W v
fﬂ; (fc(*)} % (=) 42()' (f‘: (<) -@ca g }L" ¢ k o aeoi YL’ZI

enfing, en posant {‘6 et X{‘ pour leg conditionnements relatifs aux couples de

normes (f;) ({J et Cfi; (fe ¢ on peut énoncer s
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3, 3
ipsoreme T8 Les conditionnements généraux d'une méme mabric A ypar rapport & deux
couples de normes (Q;, ce)-

- {les constantes 'arvet blwsonﬁ dédfinies parQ))
e’t‘ g'i“"

\{cg.ﬁ_{.‘i‘iﬂ < Y 4 Y- A
G;c A Qej AL

et Cffn cf,z sont toujours telss

' X ‘ ) . o
Wous allonsg derire ces relations pour les cas envisages.
. : N . . " o )
Voici les tableaux relatifs aux veleurs des a;}eb des b‘f

P& 4

v 2. 00

} A 4.

- 4. ﬁ "

(L,;* 2 4 -1 %‘

o 4 1 -4

Cje TR 2 ©

S PR ) 4 1

Qid' 2 . 4 1
5 h, e 4 ) v

D'aprds ces tableaux on voit que la double indgalité la molns "sérrée"

est obtenue pour:' 4.¢:-1 ) Lei =@
elle s¥derits {ws j@ 4 \(“ { You “nt

cela nous permet de conclure:
Propridté II.  Tous les conditiounements géndrauX: que nous venoms de définir sont

dgupval.ents,

Théoreme M - Le conditionnement m(u relatif avx deux normes C(U et C{’L sidentigues

« oma : Al ) | o I N
3 la norme euclidierme sur R ,d'une matrice A non siugulisre n'est sutfre
gque le rapporth ‘D\T/‘J?\u s Ol Ny et N ddsignent

eWplus grande des valeurs propres de la matrice ALA .

la: plus petite

In effet dans ce cas on peuk derires LAl
' ,?'.zz B
=l
cu si X ddgiene la colomme des composantes de x
' 2t . XATAX

w CXTX
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Or, la matrice ATaA egt ddfinie positive et symétricue, et non siméuliéreg
done a ded valeurs propres 0 ¢ 34 % - £ A\ strictement
positives.

Dsutre part, il existe une natrice 0, orthonormale (QTeQ = I)

telle que 3

)
=]

-
+3

]

2=

»)
i

N oo °
on 6 ™y . !
AV B 1
t “\ N
i ™~
PR
Or, si 1on pose X = 0 Y¥; on a 3 N
T T . T ZA ;7.
L5 YLQTAAQY YAy &
A T T T 7T7 S z
YRTQY 2y
st

sous cebtle forme, on volt que 3

2 \k 2., \A
&‘/1121’ = ‘ ‘ ) {LZ,{L = “

\
e | B

Si A est dounde définie positive et gymétrigue i O Uy (ovoane (W
o 1
gont les waleurs propres de A, clle-nBue, uy = A é

done s

dons, dans ce cam 3

\&.z’ %Li'

T 2

Clest le ngmbyre de VON NEUNANH, Il est assez laborieux & cnloulers
Leg nombreg deTURING le sont wn peu moling.

Il parsft normal de considérer un systome comme le mieux conditionnd
ble si le gystome de Pplans™ dont 1l'intersection est lao solution du
gystime lindaire esgt un gysténme orvihoponal. Le chepitre ¢ul ve sulvre expose
les propridtds de nombres ayant les qualitds d%8tre assez faciles 3

gongbruire, ot d'indiquer la condition dorfhogonslite simplement



APITRE IV

Le conditiomement wmormalisd C(V)

1°) Yotstions s Dans ce qui va sulvre, je vals particulisrement dtudier le rapport

Au= (%, k=) = f{’ (/‘m)ﬂ
2 (v

On posera 3

2 (=) = %{E} ) Mz e (2a6a) ) Hy- s ()

\(‘z - Y = & *
Ha
L'intér8t de ces normes dissymétriques est d'avoir des propridtés
géométriques simples comme on va le voira
Afin de mieux utiliser cette interprBtation gdométrique, nous
commencerons par l'etude d'un cas particulier §

20) Itude gdométrigue du rapport nn ,pour A '"normde en llgﬁes

Nous disons que A est "normée en lisnes",si tout vecteur=-ligne Pté.
agh de module{l 1

af;{ =4 ( C:uz,, ..... h)

On suppose pouf la suite A non singulidre.

Tei @m i \fa“;‘ :i\{:m

b"\

PR

Pour trouver wm, et M, il suffit de déplacer le point (x) sur le lieu des

points (x) tels que @(*) <4

Qr ce lieu

est la frontidre d'un 'polyédx‘e%) convexe ayant 1forigine pour centre

.35,

de symétrie ,cette frontitre: Tl est constitude par des "faces" planes

BN

qui sont des parties des plang dont les équations sont .

N

. Z_ { (<) <4 (&:-+1)

La condi tion de normalisation des lignes de A enlbaine que -

T1 est le lieu des points dont la somme des distances gdomdtriques aux

plans R d'écuntion {?i (‘L) =0 est dpale & 1
i

Por suite:

/[

a) m, - M ( i | = si est la digtance maximun
A poueBen \ T~ Ay 0 A g
de Lforisine % un point deyy 2% puis quel[linite un polyadre

conveNna, a est la distance de O ,au sommed
M A
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le plus éloigné de O

b) MA - Moo ( A ) - 4L s si WOLM est la digtance minimum de O
Gtk Q- U 2N e

. . N I , iz e © 0
4 un point de (] . Toujours & cause de la convexité de s, est

. la distance de 0 & la face la plus proche de O,
3°) Etude analylique:
T T
a) Soient D (v=4,2,.... w) les n droites:
:DC = fJ (J‘ I)’z'; —"'/l“-l)l"*l)""'h’)
d

les plans () ,d’équations ﬁa(*):o.

Le fait que 4 soit non singulidre assurc que les droites D. peuvent 8tre

rises ¢ support steme de vecteurs (€,,¢. €
prises comme support d'un systime de vecteurs (€,¢€, ... eu)

W - » » b )
formaent une base pour R .Noug choisissons un tel systeme de sorte

que {|€; (=4

b) Détermination des faces du polj,fédre%j dans le le systome d'axes(o

— -

-
; e.,ez,“uch).

Un plan coupant les droites D, en des points A;d'absicéc«)e Ay,

L= v

a pour dguation: S L
DA A .
. R X.: ,‘(“* ,|
ou sl Vo est la colonne . | | L X o=
D Co
4| T
N
cela s'écrira Q) v\ -4
Or le produit scalaire de deux vecteurs de composantes (%) et Qa;)
sdorit: . (k& v 220 (48 wu’ék): Gy
» S a . I q. - ¢ 1
. ou G = (‘3‘,‘)) avec 9‘,(} = 6,,8()- (c:\,.._ w)-()~‘/‘...n)

( &: natrice de'métrique)
sl B est un vecteur de module I ,on aura entre ses composantes

» WGu-+4 |
Congiddrons le plan orthogonsl en H ,de coordonndes RU (&>e) an

. vecteur U , son dqu_ation est s (%T~ ol )G =0
ou T Gu o= (3)
zn identifiant (3) et ()  cchdonne: Y- Gqu
ow W= "GV
. T -
et portant dans () ,puisque Q' est symétrique: T V G V-1

Done

() _;E: NGV
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Mais les points 4. sont tels que le plan M .4 soit & la distance I
o;

. J ) .
de 0 ,car le polvédredn'est autre gue le lieun des soints dont la soums
3 P ) ¥

des distances gdomdtriques auxplans de notre nouveau systéme de coordonndées

est inférieure ou dgale & I.
Done  si . ’ g
v. | .
Ve ;j(_: « v

Il vésulle de (4) que: y
4. VGV

e T ar Oy

On peut remarsuer que +  1°) 9 >4
Car si 9¢ est lfsngle aigu de D, avec f;
d*éguation {; (1) =0
4n O,

7

20) L'inddtermination de signe provient

on a

Lot | -

du fait que sur D,le point A. et son symétrioue

par rapport & O sont sommets dcgD Les faces
@ .
de § sont les simplexes de sommets ; n poiats 4

pris de sorte que deux d 'entre-cux ne solent
pas symdtrigues par vapprort a O
Calcul des o{net %ho
10) I1 est clair que : Ay - Max|di| - Hoa ia®
B :

20) & - mie ()

4 précddemment trouvd fromule
) 3

Or celle-ci ,s'écrit en remerquant que V = Ve Ve- eV

L (e AT G (T o)

: Y d: d; —
' O ¢ A4 GIREO

Ll

Ul "d,
i=m+3-z -—Q—— :h,+2,Z EEJ___ (6)

Ztudions les diverses valeurs de % par (é,)
Pogons Z(} - ) y

at o J»;

€ \B 9

L - Zzzz

fi_. = n +°2)L
u(é Y %?'



Théordme I

Dlautre part,derivons:

i

LaelaZues, 2 o8 2 a6 2o v8Za]r o A VAT [

Je regardele signe de Zn b‘a‘b je choigis les signesg .., t. de sorte que le
dernier terme soit pésitilf,puis Je regarde le signe du crochet du berme
précédent(une fois que,. £ sont fixés ce crochet a wn signe bien ddterming)
Je choisis ka-éie sorte que ce terme solt positif , ete ..... Il est clair que
de proche en proche je peux choisir les€.de sorte que LYo

Donce on peut affirmer,la plus courte distance de 1llorigine & une face
Gﬁ? 28t obtenue certainement pour un chom&z:cels que L>, o

Done 3 i > .
b 7
. -

Par sulte on a toujours:

[T _i,,.ﬁ’;(:L
~N

Ma  dy Hax 121 n
- s , It ¢ Sz 3 ’ y %,
Enfin si A . 4 ctest que Mox |d] ‘gui est ,comme on l'a vu
z h, .

M “
toujours >/¢Aest effectivement tel = 4 (puisque 5 é :{Q, )

Hels alors 4t {dp|*: Hew|d.|" =1

done: el =4 powe Fowk L
et pulsque \“Z“} -

cela entraine

Dol 3
Pour une matrice A ,& termes réels,normée en lignes,non singulidre
on a T__ m a (L
= N
M \Ih/

et une condition ndcéssaire et suffisante pour qu'elle soit orthonormale

2N

ast que my A

na T el
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. - ) . , Y L s
4°) Etude du rapport My pour A & termes rdels ,non singulidre.

Hous allons géndraliser la démomstration prdcédente au cas oh. A

n*sst pas ‘ normalisée en lignes. Prenons encore le méme
I'e ey m ~ :
systéme d?axes de coordannees Oy e e, ; e,,‘) o

Pour le plan, Z .4

Uy
la distance a l'origine es t toujours donnée par s

TR e

o V-] i1,
4
%
é‘ . w -—-’
Le sommeh A, sur la droite D, ,est tel que les composantes de OA;
o ,
°
: Ok 4 ¢ .
sont: OA; G e i
6 . . : N NI YT .
Il est aussi tel que i A.l=0 pour a:}&c. (6“ N T APRETR

“done @(AJ= {#(Pﬂl: R o
si von gose i | A, | - [ameats b,

Pour un sommet du polyédﬂ:e(fj: @(x)ﬂl‘ ,on aura d;= i« .

v

Dzutre part,le plan ::_{ =4 (paralldle A %; (x)=o et passant

par A, ) est i la distance d.; ‘de 0.
” Par suite ?7
4 - Wg' TR
N :L ’é(f e Lt
o £ wn L
O b
On aura encore: .
1)  d, = vaxlo(:l = Hor [
pi
20) 4. ZT G+ ?/ '\ETQ‘V}
A 4y
. (te- W)
Py ny _3___
— | Z: T Pe b

Le railc ommmeut e medemnwt fait prouve dong que Vn, (puisqu'on

peut faire uu GhOlX ciebi de uc»x:te gue le 2° terme goldb }o )

>/Z~r N(ﬂ)
(R = 12 o

g



0N Surs,

mE o ps

Sl = 4 . clest Y4 5 6.1
S MW N i 2
GonG A oBRRa

P M 3 43 L h IS
Midorine 1T Pour uwne matrice 4

(D"Q
S
3
ot
i
e
“
.
=
)
et
o

j-ﬁj b L]] AL ,f(; on & LA— < 2]
\‘_ ‘

te pour que A soit oprthogonale en

P PR IS I 4 I g # o 59 g Sueed >y % A S Y i . [ BN . s Sl
Ce thdordne va aous Towrnir la possglvilité de définir un conditlonnement

/

sloA eF% slnguliazre

gl A esh non gingulis

ot Lisnes 41

i

anbo vacient de sorte que A-»A, et

sans ligne nulle ) ]
COr gl A singulioraN, 1tun des 9{/30 ;done 91—;'0

Déiinitions le nomby

o, condl blone

g LAt . 1Y
Vogt 1'inde de

Joomabrice gue nous allons
ce gul va

1
1




6?) Détermination de Y et de C(4). - 41.

Pour le caleul effectif deC(4) ,on utilisera les déterminabtions suivantes

dem, et M,

S1) MA_
Sl @Ax) Z «) et formons R, = @(’”‘)
gi je pose Ax.X (& non singulidre )

on auras X)
/th, = ®(
-1
AR
Je peux pour chercher le meximum de ce rapport me placer dans l'espace
de voint coursmt X . (X, (L=t n) v
] w1 W . - 2 ;
Soit 5 1'uyper-cllipsoide d'équation HA™XUT=1 | KTA)AX -1
4
51 X, se déplace sur celul-ci,chercher le maxinum des, ,revient & chevcher
le maximun de ‘\f\l‘f PX e *”h#@“) . Or les polyédres@(ﬂ):g(xo) ,varient
tousg en restant homothdtiques et leur convexité assure que le maximum
cherchd est certainesent obtenu l%orsque l'une des faces de ce polyddre
st tangente & E .

Or les faces de cez polydres,sont perpendiculaires aux vecteurs

E,-_t\

81::‘.1
E - |

S.e k4

n..u

k hi 1
Bont les composanies sont des +4  .{ 2 tels vecteurs )

»

Dtautre part,an poind ﬂole plan tengent VE 4 pour éguation

T -\T At
A(KT A" Ko =4
Ce plan est perpendiculaire & B ,s8'il exiusbe uwn scelaive R tel

AYA K- & E

done X~ hAKE -

r

. Pour détermincr &

d¢dorire q’zze X, €&
ce qui dome %\2 Q’\AT E)T( ') (A ATE) *

afou

B ETANE -4 AR

Dtautre part, le plan %\ XE-4 ou X
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£

de réidrence en un poiatfidtabscisse awm & L°

(o8

gy c A e ey e e ey oe-
accupe L'un des axzes du gys
39

. : , 2
cee point est tel gue pour ludl, @ (f;): \?Zl

inum de y &)

par sulte le maximum cherché ,nest autre que le max

diouns

Thd t*nme."ﬂl' Le maximum M, de nfost { avtre que Moxx! AE “ ou ¥ parcours 1'ensemble

1

s U des vecteurs dont les uomposan tes ond pouf valeur absolue des I .
, .

v v 1) m,

Pour d&dberminer ", je considdre. tonjours 1, mals je suppose déplacer le

point x! sur le polyidre @ X) -4

- . -1 o N . - 5 B . Fd

la valeur d{;—z ({A7XI verie et ,toujours i cause de la convexitd le
§ B

paximum de \w"{q’ig done le minimunm de T ne peut’ Atre atbeint qulen un sommet

e @(X}% Or cesg sommets sont les volnts

0
0
€, |
4 &L

>0 la veleur d

4

]
[

Lot s

Le minimum m, " de X ntest aubre que 4/;1,,)( Kefsctest b dire,ltinverse

L4

de la lomgueur de la colonne de plus grande longucur de

L aura

o |CA)- N4
| PoB el Wl Mew IATE

i
&
(24
{n
o
=
453
o]

o1

Glest cetbe formule qui en définitive nous servira A caleuler des C{1),

dds que l'inverse d'une mativice est caleculable il esh en effet asses

comnode de 1'utiliser, Liex que Max JA EH;M!' en geheml asse§ Aﬂm‘e i évaluer,

ihe ©odes cropristds

Nous ehdlerobs dang la s
géﬂé:y&les de C(4) ,s0it au cours de transformations de A ;301% AU COUrS

a OP ions fié«,t viciclles sur A,



7°) Le conditionnement normalisé compldmentaire C'(4)

Hous allong rapidement voir

comment on peut définir un autre uombre
de conditiormement 0°(.) qui a des propridtéds analogues & celles de C(4)
précédemment défini. Cette fois partons du rapport - twy ('x.)
0% :
on posera : Ax ) . ]
posera Loy * ( ) )M, e e (4opz(x)) . r«\H = Moy (”'m, («))
I , i s |

\(Mzw': %_
cé

4 A ’ " '
Comme précédemment dtudions avec les m8mes

notations le rapport YI .

= 3 i . AR . A A
Ponr déterminer m,'A et Mp 1l -suffit encore ,pour A non sin ull\,ro

de déplacer le point £x) sur le lieu des points (x) tels que mfﬂu> z

o . . ) . ) " ..
Ce lieu est la frontisre TI d'un parallsalotope ?, ayant llorigine pour
centre d& gymétria, les

5 Taces planes de celui-c¢i son % de ¥4 j

‘{L (1«) = ﬁ".
Done encore m' - A et M =

. 4
A d,ln o A {an

d*éuuations

.

mals ici,

-~ 43

des parties des plans

: ; . s s o | : - -
1) ‘EL.W est tros facile 3 dédterminer: clest M ( _’i—) = \ = —=
A B ‘_) M?A((U)U) t)
/
20) Pour pouvoir calculer dM

il suffit de remarsuer cue les
SOma

':
;)

[ ‘ -
ets de ¥ sont les points dont les

coordonndes sont les nombres
. 5 -— e ] . e d .
o(b dl,‘. > :)O) d'a'“A (O‘) elzez'"“ eu}

0
o
O V' el t e
¢ ’ o e
0 | d
) DL \ , @
Le vecteur U "= |: Jjoint O & un sommet de
X | , *
7 3 ; g I 2 T
Le carré de la longueur est fourni par: ¢ - U G‘ v
sk - .
' 2 't ! T
ous = E V& QG V—L + < Vc G V\[J
[j»g( . . e - '
taprés cela, (trm.

sk

ﬁz:Z— +&Lg£‘“. 33

e 14 Pe ¥

puisque ( «:’!.“apfes le m&me ﬂlqonneméat que celul fait plus mqu)

&y

e 5:9‘,{-’:‘

) jf? A

S1'on peut enddduires

(*) La nofalion N'*(A) west uhiliste que par qnalo%ie; N'(A) west pas une norme de malrice



12 12 N 2 6)’* (_‘___Y
MA dH t) & (P : Z ]"L
/ ’ | ‘ ’
dfol ¢ M, £ A A 2 N (A}
A —_ = T
-] ._l_. 14 6
My P La(R) P
P _ _
: » ‘\ . . ,m/ v Nl("’)
Inversenent, supposons que & soit telle que & A = ——
VR
: . . ! o '
pulsgue MA--_ F
e o,
et que toujours Mm," - A " N < N (A)
. . . A'Il. ~ /’4;“@. . {).l-
. o e ’ : U=t » ‘ ‘
.2 L e
Clest que wmin” Gi = 1 pour tout €,
" Dongy on peut auwlg en posant 3
( A) =0 sl A est singulisre
I . ' .
C (4) - M r i A est non singulildve
1 . i
M, N
= h(,IA
énoncer 3 N'(a)
Théordme VI 3 On & toujours 0¢ C'(a) { 1 ‘
C - Pourque A soit singulisre, il feut et il suffit que gelad

- 44 -

Pour que A s0it owvthogom:le en lignes, il fuub et il sullit que Co{AY = 1.

Si A fend vers vue netrice. singulisre Aog sang lisne nulle,

g (s} =S 0.

On pev v app » §t{A) le conditionnement nornalisécompliuentelre ¢

Studions mi dfune autre :f’wo 8

C (%(M) L (Wﬁ

W= M | e -
x [l | A0
je ddplace le point X sur la frontidre de Mo X) &1, ke

e

o
3

ne peut arviver quelen un somet de ce polyddre, dont les coordonnées s

nombres £
=N ‘
.| | o A
: © done My = "
i , ' . Hox A E
L , ‘ : € . '

o ' - - ‘ - » ) .
O AN, M A€

formule & repprocher de selle du thidrame V.-
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89) Relations entre ces deux conditiomnements.

Les repporis Y et \{' sont lids - ‘(tfléoréme I du Jwtpiﬁ-e Ifi)
oer 9 1] ]
® LALY LY

ER R

Oong, on peut dorire g ,
ix‘._ﬁi.{.’i@,m gnxﬁ'_t_
N Pe  N(A). N'(m) N'(A)
et, par suite,
L ¢ ). PP gn CTA
h AR N
enfin :
A iy NON® o) & on cmy. N ’NZM
* Po ¥ | P b
Dol ley relations s
iCM7JLﬂ— {4 onoc)
N{A)- N'(R) N(R)-N'(R)
On peut remayrguerque 3

pe N(&)-N'() pe
il résulte de ces relations que les deux sonditiommenents C(A) et C7{A)} sont

praticuement dfutilisstion dquivalente wvec, pour le calcul, une supdriorité

pour C{A) qui, d'aprés ce qui préedde, se saloule plus simplenent. Clest la

raigon pour laquelle cetic fonciion sera surtout utilisde dens la sulte.

99} Relations entre C(L) et les nombres de VOM Wi N et de TURLNG,

I} Pour i, asymdtricue, définie positive, posons 3
E (A) = }-—’i , nonbyg de VON WalUkall,
{ >\,\ s M. s plus grande el plus petite des valeurs propres de A)
Comparons le & Y at (L)

a) Puisque G (ax) - Z: £ |

or: & {of. Chaplre §1 ) I A= | ¢ @(Ax) T A
doac s LAKUL 4 O (Aa) L A=l

el 7 et [ =l
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; , ‘ -, v L
TA = L %2 AL A=
par suite 2 ‘:fR A A ¢ M‘Aé -—-——@;—;\' LM, é"~ —y
' 7. % = | B o :

. . 'S
% T T
et, dans le cas ol A est gymétrique }\ ¢ M, s M : £ >\

z N i ~{ . - ' <
e o . . N -
Donc L }{:‘— S ou i 4 ,E Y , (1)
174galité oot rdalisds pomr A = 1
ob, por suite L/ TR CaY. be

I (O
b} Je dis que 3 f\q 4 rlr:

Soit x le veétewr propre corvespondsnt & la plus petite valeur propre,de .
sonposantes x; (isl,..esee )

¥ Do % " & la plus grande valeur propre,de

sompesantes y, - (1=l; 0 s00q0t)
et ces deux vectours de module euclidien = 1

| nep 4 b Tl Mg XMZ&-»U&;\ |

M N 2
Ha
11 est évident que 3

doua 2

LS T f’.\f ST @)

On aurait pu obbenir (I} et (II) des indgelitds géndrales ébablies au chapitre
11T, Th.IV .

31 1%on considdre s

L o L

e I R

B ° -y fuey on peut cholgir ¢ eb v de
A= N , ‘ sorte que F{L). v {2) soit
L i ' © mosd prds que 1toa veul de Jn
. ¢ '
‘
¢ ~h
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11) Soitle premicr nombre de TURING
- T (A) = n. H%x\a-;\'”‘s;«\v(:d\
)

]

o; i terme général de A

il cst & remarquer d'abord gue ‘i‘l @} > 1

car ;;Z a;p. oy - A , ugpllqgg

/l$ h . Hax\ﬂ.;ﬁ\.f’\a«l%i;\

et & plus forte reison  T,(4) > 1

T
3y
~u) Lo Mee H AT e | Mo I ATESD
Y )
ST ﬂ"”‘l“ta\ v n MMM:J\ éh.Ti
\6 (‘-J
1

(T0) LTy

~ 1) d'autre part
Hox LA il > W’r Loyl

Hoe AT E;IL S Has (@)

J )

done 3 ‘ —
43 T () | T« Y &hn \
Y h

3 . e Y S T LR
Remarguons gue des exenples slmples prouvent (ue ieg bornes aont stieinies.

111) Soit enfin le 2bme nombre de TURING
T (A = dy: N (). N(A™)

~a) Puisque )
How | A ecll > L= N
i Yo

t

Hox I AT EJ1 > N(A)

d
QN & 8
| 4
(¥ T, ‘K 4 v
- b) infin MM “ A-(e; “ \L N (P‘-‘) )

Hex | ATE & Tn. N(R)

donc 3 (L) 1T Y >/ Y—ﬁ:f




- 48

En résumé, voici les indgalités obtenues 3

(T/, @
%%i f; f?. Y 4 s

"
4 Ty & L 5 @,
i | e [0y, (§

les indgalitds pouvant Bire atteintes.
On obtient les relations avec C(A) en multipliant par N(a)
patsque  C(A) - y(h). M) be
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40°)OPérations laissant C(4) invariant .

Phéoréme VII Le conditionnement général X”é ,relatif aux deux normes (<-; et ¢; ,4"ume

matrice A ne change pas si A est remplacée par \.4 ,pour ) scalaire

non nul.Il en est de m@me pour C(4).

¥n effet sl M- m ( Q. {A"\) et = Max (‘L__))
. Xfo (‘h (,,q kfo Cf‘ K.)

on aura: m' . j (QJ(MM) = Nm ) M.l M

A gy
donec )‘ . m' 5 \:}‘ - .
K‘a' ;XT" M 1‘5

De plusg, dan:a lo cag du ooncliﬂbionﬂemel‘lt normalisé C(4)

(M N(AM AT ()

CIAY = C (MA)

Théordme VIII Le conditionnement général v, yrelatif aux deux normes ({; et l(é' , d'une

done :

matrice A ne change pas si A est remplacée par Q.4 ’“a avec:
v
Q;appartenant au groupe associé 4 la norme de vecteur Cf;

Qé appartenant au groupe agssocid & la norme de vecteur Cfa'

Go(Ax) - ge(@iA=)

4 () 95 (=)

et puisque Q ; appartient au groupe asgocid

on aura T s 9 (QAG ':;) - Y (QCAQM)
%@yl Gily)

JONG . /Z’“‘é (A)x) = "l;}- (Q‘A(Q) , ‘3)

n effet gl )C;)" =

-

cca. (cf chapitre II)

et par suite le rapport \W (A) z \M« ( QA Qa')
Corollaire Le conditionnement normalisé C(4) est invariant si 4 est remplacée
par J AQ
5i J est soit un produit de forme (T-2E.) (I-2Eg)-
soit un matrice d'dchange de deux lignes N« (I,.Ew E L, ‘H:,‘/I}
(Produit de mabrices du 2° degré bien particuldres)
et si O est une matrice orthonormale ( ‘Tg = 1)
Bn effet il est clair que T -ZE; =] n'est autre gue 4
ou la v ligne a wn signe conyaire . Donc quelgus s0lt X,
H(T.A) - D(an) |
et par suite J est du groupe associd i la norme O) de vecteurs

De mBme N = I—EC;-EJ'J‘\LE‘J yEJ-;appartiemt 4 ce groupe .
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11 est aussi évident que PO(JA) = PB\A))NOA):N(AIS

Dtautre part, le rappert X: Ms Gtoprds le théordme précddent ne
E A ~
change pas si A est remplacée par J A

Znfin si L est la longueur d'une lizne de A

on a ef = A.;. P\:—:
puis €:> = Ab QQT A-: = (AQ)L (AQ)T

enfin 2 2
€ el > pm - p(aa)
Commne
T

NE(A) = haa (AAT) = fae (AQQTAT) - N'(AQ)
o) | pe[AG

par sulte le rapport  —m—-
' N (Al N{AQ
ipplication : Signalons comme consdguence de ce corollaire une
application que nous étudierons plus en détails daas le chapitre
consacrd b 1'Stude de la méthode d'orthogonalisation.
Dans la partie théorique relative & cette méthode on peut prouver

1e rédsultat suivant: Btant donnde une matrice & non singulisre
il existe toujours une mabrice triangulaire inférieure et unitaire,
' telle que T A = Q ,avec § orthogonale en ligne

9

. “ 2 ' P
goit 0 = q les ﬁ etan’t ﬂes lignes

f
\
'
i

4.

de cette matrice sl je pose A = H(&L“ = V9%
dy
d }
et D LL\\\ ) Q =D, Q
A

. . o
Jje vois que C{ est orthonornale

Done T-A = SD'GY

9]

© A-TID.Q-T.Q

Théorsme IA Le conditionnement normalisé C[A)d'une matrice 4 (non singuliére) est
o@uidelama@hmimym&dmreCﬁwl@u se caleule alsdment

dans la mdthode dforthopenslisation.
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A48) Conditionnement d'un produit de deux matrices.

Soient & ed B deux matrices non singulisdres,

@(A.m : Q (AK) b=l

«

Torunons

b e——

< ETE
si K= Bbxn.

ST

on ssit que (thdordme X du Chapitre TII) ) * < U el R
" E
si\?\m\m dégignent les plus grandes et plus petfites valeurs
propres de la matrice B.87 .
Diou L
z k3
mA}mé mma,é AFaéMA/\
et L
_@—Aﬁ ( k.’[)?' é —}IL—A%—— ) \g\m (A) \61& (6> \< \{\2, (A'%)
Mg | A Mae,
enfin

L
Cre 2 (E:Y Cu. PolB) N (R0)
k"\ N (A) Pc (Aﬁ)
si 1'on se rappelle que ( Théordme I du chepitre III )

LY ) ¢ Yoo 1B £ (i Yo (B)

T

Cas> Ca oo [ N(AD)
fn Mo N(R) Pe(AB)

orn VOLv

T gue:
(")

donc @

Theorime & intre les conditionnements (g d'ua produit AR de deux matrices A el

non singulidres on a la reldtion:

4> C(Ag) > Ca Co Po(A). pPol®)  N(A.B) ‘s
| AP bo (A-®) N(r). K(®)

#n particulier, pour que le produit de deux matrices solt
orthogonal en lignes il suffit que:
[ . CaCy. Pol® pa(e)  NCEB)
pe (A®) N(R). N(®)

Corcllaire intre les conditionnements de 4 et de son inverse 4 ,1il est la relations

B Ay ¢ PR )

N ( p,> N { A"rg( 3
m effet il suffit de remarquer que -fn et de faire AB-T
(1)
[}
dans la formule (V. g
() On montre alsément, sur des exemples simples, gu'il ne peut ¥

avoir dvindgalitsd de seny iaverse & gelle-cio
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429) Exemnle de calcul 4'un cond::.momwe,;.ena normsalisd

Jfabrice de

-52.

e

Définitio on: On appelle :.1&&3:‘1&(,@ de HIL d¥ordre n la matrice gym ~tr3.qu de type (nyn)
dont le terme géndral est '
{2 B '
%;- = 4 pOUY I j 3:1,2 o
J Ly -1
ctest & dire que "
" R
4 £ S n
A4 A e A
P N hf
4 4 ,
34 :
i ‘
He= 4 N
n N .
s :
i i e .ﬂ..‘-.-.
o el 2n-1
Cette matrice adtd trds fréquomment étudide of, [11 ”(1 ’i] {m
et ausel [.E ] Lo ralson en es que llon s&i*h)i 1elle mwt en dAdterminey
1iinverse T,d'sutre part 1l'inversion numérinue de cette natiice,ndme
i b 9
pour de trds falblesvalours de n egb trés difficile. 4 ce sujet on
0 vy_‘ k3
. se rapporters aux expériences de calcul de U ¢ YG4ue nous expliyuerons

dans le chapitre relatif & la résolution des

_»,)“fé' (h+d-1)! (m—n‘,~l‘>i

o cnpode Ny
Bysvene

- ua s)[(c—i){

(n-))!

Lo “M* (r-0)!
Done ¢ s
0 Eoin ) ( |- (H' no2d*
Ey “H ¢

»

5 proposonsg dévaluer

grandes .
{
~ 19} Détermination de f)"( the)-
On a évidemment %);” H.) = 4,4 4
en dorivant ¢ L. - L
h}.
on voit que .
' PQ(H) =
La somme du 29 mewbre

C( H’k) pour dag V%&Lléu

s de o




2°) Dét

et done dire i 1 swemente v 4 .4
On peut donc dire que si n sugnente k),, (HK)’U — T Y3
ermination de N ( HW)
T 2
Eerivons : N%H,): 1+ (i)” (i) b * H:)
L\ ' IRk (-L)L
* (z\) + (Js")+ +,( n.]'+ hti ‘
2
o (T (8
* (3)+ """" * (k) t (u+\ ¥ ntd
IR
v Ifl..) * ( M.H) k
o t . O T
Donc N(Hu)-$+L+3+ +m+(f(“’)
- . ' -y h-2 n-(n-1)
Regardonsg . R = ——— —_ - T +
tegaraot (()( } (VH-I)L * sz,)bf (Zn—n)’“
.. e [ -4 -2 | |- Kl
en écrivant sous la forme %(h): 4 o, A o
; . R
| (1) (1+%) (145
On voit que si R—>  cela a pour limite +
A% plm. = /‘ —Loj;z'
1 f
QHL)

par sulte, puisque 144 +Loul A L ﬁ + G
z 3 h oa

on peut édcrire:

NP () v 1=l +C v loan = A+l

A= 0884

30)Ddtermination de ’V\H Mal|AE} ou ici puisque 1 est symétrique= Hex | AE i
) LN E ’

2
H

M

ERE yon

On peut dcrire:

%«i——«— +t'>L+_—-—- + (TI‘:{‘ +j;_‘)lro | (Lo}(w%))i(u}(w%)

" E

M £V, (50,3 g\ 3 in

= tlex (544"(’1 8y e +—ﬁ)-+(4+_‘ +--—-+—~)+ DRt +(~—-+~£ +- t o
~ E 2 h z 3 e ‘ e Zu
(¢l Lpn 4 L * S N +V-L L+ “I-__.’., * 1 I B -»’——‘——)L]

= 3 R T2 s o v W e 2wt
In remarguant que (3%() ‘

R ~ Log (:>+n-‘) «Loof}(éﬂ): Loq (1+3—L

- 23 .

n-y

)e
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4
, 2
I1 suffit de vemarquer que 1l'intéprale j [Lo;(x-&ii} At
o

g un sens  Solt k sa veleur

’

pour pouvoir édcrire

M: v Rk o+ (C +foan)2‘

w

4°) Détermination de m, :;/Howzu Al
. <
De. la formule (I on peut déduire avec TODD [I5]

\
L iy nb )
Mox || T, €. || 4 we mox (\tca\l) v B R e B3 529
4 La
Dfapres ce gui préedde on voit que wuae valeur asympltotique de C_(Hu)
w8

eot  C(H ) v o n® (o)t e

Cela montre la rapiditd avec laquelle C{H“)'ﬁ o efexp“que

le meuvais conditionnement de i,

13°) Cas d'une matrice d'intdpolation d'opérateur différentiel

i

Nous allons retrouver le mdue genre de difficultd dans le cas

d'un autre probldme numérique, Soit & résoudre numériguement

le probléme: g" - F(Qv%>
Résoudre lféquation différentielle g” = P(qu) ) 0<%

avec 3(O)=30 et aU)= ?“,e(probléme de conditions aux limites )
Il est classique de savoir que si l'on remplace l'équation

N

proposde par le gystoéme lindaire
L
%C-l *Zgb + Uv('.’rl = %Ar‘("(;,é

)
%oe £, ke d

celul~ci peut s'éerirsd £

(") A,\_y = '@-
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Avec

A , I= , b=l FeFlagg.)

-12 -

- .2 3h‘ :)M\_‘R'l F‘u

A ANAY S 3 2 : - s s
I1 ntest pas difficile de déterminer A (par exple en trisngularisant)

On trouve aigkk

o ) I B B P
1 (k) Z-(w-) w2y ---- 24
1-{n-g) FAN TS (w-2) - 3.4
oL ?
" Rt : :
11 21 3.4 i
De cette expression on tire.
I°)  N°(A) = Gl + W) (b)) 4+l = 2(3n )
W(A) = Qe -5 .
20) M« Hon [ATE[-He lAEN w1 E- |
A E €
Zn

}7- - 2 14 1 - L i
LRel” - (ZZ‘ al) ) (2, 000 1) - L CE P SN
LA . . 5 .
st evident gue le maximum est obtenu pour wme suilte de signes
&y, c-rmm w , qui alternent rérulizrement.
et alors,
Hz T 2 2 2
pe e (2)4T 43" = 2 (-9
11 nous reste & dtudier wm = A
Hoy 1A . |l
2
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On peut dcrires

we

-1 | . .
P\“ (4 R An-ven) &t

ML el e Lot

Done

e A i
4\ _

A Q\ k) (L’r\liggﬂ) A ,MHK Cai) (20 zw)v)

) e+ 6 b
L k) [QL(W+wf0,*(“+WU"Z¥i}

6 (wet)?

50 Pamtenr oot maximu pour v & e
20 facteur est maximum pour v 7+ s

le 1¢ {acteur sest maxinum pour { . w+ L
. s

-1 g2 h"i Y \'L3
A ® g \i Ve LS noe
4.6 [Mﬂ < 43

ol
¢

&I IF

par suite  Max “

Done OLLC\A“L : (;{A“ " M_l__..ﬂ \‘ﬁ : ‘3’-(5\&-&)
Y 9
V2 (2n-3)
Cih > £
on pewt encoalure gue l'lnvergleﬂ numérique du gystime é% 7 &

N

est d'autant plus difficile que n est grand Cr cetbe invasion

est ongénéral utilisde si lés Fﬁ varient pew oublen dans ce ertaines

néthodes itératives .On voit que les opéraﬁears aux diffirences

o » 1 3 N & £ . ‘-» ke s Z

fournissent des systimes lindaires de plus en plus mal conditlonnes
2a

et cels su fur et & mesure que Lfon augmente lfordre,c Pegbl dire

ai 1'on ddsire diminuer Lterrcur de mithode . Ce

dtun cOté cst perdu de 1'suires  Cetbe ddcroi:
e avcoup plug lente que dans des cas snslogues 4 celul du paragrophe

précddedto



CHAPITRE ¥

Les erreurs dans ls résolution

de systomes lindaires par Slimination

I°) Les princives de ces calculs d'errcurs.

La résolution de systdmes du premier degrdé est de toute premidre
importance en calcul numérique. La plupert des procédds mmériques ne consise
tont-ils pas & se ramener 3 la solution de systémes linéaires ? Un tel probleme
ne comporte aucune erreur de mdéthode, seules des erveurs dues aux opérations
Skdnentaires (sommes, différences, produlis ot quotients) peuvent intervenir
et la répercussion, l'accunulation de telles erveurs sont d%une trds grande
importance.
- ﬁb;éque les moyens do calculs stalenh 1im1t>s aux nachinesde
bureaux,le controle ,4 chaque opération ,par le calculateur, des
erreurs dfarrondis se faisait tris facilement , Celui-ci se rendailtb
compte & chague instent de la valeur de ses résultats intermédiaires,
pouvaltpar @xemple,décider en cours de calcul,de changer le rombre
de chiffes significatifs conservds var lui,pour remedier i une
certaine "dérive” de son calcul global. Il faut sjouter qufice
noment des résolutions de sy*tém@u linéaires d'ordre 20 Sstuient
considérés comme des curvosités et bien rares sont les calculateurs

en ayant ydsolus .

;:,

* ) 4 1'heure actuelle;les caleulateurs dlectroniques ont permiside
nar leur extbne rapiditd,ifeavisacer et d'exdcuter des résolutious
de systimes d'ordre extrimenent dlevé (10,000 pmr exemple ) .

Ces grands systomes sont rdgolus & 1l'alde de programmes généraux
pour ces calculatours qui ne donuent pas de re

X

snements sur
la velour des rdsultats fournis par la machine. On peut penser
combiengdes résuliats dépendent d'un aussl prand nombre dtopérations
cldmentaives neﬁvent Btre semsibles aux erreurs faltes dans chacune

de

@
[¢]
©
w
o]
fre)
(o
:é
,w
9
(,.>
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Les.calculs d'erreurs qﬁi vont suivre sont basés, d'une part sur des hypo=

~ théses de trevail relatives aux erreurs dans les opérations é1émentaires,
‘ d'autre part, sur'une méthode de détermination de la matrioe d“erreur.

Rdgle I

Régle I1

by

a

B

- I°) Ilya deux fagons d’utiliser une machmne aoalculer & programme

relativement aux operatlons $1émentaires.L'une egt dite "calcul en

opérations & virgule fixe",l'aﬁtre‘ést dite "calcul en opérations en
virgule flottente "

Noug ne pouvons pas entrer dans les détails
mais 1l'on peut justifier les régles suivantes:

Si un calcul se fait en virgule fixe. ,tout se passe comme si il

D
. n'y aveit pas d'erreur dans une somme algébrique,les erreurs
dans les produits sont constantes= e

yles erreurs daus les
quotients sont aussi constantes = e’
51 a et ¢ sont deux npmbres

®@,6,0,0 désignent les opérations-machine correspondant

B+ -

. )t .

On écriras '
aAa® 6 < ard
A 6 =a-%
LE & = at + e
O 6 = xé 4 ¢

Pour @ et e’ on prendre
e-h p"
6: - %" fb-h—'

si (& est la.base de numération en laquelle la machine calcule
w! et n désignant les nombres de chiffres conservés

aprds la virgule dans ce calcul pour les divisions et pour les

multiplications «Ce sont deé congtantes tout au long du calcul,

c'est la raison de la dénomination"en fixe " de ce genre de calcul.

Sl un calcul se falt en virgule flottante , tout se passe comme si

Dens toute opération il y avait une erreur relative

constante.

Si o et 4~ sont deux nombres "flottants"(c'est & dire sur

léhuels la machine peut effectuer ces oPeratlons flottantes).

E] 8, 53,0 dégignent les oPératlons -machine correspondant
toy gy ey

“"On écriras
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(ive]lr8) : | o

am b=

o B % o= (149) (a-@)'
o E & = (it (ad)
o8 = () (@)
Pour & et ¢ on prendra

'y

£- kB
gt -% P”T

Eﬂ.@ o5t la base denumérabion en l&ouelle ls. machine calcule

et N est lc nombre de chiffres de mnntiwse (ou capacité

de L@reorebent@tlom flfltdﬂbe)ubll1gbuc

Nous rér odtons gque les Pcrles T et II sont deslumomémsde ﬁmmd»
uff

bien g Lcanbes dtailleurs pour dire guelgue chose de valal

fT)

sur ues pvo”ramme généﬂquxo Il est d'&illeurs inextricable
&e voulomv vtlllser des régles plus fines sles efforts de

VON WEUMANIT. et GOLDITING [16] le prouvent suffisament. Lous

raparlerons plus loin 4'un prodddd (Le principe de simulation

aLI

dvopirations) capable de doger la senzibilité d'un

- caleul particulier eux errours Qfarrondis.

Voici maintenant la
méthode de -detesmination de la malvice A'erreur

Boit & vé soudwe le systome lindaire:
A -
Par exemPIe par Lo régle d'éliwination de GAUSE.

on ‘a déja dit uwn mot du procwdé au chapitre 1 jou
1%on & wis en dvidence le role meOfu&ﬁu>j0ué par des mairices
du 2° desrd, ' ,

i ML est une matri0e (v,n) ntayant que des termes nuls

au degsous deé sa diagogale dansvles colonnes ‘;Z}F—-~—-,gv g

11 existe uine natrice du 2° degré f(”ﬂ ,telle que

M, MM

a

ntait gue des termes nuls av dessous de sa disgonale dans les
’g::,elomites J.L,Z; e ﬁ “gurl o
. , — 4
P vyt TeesTT e Ty . . I N R R P SR AR T M {L 7 M
. On opeut remarquer gue £i 10 ?&lﬁul_GLLGJLlA lonne M am Lewdte
on peul déterminey 8?1 telle queY exact

M, - f(Metm). (M+Sm)

De Frocke eh Froche on tﬂéhﬁt que :



<
_—

oy

. 60

£amﬁwﬁm1qmmmm% ;obtemue en faisant des erreucs dans les opdrations

Calouls en fixe Trisngularisstion.

élémentaires,dusystdne lindaire

Az =y

considdrde comme la solution exacte d'un systome

yoout e

(A+59)f&:zj+gg

On domners les expressions deSh et Sy . Vous dirans quedh est

la Maatrice d'errour" egggle"seccnd menbre 4'crreur”

et rdsolution d'un svsisne

I) Hobatious

Vous raisonnerons sur l'alecorithme de GAUSS général,c'est a

dire sans tenir compte du cas de pivots nuls.

On doit multiplier & par J. T,

N

de sortegue

Jies
B PR I

soit une matrice triangulasire inférieure .

Alors le systeme

Ao

"9

b Id he rd
4 résoudre est remplacé par

Ju""' ]-‘VZ' cmTe T T J},‘It A K = Ju—t‘Ik’I """ Jz‘j‘ 3
ou Gz :15
(hee ®)
Pour trouver ﬁ on pose A :) Ji-P‘ , BVEC
® (17
A :A (a'ad:a.,,;} 3 b,):l, ————— h.)
alors si AA}~ (Off)
B ¢
La matrice du 2° degré 'Jﬁ est ¢
A .
4 4 o o
g
‘j o
z. =
= 5
. *Yf;h
) = (kn 1 .
& B 4
- {n
) w KB L
avee | o Ris (L= b, n)
a®
iR
Si bien que les formules de calcul soat:
. (e1) @ A -
.l Lgh, g<t
() ()
A ( 4 =0 5 (:>%
e
(:) i (Jf.] (‘f)‘ (:i). L. g“; i
J J I %5 S o



et
ey

[T &

209) Caleoul réel
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(B 9 i
(ab = a v ¢ g %
’
) ® .
(I:j}u = PO }Cr/}u'l;‘__” o

. Daas le calcul rdel,llemistence dferreur dans les opfirations

Sdlémentaires condult 3 une autre sulte de matrices:

AY A 7\“’3 'A@)) o A TC“

f

ot une aubre suilte de 2° membres:

Qo —w G o Q&
g’%)‘@i%:‘*“"gx ey o1
v [} \ 3 e DR o 3 N K q
BY  est identique 3 AY.,%'h Y, mais T ot qé Jiffhrent de G
et c% . Cela provient de deux ralsons |
~ &) les matrices Ii. sont mal détermindes et remplucdes par Jp
(mm il v a des erreurs dens la détermi zmbmu deg nombres
(i) , \ . '
‘9 bermes é‘) ded ; sont remplacds par f lo({‘ s8R
o
£ v oas s At @ @ :
£, désignent 1LTerreur de division Qg ag, .
; - &) T ORe . \
~Db) Le produit ]iA est remplacd par Jpe AT suid lud-méne
. . . ; ' . &)
nlest réalisd cufavec des erreurs de caleul on désirmers por — 0.,
. s — & K
1'erreur dans los prodults f~_a,u, ( L, d fﬂ )
’ ki AT %) ‘
Done  leg formules donnant les lermes de A sont telles gue
= &) —(i) 4 = &
Q= f“ Ayj + 05
- ¢ . ¢ '&}—'{{ . €8]
De m@me pour lesg 2° mc,mm'o , si 1lTerreur dans f ast - y»;
- ce g - e T
Conelugions @ Les formmles qui permettent d'obltenir la suite des A ,

G.F

el des Témson't :

“f(f'):(—(ﬁ: "ol(fé)aﬁz (¢ dn )
a@a’ T RS

al) g ,ooh o (FR)

a%\): &% (:3 5 -C’2 (4= Ret, o )
A x

Tg(““) AR RN

A FRA fa



31 1'on

f

<
Dtapres

i =8

(N(%) & Oy

Qg+

_{}
7o

A(ﬂx): )j{. '“A(M

avec | — &) (3]
(n A® AT+ N
ol {
1
1 ©
4 Q
~ o
7, - :
£ 4
&
f..(’, -~ - flu 1 b
- 7
o ft 4
__‘t?‘i’ 4
Do mine - \
PO AT
aves 1 g
=y my 125
TR
oz g
&) :
5 = O &~ ’fo
@y
t‘lu
— - (&
39 )Détermination de T . e

Dal on tire @

——

Cr T
{4
aocne son

=l

{-

est du 2° degrd

P

)

W
- Ay

0
o
)
i M =
LI
1
o
-

A

< T I (RO T )

at de

inverse est I —-)MR

~ie

3 ey
B o o e m
=
)
.

e it}
!,

ke \

o, o

.
W

la forme I +AH

scltest b dire .

avec

HZ

remarque gue les premidres relations peuvent &ire derites:
( {,: 'L‘H’ e h,)

ces formules on voit qu'on peut derire .

g

=0

- 62 -

R M&)) -7, («i (ﬁ(:.:)+ H({-,)) . M{a))



. & : R .
Or on a vu que la matrice M a ses kh premidres lignes nulles,

‘.‘- > 3 Ay {
e produit Jt_i.Mw est donc identique 3 M®

vu la forme de Jg,

Donect
“@H) = ! &) (‘U
AED T (R )
De m@me on prouve ques
— @) - = - &) o, .. ®-1) &)
RO 5, T, e T, (RO LR M )

11 en résulte
A . ¢
D'ol le thdordue:
Dans la tria.ngularis:—:'{zion de ls matrice 4 ,s5i 1'on commet dans les calculs
les erreurs am et y} 9
obtenue “@ comme résul t_},n‘t de la umcmmul@rlsamon sang erreur de

R+SA %A - Z- MY

i
les M ayant les valeurs indiquées plus haut.

3@‘ = va a»(”é

Théordtme 1 3
On peut congidérer la natrice triangulaire

la matrice avec

&y

. 5 . 3({))

Z}

De mBme on voit gue s £-)

-*cw) ‘B

Q__ !

ce Sh et du vecteurd4

49) Structuregde la matri
. o e ; . . pi ®
. a) Pour SF\ ;11 est facile de volir, gz.’e_on pose 1 Qg,= ﬂ{ (’f [.wh)
o a) ~
M = ﬁ{ Eg_ + H&
aves 3 ({“y:
° |
Fo) 0 o o Co
E ° :
;K" = oo-""" %2-) """ ) H£ = e - i_-~ - - 6’({+\)?'
LI O P
A, ; 7
O ‘in [ o N .é
SR !
2 I AN :
Tkt
gues o
o .
et i
0 e e - el o - o 6 © O --i--- o
! i T
£ 0 o - o, O e Ry e r}'m
& & © ol ™ ° M3, ;
PR AT M o N : .

g/'\' = 4 S Ty, ' “+ i . ,{,;\ k‘: Hiu((’)—i
X‘ 1 . : P S 'a' H }
; . DY SR 2 V]

13 N i R 9
i ‘ , ‘ PR
54 EANRY .
R N ¢lie D % Ine
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Par suite’si les erreurs de division sont de llordre de &’

et celles de multiplication de l'ordre de e s cette matrice
est de la formes
O O ~a--- o m, 0 - [ o O © (&
1 0 o Ny o 4 41 - 1
1 ' 6 4 2
Sape' ft 11 .k + e.|; ;3 3
11 14 of o oM, o1 L 3. ki

b) Pour Sg_ , la valeur exacte ests

o
P
: e+
Q - é%“ & e
= I
"“ui"!"l ~~~~~ +_},\L.l
et la valeur,en ordre de grandeur:
0
4 o
A
S«a# e.
-t
59) Rébur-arridre . Soit alors a rusoudr@ le systome triangulaires

£..4

avec: o oy e G Y,
— O(U, (g, ----- _ Y"

€4 = Y-

. } .

o - .

n(ku 7h

Les Tormules gont:

\éf“ [7{ (X{,fn%iﬁ +X{,£+z%{m+ e 4 A ’h%“)};( n»/i)

Plus précisément , pour calculer ‘éﬂ_ ) <‘g: h e

, K
on "poucle" les différentes valeurs de ESX pars

bl v CHi -
5& = 5%’ (S‘& + 0({/‘:.%& (C:h,}......‘/ ﬁﬂ)

( oL %» CTIREES
¥ En 5u[almsanf‘ un nembre de cl« H'res Aﬂ:erenf dans la mah;Pu‘ahan des seconds maembres .
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es 5,

In effetv leg prodults d“AEL se fonh avee des erreurs ~%FL g

et alors N An
R gg

Mais le calcul effectif conduit non pas a des %k mais

[ev 2

(
o3

s e v =
si bien que l'on & non pas des ﬁ%_,maws des 5S¢ .

Ceux~ci sont obtenus de sorte gue 1l'on puisse écrire exactements

= hed = = {r
57 BL BT S
. et par sultes
e = tw
v §£=i[7{“5t} +d‘{
’ ~ A

Ak dtant 1lferreur de dlvision.

dtou 3 % 3 = ;’—— 7({' + 0(“- OQ( + é-)*,{“ t+ ’J{’{di- - F f)’(m - <d£,£+c%3+x poo D(gl“%’)
33

p

- Hais cette dernidre formule prouve le théoreme:
Théoréne II  Dans la rdédsolution d'unsystome triangulaire (Zx_zcg gl 1'on commed
les erreurs d&) Pt , on peut considérer la golution obtenue cowme
la solution exacte du systéme triangulaire fi,l,:qi+§1@_de m8me natrice

de 1° membre, avec.

o, OL\ Flz +()|3 famme F”‘ 1, [ *

_ . d, Psepuat o F pow e
g . . \
2 % s ! 1 1 ,
| : " { 4*‘ e; : R
\ Pk»;,u-‘ r"'u.hw : :

: Pu-x [ : Z

n"‘ U{“‘ o) ’ nu. é

6°) Systome complet .

Dlaprds ce qui prdedde on peut enoncer le thiorime

Théordne II1  La solution spprochde du systine Ax = %, ;et obtenue par w

calcul en virgsule fixe ou les erreurs sonb g%\ @3,#$)pour 1la
triangularisation et d%d o nour le retour-arridre et par

la méthode de GAUSS,peut 8tre considérée comme la solution exacte
du systone Q\+Sﬂ)m:13+85+;%93A§18t5ﬁé ayant les veleurs exactes

précisées vlus haut ;et les valeurs,enordre de grandeurf

9 o e ° 0 -- ) © , h-y
o ----. 6
1 1. 4 (3 h-i
SA n'“z,o o 4 2 --- 2 _ . %
T, ) ‘ :
SV N A Pl e
Lo : oo : . :
NN ol ‘ : ‘.
Co , R ! ( '
- '. o M. h-|
ﬂ\ ﬂll‘ls - O o_i .?/ 3~ )L’j

¥ C{ nole page Préaédehb



en fixe, Inversion d'une matrice par la méthode de

_4
{ f/
9

30) Calculs

Nous
un résultat relatif
méthode de GAUSS,
On sait que ltinver
résolvant les n syst

(1
@

[
'

(w)

les 29

pouvons avec les formules gul précédent,obtenir dés &

membres ctant leos

£ 5 o ?

2

4 1l'inversion numérigue des matrices par la

e d'une matrice se détermine numériguement en

jemes lindaires
Aa - ¢,
Aw . e,
[
A(x-:aw . 6
vecteurs unités ¢ e, - 4 8
o

Jtautre part 11 est cluir que
Pour le systdme 0) les hf de 1 waule donnant 33 son
nuls
. o WY} [ .
Pour le systome @J ,lesrw) b, sont auals,
etCaao
- . . 8 G -
Pour le systame (h , les bﬂrﬁz ______ l&ﬁ gont nulg.
Si bien gue
La solution approchée du gysheme Q))est lagolution oxacte 4%un
gysbtime de la {ormes
n, h-t
W, r-2
I { .
(f) 1 \A“FSA)'}L = 64, + el + e. h:?'
B r3
La solution spprochde du systimel) est la solution exvchte d'un
syatine de la forume:
w, k-t
T, R-2
E . A~
KA ‘f’%p\)k z e,?. + el te i 3
8lCoscvsone T "3

\4\

La molution &

$3415

GPpro:
forme ¢

5

de la

' (A +SA).>L

T

-
)

" Por 2

RS
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on en conclut le théordme:
Théoréme IV Inverser une matrice A par la méthode de GAUSS avec des erreurs de

caleul c'est résoudre exactement : v.\%)( =TT o B de AX:-1

>

AVeC

0 0 0 O - o 0 © 8 - o

7, 0 0 6 - o o4 4 --- 1

’ o4 2 2
, nm, o w1 B

! SA # e T, + e , ‘ ‘
o . ‘

L L ‘

! * s N t
-l
h, T, N,.0 ol 2
et

L L A M, P e

2 MeZ o se e - k-2

o My, By 2sasess n, h-2 ]
C W-2 k-3 - - - - - k"3

s ;1T Wi wzme v STy ) — )
%L# e s , + h-2 ®-3 ’,
Lo Do .

Lo L '
1 B 1 "
T, TTK o ST TR T X6 nu k2. k-% ... 4 60

- NWous allons procdédder i une étude tout-i-Tait analogue dang le cas

de calculs conduits en point décimal flottant.

4°) Calculs en virgule flottante.Triansularisation et résolutiond'un systdme .

- 1°) Les notations utilisées seront les pluc voisines possibles

de celles du § 2° , dans le calcul réel ,l%existence d'erreurs

et une suite de seconds membres:

R R e s U .

- R . iy © R . s 25 .
A" est identique &% A (9‘” 8 4, mais € et % different de
C et . Cels provient de deux ralsong:

- a) Les watrices J, sont mul détermindes et remplacdes

par Ji. ( car il y a des erreurs dans la détermination des nombres

(. (t) , ; . —
fi)) . Les "tezme_s(; de J'( sont reuiplacés par YE" =r§ii+ ZE'L)‘ f(f)
Z(? désignant 1'erreur relative de division .
d'obs - (~(£) @ =R\, -@
.= G.d + Z; a-gﬁ é OL“

@ T _3®
b) Le produit LA est remplacé pard, @ A , qui lui-nme

n'est réalisé qu'uvec des errours de calcul, on disigners dens ce

o s —dn)

cas par . llerreur relative faite dans le calcul de a,(i.f‘
L

donc on peut derire: ¢

_— -6’&) - — ‘{. — ()
va ) .60. ® W (a@.‘ )

oz ' a,. :
y TER RS VIR PR



Conclusions -

G.Fe

R
De méme , pour les seoonds membres , on désignera par rﬁ‘. 1terreur
relative dans le calcul de g . 51 bien que:

"ti*') “G{\ &) -(Eﬂ
LR LSEE

Les formules qui pf>rme went dans ce cas,d'obtenir la suite 4

*(ﬁi —m

et des 3 sontz

- 68.

es A

=) -
AV A ) é(" -4
—
—-Q®) -4 g _®) & .
. = ((1(,3{ + 6() CMK) Qc‘{{ ) (L: /KH} ...... h.)
=~ ) ®) . .
Gy - A , ¢k J<R
‘(‘Lﬂ)
C&;g = 0O ) (-‘> & , ():{,)
&) (=) - t =R ke SR - @
.. (a-._ SR TIT AN oA T L Y L
l() Ld fc-a{J )(""‘b]ua)# a *’b]to (a‘((} ) f& aid "(L)azygﬂ‘--&., N}
“(_gu] _(() . '
‘3 ¢ = Lj; o¢ g@_
3%"1 - (—-(fl - @))(H gxe)) —R) (fv) —({n) —({)_é\ 1 '
L RV f ) RN ‘(j -~ 1. B ) [L: LAVERCES h)
Comme nous l'avons fait nous élcrlvons cesg formules :
I T, A%
avecs - _ S
AR B0y i &
otis A3 :
_,‘ .
-1 [+) )
R o 1 o
© ' i
= N &) l
L g AN S
ﬁ?;‘:( i()diuk —————
[¢] -
o ‘le 1 &, 8 Z’A‘ w;? %) .o
e Ry
- ‘ . Lt i
- r(i) 1 Z‘ﬁ- u,,{‘ .
de mue: —y, £
-+ J ( d.
avec: 2({) @ ‘3({
_ )
ons - '3 *3
0
°
@) 3
: - RS
¢ a‘fi‘)
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20Y) Détermination de

De mBmé que nous l%avons déja fait, on tire
A Qo = (3® T T (R, 0 &)
AT (A9 w0 - T, [T, (0 ) e 1)
Par un raisonnement identique on prouve gue cela peut 8tre dorit:
: ) i ' ®)
A@A) j 3 [ A ,q@ ), M ]

et par suite :

AV, €. T,

Lzw=)

e
Doncf

oreme V. Dans la trisngulerisation de la matrice % , si 1%on commet dans les calculs
élémentaires les erreurs relatives &% et HT, on peut congidérer la
matrice triangulaire obtenue ﬁ»uomme redultaﬂt de la triansularisstion
sans erreur de la matrice A+SA  avec SA - Zi.ff)e+ les Munles valeurs
indiquées plus hauvt.

ch (44 T o g &
De m8me on voit ques a - J(.J;q (? + g\ )+%))

et - () Gl

"é . @ e -.jﬁ j‘(gﬁa) ’ SQ . Z 6@)

Stuctures de la matrice of et du vecteur 59 °

o
<o
I~

Devant la complexité des formes obtenues nous ferfons ieci une
hypotdse simplificatrice pour obtenir en ordrég de crandear les valeurs
de?ﬁ'etS? » Hous admeffrons que les erreurs relatives zg\ ) 5” et Fﬁ
sont constantes (pour gﬁ cela résulte de la r3gle II du 3 1) et
de llordre de & . ‘2\‘55" (N est la capacité de la renrédsentation
flottante utilisde, @ la base de nundration) . On fait cette hypotise

dans ce 9.

On volt alors que si L¥on pose.

f)

N~

‘ Tadn T T ) T R R Lt PN
s MRS ¢ ’ Qe
: ‘l)‘ 4 4t
% o,

QH
Oh.,z.‘
R "

On peut dcrires e

M@) _ g_(Cm N A@:) ) |




D¥ou S A - Z Mm _Zi Cw r £ Z Affu) = &T + 2R

Done )
La matrice d'erreur oA , & ces approxinations est la somme de £.T + ¢ R
T . nmatrice triangulaire & diagonale nulle des "colonnes dlimindes
R :matrice somme des matrces (rendues & l'ordre n ) des gystines

interméddiaires.

o
o}
- ) . AN E
Poux S%_ on posera de ndmes /61 = | g
JEn
-:'Qlu]
PR "~
a2t Z o)
Sé = 2.
1
C:!
49) Retour-arridre.
oi 1l'on doit alors résoudre le systimes R oz ?§

I3

(n8mes notations que précddemment)

e calcul conduit comne on le voit Mmﬂdl&tcﬂbﬂt a prendre .

S 5 v 4 B, - by, B

£
gl oo 980 1l'erreur krelative dang cette ODHTJilOHe

% [71 {H} * ”Li%&

f
aLiﬁﬁant L'errour relative dans la division.

o dfous
k. iu Tu . IR )]
%i -4 7& g giﬁ\g X R X% - ("t.a.%@* "*\g“
“13
gordme VI Dans la rdsolution d'un systime triangulairve tlit Qé ;91 LPon commet

les eunreurs 'ertlvesru Xigon peut considérer la solution obternue
comme la zolution exacte du sys ﬂ%,um¢;mhufeﬂlny+gﬁ demBme

matrice de I° nmembre, avec

\ o{'%‘ k’«;_éla “'P\'s -S? oo 4 ))Mg‘k

0(‘:; GQ;.%L'
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59} Systdme complet.

I1 résulte de tout cela que 1l'on peut dnoncer, comme plus baut 3
Théordme VII s La solution spprochde du systdme Ax = y el obtenue par un calcul en
virgule flottante ol les erreurs sont, powr la trisngularisation,
éi} (&) &)
¢ Y)ﬂ) } ‘ )
par ls néthode de GAUSS, peut 8tre considérée conme la solution exacte du

systome 3 (ﬁ £5A) = = 4+ S%

ek dy F“’:}_ pour le retour=srridre, et
7 3 ‘&

SA- . T + ¢.R

T matrice des colonnes dlimindes,

Sy- = ZY

R somme des mabrices deg mystdnes internéddiaires

somae des seconds membres sous~-dlisgonany

Obtention de bornes pour 1l'erreur

Soit le systdme Ax = 3, yrésolu par la néthode de GAUSS,
Le calcul conduit & un vecl:beur gsolution 2" .

. a P . S(v\;e . 5 - " £ .
Celui-ci satisfait paf¥du theéorene IIT & 1'4galité

(A*AA).%" - ‘é*A'é

ol 1ton a posd:s  SA =QAA
S«afg‘o%: Aé,

(A+AR). 2~

Don L'on dire ¢

ft

A +A‘a

puls

i

A(x'-) - by-04a

Dtou la formule fondamentale 3

(F) -1 = A"(Aé—AA'x“)

DPauire pard, solent (r‘- at Cf; deux normes de vecteums

on 2 P (A(x-)) = (f;(&'é‘l\/\%*)

Donc M . Ge(py-0ax)
LG G(x-y)

sl m;dm M;‘{[A) ent les significations do chapitre 111,
, :

s (A) £ ffi_(_‘\ii‘iﬁ { H;a‘ (A)
G (a%x)
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11 en résulte : e (AEJ_MX*) \< Lfa’ («Ktx) { (Fé (A;} - ih-x)
Mey (A) ney (A)
soite

ey () o i) € 5 520 € S(a7) - [y -t

Bt si 1l'on veut se contenter dfume majoration supérieure de

Cﬁ; ('71.*— ) £ SJ,; (A") [Cfb(bg) +(f¢ (AA.x‘)]
ou en iniroduisant le conditionnement gégéral yg@h

i (hy-0Ax) { g2 ¢ A Gc [Ay-ar27)
Sq(n)y Y8 S (A)
D'ou le théorsme:

1tlerreur:

Théordme VIII Si %Q et ﬂﬁ gont deux normes de veoteurs’S%v la norme de nmatrice

gssocide a ces deux normes dans cet ordre, et Y le conditionnement
oéniéral relatif & celles-ci, on a pour la norme ¢ de l'erreur
& 9 A

commise dans la résolution d*un systéme lindaires

C(“ (/A“A -0A Za) % (f (- 1.) ' a4 . ﬂ—‘——g—“—c (Dy-20 x“)
sp CEE Sym
“)

Voici ce que donne cette formule dans les ces usuels:

I9)  siiej=2 y on a Jlgilggugj_ { -
N

Q

uigse %
4 @ ot -2 | ¢ WAy -2pl
Vg
20) 51 leg et J-2 on trouve:

DA Bl et A B (b - tae)
@) MA@(E\ he) ¢ SRR

Bn introduisant le conditionnement normalisé C(4),

(3 4 @(ﬂg—ﬂﬂx’)é“’x“—-xng 4 N 'L"@(Ayﬂﬂl')

H, CH) pe(A) Mg

Tout ce que nous venons de voir est valable quel qgue soit la fagon dont les
calculs sont conduits,je vais alors supposer qu'ils sont tout d'abord

cxdcutds en fixe .

Utilisons tout dfabord ,la formule Q)

On peut dcrires
. 4 [ L A AA.A“A I
[z -2 ¢ = Ayl & I 4

X« # A_l. 3
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Il est rappelé que dans ces relations k‘ désigne la plus
petite valeur propre de la matrice ALA .

Or il est imédiat de voir que.

LAA Ayl . HBA-XE . HAL . ue AX
. Wy Il xl AR J

4 puis,

DA AL < N'(AA»-%T lul

donc:

hnf-xf € fiubgn + :iTN(AA).Hg\{

Hfais ici,d'aprés les formules du théordme III de ce chapitre,

6 © < o o o ©
14 ne 4
1, o ° .
, n, [
N (8A)-N(H) { e | & e N |
ﬁ, ﬁz o] 6 /12, h—~|
Donc
Ny e Ry + e R,
N (V) 5 P (TS L
PEPENY Cobeet ikt
R/ZL - @K-“;) 1—(31\-’:‘}211— -------- + QL-\)La Z [21«.‘(1":*')1‘:2’ ',. @h-))z LI-ZZ 03
= A h(-(R-un) o W b |
Puiss ©
“4‘3“ ¢ el R'i + e ) in
RIY. mEenZe— r0I
Enfing
Ul\ I -2 & M4l Ri-e'}-rj-'K’;-C/‘ +M-K4-e‘+(m'ei
M I, Y s
@ @ 0 @

ou les termes (1) et (2) sont relatifs aux divisions dans la triangularisation,
at dens le retour-arrvidre
(3) et (4) sont reletifs sux multiplications duns la triangulsrie

gaion et le retour-arriére

Intéressons-nous tout d%abord aux erreurs dues aux produits. La chose la
2 .
la plus remarquable est de volr la croissence en grdre de n due & R,

autrenent -dit si n est grand, afin de pguvoir obtendr
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une erreur sur la solution due aux multiplications dans la triangulsrisation

8

inférieure & P “donné, il suffit de prendre e  de sorte que 3
A
Lo el g g
ic A,
Or, on adit que pourdes calculs en fixe € = %,.F;r
sl 1%n falt k =

on peut énoncer 3

2

&

rame I 8 Pour pouvoir résoudre un systdme lindaire en virgule fixe et pour un ordre wn
assez 6levé afin que ce soit le 3dme terme de la forule (4) qui prédomine,
V N . P 2 —~ ry Pyl
et pour agsurer une erreur sur la solution inferieure a F ; 11 suffit de

conduire les calculs avec p chiffres aprés la virgule § p satisfaisent & 3

> mo- oy (49 N
b bP( h* Myl (2f2#45)

Comme suite & cela ,étudions la partie relatlve aux erreurs

de division. C'est b dire le I° terme du second membre de la formule (4)
Deux cas sont & examiner

19) {XT est plus grand que[l%l[,oubien l'ordre n est peu élevé de
sorte que Kﬂ et &. soient du m@me ordre de grandeur,

Dans ces cas les erreurs systématiQues dues aux divisions
ont une borne supcrleure dont le facteur prépondérant est
i (2: T, ) # R, pour e, et ej de n8me ordre -
Comment affalbllr le plug possible ce facteur 7
Si 1l'on dispose dun systdne Ax = ué’ & résoudre |

un certain nombre d'opérations peuvent 8itre faites, sans aucune
erreur ,qul substituent au systdme a résoudre un autre

dont la solution est celle du systome proposé b l'ordre pros

des composantessce sont des échanges de lignes ou de colonnes
dans le systdme donné ou dans les systemes intermddiaires.

Par exemple, 1'échange de deux lignes dans le systome Propo sé
donne ,apros élimination de la premidre inconnue un systéme
( dfordre n-\ ) gul diffire de celud obtenu & partir du
systime initial ;ete... Fcla provient de la diggymétrie de la
néthode de GAUSS. 11 a toujours 348 important pour le calculateéur
dtavoir une rdégle de conduite .|,pour orzaniser son calcul afin

d'obteair la meilleure solution .



Nous pouvons remwarquer gu'il y s w® fagon de rdorganiser en ce
seus le systéme donnd ,oumb(n—\) fagons de réorganiser le systome
d'ordrc.\n—l) aprés elimination de la premiére inconnue, elc cees
Dénc on peut dire que il y & en tout:(nﬂ) fagonsde résoudre nunérigue=
ment un systéme donné par la méthode de GAUBS et JEIL ce sens.

Dans chague résolutiong , les "pivots " changent et 1'on peut

demander comment les cholslr de SOfte que la solution obitenue

essaqev
s0it la meilleure. La formule(A] permet¥le répondre b cette question:
11 suffit de s'agsurer que
12 L
Ry e Tt e T

egb minimum,

L

Or d'apris laproposition II du chapitre I, il est clair que le

prodmmtdeﬁ valeurs sbsolues des pivots (n,|.|n,|---. in, | est
égal & la ur absolue du déterminant |A| de la matrice A  du
premier membre du systoéme:done ce produit est un nombre qui est

toujours le mBue quelld que soit le procédé de résolubion adopté.

Mais le minimun 4'une somme de nembres positifs dont le produit

est constedt ¢ BIERFa- 4R
' 2 2
avec: nEny..oom. o= A

a lieu si l4s nombres sont dgaux, donec on peut dire que le
facteyr R;_ est le plus petit possible si  les pivots sont les plus
voisins entre -eux . Dfou la ragle:
Dang le cas ou “7(: est plus grand que \\?u ,oublen que l'ordre w du
volteme est asgez faible pour que l'on puisse considdrer Rﬂ et fli du
m@me ordre de graadeer , le choix le plus avantageux des pivots est

celui gul les assure tous le plus pras de L'Sgalité entre-evx _cth

\_‘/-’_'““\
différents ;‘, YK [;}:[ 5ok, abookn

joh

forcément alors pou ¢

20) 1 AI est olug petit gque H’H et L'ordre est assez dlevé pour que le

facteur qui prédomine solt Ra .

Alors le meilleur choix egt obtenu en esgsayant d'amoindrir

Zo=(n-0nF e )y v + 77,
014(§jl' engemble fini des nombres nouvantAgggme valeur absolue de
((;::»wm

rnier pivot dans we résolution de la famille de celles enviga agdes

9.

3G

der
C

@
c‘l~

3 dire l'ensonble deg nombres de la forme

M
O M est ur winour Jlordre h- de la natrice A &
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S5i un choix de dernier pivot est imposé les
(LR, - el
peuvent varier encore de sorte que
‘N\ll' \“1.1 e "’\nkﬂ\ = \M‘

Parmis ceus»ci,oet%«%inimisent Z sont tels que s
V-t \n\] = '{;-z {ﬂ._\ 5 oamme R [TIK_‘( Q]

et dans ce cas ZM vandrait (n-1) 12

et dlaprds (0 la valemr de ces pivots serait telle que

[ - el

Cou ¢ (w1t
A1

T?oncn..' : Kh_')‘l]l“)‘ IM‘%
Z = (o) o) ™ 0]

I1 y a donc & procéder ainsis

dcle IT Dans le cas ou Y )\, est plus petit que “3" et l'ordre assez élevi pour que
le Tacteur gui prédomine dans la partie de la Tormule {4} celative
aux erreurs 48 divisions,le choix le plusg avantagfem-: est obtenuw de
la fagon suivante:

19 On "organise" la matrice de sorte guec le wincur @ .0 qt

1
3

i

tombe "en t8te " de A ( ctest & dire obbenu en supprimant la dernidre
ligne et la dernidre colomne de 4) soit le plus petit possible.
20 Le pivot n® I doit &tre pris le plus pras possibvle de
-4

[0 )36 (M1 (o)

Le pivot n®2  doit &tre pris le plus prds possible de

(-] el \r’]

= (k—L)-J;‘

e“tc»«’senqw

Remarquonss qufau licu goutilliser ia formule (4) faisant intervenir une
majoration de lferreur, on peut, d'spras la formule fondameuntale
(F) . w-=- A".Loy-oex]
et d'eprds les expressions de BAa et Ay trouvdes su théorime III,
montrer que Ltaffaiblissenent de 8 y et A A est réalisd soi lfon dvite los

pivots par trop prands {ou par trop petits & cause de la comstance du produit),



8
62) ixpériences de calcul en fixe

Afin de pouvoir juger de la validité des rdgles ci~dessus,nous avons
fait les calculs suivants.
On a résolu le sysbfdme Ax =y , avec :

0,053 20135 {0432 44524 94

’ 25,8123
4,212 4,5C3¢ 50431 45834

- . ke, 41}
2,083 44415 6,323 201424

- 98,051
39836 3,021 A, 3451 40,4920

QF T

. o ‘ .
a5t | SR | SSED S USSR S Jr~~..4~_. e S S
]
|
O e ?
!
1

L O

095

Q2

o -

ao05 |-

00024 - .

oot b . L

02,0005

0608 |

0,0004
4

Pour A AT on a 1 A= 016} ‘;\“46‘3,5 ; ﬁ, = 0,469 ; ol 4 1%

On est donc dans le cas ol la ragle I s'applique ( n =4 est faible )
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Les caleuls ont &té exéeutes en virgpule fixe ;4 quatre déclmales
apras celle-ci ,sur la machine dlectronique" Gamma E.T." de 1°
Université de Grenoble pour laguelle nous avons réalisé un programse
capable de faire les @\Y=576 résolutions de ce systome .
- I1 faut environ trois heures-machine pour terminer ce calcul.
Le graphique de la page ci-contre résume les résultats obtenus.
Le systeme a été formé de sorte que la solution exacte soit la colonne
des nombres I,2,5,4 &

lous avons porté en abscisse le maximum de la valeur absolue
des pivots relatif 3 une résolution,et en ordomnée,pour cette méme
résolution,la valeur de (D(x“- x) snorme de l'erreur.

Le point marqué I de ce grgphique est relatif ¥ la résolution
donnant les pivots les plus prés possibles dew |ral 5 cfest la
résolution suivant la Regle I ci-dessus,

Le point marqué 2 est relatif & la régle habituelle du "pivot
maximal” clest & dire que les systimes succdéssifs sont toujours réor-
ganisés de sorte que le plus grand é1ément ,en valeur absolue,
du systime partiel tombe en t&8te.

Le point 3 est relatif & une résolution suivant la ragle
contraire 3 la précédente:placer en t8te le plus petit des
éléments relatifs en valeur absolue, des gystémes intermédiaires.

Enfin le graphique montre combien les variations de lterreur
sont grandes et qu'il faut éviter 4 tout prix diutiliser ds trop
grands pivots (et par contre coup,é cause du produit constant, de
trop pebits ) .

I1 faut sienaler que ce calcul n'a pu se falre sur la machine
dlectronique quten utilisant ce que nous appelons des "simulations
dfopérations "

in effet ,la pnogrammation gn fixesur vn calculateur est
trds difficile si 1'on ne connait A l'avance la position de la
virpule dans tous les résultats intermd_diaires ;ce qui est le cas
flans un tel calcul. Par contre ,la programmation en virpgule flottante
est trds aisde .Or dans la plus part des machines l'ordre de commande
de l'opération flottante est un ordre d'appel dun sous-programue
I1 suffit donc d'écrire un programme en vigﬁle flottante,de substituer
aux sous-programmes d'opérations flottantes dassous-programmes A'opératio-
ns détermindes (en fixe dans notre cas,mals pouvant ,pour 1'étude
d'antres questions 8tre des opdérations d'autre nature: virgule fixe
& capaclté variablelwvec ou sang arrondi ,virgule flottante 2

3 R Ty b o e - k 4 Adat e
capacité variable,avec ou sans arrondi) pour obtenir ce guel'on desire.
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7°9) Calculs en virgule flottante , idvaluation de 1ferreur .

Hous chercherons icl une majoration convenable pour une erreur
relative dans la solution.
Avec les mBmes notations gqutavw § 5 , le Théoreme VIII est

encore valable .

On peut écrire,

(o) ¢ Ao . Tldy-BAR)
. (M K ( ") 5508 S (h)
©) ==l € —V—L}\— I Ag e V.EA
ou
9 ’ ) | g
@ et ¢ 2 By oae)

Mals iei il est plus difficile d'obtenir des ordres de grandeurs
corrects pour AA et A‘Q .
Pour DASA,sa dructure est déterminde par ce que l'on a dit au

§453°,

Ak = Z‘(T + R)

Pour § Y ,0faprés toujours ce mdme § , on peut
vemarquer (nfmes notations )

) Y T@*‘\
AL # lé

i

T donc ¢
Coi-t

. ; i€ .
Bg: z. %‘ P éR‘(L

Y = .
Pour %,OI/} Dtaprds §4,4%; on peut écrire

—_ "
. xm“én S\L [}
Or, ol 0
Ju ('(|z‘ zdn 3‘7‘\,5 .- ('l"\) d\h_
a o %y dyy Ldy ------- (n-3) Ky,
. [¢) - X33
: Dkuq,h\ O(““,“
o - - -

Done s ° Pam

%lolé = iil 2

Il en résulte gue en ordre de grandeur on peut dire que:

Dy=Sq 5« e(RG)
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De la formulelh on tire donc:

(et QIRST)™) . B l(RT)>)
glr-m) ¢ A g A HREES ;

%; (%) R OYCY ) % (2% % (»
'puis, .
GlEe) ¢ £ A [ Sy(ReB) 55 (RT))
G2y Yilm) o Sy(m)
enfin,

w £ 23 (R} + 5:1)'(”1‘)4-5(@
g (=) Y S &)

guil est ls majoration en erreur relative cherchée.

Dans les cas particuler qui nous intéressent,

Mé £ (M 'Mr*‘M.z‘) 4
Iy -
et o
Ix*-2f , = (5 .
(&2 (20, + TN, + TAg
=7 V3, ( ) i *
Sl /\&, Ar ) I\‘E désignent les plus grandes valeurs propres des

§
matrices Qv v T 7 0
P\'K)T‘T' z. ' 61
En particulier, soit 9, le plus grand des unombres
(en valeur absolue)qui peuvent &tre obtenus dans le calcul,

. e \ « @‘)
c'est & dire pouvant 8tre un éldment des matrices A .

Puisque

Mg ¢ (0T

et

Me & ni
et

M;@‘ { wii (k) My
on peut dire ques il 1(‘—'@_!}_ { ..m. (2K-z, + -H&*l) nt

{2l by
Dong 3 ﬂ(k -'x,“ é (Sn&)nl‘?; %
Ifwry Mg

Théordme i Pour pouvoir résoudre en virgule ﬁiﬁ&cuﬂ systome linéeire, afin d'assurer
- Ot G
au résultat une Yécision relative inférieure & (Z’E il suffit
de conduire les calculs avec une virgule flottante ayant wne
capacité de mantisse N satisfaisant &z
y N 2
(Ba.2)nd P M $ P

Mg

Ny p o=y [P A
” 3P ™. @n_z).nq‘%.
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On peut remarquor gue dans cette formule interviemt seulement
le nombre “H&/WL
qui est presgue de mBme nature que leg conditionnements géndraux

gue nous avons définis . On pent appeler ce nombre " conditionnement

global "pour le systéme & rdésoudre

30) Expériences de calcul en virgule Tlottante .

On peut se demander si les dvaluations d'erreurs gui sont données

dans ce guvi précdde ne sont pas trop peu précises en ce sens que

les indgalitds qutelles font intervenir ne sont pas assez "sérrées" .
11 est donc indispensable de faire desg expériences de calcul pour

gsavoir ce qu'il en est.

Nous avons considéré le systime sulvantf Ax - %
avec
Lo oo L4444 ol
o °© 2 3 4w 5 g ’
| . 4 - 4
o?. : % L ; 6
. %« )
. . 4 o
A : . Y -
- 3( 1. \ ) -
' X ' o
. i
\O\ , H o
6 1 4
g N ©

La solution exacte de ce systéme n'est autre que

la premidre colonne 3
36

- 630
5360

1 = —:}‘.5C6

15¢o0

~231e
de l'inverse de la matrice Hgde HILBERT
Dans ce cas , on lrouve.

Myt L

Mo # 3.10°

ksn—z)-nb’z # 2,5 .\0%

1 » ’ .

Si bien que la formule du théordne X s'derit:

3 2 et ). _
N >/ —e eoglo( -é—lo 3"%)11 E +q>+0i(*'b

On voit dtaprds cela gque le nombre de chiffres signi

5

icatifs &

la mantisse du vecteur solution doit &tre &4 peu prass

F# N -3¢
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Ce qui revient & da.re que pour résoudre le systéme avec quelque chance dl'avoir
des résultats aveo un chiffre decimal exa.ct, il faut atteindre les mantisses de
capacité B su moins. Latable ez.odessus indique des résultats moins pessimistes.
- On constate, sur cette table, que clest & partir de 7 chiffres significatifs
(en décimal) de mantisse que l'on a une erreur relative,sur la solution, d8
l'ordre de 1/10. En fait, le tebleau montre que l'on & Puof Neb K az lieu de la
formule préeédente. Cela pwuve que notre formule n'est pas trop“']:é.che‘: I1 faut
~ signaler, au point de vue de la réalisation de ces expériences, que cPest encore
' le principe de simulation d'opérations qui nous a servi pour l'exdoution en
machine de ces oalculs. On peut noter le gain assez faible qu'apporte 1'utilisation
d'une virgule flottante & 9 chiffres de mentisse et avec arrondis sur. l'utiliss-
tion sans arrondi, meis aves toujours 9 chiffres de mantlsse. '

9%) Ewlution des conditionnements de systdmes successifs d'une §limination.

1

Dans ce dernier paragraphe, nous nous proposons d'étudier ce que lton
peut dire des conditionnements des matr:_Lces obtenues comme premiers membres des
systémes provenant d'une Slimination. ’

Soit d-répoudre le systdme Ax =y

- Eliminone la premidre inconnue X, } on peut considérer le systéme
At x' - y' ob 1& matrma est 1a partie sarréa

de 1a natrice A ) yctest & dire ques

Y . . oo ‘
K= gy - Fo™i (67 2 n)
! A - . -
et l'ordre en étant n-I,
e 4%
! ‘ ' (x)
x = 3 ) g z ‘3 3



On va ddterniner

H

Pogonsg

@A (l‘i 7(.21 e
4 (e,

T
e

puis
@A' (%’-

On a doncyg
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les nombres n,, M, pour A dtordre n-I
PN
,xn> = Z k :?‘ (’E!; Tu)l
e

@

et par sulte
-4 ) m, %, .7
@A'(xl st X“\) }, @A‘( a, ) ? LR } >/ Y){'A
7.34- + 7 d"“:( IR AL
Dol @ " K
DPautre vart u”d,px 28 (1)
wee (,]C(( I
@&; (-ut’ %u} é @A (-)(” q_k) + }?t l la.ul‘; \ ] o i
a{!
dones '
@Al (7(7,1 Ka) < . ‘f ' {qq),....o]q hd B ,}

wll R =0 dansg (:C,uu(, L,é Jcl,\l s Vd,.L able quels que

soient

et sl 11
les LU S N
'3 ,@&,kﬂtz}.-..u,j) 4 C:ﬁ (ot ..... . Ka“‘X‘{..--.&awlk{ 1@ ) 6 v ) "-i
ety X .
'1(“ famee AT VG+R Fomomn f-7€ ’4\:‘+~ ----- o {6("1. R
1) =i 1@ w4 +la 110 51l est clair gufon peut choisir les 2, ., 2.
‘qll} ’
de sorite gue M(L'Kﬁ--“ +a,%]z0 et par conséquent:
D, / b (0,4, .2,
\g“f £ g&wﬂlﬂl LM,
el (oraie ot
dfols
My & M, (I)



2

) si MM\\

-85.

<+la ,
§___.:_1_L‘\ —1 >/o spuisque (Inézalité de SCHWARZ)

{a

L N R Prwvsyrs
e 3 — £ Qi t-odal
\[;»IJV oot + -l:

on & done ,

@A/ L @A (o,ral_.,.f“) N q s (@ gt +--o +Ich,} _
I} ' Vem : zceﬁn
or si dans @A () on fait =, (=2, w)
=

cela donne: ‘] . .
al;+"“+qlu 4

M
et par suites C—[?A’ { Ma + H, {M - ¢ la) -1

¢
\I‘Z’H ‘Qﬂ :
d'Ofl . ‘au]_}“m 4’lc(‘M' )
My &y Beioalad o
| au‘ '
Yais les duex cas peuvent se rédsumer dens cette mBme formule: '
. ey
(:[E HA' é HA K , jk_ ;‘_A. é Mar
ou K- HME{{_) T +‘a“\\5 A M
DYoL le théordne: %
Pour 8tfe slr que 1'4limination de x, ,conduise 3 un systone de condition-

/ . o ~ . Yo P L)
nement general A supdricur & celui “A  du systdme inditial, 41l guifit
Hy - Hj
gue lfon ait: A

[au‘ >/ laul“’lq;,l*"“‘. + La"ﬂl






4° Solution d'un systime lindaire har orrhoqonahsahoh en ligne
pat

CHAPITRE

VI

Les erreurs dang la résolution

des systémes lindaires par orthogonaligation .

avec H= A(n) . 5“ .

1'orthoponalité en lignes de H

A
cu

les carrds des longuefurs des lignes d
s

Solit P\nc: (1)
A - (a"a) (L}é’:l

Ag . Ay

Yo Lol . n)

On désigne toujours par

. = (al.na{l.t s

w systéme lindaire

maliice

Ay

(un seul indice )

J a‘&u)

‘Vﬁon gingulidre,et & éléments rdéels.
&

,la £°1igne de 4,

sont les composantes du vecteur du 2° membre.

La méthode consiste A remplacer le systéme donné par

Hee)

H

 HW.D
D a5

)

o 54 >/

Hox - Y

t une matrice diagonale,dont les

Si l'on pose

le

=nfins

€

7e_=HT.é

systémehes L olac» par:e

I
N

u
az
p
(S

e H

5...~5“,_

DY
orthogonale en 1li p*ne:;@ (¢4 Chapitre I)
La solution du systeme

e

est alors tres Tacile, en effet
se traduit, s

ous forme matricielle par:

lénents diagonaux sont

-86.
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Pour dcrire les formules de caloul nous poseromé~
H = ( a«c.)) ’ (L:J = 112’

puis, {L{:( '{‘L., fge, oo )

et o 7/ . (y») " (_L‘=|,~.~----h>

alors on a ¢

°

h- a,

etbi = GLZ + )2['{1 .
+ ) 3 = 3+k;, A

Tie 4
\/7_= ‘é,_i- )\z‘\/‘

' 'e‘\w\= K.+ P‘m.’ﬁ-.l LA ‘l' ’\“,“'I"‘ex“-' 7“: fé’“-o- )\"'7'4“""—_ " )’“'“"y"" :

D'apras ces formules on voil que si 1'on pose

o OO - e
e, O - o
) A)( }\',L (o3 '
! , :
Akl' htn. ------ }W,o

Les formules ci-dessus permettent d'écrire:

@ H . A s ACH

n

il

@ Y =y ey

et si [ - '(I —{\) ytriangulaire inférieure et unitaire,
' @ H . TLA
@® Y- Ty

La matrice T ‘n'est autre gue le produit :
, ') P

T S S S, S A

Comme nous l%avons déja fait nous allons édtudier les erreurs
de calcul pour cette méthode en séparant le cas ou le calcul est

conduit en Virgule fixe de celui conduit en virgule flottante.
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29ntude des erreurs en calcul en virgule fixe .

Nous désignerons par £ﬁ 1terreur de calcul d'un >\% :

s

Coy ' —-,. { o'i,"ﬁ:
L N =Tt

4 I3 3 -J . by T N
' ; et par suite la détermination de H et ) condulit a Ff, Y  teld

7{\;‘ = Ay ‘>7| "é\

&l
'S
1]
o
~
+
>~
¢
ol
N\(
"
PN =y
2
+
“>,/
©
<

:é\‘, = au + S—‘ku © z" b oA >‘uu-1@ e‘-u-. y“ - F‘j;u +§“O—\]‘ : \-“.+—&—Mk--67u4

si nous supposons {calcul en fixe) que nous ne faisons pas d’erreur

dang les additions algébrigues .
Posong  n.. oL = Wb b e
g @Ry N
. J N 3
>\L © lnl\ﬁ“'A + o
i oY SNy
o “53 désigne une ligne dont les valeurs sont les erreurs de
multiplication dans 1'évaluation du produit:
s formules de calcul réel s'dcrivent donc:

¢ = Q&

. =% * ()\4,*'5,.)'?\-,‘ + ']n

Le
(I)/e y Ay o+ (>‘1|+zh)‘:é~- "' (ksz‘”ész}'zz * ']s'*')sz
7{‘\,‘-«: a-M + (q\..lf z--)'@". "' ((\'(t‘*é“'-)‘:a;* """ 4" (Au«--*'znu-:l)'%:—“_'f' 7|.."’V)n. """ +7u-- .
Yar

s ro«rol.

s }
(IDI 72 B 'az + (k},*%:_.\y‘ + r‘u

t

—7—.} = gn + (km + z‘u)':f-c t+ (Aht"'é«u)’\/& toemom (A"“"+ S"“")-x‘" * }l“ *Im‘"*““—. +r‘h..' ’
LY s
Par suite les H et Y auquels on arrive satisfont aux dquationss

(I);’ H A +(A+E\.Q + K

]

ot

j + (_[\_,&—E).? + £

~<Z |
\!

(L

<
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Si 1'on pose :

[} ]
0 OO0 -~~~ --- 0
51‘00 el e e O y]"' )‘z«
+
E5y €400 - - - - - ) : T . e Pst¥ Py
E = -‘ e . K: . f: Sl
: - / . ]
\Z‘gl Su.', .......... f‘ 0 ')"'*'y]“l‘l.-..‘-". ’)kh-l ?k‘*ruz.“-"_r\"“"

Pour la matrice K il faut neter que clmé]ue 5‘1WJL°|Q ‘”erréseﬂt—k une hﬁhﬁ.

li
On peut remarquer qu'en ordre de grandeur,ces matrices peuvent &tre dcrites
L q q ¢

O O O -vcmnen- o 6 o 0 © O --... © o]
100------ & 1 4 4 1 ----- 1 1,
i i 1) : » S 2 2 ... 2 2
: J ! ' . R ’
E E e .4 4 41 o ' e’ . .
# ‘ : ) k# P / P#e
Lo '
44 ----iw 400 R L R = n-|
51 comme plus haut, e’ et e désignent les erreurs en division et en
multiplicatiou.,
Donec la solution de Az - ? srigoureusement la méme que celle du

systéme Hx :)( sest remplacée par celle de : H=z :7

Posons encore H = H+SH et V= )+8Y .
]
I1 en résulte que.

S = (A+E)(HeSH) - AH +K

87 = (A+E)-(Y+3Y)-Ay + £
d'ou en négligeant les termes de ESH et ceux de ESY
= EH +ASH +x

3Y = EY + ASY £

et puisque [- (I—j\)") on en déduit le théordme:

Si T est la matrice trisngulaire inférieure unitaire qui dans la procédd
d'orthogonalisation permet d'éorire H-T.A avecH orthogonale en lignes,

le calcul numérique,en virgule fixe, de cette matrice conduit & une

matrice H et le systéne & résoudre Hx =Y édquivalent & Ax = Y
est remplacé par (H+SH) % = Y +8Y avec,
SH - T(EH+K)

5Y = T.(EY +¢f)

Il est bien clair que la matricel n'est vas orthogonale en ligne
q P £ 3

)

et cependant nous allons traiter le systdme comme si il &tait & matrice

de premier membre orthogonale en lismes . Cela conduit aux opérations
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I°) Déterminer les ilémen“ts diagoriaux de (H +SH) (W #SH)T - (H W (HT 387
; Je pose D pour la matrice optenue en ne prenant que les 4léments
diagonaus de ce produit , comme on peut derire ‘
A HHT SSHOETe HOOBW)T
(négligeant les éléments deSHIH)

il en résulte quesi l'on pose encore : D-D+5D
SD . Alag] BHHTH H- (W)

2y Cela fait il reste pour déterminer la solution la formule:

x' - HTQ (E”’Q:f“)

-t g -
~a) Je vais poser D o7.D"Y + Q ,avec

1
1 3

1= 4

Q. Q+ e

3

9 4
S5i 94 désignent les erreurs de division dans le calcul de 33','?

} ; En négligeant les termes du 2° ordre
par rapport & &D . ‘
DL (pesD) = (T +D8) D= (I-D78D).D"

- - ptspyt
dlou :

DY . (DDl Ye8Y) +Q

enfin

e - DY « DY - DD + R

~b) Il reste & calculer le produit H e (DZY}
Ld encore on posera QTg(ﬁ’@ﬂ =B (}”)*‘(ﬁ) + R
la matrice étant dlordre n, le vecteur d'erreur R, aura pour
composantes les erreurs sur les composantes du prodult ets

2z ) n

2, h

R.|: R se

R S R



ML
11 en résulte que : v
L= 24Se = (HGH)) .(’_D'f YD Y ~TDDT Y+ Q) + R
~Donc: : ' ‘ - '
Théoréme 11 La méthode de résolution d'un'systéme d'équatidng lindaires par le prooédé-.
| d'orthogonalisation en lignes,conduit & une solution Lx*: 1:+Sx

avec

@ Sw- @u)*,b“y - WD 4 H*-D'féy_' N H'Tq r R

les matrices et les vecteurs §H,8D,0Y,§, R eyant §té précédemment définis, =

les calculs étant conduits en virgule fixe,

Cette formule permet d'dcrire:

Sx. S(HLD'Y) +HGQ +R

Or: C
HTD™ - Hd

doncs ' ' ‘

1w -t .t T )
Sa e H'SY-H'SHHIY +HQ+R
Yals si 1'on revient aux expréssions indiquées plus haut pour SH et Sy
cela se réduit a la formule tris gimples

Ja o W [T(EY+0) - TEWHKINY )+ HTQ + &

il

v(jl) \S'& /\".Xf—’ Ke] + HTQ +R

., ' .
K aésigne la solution obtenue.

Comee utilisation de cette deraiere formule nous L'écrirons en
ordre de grandeur avec les expressions doandes pour les vecteurs
et matrices K, £, @, R .

o) v 4 11

(=333 B ;

LA
[N

A O 1L AT

Sx. e

k_')(l—‘if -‘*““ '%h) /i (i
Si Enilv;_gu‘ sont les composantes de la solution: x°
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Le fait le plus remarquable & signaler est que ,& cet ordre d'appoximation

et en calcul en fixe, la mabrice & ne figure plus dans l'expression de

o

l'erreur,cela d'aprés la formule T .
Comme application posons-nous la question sulvante:

Btant donné un systéme lindaire, Ax =4, résolvons-~le une premiére foig
en fixe,par orthogonalisation,cela condult & une solution x, ,puis
échangeons les positions de deux équations du systéme cela donne uae
autre solution etc.. Il est clair que je peux ainsi résoudre n!
systémes lindaires qui ne diffdrent entre-eux qu'a ume permutation pres
des équationg,donc qui ont parfaitememt le umBme vecteur solutionix.

Or 1lv'expérience prouve que la valeur du vecteur solution-approchée x*
n'est pas la mBme et cela & cause des erreurs de calcul . Juelle est
donc la solution la meilleure 7

D'aprds la dernidre formule &crite on voit que la norme ( @y, , por exemple)
du premier vecteur donnant Sz ne va pas beaucoup varier pour
n peu élevé, par conbre pour le second Ht(%lles choses sont différentes -
il est clair que l'on aura toujours le plus grand intéret & choisir

¢ . . . . N . . . N T
la résolution dui conduit a affaiblir le plus possible une norme de H .
Or T 7
HH -

T A , Dek(H) = A - Der(A)

Puis comme i4

W

, Det(D)=A?

On en déduit que 3 I (HT) - fuace (H-H7) = Gac (D)

n

s T
5i l'on pose e - R R Y-
e 2
T 2 A 2

N(H) O N'(H) - € eelen v
. . e 2 2 t 2 .
Done puisque le produit €5 € ... ¢, =w{)- 0 est coastant dans toute
nos résolutions , N(H7) sera minimum si les longueurs des lignes
de H sont toutes presque érales entre-elles.

Dion:

Ragle afin de minimiser 1l'erreur de calcul en virgule fixe dans la solution dfun
systéme lindaire par la méthode d'orthosonalisation ,il suffit d'organiser
_ , Jownusurs des )
le gystime de sorte que les dlfferenteﬁV£1gnes de H soient les plus

o
ris possible de 1'ézalitd entre-elles et par suite prés de A
p 4 e P I

Afin de vérifier cette rigle nous avons fait rédsoudre au calculsteur
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électronhque les ¢4 systémes lindaires obtenus par toutes les permutations

des équa*‘ions hpartir du systime déja utilisé,d'ordre 4 au chapitreV ,3 6
qui nous a servi & ver1~mr la- t' gle du choix des pivots dans une.
résolutlon pa,r wlmmatw on. Les résultats sont indiqués sur la figure
ci-contre . On a porté en shscisse sur ce graphigque Max (C ) pour

u:.l;4

une résolution eb en ordmmee , la valeur de la norme: i)("“ de 1’erreur

correspondant & cotte rmsolu‘c:l.ons

j?) Etude des erreurs en calcul en virg;ule flottante -+

¢

De méme qu au § 3, nous sommes condulr,s & trouver une matrice H et

un 2° membre 7 définis par les- relatloﬂs (w8mes notations)

f - a, |
L TRy F ’('\.«,.Jrzb)‘ s EQ.E,(Z

| 2
(_I)g | YA
:_éb“? Ao+ ()‘M *‘Q.YE. t (k:«b*amy‘—(l@"' + (Aku-\ + 21\«4)- e\k-‘ +€k‘*€lm
¥ =a, N ~ ' ‘
. 7& = Xy * (Aq*iz(\\/i “’“1.-7{,_
(mf l .

7“ R + (2\,,,4»2‘,‘\_:}' B (;W‘:rzu_,).}’h_, + ﬂk.\/h'
Cette fois  §, et T,

sur les calculs des +, et 7‘.’ .

désignept les erreurs relatives faites

On peut écrire ces formules sous forme matricielle :

A+ (AN+E)H + K‘LQ

—~—
)
%
=
i

(T)e Yooy o+ (Ae€)T + LY

Cu 1lton a poséds

g ‘ " ®
3
N . t «
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I1 est & remarquer que les Fformules ;(1)1{; ne sont qu'approchées 4
éar le fait d'e’cx_‘ire qu.e. 1'erreur absolue d-a.ns‘ le calcul de la ligne E;
est proporpionhelle 3 cette ligne ,elle-"méme‘l est agsez schématique
}.E&lgr_é‘ cela;nous nous con_teriter_o_ns de cette h,ypo&‘a:se simplifioatfice_ et
nous poursuivrons dans ce cas "3_'é>tude des erreurs . Il est & noter que
dans 1'étude faite en virgule fixe les formules (1), sont exsctes.,

On notera aussi les valeurs en ordre de grandeur des matricess

K“E; ‘,‘\‘ ) ‘ f1 =4,
o | NN
1 ’ -4
Cela posé , si H-HeSH et V- 7’+S‘}
On trouve de la mdme fagon qu'au § 3 , SH,SY.
Tmvous ' ;

Théoréme JT 51 T est la matrice triangulaire inférieure et unitaire Qui dans le procédé
d'orthogdnalisa‘tion permet d'écrire H.T.A  avec H orthogonale en
lignes,le calcoul numérique en virgule flottante , de cetbe matrice
conduit d une matrice H et le systdme & résoudre Ax- Y Jqui a la

)

mdme solution que Hx .Y} est remplacé par <H FSHY = = Y8y avecs
SH = T(E+kOH
2

5i 1'on continue ¥ suivre lem@me raisonnement qu'au 33 , nous voyons

que 1 =¥ = ﬁ%](iﬁ"zﬁ)

1t

T.{€ +E,).y

~19) On peut encore écrire

3ay - DY+ Q.(BTY)

o
1 /
‘Ta\ o
Q| = \\‘\ # & I ‘
0
i
qw
‘ : Teadd T = =
~20) Puis pour calcule le produit H g (1) 'By) - ¥
On eauras
- T



Avec 5 |t

.L‘nfin, apres le méme calcul que oelul déja falt au paragraphe 3, on trouve 2

v = S’(H - & J:f‘ha z
- Dol s ' ,
Théorime IV ¢ La metho&e de résolution d'un sys t@me d’équaﬁions lindaires pé,r le procédé
| d*or‘bhogonallgation en lignes, en vir‘wﬁle ﬂotta;nte, conduit & une .solu"if;ién.
ez b avec § |

S - A'[LA- -KH] = kHQDHl £R,.20

ayant été proeédemment défmlesc

!

En ordre. de grandeur, on peut écrire :

les matrices £, K.,Q., R

_ et, par suite s Se # 3£’P\*‘.H x* 4 2 %" :
| ge # 2e{T+I)n" = 2T 2 1 ;
T, =T4+1 triangulaire

Ces formules sont, certes; assez grossidres, mals leur exiréme
simplicité peut justifier leur wtilisation, | | |
" De la formule (l)g ‘on tire éﬁﬂ. ¢ e My
; =
- M . Hox ITTE} faelle 3 calculer, eb, par suite, si 1%on veut obtenir une
pf'@ommn relative deltordre de 7" 1 étant de l“orav‘e ae FJ * g 11 suffit .
d%avoir s 7 T;{ Ho < i’: ?‘ :

’Oi* : ’2{ > tu + ’P«f)P (HTJ » ‘d°o{1 le résultat :

" Théordme V ¢ Pour obtenir pour ls solution d'un systéne llnecm.re par la méthode d’orthogonali=
' sation,; en point décimal flot &;ant9 au moias r, chiffresg 815;11 ficatifs exacts
ARX 1/1('»xzmres«-:solurt:mns il suffit de conamirelus galoculs en point décimal
flottant de capacité &,_telle L

- gy (M)







S I0) Hotations

Les normes géndérales et les procddés itératifs

de résolution des systomes lindaires .

Dans ce cui suit ,pour ddbuber, nous ne considérons que l'espace

caffine R . La solution d'un systeme lindslre & O Az =4

.;gg_tj

sera désiznde par w ,pour la coloune,et le point de l'espace ayant

ces coordonundes sera désignéd par N

Ce point O est le point commun sux hyper-plans (ou plans ) - dont

les dqmations sonts
{J%)s A4.1~é; o
LY Am""‘éa—\’o

sy

«

\ev_(w)= Ak-* “‘gu b:o
. , O .
Si X, est un point de R le verteur

(%) = A.xo—%

7o

Cest dit "vectewr résgidu” en K, .

I1 est dvident que 2(z)=o =i et seulement 5L Xo= W

i non peuteon obtenir facilement un vecteur. (ou un point) %,

quez

ural ¢ (q[i(zﬂ

bel

o e L Lad ) -~ . . e 3 e E e
i %’ est une certaine norme. sur K ? Clest la duestion fondamentale -

N ”

- posde dans toutes les mfthodes de r@solutionjitér@tives o

Sl T(%) est une certaine norme je posersis

AT
x\ N
XL B
si ® est la colome : x-|i . ‘
Xy ’

Soit %o un poiat ou P(u:v.~~~~xﬂ;fﬁqest'&ifTéregiable .

on désignera par r(xq " le vecteur~colonne:
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b(%) - @_E\)o = d{wwl((((xﬂ o

2]

? Zulo o )

Soit %, un point de R et considérons le lieu ﬁﬁw(A) des points %

de R* tels:
: (((Am-é)é cf(/-\x,—lé)

pulsque Aw = 3_ ,il est clair que c'est aussi la ligu des points

tels: G (A(x-) & ¢ (A (2,- 1)

si je pose «': A(n-1,) je vois que ces licux ne sont autres que les

transformés des bouless
1 1
(=) & @(x)
. . X s “ . , .
de centre ltorigine du systéme d'exes de R , deas la transformation
définie par: .
-\ 4
% s Alx-w) , x=zw + Az
cfest b dire le produit d'une translation qui les centre en W et
d'une affinitéd -définie par A o

ﬂ:(A) Désignera la frontisdre de ce lieu: {ﬁw (&) .

20) Rapprochement de la solution .

&n calcul numérigue les seulesg normes utilisdes sont les trois

’ s 2 e i 1} )
norues cf( (%), (=), G (#) dédja étudises , et le vut de
la méthode itérative cherchée doit 8tre de pouvoir obtenir  af tel

que @, (x*-w)(e ,0u l’{z(x‘- w) {e  you G IxT-w)e HE dtant donid,

Or nous disposong pour définir © des nlans domés

{I('L\:O ; :€L(—L) -—O‘) e ’{k(x,) -0
et sussi d'autant de plans que lton veut:il suffit de remplager une des
Squationy¢i~-dessus par wne combinaison lindaire comvenable de celles-ci
pour obtenir un systene ayaot la plme solution . Bi 'é est
un vecheur colonne guelcongue,
T
{0 73-(f\1c~'3) =0
eot aussi 1'4gudion 4'un plan passant par W o
Or de nos tréis noruwesune seule , la norme euclidienne T‘_(x\ a cetbie

propridié qu'i;i\mnédiat de trouver dens un plan arbitraire passant

ot , —
par  un point ®, plus rapprochd ,au sens de cetbe norue, de © .

de point n'est autre gue la projection orthoponale de %, sur ce plan .
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Soit 1z, donné,cherchons la projection orthogbn&legde ce point sur
le plan 3

-

5.(A1~%}=o

» 03 » T 3 .
Ce dernier est perpendiculaire au vecteur A.ré done =%, ,projec-
tion cherchde est tel qu'il existe un scalaire A avec le quel on
pulsse écrires
-

L= Ko + ?\.A,é

dals comme %, esgt dans le plan , ctest que A gatisfait &

7" (A, + M AATy-4) =0

dron s Voo dey) 3
TAAT \AT N‘b
et par suite : ? G | '
(() 'l‘ = Ao — w.. . AT
' AT I1*

39) Décomposition d'une norme .

Définition : Nous dirons qu'une norme (f a &té décomposée , si l'on a pu trouver
. < ! W q o )
une application 3R —> (%) de R* dans lui-uBme ,telle

que 1l%on alt quel que soilt

Cf(w.) = }T(-c).x_
I1 est clair ques
- 1°) pour P :¢, on peut Serire P (=) - 57(1).1

‘avec
Aiad %)
Ko (%)
=) = M) -

ou la fonction /n'ea(%)‘ est définie par:

/u}(%): +1 ) \§>/°
w5 (3)= =1, 3o
- 20) Pour%(«): Cfao on peut dcrire: %(x)= bT(z).x.

avec @

-e O

(‘&): : = (o ;| = Hax \ i
?(? xﬁ(f.‘) bl Il%l PRI \5 |
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Z e

{tedl

Plus géndéralement si B est une matrice symétrique définie

positive on sait (al)me,h%xz%m est une norme .
alors si 1l'on remarque que:

(B?Z)T VR o= 'I.T.-()),’L

on voil que pour celte norme %%t): 3?2).& avec 3{rjs= bx

) \['n"ﬁi
, . .
- 1
4°) ¥nfin  pour une norme de HOLDER ig(m)= 2{; {35{ Y
on peut éerire Tg@g Y OR S
avec

3 -

. st
44 (%), N
Conclusionss Toutes les normes de l'analyse numérigue sont trés facilement

décomposables comme on vient de le voir .

Une remargue imporitante pour la suite est velle-ci

@

Dans tous les cas précddentson a

@) 4 K

, pour tout %

aves K= ho pour le premier cas , dans les autres(m i)); K =4

&

4°) Procédd itdratif associd 3 une décomposition diune norme .
D

’
F&

Das que l'application } sen géndral tros simplefa &t mise en

dvidence , nous avons un procddé qui permet de faire correspondre &

un K, un plan passant par w

b (’L(x,,)) de 'b .

Partant de 1

¢ celul qul correspond & ls valeur

»

o orbitraire = on prend donc s s

K, = Ko — _ﬁjftilat- Atbhhﬂu
A 32 @)l
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cela d'aprés la formule(l) du § 2 , et le choix de 3(2x).
Je pose pour simplifier l'écriture s
T(x) = AT 3 (2w

donc alors 3
! L R d V(=)

HI*
L'itération consiste a prendre
Ry = Ry — -C((/t(z"")) 'Ml
1V (o |

Ptudions la convergence du procédé.

Je remarque gue l'on peut dcrire ,a cause de 1'orthogonalité s.

o= el = [lo- malt- ho-aad® = Ju-aalt [ = Lz

avee | (- Cfl(i(m..ﬂ o
) TERES L A O

0
T () = (AR
ou L . fAee) 4

_ = [ Reey — wlt IV (2.
et si m, désigne miw m , on peut dire que

xto W XUl

L (’Ku-() > A
) u.\{-(iw\uL

- D'autre part, (25)

IV b - [A7 gl ¢ N (A7) 1 el & 4 N(n). K

i
en désignant toujours parf\r(A) ( ar )‘; qui est une norme sur l'ensemble
dés matrices carrdes d'ordre n, e*h puisque sur cet emsemble toutes les
normes de matrices sont dquivalentes, il existe ,si MA désigne la

norme Mox ( (AX)) (cf chap II ) une constanteR ;indépendante de A

telle gue b M
N8 4 RN,
Done
[ Vo) P4 KERME - KMy
puls,
L (%, A [l
ol > (2]
enfin ,
' [w-2ll ¢ fo-=adl -\ -4 kg \*
et de 13 1 - ¥ (H"
; r
IEARSEECE (R 1C:
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Bt en introduisant le conditionnement géndral Y(mpexr rapport aux deux

normes (f(x;e“b 2§ , cela peut g'derire :

}«.
uw*%“é\wfhn(‘(_g

d'ol le théoréme :

Théorame I Etant donnde une norme (f sur R* ,le procédé itératif associé A une décomposi-

tion ?{x}: ) - de cette norme ,avec | gml{ borné quelque soit =
est toujours convergent . Cette convergence est assurde par l'indgalité:
e N
fo-x il & fo-=,0 - (\)1~ 2{&
qui montre le rBle essengiel joué dang le procéddé par le conditionnement

eénéral Y de A vpar rapport aux deux normesfeﬁ el . {_:26]

De ce théorame on peut déduire autant de procédds itdratifs que

1'on veut ,nous allons en étudier guelques-uns dans ce gui va sulvre.
$ L

s

5%) Procédé associé 3 la norme (I?w_—.%(")a

o

On sait que dans ce cas , on peut derire (=) - ?T(q‘). %

3 - | , 15l e 1]
’Mﬂ(%;) "

fal
Le plan sur lequel ,pour trouver ¥, ,on doit projeter orthogonalement =,

ntegt autre que
3 (Ax-y) =0,

clest & direfig)=o0 , { ddsignant le vang de la composante de plus
grande valeur absolue de?(r,.) :

On voit donc que, aucours de l'itération seulsles plans donnds
sont utilisés, le procédé est donc celul des projections sur les
plans donnés, mais su lieu de projeter sur ces plans dans un ordre imposé
comme dans la méthode de KaCZNARZ [9{] classigue (of aussi BODEIIC {’28})
a4 chague étape on choisit ;un peu comne dans la méthode de relaxation
de SOUTURELL [”9] sle plan qui correspond au plus fort résidu en module,

La formule de calcul est :

. T N .‘{*
1&& = ‘xk—x - %(/L{u‘_‘)) . /9‘-3('7-;("?..—.)) ' *ﬁh"“ = Ry, A ) A['

et ici : ey s M (Afe) . A
u 2., ’_w“l‘ “ f\‘ u“
done si };.os W AL
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en utilisant comme au chapitre 1V , m’A pour désigner . e m:(“*)

¥#o
‘ . . |
la formule déterminant le rapprochement devient: K

fw-n f& lw-xd ( |- (‘%&))r

infin si le systdme de plans donné est ortho%%l le procédé doit
théoriquement, s'arréter aubout de n tours au plus . Il est & peine
besoin de remerquer que dans une utilisation pratique de ce procédé
il serait recomgndd de transformer le systdme donné : A= ~y

en un systéme tel que les lignes de la matrice A solent toutes de

mBme longuemr I ,avec cela les formules de calcul sont :
¢ (b -
bt

\gl \54 - f‘: v (1.‘

1
g -t} -
X, >U 2 é(f‘ - f}‘ Qs

E

i

\gd:) . \S(E...) _’_‘ f(tl.). a..

Mo 1]

() 2 20t - ALK

6°) Procédd associé & la norme ¢ (») « @("3 .

On & vu que dans ce cas ,on peut écrire : @{n) = 57(13”*

Les plans sur lesquels pour trouver 'xr yon doit projeter orthogonalement
'L}‘_, sont les plans passant par « et perpendiculaires aux vecteurs:
ALE
si E parcours l'ensemble des vecteurs de composantes de valeur

absolue I

La formule de calcul est : X o= %, - @(’”"v--’) .ATm(x

(Alwpgl®
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dtudions encore ici la convergence de ce procsdé,
L { O(2m) ,_i____
=y - wl® WA e (x, 0
et par suite ' .
' Y
L{m.) > A

AT m(yll®
-Or on a vu au chapitre IV que M, . Hex [ AEY ,donc _
p ,
r
h‘.‘l 2 _ 2
L (%) > A=y L, Uxmelg \\xy,.-co!\.( - )
: A

N ~ , . e s ]
ﬁoﬁ&' an § précédent on aurait pu aussi bien remarguer quet(: Fﬂg 3
donotombcr sur une formule trds analogue:

- o € 1% -oll: ({1 -y" J*

ou {’ est le conditionnement défini per les deux normes Mo et | 1 &

Or il egt facile de voir que)puisque 1'on sait que les conditionnemts
H : o
sont a peu prds dquivalents,en gros les deux procédés sont de wmBme

convergence .

Les formules de calcul sont les suivantes :

%\" = )&h-‘ —- @(Jz(u)_,))_ ATE,.
13
Ep = (%)

T
()« ) - P i) AR B
(NN
Cette méthode a été.effectivement utilisde sur la machine dlectoniqque

]

AfiiA 4.B.T de l'université de Crenoble . On:étd Studids des systiénes
de 4,0,8 et 12 équations . La convergence est trds faible dans le cas
d*un sgystéme ayant comme matrice de premier membre la matrice'Hc de
HILBERT o Cela n'a rien de surprenant d'aprés ce que nous avons dit au
chapitre IV ,sur les conditionnements de telles matrices . Par contre,
sur un systéme d'ordre 8 ,ou la méthode d*itération classique de -

v [30],

GAUSS-BEIDEL ne donne pas de résultats ,et citée par FRELIAN
& partir du vecteur initisl nul ;la méthode conduit au bout de 30
tours d'itdration & 3 chiffres significatifs éAaCuSo Dans le casg dun

systdme d'ordre I? ,cing chiffes ont été obtenus aprés 250 tours
’ P
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#9) Le procddd aasocié i la norme ?%h4'=“1\\ .

2T

Nous pouvons bien entendu écrire [=| = = -%

4]

avec s 3(x) = ﬁ%ﬂ

Le procédé consiste & projeter orthogonalement =z, sur le plan :

P
: T
V() (Aa-y) = (A -y)- (Ax-g) =0
Nous obtenons aingi la formule s

Mgl e

Ry = Ry —
4 " r AT 2 (7
et par suite ,
Llapy. Aol Ll
I qeyu -wll WA 2l
Done, . .
aa A
L{=) ~

51 X‘ et hn sont les plus petite et plus grande valeur propre de
AAT (oude AA ).
Par suite la formule donnant une évluatio& de lg convergence esth
dans ce cas - encore : b
[z -wll & H%*w“‘(i~y‘)
On peut done affirmer:

Théoréme II  Dans les trois procédds associds aux trois normes ¢, Gu) P v on peut

dire que .
14
lo-wll & W=t ([~ ¢+ )
P > :
ai est le conditionnement général associéd d'une des trois normes

et de la norme euclidiernme .

Dans ce cas les formules de calcul sond les sulvanteg:

X%, = %r-‘f— lLflﬂ:ﬂf ‘ Af44q
i A" /c,(acf,,) i '

)L((l)lr) = Q(ﬂr,‘) - w . AJ‘}T'{{?"‘.}
B AT 2 {= 0

lious allons étudier maisenant les relations entre les vrocédes

gue nous venons d'exposer ot les mithodes de gradient,
S )
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§°) iéthode du gradient

\ . o o + LS
Avec les notations du § I ; soit x,un point de R* , par ce

N . o ° - - ©
point il passe une seule des frontidres 11  (A) de la région ?)w (RY

cette surface admet pour éguation ;

cﬁ(im) = ¢ (7 ()

Supposons que X, soit tel qu'en ce point il emiste un plan tangent &

ﬂi(k) cela reovient & dire que 66(/1(1)) gsoit différentiable en 1,

o

Or <
©g(a) VY A a
L, z Z 'b_()% ﬁ“(AJc W) ( T)o( )

it
Done le vlan tangent est le plan perpendiculaire au vecteur
T T
Ml AL = AT plae)
Le plan aa"(hx- ):opassant par w  sera paralldle au plan tangent si:

P Ag 3= ()
Supposons qu'il en soit ainsi et cherchons l'intersection de ce
/ plan et de la normale en 1, & ﬂ:(&) .
2! Ce point dtintersction %z, est défini par s
Koz Ty + N o
( >\ scalaire ) et par le fait d'@tre dans ce olan ce qui permet

d'obtenir:

C’f(ﬂ%) Y }H):

o A
T T
Ty
x,.x, — & ‘). ke
bTATS

st par suite
Vals si 1l'on remarque:

o Ay A )

cela peut s'dcrire:

= Ao —

T . T
LR ). foo= Ro - kx(«(«,)).’z(a,] . _}11__
e 1 e
Prenons nos difféi‘entes normés:
IO) Pour (((,o 'L) amg(,b) , On a3 t’x(u): ‘/‘(’L)
L -z, {3«.1)
‘ AT ple)®

ce qui redonmne bien la formule du §5

) Four ey ) L o S - e




~A40%.

.
et iz formule se réduit bien & 3 Xp o=ty gjﬁﬁiﬁl ~A‘MJ“FJ
. AT we(e o I

T

qui est celle du § 6

20 q v x) = }——
39) poux ﬁg (%) L o ona p@® i

et par suite encore i
SRUR EIC S AN
: t | Arfay ) I°
On en conclut gue pour les trois cas qui viennent d'&tre cites

1a méthode de la décomposition de 1la norme coincide avec celle
du gradient

Toutes les fois gu'une horme est dérivaple dans une certaine

région contenant %, ,on peut dorire pour tout A>o 5
P(dz) - A (=)
la fonction (- ) ¢lix) yest dérivable pour A=t , donc s

D_EL o T

I . - ol N 2

\_e ) ﬁ) 5+ +('3‘§..>o%—“ I cr

cela prouve comment on peut lacalemen découvrir une décomposition

d'une norme .

98°) Géndralisation de la méthode

Nous allons voir comment on peut généraliser lz méthode que
1'on vient d'étudier au cas ou l'on ne fait pas foredment des
projections orthogonales de %, sur les plans passant bpar la solutiofl

et qui sont associés 4 ces points.

Je me reoyrelnsau cas de 1'utilisation de la norme @ﬂ;) «
Considérons les o régions déterminées dans Rpar les plans
A‘;,l — 43 1:(’*) =0
du systime donné . Soit (3-11 _____ 25, une telle région , cfest

un lieu de points de R pour les quels les signes des t%(m) restent
les mémes .
Soient dé . (Jrhl, ...... 2" ) un ensemble de 2* directions de R
définies par des vecteurs d; , witaires |lx;ll=1] et
asgocids bi-univoquenent auwxre fgiong R , xé correspondra KU de
méme indice .
Dtapris ce gue l'on a vu plus naut , si %, est un point de la

région Kj , le plan :

1. WC(’KJ-(A%E~3)=O

e

o]

o
3

gt le plan passant par w et paralldle & 12 face du polysdre
w( 2

. i
A) ., soitv T }qul passe par x, o



Au point x, faisons corregnondre le point =, ol la paralldle

memée par %, coupe Tl .( On choisit «; non parallcle )
on a . Ro= % +t°<3"

et t est tel que : '{YLT(f,).(A(tdd.”e,)—«;) N

oubien : £ Al ey {Ara-g) =0

et si 1'on remarque que : w(x). (Ax-Y) = @‘(%) - (ra)
cela domne : te =Pl /mT-Aog :
t
%’.L= Zo - __EQLW_O}- . O<é

bete)- A
formule frés simple .

La question importante est de savoir si le procédaé est convergent

et comhent il converge dans ce cas .

I1 est clair gue:

fo=-2, 01 = Bz-%U* %, -wi” —2 (M'TC,)T. (x, - ©)

doncs
[0 =%, 0* = §w-Zel* = U2l 4 2 (%-7) (2, @)

et ensuite succéssivement

o=z (*

1\

( WA (A %))

1

(nrAsg) (mTAa)

= flo-w | 4 - Q) [z A4 T4 ) = @.(ﬂ}

(Whs) o )*

- Hw—xou{i - L(u)]

’ L (%) = j@_ {Z(h“dﬂﬁ(f[n; w) - @(n)]
(m«d‘)‘ (PER

et puisque . @\ (%) = A (’?(o— w)

¥

L (%) = ,_,M’—« [&(VJA aa»). 0(‘}« ~ Afm]r' (2o-)

(e (3o Il

T

- %> - ReNGD I Qfﬂ o(;-(x.»w)

fo-eolt - &) 2 Blx) .d;[z,_u_

-

~40%. .
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Remarguons gue si l'on fait D(J: A;TM dans cette formule on
: N A ml -

trouve bien L(x) - zc,) / ARl om0l
gui correspond au prooede deja vu .

Po .:,ons

%é: '2. (MTAd()) dd\ - ATM

Alors
L (%) = _@_(ﬁf}ﬁ— “%;. (2, - ©)

,. (mTAa;) 1% -wll”

La question pour nous permettre dYaffimer la conver gence, peut

se poser ainsi
Peut-on choisic lesxjde sorte que L(x) solit toujours >o et le
plus grand possible 2 ( il est toujours {4 )

10) 11 est clair que l'on peut toujours faire un choix

des % de sorte queh (Lro)do.. En effet si 1%on
2,
remargue que K‘j est un dem:z. acane convexe tout

entier dans 1'un des deux demi-espaces déterminés

Jd
( convenablement orients )} de sorte que en balayant R J

par le plan T . Il suffit de choisir un %J

X, - w | Ne devienne jamais perpendiculaire 2
celui-ci » Il suffit d- chhisir dans la portion

du cdne suglémentaire de 'R,J- qui contient gle

T 3
vecteur _ﬁ__"}_ que nousg savons convenlr .

H ATl
20) les % dtant cholsis selon la régle que nous venons
/
de voir il nous faut ddterminer les da' cela ge fait en résolvant

les égquations:
2(miAw) gy - Ry oA

on tire 2 (mMAg) = mTAR; + AW

ne A T T T R
Dol (SJ= m.TAo(é= . HATw N +mA‘9\d
2

ayant 5(5 on en déduit:

. [ &
0(& 25 + AT 3
et pour satisfaire & la condition il o(d =4

il suffit de prendre ‘?&a de gorte que ¢
R Tt 47 A

e R Tl 2R
LA+ 2 K] AThe

10 = A




~Alo -~

Cels R . v N
e gl B Rleer 2 ,
° - el oo wit A+ AT

et pulsque &:’ ) (,,(6 ,w) > | -ﬁ \[ e H)

H dtant le maximum de.ltangle aigu que Pait ?zj avec 2, -w 1 u, parcourt

la région K P

Liz) > dk) (4 1 ¢ - 2 Sy M (cva{;

done 2
{1 Q'KO«LD“ ' NTA{;'{'“ RTM“L ([?!;cpwﬂ ¢

soit M - h?‘» (C&q h)

il en résulte

et puisgue @l(ﬂ
=2

{r—wl

ot

on a

(2, =l & -l

Si 1'on a détermind les a( par les conditions pmwdemias on
peu'b dorx énoncer @

Théoreme III  Le procédéd de résolution relatif & la norme (13 converge encore si les

projections orthogonales sont remplacdes pur des projections paralldles

£

& des directions p( convenghlenent choisies .

Je qui fait l“m térot de ce thdordme est le corollaive sulvanbs
Corollaire fin caloul numdrigque le procéddd relatif & la ddcomposition de la norme q_)
 est pmmbiquement insensible aux erreurs de ddétermination des veeteurs
N |
m’ s

. - : : . : , T : e AT
in effet ei le caloul fournit, au liew de  A'm un vecleur A.m

on peut dire ,vug que les erveurs sont tout de wdme assgez faibles,

gé/

que 1l%on & ¢ ‘}l\“‘}rgﬁéfé les directions par des dicoctions d; voisines

Done que le procddd sera celul-ci-degsus , avee  des o= Feonvenabless

Seule la rapiditd de la converge
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CHAPITRE  VIII

Calcul du polyndue  .caractéristiyue,

des valeurs et vecteurs propres .

42) Réduction 3 une forme de FROBENIUS .

Nous utiliserons dens ce qui va suivre des matrices ailiscalaires K

K = Xy
avec .
X, : : %
X, : ‘37'
X = ) 7I :
. N
rnous poserons s >\ - \/TX ;XT7’ Z ’l.tgl+’ngzf ------ + ﬁtu.g“

le polyndme minimal pour K est alors : m(w): w¥-Aw ‘
Si 1%on se domhe donc M-al + 8 Kk  son inverse : M'-a'T rEK
avec &' et ¢ | déterminds par les fopmules du Chap.I 'sla

transmude dune matrice A = (@) (Gg=12, )

par M sera si P:~%#o e“’c" })qé)\_: |
P(’: A +.,>_:_t_ KA & ._.f———— AK — A KAK

b=y pr-Ap peip
ou : ] :
' v - A - Aok v A Ak - —1— KAK
. ?. . Dang le cas que nous traitons 3
AK = BR)YT KA = XA

KAK - XYARYT < (\/U\x).m" . (yAR). K



~ AL

Nous écrirons cette formule:

T » : z ! i
a) En explicitant le terme genérala;éde A

a,d()‘ = a’td - /Il)‘ (Xw(a‘) %“"a’.?a‘ l}:'f"'" 4“3‘ 'éu) + F)I——A‘j‘) (a\‘ﬂt'”""— + A T.‘) h
: 4 T
| TR
N T {
A = Ay - 4. Rl e ALK - - A% Loy
X J 4 F ~(y a)> Py %a( ) Y Ax) = &

b) in explicitant um colonne {de rang j ) de A’

,1‘_’_ A INTANY oA 4N :
A=Ay ! DA% o (AX) A (YR %9, %

Dautre part,on sait ([,}4],[32]‘) que si ”équaﬁoh éqmcrér'i:yﬁque

] ' R N
4'une matrice admet des racines simples,

il est possible,par des opérations ratiomnelles dans le .

corps de ses coéfficients,de trouver une matrice 5 semblable

5

4 celle-ci et de la forme " de FROBENIUS ™ ¢
o O -~ - t\.
1 o e
0.4 0 fs

g L Lo f

clest & dire qu'il existe une matrice m, dout les éléments
stobtiennent par des opdrations rationnelles & partir de ceux de A )

non singulidre et telle que

F M AW
floug alons prouver qu'il est possible de trouver une metrice
telle que M, par un produit de matricesdu 2° degré trés simples
et qui permettent de programmer efiectivement un tel cakul .

"1) Premidre tansmutation

Faisons ;o et laissons les % et»‘éz,‘j;m 3_indé'terminés pour
1'instant . ' '

On aura

A)ri = A.1 - ?}— (YT Aj_)x



A3

Remarquons d'abord qi'il est impossible de choisir les x; et ¢, v
gqui restent de sorte que les composantes de /‘\'.1 soient toutes

nulles ,car dans ce cas on aurait

x= L . A,
(VA

YT K- b (YA =
IS AN i (YA = p

ce qui est incompatible avec les utilisations des tformules

d'oun :

Par contre, et dans le bub de commencer la mise en forme de
1. ~y TR T FaB 4
FROBINIUS , peut-on faire en sorte que ¢ AL - e, 7
(e, désigne toujours le L* vecteur de la base fondamentale

de R™ ) .
Pour rdéaliser cela il suffit :

1) de prendre p - YA, .

20) de prendre x,- @, ) Ry Ry, Ay sy, (R s O,
alors '
Xz Ali-a,e, +x.¢
puls
1
A=A, -X = @a-%)e - ey
si lfon fait Xi- a, -4 i X = Al- g

Voyons si ce choix donne pte et fqé At

i '|'€’aq,bi vys , . s
(31 A,, 4+ 0 ce qui est 3up1)osel_/\~ n'&tant pas a premiere

11 est clair qug&ég._\ssé sur les Y., 9s, . Yu permet
colonne nulle ) dlobtenir P VA, #o
B8nsuite,
AN=Y" K = )(T(A_‘ ~¢,)
Done p=A+y,
il faut prendre Y. f£eo Yozt par exemple .

Cela nous conduit & prendre s

o

d*ou = @y (sia,40 ) et M- oa, -4

!
Alors A.i = e, .

]
Pour les autres colonnes de A on aure :

AI.:, - A-,z _ j*_z_:_._(A.,—eA + A(A..—el) - 2{_ (eLTA (A.‘—g)).(/},pez)

Ay

‘) ‘) a.2|

Ao s Ay~ %A -e,) (-] ‘



SR b [
la formule qui donne A',‘ se simplifie en remarquant que 3 A-e,. A,
2 . 2 2

et que el A. (A -e) = e;.AA, -eh, = (ﬂ.ﬁ.,L -a,,

en désignant par (HA,,). la L> compesante de (A.A)

-Alors,, A’ ‘*K}{ Ah - ]p, e)+A_;§_‘l%

' gela nous Ffournit les formules wes simples @

i
A -e
A; A[,L = A AI - (AA")"'(A\’CL)
a‘Z\
AL A - (Al (0,-e)
é a,, .
8) Transmutation générale @
Supposons 8tre parvenu 5 transmuer A en A , 0e la formeg
ci-dessous : ﬁ°
O O ie-we- Q:)(X vame X
A 0 vewer OIX o 5
o 4 e :\
(®) f SR
AV = 0¥ -ox , g&é h-2
I PO 4K e X
o,
[4] - i ;" X

Clest & dire que les ke premidres colonnes de A(b sont & termes nuls .
sauf les teemes sur la premidre paralldle au dessous de la diagonale
qui sont des I .

Nous aldons montrer qu'il existe un choix des p, X,V tels
que la trensmutation qu'ils définissent assure 3 la transmuée de Ad)

la forme A&”) .

La formule devant donner les colonnes de AQ“) est‘encore H
A RS - () g R - s DA K

Faisons ici T -y, o0 . 11 est 4vident que Y. Aaj 0
pour =2, .o.--- % , puisque les Ay (j:,2,...- k) 0 ‘ont que
des O dans les lignes kez, hed, ... .

Done @ A@m) A(i) ( ,} 2, &>
Les ’gu premnisres colonnes de A( Y sont celles de A .

Prenons ensuite s 8

- 1 = €
y" ,1‘__{&1‘: §+a
°
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slors : (&) @ sa®
A'ﬁu = A'{\.u - % (efn.' A¢ )X

ﬁfl
. " A«H)
et pour faire en sorte que 4= Chia

£3 ®

il suffit de prendre s - _ F0
P= eiw' A'(*' - aﬂfl,‘flfl ( )

et )
X = A“iu - e"*t

alors

IR fn{,. b= p-l #p

. ®)
51 bien que les formules donnant A'd\ )((}-ﬁ.ﬂl ..... n) sont s
(£41)
A' ﬂu' - {42
_ ® ® @ Wy T 0, ® i
ey €) A ( el A ) )(A.) " Cm) A (A-{*—e" )* j—({, €¢;zA' (A'.(u'ebj
A = A t e @) [P £ LY \ +2 a
Lz R a{ . ) lﬂ,gn A(,g_} . \
o ( 'iuqq'?

(‘H) (‘2) @) @) '

- a' N N = ﬁ. 3,--‘“‘ V‘-’>

L S (e
L0 Ltt V

gi 1'on simplifie la 2° formule comme on l'a déja fait ,

) ©, 4 @) @) ® ®
A‘ﬁn = ﬁﬂn - a(f.) a/fu,/%fz (A A K+lj C}(‘;z,fﬂ_ (A e‘" +A A K" }’ £

{rl,irl
I1 en résulte les formules de calcul s

A - A

e

A‘) = eéh (()“,2', ------ ,‘EH)
' @) H)
A( - A({) A(m (A A~f;.) A(’” .
@ o) e T LY A 2 e T Hee
A ’%A ®)
(% Thete
=o/|,~---~,u-2,) @) @ '
b P W el] G
b7 "d ®
Loz, L
Bt 1%oa voit que AQ‘—“ aura bien la forme de FROBENIUS (e,_,e“ .___-.-.IQA)T‘);T '

avec  T1= A,

Done le polyndme caryxactéristique de A nrest autre gue

FO) L X)) e (]



6.

I1 nous reste 3 dtudier les différents "incidents " pouvant survenir

dang l'application de 1l'algorithme que nous venons de définir .
' - - I3 03
I1 est évident que la senle condition démpossivilité de la transmutation
9] L) ®)
A — PS( est (l‘ =0
411‘45
Supposons 8tre dans ce cas . Alors deux possibilités s

@ : >
a) Tous les a—é;‘ln =0 ] pour a= {*”Z’) ''''' n »Alorg h 8 la
forme 3 ke {3“;

Yo

OO - O al.faﬂ:‘ X ... X
£) !

4 0 o At X s X
o 40 . Co
A(R) : L

= &:; : 10 i R

Rsi > O . ‘:_L “lg/.fgl-_,.__ﬁ_-
g‘h&’:a (o ) o :‘

: .. B

o :

‘_h-((w)q

®  d4signant une matrice carrde d'ordre N-(Ry() .
Il est alors évident que si F(A) est le polyndme carvactéristique de

cherché ,onpeut écrire :

S 8,
T2 a8,

F(A) = Der i 4 22 cver (B )
o 1oa

Clest 2 dire que F(N  se décompose en le prodult de

a) G (R (2B foo B @

L

b) du polyndue carvactéristique de B .

) & . €
b) Supposons o comais, a o e > ki
L CI'XM )
solt -\r - I - E;‘: - EN + E‘t) +-E(jc
, — -3
on rappelle que V';d- est du 2° degrd,que V:()e Va ,

Vi .M est identique 3 M mais la L% ligne est fSchangde avec laJiligue
M.V, est identique 3 M mais la ( colonne est échanzde avec la j* cols
§ 1 a J

A@) &
Faisons alors /'y = A

@)
‘VL% e - c'est une matrice identique a A gsauf
I
’ 5 « . - . e
échangze de lahert col. et de la € col.,la &+l - colonne esgt

: ¢4
caelle de AH 0



e

.

: ) @ .
Puig f\({) = V{m e Aa: - matrice identique & A\ sauf 4change de la A+ °
ligne et de le (% ligne .

DéncsDans A&} le terme Ckglf\ aﬁJ LFos elle est bien de la m&me forme
que A® , enfin elle est semblable é,A“) Pﬁ” \Eﬂc NU\E P 5i 1'on tombe
sur un cas b) il suffit de remplacer A ar A™ et de poursuivre l'algo-

rithme .
Ce qui‘précéde prouve le thiorzme {3)}
Théordme I  Etent donnde une matrice carrde d'ordre n , & éléments dans wn corps 3L .fx
il est possible de la transmuer en une matrice de la forme de FROBENIUS

géndérale , c'est & dire de la forme 3

7

O R LTI X
. '

e

s

O “Hi ...........

Les §"t§-:, . amas

‘3£. etant de forme de Frobénius {Simple):

(6 0 cnvr--r W
10 SRRV
T A -] . ?)
Y M : ov bien i Jy = O
[ ' NN
‘: : ARV
1 . t.
[ 1 ¢
1w,

Ces transmutations sont toutes de carrxactdre ratiommel en le corps R

et l'on peut:éorire 3

Q- mAm

, ,
La matrice °m° etant un produit de matrices du 2° depré de la forme

goit-pl + X..el y 501t \Kﬁ .

De la démonsiration qui pré cxde on ddduit la possibilité de
toujours caleculer le polyndne carractéristique de A par cette méthode -
I1 en rdsulte sussi wn autre résultat intéressant s
Théordme II0. Si dans le corps R suguel appartiennent les éléments ay dtune matrice A

le polyndme carxactéristique de celle-ci est irréductible, Il existe
toujours une suite de matrices du 2° degré dont le prodult transmue 4
en une forme gimple de FROBENIUDS .

C'est une simple consdquence de la démongtration précédente si 1l'on

remarque que dans 1'hypothdse du theorime on ne peut pas tomber dens la
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circonstance du cas pagticulier a)

La mdthode que nous venhons de décrire est de programsation facile ,
surtout sur une machine possédant un programme d°'assemblage matriciel .

: AR (&&l) R
Dans le passage de F\a vers A il nous faut:

2 R) : © .
1) Calculer «C{ Ay, ce qui vu la forme de A exige (h.-{\)- n prodiuits
‘2) Le calcul des termes des nouvelles colonnes (‘kh’-i & h-)
demande (v-%&-1}. produits .
3) I1 y a enfin & executer h - R -1 divisions par le mdne facteur: afi
: s
' Le "cbut" total est donc de h-R-) divisions et
de n(l(u-%)—\) multiplications dans le passage A® A(f“) o
La transmutation complete doit exiger :
frua
! Z (k-B-1) = t#24-- 4 (o) = R (o) =N; , divi‘sions
{-0 <
n,;;_P(bﬁJ—'} = h(-1) = N multiplications .
z0
Ce pombre est de L'ovdre de h° . ’
29) Comparaison avec la méthode de DANILEWSKI .
Le procdde que l'on vient de voir ressemble beaucoup au procads
de DNANILEWSKI ﬁ:[}ﬁ] ,[35] squi ne coute que de liordre de n® multi-
plications aussi . Il eat facile de voir que-ces procédés résultent
tous les deux de fransmutations succéssives de la matrice donnde par
des matrices du 2° degré .
En effet notre procddé consiste i prendre au Premier pas:

AL (T-£K) A [Tk

aveac
O @, Q----v ©
6 Ayl - -0
K—ot’”sl(’“""6 . ‘
‘ .
o A, 0 - o3

comne il résulte aisdment de ce que 1l'on a établi .

HILEUSKI ,utilise

Le procédé de D

A)(Q ~

~
1

w»A(1+in

24

avec K)z'



et © 4, 0 ----- ©
6 0 o ----© ~119-

K,= o Az 0 - ?

0 A, 0 ~---~ 09

on peut remarquer que 3

A-2K) = |0t i (-2 x)
A, ’ . Xz,

-On voit que la différence des deux méthodes est trés peu sensible § elles ne
sont, en fait, que des cas particuliers de la méthode de transmutation génébale
par des matrices du 29 degré. D'autres choix de matrices K sont possibles, et
cela conduirae, pour la recherche d'une forme de FROBENIUS dquivalente 3 une
matriced mée, & deg algorithmes voisins de ces deux que l'on vient de

- présenter. |
89) Transmuéé&ibn]entune fdrmé'Triﬁlé:diagpnale .

Nous allons voirqa'il egt possible de transmuer une natrice donnde en
e matrice de forme triple-~diagonale; '
“ f
ﬁs« «2, (blt V]

fo s b

I3

0 b,
F‘*'( %k

n*ayant que des termes nuls seuf dang la diagonale principale et dans

les deux paralldles i celle-cimmdédiatement au degsus et au dessous o
lous utiliserons des matrices
M-alsbk ,M:aligK
avec K ‘de la forme K. XY .

Nous allons nous astreindre & ne prendre ici que des X et Y tels s

o o
0 (<)
X = ;(e , >I: ?z
. Houg Non

i o 5 . .
ou { et m sont deux indices différents €ln , pour fixer les iddes .

Alorys K%&)n”a que 4 ‘termes non nuls s
/&,ee < 'X.C. ‘9( ) &‘Me = ‘Ku‘.b‘)L

ﬁ'&“—: Lo b&““' ‘ %mm = R Y
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Nous avons ici : A = e’je + 2 Y
Soit A (a()) une matrice donnde , si on la transmue parM en A- M.AM'
on a,vu que 3 ‘
R, WTR BRI 0, ST, S, Ay (ot s ettt ) — LAY) 2oy
o Tl e X ) + poa b (o) =L

Il en résulte que A est identique & A_)sauf pour les lignes et

colonnes de rang £ ou m .
3i l'on pose
la formule ci-desgsus donne 3

d(JC+6l A, +&~_1'(L9 em)

A= A _,,x[ae) Yet Ry i

LJ LJ

Soit 2 wa indice tel que ‘= €{m par exemple,
' 4
a‘\w). = Rpa — ’F“ Qw[a”ea 34_“’&“1?“‘]

et son "gsymétrique "

] X, + Zb‘]
Ov,,_w= Q,Lw “’k‘é i’tﬂ <. A
On dispose des paramdtres Py %e, %, bj"-' j‘“ ypeut-on déterminer
ceux-ci afin que: I° ) Ces deux termes soient nuls
20 ) Que les conditions de possibilité 'Hfa et f%)

soient assurdes 7

( A= e + ng»\).

11 suffit donc de choisir },7, x{/,(_/tah Y, de gorte que s

o= po. — %, [ah Yot Qi «j‘,}
O = 99‘)) CLQM+ ‘au[—q&e Re +aiu ’Q“‘]
de 1la on tire :
O(.’McLDJ" mu‘gw] - 'Z(..._‘JC Qen =0
2 Vo [6”“ ﬂege] + X ‘}u Qg =0
Par suite s
Ty, [gt Qen + ﬁu\a«n = "’ Ayn”

Ty [t B~ e Bae] = P A

W
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Il est facile de voir, d'aprds les dernidres formules derites et sous
la condition que l'omvedt pas simultanément :
Up = Qg = Rpn = Pae =0
( Dans ce dernier cas l'on aurait déjd Quu= Pew=o et par suibe, il
est inutile de se poser la question de trouver une matrice semblable &
4 ol ces termes sont nuls: c'est A elle-mBme )

gue 1l'on peut toujours
trouver (3 e 8t !3_ et prendre t)

de soriteque
(j,e' Ogn + ‘3‘“‘ Qi FO ) g.(, amm”‘éwamﬁ%o

Avec un tel chéix pour tge et 4, et p

Q- P am/(aj{ Gey + Y s )
Teo % [ (e Gans g Bee)

Dans une programmation générale, on peut falre Ye= ‘5»~= 1.7_— i

et cela fournit ,dans le but d'éviter des calculs 3

°

i\

7&“ 16 Sy /(a'f'ci- a;wz-) ””'\Sn;

Le = Ot /(a’lh - a""'e) - Eg)b
3l Ry + Ayp=0 Ou Ay, —Qe=0 1l est commode de
choisir encore pet et de preandre pour ‘E’e et (3‘" des nombres tels
que 0(}65 £ et (amz e’ avee |gl=|g'l-1 , il est clair gque 1'on arrivers
toujours & en déterminer de cette sorte et convensbles .

Dang ceg cas les formules de oaloul sont les sulvantes s

a/;d‘ = a"(} (L#'@mjéqﬁe,m)
. O.,‘J‘ = Ay . . . wel .,L-----—-»-—-«-'--——-'---/f tac , i
A N A} J ) z; [aed Lég +X j léw.] d~im$m-xege [éd (a‘gﬂe 4'51.“1‘“).-;2_2;3}]
®

Ree xegc t e, K, {éﬁ F Xy Zp ‘ém 4—61.,“.‘“>(m13M
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on peuﬁ% donc énoncer [36]

Théordme III Ztant dornde une matrice carrdée A d'ordre n ,on peut toujours trouver une
matrice M=ol +6.K  du 29 degré qui la transmue en une matrice 4° de
sorte que ¢ Si (L (mdn Tson‘i; trois indices donnés

; I1°) La matrice 4' ne differe de A que par les lignes et colounnes
“ . de rang L et m. &
20) La matrice A' ait deux termes nuls en les positions:(’c, m_) et
(m,2) . | '
On désignera par @(’L; €, h\-) une telle transmutation .

Soit slors 4 une matrice carrde quelconque d'ordre n,

‘Faisons la transmutation : (@) (,2,3) — A' Cette matrice est identique
% 4 seuf pour les lignes et colonnes de rang & ou 3 ,de plug
il se trouve un zéro en les positions @3 et(31) . -

Faisons ensuite,sur cetle matriceAla transmutation @(\,’Z,'ﬁ)—a A“
elle change seulement les lignes et colonnes de rang <X et § .
donec ne place pas un nombre sen la place des deux zéros qui sont
en(,3) et(3,1) .Par contre elle en place deux dans les positions (14)
et (4,4) |

Il est tacile de comprendre que la suite des transmitations ci-apres
®(1;2,3) , ©(52,4), ®(;2,5), ------om-o ;@ (152,n),

@@;3.4) 5 @@35), 0R3,6); oL @),

'

® (h-3;u-2, 1), @ (n—s;‘ Ry, n)
® (VL-Z') k-1, w)

Permet toujours d'obienir , rour celles de la premidre ligne ,
1

7 s 2 1r4 i,h
- des zeros dans les positions |, l« 1]’ /th’ ] ; celles
’ ' A
de la geconde des zérosdans les positions |**| -.. ... .- lé,h[ ;
le /X3 w,2

sans t»erhn-Ler les zévos de lu premicre ligne .0
n bref, au bout de ces &522_5“_‘_9 transmubations 1'on obtient

bilen la forme friple-diagonale T; o

»
o<| Pll
?lo(l 0
by =)
O \“,.\ \\P(’.u
?k" o(b
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De cela il résulte le théordme suivent:
Théorsme IV Ktant donnée une matrice A guelconque il existe toujours une suite de matrices
| du 2° degré dont le produit Oms Eb'b tel qu'il transmue A en une forme f
triple dn.agonale ¥

T, - M.AN

Pour achever la détermination du polynbme carsactéristique de A
une fois ﬁ trouvée ,celui~ci est
g‘\"}\ (541
SETRSNER

~

\
N N

F(a= D& o

4, Pua
b dnl
Pour en faire le calcul , on pose
\ o= ib
q), ‘l-‘»
‘3‘._‘ 0(5‘)

si bien que (M= F(A) , (3 = «-2

et on peut aussi poser f,(A)=4 .

Alors en developpant par rapport 4 la derniére ligne on trouve :

Lo = (N A ) = fpefe ()

Cette méthode est b rapprocher avec celle de LANCZOS ou de GIVENS ,
qui pour chercher une matrice équlvalente 3 une matrice donnée et de forme
triple diagonale utilisent des techniques bien différentes GIVENS L)8] 391
Transmue A par des "rotations",c'est 3 dire comme dans la méthode de JACOBI
Al-O0A D est telle que _Q( s)cnt orthonormale , la méthode de GIVENS est
exclusivement,sous sa forme primitive, réservée au cas de natrices
symétriques et dans ce cas particulidrement commode puisgue la sulte des
polyndmes 1@; () ci-dessus est une suite de STURI du polynome carxactéristique.
La méthode de LANCZOS est tris différente ,elle se propose de construire
une base,dans laguelle la transformation ,définie dang la base fondamentale
de R” par A,soit définie par une matrice de forme triple-diagonale » On

trouvera unexpogé de cette méthode classique en [40]_ [41], o

Rema\»aluons que les malrices des “volalions’ 0 de GIVENS sont
de la gorme: I+XY .
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4°) Etude des erreurs dans la méthode de réduction & une forme de FROBENIUS .

‘Nous allons revenir & la méthode exposde au 34 et Studier xapmdement,
en ubilisant un mode de raisonnement analogue & celui fait pour 1'4&tude
des erreurs dans la résolution de sysidmes lindaires , les erreurs de

calcul pouvant arrviver dans l'utilisation de ce procédé .

Pour simplifier l'déeriture des formules de transautation de,F$b 11 AG’O
posons ¢ AY A AR _p ne al®
4 f{-'&,iﬂf
*
X = A'L. ei*’-

on a vu gue alors 3
- ug
A} - (I - :‘.ﬁ‘ X'C:u ) A . (I * x‘eﬂn—)

)
D'aubbe part, pour la détermination de R il ne faut faire des calculs

Gen Lus
de A( )

que pour les éléments CLb} situés dens les colounes

de rang %+L,&+3[_”_“.h,a

—

' ‘ ;
On peut donc poser jsi A" est la matrice réellement oblenue b la place
;o
de A H O euer o b

f\/ ) /\1 . §RI ) ry

'
4
)
t
1
i

E L

O - o] éu,&qg, - Zuu .
les & dtant les erreurs de calcul faites dans la détermination des
e L) .
termes dué) ge K.

Or il est facile de ddterminer SA de sorte ques

A= (D=5 Xoeha ) (aesm) (T« Xek,)

clest & dire : _
= (T-4 Reh) i (T+Xe0)

et puisque I - % X et est 1'inverse de I + X.€y, R
sp o= (Texep )0 (I-gher.)

b

' N + .
or si SA' a la forme indiqude { ses R+#| premidres colomnes nulles)
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'“f-ll est tres fa01le d@ vair que

3 admet aussi ses %+£ premléres celannes nulles e Cette remarque '

:[ emtraine 1'1mportan¢é cenatatation . si l'on.Veut soumettre /¥+¥AH"i
lui donnanf la forme ﬁ&dkﬁ’ o %m;

la transmutatlon 51

la»méme transmutatzen}f 

pour /-\ et pour A +§A

l";“c'est & dlre que z' 7 B .
) ; A' ,‘,obtenue par une transmutation de A v avec des erreurs de caloul
 f,;f‘peut %tre con81derée comme obtenue par transmutat;on de A-+§A y8ans
'fﬂx.erreurﬁ de calcul SA myant la forme obtenue glus haut .';bf5-{iffg 1",7ff3
Revenons aux nctaxlons genérales ) Partons de la matrice A ,:vwgg_ ,J"Q5;>: 5
"?ﬁau lleu de 1a~su1te ‘de matrives semglables ; .v[;r_-‘-':@’<_§‘ jlf;ak:
| | A A A“’ A" i--;--; A o R T s T O
"Aﬁtelles Que v - S
S A(“u) M{ P)m M..u
‘;'kon obtlent par le calcul effectif la suite -
. Ao A AU) R @f) v.,»; A(&O}) \‘.,b_.. :

: :;“telles que :” [
E T e

;'5¢<las QA étant des matrlces &yant Teur &+' premleres colonnnes e

(ﬁ«)

-nulles et se calsulant comme on 1'a’vu plus haut a partlr des erreurs de
g oalcul sur 1a determlnatlon da A ‘ R : ~ -

. Qr ““ ~_,‘ 4 A:‘ —({)

. ﬁ(‘gﬂ) — { [H{ (A({--\ SAQ 11) *g‘ﬁﬂb} =1 ‘v o =
-'Considérons 1e predﬁxt v : > ; A
o P (K"" (1' = &)

Mg [H A g;, )H SA} Mi
. On peut 1'éerire’, *~-,“‘p;¢;-“f ,h‘n;j ) ‘ e
SRR R S S BT g e
- Ry, [ mf.%“’,.ﬂ:ﬂ MR
| "-@«n

i

: enfln . !-x~,ﬂ"

R ST T

s e

) | ﬁ “o [Ao ‘F SP’“ +_ M;‘SH’MO "H;i”:‘SHzHiﬁo 1L__h" ]M;;ﬂ:t' -- H& .

© e

,P\“"" ‘%[A Z H ﬁ“ h J“m, N

O T T R TR A
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on peut donc énoncer
Thiorsme V  5i 1'on tramsmue une watrice A donnéde,carrde ,d'ordre n ; en une matrice de
forme de FROBENIUS , selon la méthode ci-dessus exposdée, on obltient

une forme qui peut &tre considdrée comme rigsoureusement semwblable &

la matrice. A +8A , AVECSE
§ DETWES
Sho= ) MIoom SAR K,

11 nous faut dire un mot de la fagon dont on peut déduire de le connals-
gance de SP une estimation des erreurs faites sur les valeurs propres

et vecteurs propres .

£9) Variations des éléments propres correspondant & la variation SA de A .

Soit AL une matrice carrde ,d'ordre u ,ayant ses n valeurs
propres A, A, oo \. , distinctes .

Soient , W; et U, les vecteurs propres ) droite et & gauche
pour A et correspondant & la valeur propre Nt

NG A u; _-? N\ W
() vy A = AU ( ATO—L = >\; U-u)

Je les supposerai "normalisés" de sorte que :
T
(3) Wy we =4
T
(4 UL =4
On adsignera par T la matrice dfordre n eu_;.em't pour colonnes les

-1 j
vecteurs colonnes W, ...--. ,WL, » les lignes de T = sont les v‘fo j

Soit donc A+SA une matrice légdrement varide de 4, SA ayant

par exemple la valeur détermindc a § précddent.

1YY désignera la valeur propre de AedA voisine de M de A
et o+ Swi et Ue +gtfc les vecteurs propres & droite et 2

gauche correspondant & celle-ci,



~ARE.
On doit avoir

W’ (A+SA - (AT +SK;I)>'(‘L:+§Q; =0

oy e (nesh - (3o
écrivons s

O (Sl\—S}\;I}%z,* (A-aTh6w + §A.Sue - 8N Su; = o

@ ST(SA-SAT)  # (5o (A-NT) + (5 )8R -SA(80) -6

: - 0 . . s ’ ! /o
51 1'on néglige les parties souligndes comme élant d'ordre suremeur :

()™ (SA ~5nT) w + (A-AT) Sur o

@y wT(Sh-sx1) o+ ) (A-NT) =o
Multiplions (1) par v; (3 gauche)
U{r A w; —6(\‘) O‘:’ uw; + U‘{TASILL _')\; J{SK; zo
Ug SA u; *(YA[) Ui+ (>‘g'>\;>' U, Su; =0
de méme en multipliant )" par w, (& droite )
T T ul
U:: SA L(i —(sAL) D: "{i + (}\g—xp)@(&) l,l{:O
Or :
0w = g&:
(6 symbole de KROWECKaR) , d’ot :

ke o UMA W, - &\
(D

Rec U Su; 4 VAR YT

.

£=L . U;TgA' W - S}\L

(1)

ke - (S"—L)T'W" . % Sk,



LR o2

X .
o

. Ces relstiong oblenues;soit a )
£ 1 - w371+ N
déterminer Sh;} Su:, So, , en supposant connus A, u; o .
19) Les @8&: sont déterminds par s
T
S?\; = Jé giq i,

20) Les gu; spour L fixd ,sont tels que

o du; = aBETAS YYVN
(t’k{,
cela donne pour ks 2, .- it faf, .. n  seulement n-1  dguations
» s % h
avec h inconnues : les composantes de S, ,soientsS$y I3 ...... 8% .

mais si l'on pense qu'en permanence s 0. u;-: § cfest & dire :
T T . .
Qjﬂ 4—(SI)E) ). (K. "f'gl’.‘\) = S{L ;

cela faitb:

T
Sod us + 57 (fug = 0
‘en négligemt toujours les termes du 2° ordre (SQ)T,SLL; o ‘
Done le systeme {oumissqh!“ les du. et Sw
( .w* inconmues ) s'derira :
Uf‘ dug - ga , ke
(3 . '
{go'i)l e = — f,“ , &;&J
(% (x";\r- W + 0. %; -0
ol 1'on a posé
«gi“ I VAN NS (¢x k)

A - %2

La remarque importante i faire est celle~ci :
les relations (4 ) (pour ¢+ R ) sont toujours satisfaites si(3)
le sont |
, ,seules les relations (9 pour ¢=k sont
indépendantes de ces relations (3) .Notre systime & 2.n* inconnues

est donc

U-IT' Su; = ’Gii , {f‘
(3)
(Svt‘).". Uy s ~ %i; ; {?"
(4y (fi)';)r. w; + V. %us=0
Ce qui nous fait Iul ~n dguations seulement . Il nous

mangue donc en ce point de notre étude , n | conditions pour

régoudre le probldue .



(5)

51 A est symétrique{ le cas est classique et a été traité par JACORI

Voyons le cag général

Berivons que les §u; sont tels que

T .
W, . U;=1se naintienne.

Cela donne les B conditions désirdes 1

(5)
Done, le gsystéme devant

U .(Yu;\’ - /6';(5

(®»

Wy (30) = -6

Uv.;r. (g(,{“\ =0

(c#%)

fournir les Su; et Stf; sers 3

Nous allons indiquer comment on peut résoudre ce systime .

Commengons par déterminer les gu;o

Ils satisfont &
%UKT(S“J

THNEXR)
Or on sait que

Q‘l
T—I A
VT
donc ¢
o
0
-t :
E... T . :
(X% - JL+
6
ensuite
T-= (u") - Iu"') )

I1 en résulte que le systome donnant les composantes de Su; sera :

CT”—-EMW“'+EHT’)gQ::%C

n

]

ei:

[}

T Ex = (o/ Oy vy Rgy @0

) [I"Eu(I‘FWTﬂdeSu£= ?‘

Or il est trés facile de voir que la matrice E (I-T'T)

de carré nul :
(TT‘T)"; =1

done

[I - E‘g;(I-rﬁT )]—‘ = I:I +E;;(I—'T:T' )]

ast

~439.

[42] .

() Wl (80)evl (wlo ; 6) al.(fuw).p

(i- 4,..ein)



$°) Cas particulier d'une matrice de forme de FROBEHIUS

et par suite g

g%aa 'T.{i. ¥ EQ(I‘”ﬁTﬂ’Gc

v N ' Ly e e

fnfin le systime donuant les Sm, peut séerive
Y

T %0, = ib:’

) 8
si :

i : ST
{5“’” of Su ¢ < . So. = (T ‘)")%‘

- ' L1 L o msharohda
Ce qui permet de calculer les éldments cherches »

jeal

“fin signalons une majoration des{gk;\ qui résulte de
1SN = | ARV

5i 6 (T™) ddsigne plus grand des éldments de T7' , (on sait que
c'est une norme de lg matrice T™ ), et Vl:rhzéafﬂ on

P !
peut derire

[$x 1 ¢ e M

5A "

ce gui fixe une borme supdrieure pour la variation deg valeurs propres

L0 ®

5901t la matrice

o o --"“*"““"{‘u
4. © t\....
o 40 t\.d
o .
% 0 t
- n \\ ~ “
. N \
. N ~ .
t N \\ 1
Lo T }\,

Je suppose que son équation carsvactéristique s

4 ®

FON = (-:)“.[XH N ~r»] =0
n*a que des raciuss gimples A‘;)ii .......... , .o

Il est facile de voir que si 1'on pose 3
40 ()‘\) }L;\
:g' (?‘\) }'\u + >\ Yk,‘-‘

1

33

"

f: (é) he + 2 a7 rhg~>f

~130.

R

" R,



c'est & dire que les f(}‘ peuvent &tre calculds (Schéma de HORNER ) A34_

par s '\?«(Ms ‘-‘CM+/\.'\“-

le vecteur propre W: de cette matrice correspondant & ) est de composantes
San 20N/,

% g(A>/x

we -
% ’-Fiu(}‘)/}\ 10%-3?‘1‘1')

%’k-i

La vecteur propre U;Ié, ganche est alors :

N
nl'): ,
G|
: f o / (1‘401 Cﬁ\)
l}&')\;
e
supposons que A varie de sorte que
6w 0 bp,
6 O <eni__ ..
: °Sf‘“*
(') B IR o Sr,‘

ce qui revient & dire que les cod{ficients de J.aquatlon L,drra,cwilbqn@

varient des ‘{:t' » Il résulte des formules ci-dessus que :

= EM]. (S s T e T,

Or si 1%on derit que ;" U;=1 , on trouve que § It doivent Btre tels

%-—L[ SIS

ce qui donne 3

A [Bpe S e 275
BN 4 2p A s e ke

) -

(9

5 S “ X‘S et Femmeoe b k?-lg '
ou encore : l}‘;, o + 8:0p b

N R g e A

et si 1l'on pose

r[‘h {(’,)‘(?) = @(X,T)

ona @ KT Xé +T(ﬁ ; donc cela  redonne la relation classiqua:

kc-fl(?\) S () W0 VPRI hr U

Spe - Sperddes kTS,
77()
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DE SPONE = WZIERSTRASS

) hieatle
LJ.D e L2 h)ﬂ

RODUCTION - : -

En 1285, WIIZRSTRASS[e dnoned le théordme célibre s
"Ibant donnd une fonction f, de la variable rdclle, et & valours réelles, dont
le domaine de définition est un segment [d, Bl o, et qui est continue sur
me segnent; il existe toujours un polyndme qui 1°approche d%aussi pris que 1%n
veut wniforndment, cfst-i~dire £ Stant donnd, 1l existe un polynBme P(x)

tel que 3

\f(x) = P{x) I < pour tout x & [a b] ® .

La démonstration originale de WEIBRSTRASS provient du fait, apparemmant

fort dloigné de la question, que le fonction

+ (W x.)"
) = A ). e Nk A
Y = 3w |
anoJ
tond wiiforndment  vers £(x) pour z e {a b] ¢ 8L k — 0O,
Ayant prouvé qgue L? (73, %,7 est we fonction sutiére de 2

(dans le plan complexe), on en déduit pour \y( %) {x r‘el) we
série uniformdment convergente dane [& b] 5 il sYensuit qu'il exigcte

polyn8ue
\ U[}('n,%) - f(%)\ {E

b

¢

et puisque k peut &ire choizi

£

asges netit afin que [ :ﬁ(”‘) - \W":%H {

la proposition en résulte.

pour tout x,

taj?

Les trés nombreuses méthodes de dduonstration du thdordme qui furent
présentées par la suite peuvent se diviger en deux catdgories (d'sprés ©. BOREL
les unes 3 de carsctdre "transcendant” (o'estebedire faisant appel & la théorie
des fonctions anelytigues et du genre de celle de WHLIRSTRASS lui-nBue) s les

autreg s de nature éleﬁmentair@o'

£21)



& e i

Les démonstrations de PICARD [3], LERCH[4], VOLTERRACSJ, font appel
& la théorie des développements en série de FOURI:R. Celle de VOLTERRA, par
exemple, procdde de la fagon suivante s il est facile de montrer qu'étant
donné f e [a  b] , il existe une subdivision finie
De (a. = Xgs veceeveccny Xy gy eeseneeniieney X = ‘b) de fa 1]
telle que sl l%on considére la ligne polygonale L, dont les cBtés joignent
les points M, (xi . f(xi)) et M:1+l( 1417 £{x i+l)) y cette ligne brisée L
puisse 8tre considérée comme le graphe d'une fonction §s continue mx [a b,
qui approche uniformément f et de gorte que
[£(x) - g(x)] £&¢  pourtout x e {a b], qelque soit £ .
Laquestion revient donc & l'approche de la fonction g{x).
VOLTERRA prolonge la définition de g(x) afin que dans [a ¢ sy ey by
g(a) = g(c), et considdre ce prolongement comme la partie du graphe d'une
fonction gl(x) périodique et de période (c-a). Or . gl(x) est continue et
n'admet qu'un nombre fini de maxima et minima dans une période ; un théorsme
classique de la théorie des séries de FCURIER montre Que 1%on peut derire ¢

o>

%4(‘*’—) = A F Z (a.u %—}* f@ Am&ﬂ ) , T= c-a

Wi

et la série trigonométrique converge uniformément dans {a el .

Il existe, £ étant donné, un rang N tel que dés que P> N et pour tout
xefa  ¢] '

IECRIES (e otts €, ain2on)

b

<

do |0

T

=

=1

Cela prouve déjd 1'approximation uniforme de f(x) par des polynBmes trigonomé-
triques. Pour passer aux polynSmes ordinaires, il suffit de remarquer que

%,

w%ﬁlxu; 4&%1}«.: sont égales & des séries entidres qui convergent
uniformément dens [a. c] ; Beene prenant quun nombre fini de termes de ces
sériea; '

‘On en conclut. s il existe un polynBme P(®) tel que

quel que soit xe (&  b]

{a +Z(Cll., znmt +4 Mz-ﬂux)} f(")

ksl

De la résulte la proposition.
Dans ces démonstrations de carasctdre transcendant, il faut gignaler
la démonstra.tign A'HILBERP[¢] qui verie peu de la démonstration de WEIERSTRASS,



meis 2 le grand mérite de donner explicitement un polynSme d’approximation.
En effet, HILBERT prouve que, si 0 R Lxa L B (K p<t

én peut toujours par un changement de variable gupposer que [e b} tombe
dans [0 l]: strictement), les polynSmes en x '

P -
' P(w) [1 =~ (u-=¥]
£ .
Lty

I

pour n -» © , convergent uniformément gar[a b)) vers f£(x).

q Les démonstrations classées dens la catégorie " dlémentaire " par
E. BOREL, sont celles de RUGE([;], LEBESGUE(), MITTAG-LEFFLZR[B) , BERNSTEIN (0.
Comme dans la démonstration de VOLTERRA, le problime est ramené a 1‘approximation
uniforme sur [a Db7] , de la fonction g , dont le graphe est une ligne
brisée inscrite dans le graphe de £ en fa b].
Posons y; = f(xi).
Soit <f; () = %5-‘ + RoRi ('9;—‘3:--) ;

Re—-Rioy

Soit : 2

(O ¢ () 40 4] [l g] K(e-m)

K (%) étant la fonction échelon : A{x)= 4 pgur xpo

D((x_): o pour x (o

D'aprés (1) , il suffirait de trouver une approximation uniforme de 1'échelon
entre =(b-a) et +(b-a) par des polynBmes. Or, cela est impossible,(l'oscilla-
tion de X autour de O est égale & 1), mais il est possible de trouver une
fonction P  telleque : () = Bl | g2

pour tout ¥ ¢ [—' (€—a.) -7] U[+7 '({r—a):,

quel que soitht z’)qdonnésh 1'avance.

~
(= k-t

si Y (x): 4 +Z [ et} - @] p (2o 2) , alors

|9 - Y| g2n Mg (si [YEM sur [ 1] )
pour x en dehors des intervalles [Ia“‘y ot 'ﬂ
Meis la fonction continue ({’:4.(“) -Cf,'(«,\ est nulle en x

i
choisir h essez petit de sorte que dans [7(:_,] X H)] ’ l‘fiﬂ (2) - ‘fi(“\

s on peut

£&'



A ‘:‘\\
b=

ret dans cet interx_iallé ) Ham‘; L\{(m){g s! M, ;.ZQML'

8l M fx.) = ) len, poﬁr tout x € [ (b=a) #‘(b-a)] g -on peut donc dira
i qu'on peut approcher (f{ad par \{)(«.) uniformément, donc f(x) pa.r q)(a.) o i
' RUMGE prend pour Bl la fraction rationnelle A / 4+ (1= z}

- ,Aprés avoir remend (b-g) & Btre {1 (par un ehangement de variablea), il
~ prouve que ?(m) répond & a la questlon pour k assez gra,nd et montre ainsi que" 1fon

. peut trouver une approximatlon de £ sur [a b] par une fraemon ratlennelleo '

11 indique une méthode [$] pour passer d'une approximation par des fractions
rationnelles 3 une approximation par des polyn8mes.

-  MITTAG-LEFFLER propose de prendre f(J - - - R G LR |
(l'intei’valle {-(b-a) +(b-8)] toujours ramen$ & 2tre dans [-1 +1}) pour "

X assez g'ranﬁ, c'est une fonction en*biére ’ qui & son tour sex:a approchée unifor-

)@’ .

mément par un polynﬁme, .
‘ Enfin, LEIBLSGUE rem&rque que ok(a.) eat telle que

z pour ‘x>;.,
{zm) 4} ,‘ R SN b

-x pour «x¢

[€

sl 1'on remarque |x|: (1e3) = 44 ds . ’L§ e
sl z=x° -1, la série converge pour { 1< 1, et m&me pour z=%1; elle ‘
converge aebsolument et uniformément pour =L { z {1, donc il existe un -
polynbme, ¢ dtantdonné tel |[zl- P(=)| &2’ pour tout xe [-1  +1]
11 est clair que pour O cela donne ((’(o)} :éi" ~ donc 3 Hx( (fm f(o))[(zz., B
 On peut, si £-2¢' , trouver un polynSme sans terme congtante gel que
| C - G 4 L |
- Dés lors, puisque [a@q - QMS {t , _ P _
R 1 LQ, (x) = G{_\_» ?,  [zm -1 - -Q'm| ¢ i;- R 14

;. ‘_.v.:’fon es’e bien a,rrz.vé S trouver, si y[ ast donnég un polynﬁme “_zf:( + q (w) ?‘{x , th; .

o l d("' - % ¢ )\ vx ' . qui &_\‘Mné 1°a.pproﬁ,mxatiori, un}i’formev do K@ i
dans L 7) v [») , : : , CoL e
g LmBLSGUE ‘ne presen‘bait pas sa démons‘cration tout b fait de cette fagon, mms elle* )

g Y rendne’. Nous verrons le parti qu'en 8 tlré STONP_. pour la demonstrat:.on de



""son théoréme.

- Enfin, les génerallsations diverses du théoreme au cas, soit, des o

:sonxmes trigonOmétrlques, soi‘c des fonqtions & plusieurs varmbles, furent obtenues ;'
;par des precédés analogues par LEBESGUF [s'), MONTEL [u), DE Lﬂ VALLEE %Ussm [u.] PR
vBERNSTLIN ['O] o

Ix-ammm,mmssu& LA ',I}WQ'NSTRATI{ONIVDE."S’I‘ONE' . [.\4..]'1)’ ttﬂ

K

- Il ya trois remarques qud furent le dépa.rt de la démons’oratlon de SEONE -
et qui zmwren‘h la. pleme généra.li‘te du ‘bheorame par. lui prouvé T :

- l) la premiére est que le’ ‘problime. est de trouver. l'a.pproxma.tmn uniforme pour les

fmctions contizmes (é, valeurs réelles) dont le doma.ine de déf:m.rbmn as'b

- un enaemeler compact S b e . _
2) la deuxiéme idee est ‘que- l'ensembleAdes fonctions cont&nues deva.nt a.ssurer o |
» cette approxiina'hian foment une g@bre de fonctlons contlnues. '

- 3) mta.nt donnés deux points c, distincts de S, quelconques, 11 est evident

“quiil, y a119) des fonctions continues 1{ sur S telles que ;f[z,) . f(u)
?°) 81 l'approxmatlon de £ est reallsée pour tout £ - u‘nq'
© fonction g¢€ A telle ‘que . |£-g|¢e - pour tout X e S, :
donc \{(n. -4 z,]‘(f. et |:F(t) z,)‘gs '
et l'hypothese 'TP ):f 3[ 1,_ S implique que (a 3
pour un choix de t . - __ C

Dono, les fonct:.ons de A devront vérifier cette condition nécessa.lre s

pour tout couple xl, X, de points dlsmncts de S, 11 existe au moins g € A

: telle qus g(xl) f g(xz), on dira que A sép e les points de S

 Tabortue

‘Le 'theoréme de b’lONE montre que ces. condltlons sont o'éneralement

: '.sufflsa.ntes s en voic:L l'enoncé T

3 Si S 681; un espa.ce p t, A une s ggbre de fonctlons cont:.nues é,r;
: :va.leurs reelles qui gg les points de S, c'est-b-dire si xl,
sont distincts ( 3& X, )et queleonques, il existe touaours une
- fe A telle que f(xl) ={= f(x Yo Alors s '

'La fermeture uniforme é Tde A est [ _
J- ou bien l'ensemble de toutes les fonctlons contmuas gur. S

- ou ‘bien l"ensemble des fonctlons contiques qud s"e.rmulen‘c
S ens un pe:mt déterminé-de S. e -
Le p; de la démonstration est le suivant 3




~6-

1°) on proﬁve que l'ensemble X est nécessairement réticulé
clest-t=dire si & g € Iy s les fonctions fu g = Hax (f,g),
fng=¥in (f2) e T , par un lemme (L)
(I1 est clair que si A est une algdbre de fonctions continues en Sy

A est aussi une algdbre de fonctions continues).

20°) On prouve ensulte que si un ensemble Al de fonctions continues en S
eat réticuld, et quune fonction f continue est jelle qulelle
puisse &tre approchée en tout couple Xy5 %, und formdument par une
fonction de A, (quels que soient %y, %,y & ) il existe ge Ay

telle

| @ -9 1K, ) - 9| e

alors £ peut 8tre approchée uniformément dans tout S, o'est-i-dire

fc Aqe

111, - DEIONSTRATIONG =

8) Un ensembleBde fonations f est une algdbre sur R
1) si ofest un espace vechoriel : _ A
£2gen, M{ebd quels que soient f, g € B et AeR
2) si un produit f.g est défini distributif eap, BUX opérations fur 1'espace
vectorisl

On dira que cette algsdbre est uniformément fermée i toute fonction
adhdrente 4 Ty appartient( o som de a topotoyie cle € cowemqnce wrnfoune )

Lemme I 3; tonte algdbre unifomdment ferméeAde founctions borndes sur un enseible S

(pas forcément compact) est closs sour les opdradions de treillis Max. et

Hin.,; c'est=d-dire est cvéticulde.

lax [{,fé] %({*‘3 t W“}l‘)
ﬁ?in(f,»é) %[{1&5 - H’-gl)

je veux prouver, selon les hypothéses , que sl f,3e A Haxff, ) et Hin(f,g) e }\

n

Own sait s




D'apras kce"qui est derit plus hawt, il suffit de montrer (A est un espace vectoriel
seft R) que si uue fonction fe A, la fonction | £| ¢ A aussi.

Par h;rpcﬁ;hexsas toutes les fonctions de A sont bornées - je prends - (£10-= HM [‘f(’»)}{f
f(«,)[ {4 (sinon je remplace f par A £

&0 ) est une constante € R) ‘

~I1 suffit donc de voir si, f ¢ A et [f[ ¢ 1 dmplique |f]e A .

Puisque A est uniformément fermée, il suffit de montrer que | | peul

8tre uniformément approchde pardes fonctions de A (hypothdses), ¢'est-d-dire que,
quel que soit &', il existe ge A telle |g = {f]]| L&’ , poor ook % eS . '

=1?idde est d'4tudier le m&me problime dans un cas particulierg
Considérons la fonctionF:it — F(6)=+{Ebre* = (¢ +8%) (t € [-¢ +@I>
et formons ls développement de TAYLOR de F(t) autour de %

FOO) = F(L) + (E-5)FU)+ £ (E-L)F(L) +

il est clair que ce développement est convergent

et uniformément convergent pour t eatre Ot (1

Si je pose t = xg, je peux donc, étant domné £

5, trouver un polynSme P(xz) tel que
18(x) = (a4t | <& veelt1 4]
mais alors f () ~el¢e , |Eto)|Cae gi 1%on pose ‘ Q(n) - £ (x)-L(c)

(c'est-d-dire le polynBme P(x) sauf son terme constant)
| Q) = (w4 eyt ¢ B ) - (et \Muo){ {35
Mais i(x +s‘)lz-;x( }42 * car [y T {e

a1

N O K1 R P T R—

.
: »

5
-

bt kol

« 81 f est donné et puisque & n'apas de terme constant 0(46 A ; 0‘.{16 AL i.‘fg{f
QU ek et puisque H f I« oy done (D) Umptive s -
\Q . i(z" o VeeS ;& e

o Q ED.



b) Prouvons le lemme II o S est icl un compack et A n'a mBme pas besoin
~ d%8tre une algdbre. | '

Mals supposons A C G (5,R) xéticuld | ( C(SR) ¢ emmcutts doo applicalivemsy caulivnr
45 dase R )
Lemme 11 3 'Si une fonction £ ¢ C(S R)a la propriété de pouvoir &tre approchée

d*aussi prés que l'on veut par une fonction de A, en deux points et

guels gue moient ces deux points p, q de S, slorg f ¢ i,

C'est 3 dire il existe une fonction de A qui l'approche wniformément

en tout point.

Par h«é rwtﬁésa,{aels que solt £,et p, q, )3 :Ft" c A tel le
@ |$0)- fut ] <e v |£(g) - ﬁx ()] <= ; - (")
Soit ’
qu":{ 1'; ,‘-1(*) < :F("")"’z} ={ 'l,i %ﬁ(lx\"i(ﬂt)(ig
puiagque est continue et que 1'ensemble des rdels (& est wun-

{}‘1‘ # ‘ :
ouvert Q de R, UM est 1'image récipwogue de CD; . t€ egt ouvert dans S,
I1 contient p, q de part (1) et (1°).
De n8ne 3
DER _ . i .
p V\"{ { ) ﬂ"( () > %(1) 2; est un ouvert de 5 gqui contient

p et q.

- Supposonsg g f:".'xé'y et faisons varier dans S p. Les UM recouvrent “k)u& 89 )
il existe un recouvrement (propridté de compadi*té de S) Tini de 5 par des UM
et Pysseeccconcnsy p& les points qui permettent cels pour g fixéd.

Six € 5, il existe donoc U  tel ISU ofest~i-dire tel ’%‘ %) { {

Peq
soit . on g
Cf.ﬂx}: Km[ﬂl‘{,:ﬁ‘“ _____ :Fl‘(—} s {1 EA N
1 {(hypothise que A est réticuld)
et aussl %?% (x) ¢ :F(%) + & quel que soit x € S,
' De plus, soit W = m V oYest un ouvert (iant. finie douver ts)

A
contient q (chaque 1'\)‘ cgntlent q). Si x ¢ 'W:t on a évidemment s
quel que soit p, (1:1,..9.03}:;)9 done !

Ayl0 > 40
gt > 1 Lo 46

En réaumep on vient de trouver, pour tou't q et g, un W"‘ et ni.e f‘onctlon % éA

 tels
1) quel que soit x € S {1 (x) ¢ 4{« +£
2) pour x é-w;l‘ )‘("((“)>:[(°‘

- L3) 'W:t est guvers et contient g



Les \I\f 3 pour q variant dans §, recouvrent Sy done il exigte (propriété de
omga.o:.té de S) un recouvrement fini de S par de te ls'W’.‘ " '\\}%m

1 19.;
b Ml o fd e

(hypo*bh‘ese, que A est réticulé)

Prenons 3

Quel que soit x:1) {z (x) ¢ :rpfﬂ +e

.2) pour x donnd, il existe un indice j tel X € Wclj et tel
%‘3 I { (%) - £ donc ’{Sl*)} {(1) - £
: ient de % €A tel
Par suite, on vient de trouver fi el que {(t)-{ 4 ft (:\ ( 4?(1
ou
‘%{l\ 1‘)‘ ) Vﬁes QED
c) La démongtration des deux lemmes obtenus, passons & la démonstration

du théordme de STONE lui-mBme.

1°) Supposons que pour fout point % ¢ S il existe une {é A telle que :F {'x):f:o
(dw&,CM AL -&4 {aw(;ttm M%MS,éA),

Alors si X 4%, , il existe un £ tel  o# f(x)# f(r)¢o
En effet, il existe A telle que : f.(x) ¢ 7.(%)

(hypothdse). De plus, il existe "J:,_Eﬂtelle $ :f,_h,_)aﬁo

- Supposons, parexemple, que :?Q(z,):;éqw_ ) on avra: 04 1)+ f. (x,)
si fgi(h];o y ® nsidérons la fonction .,(.’ i‘.{ﬂ + :F&(")"Cfm

:f( (’xl)
elle est de A,

(o& noubre réel.)
I1 est clair que je peux choisir « de sorte que 3 1) ¢(x) # ¢ (x)

2) f.a)+d#o
- Condluston : Dans le cas olt, pour tout x, il existe wne {eAtelle que f(x)#o0
et si A sépare S , il existe pour tout couple A #%, o wme T e A telle

0+ {(x) ¢4t
Posons s £(x)= X fr)=Re 0 # K ¢k ¥ 0

Cette remargue faite,

a) soit & la fermeture wnifarme de 1'algdbre A, c'est une algdtre, et puisque
ces ﬂ)nctions sont & domaine de définition sur un compact S, chacune est bornde.
Le lemme II prouve qu'elle est réticulde.

- b) Dautre part, soit cf une fonction continue quelconque, et pogons |




1’[,“‘0
Cf(«‘\)sa' et ‘{’(%z)=6-,é‘hant 2 houwds ‘1“"‘1'"“"‘1“"‘
Soit £ la fonction déteminde plus haut . I1 est facile de déterminer wn
)
KX P X tel {xxﬂ»px.:a

polynBue en X tel
AXr rp X6

(0n prewd + g x,-a¥y . SXizakl
xtxz()(!-"x‘)

X'Xt(xz'x‘)
alors 3 9:»{?“«5&{3 c A

valaurs que ct o
R e T
11 est donc clair que ¢ Tonction cowtinue guelcongue est "approchde® en chaque

couple aussl prés que Llfon veul par des fomotions de A 5 le lame I =3 f €A

qui est done identique & C (9,R)

et pour =%, %, prend les nlues

11°) Supposons que pour un point particulier X, , toutes les f e A
stannulent. Je doiz prouver que si g est wae fonction qui est conbinue et gPannule

-

powr % oA, a4 € A

Supposons augmenter 1'ensemble 4 dek fonctions constantes sur S.
et considérons ltalgdbre ;.xl engendrde var 4 et Les fonoti. neg.

L¥ensenble Al aing obtenu est une algtbre qul sfhmre les poluts de 8y et pour

toud x, il existe bien wne {e A telleque {()¢o

Done, pour Alg la prenizre partie svapplique. Toute fonction de &1 egt de lo

forme ¥ re (fen) et g Stant dovmé ainsi que £ 4 il exisbe ume
o tells que sur tout 5 . - £

"_@ * J l ‘F‘LC' 3‘ 4 3

done ewwn, 1 [c| ¢ £
Z

gi bhien

[ 4 - gl | <& ¥x €5 Q.ED.

IVe -« APPLICATI OWS, =

Wous citerons pour termiuer les spplications du théordue de TONY,

et ., pour commencer, le théorime géndral de WALIRSTRASS @i en rdsulie directeoment.

I, Thépréme de WAISRSTRASS = {spproximation par des polyndues).

51 X est un enseuble ferand horné de Rﬁ9 tute fonetion £ continue sur X
peut Btre approchde uniforndment sur X par des polynBmes en

(%, cveee %) o 51 K contient LPorigine {0y.ceeoey O) la fonction f
peut 8tre approchde uniforméuent par des polynBnes s®armulant &
Vlorigine s, et seuwlement si, £ s'annule clle-m8ume i 1lorigine,

AT L S e R ek s

R



1I. Thioreme dfeppnroximation par des fonctions tripononctrigueg -

Soit f une fonction & vuleurs rdelles de lu variable © réelle
et péricdicue, de péricde 2m et conitinue.
£ peut 8tre uniforméuent approchde pardes polyndmes trig gonondtriques

de 1a forme 3

Wz N
f('é - a° + (an@ru® 4 £, a1 ®)
W=t
Le raigonnement est clasgique (d83d fait par UILBERT) & sur le
carcle unj.'t% AL o = si 1%on opoume
tent)s Flz,x,) = 2. 4(s) T [y
F(’M‘ ,x.,) st une fonotion continue sur ce cercle qui est fornd, borané, donc
compacto
11 existe un polyndme f(«. 1) gui aproche Flz,2 fngcercle
uniformément,
vone £ (w9, B = Z ) s b & ) ofprocke (8) wniforcient |
i N 4
I1 suffit de transformer les produltis Coj;é' ' ,(_.l."ﬁ, en na
faisant inberwenir que des expresgions de la forme (o r‘B} /,(.79 pour

obtenir le théordne.

Citong enfin des théorémes d'approximations trds analogues, obtenus en

Trendant compact” R ou une partie de Ko

11T, "héordme d'approximstion par des fonctiong de LACUERAE -

foute fonction continue, & valeurs rdelles; définde sur o % (+w

et qui est telle que £ ?(W) =0 peut 8tre @pproche
W= o

wiifornduent par des fonctions de la forme s g~ %% (-x.)

“1(:,) {(polynBne en x)) {fonctions deLAGUERRE).

1V, = Théordme d'approximation par des fonctiong d'HuUITE -

Houte fonction continue, & valeure vriellss, déifinie sur -@{ax (+e
et tclle que e L) =
peut Bire approchdée uwuiformément par des fonctions de la forme s
e e M) (P(x) s polynlme en x} g fouctions
GVHERMITE,

3 t
A
[

Tnfin, indiguons, ponr terminer, que STONL (5] & étendu szon théorame

dos conditions un peu plus lorges 3 fonctions & valeurs dans C, et définies

g:.;

anas

sur des egpaces localement compacis.



, Il dorme, commesxemples d'applications, en topologie gdénudrale s
- une démonstration du théordme de LEBESCUNURTSOHN sur 1extension de la
définition d'une fonction continue sur une partie fermée d'un espace topologique
& tout cet espace.
- une démonstration du théoréme de DIEUDONNE indiquant que si X est le produit
d'une fanille X, (LE,I) , Gtespaces compects, toute fonution continve &
valeurs réelles sur X peut 8ire approchée uniformément par des gommes finies

de produfts finis de fonctions d'une veriable sur .






