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4.3 Ordonnancement d'une tâche divisible sur une grille 2D : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 70

4.3.1 Description du mod�ele de machine cible : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 70

4.3.2 L'algorithme de Peters et Syska : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71

4.3.3 Principe de l'ordonnancement : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 73

4.3.4 Syst�eme d'�equations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 74

4.4 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 78

III Ordonnancement d'arbres avec recouvrement 81

1 Introduction 83

2 Ordonnancement d'arbres sur deux processeurs identiques 85

2.1 P2 j arbre; pi = 1; c = 1 j Cmax : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 86

2.1.1 L'algorithme de Lawler : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 86

2.1.2 L'algorithme de Veldhorst : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 87

2.1.3 L'algorithme de Picouleau : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 88

2.1.4 Un nouvel algorithme pour P2 j arbre; pi = 1; c = 1 j Cmax : : : : : : : : : : : : 89

2.1.5 �Etude th�eorique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 92

2.2 P2 j arbre; pi; c = 1 j Cmax : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 96

2.2.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 96

2.2.2 P2 j arbre; pi 2 f1; 2g; c = 1 j Cmax : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 97

2.2.3 P2 j arbre; pi 2 f1; 2; :::; kg; c = 1 j Cmax : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 109

2.2.4 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 111

2.3 P2 j arbre; pi = 1; c j Cmax : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 112

2.3.1 P2 j arbre; pi = 1; c = 2 j Cmax : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 113

2.3.2 P2 j arbre; pi = 1; c j Cmax : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 117

2.4 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 118

3 Ordonnancement d'arbres sur m processeurs identiques 121

3.1 Pm j arbre; pi = 1; c = 1 j Cmax : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 122

3.1.1 Une heuristique pour Pm j arbre; pi = 1; c = 1 j Cmax : : : : : : : : : : : : : : : 122

3.1.2 Analyse au pire et nouvelle borne : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 125

3.1.3 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 128

3.2 Granularit�es voisines : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 128

3.2.1 Pm j arbre; pi; c = 1 j Cmax : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 128

3.2.2 Pm j arbre; pi = 1; c j Cmax : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 133

3.3 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 135



Table des matieres 5

4 Ordonnancement d'arbres sur processeurs uniformes 137

4.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 137
4.2 Tour d'horizon des travaux d'ordonnancement sur processeurs uniformes : : : : : : : : : : : : 139

4.2.1 Introduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 139
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Avant-propos

La lecture de ce document peut ne pas être lin�eaire. Les trois parties qui le composent
sont, dans une large mesure, ind�ependantes. A�n d'en faciliter la lecture, la majeure partie
des d�e�nitions sont regroup�ees dans l'annexe sise en �n de volume.

Par convention, les mots ou expressions �ecrits en gras repr�esentent des passages cl�es
pour le sujet �etudi�e dans le chapitre ou dans le paragraphe. Pour certaines notions le terme
anglo-saxon est d'un usage plus pratique ou plus explicite que son �equivalent fran�cais. Il lui
est alors substitu�e et est typographi�e en italique.

La quasi totalit�e des graphes repr�esent�es sont des graphes de pr�ec�edence sans cycle.
Les arcs sont orient�es du haut vers le bas, et les 
�eches des arcs ne sont, en g�en�eral, pas
repr�esent�ees.
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En quelques d�ecennies, l'informatique a investi une grande partie des activit�es humaines,
de la vie quotidienne �a la vie professionnelle. Depuis l'ordinateur personnel �equipant un
nombre toujours croissant de m�enages, jusqu'aux syst�emes complexes dont disposent les d�e-
partements informatiques de grands groupes industriels, militaires ou civils. Pour un grand
nombre d'applications, l'arriv�ee rapide et en masse des ordinateurs a chang�e l'�echelle de
temps sur laquelle �etaient bas�es les projets et r�ealisations de toute sorte. Mis en app�etit
par les possibilit�es apport�ees par l'informatique, de nombreux secteurs d'activit�e ont eu, et
ont encore, le d�esir de calculer, de g�erer ou d'organiser plus vite et plus gros. Une premi�ere
r�eponse �a cette demande a �et�e l'am�elioration de la capacit�e d'int�egration des processeurs
(nombre de transistors pour une surface donn�ee) et la diminution des temps de cycle dont
la conjonction a permis d'augmenter de fa�con exponentielle la puissance de calcul des pro-
cesseurs. Cependant, l'int�egration et la vitesse d'horloge sont �a ce point optimis�ees que les
limitations physiques sont proches, et avec elles celles des performances r�ealisables par un
seul processeur. Un gain, même faible, sur l'une ou l'autre de ces deux caract�eristiques n'est
obtenu qu'au prix de gros e�ort de recherche et �nanciers. L'attrait que repr�esente la coop�e-
ration entre processeurs est double, d'une part, elle permet d'obtenir des performances hors
d'atteinte des machines monoprocesseurs, d'autres part, il s'agit de syst�emes �evolutifs dont
le prix des �el�ements de base n'est pas n�ecessairement �elev�e. D'autre part, toute am�elioration
des performances des composants de base se r�epercute sur les machines parall�eles. Pour l'en-
semble de ces raisons, il semble raisonnable de penser que le parall�elisme jouera �a l'avenir
un rôle de premier plan dans la recherche de performances.

D'abord cantonn�es au seul calcul scienti�que, les ordinateurs parall�eles voient leur champ
d'application s'�etendre chaque jour davantage. Ces derni�eres ann�ees, plusieurs grands construc-
teurs ont propos�es de telles machines [Rum94, TW91], ce qui autorise �a penser que dans un
proche avenir leur di�usion va encore s'acc�el�erer. Pour la plupart, ces ordinateurs sont acquis
par de grandes entreprises et par des centres de recherche publics et priv�es. Si l'int�erêt pour
ce type de machines ne se d�ement pas, elles restent di�cile �a utiliser. Une partie de ces
grands entreprises ne disposent pas d'une �equipe de sp�ecialistes pour les faire fonctionner et
pour les programmer. Or, une formation est aujourd'hui encore n�ecessaire pour un informa-
ticien "traditionnel" d�esirant exploiter de mani�ere e�cace leur puissance. Il parâ�t donc clair
que la di�usion de ce type de mat�eriel n�ecessite la recherche de solutions pour rendre leur
utilisation plus simple. Certains organismes publics et priv�es �uvrent en ce sens. L'objec-
tif est la mise au point de logiciels pour masquer les di�cult�es en automatisant une partie
des tâches de parall�elisation des applications. Une partie de ces logiciels est regroup�e sous le
terme d' environnements de programmation parall�ele (EPP) [ERL90, WG90, YG92a].

Parall�elisme de donn�ees et de contrôle

Ces environnements admettent en entr�ee un programme d�ecrit dans un langage s�equen-
tiel, annot�e ou non, ou parall�ele. En sortie il d�elivre un programme dont le code est parall�ele.
Parmi les di��erentes mani�eres de g�en�erer un code parall�ele, le parall�elisme implicite re-
porte tous les probl�emes au niveau du compilateur, au contraire du parall�elisme explicite
qui demande �a l'utilisateur davantage de recul pour la description de l'application. L'in-
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vestissement demand�e �a l'utilisateur consiste en un d�ecoupage de son application. Cette
subdivision permet tr�es souvent de produire un code dont l'ex�ecution est nettement plus
e�cace qu'elle ne le serait dans le cas d'une approche implicite. A nouveau, deux approches
�emergent du parall�elisme explicite, selon l'objet du d�ecoupage. La premi�ere, bas�ee sur les
donn�ees, produit du code parall�ele �a partir du programme de d�epart et de directives
de compilation. Cette approche met en �uvre diverses techniques d'analyse comme par
exemple l'ordonnancement de nids de boucles [Fea91, Fea92, DR93]. Pour des applications
r�eguli�eres et requ�erant de fortes puissances de calcul, cette approche peut donner de bons
r�esultats. Dans la seconde approche, reconnue sous le nom de parall�elisme de contrôle, ce
sont les calculs que l'on d�ecoupe. Cette approche permet de fournir une r�eponse plus adapt�ee
aux probl�emes bas�es sur des donn�ees irr�eguli�eres ou dont la taille varie durant l'ex�ecution.
Du point de vue l'utilisation des ressources, dans l'approche parall�elisation automatique,
l'allocation des processeurs est guid�ee par la distribution de donn�ees, alors qu'elle est d�e-
termin�ee par l'analyse de l'agencement des calculs dans l'approche parall�elisme de contrôle.

D�emarche de parall�elisation

Dans une d�emarche de type parall�elisme de contrôle se d�egagent essentiellement trois
�etapes de traitement. La premi�ere consiste, �a partir du code source, �a identi�er le parall�e-
lisme et �a fractionner l'application en un ensemble d'�el�ements qui interagissent : le graphe
de programme que l'on appelle aussi graphe de tâches. La seconde phase de traitement,
qui constitue l'�etape centrale du processus de parall�elisation est l'allocation de la puissance
de calcul aux divers �el�ements de l'application d�ecrite par le graphe de tâches. Le dernier
traitement g�en�ere le code parall�ele. Ces trois �etapes sont mises en �uvre au moment de la
compilation, ou �eventuellement en tout d�ebut d'ex�ecution pour des programmes fortement
d�ependant des donn�ees.
Au moment de l'ex�ecution, le support d'ex�ecution de l'environnement prend le relais. Il est
constitu�e d'�el�ements de mesures de performances, de prises de traces (dans le but de r�eex�e-
cutions d�eterministes ou de simulations) et d'un r�epartiteur dynamique de la charge
jouant, durant l'ex�ecution, le même rôle que le module responsable de l'allocation mis en
�uvre au moment de la compilation.

Construction du graphe de tâches

Le programme source est le point de d�epart de toute analyse. Il peut être �ecrit dans
un langage s�equentiel, avec ou sans directives de compilation, ou dans un langage permet-
tant d'exprimer de fa�con explicite le parall�elisme. Selon le langage utilis�e, et la pr�esence
d'annotations, l'analyse de la premi�ere �etape s'en trouve ou non facilit�e. L'objectif de ce
premier traitement est de d�eterminer les groupes d'instructions qui doivent être ex�ecut�ees
en s�equence, ceux qui sont ind�ependants, et les groupes qui n�ecessitent des donn�ees en pro-
venances d'instructions appartenant �a d'autres groupes. Cette analyse a pour but de g�en�erer
une repr�esentation mod�elis�ee du programme sous la forme d'un graphe, entit�e plus facile
�a manipuler que le programme lui-même.
Dans ce mod�ele, les sommets du graphe sont les groupes d'instructions et sont appel�es des
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tâches. L'utilisation d'une donn�ee par une tâche en provenance d'une autre tâche constitue
une relation de pr�ec�edence et correspond �a un arc dans le graphe. La notion de granu-
larit�e est li�ee �a la taille ou �a la structure des tâches, le grain le plus �n correspondant �a la
d�e�nition d'une tâche par instruction. Sa d�etermination d�epend en partie du rapport entre
coût de communication et coût de calcul, elle est donc fortement d�ependante de la machine
cible.
Le graphe produit �a l'issue de la premi�ere �etape constitue la donn�ee d'entr�ee de la phase
d'allocation qui joue un rôle important dans la g�en�eration d'un code parall�ele e�cace. R�ea-
liser une bonne allocation, c'est assurer une bonne distribution des ressources de calcul en
fonction du temps, des caract�eristiques des tâches et de leurs d�ependances.

�Etape d'ordonnancement et de placement

Ce probl�eme est exprim�e di��eremment si le graphe est orient�e ou non. Lorsqu'il ne l'est
pas, il n'existe aucun ordre d'ex�ecution entre les tâches. Les relations de pr�ec�edence sont
remplac�ees par des transferts de donn�ees. Si un tel graphe est enti�erement connu au mo-
ment de la compilation, les sommets sont valu�es par des volumes ou des temps estim�es de
calculs, et les arêtes sont valu�ees par des volumes d'�echanges de donn�ees ou des temps n�e-
cessaires pour e�ectuer ces transferts. Dans un tel cadre, d�eterminer une allocation c'est
r�esoudre un probl�eme de placement, c'est associer �a chaque tâche un processeur avec pour
objectif la minimisation d'une fonction de coût. Il s'agit souvent de rechercher le meilleur
compromis entre l'�equilibrage de la charge et laminimisation des communications.
Lorsque le graphe est orient�e, un ordre partiel existe entre les tâches. Les sommets sont aussi
valu�es par des volumes ou des temps estim�es de calculs, et les valeurs a�ect�ees aux arcs
correspondent �a des volumes ou �a des dur�ees estim�ees de communications. A la di��erence
d'un graphe non orient�e, les tâches re�coivent des donn�ees avant leur ex�ecution et ne peu-
vent communiquer des r�esultats qu'�a la �n de leur ex�ecution. Un arc n'est pas une liaison
permanente entre deux tâches. La d�etermination d'une allocation, pour un graphe orient�e,
pose le probl�eme du choix du processeur et d'une date d'ex�ecution. R�esoudre le probl�eme de
l'association d'un processeur et d'une date d'ex�ecution �a chaque tâche c'est d�eterminer un
ordonnancement [BESW93, CD72, CC88]. La plupart de ces probl�emes mettent en jeu des
machines, des graphes et des objectifs �a atteindre. Le but des strat�egies d'ordonnancement
est donc d'allouer �a chaque sommet du graphe une date d'ex�ecution (ou plusieurs lorsque les
tâches peuvent être divis�ees dans le temps (hypoth�ese de pr�eemption)), sur un processeur (ou
plusieurs s'il s'agit de tâches multiprocesseurs), de mani�ere �a optimiser la valeur de l'objectif.

Mod�eles d'ex�ecution

Parmi les objectifs des environnements de programmation parall�eles se trouve la por-
tabilit�e, c'est-�a-dire la capacit�e d'adaptation �a des machines di��erentes. Pour atteindre ce
but, chacun des �el�ements de l'environnement, et plus particuli�erement le module responsable
de l'ordonnancement, doit avoir cet objectif. Il faut donc s'e�orcer de trouver des m�ethodes
et des strat�egies qui puissent s'adapter �a divers types de mod�eles d'ex�ecution. De nom-
breuses tentatives de mod�elisation de machines parall�eles ont vu le jour depuis une dizaine
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d'ann�ees [PU87, RS87, PY88, CZ89, ACS90, CZ90, CF91, BKT94, MR94]. La multiplication
du nombre de ces travaux co��ncide avec l'int�erêt grandissant apport�e �a l'�etude de l'impact
des communications dans l'e�cacit�e des algorithmes d�evelopp�es pour les machines parall�eles.
A�n d'am�eliorer l'e�cacit�e des algorithmes parall�eles, les travaux dans ce domaine ont suivi
plusieurs axes de recherche. Le premier privil�egie l'aspect non uniforme des acc�es m�e-
moires dû �a la coexistence au sein d'un même ordinateur de plusieurs types de m�emoires
[ACS90]. Un autre axe de recherche se focalise sur le mode de fonctionnement asyn-
chrone dû par exemple aux interruptions syst�emes [CZ89, CZ90, MR94]. L'expression des
coûts de communication en fonction de l'�eloignement des processeurs et des diverses parties
de la m�emoire qui est consid�er�ee comme distribu�ee est une autre approche discut�ee dans
[PY88, CF91].

Organisation du document

L'�etude de certains de ces mod�eles d'ex�ecution constitue la premi�ere partie de ce docu-
ment. Un chapitre est consacr�e �a la description de ces mod�eles ainsi qu'�a la mise en �evidence
de points communs entre eux.
Le second chapitre traite de l'�etude de l'ordonnancement des arbres dans un mod�ele n'au-
torisant pas le recouvrement des communications par des calculs, et dont l'objectif est la
minimisation du surcoût d�e�ni comme la somme des temps d'inactivit�e et des temps de
communication [ABR90]. Dans ce chapitre, nous prouvons que les probl�emes de l'ordonnan-
cement de châ�ne et d'arbres binaires sur seulement deux processeurs sont NP-complet. Pour
ces probl�emes, nous proposons un algorithme qui produit des ordonnancements optimaux
pour les arbres binaires complets et pour les structures de types chenille (caterpillar). Pour
un nombre plus important mais �x�e de processeurs, un algorithme pour ordonnancer des
arbres complets est d�ecrit et son optimalit�e est prouv�ee.
Dans le dernier chapitre de cette partie, nous proposons un mod�ele d'ex�ecution qui prend
en consid�eration davantage de param�etres que les mod�eles classiques. Parmi ceux-ci, nous
tentons de prendre en compte le mode de commutation des messages. A cette occasion, nous
montrons qu'il peut être int�eressant pour faire de l'ordonnancement de r�eutiliser des tech-
niques et algorithmes issus du domaine de l'optimisation des communications.

Dans la seconde partie, la même d'�etude est faite pour des mod�eles autorisant le recou-
vrement des communications par des calculs. Le premier chapitre traite de la r�esolution des
probl�emes d'ordonnancement d'arbres pour un syst�eme biprocesseurs. Un nouvel algorithme
qui produit des ordonnancements optimaux est pr�esent�e. La strat�egie mise en �uvre pour le
cas de tâches unitaires et de communications unitaires (UECT) est �egalement adapt�ee au cas
des arbres dont les tâches ou les communications ne sont plus unitaires. Il est montr�e qu'il est
possible de d�eterminer un ordonnancement optimal pour des arbres dont les communications
sont unitaires et dont les tâches ont des dur�ees d'ex�ecution �egales �a une ou deux unit�es de
temps.
Dans le second chapitre, le même type de strat�egie est repris pour la mise au point d'une heu-
ristique d'ordonnancement d'arbres UECT sur un nombre m � 2 �x�e de processeurs. Cette
heuristique est de même qualit�e que l'heuristique propos�ee par Varvarigou et al. [VRKL94],
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mais elle se g�en�eralise plus facilement pour des granularit�es voisines.
Dans le troisi�eme chapitre nous �etudions l'ordonnancement d'arbres sur un syst�eme form�e
de processeurs uniformes. Ce type de syst�eme prend de plus en plus d'importance avec le
d�eveloppement des r�eseaux de stations, et les �etudes men�ees dans le cadre d'un environne-
ment h�et�erog�ene devraient être en augmentation �a court terme. Apr�es un bref tour d'horizon
des travaux qui mettent en jeu des processeurs uniformes, nous pr�esentons un algorithme
pour des arbres complets sur deux processeurs, et nous prouvons l'optimalit�e des ordonnan-
cements obtenus.

En�n, dans la troisi�eme partie, nous d�ecrivons un processus de parall�elisation avec lequel
cadre la majeure partie des environnements existants aujourd'hui. Ce processus pr�esente
quelques inconv�enients. Ainsi, la d�etermination de la granularit�e a des retomb�ees �a plu-
sieurs niveaux pour la production d'un code parall�ele e�cace. De même, au moment de la
compilation le graphe n'est que tr�es rarement compl�etement d�etermin�e, or les modules or-
donnancement et placement statiques qui existent �a l'heure actuelle ne travaillent que sur
des graphes enti�erement valu�es. Pour quelques une de ces questions, dans le cadre du projet
apache, nous proposons une solution qui consiste essentiellement �a e�ectuer l'ordonnance-
ment et de la construction de graphes simultan�ement. Cette discussion constitue le second
chapitre de cette partie et repr�esente les sp�eci�cations du module d'ordonnancement statique
du projet apache.

Notations

A�n d'uni�er la fa�con d'intituler un probl�eme d'ordonnancement donn�e, une notation
a �et�e mise au point [GLLK79] et �a �et�e enrichie [Vel93b]. Bri�evement, rappellons que cette
notation est constitu�ee de trois champs � j � j 
.
Le premier champ, �, repr�esente les caract�eristiques des machines ainsi que leur nombre.
Pour les probl�emes qui sont trait�es dans ce document, les machines sont des processeurs, et
ceux-ci sont soit identiques soit uniformes (caract�eris�es par des vitesses di��erentes). Lorsque
les processeurs sont identiques, la notation commence par P , et par Q lorsqu'ils sont uni-
formes. Selon que le nombre de processeurs n'est pas limit�e, est �x�e �egal �a m ou est un
des param�etres, la notation du probl�eme commence par �P (ou parfois P1), Pm ou P (si les
processeurs sont identiques).
Le second champ, �, repr�esente les caract�eristiques du graphe de pr�ec�edence, ainsi
que certaines hypoth�eses induites par le mod�ele d'ex�ecution. Pour la majeure partie
des probl�emes qui sont mentionn�es dans ce document, la structure du graphe appartient �a
l'ensemble fprec; arbre; cha{̂neg, o�u prec repr�esente un graphe sans cycle orient�e, arbre un
graphe dont la structure est arborescente, et cha{̂ne un ensemble de châ�nes. Lorsque rien
n'est sp�eci��e, les tâches sont ind�ependantes. Dans ce champ sont �egalement sp�eci��ees les vo-
lumes ou les temps de calcul des tâches et de communication (valuation des arcs). En�n, ce
champ permet aussi d'exprimer que la duplication (dup) et le pr�eemption des tâches (pmtn)
sont autoris�ees.
Le dernier champ, 
, repr�esente le crit�ere d'optimisation. Dans ce travail, le crit�ere pris
en compte dans la majorit�e des cas est le minimum des maximums des dates de �n
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d'ex�ecution des tâches (minimum of maximum completion time) not�e Cmax et souvent
appel�e makespan.
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Mod�eles d'ex�ecution

19





Chapitre 1

Introduction

Dans l'informatique comme dans un grand nombre de domaines, la complexit�e du com-
portement r�eel du syst�eme �a �etudier et �a utiliser est telle qu'il n'est pas possible de prendre
en consid�eration l'ensemble des param�etres qui le caract�erisent. La solution envisag�ee pour
pouvoir malgr�e tout concevoir des m�ethodes, des techniques et des algorithmes pour ces
syst�emes est de mettre au point une repr�esentation mod�elis�ee de ce syst�eme. Arriv�e �a ce
point, deux types de mod�eles sont distingu�es : les mod�eles g�en�eraux et les mod�eles d�edi�es.
Les premiers permettent la conception d'algorithmes ind�ependamment de la machine sur
laquelle ils devront être impl�ement�es. Le principal avantage �etant que les algorithmes con�cus
pour ces mod�eles sont potentiellement r�eutilisable sur un grand nombre de machines. Les
seconds sont plus proches d'une machine cible, le nombre de param�etres pris en compte est
g�en�eralement plus important que dans le pr�ec�edent, mais les algorithmes con�cus pour ce type
de mod�eles ne sont pas adaptables sans un important e�ort sur une autre machine.

Si l'on consid�ere la technologie s�equentielle, l'ordinateur de Von Neumann constitue un
mod�ele �a la fois simple, une unit�e centrale de calcul connect�ee �a une unit�e de stockage, la
m�emoire, et un mod�ele permettant la conception d'algorithmes relativement e�caces. Lors-
qu'il s'agit de mod�eliser un ordinateur parall�ele, ou un syst�eme distribu�e, les di�cult�es vont
croissant. Depuis quelques ann�ees un intense e�ort de recherche a �et�e produit dans ce do-
maine a�n de mettre au point de bons mod�eles.

Le but essentiel de ces mod�eles est d'aider la conception d'algorithmes dont l'ex�ecution
puisse être e�cace sur une machine r�eelle. Cependant, sp�ecialement dans le cas du paral-
l�elisme, l'algorithme n'est pas le seul �el�ement garantissant une ex�ecution e�cace. En e�et,
une fois l'application analys�ee, elle est partitionn�ee en un ensemble de tâches, li�ees entres
elles par des relations de pr�ec�edence (cas orient�e) ou d'�echange de donn�ees (cas non
orient�e). Le graphe r�esultant de ce partitionnement et de l'analyse des d�ependance de don-
n�ees doit ensuite être distribu�e entre les processeurs de la machine. Cette op�eration est �a la
charge d'un outil d'ordonnancement (cas orient�e), et de placement. Ce traitement pou-
vant intervenir au moment de la compilation (graphe d�etermin�e statiquement) ou au moment
de l'ex�ecution. Dans ce dernier cas, des techniques de r�epartition dynamique de la charge
et de r�egulation de charge sont mis en oeuvre. Nous sommes plus particuli�erement int�eress�e
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par les graphes enti�erement d�etermin�es au moment de la compilation (analyse statique). En
outre, tous les mod�eles con�cus pour les machines parall�eles ne permettent pas de faire de
l'ordonnancement statique comme nous le verrons plus avant.

D'un point de vue facilit�e d'utilisation, le mod�ele PRAM a rencontr�e un vif succ�es. La
plupart des contraintes architecturales �etant cach�ees, les concepteurs d'algorithmes peuvent
porter toute leur attention sur la parall�elisation de leur application, sans se soucier de la
future impl�ementation sur une machine r�eelle. En ce sens, ce mod�ele r�epond totalement au
besoin de cr�eation de nouveaux algorithmes parall�eles. Cependant, l'impl�ementation de ces
algorithmes sur machines r�eelles est rarement d'une grande e�cacit�e, ce qui a encourag�e de
nouvelles recherches dans plusieurs directions.

La premi�ere consiste �a adapter ces algorithmes en vue d'une impl�ementation sur une ma-
chine r�eelle. Les m�ethodes employ�ees visent �a permettre une simulation de ces algorithmes
sur des machines r�eelles [Har94]. Les techniques associ�ees tentent de r�esoudre trois princi-
paux probl�emes. Dans uneCRCW (lecture et �ecriture concurrentes) les acc�es concurrents
doivent être transform�es en des acc�es s�equentiels. Toujours lors d'acc�es concurrents, une
importante question concerne la gestion de la m�emoire de telle sorte que les acc�es concur-
rents �a un même espace (ou module) m�emoire se produisent le moins souvent possible. Le
troisi�eme de ces probl�emes concerne le routage. Un algorithme de routage e�cace doit
permettre le traitement des requêtes de lecture et d'�ecriture sans entrâ�ner d'important ra-
lentissement.

Le second type de recherche se cristallise autour de la conception de nouveaux mod�eles
d'ex�ecution. Arguant du fait que le mod�ele PRAM cache la majeure partie des contraintes ar-
chitecturales, les chercheurs essaient d'identi�er les principaux param�etres et crit�eres jouant
un rôle cl�e dans l'e�cacit�e d'un algorithme parall�ele. Parmi ceux-ci la prise en compte des
coûts de synchronisation et la non uniformit�e de l'environnement d'ex�ecution ont pr�esid�es �a
la d�e�nition du mod�eleAPRAM (Asynchronous PRAM) [CZ89]. Un premi�ere extension de
ce mod�ele APRAM �a vitesse variable permet de tenir compte de la variation des vitesses
des processeurs due aux interruptions syst�emes, au fonctionnement multitâches des noyaux
d'ex�ecution, ainsi qu'aux entr�ees/sorties et �a la cr�eation dynamique de nouveaux processus
[CZ90]. D'autres extensions permettant la lecture et l'�ecriture de blocs de m�emoire, de ma-
ni�ere pipelin�ee (Delay-PRAM) ou non (Bloc-PRAM) ont �et�e d�ecrit dans [MR94].

D'autres param�etres semblent avoir une certaine importance pour la conception d'algo-
rithmes parall�eles e�caces. La non uniformit�e des acc�es m�emoire �a �et�e prise en compte �a
la fois par Papadimitriou et Ullman [PU87] et par Aggarwal, Chandra et Snir [ACS90]. Ils
consid�erent une m�emoire �a deux niveaux. Un acc�es �a la m�emoire locale est consid�er�e de coût
nul, alors qu'un acc�es �a la m�emoire globale (distribu�ee dans [PU87] et partag�ee dans [ACS90])
n�ecessite un coût unitaire ou d. La fa�con de prendre en compte cette non uniformit�e marque
l'importance de la localit�e des acc�es m�emoire et incite la construction d'algorithmes qui pri-
vil�egient ce type d'acc�es. La production d'algorithmes e�caces n�ecessite alors la recherche
d'un compromis entre les communications, cons�equence du parall�elisme, et le temps d'ex�e-
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cution, d'autant plus important que l'algorithme est s�equentiel [PU87, ACS90]. Le même
type de compromis est n�ecessaire pour la conception d'algorithmes parall�eles dans le mod�ele
introduit par Anderson, Beame et Ruzzo [ABR90] pour des machines parall�eles �a m�emoire
partag�ee comportant un faible nombre de processeurs. La principale di��erence provient des
param�etres consid�er�es comme �etant de grande importance pour l'e�cacit�e des algorithmes.
Papadimitriou et Ullman focalisent leur attention sur le temps d'ex�ecution et sur les com-
munications, Aggarwal, Chandra et Snir consid�erent que le nombre d'�etapes de calcul (les
processeurs sont synchronis�es), le temps total et le nombre de processeurs sont les param�etres
les plus importants pour leur mod�ele. De leur côt�e, Anderson, Beame et Ruzzo proposent
le surcoût (overhead), somme des temps d'inactivit�e et de communication, comme le para-
m�etre essentiel.

La localit�e des donn�ees est exprim�ee d'une mani�ere voisine dans le mod�ele propos�e par
Bampis, K�onig et Trystram, mod�ele dans lequel seules les communications entre voisins sont
autoris�ees [BKT94]. Ce mod�ele, LXRAM (Local XRAM), est une extension de XRAM
pr�esent�e par Cosnard et Ferreira [CF91], permettant de prendre en compte le r�eseau d'in-
terconnexion. Toujours concernant les communications, certains chercheurs ont propos�es la
possibilit�e de pouvoir �eliminer ces communications par duplication de tâches [PU87, PY88],
ou par recouvrement des communications par des calculs [RS87, PY88]. Cette derni�ere hy-
poth�ese rend compte de certaines caract�eristiques architecturales d'un ensemble de nouvelles
machines dot�ees de processeurs de calcul appari�es �a un processeur d�edi�e ayant la charge des
communications.

Dans la suite de cette partie, certains de ces mod�eles sont pr�esent�es, eu �egard �a la per-
tinence des param�etres pris en compte et �a la possibilit�e de produire des ordonnancements
pour de tels mod�eles. Nous restreignons donc cette �etude aux mod�elesLPRAM, ainsi qu'aux
mod�eles pr�esent�es par Anderson, Beame et Ruzzo (appel�e par la suite mod�ele ABR), Papa-
dimitriou et Ullman (mod�ele PU), Rayward-Smith (RS) et, Papadimitriou et Yannakakis
(PY).
Pour le mod�ele PU, nous proposons un algorithme qui permet de produire des ordonnance-
ments optimaux pour des arbres k-aires complets. Le compromis n�ecessaire entre les commu-
nications et le nombre de processeurs utilis�e est mis en �evidence. Pour le mod�ele ABR, nous
�etudions l'ordonnancement de graphes �a structure arborescente. Nous montrons tout d'abord
que la d�etermination de l'ordonnancement optimal d'un arbres binaires sur seulement deux
processeurs est un probl�eme di�cile. Nous proposons une heuristique it�erative qui permet de
produire des ordonnancements optimaux sur deux processeurs pour des arbres complets ainsi
que pour des arbres de type chenille (caterpillar). Dans un second temps, un algorithme
pour ordonnancer des arbres complets sur un syst�eme form�e de m processeurs identiques est
pr�esent�e et l'optimalit�e des ordonnancements qu'il produit est prouv�ee. L'ordonnancement
d'arbres dans des mod�eles autorisant le recouvrement n'est pas �etudi�e dans cette partie, mais
dans la suivante.
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Chapitre 2

Description de quelques mod�eles

d'ex�ecution

Dans ce chapitre nous d�ecrivons bri�evement quelques mod�eles d'ex�ecution, en partant du
mod�ele PRAM. Pour chacun des mod�eles pr�esent�es,

2.1 Le mod�ele PRAM

2.1.1 Description

Une n-PRAM (Parallel Random Access Memory) est une machine compos�ee d'un en-
semble de n processeurs poss�edant chacun une m�emoire locale et li�es entre eux via une
m�emoire globale [FW78]. La m�emoire peut être partag�ee ou distribu�ee entre les processeurs.
Le mode de fonctionnement est synchrone. Ceci implique que les processeurs peuvent ex�e-
cuter di��erents programmes (MIMD), mais aucun d'entre eux ne peut commencer l'ex�ecution
de l'instruction i de son programme tant que tous les autres processeurs n'ont pas achev�e
l'instruction i � 1. En une unit�e de temps, un processeur peut lire en m�emoire globale,
ex�ecuter une op�eration et �ecrire dans la m�emoire globale.

Lorsque la m�emoire est partag�ee, le mod�ele sp�eci�e de quelle mani�ere sont autoris�es
les acc�es concurrents �a la m�emoire. On distingue trois types d'acc�es suivant le degr�e de
concurrence. Le mod�ele le moins puissant qui n'autorise qu'une lecture et qu'une �ecriture �a la
fois dans la m�emoire partag�ee : EREW PRAM. Le mod�ele CREW PRAM (Concurrent Read
Exclusive Write) qui ne permet qu'une �ecriture �a la fois, mais plusieurs lectures concurrentes,
en�n, le plus puissant, le mod�ele CRCW PRAM (Concurrent Read Concurrent Write), qui
permet �a la fois les lectures et les �ecritures concurrentes. Dans ce dernier cas, il existe plusieurs
strat�egies pour r�esoudre les con
its d'�ecriture. Soit les processeurs qui veulent �ecrire dans le
même espace m�emoire doivent �ecrire la même chose (Common), soit l'un d'eux est choisi,
de fa�con arbitraire (Arbitrary) ou parce qu'il poss�ede la plus grande priorit�e (Priority), ou
alors les di��erentes valeurs propos�ees pour l'�ecriture dans l'espace m�emoire sont combin�ees
(Combining).
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2.1.2 Ordonnancement dans le mod�ele PRAM

Le fait d'inclure les acc�es m�emoire dans un cycle comprenant aussi le calcul est �equivalent
�a les consid�erer de coût nul. Ainsi, lorsque le graphe de pr�ec�edence est connu de mani�ere
statique, toutes les techniques d'ordonnancement de graphes dont les tâches sont de dur�ees
unitaires peuvent être appliqu�ees. Il existe un grand nombre de r�esultats d'ordonnancement
c�el�ebres pour ce mod�ele. Pour les arbres notamment, le r�esultat le plus connu est dû �a Hu
[Hu61]. L'algorithme qu'il propose permet de produire, pour m processeurs, des ordonnan-
cements optimaux pour des forêts d'arbres ou d'anti-arbres. Il s'agit d'un algorithme de
liste. Les priorit�es des tâches sont calcul�ees �a partir du crit�ere du chemin critique. D'autres
r�esultats existent pour ordonnancer des forêts form�ees �a la fois d'arbres et d'anti-arbres
[GJTY83]. On notera toutefois que pour ce mod�ele extrêmement simple, un grand nombre
de probl�emes restent ouverts comme notamment le probl�eme �a m machines que l'on note :
Pm j prec; pi = 1 j Cmax o�u Cmax repr�esente le minimum des maximums des dates de �n
d'ex�ecution, encore appel�e makespan. Pour m = 2 machines, ce probl�eme a �et�e r�esolu par
l'algorithme de Co�man et Graham [CG72].

2.1.3 Exemple

La �gure 2.1 illustre un ordonnancement valide pour le graphe d�ecrit dans ce mod�ele,
lorsque m = 3.
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Fig. 2.1 - : Exemple d'ordonnancement dans le mod�ele PRAM.

2.2 Le mod�ele Local-memory PRAM

2.2.1 Description

Dans le mod�ele PRAM, les communications sont indissociables des calculs puisqu'elles
sont incluses dans un cycle lecture-calcul-�ecriture. L'objectif poursuivi par Aggarwal, Chan-
dra et Snir est de permettre une estimation de la complexit�e des communications pour les
PRAMs. Pour cela, ils proposent un mod�ele de machine PRAM-CREW form�e d'un ensemble
de processeurs disposant chacun d'une m�emoire locale non limit�ee. Ils appellent ce mo-
d�ele Local-memory PRAM [ACS90]. Tous les acc�es m�emoire sont pris en compte, mais ils
ne le sont pas de la même fa�con. Deux types d'acc�es sont identi��es. Les acc�es �a la m�emoire
locale, dont le coût est n�eglig�e, et les acc�es �a la m�emoire globale, de coût unitaire.
Toute ex�ecution d'un programme est pr�ec�ed�ee de la lecture et du chargement des donn�ees



2.2. Le modele Local-memory PRAM 27

(ce sont les noeuds du graphe qui n'ont aucun pr�ed�ecesseur) depuis la m�emoire globale et
termin�ee par l'�ecriture des r�esultats dans la m�emoire globale. Les processeurs peuvent ex�ecu-
ter des programmes di��erents sur des donn�ees di��erentes (MIMD), mais sont synchronis�es.
Une ex�ecution est d�ecrite comme un ensemble de phases de calcul et de phases de com-
munication qui durent chacune une unit�e de temps. Pendant cette unit�e de temps, soit
les processeurs lisent et/ou �ecrivent un mot dans la m�emoire globale (phase de communica-
tion), soit ils ex�ecutent une op�eration sur au plus deux mots disponibles dans leur m�emoire
priv�ee (phase de calcul). Cette restriction sur la taille des donn�ees revient �a consid�erer des
graphes dont le grain de calcul est le plus �n possible. Du point de vue des communications,
la possibilit�e de ne lire et de n'�ecrire qu'un mot �a la fois peut être interpr�et�e comme un
mod�ele de machine 1-port [Rum94]. Les graphes pris en compte sont tous form�es de tâches
de coût de calcul unitaire. Par contre, les communications consid�er�ees peuvent ne pas être
unitaires. En e�et, les auteurs introduisent un param�etre l d�ecrivant le nombre d'unit�es de
temps n�ecessaires pour e�ectuer une communication. Dans le cas o�u les communications sont
unitaires, les graphes de programme dont on dispose sont des graphes dits UECT (pour Unit
Execution and Communication Time).

2.2.2 Ordonnancement dans le mod�ele LPRAM

Un ordonnancement est d�e�ni comme une suite d'�etapes de calcul et d'�etapes de com-
munication. Le synchronisme sur lequel repose le fonctionnement de ce mod�ele de machine
ne permet pas �a un processeur de faire un calcul alors qu'un autre processeur fait un acc�es
m�emoire. Ainsi, la qualit�e des ordonnancements d�epend de trois param�etres :

{ le nombre de processeurs utilis�es

{ le nombre d'�etapes de calcul

{ le temps total de calcul

Le temps total de calcul est le r�esultat du nombre d'�etapes de calcul additionn�e au nombre
d'�etapes de communication (�eventuellement multipli�e par l). Dans ce mod�ele, d�eterminer
un bon ordonnancement est �equivalent �a chercher un compromis entre l'�equilibrage de la
charge de calcul et la localit�e des donn�ees et des calculs sur les processeurs. Ce compromis
provient de ce que la diminution du nombre d'�etapes de calcul (r�esultant d'une augmenta-
tion du nombre de processeurs) entrâ�ne dans le cas g�en�eral une augmentation du nombre
d'�etapes de communication. Ainsi, d�eterminer le meilleur ordonnancement revient �a r�esoudre
un probl�eme dans lequel le nombre de processeurs est une des inconnues. La di�cult�e de
recherche de ce compromis est aggrav�ee par l'importance de la localit�e des donn�ees dans
un calcul, c'est-�a-dire par la recherche de composantes connexes du graphe pour �economiser
des communications, en s�equentialisant le moins possible l'ex�ecution du graphe.
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2.2.3 Exemple
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Fig. 2.2 - : Exemple d'ordonnancement dans le mod�ele LPRAM. Li repr�esente la lecture
de la donn�ee i et Ej l'�ecriture de j dans la m�emoire globale.

L'exemple de la �gure 2.2 permet de mettre en �evidence plusieurs choses. La premi�ere
est que le nombre d'�etapes de calcul est born�e par le nombre de n�uds du graphe (pour le
maximum) et par la hauteur du graphe moins un (pour le minimum). n � nombre d'�etapes
de calcul � h� 1
Pour les communications, les bornes sont plus di�ciles �a �etablir.

2.2.4 Extensions du mod�ele LPRAM

Le mod�ele topologie-PRAM

R�ecemment, une extension du mod�ele PRAM prenant en consid�eration la topologie du
r�eseau d'interconnexion a �et�e propos�ee dans [CF91]. L'id�ee de base est que le mod�ele
PRAM peut être consid�er�e comme un mod�ele id�ealis�e de machine parall�ele �a m�emoire dis-
tribu�ee dont le r�eseau d'interconnexion serait totalement connect�e. Cette extension (appel�e
XRAM) est en quelque sorte un mod�ele g�en�erique, en e�et, elle est la base d'un ensemble de
mod�eles d�ependant de la topologie. Le nom de ce nouveau mod�ele est obtenu en substituant
la premi�ere lettre du nom du r�eseau d'interconnexion au X (par exemple HRAM lorsque le
r�eseau est un hypercube). La notion de localit�e introduite dans LPRAM est ici aussi prise
en consid�eration. Un processeur peut en e�et acc�eder �a sa propre m�emoire ainsi qu'�a celles
de ses voisins pour un coût nul. Lorsque ce processeur d�esire acqu�erir des donn�ees qui n'ap-
partiennent ni �a lui ni �a ses voisins, un algorithme de routage doit être mis en �uvre.
Ainsi, en une unit�e de temps, chaque processeur peut lire une donn�ee situ�ee dans sa propre
m�emoire ou dans la m�emoire locale d'un de ses voisins, ex�ecuter une tâche et ranger le r�e-
sultat dans sa m�emoire ou dans la m�emoire d'un de ses voisins. Dans le cas o�u un processeur
a besoin d'une donn�ee qui n'est pas disponible dans le voisinage, un coût de communication
est calcul�e, fonction de l'�eloignement et de l'algorithme de routage.
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Le mod�ele localit�e-PRAM

Ce mod�ele constitue une application restrictive du pr�ec�edent. Les auteurs remarquent que
le coût principal dans XRAM est dû au routage. De mani�ere �a limiter ce coût, les auteurs
proposent un mod�ele dans lequel seuls les acc�es de voisinage sont permis. Toute autre
communication qu'entre voisin n'est pas autoris�ee, et les communications de voisinage sont
consid�er�ees de coût nul [BKT94]. Cette hypoth�ese de localit�e est exprim�ee par : Un processeur
Pi peut ex�ecuter une tâche Tj si et seulement si tous les pr�ed�ecesseurs de cette tâche ont �et�e
ex�ecut�ees sur Pi ou sur un processeur voisin. L'une des di��erences essentielle par rapport
aux mod�eles pr�ec�edents est la prise en compte de la structure algorithmique du programme
�a ordonnancer. Cette prise en compte permet d'ordonnancer de mani�ere asymptotiquement
optimale les grilles et les arbres binaires complets sur toutes les topologies classiques.un
anneau in�ni.

2.3 Le mod�ele de Papadimitriou et Ullman

2.3.1 Description

Dans ce mod�ele d'ex�ecution de machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee, on retrouve les
deux types d'acc�es m�emoire, l'acc�es local de coût nul et l'acc�es �a distance qui coûte une
unit�e de temps. Les auteurs essaient de d�e�nir une m�ethodologie d'utilisation des machines
parall�eles. Pour cela, ils tentent d'identi�er des param�etres pour estimer les performances des
algorithmes ind�ependamment de la machine cible [PU87]. Les crit�eres qu'ils retiennent sont le
temps d'ex�ecution (sans tenir compte des attentes dues aux communications) et
les communications. Le programme est mod�elis�e par un graphe orient�e sans cycle (DAG),
avec les hypoth�eses d'ex�ecution suivantes :

{ un n�ud1 ne peut être ex�ecut�e que si tous ses pr�ed�ecesseurs l'ont �et�e,

{ tous les n�uds ont des temps d'ex�ecution unitaires,

{ un processeur ne peut ex�ecuter qu'un n�ud par unit�e de temps,

{ un n�ud peut être dupliqu�e2. Les copies de ce n�ud sont ex�ecut�ees sur des processeurs
distincts,

{ soient deux n�uds u et v li�es par une relation de pr�ec�edence (par exemple u pr�ec�ede v)
et tels que u est ex�ecut�e sur le processeur P et v sur le processeur P 0. Si P est di��erent
de P 0 alors l'arc ((P; u); (P 0; v)) est appel�e arc de communication (communication
arc). Si P et P 0 repr�esentent le même processeur alors le coût de la communication est
nul et l'arc liant u et v n'est pas consid�er�e comme �etant un arc de communication.

Il s'agit d'un mod�ele de machine �a m�emoire distribu�e, on ne parle donc plus de lecturemais de
r�eception de message, et une �ecriture devient un envoi de message. La grande di��erence

1la notion de n�ud est ici �equivalente �a la notion de tâche d�e�nie en annexe
2voir la d�e�nition de la duplication en annexe
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entre ce mod�ele et LPRAM est qu'un processeur peut g�erer plusieurs communications
simultan�ement. D'autre part, la duplication permet d'�eliminer des communications par
ex�ecution d'une même tâche sur plusieurs processeurs di��erents. A partir de ces hypoth�eses et
d�e�nitions, trois mesures sont retenues commeayant une grande importance dans l'indication
de l'e�cacit�e d'un algorithme :

{ le temps de calcul ne tenant pas compte des communications Tcalcul,

{ le nombre total de communications g�en�er�ees par l'algorithme (total message traf-
�c) not�e Ttrafic,

{ le nombre maximum de communications pour l'ensemble des chemins du graphe
(total elapsed time due to communications) not�e Tdelai.

Si l'on se ram�ene �a la notion d'arc de communication, Ttrafic est �egal �a la somme de tous les
arcs de communication du graphe, et Tdelai au nombre maximum d'arcs de communication
dans un chemin du graphe pour l'ensemble des chemins du graphe. Pour la mesure de Ttrafic

et de Tdelai, lorsque des n�uds sont dupliqu�es, une seule copie par arc est consid�er�ee, c'est-�a-
dire qu'un arc (u; v) dans le graphe de d�epart sera comptabilis�e comme arc de communication
si et seulement s'il n'existe aucun couple ((P; copie(u)); (P 0; copie(v))) (o�u copie(x) peut être
une copie du n�ud x ou le n�ud lui-même) tel que P et P 0 soient confondus.

2.3.2 Ordonnancement dans le mod�ele PU

A partir des trois mesures d�e�nies dans le paragraphe pr�ec�edent, de multiples crit�eres de
performance peuvent être construits. Si le but est de construire un algorithme qui n'engorge
que peu ou pas le r�eseau, mais qui soit rapide, la somme Tcalcul+Ttrafic est un crit�ere qui peut
donner une id�ee moyenn�ee du tra�c g�en�er�e par l'algorithme. Si seule la date de �n d'ex�ecution
nous int�eresse alors Tcalcul+Tdelai semble être le crit�ere le mieux adapt�e pour en avoir une id�ee.
Lorsqu'un crit�ere inclut le terme Ttrafic alors le minimiser est souvent synonyme de rechercher
un compromis entre le temps de calcul et le nombre de communications. En e�et, le temps
d'ex�ecution diminue avec l'augmentation du nombre de processeurs et les communications
augmentent avec l'augmentation du nombre de processeurs. Cependant, ponctuellement, avec
l'utilisation de la duplication, une augmentation du nombre de processeurs n'entrâ�ne pas
une augmentation des communications. C'est le cas notamment des arbres qui s'ex�ecutent
de la racine vers les feuilles. Si un arbre complet de ce type est ex�ecut�e sur un nombre de
processeurs �egal au nombre de feuilles, tous les chemins peuvent être dupliqu�es, de telle sorte
qu'aucune communication n'apparaissent. Le temps est lui �egal �a la hauteur de l'arbre. Ainsi,
pour un anti-arbre binaire complet de hauteur h, form�e de n = 2h� 1 n�uds, la duplication
des tâches permet de r�eduire le terme Ttrafic de fa�con d'autant plus importante que le nombre
de processeurs est grand. Si le nombre de processeurs est �egal au nombre de feuilles de l'arbre,
ce terme est r�eduit de n�1

2 �a 0. Ainsi, si le crit�ere est la somme Tcalcul+Ttrafic, la duplication
permet de faire passer sa valeur de log(n) + n�1

2 �a log(n).
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2.3.3 Exemple

Nous pr�esentons un exemple simple de graphe a�n d'illustrer la duplication et le m�eca-
nisme de calcul des di��erents temps de communications.
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Fig. 2.3 - : Un exemple d'ordonnancement dans le mod�ele PU.

On dispose du graphe illustr�e en �gure 2.3. Le crit�ere de performance consid�er�e est la
somme Ttotal = Tcalcul + Ttrafic. Le nombre de processeur n'est pas �x�e, toutefois, la largeur
du graphe3 �etant �egal �a trois, il serait vain de consid�erer plus de trois processeurs.

Le premier ordonnancement sur trois processeurs permet de minimiser le temps de calcul,
par contre, le nombre de communications dans le cas o�u la duplication n'est pas utilis�ee (cas
(a)) est �egal �a : 4. Les arcs de communication sont (A;B), (A;D), (C;F ) et (C;E). Pour ce
même nombre de processeurs, lorsque la premi�ere tâche est dupliqu�ee (cas (b)), le nombre
de communications n'est plus que de 2 ((C;F ), (C;E)), ce qui entrâ�ne Ttotal = 4 + 2 = 6.
Cette valeur constitue la valeur optimale que l'on puisse obtenir pour ce crit�ere sur trois
processeurs.

Si l'on diminue le nombre de processeurs, le temps de calcul augmente de 1, par contre,
le nombre de communications diminue. Dans le cas o�u la duplication n'est pas utilis�ee (cas
(c)), le nombre de communications est �egal �a 3. Si les tâches A et C sont dupliqu�ees toutes
les communications sont �elimin�ees (cas (d)) et Ttotal = 5 + 0 = 5. On obtient donc la mini-
misation de la somme pour un nombre de processeurs inf�erieur �a la largeur du graphe et en
utilisant la duplication.

Si le crit�ere �a optimiser n'est plus la somme Tcalcul+Ttrafic, mais la somme Tcalcul+Tdelai,
la minimisation est atteinte �a la fois avec deux et trois processeurs. En e�et, dans le cas
(b), le nombre maximum d'arcs de communication pour un chemin du graphe est �egal �a 1
(l'arc (C;E) dans le chemin (A;C;E;G)) ou l'arc (C;F ) dans le chemin (A;C;F;H)). Ce
qui donne un temps total �egal �a 5 (4+1). Il est �a noter que le cas (a) r�ealise �egalement la

3d�e�nition en annexe
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minimisation de la somme, sans utiliser la duplication.
Cet exemple, par sa simplicit�e, illustre la complexit�e de la recherche d'un compromis entre
minimisation du temps de calcul et minimisation des communications.

2.4 Le mod�ele Anderson Beame et Ruzzo

2.4.1 Description

L'extension propos�ee par les auteurs pour le mod�ele PRAM est li�ee �a la notion de graphes
�a 
ots de donn�ees. Dans ce cadre, les communications sont prises en compte et la notion
de surcoût (overhead) est introduite. Ce surcoût est �egal �a l'addition de deux termes : le
temps d'inactivit�e des processeurs et le temps n�ecessaire pour une synchronisation ou pour
ordonnancer. Le graphe est souvent consid�er�e comme acyclique (DAG). De plus les tâches
sont consid�er�ees comme �etant ins�ecables et unitaires.

Dans ce mod�ele, un algorithme est consid�er�e d'autant plus e�cace qu'il minimise la valeur
du temps parall�ele d�e�nie par la somme des temps s�equentiel, d'inactivit�e et de communica-
tion, divis�ee par le nombre de processeurs, fraction not�ee par :

Tpar =
Tseq + Tinact + Tcom

p

Les auteurs introduisent deux notions suppl�ementaires leur permettant de manipuler des
groupes de tâches a�n de minimiser les communications. Un travail (job) repr�esente un
regroupement de tâches unitaires, et le graphe de travaux (schedule graph) est le graphe
r�esultant du regroupement des tâches en travaux. Les n�uds de ce graphe repr�esentent les
travaux et les arcs repr�esentent les relations de pr�ec�edence entre eux. L'ex�ecution d'un travail
se d�ecompose en trois phases :

{ le chargement, depuis la m�emoire partag�ee, des donn�ees n�ecessaires au calcul des tâches
appartenant au travail,

{ l'ensemble des calculs des tâches,

{ le rangement des r�esultats produits par les tâches appartenant au travail.

L'ensemble chargement des donn�ees et rangement des r�esultats est consid�er�e de coût uni-
taire, quel que soit le volume des donn�ees en entr�ee et des r�esultats en sortie. Ainsi, le
regroupement des tâches peut permettre un gain de communications, en e�et, selon l'hypo-
th�ese "coût constant pour un acc�es �a la m�emoire", l'ex�ecution d'un groupe de trois tâches
sur un processeur n�ecessite quatre unit�es de temps (trois de calcul et une d'acc�es m�emoire
(chargement-rangement)) tandis que l'ex�ecution s�epar�ee de ces trois mêmes tâches n�ecessi-
terait trois fois deux unit�es de temps soit, six unit�es de temps.

Un travail pour commencer son calcul doit avoir toutes les donn�ees n�ecessaires au calcul
de toutes ses tâches. Ces donn�ees sont charg�ees en une seule fois. Et c'est en une seule
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fois que les r�esultats sont rang�es dans la m�emoire globale partag�ee �a la �n de l'ex�ecution de
la derni�ere tâche du travail. Ce type de fonctionnement revient �a consid�erer que certaines
lectures sont anticip�ees et certaines �ecritures retard�ees. Ce mod�ele di��ere donc notablement
des mod�eles pr�esent�es pr�ec�edemment. Par contre, comme dans le mod�ele PU, un processeur
peut lire plusieurs donn�ees simultan�ement, et peut �ecrire plusieurs r�esultats simultan�ement
�egalement. Cependant, ces deux op�erations cumul�ees ne requi�erent qu'une unit�e de temps,
contre deux unit�es de temps dans le mod�ele PU.
Le surcoût dû aux synchronisations est proportionnel au nombre de travaux du graphe.
Contrairement au mod�ele LPRAM, une lecture et une �ecriture sont trait�ees de la même
fa�con que les autres instructions. De ce fait, l'ordonnancement ne peut plus être d�ecoup�e en
un ensemble de phases de calcul et de phases de communication.

2.4.2 Ordonnancement dans le mod�ele ABR

L'objectif des algorithmes d'ordonnancement pour le mod�ele ainsi d�e�ni est de minimiser
le temps parall�ele. Or, puisque Tseq et p sont constants, la minimisation du temps parall�ele
se ram�ene �a celle du surcoût Tinact + Tcom. On dispose pour minimiser cette quantit�e de la
possibilit�e de regrouper les tâches entres elles. Un regroupement permet de gagner une unit�e
de temps de communication par tâche regroup�ee. Cependant, le regroupement des tâches en
travaux introduit des relations de pr�ec�edence suppl�ementaires entre les tâches du graphe de
d�epart. Ainsi, le regroupement est un facteur de r�eduction du parall�elisme potentiel de l'ap-
plication, et peut donc induire une augmentation de l'inactivit�e des processeurs. De la même
fa�con, l'�equilibrage du nombre de tâches par processeur est un facteur minimisation de l'in-
activit�e des processeurs et entrâ�ne g�en�eralement une augmentation des communications. Le
but est alors, pour une application donn�ee, de trouver un compromis entre l'�equilibrage
de la charge (minimisation de l'inactivit�e) et le regroupement des tâches unitaires (mi-
nimisation des communications).

Concernant les hypoth�eses d'ex�ecution des travaux, il faut noter qu'un travail ne peut
�echanger des informations durant son ex�ecution, ce qui entrâ�ne des restrictions sur l'ensemble
des regroupements valides (tous les arcs de communication liant deux travaux doivent être
orient�es dans le même sens). D'autre part, l'ensemble des arcs entrant dans un travail cor-
respondent �a des donn�ees qui doivent être disponibles d�es le d�ebut de ce travail, même si
certaines de ces donn�ees ne sont utilis�ees que pour l'ex�ecution de la derni�ere tâche apparte-
nant �a ce travail. De la même fa�con, les envoies de donn�ees correspondant aux arcs sortant
d'un travail ne sont e�ectu�es qu'�a la �n de ce travail. Ceci signi�e qu'�a l'int�erieur d'un tra-
vail, aucun ordonnancement n'est utile. Pour un graphe donn�e, ordonnancer consiste donc �a
regrouper les tâches en un nombre minimum de travaux, en conservant assez de parall�elisme
pour que le temps d'inactivit�e ne soit pas trop important.

2.4.3 Exemple

Le graphe �a 
ots de donn�ees pr�esent�e comporte 7 tâches unitaires. La mesure de l'or-
donnancement est �equivalente �a celle du surcoût lui-même �egal �a la somme des p�eriodes
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d'inactivit�e et des communications. Dans le premier exemple d'ordonnancement, les travaux
sont au nombre de 7 (de T1 �a T7), un travail correspond ici �a une tâche, donc le graphe des
travaux est le même que le graphe �a 
ots de donn�ees. Le surcoût est �egal �a 9 (2 p�eriodes
d'inactivit�e plus 7 travaux).

Dans le second ordonnancement, les travaux ne se r�eduisent pas �a une tâche. Il y a trois
travaux (de J1 �a J3). Le premier travail correspond au regroupement des tâches T1, T2 et T4.
On remarque que le travail J1 pr�ec�ede le travail J3, r�esultat du regroupement, ce qui entrâ�ne
une contrainte de pr�ec�edence entre les tâches T4 et T7. Dans le graphe des travaux, J1 et J2
sont ind�ependants et J3 d�epend des deux pr�ec�edents. La cons�equence imm�ediate est que le
nombre de p�eriodes d'inactivit�e augmente, on passe de deux unit�es (dans le premier exemple
qui consistait en un regroupement trivial) �a quatre. Par contre le nombre de communications
diminue sensiblement de 7 �a 3. Au total, le surcoût obtenu par cet ordonnancement est �egal
�a 7, et constitue une am�elioration.

En�n, le troisi�eme ordonnancement form�e de quatre travaux. Pour ce regroupement, le
dernier travail J3 qui semblait être la cause du nombre important de p�eriodes d'inactivit�e est
scind�e en deux travaux J3 et J4, ce qui permet d'obtenir un ordonnancement optimal avec
un surcoût de 5.
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T6 T7

T5

T1 T2 T4 T6

T5T3 T7
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J2

J3

3 4 7

J1 J2
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J3

J4

3 4 65

J1 J2

J3 J4

Tinact = 2 Tcom = 7 Tinact = 4 Tcom = 4Tinact = 1Tcom = 3

surcoût = 9 surcoût = 4 + 3 = 7 surcoût = 1+ 4 = 5

Fig. 2.4 - : Importance du regroupement pour ordonnancer dans le mod�ele ABR.

2.5 Le mod�ele de Papadimitriou et Yannakakis

2.5.1 Description

Comme pour le mod�ele PU, le travail des auteurs a pour but d'�evaluer les performances
d'un algorithme mod�elis�e par un graphe orient�e sans cycle, quel que soit l'ordinateur paral-
l�ele. Leur m�ethode s'appuie sur l'identi�cation d'un unique param�etre pour mod�eliser une
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machine, le rapport entre temps d'ex�ecution d'une instruction et temps de com-
munication d'un message (message-to-instruction ratio), not�e � . Dans tous les mod�eles de
machines �a m�emoire partag�ee, la valeur de ce param�etre est �egale �a une constante. Lorsque
sont consid�er�ees des machines �a m�emoire distribu�ee, � d�epend du r�eseau d'interconnexion,
et du nombre de processeurs dont dispose la machine. Dans le mod�ele PU, les probl�emes
li�es �a l'architecture de la machine ont �et�e contourn�es par l'utilisation de plusieurs mesures
de performance. Dans le pr�esent mod�ele, une seule mesure de performance est retenue, le
minimum des maximums des dates de �n d'ex�ecution, encore appel�e makespan et not�e Cmax.
Une machine avec un r�eseau d'interconnexion particulier est identi��ee par la valeur de � . Si
p est le nombre de processeurs, pour un r�eseau en anneau la valeur de � est de l'ordre de p,
s'il s'agit d'une grille, � = O(

p
p), pour un hypercube, � = O(log(p)).

En�n, dans ce mod�ele, le recouvrement des communications par des calculs est
autoris�e. Cette hypoth�ese revient �a consid�erer que dans la machine, un processeur est d�edi�e
au traitement des communications. L'algorithme est une fois encore mod�elis�e par un graphe
orient�e sans cycle, et les hypoth�eses d'ex�ecution sont les suivantes :

{ un processeur ne peut ex�ecuter qu'une tâche par unit�e de temps,

{ toutes les tâches ont des temps d'ex�ecution unitaires,

{ une tâche peut être dupliqu�ee,

{ soit une tâche u ex�ecut�ee �a la date t sur le processeur P , soit une tâche v successeur
imm�ediat de u, alors, soit v est ex�ecut�ee sur P �a partir de la date t + 1, soit v est
ex�ecut�ee sur un autre processeur �a partir de la date t+ � + 1,

{ le recouvrement4 des communications par des calculs est autoris�e.

Cette derni�ere hypoth�ese permet de masquer certaines communications. Le statut des ins-
tructions envoyer-message et recevoir-message change. Dans les mod�eles pr�ec�edents, soit
ces instructions (envoyer-message et recevoir-message ou lire-donn�ee et �ecrire-donn�ee) sont
noy�ees dans chaque calcul atomique (PRAM), soit elles apparaissent clairement (LPRAM,
PU, ABR), et leur coût ne peut être ramen�e �a 0 que si la contrainte de localit�e d'ex�ecution
est v�eri��ee. Avec le recouvrement, les communications existent mais leur coût n'est pris en
compte que lorsqu'elles ne sont pas e�ectu�ees concurremment avec une instruction de calcul.
Le recouvrement permet de faire un envoi et une r�eception de message en �ligrane d'un
calcul sur chacun des processeur �emetteur et r�ecepteur.

2.5.2 Ordonnancement dans le mod�ele PY

L'un des objectifs des algorithmes d'ordonnancement dans ce mod�ele est la minimisation
de la date de �n d'ex�ecution. Contrairement au mod�ele PU, les communications non recou-
vertes vont apparâ�tre dans le diagramme de Gantt5. Cette persistance dans le diagramme

4cette notion est d�e�nie en annexe
5d�e�ni en annexe
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implique que cette communication sera prise en compte pour tous les chemins passant par le
n�ud qui est en attente des donn�ees de cette communication, ce qui constitue une di��erence
par rapport au mod�ele PU qui ne prenait en consid�eration que les arcs de communication
rencontr�es sur un chemin donn�e.

Les techniques d'ordonnancement ne sont plus tout �a fait les mêmes. Le regroupement
(clustering) des tâches prend une importance toute particuli�ere puisqu'il permet �a la fois
de pro�ter de la localit�e des donn�ees et de rassembler du calcul pour recouvrir les commu-
nications. A la di��erence du mod�ele ABR dans lequel les travaux constituent des groupes
de tâches ferm�es aux communications, en ce sens qu'un processeur ex�ecutant un travail ne
communique pas avec les autres processeurs, les groupes de tâches de PY sont ouverts aux
communications. Par contre, comme dans PU, un processeur peut communiquer plusieurs
messages �a la fois. Cette hypoth�ese d�ej�a admise dans le mod�ele PU caract�erise des machines
dont les possibilit�es de communication ne sont pas born�ees ou poss�edant un nombre de ports
ou de liens �egaux au maximum des degr�es sortants et entrants des noeuds du graphe. Il
existe d�ej�a un grand nombre de r�esultats pour ce mod�ele. Les concepteurs de ce mod�ele ont
mis au point un algorithme qui permet d'obtenir des ordonnancements distants au plus d'un
facteur deux d'un ordonnancement optimal (avec utilisation de la duplication).

Pour une valeur de � �egale �a 1, une variante de ce mod�ele a �et�e propos�e par Rayward-
Smith, mod�ele qui permet le recouvrement des communications par des calculs, mais qui
n'autorise pas la duplication des tâches.
L'ordonnancement des arbres avec les hypoth�eses de ce mod�ele d'ex�ecution est trait�e dans
la partie deux.

2.5.3 Exemple

Nous pr�esentons un exemple simple pour illustrer les hypoth�eses de duplication et de
recouvrement des communications par des calculs.
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Fig. 2.5 - : Importance du recouvrement et de la duplication dans le mod�ele PY. Dans cet exemple � = 2.

Le nombre de processeurs est consid�er�e comme �x�e �a trois et � = 2. Dans le cas (a),
la duplication n'est pas employ�ee, ce qui entrâ�ne un d�ecalage dans le d�eroulement de l'or-
donnancement. Par contre, lorsque la duplication est employ�ee (cas (b)), le recouvrement
apparâ�t clairement. Durant l'ex�ecution des tâches e et h, la communication de c vers k est
masqu�ee. Il en est de même pour les communications de c vers m, de b vers l et de d vers l.
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2.5.4 Le mod�ele RS

Un mod�ele similaire �a PY a �et�e propos�e par Rayward-Smith [RS87]. Les hypoth�eses
d'ex�ecution sont sensiblement les mêmes :

{ les tâches sont toutes de dur�ee unitaire,

{ les communications sont �egalement de dur�ee unitaire,

{ les tâches ne peuvent pas être dupliqu�ees,

{ le recouvrement des communications par du calcul est autoris�e

Le fait de consid�erer �a la fois les temps de calcul et les coûts de communications unitaires a
fait appel�e ce mod�ele UECT. Ainsi, pour la plupart des probl�emes d'ordonnancement pour
lesquels il est fait mention d'un graphe UECT, il est entendu que le mod�ele d'ex�ecution sous
jacent est le mod�ele RS.

2.6 Similitudes et di��erences entre mod�eles

A l'exception du mod�ele PRAM, ces mod�eles poss�edent quelques points communs. La
premi�ere hypoth�ese d'ex�ecution que l'on retrouve partout est celle que l'on peut appeler hy-
poth�ese de localit�e, qui permet �a un processeur d'enchainer des calculs sans être obliger
d'e�ectuer des acc�es m�emoire couteux.

On peut ensuite distinguer deux types de comportement lors des acc�es m�emoire. D'un
côt�e les mod�eles qui demandent une synchronisation de tous les processeurs pour les acc�es
m�emoire (LPRAM, PU) et de l'autre les mod�eles qui consid�erent que les communications
sont g�er�ees localement par chaque processeur (ABR, PU, PY, RS). On note que le mod�ele
PU est pr�esent dans les deux cat�egories, cela provient du fait que deux mesures du nombre
de communications sont propos�ees dans ce mod�ele. L'une est globale Ttrafic, et sa prise en
compte se rapproche des mod�eles �a acc�es m�emoire synchrones et l'autre est locale Tdelai et
ne concerne que le chemin comportant le plus d'arcs de communications.

En�n, une distinction peut être faite entre les mod�eles pour lesquels le coût des commu-
nications est e�ectif (LPRAM, PU, ABR) et ceux qui permettent le recouvrement total des
communications (PY, RS).

2.6.1 Similitudes entre les mod�eles LPRAM et PU

Pour cette analyse, toutes les phases de communication pour la lecture des entr�ees et pour
l'�ecriture des r�esultats sont omises. Sous cette condition, il existe de nombreuses similitudes
entre les deux mod�eles. En e�et, si l'on consid�ere la somme des termes Tcalcul et Ttrafic de
PU et la somme des termes �calcul et �com repr�esentant respectivement le nombre de phases
de calculs et le nombre de phases de communications dans le mod�ele LPRAM, alors, si m
est le nombre de processeurs :

�calcul + �com � Tcalcul + Ttrafic � �calcul +m�com
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En e�et, dans PU, toutes les communications sont compt�ees, c'est-�a-dire qu'une unit�e de
temps est ajout�ee par arc de communication recens�e. Or, dans LPRAM, plusieurs lecture-
�ecriture peuvent être e�ectu�ees dans une même phase de communication (un tel cas est
illustr�e par l'exemple qui suit la description de LPRAM ci-dessus) donc, �calcul + �com <
Tcalcul+Ttrafic. Mais, si, dans un ordonnancement LPRAM, chaque phase de communication
ne comprend qu'une lecture-�ecriture, c'est-�a-dire ne correspond qu'�a un seul arc dans le
graphe de tâches, alors ces deux sommes sont �egales �calcul + �com = Tcalcul + Ttrafic. D'autre
part, lors d'une même phase de communications, un processeur peut �ecrire une donn�ee et en
lire une, donc au total, dans une même phase de communications, m lectures et m �ecritures
peuvent être e�ectu�ees. Ces m op�erations de lecture-�ecriture correspondent �a m arcs dans le
graphe de tâches, donc, la valeur de Ttrafic pour ce genre de situation est �egale �a m�com. Et,
dans tous les cas, �calcul = Tcalcul. La �gure 2.6 illustre une telle situation. Cette in�egalit�e
signi�e que si l'on dispose d'un ordonnancement dans le mod�ele LPRAM alors il est possible
de le transformer en un ordonnancement pour le mod�ele PU dont on peut borner la qualit�e.
De la même fa�con la donn�ee d'un ordonnancement dans PU dont la somme est �egale �a S nous
garantie qu'il existe un ordonnancement dans LPRAM dont le nombre de phases cumul�ees
(calcul plus communication) est inf�erieur ou �egal �a S.
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Fig. 2.6 - : Comparaison des valeurs des param�etres du mod�ele LPRAM et du mod�ele PU
lorsque Ttrafic est pris en compte.

Dans ce genre de situation, Tcalcul + Tdelai donne une borne inf�erieure, d'o�u la seconde
in�egalit�e :

Tcalcul + Tdelai � �calcul + �com
En e�et, lorsqu'un noeud poss�ede plusieurs arcs entrant et qu'au moins deux de ses pr�ed�eces-
seurs n'ont pas �et�e ex�ecut�es sur le même processeur, alors l'ex�ecution de ce noeud demande
au pr�ealable au moins deux phases de communications pour acqu�erir les donn�ees qui sont
n�ecessaires �a son ex�ecution. Or, tout chemin passant par ce noeud ne d�etecte en ce noeud,
au plus, qu'un arc de communication, donc Tdelai est incr�ement�e de 1. La �gure 2.7 illustre
cette situation. De plus, si l'on note A le maximum des degr�es entrant pour l'ensemble des
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noeuds du graphe, alors �calcul + �com � Tcalcul +m� A� Tdelai. Il faut noter toutefois que
le mod�ele LPRAM pr�esent�e par Aggarwal et al. n'est propos�e que pour des graphes dont
l'arit�e entrante est �egale �a deux.
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Fig. 2.7 - : Comparaison des valeurs des param�etres du mod�ele LPRAM et du mod�ele PU
lorsque Tdelai est pris en compte.

2.6.2 Similitudes entre ABR et LPRAM

Comme pour le cas pr�ec�edent, le nombre de phases de communications n�ecessaires pour
acqu�erir les donn�ees d'entr�ee dans LPRAM sont omises, par contre les phases de commu-
nication pour le rangement des r�esultats sont prises en compte. Il est di�cile de comparer
les mod�eles ABR et LPRAM puisque leur mode de fonctionnement n'est pas le même. Nous
nous restreignons aux ordonnancements dans ABR qui sont synchrones, c'est-�a-dire ceux
pour lesquels l'ex�ecution des travaux est synchrone pour l'ensemble des processeurs, même
date de d�ebut et même date de �n d'ex�ecution. Nous verrons dans le second chapitre que
ce type d'ordonnancements peut être obtenu pour des graphes particuliers. Alors, le mod�ele
ABR peut être vu comme une LPRAM dont les phases de communications contigues ne
seraient comptabilis�ees que pour une unit�e de temps. En e�et, il est possible lors d'une �n de
travail que plusieurs lectures et plusieurs �ecritures se fassent comme le montre l'exemple de
la �gure 2.8. Ce mod�ele compte un coût de communication �egal �a un quelque soit le nombre
de donn�ees re�cues par un travail, et quel que soit le nombre de r�esultats produits par ce
même travail, alors que le mod�ele LPRAM compterait autant de phases de communications
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qu'il y a de paires lecture d'une donn�ee-�ecriture d'un r�esultat. Donc
Tcom
m
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Fig. 2.8 - : Comparaison d'ordonnacements pour les mod�eles ABR et LPRAM.

D'autre part, dans LPRAM, le nombre de phases de calcul ne tient pas compte de l'acti-
vit�e des processeurs et du type d'op�erations qu'ils e�ectuent, donc chaque p�eriode d'inactivit�e
additionn�ee �a Tinact dans ABR est comptabilis�e dans �calcul. Chaque p�eriode d'inactivit�e peut
être consid�er�e comme une op�eration NOP, et compte pour un mieme d'une phase de calcul.

Ainsi,
Tseq + Tinact

m
= �calcul. Finalement, si l'on dispose d'un ordonnancement dans le mod�ele

LPRAM, alors on est sûr qu'il en existe un dans ABR tel que :

Tseq + Tinact + Tcom
m

� �calcul + �com

2.6.3 Similitudes entre les mod�eles PU et PY

Dans le mod�ele PY ou RS, le recouvrement des communications par des calculs est au-
toris�e. Dans le mod�ele PU, suivant le crit�ere retenu, soit aucun recouvrement n'est autoris�e,
c'est le cas si l'on prend en consid�eration Ttrafic, soit une partie des communications est
recouverte. De ce point de vue, les mesures de communications retenues dans le mod�ele PU
ne permettent pas de conclure quant �a la l�egitimit�e de cette hypoth�ese. En e�et, comme
l'illustre la �gure 2.9, pour certains graphes, le nombre de communications retenues par la
mesure de Tdelai est sup�erieur au nombre de communications qui apparaitraient si le recou-
vrement �etait autoris�e comme c'est le cas dans un ordonnancement de ce même graphe dans
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le mod�ele PY (cas(a) de la �gure avec � = 1). Ceci laisse �a penser que cette hypoth�ese n'est
pas valide. Par contre, pour d'autres graphes, il existe certains noeuds terminaux d'arcs de
communications, en lesquels la communication n'est pas compt�ee, ce qui revient �a consid�erer
qu'une partie des communications est recouverte (cas(b) de la �gure). Si l'on examine les
deux arcs de communications du cas (b), le noeud terminal de l'arc (c; d) appartient au che-
min (a; b; d; e; g), de même que le noeud terminal de l'arc (f; g). Or une seule communication
est comptabilis�ee dans Tdelai, alors que le statut de ces deux noeuds est le même. Donc, si
l'on examine la somme Tcalcul+Tdelai, la valeur de cette somme, ne donne pas d'indication sur
la date de �n d'ex�ecution des tâches dans un mod�ele d'ex�ecution autorisant le recouvrement
des communications par des calculs.

a

b c

d

e

f

c

fa b d e

Dans le mod�ele PU

Tcalcul = 5

Tdelai = 1

Dans le mod�ele PY

Cmax = 5

a

b c

d

e f

g

Dans le mod�ele PU

Tcalcul = 5

Tdelai = 1

Dans le mod�ele PY

Cmax = 5

c

g

f

a b d e

Cas (a)

Cas (b)

Fig. 2.9 - : Prise en compte du recouvrement dans le mod�ele PY par rapport �a un ordon-
nancement dans le mod�ele PU.

2.6.4 Conclusion

Dans la majeure partie des nouveaux mod�eles d'ex�ecution qui sont propos�es aujourd'hui,
les communications sont prises en compte. La di��erence essentielle entre tous ces mod�eles se
situe dans la mani�ere de les prendre en compte. Dans le mod�ele LPRAM, toutes les phases
de communications sont compt�ees. Une communication est un couple lecture-�ecriture. Une
phase de communication peut donc correspondre �a un nombre de communications compris
entre un et le nombre de processeurs. Dans le mod�ele PU, si l'on consid�ere Ttrafic, toutes les
communications sont compt�ees. Ce nombre correspond au nombre de couples lecture-�ecriture
de LPRAM, qui sur le graphe est identi��e par un arc de communication. Tous les autres arcs
sont ignor�es du fait de l'hypoth�ese de localit�e. En revanche, Tdelai ne rend compte que des
communications pour lesquelles les sommets d'un arc de communications appartiennent tous
les deux au chemin parcouru. Ce qui correspond au nombre maximum de couples lecture-
�ecriture appartenant �a un chemin, pour l'ensemble des chemins. D'une certaine mani�ere, dans
le mod�ele ABR une situation similaire se produit puisque le nombre de communications est
�egal au nombre de travaux. Mais, au lieu d'une valeur maximale, la valeur consid�er�ee, Tcom,
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est une valeur moyenne. C'est une valeur proche �egalement de Ttrafic, bien que pond�er�ee
par le nombre de processeurs, mais qui correspond �a un mod�ele g�en�eral de machines pour
lequelle un ensemble de communications faites au mêmemoment est consid�er�e comme un 
ot
de donn�ees de coût unitaire. Dans tous ces mod�eles, les communications ne peuvent pas être
masqu�ees. Certains param�etres permettent de consid�erer qu'il existe des communications
qui sont masqu�ees, c'est le cas notamment de Tdelai pour le mod�ele PU ou de Tcom pour
le mod�ele ABR, mais d�es qu'une communication a lieu, il n'est pas possible d'avoir l'un ou
l'autre de ces param�etres qui soit �egal �a 0. Ce n'est plus le cas pour les mod�eles PY et RS qui
correspondent �a des mod�eles g�en�eraux de machines �a m�emoire distribu�ees. Dans ce type de
mod�ele, le recouvrement des communications est garant de l'e�cacit�e des algorithmes. Pour
cela, les techniques envisag�ees doivent exploiter l'hypoth�ese de localit�e des donn�ees, ce qui
est r�ealisable �a l'aide de strat�egies de regroupement. D'autre part, le recouvrement est e�ectif
lorsque les communications sont anticip�ees en envoi de messages et retard�ees en reception
de messages, c'est-�a-dire lorsque les communications sont e�ectu�ees de fa�con asynchrones.
Ce dernier point correspond �a des couples lecture-�ecriture destructur�es, c'est-�a-dire pour
lesquelles l'�ecriture est e�ectu�ee avant la lecture. C'est en partie ce qui se passe dans le
mod�ele ABR, ce qui expliquera en partie la bonne ad�equation de certaines strat�egies mises
en oeuvre pour le mod�ele RS (partie 2) et r�eutilisables pour ce mod�ele (chapitre suivant de
la pr�esente partie).



Chapitre 3

Ordonnancement d'arbres dans le

mod�ele ABR

3.1 Introduction

Dans le mod�ele propos�e par Anderson, Beame et Ruzzo et d�ecrit dans le chapitre pr�ec�e-
dent, la qualit�e d'un ordonnancement est captur�e par le surcoût (overhead) �egal �a la somme
des temps d'inactivit�e et du nombre de travaux. La constrution d'un bon ordonnancement
passe par la recherche du compromis entre le parall�elisme, g�en�erateur de communication,
et la s�equentialisation des calculs, source de temps d'inactivit�e. L'objectif est de minimiser
la date de �n d'ex�ecution, ce qui revient �a minimiser le surcoût. Dans ce chapitre, nous
pr�esentons une �etude de l'ordonnancement d'une classe de graphes que sont les arbres.
Le probl�eme de la d�etermination du minimum des maximums des dates de �n d'ex�ecution
est montr�e NP-complet pour des arbres binaires sur deux processeurs. Nous lions ce mod�ele
avec celui d�ecrit par Rayward-Smith [RS87], et nous utilisons un algorithme qui produit des
ordonnancements optimaux pour des arbres sur deux processeurs dans ce dernier mod�ele
pour construire de bons ordonnancements dans le mod�ele qui nous occupe.

3.2 Etudes de complexit�e

Nous �etudions dans cette partie la complexit�e de deux probl�emes d'ordonnancement.
Le premier concerne l'ordonnancement des châ�nes sur deux processeurs, et le second, le
probl�eme de l'ordonnancement des arbres binaires parfaits sur deux processeurs �egalement.
Ces probl�emes sont not�es :

P2 j cha{̂nes; p = 1 j surcoût
P2 j arbres binaires parfaits; p = 1 j surcoût

3.2.1 Etude de P2 j cha{̂nes; p = 1 j surcoût

Lemme
S'il existe une division de l'ensemble des châ�nes en deux sous-ensembles de châ�nes dont le

43



44 Chapitre 3. Ordonnancement d arbres dans le modele ABR

nombre total de tâches est �egal de part et d'autre, alors, il n'existe aucun ordonnancement
optimal de cet ensemble de châ�nes sur deux processeurs ayant plus de deux travaux.

Preuve
La preuve est �evidente, il su�t de consid�erer un tel ordonnancement, le surcoût est �egal �a la
somme du nombre de travaux (2) et du nombre de p�eriodes d'inactivit�e (0), c'est-�a-dire 2.
Toute autre r�epartition ne peux donner de meilleur r�esultat.

Th�eor�eme
Le probl�eme consistant �a d�eterminer s'il existe un ordonnacement d'un ensemble de châ�nes
form�ees de tâches unitaires sur deux processeurs avec un surcoût �egal �a 2 est un probl�eme
NP-Complet.

Preuve
La preuve est tr�es simple, il s'agit d'une r�eduction imm�ediate au probl�eme PARTITION.
Commen�cons par l'�enonc�e des deux probl�emes de d�ecision associ�es :

INSTANCE de P2 j cha{̂nes; p = 1 j surcoût : un ensemble de châ�nes dont le nombre total
de noeuds est un nombre pair.
QUESTION : Existe-t-il un ordonnancement de ces châ�nes sur deux processeurs de telle
sorte que le surcoût total soit �egal �a 2?

INSTANCE de PARTITION [GJ79] : un ensemble �ni A d'�el�ements, et une taille t(a) 2 Z+

pour chaque a 2 A.
QUESTION : Existe-t-il un sous-ensemble A0 de A tel que :X

a2A0

t(a) =
X

a2A�A0

t(a)?

Le codage de P2 j cha{̂nes; p = 1 j surcoût ne n�ecessite qu'un nombre polynomial de
symboles pour repr�esenter n'importe quel probl�eme de n châ�nes de longueurs enti�eres. Le
probl�eme est donc dans NP.

Soit une instance de P2 j cha{̂nes; p = 1 j surcoût, on peut construire un instance
de PARTITION en temps polynomial. En e�et, �a chaque châ�ne est associ�ee une longueur
repr�esent�ee par un nombre entier. Les �el�ements de l'ensemble A de PARTITION sont les
châ�nes et la taille d'un de ces �el�ements correspond au nombres de tâches dont il est form�e.
Supposons maintenant que la r�eponse �a P2 j cha{̂nes; p = 1 j surcoût soit oui, alors il existe
un regroupement de l'ensemble des châ�nes en deux sous-ensembles �egaux, donc il existe un
sous ensemble de A tel que la somme des entiers de ce sous-ensemble est �egale �a la somme des
entiers ne lui appartenant pas, mais appartenant �a A, ce qui entraine une r�eponse positive
pour PARTITION.
De la même fa�con, une r�eponse oui �a PARTITION implique qu'il existe une partition de A
en deux sous-ensemble �egaux, et par cons�equent qu'il est possible de partitionner l'ensemble
des châ�nes en deux sous-ensembles dont le nombre total de tâches est �egal de part et d'autre,
ce qui constitue une r�eponse positive au probl�eme P2 j cha{̂nes; p = 1 j surcoût. 2
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3.2.2 Etude de Pm j arbres binaires; p = 1 j surcoût

Nous appelons CCm (pour Chenille form�ee de Châ�nes et m processeurs) la famille des
arbres binaires dont un �el�ement est repr�esent�e en �gure 3.1. Pour cette famille d'arbres, la
somme des tâches des châ�nes Ci est divisible par m� 1. De plus, le nombre de tâche d'une

châ�ne quelconque Ci est inf�erieur ou �egal �a celui de C 0, par ailleurs �egal �a : C 0 =
1

m� 1

i=kX
i=1

Ci.

C1 C'

C2
C3

Ck

k

C' k

C"

C"'

Pour m = 3

Fig. 3.1 - : Exemple d'un arbre appartenant �a CCm.

Un exemple d'ordonnancement est donn�e pour m = 3. Dans ce cas, le nombre de tâches de
la châ�ne C 0 est �egal �a la moiti�e du nombre total de tâches des châ�nes Ci (pour i = 1 �a i = k).

Lemme
Soit Ak un repr�esentant de la famille CCm, form�e de k châ�nes Ci, d'une châ�ne Ch de
longueur k �a laquelle sont rattach�ees toutes les racines des châ�nes Ci, et d'une châ�ne C 0

de longueur
1

m� 1

i=kX
i=1

Ci (sup�erieure �a la longueur de n'importe quelle châ�ne Ci) reli�ee �a la

châ�ne en son noeud de plus grande hauteur. Soit l'ordonnancement qui alloue �a un proces-
seur deux travaux constitu�es, pour le premier de la châ�ne C 0, et pour le second de la châ�ne
Ch, et qui alloue �a chacun des m� 1 processeurs un ensemble de châ�nes (chaque ensemble
ne formant qu'un seul travail) dont la somme des tâches est �egale �a la longueur de C 0. Alors,
cet ordonnancement, s'il existe, est optimal et est l'unique ordonnancement optimal.

Preuve
Lorsque l'on parle d'unique ordonnancement optimal, cela signi�e unique structure d'ordon-
nancement, c'est-�a-dire qu'il n'est pas possible de trouver un ordonnancement optimal qui
coupe une châ�ne Ci en plusieurs, mais il est possible qu'il existe plusieurs r�epartitions de
l'ensemble des châ�nes Ci entre les m� 1 processeurs.
La premi�ere remarque que l'on peut faire est que le nombre de travaux est minimum. En
e�et, il n'est pas possible de diminuer le nombre de travaux pour les m � 1 processeurs
puisqu'ils n'en ont qu'un. De plus, comme il s'agit d'un arbre, �a moins d'ex�ecuter la totalit�e
des tâches sur un seul processeur, un des processeurs doit ex�ecuter au moins deux travaux,
le dernier devant contenir la racine de l'arbre.
D'autre part, si la taille des travaux est conserv�ee, il n'est pas possible de trouver une autre
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r�epartition puisque C 0 pr�ec�ede la châ�ne Ch dans sa totalit�e, et que la division d'une quel-
conque châ�ne Ci entrainerait une augmentation du nombre de travaux d'au moins deux,
et augmenterait la date de �n d'ex�ecution d'au moins une unit�e de temps, donc une telle
r�epartition ne pourrait pas être optimale. Si la taille des travaux est chang�ee, et si le premier
travail est augment�e, des �el�ements de Ch doivent être inclus dans ce premier travail, or toutes
les châ�nes pr�ec�edent Ch, ce qui s�equentialise l'ex�ecution de tous les travaux et ne peut pas
aboutir �a un ordonnancement optimal. De même, si la taille du premier travail est raccourcie,
des tâches appartenant �a des châ�nes Ci n'ont pas pu être ex�ecut�ees durant le premier travail,
donc les tâches appartenant �a la chaÎne Ch vont être r�eparties entre plusieurs travaux, ce
qui entraine une augmentation de la date de �n d'ex�ecution d'au moins une unit�e de temps,
entrainant une perte d'optimalit�e.
Ainsi, l'ordonnancent d�ecrit dans le lemme est, s'il existe, le seul ordonnancement optimal
pour un arbre Ak appartenant �a la famille CCm. 2

Th�eor�eme
Si l'on note par NC0 le nombre de tâches que comporte la châ�ne C 0, alors, le probl�eme consis-
tant �a d�eterminer s'il existe un ordonnacement dont la date de �n d'ex�ecution des tâches est
�egale �a NC0 + k + 2 est NP-complet.

Preuve
Nous d�ecrivons la preuve pour m = 3. Appelons ce probl�eme P3 j CC3 j surcoût pour sim-
pli�er l'�enonc�e. La preuve consiste en une r�eduction au probl�eme PARTITION.

INSTANCE de P3 j CC3 j surcoût : un arbre de la famille CC3. La somme des tâches des
châ�nes Ci (

P
NCi

) est divisible par 2, et la somme des tâches de la châ�ne C 0 est �egale �a

1

2

i=kX
i=1

NCi
.

QUESTION : Existe-t-il un ordonnancement de cet arbre sur trois processeurs de telle sorte

que la date de �n d'ex�ecution des tâches soit �egale �a
1

2

i=kX
i=1

NCi
+ k + 2?

INSTANCE de PARTITION [GJ79] : un ensemble �ni A d'�el�ements, et une taille t(a) 2 Z+

pour chaque a 2 A.
QUESTION : Existe-t-il un sous-ensemble A0 de A tel que :X

a2A0

t(a) =
X

a2A�A0

t(a)?

Nous remarquons tout d'abord que le codage de P3 j CC3 j surcoût ne n�ecessite qu'un
nombre polynomial de symboles pour repr�esenter n'importe quel probl�eme bas�e sur un arbre
appartenant �a la famille CC3.

Soit une instance de P3 j CC3 j surcoût, on peut construire un instance de PARTITION
en temps polynomial. En e�et, �a chaque châ�ne Ci est associ�e une longueur repr�esent�ee par
un nombre entier. Les �el�ements de l'ensembleA de PARTITION sont les châ�nes Ci. La taille
de ces �el�ements correspond �a la longueur de ces châ�nes.
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Supposons maintenant que la r�eponse �a P3 j CC3 j surcoût soit oui, alors il existe un
regroupement des châ�nes Ci en deux sous-ensembles �egaux, donc il existe un sous ensemble
de A tel que la somme des entiers de ce sous-ensemble est �egale �a la somme des entiers ne lui
appartenant pas, mais appartenant �a A, ce qui est une r�eponse positive pour PARTITION.
De la même fa�con, une r�eponse oui �a PARTITION implique qu'il existe une partition de
A en deux sous-ensemble �egaux, et par cons�equent entraine une r�eponse positive pour le
probl�eme P3 j CC3 j surcoût. 2

3.2.3 Etude de P2 j arbres binaires; p = 1 j surcoût

Pour m = 2 le probl�eme reste NP-di�cile. L'arbre est l�eg�erement di��erent du pr�ec�edent.
Une famille d'arbres pour lesquels le probl�eme est NP-di�cile est illustr�ee en �gure 3.2.

R

Sa'

A

A'

Ch

tfin

tfin = 1

2

P
Sai +NSa0 + 4

R

Ch

Sa'

Sa4

Sa3

Sa2Sa1

Fig. 3.2 - : Exemple d'un arbre appartenant �a CC2.

Les repr�esentants de la famille CC2 ont les caract�eristiques suivantes :

{ ils sont form�es de k sous-arbres, not�es Sai,

{ NSa1 +NSa2 >
�
Ntotal � 1

2

�
. Cette hypoth�ese interdit l'allocation du sous-arbre form�e

par Sa1 et Sa2 �a un seul processeur, c'est-�a-dire, interdit, indirectement, qu'un seul
des noeuds de la châ�ne Ch appartienne �a un travail dont la date de d�ebut d'ex�ecution
est t = 0.

{
X

Sai est un nombre pair,

{ le nombre de noeuds de Sa0 est �egal au nombre de noeuds de la châ�ne Ch.

A partir de toutes ces hypoth�eses, le probl�eme de la recherche d'un ordonnancement dont

la date de �n d'ex�ecution des tâches soit �egale �a
1

2

X
Sai +NSa0 +4 se ram�ene au probl�eme

de PARTITION avec les mêmes arguments que pr�ec�edemment. Le seul argument important
�etant que pour ce type d'arbres, il n'est pas possible de trouver un ordonnancement optimal
di��erent de celui qui est pr�esent�e dans la �gure 3.2, ce que nous allons prouver dans le lemme
suivant.
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Lemme
Pour un repr�esentant de la famille CC2, si l'ensemble des sous-arbres Sai peut être scind�e
en deux sous-ensembles tels que la somme des tâches soit �egale de part et d'autre, alors, il
n'existe pas d'autres ordonnancements optimaux pour ce repr�esentant que ceux qui allouent
�a un processeur un des deux sous-ensembles de sous-arbres (ce qui constitue un travail), puis
le sous-arbre Sa0, et au second processeur l'autre sous-ensemble de sous-arbre, suivi de la
châ�ne Ch. En�n, un dernier travail constitu�e de la seule racine.

Preuve
Par convention, on appelera P1 le processeur qui ex�ecute la racine et la châ�ne Ch (ou la
�n de cette châ�ne). On remarque dans un premier temps qu'il n'est pas possible qu'une des
tâches de la châ�ne Ch soit ex�ecut�ee dans le premier travail, sinon, les deux sous-arbres Sa1
et Sa2 qui pr�ec�edent la premi�ere tâche de Ch doivent �egalement faire partie de ce travail, ce
qui donne pour la date de �n d'ex�ecution une valeur sup�erieure ou �egale �a

j
Ntotal�1

2

k
+NCh+5

valeur sup�erieure strictement �a l'optimale.
Si la taille du second travail contient plus de tâches que la châ�ne Ch, alors, toutes les tâches
appartenant aux sous-arbres Sai allou�es �a P2 n'ont pu être toutes ex�ecut�ees durant le pre-
mier travail, donc, il reste certaines de ces tâches dans le second travail ex�ecut�e par P2. Or
ces tâches pr�ec�edent (directement ou non) des tâches appartenant �a Ch, ce qui entraine la
cr�eation de nouveaux travaux, et rend le nouvel ordonnancement non optimal.
En�n, si la taille des travaux reste la même, il n'est pas possible qu'un des sous-arbre ait
�et�e scind�e en plusieurs mor�ceaux pour la même raison que celle indiqu�ee dans la preuve du
lemme pr�ec�edent.
Ainsi, s'il existe une r�epartition des sous-arbres en deux sous-ensembles pour lesquels le
nombre de tâches de part et d'autre est �egal, alors, il n'existe pas d'autres ordonnancements
optimaux que ceux qui allouent �a un processeur un des deux sous-ensemble de sous-arbres
suivi du sous-arbre Sa0. 2

3.3 Ordonnancement d'arbres complets sur m proces-

seurs (�x�e)

3.3.1 Introduction

Puisqu'il est impossible de construire un algorithme de compl�exit�e polynomial produi-
sant un ordonnancement optimal pour les arbres binaires sur seulement deux processeurs,
nous consid�erons un probl�eme plus simple : l'ordonnancement d'arbres k-aires complets sur
m processeurs (m �x�e). Nous pr�esentons un algorithme qui produit des ordonnancements
optimaux pour ce type d'arbres. L'id�ee de cet algorithme est d'occuper autant de processeurs
que possible tant que le nombre de tâches disponibles est inf�erieur ou �egal au nombre de
processeurs, puis lorsque ce nombre de tâches devient sup�erieur au nombre de processeurs,
de r�epartir la charge totale restante entre tous les processeurs de la mani�ere la plus �equitable
possible en cr�eant le plus petit nombre de travaux possible.
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3.3.2 Algorithme

L'algorithme que nous pr�esentons dans ce paragraphe est partag�e en deux parties. La
premi�ere produit un ordonnancement pour les premiers niveaux de l'arbre, et la seconde
partie produit un ordonnancement pour les plus hauts niveaux. Le niveau "pivot" est le plus
petit niveau contenant un nombre de tâches sup�erieur au nombre de processeurs. On appelle
ce niveau linf .
La premi�ere partie de l'algorithme consiste donc �a cr�eer un travail par tâche tant que le
niveau trait�e est inf�erieur strictement �a linf . Pour la seconde partie, on note k l'arit�e de

l'arbre et h sa hauteur. On note N2 = klinf � k
h�linf+1�1

k�1
, le nombre de noeud de l'arbre qui,

�a la �n de la premi�ere partie de l'algorithme, n'appartiennent �a aucun travail.

Si (N2 mod m = 0) Alors
Si ((N2 div m) mod klinf = 0) Alors

allouer �a chaque processeur ((N2 div m) div klinf ) arbres complets
Sinon

allouer �a klinf mod m processeurs (klinf div m) + 1
sous-arbres complets de hauteur h� linf � 1
allouer aux autres processeurs (klinf div m)
sous-arbres complets avec la même hauteur et ajouter des feuilles
de sorte que tous les travaux aient la mmême longueur
allouer en�n un nombre �egal de feuilles rassembler en un
travail �a chaque processeur.

FinSi
Sinon

Si ((N2 div m) + 1) mod klinf = 0 Alors
allouer �a N2 mod m processeurs (klinf div m) + 1
sous-arbres complets.
allouer deux travaux �a chacun des processeurs restants.

Sinon
allouer �a to N2 mod m processeurs (klinf div m) + 1
sous-arbres complets de hauteur h� linf � 1
allouer aux autres processeurs (klinf div m)
sous-arbres complets avec la même hauteur et ajouter des feuilles
de sorte que tous les travaux aient la mmême longueur
allouer en�n un nombre �egal de feuilles rassembler en un
travail �a chaque processeur.

FinSi
FinSi

3.3.3 Optimalit�e

Pour prouver l'optimalit�e des ordonnancements produits par cet algorithme, nous com-
men�cons par prouver le lemme suivant qui correspond �a la premi�ere partie de l'algorithme.
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Lemme
L'ordonnancement optimal d'un arbre k-aire complet sur un nombre �x�e de processeurs plus
grand ou �egal au nombre de feuilles de l'arbre est obtenu en consid�erant chaque tâche comme
un travail.

Preuve
Sans perte de g�en�eralit�es, il est possible de consid�erer un nombre de processeurs �egal au
nombre de feuilles :m = kh�1. D'apr�es la d�e�nition du temps parall�ele : Tpar =

Tseq+surcoût
m

, la
recherche du minimum des maximum des dates de �n d'ex�ecution des travaux est �equivalent
�a la recherche du minimum des surcoûts. Nous calculons le surcoût pour le cas o�u chaque
tâche constitue un travail. L'ordonnancement obtenu est de la forme "marches d'escaliers"
(cf. �gure 3.3).

un processeur

2*(h-2) 2*(h-1) 2h2*22

kh�1 � kh�2 processeurs

kh�2 � kh�3 processeurs

k � 1 processeurs

k2 � k processeurs

Fig. 3.3 - : forme d'un ordonnancement.

Consid�erons un regroupement des tâches qui permette de minimiser le temps parall�ele.
Nous examinons plus pr�ecisement le travail qui contient la racine de l'arbre.
Puisque ce dernier travail contient la racine de l'arbre il est ex�ecut�e en s�equence avec les autres
travaux, c'est-�a-dire que lors de son ex�ecution tous les autres processeurs sont inactifs. On
peut donc minorer le temps parall�ele :

Tpar � (i+ 1) +

0
@
2
666

kh�1
k�1

� i

kh�1

3
777+ 1

1
A

o�u le premier terme est �egal �a la taille (i) du dernier travail ex�ecut�e plus une unit�e de temps
pour la communication. Le second terme minore le temps d'ex�ecution des travaux qui ont
pr�ec�ed�es le dernier. On consid�ere que la totalit�e des tâches appartenant �a l'arbre mais n'ap-
partenant pas au dernier travail sont r�eparties de fa�con �equilibr�ee entre les processeurs. On
remarque alors que le temps parall�ele est minimum pour la plus petite valeur possible de la
taille du travail �nal, c'est-�a-dire pour i = 1.
Ainsi, dans un regroupement permettant d'atteindre le temps parall�ele minimum, le dernier
travail ne doit pas contenir plus d'une tâche. Si l'on consid�ere maintenant le probl�eme de
l'ordonnancement des k sous-arbres complets, dont les racines sont de niveau 2, sur m

k
pro-

cesseurs, le r�esultat pr�ec�edent est encore valable. La même propri�et�e est v�eri��ee �a chaque
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niveau, depuis le niveau 1 (qui ne contient que la racine de l'arbre) jusqu'au niveau h (niveau
des feuilles de l'arbre). Donc, un ordonnancement optimal est obtenu par la cr�eation d'un
travail par tâche. 2

Th�eor�eme
Pour un arbre k-aire complet, l'algorithme d�ecrit produit des ordonnancements optimaux

Preuve
L'arbre complet peut être partitionn�e en deux r�egions distinctes, dont la partie basse est
ordonnanc�ee optimalement par le premier algorithme sur un nombre �x�e de processeurs,
sup�erieur au nombre de feuilles de l'arbre. Le probl�eme se ram�ene donc �a la d�etermination
d'un ordonnancement optimal pour une forêt d'arbres k-aires complets de même hauteur. Le
nombre d'arbres appartenant �a cette forêt est not�e � (o�u � � m). Pour minimiser la date de
�n d'ex�ecution, l'algorithme doit produire des ordonnancements avec une valeur minimum
pour le surcoût, somme des p�eriodes d'inactivit�e et du nombre de travaux. Selon le nombre
de tâches de la seconde r�egion, elles peuvent ou non être r�eparties en un nombre �egal de
tâches par processeur et dans le meilleur des cas en un nombre �egal de sous-arbres. Au total,
quatre di��erentes situations peuvent survenir. Comme pour la description de l'algorithme,
on note N2 le nombre total de tâches, klinf repr�esente le nombre d'arbres k-aires complets
de hauteur h� linf .
Le premier cas correspond �a la possibilit�es de r�epartir un même nombre de sous-arbres com-
plets par processeur. Dans ce cas, klinf est divisible par m. La meilleur valeur du surcoût
que l'on puisse obtenir est alors m. En e�et, la meilleure r�epartition consiste en un travail
sur chaque processeur.
Dans tous les autres cas, pour un arbre complet donn�e, supposons que l'on construise un
ordonnancement avec deux travaux sur chaque processeur. Supposons �egalement que le pre-
mier travail ex�ecut�e par chaque processeur ne soit form�e que de feuilles. Nous allons examiner
dans quels cas cet ordonnnacement peut ne pas être optimal, et de quelle fa�con ce type de
situation est g�er�ee par l'algorithme.
Le surcoût est �egal �a 2m + Ninact. La di��erence de charge entre les processeurs se limite �a
une tâche, ce qui borne la valeur de Ninact �a m� 1. Lorsque la charge peut être �equilibr�ee
entre les processeurs, ce qui est le cas pour N2 mod m = 0, le surcoût est �egal �a 2m. Un tel
ordonnancement n'est pas optimal si et seulement si il en existe un autre avec un nombre de
travaux plus faible. Or, une r�eduction du nombre de travaux passe par une s�equentialisation
de certains travaux, soit parce que l'�equilibrage de la charge n'est plus r�ealis�e, soit parce que
l'augmentation de volume de certains travaux entrâ�ne de nouvelles contraintes de pr�ec�e-
dence. La disparition d'un travail limit�e �a une tâche entraine deux p�eriodes d'inactivit�e sur
le processeur si la tâche ne lui est pas r�eallou�ee, et une p�eriode d'inactivit�e si elle est ajout�ee
au travail suivant. Dans tous les cas, le nombre de p�eriodes d'inactivit�e qui en r�esulte est
sup�erieur ou �egal au nombre de travaux disparus.
Lorsque le nombre de tâches ne peut pas être �equilibr�e entre les processeurs, N2 mod m 6= 0,
le surcoût est �egal �a 2m+Ninact et Ninact 6= 0. Ces p�eriodes d'inactivit�e proviennent des pro-
cesseurs dont le premier travail contient une tâche de moins que les autres. La seule mani�ere
de r�eduire le surcoût consiste �a r�eduire le temps d'ex�ecution sur les processeurs ayant une
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tâche de plus que les autres. Aucun transfert de charge ne permet d'atteindre ce but, mais la
r�eduction du nombre de travaux peut de temps en temps le permettre. Pour de tels cas, un
ordonnancement compos�e de deux travaux sur tous les processeurs n'est pas optimal. Pour
que la r�eduction du nombre de travaux permette de r�ealiser cet objectif, il ne faut pas qu'elle
entrâ�ne de contrainte de pr�ec�edence suppl�ementaire entre les travaux. Ce qui est possible
seulement si le nombre de feuilles allou�ees dans le premier travail �a ces processeurs est �egal
�a k fois le nombre de tâches de niveau h � 1 allou�ees �a ces mêmes processeurs et apparte-
nant au second travail. Ce cas est �egalement trait�e dans l'algorithme et l'ordonnancement
r�esultant de ce traitement est illustr�e en �gure 3.4. Finallement, dans tous les autres cas, un
ordonnancement avec deux travaux sur tous les processeurs permet d'atteindre une date de
�n d'ex�ecution optimale. 2

J51

J12 J22

J13

J32 J42
J23

J33

JR

J21J11 J31 J41

J12
J22
J32
J42

J11
J21
J31
J41

9 11 13

J51

J13
J23
J33

JR

4

Fig. 3.4 - : Ordonnancement d'un arbre d'arit�e 3 et de hauteur 4 sur 5 processeurs.

Exemples
Nous pr�esentons trois exemples pour illustrer la description de l'algorithme.
Dans le premier, le nombre de processeurs est �egal �a 3, l'arit�e de l'arbre est �egale �a 4 et
la hauteur �egale �a 4. Seule la racine est trait�e par ALGO 1, en e�et, le nombre de noeuds
du niveau 2 est sup�erieur �a 3. On e�ectue le calcul d'allocation de sous-arbres complets, ce
qui donne 1 sous-arbre complet pour 3 � 4 mod 3 = 2 processeurs. Le dernier processeur
re�coit toutes les tâches non encore allou�ees des niveaux inf�erieurs �a 4, plus quelques feuilles
jusqu'�a concurrence du poids d'un sous-arbre de hauteur 3 et d'arit�e 4. En�n, les tâches sont
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r�eparties �equitablement entre les trois processeurs.

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

3 33 33 33 3 3 3 3 3 3 33 3

3 3

9 9

Tover = 7 + 4 = 11p=3

p=6

p=4

Tover = 19 + 26 = 45

Tover = 12 + 11 = 23

Fig. 3.5 - : Quelques exemples d'application de l'algorithme.

3.4 Heuristiques

Comme nous l'avons vu pr�ec�edemment, le probl�eme de la d�etermination d'un ordonnan-
cement optimal sur deux processeurs pour des arbres binaires est NP-di�cile, cette consta-
tation nous pousse donc �a �etudier des heuristiques. Une heuristique pour ordonnancer des
arbres binaires sur deux processeurs est pr�esent�ee, suivie d'une g�en�eralisation aux arbres
d'arit�e quelconque sur un nombre quelconque (mais �x�e) de processeurs.

3.4.1 P2 j arbres binaires j surcoût

Nous proposons un algorithme pour ordonnancer des arbres binaires sur deux machines.
Cet algorithme e�ectue un ordonnancement en deux temps. Le surcoût est le r�esultat de la



54 Chapitre 3. Ordonnancement d arbres dans le modele ABR

somme de deux termes : le temps d'inactivit�e et le temps de communications qui est aussi
le nombre de travaux. L'id�ee est de mettre en oeuvre un algorithme qui produirait dans un
premier temps un ordonnancement minimisant l'un des deux termes de la somme. Ensuite,
�a partir de cette donn�ee initiale, une m�ecanique est mise en place pour faire �evoluer de
mani�ere it�erative cet ordonnancement a�n d'am�eliorer la valeur du surcoût. Le terme qui
est minimiser est le nombre de p�eriodes d'inactivit�e. Cette minimisation entrâ�ne la cr�eation
d'un grand nombre de travaux que la deuxi�eme partie de l'algorithme tente de faire diminuer
pour diminuer le surcoût.
Cependant, avant de d�ecrire cet algorithme, nous allons caract�eriser des ensembles d'ordon-
nancements dominants pour les arbres. Si l'on note par P1 le processeur qui ex�ecute le travail
contenant la racine de l'arbre.

R�esultat pr�eliminaire

Th�eor�eme :
L'ensemble des ordonnancements d'arbres tels que tous les travaux sont synchronis�es est un
ensemble dominant.

Preuve
Soit un ordonnancement optimal sur deux processeurs qui comporte Ninact p�eriodes d'inac-
tivit�e.
On appelle Async l'�ev�enement correspondant au fait que deux travaux commenc�es en même
temps ne �nissent pas au même moment, et Inact l'�ev�enement qui correspond �a la pr�esence
d'une p�eriode d'inactivit�e entre l'ex�ecution de deux travaux sur un même processeur.
On se place �a la date t telle que pour la premi�ere fois depuis t = 0 l'un des deux �ev�ene-
ments se produise. Supposons que ce soit Async, c'est-�a-dire que deux travaux commenc�es
au même instant se termine �a des dates di��erentes. Supposons que J1 se termine �a la date t,
tandis que J2 se termine �a la date t0 > t. Si entre t et t0 il apparait des p�eriodes d'inactivit�e
et qu'un nouveau travail commence avant t0, les tâches de celui-ci sont ind�ependantes des
tâches de J2, il est donc possible de faire commencer ce travail imm�ediatement apr�es J1. Si
pendant l'intervalle de temps [t,t'] le processeur ex�ecutant J1 est inactif, on traite cet �ev�ene-
ment comme un �ev�enement Inact (�ev�enement trait�e ci-dessous). S'il n'existe aucune p�eriode
d'inactivit�e pendant l'intervalle de temps [t,t']. La transformation pour synchroniser J1 et
J2 consiste �a rajouter des tâches appartenant au travail succ�edant imm�ediatement �a J1 sur
le même processeur (J3), en e�et, toutes les tâches de J3 sont ind�ependantes des tâches de
J2, il est possible de les ex�ecuter en même temps que les tâches de J2. Le r�esultat est illustr�e
sur la �gure 3.6.

t't

J1

t'

J1
0

J2

J3

J2

J3
0

Fig. 3.6 - : Synchronisation de deux travaux.
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Dans le cas d'un �ev�enement Inact, plusieurs cas peuvent se produire. Si la ou les p�eriodes
d'inactivit�e se situent juste apr�es une synchronisation entre deux travaux ex�ecut�es sur les
deux processeurs, on d�eplace, s'il existe, le travail succ�edant �a ces p�eriodes d'inactivit�e, de
fa�con �a avancer l'ex�ecution de ses tâches (voir �gure 3.7 Cas (a)).

J1 J2

JbJa

Cas (c)

J2Ja

J1 Jb

Cas (a)

J2 J2

J1 J1
0

J1

JbJa

J2J1 J2

JbJa

Cas (b)

Fig. 3.7 - : Transformations concernant les p�eriodes d'inactivit�e.

Si les p�eriodes d'inactivit�e se situent juste avant un d�ebut d'ex�ecution synchrone de deux
travaux, plusieurs cas peuvent se produire :

{ Le travail Ja pr�ec�ede seulement Jb, on avance l'ex�ecution de J2 (voir �gure 3.7 Cas
(b)).

{ Le travail Ja pr�ec�ede seulement J2 (voir �gure 3.7 Cas (c)), on inverse les positions de
J1 et Ja, et on avance l'ex�ecution de Jb.

{ Le travail de Ja pr�ec�ede �a la fois Jb et J2. Une partie des tâches de Ja, Jab, pr�ec�ede Jb,
et une partie, Ja2, pr�ec�ede J2.
Si Ja2 � J1, Ninact tâches appartenant �a Jab (Jab1) sont int�egr�ees au travail Jb (voir
�gure 3.8 Cas (a)). Si, au contraire, Ja2 > J1, on intervertie J1 et Ja2, et on se retrouve
dans la con�guration pr�ec�edente (voir �gure 3.8 Cas (b)).
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J1 J2

Jb

J1
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Jb

J1

J2
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Cas (b)

Ja2 Jab
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Ja2

Jab2

J1 J2

Jb

J1

Jb

J2

Cas (a)

Jab1 Jab2

JabJa2

Ja2

Fig. 3.8 - : Transformations concernant les p�eriodes d'inactivit�e.

Ainsi, quelle que soit la situation la structure d'un ordonnancement optimal, il est possible
d'�eliminer toutes les p�eriodes d'inactivit�e qui se situent entre l'ex�ecution de deux travaux et
de les rassembler �a la �n de l'ordonnancement du processeur qui n'ex�ecute pas la racine de
l'arbre. 2

Heuristique pour P2 j arbres binaires; p = 1 j surcoût

Principe et propri�et�es

Cette heuristique proc�ede en deux temps. La premi�ere �etape est une initialisation qui
d�etermine un ordonnancement avec le nombre minimum de p�eriodes d'inactivit�e. Cela re-
vient �a privil�egier l'�equilibrage de la charge au d�etriment des communications. Rapport�e �a la
d�e�nition du surcoût, il s'agit donc de minimiser le terme Tinact, sans se pr�eoccuper du terme
Tcom �egal au nombre de travaux. La seconde �etape vise �a diminuer le nombre de travaux
dans le but de diminuer la valeur du surcoût.
La premi�ere partie est assur�ee par un algorithme qui produit des ordonnancements optimaux
pour des arbres UECT dans le mod�ele RS1. La seconde partie consiste en un regroupement
it�eratif des travaux de sorte que leur volume augmente, diminuant ainsi leur nombre.

Premi�ere partie

1La description compl�ete de cet algorithme se trouve dans la troisi�eme partie, chapitre 1, sous le nom
d'algorithme MAJYC
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Le principe de cet algorithme est le suivant. Le premier travail consiste �a �etiqueter chaque
noeud par le nombre de pr�ed�ecesseurs du sous-arbre dont il est racine (le noeud compris).
On appelle cet attribut le poids du sous-arbre ou du noeud. Le poids de la racine est �egal
au nombre total de noeuds de l'arbre N . Ensuite, la charge th�eorique de l'un des processeurs
dans le meilleur des cas est calcul�ee. Ce meilleur des cas correspond �a une �equir�epartition
des tâches (la racine mise �a part) entre les processeurs, comme si toutes les tâches �etaient
ind�ependantes. Cette charge est �egale �a (N � 1) div (2). N � 1 signi�e que toutes les tâches
sont prises en compte pour cette r�epartition except�ee la racine durant l'ex�ecution de laquelle
aucune autre tâche ne peut être ex�ecut�ee. On suppose dans toute la suite que la charge est
calcul�ee pour le processeur P2. Par cons�equent, la racine est ex�ecut�ee sur P1. L'algorithme
examine alors les deux pr�ed�ecesseurs imm�ediats de la racine (on suppose que l'arit�e de la
racine est �egale �a deux) et choisi le sous-arbre de plus faible poids. Le sous-arbre est marqu�e
et la valeur de la charge est mise �a jour. Il reste un seul noeud non marqu�e �a ce niveau. Si
son arit�e est �egale �a un, l'algorithme recherche le premier noeud non marqu�e d'arit�e deux.
En ce premier noeud d'arit�e deux, une seconde valeur de la charge th�eorique est calcul�ee.
Si cette nouvelle valeur est inf�erieure �a la valeur courante de la charge, on la substitue �a
cette derni�ere. Sinon on l'oublie. Si parmi les deux noeuds du niveau courant l'un est de
poids inf�erieur ou �egal �a la valeur courante de la charge th�eorique, il est choisi et marqu�e.
Sinon, alors les deux noeuds ont un poids sup�erieur strictement �a la valeur courante de la
charge th�eorique. L'un d'eux est choisi et un nombre de noeuds �egal �a la valeur de la charge
th�eorique est choisi dans ce sous-arbre. Le processus se termine lorsque la valeur de la charge
th�eorique mise �a jour est nulle.

Lemme 1
L'algorithme de choix des sous-arbres permet, sans regroupement, la minimisation du nombre
de p�eriodes d'inactivit�e.

Preuve
Cette propri�et�e est directement issue de la preuve d'optimalit�e de l'algorithme MAJYC2.
L'id�ee de base est que le nombre de p�eriodes d'inactivit�e est minimum lorsque l'�equilibrage
de la charge est r�ealis�e. La propri�et�e de cet algorithme est que les d�ependances de donn�ees
ne sont que dans un sens, de P2 vers P1, en e�et, lorsqu'une tâche est allou�ee �a P2, l'en-
semble de ses pr�ed�ecesseurs le sont aussi. Ce qui implique que l'ex�ecution des tâches allou�ees
�a P2 peut se faire sans aucune attente. D'autre part, le calcul de la charge pendant l'�etape
de choix nous garantie que l'allocation d'une tâche suppl�ementaire �a P2 entrainerait une
p�eriode d'inactivit�e sur P1. En�n, le calcul et la mise �a jour du nombre de tâches allou�ees
�a P2 garantissent la constante activit�e de P1. L'ensemble de ces propri�et�es permet d'a�r-
mer que le choix des sous-arbres assure la minimisation du nombre de p�eriodes d'inactivit�e.2

Seconde partie

L'�etape de recherche est termin�ee, il faut construire les travaux. Le regroupement des
tâches en travaux est e�ectu�e it�erativement. On e�ectue un regroupement glouton, c'est-�a-

2Partie 2 Chapitre 1
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dire que l'on commence par les tâches appartenant aux sous-arbres ayant les racines les plus
hautes dans l'arbre. Au d�epart, P1 dispose d'un certain nombre de tâches qui sont libres
d'être ex�ecut�ees, c'est-�a-dire sans contrainte de pr�ec�edence avec des tâches choisies pour
P2. On note le nombre de tâches de ce travail ex�ecut�e sur P1 Pds0. De la même fa�con, on
regroupe Pds0 tâches pour constituer le premier travail de P2. Les tâches ainsi regroup�ees
dans ce premier travail ex�ecut�e sur P2 lib�ere un certain nombre de tâches sur P1, tâches
qui constituent le second travail ex�ecut�e sur P1. Le processus est r�ep�et�e jusqu'�a �epuisement
des tâches allou�ees aux deux processeurs. L'ex�ecution des Pds0 tâches du premier travail
ex�ecut�e par P2 lib�ere obligatoirement des tâches allou�ees �a P1 sinon, cela signi�erait qu'en
un noeud non marqu�e, la charge th�eorique retenue aurait �et�e sup�erieure �a la valeur calcul�ee
en ce noeud. Le r�esultat de ce premier regroupement est illustr�e par la �gure 3.10. On note
que ce regroupement n'augmente pas le nombre de p�eriodes d'inactivit�e.

Lemme 2
Pour l'ensemble des tâches choisies, le regroupement guid�e par les tâches disponibles pour
être ex�ecut�ees sur P1 est celui qui donne la valeur minimale du surcoût.

Preuve
Le premier travail ex�ecut�e par P1 ne peut pas être de taille plus importante sans changer
l'ensemble des tâches allou�ees �a P2, en e�et, ce travail regroupe l'ensemble des tâches al-
lou�ees �a P1 qui n'ont aucun pr�ed�ecesseur appartenant �a P2. Cet ensemble est unique pour
une allocation donn�ee. Le premier travail ex�ecut�e par P1 �xe le nombre de tâches du premier
travail ex�ecut�e par P2, c'est-�a-dire qu'il �xe indirectement le nombre de tâches de P1 pour
lesquelles les pr�ed�ecesseurs appartenant �a P2 ont termin�e leur ex�ecution. A partir du troi-
si�eme travail ex�ecut�e par P1, l'ensemble des tâches allou�ees �a P1 appartiennent �a une châ�ne.
De plus, le second travail est constitu�e de l'ensemble des pr�ed�ecesseurs de cette châ�ne non
encore ex�ecut�es. Ceci est une cons�equence de l'algorithme de choix des sous-arbres pour P2

qui "coupe" les sous-arbres le long d'une châ�ne dont les noeuds ont des poids sup�erieurs �a
la valeur courante de la charge qui doit être allou�ee �a P2. Donc, si le premier travail ex�ecut�e
par P2 ne contient pas l'ensemble des pr�ed�ecesseurs du second travail ex�ecut�e par P1, le
second travail de P1 sera plus petit qu'il ne l'est dans le choix pr�esent. Il en est de même
pour la suite. Les sous-arbres allou�ees �a P2 sont directement li�es �a des noeuds appartenant
�a la châ�ne ex�ecut�ee par P1, les meilleurs choix consistent �a ex�ecuter en priorit�e les tâches
appartenant �a des sous-arbres dont les racines sont les plus hautes dans l'arbre. 2

Ce regroupement permet de minimiser le nombre de p�eriodes d'inactivit�e sur P2, mais ne
permet pas de minimiser le surcoût. Il existe plusieurs strat�egies pour am�eliorer l'ordonnan-
cement obtenu. Remettre en cause le choix des tâches, mais conserver la même proportion en
nombre de tâches, ou conserver les mêmes tâches, mais remettre en cause le regroupement.
Nous retenons cette derni�ere solution car elle semble plus simple �a mettre en oeuvre, et
surtout de complexit�e plus faible que la remise en cause du choix des tâches. D'autre part,
le choix des tâches e�ectu�e par l'algorithme de la premi�ere partie permet avec d'autres hy-
poth�eses d'ex�ecution d'obtenir un ordonnancement optimal, ce qui autorise �a penser que ce
choix n'est pas mauvais. La solution envisag�ee est de diminuer le nombre de tâches allou�ees
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�a P2, de mani�ere �a augmenter la taille d'un ou plusieurs travaux de P1 et donc indirectement
celle des travaux de P2.
On reduit de un le nombre de tâches allou�ees �a P2. La tâche choisie appartient au sous-arbre
dont la racine est de plus haut niveau (parmi l'ensemble des racines des sous-arbres allou�es �a
P2). Lib�erer cette tâche garantie l'augmentation de la taille du premier ou du second travail
ex�ecut�e par P1.
A chaque �etape une nouvelle valeur pour le surcoût est obtenue. On arrête l'it�eration lorsque
le nombre de travaux sur P2 est �egal �a 1 ou lorsque le nombre de p�eriodes d'inactivit�e est
sup�erieur ou �egal �a la valeur minimale du surcoût obtenue jusqu'�a pr�esent. L'it�eration de ce
proc�ed�e r�epond �a la recherche d'un compromis entre l'�equilibrage de la charge, privil�egi�e par
l'ordonnancement initial, et le nombre de travaux, privil�egi�e par le m�ecanisme d'augmen-
tation de leur volume. On remarque que cette op�eration est d�ecroissante (non strictement)
pour le nombre de travaux, mais qu'elle fait invariablement augmenter le nombre de p�eriodes
d'inactivit�e de deux �a chaque �etape de l'it�eration. Pour un graphe donn�e, l'�evolution entre
les deux termes du surcoût suit une �evolution du type de celle d�ecrite en �gure 3.9.

0 1 2 3 4 5 6 7

Nombre d'it�erations

nombre de p�eriodes d'inactivit�e

nombre de travaux

surcoût

Fig. 3.9 - : Evolution des valeurs de l'inactivit�e, du nombre de travaux et du surcoût.

D'apr�es le Lemme 2, ceci signi�t que si au d�epart il existe un regroupement optimal
avec l'ensemble des tâches choisies, alors ce m�ecanisme permet de l'atteindre en un nombre
d'it�erations lin�eaire en le nombre de noeuds n. Chaque regroupement n�ecessitant un temps
lin�eaire lui aussi. Par ailleurs, l'algorithme de choix qui constitue la premi�ere �etape de cette
heuristique est lin�eaire en le nombre de noeuds, ce qui signi�t que cette heuristique est de
complexit�e O(n2).
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Description algorithmique de la r�eduction et exemples

Quelques notations utilis�ees dans l'algorithme :

{ nous supposons que l'arbre est form�e de n noeuds, et que la racine de l'arbre est d'arit�e
2 (si ce n'est pas le cas, on inclue la châ�ne terminale dans le travail contenant le noeud
d'arit�e 2 dont la hauteur est la plus faible),

{ on note P1 le processeur sur lequel est ex�ecut�ee la racine, et P2 l'autre processeur,

{ on note n2 le nombre total de noeuds allou�es �a P2,

{ Ntravaux le nombre de travaux ex�ecut�es sur P2,

{ Ninact le nombre de p�eriodes d'inactivit�e,

{ minsurcoût repr�esente la valeur minimum du surcoût d�etermin�ee jusqu'�a pr�esent.

Description algorithmique de la r�eduction :

TantQue (Ntravaux > 1 et Ninact < minsurcoût Faire
soit E l'ensemble des noeuds dont tous les predecesseurs
sont alloues a P1. E constitue le premier travail
on cadence les executions des travaux sur P2 en
fonction des travaux identi�es pour P1

calcul de Ntravaux et de Ninact

Vsurcoût = Ntravaux +Ninact

Si Vsurcoût < minsurcoût Alors
minsurcoût = Vsurcoût

FinSi
n2 = n2 � 1
allocation de la racine de plus haut niveau
d'un sous-arbre alloue a P2

FinTantQue

Exemples

Exemple 1

Dans cet exemple (�gure 3.10), le nombre de tâches est �egal �a 15 (racine comprise). On
commence donc par un calcul de la charge maximale : 15�1

2 = 7. Au niveau 2 de l'arbre les
deux sous-arbres ont un poids respectifs de 11 et de 3. Le sous-arbre de poids �egal �a 3 est
choisi et marqu�e. Le nombre de tâches restant �a allouer �a P2 est mis �a jour et devient �egal
�a 4. Il n'y a maintenant au niveau 2 de l'arbre qu'une seule tâche non marqu�ee (la tâche
qui est racine du sous-arbre de poids �egal �a 11). On remonte le long de la châ�ne jusqu'�a la
premi�ere tâche d'arit�e 2. Cette tâche a un poids �egal �a 10. Le recalcule de la charge donne 4,



3.4. Heuristiques 61

la valeur courante de la charge est donc conserv�ee. Au niveau 4, il y a deux sous-arbres de
poids 6 et 3. On choisi l'arbre de poids 3, puis on remet �a jour la charge (�egale maintenant �a
1), que l'on compare avec la valeur calcul�ee au noeud de poids 6. La charge maximale en ce
noeud est �egale �a 2, donc, on conserve 1 comme valeur de la charge. Au niveau 5, on dispose
d'un sous-arbre de poids �egal �a 1, on le marque, et la charge devient nulle, ce qui met �n �a
l'�etape de recherche des tâches.

1 4

11

3

3

6
B’

A’

B

C

A

C’15

C’

et C

A’ B’

BA

5 9 11

41

6

11

3

3

15

A’

B’

A

11

B’A’

A

5

Fig. 3.10 - : Exemple d'ordonnancement fourni par l'algorithme apr�es la premi�ere �etape.

La seconde �etape est de les regrouper. Au d�epart, P1 dispose de 4 tâches libres (par tâches
libres, on entend des tâches dont tous les pr�ed�ecesseurs sont aussi allou�es �a P1), ce qui permet
de regrouper les sous-arbres libell�es A et B en un seul travail, puis de consid�erer le dernier
sous-arbre comme un travail. Ce regroupement correspond �a un surcoût �egal �a 2 + 5 = 7
(p�eriodes d'inactivit�e plus nombre de travaux). Cette valeur du surcoût est conserv�ee. L'al-
gorithme it�ere l'�etape de regroupement apr�es lib�eration d'une tâche de P2, en l'occurrence le
sous-arbre A form�e d'une seule tâche. Le regroupement construit avec ce nouvel ensemble de
tâches permet de diminuer le nombre de travaux de deux, c'est-�a-dire annule l'augmentation
de l'inactivit�e. Donc, la valeur du surcoût obtenu n'est pas meilleure, et comme le nombre
de travaux sur P2 est �egal �a 1, l'it�eration est termin�ee.

Exemple 2

Dans ce second exemple (�gure 3.11), la premi�ere �etape est men�ee de la même fa�con que
dans l'exemple pr�ec�edent. Le premier regroupement correspond �a la d�etermination de quatre
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travaux pour P2, et �a un surcoût �egal �a 11.

A B C D

A' B' C' D' R A'

A

B'

B

R

R
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A'
A
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B'

A' A
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C'

D'

R

B

C

D

B'

A

A'

13 12 12

Tcom = 9Tinact = 2 Tinact = 4 Tcom = 5 Tinact = 6 Tcom = 3

Tsurcoût = 11 Tsurcoût = 9 Tsurcoût = 9

Fig. 3.11 - : Un exemple de regroupement it�eratif.

La seule fa�con de faire �evoluer ce surcoût est de diminuer le nombre de travaux, pour
cela, on diminue le nombre de tâches �a allouer �a P2, puis on recommence la d�etermination
des di��erents travaux, ce qui permet d'obtenir pour P2 deux travaux au lieu de quatre pr�e-
c�edemment. On parvient donc �a faire diminuer le surcoût de 11 �a 9. D'autre part, ce nombre
de travaux est sup�erieur �a 1 et le nombre de p�eriodes d'inactivit�e est inf�erieur strictement �a
la meilleure valeur trouv�ee pour le surcoût, donc, une it�eration suppl�ementaire est entam�ee.
A ce stade, le nombre de travaux de P2 est �egal �a un, il serait donc vain d'essayer de faire
diminuer ce nombre de travaux. Une fois encore le surcoût est �egal �a 9, et ce chi�re corres-
pond �a la valeur optimale du surcoût.

Remarque
Pour les arbres �a structure chenille (caterpillar), l'it�eration sur le regroupement est par-
ticuli�erement e�cace. Les repr�esentants de cette famille sont tels que tous les noeuds sont
d'arit�e �egale �a deux (except�ees les feuilles de l'arbre), et poss�edent un sous-arbre form�e d'une
seule feuille. Pour un tel arbre, la recherche des tâches en vue d'un regroupement fournit
l'ensemble des feuilles moins l'une de celles appartenant au niveau le plus �elev�e. La valeur
du surcoût pour le premier regroupement est �egal �a n + 2, en e�et, le nombre de p�eriodes
d'inactivit�e est minimum et �egal �a 2, et le nombre de travaux est �egal au nombre de tâches
de l'arbre. Pour le cas particulier des arbres �a structure chenille, il est possible de donner
une expression du nombre de travaux et du nombre de p�eriodes d'inactivit�e en fonction de
l'�etape d'it�eration not�ee i (0 pour le regroupement de d�epart).

Ntravaux = 2[(
n� 1

2
� i)div(2i+ 1)] + 1 + 2�

� = 0 si (n�12 � i)mod(2i + 1) = 0 et 1 sinon. Quant au nombre de p�eriodes d'inactivit�e, il
progresse lin�eairement en fonction de i :

Ninact = 2(i+ 1)
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Il est donc possible pour une valeur de n donn�ee de calcul�ee au pr�ealable le bon regroupement,
en cherchant le i qui minimise la somme Ntravaux + Ninact qui est �egale �a Tcom + Tinact =
surcoût.

3.4.2 Ordonnancement d'arbres sur m processeurs (�x�e)

La di�cult�e des probl�emes d'ordonnancement d'arbres dans ce mod�ele nous incite �a la
mise au point d'heuristiques. Comme cela a �et�e largement expos�e dans les paragraphes pr�e-
c�edents, l'objectif, la minimisation du surcoût, ne peut être r�ealiser que par la d�etermination
d'un compromis entre l'�equilibrage de la charge et la minimisation du nombre de travaux.
Comme base pour une heuristique, il semble naturel de penser �a des algorithmes niveau
par niveau, du type HLF, ou �a des algorithmes de regroupement. Cependant, les repr�esen-
tants de la premi�ere cat�egorie sont fortement p�enalis�es pour des arbres constitu�es par de
longues châ�nes et non �equilibr�e. De même, la d�etermination d'un bon regroupement par les
repr�esentants de la seconde cat�egorie pose des probl�emes de famine et de mise en oeuvre.
La solution qui est retenue est bas�ee sur les notions combin�ees de choix niveau par niveau
et de regroupement. Il s'agit d'un algorithme qui est adaptable en fonction d'une famille
d'arbres cibles. On appelle profondeur du regroupement, le nombre d'�etapes de recherche
de sous-arbres.

Soit Nf le nombre total de feuilles (quel que soit leur niveau dans l'arbre). On simule une
�equir�epartition de Nf sur les m processeurs. A partir de ce nombre, on peut construire un

premier ordonnancement, en formant des travaux de tailles �egales �a
�
Nf

m

�
, et recommencer

le même proc�ed�e, en consid�erant comme ensemble de feuilles, les tâches dont tous les pr�ed�e-
cesseurs ont �et�e ex�ecut�es (voir �gure 3.12). Cette construction correspond �a une heuristique
purement niveau par niveau. On dit que la profondeur de recherche des sous-arbres est �egale
�a 1.
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Fig. 3.12 - : Application de l'algorithme avec une profondeur 1.
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La seconde possibilit�e est de ne pas construire un tel ordonnancement, mais de chercher

dans l'arbre tous les sous-arbres de tailles inf�erieures ou �egales �a Taillemax =
�
Nf

m

�
. On fait

de nouveau la somme de toutes les tâches ainsi r�epertori�ees S, et on divise ce total par m,
Chargemoyenne =

j
S
m

k
. L�a encore, deux possibilit�es. La premi�ere correspond �a la construction

d'un ordonnancement par cr�eation des travaux de taille Chargemoyenne. Le processus peut
être it�er�e (voir �gure 3.13). Il s'agit alors d'une recherche de profondeur 2.
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Fig. 3.13 - : Application de l'algorithme avec une profondeur 2.

L'alternative �etant de ne pas construire encore un ordonnancement, mais de repartir �a
la recherche de sous-arbres de poids inf�erieurs ou �egaux �a Chargemoyenne (voir �gure 3.14).
On e�ectue ainsi une recherche de profondeur 3. Il est facile de constater qu'au fur et �a
mesure que la profondeur augmente, on se rapproche d'un regroupement �a plus gros grain.
Le proc�ed�e �ni par converg�e vers une profondeur limite inf�erieure au nombre de tâches de
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l'arbre.

p=3
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Fig. 3.14 - : Application de l'algorithme avec une profondeur 3.

Dans l'exemple de la �gure 3.12, le regroupement ne concerne que les feuilles, et d'une
mani�ere g�en�erale, que des tâches ind�ependantes pour une �etape de regroupement donn�ee.
On retrouve ici l'algorithme niveau par niveau.
Dans l'exemple de la �gure 3.13, le nombre de feuilles est �egal �a 16. Donc Taillemax =

l
16
3

m
=

6. L'ensemble des poids des sous-arbres tels que leur poids respecte la limite Taillemax est :
f1; 5; 5; 3; 1; 1; 1; 4; 1g, S = 22. A partir de cet ensemble, on e�ectue un regroupement de
fa�con �a obtenir pour chaque travail un total de tâches le plus proche possible de la cahrge
moyenne qui est �egale �a Chargemoyenne =

j
22
3

k
= 7. La strat�egie utilis�ee revient �a choisir les

plus lourds sous-arbres puis on compl�ete avec les feuilles, pour l'exemple, les travaux sont
form�es de 5 + 1 + 1, 5 + 1 + 1, et 4 + 3.
En�n, dans l'exemple de la �gure 3.14, on recalcule une valeur pour la taille maximum des
sous-arbres recherch�es, Taillemax =

l
22
3

m
= 8. On recherche de tels sous-arbres : f7; 5; 3; 8; 1g.

Les travaux sont les suivants : C1 = 8, A1 = 7 + 1, et B1 = 5 + 3. A la �n de cette premi�ere
�etape, il ne reste que deux feuilles, c'est-�a-dire moins de tâches que de processeurs, on alloue
donc un travail par processeur, et chaque travail n'est constitu�e que d'une tâche. Le r�esultat
de cet ordonnancement aurait pu être obtenu par un algorithme de regroupement direct,
bien que cela semble di�cile.

3.5 Conclusion

Le mod�ele propos�e par Anderson, Beame et Ruzzo est d'un grand int�erêt pour les �etudes
d'ordonnancements. Par l'introduction de la notion de surcoût, ce mod�ele capture �a la fois
les probl�emes li�es aux communications et �a l'�equilibrage de la charge. La n�ecessaire recherche
d'un compromis exprime toutes les di�cult�es inh�erentes �a la d�etermination d'un bon or-
donnancement dans de nombreux mod�eles d'ex�ecution. Dans ce cadre, nous avons prouv�e
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que le probl�eme de l'ordonnancement des arbres binaires est NP-complet, et nous avons
propos�e une heuristique pour ce probl�eme particulier, qui produit pour certaines classes
d'arbres des ordonnancements optimaux. Le fait que ce probl�eme soit r�esolu lin�eairement
par divers algorithmes bas�ees sur des strat�egies niveau par niveau ou de regroupement dans
le mod�ele RS renforce l'opinion que nous avons de la validit�e de ce mod�ele. Pour un nombre
plus important de processeurs, nous avons pr�esent�e un algorithme qui produit des ordonnan-
cements optimaux pour les arbres k-aires complets. A partir de ce r�esultat nouveau, nous
avons d�eriv�e une heuristique pour l'ordonnancement des arbres quelconques sur un nombre
m �x�e de processeurs. Cette heuristique peut être utilis�ee comme un algorithme it�eratif (du
type des algorithmes de recuit simul�e ou tabous), en �xant la profondeur de recherche des
sous-arbres. Les di��erentes possibilit�es de recherches pouvant être repr�esent�ees par un arbre.
On peut noter �egalement que dans la mesure du possible cet heuristique fonctionne de fa�con
synchrone, et pourrait être utilis�ee pour certains mod�eles pr�esent�es pr�ec�edemment comme
le mod�ele LPRAM ou le mod�ele PU (dont la fonction objectif serait bas�ee sur la valeur de
Ttrafic).



Chapitre 4

Autres mod�eles pour machines �a

m�emoire distribu�ee

4.1 Introduction

Tous les mod�eles pr�esent�es jusqu'�a pr�esent sont des mod�eles g�en�eraux de machines. Les
d'algorithmes et les strat�egies d'ordonnancement mises en oeuvre dans ce cadre recherchent
des possibilit�es d'applications pour un grand nombre de machines et ce au d�etriment de cer-
taines caract�eristiques architecturales. Cependant, il peut être int�eressant pour une machine
ou une classe de machines particuli�ere, d'�etudier des strat�egies d'ordonnancement plus ci-
bl�ees, prenant en compte davantage de contraintes. C'est dans ce sens que l'�etude est men�ee
dans ce chapitre. Parmi les premiers travaux sur le sujet, Chen et Lai ont propos�es un algo-
rithme pour �equilibrer la charge d'un ensemble de tâches ind�ependantes ordonnanc�ees sur un
hypercube [CL88]. La m�ethode qu'ils emploient partitionne l'hypercube en sous-cubes d�edi�es
�a l'ex�ecution d'un ensemble de tâches. Ce probl�eme se ram�ene alors �a un probl�eme d'ordon-
nancement de tâches multiprocesseurs. Les travaux de Robertazzi et al. [CR90, BR93] sont
plus proches de ce que nous pr�esentons. Ils �etudient les probl�emes de calcul distribu�es avec
d�elais de communications mod�elis�es de fa�con lin�eaire. La topologie des r�eseaux d'intercon-
nexion pris en compte est soit un arbre, soit une châ�ne soit un ensemble de processeurs
partageant un bus commun.

Le travail qui est pr�esent�e dans ce chapitre n'est pas achev�e, mais trouve sa place dans une
�etude sur les mod�eles, et apporte une vue di��erente de ce qui a �et�e pr�ec�edemment pr�esent�e.
Il fait suite �a une s�erie de travaux [CR90, BR93] et est bas�e sur une premi�ere version d'un
r�esultat initi�e par B la_zewicz et al.1 [BD93]. La principale nouveaut�e par rapport aux r�esul-
tats d'ordonnancements dans les r�eseaux point �a point existants est l'utilisation de certaines
strat�egies mises en oeuvre pour l'optimisation des communications dans de tels r�eseaux.

Le mod�ele propos�e est un mod�ele g�en�erique de machines, dont chaque repr�esentant est
d�e�ni par la donn�ee du nombre de processeurs (�eventuellement non limit�e), de la topologie

1Ce travail est men�e avec l'aide de Christophe Calvin et Denis Trystram du LMC-IMAG, en coop�eration
avec Jacek B la_zewicz et Maciej Drozdowski de l'Universit�e Technique de Poznan (Pologne).

67



68 Chapitre 4. Autres modeles pour machines a memoire distribuee

du r�eseau d'interconnexion, de l'aspect des noeuds de la machine (noeud simple, ou compos�e
d'un processeur de calcul et d'un processeur d�edi�e aux communications), du nombre de
ports de l'�el�ement assurant la gestion des communications. Apr�es une br�eve description des
di��erents modes de commutations de message, un exemple d'algorithme d'ordonnancement
est propos�e pour une tâche arbitrairement divisible sur une grille-2D de 52k processeurs.

4.2 Description de di��erents modes de commutations

de messages

Un mode de commutation est un protocole physique pour le routage des messages. Une
description plus d�etaill�ee des modes de commutation que nous pr�esentons dans la suite est
disponible dans [NM93, Mic94] Parmi les divers modes de commutations, on distingue la
commutation de messages (Store-and-Forward), la commutation de circuits (Circuit-
Switching) et la commutation de paquets (Packet-Switching). Dans chacun de ces modes,
la distance repr�esente le nombre de liens travers�es par le message depuis l'�emetteur jusqu'au
recepteur. Pour tous, le mod�ele de temps est suppos�e lin�eaire. Le temps de communications
entre deux voisins est �egal �a Tcom = �+ L� , o�u � correspond �a l'initialisation du message
(start-up) (empaquetage, d�ecision de routage), et � repr�esente le taux de transmission
(inverse de la bande passante).

{ Le mode commutation de messages.
Lorsqu'un processeur envoi un message de longueur L �a un autre processeur localis�e �a
une distance d, le message, dans son int�egralit�e, est envoy�e au plus proche processeur
sur le chemin et est stock�e dans la m�emoire de ce processeur. Le processus est r�ep�et�e
par tous les processeur appartenant au chemin jusqu'au processeur auquel est destin�e
le message. Pour un tel mode de commutation, la distance entre processeur est tr�es
importante puisque le coût d'une telle communication est �egal �a :

Tcom = d(�+ L� )

{ Le mode de commutation de circuits.
Avec ce mode de commutation, un envoi de message est pr�ec�ed�e par la r�eservation
de tous les liens par lesquels le message doit transiter. Cette r�eservation est e�ectu�ee
par une entête de message header. Le reste du message est envoy�e en une fois. Le
message n'est pas stock�e dans la m�emoire d'un processeur interm�ediaire, et le coût de
la communication ne d�epend que tr�es peu du terme d�ependant de la distance. Le d�elai
de communication est mod�elis�e par :

Tcom = �+ d� + L�

O�u � repr�esente le temps de commutation d'un commutateur (switch). G�en�eralement,
� � � (le rapport est proche de 0,1% ou 1%). Ce param�etre � n'est que rarement
donn�e par les constructeurs de machines, et semble (apparamment) di�cile �a mesurer.
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{ Le mode commutation de paquets : Wormhole, Virtual-Cut-Through and

Bu�ered-Wormhole.
Pour ces modes de commutation, le message est d�ecoup�e en paquets, ce qui constitue
la di��erence majeure avec le mod�ele pr�ec�edent (il peut être vu comme une version dy-
namique du mode de commutation de circuits). En e�et, le premier paquet joue le rôle
de l'entête du message, mais tous les paquets le suivent imm�ediatement, et le dernier
paquet lib�ere les liens retenus pour le passage du message. Le mod�ele permettant de
calculer le coût d'une communication avec ce mode de commutation est le même que
pour le pr�ec�edent. La di��erence entre les di��erents modes provient du comportement
des paquets lorsque le premier paquet est bloqu�e (par exemple, il ne reste aucun lien
de libre). Dans ce cas :

{ Dans le mode Wormhole, l'avanc�ee des paquets est stopp�ee. Ils restent tous �a la
même place.

{ Pour le mode Virtual-Cut-Through, les paquets continuent leur avanc�ee jusqu'�a
ce qu'ils atteignent tous le paquet de tête. Ce mod�ele consid�ere pour cette raison
que la capacit�e des �el�ements de stockage interm�ediaire (bu�er) est illimit�ee.

{ Pour le mode Bu�ered-Wormhole, lorsque le premier paquet est bloqu�e, un certain
nombre de paquets le rejoignent, mais le nombre de ces paquets est limit�e par la
capacit�e des bu�er.

Nous ne tenons pas compte de la possibilit�e d'envoi multiplex�e de messages (pipeline),
en e�et, �a l'heure actuelle, il n'existe aucun mod�ele satisfaisant pour estimer le coût de com-
munication lorsqu'un lien est partag�e entre plusieurs messages. Il semble que cette m�ethode
est e�cace pour un nombre restreint de messages, quel que soit leur longueur, mais que les
performances se d�egradent pour un grand nombre de petits messages. Ces conclusions sont
issues d'exp�eriences [Cal95].

Dans les deux tableaux suivants sont pr�esent�es les modes de commutation utilis�es par
quelques machines parall�eles actuelles, ainsi que les valeurs des di��erents param�etres pour
le calcul des coûts de communication.

Nom de machine Constructeur Topologie

iPSC/2 Intel Hypercube

iPSC/860 Intel Hypercube

Computing Surface Meiko ?

T-Node/Mega-Node Telmat Recon�gurable

CM-5 Thinking Machine Corp. Fat-tree

Paragon Intel Grille-2D

CS-2 Meiko, Parsys, Telmat Omega

T3D CRAY Tore-3D

SP-1/SP-2 IBM Omega
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Nom de machine Mode de commutation � �s � �s/byte

iPSC/2 commutation de circuits 136 0.384

iPSC/860 commutation de circuits 350 0.2

Computing Surface commutation de messages 250 1.000

T-Node/Mega-Node commutation de messages 4.85 1.125

CM-5 Wormhole 73 0.1

Paragon Wormhole 100 0.005

CS-2 Wormhole 12 0.02

T3D Wormhole ? 0.0033

SP-1/SP-2 (Bu�ered-)Wormhole ? 0.0125

Il est int�eressant de constater que la derni�ere g�en�eration d'ordinateurs parall�eles sont
bas�es sur des r�eseaux multi-�etages (fat-tree et omega), et la distance dans de tels r�eseaux
est g�en�eralement assez faible (inf�erieure �a 10). Ainsi, avec un mode de commutation de type
wormhole, l'importance du terme d� � est tr�es faible.

4.3 Ordonnancement d'une tâche divisible sur une grille

2D

Nous proposons un algorithme pour ordonnancer une tâche arbitrairement divisible sur
un nombre non limit�e de processeurs li�ees par un r�eseau d'interconnexion qui est une grille-
2D. L'id�ee de base est d'exploiter certains r�esultats et travaux provenant du domaine de
l'optimisation des communications dans les r�eseaux point �a point. Nous nous int�eressons
au d�epart aux strat�egies pour faire de la di�usion. Le but le l'algorithme pr�esent�e est la
minimisation de la date de �n d'ex�ecution de la tâche compl�ete (makespan). Cette date sera
not�ee Cmax dans la suite.

4.3.1 Description du mod�ele de machine cible

Nous consid�erons une machine parall�ele �a m�emoire distribu�ee form�e d'un ensemble de
noeuds li�es entre eux par un r�eseau d'interconnexion dont la topologie est une grille-2D. Les
communications dans cette machine se font par �echange de messages. Chaque noeud est com-
pos�e d'un processeur de calcul et d'un processeur d�edi�e aux communications. Tous les noeuds
sont suppos�es identiques. On suppose, pour le cas qui nous int�eresse, que le recouvrement
des communications par des calculs est possible. Le processeur d�edi�e aux communications est
suppos�e 4-ports (c'est-�a-dire qu'il peut simultan�ement envoyer quatre messages). Le mode
de commutation pris en compte est le mode wormhole.

Remarques
Pour le type de mod�ele g�en�erique qui est propos�e, il est possible de consid�erer que la to-
talit�e d'une communication ne peut être recouverte du fait d'un temps incompressible dû
�a l'empaquetage du message �a l'�emission et �a l'op�eration inverse �a la reception. Ce surcoût
venant s'ajouter aux communications n'est pas obligatoire, mais on le retrouve pour des pro-
grammes �ecrits en (PVM (Parallel Virtual Machine) ou MPI (Message Passing Interface)).
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Concernant le nombre de ports de l'�el�ement responsable des communications, il faut noter
que du point de vue des contraintes architecturales r�eelles, le principal goulot d'�etranglement
de la machine se situe entre la m�emoire et le processeur de communications.

4.3.2 L'algorithme de Peters et Syska

Puisque avec le mode de commutation wormhole le poids du terme d�ependant de la dis-
tance est faible, il est int�eressant de communiquer loin de la source de la di�usion a�n de
maximiser le nombre de processeurs atteint �a chaque �etape. Nous utilisons pour la grille-2D
l'algorithme de Peters-Syska [PS93], qui produit des r�esultats optimaux (en nombre d'�etapes)
sur un tore-2D form�e de 52k processeurs et applicable pour une grille-2D non born�ee. Il faut
noter que depuis, certains travaux ont g�en�eralis�es la technique des pavages pour des dimen-
sions de tores di��erentes [Cal95]. Il faut noter que cet algorithme est optimal pour le mode
wormhole, mais qu'il produit de moins bons r�esultats pour des versions pipeline du mode de
commutation de messages, lorsque les messages sont plus grands [Sys92] [Rum94].

Algorithme de di�usion dans un tore-2D(52k) :

Cet algorithme est compos�e d'une s�erie d'�etapes compos�ee chacune de deux phases de com-
munications. Durant la premi�ere phase, un message est envoy�e avec un mouvement de cavalier
(du jeu d'�echecs), c'est-�a-dire qu'il traverse l liens depuis le processeur �emetteur dans une
direction et 2 � l liens dans l'autre direction (comme l'illustre la �gure 4.1). La seconde
phase consiste en un mouvement de croix. Pour une grille-2D, comportant 52k processeurs,
le nombre d'�etapes est �egal �a k. Dans la �gure 4.1, une seule �etape est repr�esent�ee, contre
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deux dans la �gure 4.2.

nodes reached after one step

nodes reached after two steps

source node

Fig. 4.1 - : Algorithme de Peters et Syska pour un tore-2D avec 52 processeurs.
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25

5

25

5

Fig. 4.2 - : Algorithe de Peters et Syska pour un tore-2D avec 54 processeurs.

4.3.3 Principe de l'ordonnancement

Comme c'est souvent le cas lorsque des communications sont prises en compte, la d�eter-
mination d'un bon ordonnancement r�esulte de la recherche d'un compromis entre un grand
nombre de processeurs a�n de minimiser le temps de calcul, et un faible nombre de processeur
a�n de limiter le nombre et la dur�ee des communications. Le principe de l'ordonnancement
de la tâche est le même que celui propos�e par B la_zewicz et al. [BD93].

Le premier processeur conserve une partie de la tâche de d�epart et envoi �a quatre autres
processeurs le reste de cette tâche (un quart de la tâche restante �a chacun d'eux). Chacun
de ces processeurs agit de la même fa�con, il conserve une partie de ce qu'il a re�cu et envoi un
quart du reste �a d'autres processeurs. La question que l'on peut se poser est �a chaque �etape
�a quels autres processeurs envoyer une partie de la tâche. Dans la suite, un processeur est dit
de niveau i si il est atteint �a l'�etape i de communication. Une premi�ere approche consiste
�a envoyer cette tâche �a tous les plus proches voisins. Le nombre de processeurs atteint �a
l`�etape i (qui est aussi le nombre de processeurs appartenant �ace niveau) est �egal �a 4i (�a
partir de la premi�ere communication). Donc, au mieux, un total de 2i(i+ 1) + 1 processeurs
travaillant en même temps �a l'�etape i. De plus, certains processeurs vont recevoir plusieurs
fois un message ce qui va d�es�equilibrer la charge de tous les processeurs. On envisage alors
une autre solution, employer la strat�egie utilis�ee pour la di�usion d'un message dans une
grille. Pour cela, on utilise l'algorithme de Peeters et Syska pr�ec�edemment d�ecrit. Avec cette
strat�egie, le nombre de processeurs du niveau i est �egal �a 4 � 5i�1, et le nombre total de
processeurs travaillant en même temps �a cette �etape est �egal �a 5i. La suite des envois et des
calculs doit être telle que tous les processeurs terminent leur ex�ecution en Cmax. La r�esolution
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de ce probl�eme d'ordonnancement revient �a r�esoudre le syst�eme d'�equations suivant.

4.3.4 Syst�eme d'�equations

On appelle V le volume de donn�ees n�ecessaire au calcul de la tâche de d�epart. On note
�cal(Vi) le temps de calcul de cette tâche pour un volume Vi de donn�ee. Le premier processeur
ex�ecute une partie de cette tâche et envoie le reste �a quatre autres processeurs distants.
Son temps de calcul est �egal �a T 1

cal = �cal(a0V ) o�u a0V repr�esente la part de la tâche qui
est calcul�ee par les processeurs du niveau 0, niveau constitu�e du seul processeur source.
Le reste de la tâche est envoy�e �a quatre processeurs situ�es �a distance d. Le processus est
r�ep�et�e pour chaque ensemble de processeurs d'un niveau qui re�coit des donn�ees. C'est-�a-
dire que l'ordonnancement des processeurs du second niveau est form�e par une attente de
communication et par une partie calcul (dont une partie recouvre la communication de ces
processeurs vers les processeurs du niveau suivant). La coût de l'attente de communication
est �egale �a T 2

com = � + d� + �com(
1�a0
4

V . La dur�ee du calcul est �egale elle �a T 2
cal = �cal(a1V ).

La forme de l'ordonnancement recherch�e est celui repr�esent�e en �gure 2.6.

....

com 1:�+ 1�a0
4

Tcm�cm

com 2: �+ 1�a0�a1
42

Tcm�cm

com i: �+
1�

P
j=i�1

j=0
aj

4i
Tcm�cm

Communications:

com2

com1

1 processor

4 processors

20 processors

comi

( a2
4�5

)Tcp�cp

a1
4
Tcp�cp

4� 5i�1

processors

ai
4�5i�1

Tcp�cp

1�

P
j=N�1

j=0
aj

4�5N�1
Tcp�cpcomN

a0Tcp�cp

Fig. 4.3 - : Ordonnancement pour lequel la date de �n d'ex�ecution est la même pour tous les processeurs.
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Lorsque la dimension de la grille n'est pas limit�ee, la distance est aussi une inconnue. On
note di la distance s�eparant un processeur P i�1

j de niveau i� 1 d'un processeur de niveau i

recevant ses donn�ees de P i�1
j . Pour la premi�ere �etape, d1 = d.

{
�
� + d1� +

1 � a0
4

V �com

�
+
a1
4
V �cal = a0V �cal

{

 
�+ d2� +

(1� a0 � a1)

42
V �com

!
+

a2
4� 5

V �cal =
a1
4
V �cal

{ ...

{

0
@� + di� +

1�Pj=i�1
j=0 aj

4i
V �com

1
A+

ai
4 � 5i�1

V �cal =
ai�1

4� 5i�2
V �cal

{ ...

{

0
@� + dN� +

1 �Pj=N�1
j=0 aj

4N
V �com

1
A+

aN
4 � 5N�1

V �cal =
aN�1

4� 5N�2
V �cal

{
i=NX
i=0

ai = 1

La distance entre deux processeurs de niveau cons�ecutif en fonction de l'�etape de com-
munication d�epend de la valeur de N . Pour une valeur de N donn�ee, la grille est de taille
52N . La premi�ere communication (correspondant au mouvement de cavalier) est �a distance
3
4 � 5N . La seconde communication correspondant au mouvement de croix est �a distance
5N

4
. Chaque processeur appartenant au niveau deux est le centre d'une grille de dimension

5N�1. Donc le processus recommence et au niveau i, l'expression de la distance est �egale �a :

di =
3

4
5N� i�1

2 si i est impair et

di =
1

4
5N�b i�1

2
c si i est pair.

Pour une valeur donn�ee de N , il est possible de calculer la valeur de chaque ai. Cependant,
ce syst�eme d'�equations est di�cile �a r�esoudre, nous l'exprimons donc d'une autre mani�ere.

Supposons qu'au d�epart, la quantit�e totale de travail soit �egale �a W . Le temps requis
pour l'ex�ecution de cette tâche de fa�con s�equentiel est �egal �a W�cal unit�es de temps. Le
premier processeur conserve pour lui a0 (une partie de W ) pour recouvrir la communication
de ce processeur vers les quatre processeurs du niveau 1. La quantit�e de travail restante est
divis�ee en cinq parties appel�ees W1. L'ensemble des processeurs appartenant au niveau 0 et
1 conserve chacun une partie a1 du travail qu'il a re�cu. Cette quantit�e de travail est celle
n�ecessaire pour recouvrir la communication vers les processeurs du niveau deux. Le processus
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est r�ep�et�e pour les niveaux suivants. Cette d�ecoupe est illustr�ee en �gure 4.4.

a0 a1

a1

a1

a1

a1

W2

W2

W2

W2

W2

W2

W2

W2

W2

W2

W2

W2

25

5
W1

W1

W1

W1

W1a0

1

W0

Fig. 4.4 - : Une nouvelle d�ecoupe pour l'expression d'un autre syst�eme d'�equations.

A l'�etape i, le processus donne :

Wi+1 =
Wi � ai

5

Le recouvrement des communications par des calculs peut alors s'exprimer par :

ai�cal = �+ di+1� +Wi+1�com

Le recouvrement de la derni�ere communication s'exprime alors par2 :

WN � 1 = (5 +
�com
�cal

)WN +
�

�cal

De plus, il arrive un stade auquel le division du travail entre processeurs est inutile car
l'ex�ecution de la totalit�e du travail restant sur un processeur n�ecessite une dur�ee inf�erieure
au coût d'envoi d'un message de cette longueur. Cette limite est exprim�ee par :

WN�cal � � +
WN � aN

5
�com +

WN � aN
5

�cal

La limite lorsque la taille du message tend vers 0 donne une limite inf�erieure de la taille du

dernier travail. Lorsque WN � aN ! 0 alors WN � �

�cal
. Ce qui donne pour l'expression des

WN�i :

WN�i = (5 +
�com
�cal

)iWN +
j=i�1X
j=0

(5 +
�com
�cal

)j
�

�cal

2A partir d'ici, nous n�egligeons le terme en �, dans un but de clart�e. On remarque toutefois que ce terme
peut être r�einject�e dans les �equations �a la �n du calcul.
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et,

aN�1�i =
�

�cal
+
�com
�cal

0
@(5 + �com

�cal
)iWN +

j=i�1X
j=0

(5 +
�com
�cal

)j
�

�cal

1
A

On peut donc calculer une valeur limite pour N :

W0 = (5 +
�com
�cal

)N
�

�cal
+

�

�cal

0
@ (5 + �com

�cal
)N � 1

(5 + �com
�cal

)� 1

1
A

and then:

n �
ln
�
�calW0

�

�
ln
�
5 + �com

�cal

� + 1

Remarque 1 :
La même m�ethode peut être appliqu�ee pour des grilles-kD et des hypercubes.

Remarque 2 :
Il est possible de consid�erer des processeurs uniformes au lieu des processeurs identiques.
Cependant, si l'on note m le nombre de processeurs, le nombre d'�equations n�ecessaire pour
la r�esolution du probl�eme est du même ordre que m alors qu'il est de l'ordre de log(m)
lorsque les processeurs sont identiques. La m�ethode de r�esolution reste la même, mais le �cal
au lieu d'être commun �a tous les processeurs devient une valeur propre �a chacun d'eux, et
est proportionnel �a leur vitesse.

Remarque 3 :
Comme pour la remarque 2, le nombre d'�equation devient de l'ordre de m (nombre de
processeurs) lorsque l'hypoth�ese 1-port est prise en consid�eration. Dans ce cadre, les com-
munications ne sont plus e�ectu�ees en parall�ele, mais de fa�con s�equentiel, comme l'illustre
la �gure 4.5.

c22

c11

c12

c13

c14

c21

c23

c24

c31

c32

c33

c34

Fig. 4.5 - : Les processeurs d�edi�es aux communications sont 1-port.
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Remarque 4 :
Lorsque les temps d'empaquetage des paquets ainsi que les op�erations inverses ne peuvent
pas être recouverts, une partie du coût d'initialisation (�) pour �emission est perdu, et la
même quantit�e de temps est perdue �a la reception. L'ordonnancement que l'on peut esp�erer
obtenir �a la forme indiqu�ee en �gure 4.6.

Tp

c11

c12

c13

c14

Tp : temps n�ecessaire pour empaqueter le message

Hypoth�ese 4-ports

Tp

c14

c13

c12

c11

Hypoth�ese 1-port

Fig. 4.6 - : L'empaquetage des messages ne peut pas être recouvert.

Remarque 5 :
Le même type de strat�egie peut être mis en oeuvre pour un graphe ayant une structure
arborescente, ou un arbre miroir (dans ce dernier cas, en plus d'un algorithme de di�usion,
on utilise un algorithme de regroupement des messages du type all-to-one).

4.4 Conclusion

Bien que la plupart des machines qui sont produites aujourd'hui ne repose plus sur des
r�eseaux point �a point (mais ce n'est pas une g�en�eralit�e comme l'atteste le T3D de CRAY),
il est interessant de constater que d�es que les communications sont prises en compte ainsi
qu'un certains nombre de contraintes architecturales comme c'est le cas dans le domaine de
l'optimisation des communications, les strat�egies performantes pour ce type de probl�emes
peuvent être avantageusement exploit�ees pour la r�esolution d'autres probl�emes. D'autre part,
ce mod�ele g�en�erique permet de mod�eliser une grande partie des machines actuelles disposant
d'un r�eseau d'interconnexion point �a point, puisque les modes de commutation de messages
s'orientent de plus en plus vers un type wormhole. Rien n'empêche ce mod�ele d'�evoluer vers
d'autre types de machines, comme les machines bas�ees sur des r�eseaux multi�etages. En e�et,
il su�t de savoir faire une di�usion e�cacement dans ce type de machines pour savoir �ega-
lement savoir ordonnancer un ensemble de tâches ind�ependantes ou une importante tâche
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arbitrairement divisible.

Il est �a noter que ce chapitre est l'objet d'un travail en coop�eration avec l'�equipe du
Professeur Jacek B la_zewicz de l'universit�e de Pozna�n (Pologne).
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Chapitre 1

Introduction

Parmi les mod�eles d'ex�ecution autorisant le recouvrement des communications par
des calculs, ceux d�ecrits par Papadimitriou et Yannakakis [PY88] d'une part, et Rayward-
Smith [RS87] d'autre part connaissent un large succ�es. Il existe pour chacun de ces mod�eles
un grand nombre de r�esultats.
Les arbres sont choisis pour illustrer la mise en �uvre de techniques et la mise au point
d'algorithmes. Deux raisons sont �a l'origine de ce choix : la complexit�e des probl�emes d'or-
donnancement dans ces mod�eles, et l'�etendue du spectre des applications qui peuvent être
repr�esent�ees par cette famille de graphes particuliers.
En e�et, les probl�emes d'ordonnancement dans ces mod�eles sont di�ciles pour des graphes
orient�es sans cycle [PY88] lorsque le nombre de processeurs n'est pas limit�e, et de même com-
plexit�e pour des arbres lorsque l'objectif est de d�eterminer le nombre minimumde processeurs
permettant d'atteindre la date de �n d'ex�ecution minimale [Saa92, Pic93, Vel93b].
De plus, les arbres constituent la repr�esentation privil�egi�ee d'un vaste ensemble d'applica-
tions. Par exemple, le processus d'�evaluation d'expressions arithm�etiques [BOV85, Rev94],
les m�ethodes multifrontales de factorisation symbolique de Cholesky [DGL89, Poz92], le tri
bitonique [Bat68], la sommation parall�ele, la somme des pr�e�xes [Wyl79, LF80], les traces
des ex�ecutions de programmes Prolog ou les algorithmes de recherche sont autant d'applica-
tions qui peuvent être repr�esent�ees sous la forme de structures arborescentes.
En�n, un certain nombre de di�cult�es apparaissent plus clairement du fait de la structure
particuli�ere des pr�ec�edences entre les tâches, et permettent d'�evaluer l'e�cacit�e des strat�egies
qui peuvent notamment être employ�ees pour recouvrir les communications.

L'objectif de cette partie est d'�etudier le comportement th�eorique des strat�egies de re-
groupement pour l'ordonnancement des arbres sur un syst�eme form�e de deux processeurs
identiques dans un premier temps, puis de m processeurs identiques dans un second temps,
pour des mod�eles d'ex�ecution autorisant le recouvrement.
Dans le premier chapitre nous avons pr�esent�e un algorithme bas�e sur une m�ethode de re-
groupement de tâches. Cet algorithme produit, pour un syst�eme form�e de deux processeurs
identiques, des ordonnancements optimaux pour des arbres dont les dur�ees d'ex�ecution
des tâches et les communications sont unitaires (UECT). Nous �etudions son compor-
tement pour des granularit�es di��erentes : arbres �a grain �n pour lesquels les temps de
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communication sont sup�erieurs aux temps de calcul, et l'inverse pour les arbres �a gros grain.
Consid�erer di��erentes granularit�es revêt un int�erêt tout particulier pour certaines applica-
tions, par exemple, pour la factorisation symbolique de Cholesky multifrontale, le graphe
d'�elimination des facteurs est un arbre dont les n�uds ne sont pas de poids �equivalent (80
% des calculs sont e�ectu�es par les tâches appartenant aux trois premiers niveaux) [Duf95].
Dans le second chapitre, une heuristique d'ordonnancement d'arbres sur un nombre limit�e de
processeurs est pr�esent�ee. Cette heuristique produit, dans un premier temps, un ordonnan-
cement sur un nombre non limit�e de processeurs puis r�eduit le nombre de machines utilis�ees.
Une comparaison est propos�ee avec un algorithme de complexit�e lin�eaire pr�esent�e par Varva-
rigou, Roychowdhury, Kailath et Lawler [VRKL94] de type niveau par niveau. Nous donnons
en �n de chapitre une id�ee de calcul de priorit�e des tâches, bas�ee sur l'arit�e, la largeur du
graphe et le chemin critique, dans le but de produire de meilleurs ordonnancements.
En�n, dans le dernier chapitre de cette seconde partie, apr�es un tour d'horizon des travaux
existant dans le domaine de l'ordonnancement de graphes de tâches sur un syst�eme form�e de
processeurs uniformes (c'est-�a-dire avec des vitesses d'ex�ecution di��erentes) nous �etudions
l'ordonnancement des arbres sur deux processeurs de ce type. Nous mettons en �evidence les
principales di�cult�es inh�erentes �a cette di��erence de vitesses. Nous pr�esentons, en outre, un
algorithme qui produit des ordonnancements optimaux pour des arbres complets.



Chapitre 2

Ordonnancement d'arbres sur deux

processeurs identiques

Cette premi�ere partie va nous permettre de mettre au point des techniques pour l'ordon-
nancement des arbres avec communications, sur deux processeurs. A partir de ces
algorithmes, nous essayerons dans la seconde partie de g�en�eraliser les principes de leur mise
au point pour la conception d'heuristiques pour m processeurs (m � 3 et �x�e).
Parmi l'ensemble des mod�eles d'ex�ecution pr�esent�es dans la partie I, certains autorisent le
recouvrement des communications par des calculs. Les probl�emes d'ordonnancement
trait�es dans les pr�esents chapitres auront pour cadre de tels mod�eles. Le premier probl�eme
d'ordonnancement d'arbres que nous consid�erons se note P2 j arbres; pi = 1; c = 1 j Cmax.
Il correspond au mod�ele UECT qui est identi�able avec le mod�ele d�ecrit par Rayward-Smith
[RS87]. Seront examin�es tour �a tour les probl�emes �a gros grain puis �a grain �n. Le probl�eme
not�e P2 j arbres; pi; c = 1 j Cmax correspond �a une hypoth�ese gros grain, c'est-�a-dire �a des
arbres dans lesquels toutes les communications sont inf�erieures aux temps de calcul (la notion
de grain se r�ef�ere �a la taille d'un calcul). En�n, le dernier probl�eme pris en compte correspond
�a une hypoth�ese grain �n, c'est-�a-dire �a des arbres dans lesquels les communications sont
sup�erieures aux temps de calcul. Il se note P2 j arbres; pi = 1; c j Cmax. Le mod�ele de �ne
granularit�e peut être identi��e avec la description de Papadimitriou et Yannakakis [PY88].
En�n, remarquons que le fait de consid�erer des arbres (l'orientation des arcs va des feuilles
vers la racine) et non des anti-arbres rend toute duplication de tâche inutile.
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2.1 P2 j arbre; pi = 1; c = 1 j Cmax

L'ordonnancement d'arbres UECT n'a �et�e abord�e que r�ecemment.Presque simultan�ement
et de fa�con ind�ependante, Bart Veltman, Rachid Saad et Christophe Picouleau ont montr�e la
NP-compl�etude de l'ordonnancement sur un nombre de processeurs non �x�e d'arbres UECT
[Vel93b, Saa92, Pic93]. Ce même probl�eme pour un nombre m �x�e de processeurs peut être
r�esolu par un algorithme de programmation dynamique de complexit�e O(n2(m�1)), propos�e
par Varvarigou, Kailath et Roychowdhury [VRK93]. L'id�ee de cet algorithme repose sur la
notion de �ls favoris�e, introduite par les auteurs sous le nom de favorite child property. A
partir de cet algorithme, une heuristique a �et�e d�eriv�ee par Lawler, pour mmachines, optimale
sur 2 processeurs. De la même fa�con que pour le r�esultat de NP-compl�etude �a nombre de
machines non �x�e, trois algorithmes ont �et�e produits simultan�ement et ont donn�e le même
r�esultat d'optimalit�e. Nous d�ecrivons dans la suite rapidement ces di��erentes m�ethodes,
respectivement d�evelopp�ees par Lawler, Veldhorst et Picouleau. Nous poursuivons par la
description d'un nouvel algorithme et la preuve de son optimalit�e.

Auteurs Complexit�e Notation du probl�eme Strat�egies

[Saa92, Vel93b, Pic93] NP-complet P j arbre; p = 1; c = 1 j Cmax -
[VRK93] O(n2(m�1)) Pm j arbre; p = 1; c = 1 j Cmax prog. dynamique
[Law93, Vel93a] O(n) P2 j arbre; p = 1; c = 1 j Cmax niveau par niveau
[Pic93, GT93] O(n) P2 j arbre; p = 1; c = 1 j Cmax regroupement

2.1.1 L'algorithme de Lawler

L'algorithme de Lawler est bas�e sur la notion introduite dans [VRK93] et appel�ee favorite
child property. Parmi l'ensemble des �ls d'une tâche, le �ls favoris�e est celui qui a la date
de �n d'ex�ecution au plus tôt la plus �elev�ee. En cas d'�egalit�e, seul l'un d'eux est choisi
pour recouvrir la communication (�gure 2.1) (le choix est e�ectu�e sur un anti-arbre, donc,
sur la �gure les �ls favoris�es sont en fait des parents favoris�es). Lorsque le �ls favoris�e de
chaque n�ud qui n'est pas une feuille a �et�e d�etermin�e, l'auteur construit un arbre sans
d�elai de communication (delay-free tree), qui est �a peu de choses pr�es un arbre dans lequel
les communications ont �et�e �elimin�ees. A peu de chose pr�es car si un n�ud est allou�e �a un
processeur P , et si son �ls favoris�e est ordonnanc�e dans l'unit�e de temps suivante, il devra
être allou�e au même processeur, alors que dans un arbre sans communication, cela n'a pas
d'importance. Ensuite, un algorithme de type chemin critique (par exemple l'algorithme de
Hu [Hu61]) est appliqu�e �a ce graphe interm�ediaire. Suivent quelques corrections pour prendre
en compte les contraintes de pr�ec�edence et le fait qu'un n�ud et son �ls favoris�e doivent être
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allou�es au même processeur s'ils sont ordonnanc�es durant deux unit�es de temps successives.
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T6 T4 T2 T11
p�eriode d'inactivit�e

Etape 1 Etape 2

R�esultat de l'ordonnancement

Fig. 2.1 - : Un exemple d'ordonnancement obtenu par application de l'algorithme de Lawler.

Cet algorithme n'est pas optimal pour un nombre de processeurs sup�erieur ou �egal �a
trois. Il permet, cependant, d'obtenir de bons r�esultats. Lawler propose une borne pour le
cas au pire de cet algorithme : !FilsFavori � !optimal+(m�2) [Law93]. Nous montrerons dans
la seconde partie que cette borne n'est pas atteinte et que la qualit�e des ordonnancements
construits par cet algorithme pour m processeurs sont tels que : !FilsFavori � !optimal +&
(m� 1)(m� 2)

2m

'
.

Cet algorithme et celui d�evelopp�e par Varvarigou, Roychowdhury et Kailath sont r�eunis dans
[VRKL94].

2.1.2 L'algorithme de Veldhorst

Cet algorithme est constitu�e de trois �etapes. Dans un premier temps il alloue �a chaque
tâche une �etiquette qu'il appelle scheddist-label et qui est calcul�ee en partant de la date de
�n d'ex�ecution au plus tôt. Ensuite, en partant de la racine �a laquelle est allou�ee l'�etiquette
1, le pr�ed�ecesseur qui a la date de �n d'ex�ecution au plus tôt la plus importante est allou�ee
l'�etiquette 2, et 3 �a tous ses fr�eres ainsi qu'�a son pr�ed�ecesseur ayant la date de �n d'ex�ecution
au plus tôt la plus importante, et cela de fa�con r�ecursive. Une liste est ensuite cr�e�ee (les
successeurs d'une tâche dans cette liste sont, l'â�n�e de ses pr�ed�ecesseurs (nomm�e par l'auteur
eldest son (encore une fois il s'agissait d'anti-arbre)) et ses fr�eres). Ce qui donne pour le
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même exemple que pr�ec�edemment (voir �gure 2.2) :
LV eldhorst = (T4; T3; T1; T6; T2; T8; T5; T7; T11; T9; T10; R)
En�n, il alloue �a chaque tâche une date d'ordonnancement et un processeur en tenant compte
des contraintes de pr�ec�edence et des pr�ed�ecesseurs (comme pr�ec�edemment).
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Fig. 2.2 - : Un exemple d'ordonnancement obtenu par application de l'algorithme de Veldhorst.

Remarque :
Cet algorithme et le pr�ec�edent sont voisins. Ils sont tous deux "niveau par niveau", et ont
des �etapes en commun. Par exemple, l'�etiquetage est �equivalent entre le favorite child (pour
l'algorithme de Lawler) et le eldest son (pour celui de Veldhorst). De même, l'arbre sans
d�elai est �equivalent �a la liste construite par Veldhorst.

2.1.3 L'algorithme de Picouleau

Picouleau pr�esente dans sa th�ese [Pic93] un algorithme d'un autre type bas�e sur des
techniques de regroupement (clustering). Les groupes de tâches consid�er�es ou travaux
sont des sous-arbres et le crit�ere de choix est le nombre de n�uds appartenant au sous-arbre.
Soit un arbre avec Nsa sous-arbres di��erents (�etant tous directement li�es �a la racine), l'auteur
note les sous-arbres Sj, et consid�ere que le nombre de n�uds de Sj est sup�erieur ou �egal au
nombre de n�uds de Sk (not�e respectivement Poids(Sj) et Poids(Sk)) si et seulement si
j < k. L'algorithme s'articule alors de la mani�ere suivante :

{ Si Poids(S1) �
$PNsa

i=1 Poids(Si)

2

%
:

{ D�etermination de k tel que Sk est le premier sous-arbre pour lequel :

kX
i=1

Poids(Si) >
NsaX

i=k+1

Poids(Si)

{ Allocation des k�1 premiers sous-arbres et d'une partie du kieme �a un processeur.
Le reste des tâches du kieme sous-arbre et les sous-arbres non encore allou�es sont
destin�es au second processeur.

{ Sinon, l'algorithme est appliqu�e de fa�con r�ecursive :

{ Construction d'un ordonnancement optimal de S1 sur deux processeurs
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{ Cr�eation de p�eriodes d'inactivit�e de mani�ere �a autoriser l'addition des sous-arbres
restant �a allouer.
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1. Ordonnancement optimal de S1 sur 2 processeurs
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f i

c g me h R

jp kl q

3. Addition des derniers sous-arbres

et de la racine

2. Cr�eation de p�eriodes d'inactivit�e

Fig. 2.3 - : Exemple d'ordonnancement obtenu par application de l'algorithme de Picouleau.

Dans cet exemple, les sous-arbres sont �etiquet�es de S1 �a S3 (sous-arbre form�e des tâches
l et p). Lorsque l'algorithme est appel�e r�ecursivement sur S1, de nouveau les sous-arbres
sont nomm�es de S11 �a S13 (form�e des tâches f et i).

2.1.4 Un nouvel algorithme pour P2 j arbre; pi = 1; c = 1 j Cmax

Notons n le nombre total de tâches de l'arbre, et P1 et P2 les deux processeurs. Nous
notons P1 le processeur auquel est allou�ee la racine.
Les tâches sont not�ees T i

l o�u l correspond au niveau dans l'arbre (au niveau 1 se trouve la
racine de l'arbre). Il peut arriver qu'une tâche soit simplement not�ee Ti dans un souci de
simpli�cation des notations et lorsqu'il n'existe aucune ambigu��t�e. La distance entre la racine
et T i

l est par d�e�nition l � 1.
Comme pour l'algorithme de Picouleau, le principe de base est une strat�egie de regroupement
de tâches apr�es un �etiquetage de chaque n�ud. L'�etiquette d'un n�ud repr�esente le poids
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du sous-arbre dont le n�ud est la racine, c'est-�a-dire, dans le cas qui nous occupe (UECT)
le nombre de n�uds du sous-arbre (racine comprise).

Principe de l'algorithme

L'id�ee principale est d'�eliminer les p�eriodes d'inactivit�e sur le processeur qui ex�ecute la
racine (P1), et d'allouer �a P2 le nombre maximal de tâches de sorte que la propri�et�e de
constante activit�e de P1 soit respect�ee. Le nombre maximal de tâches qui puissent être al-
lou�ees est mis �a jour durant l'�etape de choix.

L'algorithme est compos�e de trois phases :

{ La premi�ere phase consiste �a �etiqueter l'arbre. L'�etiquette de la tâche T repr�esente le
nombre de n�uds contenus dans le sous-arbre dont la racine est T (T comprise).

{ Les tâches sont distribu�ees de mani�ere �equilibr�ee entre les deux processeurs. Cette
distribution se fait par l'allocation de sous-arbres et par la mise �a jour d'un crit�ere de
charge not�e Reste. Ce crit�ere ne concerne que l'un des processeurs. La valeur initiale de
Reste est

j
n�2
2

k
, qui majore le nombre de tâches qui peuvent être allou�ees au processeur

le moins charg�e (nous le notons P2, il n'ex�ecute pas la racine de l'arbre) sans entrâ�ner
de p�eriodes d'inactivit�e sur P1. L'algorithme est appliqu�e �a partir du niveau deux de
l'arbre. Si �a ce niveau l'un des sous-arbres est de poids inf�erieur �a Reste, il est choisi,
tous les n�uds de ce sous-arbre sont marqu�es, et Reste est mis �a jour. Cette mise �a
jour n'intervient qu'�a deux occasions : apr�es l'allocation d'un sous-arbre et lorsqu'�a un
niveau donn�e seul un n�ud n'est pas marqu�e. Si �a un niveau donn�e tous les n�uds ont
un poids strictement sup�erieur �a Reste, alors les tâches sont choisies dans le sous-arbre
de plus faible poids. La phase de choix des sous-arbres se termine lorsque Reste est
�egal �a 0.

{ Finalement, lorsque les sous-arbres ont �et�e partag�es entre les deux processeurs, leur date
d'ordonnancement d�epend du niveau de la racine. Les premiers sous-arbres ex�ecut�es
sur P2 sont ceux qui ont leur racine la plus haute, c'est-�a-dire ceux qui ont �et�e choisis
en dernier. Pour P1, on proc�ede de la même fa�con : ex�ecution des sous-arbres dont
les racines sont les plus hautes et dont la totalit�e des tâches restant �a ex�ecuter sont
allou�ees �a P1.

Algorithme MAJYC (Mise A Jour dYnamique de la Charge)

�etiquetage de l'arbre
NoeudCourant = racine
NiveauCourant = 2; ListeSousArbresChoisis = ;
Reste =

j
n�2
2

k

Tant que (Reste > 0) Faire
examiner tous les noeuds tels que :



2.1. P2 j arbre; pi = 1; c = 1 j Cmax 91

(Niveau(noeud) = NiveauCourant) et (noeud non marqu�e)
les r�eunir dans une liste L
Si (Cardinal(L) = 1) Alors

Reste = min(Reste;
j
Poids(noeud)�2

2

k
)

Sinon
LP = fnoeuds j noeud 2 L et Poids(noeud) � Resteg
Si (tous les noeuds ont un poids superieur �a Reste) Alors

choisir le sous-arbre de plus faible poids
choisir parmi l'ensemble des noeuds appartenant �a ce
sous-arbre Reste noeuds
Reste = 0

Fin Si
Tant que (Reste > 0) et (LP 6= ;) Faire

choisir le plus lourd sous-arbre dont la racine est R
marquer l'ensemble de ses noeuds
mettre �a jour la valeur de Reste, Reste = Reste� Poids(R)
mettre �a jour la liste LP en fonction de la nouvelle valeur de Reste

Fin Tant que
mettre �a jour L en fonction des noeuds qui ont �et�e marqu�es
Si (Cardinal(L) = 1) Alors

Reste = min(Reste;
j
Poids(noeud)�2

2

k
)

Fin Si
Fin Si
NiveauCourant = NiveauCourant + 1

Fin Tant que

Un exemple complet

Nous consid�erons un arbre form�e de 22 tâches repr�esent�e en �gure 2.4.
Reste =

j
22�2

2

k
= 10 tâches.

Au niveau 2, trois tâches sont disponibles ayant pour poids respectif 3, 12 et 6. Le sous-arbre
de poids 6 est choisi (il s'agit du sous-arbre ayant le maximum de tâches parmi ceux qui
en ont moins de Reste+ 1) et constitue le travail C (voir �gure 2.4). Reste est mis �a jour
Reste = 10 � 6 = 4. Au même niveau, il existe une tâche dont le poids est �egal �a 3 et le
sous-arbre correspondant est donc choisi (travail B), ses n�uds sont marqu�es et Reste est
mis �a jour Reste = 1. Il ne reste ensuite �a ce niveau qu'une seule tâche non marqu�ee. On
recalcule la valeur de Reste. Reste = min(1; 5) = 1. On monte dans les niveaux, jusqu'�a
rencontrer deux sous-arbres de poids sup�erieur �a Reste (5 et 3). Dans le sous-arbre de plus
faible poids la derni�ere tâche est choisie (travail A).
La phase d'allocation est simple, on commence par les sous-arbres dont les racines sont au
plus haut niveau, donc par le travail A, puis est ordonnanc�e le travail B ou le travail C (le
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choix est arbitraire). Sur P1 l'allocation est faite niveau par niveau.

A B C

P1

P2

A

C

22

3 12 6

35

B

Fig. 2.4 - : Un exemple d'application de ce nouvel algorithme.

2.1.5 �Etude th�eorique

Nous commen�cons par quelques remarques pr�eliminaires puis nous donnerons les grandes
lignes de la d�emonstration de l'optimalit�e qui est d�etaill�ee dans [GT93].

Remarques pr�eliminaires

Remarque 1
Soit un arbre dont les temps d'ex�ecution et de communications sont unitaires. Tout ordon-
nancement optimal d'un tel arbre contenant des p�eriodes d'inactivit�e sur le processeur qui
ex�ecute la racine (P1) peut être transform�e en un nouvel ordonnancement optimal sans p�e-
riode d'inactivit�e sur P1 en d�epla�cant la tâche communicante de P2 �a P1 (T1 sur la �gure
2.5).

P1

P2 T1 T2

T3 T1P1

P2 T2

T3

Les p�eriodes d'inactivit�e sur P1 sont �elimin�ees par d�eplacement des tâches communicantes

Fig. 2.5 - : �Elimination des p�eriodes d'inactivit�e sur P1.

Remarque 2
L'algorithme pr�esent�e produit des ordonnancements dans lesquels il n'existe aucune com-
munication de P1 vers P2. En e�et, lorsqu'une tâche est allou�ee �a P2, toutes les tâches du
sous-arbre dont elle est la racine sont allou�ees �a ce même processeur.

Remarque 3
L'unique ordonnancement optimal pour une châ�ne UECT, quel que soit le nombre de proces-
seurs est obtenu en allouant la châ�ne totale sur un unique processeur. Toute autre allocation,
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impliquant une coupure dans la châ�ne, entrâ�ne l'apparition d'une communication non re-
couverte.

Remarque 4
Soit un ordonnancement optimal d'un arbre UECT form�e de n tâches sur deux processeurs
dont l'un est toujours actif. Le nombre de tâches sur le processeur qui n'ex�ecute pas la racine
ne peut pas être sup�erieur �a

j
n�2
2

k
. En e�et, durant le calcul de la racine, ce processeur ne

peut ex�ecuter aucune tâche, et une tâche est n�ecessaire pour recouvrir la communication
avec le processeur qui ex�ecute la racine.

Optimalit�e de l'algorithme pr�esent�e

L'id�ee centrale de cet algorithme est de maintenir une activit�e constante sur l'un des
processeurs que l'on a not�e P1. D'apr�es la remarque 1, comme aucune p�eriode d'inactivit�e
n'est pr�esente dans l'ordonnancement de P1, la structure de l'ordonnancement est du type
de celle repr�esent�ee en �gure 2.6.
Cependant, il n'est pas possible de conclure �a l'optimalit�e de cet algorithme �a partir de cette
simple propri�et�e, il est n�ecessaire d'y ajouter un argument d'�equilibrage de charge.

Si P1 et P2 sont toujours actifs entre l'ex�ecution

de leur premi�ere et de leur derni�ere tâche

P1

P2

Fig. 2.6 - : structure de l'ordonnancement �nal.

Proposition 1

L'ordonnancement d'un arbre UECT sur deux processeurs satisfaisant les deux conditions
suivantes est optimal :

{ Il n'apparâ�t aucune p�eriode d'inactivit�e sur P1

{ Le nombre de tâches allou�ees �a P2 est �egal �a
j
n�2
2

k
.

Proposition 2

L'algorithme produit des ordonnancements sans p�eriodes d'inactivit�e sur P1.

Preuve
Supposons que l'algorithme produise un ordonnancement avec une p�eriode d'inactivit�e sur
P1 et consid�erons dans un tel cas la premi�ere de ces p�eriodes. Soit T i

l la tâche qui lui succ�ede.
Cette situation ne peut se produire que si T i

l est en attente d'une donn�ee en provenance de
P2. Supposons en outre qu'il existe au niveau l au moins deux tâches non marqu�ees et notons
les T i

l et T j
l . Aucune de ces deux tâches n'a �et�e allou�ee �a P2, leur poids est donc sup�erieur �a

la valeur courante de Reste, donc : poids(T i
l ) > Reste et poids(T j

l ) > Reste.
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Examinons maintenant les sous-arbres allou�es �a P2 et appartenant au sous-arbre dont la
racine est T i

l ou T j
l . A la �n de l'ex�ecution de ces sous-arbres, qui sont les premiers ex�ecut�es

parmi l'ensemble des sous-arbres allou�es �a P2, la date est au plus �egale �a min(poids(T i
l ) �

1; poids(T j
l )� 1) (sans quoi, au moins l'une des deux tâches eût �et�e allou�ee �a P2).

T
j
lT i

lT 1
l

noeud marqu�e

noeud non marqu�e

Fig. 2.7 - : Au niveau l, au moins deux tâches ne sont pas marqu�ees.

Ainsi, la date de �n d'ex�ecution de ces sous-arbres est inf�erieure au poids du sous-arbre
dont aucune tâche n'a �et�e allou�ee �a P2, par cons�equent, il est impossible que la tâche T i

l se
trouvât en attente de donn�ees, puisque durant ce laps de temps, P1 disposait d'au moins
max(poids(T i

l ); poids(T
j
l )) + 1 tâches �a ex�ecuter. Donc cette p�eriode d'inactivit�e n'a pas pu

apparâ�tre.

De la même fa�con, si �a ce même niveau seule la tâche T i
l n'�etait pas marqu�ee, alors Reste

a �et�e mis �a jour : Reste =

$
N(T i

l )� 2

2

%
. Si T i

l est en attente de donn�ees, et comme il s'agit

de la premi�ere p�eriode d'inactivit�e, cela signi�e que l'activit�e a �et�e constante jusqu'�a ce mo-
ment sur P1. De même, d'apr�es la remarque 2, il n'existe aucune p�eriode d'inactivit�e sur P2

puisque celui-ci n'est en attente d'aucune donn�ee. Donc, le nombre de tâches ex�ecut�ees par
P2 et appartenant au sous-arbre dont T i

l est la racine (ce sont les premi�eres tâches qui sont
ex�ecut�ees par P2 puisque ce sont celles qui appartiennent aux sous-arbres dont les racines
sont les plus hautes), est strictement sup�erieure �a la valeur de Reste calcul�ee en T i

l . Ce qui
est en contradiction avec le principe de construction de l'algorithme.
Donc, l'ordonnancement produit des algorithmes sans p�eriodes d'inactivit�e sur P1. 2

Proposition 3

Lorsque le nombre de tâches allou�ees �a P2 est inf�erieur �a
�
n� 2

2

�
, l'ordonnancement obtenu

par l'algorithme est encore optimal.

Preuve

Le nombre de tâches allou�ees �a P2 est strictement inf�erieur �a
�
n� 2

2

�
si et seulement si Reste

a �et�e mis �a jour alors qu'aucun nouveau sous-arbre n'avait �et�e allou�e �a P2.

Montrons par induction sur la hauteur h de l'arbre l'optimalit�e de l'ordonnancement
obtenu par l'algorithme.
MAJYC est trivialement optimal pour un arbre de hauteur 1.
Supposons qu'il produise des ordonnancements optimaux pour des arbres dont la hauteur
est inf�erieure ou �egale �a h� 1.
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Montrons qu'il produit des ordonnancements optimaux pour des arbres de hauteur h. Soit un

tel arbre comportant n n�uds. Si le nombre de tâches allou�ees �a P2 est �egal �a
�
n� 2

2

�
alors

l'ordonnancement obtenu est optimal. Sinon, il existe un niveau l dans l'arbre ne contenant
qu'une seule tâche non marqu�ee (TA

l ) et racine d'un sous-arbre A. Dans un tel cas, les tâches
appartenant �a un niveau l0 < l sont toutes marqu�ees sauf une, et, entre les niveaux 1 et l,
l'ensemble des tâches non marqu�ees forment une châ�ne (voir la �gure 2.8) de longueur l.

niveau l
TA
l

l

R

A

Fig. 2.8 - : Situation de mise �a jour de Reste.

Examinons la date de �n d'ex�ecution obtenue par l'algorithme. Ce temps est �egal au
nombre de tâches allou�ees �a P1 puisqu'aucune p�eriode d'inactivit�e n'apparâ�t sur ce proces-
seur (d'apr�es la Proposition 2). Entre les niveaux 1 et l P1 n'ex�ecute que la châ�ne form�ee
des tâches non marqu�ees, donc : Talgo(R) = l + Talgo(T

A
l ). Or par hypoth�ese d'induction

Talgo(T
A
l ) = Topt(T

A
l ). Donc Talgo(R) = l + Topt(T

A
l ), or, d'apr�es la Remarque 3, l'ordonnan-

cement optimal de la châ�ne ne peut être obtenu que par l'allocation de la totalit�e de cette
châ�ne sur un unique processeur, donc Topt(R) = l + Topt(T

A
l ).

Ainsi, lorsque le nombre de tâches allou�ees �a P2 est inf�erieur �a
�
n � 2

2

�
, l'ordonnancement

obtenu par l'algorithme est encore optimal, et donc l'ordonnancement produit par MAJYC
est optimal. 2
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2.2 P2 j arbre; pi; c = 1 j Cmax

2.2.1 Introduction

Il n'existe pas beaucoup de r�esultats concernant l'ordonnancement d'arbres form�es de
tâches dont les dur�ees d'ex�ecution sont di��erentes, bien que ce probl�eme soit assez impor-
tant en pratique. Les seuls r�esultats connus concernant des arbres sans communication sont
des �etudes pour des ensembles de dur�ees d'ex�ecution relativement restreints. Ainsi, Du et
Leung ont prouv�e la NP-compl�etude de tels probl�emes pour un nombre non �x�e de pro-
cesseurs ou pour un syst�eme form�e de deux processeurs mais dont les dur�ees des tâches
appartiennent �a l'ensemble des puissances d'un entier �x�e k > 1 [DL88]. Nakajima, Leung et
Hakimi pr�esentent un algorithme de liste bas�e sur un crit�ere "plus gros sous-arbre d'abord"
(LSF pour Largest Subtree First), pour r�esoudre le probl�eme P2 j arbre; pi 2 f1; 2g j Cmax

[NLH81]. La complexit�e de cet algorithme est O(nlog(n)), et l'optimalit�e est obtenue apr�es
r�eordonnancement des cas que les auteurs nomment cas d�eg�en�er�es, caract�eris�es par l'ex�e-
cution de trois tâches de dur�ees deux dans les quatre derni�eres unit�es de temps (les arbres
consid�er�es sont des anti-arbres). C'est par examen d'un ensemble de cas du même type que
Du et Leung construisent, pour un ensemble de dur�ees d'ex�ecution restreint �a f1; 3g, un
algorithme optimal de complexit�e O(n2log(n)) [DL89].
Lorsque des communications sont introduites, la plupart des travaux connus mettent en
�uvre des algorithmes g�en�eraux. Ainsi, pour un nombre non limit�e de processeurs (P1 j prec; pi; cij jCmax

avec maxfcijg � minfpig), un ordonnancement optimal avec duplication de tâches est
construit par l'algorithme pr�esent�e dans [Chr89]. Dans le cadre d'une factorisation LU, Pozo
[Poz92] utilise une m�ethode multifrontale. L'arbre d'�elimination exploit�e est ordonnanc�e �a
l'aide d'un algorithme de regroupement de tâches proche de DSC [YG92b].

Auteurs Complexit�e Notation du probl�eme

[NLH81] O(nlog(n)) P2jarbre; pi 2 f1; 2gjCmax

[DL89] O(n2log(n)) P2jarbre; pi 2 f1; 3gjCmax

[DL89] Polynomial P2jarbre; pi 2 f1; kgjCmax

OUVERT Pmjarbre; pi 2 f1; kgjCmax

[DL88] NP P jarbre; pi 2 f1; kgjCmax
[DL88] NP P2jarbre; pi 2 fkl; l � 0gjCmax

[Chr89] O(n2) P1jarbre; pi; cijjCmax (Maxfcijg � minfpig)

Dans une premi�ere partie nous examinons le probl�eme P2 j arbre; pi 2 f1; 2g; c =
1 j Cmax. Pour un ensemble de tâches dont les dur�ees d'ex�ecution appartiennent �a l'ensemble
f1; 2; :::; kg (k est un entier �x�e sup�erieur �a 2 et ind�ependant de la taille de l'arbre), nous
donnons, dans la seconde partie, une borne pour le même algorithme de r�esolution.
Les notations utilis�ees pr�ec�edemment sont conserv�ees, n repr�esente toujours le nombre de
n�uds d'un arbre, et Poids(T ) repr�esente la somme des dur�ees d'ex�ecution des tâches ap-
partenant au sous-arbre dont T est la racine. Le poids d'une tâche T prise isol�ement est not�e
Exec(T ).
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2.2.2 P2 j arbre; pi 2 f1; 2g; c = 1 j Cmax

L'analyse de ce probl�eme commence par une �etude de la qualit�e d'un ordonnancement
r�ealis�e par l'algorithme MAJYC : nous montrons que, moyennant une modi�cation mineure,
les ordonnancements produits sont proches de l'optimal (�a une unit�e de temps pr�es). Nous
�etudions ensuite la possibilit�e de produire des ordonnancements optimaux, par une analyse
apparent�ee �a celle d�ecrite dans [NLH81].

Qualit�e de l'ordonnancement r�ealis�e par l'algorithme MAJYC

L'algorithme MAJYC con�cu pour le cas UECT peut être appliqu�e avec une tr�es l�eg�ere
modi�cation pour le premier calcul de Reste et pour le choix terminal.
Le premier calcul de Reste doit tenir compte de la dur�ee d'ex�ecution de la racine, et donc

la premi�ere fois, Reste =

$
Ntotal � Exec(racine)� 1

2

%
, o�u Ntotal repr�esente la somme des

dur�ees d'ex�ecution des n�uds de l'arbre.
L'autre modi�cation concerne le choix terminal, en e�et, lorsque les sous-arbres sont choisis
par MAJYC, nulle part il n'est fait mention de la dur�ee des tâches composant ceux-ci.
Seule la derni�ere �etape prend en compte, implicitement, le caract�ere unitaire des dur�ees
d'ex�ecution. Donc, la premi�ere partie e�ectuant le choix des sous-arbres n'est pas modi��ee.
Par contre, d�es qu'�a un niveau donn�e tous les n�uds ont un poids sup�erieur (strictement)
�a la valeur de Reste, la strat�egie de recherche change. On examine toujours le sous-arbre
de plus faible poids, mais la condition d'arrêt de la recherche va être modi��ee. La condition
d'arrêt dans le cas UECT est Reste = 0. Pour des arbres dont les tâches ont des dur�ees qui
appartiennent �a l'ensemble f1; 2g, cette condition devient : Reste = 0 ou Reste = 1. Si, lors
de la recherche dans ce sous-arbre un ensemble de sous-arbres dont le poids est �egal �a Reste
est d�etermin�e, l'ordonnancement produit est optimal puisque la valeur �nale de Reste est
nulle. Par contre, si, �a la �n de l'examen de ce même sous-arbre la valeur de Reste est �egale
�a 1, alors l'ordonnancement produit est �a 1 de l'optimal (voir pour illustration la �gure 2.9).

A B

R

A'B B

R

A

B

A'

22

1

12

2

2

1

2

2
R

11

10
Reste = 17�2�1

2
= 7

Un ordonnancement produit par MAJYC

Un ordonnancement optimal

Fig. 2.9 - : Exemple d'arbre pour lequel l'ordonnancement produit par MAJYC n'est pas optimal.
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D'autre part, il n'est pas possible que la valeur de Reste soit sup�erieure ou �egale �a deux
�a la �n de l'examen du sous-arbre, sinon une tâche de poids �egal �a 1 ou 2 aurait �et�e d�elaiss�ee
dans le sous-arbre alors qu'elle �etait racine d'un sous-arbre de poids inf�erieur �a la valeur
courante de Reste.

Th�eor�eme
Pour le probl�eme P2 j p 2 f1; 2g; c = 1; intree j Cmax, l'algorithme MAJYC produit des
ordonnancements tels que :

!MAJY C � !opt + 1

Preuve
Elle est directement issue des remarques pr�ec�edentes. Lors de l'examen du dernier sous-arbre,
soit Reste = 0, dans ce cas, l'algorithme a trouv�e un ensemble de sous-arbres dont la somme
des poids est �egale �a Reste, et l'ordonnancement est optimal, soit la valeur terminale de
Reste est �egale �a 1 auquel cas, par rapport au nombre de tâches originellement calcul�e, une
tâche suppl�ementaire aurait peut être pu être allou�ee �a P2.

Remarque
Il est �egalement possible d'utiliser l'algorithme MAJYC sans modi�cation, �a condition qu'il
soit pr�ec�ed�e par une �etape suppl�ementaire de traitement des noeuds de l'arbre. Toute les
tâches qui ne sont pas unitaires peuvent être transform�ee en châ�nes de sous-tâches unitaires
avec une �etiquette de parent�e. L'algorithme est appliqu�e directement sur cet arbre form�e
uniquement de tâches et de sous-tâches unitaires. Le r�esultat fournit par l'algorithme est
ensuite l�eg�erement retouch�e. Si une sous-tâche est allou�ee sans sa parente elle est alors lib�er�ee.
Cette situation ne pouvant survenir qu'�a une seule occasion, l'ordonnancement obtenu est
distant de 1 de l'ordonnancement optimal.

Recherche d'un ordonnancement optimal

Si T est racine d'un sous-arbre, la somme des dur�ees d'ex�ecution des n�uds appartenant
�a ce sous-arbre sera not�ee SDE(T ). Une telle somme sera parfois appel�ee Poids. La somme
des dur�ees d'ex�ecution de l'arbre entier est not�ee Ntotal.

Dans le cas UECT, quel que soit l'arbre, il existe toujours un ordonnancement optimal tel
que :
il existe une date T avant laquelle les deux processeurs sont en constante activit�e, et apr�es
laquelle seul le processeur ex�ecutant la racine est actif.
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Pour le cas qui nous occupe, ce n'est plus vrai (voir �gure 2.10).

2

2 2

R

R

5

Fig. 2.10 - : Il n'est pas toujours possible de construire un ordonnancement optimal pour
lequel l'un des processeurs pr�esente une activit�e constante.

Un algorithme optimal devrait donc être capable dans certains cas d'allouer une charge de
calcul �egale pour les deux processeurs (racine except�ee). Consid�erons un nouvel algorithme
bas�e sur le principe de MAJYC, mais pour lequelReste n'est plus un entier mais un intervalle
d'entiers, dont les bornes, not�ees Nmin et Nmax sont calcul�ees de la fa�con suivante :

Nmin =

$
Ntotal � Exec(R)� 1

2

%

Nmax = Ntotal � Exec(R)�Nmin

Appelons ce nouvel algorithme MAJYC-intervalle. Il s'applique comme le pr�ec�edent, et
s'arrête lorsque l'une des deux valeurs est nulle. Ainsi, dans le cas pr�esent�e en �gure 2.10, �a
la �n de l'allocation, Reste = [�1; 0].

La strat�egie de recherche des sous-arbres mise en �uvre dans MAJYC implique que
l'ordonnancement d'un arbre soit trait�e comme un seul ordonnancement. En e�et, toutes
les �etapes de choix des sous-arbres et de remise �a jour de la valeur de Reste se rapportent
�a une allocation pour un seul processeur (P2 en l'occurrence, c'est-�a-dire le processeur qui
n'ex�ecute pas la racine de l'arbre). Nous allons maintenant consid�erer que l'ordonnancement
d'un arbre est constitu�e de sous-ordonnancements successifs li�es entre eux.

Un sous-ordonnancement est une allocation de tâches aux processeurs pour une partie
connexe de l'arbre. Le premier sous-ordonnancement comprend la racine, et s'ach�eve lors-
qu'une condition est v�eri��ee. Un nouveau sous-ordonnancement prend le relais. Il d�ebute
lui aussi en la racine d'un sous-arbre. Les sous-ordonnancements sont d�etermin�es lors de
l'application de l'algorithme. Le premier contient la racine de l'arbre et toutes les tâches qui
appartiennent �a des sous-arbres dont le niveau des racines est inf�erieur ou �egal �a l0, premier
niveau pour lequel il reste un seul n�ud non marqu�e et tel que la longueur de la châ�ne de
ce n�ud �a la racine soit sup�erieure ou �egale �a la somme des tâches marqu�ees appartenant
�a ce sous-ordonnancement. A ce niveau, le sous-ordonnancement est achev�e et un nouveau
sous-ordonnancement est entam�e (voir la �gure 2.11).

La strat�egie de recherche des sous-arbres, pour un sous-ordonnancement, reste la même
que celle mise en �uvre dans MAJYC. Un nouveau sous-ordonnancement est commenc�e au
niveau l0 lorsque deux conditions sont r�eunies. On se place (sans perte de g�en�eralit�e) dans le
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cas o�u l'arit�e de la racine est sup�erieure ou �egale �a deux.

Condition 1
Au niveau l0 la borne Nmin > 0 et entre les niveaux 2 et l0 il ne subsiste qu'un seul n�ud non
marqu�e par niveau, que l'on note Tlibre(niveau) (le dernier �etant Tlibre(l0), comme indiqu�e en
�gure 2.11).

A

R

niveau l0

niveau liTlibre(li)

Tlibre(l
0)

L(l0) � Poids(A)

Tlibre(2) niveau 2

A = fnoeuds marqu�es j niveau(noeud) � 2g

L = longueur de la chaine Ch (Tlibre(2); Tlibre(l
0))

Fig. 2.11 - : Commencement d'un nouveau sous-ordonnancement.

Condition 2
Si on note Sssam(li) la somme des poids des sous-arbres marqu�es (dont les racines appar-
tiennent toutes aux niveaux compris entre 2 et li (li < l0)), et L(li) la longueur de la châ�ne
liant Tlibre(2) �a Tlibre(li) (c'est-�a-dire la somme des temps d'ex�ecution des n�uds qui la com-
posent), alors L(li) � Sssam(li), et L(l0) � Sssam(l0).

Dans un souci de clart�e et lorsqu'il n'y a aucune ambigu��t�e Tlibre(l0) sera not�e Tlibre. Dans
la suite la racine de l'arbre est suppos�ee d'arit�e sup�erieure ou �egale �a deux. Le dernier sous-
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ordonnancement d�etermin�e par l'algorithme est appel�e sous-ordonnancement terminal.

Nmin = 18 NMax = 19

même ordonnancement

Nmin(29) = 13

Choix de A1 : Nmin = 12

nouvel ordonnancement

Sssa = 11

Nmin(17) = 7

Choix de B1 : Nmin = 7

L = 11

nouvel ordonnancement

Nmin(11) = 4

Sssa = 2

Choix de A2 : Nmin = 5

L = 4

A3 A2 B1 A1

R

sous-ordonnancement terminal premier sous-ordonnancement

2nd sous-ordonnancement

22

1

1
211

2

22 2

1

1

217

41

R
2

2

1

1

21

22

2
229

2
2

B1

A1

A3

2

A2

Fig. 2.12 - : Ensemble des sous-ordonnancements d'un arbre.

Lemme 1
Consid�erons un ordonnancement form�e de sous-ordonnancements successifs. Si le sous-ordon-
nancement terminal est optimal alors un ordonnancement optimal pour l'arbre entier est
obtenu en allouant les châ�nes des sous-ordonnancements successifs sur un seul processeur
et les sous-arbres marqu�es sur l'autre.

Preuve
Examinons la forme d'un sous-ordonnancement terminal optimal. Celui-ci est d�etermin�e pour
un sous-arbre dont nous notons la racine Tlibre. Quel que soit l'ordonnancement de ce sous-
arbre, si Tlibre est allou�e �a P1, il y a au moins deux unit�es de temps entre la date de �n
d'ex�ecution de la derni�ere tâche sur P2 et la date de �n d'ex�ecution de Tlibre sur P1 (voir
�gure 2.13). De plus, par hypoth�ese, au niveau de Tlibre un nouveau sous-ordonnancement est
commenc�e, donc, en particulier, la condition 2 est v�eri��ee, c'est-�a-dire que si l0 est le niveau
de Tlibre : L(l0) � Sssam(l0), et donc dans tous les cas les ajouts, de la châ�ne �a la suite de
Tlibre sur P1, et des sous-arbres marqu�es sur P2, garantissent la conservation de l'optimalit�e,
en vertu de la propri�et�e que l'ordonnancement d'une châ�ne en pr�esence de communications



102 Chapitre 2. Ordonnancement d arbres sur deux processeurs identiques

est optimal si et seulement si cette châ�ne est enti�erement allou�ee �a un unique processeur. 2

A

Tlibre

R

niveau l0

niveau 2

Tlibre(2)

Ch

Ch

A

R

Ch R

A

Tlibre

Tlibre

Tlibre
Tlibre(2)

Tlibre(2)Tlibre

P1

P2

P2

P2

P2

P1
P1

P1

Fig. 2.13 - : Raccordement entre sous-ordonnancements.

L'optimalit�e repose donc sur la qualit�e du sous-ordonnancement terminal. Nous consi-
d�erons �a pr�esent seulement les arbres dont l'ordonnancement n'est form�e que d'un sous-
ordonnancement terminal. Pour ces arbres, le processus de choix des sous-arbres reste iden-
tique. Lors de l'application de l'algorithme, on consid�ere la tâche Tlibre d�e�nie par :

{ Tlibre admet au moins un pr�ed�ecesseur imm�ediat allou�e �a P2,

{ il n'existe aucune autre tâche non marqu�ee au niveau de Tlibre (not�e l0) �a part elle-même,

{ Tlibre est la tâche de plus haut niveau dans l'arbre admettant les deux pr�ec�edentes
propri�et�es.

L'ensemble des tâches entre Tlibre et la racine R (non comprise) est une châ�ne que l'on
appelle Ch. On note L la longueur de cette châ�ne (en terme de somme des temps d'ex�ecution
des tâches qui la compose). On note A l'ensemble des tâches appartenant aux sous-arbres
marqu�es dont les racines ont un successeur imm�ediat appartenant �a Ch, et Sssam, la somme
des dur�ees d'ex�ecution des tâches appartenant �a ces sous-arbres.
Deux cas peuvent survenir, soit L < Sssam�1, soit L = Sssam�1. En e�et, si L > Sssam�1,
alors en Tlibre un nouveau sous-ordonnancement aurait �et�e commenc�e. Dans le premier cas,
l'algorithme produit un ordonnancement optimal comme l'illustrent les di��erents cas de la
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�gure 2.14. Soit il existe, au niveau l0 + 1, au moins deux tâches dont le poids est sup�erieur
strictement �a Nmax, soit l'�etape d'allocation a �et�e achev�ee au niveau l0.

A

Tlibre

R

Tlibre(2)

niveau l0

niveau 2

R

A

Ch

RA

Ch

Tlibre(2)

Ch

A

R

Tlibre(2)

R

Ch

A

P1

P2

Tlibre

Tlibre Tlibre

Tlibre

Tlibre(2)
Tlibre(2)

Fig. 2.14 - : Lorsque L < Sssam � 1, dans tous les cas, l'ordonnancement produit est optimal.

Dans le second cas (L = Sssam � 1), tout ne se passe pas aussi bien. On conserve les
mêmes notations pour Tlibre, l0, Ch et L. Si au niveau l0 + 1 il existe au moins deux tâches
dont le poids est sup�erieur strictement �a Nmax, alors l'ordonnancement produit est optimal
car aucune p�eriode d'inactivit�e n'apparâ�t sur P1. En revanche, un probl�eme peut survenir
lorsque les tâches dont Tlibre est la racine sont r�eparties en deux ensembles de même dur�ee
d'ex�ecution allou�e chacun �a un processeur comme le montre la �gure 2.15.

Choix pr�eliminaire

Choix optimal

R

A B'

7

R

A B

8

2

2

1

2

2
R

2

A B

B'

Fig. 2.15 - : L = Sssam � 1, et �equir�epartition des tâches des niveaux sup�erieurs.
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Un arbre g�en�erique su�t pour repr�esenter l'ensemble des cas pour lesquels ce comporte-
ment pathologique survient (�gure 2.16). Si un tel ordonnancement n'est pas optimal il est
possible d'en construire un autre tel que les p�eriodes d'inactivit�e sur P1 disparaissent et tel
que la date de �n d'ex�ecution de la racine soit avanc�ee d'une unit�e de temps. Nous allons
exposer maintenant un ensemble de manipulations sur l'ordonnancement qui permettent de
r�ealiser l'�elimination des p�eriodes d'inactivit�e. On remarque tout d'abord que la premi�ere
p�eriode d'inactivit�e (celle dont la date est la plus petite) joue un rôle pr�epond�erant. En e�et,
l'�elimination de la seconde n'a pas d'incidence sur la date de �n d'ex�ecution, alors que la
disparition de la premi�ere permet la d�esynchronisation des �ns d'ex�ecution de Ch et de C 0

et entrâ�ne donc la disparition de la seconde p�eriode.

RCh

C 0A

B B'

A'

B'

B
A A'

R

Ch

C 0

Tlibre

Fig. 2.16 - : Cas pathologique pour lequel l'algorithme ne produit pas l'ordonnancement optimal.

Les notations de la �gure 2.16 sont conserv�ees pour toutes les �gures qui suivent.

On remarque tout d'abord que les dates de d�ebut d'ex�ecution des tâches de Ch ne peuvent
pas être avanc�ee quel que soit l'ordonnancement. En revanche, la date de �n d'ex�ecution de
C 0 peut parfois être avanc�ee d'une unit�e de temps. Ceci permet d'�eliminer la seconde p�eriode
d'inactivit�e. Cependant, ceci ne peut être r�ealiser qu'�a la faveur du transfert d'une tâche
unitaire de P2 vers P1, et cette tâche (appartenant �a C 0) ne peut être autre chose qu'une
feuille. En e�et, le transfert d'une tâche unitaire qui ne serait pas une feuille entrâ�nerait
in�evitablement un d�es�equilibre de la charge entre les processeurs lors de l'ex�ecution de Ch
et ne pourrait qu'augmenter la date de �n d'ex�ecution totale. En gardant les notations de la
�gure 2.16, la �gure 2.17 illustre un tel transfert. La date de �n d'ex�ecution de la derni�ere
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tâche ex�ecut�ee par B ou B0 (s'il est non vide) est retard�ee d'une unit�e de temps et la feuille
de C 0 s'ins�ere dans cet intervalle. Les dates d'ex�ecution des tâches de C 0 sont toutes avanc�ees
d'une unit�e de temps. On remarque que pour ce cas, le sous-arbre form�e par A et B0 peut
être vide.

P1

P2

RCh

C'f

T

A

B B'

A'

f T

C'

Ch R

A

B B'

A'

Fig. 2.17 - : Migration d'une feuille unitaire appartenant �a C0.

Si C 0 ne contient aucune feuille unitaire, seul doit être consid�er�e le sous-arbre dont
Tlibre est racine. Nous nous limitons donc dans la suite �a l'�etude des transformations de
ce sous-arbre. Nous allons montrer comment transformer cet ordonnancement, pour lequel
Exec(A) + Exec(A0) = Exec(B) + Exec(B0), en un autre ordonnancement pour lequel
jExec(T1)� Exec(T2)j = 2 (o�u T1 repr�esente l'ensemble des tâches ex�ecut�ees par P1 et ap-
partenant au sous-arbre dont Tlibre est racine et jij repr�esente la valeur absolue de i) et la
date de �n d'ex�ecution de Tlibre reste la même. L'ensemble des manipulations pr�esent�ees suit
la localisation de la premi�ere tâche unitaire rencontr�ee. Nous distinguons donc quatre cas,
selon que cette tâche appartienne �a A, A0, B ou B0.

Remarques pr�eliminaires
Lorsqu'une telle transformation est possible, C 0 est allou�e en totalit�e au processeur dont la
date de �n d'ex�ecution est la plus faible et Ch est allou�e en totalit�e �a l'autre processeur.
On suppose que l'ensemble des racines des sous-arbres appartenant �a A0, B et B0 ne sont
pas des tâches unitaires. Si tel n'est pas le cas, la transformation n�ecessaire est la migration
de l'une de ces racines.
La sommedes temps d'ex�ecution des tâches appartenant �aA,B,A0 etB0 v�eri�ent :Exec(B) �
Exec(A) + Exec(B0) et Exec(A0) > Exec(B0) par construction de l'ordonnancement.
Si A0 et B contiennent plusieurs sous-arbres, on suppose que l'ordonnancement de ces sous-
arbres sur chaque processeur privil�egie l'ex�ecution d'une tâche unitaire le plus tôt possible.
Si l'on note t la premi�ere tâche rencontr�ee dans l'ordonnancement, alors, sans changer l'ordre
d'ex�ecution des ensembles de tâches B puis B0 sur P1 et A puis A0 sur P2, aucune autre tâche
unitaire n'aurait pu être ex�ecut�ee avant t.

{ Si t 2 A

Soit E l'ensemble des tâches qui pr�ec�edent t dans l'ordonnancement, la solution consiste
�a �echanger l'ensemble de tâches E augment�e de t avec l'ensembleE0 des tâches qui sont
ex�ecut�ees en même temps que E et qui appartiennent �a B. Une feuille dont l'ex�ecution
n�ecessite deux unit�es (not�e F ) de temps et appartenant �a A0 est ex�ecut�ee plus tôt
a�n de recouvrir la communication comme l'illustre la �gure 2.18. Le nombre d'unit�es
de temps s�eparant la date de �n d'ex�ecution de A et la date de d�ebut d'ex�ecution
de B0 reste le même qu'avant la transformation, il n'y a donc aucun probl�eme de
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recouvrement pour cette communication.

E t

F AE' A'

B'BP1

P2

B'

FAt

E'

E

B

A'

Fig. 2.18 - : La premi�ere tâche unitaire appartient �a A.

{ Si t 2 A0 et A = ;
Si A0 contient une feuille qui ne soit pas un pr�ed�ecesseur de t, alors une transforma-
tion du même type que la pr�ec�edente permet d'�eliminer la p�eriode d'inactivit�e avant
l'ex�ecution de Tlibre (scenario repr�esent�e en �gure 2.19). Un autre scenario peut se
produire. Si A0 ne contient aucune feuille qui ne soit un pr�ed�ecesseur de t, alors une
transformation est encore faisable si pour l'ensemble E il est possible de d�eterminer,
parmi les tâches ex�ecut�ees sur P1, un ensemble E0 et une feuille F de dur�ee d'ex�ecution
�egale �a deux tels que : la dur�ee d'ex�ecution de E0 soit �egale �a la dur�ee d'ex�ecution de
E plus deux unit�es de temps et que F ne pr�ec�ede aucune tâche appartenant �a E. La
transformation est illustr�ee en �gure 2.19.

P1

P2 F

B

A't

E'

E F

B

A'

t

E'

E

P1

P2

F

A't

B

E

E' B

A'

t F

E'

E

Fig. 2.19 - : La premi�ere tâche unitaire appartient �a A0 et A est vide.

Si toutes les feuilles de B appartiennent n�ecessairement �a E0, et toutes les feuilles de
A0 pr�ec�edent t alors tout ordonnancement optimal du sous-arbre dont Tlibre est racine
a la forme de celui de d�epart. En e�et, �a partir de t, P1 et P2 ex�ecutent une châ�ne.
Ainsi, tout transfert de tâches entrâ�ne une communication non recouverte.

{ Si t 2 A0 et A 6= ;
On e�ectue une permutation des ensembles de tâches. A est allou�e �a P1 et est ex�ecut�e
avant B. L'ex�ecution de A0 est avanc�ee et B0 est allou�e �a P2. Cependant, la somme des
dur�ees d'ex�ecution des tâches appartenant �a A n'est, en g�en�eral, pas �egale �a celle des
tâches appartenant �a B0. Donc, avant la permutation, des tâches de A sont ajout�ees �a
B0, si Exec(A) > Exec(B0), et l'inverse si Exec(A) < Exec(B0). Si l'on note nA le nou-
vel ensemble A et nB0 le nouvel ensemble B0, Exec(nA) = Exec(B0) et Exec(nB0) =
Exec(A). Si ces �egalit�es ne sont pas possibles, alors soit Exec(nA) = Exec(B0) + 1,
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soit, Exec(nB0) = Exec(A)+ 1. Dans les deux cas, la transformation est termin�ee (ces
transformations sont illustr�ees en �gure 2.20).

B'B

A'A

nA

nB'A'

B

B'B

A'A

B

A'

nA

A' nB'

nB'

nA B

Fig. 2.20 - : �Equivalence de A0 et B.

Si Exec(nA) = Exec(B0) et Exec(nB0) = Exec(A) alors, les ensembles E et E0 sont
d�e�nis comme pr�ec�edemment. On peut supposer sans perte de g�en�eralit�e que l'ensemble
E est de poids strictement sup�erieur �a A. Si ce n'est pas le cas, cela signi�e que t est
une feuille, la migration de cette feuille de P2 vers P1 et son ex�ecution �a la date 0
constituent alors une transformation qui r�epond �a notre attente. Le cas o�u t appartient
�a nA a �et�e trait�e pr�ec�edemment. Les ensembles E augment�e de t et E0 sont �echang�es,
et la premi�ere tâche de nB0 est ex�ecut�ee �a la suite des tâches de E0. La communication
de t vers A0 est recouverte par T et la communication de E0 vers B est recouverte par
t (voir la �gure 2.21).

B

A

B'

A'

B

A'

nA

nB'

t

B

A'

E'

E

nA

T nB'

tE

E'

B

A'T nB'

Fig. 2.21 - : La premi�ere tâche unitaire appartient �a A0 et A 6= ;.

{ Si t 2 B

Si A = ;, les rôles de B et A0 sont rigoureusement �equivalents. Si A n'est pas vide,
alors, une permutation des ensembles de tâches comme celle pr�esent�ee en �gure 2.20
nous permet de retomber dans les cas ci-dessus trait�es.

{ En�n, si t 2 B0

L'ensemble E est constitu�e des premi�eres tâches ex�ecut�ees sur P2 et appartenant �a A0.
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L'ensemble E0 est constitu�e des premi�eres tâches ex�ecut�ees appartenant �a B0 jusqu'�a
t. Les ensembles v�eri�ent : Exec(E) = Exec(E0) + 2. E est d�eplac�e sur P2 et ex�ecut�e
�a partir de la date 0, et E0 augment�e de t remplace les tâches de E sur P2. Comme
A n'est pas vide, la communication de E vers A0 est recouverte. Le r�esultat de cette
transformation est illustr�e en �gure 2.22.

A

E' t

A'

B B'

E

E

A E' t

B

A'

B'P1

P2

Fig. 2.22 - : La premi�ere tâche unitaire appartient �a B0.

En conclusion, les transformations pr�esent�ees ci-dessus permettent, lorsque cela est pos-
sible, de transformer un ordonnancement du sous-arbre dont Tlibre est racine admettant une
p�eriode d'inactivit�e sur P1 en un nouvel ordonnancement dans lequel cette p�eriode d'inacti-
vit�e est �elimin�ee. Les seuls cas pour lesquels de telles transformations ne sont pas possibles
sont :

{ lorsqu'il n'y a aucune tâche unitaire dans le sous-arbre, ou,

{ lorsque A est vide et au moment de l'ex�ecution de t toutes les feuilles ont �et�e ex�ecut�ees.

Un exemple pour chacun de ces arbres est repr�esent�e en �gure 2.23. Dans la suite l'algo-
rithme qui produit ces transformations sera appel�e REARRANGE.
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Fig. 2.23 - : Cas pathologiques.
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Exemple:
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Fig. 2.24 - : L = Sssam � 1, et �equir�epartition des tâches des niveaux sup�erieurs.

2.2.3 P2 j arbre; pi 2 f1; 2; :::; kg; c = 1 j Cmax

Du et Leung conjecturent qu'il est possible d'obtenir des algorithmes optimaux pour
les probl�emes P2 j arbre; pi 2 f1; kg j Cmax, par une approche �enum�erative des cas d�e-
g�en�er�es, m�ethode que les auteurs utilisent pour la mise au point d'un algorithme optimal
pour le probl�eme P2 j arbre; pi 2 f1; 3g j Cmax. Il semble cependant que la complexit�e de
tels algorithmes augmente tr�es rapidement avec k. Nous proposons une heuristique pour le
probl�eme plus g�en�eral o�u les dur�ees d'ex�ecution appartiennent �a l'ensemble f1; 2; :::; kg, et
o�u les communications sont unitaires (not�e P2 j arbre; pi 2 f1; 2; :::; kg; c = 1 j Cmax).
Cette heuristique, bas�ee sur l'algorithme MAJYC, est appel�e MAJYC-k. Les propri�et�es
cit�ees pour le cas pr�ec�edent sont encore valables pour ce cas plus g�en�eral. L'ordonnancement
de l'arbre entier est encore une concat�enation de sous-ordonnancements, et les deux condi-
tions qui pr�esidaient au commencement d'un nouveau sous-ordonnancement sont les mêmes.
L'algorithme MAJYC est pr�ec�ed�e par une transformation des tâches non unitaires. L'arbre
r�esultant ne contient que des tâches unitaires (l'id�ee en avait �et�e pr�esent�ee dans la remarque
1 du paragraphe pr�ec�edent). Ainsi, une tâche de dur�ee d'ex�ecution �egale �a k est transform�ee
en une châ�ne de longueur k, dont toutes les tâches ont une marque de parent�e (voir �gure
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2.25).

4
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1 4
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3

Fig. 2.25 - : Un exemple de transformation des tâches non unitaires.

La di��erence entre MAJYC et MAJYC-k se situe au niveau du dernier choix. A la �n
de l'ordonnancement, si pour un ensemble de tâches ayant la même marque de parent�e il
existe un sous-ensemble de tâches choisies non vide (Lchoisies 6= ;) et un sous-ensemble de

tâches non choisies non vide �egalement, alors si Cardinal(Lchoisies) �
&
k

2

'
, toutes les tâches

de même marque de parent�e sont choisies �egalement. Cette technique permet de produire
des ordonnancements tels que :

!MAJY C�k � !optimal +

&
k

2

'
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Exemple
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Fig. 2.26 - : Un exemple d'ordonnancement produit par MAJYC-k.

2.2.4 Conclusion

Pour les probl�emes d'ordonnancement d'arbres �a gros grain sur deux processeurs en
pr�esence de d�elais de communication, l'algorithme propos�e produit des ordonnancements
optimaux lorsque les dur�ees des tâches sont restreintes �a l'ensemble f1; 2g, et distants, dans
le pire des cas, de dk2e unit�es de temps d'un ordonnancement optimal lorsque les dur�ees
des tâches sont restreintes �a l'ensemble f1; 2; :::; kg. Il s'agit d'une avanc�ee par rapport au
travail de Nakajima et al. [NLH81] puisque les communications sont prises en compte. De
plus, leurs travaux ne proposent pas d'heuristiques pour l'ordonnancement d'arbres autres
que ceux pour lesquels les tâches ont des dur�ees d'ex�ecution dont les valeurs sont unitaires
ou �egales �a k. On notera d'autre part que l'heuristique pr�esent�ee dans le dernier paragraphe
est assymptotiquement optimale lorsque le nombre de sommets de l'arbre est tr�es grand en
rapport de la valeur de k.
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2.3 P2 j arbre; pi = 1; c j Cmax

Alors que le probl�eme pr�ec�edent est quali��e d'ordonnancement �a "gros grain", c'est une
granularit�e �ne qui caract�erise ce nouveau probl�eme (temps de calcul inf�erieurs aux temps
de communication).
Papadimitriou et Yannakakis prouvent, lorsque la duplication est autoris�ee et pour un nombre
non limit�e de processeurs, la NP-compl�etude du probl�eme dans le cas o�u le graphe est un
DAG et lorsque � , le rapport communication/instruction, est de l'ordre de n. Ils propo-
sent un algorithme construisant des ordonnancements proches d'un facteur 2 de l'optimal
[PY88]. Pour le même probl�eme, Jung, Spirakis et Kirousis proposent un algorithme bas�e
sur une m�ethode de programmation dynamique qui produit des ordonnancements optimaux.
La complexit�e de cet algorithme est O(n�+1) [JKS89]. En s'appuyant sur le principe utilis�e
dans l'algorithme, les auteurs calculent une borne inf�erieure de la date de �n d'ex�ecution
pour des arbres binaires complets. Pour des anti-arbres, ils mettent en �evidence la quantit�e
de calculs dupliqu�es n�ecessaire pour atteindre une date de �n d'ex�ecution optimale. Lorsque
le graphe est un anti-arbre, Chr�etienne pr�esente un algorithme qui permet, en utilisant la
duplication et pour un nombre non limit�e de processeurs, de produire en temps polynomial
des ordonnancements optimaux. Lorsque le graphe est un arbre de profondeur au moins 2
(ou un anti-arbre lorsque la duplication n'est plus autoris�ee), ce même probl�eme devient NP-
di�cile [Chr89]. Lorsque les tâches sont unitaires et que les dur�ees des communications sont
quelconques, Jakoby et Reischuk prouvent que la construction d'un ordonnancement opti-
mal d'un arbre binaire complet est un probl�eme NP-di�cile, y compris lorsque le nombre
de processeurs n'est pas limit�e. Ce probl�eme reste de la même di�cult�e lorsque le graphe
est un arbre binaire et que les communications sont uniformes (constante pour un arbre
donn�e, mais dont la valeur d�epend de l'arbre). Par contre, lorsque les communications sont
�egales �a une constante quel que soit l'arbre, ils proposent un algorithme qui r�ealise un ordon-
nancement optimal pour les arbres k-aires complets [JR92]. Picouleau �etudie des probl�emes
similaires dans lesquels la valeur des communications d�epend de la topologie du r�eseau d'in-
terconnexion. Ainsi, pour une châ�ne de longueur in�nie, il prouve que l'ordonnancement
d'un arbre ou d'un anti-arbre est un probl�eme NP-complet. Pour une topologie d�ecrite par
une matrice d'adjacence de taille p, dans laquelle la valeur d'une communication est �egale
�a la distance minimale entre les deux processeurs communicants, d�eterminer s'il existe un
ordonnancement de longueur �egale �a une valeur donn�ee est NP-complet [Pic94]. En�n, l'or-
donnancement d'un arbre ou d'un anti-arbre sur une topologie de type �etoile est lui aussi
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NP-complet. Les principaux r�esultats sont r�esum�es dans le tableau ci-dessous.

Auteurs Complexit�e Notation du probl�eme Remarques

[PY88] NP-complet P1 j dup; prec; pi = 1; c j Cmax c = O(n2)
[JKS89] O(n�+1) P1 j dup; prec; pi = 1; c j Cmax

[JKS89] P1 j dup; anti� arbre; pi = 1; c j Cmax Cmax � � log(n)
2 (log(�)+log(rec))

[JKS89] P1 j arbre; pi = 1; c j Cmax Cmax � 2 � log(n)
log(�)

[JR92] NP-complet P1 j arbre; pi = 1; cij j Cmax arbres binaires complets
[JR92] NP-complet P1 j arbre; pi = 1; c(n) j Cmax arbres binaires
[JR92] polynomial P1 j arbre; pi = 1; c j Cmax arbres k-aires complets
[Pic94] NP-complet P j prec; pi = 1; c 2 f1; 2; ::; dmaxg j Cmax dmax

1

[Pic94] NP-complet P �etoile j arbre; pi = 1; c = 2 j Cmax

Dans la suite, seuls seront consid�er�es les probl�emes dont les communications sont constantes.
Les tâches sont unitaires, le nombre de n�uds de l'arbre (qui est �equivalent �a la somme des
dur�ees d'ex�ecution des tâches) est not�e n . Nous examinons tout d'abord le probl�eme pour
c = 2, puis nous proposons une heuristique pour c quelconque.

2.3.1 P2 j arbre; pi = 1; c = 2 j Cmax

Le cas particulier de c = 2 est enrichissant parce qu'il permet de mettre en �evidence
un grand nombre de di�cult�es inh�erentes �a une �ne granularit�e, tout en conservant une
complexit�e raisonnable puisqu'il est possible de d�eriver depuis l'algorithme MAJYC un algo-
rithme optimal pour ce cas particulier. Appelons P2 le processeur pour lequel les sous-arbres
marqu�es sont choisis, et P1 le processeur qui ex�ecute la racine de l'arbre.

Qualit�e de l'ordonnancement r�ealis�e par l'algorithme MAJYC

Dans le cas d'arbres UECT, lorsqu'�a un niveau donn�e il existe (au moins) deux n�uds
non marqu�es dont le poids est sup�erieur �a la valeur de Reste, alors les tâches restant �a
allouer peuvent être choisies dans n'importe lequel des sous-arbres ayant l'un de ces n�uds
pour racine, et l'ordonnancement produit est optimal. Lorsque les communications sont
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strictement sup�erieures �a 1, ce n'est plus vrai (comme le montre la �gure 2.27).
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Fig. 2.27 - : Choix des derniers n�uds.

Dans cette partie, nous allons montrer qu'une version tr�es l�eg�erement modi��ee de l'al-
gorithme MAJYC permet d'obtenir des ordonnancements distants d'au plus une unit�e de
temps de l'optimal. La modi�cation concerne le calcul de Reste. Le premier calcul de Reste
doit tenir compte de la dur�ee de calcul n�ecessaire pour recouvrir compl�etement une com-
munication. Alors que pr�ec�edemment une unit�e de calcul �etait su�sante il faut maintenant
r�eserver deux tâches pour recouvrir une communication. Donc, Reste = (n� 3)div(2).

Appelons MAJYC-c2 l'algorithme MAJYC pour lequel tous les calculs de Reste se
font selon l'expression pr�ec�edente. L'algorithme ne di��ere de MAJYC que pour ce calcul.
En particulier, les sous-arbres choisis sont toujours marqu�es, et Reste est mis �a jour apr�es
chaque allocation et lors des situations pour lesquelles un seul n�ud non marqu�e subsiste
au niveau courant l (durant l'application de l'algorithme). Pour cette derni�ere situation, si
la valeur de Reste calcul�ee est inf�erieure ou �egale �a la valeur courante, un ordonnancement
optimal du sous-arbre non encore explor�e am�ene trivialement �a un ordonnancement optimal
de l'arbre entier, en concat�enant �a l'ordonnancement de P1 l'ensemble des n�uds non mar-
qu�es des niveaux inf�erieurs �a l, et en concat�enant �a l'ordonnancement de P2 l'ensemble des
n�uds marqu�es appartenant �a des sous-arbres dont les racines sont de niveau inf�erieur �a l
(ce dernier ensemble �etant inf�erieur ou �egal en taille �a celui allou�e �a P1).

Th�eor�eme T0
Les ordonnancements que produit MAJYC-c2 pour le probl�eme P2 j arbre; pi = 1; c =
2 j Cmax sont tels que :

!MAJY C�c2 � !optimal + 1
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Preuve
Durant la phase d'allocation pla�cons nous �a un niveau donn�e l. Si Reste > 0 et qu'il ne
subsiste �a ce niveau qu'un seul n�ud non marqu�e, Reste est mis �a jour et l'ordonnancement
se poursuit au niveau sup�erieur. Si au niveau l il existe au moins trois n�uds non marqu�es
dont les poids respectifs sont sup�erieurs ou �egaux �a Reste, alors le nombre total de n�uds est
su�sant pour recouvrir la communication entre le dernier sous-arbre choisi et son successeur
imm�ediat. L'ordonnancement produit par MAJYC-c2 est alors optimal. Consid�erons le cas o�u
ce nombre de n�uds est �egal �a deux. Soient Poids(Ssa1) et Poids(Ssa2) leur poids respectif.
Si Reste � max(Poids(Ssa1)�2; P oids(Ssa2)�2), alors le choix naturel de l'algorithme se
porte sur le sous-arbre de plus faible poids et il reste au moins deux tâches �a ex�ecuter par P1

pour recouvrir la communication, et comme pr�ec�edemment, l'ordonnancement produit par
MAJYC-c2 est optimal. Le cas Reste = Poids(Ssa1)�1 = Poids(Ssa2)�1 constitue le seul
cas pour lequel MAJYC-c2 ne produit pas un ordonnancement optimal, mais introduit une
p�eriode d'inactivit�e sur P1 due �a la communication, et l'ordonnancement obtenu est distant
d'au plus une unit�e de temps de l'optimal. En e�et, l'algorithme choisi Reste tâches dans un
des sous-arbres, et la derni�ere tâche qu'il ex�ecute n'est pas la racine de l'un des sous-arbres.

Recherche d'un ordonnancement optimal

Lorsque Reste est calcul�e, seul est pris en compte le quotient de la division, Reste =
(n � 3)div(2). La valeur du reste de la division (n � 3)mod(2) donne une indication sur la
libert�e de choix des n�uds. Lorsqu'il est �egal �a 0, cette libert�e est nulle.
Appelons P2 le processeur pour lequel les sous-arbres marqu�es sont choisis, et P1 le proces-
seur qui ex�ecute la racine de l'arbre.

Th�eor�eme T1
Soit S un ordonnancement tel que P1 soit toujours actif et P2 ex�ecute (n� 3)div(2) tâches.
Cet ordonnancement est optimal et contient exactement 2 + (n� 3)mod(2) p�eriodes d'inac-
tivit�e.

Corollaire C1
Supposons que S soit un ordonnancement tel que P1 soit toujours actif et tel que P2 ex�ecute
(n � 3)div(2) tâches. Le niveau de la derni�ere tâche ex�ecut�ee par P2 est compris entre 2 et
(n� 3)mod(2) + 2.

Preuve
Supposons que le niveau de cette derni�ere tâche (not�ee Tder) soit sup�erieur ou �egal �a (n �
3)mod(2) + 3. Dans ce cas, la date de �n d'ex�ecution de Tder est minor�ee par (n � 3)div(2)
(cas o�u il n'y a pas d'attente sur P2). A cette date P1 a donc ex�ecut�e (n�3)div(2) tâches �ega-
lement (P1 est toujours actif). De plus, P1 dispose d'au moins 2 tâches (qui n'appartiennent
pas �a l'ensemble des successeurs de Tder) prêtes �a être ex�ecut�ees pour recouvrir la communi-
cation. Le niveau de Tder est par hypoth�ese sup�erieur ou �egal �a (n�3)mod(2)+3. Tder a donc
au moins (n�3)mod(2)+1 successeurs (racine non comprise) qui doivent être ex�ecut�ees par
P1. A la �n de l'ex�ecution, P1 a donc ex�ecut�e (n � 3)div(2) + c + (n� 3)mod(2) + 1 tâches
plus la racine et P2 en a ex�ecut�e (n� 3)div(2). Au total n� 1� 2+ 1+ 2+ 1 = n+1 tâches
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ont �et�e ex�ecut�ees, alors que l'arbre n'en comportait que n. Cette contradiction implique que
le niveau de la derni�ere tâche ex�ecut�ee par P2 est inf�erieur ou �egal �a (n� 3)mod(2) + 2.

Modi�cation de l'algorithme en cons�equence

Nous ne consid�erons dans cette partie que des arbres dont les deux pr�ed�ecesseurs imm�e-
diats de la racine sont de même poids �egal �a Reste+1. Pour ce cas particulier (n�3)mod(2) =
0. D'apr�es le Corollaire C1, le niveau de la derni�ere tâche ex�ecut�ee par P2 doit appartenir au
niveau deux de l'arbre. Or le poids des n�uds de ce niveau est strictement sup�erieur �a Reste.
La solution consiste �a trouver une partition des tâches de l'un des sous-arbres de telle sorte
que P2 ex�ecute la racine d'un des deux sous-arbres. Cela revient �a trouver dans le sous-arbre
ex�ecut�e par P2 une tâche ex�ecutable par P1 sans entrâ�ner d'attente sur P2. Au moment de
l'ex�ecution, P1 commence par ex�ecuter cette tâche, puis ex�ecute son sous-arbre. Pendant ce
temps P2 doit pouvoir ex�ecuter une tâche, puis encore su�samment pour recouvrir la com-
munication de P1 vers P2. Il faut donc que l'un des sous-arbres, issus de la racine de l'arbre
entier, contienne un n�ud nd (d'arit�e sup�erieure ou �egale �a deux) dont le poids soit sup�erieur
ou �egal �a 5 : �egal au poids de nd lui-même plus le poids des deux tâches ex�ecut�ees au même
instant par les deux processeurs, plus deux tâches pour recouvrir la communication. Mais il
faut aussi que les deux tâches qui permettent de recouvrir la communication ne soient pas
des successeurs de la tâche ex�ecut�ee par P1. Il faut donc que le sous-arbre dans lequel la
tâche ex�ecut�ee par P1 soit de poids inf�erieur ou �egal �a Poids(nd) � 1� (1 + 2).
Pour le cas qui nous occupe, il faut donc trouver un n�ud d'arit�e sup�erieure ou �egale �a deux
et de poids sup�erieur ou �egal �a cinq et dont l'un des sous-arbres est de poids inf�erieur ou
�egal �a Poids(noeud) � 4.
Si un tel sous-arbre existe alors il existe un ordonnancement de l'arbre qui alloue (n�3)div(2)
tâches �a P2 et tel que P1 soit toujours actif. Ce qui garantit l'optimalit�e. D'autre part, tout
ordonnancement v�eri�ant ces deux conditions implique que l'arbre de d�epart contenait un
tel sous-arbre. On remarque que s'il n'existe pas de telle tâche, l'ordonnancement donn�e par
MAJYC-c2 est optimal (pour c = 2).
La complexit�e de cette recherche n'augmente pas celle de l'algorithme.

Exemple
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Fig. 2.28 - : Un exemple d'application de MAJYC-c2 avec la proc�edure de recherche.
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Remarque
La propri�et�e de constante activit�e sur un processeur est pour ce cas v�eri��ee. En e�et, suppo-
sons que nous disposions d'un ordonnancement optimal ayant des p�eriodes d'inactivit�e dans
son ordonnancement. Il ne peut y avoir plus de deux unit�es de temps successives pendant
lesquelles le processeur est inactif. En e�et, si trois unit�es de temps successives �etaient inac-
tives alors, soit l'ex�ecution de la tâche suivante peut être avanc�ee d'une unit�e de temps et
l'ordonnancement n'�etait pas optimal, soit (si l'un de ses pr�ed�ecesseurs termine son ex�ecu-
tion sur le second processeur deux unit�es de temps avant) l'un de ses pr�ed�ecesseurs peut être
d�eplac�e et le temps total de l'ordonnancement diminu�e, auquel cas l'ordonnancement n'�etait
pas optimal.
Donc, si la dur�ee d'inactivit�e est �egale �a une unit�e de temps, le pr�ed�ecesseur qui est ex�ecut�e
sur l'autre processeur est d�eplac�e. Si cette dur�ee est �egale �a deux unit�es de temps, alors
le pr�ed�ecesseur qui est ex�ecut�e sur l'autre processeur est d�eplac�e et si cela ne su�t pas, le
pr�ed�ecesseur du pr�ed�ecesseur �egalement (voir �gure 2.29).

Tp

T

TTp TTpTpp

T

TpTpp

Fig. 2.29 - : Les p�eriodes d'inactivit�e peuvent toujours être �elimin�ees.

Conclusion

Nous avons construit un algorithme de complexit�e lin�eaire, optimal pour le cas o�u la
communication est constante �egale �a 2. Il est �a noter que l'algorithme propos�e par Jung,
Kirousis et Spirakis produit des ordonnancements optimaux pour ce même probl�eme, mais
avec une complexit�e de l'ordre de O(n3).

2.3.2 P2 j arbre; pi = 1; c j Cmax

Pour une valeur de c plus importante, c'est-�a-dire lorsque la granularit�e est plus �ne, le
cas au pire n'est plus exactement le même que pr�ec�edemment. Cependant, le corollaire C1
est valide.
Nous d�e�nissons pour ce nouveau probl�eme l'algorithmeMAJYC-c qui di��ere de MAJYC-
c2 pour le calcul de Reste : Reste = (n � 1 � c)div(2).
Nous montrons que les ordonnancements construits par cet algorithme sont distants de
(c)div(2) + 1 au plus de l'optimal.

L'�ecart entre un ordonnancement optimal et un ordonnancement construit par MAJYC-c
provient du choix terminal, c'est-�a-dire des choix qui interviennent lorsqu'�a un certain niveau
il existe au moins deux n�uds dont le poids est sup�erieur strictement �a la valeur de Reste,
et lorsqu'il n'existe �a ce niveau aucun n�ud ayant un poids inf�erieur ou �egal �a cette valeur.
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Cependant, contrairement au cas c = 2, les ordonnancements construits par cet algorithme
sont distants de plus de 1 de l'optimal, comme le montre la �gure 2.30.
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Fig. 2.30 - : Un ordonnancement distant de 2 de l'optimal (c=4).

Cependant, cet �ecart ne peut pas être sup�erieur �a (c)div(2)+1. En e�et, si l'on consid�ere
un arbre de n tâches dont l'ensemble des pr�ed�ecesseurs imm�ediats sont de poids �egaux et
au nombre de deux. La charge restant �a allouer �a P2 est �egale �a

j
n�1�c

2

k
. Donc, (n � 1 �

c)div(2)+(n�1� c)mod(2)+ c+1 est une borne inf�erieure de la date de �n d'ex�ecution. Un
ordonnancement construit par MAJYC-c choisi dans l'un des deux sous-arbres le nombre
de tâches correspondant �a la charge calcul�ee. La hauteur maximum de la derni�ere tâche
ex�ecut�ee sera donc �egale �a 2+(n�1)div(2)� (n�1� c)div(2). Ce qui signi�e que le nombre
de tâches que P1 peut ex�ecuter apr�es la date de �n d'ex�ecution des tâches sur P2 est �egal �a
(n�1)div(2)� (n�1�c)div(2), ce qui est �egal �a (c)div(2). Donc, au pire, P1 devra attendre
(c)div(2) + 1 unit�es de temps pour ex�ecuter la racine.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, un nouvel algorithme pour l'ordonnancement des arbres UECT a �et�e
pr�esent�e, et son optimalit�e prouv�ee pour un syst�eme bi-processeur. Bien qu'il ne soit pas le
seul algorithme existant qui produise des ordonnancements optimaux pour ce probl�eme, il
pr�esente un avantage de pouvoir être facilement adaptable pour ordonnancer des arbres dont
la granularit�e est voisine.

Il a �et�e montr�e que pour des versions de ce même algorithme tr�es l�eg�erement modi��ees,
les ordonnancements produits, pour des arbres �a gros grain (communications unitaires et

dur�ees des tâches comprises entre 1 et k), ne sont distants que de
l
k
2

m
unit�es de temps de

l'optimal. Ce qui signi�e que cet algorithme est asymptotiquement optimal pour des arbres
comportant un grand nombre de sommets, d�es que n � k. Ce r�esultat pr�esente un int�erêt
sachant que ce type de probl�eme est NP-complet sans communication et pour un nombre
de processeurs restreint �a deux [DL88]. Pour des arbres dont l'ex�ecution des tâches n�ecessite



2.4. Conclusion 119

une ou deux unit�es de temps, une analyse �ne a permis la mise au point d'un algorithme
qui g�en�ere des ordonnancements optimaux. Ce r�esultat est nouveau et g�en�eralise une �etude
de probl�emes d'ordonnancement pour de tels arbres [NLH81], par l'ajout de communications.

Lorsque la granularit�e est �ne, c'est-�a-dire que le temps requis pour e�ectuer une com-
munication est sup�erieur �a une unit�e de temps, MAJYC s'adapte une nouvelle fois de fa�con
interessante, et le même type de comportement que pour les arbres �a gros grain se retrouve.
L'heuristique pr�esent�ee pour des arbres dont les temps de communication sont �egaux �a c > 1,
ne sont distants que de

l
c
2
+ 1

m
unit�es de temps d'un ordonnancement optimal. De nouveau,

cette heuristique est asymptotiquement optimale, d�es que n� c. En�n, pour le cas particu-
lier o�u c = 2 nous avons propos�e un algorithme qui produit des ordonnancements optimaux
en un temps lin�eaire. Cette heuristique, propose une alternative �a l'utilisation de l'algorithme
propos�e par Jakoby et al. [JKS89] qui produit des ordonnancements optimaux mais dont la
complexit�e est forte (O(nc+1)).

Il apparâ�t cependant que cet algorithme bas�ee sur une strat�egie de regroupement se g�e-
n�eralise assez di�cilement pour un nombre de processeurs sup�erieur �a deux. Cependant, nous
allons montrer dans le chapitre suivant que ce type de strat�egies peut être avantageusement
mis en oeuvre pour un nombre de processeurs m � 2 et que certains algorithmes bas�es sur
ces strat�egies peuvent manifester une adaptabilit�e importante pour des granularit�es voisines.
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Chapitre 3

Ordonnancement d'arbres sur m

processeurs identiques

Ce chapitre est d�edi�e �a l'�etude d'heuristiques pour l'ordonnancement des arbres sur un
nombre m �x�e de processeurs. Nous d�ecomposons comme pour le chapitre pr�ec�edent ce
chapitre en trois principales sections. La premi�ere concerne le probl�eme UECT correspon-
dant au mod�ele d'ex�ecution propos�e par Rayward-Smith [RS87]. Dans cette partie, une
nouvelle heuristique est propos�ee pour l'ordonnancement des arbres sur m processeurs. Par
une analyse du cas au pire, une borne quali�ant la qualit�e des ordonnancements produits
est calcul�ee. Dans une seconde partie, l'ordonnancement des arbres �a gros grain est trait�e
(temps d'ex�ecution sup�erieurs aux temps de calcul). Une borne au pire du comportement de
l'heuristique d�ecrite dans la premi�ere partie est calcul�ee. En�n, la derni�ere section traite de
l'ordonnancement des arbres �a grain �n, c'est-�a-dire correspondant au mod�ele d'ex�ecution
d�ecrit par Papadimitriou et Yannakakis [PY88].

121
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3.1 Pm j arbre; pi = 1; c = 1 j Cmax

Nous avons vu dans le chapitre pr�ec�edent que le probl�eme de l'ordonnancement des arbres
UECT est NP-complet lorsque le nombre de processeurs n'est pas �x�e [Vel93b, Saa92, Pic93].
Ce même probl�eme est trivial lorsque le nombre de processeurs est non born�e, et est r�esolu
de fa�con exacte par un algorithme de programmation dynamique de complexit�e �egale �a
O(n2(m�1)) [VRKL94]. Une heuristique de complexit�e lin�eaire bas�ee sur la propri�et�e du �ls
favoris�e (d�ecrite dans le chapitre pr�ec�edent) permet d'obtenir des ordonnancements distants
de moins de m� 2 unit�es de temps de l'ordonnancement optimal [Law93]. Nous proposons
dans cette section un nouvel algorithme bas�e sur une strat�egie de regroupement des tâches.
Nous exposerons le principe qui permet d'a�rmer que la borne propos�ee dans [VRKL94]
peut être am�elior�ee, et par une analyse du cas au pire nous donnons une nouvelle borne qui
est atteinte, �a la fois par l'algorithme qu'ils proposent et par celui que nous pr�esentons dans
la section suivante.

3.1.1 Une heuristique pour Pm j arbre; pi = 1; c = 1 j Cmax

L'id�ee de cette heuristique est de modi�er un ordonnancement optimal produit pour un
nombre non limit�e de processeurs, en r�eduisant le nombre de processeurs �a m.

Principe de l'heuristique

L'ordonnancement optimal initial est construit par un algorithme de regroupement de
tâches. La premi�ere �etape consiste �a attribuer �a chaque tâche une date d'ex�ecution au plus
tôt. Les groupes sont ensuite constitu�es, en partant de la racine. Lorsqu'un n�ud a plusieurs
pr�ed�ecesseurs imm�ediats dont la date au plus tôt est la même, l'un d'eux est choisi arbitraire-
ment pour appartenir au groupe. Il s'agit d'un regroupement lin�eaire. Cette �etape termin�ee,
tous les n�uds appartiennent �a un groupe (�eventuellement r�eduit �a une seule tâche) comme
illustr�e sur la �gure 3.1. La derni�ere �etape consiste �a attribuer �a chaque tâche une date
d'ex�ecution au plus tard, en fonction de l'appartenance �a un groupe de tâches, sachant que
la communication entre deux n�uds successifs appartenant �a un même groupe est de coût
nul.
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Fig. 3.1 - : Dates au plus tôt, formation des groupes, dates au plus tard.
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La seconde �etape r�eduit le nombre de processeurs utilis�es. Le processus de r�eduction
d�ebute �a la racine. L'algorithme fait la somme de l'ensemble des processeurs utilis�es pour
chaque tranche du diagramme de Gantt correspondant �a une unit�e de temps (voir la �gure
3.2).
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Fig. 3.2 - : Ordonnancement initial de l'arbre (le nombre de processeurs requis est non born�e).

Soit m0 le nombre de tâches ex�ecut�ees durant l'intervalle de temps t0. Si m0 est inf�erieur
ou �egal �a m, le prochain intervalle de temps est examin�e. Si m0 > m, alors il y a trop de
tâches ordonnanc�ees dans cet intervalle de temps, l'ex�ecution de certaines d'entres elles doit
être avanc�ee1. L'algorithme conserve pour cet intervalle de temps lesm tâches dont le chemin
critique est le plus grand, et avance l'ex�ecution des m0�m autres tâches, ainsi que les toutes
les tâches appartenant au sous-arbre dont ces m0 � m tâches sont racines. Ce proc�ed�e est
it�er�e pour tous les intervalles de temps. Lorsque la totalit�e des tâches en pr�esence sont des

feuilles (chemin critique �egal �a 1), elles sont r�eparties en

&
m0

m

'
intervalles de temps.

Description algorithmique de la r�eduction

On note NIntervalleCourant le nombre de tâches ex�ecut�ees durant cet intervalle de temps.
L'it�eration commence pour l'intervalle de temps durant lequel la racine est ex�ecut�ee. Le
nombre de processeurs est �x�e �egal �a m.

Tant que (NIntervalleCourant > 0) Faire
Si (NIntervalleCourant > m) Alors

Pour (tous les noeuds ex�ecut�es durant cet intervalle) Faire
conserver les m noeuds ayant les chemins critiques les plus grands
pour les autres, faire remonter d'une unit�e de temps l'ensemble
des noeuds appartenant aux sous-arbres dont ils sont racines

FinPour
FinSi
IntervalleCourant = intervalle de temps pr�ec�edent

Fin Tant que

1avanc�ee, c'est-�a-dire que la tâche est repouss�ee vers la gauche dans le diagramme de Gantt, c'est-�a-dire
vers la date de d�ebut d'ex�ecution de l'arbre.
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Exemple

On ordonnance l'arbre de la �gure 3.1. L'ordonnancement est construit sur huit proces-
seurs, mais le nombre maximum de processeurs utilis�es �a un instant donn�e se limite �a six
(voir �gure 3.2). La r�eduction commence pour le premier intervalle de temps contenant plus
de tâches que le nombre de processeurs. Ce premier intervalle contient six tâches. Parmi
elles, il y en a trois dont le chemin critique est �egal �a 1. Ce sont ces trois tâches ainsi que les
sous-arbres dont elles sont racines qui sont avanc�ees (�etapes 1 et 2). Le nombre de tâches de
l'intervalle suivant est �egal �a huit, il faut donc remonter cinq tâches. Elles sont choisies de
la même fa�con (�etapes 2 et 3). En�n, lorsque toutes les tâches restant sont des feuilles, elles
sont r�eparties en dm0=me intervalles de temps (�etapes 3 et 4).
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Fig. 3.3 - : Un exemple de r�eduction pour m = 3.

Remarque
Dans l'ordonnancement initial, les contraintes de pr�ec�edence ainsi que les attentes de com-
munications sont respect�ees. Le type de regroupement utilis�e par cet algorithme est un
regroupement lin�eaire, ce qui implique que lorsqu'un groupe est coup�e (ce qui ne se produit
que lorsque l'ex�ecution de la premi�ere partie d'un groupe est avanc�ee), les deux parties r�esul-
tantes peuvent être allou�ees �a deux processeurs di��erents, sans attente de communication.
Cette remarque explique que le nombre de tâches par intervalle de temps est �equivalent au
nombre de processeurs utilis�es.
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3.1.2 Analyse au pire et nouvelle borne

L'heuristique que nous venons de pr�esenter est de même complexit�e que celle pr�esent�ee
dans [VRKL94]. Il y a �equivalence entre le choix du �ls favori dans l'heuristique �ammachines
qu'ils pr�esentent et la constitution des groupes de tâches avec priorit�e en fonction du plus
long chemin jusqu'�a une feuille que nous pr�esentons. La r�eduction que nous pr�esentons est
une strat�egie voisine de l'algorithme de Hu [Hu61]. Le crit�ere de priorit�e dans l'algorithme de
Hu est HLF (Highest Level First), c'est-�a-dire que les tâches qui sont ex�ecut�ees en premier
sont celles dont le chemin jusqu'�a la racine est le plus long. Elles sont alors ex�ecut�ees au
plus tôt. Dans la r�eduction que nous proposons, les tâches les plus prioritaires sont celles
dont le chemin jusqu'�a une feuille est le plus long et sont ex�ecut�ees au plus tard.

Analyse au pire

Nous pr�esentons dans cette section le cas au pire pour ces heuristiques. A partir de ce cas
au pire nous calculons une nouvelle borne de la qualit�e des ordonnancements. Cette borne
n'est pas prouv�ee dans le pr�esent document, mais dans [GRT95]. Nous pr�esentons toutefois
deux r�esultats pour des types d'arbres particuliers.

Lemme 1
Lorsque la largeur maximum de l'arbre est inf�erieure ou �egale �a m, l'heuristique pr�esent�ee
produit des ordonnancements optimaux.

Preuve
Consid�erons un tel arbre et notons n2 le nombre de noeuds du niveau 2, et ni le nombre
de noeuds du niveau i. Notons �egalement t la date de �n d'ex�ecution de la racine. Parmi
l'ensemble des noeuds du niveau 2, l'un des noeuds N appartenant �a un plus long chemin est
choisi pour être ordonnanc�e �a t�2. Parmi l'ensemble des pr�ed�ecesseurs de ce noeud, un seul
pourra être ordonnanc�e �a t� 3. Nou le notons Np. D'autre part, les autres noeuds candidats
�a un ordonnancement �a cette date sont les noeuds du niveau 2 qui ne sont pas encore ordon-
nanc�es et qui ne sont pas des pr�ed�ecesseurs de N . Au total, le nombre de noeuds candidats
pour être ordonnanc�es �a t�3 est inf�erieur ou �egal �a n2�nN+1 (si l'on note nN le nombre de
pr�ed�ecesseurs de N) et est inf�erieur ou �egal �a m. En revanche pour la date t�4, le nombre de
noeuds candidats �a un ordonnancement sont les noeuds lib�er�es par N qui ne sont pas encore
ordonnanc�es, soit nN � 1 plus un noeud pour chacun des n2� nN +1 noeuds ordonnanc�es �a
la date t� 3. Au total, au plus n2 � nN + 1 + nN � 1 = n2 noeuds sont candidats pour être
ordonnanc�es �a t � 4. De la même fa�con, le raisonnement peut être reproduit pour les t� i
en tenant compte des noeuds dont les successeurs ont �et�e ordonnanc�es �a t� (i� 2), et il est
possible de montrer que le total des noeuds candidats �a un ordonnancement est inf�erieur ou
�egal �a m pour tous les niveaux. En d'autres termes, pour ce type d'arbres, le crit�ere de plus
long chemin est su�sant pour produire des ordonnancements optimaux. 2

Lemme 2
Lorsque la largeur minimum de l'arbre est sup�erieure ou �egale �a m (�a partir du niveau deux
jusqu'au dernier niveau), l'heuristique pr�esent�ee produit des ordonnancements optimaux.
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Preuve
Si l'on examine le diagramme de Gantt produit pour ce type d'arbres, c'est �evident. A partir
du second intervalle de temps unitaire, tous les processeurs sont actifs jusqu'�a l'avant dernier
intervalle dans lequel n'est ex�ecut�e que le pr�ed�ecesseur de la racine qui a �et�e choisi pour re-
couvrir la communication. C'est-�a-dire que l'ordonnancement est d'e�cacit�e maximale pour
de tels arbres car le nombre de p�eriodes d'inactivit�e est minimis�e. 2

Le cas au pire se pr�esente lorsqu'�a chaque choix de tâche, la mauvaise est choisie par l'al-
gorithme, c'est-�a-dire lorsque le crit�ere du plus long chemin n'est pas adapt�e. Deux exemples
repr�esentent ce pire cas.

RA

bc1

c7

7b
3

R

c1 c7

4

A

Rb

A

c7

c1

6

Ordonnancement obtenu �a partir de l'algorithme

pr�esent�e dans [VRKL94] et par notre algorithme

Ordonnancement optimal

Fig. 3.4 - : Cas au pire pour ces algorithmes : premier exemple.

Ce second exemple montre le type de graphe dont l'ordonnancement par notre heuris-
tique m�ene au pire cas. Ces arbres peuvent être construit de fa�con syst�ematique pour un
ordonnancement sur m processeurs :

Soit R1 un noeud successeur de m+ 1 +
(m� 1)(m� 2)

2
+ 2 feuilles

Pour i = 2 �a i = m� 1 Faire
ajouter un noeud Ri dont Ri�1 est l0un des
pr�ed�ecesseur imm�ediat
et dont Ci�1, la racine d0une cha{̂ne
de longueur 2i

FinPour
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Fig. 3.5 - : Cas au pire pour ces algorithmes. Exemple 2 : le graphe.

La structure des ordonnancements dans le pire cas apparâ�ssent alors clairement dans le
diagramme de Gantt. Il s'agit d'un escalier dont les marches sont deux fois plus longues par
rapport �a ce qu'elles sont dans un ordonnancement optimal, comme le montre la �gure 3.6.
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Fig. 3.6 - : Cas au pire pour ces algorithmes. Exemple 2 : le diagramme de Gantt.

La perte en temps est nulle pour les deux premiers processeurs, ce qui explique d'une autre
fa�con l'optimalit�e de ces deux heuristiques pour m = 2. A partir du troisi�eme processeur,
une unit�e de temps de calcul pour un processeur est perdue par le troisi�eme processeur, puis
deux unit�es de temps de calcul rapport�e �a un processeur sont perdues par le quatri�eme, puis

i unit�es de temps par le (i + 2)i�eme processeur. Au bout du compte, c'est
i=m�2X
i=1

i unit�es de

temps de calcul rapport�ees �a un processeur qui sont perdues. Donc, au total
(m� 1)(m� 2)

2
unit�es de temps ont �et�e perdues. Mais, ces unit�es de temps perdues doivent être rapport�ees
au nombre de processeurs. Donc, en d�e�nitive, la date de �n d'ex�ecution atteinte par les
heuristiques est distante de moins de

l
(m�1)(m�2)

2m

m
unit�es de temps d'un ordonnancement

optimal.

Remarques

Il semblerait que l'arit�e soit pour beaucoup dans le cas au pire, malheureusement, il ne
semble pas ais�e de parvenir �a mâ�triser �a la fois le chemin critique et l'arit�e comme crit�eres
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concurrents. Toute tentative de m�elange trivial de ces deux crit�eres semble vou�e �a l'�echec
comme le montre la �gure 3.7, dans laquelle le noeud qu'il faut privil�egier pour recouvrir la
communication (B) n'est pas situ�e sur un plus long chemin et n'a pas une arit�e sup�erieure
�a celle de l'autre noeud candidat (A).

RA

B

RB

A
R

B

c1

4
A

5

c6

Ordonnancement optimal

Fig. 3.7 - : Intervention de l'arit�e.

3.1.3 Conclusion

L'heuristique que nous venons de pr�esenter v�eri�e le même cas au pire que l'heuristique
bas�ee sur une strat�egie niveau par niveau pr�esent�ee dans [VRKL94]. Cependant, cette heu-
ristique peut être adapt�ee sans gros e�ort �a des arbres dont la granularit�e n'est plus tout �a
fait la même.

3.2 Granularit�es voisines

Lorsque les arbres consid�er�es ne sont plus UECT, les techniques de regroupement de
tâches semblent plus robustes au changement de granularit�e que ne le sont les algorithmes
de listes. En particulier, notre algorithme de regroupement est plus souple d'utilisation que
la m�ethode consistant �a construire un delay-free-tree. En e�et, cette derni�ere oblige tous les
pr�ed�ecesseurs d'un n�ud �a attendre au moins deux unit�es de temps pour communiquer si le
favorite child est un n�ud dont la dur�ee d'ex�ecution est �egale �a deux unit�es de temps. De
même, lorsque les communications sont �egales �a deux unit�es de temps ou plus, la r�eservation
d'une tâche pour recouvrir la communication n'est pas su�sante. Dans les deux paragraphes
suivants, une adaptation de l'heuristique pr�esent�ee pr�ec�edemment va être expos�ee. La consti-
tution des groupes de tâches ne change pas. Par contre, la r�eduction est l�eg�erement di��erente,
elle d�epend du poids des tâches et du plus long chemin.

3.2.1 Pm j arbre; pi; c = 1 j Cmax

Principe

Lorsque le graphe est �a gros grain, la strat�egie de regroupement lin�eaire utilis�ee pr�ec�e-
demment permet encore de produire des ordonnancements optimaux lorsque le nombre de
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processeurs n'est pas limit�e. Cependant, l'ex�ecution d'une tâche ne se limite plus �a un in-
tervalle d'une unit�e de temps, ce qui implique que pour un intervalle de temps donn�e [t; t0],
toutes les tâches ne se terminent pas en t0. L'id�ee est alors de continuer �a toutes les consi-
d�erer, celles qui se terminent et celles qui sont en cours d'ex�ecution. Le crit�ere de choix des
tâches dont l'ex�ecution est maintenue en place et celles dont l'ex�ecution est avanc�ee est le
plus long chemin jusqu'�a une feuille, comme c'�etait d�ej�a le cas pr�ec�edemment.

Exemples

Il n'existe aucune di��erence entre le cas d'arbres �a gros grain et d'arbres UECT en ce
qui concerne le calcul des dates au plus tôt, de la constitution des groupes et du calcul des
dates au plus tard.

2 5

6 3

2

3

3

3

1

5

3

2

4

1

4

1

7

5

487

b

a d

c

e

f

g h

R

0 0 0 0

0

0

0

0

2 5

9

10

17

3

7 1 3

9

16

14

19

0

3

7

16

14

19

11

6

32

3

12

18

11

10 7

8

3 7

21

Dates d'ordonnancement au plus tôtValeurs des noeuds

Regroupement lin�eaire Dates au plus tard

R

Fig. 3.8 - : Dates au plus tôt, formation des groupes, dates au plus tard.

De la même fa�con que pour le cas UECT, les groupes de tâches sont constitu�es et ordon-
nanc�es sur un nombre non limit�e de processeurs. La date de �n d'ex�ecution de cet ordon-
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nancement initial est minimale.
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Fig. 3.9 - : Ordonnancement initial de l'arbre sur un nombre non limit�e de processeurs.

C'est pour la r�eduction que l'heuristique di��ere l�eg�erement. Pour un intervalle de temps
[t; t + 1] donn�e, toutes les tâches qui sont ex�ecut�ees dans cet intervalle sont examin�ees, y
compris les tâches dont la date de �n d'ex�ecution est plus grande que t + 1. Si toutes les
tâches qui ne sont pas conserv�ees dans cet intervalle terminent leur ex�ecution en t+1, alors
tout se passe comme dans le cas pr�ec�edent. Les dates d'ex�ecution de ces tâches sont avanc�ees
d'une unit�e de temps, ainsi que celles de toutes les tâches appartenant aux sous-arbres dont
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elles sont racines. Ce cas est illustr�e par l'exemple de la �gure 3.10).
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Fig. 3.10 - : R�eduction du nombre de processeurs utilis�es.

Par contre, si une tâche T dont la date de �n d'ex�ecution est strictement sup�erieure �a t+1
(notons-la t") est choisie pour être avanc�ee, elle va lib�erer t"� (t+1) unit�es de temps sur le
processeur auquel elle a �et�e allou�ee. Or il est possible qu'une ou plusieurs tâches examin�ees
dans l'intervalle [t; t+ 1] aient une date de �n d'ex�ecution sup�erieure �a t + 1, il peut donc
être possible de recaser une ou plusieurs de ces tâches dans l'espace lib�er�e par l'avancement
de l'ex�ecution de T . Ainsi, lors de l'examen des tâches ex�ecut�ees durant un intervalle de
temps (unitaire), toutes les tâches dont l'ex�ecution doit être avanc�ee et dont la date de �n
d'ex�ecution est sup�erieure �a t+ 1 sont conserv�ees dans une liste, et �eventuellement recas�ees
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si c'est possible. Ce cas de �gure est repr�esent�e en �gure 3.11.
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Fig. 3.11 - : R�eduction de 8 �a 3 du nombre de processeurs utilis�es.

Pour l'arbre de la �gure 3.11, un regroupement est calcul�e ce qui donne un ordonnan-
cement optimal sur six processeurs (le nombre de groupes). On suppose que le nombre de
processeurs disponibles est limit�e �a trois. La r�eduction commence normalement, seuls trois
processeurs sont disponibles, ce qui entrâ�ne l'avanc�ee de l'ex�ecution des groupes c et d jus-
qu'�a ce que leur date de �n d'ex�ecution correspondent �a celle du groupe b. Arriv�e �a cette
date t, six tâches sont ordonnanc�ees pour être ex�ecut�ees simultan�ement (elles apparâ�ssent
en gris clair sur la �gure 3.12). L'une d'entre elles appartient au groupe a, l'autre constitue
le groupe b, elles sont en concurrence avec deux tâches appartenant aux groupes e et f , ainsi
qu'avec les groupes c et d. Les priorit�es2 respectives de ces tâches sont f10; 8; 7; 7; 2; 3g. Il
ne peut y avoir que trois tâches s'ex�ecutant de fa�con concurrente, donc l'ex�ecution de l'une
des tâches appartenant au groupe e ou f va être avanc�ee. Or cette tâche avait d�ej�a �et�e en
concurrence au pr�ealable avec les groupes c et d, ce qui fait que l'avanc�ee de son ex�ecution
laisse des emplacements vides dans l'ordonnancement, qui constitue une perte de temps s'il
n'est pas possible de faire revenir une tâche, ce qui correspond au Cas 1 de la �gure 3.12. Par
contre, lorsque le retour d'une tâche est possible, le nombre d'unit�es de temps perdues peut
être diminu�e comme le montre le Cas 2 de la même �gure. Si le retour arri�ere est autoris�e,
la lin�earit�e de l'algorithme semble être remis en cause, notamment parce qu'il faut e�ectuer

2la priorit�e est donn�ee ici par le plus long chemin jusqu'au d�ebut de l'ex�ecution d'une feuille
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un tri parmi les tâches candidates �a ce retour.
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Fig. 3.12 - : R�eduction du nombre de processeurs utilis�es.

3.2.2 Pm j arbre; pi = 1; c j Cmax

Principe

Lorsque le graphe est �a grain �n, ce ne sont plus les mêmes probl�emes que l'on ren-
contre. On remarque tout d'abord qu'une strat�egie de regroupement lin�eaire ne permet
pas d'atteindre l'optimal. Nous mettons donc en oeuvre une heuristique pour le calcul
des dates d'ordonnancement au plus tôt de chaque tâches. Consid�erons une tâche T pos-
s�edant plusieurs pr�ed�ecesseurs T i

p de dates au plus tôt di. On suppose que les di sont or-
donn�ees par ordre d�ecroissant. On consid�ere les deux dates les plus grandes d1 et d2. Si
Min(d1 + d2; d2 + c) = d1 + d2, les groupes, dont T 1

p et T 2
p sont issues, fusionnent. Sinon,

tous les groupes sont ordonnanc�es sur un processeur di��erent. Dans le cas d'une fusion, le
processus est it�er�e pour l'ensemble des autres pr�ed�ecesseurs. On recommence la même op�e-
ration avec d3, Si Min(d1+2 + d3; d3 + c) = d1+2 + d3, les groupes fusionnent. Le processus
de fusion s'ach�eve lorsque Min(d1+:::+i; di + c) = di + c. A la �n de cette �etape de datation
au plus tôt coupl�ee avec le regroupement des tâches, on calcule les dates au plus tard et les
groupes sont ordonnanc�es sur un nombre non limit�e de processeurs.

Lors de la r�eduction, les probl�emes sont d'une autre nature que pr�ec�edemment. Le pro-
bl�eme principal vient du fait que lorsqu'une tâche est coup�ee du groupe auquel elle appartient,
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elle ne doit pas être simplement avanc�ee d'une unit�e de temps mais de c unit�es de temps
si cette tâche n'est �nalement pas ex�ecut�ee sur le même processeur que son successeur im-
m�ediat, ou d'une unit�e de temps dans le cas contraire. Au d�epart, on dispose d'un groupe
par processeur. Lorsque l'ex�ecution du groupe complet est avanc�ee, alors le groupe n'est
d�eplac�e que d'une unit�e de temps puisque la communication a d�ej�a �et�e prise en compte,
par contre, lorsqu'un groupe est coup�e en deux, il est alors avanc�e de c unit�es de temps. A
la �n de la r�eduction, si un sous-groupe de tâches est ordonnanc�e sur le même processeur
que l'ensemble de ses successeurs imm�ediats, alors, si des p�eriodes d'inactivit�es apparaissent
elles peuvent être combl�ees, seules les contraintes de pr�ec�edence doivent être respect�ees. Il
peut être pertinent de n'autoriser la division que lorsque tous les candidats ont une longueur
de chemin critique sup�erieure de c � 1 �a celle de la tâche appartenant au groupe que l'on
souhaite diviser.

Exemples

Le principe que nous venons de d�ecrire est illustr�e par un cas simple dans la �gure 3.13.
Pour cet exemple, la communication est �x�ee �egale �a 5, et le nombre de processeurs �x�e �a
deux. Les fusions successives am�enent �a la construction de quatre groupes de tâches.
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Fig. 3.13 - : Ordonnancement pour arbres �a grain �n.
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3.3 Conclusion

Dans cette partie nous avons propos�e plusieurs heuristiques bas�ees sur des techniques
de regroupement de tâches. Nous avons montr�e dans un premier temps que pour le cas
UECT, notre heuristique faisait aussi bien qu'une heuristique par niveau pr�esent�ee dans
[VRKL94]. Cependant, nous montrons par la suite que pour d'autres granularit�es, moyennant
de petites variations dans le calcul des dates au plus tôt ou dans l'�etape de r�eduction, cette
heuristique peut �egalement produire des ordonnancements. La caract�erisation de la qualit�e
de ces ordonnancements pour des arbres dont les tâches ou les communications ne sont
pas unitaires semble di�cile. Une validation exp�erimentale sur des graphes al�eatoires est
envisag�ee.
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Chapitre 4

Ordonnancement d'arbres sur

processeurs uniformes

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous cessons de consid�erer des processeurs identiques au pro�t des
processeurs dits uniformes1. La particularit�e des syst�emes form�es par de tels processeurs
est que le temps requis pour l'ex�ecution d'une tâche T varie suivant le processeur sur lequel
elle est ex�ecut�ee, c'est-�a-dire que la vitesse de deux processeurs uniformes n'est pas obliga-
toirement la même.

L'hypoth�ese de processeurs ayant des vitesses di��erentes est une r�ealit�e. Par exemple,
toutes les machines connect�ees �a un même r�eseau n'ont pas toutes la même puissance et a
fortiori la même vitesse d'ex�ecution pour une tâche donn�ee. Cependant, dans le cas g�en�eral,
pour un ensemble quelconque de tâches, il n'existe pas de relation entre les vitesses d'ex�e-
cution des machines, on parle de processeurs sans relation2. Nous nous bornerons �a �etudier
un sous-ensemble de ces processeurs qui rassemble ceux pour lesquels il existe une relation
entre les vitesses et le temps d'ex�ecution des tâches. Cette hypoth�ese nous permet de prendre
en compte les processeurs uniformes mais �egalement les processeurs sans relation, avec la
contrainte suppl�ementaire que les tâches ex�ecut�ees soient toutes d'un type bien d�etermin�e,
c'est-�a-dire pour lesquelles il est possible de d�eterminer une relation entre les caract�eris-
tiques des processeurs et les temps d'ex�ecution des tâches. Nous avons parl�e de machines
di��erentes connect�ees �a un r�eseau, mais, même lorsque les machines sont identiques, lors de
la mont�ee en puissance d'un syst�eme multiprocesseur (qu'il s'agisse d'un r�eseau ou de tout
autre syst�eme), les machines de remplacement ne sont pas toujours exactement identiques
aux machines d'origine, de plus en plus souvent, les circuits �equivalents sont moins chers,
plus petits et fournissent de meilleures performances.

Du point de vue des applications, il n'existe pour l'instant que peu de travaux traitant
des probl�emes �a base de processeurs uniformes. Ce ph�enom�ene semble être dû essentiellement

1d�e�nis en annexe.
2d�e�ni en annexe.

137
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�a deux facteurs. D'une part, les probl�emes prenant en consid�eration des machines uniformes
sont plus di�ciles que les probl�emes correspondants utilisant des processeurs identiques. Par
exemple, le probl�eme Pm j tree; pi = 1 j Cmax est r�esolu depuis 1961, alors que le probl�eme
Q2 fv1; v2g j tree; pi = 1 j Cmax (o�u v1 et v2 repr�esentent les vitesses des deux processeurs)
n'est toujours pas r�esolu d�es que v1 6= v2 et v1; v2 6= 1. D'autre part, il n'existe toujours
pas �a l'heure actuelle de mod�ele satisfaisant pour les architectures �a base de processeurs
uniformes. Pourtant, il existe une r�eelle demande de r�esultats ou de m�ethodes de r�esolu-
tion de probl�emes li�es �a ces architectures, ainsi, comment r�epartir au mieux une importante
charge de travail entre di��erents types de machines, quelle corr�elation existe-t-il entre des
algorithmes d'alg�ebre lin�eaire et une architecture form�ee de RS6000 d'un SP1, d'un T3D et
de quelques stations Silicon Graphics? Même s'il n'est pas possible d'apporter des r�eponses �a
toutes les questions, l'�etude de tels probl�emes peut permettre �a terme une r�eelle am�elioration
de l'utilisation des di��erentes machines pr�esentes sur les r�eseaux.

Dans la suite, nous limitons l'�etude des probl�emes avec processeurs uniformes pour des
tâches non pr�eemptibles, et pour le seul objectif de la minimisation du maximum des dates
de �n d'ex�ecution des tâches.



4.2. Tour d horizon des travaux d ordonnancement sur processeurs uniformes 139

4.2 Tour d'horizon des travaux d'ordonnancement sur

processeurs uniformes

4.2.1 Introduction

Le probl�eme de l'ordonnancement de graphes de tâches, sans pr�eemption, sur un syst�eme
multiprocesseur form�e de processeurs uniformes n'a donn�e lieu qu'�a peu de travaux. Le
probl�eme le plus �etudi�e dans ce contexte est celui de l'ordonnancement de travaux3 ind�epen-
dants [LL74a, LL74b, HS76, GIS77, CS80, FL83, Dob84, HS88]. Parmi les travaux prenant
en compte les contraintes de pr�ec�edence, Baer [Bae74] examine l'ordonnancement des arbres
et des graphes orient�es sans cycle dont les tâches sont unitaires et sur un syst�eme form�e de
deux processeurs. En�n, Gabow �etudie le comportement des algorithmes HLF et HLA pour
des syst�emes form�es de deux processeurs uniformes [Gab88], et pour des graphes dont les
tâches sont unitaires.

Dans les paragraphes suivants, le crit�ere d'optimisation, le minimum des maximums des
dates de �n d'ex�ecution est not�e Cmax comme �a l'accoutum�e. Cependant, pour caract�eriser
la performance d'un algorithme A, on notera la valeur du makespan pour cet algorithme
CA
max.

4.2.2 Ordonnancement de tâches ind�ependantes

Une grande partie des r�esultats pour l'ordonnancement de tâches ind�ependantes sur pro-
cesseurs uniformes r�esultent d'une adaptation d'algorithmes mis au point pour des proces-
seurs identiques. Parmi les premiers, Liu et Liu [LL74b, LL74a] analysent le comportement
des algorithmes de liste. Il s'av�ere que les performances de ces algorithmes adapt�es aux
processeurs uniformes sont de qualit�e moyenne :

C liste
max

Coptimal
max

� 1 +
maxi vi
mini vi

� maxi viP
i vi

.

Lorsque la fonction d'allocation des tâches aux processeurs privil�egie la date de �n d'ex�e-
cution de la prochaine tâche qui doit être allou�ee, plutôt que de l'allouer au premier proces-
seur inactif, alors, si m repr�esente le nombre de processeurs du syst�eme, Cho et Sahni [CS80]
prouvent que la qualit�e des ordonnancements obtenus est :

Cfin�exec
max

Coptimal
max

� 1 +

p
2m� 2

2
et (m > 2).

Toujours pour des algorithmes de liste, une �etude du comportement de l'algorithme LPT4

pour ce même probl�eme est pr�esent�ee dans [GIS77]. Les auteurs prouvent que la qualit�e d'un
ordonnancement LPT par rapport �a un ordonnancement optimal est :

CLPT
max

Coptimal
max

� 2� 2

1 +m
.

3d�e�nition en annexe.
4Largest Processing Time d�ecrit en annexe
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A titre de comparaison, pour des processeurs identiques, Graham prouve [Gra69] que la
qualit�e d'un ordonnancement LPT est :

CLPT
max

Coptimal
max

� 4

3
� 1

3m
.

Pour ce même algorithme Dobson propose une borne qui tient compte du rapport entre
la taille de la plus grosse tâche et le maximum des dates de �n d'ex�ecution des tâches [Dob84].

Toujours pour le même probl�eme, Friesen et Langston [FL83] utilisent une version mo-
di��ee de l'algorithme MULTIFIT et parviennent �a g�en�erer des ordonnancements dont la
qualit�e est :

CMULTIFIT
max

Coptimal
max

� 7

5
.

Lorsque la fonction �a minimiser est le makespan, la moyenne pond�er�ee, et non pond�e-
r�ee, des temps de 
ots5, Horowitz et Sahni proposent des algorithmes exacts [HS76]. Les
probl�emes trait�es �etant NP-complets, ils pr�esentent �egalement une famille d'algorithmes ap-
proch�es qui d�eterminent des solutions garanties proches de l'optimal :

CAk
max

Coptimal
max

� 1 +
1

k
.

La complexit�e de ces algorithmes est exponentielle en le nombre de processeurs O(n2mkm�1).
Pour une qualit�e d'ordonnancement comparable, mais une complexit�e inf�erieure, Hochbaum
et Shmoys proposent une famille d'algorithmes fA�g bas�es sur l'�etude d'un probl�eme dual
[HS88]. Ils ram�enent le probl�eme initial au probl�eme du bin packing6 dans lequel la taille
des boites d�epend directement de la vitesse des processeurs. Cependant, ce probl�eme est lui
aussi NP-complet y compris lorsque les processeurs sont identiques (c'est-�a-dire lorsque les
boites sont de tailles �egales). La solution propos�ee est une r�esolution d'une version relax�ee
de ce probl�eme. Les boites �etant de tailles �x�ees (Si), la recherche d'un ordonnancement
optimal reviendrait �a d�eterminer une partition de l'ensemble des tâches de fa�con �a ce que
le remplissage d'une boite Bi soit au plus �egal �a Si. La relaxation de ce probl�eme autorise
un d�epassement de la capacit�e des boites, et l'algorithme recherche alors une partition de
l'ensemble des tâches de telle sorte que le remplissage d'une boite Bi soit inf�erieur ou �egal
�a (1 + �)Si. Ces algorithmes sont polynomiaux en le nombre de tâches et exponentiels en
l'inverse de la valeur de �.

L'ordonnancement de tâches ind�ependantes sur des syst�emes �a base de processeurs uni-
formes a �et�e �etudi�e sous d'autres formes, par exemple, B la_zewicz et al. [BDSW90] pr�esentent
un algorithme de complexit�e O(n(m + log(n)) pour le probl�eme de l'ordonnancement avec
pr�eemption de tâches ind�ependantes n�ecessitant l'utilisation simultan�ee de plusieurs proces-
seurs pour leur ex�ecution.

5mean 
ow time et weighted mean 
ow time de�nis en annexe
6ce probl�eme est d�e�ni en annexe sous le nom du probl�eme de remplissage de boites
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4.2.3 Ordonnancement avec contraintes de pr�ec�edence

Le nombre de travaux traitant de l'ordonnancement de tâches soumises �a des contraintes
de pr�ec�edence sur des syst�emes �a base de processeurs uniformes est nettement plus restreint.
Jean-Louis Baer est l'un des premiers �a s'int�eresser �a ce type de probl�emes [Bae74]. Il propose
des algorithmes pour ordonnancer des graphes sur deux processeurs uniformes. L'objectif
des algorithmes pr�esent�es est de minimiser le maximum des dates de �n d'ex�ecution des
tâches. Les tâches sont identiques et la pr�eemption n'est pas autoris�ee. Dans un premier
temps l'auteur pr�esente un algorithme qui construit des ordonnancements optimaux, pour
des ensembles de tâches ind�ependantes, sur deux processeurs de vitesses respectives m et
n (enti�eres). Il g�en�eralise ensuite l'algorithme de Hu [Hu61] (utilis�e avec un nombre de
processeurs restreint �a deux) pour des vitesses �egales �a 1 et 2. Cet algorithme, nomm�eTREE-
1-2, produit des ordonnancements optimaux. L'id�ee de base est de r�ep�eter une s�equence
type, form�ee de, deux tâches sur le processeur ayant une vitesse �egale �a 2, et de une tâche
sur le processeur de vitesse 1 (voir �gure 4.1). Dans le cas o�u les vitesses sont �egales �a
1 et 3, Baer propose une proc�edure, nomm�ee SUBTREE-1-3, qui permet la construction
d'ordonnancements tels que :

Coptimal
max � CSUBTREE�1�3

max � Coptimal
max + 1.

Il conjecture qu'il doit être possible de construire de telles proc�edures pour n'importe
quel ensemble f1; vg de vitesses (avec v entier).

Pour les graphes orient�es sans cycle, l'auteur construit un algorithme, nomm�e SUBGR-1-
2, dont la structure est la même que celle de TREE-1-2, mais pour lequel la liste est construite
au moyen de l'�etiquetage propos�e dans l'algorithme de Co�man et Graham [CG72]. Pour un
syst�eme constitu�e de deux processeurs dont les vitesses sont �egales �a 1 et 2, la qualit�e des
ordonnancements obtenus est :

CSUBGR�1�2
max

Coptimal
max

� 6

5
.

c

e

a d f g i j l n p r
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r

Fig. 4.1 - : Un exemple d'ordonnancement obtenu avec l'algorithme TREE-1-2.

Comme pour un ensemble de tâches ind�ependantes [LL74a, LL74b], la qualit�e des ordon-
nancements produits par des algorithmes de liste pour des graphes orient�es sans cycle est
telle que :

C liste
max

Coptimal
max

� 1 +
maxi vi
mini vi

� maxi viP
i vi

.
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Toujours pour l'ordonnancement de graphes orient�es sans cycle form�es de tâches identiques
sur deux processeurs uniformes (le plus rapide utilise f unit�es de temps pour ex�ecuter une
tâche et le plus lent s unit�es de temps (s � f)), Gabow �etudie dans [Gab88] le comportement
des algorithmes HLF (Highest Level First et HLA7).

L'auteur montre que dans le cas o�u la di��erence � = s � f est �egale �a 1, l'algorithme
HLA permet de construire des ordonnancements optimaux. La complexit�e de cet algorithme
est en O(2L(n+a)) o�u L repr�esente le nombre de niveaux du graphe, n le nombre de noeuds
et a le nombre d'arcs. Il remarque cependant que si un ordonnancement optimal ne contient
aucune p�eriode d'inactivit�e, il peut être construit en un temps lin�eaire par HLA (exactement
en O(n +m)).

Dans le cas o�u les vitesses prises en compte sont plus g�en�erales, Gabow s'est int�eress�e
plus particuli�erement aux algorithmes fournissant des ordonnancements proches de l'optimal.
Ainsi, si l'ordonnancement obtenu pour deux processeurs identiques est adapt�e au cas de deux
processeurs uniformes, la qualit�e de l'ordonnancement obtenu est :

Coptimal identique
max

Coptimal uniforme
max

� 2 � f

s
.

L'utilisation de HLF pour deux processeurs uniformes permet d'am�eliorer la borne pour
deux cas particuliers :

CHLF
max

Coptimal
max

� 5

4
lorsque

f

s
=

1

2
.

CHLF
max

Coptimal
max

� 6

5
lorsque

f

s
=

2

3
.

7Highest Level �rst with Abstentions d�ecrits en annexe
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4.2.4 R�esum�e des r�esultats

Nous pr�esentons dans le tableau suivant une compilation des r�esultats d'ordonnancement
avec processeurs uniformes pour des probl�emes avec ou sans relation de pr�ec�edence.

Probl�eme R�esultat Complexit�e Remarques R�ef�erences

Qm jj Cmax optimal O(mn) [HS76]

Qm jj Cmax !A�
� (1 + �) !opt O(n2m�1�m) |-

Qm jj Cmax !LPT � (2�
2

1 +m
) !opt O(n log(n) LPT [GIS77]

Qm jj Cmax !MULTIFIT �
7

5
!opt O(n log(n) MULTIFIT [FL83]

Qm jj Cmax !A�
� (1 + �) !opt O(mn

10

�2
+3) [HS88]

Q2 j tree; pj = 1 j Cmax optimal O(n) vitesses = f1,2g [Bae74]

Q2 j tree; pj = 1 j Cmax !SUBTREE�1�3 � !opt + 1 polynomial vitesses = f1,3g |-

Q2 j prec; pj = 1 j Cmax

!SUBGR�1�2

!opt
�

6

5
O(n2) vitesses = f1,2g |-

Q2 j prec; pj = 1 j Cmax

!P2

!opt
� 2�

f

s
O(n+ a) f � s [Gab88]

Q2 j prec; pj = 1 j Cmax

!HLF

!opt
�

5

4
O(n)

f

s
=

1

2
|-

Q2 j prec; pj = 1 j Cmax

!HLF

!opt
�

6

5
O(n)

f

s
=

2

3
|-
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4.3 L'ordonnancement des arbres complets avec com-

munications

Le probl�eme de l'ordonnancement de graphes de tâches prenant en compte les commu-
nications a �et�e consid�er�e notamment dans [PY88, Chr89, JKS89, CP91, JR92]. Dans tous
ces travaux, le crit�ere de performances retenu a �et�e la minimisation du maximum des
dates de �n d'ex�ecution des tâches, et les syst�emes multiprocesseurs sont tous form�es de
processeurs identiques.
Dans [PY88], le nombre de processeurs consid�er�es est non born�e. Pour des graphes dont
les tâches sont de dur�ees unitaires et dont les communications sont �egales �a une constante � ,
les auteurs d�ecrivent un algorithme qui produit des ordonnancements distants d'un facteur
au plus deux de l'optimal. De plus, cet algorithme produit des ordonnancements asymptoti-
quement optimaux pour des arbres binaires complets.
Cette borne asymptotique est am�elior�ee dans [JKS89] par un facteur deux pour des arbres
binaires complets. En�n, dans [JR92], les auteurs prouvent que le probl�eme qui consiste �a
ordonnancer des arbres dont les tâches sont de dur�ees unitaires avec communications reste
NP-di�cile pour des arbres binaires et des communications uniformes et pour des arbres
binaires complets et des communications variables.
Pour l'ordonnancement d'arbres form�es de tâches unitaires sur un syst�eme form�e de proces-
seurs uniformes, seul Baer pr�esente dans [Bae74] un r�esultat d'optimalit�e pour deux proces-
seurs (de vitesses respectives 1 et 2) sans tenir compte des communications. L'algorithme
employ�e par Baer est une forme adapt�ee de l'algorithme de Hu [Hu61].
Le probl�eme que nous consid�erons est celui de l'ordonnancement des arbres k-aires com-
plets sur un syst�eme multiprocesseur form�e de deux processeurs uniformes dont les vitesses,
enti�eres, sont not�ees v1 et v2. Ce probl�eme est not�e dans la litt�erature :

Q2 fv1; v2g j arbres complets; pj = 1; c = 1 j Cmax.

Les principaux r�esultats sont regroup�es dans le tableau ci-apr�es.

Probl�emes R�esultats et Complexit�e et R�ef�erences
Remarques NP-compl�etude

P1 j in� tree; pj = 1; c(n) j Cmax arbres binaires NP-di�cile [JR92]

P1 j in� tree; pj = 1; cij j Cmax arbres binaires complets NP-di�cile [JR92]

Q2 f1; 2g j in� tree; pj = 1 j Cmax optimal O(n) [Bae74]

4.4 Notations et d�e�nitions

Nous consid�erons dans cette partie des arbres dont toutes les tâches sont identiques.
Le syst�eme multiprocesseur est form�e de deux processeurs uniformes. Nous supposons de
plus que les communications inter-processeurs n�ecessitent la même dur�ee, une unit�e de
temps, quel que soit le sens de ces communications. Le processeur le plus rapide sera not�e
Pr et le processeur lent Pl. Leur vitesses respectives sont not�ees vr et vl. Dans la suite,
nous ne manipulerons pas les vitesses, qui correspondent au nombre de tâches ex�ecut�ees
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par unit�e de temps, mais l'inverse de ces vitesses, c'est-�a-dire au nombre d'unit�es
de temps n�ecessaires pour chaque processeur pour ex�ecuter une tâche. Nous notons
ces grandeurs ar et al. Par la suite, ar et al seront appel�ees anti-vitesses par commodit�e
de langage. Dans ce contexte, une tâche est dite unitaire lorsqu'elle n�ecessite a unit�es de

temps pour son ex�ecution sur un processeur dont la vitesse est �egale �a
1

a
. Ceci signi�e que

dans le cadre d'un syst�eme form�e de processeurs uniformes, l'attribut des tâches correspond
davantage �a une granularit�e qu'�a un temps d'ex�ecution.

4.5 Quelques r�esultats pr�eliminaires

Parmi l'ensemble des travaux existants sur des probl�emes prenant en consid�eration les
processeurs uniformes, l'�etude de l'ordonnancement des arbres UET par Jean-Louis Baer a
�et�e d�ecrite dans la section pr�ec�edente (tour d'horizon des travaux prenant en compte les
processeurs uniformes). L'auteur �enonce deux th�eor�emes concernant la forme de certains
ordonnancements qui constituent un ensemble dominant8.

Th�eor�eme A :
Dans le cas o�u les inverses des vitesses des deux processeurs sont �egales �a 1 et v (entier
quelconque), il existe pour l'ordonnancement d'un arbre une solution optimale telle que les
deux processeurs soient occup�es jusqu'�a une date K2 et ensuite le plus rapide des processeurs
est seul actif jusqu'�a une date K1 = C (o�u C repr�esente le maximum des dates de �n d'ex�e-
cution des tâches).

Th�eor�eme B :
Si l'ensemble de l'inverse des vitesses est form�e par deux entiers di��erents de 1 alors, dans
le cas g�en�eral, il est possible qu'il n'existe aucune solution optimale ne contenant pas de p�e-
riodes d'inactivit�e sur le processeur le plus rapide.

La preuve de ces deux th�eor�emes est donn�ee dans [Bae74]. Nous allons �etendre ces r�esultats
dans le cas des arbres dont les tâches sont encore unitaires mais pour lesquels les communi-
cations sont prises en compte et sont unitaires.

Th�eor�eme 1 :
En pr�esence de communications unitaires, pour deux processeurs uniformes avec des anti-
vitesses ar et al (avec ar � al):

{ Cas 1, ar = 1 = al (processeurs identiques)
Il existe toujours un ordonnancement optimal tel que les deux processeurs soient en
activit�e jusqu'�a une date K et qu'ensuite seulement l'un des deux soit actif jusqu'�a la
date C (maximum des dates de �n d'ex�ecution des tâches).

{ Cas 2, ar = 1 et al entier
Il existe toujours un ordonnancement optimal tel que Pr soit toujours actif, mais il

8d�e�nition en annexe
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est possible que dans tout ordonnancement optimal une p�eriode d'inactivit�e apparaisse
entre l'ex�ecution de deux tâches sur Pl.

{ Cas 3, ar; al 6= 1 et entiers
Il n'est pas toujours possible de trouver un ordonnancement optimal qui garantisse une
activit�e constante pour le processeur le plus rapide.

Preuve
Lorsque les processeurs sont identiques, l'algorithme pr�esent�e pr�ec�edemment (MAJYC) construit
des ordonnancements tels que le processeur ex�ecutant la racine, et identi�able �a Pr est tou-
jours actif. De plus, il n'existe aucune communication de Pr vers Pl, et les ordonnancements
produits par MAJYC sont optimaux, donc la propri�et�e est v�eri��ee.

Pour le cas 2, nous supposons acquis qu'il existe toujours un ordonnancement optimal pour
lequel la racine de l'arbre est ex�ecut�ee sur le processeur le plus rapide. Parmi ce sous-ensemble
d'ordonnancements optimaux, consid�erons un ordonnancement contenant des p�eriodes d'in-
activit�e sur les deux processeurs. Toutes les p�eriodes d'inactivit�e qui apparaissent sur le
processeur le plus rapide sont dues �a des communications. De fa�con �a les �eliminer, les tâches
communicantes ex�ecut�ees par Pl doivent être transf�er�ees de Pl vers Pr par le m�ecanisme
d�ecrit en �gure 4.2.

B R
A C

B RA
C

Pr

Pl

Fig. 4.2 - : �Elimination des p�eriodes d'inactivit�e pr�esentes sur Pr.

Ainsi, toutes les p�eriodes d'inactivit�e peuvent être �elimin�ees dans l'ordonnancement de
Pr, mais ce n'est pas le cas pour le processeur lent comme on peut le constater sur l'exemple
illustr�e par la �gure 4.3.
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Fig. 4.3 - : Exemple d'une p�eriode d'inactivit�e persistante sur Pl.
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Dans le dernier cas, on ne peut que constater qu'il n'est pas toujours possible d'�eliminer les
p�eriodes d'inactivit�e sur Pr (voir �gure 4.4 (les vitesses sont �egales �a 2 et 3)). 2

2 4 6
3 5
1

6

1
32
54

Fig. 4.4 - : Un ordonnancement optimal avec une p�eriode d'inactivit�e sur Pr.

Le r�esultat qui suit correspond au calcul d'une borne minimum de la date de �n d'ex�e-
cution de la racine pour un arbre form�e de n tâches.

Th�eor�eme 2 :
Soient deux processeurs uniformes, Pr et Pl, dont les inverses des vitesses respectives sont
ar et al (enti�eres et sup�erieures ou �egales �a 1) telles que ar � al. Soit un arbre form�e de n
tâches identiques. Chaque tâche requiert ar unit�es de temps pour son ex�ecution sur Pr (et al
sur Pl). Alors, si l'on note Cr = ((n � 1)al)div(ar + al) et Cl = ((n � 1)ar)div(ar + al), le
minimum des maximums des dates de �n d'ex�ecution de tâches sur ce syst�eme biprocesseur
v�eri�e :

Si Cr + Cl = n� 2 : Cmax � al(Cl + 1) + (ar + 1) si ar(Cr + 1) > al(Cl + 1) + 1, et,

Cmax � ar(Cr + 2) si ar(Cr + 1) � al(Cl + 1) + 1.

Si Cr + Cl = n� 1 : Cmax � ar(Cr + 1) + 1.

Remarque 1
Si de tels ordonnancements existent, le nombre total de tâches allou�ees �a chaque processeur,
racine mise �a part, se d�eduit de ce th�eor�eme.
Si Cr + Cl = n � 2 et ar(Cr + 1) � al(Cl + 1) + 1 alors le nombre de tâches allou�ees �a Pr
(resp. Pl) est : Nr = Cr +1 (resp. Nl = Cl). Si Cr +Cl = n� 2 et ar(Cr +1) > al(Cl+1)+ 1
alors Nr = Cr, et Nl = Cl + 1. En�n, Si Cr + Cl = n � 1 alors Nr = Cr + 1 et Nl = Cl.

Remarque 2
Pour un syst�eme multiprocesseur dont les inverses des vitesses sont enti�eres et di��erentes,
l'ensemble des ordonnancements pour lesquels la racine est ex�ecut�ee sur le processeur le plus
rapide (Pr), est un ensemble dominant. En e�et, les inverses des vitesses �etant entiers,
l'ex�ecution de la racine sur un processeur qui n'est pas le plus rapide n�ecessite au moins une
unit�e de temps de plus que pour son ex�ecution sur Pr. Cette unit�e de temps peut être mise
�a pro�t pour e�ectuer une communication de ce processeur vers Pr.

Preuve du th�eor�eme 2
Intuitivement, au mieux, l'ensemble des tâches de cet arbre peuvent être �equitablement r�e-
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parties entre les deux processeurs, en terme de temps d'ex�ecution. La racine est cependant
exclue de cette r�epartition puisque aucune autre tâche appartenant �a cet arbre ne peut être
ex�ecut�ee en même temps.

Oublions pour un instant les contraintes de pr�ec�edence. �Equilibrer la charge des proces-
seurs est �equivalent �a leur allouer un nombre de tâches proportionnel �a leur puissance respec-
tive, c'est-�a-dire allouer Cr = ((n�1)al)div(ar+al) tâches �a Pr et Cl = ((n�1)ar)div(ar+al)
tâches �a Pl. Cependant, Cr + Cl ne repr�esente pas toujours la totalit�e des (n � 1) tâches,
tout au plus sait-on que Cr + Cl � n� 2.

Si Cr + Cl = n � 1 alors l'ex�ecution de Cr tâches sur Pr n�ecessite la même dur�ee que
l'ex�ecution de Cl tâches sur Pl. La racine est ex�ecut�ee sur Pr, ce qui rajoute au makespan ar
unit�es de temps, et Pl communique des donn�ees �a Pr pour l'ex�ecution de la racine, ce qui
n�ecessite une unit�e de temps. Au total, Cmax � arCr + ar + 1.
Si Cr + Cl = n � 2, il reste une tâche �a allouer T . Il su�t alors de consid�erer son ex�ecution
sur chacun des deux processeurs, et de l'allouer �a celui qui permet la minimisation de la date
de �n d'ex�ecution des tâches : Cmax.

On consid�ere, d'apr�es la Remarque 2, que la racine est ex�ecut�ee sur Pr. De mani�ere
�evidente, T est allou�ee �a Pl si son ex�ecution sur Pl permet de minimiser la date de d�ebut
d'ex�ecution de la racine. C'est le cas si le temps d'ex�ecution de T sur Pl plus une unit�e de
temps pour la communication est strictement inf�erieur au temps d'ex�ecution de cette même
tâche sur Pr, ce qui se traduit par la relation : ar(Cr+1) > al(Cl+1)+1. Finalement, si cette
relation est v�eri��ee, T est allou�ee �a Pl et al(Cl + 1) > arCr donc Cmax � al(Cl + 1) + ar + 1
puisque la racine est ex�ecut�ee sur Pr. En�n, si ar(Cr + 1) � al(Cl + 1) + 1, T est allou�ee �a
Pr et une borne minimum pour le makespan est : Cmax � ar(Cr + 2). 2

4.6 Application aux arbres complets

Nous consid�erons pour cette partie des arbres complets, d'arit�e k et de hauteur h, c'est-
�a-dire form�es de n = (kh � 1)=(k � 1) tâches identiques. Le syst�eme multiprocesseur est
form�e de deux processeurs. A partir du Th�eor�eme 2 et de la Remarque 1, il est possible de
calculer les valeurs Nl et Nr. Nous exposons dans une premi�ere partie un algorithme qui
permet d'atteindre la borne du makespan (calcul�ee �a partir du Th�eor�eme 2). La condition
d'application de cet algorithme est Nl � h � 1. Dans une seconde partie, nous mettons en
�uvre une technique qui permet de r�esoudre le cas o�u Nl < h � 1.

4.6.1 Algorithme du cas g�en�eral

Cet algorithme commence par le calcul de Nr et Nl. Pour l'allocation des Nr tâches �a Pr,
on utilise un algorithme qui n'alloue que des sous-arbres complets.

Au niveau i de l'arbre, les tâches sont des racines d'arbres complets de hauteur h� i+1.
L'algorithme alloue des sous-arbres dont le niveau des racines va en augmentant, c'est-�a-dire
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dont la hauteur va en diminuant. Cette allocation s'arrête lorsque le nombre total de tâches
allou�ees est �egal �a Nr. Si l'on note N i

r le nombre de sous-arbres complets de hauteur i et de
niveau h + 1� i allou�es �a Pr, alors :

Nh�1
r = (Nr) div

 
kh�1 � 1

k � 1

!
,

Nh+1�i
r =

0
@Nr �

j=h+2�iX
j=h�1

N j
r

kj � 1

k � 1

1
A div

 
kh+1�i � 1

k � 1

!
.

L'allocation se termine au niveau l pour lequel : Nr �
j=lX

j=h�1

N j
r

kj � 1

k � 1
= 0.

Les sous-arbres complets ainsi allou�es �a Pr sont ordonnanc�es dans l'ordre d�ecroissant de leur
poids.

Dans le cas, le plus courant, o�u Nl � h � 1, le nombre de tâches allou�ees �a Pr est �egal
�a Nr d�e�ni dans la Remarque 1. L'ordonnancement obtenu est optimal si et seulement si
toutes les communications de Pr vers Pl sont recouvertes. En e�et, dans ce cas de �gure,
aucune p�eriode d'inactivit�e n'apparâ�t sur Pl, et donc l'ex�ecution de toutes les tâches allou�ees
�a Pr (except�ee �eventuellement la racine) se fait sans attente. Ce que nous allons prouver par
r�ecurrence sur la hauteur des arbres complets.

Lorsque h = 1, l'arbre n'est constitu�e que de la racine et le r�esultat est �evident.
Supposons que l'ordonnancement produit par l'algorithme v�eri�e cette propri�et�e pour les
arbres k-aire complets de hauteur h.
Montrons-le pour des arbres de hauteur h+ 1. Deux cas peuvent survenir :

{ si le nombre de sous-arbres complets de hauteur h allou�es �a Pr est inf�erieur strictement
�a k � 1, alors Pl commence par ex�ecuter les arbres complets de hauteur h qui lui
sont enti�erement allou�es et les communications de Pr vers Pl sont recouvertes de fa�con
�evidente.

{ Si le nombre de sous-arbres complets de hauteur h allou�es �a Pr est �egal �a k � 1 alors
le dernier sous-arbre complet de hauteur h est partag�e entre Pr et Pl. Cependant, le
nombre de n�uds appartenant �a ce sous-arbre et allou�es �a Pr est strictement inf�erieur
au nombre de n�uds allou�es �a Pr lors de l'ordonnancement d'un arbre k-aire complet
de hauteur h. Donc, par hypoth�ese de r�ecurrence, il n'apparâ�t dans l'ordonnancement
de Pl aucune p�eriode d'inactivit�e due �a une attente de communication. 2

Exemple

Nous consid�erons un arbre d'arit�e 4 et de hauteur 4. Le nombre total de n�uds de l'arbre
est �egal �a n = 85. Les inverses des vitesses des processeurs Pr et Pl sont respectivement
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ar = 3 et al = 8.
D'apr�es le Th�eor�eme 2 et la Remarque 1 : Cr = (84 � 8)div(3 + 8) = 61 et Cl = (84 �
3)div(11) = 22. De plus Cr + Cl = 61 + 22 = 83 = n � 2. Il reste donc une tâche �a allouer.
Or, Max(arCr; alCl) = 3 � 61 = arCr et ar(Cr + 1) = 3 � 62 = 186 > 175 = 8 � 23 + 1 =
al(Cl +1)+ 1. Donc, la tâche restante est allou�ee �a Pl. En cons�equence, Nr = 61 et Nl = 23.
La phase d'allocation commence par les sous-arbres complets de niveau 2, de hauteur 3 et
dont le poids est �egal �a 21 : N3

r = (61)div(21) = 2. Il reste 61 � 42 = 19 tâches. N2
r =

(19)div(5) = 3, en�n N1
r = (4)div(1) = 4. On v�eri�e que l'on a bien l'�egalit�e Nr = 61 =

N3
r � 21 + N2

r � 5 + N1
r � 1 = 42 + 15 + 4. Sont ordonnanc�es d'abord les quatre sous-

arbres complets de niveau 4 et de hauteur 1, puis les trois sous-arbres de niveau 3 et de
hauteur 2, en�n les deux sous-arbres de niveau 2 et de hauteur 3. L'arbre complet, les sous-
arbres complets choisis et le diagramme de Gantt correspondant �a cet ordonnancement sont
repr�esent�es en �gure 4.5.

A B C

R

12

C B RA

188

183 185

184

Fig. 4.5 - : Un exemple d'application de l'algorithme lorsque Nl � h � 1.

En conclusion, les ordonnancements produits par cet algorithme lorsque Nl � h� 1 sont
optimaux. Cependant, il existe des cas pour lesquels cet algorithme produit des ordonnan-
cements qui ne sont pas optimaux, lorsque Nl < h � 1, c'est-�a-dire lorsque le rapport des

vitesses est de l'ordre du nombre de n�uds de l'arbre divis�e par la hauteur :
vr
vl

= O(
n

h
).

Ce cas particulier apporte des di�cult�es dont la r�esolution ouvre des portes pour la mise en
�uvre d'algorithmes pour des arbres quelconques. Nous pr�esentons dans le paragraphe sui-
vant une �etude pr�ecise des cas particuliers pour lesquels l'algorithme pr�esent�e pr�ec�edemment
ne produit pas syst�ematiquement un ordonnancement optimal.

Nous pr�esentons dans la suite un exemple d'application de l'algorithme expos�e ci-dessus,
puis le cas particulier pour lequel Nl < h � 1 est trait�e dans le paragraphe suivant.
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4.6.2 Cas particuliers

L'algorithme pr�esent�e pr�ec�edemment n'est valable que lorsque le nombre de tâches al-
lou�ees �a Pl est sup�erieur ou �egal �a h�1 (o�u h est la hauteur de l'arbre). Dans le cas contraire,
des probl�emes peuvent survenir.

Exemple

L'exemple de la �gure 4.6 pr�esente l'un de ces cas limites et les probl�emes qu'ils en-
trâ�nent pour l'allocation des tâches aux processeurs. On remarque que dans les deux cas,
quatre tâches ont �et�e allou�ees �a Pl, pourtant seul le second ordonnancement permet d'at-
teindre l'optimal. L'explication est donn�ee par le calcul du niveau, lder, de la derni�ere tâche,
Tder, ex�ecut�ee par Pl. Cette derni�ere tâche pr�ec�ede exactement lder � 2 tâches (si l'on exclue
la racine).

R�esultats pr�eliminaires

Corollaire 1
Pour un arbre donn�e, s'il existe un ordonnancement optimal tel que Cmax = ar(Cr +2) alors
aucune p�eriode d'inactivit�e ne doit apparâ�tre dans l'ordonnancement de Pr et si l'on note
lder le niveau de la derni�ere tâche ex�ecut�ee par Pl : ar(Cr+1�(lder�2)) � alCl+1 c'est-�a-dire

lder � Cr + 1 �
�
alCl + 1

ar

�
+ 2.

Remarque
La quantit�e lder� 2 correspond au nombre de tâches allou�ees �a Pr et qui ne peuvent pas être
ex�ecut�ees tant que la communication en provenance de Tder n'est pas achev�ee (soit une unit�e
de temps apr�es la date de �n d'ex�ecution de cette tâche).

Corollaire 2
Pour un arbre donn�e, s'il existe un ordonnancement optimal tel que Cmax = al(Cl+1)+ar+1
ou Cmax = ar(Cr + 1) + 1, alors une p�eriode d'inactivit�e pour attente de communication
apparâ�t sur Pr juste avant l'ex�ecution de la racine, seule tâche ex�ecut�ee apr�es cette attente,
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donc : lder = 2.
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Fig. 4.6 - : ar = 2, al = 29 et h = 6.

Remarque
La validit�e du Th�eor�eme 2 ne se limite pas aux arbres complets, donc les bornes minimales
calcul�ees sont aussi valables pour des arbres quelconques dont les tâches sont identiques. De
la même fa�con, l'application des corollaires ne se limite pas aux arbres complets.

Appliquons cette relation �a l'exemple de la �gure 4.6 pour lequel h = 6.

{ Cr = (62 � 29)div(31) = 58 et
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{ Cl = (62 � 2)div(31) = 4 donc

{ Cr + Cl = n � 1

{ Cmax = ar(Cr + 1) + 1 = 2 � (58 + 1) + 1 = 119

{ lder = 2

R�esolution du probl�eme

Les deux corollaires pr�esent�es ci-dessus fournissent une base de d�epart pour l'ordonnan-
cement d'arbres complets lorsque Nl < h � 1. Tder repr�esente toujours la derni�ere tâche
ex�ecut�ee par Pl. La premi�ere phase consiste �a calculer Nr, Nl, Cmax et lder.

Si Nl � h� (lder�1) alors, bien que Pl empêche l'ex�ecution de certaines tâches allou�ees �a
Pr, ce dernier n'attend pas car il lui en reste su�samment pour recouvrir la communication
en provenance de Tder. Ceci signi�e que l'allocation d'une châ�ne de Nl tâches �a Pl, dont la
premi�ere est une feuille, garantie l'optimalit�e de l'ordonnancement construit.

Si Nl < h � (lder � 1) et si Nl = 1 alors l'ordonnancement est obtenu apr�es une simple
v�eri�cation. Une tâche sera ex�ecut�ee sur Pl si cela minimise la date de �n d'ex�ecution de
l'arbre, ce qui se traduit par :

al � (n� (h� 1)) ar � 1.

On suppose donc que Nl > 1, le choix des tâches allou�ees �a Pl se fait de la fa�con suivante :

Tder, la derni�ere tâche que Pl doit ex�ecuter, est choisie au niveau lder dans un sous-arbre
di��erent de celui o�u les Nl � 1 autres tâches sont choisies. Ces derni�eres sont choisies de
telle sorte qu'aucune de ces tâches n'ait de pr�ed�ecesseur allou�e �a Pr, avec la contrainte sup-
pl�ementaire que le nombre de feuilles allou�ees �a Pl soit minimum (ce qui est r�ealis�e par
l'allocation de sous-arbres complets comme dans le cas pr�ec�edent pour les tâches allou�ees �a
Pr). L'ordonnancement des di��erentes tâches est alors le suivant :

Les premi�eres tâches ordonnanc�ees sur Pr sont celles qui appartiennent au sous-arbre dont
Tder est racine, alors que Pl commence par l'ex�ecution des Nl � 1 autres tâches. Cependant,
pour être sûr que cet ordonnancement permette d'atteindre la borne minimum du makespan
calcul�ee, il faut s'assurer qu'aucune p�eriode d'inactivit�e n'apparâ�t dans l'ordonnancement
de Pl avant l'ex�ecution de Tder. C'est e�ectivement le cas si l'ex�ecution des Nl � 1 autres
tâches recouvre l'ex�ecution de toutes les tâches appartenant au sous-arbre complet dont Tder
est racine, plus la communication, ce qui se traduit par :

(Nl � 1)al �
 
kh�lder+1 � 1

k � 1
� 1

!
ar + 1.
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Cette condition est v�eri��ee d�es que k � 3 ou Nl � 3 ou lder � 3. Nous montrons par
contradiction pour chacun de ces trois cas.

{ Si Nl � 3 et si la condition n'est pas v�eri��ee alors

(Nl � 1)al <

 
kh�lder+1 � 1

k � 1
� 1

!
ar + 1,

ce qui signi�e que l'ex�ecution d'au moins deux tâches par Pl n�ecessite moins de temps
que l'ex�ecution d'un sous-arbre complet de hauteur, au plus, h�1 par Pr, or ceci est en
contradiction avec le fait que l'ex�ecution d'une châ�ne de longueur Nl par Pl entrâ�ne
une attente sur Pr c'est-�a-dire contredit l'hypoth�ese selon laquelle Nl < h� (lder � 1).
Donc, lorsque Nl � 3 la condition est v�eri��ee.

{ Si k � 3 et si l'ex�ecution d'une tâche par Pl ne peut recouvrir l'ex�ecution d'un sous-
arbre complet de hauteur au plus h�1 par Pr alors l'ex�ecution d'une tâche suppl�emen-
taire par Pl (nomm�ement Tder, accol�ee �a la premi�ere tâche) n'entrâ�ne pas d'attente
sur Pr puisqu'il lui reste k�2 sous-arbres complets de hauteur h�1 �a ex�ecuter. Donc,
la condition est v�eri��ee lorsque k � 3.

{ En�n, si lder � 3 et si l'ex�ecution desNl�1 tâches ne permet pas de recouvrir l'ex�ecution
d'un sous-arbre de hauteur h�(lder�1) alors, il reste encore au moins un sous-arbre de
la même hauteur prêt �a être ex�ecut�e par Pr, ce qui est en contradiction avec l'hypoth�ese
Nl < h� (lder � 1). Donc dans ce cas aussi, la condition est v�eri��ee.

Finalement, le seul cas qui puisse poser probl�eme est celui pour lequel, Nl = 2, k = 2 et
lder = 2.

Si Cl+Cr = n�1 alors
al
ar

= 2h�1�2, en e�et,
ar(n� 1)

ar + al
= 2. Donc, Tder devra attendre

une unit�e de temps avant de pouvoir commencer son ex�ecution, ce qui va d�ecaler sa date de
terminaison de une unit�e de temps, et donc entrâ�ner une attente de deux unit�es de temps
sur Pr, une unit�e de temps par manque de calcul disponible plus une unit�e de temps pour
attente de communication. L'ordonnancement dans lequel Tder est ex�ecut�ee sur Pl n'est pas
optimal si et seulement si ar = 1, un ordonnancement optimal est alors obtenu en faisant
migrer Tder de Pl vers Pr. La �gure 4.7 illustre une telle situation, avec ar = 1 et al = 14
(Tder = B). D�es que ar > 1, l'ordonnancement est optimal puisque l'ajout de Tder �a Pr ne
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peut qu'augmenter la date de �n d'ex�ecution.
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Fig. 4.7 - : k = 2, lder = 2, Nl = 2, Cr = 28 et h = 6.

Si Cl + Cr = n� 2, alors le cas qui nous int�eresse est celui pour lequel Nl = 2. Deux cas
se pr�esentent. Soit Nr = Cr + 1, soit Nl = Cl + 1.

Dans le premier cas,
al
ar

< 2h�1 � 2. Lorsque
al
ar
� 2h�1 � 3, lder = 3 permet d'atteindre

la borne du makespan calcul�ee dans le th�eor�eme 2 (voir la �gure 4.8). En revanche, lorsque
2h�1 � 3 <

al
ar < 2h�1 � 2, il n'est pas possible d'atteindre la borne du makespan, mais le

choix de B au niveau 2 garantie une �n d'ex�ecution �egale �a ar(Cr + 1) + 1, qui constitue la



156 Chapitre 4. Ordonnancement d arbres sur processeurs uniformes

date de �n d'ex�ecution optimale, comme l'illustre l'exemple de la �gure 4.8.
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Fig. 4.8 - : Cas o�u
al

ar
< 2h�1 � 2.

Le second cas est plus simple car il est r�esolu directement par le calcul de l'a�ectation de

la seconde tâche �a Pl. Comme
al
ar
> 2h�1�2, la tâche B n'attend jamais pour son ex�ecution,

ce qui signi�t que l'ordonnancement sur Pl est constitu�e de l'ex�ecution de deux tâches sans
attente, et la même chose pour Pr, �a part attente �eventuelle avant l'ex�ecution de la racine.
Mais cette attente est garantie inf�erieur �a ar, sinon Nl aurait �et�e �egal �a 1 (d'apr�es le th�eor�eme
2).

Finallement, lorsque Nl < h� 1, l'ordonnancement d'un arbre k-aire complet est obtenu
par la d�etermination de deux sous-ensembles de tâches allou�ees �a Pl. Le premier est une
châ�ne de longueur h� 2 partant d'une feuille, et le second est une tâche isol�ee, enti�erement
pr�ec�ed�ee par des tâches allou�ees �a Pr. Les seuls cas particuliers interviennent pour les arbres
binaires complets pour lesquels le rapport des inverses des vitesses al

ar
, est tel que Nl = 2.

Si
al
ar
� 2h�1 � 3 alors le choix de la tâche isol�ee au niveau 3 de l'arbre garantie l'obtention

d'un ordonnancement optimal tel que Cmax = ar(n� 2). Si 2h�1� 3 <
al
ar < 2h�1 � 2 alors

l'optimalit�e peut être obtenu en choisissant la tâche isol�ee au niveau 2. Les ordonnancements

sont tels que Cmax = ar(n � 2) + 1. Dans le cas o�u
al
ar

> 2h�1 � 2, alors si Nl = 2, cette

tâche appartient au niveau 2, et le nombre de p�eriodes d'attente sur Pr est inf�erieur �a ar,
c'est-�a-dire que Cmax � ar(n�2)+ar. On retrouve une certaine coh�erence dans ces r�esultats,
plus le processeur Pl est lent par rapport �a Pr, et plus on s'�eloigne de la borne minimum
atteignable par des ordonnancements optimaux.
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4.6.3 Conclusion

En r�esum�e, nous avons propos�e un algorithme qui produit des ordonnancements optimaux

pour le probl�eme not�e Q2 fv1; v2g j arbres; pi = 1; c = 1 j Cmax, o�u
1

v1
et

1

v2
sont des entiers

sup�erieurs ou �egaux �a 1.
Lorsque Nl � h � 1, l'algorithme d�ecrit au d�ebut de cette section permet de produire des
ordonnancements optimaux.
Lorsque Nl = 1, un simple test sur les vitesses permet de savoir si l'allocation d'une tâche �a
Pl permet d'atteindre l'optimal.
Lorsque Nl � h � (lder � 1), l'allocation d'une châ�ne de tâches �a Pl permet d'atteindre
l'optimal.
Lorsque Nl < h�(lder�1) alors une nouvelle strat�egie doit être mise en place. Cette strat�egie
dicte une d�ecoupe de l'ensemble des tâches allou�ees �a Pl en deux sous-ensembles dont le
second n'est form�e que d'une unique tâche, Tder, derni�ere tâche ex�ecut�ee par Pl. Nous avons
montr�e que lorsque k � 3 ou Nl � 3 ou lder � 3, cette d�ecoupe permet d'atteindre l'optimal
car aucun processeur n'attend. En�n, pour le cas sp�ecial o�u, �a la fois l'arit�e, le nombre de
tâches allou�ees �a Pl et le niveau maximum de la derni�ere tâche ex�ecut�ee par Pl sont �egaux
�a deux, nous savons d�etecter une attente sur Pr qui entrâ�ne une perte d'optimalit�e, et nous
savons r�esoudre ce probl�eme en diminuant de un le nombre de tâches allou�ees �a Pl.

4.7 Application aux arbres quelconques

4.7.1 Introduction

Nous �etudions dans cette partie l'ordonnancement des arbres quelconques dont les com-
munications sont unitaires, et dont les tâches n�ecessitent pour leur ex�ecution 1

v
sur tout

processeur de vitesse v. Les bornes du minimum des maximums des dates de �n d'ex�ecution
(Th�eor�eme 2), et de la valeur du niveau de la derni�ere tâche ex�ecut�ee par le processeur le
plus lent (Corollaires 1 et 2) sont encore valides. Pour les arbres complets, deux cas sont
distingu�es. Dans le premier cas, le nombre de tâches allou�ees �a Pl est inf�erieur strictement �a
h� 1, alors qu'il est sup�erieur ou �egal �a cette quantit�e dans le second cas. Ces deux cas cor-
respondent �a la possibilit�e de trouver un ensemble connexe9 de tâches contenant �a la fois une
feuille et une tâche li�ee �a la racine. Pour les arbres complets, si les vitesses sont d'un ordre
de grandeur inf�erieur au nombre de tâches de l'arbre alors cette condition est v�eri��ee. Ce
n'est pas le cas des arbres quelconques dans lesquels de longues châ�nes peuvent apparâ�tre.
La strat�egie qui semble alors la plus appropri�ee pour obtenir de bons ordonnancements est
celle qui permet dans le cas des arbres complets d'obtenir des ordonnancements optimaux
lorsque Nl < h � (lder � 1), c'est-�a-dire celle qui d�e�nie des ordonnancements form�es d'au
moins deux groupes de tâches connexes dont l'un au moins contient une tâche de niveau
inf�erieur ou �egal �a lder.

9pour deux n�uds du groupe il existe une châ�ne qui les lie et dont tous les sommets appartiennent au
groupe.
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Apr�es la description de quelques d�e�nitions, nous d�ecomposons l'ensemble des structures
arborescentes en plusieurs sous-ensembles. Pour chacun de ces sous-ensemble, un algorithme,
de faible complexit�e, qui produit des ordonnancements optimaux est pr�esent�e. Finalement,
nous mettons en �evidence une strat�egie de complexit�e plus importante qui permet de produire
des ordonnancements distants de la date de �n d'ex�ecution optimale de une unit�e de temps
dans le pire des cas.

4.7.2 Notations et d�e�nitions

Nous conservons une partie des notations utilis�ees jusqu'�a pr�esent et nous introduisons
quelques notations suppl�ementaires :

{ Les processeurs sont toujours not�es Pl (le plus lent) et Pr (le plus rapide),

{ lder est d�e�nie dans les corollaires 1 et 2,

{ Les inverses des vitesses sont not�ees al et ar et ar � al,

{ Poids(n1) repr�esente le nombre total de pr�ed�ecesseurs du n�ud n1 plus un,

{ Nous notons Llourds l'ensemble des n�uds dont le poids est sup�erieur strictement �a la
valeur de Nl et dont le niveau est compris entre 2 et lder. Llegers est d�e�ni de la même
fa�con pour rassembler les n�uds dont le poids est inf�erieur ou �egal �a la valeur de Nl,

{ MaxNivlourds repr�esente le nombre maximum de n�uds de même niveau apparte-
nant �a Llourds.

D�e�nition 1 : nous d�e�nissons la notion de groupe comme un ensemble connexe de n�uds
allou�es �a Pl.

Nous notons alors :

{ rgroupe le n�ud de plus bas niveau appartenant au groupe,

{ Ngroupe le nombre de n�uds appartenant au groupe,

{ un n�ud est quali��e d'interne s'il appartient au sous-arbre dont rgroupe est racine,
mais pas au groupe,

{ un n�ud est quali��e d'externe s'il n'appartient pas au sous-arbre dont rgroupe est
racine,

{ Ninterne:Pl
(resp. Nexterne:Pr ) le nombre de tâches allou�ees �a Pl (resp. Pr) appartenant

au sous-arbre dont rgroupe est la racine mais n'appartenant pas au groupe,

{ Nexterne:Pl
(resp.Nexterne:Pr ) le nombre de tâches allou�ees �a Pl (resp. Pr) n'appartenant

pas au sous-arbre dont rgroupe est la racine.
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Ninterne:Pl
= 1 Nexterme:Pl

= 3

Nexterne:Pr
= 6

Ninterne:Pr
= 7

Ngroupe = 2

rgroupe

Fig. 4.9 - : Illustration des notations d�e�nies ci-dessus.

D�e�nition 2 : un groupe est dit totalement contraint si aucune tâche lui appartenant
ne peut commencer son ex�ecution avant la �n de l'ex�ecution de toutes les tâches internes
allou�ees �a Pr. Dans le cas contraire, le groupe est dit partiellement contraint.

Exemples

Groupes totalement contraintsGroupes partiellement contraints

Fig. 4.10 - : Exemples de groupes partiellement et totalement contraints.

Nous proposons dans les paragraphes suivants plusieurs algorithmes. Le premier est l'algo-
rithme MAJYC que nous avons pr�esent�e au Chapitre 1. Nous montrons que cet algorithme
produit des ordonnancements optimaux pour des arbres v�eri�ant certaines propri�et�es. Le
second algorithme que nous pr�esentons est bas�e sur la strat�egie employ�ee pour les arbres
complets lorsque Nl < h � (lder � 2) � 1. En�n, le troisi�eme algorithme permet de joindre
les deux premiers et constitue une heuristique pour ordonnancer tout arbre ayant des tâches
identiques et des communications unitaires.
Sans perte de g�en�eralit�e, nous supposons que la racine de l'arbre est d'arit�e sup�erieure ou
�egale �a deux. Si tel n'est pas le cas, un ordonnancement optimal pour l'arbre entier est ob-
tenu, �a partir d'un ordonnancement optimal pour le sous-arbre dont la racine est le n�ud
de plus bas niveau dont l'arit�e est sup�erieure ou �egale �a deux, en ajoutant la châ�ne, liant ce
n�ud �a la racine de l'arbre, �a Pr.
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4.7.3 Algorithme MAJYC

Consid�erons l'algorithme MAJYC propos�e dans le Chapitre 1 pour l'ordonnancement des
arbres UECT sur deux processeurs identiques. Nous allons �etudier la qualit�e des ordonnan-
cements que cet algorithme produit lorsque les deux processeurs sont uniformes.

Lemme 1 :
Soit un arbre form�e de n tâches. Soient Nr et Nl calcul�es �a partir du Th�eor�eme 2 et soit lder
calcul�e �a partir des Corollaires 1 et 2. Si Llourds = ; alors un ordonnancement optimal, pour
cet arbre, atteint la borne du makespan calcul�ee et peut-être obtenu par MAJYC.

Preuve :
Dans tous les cas de �gure exactement Nl tâches sont allou�ees �a Pl. L'ensemble des tâches
allou�ees �a Pl peut être d�ecompos�e en deux sous-ensembles de cardinal respectif N1

l et N2
l .

Le premier sous-ensemble correspond aux tâches qui appartiennent �a un sous-arbre qui n'est
pas enti�erement allou�e �a Pl. Le second correspond �a l'ensemble des tâches qui appartiennent
�a des sous-arbres qui sont enti�erement allou�es �a Pl. De même pour les tâches allou�ees �a Pr :
N1

r et N2
r (voir la �gure 4.11).

N2
r

N1
r

N1
l

N2
l

Fig. 4.11 - : Ordonnancement optimal lorsque Llourd 6= emptyset.

Le seul probl�eme qui pourrait survenir serait que Pr attende des donn�ees en provenance
de N1

l . Or ce n'est jamais le cas.

{ Si Cmax = (Cr+2)ar alors (N1
r+N

2
r )ar = Cmax�ar et (N1

l +N
2
l )al+1 � Cmax�ar donc,

N1
l al+1+N2

l al � N1
r ar+N2

r ar, or s'il y a attente de donn�ees, N1
l al+1 > N2

r ar, donc
N2

l al < N1
r ar, mais comme les sous-arbres sont de taille au plus Nl, N1

r � Nl�N1
l = N2

l

donc N2
l al < N2

l ar ce qui est impossible puisque al � ar.

{ Si Cmax = (Cl+1)al+ar+1 alors une attente, limit�ee �a alNl+1�arNr unit�es de temps,
est permise sur Pr. Si une attente sup�erieure se produit lors de la communication de
Pl vers Pr apr�es l'ex�ecution des N1

l tâches, arN2
r + (alNl + 1 � arNr) < alN

1
l et donc

N2
l al < N1

r ar, et la conclusion du cas pr�ec�edent s'applique ici aussi.

{ Si Cmax = ar(Nr+1)+1 alors une seule unit�e de temps d'attente peu se produire dans
un ordonnancement optimal qui atteint la borne de Cmax calcul�ee. Par un raisonnement
similaire au cas pr�ec�edent, la conclusion du premier cas est valable une fois encore. 2
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Corollaire 1 :
Ce r�esultat est encore valable lorsque MaxNivlourds 6= 0 et lorsque le cardinal de Llegers est
sup�erieur ou �egal �a Nl, et �a condition que la liste Llegers soit tri�ee par ordre d�ecroissant de
poids.

4.7.4 Algorithme ORDO UNIF

L'algorithme ORDO UNIF est une version de l'algorithme MAJYC adapt�e au cas des
arbres pour lesquels le nombre de tâches appartenant �a des sous-arbres dont les racines
appartiennent �a Llegers est inf�erieur strictement �a Nl. La structure de l'algorithme reste la
même, mais une proc�edure de recherche et de saturation d'un groupe de tâches est ajout�ee.

D�e�nition 3 : Un groupe G est dit satur�e si :

{ Le niveau de rgroupe est inf�erieur ou �egal �a lder.

{ Toutes les tâches allou�ees �a Pl et appartenant au sous-arbre dont rgroupe est la racine
appartiennent �a G, donc, les Nl � Ngroupe autres tâches allou�ees �a Pl appartiennent �a
des sous-arbres dont les racines ne sont pas des pr�ed�ecesseurs de rgroupe .

{ L'addition d'une tâche �a G entrâ�ne sur Pl une attente d'au moins une unit�e de temps.

Lemme 2 :
Un groupe totalement contraint et satur�e v�eri�e les relations suivantes :
(Poids(rgroupe)�Ngroupe) ar + 1 � Nexterne:Pl

al et
(Poids(rgroupe)� (Ngroupe + 1)) ar + 1 > (Nexterne:Pl

� 1) al.

Principe et description de l'algorithme

Lorsque Llegers = ;, l'algorithme MAJYC choisi le sous-arbre de plus faible poids et
alloue un groupe non contraint de tâches de ce sous-arbre �a Pl. Lorsque les processeurs
sont identiques, cette strat�egie est optimale comme cela a �et�e prouv�e dans le premier cha-
pitre. Malheureusement, lorsque les vitesses des processeurs ne sont pas identiques, une telle
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strat�egie n'est plus optimale comme le montre la �gure 4.12.

A'

B

B'A

R

A

RA'

18 25

RB' A'

A B

9 18 22

R 15

Cl = (12� 2)div(2 + 9) = 2

2� (Cr + 1) � 9� (Cl + 1) + 1

ar = 2

lder = 10� 10 + 2 = 2
Nl = Cl = 2 et Nr = Cr + 1 = 10

Cr = (12� 9)div(2 + 9) = 9al = 9

Ordonnancement produit par MAJYC Ordonnancement optimal

A

R

A'

Fig. 4.12 - : Ordonnancement produit par MAJYC lorsque Llegers = ;.

La perte d'optimalit�e provient du fait que les n�uds dont le poids est inf�erieur ou �egal
�a Nl peuvent tous appartenir �a des niveaux sup�erieurs strictement �a lder. Or d'apr�es le Co-
rollaire XX, pour atteindre la borne du makespan calcul�ee dans le Th�eor�eme 2, la derni�ere
tâche ex�ecut�ee par Pl doit appartenir �a un niveau inf�erieur ou �egal �a lder. L'id�ee est alors
de choisir une telle tâche et de l'allouer �a Pl. Mais, comme le sous-arbre entier ne peut être
allou�e �a Pl (il est trop lourd), une partie seulement l'est. Cette partie constitue le groupe et
il est contraint, c'est-�a-dire que l'ex�ecution de l'ensemble de ses tâches n�ecessite l'ex�ecution
d'un ensemble de tâches allou�ees �a Pr dont le nombre est �egal �a Ninterne:Pr . Il faut alors
que Pl ex�ecute des tâches externes �a ce sous-arbre pour recouvrir l'ex�ecution des Ninterne:Pr

tâches. Finalement, les di��erentes situations qui peuvent survenir sont d�ecrites par la valeur
de MaxNivlourds et par le cardinal de la liste Llegers. Lorsque le cardinal de Llegers est sup�e-
rieur ou �egal �a Nl, alors une proc�edure du type HSF (Heavy Subtree First) permet d'atteindre
l'optimal (Corollaire 1). Dans l'autre cas, deux proc�edures sont d�ecrites qui permettent de
construire, si besoin est, un groupe contraint de tâches. L'algorithme est le suivant :

Etiquetage de l0arbre
Calcul de Nl, Nr et lder
Construction de Llegers et de Llourds

Calcul de MaxNivlourds
Appel de ORDO UNIF(Nl,Llegers,Llourds,MaxNivlourds)

Expression de ORDO UNIF(Nl,Llegers,Llourds,MaxNivlourds)

Si Nl = 1 Alors
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une feuille de plus bas niveau qui n0est pas allou�ee est choisie
on v�eri�e que l0allocation de cette feuille �a Pl donne une meilleure
date de �n d0ex�ecution que tout l0arbre allou�e �a Pr

Nl = 0
FinSi
Si (Cardinal(Llegers) � Nl) et (Nl > 0) Alors

Appel de HSF
Sinon

Tous les noeuds appartenant �a Llegers sont allou�es �a Pl

Nlegers = Cardinal(Llegers)
Nl = Nl �Nlegers

Si MaxNivlourds � 2 Alors
Appel de SATURE1

Sinon
Appel de SATURE2

FinSi
FinSi

Proc�edure HSF

Les noeuds de Llegers sont tri�es par ordre d�ecroissant de poids
TantQue Nl 6= 0 Faire

choisir le premier de la liste
mettre �a jour Nl et Llegers

FinTantQue

La complexit�e de cette proc�edure est domin�ee par celle du tri des �el�ements de Llegers qui
dans le pire des cas est de complexit�e O(n2).

Proc�edure SATURE1

soit Tlourd:leger le noeud de plus faible poids de Llourd

rgroupe = Tlourd:leger

Ngroupe = 1
TantQue (Poids(rgroupe �Ngroupe)ar + 1 � Nexterne:Pl

al Faire
ajouter un noeud au groupe
Ngroupe = Ngroupe + 1
Nexterne:Pl

= Nexterne:Pl
� 1

FinTantQue
enlever le dernier noeud ajout�e au groupe
Ngroupe = Ngroupe � 1



164 Chapitre 4. Ordonnancement d arbres sur processeurs uniformes

Nexterne:Pl
= Nexterne:Pl

+ 1
Si (Ngroupe � 1) Alors

les Nexterne:Pl
�Nlegers noeuds sont choisis dans le sous-arbre

dont la racine est le noeud de plus faible poids (except�e Tlourd:leger)
de Llourds (Tlourd:leger2)
les noeuds de plus bas niveau appartenant �a ce sous-arbre sont choisis en premier
soit Nlibres:Pr , sous-partie de Nexterne:Pr rassemblant les noeuds
qui ne sont pas pr�ec�ed�es du dernier noeud
externe ex�ecut�e par Pl

Si (Ninterne:Pr +Nlibres:Pr )ar � (Nexterne:Pl
�Nlegers)al Alors

le dernier noeud choisi dans le sous-arbre dont la racine est
Tlourd:leger2 est allou�e �a Pr

FinSi
Sinon

les Nexterne:Pl
�Nlegers noeuds sont choisis dans le sous-arbre

dont la racine est Tlourd:leger

soit Nlibres:Pr , l
0ensemble des noeuds qui ne sont pas pr�ec�ed�es

par le dernier noeud externe ex�ecut�e par Pl et appartenant
au sous-arbre dont Tlourd:leger est racine
Si (Nexterne:Pr +Nlibres:Pr )ar � (Nexterne:Pl

�Nlegers)al Alors
le dernier noeud choisi dans le sous-arbre dont la racine est
Tlourd:leger est allou�e �a Pr

FinSi
FinSi

Parmi l'ensemble des n�uds appartenant �a Llourds, le n�ud le plus l�eger est choisi pour
être la racine du groupe. La boucle TantQue correspond �a la saturation du groupe dont
rgroupe est racine. Cette op�eration consiste �a construire le plus gros groupe possible en rgroupe.
La condition d'arrêt est que le temps d'ex�ecution des n�uds externes (Nexterne:Pl

al) n'est
plus su�sant pour recouvrir l'ex�ecution des n�uds internes allou�ees �a Pr (Poids(rgroupe �
Ngroupe)ar) plus une unit�e de temps pour la communication. Le dernier n�ud ajout�e au
groupe est alors enlev�e a�n que Pl n'attende pas le r�esultat de l'ex�ecution des Ninterne:Pr

tâches. Le n�ud choisi pour être ajout�e au groupe doit simplement être un pr�ed�ecesseur
imm�ediat d'un des n�uds du groupe (pour conserver la connexit�e du groupe). Pour que la
construction du groupe soit valid�ee, il faut en outre que Pr n'attende pas de donn�ees en
provenance de la derni�ere tâche externe ex�ecut�ee par Pl. On distingue deux cas, suivant si
Ngroupe est nul ou non. S'il est nul, cela signi�e qu'il n'est pas possible de construire un
groupe totalement contraint en rgroupe, on abandonne donc la construction du groupe et on
choisi la totalit�e des tâches allou�ees �a Pl dans le sous-arbre de plus faible poids. La notion
de n�uds internes n'a plus de signi�cation, par contre on appelle encore n�uds externes
les n�uds ex�ecut�es par Pr qui n'appartiennent pas au sous-arbre dont Tlourd:leger est racine.
On v�eri�e donc que l'ensemble des tâches disponibles pour l'ex�ecution pour Pr est su�sant
pour recouvrir l'ex�ecution des tâches externes n'appartenant pas �a Llegers. Seules les tâches
qui sont des successeurs de la derni�ere tâche externe ex�ecut�ee par Pl ne sont pas libres pour
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l'ex�ecution (ceci sera prouv�e dans le Lemme 3). Si la condition n'est pas v�eri��ee, la derni�ere
tâche externe ex�ecut�ee par Pl est allou�ee �a Pr.
La complexit�e de cette proc�edure est lin�eaire en fonction du nombre de noeuds de l'arbre.
Proc�edure SATURE2

on remonte la cha{̂ne des noeuds de poids sup�erieur �a Nl

soit rsous�arbre le premier noeud rencontr�e et
d0arit�e sup�erieure ou �egale �a 2
en ce noeud Nl est recalcul�e (on appelle cette nouvelle valeur Nl

0)
Si (Nl

0 � Nl) Alors
on consid�ere ce sous-arbre comme un arbre �a part
enti�ere et on calcule lder

0 et MaxNivlourds
0

on construit Llegers
0 et Llourds

0

Appel de ORDO UNIF(Nl
0,Llegers

0,Llourds
0,MaxNivlourds

0)
Sinon

lder � (Poids(rsous�arbre)� 1) + (Niveau(rsous�arbre) + 1)�
l
Nlal+1

ar

m
construire Llegers et Llourds

calculer MaxNivlourds
Appel de ORDO UNIF(Nl,Llegers,Llourds,MaxNivlourds)

FinSi
l'ensemble des noeuds liant la racine �a rsous�arbre sera
enti�erement allou�ee �a Pr

et les Nlegers noeuds enti�erement allou�ee �a Pl

Lorsque l'ensemble des n�uds appartenant �a Llourds forment une châ�ne, on consid�ere le
premier n�ud dont l'arit�e est sup�erieure ou �egale �a deux (il est inutile de diviser cette châ�ne
qui sera enti�erement allou�ee �a Pr). En cette nouvelle racine d'arbre, on recalcule Nl (not�e ici
Nl

0) comme si cet arbre �etait pris isol�ement et qu'on veuille l'ordonnancer sur notre syst�eme
form�e de deux processeurs uniformes. Si la valeur de Nl

0 est inf�erieure ou �egale �a Nl alors
on peut consid�erer l'ordonnancement de cet arbre ind�ependamment de l'ordonnancement de
l'arbre dont il fait partie, en e�et, obtenir un ordonnancement optimal pour l'arbre entier
implique que l'ordonnancement obtenu pour ce sous-arbre soit �egalement optimal. On fait
donc un appel r�ecursif �a la proc�edure ORDO UNIF. Lorsque le nombre de tâches restant �a
allouer �a Pl est inf�erieur �a ce que l'on a calcul�e, on appelle une fois encore r�ecursivement
ORDO UNIF, mais en lui passant des param�etres qui ne correspondent plus �a ceux qui au-
raient �et�e pass�es si l'arbre avait �et�e consid�er�e isol�ement.

Quelques exemples
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A

B

R

A B

R

Pl

Pr

Fig. 4.13 - : Un exemple d'ordonnancement avec groupe satur�e.

4.7.5 Analyse th�eorique

Lemme 3 :
Soient un arbre de n tâches, un groupe G totalement contraint satur�e et Nexterne:Pl

tâches.
L'ex�ecution d'au moins Nexterne:Pl

� 1 tâches est recouverte par l'ex�ecution des Ninterne:Pr

tâches.

Preuve
Supposons que l'ex�ecution de Nexterne:Pl

� 1 tâches ne soit pas recouverte par l'ex�ecution de
Ninterne:Pr tâches alors (Poids(rgroupe)�Ngroupe) ar < (Nexterne:Pl

� 1) al ce qui est en contra-
diction avec la propri�et�e de saturation de G expos�ee dans le Lemme 2. 2

Lemme 4 :
Soit un arbre de n tâches, si MaxNivlourds � 3 et si Llegers = ; alors SATURE1 produit
un ordonnancement optimal par construction d'un groupe contraint et satur�e localis�e dans le
sous-arbre de plus faible poids.

Preuve
Si MaxNivlourds � 3 il existe un niveau inf�erieur ou �egal �a lder tel que trois n�uds au moins
ont un poids strictement sup�erieur �a Nl. Soit l le niveau le plus �elev�e tel queMaxNivlourds �
3, notons A;B;C les trois n�uds de plus faible poids et de niveau l tels que Poids(A) �
Poids(B) � Poids(C).
Si (Poids(A)�1)ar+1 � (Nl�1)al alors un groupe satur�e peut être construit et rgroupe = A.
D'apr�es le Lemme 3 l'ex�ecution de Nexterne:Pl

� 1 tâches est recouverte par l'ex�ecution des
Ninterne:Pr tâches. Il ne reste donc plus que l'ex�ecution d'une tâche �a recouvrir or il reste au
moins un sous-arbre de poids sup�erieur ou �egal �a Poids(A), donc l'ex�ecution des Nexterne:Pl

tâches est recouverte, Pr n'attend pas et l'ordonnancement construit est optimal.
Si (Poids(A) � 1)ar + 1 > (Nl � 1)al et si Nl � 2 alors cela signi�e que l'ex�ecution,
sur Pl, d'un groupe non contraint de Nl tâches dans A est recouverte par l'ex�ecution de
Poids(B)+Poids(C) tâches par Pr, ce qui est en contradiction avec l'hypoth�ese Llegers = ;.
Si Nl = 1, un ordonnancement optimal dans lequel Pl ex�ecute une tâche existe si et seule-
ment si il existe une feuille dont le niveau l � lder. 2
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Lemme 5 :
Soit un arbre de n tâches, si MaxNivlourds � 2 et Llegers 6= ; alors SATURE1 produit un
ordonnancement optimal par construction d'un groupe contraint et satur�e localis�e dans le
sous-arbre de plus faible poids dont la racine n'appartient pas �a Llegers.

Preuve
Soient A et B les deux n�uds de plus faible poids et de niveau l (niveau le plus �elev�e tel
que MaxNivlourds � 2), tels que Poids(A) � Poids(B). On essaie de construire un groupe
contraint et satur�e en A (c'est-�a-dire rgroupe = A).
Si (Poids(A)�1)ar+1 � (Nl�1)al, alors l'ex�ecution de Nexterne:Pl

�1 tâches est recouverte
par l'ex�ecution de Ninterne:Pr tâches. En e�et, d'apr�es le Lemme 2, (Ninterne:Pr � 1)ar + 1 >
(Nexterne:Pl

� 1)al donc, Ninterne:Prar +1 > (Nexterne:Pl
� 1)al. Or, Llegers 6= ; donc, le nombre

de tâches allou�ees �a Pl et incluses dans le sous-arbre dont B est racine est inf�erieur ou �egal
�a Nexterne:Pl

� 1. Ainsi, toutes les communications sont recouvertes, celle de Pr vers Pl par
hypoth�ese de saturation et celle de Pl vers Pr (�a part �eventuellement la derni�ere communi-
cation pour la racine si Cr +Cl = n� 1 ou si Cmax = al(Cl + 1) + ar + 1) d'apr�es le Lemme
2 et parce qu'au moins une tâche appartient �a un sous-arbre dont la racine n'est pas un
pr�ed�ecesseur de B. Dans ce cas, l'ordonnancement produit est optimal.
Si (Poids(A) � 1)ar + 1 > (Nl � 1)al alors par l'algorithme alloue des sous-arbres dont les
racines appartiennent toutes �a Llegers, et l'ordonnancement est optimal d`apr�es le Corollaire
1. 2

Lemme 6 :
Soit un arbre de n tâche, si MaxNivlourds � 2 et Llegers = ; alors SATURE1 produit un
ordonnancement distant de au plus ar � 1 unit�es de temps d'un ordonnancement optimal.

Preuve
LorsqueMaxNivlourds � 2, si un groupe de tâches satur�e peut-être construit alors Pl n'attend
pas de donn�ees en provenance de Pr pour l'ex�ecution des tâches appartenant au groupe.
Par contre, si la condition sur l'attente de Pr n'est pas satisfaite alors l'une des tâches
externes allou�ee pr�ealablement �a Pl est allou�ee �a Pr. D'apr�es le Lemme 2, l'ex�ecution des
Nexterne:Pl

� 1 tâches est recouverte par l'ex�ecution des Ninterne:Pr tâches. Donc Pr n'attend
plus de donn�ees en provenance de Pl. Cependant, il est possible pour certains arbres de
construire des ordonnancements dans lesquels Pl aurait conserv�e ses Nexterne:Pl

tâches comme
le montre la �gure 4.14. Dans un tel cas, si Cmax = ar(Cr +2), l'ordonnancement est distant
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de ar unit�es de temps de l'ordonnancement optimal.
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34
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Pl

A

B

C

7 6
R

Ordonnancement produit par ORDO UNIF

Ordonnancement optimal

Fig. 4.14 - : Exemple d'ordonnancement produit par ORDO UNIF qui n'est pas optimal.

Si un groupe de tâches satur�e ne peut pas être construit (illustr�e par la �gure 4.15)
alors Nexterne:Pl

al < Ninterne:Prar + 1. La totalit�e des tâches de Pl sont choisies dans le sous-
arbre de plus faible poids (celui dans lequel l'algorithme a essay�e de construire un groupe
contraint satur�e). Pr dispose donc d'au moins Ninterne:Pr + 1 tâches prêtes �a être ex�ecut�ees
(le poids du second sous-arbre est sup�erieur ou �egal au poids du plus faible). D'autre part,
Nl = Nexterne:Pl

+1 donc (Nl�1)al+1 < (Ninterne:Pr +1)ar+1. Ce qui signi�e que la commu-
nication de la derni�ere tâche ex�ecut�ee par Pl est recouverte. Au total, une fois encore, dans
le pire des cas Nl� 1 tâches sont allou�ees �a Pl et dans ce cas aucune p�eriode d'inactivit�e due
�a une communication n'apparâ�t dans l'ordonnancement. La distance des ordonnancements
produits est au plus �egale �a ar unit�es de temps. 2
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Fig. 4.15 - : Autre exemple pour lequel l'ordonnancement produit n'est pas optimal.

Corollaire 6 :
Les ordonnancements produits par ORDO UNIF pour des arbres dont les tâches sont iden-
tiques et requi�erent respectivement ar unit�es de temps sur le processeur rapide et al (al � al)
unit�es de temps sur le processeur le plus lent sont distants de au plus ar unit�es de temps
d'un ordonnancement optimal.

Preuve
Le nombre de tâches calcul�e au d�epart n'est diminu�e qu'�a trois occasions. Lorsque des tâches
sont allou�ees �a Pl, on diminue alors Nl du nombre de tâches allou�ees. LorsqueMaxNivlourd =
1, Nl > 0 et toutes les tâches appartenant �a Lleger ont �et�e allou�ees �a Pl. Dans ce cas, Nl

est recalcul�e en le premier n�ud dont l'arit�e est sup�erieure ou �egale �a deux. Si la nouvelle
valeur est inf�erieure �a la valeur courante de Nl, elle est remplac�ee. Cela signi�e que jusqu'au
niveau de cette racine interm�ediaire, toutes les tâches n'appartenant pas �a la châ�ne liant
ce n�ud �a la racine de l'arbre ont �et�e allou�es �a Pl. La seule mani�ere d'augmenter alors le
nombre de n�uds allou�es �a Pl serait de le forcer �a ex�ecuter davantage de n�uds dans le
sous-arbre ce qui entrâ�nerait in�evitablement des attentes pour cause de communications.
En�n, Lorsque MaxNivlourds � 2, le Lemme 6 montre que les ordonnancements produits
sont distants au plus de ar unit�es de temps de l'optimal. De plus, cette proc�edure n'est pas
appel�ee r�ecursivement, cette erreur ne peut donc être commise qu'une seule fois. 2

4.8 Heuristiques �a m processeurs

Nous proposons dans cette partie une heuristique pour l'ordonnancement des arbres com-
plets sur un nombre m > 2 �x�e de processeurs. Cette heuristique est bas�ee sur l'algorithme
pour deux processeurs qui produit des ordonnancements optimaux. On suppose maintenant
que l'on dispose de m processeurs P1 ... Pm de vitesses respectives v1 ... vm. On suppose que
v1 � v2 � ::: � vm. On suppose de plus que les vi sont des vitesses rationnelles telles que
vi � 1.



170 Chapitre 4. Ordonnancement d arbres sur processeurs uniformes

4.8.1 Algorithme

Cet algorithme est compos�e de deux �etapes. La premi�ere concerne l'allocation des tâches
aux processeurs et la seconde concerne l'ordonnancement sur chaque processeur des tâches
qui lui ont �et�e allou�ees. L'id�ee de base de cette heuristique est de se ramener �a un pro-
bl�eme �a deux processeurs que l'on sait traiter de fa�con e�cace. Pour cela, on regroupe les
processeurs en deux sous-ensemblesEP et EP 0 , en essayant d'�equilibrer la puissance de calcul.

Premi�ere phase : elle consiste �a regrouper l'ensemble des processeurs en deux ensembles
de processeurs tels que la puissance de calcul disponible soit �equilibr�ee (autant que possible
puisqu'il s'agit d'un probl�eme di�cile). Pour cela, soit vi la vitesse du processeur Pi, on
utilise un algorithme de type LPT (Largest Processing Time �rst) r�epartir les processeurs
dans les deux sous-ensembles.

Seconde phase : on consid�ere maintenant les deux super-processeurs P et P 0 issus du
regroupement de la premi�ere phase. On calcule pour ce syst�eme bi-processeur le nombre de
tâches allou�ees �a chacun d'eux (comme cela avait �et�e fait pour le cas m = 2) : NP et NP 0.

NP = ((n� 1)vP )div(vP + vP 0) et NP 0 = ((n� 1)vP 0)div(vP + vP 0).

De plus, si NP +NP 0 = n�2, un calcul de �n d'ex�ecution est e�ectu�e pour allouer la derni�ere
tâche �a l'un des deux super-processeurs.

Troisi�eme phase : l'arbre est partag�e par le même algorithme utilis�e pour le cas m = 2.
C'est-�a-dire que le nombre de tâches allou�ees au processeur le plus rapide est d�ecompos�e
en un ensemble d'arbres complets de même arit�e que l'arbre en entr�ee, mais de hauteurs
d�ecroissantes (de h� 1 jusqu'�a 1).

A la �n de cette �etape regroupant les trois phases qui viennent d'être d�ecrite, l'un des
super-processeur est charg�e de l'ex�ecution d'une forêt d'arbre complets de même arit�e que
l'arbre complet d'origine, et le second est charg�e de l'ex�ecution d'un ensemble d'arbres com-
plets dont l'arit�e est variable et d'une châ�ne de longueur au plus h� 1.
Le proc�ed�e d�ecrit ci-dessus est r�eappliqu�e it�erativement pour chaque sous-ensemble de pro-
cesseurs. Cet appel r�ecursif ne se termine que lorsque les sous-ensembles EP et EP 0 ne sont
form�es que d'un unique processeur.
A la �n de l'�etape d'allocation, �a chaque processeur est allou�e un certain nombre de tâches,
on r�esout pour chaque couple de processeurs (il s'agit cette fois-ci des Pi) l'ordonnancement
des tâches. La technique d'ordonnancement utilis�ee est simple, il s'agit d'un algorithme de
liste. On ordonnance des sous-arbres complets, et non chaque tâche prise de fa�con isol�ee. La
plus grande priorit�e est donn�ee aux racines Ri dont le successeur imm�ediat est allou�e �a un
autre processeur et telles que le niveau des Ri est le plus �elev�e.

4.8.2 Exemple

Dans l'exemple que nous d�eveloppons, l'ensemble des processeurs est form�e de quatre
processeurs P1 (de vitesse v1 = 3

5
), P2 (v2 = 1

4
), P3 (v3 = 1

7
), P4 (v4 = 2

15
). L'arbre consi-
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d�er�e est complet, d'arit�e 3 et de hauteur 5. Le nombre de tâches de l'arbre est donc �egal �a 121.

�Etape d'allocation :

Premi�ere phase : rassemblement des processeurs en deux sous-ensembles de processeurs dont
l'algorithme essaye d'�equilibrer la puissance de calcul. EP 0 = fP1g, EP = fP2; P3; P4g. Les
puissances cumul�ees respectives sont �egales �a 3

5
pour P 0 et 221

420
pour P .

seconde phase : le nombre de tâches allou�ees �a chacun de ces processeurs sont donc :

NP 0 � 120�(3=5)
473=420

= 63 et NP � 120�(221=420)
473=420

= 56. Or 63 + 56 = 119, il reste donc une tâche �a

allouer. On calcule sur quel processeur elle se �nirait le plus tôt. 64� 5
3
< 57� 420

221
. On l'alloue

donc �a P 0, donc, NP 0 = 64 et NP = 56. Il y a ici une l�eg�ere modi�cation de l'algorithme pour
m = 2, en e�et, lorsque les vitesses ne sont plus des inverses d'entiers, mais des rationnels,
l'ex�ecution de la racine sur le processeur le plus rapide ne constitue plus un choix toujours
judicieux.

Troisi�eme phase : l'arbre complet est r�eparti pour ces deux processeurs. Les sous-arbres
complets de hauteur h � 1 = 4 contiennent 40 tâches, ceux de hauteur 3 contiennent
13 tâches, puis 4 tâches pour une hauteur �egale �a 2, et en�n 1 pour les feuilles. NP 0 =
1 � 40 + 1 � 13 + 2 � 4 + 3 � 1. Les NP tâches sont donc constitu�ees d'un arbre complet
d'arit�e 3 et de hauteur 4, d'un arbre complet d'arit�e 3 et de hauteur 3 et d'un arbre complet
d'arit�e 1 (une châ�ne) et de hauteur 3.

L'ensembleEP 0 n'est form�e que d'un processeur, aucune autre �etape de division-r�epartition
n'est mise en �uvre pour cet ensemble. Par contre, l'ensemble EP contient trois processeurs,
il faut donc mettre en �uvre une seconde �etape de division-r�epartition.

Allocation pour l'ensemble EP :

Premi�ere phase : EP 0 = fP2g, EP = fP3; P4g. Les puissances cumul�ees respectives sont �egales
�a 1

4 et 29
105.

seconde phase : NP 0 = 26 et NP = 30.

Troisi�eme phase : la châ�ne est allou�ee �a P 0, puis pour les arbres complets d'arit�e au moins
deux, on applique encore le même algorithme de r�epartition �a tous les sous-arbres complets.
NP = 2� 13 + 1 � 4.

Une fois de plus, un ensemble de processeurs est constitu�e de plus d'un processeur. On
r�epartit entre les deux processeurs qui le constitue les deux sous-arbres complets de hauteur
3 et celui de hauteur 2.

Allocation pour l'ensemble EP courant :
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Premi�ere phase : EP 0 = fP3g, EP = fP4g. Les puissances cumul�ees respectives sont �egales �a
1
7
et 2

15
.

seconde phase : NP 0 = 16 et NP = 14.

Troisi�eme phase : NP 0 = 1� 13 + 3� 1. Un sous-arbre complet de hauteur 3 et d'arit�e 3
est allou�e �a P 0 (qui est P3) ainsi que trois feuilles.

�Etape d'ordonnancement :

On classe l'ensemble des tâches allou�ees �a un processeur en fonction de la hauteur de la
racine du sous-arbre auquel cet tâche appartient. Les sous-arbres dont les racines sont les
plus hautes sont les plus prioritaires. Les sous-arbres ex�ecut�es par P1 respecte cette r�egle.
En revanche, lorsque des tâches ne sont pas disponibles bien qu'ayant une plus grande prio-
rit�e, d'autres tâches sont ex�ecut�ees �a leur place (strat�egie gloutonne). Ce cas est illustr�e par
l'ex�ecution sur P2 de B2 avant C2. La strat�egie d'ordonnancement est du type HLF (Highest
Level First) appliqu�e aux racines des sous-arbres.

L'ensemble allocation des tâches et ordonnancement de celles-ci sur les processeurs est
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illustr�e en �gure 4.16.
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Fig. 4.16 - : Di��erentes phases de l'ordonnancement d'un arbre complet d'arit�e trois et de
hauteur cinq sur quatre processeurs.
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4.9 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons �etudi�e le probl�eme de l'ordonnancement d'arbres sur un en-
semble de processeurs uniformes. Un algorithme pour ordonnancer des arbres complets sur
deux processeurs a �et�e propos�e. Il produit des ordonnancements optimaux pour deux proces-
seurs dont les inverses des vitesses sont des entiers sup�erieurs ou �egaux �a un. L'algorithme est
bas�e sur une strat�egie de regroupement de tâches. Un premier algorithme pr�esent�e permet
de produire des ordonnancements optimaux d�es que la hauteur de l'arbre est inf�erieure au
nombre de tâches que devrait ex�ecuter le moins rapide des deux processeurs. Si cette condi-
tion n'est pas v�eri��ee, il faut mettre en �evidence un groupe de tâches d�ependant en totalit�e
de tâches ex�ecut�ees par le processeur rapide. Deux v�eri�cations sont alors n�ecessaires. La
premi�ere concerne l'occupation du processeur lent avant l'ex�ecution de ce groupe de tâches.
La seconde consiste �a s'assurer que le processeur rapide n'attende pas ou su�samment peu
pour ne pas d�egrader la qualit�e de la date de �n d'ex�ecution. Ce type de raisonnement et
la strat�egie de recherche d'un groupe disponible et d'un groupe enti�erement d�ependant sont
repris pour la mise en oeuvre d'une heuristique pour ordonnacer des arbres quelconques
sur deux processeurs. Il est montr�e que les ordonnancements produits par cet algorithme
sont distants de moins de une unit�e de temps de la date de �n d'ex�ecution optimale. En�n,
dans une derni�ere partie, nous avons donn�e la description d'une heuristique pour l'ordon-
nancement d'arbres complets sur un ensemble de m processeurs (m �x�e) dont les inverses
des vitesses sont des rationnels. L'�etude de la qualit�e des ordonnancements produits par cet
algorithme n'est pas termin�ee. Une validation exp�erimentale est �egalement pr�evue comme
pour les heuristiques propos�ees dans le chapitre concernant l'ordonnancement d'arbres sur m
processeurs identiques de granularit�e di��erentes de un. Il est int�eressant de noter qu'il s'agit
�a notre connaissance de la seule tentative de conception d'un algorithme pour ordonnancer
des graphes de pr�ec�edence pour un syst�eme form�e de plus de deux processeurs uniformes.
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Chapitre 1

Introduction

Le d�eveloppement des environnements de programmation parall�ele (EPP) est un
�el�ement cl�e pour l'avenir des ordinateurs parall�eles. Un nombre croissant de rencontres et
congr�es r�eunissant les repr�esentants d'organismes de recherche, de fabricants de machines et
d'industriels, atteste que le parall�elisme tend �a se di�user. Depuis 1993, des rencontres sont
organis�ees par ORAP1 et les JIP2 dont la premi�ere �edition eut lieu en 1994 �a Lyon et qui
sera organis�ee cette ann�ee �a Bordeaux. Des machines parall�eles, localis�ees partout en France,
sont mises �a la disposition d'utilisateurs par le biais du r�eseau RAPID3. Au niveau europ�een
en�n, le programme HPCN4 va �egalement dans ce sens.

D�es lors qu'il s'agit de produire des codes industriels, le besoin d'outils se fait plus pres-
sant. L'objectif �a atteindre pour ces logiciels est de fournir une plateforme d'aide �a la pro-
grammation parall�ele, a�n de permettre une programmation facile, e�cace et portable.
Malheureusement, ces objectifs sont contradictoires.

Le projet apache5 vise en partie ces objectifs [Pla94]. L'accent est mis sur la production
d'un code parall�ele e�cace et portable. C'est la raison pour laquelle le parall�elisme ex-
plicite a �et�e choisi. La pr�ef�erence a �et�e donn�ee au parall�elisme de contrôle pour r�epondre
au besoin de parall�elisation d'applications non r�eguli�eres, pour lesquelles une approche pa-
rall�elisme de donn�ees ne semble pas adapt�ee. Au même titre que les probl�emes �a structures
de donn�ees r�eguli�eres, ces probl�emes se retrouvent dans de nombreux domaines, y compris
dans les milieux industriels6.

Il existe �a l'heure actuelle quelques EPPs qui visent les mêmes objectifs. La d�emarche de
parall�elisation qu'ils utilisent est sensiblement la même pour tous. Nous la d�ecrivons dans le
chapitre suivant et resituons quelques uns de ces EPP dans cette d�emarche. Dans la suite

1ORganisation Associative du Parall�elisme.
2Journ�ees Industrielles du Parall�elisme.
3R�eseau de ressources des Applications Parall�eles pour l'Industrie et le D�eveloppement scienti�que.
4High Performance Computing Network.
5Algorithmique Parall�ele et pArtage de CHargE.
6S�eminaire sur les techniques nouvelles de traitement des matrices creuses pour les probl�emes industriels,

F�evrier 1995, Grenoble
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de ce chapitre, quelques faiblesses de ce processus sont discut�ees. En�n, dans le dernier
chapitre, nous tentons d'apporter quelques �el�ements de r�eponse qui constituent une partie
des sp�eci�cations du module ordonnancement statique dans athapascan7. Ces sp�eci�cations
reposent sur les id�ees forces de la mise en �uvre d'athapascan, les poly-algorithmes et
la granularit�e adaptative dans le but de garantir une bonne e�cacit�e et le portage des
applications en athapascan sur di��erents syst�emes multiprocesseurs.

7
athapascan est l'environnement de programmation. Il est l'un des axes de recherche du projet apache.



Chapitre 2

Description d'une d�emarche fort

utilis�ee

2.1 Une d�emarche synth�etique

La d�emarche qui est d�ecrite dans ce chapitre est principalement tourn�ee vers les EPP ba-
s�es sur une approche de type parall�elisme de contrôle qui est le type de parall�elisme retenu
dans le projet apache. Cependant, �a des �ns d'illustration, quelques techniques utilis�ees
dans les approches de parall�elisme de donn�ees sont mentionn�ees. De plus, nous privil�egions
dans les discussions et les remarques le point de vue de l'ordonnancement.

Dans une approche parall�elisme de contrôle, l'allocation des processeurs aux tâches de
calcul (ou de traitement de fa�con plus g�en�erale) est guid�ee par l'agencement de ces tâches
entres elles. Les d�ependances entres tâches sont d�ecrites et mod�elis�ees par un graphe de
pr�ec�edence lorsque la granularit�e choisie le permet. La premi�ere �etape de toute d�emarche
bas�ee sur cette approche commence donc par produire un graphe de pr�ec�edence �a
partir du code source. La seconde �etape correspond �a l'allocation des processeurs aux tâches
de calcul, il s'agit de l'�etape d'ordonnancement et de placement. En�n, la derni�ere �etape
avant l'ex�ecution est celle de la g�en�eration de code, avec insertion �eventuelle de primitives
de communication (pour une synchronisation). Assez rapidement, nous d�ecrivons les outils
qui sont mis en oeuvre au moment de l'ex�ecution, a�n d'am�eliorer les d�ecisions prises par les
�etapes pr�ec�edentes (mesures et analyses des performances, prises de traces), ou de r�eguler la
charge des processeurs lorsque l'analyse statique s'av�ere insu�sante ou erron�ee. L'ensemble
des �etapes de cette d�emarche ainsi que les outils qui lui sont rattach�es sont repr�esent�es en
�gure 2.1.

2.1.1 Production du graphe

Du point de vue de l'ordonnancement, le mod�ele le plus couramment utilis�e est bas�e sur
un graphe de pr�ec�edence. Les sommets de ce graphe sont appel�es des tâches et sont valu�es
par des temps ou des volumes de calculs estim�es, soit par l'utilisateur soit par un module
sp�ecialement con�cu �a cet e�et. Les arcs du graphe repr�esentent les relations de pr�ec�edence
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entre les di��erentes tâches, ils sont valu�es par des volumes de communications ou des temps
correspondants aux transferts. Il faut noter que l'estimation automatique de la dur�ee d'une
tâche constitue un probl�eme ardu et fortement d�ependant de la machine cible, ce qui est un
obstacle �a la portabilit�e. Il peut être pr�ef�erable de valuer sommets et arcs par une expression
de complexit�e en fonction du volume des donn�ees.

La production du graphe n�ecessite plusieurs �etapes. Elles sont trait�ees di��eremment selon
le code source disponible en entr�ee de l'analyseur. En e�et, si l'application est d�ej�a cod�ee �a
l'aide d'un langage s�equentiel, les seules informations disponibles sont re�cues sous la forme
du code source. Si l'application est analys�ee en vue de son impl�ementation dans un langage
exprimant une forme de parall�elisme alors davantage d'informations peuvent être disponibles,
mais leur type et leur nombre d�ependent des sp�eci�cations du langage. Dans les deux cas
cependant, on peut mettre en �evidence les trois mêmes �etapes : d�etection et l'extraction
du parall�elisme, d�etermination de la granularit�e, et valuation des sommets et des
arcs et analyse des d�ependances de donn�ees.

Il est important de remarquer que dans la majeure partie des environnements existants,
la granularit�e est �x�ee, conditionn�ee par le parall�elisme d�etect�e, et il n'est plus possible d'y
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revenir une fois cette �etape achev�ee.
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Fig. 2.1 - : Une d�emarche g�en�erale dans une approche parall�elisme de contrôle.

{ D�etection et extraction du parall�elisme
Ce module peut prendre place avant ou apr�es la d�etermination de la granularit�e. Dans
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le cas o�u la granularit�e n'est pas �x�ee, la d�etection est faite au niveau de l'instruc-
tion. Lorsque l'application est exprim�ee au moyen d'un langage s�equentiel, l'analyse
peut être e�ectu�ee en tenant compte de directives de compilation ajout�ees par l'utilisa-
teur. Les directives peuvent être donn�ees �a deux instants di��erents, soit avant l'analyse
(CRAY/fpp, KAP/CRAY), soit durant le processus de mise en �evidence du parall�e-
lisme de l'application (FORGE 90, PARASCOPE, PAT) [Che93]. Durant cette phase,
un e�ort particulier est fait sur l'analyse des nids de boucle (boucles imbriqu�ees) suivie
d'analyse des d�ependances de donn�ees. Id�ealement, �a la �n de cette �etape, le maximum
de parall�elisme potentiel de l'application a �et�e mis en �evidence.

Lorsque les langages permettent une expression directe du parall�elisme dans le code
(HPF, HYPERTOOL) ou via une expression du graphe de d�ependance (PYRROS,
HeNCE et PVM, SCHEDULE), on obtient �a la �n de cette �etape un graphe de tâches
exprimant le maximumde parall�elisme possible. Lorsque la granularit�e n'est pas encore
�x�ee, la question de l'�evaluation des coûts de calcul ou de communication ne se pose
pas.

{ D�etermination de la granularit�e
La d�etermination d'une granularit�e pour une application et sur une architecture don-
n�ees est un probl�eme di�cile [KL88]. Cette �etape est souvent appel�ee �etape de par-
titionnement (partitionnement du programme). L'�el�ement prend en entr�ee le pro-
gramme et les indications issus de l'analyse pr�ec�edente, ainsi qu'une description de la
machine cible. En e�et, la d�etermination de la granularit�e d�epend de la machine ainsi
que de contraintes syst�emes (temps partag�e...). Le but est de d�eterminer la taille mini-
male du groupe d'instructions de base : le grain. Dans la plupart des cas, le grain uti-
lis�e est la proc�edure, d'autres solutions ont �et�e propos�ees pour rechercher une meilleure
ad�equation entre la taille du grain et l'application comme par exemple le grain packing
[KL88]. On peut imaginer une machine �a grain �n pour laquelle la meilleure granu-
larit�e serait l'instruction (c'est le cas des machines SIMD). Le grain constitue alors
l'unit�e de base en terme de tâche, il est constitu�e d'un ensemble ins�ecable d'instruc-
tions. Ainsi, si l'utilisateur a sp�eci��e que toute proc�edure ou fonction est d�e�ni comme
une unit�e de programme ins�ecable, le grain ne pourra être plus �n que la proc�edure. En
revanche, selon le programme, il se peut qu'un grain soit form�e de plusieurs proc�edures
ou fonctions. Cette partie du processus de parall�elisation pose de nombreux probl�emes
d'automatisation et l'utilisateur joue g�en�eralement le premier rôle. Dans de nombreux
PPE, il �xe une taille minimale pour les grains et peut imposer des contraintes de non
agglom�eration pour certains types d'instructions.

La d�etermination de la granularit�e est �a la fois di�cile et cruciale. Si la taille de grain
choisie ou impos�ee est trop importante, tout le parall�elisme de l'application n'a pas
�et�e exploit�e et les performances peuvent être de qualit�e m�ediocres. Inversement, une
granularit�e trop faible peut entrainer une d�egradation des performances d�ue �a une
distribution excessive de fractions de programme, entrainant de nombreuses commu-
nications. Ce module et le pr�ec�edent sont fortement li�es, une application pr�esentant
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un parall�elisme potentiel maximal (toutes les instructions ind�ependantes), permet un
choix de granularit�e variant de l'instruction simple au programme complet (sauf anno-
tation contraire de l'utilisateur), tandis qu'une application pr�esentant un parall�elisme
nul (toutes les instructions d�ependantes les unes des autres de fa�con s�equentielle) induit
une granularit�e r�eduite �a un seul grain, le programme dans sa totalit�e. Entre ces deux
extrêmes, toutes les nuances existent, le rôle de certaines annotations de l'utilisateur
pouvant se borner �a limiter les choix.

{ Analyse des d�ependances de donn�ees
Une fois la d�etermination des grains e�ectu�ee, il faut identi�er les relations qui les lient.
En entr�ee on dispose de l'ensemble des grains (que l'on peut maintenant appeler des
tâches) et en sortie on r�ecup�ere un graphe de tâches. Dans cet �el�ement, on d�etermine
les relations qui existent entre les tâches. Il existe une relation de pr�ec�edence entre deux
tâches lorsque l'une d'entre elles envoie des donn�ees �a l'autre. En revanche, lorsque, par
exemple, deux tâches �echangent des donn�ees de mani�ere r�eciproque le graphe est non
orient�e. Chaque sommet du graphe correspond �a une tâche et une seule et chaque arc
ou arête repr�esente les relations entre ces grains (relations de pr�ec�edence ou �echange
de donn�ees).

{ D�etermination ou estimation des coûts
L'objectif de cette �etape est la valuation du graphe de tâches re�cu en entr�ee. Cet
�el�ement tente d'estimer les coûts de calcul de chaque grain ainsi que les coûts de
communication entre eux. Les coûts r�eels sont fonction de la machine cible, du mod�ele
de communication, via la m�emoire partag�ee ou par �echange de messages. Dans ce
dernier cas, le mode de commutation peut �egalement jouer un rôle. La d�etermination
des coûts de communication ne peut pas se faire avant l'analyse des d�ependances de
donn�ees.

2.1.2 Ordonnancement et placement

Pour pouvoir r�ealiser un ordonnancement statique, la plupart des PPE bas�es sur une ap-
proche parall�elisme de contrôle suppose qu'un graphe valu�e est disponible en entr�ee. Certains
(Pyrros en particulier) demandent une description de l'application sous forme d'un graphe
orient�e et valu�e, ce qui permet d'appliquer directement les heuristiques issues de la th�eorie
de l'ordonnancement pour les syst�emes multiprocesseurs. Le premier travail consiste �a e�ec-
tuer l'ordonnancement ou le placement du graphe h�erit�e de l'�el�ement pr�ec�edent, en tenant
compte de l'architecture cible. A la �n de cette phase, des primitives de synchronisation
sont �eventuellement ajout�ees. La g�en�eration de code conclue le processus de parall�elisation
avant l'ex�ecution. Dans la description qui suit, on appelle grains les sommets du graphe
re�cu de l'�el�ement pr�ec�edent. On parle de tâches pour les sommets du graphe en entr�ee des
modules ordonnancement et placement (c'est-�a-dire apr�es le passage eventuel du graphe dans
le module regroupement).

{ Ordonnancement - Placement
On peut consid�erer cet �el�ement comme un ensemble de trois modules regroupement,
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ordonnancement, et placement. Le module regroupement peut être consid�er�e
comme une fonctionnalit�e de l'�el�ement. Il peut intervenir dans l'ordonnancement et
dans le placement comme une aide.
Ce module peut agir �a deux moments di��erents, soit au moment de la compilation, soit
au moment de l'ex�ecution, soit pendant ces deux phases. Dans le premier cas, le module
prend en entr�ee le graphe de programme, une description de l'architecture cible plus
eventuellement des annotations pr�esentes dans le code. Dans le second cas, les di��erents
modules utilisent des r�esultats acquis par l'�el�ement de mesures de performances pour
faire (par exemple) du placement dynamique par migration de tâches, dans un soucis
d'�equilibrage de la charge (dynamic load balancing).
Les fonctionnalit�es et les fronti�eres entre les modules ordonnancement et placement
d�ependent de la d�e�nition qu'on leur attribut. Nous en proposons une qui permet de
pr�eciser les rôles de chacun.

{ Regroupement
Comme pr�eliminaire �a l'�etape d'ordonnancement ou �a l'�etape de placement, on
regroupe les grains dans le premier cas et les tâches dans le second cas, au vu
des propri�et�es structurelles du graphe de pr�ec�edence et de la topologie du r�eseau.
Cet �el�ement prend donc en entr�ee le graphe form�e de grains et retourne un autre
graphe qui conserve l'orientation du graphe d'entr�ee, mais form�e de tâches. Une
tâche pouvant être form�ee d'un ou plusieurs grains. Cette �etape n'est pas obli-
gatoire, il est possible de d�eterminer un ordonnancement sans passage dans cet
�el�ement. Cependant, on remarque dans certains algorithmes d'ordonnancement
(chemin critique) une �etape pr�eliminaire qui consiste �a faire du regroupement.
Pour les algorithmes de placement, l'�etape et les strat�egies de regroupement sont
plus importantes. La raison en est que la qualit�e d'un placement est souvent
mesur�ee par la valeur d'une fonction de coût dans laquelle intervient un terme
d�ependant des communications. Or, dans le cadre du placement, les communica-
tions ne peuvent pas être recouvertes, mais seulement �elimin�ees par regroupement
des tâches communicantes. L'hypoth�ese de localit�e qui a �et�e pr�esent�ee dans la
premi�ere partie permet en e�et de consid�erer que deux tâches ex�ecut�ees sur un
même processeur communique en un temps nul. Notons en�n que l'utilisateur par
l'interm�ediaire d'annotations peut in
uer sur les regroupements de grains ou de
tâches.

{ Ordonnancement
Nous appelons ordonnancement l'allocation d'un ou plusieurs intervalles de
temps et d'une ou plusieurs machines pour chaque noeud du graphe [LLKS89]. Le
graphe consid�er�e est form�e soit d'un ensemble de tâches ind�ependantes (o�u une
tâche est un ensemble de grains, obtenue par un passage dans le module regroupe-
ment), soit form�e d'un ensemble de tâches li�ees par des contraintes de pr�ec�edence.
Le graphe est alors orient�e. S'il comporte des cycles, les techniques �a mettre en
oeuvre sont celles de l'ordonnancement cyclique [?].
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L'objet de ce module qui constitue avec le placement le coeur du processus de
parall�elisation est d'associer �a chacune des tâches des intervalles de temps et une
(ou plusieurs) machine. Les entr�ees n�ecessaires sont le graphe de pr�ec�edence valu�e
et le nombre et la vitesse des processeurs de l'architecture cible. Le r�esultat produit
est un diagramme de Gantt. Ce diagramme est la repr�esentation d'un triplet.

(date de d�ebut d'ex�ecution, no du processeur utilis�e, no de la tâche)

Le probl�eme majeur que l'on rencontre est l'absence d'horloge globale dans un
syst�eme distribu�e asynchrone. Donc, les r�esultats que peut fournir l'ordonnance-
ment ne sont que des indications. Un ordre total sur chaque processeur peut être
d�e�ni, mais d�es que le contrôle n'est pas centralis�e, aucun ordre ne peut exister
entre des tâches ex�ecut�ees sur di��erents processeurs. Dans la plupart des PPE
existants, il n'existe pas de contrôle de l'ex�ecution.

{ Placement
Nous d�e�nissons le placement comme l'allocation d'un ou plusieurs processeur(s)
�a chaque noeud du graphe.

Il y a deux entr�ees possibles pour ce module. Si le graphe re�cu en entr�ee de
l'�el�ement �etait orient�e, le module allocation prend en entr�ee le r�esultat de l'ordon-
nancement, le diagramme de Gantt. A partir de ce diagramme, on construit un
graphe non orient�e. Dans ce graphe, un sommet est repr�esent�e par un des proces-
seurs anonymes du diagramme de Gantt, le coût associ�e �a ce sommet correspond �a
la somme des temps d'ex�ecution des tâches ex�ecut�ees par le processeur anonyme.
Une arête entre deux sommets de ce graphe repr�esente les �echanges de donn�ees
entre les processeurs, et le coût associ�e correspond �a la somme des donn�ees �echan-
g�ees entre ces deux processeurs Le second cas correspond �a un graphe d'entr�ee
non orient�e, le graphe n'est alors pas pass�e dans le module ordonnancement. Dans
les deux cas, le graphe r�ecup�er�e en entr�ee de ce module est non orient�e. D'une
mani�ere g�en�erale, si le graphe d'entr�ee comporte plus de tâches que le nombre de
processeurs disponibles dans l'architecture cible, il convient de faire du regroupe-
ment avec le souci constant de satisfaire au mieux aux crit�eres d'�equilibrage de
la charge et de minimisation des communications. Dans le cas o�u le nombre de
tâches du graphe est �egal au nombre de processeurs disponibles (r�esultat parfois
produit par l'ordonnancement), le seul crit�ere �a optimiser est celui de la minimi-
sation des communications, en tenant compte pour cela de la topologie du r�eseau,
c'est-�a-dire du graphe de processeurs.

2.1.3 Synchronisation et g�en�eration de code

Synchronisation :
Pour certain mod�eles de programmes (type maitre-esclave) et d'architectures (SPMD, SIMD),
il est n�ec�essaire d'e�ectuer une synchronisation �a certains niveaux du programme.
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G�en�eration de code :
Derni�ere �etape avant l'ex�ecution, ce module d�epend directement de l'architecture cible. Dans
le cas o�u l'environnement int�egrerait la possibilit�e de pouvoir ex�ecuter l'ensemble des tâches
sur un ensemble de machines h�et�erog�enes, ce module est en fait compos�e d'un ensemble de
g�en�erateurs de code, un pour chaque processeur di��erent.

2.1.4 Durant l'ex�ecution

A plusieurs reprises dans ce qui pr�ec�ede, il a �et�e question de possibilit�e de reporter cer-
taines d�ecisions au moment de l'ex�ecution (r�epartition dynamique de la charge par exemple).
Pour esp�erer avoir de bons r�esultats lors de ces prises de d�ecision, il faut la pr�esence d'un
module de mesures de qualit�es et de performances.

Mesures de qualit�e et de performances
Si jusqu'�a cette �etape tout pouvait être consid�er�e comme s'ex�ecutant en s�equence, il n'en va
pas de même pour ce module qui intervient au niveau de l'ex�ecution et dont les r�esultats
peuvent permettre d'agir �a deux niveaux. Le premier niveau consiste �a faire de l'enregistre-
ment de donn�ees et de di��erer leur analyse et leur exploitation �a la �n de l'ex�ecution, en vue
d'une prochaine ex�ecution. Le second niveau consiste �a utiliser directement les mesures (at-
tente de messages, charge d'un processeur donn�e), a�n de donner davantage d'informations
au r�epartiteur dynamique de charge.

Dans le premier cas, cette technique peut permettre d'a�ner les estimations des coûts
de calcul et de communication. En revanche, un traitement di��er�e ne permet pas de r�eagir
imm�ediatement �a un �ev�enement de contention de canal de communication ou de saturation
d'un processeur. Lorsque peuvent survenir des �ev�enements qui ne sont pas pr�edictibles, un
traitement imm�ediat ou une di�usion des informations vers des modules dynamiques semble
une meilleure approche. C'est le cas notamment pour des ex�ecutions sur un r�eseau de stations
de travail.

2.1.5 Autres

Il y a dans cet environnement deux modules qui interviennent de mani�ere constante durant
tout le processus : un outil graphique et l'utilisateur.

{ Outil graphique :
A plusieurs niveaux dans ce qui a �et�e d�ecrit, il peut être int�eressant de pouvoir visualiser
le r�esultat d'une �etape particuli�ere commepar exemple le graphe produit apr�es l'analyse
de la d�ependance des donn�ees, le diagramme de Gantt produit par l'ordonnancement
ou bien sur les r�esultats produits par le module de mesures de performances. Ce module
peut inclure des fonctionnalit�es de dialogue avec l'utilisateur lui permettant de modi�er
un r�esultat d�etermin�e automatiquement, ou d'imposer certains choix de placement par
exemple.
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{ Utilisateur :
Cet "�el�ement" que l'on peut consid�erer en partie comme ext�erieur au logiciel n'en est
pas moins essentiel pour l'am�elioration des r�esultats de l'outil, ou pour son guidage.
A la mani�ere de l'outil graphique l'utilisateur intervient de fa�con di�use par l'ajout
d'annotations dans le programme de d�epart ou encore par l'imposition de certaines
directives pour les �etapes de partitionnement, de regroupement ou même d'ordonnan-
cement, ou d'allocation (la mod�elisation de l'architecture cible est �a sa charge). Il joue
le rôle principale dans l'interpr�etation des r�esultats rendus par le module de mesures
de qualit�es et de performances.

2.1.6 Remarques

{ Dans la pr�esentation de cet outil nous avons volontairement omis les outils et fonction-
nalit�es de d�ebogage. Il faut noter que tr�es peu d'EPP propose une telle fonctionnalit�e.

{ L'outil tel qu'il est d�ecrit dans ce qui pr�ec�ede n'est pas tr�es bien adapt�e �a certaines si-
tuations particuli�eres pour lesquelles toutes les informations permettant de construire le
graphe ne sont pas disponibles. Dans de tels cas de �gure, il faut r�ecup�erer �a l'ex�ecution
les informations n�ecessaires �a l'accomplissement de certains modules. Par exemple, pour
l'�etape d'ordonnancement-placement, si le graphe n'est pas enti�erement valu�e, plusieurs
strat�egies sont possibles. Il est possible de concevoir une approche de type "�a l'ex�ecu-
tion" qui reviendrait �a s'occuper de l'ordonnancement au moment de l'ex�ecution, ainsi,
une approche combinant d�etermination de la granularit�e et ordonnancement-placement
au moment de l'ex�ecution a �et�e propos�ee dans le syst�eme Stardust, le probl�eme ma-
jeur �etant la d�egradation notable des performances due au surcroit de travail demand�e
aux processeurs. Une autre approche consiste �a d�eterminer la granularit�e �a la com-
pilation et d'e�ectuer la phase d'ordonnancement-placement en partie ou en totalit�e
�a l'ex�ecution. On peut en e�et concevoir un outil qui mettrait en oeuvre une heuris-
tique d'ordonnancement-placement �a partir de graphes incomplets (dont les arcs et les
noeuds ne seraient pas tous valu�es) au moment de l'�etape de compilation, le r�esultat
de cette �etape �etant am�elior�e �a l'ex�ecution par l'examen des performances (en temps
r�eel) pouvant entrainer des migrations de tâches. Ces di��erents types d'approches sont
discut�es dans [Sarkar89].

2.2 Autour de cette approche

Une forte proportion des EPP disposant d'un module ordonnancement-placement se re-
trouve dans tout ou partie de cette d�emarche de parall�elisation1.

2.2.1 R�ealisations pratiques

Hypertool r�ealise la presque totalit�e de la d�emarche except�ee le d�etermination de la
granularit�e et des coûts. Il ne contient pas de fonctionnalit�es de r�epartition dynamique de la

1En annexe "Environnements de programmation", quelques EPP sont d�ecrits plus en d�etail.
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charge [WG90].

Pyrros se retrouve dans la d�emarche �a partir de l'�etape d'ordonnancement. Comme Hy-
pertool, aucun traitement dynamique n'est pr�evu par cet environnement [YG92a].

En revanche, un module de r�epartition dynamique de la charge est pr�evu dans ParaRex,
ainsi qu'une analyse statique du graphe de pr�ec�edence. On remarque en outre que ce graphe
n'est pas d�etermin�e par l'environnement, mais par l'utilisateur �a l'aide d'une interface gra-
phique [LS93].

Les programmes EDAM de l'environnementADAM sont constitu�es de deux parties, une
partie pour la description du code des processus, et une partie de description du graphe de
communications interprocessus. En outre, l'environnement d�ecrit dans [ACC+93] ne com-
porte pas de r�epartiteur dynamique de la charge.

Dans PPSE, la premi�ere partie du processus est assur�ee par Reverse Engineering Tool
coupl�e avec Parallax pour permettre �a l'utilisateur de visualiser son application et de pouvoir
la d�ecrire comme un graphe. TaskGrapher correspond �a la partie ordonnancement et pla-
cement, alors que SuperGlue g�en�ere du code parall�ele �a partir des r�esultats interm�ediaires.
En�n, les mesures de performances sont e�ectu�ees �a l'aide de EDA (Execution Pro�le Ana-
lyser). Cet environnement couvre la totalit�e du processus, �a l'exception des fonctionnalit�es
de r�epartition dynamiques [ERL90].

Les objectifs de HeNCE sont l�eg�erement di��erents. A l'oppos�e des environnements pr�e-
c�edents, l'accent est mis sur la partie dynamique. Un module est charg�e de l'allocation des
proc�edures avant et pendant l'ex�ecution du programme, cependant, aucun graphe de pr�ec�e-
dence n'est produit et analys�e, la granularit�e choisie ne s'y prête pas [BDG+93].

2.2.2 Granularit�e et coop�eration statique/dynamique

Du point de vue de l'ordonnancement et du placement, les param�etres importants sont :

{ le graphe qui mod�elise le programme,

{ les caract�eristiques et l'�etat de la machine cible,

{ et les strat�egies employ�ees pour l'ordonnancement et le placement.

Dans le cadre d'une analyse statique, les algorithmes de liste bas�es sur un crit�ere de
chemin critique fournissent de bons r�esultats en pratique, que les communications soient
n�eglig�ees [ACD74], ou prises en compte [YG93a]. Toujours dans un cadre statique, Gerasou-
lis et Yang montrent qu'une strat�egie de regroupement lin�eaire (linear clustering) permet
de produire des ordonnancements asymptotiquement optimaux pour des graphes v�eri�ant
l'hypoth�ese de forte granularit�e. La qualit�e de ces ordonnancements reste la même pour des
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graphes ne v�eri�ant que partiellement les hypoth�eses de forte granularit�e [YG93a]2.

Cependant, la plupart de ces exp�eriences ne portent que sur des graphes enti�erement
d�etermin�es au moment de la compilation. C'est-�a-dire des graphes pour lesquels la granu-
larit�e est �x�ee. Or, si la granularit�e est d�e�nie comme le compromis entre parall�elisation
et s�equentialisation, c'est-�a-dire entre �equilibrage de la charge et minimisation des coûts
de communications, alors elle d�epend fortement de la machine cible. Les caract�eristiques
architecturales jouent un rôle [Cal95], ainsi que l'�etat de la machine au moment de l'ex�e-
cution, surtout si le syst�eme est multi-utilisateurs. D'une mani�ere g�en�erale, ce probl�eme est
contourn�e par les EPP existants. D'une part parce qu'il s'agit d'un probl�eme di�cile [KL88],
et d'autre part en raison du bon comportement de certains algorithmes d'ordonnancement
qui garantissent de bonnes performances lorsque la granularit�e varie [YG93b]. Il faut re-
marquer toutefois qu'un graphe peut v�eri�er les hypoth�eses de forte granularit�e sur une
machine donn�ee, sans qu'elles le soient pour une autre machine. De plus, il ne s'agit que
d'une analyse statique, ce qui signi�e que selon l'�etat du syst�eme multiprocesseur au mo-
ment de l'ex�ecution, la bonne granularit�e du graphe peut être di��erente de ce qu'elle serait
sur cette même machine dans un autre �etat. En d'autre termes, pour garantir l'e�cacit�e et
la portabilit�e des applications il est n�ecessaire de pouvoir consid�erer une granularit�e variable.

De la même fa�con, il n'existe que peu de travaux prenant en consid�eration les graphes
irr�eguliers, dont la forme d�epend des donn�ees en entr�ees. C'est le cas notamment des pro-
bl�emes num�eriques dont les donn�es sont des matrices creuses. Pour ces types de graphes, dont
la structure est fortement d�ependante des donn�ees, une analyse �a la compilation n'est pas
envisageable. Gerasoulis et al. [GJY94] proposent, pour des probl�emes de matrices creuses
de construire le graphe en utilisant la factorisation symbolique qui permet de trouver les
�el�ements non nuls de la matrice. Une fois ce graphe d�etermin�e, un ordonnancement statique
est produit. Ils illustrent leur r�e
exion par une �etude de certains graphes irr�eguliers comme
le probl�eme �a N corps, qui mod�elise le mouvement d'un ensemble de particules3. Ce type de
graphe pr�esente un fort parall�elisme potentiel puisque les calculs se situent au niveau des
feuilles du graphe (les sommets qui n'ont pas de successeurs). Lorsque la d�ecoupe est non
adaptative, l'espace est subdivis�e en un certain nombre de bô�tes quelle que soit la densit�e
des particules dans un bô�te donn�ee. Le graphe a toujours la même structure (r�eguli�ere), et
Pyrros permet d'obtenir de bons r�esultats. En revanche, la d�ecoupe adaptative de l'espace
donne un graphe irr�egulier. La m�ethode pr�esent�ee tient �a jour des listes de bô�tes en fonc-
tions de leur voisinage et de leur taille. A partir de ces informations, un graphe de tâches est
construit. Quelques probl�emes apparâ�ssent en cours d'ex�ecution. Les particules changent de
bô�tes, et le poids de celles-ci varie. En s'appuyant sur le fait que le mouvement des parti-
cules est faible au cours d'une �etape, et qu'une strat�egie de regroupement lin�eaire s'av�ere
être robuste pour de faibles variations de poids, les auteurs conjecturent qu'un ordonnance-
ment peut être utilis�e pour plusieurs �etapes d'it�erations. La question qui reste en suspens
est celle du nombre d'it�erations pour lequel les performances peuvent être garanties. En�n,
lorsque l'e�cacit�e de l'ordonnancement de d�epart n'est plus garantie, un r�eordonnancement

2Cette �etude est r�ealis�e pour l'algorithme de Gauss-Jordan.
3La m�ethode employ�ee est la FMM (Fast Multipole Method) [Gre87]
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est e�ectu�e �a partir de nouvelles donn�ees, avec une nouvelle �etape de partitionnement de
l'espace.

Cette derni�ere approche essaye d'exploiter les techniques de l'ordonnancement statique
dans un environnement d'ex�ecution dynamique. Cette m�ethode qui consiste �a mixer les
techniques de l'ordonnancement statique dans un contexte dynamique suit la voie qui fait se
rapprocher ordonnancement statique et dynamique. Ce qu'il manque jusqu'�a pr�esent est un
module qui exploite les donn�ees fournies par l'ordonnancement statique, a�n de voir plus loin
dans l'ex�ecution et de prendre une d�ecision de r�epartition de charge en cons�equence. Parmi
les environnements pr�esent�es, quelques uns proposent �a la fois des fonctionnalit�es d'ordon-
nancement statique et dynamique. Mais dans tous les cas, ces deux parties ne coop�erent pas.
Une des di��erences qui existe entre une analyse statique et une analyse dynamique se situe
au niveau des donn�ees en entr�ee. Dans le premier cas, le traitement est e�ectu�e sur un graphe
de pr�ec�edence. La principale di�cult�e est la d�etermination de ce graphe au moment de la
compilation (volume des calculs, des communications, structure). Le principal avantage de
ce type de traitement est la qualit�e du r�esultat obtenu. Dans le second cas, le traitement
est e�ectu�e sur des tâches nouvellement cr�e�ees. La principale di�cult�e est de faire un choix
de site d'ex�ecution, sans savoir �a l'avance si une tâche est critique ou si son ex�ecution peut
attendre sans augmenter la date de �n du programme. L'avantage de ce traitement est une
bonne connaissance de l'�etat de la machine au moment du choix du site, et cette connaissance
n'est pas pr�edictible au moment de la compilation.



Chapitre 3

L'ordonnancement statique dans

Athapascan

Apache est un projet r�eunissant une vingtaine de personnes, qui vise �a concevoir un
environnement de programmation parall�ele dont l'objectif est la r�ealisation d'un compromis
entre l'e�cacit�e et la portabilit�e [Pla94]. Ce projet est en passe de devenir un projet inria.

3.1 Apache et l'environnement Athapascan

Le projet Apache s'articule autour de plusieurs axes de recherche centr�es autour de l'en-
vironnement de programmation athapascan [Pla94]. Le style de programmation s'impose
de lui même sitôt que les objectifs sont clairement d�e�nis. La portabilit�e impose aux pro-
grammes d'être ind�ependants de la machine cible. La recherche de l'e�cacit�e, en revanche,
prend en consid�eration un mod�ele de machine dans le but de calculer une bonne granularit�e.
Le principe de parall�elisation d'un programme est celui de son d�ecoupage. Dans de nom-
breux EPP, le grain est impos�e ou la d�etermination est laiss�ee �a la charge de l'utilisateur.
Le but poursuivi est de d�eterminer de fa�con syst�ematique la bonne granularit�e selon celle
de la machine cible. Un e�ort particulier est envisag�e pour produire de fa�con statique des
r�esultats qui soient exploitables au moment de l'ex�ecution par le r�epartiteur dynamique de
la charge.

Une application Athapascan est un programme unique. Le code est charg�e sur tous les
processeurs, mais un seul d'entres eux ex�ecute le processus de d�epart (le main). La program-
mation en Athapascan se fait par l'interm�ediaire d'une interface bas�ee sur le langage C et
sur le principe des appels de proc�edures �a distance (RPC, Remote Procedure Call). Dans ce
mod�ele, les communications se font par �echange de messages. L'ex�ecution d'un programme
utilise un noyau de communication et un noyau de �ls d'ex�ecution (threads). Le premier per-
met d'e�ectuer des communications et de faire �evoluer la machine sur laquelle les applications
s'ex�ecutent. Le noyau de threads permet de cr�eer des processus l�egers �a chacun desquels est
attach�e un contexte [Chr94]. Le code est annot�e par l'utilisateur. Ces annotations peuvent
être des indications de complexit�e d'une phase de calcul, ou d'un volume de communication.

191
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A partir de ces indications, un graphe est construit par l'interm�ediaire d'une interface de
programmation [Bau95]. Le graphe fourni en entr�ee du module d'ordonnancement poss�ede
une granularit�e qui d�epend des indications de l'utilisateur, mais qu'il est possible de changer
et d'adapter par le choix des d�ecoupes. Lorsqu'un facteur de d�ecoupe est choisi, le module
ordonnancement demande une nouvelle phase de d�etermination de graphe pour le sous-
graphe issu de ce n�ud. Il y a donc un dialogue entre l'outil de production de graphe et le
module ordonnancement-placement. Si l'on revient �a la d�emarche d�ecrite dans le chapitre
pr�ec�edent, cela revient �a casser la s�equentialisation des �etapes de production du graphe et
d'ordonnancement-placement par l'ajout d'une interaction depuis ce dernier module vers le
pr�ec�edent (voir la �gure 3.1).

Analyse de performances
Module dynamique

G�en�eration de

code

Ordonnancement

Placement

Production du graphe

Fig. 3.1 - : La production du graphe et l'ordonnancement-placement statique coop�erent.

En sortie du module ordonnancement-placement, les dates et sites calcul�es constituent
des donn�ees d'entr�ee pour le g�en�erateur de code dans le cas statique ou pour le noyau ex�e-
cutif dans le cas dynamique.

En cours d'ex�ecution, l'environnement e�ectue des prises de traces, en vue d'une r�eex�e-
cution d�eterministe [FdK94], ou pour l'�evaluation des performances [MT95, Mai95b], les
perturbations introduites sont mesur�ees [Mai95a]. L'analyse de ces traces, par l'interm�e-
diaire de l'outil de visualisation Scope [Arr94] permet d'ajuster certaines valeurs de n�uds
ou d'arcs, de visualiser d'�eventuelles contentions dans le r�eseau, les communications les plus
p�enalisantes pour l'e�cacit�e de l'ex�ecution de l'application ou toute autre manifestation du
même type. Ces r�esultats peuvent ensuite être exploit�es pour modi�er les calculs de la phase
ordonnancement et placement [Bou94].

A côt�e de l'environnement proprement dit, des strat�egies d'ordonnancement sont test�ees
[Az�e95], par l'interm�ediaire de l'outil andes [Kit94] qui constitue une technique pour la mo-
d�elisation quantitative de graphes. Cet outil a d�ej�a �et�e utilis�e avec succ�es pour l'�evaluation
des performances d'algorithmes de placement [Bou94, Kit94]. Il permet une ex�ecution r�eelle
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sur une machine cible d'un graphe synth�etique, c'est-�a-dire que le code e�ectivement ex�ecut�e
ne calcule rien, mais correspond �a une charge de calcul �equivalente �a celle de l'application
qui est mod�elis�ee.

Dans l'environnement Athapascan, on retrouve �a peu pr�es les mêmes modules pr�e-
sent�es dans la d�emarche d�ecrite dans le chapitre pr�ec�edent. Concernant l'ordonnancement-
placement statique et le r�epartiteur dynamique, les principales di��erences concernent les
interactions de ces modules entre eux et avec les modules voisins. Il y a coop�eration entre le
module ordonnancement-placement statique et la d�etermination du graphe, et les r�esultats
produits sont accept�es en entr�ee du r�epartiteur dynamique qui g�ere au moment de l'ex�ecu-
tion l'allocation des sites et les ordres d'ex�ecution sur chaque processeur. Il utilise pour cela
les indications fournies par le module statique si l'�etat de la machine n'est pas trop �eloign�e
de l'�etat pris comme hypoth�ese.

3.2 Ordonnancement statique dans Athapascan

3.2.1 Les programmes et les graphes Athapascan

En Athapascan, le parall�elisme est explicite et est exprim�e par le d�ecoupage d'un calcul
en sous-calculs. La d�ecoupe est r�ecursive et peut être arrêt�ee �a chaque �etape. L'alternative
�a la d�ecoupe du calcul en sous-calculs est un algorithme s�equentiel. Ce m�ecanisme li�e �a
la notion de poly-algorithmes permet d'adapter le grain. D'autre part, dans l'approche
choisie, un programme peut être mod�elis�e par un graphe d'appel de proc�edures. Ces
graphes sont form�es d'une suite d'�etapes d'appel de services, correspondant �a des n�uds
dont l'arit�e sortante est sup�erieure ou �egale �a deux, ou peut être sup�erieure ou �egale �a deux
(cas des n�uds dont la d�ecoupe est adaptative), suivies par des �etapes de synchronisations
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locales. Un exemple de graphe d'appel de proc�edures est illustr�e en �gure 3.2.

P9

P7P6P5

P3

P10

P8

P4
P2

P1

Fig. 3.2 - : Exemple d'un graphe d'appel de proc�edures.

Parmi l'ensemble des services requis par l'application, certains permettent une d�ecoupe
adaptative. Les graphes obtenus sont alors du type de celui qui est illustr�e en �gure 3.3.

P9

P7P6P5

P3

P10

P2

P1

P8

P4

[kmin::kmax]

k = 5

Fig. 3.3 - : Exemple d'un graphe d'appel de proc�edures avec points de choix.

3.2.2 La construction et les manipulations du graphe

La construction du graphe se fait par une ex�ecution symbolique. Cette ex�ecution est ef-
fectu�ee �a partir de la connaissance de certains param�etres (par exemple la taille des donn�ees),
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et non de leurs valeurs (�evaluation partielle). Une directive permet de masquer les calculs
e�ectifs, et permet donc une interpr�etation abstraite du programme [Bau95].

Le graphe est constitu�e de di��erents types de n�uds.

{ Les n�uds SEQ qui correspondent �a un ensemble de tâches qui doivent être ex�ecut�ees
en s�equentiel,

{ les n�uds PAR qui correspondent �a un ou plusieurs appels de proc�edure simultan�es
(selon l'arit�e sortante),

{ les n�uds SPLIT dont l'arit�e sortante est variable, ils sont aussi nomm�e point de choix,
car �a leur niveau, une d�ecision de d�ecoupe peut être prise,

{ en�n, les n�uds ALT, qui correspondent aussi �a des points de choix, mais dont le
facteur de d�ecoupe ne peut prendre que quelques valeurs (ce type de n�uds est tr�es
voisin du type pr�ec�edent).

La construction du graphe se fait en coop�eration avec l'ordonnancement. L'interpr�eteur
abstrait fournit des fonctions pour permettre l'acc�es aux n�uds et �a leurs attributs. Ceux-ci
sont au nombre de trois. Le travail s�equentiel, que l'on note Tseq(noeud) et qui correspond
�a la somme des travaux qui au niveau d'exploration suivant seraient ex�ecut�es de mani�ere
s�equentielle si une exploration plus pouss�ee n'�etait pas command�ee. Le travail distribu�e, not�e
Tdist(noeud) et qui correspond �a la somme des coûts de calcul qui peuvent être ex�ecut�es en
parall�ele (quel que soit le degr�e de parall�elisme). En�n, le degr�e de parall�elisme qui repr�esente
la largeur du sous-graphe issu du n�ud explor�e, et qui est not�e dgp(noeud). Le travail total
d'un n�ud est not�e T (noeud). Le graphe de d�epart n'est constitu�e que d'un m�eta-n�ud.
Les op�erations sur ces n�uds sont l'expansion en plus de toutes les op�erations des n�uds de
base. Dans l'exemple de la �gure 3.4, le n�ud A est un m�eta-n�ud dont l'expansion est un
sous-graphe form�e des n�uds A1, A1F1 et A1F2, et du n�ud A1B.

A1F3

A1B

A1F1

A1

A

Expansion de A

A1B : noeud suivant

A1F2, A1F3 : noeuds fr�eres

A1F1 : noeud �ls

A1 : noeud courant et p�ere

A1F2

Fig. 3.4 - : Acc�es aux n�uds et attributs dans un graphe Athapascan.

La n�ecessit�e d'une ex�ecution symbolique pour la construction du graphe demande la
participation du module ordonnancement pour le d�eveloppement de certains points de choix.
De plus, l'expansion mesur�ee des m�eta-n�uds permet de calculer un ordonnancement sur un
graphe de taille raisonnable, c'est-�a-dire que dans le pire des cas seulement, l'ordonnancement
sera calcul�e sur le graphe au grain le plus �n. Le principe du module est le suivant : dans un
premier temps, un algorithme de liste est utilis�e pour choisir de fa�con gloutonne un facteur de



196 Chapitre 3. L ordonnancement statique dans Athapascan

d�ecoupe dans les n�uds SPLIT qui sont des choix, a�n d'aller plus avant dans l'exploration
du graphe. S'il s'av�ere que la priorit�e donn�ee �a un n�ud n'�etait pas bonne, il est possible de
remettre en cause le choix de d�ecoupe et celui de l'allocation d'un ensemble de processeurs
�a ce n�ud.

3.2.3 Strat�egies d'ordonnancement

Id�ealement, les algorithmes utilis�es pour ordonnancer des graphes Athapascan devraient
pr�esenter des qualit�es de portabilit�e, rapidit�e (faible complexit�e), adaptabilit�e aux graphes
dont la valuation est incertaine, et devraient, en outre, produire de bons ordonnancements.

L'�etude e�ectu�ee sur les arbres dans les parties II et III permet d'orienter nos choix vers
des strat�egies de regroupement. La portabilit�e est v�eri��ee (pour les graphes choisis), puisque
nous avons vu que l'algorithme MAJYC fonctionne �a la fois pour des mod�eles de machines
�a m�emoire distribu�ee (mod�eles PY et RS) ou partag�ee (mod�ele ABR), et pour des graphes �a
grain �n (mod�ele PY) ou �a gros grain (mod�eles RS et ABR). D'autre part, le regroupement
permet de lisser les erreurs d'estimation de coûts de calcul et de communication puisque ces
erreurs sont moyenn�ees par la somme des dur�ees des tâches appartenant �a un même groupe.

Cependant, il se trouve que les graphes Athapascan sont au d�epart des m�eta-graphes
pour lesquels le regroupement des tâches est d�ej�a r�ealis�e au niveau ultime puisqu'�a l'origine,
sans traitement, un graphe Athapascan n'est form�e que d'une unique tâche. Deux di��erentes
d�emarches peuvent être envisag�ees.

La premi�ere consiste �a d�evelopper enti�erement le graphe, par expansion r�ecursive des
tâches rencontr�ees. Le graphe r�ecup�er�e �a l'issue de cette �etape d'expansion maximale pr�e-
sente le grain le plus �n voulu par l'utilisateur. Ce graphe peut ensuite être regroup�e de
plusieurs mani�eres.

La premi�ere pourrait être celle qu'utilisent les concepteurs de Pyrros avec un algorithme
de type DSC (Dominant Sequence Clustering). La seconde se rapproche de la m�ethode em-
ploy�ee par Colin et Chr�etienne [Col89] qui consiste �a extraire d'un DAG un graphe critique
dont la forme est une forêt d'anti-arbres. Cette forêt peut ensuite être ordonnanc�ee par l'une
des heuristiques pr�esent�ees dans les parties II ou III selon les caract�eristiques de la machine
et du graphe, moyennant de plus le respect des contraintes de pr�ec�edence n'apparaissant pas
dans le graphe critique. Il est �a noter que l'algorithme qu'ils proposent produit des ordonnan-
cements optimaux lorsque le nombre de processeurs n'est pas limit�e, et lorsqu'une certaine
condition de grosse granularit�e est v�eri��ee localement, partout dans le graphe. Cependant,
si cette condition n'est pas v�eri��ee, l'algorithme produit malgr�e tout des ordonnancements
faisables.

Cette premi�ere d�emarche pr�esente l'avantage de produire de bons ordonnancements. Ce-
pendant, la complexit�e des algorithmes mis en �uvre est de l'ordre de O(n2) voire O(n3), ce
qui limite leur utilisation �a des graphes form�es d'un faible nombre de n�uds. D'autre part,
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la structure du code de d�epart est perdue du fait de l'�eclatement maximal du graphe. En�n,
il est possible que des instructions de condition apparaissent. Ces instructions rendent le
traitement statique inop�erant dans la majeure partie des cas.

La seconde d�emarche consiste �a descendre dans le graphe par expansions successives
des tâches les plus grosses. Les strat�egies que l'on peut employer sont de type glouton ou
autorisant la remise en question de d�ecisions ant�erieures (backtracking). Ce type d'approche
pr�esente plusieurs avantages :

{ algorithmes rapides (complexit�e lin�eaire en le nombre de n�uds,

{ algorithmes adaptables. La profondeur des expansions successives peut être param�e-
tr�ee, et l'arrêt de l'algorithme peut �egalement être pilot�e par des seuils (acc�el�eration
ou e�cacit�e),

{ certaines instructions conditionnelles sont noy�ees dans un groupe de tâches qui n'a pas
�et�e d�evelopp�e, et ne posent par cons�equent pas de probl�eme,

{ en�n, la port�ee des incertitudes des estimations de coûts est amoindrie par la forte
granularit�e des tâches.

Dans la suite, nous pr�esentons deux strat�egies en cours d'impl�ementation. La premi�ere est
relativement simple, tr�es rapide et peut être utilis�ee dans un cadre dynamique. La seconde
est plus proche du graphe et tente de tenir compte de la structure interne des tâches a�n de
tirer le meilleur partie d'une �eventuelle redistribution des processeurs.

3.2.4 Premi�ere strat�egie

Algorithme

Dans les graphes Athapascan, chaque n�ud peut être de l'un des quatre types suivants :

{ SEQ : un n�ud de type SEQ est un n�ud dont l'expansion au premier niveau est une
châ�ne form�ee de deux n�uds. Mais il est possible que l'expansion de l'un de ces n�uds
mette en �evidence du parall�elisme.

{ SPLIT : est un n�ud dont la d�ecoupe est variable. Il peut s'agir, par exemple, d'un
produit de matrices. Le nombre de sous-tâches est alors le r�esultat de la d�ecoupe en
nombre de lignes et colonnes allou�ees �a chaque processeur. On de�nie cependant une
borne maximale de d�ecoupe kmax.

{ PAR : est un n�ud dont l'arit�e sortante est �x�ee (sup�erieure �a un) et dont les tâches
issues de son expansion ne sont pas n�ecessairement les mêmes (comme c'est le cas par
exemple d'un n�ud SPLIT).

{ ALT : L'intervalle de d�ecoupe [1::kmax] du SPLIT devient k1; k2:::; kmax.
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La strat�egie qui suit est enti�erement pilot�ee par le type du n�ud. Elle s'applique de fa�con
r�ecursive. Dans l'algorithme suivant, T repr�esente un noeud et Nprocs le nombre de proces-
seurs disponibles pour ordonnancer ce noeud. La quantit�e totale de travail d'une tâche Ti
est not�ee W (Ti).

OrdoAthap1(T,Nprocs)

Si Nprocs = 1 Alors
T est ordonnanc�e sur ce processeur

Sinon
Selon
type(T) = SEQ (* T = T1;T2 *)

OrdoAthap1(T1,Nprocs)
OrdoAthap1(T2,Nprocs)

type(T) = SPLIT (* T peut être d�ecoup�e en plusieurs parties *)
Si Nprocs > kmax Alors

allouer �a une partie des tâches Ti (Nprocs)div(kmax) processeurs
OrdoAthap1(Ti,(Nprocs)div(kmax))
allouer aux autres tâches Tj (Nprocs)div(kmax) + 1 processeurs
OrdoAthap1(Tj,(Nprocs)div(kmax) + 1)

Sinon
partager le graphe en Nprocs parts �egales
appliquer un algorithme du type LPTF (Largest Processing Time First)

FinSi
type(T) = ALT (* T peut être d�ecoup�e en des nombres �x�es de parties *)

partager le graphe en le nombre maximum de parts
et même comportement que pour le noeud SPLIT

type(T) = PAR (* tous les successeurs d'un noeuds ne sont pas de poids �egaux *)
expansion de T au niveau 1
calculer pour chacune des tâches Ti issues de la d�ecoupe la proportion
de processeurs qui doivent leur être allou�es
NprocsAll(Ti) = (W (Ti)�Nprocs)div(

P
W (Ti)�Wseq(T ))

FinSelon
FinSi

Regrouper les tâches ayant NprocsAll(Ti) = 0, en nombre
su�sant pour que le groupe ait un processeur

Si il subsiste un groupe de trop faible poids, il est concat�en�e
au groupe ou �a la tâche de plus faible poids

V�eri�er que le nombre de processeurs distribu�e est su�sant
sinon, allouer les processeurs restant aux groupes de plus forts poids

Pour chaque groupe form�e par une seule tâche Faire
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OrdoAthap1(T,NprocsAll)
FinPour

Pour tous les groupes tels que NprocsAll = 1 Faire
ordonnancer en s�equence les noeuds du groupe

FinPour

Pour les groupes ayant plusieurs noeuds et tels que NprocsAll > 1 Faire
ordonnancer toutes les petites tâches
celles pour lesquelles NprocsAll = 0
en�n pour la plus grosse tâche TG
OrdoAthap1(TG,NprocsAll)

FinPour

Exemple

Nous partons dans les conditions r�eelles d'une seule tâche dont nous ne connaissons que
le type au niveau 1 de d�ecoupage, ainsi que le travail totale contenu dans cette tâche. Du
fait que cette tâche est de type SEQ, on s�epare le traitement de la premi�ere sous-tâche T1
(voir �gure 3.5) de celui de la tâche T2 (voir �gure 3.6).

T11

T12

T18

T13

T10 T19

T110

T111

T10

T111

T11 T110

Tous les T1i sont identiques : T1i : SEQ, W=1

T10 : SEQ, W=5

T111 : SEQ, W=5

T2

T

T1 T1 : SPLIT, W=20, kmax = 10, Wseq = 2

T2 : PAR, W=80, dgp = 4, Wseq = 10

T : SEQ, W=100 Nprocs = 8

Traitement de T1

Fig. 3.5 - : Traitement de la premi�ere sous-tâche.
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Nprocs = 5

T20

T24

T25

T21

T20 : SEQ, W=5

T21 : SEQ, W=10

T22 : PAR, W =40, Wseq = 4, dgp = 2

T23 : SEQ, W=15

T24 : PAR, W = 5, Wseq =2, dgp=3

T25 : SEQ, W =5

NprocsAll(T21) = 1

NprocsAll(T22) = 4 + 1

NprocsAll(T23) = 1 + 1

NprocsAll(T24) = 0

groupe1 : T21+T24

T221

T223

T220

T222

NprocsAll(T222) = 1

NprocsAll(T221) = 4

T221 : PAR, W =30, Wseq = 4, dgp = 4

T222 : SEQ, W =6

T220 : SEQ, W =2

T223 : SEQ, W =2

Traitement de T22

NprocsAll(T221i) = 1

T2210 : SEQ, W =2

T2215 : SEQ, W =2

T2211 = T2213 : SEQ, W =7

T2212 = T2214 : SEQ, W =6

T2210

T2211

T2214

T2215

Traitement de T221

T231

T232

T231 : SEQ, W =3

T232 : PAR, W =12,

Wseq = 2, dgp = 2

T2320

T2321
T2322

T2323

T2320 : SEQ, W =1

T2323 : SEQ, W =1

T2322 : SEQ, W =5

T2321 : PAR, W =5,

Wseq = 2, dgp = 2

Traitement de T23 Traitement de T232

Traitement de T2

Fig. 3.6 - : Traitement de la seconde sous-tâche.
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Le r�esultat du graphe que l'on a d�ecoup�e est le graphe illustr�e en �gure 3.7, ainsi que
l'ordonnancement obtenu.

T220

T223

T2210

T2211

T2215

T222

T231

T2320

T2321

T2322

T2323

T110

T10

T11

T111

T20

T21
T24

T2320 T2323

T20 T21 T24 T25

T2321

T2322

T231

T220 T2210

T2211

T2215 T223

T222

Fig. 3.7 - : R�esultat �nal.

3.2.5 Seconde strat�egie

Le d�epart de cette seconde strat�egie est le même que pour la premi�ere. On proc�ede �a
l'expansion de la tâche de d�epart.
Comme pour le cas pr�ec�edent, les noeuds qui posent le plus de probl�eme sont les noeuds
PAR, car le parall�elisme qu'ils renferment n'est pas visible et il est hasardeux d'essayer d'en
faire une estimation avant d'avoir explor�e e�ectivement le graphe.
Le principe de ce second algorithme est en deux temps. Premier temps, on e�ectue une
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d�ecoupe mesur�ee, de telle sorte que le nombre de processeurs n�ecessaire pour r�ealiser l'or-
donnancement calcul�e est un multiple MP du nombre de processeurs disponibles.

Si au d�epart le nombre de tâches est plus important que Nprocs Alors
appliquer un algorithme de type LPTF

Sinon
on dispose dans un tableau l0ensemble des noeuds
le premier champ correspond au travail total
le second champ correspond au travail s�equentiel
le troisi�eme correspond �a dgp
le dernier au plus long chemin dans le sous-graphe

FinSi

ameliore = Vrai
NprocUtilise = nombre de noeuds dans le tableau
NprocUtiliseAvantDecoupe = NprocUtilise

TantQue (ameliore OU NprocUtilise = NprocUtiliseAvantDecoupe) ET (NprocUtilise �MP �Nprocs
choisir le noeud Nd de plus long chemin dans le tableau et proc�eder �a
la d�ecoupe du plus lourd noeud Nl dans le sous-graphe issue du noeud Nd
NprocUtilise = NprocUtiliseAvantDecoupe + dgp(Nl)-1
calculer le nouveau plus long chemin
Si ce nouveau plus long chemin n'am�eliore pas l'ancien Alors

ameliore = Faux
Sinon

ameliore = Vrai
reporter dans la case du tableau la nouvelle valeur du plus long chemin

FinSi
FinTantQue

ordonnancer ce graphe sur Nprocs �a l0aide des stratacuteegies
classiques de l'ordonnancement statique (algorithmes de regroupement par exemple)

3.2.6 Autres strat�egies

Les deux strat�egies pr�ec�edentes pr�esentent l'avantage d'être de complexit�e faible. Ce-
pendant, elles pr�esentent d'importantes carences. Notamment, lorqu'une tâche utilise un
processeur, il est perdu pour toutes les autres tâches durant la totalit�e de l'ex�ecution.

A�n de rem�edier �a cet inconv�enient, nous suivons actuellement une id�ee qui consiste �a
maintenir simultan�ement un �etat de d�eveloppement du graphe et un �etat de la machine ou
du diagramme de Gantt, ce qui est la même chose pour ce qui nous occupe. Ainsi, lorsque le
plus long chemin change de sous-graphe, le d�eveloppement d'une tâche peut r�eutiliser tout
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ou partie des processeurs en fonction de leur disponibilit�e aux dates d'ex�ecution logiques des
nouvelles tâches. Dans un premier temps on peut interdire de bouger l'�etat de la machine,
et dans un second temps il est envisageable de pouvoir autoriser le d�eplacement de tâches
ordonnanc�ees ant�erieurement, ce qui revient �a autoriser une certaine forme de backtracking.

3.3 Conclusion et perspectives

L'approche d'Athapascan est voisine de l'approche choisie dans Pyrros. La principale
di��erence, pour l'ordonnancement statique, est la possibilit�e en Athapascan de ne pas
d�evelopper un graphe jusqu'au grain le plus �n. De plus, les points de choix constituent
des r�eserves de parall�elisme et donnent une garantie de robustesse des ordonnancements
construits, dans la mesure o�u le d�ecoupage propos�e par l'ordonnancement statique peut être
remis en cause au moment de l'ex�ecution par le module de r�epartition dynamique de la charge.

Le prototype est en cours d'�elaboration, en collaboration avec Emmanuel Baud pour l'in-
terpr�eteur abstrait, et avec Jean-Louis Roch, Alexandre Vermeerbergen et Fran�cois Galil�ee
pour la partie dynamique.

Les premiers r�esultats obtenus �a partir de la premi�ere strat�egie indique que son com-
portement est d'autant meilleur que le graphe est r�egulier et pr�esente d�es le d�epart un fort
parall�elisme. Il est int�eressant d'autre part de constater que l'algorithme ne descend pas �a
un niveau de d�ecoupe tr�es important, ce qui veut dire d'une part que le nombre de tâches
explor�e est faible, et d'autre part que l'on conserve tout au long de l'ordonnancement des
graphes �a tr�es gros grain.

Le d�eveloppement de strat�egies pour ce type de graphe n'en est qu'�a ses d�ebuts. Les
approches consid�er�ees jusqu'�a pr�esent tentent de fa�con plus ou moins adroites de se rappro-
cher de ce qui est connu, c'est-�a-dire un graphe enti�erement connu et faire sur ce graphe de
l'ordonnancement sur un graphe qui est stable du point de vue de la granularit�e. Il pour-
rait cependant être int�eressant d'examiner de nouvelles strat�egies permettant de consid�erer
une allocation (en nombre) variable pour les di��erent sous-graphe au fur et �a mesure de
l'exploration.
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N�ecessit�e de la mod�elisation

Le calcul parall�ele engendre un ensemble de probl�emes d'algorithmique et d'optimisation
que l'on ne peut traiter dans toute leur complexit�e en un temps raisonnable. La di�cult�e
intrins�eque d'une partie de ces probl�emes, l'optimisation combinatoire par exemple, est une
des raisons de cette complexit�e, mais ce n'est pas la seule. La prise en compte des param�etres
li�es �a l'architecture d'un ordinateur parall�ele et intervenant lors de l'ex�ecution du programme
en est une autre. On a recours dans ce dernier cas �a une repr�esentation de la machine, que
l'on appelle un mod�ele, qui ne prend en consid�eration qu'une partie des param�etres.
Cet e�ort de mod�elisation porte �egalement sur le programme. Le mod�ele qui lui est associ�e
rend compte de la d�ependance entre les parties du programme. Ces parties constituent les
tâches, ce sont des ensembles d'instructions dont la taille d�epend du choix de la granularit�e.
Si les d�ependances entre deux tâches sont unidirectionnelles (ou inexistantes), pour tous les
couples de tâches, alors le graphe est orient�e et les relations de pr�ec�edence sont repr�esent�ees
par des arcs.

L'approche des environnements de programmation parall�ele

Si la mod�elisation de la machine reste dans une large mesure �a la charge de l'utilisateur,
de plus en plus de plates-formes de d�eveloppement prennent en charge la d�etermination du
graphe, �eventuellement avec l'aide du programmeur. Nous avons mis en �evidence une ap-
proche commune �a une majorit�e d'environnements de programmation parall�ele existants qui
privil�egient le parall�elisme de contrôle exprim�e de fa�con explicite. Cette d�emarche, descrip-
tion du graphe de pr�ec�edence, ordonnancement (et/ou placement), d�e�ni comme l'allocation
�a chaque tâche d'une date et d'un site d'ex�ecution, et la g�en�eration de code, est actuellement
trait�ee de mani�ere s�equentielle.
Malheureusement, les probl�emes rencontr�es dans la phase de l'ordonnancement et du pla-
cement sont fortement li�es �a la d�etermination du graphe de pr�ec�edence et en particulier �a
celle de sa granularit�e. Cette constatation, parmi d'autres, a amen�e les initiateurs du projet
Apache �a consid�erer un mode d'expression du parall�elisme selon le d�ecoupage (�eventuelle-
ment r�ecursif) d'un calcul en sous-calculs, le but �etant de conjuguer les objectifs d'e�cacit�e et
de portabilit�e des programmes Athapascan. Dans ce contexte nous r�ealisons actuellement
un prototype d'ordonnanceur statique travaillant en coop�eration avec un interpr�eteur abs-
trait qui r�ealise une �evaluation partielle pour la d�etermination et l'exploration d'un graphe
de pr�ec�edence. A l'heure actuelle, cette maquette a pour but de valider l'approche de la des-
cription du graphe ind�ependammenet des performances des strat�egies d'ordonnancement.
Si le module ordonnancement utilise actuellement des heuristiques bas�ees sur des strat�egies
gloutonnes, �a court terme d'autres strat�egies, plus performances, seront test�ees.

Probl�ematique

Si pour un graphe et un mod�ele d'ex�ecution1 donn�es, il est parfois possible de d�eterminer
un ordonnancement de bonne qualit�e, voire optimal, ce n'est plus vrai en g�en�eral, lorsque

1un mod�ele de machine plus des hypoth�eses d'ex�ecution telle que la duplication
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certaines des hypoth�eses ne sont plus v�eri��ees ou lorsque les graphes varient l�eg�erement.
C'est dans une optique de recherche d'algorithmes adaptables facilement pour être utilis�es
dans le cadre d'environnements d'ex�ecution di��erents et pour des graphes dont le rapport
entre les temps de communications et les temps de calcul des n�uds est di��erent, que nous
avons d�ecrit divers mod�eles d'ex�ecution et entam�e une discussion sur les garanties de perfor-
mances des ordonnancements par passage d'un mod�ele �a un autre. Ce type d'�etude permet
d'avoir une id�ee un peu plus pr�ecise sur les strat�egies qui semblent r�epondre �a ces exigences.

C'est dans cet �etat d'esprit que nous avons examin�e dans le d�etail une strat�egie d'ordon-
nancement bas�ee sur des techniques de regroupement de tâches. Comme famille de graphes,
nous avons choisi les arbres pour leur importance dans le calcul num�erique, et comme re-
pr�esentants d'algorithmes classiques de recherche et de tri par exemple. Nous nous sommes
attach�es essentiellement �a deux mod�eles d'ex�ecution. Le premier mod�ele que l'on peut consi-
d�erer comme un repr�esentant des mod�eles de machines �a m�emoire distribu�ee autorise le
recouvrement des communications par des calculs [PY88, RS87]. Le second mod�ele est bas�e
sur la notion de surcoût qui repr�esente la somme des communications et des temps d'inac-
tivit�e, et peut être consid�erer �a ce titre comme un repr�esentant des mod�eles de machines �a
m�emoire partag�ee [ABR90].

Ordonnancement d'arbres par regroupement

Nous avons propos�e un algorithme (majyc) pour ordonnancer, sur deux processeurs
identiques, des arbres dont les tâches et les communications sont unitaires (arbre dit UECT)
et nous avons prouv�e son optimalit�e dans le premier mod�ele2. Il a �et�e montr�e de plus, que
pour des variations du rapport entre temps de communications et temps d'ex�ecution (chan-
gement de la granularit�e de l'arbre), une adaptation tr�es simple permet de produire des
ordonnancements de bonne qualit�e et asymptotiquement optimaux (pour un grand nombre
de n�uds). En outre, moyennant une analyse non triviale, et une modi�cation plus impor-
tante, nous avons montr�e que cet algorithme permet de r�esoudre un probl�eme ouvert qui
constitue une g�en�eralisation, par l'adjonction de communications, d'un travail dû �a Leung
et al. [NLH81, DL88]. Il permet �egalement une am�elioration, en terme de complexit�e, d'un
r�esultat dû �a Jung et al. [JKS89]. Toujours dans le même mod�ele d'ex�ecution, mais cette fois
pour un nombre de processeurs plus important (et �x�e), nous avons produit une heuristique
applicable pour des arbres dont les coûts de communications sont plus grands que les coûts
de calcul (arbres �a �ne granularit�e) et r�eciproquement (arbres �a gros grain). L'analyse de la
borne au pire de cette heuristique [GRT95] pour des arbres UECT a permis d'am�eliorer la
borne produite par Varvarigou et al. [VRKL94] d'un facteur deux. Apr�es avoir constater les
bonnes performances obtenues par une strat�egie de regroupement pour un mod�ele d'ex�ecu-
tion donn�e et pour di��erentes granularit�es, nous avons �etudier son comportement lorsque le
mod�ele d'ex�ecution variait. Dans celui que d�e�nissent Anderson et al. [ABR90], nous avons
montr�e que le probl�eme de l'ordonnancement des arbres binaires UECT est NP-complet sur
deux processeurs. Cependant, bien que la qualit�e des ordonnancements produits par une

2Ce probl�eme a �et�e r�esolu simultan�ement par plusieurs groupes �a partir de techniques di��erentes [VRKL94,
Vel93a, Pic93].
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it�eration de majyc n'est pas �et�e �etudi�ee, l'optimalit�e est atteinte pour les arbres binaires
complets et les arbres de type chenille, ce qui laisse supposer un bon comportement pour
des arbres moins r�eguliers. C'est encore dans la même optique que nous avons �etudi�e le com-
portement de ce type d'algorithmes dans le cadre d'un syst�eme form�e de processeurs dont
les vitesses sont di��erentes mais lin�eairement comparables (processeurs dits uniformes). Un
syst�eme form�e de processeurs uniformes constitue un mod�ele simple de r�eseau de stations
de travail. Dans un tel environnement d'ex�ecution, nous avons montr�e qu'il est possible de
produire des ordonnancements distants d'au plus une unit�e de temps de l'optimal pour des
arbres UECT et un syst�eme biprocesseurs dont les inverses des vitesses sont des entiers. Nous
avons poursuivi l'�etude pour un nombre de processeurs sup�erieur ou �egal �a deux et pour des
arbres complets. Bien que l'analyse au pire n'aie pas �et�e r�ealis�ee, au vue des premiers r�esul-
tats, il semble que la qualit�e des ordonnancements produits par cette heuristique soit bonne.
Le travail men�e sur le probl�eme de l'ordonnancement d'un graphe de pr�ec�edence avec d�elais
de communications sur un syst�eme form�e de processeurs uniformes est �a notre connaissance
la premi�ere tentative du genre.

Bien que toutes les �etudes ne soient pas termin�ees, nous pensons pouvoir conclure que
les algorithmes bas�es sur des strat�egies de regroupement de tâches sont intrins�equement plus
adaptables aux changements de mod�ele d'ex�ecution et de granularit�e, que d'autres algo-
rithmes bas�es, par exemple, sur des strat�egies de listes.

Perspectives

Les perspectives �a court terme concernent l'environnement Athapascan, avec la mise
en �uvre d'une ou plusieurs heuristiques qui puissent exploiter e�cacement le granularit�e
variable des graphes d'appels de proc�edure avec points de choix. Dans le cadre de cet en-
vironnement, une �etude tourn�ee davantage vers le comportement dynamique des ex�ecutions
est envisag�ee : mise en �uvre de courte phase d'ordonnancement "statique" en cours d'ex�e-
cution, ou d'utilisation de strat�egies classiquement appliqu�ees au moment de la compilation.
Toujours �a court terme, la validation exp�erimentale, �a l'aide du mod�ele quantitatif de pro-
grammes andes et du mod�ele de machines madre3, est envisag�ee pour les diverses heuris-
tiques propos�ees dans cette th�ese, a�n de d�eterminer la qualit�e des ordonnancements qu'elles
produisent. A plus long terme, il semble int�eressant de rechercher des strat�egies bas�ees sur
des techniques de regroupement a�n de satisfaire les objectifs conjugu�es d'e�cacit�e et de
portabilit�e, et de traiter des graphes de pr�ec�edence quelconques.

3Mod�eles de base du projet Alpes (ALgorithmique Parall�ele et �Evaluation de Syst�emes).
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Chapitre 1

Annexe d�e�nitions

Le but de cette annexe est de d�e�nir les di��erents termes utilis�es dans ce document.
Cependant, il est possible que lorsqu'un travail est cit�e, les termes employ�es di��erent de
ceux qui seront d�e�nis ici, cette di��erence sera indiqu�ee dans le texte. Les d�e�nitions sont
compos�ees d'un terme fran�cais, suivi le plus souvent de son �equivalent anglais (ou consid�er�e
comme tel) et de la d�e�nition proprement dite.
Les d�e�nitions sont class�ees par th�emes. Les premi�eres d�e�nitions concernent les graphes.
Le second th�eme correspond aux processeurs, et �a certaines hypoth�eses d'ex�ecution et le
troisi�eme est d�edi�e �a la description de quelques algorithmes. Suivent quelques d�e�nitions
d'ordre plus g�en�eral.

Graphe

{ graphe non orient�e (undirected graph) :
Un graphe G est un couple (S;A) form�e de deux ensembles disjoints tels que tout
�el�ement de A est une paire d'�el�ement de S. S est appel�e l'ensemble des sommets et
A l'ensemble des arêtes.

{ graphe orient�e sans cycle (directed acyclic graph ou DAG) :
Lorsque le graphe est orient�e, tout �el�ement de A est un couple d'�el�ements de S, et
A l'ensemble des arêtes devient l'ensemble des arcs du graphe. Le graphe est dit sans
cycle ou acyclique si et seulement si il n'existe pas de chemin ferm�e dans le graphe.

{ chemin :
Soit G = (S;A) un graphe orient�e, un chemin est une suite altern�ee de sommets et
d'arcs : s0 a0 s1 ::: ak�1 sk. Lorsque k > 0 et s0 = sk, le chemin est dit ferm�e.

{ châ�ne :
Soit G = (S;A) un graphe non orient�e, une châ�ne est une suite altern�ee de sommets
et d'arêtes : s0 a0 s1 ::: ak�1 sk. Lorsque k > 0 et s0 = sk, la châ�ne est dite ferm�ee.

{ n�ud :
Les termes n�ud et sommet sont consid�er�es comme �equivalents.
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{ graphe de tâches (task graph) :
On appelle graphe de tâche la mod�elisation d'un programme. Dans un tel graphe, les
sommets sont identi��es aux tâches de calcul du programme.

{ tâche (task) :
Une tâche repr�esente une partie de l'application mod�elis�ee par un graphe et correspond
�a un n�ud de ce graphe.

{ graphe �a 
ots de donn�ees (data-
ow graph) :
Il s'agit d'un graphe dans lequel la pr�ec�edence est induite par les �echanges des donn�ees.

{ pr�ed�ecesseur (avec distinction imm�ediat ou non) :
Dans un graphe orient�e, le n�ud N est un pr�ed�ecesseur du n�ud N 0 si et seulement
si il existe un chemin allant de N �a N 0. N est un pr�ed�ecesseur imm�ediat de N 0, si et
seulement si le couple (N;N 0) est un �el�ement de A.

{ successeur :
Dans un graphe orient�e, le n�ud N est un successeur du n�ud N 0 si et seulement si il
existe un chemin allant de N 0 �a N . N est un successeur imm�ediat de N 0, si et seulement
si le couple (N 0; N) est un �el�ement de A.

{ distance :
Pour un graphe donn�e, la distance entre deux n�uds correspond �a la somme minimale
des valeurs des arcs et sommets travers�es pour aller d'un n�ud �a l'autre. Sauf indi-
cation contraire, leur propres valeurs ne sont pas prises en compte. Dans un contexte
de communication dans les r�eseaux point �a point, la distance entre deux processeurs
correspond au nombre de liens minimum que doit traverser un message pour aller du
processeur source au processeur destination.

{ niveau (level) :
Le niveau d'un n�ud N dans un graphe est �egal au nombre maximum de n�uds qui
le s�eparent d'une feuille F , N et F compris. Le niveau de la racine d'un arbre est �egal
�a 1. Dans le cas o�u les tâches sont unitaires, le niveau d'une tâche est aussi �egal �a la
longueur d'un plus long chemin (en terme de temps d'ex�ecution) vers une feuille.

{ hauteur :
La hauteur d'un arbre est le nombre maximumde sommets liant la racine �a une feuille,
racine et feuille comprises. La hauteur d'un arbre form�e d'un sommet est �egale �a un.

{ largeur d'un graphe :
La largeur d'un graphe est �egal au nombre maximum de n�uds appartenant �a un
niveau pour l'ensemble des niveaux du graphe.

{ travail (job) :
Dans le cadre du mod�ele ABR, des tâches peuvent être regroup�ees au sein d'une même
entit�e : le travail. L'ex�ecution du travail ne peut pas être interrompue, c'est-�a-dire que
seules les premi�ere et derni�ere tâches appartenant au travail peuvent �echanger des
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donn�ees avec des tâches appartenant �a d'autres travaux. Si les tâches interm�ediaires
communiquent avec d'autres travaux, la reception des donn�ees est anticip�ee au d�ebut
du travail, et l'envoie de donn�ees est retard�ee �a la �n de l'ex�ecution de ce travail.

{ granularit�e (granularity) :
Il s'agit de la taille des tâches en nombre d'instructions. Dans le mod�ele d'ex�ecution d�e-
crit par Papadimitriou et Yannakakis [PY88] la granularit�e est enti�erement d�etermin�ee
par la donn�ee de � .

{ arbre et anti-arbre (intree et outtree) :
Nous d�e�nissons un arbre par un graphe dont tous les noeuds ont un seul successeur, �a
l'exception de la racine qui n'en a pas. Les feuilles d'un arbre n'ont aucun pr�ed�ecesseur.
Dans un tel graphe, l'orientation va donc des feuilles vers la racine. Par opposition, les
noeuds d'un anti-arbre ont un seul pr�ed�ecesseur, �a l'exception de la racine qui n'en a
pas. L'orientation va de la racine vers les feuilles. Celles-ci n'ont aucun successeur.

Processeurs, architectures et mod�eles d'ex�ecution

{ processeurs identiques, uniformes et sans relation (identical, uniform and un-
related processors) :
Dans un syst�eme parall�ele, les processeurs sont dits identiques lorsqu'ils sont capables
d'ex�ecuter chaque tâche, et que la dur�ee de l'ex�ecution d'une tâche T est la même sur
chaque processeur.
Les processeurs sont dits uniformes lorsqu'ils di��erent les uns des autres par leur
vitesse. Mais, ils n'ont pas de pr�ef�erence pour un type particulier de tâches, ce qui
signi�e que si un processeur est deux fois plus rapide qu'un autre, il le sera pour toutes
les tâches soumises au syst�eme.
En�n, les processeurs sont dits sans relation lorsqu'ils pr�ef�erent un certain type de
tâches, ainsi, l'ex�ecution d'une tâche T peut durer deux fois plus longtemps sur un pro-
cesseur P1 que sur un processeur P2, et l'ex�ecution d'une tâche T 0 peut durer quatre
fois plus longtemps sur P2 que sur P1.

{ duplication :
Parmi l'ensemble des mod�eles d'ex�ecution, certains autorisent la duplication des tâches,
il s'agit de permettre le calcul d'une même tâche par plusieurs processeurs dans le but
d'�economiser une communication.

{ pr�eemption :
L'hypoth�ese de pr�eemption consiste �a pouvoir interrompre l'ex�ecution d'une tâche.
Mais, ceci ne permet pas de consid�erer que la tâche peut être partag�ee en plusieurs
parties ex�ecut�ees simultan�ement, hypoth�ese que nous appellerons divisibilit�e. On peut
interpr�eter la pr�eemption comme une hypoth�ese de partage de la tâche dans le temps.

{ divisibilit�e :
Hypoth�ese selon laquelle une tâche peut être parall�elis�ee. On peut interpr�eter la divi-
sibilit�e comme une hypoth�ese de partage de la tâche dans l'espace.
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{ recouvrement des communications par du calcul (overlap) :
Cette hypoth�ese permet de consid�erer qu'un processeur peut simultan�ement envoyer
des donn�ees, ex�ecuter des tâches et recevoir des donn�ees. Pratiquement cela signi�e que
l'on suppose que le processeur est �equip�e d'un co-processeur d�edi�e aux communications
qui a un acc�es ind�ependant �a la m�emoire.

Algorithmes

{ algorithme LPT (Largest Processing Time) :
Cet algorithme de liste consiste �a construire une liste ordonn�ee des tâches avec comme
crit�ere de priorit�e leur dur�ee d'ex�ecution. Une tâche est de priorit�e d'autant plus grande
qu'elle requiert un temps d'ex�ecution �elev�e. L'utilisation de la liste est simple, l'algo-
rithme place la tâche qui est en tête de liste sur le processeur sur lequel elle se terminera
le plus tôt (�a condition que cette tâche soit prête �a être ex�ecut�ee).

{ algorithme HLF (Highest Level First) :
Il s'agit d'un algorithme de liste dans lequel le crit�ere de priorit�e est le niveau des
tâches. Le plus connu des algorithmes HLF est incontestablement celui pr�esent�e par
Hu [Hu61].

{ algorithme HLA (Highest Level �rst with Abstention) :
Il s'agit une fois encore d'un algorithme de liste, la priorit�e est encore le niveau, mais
cette fois, l'algorithme se r�eserve le droit de ne pas ex�ecuter la tâche la plus prioritaire,
en fonction des situations qu'il g�ere.

Divers

{ ensemble dominant :
un sous-ensemble d'ordonnancements est dit dominant lorsque ce sous-ensemble contient
un ordonnancement optimal.

{ ordonnancement (scheduling) :
supposons que l'on dispose d'un ensemble de machines pour traiter un ensemble de
tâches ou de travaux. Un ordonnancement est l'allocation d'un ou plusieurs intervalles
de temps (cas pr�eemptif) sur une ou plusieurs machines (cas des tâches multiproces-
seurs) �a chaque tâche ou travail. Un ordonnancement est valide ou faisable si pour
chaque intervalle de temps, il n'existe pas deux tâches distinctes devant être ex�ecut�ees
sur �a la même machine et si toutes les contraintes li�ees aux machines et aux tâches (ou
travaux) ont �et�e respect�ees (dans la majorit�e des cas que nous traiterons, il n'y aura
aucune contrainte suppl�ementaire). Un ordonnancement est dit optimal si il minimise
un crit�ere d'optimalit�e donn�e. Dans la plupart des probl�emes trait�es dans ce document,
le crit�ere choisi est le maximum des dates de �n d'ex�ecution des tâches.

{ placement (mapping) :
supposons que l'on dispose d'un ensemble de machines pour traiter un ensemble de
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tâches ou de travaux. Un placement est l'allocation d'une ou plusieurs machines �a
chaque tâche ou travail. Un placement est dit optimal s'il minimise une fonction de coût
donn�ee. G�en�eralement ces fonctions de coûts tiennent compte �a la fois de l'�equilibrage
de la charge et de la minimisation des communications, crit�eres qui sont contradictoires.

{ allocation :
il est souvent fait mention d'allocation dans ce travail. Dans la majorit�e des cas, on parle
d'allocation de tâches �a un processeur. Cette notion est rigoureusement �equivalente �a
l'allocation des machines d�ecrite dans la d�e�nition de l'ordonnancement, sans souci de
dates.

{ �equilibrage de charge (load-balancing) :
�etant donn�ee une charge de travail, l'�equilibrage de la charge consiste �a r�epartir les
tâches entre les machines de sorte que la charge de toutes les machines soit �egale. Ce
probl�eme, d�es que les tâches ind�ependantes et de dur�ees di��erentes est NP-complet et
est connu sous le nom de probl�eme de bin packing.

{ regroupement (clustering) :
le regroupement de tâches est une strat�egie utilis�ee dans certains probl�emes d'ordon-
nancements. Le but est de regrouper des tâches ensemble de mani�ere �a �economiser le
coût des communications entre elles. Ce coût �elimin�e correspond �a l'hypoth�ese de la
localit�e des donn�ees qui est pr�esent�ee et discut�ee dans la premi�ere partie.

{ partitionnement (partitioning) :
soit un programme, et sa repr�esentation mod�elis�ee par un graphe dont les sommets
sont les instructions. Le partitionnement correspond �a la d�e�nition de tâches form�ees
d'un ensemble d'instructions (leur taille est guid�ee par le choix de la granularit�e), et
permet de produire un nouveau graphe dans lequel les sommets sont les tâches.

{ diagramme de Gantt :
il repr�esente un ordonnancement. Il se pr�esente sous la forme d'un graphique, en abs-
cisse est indiqu�e le temps et en ordonn�ee les processeurs. Dans la repr�esentation utilis�ee
dans ce document, les parties du diagramme qui apparaissent en gris�ees correspondent
�a des temps d'inactivit�e et les parties plus sombres �a des temps d'attente de commu-
nications.

{ p�eriodes d'inactivit�e (idle time) :
il s'agit d'un laps de temps durant lequel un processeur n'e�ectue aucun calcul. Ces
p�eriodes sont appel�ees indistinctement p�eriodes d'inactivit�e ou d'oisivet�e. Dans la
repr�esentation des ordonnancements, il est fait une distinction entre une p�eriode d'in-
activit�e pour cause d'attente d'une communication (la p�eriode d'attente est noircie),
ou par manque d'activit�e (la p�eriode est gris�ee).

{ le probl�eme du remplissage de boites bin packing problem :
Il s'agit de remplir un certain nombre de boites (bins) de mani�ere �a ce qu'elles soient
remplies �a peu pr�es de la même fa�con. Si l'on rapporte ce probl�eme �a un syst�eme
multiprocesseurs, il s'agit de r�epartir un ensemble de tâches ind�ependantes de taille
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di��erentes sur un ensemble de processeurs de fa�con �a ce que le maximum des dates de
�n d'ex�ecution des tâches soit minimum (cf makespan).

{ tâches multiprocesseurs (multiprocessor tasks) :
il s'agit de tâches n�ec�essitant plus d'un processeur ou plus d'une machine pour leur
ex�ecution. La majeure partie de ces probl�emes proviennent des ateliers 
exibles et de
la gestion de production.

{ maximumdes dates de �n d'ex�ecution (makespan ou maximum completion time) :
dans le cadre d'une horloge globale pour un syst�eme multiprocesseur, il s'agit de la plus
grande date de �n d'ex�ecution des tâches. C'est un crit�ere d'optimalit�e tr�es populaire
car il repr�esente le temps parall�ele d'une ex�ecution d�eterministe d'un ensemble de tâches
sur un ensemble de machines. Dans la litt�erature, on le retrouve sous la notation Cmax.

{ di�usion (broadcast) :
La di�usion est l'op�eration par laquelle une machine envoie un message �a l'ensemble
des autres machines d'un r�eseau, en utilisant les lignes de communication de ce r�eseau
[Rum94].



Chapitre 2

Annexe environnements de

programmation

2.1 HyperTool

2.1.1 Objectifs de l'outil

En partant de l'id�ee que la parall�elisation est un probl�eme complexe qui ne peut être
enti�erement r�esolu que par un expert humain, Hypertool est pr�esent�e par ses concepteurs
comme un outil d'aide au d�eveloppement de programmes parall�eles. La pr�esence et la parti-
cipation active de l'utilisateur est clairement requise [WG90].

2.1.2 Contexte d'utilisation

Cet outil a �et�e con�cu pour des syst�emes �a �echange de messages et pour une programmation
de type SPMD (le même programme ex�ecut�e par l'ensemble des processeurs, mais sur des
donn�ees di��erentes). Les processeurs de l'architecture cible sont suppos�es être identiques.

2.1.3 Terminologie

Un segment de programme qui n'est pas partitionn�e est appel�e un processus. Lorsque
plusieurs processus sont regroup�es, on parle de tâches. Le nombre d'op�erations dans chaque
tâche d�e�nie la granularit�e d'op�erations et la taille des donn�ees la granularit�e de donn�ees.

2.1.4 Description de l'outil

Hypertool prend en entr�ee le programme partitionn�e en un ensemble de proc�edures. L'ou-
til d�etecte alors les d�ependances de donn�ees entre les di��erents processus (ces d�ependances
de donn�ees sont d�e�nies par l'a�ectation des param�etres) et forme un macro data
ow graph
(un graphe orient�e avec un n�ud d�epart et un n�ud �n) dans lequel les n�uds repr�esentent
les processus et les arcs les �echanges de donn�ees. Le temps d'ex�ecution d'un n�ud est sup-
pos�e connu au moment de la compilation (une version dynamique est �a l'�etude), et le temps
de transmission d'un message est estim�e en utilisant le temps d'initialisation (startup), la

219



220 Chapitre 2. Annexe environnements de programmation

longueur du message et la bande passante du canal de communication (les ph�enom�enes de
contention ne sont pas pris en compte). Le graphe est ensuite r�ecup�er�e par le module d'or-
donnancement qui alloue les processus aux tâches. L'allocation des tâches aux processeurs
est e�ectu�ee par le module de placement. A la �n de ces deux �etapes, une synchronisation
est e�ectu�ee, ce qui se traduit par l'adjonction de primitives de communication. Pendant et
apr�es ex�ecution, les modules de mesures de performances et de qualit�e sont mis en �uvre.
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Le fonctionnement g�en�eral de l'outil est illustr�e �gure 2.1.
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Fig. 2.1 - : Hypertool
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2.1.5 Intervention de l'utilisateur

Le partitionnement du programme au d�epart est �a la charge de l'utilisateur, ce qui signi�e
que l'utilisateur d�e�nie a priori une granularit�e minimale puisque les processus qu'il a d�e�ni
sont ins�ecables. Il doit de plus donner une estimation de la dur�ee n�ecessaire �a l'ex�ecution
des processus. De même, c'est �a lui d'interpr�eter les r�esultats rendus par le dernier module
et d'agir en cons�equence sur la strat�egie de partitionnement ainsi que sur la taille de la
granularit�e d'op�erations (ce qui parait raisonnable).

2.1.6 L'�etape d'ordonnancement et de placement

Le module d'ordonnancement est constitu�e de deux algorithmes, dans le cadre d'un or-
donnancement statique et non pr�eemptif.
Il s'agit d'un algorithme de type Critical Path, modi��e (les auteurs l'on d'ailleurs baptis�e
Modi�ed Critical Path) a�n d'être adapt�e �a un nombre limit�e de processeurs. Le probl�eme de
ce premier algorithme est qu'il ne d�etermine pas de fa�con satisfaisante le nombre minimum
de processeurs requis pour ex�ecuter un programme donn�e. Pour am�eliorer la d�etermination
de ce nombre de processeurs, les auteurs proposent un second algorithme appel�e MD (pour
Mobility-Directed) qui g�en�ere des solutions pour le nombre de processeurs requis.
L'allocation utilise comme donn�ee d'entr�ee le graphe de tâches d�eduit du diagramme de
Gantt et e�ectue une allocation de un pour un (une tâche pour un unique processeur et un
processeur pour une unique tâche). La fonction de coût qui est �a minimiser est la suivante :

F =
EtX
i=1

w(ei)di

w(ei) repr�esente la somme des temps de transmission de tous les messages �echang�es entre les
deux tâches reli�ees par l'arête ei.
di repr�esente la distance entre les deux processeurs auxquels les deux tâches (li�ees par l'arête
ei) ont �et�e allou�ees.

2.1.7 Utilisation pratique

- Machines concern�ees : iPSC/2, iPSC/860
- L'outil tourne sur : SPARC
- Langage utilis�e : C
- Interface graphique : non
- Prix : gratuit
- Contact : wu@cs.bu�alo.edu (Min-You Wu).

2.1.8 Bilan et conclusion

La d�emarche de cet outil est int�eressante et paradoxale �a la fois. Les concepteurs pr�e-
sentent Hypertool comme un outil d'aide au d�eveloppement de programmes parall�eles et
de fa�con contradictoire restreignent l'acc�es au di��erents modules par l'utilisateur. Ainsi, il
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ne lui est pas possible d'intervenir dans la politique de regroupement ou d'allocation, par
cons�equent, les mesures de performances ne permettent d'agir qu'en amont d'Hypertool, au
niveau de la granularit�e et seulement �a ce niveau l�a. Mis �a part cet aspect de modularit�e (qui
n'�etait pas le but de cet outil �a l'origine), plusieurs id�ees sont int�eressantes, par exemple,
la conservation d'un code s�equentiel pour permettre un premier d�ebogage, la portabilit�e (le
changement des modules de synchronisation et de g�en�eration de code permet d'adapter l'outil
�a une autre machine). De même, le choix de n'utiliser qu'un algorithme d'ordonnancement-
allocation plutôt que plusieurs plus adapt�es �a certains types de graphes permet de garantir
une compilation dont la dur�ee ne d�epend que de la longueur du code. A noter, cet outil
semble peu adapt�e pour une utilisation de machines h�et�erog�enes (comme par exemple r�eseau
de stations). Cet outil est en quelque sorte une boite cl�e en main permettant de faire de la
programmation parall�ele. Il permet une utilisation simple et rapide d'une machine parall�ele.

2.2 PYRROS

2.2.1 Objectifs de l'outil

Il s'agit d'un outil d'ordonnancement statique de graphes de tâches et de g�en�eration de
code pour des architectures de type MIMD. Cet outil est pourvu d'un langage de graphes
de tâches. Le but �x�e est clairement une utilisation pratique [YG92a].

2.2.2 Contexte d'utilisation

- Architectures de type MIMD.
- Communications non synchronis�ees.
- Le recouvrement calcul/communication est autoris�e.
- La duplication des tâches n'est pas autoris�ee.
- Les processeurs de l'architecture cible sont suppos�es être identiques.

2.2.3 Terminologie

Tâche : unit�e ins�ecable de calcul. Il peut s'agir d'une instruction, d'une routine, ou d'un
programme complet.
Ordonnancement : form�e de deux fonctions principales, placer des tâches sur un ensemble de
processeurs physiques et d�eterminer une date de d�ebut d'ex�ecution pour chaque tâche.
Regroupement : il s'agit d'une agglom�eration de tâches en grains plus gros (clusters). Un grain
(ou cluster) est un ensemble de tâches qui seront toutes ex�ecut�ees sur un même processeur.

2.2.4 Description de l'outil

L'outil prend en entr�ee un graphe de tâches et produit des ordonnancements pour des
machines �a m�emoire distribu�ee, du type nCUBE-II. Cet outil est en outre pourvu d'un
langage de graphes de tâches qui permet de faire apparâ�tre les d�e�nitions de tâches, ainsi



224 Chapitre 2. Annexe environnements de programmation

que les poids des tâches et des communications directement dans le code. Il poss�ede aussi
un outil graphique qui permet de visualiser les di��erents r�esultats interm�ediaires et donc de
revenir sur le partitionnement originel du programme. La g�en�eration de code se fait avec
une optimisation des communications (un algorithme de di�usion est disponible) et une
am�elioration de l'utilisation de la m�emoire. Un sch�ema synoptique de l'outil est pr�esent�e en
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2.2.5 Intervention de l'utilisateur

Toutes les �etapes jusqu'�a l'obtention du graphe de tâches sont �a la charge de l'utilisa-
teur, ainsi, les �etapes de d�etection et d'extraction du parall�elisme, de partitionnement et
d'analyse des d�ependances de donn�ees doivent être produites par l'utilisateur. Cependant,
les auteurs indiquent que l'outil peut être utilis�e comme une aide pour d�eterminer un bon
partitionnement avant l'ex�ecution.

2.2.6 L'�etape d'ordonnancement et de placement

L'�etape d'ordonnancement est form�ee de deux �etapes, une �etape de regroupement de
tâches sur un nombre illimit�e de processeurs qui forment une architecture virtuelle com-
pl�etement connect�ee, suivie d'une �etape d'ordonnancement des clusters sur un nombre p de
processeurs correspondant �a l'architecture cible. Les algorithmes d'ordonnancement propos�es
s'appliquent �a des graphes de pr�ec�edence sans cycle, et d�eterministes. Le d�eterminisme doit
être r�ealis�e soit au moment de la compilation soit au moment de l'ex�ecution, c'est-�a-dire, s'il
manque des poids pour les tâches, on d�etermine le temps requis pour leur ex�ecution apr�es
une ex�ecution de chaque tâche. L'algorithme propos�e pour Pyrros s'inspire d'un algorithme
d�evelopp�e par Sarkar [Sar89].
Le module fonctionne de la fa�con suivante :
Supposons que le graphe de tâches soit compl�etement d�etermin�e (si tel n'est pas le cas, il le
sera �a l'ex�ecution), la premi�ere �etape consiste �a regrouper les tâches pour former des clusters.
Au d�epart toutes les tâches constituent un cluster.
Recherche d'un plus long chemin depuis la source du graphe (il s'agit d'un macro data 
ow
graph), jusqu'�a la tâche terminale (appel�e DS pour Dominant Sequence). Tous les arcs du
chemin sont marqu�es �a examiner.
Tant qu'il reste un arc du chemin qui n'a pas �et�e examin�e, mettre l'un des arc �a z�ero si le
temps parall�ele (PT) n'augmente pas. Marquer cet arc examin�e. D�eterminer un autre DS.
Cette premi�ere �etape est suivie d'un regroupement des clusters en vue d'obtenir p super-
clusters (il s'agit du nombre de processeurs de l'architecture r�eelle). Pour cela, un crit�ere
d'�equilibrage de charge est pris en compte.
Ces super-clusters sont alors allou�es de fa�con bijective aux processeurs de l'architecture r�eelle,
puis l'outil applique une heuristique d�evelopp�ee par Bokhari [Bok81].
A la �n de cette �etape, le graphe de tâches est remani�e a�n de tenir compte des distances
entre les processeurs, et des temps de communication qui sont devenus nuls. Ensuite, pour
chaque processeur une liste de tâches avec priorit�e est maintenue �a jour. Les tâches prêtes
(dans le sens o�u elles ont re�cu toutes les donn�ees n�ecessaires �a leur ex�ecution) sont ensuite
ordonnanc�ees par ordre de disponibilit�e des tâches et des processeurs sur lesquels elles sont
ex�ecut�ees.

2.2.7 Utilisation pratique

- Machines concern�ees : nCUBE-II, iPSC/860
- L'outil tourne sur : SUN
- Langage utilis�e : C
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- Interface graphique : X window en option
- Prix : gratuit
- Contact : gerasoulis@cs.rutgers.edu (Apostolos Gerasoulis).

2.2.8 Bilan et conclusion

Il est clair que les objectifs de cet outil ne sont pas tr�es di��erents de ceux qui ont
motiv�es les concepteurs d'Hypertool. Ici il s'agit d'un outil volontairement ax�e sur la partie
ordonnancement du graphe de tâches, mais l'objectif est d'être un outil pratique, c'est-�a-dire
utilisable imm�ediatement et par tout utilisateur moyennant un minimum de formation. La
fa�con dont le graphe a �et�e obtenu n'est pas du ressort de l'outil. A l'actif de Pyrros on
peut noter un bon algorithme d'ordonnancement, qui en temps lin�eaire permet d'obtenir un
ordonnancement pour un grand nombre de graphes avec de bons r�esultats. Autres points
positifs, les auteurs proposent une petite biblioth�eque de routines pour les communications,
ainsi qu'une boite �a outils pour les optimisations d'utilisation de la m�emoire.
Par contre on peut lui reprocher de ne proposer que de faibles mesures de performances (par
rapport �a Hypertool) ainsi que peu de possibilit�es d'actions �a partir des r�esultats enregistr�es
�a l'ex�ecution. Les remarques qui ont �et�e faites pour Hypertool concernant la modularit�e sont
encore valables pour cet outil. L�a encore, il n'est pas adaptable �a des r�eseaux de machines
h�et�erog�enes.

2.3 TASKGRAPHER

2.3.1 Objectifs de l'outil

TaskGrapher est un outil qui est pr�esent�e comme un outil pratique d'ordonnancement. Il
fait partie du projet PPSE (Parallel Pragramming Support Environment). Les objectifs de
PPSE sont de permettre �a un utilisateur de pouvoir faire de la programmation parall�ele en
utilisant une batterie d'outils tels que Reverse Engineering Tool, Parallax, TaskGrapher...
Les objectifs qui sont �a la base de la cr�eation de PPSE sont les suivants :
- admettre en entr�ee du code source s�equentiel,
- utiliser un outil, Reverse Engineering Tool permettant de g�en�erer des �chiers compatibles
avec le format Parallax, de sorte qu'ils puissent être visualisables,
- utiliser Parallax pour d�ecrire l'application de mani�ere �a faire apparâ�tre le parall�elisme (par
utilisation de constructions graphiques du type loop...)
- fournir un ordonnancement et un placement de bonne qualit�e par l'interm�ediaire de Task-
Grapher,
- g�en�erer du code pour machines parall�eles �a l'aide de SuperGlue,
- en�n, e�ectuer des mesures de performances avec EDA ("Execution Pro�le Analyser").
Dans ce qui suit, seul l'outil permettant de faire de l'ordonnancement est d�etaill�e. TaskGra-
pher est pr�esent�e comme un outil pratique d'ordonnancement, dans ce sens il se rapproche de
Pyrros plus que d'Hypertool. Par contre, au lieu de pr�esenter une seule heuristique pour or-
donnancer la plupart des graphes, les auteurs en proposent plusieurs (sept au total) [ERL90].
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2.3.2 Description de l'outil

Bien que faisant partie int�egrante de PPSE, cet outil peut être utilis�e ind�ependamment
de Parallax.
TaskGrapher produit des ordonnancements sous la forme de diagrammes de Gantt. Il produit
des graphiques de performances, et une analyse du chemin critique. L'utilisateur peut d�ecrire
son programme sous la forme d'un graphe de tâches, choisir une ou plusieurs heuristiques
d'ordonnancement ou d'allocation, choisir la topologie de la machine cible (descriptible "�a
la main"), et observer les estimations de performances �a l'aide des outils graphiques. On
peut par exemple avoir une estimation en pourcentages du temps total durant lequel chaque
processeur a �et�e actif. TaskGrapher poss�ede un simulateur d'ex�ecution, ce qui permet de
suivre de fa�con "dynamique" l'ex�ecution du programme et son comportement.

2.3.3 Intervention de l'utilisateur

L'utilisateur doit fournir le graphe en entr�ee, un graphe qui doit être totalement valu�e.
Le choix de l'heuristique �a appliquer est encore de son ressort. Au vu des r�esultats rendus
par la simulation, il peut r�eex�ecuter le même programme mais en appliquant une autre des
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2.3.4 L'�etape d'ordonnancement et de placement

Pas moins de sept heuristiques sont propos�ees pour ordonnancer le graphe de d�epart.

{ La premi�ere est due �a Hu [Hu61]. Il s'agit du classique algorithme optimal pour des
arbres UET sans communication, sur un nombre m �x�e de machines identiques.

{ La seconde consiste en une modi�cation de l'algorithme pr�ec�edent pour tenir compte
des communications [Kru87].

{ Toujours avec des communications, la troisi�eme heuristique �a �et�e d�evelopp�ee par Yu
[Yu84], en prenant pour base l'algorithme de Hu, et en prenant en consid�eration les
communications au moment de l'allocation des tâches. Cette heuristique donne de bons
r�esultats pour des temps de communications importants. A noter que les tâches ont
toutes le même temps d'ex�ecution.

{ Les trois suivantes sont dues �a Kruatrachue [Kru87]. L'une d'entres elles consiste �a
ins�erer dans les p�eriodes d'inactivit�e des processeurs des tâches prêtes �a être ex�ecut�ees.
La seconde repose sur l'id�ee de duplication de tâches de mani�ere �a r�eduire les temps de
communications par �elimination de certaines communications (notamment les n�uds
qui ont plusieurs successeurs). La troisi�eme porte encore sur l'id�ee de duplication, mais
par une duplication totale des pr�ed�ecesseurs des tâches qui sont d�ej�a allou�ees. Cet
algorithme est en O(n4).

{ En�n la derni�ere des heuristique due a �a El-Rewini [ER90] qui est une heuristique
d'allocation.

2.3.5 Utilisation pratique

- Machines concern�ees : aucune, simulation
- L'outil tourne sur : Macintosh
- Langage utilis�e : Parallax, un graphe d�e�ni l'application
- Interface graphique : oui, pour dessiner le graphe de programme et l'architecture
- Prix : gratuit
- Contact : lewis@cs.nps.navy.mil (Ted Lewis).

2.3.6 Bilan et conclusion

Le positionnement de cet outil est di��erent de celui des deux outils pr�ec�edents. Il apparâ�t
plus sp�eci�quement comme un outil d'aide �a l'ordonnancement que d'aide �a la parall�elisation
d'une application, la raison en est �evidente puisque TaskGrapher fait partie d'un ensemble
d'outils permettant par une utilisation pr�ecise de chacun d'eux d'atteindre le but de la
parall�elisation d'une application. L'id�ee d'utiliser une "boite �a outils" pour l'ordonnancement
est s�eduisante, mais elle n'est pas pleinement exploit�ee. Puisque cet outil semble être fait
pour donner une id�ee �a l'utilisateur de la meilleure strat�egie �a utiliser pour ordonnancer un
graphe, plusieurs petites commodit�es auraient �et�e les bienvenues, comme par exemple :
- Un identi�cateur de graphes (d�etection d'une structure arborescente, d'un graphe o�u toutes
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les tâches sont de dur�ees �egales, de graphes o�u les temps de communication sont nuls...)
- Une fonction d'aide �a la d�ecision dans le choix d'un ou plusieurs algorithmes en fonction
de leur ad�equation avec la structure du graphe.
- Une possibilit�e d'ajout de nouveaux algorithmes, a�n de pouvoir mettre �a jour cette "base
de donn�ees" d'algorithmes d'ordonnancement.
Un autre bon point pour cet outil, il est possible de d�ecrire la topologie de la machine,
mais l�a encore, il aurait �et�e int�eressant de pouvoir �etendre le nombre de param�etres de
l'architecture cible (capacit�es des canaux de communication entre processeurs, capacit�e de
la m�emoire de chaque processeur, vitesse de chaque processeur...). Finalement, il s'agit d'un
outil qui pr�esente beaucoup de bonnes id�ees bien que toutes n'aient pas �et�e exploit�ees �a
fond. On pourrait cependant le quali�er d'hybride en ce sens qu'il peut être �a la fois utilis�e
dans un processus de parall�elisation menant �a une r�eelle g�en�eration de code, et �a la fois
comme un outil pour l'ordonnancement. Cet "double casquette" le dessert un peu puisque
comme aide �a l'ordonnancement les id�ees qui ont permis son d�eveloppement n'ont pas �et�e
pleinement exploit�ees et comme �el�ement d'un processus de parall�elisation, les heuristiques
propos�ees ne sont pas tr�es g�en�eralistes, de complexit�e importante, et n�ecessitent l'intervention
de l'utilisateur pour en choisir une.

2.4 HeNCE

Objectifs de l'outil

Il s'agit d'un outil d'aide �a la programmation. Cet outil est coupl�e avec PVM, PVM
est l'interface de bas niveau (programmation) et HeNCE est pr�esent�e comme l'interface de
haut niveau. HeNCE a pour but de permettre �a l'utilisateur de d�ecrire graphiquement son
application de mani�ere �a faire apparâ�tre explicitement le parall�elisme [BDG+93].

2.4.1 Contexte d'utilisation

- Machines h�et�erog�enes (Heterogeneous Network Computing Environment)
- Langage utilis�e : PVM

2.4.2 Description de l'outil

Cet outil est compos�e de plusieurs parties :

{ La premi�ere partie permet �a l'utilisateur de d�ecrire son application parall�ele par l'in-
term�ediaire d'un langage graphique. L'utilisateur doit expliciter le parall�elisme de son
application. Les n�uds du graphe repr�esentent des proc�edures Fortran ou C. En plus
des n�uds simples (et des arcs qui mat�erialisent les d�ependances de donn�ees), quatre
autres types de n�uds sont disponibles a�n de d�ecrire l'application avec le maximum
de pr�ecision. Le premier correspond �a la structure d'une boucle. Le second type de
n�ud correspond �a une d�ependance conditionnelle. Dans ce cas l�a, l'expression est
�evalu�ee �a l'ex�ecution, et seulement l'une des branches est ex�ecut�ee. Le troisi�eme donne
la possibilit�e �a un n�ud d'avoir une arit�e variable, l'expression permettant de calculer
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cette arit�e �etant �evalu�ee �a l'ex�ecution. En�n, le quatri�eme et dernier type de n�ud
correspond �a une structure de pipeline.

{ La seconde partie concerne la con�guration du r�eseau. Cette con�guration permet de
donner des priorit�es dans le choix des machines pour l'ex�ecution d'une tâche donn�ee.
Ces priorit�es sont pr�ecis�ees via une matrice de coûts qui est directement utilis�ee �a
l'ex�ecution par HeNCE.

{ Avant de pouvoir ex�ecuter le programme, l'outil produit automatiquement les appels
PVM pour les communications et les synchronisations. Il produit de même le code
pour chaque proc�edure en fonction de l'architecture cible (qui n'est pas forc�ement la
même pour chaque tâche puisque le r�eseau est form�e de machines h�et�erog�enes). En�n,
il place sur chaque n�ud du r�eseau les proc�edures qui lui sont allou�ees.

{ L'ex�ecution est r�egl�ee par ce que les auteurs appellent the execute tool. Durant l'ex�e-
cution les proc�edures sont allou�ees automatiquement en fonction de la matrice des
coûts et du graphe produit par l'utilisateur. L'ex�ecution est de type mâ�tre-esclave, un
des processeurs r�egit l'ensemble de la distribution du travail. Pendant l'ex�ecution le
contexte est sauvegard�e a�n de permettre une reprise d'ex�ecution en cas de probl�eme.

{ En�n, apr�es l'ex�ecution, une trace est disponible a�n de permettre une r�eex�ecution
parall�ele simul�ee. La visualisation de l'activit�e des processeurs ainsi que l'ordonnance-
ment des proc�edures est possible. Les communications et les temps d'attente pour un
processeur ou une tâche donn�ee sont visualisables et reconnaissables par l'utilisation
de di��erentes couleurs. A noter, la visualisation de la trace pendant l'ex�ecution est
possible.
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Fig. 2.4 - : HeNCE

2.4.3 Intervention de l'utilisateur

Il intervient �a di��erents niveaux, dessin du graphe au d�epart. Il agit aussi par l'a�ectation
d'une priorit�e �a chaque tâche par l'interm�ediaire de la matrice des coûts.
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2.4.4 L'�etape d'ordonnancement et de placement

Cette �etape intervient apr�es la d�e�nition de l'application sous forme graphique et apr�es
la d�e�nition de la con�guration du r�eseau. Chaque machine a une charge, pour ex�ecuter une
nouvelle routine r, le processeur mâ�tre choisie la machine m de telle sorte que le couple
(charge de la machine m, coût de l'ex�ecution de r sur m) soit le minimum de tous les m.

2.4.5 Utilisation pratique

- Machines concern�ees : Toute machine bas�ee sur UNIX
- Langage utilis�e : C, Fortran 77
- Interface graphique : X11R4 pour HeNCE
- Prix : gratuit
- Contact : pvm ou hence@msr.epm.ornl.gov

2.4.6 Bilan et conclusion

L'ensemble logiciel HeNCE-PVM constitue un tout coh�erent. Concernant la partie alloca-
tion, il faut noter plusieurs choses. Premi�erement, le coût de chaque proc�edure est indiqu�e par
l'utilisateur et seulement par lui, ainsi que le choix pr�ef�erentiel de la machine, cela suppose
que l'utilisateur ait une assez bonne connaissance des di��erentes machines et architectures
disponibles, et qu'il soit �a même de pouvoir fournir une bonne estimation des coûts de ses
proc�edures. Concernant la partie ordonnancement, il n'y en a pas �a proprement parler, l'or-
donnancement que l'on peut rencontrer dans HeNCE ressemble plutôt �a de la r�epartition
dynamique de charge. L'absence de cette �etape s'explique assez facilement par le fait qu'il
n'existe pas d'algorithmes e�caces pour ordonnancer sur m machines h�et�erog�enes un en-
semble de tâches de dur�ees di��erentes li�ees par des contraintes de pr�ec�edence avec des coûts
de communication g�en�eraux. Les seuls algorithmes pouvant fournir une r�eponse pour ce type
de probl�eme �etant du type recuit simul�e ou encore tabou. Dans un premier temps, les seules
am�eliorations qu'il pourrait être possible d'apporter �a cet outil serait une partie �equilibrage
de charge dynamique un peu plus �eto��ee en amont (module d'estimation de la complexit�e
des proc�edures par exemple) et en aval (utilisation de plusieurs fonctions de coûts tenant
compte des architectures di��erentes).

2.5 ADAM

Concernant cet outil, certaines questions restent pour l'instant en suspens notamment
concernant la valuation du graphe. Quels sont les crit�eres qui permettent cette valuation,
l'utilisateur intervient-il? Est-ce automatique? Si oui, comment cela fonctionne-t-il, premi�ere
ex�ecution? �Evaluation de la complexit�e de chaque instruction? [ACC+93].

2.5.1 Objectifs de l'outil

Cet outil est d�edi�e au d�eveloppement d'applications pour machines massivement paral-
l�eles. Il a �et�e d�evelopp�e dans le but de produire du code parall�ele, donc �a des �ns d'utilisation
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pratique.

2.5.2 Contexte d'utilisation

- Machines de type MIMD
- Les processeurs de l'architecture cible sont suppos�es être tous identiques.

2.5.3 Terminologie

Une application est d�e�nie comme un ensemble de processus communicant par �echange
de messages.

2.5.4 Description de l'outil

L'outil prend en entr�ee un programme �ecrit en langage EDAM (langage sp�ecialement
d�evelopp�e pour ADAM). Ce langage est du type CSP. EDAM permet de d�ecrire une ap-
plication comme un ensemble de processus communicant par �echange de messages. Un pro-
gramme EDAM est compos�e de deux parties, une partie concernant la description du code
des processus, la seconde concernant la description algorithmique du graphe de communica-
tion inter-processus. Lorsque le programme est �ecrit, il est utilis�e pour produire un graphe de
communications inter-processus. Ce graphe est non orient�e. Durant la phase de compilation
et celle d'initialisation le graphe est �eventuellement valu�e, �a chaque n�ud (processus) et �a
chaque arc (canal) est a�ect�e un coût de calcul et un coût de communication (un coût de
communication entre deux tâches correspond au temps de transmission de l'ensemble des
messages �echang�es entre ces deux tâches).
Le graphe est r�ecup�er�e par le module de placement. L'outil calcule ensuite le routage n�eces-
saire aux communications, par minimisation d'une fonction de coûts.
Concernant le d�ebogage, l'outil est pourvu d'un simulateur bas�e sur un noyau multitâche. Il
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y a en outre la possibilit�e d'une r�eex�ecution simul�ee.
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coûts de communication

de donn�ees

analyse des d�ependancesd�etermination des
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Fig. 2.5 - : Adam

2.5.5 Intervention de l'utilisateur

L'utilisateur intervient dans l'�ecriture du programme en EDAM. Il peut intervenir sur les
politiques d'allocation, en modi�ant de fa�con manuelle l'allocation d�etermin�ee par le module
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concern�e.

2.5.6 L'�etape d'ordonnancement et de placement

Le module concernant le placement des tâches sur les di��erents processeurs de l'archi-
tecture cible accepte en entr�ee un graphe de communications inter-processus. Ce graphe est
non orient�e. Le module peut être inactiv�e, le placement s'e�ectue alors �a la main, ou activ�e,
le placement est automatique, mais peut être modi��e manuellement par l'utilisateur via une
interface graphique. Les heuristiques de placement sont mises en �uvre �a la compilation, il
s'agit donc d'un placement statique. la m�ethode utilis�ee est constitu�ee de deux parties :
- �equilibre de la charge entre les processeurs
- minimisation des communications
Trois heuristiques sont disponibles :
- un algorithme glouton dont le principe est dû �a Chen [CG88]
- l'algorithme de Bokhari [Bok81]
- un algorithme bas�e sur le pr�ec�edent qui �equilibre la charge en passant d'un nombre non
limit�e de processeurs au nombre de processeurs disponibles de l'architecture cible, puis le
même algorithme est utilis�e pour minimiser les coûts de communication. La fonction de coût
utilis�ee est de la forme :

F = �F1 + �F2 + 
F3

O�u F1 repr�esente l'�equilibrage de la charge, F2 repr�esente les communications internes (il
s'agit des communications entre des tâches ex�ecut�ees par le même processeur) et F3 les
communications externes.

2.5.7 Utilisation pratique

- Machines concern�ees : T-NODE
- Langage utilis�e : EDAM
- Interface graphique : disponible pour les di��erents �el�ements de l'outil
- Prix : gratuit
- Contact : ...@labri.greco-prog.fr (Alabau, Chaumette, Counilh, L�epine, Roman, Rubi, Vau-
quelin).

2.5.8 Bilan et conclusion

Dans sa conception, cet outil se rapproche de HeNCE, il est bas�e sur un couplage avec un
langage, EDAM,mais il ne fonctionne pas �a partir de langages tels que C ou Fortran, puisqu'il
est n�ecessaire de passer par EDAM pour avoir une description explicite du parall�elisme. Une
des grosses di��erences entre HeNCE et ADAM est que ce dernier outil est pr�evu pour des
architectures disposant uniquement de processeurs identiques, ce qui facilite la mise en �uvre
d'un module allocation. Concernant cet �el�ement, ADAM est bas�e sur des algorithmes qui ne
peuvent être utilis�ees que de mani�ere statique. La granularit�e du graphe de communications
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inter-processus est �x�ee implicitement par la syntaxe du langage EDAM. Cette granularit�e
implique la g�en�eration et l'utilisation de graphes non orient�es. On peut regretter l'absence
d'allocation dynamique (par quelque moyen que ce soit) qui peut permettre dans certains cas
de minimiser un mauvais placement de d�epart (les graphes en entr�ee du module d'allocation
ne sont pas toujours compl�etement valu�es). Apparemment, cet outil n'est disponible pour
l'instant qu'en version simul�ee.

2.6 PARALEX

2.6.1 Objectifs de l'outil

Il s'agit d'un environnement qui vise �a fournir une aide pour toutes les �etapes de la
programmation. Un outil automatique pour la distribution, la tol�erance aux pannes et l'h�e-
t�erog�en�eit�e pour les applications parall�eles et distribu�ees est propos�e. Cet environnement
o�re en outre la possibilit�e de r�eutiliser du code s�equentiel.

2.6.2 Contexte d'utilisation

- R�eseaux de stations h�et�erog�enes, �a bande passante �etroite et �a latence �elev�ee.

2.6.3 Terminologie

Un programme Paralex est mod�elis�e par un graphe orient�e sans cycle dans lequel un
n�ud correspond �a une fragment de code s�equentiel (qui accepte plusieurs param�etres en
entr�ee et d�elivre un seul r�esultat).
Les 
ots de donn�ees entre ces n�uds sont repr�esent�es par des liens.
Il existe aussi des n�uds �ltres qui ont pour but de s�electionner dans le r�esultat produit par
un n�ud N , la ou les parties de ce r�esultat n�ecessaires �a l'ex�ecution des n�uds li�es �a N .
Une châ�ne est un ensemble de n�uds li�es par une relation de pr�ec�edence de type s�equentiel.

2.6.4 Description de l'outil

Paralex est compos�e de quatre parties :

{ Un �editeur graphique qui permet la repr�esentation du graphe. Dans la description
propos�ee par cet outil, les boucles et la r�ecursivit�e ne sont pas autoris�ees pour exprimer
un algorithme r�ecursif, il faut d�eplier les appels successifs (!). La valeur des n�uds est
indiqu�ee par l'utilisateur lors de l'�edition du graphe.

{ Un compilateur qui appelle le compilateur C. Ce compilateur utilise une boite �a outils
ISIS pour standardiser la repr�esentation des donn�ees, a�n que les messages �echang�es
soient compr�ehensibles par toutes les machines. De même, comme plusieurs architec-
tures sont disponibles, pour un même n�ud, plusieurs codes sont n�ecessaires.

{ Un chargeur-d�ebogueur.
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{ Un environnement d'ex�ecution. Cet environnement comprend un contrôleur d'ex�ecu-
tion. Dans ce contrôleur est impl�ement�e un module d'�equilibrage dynamique de la
charge.
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2.6.5 Intervention de l'utilisateur

L'utilisateur d�ecrit le graphe de programme �a l'aide de l'interface graphique, e�ectue la
valuation de chaque n�ud de ce graphe. D'autre part, il d�ecrit dans un �chier paralex.site
l'ensemble des machines disponibles sur le r�eseau et pouvant être utilis�ees.

2.6.6 L'�etape d'ordonnancement et de placement

Les graphes pris en compte sont orient�es et sans cycle. Les heuristiques utilis�ees pour
l'allocation supposent que l'architecture est form�ee de machines uniformes (ces machines ont
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toutes les mêmes caract�eristiques, seule leur vitesse est di��erente) et formant une topologie
compl�etement connect�ee. C'est au moment de l'allocation que les arcs du graphe sont valu�es.
Les valeurs des arcs d�ependent du nombre d'octets qui vont circuler sur chaque lien. Dans
un premier temps sont identi��ees toutes les châ�nes pr�esentes dans le graphe. L'id�ee est alors
d'e�ectuer de mani�ere s�equentielle les châ�nes sur des processeurs en ayant pour objectifs de
minimiser la somme des communications sur les liens. Pour cela, l'outil identi�e le nombre
maximum de châ�nes qui peuvent être ex�ecut�ees en parall�ele.
L'algorithme utilis�e est un algorithme de regroupement glouton. Lorsque le regroupement
est e�ectu�e, les "grains" obtenus sont alors allou�es aux machines. Cette allocation se fait
de fa�con �egalement gloutonne, l'heuristique utilis�ee allouant le plus gros grain �a la machine
ayant la puissance r�esiduelle la plus grande. La puissance r�esiduelle est d�e�nie de la mani�ere
suivante :

Presiduelle =
Pm

1 + chargem

Pm la puissance de la machine m est donn�ee en SPECmark, et chargem est la somme des
longueurs de toutes les châ�nes allou�ees �a m jusqu'�a pr�esent.

2.6.7 Utilisation pratique

- Machines concern�ees : stations supportant M680X0, SPARC, PRISM, MIPS et Vax
- Langage utilis�e : C
- Interface graphique : oui
- Prix : gratuit
- Contact : Lorenzo Alvisi, Alessandro Amoroso, Renzo Davoli, Universit�e de Bologne, Dept
Maths.

2.6.8 Bilan et conclusion

Cet environnement ressemble beaucoup �a ce qui a �et�e fait dans HeNCE. Une des par-
ticularit�es de cet outil est qu'il accorde plus d'importance �a la partie allocation que ne le
fait HeNCE. Les algorithmes utilis�es sont tous des gloutons, bien que cela puisse parâ�tre
d�ecevant, il faut noter que sur les architectures h�et�erog�enes, peu de choses existent concer-
nant les strat�egies d'ordonnancement et d'allocation (strat�egies cit�ees lors de la description
de HeNCE), en�n, il manque un �el�ement pour faire de l'analyse de performances. A noter,
il s'agit d'une premi�ere version et les auteurs la quali�e de version test, ils justi�ent leur
choix d'heuristique simple et de fonctionnalit�es "spartiates" par ce fait plus une �eventuelle
�economie de temps, �a v�eri�er par des exp�eriences. Paralex : �a suivre...
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